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Introducción 

En Álgebra Uni\'ersal, el término variedad se refiere a la categoría de álgebras 
para una teoría ecuacional de un solo tipo. De eso habla el teorema originar 
de Mnltsev: 

en Ja variedad A, cualquier par de relaciones de equivalencia R, S 
en un mismo objeto satisface RS = SR si y sólo si la teoría tiene 
una operación ternaria 1n tal que nixxy = y y mxyy = x 

En esta tesis, llamamos Yariedad a la categoría de álgebras de una teoría 
ecuacional que bien puede ser multitipo (cf. capítulo 9). 

Lns categorías que necesitamos para poder tratar con relaciones de equiva
lencia son las regulares. Éstas las introducimos en el capítulo 2. También son 
útiles las categorías exactas. Una categorí.1 regular es exacta cuando todas 
sus relaciones de equivalencia salen como el par núcleo de algún morfismo. 

Si í es una categoría con productos finitos, de11otamos por ContFP í a 
Ja categoría de funtores 7 - Con que prcsC'rYan productos finitos, donde 
Con es la categoría de conjuntos. Las proposiciones 10.9 y 10.10 aseguran 
que toda variedad es una categoría de 11wddo8 ContFP í para una í con 
productos finitos y ,·ice\·crsa. Los capítulos S y 9 se incluyeron para poder 
demostrar esas dos proposicio11es. 

El objetivo ele esta tesis es presentar la Yersión del teorema de Maltsev 
que se da en [5]. Esto Jo hacemos en el capítulo 10, proposición 10.16: 

una categoría ContFP í es de Maltse\' si y sólo si para todo 
objeto IV en/, el diagrama 

ff ----"~- ff X JF 

~! !Id 
ll'xlF ~xi ll"xll'xll' 



viii INTRODUCCIÓN 

es un coproducto librado débil en 7 

En el capítulo 3, definimos categoría de Maltsev como sigue., Unacntegoría 
regular es n-permutable si para cualquier par de relaciones dé equivalencia 
R, S en un mismo objeto se da · 

RSR ... =SRS ... 
~~ 

n veces n veces 

En los casos particulares de categorías 2-permutables y categorías· 3- .. 
permutables, hablamos de categorías de Maltsev y de Goursat, respectiva
mente. 

En el resto de la tesis revisamos las categorías ele l'vlaltsev y de Goursat: 

• una categoría regular es de l\laltsev si y sólo si todos sus objetos sim
pliciales son de Kan (proposición 4.10) 

• una categoría regular es exacta de lvlaltscv si y sólo si todo par de 
cocientes con dominio común tienen coproducto fibrado y el morfismo 
conexi6n del dominio común al producto fibrado de este coproducto 
fibrado es una suprayección (proposición 5.9) 

• una categoría regular es de Goursat si y sólo si la imagen directa de 
una relación de equivalencia bajo un cociente vuelve a ser relación de· 
equivalencia (proposición G.15) 

• el lema 1.5 de grupos abelianos es válido en cualquier categoría exacta 
de Goursat (proposición 7.5) 

Las categorías de Maltscv son importantes porque aparecen con frecuencia 
en las matemáticas. El ejemplo que desarrollamos con detalle en esta tesis 
es la categoría de grupos topológicos, sección 3.4. En particular, GrTop es 
ejemplo ele una categoría de Maltsev que no es exacta. Algunos otros ejemplos 
de categoría de Maltsev son: cualquier categoría algebraica en la que parte de 
la estructura sea grupo, la categoría de álgebras de Heyting, los duales de las 
categorías de grupos abclianos y R-módulos, la categoría dual de cualquier 
pretopo con límites finitos, etc. 

Los capítulos 2 - 7 siguen a [4]. Los capítulos 8, 9 son de (1]. El capítulo 
10 es de [5]. El orden y la elección de temas son nuestros. 



Capítulo 1 

Preli1ninares 

En este capítulo, no~ ocupamos de dos ejemplos adelantan algunas de las 
ideas que desarrollamos más adelante. La primera sección es el caso parti
cular del capítulo T para la categoría Ab. En la segunda sección probamos 
lo necesario de la categoría Top para la sección 3.4. En la primera sección 
seguimos a [7], mientras que en la segunda a [6]. Algunos detalles son nues
tros. 

1.1 Ab 

En esta sección trataremos con grupos nbelianos. 

Definición 1.1 Un subgrupo de .. G. es un sllbconjuntó no vado H e;;; G tal 
que 

.:. \ 

• hi, h2 E H. implica h1 .+h~ ,E H · 

• h EH im;licd~/i~.H/ .·· .·· 

Definición 1.2; Una' r~Ía~ió~ dé equi~ale~cia en un grupo G. es un subg1-upo 
R :5 G x G tal qúe,;,: ·• .··~· .. ·> .. :} .'.~ ·. .. • .. 

• Vg e.a se Úene,(gig},eR]r~fl~ividad}·· 

• v(g¡,92} E R se tiene (92:01) e~Úim~tría) 
• Si (gí; 92}; (g2, Ya) É 'R en(órice;. (g¡;· g3} E R (transitividad} 

.· - ,. ' . ,. '·.,_., .. 



2 CAPÍTULO l. PRELIMINARES 

Dado un snbgrupo H :5 G, se induce una relación de equh·alencia de la 
manera usual por R = { (91, 92) : hay li E JI con 92 = 91 + h }. 
A una relación de equivalencia R :5 G x G le podemos asociar el subgrupo 
{92 - 91 : (91,92) E R} :5 G. 
Estas asociaciones inducen una biyl?cción cutre las retículas: relacio1H'5 de 
ec¡ui\•alencia de G, subgrupos <le G. Estn biyección preserva el orde11 de 
dichas retículas. 

Lema 1.3 Si R es una relación de equivale11ciu en G y 91 , 92 son tales que 
92 - 9; = 92 - 91 pora (9;, 92) E R euto11ces (91192) E R. 

Demostración. Sabemos que (91i91), (9;19í} E R. Como Res subgrupo, 

(91191) + (9;,9~) - (.q;,g;) = (9¡,92) 

estt\ en R. 

' ' ' 
* 

Proposición lA Si R sub9rupo .de G x O. es Úna ~elación reflexiva en G 
entonces es de cgu'ivalencia. · 

Demostración .. dsim~tría In tcncl11()s puestó que 

' (91ig1) -{g;,92) +(.92.02);;, (!J2,g1). 

l'vlient.ras qÚe pura la transitividud, 

(a1, a2) - (a2, a2) + (g2, aa) = (91i g3) 

* 
Sobre la siguiente proposición, Lamhck comenta en [i], p. 13i que es ex
treme/y useful in the popular pastimc called dia.gram chasing. 

Proposición 1.5 En el siguiente dia9mma conmutativo 



1.2. Top 

supo;igamos que los dos renglones son exactos, más precisamente 

'.~m~ - Núcµ 

ririx. ·5 Jll~c ,µ' 

Entonces. tenemos el. isorrwrfismo ,dé grup~s abeÚ~nos 
Im .Bn Im X(Iín (A~E) ~Núc (É --t F)/ N;ic f3 + Núc µ 

Demostración. Tene~os los isbm~~fi~~o~ ' 

y 

Im . .Bn,Im A' Im f3 n Núc¡l 
{f3b : JL'{3b = O} 
{f3b : "'fµb = O} 
{3(Núc "'fJL) 

Im {3.A 

:::;, Núc "Y/l/Núc f3 

{3(Im >.) 
f3(Núc JL) 
.B(Núc µ + Ntíc {3) 

:::;, (Ntíc ¡~ + Núc {3)/Núc f3 

Por un teorema de isomorfismo para grupos abclianos, obtenemos 

Im f3 n Im X/ Im (A --t E) :::;, N1íc (B --t F)/ Núc f3 + Núc µ 

1.2 Top 

En esta sección trataremos con espacios topológicos. 

3 

* 

Definición 1.6 Seari A y K dos espacios to¡iol6gicos. Una Junci6n continun 
A ..!!... ]{ es una identificación si p es sol•re y la t.0¡1ología de [{ es {U ~ 
[{ : p-1 U es abierto en A}, A dicha to¡io/Clgío .~e le dice la topología de 
identificación en]\", 
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Proposición L 7 Sea A ..!... J< una identificación. Si A ...!!.. B e,q una 
función continua univaluada en lo.s fibras de p entonces hay una 1í11ica función 

continua [{ ..l. B tal que el diagrama 

conmuta. 

Demostración. La única función Ti que hace conÍlmtar,el diagrama es ii(k) = 
h(p-1 (k)). Si U es abierto en B entonces 1i-1u.= p-1ii-1U es abierto en A. 
Puesto que pes identificación, ii-1U es abierto en J( y i1 es continua¡ como 
se quería ver. 

* 
Antes ele pasar a la siguiente proposición, hagamos una 

Observación 1.2.1 En la categoría Top una función biyectiva entre dos es· 
¡iacios topológicos . no es necesariamente un homeomorfismo. Basta tomar 
la identidad entre los es¡1ac:ios topológicos (X, r) y (X, t) donde i e T es 
estricta. 

Proposición 1.8 Una función continua A ..!... J< es una identificación si 
y sólo si satiSface la siguiente propiedad: 

si B..!.. I< es continua e i1lycctiva, !/ p = ih para algunaf1mción 
continua A ~ B entonces i es un hom.,omorfismo. 

Demostración. 
=> 
Denotemos por B al codorninio de h. Como i es inyectiva entonces h es 

univaluada en las fibras de p. Por In proposición 1.7 hay una ímica [( Á B 
continua tal que h = i1¡i. Aplicando la misma proposición a la factorizacióu 
¡J = (ili)p concluimos que ii1 = 1 ¡;. Entonces i ha ele tener como inversa a ii. 
Por lo tanto i es un homeomorfismo. 



1.2. Top 5 

<= 
Si p no fuera sobre, la contención Im p r; /{ en 

sería c•stricta .. Por lo th1it~; .P'es ~¿bre. . .. 
Denotemos ahora por r n lá topologíade J<ypor tu la topología de identi-
ficación en K. En el diagrRlmi: ,·: · 

·•>p .. · 
A . (K,r) 

X··;<···· 
(}(, L) 

In identidad en J< es continuay por lo tanto es un isomorfismo. Concluimos 
que las topologías r, L coinciden.: · 

* 
Proposición 1.9 .. Se~n~A ~ Í~,Y .· J / ... K dos funciones continuas. B 
es el conjunto {(a¡j) É A x·:J : ·pa = Jj} con la topología que hereda como 

sv.bespc1cio de A x J. Pa~a todo pllr. de funciones continuas X ~ A 11 X 

!s.. J hay una ~nica fui;~ión continua X -o: B tal que conmuta 

Demostración. 
La única función que hace conmutativo al diagrama es (h1, h2 ). Esta es 
continua porque una base para la topología de B es {(U x F) n B U r; 
.4, V s;; J abiertos} y (h1, h2)- 1(U x F) n B = hj' 1U n hi1\!. 

* 
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Proposición 1.10 Misma. situació11 de la pru¡1a.•foión 1.9. Si A ..!'... !\ es 
una ide11tificac:ió11 abier/.a, q es u11a irle11tificacicín abierta. 

Demostración. 
q es abierta. Sea U abierto en B. Por la proposición 1.9, U es de la forma 

con Aa, H 0 abiertos en A, J respecth·amentc. Tenemos las equi\'alencias 

:z: E Hao y hay a E Aa0 con .fx = pa µara una ao 

X E J-10 ., y X E ¡-1p(A00 ) para una ao 

Por lo tanto qU = Ua(J- 1p(A0 ) n Ha)· Como pes abiert.a, qU es abierto. 
q es una identificación. Sea U~ J con q- 1u abierto. Como pes identifi
cación, en particular es sobre. Se sigue que q es sobre y que U= qq- 1U. Por 
el inciso anterior q es abierta. Por lo tanto U es abierto y q es identificación. 

* 



Capítulo 2 

Categorías Regulares 

2.1 Subobjetos, suprayecciones e imágenes 

Éste capítulo es esencialmente la primera sección de [4]. La definición de 
suprayección es de [2]. 

Las definiciones y proposiciones de éste capítulo nos permiten dcfiuir a 
las categorías rcg11larns. Éstas son de suma importancia porque casi todo este 
trabajo transcurre dentro de ellas. 

A menos de que se diga Jo contrario, trabajaremos en categorías con 
límites finitos (esto se define en [8]). Sea .A una categoría y A uno de sus 
objetos. Se induce un preordeu en Jos monos de codominio A por: ; :::; i' 
si hay k con i = i' o k. Dos monos i, i' se dicen equivalentes si i :::; i' y 
i' :::; i. Las clases ele eqnh·alencia inducidas (se acaba de definir uua relación 
de equh·a]encia) se llaman subobjetos de A y se denotan Sub A. El orden 
:::; se hereda. De esta manera, Sub A es un conjunto parcialmente ordenndo 
con ínfimos binarios i /\ i' ciados por el producto fibrado y máximo 1,1• 

Definición 2.1 Se dice que un morfismo A 2.. K es una suprayección si 
p = m o a con m mono Ím]ilica m iso. 

Las siguientes son algunas propiedades básicas de lns suprayecciones. 

Proposición 2.2 Toda supra.¡¡cccián es epi: 

Demostración. Supongamos que fo p = g o p y p es suprayección. Calculemos 
el igualador e de f y g. Por la propiedad universal del igualador p se factoriza 

7 
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a través de e. Como e es mono y p es suprayección, e es iso. Concluimos que 
f =g . 

I 
g 

* 
Proposición 2.3 Todo epi regular es una suprayecci6n. 

Demostración. Sea e el coigualador de f y g. Si e= i oh con i mono entonces 
h o f = h o g. Por la propiedad universal del coigualador, hay un t'mico 
morfismo i' con h = i' o e. Usando una vez más la propiedad unh·ersnl, se 
obtiene i o i' = l,¡. Por lo tanto i es iso. 

==='=~;/:~ g 

* 
Proposición 2.4 p es una suprayccci6n si y sólo si tiene la siguiente propiedad 

si vop. = iou con i mono entonces /~ay una (única) w con u = wop 
yv=iow 

.Esta se llama la propiedad diagonal de las suprayecciones. 

Demostración. => . . . 
Calcnlemos el producto fibrado de i,v Q ~ B xC'. 'Factorizcmos a p y 
u a trm·és del mismo. Como los monos i;on estables bafc(producto fibraclo, 
i' es mono y por ende iso'. Como toda suprayección és epi. y · 

13 
i'/.!1 

Q-' ... B 

.,• ! Jv 
C-¡D 
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conmuta; w == v' o i'-1-éla la factorización. 
<= 

!) 

Supongamos que para un mono i, p = iou. A¡ilicarnos la propiedad diagonal 
•. al_ diagrama . · 

lop=iou 

* 
En'ge1Íeral,u1i'morfism6 epi y mono no es iso; Un ejemplo es la observación 
L2.l Sin· e1i1bargo;: ' 

· Propc:isiciÓn-·2.(;Ün morfismo que es mono y supro.yecciiín es iso.· 

¿~m~~tra8óJ: s<J ~¡lli~a 2A a: 

Proposición 2.6 Las s11¡1rayeccio11es son cerradas bajo composición. 

Demostración, Consideremos el siguiente diagrama, en el que p, q son suprayec
cioncs cuya composición qp se factoriza a trm·és de un mono i y w se obtuvo 
con la propiedad diagounl 

p 

Corno <J = iw, i es iso. 

* 
Proposición 2. 7 Si p o f es suprayección entonces p es suprayección. 

Demostración. Si ioh es 1111a factoriz~dón de p con i mono, entonces io(/I of) 
es una foctorización de 7' o f. 

* 



10 CAPÍTULO 2. CATEGORÍAS REGULARES 

Considérese el conjunto ele todas las suprayecciones de dominio A. Este 
conjunto también csttí preorclenado. Tómese p :S p' si y sólo si hay q con 
p = q o p'. Al poner p relacionado con p' si p :S ¡/ y ¡/ :5 p se indun• una 
relación ele ec¡11ivalcncia. Las clases ele equivalencia se denotan Cocí A . El 
preorclen se les hereda. 

Definición 2.8 Una categoría A tiene imágenes si todo morfis1110 .4 ..!.... B 
admite 1mafactorización a través de un subobjeto mínimo. Dicho s11.bobjeto es 
único salvo iso11101fismo y lo llamamos la imagen de f. Uso.mus la notación 
usual Im f = i ¡wrn decir que i es la. imagen rle f. 
Proposición 2.!J f = i o p con i mono. p es suprayección si y sólo si i es 
la. imagen de f. 
Demostración. 
=> Sen f = i' o p' otra fnctoriznción <le f con i' mono. Aplíquese In propieclatl 
diagonal ni cua<lraclo i' o p' = i o p. 

<= Suponga f = i o p con Im f =.i: Si p =.i' o p' con i' mono entonces f 
se factoriza a través· ele! mono i o i'; Como· Im f = 11 hay i" con i' o i" = l. 
Entonces i' iso. 

* 
Proposición 2.10 Si la categoría A tiene ir111ígenes entonces pam t.odo ob
jeto A de la categoría, Coci A tie11e supremo.~ binarios. 

Demostración. Sean A ....!!.. I<, A L I<' dos snprnyecciones. Si q es la 
suprnyección que aparece en la factorización de (p, p') a ti:avés de su imagen 
entonces, p :S q y p' :S q. Si q' es una suprayección con p :S 1/ y p' ~ q' 
eutouces f = (p, p') fact.oriza a trm·és ele q'. Aplíquese la propiedad diagonal 
11! cuadrado derecho. 

A ---'q-' __,_ L 

q ! ! 
Imf -!(X[(' * 
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Proposición 2.11 La diagonal del coproducto fibrado de. dos suprayecciones · 
es suprayección. 

Demostración. Sean A..!!.. I<, A.!!. J<' dos. s\lprayccci~n~s cci~ ,coproducto 
fibrado como sigue 

A~I<· 

p'! . F 
J('~f 

Veremos que q es suprayeccióri. L.uego l~proposiclón s~ sigue de 2.6. Su
pongamos que q = i o r para un '1nono ·¡; Por 2.4,· hay una úniCa d tal que 
conmuta ·. ·" .. :·.· · .· · · 

~~;(. 
•!·· .·.··x!·· ro~ ... >/. d_:: q ·: 

M~L 

Entonces hay una úni~a i' tal ~u~;~01~1imt,a . •' . ' .. 

. p· 

p1.... q .. }'\ .....•... d: 
···."'-'~· ·.· .. ··._~ú 

Por la propiedad universal del coproclucfa flbrndb, i o i' = lL: Como i es 
mono, entonces es iso. Concluimos que q cs. suprayección y por k> tanto q o p' 
es suprayccción. 

* 
Proposición 2.12 En 11na catega'rfa :con i11l.áge'nes, sean A ..!.. J<1 y A 
~ J\2 dos suprayeccione.5. Stt coprod11cta ftlirado existe si y sólo si tienen 
ínfimo p/\q en Cocí .4. ÉMe eb prccisámcnte la rliago11al de dicha coproducto. 
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Demostración. => Si 

es coproducto librado, el morfismo r = q'p = p' q es una suprayccción' por la 
proposición 2.11. Claramente r $ p, q. Sea t una suprayección con t::; p, q., 

Esto quiere decir que hay 1(1 ..!.. M y 1(2 ...!!.. 1\1 tales que fp ,= t =; gq. 
Por la propiedad universal de coproducto librado hay una única L ~ l\f 
tal que, f = eq' y g = ep'. Entonces t = er o sea, t ::; r en Coci 'A, Por lo 
tanto r = p /\ q. 

<= Sean A 2.. ](1 y A ..!!.. ](2 dos suprayeccioncs con ínfimo indicado por 

Sean ](1 ~ L y K2 .!!.. L tales que :r;p .= yq. Denotemos este, morfismo 
por t y pongamos su factorización sup'rayección-mono, 

A L 

~,,',/ 
M_ 

Por la propiedad diagonal, hay í1nicas x' y y' tales que r = x'p y r = y'q. 
Entonces hay ]( -!'.. i\J con , 
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Así es que, como p y q son suprayecciones, el diagrama 

conmuta. i o w es el único morfismo que lo hace conmutar porque p /\ q es 
suprayección. 

* 
Ejemplo 2.13 En Con las suprayecciones son las funciones sobres. En Ab 
las suprayecciones son los morfismos sobres. En Top las suprayecciones son 
las identificaciones. Las primeras dos afirmaciones son claras. La tercera se 
trató en los preliminares. 

2.2 Categorías Regulares 

Empezamos esta sección con una definición y un lema que serán útiles para 
definir a las categorías regulares. · 

Definición 2.14 Sen .4 .J.. B un morfismo. Al mono (r1, r2) obtenÚo de 
calcular el producto fibmdo de f consigo mismo 11e le llama el núcleo o ·par 
míc:leo de.f, y se denota .Ntíc f = (r1, 1·2 ). · · · • ·· 

Lema 2.15 Si f = i¡i e.~ una factori:ación de I con i mono e11to11ces Núc J 
= Núc ¡1 
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Demostración. Denotemos Núc f = (r¡, r2 ). pr1 = pr2 porque i es mono. 
Sean. (91, g2) ·con ¡1f1 = py-j. Entonces 

Jg¡ = ipg1 = ipg2 = f 92 

Pero (ri, r;) cs uiiiv~r~al ;nt~eJas parejas coiguala<las por J. 

Definicióll 2'.io u11Ci'~:t;JLa Ase dice regular si 

* 

• tiene lfmit~s fi~ito~ 

• tie~e i~dg~n~i· •· 
. .,·• .. -·,.,_ 

• sus sllpray'Ccciori~:S ~ói1 cst'a.bles bajo producto fibrado 

Lema 2.17 E71 una catcgoria regular.A; si A -f!.. J( y B ~ L son 
supraycccienies c11tÓr1écs p x. q es~ súprayección . 

. De~ostr~dón. tci~ ~uadrad¿s • 
. :·- - . ·. : __ ~'. . .- --- .:· :·. 

A xB pxi,; •]( x B· 

. 1'A! . . !"~ . 
A P I< q. 

son productos fibraclos. Conio .A. ~·regul~l';1; ~ q y p X 18 son suprayec
ciones. Por la proposición 2.6, p. X q~ (lK i;c"q) o (¡, X lo) es suprayección. 

* 
Si se tienen dos morfismos 

A--,L. G ~ K, 
. . 

el núcleo de su composición se pu~de exprésar en términos de un producto 
fibrad.o a Ió largo del núcleo del. segundo. Más precisamente 
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Lema 2.18 Denotemos Núc g = (s11 s2) Si el cuadrado 

R S' 

(r1 ,ro) 1. •. . · 1 (i.1,s,) 

A x A q;;';- C .x C,. 

es un producto fibrad() entOri~es Núé gq :: (r11 r 2 ). 

Demostración;'· 
El. cuadr~dº,.C:C>~respo.lldi~nte ·conmuta puesto que 

· gqr¡ = gs1t = gs2t = gqr2 

Sean xi,;~ ::X ~·A con (gq)x1 = (gq)x2. Hay un único morfismo X ...=.. 
S> eón six ::.qX¡ y B2X = qx2. Entonces, (q X q)(x¡, X2) = (s¡, s2):z:. Así 
p~es,; hay ~n único modismo X ..!.. R con (ri. r2)y = (x11 x2) y ty = x. 
Como. (ri..r2) es mono, sólo y satisface la primera de estas condiciones: Por 

• lo tanto, Núc gq = (ri. r2). -

·* 
Proposición 2.19 En las categorías regulares, toda suprayeccÚ~ ~s c;igual-
adora de Sil par núcleo. . . 

Demostración. Sea A ..!.. I< una suprayección con núdeo R (rin) · _.{ x .4. 

Sea A .L B con fr1 = fr2. En el siguiente diagl'a1na1 C es la imagen del 
morlismo (p, f) - -. . - . - ._ 

A (p,I) J< xB 

~~ e 
Se tiene p = (irK o j) o q y f = (irB o j) o q. Bastaría demostrar que el 
morfismo g = 7rK o j es invertible. Por la proposición 2.7, ges suprayección. 
Veremos que g es mono. Estamos en la situación del lema 2.18. Como 
(p, f)r1 = (p, f)r2 entonces qr1 = qr2. Esto implica s1 t = qr1 = qr2 = s2t. 
Como estamos en una categoría regular, t es suprayección por el lema 2.li. 
Entonces s1 = s2 y g es mono. 

* 
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Definición 2.2Ó Si A es un objeto de una categoría, a los. morfismos con 
codominio A se les ·llamará elementos generalizados de, A . o sirriplemente 
elementos de A; 

. ·.· .. · -

Definición 2.21 Si X ~ A es un elemento: de A·, y G ~ A es un 
subobjeto de A; se dice que a pertenece á G sia. 8'efact~f-¡za\·a través de i . 

.... · ·.:1:'í' . 

I~~2,,~#h. ~;t, .. 
Nótese que de esta manera, los sÚbobjetos/qtiedán'déterminados por los 
elementos que.les pertenecen.·· ·. "·, :ii'tóq}J;·'.!!; ~?:··::· · · 
Proposición 2.22 En una categ~ria\./J¿1a~;~J~.~~e~:ento Y -2.. B pertenece 

a la imagen de un morfismo A :.L. B ' si' y';~¡~ :kiiay un elemento X ...!!.- A 
y una suprayección X ..!!.. l' con bq ;ija..1:• ' ··.:... . 

Demostración. 
=> 

1~1;~ 
······~B 

Si f = ip es Ja factorización de !·entonces b = ib' para una b'. Si el producto 

fibrado de py b; está dado por X·• (a,q) A xY. e~t~nces q y a son los morfismoti 
buscados. · · 

<= 
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Tenemos bq = fa con. ·q sÚprayección.- • Por la propiedad diagonal hay un 

único morllsmo Y~ Im f ·. c~n b,,,;, ib': 

* 
2.3 Relaciones 

En cualquier categoría con límites finitos, se puede hablar de relaciones. En 
este capítulo suponemos todas las categorías regulares. 

Definición 2.23 A los subobjetos de A x B se les llama relaciones de A en 
B. Usamos la notación R: A....¡ B, para indicar que una relación va de A 
e11 B, si es que no se presta a confusión. 

Por definición, las relaciones de un objeto a otro constituyen un conjunto 
parcialmente ordenado con ínfimos finitos y elemento máximo. Dada una 
relación R = (r¡, r 2 ) : A....¡ B, podemos considerar su opuesta Rº = (r2 , r 1): 

B ....¡ A. Asimismo, a los morfismos se les puede ver como relaciones si se 
identifican con su gráfica {lA, J). Es claro que las únicas relaciones de ese 
tipo son las que tienen a r 1 iso. De manera análoga a la definición 2.21, 
podemos hablar de pertenencia. 

Definición 2.24 Se dice que una pareja de elementos generalizados 

_.!!---"'A x---.-... 
b B 

pertenece a la relación R : A ....¡ B .si (a, b) se facto riza a través del subobjeto 
R. Esto lo denotamos b(R)a. Nótese que una relación está completamente 
determinada po1· los objetos que le pertenecen. 

Definición 2.25 Sean A ...!i. B y B ..§.. C relaciones en. una categoría 
con imágenes. Podemos formar el diagrama 

},! 

Y~. 
R · .. S. 

y "'z y·~ 
A B C 
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donde (ui. u2) es el producto fibrado de r2 con S¡. La composición S que 
sigue aR, denotaila SR es la imagen del morfismo (r¡U¡, S2U2)· 

Proposici~~ 2~:rn s?Á _i B y B..§.. C son relaciones entonces c(SR)a 
para X ~A/.,:)(:0:;:._(; si y sólo si hay una suprayección Y_!.. X y un 

.. ,_ . ·- .•. ,_ .. , .( . 'b 
elemento j¡eiieralizadó/Y'-:+ B con cp(S)b y b(R)ap. 

Dem~strácÍóri. :~ La definición de composición, aunada a la proposición 2.22; 
nos da c(SR)a si y'sóIO si hay Y...!!... M elemento generalizado y Y ..E.. X 
suprayeéción tales que conmuta 

Al definir b = r 2 o u1 o y = s1 o u2 o y, obtenemos lo deseado. 
<== Si (r1, r 2)r = (ap, b) y (si, s2)s = (b, cp) cntoriccs hay un único morfismo 

y ...!!... M tai que r = U¡ o y y V2 o y = s. Este morfismo y h~~~ c~n~utar el 
diagrama - . . 

Y---·..:.P ___ x 

u! ! (a,c) 

Al (r1>11,•2u,) A X e 
Por la proposición 2.22, c(SR)a. 

Proposición 2.27 La composición de relaciones es asociativa. 

Demostración. Se reduce a demostrar que para tre.s relaciones 

A __!i_. B _¿____ C _r_ D 

y dos elementos generalizados X -2..' A y. ,'\ ~ D , se tiene que 

d((TS)R)a ~- d(T(SR))a 

* 
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Aplicando dos veces la proposición 2,26, obtenemos d((TS)R)a ~el diagra
ma izquierdo. Reacomodando el d.iagráma izquierdo obtenemos el derecho. 

: . . ; ... ~ . .· ' - · .. ·· . ', 

(~-l~t~i~i;tl~ 
Una vez más; la prcip'osicióri'2.26 gárantiza'íi(T(SR))a. La otra implicación 
es análoga;ó; .. -_.¡; .:·v::;~J!'i'\~iU·<.'··-~.:~·3[/·?:·;:/;,:·.·•7- \ .- · * 

' .. ··~\·' "',_f/}• ,.,.,_ - ':.--' ' 

Observa¿i~n ;,3;~ ;~da una categorl~ regula/A; podemos definir su cate-
goría Rel A de relaciones po-r · · · -- · · 

Objetos son los objetos de A 

Morfismos de A a B son las relaciones de A a B 

Las identidad en A es la relaci6n (lA, lA)· La composici6n de morfismos es 
como en la definici6n 2.25. La proposici6n 2.27 asegura que es asociativa. 

Ademds, si A .1.. B y B ..!.. C son dos morfismos de la categoría A, el 
rombo en 

A 

y ""( 
A _ B 

Y"Z.Y~ 
A B C 

es producto fibrado. Es decir, la composici6n de f y g como morfismos de A 
se corresponde a su composici6n en Re! A;:•-'··-

Proposición 2.28 Sean R,-S, T y P cuatr~':-i·elaciones tomo en el_diagr~ma 
,; ; < ;\<" ;\.-' 

A __!!,-.:. B ::::::: C ~ D _--- .. _ 
s - , . 

. . ' - .. :,- .· ··, __ .. ,,,·. :·::·· 
Si S :S T entonces SR :S TR y PS.$_ .PT. - -
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Demostración. Sólo demostraremos PS :5 PT-la otra desigualdad es análoga. 
Denotemos por y al morfismo S - T que (t1, t2 }y = (s11 s2). Denotemos 
por (u1, u2): M -t S x P y (v1 1 v2): N -t T x Palos productos fibrados de 
s2 con P1 y t2 con P1 respectivamente. Como 

hay un único morfismo M ~ N . tal que conrnuta 

M~2· ' . , . - -U!! . '.'·y . .. :.·. : . . ·: __ · ." .. 
S ..... N~P 

~!!. !PI 
T--¡;-C 

Se sigue que 
(s1 tti. p2u2} = (t1 vi, P2V2}y' 

Como PS = Im (s1u¡,p2u2) y PT = Irn (t1vi,p2v2}, concluimos que PS:::; 
PT. 

* 
Es muy útil considerar algunos casos especiales de composición de relaciones. 
Nos referimos a todas las variantes que ocurren si una de las relaciones es 
una función o la opuesta de una función. 

Lema 2.29 Con la notación de la definición 2.25. Si R es un morfismo 

A ...!... B, entonces SJ = (u 11 s2v2). De igual Jonna, si S = g• ~on g un. 
morfismo e - B entonces g• R = (r¡ U¡' V2}. . ·., '· ' 

Demostración .. En el siguiente diagrama, el rombo es producto fibrad~' 

M 

;/ ~· 
.4 .. s 

y "'( ;:/ ··""·· A B. C 
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Afirmamos que el morfismo (u¡, s2u2) es mono. Sean x, y dos morfismos 
con (u 1 , s2u 2)x = (ui. s2u2)Y· Proyectando obtenemos, s2u2x =. ·s2u2y y 
u 1x = u 1y. Entonces s 1u2x = fu¡x = fu1y = s 1u 2y. Esto significa ·que 
(s1,s2)u2x = (si.s2)u2y y por ende u2x = U2Y y (u1,u2)x = (u1,u2)y. Por 
Jo tanto x =y. Analogamente si S = gº. · · 

* 
Lema 2.30 Con la notaci6n de la. definici6n 2.25 .. Si S es el morfis1~0 B 
...!!- C entonces gR = Im (ri. gr2). De igual forma, si R = /° con f un 
morfismo B __.,A entonces Sf° = Im (Js1, s2). 

Demostración. 
R 

Y~· 
R- .· •B' 

;/. .~·· .. 1Y "Z. 
Á B C 

El rombo es un producto fibrado. 

* 
Corolario. 2.31 En una categoría regular, 

1. Para cualquier morfisma X ..J.. Y sé tiene !° f = Núc /. Así pues, 
lA ::::; /° f con igualdad si y s6lo si f es mono'. 

2. Para cualquier morfismo B ,.!!.. A. se tiene /¡/¡º ::::; lA. Se da la igualdad 
si y sólo si h es suprayecci6n. 

. ... . 
9. Si R = (r1,r2 ) es .una relación, entonces R = r2 r 1º. 

Demostración. 

l. En· (2.29), torilese S ==.'r, R ;, f . 
. :·--~:<·.-· .. 

2. Por (2.30) sabcm'c~~'.Ciu~ hhº =lm (h, h). Pero si la factorización de /¡ 

es ip, entonces la de (hi h) es (i, i)p. 
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3. En (2.30), compongnnse r1º y r 2 • 

* 
Corolario 2.32 Si · Á ~-B y C ~ D son dos morfismos y C ~A D 
...§.. B dos relacio1Íes entonces 

f RgºS: S <=> 

irh=I' Y 

R ~f°Sg 

f°ff°=f° 

Demostradón. Són consecuencia inmediata del corolario 2.31 

Es claro que 

D -2-c 

h ! !o 
A-¡;B 

conmuta si y sólo si hay w : D -+ U con 

conmutativo, donde (11¡,u2) es el producto fibrado.de f con g. 

Teorema 2.33 Con la notación del diagrama anterior. 

1 . . El cuadrado conmuta si y sólo si khº ~ gº f. 

2. kh~ = gº f si y sólo si el cuadrado conmuta y w es supmyección. 

* 
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3. El cuadrado es Ún producto fibrado si y sólo. si khº = gºf y (h, k) es 
mono. 

Demostración:· i .· · ' · ·• 

l. La relación khº es la imagen de (h, k) .. • (u1 ;~2)~es:·~ono. Entonces 
(h, k) = (u¡, u2 )w si y sólo si khº· $. (u¡, u2) ;:,,, 9º f. · · ··· . , 

2. Si w es suprayección entonces (u1¡1L2) 'es la imagen d~'<h, k} y por 
ende khº = gº f. Al revés, si khº = gº f entonces khº =· Im (h, k) 
== (u1 , u 2). Por lo tanto, la igualdad (h, k) = (u1, u 2)w fuerza a que 1v 
sea suprayccción. 

3. Si kiJ,º = gº f y (h, k) es mono entonces (h, k) = khº = gº f y por 
ende es producto librado. Si el cuadrado es producto librado entonces 
de entrada (h, k) es mono y por enrle khº = (h, k). Pero el producto 
librado de f con ges gº f. 

* 
Ejemplo 2.34 En Con. El primer inciso del teorema 12.33 dice que 

conpw ta .~i y. sólo si 

. {(~d,kd) fd e'Br~ {ca,c) IIa =ge} 
. . . . . ." ··>(;~ .. ¡ "_· '...-:·;' .· ' - ' .· 

Los incisos 1. y 2. del c~rolarlo."2.3idicen' < . 

1. La función X :l.'~~ ';~;"~t;~~~~~~¿i y ;ólo si para todo subconjunto 
Z !;;;; X se da ¡.,;- 1 f.Z = z; . 

12. La ftmción X _!..X es ~ob~e si y s6í~ si para todo subconjunto z !;;;; X 
se da n-1z = z. '.·. 
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Proposición 2.35 Sean relaciones R: A --+ B, S : B. -t C y T : A --+ C. 
Se tiene: 

SRA T :5 S(R/\ SªT) 

Demo~tra¿ió~. S~~n· X _f.. A y X ~ C dos elementos generalizados tales 
que c(SRA T)a. Hay una ~uprayección y ~·X tal qúe 

cp(S)b c(T)a b(R)ap 
. - . . . 

Entorice~·b(R/\SªT)ap. Así pues, cp(S(R/\SªT))ap. Como pes suprayección 
c(S(R /\ SªT))a. 

2.4 Equiv A, Cong A y Coci A 

Definición 2.36 Una relación A~ A se dice 

•.reflexiva si Ll.A = (lA, lA) :5 R 

• simétrica si Rª :5 R 

• transitiva si RR :5 R 

• de equivalencia si cumple las tres anteriores. 

* 

Al conjunto de relaciones de equivalencia en un objeto A, ordenadas como 
subobjetos de A x A lo denotamos por Eqniv A. El elemento mínimo de 

Equiv A es Ll.A. El elemento máximo es Ax A~A x A Los ínfimos 
finitos en Equiv A se calculan como en las cnclorelaciones de A puesto que 

Proposición 2.37 Sean R y R' son dos relaciones de equivalencia en A .. 
R 11 R' es relación de equivalencia. 

Proposición 2.38 Para cv.alquier morfismo A ..!.. B la relacióll Ntíc f 
: A -t A es de equivalencia. ·· 

. . .. -. - .· '• 
Demostración. Por el corolario 2.31 lA :5 f° f. Es obvio qÍ1e· (!º /)º = J°f. 
J'vlicntras que por el corolario 2.32, (/º J)(Jºf) = r f:: . 

* 
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Definición 2.39 A las relaciones de equivalencia de la forma Núc f para 
algún morfismo f se les dice efectivas o simplemente congruencias. Al con
junto de congruencias en un objeto A lo denotamos por Cong A 

En una categoría regular, Cong A es un subconjunto de Equiv A con el orden 
inducido. Tenemos inducida la función Núc : Cocí A -t Cong A que a cada 
suprayección le asocia su par núcleo. 

Teorema 2.40 En una categoría regular, N1íc : Coci A -t Cong A c.~ una 
biyección entre conjuntos ¡ia1·cialmente ordenados que invierte el orden. Su 
inversa se calcula coigualando y se denota Coig : Cong A -t Coci A 

Demostración. 
Si f es un morfismo con dominio .4., su par núcleo (!1, h) es un elemento 
cualquiera de Cong A. Por la proposición 2.15 sabemos que si f = i¡> es la 
factorización de f entonces N1íc p = N1ic f. O sea, Núc es sobre. 
Por otro lado, de la proposición 2.19 se deduce que 

Coig o N1íc = lcoc1 A 

Concluimos pues, que N1íc es biyecth·a. 
Veamos ahora que im·ierte el orden. Sean q, q' E Coci A tales que q .::; q'. 
Entonces q coiguala al núcleo rle q' y por consiguiente Núc q' :::; Núc q. 

Proposición 2.41 E11 una categoría regular, si p, p'. E .Coci A entonces 

l'\úc (p V p') = (Núc p) /\Equiv ;1 (Ntíc p') 

Es decir, los ínfimos en Cong A se calculan como c11 EquivA'.: . 

* 

• , (m1 ,111 ... ) ·, . {rrif,Tr1;) : · 
Demostrac1on. Denotemos por J\1 ____;. A x A y llf' ·•:---'.:'"·A x A a los 
mícleos de p y p' respectivamente. De esta manera, en Equiv.A, su ínfimo 
esHÍ dado por el producto fibrndo 
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Si denotamos por N ~Ax A al núcleo de (p,p') hay que ver que como 
subobjetos de A x .4, Ñ y N son el mismo. Por un lado tenemos 

Ñ~~. mn22ññ11 .. · 

,_ ~~N.~A· 
m 1n2=m1n1 ! .. · . ·!. 

. fil ·_. ~·, (p,p') 

,4 (p,v'l I< ~ I<,' 

En el otro sentido considércnsepriJTlero ... ·.r:'i• 
·,:~:.> .. 

fl~T~.· .. ,·.· .'', :; ... •·. ;· •... ~ .. •· .•. !l.·.·.~7·' .. ·~.: .. :···.···.····I .... ·.:.·;·:. Cn.,• .. ·.·< · .. ·...•..• . \ "'i¡~Jl. ,\"fi\1'~A 
! . . . . !· ... "' ' ' !' ! 

1 ' P ·· /· ·. ' n~ · ' p~ 

. A~K ··.· A-;¡+-I< 

Y Juego 

Cerramos este capítulo con una clefi;;ición y ~n ejemplo. · 

* 

Definición 2.42 Una categoría A-;~c dfce. cxa~ta si es regular y todas sus 
relaciones de equivalencia son efecU1:1as.:: · ·· · · 

Ejemplo 2.43 Ab es exacta. Si :R::; G,.;,_ G. es. una relación de equivalencia 
.sabemos que se corresponde con.1m slibg1:.,¡po H $ G. Se puede considera1· el 
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..,_, 

gn1po cocient~ . G ~ Gj J-i y p es supr~yecció~ en; Ab . .Si R -2_.. G son 
r2 

las proyecéiones. en.tonces ]1·1as co.iguaia· y además 
f.. . .. ' . ., 

es un prod;1cto fibrado: 
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Capítulo 3 

rz,-permutabilidad en categorías 
regulares 

3.1 n-permutabilidad 

Si 
B-n-A---sB 

son dos relaciones en una categoría regular, podemos formar la sucesión de 
relaciones 

R, RS, RSR, RSRS, ... 

en la que cada término se obtiene del anteÍ'ior precompo~fendo con. R ó S 
según sea el. caso. < · · · ·, ~. , 

· Definición 3.1 En una catcgor{a r·egula; A co~;ideremo; las rel~dones 

B-n-A-sB. 

Definimo.q la sucesión (R, S),, por inducción: (R, S)o = 1, 

(R S) _ { (R, S)nR n par 
' n+l - (R, S)nS n impar 

Lema 3.2 R y S como en lu definición anterior. En caso de que R y S sean 
ambas relaciones reflexiva..• en el objeto A, cada término (R, S)n volverá a 
ser una relación reflexiva en A y se forma la cadena de desigualdade.~ 

(R, S)o ::;; (R, S)¡ ::5 (R, Sh ::;; (R, S)a ::;; (R, 5)4 ::5 ... 

29 
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Demostración; (R,8)~ :es· ~na relación reflexiva. Si n es par y (R, S)n es 
reflexiva enti:mces •l: ::;' (R, S)nR = (R, S)n+i. puesto que R es reflexiva. 
Anál~gamente si'n iis impar. 

* 
En casi todo Jo (¡~e ~iiiue nos ocuparemos del caso en que ambas R y S son 
relaciones d,{équivalenéia: Empezamos con un lema. 

Lcn:ia 3.3 §éa;,. RV"S relaciones de equivalencia en un objeto A. . '· . 

1. P~~Ü ~···~· 2, si' (R, S)n es relación de equivalencia entonces R V S = 
(R,S)n' en Equiv A .. 

2. Si m ~ 1 

(R, S)~(R! S)~ :: { rn: ~~:::_ 1 ~ ¡~~ar 

(R,S)n(S,,~)rn,~·.{ ~~: ~~:::- 1 . ~ i~~ar 
9. Si n < m entonces .~<. . .· 

4, 

'c.'- ,· ' 

{R, S)n ::; (R, S)m 
. (S, R)n $ (R, S)m 

Si R iJ S sóló só.n reftdiivasl este re~Útado ;sigue siendo válido. 
~- --
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Supongamos el resultado para m y demostrémoslo para m+ l. . 

) ( . ) · (, S.) { (R, S)rnR . m ~ar 
(R,SnR,Srn+r= R, n ·(RS) S ·.· : 

, m -.:m 1.mpar .. 

(R, S)n+mR m par · · , 'n p~~· 
(R, S)n+m~íR m par · n impar 
(R, S)n+mS m impar: n par · 
(R, S)n+m-iS m impar : n irripa~ . 

_ { (R, S)n+m+I n par · :· 
- (R, S)n+m 71: impar:'. 

Mientras que para la segunda: ··· ..:é 

,n par 
n impar. 

Suponiendo para m, 

(R,s);;(s,R)~+1 7'{1~:·~~r~~:~~:~ ;;: ¡;~ar 
"·· .{ ·~~:~~:::/" : iz~ /. ~¡~~ar 

= .. (R, S),,+~i-iR . m impa. r n par 
(R,S) 11+;;,R m impar n impar 

' '" • ' ' v; 

· = {·. (R, S)n+m n par 
(R, S)n+m+I ri impar 

31 

3. Ambas desigualdades s~n por inducdió~ sobre m - n. Para la primera, 
como R y S son reflexivas; tenemos ; · · · · 

.· (R,;); ;~{.~~: ~~:~, • 
.'\::_ ¡. '. ·:··"· ". •, ~. ' 

es decir (R, S)n 5. (R, S)~~¡. s;J¡jol1Íh;ido ~I r~sultado para m - n 5 k, 
lo demostramos para m - n ~ k + f · :· · ·; '··· -: · · · 

(R,S) .. ·~·(R;S)~+k ~ (R,Sf~.+:k+1, 
' ' •, . . ' 
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·donde Ja primera y segunda desigualdades son 1al3·~í~de~is ele inducción 
para k y 1 respectivamente. . ..•. ' •; .,.,.;:;· .. · . .··· 
La otra desigualdad es análoga y sólo harémos l~ ba:Se;porque también 
es una inducción. Demostremos por inducción so!Jre':Ti.:que·:;: .; , . , 

.:~:,n;:,:~ltidn J:,;:~.~lf .i~~~~g~~~;tP~' 
·es, R),;+1 = (S, R)nS~ '(ii, s}ll'í~'i;\R;:~~~.i2 

~·::._:.. ,· . ::: .:.' ··:r;::~ ':·:-t~t· . ·;~,-~ ·._ 
Mientras que para n impar }: .,;'' '.: :;:;}·y ; 

(S, R)n+1 = (S, R)r.R ·~· (~»S),;~Ú~,;; (h;'s)n+2. 
"',':~ 

4. Sólo haremos el caso n :: 2k - •lp~~ i~d-ucdión sobre 1 ~ k. El otro 
es análogo. Para Ja base tenemos ·R~ =· .. R. porque R es relación de 
equivalencia. Supongamos que (R, ~)2k::_l ·".".· (]1:, S):ík.:.:1. Entonces, 

(R, S)2k+l = (R, S)2~.:1:2 ~((~. Shk-1SR)º 
= RS(R,Shk-1 = (R,S)2k+1. 

* 
La importancia del siguiente t~oiehia ~~cli~aenpermitirnos dar Já. definición 
que cierra esta sección. ·'··;:: ,. · ·' · · .:: · >.:,{ 

' ;: V' •. • • ·<~ ;: '."~>.> < .. } .. ,,: ., . •; 

Teorema 3.4 R y s son' relaci~~~~Lcú ~~~iyal~~~i~';en ~un ob}~to A 
categoría regular .A. Para toda n:?.:2 son equiiialcntes;> ' ;· . . ., " ",'. ·- .·, "._:.. ·'•· ;~ ·~"::-, :'~· \¡ ·_·. , .. 

~: ::~:~:2~n: .. ;i1ªct:~)~i~qt!t~)f c·~}1:'.i>{.·t·.·(R,s)n 

de la 

3. para unam>n,(R.;s),;;·.;;;'.(~~S)~;, . 

4. par:á una m> n, (S, R)m ~ (R,S),( . 

5. (R, S)n+1 = (R,S)~ 
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6. (S, R) .. +1 = (R, S)n 

7. (S, R)n !> (R, S)n 

En todo caso (R, S),. = R V S y si n es par entonces. 7. es igualdad. 

Demostración. . . . . . 
La demostración se Índica en el diagrama: ·Las implicaciones marcados con 
un punto son triviales. - ',.:;:·, .- '.·.: ·:<:.:~.:. 

·-·. 

l -2·2:~[;'.N/:·~!~~r:.•?···1· .· 
;n ~ ! Si (R, S)n. es re'l~~.iÓ~ d~ ~-q~H~í~~~{i.~~\¡ s\~ (R,S);.. 

-.. "~" ~·¿_"< ~· -- : :,~.l.· ..... ~·t~- :<~>;, 

5 => 7 

6 => 7 

(R, s)~ 5 (l~;s)~~·~ii~;¡5·;. (R, s) .. 
(R, sj .. ~ (SIR);,;;:i=; :RV $ ·~ (R, S)n 

,. ,.: ·:.> .. (,;_ :.:/'L :-:~·.·::.-.-·.,;'·- , "~ - ~-):·::: __ ::·.;.:_· -
"" '_,-'..,,"·-:.·. _.,,,·;'.•" . ' 

. (S,R)~ :5 (ii,.s)·~~í s (R, S)~ · 
>-.-

· .. (s,•n);, ~(s,:R)~~; ;;;, (R,'S)~ 

Entonces si 

- - . ., - . ~ ._' -·· ,· ' 

7 => l (R, S)n siempre ~~ ~eftexiva/Sf,;: es i¡n~nr (R,S)~ = (R, S) ... Si n .es 
par (R, S)~ = (S, R)n ~:(R,S)~;:Decu.álquicrmanera (R, S);. es simétrica. 
Bastará ver que par11 ~~dªt1• ' .· :;:' ~.~; .\(,,. ·.· . 

'·· ·<nt$l~,tl;)5 (~,.5')~:/5c'<*j, · .. 
puesto qüe (R,S);.(R,'S)~ ~· (R,'.S)~;(si'ii éS'íJai~'(R,B),.(R,S),, = (R, S)2,,_ 1 
si 11 impar.· Véremos (*)por iiidücción/Si n:e's.·par'\'~· 'éf'., /. 

- , . , ·., ~ ·. - .,'~:. ~·_,_·;·:-- .;>., .---:: ;_.-,··"r: .. ·-'..-:::-~~~-:·.~~.¡:/,_\~Y:>·:-':.::'-.·.:.' 

(R, S),;+; = R(S,R)~S;,;; R(R, s~~s\~ (R;s)~. 
·'\· ,; 

Sin es impar ' '(; .': .. 

(R,S)n+2 :dR(S.R) .. R 'i,R(n;s)~R'= (R,S),;. - - . . -., .. ,, .. -
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De cualquier forma (R, S)n+2 :5 (R, S),.. 
Supongamos (R, S),.+2m :5 (R, S),.. Entonces: 

(R, S')n-t2(m+I) = RS(R, S)n+2m ::; RS(R, S),. = (R, S)~+2 ::; (R, S),.. 

Sin es par, (S,R)~ = (R,S)n y (R,S)~ = (S,R),.. Porlo.tanto sin es par 
7. esigualdad. 

* 
Definición 3.5 Una categoría regula1· A es n-pen~utable {n ;;::: 2} si cualquier 
par de relaciones de equivalencia satisface las condiciones de la proposición 
s.4. 

3.2 Categorías de Maltsev y Goursat 

Para definir las categorías de Ívlaltsev y Goursat veremos otras condiciones 
equivalentes a n-permutabilidad en una categoría regular. Pero antes, nece
sitamos un lema que trata con propiedades de sucesiones de la forma (P, Pº),. 
para A ~ B una relación. 

Lema 3.6 En lo que sigue, A~ B es una relación. 

1. Si P = (J,g), entonces para 1::; n 

11 par (P, Pº),. =· { g(R, S),...,1g: 
.... · . g(R, S)n-IÍ n impar, 

donde<R 7 Núc f!/ S :d_Núc g. 

2. Si (P, Pº)n-:1 = (P, P~);¡~/~n~bl'lces (P, P)n-1 
toda k ¡im'. · · · · · , 

(P, Pº)n-l+k para 

3. Si P = RS. con R y S rel~ci-~nes de>e~t1iv~lencia entonces para 2 ~ n 

... (Í',Pº),.-1= (R,S),. 

, (Pº, P),,_1 = (S, R),. 

Demostración; 
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l. Por inducción sobre n. La base es 2.31 que dice P = gf°. Suponemos 
el resultado para n par. El caso n impar es análogo. Recordemos que 
la proposición 2.31 también dice Núc g = 9º9. 

(P, Pº)n+l = g(R, S)n-19° p = g(R, S)n-19°9!° = g(R, S)n!° 

2. Se sigue de que para toda ,k, 

{ 
(Pº, P)k n par 

(P, Pº)n-l+k = (P, Pº)n-1 (P, Pº)k , n impar, •.,;,,,· (P, P?)n+l+k 

3. En el fondo, las dos igualdades.son s
0

ólo Ú~ayel~as6 ind~ctivo .es 

· .<?.·p.·)~·•·=={~. A~1n~\~{~~~}f~;r~u~:·:······-
. ' · ·; • ~ ',;,,:e'~.· sfa~i'.~\:;·.¡; ., · · 

La última iguaJdád se 'obtiene hadcridb ~sei'1del Iéma 3.3. 
' . . .,. • ,,. • ._.,,' ,: .• 1 ':·~ '\/)\:.<.·,,:·· •.:. ' 

* - . - . ~::·.~.·~· ~.)~:~ .. r-;;. 
Proposición 3. 7 En una cate9orla ~cgular; para ióaa'ii 2!: 2 son equivalentes 

1. la ~o.tc;oria es n-permUt~blii.· ":''}~tZi;)~jfé;~··;{, .'.·";·· ·•-·.· 

: :::'.::~;::~::RA'.i.~~~l~~~tw~;;~Aj . 
4. para cualquier relación reflexiva. A:...... A/ la'rélaéión. (E,B~)~-1 es de 

equiva.lenciu.. . '· :· .. · ), } . ' · '? •b -. ;/ .: · • :: .. : .. • .• 
5. para cualquier relación r~flex'¡vaB, 'za;r~laciórÍ (E,, E0 )°11 _ 1 es transitiva. 

6. pa~a cualqúier relació~ rcftcxiv~ E,\·~ ~ien~ 
0

(E~ ~·>LI'~. cé: E)n-1 • 

Demostración. La demostraCió~ se' iI1clica en •eLdiagra{na; Las implicaciones 
marcadas c.on un punto son triviales·. · · · · · · · · 
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2 =? 3 Denotenios P = (!¡ g). El corolario 2:31 dice P = gf°, Núc f = J°f 
y Núc g ;:.9°9. Denoteinos Núc f = R y Núc g =S. Tenemos: 

' ( . :• .. ·:., 

·< >· .\:; 'e; ·{ '·(R S) ·. º· sin es par · ... (? Pº) ... ;;;;.· .. ·. . g , . n-10 
5".h

1
• ib ~2?? ,:g(~, S)n-ifº si n es impar 

' Por él. co;ola~ib z:3:~ ~B~e~~mris ' '. ' 
';.'.;·:~.·· <;' -'-,.'~:·~ .·,<.¡ / ~' ,!,~---· 

(P, P~)!l~1"~.Y(R;'S)Ú~~·u(S,R)~fº;,, o(R, S)n-dº,;, (P, Pº)n-1 
(P, p·j~~l·.~ 9'(R,'S)~Yo ==g(S, R)nY0 = g(R, S)~.;.29º = (P, Pº)n-1 

.:~,' • "·. : •• ' •• ·• • ' • • • > 

para n par ·Y n in)par; ~especti~amente. 

3 =* 4 (E,B~)~.:../esdaramente reflexiva y -'sÍ 1<~s ifup~t~ ~imétricrí. La 
simetría' tambiél) se tiene paran par puesto que ":i ?·'. ·'";:· ( .: 

·~, ·~ '·. . .'o.':~. 

((E; Eº),.-1)º = (Eº, E)n-1 ~ E(Eº, E)n';.1E? =: (E,·É~)n~Í·~ (E, Eo)n-1 

Para transiÜ~•idadnotemos que (E, Eº)~-1 .~• (i, ~~~}j~(:j~·¿iiia (E, E~) .. ~ 1 = 
(E, Eº)n-i+k para toda k par. Luego; sin es ~nípar:'. ·,e :i<.: .· .. ·.·· · 

(E, Eº)n-1 (E' Eº)n-1 =.(E, ~°)2~L.• .. ~.;2,:·.•.-.) ... !.'.'.i.r'.·,·E···~·' ... :~.;.·.·.E.·.••,·.• .. ·)~~l 
Mientras que si n es par, ·ii,i';t · . . ;·;::. 

. . . ·-, :\-L'.''.:··~:;::_\/~-.-~:{:·;~;~;->·:~.:~:_·--~·> __ · __ --.-. . -. ·- . 
(E, E~)n-1 (E, Eº)n-1. ~·(E;E~)n:..:1E~(E, ~nn:,.í;.~;~(E,'Eº)i,;:...¡ = (E, Eº),._1 

• ·.· .. . .. Y ,;.;)·~~'.}fü1P~.m;t 1!J·;~B:-:}·. ·-·. ··· ... · .. ·· 
4=? 6. La implicaciónes trh•ial.para'n;par;iSi.n;es.ini¡:>árcomo.(E,E~}nc .. 1 

es reJ.aci6:ndé CQ\)ir~J.~~c,Í1;· elJ·.~~~,f,!~~~-~;t:¡~;S~;~~~~·¿:'.Jit.~rn;',:.;:;Y:,: •... · .. •' 

• (Eº, E)n-l· .. ·~· (E;Eº)2~:..~ ·=;Cf ;~r>~~l(f,B~) ... E~·~··(E, Eº)n~l 
La otra de:ig~ald~d ~~ ~~ii~~~:i~i~rc~m~fhJ1~~r¿·t~~~;',¡_ -. . . 

Para las irnplicai:iones q\lc siguen; hacemo5 E ;;,,,,_R5 Ci~'fonna tal que 

(E, ~º)n~1 ~'c/i,'~)n .· 
(Eº;E)n-1 =,(S,R)n' 
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donde R, S son dos relaciones de equivalencia cualesquiera. .. 
5 => 1 Tenemos (R, S)n(R, S)n = (R, S)n· Para n impar esto qU:iere decir 
(R, Shn-I = (R,S)ni mientras que paran par (R, 5)2;. = (R, S)n· .De todos 
modos es el inciso 3 de la proposición 3.4. 

6 => 1 Directamente tenemos (R, S),, = (S, R)n. 

* 
Por su importanciá en Jo que sigue, enunciamos Ja proposición anterior para 
n = 2. Incluimos también Jos incisos pertinentes de la proposición 3.4 y 
estrenamos un nuevo concepto. 

Definición 3.8 Una relación A ~ B · se dice difuncional si .F' Pº P ~ P: 
Teorema 3.9 En una categoría regular A ias siguie~tes pfbpiedad~s son 
equivalentes. 

1. si. R . y; s son • relaciones d~'. eq~iv~l~nc~~: ·~~ ~~j~bJet~S.4 . entonces la 
é~mposición RS. ·también. e8 relaéión, de equivalenéia 'y· R v ·S.=' RS en 
Eqúiv A:./: • > /~·' · ·~·'<-' <.·., . e;.·.~·' ''" .e. 

2 .. S Ji :.~·R{ó S~ i\'ii~ .:.: ''.:~{', :{;~{'. :\;~~; ·::Jfü :.: > ·., 

s'. ·SR i::·RS,'si:?~·Y .. _·~- sci;ico~~ru _ _',·;~c~á~:( 
';.~ ·: :t · . 

•.. ' '-''· •:. . "< •.-p'. ', ···-: ... , .... ·<·.· -;.'.', ·:-.::· 
4. · toda, relación A :;:::"::. B,_/.~~;-~ifi:1~c;ional., , • 

. 5 .. toda•relación~efieii~~·ksJFl~~ión dé·· equivalencia. 

· 6. tódá.;~1d¿ióh';efi~~¡~'a':~~·¡'i!/;~~~tivr: . . . 
·: ';;_.~·., : . , . ' ~ ' ; l . ',·¡';' -· •• · 

7. t~dd 'ré1~Ú6ri ·~~fl:..;.,ivd~i{~imétri~~. / · 

unapr~a~t~~~~i~ijJi'!·~~;~~fi~~f f ~~r~edc'¡~ proposición anterior para sólo 

~ :: .::·.'~', : . 
Proposición 3;io ~~~'F' ,;· (l, g) >Ú1;d relación >A ~B y rlenote~os R = 
Núc/ y S ;;,_N1íCg:P;es'éiifuiiciorialsiy sólo si SR: RS. . . 

·-· . . . ··, ,., 
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Demostración. Tenemos las equivalencias 

PPºP ·::; 
gf°fgºgj°.::; 

f°fgºg '< 
RS :5• 
RS 

,-, - -
La primera y tercera equivalencias son por el corolario 2.31. La segunda es 
por el corofario 2;32, La cuarta es por el teorema 3.4. 

* 
Definición 3.11 Diremos que una categoría A es de Maltsev si es 2-permu
table. Esto es, si satisface las condiciones del teorema 9,g, A las categorías 
3-permutables las llamaremos de Goursat. - - -- ,. ·- --

Proposición 3.12 (Modularidad) R y S son relacionis'-de equival~ncia en 
el objeto Atales que SRS:::; RSR y por ende RV S ='RSR._cSi T,e Equiv A _ 
satisface R :::; T entonce.~ - '' - ' 

Demostración. _ 
Usando dos vec_es las leyes modulares de Freyd, proposición 2.35 obtenemos 

(RV S) /\ T 
.. ''· .·. ·-

RSR/\T:::; R(SR/\RT) 
R(SR /\ T) :::; R(S /\ T R)R 
R(S /\T)R 

Pero ~omoR(S, /\ T)R :::; TTT = T y además 

R(S /\T)R:::; RSR:::; RV S, 

entonces R(S /\ T)R = (R V S) /\T. Por consiguiente R(S /\ T)R es relación 
de equivalencia e igual, por la proposición 3.4, a R V (S /\T), -

-* 
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3.3 Un ejemplo: Teorías de Lawvere 

En esta sección veremos Ja parte trivial del teorema de Maltsev para teorías 
de Lawvere. Empezemos definindolas e interpretándolas. 

Definición 3.13 Una teoría de Lawvere es una categoría 7 que tiene por 
objetos al conjunto 

Tº, T 1
, T2 , ••• ,Tn, ... 

de potencias finitas del objeto T = T 1 • 

Definición 3.14 Si B es una categoría con productos finitos y 7 es una 
teoría de Lawvere, los modelos de 7 en B son los funtorcs F : T --+ B que 
preservan productos finitos. A la categoría de modelos 7 y transformaciones 
naturales entre ellos la denotamos por Mod (7, B). 

Ejemplo 3.15 Una teoría de Lawvere para los grupos tiene tres morfismos 

Tº T 

T2 T 

T 
<:·1 .._ 

T. 

Así como los diagramas ( T: :+:Tº es-eltlnic; rri~rfismo que existe ~arque 
Tº es terminal): · · · · · -..... - é:::::_ , :,.•.: -.;:-; . ., .:: .• : ,•. · - · 

T (i,1) · ~-. (1,i) T' ·. 3 (w1,m)

0

• 2 <::. i .. :1) ·<,>c1; •• r T 

~1n# . (m,~3~ ~.l~> T~1nY? 
.. T ·. T 2 ·· .. ·m'·· T:• :-.,:•· :. ,T 

. '-·' "'",:,. 

Para gru¡)~s abeliqno~, hcibria r/ué·~fi~·dir_-~i~4iCi9fa.'.;;.(ci.~· •.: 
. - . . . . ~- ·- ' ; ' 

""~.'_··.'·····.·_;·T·[.~J' r 
:::.-: 

Las categorías Gru y Ab so1l la.s, l:atega1~;;¿s de Tn~d~lÓs de las teorías co
rrespondientes. eri Con ... En el último: capíÍulci 'verém os 'rigt~rosamente cómo 
obte11er una teoría a partir de una cátegorla "a/ge/)~cl:iéa" dada. 
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Definición 3.16 Si 'T es una teoría de Lawvere, una operación de Maltsev 
en dicha teoría es un morfismo T3 ~ T tal que conmuta 

Observemos que en una categoría de modelos· para una teoría de Lawvere 
con operación de Maltse\•, si 

. a1· A 
X/"" 
~A 

son dos elementos generalizados cualesquiera, entonces conmuta el siguiente 
diagrama 

Ejemplo 3.17 En Gru y en Ab. Si G es un grupo entonces una operación 
de Afaltsev en G es m(x, y, z) = xy-1z, para x, y, z E G. · 

Proposición 3.18 B es una categoría con límites finitos. 7 es una teoría 
de Lawvere con una operación de Maltsev. A= J\1o<l (7, B) es la categoría de 
modelos de 'T en B. Si A es regular entonces todas sus relaciones reflexivas 
.qon simétricas. Es decir, A es una wtegoría de Maltsev. 

Demostración. 
A las operaciones de l\laltscv en los objetos de A las denotaremos mo0;cto• 

Sea .4 un objeto de A y E una relación reflexiva en A: · 

A E 

~ ~2) 
A xA . 
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Entonces para i = 1, 2 

E je¡ E 

(~ x2) 
. Ax A 

. . 

Denotemos l = ((e1, e1); (e1, e2), (e:i, e2)):_~AsÍ.es que conmuta 

'~~·1-.:l:~,j~~~:., 
E .. . E~ 

.~ ~>3· 
(Ax A) 3 .. 

Tenemos 

Donde 

• conmuta porque mA es operación de l\laltsev 

•• conmuta porque E es subálgebra ele A xA 

••• conmuta porque los limites en A son puntuales 

Por lo tanto E es simétrica y A es de l\!altReY. 

41 

* 
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3.4 Gr Top 

Veremos que si 7 es una teoría de Lawvere y l3 es una categoría regular, 
entonces A = :'.\fod (7, 13) también es ·regular. La categoría de grupos 
topológicos GrTop es ejemplo de que A puede ser regular atín si B no lo 
es. A lo largo de esta sección 'T, B y A son como arriba. 

Proposición 3.19 A firme límites finitos. Estos se calculan puntualmente .. 

En particular, A .J... ]{ es mono en A si y sólo .si AT ~ J<T es mono 
en B. 

Demostración. En una categoría de pregavillas como BT, los límites se calcu
lan puntualmente. U11 límite (finito) d<> modelos vuch·e a ser modelo porque 
los límites conmutan con los límites. Para la equivalencia, recordemos que 
un morfismo es mono si y sólo si en el producto librado consigo mismo se 
obtiene la diagonal y que si h. es mono entonces Ur)n es mono. 

* 
Proposición 3.20 Si el morfismo A ~ J< en A es tal que AT ~ J<T 
es una suprayección en B entonces 71 es una suprayección en A. 

Demostración. Sea 
.4 p ]( 

"\..º• /: 
1 . 

una factorización de p en A co~. i lllolld.· Por la p;opo~iciCS0il3.19, ir es 
mono. Como PT es suprayección°," ent~nces'.

0

Íftambién 'és·'iso.'.:'corno 1,K 
son modelos, ir• :::< (irr y'en í:on·s~cÜ~iíéia i es·iso::: Por ló" tanto pes 
suprayección. . .. · · .. · .: ..... i,: ·•••· ~t' · ... · · 

·,;.,:-: 

* 
.' : : . ·'. ' ··'· 

Proposición 3.21 Hayfactoriz~cion~siupr~ye~~ión ~.onó e~A .. Es decir, 
A tiene imágenes. 



3.4. GRTOP 43 

Demostración. Séa A .J... J{ -un mo;fismo, en Á. La factorización suprayec
ción-mono 

AT Ir I<T 

~-A 
I 

de fr existe porque l3 es regular. Sen rn ~ Tm un morfismo cualquiera 
en la teoría 7. En el siguiente diagrama, w 1 se define mediante la propiedad 
diagonal 2.4. Podemos hacer esto porque (Pr)n es suprayección, dado que en 
l3 las ·suprayecciones son estables bajo producto fibrado 

Por la unicidad en la propiedad diagonal, podemos asegurár que hemos 
definido u11 funtor 7--+- l3 . 

rn.:.:+ ¡n 
W HW¡ 

Por construcción, este es un modelo. Por. las. proposiciones 3.19 y 3.20, Jos 
morfismos p, i en l3 dados por · 

_:·. . ., 

ir~.= (ir)" 

son suprayección y 1110110 respectivamente; Por lo tanto. A tiene facforiza
ciones suprayección-n10110. 

* 
Proposición 3;22 Sea A~K una suprayecci6n en .A. Entonce_s AT 
~ I<T. es .~uprnyecci6n en B. Junio con lciproposi~i6nS.20, esto die~ que. 
un morfismo p es Sllprayecdón en A si y sólo si 7Jr es suprayecci6Í1 en 13. 



44 CAPÍTULO 3: n-PERMUTABJLJDAD EN ••• 

Demostración. Consideremos la factorización 

AT PT I<T 

~Á 
I 

de PT en B. De la misma manera que en 3.20 podemos extender dicha 
factorización a una factorización iq = p de p en A con i mono. Como p es 
suprayección, i debe de ser isa y en consecuencia ir también. Por lo tanto, 
puesto que qr es suprayección, PT es suprayección. 

* 
Proposición 3.23 A es regular. 

Demostración. Por las proposiciones 3.19 y 3.21, A tiene límites finitos e 
imágenes. Por la proposición 3.22, las suprayecciones p en A son precisamente 
las que tienen a PT suprayección. Como en B, las suprayecciones son estables 
bajo producto fibrado y los límites son puntuales, concluimos que en A las 
suprayecciones son estables bajo producto fibrado. 

* 
GrTop es la categoría de modelos Mod (T,Top) ~ara la teoría de L~\\·,•cire T 
de los grupos. . .. · · 

p .·. • . ;.< .. ·> .:,,·:,,;·. . 
Lema 3.24· Sea A - /( un morfismo en GrTop)algue PT 'es .una supmyec
ci6n en Top. Entonces PT es abierto en Top:.:· .. / :· ' 

·,--

Demostración. Sea U~ AT un abierto: Tenemos lá. igÚaldad 

LJ a·U 
aeNuc PT 

donde Nuc Pres el núcleo usual de PT visto como un homomorfismo de grupos 
y a·U = {a·u : u E U}. Para toda a E AT la asignación A ...!!.O.A dada por 
x Ha· x es un homeomorfismo porque tiene como inversa a a-1 •• Se tiene 
eso en particular para toda a E Nuc PT y por lo tanto p¡.1PTU es abierto. 
En 1.8, verificamos que las suprayecciones en Top son las identificaciones. 
Concluimos que prU es abierto en I<T. 

* 
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Top no es regular: en [10), p; · 113 viene un ejemplo de una suprayección que 
no es estable bajo producto librado. Sin embargo, 

Proposición 3.25. La categoría GrTop es _regular. 

Demostración. La demostración de 3.23 sigue siendo válida: 

• En la proposición 3.19, sólo se usó que B tiene límites finitos. Sabemos 
que Top tiene límites finitos porque tiene productos· finitos e igualado
res. 

• En 3.20 y 3.22 sólo se usaron propiedades generales de modelos. 

• En 3.21 se usaron dos cosas. (1) B tiene imágenes. Esto es cierto de 
Top-las suprayeccioncs son las identificaciones por 1.8. (2) Si el morfis-
1110 p en A es tal que PT es suprayccción en B entonces la suprayección 
Pr es estable bajo producto librado en B. Esto es cierto de GrTop por 
las proposiciones 1.10 y 3.24. 

* 
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( 
\ 



Capítulo 4 

Objetos simpliciales y 
categorías de Maltsev 

Este capítulo es la verificación de una conjetura que Barr hace en [2], p. 3. 

A uscful mdom which gives a notion intermediate between being 
exact and being abelian is the supposition that every reflexive 
subobject of the square of any object is an equivalence relation 
(see I. (5.5)). This condition is equivalent to every simplicial 
object being Kan. 

4.1 Extensiones de Kan 

Definición 4.1 Sea J : M -t C un Juntar y C E C un objeto. Definimos 
la categoría (C .J.. J) de la siguiente manera ' 

Objetos son los morfismos C --+- J M para M E M 

Morfismos ,de C _!_ JM1 a O...!!- JM2 son l~s mo;fis~o~ M¡ ...!!...1112 
en M tales·que ·conmuta . . . '·.~-:~>, .... :;.~'.! , 

Denotamos por Qc al fun~or que olvi~a (O .J.. J)- M. 

4i 
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Proposición 4.2 Sean J : M -t C y T : M . -t ·A dos Jm~tores tates que 
para toda C E C la composici6n . 

(C.j.J) Qc M~A 

tiene· límite. Podemos inducir un funtorJ( :' e :---t A ~· itnd t:ansf~rmaci6n 
natural 1\ J ~ T, tales que si J es fiel !i pleno 'e'ritó·ri~es f es un isomorfismo. 

. . ::M2..c: :r>: 
·.{ ··<.]:Jt ·:ft(?··· 

Demostrad¿~. P~~á:~aélííc;\e c/'definimos KCcomocJ.Jírriite sobre TQc . 
. ·Todo ~orfiSino·:·q f q}: erí Ó;'~c~~~rrii~i un cono . . · 

, Li: • '.X {{(d , , q'º• . TQc• /} Je(C'Úl 

.>.,.c· .. K··,•'..:<: ": . ·. . . ·· . . 
Definimos J(C ---.!' I<C' como 'el único morfismo tal que para toda J E 
(C' .J. J)'conníutá'. : ' · ' · ···· · .· · · 

. KC Ko . KC' 

.~········.% . TQc;¡, . 

Es obvio que esta asociación preserv8. identidades~ J( ~espeta composiciones 
porque el diagrama . · · · . - ' · · 

¡(c· .. •!:~º.:/<~'.t.'·.,z~'.)1$?;, .. ····• . 
q~·h1~;.,.•. 

.. . TQc:.;¡,D~{.· / 
conmuta para toda f E (C" .¡; J); p~~¡ ~iÍd~~'Aie!M:''<lcindta~~l~~s por fM al 

morfismo K J M q,)Af~·.· .. fg1:ll'.i:;::·;~/~{•{• ~ .....•...... , . 
que corresponde a Ja identidad·lú1 ·e,(J;}f,;.J.'j).<.'Veamos.'que.fcsuna 
transformación natural J( J .-t . T . . Sean/Mii:Mi;'.E •. l\ÍI;::. Deiúitcrnos. a Jos 
respectivos conos límites por .:.;:.:: . .'.';.';¡:':· 'i':., .,:.'.:,. · .. :. 

{I<JM1 __!L_..TM}¡:JM1 -¿JM 0 {KJ~f/ q~, .7:M};,JM;:_..i.it 
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' . , ... ·,, 

Para toda 1111 ...!!.. M2 consideramos el 'cuadrado 

.1(Jkf1 KJh J(JM2 

PIJM¡ ! ·· .. ~. !91JM2 
TM1~TM2 

49 

El triángulo inferior conmuta porque Jh es un modismo lJM, - Jh en 
(J M1 .!. J). El triángulo superior conmuta por la definición del funtor K. 
Supongamos ahora que J es fiel y pleno. Sea 111 E M un objeto cualquiera. 
Por ser J fiel y pleno, lJM es el objeto inicial de (J M .!. J). Podemos entonces 
tomar a TQlJM = TM como KJA1. 

4.2 Objetos simpliciales . 

Definición 4.3 Describimos la categoría ó. por 

Objetos son los ordinales finitos [n] ={O, 1, 2, ... , n} paran 2: O 

Morlismos son las funciones mon6tonas 

* 

Definición 4.4 Un objeto simplicial de la categoría A. es un objeto de la 
categoría de juntares [ ó. º, A]. 

Los detalles de la siguiente afirmación se pueden checar en [9]. 
Dar un objeto simplicial es equivalente n dar unos objetos' 1<n E. A para 
n ?: O y para cada n, morfismos ·· · · · · · 

tales que 

I<n _!!!_ I<n-1 

Kn-1~K,. 

O :s; i.:s; n 

o:=; i::;n..::1,. 
.;·;·.), ;.·.:v• 

.. - ~ .. 

d;d; =:.::dj:..;d;!.si~i<.f. 
s;s; ~:s;+1~¡:0 sLi :s; j. 

. d;s; = sj~íd¡ .• si .i <j 
ais¡ ,,,; ~i:. . 

d;+¡S¡ 

d;s; 

-.i> 
=. s;d;.,..1 si j+l<i 

(4.1) 
(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 
(4.6) 
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Denotemos por Ái a la subcategoría plena dé .ó. que tiene.por objetos a [O] 
y [l]. Dar un objeto de Ja categoría (.ó.i,A] es dar una'gráfica reflexiva 

' ", •' 

"º '.-; do·. :.·· 
Ko-K1=Ko 

d1 . ,· 

Si denotamos por .ó.1 .::!.. Á Ja inclusión, todo· objeto simplicial K de A 
determina un objeto de (.Ó.i,A] dado por Ja restricció¡¡ KJ.º. En_ el sentido 
opuesto tenemos '_ . ., , 

Proposición 4.5 Sed A con lín{ites JÚ1itos .. Toda :grÍíflca;.efi~~a e,; A es 
la restricci6n de un objeto simplicial. · "· " .. . . 

Demostración. Estamos en la situación de Ja propÓ~iciÓn 4.2. l'~~Ja ¡J¡'a~~ra 
de .construir K, si i = O, 1 entonces podemos defüiir J(i :~'..7'.i/)~: ,.;-~ · 

··•. ,,..;.·:.;. )};.~ /;>·. * 
. ·'. · . .-·.,..:,.:.:!~1·~:;:·':, ·::-: ' 

Definición 4.6 . Si K es un objeto simplicial de Í~t'~dieuiiH-a: A !i 11 '~ 2, k E 
(n], definimos un cuerno (n, k) como un cónjúnto dé'elem'entcis generalizados 

•. ·. ' ' ••• ,._. ,. ~ " '1". • •• '.. ' • 

tales que para toda i,i .e (n~~ :;.rjj}ieJl;~~~·;:j~·er 
>f:•··=;:f~it'·< X<········ 

··8!i::S ~!~.:· 
conmuta. . ... '"'""':>'•'·:•.:. ':'1:;) "· •· ...... 

Si A tiene límites finitos: mí ;c.~~-;~~-.(~; 1ú;e~)o ziiisrn~ ,que un solo elemento 

generalizado x ~ L~. d,1~e::~~··'~}~(1.;e;x~Fi.:·· ... · · .. ···· 
es un límite sobre el diagrá~!l-;aP:~oP:t!ldo:~~L~ i(I_é_~Údad simplicial 
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.dice que para toda n ;::: 2 y k E [n], 

{Kn ....:!!_... Kn-1 he(n],i# 

es un cuerno (n, k). Entonces, si A tiene líinites finitos tenemos un morfismo 

Kn ..!.ll L~ tal que e;t~ = d; para i ¡6 k, con la notación de arriba. 

Definición 4. 7 Un objeto simplicial es de Kan si para toda pareja (n, k) con 
k E [n], n 2: 2 el morfismo t~ correspondiente es una suprayección. 

Con la intención de ilustrar estas ideas, presentamos el diagrama para (n, k) = 
(4, 2). También se muestran los cuadrados que conmutan si x;, i ¡6 k, i E [n] 
es un cuerno. La numeración a la izquierda del diagrama grande numera los 
Ka que aparecen en dicho diagrama y nos permite localizar dónde es que los 
cuadrados se realizarían. 

o 

3 

4 

X~Ka 
:r1! O<l !do 
Ka~K2 

x--=:!.......Ka 

... ¡ 1<3 !d· .. 

X~Ka. '<X~I<a 
.,.¡. º<ª • ¡.¡.· ~~r~ º~~ ·.!d· 
Ka .· do 1\~ .•. '.'/K,a •· ~o , 1<2 .· 

X i·.·x;'.''¡(~< · .1".·. "~ Ka 

"•!. l<.4 .: b "'·! 3<4 !d3 
]( 3 --;¡;-1<2' Ka· di ,K2 <:.· ... Ka -f,-+-.1<2 
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Proposición 4.8 Un objeto simplicial es de Kan si y sólo si para todo cuer
no (n,k), {X . "'' I<n.:. 1 } hay Y~ Kn elemento generalizado y Y~ 
X suprayección con qu_e .conmutá 

Demostración: 
=> Denotamos : · 

', .• y. ... 

·Y-Kn 

.d··· . !d, 
··,~~--~Kn-1 

· {L~ ~ Kn-1heln],i;'k 

al límite sob~~ ~l cuadrado correspondiente. Considérese el producto fibrado 
(y,p) de t :1<;.:-t L~ ,con respecto ax, que cumple C¡X =X;. Sígase este 
cuadrado comriutativo por e/y recuérdese que en las categorías regulares, las 
suprayecciones sim cs~ables bajo productó fibrado. 

·.·y-L..x 

L.-J~.· 
~<n-1 

<= Nótese que e; : L -+ Kn-I es el cuerno que corresponde al morfismo 
identidad de L. Por hipotésis, hay p suprayccción y y elemento generalizado 
tal que e; o p = d; o y. Pasando al límite, obtenemos t o y = p. Por Ja 
proposición 2. 7 t es suprayección. 

* 
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Corolario 4.9 Misma situaci6n de la proposici6n anterior. Si denotamos 
z = dky, tenemos 

d;z 

d;z 

dk-1X¡p .. , . . i < k 

d,;x;;¡; 1p ;;k '.:; i 
,,_-, 1,_, 

Demostración. i < k es el diagrama.de l~i~q~i~rda'.:!' El de la derecha es k ::::; i. 
,:·;,,;,.;':<\·,•·-.,-·.'",>.-•,;,;._.·:- - ... 

y--2..-c X ;;/.~:';.,~~t"l~'.:~··'.· :'.'P ')x ~ .. 
Y! .. •.!:¡ ., , ',•Y!" •., , •' !Zjfl 

~:. ,~;;~1g~~~.:.11r~if,¡1· ,11g 
i:.!? ,,, •. , .... •·::•.: ..• • ... : * -}}:· "·-·f,i:''ii.::. :~:-:.; __ , .. · 

El cor~lario anterior. 'es, co~o i<igri!~~ri¿\~'.:~~ríi. q~c. fálta" al cuerno. Al 
denotar x: = X;p para i .,¡, k y x:/~.·.z, t7Óern0~-q~e para toda i < j conmuta 

. J_:,:· if !i· ·. 
Teorema 4.10 En una catcgor{a ;~g~ldr.A, las ~iguientes afinnaciones son 
equivalentes ". ""'! .<: :: 

1. Todo objeto simplicia/K; 'en A ds'kan .. , ' · . 

2. Para cada objeto ~Hp.Íi~;~l~{~,·~e.·%<1J;~ªcl~ ~uenio (n, k) 

· ··.····: j:_{x, ."'·.:·. ¿{~"~~ie!.~í.id .. l 
' . ' -._ p .'-.-·.' .. ;. } :'-?-~<~·> ·}~.-;·;.:.·.;,-.. :~ .>- .-· 

hay .mpra¡}eccióri Y·~: X :.y rríorfismo; 1~ 4 Kn..:1 

d;z - dé1x;~·;. '¡<:k 

d;z'. :dkXi+l]Í . ~ k S Í 

con 
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9. Para cada objeto ~impUcial se tiene 2. _.para cuernos (;, 2) 

4. Para cada grdfica reflexiva K y cada par de morfismos 

X~K 
"'' 1 

c~n d0xo ==doi1; existe una suprayecci6n Y ~·X y un morfismo Y 
~1<1·: tÍiles qile doz °= d1xop y d1z = d1x¡p. 

5. A es de Maltsev 

Demostración. 
1 => 2 Esto es el corolario 4.9. 
2 => 3 Trivial. 
3. => 4 Por 4.5, toda gráfica reflexiva K se puede extender a un objeto simpli
cial que seguiremos denotando por K. Las condiciones sobre los morfisrnos 
paralelos Xo, X¡ dicen que éstos son un cuerno (2, 2) en K. Lashipótesis para 
K dicen d0 z = d1x0p y doz = d¡X¡p. · · · · · 

4 => 5 Sea K 1 (do,di) I<o x Ka una rel~clón reflexiva. _Esto significa que 
para un Ko ~ Ki. el diagrama 

.}{ .. (do;d1l .• }' 1·.,.. 
.. 1 ..• . . . .~O X '-O 

:~···.··· .. ·%····· .. ;\Ko: . 

conmuta. Notemos que.el.diagra~a anterior tam~ién representa a una gráfica 
reflexiva.· Dénotamós xo = lK, y i1 ,;_.,,.soda. Aplicando la identidad simplicial 
(4.4), obtenemos d0x¡ ,,,, .. d0xó: Así es que existen una suprayección }' ~ K 1 

y un morfismo Y...!.. K1·:tales que.doz = d1p y d1z = doP· La w del siguiente 
diagrama existe por la propiedad diagonal de las suprayecciones, 2.4. 



4.2. ÜBJETOS SIMPLICIALES 55 

. Esta misma w exhibe a (do, d1 ) como una relación simétrica. Aplicando 3. 9, 
concluimos que A es de Maltsev. · 
5=>1Sea 

{X~ Kn-1he{n],i# 

un cuerno (n, k). Veremos que es de Kan. La demostración se hará en dos 
pasos. Primero se verá que si O < k entonces para toda r con O 5 r < k 
hay u' : zr -+ Kn elemento generalizado y q' : zr -+ X suprayección con 
di o u' = X; o q' si i 5 r. Luego se verá que si k < n entonces para toda 
r con k < r hay v' : Y' -+ Kn elemento generalizado y p' : yr -+ X 
suprayección respectivamente tales que para toda i con r ::; i ó i < k se tiene 
d; o v• = x; o p'. La suprayección y el elemento generalizado buscado serán 
pn-1 , vn-1 ó pn, vn dependiendo de si k es ó menor ó es igual a n. 
Primer paso O < k Por inducción 
r =O Tómese qº = lx y u0 = so o x0 • Usando la identidad simplicial (4.4) 
obtenemos fácilmente lo que queremos. 
r suponiendo r - l. Suponemos que tenemos q•-1 , u•-1 con d; o u•...:1 

x; o q•-1 , si i 5 r - l. Se tiene entonces que conmuta si i::; r - 1 · 

Esto quiere decir que, si denotamos al núcleo de d; por D;, entonces la pareja 
(sr ox, oq•-1 , s, od, o u•-1) está en D; y consecuentemente en D =Do/\ ... /\ 
D,_1 para i 5 r-1. Por otro lado, (s,od,ou•-1, u•-1) está en D,. Así que la 
pareja (s,ox,oq•- 1 , u•-1) está en D,D. Pero como A es de Maltsev esto es lo 
mismo que DD,. Esto quiere decir que hay una suprayección q : zr -+ zr-1 
y un elemento generalizado u' : zr -+ Kn con d, o Sr o Xr o q•-1 o q = d, o u' y 
d;ou' = d;ou•- 1 oq si i < r. Denotando q' = q•-1 oq y usando las identidades 
simpliciales, así como el paso inductivo obtenemos d;ou' = x;oq' para i 5 r. 
Segundo paso k < n Por inducción hacia abajo. 
r = n Hay dos casos, dependiendo de si la desigualdad O 5 k es estricta o no. 
Si no lo fuera, entonces tomamos pn = lx, vn = Sn-l o Xn· En caso contrario, 



para i < .k. Entonces la pareja (sn-l o Xn o q, Sn-1 o dn o u) está en Ja relación 
Do /\ • '. /\ Dk-l = D. Por otro lado, las identidades simpliciales implican 
que (sn-l o dn o u, u) pertenece a la relación Dn. Así que (sn-l o Xn o q, u) 
está en DnD = DDn. Por lo que existen una suprayección p' : }'" -t Z y 
un elemento generalizado v" : Y" --+ I<n con dn o v" = dn o Sn-l o Xn o q o p' 
y d; o v" = d; o u o p' si i < k. Si tomamos p" = q o p' obtenemos lo que 
queremos. 

r suponiendo r +l. Estrictamente, deberíamos considerar dos casos, al 
igual que en r = n. Pero sólo veremos O < k ya que éste indica la de
mostración del otro caso. Suponemos que tenemos pr+l, vr+l con d; o vr+i = 
x; o pr+i, si r + 1 :5. i ó i < k. Se tiene entonces que si r < i 
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y si i < k . . 
.. +1.. .· . . ·~: · .. ~· ,v 6 .. :_;- --_._ 

y·r+1~X~1<n-1.~I<n 

l 
· .. :: l ;-, _:-~'' ·-__ ::1:· __ -__ :·--.:··_·,_ ·-·-1 . 

v•+• .t .·, :ri.·:· ;'.¡·:_·,' ·,:; d; .<:-:; ·. . '° d; : 

I<n2ii(;;~it[JfD~~-): -_.;<~-1·· 
~· ' .. _.····· :·':.-d:·.~~-.·'' ... ''.- ·.· ... -.•. ·.···-.· l d,"-.._ . >< < :, ;- '. d; 

I<n-1 . - . ~;~, . .. I<n-2 

En conclusión, (sr-l o Xr o pr+i, Sr-1 o dr o vr-l) está en D.= (Do/\ ... /\ 
Dk-t) /\ (Dr+l A ... A Dn)· Por otro lado (sr-1 o dr o vr+l,vr+I) está en 
Dr. Entonces (sr-l o Xr o pr+t, vr+l) está en DrD = DDr. Así que hay una .. 
suprayección p : l" -t yr+t y un elemento generalizado vr : yr -t Kn con 
d; o V' = d; o vr+lp para r < i Ó i < k y COU d, O Vr = dr o Sr-1 o Xr o pr+l, 
Denotando pr = pr+l o p obtenemos lo que queremos. 

* 

____________ _;..,..,._~.:.......:.~~--------~ 
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Capítulo 5 

Categorías exactas de Maltsev 

En lo que sigue nos referiremos con frecuencia al siguiente diagrama conmu
tati\·o 

A~C 
r\!~ !• 

(!) 

B-¡¡-+D, 

donde (x, y} es el producto fibrado de u con v y w es el único morfismo 
que hace conmutar el diagrama. A la diagonal A - D, la llamaremos t. 
Cuando sea necesario referirnos al par núcleo de alguno de los morfismos en 
(!), lo haremos con la correspondiente letra mayúscula. Así R = Núc r, S = 
Núc s, cte. 

Proposición 5.1 En el diagrama (!), son equivalentes 

l. w es mono 

2. (r, .~) es mono 

9. R/\S = 1 

Demostración. 
1=>2 .·. . . 

.. . f 
'Sean X ~ A dos morfismos tales que (r, s) f = (r, s)g. Como (x, y) es 

59 
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mono, se tien" wf = wg. Entonces f = g. 
2~~ ' 
Sean .X ~A elementos generalizados tales que b(R /\ S)a. Esto quiere 

' ,. ' : •' ·, b ' ' 

decir, que (a, b) se factoriza a través de Jos núcleos de r y s en la siguiente 
manera 

Entonces 

Por lo tanto a = b. 
3 => 1 

(r, s)a = (r, s)b 

Sean X ~A dos morfisnios tales que wa = wb. Esto implica que 
' b ·. ' 

ra rb 

sa sb 

Ént0nces.b(R1\S)a. Por lo tanto a= b. Es decir, w es mono. 

* 
Proposició·~· 5.2 Si (r, s) es un producto fibrado entonces es una relación 
difuncional. 

Demostración.· Supongamos que el exterior ele (!) es un producto librado. Por 
2:33, tenemos· 

srº vºu 
rsº uºv 

Componiendó y precomponienclo ambas ecuaciones por sº y r, y aplicando 
2.31 obtenemos 

SR= sºsrºr = sºvºur = tºt = T 
· RS = rºrsºs = rºuºvs = tºt = T 

Entonces BR = RS y por 3.10 concluimos que (r, s) es difuncional. 

* 
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Nos interesa sobre todo lo que pasa 'cuando r, s, t (y entonces u, V r son 
suprayecciones. 

Proposición 5.3 En el diagrama (!) suponemos que r, s, t son suprayec
ciones. Son equivalentes 

1. w es una suprayección 

2. SR=T 

8. RS =T 
,... . ..:.'. . 

Demostración .. Harc1ilos sólb 1'~ equivalencia entre i. y 2., puestoque la otra 
es análoga. w süprayeétiva es equivalente, por 2.33 a srº = vºu: Esto es 
equivalente a. · · · · 

SR= sºsrºr = sºvºur = tºt = T 

porque como s y r son suprayectivas, por 2.31, tenemos ssº = 1 y rrº = l. 

* 
Proposición 5.4 En el diagrama (!) suponemos que r, s y t son suprayec
cicmes. El exterio1· de dicho diagrama es un producto fibrado si y sólo si 
SR = T y R /\ S = 1. En tal caso, el exterior de dicho diagrama también es 
coproducto fibrado. 

Demostración. Tenemos las siguientes equivalencias 

el exterior de (!) es producto librado 

w es iso 

w es suprayección y mono 

SR= T y R /\ S = 1, 

donde la iíltima equivalencia es consecuencia de las proposiciones 5.1 y 5.3. 
Si el exterior de (!) es un producto fibrado, tenemos SR = T = RS. Es 
decir, R V Sen Equiv A es la congruencia T. Entonces, por la proposicióu 
2.40 r /\ s en Coci A l'S la suprayección t. Por lo tanto el exterior de (!) <•s 
un coproducto fibrado. 

* 
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Proposición 5.5 Sean r y s suprayecciones. Si el corres¡iondienl.e s11¡iremo 
RV Sen Equiv A es una congrue11cia y a.dcm.ás RV S = RS, enl.oncc.• existe 
el coproducto fibrado de r y s. Si el exterior(!) es dicho coproducto fibra.do, 
tenemos 

1. w es suprayección 

2 .. el exterior de(!) es un producto fibmdo si y sólo siR/\S = L · 

DemostradcSn .. Si R V S es la congruencia T = Núc t, ent°oi1ces .r As = t en 
Coci A y° por lo tanto el exterior de (!) es un coproducto fibrado. Para ,·er 
que w·es suprayección, caucelamos rº y s de '·''. 

rºrsºs = tºt = rºu~Vs·. 
. ·::. ··.;.>·. . ". .. 

(lo podemos hacer porque r y s son suprnyccciones): Ohte1;crnos rsº =.uºv 
y concluimos w suprayección de 2.33. 2. · es consecuencia iná;cdiat.a de Ja· 
proposición anterior. 

* 
Proposición 5.6 Para una categoría régular A son equivaÍe~tes . 

J. A es exacta. 

2. si para dos congruencias R, S tenemos SR = RS, entonces el supremo 
R V S en Equiv A es una congruencia. . 

3. si los mlcleos de las suprayecciones A. -!:.. B y . A 4 C sati.~facen 
SR = RS y R /\ S = 1 entonces r, s tienen 'coprodu~to fibrculo ¡/este 
también es un producto fibrado. 

4. sir y s son sv¡1rayecciones con dominio común y (r, s) ~s ·¡ma ~elación 
difu.ncional, entonces (r, s) es un vroducta fibra.do. 

Demostración. 
1 => 2 La definición de exacta es 2.42 
2 =:. 3 Estamos en Ja situación de Ja proposición anterior 
3 => 4 Es Ja proposición 3.10 · 

4 => 1 Supongamos que A ~·B.x B es riná reÍm!ión de er¡uh·alencia. 
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Por reflexividad, r, s son suprayecciones. Por simetría y transitividád, (r, s) 
difuncionnl. Entonces hay u, v tales que 

A~B 

r ! !• 
B......-D 

es producto fibrado. Por reflexividad de (r, s) concluimos que u= v. 

* 
Corolario 5. 7 Una categoría regular .A es exacta si y siílo si sucede que 
cuando dos congruencias R y S en un objeto A tienen supremo en Equiv A, 
éste es una congni encía. 

Demostración. 
=? Toda rclnció11 <le equivalencia en una categoría exacta es congruencia. 
<= Usamos el inciso 2. del criterio 5.6. Sea A un objeto cualc¡uiera de la 
categoría A y sean R, S dos congruencias en A tales que RS = SR. Entonces 
existe R V S en Equh· A, es RS y, por hipotésis, es una congruencia. Por lo 
tanto A es exacta. 

* 
Corolario 5.8 Sea A una categoria que admite coproductos fibrados de su
¡Jrayecciones a lo largo de suprayecciones. Afinnamos que 

l. para todo objeto A, el conjunto parcialmente ordenado Cong A tiene, 
.~upremos binm·ios 

2. A es exacta .•i y sólo si para todo objeto A, la inclusi6n Cong A -
Equh· A preserva supremos binarios 

Demostración. l. se 'igue de la proposición 2.40. Para 2. sólo demostraremos 
una implicación, fJ\ll'Sto que la otra es trivial. Supongamos que para todo 
objeto A de A In inclusión de Cong A en Ec¡uh· A preserva supremos binarios. 
Usaremos el corolario anterior para ver que A es exacta. Sean R y S dos 
congruencias que suponemos tienen supremo R VEqu;,. A S. Las hipotésis 
sobre A aseguran que existe el supremo R Vcong A S y que éste es igual a 
R VEqui" A S. Por lo tanto, R VEqui" ,1 S es una congruencia y por el corolario 
anterior, A cs exacta. 

* 
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Proposición 5~9 Una categoría regular A es una categoría exacta de Malt
sev si y s6lo existe el coproducto fibrado de cualquier par de suprayecciones 
A ..r..:B y A-!.. C y además, si éste es el exterior de(!), w es suprayección. 

Demostración. 
=;.: Como A es exacta de :Maltsev, RS = SR = R V S es congruencia. En
tonces, por la proposición 2.40, r, s tienen coproducto librado y por 5.3 w es 
suprayección. 
<= Por la proposición 5.3, w suprayección es equivalente a RS = SR = 
R V S = T = Núc t. Eso basta para qué A sea exacta por la proposición 5.8. 

* 



Capítulo 6 

Categorías de Goursat 

Definición 6.1 En una categoría rngular A, sea A ....!'... B un morfismo 
cualquiera. Definimos las funciones 

r. : Sub A -+ Sub B 
r· .: Sub B -+ Sub A 

como sigue. Si G ~ Á es un subobjeto de A, entonces r.i := lm ri. Si 

H ~ B es un subobjeto de B, entonces r• j aparece en el producto fibrado 

Ejemplo 6.2 En Con, sir: A~ B esun~funCi6n, r. y r• corre~¡ionden a 
la imagen directa e imagen inversa de:r,:respeétivamente . 

.<·:>: .. -.,..::·-\ \;-.;·-> . 

Proposición 6.3 En una ~~¡~j:;.¡~ ;~~fiJÍJ~.'?J..H~o~~ ;,..~rfismo A ~ B da 

lugar a una adjunci6n ;';.. :.:<el~ >.:. . ; ,, 

r.·~p;:s~b;,Á·~··'sub B 

de conjuntos parcialment~. o'rd~~~db{; .· 

65 
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Demostración. Si r.i :5: .j,- por Ja propiedad universal de.l producto librado 
existe un morfismó G "-. r• H talque hace conm.utar el diagrama 

.• ~~ ........... ···.·.· :.<··.··.F· ...... :.~···.·.· ... · r .•. G ':<:.: ::·:~ .......... :-.:. :-:<·· ·.··; ~-···1 
.· .. i .. <r'(.j7i .· r •. ; 

A~B. 

Al revés, si i :5: r•j, .por Ja propiedad diagonal 2.4, hayun único morfismo 
r.G - H que hace conmutar el diagrama 

G~ . ·/;,,,_/·º 
· rºH-H · ··.: 
. }·j V . ... 

A~'B.:· 

Ahora verificaremos que i ::::; i; irnpÜi:a ~-~ :5: ;./ Por lo anterior sabemos 

.-·~1 ·::;;:r•f; i'. 
Entonces i :5: rºr. i' y, otra vez, por Jo anterior 

-r.i =:;; r.i' 

La iÍnplicaé:ióri que falta es análoga. 

* 
En lo,que:sigue'nos.ocuparemos de Ja siguiente situación particular. r : 

·A.-:+Besün morfismo: La construcción anterior, en el caso del producto 
r x r ·:'Ax A ,c.,:+ B x 'B induce una adjunción entre Jos conjuntos parcialmente 
ordenád~s R~l A, Rel B que por conveniencia.seguiremos denotando r. -1 r•. 

P~op~·~idÓn 6.4 Si A -.!.. B es un morfismo en una categoría regular 
. A; ;:y U . E Rel B, S E Rel A entonces podemos evaluar r•, r. como las 
. composiéiones de relaciones 

rºU. rºUr · 
r.S rSrº 
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Demostración. Si en 

X 

y~ 
\1 lV 

;/·~.X .. ~ 
A . . , . . U,.· .. ·. . A 

~A·~·/ 
.. B:':···· . ·. B . 

los tres cuadrados son prod,uctos' flbrados; entonces 

~·:~~~ 't2~1=~~~;. u 

:·<~1r1,~2x2_)l !<•1;u,¡ 
' ' 

. . A )( A-;;;r B x B 

es producto libr~d~: 0 c:ia'ncl~;mos que r•U = rºUr. Por la proposición 2.32 
·tenemos· ·. · · 

S $ rºUr ~ rSrº :::;; U 

Es decir; r;S = rSrº. 

* 
Corolario 6.5 Sean U E Re! B y A ...!... B un morfismo. 

l. Si U es una relación de equivalencia entonces r•U es una relación de 
equivalencia. 

2. Si U es la congruencia l\'úc u, entonces r"U es una congruencia, a 
saber Núc ur. 

Demostración. 

1. Usando la proposición 2.31 y que U es relación de equivalencia, tenemos 

1 ~ rºr ~ rºUr 

,(rºUr)º = rºUºr = rºUr 

rºUrrºUr :::; rºUUr == rºUr 
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2. Si U es la congruencia Núc, u para una · B.~ D,. entonces por la 
proposición 2.31 tenemos · ·· · 

r·;~~ rºuº~rd(urtúr·.~,Nucur. 
-: ';\.: ;~~' 

, :-:•-, ·=:-.';~·:-:": . ;;~ ·, ~, .- * 
Como consecuencii del cor~Í~;;~ ~11te;i¿~ óbt~~e~1os el siguient~ diagrama 

·-,-,, •, Ry---·· ~r·_:_·_. :_··_, RTA 
r= Equiv B .----'----... 

1 
CongB 

1 
-----'r_-___ Cong A 

l l 
Cocí B ----r-, --- Cocí A 

donde r: y r- son simplemente las restricciones de r• a Equiv B y Cong B 
respectivamente, mientras que r 1 está determinado por r-. 

Proposición 6.6 r•, r1, r- prese1'Van ínfimos finitos. 1'! preserva .mpremos 
finitos. 

Demostración. r• preserva ínfimos por ser adjunto derecho. Por las proposi
ciones2Al y 2.37, Cong A y Equiv A son cerradas bajo ínfimos finitos: Por· 
lo tanto r•, r:, r.- preservan ínfimos finitos y r1 preserva supremos fiiiitos. · - -· · .... ,. . -· 

,, * ,_ .. \-::,> 
Proposi~ión a:z'J>arauh~ se Equiv.A, el adjurito izquierdd< 

. ·· .. -. ·:/~ :,. ,·~::-~c¡~iv.A~ E~uiv B, ,·: ,__ ::· . 
si. existe,- estcí d~d~ ;~f 11/~~~ima. relaci~n ele.· eqÚv¡lenci~ f 'ell Equiv B que 
contienea'r~s;,Ánalog'am~ntépara r::: Cm1gA_:+ Cong B'. · ... 
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Demostración. 
Lo haremos sólo para r: porque el otro caso es analógo. 
Supongamos primero que U E Equiv B, es tal que T :S U. Entonces r,S :SU. 
Pero esto es equivalente a S $ r'U = r=u. 
En el otro sent.ido, supongamos que S :S r'U. Aplicando r. de ambos lados 
obtenemos r.S $ r,r'U SU. Por lo tanto T :S U. 
Concluimos rdS =T. 

* 
Proposición 6.8 Sea A ...!.. C en Coci A con núcleo S ~ A x A en 
Cong A. Definamos (v¡, v2 ) : V'-+ B x. B de la siguiente manera 

•r.S=(w1,w2) 
s <••·•» Ax A 

p! !rxr 
.w~BxB 

• Coig (w1, w2) ,;,, v 

• (v1i v2) = Núc v 

Entonces (v;,v2) es la m{nima congruencia que contiene a (w1,w2), o sea 
(v1,v2) = r_s. · 

'.· " ·:', ·'· ' ' ' 

Demostración. Por la propiedad universal de producto librado, hay una única 
W - V. tal qüe' (w1, w2 ) .se factoriza · 

Hf.~> l·. BxB 
V -r.;,;,). . . 

'· .. __ ,' ·, 

Es decir, W ::;v; Considerc~os.Ia: éo'ng'ru~ncia V'~ B x B ccin V'= 
Núc v' y suporigamos;que .· .·. _ : . . ·. · 

·"'~·.: .. tt .-.... -··· BxB 
. w----rw;:;;> 
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entonces v'w1 = v'w2 y por lo tanto v' se factoriza 

Esto implica que v'v1 = v'v2 y.por lo tanto que (v1, v2) se factoriza 

V'.~ t .· . B x B 
l'~ . 

Es decir V::; V'. 

* 
En lo que sigue nos referiremos· con frecuencia al cuadrado 

(+) 

que suponemos conmuta. 

Proposición 6.9 Sea A ...!.. B v.n morjismo u A~ C una suprayccción. 

De11otemos por S ~Ax A al núcleo de.s. (+) es coproducto fibrado 
si y sólo si r_S = :><1íc v. 

Demostración. 
=> 
Veremos que si el cuadrado es coprocluctcÍ fibrado, entoi1ces v = Coig (iú1, w2), 

con la notación de 6.8. Sea- B ~E' :C:on;'w; :,,;; ; 1w2. Entonces (v'r)s1 = 

(v'r)s2. Por la propiedad Úni\'e~sal liay ~na tlni~; c·4 E tal q~c conmuta 

A.'~B 

-! .Ji 
.. ~.C7E' 
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Por Jo tanto hay una única E - E' tal que conmuta 

Por Jo tanto Coig (w1 , w2) =v. 
<= 

71 

Como VW¡ = VW2, hay una única e - E,. que por homogeneidad llamamos 

n, tal que conmuta (+). Sean B ~E', C ~E' tales que v'r = n's. 
Como p (de G.8) es suprayección, v'w1 = v'w2. Entonces hay una única E 
~E' tal que v' = tv. Comos es suprayección, también tenemos tn = n'. 

* 
Corolario 6.10 Sea A ..!,.. B un morfismo en una categoría A. Existe el 
adjunto izquierdo r_ : Gong A -t Gong B si y sólo si A tiene coproductos 
fibra.dos a lo largo de suprayecciones. Esto sucede cuando A tiene coiguala
dores. Si s E Cocí A y ( +) es un coproducto fibrado entonces v = r 1 s. . 

* 
Proposición 6.11 El morfismo .4 ....!:.. B e., una suprayeccián si y sólo si el 
funtor r' : Rel B -t Re! A es fiel y pleno. Si es el caso, r', r- y ri también ,,on. 
fieles y plenos. Cuando res suprayecci611, tenemos r'(UU') = (r'U)(r'U'). 

Demostración. Sabemos que r' es fiel y pleno si y sólo si r.r' ~ 1 es mm 
igualdad. Pero si es una igualdad, aplicando r,r· a 18 , obtenemos, por 2.32 

rrº = rrºrrº == 1 

Por 2.31, r es una suprayección. Al re\'és, si r es una suprayección, por 2.31 
tenemos 

r.r'U = r1·ºUrrº =U 

para toda U E Equiv B. La última parte también es consecuencia de 2.31 

r'Ur'U' = rºUrrºU'r = rºUU'r 

* 
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Proposición 6.12 Sea11 r y s elementos de Coci A. El adjunto izquierdo 
r!s existe si y sólo sir/\.• existe en Coci A. En una categoría regular A los 
adjuntos r', r _ existen vara toda.s las suprayccciones r si y sólo si la categoría 
tiene coproductos fibra.dos de .~uprayecciones con su¡irayecciones. Si ( +) es 
coproducto fibrado tenemos 

1. r's=v 

2. r,r1s = r /\ s 

Demostración. En las siguientes equivalencias, suponemos que (+)es el co
producto librado de 1· con s. 

r /\ s existe 

existe el coprod ucto fi brado de r con s 

r_S = Nuc v 

r 1s= v 

La primera equh·alencia es la proposición 2.12. La segunda se tiene por 
6.9. La última es la definición de r1• De esto también sacamos 1. Para 2. 
observemos que en G.5, se evaluó r-. Entonces si V = Núc v, r-v =Núc vr. 
Por lo tanto 

* 
Proposición 6.13 Si A ~ B es una suprayección y S es una relación de 
equivalencia en A, los siguientes in.cisos son equivalentes 

1. r,S es Íma. relación de equivalencia 

2. SRS:5,RSR 
. . - -

3. RSR .es .reÍcición de eq~ivalencia .y .en .consecuencia igual a R V S 

Demostración. Como r es suprayección, r,S es reflexiva por la proposición 
2.31: 

1 = rrº :::; rSrº = r,S 
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r,S es simétrica porque (rSrº)º = rSºrº = rSrº. Entonces tenemos las 
equivalencias 

r,S E Equiv A 

rSrºrSrº ::; rSrº 

SrºrS :5 rºrSrºr 

SRS :5 RSR. 

9. 

La segunda es por 2.32: La tercera es·p~r 2.31. La última es por 3.4. 

* . . ' : : ', ~ •' ', . :'._ .. -· 

Proposición 6:14 ·sea~ .4.~ 13 . una suprayeccion con núcleo R y T E 
Equiv A una reliú:ión de équivaléncia cualquiera. Tenemos · · 

1. Tes de la~oima rlU para ~~a~ E EC)uiVB ~{ysc)lo s(R~ T. 

2. rl preserva supremos Ji.nitos. 

9. El adjunto izquierdo r:T existesiysózdsi·R~·T·~ristéen Equiv A. 
En este caso tenemos las igualdades r 1T 'd:r,(R\;T) = r(RV T)rº y 
r~r1T= RVT. . . . . .. . 

Demostración. 

l. En un sentido tenemos la desigualdad 

R = rºr :5 rºUr = T 

Al revés, si R :5 T, entonces RT :5 T y TR :5 T. Luego RTR es igual 
a la relación de cqui\'alencia RTR. Así es que por 6.13, r,T está en 
Equiv B. Pero además · 

T RTR 
rºrTrºr 
r1r.T 

Por lo tanto T es de la forma deseada. 
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2. Sea S E . Equiv A tal que r' P, rlQ $ S para P, Q E Equiv B. Por 
J; tenemos R $ S y que hay U E Equiv B con r'V = S. Como 
r es suprayección, rl es fielmente plena y debe ser que P, Q $ U. 
Luego P V Q $ U y se sigue r=(P V Q) $ r'V = S. Por lo tanto 
rl(P V Q) = rlP V r'Q. 

3. <= 
Tenemos que R $ R VEqulv ..i T. Por 1. hay U E Equiv B con r=u = 
R VEqulv ,¡ T. Tenemos 

r'r.T = r'(rTrº) = rºrTrºr = RT R $ R VEquiv ..i T = r'U 

Como rl es fiel y pleno, r.f $ U. Sea SE Equiv A tal que r.T $S. 
Tenemos · ·.· ·." ",• . · · 

RTR $ r1S => rlU = RVEquh· ..i T $ rlS 

=> u$ s 
Por 6.í, existe el adjunto izquierdo r:T =U. 
=> 
Supongamos que para T E Ec¡uiv A existe el adjunto izquierdo r 0T. 
Tenemos la desigualdad T $ r'r1T porque ésta es equimlente a r.T $ 
r,T. Tenemos que R $ r=r:T porque r'r:T es de la forma r'U para U E 
Eqnh· B. Sea S E Equiv B tal que R, T $ S. Entonces S = rlU para 
una U E Equiv B. Pero T $ r'U si y sólo si r:T $ U. Entonces r'r:T $ 
r'U = S. Por lo tanto el supremo de T, R existe y r'r1T = RVEqulv ,i T. 
De est.a última igualdad también se sigue r:T = r.(RvT) = r(RVT)rº 
puesto que r es suprayección. 

* 
Proposición 6.15 Una categoría regular A es de Goursat si y sólo si para 
toda. supra.yección A .....!:.. B !J para toda S E Equiv A, r,S es una relación 
de equivalencia. Si es el caso, el adjunto izquierdo de rl está dado por r1S = 
r.S = rSrº y tenemos r=r,S = RSR = R V S. 

Demostración. Por la proposición 3.4 una categoría regular A es de Goursat 
si y sólo si para todo par de congruencias R, S tenemos SRS $ RSR. Por 
la proposición 6.13 esto es equh·alente que para toda S E Equiv A, r,S sea 
relación de equimlencia. El resto de la proposición se sigue de 6.4 y 6.14. 

* 
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Categorías Exactas de Goursat 

Sea A uua cat.egoría exacta. Si A. E A es un objeto, entonces tenemos 
Ja igualdad Equh· A = Coug A y 2.40 da un isomorfismo entre estos dos 
conjuntos parcialmente ordenados y (Coci A)º. La relación ele ec¡uh·alcncia 
c¡ue este isomorfismo le asocia a una supra~·ccción la denotamos con la letra 
may1íscula correspondiente. Así, R = Núc 1-, U= Núc v, etc. 
Si R es una relación de equivalencia en A, denotamos por A/ R al codominio 
de 7'. 

Lema 7.1 Si U= (u1, u2) es una relaci6n de equivalencia en B y A--!.: B 
es una s11prayecci6n entonces tenemos el isomorfismo de objetos 

A/r*U ::= B/U 

Demostración. Si B ~ B /U es el coigualdor de (u¡, u2) y 

1··u-u· 
(v1 ,v2) ! . ! (u1 ,u,) 

A X A--;:x;--B X B. 

es producto fibrado, entonces (vi. v2 ) es el núcleo de pr por el corolario 6.5. 
Como pres suprayección, es coigualador de (vi. v2). 

* 
75 
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Proposición 7.2 Sea A ur1a categoría exacta de Gour.~at. Sean R y S dos 
relaciones de· equivalencia e11 A que se corrc.~¡wndcn con las suprayecciones 
A ..!:-B y· A~ S respectii'amcnte. Tenemos los siguientes i.~omarfismos 

B/r.S::::: A/(R V S)::::: C/s.R 

Demostración. Como A es de Goursat, existe el supremo Rv S. Por. lo tanto, 
existe el coproducto fibrado de r con s: 

Como A es cxactá, por la, proposi;ió{~«º _O,~tc~e~~~ 

. . ·- : . <s :[;s~~'.C¿f: ·. 
Como A es de Góursat,.r~~}~;r:q,·por}a·¡xoposición 6.15. Por Jo tanto 

, ~' 

A1iálogamente C/s.R::::: D. Como r As= t entonces t se-corresponde con 
R V S y A/(R V S) ::::: D. 

* 
Corolario 7 .3 Misma situación de la proposición anterior. ·Supongamos que 
(r. ") es mono. Si esa relació11 la denotamos por Y entonces YºY y l'Yº son 
relaciones de equivalencia y tenemos 

B/l'ºY::::: C/YYº 

Demostración. Por las proposiciones 2.31 y 6.4 tenemos 

YºY = rsºsrº = rSrº = r,S 

Análogamente, YYº = s,R. 

* 
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.ProposÍción 7.4 En el diágrama conmutativo 

Ei._A~C 
k 1 . r ! 
.f~n 

~!¡ 
M 

77 

i es mono y r,s,k son suprayecciones. Denotemos f =ir. Entonces a'f.S 
es una re/aci6n de equivalencia y k induce un isomorfismo 

E/h' (R V S) ::::: F/a• f.S 

Demostraci6n. Como la categoría es exacta, por la proposici6n 6.15 R V S = 
r•r,S. Entonces h'(RV S) = h'r'r.S = k'n'r.S. Por el lema 7.1 

E/h"r'r.S::::: F/n"·r.S 

Como i es mono, por la proposici6n 2.31, i'i. = 1'. Por lo tanto 
. . - . -

n'r.S = n'i'i,r.S = a'f.S 

Proposición 7.5 En el diagrama 

w~Á-2-..x 
A, ! 

I l'I . 

Y--¡-- M 7 Z 

supongamos que los dos renglones son exactos, más precisamente 

l\'uc p 

Im ..\ 
Im (..\1, ..\2) 

Ig (111, J1.2) 

* 

donde lg (¡11,¡12) denota al igualador de ¡11 y µ 2 • Entonces lm (f..\1,f..\2 ) es 
relación de equivalencia y tenemos el isomorfismo · 
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Demostración. Denotemos por H ...!!.. 1\1 a la imagen de .>., por 

a la factorización de f, y por A 2.- C a la suprayección que se corresponde 
con la relación ele equi\'alcncia (s1, s2) = Im (>-i. .>-2) = Núc µ. 
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo, en el que los cuadrados son 
productos fibrados y a es una diagonal. 

Por construcción i es mono y r, s, k son suprayecciones. Por la proposición 
7.4, a• f.S es relación de equh·alencia y tenemos el isomorfismo 

E/hº(RV S) <>::,F/a·J.s 
Pero 

• h = Jg (¡t¡f, µ2!), porque ii-es el producto fibraclo de lg (µi. ¡12) a lo 
largo de r - ' ~- ' 

y tenc1rios las iguald!Ídes cid relnCi~~cs de é~ui~·alcncia. 

• R V S = (N1;6f) v (Nu.c µ), por e( lelri~ 2.15 

• Irn(J~1.f>-2) = f~~ pbr defini~¡Ó~;'.; · 
Por lo tanto ~ond~i1~os . 

: , ·; , .. 'e "<·:1 ' ' 

lg (µif, µ2f)/(Nuc f V Nuc µ)<== (Im .>.A Im f)/Im(J >-1.f >.2) 

* 
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Recordemos que por la proposición 1.4, la categoría Ab es de Maltsev y en 
particular de Goursat. Por Ja proposición 9.36 también es exacta. Por Jo 
tanto, Ja proposición 7.5 es \'álida en Ab. Como caso particular obtenemos 
Ja proposición 1.5. Basta considerar, con hi notación de dicha proposición, 
el diagrama 

J{ ~B-.!!-c 
l'l !~ 

¡l 
D--¡¡-E 

0 
Z 

donde ¡i1 , ¡12 es el par núcleo de /L y O es el morfismo cero. 

EST1~ ~fI~,Sil~S NC~ ~;J~~l)F. 

Ir E. I~/~~ r:;IBIJIO~t~~:r.~l(':/L 
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Capítulo 8 

Categorías Localmente 
Finitamente Presentables 

Definición 8.1 Un objeto I< de una categoría JC es finitamente presentable 
si el funtor 

1(,(1<,-): IC--+ Con 

preserva colímites dirigidos. 

Definición 8.2 Una categoría JC es localmente finitamente presentable si es 
cocomplcta y tiene un conjunto A de objetos finitamente presentables tal que 
todo [( E IC0 es colímite dirigido de objetos en A. · ·. 

Definición 8.3 Sea I< un objeto en la categoría IC y A una subcategoría 
plena de /C. Definimos la categoría (A .J. I<) por 

Objetos son los morfismos A .J.. I< con A E Ay]< E IC 

Morfismos de A ..!... I< a B.~. [( son los morfismos· A . ..!!.. B tales que 
el siguiente diagrama conmuta 

·.1~··· 
.:hl·.~IC 

B ·.·9 ···•.: ... 

El diagrama canónico de ¡{es. el f~nt/,~. 
r :. (A Í I<) .'._'..{A . 

. ·. 81 
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donde si X ~·A entónces r f = x' y si j ~ g entonces r h = h. Decimos 
que /( es un colímite canónico de objetos en A si el cocono 

· {r/ ....L. K}1e<..UKl 

es colímite. En caso de,q~/t~d~ obJet~ KE JC seci un colímite ca116nico de 
objetos en A, decimos que''.A e.S'déiisá•en JG. . . . 

<:,. · .:'.\::.". ·,.·;;.:'.:-~r~~';./'.~;~{.-\·Y;> · ::, ·. .. 
Proposición 8.4 Un éolímité ·ji.nito de objetos finÚa1nente presentabfos es 

:::::~:::~:ik~\if ·~rt~0~r};t. •. 
un colímite en;JG:soore.:,el;diagrama:finito r i 1·-t,JC~~n rJ :finitamente 
presentable pará c~dií''J!e Ú Séa; por otro ladci, ;, ·. 

·· .·.··· ,:, ~+·}~l~~~;i~:';~f·~\·~:j;>;,~~n:JeJ··.· . 
un colímitc en JG sobre'~ldiagrama dirigido Y: J -U~. Basta con demostrar 

que · .. '. · '~:r~;Jc.i~f(li'-r~)· ·~(L,p,¡f(L, M)} JeJ .. 
es un· colímlte dirÍ~i<l6'e~'Conz) 

"~ <.;, ~/ __ ~·:,~ .. ; . . · .. -"'.' 
l. Sea L 2.: ;~i/:'Jn IiÍ'orfisino. Como r I siempre es fiuitamente pre

sentable, :ll~k~~da./. E. l hay Jr 2: J1,J2 y rJ !!.. YJ1 tal que 
fq¡.~ PJ,fr/Como I'cs finita y J es dirigida entonces hay J 0 E J tal 
que para to<la1 E I 

r1-1:!!..-M 
í(J1-+J~ lPJo 

Y Jo 

Para cada I denotemos Y(J1 -t J0 )f1 =: l¡. Sea I ...!!.. I' .en l. Como 
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hay Jh e J~tal que 

· . . Y(J.;·Ji.)li =Y(J.~ Jh)l1•rh 

Como I esfi1iiúiJ. ~~ dl~igid;\ ci1tonces h~y J1 E J tal que para toda 
1 ..!!.:· I'. e~ I . ' .. , . . . . . . . . . . , 

· C >.'. TJ1 < . • . < 
. T(J1?J'7 > ~·~J'.~':" 

rJ . ··. rh.· rI'• ,· .· 

Por lo tanto ' 

* 
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Definición 8.5 En una cat.egoría IC, un gencraclor es un conjunto de objetos 

g tal que para cada par I< =h J(' de morfismos distintos hay un morfismo 
g 

G ...!!.. I< con GE g tal que fh # gh. Un generador· se dice fuerte si cumvle 
la siguiente propiedad. Si A. es un objeto de K., entonces para todos sus 

subobjetos propios X --=.. A ~iste un objeto G E Q ¡¡ u11 morfismo G ..!.... A 
tales que f no se facta1'izo o través de x, es decir, la conmutatividad ele 

no se da. para ningún morfLSmo G - X. 

Proposición 8.6 Una categoría es localmente finitamente presentable si es 
cocompleta y tiene un generador fuerte de objetos finitamente presentables. 

Demostración. Denotemos por A al generador fuerte de objetos finitamente 
presentables. .A es la cerradura de A bajo colímites finitos. Observemos 
que A sigue siendo conjunto. Por 8.4, los objetos de A son finitamente 
presentables. El diagrama canónico (A .j. I<) ~ A es filtrante porque A 
tiene colímites finitos. Denotemos su colímite por 

{A--r_..., I<"} /e(.41<) 

Se induce un morfismo J(• ~ J( tal que para toda f E {A .j. I<) conmuta 

[{' I< 

~/{ 
A 

Veremos que m es iso. Como A es un generador fuerte y todo morfismo A .J... 
J{ con A E A se factoriza a tra\'és de m, para ver que m es iso, basta. checar 
quemes mono. A su \'ez, como A es (en particular) un generador, para ver 
que m es mono, basta checar que m distingue morfismos con dominio en A. 
Sean B : K' tales que mp = mq y B E A. Como B es finitamente 
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' ' 

presentable hay p', q' tales quef'p' =·p y.j~q' = q para una f E (.A .t. I<). 
Sea A¿.. C el coigualador 'de p', q'• .·Denoteinos por'.· C ~ J< al único· 
morfismo con ge= mf'. >. · · .. :, , 

Yl/J. 
B~I<'-m-I< 

C E A por definición de .E A; Además, como (!') /eC.l.iK) es cono (colímite) 
de I< con respecto a A, de 

f = mf' =ge 

se sigue que 
¡• = g'c . 

. p·= f'p' = g'cp' = g'cq' =f'q' = q. 

Por lo tanto m esmcino y en consecuencia isa. • 

* 
Proposición 8. 7 En una categorla localmente finitamente presentable IC, 
denotemos por A a la subcategoría plena de objetos finitamenté presentables. 
Entonces para todo I< E /C. tenemos · . · 

1. (A .t. I<) es filtrante 

2. ]( es colímite can6nico de objetos en A 

Es decir, en cualquier categorla lo.ca/mente fi~itcimente presentable, 1a· sub
categoría plena de objetos finitamente presenta.bles.es'densa: 

Demostración. 

l. Sea 1J ·s;; (A .t. I<) una subclÍtegoría finitli. El diagrama 

'D ~ IC 
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·~ 

,.·.:.e' '.·· ·.'::-2J· 

Por la pro~~~icl<Í~/s.4 L 'e' A~ · Ade~ás. por la propiedád universal, 
hay una ~niéa: L ~ JO th! qué'para toda }E V conmuta 

···~L'. A~!v 
.. / J(' 

.:, <q¡ ·, 
· ·.. · < :{/--:'.'.""v}¡e'D·' 

es éócon~ ~ob~~~. >X ' · 

ly!¡~ 
. Yh :-o:::-"' L 

TJ 'P•J.·' 

conmuta. P~r.lo~tanto hay ~na'~nica I<J!.,..L tal que para toda I E I 
conmuta · · · •. kl< 

TI~} 
''P•1 L. 
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Si A -L J( es un.objeto de (A .J. K), hay I;p tales que collmuta 

. / ¡, ·. :· ... 
A~K~L····· 

. X H?(i: .·:> 
, "fL .... ·:· 

El triángulo izquierdo dice que f -Ld/~~¡k~r~siho e~~(A .J. K); Por 

lo tanto JJ ¡ = p9, f' y p J = p ¡; Si K .!'..'.. L •fu~i~ta.i\1~e ]lJ,;,,, p ¡ para 
toda f E (A ,J. X); en particular tenclríáinos p'q1.5 p,¡; para 1 E l. Por. 
Jo tanto, ·· · ·· · · · · · · · 

I • ·:: " ~. L, 
{r J ~101écA¡l<i 

~~.::·)·>~'' - ' .. -,. - ,·;:"';:::-.. >~:·. 
,'2~~:(" .. 

es cono colímite. 

* 
Proposición 8.8 Sea A ..J... IC: u~a s'ubcaÜgoría pÚna de la categoria /(.; 
Denotemos por E al Juntar /C -+ Con .1º:'definido por EIC = /C(i(-'), K). 
Tenemos •. : . c.• ·.'•. :::!.; . ·~ .. . 

l. Si A es densa entonces E ;s)i~i~~l~~~ ,',\~. 
2. Si cada objeto de A ~~ ft~Ú~~·¿~[¿~;;~señ.t~bÍ¿ E. p1·eserva colímites 

dirigidos. , ~ ~:::.;'.·~·.·:·>· /('/:~>·-

Demostración. 
''.:\/·:·, ,'-

. :; . 

l. E es fiel. Sean K 1 ~ K 2 tales que Ehj = ·Eh2 • Como A'es 
h, 

densa existen un diagrama I ~ A y un· cocono colímlte . {r I :.'.!!.:. K 1} 

1e1· En particular, para toda I E I tenemos .. h 1q1 '=-.h2q1• Por lo tanto 
h1 = h2 y E es fiel. · . · .. . .·· · . 
E es pleno. Sea /C(i(-),K1) _!!_-..JC(i(-),K2) unat~arisformación. 
natural. Por hipotésis, K 1 es co!ímite canónico sobrc·.r:: (A J. K 1 )'-7 
K.. Tenemos Ja colección de morfismos · 

{ 
OA(/) } . 

A - K2 /E(..UK) 
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Si f ..!!... g es un morfis~o en (..4 .¡.1<1 ), p~rsiguicndo a· B ....!!... /(1 en 
'' . ",_·:',_.·;:;, .. , ... y::<· .... ·.- ,,. -· ' . : . ~ 

K.(B'K) ~X:.(B';I< )> 

. · ... \ . ·;~ii~)~)ii~~~i~~,,)\ .. ·. . . 
concluimos qÚe {a,A(j)}¡É(;..lj_K;'¡c:es,~n CCJC.Oll~Ó que induce.un morfismo 

K1 ~ ~2 ta(queX,
1 ·~~t-i/:j:J:~~l~Jh.;i!!', _, ···· · · · 

para cada .'A 1:Ji~ l'~~,(X+'i<Í(1 );\ E~ti(tlltima igualdad dice que 
O'= E.a): -..:,_.. ~·"./:·•.~·<' •:·.'..'·;j;;\;',::;;::.:• :;¡;;:.,. ::·.·,, 

2. S" t'; ·~ K ~~él§l~~f i!ir,:t~'" 
en A: .. Para cád~A e'Á,'~1.di;.'tgr~.m'a.:: 

· .. ·.~~·(~'.~;~)'LkcÁ . .;;j K(A L)}.· 
. ., .. '· _ .. --. ,- ·. ·- .. ·.: ... '. /El 

'· ·< ·;> ~.-, ,· ·. 
es colfmite porque A, es finitametite presentable. Por lo tanto, el día-. ---· _,._ ... , ,. 

grama 

· {A:Cic-).~J)~>:CiC-i,qiJ A:(i(-), L)}1e1: 

es colíri1ite en Co~Á~ y ;E ~reserva colímites dirigidos. 

- .. · * 
Definición B;EfSiA .es una categoría, yB :A•,;-t,C::.on,.es un Junior, 
podemos definir la categoría El(H) de la siguiente manero 

··' :·,·.,. ' - ' ,. 

Objetos son las parejas (A, a) con A E ..4 y a E Hk 
. ' ., . 

MorfisÍnos (A, a) .A. (B, b) son los morfismos A .A. B en A tales que 
Hhb=a. 
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Proposición 8.10 Si .A es una categoría y H : .Aº -+ Con es un Juntor, 
entonces H es un colímite sobre el diagrama r : EJ(H) -+ ConAº dado por 
(.4, a) >-t .A(-, A) . 

Demostración. Tenemo~ Ja colcc~ión de modismos .' 

q(A,a) 

{.A(-, .4)-H}(.4,o)EEl(H) 

donde q<A,•) es Ja transformación natural que por el lema de Yoneda se corre
sponde a a E HA, o sea g~A,a) (lA) = a. Veamos que es cocono. Sea (A, a) .11.. 
(B, b) un morflsmo en EJ(H). Por Yoneda sabemos que g~B,b)(h) = Hh(b). 
Entonces qx1

•
0 >(1A) =a= Hh(b) = q~·b)h.(lA), 

la segunda igualdad porque hes morfismo en El(H). Por Yoneda, eso basta 
para demostrar que 

A(-,A) q(A,o) 

.h·l. >H 
A(-::

1 
B) .q<.ª"> · .··· 

conmuta. Veamo~ah6rá·que,~sÚé~conries colímite. Sea'· 

. :·' ;:, :{~;i-Ú.4)•,;~·.~(:~)~~}C~tE~;(//) . 
-- :,·:-· ·:·;-· ·. ::~:-·--,--~;:. :-',"~-;-~.¿~: ~).~-:,---)/i._~tb~·L~·;.(~1-~ :;:"~:;_\· ',:~· ,_: , .. , -., 

cualquier otro cocono sobreT: Pór'eUema: deNoneda, si queremos que 
· · ~-- :- •.-, .. · .·,-.,_ .. _,:.:·.--.·~·_'"!:/.f.-.-::·:,ó·~'V·:~~j~~-~-\··,=x-~:>;'.J:···!::' ,·· -·· 

.·/ '~cf<~~~ti~··· 
conmute, entonces debe serq~e ~~ra'tod~A'e • .A·~~·EHA se tiene lA(a) = 
p~A,•) (h ). Veamos que si ruií a~fi~iirÍ~~ }~~t6~~es:·~ar~ tod~ A ~ B en A, 
el diagrama · .· '·. ··' ·~A>,L/GA · ' .· 

u/f .· ; la¡ 
HB 

18 
GB ' 
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conmuta. Sea b.E H s; PorYoneda ~~hemos q~e 
, . 

.. lAHf(b) = (GfllA(b) 

porque en el diagrama' conmut~ti~¿ ,· ' ,• 

··.< L;, ' Ti3-f::.HA' •. · 
A(A B)· .. >> ·' · !1.< · 

. , }<'. , ..•. ~.a.::> ..• ·.·.·:.c .. ~·· 
;< . 

podemos perseguir aj. Por·J¿ ta~to'•rés.'transformaéión natural y H es 
colítnite sobre ·r ,'' .. ; ,• '. -~ _,;~ ,;:,> r: '<>: .... , ... ·'f:·l '-: ·.< '..;: 't'. >:;:;,., ·;··~ ',C '" 

' '· ,:· ' '(' ' ·, ',,· ,• ,);'i« .:·;·:~ ....... "" * 
":'·. ,~-··-'•• :·: ~:.~j·,~'- •,:, ... ;,~·.,> .. :;:,'.'.,'.,::: ··-'~ ·-,-~,·:·: :u'•.¡•_.·:,· 

... -.,., · :_(-: :_.?_: .. <:;-, :·;~~~:_·-:-:{ i\-~~{---:t;_;-~~"-·~_:~~;k?;~r;~_:;;.~~.~~~·~:, _;Y_,,::-}:.,:;)-~:~:.:--~·:~-/:. -:·':::.-· -. ::: .. ,. .~. 
Proposición' s~11, Usámo~ <la' notaci611° d~'•la" proposici6n •anterior.•· Si Aº 
tiene límites finitos y ;Ht losprJseñ,H{eiito:cés El (H): es filtr#nte. 

Demostración'..~t~~iW~\ff~~·n i~jfiJf J~i~ii¡~a~:·:~~n· t'~~ii~ .. · .. De~~tcmos 
por U al funtof'.,EÍ(H).'9 '1.)t dado'por (A,'a): ...:t A> .Por hipótésis, podemos 
calculárel.coiíáú~';{A~~·.4}·:;~1sob~e úr~n . .Ai. . . . 

··.''¿";,._·';:'.· 

{ 
/fq1 ' }'' ' HA-:-->-HA1 1e1 

es Hm,ite en C~n. 
0

Por la manera de evaluar los líniites e~ Co~. una colección 
compatible { a1 E H A1} ie1 determina un único elcmen,to a E: HA. con la· . 
propiédad Hq1(a) = a1. Esto dice que cada q1 es morfismo en El(H) y por·. 
lo tanto la colección · · · · · 

es eoceno sobre r. 

* ' ... , ··•. .:' ,, .·· ·" ' 

Proposición 8.12 >En ~ma éategorla /(.•localmente finitamente presentable 
denotemós. por A la subcategoría plena dé objetos finitamente presentables .. · 
/C. es equivalente a la.catego1ia.Cont.;,A• defÚntoresAº-? Con que preservan 
límites finifos. ·.. ·· ·· ····· · ·· · · · ·· · ·· ··· · · 
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·~ 

Demostración. El funtor E : JC -> ConA" dado por El{ = /C(i(-), I<J es, 
por las proposiciones 8. 7 y 8.8, fiel y pleno. Denotemos JC' ~ Con º la 
subcategoría que tiene por objetos los funtores G isomorfos a El< para algún 
I< E IC.0 • Veremos que /C' es igual a ContwAº. Con eso se demostraría la 
proposición, puesto que JC es isomorfa a EJC y EJC es equivalente a IC'. 
~ 
Si G E IC', G es isomorfo a un funtor /C(i(-), I<) para un I< E /C. El funtor 
/C.(-, I<) preserva los límites de /Cº. Por la proposición 8.4, los colímites 
finitos en A se evalí1an como en /C. Pero JC.(i(-),I<) es simplemente la 
restricción de JC(-,1<) a Aº. Por lo tanto GE ContwAº. 
2 
Al re\·és, si H : Aº -> Con, preserva límites finitos entonces por la proposición 
8.10, H es colímite de ·un funtorT: El(H)-> EJC que se factoriza 

El(H) r ConAº 

~ft 
JC 

Por la proposición 8.4, se puede aplicar la proposición 8.11 para concluir que 
dicho colímite es filtrante. Por la proposición 8.8; E preserva colímites fil
trantes, que siempre existen porque IC es localmente finitamente presentable. 
Por lo tanto, H E JC'. 

* 



92 CAPÍTULO 8. CATEGORÍAS LOCALMENTE ••• 



Capítulo 9 

Variedades 

9.1 Alg 2:-: 

Fijemos un conjunto S (de tipos). Le llamamos así porque Jo usaremos para 
ordenar, en el sentido de clasificar por tipo. 

Definición 9.1 Si Ses un conjunto,' las palabras en Ses el conjunto de las 
expresiones fonnales , ,, , , 

sis2 ·: · sn 

con s; E S para i = 1, ... ,n; Denotamos a es'te conjunto por PS y no 
descartamos el caso n =,O,, que es la palabra ,vacía 0. 

Definición 9.2 Una~sigllat~~a ~rdenada por S es un conjunto de símbolos 
E y una funci6n , , , ' , , 

' :E,-+PS X s 
.;'. 

Esta funci6n, evalua'da,e'n'itn's(mbolo u E E, la denotamos de la manera 
usual por ':, , ; ,>',' ' 

' uis1 ·>< ,;;'x Sn --t s 

Si u H (si,.:.; s~: s): Si h "==o, sim;lemente_ escribimos u :-t s. 

Definición 9.:f Sea E ~~a ~igndttira brd~nad~ por S. Un álgebra E consiste 
de , .', , ,,,· . · ,'· , ::, ' ' ·, 

• un objeto CA,).es d~ Co~5 
93 
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•para ccidaa :'s1 x.··· x s~ ~·sen E una.función 

ªA : A •• X •• ; .x A •• -'---+ A~ 
- ~ ';' ( : ' 

Definición 9.4 Sea E una !iignatura ordenada por S;. La c~iegoria' Alg E 
está descrita por 

Objetos son las álgebras 

Morfismos de A a B sÓJ. los ;¡orfis~o; 
todo a: s1 x · .. X'Sn -:-t. s áinmuta 

A., 

. - . . 

: '.en Con5 tales que para 

A partir de este momento suponemos q\iese.ha escogido una específica sig
natura ordenada por S, que llamaremos E; Denotáremos por J · I alfuntor 
que olvida Alg E -:-t Con5

• 

Definición 9.5 Para cada X E Con5 definimo~ .. el objeto Ti.X E Co~5 por 
inducción de la siguiente manera · · 

• si x E X, entonces x E (Ti::X), 

• si para i = 1, ... , n, T¡ E (Ti::X),, y a; s 1 x : • · x·s~ ~ ,s ento~ces la 
palabra aT¡ ... Tn E (Ti::X), 

Al objeto Ti::X lo llamamos los términos de X. 

Observemos que Ti::X es un álgebra E. La estructura se Já da el segundo 
inciso de Ja anterior definición. Esta álgebra da eLadjÜntédzqtiierdo del 
funtor que olvida 1 • J : Alg E -:-tCon. · · · . · · · .· 

Proposición 9.6 Denotemos por r¡ la inclusión X~ JTi::XJ. El álgebra 

Ti::X tiene la siguiente propiedad universal.. Para todo morfismo X ....!... JAJ 
en Con5 existe un único morfismo Ti::X J.. A ·en Alg E tal que conmuta 

x---L.JAI A 

~ f1i1 k 
JTi::XJ Ti::X 
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Demostración. Definimos J por inducción sobre la complejidad de los términos 
en X. Para a :--t s y x E X tenmnos : 

fa C7A 

fx · fx 

Si sabemos evaluar Jen +;,:·.'.,r,;'ento~c~~ 
f_(q;;:! ::}~) >= ~~AÓT1, • · • 1 fr,,) 

La última ec~itción dlce'q~e:f es ud ~torfismo en Alg E. La unicidad es 
clara. . · - · · ,;<,e'- -:" • ,· · . 

. . 1: ~ 
;, ~ : ·~: ' * 

Al funt~~ i~quie~d(} ~~ 1 ·I ;jo ~~notamos TE· 

Observación ·9.1.1 ·Si Aes ti~ dl;ebra E y X es un confunto multitipo; para 
coda r E (TiX) •. tenemos definida una función 

Con5(X, IAl)--,,.-A'---A, 

dada por f H J,r. Estas funciones se definen por inducción y si A -.!!.. B 
es un morfismo en Alg E entonces conmuta 

Con5 (X, IAl)--,,.-'-A'---A, 

Con5(X,lhll! !h• 
Con5 (X, IBI) ,,.

8 
. B, _. 

Proposición 9;7_ Elfuntor Alg E Ji Con5 crea límites. 

Demostracióri; Considciremos 1111,di~gramal,+AlgE; St~pongamos que 
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Tornadas _en conjunto, a¿ le da a L fa única estructura e.le álgebra E que hace 
morfismos a las funciones p¡ . . Por io tanto I • 1 crea límites. 

* 
Proposición 9.8 Lo~::m.onos .en Alg E son los morfismos inyectivos en cada 
tipo. 

Demostración. Como I • 1 es fiel, refleja monos. Como 1 • 1 es adjunto derecho, 
preserva monos. El resultado se sigue porque Jos monos en Con5 son los 
morfismos inyectivos en cada tipo. 

* 
Observación 9.1.2 En Alg ~ una relaci6n de equivalencia scglÍn la defini-
ci6n 2. 36 es un co11ju11to multitipo R tal que para toda s E S · 

R. s;; A. X A. 

es una rclaci6n de equivalencia en Con y para toda a : s1 x · • • x Sn -:-t s en 
~. si (x;, y¡) E R,, para i = 1, ... , n entonces (ax1 • • • x,., ay1 • • • Yn) E R,. · 

Proposición 9._9 La relaci6n Núc f es de equivalencia en Alg E para todo· 

morfismo A .J. _B en dicha categoría. 

Demostración. Basta obsenar que, por la proposición 9. 7, el producto fibrado 
(r1, r 2 ) : R -:-t A x A de f consigo mismo en cada tipo s E S es 

donde 

R, 
r!(a1

, a2
) 

{(a1,a2
) E .4, x A,: f,a 1 = f,a 2

} 

a¡ 

Podemos aplicarla observación 9;1.2 porque_ ¡·es un morfismo de álgebras. 

* 
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Definición 9.10 Consideremos una relación de equivalencia R '-t Ax A en 
Alg 2:. Definimos el álgebra cociente A/ R de la siguiente manera 

• Para cada s E S, (A/ R), es el conjunto de clases de equivalencia de 
A, bajo la relación R,. Si x E .4., su e/a.se la denotamos por [x]. 

• Si a : s1 x · · · x Sn ~ s está en r: y X¡ E A,; para i = 1, ... , n 
entonces aA([x¡), ... , [xn]) = [aA(x1, ... ,xn)], que está bien definida 
por la observación 9.1.2. · 

Al rnorfismo natural A - A/ R lo llamamos el morfismo canónico. 

Proposición 9.11 En Alg E un morfismo A 2.. J( ~s suprayección si y 
sólo si es sobre en cada tipo. 

Demostración. 
=> Supongamos que p no es sobre. en cada tipo. Consideremos la relación 
R =Núc p. El modismo A/R ....!.-:- J( definido por i,[x] _;,,; p,x es mono pero · 
no iso. Si e es el morfismo .canónico, · · 

. p·: .-· 
A .... · - ./( 

-~.~-."'/( 
.·-.. A/R . 

. · > ::- .- :.: .. ·:: '! 

conmuta. Por lo tanto, p ~-ó es siÍ¡)rayección. 
{: Supongamos cjuc p ·es sobre· en' cada tipo y que tenemos una factorización 

''A .. ·.p /( ... x .,/ 
' .· /(', 

donde i es. ~0110. Por I~ proposición 9.8 para cada tipos, i,.es morio; Pero 
la factorizacióll p, = i,p~ erl~Con implica que i, es sobre y también iso. 
Concluimos_ que en Alg E, i es iso y por lo tanto p es suprayecdón. 

* . ' ·, . . ·", ·:,: 

Proposición 9.12 En Alg E todo morfismo tiene un'o.f~~t'oriiación~uprayec
ci611-mono. 
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Demostración. Si A ..l.. B es un morfismo,en Alg E podemos considerar la 
factorización 

A"-.: . , 
/ 

J/..·n. 
e~·/¡_.'-:.<.· 

A/R'. ·•·· :.·;;.:··· 

cloncle e es el morfismo canónico, R~ Núc}'~;ie~f~!<l~fi~ida~ofi,[x] ~ f,x. 
Estos morflsmos son sobre e inyect.i".o en.caCiaÚpo/Í;espectivamente.· Por lo 
tanto son suprayección y mono respect.ivaí11en:t&!' · ·. · · · · 

* 
Proposición 9.13 Alg E tiene coprod~~t~i. . •. · 

Demostración. Sea {Aº }aeA una co!ccciói1 de álgebras E. El coproclucto está 

ciado por: \tiv~f.• ,,.:. 
'A7~. "'.•:/· . .(!:i:(llneA IA°l)J/R, 

donde "•• ... ;o:; L .• 
o; j. ·-:o>.'.:;·:~ 

• R es Ja 'minima relaciÓn de equlva!encia tal que para toda a : S¡ X • • • X 

s,. -:4 s ei1 E,' si {x¡ e'.:A~¡}i'==1;:::,n para alguna a: E A entonces 

· •. '. (7~º Cxi, ... , x,.) (R) GX¡, ••• , x,. 
. ; '' .. · 

• para :i: E .4~, p~x es la clase de x E IAºI bajo R 

* 
Proposición 9.14 Alg E tiene coigualadores. 

Demostración. Sean f, g : A ~ B dos morfismos en Alg E y consideremos la 
mínima relación de equivalencia R de Ben Alg E tal que si x, E A, entonces 
g,x,(R)f,x,. Entonces tenemos que el morfismo canónico B ~ B/R es 
universal entre los morfismos ¿con e' f = c'g. 

* 
Corolario 9.15 Alg E tiene colírnitcs. 
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Demostración. Esto es consecuencia de las proposiciones 9.13.y 9.14. 

* 
Proposición 9.16 El funtor l · I : Alg E-+ Con5 crea colímites dirigidos. 

Demostración. Tenemos Ja situación 
' ' . 
. . r . H 
I-Alg E-_Con5 

Como Con; es cocoínpleta, ir1 tiene colfmite 

~ ,·,'~, 

{lrJI--'-'--, L}1eí 
;~ .' .. _. ~ " ' 

o sea tal que para toda I E I, en Alg E r 1 S L es morfismo. 

9.2 Finitamente Presentables en Alg L; 

En esta sección, A denotará la categoría Alg E con adjunción T:i:: -l 1 • 1 

A -+ Con5 • Empezamos con tres definiciones. 

* 

Definición 9.17 Un objeto ]{ en una categoría K. es finitamente generado 
si K.(J<, - ) preserva colímites dirigidos de monos. 
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Definición 9.18 Un objeto A deA está generado por un subobjeto X...!+. 
IAI en Con.5 si la única i que hace conmutar . · . 

es una suprayecci6n en A. A X se lé di~e /Os ~generadores de A. . . .·. ,,., 

Definición 9.19 Una presentación de ~~ obj~t~ A de A_ es 
: ;·;:· 

: ::~u::~~e::n: ;e~~EX x TEX '· '. ' ::: ' 

tales que A es isomorfo al álgebra cocieiit~ {i~~~¡.R<í:io~iú R es lci. mínima 
relaci6n de equivalencia generada por y en TEX·.•}En 'esté'icaso :décimos que. 

A es presentable por X y Y. ·>>·.:< ;·· .. '\.º ,,: ' <'g.','..> •. ··'···· 
., .. ~ ; ' 

Proposición 9.20 Si un álgebra A de A és finitámentlgenerail.a entonces• 
tiene un número finito de generadore.s. , · - < .1 ... -~'!., ;\~'.:{> _• .: , ,; ';: • 
Demostración. Consideremos la categori~di;igida '}(:c1¿•1~~· ~ub,cb~J~ntos 
multitipo finitos de IAI ordenados por inc!Üsión~' F'ará cada X E:{x denotamos 
por ix a la inclusión X '-t l.41. La factÓrizáeión\.' · ·· -· · · ·- · -

, .~, - o_._-· - ' ' 

de TEX ~ A en A existe -p~r la propo~ición 9.12. rx'es la mm1ma 
subálgebra de A gene~ada ¡foriX .y.podemos definir un funtor X .I.. A. 
Como A es finitamente gerierada; éxisfé:·x0 E X;tal qué la identidad lA se 
factoriza ''·. · · · · ., · · 

A ... 
1~<. A 

~-·· ...... % 
rxo 
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Esta factorización dice que ixa es suprayección. Como ixa es inclusión en
tonces es mono y en consecuencia isa. Por lo tanto, A es isomorfa a r X, que 
tiene un número finito de generadores. 

* 
Proposición 9.21 En A, un objeto es finitamente presentable si y sólo. si 
es presentable por un número finito de generadores y un número finito de 
ecuaciones. 

Demostración . 
..:= 
Sea A E A presentado por un número finito de generadores y relaciones X, Y 
respectivamente. Si R es la mínima relación de equivalencia en TEX que 
contiene a Y entonces A ~ (TE.X)/ R con una suprayección T.,;.X ...!.. A. Sea 

r: I--+ A un diagrama dirigido con colímite {f/ .!!.. L}. Veremos que 

{A(A, r I) ~ A(A, L)} re1 

es un colímite. Denotamos 

X={x1 1 ••• 1 xn} 

·~~:== {r1 =r;, ... ,Tm =r:n} 

y si t. E TriX; su'.~l~e·en A es [t]: . 
. >·(' ".-· .... ) ·:;'~; ·- ': ',·'' . 

. ['·''"' .:'.",•</': '' ' 
•Sea .k~-·<L•.un rnorfismo.' Como! esdirigida, hay./ E I tal que 

Yi E r1;·<lon°de)[~;]·.:: ~IYÍ para. i = l;.;. 1 ~.,Hay, una úniéa TEX A. 
r I tal .qtie el diagrama'; . 

xi' . X...:.!....:IT.,;.XI. .. ·•·· 
~ ·.·.···'X<_·.••!11~1.' 

.· · · y; . lrII,·: 

conmuta. Como qrfix; = /px;para i = 1, ... , n entonces fp = qr/1 • 

Como para toda i = i; ... , m, qrf1r; =~ qrf1r/ entonces hay J.?::. I 
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tal que r(I,J)j1r; = r(l,J)f1rj. Entonces existe un únicomorfismo 

Tr,X/R ~ fJ tal que conmuta 

TI:X~rJ 
p! h 

TI:X/R 

Como pes suprayección entonces QJ/2 = f, 
... 9 . . . . .:. . 

• Sean A= fl tales que q¡g = q¡h.'.En particular, q¡g(x;] = q1h[x;] 
. h . . •: .·: ,, ... ; .··. ·.·"' : : .· · .. " 

para i = 1, ... , n. Como {q¡ }:es colímitedirigido, hay J ~ I tal que 
f(l, J)g(x;J ==; r(I, J)h(x;] pará:i ~ l;/;., n. Por leí ta!lto, f(I, J)g = 
f(I,J)h. .·' :/;j\:)' ':;.:·. 

-~: ·;:·_ ".::·::'·~,:·'. 

Por la proposición 9.20, Átiene lu1 riiit'rtei:ó'fi~ito de generadores que deno
taremos X. Sea TI:X..!.. Á la su'práye~ción canónica. Denotemos por N 
la congruencia Núc p. Consideremos la·categoría dirigida & de los subcon
juntos finitos multitipo de N. ordenados.ppr inclusión. Tenemos el diagrama 
r : & '-t V dado por . . . 

• fE = (Tr.X)/E donde E es la mínima congruencia en TI:X que con
tiene a E, denotamos por PE almorfismo canónico. 

• si E1 ~ E 2 , entonces f(E1 , E2 ). es la única suprayección que hace con
mutar el diagrama 

PE2-_> f 
TI:X . . . , .... E2. 

~r~J--r<I'.E2) .· 
Como para toda E se da E ~ N, te.ne~cis l:·:~actorización 

··. p :: 

TI:X ... · . . .,A. 
·~·.,,;;; 

(Tr.X)/E 
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El diagr¡¡ma 
{rE~A}Ee& 

es un colímite dirigido; Como A es finitamente presentable entonces hay un 
Eo E & tal que la identidad lA se factoriza 

A 1A A·_ 

~>Á 
rEo, 

rEo es presentado po~ un ~úinero finitode e~uaciones y generadores. Por 
"<=" r Eo es firiitamentc ¡:íreséntable y entonces ' ' ' . 

-; >~::::.: 
)\{V(rEo\'f:ih ·,~<r~•·9~> :-·~{tl:;J:A)} Eei:\ 

~~;olírriite dlriii~~!~\dc!~~ '~~.:c~ii~~Í1t'.~:1~J~ ~~'le~;'en~~nccis hay·E1 tal 

;~~~~~~~;i~if j~11~r~~f~~i;":·#.(2 (~.E·>·>.~ 
;_• ~-' --, - ·~-;.,'· .~:-<' ')·~--

'Por ~onst~u~~ióni'r(E0 ;'Ej)'es supiayedció~; ConcluiilJosqÚé r(E0:,E1)U:qE, =. 
lre, y que qi; es¡so; . · . - - · 

* 
9. 3 Alg (B,E) 
Fijemos un~~njunto multitipo V (de variables) en Con5 tal .que para toda 
s E S, 11, es un ,conjunto numerable. , 

Definición 9.22 Una ecuaci6n es una pareja'(r1 ,r2 ) en T:i:\I x T:i;l'. Las 
ecuaciones a veces las denotamos 
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Definición 9.23 Sea A un álgebra E. Decimos que A satisface la ecuaci6n 

r1 = r2 si para toda V...!... IAI, j es la extensi6n de g,6, se da la igualdad 

ir1 = ir2 
Definición 9.24 Dado un conjunto E de ecuaciones, denotamos por Alg (E, E) 
a la subcategoría plena de Alg E que tiene por objetas las álgebras E que sa
tisfacen todas las ecuaciones de E. A las categorías de la forma Alg (E, E), 
se les llama variedades. 

Fijemos un conjunto E de ecuaciones en E. Denotemos por U al funtor que 
olvida Alg (E, E) -t Con5 . 

Observación 9.3.1 Un elemento A de Alg E está en Alg (E, E) si y sólo 
si, para toda?'= T1 en E, se d(l que, TA.= TÁ para las funciones definidas en 
la observación g,J.1. · 

·~ , P' 
{L-UrI}1e1 

esHmitc en Con5 • ·Por 9·.6, L tiene estructura de álgebra E. Por la observación 
9.1.1, para toda I E I las funciones multitipo TL, rí, satisfacen · 

Por la propiedad universal, :ri =;: r;_); L t~mbié~ ~ álgebra.(E, E) . 
• -<;,,\ 

* 
Proposición. 9'.26 U, ~rea. colín1ite8 dingidos: 
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Demostración. Tenemos Ja situación 

I--!:... Alg E ...!L... Con 5 

con I dirigida. Supongamos {Ur/ __.!!!........ L} colímite en Con5Hulire ur. 
Sabemos que L tiene estructura de álgebra E. Sir. E Ti: \1 entonces r1, se 
induce por 

Con5 (V,L,) r~ · L, 

Con5
(V,q1) j ;. b 

Con5 (\I, (r/),) ~ (r/), 

Corolario 9.27 Alg (E, E) es cerrada.bajo productos y subobjeto.•. 

Demostración. Es consecuencia inmediata de 9.25. · 

Proposición 9.28 Alg (E, E) es cerrada baj,Ó suprayecciones en Alg ~ 

Demostración. Sir= r' es ~n~ ecuación de ti~o);;el ~iagr~ma 
'. :· .. ':··· >$< .::-~ -;··<.·-.--.~-;:.'::_;:._ ··;·,_ 

s· , ). , .Con .(\/,p) .. , . s( I . ) 
C?n (\l,UA ....... ·, ,,, . Con,\,UI< 

.·· .. ·· .. ·.T:~~¿3.· ::o:. ~}t;r.~r·!!'.1·rs1)NJJ:~~,. . 

* 

* 

. ·. . · ... ··. :.·~_'.;~i.~;~fi1l¡~t;~;~~:.·i· :, ,.,, ''.· > .. . . 
conmuta secuencialmente.·{Po.r¡ lá':'.óbseivación ·~:U,\r,i i= ·T~. Como JI es 
suprayección, .Con5 (\/,p)' es'.f8bre.'y;:f;_;~.''.ri<')'.:P0rlo¡timto K .e Alg (~.E) . 

.. , . _, ( _, ~-:.::;· ••. ·,,~ •.. :.•.;.~.-~:.-.:::.'Y.:':l:.:~-.;. j~-~: .. -~f~- ~:.;~-.-_, ·:~:.~ l.~.\).:: . . , >·:•{• ip ·······" * 

Proposición 9.29 ~Ú~~~(~jcL•¿~0~;:·b11i:11~Z~L:dirigidos cu Alg ~. 
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Demostración. Sea 1 una categoría dirigida y r : 1 -t Alg (E, E) un füntor 
tal que 

{Gr I ----q;- L} /el 

es colímite en Alg E. Sea r = r' una ecuación en E. En i;r; ,sól,oaparec~n 
un número finito, digamos n, de variables de. tipos· s 1; '.· ,';'s~ (puede haber 
repeticiones de tipos). CornoJos límites firiito's conmutan ¡:on los colímites 
dirigidos en Con, 

{(GrI),.x,··x(GrI) ••. ,> , 
' ' .;- . ·, _., ~·1 :i:<::·~~~~ 

es colímite. Per.o para t'oéla Je) coni:imt!Í; 

cJ~Jjf·Í~l~~;~~j;~ ?:~. ·· J~>, 
Por lo tanto TL ~ rL~.;é~.;~.~~1~~~~€:'.f rJ'.E)x * 

~t;~os que en p1:o,P.6~jci¿~·:ª~f~rl~i,?11T·ºsabusado de lan~tación con 
, -.,,;·:-.. _'.''¿';_~;.< • 

Proposición 9.30 •La' ccite!]ória Álg (E, E) tiene factorizaciones suprayec-
ción·mono. -<.;~.: ;'~,~: /,~g-;~~~~·¡,;-:.1_:-~:.'~±,.~,- >- ~~;·~·-" 

Demostración. LafactorizaciÓn'élé 9.12 sigue siendo válida por 9.27 y 9.28. 
. . ,; .... "::S'.:~·':l,,,. •:, . " .. , , * 

" 

Proposición· 9 .3 :t:. E~ ía';~~t~g~ií~ Alg, (E; E) ·las sup~ayecciones ;r;n ·esta-
bles bajo-'prodúCtO'-Jibr~dO::):->-._.:.·:.· · .,; .,-, 

Demostració~:> ~~~n, ~ ·_t L( m~a supra;•ección y .K .!!.. L ~n morfismo 
'' ··-:"\''(//)".'." '' •,' ' ' ' ... ' '' ',· 

cualquiera; Si ,A;~ J<:x'B es el producto librado.de q con g entonces, 
por la proposicióri 9.25 · · · · 

A'--1.:_B• 

p' ! ! q• 

·. I<'g;-L' 
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es producto librado en Con. Por lo tanto, p es suprayección por las proposi
ciones 9.11 y 9.28. Esto es, en Alg (E, E) las suprayecciones son estables 
bajo producto fibrado. 

* 
Proposició~ 9.32 .E~ ·Alg (E;E) las relaciones de. equivalencia son efecti-
vas. · . .-; .. :.'._' • 

. ;. :.:/·;·> 

Demostración. Sea •'n ~ kunit relación de equivalencia en Alg (E, E). 
· ·· ··" r2 '· · - :· -

En Con5 ~iene im coigu~lad~r -4,.i.I<: Como Con5 es exacta, el cuadrado 

es producto librado. El funtor que olvida Alg E Ji Con5 crea coigualadores 
de relaciones de equivalencia. Entonces A ....!!.. I< es una suprayección en 
Alg E. Por la proposición 9.28, q es suprayección en Alg (E, E). Entonces 
(ri. r 2 ) = Ntíc q en Alg (E, E). Por lo tanto las relaciones de equivalencia 
en Alg (E, E) son efectivas. 

* 
El siguiente lema lo necesitamos para evaluar el adjunto izquierdo del funtor 
que olvida U.: Alg (E, E) -t Con5 • · · 

Lema 9.33 A e8 una s_ub.categoria plena de B. Si·' 

• B -~~-·coinTii~ta, bien 'copotenciaday tiené J~bÚiri;llciones 'suprayecci6n-
·-··.· .... ·. . ... - .- ,. - - '• 

moná 
- . •'' . - .· . . - . 

• A es ceTTada baj~ productos i/subobjetos1 . . , ..•..• <'·,,,,·\ ,, 

entonces A es suprayecci6n-reftexÍva én B. 
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Demostración. Sea B un objeto de B. El conjunto de élases de isoillorfismo 
de las suprayecciones de dominio By codominio en A existe porquEiB es bien 
copotenciada. Consideremos el producto Tiq Aq'.conq ':;B :-=--+ Aq 'variando 
sobre dicho conjunto. Llamemos A a Ja imagen de Ja función natúr~l 

·,-/, 

con factorización (q) = m o p. Sea B ..!.. A' un inorfi~mo c~alquiera con 
A' E A 0 • Sea la factorización suprayecci6n~rnono de 'J, .·con r.' en· el éonjunto 
de arriba, m, o r. Entonces tenernos Ja situ'ación. ·" 

La unicidad del morfismo A ~ A' se d~ne puesto que ~ es epi. Por lo tanto 
q es una flecha universal de B en' A y;B .tiene comó subcategoría plena y 
suprayección-reflexiva a A. . ' .... ·' · · · 

-·;_·_;t~ 

* 
Proposición 9.34 Alg (E,;;:;~s·~J}~u~~~Úgoría suprayección-rejlexiva de 

~=:;¿;;~~~t;~~f f ~l!~~ci::::,:,q:~~•m~ "'~ 
.· jándo:F1'es'el fuíltor de.9;34:<G.esci'ÍºÚiÍtor'que oivida Alg (E, E) -+ Alg E . 
. Si définimos'F~'F1T~:5a!i~inos"qu.ef'F/B cJ(>''.•.. . .. _ 

·. ·• : ...•. 

1

tA·······.l···.·g··.· .. · ...... ·.l(!~.·."·!·E·········.~ .• 

1 

..... ·· .. : , ·:, ··F1 G· ' '·· 

F , Aigi: u·· 

. : H!1:, .· 
. Con5 
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Observación 9.3.2 Una· descripdón explícita del Juntar F .. Si X eCon5 , 

entonces 
.FX=T'r.X/R 

Para R la míriima r~lación 'de. equivalencia en T'r.X que conÚene a 

···· rr.,,xf(R,)ri.,,xf 

para toda T = T 1 de tipos en E y \! 1.: IT'r.XI en. Con 5
• 

Proposición 9:35 Alg/(E,:E) ·es ~ocom¡íleta'. .• .· .· • .· 

Demostraci~n .•.. S~a r/;1·:~:¡1~;(~'.~}·~~i{u~{or.:·cbnsideremos la composi-
ción Gr. Sabemos que éil'.'Alg Eeste"fuí1tor-~tiel1é colímite . . 

..•.. •• ;!; • ;\i~\!_ic~ J:~-~:~~~-··if ~~~;~!;1Jt ·L~ ·;': :: ..... · . . . 
para I. E L Si a¡:Ílicáiúos ;F{á.1. cócoño;··óbten.eincis otro. cocono. colímite. 

· :·-. ;t•.···-·ee;·~t·:i;f ~{~~~-,:~;··~~k~?-j~t~'.?'··•·.'·:····'"::: · 
para I E .. I puf!~tb tj~'é F\

0 

es' adjuntó dereclioi ~-~rd'.~olTl~ G f!s flel y plena 
F1GrJes.isomorfoa.r1.,: ''; >-·: 

Propo~ición 9'.36 .La categoría Alg (E,E) es exacta. 
'.' ·'.:·.-,'. .' . , -. 

Demostración.. Esto es consccuenda. de. las p~oposiciones 9.25, 9.30, · 9.31 y 
9.32. 

* 
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Capítulo 10 

Nueva De1nostración del 
Teorema de Maltsev 

En este capítulo tenemos fi11ahnc11tc todas las herramientas necesarias para 
demostrar el teorema de l\laltsev según [5]. En la primera sección, obtenemos 
por un lado el important.e el primer inciso de la proposición 10.4, y por 
otro la proposición 10.9. Ésta iíltima, aunada a 10.10, da una equivalencia 
entre las variedades y las categorías de modelos de una categoría con límites 
finitos. En la segunda sección, lo fundamental es demostrar los lemas 10.10, 
10.15, así como extraer unas consecuencias del primero que son necesarias. 
Dicha sección concluye con lo que propiamente es el teorema de Maltsev: 
proposición l 0.16. 

10.1 Teo V 

Definición 10.1 V es u11a variedad de álgebras tipificadas por S. La teoría 
de V-álgebras es la cat_egoría dual de todas las V-álgebras libres 

._ -r{~r 1 ,_.;.·,x~"l 

para si, ... ; Sn e~eadas de Úpos en S, 'vista co~~ subcategoría plena de Vº. 
La denotamos Teo v: · · 

Proposición 10.2 Para una variedad V de álgebras tipificadas por ·s, la 
categoría Teo V es isomorfa a la categoría descrita vor: 

Objetos son las expresiones s 1 x · · · x Sm con s; E S 

111 
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Morfismos de s 1 x' '. :·. x s;. a t1 x · · · x tn son las eneadas T¡, ••• , Tn para 
T¡ de tipo t¡ en F{x~' ;; .. , x~·}. 

Corlipd~ici~n/de ¡gs iiorft~mos 
. . ' . ... ;' ~. ' ').'."· .· . 

<s/~,<~~:;i.+~T:~:·~n) t,¡ X"• X ~n (v¡,. .. ,,,,) U¡ X •"X Up 

Oom~:.:,2~~1~ti~~~:y Ri~:;~~;~:::.:~;:;,da Pº' 

Para biyectar'.Jos ;morfismos; báSta don observ~~·.c¡ue como F; es adjunto 

l~oi.,do, IMmº'l¡{~;l!¡0f f~~~!~I~·,~!;.f f~~;~t;'••··. • 
en Teo V están·.en correspoii'dencia'biuní\ioca cón::JaiÍ·. funciónes • SC:tiplficadas 

~ ,~~,:::"'.~::~\t;~i~~~t~\f t.:~.·.~J~~I~ 
_, ,. ·.~-.-- "' -r·~ .;:- ¿,·, <;_ " -/~: ·.; - -

en Teo V <.::; 'i~·· <? "· , ..::;: >, . '..;'.} 

F{xr .~·~ .. ;·x~·r; F{x\1
; •• \:x~~i~~:F{x~;, ... 1 x:.;"} 

en V, Ja i~agcn de xi' bájo'ésti,úJÚ;ná'compósición ~s'prccisamente v'. 
·--:::: :>:_'_-.··: -~ -' ' ·- ... -: ·- :.· . . ·.;·.-, :_' -. 

* 
Proposición 10.3 · · Teo V tie~é producto~ finito's. 

Demostración. 1"0·es un objeto termfoal. Co~o .Fes adjunto derecho, cada 
objeto F{x~',. '.., x~·} es el producto TI?=i F{x;}. La proyección i-ésima la 
da.el Ii1orfisrnoF{xj'} -:-t F{x~•,.;.:;x~·} generado por xj' t-t [xj'] 

* 
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•• ,¡ 

Proposición .10~4 La stlbcaÚ~~ri~(T~oy)•'tieV cumple las siguientes pro-
piedades · · - - •.-;: 'e ' 

l. Sea• Á ~:K. una suprayección en V y sea F X .l.. I< un morfismo 
cualquiera con X= {xj', ... , x~· }. Por Ja proposición 9.28 hay a; E A,, 
para.i;;,, 1, ... , n tales que p,,a; = f[x:•J ([x:•J es Ja clase de x:• en A. 

La función multitipo X...!!.. !Al que x; t-t a; se extiende a F X ___!___.. 
A por la propiedad universal. El diagrama 

conmuta. Por lo tanto F{x~', ... , x~·} es proye~tivo regular. 

' - -1 ' -. -, ' 
2. Tenemos el eoceno canónico {FX :-:--A}~obre 

((Teo V)º .J. A)-~r_"--v 

Si { F X .!!!.. B} es otro cocono sobre r indudim6s una función multitipo 

IA 1 2.. IBI de la siguiente manera: si a E Á~ ent-~n~~sa, ~ p~(x) para 
x E\/, y a el morfismo F{x} ..;_L_ A-inducido ~orx ~a. Veamos :-¡-· ,_, ,;_,c,_c;,,-_ ..• -._ ', -,-,' 
que para toda F{x~' .... , x~·} ~A ~! diagrama 
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conmuta. Sea .w E F{xj', ... , x~·} y denotemos a := f,w. Entonces 

x F{x}~ 

! l ~A 
w F{x~1 , .... 1 x~"} 1. 

es morfismo ell (A .J. A) y por lo tanto . 

. . F{~}---2:-_ 
.•' L ..•. ~B 

·. : ·F.{. ·x·' •1 :.é:· . ··x· •·} pi . . 
··-_. .. 1-.~~:·.~, n 

X 

! 
.w 

. ·. 
conmuta. Por Jo tanto 

•.. -. :·: 

pi~= pª[x) ;; pfw 

Análogiunente, se demuestra que p es morfismo en V y que es único. 

3. Sea r: I-+ V.un funtor.con 1 dirigida y colímite en V. Tenemos Jos 
. isomorfismos -

V(F{xj', ... ,x~•},colim r!) 

Con5 ( {xj', ... , x~· }, colim Ur!) 

colim Con5
( {xj', ... , x:.• }, Ur!) 

colim V(F{xj', ... ,x:i·},r!) 

La segunda equivalencia se tiene por las propos~ciones 9.16 y 9.29. 

Corolario 10.5 Toda variedad V es localmente finitamente presentable. 

Demostración. Esto es consecuencia de las proposiciones 8.6, 9.35 y 10.4. 

* 
Definición 10.6 En V un objeto .4. es presentado por. un co~ju~to ·X· de ge
neradores y. unas relaciones Y !;;; Tr;X x T:r;X si A, ~s; isomár¡'á, al álgebra . 
F 1(Ti,X/R). Aquí R es la mínima relaCión.Íle ~(¡uivaléncia en,T:r;X: que 
contiene a Y. · . o.,.:·. 
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Proposición 10. 7 En V un ~bjeto estd presentado por un conju~to finito de 
generadores y un conjunto finito' de relaciones si y s6lo s(A : es finitamente 
presenta.ble. , ,'' , , , , - , 

Demostración. ~ Se~ X;h11 'Jonju~to ~ultitipo finitoyY, ~, T~X ~TEX un 
conjunto finito. SeaT: r¿y,un funtor con I dirigida y colímite , 

>%: {~i~ colim r} re1 

en V. Tenemos los Ísomo~fi~mos 
V(F1(T,;X/R),colim r!} 

Alg E (TEX/R,G(colim r!}) 

Alg E {TEX/R,colim Gr!} 

colim Alg I: (Ti:.X / R, Gr J) 

colim V(F1 (Ti:.X/R},r!} 

donde el tercer isomorfismo se tiene por la proposición 9.21. 
<= Es analóga a 9.21. 

* 
Proposición 10.8 En V, todo objeto finitamente presentable es el cociente 
de dos objetos en la imagen de (Teo V }º. 

Demostración. Por la proposición 10.7, A finitamente presentable es pre
sentado por un conjunto multitipo finito X y un conjunto de ecuaciones 
{ r; = rj};ei con I finito. Podemos considerar a J como un conjunto multi
tipo, el tipo de r; = r¡ es el tipo de r;. Definimos 

por 

ri 

FI====FX ., 

i~Tt 

Í --¡:;+-T/ 

Veremos que Ja suprayección F X --2_.. Á que hace a A cociente de F X 
es coigualador de r1 y r2. Es obvio que,,qr1 = qr2• Sea f tal que fr1 = fr2. 
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Entonces Jr; = frf para toda:·i E J. Como Núc pes la mínima congruencia 
que contiene T¡·= rf parai E I, hayf que hace conmutar el diagrama 

FX P A 

~/¡ 
B 

f es única porque p es suprayección. 

* 
Proposición 10.9 Toda variedad V es equivalente a la categoría de funtores 
Teo V -t Con que preservan productos finitos y transformaciones naturales. 
Ésta la denotamos ContFP Teo V. 

Demostración. V es localmente finitamente presentable por la proposición 
10.5. Entonces, si A e;;; V es la subcategoría plena de los finitamente pre
sentables, V es equivalente, por la proposición 8.12 a la categoría de modelos 
Cent.., Aº. Cada funtor en Cent.., .Aº, al ser restringido a Teo V da lugar a 
un funtor en ContFP Teo V. Tenemos entonces un funtor 

Cont.., Aº----ContFP Teo V 

Este funtor es fiel y pleno por la proposición 10.8. Veremos que todo modelo 
H en ContFP Teo V es isomorfo a la restricción de un modelo en Cont.;, A•: 
Con eso quedará demostrado que el funtor de arriba es una équivalencia. 
Supongamos V= Alg {E, E). Si r E (Ti:X) .• para X subconjunto inultitipo 
de las variables \í, tenemos el morfismo · 

en Alg {E, E) generado por 
X~ 1-t [rj 

Así pues, en Teo V obtenemos un morfismo 
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Como Fes adjunto izquierdo, 'tenen10s. en particular, el producto 
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. H[r](a) H[a(r¡,.;., r,;,)](a) . 
H[ax\' · · •· x!;.•]H([ri], 
H[ax\': · :x!;](H[r;], , H[r,;;])(<L) 

- aA(H[r1](a);.;.,H[rmJ(<L)) 
. GA(ii1,(ri), .. ;,ü1,.;(r.;,)) 

ii1(a(r¡, ... , Tm)) 
Üt(T) ' 

donde 

- (3.3) es Ja hipotésis sobre H 

- (3.4) se da por definición de ªA 

- ,(3.5) es.la hipotésis de inducción 

- (3.6) se da porque ii es morfismo de álgebras 

(10.1) 
(10.2) 
(10.3) 
(10.4) 
(10.5) 
(10.6) 
(10.7) 

'Hemos construido .el álgebra A E Alg (E, E). Para todo s E S tenemos 

V(F{xn, A)""' A, = H F{xl} 

Como 'JI y .V(;; A) preservan productos finitos, y todo objeto de Teo V es 
producto finito de objetos de Ja forma F{x1}, obtenemos 

, . ·.;,' 

V(i(-),A) ""'H 

do~de~i ~s.Jn inclusión de Teo V en Vº. Entonces ContwAº es equivalente 
a ContFP. Teo Vy por Jo tanto 

V ::::< ContFP Teo V 

* 
10.2 Teorema de Maltsev 

El regreso de Ja proposición 10.9 es el lema 10.10. De éste necesitamos dos 
consecuencias que enunciamos en las dos proposiciones que le siguen. 
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Lema 10.10 Sea C una categoría con productos finitos. La catf!goría de 
modelos ContFP C es isomorfa a una ·variedad Álg ·(E, E) . 

. . ,: -.. ' 

Demostración. El conjunto de tipos S son los "objetos de C. 
La signatura E consta de · 

• los morfismos de e 
:·,-, .. - - ,-·:: .:.'. 

• para cada producto finito {L. •'·Pi: 'C;}i=1.:•:.;n. en C un símbolo 

El conjunto de ecuaéi¿ll~S~E'¿b~~~a: ~e. 
e para cáda objetcl d~-C~~-C::;:~~a;¡ cada variable X de tipo C la ecuación .. 

-. . . . . ~:." :·" ":·.\'. . 
. ,, ·-,:.·;·-.- ·\r:,'

• para cad~ Ccn~pos;~i:ó~'•' 
- _. . '·"i-:· 

··)~i9{x :;,;¡{i.'. 
·. ;:,.,,., ,' ·:.' . ~ " -. , 

• para cada producto ·{L ~'. : C;h~\, .. :.~ ; cada v~riable x de tipo L, 
la ecuación · · -.. · · .. :, · · 

'•L(p1 x~.:.;11~x) _,;,; i 

• para cada producto {i ...:...2!.- cih=1 .... ,n ,; cada encada de variables 
X¡, ••• 1 Xn de tipos 01i. ·:., On·respectivamente, las ecuaciones•. 

p¡Lx¡, ... ,xn· =X¡ 

para i = 1, ... , n. 

Hay dos asignaciones obvias ContFP C - Alg (E,E) y Alg (E; E).
ContFP C. Las ecuaciones aseguran que ambas están definidas. Que son. 
inversas una de la otra es obvio. · . · 

* 
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Proposición 10.11 Misma situaci6n del lema 10.10. Para toda CE C, el 
modelo C(C, -) es proyectivo regular en ContFP C. · · 

. . . . 

Demostración. Denotam~s por 1 al isomorfismo ContFP e .:..... Alg (E, E) 
y por F -l U a la adjunción entre Alg (E, E) y ConOb(C). En 'dí agramas 

Contpp C -L. Alg (E, E) 

n;ncluslói1 ! F t! U ·. 

· 'Conº Conob(C) 

Sea CE C. Conside~arno~ lairn~g~n de I(C(C,_c:.)) en Alg (E,E). Son 
equivalentes ·< ICC(C, -)) -t. A 

C(C, -) -t 1-1A 

a E Ac 

{xf}-t UA 

F{xf} -t A 
La segunda equivalencia es por definición ·de l. La tercera equivalencia es por 
propiedades de funciones rnultitipo en ConOb(Cl, Las otras equivalencias son 
claras .. Concluirnos que I(C(C, -)) y F{xf} son isomorfos en Alg (E, E). 
Pero por la proposición 10.4 F{xf}, es proyectivo regular en Alg (E,E). 
Por lo tanto C(C, -) es proyectivo regular en ContFP C. 

* 
Proposición 10.12 Misma situaci6n del lema 10.10. Denotemos por Y a 
la inclusi6n de Yoneda Cº -t Conª. La subcategoria plena Y(Cº) ~ Con° 
es cerrada bajo sumas finitas. 

Demostración. Si C1 , 0 2 son objetos de C, se tienen las equivalencias 

C(C¡,-) UC(C2,-)-4 M 
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Por lo tanto C(Ci. -) JJ C(C2 ,-) y C(C1 x C2,~)sonisomorfos y Y(Cº) 
es cerrada bajo sumas finitas. " , · •. · · · 

* i:,·, .· 

Las dos proposiciones que siguen apuntan ¡{ l~ ~~rii~:~tración del lema 10.15. 
Si X es un objeto en una categoría A con;suní:as;fi~itas, consideramos el 

dl"ra~ oonmn<~~; . XMi~!~ff 
Proposición 10.13 Eldiagrarri.a (:j:) es'u~'coproducto jibrado. 

D~mostración. Sean /;; h:;g1 ;~~'.~~~h~i{i~5'i~1~'~ q~e el· siguiente diagrama 
.·:¡.:>. conmuta 

x..J.. 

Por lo tanto el único morfismó 'X ___ Z'.: tal. que ·. 

~¡.y (1) ~ Wp!odt,<oiilK,~ij~:, . 
,,. ··i: .,.·.; ._, ;_,,,_. ,,,., ':~~' <· :,-, '. 

.. >; .. :: •.. ·!;};:s,:f~·;HL:.,. •:· · . . . · 
Proposición 10.14 Si ;A·es, una'.categorla'•~xcicta' de: Maltse11, entonces el 

mo;-' X+ X+ X <'+.:i,¿ ~~~~}~~t;~¡~,P+ 
Concluimos que su image;; es ·v.~~:·~ef~~úri'.r~fl;;¡va ~ en consecuencia una 
relación de equivalencia. - ., '",:. ,-.·· ~~ . .. :::~-·, º 

* 

---------------~-~~~ --·----- ...... ____ , __ 
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'· ' 

Demostrai:i6n .. Consideremos la inclusiones i1, i2, i3 de X en X+ X+ X. Los 
siguientes dos diagram1l5 conmutan 

x:~~:::·~+~x+¡ 
/x+x· · 

Entonces conn;lita:_·• ·· 

x+x~x+x+x 

~~ x+x 

x+x . . x+x+x 

'~- ···~ . (X+X) x (X+X) 

o sea, A!> (ó+l;l:+-ó). LruÍ otras afirmaciones se siguen de que A es Maltsev 
y de la proposición 3.9. · 

* 
Lema 10.15 Sea A una categoría exacta con sumas finitas. Sea ·p ~ A una 
subcategoria plena cerrada bajo sumas finitas, cuyos objetos sean proyectivos 
regulares. Si A es una categoría de Maltsev entonces para todo objeto X E 'P 
el diagrama (:j:) es un producto fibrado débil en 'P. 

Demostración. Sea W E 'P y dos morfismos W ~ X + X tales que w, 

ÓW¡ = ÓW2 

Supongamos que la factorización de (ó .+ 1, 1 + ó) es 

P (m1,m2) x+x+x 1 (x+_x)x (X+X) 

Por la probosiciÓn lO;Í~,;ó Cs'.eÍ c~igu~l¡do~ Cie'.m1; m 2 ; Por la proposición 
10.14, (m~;m2feih:elaciÓnaé equivalencia/y.como Aes exácta, el cuadrado 

. . . .. · ... :~:<··t.)'."', V;··. ;::!{1·:.. ~ 'F< " 
.. , .<[ .· . ., ..... 'x . .+ X 

·•º;i:.; ;_6·x• •;w 
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es un producto fibrado. Entonces hay un único morfismo . lV ~ I tal que 

Como W es proyectivo regular, .1'.v ~ I ~s~;f~~torizaa través de la suprayec
ción X+X+X~I. 

Se sigue 

(S + l)w' w1 

. (i + ó)w' - W2 

y (:j:) .es un producto fibrado débil. 

* 
El teorema que viene a continuación, es el de Maltsev. 

Teorema 10.16 Sea T una categoria con productos finitos. La categoria 
ContFP T es exacta y tiene sumas finitas. Además, ContFP T es de Maltsev 
si y sólo si para todo objeto Jl.' E T su diagrama 

(t) W----A ___ W X W 

A! ! lxA 
H1 X H' Ax! W X W X Hf 

es un coproducto fibrado débil en T. 

Demostración. ContFP Tes exacta y tiene sumas finitas por las proposiciones 
9.36, 9,35 y 10.10. ·.Est.o lo .usaremos para la primera parte de la equivalencia: 
=>. . .. : ·, '\ .. '·,.>:. ·.,'.·' ., 
Ccmsidéram()s .Ja inclusión de Yoneda Y : Tº ~ ContFP T. Le aplicaremos 
el lema 10.15 'a la 'subcategoría plena Y(Tº) ~ A. Esto lo podemos hacer 
porque 
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•.por Ja proposiCiÓ~ 10.Ii;·todos los elementos de Y(T°) son proyectivos 
rcgular~s : , ··· · 

'<·· 
• por Ja propbsiciÓ~ io',12,: y{i;0

) ~stá cer~ada bajo sumas finitas 
.,_ ., ·:: .. ::,~. -:·:i\:,:: ·:,-, ' .,_·»,•" ,';: .: .. ~- .' 

Por el lema io.J.~;:~ó;;~Júi~;b~;~~~&:pa~~t~¡~,x e}ci:~) el diagrama 

\'· :~~+.;x!:V1;~ ··f :1~i .. :.: ... ~ ... : •.... i.r.:x'!;.;.·x·.··.}~{ :: .. · .· .. . ,~~~$~t1~~~:J· .. (:J;~;.;.,.;J. ,: • ·• 
es un producto librado débil en•Y(??);:,•El}estiltiido s1tsig\ie1 puesto Y(Tº) 

~ r son ciitegOrí·~.~~:1.e~. ::< "('- :'.:r~::,<~';D;~I;~'~.·~':_, .·: .. · .. T · .· . · 
Sea 111 e ContF1;·7 un·modelo.''Sea E.___,._:_,;: 111 x'M .una relación reflexiva 
en ContFP 7: ·. ; · ·· ': .;. ,,< • ::i:;' :t;t :i ;\>:·: .:< . 

. ,,~~Fif3' 
Por 'Ja ¡:iroposició~ · 3.9, ba~ta.con definir puntualmente una transformación 
natural E ~ E que muestre a' E como una relación simétrica. Sea X E 
/. Por' hipotésis·, el .diagrama (t) es un coproducto librado débil. Como 
ir2 A =·7r;A,Ja prOpiedad universal débil de dicho diagrama dice que hay un 
morflsmo X x X x X~ X tal que conmuta 

' X X X ' Axl X X X X X lxA X X x· 

-.~lm:---< 
Consideremos la subcategoría plena Tx ~ .T: que ti~ne por' objetos a las 

potencias finitas de X Xº 1 xi, x2 p .. 1 x~. •:.. ', ' ,• 
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Esta categoría es una'teoría d~ Lawvere (defi~ició,n Ú3)'. Si restringimos 
- ;. ~ · , .: . " ~ · ~ - ·· ·.· · ,._·'.- ·: · , :-__ '· ·• -_ ·- -: · . ·• · · ·· -"· '.·< (e 1 ;r2) -

flf,j, etc. a Tx, obtenemos. una relac16n·refle.x1va lé - !m X!)]? . __ ,, ';• · .. 

:ro?~,zlE 
~·:,·A :·,' .,:; . : ·, ·._ -~ri .~2-). 

rol X!)]? 

en Mod (Tx, Con), donde lm,j, etc. -s~n las restricciones M¡TxiÍITx• etc. Como 
en Tx, X 3 ~ X es una operación.de Maltsev (definición 3.16), concluimos 

por Ja proposición 3.18, que IS~ ro? x ro? es una relación simétrica: 

IE 
1 

1E 

(~~) 
rol X!)]? 

En conclusión: para cada X hay un morfisirio ~EX ~ EX tal que 

EX 
1~ .. -...... EX 

... g~¡~~; .. 
conmuta. Esta asignación'. está. bien: definida> porque: 

;(:T"'.'§>:;:\:·:;}'.·;,~~-~FY E / .· .. 
e¡,e2 x rnono.'*,ix·umca 

Consideremos'ah~raGri ~¿rfi~lllJ'~u~iquiira X~ Y· en T. En el diagrama 

~~~Mx• 
EX~EX. - ·· . 

E/! E/! M/xM/ 

EY_,...-Ey . 

~~-
<~MYxMY 
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los triángulos conmutan por definición de i, y los trapezoides conmutan 
porque (e¡, e2 ), (e2 , e1) son transformaciones naturales. Como (e¡, e2)i- es 

mono, tenemos Ef o ix = i 1• o EJ y se sigue que E .J... E es una trans
formación natural. Por lo tanto, E es una relación simétrica. ContFP T es 
una categoría de MaltseY, por la proposición 3.9. 

* 

---------------------- -··--.,--... 
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