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Introducción 

1960 vio nacer el texto llings of Continttou.s Functions escrito por Leonard 
Gillman y l\ofcycr Jcrison.3 Este texto fue denominado "THE BOOKn por Melvin 
Hcnrikscn en su artículo [38], en el que narra cómo se fue gestando esta obra, 
Síntesis soberbia <le toclos los trabajos acerca <le la interrelación entre un espacio 
topológico X y el anillo C(X} de funciones continuas reales definidas en X, que 
desde el irnportantc n.rtículo <le Hcwitt ([42)) habían aparecido. Fcliztncntc mi 
aprcndi;¿:ajc sobre todo lo rclucionac.Jo con los iu1illos C(X) y, a. la postre, con el 
tema de esta tesis, corncnzó, bajo la dirección de Ángel Tatnariz, con este libro, 
pues corno lfcnrikscn señala, "por varias gcnerncioncs <le cstuc..liantes, el trabajar 
en "THE BOOK'" será el primer pa!io para escribir una disertación en esta W.·ea". 
A través de él conocí el famoso Teorema <le Gclfan<l-Kohnogorov: 

'T"goRgMA 0.1 (Gr.lfa.n<l-l(olmogorov) .. 4 Si X 11 Y .~on e.-1pacios t:oTnpacto.-1, 
entonces los anillos C(X) 11 C(l') son i .. n11iorfus si 11 sólo si X 1J Y son hcnn.c!oTnor
fo.~. 

Este teorema revela que en el universo de los espacios con1pactos~ la estructura 
de anillo de C(X) determina la topología <le .Y. También aprendí en el libro de Gill
rnan y .Jcrison que Hcwitt denmstró en [42] que el Teorema de Gelfand-Kohnogorov 
se puede extender al universo de los espacios rcalcompactos. 

Quizá inspirados nn '""THE BOOK", se han escrito trabajos interesantes sobre 
anillos <le funciones continua.e; con valorrs en estructuras distintas de IR, corno el 
artículo <le R. S. Picrce (citH.do r-n la bibliografía con el n1'"1n1ero (55]) aceren <lcl 
anillo <le funciones continuas C(J''.:~ Z), <lon<le Z es el espacio (ru1illo topológico) <le 
los ntímcros enteros con la topología <liscrrta.. Por otro hu.lo, en (23], en [28] o en 
{50) ptwdcn V<~rsc dcrnostra.cioucs <fr~ que tanto In estructura de anillo corno la. <le 
retícula <le C(J'Y. Z), dctcr1ninnn la topología de .,l(. En cambio la estructura de 
grupo nbeliano de C( ... \", Z) no tlPtcrn1ina t-n general In topología <le )C, corno puede 
verse en (28) o en (23). 

A pesar <ln est.::ts invPStigncioncs ~~ <le que el misn10 ~nard Gilln1an invita en 
[33] a desarrollar nuis investigación sobre los aspPCtos algebra.icos de la..'l estructuras 
a.Jgcbraicas <le funciones continuns, la n1ayor parte de la investigación inspirada por 
"THE BOOI<" hn si<lo de carácter topológico~ tal vez por el interés despertado en 
los topólogos y en los m1nlistn.'i funcionnlC>S por teorc1nn..o.; co1no el dP. Nnga.tn.: 

T1·:0REMA 0.2 (Naga.t-.a). 151) Si ¿'\( y },.. ."'ion t:spru:io~ de 1}1r.hon0Jf, c:ntonccs 
lo .... n.11.il/o.o.; 1.opolti!lir..11."i C,,(X) y C 1,(},..) .... on t.u¡mlúgica.uu!.nl.c iscnn.01:fos .-ti 11 sólo si 
.¡''.:" 1J }' .<;011. houu:o1norfo.~. 

;¡~n lu bibliu~ru.íia ¡111edt~ ludlurtte lu. reícrcnciu. ~·~.n11µletn en (34) . 
.. 1Vcr [37). 
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2 lN'l'H.OOUCCIÓN 

A Jo largo <le esta tesis, C,,(X, E) denota al conjunto C(X, E) <le funciones 
continuas <le X a E, dotado <le la topología que tiene corno subcspacio <lcl pro
ducto topológico <le Tychonotf Ex y que se llatna topología de la convergencia 
puntual en C(X, E). C,,(X), el espacio del que habla el teorema. <le Nngnta, es 
simplerncntc el espacio Cp(X, E) cuan<lo E es el espacio IR de los núrncros reales 
con la topología usual. En el estudio sistemático de los espacios Cp(X)_ el tra
bajo <le A. V. Arkhar1gcl1Rkii ha sido rncdular. Su ya chísico libro "'Topological 
Function Spaccs" 5

, Hus artículos (3], [6],[7],[S], (12], (13], y su texto [11], con
tienen excelentes descripciones de las sucesivas etapas en el desarrollo <le la teoría 
de estos ~pacios de funciones. Otros libros sobre este tema son el <le l\'lcCoy y 
Ntantu ((47]), el <le Daars y <le Groot ([16]), y la.s notas <le Tarnru·iz, Ca.sarrubia.s 
y Hernán<lez ([62]). En (13], Arkhangel'skil ofrece una extensa bibliografía <le 363 
trabajos, la. rnayorín rclaciona<los con los espacios G 1,(X) o Gp(X, II), <lo1u..lc Il es el 
intervalo cerrado unitario (O, 1], con la topología usual. Que no quede entonces la 
menor <lu<ln e.le que existe actuahncnte un cnorrnc interés por estos P...Spacios. Sin 
cn1bnrgo, no ha habido un estudio sistc1nát.ico análogo de los espacios topológicos 
<le funciones continuas <lcl tipo Gp(X, b'), cuando E es un espacio c.lifernntc de R o 
de JI, ni .siquiera para espacios E tan familiares como el ya citado Z de los nltmcros 
enteros o el espacio discreto <le <los elementos, que en esta obra rcpr<?8Pntaré con 2, 
o como los subespacios N, Q y I? de R., que son, rcspcctivarncntc, los conjuntos de 
los números naturales, racionales e irracionales con su topología usual. que es la que 
tienen co1no subc-spacios del espacio R.. El propósito principal <le la presente obra, 
es el de contribuir al conocimiento <le este tipo <le espacios G,.,(X, B), e intentar 
comenzar un estudio sistcn1ático <le ellos. 

Corno profesor <le tna.tcnuiticas, una. d<- rnis 1noti vacioncs fun<larncnt.a.lcs para 
aventurarme nn los estudios <le <loctonuJo y en In. subsecuente escritura <le este 
trabajo, ha si<Jo la <le poder ofrecer a n1is estudiantes posibles líneas de desarrollo 
y <le investigación; por eso deseo que esta tesis sirva con10 una <le tantas fortna.s de 
corncnzar el C".stu<lio <le los espacios <le funciones continuas. Ésta es la razón por la 
que los prirncros tres capítulos son algo extensos en detalles generales. 

En esencia el 1nétodo <le trabajo para encontrar propic<la<lcs de los espacios 
del tipo c·,,(J'L, b") consistió en apru\•cchnr la innu"!nsa. canti<la.<l clr. resultados que 
sn conocen para. C..."'p(JY) con X ele 'l."'ychonotf e invPstigar ctuíles podrían trasln.<larse 
de alguna n1a11er.n. a In n1ayor canti<la<l posible <le ot.ros espacios C..."'p( ..... \.", l!J"'). Co1no 
se ha Ue cornprcu<lcr, eo..st.a invcst.igacióu es iutcrrninable y sólo pucUo pretender 
que la presente tesis sea una aproxirnación en este scnti<lo. Se sabe por eojemplo 
que si el espacio X es <le T~'chonoff, la fuente G"l(X) posC'e fuertes propicda<lcs <le 
separación de puntos <le X :'-" <le puntos dP cerrados dP .... Y; para t1Xpn~sarla.s del 
rno<lo nuLo.; general posible he hecho uso, para. e.ad.a. espacio topológico A', e.le las 
cltL«cs H(E), /,;7¡2. ll~(E) y, para to<lo ntimc1·0 natural 11., un la clasn Un(E). La. 
clnsc ll(J:::) <le los <leno111i11a<lus espacios E-rC'gulares fue <lcfini<la y estudiada. por 
Engelking y l\Irówkn en (26] y dcsarrolla<la. por "1 1íltimo en [48], en (49] y en 
í50J; las otras cla.o.;ps las he UefiniUo y analizado en el capítulo l. To<las esta .. "i clases 
coinciden con la cla."i<? de Jos espacios Tychonoff cuan<lo /'J"I es el espacio R.., peoro hay 
Pspa.cios E"' para los cuales n.lguruL.~ <le clichn_c; da.ses no coincidP.n. De Pst.c rn't>Up 
surgen dP nuu1Pra. natural lns cla .. c;c-s G de los Pspacios Gun<la.lajn.ra. :'-" IP::oo.:i de loS 
t~spacio:-o P1whln. q11e co11st.un. rPspect.iw1111cnf·p, ti<"! los <~!ipncios E. para los c11ales 
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E-,¡2 = R(E) y n~(E) = R(E). La import.ancia de estas dos clases <le espacios 
radica en que tornando E en alguna de ellas, se obtienen para el espacio Cp(X, E), 
con X E R(E), varios hechos interesantes que son paralelos a propic<lades <le Cp(X), 
principalmente de aquéllas en las que no se requiere de R. más que lo implícito en 
la suposición de que X es de Tychonoff y que se traducen, como he corncnta<lo, 
en propiedades <le separación de la fmmte C(X). La propiedad de separación de 
la fuente Cp(X, E) que en general resulta más fuerte es la que sirve para definir a 
los espacios Puebla, por lo que no es de extrañar que aparezcan estos espacios en 
varios resultados a lo largo de toda la tesis (véanse por ejemplo 2.19, 2.23, 2.24, 2.27, 
2.53, 2.54, 2.57, 3.4, 3.78, 4.5, 4.14, 4.l::i, 4.18, 4.19, 4.24, 4.25, 4.45, 4.59, 5.40,5.42, 
5.44). Por otro hulo, la clfi.se <le espacios Puebla '~st.á lejos <le ser trivial: contiene 
a todos los P~~pacios Tychonoff conrct.ables por trayectorias {1.49{3)), a todos los 
espacios cero-dimensionales (1.49(4)) ~·a muchos más. Atín no he logrado delimitar 
con precisión qué espacios topológicos son abarcados por cada una. de las clases <le 
espacios Puebla o Guadalajara, pero en el intento he demostrado varias propiedades 
dn los espacios que pertcnr.cnn a ella .. -; (vPrbigracia. 1.40, 1.44, 1.46). 

Una vez e..cicogido un espacio topológico ~\ Jl(E) es el universo rnás a<lecua<lo 
para estudiar los espacios de funciones G•,,(X, E), y como un espacio E-regular 
es aquél que puede encajarse en alguna potencia <le E, al inicio <le este trabajo 
recuerdo viejos criterios, y añado nuevos, para saber cua:indo la amalgama6 de una 
fuente e.Je funcionns continuas encaja al <lorninio <le ella.'{ en el producto topológico 
de sus codominios y aplico estos resultados para <lar útiles caracterizaciones de 
la E-regularidad en térrninos <le propiedades de separación o <le inicia.li<la<l <le las 
fuentes :F = C(X, E) y g =Un EN C(X, E" )(ver 1.23). Las propiedades universales 
<le las fuentes iniciales (proposición 1.3) .v d(~l producto t.opológico (teorema 1.8), 
han sido convenientes, pues proveen de rna.nern.s de construir funciones (como las 
que se usan en las definiciones <le los funtorcs C(-, Ji:) de la sección 2 y C(X, -) <le 
la sección 3 del ca.pítulo 2) y sirr1plificcu1 dcrnostracione_-;, principn.lmcutc en donde 
se ha tenido que mostrar la continuida<l <le alguna función que llega a un producto 
topológico (corno en 2.41, por cjcrnplo). 

En ~'THE DOOKn se 1nucst1·a que la ... ~ diferentes operaciones y relaciones usuales 
en el conjunto <le los n1ín1eros n~ales .se puc<len usar pn.rn. definir puntualmente 
relaciones análogas en R_X, para cuak¡nicr conjunto X, y ést.as a su vez restringirse 
a G(X), cuando X es un rspacio topológico. Aunque un espacio E no sea. IR, basta 
con que posea una est.ruct.ura algebraica <lel t.ipo definido (~ll 2.1 de este trabajo (que 
incluye las estructuras rná.oo; usun.1("$ con10 son hL'i <le grupo, grupo abeliano. anillo, 
anillo conrnut.at.ivo, <"...'{pacio vectorial sobre un carnpo, ~· retícula), para que, con las 
operaciones y relaciones correspon<li<~ntcs <lcfinida.~ punt.ualrnent.c en G'(X, E), este 
conjunto m" convierta. en una cst.ruct.ura algchraica del mismo tipo que /!:. Si además 
¡..; tiPne una cstruct.ur.a. a.lgebra.ico-t.opológicn de cierto tipo~ las 1nis1na.s operaciones 
puntuales que hacen <le C(X, E) una estructura algebraica <lcl misn10 tipo que E, 
harán <le C'p(X, E) una estructura algebraico-topológica ta1nbi(!n del 111isrno tipo. 
Aunque todo esto es bien conocido7 lo rcpa..o;;o sorncr1unente en el capítulo 2. para 
facilitar el recuerdo <le estos hechos y para delimitar los que serán útiles para este 
trabajo. 

"B(_-cut'.'•nlt..'SC ltt definición de u.111ttlµ;u.111u en l.H ck• •~:ilt• 1-rahajo. 
7 Vél"L~~ por ejemplo (40). 
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Quizá <lesde el teorema de Nagata, investigar la relación entre la..~ propiedades 
del espacio topológico X y la de alguna estructura algebraica. G(X, E) o algebraico
topológica Cp(X" E), es uno <le los problemas que han guiado a. los estudiosos <le 
los espacios de funciones continuas hoy en <lía.. Por cjcnnplo, una pregunta general, 
surgida a la luz del teorema de Naguta, es la. siguiente: 

Si E es una estructura algebraico-topológica <le un cierto tipo y las estruc
turas algebraico-topológicas G,,(X, ~") y G'v(Y" E) son topológicamcntc iso1norfas, 
es decir, son objetos isornorfos en la. categoría cuyos objetos son las estructuras 
algebraico-topológicas del mismo tipo que E (y Jos morfis1nos son los homomorfis
rnos continuos entre dichas f$tructuras), ¡;se puede a.....;cgurar que los espacios X y 
Y son homeomorfos? 

Una pregunta más general es: 
Si E es una estructura algebraico-topológica de un cierto tipo, "Pes una propie

dad topológica, y X y Y son espacios topológicos tales que X tiene la propiedad "P 
y las estructuras algebraico-topológicas G,,(X, E) y Cp(Y" faJ) son topológicamente 
isomorfas, i. }'' tcn<lní. la propic<la<l Pº? 

He abordado est.e tipo <le preguntas en el capítulo 3, en <lota.le no sólo he 
trabajado con Cp(X, E) corno espacio topológico sin estructura algebraica adicional, 
sino también como espacio vPct.orial topológico, corno n.nillo topológico (cotno en el 
tcorerna 3.4) y corno grupo topolób..jco, ~· presento varios rr,sult.rulos útiles cuando 
se trabaja con cualesquiera de estn.."i ~st.ruct.ura.s a.lge>braico-topológicas (sección 1 
del capítulo 3). Para tratar de que la <>xposición sea unificada y sencilla, hn echa.do 
mano <le la exposición dctalla.<la acerca <le los funtorcs entre la categoría 'J'<.rp, <le los 
espacios topológicos y categorías <le P .. o.;truct.uras algebraicas o algcb1·aico-topológicas 
que presenté en el capítulo 2. Dichos funtor<'..s, corno C 1,(-, E)~ a...">Ocian a ca<la 
espacio topológico X la. estructura C',.(X~ r:), y a cada. función continua f: X __,. 
Y, u! morfisrno f• : C 1,(Y, E) -~ C 1,(X, E), tal 'l""• si .'/ E Gp(Y, F:). entonces 
f*(g) = _q o J. Este rnorfistno ¡· es conocido eu algunos trabajos corno (~l mapeo 
dual <le J, y 1nucha.s de sus propi<>dadP~. reospt?ct.o a la. .. '-; de f .. son coriocidas8 cuH.ndo 
E = IR, pero a. lo largo dP In Ht~ccióu a df"l capítulo 2 extiendo dichas p1·opiedadcs 
cuando I'~ es cualquier otro espacio o, <'fl tiltirno cuso, cuando F: es P11Pbln (como rn 
el corolario 2.24) .. Uno de Jos n?sult.ados uu-L..; 1ítilcs dt! PSt.a. sección (°S PI hecho de que, 
si l~ es una. r.structura. alg<>braica (o algPhraico-topológica) d<" cierto tipo. entonces 
para todo espacio topológko 4\:. Pxistt>n 1111 espacio,. e X .V una. f1111dón /~-cociente 
(2.25) o:g: .. Y_ -- tt·e.)\., tales qu(• r1¡;;_A~ es E-regular .v , ... : c:,,(trg¿'l,/~) -
C,,(X,Ji:) es isornorfisrno t.opoló~ico. Esto pnrrnitP g;(~neralizar rP.sultados que se 
obtienen para G-..,,(X, Ji:) cou .'l h'-rpg.ulnr a rc-sulta<los sin esta últitna suposición 
(por ejen1plo (.~11 5.7 y 5.9). Otros hPchos dignos de 111ención que presento en el 
capítulo 2 son los f'!Uca.jes de cua.kptiPr Pspacio topológico /!; nu el espacio G~1,(X, E) 
{proposición 2.35), y ln. de cualqui<"r Pl-'paciu topológico /~-n~g;uln.r )\ en el espacio 
Cp(Gp(...-\."', Ji:). I'~) (corolario 2.4J). Uso PSt<' últin1u enea.jP para '~:-;t.ucliar Pl espacio 
vcctoral topológico Lp(X, 1!:) para ciPrtos 1.-spacios /:., .. y cou nllo logro <lernostrar un 
teorerna dnl tipo Na.gata ou el capítulo a CIPorcn1a ;:s.4). Ji-unbi,~n he utilizado P.l 
encaje en el capítulo 4, para obtener propiedades c.lt~ dualidad de ciertas funciones 
cardinales (cu1110 en la p1·oposición .J.9). 

1\'1Pdiru1tc> el uso <lr c-xtt-118orPs JHll'4h•u ubtPll<"'rs<' houwo111orfis111os o isurnorfis
rnos topoló~ic·u:-; eut.n~ <liv(~rs;L..; est.r11ct 11ras d" fu1wiu11t•s cout.iutuL~. c·u1110 11111estro en 

~V••unsr. por C"jc1nplo (U] n (02} 
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la. sección 2 del capítilo 3. Uno de los principales resultados de esta sección es el teo
rerna 3.28 que señala que todo espacio mctrizablc y fuertemente cero-dirnensional 
es t.2-cxtcndiaL 

En las secciones 3 y 4 <le! capítulo 3, centro la atención en Jos espacios G,,(X, E) 
cuando X es un espacio de ordinalc8 y E es, o bien el espacio Z, o bien, para alguna 
n E N, el espacio discreto e.Je n elernentos, denotado a lo largo <le este trabajo con 
11. El hecho de que el anillo de las funciones rcn.les r.ontinua...~ y acota.<lns C* (X) 
~mu unión nurnerable do espacios homcornorfos a Cp (X, H) (ver por cjcrnplo {62)), 
rnotivó el problema. de investigar en este trabajo para qué espacios X Cp(X, 2) 
PS homcornorfo a su cuadrado (C,,(X,2))2 , y más gcnemhncnte cuándo c,,(X,2) 
es homcornorfo a cualquier espacio Cp(X, n). Para. los <".Spacios X que cumplen 
cualquiera de estas dos condiciones, se tendrá que el espacio c;cx, Z) de todas 
las funciones continuas y acotadas de X a Z es una. unión nurnerable de espacios 
horncornorfos a Cp(X, 2). En la proposición 3.72 logro demostrar que para todo 
ordinal infinito'"• son homcomorfos los espacios C,.((n],2) y C 1,((o],n). En todo 
esto uso varios resultados acerca de Cp(X, 2) que obtuve u<lapt.ando las pruebas de 
las correspondientes propiedades para C(X) que aparecen en el capítulo 2 <le (16). 
Utilizando resultados <le allí, concluyo en la sección 3 <lcl capítulo 3 que. tanto si 
X es uu espacio cornpacto nurncrable y Haus<lorff, corno si PS rnétrico numerable 
loc.a.hncntc con1pacto pero no compacto, se curnple que CJ,,(...-Y", 2) es horneornorfo a 
C,,(X, 11). 

S. P. Gul 'ko demostró en (36] que ni el espacio C 1,([w1 )) ni el espacio C,,((w1)), 
son hornco1norfos a sus respectivos cuadrados. Trata.n<lo <le obtener los resultados 
anáJogos para Jos espacios C,,([wi), 2) y C,,([wi],2), sólo logré probar, en la sección 
4 del capítulo 3 <le esta tesis, que estos espacios no son lincahncntc ho1ncornorfos a 
sus cuadrados, quN..lando corno problema abierto el saber si son o no homcornorfos 
a sus cundra<los. 

Con el n1is1110 espíritu que en el capítulo 3, en el 4 continué in<lagando acerca Uc 
si los espacios Gp(X, 2), C,,(X, Z) y G,,(X, E) cumpl<m propiedades análogas a las 
qur se ticnnn para G',.(X). Consulté algunas dcmostra.cionr.s dr. resultados que sobre 
C"st.os espacios aparecen en [62] y en el ya mencionado texto e.le Arkhangcl'skiT, (Y] . 
. Adapt<~ hl::' dcruostracioncs de algunus de ellas y obtuve, en la. sección 1 dC"l capítulo 
4, resultados acerca. e.Je la.s funciones cru·dinalcs tntis cornunes. como la. cardinalida<l, 
el p<':«J. el peso r<"d, la cxtesióu, el i-peso, el 7r-pcso, el c1u·i-ict.P.r, el 7r-cnri-íctcr ~· el 
pseudo-carácter, en P.Spacios c,,( .... 'C, /~). Intro<l11jc, para c11alq11irr PSpacio t.opológico 
R. la función cardinal i-pC"so con respecto a r::. lwE .. y <leruostrP algunas simetría.<; 
o <lualic.lades entre estas funciones cardinales; por cjen1plo, (2) de 4.9 scfiala que: 

Si b' t!."i un C."ipa.cio f.o¡Jt1lti_qfr . .o 11 X E ll(E), t~nf.o"TLt!C.'4 
nw(X)w(I:.') = tl'(H)T111•(Cp(X. H)) 

Cou10 corolario obtenernos que si E es segundo numerable. entonces el peso red 
es una. propiPdad tr-;-invarin.ntc. C'.S decir, los pesos r<xl <le X y de Y coinciden si 
G,.(.,.\, /~')y C::'11 (Y. ¡.;)son f~pacios horr1eornor·fos. TambMn d<"ruostré en ~1.20 que si 
}~ <~un espacio cero-dim<~nsionn.l. tanto el i-peso <le G 11 (Y, 2) corno i1'JJ2 (Cp(Y. 2)), 
roind<lc>u con la dPnsida<l dPl rspacio .,.'\;. respondiendo pnrcialrnente al problema 
siµ;11iPnt «>. plantPa.do por Olrg Okunev: 

,',"i .~ t!1•; t'cllJ-di111.t!11 .. "iion.ol, ¡, . ..;t:ní. c-i~rt.o que iw(X) = i1112 (X) Y 

Al 1nisn10 tiP1npo obt.uvr el rcsulta.Uo dual: Si)\ es un espacio ccro-din1ensiona.l, 
tauro el i-pPSO dr ~'\ COJllO i11•2( ... \"") COillCÍ<lCII COn la d<!nsi<la.d del espacio C 1,(...-\"". 2). 

TESIS CON 
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convirtiendo la pregunta anterior en esta otra: Si X f!l'I r.eru-diut.t:Ttsionn.l, j.sertí. 
cierto r¡ttc d(G,,(X)) = d(C,,(X, 2))? 

El estudio <le la estrechez y el número de Lin<le!Of lo he dejado para la sección 
3 del capítulo 4, en donde, imitando la demostración de Arkhangel'ski'í en (9] <le. 
un célebre teorema de M. O. Asanov, den1ostré en 4.45 una versión ·de él para es
pacios C,,(X, E), suponiendo que E es un espacio Puebla. de Hausdorff con más 
de un punto. Asimismo obtuve el siguiente resultado a partir de los teoremas· e.Je 
Arkhangel'skü y E. G. Pytkccv ( teorema II.1.1 <le [9]): 
Si E e.'i tln espacio Puebla de T'¡¡chonoff 11 con .,,uí..; de 1tn punto 11 X E R(E), e-n
i.onces l"(X) $ t(G,.(X, E)) $ l"(X)w(E) (teorema 4.47). 

En la. sección 4 del capítulo 4 introduje. para un espacio topológico f-.J fijo, las 
siguientes funciones cardinales: la E-estrechez funcional (Et9), la estrechez fun
cional débil (Et.n) y qE, que coinciden cuando E = IR, con la estrechez funcional 
(te), la estcchcz funcional débil Ctn) y el número de Hewitt-Nachbin (t¡) estudi
adas en (9), respectivame11te. Siguiendo el derrotero trazado por este texto de 
Arkhangel'ski'í, estudio relaciones entre Et.o , Etn, 'JE, la estrechez débil (te) y 
la estrechez (l.) y consigo, coni.o en las secciones anteriores algunos teoremas de 
<l uali<la<l: 

Si X es un e. ... pncio cerr.1-di1ne11~"iiounl. e.ni.onces 

21.,,(X) = r¡2(G,,(X, 2)) 11 q2(X) = 21.,,cc,.cx. 2)) = 21.o(G,,(X, 2)). 

(Véanse 4.67 y 4.73). 
Otro resultado interesante que presento en el capítulo 4, es el siguiente (4.77): 

Si Ind.X = O, e.<1 d(:.cir, ."'ii X es un e."'lpaciu fu.(:1·/.e1nt---nl.c cf:1v-rl.iT1u:nsionn.l 11 nonnal, 

21.n(X) = 2to(X) = q:.(G,,(X,2)). 

Este resultado y "l corolario 4. 73. contPstnn parcin.lmcntr. a la pregunta: 
¿Para qué espacios }' se t;iene que 2to(}') = 21.,,(l')?. 
4.73 responde que esta igualdad es válida para espacios Y del tipo C 1,(X, 2), 

cuando X es ccro-dirncnsional; 4. 77 muestra que tan1bién lo r.s para los espacios Y 
tales que In<lY =O. 

En la sección 4 <lcl capítulo 4 r.stu<lio la. propiedad k, lu. .sccucncionali<lad 
y la propiedad <le Fréchct-Urysohn y <leinuestro, co1no resultado principal, que 
estas propie<ladcs son equivalentes en los espacios G'p(X, Z), ctuln<lo )\ es cero
dirnensional. 

Eu el capítulo 5 investigo las p1·opif><la<lcs topológicas que un espacio ,.)( debe sa
tisfacc1· para qur. Cp(.,.l(, 2) o G'p(X, Z) posean propiedades tipo cornpaci<la<l. como la 
cornpaci<lu<l nurnerablc, la S<?u<locorupaí"ida<l. la n-con1paci<la<l, la a-cotnpncida<l nu
rncrablc, la rr-scu<locotnpaci<la<l y la cotnpacidad nlis1na. Corno PU los capítulos an
tcriorc::;, he trata.Jo <le apoyunnc en rcsultadus conoci<los acerca de estas p1·upie<la<lcs 
en Cp(X) y en G'p{X, Il). Sin embargo, allí ruostraré qun algunos dr. dichos rr.sulta
<los no se pueden tnu;la<lar <lel todo a los qu(~ serían sus aniilog;os para c:,.C\."'. Z) y 
C.,,(X, 2). 

Los resultados principales que ohtu'\"P en rl capít.ulo 5, son 

{l) La caracterización. Pn t~rtninos dP propiPtbtdPs dPI <'spacio .\ .. ( 110 Ul'l"Psari
n1ncnt.e cero-din1ensional). clr la eo111pncidad Pn cualqtti<~r Pspaeio dPl tipo 
C,.(X, n), con n E l'I (5.12). 
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(2) En 5.22 una gcmera.lizac:ión <l<~ un teorema de Tkachnk y· Shakhtnat.ov 9 (5.1) 
en el que se 1nuestra que en Cp(X, JI), con X <le 'l'ychonoff, son equivalentes 
el que X sea un /-'-r_o.;pacio, el que Cp(X, JI) tenga la propiedad Q y el que 
c,,(x, Il) tenga la propi0dacJ a-Q, tlon<lc la letra Q i·rprcsenta cua..lcsquicn\. 
de ciertas propiedades rrlaciona<las con la corupaci<la<l numerable .. y en ge
neral más fuertes que ella. cu~·as definiciones prf'!scn1to en 5.16, en 5.18, y en 
ú.20. to Cabe señalar qu<> PSt<"' tl---orerna fue ca.si total mente establecido por 
rvhu1ucl Suncl1is .V Ár1gd Tar11ariz en [58]. l'vli aport.a.ciór1 en él fue a.rnpliarlo 
un poco con la dernostración drl lrrnn 5.17. 

(3) En 5.24, una ca.ract<-rizaciún PU tl;,nninos dP propi<~da.d<~s d«~l l?Spacio cero
<lirneusiouu.1 X, d<? cualquier propiPdad dr.I tipo a-Q e-u G'7,(X, n) .. con n E 
N\ { 1 }, <lande Q r-s roruo r11 <>l inciso a.nterior (o 111Pjor <licho, corno se <~xplica 
en 5.21). 

(4) Aprovechando varioH rf"sult.ados <ld artículo [58) de Sanchis y Tamariz a
cerca <le la seudo<.·0111pacida<l .v varias propiPtla<l<>s relacionadas con ella y 
rcpr<?Reut.a<las poi· Pllos cou la lrt ra ._..::. pude ubtPnr-r una caracterización <le 
cualquier propi<~dad ~5 Pu(.:,.(.,.\.""./"',¿'), para. lo:-; P!ipacios ¡..;que son co111pactos. 
separables y Purl>la. <•11 t(~rtuinos clP propicdadrs dc-1 Pspucio E-regular .)( 
(Teorema 5.44). 'Ta111hit;n. para cada Pspacio c-0111pact.o PHPbla E;, de peso 
mc11or o igual quP o. analizo las propie<lac.les que debe' tC"ncr Pl espacio /i:
rrgular X para qu<- ( 71,( .. \". F,¿') s<'a o-sP11doco111pac:to (5.42). 

(5) En 5.53 dn1n11Pstro fltlC' si .\."" (~ ("C'f"O-di111Pnsionnl. 11 E N \ { l} y c'T,,( ... \.'", 11) es 
a-cornpacto, nntuucrn.; .\~ <>s 1111 Pspaciu <fr'! Eb<•rh•iri-Grot.lu~ruJiPck (espacio E
G 11 ). No he podido dPn1ost rar qur~ PI rrcíproco PS t.atnbi~n VPr<ln<lPro, pero 
presento u11 t<•on•rna. (.S.G:!). prol1ado i1ulPpl!ndient<'rnPnt<• por Oleg Okuncv. 
en el que se rnur~t.ra la Pg11h·nh"?11cia <lP la a-con1pacidad dC"'l C"'.Spucio C 7,(.\:", 2) 
con el hecho de quP .\."" sPa un Pspacio E-G y su co11junto )t;' de puntos no 
a.isln<los sen cor11pact.o. cuando X <'S cero-ditnensional :-.-· norrnal. 

{G) La <lf~1110.straciúu lh•l t <0 un•11u1 .S.G7 qtH' afinna <¡tu~ . .si .'\ P.S ce1·0-tli111Pnsio11a.I. 
entonces (.77.( .. X. Z) Ps n-cotnpacto .si :i,· sólo si ... "( PS nn cotnpacto dP Ebcrlrin. 

Debo tnanifostar cp1P la n·alizac-i<"Hl dP PstP t rnbajo liubiPra siclo poc·o n1cnos 
c¡un itnposiblc.• sin la t.P11az din•(_Tióu dPI p1·ofPso1· ;-\ng"l 'T'an1ariz ~'la.scanía. Su cn
tusias1no y enon1u• eapacidad dr t rahajo hiciPro11 quP Pll oea .. o.;ioncs su participación 
fuera n1ñs nll.ii <le la .si111plP tlirP<-ciúu. Él plant<'Ú los prubll'HUl.S nHís interrsnntr.s, 
corrigió una')." ot.nl V<'Z 111is i11«••sa111.-s drsat i11os y co11cihió alp,,11nus d<' los t.t'>QrPnHl.S 
dr1nostrados n11 el cnpít 1110 ~ _,. ut 1·us acPr<"a dPI 111is1nu t <'llHL q11P .va no nie atreví 
a pn!.sent.ar aq11í. pero cp1<> PI )Pcto1· intPrPSallo p11("'dP co11:-;11ltnr en el artículo [18), 
ci<?rtatncntc etnanado dP P:-;t.a tPsis pt•ro rrdnctado tot.ahn<>ntr• ·nn inglf>s por él. Si a 
pesar <lcl tihiniro r.sfuPrzo dt• 111i din·ctor P~t<' trabajo t.it>11e '"rrorcs, <!st.os deberán 
atribuirse 1h1ica ~· Pxd11:--h.·a11u•nt•• a 111i pigric-ia. 

9 A1,tt.rccido <!rt {04.]. 
1ºVP.tt.nNe f.l't.Utbi~n lu."I ol1:·u•1·vaciu1u~ !l. IH -.· :..:.?1. 
l l v.;tt.Ne ltt df'ft11ició11 ¡,.:; 1. . TESIS CON 1 

FALLA DE O.RIGEN j 



B INTH.ODUCCIÓX 

}'ESl~_.c2.:\1 ~ .•• ;¡ \ 
FALLP1 Di:, Uü~"--';.\~ 



CAPÍTULO 

Espacios Guadalajara y Puebla 

De tac.los es sabido que el estudio <l<~ los anillos ele funciones C(X, R.) o <le 
los espacios topológicos G",,(X, R.) suele hacerse principalmente para los espacios X 
que son Tychonoff . DP 1nn11cra natural ctn<'rgc el problcrna de córno gcmcralizar el 
concepto <le espacio Tychonoff a una clase C e.le espacios topológicos <le tal modo 
que el estudio <le los espacios G'11(X, E) <le funciones continuas de X a E, donde 
E sea cualquier espacio y X esté en C, resulte fructífero. Los C".spacios Tychonoff 
se caracterizan como aqu<?llos que se pue<lc~n nncaja.r en alguna potencia. <le IR., así 
que una manera <le generalizarlos es a. tra.'\tés de los llamados espacios E-regulares: 
aquéllos que se pueden encajar en alguna potencia <le E. Acerqu<°!monos un poco a 
ellos: 

l. Espacios E-regulares 

ÜJ,;l·'INIGIÓN ] • 1. ( 1) Una. fuente es Jt1Ut fa111.ilia dc: fu:11.ciont~"I con d<nninio 
r.0111.úu.. 

{2) Una ~rop-fuentc e."' una fr11niUa de! f11.11citnu!."t co11.t.i11.1tn~4I enl.1-e e.'lpacios topoló
gico .... , con un <:..o.;¡mcio co1ruín corno dcnninio. 

(3) Dado . .o; 1l1Ul. f<unilia e = { (Yn' Tn) : n E A} dt! e. .. pacios topolc;gico.'4 y Tl71.(l 

fu.entf! :F = { fn : X ~ )~, : o E A} , la topología inicial o topología 
débil de ,'\; respecto a la pareja (&. :F) 1 f-!."t ln. q1u-: f.Ü!'Tu:. po1· .'411.b/Jn."'le "· 

la. fnmiliri Sc.o::.:r¡ = {J~(U) : <.>E A 11 U E T 0 }. 2 

Obscrveruos quu si r es Ja topología inicial de .... l( respecto a la par~ja (&,.r} 
definida. corno arriba.. todas la.~ funcioues dP la fuente :F' son continuas, es decir, la 
fuente 'lt = {fn : (X, T) - (Y,., T,.) : n E A} <'S Top-fucute. 

[)1-!PINIC'IÓN 1.2. Se diní que unn ~rop-fu.cnlt! "H = {/n : ( .... \'", r) - ('\~,. 1 0 ) : 

n E A} es 'J''op-fuentc inicial sir '~"' lo f.07,ología. i11.ici<1l rlt! .¿"...¡ n~sptxf,o n. la. pa.rejn. 
(9,:F), d011rfo 9 ={(Y;., T.,): n E A} JI :F c.~ la f11m1.tc {J0 : X - Ya: <r E A}. 

PnOPOSICIÓN I .:i. Si :F = {f., : (X, T) - (Y;,, Ta):'-" E A} ''""una /.op-fm~ntc, 
... 011 C<J1ti11a.lt.!11.t.c ... : 

(a) :F e.o; l.op-fuc11te i11.it·it1.l. 
(b) Sit!71l]J1'f.! q1u: (Z, a) 1: ... uu. c ... paciu l.opoltígico !J .<I: Z - X e.'i 1t1ta fu.ncicín tal 

lJUt: {/0 og: (Z, a) - (\-:: ... r 0 ) : o E A} e..-4 'I'op-f-u.enl.f:~ ~:ntonct!S [): (Z, a) -
()•:, T) e."I co11.l:i11ua. 

1A In lopologiu. i11iciu.l el•.•,"\.- res1>cclo tt ltt pu.n .. •ju. (l::,:F) :->twlc ltt1nl>ié11 llu.nuirselr ha tu11ulo¡.;ín 
dn '°' ,.;nnori-ulu (><•r diclltt 1>nruju. 

2 A11nqutt 1•N cl11.1·n q11r ltt t.nJnl)<JgÍtt i11io•ittl el,.,.."\" d••¡H•11rlt> d~ l.iUi lopologiu .. 'i -r0 , t.•11 111. ¡>rlÍClicn 
sut.•I" 110 t>t•r nt..-CPNliriH ltt n1c11ch

0

•11 cxplicit11. dt• lu. Íttt11iliu. t::, y l..ou.stu referin1os n dichu topología 
co1no In lopologiu. inh·iu.I clr• .'..: 1···s11t"ctu o Fo cntn(• la t••p(olo~itt lln .'\: gr.ncrudu. por F. 

íESlS CON 
FF" -1 •J. 'JE O'fnGEN >.wL-- ~ 
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(c) Si rr '~~ n1ui l.npolngia de X tal <¡ne {fn : (X,u) - (Yn,To) : <> E A} "·~ 
To¡1-fu.ente, entonce.., -r s; u. 3 

l.>gMOSTll.ACIÓN. (a)=> (/J) Supongamos que (Z, u) m• un espacio topológir.o y 
g : Z - X es una función tal que, para toda u E A, .fa o g : (Z, uj __... (}·~.,. r 0 ) es 
continua. Como :Fes inicial, r tiene por subbase a la. familia. Sce.:r-¡ = {f;;-(U) : 
a E A y U E r 0 }, RSÍ que para probar que!/: (Z,rr)--+ (Y0 ,r0 ) f!S cont.inua, basta 
darse cuenta de que si a E A y U E r 0 , entonces g-(f~(U)) = (fo o g)-(U) es 
abierto en (Z, u) porque fo o ges continua. 

(11) => (e) Sea rr una. topología. de X tal que :F' = {fn: (X,u) --+ (Y0 , r..,) : O' E 
A} es Top-fuente. Entonces, para cada a E A, es continua· la composición: 

(X,u) ~ (X,r) ...f2... (Y.,.,ra) 

y por (b), lx: (X,u)-+ (X,r) es continua, es decir, T ~u. 

(e) => (a) Sea u la topología inicial <le X respecto a la pareja (9,:F'). donde 
g ={(Y..,, r 0 ) : a E A} y :F' es la fuente {fo : X--> Y 0 : a E A}. ·Entonces la fuente 
1t ={f.,. : (X,u) - (Y.,., r.,.): or E A} es Top-fuente inicial y, por las implicaciones 
(a) => (b) => (e), ya demostradas, u ~ r porque :F es Top-fuente. Pero como 1t 
es ~l''o¡rfucntc y estamos suponiendo (e), r ~ u. Así r = " y con ello, :F = 1-f. es 
:rop-fucntc inicial. D 

OUHEllVAGIÓN 1 .4. En lo sucesivo, cuando no sea. n(..->cCSario, y siguiendo una in
veterada costumbre, no haremos referencia a la topología de un espacio topológico:-" 
escribiremos sirnplc1ncnte: "el espacio topológico X" en vc-¿; ele "el espacio topológico 
(X,r)". 

A continuación n1cncionarcmos dos corolarios <le la proposición 1.3, cuya c.lc
tnostrnción es 1nuy fácil. 

COllOl.AlllO 1.5. Si :F = {f.,. : X --> Y.,. : o E A} y, ¡•ara. cad<L a E A, 
:F"0 = {!Jo.ti : Y 0 - Za./J : f:J E Ao} sun '.Fop-fut..'71.lt::.-J i11.ic:icúes, l<J.tnbién. lo C.lf l" 
.. co111.¡w,.;ici<íu. de la.o; Top-fuente.-;", ~!..., decir, la Top-fuente {90 .,a o f 0 : X - Zo,p : 
nEA11/iEA0 } 

GUllUl.AlllU l.ü. Si :F = {f.,. : ;..:: - Y0 : u E A} 11 ¡m.1u. r.1ula. n E A. :F0 = 
{.qa,,B : Y 0 -• Zo.fJ : {J E A 0 } son Tov-fuente.o; tale.'i <fltÍ! la "ccnnpo.<1icic)11." g: 
f!lo,{J o fo : .J'. :-- Zo,(J : Cl' E A 11 /3 E A 0 } f!."I ':Pop-fucn/,e inicial, cntonce.."l :F e."I 
1 op-fttentt! u1.tc1.al. 

B.11·;?\11~t.os 1.7. (1) De la definición usual <le inmersión o encaje, se tiene 
c1un si ( ..... Y~ r) y (Y, a") sou <~pucias topológicos y J: X - Y es 1111a función 
inyectiva, entonces f : (X, r) - (Y,rr) es encaje si y sólo si {f: (X. r) -
(Y, a)} P-<5 'Fop-fucntc inicial. 

(2) También <le la definición usual de producto topológico de Tychonoff, sabemos 
que si { Y 0 : n E .A.} es una familia de espacios topológicos ~t parn cada o· e A, 
rro : f[BEA Y,t1 :--+ )~ (~S la proyección canónicH.. entonces 

{rr,, : rr r-;, ~'Y~} 
1:fE.A 

3 E:n pc.u .. ·.tu.1 1ut.1nl,ras, T t.'!S In l.opolugín ••nuú. r.hica•• quf" "lute'-'! co11t.i11u.tu.1•• a fAJ(le-1.K l.tu.1 í1111c.:io11t.:21 
cu :F. 

'-· . .-ir----· 
t . 
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es ~ror1-fucntc inicial. 

El último cjernplo pone de rr1anifiesto una propiedad fundamental de los pro
-<luctos topológicos que, con el auxilio de la proposición 1.3, <la lugar fácilmente a. 
una caracterización cnt~górica muy títil <le dichos objetos: 

TF.OrtViMA 1 .8 (Propiedad universal del producto). Si {f0 : Z ~ Y 0 : 

a E A} e.'l 1Lna Top-fttcnl.e, exi.."if.,~ u1u1 1ínica Junr.i<ín CL:-'ntinua. h : Z _,. floe.A Y 0 
tal que, pa.1n. r.a.da. n E A, 7r0 oh = f 0 • 

[)EPlNICIÓN l .!J. Si F = {f0 : Z ~ }'0 : o E A} es "lJ.TUl Tnp-f1u:nl.f:, a la. ·1ínica 
fttncián co11.t.frnu1 h : z - noE.A. Ya tal qu.e, para toda rl' E A, 7l"o oh = fo,, ."I(! le 
lla11uz. la amalgarna de la familia :F Jl .'U! denota 71or ó.:F" o poT· Óae.AÍa· 4 

Entre las consecuencia..'i nuis irnport.a.nt.e .. <{ <le la propie<la<l unive1-snl <lel pro
ducto, se encuent.r1u1 algunos t{_"OCfHnn.s dr intnersión. Para facilitar el enuncia.do <le 
ellos, int.roducin10H Jrn.; siguirnt.r>s couc(•pt.os: 

Dr;:PJNICJÓN 1. 10. S1"·a. :F = {/n : .X~ - 'l';. : n E A} 11.na 7,op-fu.eute. DiT-e1nos 
'flte: 

(1) F separa puntos de.).; si ¡>a.tu. cunlc:·u¡uü:ra. do,.., ~!le11u:11.tos dL"ílintos. x :ti lit 
<!11 X, t=-i.,f.c n E A /.ni tf11t! J0 (:c) # J0 (y). 

(2) F separa puntos de cerrados de .,.y ."íi ¡u1.1n c11.n.l1t11Ü!T" r.e161n.do F' ~!U. _,y 11 
r:un.hµtier :r E X\ F, e.ri.,f.c o E A f.al t¡Uf! fn(:r.) yt dy"f0 (F). 

Pnoros1c1ÓN 1. 1 1. S't.·n. :F = { / 0 : 4'\."" -· )'0 : n E A} un Top-fucn/.(! 11 S = 
{J~ (fJ) : 11 E A :tJ 11 f! ... a.hicrl.o 1:11. }..-0 }. A'u/.011.f."f!.o.;: 

(1) F .o.;epam. ¡n111l.o.-.. dt! )( ."ii u ."iólo ."ii Ó.ae.Afn : .)( - TiaeA }~ f!S in11ectivn .. 
(2) :F" .o.;c7m.rn 711111(.0 .... rh: r.t!17"11do.o.; <Ít! .,.y si 11 .w;/o si S t!.-.. ba."if! pn.rn la. f.07u1lo_qín de 

x:. 
(3) Si :F ,"it!]Ul.1ll pu.uf.o.o.; de X 1J c."i 'J'o]J-fueute inicial, L:::;.:F e.4.1 encaje. 
(4) Si :F ."if~parn pu71/o."i de cc1-rndos df: _,"'\:, :F es "I'ap-f11.t:nf.1! inir.in.l. 
(5) Si :F' ."it:para pu11/.n."i 11 711111.fo.o.; de rcr·rndoH dt! )(. ~:F" c."i f!7U.ajc. 
(6) Si X "·' '!(, u :F ·"'l'nrn 7m11f.o., dt: f't!T"mdos de X, L>.:F "·' enr:ojc. 

o 1;;~1os·1·nA<~1óN. (1) I3a_<.;t.a tornar c-n c11eor1ta.. q1IP para. toda(}' E A, 

7rn O L::l.nEAfn. = fa• 

<lon<le iTu : rlnEA. )·~l _.... )-~ PS la J>l'U_\'l'CCiÚll Jlllt.ural. 

(2) Suponga.rnos pritnPro qttP :F SPpara puntos dP cerrados dt> .,.'(. Sr.an A un 
abierto en X _,. :r E A. ExistP " E A tal c¡1w f 0 (x) ',;! dynfn(X \A). 
Si U = J;-;--p;, \ ,.1,-,,J0 (X \A)) <'nlouces .r. E U y: 1J E U => fa(1J) ~ 
d,;,fo(X \Al=> J.,(11) ít J,.(X \A) =--'· !1 ~.>::\A= y E A. Por lo 
tru1t.o. (J ~ A. Así. :r E lJ <;;; A :-.· IJ E ..._<.::. S<> ha probado que S <~s ba.."'i<'? pnra 
Ju topología dP #\~. 

Ahora supo11gau1os quP S rs basP para la topología de _,'(. Ent.onces~ si F 
es un cerrndo Pu )\ .Y :r E .\"' \ r:·. PXÍSt.Pn n E A y un abierto U de },...0 talas 
c¡ue :r. E f,";'(ff) e::; X\ F. Como !JE/•"= JI',;! J;;-(U) => J 0 (y) y! U, resulta 

4 A .D..F tnn1hi~11 s.! f,. •·unnr•? con1n la funriciu producto dini;;ounl du In f"nruilin. F. o In 
ovnluación corrnsporuJinnt.o n lu f"nrniliu f /,, }. o ni rnu.pno pnrnrnótrico corrr.sponclicute 
H. dicho. Ílt.n1iliu. 

TESIS CON 1 
FALLA DE ORIGEN / 
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que Un/0 (F) = lll y como / 0 (i:) E U, f 0 (:r.) ~ cly0 fa.(F). Así vemos que :F 
separa puntos de cerra.dos <le-~,·-----

(3) Como :F = {7ra o'LS.:F .. i a e··.A}"cs Toirfuente inicial, por el corolario l.ü 
{Ll..J="} es '.ro¡..-fuente inicial y, como :F separa puntos <le X, Ll.:F es inyectiva. 

(4) Si :F separa puntos de cerrados de X, Ses ba-"IC de la topología <le X y en 
particular es subbas<~ <le dicha topología. 

(5) Si :F separa. puntos de X, 6.:F. es inyectiva y si además scparn. puntos 
<le cerra.dos de X, :F es ':Fo¡rfuente iniciaL Corno :F es la •'co1nposición'' 
{7ra o Ll.:F : X - )~ : o E A}, por el corolario 1.6 resulta que la fuente 
{.ó.F} es To¡rfucntc inicial, es decir, X tiene la topología inicial respecto a 
6.:F. Entonces L::!..:F' es encaje. 

(6) Si X es 7b y :F separa puntos <le cerrados <le X, es fácil ver que :F también 
separa puntos de X. Por (5), 6F es encaje. 

o 
Antes <le continuar, se hru-án unos útiles convenios sobre notaciones: 

NOTACIÓN: 

(1) Si X y E son coujuntos, con F'(X, E) o con ,g . ...:: se denotará a la fuente 
{/ : X - E : f es función } . 

(2) Si X y E son espacios topológicos, se denotará por G(X, E) a la 7'o¡..-fuente 
{/:X - E: fes función continua}. 

(3) Se acostumbra, en vez <le G(X, IR), escribir simplemente G(X). 

Cabe señalar que si :F es una Top-fuente inicial, no necesariamente separa 
puntos de cerrados de X. La siguiente proposición nos proveerá. <le ejemplos para 
ilustrar éste y otros hechos posteriores: 

PllOPOSICIÓN l.12. 81'. ¡.; e.o; 1i1i t:.<o;ptu:io de Hatuulorff con po1· lo 11te11.o."i, <Lus 
t!ltn11.t!rttt>s 1J t.al qtJe la."I 1í11.icn."í f1t1tcio11.e..<1 co1it.i11.ua..-.; de E en . .n 711.Í.."17110 sc111. la i:dent.idad 
lJ lns co1u.;f.u11f.t:x., c1ito11.r.c-!."í G"'(F...:2 , E) 11.0 sepa.rll pu1tl.o . ., de cernidt>s. 

Dlo;MO!-iTllACIÓN. S(m.n l' y" dos puntos <list.iutos en r;. Corno r; es '1"2, existen 
abiertos ajenos U y V en E talC>s que ¡1 E U y q E V. Sea F = E 2 \ U x V. F. es 
cerrado en E 2 y (p. q) <;t. F. 

Supongamos que existe f E C(E2 , E) tal que f(p, q) ~ cls(f(F)). Corno 
{(p,JJ), (q,q)} ~ F. se tiene que {f(JJ,JJ), f(q,q)} ~ c:lsf(F), lo que implica que 
f(p, 11) o/= f(p, q) # f(q, q). Entonces las funciones continuas 

g 1, : E - E y flq : E - E 

definidas para ca<la :r. e E como !/p(:r.) = f(p,x) y !/q(:r.) = f(:r.,q) no son 
constw1tcs (uiuguua <le las <los vale lo 1nisn10 en 1' que cu q). Poi· las carac
terísticas mencionadas <le E se concluye que g,., = lE = .Qq· Lo que significa que 
'I = .Qp(q) = f(:p, q) = Yq(JJ) = p y ~to es una contradicción~ Por lo tanto, no existe 
f E G(E2 , E) tal que f(¡•,q) ~ clBf(F). D 
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Dl'.!PINICIÓN 1.13. _Sea E_ un CNpacio l.o¡JOlógi.co. 
(1) Diremo.9 que E e.• trivial si E = 0 o E é.• un .. •in,qulete. 
(2) Direuto . ., que u1ta función f : E -.. E e • .., trivial' si e.<J la idenl.idad o es 

r.on.sl.ant,e. · 

La proposición 1.12 se expresa ahora diciendo que si E es un espacio <le Haus
dorff no trivial tal que C(E, E) tiene sólo funciones triviales, entonc<?S C(E2 , E) no 
separa puntos de cerrados. 

E.mMPr,os 1.14. (1) J. de Groot demostró en [21] la existencia dr. un sub-
cspa.cio r <le R 2 no trivial pero tal que G(r, f') tiene solamente funciones 
triviales. A este espacio le llamaremos espacio de de Groot. Sc-.an 7r1 y 7r2 

las proyecciones canónicas <le r 2 en r. Con10 dij irnos en el ejernplo l. 7 (2), 
:F" = {7r¡ : r 2 - r : i E {1, 2}} es To¡rfuentc inicial. Sin cn1Uargo :F no 
separa puntos de cerrados de r 2 , pues :F ~ C(r2 , r) y C(I"'2 , 1') no separa 
puntos de cerrados, como se mostró rn1 la proposición 1.12. 

(2) Hay en cambio Tr...,.-rfucntes :F" para lfL<i cuales se cun1plcn no sólo la in1-
plicación (4) <le la proposición 1.11, sino tan1biéu su rPCÍproca.: si :F" PH 
'.Fo¡rfucntc inicial, F separa puntos <le cerrados. Un cjcrnplo i111portantc 
es la fuente Un EN C(X, En), don<lc X y l!: son espacios topológicos cua
lesquiera. Este hecho y su <lcmostrnción lo cstablcccre1nos fonnalrnentn 
como proposición 1.18, (.k~pu(>__s dn dur una. c.lcfinición .Y una proposición 
n1u~~ {1 tilcs. 

Dr-:1:01NIGJÓN 1. 15. Sea.n X 11 /~ c .... pu.cio.'i topolrí_qico.<i r:un.Ü~<if{t1ien1.. U11. s11b
r,,onju.nto A dr-! X C."i /E-abierto (n!s7Jer:tivn.111.t!nte, E-cerrado) en .;'\ si t!.T.L"lten 
n. E N,f E C(X, E") 11 un s11.bco11.;iunl.rJ nbierl.o (n!.."'1'· t:t!17-ndo} (J de /~". to.le..., que 
A= ¡-(u). 

EJJ;;MPl.O 1.lü. Si E= Il o E= JR, los subconjuntos E-ccrrruJos e.le un espacio 
X coinciden con los subconjuntos nulos :; <le dicho espacio, y los E-abil!l"t.os, con 
los conulos. 6 

En. 1.14 <lr. (34] se afirn1a que la intersección de conjuntos nulos <le un (!spu.cio .¿"\, 
no ncccsa1·iarn<?nte es un subconjunto nulo <le X. Así que no sic111prr. la intr.rsccción 
arbitraria <le E-cerra.dos es E-cerrado. En crunbio, las intersecciones finitas <le E
cerra.<los Ue un P.Spacio X sí son E-cerrados en ese cspncio. con10 mostraremos a 
continuación: 

PnoPOSJVJÓN 1.1 7. 81~L1L X y l::!: t'!.."llmcio."í t.opolcí_r¡fr:o .... cufl.lc."41¡11.it!.rn.. ll A e;;: .,,'(. 

(1) A e ... -i E-ce.rrndo RÍ 1J Rólo ."li X\ A P-"' B-ahierl.o. 
(2) Si f : X __,. Y l!S 1111.a. funci<'Jn r:o11.ti11.uu. tJ. ol.n> e."ipar:-io l' 11 ... 4 t! ... /E-nbierto 

(n::."lp. l-J-ce·17-ado) 1:n Y, t:nl.once. ... ¡-(A) 1!.-.. E-ubierl.o (re.'"l'p. E-<:1:rrr1tlo) 1:11. 
X. 

(3) Unione.• finita.• dt: conjuu/.u.• E-a/liertu.• (re.•p. E-mnndos) dt! X .-un E
a.biertos {rcsp. E-r:t~"TTLdo."1} e1t X. 

(4) futenwccio11e.~ jinil.as de co11f1t11.to.lif E-nhierl.os /re. ... p. E-cer1;ado.'-') de .-""< son 
/~-a.bierf.O."i (fY!..'-1]>. f.:-ct!T7Yldt.1-"'} CU. ... "!\. . 

6 Uu HuLconjunlo A ele un HHpncio X t.!H un conju11Lo nulo de.'\ MÍ existo UlHt. funcic.ln .f E C(.'t\) 
Ln.l qnr A = f-{o}. 

6 U11 Huhconjunt.o conulo el" un ~pacio X. rl"I el cutnplemcnto n~ un nulo. 

TESIS CON 
FALLA DE OBIGEN 
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PnOOP. Corno (1) y (2) son sencillas, sólo haremos las demostraciones <le (3) y 
(4). Es suficient.u hacerlas p1u·a. dos conjuntos A y H en X: Si A y B son .b'-abiertoH 
(resp. E-cerrados) en X, existen n,,n2 EN, f, E G(X,En•), f2 E C(X,en 2

) 

y abiertos (rcsp. cerrados) U1 en en• y U2 en E" 2
, tales que A = f1(Ui) y 

ll = f2(U2). Sean f = L:>.{fi.f2} : X ~ E'" x E'" ~ E"•+"•, Y scau 7r1 : 
E"• X E"2 - E"t y 7r2 : E"l X E"2 __., en2 las proyecciones canónicas. Entonces 
A = f!(U¡) = ¡-(7r1(Ui)) y B = /2(U2) = f-(1r:¡-(U2)), y así A U ll = 
¡-(71"¡(U1 ) U7r2(U2)) y An lJ = f-(7r¡(U1) n7r2(U:z)). Corno 7r¡(U1) U7r2(U2) 
,v rrt(U1 ) n 7r2(U2 ) son abiertos (resp. cerrados) en E" 1 x E"2 ~ En.1+ri 2 y f E 
C()•C, en•+" 2 ), A u a y A n /J son E-abiertos (re><p. E-cerrados). D 

PHOPOSJCIÓN 1.18. SPnn X 1J E e.cqJacios t.opológico."l crtnle.'l<[lJ.ir..ra, 11 :F' y Q la.-.; 
'J'op-fitt!1t/.e..o,; c:(X., b~) 11 UneN G'(X, E"), respP..cti11a7nentf! . .s~on P"'f'LitJalcnlt!S: 

(a) g scparn pttnt.os ele t:crrndos de X. 
(b) La familia de E-abierto.• de X c.• ba.~c pa•n la topología de X. 
(e) g e.• Top-fuente inicial. 
(<l) .:F e.• Top-fuente inicial. 
(e) La faTnilia de E-c!errados de X e.o; ba.._<1e de cerrados di'! X. 

DBMOSºI"RACIÓN. Pongamos g = {fn : X~ Y., : u E A}, donde, parn cada 
n E A, existe TI.n E N tal que Y0 = _ER0 y fa E C{X, E 1•n ). Entonces la· familia 
S = {f,;-(U) : o E A y U es abierto en Y.,} no es ot.ra cosa que In familia· de E
abiertos du X. 
(a)=(b) Se cumple por la observación ant.erior y la proposición 1.11 (2). 
(a)=>( e) Es válida por la 1.11 (4). 
(c)=>(b) Si g es Top-fuente inicial entonces S es subbase de la topología. de. X. 
Como S es cerrada bajo intersecciones finita..., {por la proposición anterior), es base 
dr la. topología <lc'? )(. 
(c)=(d) Si, para cada u E A,?-l" = {7rj: E"n - E: j E {l,2, ... ,n0 }}, donde 
cada 7rj es una proyección canónica, entonces C(X, E) = {7rj o f 0 : o E A y·j E 
{l. 2, ... , 11.0 } }. Cotno. para cada n E A, 1t0 es Top-fuente inicial, por los coro)B.rios 
l.5 y 1.6 sr. t.innr. qun g r.s ~r·o¡1-f11P.ntc inicial <=> ,.F" es Top-fuP.ntn inicial. D 

CoROLAll.10 1.1 D. Seau .)(,E, F 11 g co1no t!Tt la pnJJUJ."4ici<Jn 1.18. Su7>ouga11uJ."'i 
qut:. ."4e ."4ati."4face cualtpúeni cit.: La .. "4 cu1uLiciune."4 ec¡uivalertle."'i (a), {b}, {e) u {d} de cliclui 
p1n7>osir:i1Jn. E'11.l.1n1.r..1!."I. ~g : .,,'\: - CT.rca YJ e.o.; encn_jt! ,.,..¡ X e. .. To o ."IÍ r t4epa·1n._ 
punto.o; dt: ,,,'(. 

D1·:1'tOSTllAUIÓN. Si X es Tu, corno g separa puntos de cerrados de X, por (6) 
<lP 1.11 D.Q r.s enea.je. Por (5) <le esta n1isrna proposición, L::::,.(i también es encaje si 
:F separa puntos de?_)(", ya que este hecho implica que g scpiu·a puntos <le cerrados 
de.\:". D 

Conot.AIUO 1.20 . • ':U X, E.,:F, g .<Jon c.0111.0 en la ¡JrlJpo.o.;ición 1.18,. si ."it! ."iati..,
ftu:c al_qttna. de la.o.; condiciorttJ.s a¡uiunleute.-.; (a), (b}, (e) o {d) de dicha prvpu.sición 
ll .... i tJt/e711ct ... ,,,y e..,. '10 o :F" .<Je¡m.1n punto.11 ele X, entonce;..., ,,,'(_ es h1n1teo11unfu a 1tn 
.o.;11/Jc • ..;7mci11 dt! al_qu11n pol.cncia tle, E. 

Di-::.1osTll.ACIÓN. Para cada n E l'I y para t.oda f E C()<, E"), pongamos 
1'J = E". Entonces ~g es u na función de X en n/EQ' l'J ~~ este últin10 espacio es 
u11a pot.c~ncia de /~. A<lcrnás, por el corolario anterior, D.Q <".S encaje. O 
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Corno mencionarnos en el primer párrafo <le este capítulo, a los espacios que 
80n homcornorfrni a subespncios <le potencias <le E, les <la.remos un nornbre que nos 
recuerde que su estudio hu. sido motivado por los espacios <le Tychonoff, o sen. los 
completamente regulares y 'I't: 

Dg1.•1NIClÓN 1.21. Si X y E .o;on cualesr¡11.iern e. ... 7u1.cio.<1 topoló,qicoH, dire1nos <¡u.e 
X e.~ E-regular 7 .'4i e.'4 lunn.eontorfo n un sub1:!SJ>a.r:io de alguna 71otencin. de Jo~, e.'4 
decir, si exi'lten un co71j11nl.o l\·1 11 11.n t!ncaje cp : _,y - E"'. 

NO'l'ACIÓN: 

(1) Si A y B son espacios topológicos, la proposición "A es homcomorfo a. un 
subespacio de 13" se escribirá así: A CTop /J. 

(2) La proposición "X es E-regular" se denotará por X e R(E). De hecho, 
suele considerarse R(E) como la clase de todos los r...spncios E-regulares. 

El corolario 1.20 <la entonces condiciones suficientus pn.ra que X sea un espacio 
E-regular. A continuación vcrernos que, felizmente, dichas condiciones tnrnbién 
son necesarias, es decir, obtenemos la siguiente caracterización <le los espacios /~
rr.gulares: 

"r1~on1·:MA 1.22. ~S .. n111. .,,'\: 11 E.: e."lpacios topol<Í!Jico.'4, con E ::F- 0. J?ntonrt:."l )\ E 
R.( E) ."ii 11 sálo ·"i ·"e <':"11.111,plt~n la.'4 .'liguit~:ntt:.."i do."i condiciont!.."i ... 

(i) :F = C(X, E) .<e¡m.m 7n1.11.to.< de X. 
(ii) g = UneNG•(..-"'<. E"") scpnn1. puntos de <:f!1-indo."i de)(. 

1)1.;.MOS'J'RACJÓN. La suficiencia c..-s el corolario 1.20. Pt·obaretnos ahora In 
necesidad: Sea X E Jl(E). Existen entoncoo un conjunto AJ y un "ncnjc j : ..-"'< -
E"'1. Para cada ¡1. E Al. sen 7r1,. : E"'1 _______,. E la 11.-é.sitna proyección natural. Veamos 
que se cu111plc la con<licióu (i): Si x )' !J son puntos <listiutos,. j{:r.) :¡!:. j(y) porque 
j es inyrctiva. Ent.onc"s cxistr ¡1. E JI/ tal que rr1,(j(:r.)) # rrµ(j(!J)). Poniendo 
f = 71'1, o j, se tiPnc quP f ~ C(,\'.'. F:) y f(:r.) # f(y). Hrrnos probado qm• :F separa 
puntos de ..-\p. 
Proba1· la condición (ii) (!..'i un poro nuLc; tardado, pero ahí va: 
Sean F un cerrado Pfl ..-Y y~,. E ... ~ \ F'. Co1no j : .,,'( __,. j(.,,"'\) t.~'i ho1nPon1orfisn10. 
:r. <;e' F => j(:r.) <t j(F) = l"l3 (.,.¡j(F) = dio;., (j(F)) n j(X) => j(:r.) <;e' d 8 ..,j(F), 
a.sí que existe U= tr¡;;(V,, 1 )n ... ntr¡;:,(V,, 0 ), básico canónico e.le ElH, tal que 
j(:r.) e U<;; ¡;;M \ r:l,,;.,j(F). Sean e e E y, para cndn ¡1. e Al, 

v { E 
'" = {e} 

si ¡1. E {JLt • ••• , /1-n} 
si ¡1 r;t {¡tt •... ,/In}. 

Entonces rIµe~" y¡, <:os horneornorfo a ¡.._..·n, con un homcornorfisrno h : CTµeAt Y,1. -
/!:'' que es In 1ínica. función continua tal que, para toda k E {l, ... , n}, coxunuta el 
triángttlo: 

7 EI concepto rlc B'-rr.gulu.ric-lud ha aido nmplitt.nmntc <!fitudi11.do por l\:frOwkn (J,or ejemplo en 
[48]), quien le llnmtt n-ipncio E-co111µleotnrncntc regular ttl que noHntros hcnl.os llttrruulo E'-ccgulttr. 
S<"guicndo 1:1. &lu.., Kiyosuwu y Oht.u en [2:t} 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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donde, para toda k E {l, ... ,n}, T/k : E"' - E es la k-ési1na p1·oyccción y, para 
cada ,, E !vi, P11. es la /L-ésima proyección <le n,1.eAf y;, en Y,... También por la 
propiedad universal del producto existe g : E 1+.l - nµEAI Y,, continua tal que, 
para cada. /LE A,/, conrnuta el triángulo: 

donde, pnracada.¡1. E Al, f 1,,, es la¡1-f~sitnn.proyccción (ose~7r1.1) si ¡1. E {JI.¡, ... ,/Ln}; 
y f 1, es ln.const.antce 8 si /L ~ {111 ••.• ,¡1.0 }. Así, para cada. J.: E {1, •.. ,n.}, conmuta 
el diagrama: 

Sea J = h o!/ o j. E11to11ces J E C:(X. /,;" ). Veamos que /(,t:) í<! t:lE .. J(F): si !/E U 
entoncC!S, para cada¡,, E {l •... ,n}, se tiene quo ·1¡k(hog(y)) = rr1,.(u) E Vµ•· Por 
consiguiente h o g(U) <;;;;: V,, 1 x ... x Vµ,,. qt1c r.s abierto en r.;n. En particular f(x) = 
lt.og(j(:r.)) es elemento de v~, x ... x V, ••. Porot.ro lado, f(F)rl(Vµ, x ... x V,,.,)= 11', 
yn. que siempre que un elcrnento .::: nstñ en F~ j(z) no cstci.. en U. y existe entonces 
un k E {l, ... ,n} t.al c¡ur 7r1, .. J(::) '/- v; ... Así c¡ue ti11a.1111r11to J(x) 'l. dE••f(F). O 

COROLAIUO 1.2::1. Si X 11 F:: . ..;011. t! ... ¡mcios t.opo/,)_qir.os, !!: -::¡!::. 0, :F = C( ... Y, E) y 
g = U 11 eN C( ... Y, E'l). c11.to1u:c ... ·"'"" cqui1•,,/c11te .... .-

(a) X E H(J:J). 
(b) F . ..;c¡uirn punf.o."' ll c.,... ·rop-fucntt~ inicial. 
(e) :F' .w:71n.rn ¡nint.u."' 11 9 t~ .... ·ro¡1-ft1t""llft: init:ial. 
(d) :F .W!]Jfl1Tl 7n1,11.lO."f dt! )( ]1 /tt ft1111i/ia d~ /:.:-a/Jierfo,o.; dt: .... ~ (.!."'f /Jll~"lt! dt: ."'lU lO]IOlO.QÍU.. 

8 1~tt ÍllllCiÓll <: Cft ltt <tllH, U. CHdH. t .. Jt•1ncnto cf1• Stl dn111i11io <fe dnfinición. ·~~Ocia P) Vulor fl 
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(e) g ,"iepa.ru. pu.nto."l de X 11 es Top-fuent.e. inicial. 
(f) g ,'ieparn punto.o; de X 11 la fautilia de E-abiertos de! X t!."i ba.cte de s1t topologia. 

Di-:MOSTRAC!ÓN. (a)=>(b) es cornmcucmcia de 1.18 y 1.22. (b)=>(c), (c)=>(<l) y 
(e)=>(f) se cumplen por 1.18. (d)=>(e) se deduce de 1.18 y del hecho <le que, como 
:F es subfamilia <le g si F separa puntos <le X 1 g lo hacP- tan1bién. Finahncnte. 
(f)=>(a) se tiene puesto que, si g separa puntos de X y Ja fan1ilia de E-abiertos <le 
X es base de su topología, por 1.18 ges 'rn¡>-fuent.e inicial, así que por 1.11(5), ~g 
es encaje y con ello, X E R(E). D 

ConoLAIUO ·1.2,1. Si¿\,,; y 6' ...,,,,.,, c ... ,,<u:io."f c·11ale..'itfltÜ!ra, G' e;; UnEN /•'()(,En) U 
ln. t.opologia rlc X e.o; la inicial TY!..,7Jecto a C', enl.once.'i t<nn/Jién c.-. In inicü1./ n:sp~cto 
o. g = UoeN G(X, E"). Si n.dc7nii."i X t!."i To o C(.)(, b') se71t1:1n ¡n1n/.o.">, c11f.our.P.."i 

X E R(E). 

Dl·!MOSTH.AGIÓN. Sean r la topología de X, g = Un EN C'((X. r), ¡.-;n) y rT la. 
topología. inicial de X rr.spect.o a la parrja (&, Q), <lon<le & es la fn.111iJia dP codo111inios 
de los elernnntos de C'. Coi no T P.S la topología inicial dr .... "\." rnspPrt.o a In parrjn 
(&', G'), cncla elemento <le (-., ... , e:-1 cont.inua, es decir, G'' e;; 9 (por la ohHPl'\'aciún cptP 
sigue a Ja definición 1.1). Por In proposición 1.3, Te;; rT. tvl¿\!j todo elcnientu e.Je g 
es una función continua, así que <le nuevo por 1.3, rT ~ T. Entonces r = rT '!'>" por 
cn<le, g C'S "ro¡>-fuc~nlc inicial. ;..· c-st.o iinplicn que es fucnt.e inicial. Si adP111ás .,.'\; C'8 
·¡¡,o C(X", E) separa puntos de X, por el corolario 1.20 X E U(H). O 

Conor.AIUO 1.25. Si X f!."i un e."l'pacio '10 '!I E t!.'f c11.nlr¡uü~r c."17Jncio lo¡uJ/ó.qir~o. 

cntonce..'f X E R(E) ."li '!/ ."lólo si cxi.~lt! 'll1Ut subfa11tilia G' de UneN F(X, Eº) tal que 
In. lopo/,tJ!Jia ele X <~·"' ln inicial 1?!.SJ>c.clo a G'. 

Para obtener un corolario má..q, vc-arnos qué <-S C'SO del /~-rxponent<" dP un espRcio 
topológico: 

01..:FtNIC'IÓN 1.2ü .• ';ean E 1l1t t! . .,7uu:io lJ ~'< E R(J!:). El /~-exponente de .,,-..; . 
c:rp¡;;,,,.'\C, ,:,">el 1nínüuo r.anlíual i11jinüu n para el cual X CTop b'º. 

Segurainente resulta.ni 1~1til recordar que el peso <le un uspucio topológico ....\.. 
es el 1níni1no cardinal infinito o tal c¡u<" la topología <le X t.ienn u.na ba.'iP de car
<linali<lad Inenor o igual quP o. El peso de ¿'\: se <lenot.n con m( .. ""<). Eu sín1bolos: 
w(A') = rnin{IBI : Bes base <le In topolob.fa de X } +No 

Conol.AIUO 1.27 . • 9nin /-,' '"' t'.">¡mcio 11 .... '< E R(liJ). F....~n/011re.o; ~:1:pE ... '{ $ w( .... \""). 

J)gMoSTUACl<lN. Para. 11 E N. sea 13,, = {f ......... (\/") : \/" PS abierto PU !-::" .'· f E 
c·cx. E")}. Entoncr.s B = Un EN Bn es la. farnilia <le E-abiertos dr. X '!'>', por ende. 
es base <le,,,.\"" (por el corolario 1.21). Poi· 1.1.15 de [24]. existP 1111a lm.o.;r 130 dP ¿\,,; 

1-nl qu<~ Bo ~ B .v !Bol :5 111(4\""). PoniPu<lu l3o = {fJJ.. : ,,\ < 11•(4.\.) ~- St> tif'flf' quf•. 
pn.ra cn<ln. ....\ < 111( .... \'"), existen n>., E l'-'i, V>.. ahic-rto c-n 6"">- y f>.. E c .. ·( ... \""./.;;"·") tales 
c¡tw B_, = f.\(V_,,). Sea F = {[_,, : .\ < u•(~Y)}. Probarmnos c¡ue .6:F <'S <'ncaje: 
si S = {J;:,-(U) : U es abierto Prt li:n." }~ entonces B 0 ~ S ~· por lo t.unt.o S PS basP 
de ,,,.-..; . Por 1.11 (2), .:F separa puntos de cerrados de X y corno rst~ Pspado PS 'TO. 
~:F': .... '\. -- fl.>..<w(.'<) En>-- es encaje. Ahora sr.a {11.>..: ....\ < u1( ... Y)} una partidón e.le 
'l11(X) tal que para toda....\< u~( ... \""), jffAI =TI.>.,. Pa.ru cada....\ < m( .... '\.) ~·para toda 
/.t E J-/)1., sea .... "<,, = Ji:. Entuuc:es J!J7&>- = nµell ........ "<.1,, y con eJlo: 

TI E"·~ n TI x, .. 
• \<w(.'<) >..< .. u(.Y) 1tE/f_.. 
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Como 1u .. <~(X)11,.¡ ::5 No. w(X) = w(X), concluimos,quc X Crop b...,,,o(X). Por lo 
tanto ex1>F:X ::;;; w(X). D 

ConOLARIO 1.28. Sea "Puna p1n¡,iedad topológi.ca No-_Pro<!uctiva:1J ~tt!~itaria. 
Si E tie11.e P., e1&to11.ce.~ lU<lc> espacio E-regu/.Clr segu.i1.t1'1 'nU.T11.einbf.é·tie11.e "P •. -

f.)gMOSTRACJÓN. Supongamos que E tiene P~-·Ento~<?~-J:i;~?:.:ti~~~'P .. Si X E 
R(E) y w(,'() =No, por el corolario anterior X C7•0 p E"•, así que X, tiene 'P. D 

Otros resultados aceren <le E-regularidad que están <lclnosti-ndos· en la página. 
169 <le [48], son los siguientes: 

PROPOSICIÓN 1.29. Sean Ei ti E2 e.~acios topol<Jgicofl. Entonce...,: 
(1) E 1 E R(Ei). De hecho, ex11E,E1 =No. 
(2) Si X E ll(E1) y Xo Crop X entonces Xo E R(Ei) y exp¡;;,,'<o::;;; '""1'E,X. 
(3) Si 7m1n cmiri ¡1. E l'vf, Xµ E ll{Ei), ettl.ortce.., fl,..eMXµ E ll{E1) y 

cxpE1 TI Xµ. :5: L expE1Xµ.. 
µEM µ.EA/ 

(4) ll(&,) ~ ll(Ei) ... ; y ... úlo si 1-J., E R{Ei). 
(5) R(B1) = R{E2) .•i 11 .wílo ... i E1 e R(E,) y & E R(E1 ). 
(6) R(E1) = /l(Ef), ¡Htm todo mTl.inal cr >O. 

l:::Jl~MPJ40S 1.30. {1) Es usunl definir un espacio co1nplt!l.u1nent.e regular co-
mo aquel espacio X en el cual, dados un cerrado F y un punto x E X\ F, 
existe f E G(X) tal que f(F) <;;; {O} y f(x) =l. Ahorn bien, un espacio es 
''17¡2 o <le Tychonoff, si es cornplctamente regular y 7.]. Así, si un espacio X 
es <le Tychonoff, es 'I'o y, por el hecho <le ser completamente regular, C(X) y 
con ello UrieN C(..-Y, IRn), separan puntos <le cerrados de.,.'\~·, aplicando (e) del 
corolario 1.23 cuando E = IR, se concluye que X E fl{JR). Inversamente, si 
X E R(IR), como In propiedad <le ser de Tychonoff es productiva y hereditaria 
y R es e.Je Tychonoff, cntoncc8 .,"\[ lo es también. En sutna: 
Un espacio X es de 'I'ychonoff si y sólo si X E /l(IR). 

Si ahora F es un cerrado en un espacio X, x E ,'( \ F y f E C{X) es 
tal que f(F) e;;; {OI y f(x) = l. ponicm<lo g = (0 V/)/\ l 9 , se tiene que 
_q(F) ~ {O},g(:r.) = 1 y g E G(X, 11). Por eso, usando argumentos similares 
a. los <le arriba, concluitnos que: 
Uu espacio ¿~ es ele Tychouoff' si y sólo si .)\ E /l(ll). 

(2) Acabarnos du caracterizar a los espacios de Tychonotf co1no los R-regulares y 
tn1nbién cmno los U-regula.res. ¿Cómo debe ser un espacio E para que su clase 
de n~p;ulnridnd ll(F:) coincida con la clnse T 7 ¡ 2 <le los cspncios 'T)·chonoff"! 
Si ¡.; "s du Tycho1101í, ¡.; E ll(Il). Si además 11 Crap E, e11t.u11c"s 11 E R(J-;) y, 
por la proposició11 1.29(5), H{E) = R{Il). 
Ahora suponga.n1os que /l(EJ = /l(Il). Entone"" E E R(Il) y por lo t.anto es de 
Tychono!f. Corno fi E U(ll) = U.(E), existe un cardinal u tal que fi Cr01, },;". 

Sea Ilo un subPSpncio <le Eº hon1comorfo a n .. y ponga1nos EO = n,,eAt Eµ. 
donde cada l::Jµ. es 1.,,·. Para al 1ucnos un ¡10 E ¡\/, la. ¡10-ésirnn pro)·ccción <le 
1!0 1 -:r,~ 0 (Ilo), contiene más <le un punto, y como es un continuo, contiene un 

!'lJ y l :-0011 IM-K fundnnett cowtlttnlett con valore:-1 O y 1, re=-1pt'!Clivarncnlt'!: V y /'\ son la." fu11cionr-s 
SlllJl"••fl)() ,. i"ntirnn, l.u111bil~n n•rip1·ctivu.1n1~ntc. rrodl'L."i 1!1lu.s funcioru'fi clt~ .""\ t"ll R. 

con 
:: -~ : ~ ·:·~ ·~.,¡ 
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subcspacio homcomorfo a /o ver (70]. Por consiguiente, Il Crup E. Se ha 
demostrado entonces que: 
R(Il) = R(E) si y sólo si Il Crap E y E es de Tychouoff. 

Recordemos que un espacio topológico X es cero-dimensional si e; T1 y 
tiene una base cuyos elementos son al tnismo tiempo abiertos y cerrados en X. Por 
comodidad, a un subcspacio de un espacio topológico X que es abierto :.· cerrado n 
un tiempo en X, le llamaremos cerrabierto en. X. 

Todo espacio discreto es cr.ro-dirnensional. Un t'"Spacio discreto que usaremos 
mucho, es el espacio {O, 1} con In. topología. di:-.creta. A estr. espacio lo denotaremos 
por 2. 

son: 
Otros dos hechos básicos muy conocidos acerca <le espacios cero-dimensionales, 

• La ccro-dirncnsionali<la<l es una propiedad topológica, hereditaria y produc
tiva. 

• Todo espacio cero-dimensional es de- Tychonolf. 
Ahora. añadiremos el siguiente, a modo de proposición: 

PROPOSICJÓN I .:J 1. Un e.617Jacio t.u¡wl<ígfr:o ·:r1 _,'\. e_.., r.P..ro-di1T1c11."iionul . ..,i JI .o..;álu 
si X e R(2). 

Dl~l\fOSTll.ACIÓN. Si X es ccro-<lintonsionnl, es 'F1 y C(,,Y .. 2) separa. puntos de 
cerrados <le X, pues si /•., es un cerrado en X y x E X \ F". existe uu cnrrnbir.rto lJ 
de X tal que x E U ~ X \ F. Sea f : X -- 2 t.al qun 

f( ) { 
O si :r. E U 

X = 1 si X r/. U. 

La función fes continua y, como cbf(F) ~ {O}, f(:r.) = 1 r/. d 2 /(F). Por <'I coro
lario 1.23 concluimos que X E R(2). Esto demuestra la n<~<~si<la<l. La ::>uficioucia es 
clara porque la ccro-<litncnsionaliclad es un propiedad productiva y hcrc<lit.arin. O 

Aplicando este resultado y el corolario 1.27, se obtiene r.st:C? otro corolario: 

COltOLAJUO 1.:.i2. Si¿"< c!.o..; ccro-di111c11.o..;io11nl de pe.o..;o 711, t-::11/.011cc."i ,,,-'!\ Cr01, 2 111 • 

Este corolario simplemente dice que el G"u.ho df~ Can.l.or. 2'"n es 11nivc1·snl para 
todos Jos espacios cero-dimensionales de p<>so rn ('-'Cl" G.2.lü <lr. [24]) . 

. A.hora <lircrnos cótno <lebr. ser un espacio topológico E para que su clnsc de 
rcgula.ri<ln<l coincida con la. clase de los espacios ccro-<limensionnlcs. 

PllOPOSl<.JlÓN l .:J~.i. ll(E) = ll(2) si y ... ólo .~i E <!-.._. cenJ-,Ji1111:11xinuul co11 11uí.o..; 
<le '1tT1. punto. 

DEMOSTllACIÓN. Si fl(E) = R(2), <'ulouces E E R(2) .v esto implica, como ya 
virnos. que E es ccro-<li1ucnsioual. Pero 2 E R(2) = ll(E) y por lo ta.uta existe 
un carc.Jinal n: tal que 2 Cr01, l:Jº, así que /:.'º y, por consiguiente E, no JHtPdc ser 
un singulctc. Esto <lc1nuestra la ncccsi<ln<l. P;u·a proba1· la suficiencia., supongarnos 
que E es cero-din1cnsional con por lo 1nenos <los puntos <list.intos, diga111us t?! y c 2 . 
Corno {e1,c2} resulta ser hornc-01norfo a 2, Se! tiPUC" que 2 Cr0 ,. ,é' y , .. llo hnplica 
que 2 E R(J::) y, por cousiguientr, que /l(2) e;; U(E). Por otro la<lo. ¡,· E '1'(2). ~· 
así, R(2) = R(E). D 
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Con lJ' denotaremos al diádico conexo de Alcxandrov 10
, cs_decir, __ al ~pacio_c.l_c 

Uos puntos, {O, 1}, cuyo único subconjunto abierto no vacío -pro}>iO cS {OY~ ES muY 
fácil demostrar la siguiente proposición: 

PltOl'OSICIÓN 1.34 (3.12 de [48]). La clase R(d) coincide con la clase de lodos 
lo.• e.<rpacio.• '.lb. Ademó.• R(E) = R(d) ,.,; y sólo Hi E es un e.<rpacio To 71ero no "-" 
11.n t:!.":l]Jacio T1 . 

La. primera parte de la proposición 1.34 implica, en particular, que Para tOClo 
espacio To X, la fuente UneNC(X,~n) separa puntos <le cerrados. De hcCho, únR'
proposición m1ís fuerte es la siguiente: 

Pnoros1CIÓN 1.31;. Pa.rn todo c.•pncio X, la fuente C(X,d) .'<epnrn ptmiu"H de 
c<!rrado."l. Má.'I a11,n, dicha fuente separn punto.'I, .'li 11 sólo si X P-41 'lL71. e.<1paci~ .To. 

Dl~MOSTRACIÓN. Sean X un espacio 
X y :r.o E X \ F. Sea f : X - ~ tal que 

/{:r.) = { ~ 

topológico cualquiera, F un cerrado en 

• .,; :r. fZ F 
.<JixEF. 

Esta función es continua, ya que ¡-({O})= X\ F, que es abierto en X. Además 
f(:ro) =O~ fl} = cl;;fl} = r:l;;f(F). Entonces la fuente C(X, d) separa puntos 
dn cerrados. 

P<u·a. <lernostrar la S<~gun<la. p1ut.c, UHarernos la proposición 1.34. ~or ella sabe
rnos que si X es un espacio T 0 , entonces X E R(~) y esto implica, por 1.24, que 
G()l',1.V) scparn puntos de~-..;. 

lnversa1ncntc, si ahora suponemos que C(X, \J) separa. puntos <le X, cnLonccs, 
por la. prin1cra parte <le esta proposición, esta misma fuente separa puntos y puntos 
de cen·ados <le X, n.....;í que por 1.24, X E R(;j), lo que irnplicn., por 1.34, que _,l( es 
1b. D 

Esta propos1c1on nos muestra que si X es un espacio que no es To, la fuente 
G(..-\"", ~) separa puntos <le ccrra<los de X pero no separa puntos de ..-"<. 

2 .. Espacios Guadalajara y Puebla 

Son rnuy conocidas las siguientes caracterizaciones de la propic<lru..l ",,,'( es de 
"'rychouoff", la pritncra <le ellas ya rccor<la<la en la sección anterior: 

(1) Existe un car<linal ru tul que X Cr01, IR"'. 
(2) X es To y la familia de nulos en X es ba.-<C de cerrndos de su topología. 
(3) _,"\: es '"111 y su topología es la inicial respecto a. {o cstii generada por) alguna 

suhfarnilia Ue c...:(_,\-). 
Subst.it.u~·<-n<lo en la afirrnnción {1) c-1 espacio R por otro cualquiera. B. hemos 

obtenido. Pll la c.lcfinició11 1.21. el concepto <le rspacio /~-regular y, al caracterizarlo 
por rnedio e.le los corolarios l.2::S(d) y 1.25, que en cierto rnudo son las correspon
dientes pu.ra cualquier espacio Ji: de ln.."i afirmaciones (2) y (3) rncncionada.s arriba, 
vcn1os que no r~s rna.la idea g<~neraliznr el conccpt.o e.Je espacio Tychonoff al de es
pacio /_:,"-regular co1110 lo hiciu1os. Sin crnbargu, el que haya. estu<lia<lo t.odo o parte 
<lPl .va clá...c;ico libro ~~Topological Function Spac<:>.s" de A. \T. Arkhangel'skii y cu~·a 

r<'fÍ'P:>ncia ro111plcta aparrcc C!rt la bibliografía corno [9), habrci pnrcat.ádos<" d<' qu~ 

111 '1"au1l1i,··11 IJ1,nuulo t•Hpacio d1• Sicr¡,int-ki. 

TESIS CON . \ 
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en el estudio de los espacios del tipo C,,(X), o sea C(X) con la topoloía que hereda 
corno subcspacio de Rx, se usan las muchas posibilidades <le separación por me<lio 
de funciones continuas que se tienen ni suponer que X es de Tychonoff. Por ejcrn
plo, <le la definición <le espacio de Tychonoff SC" deduce fácilmente que, si X tiene 
tal propiedad, C(X) separa puntos y puntos <le CP.rra<los e.le X. Pero la recíproca 
es también cierta: si C(X) separa puntos y puntos <le cerrados de X, entonces X 
es de Tychonoff. Esto se <lC"duce <lcl hecho <le quP. X ns de T:\!chonoff si y sólo si 
¿''\: E /l(IR!), como virnos en el ejemplo 1.30(1). Para espacios /.!.~-regulares la análoga 
caracterización tendría. que ser: ~~x es un t~o.;7mrio J;;-rc_gular .o.;i 11 ... <>lo si G-.,.(X, E) 
sc7m.ra puntos 11 7n1.nto.o.; dr-: ccnndo.o.; de X". OC'Safort.una<lamPntP, aunque se cumple 
que si C(X, E) ."le71a1-a 7ntttlos 1J ¡nndo .... de c~nndo.o.; dt~ ~'\,;_ tJ.ntoncc."l X E /l(E), la 
ot.rn. implicación no n<~cesarinrncntc C!i cierta. Vcatnos 1111 Pjcrnplo: 

E.JEMPLO J .:·HL (tlt: do.o.; t: ... 7}(tcio.o.; X 11 ¡.._,· talc."i que G'(J'Y, /~'} no .o.;epara punf,o."I d<! 
< .. <:!'t7"<ulo.o.; de X p<!ro X .... í t! • .., l~'-n:rrul(l.r). Sea E' un espacio <le Haus<lorff no trivial tal 
que los tínicos elemPnt.os <le (~'(E, E) son las funcioucs t.rivia.lcs. En 1.12 so de111ostró 
que G~(E2 , E) no ::;cpara puntos <le cerrados. Corno /~2 es E-regular, X = E 2 y Ji: 
son los c::;pacios requeridos. 

Este <?jernplo rnucst.ra que Ja condición (ii) en (~I t.-orerna 1.22 no pue<lc ser 
SttHtit.uida por "é.}(X, l.,,_') S<>para puntos de cerrndos dr Xn, aunque HÍ para cierta..9 
<~lPrciones drl Pspacio /i), co1110 parn E = R. y F: = 2. Cahc preguntar: 

¿Para qué tipo de espacios 1:: podernos afirmar que la clase ll(b') 
coincide con la clase de los espacios X tales que C( .... Y, E) separa puntos y 
puntos de cerra.dos de X"! 

Corno pnicticaincntn toe.los los espacios E que nos intcresaréin para estudiar 
C( .... \'.". /~,) son por lo tncnos "/h, "!-' co1no nsta propie<la<l es hereditaria y productiva, 
lo cp1n iruplicn que si ¡.;es 7(J c.1ntonce .. "i R(E) ~ TiJ. la pregunta que nos int.<"rcsn.rit 
es la. siguientP: 

;_Para qué tipo de espacios E E 70 podemos afirmar que la clase fl(E) 
coincide con la clase de los espacios J\,;_ que son TO y para los cuales C(X, E) 
separa puntos de cerrados de ... Y? 1\ esta (tltitnn. clase le <larctnos un non1brc 
p1·opio: 

DEFJN1<:1lÍN I .a7 . .C::hmn Jy un c .... pa.cio lopolú.<Jir.o c·11alq1ti<!T"<J. y E un <!s7Jar.io T 0 . 
1Jin!111<1.-< que)\. es un espacio E-Tychonoff o que pertenece a la cla..-,c J-'J7¡ 2 
(~~ E 1:;;.,¡2) •. o.:i .,.'\{ <-!.." "n..1 11 G(~Y, E) ... <!para. 7nintos dt! r.t?rrado.~ tlt! ..-Y. 

Pnoros1c1ÓN 1.38. Seau E 11 E' t-!..o.;pacio.~ lo¡>ol<igico."l T 0 • ETLtouc<'!..~: 

( 1 ) r"J., r> <;; U( 8). 
(2) /'JE E7/2· 
(:3) E<;; E' ==> l'J.,¡2 <;; E~12 . 
(4) Si t::L·Lo;lc un c11cajc j: E_,. !!:', t!nlonct!.."i E 7 ¡ 2 ~ E~12 • 

(5) .'>·i E= f1>..eA R., JI, pan1. r.adn. ...\E A, E)¡, t!s To, ':n.touc.e.°" U..\eA(E.,);¡2 ~ 
/'J.,¡2-

(G) 1':7¡2 <;; E~¡2 = E E E~12 . 
(7) E7¡2 = E~12 =E E E~¡2 Y E' E &.12· 
(S) E, ¡2 c . .., 11110. ¡11vpit~tlad lu:rctlitarin p<!ro 110 produr..tiun .. 

TESIS CON 
FALLA DE OHlGEN 
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Dl~MOS'l'RACIÓN. (1) Si X E E7/2• entonces X es 'lb y C:(X, E) separa 
puntos <le cerra<los <le X. Así, G'(X, E) separa. puntos y puntos ele cerrac..los 
de X, por lo que X E R(E). 

(2) {le : E---> E} separa puntos e.le cerra.dos e.le E. 
(3) Si E~ E', entonces C(X, E)~ C(X, E'). Por lo Lw1t.o, si C:(X, J:J) separa. 

puntos de cerra.dos de X, también lo hace C(X, E'). 
(4) Es corolario inmediato de (3). 
(5) Sea..\ E/\.. Como E,. está encajac.lo en E, por (4) (E>.h/2 ~ E7/2· 

Da<lo que esto es para toda>. E A, se obtiene qu<~ U.>.eJ\ (E>..);¡2 ~ '4.J.;¡2-
{6) Supongamos que E E J:J~12 . Probarernos que '44¡2 s; E~/".!º Si X E E7¡2 

entonces G(X, E) y C(E .. E') separan puntos de cerrados <le sus respectivos 
don1inios. De aquí se sigue fácilmente que C(X .. E') SP.para puntos de cerra
c.los de X. 

(7) Es corolario inmediato de (6). 
(8) Sean X E E 7 ¡ 2 y A ~ X. Si F <>S cerrado en A ~- a: E A\ F, existe un 

ce1·ra<lo /•""'' en X t,al que /•, = I·'' n A y x ~ 1··1
• Corno C'(..-'\"', F.,n supura puntos 

e.le cerrados e.le X, existe f E C(X, E) tal que f(:r.) <,t d¡.;f(F'). Sea g = JIA· 
Entoncesg E G'(A, E) y como g(F) = f(F') ~ f(F'), g(:r.) = f(x) '1. deg(F). 
P1-u·a. ver que E 7 ¡ 2 no es pro<luctiva, bu.stu recordar ( ve1· cjernplo Laü) que 
sir es el espacio de de Groot, G"'(r2 , r) no separa puntos de CC'!rrn.dos de r 2 , 
es decir, r 2 '1. r7/2· 

o 

Como mencionarnos en la prueba de (8) dn la proposición anterior, el c~1adrado 
del espacio <le de Groot no es elemento de r7/2· Por otro hu.Jo, <~claro que r2 ,~ 
Jl(r), así que no siempre se tiene, para cualquier espacio E, que E 7 ¡ 2 = !l(E). 
Tiene sentido entonces el siguiente concepto: 

DBl"INICIÓN 1.30. Un espacio To E e.o; un espacio Guadala.Jara~_si E 7 ¡ 2 _=· 
ll(E) .. La clase de Lo,.., ebpacio.o; GuadaUija1·a será n:prest!nlr~dn. 7Jur G. 

El siguiente teorema proporciona algunas propiedades interesantes _de estos es
pacios: 

TEOltEl\IA JAU. (1) cG ={E E To: pmn r.odn. 11. E l>l, H" E b"7¡:,}. 
(2) l~ani /.odo e.o.;7Jaciu To E. E E G <==> E7¡2 e.o; produr:f.üm .. 
(3) G ={E E '/ 0 : pn.1·a r.nda r.ardinnl u, r.,~ E 8 7 ¡ 2 }. 
( 4) G e.• una pmpiedad pmductitm. 

D1·:MOS'l"llACIÓN. (1) Sea G' = { b" E './ 0 : para cada 11. E l'I, 8" E b'7 ¡ 2 }. 
Supongamos que E E G. Corno para cada 11. E !'l. /,"" E fl(E) = h-712, 
se tiene que E E (;'. Enton«P8. G ~ G'. Par.a probar la. ot.ra contP.nción, 
sea ¡._; E ('}'. Ahora ha.~ .. que? \'Pr que llll:".J') ~ /--.,7/".!.· Para ello, to111r-1nos 
)( E /l.(C:). Corno I!: f'!S 'JO ... \" tarnbién. Cornprobareruos que (__,'{.)(, J~) 
separa puntos de cerrados <le .. )\. Sean J•' un cerrado en ¡'\:. y :r: E ¿"\ \ J·". 
Dado que .... l( E R(E), UneN C'(.J\". En) separa puutos df? c_·rrrndos de .\."", a.sí 
que existr.n n EN y f E C(JX', /:.'")tales que f(:1:) <;t. d w•ftl·'). Como h" E G'. 
En E E;¡2 y con ello G(E". E) separa puntos <le ccrra<los dr~ E"~ por lo qtu• 
existe g E C(B",E) tal qur y(/(:r)) '1. d10.q(cl,, .. J(F)). En '•ist.a d<' qw• 
d~:(g(f(F))) ~ cl¡o;g(cl1-:•• f(F)). g o J(x) '1. t:L,,(g o f( F)) _,. y o f E C\.';, E). 
Por lo t.n.nt.o. c.:(.~, E) SPpara puntos de C<~rrados dr .X-;\"'_"'( E U(/•.:). 
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(2) Sea PJ un espacio Ta. Supongnmos prirnero que E E G. Ent.onces &¡2 
R(E) .V como R(E) siempro es productiva, &¡2 es productiva. Ahora 
supongatnos que la propiedad ~ /"2 es productiva y demostremos que E es 
un espacio Guadalajnra, es decir. que E 7 ¡ 2 = R(E). Por 1.38 (1) sabernos 
que E,¡ 2 e;; ll(E), así que sólo falta ver la otra contención. Sea Z E R(E); 
entonces exist.c un car<linal n tn.l que Z CT01, b-..o. Como E E E7¡2 y estamos 
suponiendo que E 7 ¡ 2 r.s productiva, F:n E E 7 ¡2· Por consiguicntn, el hecho 
de qu<~ E7¡2 sea herc..~itaria implica. que Z E E7¡2· 

(3) Sea A = {E E To : para cada cardinal o, Eº E E 7 ¡ 2 }. Si E E G entonces 
E 7 ¡ 2 es productiva, corno acnh:unos dP. vrr. Por consiguiente, E°' E &¡2, 
es decir, éJ E A. Por lo tanto G ~ A. Pero clara.mente A ~ {f-.J E To : 
para ca.dan EN, E" E E.,.¡2} = G. 

(4) Supongamos que para toda. JI E /l-:/, E1J E G. Probaremos que nµEJ\t Eµ E 
G. Para crnpc-¿ar, corno cndn E 1, es "fh 1 Il,,EAI E 1, es Ta. 
Sin EN, cntoncPS cn,,E.\/ E,i)" == n,iEAI E;:. 
Para ca<la ¡1 E /l'f, sea 7r1, : fLJe.\/ E¡: -- E¡; la J1-ésima proyección natural. 
Sean F un cerrado en nµE.\/ t:;: ").. a= (nµ)µE.AI E rrµEft.f e;:. \ F. Ex~stcn 

entonces /t1, ••• ,Jt·k en fvl y A1 •.•• ,A1:, abiertos <le E;J1 , ••• ., E;:k, rcsp~ti
vamcntc, talc-s que 

ae.,,.;;(Ai)n ... nrr~(..1h)~ IJ s;;\F. (*) 
1.iEJ\I 

Pero pa.rn. en.da Jt. E /\/. E 11 E G :i.· <:on ello C(E;], E). ~para puntos de 
cerrados de E'IJ. Por eso, pnrn ca.<ln J E { 1, ... , k .h existe f 1,.J : ~.J -.._ 

E,,, tal que f 1,,(a,,,) </. clE,.,f,,,(E1'!, \A;). Para. cada /t <;i!" {¡t¡, ... ,/tk}, 
sea. fµ : b-o¡: - E1, la prirn<'rn proyPcción. es dr.cir. la función tal que si 
(c1, ... ,f!u) E E,':, fµ(c1, ... 1 en) = t!¡. 

SPa J = D.,,eM(fµ o 7r,,): rI,iE.\/ F* .. :: - n,,EA/ JE,,. o sen., In única función 

continua t.al que. para cnda JI E ¡\f., t¡,,of = f11º'1r1" <lande<¡, .. : n,,EAf E,.. -
E 1, es la pro;vección nntura.l ¡1-<~~itna. Probaretnos que f(ii) ri r:ln,.t':.u s, .. f(F). 
Para. ca<la j E {l, .... /,;}. sen\~ u11 llbierto <le¡.;,_,,, tal que f 1,;(uµJ) E \lj 
y \/j n f,., (E;;, \A,) = ~). E11to11c<'S. para toda j E { l, ... , ¡.,}, q 1,, (f(ii)) = 
f 1,, otr1,,(ii.) = f 1,,(a1 ) E~".;. loquP impliea que f{ft) E q¡;-,(V¡)n . .. nq;;._(Vk)· 
Entoncc~s V = q¡;; (\/'1) n - .. n r¡;;:.. (Vi) PS un b:'i.-.;ico cn.nóuico dn n,,EJ\f E,, 
qtH? no intcrsPctu a J(I;-)_ E11 PfPcto. S<'a {c, .. ),,e,\I E V y supongn.n1os que 
existe (b1 .. ) 1,e .. \I tal qttP f((h1,)11 EAI) = (t~µ) 1,EAI· Por co11sig,1ient<?, f 1,(b1,.) = 
f 1,orrµ((hµ) 1,e.tt) = 'h' of((h1 ,) 1 ,E.\~) = q1,((c1,)1,eM) = c 1" para ene.Ja ¡t E /vi, 
pero cou10 para tocln j E {l ..... J.·}. r¡,,-'((t'1,)1,E-\t) = e1,,, E l~; y con ello 
eµ,, ft f,,,,(b7:., \AJ). PJ1fUllCf'Sf1,,.J ~ r:;:, \.•\_,. 1\.sí, para.cac.laj E {l ..... ,!.-:}, 
bµ, E A_¡ y por lo tanto {h,,),,e .. , 1 E ;r¡;;(A 1 ) n ... n rr~(.'"\k). Por(*), 
(h1,)1,eAI '1. F.... DP (""StP rnodo sr vf' que no PXistc (l-11 .. ) 1,E.J\I E F t.al que 
f((bµ)µEM) = (cµ)µEM ·'"por PSO c~·,.J,.EM 'fi". f(F). De allí que Vnf(F) = 0 
y f(ii.) E V. Por lo tru1to f(á) E "'n .. ,"' 1,-,. f(F). 

o 

E.IE~tPt.os 1 . ..-J l. (1) El rspado diádi<"o cou<'!Xo de Alexan<lrov·, ii. cstu<liado 
<!n la proposición J .a4. f~S 11u <'spacio (:;uadalajara. puos es To _,. C(,)(, ~) 
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separa. puntos de cerrados de X, para cualquier espacio topológico X, como 
se demostró en 1.3fi. En particular R('S) e;;; 'S7/2· 

(2) Como se dijo en el ejemplo 1.36, si E es un espacio <le Hausdorff no trivial 
tal que los únicos cle1nentos de C(E, E) son las funciones triviales, entonces 
C(E2 , E) no separa puntos <le cerrados. Por consiguiente, E 2 E R(E) \E-,¡2 , 

y con ello E <;t. G. En particular, el espacio r de de Groot no es Guadalajara. 
Esto muestra que no todo espacio Tychonoff tiene esta propiedad. 

(3) Como se comentó al inicio de esta sección, la definición de espacio Tychonoff 
implica que R es un espacio Guadalajara. Por el teorema anterior, Rª 
también lo es, para cualquier cardinal a. 

(4) G no es una propie<la<l hcre<lit.w.·ia, pues JR:.! E G, pero su subcspacio r no 
es Gua<lalajara. 

(5) Hay también espacios que son Guadalajara pero no son <le Tychonotf. To<la 
potencia 1.Jº de l.j' es un ejemplo de tales espacios. 

(6) Como corolario <le la. proposición 1.50 veremos que, tanto los espacios ccro
<limensionalcs no triviales como los espacios <le Tychonoff concctables por 
trayectorias, son espacios Guadalajara. 

Antes <le dar má..."i ejcruplos <le espacios Gurulalajara, pensemos <le nuevo en lo 
que hnplicn el hecho <le ""SP.r <le Tychonoff": Si un espacio X es co1npletu1ncnte 
regular, F es un cerrado en X y :r. E X \ F, exist.e f E C(X, [O, 1)) tal que f(F) e;;; 
{U} y f(x) = 1, y si r • ..., son reales tales que r < .-.r, existe un ho1ncon1orfisrno 
h : (O, 1] ~ [r, s] tal que h(O) = r ~- h(l) = ·'· Así, h o f E G(X, [r, .,]) man<ln 
a 1•• a {r} y al punto :r. al valor s. Si n.fiadirnos a X la propiedad '11, es <lccir, si 
supone1nos en total que .,"'( <~ <le Tychonoff, cntoncC".-'i to<lo singulete es cerrado y 
ello permite lograr una propi<...~a<l <le separación ~'más fuerte" en apariencia que In. 
propiedad <le Tychonoff, pero en renli<lnd equivalente a ella: 

Pnoros1c1ÓN 1.~12. Un t:..<ipa.cio X t!.<i d<! TrJchuuojJ si 11 .'46lu ."li es ,.1'1 y para 
cualqu.i<!r cerrado F t?n X 11 r.1lnlquier n E N. dndoH n ¡ntntos dl"4tin/.os. X1 , ••• , x,._ 
en X\ Ji" 11n+1 uai<n"e.o.; nm.Les, ro, r1, ... , r,., no n<X<-!.o.;aria11ienl.c di .. '4tinlos <!ni.re .o.;í. 
t!Xi.•te f E C(X) 1.nl t¡ttc f(F) e;;; {ro} 11 para r.ntlnj E {1, ... ,n.}, f(:r.;) = r;. 

[)l·~MOSTllACIÓN. Sólo es 1ncncst.er detnost.rar la necesidad: para cada j E 
{l, ... ,n.}, G; =FU ({:r.,, ... ,:r.n} \ {:r.;}) es cerrado en)'(, pues X es ':r1, y 
:r.; <;t. G;. Como X es completamente regular, existe f; E C(X) tal que f;(G;) e;;; {O} 
Y f;(:r:;) = r; - ro. Entonces F =ro+ f1 + f2 + ... + f,. E C(X), f(I'') e;;; {,-o}~· 
pnrn cada j E {1, ... , n}, f(:r.,) = 1·;· D 

Dl~l·'INICIÓN 1.4:3. ~9t!tl.7t )( un e.v¡JllCÍo cualquicnL 11 E nn e.'lpacio 70. 
(1) Sin E N, rlinmt.t1.• t/U" X pertenece a la clase R,.(E) (X E Jl,,(H)J, .•i ,..,; 

<!.o; To 11 71arn c:tuilquit!r cerrado F en X. dado,-; n el<:rnentos dif<...,t:rtl.e.<i en X\ 
F, x1, ••• , .:r.11 , 11 darlo ... n + l elt:11u!nl.os de E, co, ... , Cn, 11.0 11.ece.."la1-i.a1neu.te. 
dio;tintos cnt1-e sí, t::ci.o.;lc f E G•(x, E) cott La. 711v71ietJ.a<l ti.e <ru.c f(J··) ~ {ca} 
117m.rn r.nda j E {1, ... ,n.}, f(:r.;) =e;. 

(2) /.Jinmw.• que X pertenece a la clase Rco(E) (,Y E R~(E)), si ,y ¡>erl.c1wce 
nln.cln.•t!R,.(E) 7mrn todnn E l'I. E11 ¡>ocn.•paln.brn.•, Ro.,(E) = n,.eN R..(E). 

PROPOSICIÓN 1.4•1. Sea. E un t!.."i]J<tcio To. 

(1) Si 11, 111 EN 11n<111, t!nl.unces Hm(E) e;;; H,.(E). 
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(2) Si¡:.; t!H 'ILTI. e.'lpacio To con 111.Ó-'I de_ 1tn punto_1J X_E.Ri(E)~ enttnu..e.·-._X e .... 
n. . . . 

(3) Si E tic:ne por Lo 7rteno.<1 do.-. elen1.ento .... , entonce.ct Rn(E) ~ E 7¡ 2 , Pf!-ra toda 
n E N. En 71m1.icula.r Rn(E) ~ R(E), pam. l.oda n EN. 

(4) R1 (E)= E7¡2 <==>E E R1(E). 
(5) Si E E T;, r.on i E {l, 2, 3, 7/2} y l.icne por_ lo 7tteno.'I do."'I eleniento."4, 

"u.t.ou.ct~• X E Rn(E) ==>X ET;. 
(6) Pam. toda n EN, R~(E) e.• hereditaria. 
(7) Si { ,"I( .>. : >. E A} c.• una fmnilia dt! e.•pacio.• f.opol1)_qico.• ¡¡ n. E N, 

TI X,,, E lln(E) <==>para todo subconjunto finito 13 de A, TI X,,, E Rn(E). 
HA Hll 

Dr;MOHTllACrÓN. (1) Se sigue inmediatamente de la definición. 
(2) Sean e1 y e2 <los puntos distintos en E y supongan1os qun existe V abierto 

en E, tal que t!1 E V y c2 f,i!' V. Sean x1 y x2 dos elementos diferentes en 
X. Cc.>tno X r..s 'lb, podernos suponer que existe un abicrt.o fJ en X tal que 
X¡ E U pero :r.2 ft U. Si denotamos por F al cerrado X\ U, entonces :r.1 (jf, F 
y, como X E n, (E), existe f E C(X, E) tal que /(:r. 1 ) = t:2 :-· f(F) ~ {e1 }. 

Entonces :r.1 E U, x2 ft U, :r.1 (jf, ¡-(v) y x2 E ¡-(v). Por consiguicnt.c, ,"I( 
es 'l~t. 

(5) Si ,"I( E R,.(E), cntoncm• ,"I( E E 7 ¡ 2 y, por Ja proposición 1.38(1), X E R(E). 
Pero '/'¡ es hcrH<lita.ria y productiva, así que X ET';. 

(ü) SPa n E N. Venrnos que ll-ri(E) es una propie<lnd hereditaria. Sean X E 
Il,,,(E). A un .subcspacio de X. F un cerrado en A, ;r.1 •••• ,:r.11 elernentos 
distintos en .A \ F y ea, ... , en, en E. Existe F', cerrado en ... Y·, tal que 
F = F' n A. Como X¡, .•. ,:r." uo están en F", existe.'/ E G(X, E) tal que 
f/(F') ~ {eo} :-·, pnracaúnj E {l. ... ,n}, _q(x;) = "í· Si f = _q¡,,, entonces 
f E C(A, b'), f(F) = HIA(fi') = g(F) ~ g(P') ~ {eo} Y /(:r.;) = HIA(:r.;) = 
,r¡(x_,) = e,. Como aúcmñs A es un espacio To, A E R.,, (E) 

(7) Como U.,(E) rs hnrcúitnria, "" tforw que si ,y = n.>.EA X.>. E H.,(F,), cu
touces, para todo subconjunto finito ll de A, n,,,ED X,,. E /{,.,(E). 
Para dcrnostrnr la recíproca, ton1ernos en cuenta prhncro que, por la su
po~icióu <lP que todo producto dr uu nún1ero finito d<" rlrmcnt.os <le la fa
ruilia { .... \.'".\ : ..\ E A} e.'itá f~U la da .. '*~ /('" (!!:), n~ult.a que, pa.rn t.o<la. ..\ E A, 
.. XA E U,,(!!:). Coruo 'JO es una propi<Kla<l p1·od11ctiva. n>.EA ,).;..\e • .., '"lb. Ahora 
t ornetnos cu, <!1, ••• , t?n E !:::. F cerrado en .¿'y ~l ;r1 •••• , ;r. 11 E ¿'\( \ F y <lifc>
rcut.cs entre sí. P::u·a cada; E (n], sean A~, ... , A!,. E A y. para cada j E [n,], 
.'1'; ahiPrt.o en A ... _,~. talr.s <]UC :r; E nJE[11,J 1r~ ( .... 4j) = A,. con A, n F = 0. 

St•a IJ = {A\ : i E [n], j E [n;)}. Para caúa i E [n], S<'arl !li = rru(;r;;) y 

e,= 1rf.J(A,) • .Y SPa. Ji''= n..\enX..\ \UiE[11JC~¡. EntoncC"S , .• ,es cerrado <'n 
rl.>.EH x,,. :-· !Ji y! F', para toda ; E [n]. Como n,,.E,, x,. E n~.(E), existe 
una. función continua f: fl..\EU X..\ -- p; tal que f(F'') ~ {<~o} y, para to<la 
i E {n]. /(u;)= r~,. Por consiguiente. In funcióu 

forra: n x,,. - ¡.; 
..\E,\ 

es continua, (/orra)(F) ~ J(F') ~ {t>o} (pues rru(F) ~ F' porque si :r. E F, 
para caún i E (11J c>xistc ,i; E [11,J tnl qu<' rr,_ (.7') (jf, rr;, (A,;.). con Jo que 
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1rn(x) ~ 1rn(A,). Por lo.tanto 1ru(x) ~ U1e[nl e, y por eso 7rn(:1:) r,t F'). 
También se tiene que, para cada i E (n], (fo .,..,.)(x,) = f(11i) =e¡. . . . . . 

Cono1 ... ARIO l."15. Sea E.,¡.,,, t!."lp<LcÜJ 70. bYitt..111.r..e."'i: 
(1) Roo(E) e.9 hereditari.a. 
(2) Si {X-' : .l. E A} es .una familia. de e.-.pacios topol<J.qico.~, 

II x,. E Roo(E) =para todo subconjunto finito n de A, II x,. E Roo(E). 
AEA AEO 

o 

Una caracterización de la E-regularic.Jnd, análoga a la propic<la<l <lada en la 
proposición 1.42 para los espacios <le Tychonoff, tendría que afirn1ar: •'}( es E
rcgular si y sólo si ·X E fb(E)". Ahora bien, si E tiene tnñs e.Je un punto y 
si X E ll.1 (E), entonces X E fa_;.,¡2, cou10 ya dijiu1os, y por el t.eorerun l.38(1), 
X E R(E). Sin embargo, como vimos en el ejemplo 1.36, r 2 E R(r) pero r 2 ¡t. r.,.12 
y en particuhu· ['2 ¡t. R1 (r), así que la implicación "X E R(B) = X E lit (E)" 
no es válida en general, ni aun cuando X sea <le Tychonoff, corno en PI caso <lu 
r 2 • Precisamente este espacio res él mismo un ejemplo de un espacio que está. cu 
f"7 ¡ 2 pero no en R 1 (r). En efecto, corno r tiene por lo rnenos <los puntos distintos 
(c..Je hecho, res <lenso en IR2 (ver [21]) y por lo ta.uta es infinito), Uados un cerrac.Jo 
F en r, un punto :r.1 E r \ F y <los elernr.ntos eo, e1 en r., distintos cntrr. sí. con 
e1 distinto de :r.1, por la naturaleza de l 11 no puede existir f E ()([\ r) t:nl qur. 
f(xi) =e,, Y f(F) ~ {eo}. 

Dl·!l•'INICIÓN 1.'1ü. SP.a E un P-"lpflcio topolú.qico To, r:o11. 11uí.s dt! un pu.ni.o. 
(1) Sin EN, din:rnos que H pertenece a In clase 1P'n .,i U(E) = 14,(H). 
(2) Di'IY!1no,"l t¡Ut! E c.-1 un espacio Puebla o q11e pertenece a In clase IF00 , si 

/l(E) = lloo(E). 
(3) .':Ji n E N, din!11un1 que. E pertenece a la clase Illl,. si llu (E) = E; ¡2. 
(4) Di11!1nos t(IU! ~J pertenece a la clase Jll>00 , si lloo(H) = /:!J17¡2. 

PnorosrcróN 1.47. Sean e N. En/.011.ccs: 

(1) ll"oo = nmEN JP>,,.. 
(2) Si HE 1P'n U ID>n, cnlortc:""' E E 'Ji. 
(3) JP>., = ID>., n G. 
(4) Sil?',, = { FJ E 'F1 : para cada u1. E N, /:"J-..,n E R,, (J:J) }, u sir_; E IP' n' t:nt.ouct:.."'• 

pani todu canlinal u;=:: w, Eª E ll-n(E). 
(5) lP',.=IP"n. 
(G) JP>., ""°' hcn:dil.m'ia con re.•pccto n n:l.rnclo.•. 
(7) lll>n t~o.; hf!TY:di/.n.Tin r.011. rr: .... pf:r.to n n~f1Tir./o.o.;. 

L)gMOHTll.AClÓN. (1) Recor<lcrnos que si ~.J tiene por lo nieuos <los puntos. 
/foo(E) \;; li,,,,(E) ~ E7¡2 ~ /l(8), para toda'" E N, así que si H E IP~, 
se tiene que para toda ui E N, R,,.(E) = R(E), rs decir, E E JP>..,. ~- por 
lo tanto, E E nmeN IPm. lnvcrsatnentc, si r.,· E nmeN IF,,,~ ClltOllCf'S. para 
cadu. m EN, R.n(E) = R(E). Así, ll(E) = nmeN R..,(E) = n~(F:). o sea, 
EeJP>~. 

11 Ltu1 úniCl1."'1 funciones continutts ele r en r son lu.R COf1!'4lHUlr~ y In idcutidad (ver ··.i•'111plo 
1.14) 

TESIS CON l 
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(2) Si E E IP',., entonces E E R(E) = R,.(E) y, por 1.44(2), E E T1. 
Si E E IIDn, entonces E E &¡2 = Iln(E) y esto implica nuevantentc que 
EET1. 

(3) E E IP'n es equivalente a la proposición Rn(E) = R(E) y por lo tanto al 
hecho <le que Rn(E) = E7¡2 = R(E), es <lecir, a que E E lll>n n <G. 

( 4) Si E E IP' n, E es T1 y E° también. Sean F un cerrado en E°', 111, ... , 7'n 
elementos distintos en EJO \ F, y ea •.•. , e-"n, n + 1 elementos de E. 
Pongamo...c:; ~ = CTi.i<a. E 1,, donde, para toda /J. < rx. b'µ. = E. También, 
para cada ¡1. < n·, sea 7r1, : Eº ____,. Eµ. la /L-ésirna proyección. Para toda 
j E {l, ... , n}, existe un básico canónico de E',., Wj = -rr¡;;,

1 
(A1..,1 • 1 ) n ... n 

7r;;; ... , (A,.., ... ,), tal que P.i E W; \'.;;; E"' \ F. Sean: 

n 

.J = u {J•;.1 •... , /L;, .. ,}. 
j=l 

Y=flE,.., U=flA,.., 
1iEJ µ.EJ 

y sen. 7r J : r-;0 
____,. y la p1·oyección a la 44 ./-ésin1a. c;u·a" . 

Si q E P', entonces, para ca<la j E {l, ... ,n}, q ~ W 3 , así que existe J..~ E 
{l, ... ,n;} tal que 7r1,, •• (q) \l' A,,,,. y por lo t.anto 7rJ(q) \l' U. Sr. tiene, por 
consibrtlicnte, que 7rJ(l'') n U = 0 y, como U es abierto en Y y 7rJ(:¡1j) E U, 
7rJ(TJ;) \l' cly7rJ(F). Así, 7rJÜ'• ), ... , 7rJ(¡,,,) son elementos <listintos de Y\ 
ely7rJ(/•""). 12 Dado que}' es una potencia finita de F.: y E E 1P' T" Y E R 11 (E), 
así que existe g E C(Y,E) tal que, para ca<laj E {l, ... ,n}. 9(7r.1(p;)) = ,,,. 
y g(clv(F)) \'.;;; {eo}. Si J = ,q o 7r.J: /',~ - E entonces f(F) =!/o 7rJ(F') \'.;;; 
{eo} y para cada j E {l, ... , n}, f(p,) =e;. 

(5) Sea ¡,; E IP',.. Entonces lln(E) = H(E). Como para ca<la ,n E N, E"' E 
ll(E) = Un(FJ), y como lo) es '1'1 (por (2)), E E IP"n. Ahorn sen BE JP>',,. 
Pru·a ver que E E IP',., basta probar que R(E) \'.;;; R,.(E). Si X E H(E), existe 
un c1u«Ji11u.I n tal que X C·r01, ¡.;u. Por (4), b"'º· E /ln{l~) y por {ü) <le 1.44, 
X E /l., (1-J). 

(6) Sean .,.'\: E IP'n y A un retracto de• ..,,~. Den1ostrarcrnos que ll(A) ~ fl,1 (A). 
Sean Z E ll(A), ¡.• cerraUo en Z . .::1, •.. , Zn E Z \ /• .. y a.o, u 1, ..• , an E A. 
Como X E IP',., H(X) = Rn(X), así que Z E U(A) \'.;;; R(X) = Jl,.(X) y 
por lo t.a11t.o existe J: Z -·X co11tinua tal que J(F) \'.;;; {o 0 } y f(z;) =a;, 
para t.o<la i E [n.]. Entonces, si ¡..1 : )( ____,. A cs una retracción, sn tienn que 
p o J: Z -- A ns continua y p o f(F') \'.;;; {no} y (p o f)(z;) =a;, para cada 
i E [11]. 

(7') Ln <leu1ost.rncióu <"8 pan•cida a la <le (6). 

Conot.AUIO l .•18 . .S'eu J..J un t:.. ... pncio f.opoltJgir:o 'TO. Ent.onct:.."'l: 

(1) Si Ji E .?00 U Ill>cx::>. c11.to11r.c • .,. E E Ti. 
(2) IP 00 e.o; hcn:dita1'itL n:...,.¡wr.l.o u rt!ltnc/.o."I. 

(3) IP'= = lll>~ n<G. 
(4) IP'.,_, = {¡;;E T1 : 7mrn. c:ada 11t EN. gm E Roo(E)}. 

o 

J~.JEI\.IPl.OS 1.49. {1) d, el espacio <liác.Jico de Alexan<lrov, es un espacio 
Gundalajara. pero no es un espacio Puebla, porque uo es T 1• De hecho. 

12Si 7rJ(l'i) = 7íJ(PJ). (JfU"H i ::¡!:. j. existe..\< o tl:ll que 7rA(¡,¡) :;.!: 1TA(P¡) y podemos uncxttr ..\ 
ttl conjunto,/ y oUtrncr un nuevo conjunto J' en el que 1rJ•(p¡) ~ 1TJ•(P.J)• sin perder el hecho de 
que, ptuu. todn j E {) .... ,n}. 1TJ•(j) E! rl\"7r'J•(F). 

TES1S CO:.': \ 
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para cualquier cardinal a, íl°' es un espacio e.le carc.linalida<l 2°', pero no es 
un espacio Puebla porque no es un espacio '11., aunque sí es Gun.<lalajnra 
porque Ges una propiedad productiva. 

(2) Con Jas nuevas notaciones, la definición usual de espacio 'Tychonoff se puede 
reescribir simplemente así: Un espacio X es de TyclKJnoff si y sólo si 
X E Rt (IR). Vimos, en la proposición 1.42, que esta propiedad es suficiente 
para <lcrnostrar que IR es un espacio Puebla. Una <lc1nostración semejante 
a Ja <le <lichn proposición, nos pennitc a.scg:urur que: si (E,+) es un grupo 
~pológico abelia.no, entonces /l1 (E) = ll-oo(E). Para convencernos <le 
este hecho, ba..'lta mostrar que R1 (/i:) ~ ll~(E): Sean X E fl1 (E), F un 
cerrado en X, 11. E t-"\I, xi, ... ,:r.n, punt.os distintos en X\ .1-... , y c 0 , c1, ... , Cn, 
n + 1 elementos de E. Como,'{ es T 1 , para cada j E {l, ... ,n}, G; = 
FU ( {x 1 , ••• , Xn} \ {x;}) es ccrnulo "" X. Dado que X E /l¡ (B), entonces, 
paracadaj EN, existe f; E C(X, H) tal que J,(x,) = c;;-co y f;(G;;) ~{U}. 
Si ponemos J = c 0 + f1 + ... + J,., se tiene que f(F) ~ {eo} y, para cada 
j E {l, ... ,n}, f(x,) =e;. 

(3) De igual rnanera. ptu~de p1·ob1u·sp c¡uf~ Ii, y de hecho cualquier otro int<·-!rV"c-t.lo 
cerrado (u,/J], con u< b, son r_c;pacios Puebla. 

{4} Si E es de Tychonoff no trivial y concctablc por trayectorias, entonces E 
es un espacio Puebla. Pru·a dernostrru· esto, usarernos (4) del corolario 1.48, 
es decir, verrmos que si 711. E N, entonces E"'"" E R00 (E). Sean '111 E N, 
F un cernido en /;;7 n, n E N, x 1 , ••• , :en. clctnentos distintos en E"*- \ !•\ y 
e 0 , ••• , f-1n, 11. + 1 e)ernentos Ue 1-:. Conto E es conecta.ble por t.rayect.orias, 
existen no< n. 1 < ... <ª"en IR, y para cada k E {l, ... , n} 1 una trayectoria 
-Yk: (nk-1.<Zk) ~ FJ tal qu" -Yk("<·-1) = ,,,,_¡ y /'k(ak) = "k· Sea -y: 
(uo, <Ln] - 1~· tal que, para to<la k E { 1, ... , r1.}, -rica.,_, ,a,..J = fk· 
Entonces -y es una función continua. Por otro Indo, corno [ao, au) es un 
espacio Puebla ~· Em E /l((a 0 , n.nl>• es cl~cir, es de Tychonoff, existe f E 
C(J<:"',(ao,u.,,j) tnlqtwf(F) <:;:; lao}.v, pnrnl.o<laJ.,E {l. ... ,11.},f(:r.k) =ak. 
Entonces -y o f : ,,"r( - E PS continua y tal que ')'o f(xk) = Ck, para toda 
k E {l •... ,11} y -yof(F) <:;:; \r·o}. 

(5) Todo espacio cero-<lirnensional con rnás <le un punto es un espacio Puebla. 
Para <len1ostra.r PSta. afirtnación. usarPrnos mmvarnentc ( 4) del corolario 1.48. 
Sean JE un r.spado ccro-c.Jin1Pnsional .v n E N. Probnrcrnos que E" E floo(E). 
Con10 11-oo(I!') = nmEN llm(J;;), t1sarc:-rnos inducción matemática sobre 111. 

para probar que 
V111 E f'I: B" E R.,..(/'J). 

Sea S = {111 E l'l: E" E fl,..(B)}. 
Pritní!ro. l E ::; pues si /•" es cerrado en E". x1 E /.,,,.., .. \ F. y eo y e¡ son 
Plctnentos de E. PJllon<.·es PXist<- un c-.:-rrabicrto (J de J!Jn, tal que ;r.1 E U c;;
E" \F. La. función J: En -- E tal quP 

J(:r.) = { e¡ si ;r. E U 
eo si x r/. U, 

es continua, f(:r.1) = c 1 y f(P) ~ {c0 }. Entonces B" E /l1 (B). 
Ahora supongatnos qnn u1. E S y dPtnostrctno...q que 111. + 1 E S. Sean F un 
cerrado ~n Ji:", .r1 •... , :r.,,,_,..¡ cle1ncntos distintos en /?:" \ F y c 0 , ..... Cm.+1, 
ri+2elementosdc E. Como m ES, C?xist.eg E C(E", E) talqucg(F) ~ {eo} 
y parn caUa.j E {111.]. f(:r.1 ) = r!.1· Poi' otro lado. :rm+I ~FU {:1:1, • ••• :r.m} y 
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este conjunto es cerrado en E"', de donde_ .se colige __ que exist.e_u_n cerrabiert.o 
U en E" tal que x.,.+ 1 E U·<;;; E" \ (FU {x¡, ... , x.,.} ). Por lo tanto la 
función f : E" - E tal que - ·- · 

f(:r.) = .·{· e.,.+1 si 
0

x e' U 
g(x) six~U, 

es continua, f(xj) = ej, para ~d..:j e,i{i'.o:;:c, T~.+1};yf(F) = g(F) <;;; {eo}. 
Así, 7n+ l_E S. ·.:.··;,,_·. - ':.;·-;.';.:',~~·:·;._.:·:··.~ ,.:.~,"-~.: ··, 
Por Jo tantO, S = N. 

Como corolario <le los dos últimos ejemplos, tenernos que: 

'Pn0Pos1c1ÓN 1.50. (1) Si E e.o; de 7'!JchonoJJ, ct.ril.ecl.fiblc'p<~r f.~y<~torin~'i 
11 r..on nuí.., dt! 11.11. punto, t!11.tonce."1 Roo(E) = E7¡2 = R(E). 

(2) Si E e.'i cerr>-dirne1u~ionn.l con 11ui.."1 de 11.11. punto, entonce . .., /~{E) = E:-, ¡2 = 
R(E) = {X ET: X e.' cero-rlitiw11.,i01uil}. 

3. E-compacidad 

Otra caracterización <le Ja propiedad <le Tychonoff es la siguiente: La clase de 
espacios de Tychonoff coincide con la clase de espacios que son subespa
cios de espacios con1pact.os Hau.sdorff' (ver (34]). Para dar un criterio análogo 
que caracterice a la E-regularidad, definamos primero a los espacios que jugarán 
en 61 el papel análogo al que jucg1u1 los compactos Hausdorff en la caracterización 
anterior. 

Dl·~FJNICIÓN 1.51. Si X :tl b~ so11. ctuilcsquie1u. espacio . ., topoló.qicos, diTY!11tO."I que 
,.."\ es E-co1npnct;o .~i t!."I ho11U!<>111.orfo a un .~ube.~icio cerrado de alguna 7Jote11.cin 
dr! E, t:.o.; decir. si f!:r.i.'ilt!11 un cu11junt.o Al 11 un t~nc":.ic tp: .,,"[ - E 1\I tale.'i tJ1U~ cp(X) 
es ce1Ta<io en E"'1 . 

NOTACIÓN: 

(1) Si A y /J son cspn.cios topológicos, la. propos1c1on "..t1 es homeotnorfo a un 
subespacio cerrado <le flº, se r<~presentará con A Cc1 13. 

(2) La p1·oposición ª,..'\; PH E.~-co1npacto~~, se in<lica.ní. con .,,-..; E l<"(E), es <lecir, 
K(E) denotará a la clu..c.;e de los espacios E-cornpnctos. 

El concepto <le 1-J-cornpa.cidad gPrir.raliza a los conceptos <le compacidad y <le 
rcnlcompacidud. En efecto, si )( r.s co111pacto y 72, .,,-..; es de Tychonoff y por lo 
tanto es Il-rcgular, así que .,,1( es hotneomorfo a un sub<"..spacio A de alguna potencia 
fiM de II. Co1no X es cotnpn.cto. A ta.n1bión lo es, .v corno n"'"1 es '12, A es subcspacio 
ccn·a<lo <le Il"''. Con ello.,,-.,,:. Cc1 II·\1 • Inversamente, si X Cci JiAE para algún conjunto 
A/, entonces .,,1( es honl< ... -on1orfo u. un subcspacio cerrado <lcl cornpa.cto Haus<lodf 
J!AI y por eso .. Y es cotnpacto y Hausdorff. Entonces los espacios II-compactos son 
pn~cisa.mcntc los cornpnctos de Hn.uHclorff. 

Gilln1an y .Jerison prueban 1•11 11.12 <le (34] que los espacios rca.lcon1pactos 
son cxactatncntc los IR-cotnpH.ctos. Ahora veremos nosotros quienes son los 2-
cotnpactos. 

PnoPOSICIÚN l.fi2 • ..,.'(_E 1<(2) .-.i !J ·"'álo .-.i X e."f rouqJtu:/.o n cerv-di11u;11."lional. 
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l:>BMOSTll.ACIÓN. Supongamos primero que X E K{2). Entonces existen un 
conjunto /vi y un subespacio cerrado A <le 2At tal que X es homeomorfo a A, 
el cual es cotnpacto por ser cerrado en el compacto 2"'1 • X es cero-dimensional 
pues X E R(2) (ver proposición 1.31). Hemos demostrado la necesidad. Ahora 
dcmostra.rc1nos la suficiencia. Sea X ccro-<limcnsional y compacto. Entonces X E 
R(2), así que para. algún conjunto M, X C·ror 2M y como este último nspacio es 
de Hausdorff y X es compacto, X Cct 2M, es decir, X E K(2). D 

0J.;PJNICIÓN l.ú3. Sean E C1tal1ruie1· e."lpacio 11 X E K(E). El E-cxpo11ca1t;e 
grande de X, E:1~J'F:X, e."I td 1níni11u1 t~ardiun.l infinito u para t!l cu.al X cd E°. 

Es fácil ver que para todo espacio E y t.o<lo espacio X E K(I!:), c:.r.pEX ::::;: 
ExpeX. Otras propiedades de los espacios E-compactos, corno las siguientes, 
pueden estudiarse con más detenimiento en (48]. 

PROPOSICIÓN 1.fi4. Sean E y 1---.. t:.'ipacios topológico.&1 C'llale...'ltJ1tie1n. Entonce..'I: 

(1) K(/':) ~ ll(J':). 
(2) H E K (/;,'). Al<i.• win, ExpBE = No. 
(3) Si X E K{H) 11 A Cc1 X, entonce.• A E K(E) y E:r:pEA :5 E:r.1,sX. 
{4) Si ¡>ara carla ¡1. E Jlv/, Xµ. E K(E), entonce.• se t.ie-ne que 11,,eM X 1, E K(E) 

11 Hxr's 11,,eM X,, :5 Lµ.eM Bx¡1i,;X,,_ 
(5) I<(E) :5 I<{F) .,i y .wílo .•i E E K(F). 
(6) K(E) = /\(F) .•i 11 sólo .•i E E K(F) y FE I<(E). 

Con <lemostrncioncs pnrccidas a IHS del ejemplo 1.30 (2) y de In proposición 
1.33, respcctiva1ncnlc, se pueden probar la.e;; siguientes proposicion<"!s: 

Pn.oros1c1ÓN 1.55. Si E e.'i ?ln e.•qmcio t.upológico cualq1tierfl., entouce.o.i K{ll) = 
J<(E) .o.ii u .o.iálo sin Cr.t E, 11 E f!."4 C<nnpacl.o 11 llatL'ldoriJ. 

PROPOSICIÓN 1.5ü. Si E e.o.i un e.&1pacio topológiccJ ctlalt¡tli.ern., entonct!.."l 1<(2) = 
J<(E) ... i 11 .•uílo si E t!.-.; certJ-di1n.ensional, r-0111.pacto y con 7Tl.Ú..'I de un punto. 

Para rl siguiPntr ejctnplo, n1cncionat.lo en (48), página 177, daremos la siguiente 
11otnción: 

NOTACIÓN: Si n es un or<linal cualquiera distinto <le O, <lenota.ren1os por (O, a) 
a la familia. de ordinales menores cstrictarncnte que a, con la topología del or<lcn. 
'l)unbión, si n es uu ordinal tnayor que 1, <lcnotarcmos al espacio [1, n) por (n} y al 
"spacio [l, u] por [o]. 

E.JB~tPl.O l.fJ7. S<~an n y {-J ordinales iniciales. 
{l) Si cf(<>) = ,•f(fj) <'ntonces /<([O. n)) = K({O, tJ)). 
(2) Si cf(o) # ,-f(rJ) entonces ni K([O, o)) s;; K{[O, tJ)), ni K([O. {:1)) s;; K([O, n)). 

011s1~nVACIÓN 1 .il8. Es rnuy liicil obtener la caracterización <le Ja. ~-regularidad 
insinuada al inicio <lu P.St . .a sección, usando el concepto <le E-compacidad: Si .}l es 
E-regular, existPn un conjunto i\I y un enea.je j : X - EA1 , así que t:/B;uJ(X) es 
E-cornpacto y J'i:, al i<lflnt.ificurse con j(X), es un subespacio de él. Inversarnente, 
<0 01110 todo /!.'-cun1pa<"to <"S }:.'-regular ·'· esta propiedad es hereditaria, tcn<lremos 
que to<lo suhespaciu de un /4.,'-con1pncto PS /~-regular. Entonces, <-fcctivn1n<-ntc, la 
clase /?.(/-.,')coincide con la de los espacios que son subcspacios de espacios 
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E-compact.os. Al añadir la propiedad <le I-Iaus<lorff podemos, sin cn1bargo, afir
mar algo más interesante, como veremos abajo: todo espacio E-regular y Hausdorff 
se puede encajar en un espacio llEX que es E-compacto y que tiene propie<lndes 
análogas a las de la compactación de Stonc-Ccch, {JX, de un espacio <le "l .. ychonotf 
J ..... 

NOTACIÓN: Si X y E son espacios cualesquiera y ponernos G(.;Y:, E)= {fµ} 1,eAf, 
<lenotarernos por n¡~ a la función ó.G'{X, E) ; X -- El't.-1 • Cuando no sea necesario, 
por el contexto. mencionar a la. X. n n~ la represcntarc1nos sencillamcntn con o F.· 

A In itnagcn de <l'B la. drnot.ar<~rnos por <tB...-"'< y a. la cerradura en El\ 1 de dicha 
imagen, por /-J¡._;X. 

Los siguientes <los resultados aparecen respectivamente co1no el teorcn1a 2.2 y 
la. proposición 2.4 en [23]. Allí pue<lcn consultarse sus <lernostraciones. 

PnOPOSICJÓN 1.59. St~J.1t ..,,\; :ti rJ t!S]J(J.CÜJS cualt!.'4'f1lÜ!rll.. 

{1) Si \' E U(J.J) ¡¡ J E CU<'.", Y), '"";_,¡,,una 1inir.a Jmu:it;n usf E C(ne)(, Y) 
/.al 1ruc or;f o o,.;= f. 

(2) Si Y E l<(J-iJ), E<!.., dt! l/n.11.-.;dorff11 f E C(X, l'), c.r.i.;tc ·11na.1Í11.ir.11fu.nci<J11 
f-1,~-J E C(l1sX:, Y) tnl qw: (1Ef o ns= J. 

PHOPOSICIÓN l .GO. Sean _y ;tJ /~ c."'J1acio."'l topoltÍ.Qico."I c·11nlc:-u¡11.it:rn !I o 1-:: = 
~J4E.\tf,,, dondt!. {fµ},,E.1\1 =e:(..,,\.'", b'). Ertl.(J11.Ct:S: 

{l) Si X E ll(E), ºE e."4 cnr..njc, es dt:cir, ,;\( se pu.rÁ.e identijir.11r con el .... ~u.bespacio 
ni;;J'"< de EA1 . 

(2) Si /,' e.• d<: lhm.•dorlT 71 ;'( E K( J-;), X = <>sX = /-JsX, "·' decfr, X .•e ¡nu:d<: 
C<JtL."lidt:tT1r co11uJ el subcspncio cc17nfio r.1.eMHEX de Ji:"'1 • 

f)J·~l-'JNJCJÓN 1.ül. S'en. X 11.11 t:."4¡mcio to7111lcigico cunlt¡11Ít!TYI .• 

(1) Una. extcn ... o;;ión de X es una ¡ui.ndn (j, l .... ), t!n dondr-: }'" c ... un e .... pacio de 
//au.srlorjf, j : X -- Y c ..... t!71r.aje 11 j(X) es dt!71-"IO ttn },.. . Us11.al711.t!1tle. no t-!."l 

nt-!r..esnrio hncr.r 1Yifcn:11r.i.n u la ir111u:rsüin j, 11 dirt-!1uo.o.; HÍ1nplt-!111c11 t.c -)/ '~·"' 
·una ,..,.;r./.t:11~"'i<Ín df-! )< ". 

(2) Si (j, }') y (k, Z) .o.;011. c:r.tc11.•·do1u;..o.; rlt! J'(, una ftUtción canónica de (j, \") 
en {l.!, Z) es 111u1 f11.11.r.itJ11 f!o11/i11.un ip : )' - Z tal que t.p o .i = l.!. 

(3) lJin~111.os que La.-. 1:.;r.fcn.-.io11cs (j. }') 11 (h!, Z) de X son cxtcusioncs equiva
leutes, y tl~11.otan:.11tos t!.-.ttJ. 7n"r.1pit,;,Lad. ¡un· (j, l'') =c:rt (k, Z) (o .-.üuplc11tcnlt:. 
por )' =";rt Z. <:U<nulo 110 ha.11a peligro de <:011/11.o.;it'iti) .~i cxisl.t! una. f11ncití'1 
cau<inica c.p : (j, )') -- (J.~. Z) y 'P 1: ... ho11u:ou1orji."'1r1.o. 

(-1) l:.:-.cribin:11uJ.'"i (j, },..) s;crt (l.!, Z) (o .-.i111.pleu1.1.-;11.tc Y ~cxt Z) si 1-;:.r.i~..,f.c u.ua 
fu.11r.idn r.n.nt)11.it~n. t.p: (j. )') -• {l.!, Z) ;11 tp e.o.; e11raJc. 

(5) /4.,:w:ribin.:nu1.o; (j, }·") ~e:rt (J..·.Z) (o)"' ~cxt Z) si c;r:i.o.;/.t-! 'lt71t1fnT1ci<i11 ctn1.<íuirn 
<.p; (k, Z) ____, U. Y) .• ':hielt• decirse 'fil<! (k, Z) es ¡>roycctiwuncute 111ayor 
que U.}') (Ver (56}). 

Ons1..:ttVACJÓN 1.02. 

(1) Si (j, }') y (l.!, Z) sou extensiones de uu espacio Jy, entoucf's existP a lo rn=L~ 
una función canónica cp: U,}'') - (k, Z). 

En C"frct.o, si tp ').. cp' son funciones canónicas <le {j, }· ... ) <'n (k, Z) nnr.oncns. 
p:u·a toda :r. E X. <r>'bcx¡(:r:) = 9' oj(:r.) = k(:J:) = (9 oj)l:r.) = <r>b<x)(:rJ ~
con10 Y rs de Hausdorff y _j(.;Y:) C8 <lcnso en Y, cp = cp'. 

TESIS COI·J 
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(2) 

(3) 

(4) 

l. ESPAClOS OUADALAJARA V PUEDLA 

Si una función canónica <p·: (j, Y) - (k,Z)_ entre dos extcnsioncs_de un 
espacio X· no eS hOrneomorfiS:mo O no es sobreyectiva, entonces (j, }'.") =F 
(k,Z). - -
Si f :_. (j, Y) - (k, Z) y g- :- (k, Z) - (j, Y) son funciones canónicas, 
cntonccsf = g- y fes homeomorfismo, es decir, (j, l') =~~• (k, Z). 
La relación =ext es una relación de equivalencia en el conjunto de extensiones · 
e.le un CSPacio X. - · · ·- -----·-· 

'CoNv.;;NIOS _._ - >_··• .. -

(1) Dos extensiones equivalentes de un ~ismo_espacio ·.f< serán ;¡·J~~~Í"fiCadas y 
consideradas como un sólo espacio. . · · .. ~,;_ ?···>;_ l ~, 

(2) A Ja clase de extensiones diferentes entre sí (tomando en'cuéntii'éLconvenio 

Pn:~;:::~:º 1~~3~r;~
0

: :.~ª ::0~:::;;;::,:.cx~;,:;:~;~}t~iJ;}:-~·,) ···v 
(&(X), ~c:r.t) son co'11fttnto.&1 7>arr:ial1nente ordt~1tado."'l: 

OIWINICIÓN 1.64. Senn 'P una propiedad topológica y X u'T1. ;,_~e!~ 'i~~Ló!li~o 
r.1uil1¡1tiera. 

(1) Una. "'P-exte11sió11 del espacio X (!,"I tt7UL e:r.tc11 .. "lió11. (j;':l'").~:fi':.: ~.>tal._:'.fl.'~
T e 'P. 

(2) Al conjunl.o de 'P-=:ter~~iones de X lo denotmetno,, por "P(X). 
(3) Si (j, '.J') es una e:r.ten,ión de X, se dirá que X está "P-encajado en (j; T) 

{n si111.ple111.enl.e en 7~) si . ..;ie111.pre que}' tiene la propiedad "'P y·f·e· C(X, Y), 
exi.•te j E G(T, Y) tal que j oj =f. . - ·'-

(4) Una "'P-extensión nuixima dt! X e..., una 'P-e:r.te11 .. ..;ió11. (j., T)'-dt!··-X·'._e11._la tJfJ.t! 

)\ está "P-cncajadu. · 

Dl~FINICIÓN 1 .65. SP.an X 11 E p_-.pn.r.ios r.unle...,q1iiern 11 (j, T) ·iJ.71.·a··eXi.tdi .. ~ióTl .. dt! 

X. (1) Si 'P c.• fo pm71icdad de ser· lwmcomorfo a B, S<! dir:d~',;,~--~~,-~I~tá B
encajado en (j, T) (u si1uplc111e11.te en T) . ..;i X. e:.st<Í "P-eTi~fad(i C71.:T1 ~. 

(2) Si "P t!R lt1. 71ropiedad 1\(1~) 9 a la .. -; P-e:r.l.en.-.ione.-;_ de X :·<i.l;. l~. ll~11iará E-
comp.actaciones de X. · ' -

Pnoros1c1ÓN 1.66. Sr .. n.n )\ ·un e.<.Jpacio 11 P 'ltna prvpi'edad topológica. 
(lJ Si (j, "J') c.s una "P-t::r.lt!1t."'IÜÍ7t uuí:r.i.uia de X, c11.tU1u.<·!."i (j, 7º) C..'f t!l tnrí.:r.iuu> rle 

"P(X) en (t:(X), :50 ,.,). . 

(2) Si ~r1 1J 72 ."'1011. 'P-e:r:l.e11 ..... ione . ..; 11uí.xi111.a.~ de Jy entoncr .. ..;, Ti =cxt .'J°:J. 

D1·:1>.10STRACIÓN. (1) Sea (k, Z) E 'P(X). Colllo l.: E C(X, Z) y Z E 'P y 
como X está 'P-encajado en (j, T), existe k E C(T, Z) tal que k o j = k. Por 
lo t.ant.o Z '.5crt ':F. 

(2) Es corolario de (1). 
D 

i:t¿:(X) viene siendo u11 coujuuto de rcpresc11truJtes pnrn Jns clnscs de cquivnlc1Jci11 111ódulo 
=~rt• 

l•t l::n un lcnguujo nuí..._q clu.ro: .,'ir,: csuí. f!:-cnCH.j11.clo en 'J' 1d pu.ru. cuu.lquicr función cont.inuu 
f: ~X - E:. cxiMte unu función cnntlnutt. j: 'J' - B tul qur. ilx =f. 

TESIS CON \ 
~'AL'LA DE ~&l@N i 
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Por Ja proposición 1.60(1) sabemos que si X E R(E), entonces (as,/3sX) es 
una extensión de X que es E-compacta, o sea, (ae,f:JsX) E K(E)(X), pero ahora 
veremos que esta extensión tiene propiedades análogas a las de la compactación de 
Stonc-écch, como auguramos en la observación 1.58, si E es de Hausdorff. 

T~}OREMA 1.67. Sean E un e.•pacio de Hat1 .. •dorff7¡ X E R(E). Entonces: 
(1) (ae, /3sX) e.• la K(E)-extcnsión máxima dP. X. 
(2) (or;, f3gX) e.~ la 11.11ica exten.~ü>n E-coT1t¡1acta de X en ln 'J1"e X e.~tá E

encajado. 

D1·:MOS'rll.ACIÓN. (1) Ya quedarnos en que {<xs,/JeX) E K(B)(X). Corno 
E es de Hausdorff, Ja proposición 1.59 nos permite deducir que X está J<(E)
encajado en (<.re, /1eX). Por consiguiente (<> ¡.;, {"J¡.;X) es una K(E)-cxtensión 
máxima de X. 

(2) Como E E K(E) y X está K(E)-cncajado en (u¡.;, /3sX), entonces, para 
toda f E G(X, E) existe j E G(lJsX, B) tal quejo as = f .. Por ende, 
X está E-encajado en (< .. E, fJEX). Para proba1· In unici<lud, suponga.rnos 
que (j, T) es una extensión E-compacta <le )( en la que X P.stá E-encajado. 
Si logramos ver que (j, T) es una l<(B')-cxtcnsión máx.hna Je X entonces, 
por la proposición 1.6G, se tendrá que (j, 'J') =c:rt (<.-e, fiE(X)). Scnn, pues, 
Y E K(E) y f E G(X, Y). Como Y E /\(B), existen un conjunto J\J y 
un encaje h : Y ~ E"'1 tales que h(Y) es cc-rrac..lo en. gM. Si para cada 
/L E 1\4, 7rµ : /.!:'\/ -- }!,,,' <~ la proyección canónica, cntonce .. 'i, para to<ln 
f' E M, ?rµ o h o f E C(X, E). Como X está E-encajado cm (..j, T), existe 
gµ E C('J',E) tal quegµoj = -rr,,ohof. Sc>ng = ¡:,.µEM9µ: T- J,;M. Para 
toda¡< E JH, -rrµo(goj) = (tr1,og)oj = gµoj = tr1,o(hof). Por ello, goj = hof. 
Por consiguiente, g(T) = g(d-rj(X)) <;:;; d¡.;.,f/ o j(X) = cle..,h(/(X)) <;:;; 
ct,,,.,h(Y) = h{Y). Ahora bien, 1i- : h(}') ~ Y es homC'Omorfismo, así 
que si f = 1i-og, cntoncc>s f E G(T, Y) y joj = 11.- o.qoj = f¡- ohof =f. 

o 
EJl!'!f\.tPl ... OS 1.08. (1) Si j: X ___, 1' es encaje, e .. 'i flícil corroborar que: 

{a) X está IR-encajado en T si y sólo si j{X) está G-encnjado en T en el 
sentido de [34], es decir, toda función en G(j(X)) puede c>.xt<mderse 
a una función en G'('J'). 

{b) X está ll-encajado en T si ~-sólo si j(X) CStli c·-encajado cm T (ver 
1.16 de (34]), es decir, toda función en C(j(X),II) puede extenderse a 
una función en C(T, Il). 

Cuan<lo se identifica .)( con j(X), cosa tnuy co1nú11, coinciden entonces el 
concepto de IR-cncaja<lo en T con el de C-cncnju.do en T, y el <le Il-cnca.jado 
eu '/'con el <le (.,.'*-cncujuc.Jo eu T. De este tuo<lo. 1.07(2) S<' pt.u-?<le escribir 
así, en el caso de E = E: 

(e) Si X es <le 'Tychonoff, (u¡ .. {:}¡)(") es la 1ínica. extensión compacta -:i-r <le 
l-Iaus<lorJf (recon.lw· couieutal"ios eu la página 29) <le.,,,\(_ en la c1ue X 
está C*-cncaja<lo. En pocas palabras~ ¡3¡..,,,~ no es otra cosa que la 
compactación de Stone-éech de X, ¡-J,'I( (Ver ü.5 de (34]). 

Y en el ca::;o en que E = lit así· 
(d) Si X es el<~ T~·chonofr~ (r~"R .. 1-laX) es lu iínica extensión realco1npacta 

y de Hausdol"ff de X en la que X <!Stá C-cncajado. Así. fiRX es la 
n:m.lcon1pactacióu <le lle\,:itt <le .,,,~. v..1Y. 

TESIS CON 
FALLA DE OHlGEN 
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El lector interesado en conocer 1nás hechos sobre E-compacidad, puede acudir 
a (48) o a (56). En [23) se encuentran interesantes resultados sobre N-compacidad 
y en particular se estudia. la analogía que existe entre la relación de f3NX con /32X, 
y la relación de f:JaX con {"JX. Se prueba también allí (ejemplo (2) en 2.13) que si 1\. 
es un conjunto no numerable, entonces zA = .&N(zlAl), donde zlAJ es el subcspacio 
de zA que consta. de todas las x = (x,.) para las cuales X.>. =O, excepto para a Jo 
más una cantidad numerablu de...\. '"s, es decir, es el E-producto de ZJ.. ba.sac..lo en Q. 

Recordemos que si {X~}Á<a es una familia de espacios topológicos y a E 
n~<n XJ.., el ~-product.o de CTÁ<n XÁ basado en a, es el conjunto 

E(a.) = {x E TI X,.: IP• <a: x(..\) 'i' a(..\)}j :5 No} • 
.>.<n 

U:sn.n<lo (:!} corolario ~.4 d~ [2], po<lerno:s probar quu si h: es <le Haumlorff y 
todo singulete <le E es G¡;, entonces todo E-producto de un producto topológico 
CTµeJH Xµ. es E-encajado en dicho producto, En particular: 

PROPOSICIÓN 1.ü!). Si E e.• de llau.•dorff 11 en él l.odo singulete. es G6, 11 .. i 
{ .... \:"µ : ¡t E J\'1} e.'I una fa11tilia de espacio,., topol6gicO,., E-:-co1npa,c,.to .. ~; e.u.tauc<!s 
f:J,o'E(u.) = fl,.eM X 1., pmn todo u E fl,,eM X 1,. 

Dl·~MOS'J'RACIÓN. E es denso y E-encajado en nµ.EM x, .. ,, el ,~11.~l.'cs E-'.coil:~pncto. 
Por consiguientP, ¡:J¡.-;"i:.(a) = nµ.EJ\./ ..-"\.,". . . . . .. D 

Conclu.vnrnos nuestro capítulo con algunas observaciones acerca <lo r..spacio 
fucrtcrncntc ccro-<limcnsionalcs que nos serán muy útiles. Para comenzar, recuérdese 
que un espacio no vacío X es fuertemente ce~dirnensio11a.l si es de Tychonoff 
~~ satisface qtm. para cualesquiera dos nulos15 A y B, ajenos entre sí en ""'Y, existe 
un cr.rrnhir.rt.o e· dP. ~\ t.nl qur. A ~ e: y D n C = 0. 

011s1-:nVACIÓN 1. 7(). To<lo espacio fuurtcrncnte cero-dimensional es ccro-<limen
sionnl ((24], 6.2.6), pero no todo cero-dimensional es fuertemente cero-dimensional 
([24), ü.2.20). Sin embargo, todo r.spacio cero-dimensional y de Lindelof es fuerte-
1ncnte ccn.>-di1ncnsional ~,., con10 corolario <le ello, también lo es todo espacio nu-
1nerabl'~ no ''acío y rc~gular (ver el corolario 6.2.8 de (24]). 

So11 r.jp1nplos dr. espacios fuc-rt(~menrtc cero-dimensionales, todos los discretos 
110 vacíos. ln. Línea de Sorgrnfre~·. N, Q y todo subcspacio <le IR que no SC'n vacío 
y q1w nu cont(~uga niubrún iut.ervalo 110 va.cío. Tarnbién lo son Q 11 y (IR\ Q)", para 
toda nE N. El c>Spacio de Baire de peso 111., 1.J(ui), definido en 4.2.12 de [24), es 
fuertctncntc cero-ditnrusional. para toda 111.?.: No (ver ejemplo 7.3.14 <le (24J). Los 
rspacios dP ordinales [U, w1 + 1) .V [U. wo + l) (ver notación en la página 30), son 
funrternente crro-ditn<-nsiouales. así corno to<lo subespacio C .. -cncaja<lo y no vacío 
<lP 11(10 <ll.IC~ t.au1bi,;11 lo SPU. 

Cotno ~·a n1cncionamos. si ""'' es ccro-din1cnsional y Lin<lclOf entonces ""'1( es 
fuertemente crro-ditnensionat así que si X es compacto, son equivalentes el que X 
sea. ccro-<li111rnsio11nl con c~l hecho <le qu<~ X sea ñ1erterncntc cero <limensiorml. En 
ü.2.12 de [24], 5" prur.ha qur. la compactación de Stonc-écch, /JX, de un r.spacio X 
es cero-ditncnsionul si ~· sólo si ""'\."" <'.S fuert.crnente cero-dimensional. Po<lc-111os con 
<-st.u dctnost.rnr queo: 

_., 
'TY.~lS COl\\ ~e'\._ 

~.f\.\..\.l\ Dt O~WJ.~N 



3, E-COMPACIDAD 

PROPOSICIÓN 1. 71. Si X e.<1 un ~">pac_io Cf!TYJ-di111.P..1t...,ional •• ~on erptiualente.'I: 

(a) X e."l fue.rte711.e1tte ce1v-di1riensio11.al. 
(b) {:hX =cxt f:JX. 
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Dl'.!MOSTRACIÓN. (a)=>(b): Si X es fucrten1ento cero-diinensional entonces 
{:JX es cero-dimensional, por lo que es una extensión 2-compacta <le X. Además, 
si f E C(X, 2), dado que 2 es compacto y X está. K(ll)-encajado en µ,,'\: = f:JX, 
cxi8te j E C({:JX, 2) tal qu" jo o¡ = f. Entonces X está 2-encajado en ¡;JX. Por 
1.67(2), /3X =ext f'J2X. 
(b)=>(a): Si f:JX =cxt ¡>.,X entonces {:JX es cero-dimensional y por lo tnnt.o ,'I( es 
fuertemente cero-dimensional. O 

En capítulos postcriorcs16 usaremos espacios que son norrnalcs y al misn10 
tiempo fuertemente cero-dimensionales. Afortunadarnente estas dos propiedades 
conjuntas pueden caracterizarse de diversas rnancras, corno mencionarnos en la 
siguiente, fácil de demostrnr. 

Pnoros1c1ÓN 1. 72. Pr11n todo e.'lpacio no 11a.c.ío .,,"(. ~ son equivalenlt!.'/ La_.., si-
g1tienlt!.'I afi1-r1u1cione...,: 

(n) X e .... fucrtc111.<!7tl<! ct:1u-di11u!rtsio11.al y 1tonnal. 
(b) Todo cerrado f!n X t!-41 2-cnr .. ajn.du f!n X. 
(e) F'tnn cuale."IC}ttieni dos c_'t!'f"r«tdo .... ajt!1UJs F 11 G en ... '(, e:r:i.stc f E G"( ... Y. 2) tal 

que f(A) s;; {O} 11 f(l.J) ~ {l}. 
( d) Prt1Yl. <:1Utle.wµtit!1'll. dos <:t!1"t'rLdo.'4 ctJeuos ¡.· !.I e; f:11. X. exi.o.;t.en Ct!1"f'n.bierto.-.. 

ajenos A y 13 <:n X lttlt!."i cru<.; F' <;;; A !J G <;;; /J. 
(e) lrul X =O. 17 

OBSl·~llVACIÓN 1. 7:i. En vista de la proposición nntPrior, nos refcrin~tnos a los 
espacios fucrtcrncntc ccro-<lin1cnsionale::; y 11or1nalcs co1110 aquellos tales que su lnc.1 
es cero. Son de este tipo to<los los espacios ccro-<litn<'.?nsionales ~~ de LinclclOf y los 
ultra.paracon1pactos. Todo espacio inétrico separable y cero-dinu~nsionnl es ccro
c.Iin1ensional y de Lin<lelüf, por lo que tatubién tirne hui c<~ro. 

16 Por ejemplo en d tt:"Orcm.u 3.28 y en lu proposición ,1.-15 
17 Ptt.rtt ver unudcfinición del concepto de di1ncnsión inducth'l\ JJ;rtuulc t.h.• un f.~pttcio .'\·. lnd .. "\". 

puede consulttt.nm (27}. 
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CAPÍTULO 2 

Estructuras de funciones continuas 

Si X es un conjunto, la surna y el pro<lucto <le núrne1·os reales se usw1 para 
definir una suma y un producto en JR.X <le manera puntual: para cualesquiera f y 
gen JRX y para cada :r. E X, (f + g)(x) = f(:r.) + g(x) y (f · g)(a') = f(:r') · g(:r.), 
y también un producto por escalares: si r E R y f E R""'", para ca<ln. x E X, 
(r f}(:r.} = r(f(:r.}}. Con esta operación y la suma en RX, este conjunto resulta ser 
un espacio vectorial sobre R.. Asimistno, (Rx, +) es un grupo abcliano y (R·"·, +, ·) 
es un anillo conmutativo con uni<la<l. 

La relación 2: en IR-" definida por: f 2: g si y sólo si f(x) <;: g(a,), para cada 
x E X, C..'i un orden parcial en el que, para cualesquiera funcionns /, !J y h en 
JRX, f 2: g hnplica f + h 2: !I + h, y las condiciones f 2: .'/ .v h 2: U irnplican 
fh 2: _qh. Estas consistencias <le la suma y del producto con el or<lrn parcial, hacen 
de (RX, +, ·, 2:) un anillo parcialmente ordenado (ver drfinición <'n 0.1!) de [34]). 

Si <lefinin1os, para cualesquiera. f, gen JR.X las funciones f /\. g, f V _q, de X u IR 
de tal suerte que para cada x E X, (fAf1)(x} = f(x}Ag(:r.) (ínfimo deo {f(:r.) • .'l(x)}) 
y (f V g)(x) = f(x) V g(x) (supremo de {f(:r.),g(x)} }, se comprueba que (IR.X, A, V) 
es un retículo. Así, (JRX, +, ·,/\,V, 2:) es un anillo ordr.ruuJo rPticul1u·rncntc (ver 
[34), 0.19, página 7). 

Más atín: con la topología producto, (IRx, +)es un grupo topológico, (R·"·, +, ·) 
es un anillo topológico y (JR.·X", +) con el producto poi· escala.1·e.'i. es un espacio 
vectorial topológico. 

Ahora bien, si X es un espacio topológico, f y g son elernent.os de C:"(.,..'\') y r 
es un real cualquiera., entonces f + !J, f · g, f /\ g, f V g y rf, .son ta1nbién funciones 
continuas, por lo que (C(X), +,·,V,/\,~) es un anillo ordenado reticularrncnt.c. 
subauillo de RX; (C,,(X),+) es un subgrupo topológico ele (Rx,+J: (C,,(:<),+,-) 
es subanillo t.opológico <le (R.·x, +, · ), y (C...p(X), +) con (!l pru<lucto por esca.lares, 
es subespacio vectorial topológico de (IR-",+). 

Trataremos de generalizar lo anterior: 

1. Estructuras algebraicas en C(X, E) 

DIWINICIÓN 2.1 (ver [49) ). (1) Una estructura algebraica t!.'i u11f1 f.crr1t1 

e = (E, (oa, ••• , oe., ••• )e<,u (po, ••• , ,,,.,~ .•. ),,<,13), 

dontlt! E e...o; un conjunto; ¡Jara cadn. !¿ < o, oe e.'i una o¡Jt!rncicJn ."'IO/J7'r! E, 11 
]J<L'ITL t:tuLrL T/ < fJ, p,., e..o; tt11.tL 1vi<Lcicín Huln-c E. 

(2) Cu.ando no lu111a peligro de conftt • ..,iiín, noH re.feri1T!11u.1.-. a nnn. e.-.t·r·ucf.un1. al
f/ebni.ica co111.o t!1l. ( 1 ), /tablando ,'it!Ttciilt111uintt! de .. In t!sf.ruct.uru. algt!braicn 
E" 

(3) El tipo de la estructura 

& = (E, (oa, ... , oe, ••• )e<o, (po, ••• , p,,, ... )r1c:::::3). 

TESIS CON 
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(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

2. ESTltUCTUH.AS DE FUNCIONl!:S CONTINUAS 

e.'I una pareja 

T = ((vo, ... , v0 , ••• ) 0<o• (µo, ..• , ,,,,),,<fJ), 

de sur.e."li011.C..'I tran.-tjinitas, tal (/'U.e pan1 cada e < 0 1 Oe t!S Una U1H~1Y1CiÓn 

ve-aria y, 1HL1TJ. cada 7/ < {;J, 1"'1 ·es una relación 1.1.'1-<1.·ria. 
Dmúl..'1 dus e_.t,..,~ctunLS E = (E, (oa, ... , 0 0 , ••• )<<o• (po, •.• , p.,, ... ),,<13) Y 
E'= (E',(o~, ... ,o(, ... )e<c.,(P~, ..• ,p~, ... ) 71<,a), aTJiba..'I del 111:i..-t11uJ ti7,<> 
T = ((Vo, ~ .. 've, ... )(<ctt (¡1-0, ••• , ,,,.,)TJ<fJ), una función cp : E ..:....__. E' e.."':i 
huTTto1ntJrfi.'l11tt1 (de e"ft1-rtctunu1 algebraica..., del tipo r ), si: 

(i) V l; < Cl' y V(x-,)-,<v< E E"•, cp(o<((x-,)..,<v<)) = oé(cp((x-,)..,<v<)). 1 

(ii) Para cndn T/ < fJ y cada (x6)6<µ,, E E''•, (x6)6<µ,, E p.., iniplicn que 
(cp(x6))6<µ, E p~. 2 · 

Si e y E' .'IOTI. estructura.'I al_qebraicas del Tni."l'Tllo tipo, COTT&O en (4), ttna 
.función c.p: E - E' es Üiu1norfi.•nno (de estructura..~ al.gebraica..ti de tal tipo} 
si <p es biyectivn, y .Yati.Yface {i} 11 {ii} de (4), pen> substituyendo en {ii} la 
palabra i1nplfr..a por la expre..<1ic}n .o;i 11 .o;l;Lo si. 
Dada un. e.o;tructurn E con1.<J en (1), una .-tttbe.'itructura algebnzica tie E consta. 
de un subconjunto Eo que es cerrado bajo toda."l las operuciorte.."l de E junto co71. 
operncione.._~ 11 relacio11.e._"1 que ."1011. las Tni.<1nia."I que la.-1 de E, pem 'l"estrin.qidtu-:1 
a.Eo. 
Sea E = (E, (Oo, .•• , oe, ... )e<a, (po, ... ,p,.,, ... ).,,<tJ) una esl.ruc:t·urn nlge-
braica de /.ipo T = ((va, ... , vé, ••. )<<o• (110, • •• , ¡1.,.,),,<fJ ). Dire'1WH que t: es 
una estructura algebraico-t;opológica de t;ipo r, si E es un e..¡7Hlcio 
topológico de /In.usdorff 11, ])(lTa cada e < n, oe : Eµt. - E e."'I 'll1UZ. fttnCÍÓTI. 

continua. 

EJgMrr.os 2.2. (1) Si ¡,; es una estructuni. algebraico-topológica. y X es 
un espacio topol6gico arbitrario, con las operaciones y relaciones definida-e.;; 
puntualmente a partir de las operaciones y relaciones en E, C."'(X, E) se 
convierte tarnbién en uun estructura nlbrebra.ica <lcl 1nis1no tipo que E. 

(2) Si E es un espacio vectorial sobre un carnpo K, el producto de elementos 
de E por escalares (elementos <le /(') se pur.de interpretar como una familia. 
de operaciones unaria ... i<;. En efect.o,(1'J, +)es un grupo abeliano y la familia 
En.d(E) <le cn<lon1orfisn1os de J-J es tan1bién un rutillo. El que E posea una 
"multiplicnción por escalares". significa que existe un morfismo de anillos .. 
o: K - J..:11.d(J.;). Pru·n cada J.~ E J< .Y pn.rn cada u. E 1-J, el producto k: ·u. 
no es otra cosa que aplicarle a a el en<lornorfisrno o(k): k ·a= o(k)(a). De 
ahí que """multiplicar por k" es la operación unaria o(J.~) : r.; _,. E (ver [1]., 
por ejemplo). 

(3) Como corolario <le 1.59 (1), tenemos que si X y E son espacios topológicos 
cualcsquiern, C( ... Y-. E)= {/1i}1,e1u y UE = Ó.µe,w/1,,,: X -- EA/, entonces., 
para to<la / E G(X, E) existe una única <>Bf E G(osX, b') tal quu tt1,;f o 
ate = f. Esto nos pernút<' <lcfinir una función V' : G(X, E) - C(crsX, E) 
tal que para ca<ln f E C(X, E), 1/J(/) = c.r,,/. Ahora. bien, el hecho <le que 
para ca<la / E: C(X, E), nsf es el único elemento <le C(aeX, E) tal que 

1 Püru. qut~ su Vt~tt nuiff clan>: tli por cjcniplo, oc CH una. opnrnción Uinuriu, (i) tW~ñttlH. que si 
(x1 ,.r2) E E 2 , cp(::r.1ocx~) = c,.?(x1 )o:.?'(:r.2). 

2 Por ejemplo, si 11~ es untr. ;clu.ción Uinu.riu, cuclu. vez que (:r1,:r.~) E f!:2 • :r. 1 p.,:r.2 
i,::t(Xt )p~1 cp(X2 ). 
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atef o ate = f, implica que la. función ate•: G(ateX, E) --> G(X, E) que a 
cada. g E G(a8 X, E) le a.socia °'E*(g) = .9 o atE, es Ja. inversa. de ..¡,. Entonces 
.,¡,es una función biyectiva.. 

Cuando E es una estructura algebraico-topológica, es fácil comprobar 
que tanto t/J como su inversa oE*, conservan las operaciones de estructura 
algebraica de sus respectivos dominios. Ahora probaremos que ambas fun
ciones preservan tarnbién las relaciones, con lo que ca<la una de ellas se 
trueca en isornorfismo (<le cst.ructuras algebraicas del rnismo tipo que E). 

Sea p una relación cu /!.,' que por simplicidad supondrernos binaria, y 
sean ¡r\: y pnsX las relaciones en G~(}<, E) y en C(oEX, E), respectiva.mente, 
definidas puntualrnente a partir de p. Vcarnos primero que oE* conserva la 
relación µ 0 eX. 

Sean h y k clernentoH <le G,(nF:X, E) y supongarnos que h po.e .. 'i: J.-;,. 
Entonces, para toda 7' E uEX, h(:p) p k(¡,). En particular, para cada :r. E X, 
h(aE(x)) p k(a,.,(x)), es decir, honp,(x) p koop,(x). Por lo tanto, np,*(h) = 
h o O.¡;; p k o O:E = <r1~*(k). 

Ahora veamos que tb cousPrva la relaci6u ¡rti:. Sea.u f y g cleruentos 
de G(X, E) y supongamos quf! fpx g. Dnfinamos In función h = D.{f, g} : 
X --> Ex E, es df!Cir, para :r. E X h(x) = (f(:r.),g(x)). Entonces h es 
continua y, corno f px g, s<~ tiPne que para. cada x E X, J(x) p g(x ), es 
decir, (f(x),g(:r.)) E I'· Por consiguiente podernos considerar ah como un 
elemento de C(X, p). Dado que p E R(E), por 1.59(1) existe h E G(a¡;;X, p) 
tal que J~ o ªE = h. Así, para cada p E n EX, J~.(1') E p. Sea h 1 
D.{oEf,nEg}. Entonces, para cada x E X, h1 o nE(x) = h1(<re(x)) = 
(aEf(atE(x), <>Eg(oe(x))) = (uEf o o:¡;;(x), D"E9 o <>'E(x)) = (f(x),g(x)) = 
h(x) y, por In. unicidad pregonada en 1.59 (1), h 1 = ii y por consiguiente, 
para toda 1' E <rEX, se tiene que (oEf(p), nEg(¡,)) = ht (p) = ii(¡J) E'" con 
Jo que tl•(f) = ap,f p""x <-rF..</ = t/J(g), es decir, ,¡, preserva la relación px. 
En conclusión: 

PHOPOSICIÓN 2.J. /Ja.do ... c1u1lquier e.vpru:iu /.upoltlf¡i<:u X y cualqu.ü:r e."'i

truct.u.ra. a(qc!brnico-topolt5,qü~a ¡.;, la. fu1lcicín 1/': C(X, E) - C(crEX, E) /,al 
t/'IL" ¡mra cada f E C(,'.'.", E), ·q,(f) = <Jt¡;;f, y .~u inversa. °'E*: C(a 8 X, E) -
C(X, E), que a. aula .9 E C(uEX, E) le a..~ucia. u1-1 *(g) =.</o ºB• son i.'o-
11iorfi.c,71w.o; <Lt: e-"'il1'1tr.f,ura."'i a(qdnnicas (del 711.i.c;111.o t.ipo q1u! b'). 

(4) Por 1.59 (2) sabernos que si ... '< es un c:o.8pacio topológico cualquiera y E es 
T2. dada f E C(X, \'), <'xist<' una única función fl1<f E G(lJE,Y, Y) t.nl que 
/-lef o <XE = f. Se puede dnfinir entone~ una. función ( : C(X, E) -
C(/3EX, E) t.al que, para cada f E C(X, b'), ((f) = f"JEf, la cual también 
tiene una inversa e- : G(/~1-:X. E) ~ C(X, E) t.al que c-(g) = g o 0: 8 , 

para t.oda _q E G,(t'i::. 1'J). A:-ií p11PS, ( l'S biyectiva. 
Si r..; es unn. r.sLructura. algcbrnico-topológicn, es fácil ver que e- es 

un homornorfismo de estructuras algebraicas, ya. que e- se comporta cxac
tarncntc igual que n v:* rn (a). En can1bio, C no nccesa.rian1cntc preserva 
relaciones, pero unn prueba análoga a la que usan1os pa1·a. demostrar que 'lf1 
conserva relaciones nos llevada a co11cl11i1· que: 

TE.SIS CON 
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PROPOSICIÓN 2.4. Sea E una estructura algebraico-topológica tal que toda.• la.• 
relaciones de E Son esPaCió.'I E-coTnpactos, y ."lea X un espacio cualquieru. Entonr..r,,s 

(: C(X;E)-> C(f:JeX,E), tal que f ....S... f3ef, e.• i.•omorfi.•mo. 

Los ejemplos (3) y (4) anteriores, y las respectivas proposiciones 2.3 y 2.4, son 
casos particulares de una situación que analizaremos en seguida: 

Oss~~RVACIÓN 2.5. (1) Si Con es la categoría de todos 108 conjuntos y fun-
ciones entre ellos, y si E es un conjunto, obtenemos un funtor contravn.riante 

Con(-, E) : Con - Con 
asociándole a cada conjunto X, Con(X, E) = Ex, y a cada función f : 
X-> Y, la función f#: Ey-> Ex tal que, para cada g E EY, f#(g) = 
gof. 

(2) Si Ces la categoría cuyos objetos son las estructuras algebraicas de un cierto 
tipo dado T y cuyos rnorfismos son los homomorfismos de dichas estructuras, 
y si E es un objeto de C entonces, para cada conjunto X, Ex tarnbién es 
un objeto de C con las operaciones y relaciones definidas puntualn1cntc a 
partir de las de E y, para cada función f : X --+ Y, la función f# : EY 
Ex, definida en (1), es un homo1norfisrno <le estructuras algebraicas. Así 
obtenemos un funtor contravariantc 

C(-,E): Con -C. 

(3) Ahora suponga1nos que E es un espacio topológico cualquiera. Entonces, 
para cada conjunto X, Ex es también un espa.cio topológico (un producto 
de Tychonoff) y para cada x E X, representaremos con 7r:r : E .. "'< - E a 
la x-ésima proyección naturaL Si f : X - Y es una función cualquiera, 
entonces Ja función ¡= : EY - Ex es tal que para toda x E X y para toda 
g E J:Jl', (rr,,of#)(g} = rr,,(J#(g)) = rr,,(gof) = gof(x) = g(f(x)) = '1í/(z)(.q), 
es decir, 7r:r. o f# = 11"'/(:r.) : EY - E, que es una fuución continua y como la 
fuente {7í3.': E .. "< - E: x E X} es inicial, f°' c-s continua. 
De este modo obt.encn1os un funtor 

Tap(-, E) : Con -- Top 
como en (1) y (2). 

(4) Sea E una estructura algebraiccrtopológica. y sea C la categoría de todas 
las estructuras algebraico-topológicas <lel 111isrno tipo que la de J~. Es fácil 
percatarse <le que, para todo conjunto ) 1(, In estructura algebraica E~'< es un 
objeto de C. 
Una operación o-aria a""'< : (EX)ª - Ex, definida en Ex puntuahnente a 
través de la correspondiente operación o en J!J, es la única función que hace 
conrnutar el siguiente <liagrruna., para cn<la :r. E X: 

o-" 
(Ex)ª~-----~ 

(rr,,)ª l 
Eª-------- E 

~~~--::::-::;::;:;--;::;-;::;:--~---i 
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Aquí (7r.,)ª = ~>.<a(11"., o p,.), donde P.>. : (Ex)ª - Ex es la A-ésirna 
proyección natural, para cada. A <u. Como Para. cii.da.:x--e x;--o o (7f:z:)º-es 
continua, ox es continua. . .. - ,. , .- _ - · . .· 
Por otro lado, como vimos en (3), la fuiici6n f_d .": E;~.,,~'.E_x· e.s cont-inua. 
De este modo obtenemos nuevamente un: funtOr cOntrá.vH.riante -

C(-, E): Can--> C 

definido de manera análoga que en los ca..c¡os anteriores. 

2. Estructura topológica en C(X, E) 

Ahora. nos toca. hablar de C(X, E) corno espacio topológico y corno estructura 
algcbraico-t.opológica. 

Dr-:FINICIÓN 2.G. Si X y E .•on c.•pacio.• topoló.qico.• cualesquiera, Cp(X, E) 
sení el r.:,.'9pncio topológico cuyo conjunto subyacente es C(X, E) 11 cuya topología e.~ 
la. que hereda co'l11.0 .~ttbe.orpacio del producto to¡Jológico (de 'l}¡chonoff) Ex. A dicha 
topolorrín. .'le le llarna la topología de la. convergencia puntual en C(X,E). De 
ahí d ,o.;nhindice 1'· 

1iLma.riz, Casarrubias y Hcrnándcz explican en [62] que el nombre <le topología 
de la convergencia puntual dado a la que tiene C'p(X, E), se debe a.l siguiente hecho: 

l'ltOPOSICJÓN 2. 7. Si f E C(X, E) y (f>.)>.eA es una red en C(X, E), entonce.• 
(f>.)>.eA comwrge a. f en C(X, E) .•i y Hólo .•i la red (f,.(x))>.eA converge a f(x) en 
E, ¡mtn cada x E X. 

Para. caracterizar <le otra forma la topología de la convergencia puntual en 
C(X, E), definirnos: 

D1·:14 
... fNICIÓN 2.8. Si X y E son e.•rpacios l<>¡KJlógir~."'' t!7Ll.01u:1:."I, pani r.<ida. :r. E 

X, la fu.r1>ci<írt evaluación en x t!s la función X: Cp(X, E) - E tal que 7Jam toda 
f E C(X. E), x(f) = f(x). 

Pnoros1c1ÓN 2.f.J. Si X 1J E .o;;on. e."'lpacio."I topoló.qico.o; cuale..;quiern,- t!Tttortct!.."'I: 

{l) fJarn <'AUia x E ¿"<, :i: t~o.t la -n-:."il1'icción a Cp(X, E) tft: la :r:-é."4i7nn 7n'01Jt',.cr.iú11. 
u.n.tural tr:r: : Ex -- E 11 por lo tanf.<J <:."I continua. 

(2) f...<.1. to¡mlu,qía. 111: la convergc:ru:ia p11.n/.ttal en. C(X, E) e.o.; la t.opulogía débil o 
inicfol rn.'lpccto a la 7>an~ja ( { E},.:F), donde .:F e.• la fuen/.e {x: C(,\'.", E) -
E::r.EX} 

(:J) La. familia de r.nnjuntu.• de la fonna x((U1) n ... n x;;-(Un), dond<! n E N. 
xi., ... ,:r.n .o.;on t!le71tt!ntu.o,; dí! X 1J U1, ... U.,.. son a/Jie·rto.~ en E 9 fur1uan una 
l>ri..-..e ¡mnz In to¡Jología. de la convergencia puntual en G(X, r~)-

IJ1·:!\tos·1·1tAc1óN. (2) Co1no la inclusión i : Cp(X, J;;) ~ Ex es encaje y la 
fuc111c { tt:r : f.:x - J!J: ;1: E .)(} es '1'ap-fuente inicial, la fuente {:i:: C 1,(X, E) --f' 

E : x E X} = {rrr o i : x E A .. } es Tor> .. fucnte inicial (por 1.5). (3) es corolario 
innw<liato de (2). D 

No'tAcloNi..:s: Sean X y l:::J espacios topológicos, para cada .x E X, 7r:r.: 1:.:-" -
E la:r-ésitna pro,y<"cción natural, 11 EN, x1, ... ,x,.., elementos de X, y U1, ... Uu 1 

abirrtos en ¡.;, EntoncC'S: 

(1) 1L;-; (U1) n ... n 7r;;-, (Un) será denotado por W(x1 •.•• • Xn; u, .... u .. ). o por 
[;r1 •...• :r.,,: fJ¡, ... fJn]· 
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42 2. ESTRUCTURAS DE FUNCIONES CONTINUAS 

(2) :i:1(Ui) n ... n :r.;;-(U,,) ~será denotado por W(:r.1, ..• ,x,.; U1, .•. U,.), o por 
(x¡, ... ,xn;Ui, •. .;Un)• -

Note que W(xi, ... ,x,,;U,, ... U,,)= W(x,, ... ,x,.;U1, ... u .. ) nCp(X,E). 
En algunas ocasiones será útil escribir (f; xi, ... , Xn.; Vi, .... , Un) para indicar 

que f E (x1 , ••• ,xn.; U 1 , .... ,Un), en especial cuando E es métrico. En este caso, si 
des Ja métrica. de E, e:> O, f E G'p(X, E), n EN y, para cada j E [n], Xj E X y llj 
es la bola con centro en f(x1) y radio e, entonces escribiremos (f; X\., ••• ,xn; e) 
cnvezdc(/;x1, ... ,xn; B1 1 ••• 1 Dn)-

OesgRVACIÓN 2.10. (1) Regresemos ahora a (3) de Ja obse1·vacióu 2.5. 
Supongamos que E es un espacio cualquiera. Vimos que si f : X - Y 
es una función, entonces Jd : EY - Ex, tal que para ca.da g E E~, 
f~ (g) = go f, es una función continua. Entone«....~, si fes continua, para toda 
g E Cp(Y, E) fd(g) = g o f E c,.(x, E). 

Llamen1os ¡• a la función f# ¡g;~;.'%/ 3 • Como Jd es continua, ¡• también 
lo es, así que obtene1nos, como en {3) <le 2.5, un funtor contravariantc 

Cp(-, E) : Top - Top 

que a cada espacio topológico X le asocia el espacio topológico Cp(X, E) 
y a cada función continua f : X - Y le asigna la función continua ¡• : 
Cp(Y,E) - C,.(X, E). 

(2) A continuación supongamos que E es una estructura a.lgcbraic<>-topológica 
de cierto tipo, ya hc?mos visto que <lado cualquier espacio topológico X, 
Cp(X, E) es una estructura algebraica del mismo tipo que E, y lo más natu
ral aquí es preguntarnos si Cp(X, E) es estructura a.lgcbraice>-topológica. 

Sea o una operación o-aria sobre E. Virnos en (4) <le 2.5 que la operación 
oX : (EX) 0 

- E·"", definida puntualrnent.e sobre ~X, es una función con
tinua. El que esté definida puntuahnente n partir <le o significa que, parn 
cualquier elemento (J;..))«n de (E·")", o-" ((f;..l>.<n) es la función de X en 
E tal que a cada :r. E X le a.socia o((f;..(x));..<0 ), "" d"cir, o-"((f;..)>.<n) es la 
cornposición: 

Si (f,,,,)),.<n. es un elemento <le ()p( .... \"', J.;), Ó>..<<:.f)I,. es continua, y con10 t.ambién 
o lo es, ox ((f>.h<a) E C..:1,(X, l.!:). Esto quiern decir que oX restringida a 
e,,(.)(, E) es una operación bien definida.').~ PS continua.. Cp(X. E) es entonces 
una estructura algcbrnico--topolúgic.n. subetitructura al1?;cbrnica <le Ex. 

Si C es la categoría de estructuras algebraico-topológicas del mismo tipo 
que E, el funtor contravariautc C(-. E)~ definido en (1), puede ahora con
siderarse COl110 llll ÍllHtor dP 'J'op <'ll C. 

(3) Recordemos (ver por cjfnnplo [40]) que si e es una categoría, se dice que 

un C-n1orfis1no A __!_., n es C-scccióu si tiene Íll\..Pl"SO izquierdo, es decir, si 
existe 1111 C-morfismo 11 _.!!_... . .4 tal qu(• _q o f = lA. ~· se llanta e-retracción. 
si tiene inverso derecho. Si el C-tnorfi:nno f ti<~nc al 1nismo ticn1po inverso 
derecho e inverso izquierdo. se dice que es un C-ison1orfisn10. Un C-morfis1110 

A ~ B es C-1110110111orfis1110 si es cuucrlablt~ pur la izquien.la, es Uccir, si 

3 Esht. función et1 /'ti. p~ro ron <lotninio rr.Ht ringic:lo tt. c..•p( Y. l~) '!'-. l-odon1iuio rr.:¡tringido a 
c,.(X,E) 
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2. BSTRUCrURA TOPOLÓGICA BN C(X,B) 43 

para cualesquiera C-morfismos h y k, el que fo h. = fo k, implica que h. = k. 
f en cambio es C-ephnorflsrno si es cancelable por la derecha. En (40) :;e 
demuestran algunos resultados como los siguientes, que pueden sernos de 
gran utilidad: 

(i) To<lo morfismo en una categoría. concreta.4 que es una función inyectiva 
sobre los conjuntos subyacentes, es un C-rnonomorfismo. 

(ii) Todo rnorfismo en una. categoría concreta C que es función suprayec
tiva sobre Jos conjuntos subyacentes, es un C-epimorfismo. 

(iii) Toda C-sccción es C-monornorfismo y toda C-rctracción, C-epimorfismo. 
(iv) Si C y V son categoría...CJ cualesquiera y F: C - V es un funtor cova

riantc, J. ... preserva isomorfismos, secciones y retracciones. En cambio, 
si G : C - V es un funtor contra.variante, G preserva isomorfis
mos, pero manda C-secciones en V-retracciones y C-rctraccioncs en 
V-secciones. 

~.Jl;;MPl.-OS 2.11. (1) En C)on son equivalentes los conceptos <le i·ctracción, 
epimorfismo y función supraycctiva, y son equivalentes los <lc función inyec
tiva y mono1norfismo. Las secciones son las funciones inyectivas con do1ninio 
no vacío y los isomorfismos son las funciones biyectivas. 

(2) En 'J'op, una función continua f : X - Y es sección si y sólo si f es encaje 
y f(X) es retracto <le Y, y es To¡1-retracción si existen una retracción (en 
el sentido topológico usual) r : X - Z y un hon1eo1norfis1no h : z --. Y 
tales que f = h o r. 
Los isomorfismos en 'l'op son los homcomorfismos, mientras que los monomor
fisrnos son ln.s funciones continuas e inyectivas y los cpin1orfismos son las 
funciones cont.inuac; y supruyectivas. 

(3) En la 1nayoría de la.e; categorías <le estructuras algebraicas co1no la <le los gru
pos (Grp), la de los anillos (Rng) y la de U-módulos (R-J\1<xl), los morfünnos 
son los ho1no111od1srnos inyectivos .V los ephuorfisn1os son los ho1no111orfistuos 
supraycctivos. 

(4) Todos los funtorcs definidos en la observación 2.5 son funtorcs contrava-
1·iautes del tipo C(-, /~)) :- C en <lon<le Ces una categoría, b' es un objeto 
<le C~ para cn<la conjunto X, Ex es un objeto <le C y, para c.."l.da función 
f : X -- Y, C( -, E)(f) es d C-morfismo fº : E'" - Ex t.nl que para 
cada !JE ¡.;•·, f•(y) = g o f. Por lo comcut.u<lo eu (3)(iv) <le la obs<>rvacióu 
2.10 Y por (1) de esta colección de cjcrnplos, si fes una función supraycctiva, 
cut.onces f'd es C-sccción (y con ello, C-1nonomorfis1no). En particular, Jd es 
inyectiva, pero se puede decir nuís cuando E es un espacio topológico, corno 
en (3) ~- (4) <le la observación 2.5. ya que: ¡e, al ser 7"ov-sccción .. es encaje y 
f'(r:'·) "" rntract.o de gx. 

Si, en crunbio, f es inyc~ctiva, f: es C-retracción y en particular es 
supraycctiva, pero cuando E es espacio topológico, f# es '/'o¡>-rctracción, 
es <lccir~ existen un subespacio Z de El-", una retracción r : EY -- Z y un 
homeomorfismo h : Z - PJ-'<, tales que ¡u = h o r. 

"'EH decir. unH. cutc.•gorÍH.. cuyos ol.tjetos son conjuntos con C8t.ruct.urK (por ejcrnJJlo de nnillo. 
<le.~ KJ"Upo. <h~ cspncio Vt~torH.I o d~ esptt.eio topológico) y cudu uno de cuyoN n1orfiHrno~ es una 
función entrn coujunt.<>K quo ret4pctn ltt.11 corref'lpondientefl 01,crttcion~.s n relH.Cio11P.s qu .. ltt hH.C(!ll un 
111nrri1u110 ele.~ la 1•utegoritt. 
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44 2. ESTRUCTURAS DE PUNCIONES CONTINUAS 

(5) Si E es un espacio topológico y Cp(-,E): Tup--+ Top es el funtor definido 
en (1) de la observación 2.10, para cada función continua y sobre f: X ----'+ 
Y, la función continua f• = Cp(-, E)(f) : Gp(y, E) --+ Gp(X, E) es la 
restricción de Ta11(-, E)= JI a G'p(Y,E) y esta función, como acabarnos de 
decir, es enea.je. Por consiguiente¡• también es enea.je 5 • 

(6) Cuando E es una estructura algebraico-topológica y C es la categoría de 
estructuras algebraicas del mismo tipo que E, el funtor G(-, E): Top--+ C 
<lefini<lo en (2) <le 2.10, a.socia a ca.Ja. función continua y ::tuprayectiva f, el 
C-monomorfismo f• que en particular es encaje. 

(7) Sean X y E espacios topológicos cualesquiera y °'E: X --+E.A la función 
detini<la en la notación que precede a la proposición 1.59. Allí mismo se 
definieron los espacios °'RX = op,(X) y fh:X = clE.Mlfp,(X). 
Si consideramos a OE corno una. función de X en <xBX, resulta continua 
y sobre y, por lo <licho en (5) <le e!ita colección <le ejemplos, la función 
e,.(-, E)(<>e) = uj,, : Cp(<>EX. E) - C,.(X, E) es encaje. Pero ésta es 
la misma funci6n que en (3) de los ejemplos 2.2 aparece como la inversa 
de ..¡, : G(X, E) --+ C(<>'EX, E). Por lo tanto, al ser biyectiva, °'E es 
homeomorfismo. 

Si E es una estructura algebraico-topológica, también en 2.2(3) se de
mostró que u:E es isornorfisrno e.Je estructuras algebraicas, nsí que ahora po<ltr 
mos n.segurar que aj,, : c .. (aF.X. E) - C,.(X, E) es isomorfismo topológico. 

(8) Nuevamente sean X y .1-J espacios topológicos cualesquiera y ªE: X___,. E.A, 
como en (7). Llarnérnoslc ÜE a la función n·E considerada como una función 
de X en f3EX· Si C,.(-, E) es el funtor <le (1) de la observación 2.10, 
iij;, = Gp(-,E)(iiE): C,.(f-J,.,,E) - Gp(X,E) es una función continua. 
Como para toda g E Cp(/-JEX, E), tx;;(g) = go(](j;, = 9º°'E· <x;, es la inversa 
<le la funci6n e definida en (4) de los ejemplos 2.2, a.sí que ºE es continua y 
biyectiva (es decir, es una condensación), pero no podernos asegurar que sea 
homcomorfisrno. Sin embargo, si E es una estructura algebraico-topológica 
en la que todas sus relaciones son espacios E-compactos, la proposición 2.4 
muestra que iiE; si es isomorfismo de r.structurns algcbraica...c;;. 

3. Otras propiedades de Top(-, E) y 0 1,( -. E) 

De ahorn en adelante, en.da. vez que f sea una función entre conjuntos y E sea 
un espacio cualquiera, f# será la aplicación del funtor Top(-, E) : G'an. - Top, 
corno en (3) de la observación 2.5, entcn<liéndose que si E tiene ade1uá.s estructura 
algebraica, Jª es homomorfismo de estructuras algcbraica....'i. Asirnismo, si X y E 
son espacios topológicos y f : X - Y es continua, ¡• será. la aplicación <lcl funtor 
C,.(-. E) n /.como r.n (1) de 2.10. 

Daren1os otra_-.; propiedades de J' y <le ¡•, para lo cual es l1til que recordcn1os 
que: 

Ll~MA 2.12. Sean X~ Y 11 Z conjuntos, 11 f : X - Z, g : X - Y f1l1t
ciont!.<; tale.o; que las jibrns de f están contenidas en la."'I jibrns de g, es de..cir, pam 
c1u1.le."l<¡tlit!TYL do.'I el<!1ru!nto.~ .x1 11 :r.2 en X, .'IÍ f(x1) = /{:r.2), t~uto11-c:e.<1 g(:r.1) = g(x2)~ 

{ 1 ) Si f t.~~.,. ·"·11prn¡¡t~c.ti11n, t!xi.1;1lt! u11n ú11ica f1111cüín h : Z - },. tnl t/11.#! h o f = g 

.r'Cp(Y, B) L Cp(X, E) e-. EX CH ouCH.jc pues coincide con lu cu1npo:-1ició11 du cncujCH: 

Cp(\ .... /~) ~ gl" ...!.!._ J~X. Luego u.püqueso el coroltt.rio 1.6. 
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(2) Si X, Y 11 Z son C.."l'JJD.Cios topoló_qicos, g es contin11.a y f _es una función_ 
cociente, e:r.i.~te una 'fÍnir.a fUnción continua h: Z-.. Y tal que h o f-.= g. 

COROLARIO 2.13. Si X, Y y Z son espacios topológico.~ y f y g son funcione.~ 
r,ocie.ntes con las Tni .. crrna.s f&br0.9, entonces existe un hoTneo'f'nor.fismo h : Z - Y tal 
quehof=g. . 

Co1to14AIUO 2.1,1. Sell.n l~ 11.n es¡HJ.ciu tu¡10lú_qic<>, X, }' con:ftt11.I""ª 11 f: X -
Y uria furición suprnyectiva. Entonce..,: 

(1) fº(E"º) = {g E ex: V:r.1,x2 E X,f(xt) = J(x2) ==> g(xi) =g(x2)}. 
(2) Si X, Y son e.o.;¡HJ.cius ÜJpológictJs y f e.-1 11.na fu.ncic1n cocientt::, 1:11.tu11.ce.<J 

r(C(Y,E)) = {g E C(X,E) : V:r.1,x2 E X,f(:r.1) = f(x2) ==> g(x1) = 
g(x2)}. 

PROPOSICIÓN 2.15. Sean E 1tn espacio de Ha11...,dorff 11 f : X - Y tlrta 

/unción entre conjuntu."I. 
(1) Si f e.v .9uprn11ectiva, J'A : EY ---+ Ex es encade cerra.do. 
(2) Si X. Y .&1011. espacio.<J to¡Jológicos 11 f es cociente, ¡• e.<J encaje ccr·rn.do. 

DBMos·rnACIÓN. (1) Si fes suprayectiva, por (4) <le los ejemplos 2.11 ¡u 
es encaje. Venmos que Jº(E'') es cerrado en ex. Sea g E ex \fU(e''). Por 
2.14(1), rncistcn x, y X2 en X tales que f(x,) = f(x2) pero .Q(X1) ,t. g(x2). 
Como 1:: es <le lfausdorff, existen abiertos ajenos U y V en /.!." t.ales que 
g(x1) E U1 y g(x2) E U2. El conjunto W = (x1, x2; U1, U2] es un básico <le la 
topología de ¡;;X tal que g EH' y I:\' ~E-" \fº(EY). Esto liltimo se debe a 
que si r E l·V, r(:r.i) E U1 y r(x2) E U2 y por eso r(:i:1) = r(x2) y no puede 
existir l E e•· tal que lo f = r (pues f(x 1 ) = f(x2)), es decir, r ft J#(EY). 
A><í, ex \ f' (E" ) es abierto en Ex. 

(2) La prueba r.s cornpletamente análoga a la anterior, pero la hipótesis de que 
f es cocient(~ se usa pnrn tener que In función l es continua. 

D 

I->nopos1c1ÓN ~- J ü. Sean X u E t:."'1J(LC:icn; cuale..w¡uient, }' un e.vpaciu tcú c¡ue 
G( ~ E) es üt'icin.l 11 f : X _____,. Y 1lrta fu.11.cicín C1talquiern {no 7u:ce.-1aria11tcnte cun-
t.inuci). b'nl.<n1.cc.'i J t:H co11.l.i11.1uz. si y .-uJlo si Jlf(C(l', E)) ~ C(X, E). · 

[)BMOHTJl..ACJÓN. Ln. necir..sida<l es clara. aun cuando G'{Y, E) no sea inicial. 
Ahora supongamos que J'(C(Y, E)) ~ C(X, e). Esto significa que, para cada 
g E C(Y, E), g o J es continua, lo que iinplica, por ser C(Y, E) Top-fuente inicial, 
que f es coutiuua. D 

PllOPOSICIÓN 2.17. Set111 E un c.vp<1.ciu de llau."ldor]J. -~,. Y C.'i¡Jacius tn/e.41 c¡ue 
G(X, E) .41epar<L punto.o; de X y C(l', E) es inicial, 1J f : X - Y 1Lna funci<ín 
suprayecl.iva. Supongamos q1w J#(C(Y, E)) e.• den.•o en C,.(X, E). Entonces f e.• 
conde1i..o;acicín. t!.."'I dt~cir. e..~ bi11ccti11a 11 r.on/.in11a. 

D1·:J1.IOSTRACIÓN. Como J"(C(Y, E)) ~ G(X, E), 2.16 implica que f es con
tinua. Adernás, f es suprayr.ctiva. por hipótesis. Sólo falta ver que f es inyectiva. 

Supongan1os que f no es in~~ecthm.. Existen entonces x 1 y x 2 en X tales que 
"'' # :r.2 y J(:r.1) = f(:r:-.,). Como C(,\'.:. E) separa puntos <le X, existe </> E C(X, E) 
tal que <f>(:r.1) # <f>(:r.2) ~·, como E es de Hausdorff, luw abiertos ajenos en E, U 
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y V, tales que <f>(:r.¡) E U y ef>(x2) E V. Sea W = (:r.1,x2; U, V). El conjunto W 
es un básico de la topología de Cp(X, E) y es no vacío porque <I> e W. Como 
f#(C(Y, E)) es denso en Cp(X, E), existe V' e W n Jl(C(Y, E)). Dado que V' e 
J'(C(Y, E)) ~ Jl(EY) y /(x1) = /(x2), 1/J(:r.i) = 1/J(:r.2) (por el corolario 2.14(1)), 
pero como V' E W, 'if1(:z:1) ,,¡. tf1(x2), y esto es una contradicción. Por lo tanto, fes 
inyectiva. O 

COROLARIO 2.18. Sean E un C."7JO.CÍU tlc Hau.~dorff, X e ll(E), y .... espacio 
tal que C(Y, E) e.• inicial, y f : X - Y una función suprnyectiva. Entonces f. es 
homeomorfi.•.-no si y sólo si J'(C(Y, E))= C(X, E). 

DEMOSTRACIÓN. La necesida<l es corolario del hecho de que todo funtor, ya 
sea covariante o contravariantc, conserva isomorfismos. Así el funtor»C( __;~E) ·: 
Top --to Top manda. homcomorfismos en hotneomorfismos: Si f es h~~e<:tmor-
fismo, /*también y fl(C(Y,E)) = f*(C(Y,E)) = C(X,E). .·".' .· ' 
Ahora supongamos que fl(C(Y, E)) = C(X,E). Por 2.17, f es corideilsacióri; 
así que para dcn1ostrar que f es horncomorfismo, sólo falta ver;'q~e·:su-:'.~inversa 
¡- : Y - X es continua. Para lograrlo, usaremos 2.16, ya:.quc'C(x;~e)"es 
inicial porque X E R(E) (recordar corolario 1.23): Como fes biyectivD.;·,.¡a. =· 
'Tap(.E)(f) es homeomorfismo y su inversa es precisamente (/-)~.:<:,Por.:corÍsi
guientc, (f-)l(C(X,E)) = (f-)#(J#(G(Y,E))) = C(Y,E). Por 2.16; r>es con
~L . . D 

A continuación se probará. una recíproca parcial de la proposición,,2;17:,·, 

PnoPOSICIÓN 2.19. Sean E E IP'oo 6 , y e R(E) 11 f: X - Yuna r.onden-
sación. Entonces J'(G(Y,E)) es tlenso en Cp(X, E). · · 

Dl-:MOSTRACIÓN. Seang E C,.(X, E) y \V= (x 1 , ..• ,:r.,.) un bási~o~nnÓl>ico de 
Cp(X, E) tal que ge W. Como fes inyectiva, supondremos que.f(xi), .. :·;¡(xn) 
son distintos entre sí. En vista de que Y E R,,,,,(E), existe h: y·--=.,; E Continua 
tal que, para cada .i E {1, ... ,n}, h(f(:r.;)) = g(x;). Por lo tanto, J'(h) E 
J#(C(Y, E)) n W, es decir, W n J'(C(Y, E)) ,,t. 0. . D. 

_·, . ; . '. 

De 2.15(2) se colige que unn condición suficiente para q,·;c Id(C(Y,"$)) sea· 
cerrado en Cp(X, E), es que f : X -- 1,.. sea cociente .. PRra dar' u-n·a.,co.lldición 
necesaria y suficiente, introducircrnos el concepto de función E-cocieflte:,_-~~--'~'· · 

DEFINICIÓN 2.20- Se..an X 11 E e.o,;pacio.-t topológi.cos cu~e.-,iflt~~.,:,~.;:-~Y:~1~1i..:._~n---
ittnto Y f : X - Y una función s117>rn11ecti11a. .· .. ; 

(1) La topoloía b'-cocicnte generada en Y por/, e.~ la l.op¡;id_~ia''i~1.i;;ial dé 
Y rc."ipt!cl.o n la J uente 

c.= {g e E" : J' (g) e C(X, E)} • . 
(2) f es u.na función E-cocicn~e Hi Y tiene la topolog{n. E-cociente generada 

por f. 

PROPOSICIÓN 2.21. Sean X y E eHpncios cuale.'jquiern, Y ·un coujtL11.to 11.f : 
,y: - (Y,u) ""ª función'E~coCi~..,,.te. Entonce.~, . .; C. = {g e Ey : f'(g) e 
C(X, E)}, -~" tir.ru!: 

6 Rncord1:1.r deOnlción 1 ~46 

TESIS CON 1 

J.:A'LLA DED~~~'.JEN ¡ 
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(1) f ;_X - (Y, <T) es continu<L 11C((Y,17"), E) es Top-fuente inicial. 
(2) Si (Y, cr) es '.10 o C((Y,a), H) _.cpara punto.• de Y, (Y, cr) E R(E). 
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(3) Si r es una topología sobre Y tal que f : X - (Y, r) es continua y parn 
la cual C. ~ C((Y, r), E), entonce.• C. = C((Y, r), E). En particrúar C. = 
C((Y, cr), l!J). 

(4) Sir es una topología sobre Y tal que C. = C((Y, r), E) y C. e.• Top-fuente 
inicial, entonces T = a. 

(5) <T e.• la topología Tná.• fuerte n~•pecto de toda.• las topologías r sobre Y tale.• 
r¡Uf! G""((Y,r), E) e.'I Top-fu.cntf! inicial 1J f: X - (Y,r) t!.'I r..ontinua~ 

J.)t-;f\.IO~Tll.ACIÓN. (1) Ln topología a e::-1 inicial respecto a C y pu~a Cada 
g E C., g o f es continua. Por Ja proposición 1.3, f : X - (Y, cr) es 
continua. Como C.~ F(Y, E) ~ UneN F(Y, E"), u es la topología inicial de 
Y respecto a Un!i'NC{(Y,u), E") (por el corolario 1.24), y por la proposición 
1.18, C((Y, u), E) es Top-fuente inicial. 

(2) Si (Y,<T) es To o C((Y,rr), E) separa puntos de Y, el resultado se sigue de 
(1) .v del corolario 1.23 o del corolario 1.24. 

(3) Sea r una topología sobre Y tal que f : X --+ (Y, r) es continua y para la 
cual C.~ C((Y,r), E). Sea C.'= C((Y,r), E). Probaremos que C.'~ C.: si 
g E C.', g o f E C(X, E). Por consiguiente g E C.. 

(4) Sea r una topología sobre Y tal que C. = C((Y, r), E) y C. es Top-fuente 
inicial. Entonces T es la topología inicial de y respecto a e, así que T = tT. 

(5) Sea runa topología en Y tal que f: X - (Y, r) es continua y C((Y, r), H) 
e .. "'i 'T'op-fuente inicial. Probaremos que T ~ a viendo que ly : (Y, a) -
(Y, r) es continua. Como res la topología inicial de Y respecto a C((Y, r), E), 
bnsl.a demostrar que, para cada g E C((Y, T), E), y o ly : (Y, r) - E es 
continua. Pero si g E C((Y, r), E), g o f E C(X, E), y por consiguiente 
!/E C.. Como por (3) C.= C((Y, O"), E),!/: (Y, O") - E es continua. 

o 

De (5) de la proposición anterior se deduce fácihncntc que toda función cociente 
r.s E-codcmt<!. Ahora viene In cnrnct.eriznción anunciada. nntc-.s: 

P1ro1•os1c1ÓN 2.22. St-'A1.11. E 11.11. t:s¡1acio dt: /la1t."ltlorjJ, .¿\;, )' t!."f]Ju.cio.-; t.ales t¡ti.e 

C( Y, E) f!."l Top-fucnl.c inicial, 11 sea. f : .,'( -- }' una función. ~911¡101tga11tos a.1lc11ui.-.; 

''"" C(Y, E) e.• den.•o en EY. Entmu:e.• f •~• E-r.ocicnte si 11 . .,;[o si f'(C(Y, E)) e.• 
cerrado en C,.,(X, E) 11 f es .'i1J.pra11c.ctivn .. 

Oi;;z\,JOSTHAC!ÓN. Vcrunos primero la. suficiencia: Supongamos que f es sobre 
y f'(C(Y, E)) es cerrado en C,.(X, E). Como C(Y. E) es <lenso en E'' y f' es 
continua, f'(C'( >', B)) es <lenso cu f'(J;.» ). Por hipótesis f"(C( Y, B)) ~ C,.(X, E), 
así que si C.= {g E H" : g o f E c,.(X, 6')}, f'(C(>', E))\;; Cp(X, E) n f'(E'') = 
f'(C.). Por lo tanto, como f'(C(Y, E)) es cerrado en C,.(X. E), es cerrado en 
f'(C.), y como f'(C(Y, E)) es denso en fª(E"), también lo"" en f'(C.). Por consi
guiente, f'(G~(Y, fa_J)) = f'4(C,.). Corno fes suprayectiva, f' es inyt~ctiva y, por en<le, 
C(>', E) = C.. Dado que C(Y, E) es inicial, por (4) de 2.21 la t.opología de Y es la 
topología. E'-<.·ocicntc generada por J, es decir, J es E-cociente. 
;\Uor<le1nos la ncccsi<la<l: Si fes E-cocicnr,c, es supraycctiva. por dctiuición y, por {:3) 
d<' 2.21. C. = C(Y, E), donde C. = {g E E" : !I o f E c,.(X, E)}. Por consiguiente 
f"(C(Y, ¡.;¡) = f'(C.) = C:(X. B) n f'(E~°). Como f C'S supra_vPctiva y E es de 
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Haus<lorff, fd es encaje cerrado (ver (1) de 2.15 ), así que fd(EY) es cerrado en Ex 
y con ello fd(G(Y,E)) es cerrado en G,.(X,E). .o 

Desde la proposición 2.16 se han usado hipótesis como que G(X, E) separa 
puntos de X, o que G(X, E) es Top-fuente inicial, o que C(X, E) es denso en EY, 
o incluso que E es un espacio Puebla. Sabemos que para cualquier espacio.E, si 
X e R(E) entonces G(X, E) separa puntos y es Tor>-fuentc inicial. Ahora veremos· 
que si además E es un espacio Puebla, C)(X, E) es denso en E--"'<. · 

PROPOSICIÓN 2.2:3. Si E es"" espacio Puebla y X E R(E), entonce.~ G,.(X,•E) 
e."I den.tilo en Ex. · · , 

D1;;MosrrRAGIÓN. Sea W = [x1, •.. ,xn; U1, ... , Un] un básico no vacío.de Ex. 
Se puede suponer que x1, ... , Xn son distintos entre sí, así que si tornaiiios.'.·uria 
f e IV, corno X E n~(E) (ver 1.46), existe g E C(X, E) tal que para cada· 
j E {l, ... ,n}, g(x;) = f(x;). Por lo tanto g E IV n C(X, E). ·. - -O 

)··";·-·" . 

Usando este resultado, las proposiciones 2.16, 2.17, 2.18, 2.19, 2~22 se ·~¡~t~fÍzan 
en las siguientes, cuando E es un espacio Puebla y los espacios x·y·,y;:so~··E-
rcgularcs. · , ' ·- ,· 

,··:'.·.,, . .'' 
Con.OJ..AIUO 2.24. Supo11_qauuJ,<1 l/lle E e..'I un espacio l'uebla y. es Há1i.4:ldorff. 

Sean X y Y doH espacios E-regulnres 1J f : X - Y 11.na función·. Stt71n111ectivn. 
E11.to1tr.e.<1: 

(1) J e.• cmttimta <=.> f'(C(Y, !!:)) f; O(X, E). 
(2) fes r.ondeT1.•acití1L <==> f=(G(Y,E)) e.• de11 .. o en G,.(X,E). 
(3) f es E-r.or.fonl.t: <==> f'(C(Y, E)) t:.• r.eT-rndo en C,.(X, E). 
(4) f e.• hom.cnmorfi.•111.0 = f'(G(Y, E))= Gp(X, E). 

En el ejemplo (7) <le la. colección de rjcinplos 2.11 concluimos que si X y E son 
espacios cualesquiera, sictnprc es posible obtener un espacio E-regular a.EX, y una 
función continua y supra.ycctiva <•r; : X -- ctF-X tales que oE; : Gp(c:rEX, E) -
C:11( ... \'", Ji;) es hon1eo1nortis1no o. Pn su caso. iso1norfis1no topológico. Podernos dc-
1nostrar ahora que O'J:.: es una función /~-cociente: 

Pn.OPOSICIÓN 2.25. Scnn ¿"'-:. y /~ c ... pnr.io.-4 t.07Jol<$.qicos cualesquiera. Entonce.<1 
la f11.nr.üí11 n1~· : ..,\{ -- n¡;;..-"'\ t!8 1-~'-corit!ll.f.t!. 

Ül~MOSTl<ACIÓN. Pongamos G(X, E) = {f.>. : >. e A}, y sea i : °'EX ........ E" la 
inclusión. Sí'a C. = {9 E ¡.;o.,x : ,.¡,.(r¡) E C(-'(, E)}. Para probar que In topología 
que tiene ne.-...: corno subespacio de r ... ·" coincide con la topología E-cociente sobre 
<XEX genera<lu. por liE, V(~l"CIJIUH que e= C'(nE ... Y, E) y que c. es ':l'op-ñu~ntc inicial 
(ver (4) de 2.21). Sea .q E C.. Entonc<'S n¡,(g) = fl o as E C(X, E), así que existe 
...\ E A tal que f>.. = g o ni::. Si 7r>.. : ¡.-;" - E<~ la ...\-ésimn proyección, entonces 
7r.>.. o i o o·e = /.>.. = .q o nE y, corno HE:)( -- neX es suprayect.iva, es cancelable 
por la derecha {r.pimorfisino ~n C'on), lo que implica que 7r>... o i = g. En otras 
palabras, g es continua. Por cunsiguir.nte, g E G"'(creX. E) ~ .. C. ~ G(c:rEX, E). 
Canto OFJ : X -- <""rE)i( es continua. por (3) de 2.21. e = G(uEX, E). Como 
n¡.~¿1( E H(E), C(n¡;)•;, /;:)es Tn¡>-fum1t<• inicial. O 
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Ons1~n.VACJÓN 2.26. Una forma muy socorrida de demostrar que para <los csp~ 
cios topológicos cualesquiera X y E siempre existen un espacio E-regular X' y una 
función continua y s

0

upraycctiva 1' : X - X' tal que p" : C,.(X', E) - G,.(X, E) 
es homeomorfisrno, es rne<liwitc la relación <le equivalencia sobre X definida del 
siguiente modo: 

x ~ x' => para cada f E C(X, E), f(x) = f(x'). 

Sean X' = X/ - el conjunto de clases de equivalencia y ¡> : X - X' la 
proyección natural, es decir, la función tal que a cada x E X le asocia su clase de 
equivalencia p(x). Sea r In topología E-cociente generada en X' por p. Entonces 
1': X - (X', r) es continua y suprayectiva, lo que permite usar (5) de los ejemplos 
2.11 para deducir que ¡1• : Cp((X', r), E) ~ G,.(X, E) es encaje. Para convencerse 
de que p• es inycctiv-~ sea f E ()p(X, En. Corno para cualesquiera elc1nentos x y 
:r.' de X, 71(x) = p(:r.') ==> :r. ~ :i:' => f(x) = f(x'), por el lema 2.12 existe una 
función h.: X'---. E tnl que h 071 =f. Dado que p: X - (X',r) es E-cocient("!, 
por 2.21(3) C.= C((X', r), E), dorufo C.= {.e¡ E E-"' : rt o 1' E C,.(X, E)}. Entonces 
h E .L y p• = h o¡> = J. Pur consiguir.nt.<~ p• <~ suprayecti va y por consiguiente es 
homcomorfisrno. Co1no p es E-cociente y clara1nente G((X', 1)~ E) separa puntos 
de X', por 2.21(2) (X',r) E R(E). 

En rcali<lad este r.spacio (X',1) es el mismo, salvo por homcornortisrno 1 que 
el espacio nr: .. ,'I( Uefini<lo en lu notación quu antecede a la proposición 1.59 . .rvlás 
precisa111cntc. corno dcr11ostrure111os a continuación, existe un horncornorfisrno h. : 
X' - n.e..,"< t.nl qun h ºI' =ºE· Sean :1:1 y :1~2 1 cJcn1cntos <le X tales que oe(:i:1) :¡6. 
oE(:r.2). Corno G(<r1~. E) separa puntos dr. <>EX, existe f E C(oEX, E) tal que 
f(atE(x¡)) >6 f(n1~(:r.2)). Sea g = nF:(f). Entonces g E G,.(X, E) ~· .q(:r.1) = 
nE;(f)(x1) =fo rr¡;(x1) #fo n¡;(:r.2) = g(x2)- Por consiguiente X¡ -/- :r.2, es decir, 
p(x1) # 71(x2). 
Por otro lado, si p(:r:,) o¡6 p(x2), existe !I E C(X, E) tal que _q(xt) # g(x2) y, corno 
°'B : G,.(ueX. 8) -~ C,.(X, b') es homeomorfismo, existe f E C(aEX, J::) t.aJ que 
nE,(f) = g. Por consiguientr.. f(nr-;(.7:1 )) ofi r1(.r1) = g(:r.2) = f(aE(:r.2)), así que 
ue(xi) # <>¡;(:r2). 

Se ha <lernu!itnu.Jo enturu::es que para cu1Ll.esquie1·a x 1 y x2 en X, se tiene que 
t.tE(x1) # <tE(.r2) si y sólo si p(,ri) o¡6 p(:1•2) o, lo que es lo mismo, que ug(:r.1 ) = 
'-"e(:r.~?) si y ~óJo si p{.r1) = p(:r-2). Esto qui<~n'! decir que uE y p tienen las mismas 
fibras y co1uo esta .. -.; f1111cio11ns so11 s11prayecl.i\"as. 2.12( 1) perinit.e deducir que existen 
h: X' __,.. or-;.,'l y k: n¡;;)( -- .).;' tales que h o J> =o¡;; y k o r.xF; = k. Tan1bión 
usando 2.12(1) se puede ver fácihncntc qu<? h = k-. Sólo resta <lemost:rar que h y 
/..-: son continuéL.~. Prohn..n~11108 quP k PS coutiuun.. Co1110 p: X - X' es /!.'-cociente~ 

J'(' tiene la topoloh.;ª inidal rPspPcto n la fornilia .C 1 = {!I E ¡:;;X': !lºfJ E C(.,,Y1 E)}, 
por lo que bcL.~ta 1nost.rar que para toda fl E .C1. r1ok es C"Ont.inun. Pnra ello tornemos 
g en .C1; e111.011cPs l!I o k) o u b' = !1 o (k o n B) = .</o p E (.)(..,'( ~ ¡...,·), a..-.;i que .Q o/..-: E C..2, 
donde C.2 = {f E ¡,v.,,x : fo o¡,· E C(X. E)}. !\·las, <lado que rrg también es 
E-cociente, por ~.21 C'.!. = C'(n1-:.·.,'<. /~). Por lo tanto g o k E G'(<-.:eX, E). Esto 
prueba, con10 _:i,~a. dij irnos. que? J.~ e~ continua. En fonna. aruiloga. se demostraría que 
h es continua. con lo quP tan1biPn es horncon1orfhnno. 

En los párrafos nut.P-rio1·cs hPtuos est.udiado propieda<les de f:. o J•, princi
pahnente cuan<lo f '~s suprnyecti"-n. Serán titiles también algunas propiedades de 
dichas funcionc~s. cuau<lo fes in~·rct.iva. Por (4) de los ejcrnplos 2.11 1 si f: X - Y 
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es una función inyectiva y X :F 0, entonces f'4 : El,. - Ex es supraycctiva y más 
aún, existen una retracción r : E} .. - Z y un homcomorfismo h : Z --. Ex tales 
que f = hor. 

Con el funtor C,,(-,E) tenernos algo diferente: Si f: X - Y es una función 
continua. e inyectiva, o incluso enea.je, no ñ.ecesariarn.entc f es suprayectiva. Claro 
está que si fes encaje y /{X) es retracto de Y, entonces f tiene inversa izquierda 
(ver (2) de 2.11) y f" tendrá por lo tanto inversa derecha (rccordar que G,,(-, E) 
es funtor contra.variante) y por lo tanto no solan1ente será. supra.yectiva, sino que 
existen una retracción r : C,,(Y, E) - Z y un horneornorfismo h : Z - C,,(X, E) 
tales que f = hor. Cuando fes sola1nentc encaje, tenemos la siguiente proposición: 

PROPOSICIÓN 2.27. Sean E un espacio Puebla, Y E R(E) 11 f : X - Y un 
encaje. Hntonce.• f"(G'(Y, E)) e.• de11.•o en c,,(X, E). 

Dl!:MOS'rR.ACJÓN. Sea l-V = (x1., ... ,.:en; U 1 •.. ~Un) uu bá..o;;ico c1u1ónico no vacío 
de Cp(X, E), donde Xt, •.• , Xn son elementos de X y Ut, ... Un. son abiertos <le E. 
Entonces el conjunto V = (f(x1 ), •.. , f(xn); U1, .•. Un) es un básico cm1ónico de 
E".. Tornemos h E W y e E E, y dcfina1nos !I : }' -- JE tal que, para to<la 
j E {1, ... ,n}, g(f(x;)) = h(x;), y g(Y \ {f(x¡), ... ,f(:rn)}) ~ {e}. Entonces 
g E V y por eso V es un abierto no vacío en r~". Por la proposición 2.2:3 C(Y, E) 
es denso en E", así que existe k E C(Y, E) n V. Dado que k E V, para cada 
j E {1, .•. ,n} k(f(x;)) E U3 y con ello r(k)(x;) = 1.,of(x3) = k(f(x;)) E U;. Por 
esta razón f"(k) E f"(O(Y, E)) n W. O 

o .. ~F'JNICIÓN 2.28. Si E y }' son e.<;pacius tupulgicu ... , X es .~u.bespacio de }' 
y j : X c......+ Y e.~ la inclusi6n, en.tonceJoJ j• : G"'p(l', E) - C 11(X, E) s1tcle ser 
lla1nado mapeio de restricción 11 denotado vo1· rx, 711.it:.nl.ra..'i tpu: al .-n1.be"l'jJaciu 
rx(C1,(Y, E)) de C,.(X, E), n. 11ecc.~ .~e fo repn~~eu.ta. pur CU•• 1 Y, E). 

PROPOSICIÓN 2.29. Sr..an E un e.-1pacio de lln.t1~"4dtJ7"]J, Y un e.<ipacitJ C1tnlquit!m. 
y X un .411.1.be..;pacio den.o;o de Y. Entonces rx : Cp{1', E) - C 11 (X, E) es 1:n11ecti11a 

11 ¡10.,· lu tanto rx 1!;:~~1:;E) ,~.., co1ule11 .. "4ac;i,Jn. 

DgMOSTllACIÓN. Sean fi y f2 elementos de C,.(Y, E) tales que r.x (fi) = 
rx(f2). Entonces /1 lx= /2 lx y como X es denso en el espacio de Hnusdorlf 
Y y /1, f2 son continuas, ft = f-i· O 

PROPOSICIÓN 2.30. Seatt Y 11 E espacio.'I c11ale.<iqlliera y .X 1tn l"ttbt:HfJtJ,cio JE
e.ncajado en Y. Entonce.~ r."'< e.<t S'ltprayectiua. · 

D~~MOS'l'll.ACIÓN. El que X esté E~cncajado en l' implica que para toda f E 
C(X,E) existe g E C(Y, E) tal que g lx= f. Pero g lx= rx(g).· por lo que rx <.'S 
suprayectiva. O 

4. El funtor C(X, - ) 

Sean a.hora X un conjunto, Y y Z espacios topológicos cualesquiera. y g E 
C(Y, Z). Pa.rn cada.. X E X, sean 'Tr:z; : yx· -- ) ... y 7r~'\; : z.Y -- z la.~ rusprcti\.·ns 
x-ésirnas proyecciones canónicas. Definamos 9d = ó..rex{g o 7r;r.) : }'X _.,. zx, 
es decir, !Ju es la única función continua tal que. pa.ra. todo :r. E ..,.'(. rr~ o H: = 1f:r· 

Notcn1os que si f E y ... Y, 9'd. (f) : Y - Z es la función tal c¡uc para todo ;r E X. 
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g 0(f)(x) = 7r~(ga(f)) = g o -rrx(/) = g(J(x)) = g o f(x). En otras palabras, para 
cada f E yx, g 0 (f) = g o f, y se nos revela una especie <le dual <le las funciones 
<lcl tipo gU que ya estudiamos. 

Ahora bien, si C es la. categoría de estructuras algcbraiccrtopológicas <le cierto 
tipo, entonces, para todo C-morfismo g: Y - Z, 9"J : y .. ~ - z .. ..._ es un C
morfismo, ya que si • es una operación en yx (que supondremos binaria para 
simplificar) y si *es la. correspondiente operación en zx, y si f, h son elementos 
de yx y x E X, tenernos que: !la U* h)(x) = (g o (f * h))(x) = g(f(x) *Y h(x)) = 
g(f(x)) *z g(h(x)) = !I o f(x) *Z g o h(x) = (.q0(f) * g 0(h))(x) y por lo tanto, 
Ba(f * h) = 9a(f) * ga(h). Si µ,..x es una relación {también binaria por simplicidad) 
en y.X y f, h son elementos de \'X tales que fµY·~ h, entonces, para todo x E X, 
f(x)pY h(x) y como g es C-morfismo, g(f(a:) )pZ g(h(x) ), es decir, g o f(x)pZ g o h(x). 
Por consiguiente gu(f)pzx Yr. (h). Podemos entonces concluir lo siguiente: 

PROPOSICIÓN 2.31. b'en. X un r,,011junto cuaü¡u.iem. St'!n. C la r.a.tegorla Top o 
una cate.qoría de estructuTrL"l a(qd1raico-f.opológicn.'I de cierto tipo. Obtcnc11ios un 
f1i1i/.or covariante 

C(X.-) :C -e 
."li a cada objeto y tic e lt! O~"IOCÜJ.1Tl-O."I el C-objt:.lo y~~ 11 ª· r:11.da. <;-:ntorji.'1711.0. g : 
Y -+ Z le <1..c;ociant<>.'I t'!l C-niorflc;111.o g~ : yx - z.x tal qú.e, ;para /.otla)f _e. y ... x-, 
na(f) = gof. 

Aparte de las ventajas y propiedades que tienen las fun.ciones 9d po~_trat'arse de 
itnágcncs de C-morfistnos bajo un funtor cova.riantc, tcncn1os la. siguientC proposición: 

PROPOSICIÓN 2.::!2. Sean X tl1L couju.11.to, Y 11 Z es¡Ja<?ios topológicos cua
lesquiera y g : Y - Z 11.11.n. función continua. Entonr.t~s: 

( 1) Si g e.o; encadt~, Yd /.a1nbié11. 
(2) Si g t:...'I encaje ce.,rndo, g-:, ta1n .. bién. 

lJB1'.10STRACIÓN. (1) !J: = ~;rex(y o 7r;r), u.si qu<! or. es encaje si la fuente 
{g o 7r:r. : yx -- Z : :r. E .,\""} e.s To¡~fuP.11te inicial y separa puntos <le yx. 
Pero dicha fuente es la composicióu <le la..~ ''f'op-fucntes iniciales { 7r:r : yx -
}' : x E X} y {g : },... -- Z}. las cuales separan puutos <le sus rC".spectivos 
dominios. 

t2) Por el inciso (1), ba ... o.;ta. probar que !la(l'x) es cerrado en zx. Sea l E 
zx \ g;(Yx). Entonces!/º h # l, para cada h E Y-'". Si para toda :r. E X, 
l(:r.) E g(Y), existiría unn 1ínica llr E Y tal que !1(11.~) = l(x) y podríamos 
dnfinir una. función h : .\· ----· )"' tal <p10 h<.r) = ur: prro nso sería una 
contradicción, pues ~,.-. tfmdría. que /1 E } · .. \. ~- g o h = L Por consiguiente, 
existe xo E X tal quP /Vol E Z \ !J(Y). Corno Z \ g(Y) es abierto en 
Z, 7r;;;(z \ g(Y)) es abi"rt.o en zx. Ahora "" fácil comprobar que l E 
7r;;;(z\.q(}')) ~ zx \.Q:(\'X). 

D 

ÜDSl~ll.VACJÓN 2.33. Supougnu1os ahora que ¿\: es u.11 t.~pacio topológico .Y que 
C es la categoría 'l~a¡, o una categoría de c:structu1·n.s a!gcbraico-t.opológicns de cierto 
tipo. Sean Y y Z objetos de C y !I E C(V. Z). Para cada f E G(X·. l'), !I o f E 
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52 2. ESTRUCTURAS DE FUNCIONES CONTlNUAS 

Cp(X, Z), es decir, g1(C(X, E)) ~ C(X, Z). Podemos entonces obtcrn>r el, funtor 
covariante 

Cp(X,-) :e-e 
a.sociandoacadaC-objeto Y elC-objeto Cp(X, Y) y acadaC-morfismog: Y,•-'--' Z, 
el C-morfismo g. : Cp(X, Y) - C,,(X, Z) definido como la restriccióri'• de 91 'a 
C,,(X, E), es decir. para cada f E C,,(X, E), g.(f) = g o f. ; '. , '.,: ,' , , 
Se obtiene de inmediato que si g es encaje, g. también lo es y, · siguiendo _una 
demostración completamente análoga a la de la proposición antel-ior, Concluimos 
que si ges encaje cerrado, g. es encaje cerrado también~ · .,.-~ - · · · -

EJEMPt.os 2.:34. (1) Corno 2 es cerrado en Z, la inclusi'ón,i: 2 <--+ Z es en-
caje cerrado, así que i. : C,,(X, 2) - C,,(X, Z) también es encaje cerrado. 
Entonces G,,(X, 2) es cerrado en G,,(X,Z). Pero 2 es retracto de z; .pues 
r : Z - 2 tal que rlN = 1 y rlz-u¡o¡ = Q, es retracción. En pocas palabras, 
i: 2 <--+ Z es Top-sección (ver 2.11(2)). Por (3)(iv) de las observaciones 2.10, 
i. es también sección, es decir, G',,{X, 2) es retracto de G'p(.,,'\."", Z). Oc hecho, 
por la misma observación 2.10(:.l)(iv): 

(2) Si r : Y - Z es retracción y X es cualquier espacio topológico, r. : 
C,,(X, Y) - Cp(X, Z) es retracción. 

(3) Z también es cerrado en Q. Más aún: Z es retracto de Q. En efecto, para 
cada n E Z, sea a,, E (n, n + 1) n (IR\ Q). Para toda q E Q, definamos: 

r(q) = n + 1, si q E (a,., a,.+1). 

Entonces r : Q --+ Z es una función continua, ya que 

.A= {(a,.,n,.+1) nQ: n E Z} 

es cubierta abierta de Q tal que, para. toda n E Z, rica,. .. a .. +i )nQ es continua. 
Además, rlz = lz. Así pues, r es retracción, lo que implica, corno acabamos 
de ver, que r. : Cp(X. Q) - Cp(X, Z) es también retracción. 

(4) Si X E R(Q), o sea, si X es cero-dimensional (ver 1.31 y 1.33), C,,(X, Q) es 
denso en G'p( .... X") ya. que si Uf = {x 1 , ••• , Xn) es un básico canónico no vacío 
<le C 1,(X) y tomarnos un elemento f de IV y, para cadaj E {1, ... ,n}, un 
elemento <Ji E U; n Q. existe g E C(X, Q) tal que g(x;) = q;, pues Q es un 
espacio Puebla y X E U(Q). Así g E Cp(X, Q) n IV. 

(5) Cp(X,Q) no puede ser hom<'<>morfo a C,.(X) para ningún espacio topológico 
.,'(, pues c·,,(X, Q) rs CPro-dit11cnsiona.l porque QX lo cs. En cambio, Op( ... Y) 
nunca puede ser curo-<limensional, <lado que R no Jo e::; y es un subespacio 
e.le Cp(X), corno <lernostrnre1nos en se-guida. De hecho, probaremos algo más 
general: 

PrtoPOSIGIÓN 2.~ú . .. s·cntt X 1J r.; t:."ipa.cios tu¡10Lúgicu .... cuulr:sr¡uicni y e.e : E -
Cp(X, E) la función tal fJ1U!, T}(J.fYL en.da e E E, es(e) t!.'4 la f11.nció11. C011 .. '4tan/.e c. : 
X - E tal qut! c(x) = e, ¡Jani toda :r. E X. t.:utonce."I: 

( 1) ~E <'-~ encaje. 
(2) Si E es de. l/cntsdo1th E.e e ..... r!11caje cc1nido. 

Dt~MOSTfiACIÓN. (1) Paracn<ln:r. E X, seaf,. = lE. Entonces {f,,: :r. Ex·} 
es Torrfuente que separa puntos y puntos de cerrados de X, así que f = 
6rex fz : E - E-" es encaje (recordar (5) de 1.11). Pero si, para cada 
X E x .. 7r;r. : ex - E es la :i:-ésima proyección canónica, entonces, para 



-t. EL FUNTOR C(X9-) ¡;3 

toda e E E, 11".,(f(e)) = 7r., o f(e) =/.,(e) =e= !l(x) = 7rz(!l) = 7r.,({s(e)). 
Por consiguiente, para toda e E E, /(e) = {E(c), es decir, f = {s. De este 
modo .Es : E ~ Ex es encaje; mas, como para toda e e E, e e Cp(X., E), 
{,.; : E ~ C,.(X, E) es encaje. 

(2) Supongamos que E es de Hausdorff y que f E C,.(X, E) \ {s(E). Entonces 
f no es constante y por eso existen dos elementos de X, xi y x2, tales que 
/(:r.1) ?6 /(:r.2), y como E es de Hausdorff, hay abiertos ajenos U1 y U2 en 
E tales que f(xi) E U1 y /(x2) E U2. Entonces f E {:r.1,x2;U1,U2) ~ 
C 1,(X, E:) \ {E(E). 

o 

Cono1~An10 2.36. Sean "P 1i1ui propiedn.d topol6gica y X, E e.~acio . .., topológicos. 
Entonce...,·: 

(1) Si E no 8ati.•face P y P es ltcreditar"ia, entonces C,.(X, E) rw sati.•face P. 
(2) Si E e.-; de l/att."'ldorff, no .-iati...,face "P 11 "'P e.._~ débilniente hereditaria ( eH decir, 

que . ..,e h.eTcdn. en sube.~par.io . .., cerra.do.<1), entonce..., (]p(X., E) no . ..,ati • ..,fa.r.e P. 

EJgl\ll'LOS 2.:37. (1) Como IR no es cero-dimensional, C,.(X) no es cero-
<limcnsional para ningún espacio X. 

(2) Parn cualquier espacio topológico X, C,.(X, Z) y c,.(X) no son compactos ni 
nu1ncrablcn1cntc compactos. Por otro la.do, si X es discreto, C.p{..-\"', 2) = 2X 
que sí es compacto. 

(3) Ahora estudiemos cómo es C 1,(X. Z) dentro de C,.(X), si X es un espacio 
infinito ~· de ,.rychouoff. Eu este cuso, intc,.cx>G .. p(X, Z) = (l). En efecto, sea 
li" = (:r.1 ••..• Xn; fJ1' .•• '' fJn} un b.1:t"iico canónico no vacío <le c,.(X). Sean 
f E 11', :r.o E X \ {:r.1, ... , :rn} y r E IR\ Z. Como X es de Tychonoff, existe 
g E Gj.(X) tal que para cada j E (n], .c1(x;) = /(x;) y g(x0 ) = r. Por lo tanto 
.Q E l.V, pero g y! C,.(X, Z). Así que W Q; C,.(X,Z). Por lo tanto C 1,(X,Z) 
no contirnc abiertos no vacíos <le C"7,( ... \"'). 

(4) Si .• :\; es finito, <ligamos, IXJ = n para algún entero no V"d.CÍo n, entonces 
C,.(X.Z) = Z" es discreto en IR" = C,.(X) = IR". En cambio z~ no es 
<liscret.o <"Il IR....,. Es rná.'i, ningtín elnrnento de zw es aislado en R..,. o sen, 
G",,( .... \". Z) = zl.J C'S denso Cll sí n1isrno en Cp(w) = JRW. Esto se deduce de la 
!"iguirnt e proposición: 

Pn0Pos1c1ÓN :l.:.i8 . • ',"t:.un E y J~" do .... e.-;¡mcios tale.<J t¡1le 1---.. no e.o; rli ... cn.!/.o,. ll(E) = 
R(2L X E ll(E) ll E t~.s di.scn.!lo f!n F. Entonce.o; C 71 (X, E) t:.-.; dt~1M.;o t!n ,..;í 1ui.cn11.o 

t!7t (.."r(X. t•') .... i 11 ... úto ...,..,: l .... Yj 2: No. 

l.JE!\10S'l'HACJ{lN. La nrcesicln.<l es n1uy sencilla: si existen E N tnl que n = IXJ, 
r•utuncr-s c·,.(~\r. /~~} = E" PS discrr•t.u (?ll F" = c,,(X, F), por lo que e,,(..-\"'. E) no r.s 
Uenso en sí n1isn10 t!n c.:1.( .... \". J~). 

Para ve1· la suticieucia, supongwnos que IXI 2: No. Sean f E G•p(X, éJ) -:.· l·V = 
{:r.1 •... ,Xn: A, .... • An) un básico canónico de c,.(X, F) tal que I E IV, y en el que 
los puntos ;r.; son distintos entre sí. Corno X es infinito, existe :r.o ,:/. {x1 •••• ., Xn} 

.v, dn<lo c1ur? .)( t?H cnl'o-dirnensional, existen ccrrabicrtos ajenos Uo, ... , U 11 tales 
que. para cada j E {O ..... n }, ;1:; E Uj. Como E tiene por lo rnenos <los puntos, 
cscojarnos r E /·-: \ {f(:ro)} ~- dcfinarnos la función g: X ____,. E tal que 

q!.rl = ( f(x;) s~ j E {l;,- .. 0n} y :r. E U; 
. . l e .~1. X <;l. U.;=1 uj. 
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Como_{Ul, ••. , Un,X\U;1=it U;} es unacubirta~e cerrabi~rtos ajenos entre sí de X, 
ges continua. Además g(xo) = e # /(xo). Poi lo tanto g # f y g E W n Cp(X, E). 
Así, f no es aislado en Cp(X, F). D 

La proposición 2.35 muestra que podemos considerar a todo espacio E como 
subcspacio de Cp(X, E), y si además E es de Hausdorff, E será un subesa.pacio cer
rado de Cp(X, E). Será útil en capítulos posteriores saber cómo y cuándo podemos 
ver a un espacio X como subespacio de Cp(Cp(X, E), E). Comencemos nuestra 
indagación de esto con una definición: 

DEF'INICIÓN 2.39. 5Tcan X un co11junto, E un c;.o¡pa,cio topolúgico, :F' ~ E .. x 11 
x E X. La evu.luación de la fanülia :F en :r. e.~ la fTlTtción e:r. : :F - E tal 
que para toda f E :F, ex(f) = f(:r.), es decir, e.~ la re.~triccirín n. :F de ln. ;r.-ésim.n. 
pn>y<w.c.irín n.at1"rn1 '1f"::e : Ex - E. 

Recordemos que en el caso en que X es un espacio topológico y :F = C'r(X, E), 
hemos denotado a la función ex por :i: (ver definición 2.8). 

D1..:1·;INICIÓN 2.40. Si X es un co7lj-unto, E es un espacio l.opológico y :F ~ EX, 
n la funr.itín V':F: X - C(:F, E) tal <J'I'"• pnrn r.adn. x E X, 1f1:F(:r.) =ex, -"'"le lln.11ui 
la evaluación canónica asociada a la. familia :F.7 

Ous1~1tVACIÓN 2.41. Si X y E son espacios topológicos y ':F s;:; C,.(X, E), l/':F 
es una función continua, ya que coincide con la función continua'-&Ci.:F :·X. - EF. 
En efecto, para ca.da f E :F, si "Trf: E:F - E es la f-ésima proyección canónica y 
;r. E X, Trf o 1/i:F(:r.) = 7rf(c,,) = c,,(f) = f(:r.). 

También por este hecho y por 1.11, obtenemos la siguiente proposición:. 

PnorOSICIÓN 2.42. Si X y E RU1t espacios topológicos 11 :F s;:; c,,(¿Y,E), en-
1.once."I: 

(1) Si :F separn puntos, 1/J:F : X--+ Cp(:F, E) e. .. inyectiva.. 
(2) Si X e.'9 To 11 :F .~eparn punto . ., de ce1"TT1.doH, o ."fi :F.' .C4CPU..~ punl.o~ 11 e...'4 Top-

fuentc inicial, t/J:F e.CJ encaje. , 

Y usando 1.23, se obtiene el siguiente: 

Con.OLAIUO 2.4~. Si E e..., -un e.41Pacio topoló_qico no vacío 11 X E R(E), cu-
t. unce.'$ 

'l/'CCX.EJ : X --+ Cp(Cp(X, E), E) 
c..., €!ncaje. 

5. L 1,(X, E) 

En esta. sección escribiremos C,..2( ... \:'", E) para retCrirnos al espacio topológico 
C,,(C,.(X, E),E), donde .X y E son espacios cualesquiera, y supondremos que 
(E,+,·) es un campo topológico. Si tal es el caso, Cp.2 (X, E) es un espacio vectorial 
topológico sobre E y si X es un espacio E-regular, por el corolario 2.43 la función 

V'C(X,E): X - Cp.2(X, E) 
es encaje, por lo ql;IC podernos identificar a X con el subcspacio 1f1ccx.s)(X) e.Je 
Cp.2(X, E). Con eSta identificación ca<.Ja elensento :r. de .Y qne<ln n~prrsrnta<lo 

7 Vcr [62}~ pli.g. 22 
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por medio de una función :r. : C,,(X, E) - E tal que para toda f E C,,(X,E), 
x(f) = f(x) que, como sabemos, es continua por ser Ja restricción de la. proyección 
canónica 7T:r : EX - E (ver definición 2.39). Además esta función x es claramente 
una función lineal entre espacios vectoriales topológicos sobre E y entonces es un 
elemento del espacio dual de C,,(X, E), según la siguiente definición: 

Dl·~l· .. JNICJÓN 2.44. Si E es un carrtpo topológico y L e..., 1tn e.'lpacio uectOria·l 
topológico .-1obrc E 1 el dual de L 1 L', C."'I e/. espacio de toda..., la.~ funcionc."I lincalc.'fl 
cc111.tinua."'I f: L - E, dotado de lo. topologia dt~ la contJergt!:ncia pTJ.ntual, e."I ·decir~ 
COT1l.O subc.'fpncio to71oliJ.qi.co de c,,(L, E). 

Ons1mvACIÓN 2.45. Con la identificación X ~ .,P(X), no sólo cada ele~ento 
de X es un elemento de (C,,(X, E))', sino también toda combinación JiiieaL finita 
<le elementos <le X. En otras palabras, todo elemento <le C,,,2(X; E) ,<le_-_la forma 

..\1x1 + ... + AnXn, 

donde :r.i, ••• :r.n E X,.>.,, ... ~" E E, yn EN, pertenece a (C~(x,'Ji))'_---El 
conjunto de todas estas combinaciones lineales recibe un nombre especial:,:_:, 

DIWINIUIÓN 2.46. Si E e.~'"' r.nmpo topol6gico y X E Il(E); lá.:E-.;nvolvcntc 
lineal topológica de X e. .. el conjunto algebrnir..a:111.ente genemdo'po1·,,X2-'e11. t:!.l 
e.qpacio ucr.l.orial C,,,2(X,E), e.<i decir, e..., el conjunto: . . . ,,: 

{A1X1 + ... + AnXn E Gp,2()<:,E): X¡, •.• :r.,. E X, A¡,. •• A,. E E, n e'N}, 

que denotat'f!Tno • .., por Lp(X, E).8 

Ons1~1tVACIÓN 2.'17. Si E es un campo topológico y X E ll(E), entonces 
Lp(X, E) es subcspacio vectorial topológico <le Cp,2(X, E) y es el más pequeño 
subespacio lineal de Cp,2(X, E) que contiene a. X (es decir, a V'C(X.BJ(X)). 

La observ-dCióu 2.45 no es otra cosa que la afirmación de que Dp(X, E) ~ 
(C,,(X, E))'. En el teorema que sigue <lernostraremos la otra contención para cierto 
tipo de carnpos topológicos que precisaremos a continuación. 

Sea .E.,' un c.."l.n1po de característica cero. Entonces E contiene un subcarnpo, 
llarnado el campo primo de E 9 , que es isomorfo al campo Q de los números 
racionales y que suele identificarse con Q, corno aquí haremos. 

DEFINICIÓN 2.48. (1) .'>'e.a E un r..n111po de cn.nicterislica Ct!1YJ. Una 11or1na 
eu 6• e." una función 11 11: E• - R+ U {O} que .<1ati-.face lns siguit:ntr:...; 
p1v71icdade...;: 
(N 1) IJeJI = O si 11 .-.>lo .• i e = º ("'f"'Í 11 es el elcuumtu cern en EJ. 
{N2) Para toda A E Q 11 pam toda" E E, llAelJ = IAI JlelJ. 
(N:J) Para curile.•quimu e y"' en E. IJe + e'IJ :5 IJelJ + IJe'IJ. 

(2) Ll-amaremu.• canipo normado a una pareja (E, IJ 11). donde E e.• tt1L campo 
dt! ctuncteri.~tica cero 11 11 IJ e.o.; u.na non11.a en E. 

OssEnVACIÓN 2.-19. Se puede comprobar que un campo uorma<lo
0

(E,1J ID es 
un espacio miitrico cOn la métrica. <lr.finicla por d(:r.,y) = IJ:r. -1111: ' 

8 Estc cspucio turnl.Jién Re puede Jlu.n1u.r el E-espacio débil linoftl libro da 1"'-:. >""~t que uutorcs 
tules como Olcg Okuncv NP htt.11 rt~ícrido H Lp(.,,'\") como el esptteio débil linett.l de X (veor ººl\•lemorihS 
de IHS 'I.Crccrwt .Jornudu.s Vcrunicga.s de rlbpologítt. Pucblu.. Puc .• tt.Ún por redu.ctHrsc. ) 

9 Vcr lu. definición tm lu. µ1\J.,1;inu. GO de [46J 
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Si eo es un elemento <le E y ¡; > O, al conjunto {e E E : lle - eoll < o}, lo 
<lenotaremos por B6(eo). -

Tampoco es difícil corroborar que con la métri~.·d definida como hemos indi
cado, las operaciones de suma y producto en el can1po E son continuas, con lo cual 
podemos afirmar que E es un campo topológico con la. topología genera.da por su 
norma 

DEFINICIÓN 2.50. Un campo discreto es un· ca111po E que tan&bién es un 
P--4pacio to¡Jológico discn!to. 

OBSERVACIÓN 2.51. Todo campo discreto es también es un campo topológico 
que además es un espacio Puebla, por ser discreto. 

Ll!':.MA 2.52. s~z. E 1/.1t caT/t¡JO di"lcreto o bit:fl. 1/.71. CXJ.711.po noTTnado. Su¡H1T&g<1:rll0.61 
que X E R(E) 11 que</>: Cp(X, E) - E e.'J 1maf'unción lineal y continua:- Entonce.'< 
e.:r:i."l/.e 1/.na colección finita {X J ' • • • 1 X11} de ele111.ento."I tle X' tal que, para f.oda- g- e 
Cp(X, E), <f>(g) =O .'li g(x;) =O pam r.n.da i E [n.]. ·· 

DBMOSTRACIÓN. Como </J es lineal, <;l>(Q) = 0. 10 · .< .·:·:· · 

(a) Si E es un campo discreto, como cp es continua en Q, existen'unS:· .. Y~i~d~ 
U de O en E y un subconjunto finito {x¡, ... ,xn} de X, tales que: <J>(W):'s;; 
{O}, <lon<le IV es la vecindad básica (!!;x,, ... ,xn;U) de º·en'.C,.(X;E); 
Entonces, si g E Cj,(X, B) y para ca.<la i E (nj g(x;) =O, se tiené .. qúe_ !/E' W 
y por lo tWltO que .p(_q) = O. · · , · · 

(b} Supongamos ahora que E es un carnpo norrnado y que su norma es la'fu.nción 
1111: E-IR+U{O}. ·· 

Como <Pes cont.inun, existe una vecindad canónica W = (il;x1,. .'· .. ·~· ,x,~.';r:} 
<leº en Gp(X, B), con r >O, tal que <P(W) s;; B1(0). 

Sea g•Cp(X, E) tal que !J(:r.;) = O para to<la i E [7t]. Si k EN, entonces 
J.,g E W y con ello li<t>(k_q)IJ <l. Por lo tanto, para ca.da natural k, se tiene 
que kll<t>(g)ll = l.í/I 11.P(g)ll = llk<fJ(g)ll < l, es decir, - ' 

parn cn<la k E H. 

Esto equivale a afirmar que </>(g) = O. 

l 
ll<P(g)ll < -,;· 

D 

T1::01u·:MA 2.5:.i. Si E t:..-. un cu11171u <Ji~..,<::rr:l.o o 1L7t rxi11t]JU no1-,na1lo PtJ.~bla y 
X E R(E), entonce.• 

L,.(X, E)= (Cp(X. E))'. 

Üt..:l\tOSTltACJÓN. Con10 recalcarnos en la observación 2.47, en 2.45 nfirtnrunos 
que Lp(X, E) s;; (Cp(X, E))'. Probaremos In otra contención. 
Sea <P E Cp.2(X, B) tal que <P : Cp(X, E) ~ E es lineal y continua. ·Poi· el 
lerua 2.52, existe un sul>cunjunto finito ¡ ... = {x1 ., ••• , Xn} <le X tal que, para ca.Ja 
g E Cp(X, E) que se anule en todos los elementos <le.~. se tiene que ef>(g) =O. 

Corno E rs un espacio Pur~bln _, . . "< E R(E), pnrn cada i E [n), existe Yi E 
C,.(X, E) tal que y;(a:;) = l y para to<la j E [11] \ {i}, !b(Xj) =O. 

10 En t~"llc len1a e.-1tan1DH rc1u-.._•sf!Ulandn con O ~1 r.letnento nulo en E y con Q H-1 elernenlo nulo 
en C,.(X.1~)-
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'.I8.mbién para ca.da i e fn]; pongamos ..\,-== q,(gt),- Mos_trarcmos a continuación 
que</>= ¿,.;[nJ ..\¡x,;· Sea g- E Gp(X, E):: Definamos la función 9'_ como la siguiente 

combinación lineal en Cpi(~?~~(:r.;)~i- _;(_~(x,.)g/.. - : -.> 
Entoncesg' E Gp(X, É) y, como parac:<;.da i ~-fnJg'.(x;),== o/s.i\ieneque </>(g') =O. 

Así pues, - - /' ,,,-oj~~~J~-~~J?S:~~~}Sf~{~~~--\·'?}' 
Por lo tanto, 

<t>C9) = <t>CE u(x,)~;) = :¿: u(;,)<t>&~)i-:E:¡_;~c,.,;);,,;E A,x,(g). 
- iE[n) - _ IE[n) _--' __ ----- · ',:'- iE[nf:·'-<.' ;-•-_ "- <E[n) 

Como esto es para toda g E Gp(X,E); ¡,~;~os-1~~;~-;,--•~i~b'Ür q~e </> = Lie[nJ ..\;x;, 
y con ello que </> e Lp(X, E). ,:_,_,,_- - - D 

Tt;;ORl~!\fA 2.5 ... 1. SetlTL E e..., 11.7/. e."'7>ucW top~WYicó'··J/ J( E R(E). Enlo1u.:c...,: 

(1) Si E,:.,.., un ca11i¡>o topolcigico I'uebla y de Jia~d'(;;.~::x C.'1 _~rrrzdo t!n f,.,p(X, J-:;). 
(2) .'ii r: <:..., u.u. ca111.po di.'i<!Tr.to o 11.JL r..an1.po 11.onnado, cntonce."I Lr()t(., E) es 

c<~1·nulo t!n Gp,2(X, E). 
(::J) Si B e.'i 11u ca.111.po di.'icrr!lo o un carnpo 11.orrriado 1'uebla, enl<>nces X e.~ 

cerrarlo en G ... ,~.2(X, E). 

Di;MOS'l'l<ACIÓN. (1) Repr<-'HCntemos por X a la cerradura de X en Dp(X, E) 
y supongaruos que existe 11 E X \ X a 

Sea Y= X U{¡¡}. Como¡¡ E Lp(X, E), existen n EN, :r.1, ... ,:r.,, E X 
y ..\1, ..• , ..\,, E E, tales que 11 = ..\1x1 + ... + ..\,.x,.. Notemos que Y E R(E). 
Entonces, corno -y# X¡ para toda i E [n], y E es un espacio Pucbl~ existe 
!I E G 1,(X, E) .tal que g(U) = 1 y, para toda i E (n), g(x<) = O. Entonces 
f = fllx E G 7,(X, E) satisface que J(:r:;) =O para toda-; E (n) y 

y(f) = ..\1:r.1 (f) + · .. + ..\,.:r.,,(f) = ..\¡f(:r.1) + · ·· + ..\.,f(xn) =O. (*) 

Corno JJ; c-s de llnus<lorff1 cxist.cu abiertos ajenos G y J-f en E, tales que 
l E G' y O E /J. Dado que ,q es continua y g(11) = 1, existe una. vecindad 
V Uc !/ en } .... t.nl que~ g(V) f; G. También existe una vecindad \/"' de !/ en 
/Jp(,.._, E) tnl que V= V' n Y. 

Sea A= {x E,'(: f(:r.) E G} .. Mostraremos que y E r:LL,rx,s¡A. 
Si fJ es una. vecindad de 11 en Lp(X, E), entonces Un V' lo es tarnbién 

y, como!/ E,\'. Un V' n X ;6 0. Note que Un V' n X= Un V n ,-..,;:. Sea 
x E Un V n ,.._. Se tiene que f(x) = !f(x) E G, con lo que Un A o¡6 l/l. 

I-Icrnos visto entonces que 11 E clr,,.cx.F:)A y como 11(!) = O (por (*)), 
IV= f,p(X. E) n (11; f; 11) es vecindad de 11 en L 1,(X, E), por Jo que existe 
z E A n u·· .. Ahora Uicu, cuino z E A, entonces z(f) E G, .V C01110 z E H··, 
se tiene que z(f) E /I. Esto constituye una contra<licción quP provino <le 
:<upo11cr qu" .;;; \ X ;6 0.-=--,--,,_,.._,,,,,. 

(2) Ahora de11utarcmos por /Jp(X. E) a la cerradura de Lp(X, }~')en G 7,.2(,Y:, E). 
Sea d> E L 1,(X. 8). En vista de 2.53, para demostrar que</> E Lp(,l(. E), sólo 
ha.'\~ q11P u1ost rar CJUr es linPal. H.:u·ctnos esto a continuación en ec,,<la. uno de 
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los dos casos de la hipótesis: cuando E es un carnpodiscreto y cuando E es 
un campo norrnado Puebla. - - · --- ---

(a) Supongamos que E es un campo ·discreto ... Sean ·1 .. y g elementos.,. 
de Cp(X, E) y k e E\ {O}. Consideremos las siguientes vecindades 
·canónicas <le 4> en Cp,2(X, E)i · 

A= {ef>;f; {ef>(J)}), n = (4>; 9 ; {ef>(g)}), e= {ef>;f + kg; {<t>(f + kg)}) •. 

Los conjuntos A n D n C es una vecin<la<l de 4> en Gp,2(X, E) y, corno 
ef> e L,.(X, E), existe T/ E A n B n C n Lp(X, E). Entonces 1¡ es lineal 
y por lo tanto, r¡(f + l.:g) = r¡(f) + kr¡(g). Esto implica que: 

ef>(f + kg) .,~e r¡(f + kg) = r¡(f) + k1¡(g) .,eA~.,eB ef>(f) + kef,(g). 

(b) Supongamos ahora que E es un campo con una norma 11 11; E. -
R+ U {O} y que, con la topología generada por esta norma~ E. es un 
espacio Puebla. · 
Sean f, g E Cp(X, E)~· k E E\ {O}. Para comprobar que ef>(f +·kg) = 
ef>(f) + kef>(g), demostraremos que, para toda e> O, 

11 ef>(f) + l.:ef>(g) - ef>(f + kg) 11< e. 
Sea pues e > O. Consideremos las siguientes vecind8.dcs locales e.Je <P 
en Cp,2 (X, E): 

A= {ef>; f; Bfr(ef>(f))), B = {ef>; kg; Ba¡f;;¡¡(<i>(kg))) y 

e= (<t>; f + kg; 1.Jfr(<l>U + kg))). 
A n lJ n O es una vecindad de </> en c,.,2(X, E), así que como </> E 
L,.(X, E), se tiene que A n B n C n Lp(X, E) '# 0. 
Sea T/ E A n B n C n L,.(X, E). Corno T/ es lineal, r¡(f + /..:!/) 
ef>(f) + k</>(g). Se tiene entonces que: 
11 ef>(J) + kef>(g) - <t>(f + kg) 11= 
=11 ef>(f) - 71(f) + l.:ef>(g) - kr¡(g) + 71(f) + k71(g) - Q'>(f + kg) 11= 
=11 (<t>(J) - r¡(f)) + l.:(<f>(.q) - 11(9)) + (r¡(f + kg) - <PU+ "wll 11:5 
:5ll 4>(J)-1¡(f) 11+111.: 11 1i ef>(.q)-·r1(J1) 11+1111(J+kr1)-<P(f+kg) 11:5 
:5 §+ 11 k 11 3JÍklr + § = e. 

(3) Inmediato de (1) y (2). 
o 

PROPOSICIÓN 2.ú5. Si E es 11.11. ca.111.pt> topológi,co 1J .,,l[ E R(E) e11.t.cn1.ce....,, ¡><un 
toda f E Cp(X, E), e:z:i....,tc ttna 1ínica funcional lineal continua J : L1,(.,,\;, E) --- /~ 
tal tpu: flx =f. 

Dm•toS'rRACIÓN. Sea C,.,a(X, E) = C,.(Cp(C,.(X, E), E), E). 
Como G,.(X, E) E R(E), por 2.43 In función: 

·r/Jcp,.(X.E) : c,.(X, E) - c,.,3(X, E), 
a la. que denotaremos aquí .por .,µ, es encaje; así es que si f E G"11 (X, E), en
tonces t/J(f) E (C,.,2(X, E))', por la observación posterior a 2.44, es <lccir . .,¡,(f) : 
C 1.,2(X, E) - E es lineal y continua. Como L,.(X, E) ~ C,.,2(X, E), basta definir 
J = 1/'(f)ILr(X.E)· Ahora bien, para toda x E X, 1/J(f)(x) = x(f) = f(a:). con lo 
que obtenernos, como queríamos, que ÍLY = f. 
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Para demostrar la unicidad de j, supongamos que J : Lp(X, E) - E es una 
funcional lineal continua tal que flx =f. Para toda.y e Lp(X, E) existen n EN, 
xi, .. -... ,Xn E X y ..:\.1, .... ,An E E, taleS quC-71 = ..:\.1x1 + ... + ..:\.n:r.n· Por lo tanto, 
dado que j y J son lineales, 
j(y) = ><if(x1)+ •.. ><nf(xn) = ><1f(x1 )+; .. +><nf(xn) = ><1f(x1)+. • .+><nf(xn) = 
~. D 

Nótese que si j : Lp.(X, E) .. ~ C,,,2 (X, E) es la inclusión entonces, para cada 
fe Cp(X,E), la funcional Jconstruida en la demostración anterior, no es más ~ue. 
la aplicación a f de la composición siguiente, a la que denotaremos con la letra 1?: 

Ó,,(X, E) ~ Cp,3(X, E) L._ Cr(Lp(X, E), E). 

Como vimos tambié11.~n la prueba anterior, -O(Cp(X, E)) ~ (Lp(X, E), E))' y, al 
pro_bar la: un:icid~ :de, ·j, en cierta forma se ha <lemostra<lo la inycctivi<lad de 1?. 
Esta función es co'ntinua. En el siguiente tcorctna probarcn1os que la. función 

19: Cp(X, E) ~ (Lp(X, E), E))' 

es ~u.prayCCtiva Y que su inversa 

{: (L,,(X, E), E))' ~ Cp(X, E) 

tan1bién es continua y lineal, y entonces po<lrcn1os afirmar que iJ es ho1ncon1orfismo 
lineal: 

Tl~ORl~MA 2.56. Si E es un campo topol6.qico 11 X E Il(E), entonce.'< c,,(x, E) 
es ca11.ónir,n.11ie11.te. isomorfo al e.o;;pacio (/.., 1,(.)(, E))'. 

0El\.10STRACJÓN. Veamos entonces que la función l? <lcfini<la en la nota de 
arriba, es suprayectiva. Tomemos y E (Lp(X, E))'. Entonces Hlx E G'p(X, E) y 
-O(glx) es el único elemento de (Lp(X. E))' tal que 1?(glx llx = !Jlx. Entone<'-" este 
elemento no es otro que g. Por lo tanto, g E 1'!(01,(X, E)). 

Esto nos rnu~tru. quién es é,, la inversa de 1'.1; C::J la función restricción e.Je la 
función ;• : C,.(Lp(X, E), E) -- 0 1,(X. E) a (L1,(X, E))'. donde i: X.__. Lp(X, E) 
es la. inclusión. Corno sabcn1os, ¡• es continua~· lineal. así que ~ lo es tatnbién. O 

Combinan<lo los dos resulta<los <lunles cnuncia<los en los tcorerna..'I 2.53 y 2.56, 
obtenernos el siguiente corolario: 

ConoJ~AilJO :.!.57. Si l!J' e. ... un ca111po di."iCT'cl.o o un ca111.¡io no1"11uuio J>uebla 11 
..,'( 11 Y son c.<ipacio.'i E-regula1"f!.s, t!nlo11ct!.<.1 Lp(X, E) t!."i lin1-!nl111.enlt! lun1tt!o111orfo a 
L 11 (Y, E) si 11 sola1ncntt! si G,,( ... \."'". l.!..') es li11cal11u;nlt: lunu.t:cnu.orfo a C,.(1'-... /:.'). 

Ons1o;n.VAC'IÓN 2.58. Si E es un can1po topológico y ... .'\: E /l(E), entonces tanto 
E corno Cp(X, E) son anillos topológicos, conmutativos ~· con elernent.o unidad. 
,l. Con este hecho a la uu1no po<lcn1os caracterizar <le otra u1anera al PSpacio X 
identificado con l/'c'P(X.E)(X) corno subespacio c-1<? L 1,(X, E), cuando E es adetnás 
un espacio Jiscrcto o su topología está generada por una. norma cu ¡..~ que lo hace 
adcnuís un ~pacio Puebla. Será útil dar antes el sigui~ut.n concepto: 

DgFJNICIÓN 2.5!) • .':;i JE es u11 cn11tpo topológico ll ,.)( E Jl(J:.n. dirc111.<J.~ que 

una fu.11.ci.011.al lineal t.p : c,,(x_ E) - E es 01.Ultiplicativa si 7m1n r:-11n.lt! ... ([Uie1n 

J, ge c,,(X, E), .,,u· .9) = cp(f) · <p(g). 
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Denotan!'!1tos·co7l X.E: al conjunto 
{rp e (G,,(X, E))': 'P ,._. TTmltiplicati11a }. 

TEORl~MA 2.60. Sea.n E u.n ca11ipo di.."lcreto o t1.n campo norT1&ado Puebla .. y· 
X E R(E). Entonce.• X = Xi;:. 

DEMOHTll.ACIÓN. Como (C,,(X, E))' = L,,(X, E) (teorema 2.53), resulto. que 
XE: ~ L,,(X, E). Por otro lado X ~Xi;:, ya que para cualesquiera clementosf y g 
<le C,,(X, E), x(f • g) = (f • g)(x) = f(x) · g(x) = x(f) · x(g). . 
Veamos que XE: ~X. 
Sea ip e Xi;:. Como tp e L,,(X,E), existen n e N, J\i, .•• ,»n e E\ {O} y· 
X¡, - •• ,Xn e X, tales que X¡'#:- Xj si i ~ j y cp = A1x1 + .. -ÁnX'no 

• Si n > 1, como E es un espacio Puebla, existen fi y f2 en C,,(X, E) tales 
que f2(x1) = ,1, y f1(x3) =O si j E [n] \ {1}; f2(x2) = ,12 Y h(:r.;) =O si 
j E [n] \ {2}. 
Entonces, para cada i e {l, 2}, <p(f;) = l. Sin embargo, 
tp(f1 • h) = >.1fi (xi)· h(xi) +>.2f1 (x2) · f2(x2) + .. . +»nf1(xn) • f2(xn) =O, 
a.sí que tp(f1 • h) >6 rp(f1 ) ·tp(f2), contradiciendo la suposición <le que <p e x•. 
Entonces este caso, en que n > 1, no ocurre. Por lo tanto, n =l. 
Si n = 1 entonces <p = J\1x1 y como tp # Q, »1 # O. Denotemos por fo a 
la función constante .l <le C,,(X, E). Ent.onccs fo = f¡f y tp(fo) • ip(fo) = 
ip(fir) = ip(fo) = >.1x1 (fo) = »1fo(x1) = >.,, es decir, >.i = >.1 y, como 
>.1 #O, »1 = 1, con lo que se concluye que <p = x 1 e X. 

D 



CAPÍTULO 3 

Homeomorfismos canónicos de espacios, inducidos 
por 

isomorfismos de estructuras de espacios de 
funciones 

Hay varios rP.Sulta<los fundrunent.alC".s relacionados con homcornorfis111os de P.S
pacios topológicos inducidos por isomorfismos de estructuras (ya sea topol6gicas, 
algebraicas o algebraicas topológicas) de sus espacios de funciones, y que consti
tuyen importantes puentes entre álgebra, topología y aná.lisis funcional. El primero 
que recordaremos es el Teorema de Gelfand-Kolmogorov7 que en principio nos habla 
de que, para ca<ln fenómeno topológico que ocurre en un compacto .... ~. hay un 
fenómeno algcbrnico observable en el nnillo C(X). 

TBOR>;MA a.1 (de Gelfand-Kolrnogorov (1939)) ([11], pág. 88). Si X 11 Y son 
C..'17Nlcios co.,,1.¡1act.os para lo."i cuales lo."I artülos C(X) y C(Y) ."Ion algcb1nica111.e.11.te 
i"lo111.orfo."i, entonct:.-4 X 11 Y ."Ion ho1n<!o111orfn.'4. · 

Hay ejemplos {[1.1.]) que muestran que este teorema no se extiende a. cualquier 
clase de espacios no compactos, mas es un hecho de suma consideración que sí se 
pueda extender a los espacios rcalcornpnctos: 

TEOIU-:J\.IA 3.2 (Hewitt (1948)) ((1.1.], pág. 90). Si X y Y son f!."]JaCios real
co11tpacto,., y C(....-Y) JI C(Y) . .,on i . .,oniorfoH corno anillos, en.to1u:e..., X e..~ Jun1u:o111.orfo 
a Y. 

Este teorr.111a suele enunciarse brevernent.e c.Jiciendo que la estructura de anillo 
de C(X) <lctcrrninn la topología <le X. Sin embargo,. también la dctr.r1nina In. 
estructura de r<>tículo de G(X) (ver [59]). Asimismo, puede el lector hallnr en [23), 
en (50) o en [28) pruebas de que, para un espacio N-compa.cto, tanto la estructura <le 
anillo como la de retículo de C(X, Z), determinan la topología de X. Nagata probó 
en 1949 que los hotncornorfismos de los espacios X y Y aparecen tarnbién como 
con~cucncia dr. los corrr.spon<licntcs isomorfismos entre los anillos topológicos d~ 
funciones: 

Tl~ORl·:MA 3.3 (Nagata (1949) (ver [1.1.J, pág. 91). Sean X y Y espncio., de '1)¡
chuuoff. Entonct!."1 los anillen; topolcígicos c•,,(X) y Cp(Y) ,"iOTL to1><.1l<ígicn.uu:nte i.su-
711.0l'fo.-t 8i 1J scílo ."ii los e..~71acic1s X 11 Y son htnnp,,0111.orfo.o.;. 

Las premisas <le este teorema son sin duda más fuertes que las del <le Hewitt, 
pero el resultado que pregona es válido para todos los espacios <le Tychonoff, no 
solaincnte pa.1·a los rcalcompactos. U&'l.n<lo el teorema 2.60, darcrnos a continuación 
una versión <lcl tcorcrna <le Nagata para espacios E-regula.res, donde ¡.; r.s un carupo 
norrnndo Puebla o un carnpo discreto. 

r.1 

Tl?<:::'TC rtQ1\f 
• J..:.1 ;.J.1,;) l_.. l' 
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'l.""'i:;ont~MA 3.4. Sea E 11.n r.antpo di."lcre.to o un ca111:p<J nor'lfiado l'u.ebla y .<1ea11. 
X y Y e.'ipacio."I E-n:Urdare."I. _-b ... '11.toTti:e."I existe 11.n -i..,ornorjisnú> -de -anillo."I topolc¡gico."i 
h : Cp(X, E) - Cp(Y, E) que deja frjo1 al espacio E .~i 11 sólo si X 11 Y son 
ho1neon1orfos. 

Dt:;MOS'l'H.ACIÓN. Como la suficiencia es clara, sólo demostraremos la necesi
dad. Sea h : C,,(X, E) - C,.(Y, E) un isomorfismo de anillos topológicos. En-
ton ces 

1i• : C,,.2(}', E) - C,,.2(X, E) 
es también un isomorfismo de anillos topológicos (ver 2.10 (li) y 2.11 (U)). Sea 
ahora f e Y. Por el teorema 2.60, podemos identificar Y con l'_B, que como se 
recordará, es el conjunto de los elementos multiplicativos de (Cp(Y._ E))'. y entonces 
considerar a f como una funcional lineal continua y multiplicativa sobre Cp(Y, E). 
Como hes un isomorfismo de anillos que deja fijo a E, h'(f) = foh: C,,(,X-, E) -
E es una funcional lineal2 continua sobre C,,(X, E), así que para ver que 1i• (f) E X, 
sólo falta demostrar que es una funcional multiplicativa (ya que X = XE, con10 en 
2.60), lo cual es muy sencillo pues si .9 y k son elementos de C,,(X, E), entonces, 
tornando en cuenta que h es isomorfismo de wiillos, 

hº(f)(g · k) =(fo h)(g · k) = f(h(g · J.o)) = 

= f(h(g) · h(k)) l<g'" f(h(g)) · f(h(k)) = h"(f)(!I) • h•(f)(J.o). 

Se ha. <lernostra<lo entonces que !z.•(Y) ~X. Proce<lien<lo e.Je la tnisrua fonna pero 
con. 1i.-, obtenernos que (11.-)•, que <'..s la inversa <le 11.·, manda X en Y. Esto 
demuestra que 1t•¡y: Y - X es un homeomorfismo. D 

Estos y otros teoremas del mismo tipo han motivado prc~gunta....-,: como la dt-1 
siguiente problema, que los autores <le [l.4) consideran básico para las aplicaciones 
de los funtores en topología general: 

Pnoar~io:.MA GBNgn.A.14 1: Si r..,~ es una estructura algebraica y es a la vez un 
espacio topológico (por ejemplo si es una estructura algebraico-topológica), ;.qué 
tipo de estructura algebraica (o algebraico-topológica) sobre C(,X", E) (o C,,(.X". E)) 
determina. la topología <le .,,.l("! 

Algunas estructuras algcbru.icns en G(...,.Y, E) o en Cp( .... X, E) no clctcr1ninan la 
topología <le ,,,'(, pero sí algunas ot.r.n .. ~ propic<la<les topológicas <le .)(. Por ejeu1plo, 
la estructura. de grupo de C(X, Z) eu general no deter1nina In topología <lcl <3..Spacio 
X, pero corno se demuestra en (23], si X y Y son espacios 2-cornpactos, entonces 
los grupos C(X,Z) y C(Y,Z) son isomorfos si .v sólo si w(X) = w(Y). 3 

Así pues, conviene plantcarsr un problcnu\ más g<'ncral que Pl problenu\ general 
1: 
PROBLEMA Gt::Nl-:RAI. 2: Sea <l> un funtor <le alguna subcategoría plena, S. <le ~J'op 
en alguna otra categoría C. ¡,Qué tan parecidas entre sí son las proph"'!da<lcs de 
los espacios topológicos X y Y rn S si los C-objetos <1'(,Y) y <l>(Y) son objC!t.os 

1 EI cspucio E se puedo considcrur cotnu subesµucio del uspuc:io G"p(Z, E), para cuulquicr 
f"'SJ>H.cio z. como virno._o¡ en 2.35(1). 

2 En cf1-cto, partt. cuu.lao1quiern g ~· g' ~letn<-'ntoM ele Cp(1"(., E) y !..~ E 1:.:. Rt" Li••nf-": f olr(y + J.·g') = 
f(h(g+kg')) = f(l•(g)+h(f;.)h(g'}) = f(h(g)+f,:h(g')) = f(h(g))+kf(h(.q')) = foh(g)+J.·foh(g'). 

3 Ver piigina 17 pn.rH. recordar d co11<~npt.o el..- peso. 
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C-isornorfos? 

Si C. ~ ':":1&·.i:~t.eg':>ría;:'~. ~ una subcategoría. plena de Top y cf> : S -. C es un 
funtor, ya .s~B. cc:-viíriant.~ .~ ·có.ntravariante, definimos en la cla.se '1.'T de objetos de S, 
la siguiente relaci6n:quC resulta ser de equivalencia: 

:X ;t\)!si y' sólo si <l>(X) es C-isomorfo a <l>(X). 

DBP1N1¿~6·~~:J-~·:5·~'~.:.'-Di~ni~S: que los e.-1pacio.11 X y Y son cf>-cquivalcntes o 4>
borneomrirfoS~.·~i X··;!:. Y.'°·, 

El problema: gCiteral 2 se puede ahora reformular diciendo: 

¿Qué propiedades deben tener en común los espacios 4>-equivalcntcs'! 

Dado un funtor "1> : S -. C corno arriba, en la práctica suele ser muy difícil 
determinar todas las propiedades que tienen en común dos espacios 4>-cquivalcntcs, 
pero pueden darse respuestas parciales estudiando si alguna propiedad topológic_a 
concreta 'P que sen poseída por un espacio X, la tienen ta111bién todos los espacios 
<1>-equivalcntcs a X. 

Dl·~F'INICIÓN a.ü. Dado 1tn fu.11.tor et> : s -. e, C0711.0 a1Tiba, y 1tna p'n>piedad 
topológir..a. 'P, direrno.C1 que ·p es una propiedad clio-invariante, si e."l preservada por 
4>-equivalencia, es 1iecir, .-1i . ..;ie1Ttpre qtte <P(X) y 4t(Y) sean C-i.soTnorfo.~· y X Ü!Ttga 
"P, eTtlonct~"I Y lfl.T11l1ién tit:1u: la ¡nnpiedad P. · - , -

Por ejemplo, si F es; el funtor que a cada espacio topológico X- le asocia el i:rupo 
topológico libre sobre X, F(X), entoncC'.s la compacidad es F-invariante.(vcr'. (36D. 

A la luz <le In Uefinici6n anterior, podemos replantear los problemas precedentes 
del modo siguiente: 

Pu.ou1.1..:A1A C:l·:Nl~llAl4 a: Dado un funtor cJ> (covariantc o contravariante) de 
una subcategoría plena <le To¡> en una categoría C, ¿Qué propiedades topológicas 
son <I> invariantes'! 

En In siguiente sección mencionaremos algunos resultados sencillos, pero <le 
gran utilidad.~ relacionados con los anteriores problemas, principalmente cuando cfJo 
es el funtor C,.(-, /!:) : Top - C, <lande E es una estructura algebraica topológica 
y e es la categoría cuyos objetos son las estructuras algebraicas del mismo tipo qttP. 

E. 

1. C:p(-, b')-equivalencia 

Quedatnos pues en que el sítnbolo .... \( CpC,.::•E) Y significa que Cp( .... ~, Ji:) es C
isornorfo a. C:p(Y, E). 

Tanto cuando E es un espacio vectorial topológico corno cuando E <"S simple
rnente un espacio topológico, usnr~rnos denon1inacioncs más sencillas: 

[)J.;l"INJCIÓN 3. 7~ Sean X y E e.-.¡mcios topolc5gicos: 

(1) Dire11u1 ... tflll! X y y son l¡.;-cquÍV"dlcntes Hi c,,(X, E) e.-. lunttt!tlTll.OTfo a 
c:,,(Y, B). 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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(2) 

(3) 

3. llOMEOMORFISMOS INDUCIDOS POR JSOl\.fOllFJSMOS 

Si. E e.-1 un e..~pacio 11r.ctorial topológico, diremos que X y Y son . lE
equivalentes .c;i C,. (X, E) es lincal,nentt.: i.-1011ior/o (es decir, iso11wr/os con to 
""P"CÍOS vectm-iales topológicos) a c,.(Y, E). . .. 
En' el ca.<10 en que E = R., .'le ... uele oTnitir el sub{ndice E y hablar NÍ7n.pleniente 
de espacios t-equivalcntes o l-equivalentes. , 

No'l'ACIONBS. Si X y Y son espacios topológicos, entonces: 

(1) La proposición X y Y son t.E-equivalentes se representará así: X~ Y. 

(2) La. proposición ... Y y l' son LE-equivalentes se representará así: X !.5 '}.'". 
EJl~MPl,OS ::1.8. (1) La compacidad es l-invariante, mas no t-invariante: 

G,.(H) e!! G,.(IR), 

como <lemosLra.ron Gul "ka y Kbmyleva en (37]. 
(2) La u-compaci<la<l es 1.-invaria.nte (Okunev). 
(3) La propie<la<l <le Lin<lclüf es /-invariante (Velicko). 
(4) La clase Sil 4 es también t-inv-uriante (<lemostra<lo por Okunev en (53)). 

En la.._c:¡ siguientes tres proposiciones supondremos que C es una categoría cuyos 
objetos son las estructuras algebraico-topológicas de cicrt.o tipo y en la que, para 
cualquier familia {Yn}neA <le e-objetos, el producto topológico DaeA Ya es también 
un objeto <le e. Son de este tipo las categorías <le espacios topológicos (Top), <le 
grupos topológicos (GrpTop) 5 y de espacios vectoriales topológicos (EVT). 6 Para 
ca<ln fa1nilia {X0 : n E A} <le espacios topológicos, clcnotarcn1os por E9aeA Xa a la 
sutna topológica libre de los espacios X 0 • Las <lcmostracioncs <le las pritncras dos 
de las tres proposiciones mencionadas, pueden consultarse en [62). 

PnoPOSICIÓN 3.9. Senu .Y un espacio topolii.qico 11, para cada u E A, Ya 'ltTL 

C-obje.tu. Si y= CTaeA Yo <:.."I el C-producto de lnfa11tilia {Ya}, entonce.o.; c,,(X, Y) 
f!S C-isrnurnfo n. Oae/\ e·,, ex~ l'a ). 

J->1to1•os1l:JÓN :J. 1 (). t;en.1t .,,.y = E9neA X 0 , la su111.a topológica. de l<>.~ e. ... pa.cio."I 
.. '<0 • u \' un C-objcto. E11tonct! . .., G'p(X, Y) e.., C-i"40111.orfo a llaeA Cv(Xc., Y)~ 

1-'HUPUSIC!ÓN J. 11. .'>'i J:.,' e."i un C-ob.fel.o y, ¡1ar<L cada a E A, _,l(0 11 }~ tautbién 
lo ."4un. ~!'ntonce.~ fficre/\ Xa. 11 ffioeA Y0 son Cp(-., E)-e1¡uivalent.e..~ si·-pa1n 'en.da.a ·e 
A. Xa 11 Y 0 ."ion Cp(-., li:)-cquivnlentc...,. '· - · 

'· ·. - . -
Dt~MOSTRACIÓN. Pru·a cada ¡j E A, sean hp : C,,(Xµ, E) - c,.(Yµ, E) un 

e-isomorfismo y P/3 : Dne,\ C,.(Xa. E) - c,,(Xp, E) y qp: DaeA c,,(Yn,E) -
c.:p(l't1 .. E) In f:l-ésirnas proyt~ccioncs. Sen. 

11: fI C,.(Xa,E) - fI C,.(Y0 ,E) 
a E/\ o EA 

el tínico C-rnorfisrno tal quu parn toda {J E A, el <liagrama siguiente connn1t:a: 

'1l\11u111cl lburru. llarnó en [45} clu."iQ S"il u. lu. clu.'ic do los E-cspucios Lindnléif. Dicho trubu.jo 
es unu Uucntt introducción ul t..-studio el~ ~tu chise de a1pU.cios. 

5 Vcr lu. !:K"CCÍÓU 1.4 de (03) 
"Ver la ~-cción 7 d~·l cupir.ulu 2 d~ [44) 
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h. 

,,,, 
.Como cada hp es C-isornorfismo, h también lo es. . 
Por la proposición 3.10, existen e-isomorfismos l1 : c,.(X, E) .,...-> ITaeA c,.(Xa, E) 
y l2 : Gp(Y, E) - flneA Gp(Ya. E), así que l2 oh o l1 : C,.(X, E) - Gp(Y, E) es 
C-ison1orfismo. D 

DBFINIUIÓN 3.12. Si X e.• un espacio topológico, A'~ X, e es una de la.., 
categoría.• EVT, GrpToJ', 11 E e.., un e-objeto, denotan."Trto,q por'Gp,A(X;E) al 
.~11.be.'l71nr:io (.'lul10bjcto) dt! C,,(X, E) que c.011 .. 'lta de toda."I lo."I f1tn;ci.one."1 tale.<t1 tJ1tC 
f f A = Q. Si A = { <L}, Gp,A (X, E) .•e rcp1-escntará scncillarncntc J'OT Cp,a (X, E). 

Pn.oroslCIÓN 3. 13. Si X 1J y .'Ion e.<tpaCio.'I topológico.o;, A ~ X, e e.'I una de 
ln..• catt![lm-tas EVT, GrpTo]', y E es un e-objeto, cntonce.s Gp.A (X, E) X G,.(Y, E) 
t.!.'I C-i .. -1ou1.orfo a. Cv.A(X E9 Y,E•). 

Or;MOSTHA<.:IÓN. La función G : C,.(X, E) x Cp(l', E) ~ Gp(X $ Y, E) tal 
que G(f,g) f X= f y G(f,g) f Y= g, es e-isomorfismo. Ahora bien, si (f,g) E 
C..j,,A(X, E) x e,.( Y, E), entonces, para toda a E A, G(f,g)(a) = G(f,g) f X(a) = 
f(a) = U, así que G(f, g) E C..j,.A (X EE> Y, E). Por otro lado, si h E Cp,A (X E9 Y, E) 
entonces h f X(a) = h(a) = O, para cada a E A, por lo que l = (h f X, h f Y) E 
C 1,,A (X, E) x G,.(Y, E) y G(l) =h. En pocas palabras, G(C,,,A (X, E) x Gp(Y, E)) = 
G¡,,,, (X EE> Y, E). O 

Dl·~l·~INICIÓN 3.14. Si X e.'I 1t1t e.'lpacio f.opológico 11 A C.'I 1nt 4'11tbconjunto cerrado 
no vacío tle X, entonces X/A st!rá el C.."IIJacio r..ociente obteni<Lo de X identifie<ZTulo 
A t!1t 'll.1J. ."'ltÍl<I ¡ntnto al fJ1U! denof.(lf'eTltO.'I ven· OO. 

Not.e que si ¡1 : X _,. .}</A eR la función cocil~nte canónica., p es cerrada. 

l'ltOPOSICIÓN 3. 15. Si e E { f~VT, C}rp'T'op}. E (!,"4 'll.71. C-o/Jjeto, X C.'I cttalquit!T 
espacio 11 A C."4 ·1t1t subco1ij1t1tlo 11c1 11acío u cerrtldo de ¿"<, t!1tl.011.ct!.'I Gp.A (X, E) e.-; 
C-;.'<111wrfo a C,..00 (X/A, E). 

OgMQS'l'RACIÓN. Como¡J: X - X/A es cociente y pnraca<laf E c,,.,,(X,E), 
la.s fibras <le 11 están contenidas en las fibras <le f, por el lema 2.12(2), existe 
una función continua ] : X/A - E tal que jo 1' = f. Además, para cada 
f E G 1,.A(X, E), ](oo) = f(:p(a)) = f(a) = O, <londe a es algún elemento de A. 
Se tiene así una función 11 : 0 1,,,, (X, E) - C,,.00 (¿'\"/A, E) tul que, para toda 
f E Cp,A (X, E), JI (f) = f. 
Ahora, sea p• el mapeo dual de I' (o sen, el funtor G,.(-, E) aplicn<lo a p). Como 
¡1 es supraycctivo, 2.11(5) implica que 11• es encaje. 8i f E c,,.00 (X/A, E) y a. E A, 
p• (f)(a) = fo p(a) = f(p(a.)) = f(oo) = U. Por consiguiente, restringiendo p• 
a C 1 •• 00 (X/A, E), obtenemos pi : G,,.00 V(/A, E) - C 1,.A (X, E), que también es 
encaje. A<lemús, para cada f E C 1 •• A (X·, E), pi o H(f) = ¡11(f) = jo 7' =f. Por eso, 

TESlS CON \ 
FALLJ>~ DE ORlGEN 
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pi o If = lcp.A (X.E)·., .ASí~· pl_.,_:ticne." inver~-d~·r~h~ y_. ~S~() impl~ca _~ue" e~ _supray_ectiva 
y, con_ ello, bomcom~r~smo._'_.Como·p~_ ~~ _C:-mor6~-~-o,· ¡JI ~a~~~é?, lo que nos permite 
concluir que es C-iso1norfismo.·..cr.--·' · - D 

. . . ··~". '.·e, , ... - ·¡ ·• 

·-~::.: ~º~-:- ~~xtensores 

U~a tlp~~Xi~:~~~-~--:~~¿e'~i~l~~nÍ~ -a~~-~~da en C1· estudio-de Op( ~, E)-cquivalen-
cias, _est~-.h~~~-:~~~:-~l.:_.conc~pt.o ·ue exter~r: - · 

DE1i1Nid1Óri'i:>i6. S~a~í X 11 E e;p~ci~s topló.Qicos y Y ~X. 
{1) Un <E-e.Xtellsor con~inuo de Y a X e."l una /11.11.ción continua 

cp: Cp(Y, E) - C,.(X. E) 

tal que para toda f E G'p(Y, E), cp(f)lv =f. 
{2) Si C. es una categoría de estnJ.ct11.rns algebrnico-lnpológicn.-. 11 E e.'l tt11. objeto 

de e, un C(-, E)-extensor de y a X e.• IL7' C-mu-r:ji..vmo cp : Cp(Y, E) -
C,.(X,E) tal que 1'ª'ºª toda JE Cf,(Y,E), cp(f)li· = f-

(3) Si C e.'l una catego·ria. de estnJ.ct1J1YJ..'I algebrnico-topológica.<1 y E t!.'I un C
objcto, dire7tto . .., que Y est.á C(-,E)-cncajado c.-• X, Y Cc(-,B') X, si 
exi.'lle tJ.1' C(-, E)-t!Xlen.<1or de Y <J. X. 

(4) Y está tE-encajado en X (re.•p., le-encajado e1:1 X) .•i Y Cc(-.E) X, 
donde e es la r.n.tt:.gorirL Top (n!.'ip.' ln r.n.tego1'ia EVT ). En e.'lte ca .. 'IO .... e 
csc1-i.bi1·á sc1icilla11tc1ttc Y Ci 8 .. )( (1uHp., Y C1 8 X). 

(5) Si E= IR, din."Tno.• que Y está t-encajado (rcsp., l-encaja.do) en X, .•i 
C.'llá tE-t!nca.fado {re."lp., lE-enr.ajado) en ,,,"'\. 

Notemos que un Top(-, E)-extcnsor de Y a X es sencillamente un E-c.xtensor 
continuo de Y a X (vr.r 2.10 (1)). Por ""°• Y r.st.á 1.,.,-r.nca.jado r.n X si y sólo si 
existe un extensor continuo <le Y n X. 

EJl':MPl.O 3.17. Sean X y Y espacios topológicos y 1·: ,,,;: ~Y una retracción. 
(i) Si E es un espacio topológico, entonces Y está lE-encajado en X, ya que 

r•: C,.(Y, E) - C,.(X. E)<'-" una E-ext.<>nsor continuo de Y a X. 
(ii) Si E es una estructura algebraico-topológica y Ces la categoría cuyos objetos 

son las estructuras algebraico-topológica.s del n1ismo tipo que E, },... está 
C(-. E)-cncajado en X. pues r· rs C-morfisrno y pa.ra c;ada f E C,.(Y, E), 
r•¡,, =f. 

DEl'INICIÓN 3.18 (Van Douwcn ([66})). Un '~'7mcio X e.• retractificable .•i 
todo subespacio cerrado nu vacÜJ de .)( e.o.; un rctn1cto dt!. }<. 

E.rl~MPr. .. os :.i.19. (1) Todos los espacios cu1npad.us cero-<lirnensionales y li-
nealmente ordenados son retractificablcs ([66]). 

(2) Por 3.17, todo sul>cspacio cerra.do no vacío de un espacio ratrnctificable 
es C( -, E)-cncajac..lo en él, Uon<lc C es 'l~up o uun. ca.tegol"Ía de estructuras 
algebraico-topológicas. y E es un C-objeto. a.sí que una generalización <lel 
concepto <le rctractifica.l>lc es el <le C(-, E")-cxtcndinl: 

Dl~PINICIÓN J..20. Si e (!."i la r:nt1!gon'a de t!.Cittructum .. "i n(qelnnico-topol6gicn.."i de 
r.ierto tipo 11 E es tL1l e-objeto. 1/.11. c.~par:io )( ."i(! l/n.-111u: 

(1) tR-ext;endial (n!.<iTJ. 9 /p,-cxtcndialJ .41i tudo s11.l1t: ... 71a.r.io ct:rrado de J'\: e.'41.á 
ts-r:.1u.njado (tY!.<ip •• I E-t:ru·.n.jrulo) en éL 
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(2) t-ex~endial (resp., 1-extendial) si está ta-extendial (resp., la-e:rtendial). 
(3) C(-, E)-extendial si todo Htllw....-par.io r.errndo de X está C(-,E)-erw.ajado 

t:n X. 

E.ll~MPLO 3.21. 'Ibdos los espacios rnetrizables son extendiales (véase por ejem
plo el teorema 2.3.1 de (16)), mientras que (O, 1] no es retractificable (ver (24]). 

PROPOSICIÓN 3.22. Sean (E.+) 1tn grupo topológico alH!liano, X 'lJ.71. espacio 
cualqttfora, A e;;; X 11 Z = Cp.A (X, E) x Cp(A, E). 

(1) Si A esl.á t.¡;:-enr.ajado en X, entonce.~ Gp(X,E) ~ Z. 
(2) Si (E.+) e."i 11.n t!.<1pacio vectorial topológico 11 A e.":ltá LE-<~ncajado, er1.tonces 

Cp(X., E) c.<1 liTtf'nl1nente i."icnnnrfn a Z. 

DBMOSTRA<.:IÓN. (<le (l)] Como A está tE-encaja<lo en X, existe un extensor 
continuo <I> : C 1,(A, E) - Cp(X, E). En particular, para toda f E Cp(A, E), 
<t>(f) E Gp(X. E) es tal que <t>(f)j,. = f, es decir, A está E-encajado en X, así 
que el mapuo restricción 7 TA : c,,(X, E) - C,,(A,E) es suprHJfcctivo. Además 
TA o <I> = lcp(A.E)" Sea 

l = lcp(X.E) - 4' o 1ºA : c,.(X, E) - c,.(X, E). 

Entonces l es continua y para toda f E G 1,(X, E), l(f) E Cp,A (X, E), ya que si 
a E A, l(f)(a) = f(n) - •Po rA (f)(a.) = f(a) - <P(fj,.)(n) = f(n.) - 4>CflA )IA(a) = 
f(a) - /IA (a.) =O. 
Sea f; = Ll.{l,rA}: Cp(X,E) ~ Cp.A(X,E:) x Cp(A,E); es decir, f; es la única 
función continua tal que, para toda f E Cp(X, E), f;(f) = (l(f),rA(f)). 
Si i: C..'p,A(X., E)'- ()p(X, E) es la inclusión, también es continua ta composición: 

V''~ C,,.,.(X, E) x Cp(~\, E)~ Cp(X, E) x Cp(X, E)±, Cp(X, E). 

Esta función es tal que, para toda (f, g) E Cp.A (X, E) X Gp(A, E), 

l/1{f,g) =+O i X <l>(f,g) = +(f, <J>(g)} = f + of>(g). 

Ahora l>ien, piu·a cada f E C 1,(X, E), 1/.•oe(f) = l/J(l(f), rA(f)) = l(f)+<t>(rA(f)) = 
(Icp(X.E) - <Po 7"A)(/) + <P(rA(f)) = f - •l• o 1"ACf) + ... o 1ºA(f) = ¡, es decir, 
V' o f; = lcr(X .Rl· 
Por otro lado, si (f, g) E Cp.A (X, E) x Cp(A. E), f; o V'(f,.q) = t;(f + 4'(.q)) 
(l(f + <I>(g)), rx(f + <l>(.q))) = (f + •l•(.q) - <1> o ·rx(f + <1>(!¡)), flA + •l>(g)IA) 

P• .. .,•flA'""O 

(f + <l>(!I) - <l>(fj,. + <l>(g)IA), flA + g) J. (f + <l>(g) - •l>(g), g) = (f,g). 

Entonces e o 1/J = lc,..A xC,.(A,B)· 
De este nto<lo concluirno..~ que é. es un ho111eo1norfis1110. 

La Ucn1ostración <le (2) es exactamente la misma, pero observando quc·si A es 
/.e-encajado en .. Y. el extensor <I> es lineal y continuo, lo cual implica" qué, también 
lo son l, e y l/>, y la conclusión será que~ ~ C'S un horncon1orfismo lineal. D. 

Aplica.ne.lo 3.22 y 3.15, obtenernos el siguiente corolario: 

ConoLARJO a.~~ . .5'eun (b'~+J uu _qru71u tupolúgico abeliano, X -u.11. t!S'fJacio 
to¡1r1ló.qico y .4- un ... -11/W-.... 7,,1.cit> u.u 1,ncío 11 t:t-:rrndo ~n X 

7 Ver cl<"finición 2.2.S 
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(1) Si A e.•tá tE-encnjado en X, Gp(X, E)~ Gp.oo(X/A,E) x Cp(A, E). 
(2) Si (E,+) . e.• un espacio vect.orial topológico 11 A está l,.-encajado en X, 

G,,(X,E) c.• linealmente honu:omo1fo aGp.oo(X/A,E) X c,,(A,E). 

I>ernostra.rernos que todo espacio 1netrizable y fuertemente cero-dimensional, 
(en particular todo espacio metrizable, separable y cero-dirnensiona18 ) es t2-e.Xtendial, 
pero antes daremos dos definiciones y recordaremos algunos resultados: -

D1~1.•1NICIÓN J..24. Se<J. Y un e..-1pacio de 1-fau..'idorff. 

(1) Si J : Y - Q e.• conl.irma, el soporte de f e.• el conjunto sOiJ(f) = 
cly{¡¡ E Y: f(]¡) '#-O}. . .. e .. 

(2) Una faniilia {k0 : Y - Q n (0, 1) : o E A} de funcione.• continuó.•. e8 una 
partición racional de la unidad sobre Y, .4'i: ... · .;' 

(i) Lo.'l soporte.'l de la.-1 k 0 forman ttna cubierta. cerrada lor..alrne"!'t.e finita 
de Y. . . 

(ii) EoeA l.'a(U) = 1 ¡>arn todn. y E Y.9 

(3) Si U = { U13 : /J E B} e."I una cubie_.,·ta ribiertci de Y, decirnos que una.·particióTL 
1nciu11.nl de In unidad sobre Y, {A~.a : f-J E B}, está subordinada a U si para 
tuda f:J E B, .•op(k(3) ¡;;:; Uf'. 

Dl~l'INIUIÓN 3.25. Un refinamiento {Bµ : /:JE B} de la cubierta {Aa : <r e·A} 
de 11.n. e.o;pacio X es preciso si B = A 71, ¡mrn r..ada a E A, B 0 ~ An. 

El siguiente teorema está <lcmostra<lo con10 t(.~rcma III, 1.4 de [22]: 

'l'1>on1>MA 3.26. Si la cubierta {A0 : n E A} de Y tiene un refinarniento local-
111.eTtte finito {Dp : f3 E B}, entonce."' tiene un T-efina11tiento preci."lo localmt..~tte finito 
{Ca: a E A}. Ade11tá."I, ,"li cada. f.313 e."I un abie1-to, .~e puede escoger cada Ca .abiertO. 

'1...,1-.:0llBMA :j,27. Sea Y un e.~paciu parncoutpo.ctofuerteTT1.ente cerv-dirnen."lional. 
Entonces, para r..ada cubieT-ta abierta U = {Un : o E A} de Y, lta11 una partición 
racional de lu. uni<lnd ."tobre Y que está subordinada a U. 

DgMOSTRACIÓN. Sea U' = {U~ : n E A} un rcfinarniento abierto. preciso y, · 
localment.e finito <le U. Como Y es normal, por el teorema VII, 6.1 de [22), 10 

c..xistc una cubierta {V0 : o E A} de}' tal que para toda a E ·A, clyV~· <;;··C!:_..-y·· 
V0 =F 0 si u:_.. ":F 0. Corno Y es nor1nal :i.~ fucrtc1ncntc cero-dimensional, para:'-cacla 
<t E A existe un ccrrabicrto \V0 <le Y tul que 

dyV,:, ¡;;:; l·V0 ¡;;:;u:,. (•) 
Cla.rarnr.ntu W = {Hl'0 : u E /\} <.-->s uu rcfina1nicnto abierto preciso.y localmente: 
fiuit.o <le U. 
Para toda o E A, sea 9a : Y - 2 una función continua tal que g0 J,v0~ .= l: y 
Yal'".\'vº =O. Entonces, para to<la u E A, g 0 es continua en Y y ."lop(ga) =-.Cly.{1J E 

8 Si .,1r; ~ tnetrizttLlc. es µnrncon1pu.cto. Si ~derntt.H ~s seµttrttble. es de Linde)Oí. y todo cero 
dimensionnl de l ... indclOí es íur.rt<•rnc.-ntc ccro-clirnenffional. · 

9 E8ta Mllrlltt. t.~tai bien dC"finidu. ptu ... -s CH.cla 11 E l" fC"KtÚ. en el Roporlc rle tt lo 1niüt Ún rnimero 
finito de índiec•R k, •. 

10·rut t.-orc.omtt u.firrntt que !:K:'n ""<lUh"ttlrnt~s eol que- 1-· s(.~H un esptt.eio normu.I con 'el hecho de 
que. pu.ra toda cul.Jicrtu u.bic:rtu. puuto-finittt. (y en µttrticulur localmente finitu). {Ua : n E A} dt;" 
Y. exinte unn cut.i~rf.tt nhi.:•rfu { \l'n : u E A} dt~ \~ tal qur. ¡m.rn cttdu. n E A~ el,.~ \1"°' ~ U°' y \1"0 # 0 
"'¡ Uu #- 0. 
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Y_: g,,(y) ,t. O}= W 0 ~U,,. _ _ _ _ _ __ _ _ . _ _ __ 
Para cada. y- E Y, existe a E A tal que 71 E W 0 , -así que g-,,(11) = 1-y-existe a lo -má.S
un número finito de a's tales que y E l-V0 • Por lo tanto la función h-: Y - N _tá.l 
que para cualquier 11 E Y, h(71) = :L:oeA g 0 (y), está bien définida, nunca toma el 
valor cero y es continua, pues si 1J E Y, existe V E Vy(Ú) tal que i{u E A·: Vn Wn # 
0}1 = n para alguna n E N. Si ponemos {a E A : V n \Vn ,t. 0} = {C.1, •.• , <-"n}, 
entonces hlv = (90 , + · · · + g,,.,)lv, y por lo tanto-hlv es continua. En particular 
h C8 continua. en y. 
Para cada a E A, sea k,, : Y --> Q tal que para toda 11 E Y k 0 (11) = ºh'¡~;¡>. 
La función k 0 está bien definida, es continua y, si 1J ~ W 0 , k 0 = O, mientras 
que si y E W,,, ka = -¡¡(;;¡ E {~ : n E N}. Así que sop(k0 ) = Wa y por lo 
tanto {.-.op(k0 ) : a E A} es una cubierta cerra.da localmente finita de Y que es 
refinamiento de U. Además, para toda 11 E Y, 

o 

T1·;0RBr-.:1A 3.28. Si X e."l nu:trizable y fu.erl.euun1.l.f! Cf:1u-di1ne11 .. o.;ionn.l. entonce..., 
X es t2-exte1idial.· 

D~f\itOSTRACJÓN. Sea X un espacio mctrizablc y fuertemente cero-dimensional. 
Por 4.1.13 de (24), X es normal; Sea A un subconjunto cerrado en X. Probaremos 
primero que Cxiste tina función -continua 

4> : C,,(A, 2) - G,,(X, Q) 

tal que para ca.da f E C,,(A, 2), <J>(f) [ A= f. 
Para cada :r. E X\ A, sea. B:r la bola con centro en x y radio -;\-d(:r., A), donde d. 

es una métrica en X compatible con su topología. La familia A = { Bx : x E X\ A} 
es una cubierta abierta de ... ""C \A, el cun.l es paracornpncto11 ~~ fuertemente ccrc:r 
ditncnsional. 

Sean U un refinamiento locahnente finito dr A y {,\11 : U E A} una pat·tición 
racional de la unidad sobre X\A, subordinada a.U. Par.a.cada U E U, sean :r.u E U 
Y ªu E A tales que d(x,,,au) < 2d(xu, A). 
Dada. una función cualquiera f E G"{A, 2), dcfi11i1nos j: .l; -- Q tal que: 

](x) = { f(:r.) . 
2=ueu .Au (:r.)f(a., J 

si x E A 
si :r. et A. 

Como para. cada x E X \ .11 hay sólo un nún1cro finito de elementos de U en los 
que .:r. está, Lueu >..u (:r:)f(au) está bien <lefiui<la porque solan1cnte para esas U, 
Au (:r.)f(a.,) puede no ser cero (si :r. et U ==> :r. et sop(.Au) ==> .>..u (:i:) =O). 
Vearnos que fes continua en :r., para toda x E X. 
Sea :r. E ~Y. 

11 Todo capu.cio rnétrico <~ puru.compHCto (IX. f>.!I ch• [22)) 

TESIS CON 
FALLA DE OPJGEN 



70 3. llOMEOMORFISMOS INDUCIDOS POR ISOMORFIS?\.105 

(i) Si x E X \A, existe una vecindad abierta W de x en X \A que intersccta 
solamente a· un· núrñerci finito dc~elemcntos de U, digarrios U1, .. ;-~u.;.... Por 
lo tanto · · · 

. j r ~v: ~ f(au,)><u, +f(au,)><;,. + ... +.f(au~)><un 
que es continua. Como H' es abierto en· .. }(, J es corítinua en :r.. 

Para dem~trar.qu~'j es continua e~ todo punté:> :r.· de·A, prObemos la siguiente 

APIRMACIÓN: Si a E A y V E V&(a). existe W E Vx(a) tal que, para toda 
U E U, Un 11' # 0 ~U e;;; V. 
OgMQS'l'RACIÓN og LA Al-'ln.MACIÓN: Sean a E A, V e V!/.-(a), e = d(a, X\ V) y 
W = H(a, 1j- ). Para U E U tal que U n W #: 0, tornamos z E U n W. Como U E U 
y U es refinamiento <le .A, existe x E X\ A tal que U e;;; B.,. Sea 11 e U; entonces· 
se tiene 

1 . . 1 
d(x, a) ::;; d(x, z) + d(z, a) < ;¡d(x, A)+ d(z, a) < 2d(x, a) + d(z, a). 

Por consiguiente, ~d(:i:, a) < tL(z, a); así que 

1 
d(¡¡, a.) ::;; d(IJ, z) + d(z, a) :5 diar~iB,, +:. d(z, a) < 2d(x, A) + d(z, a) s; 

1 . . . 
:5 2d(x, a) + d(z, a) < 2d(z, a) <e. 

Como e= d(a,X \V), ¡¡ ft X\ V, es decir, 11 E V. Por lo tanto U e;;; V. Aquí 
concluye la prueba de nuestra afirmación. 

A. 
Continuernos ahora con la dc1nostraci6n <le que .fes continua en to<lo punto e.le 

(ii) Sean X E A y e > o. Corno j r A = f y f : A ---+ Q es continua en x, existe 
8 > O tal que f(BA (x, 8)) ~ IJQ(f(x), e). Por la afirmación <le arribH., existe 
vV E Vx(:r.) tal que si U E U y Un l·V .,¡, 0, U e;;; Bx(:r., ~)-
Sea l·V' = 1-V n Bx(x,8). Probru·emos que f(W') e;;; BQ(f(:r.),e). 
(a) Si 11 E (.\'\A) n lV', existen U1, ... , U,. en U tales que, pnrn toda U e U, 
(71 E U= U E {U1, ... ,U,.}) y ](11) = >..,, (y)f(au,) +· ··+><,, .. (11)/(a,,,,). 
Además, como para toda j E {l •... ,n}, U; n W ,¡. 0, se tiene qu<' U; e;;; 
D.--..: (:r., ~) . . A::tí que, para cru..la j E {1, ... , n}, xuJ E lJx (x, ~ ). Por cu<lc, 
rl(x, «u,} :5 rl(:t:, "'u,} + d(;r.u,, "u,) :5 d(;t:, "'u, ) + 2d(xu,, A) :5 3d(:i:, "'u,) < 
lí. Por!º tant'.:', ªu, E BA (.r. • .5), así que f(au,) E BQ(f(:r.), e). Por lo 

lru1lo. IJ(:1:) - !(11)1 = IJ(:1:) - L.~'=• ><u, (11)/(nu, )1 1 Ej'=t ><u, (u)J(:t:} 
L;'=l Au, (y)f,~nu, )J = 1 :L:;'=I ><u, (f(x) - f(au, ))1 :S E;'=l ><u, (11)1/(x) -
f(au, )J < (L;=t ><u, )e= e. 
Por consiguiente, ](11) E llQ(f(x). .:;:). 
(b) Sea ahora !I E A n \.Y'. Entonces 11 E Bx(x,.5) n A= BA(x,n). Por lo 
tanto, /(11) E 13Q(f(x), e). 
Por (a) y (b) "" concluye que ](IV') e;;; BQ(f(:i:),e) y con ello que j es 
continua f!n :r. 

Por (i) y (ii), j es cont.in11a en,\'. 

TF.SlS CON .. 1 
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A continuaci6n, llamernos 

4>: Gp(A, 2) - Gp(X, Q) 

a la función tal que para toda f E G,,(A, 2), <l>(f) = f. Entonces <l>(f) f A = f í 
A = f, para toda f E G,,(A, 2). Probaremos en seguida que <J> es continua.. 
Seaf E Gp(A,2) y sea W = (<l>(f); xi, ••• ,x1,x1+1, .•. ,xn;e-) una vecindad canóni
ca <le j en C,,(X,Q}, acerca de la cual podemos suponer que :r.1, .. _ ,x1 son elemen
tos de A, inientras que :r.1+1, ••• , Xn está.u en X\A. Para ca<laj E {1, ... ., n-l}, sea 
U;= {U E U: X1+3 E U}. Como cada.U; es finito, también lo es U" = U,u ..• UUn-1· 
Pongamos u•= {Ui, .... , Urn} y sea V= (f;xi, .... .,x,;au

1
, ••• ,a.u..,. ;e) .. Si .9 E V, 

entonces para toda.j E {1, ... , l}, lf(x;) -g(x;)I = lf(x.1) -g(:r.;)I <e y, para toda 
j E {1, ... ,n-l}, 

lf(:r.1+.1) -g(:r.1+;)1=1 L >.v(x1+;)f(n.,) - L >.v(:r.1+_;)g(n..,)I = 
ueu ueu 

= 1 L J.v(:r.1+.1)f(a.u) - L >.u(:r.1+.;)g(a.u)I = 
ueu• ueu• 

= 1 L >.u(x1+.;)(f(a.u)-g(a;,))I :5 L >.u(:r.1+;)l(f(<J.,)- g(n..,))I <e 
ueu· ueu· 

Sean ri : Z - 2 y r2 : Q - Z las retracciones definidas en los ejemplos (1) y 
(3) de 2.34, respectivamente. Entonces r''= r1 or2: .Q- 2 es uná retracción, así 
que por el ejemplo (2) de 2.34, r~: C,,(X,Q) .- Cp(X,2) es una retracción. 12 Por 
consiguiente, 

r: o <J> :. O,,(A, 2) - Cp(X, 2) 

es una. función continua y tal que 

V.q E Cp(A, 2) : ·C~~-·o <l>)(g) í A~ r: (<l>(g)) í A= (r' o •f>(g)) f A= 

·~ r.' o (<l>(g) í A)= r' o !I = 1·:(g) =y. 

En otras palabras,_ r~ 04> ~s.ul1'_~xtcns~r continuo dé_A en X .. En conclusión, A está. 
t2-cncajado en X. · · ,· O 

CoROLARÍ0.:3 .. 29. i~Si·X.· e.,~ ;,Tt; e:.~paci<> rnéÚico y ftterte11u:11le cero-di·1neÚ.<.Jio1utl 
11 A t~64 cerrlldo. eit-~:x·~ e,/.io1ú:e.~: 

<c,;(x, ~) ~ c,,,A (X, 2) X Cp(A, 2). 
-·~··" - .: . . . 

[)~f\.1os~1·nÁ61ó.N::'.j9:.~:~i~1c ·del ·ÚK>rcn1a anterior y ·<le la pr~p~sición 3.22. D 

Conor .. Anl~ :-~~3~.~ Si X e."I ttn e.vpncio uiétri.co 11 fue1t.ern.1!11.lt!c cerr;~~linie11.~ional, 
11 A es cerrru~c~ · 1~i. -~; - ent111u.e.<.J: . , . 

;, ·' 
Gp(X, 2) ~ c,,.oo(X/.4, 2) X c,,(A, 2). 

DgMosrI~RACJÓN. Es corolario del tcorcrnn 3.28 y del corolario 3.2:1. 

12 1lt!<!ord1t.r que r~ CH t.n.l que, pnru. cudn !I E Cp(,,X, Q). r~(g) = r' oy. 
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En lo que resta del capítulo, aplicaremos los rcsul tados obtenidos en esta sección 
para estudiar algunas cuestiones de los espacios: C..'p(X, 2), y más gcnt?ralmcntc 
C,,(X, o), donde o es el espacio discreto den elementos (y n EN), principalmente 
cuando·X cS un-espacio de ordinales, así que recordemos algunos int.erf'.Bantes hechos 
acerca de estos espacios en la sección que sigue. 

3.. Espacios de ordinales 

En esta sección enunciaremos 1nuchas definiciones y proposiciones que no pro
baremos, pero que puede el lector encontrar principalmente en el capítulo 2 de 
(16]. 

Dt-;FINICJÓN ::S.::Jl. !,ºcan X 11.tt c..-;¡HJ.citJ topológico 11 ... 4 ~X. 

(1) El conjunto derivado de A en X, Ad, es t!l r:onju.nto d~ ¡ntnf.o.o.; de nr.u-
7riulación de A t!n X. 

(2) Pani todo 01Yli1uú o, defittiTTtO."I x< 0 >, el o-ésimo derivado de X, por 
inducci6n trn1i.<1finita: 

•Xº =X . 
• Si a t"!..'1 ."ltla!."IOr, diga11uJ."1 o = /3 + 1, entouce.o.: x<n) = cx<.B>)•'. 
• Si o e..<1 lí111.il.e, x<n.> = n.8<o x<P>. 

OnSMRVACIÓN 3.32. Sean X un espacio topológico y A ~ ,-...:. 
(1) No necesariamente Ad C A. 
(2) Ad !:;; clxA y Ad es cer;:;.do en X. 
(3) x<ll es el conjunto deriva.do de X en X. 
(4) X(l) se obtiene de,'( desechando todos sus puntos aislados. 
(5) AC 1 > es el conjunto derivado de A en A y por lo tanto A(') ~A. Como no 

necesariamente Ad ~ A, se colige que no neccsarirunentc A(l) = ... 4d. De 
hecho: 

(U) AC'l =A" n A. 

Pnoros1c1ÓN 3.:13 ((16), 2.2.2 y 2.2.3 ). Sea.n .,,'( u.n e . ..;paci" topol1igico. u O y 
f:J onlinale.~ ta.les fJU.t! et' ::; /i. Ent.011.ce.<1: 

(1) x< 0 > ,~,cerrarlo""' X. 
(2) x<f'J e x<0 >. 
(3) xco+i) = (XC<>>)Ct>. 

PROPOSICIÓN 3.34 ((16], 2.2.4). Seart X un e.'l]mcio topoltJgico y A !:;; .>;. Eu
ton.ce.-1, para cada ordinal CY, 

(1) ACOJ ~ XC0 l. 
(2) Si A e.• abie1-to, entonces A<0 > =A n x<0 >. 

Es pertinente cu este n101nento recordar una notación qüe iutro<lujhnos en la 
página 30: si o es un ordinal mayor que 1, <lcnotar?rnos al espacio .[l. n) por [o) '!'>. 
al espacio (1, <>] por (n]. 

PROPOSICIÓN 3.35 ((16], 2.2.5). Sean n "" orrUnal 11 ;1: = (w"]. Enl.un""·' 
x< 0 > = {wº}. 
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Es útil recordar, antes de dar la siguiente definición, que si x:es un espacio 
topológico Y A es -un subespacio de X, entonces A es denso en-sCrñisnio-(e·n X) si 
A~ Ad.t3. 

D1;:PINICIÓN 3.3G. Sean X 11.n c.<ipacio topoltJgir,.o y A s;;:-x. DircTnos que A es 
disperso (en ,x) .'Ji A "'º contiene subconjuntos no vacíos den.'9os en sí niisrnos 
(en X),-es decir, .-ti todo subconjunto no vacío de A contiene punto.'9 aislado.-. de·X .. 

TgoRl~MA 3.37 (Cantor-Bcndixson). Sea X un espacio topológico. Hntonce.• 
exi."lte un 'onlinal o tal que x<0 > = x<0 + 1 >. Parn e.-.ta a, x<0 > es cerrado, dert.'lo 
en sí Tn'ÍHTTl.O 11 s = X \ x<0 > e.-. di.~rso. En particular X e.lj disper."IO .-.i y sólo si 
x<0 > = 0. Adeuuí.'I, .-.;i X C.Cl segundo Tl.UTnerahle, s e."I 11.U.Trternble. 

D1;,:1.~1NICIÓN 3.38. Si X es 1'1t t!.":lpacio di.'flH:r.-.;o, la a)t.ura de dispersión de 
X, 1<(X) e.• el míninto ordinal a tal que xCo) = 0. 

ÜHHl~RVACIÓN 3.3!J. (1) Si X es compacto y disperso, entonces t<(X) es un 
sucesor, <ligan1os u+ 1, y x<a> contiene un nú111ero finito de puntos. 

(2) Si X es segundo numerable y disperso, entonces 1<(X) es numerable. 
(3) t<([w"]) =a+ 1 (por 3.35). 
(4) Toe.Jo espacio de Haus<lorff compacto y numerable es <lispen;o. En efecto, 

si X es <le Haus<lorff co1npacto y nurnerablc, es segundo numerable 14 y 
regular, con lo que es mctriznblc 15• Como X es numcrnblc, es también 
cero-dimensional (por ser de LindclOf). Supongamos que ,¿1{ no es disperso. 
Entonces, por el tcorcrna <le Cantor-Bcn<lixson, existe un ordinal o tal que 
x< 0 > es cerrado, denso en sí 1nisn10 y no vacío. Por lo tanto x<0 > es un 
espacio compacto, métrico, ccro-<limcnsional, separable y sin puntos aisla
dos. Entonces Jy<n> ~ C, donde Ces el conjunto <le Cantor.16 Por lo tanto 
Jy(o) es no numerable y con ello, X también es no nurncrablc, lo cual es una 
contradicción. Por consiguiente, X debe ser disperso. 

'T1;,:ort.1·:MA 3.40 (Sicrpin'ski-~1a.zurkic"vic-L:}. Se..a X 1L7t e..s¡1acio tic //cuu~dorff, 
r~nupacto, 11.1t11l.Crable. Si li:(X) = a+ 1 y x<0 > ('~Jntienc 1n. ¡ntnto.'i (7n < w), 
eutonc:e.-. X es: [w°' • 1nJ. 17 

OBs1.;nvACIÓN 3.41. Si X = [w°'''"], con o numerable y ,,,,, e N, entonces 
"'(X)= a+ 1 y x<0 l = {w" · 1, ... ,w" · m.} (ver 3.25). 

Ll·:MA 3.42 ([16], 2.2.!J). Sean X un e."Par.io f.opol6gü.,,, o un ordinal tal que 
A = xC 0 l ,¡. 0, Y= X/A el espacio cociente obtenido de X ident.ificando .A en un 
,..,,;lo 7111.11./.0 ex>, 111': X - X/A la función cociente. Eutonce.-.: 

(1) Pnrn. toda fJ::; n, p(X<l'l>) = yCl'Jl, y 
(2) y(o) = {oo}. 

130, rquivnlcntr.mr.ntr., 11i A = A{l) (por 3.32(6)). 1-~Rto Rigniflen qur. A no contir.nP puntnA 
aislttdos 

14 (24), tcoremu. 3.1.21 o (43), tc...~rcrnu. 7.2 
15 (24), teorem.u. •1.2.9 - -
16 (24). prohlcmu. 6.2.A(c). 
17 Pttr.u. In pruobu de este tcoremn, Bu.u.rs y de Groot nos mu.ncht.n "' S. Mttzurkicwicz und 

\V. Sieq,iliski: Contrilm.tions ti. Ja topologie des en.se,nhles dénutncrnbJ,-_.,. Fund. l\.1ttlh. 1 (1920) 
17-27. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



74 3. JIOMEOMORFISMOS INDUCIDOS POR ISOMORFISMOS 

COROLARIO 3.43 (2.2.10 de (16]). Sea X un espacio compacto, 11u1nera.ble 11 
de Hm,sdorff, y ª"""A = x<0 > para alguna a < lc(X). - Entonces X/A:~ (w"'].-- En 
particular, si X = (w"'. n] para cierta n E N 11 <r < w 1 (11-con ello A ·=--x_<0 >. = 
{w"' · 1, .•. ,wª • n}}, entonce.• X/A~ (w"']. 

OesBRVACIÓN 3.44. Si X = [wª · n] y a~ wi. no necesai:-iarnent<; X/A 2o! (wª], 
con A= x<ca>. Por ejemplo, sea X= (w'"'' · 2) = (w1 ··:2J (aquí-se:está.•usando que. 
w'"'' = wt). Sea A= x< 0 > = {w1,W1. 2}. -- ,,,- ___ -' - _- ___ _- - -_ - ' -
(X/A)\ {oo} contiene dos subconjuntos ajenos y,cerra<lós;·:·E,.7,-:p((wi)) y 1" = 
p( [w1 + 1, w 1 • 2) ), cuyas cerraduras en X \A, E y F; tiéncñ interse<,Ciones nó_, Va.éías. 
En cambio, en (wi], para todo par E y F de cerraclo,.,aje~oli .:,_n;(w~)_;'-cl¡.'.,;¡E y 
cl1..,,¡F son ajenos (ver ejercicio 3.1.27 de (24])>· - · --- - -_~,,-~e-'- u: '-' 
Ento;::P:~~.~~w~~4:~ s;::o:;:~r=~~ ~' :X = w".\;;; v.'°X-~:--~-c~i~ ~-{w"' ·. 
1, ... ,wª · n} .. A~ntonceH A es retT~ct_o·.<f~.:X~.:· .·> _ _ :· _- . _ _.< : :;_:_':~-:-'.:: .. ·-i:~---- .. -_._,,'.- '-:--

Dl~MOSTRACIÓN. Sea r : X ~ A' tal q,'.e para,~;:,¿,i':/. ;Ei''{o,':}:';ri.::.. i}, 
rl 1~ª·•+" ~ª·<"+'>I = wª • (k + 1) (o li°ª. la. co05tante con ".~lor;i.)".":'. (1('-f::l));~_Como 
X= e;_:;:~(wª · k + 1, wº · (k + 1)], res co;.,tinua, y clarament;_ r:r:A=f lA/. -- D 

Cono1 .. A1uo 3.46. Sin, ~:-·;c:,.Y· A: soTi -:;~~"~ er~- :J.4~~ ~·{~ _-:;;:;~;;;,r~;_;:~~'·ª· ~a-
tegoria de e..'<tructuras_ algebraico-topológicas 11 E es un C-objeÍ.O¡ -A.túitá Ci-e'ncajadó 
en X. ~-:~ ~> ,v ·:,; •. -; 

DEMOi;¡TllACIÓN. S~ siguede 3.45 y de (ii) del ejerriplo 3.17 .. , o 

C.onar·.Arué) 3.'4 7, .'' -.S~~¡-E un· espacio ·uectorial tof>ológir~,. ú'n, , a,' '.X· i/A "r..0111.0 

en :J.,f5. Entoncti.'< Cp(X, E)' e. .. -linenlniente homcomorfo a Cp,A.(X;E)x Cp(A, E) 
11 a c,,,.;.,(X/A,E) X G,,(A,E). 

PROPOSICIÓN_ 3.48. Se.an o ~ 1 1J f3 ~ 1 ordinales y E un _espacio vectorial 
topolóóico.~ . EritonCe.~ 'los .'liguierite.'I espacios so7t fi71.ealn1.e1i.te ho1nC!tn1t01j"o.'I: 

C,,((o + {3], E), 0 1,((a], E) x C,,([(j], E), C,,((,B], E) x G,,((a), E) y 

C,,((µ +u], E). 
Tauibién 0 1,.{a+t'}{(o + {:l),E) e.iq linenlrnenlt! lunn.eontorfo n. 

G',,((aj,b') X G'p,{¡>)([~j,b'). 

DEMOSTRAÓÓN; Sea h: [o+ /3] - [o-] ED (/:1) tal que, para cada -y E (a-+ ,Bj, 

h(-y) = { (-y, O) si -y :5 ex 
(-y - n, 1) si -y> n.18 

Esta función tiene una inversa 11.- [o) e (ti] --+ (a + m definida, para cada 
-y E (a)$ (f:J], como 

1i.-(-y, i) = { 'Y + 
n -Y 

.'<i -y E (<>') P. i = O 

.<i -y E [.B] e { :== 1. 

18 Rccorda:t.r que pü.ru -y < o, hn.)" un único m·dinu.I Tl tnl que"-, = n + 71. Dicho ordina1.I se 
dcnottt. por "'Y' - n (ver ['10)}. Tn.mbién recordemos que los elementos en [n] e [JJ] son parejw.: 
(o] <D 1111 =([ca] X {O}) u ([l'J] X {1}) 
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Ambas funciones son continuas, lo que hace de h un homeomorfismo._ ~or eso 
[a+ ,B) ~ [a) ED [/3) y Cp,fa+P} {[a+ ,B], E) es linealmente homeomorfo a Cp,{P} ([~] ED 
[/3), E). . .... 

Ahora bien, por la proposición 3.10, G'p([a)E9[.d),E) es linealmente homcomorfo.> 
a. Cp{[a], E) x Cp{({:I], E). Así se demuestra. la primera afirmación. 

Por la proposición 3.13, G'p,{P} ((f:I), l!:) X C,,((a), l!:) es linealmente. homcomorfo 
a Cp,{I'} {[a] ED [f:I], E) que es linealmente homeomorfo a Cp,{a+P} ([a+/3],: E),·oomo · 
ya dijimos. Esto prueba la segunda afirmación. '-· · · - · .--:_o 

NO'l'ACIONl':S. {l) Dados dos espacios vectoriales topológicos X y y!·1,:;, proposi-
ción "X e.'I linealuu!nte hoTneoTnorfo a Y" se denotará. por X~ Y._::··· .. ·.~~··.- .. · -

(2) Si 711. e N, el espacio discreto de 111. elementos se rcpr~s_c~~S.r_á.-·P~r: .rn. 
Pno1>os1c1ÓN 3.49. Sean u ~ w ·un ordinal, y n e N \ {1}.' "entonce.~: 

(1) c,,([o], n) e! c,,,a([a], n) 
(2) Sin e.~ 7>T-imu, C,,([a), n) ~ C,,,0 {(a], n) 19 • 

[)gMOS'l'RACIÓN. Sean n. E N y <t> : Cp{(a], n) --+ Cp,a([o), 11) tal que, para 
toda f E G',,{(o), n), <f>(f) : [o) --+ n es tal que para. toda f3 E (o], 

<f>(f)(f/) = { ~~~)- 1) - f(a)20 sil</3:5a 
.~i f3 = l. 

Como f:I - l = f:J para toda f:J ~ w, <l>(f)(a) = O y, para terminar de ver que <l> está. 
bien definida, hay que mostrar que, para cada f E C,,{(a), n), if>(f) es continua. 
Para lograrlo, tomemos f E Cp{[o), 11), :o· supongamos que f(o) = rn. Dado que f 
es continua en a, existe f:I < o· t.a.I que f(({:I, aj) ~ {rn}. Sea -y > f:1 + L Si· ,B < w, 
-y - 1 > /3, lo que implica que <f>{f)(-y) = f(-y - 1) - f(a) = rn - m. = O. Si /3 ~ w, 
{'J-1 = /3 y-y-1 =-y> {'J, así quede nuevo <J>{f)(-y) = f(-y-1)-f(a) = 111.-m. =O. 
En cualquier caso se tiene que <f>(f){{/3 + 1, o)) ~ {O}. 
Para demostrar que <I> es continua, scnn f E C,,((o], n) y 

iv· = (<f>(f);-y1, ... ,-yk; {ri}, ••• , {rk}) 

una vecindad básica canónica de <f>{f) en C,.([<>], 11), donde podemos suponer que 
/1 < 1'2 < ... < ")'k, e incluso que ")'t = l. Definamos: 

V= (f;-y2 -1; ... ,-yk - l,o ;{f(-r2- l)},. .. , {f(-yk -1)},{f(a)}). 

Si !JE V, entonces !J(<x) = f(a) y g(-yj - 1) = f(-yj - 1), para toda j E {2, ... , k}. 
Por consiguiente, para cada una de estas j, <l>(g)(-yj) = g(-y; - 1) - g(o) = f(-yj -
1) - f(<>) = •I>(f)(-r3 ) = Tj ~· <l>(g)(-yt) = g(a) = f(a) = <f>{f)(-yi) = r 1. Por lo 
tanto, <l>(g) E l·V. Con esto se prueba que <l>{V) ~ W y con ello, que <l> es .continua. 
Es fácil comprobar quf' cf> es lin~al. 
Dcfinatnos a}1orn 

.¡,: C,,,a{(a],11)--+ Cp([a],n), 

19Si n (..,""8 ~irituu, Zn = {U, 1, ...• n - 1 }. con lü.S operucioncs módulo n, es un campo. En 
pa.rticuh,r pUt"<lt_! cun.sid1?r~t.r.se corno cspucio vectorial topológico (con l.u. topología discrctH.) Hohre 
RÍ n1ifin10. rs df.•cir, <'-t-1 t.~I t•Hpado topológico n considcrndo como EVT. 

2ºEHLa opt•rncióu •~H 1nc~xlulo 11 
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mediante la. regla: ..P(f)((:J) = /(1 + /3) + f(l), para toda (3 E (a]. Como en el ca.so 
anterior, no es difícil probar que 1/' es una función lineal y continua.. -
Sea f E Cp.a([o], n). Notemos que 1 + (/3 - 1) = {3. Así, si /3 Y, 1, se tiene: 

<I> o .,P(f)(/3) = 1f1(f)(f3-1) - 1f1(f)(a) = /(1 + ((3 - 1)) + f(1) - f(1 +a) - f(l) = 
= f(/3) - /(a) = f((:J). 

Además: 
•I> o tf1(/)(1) = 1f1(f)(o) = /(1 +o)+ /(1) =·/(1). 

Por consiguiente, <I> o 1/>(f) = f y como esto es para cualqui~r /, se tiene que 

<[> 0 1/-1 = lcp.Q([al,n)• 

Ahora tomemos f e C,,([a]; n) y (:J E [aj. Como 1 + ((3 -- ~) ,,;;, {:I, 

(1/1 o <1>)(/)(/:I) ,,;, 4>(f)(1 '-+: /3) + ~(1)(1) =/(el +(3) C:: 1) '_'¡(o:)+ f(a) = f(/3), 
Jocu~IP~~b¿_'_~tie-,_. ·-·;··~ -·-- ._· +·-:, ,·- · : .. -.,_, --:.-

.,¡; 0 ~.~ lcpÚal,•:/; •. · . 
. . \.. . ... • o 

Para ·~plld..:i- ~tOs resulta.dos; ~~ nl~~ister :~a~;~l. concepto no muy conocido de 
componente pi·ima.'. En esta parte también scguirémos a Baars y de Groot en [16]. 
Allí se hallan·tás prucba.B de 10s·rCSU1t8.dOs. CU~,as-dCIDastracioncs no incluimos aquí. 

Ü1:;F1NICIÓ~ :i~GÜ.- U;t 'o-~1Li!~"~/·fl·:. ~:.·:,~~¡'d·_ ~o~¡~-~uente . prhna. .'li .<ia.li..64/ace la . 
. -.iguiente··condición: Si parn_al.<J1~7t<!"i·o_rp.intilf!:-<1 p·y ""'(, p ~ f3 +"'f, entonce.-11 =O o 
7=~ ... 

E.r~·Mrr..~s :i.:r;t. O y i" son l~·úili~:~?mponcntcs primas fi~itas. Los ordinales 
3, w + 1 y w · 2 no son componentes primas, pero w y w 1 sí son componentes primas. 

Pnoros1c1ÓN 3.52 (Teorema 2.1.15 de [16)). Un ordinalp es una COTnponente 
pri11ia ·"i 11 ."4ólo .'ii, para todo ordinal {:J < p, p = {'J +-p. 

PllOPOSICIÓN 3.53 (Teorema 2 .. 1.16 <le (16)). Para todo onlinal u> O =i.•te 
un ordinal {J 1J 1lTtn r-0111.poncnte prhna p > O tal que a = ¡; + f-', .donde {3 = O o 
fl;;::: p. 

PllOPOSICIÓN 3.54 (Lema 2.1.17 de [16]). SiP e.•un cu11junto decout¡,uncnl.e.• 
71riuia."1, entonce." .<.4u.pP es una couiponente pri111a. 

COROLARIO :~.55. Sean u.u onliual. Euto1u!e..-., si 

a' = ."ft1p{p ::; o : p e.,. C071l.1JU1U!nte prini.a}, 

o' e.~ la. Tn.n.71or co111.pnnente ¡ni'fn.a. iJ1U! C.41 tnennr o igual. r¡u.e o. 

Pnoros1c1ÓN :i.úü. Sin > O, c. ... un o·rdinn.l, nw e...¡ /a. 111-enor coTnp(niente prirna , 
11UÍ.4i g1Y1.nde tflt<! n. 

Conot..AU.10 3.57. Si o e.., un onLi11al 11 n'' e."' co1uo en el corola1'io :J.55, en
tonct!..s er:i.~ten t1 E N y"')" < o:I tale.. ... que u: = a' • .n + 7. 

"ri;:ont~MA :i.r.s (2. l.21 <le (16)}. Un ordinal p > O e."J 1l1ta c0Tnp<>Tl<....,1.t1! p1i1ua 
si y .~rílo .~i hn.11 un onliunl ¡1. lnl <flU! p = w''. 
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T1~on1-JMA 3.5!J. ·{!!!!.1.!!:J de [16JJ. 'l'odo _ordinal irtic_ial _é.~ ttna compo•umte prima. 

C~ROJ .. ARI,O 3.G2. Sea w ~u< w1 un ordinal y 1n 1Ln 71.<~~ttral. Entonct!."i 
(1) c,,([o], m) ~ c,,([o'], m), donde o' es la anri¡mnente pdma d<! n. 
(2) Si 7rt es plim.o, C,.([o], m) <~~ linealnwnte homeomorfo a C,.([n'], rn). 

Por último, demostraremos un lema que nos será. de gran utilidad en la siguiente 
sección. Para enunciarlo neccsitrunos una notación: 

No·rACIÓN. Sean a un ordinal cualquiera, C E {EVT, Gr71Tap, RiTigTap} y 
E un C-objeto. Denotaremos por Gf: al siguiente subcspacio de G,,([n), E): 

Gf: = {f E C,,([o), E) : existe .>.<o tal que para cada.>.. < (J <a, f(/3) = 0}.21 

Ll~MA J.ü3. Sean a 11.n ordinal cttalquiern y n 11.n 11.ntural. Entonct!."i: 
(1) G;! e! C,..n([n], u). 
(2) Si n t'!."'I 7ni111.o, G;! e.&1 11.n .vubespacio vector"'ial topoftjgir.o rlt! Cp([u·], u), 11 1:.o; 

li11.eal71u:11.lr! ho11tc!<JTTtorfo a Cp.a((o], n). 

DgMOSTll.ACIÓN. (1): Sea <p: e:: - c,,([o], u), dada de la siguiente manera: 
Si f E G:!, ip(f): [o] - u es la función tal que: 

(f)(.>..) { f(O) ,,; .>.=u 
'P = f(.>..) + f(O).~~ si.>.< n 

Como siempre, varios pasos nos llevarán a la conclusión <le que cp es un homco
morfismo: 

(a) Para r.ada f E e;:, ip(f) e.• amtirma. En efecto, cp(f)I; .. , = f + f(O), y cp(f) 
es continua en' a porque, en vista <le que existe A < u· tal que parncada ...\ < 
{J <o, f([J) =O, se tiene que cp(f)((.>.., ni)~ lf(U)} <;:; {cp(f)(n)}. 

21 Es decir, G!f ~.ff el conjunto dn laH funcionr.s un Cp((o ), E) qur. ,..._'? hacr.n cr.ro c~n un N•"glllcnt.n 
fimt.1 cft! [n) 

22 Rccordur: lu Rnmu CR m6dulo n. 

TESTS CON 
FALLi~. LJJlJ: ()f~1C~·EN 



78 

(b) 

(c) 

3. llOMEOMOR~ISMOS INDUCIDOS POR JSOMOH.FISMOS 

cp e.~ contin.ua:_Sea_/ E G~_y ~a_W,=·_(..\1, ... ,..Xm,a;n1, ... ,nm,f(O)) una. 
ve-cinda.cl canónica de ,P(f) eri C,,([a), u). Si llamamos U al básico canónico 
(O,.>.,, ••• ,.>.m; f(O),n1 - f(O), ••• ,nm - f(O)) en a::, entonces f E U y 
<p(U) ~ W, corno es fácil_ comprobar. 
'P. es abierUz: Si· U·= (..\0 , >..i, ... , .A~; no, ... , n.m) es un básico canónico en 
C,,([O, a), o) y f E Un G8, se puede suponer que .>.a < .>.1 < ... < >-m. y: 

• Si .>.a =FO, sea W = (.>.a, ••• , >-m, o ; no + f(O), - - . , nm + f(O), f(O)) 
• Si .>.a =O, sea W = (.>.i. ••• , Am, O ; n1 + f(O), - • - , nm + f(O), f(O)). 

En ambos casos <p(f) E W y así, <p(U n ~) ~ W. Para demostrar la 
igualdad de estos dos conjuntos, tomemos un elemento cualquiera g de W. 
Como g es continua en u y g(a) = f(O), existe .>.a < <X tal que para toda 
.>.0 < T/ < a, g(r¡) = f(O), así que si definirnos h : [O, o) ----+ n tal que 

{ 
g(o) si .>. = O 

h(.>.) = g(.>.) - g(a) si .>. > O 

se tendrá que h(.>.) = O para toda .>. > .>.0 y por consiguiente, que h. E G;!. 
Además, para cada j E {O, ... , Tn} (o j E {l, ... , Tn}, según sea el caso), 
h(.>.;) = g(.>.;) - g(a) = n; + f(O) - f(O) = n;, con lo que h. E U. 
Como 

(h)(.>.) { h(O) si .>. = <x = { gg((~)) si .>. =a = g(,\), 
'P . = h(.>.) + h(O) -•i .>. < o ,.. .•i .>. < cr 

resulta que cp(h) = g y por lo tanto g E <p(Un~). Por todo esto y tul como 
anunciamos antes, <p(U n G::) = W, que es un abierto en c,,([a), 11). 

(d) <p e.• .•uprayectiva: Si _q E C,,([a), o), definiendo h corno en {c), se tiene que 
h. E G:! y <p(h) = g. 

(e) c.p es inyectiua.: Si f 1 y f2 son elementos distinto~ de G~, entonces existe 
.>. < n tal que ft(.>.) =F h(.>.) . 
.>.=O= <p(/t)(a) = f1(0) =F h(O) = <p(f2)(a) = <p(ft) =F 'f'(h) 
.>. =F O = f1 (..\) + f(O) # h (.>.) + f(O) => <p(ft) (..\) # <p(f2) (>..) => <p(f1) =F 
<p(f2)-

(2) Si n es primo, es fácil percatarse <le que G~ es un subespacio vectorial topológico 
de c,,([n), n) y que 'Pes un isomorfismo de espacios vectoriales topológicos. o 

4.. Aplicaciones 

En esta sccc1on aplicaremos los resultados_ de las anteriores secciones para 
analizar los siguientr.s probln111as: · 

L Dada n E N, con n > 2, ;.para qué-'clasc de cspaciOs X se 'ticitc_ que 
C,,(X, 2) ~ C,,(X, n)"f . 

2. ¿Para qué clase de espacios X se curnplc que C 1,(X, 2) es ho111cornorfo a su 
cuadrado, es decir, a (C,,{X, 2)) 2 "! 

Estos proble1nns no son ajenos entro sí. Por ejemplo, si un espacio ¿'t( es tal 
que, C,,(X, 2) e< C,,(X, 4), entonces C,,(X, 2) es homeomorfo a su cuadrn<lo. ya que 
tendríamos que, como 2 X 2 e. 4, por 3.9, c,,(X, 2) e. c,,(X, 4) :.. Cp(X. 2 X 2) ~ 
(C1,(X, 2)) 2 • 

Van1os a darles un nombre 1nás moderno a los espacios .,,'\: que cu1nplen la 
propiedad pregonntJa en el segundo problema: 

D1·:FJNJCJÓN ::i.ü4. Senn X 1J E e..<ipacios to¡Jolúgir.us cunlesquie1·a. 
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(1) Se dice que X e.~ débilmente· t-aditivo (re."1'. débilmente l-aditivo), 
,"'ti X CD X C.'I t-equivalcrttc (re.."'l]J. L-cquivalentc) a X. En otnJ..'I palabn1s, ·"'i 
C,.(X) es ho711eo1norfo (re.t¡p. Lineal1nente hotneo1norfo) a·""" cuad1ndo (ver 
pn1p<1.•ición 3.1 O}. 

(2) Se dice que X es débihnente te-aditivo (resp. débilmente le-aditivo), 
.-i X E!l X es tE-equitJalente (re."1'. le-equivalente) n X. 

Continúeffios analizando los prOble-ma.s -planteados. En 1910, Brouwer demostró 
el sigu.ienc teorema: · · 

TBOR~~MA 3.65 (Tuorema de 13rouwcr). Todo espacio t.opológir.o den.•o en .~í 
1nü11no, co1npncto, -rnetrizable 11 Cf!7v-dinu!n."lional, e.q honieo1n.orfo al r.on.i1lnto de 
Cantor 2N ~ 23 

Como corolario de este teorema, tenemos: 

Conor.Anro 3.66. Sin e N \ {1} entonce.• uN e.~ hoT1ie01norfo a 2N. 

OnSBRVACIÓN 3.67. (1) No es difícil construir cxplícitament.c un hornco-
morfismo II~ entre nN y 2N de tal suerte que mande al conjunto {/ e 
nN : 3tno E N tal que Vm. ;;:: mo, f(1n) = O} en el conjunto {g E 2" : 
3lo E N tal que Vl ;;:: lo, g(L) = O}. Con la notación introducida. antes de la 
proposición 3.63, lo anterior significa que JI~(~)= G~. 

(2) Ahora supongamos que X es un espacio discreto de cardinalidad a > w. 
Entonces existe una partición <le X en conjuntos nurncrablc.-s, es decir, una 
partición P = {Xp: f3 <u} tal que: 

(i) X = LJP<n Xp. 
(ii) Si f:lt ~ /32, con /:Ji < a y /;J2 < a, Xp, n x,,_, = 0. 

(iii) Para toda f3 <u, jXpj =No. 
Por consiguiente, X = E;9p<n Xp y, por 3.10, G,.(X, n) ~ fl#<o G,.(Xp, n), 
paxa todo natural n > l. Corno cada Xp es nun1erable, por el corolario 
3.66 se tiene que c,.(Xp, n) ~ C,.(N, 11) ~ 11N ~ 2N ~ c,.(Xp, 2), para toda 
fJ <a. Así, c,.(X, n) ~ IT11<0 c,.(Xp, n) ~ rrl'<o c,,(Xp, 2) ~ C,.(X, 2). 

Resu1niendo: 

PnorOSICIÓN 3.68. F'arn todo r...vpacio di~-4cn:to i11finilo X, 11 ¡ui.rn. todo n E 
N \ {1}, c,,(X, 11) ~ c,.(X, 2). 

Conot4ARIO 3.69. 'Todo t!."l]UJ.cio diotcn:l.o i11jinito X e.<1 débiluiente t 2 -.aditivo. 

PnorosrctÓN 3. 70. Si w :::; u< w 1 e.• un orrlinal líTliit.e 11 ne N\ {1}, e"Titonce.• 
C)p([o), 2) ~ c:p((o), n) con un h.0111.co111orfi.o;71u1 qut! 1na.11da G~ sobre a;:. · 

D1..:r..-1os-r1lACJÓN. Sean a y n. como en las hipótesis. Probaremos, por inducción 
transtinita, que existe un homcomortisrno 11 : c:,.([n), 2) :~ c,.([a), n) tal que : 

(a) H(G~) =e:: 
(b) H(O) =O (es decir, a la función constante Q de [a) en 2 le asocia la .función 

constante O de [o) en 11). · 

Por la observación 3.67(1). G,.([w), 2) ~ C,,([w), n) con un homcomorfismo II 
que satisface las correspondientes propiedades (a) y (b). 

Ahora, la hipótesis <le inducción transfinita es: 

23 Eu lu. páginu. 285 de (31) se du unu. dernOHtrución de C2:1tc tcorcrnu.. 
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Paro cada ordinal {3 tal true w :5 {:J <o, existe un Jio.,,1eorr1.orfi.s11io 

If13 : Cv(f.B), 2) - Cv(f.B), n) 

<file cumple (a) y (b), e.• dr.cir: 

(a) I-f13 (f) es eventualm.ene O <=> f e.• eventualmente O. 
(b) I/13(0) = o. 

Como u es ordinal límite y cf(a:) :5 ex< w1, entonces cf(oc) = w porque cf(u) 
es un cardinal.24 Por el lema 3.8.2 de (20), existe una sucesión a1 < a2 '< ... < 
<l'n .¿ ... < o en [o) que converge a o en [u]. Podemos suponer·quC ·a1 ~ ,L: 
Entonces [a) = {l} U LJJ,::,1 (a;, a;+1) y todos estos uniendos son abiertos en (a), 
ajenos entre sí. Por eso (a) = {a1} E9 EBj.'.,1 (o;, a;+tl· Si io : {l} <-+ (a) y, para 
toda j EN, i:J : (03, n3+1] son las inclusiones, entonces la amalgama , 

6~0iA, : Cp((o), 2) - P, 

es un homeomorfismo, donde pes el producto e,,( {l}, 2) X fI;;"=l Cp((<x.,, Ok..:,j) 
y, para toda k EN, ik es el correspondiente rnapco restricción (recordar dcfinic:ión 
2.28). 
Notemos que si f E G~, entonces existe ..\ < a tal que para toda -y > ..\ (con 
'Y < a), f(-r) = O. En particular, existe jo E N tal que para toda j ~ jo, 
f((rx;, a;+1]) = O, es decir, para toda j ~ jo, rr; o 6~0iA,(f) = ij (f) = Q, 
<londc 7rj : P - Cp((a;, ª:J+ 1 ], 2) es la j-ésima proyección. Inversamente, si tal 
cosa ocurre, es decir, si todas las coordenadas <le ~~oik(f) son ccrc;:., excepto ·un 
ntímcro finito de ellas, entonces f E G~. 

hJ 
Para toda j EN, existe f:J; < e> y un homeomorlismo (tJ;) e! (a;, °'í+d· También 

ha 
hay un homcomorfismo (2) e! {O, 1} (que de hecho es Ja. identidad). 
Entonces, para cada j < w, hj : Cp((o;, <>;+ 1 ),2) --+ Cp([/1;),2) es homc
omorfismo. Nuevamente observemos que hj (O) = O y que Il;<.., 1i; : P --+ 

TI;<..,Cp([.BJ),2) es un homeomorfismo tal que si f E P, entonces, paratodaj EN, 
flcn,.n,+,J =O si Y sólo si fl 1,._., = Q. 
Hcn1os demostrado entonces que existe un horncornorfismo: 

D2 : Gr((<>), 2) - fl Cv([,BJ), 2) 
j<w 

tal que D2(G~) = E2, donde E2 = {f E 11;< ... Cp([,B;),2) _: 3jo < w tal que Vj;::. 
jo, fl 1,,,, =O}. 
Análogamen~~ se puC<:Ie demostrar que existe un homeornorfismo 

D., : C 1,((a), 11) - fl Cv(f.BJ), 11) 
j<o...1 

tal que Dn(a:!) = En. Sin embargo, por Ja hipótesis: <le. inducci_ón ,transfinita, 
para cada j > _w, existe un homeomorfismo HtJ, : Cp([tl;), 2). -;Cp([tl;), u) que 
satisface las propiedades (a) y (b) del enunciado de dicha hipótesis. P~r:. ende, 

fl IItJ, : fl C,,((,B;), 2) - fl Cp((µ;), 1~), •• , 
j<w .J<w J<w ' ·· 

24 P.nrtt record1;1.r el concc¡>t.o de cofhudidttd de un orditm.l a·~ result~os sencilloH 11.c~rcu. de 
urdina.ICH y cu.rdinules, como los u.qui uatt.dos. consúltertse [20).o [39). 
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es un homeomorfismo tal que Ilj<:wHp,(E2) =En. Por consiguiente 

H= L;; o II Hp, o L2 :Cp([<.l'): 2) ..:.___. c,,([n<), n) 
j<t.J. ' 

es un homcomorfismo que ~tisfü~e (aLY, (b) .. o 

PnÓros1c1ÓN 3.71«'.sf.¡,,:5/l_;¿;';;;i''i~;.,,_,. ontinal y n EN\ {1}, entoncr-H 
Cp((a),2) !:!!.Cp([a),n);> •:\.'i'.'': :\,.'> ... ,,,,..: ... 

. 0_1'!1v1~~~1~R.Ac1.~~~, s.~~.a'. l& c~~pon~nt~ PrimR uiús grand~ que es menor o igual 
que a.25 • a' cs. Uli O~d.in~I'.lí~~~e, por-lo qu~: · · · 

.·3.e3 3.Iº 
Cp((a'); 2) ~ G~. e! a:;. a! c,.([a'), n). 

El resto se sigue de 3.62(1). o 

COROl.ARIO a. 72. Si w :5 a < Wt e.• un ordinal 11 n E N \ {1}, entonces (a) 11 
(a) son débil7nt:nl<! l.2-aditivos. 

COROJ4ARIO a. 73. Si X e.<1 11.n e.vpacio CtJ1T1.¡Jacto, 7t1t71teT·able 11 J/a·u--.;do11f 11 n E 

N \ {1}, ""tone<~' C 1,(X, 2) a! Cv(X, n) 11 "" pat"ticulm· X e.' débilnwnte t2-nditi110. 

Dgl\fORTllACIÓN. Por el teorerna <le Sierpiu'skii-Ma.zu1·kiewicz (3.40), si X es 
un espacio compacto numerable y Hausdorff, X ~ (wº · nt], <lande o = ¡.,·.(.X'") 26 es 
numerable (3.39(2)) y 1n E N. En pocas palabras, X 5'<! [,a] para alguna c.; :5 f:J < w1, 
y al resultado se sigue de 3.71 y do 3.72. O 

Dl~PINICIÓN ;i. 74. Un ()1YLi1uJ. a. es un a-ordi11al 9 .~i es cofinul con w, es dccÍ1'', 
si cf(o) S. w. Si ad<:niás es un ordinal lí1nite (re."l'J'· co11tpo11.ente pri.1na, inicial) se 
le llautará u-ordinal límite (re.-J¡J. u-componente prima, a-inicial). 

Pnoros1c1ÓN 3. 7:J (Lema 2. 7.1 de (16]). Si ¿'( c.., 11u11terablr., 1nétrico, local-"· 
111.ent<: couzpacto 71cT11 TUJ r..011ipacto, entonce..., e:r:i."'lte un cr-orrlin~l l{uiite_ o tal que 
X5'<! [o). 

' •• , _"_e _. 

COllOl .. AIUO 0. 7G .. Si X es n.tt1nerable9 11tétrit:o9 local7ne11.le co1npa~új-pt!TYJ nu 
compacto 11 n EN\ {1}, Cp(X,2) es ho11womurfo a Cp(X,n) y _<.'1t·p.artimtlar; X e.• 
débiluu:nte t2-aditivo. · , · ' 

S. P. Gul'ko probó en [36) que ni [w 1 ) ni (w¡J son /.-aditivos. Imitando su 
prueba lograremos ver, en las páginas que siguen, que Catos espacios tampoco son 
l2-uditivos. 

LgMA 3 .. 77 ([5]). St'.a s Tl.Jt ."1'ftbe..y¡Hu:i11 rlt:tt.<.;O 1!11. el ]J1Y1tlu.c/,() X = riaeA Xa 
1.a.l <ttt« hd(Il.,.eu X 0 ) ::5 T, para /.oda B <;; A con IBI :5 T. Enl.once.«, pnrn cada 
funcicín contiTttUt J: s __,. Y, donde x(Y) $ T, ha11·un subconju.nto B dt! A. de 
canl.inab:dad ~ T, 11 una fu.nción anttinua g: rrn(S)--+ }' tal que f = _q o Pn r 5'. 

2 :-0 RrcorJur el corolario 3.55 
26 Rccordu.r: n.(X) es lu 1:t.lturtt de dispcrt1ión de X. Ver 3.:18 
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LgMA 3.78. Sean E E IP00 , _.egundo_nuniemble, Xce R(E),- D de11.~o en 
Cp(X,E), T: D - Cv(Y,E) continua y n··v.,.-áubconjmÍto mi"ierable-de Y. 
ErttCJTl.ce.'4 existe A ~ X, 11.uTnernble; tal <¡ue. , 

Vf, g E D: f r A= g r A==> Tf r D = Tg r D. 

Ol~MOS'l'RACIÓN. Sean i : D <--+ Y la inclusión y ;.n : Cp(Y, E) '----> Cp(D, E) 
el mapeo restricción , es decir, la función que· a cada g E Cp(Y, E) le a.socia el 
elemento g í D <le Cp(B, E). Entonces rs oT: D - C,.(D,E) es continua y para 
toda ge D, rs o T(.q) = Tg f B. Des denso en Cp(X, E) que a su vez es denso en 
Ex, porque .E es un espacio Puebla. 27 • 

Para. cada y e D., sea 7111 : E 8 - E la. y-ésima proyecci6n. Conio E es. prim~r~ 
numerable, todo punto de E es G6; entonces, por el lema anterior, ·para. cada y e D 
existen A 11 ~X., numerable y .911 : 'Tf'A.,(D) - E, continua, donde '1rA 11 : Ex -
EAu es la. proyección a la cara A 11-éshna. de Ex, tales''que conmuta. el siguiente 
diagrama: 

Sea .. 4 =: Üuen .1111 • ..1l es numerable y ~:li f y g Hon elerne1.1tos <le JJ, erltonces 
f f A= g í A. Por lo tanto, para cada y E D, p 11 oTf í B = p;, o (rn oT)(f) = 
911º1fAu fD(f)=g,,o7rA(f)=gyo1fA(g)=p,,oTg fD. 0 

LEMA 3. 79. Sean E urt e.._"qJacio Puebla de Hriusdorff y ·segil.ií~~ .. nii.niC~ble,: y 
X y Y e."Pacio.<r E-regulare.<r. Sean también {A.,: o< w1}:i/{B.;,::tt;;,"<::t;;;\} fain:ilias' 
de conjtLntos nurnerable."'i tales que: , J~·~·<::~--:·, .·~~-: 

(i) X= u .. < .... Aa 11 y= Un< .... Ba. "", ·.-:·:;"_y-. 
(ii) Si o< fJ, Ao ~ Ap 11 Ba ~ /Jp. 

(iii) Si -y e.• ordinal lími/.e, A.,. E {LJ 0 <.,. A.,, clx LJ0<.,.,1~} ·Y_> , . 
D.,. e {LJ.,.<.,. 13.,, cly LJ0 <.,. /30 } _ _ -. -'-: -¡ ;.- · · , _ ,._ 

Sean C 11 D .~ube.oJ¡mcios dcn•o.~ de C,.(X,E) y Cv-(Y;-E), .respi:ctiva7nente, y T: 
e - D 11.Jl. ho11u~n1un"fi.<i1TUJ. Entonce..~ el r.onfttnto 

L = {o E w1 \{O} : ¡mm cada f, g E C, f f .4u = g f A,,.·-<==> T f f Ba = Tg Í Bu} 
es no ntt11u!1nblr: 1J r.er-rndo en (w1) 

Di:;l\tOSTRACIÓN. Sea cx1 E w1 un ordinal arbitrario. -B01 es numerable-en Y, 
así que por el lema anterior, existe A' ~X tal que IA'I ::5 No y, para cada-par de 
elementos de C, f y g, f [ A' = g [ A' ==> T f [ 1301 = Tg í B 01 • Como A' es 
numerable, existe 02 E w1 t.al que A' ~ Aa:i y 02 > u1.. Entonces, 

v f, .Q e e : f r An, = n r A.,, ==> f r A' = o r A' => r f r ª"'' = r.q r ªº' 
27 Por In propoaición 2.23 
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Usando ahora r- : 'D ~e y el lema anterior, existe D' ~ y tal que ID'I :5 No y, 
para cualquier pareja de elementos de .D, 1 y g, f f D' = g f B' => r-f f A,,;2 = 
'1-.-g f A 02 • -Como cxiste·Q;·.> 0:2 (con a:a E w1) tal que B' ~ Bn3 , tenemos ~uc, 

v f, u e n : f r n.;.. ~ u r . .:a ... => f r n' = u r n' => r- f r A ... = r-u r A., •. 

Procediendo por iriducción·matcmática, existe una sucesión creciente (<xn)n<w, de 
ordinales en wi, ·tal_ .<lue, p.a-Ca ~~·da _n ··e N: · 

n impar => (Vf,_q E G: f. f Aa.,+1 = g f. A.:.:+~ => '.l'f f ll.," = '.l'g f 1.Jn., ). . . ' . 
n par => (Vf',g' E D: j' f Bon+•= g'. rn_;;;,:_,,, :=;==> r-f' f A.,.,= r-g' f A.,,.). 
Tomemos a= .•11.tp{on: n < w}, que es rn~OO~·q~-~·~·.~----·., . 
Sean f y g dos elementos de O, y supongamos ,que,F: f:A;,; .,;,, g f A". Si -y < a, 
existe n impar tal que -y < <><n < a. Pero :A;,; ·,,E';ILJp<:ó. Ap, clx (LJP<a Ap)}, 
pues a es ordinal límite. Así, Aan+i f; Aá:;Y_::f:.·f::·A~~·+ 1 = g f A0~+i' con lo 
que '.J'f f D.,., = Tg f B.,.,. Como B..,~ D,;,~,·Tf,,tD.., = Tg f n..,. Entonces 
T f r U-,<<> B.., = Tg r U-,<a n.., y, por supuesto; ,T f, r' Cly (U..,<a n..,) = Tg r 
dy(LJ <aD..,). :· , ,: ::.,· 
Proc;;'Jiendo análogamente se prueba que T f fD.;. ·= Tg f D., => f f A., = g f A 0 • 

Por lo tanto, <..l' E L. Entonces, para cada 01 e· L hemos hallado a: E L tal que 
a > 01, con lo que se tiene que L es no numerable. 
Probaremos que Les cerrado en [w1 ). 

Sea a E cl¡~,¡L 

• Si ar= -y+ 1, entonces (-y, o+ 1) n (w1) ={a} es vecindad <le a en (w1 ), por 
lo que {o} n f, ;!= 0, es decir, tt E f,. 

• Si o es ordinal lÍmite, entonces A,, E {LJ.B<<> Ap, clx(LJP<a Ap)}. Para 
probar que o E L, sean f, g E 0 y supongamos que f f A.,. = g f A.,. 
Si -y < a (-y 2: 1), existe T/ E (-y,a + 1) n L. Si T/ = a, a E J~. Si T/ ;!= a, 
entonces "Y ::; TJ <o, así que A'1 ::;: Aa: y por consiguiente f t A 11 = g f.:A 11 • 

Como r¡ E L, Tf f B,1 = Tg [ B,, y como B.., ~ n,,, T f f B.., = T_q f D..,. 
Por lo tanto, V-y < o : './'/ r ll.., = Tg r B..,, por lo que '.l'f r U-,<o f3..,, 

Tnlu~<u o~ y con ello, T f [ D., = T.q f D.,. 
Análogamente probaríamos que TJ f Dn = Tg f D., => r-Tf f Aa 
T-Tg [ A.,. => J f A.,. = !I f A 0 • Esto implicaría finalmente que u E L 

Hemos probado entonces que cL[wi)L ~ L, es decir, que J__, es cerrado cn_[w1 .).::o ~o 

La. demostración del siguiente lema <>.s muy parecida (puede verse <m ·[36)). 

L1·;MA 3.80. Sean X 11 Y e."lpricios to]Jológicos, T : X ·- y,·::tJ.n· 
fi."luio. {A.o : o < w1} y {110 : a < W¡} fa11tüia.s de subespaCios Cet"!"fZ~Os 
de X 11 Y, Te."lpectivan1cntc, y tale.<1 r¡ue: · 

• Si u :5 {J, f!'TJ.tonce.'I An ~ A13 y Ba ~ Llp. ,._-i:'" 

• Si o e.• ordinal límite, A.,. E {U..,<a A..,, clx(U..,<a A..,)} .'¡r· 
n., E {U..,<a n..,, c:ly(LJ..,<a B..,)}. 
,)( = Ua<wa Aa. 11 Y = Ua<wa Da· 

E·ntonces /\I = {o: E w1 : T(A0 ) =Da} e.~ no 71.11-11tcrnble y ~.cerrado en w¡. 

Antes de demostrar que [w1) no es débilmente l2-a<litivo, recordemos alguna.e.; 
definiciones y hechos básicos aceren. de espacios vectoriales topológicos. 
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OBSERVACIÓN 3.81. Si X es, un espacio vectorial sobre un campo K y M es 
un subc5pacio.vcctorial de X;entonC:cs Z =X/Mes el espacio vectorial sobre K 
cuyo conjunto subyacclltc es el conjuDto d~ clases de equivalencia de elementos de 
X bajo Ja relación: . 

x~y <== :r.-11EJl.I 

y cuyas operaciones son las funciones: 

+: X/M x X/M--> X/lvl 11 Pe: K x X/Af - X/M 

(x, jj) ,__. :r. +y (k, :r.) ._. kx 

Con estas operaciones la función 9: X - X/M que a cada x E X le asocia 
su clase de equivalencia, X, es lineal y suprayectiva. Si además Y es otro espacio 
vectorial sobre K, f : X --> Y es lineal y M ~ K er f, entonces las fibras de 9 están 
contenidas en las <le f y la única función h : Z --> Y Lal que h o 9 = f, resulta· 
ser lineal. Si M. = Kerf, li es inyectiva, y si fes cpimorfismo, hes cpimorfismo. 
Entonces si M = K er f y f es sobre, h es isomorfismo. 

Si ahora X es un espacio vectorial topológico sobre un campo J< (que sea. 
también un espacio toplógico), l\'1 es un subcspacio lineal <le X y damos al espacio 
vectorial cociente X/A1 Ja topología cociente, entonces la función g: X - X/M 
<lcfini<la arriba, no solamente es una identificación (o sea una función cociente) y un· 
cpirnorfistno, sino que es una función abierta. Ello se debe a que si A es abierto en 
X, también lo es A+.r., para cada:r. E X, pues las traslaciones son homcornorfismos. 
Con "llo A+ Al = U~eM A+ x es también abierto en X. Como ges una función 
cociente y 9-(g(A)) =A+ !vi, g(A) es abierto en X/M. Ahora es fácil probar que 
las operaciones mencionadas antes, + y Jlc., son continuas. 

Recordemos que si X es un espacio vectorial sobre un campo K, x····suClc 
d~nota.r al espacio vect.orial dual o conjugado, cuyos elementos ~n Ja...q furlcioncs 
lineales de X en K. 

El lema siguiente se demuestra en [19): 

Lt-~MA 3.82. Sean X u.11. e.~pacio uectorial sobre un carnpo K,' {u1·,. --·- ,·un.J> .1t1~ 
cc111ju1túJ Li1u.:al11u::-rtlt: iruLe71t:.1uLic1ilt: e1t x· y G = {x E X : u¡ (x) -~_O .'1"'!YL:.tod_a.· i E 
(n]}. Erif,onr..e.44 G e.~ ·"1J.l>e.vpacio vectorial de X. X/G e11 ·~-1~11wr/O;:a -K~'.·,7¡, e1i 
1m•·t.iculm·, IX/GI = IKln 

Conol.ARJO 3.8~. Sean X y Y dos CHpacios vectorial<:.."1-sobrn un ca1npo K, 
{1t1, ... ,un.} ll {v1, ... .,tJ-rn} con;iu1itos li1teal11ie1ite inclependien~e..&1 i:!n·X• -ll y•, 
"'-"P"ctivamente, 11 G = {:r. E X : para cada i E [n], ,u¡(x) .,,; O} 11 H.~ {11 E Y : 
parn cada j E [ni.], vi(1J) = O}. Entonce-.;, sin :F rri, 71arn cualquier i1:101norfLH11ttJ 

lineal T: X--> Y se cmnple que T(G) <F FI. 

l)i-:MOSTRACIÓN. Sea '_r : X - Y un isomorfismo e.le espacios vectoriales y 
supongamos que T{G) = FI. 
Sean .91 : X - X/G y 92 : Y --> Y/fl los epimorfismos. Jinealcs canónicos. 
Entonces 92 o T: X--> l'/FI es cpirnorfismo y G = I<er(92 o T), ya que 

x E Ker(.q2 oT) = .92 o T(x) =O= T(:r.) EH<==> x E G. 

Así que por las observaciones heCh8.s eú '3.81., existe un isou1orfis1no h : X/G -
Y/ FI tal que h o g, = g2 o T. 
Por otro lado, el lema3.82 nos informa que X/Ges isomorfo a Kn y Y/ fI es isomorfo 
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a KTn, que son espacios vectoriales de <lirncnsiones_n y rn sobre K, respectivamente. 
Corno h Cs isornorfisnlo, K" es isomorfo a K'n. y por consiguiente, n = :,,,,.. D 

OasgRvAc16N 3.84. 

Sean X y Y dos espacios vectoriales topológicos sobre un campo J<, G un 
suhespacio vectorial topológico <le X, I-J un subespacio vectorial topológico de Y, 
T: X -> Y un homcomorfismo tal que T(G) = II. Con estas hipótesis, hagámonos 
la siguiente pregunta: 

Si a los espacios vectoriales cociente, X/G y Y/I-I, los doUunos con 
las respectivas topologías cocie11t.e~ ¿será cierto que X/Ges homcomorf"o 
a Y/H"f 

Si suponemos que Tes además lineal, es decir, que es isomorfismo topológico, la 
respuesta n. esta pregunta es sí, como muestra la prueba de 3.83. Gul'ko <lc1nostr6 
en [36) que si los espacios vectoriales topológicos X y Y son localmente convexos 
sobre el campo IR, la respuesta es también afirmativa. Usando esto él probó que 
[w1) y [w1 J no son t-nditivos. 
Si la respuesta a la pregunta planteada arriba fuera afirmativa cuando el campo so
bre el que están definidos los espacios vectoriales topológicos X y Y es 2, podríamos 
<lemost1·ar que: 

Si X y Y son espacios vcctoriaJes topológicos sobre 2, si {u1 , ••• .,un} 
y { v1, ..• , u,1} son conjuntos linealmente independientes de Cuncionales 
continuas Cll. x· y y•~ rcspcct.iva1ucntc., y si G y JI son como en 3.83, 
entonces, si n ::¡/= rn., para cualquier homeomorfismo 'r': X - Y se tiene 
que T(G) '#H. (Este sería el análogo del lema 4 de [36]) 

Con este resultado a la mano ya podríamos probar que ni [w1 ) ni [w.J son 
<lébilmente l2-aditivos. Queda pues abierto este problema y mientras probemos 
que dichos espacios no son <lc?bihncnte /2- uditivos: 

Tl·:Olll~MA a.85. Si E = C 1,([w¡). 2) ,¡ /:,' = Cp((w.J, 2), "ntonce.~ no hay dos 
pote.ncia.-1 finita.-1 de E, ~ 11 E:"'-. r,071 11 # n1, tflU! :iean linealnu!.nle hoTTU!OTTtorfa.'i. 

Dgl\IOHTRACIÓN. 1) Sea E= Cp([w 1 ). 2). 
Para toda n E .N, se tiene: 

[n] X [w1) = EEHj} x [w¡) y Vj E [n] : {j} X [wi) ~ [wt). 
jE(nJ 

Entonces c,,([n] X [w1 ), 2) = Cp(ffi.;e(n) {j} X [wt), 2) e! IT;e(nJ Cp([wt), 2) = E". 
Sean n :F 7n y t-1uponga11tos tflte existe un ho7tteo111.orfts1no line11.l T : E" -
Em (*) 
Para. toda u< w1, sean D 0 = [m] x [l,n) y A 0 = [n] x [l,u). Entonces: 

(i) [n] X [w1) = Uo<w, Ao Y [m] X [w1) = Uo<w, Do-
ii) <.Y :5 /3 =- Ao ~ Atr y Bo ~ l.J¡>. 

(iii) Si 'Y es ordinal limite, h> = Uo<,.[o) y por consiguiente, A,. = u.;:.::,;A,., 
pues ><i (j, TJ) E A~, uxi><te ~ < -y tal que 17 < ~ (ya que -y es límite). Así pues, 
(j, 1¡) E [n] X [~) = Ae ~ A,.. 

(iv) Análogamente, si "Y es límite, se tiene que n.., = Ua<"Y ·no. 
Por el IAmn 3.79, r.I conjunto 

L ={o E W¡ \{O}: Vf, 9 E Cp([n] X [wt),2), flAn = BIAn <=> Tfl11n = '.1'gla
0

} 
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es no numerable y cerrado en [w1). 
Para cada a < w1, sea E:; = {f E E" : Vj E [n) : 'V/3 2: a : f(j, /3) = f(j, a)}. 
Mostremos que E.,.= c:lE•• Uo<wi E;:. 

Sean f E¡,,~ y lV = (f; (j1 ,a1), ... ,(j.,a.); {li}, ... ,{l.}) una. vecindad 
básica de f cu E". Como [n) x [w1 ) es cero-dimensional y podemos suponer 
que (j1 , a 1 ), ••• , (j 11 , 0 8 ) son distintos entre sí, existen cerrabiertos en [n] X [w1 ), 

V¡, ... , Va, tales que para toda k E (.':I], (:jk, ak) E Vk y \li., .. .. , Va son ajenos entre 
sí. Si uo = .~11.p{oi, ..• ,n8 } y, para cada k E [.~), Uk = Vk n ([n) x [oo + 1)), 
entonces U 1, . .. , UA son cerrabicrtos en (n] x (w1 ), ajenos dos a dos y, para toda 
k E [s), (jk, C>k) E Uk, con lo cual la. función 

g: [n) x [wi)-----> 2 

tal que Vk E (.~), 9lu. =!.!:_y gl 1 ., 1 xl~»\U•el•I u. = l, es continua, g E W y, si /3 2: eto + 
1, entonces Vj E [n) : Vk E [.~J : (j, /3) ft Uk, con lo que g(j, /3) = 1 = g(j, oo +.l). 
Por lo tanto g E E'.!o+I ~Un<..,, E:;. Por consiguiente, W n [n) x [w,) >F 0 y, como 
\.V es cualquier vrcindad de f, f E clE" Ua:<wi E~. 

Aclcn1ás: 
(a) Para toda o < wi, E;! es subespacio vectorial de E.,., como puede. corrobo

rarse cou facili<lac.l. 
(U) Pru·a toUa u< w 1 , l!i"':; es cerrado en .Eº, ya que si f ~E-:;, exiSten::j:e (n)_y 

¡3 2: a tales que f(j, /3) >F f(j, a). Si l = f(j, /3}, entonces (f; (j, {J); {l}) es 
una vecin<la<l <le f en]!,,""•, contenida en E"'\ E;::. 

(e) Si a$ f:J, claramente E:; ~ Eíj. 
(U) Para to<ln. n < w1, l!J:! es segundo nurnerablc y, por ende, separable. 
(e) Si "'f es ordinal lír:nitc, entonces EJ; = c/.s .. Ua<-, ~· 

Huelga hacer hincapié en el hecho de que la colección {.b¿:• : a < w 1 } c1.11:11plC 'Con 
propiedacJcs nruilogas n las enuuciacJas en (n), {b), (e:), (d) para la colección. {E;;·:· 
o <w1}-

Por el lema 3.80, el conjunto fil = {a< w1 : T(E:;) = E;:'} es no numerable y· 
cerrado en [w1 ). 
Para cada n E L. sea ,_ •. + el n1ínir:no orUinal en /!.![ mayor que n, y sean: 

En{n, n+) = {f E E;;,,: f í An =Q}, 

H"'(<>, o+)= {f E b"';;'+ : f Í Ao = Q}. 
Si <r E /, y f es cualquier elemento de En{o, a+), es fácil ver. que T(/) E 
/<:J"'(n., a+), con lo cuaJ se tif?nc: 

T(En (a, n+)) ~ E=(a, o:+). 

Para <lcrnostrar la iguaJ<la<l, sea g E l:J""(u, t.'t+). Como cr+ E .tvl y g E/!.,--;;,~, existe 
f E 1:.,-;:+ tal que T{f) = g. 

'.l'f =5¡ E b~"(a, cr+) = Tf E E;'.'+ y '.l'f Í lln =Q í Bo ='.l'Q í B 0 • 

Ahora bien, n+ E A/ => u E L => f í A 0 = Q í A.,, y, como f E E:;+, 
f E E"(cr, a+), con lo que g E T(E"(<•, a+)). 
Por lo tanto, T(E"(n, n+)) = F.:"'{u·., o+). 

1-\dcn1ás E"(<t, ,l--) y/!.:"'('-"· tl·T) son subcspacios vectoriales cerrados de E-;:+ 
y Uc r..~'+, rcspcct.ivarucnte. corno puede uno comprobar, y por lo tanto también 
son subcspacios vectorial e::; ccrrnUos de E"' y <le Em, respectivamente. 
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Fijemos Ot e L y considerernos.)asfuncionales ... ,, ... ,u,. e (E"(a, a+))• y 
V¡, •• : ,v,. E~(Em(a, <.+))',tale$' que, si f E E"(cx, u+)y g- E E"'(cx, a+), 

entonces: •, 'vi'e[~f:. u.,m ,,,;'f(i, ª~» y 

_. 'vje[mJ, vjCÍI> =·g(j,-a+). 

Es fácil_ Ve~ q.:.i~_:_ta~to. {~h.~-'~.;.~~~}~ co·~o-~{v1;-:.._:.;-->~ v~}~ so~· c~rljun~os_ linealmente 
independierites en (~(at, a+))•,- y· en (.é~"(a,'.o+))'; ·réspeétivarnente. 
Porlo·tnnto,si - · - · ·· 

G., = {f E E"(a, a+) : vi e [n], u,(f),;,; O}. y 

H., = {g E E"'(a, a+) : Vj E [•n], Vj(g) =O}, 

entonces '.l'(G0 ) #- I:I0 , por el corolario 3.83. 
Así es que, para ca.da a e L, T(G0 ) S?; //0 ó r-(H0 ) S?; G 0 • Podernos suponer, 
para fijar ideas, que existe un subconjunto no numerable, L', de L tal-que, para 
toda o e L', '.l'(G0 ) S?; /i0 • Por consiguiente, para cada a EL', existe fó. E G.,tal 
que Tf,, ¡¡!' If0 , es decir, para toda a EL', existe j 0 E [•n] tal que Tf0 (j0 , a+)= 
Vj0 (Tfa) = l. 
Como L' es no numerable y [Tn] es finito, existen jo E [Tn] y L" ~ L', no numerable, 
tales que, para toda. o EL", 'l'f0 (jo, o+) =l. Entonces el hecho de que a E L" 
implica: 

(·) que como fa E G 0 , entonces fa. E rJ"(u-, o+) y para toda·i E [n], f 0 (i, a+) = 
O, Jo que implica que fa. E E:;,+, fa. t A = Q y, para toda i E [n], 
f 0 (i, a+) = O. De esto se sigue que para cualesqioera i E (ni] y f:J ~ a+, 
f 0 (i, f'J) = f 0 (i, ,.+) = O y finalmente que, para cualesquiera i E (rn] y 
fJ E (o) U [n+, wi), f 0 (i, {:J) =O. 

(··) '.l'fa. E E"'(a, o+) Y '.l'fa(jo, o+)= 1 => '.l'fa E B:;,'+ Y Tfa(jo, o+)= 
1 => 'o'{'J ~a+; '.J'fa.(jo, l'J) = 1 => '.f'fa f {jo} X [a+, Wt) = _1 

Escojamos unn sucesión (<.)'k )keN de elementos de L" tales que Vk E N : Cl'k+I ~ o"t. 
y¡,, E N se tiene: _ 

f 0 .(i, (3) #- 0 ~ (i, {3) E (mj X [u.,, ot) => 'o'l > k: (i, (3) E (mj X (0t1) =-Vl > 
k:fa.U. !1> =O. 
En pocas palabras, (fo.,,, )keN converge puntualrnente a Q, es decir, li1nk-oofa.,, =·Q 
en E"(a, o-+). , , 

Por otro !rulo, si -y= sup{ot : k E 1'1}, entonces -y E (at, w 1 ), para toda k E 1'1, 
y por consiguient.u, -'I."'f0 k (jo, '"Y) = 1 para cada. k E N, así que li-rnk-oo'l'f0111 :¡I:. ºen 
E'"(a, a+), y esto contradice la continuidad de T. 
Co1no esta contradicción fue pro<lucidn por la suposición (*), tal supuesto es en
tonces falso. 

II. Sen 8 = C,,((c.Ji], 2). 
Por la proposición 3.49, E es linealmente hon1cornorfo a Cp,t.Ji ((w1], 2) que, como se 
recordará (ver la definición 3.12), es el subcspacio vectorial topológico de Cp((wi], 2) 
que consta de las funciones que se anulan en w 1 • Oc acuerc.Jo con el lerna 3.63, este 
espacio Cp,w 1 ([wi). 2) <!S a su ve-¿, linealmente homcomorfo a E' d;;f G!

1
, que es el 

subcspacio vectorial topológico de Cp(fw1 ). 2) que consta de las funciones que se 
hacen cero en un segmr.nto final de (w1 ). 
Si cou10 obra1nos en 1, vernos n c•p([c....•1 ). 2) con10 el espacio vectorial topológico 
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Cp((n] x (w1 ), 2), entonces (E')n será el subespacio siguiente, denso en ·.E" ._<como 
puede probarse fácilmente): - --- - -

(.E')"= {f E Cp((n] x (w1}, 2) : Vi E (n] : 3r.> < Wt : . f f {i} X (rx,w1) = Q}; 

Si para. cada. a < w1, ponernos E;; = {f E (E')" : Vi E ¡:,..]:f.[: {i} x [a;;.,,,) = Q}, 
enton'?~ (E')"= Ua<¡J• E;;. Como en el caso 1, se pue~~-'.'1-~n;i~st·r~. q~~:.:. 

(a) ··Para ~da a< W]t b~ es subcspacio vectorial cer~~~:.d~:c~:>~~~-: .:-·:'·-
(b) Si a::;; ,B; claramente E;; ~ E¡;. · · : ·:~.e y.;~,1~·· :'•-.\\;""''='-
(e) Para toda o< w 1 , E;; es separable. _ . . · ._ ·. .:.· ...... 
(d} Si -y es ordinal límite, entonces E¡;= eles')" LJ 0 .¿.., E;; . .. ·',.· ._,. . · .-. 

!?~';!,~~~nes y propiedades análogas se tienen para (E')":fp;:~;:l;fa~ili~'.{E;;' : 

( •) Supongamos que existe un homcomorfisrno lincal:,T :: (E~)'.',.··~: (b"')'" · 
y que n:~ Tn. . , .• _,,·~.-"."·'·.·?'"• .. , ... ,:. 
Como en· 1, y en vista de las propiedades anteriores y del Jern~ ~ .. so:" C) ~<?~nj lú1t~· J.:. 

M ={a E w1 : T(b-;:) =E:;'} <-,-~·- \·.·:'. . .-:.:<-~ 
es cerrado en w 1 y no numerable, y sf definmos, para ~·ada O.<·. ¿,1·;·-.D~ -~~-[~;).) · x (aj. 
y A 0 = (n] x (aj, por el lema 3.81 y, corno se hizo en I, se tiene que el conjunta: 

L ={u E w1: Vf, g E (b"'}n: f f A.-.= g f Aa = Tf f Ba = Tg f Ba} 

es tatnbién nutnerablc y cerrado en w1. Por lo tanto tatnbién es numerable y cerrad.o 
en w1 el conjunto L n M. 
Sea o E LnM un ordinal límite y, para toda i E [n] y j E [j], sean u; : (E')n - 2 
y Vj : (E')"' - 2 las funciones tales que si f E (E')n y .9 E (E')'", entonces 
u;(f) = f(i, o) y u;(g) = g(j, u). 
No es dificil probar que para toda (i,j) E [n] x [m], ·1t; E ((E')n)*, "i E ((E')"')° y 
que los conjuntos {u1, ... ,11-n} y {vi, ... ,vm}, son linealmente independientes en 
((E')n)• y ((E')"')•, respectivamente. Por lo tanto, por el corolario 3.83, T(G} # 
II, donde 

G = {f E (E')" : Vi E (n] : u.;(f) =O}~· H = {n E (E')"': Vj E (m]: vj(g) =O} 

Por otro lado, si f E G, definirnos f' : (n] x (w1) - 2 tal que f' f (nj X (u] = j 
Y f' f (n] X (u, w¡) =Q. 
Como f E G, para toda i E (n] f(i, n) = ·1t1(f) =O, así que f' está bien definida y 
es continua. Además J' E E:..!. y, <la<lo que o E .AJ, 'J'f E E;:,'. Pero 

f' f Aa = f f Aa Y a E L => T f' f Da = T f f Da 

y como T f' y T f son continuR.S y n es ordinal límite, para toda j E [7n], T f(j, a) = 
'l'f'(j, u). · 
En vista <le que T f' E E:J.', Tf'(j, <>) =O, para toda j E [m], así que 
para cada j E (m], T f(j, n) =O. 
En otras palabras, 'l'f E /-I. 
Hemos probado entonces que T(G) = 1-I. En forma análoga se·puede· probar que 
r-(I-I) ~ G, con lo que T(G) = H, lo cual contradice el que T(G) # -1-I, 'qtie· ya 
teníamos. · , 
Esta contradicción muestra que (•) es falso. 
Por Jo tanto, no existe un hon1eo111orfisn10 lineal entre (E')" y (E')m, sin:¡!:. 7rt, ni 
entre (Cp((w1], 2))" y (C,.([wt], 2))"'. O 



CAPÍTULO 4 

Funciones Cardinales en C 1,(X, E) 

1. Funciones cardinales elementales en Cp(X, E) 

En esta sección indagaremos acerca del comportamiento de las más famosas 
funciones cardinales, como la cardinalidad, el peso, la densidad, la cclularidad, la 
amplitud, el grado de LindelOf, la extensión, el peso red, el i-peso, el 7r-peso, la 
estrechez, el carácter, el 7r-caráctcr, el pscudcrcaráctcr y una que otra más, en 
los espacios de funciones Cp(X, E). Para recordar las definiciones y propiedades 
básicas <le estas funciones para espacios en general, recorncncJamos el artículo (43]. 

Los primeros tres resultados son consecuencias inmediatas <le las definiciones 
de peso y 2.G (recordar tarnbién las notaciones posteriores a 2.9): 

Pnoros1c1ÓN ·4.1. Sea.u X 1J E t!.61pa.cio."I topoló.qico,.., cuale."l<J1LÜ!1-a 11 st~a B una, 
/m,,e para. la topología de E. EntonceH la faniüia 

{W = (x¡, ... ,xn;U, •.. ,Un): n EN, {x¡, ... , Xn} ~X, {U,, ... ,Un}~ B} 

e.• base pmn l<L topolog'Í<t de Cp(X,E). 

Conot~ARIO 4.2. Pa7Tl ct1ale.1•u11tie1Yi espaci"s topol15.qir:o.'4 .,."\; 11 ·E~·· se,·1.ie11.t~ tJ1tt~ 
w(Cp(X, E)) :5 JXI w(E). 

PROPOSICIÓN 4.3. Sean X y E espacios topológico.~ ct;aleBqttiem .. y, para cada 
e E E, .•ea BE(e) tma base local de e en E. Si f E C,.(X,·E)¡'la.familia .· 

{(!; :r.1 • .• ,x,.; B1, ••• ,fln): n EN y \lj E (n): Xj EX,' ÜjE Be(f(:r.;))} 

•:.• ba.•e local para f "" Cp(X, E). 

COROLARIO 4.4. Para cualesquiera espacios topológicos X y E, se tieue que. 
x(Cp(X, E)) :5 JXJ x(E). 1 

D~:MOSTRACIÓN. Sean f E Cp(JX-, E) y, para cada e E B, B(c) una base local 
de e en E tal que IB(c)J = x(e, E). Por la proposición anterior, 

B(f) = {(!; :r.1 ••• ,xn; B,, ... ,fl,.): n EN yVj E (n): Xj E X, ll; E B,,(f(:r:;))} 

es base local ele f en G'p(X,E). Ahora bien, IB(J)J :5 J{F ~X: Fes finito }il{F ~ 
Urex BE(f(x)) : Fes finito }J :5 JXIJ Uxex BE(f(x))I :5 IXJ Lxex IBe(f(:1:))I :5 
IXI Exex x(f(x), E) :5 IXIJXI x(E) :5 IXI x(E). 
Por consiguiente ;x(f, Cp(X, E)) :5 IXI x(E) ~-, como esto es para toda f E 
c,.(x, E), x(Cp(X, E)) :5 IXI x(E). o 

Esta última desigualdad ~· In. pregonada por 4.2, se truecan en igualdades si E 
P.:i un r.spar.io P1uO?hln. y X E R(E). VP..arnos r.órno P.S "'st.o: 

1 Si X es un espw:io topológico y p E X. el cnrH.cter locH-1 de X en p eH )((p,X) = Tnin{IVI: 
V es l>Wlc loe.ni de p en X} y el CKrlÍCtcr de X es: x(X) = Aup{x(p. X): p E .. \'."}+ No. 

89 
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90 4. FUNCIONES CARDlNALES EN Cp(X,E) 

PROPOSICIÓN 4.5. Sen._E E 1?00 n T2 con m.á.~ de un punto, 11 sea X E R(E). 
Ento1tces: 

(1) x(G,;(x; E)) = IXI x(E). 
(2) w(G,,(X,E)) = IXJ w(E). 

DEMOSTRACIÓN. (1) : Primero probaremos que x(G,,(X, E)) ~ fXI: 
Sean e 1 y e 2 dos puntos.distintos en E. Como el espacio es 7!h existen 
abiertos ajenos U1· y U2 en E tales que e1 E U1 y e2 e U2. 
Supongamos que x(G,,(X, E)) < JXI. Esto implica. que IXJ > No y que si~ 
es la. fun~ión constante de X en E con valor e2, 

x~. c,,(X, E)) :5 x(C,,(X, E)) < 1x1. 
Existe entonces una base local, V, de e2 en G,,(X, E) tal que fVJ < IXJ. 
Podernos suponer que los elementos de V son básicos canónicos de G,,(X, E). 
Ahora, para cada W = (e2; x1, ... ,xn; V¡, ... , Vn.) E V, denotemos con 
I<(lV) al conjunto {:r.i, .. :-;-xn}. Poniendo Y= UwevK(W), se tiene que 

JYJ :5 L K(W) :5 NolVJ < IXJ, 
\VEV 

por lo que existe x• E X\ Y. 
V= ~; x•; U2) es una vecindad e.Je e2 en Cp(X, E) y, para llegar a una 

contradicción, probaremos que ningún elemento de V puede estar contenido 
en V, lo que contradirá el hecho <le que V es base local de e 2 en c.::v( ... X-, E): 

SmL IV = {.:2; :r.1, •.. , Xn; V,, ... , Vn) E V. Entonces :r.º \t l<(W) y, 
como J<(W) es 7errado en X y X E R(E) = R.x,(E}, existe f e C,.(X, E) 
tal que f(xº) = c1 y f(l<(l·V)) ~ {e2}. Así, f E W \V, lo que implica 
que HI' g;: V. Entonces ningún clen1ento de V puede estar contenido en V y 
esto, como hemos indicado, es una vil contradicción. Se ha demostrado que 
x(C,,(X, E)) <': 1x1. 

Por 4.4, x(Cp(X, H)) :5 IXlx(E). Pero por la afirmación que a.ca.brunos 
<le probar, 
IXlx(E) :5 x(C,.(X, E))x(E) = x(C,,(X, E)), 
ya. que x(E) :5 x(C,,(X, E)), puesto que x es una función monótona 2 y E 
es subcspncio ele G 1,(X, E). 3 

(2) w(C,.(X, F:)) :5 IXlw(EJ, por 4.2. Pero IXlw(E) :5 x(G,,(X,E))w(E), por 
Ja a.firmacióu demostrada al inicio del inciso (1). Como x(G,,(X, E}}' :5 
w(G,,(X, E)) y también w(E) :5 w(G,.(X, E)), ya que w es monótona y· 
E C'r01 , Cp(X, E), se tiene que · -

IXJw(E) :5 x(C,.(X, E))w(E) :5 w(Gp(X, E)). 

Por consiguiente w(C1,(X, E)) = fXlw(E). 
o 

OusgRVACIÓN •Lü. En la prueba de la proposición anterior, l_l~~os que por 
ser E subcspacio de 0 1,(X, E) se tiene que w(E) :5 w(G,;(X, E)) y que x(E) :5 

2 Ver [4:t.J, pii.g. 17 
3 Vcr 2.35 (1). 

1 fH'QT<:: 

l 
-J.h.h. 

FA' 1,,::, ·L~., 
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x(C,.(X,E)),º .. para;todo espacio topológico X. Eri general, si Fes una función 
cardinal monótona, se tiene: 

F(E) :5 F(C,,(X, E)). 

En 2.35 (2)~·~.probó que si E es de Hausdorff, entonces E Cc1 C,,(X;E). Entonces, 
si Fes _una.función ca.i:-dinal monótona en subcspacios cerrad.os, se_ tiene que F(E) ::=;-
F(C,,(X, E)); Por ejemplo4 : · 

l(E) :5 l(C,,(X, E)) y e(E) :5 e(C,,(X, E)) •. · 

~cor<lemos que si X es un espacio topológico, una re<l Para. ·~-:~ª-1:1-~~':'&iú~~ción 
N de subconjuntos de X tal que todo conjunto abierto en X es lá:"únión de ClCmerítoS 
de N, y que el peso red de X es nw(X) = min{INI : N es una réé:J para X} 4- N 0 • 

A continuación damos unos resultados duales acerca de los pesó;;-¡.¡;d ac·c,,(x;·e) 
y de X. . 

P'ROPOSICIÓN 4. 7. Si X y E son cualesq-uiern espacioB topológ~cos,· 

w(E)nw(X) 2: nw(C,,(X, E)). 

Ül·~MOSTRACIÓN. Sea N una re<l en X tal que INI = nw(X) y sea B una 
base parn E de cnrdinnlidnd :5 w(E). Si k e N, Si, ••. , Sk son elementos de .N y 
Ui, ... , Uk son clrmcntos <le B, dcnotnrcn1os por (S1, ... , Sk; U1, ... , Uk) al con
junto {fe C(X, b') : Vj e [~o]: f(S;;) e;;; U;;}. Sea M = {{Si, ... , Sk; Ui, ... , Uk) : 
k EN, {S1, .•. ,Sk} e;;; N, {U1, ... , Uk} e;;; B}. Probaremos que Mes una red en 
0 1,(X,E): 
Sean f E G',,(¿'\'., b') y (/; xi ••• , Xk; Vi, ... . Vk) unn vecindad canónica. de f en 
C,,(X. E). Podemos suponer que cada ve-¿ que i ~ j, x; ~ x;;- Como B es base de 
E, para cada j E (k], existe U;; e B ta.1 que f(:r:,) e U;; e;;; V; y, en vista de que fes 
continua en :r.;;. existe .':>j e N tal que x;; e S;; y f(.':>j) e;;; U;;- De este modo se tiene 
quef e (Si.··· ,Sk; u,, ... ,Uk) e;;; (f; Xt ... ,x.,.; v,, ... , Vk)- Mes entonces una 
red en C,,(X,E) Y l./Vll::;; l[.NJ<w¡ l[B)<w¡ = INI IBI :5 INlw(E) = nw(X)w(E). 
Por lo tanto 

nw(C,,(X, E)) ::;; nw(X)w(E). 

Cuando aplicarnos r.st.c rnsultn<lo ni espacio Cp(X, E), obtenemos: 

COROl .. ARJO 4.8 .. Si X 11 E son C..<ipacio,'4 l.opolcJgicos, 

nw(C.:1,(G,,(X, E), E)) :5 m(E)nw(C.:1,(X, E)). 

Ahora dualizare1nos: 

J->noPOSICIÓN 4.9. Si F.: e.~ un. e...,71ncio topoltí_qico 1J X E R(E), entnnce.., 
(1) nw(X) :5 w(E)nw(C,.(X, E)). 
(2) nw(X)w(E) = w(E)nw(C1,(X, E)). 
(3) Si E •~~ sr:gmulo nu.·11u:?n/Jlt!, nw(:<) = nw(C1,(X, E)). 

4 Puru. todo cspucio .. "<. l(.X) es el ~rudo de LindclOí y e( .. \."") In extensión del cspucio X. 
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Db:MOSTRACIÓN. __ ~_(l) Por el corolario 2.43, X Crop C,.(C,.(X,E),_E) y como 
- n11J es una función monótona ([43], página 14), 

(2) 

nw(X) $ nw(Cp(C,.(X, E), E)). 

Por el cor;,lario anterior, se tiene (1). 
Acaba:mos-:de __ ver que nw(X) $ w(E)nw(C,,(X,E)). -- Entonces,- aplicando 
4. 7, obte-nelnos: · 

T:.J,(k)w(E) $ w(E)nw(Cp(X, E)) $ w(E)mn(X). _ 

y ~~r ende la igualclacl requerida. 
o 

CÓno'·LA~~Q'~·,4:~iQ~ SiE e.~ un espacio topológi.~o no uacío Y X y_Y son espacio . ., 
E-regu.la~.,··.tE~_Ctptit1nle11.tc.~, enton.r.es 

nw(X)w(E) = nw(Y)w(E). 

En particular, si E e.'I .'legundo 1L1tTnerable, el peso red en e.~cio.~ E-TY!flltln.n~~ e..., 
pre.._.,enJado por la lE-<:q11.ival<~1tcin.. 

Recordemos que si X y E son espacios topológicos,_ el i-peso de X es 

iw(X) = TTiin{ w(Y) : Y es ele Tychonoff y X puede ser condensado en Y} + N 0 • 

De modo parecido definimos el i-pcso de .,,"\ con respecto a E: 

iwE(X) = 1nin{w(Y): Y E R(E) y X puede ser condensado en Y}+ N0 • 

El siguiente resultado relaciona el i-pcso de C1~(X, E) con su pscudo-caráctcr5 : 

PROPO.SICJÓN 4. 11. Si X e..., 1111. <~<;ptt<!io f,o¡mlúgico 11 E e."' T 1 , entonce."I: 

1/J(C,,(X, F.:)) :5 iw(G1,(X, E)). 

01--:MOSTRACIÓN. Probaremos que i11t(C1.(X, E)) es una cota superior del con
junto {1/i(f. O,.(X. E)) : f E C,.(X. E)}: Sea f E c,.(X, E) y sea. Y un espacio 
<le Tychonoff tal que w(Y) = iw(G1,(.)\~ E)) ~· para el cual existe una conden
sación g : C 1,(X. E) -- Y. Sean 13 una base> d<> Y tal que 1131 $ iw(C,.(.'\'., E)) 
Y S = {y-(J_J) : ll E l3 y f E y-(ll) }. :'\otcmos que ISI $ IBI, así que viendo 
que ses pseudo-base para f en c,,(.Y. E). Se> pod1·á concluit· que 1/1(f. c,,(x. E)) $ 
iw(C,.(X, E)). 
Mostremos entonces que ns= {f}. Si lt E C,.(X, 6') y g(h) ,4 g(f), existen A y 13 
en B tales que g(h) E A\ By g(f) E D \A, purs Y es T 1. Entonces g-(U) ES y 
h ¡¡!' g-(B). Por eso h ¡¡!'ns. Hemos probado que. si h E C,.(X, E) y .<J(h) ~ !l(f), 
entonces IL fi!' ns o. t~quiva.lentc!JrlCllt.c, que 8i h E ns entonces g(h) = .<J(f) y, 
como ges inyectiva, esto implica que f =h. Así que ns~ {f}. Pero es claro que 
f E ns, obteniéndose la igualdad ns= {f}. 0 

Con una dc1nostración co1nplctamcntc análoga, se puede ver que: 

5 Pttru n .. ~ordur: Unu. colección V de tt.Licrtos no VHCÍOK de un etipncio Ti. _.""(, ~"H pseudo· 
ba..-ic. local para fln punto p en 4y Ri n V = {p}. A,;í. r.I 1ueudo~cardr.lt'!:r dc.l punto p en ,Y es 
1f1(p. '°"') = Fnin{I V 1: V es pscudo-btuie locttl de 71 'm _X}. Fitu~hncntc. el psemlo-carácter de X es 
>/•(X)= sup{>/'(J',X): 1' E X}. 
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PnOPOSICIÓN.4.12. Si X es un·e.«pacio.topológico cualquim-a, Y E1 Y E2 .•on 
e.'l'f'acios T 1 /1 entonce.'I: 

PnOPOSICIÓN 4.13. Si .E1 E R(Eh) n T2 entonce.• 

iwe,(Cp(X, E)) :5 d(X)w(E1). 

DBMOSTRACIÓN. Sean r = d(X) y Y un subcspacio denso de X tales que 
IYI :5 T. ComoYesdensoenX, el mapeorcstricción, ry: Cp(X,E1) - Cp(Y,E1) 
tal que ry(f) = f f Y, es condensación a su imagen Z = ry(Gp(YIX, E1)) (ver 
proposición 2.29). Como E 1 E R(E2 ), también Z E R(E2), así que 
iwe,(Cp(X,Ei)) :5 w(Z) :5 w(Cp(Y, Ei)) = IYI w(Ei) :5 d(X)w(E1). D 

PROPOSICIÓN 4.14. Supongarno.'I que E E 1?00 y <pie tiene por lo rneno.'I do.-1 
elemento.•. Si X E /Z(E), d(X) :5 1/J(Gp(X, E)). 

DRMOS'l'RACIÓN. Sean e 1 y e 2 dos puntos distintos en E. Sea. B-_un·a.-pge~_do:
base formada por vecindades canónicas de c 1 en Cp(X, E). Para· cada> W.: = 
(c1; X1, ... ,xn; U1, ... ,Un) E B, sea J<(W) ={xi, ... ,xn}• : .· ~--.:-·.· .. :-~-'. 
- Pongamos Y= UweuK(IV) y notemos que IYI :5 IBI. Probaremos'que'Y.cs 

denso en X. Supongamos que existe :r.• E X\ dxY. Como R(E) =;·Jl.;.;(E);•'e:xiste· 
f E Cp(X,E) tal que f(x") = c2 y f(clxY) ~ {ei}. . "''.'.':';:': >,'é'·.::.' •. 

Si H' = h; :r.,, ... ,x"; Ui, ... ,Un) E B entonces f(:r.j)·=:·c1.::e:Uj·;.:para: 
cada j E [n], y por eso f E IV. Por lo tanto f E nB = {c;};·:l«:)C'cuaLcs•una· 
contradicción, ya que f.,¡. e 1. Se colige que X= clxY ;v'coñ7e11ó;•;,que:,d.(X)":5· 
IYI +No :5 IBI +No y, comoB es una pseudo-base cualquiera dc:e1';'(m Cp(X, E), 
d(X) :5 ..p~, Cp(X, E)) +No :5 1/J(Cr(X, E)) . ·: , . '.:, D 

~ - ~,, ,' '¡-_ •• ' 

CoROl,AnlO 4.15. Si ~ <~• de llrm.•dorff, E1 E R(~) n·JP'.;_, 'ÍÍ:.tie11.e'..por lo 
uu~no.<1 dos elt!1n.e11.tos, 11 .-1i X E R(E1), se tiene: _,, . 

d(X)w(E1 ) = 1/J(C1,(X, Ei) )u•(Ei) = iws, (01,(X, E 1 ))w(E1 ). 

DgMOSTllACIÓN. Por 4.14, rl(X)w(E1) :51/J(Cp(X, E1))w(Ei).·· 
Por 4.12, 1f1(C,.(X,Ei))w(Ei) :5 iwe,(Cp(X,E1))w(Ei). 
Por 4.13, iw,.,2 (Cp(X, E)) :5 d(X)w(E1). . 

Cono1 .. An10 4.16. Si X e.~ r,cro-di111.en.._44ional11 entonces 

d(X) = 1/J(G,.(X, 2)) = iw(Gp(X, 2)) = iw2(Gr(X, 2)). 

PROPOSICIÓN 4.17. Si E2 E T2, E 1 E R(Ei) y X E R(Ei), 

iws, (X) :5 d(C,.(X, E,,))w(E1). 

D 

DgMo!>-rRArnÓN. Como ¿l( E U(A'i), 2.43 implica que X Crop Cp(Gp(X;E1), Et), 
así que iwe,(X) :s; iws,(Cp(Cp(X, E1), E1)) y, por4.13, iwe,(Cp(Cp(X, E1),E1)) :5 
d(Cp(X, E, ))w(E1). D 

'"f'E.SlS C01'1 . _ \ 
FAL.LA DE O[üG:¿N 
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PROPOSICIÓN 4.18. Si E1 E 11"00 11 El2 E ll(E1): 

d(Cp(X, Ei)) :s; iws2 (X)w(E1) 

DBMOSTRACIÓN. Sea Y E R(E,z) tal que w(Y) = iwe,(X) y existe una con
densación f : X --+ Y. Por 4. 7, nw(Cp(Y, Ei)) :s; w(Bi)nw(Y) :5 w(Y)w(Ei ). 
Por lo dicho en el ejemplo (5) <le la colección 2.11, f•: Cp(Y,Ei)--+ Cp(X,Ei) 
es encaje y, por consiguiente, nw(Cp(Y, E 1 )) = n'W(f• (C,.(Y, Ei))). Por lo tanto 
nw(f•(Cp(Y, Ei))) :s; w(Y)w(E1). Como f es condensación, E1 E 11"00 y Y E 
R(Ei), por 2.19 r(Cp(Y,Ei)) es denso en Cp(X,Ei), así.que d(C,.(X,E1)) :s; 
d(r(c,.(Y,Ei))). Por eso: d(Gp(X,E1)) :s; d(f•(c,.(Y, E 1 ))) :s; nw(r(Gp(Y, Ei))) 
:s; w(Y)w(E1) = iw,,2 (X)w(E1) O 

Combinando los dos últimos resultados se obtiene el siguiente: 

Cono1.An10 4.19. Si E 1 E T2 n!P'oo, R(E1) = R(E2) y X E ll(E1), entonce.~ 

iwe2 (X)w(E2) = d(Cp(X,E1))w(E1) 

Conor.Aruo 4.20. (1) it02(X) = d(Cp(X, 2)), .•i X es cero-dime11sional. 
(2) iw(X) = d(Cp(X)), si X e.• de 'I}¡chonoff. 
(3) Si X e.~ cero-dimcn.•ionn.l, iw(X) :s; d(Cp(X,E)). 

OnsgnVACIÓN 4.21. Podemos preguntarnos: 
Si X es cero-dimensional, ;,será cierto que iw(X) = iw-..(X)? 

El corolario 4.16 resuelve parcialmente la pregunta anterior: La respuesta CH 

sí cuando X es <le la forma G"p(Y, 2), con Y ccro-ditncnsional. Por otro lado, el 
corolario 4.20 convierte la pregunta en esta nueva: 
Si X es cero-dimensional ;:será cierto que d(G1,(X))) = d(G,.(X, 2))? 

COROLARIO 4.22. Si E es un e."lpacio Pnebla de. Jlnu..-.dorff con 111.á."l de 'llrt 

pu1Llo, t:11.to11.c..e • .,, parn cuale.•u¡11.ie1n dos t!.-,pacio,., E-'f"f'_.guln:re.., X '!/ Y, t,:;-~pliualerite."'l 
cntn: ... í, se tiene: 

(1) IXlw(E) = IYfw(E). 
(2) JXlx(E) = IYfx(B). En particular • . .i Be.• p1iutem-numernble, .~e tiene 'f"" 

IXl=JYI. 
(3) rl(X)w(E) = d(Y)w(E). 
(4) Si E' ,,_., ol.m e."Pacio tal IJtte R(E) = R(E'), 

iwe•(X)w(E) = iwe(X)w(E). 

A .... ~ si E f!."i un e."i71acio Pnebla, de llau."'ldorff, .'legundo nuTtternble y co11: Tná .. 'i de nn 
¡mnto, la cnrdinnlidad, la de11sidad e ÍWE• {tlonde E' e.., t1il IJ"lLC ll(E') = R(E)) <!11-

f!.'l'fJllCio."'l E-1-eg11.lare.<1, ."Ion ¡n-e . .,en1atla.., por la l.¡;;-equiur1.lt:ncia. ' 

Dl~MOSTRACIÓN. (1) y (2) se siguen <le 4.5, (3) se d<><luce de 4.15, y (4) se 
obtiene de 4.19 O 

Ousi,:nvACIÓN 4.23. Sabemos (ver _[43]) que_para tC><lo espaéio topológico X, 
se tiene: 

(1) mu(X) :s; w(X). 6 

6 Untt. 1t"-btt.Re pu.r~ un eSPtt.eio X es Únu. colección V do H.bicrt.oA no vttcioA en ~"'< tu.I que ,.¡ 
U es un ul>icrto no vncío en X, existe V E V tu.l que V ~ U. El TI"•pt..<>so de X se define con10: 
7rw(~Y) = niin{IVI : V es 71"-btwe pu.ru. X}+ No. 
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(2) 11"X(X) ::5 x(X).7 

(3) 71"w(X) ::5 d(X) • 11"X(X). 
Así, para cualesquiera. espacios topológicos X y E: 

(4) 11"x(C,.(X, E)) ::5 11"X(C,.(X, E)). d(C,.(X, E))= 7rw(c,;cx;E)). 
También: 

(5) 11"X(Cp(X, E)) ::5 x(C,.(X, E)) :5 IXI x(X), por 4.4' 
(6) mu(G,.(X, E)) ::5 w(G,.(X, E)) ::5 IXI 111(X), por 4.2. • ·' . . 

Entonces, si E es un espacio primero numerable, 11"X(Cp(X,"E)) .:5 IXI; y si E 
es segundo numerable, 11"w(C,.(X, E)) :5 IXI. Ahora bien, si· E· e· 11".,.,, podemos 
asegurar que se cumplen las desigualdades simétricas: 

PROPOSICIÓN 4.24. Si E E JIP~ nT2 t:."'1 un e.~cio con por. lo tnenos'.do;.,·punto.-. 
11 X E R(E), entonCP-11 IXI ::5 11"X(G,.(X, E)) 

D..:11.1os'l'H.ACIÓN. Supongamos que 7rX(Gp(X, E)) < IXI. 
Sean e 1 y c2 puntos distintos <le E. Se tiene entonces que: 71"X(!!.J., G,,(X, E))+ No = 
m.in{IBI : Bes 7T-basc para!:.!. en C:,,(X, E)}+ No < IXI y por consiguiente existe 
una 71"-base local para"' en G,,(X, E) tal que IBI < IX!. 

Para cada Be B <'-XÍsten fs e By Ws, vecindad básica <le fs e C,.(X,E) 
tal que lV11 ~ /J. Cada vez que FJ e By lVa =(fa; x,, ••• ,xn; Ai, .•. ,An), 
clenotarcmos por K(Wa) al conjunto {x1 , ••• ,xn}· Si Y= Uaeslí'(Wa), entonces 
IYI ::5 IBI < IXI, y existe :r.• e X \Y. Como e1 y e2 son elementos distintos del 
espacio dn Haus<lorff E, existen abiertos ajenos U y V de E tales que ei E U :-.~ 
e2 E \./. Probaremos que la vecindad (c1; x•; U) no contiene a ningún elemento de 
B, lo que contraclirá al hecho de que Bes 7r-base local <le e 1 en G,.(X, E): Sean Be B 
y l\ln =(fu; :r,,. .. ,xn; A1, ... ,A,,). Comox• \;! lí'(lVn),x• >6xj, paracadaj E 
[nj. Po<lc1nos supouer que los :i:.J son distintos entre sí y entonces, como X E ll(E) 
y E es un espacio Puebla, existe g e G,.(X, E) tal que g(xº) = c2 y g(xj) = f n(Xj), 
pa1·a cada j E (n]. Entonces g e Wn ~ l.J, pero g \l (!:.!.; x•; U). D 

CuHOJ.AIUU ·1.2.'J. Si E E Il1'oo n T'2 y tieue ,,,,,.lo tltt.!110."I da."i ¡nittlos, !J X E 
R( E). t'111.011Ct~" 

(1) 7rX(C,,(X, HJJ = IX! x(EJ 
(2) rrw(C,.(X, E)) = IXI w(E) 

D1·:l\IOS'l'llACIÓN. IXI x(H) ::5 rrx(G,,(X, E))x(E), por la proposición anterior. 
Pero por 4.23 (ú), 7rX(C,.(X, E))x(H) ::5 IXI x(E) y por 4.24 y 4.2 (4), IXI w(E) ::5 
rrx(G1,(X, E))w(E) ::5 mo(C1,(X, E))w(E). En vista de 4.23(6), rrw(G,.(X, E)) ~ 
IXlw(E). D 

El ""L<~1ua Ue Jones'' seria.la que si ¿\( es norrnal entonces, para to<lo cerrado 
discreto Den X. 2IDI ~ 2d(X). Una demostración de este lema hállase en (43], en 
donde también se encuentra la siguiente generalización (ver sección 10 de (43])8 : 

7 Si .,"< es un espucio topol6gico. p E X y V es una colccci6n de u.bicrtos no vucfos en X, 
ffC dice que V es 11"-lmse locul dr. p en X si, pnru. todH VC'!Cindüd U de p en X, cxi11te V E V 
tul que V ~ U. Se defino c..mt.oncus In función cu.rdinu.l locul siguiente: 11";\'.(p, ... "-') = Ynin{ IVI : 
V es 7r-Utt.Ae locul puru p}. 1-"'inulmente, el 7r~curücter de X se definen .w1i: 7rX(,,.'\"") = sup{rrx(p, X): 
pE X}+ t<o 

8 Es unu. gencrnlizu.ción del Lema de Joncs, pues Des un denso en X Lu.I que IDI :=; d(X), 
IC(.-\."')I :5 lff: D - lR: f <!s función }I = fRºI = 2"º IDI = 2IDI ~ 2d<XJ 

TESIS CON 
FALLA DE ORlGEN 
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Si X es normal, para todo cerrado y discreto D ~ X, 21°1 :5 IG(X)I. 
Es claro que, para todo espacio topológico X, IC(X,2)1 :5 IC(X)I, así que tener 
2IDI :5 IC(X,2)1 para todo subespacio cerrado y discreto, V de X, sería una 
cota mejor que la dada por Hodel. Veamos a continuación que esta cota se logra 
cuando, por ejemplo, X es no['mal y fuertemente cero-dimensional, es decir, cuando 
IndX =O (ver la observación 1.73). Antes recordemos este conocido lema.: 

Lgl\IA 4.2ü. fli X e.-i nonnal ento7ices, dad.os cualesquiera du.<1 sube.Hpa.cios de 
X, uru> ce77ndo, F, y el otro abierto, W, tales que F ~ W,. exi.'lte "U7la vecindad 
1mla N de X tal que F ~ N ~ W. 

ConoJ .. ARIO 4.27. Si X e.., nonnal entonces cuale....,qrtiern do,.., cerrados ajeno.Oll 
en X extán contenidos en vecindade..c; nulas ajena...,. 

Pnorosrc16N 4.28. Si JmlX =O entonce..,, para todo .•ube."P"cio D, cerrodo 11 
di•r.Tf!f,o en X, .•e tiene 21°1 :5 IC(X, 2)1 

01,:MOSTllACIÓN. Sea D un subespacio cerrado y discreto de X. Para cada 
E ~ D, E y D \ E son cerrados ajenos en D y por lo tanto en X, por lo que están 
contenidos, rcspcctivamcntc, en vecindades nulas Z 1 y Z2, ajenas entre sí. Como X 
ns f1u~rton1entn cero-dhnensional, existe un cerrabierto Ae en X tal que Z1 ~ AE 
y Z2 n AE = 0. En particular E~ AE y D \E ~ X\ AE- . 

Dado que AE es ccrrabicrto en X, la función caracterfstica. de AE,, X.As : X -
2 es continua. Esto define una función: 

</>: -P(D) - C(X,2) 

E >---+ x .. ,. 
que es inyectiva porque, si E #= E' entonces E ~ E' o E' ~ J!J. Supongarnos que 
E'~ E (el otro caso se trataría análogamente). Existe :r. E E'\E e;;; D\E e;;; X\A 8 , 

así que x .. ., (:1:) =O y x .. .,, (:r.) = l. Po1· eso x .. ., -,¡6 x .. ,.,, es decir, </>(E) .¡.</>(E'). 
Se colig" que l"P(D)I :5 IC(X,2)1, es decir, 21°1::; IG(X, 2)1- D 

2. El 11ú1nero de Lindelof de un espacio 0 1,(X, E) 

En c~t.a. sección annliznrctnos brflvcrncntc algunas de la...:; consccuencins sencillas 
que~ obt.ir.nr.n por suponer que Cp(""'"<, E) es un espacio de LindclOf. 

Pnopos1ctÓN 4.20. Sean .,,,"t( y Y t:..oipacio."I topoltJgir .. os cuafo.o,;t¡u.iern. Si Y' extá 
E-cnr.ajmlo '"' ¿'( y C,.(X, E) e.• de Lindeliif, entonces C,.(Y, E) ''" de LindeliJf. .. · 

D1·:MOSTllAClÓN. Si i: Y~ X es la inclusión, como}' está E-encajado en X~ 
i• : C,.(X, E) - C,.(Y, E) es continua y sobre (ver proposición 2.30). Entonces 
Cp(Y, E) también es de Lin<lelof. O 

Pnopos1c:1ÓN '1.30. Si w Cct E 9 y IYI > No> entonce.'< EY no· e.<r de Lindelof. 

[)t..:MOSTRACIÓN. Supongarnos que E~' es de LindtJlOf. Corno w CcÍ E., existe 
un cerrado F en E tal que w ~F. Entonces w&...1 ~-F":':'~.·y_~• es cerrado en _EJ1. 
Pero corno IYI 2:, N,., l!,,""'W 1 Cc1 EY •. , Por;consiguicnte·ww1. Cc1 E"k .. y por lo tanto 
w'"' 1 es un espacio <le LindclOf, lo cual Cs falso. ·-- ., ... D 

9 H<'Cnrdnr 111. notución que sigue ll. h,s. definición 1.51. 

T"ESlS CON 
~A.111\ D'E OrUGliiNJ. 
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Conor.Aruo 4.31. Si w Cc1 E y Cp(X; E) es de _L_indelof, entonces, pam todo 
subespacio Y di.•creto y E-encajado en X, -se tiene que IYI - :5 No. 

DEFINICIÓN 4.32. Si E es un espado topoló.<Íico, la E-extensión es la/unción 
ca:n:linal que a cada e.'lp<Jciu X le asocia:·. · , 

CE(X) = .•up{IAI: .•i A e.• discreto y E-encajado en X}. 

COROLAIUO 4.33. Si w Cel E y Cp(X,_E)' e.• de Lindeliif, mitonr.e.• eE(X) :5 
No. 

TEOREMA 4.34. Si w Cc1 E, E E lP't y X E R(E) e.• tal que C,,(X, E) e.~ de 
LindelOf, entonces toda familia di."icreta de abierto.~ en X e..:, nu711.erabl<!. 

DEMOSTRACIÓN. Sea :F = {U.,. : a: E A} una farn..ilia discreta <le abiertos en X. 
Para cada a: E A, sea Xn E Un. Pongamos Y= {xn : a E A}. Veamos que Y está 
E-encajado en X. Sean eo E E y f: Y - E continua. Como X E R(E) y E E IP',, 
para cada a: E A existe g.,. E Cp(X, E) tal que g.,.(x0 ) = /(:r.0 ) y g(X \ U0 ) s; {co}. 
Sea g : X - E tal que, para toda °' E A, olun """ 9alun y ul...-\UueA lfo = !:!l.· 
Probaremos que ges continua en X: 

Sea. x E X. Como :F" e8 discreta, e.x.i~te una vecindad Vz <le x en X tal que V:c 
intersecta a lo más a un elc1nento de .:F". 

(i) Supongamos que :r. E U 0 ,, para algunn. o E A. Sea A una vecindad de g(x) 
en E. Entonces g 0 (:r.) E A y, corno g 0 es continua en :r., existe W:r. vecin<la<l 
de X en X tal que 9n(W.,) s; A. Por lo tanto, Wx n Un es vecindad <le X en 
X y g(W,, n Ua) = ga(Wr n Ua) s; A. 

{ii) Supongamos que x r/. UoeA U.,. Sea A una vecindad <le g(x) en B. 
Si V,, n CUaeA U.,) = 0, entonces g(V.,) s; {eo} = {g(x)} ~ A. Si 

V., n {UoeA U 0 ?6 0, entonces existe una tínica a: e A tal que V,. n U 0 <F 0. 
Co1no Ya es continua en x, existe una vecindad W." de x en X tnl que 
g.,.(W) ~A. Por lo tanto, 
9a(W n V.,) s; g.,(W) s; A. 
Pero g(W n V.,) = g0 (~V n V,.), ya que, para toda 11 E ~V n V.,, si y E U,. 
entonces g(y) = 9n(1J), y si 11 r/. U,., entonces 11 r/. UoeA Un y por lo tanto, 
g(71) = eo = 9a (y). 

Entonces Y es discreto y E-encajado en ,''(. Por el corolario 4.31, IYI :5 No. Por 
eso l:FI = IYI :5 No. O 

Cono1.ARIO 4.:35. Si w Cc1 E, E E 1P1 y X E R(E) es tal ~J1te Cp(X, E) e.~ rl" 
Lindeliif, entonce.., toda base u-disC7-eta en X es nurnernble. , 

DEMOSTRACIÓN. Sea B una base u-discreta en ,Y:. Pongan1os;8;·;..,UneN Bn, 
donde ca.da Bn es una frunilia discreta en X. Por el teorema~anterior1',para toda 
ne N, IBnl :5 No. Por lo tanto, IBI :5 No. . . . . O 

Conor.ARIO 4.36. Si w Cc1 E, E E 11"1 y X E R(E) e.• tal que C,,(X, E)' 'es rlc 
f,,indeliif 11 X es 1riet1izable, ento11ce.4j 111(_,Y) = N 0 . 

DEMOSTRACIÓN. Por el teorema <le metrización <le Bing {4.4.8 de [24]), X 
tiene una base u-discreta. El resultado se sigue del corolario anterior. D 

TESIS CON 
FALLA DE ORiGEN 
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LEMA 4.37. Sean X ·un espacio topológico, y~ X, __ fE ,un. espac.io T1; Z ·un 
.•ube."P<'cio Lindeliif de C,.(X, E) y f : Y - E una /unCión qil.e satii,face- la si-' 
guiente condicicJn: 

(<>) VA!:;:;; Y.: IAI :5 No=- 3g E Z:glA-=11A-

Entonces =i.•l.e j E Z tal que fly = f. 
Dl~MOSTRACIÓN. Sea T/ = (Y]~Nu el conjunto <le subconjunt.Os a lo rná.s nurne

rables de Y. Para cada A E TJ, sea FA = {g E Z: YIA = /IA}, y sea l; = {IA : A E 
TJ}. Veamos que l; satisface la propiedad de intersección numerable (la p.i.n.): Sea 
rl s;: 17 tal que 17' es nurucrablc. Entonces 11 = U 17' es uurnerabl'.! y lJ s;: Y, así que 
por Ja propiedad (a) existe g E Z tal que ulo = /la- Por lo tanto, g E Z y para 
toda A E TJ', YIA = /IA. es decir, g E FA- Por lo tanto, g E nAe,,• FA. 

Ahora probaremos que para toda. A E 1¡, A es cerrado en Z: Sea h E Z \FA. 
Entonces hlA # /IA. por lo que existe¡¡ E A tal que h(¡¡) ,P /(71). Corno E es T1, 
existe un abierto U en E tal que /(11) r;f_ U y '1.(71) E U. Sea W = (h; y; U) n Z; W 
es una. vccin<la<l básica canónica <le h cu Z y clara1ncnte W ~ Z \ FA. Así Z \ J-A. 
es abierto en z. 

Dado que Z es de Lin<lclOf y {. es una familia de cerrados en Z con la p.i.n., 
n1; # 0. Sen. f E n1;. Entonces f E Z y si 11 E Y, /•{,,¡ Et;. Por lo tanto, j E F(ul• 
es decir, fl{u} = /l{ul· Por consiguiente, fl~· =f. D 

COROl .. ARJO 4.38. Sean X un e.c,pacio 1.f1polúgico 11 E nn e.~pacio T 1 tal <J1te 
Cp(X, E) e.-. de LiTul1:l1Jf. Si Y P-"I ttn sube.cpar.io de X tal <¡llf! todo .~tl1co11ju11.to 
7ttt11terablc dt: Y e."ltá E-enr.njado en X, entonce.-.; Y está E-encajado en X. 

ConoLAruo 4.39. Supu11.ga1u.os que l!J c..<> un c.~71acio 'Ii, tpu: w Cc1 E y 1¡t1.e 

X es 11.n e.'lpacio tal que Cp(X, E)c.-. de LirtdelOJ y todos .-ru.s srtbr.onjuntos cerro.dos, 
discreto.<J 11 11.u111.en1ble . .., e.o;tán E-encajado.'I en X. E~nto11.ce..<1 e( ... Y") = N 0 • 10 

Dt;MOSTHACJÓN. Sea l' un subcspacio <liscrcto y cerrado r!n X. Para. probar 
que IYI :S No, por 4.~l bastará demostrar que Y está E-encajado en X. Ahora 
bien, para probar que Y está E-cncajnc.lo en X, cn1plcaren1os el corolario 4.38, es 
decir, mostraremos que to<lo subconjunto numerable en Y cst.1-'i. E-cncn.ja<lo en X: 
Para ello, sea A un subconjunto nurncra.blc <le Y; entonces A es cerrado. discreto y 
nurncrablc en Jl,{. Por hipótesis, está E-cncaja<lo en X. D 

Dl':l•'INICIÓN •1.40 (3.21 <le (48]). Sean X 11 E cspricio.• c1uúe.w¡uieni. 

(1) X"-' E-Hausdorff ,,i Cp(X, E)."<.7mra ¡mu.tos de X. 11 

(2) X C."'I /!.'-11or1nul .tti ].JlJ.1l.L C1J.tdC."4l/llÍCr<J. do."4 c:t:rnuLo."I lLjenus A 11 n tic¿\{ existen 

do.o,; E-cerrados 12 ajenos A' 11 13' de X. tale.o,; qtte A~ A' y D s;; B'. 
(3) X c.• fuertemente E-11or1nal .•i para C1tale.•t¡rtienz dos r.errado.• ajenos A 

y B rle X exi.'llen n EN, f E G'(J~. 6'''") dos r.ernul.o.'I ajP..no.'i f-1 1J ~2 en En, 
tale.~ ''"" A ~ ¡-(J.,,) 11 n !:;:;; ¡- (1-2) 

1ºRecordNnos que r.( ... '\"") ·~ la extensión de X y se define por c(X) = sup{IDJ : 
D es ccrrudo y discreto en ... '\"" } + No. 

l 1 Cu1t.ndo E = n. u. los cspucios E-J luisdorff tm les Klleln lla1nar C~JHtcios funcionahnonto 
hHlltHl<>rfl', 

12Vcr definición L 15 

TESIS CON 
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PROPOSICIÓN 4.41. Sea.E_un e."P"cioTi:no trivial._ Sean_eo ye1'dos eleTnentos 
de E. SupoTigamoá que X es tOl que e,; (X, :E) es dé Lindelof y satisface 16 siguiente 
condición: '. - - _, __ -..t~ • .-:_.::_·_~·· ·.-~:;¿- -

(f3) Para do.~ cvnftmt,;;, ·~,¡:;;~,uhl;,s /.rbitrarios A y B_ en X tales que clxA n 
clxB ~ 0, h-ay uTiajunCi6Tl.j¡"e Gp(X; E) tal queg(A) ~ {eo} yg(B) ~ {e1}. 

Entonc,;_'l -X···. e_,..· :J~..:.fu.erte:rrien~·.· U'<JTinái 0 y .. "li .E eá. ftlncionalm.ente //au.~dorff, X e.'5 
nor11&al.:..;-·- ' "· - .- · 

'- - .. .. :·: . . ,. ___ ·, .... -.·:.·. . . 
Dt~Mos·r~c~ÓN:· S~an. G _y· JI dos cerrados ajenos en X y sea Y = G U H. 

Definirnos'.{:' Y :.___::_.-e tal queflc = eo y fl11 =e, . 
. -Si A ~ y Cs numerable, entonces AnG y Anll son dos subconjuntos numerables 

de X tales que 

clx(A n G) nclx(A n JI)~ clx(G) n clx(II) = G n II,,;,,, 0. 

Por la propiedad (/3), existe .9 e Gp(X, E) tal que g(AnG) ~ {e-0} y g(AnH) ~ 
{ci}. Como A= A n Y= (A n G) U (A n H), resulta que olA = flA· Se satisface 
así. la.condición (a) de 4.37 para esta/. Por lo tanto existe JE Cp(X, E) tal que 
flY: = f, es decir, f(G) ~ {eo} y f(J-T) ~ {et}. Entonces X es E-fuertemente 
normal., 

Ahora supongamos que E es funcionalmente Hausdorff. Entonces existe h : 
E - I! tal que h(eo) =O y h(ci) =l. De este modo, hof: E - I! y hof(G) ~{O} 
yhof(H)~{l}. O 

DB .... INICIÓN 4.42. Un e.~acio topológico es No-acotado13 si la cerradura de 
cu.ale.'lqttiera de s'U .... 'I .~u.bconjunto."I 11.ttTtternble...'I e.._41 co11ipacto. 

Pnoros1c16N 4.43. Si E t!.'I un e.'lptlcio T 1 no tri11ial 11 .'li X e."" 11.n espacio 
No-acotado, cem-diTnen.~ional 11 tal que Cp(X, E) es de LindelOJ, entonces X es 
ftterterrien.t.e E-norniaL Si adf!'lná.'il E e.'il fttncionn.lmente llau..61dorjJ, X e.'il nonnal. 

DBMOSTRACIÓN. Sean e1 y e2 dos elementos distintos <le E. Vamos a de
mostrar que X satisface la condición (/3) de 4.41: Sean A y ll subconjuntos nu
merables <le X tales que clx A n clx n = 0. Corno X es No-acotado, clx A y clx B 
son subconjuntos compactos y ajenos <le X. Da<lo que X es c..-er~irnensional, para 
cada x E clxA existe un cerrabierto U., de X, tal que x E U., ~ X\ clxB. 
{U., : x E clxA} es una cubierta abierta de clxA, así que existen n e N y 
X¡, ••• ,xn E clxA tales que clxA ~ U;e[nl Ux, ~X\ clxB. 

Como U = U;e(nJ U.,, es ccrrabicrto en X, la función f : X - E tal que 
f f U = Q y / f X \ U = e1. Por lo tanto X satisface la condición (/3) de la 
proposición 4.41 y por eso es fucrtcn1entc E-norn1nl. D 

3. Estrechez y número de Lindelof' 

DEFINICIÓN 4 .44. Dada una función ca·nl.inal </>, defi11.i11io."f la Juncitín ca1dinal 
</>• de niodo que, para cada espacio topológico X, 

tf>" = .~ul'{ci>(X"): n EN}. 

13AJgunos u.utorcat como VttughHn en (07] prefieren usu.r el término w-HCotndo. 

TESlS CON _ 
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Un célebre teorema de M. O. Asanov señala que para tc>do espacio de Tychonoff 
X, t•(X) :s; l(Cp(X)). 14 Basándonos en la demostración. que .de este resultado 
presenta. Arkhangel'skii en (D], damos la siguiente ligera generalización: 

TEOREMA 4.45. Si E E IP'00 n T2 y tiene m.á.• de un p1tnto> y .~i·X E R(E), 

1.·cx) ~ l(Cp(X,E)) 

DEMOSTTLACIÓN. Sean 7/ = l(Gp(X,E)), n EN y (x1; ••• : ,:r.n) E X". Probarc-
mosque t(:r.,Xn)~T/· · ... :;;.; .. :;•. _-, _ 

Sea A\'.;;;; X" y supongamos que x E clx"A- Como·X{E.R(E), es un espacio de 
Hausdorff, lo que implica que es posible escoger .c~njulitoS ... abicrtos U1, ... , Un en 
X, tales que : · · · · -- · 

(i) Para toda j E [n], x; E U; 
(ii) Si i, j E [n] y x; = x,, entonces u, #.U;. 

(iii) Si i, j E [n] y x; # x,, entonces u, n U; = 0-. 
Ahora bien, U = U 1 x ... x Un es vecinl.18.<l <le x .eD. X". , . 

Sea A'= AnU. Corno x E clx"A, para toda vecindad•W de x.en:X,. se tiene que 
Wn(AnU) = (WnU)nA # 0, y esto implica que tanibién'x E clx"A'. Escojrunos 
un punto e 1 en E y pongamos F = {f E Cp(X,E): Vj E [n], f(x;) =et}. Fes 
cerrado en Gp(X, E) debido a que F = :i:1({ei}) n •.. n x;;-({ci}). 'Por lo tanto, 
l(F) ~ l(Gp(X, E)). 

Como E es de Haus<lortf, si c2 es otro punto de E, distinto de Ct, existe un 
abierto 0 1 en B, tal que"' E 0 1 y e2 '/. 01. Para cada y= (y1, ... ,7¡,.) E A', 
pongamos 

V11 = {.q E Cp(X, E): Vj E [n], g(y;) E O¡}, 

es decir, V11 es el básico canónico (111, ... ,yn; Oh··· ,01)- Mostrárcmos.que.F ~ 
U,,eA' v,,. . 

Sea f E F. Para cada j E [n], como fes continua en :r.; y,f(x;) =·e1 E Oi, 
existe V,, vecindad de x; en X, tal que f(V;) \'.;;;; 01. Dado que x E. clx .. A' y 
V = Vi X ••• X Vn es una vecindad <le X en x·n, existe y= (111, .... '1/n.) ·e A' n v. 
Entonces, para cada j E [n], f(11;) E Oi. es decir, f E V,,. Hemos demostrado que 
F\'.;; U,,eA' v,,. 

En vista de que l(F) $ r¡, existe n s; A' tal que IBI $ T/ y F \'.;;;; Uven V,,. 
Demostraremos a continuación que x E clx .. B: Supongamos que x fi! clxnB. 
Entonces existe W 1 x ... x "1',,, vecindad abierta básica de x en X", tal que 
(W, X ... X 1-Vn) n n = 0. Se puede suponer que w, = W; si x, = Xj (i, j E [n]). 
Para cada j E [n], sea Uj = U; n 1-V;. Usando (i), (ii) y (iii) se deduce que: 

(-) X E Uí X ••• X U:,. 
(··) Xi= Xj ==>u:= U_j 

(· • ·) :r.; .¡, :r.1 =>u: n u;= 0. 
(· · ·-) (Uí x ... x u:.> n n = 0. 

Como {xi, ••. ,xn} n X\ U;e[nJ u; = 0 y los espacios X\ U;elnl u; y X están 
en la clase Roo(E), cxist.e h E C(X, B) tal que, para cada j E [n], h(x;) = c 1 y 
h(X \ U;e[n] Uj) \'.;;;; {c2}. 

14 Hcc:orclcmOH que Ri X NI un t.'flpu.cio topológico y :re .-"<. In. estrechez de X en el punto X 

es t(x,X) = Tnin{K e<!: V\'~ X: [x E d_yl' ==> (3A f;; y: X E dxA y 1 A 1 :::; K))}. Lu. 
etilrt..achcz de X et1 entonces t(X) = su71{t(x • ... ~) : :r. E X}+ No. 
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Notemoe que h E F ~ U,,en V 11 , así que existe 11' E B tal que h E V,,•. Pong
amos y' =·(YL··· ,y:,). ·Como h E V11•, da.da una.i E [n], h(yD E 01 y, por consigu
iente, h(yD ~ e2 y .11: E Uke(nJ Uf,, .. Entonces existe j E [n] tal que 11: E u; ~ U;. 
Pero 1l E B ~ A' ~ U, y por eso 1/, E U,. Como u, = U; o U, n U; = 0, entonces 
u, =U;, es decir, X¡= x;, con lo que u:= u;. Así, para cada i E (n], y;.e u;. 
Por lo tanto, y' e cu: X ••• X u:,) n D y esto es una contra.dicción que se produjo 
por suponer que x <¡! clxnn: Por. Jo tanto, x E clxnB y IDI :5 11· Entonces 
t(x, xn) :5 71· 

Con ello, t(Xn) :5 71 y, como e8to es para cada. n EN, t"(X) :5 71. D 

La. desigualda.cl que pregona el teorema anterior, no siempre es igualdad.· Por 
ejemplo, si X es un espacio. discreto numerable, entonces, para cada ·n. E N,, xn 
es discreto y t(X") :5 No, así que t"(X) =No. Sin embargo, C,.(X) =ºJRX y este 
espacio no es de LindelOf. Afortunadamente contamos con un teorema dual, al de · 
Asanov, para el caso en que E= IR; es el de E. G. Pytkecv presentado en (1) del 
siguiente teorema: - · 

Ta,:oRa,:MA 4.46. Para. todo espacio de 'J'ychonoff X, 
(1) (E. G. Pytkeev) l"(X) :5 t(C1,(X)). 
(2) (A. V. Arkhangel'skii) t(C,.(X)) :5 l"(X). 

Sendas demostraciones <le (1) y (2) del tcoretua anterior pueden consultarse en 
II.1.1 de [9]. 

Ahora presenta.remos una generalización <le (1) del teorema 4.46: 

'I'EOllEl'vlA 4.47. Si E e."':I uu e.._orpacio I'u.ebla con 111.á.<J de un. punto y X E ll(E) 1 

entonce.."I 
l'(X) :5 t(C,.(X,E)) 

DBMOS'l'RACIÓN. Sean r = t(C,.(X,E)), n E N y -y una cubierta abierta. de 
xn .. Diremos que un conjunto finito /L <le abiertos en X es -y-pequeño si para cada 
V1, ... t Vn E ¡.1., existe GE -y tal que V1 X ••• X \'n ~a. 

Sea. G. la clase <le todos 108 conjuntos 7-pt..~ueñ0ti <le abierto8 <le X. Para ca<la 
/t E E:, sea A,, = {f E G,.(X, 1':) : f(X \U ¡t) = {eo} }, donde eo es un elemento 
seleccionado <le E. Poniendo ..tl = LJ,,ee _..-\µ, afiruuunos que 

• clcp(X,R)A = G,,(X,H). 
Para demostrar esta afirmación. sean f E G,.(X, E) y I• ~ X finito. Para. 
ca.da 17 = (111, .•• , 1/n) E /(",existe Gi1 E -y tal que 17 E G,,, pues¡ es cubierta 
<le xn' y existen abiertos vt, . .. ' V! de X' tales que V{1 X ... X V.Ji ~ Gy. 
Denotemos por V11 al conjunto { V'/i, ... , V,.P} y por OK al conjunto UoeK" Vy. 
Como se ve, OK es finito)' 1• ~u ºK· Para cada :e E K, sea H'x = n{v E 
OK : :r. E V} y sea l'K = {~Vx : :r. E K}. También K i;:,:; LJ¡t.,. Veamos 
que 1.J.K es un conjunto ")'-pequeño <le abiertos de X: Sean W% 1 ,. _. , W:i: .. 
elementos <le /LK· Entonces X = (x 1 , ••• , Xn) E I<n y corno ya vimos, existen 
G,,, E -y y V¡, ... , Vn E OK tales que x E V, x ... x Vn ~ Goc. Para 
cada i E (n], :r.¡ E Vi y V; E O,,.·, así que W.:r., ~ \/i. Por consiguiente 
\·Yx 1 X . - - x Wx,. ~ Vi x ... x \I~, ~ Gr- Aquí tcnnina In. prueba <le que 
JLK es un conjunto -y-pequeño <le abiertos de .,,'(. Supongamos ahora que 
Jos elementos de I• son x 1 , ••• ,x,.. Como X E Il(E) = Il.,,,,(E), existe 
g E C,.(X, E) tal que pa.ra toda; E [n], g(x;) = f(x;) y g(X \U /tK) = {ea}. 
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Si W = (f; xi., •.. ,:r.n; U1., ... , Un) es una vecindad. local canónica. de /.en 
C,.(X,E), g E W nA1, !;;;; W nA. Por tatmotiw-f E clcp(X,E)A. Con esto 
probrunos la afirmación de arriba. 

Sen e1 otro punto <le E, <list.into <le eo, y f1 : X - E la. constante con valor 
e1. Entonces f> E clcp(X.E)A y como t(Cp(X,E)) = -r, existe B !;;;; A tal que 
1B1 $ T y¡, E clcp(X.E)B. Dado que n !;;;; A!;;;; U,.eeA,., para cada. f.e.B existe• 
µ¡Et: tal que f E A,.r Si ahora E:o = {µ¡: f E B}, entonces IE:ol $ IHI $ -r y· 
D !;;;; U,.eeo A,.. · . . . 
Sea¡i E E:o. Pa.racada{ =(V,, ... , V,,) E ¡i", sea Ge E -y talque V1 x .. . xv"·!;;; Ge, 
y sea -y,. ={Ge : {E 1•"}. Corno ¡i es un conjunto finito, -y,. es una familia finita, 
a.sí que si ponernos .:Y= Uµe&o -yµ., entonces ..:y~ "Y y : ' 

171 $ L h,.I $ IE:ol.~up{l-r,.I : /'E E:o} $ rNo = -r. 
µE&o 

Vcau1os por últiu10 que i' cubre a xn: 
Sean (x,, ... ,xn) E X" y U={/ E Cp(X,E): paracadaj E (n], f(:r..;) = e1}, 
es decir,, U= {x¡, ... ,xn; e¡., ... ,e1}. f1 E U. y, como ft E clc,.(X.E)B Y B ~ 
Uµ.eCo .l'l,..., existe Jl·O E Co tal que un Aµo ~ 0. Sea. g E un Aµo• Entonces, pa.ra 
cada j E [n], g(x;) = e, y g(X \U /Lo) = {eo}, lo que implica que X; y! X\ U µo, 
es decir, Xj E u /to- Por ende, existe V; E Jlo tal que Xj E \/j. Entonces e = 
(V,, ... , V..) E ¡.;J y (x,, ... ,x,.) E V1 x ... x v;, !;;;; G{ E -y,.0 !;;;; 7. Por lo tanto 
existe Ge E i' tal que (x1, ... , xn) E G~ D 

En (4.3.2) de (a] se enuncia sin prueba Ja siguiente generalización de (2) del 
teorema 4.46: Si ¡•(X) $ T 71 si E '~~ un e.~pacio de 'Ij¡chonoff r.on w(E) $ -r, 
enttJnr .. cs t.(C"p(X, JE)) :S T. Corno es <le interés para nuestro trabajo, enunciaremos 
y demostraremos este resultado con las elegantes ideas de Oleg Okuncv: 

,.1'1·-:on.gMA 4.48. Si E e..o; un e,'?1nr..io de Tychonoff e11.tonce.<1, paro. todo e...o;pacio 
topolcJ.qico X, 

t(C,.(X, E)) $ t•(x)w(E). 

D1·;1\.10S'l'llACJÚN. Como E es de rrychonoff, por el corolario L27 existe un en
caje j: E~ JRwCE>. Por la observación 2.33 j. : C.,.(X,E) - Cp(X, JRw(El) 
es también encaje. Por otro lado, la proposición 3.9 implica que Gp(X, JRw(E)) ~ 
Cp(X, IR)w!El y este último espacio es homeomorfo a Cp(X x w(E), IR). 15 

Usando que t es monótona y el teorema 4.46 (2), 

t(C,,(x, E)) $ t(C,.(X X w(E))) $ 1·cx X w(E)). 

Ahora bien, para cnda n E N, (,Y x w(E))" ~ X" x w(E)" 5:!! X" x w(E) y, como 
para cada,\< ·w(E), JI:" x {,\}E!!! X", "" fácil percatarse de que l(X" x w(E)) :$ 
l(X")w(E). 
Por lo tanto, para toda n EN, l((X x w(E))") $ l(X")w(E) $ l"(X)w(E) y con 
ello, t• (X x w(E)) $ t· (X)w(E). Así, t.(Cp(X, E)) $ t• (X)w(E), D 

15 Aquí w(E) se et1tú. consideru.ndo corno ol esptteio discreto do CKrdinblidw:I w(E) .. por lo cu1:S.I 
In sumu topológiCH. E9)1.<uo(E) X~ .-'ti: X w(J::) y se estú. uSH.ndo la proposición 3.10. 
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Conor.ARIO 4.4!J. Si E es de 'l'ychonoff con má.• de un punto 11 X E R(E), 
entonces 

l"(X) ~ t(Cp(X,E)) ~ l"(X)w(E). 
Si adem.ás E es segundo numerable, lº(X) = t(G,,(X,E)). 

COROLARIO A;SO. Si X e.• co•npacto y E-•Y!gUlar, entonces t(C,,(X, E)) = No, 
para todo--espa,ció 'de T'ychcn1.off E:1 segundo nunierable y con más de un punto . 

.,_ 6~~6'.¿¡-'.{¡;;~4.51. Si E e.~ un espacio de Tycltonoff, ª.,egundo nun1eruble y tiene 
por lo T'rÚ:!rios dos p1uito,"l:1 i• e.., LE-invariante en f!.'lpacitJs E-regulare,.,. 

4. Estrechez débil y estrechez f"uncional 

Dto:FIN.ICIÓN 4.52. Sean X 11 Y f!.."lpaCios topológi.cos, T un cardinal 11 f: X ___,. 
Y una función. Diretrius que: 

(1) f es r-cont;inua .•i parn todo subespacio A de X, de cardinalidad a lo niá.• 
r, la restrir..ción flA : A -- Y e.~ r..onti-rn,a. 

(2) f es estrictaDJente r-conUnua .•i para todo .•Hbespacio A de X. de cardi
nalidad a lo TnÚ.• T, exi.•te g E C(X, Y) tal que YIA = flA. 

Di!:l•'JNICIÓN 4.5::1. Sf.:a.TL X y hJ e.111pacioª., to¡JOlógicos cualesquiera. 
(1) La estrechez débil de X, ta(X), e.• el niá.• pequeiio cardi•ial infinito T f.<il 

que la ."figuicntc r...ondici<Jn .-u: C1lT1tple: 
• .s·i 11.11. r-Lntju.ul." A ~ X "'" es cenndo cu X, entonces cx:i."ltett 11.n punto 

X E (clx A) \A, un conjunto B s A 11 un conjunto e ~ X, pa1Yl. lo."I 
cuales x E clxlJ, l3 s:; clxG 11 IOI :5 T. 

(2) La E-estrechez funcional de X, Elo(X), c.• el 1ninirno cardinal infinito 
T tlll qtu: tocia fuución r-contiuu(J,, f : X __,. E, es conti1n~a. 

(3) La E-estrechez funcional débil de X, Btn(X), ex el míninw r.ardinal 
infinito r l.n,/ 1¡ut: l.u<ia /uuc.ión estricta1ru:nl.c r-continua, f : X - E, C..'1 
conli7iua. 

(4) Si E = R, hablare11uJ."4 sencilla1nenle de la estrechez f'uncional 11 de la 
estrechez funcional débil de X, en uez de: la hJ-cstrcchcz y de la E
estrechez débil, n:.. .. pectiua11u:nte, 71 la.., dcnotan::1no.'I tanibién sin la E: to(X) 
Y tR(X).16 

Antes <le dw· las prin1eras relaciones entre estas funciones cardinales, probemos 
el siguiente lcn1a: 

LBl\.fA 4.54. Si T e.'4 un cardinal infinito 11 f: X - Y e..~ r-continHa, e11tonce.'I, 
parn todo .•ul>co11junto A de X, de r.ardinalidad a lo má.~ T, f(clx A) s:; cly f(A). 

D1-:MOSTRACIÓN. Sean A s:; X tal que IAI :5 r, b E clxA y Z = A U {ú}. 
Entonces IZI ~ T y flz : Z --+ Y es continua. Así que si V es una vecindad 
abierta de f(b) en Y, existe U, abierto en X, tal que b E U y f(U n Z) s:; V. Como 
b E clxA, existe ti E Un A, por lo que f(a) E f(U n Z) s:; V y f(a) E f(A). Por 
consiguiente f(A) n V ,t. 0. Esto muestra que f(/1) E cly f(A). O 

Pnoros1c1ÓN 4.5fi. J:>ados dos espacio . ., X y E, .'le tiene: 
{1) Et11(X) :5 Eto(X). 

16 Vcr lu sección 11.4 de (O) purtt cstudiu.r estu.t1 funcion~ cu.rdina:J.cs. 
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(2) Si E e.• regular, Et9(X) :5 tc(X) 
(3) tc(X) :5 t(X) 
(4) tc(X) :5 d(X). 

ÜEMOSTll.ACIÓN. , {1) Note que toda función estricta.rne~1te T'-Continua es -r-
continua.· 

(2) Sean -r = tc(X) y C = {1<: 'rlf E Ex, (f 1<-continua = f continua)}. 
Proba.reinos que T E C: 
Sea f : X - E -r-continua. Para mostrar que es continua, veremos 

que f(clxP) <;;; clef(P), para todo P <;;;X: 
Sean P <;;;X y A= {x E clxP: f(x) E clEf(P)}. Entonces P ~A<;;; 

clxA y A~ clxP = clxA <;;; clxP. Por eso clxA = clxP. Querernos ver 
que A= clxP- Supongamos que no es así, es decir, que A ::¡I:. clxP. Entonces 
A <F clxA y como -r = tc(X), existe x E clxA \A y existen ll ~A y C <;;;X 
tales que X E clxB, n ~ clxC y 1 e 1:5 -r. Si lográramos demostrar que 
f(x) E clef(B), llegaríamos a que f(x) E clef(A); pero por definición de 
A, f(A) <;;; clef(P), y tendríamos que f(x) E clF.f(P) y x E clxA = clxP, 
lo que implicaría que x E A, lo que constituiría una. contradicción al hecho 
de que x <t A. Entonces, para llegar a una contradicción por suponer que 
A <F clxl-', hay que ver que esta hipótesis implica que f(x) E cli;f(H): 

Si 11 E E\ clEf(B), existe una vecindad abierta V de 11 en E tal que 
V n f(B) = 0 y, corno E es regular, existe un abierto W en E tal que 
y E c:l.sW ~ V. Si lla111a1nos U a E\ cLEW, U es abierto en E y, en 
vista de que clBW n /{IJ) = 0, f(B) ~ U. Corno W n U = 0, 11 yt clF.U. 
Entonces 11 yt n{cleU : U r.s abierto en I': y f(JJ) ~ U}. Sea D = n{cleU : 
U es abierto en }!) y /{H) ~ U}. Hemos demostrado que D ~ c:lEf(H). Por 
lo tanto, para concluir que f(:r:) E clF.f(B), basta ver que f(x) E D: 

Sen U un abierto en E tnl que f(B) ~ U y pongamos Co = {e E 
C : f(c) E U} y C1 = C \ Co. Ent.ouces JJ ~ <:lxC = clx(Co U C1) = 
clxC0UclxC1 y, si b E clxC1, por el lema 4.54 f(b) E f(clxCt) <;;; cly f(C,). 
Como f(C1) n U= 0 ~·U es abierto E, f(b) yt U. Dado que f(B) ~U, 
b <;!. JJ. Entonces H n c:lxC1 = 0 y por lo tanto H <;;; clxCo. En vista de que 
x E clxB ~ clxCo, nuevamente el lema 4.54 implica que f(x) E f(clxCo) ~ 
r:J,, f(Co). Como /(Go) <;;; U, f(x) E dEU. 

Así, f(x) E D. 
{3) y (4) Son muy sencillas (ver II.4.2 de [9]). 

o 
PllOPOSJCJÓN 4.56. Si T e.." 1tTt cardinal infinito, E E 1?1 17 11 es un e.."P"cio de 

Hatt..<Jdorff con rn.á."I de un ¡ntrito, y si X E R(E), enttJTU:C."J -. .,e tiene: 

. (a) = (b) = (e) =- (d), 
donde: 

(o.) Para toda Y<;;; X, Eto(Y) :5 -r. 
(b) Para toda}'~ X, Etn(Y) :5 -r. 
(e) t(X) :5 r 
(ti) Pn.m toda Y<;;; X, t . .,(Y) :5 -r. 

Si nd.f:m.ñ.~ E "< 1r.ff11ln.r, (d.) = (n ). 

17 Il.Lacordur clefinición J.46 
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DgMOSTH.ACIÓN. (a) =- (b), (e) =- (d) y (d) =- (a) (cuando E. cs. regular), 

se siguen de la proposición 4.55. 
(b) =-(e): Sean As:;; X y P = LJ{clxB: B s:;; A y IBI :5 r}. 
As:;; P ya que si a E A, clx{a} E {clxB: B s:;; A y IBI :5 r} y por lo tanto 

a E P. Sin embargo, P s:;; clxA, así que dxA = clxP. 
Probaremos que P = clxA: Supongamos que P # clxA. Sea y E clxA \P. 

Si Y = PU {1¡} y"' y e2 son dos puntos distintos de E, la función f: Y-+ E 
tal que f(P) s:;; {e1 } y f(y) = e 2 , es estrictamente r-continua. En efecto, si O s:;; Y 
y 101 :5 r, poniendo Co = en A se tiene que ICol :5 r y Co s:;; A, con Jo que 
y í/. clxCo, pues 11 í/. P. Como X E R(E) = ll1 (E) 18

, existe g E C(X, E) tal que 
g(y) = e2 y g(clxCo) s:;; {e1}. Si e E C y e= y, g(c) = g(y) = e2 = f(y) = f(c); 
si e E O y e >"' ¡¡, entonces e E P s:;; clxA, por lo que e E O n clxA s:;; clxCo 
y g(c) = e1 = f(c). Por lo tanto flc = ole lo que implica que flc es continua. 
fes entonces estrictamente r-continua y corno Etn(Y) .:5 T, fes cont.inua.. Esto 
contradice el que f(11) = e2, f(P) s:;; {el} y 11 E clxP. 

Por consiguiente, P = clxA y así, t(X) :5 r. O 

DgPJNJCJÓN 4.57. Sean X un e.~acio topoló.qi,co, T un cardinal 'JI A s;: X. 
Entonce.-;: 

(1) A es del tipo G.,. en X si e:r.i.o:;tc ttu.a fau1.ilia ¡ de abierto . ., en X,~ tal <J1lC 
A=n-rvbl:5r. · 

(2) A está r-coloca.do en X 19 si ptu·a toda :r. E X\ A,- ha11 un conjuntO p' <le 
tipo G,. tal que x E P s:;; X \ A .. 

Oosi,:nvACIÓN 4.58. (1) Si X s:;; Y s:;; Z con X r-éolocado en ·y y Y r-
colocado en Z, entonces X está r-colocado en Z. :-' -: .-" ., , .' . 

(2) Si X es de Tyehonoff y está r-colocado en alguna de.' sus .. compactaciones, 
entonces X está r-colocado en {3X. .. :. · ...: ._ . 

(3) Si X es E-regular y está r-colocado en alguna de sus cxté~sióncs E-compactas, 
está r-colocndo en #EX. 

Df~l·~INICJÓN 4.50 . . 'lean E u.n cspnr!io cualqttie7n 11 X E R{E_). ·D'cJini1nos.~ 

qE(X) = m.in{r;::;: No:¿'\ e.•t.rí r-colocado en fj~X} 

OBSERVACIÓN 4.GO. (1) Si r.; = JI, fJE(X) suele denotarse por r¡(X) y lla-
marse el 11ún1.ero de Hewitt;-Nachbin de X. 

(2) Un resultado conocido (ver (15], problemas 82 u 86, cap. ·4) afirma·que si 
X es completamente regular entonces: 

X es rcalcompa.cto <==>X está fi-colocado en fjX <:==>'l(X) :5 No 

(3) Si X es cero-c.limensional, entonces: 

Xcs N-compacto <==>X está 6-colocado en f:J2X <==> q2 (X) s; N0 20 

18 Definición 1.43 
19En [23) en vez <le que A csttt r-colochdo en ."'\ dicen: A t...'1'4 G-r-ccrrndo nn .,"I( 
2ºVcr corolnrio 2.9 en (23] 
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(4) Si X es cerra.do en Y entonces qs(X) $ qs(Y). Esto se sigue de que, si X es 
cerrado en Y, está r-coloca<lo en Y para cualquier T ~No, y si T = qE(Y), 
entonces Y está T-coloca.do en f3p,Y y X e;;; Y ~ 13,,Y. Esto implica que 
X está T-colocado en {:J8 Y. Así que por Ja. observación 4.58(3), X está 
T-colocado en /3sX. Por eso qs(X) $T. 

Dl~F'INICIÓN 4.61. Si X e."I un espacio topolcígico y T e...~ un cnrdinal, .·eni.oTice.c;: 
(1) 

(2) 

(3) 
(4) 

Un .<r1LiJC:cniju11.to ) 4 ... ele. X c."' cerrado caHónico en X ."li t:.'I la-,ce'rtu.dt1.ra: ~l~ 
11.11. abierto en X. -,· ·- ·· 
X e.&1 un u1..r-espacio .<.1i 7HI1-a en.da cerrado canónico F t!fl. X Y. dad;;.:;:·. e.:.F:,, -
existe 1J.n conjunto P dt~ tipo G-r <:n X tal <¡u.e x E. P ~ }4

'"'. 

rn(X) = uiin{r ~No: X e..., 1J.1l. 1n-r-e.~acio}.21 

X es un espacio Moscú si ut(X) :::; No. 

Ons1~nvAc1óN 4.U2. (1) Si T = IXI y X es Ti, entonces X es un 7Ti.,.-espa.cio. 
((9]) . . 

{2) Si todo cerrado canónico en ... ~ es de tipo G6 entonces X es un espacio' MOscú. 
((U]) 

(3) JRA y todo subcspacio denso en él, son espacios Moscú. ((9]) 
(4) m(Gp(X)) $No. ((9]) •. · 
(5) Todos los espacios <liá.<licos cornpactos son espacios l'vloscú (ver ejeffiplo 3 <le 

(4]). En particular, para cualquier X, 2x es Moscú. · · ' 
(U) Todo suhespacio denso en un espacio l\1oscú es también Moscú; .((9]) 

PllOPOHICIÓN 4.ü::S. Sea Y u.n es7)(tCit1 cerv-dintensional tal que 7rt(Y) ·::;: T y 
."4ea X un . ..,uhe . ..,¡mr..io dt!tl.."40 e11 )' /.nl tfllt! q2(X) :::; T. Entonce..., X e."4tá r,-c~locndo 
e71. Y. 

Di>11.10STRACIÓN. Sea y E Y\ X. Como X es denso en Y y Y e8. <l;;i"iso en 
13 = /32 Y, B es extensión 2-compacta de X, a.sí que existe f : {hX __::._, ·n :·taf que 
flx = llx y f(f"J2X \X) e;;; B \X. ·. ···· ",•··:·•.•:'_:•· . 
Dado que J es continua de un compacto en un Hausdorff~ es ce_ri;_a<.h{-"y,~ ·con10-
X = f(X) ~ f((hX), se tiene que Y= cl,-x e;;; clRX ~ clRf(/32X)-·=;f(/hX)~ 
Entonces lf- (11) 1 2: l. '• ,. '• · 

(i) Supongmnos que lf-(¡¡)J = l. Existe entonces z E f:J2X.\X tal que f-(7¡) = 
{z}. Como q2(X) $ T, existe una familia -y <le abiertos en {hX tal que 
z E nr- ~ /12X \X y bl $T. . 
Parn ca<ln U E,-, sea Vu = /3 \ f(f.h¿'( \U). Este conjunto es.abici·to en·n· 
y 11 = f(z) E v;, (z E U==> z (/_ (:hX \U). Por lo tanto•y e-n.>.;•-dón<le 
A= { \li1: U E -y}. · _: ... :,: ·· . ·, -~"'.: ,• . 
Notemos que l.!.I $ hl '."> T. Por otro lado, n A = /3 \ U{f(/32X: \ ur: u: E 
-y}= IJ\f(LJ{f:J2X \u: u E -y}) y nr- ~ /32X\X =X·s;:!J2xsn-r= 
Ul/32X \u: u E r-} =X= f(X) ~ f(U{/32X \U: u E-y}). . . 
Por COUSÍbrtliente, n "Y ~ l.J \ ... Y. - : '- ', . ,· -~· ' 
Sea P = Cnr-) n l'. Entone,,,; Pes <le tipo G.,. en Y y .. y E p._ c;;;.,y _\'.x .. 

(ii) Supongamos c¡ue lf-(11)1 2: 2. Sean z¡, z2 E ¡-(11) con z1 ·,¡,.z2 • Notar 
que ni z1 ni z2 son elementos <le .,~. - ' ,. ~ · .. · - · , 
Existen 01 y 02, vccindadPs abicrt.n .. c.; <le z1 y z2 en /32X, respectivamente, 
tales c¡ue r:l13,,x01 n r:l112xO~ = ¡.). Para cada i E (2], sean Vi = 01 n X 

21 A 711(.,.\'."") se le hu. lhunnd.o IH rnoclnlicliul clo .,.\'."" (ver (4}) 
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y fl = cly\li. Entonces Zt E clp2 xOt = ·cL¡j2 XVi -Y,--cOm:O 'f es continua, 
fev;) = V; y y = fez.), se tiene que y E feclp,;xV;) s;;; clnf(V¡) = cln V; = 
clBV; n Y= clyV¡ = F;. . . ·•· '. . . 
Pero F 1 nF2 = ecly\li nclyV,,}nX = clxVi nclx\12·= cllh.Vinclp2 V2nX s;;; 
clp2 01 nclfh.02 = 0. Por lo tanto F1·nF2 s;;;·y \'X .. ·.:,\'"-'<•'.••::·,·: ··· !_;.,/ . 
Para cada i E [2], sea .W; un abierto en Y,· __ tal·qúe'.·1,Yi:nX::.==.:V;. _Así 
clyW,_= clyeW, nX) = clyV, = F; y entonces F; es un.cerr8do canónico en 
Y. . --. _ ,, ·._; -.. ·~~:r'~~~:1:::r.~:.,;;.~r;~;:\L-~::·.'. .. :/:1:·~,.:-
eoino rrieY) S -r, para cada i E (2]; existeüna fainili&";yi'::de.aliiertos eri"Y 
tal que 11 E n-r; s;;; F'; y h'<I :5 T. Sca•-y = -r1.n?.l~'~Enton~cs '¡;y¡::::;; r'y ! 

Y E n 'Y= en 'Y1) n en -r2) s;;; F1 n F2 s;;; Y\ X .. ; . >/::_:cf .. c:•o•" '" ·. . . 
·:>,;.;.( \'>;·.- ;,{;:,:.,' .·.· ,.,o 

PROPOSICIÓN 4.64. Sea E .,,. espacio tal que ~~~~::;}jj~)~~~~'étoe.~'de tipo 
G.,.. Si Y es un espacio tal que EtneY) :5 r, ent.óné:e1i,CpeY,··e).1está_T.~eolocndo·en 
EY. . .! • . . •• • 

DEMOSTRACIÓN. Sea g E E" \ CpeY, E). 
Corno EtneY) :5 r, entonces g no es estrictamente r-continua, lo que implica que 
existe A s;;; Y tal que IAI :5 T y YIA no es continua, así que, para toda f E CpeY, E) 
se tiene que flA >6 BIA· 
Si i : A ._. Y es la inclusión e il : EY --+ EA es el rnapeo dual definido en e3) de 
la observación 2.5, entonces il(g) e EA \ Z, donde Z = ;iecveY. E)). Pero todo 
singulete en EA es <lel tipo G.,. (en efecto, si e= (ea)aeA es un elemento de EA, 
para cada a e A existe una familia de abiertos en E, 'Ya• tal que {ca} = n -y.; y 
hal :5 T. Así, {e} = naeA nue.,,. (a; U] 22y la familia 'Y= {[a; U] : a E A, U E -Ya} 
tiene cardinalidad menor o igual que r). Entonces P = (i•)-e{il(.q)}) es del tipo· 
Gr en E~· y g E P s;;; Ey \CpeY,E). D 

PROPOSICIÓN 4.ü5. Sean X 11 E espacio.• cuale.•quieru. Si Cp(X,E) está r
calocado en E .. Y, c.1tl.onct:!R Etn(X) 5 r. 

Dg.J\.tOSTH.ACIÓN. Sea g: X - E estrictamente r-continua.. PrObaremos que 
g E Cpex, E). ·. · ' 

Supongamos que g <;!. Cp(X, E). Como Cvex, E) está r~colocado_en ·p;x:;: existe 
un conjunto P de tipo G.,. en Ex tal queg e P s;;; Ex\Cv(X,E):·Sea~-~ n>.<r A,., 
<lon<lc cada A~ es abierto en E .. "<. Para toda A< r, existe,una··vccindad canónica 
IV'>. de gen EX tal que g E ~V>. s;;; A,., con soporte S,..23 . 

Sea A = u,.<r s,.. Entonces IAI :5 T. . . . 

Si f E Bx es tal que flA = olA se tiene que V>.< T Vx E S,;. :. Jex) .. = g(x) 
y fºr lo tanto V>.< T : fe w,., así que f E P. Tene~os;enton_ces.,que ge {fe . 
E : flA = BIA} s;;; P. ;, . ; - ' ... · ... 

Ahora bien, como ges estrictamente r-continua y IAI .::;; r, existe h e Cvex, E) 
tal que hlA = olA, lo que implica que h E, P. y PnCpeX, E) <¡6 0, una contradicción. 
Así pues .9 e 0 1.ex, E). . . . . D 

22Vrr lhR nnt..cionPR quP. nnt.ecrclen n 2.10. 
23Si W.\. = (x¡, ... • xn.; U¡, ...• Un.J, 21u soporte es Cl conjunto {x¡, .•. ,xn}. 
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COROl,ARIO 4.66. Si E es tal que todo singulete de él es G., entonce.•: 

c,.cx,e) esÚT-,;;,,°"~'do-;,~,fix~Jif.~cx)~:;.. 

l:,RoPoslcróN 4.éi7. ·P'aro. cu.~~i.b., ·e.c,~.,;;¡,.,·x:-·=d!ro<di.,;,,~~·ia.,;-ai,-
' 2t~(x)=~,.(Cp(X,2))> s · · · 

Dr<MosTriAc1óN. Sea r··=· 2t~(x). Por el ~~~,;¡a_,:{g'~~~~io~,z'c~(x,2) ·está 
r-colocado en 2x, que es una extensión 2~compacta'de .. Cp(X;' 2):·,Por, (3}';de 4.59, 
C,.(X, 2) está r-colocado en f:J:z(C,.(X, 2)), asf:quc q2(C..J.(X, 2)):$ . .:,;:· Por lo tanto: 

q2(C,.(X, 2)) $ 2tn(X).'.;·~:;:;S,;',:;.yc,;;;·;: :,,,.· 

Ahora sea,\= q2(Cp(X,2)) .. · ... :::·,-.-~~--:-. <:~::~1-:;'·:~-".: '.-·:, :·--~- .-

Por (5) de 4.62, 2-" es un espacio Moscú, es decir;;.,,.(2~)~:=';.Nó'f$:'X.,,·A<leinás 
C,.(X, 2) es denso en 2x. Por la proposición 4.63, C,.(X;2) e5t~1X~ooloca<lo en'2'.~. 
Por el corolario anterior, 2tn(X):::; ,\ -~'.-i-•. 1-, :,.:)-~~--~~<-;~:>~'.'?/'";.r;;.,"C-2:5.s~~~-:.-~~·~-- .l .. :.~'.. - · 

Por lo tanto, 21.n(X) $ q 2 (C,.(X, 2)). . . >'. -":-;;:,•;.. · D 

Conor.Aruo 4 .68. Sea X cero-dimensional 'Jf,rit~;.k~'§J/¿;;#j:::;;/l'l~~dir17'r:ctc~ 
.~i y~~:;:.:~¡~~~ :.N;""' los e.•pacio.• cero~di7i~};i,1'ó~át.is X ~ lr,' ;•e Úeue: · 

GJ.(X, 2) ~ c,.(Y, 2) ~ 2tn(xj·,.;,~2tn(Y)·, · 

·, 

ÜOROl.ARIO 4. 70. Si X e.~ cero7dimeri .. •ioual,· c¡:.(X) $ 2tn(C,.(X, 2)). 

Dl·JMOSTllACIÓN. Por 4.67, 21.n(Cp(X, 2)) = q2(C,,(C,,(X, 2), 2)). p(',ro por el 
teorema 2.54 (3), X es homeomorfo a un subcspacio cerrado de C,.(C,.(X, 2), 2). 
Por (4) de 4.60, q2(X) $ q2 (C,.(C,.(X, 2), 2)) = 21.n(G,,(X, 2)). D 

NOTACIÓN: Si X es un espacio topológico, A ~ X y -r es un cardinál, entonces 
[A]., denotará al conjunt.o LJ{clxB: ll s;; A y IBI $ r}. 

LI·~l\1IA •l.71. Su.pcntg<1.111.os que: 

(i) f: Y - Z es continua y .~uprayectiua, 
(ii) 2to(Y) $ -r, donde T e.~ un cardinal infinito, 

(iii) e:ci.ste una ba.•e B de Y tal que, para cada V E B, ha11:tln abierto G de Z·tal 
que f(V) s;; G ~ [f(V)).,. 

Eutouces 2to(Z) $ -r. 

Dr·JMOSTRACIÓN. Sean</>: Z - 2 -r-continua y Zo E Z. ProbaremO>I que</> es 
continua cu zo: 
Sea 110 E f-(zo). Corno f es continua, </>o f : Y - 2 es r-continua y, dado 
que 2to(Y) $ r, </>o fes continua. Entonces existe V E B tal que.¡¡0 E V y 
</>o f(V) s;; {</>(zo)}. 
Por hipótesis, como V E B, existe un abierto G en Z tal que f(V) s;; G s;; [f(V)).,; 
por eso zo E G y </>(G) s;; </>([f(V)]T). Entonces basta demostrar que </>([f(V)]T) ~ 
{<l>(zo)}. Sea ll \;; f(V) tal que llJ'I $ -r. Como</> es -r-continua, por el lema 4.54 se 
tiene que </>(<:lzíJ) s;; cl2</>(ll) s;; cl2</>Cf(V)) = {</>(zo)} 
Por consiguiente, </>([f(V)].,) = {</>(z0 )}. D 
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TEOR~1MA 4.72. Sea x. un e .. pacio cero-diTnen.•ional. Entonce.• 

2to(C,,(X, 2)) :5 <J2(X). 

109 

DEMOS'l'll.ACIÓN. Sea r = q 2 (X). Si i : X ..... {:J,.X es la inclusión, el mapoo 
restricción, i• : C,,(f:J2X, 2) --+ Cp(X, 2) es condensación a su imagen (ver 2.29); 
pero como X está 2-cncajado en f3,.X, i" es sobrcyectiva (ver 2.30). Por (2) y (3) 
de 4.55, 2to(Cp(f3,.X, 2)) :5 t(C,,(f3,.X, 2)) :5 N 0 • La última desigualdad se debe a 
la proposición 4.50, ya que f3,.X es compacto. 

Entonces se cumplen: 
(i) i• : O,,({hX, 2) --+ C:,,(X, 2) es continua y sobreyectiva. 

(ii) 2to(Cp(/3:iX, 2)) :5 No :5 r. 
Y si logramos probar que: 

(iii) existe una base B de C,,({3,.X, 2) tal que para cada V E B existe un abierto 
Gen C,,(X, 2) tal que i" (V) ~ G ~ (i" (V)].., 

ya habre1nos acabado, en vista del lema anterior. 
Probaremos entonces (iii). Sea B la base canónica de C,,({3,.X, 2) cuyos elemen

tos son los conjuntos de la forma (x1, ... , Xn; {'rn.1 }, ... , {17tn} }, donde Xt, ... , Xn E 
f:J,.X y { uq}, . . . , { TTtn} son singuletes en 2. 

Sea V= (xj, ... ,x¡, :r.,, ... ,xn; {•n1}, ... ,{Tn¡}, {ñ1}, ... ,{i',,,.}) un elc-
tncnto cualquiera <le B, en el que podcn1os suponer c)ue: 

Vj E fl], :r.j E f.12X \X, 
Vj E (n.], x; E X, 
Vi E (l] y Vj E fn], m; E 2 y ñ; E .2 .. : ... 

Sea G = (x,, ... ,x,.; {ñi}, ... , {ñn})>:G,<'8 t:!n básico canónico de O,,(X,2) e 

i•(V) ~ G. . .. · .. ··•· Resta probar que G ~ [i"(V)].,.. Má.nosta.·:la'obra;· Sean f··e>G y.K = 
{:r.j, ..• ,xi}. Como <12(X) :5 r, X:.cstá::.T.~é()locado:en'{:JzX;•,Entonces; para 
cada j E [l], existe una familia ,dc:'iÍ.biertas···én P,.x,: -Yi; tal 'que, h;J' .:5 .r y 
:r.j en-r; ~/32X\X. .· . -~·.:· .. ~··.< \· .,_ : . ; ... · 

Sea.!;= {Vi u ... u v, : VJ e (t];<:vj'·e -Y.j}.:··Nótese que cii.da elemento de.!; es 
abierto en f:J2X y que l.!;I :5 h1 x . , 'x"7d :5 r.· '. : ··· "· 

Sea -y la familia de intersecciones finitas de elementos de e. Cada elemento de 
7 es abierto en /32X y bl :5 r.· Probaremos en seguida que:K.,~ n-r .. Sean U E -y 
y x;

0 
E /C Existen /¿1, •.• , Lk E e. tales que U = n;;,,(k) L;. y para toda j E (k] 

existe (V(, ... , V,j) E "/I X ••• X -Yl tal que Lj = V( U .•. U V,i. Como V;! E -y;0 y 
:r.¡0 E n"'Y;0 , x¡

0 
E Vj~ ~ /_,;;. Así, para toda j E (k], x¡

0 
e· L;, lo que implica que 

x;
0 

E U. Por consiguiente J< ~ U y como esto es para toda U E -y, se concluye que 
K ~ n-r. 

Si J•~ = {111, ... ., 1111 } es un subconjunto finito de X, cn~<?nces, corno para toda 
j é fl], n-rí !:; ti2X \X, un elemento cualquiera y; de .F no está. en n-r; y 
por lo tanto existe Vi E -Y; tal que 11; fi!' V_/. ~to quiere dccµ-, a. la postre, que 
11• fi! V/u ... uv,• e.!;. Se tiene entonces que Fn(L1 n ... nLv) = 0 y L 1 n ... nLp e -y. 
Ht~n1os <lernostrac.lo en este párrafo que para. cada conjunto finito. F <le X existe 
U E -y tal que Fn U= 0 

Pongamos '.'}' = {Uo : <> e A}, donde IAI :5 T y, para toda o E A, sea 
Pn = X\ U 0 • Entonces P.,, =X n (f:J2X \ U 0 ) es cerrado en X y, por lo demostrado 
cu el ptirrufo anterior, .,,"( = UneA f-'0 . Dc11oten1os por P0 al conjunto t:lp2 x J->0 .. Sea 
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110 4.- PUNCIONES CAH.DlNALES EN O,.(X, B) 

o E A. Observemos primero que K n Po s;; Ua n Po = 0. Corno {hX es compacto 
y Hausdcirff, cS noi-mal, Ahora bien, la función 

fo : IC U Po. U {xi, ... , Xn} - 2 

tal que fa(xj) = "'i• para toda j E (l] Y falPaU{z., ... ,zn} = l1PaU{z1 , •• .,znl> donde 
l E Cp(/32X, 2) es Ja función tal que llx = f (ver el teorema 1.67), es continua 
y el conjunto I< U .P0 U {xh ... , xn} es cerrado en f:J2X. Por consiguiente, como 
fhX es compacto y Hausdorff y por lo tanto normal, existe 10 E Cr(fhX, 2) tal 
que lalKuP_u{z,, ... ,znl = f 0 • Nótese que para toda ar E A la. E V. 
Sean= {i•(la): °'E A}. Entonces ns;; i•(V) y IDI :5 IAI :5 T. 

Sólo falta ver que f E clcv(X,2)/J. Sea W = (z1, ... , Zk; f(z1 ), ••• , f(zk)) una 
vecindad canónica básica <le f en Cp(X,2). Sea F = {z1, ... ,zk}· Corno F s;; X 
es finito, existe a E A tal que Ua. n F = 0. Por lo tanto F s;; Po., i•(l0 ) E By 
Vj E [k], i'(]o.)(z1) = lalx<-UPnl(z1) = ]c.IPa(z1) = la.(z3) = f(z3). Por lo tanto 

i'Cla.) en n w. 
Esto muestra que f E clcp(X,2)B y posteriormente que f E [i'(V)]T• D 

CortOLARIO 4. 73. Si X e."' cern-di11ien .. <1ional, 

q2(X) = 2tn(C1,(X, 2)) .= 2t0 (Cr(X, 2)). 

Dl':MOS'l'RACIÓN. 

4.70 4.úü(l) 4.72 
q2(X) :5 21'.n(Cr(X, 2)) :5 .2to(Cr(X, 2)) .:5 q2(X). 

D 

CORO!,AIUO 4. 74:-. Si X-•11.Y.-.•on cem~dimerisio~ales y Cr(X, 2) 11 C,.(Y, 2) son 
lwmeo1norfos, -entonces q2(X) _;,,, q2(Y). En partictllar,·_si X .e.•·N-co11ipacto, Y 
t.n.1nbié11. lo e.q. , · 

Conor.Al':IO 4;75, Cp([O,wi),2) 1u1 e.•homr.orrwrfo a Cr([O,wi],2). 

D1;MOSTRACIÓN. (O, wt] es N-cornpacto,24 así que si Cp([O,wi), 2) fuera home- -
omorfo a Cr([O,wi], 2), por el corolario anterior .[0,wi) sería N-compacto, lo cual 
es falso pues, como [O,wt) es la G,.-cerradura de (O,wi) en /32[0,w1) ··¡o;'wi],25 

#N[O,wi) = #2(0,w1) = [O,wi] >" [O,w1) O 

L1;MA <1. 7G. Suportgarrws qtlc IndX = O (recuérde.•e la proposición J. 72) En-. 
lonce.~ toda función r-continua f: X - 2 e..11 estrictaniente.r-contiil.11.a~;:·": ' 

01-.!l\tOSTJlAUIÓN. Sea f: J'C - 2 una función r-continua.. Proba.remoS que f 
es cstrictan1cntc 1-continua: .~;. 
Sea A un subconjunto <le X de cardinalidad menor o igual qu~ r. . 
Si Uenotarnos con A a la cerradura <le A en X, probarernos.:a:corltinú8.C.i6ri que 
/1,,- : A ~ 2 es 6-continua, para toda 6 :5 -r: . - · - -
Supongamos que ns;; A y IBI :5 6. Entonces B s;; X y IBI :5 T. Como f: X - 2 
uua función T-continua, flAl 8 = flu: n - 2 es continua .. Esto Prueba que fl...t 

24 Porquc <~s ccro-dimcnsionu.l y de LindclOf (ver tcorcmu 3.11 de (23)). 
·~mvcr el tecn·einu 2.8 de [23) 
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es O-continua .. _ _,. ... · ..... ·. _,,.. . _ . . . ·: . . ·. ;. . . : 
En particular, ff... es 7j.:oontinu&; donde 71 == 2t0(A), ya~ qi.ui por 18. proposición 4.55, 

Por lo·~~;·}~1,~·~~:~L~.~t~~::~~C¡l>.p~~:~~;c~lí1,·~.T1·.•e~Íá·2-encajado en 
X, por; lo <iue·existe g;e C~(x;2)~ta1;que olÁ·:=fl.4> En particular olA = fJA, Y 

esto t<;~in~ [.'.~~1~~~:~:::.iu~ff ~".i:~~~:::;\;i'".ti,t~ :~conti~ua. D 

'COROLARIO 4:77. Si<IndX =o,· entonce.~ 2tn(X) = 2t9(X); 

conor.Ari.lo'·4~7s. 'Si 1;~:VC.~ J,.;¡t~~~~2i~c:kr.;;; ;,,.(cp{x,2)). 

DgMOSTRACIÓN. 2to(X) = 2tn(.X) ~~7 ~~é~pc~;.~)). D 

COROLARIO 4. 79. Si IndX = 0 =IndY y si·G~('.:if2) ;,,. : Cp(Y, 2), entonces 
2to(X) = 2to(Y). En por.as palabras, en el u.niverso·¡dé··10 . .;:.eapacios con Ind igual 
a ceTV, 2to e."I t2-inva·riante. .· ._.,_ .. <\•'.'1\'··~~:·~y_,\':':,' :::, 

El corolario 4.77 y el corolario 4.73, rcsponden·~,;;'~ialmé,;_te a la pregunta: 
¿Para qué espacios Y se tiene que 2to (Y) = 2tn (Y)? .'El corolario 4. 73 responde 
que para espacios Y del tipo Gp(X, 2), cuando indX =.O; el corolario 4.77 afiade 
los espacios Y tales que IndY = O. 

5. La propiedad de Fréchet-Urysohn, la secucncionalidad y 
la propiedad k en Cp(X, 2) y Cp(X,Z). 

Dm·"INICIÓN 4.80. Sf'A X 1ln espacio topol6gico. Diremos que X c.'<: 

(1) Secuencial si patu cada s-ubr.011.junto A no cerra.do en X, hay una A"1J.Ccsión 

en A que conve'!}e a algún ptmto en X \ A. 
(2) A.---espacio .oii ex de llau..oidorff y si 1-e.<nJ.lta ce:rrado t:n X todo co11ju11./.o cuya 

inten1e.cción r.on cada conipacto .J< ~ X e.&; cerrado en K. 
(3) Fréchct-Urysohn si pmn cada A ~ X !/ x E X, :r. E clxA si y s61o si 

exi.41te 1L7ta .'lttCe."lión. en A que convc1yc a :r.. 

Q13sgRVACIÓN 4.81. Todo espacio Fréchet-Urysohn es secuencial y todo espa
cio secuencial y de Hausdorff es k·cspacio (ver sección 11.3 de (9)). 

Dt>FINtCIÓN 4.82 (11.3 de [9)). Sea X tm conjunto: 
(1) Una w-cubierta de X es 1lnafamilia A de subconjuntos de X tal 1¡ue, parn. 

cada conjunto finito K ~X, exi.~te U E A tal que K ~ U. 
(2) Si A, y A2 ... on w-etibierta.., de X, din=io.~ que A, está inscrita en A2 si 

parn cada U E A1 t:xi."lte \FE ..A2 tal que U ~ V. La propo ... ici<>n "..A1 e.stá 
inscrita en A2" se denotará por A1 > A2. 

(3) Sil;= {An : n EN} es una fmnilia de mibconjuntos de X, e.l coujunto D = 
UneNCni>n Ai) .-Je llanta límite inferior de la sucesión e. {Ja propo."lición 
"B es el Tí111.ite inferior de la .'IUCe."'IÜ)u e,, ."le denotará por B = lini inf e., o 
JH.Jr li11i inf {An : n EN} o ·"i1nplc11u:ntt: 7>or .. 4n -. H. 

Onst~RVACIÓN 4.83. 26 Sea X uu conjuut.o: 

26 Vcr sección 11.3 de [UJ 
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(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

4. FUNCIONF~ CARDINALES EN Cp( .. ~. E) 

Si Cw es la familia de w-cubiertas de X y > es la_ relación =en Cw definida 
az:riba, entonces (Cw, >)es un conjunto dirigido. . 
En efecto, > es reflexiva y transitiva en C,.; y, si Al y _A2 son w-cubiertas 
de X, Ja familia A = {U1 n U2 : U1 E A1 y U2 E .A2} es w-cubierta de X, 
A> Al y A > A2. .:_.., ......... ·' -.,. . 
Si { = {An : n E N} es una sucesión de subconjuntos de.X 'y D =;= liTn inf {, 
entonces x E D <=:=> 3n0 E N;Vn. ~no: x·e·.A.,... ' ' 
Si e es una sucesión de subconjuntos de X y X·= liui in.J·e~ entonces e es 
w-cubierta de X. · ' , · 
Si A es una familia finita de subconjuntos de X, entonces A es w-cubierta 
de X si y sólo si existe A E A talque X = A. · · 

NOTACIONBS: 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

Si P es una propiedad topológica y X es un espacio topológico, la proposición 
"X tiene la propiedad P" se denotará por X~ "P~ .. ,_ . , . 
Denotaremos por 'Y a la propiedad siguiente: Para toda ";,-cubierta abierta 
71 de X, existe una sucesión { e;; T/ tal que lfrn inf { = X. · · · 
Denotaremos por "'Yl a la propiedad siguiente: Para toda sucesión~{,.,~-.: n e 
N} de w-cubiertas abiertas de X y para toda n EN, existe Un E 'ln tal que 
lirn inf {Un: n EN}= X. 
Denotaremos por <P a la propiedad siguiente: Para toda w-cubierta 7J ,de 
X, si 77 = UneN TJn, donde 77n ~ T/n+l para cada n E N, existe. una familia 
{ = {Xn : n EN} tal que para toda n. EN T/n es una w-cubierta de Xn, y 
lim in.f {=X. 
Denotaremos por e a la propiedad siguiente: Toda cubierta .abierta e.le X 
tiene una "w-subcubicrtn" numerable. 

PROPOSICIÓN '1.8'1 (11.3.3 y 11.3.4 de (9]). Sea X un espacio topológico. En-
f.011.<:cs: 

(1) X 1- 'Y =- X 1- 'YI· 
(2) X 1- 'Y <==> X 1- </>y X 1- ¡;:. 

(3) Si X 1- </>, entonce.•: 
(a.) Si f : X ~ Y e."I ccnitinua y s11.pn171ectiva, Y 1- </>. 
(b) Si Z e.• cerrado en X, Z 1- </>. 

'l,lO:ORBf\.1A 4.85. St!ll.71. E un t!spacio de 1-fatL"'ldorll. con 7tUÍ.<.J de ttn punto 11 X 
1L11. e.•rpacio cen>-di7TtC7l."liouaL. b'nl.on.ce."i, si G"p(X, E) _e.'I rr~cltet.-urusohn, X 1- /· 

[)t-.:MOSTllAUIÓN. Sea T/ una w-cubierta. abierta de X. Sean co y e 1 <los punto8 
distintos de E y A={/ E Gp(X, E): clxf-(E\ {eo}) e;; U, para algún U E 71}. 

Probarcntos que.!:.!.. E clcp(X.E)A-
Sea. \V = {e1; x1, ... , Xn; Li, ••• , l..m) una ~cinda<l canónica. <le e1 en Cp(X, E). 

Coino 71 es w-cubierta de X, existe U ET/ tal que {x1 , ••• ,xn} e;; U; pero, dacio que 
X es cero-dimensional, existe un cerrabicrto.V de X·tal que {:r.i, •.• , xn} f;'_ V·f;° U. 
Sea f : X -> E tal que: 

f(x) = { "0 

"' 
si :ri ~V 
.44i X E V. 

Entonces fes continua, ¡-(E\ { e 0 }) = V e;; U y para toda. j E (n], f(x;) = e 1 E lJj, 
es decir, f E W. Por ende, f E l·V n .. 4. Así que efcctivatnente !:.!.. E c:lc,.cx.E)A. 

TESIS CON 
FALLA DE OfüGSN 



5. PROPIEDADES 11:. DE PRÉCHET-URVSOHN Y SECUENCIONALIDAD. 113 

Ahora, por ser Cp(X, E) Fréchet-Urysohn, existe una sucesión (f,.)neN e A 
que converge a f en C,,(X, E). -

Para ca.dan e N, si f;;. E A entonces existe U,. E T/ tal que f~(E \ {eo}) ~ U,.. 
Veamos que si e= {U .. :. n E N}, entonces e - X: Sea X e X, y sea. L una 

vecindad de e 1 q·ue no.'contenga a ea- Como Q = ~; x; L) es una vecindad de 
e, en Cp(X, E), existe no e N tal que, para cada n ~ no, f,. E Q; con lo cual 
x e f~(E \ {eo}) ~U;,. Por consiguiente, X= lim inf I; y X 1- -y. O 

Antes de dar el siguiente teorema, recordernos que un espacio topológico X· es 
homogéneo, si para cualesquiera dos elementos x y 11 de X, existe un homeomor
fismo h : X - X tal que h(x) = 11· No es difícil corroborar ca.da-una de los 
siguientes hechos: 

• El producto topológico de cualquier familia de espacios homogéneos es también 
un espacio homogéneo. 

• Si E es un espacio ho1uogéneo y X es cualquier espacio topológico, entonces 
Cp(X, E) es un espacio homogéneo. · 

• Todo grupo topológico es un espacio homogéneo (ver corolario 1.4 en [03]). 
• Si X es un espacio horuogéueo, entonces X es Fréchet-Urysohn si y S6lo .si 

hay al menos un elerr1ento xo E X tal que para toda A~ X, si xO E clxA, 
entonces existe una sucesión en A que converge a .:r.0 (un elemento con: ésta 
propiedad se llama punto Fréchct-Urysohn de X). ' · -

Tr·:ORl~MA 4.8ü. Sen H un c . .,pru:io Junnogt!n~ .. o, p1"i1ne1v 1ttt11terable 11 ~iar. 
Entonce.'l, para todo c.<.Jpacio X .'le tieue: 

X f- -r1 = (C,,{X, E))"º e.• r'réchet-Ury.•ohn. 

Dl~MOSTnACIÓN. Como sabemos, (Cp(X, E))"º es homcornorfo a. Cp(X, E"0 ). 

Sean co E E"º y B ={O,. : n EN} una base local numerable de co en E"º tal que 
cl8 tt0 0n+1 ~ On, parn toda n EN (ENº es también regular y primero numerable27 )4 

Como E es homogéneo, C'p(X, E)"º también lo es, así que basta probar que 
existe h E Cp(X, E)"º tal que h es un punto Fréchet-Urysohn de Cp(X, E"0 ). 

Sea h = .91· H.ccordcmos que la fatnilia <le conjuntos de la forma {h; J<; On) = 
{f E C,,(X, E"º): f(I<) ~O,.}, donde n EN y J< es un subconjunto finito de X, es 
una base local de h en C',.(X, E"0

). Sea A~ Cp(X, E"º) tal que h E clcp(X,E«o¡ \A. 
Para toda n E N sea i'n = {f-(On) : f E A}. Entonces, para. cada n E N, i'n 
es u.na w-cubicrta de X pues si K ~ X es finito, como h E clap(X.HMo)' existe 
f e (h; K; O,.) n A y por lo tanto, K ~ 1-(0,.), así que {-Y .. : n e N} es una 
sucesión de w-cubicrtas de X. Corno x· 1- 7 1 , para cada n E N existe fn E A y, si 
e= {J~(O,.): ne N}, entonces liTn inf e= X. 

Mostremos que {f,. : n E N} converge ah en Cp(X, E"0 ): Sean ne N, K ~X 
finito y V= (h; K; On)· Como e - X, para toda x E J< existe n(x) EN tal que, 
si k <:= n(x), X E f¡;-(Ok)- Si 71l = TTUl.r.{n(x) : :r. e K} entonces, para toda·k ~ m, 
K ~ J¡;-(Ok)- Si k <:= l, donde l = max{m,n}, se tiene que K ~ f¡;-(Ok); lo que 
implica. que Ík s;; Ok ~ 01 ~O,, y por consiguiente, fk E V4 

Hemos probado que para toda k <:= /, fk E V, lo cual implica que (f,.)neN 
converge ah en C,.(X, EN°). O 

2 7 Vcr 2.3.14 de [24) 
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Como todo subespacio cerrado de un espacio Fréchet-Urysohn es también Fréchet
Urysohn, y como C 1,(X, E) e5 ceri-8.clo en Cp(X, E)><0

, obtenernos el siguiente coro'-
lario: -. 

COROLAIUO 4.87. s~·E.'es un espacio h.0Tnogéneo1 Ta, con núi..~"d.e':~iri.:p~iito 
y prirnero-nuniérable,, iJ si x· es cero-diTnensicrrtal, son equiva~i.tes .l~ 'SigU.ientes· 
prvpiedade .. : · · 

(a) Cp(X, E) e.• Préchet-Ur¡¡solm. 
(b) X 1- -y. 
(e) X l--y1 • • · .. ,;·, •. 

(d) (Cv(X, E))"ª· és F'iéchet-Urysolm. 

COROl.ARIO. 4 .. sS': .,.P~ra todo espacio cero-dirrien.•ional X, X 1- -Y <=* X 1- 'Y•· 

Dl~Mos·rRACIÓN. X ¡:_;-y1 <=> Cv(X, 2) es Fréchet-Urysohn <=>X 1- -y. D 
'- . ,,,, 

La equivalencia X 1-- .. 'Y <=>X 1- -y1 es demostrada por Arkhangelskii en 11.3.2 
de (9], en donde prueba las equivalencias de (a), (b), (e) y (d) de 4.87 cuando E= IR 
y X es de Tychonoff. Con ayuda de este teorema, podemos afirmar: 

COROLARIO 4.89. Si E e.c; un. espacio ltorn.ogénco, TaJ' con niás de un. punto 
y priTT1.ero r1.11.1nernble, y si X es cero-di11&en.0Jional, son equ.ivalente.OJ l<LOJ .-.;i.quientes 
propiedades: 

(a) X 1- 'Y•· 
(b) X 1- -y. 
(e) Cp(X) ,,_, r'réchet-Urysolm. 
(d) Cp(X, E) e.• Ji'réchel-Urysohn. 
(e) Cp(X, JR"0 ) e.• F'réchet-Ury.•ohn. 
(f) Cp(X, E"0 ) e.• F'réchet-Urysohn. 

LgMA 4.90. Si X e.• cerv-dirnen.rional 1J Cp(X, Z) es un k-e."Pacio, entonce.• 
X 1-cp. 

Dl1MOSTRACIÓN. Supongamos que G'p(X,Z) es un k-espacio pero X 1f cp.·Hay 
entonces una w-cubierta abierta "1 = UneN T/n <le X, en la que T/n ~ 7ln+1, para toda 
n E N y que refuta el hecho de que X 1- q,. 

Para cada n EN, sean X(f < n) = {x E X: f(x) < n} y An = {f E Cp(X,Z): 
X(f < n) es w-cubierto por la familia 7/n }. 

Sea A= UneN An· Por un lado, para cada n E N, An es cerrado en Cp(X, Z) 
ya que si f E C 7,(X,Z) \ An, entonces X(f < n) no es w-cubierLo por 7/n• por lo 
que existe un subconjunto finito, F, de X(f < n) tal que ningún elemento de 7/n 
contiene a F. Sea U= {z E Z: z < n}. U es abierto en Z y W = (f; F; U) es 
una vecindad canónica. de f en G7>(X, Z). Además W ~ Cp(X, Z) \ An, pues dada 
g E W, F ~ X(g < n) y ningún elemento de 7/n contiene a F. 

Para llegar a una contradicción probaremos que existe n E N tal que An no es 
cerrado en C 7,(X,Z): Sea fo= Q. Entonces fo E clc,.cx.ziA \A. Veamos el porqué: 
Sea V= (fo; x,, ... ,x.,; {O}) unavecindadc1U1ónicadefoenC,.(X,Z). Corno71es 
w-cubicrta de X, existen no EN)~ U E 7/no tales que {x1, ..... ,xn} ~U y, dado que 
X es ccro-<.lirncn~ional, existe un ccrrabicrto Len X tal que {x1 , ...... ,xn} ~ L ~U. 
Si f: X - Z es Lal que flr. =O y flx\L =no, entonces L = X(f <no)~ U E 
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T/no, es decir, T/no es una w-cubicrta de X(f <no) Y eso implica que f E Ano ~ A. 
Además f e V. Así, f e V n A y V n A """ 0. Por ende, fo E clopcx.z¡A. 

Ahora veamos que fo ji! A. Si fo e A, existiría no e N tal· que fo e ·Ano y 
X = X(fo < no) estaría w-cubierto por la familia '7no y por lo tanto, por la familia 
TJn, para. cada n ~ no. Escogiendo Xn E Tln si n < no y Xn = X si n ~ no, lo 
anterior implicaría que para cada n EN, T/n es w-cubicrta. de Xn y que Xn - X, 
lo cual contradiría la suposición inicial acerca de TJ· 

EntonC<>.s A no es cerra.do en ep(X,Z) y como éste es k-espacio por hipótesis, 
existe un compacto e !:;;; ep(X, Z) tal que C n A no es cerrado en e. Si para cada 
x E X, 7rz: zx --+ Z es la x-ésimn. proyección natural, entonces 7rz(C) es finito en 
Z, por lo que existe n(x) e N tal que para to<la fe e, f(x) = -rrz(f) < n{x). Para 
cada n e N, sea Xn = {x e X : n(x) :5 n}. Entonces X = UneN Xn y para cada 
n E N, Xn S Xn+l, así que para toda x E X existe no E N tal que x E Xn, lo que 
implica que Xn ~X. Como 71 refuta el que X t- </J, existe 1n e N tal que ninguna 
T/k es w-cubierta de Xni. Con esto podernos ver que sin> Tn, en An = 0, ya que 
si f E An, con n > TTl, X(f < n) está w-cubicrto por Tln· Pero T/n no es w-cubierta 
de Xni, por lo cual existe un subconjunto finito S <le Xni que no está contenido en 
ningún elemento de '7n· Como X(f < n) sí está w-cubierto por '7n• S ~ X(f < n). 
Entonces existiría x e S \ X(f < n) !:;;; X'" \ X(f < n), con lo que se tiene que 
n(x) :5 rn < n :5 f(x) y con ello, que f ji! G. entonces, en efecto, en An = 0, para 
cada n > Tn. 

Finalmente, en A= en CUneN)An = UneN(enAn) = Uk<m(Cn Ak)-
Ya sabemos que para toda k :5 rrt, Ak es cerrado en Cp(X, Z), eñtonces en Ak es 
cerrado en e, para cada k :5 rn y con ello en A es cerrado en e, lo cual contradice 
la definición de C. Por consiguiente existe k :::;; Tn tal que A1: no es cerrado en 
Gp(X, Z), y llegamos a la contradicción buscada. O 

Tl~ORl~MA 4.91. Si ep(X,Z) es un k-e:pacio y X e.9 cero-dirnensional, en
tonce..'il X J- e. 

D!::MOSTRACIÓN. Corno ep(X, Z) es k-espacio y X es ccro-clirnensional, por el 
lema anterior X 1- q,. 

Supongamos que X 17 c. Existe, por tanto una w-cubierta abierta de X, 77, sin 
w-cubiertas numerables. 

Sea A= U e ep(X, Z) : f(X) !:;;; {O, 1} y Z(f) =¡-(o) puede ser 
w-cubierto por una subfamilia numerable de 71}. 

Veamos que A no es cerrado en ep(X, Z): Si fo = Q entonces fo ji! A porque 
Z(fo) = X y X no puede ser w-cubierto por una subfamilia de 71, según supusimos. 
Pero fo e clop(X,z)A, pues si W = {fo; xi, ... ,xn; {O}) es una vecindad local 
canónica de fo en ep(X,Z), como T/ es w-cubierta de X, existe U e 7/ tal que 
{x1, ... ,xn.} ~U y, como X es cero-dimensional, existe un cerrabierto V de X tal 
que {x,, ... ,:r.n} !:;;; V!:;;; U. Entonces la función f: X--> Z tal que flv = Q y 
flx\ v = .l es continua y tal que Z(f) = V !:;;; U y por ende puede ser w-cubierta 
por {U}!:;;; 7/, con lo que fe A. Además f({x 1 , ••• ,xn}) ={O} y por lo tanto 
f e IV. Por eso W n A # 0. 

Así pues, fo E clc,.cx.z)A y A no es cerrado en Cp(X,Z). Sin ernbnrgo, cou10 
veremos a continuación, la cerradura en Cp(X, Z) de todo subconjunto numerable 
de A está en A. Sean B !:;;; A, con JDJ :5 No, y g e clop(x.z¡D. Not.en1os que 
g(X) !:;;; {O, 1} ya que si x e X; Wi = (_q; x; {.q(x)}) es una vecindad local 
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canónica de .9 en O,,(X, Z) y por consiguiente existe f E W1 n B e;;;; A. Por lo 
tanto, g(x) = f(x) E {O, l}. Ahora veamos que Z(g) puede ser w-cubierto por una 
subfantllia numerable de TI' Para cada f E D existe T/f <;;;; 1¡ numerable, tal que T/f es 
w-cubierta de Z(f). Sea T/O = Uren T/f· Entonces T/O es una w-cubierta numerable 
de Z(f). Veremos que también lo es de g. Sea F <;;;; Z(g) finito. Se tiene que 
W 2 = (g; F; {O}) es una vecindad local canónica. de gen C,,(X,Z) y por lo tanto 
existe f E B n W2. Pero f E W2 => F <;;;; Z(f) y f E B ==> Z(f) está w-cubierto 
por T/O· Así que f E 1.J n W2 => 3U E 170: .F <;;;;U. Esto demuestra que Z(.q) está 
w-cubierto por T/O y que .Q E A. 

Corno c,,(X, Z) es k-espacio, existe un compacto C <;;;; c:,,(X, Z) tal que G' n A 
no es cerrado en O. Sean g E clcrcx.z¡(C n A)\ A y S = Z(g). 

Notemos que g(X) <;;;; {O, l} y que S es cerrabierto en X. Corno g t;! A, S 
no puede ser w-cubicrto por ninguna subfamilia numerable de 77. Notar también 
que G n A es nurncrablcrncntc compacto, ya que si H es numerable y H ~ C n A, 
entonces clcH = clcp(X,z)II n O<;;;; A n C, porque la cerradura de todo numerable 
en A está en A. Por 3.10.3 de (24], A n Ces numerablementc compacto. 

Construiremos, por inducción transfinita, una sucesión {(/e., 7Je, Fe+i) : e < 
wt} tal que: 

(i) fe E G' n A, T/f'. e;;;; r¡ es numerable, 1'~+1 es un subconjunto finito de S. 
(ii) Si .!;1 < 6 < w1, rie, e;;;; T/e2· 

(iii) 1/e es una w-cubierta de Z(fe) pero no de Fe+l · 
(iv) Si .!;1 + 1 :5 .!;2 < w1 entonces Fi;,+1 e;;;; ZUe.>· 

Sean fo E G' n A, arbitraria y r¡o <;;;; 1¡ una w-cubierta. numerable de Z(fo). Coi:no 770 
no es w-cubierta de S, hay un subconjunto finito, F 1 , de S tal que ni~~~ ·e1~In~rlt~ 
de T/O cont.icnc a F1. Sea c.< w 1 y sea (fe, T/e, Ff'.+ 1 ) construido para:'éáda'e.·< a._, 
Consi<lcrcrnos dos ca.sos: ., ·.:·.--~":.o,.-.-~·····:,:"-·· ·· ,. 

Caso 1) a es ordinal límite: ., .;- .· .· ' 
Como cof(a) = w, existe una sucesión (l;n)neN e a tal que'Úi~t .!;~',;,;·~. Sea 
fo un punto límite de (fen lneN en c,,(X, Z). Como CnA es 'm.irnerablemente 
cornpncto, fo E C n A. . 
7]n = Ue<c:r r¡e, es una subfan1ilia numerable de ·T/· 

Sen Fa+l un subconjunto finito de S que no está contenido en ningún 
elemento de 1¡0 • Notemos que 1¡0 es una w-cubicrta de. Z(f0 ): Si F e;;;; 
Z(f0 ) es finito, entonces W = (f0 ; F; {O}) es una vecindad local canónica 
de fn en O,,(X,Z) y como fo es punto límite de (fe")neN, existen E-N 
tal que ff'.., E W. Por lo tanto, F <;;;; Z(ff'.n). Dado que en < a, T/e" 
es una w-cubierta de Z(fe" ), así que existe U <;;;; T/f'.n e;;;; T/o tal que F, ~ 
U. Se cumple entonces (iii) para e = a. Supongamos que e 1 + 1 :5 a. 
Co1110 u es línütc, e1 + l <o. Sea 1~~ 1 + 1 = {x1 , ••• ,xn}; entonces V.= 
(fo; X1, ... ,xn; {fa(x1)}, ... , {f0 (xn)}) es una vecindad canónica de,-f0 

en O,,(X,Z). Por lo tanto existe l;n > .!;1+1 tal que ft;., E V. 
Por hipótesis de inducción, J•l;,+ 1 <;;;; Z(f~.)- Por lo tanto, para todaj E [n], 
fn(x;) = ft;., (x;) = O, es decir, Ff'.i+l <;;;; Z(f0 ). Se cumplen entonces ·(i), 
(ii), (iii) y (h·) parn .!; = n-. 

Caso 2) Supongamos que o = /:1 + l. 
Afirmación: Si /vi e;;;; S es numerable, existe f E G n A que se hace cero en /vi: 

En efecto, sea A/ = {x,. : n E N} <;;;; S. Como g E clcr(X,zJ(C n A), 
para ca<la 71. E N existe f n E CnA tal que /n se hace cero en el conjunto 
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{xk: k < n}. En efecto, al ser (g; xi, ... ,x,.; {O}) vecindad de gen 
C,,(X, Z), existe In E W n O n A.-
Sea I un punto Jínúte arbitrario de Un)neN en en A. Si Xn E M, 
entonces, para toda 1TI > n, lm(Xn) =O y por consiguiente, f(x,.) = 
liTT•n-oofrn(Xn) =O. Esto prueba la afirmación. 

Corno Ue:S'.J'f Fe+ 1 ~ S y es numerable, por la afirmación anterior, existe 
f.,, E O n A que se hac.-c cero en Ui::st1 F,;+1 · Como la E A, Z(fo) puede 
ser w-cubierto por una subfamilia numerable, TJc., de TJ (si no, escogemos 
T/01. U TJp). Pero S no está w-cubierto por T/cu así que existe Far+t ~ S finito, 
que no está contenido en ningún elemento de T/a· Entonces: 

(i) f.,, E O n A, T/o !'.;:;; T/ es numerable, F.,,+1 !'.;:;; S es finito. 
(ii) Si i; < a entonces i; :5 f3 y, por hipótesis de inducción r¡¡; !'.;:;; 1¡13 !'.;;-71 ... 

(iii) T/c. es w-cubierta de Z(lo) pero no de Fo+l· 
(iv) Para ver esta parte, supongamos que l;1 +l :5 l;2 < w,. Si {2 = a/Í>or 

hipótesis de inducción, l'(,+1 !'.;:;; Z(fe2 ). 

Si {2 =a+ 1, entonces {1 :5 f3 y f.,, se hace cero en-Fe,+t· Por lo 
tanto, Fe,+1 !'.;:;; Z(fi;.). 

Aquí termina la construcción tle la sucesión pedida. Para toda e < Wt' sea z~ 
Z(f¡;). 

o Note que Va, f:J E W1 : F 0 +1 !'.;:;; Z13 ~ a+ 1 ::;; {J: 
En efecto, si Fa+t ~ Zp, entonces T//3 es w-cubiertl'.'- de Zp y, porlo tanto de 
Fa+t· Co1no T/a no es w-cubicrta de F 0 +1, entonces TJ/3 CZ T/o y por lo tanto, 
a < {3, es decir, a+ 1 :5 {3. 
Por otro lado, si a+ 1 :5 {3, se tiene, por el inciso (iv), que F 0 +1 !'.;:;; Z13. 

Mostraremos que {Fe+1 : l; < w1} satisface la siguiente condición: 

* Para todo subconjunto finito, K, de X, existe un subconjunto abierto, G, 
en X tal que J{t; < w 1 : Fi;+i !'.;:;; G}J <No y K !'.;:;; G. 

Sea h un punto de acumulación completa en e de la familia {fe : i; < W¡ }. 

Notar que T = Z(h) ns es cerrabierto en X, pues S y Z(h) lo son. Notar también 
que Ue<""• Fe+1 !'.;:;; T, ya que si 6 < w1 y Fe,+1 ={xi, •.• ,x,.}, poniendo W = 
(h; x 1 , ••• ,xn; {h(xt)}, ••• , {h(x,.)}), como hes punto de acumulación completa 
<le (fde<w•, existe {2 < w1 tal que {2 > {1 + 1 y le. E W. Por la propiedad 
(iv), Fe+• !'.;:;; Z(fi;-2 ), así que para toda i E (n), h(x1) = fi;2 (x1) = O. Por eso 
Fe,+1 !'.;:;; Z(h), y como V{ < w1 : Fe+i !'.;:;; S, se tiene que Ue<w, Fe+ 1 !'.;:;; T. Si 
lográsemos demostrar que: 

** Para todo subconjunto finito, F, de T, existe un subconjunto abierto, II, de 
T tal que F !'.;:;; H y J{t; < w 1 : Fi;+ 1 !'.;:;; H}J <No, -

entonces tendríamos •; En efecto, sea K ~ X finito. Por **, existe un abierto H 
en T tal que J {l; < w1 : 1'(+1 !'.;:;; H} J< No y F = K n T !'.;:;; I-f. Sea G =HU X\ T. 
Como Tes cerrabierto en X, Ges abierto en X y _K !'.;:;; G. Dado que para cada 
l; < W¡. Fe+t !'.;:;; T, se tiene que vi; < W¡ : Fe+1 s;:; G <=* Fe+1 !'.;:;; G n T = EI. De 
aquí que J{i; < w1 : l'e+t !'.;:;; G}J = J{i; < w 1 : Fe+• s;:; H}J < N0 • Entonces se cumple 

*· 
Sea K !'.;:;; T finito, y sea V= {h; K; {O}). Como h está en la cerradura de 

{fe : i; < W¡} en e, existe fa E V ne y, por lo tanto, K !'.;:;; Zo· 
Sea 0.K = rnin.{a: <X< w1 y K ~ Zn}• Veamos queº« no puede ser ordinal 

límite: Supongamos que lo cs. Entonces existe una sucesión Cen)neN en Uk tal que 
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l;n ___,. <>k· Como en este caso fa1< es punto límite de (f(" )neN (por la construcción 
en el caso 1)) y L =- (f0 1<;. K; {O}} es vecindad de fªK' existe no E N tal que 
feno E_ L, con eno < ªK y K ~ Zt;.'O. Esto es una contradicción, lo que prueba que 
ª«no es ordinal·límite. 

Apoyados en estas observaciones, demostraremos**· Sea I' .. ~ '1' finito. Pon
gamos Ko -= F. Si <>Ko = O, sea G = Z(fo). Entonces G es abierto, Ko ~ G y 
I{{ < w 1 : Fe+• ~ G}I =O< No. Supongamos ahora que °'Ko #-O. Entonces existe 
f:JKo < w1 tal que <>Ko = f:JKo +l. Sea {o= f:JKo• Entonces °'Ko ={o+ l. 

Dado que ea+ 1 es el núnimo ordinal menor o igual que w1 tal que Ko f;: Ze0 +1, 
entonces I<o g; Ze0 y sea K1 = Ko n Zeo· Notemos que Kt #- Ko. Si °'K' = O, 
detenemos el proceso. Si O.K1 ::¡I:. O, existe /3K1 < w1 tal que UK1 = fJK 1 +l. Sea 
{t = /3K,- Entonces K, ~ Ze,+1 pero Kt g; Ze,· Sea K., = K1 n Ze,· Se tiene que 
K2 ~ Ktt pero K2 ':/= K1. Si o.K2 =O , detenemos el proceso. Si a.K2 =PO, existe 
f:JK, < W¡ tal que CltK2 = f:JK, + 1 y llamamos e2 a f:JK2t com lo que K2 ~ Ze,, etc., 
etc .. Como los conjuntos Ko, K i, ••• que se van obteniendo son finitos, el proceso 
termina en algún momento. De hecho, el proceso termina cuando: 

• tenemos una cadena Ko => K1 => ..• => Kn 28 y Kn = 0,. 
o bien: 

•• tenemos una cadena Ko => K1 => ••. => K.,. y ª«" =O, es decir, K.,.. ~ Zo. 
En ambos casos, para cada k < n, sea: 

Gk = (Ze.+1 \ z~.) n <n Z~ 1 +1) 
j<k 

Como cada Ze. es cerrabierto en X, Gk es abierto en X y G = Uk<n Gk es 
abierto en X. Supongamos: primero que se cumple el ca.so•. Sea x E F = I<0 , y sea 
i = TTUJ.:c{j E (n] : x E KJ}· Entonces x E 1;;3 , para cada j :5 i y x </. I«+•· Como 
para ca.Ja k E (n], {k + 1 = DIK es el mínimo ordinal tal que Kk ~ Ze.+i. se tiene 
que X E Gk = (Ze.+1 \ Ze,) n cnj<i Ze_,+1) = G; ~ G. Se ve entonces que F ~ G. 
Sea ahora { < w 1 tal que t; #- {; para cada i < n. Cada vez que € < t;; se tiene que 
1'/i+1 ~ Ze., por la propiedad (iv) de nuestra familia {(fe, T/e, Fe + 1) : { < wi} 
y, como G¡ ~ X\ Ze,, resulta. que Fe+1 n Gi = 0. Entonces, para cada i < n., 
{ < {; => Fe+1 n G, = 0 y por consiguiente, Fe+• n G = 0. En particular, 
¡.;e+1 ~ G, y si e > ei para alguua i < 71., SC!U. ko el 1ucuor 11atu1·aJ tal que eko < e. 
Entonces, para cada k < ko, t; < €.k y, por la observación de arriba, Fe+1 n Gk = 0. 
Así, l•(+t n Uk<ko Gk = 0. Por otro lado, por la definición de cada Gk, si k;::::: ko, 
entonces G~k ~ Ze,..

0
+ 1 y, por cn<lc, LJk~ko Gk s;: Zeo+t· .Adc1nás, corno .E1co < e, 

SC tiene que {k0 + 1 < f; + l, es <lL-cir, no 8C tiene que f;11:0 + 1 2':: e+ 1 y por lo 
tanto tarnpoco se tiene que Fe+1 S Ze,.

0
+ 1 , por la propiedad o. Por consiguiente, 

1·e+1 ~ Un>k~ko G1.: y corr10 1~~+1 n uk<ko c;k = 0, FE-+1 no está contenido en G. 
Entonces 1 {{ < w1 : /•fi+t ~ G} I< No. 

Ahora supongamos que se cumple ••. Si ponemos Z-1 = 0, Kn+l = 0 y 
construirnos los conjuntos Gk para la cadena K 0 => I<1 => ••• => l<"n+l = '1, este caso 
se red ucc al caso •. 

Hemos demostrado entonC(!S ** y por lo tanto *· 
Pongamos al1ora, para cada n EN, An = {G ~X: Ges abierto en X y I{{ < 

Wt : Fe ~ G}I :5 n} Y A = UneN An• Por la propie<la<l *• A es ·¿,~cubierta <le X 
Y An ~ ...\n+t· Por el lema anterior, .}t( 1- </J y por consiguiente, P..Xistc una familia 

28 Aquí cstu.m08 URH.ndo el símbolo :> pu.ru. indicar que se cumple ;? pero no In iguu.lchul. 
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{ = {Xn: n EN} tal que ><n csw-cubiertade Xn, paracadan EN ylim. inf {=X. 
Como "'-n w-cubre a Xn, cada Xn contiene a lo más n conjuntos Fe+l· En efecto, 
si Fe.+1, .... , Fe ... + 1 +1 estuvieran contenidos en Xn, Uje[n+lJ F.(1 +1 es subconjunto 
finito de Xn, por lo cual existe G E An t.al que U;e[n+t) F(,+1 ~ G. Pero G puede 
contener a. Jo más n conjuntos Fe, así que FeJ+1 = Fe~+1 para algunas i, j E [n+l]. 
Corno lirn inf {=X, X = UneN Xn. Por lo anterior la familia {.I•<; : { < w 1 } sería 
nu1ncrable, lo cual es una contradicción, pues nuestra construcción de esta familia 
muestra que si €1 #; €2, con e¡, e2 < W¡, entonces Fe. #; Fe2· D 

Con.01 .. AIUO 4 .. 92 .. Si X es cero-di111.eri..~iorial, son equ.ivalerite.'4: 
(a) C,.(X, Z) e.• k-e.,pacio. 
(b) C,.(X, Z) e.• .•ecuenciaL 
(e) C..',.(X, Z) e.• .H~!chet-·Ur¡¡.•ohn. 

Dl~MOS"l'llAGIÓN. Por 4.81, (c)==>(b)==>(a). 
Por 4.90 y 4.91, (a)==> X 1- </.>y X 1- e, pero esto implica, por 4.84 (2), que X 1- -y 
y esto a su ve-;: implica que C,.(X, Z) es Fréchet-Urysohn (por 4.87). O 
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CAPÍTULO 5 

Propiedades tipo compacidad 

En este capítulo discutiremos las propiedades topológicas que un espacio X 
debe satisfacer para que C,.(X, 2) o C,.(X, Z) posean propiedades tipo compaci
dad, como la compacidad numerable, la seudocornpacidad, la u-compacidad, la 
u-compacidad numerable, la u-scudocompacidnd y la compacidad misma. Como 
en Jos capítulos anteriores, trataremos de apoyarnos en resultados conocidos acerca 
de estas propie-dades en G,.(X) y en C,.(X, Il). Sin embargo, aquí mostraremos 
que algunos de dichos resultados no se pueden trasladar completamente a los que 
serían sus análogos para G,.(X, Z) y G,.(X, 2). Esto tiene su lado positivo porque 
nos revela a G .. p(X, Z.) y C..."p(X, 2) como espacios no tan sirnplcs que sus propic<la<lcs 
sean siempre "copias"' de Jo que sucede en C,,(X) y en c..-,,,(x, Il). Por supuesto, 
no d~jarán de aparecer situaciones compartidas por éstos y aquéllos espacios. A 
continuación darnos dos ejemplos: 

Como consecuencia inmediata <le! corolario 2.a6 (2), Cp(X) y O,,(X, Z) no son 
nurnerablemente compactos (y por lo tanto no son cornpactos). Estos espacios tam
poco son seudocompactos; en efecto~ si E E {Z, R}, basta observar que la función 
evaluación en C,.(X, E), es decir, la función e,, : G,,(X, E) --. E definida por 
e,,(f) = f(x), 1 no es una función acotada. 

Para espacios del tipo G,. (X) con X <le Tychonoff, hay un interesante resultado 
que identifica en ellos a la a-compacidad con la a-compacidad numerable y que 
muestra que estas propiedades son poseídas por esos espacios, si y~ sólo si X as 
finito: 

TEOllEMA 5.1 (Velichko, Tkachuk-Shakhrnatov 2 ). Si X e.~ "" e...,.acio de 'J'y-
chonoff, las siguientes propo.~icione..11 .'Ion r..qu.iun.lente."'I: 

(a) X e.9 finito. 
(b) G,,(X) es u-compacto. 
( c) C,, (X) es u-nurnerablemente c-.ompacto. 

Corno veremos en el ejemplo 5.10, si X 1 es el espacio de ordinales ""+ l (es 
decir, la compactación de Alcxandroff de w)~ X 1 no es discreto (aunque sí es cero
dirnensional), pero C,,(X1,Z) es u-compacto. así que la u-compacidad de los espa
cios G,,(X, Z) no es equivalente al hecho de que X sea discreto. En la sección 4 de 
este capítulo, caracterizaremos la u-compacidad en los espacios C'p(X, Z), cuando X 
es cero-dimensional, y demostraremos que si además X es norrnal~ la a-compacidad, 
la u-compacidad numerable y la u-~udocompacidad, son propir.dades equivalentes 
en G,,(X,Z). 

[64) 

1 V<?r Ju definición 2.30 
2 (u)<==> (b) fu<? prolmdo J>or Velichko en [OH). y (e)<==> (n) pur ~rkH.chuk y Slm.khmntov <?n 
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Antes, abordctnos un problema más simple: caracterizar la compacidad en 
C,,(X,2). 

l.. Compacidad en C,.(X, 2) 

El siguiente es un conocido resulta.do que da condiciones equivalentes a la com
pacidad de C,,(X, ll). 

Tl~OREMA 5.2 (Tkachuk-Shakhmatov [64]). · SLX. es'"" esJH•CÚ> de 'l}¡c/ionoff, 
la.'1 sigu.iente.'I proposiciones son equ.ivalente..'I: 

(a) X e.~ discreto 
(b) C 1,(X,ll) es com¡mcto. 
(c) C,.(X,ll) es u-compacto. 
(d) c;(x) es u-compacto. 

Si X es un espacio cero-dirncn.siOri.al,· ~ Gj, (X, 2) es denso en 2X, como .. de-. 
mostramos en 2.23. Con ayuda ·de·· este.· hecho podemos obtener fácilmente una 
caracterización de la compacidad en C,.(X; 2) análoga a la equivalencia entre' (a) y· 
(b) del teorema anterior. · 

Pnoros1c1ÓN 5.3. Si X e1l cern-diui.enSional, Cp(X, 2) es conipacto si. y,sólo 
si X es di.."lcreto. 

'I'rataremos de generalizar este resultado a espacios que no necesarirunente son 
cero-dimensionales. Para ello usaremos el siguiente lema, fácil de demostrar: 

T....l~MA 5.4. Si E es di.'IC1"Cto, toda función continua f: X ---+ E es constante 
en to.da·. casi-co111.ponente de X. 3 

OBSBRVACIÓN 5.5. Sea X un espacio cualquiera. Para cada elemento x de X 
denotaremos por Q:r. a la casi-componente de x en X. La relación = definida en X 
por 

X =Y <:=:> Q:r: = Qu, 
es de cquivulencia. Sean X/f:"::$ el conjunto de clases de equivalencia y q : X ---+ 

X/r:::J la función canónica, aquélla que a ca<la elemento de x le asocia su clase de 
equivalencia Q:r:. Daremos n X/f:"::$ una topología (que lo convierta en un espacio 
topológico cero-·dimeusioual y <le Haus<lorlf tal que q: X ---+ (X/,,,,() sea continua 
y C,.(X, E) !2! C,.((X/,,., (), para todo espacio E discreto con más de un elemento 
(para un espacio tal, 1.33 muestra que R(¡.J) = R(2)): 

Sea /3 = {J.J e;; X/= : q-(JJ) es cerrabierto en X}. /3 resulta ser base de una 
topología C sobre X. Además todos los elementos de B resultan cerrahiertos en 
X= (X/..,,(). 

Sea E un espacio discreto con más de un elemento. Para demostrar que 
X E R(E)(= R(2)), veremos que X es un espacio T 1 : Sean q(x) y q(71) elementos 
distintos en X. Por consiguiente x ~ Q 11 y 11 ~ Q:r:, así que existen ccrrabicrtos U 
y V en X tales que x E U\ V y 11 E V\ U. U= q-(q(U)) 4 y V= q-(q(V))~ Por 
en<le, q(U) y 9(V) son elementos de 13, q(x) E q(U) \ q(V) y q(1¡) E q(V) \ q(U). 
Por lo tanto X es T 1 • 

3 Si X es un csµw:io topológico y :.r. E .1"< • la cnsi-componcnt;o do ::r. on X es ltt interaección 
de todos Jos subconjuntos ccrrttbiertos de X que contienen H.J pÚnto x (ver (24}, pág. 356). 

4 z E q-(q(U)) => q(z) E q(U) => (3w E U: q(z) = q(w)) => z E Qw ~U, pues U es un 
ccrru.bierto que contiene w. 
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Es claro que q : X __,. X es continua. Notemos además que ( es un máximo de 
T = {r, topología de X/,,, : q: X ---+ (X/,,,,r) es continua y (X/,,., r) E R(E)}, 
ya que si u e T y B,, es una base de cerrabiertos de (X/.,,,u), como q : X ---+ 

(X/,,,,a) es continua, para toda B e B,, q-(n) es cerrabierto en X, con lo que 
B e B e B. Así, B,, ~ B y CT ~ i;. 

Usando el lema 5.4, no es difícil percatarse Je que: 

x = 11 <==> (V f e C(X, E) : f(x) = f(11)) 

y entonces Ja relación ~ coincide con Ja definida en la observación 2.26, para. este 
espacio discreto E, por lo que nuestro espacio X coincide con el espacio (X',r) allí 
construído, donde la topolgía r es la topología E-cociente generada. en X' por la. 
función p que aquí corresponde a nuestra función q. Eil dicha observación se probó 
entoncus que C 1,(X, E) e! C 1,(X, E). 

D1·:1·~1NICIÓN 5.6. Un e.vpacio topológico X es UTI. P-espacio si todo s-ubr.onfttnto 
de. tipo G6 e.., abierto, 11 e.4'1 un FZ-espacio . .,i la inter."ler.ción de cttalquier faTnilin. 
1ui1ne.rable de cerrabie.rtos de. X e..&1 abierto en X. 

PROPOSICIÓN 5. 7. Sean X un espacio topológic.o cual1iuiera y X el e.~acio 
2-regular (es dr.cir, cero di111e1t.'iÚJnal) defl11i40 en la ob.'ieruación 5 .. 5 .. Entonces: 

{1) X es la stnna topológica de su .. <1 ca.<1i-co1nponente.4il si y sólo .<Ji X e..<:1 discreto. 
(2) X e.« Pz-e.'lp<Lcio si 11 s6lo si X e.• P-e .. pacio. 

Dl~MOSTR.AGIÓN. Sea q: X--+ X la función 2-cociente canónica definida en 
5.5 .. 

(1) X es Ja suma topológica. de sus casi-componentes <==> para cada x E X, 
q-({q(x)}) = Qz es abierto en X<===> para cada :r. e X, {q(x)} es abierto 
en X <==> X es discreto. 

(2) Supongamos que X es Pz-cspacio. Sea G = nn<w An un G6 en X. Si G = 0, 
entonces Ges abierto en X. Supongamos que G ~ 0 y tomemos q(:r.) e G. 
Sabernos que B = {13 ~ X : q•-(B) es cerrabierto en X} es base de la 
topología de X, así que para cada Tl e N, existe Bn e B tal que q(:r.) e En ~ 
An· Por lo tanto, X e q-cnnEN Bn) = nnEN q-(n,.) i;;; q-cn .. eN An). 
Como X es Pz-espacio y para cada. n e N, q-(nn) es cerrabicrto en 
X, nneNq-{Hn) es abierto y, por encle cerrabierto, en X .. Por lo tanto 
nneN Bn E B. Entonces G es vecindad de cada uno de sus puntos y con ello, 
es abierto en X. Por lo tanto X es P-cspacio. 
Ahora supongamos que X es ?-espacio y que e = nnEN A,., donde para 
toda n E N, An es cerrabierto en X. Para cada uno de estos nmeros n se 
tiene que An = q-(q(An)) y por eso q(An) es abierto en X, y nneNq(A,.) es 
abierto en X porque X"" P-espacio. Esto implica que e= q-<nnENq(A,.)) 
es abierto en X .. 

D 

COROl .. ARlO 5.8. Si X es cero-di1nensio11.al, entonce.<1 X es ,,P:espacio si y s6lo 
si es Pz-espacio. 

Cono1~An10 5.9. Sea X tt1t e.4tpru:i.lJ m1.alr¡ttierrz .. · S~n~.::·~;~ti11~~~;.,¡¿'e...t.1.~ 
(a) C,,(X, 2). es compacta. . ... 
(b) X e.t.1 la su.Tna topológica libre de stJ..<J c1L'ii-coT11po1u!nt1!.~ .. 
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DEMOS'rRArnÓN. C,,(X, 2) es compacto si, y solamente si C,,(X, _2) es compacto 
lo cual es equivalente a que X sea discreto, y cstO último se ·cuinplC -si ·.y-sólo si ·x 
es la suma topológica libre de sus casi-componentes. .--_, ·.· D 

EJEMPLO 5.10. Si X es el espacio de ordinalesw-t-1 (es-decir/fa comp"actaeión 
de Alexandroff de w), X es cero-dimensional pero no es disc~to. P_or Cons.iguieilte 
G,,(X, 2) no es compacto. 

X no es P espacio, pues nneN(n,w] = {w} es un subconjunto G6 de X que no 
es abierto en X. - · · 

Por otro lado, tanto C,,(X, 2) como C,, (X, Z) son u-compactos. Veamos porqué: 
X es homcomorfo al espacio X 1 = {~: n E N}U{O}, con la topología de subcspa.cio 
de IR. 
Notemos que toda función continua de . .-'(1 a Z es eventualmente constante, es decir, 

Si f E C,,(X1,Z) y f(O) = j, existe k E N tal que; para toda n ;:::; K, 
f(~)=j. 

Para toda j E Z y toda k E .N1 ponga1nos 

A,,"= {fe: C,,(X1,.Z): \In 2: k: f(!:_) = j}. 
n 

Entonces 
(i) A 3• " ~ .Z" que es u-compacto. 

(ii) G,,(Xi, .Z) = U3ez UkeN A;, k· 

Entonces G,,(X 1 , Z) es u-compacto y, como Cp(X i, 2) es un subespacio cer
rado de C,,(X1, Z), también es u-compacto (y por lo _tanto -ambos espacios son 
u-numerablcmente co1npactc:>t:1) · 

Este ejemplo muestra que, aun en el universo de los cspa.CiOS ccr~irn·c¡;sionalcs, 
se tiene: '· 

(1) c,,(X,Z) CT-compacto F=> X es finito. 
(2) G,,(X,Z) u-numerablemente compacto~ X es finito. 
(3) G,,(X, 2) cr-compacto F=> G,,(X, 2) es compacto. 
{4) C,,(X, 2) a-compacto o/=> ¿'( es discreto. 

Antes <le concluir esta sección mencionaremos algunos rcSUlt~dc?s sc~cillos pero 
básicos para el desarrollo ulterior de este capítulo: ·. . _ 

• El espacio C1~(X,Z) = {f E C,,(X,Z): f(X) está acotado eú Z} es denso 
en Cp(X, Z). - , 

• Si rri y n. son nútncros naturales y si 711 ~ n., entoncés Cp(~, n) es un sub
conjunto cerrado de G"7J(X, m) y también es un subconjuntó cerrado ele cada 
uno de los espacios C,,(X,Z) y C;,(X,Z). 
G,,(X, Z) es cerrado en C,,(JY). 

• Para todo número natural n, C 1J(X, 2n) ::= Gp(X, 2)" .. 
e,~ (X, Z) es homcomorfo al subcspacio U .. eN\{ 1 > Gp(X, u) de zx. 

Corno un corolario de estos hechos obtcncn1os la siguiente proposición: 

Pn.OPOSICIÓN :::; .. 11.. Sen P una propiedad jinitrnncnt.e pruducti11a. 71 débilTnent.e 
hereditaria, 5 entonces: 

5 H.ecordetnOH <JUC unu propit .. "'hul topológiett. T-' ~ 1111itan1untc produc~iva Hi el producto 
topológico de Tyc:honoff de unu. c:olecc:ión finitH. de eHptteÍC>K que tienen "P, tu.mbién tiene P. Unu 
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(1) Dados n, Tn E NS{l}. Cp(X, n)_,tiene_-P .'li 11 .•6lo si c,.(x, ID) tiene -P. 
(2) C,.(X, n) tieY&e u~-P, para toda n EN \{1}, si 11 s6l0 si c;,(X, Z) tiene u-P. 

Dl·:MOSTRACIÓN._. [de la ~uficien~iá.:' ~ri (2)) Si e;. (X, Z) tiene u--P, entonces 
e;. (X, Z) = UkeN A.;,- donde cada :A.;: tien~ la p~opiedad P. 
Para cada n E N \ {l},- ' · . _ · · 

Cv(X,n) = C,.(X,n) n (LJ A.,)= LJ(C,.(X,n) n A.,) 
,. . kEN kEN 

Como cada Cv(X, n) n .A., es cerrado en A.,, hereda de éste la propiedad -P. D-

CoRor.AÍi.10 5.12. Sea X un espacio cualquierayn E N\{1}. Son equivalentes: 
(a) C,.(X, n) es COTnpacto. 
(b) X e.'I La sunia topológica de .-m."I casi-co711.ponente."l. 

Aho1·a estudiaremos la cotnpaci<lad nun1erable en C,,(X, 2). 

2. Compacidad numerable en c,.(X, 2) 

Comencemos repasando los teoremas que hay acerca de la compacidad nume
rable y de la u-compacidad numerable en C,.(X,H). El primer teorema: quemen
cionaretnos caracteriza atobas propiedades y rnucstra la. coinci<lcncia. de. ellas en 
G',.(X,Il): 

TMOllMMA 5.1:5 (Tkachuk-Shakhmatov (64]). Si X e.• -mt e."Pacio de 'l}¡chonoff, 
Las siguientes prvposicione...~ so11. equivalentes: 

(a) X e.• P-e.911n.cio. 
{b) Gj,(X, 11) C.'1 nu111.enzblt-"11tcnle cu111.¡Jactu. 
(c) C,.(X, Il) es u-numerableniente conipncto. 
( d) e;, t!S 0"-1&1.1.Tlte7Tlble11J.f!1tle COT1tpaCtO. 

El ejemplo 5.10 nos hace ver que no siempre es cierta la. implicación G,.(X, 2) cr
numerablementc compacto =:> X es P-espacio. Tan1bién nos provee de un espacio 
X (que es el espacio de ordinales w + 1) tal que C,,(X, 2) es u-numerablcmente 
compacto pero no numerablerncntc compacto. Este hecho se deduce del siguiente 
lema: 

Ll+:~tA 5.14. Si X e."I cero-diTnerisional y G'p(X, 2) e."' nu11tt!'1nbleniente COTTt
pact.o, t:nlouct!."4 X '~"' P-cs¡HJ.ci<J. 

01·;1\IOSTllAGIÓN. Sea G = nneNGn un subconjunto G6 en x:. Podemos 
suponer que G-:¡!< 0 y que, para toda n E N, Gn+l ~ Gn. Sea xo E G. Como 
X es cero-dimensional, para cada n EN existe fn E C,.(X,2) tal que fn(xo) = 1 y 
f,.(X \G.,) ~ {O}. Dado que C,,(X, 2) es numerablemente compacto, (fn)neN tiene 
un punto de acumulación h en c,,(X, 2). Si X~ G, existe no EN tal que X~ Gno 
y por lo tanto, para toda n ~no, x ~ G,. y fn(x) =O. · 
Si h(:r.) = r, {:r.; r) es vecindad de h en C,.(X, 2) y corno hes punt.o de acumulación 
de (f., )neN• .11 = {n E N: fn e {x; r)} es infinito. En particular existe 711- ~no tal 
que 711 E A. Entonces O= fm(x) = r. Así, h(:r.) =O. Por consiguiente, para toda 

propiN"lttd topológica -P Cft débilmente hereditario o hereditaria en cerrados si sien1pre que 
un e::1pacio topológico tiene 'P, tumbién posee et1tn propidud cuulquier HUbetJ>HCÍO cerru.do de él. 
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:r. e X, si x ~ G, entonces :r. !i!' h0-(1), es decir, si :r. e 1i-(1), entonces :r. E .G. Por 
lo tanto U= h-(1) es un-abierto contenido en G y que contiene a :r.o. · O 

Por sU.pucsto, la misma prueba nos permite demostrar que: 

COROLARIO 5.15. Sin e N \ {1}, X es r.ero-dimeu.sion.al y c,.(x, n) e.• 1m
Tnerable11iente COTT&pacto, entonces X e.~ P-espacio. 

Como veremos a continuación, el recíproco de este resultado también es cierto, 
obteniéndose así una caracterización de la compacidad nu1nerable en los espacios 
C,.(X, n), con ne N y X cero-dimensional, paralela a la equivalencia entre (a) y (b) 
del teorema 5.13. Probaremos, sin embargo, un lema que nos pcrmi tirá dc<l ucir algo 
más fuerte: Que si X es un P-cspacio cero-dimensional y n EN, entonces Cp(X, n) 
es N 0 -acotado. Esta última propiedad la definirnos en 4.42. Será necesario, para 
demostrar el susodicho lema, definir lo siguiente: 

DBPINICIÓN 5.16. Sea X un t'..spacio topológir.o. 
(1) Sir E w• y f : N - X es 1.1.1u1. ,.,-u.cesión, <iire.1uos tflte 1.1.11. ele111.e11.tu :r. de X t:."I 

r-lírnite de f si, para toda vecindad u de X en X, {ne N: J(n) E U} e r. 
(2) Se dice que X es r-contpacto, con r E w•, si toda sucesión en X tiene 1tn 

punto r-l{1nitc en X. 

En (67] se demuestra. que todo espacio No-acotado es r-compacto, para to<la·r e 
w·, y que asimismo es numerablemente compacto to<lo espacio que es r-compaé:to 
para alguna r E w• .. 

LBMA 5.17. Si/\ e.'< un espacio cornpacto 11 de Hausdorff7¡X e.'< un P-e.opacio 
d<! T¡¡chonoJJ, C,.(X, /\) ''-" No-ar.otado. 

DBMOSTll.ACIÓN. Supongamos que Cp(X,K) no es No-acotado. Entonces, por 
la última parte de la observación 5.19, existe r e w• tal que Cp(X, K) no es r
compacto. Por lo tanto existe una sucesión cp : N -+ C,,(X, K) que no tiene 
puntos r-ürnitc en Gp(X, K). Pero Kx es compacto y por lo tanto w-acotru.Jo, así 
que cp tiene un punto límite, /, en Kx. Como f ~ C,.(X, K), existe un punto xo 
en <lande f no es continua. Por lo tanto existe una. vecindad abierta de f(xo) en 
K, <ligarnos U, tal que, para toda. vecindad V <le Xo en X, f(V) ~U. Como/\ es 
regular, existe U', vecindad abierta de f(xo) en K, tal que f(xo) e Ü' ~ U. 

S".a A = {n e N : cp(n) e (xo; U']}. Como f es r-límite de t.p en Kx y [:r.o; U'] 
es vecindad de f en J\X, A e r. Entonces A es infinito. Sea A = {nk : k e N}. 
Para toda k e N, sean fk = <¡:>(nk) y Vk =¡¡-(U') y W = nkeN Vk. Notemos que 
:r.o e W y que W es G6 en X . 

.De1nostrare1nos que W no es abierto en X. Si W fuera abierto en X, sería 
vecindad de xo y f(W) ~ U, así que existe 11 e W tal que f(11) ~U. Poi· lo tanto 
f(¡¡) ~ Ü'. Por consiguiente, (xo; U'] n (y; K \U'] es vecindad de f en Kx y por lo 
tanto B = {n e N : cp(n) e (xo; U'] n (y; K \U']} e r. J.J ~ A y como J.J # lll (pues 
Be r), existe k e N tal que nk E B. Por lo tanto fk E (¡¡; K \U'] y fk(¡¡) ~U', 
contradiciendo que y E VA:. O 

En (67] se estudian otrus propi<.'<lades que, como la N0 -acotabilidad y la r
compacidad para cualquier r E w• .. están relacionadas con la compacidad nun1erable 
y son en general más fuertes que ella. Definiremos ahora dos de ellas que son más 
débiles que la de ser No-acotado. 
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DEPINICIÓN 5.18. Un espacio topol6gico X es: 
(1) De clase :F 6 si para t.odo e."P"cio numerablcmcntc conipacto Y, X x y--cs-- -

numerablCTnente conipacto. 
(2) TotabnenOO ntuncrablcmcn'tc compacto si toda sucesi6n en X tiene 

una subsur..e.-1ión rÁ1ntt:!nida en un .'itl.bconjunt.o r..oTnpacto de X. 

OesgRVACIÓN 5.1 !). Como se prueba en (67], para espacios Tychonoff son 
váliUas las siguientes irnplicaciones: 

(i) secuencialmente compacto 7 => totalmente numerablementc compacto => 
clase F ==> numcrablemcntc compacto .. 

(ii) No-acota.e.Jo ~ totalrnentc numcrablcrnente compacto. 
En (67] se dan ejemplos <le que las recíprocas de las implicaciones anteriores no 
siempre son válidas. También allí se demuestra que si X es Ta, entonces X es 
Na-acotado si y sólo si, para cada r e w•, X es r-compacto. Cuando un espacio X 
satisface esta última propic<ln<l, suele decirse que X es ultracompacto ((:17]) 

En [58], Manuel Sanchis y Ángel Tamariz dan el siguiente concepto, ya usado 
por ellos implícitamente en (57]: 

Dl~PINICIÓN 5.20 .. Si X es ttn espacio topológico y r E 13•, dircJnos que X c."I 
casi-r-compacto . .,i paro. cada 1t1J.cesi6n infinita (x.,.)neN de punto.<J en X. e::r.i."ltt!'lt 
X E X 11 una .'t'lice.•ián f : w --. (¿) tal que lf(B)I = No, parn /.oda n E r, 11 
x = r-lint(xnn»· 

Onsl-!n.VACIÓN 5.21 .. Para toda re [J•, la cnsi-r-compncidad es una propiedad 
entre la. ultracompacidad y la compacidad numerable (véase [58]), así que por 
este hecho, por el teorema 5 .. 13, el lema 5.17 y por las observaciones hechn...q en 
5 .. 19, se obtiene la siguiente gcncraliznción del teorcn1a 5.13, que fue casi total
mente establecido en el teorema 2.1 de [58). Para Hirnplifica.r su enunciado como 
lo hacen los autores de este artículo, dcnotcrcmos por Q a cualesquiera de las 
siguientes propiedades: Na-acotabilidad, ultracompncida<l, r-cornpncida<l pi-t.rn. al
guna r E w•, casi-r-compacidad para toda r E w•, casi-r-compacidad para alguna 
r E w•, pertenecer n la clase :F, compacidad numerablP t.otalrncnte y cotnpaci<lad 
nutncra.blc. 

T'r~OH..1..;MA 5.22. ~':;i X es dt! 11.Jchonoff, y Q e.:s cun.le ... <¡11ie1Yt dr~ la.o;. pn171i~Jadt~s 
c.."ltablecida...-J en la ob.'1ervación .5.21, son equivalente.." ln.-1 siguicnte."I afi1..,11ar..·io11.f'-~: 

(a) X es un P-e."T'acio. 
(b) C,,(X,ll) tit .. "TLe Q. 
(c) G,.(X, Il) tiene u-Q. 
(<l) c;,(x) tiene u-Q. 

Es un hecho subrayable el que Gj.(X, Il) tiene Q si y sólo C 1,(X, Il) tiene u-Q. 
Esto fue consecuencia del teorema 5.13. ?\1as como obscn.-amos en el comentario que 
antecede al lema 5.14, no ocurre lo misrno para los espacios Cp(X, 2), aunque X sea 
ccro-c.Jimcnsional. Sin embargo, haciendo uso del teorema 5.22, del corolario 5 .. 15 y 
del terna 5.17, llegamos a la siguiente caracterización de la compacidad numerable, 
y de cualquier propiedad Q, en Cp(X,2) para X cero-dirnensional. 

6 A V"!Ceg se dice que un et>ptteio X pertenece u. lu. clase dr Fro1ik :F" pnru indicu.r que es de 
clu.so F 

7 Un CAJ>ttcio X es socuoncin.lmonto compncto tti todu HUC1."Hión en ~X tirnc un11. RulmucN1ión 
convergente 
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'rBORl·:!MA 5.23. Sea Q cualesquiera de la.Y ¡1ropiedade.9 rn.encionada.q en 5.21. 
Si X es ce1v-di1ne11.Sional y n EN\ {1} so11. equivalentes las siguientes pn171iedades; 

(a) X es un P-e."P"CÍO. 
(b) Cp(X,n) tiene Q. 
(c) Cp(X, Il) tiene Q. 
(d) Gp(X, ll) tiene a-Q. 
(e) c;.cx) tiene <T-Q. 

Cuando X no es cero-dimensional, podernos recurrir a (2) de la proposición 5.7 
para obtener una caracterización de cualquier propiedad Q en Gj,(X, 11) en términos 
de propiedades de X, pero no necesaria.mente en términos de la correspondiente 
propiedad Q en Gp(X, ll): 

rri:;on.EMA 5.24. Sea Q: 'IL11.a de la..'I propiedades Tr&enci.on.ada.'l en. 5 .. 21, X un e..'J
pacio topolt¡gico cualquiera, y n EN\ {1}. Ento11.ce.'I son equivalentes las prvpiedades 
."'liguie11.te...,: 

(a) Cp(X, n) tiene Q. 
(b) X es un Pz-e.~pacio. 

EJEMPLOS 5. 25. ( l) La propie<la.<l de ser secuencial mente compacto no pue-
de ser incluida en la lista de propiedades Q, porque no es equivalente a 
ellas. En cfectot se den1uestra en (67] que 2c no es secuencialmente com
pacto. Por lo tanto, si X es un espacio discreto de cardinalidad e, entonces 
Cp(X, 2) = 2x no es secuencialmente compacto. Sin embargo, este espacio 
X es P-cspacio cero-dhncnsional y por el teorema 5.23, el espacio C,.(X, 2) 
resulta ser No-a.cotado. 

(2) Ahora sea X = L(w1 ) la extensión de Lindeloff por un punto del espacio 
discreto de cardinalidad N 1 • Este espacio se obtiene añadiendo al espacio 
discreto de car<linali<la.d N.1 , un nuevo punto, p,...,1 y estableciendo que las 
vecindades <le JJ~ 1 son aquellos subconjuntos de X que contienen a pj,J1 y 
cuyos con1plcmcntos son numerables. 

Probaren1os a continuación que Cp(L(w1 ), 2) es sccueuciahn.eute com
pacto: 

Para cada i E {O, l}, sea 

T; = {f E Cp(L(w,), 2): f(w,) = i} 

Entonces Cp(L(w, ), 2) = '.lbUT1. Si (fn)neN es una sucesión en Cp(L(w1 ), 2) 
entonces uno por lo menos de los conjuntos {n. E N : fn. E '10} y {n E N : 
fn E Tt} es infinito. Supongamos que {n E N : fn E To} es infinito o, 
para mayor comodidad, supongamos que (fn)7aeN es una sucesión en To. 
Entouces, para toda 71. E N, existe en < W1 t.al que \17¡ < W¡ : .,, > ~n ==> 
fn(r¡) = O. Sea ( = sup{l;n : n E N}. Por lo tanto ( < w,, así que 2-! es 
secuencialmente compacto (ver 5.9 de (67] 8 ) y entonces la sucesión (fnlc)neN 
tiene una subsucesión (fn• J< )keN c.onvergente a una función g : e - 2. Sea 
g : L(wi) - 2 tal que: 

g(l;) = { ºo-(€) si e< e ... ie ~e. 
Entonces fl E To y (fn. J.,eN converge a g en To. 

8 Todo •~pucio cornpttclo de CHrdinulidttd menor qu" 2..,1 en secuenc::in.Jmenle compHCto. 
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Hemos entonces probado que G,.(L(wi), 2) es secuencialmente compacto 
y por lo tanto, nurnerablemente compacto (por la observación 5.19(i)). Como 
consecuencia del teorema 5.24, L(w1 ) es ~-espacio, y por lo tanto P espacio, 
ya que es ccrcrdimcnsional; sin embargo, corno no es discreto, Cp(L(wi)" 2) 
no es u-compacto 

En particular se deduce que: 

G,,(X, 2) es u-numerablernent.c compact.o 7'=* G,,(X, 2) es u-compacto . 

Pasemos al estudio de la propiedad de Ja scudocompa.cidad y de la u-scudocom
pacidad en C.',.(X,2). 

3. Seudocompacidad en G,,(X, 2). 

Para recordar <los resultados muy conocidos de V. V. Tkaeuk, necesitarnos 
definir lo siguiente: 

D~~F'lNlClÓN 5.26. Sea X un t~'lpacio de Tychonuff. 

(1) Un subespacio Y de X está acotado en X .~i parn toda fe G(X), flY E 
Q•(Y), es decir, C."I UTUL ft1.1tción acotada. 

(2) X e.., tu-discreto si todo ."lu.bc..on.iHntt1 nunierable de X e..oi discn!l.o. 
(3) X e.'I b-c::liscreto si todo suba1ttjunto TLUTTtcrable de X e.._oi discreto y c·

enr-njado en X. 

Ousi,:nvACIÓN 5.27. (1) Todo espacio scu<locompacto Y es un subconjunto 
acota<lo en toe.Jo superespacio Z <le Y. 

(2) Un espacio X es scudocompacto si y sólo si está acotado en sí mismo. 
(3) ( Ver (58]) Si X es un espacio topológico y Y s::; X, entonces Y es acotado 

en X si y sólo si cualquier sucesión (An)neN, de abiertos ajenos entre sí en 
X que intcrscctan a Y, tiene un punto de acumulación en X.9 ' 

Ahora podemos enunciar los dos rc-sultndos de Tkaeuk: 

Tl~OREMA 5.28 ((65]). Si X e.., un e.•¡>acio de 'J'ychonoff, "º" equiva.léntes la..'I 
afinnacio11.es .-;iguientes: 

(a) X e.• seudocompacto y b-di.•c7'eto. 
(b) G,.(X) e.• u-seudocompacto. 
(e) G1,(X) es u-acotado. 

TEORi,:MA 5.29 ((65)). Si X e.., un e.-pacio de _'.l'ychonoff,. son equivalente.• las 
afirrnacione.~ .4liguiente.<1: 

(a) X e.'I b-discroto 
(b) G,.(X, ll) e ... ·""''docompar.to. 
(e) G,,(X, ll) e.., u-scudor.nm¡mr.to. 
(<l) c;(,1() e.'I U-.'letUJ.ocom¡HtCto. 
(e) G,.(X, 1!) es u-acotado. 
(f) e; (X) e.~ u-acotado. 

9 Unu sucesión (An.)neN de subconjuntos de X 110 acumula en :re X td para Cftda vccin
dnd '' do .:r., J {n. E N : An n V -:¡!:: 0} I= No. DccimDM ontnnccto1 que :r. CH un punto de 
11cun1ulnción do (An)neN (ver [01]) 
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Estos teoremas han sido generalizados en varios sentidos por García, Sanchis 
y Tamariz en (30] y en (58]. Comenzaremos a explicar esto definiendo ciertos 
conceptos que generalizan la seudocompacidad y que son analizados con detalle en 
el citado artículo (30]. 

o .. ~PINlCIÓN 5 .. 30. Sean a 11.1' nt11riern r.a.rdinal infinito 11E11.TI. e.'lpacio topolúgico. 

(1) Un e."lpacio topológir..o X t!."I o-discreto si todo sul>conjunto de X de carrLi
nalidad :::;; a es dio;cre.lo o, ~¡uivalente111.e11.te, e.o; cerrado en X. 

(2) Un e.~io topológico X C."1 o-bg-discreto ,"ii totl.o subconjunto Y de X de 
rn:rdinalidad a lo Tn<Í."i rr C."i di."lcreto 11 E-enr.ajado en X. 

(3) Un e..Ypacio topológico X e."l a-b-discreto si e."J u-br-di.."Jcreto .. 10 

(4) Un e.'Ypacio topológir-0 X t!."1 b1-:-discrcto si t~s No-bE-di."1creto. 
(5) Un tmbconjunto Y de '"' prvducto de Tychorwff X = CT;eJ X; e.~ o-denso 

en X ."li para tcHlo s1J.br .. 011.ju11.to K de .1, de cardinalidad a lo 111á.N a, tenmno."I 
que 1TK(Y) = rJ;eK X;. 11 

(6) ([29]} Un tmbconjunto D de 1m espacio topológico X es O-compacto en X 
.•i f(D) e.9 compacto en IR, pam. toda f E C(X). 

(7) Un subconjunto ll de un e.'l¡>acio X c.• C 0 -compacto en X si f(J3) es 
compacto en lllº, para toda f E C(X, Rº). 

(8) Un es¡HJ.Cio X es o-seudocompacto xi e.., l:}0 -con1.pacto en s'Í TllÍ-"1111.D~ 
(9) Un ,...,!Jconjunto Y de X es G6-denso en X .~i r.nda 06. no vacf.o ·en X 

ínter.secta a Y. 

Otras clases de propiedades se definen usando el concepto de convergriricia de 
sucesiones de subconjuntos de un espacio X, módulo un ultra.filtro libre.((17]). 

DEl"INICIÓN 5.31. Sean r E w• y (Sn)neN una suc~~i611.·_·dc ... ;;,~'b;¡;;~;/;i;.~f,iis-;1.o 
vacíos de un espacio X.. Un punto x E X es un punto r-lí11iite . dC. "- la.' Sucesión 
(Sn)neN, en ."IÍfTlbolos x = r-li111. (Sn), si para toda vecindad de :i;_en· X, {n EN: 
VnS,.#0}er. 

DBPINICIÓN 5 .. 32. St'.an r E w• 11 X u11. e.."l¡1aci<1 to¡uJltígir.tJ. 

(1) Un s11.bconj11.11.to A dt! X t~-.;tá r-acot;ado en.,'( si para toda .~ucc.t1ión (Vn)neN 
de subconjuntos abiertos no vacíos de X. ajenos dos a do.~ y talt!."I que A n 
V,. # 0 para r.nda n E N, exi.•tt! x E X t.nl <file x = r-lim. (V,.). 

(2) X c..<1 r-seu.doco1npact;o ."li C.."1 r-tLcutadu en ."IÍ 111.i"luto .. 
(3) Un sttbconfttnto A dt! X e.'4tá casi-r-acotado en X 4.,i para toda Htlce..~ión 

(Vn)neN de .'lttbr..011.jtlnl.<JH abie1·to."l no vac{os de X tale.'I que A n \/;, #:. 0, para 
cada" E N, existen x E X y f : w - w tale.~ que lf(B)I = No para toda 
B E 7' y X = p-lin• (Vf(ni)• 

(4) X e._.., casi-r-seudocompacto si e.o.; ca...~i-r-acotado eri si Trii"iTTto. 

Dt~l-"'INICIÓN 5.33 .. Sen. X un e,04¡,acio topológico. Se dirti t¡ue X es ultraseu
docoinpacto si e.., r-.-1eudor.011ipticto ¡HZra toda r E w•. 

OBSERVACIÓN 5.34 ((57]). (1) La r-seudocompacidad y la ultracompaci-
dad son productivas y preservadas por funciones continuas. 

1ºEsto implicu. o-b--discrcto en el sentido de lts. definición 1.3 de {60) 
11 AlguuOd uutorett co1110 Oleg Okuuuv prefieren dt!'C'ir que Y llena laH caraH de CHrdinalid111d 

H. Jo 1ná8 o de X. 
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(2) Si A es un subconjunto de un espacio_ X y r E w•, entonces, si A está r
acot.ado en X, entonces A está. casi-1·-acota.do en X y esto a su vez hnplica 
que A está acota.do en X. -

(3) Todo espacio ultra...<K?udocompa.cto es r-seudocompacto y casi- r-compacto, 
para toda r E w*. 
Además la r-scudocompacidad implica la casi-r-scudocompacidad, y cada 
una de csta.._c.; propiedades implica la scudocornpacidacL 

(4) Otra propiedad que se encuentra entre la ultrascudocornpacidad y Ja seu
Uocon1paci<lnd, es la propiedad de pertenecer a la clase :F': Se dice que un 
espacio X pertenece a la clase de Frolik :F', si su producto con cualquier 
espacio scu<locompacto es scudocompacto. 

Ons1~11..VACJÓN 5.:15. Como se hace en (58) para simplificar los enunciados de 
los teoremas. denotaremos con la letra S a cualesquiera de las siguientes propiedades: 
ultra..~udocompaci<la.d, r-scudocotnpacidad para. alguna r E w•, ca.c;i-r-seudocompa
cidad para toda r E w•, casi-r-scudocorupacidad para alguna r E w•, scudocom
pacidad, pertenecer a la clase de F'rolik :F'. También usa.remos la letra T para 
representar a ca.lcsquicra cJc las siguientes propiedades: r-acotabilidad para toda 
r E w•, r-acotnbilidn<l pa.rn alguna r E w•, cnsi-r-acotabilidad parn todn r E w•, 
casi-r-ncotabilidad para algunn. r E w•, ncotnbilidad. 

En [58] Sanchis y Ta.rnnriz dcrnucstran el siguiente teorema: 

Tr-;01u;MA 5.::lü (3.2 de (58)). s~. s al_quna de las prvpiedade.• citadas"" 5.:J5; 
.•wan. .J tl7t r.nujunto, X = ll;EJ Xj 1t7t ¡:nudttcto de espacios conipacto,<1 TTietrizable~ 
11 Y 1l7t subconjunto dc11so de X. 1-'ara toda r E w•, las siguieTtte.~ condiciones son 
etflliualc1tle.o.;: 

(a) Y e.~ No-de1uw t-!'tl. X. 
(b) Y '~' G6-de71so en X. 
(C) Y es C-cornpacto en X. 
(d) Y ti<!ne S. 

Con este teoren1a., los mismos investigadores obtienen una muy interesante 
gcncralizución <le 5.29: 

TP.ORP.MA 5.::17 (3.2 de (58]). Senn S y T propiedades corrw las mencionadas 
t!fl. 5.:J5. Si X t!."4 ttn f!."ipacio de 'Pychonoff, entonces las siguiente.~ afirrnacio7ies son 
cqu.ivalcuf.e.<i: · - -

(a) X e.• b-discreto. 
(b) Cp(X, Il) e.• C-cornpacto en rrx. 
(e) Cp(X,ll) t.iet1t!S. 
(d) G¡,(X, ll) tiene u-S. 
(e) C;,(X) tiene a...S. 
(f) Cp(X, ll) timw <T-T. 
(g) c;,(X) lieue a-T. 

En (58] aparece también esta generalización del teorema 5.28: 

'l'1.;01u~.MA 5.::S8. Stxiu. S y T pro¡1iP.dades co11u.1 la."1 JT1.e1tciunada..o; en 5 .• Y5. Si 
X C.."1 un espacio de 1J¡chon.olf, las ."liguientc.'I afir'lltacione."'I ."'Ion equivalente.~: 

(a) X e."" .<Jeudoco111.pact.o 11 b-di"lcreto. 
(b) Cp(X) tiene a-S. 

Í--TESiS CON 1 
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(c) C,,(X) tiene u-T. 

En [30) hallarnos Ja siguiente extensión del t,co~ema 5.36: 

PROPOSICIÓN 5.39 (Lema 4.7 de (30)). Sean,a::un oon1inal infinito 11 X = 
TI;eJ X; un producto de espacios co1npactos de peso rne.ior o 'igual que a y lal ::5 J. 
Entonce.~, ."Ji Y es den....,o en X, .'Ion equivalentes: 

(a) Y e.• cx-.•eudocompacto. 
(b) Y e.• C 0 -compacto en X. 
(c) Y e.• a-de1i.•o en X. 

Con el cual obtenemos: 

COROLARIO 5.40. Sean o ·un cardinal, E un espacio l'uebla,<le pe.No 1nenor 
o igual 11ue a, conipacto, y X E ll(E). Entonces son equivalente.":I la.~ .-1iguientes 
afirrnaciunt!.-1: 

(a) C,,(X, E) es a-seudocompacto. 
(b) C,,(X, E) e.• C 0 -compacto en Ex. 
(c) C,,(X, E) es a-den.•o en Ex. 

DBMOS'l'RACIÓN. Si E es un espacio Puebla y X es E-regular, G,,(X, E) es 
denso en Ex. El resultado se sigue entonces de la proposición anterior, tomando 
en cuenta que ·w(E) ::5 a. D 

Otro interesante resultado es el siguiente: 

Pnoros1c1ÓN 5.41. Dados un ebpacio C1talquiera X, ''n e.-ipacio To ,E con rriá.._'I 

dt~ un punto 11 un 11.11711.ero r.a.rdinal infinito a, eritoTtce.Y X e.<1 ct-be-di..<1creto. si 1i sólo . 
. "'li C'p(X, E) e.., a-dt!7t.<4<> cu. Ex. 

DgMOSTR.AGIÓN. Demostremos prhncro la necesidad: Supongamos que X. es 
o-bE-discrcto y que K es un subconjunto de X de cardinalidad menor o igual que 
a. Mostraremos que 1'K(C,,(X, E)) = EK, donde PK : Ex -+ EK es la proyección 
canónica a In J< -ésima cara de Ex: 
Sea h un elemento de EK. Corno K es discreto, h es continua y, como K es E
encajado en X, existe ;, E C(X, E) tal que iilK = h. Por consiguiente, 1'K(ii) = 
íilK =h. Por consiguiente h E l'K(Cp(X,E)). Esto muestra que PK(C,,(X,E)) ~ 
EK y, por supuesto, la igualdad entre runbos conjuntos. . 

Ahora demostraremos la suficiencia: Supongamos que Cp(X, E) es a-denso 
en Ex. Sea K un subconjunto de X de cardinalidad a Jo más a. Entonces 
1'K(C,,(X, E)) = EK, es decir, para toda f E EK existe g E C,,(X, E) tal que 
nlx = f. Est.o implica que K es E-encajado en X y también que para toda 
f E EK, f es continua y, por lo tanto, que K es discreto. Por todo esto X es 
a-bE-<liscreto. D 

Este resultado y el corolario 5.40 implican lo siguiente: 

Conot4ARIO 5.42. Sean a 11.n r.a.nlinal infinito, E un e.~pacio Puebla, de peso 
11le1uJ1° u ig11.<Ll t¡tJ.~ <i y cu1ll.¡1acto. Sea X tJ.11. e.vpacio E-regrJ.a1·. Son et¡t1.i11<úe11.le.":1 [(l.,'I 

ajin1tacione.'I siguientes: 
(a) X es a:-bE-discrf!/.o. 
(b) C,,(X, E) e.~ u-... mdoamipact.o. 
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(c) .C,,(X,E) es 0 0 -compacto en Ex, 
(d)··c,,(X,E) es a-denso en Ex. 

- Haciendo o = No, obtenemos: 
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Conot. .. ARJO 5.43. Sean E un espacio Puebla, "{;~p;;,..:ible y conipacto, y X 'l.tn 
e...'lpacio E-regular. Son equivalentes la.9 afirrnacione..'l .-1iguiente..."1: 

(a) X es bE-discreto. 
(b) C,,(X, E) es .•eudocompacto. 
(c) C,,(X, E) e.• c,.0 -r.ompacto en ex 
(d) C,,(X, E) es No-denso en Ex. 

En vista del teorema 5.36, el corolario anterior puede extenderse al siguiente: 

'TEOREMA 5.44. SP..nn E un espacio Puebla, utétrir...o, co1npacto, y X E R(E). 
Son. e.qttivalente.'I: 

(1) X es bE-discreto. 
(2) C,,(X, E) tiene S 
(3) C,,(X,E) es 0,.0 -compacto en ex 
(4) C,,(X,E) es No-denso en Ex. 

Conor..Aruo 5.45. Sea S alguna de las propiedade.'I uu:ncionada.'I en 5.95. Si 
X e."I cero-di1n~n.sional y ne N \ {1}, son equivalente.'i las sigtlientes afirn1.acioncs: 

(a) X es b0 -disc1-eto. 
(b) C,,(X, n) tiene S. 
(c) C,,(X, n) t:s G,.0 -compacto t:n nX. 
(c) C,,(X, n) e.• No-d"11.•o en nX. 

E.JEMPl.O 5.46. Sea X es espacio de ordinales w + l. w es un subespacio de él 
que es discreto y numerable; sin embargo la función f : w - 2 que vale 1 en los 
números pares y O en los impares, no tiene una extensión continua a X, porque dicha 
extensión tendría que ser eventualmente constante. Entonces w no está 2-cncnjado 
en X, y esto prueba que este espacio no es "2-discrcto y, por el teorema anterior, 
C,,(X, 2) no es seudocompacto. Sin embargo, como vimos en 5.10, C,.(X, 2) es a
compacto y por lo tanto es a-scu<locon1pacto. He aquí un cjernplo que <lcrnucstra 
que! las propiedades S y u-S, no son equivalentes en los espacios c..lcl tipo C 1,(X, n) 
con n E N\{1}. Corno en el caso de la compacidad numerable, ésta es una diferencia 
con lo que acontece parn G,,(X, 11). 

Pasemos ahora a analizar la u-compacidad en C,,(X, 2) y C,.(X, Z). 

4. CT-cornpacidad en Cp(X,2) y c,,(X,Z) 

Como Ja u-compacidad en C,,(X, ll) y en G,,(X) fue recordada ya en Jos teoremas 
5.1 y 5.2, comenzaremos ahora con una definición: 

DBFINICIÓN 5.47. /h1'f!T1tOR que una .-.ur..esiórt (Sn)neN de. ."11J.bcon:ft1.nto."I de ?tn 
espacio Y converge a un punto g E Y, si para toda vecindad V de g en. Y, e:r:i ... te 
no E N t.nl tfltt; Sn e;; V, pnra toda n 2: no. 

Dl·:PJNICIÓN 5.48. St'.n 'P 1t11.a p1npit'..dnd topoltígica. 
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(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(4) 
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Dire1nos que P es una propiedad convergente si para todo e."lpacio topoló
gico Y y toda suce.-.ión (Sn)neN, convergertte a un elernento g de Y, de sub
conjunto . ., de Y que tienen la propit!dad "P, .~e tü:nc que UneN Sn. U {g} tiene 
-P. 
Din~1nus t/tJ.e "'P es una propiedad supr.u.yect.ivu. .'li lti inuigcn bajo una. 
ft1.1tci6n continua de un e."lpacio qu.e tiene "P, ta-,nbién tiene "P .. 
J>ire711.os que P es una propiedad sk-dirigida. ."li t~'4 jinita.1nc.rr1.tc p1vductiva, 
débil11tc11.tc hereditaria, 12 ... u¡'1n1Jer:.tiua '!J tal t¡uc todo C."lpacio co111.pacto tiene 
-P. 
Di1-e.11tos t¡ue "Pes una propiedad agradablc13 ."li e.-1 co1n1c1yer1te, su.prayec
tiua y todo es¡Hicio que tie1u~ ·p cvnliene un e.'lpacio u-.'lcttdor..0111.pacto den."lo. 
Din~11io.-1 que "P es una propiedad flnitament.e aditiva .'li la unión de toda 
colección finita de C.'lp(J.cio.'I que tienen 'P tiene ta1n.bién esta propit!dad. 

Como ejemplos de propiedades agradables tenernos a la cornpacidad, la ultra.
compacidad, la r-con1pacidad, para cada r E w•; también la No-acotabilidad, las 
clases de Frolik :F y :F', la cornpncidad nurncrable y la scu<locompacidad. 

Inspirados en la demostración del teorema III.1.11 de (9), demostraremos una 
generalización de él: 

P'n.OPOSIC...:IÓN 5.49. ¡;~can "P una p1·opicdad topológica contJery<-~11.te y X un e.'1-

pacio de T¡¡chonoff que tiene u-P. Entonr.e.'I exi.-.te un espacio F que satisface 'P, 
tal que G,,(X) Crov C,,(F). 

D1;11.10S'l'llACIÓN. Sea Y = C,,(X). Como X es de Tychonoff, por el corolario 
2.43 In función evaluación canónica de la familia C(X), 

1f1 : X __, C,,(Y), 

es inmersión. Pongamos Z = 1/.1(X); entonces Z es horneomorfo a X y por eso tiene 
u--P. 
Como subconjunto de C(V), Z es Top-fuente inicial. En efecto, {.q-(U): g E Z 
y U es abierto en IR} = {1f1(x)-(U) : x E X y U es abierto en IR} = = {x-(U) 

:r. E X y U es abierto en R} es subbase de la topología de Y (ver 2.9(2)). La fuente 
Z tan1bién separa puntos del', porque si f y .Q son dos elementos distintos de Y, 
existe x E X tal que f(x) # g(x), es decir, :i:(f) # :i:(g), y x = .,P(x) E Z. 

Sea ahora <p: R __, (-1, 1) un homcornorfismo. Por la observación 2.33, 

'P• : C,,(Y) - C,,(Y, (-1, 1}) 

es también un homeornorfisrno. Así, ip.(Z) es un subespacio de Cp(Y, (-1, 1)) que 
tiene u-P, y es fácil corroborar que separa puntos de Y y que es To¡rfuente inicial. 

Corno ip.(Z) tiene u-"P, podemos escribir ip.(Z) = U;eN F;, donde cada F; es 
un subc>.spucio de C,,(Y, (-1, 1)) que tiene "P. 

Para cada i E N, la función l; : C,,(Y, (-1, 1)) - Gv(Y) es encaje, así que 
G; = l;(F;) tiene la propiedad -P. 

Es sencillo ver que (G;);eN es una sucesión de subconjuntos de Gp(Y) que 
converge a la función constante !,!. Entonces, dado que P es una propiedad conver
gente, G = UieN G; U {Q} es un subconjunto de Gv(Y) que tiene -P. Por otro lado, 

12Vcr ltt definición de cstH.S dos propiedades en In nottt. u.I pie de ltt pa:9.girm. 125 
13 Del inglés nicc. 
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también es fácil ver que G separa puntos de Y y que es Top-fuente inicial; por (2) 
de la proposición-2.42, se deduce-que-;- . 

1/>a : Y --+ Cv(G) 

es enea.je. o 

Conol,Anto 5.50 (111.1.11 de (9]) .. SiX es ui&e..;pacio dé 7}¡chonoffcr-r.om.pacto, 
entonces existe un r.oTnpacto F tal que Cp(X)·C-I':,P'Cp(F).. · 

A los espacios que cumplen la propied8..c.I ~pr.e~a ~it:~i ·~~~s~~~~-t~ del c.;r<>:
lario anterior, se les da. un nombre especial: 

Dl~l·"INICIÓN 5.51. Se dice que un espacio topológico l\·:' ~~~( 
( 1) De Eberlein-Grothendieck o espacio. E-:G ·si ,·ex;_;,t'f ;.u!ú.coiripacto d<: 

HausdorffC tal que X Crop Gp(G). . ; '·/· .. :}·\.~,.:'.";':'';;·;; ", .. , .. 
(2) Compacto de Eberlein si X es un es¡>acio B-G.y ,'':.~:.C<J"'pa.cto.:· · 

Entonces el corolario 5.50 asegura que si X C~i/u~:~~¡;:~~!~:;.}~~\Tyc;i1~~off o--
compacto, entonces Cp(X) es un espacio E-G. :-~'.~ ':_:·:~·' : ;'.1::-.~,: 

COROLAJUO 5.52. Sea. X un espacio topol6gico::y :·.~pO~ig~fr!.~s .. ~:P~e .. ~te 11.11. 
sube."'P'!cio Y dt: Cp(X), u-co111pacto y ~e eH 1tna T~~!1~-~.~~·::.~'f:.:_i;~~-~~~·~.~~·.~~~.'!'Tn lo."4 
pu11.t.o.-1 de X. Ent.onr.e..'I X e.-1 un espaC'lo E-G. ·-~·.º.'' · .. ;·_·~'.'f'·.~: 1 ;:·)·'.·~_,:··.:·' •• "'"'-.i·-~· 

DFlMOSTRACIÓN. Corno Y es u-compacto y "de '.ry.;hi;I'..;t'r, ,C,.\Y)'es espacio 
E-G, por el corolario 5.50. Pero la función 

1/>:X-C,.(Y) 
definida en 2.40 es encaje (ver corolario 2.43). Por.lo tanto,· xcés espacio. E-G. O 

Conor.ARIO 5.53 . . Sean e N \ {l} .. Si X e.« ccro-dimeT1Bional y. C,.(X, n) e.., 
<r-:<"A:''"'P!1-~to, _ e11.~o!'~·.?< .. ~ uÍ1. ~cio E-'G. . 

DEMOSTnACIÓ.N.' B;;gta. aplicar el corolario 5.52 al espacio Cp(X, n). En efocto, 
G,.(X;n)oes.un subespacio u-compacto de G,.(X) (por hipótesis) que, corrio T~· 
fuente, separa. puntos de X y es inicial, porque X E Jl(2) (véase el corolario 1.23). " ' o 

Con·ayu.da de 5.49 demostraremos un resultado que generaliza a este corolario 
después del siguiente lema y de la definición que le sigue. 

~EMA 5.54. Sea. P Ttna propiedad topológica ."l'Upnzye.ctiva 11 Jinita.rru!nte aditi'IJa. 
Si un producto f.opológico X = IlneN Xn .'iatisfar.e la propiedad u-'P, entonce« todo,., 
los eHJK:LciOs Xn .-Jatisfacen la propiedad u-"P 11 todos, excepto <JtLizá un ri1t1nero finito 
de ello.«, satisfacer• 'P. 

DEMOSTRACIÓN. Corno X tiene cr-'P, existe una familia {I<n : n e N} de 
espacios, ca.da uno de los cuales tiene la propiedad 'P, tal que X= UneN Kn. 
Si para cada n E N, 1rn. : X ---... Xn es la proyección natural, entonces 

Xn = 7rn(X) = 7rn(LJ K;) = LJ 7rn(K;) 
jEN jEN 

y 7rn(I<3) tie~c la propiedad P, porque esta propiedad es supraycctiva. Por lo tanto, 
cada espacio Xn tiene la propiedad cr-'P. 

TESIS CON 
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Para demostrar la. segunda parte de la. conclusión, pongamos, para cada n.' E N, 
Zn = U;e[~J K; Y A = {n E N : Xn no satisface P}. · 
Supongamos que IAI = No. 
Ahora., pa.ra. ca.Jan E N\A, sea Xn cualquier elemento de X n y, para ca.dan E A, sea 
Xn un elemento de Xn \7rn.(Zn) (este elemento existe porque corno 'Pes suprayectiva 
y finitamente aditiva, 7rn(Zn) tiene "P y por lo tanto no coincide con Xn)-
Sca X= (xn)nEN E X. Entonces existe no EN' tal que X E T<no• Como A es infinito, 
existen E A tal que n ~no. Por consiguiente, X E Zn y con ello, Xn E 7r.,.(Zn), lo 
cual fl .. H una. contradicción. D 

OgPJNICIÓN 5.55. Sea11. 'P y "R., p1vpieda<les topológicas. :.. · .... · 

(1) Se dice que 'R. c,,(2)-dctcrmina a p .•• para todo espacio CerO~·diTn,,.,.,;,ional 
X, se tiene que X ti<'T.Le 'R. .•i y sólo si C,,(X, 2) tiene .P. . ... ·. · ·. · · ..... 

(2) NOTACIÓN Si X es un espacio topológico, denotarenios por:A-R_···á·:·1a uiúfa 
de t.odtJ,'I lo.<1 stJ.be.<qJacio.'I abierto.<1 de X <¡tte tiene11. la propie'diid ·X/,~ y~ Te,,re-
sentarerttus C011. x"R. '"' co1tju11.tu X\ AR- /,,.:;>.'.·. \,,· ·· .. 

; . 

EmMPLOS 5.56. (1) La discretcz c,,(2)-determina a 1'd ,;,,TT&j,'dcid;.a.':, ' . 
(2) Ser P-espacio c,,(2)-deterrnina a cada una de la.• pmpiedci.des·répre;,entada.• 

por Q en 5.21. . .... >':~~~·;'.~;· ~ .":,.·~ .¡_~-'.'':. 
(:1) Ser "U1t espacio a-1'2.-di.•creto G,,(2)-detenni7ta a ca.d'!: una'.tJ,~Jci..•.invpiedade..• 

representada..ci por S en 5.:J5. . . . · · ·' ~-·' _. · _·. 
( 4) Si ??.. es la di.o;ct"t!tez:, entonce.o; X 'R. = X', el conjunto de :Pil.rit'a.9~· ~C: rio .<.1~n 

aislado.~ en X. · 
(5) Si 'R. e.• la propiedad de .•er P-e."Pacio, entonces Xn. =·X·¡.'el ;x,,.junto de los 

punto.~ de X tflU! Tto son P-7nJ.nto.<1. - · 

PltOPOSICIÓN 5.57. t;ean X un f!!,7Jaciu cc1v-di111.en.sic11u1.l,· "'P u.na ¡Jtvpiedad 
agrndable y 'R. una pmpiedad c¡U<! C,,(2)-determina a P. Si uno de los C."PUCÍO.• 

C,,(X,Z) o C;,(X,Z) o C,,(X,n) parn algunan E N\{2} tienenu-P, entonce.• 
e.ri"'te un espacio F que tiene P tal que X Cr0 .,, G.,,(F) y X"R. e..<1 acotado en X .. 

D1;MOSTRACIÓN. Daremos sólo la prueba del caso en que C,,(X, 2) tiene u-P, 
porque la de los otros casos es similar. 

X Crop C,,(C,,(X, 2), 2). Entonces, como C,,(X, 2) tiene a-P y P es conver
gente, entonces, por 5.49 hay un espacio F que satisface P tal que X Crop C,,(F). 

Ahora de1nostrlU"cmos que Xn es acotado en X. Supogamos que no Jo es; 
entonces existe una sucesión (Un)neN de subconjuntos cerrabiertos de X, ajenos 
entre •í, ta.les que, para toda n E N, Un n Xn. ~ 0 y la sucesión (Un)neN no 
tiene un punto <le acu1nulación en X. De este rno<lo, X puede ser partido en 
una colección numerable infinita de subconjuntos cerrabiertos Yo = X\ UneN Un, 
Yi = Uo, ... , Yk+1 = Uk, ... , tales que Yin XR ::¡!:. 0, para toda i > O. Pero esto 
implica que C,,(x, 2) s.! HneN e,,( Yn, 2) 
Para n > O Yn n Xn ::¡!:. 0, con lo que Yn no satisface 'R... Entonces, como "P 
suprayectiva. y finitamcnte aditiva, por el lema 5.54, IlneN Cp(Yn, 2) no puede tener 
a-'P. Entonces Cp(X, 2) no tiene a-'P, lo cual es una contradicción. O 

CoRor~ARIO 5.58. Si a la."i t«lposicione.~ herJia.<1 t..><rt. la p7vpusición 5.57 les ai"íad'i-
1uos la 1t<JT'TIU1litlad de X, entouce."l x"R. es un COTnpacto de EIH:.rlein. 
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OBMOS'l'RACIÓN. Por.5.57,.x.,._ es acotado en X y ruaste un espacio F que 
tiene -P y tal que X i::::.Tor C,.(F). Como X es normal y Xx es Cerrado en X, Xx 
es scudocornpacto .. Por .3.10.21 de (24) y dado que X es normal, Xx es nurnerablc-
mentc compacto . ·.·~ · · 
Como·F t~ene,"'P,-·.conti~ne'un subespacio denso cr-seudocompa.cto, así que el resul
tado se sigue del téorema·nl.4.23 de (9).14 O 

Torna~d~i2.cu;:t:5.56 (4) y (5), obtenernos los siguientes dos corolarios; 

Co~O¿i.i{.ó'..;5·.'5i)~.··si X es norrual y cero-diT11.ensional y C,,(X, E) e.'4 u-r.o71tpacto, 
eTitonce.?.' ~.:.éS '.1:-Ín i:spacio EG y X' es un co11ipacto de Eberlein. 

Co'no1. .. AR1'0 5.60. Sea Q alguna de las propiedade.<1 1nencionada.'1 en 5.~1. Si 
X es. norTnal·y· cero-dirner&sional y c,,(X, E) tiene u-Q, entonce.., exi.'4te 11.T/. P--pacio 
F .qúe.:ti,;ne Q.tal qúe X CTop c,.(F) 11 clxX es un compacto de Eberlein. 

E~-18..;dirccéi6n opuesta t~..ncrnos el siguiente resultado: 

PROPOSICIÓN 5.61. Si X e.9 un e.~acio E-G y X' es cornpacto, .'le tiene que 
C,.(X, 2) e.~ u-compacto. 

Dl':Pt.tOSTR.ACIÓN. La demostración de este teorema se logra a<laptnn<lo la de
mostración del teorema. 1 .. 1 de (54]. En nuestro caso se tiene que, como X es FrG, 
existe un compacto Y tal que X CTop C,.(Y) y, si para toda n E N, F., = {cp E 
C,.(X, 2) : 3(y,, .•• , 71.,) e Y" : Vf E X' : cp((f; 711, ••. .1/n; *)) !;;;; {cp(f)} }, resulta 
que F., es compacto y que C,.(X, 2) = UneN F.,. D 

En rnsumen, se tiene el siguiente, ~sultado probado independientemente por 
Oleg Okunev: 

rl'"EORBMA' 5.62.:.'_s_i::X_-: e,9.u~-·_espacio ceró--diin.~~~on.<:tl Y·_ri~rrl_iaL;·.-~nto1i~'I 

c,,(X, 2) e..., u-c"~~~~cíi,,,.;,¡ Y J,6i.o. ·si ·x ~- uri :~/-J.~i~fJi-~(¿,:'-1/.X(· ~~-_::Cf'i~í~~~~to. 
~- ~-:/;:~,:-;_,--::~ 

sigu!:r::::~~~par~ ~cjorar este teorema, poder'~o~t~.~~;.f~.f~a~i~~nte ~l 
. Pnoer.Ei.tÁ! '.s(x c8 cero-dimensional y c,;(x, E) .. es <i~<:(;';npacto;· ix»c.. nor-

mal? .:·.. . ·::·./;e·: · · · •· · • ·· · : • · · • ·· .;·. · ·. · ·· · 
Mie.ritras tanto mostremos que en O,.(X,Z) l...S 

comcn~Cmos'.COn la siguiente definición .. 

. Dl~Pll~HcióN 5.63. Sea X un espacio topológico. 

rosas· ~en -mCj~? .. --,-·.~ara.· ello 

(1) .X es Z-acotado en un .~perr!."]Jacio Y si para toda f E C,.(Y, Z) tenem.os 
que flx e o;cx,z). 

(2) X e.~ Z-seudocompacto{(55)} si e.~ Z-acotado en s-í 1nisTTw. 

Ons1~RVACIÓN 5.G4. (1) X es Z-seudocompacLo si y sólo si no existe una 
partición infinita de X, es decir, una familia numerable de conjuntos abiertos 
ajenos no vacíos cuya unión es X (ver lema. 1.8.2 de (55)). 

14Teoremu 111.4.23 de [U]: Si Y contirne un nubeffptt,d<> clem.Jo a-1w-mdocornpnct.09 entonce:-1 
texto Rubeffpacio numcrublcmentc compaacto de Cp(Y) CR compKcto de Ebcrlcin. 
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(2) 

(3) 

5. PROPIEDADES TIPO COMPACIDAD 

Si_ X es un espacio topológico cualquiera y X es ~l espa~io <;ero-:ctimensional 
definido en la observación 5.5, entonces X es Z-sciidOcompacto Si y sólo si 
X es seudocornpact.o. {Ver [55]). . . . . · ·... .: ·: . .. · 
Si X es cero-dimensional, entonces X es seudocompacto si y sólo si : X· es 
Z-seudocornpacto. · · 

Pnoros1c1ÓN 5.ü5. b"i X e.'> cero-dirnen."lional y Cp(X, Z) e."I u-11u1nerableniente 
co1npa.cto entonce.~ X e._c¡ Z-.~eudocornpacto. 

DBMOSTRACIÓN. Supongamos que X no es Z-seudocompacto. Entonces existe 
una partición infinita de X,"= {Un: n EN} (por 5.64 (1)). Se puede suponer que 
todos los elementos de E: no son vacíos, así que podemos escoger, para cada. n, un 
punto Xn en Un. 

Como Op(X, Z) es u-nurnerabJernente compacto, Cp(X, Z) = UneN Zn, donde 
cada Zn es numerablcmcntc compacto. Para cada n. EN, sea. Dn = Xn(Zn).15• Por 
3.10.6 de [24], para cada n EN, Bn es acotado y, por consiguiente, finito. Entonces 
podemos elegir en cada conjunto Z \ I.Jn, un elemento an· 

Si definirnos Ja función g : X ---> Z de tal forma que para toda n E N, glu., = 
ª"' entonces g E G'p(X, Z), por lo que existe no EN tal que g E Zno• Esto implica 
que ªno = g(Xn0 ) = Xn0 (g) E Xn0 (Zn0 ) = Bn01 lo cual es una contradicción. D 

Ll~MA 5.(;6 (IV.5.5 de [9)). Sean X un compacto y Y 1LTL tml>espacio .•r.udor.om
pacto de Cv(X). Entonces Y e.• un compacto de Eberlein y e.• cerrado en C,.(X). 

T1~on1~1\.fA 5.G7. Si X e.<:1 cerv-din1.en .. "lio11al <!rttonr..t:.<i 

Cp(X, Z) e..-., u-coutpacto <=:> X C.."1 C07Ttpacto de EIH:7·lein 

DBMOSTllACIÓN. =>) Si G,,(X,Z) es a-compacto entonces X es scu<locom
pacto (por 5.65) y G,,(X, 2) es u-compacto. Por lo tanto X es espacio E-G 
(por 5.53) y scudocon1pacto, así que es un subespacio scudocompacto de un 
espacio Cp(K) con K compacto. Por 5.66, X es compacto de Ebcrlein. 

<==) Si X es compacto de Ebcrlcin entonces X es EG y X' es compacto. Por lo 
tanto X es scudocompacto y Cp(X, 2) es u-compacto (por 5.61). Como X 
es scudocornpacto, es Z-scudocornpacto y por lo tanto 
c,,(X,Z) = c;,(X,Z) et c;,(X,N) = UneNC,,(X,2") ~ UneNCp{X, 2r 
y cada uniendo Gv(X, 2)" es u-compacto. 16 Por Jo tanto Cp(X, Z) es u-
compacto. 

o 

16Vcr ltt definición de Ju. función Xn en 2.8 
1ºEI producto finito de espacios u-cornpu.ctos es a-compJSCt.o. 
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