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Introducciéon

1960 vio nacer el texto Rings of Continuous Functions escrito por Leonard
Gillman y Meyer Jerison.® Este texto fue denominado “THE BOOK” por Melvin
Henriksen en su articulo {38], en el que narra cémo se fue gestando esta obra,
sintesis soberbia de todos los trabajos acerca de la interrelacién entre un espacio
topolégico X y el anillo C(X) de funciones continuas reales definidas en X, que
desde ¢l importante articulo de Hewitt ([42]) habian aparecido. Felizmente mi
aprendizaje sobre todo lo relacionado con los anillos C(X) y, a la postre, con el
tema de esta tesis, comenzd, bajo la direccidén de Angel Tamariz, con este libro,
pues como Henriksen sefiala, “por varias generaciones de estudiantes, el trabajar
en “THE BOOK?” serd el primer paso para escribir una disertacién en esta drea”.
A través de 8] conoci ¢l famoso Teorema de Gelfand—-Kolmogorov:

TEOREMA 0.1 (Gelfand-Kolmogorov). * 8§i X y Y son espacios compactos,
entonces los anillos C(X) 3 C(Y) son isomnorfos si y solo st X y Y son homeomnor-

Jos.

Este teorema revela que en el universo de los espacios compactos, la estructura
de anillo de C'(X) determina la topologia de X. También aprendi en el libro de Gill-
man y Jerison que Hewitt demostré en {42] que el Teorema de Gelfand-Kolmogorov
se pucde extender al universo de los espacios realcompactos.

Quiza inspirados en “THE BOOK?”, sc han escrito trabajos intcresantes sobre
anillos de funciones continuas con valores en estructuras distintas de R, como el
articulo de R. S. Pierce (citado en la bibliografin con el miimero [85]) acerca del
anillo de funciones continuas C(X, Z), donde Z es el espacio (anillo topoldgico) de
los niimeros enteros con la topologia discreta. Por otro lado, en [23], en [28] o ¢n
[50] pueden verse demostraciones de que tanto la estructura de anillo como la de
reticula de C(X,Z), determinan la topologia de .X. En cambio la estructura de
grupo abeliano de C(X,Z) no determina en general la topologia de X, como puede
verse en [28] o en {23].

A pesar de estas investigaciones y de que el mismo Leonard Gillman invita en
[33] a desarrollar mais investigacidon sobre los aspectos algebraicos de las estructuras
algebraicas de funciones continuas, Ia mayor parte de la investigacién inspirada por
“THE BOOK” ha sido de cariicter topolégico, tal vez por el interés despertado en
los topdlogos y en los analistas fitncionales por teoremas como el de Nagata:

TrorEMA 0.2 (Nagata). [B1] Si X y ¥V son espacios de Tychonoff, entonces
los anillos topoligicos Cp(X) y Cu(Y) son topoldgicamente isomorfos si y sélo si
X y Y son homeormnorfos.

AEn ln bibliografis pucde hallarse la referencia completa en [84]).
*Ver [87].
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2 INTRODUCCION

A lo largo de esta tesis, Cp(X, F) denota al conjunto C(X, £) de funciones
continuas de X a £, dotado de la topologia que tiene como subespacio del pro-
ducto topolégico de Tychonoff EX y que se llama topologia de la convergencia
puntual en C(X, £). Cp(X), el espacio del que habla el teorema de Nagata, es
simplemente el espacio Cp(X, E) cuando F es el espacio R de los niimneros reales
con la topologia usual. En el estudio sistemdtico de los espacios Cph(X). el tra-
bajo de A. V. Arkhangel'skiY ha sido medular. Su ya cldsico libro “Topological
Function Spaces”3, sus articulos [3], [6],[7],[8], [12], [13], ¥ su texto [11], con-
tienen cxcclentes descripciones de las sucesivas etapas en el desarrollo de la teoria
de estos espacios de funciones. Otros libros sobre este tema son ¢l de McCoy y
Ntantu ([47]), ¢l de Baars y de Groot ({16]), » las notas de Tamariz, Casarrubias
y Herndndez ([62]). En [13], Arkhangel’skil ofrece una oxtensa bibliografia de 363
trabajos, la mayoria relacionados con los espacios Cp(X) o Cp( X, 1), donde I es el
intervalo cerrado unitario [0, 1], con la topologia usual. Que no quede entonces la
menor duda de que existe actualmente un enorme interés por estos espacios. Sin
embargo, no ha habido un estudio sistemidtico andlogo de los espacios topolégicos
de funciones continuas del tipo Cp,(X, £), cuando £ es un espacio diferente de R o
de 1, ni siquicra para espacios F tan familiares como el ya citado Z de los nimeros
enteros o ¢l espacio discreto de dos elementos, que en esta obra representaré con 2,
o como los subespacios N, Q y IP de R, que son, respectivamente, los conjuntos de
los niimceros naturales, racionales e irracionales con su topologia usual, que es la que
ticnen como subespacios del espacio R. El propésito principal de la presente obra,
s el de contribuir al conocimiento de este tipo de espacios Cp(X, £), ¢ intentar
comenzar un estudio sistemaético de cllos.

Como profesor de matemadticas, una de mis motivaciones fundarnentales para
aventurarme cn los estudios de doctorado y en la subsecuente escritura de este
trabajo, ha sido la de poder ofrecer a mis estudiantes posibles lineas de desarrollo
y de investigacidén; por eso deseo que esta tesis sirva como una de tantas formas de
comenzar ¢l estudio de los espacios de funciones continuas. Esta cs la razén por la
que los primeros tres capitulos son algo extensos en detalles generales.

En csencia el método de trabajo para encontrar propiedades de los espacios
del tipo Cp (X, £) consistié en aprovechar la inmensa cantidad de resultados que
s¢ conocen para Cp(X) con X de Tychonoff ¢ investigar cusdles podrian trasladarse
de alguna manera a la mayor cantidad posible de otros espacios Cph(X, £7). Como
se ha de comprender, esta investigacion es interminable y sélo puedo pretender
que la presente tesis sea una aproximacion en este sentido. Se sabe por cjemplo
que si ¢l espacio X e¢s de Tychonoff, la fuente C{X) posee fuertes propicdades de
scparacion de puntos de X v de puntos de cerrados de X; para expresarlas del
modo mas general posible he hecho uso, para cada espacio topoldgico £, de las
clases R(E), K0, Hoa(#) ¥, para todo mimero natural n, de la clase /¢, (/). La
clase f2(#) de los denominados espacios E-regulares fue definida y estudiada por
Eungelking ¥ Mréwka en [26] y desarrollada por el iiltimo en [48], en {49] v en
[50}: las otras clases las he definido y analizado en el capitulo 1. Todas estas clases
coinciden con la clase de los espacios Ty chonoff cuando /£ es el espacio R, pero hay
espacios £ para los cuales algunas de dichas clases no coinciden. De este mbda
surgen de manera natural las clases G de los espacios Guadalajara v P., de los
espacios Puebla que constan, respectivamente, de los espacios /' parn los cuales

SVer referencin on la bibligrafia en of ndneroe {9].
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INTRODUGCCION 3

Frye = R(F) y Reo(F) = R(FE). La importancia de estas dos clases de espacios
radica en que tomando £ en alguna de ellas, se obtienen para el espacio Cp (X, E}),
con X € R(E), varios hechos interesantes que son paralelos a propiedades de Cp(X),
principalmente de aquéllas en las quec no sc requiere de R més que lo implicito en
la suposicién de que X es de Tychonoff y que se traducen, como he comentado,
cn propiedades de separacién de la fuente C(X). La propiedad de separacién de
la fuente C, (X, £) que en general resulta mds fuerte es la que sirve para definir a
los espacios Pucbla, por lo que no es de extrafiar que aparezcan estos espacios en
varios resultados a lo largo de toda la tesis (véanse por ejemplo 2.19, 2.23, 2.24, 2.27,
2.53, 2.54, 2.57, 3.4, 3.78, 4.5, 4.14, 4.15, 4.18, 4.19, 4.24, 4.25, 4.45, 4.59, 5.40,5.42,
5.44). Por otro lado, la clase de espacios Puebla estd lejos de ser trivial: contiene
a todos los espacios Tychonoff conectables por trayectorias (1.49(3)), a todos los
cspacios cero-dimensionales (1.49(4)) v a muchos m#s. Ain no he logrado delimitar
con precisiéon qué espacios topolégicos son abarcados por cada una de las clases de
espacios Puebla o Guadalajara, pero e¢n el intento he demostrado varias propicedades
de los espacios que pertenccen a ellas (verbigracia 1.40, 1.44, 1.46).

Una vez escogido un espacio topolégico £, f2(#) es el universo mds adecuado
para estudiar los espacios de funciones C,(X, £), ¥ como un espacio E-regular
es aquél que puede encajarse en alguna potencia de £, al inicio de este trabajo
recuerdo vicjos criterios, y afiado nuevos, para saber cudndo la amalgama® de una
fuente de funciones continuas encaja al dominio de ellas en ¢l producto topolégico
de sus codominios v aplico ecstos resultados para dar itiles caracterizaciones de
la F-regularidad en términos de propiedades de separacién o de inicialidad de las
fuentes F = C(X,K) y G = U,en C(X, £7)(ver 1.23). Las propiedades universales
de las fuentes iniciales (proposicion 1.3) v del producto topolégico (tcorema 1.8),
han sido convenientes, pucs proveen de maneras de construir funciones (como las
que se usan en las definiciones de los funtores C(—, ££) de la seccién 2 y C(X, —) de
la seccién 3 del capitulo 2) y simplifican demostraciones, principalmente en donde
sc ha tenido que mostrar la continuidad de alguna funcién que llega a un producto
topolégico (como cn 2.41, por cjemplo).

En “THE BOOK?” se tmuestra que las diferentes operaciones v relaciones usuales
en el conjunto de los mimeros reales se pueden usar para definir puntualmente
relaciones andlogas en R, para cualquier conjunto X, y éstas a su vez restringirse
a C(X), cuando X cos un espacio topolégico. Aunque un espacio £ no sea R, basta
con que posea una estructura algebraica del tipo definido en 2.1 de este trabajo (que
incluye las estructuras mads usuales como son las de grupo, grupo abeliano, anillo,
anillo conmutativo, espacio vectorial sobre un campo, v reticula), para que, con las
operaciones y relaciones correspondientes definidas puntualinente en (X, E), este
conjunto se convierta en una estructura algebraica del mismo tipo que /2. Si ademas
12 tiene una estructura algebraico-topoldgica de cierto tipo, las mismas operaciones
puntuales que hacen de C(X, £) una estructura algebraica del mismo tipo que E,
hardn de C,(X, E) una estructura algebraico-topolégica también del mismo tipo.
Aunque todo esto cs bien conocido” lo repaso someramente en el capitulo 2, para
facilitar cl recuerdo de estos hechos y para delimitar los que serdn titiles para este
trabajo.

fRecudrdese la definicidn de mnalgama en 1.9 de oste trabinjo.
“Véuse por cjemplo [49].
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4 INTRODUCCION

Quizd desde el teorema de Nagata, investigar la relacién entre las propiedades
del espacio topolégico X y la de alguna estructura algebraica C(X, E) o algebraico-
topolégica Cp(X, £), es uno de los problemas que han guiado a los estudiosos de
los espacios de funciones continuas hoy en dia. Por ejemplo, una pregunta general,
surgida a la luz del teorema de Naguta, cs la siguiente:

Si E es una estructura algebraico-topolégica de un cierto tipo y las estruc-
turas algebraico-topoldgicas C,(X, £) v Cp(Y, E) son topolégicamente isomorfas,
es decir, son objetos isomorfos en la categoria cuyos objetos son las estructuras
algebraico-topolégicas del mismo tipo que £ (y los morfismos son los homomorfis-
mos continuos entre dichas estructuras), jse puede asegurar que los espacios X y
Y son homeomorfos?

Una pregunta mais general es:

Si E es una estructura algebraico-topolédgica de un cierto tipo, P es una propie—
dad topoldgica, y X y Y son espacios topoldgicos tales que X tiene la propiedad P
v las estructuras algebraico-topolégicas Cp, (X, E) v Cp(Y, £) son topolégicamente
isomorfas, ;Y tendrd la propiedad P?

He abordado este tipo de preguntas en el capitulo 3, en donde no sdlo he
trabajado con C,(X, E) como espacio topolégico sin estructura algebraica adicional,
sino también como espacio vectorial topolégico, como anillo topoldgico (como en ¢l
teorema 3.4) y como grupo topoldgico, v presento varios resultados iitiles cuando
se trabaja con cualesquiera de estas estructuras algebraico-topolégicas (seccién 1
del capitulo 3). Para tratar de que la exposicion sea unificada v sencilla, he echado
mano de la exposicién detallada acerca de los funtores entre la categoria 7'op, de los
espacios topolégicos y categorias de estructuras algebraicas o algebraico-topologicas
que presenté en cl capitulo 2. Dichos funtores, como C),(—, £), asocian a cada
espacio topoldgico X la estructura Cp(X., £), v a cada funcién continua f : X —
Y, el morfismo f* : Cp(Y,E) — Cu(X, £), tal que, si g € Cp(Y, ). entonces
S (g) = go f. Este morfismo f* es conocido en algunos trabajos como ¢l mapeo
dual de f, y muchas de sus propicdades. respecto a las de . son conocidas® cuando
E = R, pero a lo largo de la seccidn 3 del capitulo 2 extiendo dichas propiedades
cuando £ es cualquier otro espacio o, cniltimo caso, cuando £ es Puebla (como en
¢l corolario 2.24). Uno de lous resultados mids itiles de esta seccion os ol hecho de que,
si £ es una estructura algebraica {0 algebraico-topolégica) de cierto tipo. entonces
para todo espacio topologico XN . existen un espacio rrpe Xy una funcién F-cociente
(2.25) avg : X — apgX, tales que agX s E-regular v o Cplerp X, ) —
Cp(X, F) es isomorfismo topoldgico. Esto permite generalizar resultados que se
obtienen para C,(X, F) con X FE-regular a resultados sin esta dltima suposicién
(por ejemplo en 5.7 y 5.9). Otros hechos dignos de mencién que presento en el
capitulo 2 son los encajes de cualquier espacio topolégico £ en el espacio C, (X, E)
(proposicion 2.85), v la de cualquier espacio topolégico E-regular X en el espacio
Cp(Cp(X, E). £) (corolario 2.43). Uso este idltimo encaje para estudiar el espacio
vectoral topolégico L,(X, /) para ciertos espacios [2 v con ello logro demostrar un
teorema del tipo Nagata en el capitulo 3 (Teorema 3.4). También he utilizado el
encaje en ¢l capitulo 4, para obtener propiedades de dualidad de ciertas funciones
cardinales (como en la proposicién 1.9).

Mediante el uso de extensores pucden obtenerse horncomorfismos o isomorfis-
mos topoldgicos entre diversas estructuras de funciones continuas, como muestro en

BVaianse, por cjemplo [9] o [62]




INTRODUCCION 5

1a scccidén 2 del capitilo 3. Uno de los principales resultados de esta seccién es el teo-
rema 3.28 que sefala que todo espacio metrizable y fuertemente cero-dimensional
es tg2-extendial.

En las secciones 3 y 4 del capitulo 3, centro la atencién en los espacios Cp (X, £)
cuando X es un espacio de ordinales y E es, o bien el espacio Z, o bien, para alguna
n € N, el espacio discreto de n elementos, denotado a lo largo de este trabajo con
n. El hecho de que el anillo de las funciones reales continuas y acotadas Cj,(X)
sea unién numerable deo espacios homeomorfos a Cp, (X, ) (ver por ejemplo [62]),
motivé el problema de investigar en este trabajo para qué espacios X C,(X,2)
es homcomorfo a su cuadrado (Cp(X, 2))2, y mds generalmente cudndo Cph(X, 2)
cs homecomorfo a cualquier espacio Cp(X,n). Para los espacios X que cumplen
cualquicra de cstas dos condiciones, se tendri que el espacio Cpj(X,Z) de todas
las funciones continuas y acotadas de X a Z c¢s una unién numerable de espacios
homeomorfos a Cp(X,2). En la proposicién 3.72 logro demostrar que para todo
ordinal infinito «r, son homeomorfos los espacios Cp, ([n],2) ¥ Cp([a],n). En todo
csto uso varios resultados acerca de Cp (X, 2) que obtuve adaptando las pruebas de
las correspondientes propiedades para C(X) que aparecen en el capitulo 2 de {16].
Utilizando resultados de alli, concluyo en la seccién 3 del capitulo 3 que, tanto si
X es un espacio compacto numerable y Hausdorff, como si s métrico numerable
localmente compacto pero no compacto, se cumple que Cp, (X, 2) homeomorfo a
Chp(X, n).

S. P. Gul "ko demostré en [36] que ni el espacio €),([un)) ni el espacio Cp([en]),
son homeomorfos a sus respectivos cuadrados. Tratando de obtener los resultados
andlogos para los espacios Cp([w1), 2) ¥ Cp([w1],2), sSlo logré probar, en la seccién
4 del capitulo 3 de esta tesis, que estos espacios no son lincalinente homeomorfos a
sus cuadrados, quedando como problema abierto ¢l saber si son o no homcomorfos
a sus cuadrados.

Con ¢l mismo espiritu que en ¢l capitulo 3, en el 4 continué indagando acerca de
si los espacios Cp(X,2), Cp(X,Z) v Cp(X, E) cumplen propiedades andlogas a las
que se tienen para C,(X). Consulté algunas demostraciones de resultados que sobre
cstos espacios aparccen en (62] v en el ya mencionado texto de Arkhangel’skit, [9].
Adapté lus demostraciones de algunas de cllas y obtuwve, en la seccién 1 del capitulo
4, resultados acerca de las funciones cardinales mis comunes. como la cardinalidad,
ol peso, el peso red, la extesion, el i-peso, ¢l w-peso, el cardctor, el w-cardicter y el
pseudo-cardcter, en espacios C, (X, £). Introduje, para cualquier espacio topolégico
£, Ia funcidn cardinal i-peso con respecto a E, iwyz, v demostré algunas simetrias
o dualidades entre estas funciones cardinales; por ejemplo, (2) de 4.9 seiiala que:

Si £ es un espacio topoldgico y X € R(E), entorices
nw (X )w(l) = w(i)me(Cp(X. £))

Cono corolario obtenemos que si £ es segundo numerable. entonces ¢l peso red
cs una propiedad fg-invariante, es decir, los pesos red de X v de Y coinciden si
Cnp(X, ) ¥y Cp(Y, ) son espacios homeomorfos. Tammbién demostré en -1.20 que si
}" es un espacio cero-dimensional, tanto el i-peso de Cp(Y, 2) como iw2(Cnh(Y, 2)),
coinciden con Ia densidad del espacio X, respondiendo parcialinente al problema
siguicntoe, planteado por Oleg Okunev:

Si X es cero-dimensional, gserd cierto que iw(X ) = iwa(X)?

Al miswo tiempo obtuve ¢l resultado dual: Si X es un espacio cero-dimensional,
tanro el i-peso de X como iw2(X') coinciden con la densidad del espacio C,{(X. 2).
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convirtiendo la pregunta anterior en esta otra: Si X es cern-dinum.s'ion.al, g;ser(i,
cierto que d(Cp(X)) = d(Cpn(X,2))?

El estudio de la estrechez y el niimero de Lindeldf lo he dejado para la seccién
3 del capitulo 4, en donde, imitando la demostracién de Arkhangel’skii-en:{8] de.
un célebre teorema de M. O. Asanov, demostré en 4.45 una versién de él 4prax'a. es-
pacios Cp(X, E), suponiendo que £ es un espacio Puebla de Hausdorff con mis
de un punto. Asimismo obtuve el siguiente resultado a partir de los teoremas “de
Arkhangel'skil y E. G. Pytkeev ( tcorema IL.1.1 de [9]):
Si E es un espacio Puebla de Tychonoff y con muis de un punto y X € R(E), en-
tonces I°(X) < t(Cp(X, E)) < 1~ (X)w(E) (teorema 4.47).

En la seccién 4 del capitulo 4 introduje, para un espacio topolégico £ fijo, las
siguientes funciones cardinales: la E-estrechez funcional (Ftg), la estrechez fun-
cional débil (Ftgr) ¥y qg, que coinciden cuando E = R, con la estrechez funcional
(te), 1a estechez funcional débil (4n) y el mimero de Hewitt—Nachbin (g) estudi-
adas en [9], respectivamente. Siguiendo el derrotero trazado por este texto de -
Arkhangel’skil, estudio relaciones entre Ety , Eta, qg, la estrechez débil (L) v
la estrechez (t) v consigo, como en las sccciones anteriores algunos teoremas de
dualidad:

Si X es un espacio cero-dimensional, entonces

2tp(X) = q2(Cp(X,2)) u q2(X) = 2tp(Cp(X,2)) = 2(6(Cp(X, 2)).
(Véanse 4.67 y 4.73).

Otro resultado interesante que presento cn el capitulo 4, os ¢l siguiente (4.77):
Si IndX = 0, es decir, si X es un espacio fuertemnente cero-dirnensional y normnal,
entonces: :

2tp(X) = 20 (X) = q2(Cp (X, 2)).

Este resultado y el corolario 4.73. contestan parcialmente a la pregunta:

Para qué espacios Y se tiene que 2/,(Y) = 2tg(Y)?2.

4.73 responde que esta igualdad es vilida para espacios Y del tipo C,, (X, 2),
cuando X es cero-dimensional; 4.77 muestra que también lo es para los espacios Y
tales que IndY = 0.

En la seccién 4 del capitulo 4 estudio la propicdad &, la secuencionalidad
¥ la propiedad de Fréchet—-Urysohn y demuestro, como resultado principal, que
estas propiedades son equivalentes en los espacios Cp(X, Z), cuando X es cero-
dimensional.

En el capitulo 5 investigo las propicdades topolégicas que un espacio X debe sa—~
tisfacer para que C, (X, 2) o C, (X, Z) posecan propiedades tipo comnpacidad. como la
compacidad numerable, la scudocompacidad, la a-compacidad, la o-compacidad nu-
merable, la o-seudocompacidad y la compacidad misina. Como en los capitulos an-
teriores, he tratado de apoyarme en resultados conocidos acerca de estas propiedades
en Cp(X) v en Cp(X,I). Sin embargo, alli mostraré que algunos de dichos resulta-
dos no se pueden trasladar del todo a los que serian sus andlogos para Cp(N,Z) v
Cp(X, 2).

Los resultados principales que obtuve en ol capitulo 5, son

(1) La caracterizaciéon, en términos de propicdades del espacio X (no nocesari-
amente cero-dimensional), de la compacidad en cualquicr espacio del tipo
n(X,m), con n € N (5.12).
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(2) En 5.22 una generalizacién de un teorema de Tkachuk y Shakhmatov ® (5.1)
en el que se muestra que en Cp(X, I}, con X de Tyvchonoff, son equivalentes
el que X sea un P-espacio, el que C,(X, 1) tenga la propicdad @ vy ¢l que
Cp(X,1I) tenga la propicdad 0-Q, donde la letra Q representa cualesquicra
de ciertas propiedades relacionadas con la compacidad numerable, v en ge-
neral més fuertes que clla, cuyas definiciones presento en 5.16, ecn 5.18, y en
5.20.10 Cabe seiialar que este teorema fue casi totalmente establecido por
Manuel Sanchis y Angel Tamariz en [58]. Mi aportacién en él fue ampliarlo
un poco con la demostracién del lema 5.17.

(3) En 5.24, una caracterizacion en términos de propicedades del espacio cero-

dimensional X, de cualquier propiedad del tipo 0-Q en Cp,(X,n). con n €

N\ {1}, donde Q ¢s como en ol inciso anterior (o mejor dicho, como se explica

en 5.21).

Aprovechando varios resultados del articulo [88] de Sanchis y Tamariz a—

cerca de la seudocompacidad vy varias propicdades relacionadas con ella y

representadas por ellos con la letra 8, pude obtener una caracterizacion de

cualquier propiedad & en (7, (X, £), para los espacios £ que son compactos,

separables » Puebla. en términos de propiedades del espacio E-regular X

(Teorema 5.44). También. para cada espacio compacto Puebla /2, de peso

menor o igual que o, analizo las propiedades que debe tener el espacio f2-

regular X para que (L (X. F) sea cr-sceudocompacto (5.42).

(5) En 5.53 demnuestro que si WY es coro-dimensional, n € M\ {1} v (,(.X,n) es
o-compacto, entonces .\ es un espacio de Eberlein-Grothendieck (espacio E-
G '1). No he podido demostrar qua el reciproco es también verdadero, pero
presento un teorcema (5.62). probado independientemente por Oleg Okunev,
en el que se muestra la cquivalencia de la g-compacidad del espacio C, (X, 2)
con ¢l hecho de que X sea un espacio E-G y su conjunto X’/ de puntos no
aislados sea compacto, cnando X es cero-dimensional » normal.

(6) La demostracion del teorcma 5.67 que afirma que, si X eos cero-dimensional,
entonces (7, (XN .Z) es g-compacto si v s6lo si X es un compacto de Eberlein.

(4

~

Debo manifestar que la realizacion de este trabajo hubicra sido poco menos
que imposible sin la tenaz direceién del profesor Angel Tamariz Mascaria. Su en-
tusiasmo ¥ enorme capacidad de trabajo hicicron que en ocasiones su participacién
fuera mds alld de la simple direceion. El plantes los problemas mads interesantes,
corrigidé una ¥ otra vez mis incesantes desatinos v concibio algunos de los teoremas
demostrados en el capititlo 5y otros acerca del mismo tema que yva no me atrevi
a presentar aqui. pero que el lector interesado piuede consultar on el articulo {18],
ciertamente cmanado de esta tesis pero redactado totahmente en inglés por él. Sia
pesar del titdinico esfuerzo de mi director este trabajo tiene errores, éstos deberdn
atribuirse \inica v exclusivamente a mi pigricia.

2 Aparecido on {Ga}.
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CAPITULO 1
Espacios Guadalajara y Puebla

De todos es sabido que el estudio de los anillos de funciones C(X,R) o de
los espacios topoldégicos C, (X, R) suele hacerse principalmente para los espacios X
que son Tychonoff . De manera natural emerge el problema de cémo generalizar el
concepto de espacio Tychonoff a una clase C de cspacios topoldgicos de tal modo
que el estudio de los espacios C,(X, £) de funciones continuas de X a E, donde
E sea cualquier ecspacio ¥ X esté en C, resulte fructifero. Los espacios Tychonoff
se caracterizan como aquéllos que se pueden encajar en alguna potencia de R, as{
que una manera de generalizarlos es a través de los llamados espacios E-regulares:
aquéllos que se pueden encajar en alguna potencia de £. Acerquémonos un poco a
cllos:

1. Espacios F-regulares

DierINicIoN 1.1, (1) Una fuente es unae familio de funciones con domninio
cornan.

(2) UnaTop-fuente es una familia de funciones continvas enlre espacios topols-
gicos, con un espacio corniin como domninio.

(3) Dadas una familia € = {(Ya,Ta) : a € A} de espacios topolégicos y una
Juente F = {fo : X — Y, : a0 € A}, la topologn’a inicial o topologia
débil de X respecto a la pareja (£.F e In. que tiene por subbase a
la familio Sie .y = {(fiT(U):x e A gy U € ‘r,_-.}

Observemnos que si 7 es la topologia inicial de X respecto a la pareja (£,5)
definida como arriba, todas las funciones de la fuente JF son continuas, cs decir,. la
fuente H = {fa : (N.7) — (Ya, Ta) : 0 € A} s Top-fuente.

DiNICiON 1.2, Se dird que una Top-fuente H = {fo : (X, 7) — (Ya.Ta) @
v € A} es Top-fuente inicial s7 7 es lo topologia inicial de X respecto a la pareja

(G, F), donde G = {((Ya.Ta): 00 € A} 3 F esla fuente {fo : X — Y, :a € A}

PROPOSICION 1.3, Si F = {fo : (X,T) = (Ya,Ta) : & € A} es una top-fuente,
sun equivalentes:
(a) F es top-fuente inicial. : .
(b) Siempre que (Z,0) es un espacio topolégico 4. g 2 Z — X es una funcion. tal
que {faog: (Z,0) — (Yo, 7Ta) : 0 € A} s Top-fuente, entonces g ;. (%, o) —
(X, T) es continua.

1A ln tapologin inicinl de X respecto a la purcin (£, F) suele también Humadirsele 1n topologin
do X genornda por diclus peoja.

2Aunque os claro que ke topologin cinl de XV depende de las topologing Ta, en In prictica
suele 1o ser necesarin ln mencion explicita de la frmilin £, ¥ basta referirnos s dicha Lopologin
como In topologin inicinl de X respecto o F o como la topologin de X generadis por F.

123
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(c) 8% o es una topologia de X Ial que {fa : (X,0) = (YarTa) v € A} es
Top-fuente, entonces T C o-

DEMOSTRACION. (a) = () Supongamos que (Z, o) es un espacio topolégico y
g : Z — X es una funcién tal que, para toda « € A, fa o g : (Z,0) — (Yo, Ta) €s
continua. Como F es inicial, T tiene por subbase a la familia S, =) = {f5(U) :
a€ Ay U € 1a}, asi que para probar que g : (Z,0) = (Ya,7a) €8 continua, basta
darse cuenta de que si & € A y U € 74, entonces g"“(fa (U)) (Jaog)—(U)es
abierto en (%, o) porque fo © g es continua.

(6) => () Sea o una topologia de X tal que ' = {fa: (X,0) — (Yo, Ta) 1 €
.A} es T'op-fuente. Entonces, para cada a € .A es continua’ la. composxcxon-

, (X, o) 25 (X, 7) L2 (Va,7a)
y por (b), 1x : (X,o) — (X, T) es continua, es decir, 7 Co.

(¢) = (a) Sea o la vopologia inicial de X respecto a la pareja (G,F’), donde

G ={(Ya,7a): o € A} y F’ es la fuente {fo : X — Ya : a € A}. Entonces la fucnte
={fa: (X,0) = (Ya,Ta) : @ € A} cs Top-fuente inicial y, por las implicaciones
(a) = (b) = (¢), ya demostradas, o € 7 porque JF es Top-fuente. Pero como M
es Top-fuente y cstamos suponiendo (c), 7 € o. Asi 7 = o y con cllo, F == M es
Top-fuente inicial. [

OBSERVACION 1.4, En lo sucesivo, cuando no sea necesario, y siguiendo una in-
veterada costumbre, no haremos referencia a la topologia de un espacio topoldgico v
escribiremos simplemente: “el espacio topolégico X en vez de “el espacio topolégico
(X, ).

A continuacién mencionaremos dos corolarios de la proposicién 1.3, cuya de-
mostracién cs muy fdcil.

COoROLARIO 1.5. SiF = {fa : X — Y5 : @ € A} wy, para cada o € A,
Fao = {gaws : Ya — Zap : B € Aa} sun Top-fuentes iniciales, tarmbién lo es la -
“composicion de las Top-fuentes”, es decir, la Top-fuente {ga.a© fo : X — Zap :
o€ Ay pe ALt . SR

COROLARIO 1.6, ST F = {fa : X — Ya: o € A} y pam cada o € A, Fy
{gap : Yo — Zap : B € A.} son Top-fuentes tales que la “cornposicion™ G
{9apO fa : N — Zap:a € Ay B € Ay} es Top-fuenle inicial, enlonces F es
Top-fuente inicial. E

[

Eiempros 1.7, (1) De la definicién usual de inmersién o encaje, sc tiene
que si (X, 7) vy (Y, o) son espacios topoldgicos y f: X — ¥ es una funcién
invectiva, entonces f : (X,7) — (Y,a) cs encaje si v sélo si {f: (X, 7) —
(Y,a)} es Top-fuente inicial.

(2) También de la definicién usual de producto topolégico de Tychonoff, sabemos
quesi { Y, @ o € A} es una familia de espacios topolégicos y paracada a € A,
e : [Tgen Yo :— Ya s la proyeccién candnica, entonces

{ma: T] Yo — Ya}
dgeA

a P P . .
En pocas palabruas, 7 es In topologin *miis chica” que “lince continuns” a todas e fanciones

en F.
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es Top-fuente inicial.
El iiltimo e¢jemplo pone de manifiesto una propicdad fundamental de los pro-
‘ductos topoldgicos que, con el auxilio de la proposicién 1.3, da lugar ficilmente a
una caracterizacién categdrica muy itil de dichos objetos:

TroRrEMA 1.8 (Propiedad universal del producto). Si {fa : #Z — Yo :
a € A} es una Top-fuente, existe una iinica funcidén continua h : Z — Hne AYa
tal que, paro cada ov € A, g a h = f,.

DEFINICION 1.9, Si F = {fa : Z — Ya: o € A} es una Top-fuente, a la tinica
Juncidn continua h : Z — [l,ca Ya tal que, para toda v € A, 7o 0 hh = [, s¢ le
llane la amalgama de la familia F y se denota por AF o por Daecafa- 1

Entre las consccuencias mds importantes de la propiedad universal del pro-
ducto, se encuentran algunos teoremas de inmersion. Para facilitar el enunciado de
ellos, introducimos los siguientes conceptos:

DEFINICION 1.10. Sea F = {f, : X — Y, : cx € A} una Top-fuente. Diremos
ques

(1) F separa puntos de X sié pare cualesquicra dos elemnentos distintos, 3y,
en X, eriste v € A tal que fo(x) 7 [fo(y).

(2) F separa puntos de cerrados de N i para cualquicr cerrado F oen Xy
cunlquier @ € X \ I, criste o« € A tal que: fo(x) & cly, fa(F).

PROPOSICION 1.11. Sea F = {f, : X — Y, : v € A} un Top-fuente y & =
{Ja )0 € Ayl es abicrto en Y, ). Entonces:
(1) F separm puntos de X siogy solo si Dagafa : X — [Taea Ya o5 inyectiva.
(2) F separa puntos de cerrados de X iy solo si S es base para la lopologia de
X.
(8) SiF separa puntos de X y es Top-fuente inicial, AF es encage.
(4) Si F separn puntos de cerrados de X, F es Top-fuente inicial,
(8) Si F separa puntos y puntos de cerrados de X, ANF es encaje.
(6) Si X s To nF separa puntos de cerrados de X, AF es encaje.

DEMOSTRACION. (1) Basta tomar en cuenta que para toda o € A,

o © Daeafa = fa.
donde mq, : [[,eq Yo — Ya s la proyveecion natural,

(2) Supongamos pritnero que F separa puntos de cerrados de X. Sean A un
abierto en X v o € A. Existe o € A tal que fo(x) & cly, fa(X \ A).
SiU = f7O0u N ehyafa(XN \ A)) entonces e € U vy oy € U = [ (y) &
cly fa (XN A) = fo(y) € SN\ A) == p g X\ A=y €A Porlo
tanto, U € A, Asi. 2 € U € A v I/ € 8. Se ha probado que § ¢s base para
la topologia de N
Ahora supongiumos que S es base para la ropologia de X. Entonces, si
es un cerrado en X y € X\ F, existen o € A y un abierto U de Y, tales
quex € f(I7)C N\ F. Como y & I" =y & fio(U) = faly) € U, resulta

AA AF también s ~onoce como ln funcidn producto dingonal de la familin F, o Ia

avaluacidn correspondicute & ln fumilia {f.}. o ¢l mapeo paramétrico correspondiente
A dicha familia.
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que U N fq (F) = 'y como fo(:r) e U fa('r) ¢ (,ly‘_ fa(F) Asi vemos que F
. sepa.ra puntos de cer xa.dos de X -

(3) Como F = {7r¢x o A.F vaTe .A} ‘es Torp-fuenbe inicial, por el corolario 1.6.
{A.F} esd op—fuent.e 1n1cm.l y, como T separa puntos de X, /AF es inyectiva.

(4) Si F separa puntos de cerra.dos de X, S cs base de la topologia de X y cen
particular es subbase de dicha topologia.

“(8) Si F separa puntos de X, AF cs inycctiva y si ademds scpara puntos
de cerrados de X, F es T'op-fuente inicial. Como F es la “composicidon”
{ra 0o AF : X — ¥V, : @ € A}, por cl corolario 1.6 resulta que la fuente
{AF} es Top-fuente inicial, es decir, X tiene la topologia inicial respecto a
AF. Entonces AZ es encaje.

(6) Si X es 1Ip y F scpara puntos de cerrados de X, es fdcil ver que F también
separa puntos de X. Por (5), &AF es encaje.

a
Antes de continuar, se hardn unos itiles convenios sobre notaciones:
NOTACION: .
(1) Si X y £ son conjuntos, con (X, E) o con £-Y¥ se denotard a la fuente
{f:X — E: [ es funcién }.
(2) Si X y E son espacios topolégicos, se denotard por C(X, E) a la Top-fuente
{f:X — E: f es funcién continua }.
(3) Se acostumbra, en vez de C(X, R), escribir simplemente C(X).
Cabe sefialar que si F es una Top-fuente inicial, no necesariamente. separa

puntos de cerrados de X. La siguiente proposicién nos proveerd de cjcmplos para
ilustrar éste y otros hechos posteriores:

ProprosiCioN 1.12. Si £ es un espacio de Hau.sdorﬂ' con por lo menos, dos
elemnentos y tal que las tinicas funciones continuas de E en sitnismo son la 1denltdad
¥ las constantes, entonces C(E?, E) no separa puntos de cerrados.

DEMOSTRACION. Scan p y ¢ dos puntos distintos en E£. Como E es Th, existen
abiertos ajenos U y Von Etalesquep e U yq € V. Sea FF = E2\U. x V. F s
cerrado en B2 y (p,q) & F. e

Supongamos que existe f € C(E?, E) tal que f(p,q) € cle(f(#")).  Como
{@.p), (9.0)} S F, se tiene que {f(.p), S(4.9)} € clgf(F), lo que implica que
JT.p) # S, q) 7 f(q, q). Entonces las funciones continuas

gp: 6 — E ¥y g E— FE

definidas para cada & € E como gp(x) = f(p,.x) y gq(x) f(x,q) no son
constantes (ninguna de las dos vale lo mismo en p que en ¢). Por las carac-
teristicas mencionadas de E sc concluve que g, = lg = g,. Lo que significa que

q = q,.(q) = f(p,q) = Jq(]I) = p ¥ osto es una contradlccnon. P01 lo tanto, no existe
S € C(E? E) tal que f(p,q) € cle f(F). [ns]
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DEFINICION 1.13. Sea £ un espacio I.o]wloqz(‘o.

(1) Diremos que E es trivial si E.=0 0 E es un .smqulel,e.

(2) Diremos que una funcion [ : E. —: E es trivial si'es la identidad o es
('l)n.ulantf'. .

La propasiciéon 1.12 se expresa ahora diciendo que si £ ¢s un espacio de Haus-
dorff no trivial tal que C(E, £) ticne sélo funciones triviales, entonces C(£2, £) no
separa puntos de cerrados.

EieMpPLOs 1,14, (1) J. de Groot. demostrd en {21] la existencia de un sub-
espacio I' de R? no trivial pero tal que C(I,T') tiene solamente funciones
triviales. A este espacio le llamaremos espacio de de Groot. Scan 7, y T2
las proyecciones candnicas de I'’? en ['. Como dijimos en el ejemplo 1.7 (2),
F={m : %2 — T :1i € {1,2}} es Top-fuente inicial. Sin embargo F no
separa puntos de cerrados de T'?, pues F € C(I'?,T) y C(I'2, I") no separa
puntos de cerrados, como se mostré en la proposicién 1.12.

(2) Hay en cambio Top-fuentes F para las cuales se cumplen no sélo la im-
plicacién (4) de la proposicién 1.11, sino también su reciproca: si F eos
Top~fuente inicial, F scpara puntos de cerrados. Un cjemplo importante
es la fuente | J,en C(X, E"), donde X y £ son espacios topoldgicos cua-
lesquicra. Este hecho y su demostracion lo cstableceremos forinalmente
como proposicién 1.18, después de dar una definicién y una proposicién
mu) ttiles.

DEFINICION 1.15. Sean. X y I espacios topolégicos cualesquiera.  Un sub-
conjunto A de X es E-abierto (respectivamente, E-cerrado) en X si ewisten
n € N, f e C(X, E™) y un subconjunto abierto (resp. cerrado) U de BV, tales que
A = f—(U).

EigeMPLO 1.16. Si £ = I o £ = R, los subconjuntos K-cerrados de un espacio
X coinciden con los subconjuntos nulos 3 de dicho espacio, y los f-abicrtos, con
los conulos. ©
En 1.14 de {34] sc afirma que la interseccién de conjuntos nulos de un cspacio X,
no necesariamente es un subconjunto nulo de X. Asi que no siempre la interseccidén
arbitraria de E-cerrados es E-cerrado. En cambio, las intersecciones finitas de E-
cerrados de un espacio X si son E-cerrados cn ese espacio. como mostraremos a
continuacion:

PROPOSICION 1.17. Sean X y £ espacios topoldgicos cualesquiera, 4 A S X.
Eritonces: C
(1) A es E-cerrado si y sdlo si X \ A es E-abierto.

(2) Si f: X — YV es una funcion continua a olro espacio Y 1 A es I nbzerl()
(n-:sp E-cerrado) en Y, entonces [ (A) es E-abierto (resp. F-(’(‘I rudo) en
X.

(3) Unidones finitas de conjuntos E-abicrtos (resp. E-cerrados). de X son B-
abiertos (resp. E-cerrados) en X. ;

(1) Itersecciones finitas de conjuntos E-abiertos (nmqn - r'l.rlnd(M) de X son
2-abiertos (resp. E-cerrados) en X i

%Un subconjunto A de un espurcio X o8 un conjunto nulo de X si existe una funcién £ € C(X)
tal que A = f—{0}.
SUn subconjunte conulo de un espacio X, ex el complemento de un nulo.

TESIS CON
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Proor. Como (1) y (2) son sencillas, sélo haremos las demostraciones de (3) ¥
(4). Es suficiente hacerlas para dos conjuntos Ay £3 en X: Si Ay B son E-abiertos
(resp. E-cerrados) en X, existen ni,m2 € N, f € C(X,E™), f2 € C(X, E™?)
v abiertos (resp. cerrados) U; en E™ y Uz en E™2, tales que A = fi—(Uh) vy
B = f35(Uz2). Scan f = A{f1,f2} : X — E™ x E"2 = p™mi+nu, y scan m
E™M x E™ — E™ y 7w : E™ x E™2 -—— E™2 las proyecciones candénicas. Entonces
A= fim(Uh) = @7 W)y B = f5(Uz) = (w5 (Uz)), y asil AUD =
S (mT U UTs (U2)) y AN B = [~ (a7 (Ur) N (Uz)). Como wi (Ur) Unz (Uz)
y wi— (Uh) N w5~ (Uz) son abiertos (resp. cerrados) en E" x En™2 = Emt»2 y f €
C(X, EMvtn2), AU DB y AN 3 son E-abiertos (resp. E-cerrados). ]

PROPOSICION 1.18. Sean X y E espacios topolidgicos cualesquiera, yF y G las
T'op-fuentes C(X, E) ¥ Upen C(X, £™), respecti rente. Son equivalentes:
(n) G separm puntos de cerrados de X.
(b) La fawmilia de E-abiertos de X es base para la topologia de X .
(c) G es Top-fuente inicial.
(d) F es Top-fuente inicial.
(c) La familia de E-cerrados de X es base de cerrados de X .

DEMOSTRACION. Pongamos G = {fa : X — Ya : o € A}, donde, para cada
o € A, existe n, € N tal que Y., = E™ y f, € C(X, E™~). Entonces la familia
S = {f7(U) : @« € Ay [J cs abierto en Y, } no cs otra cosa que la familia:de  E-
abjertos de X. L
(a)<=>(b) Se cumple por la observacién anterior y la proposicién 1.11 (2).
(a)=>(c) Es vidlida por la 1.11 (4). o .
(c)=+(b) Si G es Top-fuente inicial entonces & es subbase de la topologia de. X.
Como S es cerrada bajo intersecciones finitas (por la proposicién anterior), es base
de la topologia de X.
(¢)<=>(d) Si, para cada « € A, Hq = {7; : E" — E : j € {1,2,...,711a}}, donde
cada 7; es una proyeccién canénica, entonces C(X,FE) = {njo fo:axa € Ay j &€
JTa }}. Como, para cada o € A, H, es Top-fuente inicial, por los corolarios™
.6 se tiene que G es Top-fuente inicial < F os Top-fuente inicial. O

CororLARr1O 1.19. Sean X, E,F y G como en la proposicicn 1.18. Supongamos
que: se salisface cualquiern de las condiciones equivalentes (a), (b), (¢) o (d) de dicha
proposicion. Eutonces, AG 1 X — [1,co Yy es encaje si X es To o si F. separn_
puntos de X. )

DumosTirACION. Si X es Tp, como G separa puntos de cerrados de A’, por (6)
de 1.11 AG es encaje. Por (5) de esta misma proposicién, AG también es encaje si
F separa puntos de X, ya que este hecho implica que G separa puntos de cerrados
de X,

ConroLArio 1.20. St X, £,F,G son como en la proposicion 1.18, si'se satis- ..
Jare alguna de las condiciones equivalentes (a), (b), (c) o (d) de dicha proposicion
n sk ademds X es 1y o F separa puntos de X, entonces X es homeomorfo a un
subespacio de alguna potencia de E.

DEMOSTRACION, Para cada n € N y para toda f & C(X, £"), pongamos

Yy = E". Entonces AG es una funcidn de X en [],c¢g Y v este dltimo espacio cs
una potencia de £. Ademads, por el corolario anteriar, AG es encaje. [}
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Como mencionamos en ¢l primer parrafo de este capitulo, a los espacios que
son homeomorfos a subespacios de potencias de £, les daremos un nombre que nos
recuerde que su estudio ha sido motivado por los espacios de Tychonoff, o sea’ los
completamente regulares y 7:

DErFINICION 1.21. Si X y E son cualesquiera esy tos topoldgicos, diremos que
X es E-regular 7 si es homeomorfo a un subespacio de alguna potencin de E, es
decir, si existen un conjunto Al y un encaje @ : X — EM. :

NOTACION:
(1) Si A y 3 son espacios topoldgicos, la proposicién “A es homeomorfo a4 un
subespacio de /3" se escribird asi: A Coop 3.
(2) La proposiciéon “X es E-regular” se denotard por X € R(FE). De hecho,
suele considerarse R(F) como la clase de todos los espacios E-regulares.

El corolario 1.20 da entonces condiciones suficientes para que X sea un espacio
F-regular. A continuacién veremos que, felizmente, dichas condiciones también
son necesarias, es decir, obtenemos la siguiente caracterizacién de los espacios /-
regulares:

TrEOREMA 1.22. Sean XN y I espacios topoldgicos, con E # @. Entoneces X €
R(E) si y 86lo si se cumplen las siguientes dos condiciones:

(i) F = C(X, £) sepam puntos de X.

(ii) G = U, en C(X, E") sepam puntos de cerrados de X.
DIMOSTRACION. La suficiencia es el corolario 1.20. Probarcmos ahora la
necesidad: Sea X € [2(#). Existen entonces un conjunto A/ y un encaje j : X —
EM. Para cada 1t € Af, sear, : EM — F la p-ésima proyeccién natural. Veamos
que s¢ cumple la condicién (i): Si x y y son puntos distintos, j(x) # j(y) porque
J es inyectiva. Entonces existe p € Al tal que mw,.(j(x)) # n.(i(y)).- Poniendo
J = m, 0], se tiene que f C C(X,F) v f(x) # f(v). Hemos probado que F separa
puntos de X.
Probar la condicién (ii) es un poco mis tardado, pero ahi va:
Sean 7 un cerrado en X vy e € XN\ /7. Como j : X — j(X) es homcomorfismo.
w & F o= jlr) € j(I7) = clyxrJ(F) = clpac(GUF)) N (X)) = §(x) & clpai(F).
asi que existe U = a;7(Vy,,) N ... N 77 (Vi) bdsico eandnico de EM, tal que
J(x) €U C EM \ clgaj(F). Scan ¢ € F y, para cada ;1 € A,

y.=J E sip € {s1,... , pin}
# {e} sip&{p.....un}.

Entonces l'[”EM Y, es homeomorfo a £7, con un homeomorfistno # : Huem Yy ——
£E™ que es la iinica funcién continua tal que, para toda k£ € {1,...,n}, conmuta el
tridngulo:

‘TEl concepto de E-regularidud ha sido amplismente estudindo por Mrdwkn (por cjemplo en
[48]), quicn le llnma cspucio B-complotamente regular sl que nosotros hemos llamado E-regulur.,
seguiendo a Edu, Kiyosawa y Olitan en {238}

TESIS CON
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h

M.cnr Yo B

Pras
E

donde, para toda & € {1,... ,n}, m : E" — F es la k-ésiina proyeccidén y, para
cada 1 € M, p, es la p-ésima proyeccién de J],cas Y ©n Y. También por la
propiedad universal del producto existe g : EM — [],ca, Vi continua tal que,
para cada sz € A, conmuta ¢l tridngulo:

<I\l

ITiear Yo

-~ Y

donde, para cada . € A, f,, cs la p-Gsima proyeccién (o sea 7,) si 1 € {/ll, LS pin}s
v fueslaconstante e 8 si o & {giri..0 /:,,} Asx, paracada ke {1,...,n}, conmuta
el diagrama:

h

EAI

[MTaene Yo E”

Sea [ = hogoj. Entonces f € C(X.E"). Veamos que f(u:) & clpej(F): siye U
entonces, para cada k € {1,...,n}, sc tiene que e (h o g(y)) = 74, (y) € V,,. Por
consiguiente hog(U) € V),, x...x V), . que es abierto en £7. En particular f(x) =
hog(j(x)) es elemento de V), x...x V,, . Porotro lado, f(#)MN(Vy, X...%XV, ) =0,
ya que siempre que un clemento = ostd en F, j(z) no estd en U, v existe entonces
un k € {1,... ,n} tal que 7, j(2) & V.. Asi que tinalmente f(x) € el f(F). O
COROLARIO 1.23. Si X y E son espacios topoldgicos, | # @, F = C(X,E)y
G =Upen C(X, E™), entonces son equivalentes:
() X € f(£).
(b) F separa puntos gy es Top-fuente inicial.
(€) F sepam puntos 4 G es Top-fuente in
(d) F s

8

al.
epene puntos de X oy la familia de [2-abiertos de X es base de su Ltopologia.

4 funcidn ¢ es ln que, i cada clemento de su dominio de definicion, le asocin ol vulor e
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(e) G separa puntos de X y es Top-fuente inicial.
(f) G separa puntos de X y la familia de E-abiertos de X es base de su topologia.

DEMOSTRACION. (a)=>(b) es consecuencia de 1.18 y 1.22. (b)=(c), (¢)=(d) ¥
(e)=>(f) sec cumplen por 1.18. (d)=>(¢) se deduce de 1.18 y del hecho de que, como
F es subfamilia de G si F separa puntos de X, § lo hace también. Finalmente,
(f)=>(a) se tiene puesto que, si G separa puntos de X y la familin de F-abiertos de
X es base de su topologia, por 1.18 G es Top-fuente inicial, asi que por 1.11(5), AG
cs encaje y con ello, X € (/). a

COROLARIO 1.24. 81 X y K son espacios cualesquiera, C' € J,,en I'(X.E™) ¥
la topologia de X es la inicial respecto a C', entonces tamnbién es la inicial respecto
a G = J,en C(X,E™). Si ademds X es To o C(X, E) separm puntos, entonces
N € R(E)-

DEMOSTRACION. Sean 7 la topologia de X, § = | J,,enC{(X,7),E") v o 1a
topologia inicial de X respecto a la pareja (£, G), donde £ es Ia familia de codominios
de los elementos de C'. Como 7 es la topologia inicial de X respecto a la pareja
(£,C"), cada elemento de €’ es continua, es decir, ' © G (por la observacion que
sigue a la definicién 1.1). Por la proposicién 1.3, 7 € o. Mas todo clemento de §

es una funcién continua, asi que de nuevo por 1.3, o € 7. Entonces 7 = o ¥ por
ende, G es Top-fuente inicial, v esto implica que es fuente inicial. Si ademuiis X os
1o o C(X, E) separa puntos de X, por ¢l corolario 1.20 X € (F&). O

ConoLARIO 1.25. 5% X es un espacio 1o ¥ F es cualquier espacio topoligico,
entonces X € R(E) si y s6lo si existe una subfamilia C' de |, o5 F(X, E™) tal que
la topologia de X es la inicial respecto a C7.

Para obtener un corolario mds, vearnos qué es eso del f-exponente de un espacio
topoldgico:

DErINICION 1.26. Sean E un espacio y X € R(F). El F-exponente de X
ceprpX, es el minimo cardinal infinito o pare el ceual X Copqgp 2.

Seguramente resultara (itil recordar que el peso de un espucio topolégico N
es el minimo cardinal infinito ¢r tal que la topologia de X tiene una base de car-
dinalidad menor o igual que a. El peso de X se denota con w:(X). En simbolos:
1w(X) = win{|B| : B es basc dc la topologia de X } + Ro

ConROLARIO 1.27. Sean I un cspacio 4 X € R(F). Fntonces expp X < w(XN).

DUEMOSTRACION. Para n € N, sea B, = {f~(V) : V es abierto en E" v f €
C(X, E")}. Entonces B = | J,,cn Bn es la familia de E-abiertos de X y, por ende.
es base de X (por el corolario 1.21). Por 1.1.15 de [24]. existe una base 5y de X
tal que By © B v [Bo] < w(X). Poniendo By = {8x : A < w{X)}. se tiene que,
para cada A < w(X), existen ny € N, V) abicerto en E™* v [, € (O(X. E"?) tales
que By = f7(WVa). Sea F = {fa : A < w(X)}. Probarcmos que AF os encaje:
si S = {f;7(U) : U es abierto en E™*}, entonces Bo © S v por lo tanto S es base
de X. Por 1.11 (2), F separa puntos de cerrados de X y como este espacio es 7.
AF : X — [Tacwxy £7* es encaje. Ahorasea {1, : A < w(X)} una particién de
w(X) tal que para toda A < (X)), |Ha| = ny. Para cada A < w(X) v para toda
nE My, sea X, = . Entonces jomr == H“E,,A X, ¥ con cllo:

g~= JI TI x.

A< X} A<u{ X)) nEF

< T
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Como [Ux<w(x) Hal < Ro - w(X) = w(X), oonclunmos que X L'[‘o’, £w(X), Por lo
tanto exprX < m(X). e . g i- o

ConroLARIO 1.28. Sea P una pm]nedad L l6gica ND -7 : ; '.‘zva y Iu.reduana.

Si E ltiene P, enlonces todo espacio E-regular segu.ndo nunLerublf'

DEMOSTRACION. Supongamos que. £ tiene P. Entoncés F‘*" ne . ‘P.v 51 X e
R(E) y w(X) = No, por el corolario anterior X Cywop EN°, asi que X tiene P. O

Otros resultados acerca de E-regularidad que estéan demo:strndos en'la pdgina
169 de [48], son los siguientes:

PROPOSICION 1.29. Sean E) y E2 espacios topologlco‘:. E‘ntnnrﬂs’.
(1) E) € R(Ey). De hecho, expp, E) = Ro.
(2) Si X € R(E\) ¥ Xo Crop X entonces Xo € R(£1) v e.rpp,.\fo < expp,X.
(3) Sipara cada pr € M, X, € R(F:), entonces [1,ep Xu € R(EV) v

erpg, H Xy =< Z expe, X,
HEM HEM
(4) 1 E2) € R(EL) siysdlo si ks € R(Ey).
(8) R(En) = R(E2) siysdlo si By € R(E») y B2 € R(E).
(6) R(E\)) = R(FE{), para todo ordinal o > 0.

JEMPLOS 1.30. (1) Es usual definir un espacio completamente regular co-
mo aquel espacio X en el cual, dados un cerrado F y un punto = € X \ F,
existe f € C(X) tal que f(F) < {0} y f(x) = 1. Ahora bien, un espacio es
1%/2 o de Tychonmnofl, si es completamente regular y 7%. Asi, si un espacio X
es de Tychonoff, es To y, por ¢l hecho de ser completamente regular, C(X) y
con cllo | J, e € (X, R"), separan puntos de cerrados de X y, aplicando (e) del
corolario 1.23 cuando £ = R, se concluye que X € f2(R). Inversamente, si
X € R(R), como la propicdad de ser de Tyvchonoff es productiva v hereditaria
» R es de Tychonofl, entonces X lo es también. En suma:

Un espacio X es de Tychonoff si y sélo si X € R(R).

Si ahora F os un corrado en un cspacio X, € X \ Fyv f € C(X) es
tal que f(F) € {0}y f(x) = 1, poniendo g = (0V f) A1l %, se ticne que
g(I7) € {0}, y(er) =1 vy g € C(X,L). Por eso, usando argumentos similares
a los de arriba, concluimos que:

Un espacio X es de Tychonoff si y sélo si X € R(I).

(2) Acabamos de caracterizar a los espacios de Tychonotf como los R-regulares y
también como los I-regulares. ; Cémo debe ser un espacio E para que su clase
de regularidad £t(F£) coincida con la clase T% ;. de los espacios Tychonoff?
Si £ es de Tychonoll, £ € R(I). Si ademds | Crop £, entonces I € R(K) v,
por la proposicién 1.29(5), R(F£F) = R(I).

Ahora supongamos que /R(F) = 12(ll). Entonces E € R(L) ¥ por lo tanto es de
Tychonoff. Comno i € (D) = I$(£), existe un cardinal o tal que | Coyop F2<.
Sea [p un subespacio de E® homeomorfo a I, ¥ pongamos < = I,.err Eu-
donde cada £, es I, Para al menos un g € Al, la jp-ésima proyeccion de
Lo, 7., (lo), conticne mas de un punto, ¥ como es un continuo, conticne un

Y0 ¥ 1 son las lunciones constantes con valores 0y 1, respectivamente: V ¥ A son las funciones
suprenio o ftimoe, mbica respectiviamente. Todns ellus funciones de X on R.
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subespacio homecomorfo a fo ver [70]. Por consiguiente, I Crop £. Se ha
demostrado entonces que:
R(I) = R(E) siy sdlo sill Crop, £y £ es de Tychonoff.

Recordemos que un espacio topolégico X es cero-dimensional si es Ty y
tiene una base cuyos elementos son al mismo tiempo abiertos y cerrados en X. Por
comodidad, a un subespacio de un espacio topoeldgico X que es abierto y cerrado a
un tiempo en X, le llamaremos cerrabierto en X.

Todo espacio discreto es cero-dimensional. Un espacio discreto que usaremos
mucho, es ¢l espacio {0,1} con la topologia discreta. A este espacio lo denotaremos
por 2.

Otros dos hechos bdsicos muy conocidos acerca de espacios cero-dimensionales,
son:

e La cero-dimensionalidad es una propicdad topolégica, hereditaria y produc-

tiva.

e Todo espacio cero-dimensional es de Tyvchonoff.

Ahora anadiremos ¢l siguiente, a modo de proposicién:

. PROPOSICION 1.31. Un espacio topoligico 1y X es cero-dimnensional si y sélo
st X € R(2). ’
DEMOSTRACION. Si X es cero-dimensional, ¢s T y C(X, 2) separa puntos de
cerrados de X, pues si /7 es un cerrado en X v & € X \ I, existe un cerrabicrto {J
de X talquer € U € X\ F. Sea f: X — 2 tal que ’
_ 0 sixzelU
f(m)—{l sixr gU.
La funcién [ es continua y, como clz f(£7) € {0}, f(ir) =1 &€ cla f(F). Por ¢l coro-
lario 1.23 concluimos que X € 12(2). Esto demuestra la necesidad. La suficiencia es
clara porque la cero-dimnensionalidad es un propiedad productiva y hereditarvia. - O

Aplicando este resultado y el corolario 1.27, se obtiene este otro corolario:
ConroLAanrio 1.32. 57 X es cero-dimensional de peso i, entonces X Crop 2™,

Este corolario simplemente dice que el Cubo de Cantor, 2™ es universal para
todos los espacios coro-dimensionales de peso m (ver 6.2.16 de {24}).

Abhora diremos cémo debe ser un espacio topolégico £ para que su clase de
regularidad coincida con la clase de los espacios cero-dimensionales,

PRoOpPOSICION 1.33. R(E) = R(2) si y sdlo si E es cerv-dimncnsional con nidbs
de un punto.

DEMOSTRACION. Si RR(E) = R(2), entonces £ € (2) y esto implica, como ya
vimos, que E es cero-dimensional. Pero 2 € f2(2) = N(E) v por lo tanto existe
un cardinal « tal que 2 Crop, £, asi que £ v, por consiguiente E, no pucde ser
un singulete. Esto demuestra la necesidad. Para probar la suficiencia, supongamos
que £ es cero-dimensional con por lo menos dos puntos distintos, diguimos e, ¥ ea.
Como {e1,c2} resulta ser homcomorfo a 2, se tione que 2 Crop E x ello implica
que 2 € R(E) v, por consiguiente, que R(2) € I#(£). Por otro lado, I & R(2). v
asi, (2) = R(F). O
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. .. Con F denotarcmos al diddico conexo de Alexandrov!'Y, es decir, al espacio de
dos puntos, {0, 1}, cuyo tinico subconjunto abierto no vacio prOPlO es {0} Es muy
facil demostrar la signiente proposicién:

ProprosiCionN 1.34 (3.12 de [48]). La clase 12(3) cunmzde con la clase- de todos"
los ios 1p. Ademds R(E) = R(F) si y s6lo #i E es un cs-pa,cw _l"o peroino es

T

un espacio Ty.

La primera parte de la proposicién 1.34 implica, en part;:cula.r, que pa.ra. to lo ™
espacio Tp X, la fuente [J,en C(X,3") separa puntos de cerrados. De hccho, una §
proposicién mas fuerte es la siguiente: .

PRrOrosicCionN 1.35. Para tode espacio X, la fuente (X &) separa pnntus de :
cerrados. Mds aun, dicha fuente separa puntos, siy sclo si X es un, e.qpamo To."

DEMOSTRACION. Sean X un espacio topolégico cualquiera, F un cerrado en :
Nyvmxp€ X\F. Sea f: X — §F tal que N
- 0 sizgF
f("”)—{ I wizeF
Esta funcién es continua, ya que f~({0}) = X \ F, que cs abicrto en X. Ademads
S(70) =0 & {1} = clz{1} = clz f(F). Entonces la fuente C(X, F) scpm'a puntos
de cerrados.

Para demostrar la b«gunda. parte, usaremos la proposiciéon 1.34. Por ella babe-
mos que si X es un espacio 7p, entonces X € R(F) y esto implica, por 1.24, que
C(X,F) separa puntos de X.

Inversamente, si ahora suponcmos que C(X, §) separa puntos de X, cnl.on(.cs,
por la primera parte de esta proposicién, esta misma fuente separa puntos y puntos

de cerrados de X, asi que por 1.24, X € R(F), lo que implica, por 1.34, que X es
10. 0.

Esta proposicion nos muestra que si X es un espacio que no es 7o, la fuente
C (XN, §) separa puntos de cerrados de X pero no separa puntos de X.

2. Espacios Guadalajara y Pucbla

Son muy conocidas las siguientes caracterizaciones de la propiedad “X es de
Tychonoff”, 1a primera de ellas ya recordada en la seccién anterior:
(1) Existe un cardinal m tal que X Copeop R
(2) X es Tp y la familia de nulos en X es base de cerrados de su topologia.
(3) X es 7h v su topologia es la inicial respecto a (o estid generada por) alguna
subfamilia de C(X').

Substituyendo en la afirmacién (1) el espacio R por otro cualquiera £. hemos
obtenido, en la definicion 1.21, el concepto de espacio £-regular y, al caracterizarlo
por medio de los corolarios 1.23(d) y 1.25, que en cierto modo son las correspon-
dientes para cualquier espacio /2 de las afirmaciones (2) y (3) mencionadas arriba,
vemos que no es mala idea generalizar ¢l concepto de cspacio Tychonoff al de es-
pacio L-regulur como lo hicimos. Sin embargo, ¢l que haya estudiado todo o parte
de) va cldsico libro *“Topological Function Spaces” de A. V. Arkhangel'skii v cuya
referencia completa aparece en la bibliografia como [9), habrd percatddose de que

1% Pnbicn Hamado espacio de Sierpinski.
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en el estudio de los espacios del tipoe Cp(X), 0 sea C(X) con la topoloia que hereda
como subespacio de RY¥, sc usan las muchas posibilidades de separacién por medio
de funciones continuas que sec tienen al suponer que X es de Tychonoff. Por cjemn-
plo, de la definicién de espacio de Tychonoff se deduce fdacilmente que, si X tienc
tal propiedad, C(X) separa puntos y puntos de cerrados de X. Pero la reciproca
es también cierta: si C(X) separa puntos y puntos de cerrados de X, entonces X
cs de Tychonofl. Esto se deduce del hecho de que X es de Tyvchonoff si v sélo si
A € 2(R), como vimos en el cijemplo 1.30(1). Para cspacios f-regulares la andloga
caracterizacién tendria que ser: “X es un espacio E-regular si y sélo si Cp(X, E)
separa punlos y puntos de cerrados de X7 . Desafortunadamente, aunque se cumple
que si C(X, F) separa puritos y puntos de cermados de X entonces X € R(E), la
otra implicaciéon no necesariamente es cierta. Veamos un ejemplo:

EIEMPLO 1.36. (de dos espacios X y F tales que C(X, F) no separa puntos de
cerrados de X pero X s7 es K-regular). Sea E un espacio de Hausdorff no trivial tal
que los (nicos elementos de C(F, £) son las funciones triviales, En 1.12 so demostré
que C(E2, E) no separa puntos de cerrados. Como E? es F-regular, X = E? y E
son los espacios requeridos.

Este ejemplo muestra que la condicién (ii) en el teorema 1.22 no puede ser
sustituida por “C(X, /) separa puntos de cerrados de X7, aunque si para ciertas
clecciones del espacio /2, como para £ =R y £ = 2. Cabe preguntar:

sPara qué tipo de espacios /£ podemos afirmar que la clase [2(F£)
coincide con la clase de los espacios X tales que C(X, F) separa puntos y
puntos de cerrados de X7

Como pricticamente todos los espacios £ que nos interesardn para estudiar
C(X, F) son por lo menos 7y, v como esta propiedad es hereditaria y productiva,
lo que implica que si K es Ty entonees R(E) € 7y, la pregunta que nos interesara
es la signiente:

.Para qué tipo de espacios E € 7p podemos afirmar que la clase R(E)
coincide con la clase de los espacios X' que son 7p y para los cuales C(X, E)
separa puntos de cerrados de X7 A estailtima clase le dareinos un nombre
propio:

DEFINICION 1.87. Sean X un espacio topoligico cualquicra y E un espacio Tp.

Diremos que X es un espacio E-Tychonoff o que pertenece a la clase Erja
(X @ F7/2), si X es Ty y C(X, E) separa puntos de cerrados de X .

PROPOSICION 1.38. Sean E y E’' espacios topoligicos Ty. Entonces:
(1) Erya © R(E).

(2) E€ Ecja.

B) EC B == I C Ej . .
(4) Si iste: un. encaje j 1 E — [2, entonees Eryn © .

(8) Si B = [laga Fx 5, para cada X € A, Ex es To, entonces UsrealFade2 ©

(6) I
) Erpp = B, = IZ € Eljg y B! € Erya.
(8) Fr 2 s una propiedad hereditaria pero no productiva.
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DEMOSTRACION. (1) Si X € Fr2, entonces X es Yp y C(X, £) separa
puntos de cerrados de X. Asi, C(X, F) separa puntos y puntos de cerrados
de X, por lo que X € R(FE). .

(2) {1g: £ — E} separa puntos de cerrados de £.

(3) Si £ C E’, entonces C(X, E) € C(X, E’). Por lo tauto, si C(X, l<) separa
puntos de cerrados de X, también lo hace C(X, E’).

(4) Es corolario inmediato de (3).

(5) Sea A € A. Como E)j estd encajado en E, por (4) (¥£x)7/2 € Fz7/2.

Dado que csto cs para toda A € A, se obtiene que U,\eA(bA) 72 © 7o

(6) Supongamos que £ € L_/z. Probaremos que £q,2 © b../, Si X € E7j2
entonces C(X, E) y C(E, E’) separan puntos dc cerrados de sus respectivos
dominios. De aqui se siguc ficilmente que C(X, £’) separa puntos de cerra-
dos de X.

(7) Es corolario inmediato de (6).

(8) Sean X € Frj2 y AC X. Si /' es cerrado en A v o € A\ F, existe un
cerrado F/ en X talque ' = }F'MAy x & V. Coma C(XN, F) separa puntos
de cerrados de X, existe f € C(X, E) tal que f(x) € ¢l f(F'). Sea g = [|a.
Entonces g € C(A, E)y como g(F) = f(F)C f(F'), g(x) = f(x) € elpg(F).
Para ver que Ez/2 no cs productiva, basta recordar (ver cjemplo 1.36) que
si I es el espacio de de Groot, C(I'2,T") no separa puntos de cerrados de I'2,
es decir, I'2 & [y jo.

[m]

Como mencionamos cn la prueba de (8) de la proposicién anterior, el cuadrado
del espacio de de Groot no es elemento de [y n. Por otro lado, es claro que r-e
R(T), asi que no siempre se tiene, para cualquier espacio £, que FEypa = R(E).
Tiene sentido entonces el siguiente concepto: ol :

DEFINICION 1.39. Un espacio Tp £ es un espacio Guadz;lajéru,‘,si‘E-r/g,'_'—:j
R(E). La clase de los espacios Guadalajara serd representada por G. i

El siguiente tcorema proporciona algunas propiedades mtcrtsautcs dc estos es~
pacios:

TROREMA 1.40. (1) G={t€To: pam cada n &€ M, E* € 7},
(2) Par todo espacio To E, E € G <= E7/2 es productiva.
(3) G={Fr €1o: para cada cardinal o, E“ € 127,2}.
(4) G es una propiedad productiva.

DEMOSTRACION. (1) Sea G’ = {£ € 1b : paracada n € N, £ € £y},
Supongamos que £ € G. Como para cada n € N, I € R(E) = Fsra,
se tiene que £ € ’'. Entonces, G € (’. Para probar la otra contencién,
sea £ € (. Ahora hay que ver que () € FKrya. Para ello, tomemos
X € Ii(F). Como E es 75, X también. Comprobaremos que (X, F)
separa puntos de cerrados de X. Sean /' un cerradoen XN v o € X \ F.
Dado que X € R(FE), U,en C(X. £7) separa puntos de cerrados de X, asi
queexistenn € Ny f € C(X, £")wales que f(&) € el f(#). Como I € G
E™ & FE7/2 ¥ con ello C(E", E) separa puntos de cerrados de £", por lo que
existe ¢ € C(£™, E) tal que g(f(+)) € cleg(elps F{F)). En vista de que
cli(g(F(F))) € clupglelim F(F)N. go f(x) € clr(ge [(F)) v o f € CLX.E).
Por lo tanto, C(X, E) separa puntos de cerrados de X v X & I2(F).

T\?Slb C




(2)

3)

4)
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Sea F un espacio Tp. Supongamos primmero que £ € G. Entonces Ez 2 =
R(E) y como IR(F) siempre es productiva, Fr2 es productiva. Ahora
supongamos que la propiedad F; ,» es productiva y demostremos que E es
un espacio Guadalajara, es decir. que Fy 2 = R(E). Por 1.38 (1) sabemos
que E7;2 © IU(E), asi que sdlo falta ver la otra contencién. Sea Z € R(E);
entonces existe un cardinal or tal que 7 Corop £*. Como E € E7/2 y cstamos
suponiendo que E;» os productiva, £* € Ey/;. Por consiguiente, el hecho
de que £7,2 sea hereditaria implica que Z € Fz/2.

Sea A = {F € Ty : para cada cardinal v, E* € K7,2}. Si E € G entonces
F3 /2 es productiva, como acabamos de ver. Por (onsu,mente, E* € Fz)2,
es decir, £ € A. Por lo tanto G € A. Pero claramente A C {£ € Tp :
para cadan € N, E™ € F; 2} = G.

Supongamos que para toda n € AJ, K, € G. Probaremos que nuEIU E, €
G. Para cmpezar, como cada E,‘ os Ty, H“E ar By es To.

Sin € N, entonces (IT.cas £ = [lucar &5

Para cada ;1 € M, sean, : [1,ca; £ — E}} la p-ésima proyeccién natural.
Sean I7 un cerrado en [, £l ¥ &= (u,,),‘eM € ITuernr BL\NF Ex;sten ’
entonces fir,... yfax €0 M v Ay,.. . , A, abiertos de J O+ SN respecti-
vamente, tales que e

aen(Ann...nmitage I £2\F =)
HEAM

Pero para cada p € A, E, € G y con ello C(EL, £) separa. puntos de

cerrados de Ej}. Por eso, para cadnJ e {1,..., ki existe f,,_, : E"“’ —r,

E,, tal que j,,J (au,) & 1’2,,1./';.,( H \ A;). Para cada ;z & {/u,... Vi)
sea f, : E}} — FE, Ia primera proyeccidn, es decir, la funcidn tal que si

(€rse--aen) € BN, Juler, ... en) = e,

Sea [ = Dpenmr(fuomy) : Thiea &5 — n“GM E,. o sea, la unien funcién

continua tal que, paracada y € M, g,of = fuom,, dondeq, : [1,.car Bp —

E,, cs la proyeccion natural g-ésima. Probarcmos que f(8) &€ ::ln,_&” £, S(F).

Para cada j € {1,... .k}, sea V; un abierto de E,; tal que f,;(a.;) € V;

y Vi [, (B, \ A)) = 0. Entonces. para toda j € {1,... . &}, q,,(f(d)) =

Sugomu,; (1) = fu,(a,) € V5, loque implica que (i) € ¢ (Vi)M. N (V).

Entonces V' = ¢ (Vi) N ... Ng; (Vi) os un bisico candnico de .crr En

que no intersecta & (7). En ofecto. sen (e,),ear € V' ¥y supongamos que

existe (U, )uear tal que f((bu)uear) = (eu)ear- Por consiguiente, f,(0,) =

Junomu((h)uesrr) = quo f((u)uear) = qu((eu)uert) = e, para cada 0 € M,

pero como para toda j € {1.... . &} q,, ((ep)uens) = e,, € V; v con cllo

€u, & Su, (ER \ Aj). entonces b, & F" \,. Asi, para cada 5 € {1,... ,&},

by, € A; ¥ por lo tanto (I,).ear (A NN (Ag). Por (w),

(pear € F. De este modo se ve que no existe (bu)uear € F tal que
S((bu)pear) = (eu)ucar ¥ Poreso (eu)uens € S(F). De alli que VN F(F) =0
¥ f(a) € V. Por lo tanto f(a) & elpy, ., . S (7).

]

Eitsmpros a1, (1) El espacio diddico conexo de Alexandrov, §. estudiado

en la proposicion 1.34. es un espacio Guadalajara, pues es 7Tu v C(X, §)
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separa puntos de cerrados de X, para cualquier espacio topolégico X, como
se demostrd en 1.35. En particular 2(F) € F7/2-

(2) Como se dijo en el ejemplo 1.36, si £ es un espacio de Hausdorff no trivial
tal que los tinicos eclementos de C(E, E) son las funciones triviales, entonces
C(E?, E) no scpara puntos de cerrados. Por consiguiente, E2 € IR(E)\ £7/2,
y con ello £ ¢ G. En particular, el espacio I de de Groot no es Guadalajara.
Esto muestra que no todo espacio Tychonoff tienc esta propiedad.

(3) Como se comentd al inicio de esta seccién, la definicién de espacio Tychonoff
implica que R es un espacio Guadalajara. Por el teorema anterior, R<
también lo es, para cualquier cardinal a.

(4) G no es una propiedad hereditaria, pues R* € G, pero su subespacio [ no
es Guadalajara.

(5) Hay también espacios que son Guadalajara pero no son de Tychonotf. Toda
potencia > de § es un cjemplo de tales espacios.

(6) Como corolario de la proposicién 1.50 veremos que, tanto los espacios cero-
dimensionales no triviales como los espacios de Tychonoff conectables por
trayectorias, son espacios Guadalajara.

Antes de dar mas ejemplos de espacios Guadalajara, pensemos de nuevo cn lo
que implica el hecho de “ser de Tychonoff”: Si un espacio X es completamente
regular, F es un cerrado en X y o € X \ F, existe f € C(X,[0,1]) tal que f(F) C
{0} ¥ f(x) = 1, ¥ si r, ~ son reales tales que r < &, existe un homecomorfismo
h: [0,1] — [r,s] tal que £(0) = r y h(1) = . Asi, ho f € C(X,][r,s]) manda
a /" a {r} y al punto xr al valor 5. Si afiadimos a X la propiedad 73, es decir, si
suponemos cn total que X ¢s de Tychonoff, cntonces todo singulete es cerrado y
ello permite lograr una propiedad de separacién “mds fuerte” en apariencia que la
propiedad de Tychonoff, pero en realidad equivalente a clla:

PROPOSICION 1.42. Un espacio X es de Tychonoff si y sélo si es 1Y y pam
cualquier cerrado ' en X y cualquier n € N, dados n. puntos distintos, @y,... , Ty
en X\ FF yn+1 valorves meales, 10,7y, ... ,n, 100 nieccesariamente distintos entre si,
eriste [ € C(X) tal que f(F) S {ro} u para cada j € {1,... ,n}, f(x;) = rj.

DEMOSTRACION. Sélo ¢s mencster demostrar la necesidad: para cada § €
{L...,n}, Gj = FU{Hw1,... ,xn} \ {x;}) es corrado en X, pues X es 1, ¥y
xj; € Gj. Como X es completamente regular, existe f; € C(X) tal que f;(G5) € {0}
y Ji(x;) =73 —70. Entonces "' =5+ fi+ fo+ ...+ fu € C(X), f(F)C {10} v
para cada j € {1,...,n}, f(=x;) = r;. O

DivINICION 1.43. Sean X un espacio cualquiera y E un espacio To-

(1) Sin €N, diremos que X pertenece a la clase R, (E) (X € R,.(£)), st X
es To ¥ para cualquier cerrado F en X . dados n elementos diferentes en X\
I, x, ... ,x0, ¥y dados 11+ 1 elementos de E, eg, ... ,en, 1o necesariamnente
distintos entre si, eriste [ € C(X, E) con la propicdad de que f(#°) € {eo}
y para cada j € {1,...,n}, f(x;) =e;.

(2) Diremos que X pertencce a la clase Roo(E) (X € Rax(E)), 8t X pertencce
ala clase R, () para todan € N. En pocas palabras, Reo(E) = N, ey 1tn (E).

PROPOSICION 1.44d. Sea E wun espacio Th.
(1) Sin, me Myn <im, entonces R, (E) € Rn(F).




(2)
3)

)
(5)

(6)
O}
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Sz FE es un. espacio Tp con mds de_un p'un.l,o 17 X (<3 I?,I(F‘), Pn.!onces X .es .
1-

Si F licue por lo mnenos dos elementos, entonces [ﬂn(L) E7/2,-pam toda

n € N. En particular R,(F) € R(E), pam foda ne N : .

”((E)= By <= E € Ity (E). : i i

Si B eTi conie {1, 2, 3, 7/2} » Itene por 1o dos ele Los,

entonces X € Ry (B) = X € T;. . S . .

Para toda n € N, R,(F) es hereditaria..

Si {Xa : X € A} es una familia de espacios topoldgicos yn € N,

II X» € Ba(£) <= para todo subconjunto finito B de A, [] Xa € 12a(£).

AEA

A€

DIEMOSTRACION. (1) Se sigue inmediatamente de la definicién.

(2)

—~
<
~

(6)

Scan ) y ez dos puntos distintos en £ y supongamos que existe V' abierto
en £, tal que ey € V y ¢2 € V. Sean & y w2 dos clementos diferentes en
X. Como X es 7p, podemos suponer que existe un abierto {J en X tal que
a1 € U pero xz € U. Si denotamos por F al cerrado X \ U, entonces x, € F
v. como X € R)(F£), existe f € C(X, F) tal que f(m) =e¢2 » f(F) C {e1}.
Entonces zy € U, xo U, ay & [ (V) y a2 € £ (V). Por consiguiente, X
es Ty,

Si X € R, (£), entonces X € Ez/2 y, por la proposicién 1.38(1), X € R(E).
Pero ‘1; es hereditaria y productiva, asi que X € 7;.

Sea n € N. Veamos que 2,(F) es una propiedad hereditaria. Secan X €
R, (£). A un subespacio de X', F un cerrado en A, xy,... ,x, clementos
distintos en A\ F y eo,... ,e,, ¢cn E. Existe F’, cerrado en X, tal que
F=F'nNnA. Como wx,..., , no estin en I¥, existe g € C(X, £) tal que
a(F') © {eo} vy, para cada j € {1,... ,n}, g(z;) = ;. Si f = g|a, cntonces
e Cla B, fU) = glal™) = g(F) '€ g(F) S {eo} ¥ f3) = glates) =
q(r;) = ;. Como adem#s A es un espacio To, A € R, (F)

Como R,,(E) es hereditaria, se tiene que si X = [Jica Xa € R, (F), en-
tonces, para todo subconjunto finito 8 de A, [Tiep Xa € 12, (£).

Para demostrar la reciproca, tomemos en cuenta primero que, por la su-
posicién de que todo producto de un nimero finito de elementos de la fa-
milia {Xa : A € A} estd en la clase %, (F), resulta que, para toda A € A,
Xa € 12, (#7). Como 7y es una propiedad productiva, I[Taca Xa esTh. Ahora
tomemos g, e1,... ,0n € K, F cerradoen X y ry.... 0, € X\ F y dife-
rentes entre si. Para cada i € [n1], scan Aj,... ,AL, € A v, para cada j € [n;],
A% abierto en Xago tales que x; € Mg, 7, (A) = A, con A, N F = 0.
Sea I3 = (A}, 1 i € [n], j € [n]}. Para cada i € [n], scan y; = wp(x:) ¥
Ci =mp(A,), vsea £ = [Taen Na\ Uv([nl Ci. Entonces /¥ es cerrado en
Iaen X2 v wi & £, para toda 7 € [n]. Como [[,ey X € Rn(F), existe
una funcién continua f : I‘IAEB XA — E tal que f(#') C {co} v, para toda
i € [n]. f(u:) = e;. Por consiguiente, la funcién

fomp: HXA —_— K
A€N

es continua, (forg)(F) € f(F') € {eo} (Pues mu(F) C [ porque si x € I,
para cadn i € [n] existe j; € [n;] tal que m,, (a) & m;, (A%)). con lo que
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-mwp(xz) ¢ mwp(A:). ‘Por.lo. tanto g (x). & Uiegny Ci'y.por.eso g (a ) §£ F).
También se tiene que, para cada i€ [n] (f o 7rB)(mi) = f(m) = e;.

COROLARIO 1.45. Séa. E un c,.spar,ui To. L’Ltll‘"ct"ﬂ. g

(1) R (FE) es hereditaria. .5 : :
(2) Si{Xs:ANE A} es una janulm dP espacios Lopoloqu'ov,

H X € Roo( E) <> para todo subcon.]unfo finito ‘B de A, H X,\ € Ro(F).
AEA AEDB

Una caracterizacion de la F-regularidad, andloga a la propiedad dada en la
proposicién. 1.42 para los espacios de Tychonoff, tendria que afirmar: *“X es E-
regular si y sélo si X € Roo(F)”. Ahora bien, si F ticne mds de un punto y
si X € 1y (&), entonces X € Ky 2, como ya dijimos, y por el teorema 1.38(1),
X € R(FE). Sin embargo, como vimos en el ejemplo 1.36, I'* € (") pero I'* & [z
v en particular I'?2 & R, (I’), asi que la implicacién “X € R(E) => X € Ih(E)"
no es vilida en general, ni aun cuando X sea de Tychonoff, como en ¢l caso de
2. Precisamente este espacio I' es él mismo un ejemplo de un espacio que estd en
C7/2 pero no en 12 (I"). En efecto, como " ticne por lo menos dos puntos distintos
(de hecho, I" es denso en R? (ver {21]) v por lo tanto es infinito), dados un cerrado
F en T, un punto &y € '\ I y dos elementos eg,e; en I', distintos entre si, con
ey distinto de z;, por la naturaleza de I' '! no puede existir f € (I, T’) tal que
S(x1) = e, y f(F) S {eo}.

DEFINICION 1.46. Sea E un espacio topoligico To, con mds de un punto.

(1) Sin € N, dirernos que £ pertenece a la clase P, si 10(£) = R, (k).

(2) Diremos que E es un espacio Puebla o que pertenece a la clase Po,, si
R(F) = Roo(E).

(3) Sin € N, diremwos que E pertenece a la clase D,, si R..(f‘) = F3/a.

(4) Dirvmnos que £ pertenece a la clase Do, 51 fleo(£) = l7/2.

PROPOSICION 1.47. Sea n € N. Entonces:
(1) Poo = ﬂ,..eN Py,
(2) Si ke P, UD,, entonces £ € 1}
B P,=D,NG.
(4) Sil,, = {KE € Ty : para cada m € N, E"™ € R, (E)}, ysi ¥ € P, ¢ntonces,
para todo cardinal o 2 w, £ € R,(F).
6) P,.=F,.
(6) P, es hereditaria con respecto a retractos.
(7) D, es hereditaria con respecto o retmectos,

DIEMOSTRACION. (1) Recordemos que si £ tiene por lo menos dos puntos,
N (E) € R (E) C E7/2 © R(E), para toda me € N, asi que si I € P,
se tiene que para toda i € N, R, (EF) = R(E), es decir, £ € P,,, v por
lo tanto, £ € (M,,en Pm. Inversamente, si £ € Mnen Pm. entonees, para
;aduﬂ;n. € N, i, (F) = R(F). Asi, R(E) = M,nen Itm(E) = R (FE). 0 sca,
€ Po,

11 Lus tinicas funciones continuas de I' en T son lus constantes » la identidad (ver cjemplo
1.14)
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Si £ € P, entonces £ € R(FE) = Ra(E) y, por 1.44(2), B € T7.

Si £ € D,, entonces £ € K7/ = R,(F) y esto implica nuevamente que

EeT.

(3) E € P, es equivalente a la proposicién R,.(£F) = R(FE) y por lo tanto al
hecho de que R, (F) = E7/2 = R(E), es dccir, a que £ € D, NG.

(4) Si P € P, F es Ty y £ también. Sean F un cerrado en E%, p1,... ,pn

elementos distintos en £\ I°, v ep,... ,en, n -+ 1 elementos de E.

Pongamos E® = r["<n E,, donde, para toda n < a, E, = E. También,
para cada j: < v, sea m, : [2° — E, la p-ésima proyeccién. Para toda
7 € {1,...,n}, existe un bisico candnico de =, W; = = (A, )N...N
ﬂ';,;"j (A,‘N_, ), tal que p; € W; © =\ F. Sean:
n
J =i ctthny s Y =] Bur U =T] Aws

i=1 HEJ neJ

vy sea wy 1 £ — Y la proyeccién a la *./-ésima cara”.

Si q € F, entonces, para cada j € {1,...,n}, g &€ W;, asi que cxiste & €
{1,...,n;} tal que 7., . (q) & Ay, ¥ por lo tanto 7, (q) € IJ. Se tiene, por
consiguiente, que (L) NU = @ y, como U es abiertoen Y y 7 (p;) € U,
wy(p;) & clywas(F). Asi, w;(p). ... ,7s(pn) son elementos distintos de Y\
ely s (£7).'2 Dado que ¥ os una potencia finitade £y F € IP,, Y € R,(F),
asi que existe g € C(Y, E) tal que, para cada j € {1,... ,n}, g(m,(;)) = ¢;,
y glely () € {eo}. Si f =gom,; : F* — E entonces f([7) =gon,(F) G
{eo} ¥ para cada j € {1,... ,7}, f(p;) = ¢;.

(5) Sea K € IP,. Entonces I,(¥) = R(FK). Como para cada nm € N, ™ €
R(E) = RL(I2), y como 2 es 17 (por (2)), £ € P,. Ahora sea £ € I,,.
Para ver que E € P,,, basta probar que /2(E) C R, (F£). Si X € IR(F), existe
un cardinal « tal que X Coop K. Por (1), E* € 12, (£) y por (G) de 1.44,
X € R, ().

(6) Sean X € P, y A un retracto de X. Demostraremos que f2(A) C 12, (A).
Sean X € f2(A), F cerrado en X, 21,... ,2n € Z\ " ¥y ag,01,... ,an € A.
Como X € P,, i{(X) = R,(X), asi que Z € IR(A) C R(X) = R.(X) ¥
por lo tanto existe f : Z » X continua tal que f(F) C {ao} ¥y f(=i) = a4,
para toda i € [n]. Entouces, si p : X — A es una retraccién, se tiene que
pof:Z — Aescontinuay po f(I7) € {an} ¥ (po f)zi) = ai, para cada
i€ [n].

(7) La demostracion es parecida a la de (6).

d

P

COROLARIO 1.48. Sean |2 un espacio lopoligico 1. Entonces:
(1) Si K € Poo U Deo, entonces £ 1y.
(2) Poo s hercditaria respecto o retractos.
(3) Pos = Do NG,
1) P ={F €T : pura cade mn € N.E™ € Ro(F)}.
ElEmMrLos 1.49. (1) 3, el espacio diddico de Alexandrov, es un espacio
Guadalajara, pero no es un espacio Puebla, porque no es 7). De hecho,

1255 wwy(pi) = 7s(Ps), pura i # j, existe A < a tal que TaA(pi) ¥ TA(p;) ¥ podemos unexur A
al conjunto J y obtener un nuevo conjunto J’ en cl que wy(pi) % 7 ;.(p;), sin perder el hecho de
que, parn toda j € {1.... ,n}, 7wy (F) € cly 71 (F).
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para cualquier cardinal v, " es un espacio de cardinalidad 2¢, pcro no es
un espacio Puebla porque no es un espacio 7%, aunque si es Guadalajara
porque G es una propiedad productiva.
Con las nucvas notaciones, la definicién usual de espacio Tychonoff se puede
reescribir simplemente asi: Un espacio X es de Tychonoff si y sélo si
X € R (R). Vimos, en la proposicién 1.42, que esta propiedad es suficiente
para demostrar que R es un espacio Puebla. Una demostracién semejante
a la de dicha proposicidén, nos permite asegurar que: si (£, +) es un grupo
topolégico abeliano, entonces 12 (E) = Roo (£). Para convencernos de
este hecho, basta mostrar que f2;(K) © Ro(F): Sean X € I (£), I un
cerradoen X, n € N, x1,... ,x,, puntos distintos en X \ £,y €o,€C1,... ,¢Cn,
n + 1 elementos de . Como X eos T, para cada j € {1,...,n}, G; =
FU({xi,... ,xn} \ {#;}) es cerrado en X. Dado que X € I (/7), entonces,
para cada j € N, existe f; € C(X, £) tal que f,(x;) = c; —coy [;(G5) € {0}.
Si ponemos f = c¢g + f1 + ...+ fn, se tiene que f(F) € {eo} vy, para cada
Jje{l,....n}, f(x;) =e;.
De igual manera puede probarse que [, y de hecho cualquier otro intervalo
cerrado [a,b], con a < b, son espacios Puebla.
Si F cs de Tychonoff no trivial y conectable por trayvectorias, entonces £
es un espacio Puebla. Para demostrar esto, usaremos (4) del corolario 1.48,
es decir, veremos que si . € N, entonces £ € Roo(FE). Sean m € N,
F un cerrado en £™, n € N, x,,... ,x, clementos distintos en £™ \ F, v
€0,.-+,¢n, 1. + 1 clementos de K. Como /£ es conectable por trayectorias,
existen ap < 2y < ... < a, en R, y para cada k € {1,... ,n}, una trayectoria
Yt fak—1,a8)] — F tal que yelak—-1) = ex—1 ¥ v(ar) = ex. Sea v :
[0, an} — £ tal que, para toda k& € {1,...,7.}, Yau_,.an] = Vk-
Entonces 4 es una funcién continua. Por otro lado, como [ag,a,] es un
espacio Puebla vy £™ € R(lag, anl). es decir, es de Tychonoff, existe f &
C(£™, fuo, an}) tal que f(I7) C {ao} v, paratoda & € {1,... ,n}, f(re) = ax.
Entonces vo f : X — FE es continua y tal que veo f(xx) = ex, para toda
Ee{l,.... ,n} »¥vo f(F) < {co}.
Todo espacio cero-dimensional con mads de un punto es un espacio Puebla.
Para demostrar esta afirmacion. usaremos nuevamente (4) del corolario 1.48.
Sean K un espacio cero-dimensional y . € N. Probaremos que E™ € Roo{(E).
Como li(F) = MN,,en 12m(£), usaremos induccién matemdtica sobre m.
para probar que
Vin € N: E" € I%,,(F).
Sea S={meN: " e R, (I&)}.
Primero. 1 € S pues si /" s cerrado en K", s1 € K™\ FF, ¥ ¢0 ¥ e son
clementos de £, entonces existe un cerrabierto OJ de 27, tal que =y € U C
FE™\ I’. La funcién f: E"* — £ tal quc . .
N ey sixxel
f(”’)_{eo sir-gU,
es continua, f(rm) = ey v f(I7) € {eo}. Entonces E" € I12,(£).
Ahora supongamos que . € § v demostremos que m -+ 1 € S. Sean F un
cerrado en E", .. .., clementos distintos en 7\ Fy €Coye vt s Congls
rn+2 clementos de £. Comom € S, oxiste g € C(E", ) tal que g(F) € {eo}

" v paracada j € [m]. f(r;) = ¢, Por otro lndo. wrmat & FU{@10. .. cm} ¥
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este conjunto es cerrado en’ £E™, de donde se colige que existe un cerrabierto
U en E" tal que x,,41 € U C E" \ (FU {z1,.: ,a:m}) “Por. lo ta.nto la-
: funcic’m f: B — F tal que s 8

'f(m) ={
éscontmu@ f(x5) = e_,,para. toda 7 €{1 3 ) — (F) {eo}

Asi, m+ 1€ 5.
Por lo tanto S

Como corolario de los dos idltimos ejemplos, tenemos que.

'PROPObICIéN 1.50. (1) Si E es de T{I/ch(m.o_[]; cun.ecl.ablc‘p()v-’rf tﬁyw:l.on‘a.v

’ y con mds de un punto, entonces Roo(E) = E7/a = R(E). -~

(2) Si'E es cero-dimensional con mds de un punto, entoreces Roo(F) = F7 2 =
RE) ={X € T: X es cero-dimensional}.

3. FE-compacidad

Otra caracterizacién de la propiedad de Tychonoff es la siguiente: La clase de
espacios de Tychonoff coincide con la clase de espacios que son subespa-
cios de espacios compactos Hausdorff (ver [34]). Para dar un criterio andlogo
que caracterice a la E-regularidad, definamos primero a los cspacios que jugardan
en él el papel andlogo al que juegan los compactos Hausdorff en la caracterizacién
anterior.

DEFINICION 1.51. Si X y E son cualesquiera espacios topoldgicos, diremos que
X es E-compacto si es horneomorfo a un subespacio cermdo de alguna potencia
de B, es decir, si existen un conjunto My un encaje o : X —— BM tales que (X))
es cerrado en EM . .
NOTACION: )
(1) Si A y I3 son cspacios topoldgicos, la proposicién “sA es homeomorfo a un
subespacio cerrado de 37, se representard con A Co 13,
(2) La proposicién “X es F-compacto”, se indicard con X € K (E), cs decir,
K(F) denotara a la clase de los espacios E-compactos.

El concepto de F-compacidad generaliza a los conceptos de cornpacidad y de
realcompacidad. En efecto, si X' os compacto y 75, X cs de Tychonoff y por lo
tanto es [-regular, asi que X es homeomorfo a un subespacio A de alguna potencia
IM de I. Como X ¢s compacto, A también lo es, y como I es 7%, A es subespacio
cerrado de I*. Con ello X C I*. Inversamente, st X Cg I* para algiin conjunto
A, entonces X es homeomorfo a un subespacio cerrado del compacto Hausdorft
IM v por cso X es compacto y» Hausdortf. Entonces los espacios I-compactos son
precisamente los compactos de Hausdorff.

Gillman y Jerison prueban en 11.12 de [34] que los espacios realcompactos
son cxactamente los R-compactos. Ahora veremos nosotros quicnes son los 2-
compactos.

PROPOSICION 1.52. X € K(2) ~i y sdlo si X es connpacto y cero-ditnensional.
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DEMOSTRACION. Supongamos primero que X € K(2). Entonces existen un
conjunto A4 y un subespacio cerrado A de 2™ tal que X es homeomorfo a A,
el cual es compacto por ser cerrado en el compacto 2. X es cero-dimensional
pues X € R(2) (ver proposicién 1.31). Hemos demostrado la necesidad. Ahora
demostrarcmos la suficiencia. Sea X cero-dimensional y compacto. Entonces X €
R(2), asi que para algin conjunto M, X Crop 2™ y como este iltimo espacio es
de Hausdorff y X es compacto, X Cg 2M, es decir, X € K(2). a

DEFINICION 1.53. Senan E cualquier espacio y X € K(FE). El E-exponcnte
grande de X, ExppX, es el minitno cardinal infinito « pare el cual X Cqo B>,

Es fdcil ver que para todo espacio £ y todo espacio X € K(F), crppX <
FxprpX. Otras propiedades de los espacios F-compactos, como las siguientes,
pueden estudiarse con mas detenimiento en [48).

1.2

: h)
gicos cu

quiera. Entonces:

PROPOSICION 1.54. Sean E y F espacios tog
(1) K(E)C R(E).
(2) F € K(FE). Mds aiin, ExppE = Ro.
B) SiXENK(E)YYACa X, entonces A € K(E) y ExppA < ExpX.
(4) Sipara cada p € M, X, € K(E), entonces se tiene que [, ear )\,‘ e K(F)
v izepe | enr X S X enm Fape Xu.
(5) l\(l‘)<l((l‘) sz_/w)la.‘uFEK(I"
(6) K(F)=K({I) si ysslo si E€ K(F) y Fe K(E).

Con demostraciones parccidas a las del ejemplo 1.30 (2) y de la proposicién
1.33, respectivamnente, se pucden probar las siguientes proposiciones:

PROPOSICION 1.55. Si E es un espacio topoldgico cualquiera, entonces K(I) =
K(FE) si y solo sill Coy F, vy E es cornpacto y Hausdorff.

PROPOSICION 1.56. Si E es un espacio topoldgico cualquiera, entonces K(2) =
K(F) si y sélo si E es cero-ditnensional, compacto y con mds de un punto.

Para el siguiente cjemplo, mencionado en [48], pdgina 177, daremos la siguiente
notacién:

NOTACION: Si a es un ordinal cualquiera distinto de 0, denotaremos por 0, )
a la familia de ordinales menores estrictamente que ¢, con la topologia del orden.
También, si v es un ordinal mayor que 1, denotarcmos al espacio [1,a) por. (o) y al
espacio [1, a] por [a].

BEisMmpeLo 1.57. Sean v ¥ 2 ordinales iniciales.

(1) St cf(ar) = - f(3) entonces K([0.en)) = K ([0, ).
(2) Sicf(a) % f(43) entonces ni K([0, a)) C K ([0, 5)), ni K({0.8)) S K0, ).

OusERvACION 1.58. Es muy ficil obtener la caracterizacién de la E-regularidad
insinuada al inicio de esta seccién, usando el concepto de E-compacidad: Si X es
F-regular, existen un conjunto Af y un encaje j : X — £ asi que elgpaj(X) es
F-compacto » X, al identificarse con j(X), es un subespacio de él. Inversamente,
como todo f-compacto es E-regular v esta propiedad es hereditaria, tendremos
que todo subespacio de un ff-compacto es fZ-regular., Entonces, efectivamente, la
clase (/1)) coincide con la de los espacios que son subespacios de espacios




3. E-COMPACIDAD 31

F-compactos. Al anadir la propicdad de Hausdorff podemos, sin embargo, afir-
mar algo més intercsante, cormno veremos abajo: todo espacio £-regular y Hausdorff
se puecde encajar en un espacio g X quec es F-compacto y que tiene propiedades
andlogas a las de la compactacién de Stone-Cech, 23X, de un espacio de Tychonoff
X.

NOTACION: Si X y E son espacios cualesquiera y ponemos C(X, E) = { fu }.eat,
denotaremos por ajs a la funcién AC(X, £) : X — £™. Cuando no sea necesario,
por el contexto, mencionar a la X, a «rf la representaremos sencillamente con ag.

A la imagen de ap la denotaremos por avp X y a la cerradura en EM de dicha
imagen, por 3,.X.

Los siguientes dos resultados aparccen respectivamente como el teorema 2.2 y
la proposicion 2.4 en [23]. Alli pueden consultarse sus demostraciones.
PROPosiCiON 1.59. Sean X y E espacios cualesquicra.
(1) SiY e () vy Jf € C(X,Y), e : una inice funcion apf € ClagX,Y)
tal que g foap = f.
(2) SiY € K(FE), E es de Hausdorff y f € C(X,Y), existe una tinica funcion
pef € C(BeX,Y) tal que Bpfoag = f.
PROPOSICION 1.60. Sean X 3 F espacios lopoldgicos cualesquicra 4 oy =
ADyeart fu, donde { fuliears = C(X, £). Entonces: ‘
(1) SiX € R(E), af; es encaje, es decir, X se puede identificar con el subespacio
v X de BM,
(2) Sit es de Hausdorffy X € K(£), X = apX = X, es decir, X sc puede
considerur como el subespacio cerrado elgaapX de EM,

DEFINICION 1.61. Sea X un espacio topoldgico cualyuiera.

(1) Una extension de X es una pargia (4,Y), en donde Y es un espacio de
Haousdorff, j: X — Y es encaje y j(X) es denso en Y. Usualinente no es
necesario hacer referencia a la immnersion j, y diremnos sitnplemente “Y es
wna extension de X 7.

(2) Si(4,Y) u (k, %) son extensiones de X, una funcién canénica de (4, V)
en (k, Z) es una funcidn continua ¢ 1 Y —— Z tal que poj = k.

(3) Diremos que las extensiones (7.Y) y (k, Z) de X son extensiones equiva-
lentes, y denotarcinos esto propicded por (G, Y ) =cze (k, Z) (0 situplemente
por ¥ =, Z, cuando no haya peligro de confusidn) si eriste una funcion
candnica o : (F7,Y) — (k. Z) v @ es homeomorfismo.

(1) Lscribiremos (§,Y) Serr (b, Z) (0 simplemente Y Coxr #) si criste una
SJuncion ecandnica o : (G.Y) ~ (k. Z) 1 v es enecaje

(5) Fseribiremos (1,Y) Sexr (B Z) (0 Y Sexy £) si exwiste una funcisn candnica
@: (k, Z) — (4. Y). Suele decirse que (k, Z) es proyectiveuncnte mayor
que (j.Y) (Ver [56]).

OBSERVACION 1.G2.

(1) Si(4,Y) v (k, Z) son extensiones de un espacio .V, entonces existe a lo miis
una funcién canénica ¢ : (4, ¥) — (k, Z).
En cfecto, si ¢ v ¢ son funciones candnicas de (4, YY) en (A, Z) entonces,
para toda & € X. 'ljx) (@) = ¢’ 0 j(w) = k() = (9 © J)w) = Wl (m) ¥
como Y es de Hausdorff y j(.X) es denso en ¥, o= o'
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(2) .Si_una. funcién candnica . : (4, Y) . — (k,Z).cntre dos extensiones de un -

: espacio” X -no es homeomodlsmo o no es sobrevect.wa, enmnces (_7, Y) ;é'
(k2D ,

(3) Si.f (],Y) —_ (Ic ZYy.g:.(k, 7) —_— (],Y) son funcloncs cxmomcas, :
entonces:f =g— y f es homeomorﬁsmo, es dcecir, (4, Y) =cz: (k, Z). ‘

(4) . La relacién =, es una relacién de equxvalencxa. en el conjunto de extenstoncs :
..de un espacio X. :

'CONVENIOS )
(1) Dos extensiones equivalentes de un mismo mpacxo
consideradas como un solo espacio.

(2) ‘A la clase de extensiones diferentes entre si. (toma.ndo en
anterior) de un espacio X, la denota.rcmos por £(X).

seranidentificadas'y’ -

PROPIOSICION 1.63. Sea X un espacio cualquzem.
(E(X), C,,_.,.g) son ca‘njuntoq pan‘ialmente ordenados.” =~

TeP.
(2) Al congunto de P-extensiones de X lo denotarémos por P(A)
(3) Si(§,T) es una extension de X, se dird que X esta ‘P-encajado en’ (g,T)r ;
(o simmplemente en T" ) si sietnpre que Y tiene la propu,dad ’P '_t/ fec(x Y),
eriste f € C(F Y) Ial que jo_; _f ¢

@

X.
(1) &i P es la propicdad de ser homcomorfo a E, s::Adzz
encajado en (j,T) (v simplemente en T') si X estd P-

(2) Si P es la propiedad K(F2), a las P-extensiones de X
compactaciones de X. : T

les llmnard -

PROPOSICION 1.66. Sean X wun espacio y P-una propiedad !opolo’gira.‘ ;
(1) Si (4,7 es una P-crlension mdrima de X, entonces (5,7 )) es (’l tririmo de
P(X) en (E(X), <ext)-
(2) Si'M y Ty son P-cxtensiones mdzimas de X entonces, T =._-,_-,»,lg.

DEMOSTRACION. (1) Sea (k,Z) € P(X). Como ke C(X,Z)y Zze€Py
como X estd P-encajado en (j,T), existe k € C(T, Z) tal que ko j = k. Por
lo tanto Z <.+ 7.
(2) Es corolario de (1).
[m]

13£(X) viene siecndo  un conjunto de repr para las cl. de equivalenci Scdul
Sert. ’

Mign un lengusje mis claro: X esti E-enceajndo en 7° si para cuslquier funcién continuas
J: X — B, existe unu funcién continua f : 7" — 2 tal que flx = f.
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- Por la proposicién 1.60(1) sabemos que si X € I%(f), entonces (axg,BpX) cs
una extensién de X que es E-compacta, o sea, (ag, B X) € K(E)(X), pero ahora
veremos que esta extension tiene propiedades andlogas a las de la compactacién de
Stone-Cech, como auguramos ¢n la observacién 1.58, si £ es de Hausdorff,

TEOREMA 1.G67. Sean E un espacio de Hausdor{fy X € R(E). Entonces:

(1) (ee,BeX) es la K(FE)-ertension mdrima de X.

(2) (ap,BrX) es la dnica extension E-compacta de X en la que X estd E-

encajado.

IDIMOSTIRACION. (1) Ya quedarmos en que («g,FpX) € K(F)(X). Como
E es de Hausdorfl, la proposicién 1.59 nos permite deducir que X estd K (£)-
encajado en (g, e X). Por consiguiente (g, X)) es una K (E)-extensién
maxima de X.

(2) Como . E € K(E) y X estd K(FE)-encajado en (ag,BeX), entonces, para
toda f € C(X, F) existe f € C(pBeX, E) tal que fo ap = f. Por ende,
X estd E-encajado en (ag,FrX). Para probar la unicidad, supongarmaos
que (4, T") es una extensién F-compacta de X en la que X estd F-encajado.
Si logramos ver que (j,7T) es una K(/2)-oxtension méxima de X entonces,
por la proposiciéon 1.66, se tendrd que (j,7') =cxe (¢ve, Br(X)). Sean, pues,
Y € K(E) y f € C(X,Y). Como Y € K(FE), existen un conjunto M y
un encaje h : Y —s EM tales que (YY) es cerrado en EM. Si para cada
1 € M, T, EM —, |2 es la proyeccion candnica, entonces, para toda
1L EM, Ty,oho f € C(X,E). Como X estd K-encajado en (F,7"), existe
gu EC(I, E)talque g, 0j =m,0hof. Sea g= D,eprgu : 1 — EM. Para
toda i € M, muo(goj) = (m,09)0j = guoj = muo(hof). Porello, goj = hoJ.
Por consiguiente, g(T) = g(clri(X)) C clprg o j(X) = cprh(f(X)) ©
clpah(Y) = h(Y). Ahora bien, 2~ : H(Y) — ¥ es homcomorfisino, asi
quesi f = h~og, entonces f € C(T,Y)y foj=h"ogoj=h—"ohof = f.

]

EiemprLos 1.68. (1) Sij: X — 1 es encaje, es ficil corroborar que:
-(a) X estid R-encajado en T si y sélo si j(X) estd C-encajado en T en el
sentido de [34], es decir, toda funcién en C(F(X')) puede extenderse
a una funcién en C(7°).

(b) X ests I-encajado en T si y sélo si j(X) esti C*-encajado en T° (ver
1.16 de [34]), es decir, toda funcién en C(F(X), 1) puede extenderse a
una funcién en C(7,1).

Cuando se identifica X con j(X), cosa muy comiin, coinciden entonces el
concepto de R-encajado en 7" con el de C-encajado en T, y el de I-encajado
en T' con ¢l de C*-encajado en 7. De este modo, 1.67(2) se puede escribir
asi, en el caso de £ = L:

(¢) Si X es de Tychonoll, (ag. 4X) es la iinica extensién compacta y de
Hausdorlf (recordar comentarios en la pigina 29) de X en la que X
estd C*-cencajado. En pocas palabras, 31.X no es otra cosa que la
compactacién de Stone-Cech de X, X (Ver 6.5 de (34])-

Y e¢n ¢l caso en que £ = R, asf:

(d) Si X es de Tychonoff, (ar, BrX) es la iinica extensién realcompacta
v de Hausdorff de X en la que X estid C-cncajado. Asi, X es la
realcompactacion de Hewitt de X, v.X.

B |

TESIS CON |

FALLA DE ORIGEN §




34 1. ESPACIOS GUADALAJARA Y PUEBLA

El lector interesado en conocer méas hechos sobre E-compacidad, puede acudir
a [48] o a [56]. En 23] se encuentran interesantes resultados sobre N-compacidad
y en particular se estudia la analogia que existe entre la relacién de SnX con B2.X,
v la relacién de Br X con X . Se prueba también alli (ejemplo (2) en 2.13) que si A
es un conjunto no numerable, entonces ZA = Gn(Z4A]), donde ZIAl es el subespacio
de Z* que consta de todas las : = (xz.) para las cuales z == 0, excepto para a lo
maés una cantidad numerable de A ‘s, es decir , es el -producto de Z* basado en Q.

Recordemos que si {Xi}ace €s una familia de espacios topolégicos y a €
I—[)\<n X, €l E-producto de [],., X basado en a, es el conjunto

S(a)={r e [] X»:1{x <a:m()) #a(A)} < No}.
A<a
Usando el corolario 3.4 de [2], podemos probar que si & es de Hausdorff y
todo singulete de F es Gs, entonces todo Y-producto de un producto topolégico
I_[”EM X, es F-encajado en dicho producto, En particular:
PROPOSICION 1.69. Si E es de Hausdorff v en €l todo singulete es G"s, 8

{X, : 1 € M} es una familia de espacios topoldgicos ,P compar‘tos, ‘entonces
BrE(a) = [1,.car Xu» para todo a € [1,,epg Xy

DEMOSTRACION. T esdenso v E-encajadoen [, car )\,,, el cual
Por consiguiente, 3:5(a) = H“e,‘, Nope-

“FE-compacto.

Concluyamos nuestro capitulo con algunas observaciones acerca: dc¢- espacio
fuertemente cero-dimensionales que nos seran muy ttiles. Para comenzar, recuérdese
que un espacio no vacio X es fuertemente cero-dimensional si es de Tychonoff
+ satisface que. para cualesquiera dos nulos'® A y B, ajenos entre si en X, existe
un cerrabierto C de X talque AC Cy BNC = 0.

OBSERVACION 1.70. Todo espacio fuertemente cero-dimensional es cero-dimen-
sional ([24], 6.2.6), pcro no todo cero-dimensional es fuertemente cero-dimensional
([24], 6.2.20). Sin embargo, todo espacio cero-dimensional y de Lindelsf es fuerte-
mente cero-dimensional y, como corolario de ello, también lo es todo espacio nu-
merable no vacio y regular (ver el corolario 6.2.8 de [24]).

Son cjemplos de espacios fuertemenrte cero-dimensionales, todos los discretos
no vacios, la Linca de Sorgenfrey, M, QQ v todo subespacio de R que no sea vacio
¥ que no contenga ninglin intervalo no vacio. También lo son Q" v (R \ Q)", para
toda n€ N. El espacio de Baire de peso m, B(m), definido en 4.2.12 de [24], es
fucrtemente cero-dimensional, para toda m > R (ver ejemplo 7.3.14 de {24]). Los
cspacios de ordinales [0,w + 1) v [0,wo + 1) (ver notacién en la pdgina 30), son
fuertemente coro-dimensionales, asi como todo subespacio C*-encajado v no vacio
de uno que también to sen.

Como va mencionamos, si X es cero-dimensional y Lindcldf entonces X es
fuertcmont.c cero-dimensional, asi que si X s compacto, son equivalentes ¢l que X

sea cero-dimensional con el hecho de que X sea fuertemente cero dimensional. En
().....12 de [24], se prucba que la compactacién de Stone-Cech, X, de un espacio X
es cero-ditensional si v sélo si X es fuertemente cero-dimensional. Podemos con
osto demostrar queoes

ver L nota de pie de geiging nimero 5, en la pagina 13
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PROPOSICION 1.71. Si X es un.espacio cero-dilnensional, son equivalentes:
(a) X es fuertemente cero-dirnensional.
(b) B2X =crr BX.

DEMOSTRACION. (a)==>(b): Si X es fuertemente cero-dimensional entonces
BX es cero-dimensional, por lo que es una extensién 2-compacta de X. Ademss,
si f € C(X 2), dado que 2 es compacto y X estd K (1)-encajado en i X = X,
existe f € C(LX,2) tal que f o ag = f. Entonces X esti 2-encajado en BX. Por
TS, B o B
(b)y=(a): Si BX =ca1: ﬁgX entonces ﬁX es cero-dimensional y por lo tanto X es
fuertemente cero-dimensional. O

En capitulos posteriores!® usaremos espacios que son normales y al mismo
tiempo fuertemente cero-dimensionales. Afortunadarmente estas dos propiedades
conjuntas pueden caracterizarse de diversas maneras, como mencionamos en la
siguiente, ficil de demaostrar.

PROPOSICION 1.72. Para todo espacio no vaecio X, son equivalentes las si-—
guientes afirmaciones:

(a) X es fuertemnente cero-ditnensional y normal.

(b) Todo cermdo en X e¢s 2-encajado en X.

(c) Parn cualesquiera dos cerrados ajenos Iy G en X, eriste [ € C(X,2) tal
que f(A) S {0} » f(43) S {1}.

(d) Para cualesquicra dos cerrvados ajenos F oy G en X, existen cerrabiertos
ajenos A y I3 en X tales que FC A vy G C 13, :

() Ind X =0. 17

OBSERVACION 1.73. En vista de la proposicién anterior, nos referiremos a los
cspacios fuertemente cero-dimensionales y normales como aquellos tales que su Ind
es cero. Son de este tipo todos los espacios cero-dimnensionales y de Lindelsf y los
ultraparacompactos. Todo cspacio métrico separable y cero-dimensional es cero-
dimensional y de Lindelsf, por lo que también tiene Ind cero.

19 pPor gjemplo en ol teorema 3.28 3 en la proposicién 1.45
17 Pura ver unu definicién del concepto de dimensisn inductiva grande de un espacio N, Ind.\,
puede consultarse (27},
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CAPITULO 2
Estructuras de funciones continuas

Si X es un conjunto, la suma y el producto de mimeros reales se usan para
definir una suma y un producto ecn RX de manera puntual: para cualesquiera f v
g en RX y para cadax € X, (J +9)(@) = f@) + g(x) ¥ ([ 9)(@) = S(x) - g(a).
y también un producto por escalares: si r € Ry f € RY, para cada x € X,
(r1)(@) = r(f(x)). Con esta operacién y la suma en RY, este conjunto resulta ser
un espacio vectorial sobre R. Asimismo, (R¥,+) es un grupo abeliano y (RY, +,-)
es un anillo conmutativo con unidad.

La relacién = en RX definida por: f > g si y sélo si f{x) = g(x), para cada
x € X, es un orden parcial en el que, para cualesquiera funciones f, g ¥ &+ cn
RX, f = g implica f + h = g+ &, ¥y las condiciones f > g v h > Q implican
Sh = gh. Estas consistencias de la suma y del producto con el orden parcial, hacen
de (R'\ “+,-, =) un anillo parcialmente ordenado (ver definicién en 0.19 de {34]).

Si definimos, para cualesquiera f, g en RV las funciones fAg, fvg, de X a R
de tal suerte que paracada xz € X, (fAg)(x) = f(x) Ag(x) (infimo de {f(r), g(a)})
vy (Svg)a)= f(x)Vv q(:z-) (supremo de { f(:r), g(r)}), se¢ comprucba que (RY, A, V)
es un reticulo. Asi, (RX,+,-,A,V,>) es un anillo ordenado reticularmente (ver
[34], 0.19, pdgina 7).

Mis aiin: con la topologia producto, (R, +) es un grupo topoldgico, (RY, +, )
es un anillo topolégico y (R, +) con el producto por escalares, es un espacio
vectorial topolégico.

Ahora bien, si X es un espacio topolégico, f y g son clementos de C(X) ¥y r
os un real cualquiera, entonces f+g,f g, f ANg,/ Vg y rf,son también funciones
continuas, por lo que (C(X), +,-,V,A,2) es un anillo ordenado reticularmente,
subanillo de RY; (Cp(X), +) es un subl,rupo topoldgico de (RY, +): (Cp(X), +.°)
es subanillo l.opolog.,xco de (RY,+,:), ¥ (Cp(X),+) con el producto por escalares,
es subespacio vectorial topolégico de (R, +).

Trataremos de generalizar lo anterior:

1. Estructuras algebraicas en C(X, F)
DERINICION 2.1 (ver [49]). (1) Umna estructura algebraica es una terna

R gy

o = (E, (00, cee 308400 )E<n1 (ro,... YL TR )v:</3)~
donde E es un conjunto; para cada & < cx, 0g es una operacion sobre £, y
pare cada 11 < 3, p, es una relacion sobre I,

(2) Cuando no haya peligro de confusion, nos referiremos a una estructur. al-
gebraica como en (1), hahlando w:nr‘ﬂllnnantc- d(_ “la estructura. algebraica
E”. s Coll 2

3) El tlpo de la cstructuru

= (Ev (OOv-" vUEv"')€<o7 (/‘09~~' vf"lﬁ"')Yl<~'3)~
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es una pareja . R - S

T = ((#0y+--sVgse-- )€<nv (re0, .- - vl"vl)r]<ﬁ)a
de sucesiones transfinitas, tal que para cada £ < o, og es una operacion
vg-aria y, pam cada 11 < 3, py es una relacion ji,-aria.

(4). Dadas dos estructuras £ = (E, (oo, - .. 3085 - - - Yecas POy s Py e s ),,<p) (]
E = (£,(00y: -+ 105y Ye<ars(Poy--- s Phs - - In<p), ambas del mismo tipo’
7= ((Loy e s Ve Je<as (110, -+« 5 iy ,,<g), una funcion ¢ : E — E' es
homormnorfismo (de estructuras algebraicas del tipo ), si: :

() VeE<ay V(T'y)'v<"< v, ‘F(oi((“'-y)‘7<ve)) = 05(‘P((-'”'v)'7<u< .
(ii) Lare cadan < B y cada (x6)s<p, € E*7, (5)s6<puy, € Pn unpllca que
(s s<p, € Py- 2 '

(8) Si & y £ son estructuras algebraicas del mismo tipo, como en (4), una
funcion o : E —— E’ es isomorfismno (de estructuras algebraicas de tal tipo)
si @ es biyectiva, y satisface (i) y (ii) de (4), pero substituyendo en (ii) la
palabra imnplica por la expresion si y solo si.

(6) ‘Dada un estructur £ como en (1), una subestructura algebraica de £ consta.
de un subconjunto Fg que es cerrado bajo todas las operaciones de £ Funto con
operaciones y relaciones que son las mismas que las de £, pero restringidas

. a. Fo. .

(7) Sea &€ = (E,(00,...,0g,..-)e<as (£0s--- +0n++ - - In<ag) una estructura alge- -

; braica de tipo T = ((L0,- .. sV )e<as (1104« -« 3 1tn)nep)- Diremos que £ es
una estructura algebraico-topolégica de tipo 7, si £ es un espacio
topoldgico de Hausdor(f y, para cada £ < «x, 0og : E¥¢ — E es una funcion.
continua.

EigmpPLos 2.2. (1) Si K es una estructura algebraico-topolégica y X es
un espacio topolégico arbitrario, con las operaciones y relaciones definidas
puntualmente a partir de las operaciones y relaciones en E, C(X, E) se
convierte también en una estructura algebraica del mismo tipo que K.

(2) Si FE es un espacio vectorial sobre un campo K, el producto de elementos
de E por escalares (elementos de K') se puede interpretar como una familia
de operaciones unarias. En efecto,(£, +) es un grupo abeliano y la familia
End(E) de endomorfismos de /2 es también un anillo. El que E posea una
“multiplicacién por escalares”, significa que existe un morfismo de anillos,
0: K — FKud(t). Para cada k € K y para cada a € E, el producto k - a2
no es otra cosa que aplicarle a a el endomorfismo o(k): & -a = o(k)(a). De
ahi que “multiplicar por &” es la operacién unaria o(k) : £ — FE (ver {1],
por ejemplo).

(3) Como corolario de 1.59 (1), tenemos que si X y £ son espacios topolégicos
cualesquiera, C(X, E) = {fu}uear ¥y g = Duearfu : X — E* | entonces,
para toda f € C(X, £) existe una dnica ngf € ClagX, E) tal que ap f o
ap = f. Esto nos permite definir una funcién o : C(X, E) — C(ogX, E)
tal que para cada f € C(X, E), ¥(f) = agf. Ahora bien, el hecho de que
para cada f € C(X, E), agf es el Gnico elemento de ClagX, E) tal que

1Puru que se ven mas clure: si por ejemplo, 0g es unn operacién binaria, (i) sefinla que si
(z1,72) € E?, p(x10¢72) = (x,y Jogo(xz2).

Por cjemplo, si pp es una relucién binarin, cwda vez que (ry,m2) € E2, mypym =—>
w(x1)e)p(r2).
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opfoagp = f, implica que la funcién ag™*: ClagX,F) — C(X,F) que a
cada g € C(agX, E) le asocia ap¥*(g) = goag, es la inversa de . Entonces
> es una funcién biyectiva.

Cuando F es una estructura algebraico-topolégica, es ficil comprobar
que tanto ¥ como su inversa ag™, conservan las operaciones de estructura
algebraica de sus respectivos dominios. Ahora probaremos que ambas fun-
ciones preservan también las relaciones, con lo que cada una de ellas sc
trueca en isomorfismo (de estructuras algebraicas del mismo tipo que F).

Sea p una relacién en K que por simplicidad supondremos binaria, y
sean pN y p*£X las relaciones en C(X, E) y en C(ap X, E), respectivamente,
definidas puntualmente a partir de . Vearnos primero que ag™* conserva la
relacién p=eX

Sean h y k elementos de C(agX, E) y supongamos que h p*&8N [
Entonces, para toda p € apX, h(p) p k(p). En particular, para cada xx € X,
h{ap(x)) p k(ap(x)), es decir, hoag(x) p koag{x). Por lo tanto, ap*(h) =
hoag pkoap = ag¥(k).

Ahora veamos que v» conserva la relacién p¥. Sean f y g elementos
de C(X, F) y supongamos que fpXg. Definamos la funcién h = A{f, g} :
X — FE x E, es decir, para & € X h(x) = (f(x),g(x)). Entonces h es
continua y, como fpVg, se ticne que para cada = € X, f(z) p g(z), es
decir, (f(x),g(x)) € p. Por consiguiente podemos considerar a /. como un
clemento de C(X, p). Dado que p € R(E), por 1.59(1) existe i € ClapX, p)
tal que /. oy = h. Asi, para cada p € apX, I(p) € p. Sea hy =
A{agf,apg}. Entonces, para cada = € X, hy o ag(x) = hi(og(x)) =
(aef(ap(@), apglap(@) = (@ef o ap(z), arg o ap(@)) = (f(z), g(=)) =
h(x) v, por la unicidad pregonada en 1.59 (1), &; = h y por consiguiente,
para toda p € X, se ticne que (agf(p), apg(p)) = i (p) = h(p) € p, con
lo que ¥(f) = agf p°=Y agg = ¥(g), es decir, 1 preserva la relacién pX.
En conclusién:

PROPOSICION 2.3. Dados cualquier espacio topoligico X y cualquicr es-
tructura algebrmico-topolégica E, la funcion ¢ : C(X, ) — C(apX, F) tal
que para cada ff € C(X, F), Y(f) = agf, y suinversa ag ™ ClagX, E) —
C(X,E), que a cada g € ClupX, E) le asocia wp *(g) = g o ap. son iso-
morfistnos de estructuras algebraicas (del mismo tipo que F).

Por 1.59 (2) sabemos que si X es un espacio topoldgico cualquiera y £ es
Th, dada f € C(X.,V), existe una tnica funcién Bpf € C(HsX,Y) tal que
Bef owaprp = f. Sec puede definir entonces una funcién ¢ : C(X, E) ——
C(BeX, I£) tal que, para cada f € C(X, £), ((J) = Bef, la cual también
tiene una inversa ¢~ : C(BpX. E) — C(X, FE) tal que (™~ (g) = go ag,
para toda g € C(3;z, F). Asi pues, { es bivectiva.

Si £ es una estructura algebraico-topolégica, es facil ver que ¢(— es
un homomorfismo de estructuras algebraicas, ya que " se comporta exac-
tamente igual que o™ on (3). En cambio, ¢ no necesariamente preserva
relaciones, pero una prucba andloga a la que usamos para demostrar que ¥
conserva relaciones nos llevaria a concluir que:
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PROPOSICION 2.4. Sea E una estructura algebraico-topolégica tal que todas las
relaciones de F son espacios E-wmpactos, y sea X un espacio cualquiera. Entonces
¢: C(X E) — C(BeX, E), tal que f»—» Bef, es isomorfismo.

Los eJemplos (3): ¥ (4) anteriores, y las respectivas proposiciones 2.3 y 2.4, son
casos particulares de una situacién que analizaremos en seguida:

OBSERVACION 2.5, (1) Si Con es la categoria de todos los conjuntos y fun-

(2)

3)

(@)

ciones entre ellos, y si E es un conjunto, obtenemos un funtor contravariante
’ Con(—, F): Con — Con
asocidndole a. cada conjunto X, Con(X,E) = EX, y a cada funcién [ :
X — Y, la funcién f% : EY —— EX tal que, para cada g € EY, fi(g) =
gef.
Si C es la categoria cuyos objetos son las estructuras algebraicas de un cierto
tipo dado 7 y cuyos morfismos son los homomorfismos de dichas estructuras,
y si-E es un objcto de C entonces, para cada conjunto X, EX también cs
un objeto de C con las operaciones y relaciones definidas puntualmente a
pa:txr de las de £ y, para cada funcién f : X — Y, la funcién f¥: g¥ —
EX, definida en (1), es un homomorfismo de estructuras algebraicas. Asi
obtenomos un funtor contravariante
C(—,E): Con — C.
Ahora supongarmos que E ¢s un espacio topoldgico cualquiera. Entonces,
para cada conjunto X, £¥ es también un espacio topolégico (un producto
de Tychonoff) y para cada = € X, representaremos con 7y : EX — E a
la x-ésima proyeccién natural. Si f : X — ¥ es una funcién cualquiera,
entonces la funcién f# : EY — EX es tal que para toda = € X y para toda
g€ EY, (mz0 f2)(g) = m=(S2(g)) = 7z(gof) = gof(x) = g(f (=) = 7=y (9),
es decir, Ty 0 f% = 73y : EY -—— E, que ¢s una funcién continua y como la
fuente {7, : EX — E:x € X} es inicial, f! es continua.
De este modo obtenemos un funtor
Top(—, E) : Con — Top
como en (1) ¥ (2).
Sca F una estructura algebraico-topoldgica y sea C la categoria de todas
las estructuras algebraico-topoldgicas del mismo tipo que la de /2. Es fdcil
percatarse de que, para todo conjunto X, la estructura algebraica £-X es un
objeto de C.
Una operacién a-aria oX : (EX)2 — EX | definida en £¥ puntualmente a
través de la correspondiente operacién o en £, es la tnica funcién que hace
conmutar el siguiente diagramna, para cada = € X:
X ox
(EH)= EY

(7=)= T

E-

E
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2. ESTRUCTURA TOPOLOGICA EN C(X,FE) a1 -

Aqul (7r2)* = Darca(mz ©pr), donde py: (BX) — EX es'la A-ésima
proyeccién natural, para cada A < «. Como para’ cada. ES E X, oo (7r,_.)" es
continua, oX es continua. S
Por otro lado, como vimos en (3), la funcxén f"’ " E" cs contlnua
De este modo obtenemos nuevamente un’ funbor contr vana.nte

C(—, E): Con—C ’
definido de manera ansdloga que en los casos anteriores.

2. Estructura topolégica en C(X, F)

Ahora. nos toca. hablar de C(X, £) como espacio topoldgico y como estructura
algebraico-topolégica.
165,

DEFINICION 2.6. Si X y FE son espacios tog gicos cualesquiera, Cp(X,
serd ¢l espacio topolégico cuyo conjunto subyacente es C(X, F) y cuya topologia es
la que hereda como subespacio del producto topoldgico (de 1ychonoff) EX. A dicha
topologin se le llarna la topologia de la convergencia puntual en C(X, E). De
ahi ¢l subindice p.

Tamariz, Casarrubias y Herndndez explican en [62] que ¢l nombre de topologia
de la convergencia puntual dado a la que tiene Cp (X, £), se debe al siguiente hecho:

PRrOPOSICION 2.7. Si [ € C(X, £2) y (fa)aea es una red en C(X, E), entonces
(fa)rea conuverge a f en C(X, E) si y sdlo si la red (fa(x))aeca converge a j'(a-) ern.
£, pam cadar e X.

Para caracterizar de otra forma la topologia de la convergencia puntual en
C(X, F), definimos:

DEFINICION 2.8. Si X y E son espacios topalo’yicos-,’ entonces, para cada . €
X, la funcidn evaluacidn en x es la funcion & : Cp(X, E) — FE tal que para toda
S eC(X, E), #(f) = f(=).

PROPOSICION 2.9. Si X y E son espacios topoldgicos cualesquiera, entonces:

(1) Pare cada x: € X, & es la restriccion a Cp(X, E) de la x-ésima proyeceion
natural Ty : KX — E gy por lo tanto es continua.

(2) La topologia de la convergencia puntual en C(X, E) es la topologia débil o
inicial respecto a la pareja ({F},F), donde F es la fuente {7 : C(X, E) —
Z:xe X}

(8) La familia de conjuntos de la forma 7 (UL) N ... N &7 (Uy), donde n € N,
EYy... v son elementos de X y Uy, ... U, son abiertos en E, forman una
base para la topologia de la convergencia puntual en C(X, F).

DEMOSTRACION. (2) Como la inclusién i : Cp(X, £) — EYN es encaje y la
fuente {7, : £Y —— £ € X} es Top-fuente inicial, la fuente (i : Cp(X, E) —
E:re€ XN} = {m,0i:x € X} es Top-fuente inicial (por 1.5). (3) es corolario
inmadinto de (2). O

No'racCioNes: Sean X y £ cspacios topolégicos, para cada @z € X, 7p : £X —
E la x-ésima proyeccidn natural, n € N, x1,... ,#y, elementos de X, ¥y Uy,... U,
abiertos en K. Entonces:
(1) = (Wh)N...Nxa7 (Un) serd denotado por W(:z:,. cee T U, ... Un), © por
[E TN N Y 7 U 5/ N
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(2) 2T (1) N...N &7 (Uy) serd denotado por W(x, ... ,:r,.,Ul, :+.Un), o por
(x1,... 1xn1Uly~-~Un)-

Note que W(x1,.-. ,®aijU1,.-.Un) = W(Z1,.-- s Ta; Ur;- - Un) NCp(X, L)

En algunas ocasiones sera ttil escribir (f; ®1,... ,@n; Ui,..., U,,) para indicar
que f € (T1,.-. yZn} U1r,--..Un), en especial cuando E ¢s métrico.’ En este caso, si
desla métricade E,e >0, f€ Cp(X,E),n €Ny, paracada j &€ [n], z; € X v By
es la bola con centro en f(x;) y radio g, entonces escribiremos (f; x1,....,Tn; €)
en vez de {f; T1,-.. ,xn; Bi,... ,Byn). '

OBSERVACION 2.10. (1) Regresemos ahora a (3) de la observaciéon 2.5.
Supongamos que £ es un espacio cualquiera. Vimos que si f : X. — Y
es una funcién, entonces f* : EY —— EX, tal que para cada g € EY,
fP(g) = go f, es una funcién continua. Entonces, si f es continua, para toda
qEC,.(YF)f‘(g)—qofEC,,(X E). ;

Llamemos f* a la funcién f“lc’(;\, E)) 3 Como f* es continua, f* también
lo es, asi que obtenemos, como en (J) de 2.5, un funtor contravariante

Cy(—, E) : Top — Top

que a cada espacio topoléSgico X le asocia el espacio topolégico Cu(X, E)
¥y a cada funcién continua f : X — Y le asigna la funcién continua f* :
Cp(Y, E) — Cn(X, E).

(2) A continuacién supongamos que £ es una estructura algebraico-topolégica
~de. cierto tipo, ya hemos visto que dado cualquier cspacio topolégico X,
Cp(X, E) es una estructura algebraica del mismo tipo que E, y lo mis natu-
ral aqui es preguntarnos si Cp(X, £) es estructura algebraico-topolégica.

Sea 0 una operacidén a-aria sobre E. Vimos en (4) de 2.5 que la operacién
oX : (EX)> -—— EX, definida puntualmente sobre £, es una funcién con-
tinua. El que esté definida puntualmente a partir de o significa que, para
cualquier elemento (fa)aca de (EY), o~ ((fa)rca) e la funcién de X en
E tal que a cada € X le asocia o((fa(T))r<ca), o5 decir, 0¥ ((fa)a<an) €8 la
composicion:

X Gr=afrpo 2, g
Si (fa)a<a €sun elemento de Cp (X, /7). Axcafa 08 continua, y como también
o lo es, 0N ((fadaca) € Cn{X, £). Esto quicre decir que o~ restringida a
Cp(X, F) es una operacion bien definida v es continua. Cp(X, E) es entonces
una estructura algebraico-topoldgica, subestructura algebraica de E-X.

Si C ¢y la categoria de estructuras algebraico-topolégicas del mismo tipo
que £, el funtor contravariante C(—. E). definido en (1), puede ahora con-
siderarse como un funtor de T'op en C.

(3) Recordemos (ver por cjeinplo [40]) que si € es una categoria, se dice que
un C-morfiso A —Z- 3 es C-seccién si tiene inverso izquierdo, es decir, si
existe un C-morfismo 13 £+ A tal que go f = 1,4, v se llama C-retraccién
si tiene inverso derccho. Si el C-tnorfismo f tiene al mismo ticmpo inverso
derecho ¢ inverso izquicrdo, se dice que es un C-isomorfismo. Un C-morfismo

A £, 3 es C-monomorfisimo si os cancelable por la izquierda, es decir, si

IBsta funcién en f* pero con dominio restringido n Cp(Y, £} v codominio restringido »

Cp(X, B)
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para cualesquiera C-morfismos h y &k, el que foh = fok, implica que h = A.
f en cambio es C-epimorfismo si es cancelable por la derecha. En [40] se
demuestran algunos resultados como los siguientes, que pueden sernos de
gran utilidad:
(i) Todo morfismo en una categoria concreta® que es una funcién inyectiva
sobre los conjuntos subyacentes, es un C-monomorfismo.
(ii) Todo morfismo en una categoria concreta C que e¢s funcién suprayec-
tiva sobre los conjuntos subyacentes, es un C-epimorfismo.
(iii) Toda C-seccién es C-monomorfismo y toda C-retraccién, C-epimorfismo.
(iv) Si C y D son categorias cualesquiera y F : C — D es un funtor cova-
riante, £ preserva isomorfismos, secciones y retracciones. En cambio,
si G : C — D es un funtor contravariante, G preserva isomorfis-
mos, pero manda C-secciones en D-retracciones y C-retracciones en
D-secciones.

BiEMPLOsS 2.11. (1) En Con son equivalentes los conceptos de retraccion,
epimorfismo y funcién suprayectiva, y son equivalentes los de funcién inyec-
tiva v monomorfismo. Las secciones son las funciones inyectivas con dominio
no vacio y los isomorfismos son las funciones biyectivas.

(2) En 7'op, una funcién continua f : X — Y es seccidn si y sdlo si f es encaje
¥ f(X) es retracto de Y, y es Top-retraccién si existen una retraccién (en
el sentido topolégico usual) » : X — Z y un homeomorfismo h: Z — Y
tales que f = hor,

Los isomorfismos en 7'op son los homecomorfismos, micntras que los monomor-
fismos son las funciones continuas e inycctivas y los epimorfismos son las
funciones continuas y suprayectivas.

(3) En la mayoria de las categorias de estructuras algebraicas como la de los gru-
pos (Grp), lade los anillos (ftng) y la de [-mdédulos (/R-Af od), los morfisinos
son los homomeorfismos inyectivos y los epiinorfismos son los homomorfismos
suprayectivos.

(4) Todos los funtores definidos en la observacién 2.5 son funtores contrava—
riantes del tipo C(—, £) :—— C en donde € es una categoria, /2 es un objeto
de C, para cada conjunto X, E£X cs un objeto de C y, para cada funcién
S X — Y, C(—, E)(S) es el C-morfismo f? : EY — EY tal que para
cada g € &Y, f3(g) = g o f. Por lo comentado en (3)(iv) de la observacién
2.10 » por (1) de esta coleccidén de ejemplos, si f es una funcién suprayectiva,
entonces f¥ os C-seccién (y con cllo, C-monomorfisino). En particular, f? es
inyectiva, pero se puede decir mis cuando £ es un espacio topolégico, como
en (3) v (4) de la observacién 2.5, ya que f3, al ser T'op-seccién, os encaje v
SJE(EY ) os retracto de f2X,

Si, en cambio, f es inyectiva, f® es C-retraccién y en particular es
suprayvectiva, pero cuando £ es espacio topoldgico, f* es 7'op-retraccién,
es decir, existen un subespacio Z de EY, una retraccién r: EY — Z vy un
homeomorfismo h : Z — EX, tales que f8 = hor.

4Bns decir, una categoria cuyos objetos son conjuntos con estructurs {por ejemplo de anillo,
de grupo, de espacio vectoral o de espacio topoldgico) ¥y cadn uno de cuyos morfismos es una
funcién entre conjuntos que respeta lus correspondientes opernciones o relaciones que ln hacen un
maorfiamo de lis entegorin,
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(5) Si £ cs un espacio topolégico y Cp(—, E) : Top — T'op es el funtor definido
en (1) de la observacién 2.10, para cada funcién continua y sobre f: X —
Y, la funcién continua f* = Cp(—, E)(f) : Cp(y, £) —— " Cp(X, E) ecs la
restricciéon de Top(—, £) = f* a C,(Y, E) y esta funcién, como acabamos de
decir, es encaje. Por consiguiente f* también encaje 5.

(6) Cuando FE una estructura algebraico-topolégica y C es la categoria de
estructuras algebraicas del mismo tipo que E, el funtor C(—, E) : Top — C
definido en (2) de 2.10, asocia a cada funcién continua y suprayectiva f, el
C-monomorfismo f* que en particular es encaje.

(7) Sean X y E espacios topoldgicos cualesquiera y ag : X — E* la funcién

definida en la notacién que precede a la proposicién 1.59. Alli mismo se
definieron los espacios ag X = ag(X) v BeX = dgiaag(X).
Si consideramos a ag como una funcidn de X en agX, resulta continua
y sobre y, por lo dicho en (5) de esta coleccién de ejemplos, la funcién
Cp(—, EY(ag) = ap; : CplagX, E) — Cp(X, E) es encaje. Pero ésta es
Ia misma funcién que en (3) de los ejemplos 2.2 aparece como la inversa
de v : C(X,E) — C(agX, F). Por lo tanto, al ser biyectiva, ag es
homeomorfismo.

St F es una estructura algebraico-topolégica, también en 2.2(3) se de-
mostré que 'y es isomorfismo de estructuras algebraicas, asi que ahora pode-
mos asegurar que aj; : Cp(apX, F) — Cp(X, E) es isomorfismo topolégico.

(8) Nuevamente sean X y £ espacios topolégicos cualesquicray ag : X — EA,
como en (7). Llamémosle &g a la funcién a g considerada como una funcién
de X en BgX. Si Cp(—,FE) es el funtor de (1) de la observacién 2.10,
ap = Cp(—, E)(ag) : Cp(Br. F) — Cp(X, F) es una funcién continua.
Como para toda g € Cp(BreX, £), aj(g) =goal = goag, ai; es la inversa
de la funcién ¢ definida en (4) de los ejemplos 2.2, asi que G es continua y
biyectiva (es decir, es una condensacién), pero no podemos asegurar Que sea
homecomorfismo. Sin embargo, si £ es una cstructura algebraico-topolégica
en la que todas sus relaciones son espacios E-compactos, la proposicién 2.4
muestra que &y si es isomorfismo de estructuras algebraicas.

3. Otras propiedades de Top(—, E) y Cp(—, E)

De ahora en adelante, cada vez que f sea una funcién entre conjuntos y E sea
un espacio cualquiera, f¥ serd la aplicacién del funtor Top(—, E) : Con — Top,
como en (3) de la observacién 2.5, entendiéndose que si £ tiene ademsés estructura
algebraica, f? es homomorfismo de estructuras algebraicas. Asimismo, si X y £
son espacios topoldgicos y f : X — Y es continua, f* sera la aplicacién del funtor
Cu(—~. F) a f. como en (1) de 2.10.

Daremos otras propiedades de f? y de f*, para lo cual es 1itil que recordemos
que:

LiEMA 2.12. Sean X, Y ¥y Z conjuntos, y f : X — Z, g : X — Y fun-
ciones tales que las fibras de [ estdn contenidas en las fibras de g, es decir, pam
cualesquiera dos el tos oy y 12 en X, 85 f(xy) = f(x2), entonces g(an) = g(x2).

Q) Si f es suprayectiva, existe una iinica funcion h : Z — Y tal que ho f = g

SCp(Y, ) L, Cp(X, B) «— EYN e cucenje pucs coincide con la composicién de encajes:

Cp(Y, I2) « Y L. px, Luego apliquesc el corolario 1.6.
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(2) Si X, Y vy Z son espaczae topoldgicos, g es continua -y f. es una funczon
coczente, eriste una tnica funcién continua h: Z —— Y tal que ho f.= g.

CORQLARIO 2.13. Sz X, Y v Z son espacios topolégicos ¥ f yg son fuuczoncs
cocientes con las mistnas fibras, entonces existe un homeomorfismo h : Z —' Y tal .
que ho f = g.

COROLARIO 2,14, Sean E un espacio lopoldgico, X, ¥V ('on]uﬂlus v f )\ —
Y una funcion suprayectiva.: Entonces:
(1) fUYEY)={g € EX :Vr1,22 € X, [(in) = f(xz) => g(w1) = g(a2)}.
(2) Si X, Y son espacios lopoldgicos y [ es una funcion cociente, entonces
SO, E) = {g € C(X,E) : Vo,z2 € X, f(:1) = [f(z2) = g(a) =
g(x2)}. .

PROPOSICIGN 2.15. Sean E un espacio de Hausdorff y f : X — Y una
Juncion entre conjuntos.
(1) Si f es suprayectiva, f8: EY. — EX es encaje cermdo.
(2) -Si X, Y son espacios topoldgicos y [ es cociente, f* es encaje cerrado.

D1MOSTRACION. (1) Si f es suprayectiva, por (4) de los e¢jemplos 2.11 f*¥
encaje. Veamos que f8(EY) cs cerrado en EX. Sea g € EX\ f4(EY). Por
2.14(1), existen o y 2 en X tales que f(m) = f(x2) pero g(x,) # g(xa2).
Como £ es de Hausdorff, existen abiertos ajenos U y V en £ tales que
g(xy) € Uy y g(x2) € Uz. El conjunto W o= [#1, #2; Uy, Uz] es un bédsico de la
topologia de B~ tal que g € W y W € EX \ f#(EY). Esto iiltimo se dcbe a
que si r € W, () € Uy y r(22) € U2 y por eso r(x1) = r(2) y no puede
existir l € EY tal que lo f=1r (pues f(z1) = f(z2)), es decir, = € fI(EY).
Asi, EX \ f%(E"") es abierto en E-

(2) La prueba es completamente analogd a la anterior, pero la hipdtesis de que
J es cociente se usa para tener que la funcién  es continua.
[}

PROPOSICION 2.16. Scan X y E espacios cualesquicra, Y un espacio lal que
C(Y, E) es inicial y f : X — Y una funcion cualquiera (no necesariamente cort-
tinua). Entonces [ es continua si y solo si f3(C(Y, E)) € C(X, E).

DEMOSTRACION. La necesidad es clara, aun cuando C(Y, £) no sea inicial. -
Ahora supongamos que f*(C(Y, E)) € C(X, F). Esto significa que, para cada
g € C(Y, FE), go [ cs continua, lo que implica, por ser C(Y, £) Top-fuente inicial,
que f es coutinua. =]

PROPOSICION 2.17. Sean E un espacio de Hausdorff. X, Y espacios tales que
C(X, £) separa puntos de X y C(Y,E) es inicial, y f : X — Y una funcién
suprayectiva. Supongamos que f2(C(Y, £)) es denso en Cp(X, E). Entonces [ es
condensacion, es decir, es biyectiva y continua.

DEMOSTRACION. Como f3(C(Y, £)) € C(X, E), 2.16 implica que f es con-
tinua. Ademads, f es suprayectiva por hip6tesis. Sélo falta ver que f es inyectiva.

Supongamos que f no es inyectiva. Existen entonces xp v x2 en X tales que
@y # me y f(rm) = f(2). Como C(X. F) separa puntos de X, existe ¢ € C(X, E)
tal que ¢(a1) # P(arz2) v, como K cs de Hausdorff, hay abiertos ajenos en E, U
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y V, tales que ¢(r1) € Uy ¢(x2) € V. Sea W = (z1,x2; U, V). El conjunto W
es un bédsico de la topologia de Cp(X, E) y es no vacio porque ¢ € W. Como’
FHC(Y, E)) es denso.en Cp(X, E), existe 1) € W N fU(C(Y, E)). Dado que ¢y €
THCY, EY) € SFMEY) v fz1) = f(w2), #(m) = w(z2) (por el corolario 2.14(1)),
pero como ¥ € W, ¥ () # ¥)(x2), ¥ esto cs una contradiccién. Por lo tanto, f es
inyectiva. [

COROLARIO 2.18. Sean E un espacio de Hausdorfl, X € R(E), Y un espacio
tal que C(Y, E) es inicial, v f : X — Y una funcién suprayectiva. Entonces f es
homeomnorfistno si y sdlo si fB(C(Y, R)) = C(X, E). ;

DEMOSTRACION. La necesidad es corolario del hecho de que todo funtor, ya
sea covariante o contravariante, conserva isomorfismos. Asi el funtor ' C(=, E)
Top — Top manda homeomorfismos en homeomorfismos: Si j' es; honieomor-
fismo, f* también y fFE(C(Y, E)) = f*(C(Y, £)) = C(X, E). -
Ahora supongamos que fY(C(Y, E)) = C(X,FE). Por 2.17, f es’ cond nsaclén,
asi que para demostrar que f es homeomorfismo, sélo falta ver:ique:s:
S~ : Y — X cs continua. Para lograrlo, usaremos 2.16, ya‘que, C(:
inicial porque X € FR(E) (recordar corolario 1.23): Como f cs.bi v
Top( E)(f) es homeomorfismo y su inversa es precu!ament:e (f"‘)“

PROPOSICION 2.19. Sean £ € P %, Y € R(E) Yy f X —_— Y una: conden-
sacion. Entonces f3(C(Y, E)) es denso en Cp(X, E).

DEMOSTRACGION. Seang € Cp(X, E)y W = (x1,... ,op) un basnco cnnénlco de
Cp(X, E) tal que g € W. Como [ cs inyectiva, supondremos que: j'(:z:l),. ()
son distintos entre si. En vista de que Y € R (F), existe & ;'Y ——FE continua
tal que , para cada 5 € {1,...,n}, A(S(x;)) = g(z;).  Por’lo.tanto, fi(h): €
FHCY, E)) N W, es decir, W N f2(C(Y, E)) # 0. B R AP  JER

De 2.15(2) se colige que una condicién suficiente para que f"(C(Y E)) Seal
cerrado en Cp(X, E), es que f : X —— Y sea cocicnte.  Para dar una®condicién’
necesaria y suficiente, introduciremos el concepto de funcxén E-cocxent;e

DEFINICION 2.20. Sean X y E espacios topoldgi c
Junto y f : X — Y wuna funcion suprayectiva. v :
(1) La topoloia K-cociente generada en Y por f, es la !opo oq a uucm.l de -
Y respecto a la fuente :
L£={g<€EY: fig) € CX, BE)}., gt
(2) f es una funcién F'—coc1ente ~i Y tiene la lnpoloqfa F’-coczeule g("nemda
por f. .

PROPOSICION 2.21. 'Seann X..y F espacios cualesquiera, Y un conjunto u f
X — (Y,o) una funczéu E‘ ‘cociente.  Entonces, si L = {g € BY : fi(g) €
C(X, BE)}, se tiene: B

®Recordar definicién: 1:46
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(1) f:. X — (Y, ) es continua y C((Y, o), E) es Top-fuente inicial.

(2) Si(Y,0) es1p o C((Y,0), L) separa puntos de Y, (Y,o) € R(E).

(3) Si v es una topologia sobre Y tal que f : X — (Y, 7T) es continua y para
la cual L S CY,71), E), entonces L = C((Y,1), E). En particular L =
c((Y, o), E).

(4) Si T es una topologia sobre Y tal que L = C((Y,7),E) y L es Top-juente
inicial, entonces 1 =o.

(5) o es la topologia mds fuerte respecto de todas las topologias T sobre'Y. tales_ )
que C((Y,7), E) es Top-fuente inicial y f : X — (Y, 7) es continua. . :

D EMOSTRACION. (1) La topologia o es inicial respecto a £ y.para cada
9 € L, go f es continua. Por la proposicién 1.3, f : X — (Y,0) es |
continua. Como £ C F(Y, E) C U,en (Y, E™), o cs la topologia inicial de"
Y respecto al J,,cn C((Y, ), E™) (por el corolario 1.24), y por la proposicién
1.18, C((Y,0), E % es Top-fuente inicial.

(2) Si (V,a) es Tb o C((V,a), F) separa puntos de Y, ¢l resultado se sigue de
(1) v del corolario 1.23 o del corolario 1.24.

(3) Sca 7 una topologia sobre ¥ tal que f: X — (¥, 7) es continua y para la
cual £ € C{Y,7), E). Sea L' = C((Y,7), £). Probaremos que £’ C £: si
g€ L', go fe€ C(X, FE). Por consiguiente g € L.

(4) Sea T una topologia sobre ¥ tal que £ = C{(Y,7),E) y L es T'op-fuente
inicial. Entonces 7 es la topologia inicial de Y respecto a £, asi que 7 = o.

(5) Sca 7 una topologia en Y tal que f : X — (Y, 7) es continua y C((Y, 1), E)
es T'op-fuente inicial. Probaremos que 7 € & viendo que 1y : (Y,0) —
(Y, 7) os continua. Como 7 es la topologia inicial de Y respecto a C((Y, 1), E),
basta demostrar que, para cada g € C((Y,7), £), goly : (Y,7) — E es
continua. Pero si g € C((V,7),E), go f € C(X,E), y por consiguiente
y € L. Como por (3) L=C{Y,o), E), g:(Y,0) — [ es continua.

[}

De (8) de la proposicién anterior se deduce facilmente que toda funcidén cociente
es E-cociente. Ahora viene la caracterizacién anunciada antes:

PROPOSICION 2.22. Sean E un espacio de Hausdorf], X, Y espacios tales que
C(Y, E) es Top-fuente inicial, y sca f: X — Y una funcién. Supongamnos ademds
que C(Y, E) es denso en EY . Entonces f es E-cociente siy sélo si f2 (C(Y. E)) es
cerrado en Cp(X, F) ¥y [ es suprayectiva.

DEMOSTRACION. Veamos primero la suficiencia: Supongamos que f es sobre
¥ fE(C(Y, F)) cs cerrado en C,(X, E). Como C(Y.FE) cs denso en EY 'y f! es
continua, fF(C(Y, £)) es denso en f2(£Y7). Por hipdtesis f3(C(Y, £)) € Cp(X, E),
asique si L= {g€ £Y : go f & Cp(X, )}, [HCN, E)) C Cp(X,E)N f2(EY) =
JS3(L). Por lo tanto, como f#(C(Y, E)) es cerrado en C,,(}t’. F), es cerrado en
S3(L), y como fHC(Y, F)) es denso en f2(EY), también lo es en f2(L). Por consi—
guiente, fF(C(Y, £)) = fi(L). Como [ es suprayectiva, f7 es inyectiva y, por ende,
C(Y, £) = £. Dado que C(Y, E) es inicial, por (4) de 2.21 la topologia de Y es la
topologin K-cociente generada por f, es decir, [ es E-cociente.

Abordemos la necesidad: Si f es £-cocicnte, es suprayectiva por definicién y, por (3)
de 2.21, L = C(V, E), donde £ = {g € EY : go f € Cp(X, E)}. Por consiguicnte
SEHOC(Y,E)) = f3(L) = C(X.E)N f3(EY). Como f os suprayectiva v £ es de
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Hausdorff, f# es encaje cerrado (ver (1) de 2.15 ), asi que f*(EY) es cerrado en BX
y con ello f”(C(Y E)) es cerrado en Cp(X, E). fm]

Decsde la proposicién 2.16 se han usado hipdtesis como que C(X, £) separa
puntos de X, o que C(X, E) es Top-fuente inicial, o que C(X, E) es denso en ‘EY,
o incluso que E es un espacio Pucbla. Sabemos que para cualquier espacio 'E, si:
X € R(F) entonces C(X, FE) separa puntos y es Top-fuente inicial. Ahora’ veremos j B
que si ademsds E es un espacio Pucbla, C(X, E) es denso en EX. : ;

PROPOSICION 2.23. Si E es un espacio Pueblay X € R(E), entonces C,,(X F’)‘ ‘
es denso en EX. :

DEMOSTRACION. Sea W = [11,... ,2n; Uy, ... , U] un bisico no vacio de EX:
Se puede suponer que z,... ,T, son distintos entre si, asi que si c0mamos ‘una
S € W, como X € R (F) (ver 1.46), existe g € C(X, F) tal que para ada
7€ {1,...,n}, g(z;) = f(x;). Por lo tanto g € W N C(X, E).

Usando este resultado, las proposiciones 2.16, 2.17, 2.18, 2.19, 2. 22 se’s ntetizan
en las siguientes, cuando E es un espacio Puebla y» los espacxos Xy
regularcs. ;

COROLARIO 2.24. Supongamos que E es un espacio Puebla'y. es .Hausdor_ﬂ'
Sean X y 'Y dos espacios E-requlares y [ : X — Y una funcion’ suprayectiva.. -
Entonces: ST

(1) [ es continua <=> f5(C(Y, £)) € C(X, E).

(2) [ es condensaciin <= f*(C(Y, E)) es denso en Cp(X, E).
(38) [ es E-cociente <= [2(C(Y, E)) es cerrado en Cp(X, E).
(4) S es homeomorfismo <== f*(C(Y, E)) = Cp(X, £).

En el ejemplo (7) de la coleccién de ejemplos 2.11 concluimos que si X y E son
espacios cualesquiera, sicinpre s posible obtener un espacio £-regular agX, y una
funcién continua y suprayectiva ag : X — agX tales que o : CplapX, E) —
Cp(X, ££) es homeomortismo o. en su caso. isomorfismo topoldgico. Podemos de-
mostrar ahora que vy s una funcién f-cociente:

PROPOSICION 2.25. Sean X wy I2 espacios topoldgicos cualesquiern. Entonces
la funcion oy 0 X — ap XN es E-cociente.

DiEMOSTRACION. Pongamos C(X,E) = {fa: A €A}, vseai:agX — ENla
inclusién. Sea £ = {g € E*#~ : a5,(g) € C(X, E)}. Para probar que la topologia
que ticne a X como subespacio de £4 coincide con la topologia E-cociente sobre
apX generada por ag, veremos que £ = ClegX, E) y que £ es Top-fuente inicial
(ver (4) de 2.21). Sea g € £. Entonces a(g) = g o ap € C(X, E), asi que existe

A€ A tal que S = goag. Sims: K'Y — E es la A-ésima proyeccién, entonces
maociocap = fa=goapy comoag: X — apX essuprayectiva, es cancelable
por la derecha (epimorfismo en Con), lo que implica que 75 oi = g. En otras

palabras, g es continua. Por consiguiente. g € C(avgX.E) v £ € C(ogX, E).
Como ag : X — apX es continua. por {3) de 2.21, £ = C(ogX, ). Como
aopX € R(F), ClaopXN, £) es Top-fuente inicial, a
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OBSERVACION 2.26. Una forma muy socorrida de demostrar que para dos cspa-
cios topoldgicos cualesquiera X y £ siempre existen un espacio FE-regular X’ y una
funcién continua y suprayectiva p : X — X'’ tal que p* : Cp(X’, E) — Cp(X, E)
es homeomorfismo, es mediante la relacién de equivalencia sobre X definida del
siguiente modo:

x ~ ' <> para cada f € C(X, E), f(z) = f(z').

Sean X’ = X/ ~ el conjunto de clases de equivalencia y p : X — X' la
proyeccién natural, es decir, la funcién tal que a cada = € X le asocia su clase de
equivalencia p(x). Sea 7 Ia topologia FE-cociente generada en X’ por p. Entonces
p: X — (X', T) es continua y suprayectiva, lo que permite usar (5) de los ejemplos
2.11 para deducir que p* : Cp((X', 7), E) — Cp(X, E) es encaje. Para convencerse
de que p* es inyectiva, sca f € Ch,(X, ). Como para cualesquicra elementos = v
x' de X, p(x) = p(x') == o ~ ' = f(r) = f(z'), por el lema 2.12 existe una
funcién h : X’ — K tal que hop = f. Dado que p : X — (X’,7) es E-cociente,
por 2.21(3) £ = C((X’, 7), £), donde £ = {g &€ EX' : gop € Cp(X, E)}. Entonces
heLlyp=hop=f. Porconsiguiente p* es suprayectiva y por consiguiente es
homeomorfismo. Como p es E-cociente y claramente C((X',T), E) separa puntos
de X’, por 2.21(2) (X', 1) € R(E).

En realidad este espacio (X’,7) es ¢l mismo, salvo por homeomortismo, que

el espacio apX definido en la notacién que antecede a la proposicién 1.59. Mas
precisamente, como demostraremos a continuacién, existe un homecomorfismo £ :
X' — agX tal que hop = arg. Sean any y as, clementos de X tales que ag(21) #
oag(rz). Como C(rrg, F) separa puntos de apgX, existe f € ClagX, E) tal que
Sler(z1)) # florp(xa)). Sea g = an(f). Entonces g € Cn(X, B) v g(r)
ap(fHx) = foap(r) # foap(xr2) = g(r2). Por consiguiente =, £ x3, es decir,
pan) # p(a2).
Por otro lado, si p(x;) # p(a), existe y € C(X, £) tal que g(a) %= g(xz) y, como
ajy i CplaepX, ) — Cp(X, £) es homeomorfismo, existe f € C(agX, £) tal que
ap(f) = g. Por consiguiente, f(cvp(a1)) # g(rm) = g(x2) = f(ae(x2)), asi que
ap(r) # ap(r).

Se ha demostrado entonces que para cualesquiera x; y x2 en X, se tiene que
ap(x:) # ap(re) si v sélo si plan) # p(ae) o, lo que es lo mismo, que wg(x) =
wg(ma) si v s6lo si piry) = p(are). Esto quiere decir que ag y p tienen las mismas
[ibras y como estas funciones son suprayectivas, 2.12(1) permnite deducir que existen
h: X —s aopX yhk:apX — X' tales que hop = agp v koag = k. También
usando 2.12(1) sc puade ver facilinente que & = k&=, Sélo resta demostrar que A v
k son continuas. Probaremos que & es continua. Corno p: X — X’ es K-cociente,
X' tiene la topologia inicial respecto a la familia £, = {g € FYX' : gop € C(X, E)},
por lo que basta mostrar que para toda g € L. gok es continua. Para ello tomemos
g en Ly; entonces (g o k) onL =golkoag)=gop &€ C(X, &), asi que go k € L2,
donde L2 = {f € Y : foap € ((X.E)}. Mas, dado que ag también es
E-cocicnr.c, por 2.21 Ly = C(apX, F). Por lo tanto go & € ClrpX, E). Esto
prueba, como ya dijimos, que & es continua. En forma anidloga se demostraria que
i es continua, con lo que también es homeomorfismo.

En los pdrrafos anteriores hemos estudindo propiedades de f3 o f*, princi-
palmente cuando f ¢s suprayectiva. Serdn itiles también algunas propiedades de
dichas funciones, cuando f es inyvectiva. Por (4) de los cjemplos 2.11,8i f: X — YV

I CON
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es una funcién inyectiva y X # 0, entonces f¥ : EY — E¥ es suprayectiva y més
aiin, existen una retraccién r : £Y — Z y un homcomorfismo h : Z — £~ tales
que f=hor.

Con el funtor Cp(—, F) tenemos algo diferente: Si f : X —+ Y es una funcién
continua e inyectiva, o incluso encaje, no necesariamente f es suprayectiva. Claro
estd que si f es encaje y f(X) es retracto de Y, entonces f tiene inversa izquierda
(ver (2) de 2.11) y f* tendrd por lo tanto inversa derecha (recordar que Cp(—, £)
es funtor contravariante) y por lo tanto no solamente seri suprayectiva, sino que
existen una retraccién r : Cp(Y, £) — Z y un homeomorfismo h : Z — Cp(X, E)
tales que f = hor. Cuando f es solamente encaje, tenemos la siguiente proposicién:

PROPOSICION 2.27. Sean E un espacio Puebla, Y € R(EY y f : X — Y un
encaje. fntonces f*(C(Y, E)) es denso en Cp(X, E).

DEMOSTRACION. Sea W = (x31,... ,&n; U ... ,Uy) un bisico canénico no vacio
de Cp(X, E), donde z4,... ,x, son elementos de X v Uy, ... Uy, son abiertos de E.
Entonces el conjunto V' = (f(x1),..., f(xn); Ur,... ) es un bdsico canénico de

EY. Tomecmos h € W y e € E, y definamos g : ¥ —-» £ tal que, para toda
J € {L...,n} 9(f(z;)) = h(z;), ¥ (¥ \ {I(Tl),-. -2 f(72)}) € {e}. Entonces
g € V y por eso V cs un abierto no vacio en EY. Por la proposicién 2.23 C(Y, E)
es denso en £?*, asi que existe £ € C(Y, £) N V. Dado que k& € V, para cada
je{L,...,n} &(f(z;)) € U; y con ello f*(k)(z;) = ko f(x;) = k(f(x;)) € U;. Por
esta razén f(k) € f*(C(Y, E))NW. a -

DEFINICION 2.28. Si £ y Y son espacios lopolgicos, X es subespacio de.Y
vy j: X — Y es la inclusion, entonces j* : Cp(Y, E) — Cp(X,E) suele ser
llarnado mapeo de restriccion y denotado por rx, mientras que al subespacio
rx (Cu(Y, E)) de Cp(X, E), a veces se le representa por C(X | Y, E).

PROPOSICION 2.29. Sean E un espacio de Housdorl], Y un espacio cualquiera
¥ X un subespacio denso de Y. Entonces rx : Cp(Y, E) — Cu(X, E) es 1111/eci1.va‘
enx\v.e
y por lo lanto rx 'C,.(Y =) es condensacicn.
DEMOSTRACION. Sean f; y f2 elementos de C,(Y, E) tales que rx(fl)
rx(f2). Entonces fi |x= f2 [x ¥ como X ecs dnnso en el espacio de Hau<dor(f
Y v fi, f» son continuas, fi = fo.

PROPOSICION 2.30. Sean Y 3 E espacios rua.lrequzf'ru y X un ‘t‘llb(,spu(‘za l/-
encajado en Y. Entonces rx es mtpTaJect11;a. . : : :

DEMOSTRACION. El que X csté E—enca.mdo cn Y |mpl|ca. que pa.ra toda. J €
C(X, E) existe g € C(Y, L) tal que g ]\r- f. Pero g ],\r— r\-(g) -por-lo que rx ¢s
suprayectiva. . P '}

» 4. Bl funtor C(X, —)

Sean ahora X un conjunto, Y y Z espacios copolo’gicos cualesquiera y g €
C(Y,Z%). Para cada =’ € X, sean mz : ¥ — ¥ y nl, : ZV¥ — Z las respectivas
x-ésimas proyecciones candnicas. Definamos gy = Qg ex(go w.) : V¥ » ZN,
es decir, gy es la dnica funcién continua tal que, para todo = € X, 7 0 g» = 7.
Notemos que si f € YN, gu(f) : ¥ — Z es la funcién tal que para todo = € X,
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95(N)() = M(ar(N) = g o w=(/) = g(U@)) = g © [(x). En otras paiabras, para
cada f € Y&, gy(f) == g o f, ¥ se nos revela una especie de dual de las funciones
del tipo g’ que ya estudiamos.

Ahora bien, si C es la categoria de estructuras algebraico-topoldgicas de cierto
tipo, entonces, para todo C-morfismo g : ¥ — Z, gy : YX —~o ZX es un C-
morfismo, ya que si * es una operacién en Y¥ (que supondremos binaria para
sirnplificar) y si » es la correspondiente operacién en Z¥, y si f, h son clementos
de Y y z € X, tenemos que: gi(f * h)(z) = (9 0 (f * 1)) () = g(f(x) =y h(x)) =
g(f (@) »z g(h(z)) = g o f(r) *z g © h(xz) = (gu(f) * g:(2))(x) ¥ por lo tanto,
gs(f = h) = gy(f) = gy(h). Si p? "* s una relacién (también binaria por simplicidad)
en Y y f, h son elementos de Y~ tales que fp¥ ™ h, entonces, para todo = € X,
f(@)p¥ h(x) y como g es C-morfismo, g(f(x))p?g(h(x)), cs decir, go f(z)pZgo h(x).
Por consiguiente g,(f)pz‘\ gy (h). Podemos entonces concluir lo siguiente:

PROPOSICION 2.31. Sea X un conjunto cualquiera. Sea C la categoria Top o
unae categoria de estructuras algebraico-topoldgicas de cierto tipo. Obtcucﬂlos .
SJuntor covariante .

C(X,—-):C —C
si a cada objelo Y de C le asociarnos el C-objeto YX 1/ a: uzda C- nwrjmmo g
Y — Z le asociamos el C-morfismo gy : Y — ZX tal que, pam lu(la. f €. Y“'
g(f)=geo /. :

Aparte de las ventajas y propiedades que tienen las funciones: ‘g por t.la.tarse de
imdagenes de C-morfismos bajo un funtor covariante, tenemos la q:guxento P oposncxon-

PROPOSICION 2.32. Seann X un conjunio, Y y Z aspaczas topaloqzco*i cua-
lesquiera y g 1 Y — Z una funcidn continua. Entonces:

(1) Sig es encaje, gy tarmbicén.
(2) 8ig es encaje cerrado, gy lambién.

DEMOSTRACION. (1) g: = Dzex(y © 7z), asi que gp cs encaje si la fuente
{gomz : ¥ — Z ::r € X'} es Top-fuente inicial y separa puntos de YX,
Pero dicha fuente es la composicién de las Top-fuentes iniciales {7y : Y-V —
Y :x € X} y{g:V¥Y — Z}. las cuales separan puntos de sus respectivos
dominios.

(2) Por el inciso (1), basta probar que g3(Y V) es cerrado en Z~, Seca !l €
ZN\ ga(YN). Entonces goh 5 1, para cada b € Y, Si para toda x € X,
i{(x) € g(Y), existiria una tinica y, € Y tal que g(y,) = {(z) y podriamos
definir una funcién h @ X ——- Y tal que hir) = y,.: pero eso seria una
contradiccidn, pues se tendria que £ € Y v go h = I. Por consiguiente,
existe xp € X tal que l(wg) € Z\ g(Y). Como Z \ g(Y) es abicrto en
Z, m5(#Z \ g(Y)) ecs abierto en Z¥. Ahora es ficil comprobar que { €
7 (Z\Ng(Y) € ZV\ g: (YY),

am]

OBSERVACION 2.33. Supongumos ahora que X es un espacio topoldgico y que
C es la categoria Top 0 una categorin de estructuras algebraico-topolégicas de cierto
tipo. Sean Y y Z objetos de Cy g € C(Y. Z). Para cada f € C(X.Y), go f €
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.Cp(X, Z), es decir, gg(C(X, E)) € C(X,Z). Podemos entonces obtener el funtor
covariante : TR e

Cp(X,—):C—C
asociando a cada C-objeto Y el C-objeto C,(X,Y ) y a cada C-morﬁsmo g: Y — A
el C-morfismo g. : Cp(X,Y) — Cp(X,Z) definido como la restnccné
Cp(X, E), es decir. para cada f € Cp(X, E), g.(f) =gco f. T
Se obtiene de inmediato que si g es encaje, g. también lo-es y,
demostracién completamente ana.loga a la de la proposicién a.ntenor, conclulmos
que si g es encaje cerrado, g. es encajc cerrado también; - E R

EJjeMPLOS 2.34. (1) Como 2 cs cerrado en Z, la inclusién’' i : 2 2 bes en-

caje cerrado, asi que i. : Cp(X, 2) — Cp(X,Z) también es encajec cerrado.
Entonces Cp(X, 2) es cerrado en Cp(X,Z). Pero 2 es retracto de Z, .pues
r:d — 2 tal que 7y = 1 ¥ rlz-uqo} = 0, €8 retraccién. En pocas palabras,
i:2 < Z es Top-seccidén (ver 2.11(2)). Por (3)(iv) de las observaciones 2.10,
i. s también seccién, es decir, C), (X, 2) es retracto de Cp(X, Z).” De hecho,
por la misma observacién 2.10(3)(iv):

(2) Sir : Y — Z es retraccién y X es cualquier espacio topolégico, 7.
Cp(X,Y) — Cp(X, Z) es retraceién.

(3) Z también es cerrado en Q. Ms4ds atin: Z es retracto de Q. En efecto, para
cadan € Z, sea a, € (n,n+ 1)N (R \ Q). Para toda q € Q, definamos:

r(q) =n + 1, siq € (an,an+1).
Entonces r : @ — Z es una funcién continua, ya que
A={(an,an1)NQ:necZ}

es cubierta abierta de Q tal que, para toda n € Z, 7|(a,..an+1)NQ €S continua.
Ademads, rlz = lz. Asi pues, r ¢s retraceidn, lo que implica, como acabamos
de ver, que r. : Cp(X,Q) — Cp(X,Z) es también retraccién.

(4) Si X € R(Q), o sea, si X es cero-dimensional (ver 1.31 y 1.33), C,(X, Q) cs
denso en Cp(.X) ya que si W = (@;,... ,x,) €S un bdsico candénico no vacio
de C,(X) y tomamos un elemento f de W y, para cada j € {1,... ,n}, un
clemento g; € U; NQ, existe g € C(X,Q) tal que g(z;) = q;, pues Q un
espacio Puebla y X € R(Q). Asi g € Cp(X, Q)N W,

(5) Cp(X,Q) no puede ser homeomorfo a C,(X) para ningiin espacio topolégico
X, pues Cp(X, Q) es cero-dimensional porque Q¥ lo es. En cambio, Cp(X)
nunca puede ser cero-dimensional, dado que R no lo es ¥ es un subespacio
de Cp(X), como demostraremos en seguida. De hecho, probaremos algo més
general:

PROPOSICION 2.35. Secan X y F cspacios topoldgicos cualesquicra Y& I —
Cp(X, E) la funcién tal que, para cada ¢ € E, £r(e) es la funcion constante ¢ :
X — E tal que ¢(x) = ¢, par toda = € X. Entonces:

(1) &g es encaje.
(2) Si E es de Hausdorf], £ es encaje cermdo.

DEMOSTIACION. (1) Paracadax € X,sea fy = 1. Entonces {f, ::xr € X}
es Top-fuente que separa puntos y puntos de cerrados de X, asi que f =
ADrexSfe : E — EX es encaje (recordar (5) de 1.11). Pero si, para cada
2 € X, Ty : EX —» E es la x-ésima proyeccién canénica, entonces, para

‘signiendo -una’
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toda & € B, mo(f(e)) = 7 © f(e) = fz(e) = e = e(x) = mx(2) = m-(£a(e)).
Por consiguiente, para toda ¢ € £, f(e) = £g(e), es decir, f = £g. De este
modo £ : E — EX es encaje; mas, como para toda e € E, ¢ € Cp(X, E),
Er 1 ££ — Cp(X, £) es encaje.

(2) Supongamos que £ es de Hausdorff y que f € Cp(X, E) \ £g(£). Entonces
J no es constante y por eso existen dos elementos de X, x; y =2, tales que
Sf(x:1) # f(x2), y como E es de Hausdorff, hay abiertos ajenos U y Uz en
E tales que f(m) € U, y f(x2) € U2. Entonces f € (x1,z2;Uh,U2) ©
Cp(X, E)Y\ Ex(E). O

COROLARIO 2.36G. Sean P una propiedad topoldgica y X, E espacios topoldgicos.
Entonces:
(1) Si £ no satisface P y P es hereditaria, entonces Cp(X, E) no satisface P.
(2) Si E es de Hausdorff, no satisface P y P es débilmente hereditaria (es decir,
que: se hereda en subespacios cerrados), entonces Cp(X, E) no satisface P.

EarmMmeros 2.37. (1) Como R no cs cero-dimensional, C,(X) no es cero-
dimensional para ningiin espacio X.

(2) Para cualquier espacio topolégico X, Cph(X, Z) y Cpr(X) no son compactos ni
numerablemente compactos. Por otro lado, si X es discreto, Cp(.X, 2) = 2¥
que si es compacto.

(3) Ablora estudiemos ¢cémo es C,(X,2Z) dentro de Cp(X), si X es un espacio
infinito ¥ de Tychonoff. En este caso, intc, (x)Cp(X,Z) = 0. En cfecto, sca
W = (r1,... ,®a;l1, ... ,,n) un bisico candénico no vacio de C,(X'). Sean
JeW,xo€ X\ {m,...,:rn} vy r € R\ Z. Como X es de Tychonoff, existe
g € Cp(X) tal que para cada j € [n], g(zi) = f(=;) y g(xo) = r. Por lo tanto
g € W, pero g & Cp(X,Z). Asi que W & Cp(X,Z). Por lo tanto Cp(X,2)
no contiene abiertos no vacios de Cp(X).

(4) Si X es finito, digamos, | X| = n para algiin entero no vacio n, entonces
Cp(X,Z) = Z" es discreto en R"® = Cp{X) = R". En cambio Z* no es
discreto on R¥. Es mds, ningiin clemento de Z% ¢s aislado en R¥, o sea,
Cp(N.Z) = Z* es denso en si mismo en Cp(w) = R¥. Esto se deduce de la
siguionte proposicién:

PRrorosiCioN 2.38. Scan £ y F° dos espacios tales que F no es discreto, R(E) =
R(2), X € R(E) y F es disereto en F. Entonces Cp(X, E) es denso en si mismo
en Cp(X, ) sty s6lo s | X| 2= Ro.

DEMOSTRACION. La necesidad es muy sencilla: si existe n € N tal que n = | X,
entonces C, (V. D) = E7 es disereto en 77 = Cp(X, F), por lo que C,\(XN. E) no es
denso en si mismo en Cp,(X. 7).

Para ver la suficiencia, supongamos que | X| = Ro. Sean f € Cp(X, £) y W =
(F1.... ,®piAr.... . Ay) un bdsico canénico de Cnh(X, F) tal que f € W, v en el que
los puntos .r; son distintos entre si. Como X es infinito, existe xo & {#1.... .70}
v, dado que X es cero-dimensional, existen cerrabiertos ajenos Ug,..., U, tales
que, para cada j € {0.... .n}, a1; € U;. Como FE tiene por lo menos dos puntos,
escojamos ¢ € X\ { (o)} » definamos la funcién g : X —— E tal que

_ [ J(=) sije{l,...,n}yxeU;
alr) = 1 e .s'i:z:;:{U;:l Uj.
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Como {U1,... yUpn, X\U_1=-1 U;} es una cubirta de cerrabiertos ajenos entre si de X,
g es continua. Ademss g(zo) = € # f(x0). Porlotantog % fy g € WﬁC,,(X E)
Asi, f no es aislado en Cp(X, F).

:La proposicién 2.35 muestra que podemos considerar a todo espacio E como
subespacio de Cp(X, E), y si ademids E es de Hausdorff, £ serd un subesapacio cer-
rado de Cp(X, £). Serd 1itil en capitulos posteriores saber cémo y cuindo podemos
ver a un espacio X como subespacio de Cp(Cp(X, E), F). Comencemos nuestra
indagacién de esto con una definicién:

DEFINICION 2.39. Sean X un conjunto, £ un ecspacio topoligico, 7 € EX y
z € X. La evaluacién de la familia F en x es la funcidn ex : F — E tal
que para toda f € F, ex(f) = f(x), es decir, es la restriccion a F de la x-ésima
proyeceicn natuml . : B — E. -

Recordemos que en el caso en que X es un espacio t.opoléglco yF = C,.(X E),
hemos denotado a la funcién e por & (ver definicién 2.8). .

DEFINICION 2.40. Si X es un conjunto, E es un espacio Inpalogwo y F C EN
a la funcion ) : X — C(F, F) tal que, pam cada x € X, 1/);(:') = e,,, se le llanm
la evaluacién canénica asociada a la familia F.

OBSERVACION 2.41. Si X y E son espacios topologlCOS v E C C (X, L), l/’.r
es una funcién continua, ya que coincide con la funcién continua " AF: X .o—w EF
En efecto, para cada f € F,siny: EX — Ecsla f—&lma provecclén canémca A
x € X, wy oypr(x) = wplez) = ex(f) = f(=). : o

También por este hecho y por 1.11, obtenemos la sngunente plopoqlcnon- .

PROPOSICION 2.42. Si X y E son espacios topoldqz 03 y .7-' C,,(‘Y £E), en-
lonces: g
(1) SiF separa puntos, yr : X — Cp(F, E) es znycctwa. ’ L
(2) Si X esTo y F sepam puntos de aerrn.dos. o si .7-' sepam punloc 1 es Top-
Juente inicial, 1 es encaje.

Y usa.ndo 1.23, se obtiene el siguiente:

COROLARIO 2.43. Si E es un espacio topolégico no vacio y A’ € R(F), en-
lonces

Yox.e) P X — C'n(C'n(X, E), E)

es encaje.

5. L.(X, E)

En esta seccién escribiremos Cph2(X, E) para referirnos al espacio topolégico
Cp(Cp(X, E), E), donde X y E son espacios cualesquiera, y supondremos que
(£,+,-) es un campo topoldgico. Si tal es el caso, Cj, 2(X, £) es un espacio vectorial
topoldgico sobre E y si X es un espacio E-regular, por el corolario 2.43 la funcién

Yox . P X — Cp2(X, E)
es encaje, por lo que podemos identificar a X con el subespacio Py g (X) de
Cp.2(X, E). Con esta identificacién cada elemento = de X queda representado

Ver [62], pig. 22
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por medio de una funcién x : Cp(X, E) — FE tal que para toda [ € Cp(X, FE),

z(f) = f(z) que, como sabemos, es continua por ser la restriccion de la proyeccion -
canénica 7, : £X — E (ver definicién 2.39). Adems4s esta funcién z es claramente

una funcién lineal entre espacios vectoriales topolégicos sobre E y entonces es un

clemento del espacio dual de Cp(X, E), segin la siguiente definicién:

DEFINICION 2.44. Si E es un campo topoldgico y I es un espacio uect.bﬁal
topologico sobre E, el dual de L, L', es el espacio de todas las funciones lincales
continuas [ : L — E, dotado de lo Iupoloqm de la convergencia puntual,’es dccu', :
comno subespacio topologico de Cp(L, E). .

OBSERVACISN 2.45. Con la identificacion X «¥s (X)), no sélo cada cle ento'
de X es un elemento de (Cp(X, £))’, sino también toda combinacién’lineal: ﬁnxta'
de clementos de X. En otras palabras, todo eclemento de Cp, 2(X E) dc la forma::

A1y + ...+ Ann, T :

donde xy,...xn, € X, At,...An € E, yn € N, pertencce a(C,,(X,E))
conjunto de todas estas combinaciones lineales recibe un nornbre especinl'

Bl

DEFINICION 2.46. Si E es un campo tnpologzco v X € R(E), 1a b—envo ventc
lineal topolégica de X es el conjunto algeb te g 'Yl(i po en el

espacio vectorial Cp2(X, E), es decir, es el conjunto:
{Mam + ...+ Anxn €E Cpa(X, E):xy,...n € X, ,\1,..41\" € E,. ‘ne N}
que denotaremos por Lp(X, E).8

OBSERVACION 2.47. Si /£ es un campo topolégico y X & 1i{(#£), entonces
Lyu(X, E) cs subespacio vectorial topoldgico de Cp2(X, E) y es el mas pequeiio
subespacio lineal de Cy 2(X, £) que contiene a X (es decir, a Yox,m) (X))

La observacién 2.45 no es otra cosa que la afirmacién de que L,(X, E) ©
(Cp(X, E)). En cl teorema que sigue demostraremos la otra contencién para cierto
tipo de campos topoldgicos que precisaremos a continuacién.

Seca /£ un campo de caracteristica ccro. Entonces £ contiene un subcampo,:
llamado el campo primo de £ 2, que cs isomorfo al campo Q de los niimeros
racionales y que sucle identificarse con QQ, como aqui haremos.

DERINICION 2.48. (1) Sea £ un camnpo de carwcteristica cero. Una norma
en K es una funcion || ||: £ — Ry U {0} que satisfuce las siguientes
propicdades: - .

(N1) |lel] =0 siy solo si e =0 (aqui { es el elemento cero en K).
(N2) Para toda A € Q y para toda e € E, |[Ae|l = |A] |lel].
(N3) frara cualesquicra e y ¢ en E, |le +¢e'|| < el + ||
(2) LlLamaremos campo normado a una pareja (E, || ||), donde £ es un carupo
de caracteristica cero y || || es una norma en E. -

OBSERVACION 2.19. Se puede comprobar que un campo noxmado (E, ]| ll) es
un espacio métrico cOn la métrica definida por d(zx,y) = ||la: — yll.

8Este espucio tumbién sc . de llumur ¢l F-cspacio débil lineal hbro dn X, ¥t que nutores
tules como Olegg Okunev se han referido u Lp(.X') como el espucio débil lineal de X (ver “Memorins
de las Terceras Jornadus Veraniegaus de "lopologia, Puebla, Pue., utin por redactarse. )

YVer la definicidn en lu piagina 66 de {46]
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Si eo es un elemento de F y § > 0, al con_]unt.o {e e E ||e - eoll < b}, lo
denotaremos por Bs(eg).

Tampoco es dificil corroborar que con la métrlca d deﬁnlda como hemos indi-
cado, las operaciones de suma y producto en el can\po E son continuas, con lo cual
podemos afirmar que E es un campo topoldgico con'la topologm. generada por su
norma

DEFINICION 2.50. Un campo discreto es un- ca1upo E. q-ue también es un
espacto topologico discreto. X A

OBSERVACION 2.51. Todo campo discreto es tambxen es un campo topologlco
que ademds es un espacio Puebla, por ser discreto.

LEMA 2.52. Sea E un campo discreto o bien un campo nor do. Suz :
que X € R(E) y que ¢ : Cp(X, E) — E es una funcion lineal y continua:: Entonces; -

eriste una coleccion juu!n {x1,... yxu} de elementos de X, tal que, para ‘I‘Qd“n. g€
Cp(X, E), ¢(g) =0 si g(xi) =0 pam cada i € [n]. e e

D1EMOSTRACION. Como ¢ es lineal, ¢(0) = 0.1° :
(a) Si £ es un campo discreto, como ¢ es continua en 0O, exxsben una S
U de 0 en E y un subconjunto finito {z),... ,za} de X, tales" quc P(W): {ag®
{0}, donde W ecs la vecindad basica (031, ... ,2,; U). de. 0 en’ Cp (X, £): B
Entonces, si g € Cp(X, E) y para cada i € {n] g(x;) = 0, se t.lene que K} G W,‘
¥ por lo tanto que d)(q) == 0. B
(b) Supongamos ahora que £ es un campo normado y que su norma.cs la. funcxon :
Il l: £ — R U {0}.
Como ¢ es continua, existe una vecindad canénica W = (Q, zl,
de 0 en Cp(X, E), con ¢ > 0, tal que (W) C B,(0). ’
Sea yf(,,,(X E) tal que g(;;) = O para toda i € [n]. Si &k E N enbonces ’
kg € W y con cllo |[¢(kg)|| < 1. Por lo tanto, para cada natural k, ‘se. txene
aue klla(@)ll = gl Il = Ilke(@)ll < L, es decir,

para cada bk € N, |¢(g)} < I'

Esto equivale a afirmar que ¢(g) =
[m]

TEORKEMA 2.53. Si £ es un campo discreto o un campo normado Puebla v
X € 12(£), entonces .

Lp(X. E) = (Cp(X, E)).

DeEMOSTRACION. Como recalcamos en la observacién 2.47, en 2.45 afirmamos
que Lp(X, £) € (Cp(X, E))’. Probarcmos la otra contencién.
Sea ¢ € Cpa(X, ) tal que ¢ : Cp(X, E) — FE es lineal y continua. Por el
lema 2.52, existe un subconjunto finito /° = {m,... ,7a} de X tal que, para cada
g € Cp(X, E) que se anule en todos los elementos de X, se tiene que ¢(g) = 0.
Como FE es un espacio Puebla v X € R(FE), para cada i € [n], existe g; &€
Cp(X, £) tal que gi(2) = L y para toda j € [n] \ {i}, gi(x;) = 0.

1053
en Cp(X, 2

ste lema estamos representando con 0 al elemento nulo en £ y con  al elemento nulo

)-
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También para cada i € [n]; pongamos A;:= Hgi).: Mostra.remos a continuacién ..
que cb E‘E n Ay Sea 9'€ Cp(X, E).. Definamos la func:on g como la sngulente

Por lo tanto,
#@) = ¢(L (z.)g.) —;Z
W i€ln) L ie[nl !
Como esto es para toda g € C,,(X E) hexnos log
¥ con cllo que ¢ € L,(X, £).

TEOREMA 2.54. Searn £ es un espacio I.olwlo'yzco Y- X € R(E). Brilonces:
(1) 8% F es un campo topoldgico Puebla y de llausdor_ﬂ', X es cerrado en L,(X, E).
(2) Si £ es un campo disereto o un _campo normado,, cutvnr(»q Lu(X, b) es
cerrado en Cp, 2(X, E). -
(3) S F es un campo discreto o un carrpo normada 1“uehla, entonces X es
cerrado en Cpa(X, F).

DEMOSTRACION. (1) Representemos por X alacerradurade X en L,(X, E)
¥ supongamos que existe y € X \ X.

Sea Y = X U {y}. Como y € Lp(X,F), existen n € N, a2,,... .7, ex
¥ Aly.-- A0 € F, tales que gy = A\jxy ...+ Apzy,. Notemos que YV € (£).
IEntonces, como y # x,; para toda i € [n], y £ es un espacio Puebla, existe
g € Cp(X, E) tal que g(y) = 1 y, para toda i € [n}, g(x¢) = 0. Entonces

= glx & Cp(X, E) satisface que f(r;) = 0 para toda i € [n] ¥

v =2+ ...+ dpmn(f) =2 () + ...+ Anf(zn) = 0. (»)

Como £ s de Hausdorfl, existen abiertos ajenos G v H en £, tales que
1l € ¢ ¥ 0 € /1. Dado que g es continua y g(y) = 1, existe una vecindad
V de y en ¥V tal que g(V) € . También existe una vecindad V'’ de y en
Lp(X,E) tal que V = V'O Y.

Sca A = {x € X : f(x) € G}. Mostraremos que y € cly (x g)A-

Si {7 es una vecindad de y en L,(X, E), entonces U NV’ lo es también
vweomoy € N, UNV' NX #£0. NotequeUNV' M X =UNVNX. Sea
€ UN NX. Se tiene que f(x) = g(z) € G,con lo que UM A # 0.

Hemos visto entonces que y € ¢l (x.k)A y como y(f) = 0 (por (x)),
W = L,(N. E)N(y [; 1) es vecindad de y en L, (X, E), por lo que existe
z € AMNW. Ahora bien, como z € A, entonces z(f) € G, y como =z € W,
se tiene que 2(f) € ff. Esto constituye una contradiccién que provino de
suponer que N\ X # 0.

(2) Ahora denotaremos por L,(X, £) a la cerradura de L, (X, £) en C},2(.X, £).
Sea ¢ € L, (X, £). En vista de 2.53, para demostrar que ¢ € L,(.X, ), s6lo
hay que mostrar que es lineal. Haremos esto a continuacién en cada uno de

DI
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..los dos casos de la hipétesis: cuando E es un campo dlscreto y. cuando E es
un campo normado Puebla.
(a) Supongamos que £ es un campo: dlscreto.;_ Sea.n f v.g. olementoslg
de Cp(X,E) y k € E\ {0}. Cons:deremos las sngulentes vecindades
‘candnicas de ¢ en Cp2(X, E):

={(g: fi {e(N}), B=(Pig:{s()}),-C = (¢;f+kg;{¢(f+ ky)v})-(
Los conjuntos AM B MNC es una vecindad de ¢ en Cp 2(X, £E) y, como

¢ € Lpo(X, E), existen € ANBNC N Ly(X, E). Entonces 7 es lmcal
y por lo tanto, n(f + kg) = n(f) + kn(g). Esto implica que:

B(F + k) "EC n(f + kg) = n(f) + kn(g) "SP LT 405y 4 A¢-(q)

(b) Supongamos ahora que E es un campo con una norma || ||’ & —
R4 U {0} y que, con la topologia generada por csta norma, E cs un.-
espacio Puebla.

Sean f, g € Cp(X, E) y k € £\ {0}. Para comprobar que ¢(j+kq) 3='= S
&(f) + k¢(g), demostraremos que, para toda € > 0, .

&) + kp(g) — d(f + kg) ll< e.

Sea pues £ > 0. Consideremos las siguicntes vecindades local&s dc &
en Cp2(X, E):

A ={#5 i Bg(@®(N))), B = (d: kg; Bgry(#(kg))) ¥
C = (¢: [+ kg Bg(o(f + kg)))- :
AN BNC es una vecindad de ¢ en Cp2(X, ), asi que como ¢ €
Lp(X,E), se tiecneque ANBNCNLy(X, E) #0. .
Seane€ ANBNCN L,(X,FE). Como 7 es lineal, n(f + kg)
@(f) + k¢(g). Se tiene entonces que:
| &(f) + kd(g) — &(f + kg) ||=
=[l ¢(f) — () + ke(g) — kn(g) +n(f) + kn(g) — &(Sf + kg) ||=
=l (&(f) — n(f)) + k(B(g) — (@)} + (S + kg) — &( + kg)) II<
&)= N+ 1NEND It &@)—nlg) | + | n(/+kg)—d(f+Ag) IS
=5+ &l s+ 5 ==

(3) Inmediato de (1) y (2).

l

O

PROPOSICION 2.55. Si £ es un campo topoldgico y X € R(E) entonces, parn
toda [ € Cp(X, E), existe una iinica funcional lineal continua f : Ly (X, ) — £
tal que flx = f.

DEMOSTRACION. Sea Cp,3(X, E) = Cp(Cp(Cn(X, E), E), E).

Como Cn(X, F) € R(E), por 2.43 la funcién:

Ye,.2(x.E) ¢ Cp(X, E) — Cps(X, E),
a la que denotaremos aqui por 3, es encaje; asi es que si S € Ch(X, £), en-
tonces Y(f) € (Cp2(X, E))’, por la observacién posterior a 2.44, cs docu. w»(f) :
Cp.2(X, £) — E cs lincal y continua. Como Ly(X, E) € C,,,z(X, E), basta definir
S = ¥(NlL.x,g)- Ahora bien, para toda =z € X, ¢(SNz) = =(f) = f(x). con lo
que obtencmos, como queriamos, que f|x =7f.
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. Para demostrar la unicidad de £, supongamos que f Lp(X,E) — E es una
' funcnonal lineal continua tal que f|x = . Para. toda'y € L,(X, E) existen n € N,
Tlyeee 3T € X Y Ayenn , An €-F, tales que y'= A;rl + ...+ Apnzn. Por'lo tanto,
dado que f y f son lincalcs,
f('.'/) = )*lf(ml)+~ -- /\nf(zn) = A‘l.,‘(ml)"f'- . -+'\nf(7'ﬂ) = ’\lf(a'l)'*‘ ~+Anf(-"7n)
Fa:
‘ Notese que si J L,,(X E) —» Cp, (.X E) es la inclusién entonces, pu.ra. cada
fe C,.(X F£), la funcional I consr.n.uda en la demostracién anterior, no es m4és quc.~_
la nphcacndn af de la. composxcxén sxgmente, a la que denotaremos con la letra 9:

. Lol c,,(x E) L CralX, B) L5 Cu(Lp(X, E), E). .
Como vimos- tamblen .en:la prueba anterior, 9(Cp(X, £)) € (Lp(X, E), £)) y, al

probar la unxcxdad de ‘f, en cierta forma se ha demostrado la inyectividad de 9.
‘Esta funcnén es concmua En el siguicnte teorema probaremos que la funcién

R : 20t Cp(X, B) — (Lp(X, E), E)Y
es supravectwa y que su inversa
& : (Lp(X, E), E)) ~—— Cp(X, E)

también es continua y lineal, y entonces podremos afirmar que 9 es homeomorfismo
lmea.l. ‘

TEOREMA 2.56. Si £ es un campo topolégico y X € IUE), entonces Cp(X, E)
es candnicamente isomorfo al espacio (L,(X, E)).

DEMOSTRACION. Veamos entonces que la funcién ¥ definida en la nota de
arriba, es suprayectiva. Tomemos g € (Lp(X, £)). Entonces gix € Cp(X,E) y
Y(g|x) es el iinico elemento de (L,(X, E)) tal que ¥(g|x)|x = glx. Entonces este
clemento no es otro que g. Por lo tanto, g € 9(Cnh(X, F)).

Esto nos muestra quién es £, la inversa de ¥; es la funcidn restriceion de la
funcién i* : Cp(Lp(X, E), E) — Cu(X. E) a (Lp(X. E)) . donde i: X — L,(X, E)

es la inclusién. Como sabemos, 7* es continua y lineal, asi que £ lo es también. O

Combinando los dos resultados duales enunciados en los teoremas 2.53 y 2.56,
obtenemos el siguiente corolario:

COROLAIO 2.57. Si I es un camnpo disereto o un campo normado Puebla y
X 1 Y son espacios E-regulares, entonces L,(X, E) es linealinente homeomorfo a
Lp(Y, E) siy solamente si Cp(X, E) es lincalinente homeomorfo o Cu(Y. ).

OBSERVACION 2.58. Si £ es un campo topoldgico y X € [2(f2), entonces tanto
£ como Cp(X, E) son anillos topolégicos, conmutativos ¥ con elemento unidad,
1. Con este hecho a la mano podemos caracterizar de otra manera al espacio X
identificado con Yo, (x.g)(X) como subespacio de L,(X, F), cuando £ es ademds
un espacio discreto o su topologia estd generada por una norma en £ que lo hace
ademds un espacio Puebla. Sera 1itil dar antes el siguiente concepto:

DerINICION 2.59. Si £ es un campo topoligico y X € R(E). diremos que
una funcional lincal @ : Cp(X. F) ~— FE es multiplicativa si parn cualesquiern
f1 9 € Cu(X, ), o(f - q) = () - wlg).
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Denotaremnos con Xg al conjunto .
{p € (Cp(X, E)) : ¢p es 1null.zplzcalu)a }.

TEOREMA 2.60. Sean E un campo dwcneto o un campo normado Puebla y
X € R(E). Entonces X = Xg.

DEMOSTRACION, Como (Cp(X, E)) = L,(X, E) (teorema 2.53), rcsulr.u. que
Xg € Lp(X, E). Por otro lado X © X, ya que para cualesquiera elemcntos f b g
de Cp(X, E), =(/ - !2= f-9)=) = f(==) g(x) = =(S) - =(g)- ‘ : ’

Veamos que Xz C
Sea v € Xg. Como @ € Lp(X,E), existen n € N, Ay,... ,An € E\ {0}

Tyy.o  Tn € X, tales que x; Fxy SiiF Fy o =M1 + .. AT
e Sin>1, como F es un espacio Puebla, existen f; y f2 en C,.(X E) tales :
que fi(z1) = 35 ¥ fi(z;) = 0si 5 € [0\ {1}; fa(m2) = 35 ¥ f2(=x;) ='0'si
j €[]\ {2} e

Entonces, para cada i € {1, 2}, ¢(fi:) = 1. Sin embargo,
e(f1-f2) = MSi(z1) - fa(a) + Az fi(x2) - fa(m2) + ...+ An fi(@n) - f2(xn) = O,
asi que (f1-f2) # (/1) -¥(f2), contradiciendo la suposicién de que o € X,
Entonces este caso, en que 2 > 1, no ocurre. Por lo tanto, 72 = 1.

®e Sin = 1 entonces ¢ = A1) ¥y como @ # 0, A1 # 0. Denotemos por fo a
la funcién constante 1 de Cp(X, E). Entonces fo = f§ ¥ »(fo) - ¢(fo) =
2(f3) = ©(fo) = Mmx1(fo) = Aifolm) = Ay, es decir, A] = A, y, como
A1 # 0, Ay = 1, con lo que se concluye que p ==z, € X. : :

o




CAPITULO 3

Homeomorfismos candénicos de espacios, inducidos
por
isomorfismos de estructuras de espacios de
funciones

Hay varios resultados fundamentales relacionados con homeomorfismos de es-
pacios topoldgicos inducidos por isomorfismos de estructuras (ya sea topolégicas,
algebraicas o algebraicas topolégicas) de sus espacios de funciones, y que consti-
tuyen importantes puentes entre dlgebra, topologia y andlisis funcional. El primero
que recordaremos es el Teorema de Gelfand-Kolmogorov, que en principio nos habla
de que, para cada fenédmeno topolégico que ocurre en un compacto X, hay un
fenédmeno algebraico observable en cl anillo C(X).

TEOREMA 3.1 (de Gelfand-Kolmogorov (1939)) ([11], pdg. 88). Si X 3 YV son
espacios compactos para los cuales los anillos C(X) y C(Y) son algebraicamnente
isomorfos, entonces X y 'Y son homeomorfos.

Hay cjemplos ({11]) que muestran que cste teorcma no se extiende a cualquier
clase de espacios no compactos, mas es un hecho de suma consideracién que sf se
pueda extender a los espacios realcompactos:

TrorkEMA 3.2 (Hewitt (1948)) ([11]), pdg. 90). 5i X y Y son espacios real-
compactos y C(X) y C(Y) son isomorfor como anillos, entonces X es homeomorfo
ayY.

Este teoremna suele enunciarse brevemente diciendo que la estructura de anillo
de C(X) determina la topologia de X. Sin embargo, también la determina la
estructura de reticulo de C(X) (ver [569]). Asimismo, puede el lector hallar en [23],
cn [50] o en [28] prucbas de que, para un espacio N-compacto, tanto la estructura de
anillo como la de reticulo de C(X, Z), determinan ia topologia de X. Nagata probd
en 1949 que los horncomorfismos de los espacios X y Y aparecen también como
consecuencia de los correspondientes isomorfismos entre los anillos topolégicos de
funciones:

TEorEMA 3.3 (Nagata (1949) (ver [11), pdg. 91). Sean X y Y espacios de 1y-
chonoff. Entonces los anillos topoldgicos Cp(X) v Cp(Y') son topoligicamente iso-
morfos si y solo si los espacios X y Y son homeomorfos.

Las premisas de este tecorema son sin duda mads [uertes que las del de Hewitt,
pero el resultado que pregona es vdlido para todos los espacios de Tychonoff, no
solamente para los realcompactos. Usando el tecorema 2.60, daremos a continuacién
una version del teorema de Nagata para cspacios £-regulares, donde £ es un campo
normado Puebla o un campo discreto.
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TiOREMA 3.4. Sea E un campo discreto o un carnpo normado’ Puebla v sean
X _/ Y espacios E-regulares. butonces eriste un isomorfisto de anillos topoldgicos

: Cp(X,E) — C’,,(Y E) que de]a. fijo! . al espacio E si'y solo si X y Y son
hnfneonmrjov.

DEMOSTRACION. Como la suﬁcxencxa es clara, sélo demostraremos la necesi-
dad. Sea I : Cp(X, E) — Cp(Y, F) un isomorfismo de anillos topoldgicos. En-
tonces

: Cp2(Y, E) — Cpa(X, E)

es también un isomorfismo de anillos topoldgicos (ver 2.10 (11) ¥ 2.11 (6)). Sea
ahora f € Y. Por el teorema 2.60, podemos identificar ¥ con ¥z, que como se
recordard, es el conjunto de los elementos multiplicativos de (C, (Y, £))’, y entonces
considerar a f como una funcional linecal continua y multiplicativa sobre C,(Y, £).
Como h ¢s un isomorfismo de anillos que deja fijoa £, h*(f) = foh : Cp(X, E) —
E es una funcional lineal? continua sobre C,(X, E), asi que para ver que h*(f) € X,
s6lo falta demostrar que una funcional multiplicativa (ya que X = X, como en
2.60), lo cual es muy sencillo pues si g v k& son elementos de Cp(X, £), entonces,
tomando en cuenta que h es isomorfismo de anillos,

R (f)(g- k)= (foh)g-k) = f(h(g- k) =
= FUig) - h(k) T2 S(h(9)) - FR(k)) = A" (S)(@) - b= (F)(R).

Se ha dernostrado entonces que A°(Y) € X. Procediendo de la misma forma pero
con. ™™, obtenemos que (A"")', que es la inversa de A°, manda X en Y. Esto
demuestra que h*ly : ¥ — X es un homeomorfismo. O

Estos y otros teoremas del mismo tipo han motivado preguntas como la del
siguiente problema, que los autores de [14] consideran bdsico para las aplicaciones
de los funtores en topologia general:

PROBLEMA GENERAL 1: 8i £ es una estructura algebraica ¥ es a la vez un
espacio topoldgico (por ejemplo si es una estructura algebraico-topolégica), /qué
tipo de estructura algebraica (o algebraico-topolégica) sobre C(X, £) (o Co(X, E))
determina la topologia de X7

Algunas estructuras algebraicas en C(X, F) o en Cp( X, £) no determinan la
topologia de X, pero si algunas otras propicdades topoldgicas de X. Por ejemplo,
la estructura de grupo de C(X,Z) en general no determina la topologia del espacio
X, pero como se demuestra en (23], si X y Y son espacios 2-compactos, entonces
los grupos C(X,2Z) y C(Y,Z) son isomorfos si y sélo si w(X) = w(Y). 3

Asi pues, convicne plantearse un problema mds general que el problema general
1:

PROBLEMA GENERAL 2: Sea ¢ un funtor de alguna subcategoria plena, &, de 7'op
en alguna otra categoria C. ;Qué tan parecidas entre si son las propiedades de
los espacios topoldgicos X y Y en & si los C-objetos ®(X) v $(¥) son objetos

1El cspucio £ se pucde id
espucio Z, como vimos en 2.35(1).

2En efecto, parn cualesquiera g ¥ g’ elementos de Cp(X, E)y k € I, se ticne: foh(y+kg') =
f('l(!g’*'kg’)) = f(h(g)+h(E)h(a’)) = f(h(Q)+kh(g")) = f(A(g))+kSf(h(g')) = fol(g)+kSfoh(a").

Ver piigina 17 para recordar el concepto de peso.

ar como sul io del espucio Cp(Z, £), pura cuslquicr

,

",
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C—isofnorfos? 5 ,:i e

31 C es una. c tegona., .es.una subcategoria plenade Top y ®: S — C es un
funtor, ya'sea co na.nte ©O’contravariante, definimos en la clase 7° de objetos de S,
la sngmente‘ rela ‘au resulta ser de equivalencia:

i : sn"y‘sélo si #(X) es C-isomorfo a ¥(X).

DLI‘INI(J .:!...) ,Dz moq que los eqparum X y Y son P-equivalentes o o-

homeomorfos si X -2 Y.

El problénial general 2 se puede ahora reformular diciendo:
LQué propiedad‘cs deben tener en comiin los espacios d-equivalentes?

Dado un funtor ¢ : S —» C como arriba, en la prictica suele ser muy dificil
determinar todas las propicdades que tienen en comiin dos espacios ®#-equivalentes,
pero pueden darse respuestas parciales estudiando si alguna propicedad topolégica
concreta P que sea poseida por un espacio X, la tienen también todos los espacios
P-equivalentes a X,

DEFINICION 3.6. Dado un funtor ® : S — C, como arriba, y una pn)pzcdad v

topoldgica ‘P, diremos que P es una propiedad ®-invariante, si ‘es preservada por

®-equivalencia, es decir, si siemnpre que ®(X) y ®(Y) sean C—wovnorjoq v X tenga; -

P, entonces Y lambicn tiene la propiedad P.

Por ejemplo, si I es el funtor que a cada espacio topolégico X le asocia el grupo T
topoldgico libre sobre X, F'(X), entonces la compacidad es. l"—xnva.rla.ntc (ver [36])

A 1a luz de la definicién anterior, podemos replantear los problemma prcccdentes
del modo siguiente: Sl :

ProprisMA GENERAL 3: Dado un funtor ¢ (covariante o contravariante) de
una subcategoria plena de Top en una categoria C, ;Qué propiedades topolégicas
son & invariantes?

En la siguiente seccién mencionaremos algunos resultados sencillos, pero de
gran utilidad, relacionados con los anteriores problemas, principalmente cuando &
es el funtor Cp(—, £) : Top — C, donde £ es una estructura algebraica topolégica
y C es la categoria cuyos objetos son las estructuras algebraicas del mismo tipo que
E.

1. Cp(—, E)-equivalencia

Quedamos pues en que el simbolo X Gl P Y significa que Cph(X, £) es C-
isomorfo a Cp(Y, E).
Tanto cuando £ es un espacio vectorial topolégico como cuando £ es simple-

mente un espacio topolégico, usarnmos denominaciones mas sencillas:
DEFINICION 3.7. Sean X y E espacios topoldgicos:

(1) Din:nw.; que Xy Y son i{p-equivalentes si Cn(X, £) es homeomorfo a
Cu(Y, I2).
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(2) Si E es un espacio wvectorial topoldgico, diremos que X y Y son lg-
' equivalentes si Cp (X, E) es li L te 1. fo (cs decir, isomorfos como
espacios vectoriales topoldgicos) a Cp(Y, E).
(3) Ern'el caso en que E = R, se suele omitir el subindice E y hablar snnple-rnenle
de espacios t-equivalentes o l-equivalentes. .

No'racioNEes. Si X y Y son espacios topolégicos, entonces: :
(1) La proposicion X y Y son {g-equivalentes se representard asi: X "5 Y N

(2) La proposicién X y Y son lpz-equivalentes se representard asi: Xt Y .
EieMPLOS 3.8. (1) La compacidad es l-invariante, mas no ¢(-invariante: .
Cp(l) = Cp(R),

.como demostraron Gul ko y Khinyleva en [37].
(2) La o-compacidad es t-invariante (Okunev).
(3) La propiedad de Lindelsf es l-invariante (Veli¢ko).
(4) La clase Sil 1 es también £-invariante (demostrado por Okunev en [53]).

En las siguientes tres proposiciones supondremos que C es una categoria cuyos
objetos son las estructuras algebraico-topolégicas de cierto tipo y en la que, para
cualquier familia {Ya}aea de C-objetos, el producto topolSgico [,ca Ya es también
un objeto de €. Son de este tipo las categorias de espacios topolégicos (7op), de
grupos topoldgicos (GrpT'op)® y de espacios vectoriales topoldgicos (EVT").6 Para
cada familia {Xa : v € A} de espacios topolégicos, denotaremos por @P,ea Xa & la
suma topoldgica libre de los espacios X,. Las demostraciones de las primeras dos
de las tres proposiciones mencionadas, pueden consultarse en (62].

PROPOSICION 3.9. Sean X un espacio topoldgico y, para cada o € A, Y, un
C-objeto. SiY = [],ca Ya ey el C-producto de la familia {Ya}, entonces Cp(X, Y)
es C-isomorfo a nneA Cp(X, Ya)-

|54 l(OI'ONI('lON 3.10. Sean X = P,ea X,_-., la sumna topolégica de los ‘ecpaci(m,
Xa, 4 Y un C-objeto. Entonces Cp(X,Y) es C-isomorfo a HaEA Cp(Xa., Y) w

IPROPOSICION 3.11. Si £ es un C-objelo y, pare cada o € A, Xa y Yo ldvuhicn

lo son, entonces @aen Xa ¥ Dacp Yo s01 Cp(—, E)- Lqut'ualf’uh’q &1 pa-r'n cnda o Ev

A, Xo 1 Yo son Cp(—, E)-equivalentes.

DEMOSTRACION. Para cada /4 € A, sean hg.: C,,(Xp,b) — C,,(Yp,b) un
C-isomorfismo y pg : [,en Cp(Xa, E) —— Cp(Xp,E) ¥y g5 : I—Iae,\ Cp(Ya E) —
Cp(¥p. £) ln B-ésimas provecciones. Sea

: T Gr(Xa. B — T c,.(y E)
a&n €A o .
el unico C-morfismo tal que para toda 3 € A, el dxagrama siguiente conmuta:

AMisnue!l Iburrn Ihvmé en [45] cluse Sil u b cluse de los S-cspacios Lindelsf. Dicho trabujo
s unn buena introduccién ul estudio de estn cluse de espacios.
SVer lu seccién 1.4 de [63)
SVer 1 seccién 7 del capitulo 2 de {44)
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[Maga Cr(Xa, E) Maea Co(Ya'i B) .. ..
»s s dﬂ

Cv (Xa, E)

hig . (’:P(Y:.l."E)’" :

Como cada hg es C-isomorfismo, h también lo es.

Por la proposiciéon 3.10, existen C-isomorfismos {; : C,,,(X b) —_— HQE,\ C,,(XC.,E)
¥ la : Cp(Y, E) — [1.eca Cp(Ya, E), asi que 12 ohol; ey r»(X E') — Cp(Y, E) es
C-isomorfismo. . . ) [

DEFINICION 3.12. Si X es un espacio tapoldgico, AC X, C es una de las
categorias EVT, GrpTop, 3y E es un C-objeto, denotarernos por Cpa(X,E) al
subespacio (subobjeto) de Cp(X, E) que consta de todas las funciones tales que
S 1A= 0 SiA={a}, Cpa(X, E) se representard sencillamnente por Cp o (X, E).

PROPOSICION 3.13. S X 3 Y son espacios topoldgicos, A € X, C es una de
las categorins EVT, GrpTop, y E es un C-objeto, entonces Cp, a(X, E) x Cp(Y, E)
es C-isomnorfo a Cp A(X @Y, E).

DEMOSTRACION. La funcién G : Cp(X, E£) X Cp(Y, E) — Cp(X ® Y, E) tal
que G([f,g) | X = fy G(f,g9) 1| Y = g, es C-isomorfismo. Ahora bicn, si (f,g9) €
Cp.a(X, E) x Cp(Y, E), entonces, para toda a € A, G(f,g)(a) = CG(f,g) [ X(a) =
f(a) = 0, asi que G(f,g9) € Cp,a(X @Y, E). Por otro lado, si h € Cpa(X DY, E)
entonces A | X(a) = h(a) =0, parncadaa € A, porloquel = (L | X, h [ Y) €
Cp.a(X, E)x Cp(Y, E) y G(I) = h. En pocas palabras, G(Cp,a (X, E) xCp(Y, E)) =

pa(X @Y, E).

DErINICION 3.14. Si X es un espacio topolégico y A es un subconjunto cerrado
no vacio de X, entonces X/A serd el espacio cociente oblenido de X identificando
A en un sélo punto al que denotaremnos por oco.

Note que si p: X » X/A es la funcidn cociente candnica, p es cerrada.

PROPOSICION 3.15. SiC € { EVT, GrpTop}, E es un C-objeto, X es cualquier
espacio y A es un subcongunto no wvacio y cerrado de X, entonces C, A(X, E) es
C-isomorfo a Cp oo(X /A, E).

DEMOSTRACION. Como p: X — X/A es cociente y para cada f € Cp, a (X, £E),
las fibras de p estdn contenidas en las fibras de f, por cl lema 2.12(2), existe
una funcién continua f : X/A — FE tal que fop = f. Ademsds, para cada
S € Cpa(X, E), f(c0) = f(p(a)) = f(a) = 0, donde a es algiin clemento de A.
Se ticne asi una funcidn If : Cpa(X, E) — Cpoo(X/A, E) tal que, para toda
S e Cp.A(XvE)- H() = /.

Ahora, sca p* el mapeo dual de p (o sea, el funtor C,(—, E) aplicado a p). Como
72 €s supraycctivo, 2.11(5) implica que p° es encaje. Si f € Cp.oo(X/A,F) ya € A,
p () = fopla) = f(p(a)) = f(oo) = 0. Por consxgmcnrc, restringiendo p~

a Cp.oo(AX/A, E), obtenemos pr : Cpoo(X/A, E) — Cp.a (X, £), que también es
encaje. Ademds, para cada f € Cp a(X, E), pro H(f) = pt(f) = fop = f. Por eso,
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proH = 1c, A(X,EY- JAsi;pr tlene inversa_ derecha. v esto |mp11ca que es supravecmva
¥, con ello, homcomorﬁsmo Como p* m rﬁs Y pl tambnen, lo que nos permite
concluu‘ que es C-isomorfismo, e o sl .3

(1) Un E‘-exténsor contlnuo de YV a X es una _funczo‘n. continua

@: CpY, E) — c,,(x E)

tal que para toda [ € Cp(Y, E), @(f)ly = f-
(2) . SiC es una categoria dc estructuras algebraico-topologicas y E es un objeto
~ - de C, un C(—, E)-extensor de Y a X es un C-morfismo o : Cp(Y, E) —>
[ Cp(X, E) tal que para toda f € Cp(Y, £), o(N)ly = [-

(3) Si C es una categoria de estructuras algebraico-topoldgicas y E es un C-
objeto, dirernos que Y estd C(—, E)-encajado en X, Y Cg(-,z) X, #i
existe un C(—, K)-extensor de' Y a X.

(4) Y esta tp-encajado en X (resp., lp-encajado e X) i Y Ce—.g) X,
donde C es la cateqoria Top (resp., la categoria EVT). En este caso se
escribird sencillamente Y Cip X (1esp., Y Cr X).

(6) Si E = R, diremnos que Y esti t-encajado (resp., l-encajado) en X, si
estd tg-encajado (resp., lg-encajado) en X.

Notemos que un Top(—, £)-extensor de Y a X es sencillamente un E-extensor
continuo de Y a X (ver 2.10 (1)). Por eso, Y estd tp-ecncajado en X si y sSlo si
existe un extensor continuo de Y a X.

EseMpPLO 3.17. Sean X y Y espacios topoldgicos y » : X' —— Y una retraccién.

(i) Si E es un espacio topolégico, entonces Y estd tp-encajado en X, va que
: Cp(Y, E) — Cp(X, F) es una F-extensor continuo de Y a X.

(ii) Si £ es una estructura algebraico-topolégica v C es la categoria cuyos objetos

son las estructuras algebraico-topoldgicas del mismo tipo que £, YV estd

C(—, E)-encajado en X, pues r° es C-morfismo y para cada f € Cp(Y, E),

™ = f.

DEFINICION 3.18 (Van Douwen ({66])). Un espacio X es retractificable si
todo subespacio cerrado no vacio de X es un retracto de X .

EsjeMmprrLos 3.19. (1) Todos los espacios compactos cero-dimensionales y li-
nealmente ordenados son retractificables ([66)).

(2) Por 3.17, todo subespacio cerrade no vacio de un espacio retractificable
es C(—, F)-encajado en él, donde C es Topp o una categoria de estructuras
algebraico-topolégicas, v K es un C-objeto. asi que una generalizacién del
concepto de retractificable es ol de C(—, £)-extendial:

DEFINICION 3.20. 8SiC es la categoria de estructurs algebmico-topoldgicas de
cierto tipo y E es un C-objeto, un espacio X se llara:

(1) tp-extendial (resp., [g-extendial) si todo subespacio cerrado de X estd
tp-encajado (resp., 1 g-encajado) en éL




2. E-EXTFENSORES 67

(2) t-extendial (resp., l~extendial) si estd tp-extendial (resp., lp-extendial).
(3)  C(—, B)-extendial si todo subespacio cerrado de X estd C(—, E)-encajado

en X.

FIEMPLO 3.21. Todos los espacios metrizables son extendiales (véase por ejemn-
plo el teorema 2.3.1 de {18]), mientras que [0, 1] no es retractificable (ver (24]).

PROPOSICION 3.22. Sean (E,+) un grupo topolégico abeliano, X un espacio
cualquicra, A C X y Z = Cp a(X, E) x Cp(A, E).
(1) Si A estd Lg-encajado en X, entonces Cp(X,E) = Z
(2) Si (FZ,+) es un espacio vectorial topoldgico y A estd lg-encajado, entonces
Cp(X, E) es linealmente isomorfo a Z.

DEMOSTRACION. [de (1)] Como A estd tg-encajado en X, existe un extensor
continuo ® : Cp(A, E) — Cp(X, E). En particular, para toda f € Cp(A, E),
P(f) € Cn(X, £) cs tal que <1>(f)|,\ = f, cs decir, A cstd F-encajado en X, asi
que el mapeo restriccion ¥ r, 1 Cp(X, E) — C,h(A, E) es suprayectivo. Ademads
TAoP = lc, (a4, Sca

l=le,x,g) — Pora: Cp(X, E) — Cp(X, E).

Entonces { s continua y para toda f € C,(X, E), I(f) € Cp a(X, E), va que si
a €& A, I(f)(a) = fla) —Pora(fa) = fla) — €(fla)(a) = f(a) — 2(fla)lala) =
f(a) — fia(a) = 0.

Sca £ = A{l,ra} : Cp(X,E) — Cpa(X, F) x Cp(A, E); es decir, § es la tinica
funcién continua tal que, para toda f € Cp(X, E), £(f) = (L(f),ra(f))-

S8ii: Cpa(X, E) — Cp(X, E) es la inclusién, también es continua la composicién:

¥ Cpoa(X, E) x Cu(A, B) Z2 (X, B) x Cp(X, BE) -5 Cp(X, E).
Esta funcién es tal que, para toda (f, g) € Cp,a(X, £) x Cp(A, E),
w(f.g) =+oix ®([,9) =+, B9)) = [+ ®(y).
Ahora bien, para cada f € C,(X, E), v'0£(f) = ¥w((f),7a(f)) = I(f)+‘1’(7‘,4(f)) =

(legx.B) —‘1’°7A)(f)+‘1’(7‘A(f)) S —Pora(f)+ P ora(f) = f, es decir,
Ppo& =Ilc, (x.k)-

Por otro lado, si ([,9) € Cpa(X,E) x Ch(A.E), Eovy(f,g) = &E(f+ ®(g)) =
(S + 2(@)), rx(S + P9))) = (S + P(g) ~ Porx(S + ©(9), Sla +P(g)la) =

Pusnfiy =0

(S +P@) — ®(a+ P(@]a), fla+a) £ (f + ®(g) — ¥(9), 9) = (f>9)-

Entonces £ 0 ¥ = l¢, 4 xCp(AE)-
De este modo (.oncluunos que € es un homeomorfismo.

La demostracién de (2) es exactamente la misma, pero observando quc ‘si A cs
teg-encajado en X, el extensor ¥ es lineal ¥ continuo, lo cual implica’ que tambxen
lo son I, £ y 3, » la conclusion serd que £ es un homeomorfismo lineal, o o

Aplicando 3.22 y 3.15, obtenemos el siguiente corolario:

COROLARIO 3.238. Sean (F.+) un grupo topolégico abeliano, X wun. espacio
topoldgico y A un subespacio no vacio y cerrado en X

TVer definicion 2.28
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(1). 5% A estd tg-encajado. en X, Cp(X, E) = Cp.oc(X/A, E) X Cpn(A, E). . 51 ...
(2) Si.(E,+) es un espacio vectorial topolégico y A estd lg-encajado_en X,
Cp(X, E) es li I te # 010 @ Cp,oo(X/A, E) X Cp(A, E).-- .

Demostraremos que todo espacio metrizable y fuertemente cero-dimensional,
(en particular todo espacio metrizable, scparable y cero-dimensional®) es tz-extendlal
pero antes daremos dos definiciones y recordaremos algunos r%ultados’ :

DEFINICION 3.24. Sea Y un espacio de Hausdorff.
(1) Si f: Y — Q es continua, el soporte de f es el con]unto .sop(f)
cy{y €Y : f(y) # 0}.
(2) Una farmnilia {ka : Y — QM [0,1] : o € A} de funciones contzn.ua.

particién racional de la unidad sobre Y, si-
(i) Los saoportes de las k, forman una cubierta cerrada l(x:almenf.e

de Y.
(ii) S",caka(y) =1 pam today e Y.?
(3) Sild = {Up : 3 € B} es una cubierta abierta de Y, decimos que una pa.rtzczon
racional de la unidad sabre Y, {kg : 3 € B}, esta subordinada a U/ ‘si pam
toda (3 € B, sop(kg) € Ug.

. DEFINICION 3.25. Un refinamiento {Bp : 3 € B} de la cubierta {A‘x e A}
de un espacio X es preciso silB=A y, pam cada o € A, B, C A,.

El siguiente teorema estd demostrado como teorema 111, 1.4 de [22]:

TEOREMA 3.206. Sila cubierta { A, : a € A} de Y tiene un refinamniento local-
mente finito {Bg : B € B}, entonces tiene un refinamiento preciso localmente finito
{Ca : @ € A}. Ademds, si cada Bg es un abierto, se puede escoger cada Cq  abierto.

THOREMA 3.27. Sea Y un espacio paracompacto fuertemente cero-dimensional.
Entonces, para cada cubierta abiertad = {Un : o € A} de Y, hay una partzczon
racional de la unidad sobre Y que estd subordinada a U. .

DIEMOSTRACION. Sea U’ = (U : o € A} un refinamiento nbierto 'pzecisd X
localmente finito de &/. Como Y es normal, por el teorema VII, 6.1 de:[22],
existe una cubierta {V, : o € A} de YV tal que para toda o € A, cly V5 CH U"
Vo # @ si U, 9 0. Como Y es normal y fuertcinente cero—dxmensxonal, para cada
v € A existe un cerrabierto W, de Y tal que

cly Vo, ©€ W, S UL (*) .
Claramente W = {W, : «v € A} es un refinamiento abierto precisovyrlocalmente‘:‘
finito de ¢/ f R -
Para toda o € A, sea go ¢ Y — 2 una funcién continua tal que Qa]w
galy\w, = 0- Entonces, para toda «x € A, go es continuaen Y y .sap(gn)

88i X es metrizable, es parncompncto. Si ademis es separable, es de Llndelof > todo cero
dimensional de Lindelsf es fuert te cero-dim t

Estas suma estid bien definida pues cadu y € ¥ estid en el soportc de s 1o mis un mimero
finito de indices &, .

101%] teorema afirmn que son cquivalentes e que ¥ ses un espucio normul con ‘el hccho de
que, pars toda cubierta ubicrts punto-finita (y eun particulur locnlmente finita), {Ua : @ € A} de
Y, existe una cubierts nbicrtu {Vi, ta € A} de Y tul que, purncnda a € A, cdy'Va C Ua y Va # @
s Ua 7% 0.
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Y : ga(y) # 0} = Wao € Ua. iy : . s
Para cada y € Y, existea € A ta.l que y € W,, asi que ga(;u)‘ -1y existe a lo mais

un nimero finito de a's tales que y € W,. Por lo tanto la funcién h: Y. — N tal®
que para cualquier . € Y, h(y) = 3_.ca 9a(y), estd bien definida, nunca toma el
valor cero y es continua, pues si y € Y, existe V € V- (y) tal que |{a’€E'A: VW, #
0}| == n para alguna n € N. Si ponemos {a € A : VN W, # 0} = {a,...,an},

entonces h|y = (ga, + *** + ga,)|v, ¥ por lo tanto 4|y cs continua. En particular
" h es continua en y. ’ T o
Para cada a € A, sea ko : Y — Q tal que para toda y € Y ka(y) = ,‘:,}')

La funcién k, estd bien definida, es continua y, si ¥ &€ Wy, Ao = 0, micntras
que si y € Wa, ka = g5y € {§ : n € N}. Asi que sop(ka) = Wa v por lo
tanto {sop(ks) : @ € A} es una cubicrta cerrada localmente finita de ¥ que cs
refinamiento de U/. Ademads, para toda y € Y,

QEZA kaly) = Taca Yo (y)

O

TEOREMA 3.28. .51 X es metrizable y fuertemente cero-dimensional, entonces
X es tz-extendial.

DEMOS’I‘kAC]éN. ‘Sea X un espacio metrizable y fuertemente cero-dimensional.
Por 4.1.13'de {24],. X ‘es normal. Sea A un subconjunto cerrado en X. Probaremos
primero que existe una funcién continua

BT CR(A,2) — Cp(X, Q)

tal que para cada f € C,(A,2),®(f) [ A= [.

- Para cada ax € X \ A, sea 43, la bola con centro en x y radio ;',—d(:z:, A), donde d
es una métrica en X compatible con su topologia. La familia A = {B,: =& X\ A}
cs una cubierta abierta de X \ A, el cual es paracompacto!! y fuertemente cero-
dimensional.

Sean & un refinamiento localmente finito de A y {Ay : U € A} una particién
racional de la unidad sobre X \ A4, subordinada a ¢/. Para cada U € U, scan x:, € U
Y a, € A tales que d(=x,,,a,,) < 2d(x,, A).

Dada una funcién cualquiera f € C(A, 2), definimos f: X —— Q tal que:

H _ J(x) siz e A

S = { Sver ro(®)f(a,) six ¢ Al
Como para cada z € X \ A4 hay sélo un nimero finito de elementos de U en los
que x estd, 37,0, A, (7)f(a,) estd bien definida porque solamente para esas U,
Ay (@) f(a,) puede no ser cero (sixw € U = = & sop(A,) = A, (x2) = 0).
Veamos que f es continua en -, para toda x € X.
Seax € X.

' Todo espucio métrico es parncampacto (I1X, 5.3 de {22])

TESIS CON !
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(1) Si = € X \ A, existe una vecindad abierta W de z en X \'A que xntersecta.

B solamente a’ un numero ﬁnwo de elementos de L( dxgamos U;, P U,, Por -

“lo tanto:

Fr W= f(a,,,')«\,,; + f(au,’)«\;,, FR )x.;,,f o
‘que es conl:mua. Como W es abxerto en X, f .es continua en .
Para demostrar que "f es continua en todo punto x de A, probemos la siguiente
"AFIRMACGION: Sia € A vy V € V%(a), existe W € Vx(a) tal que, para toda
UVelU, UNW b= UC V.

DEMOSTRACION DIE LA AFIRMACION: Sean a € A, V € Vi(a), e =d{a, X\V)y
W =13(a,%). Para U €U tal que U NW. 3.0, tomamos z € U NW. Como U.€ U

y U es refinamiento de A, existe z € X \ A-tal que U € B,. Sea y € U; entonces:

sc tiene
d(x,a) < d(x,z) +d(z,a) < —d(:r, A) + d(z, a) < —d(:c a) + d(z,a).
Por consiguiente, 1d(x,a) < d(z,a); asf que;

Ay, @) < A=) +d(z,0) < diamB,_.Aud(z, @) < lat(m, A) + d(z,0) <

—d(:r,a) +rl(-, a) < 2d(z, a) <e.

Como = d(a,X \ V), y ¢ X\'V, es decu‘, 1/ e V- Por lo ta.nto U S V. Aqui
concluye la 'prueba de nuestra afirmacién. -
Continuemos ahora con la demostracién de que f es continua en todo punto de
A.
(u) Sean 2 € Aye>0.Como f{A=fy f: A — Q es continua en =, existe
6 >0 tal que f(Ba(x,8)) © Bo(f(zx), ). Por la afirmacién de arriba, existe
WeVs@)talquesiUelUyUNW #£0, U C Bx(r, 3)
Sea W' = W N Bx (z,§). Probaremos que f(W’) C Bo(f(x),£).

(a) Siy € (X\A)NW’, existen Uy, ..., U, e U tales que, para toda U € U,
WeU<==Ue€{U...,UsDy f) = A, @ fla, ) +---+A,, (y)f(au,. .
Ademis, como para toda j € {1l....,n}, U; NW ;é 9, se tiene que U; €

Bx (x, §). Asi que, para cada j € {1,...,n}, x, € Bx (x,%). Por cnde,

d(.r,u,_, ) < d(a, Ly, )+tl(ru Vg, ) < d(r, Ty, )+..d(.r,_, ,A) < 3d(ar, _l,_,,) <
5. Por lo tanto, a, € B,;("r 6), asi que f(auj (S Bq(f(-r),s) Por lo
tanto, 1) — Fl = 17(x) = oy A, DS (@)l = |0y Au, @S G) =
i=1 e (ll)f(uu,)l = | 7o A, (S (=) — fla,, N = = Ae, IS () —
Hau ) < (Shay A e = <.
Por consiguiente, f(y) € Bao(f(x), g).
(b) Sea ahora y € AN W' Entonces yy € Bx(x,8) N A = Ba(x,5). Por lo
tanto, f(y) € Bo(f(=x),<)- _ .
Por (a) v (b) se concluye que f(\WV') C Bo(Sf(x),e) y con ello que f es
continua en .

Por (i) y (ii). f es continua en X.

s g o b
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_A continuacién, llamemos
: L Cn(A, 2) — C,,(X Q)

a la funcién tal que para toda f € Cp(A,2), Q(f) = f. Entonces ®(f) A= f [
A = [, para toda f € C,(A, 2). Probaremos en seguida que ¢ cs continua.

Sea f € Cp(A,2) ysea W = (®(f);T1,... T, Tit1, - - - T3 €) Una vecindad canéni—
ca de f en Cp(X,Q), acerca de la cual podemos suponer que 4, .. - ,zt son elemen-
tos de A, mientras que xyq1,... , Ty estin en X\A. Paracadaj e {1,... ,n—!}, sea
U; = {U €U : 714 ; € U}. Como cadald; es finito, también lo es U™ = UU. . .U,
Pongamos U* = {Uh,... ,UnlyseaV = (fim,... ,T550, ,-.. .2, i€)- SigeV,
entonces para toda j € {1,...,}, |f(z;) —§(zi)| = |f(x;) —a(r;)] < €y, para toda
je{l,... ,n—1},

1 (@eas) — @)l = 1 D2 Au(@maad flay) = D Av(@madgla)] =

veld veu
=13 /\U("'l+1)f(”u)_ 3 Avlmi)glay )=
Ueu veu:
=|> /\U(Tl+1)(f(”u) - q(au))l Z r\u(‘ru-y)l(f("u) - rl("u))l <e
vet- L ciUete

Sean r; : Z' — 2y 1y 1 Q — L las recraccxones definidas en los ejemplos (1) v
(3) de 2. 34 respectivamente. ‘Entonces 7'= r; o7rg : Q—>2e¢s una retraccién, asi
que por el ejemplo (2) de 2.34, 7, : Cp(X, Q) — C,,(X 2) cs una retraccién.!'? Por
consiguiente,
riod: C,,(A 2) — C,,(X,2)
es una funcién oontmun y tal que. : ’
vg € C,.(A 2) (‘ o ‘I’)(g) Fa= 7‘. (‘P(Q)) TA =('oP(g))fA=

7"°(‘I’(y)f/1)—r cg=il(g) =g ,
e un cxt:ensor contmuo de Aen )\ En Lonclusu)n, A estid

En otras palabras ‘:r °
tz-cnca_yado en X

ConoLARrIO 3,29

pacio métrico y fuertemente cero-dimensional
7 A es cerrado;en: X T o - v

Ci(X,2) = Cpa(X,2) x Cp(A,2).

D EMOS‘I‘RAC'l'é; fuc "dcl"teoremn anterior y de la :pxldpdsicién 3.22; O

COROI,Amo 3:30 Sz X es urn. (’spaczo nwlnca 173 juu'tmumllt: et i!li1lze1:.§io1nal,

v A es cerrmln er 4\ TLLonces:
Ca(X,2) = Cpeo(X/A, 2) % Ch(A,2).

DI-iMos Vl‘nA:Cvlrémy. Es corolario decl teorema 3."28 \dol »c':éljublm'io 3.23. ]

2 Recordar que 7 es tal que, pura cidn g € Cp(X, @), ri(g) =1 og.
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--En lo que resta del capitulo, aplicaremos los resultados obtenidos en esta seccién
para estudiar algunas cuestiones de los espacios Cp(X,2), y mds generalmente
Cy(X, n), donde n es el espacio discreto de n elementos (v n € N), principalmente
cuando X es un espacio de ordinales, asi que recordemos algunos interesantes hechos
acerca de estos espacios en la seccién que sigue.

3. Espacios dc ordinales

En esta seccidn enunciaremos muchas definiciones y proposiciones que no pro-
baremos, pero que puede el lector encontrar principalmente en el capitulo 2 de
[16]}.

DEFINICION 3.31. Sean X un espacio topoldgico y A € X.

(1) El1 conjunto derivado de A en X, A%, es ¢l conjunto de puntos de acu-
1nulacion de A en X. )
(2) Pare todo ordinal o, definimos X(*), el a-ésimo. derivado de X, por
induccion Lmn.vjinita: ;
e X° =
e Sicx es uucesor, digamnos a = 3+ 1, entonces Xy = (X)),
o Sicor es limite, X(®) = Ng<a X8, -

OBSERVACION 3.32. Sean X un espacio topolégico y A € X.

(1) No nccesariamente A% C A.

(2) A¥ C clx Ay A9 es cerrado en X.

(3) X es el conjunto derivado de X en X.

(4) X se obtiene de X desechando todos sus puntos aislados.

(5) A es el conjunto derivado de A en A y por lo tanto AU} € A. Como no
necesariamente A4 C A, se colige que no necesariamente AN = A4, De
hecho:

6) A = A4 AL

Prorosicion 3.33 ([16], 2.2.2 y 2.2.3 ). Sean X un espacio topoldgico. ¥ o'y
B onrdinales tales que o < 3. Entonces:
(1) X &5 cerrado en X.
(2) X®) ¢ x(=),
(3) Xt = (x(a))(1),

PrROPOSICION 3.34 ({16], 2.2.4). Sean X un espacio Lapulugu'a v ACX. En-
tonces, para cada ordinal o,
(1) A® ¢ x(=@,
(2) Si A es abierto, entonces A®) = AN X (),

Es pertinente en este momento recordar una notacién que-introdujitnos en la .
pédgina 30: si o es un ordinal mayor que 1, denotaxemos al espacio {1, o) por {a) v
al espacio [1, a] por [a].

ProrosicionN 3.35 ([16], 2.2.5). Sean « un ondinal 3 X = [ee®]. Entoneces
X = {or),

ey C 0\\"
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Es 1itil recordar, antes de dar la siguiente definicién, que si. X' es un aipacxo
topolégico y A es un subespacio de X, entonces A es denso en si mismo (en X) si
A S ASL8, : = . :

D l~‘lNl(‘l6N 3.36. Sean X un espacio topoldgico y A.C X.~ D:n-m.os que ‘Aes:

disperso (en:X) si A no contiene subconjuntos. no vacios densos en si mismos

(en X ),-es decir, si todo subconjurilo no vacio de A contiene puntos aislados de X...

TrEoREMA 3.37 (Cantor-Bendixson). Sea X un espacio topoldgico. Entonces
existe un ordinal o tal que X(®) = X(e+1) Pam esta a, X es cerrado, denso
en st mismo y 8§ = X \ X(@) es disperso. En particular X es disperso si y sélo si
X(@) = Q. Ademds, si X es segundo numerable, S es numerable.

DEFINICION 3.38. Si X es un espacio disperso, la altura de dispersién de
X, a(X) es el minimo ordinal o tal que X @) = Q.

OBSERVACION 3.39. (1) Si X es compacto y disperso, entonces x(.X') es un
sucesor, digamos « + 1, y X (=) contiene un nimero finito de puntos.

(2) Si X es segundo numerable y disperso, entonces (X)) es numerable.

(3) x(fw=]) = o+ 1 (por 3.35).

(4) Todo espacio de Hausdorff compacto y numerable es disperso. En efecto,
si X es de Hausdorff compacto y numerable, es segundo numerable 4 y
regular, con lo que es metrizable 2, Como X es numcrable, es también
cero-dimensional (por ser de Lindelsf). Supongamos que X no es disperso.
Entonces, por el teorema de Cantor-Bendixson, existe un ordinal o tal que
X() es cerrado, denso en si mismo y no vacio. Por lo tanto X(2) es un
espacio compacto, métrico, cero-dimensional, separable y sin puntos aisla-
dos. Entonces X (™ =< C, donde C es el conjunto de Cantor.}® Por lo tanto
X (=) gs no numerable y con ello, X también es no numerable, lo cual es una
contradiccién. Por consiguiente, X debe ser disperso.

TrEOREMA 3.40 (Sierpin’ski-Mazurkiewicz). Sea X un espacio de [Hausdortff,
compacto, numerable. Si k(X)) = a+ 1 y X contiene m puntos (mn < w),
entfonces X 22 [w® - ).

OBSERVACION 3.41. Si X = [w™™], con a numerable y nm: € N, entonces
eX)=a+1y X = {w>-1,... ,w* - m} (ver 3.25).

LEMA 3.42 ([16], 2.2.9). Scan X un espacio topoldgico, a un ordinal tal que
A=X® %0, Y= X/A el espacio cociente obtenido de X identificando A en un
sdlo punto oo, ¥ p: X — X/A la funcion cociente. Entonces:

(1) Para toda < o, p(X®B)) = Y(ﬂ) v
(2) V=) = {oo}.

130, equivalentemente, si A = A1) (por 3.32(6)). Esto signifien que A no contiene puntos
nislndos

14[24], teorema 3.1.21 o [46], teorema, 1.2

15{24], teoreman 4.2.9 -

18[24], problems 6.2.A(c). : :

"Para lan pruebs de em.c teoreman,” Baurs'y de Groot nos mandan s S. Muazurkiewicz and

V. Sierpitiski: Contributi @ la topologie:des bl dfnuincmblen. Fund. Math. 1 (1920)
1727, : .
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_CoRroLARIO 3.43 (2.2.10 de (18]). Sea X un espacio_compacto, numerable y
de Hausdortf, y sea A = X(®) para alguna a < rx(X). ‘Entonces X/A == [w"] bn.
partzcular, si X = [w™ -n] para ciertan € N y o < wl (y/ con'ello’A:
{w™-1,... ,w™ -n}), entonces X/A = [w=].

OBSERVACION 3.44. Si X = [w®n] y a = an, no neoesa. la.tnente X/A = [w“],-'
con' A = X{(=)_ Por ejemplo, sea X = [w™* - 2] = [wh =:2):(aq
W = wy). Sea A = X(@) = {wi,wr -2}, R SR
(X/A) \ {o0} contiene dos subconjuntos ajenos y cerrados, £
p(lwr +1,w: - 2)), cuyas cerraduras en X \ A, £y F, tien
En camblo, en [uw1], para todo par £ y F de
clj,, ) F son ajenos (ver ejercicio 3.1.27. de [24])'
Entonces X/A y [w] no son homeomorfos.'

PROPOSICION 3.45. Sean n '€ N, &
1,... ,w™ - nn}. Entonces A es retracto de.

DEMOSTRACION. Sea r :+.X =
7|ia. s, ] = w® - (k -+ 1) (o sea. la. constante con
X = @L=0 w™ - k + 1, w"- (L + 1)], res contlnua, y ‘clar mc

Conom\luo 3. 46. S: n, a

en X.

DrMOSTlu\CléN. Scs :

‘e de 3. 45 y de (u) del c_lemplo 3 17

COROLAR_IO 3. 47. Sean E 'un espacio vectorial I.opolngu:o, yn o, ' Xy Acomo
en 3.45.. Entonces C,.(X E) es linealmente homeomorfo a C,,A(X E) ! CP(A E)
7 a Chp, oo(X/A E) x Cp(AE).

PROPOSICION 3.48. .Sean @ > 1 y B = 1 ordinales y F uu_esp_arcio vectorial
Iopoldgzco. Entonces ‘los vzguzentaq espacios son linealmente h fos:

C,,([O-!—ﬁ], E)v Cu(lal, E) x Cp([8], E), Cp(lB8], E) = Cp([“] E) y
: Cp([B + o], E).
anubnn Chp oty o+ ﬁ] E) es linealmente h, wrfo a
B ‘n(fal, £) % Cp.(ay (18], £
: 'D|,5M'0$'I‘li.}\él(6Ni Seca h: [a + B8] — [a] @ (4] tal quo,“parba cada v € [o + 8],

_J (0 wiy <o
h(v) = (v—a,l) siy>als
Esta funcién tiene unainversa h™— : (o] ® [B] — [« + Bl deﬁnlda, para cada

7 € [a] ® [8],.como

o= {7, wrcleles

—'0,_ R
siy€lBlei=1.

- ¥BRecordur que pura 4. < o, hay un tnico ordinul i tal ‘quc ~ = e 4 7. Dicho ordinul se
denota por ¥ — o (ver [16]). - Tumbién r | que los en {a] ® [B] son purejas:

[a]l @ [B] = ({a] x {Oh L (I8} x {1})

t

oxr* g\_"\
d \;‘
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Ambas funciones son continuas, lo que hace de A un homeomorfismo. Por eso. .
[a+8] € [a]l® 8] ¥ C, {a+s) [+ B, E) es linealmente homeomorfo a C,, (ﬁ}([a] @ S
81, B). i
’ Ahora bien, por la proposicién 3.10, Cp ([a]® [3], ££) es linealmente homeomorfo

a Cp(la], E) x Cp([B), E). Asi se demuestra. la primera afirmacidn. RS
Por la proposicién 3.13, Cp 13 ([8], £) % Cp([a], £) es linealmentec. homcomorfou;

a Cp, 5} ([l ®[B], E) que es linealmente homeomorfo a C,, {a+8} ([a+ﬁ] TiE),;
va dijimos. Esto prueba la segunda afirmacién.

NoracioNes. (1) Dados dos espacios vectoriales topologxcob Xy % la ploposx—
cidn “X es linealmente homeornorfo a Y” se denotard por X ~ . Y.! LE ’
(2) Si . € N, el espacio discreto de 7n. clementos se rcprescntara por m.

PROPOSIGION 3.49. Sean o = w un ordinal, y n € N \ {1} : Entonct,.s

(1) Cp(lal,n) = Cpa(la],n)
(2) Sin es primo, Cyu(la), n) ~ Cp.a(lo], n)®.

DEMOSTRACION. Sean n € N y @ : Cp([a],n) — Cp.a([a],n) t;al que, pa.ra.'
toda f e Cp([a], n), ®(f) : [a] — n es tal que para toda B € [a],

e ={ 48D J@® i< h=e

Como 8 — 1 = (3 para toda 8 > w, ¥(f)(a) = 0 y, para terminar de ver que ¥ cstd
bien definida, hay que mostrar que, para cada f € Cp([a],n), ®(f) cs continua.
Para lograrlo, tomemos f € C,({a], n), ¥ supongamos que f(a) = m. Dado . que f
es continua en o, existe 8 < o tal que f((B,a]) € {m}. Seav > B8+ 1. Sif < w,
v — 1> (3, lo que implica que &(f)(v) = f(v—1) — fla) =m —m =0. Si 8> w,
PB—1l=pyv—1=->pf,asi que de nuevo ®(f)(v) = f(v—1)—f(a) =m—wm = 0.
En cualquier caso se tiene que ®(f)((B + 1,a]) € {0}. .
Para demostrar que € es continua, sean f € Cp(fa],n) y

=AP(f)iva---syei{mt,o o {7 })

una vecindad bédsica canénica de ®(f) en Cp({a], n), donde podemos suponcr que
71 <72 < ...< Y, ¢ incluso que 4, = 1. Definamos:

=(five = Lo = Laitf(z = Db oo S (e = DES @)

Si g € V, entonces g(a) = f(a) ¥ g(v; — 1) = f(; — 1), para toda j € {2,...,k}.
Por consiguiente, para cada una de estas j, ®(g)(v;) = g(v; — 1) — glex) = f(v; —
1)~ flo) = B(f)(7;) = 5 ¥ D(@)(m) = g(a) = f(a) = P(f)(m) = ri. Por lo
tanto, ¢(g) € W. Con csto se prueba que ®#(V) € W y con cllo, que ¢ es continua.
Es fdcil comprobar que @ cs linecal.

Definamos ahora

Y1 : Cp.a(la],n) — Cy([a],n),

198i n es primo, Zn = {0,1,... .12 — 1}, con las operaciones mdédulo n, es un caumpo. En
particuliur pucde considerarse como espucio vectorin! topolégico (con la topologin discreta) sobre
/i mismo, es decir, e el o io Loy nc iderido como EVT.

2ORsta operacion es madulo n
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mediante la regla: ¥%(f)(B) = f(1 + B) -+ f(1), para toda # € [a]. Como en el caso
anterior, no es dificil probar que 7’ es una funcién lineal y continua.
Sea f € Cp.a([c],n). Notemos que 1 + (8 — 1) = 3. Asi, si 8 # 1, se tiene:

2o (B =v(NB-1)—(f)(@)=,Q+B-1)+SA)—fA +a)~f(1) =
= F(B) = f@) = f(B). w

Ademas: . - TRTUIE R

Pop(Y L) =9 a)=f1+a)+ f(1)=F 1)

Por consiguicnte, ® o #)(f) = f y como esto cs para cualquier f, se tienc que

: PoyP=1lc, (laln)e = T

,,([a],u) 7 [i E [a] Como s

Ahora tomemos f €

= 1(8),

el coﬁéépto no muy. conocido de
- pal mos a:Baars y de Groot ¢cn [16]
Alli se hallan las prucbas de los rQQultados uyas 'demostracnones no incluimos aqui.

DEFINICION 3: ..)0. U unltuul piesiuna (_onlponente ‘prima i satisface la
siguiendt. condzcuin- S1. pam alqnno ‘ordir ﬁ y Y, /) = ﬁ =+, e-ntoncue ~y=0o0
y=p."": L : ;
" EIEMPLOS. 3. ol 0 y. 1'son las \inicas componcntcs primas finitas. Los ordmalcs
3, w+1lyw-2noson componentes pnmas, pero wy wy si son componentes primas.

PROPONICION 3.52 (Teorema 2 1.15 de [16]) Un ordzualp es una componente
prima si y s6lo si, para todo ordinal B-< p, p=0+p.

Prorosicion 3.53 (Teorema 2..1.16 de [16]). Para todo mdin.al a > 0 existe
un ordinal 8 y una componente pritna p > 0 tal que a = 4 p, donde 8 =0 o
B=p.

ProrosicidoN 3.54 (Lema 2.1.17 de [16]). Si P es un conjunto de componentes
primnas, entonces supf es una cornponente prima.

COROLARIO 3.55. Sea o un ordinal. Eutonces, si

o' = sup{p < o : p es componente prirnal,

o’ es la mayor componente pritna que es menor o igual que .

PROPOSICION 3.5G. Sia > 0, es un ordinal, aw es la mnenor ('onlpmu_nfe pnm_a :
meis grande que oy,

CoroLARIO 3.57. Si o es un. ordinal 3 o es como en el corolario 3.55, en-
tonces existen n € N y v < af tales que x = o’ -n—+ ~.

TEOREMA 3.58 (2.1.21 de {16]). Un ordinal p > 0 es una cornponente prima
sty s6lo si hay un ordinal 1 tal que p o= wh,
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TEOMEMA 3.59. -(22.1.‘23 de [16]) Lodo ordinal inicial €s una componente prima.

Conor. Amo .s 6O0." 5% w
LLMA 301‘ Szw<ak\

COROI.)\‘R‘iVO‘ 3.62. Sea w < o < wy un ordinal y m un nalural. Entonces
(V)¢ ([a], m) 2= Cp([a’], m), donde o es la componente prima de cxv.
2) Sz m es primno, C,,([a],m) es linealmente homeomnorfo a Cp(la’], m).

Por 1iltimo, demostraremos un lema que nos serd de gran utilidad en la siguiente
seccién. Para enunciarlo necesitamos una notacién: :
“ NOTACION. Sean a un ordinal cualquiera, C € {EVT, GrpTop, RingTop} y
E un C-objeto. Denotaremos por GZ al siguiente subespacio de Cp([ar), E):

= {f € Cp([a), E): existe A < & tal que para cada A < 8 < a, f(B) = 0}.2!

LiEMA 3.63. Sean a un ordinal cualquiera y n un natural. Entonces:
(1) G2 = Cpa(ler], m).
2) .Sz n es primo, G% es un subespacio vectorial topnloqu-a de C,.([u] n), ¥ es
linente homne fo a Cpa(lal, n). :

DEMOSTRACION. (1): Sea ¢: Gh — Cp([a], n), dada de la sxgmente manera:
Sifect, w(f):lo] — nesla funcxon tal que: o ) ;
_ f(0) siA=oao
PR =1 FA)+f(0).2 sir<a
Como siempre, varios pasos nos llevardin a la conclusién de que ¢ es un homco-
morfismo: ; E
(a)" Para cada [ € G8, o(f) es continua. En efecto, o(f)l;,., = f+ S(0), ¥ ©(f)
es continua en « porque, cn vista de que existe A < o tal que para cada A <

B < J(B) =0, se tiene aue o(/)((A, al) € {7(0)} € {P() )}

21 s dacir, G F os el conjunto de Ins funciones en Cp([a), £) que se hacen cero en un segmento
final de (@)
Recordur: ln suma es médulo n.

TESIS CON
FALL: OF
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. (b). ¢ es continua: Sea f € Ga ysea W .= (A1,...,Am; @;N1,.. - ,tm, f(0)) una
vecindad canénica de <p(j) en Cp([a},n). Si lamamos U al bésico canénico
(0,21, .-y Ami - f(0), 11— (0),--- sm — f(0)) en G3, entonces f € U y
@(U) € W, como’es ficil comprobar.

(c) ¢ es abierta: Si'U = (Ao, A1, Am; 70,... ,T4m) €S un basico canénico en

C,,([O a),n) vy f € UNGE, se puede suponer que Ag < A1 < ... < Amp, ¥V
@' SiAg#O0,sea W =(Ao,... ,Am,a ino + f(0),... ,nm + £(0), £(0))
e SiAg=0,sea W =(A1,... ,Am,@;in1 + f(0), ..., 1, <+ £(0), £(0)).

En ambos casos @(f) € W y asi, o(U NGR) € W. Para demostrar la

igualdad de estos dos conjuntos, tomemos un elemento cualquiera g de W.

Como g es continua en a y g{a) = f(0), existe Ao < a tal que para toda

Ao < 11 < o, g(n) = f(0), asi que si definimos 4 : [0, a) — n tal que

. g(a) siA=0
h(A) = { g(A) —g(a) siax>0

se tendrd que Z(A) = 0 para toda A > Ag y por consiguiente, que h € (3.

Ademds, para cada j € {0,...,m} (o j € {1,...,7n}, segin sea el caso),

h(X;) = g(Aj) = gla) = n; + f(0) — £(0) = n;, con lo que h € U.

mo )
h(O sSTA=ox @) sSiA=oa

P = { hg)\)) +1(0) sir<a { 321\)) SN < o =a(N),

resulta que p(h) = g y por lo tanto g € (U NGT). Por todo esto y tal como

anunciamos antes, (U N GN) = W, que es un abierto cn Cp(lal, n).

(d) ¢ es suprayectiva: Si g € Cp([a], n), definiendo & comeo en (c), se tiene que
he Gl yph)=ag.
(@) ¢ es inyectiva: Si fi y fo son elementos distintos de G5, entonces existe

A < e tal que fi(A) # fa(N).

A =0 = p(f1)(ax) = [1(0) # f2(0) = @p(f2)(x) => o(1) # sa(fo

A FE 0= f1(A)+ f(0) # f2(X)+ f(0) = 2(f1)(A) # p(f2)(A) = @(f1) #

w(f2).

(2) Si n es primo, es ficil percatarse de que G2 es un subespacio vectorial topolégico -~
de Cp(far),n) y que p es un isomorfismo de espacios vectoriales topolégicos. =

4. Aphcacnones

En esta seccién aplicaremos los r@ultados de las a.ntenoreb :cccxoms para

analizar los siguientes problemas: :
1. Dada n € N, con n > 2, 4,pa.ra. quc clasc dc cspacnos 4\ sc f.lcne que
Cp(X,2) = Cp(X,n)?
2. jPara qué clasc de cspacios X sc cuxnplc que C, (.«\ 2) es homcomorfo a su
cuadrado, es decir, a (Cp(X,2))2? . .. .

Estos problemas no son ajenos entre si. Por ejemplo, si un espacio X es tal
que, Cp(X,2) == Cph(X,4), entonces C};,(X, 2) es homeomorfo a su cuadrado, ya que
tendriamos que, como 2 x 2 = 4, por 3.9, Cp(X,2) = Cp(X,4) = Cp(X,2 x 2) =
(Cp(X, 2))%.

Vamos a darles un nombre mds moderno a los espacios X que cumplen la
propicdad pregonada en el segundo problema:

DuriNICION 3.64. Sean X y E espacios topoldgicos cualesquiera.

TESIS GO
FALL[‘& D} ‘ .
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(1) Se dice que X es débilmente:t-aditivo (resp. débilmente [-aditivo),
si X @ X es t-equivalente (resp. l-cquivalente) a X. En otras palabras, si
Cp(X) es homeomorfo (resp. .linealinente horeornorfo) a su cuadmdo (ver
proposicion 3.10).

(2) Se dice que X es débilmente . p-aditivo (resp. débilmente [-aditivo),
st X DX es tp- eq'mval('nte (n:.vp. lg-equivalente) a X.

' Continuemos anahzando los problemas planteados En 1910, Brouwer dermnostré
el siguiene teorema: - .

TreOREMA 3.65 (Teorema de Brouwcr) Fodo espacio topoldgico denso en si
Tnismae,  compacto, metrizable y cero-di i, es h fo al conjunto de
Cantor 2N.23 : .

Como corolario de este teorema, tenemos:

. COROLARIO 3.66. Sin € N\ {1} entonces nN es homeomorfo a 2N.

OBSERVACION 3.67. (1) No es dificil construir explicitamente un homeco-
morfismo H2 entre n™ y 2N de tal suerte que mande al conjunto {f €
nN : 3o € N tal que Vi = o, f(m) = 0} en el conjunto {g € 2" :
3l € N tal que VI = o, g(l) = 0}. Con la notacién introducida antes de la
proposicién 3.63, lo anterior significa que H2(G®) = G2.

{(2) Ahora supongamos que X e¢s un espacio discreto de cardinalidad a > w.
Entonces existe una particién de X en conjuntos numerables, es decir, una
particién P = {Xg5 : § < a} tal que:

(i) X =Upgeca Xs-

(ii) Si By # B, con h <ay ff2 < a, Xp, N Xg, = 0.

(iii) Para toda f < «, | Xg| = No. )
Por consiguiente, X = @gcq Ap ¥, por 3.10, Cp(X,n) =4, C,,(Xp,n),
para todo natural n > 1. Como cada Xg es numerable, por el corolario
3.66 se tiene que C,,(Xg.u) = Cp(N,n) = nV == 2N = C,,(X,, 2), para toda
B < a. Asi, Cp(X,n) =[50 Cp(Np,n) = [Igcn Cp(Xp,2) =2 Cu(X, 2) :

Resumiendo:

PROPOSICION 3.68. Para todo espacio discreto infinito X, y para todo n &
N\ {1}, Cu(X,n) = Cp(X, 2).
COROLARIO 3.69. Todo espacio discreto infinito X es débilmente fz-adztnm. :

PROPOSICION 3.70. Siw < a < wi es un ordinal limite AL e N\ {1}, entonces
Cp([ev), 2) 22 Cp([ar), m) con un homeomorfistmo que manda G2 sobre G2

DEMOSTRACION. Sean o ¥ n como cn las hipdtesis. Probaremos, por lnduccién
transtinita, que existe un homecomortismo H : Cp([ex), 2) :— Cp([a), n) tul que :
(a) H(CGZ) =G23 B
(b)Y H(Q)=20 (eq decir, a la funcién constante Q de {&) en 2 le asocm la funcwn
constante Q de [a) en n).
Por la observacién 3.67(1). Cp([w), 2) == C,([w), n) con un homecomorfismo A
que satisface las correspondientes propxedadca (a) ¥ (b).
Ahora, la hipdtesis de induccién transfinita es:

230 1 phiging 285 de [31] se du una demostrucidn de este teorema.

TESTS CON N -
FALLA DE ORIGEN - f‘_‘: ;} —l;SiS MO SAIR
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Para cada ordinal B tal que w < G < a, existe un horneonrorjmno

Hg: Cp([ﬂ), 2) — Cp([ﬂ),n)

que cumple (a) y (b), es decir:
(a) Hp(f) es eventualmene 0 <> f es eventuahnente 0.
(b) Hp(0)=0. B
Como « es ordinal limite y ¢f(a) < o < wn, entonces ¢f(a) = w porque gf(a)
cs un cardinal.?* Por el lema 3.8.2 de [20], existe una sucesién an < ap '<'U.0 <

n < --- < a en [a) que converge a o en [o]. Podemos suponer que’ag = 1."
Entonces [a) = {1} U2, (e, aj+i] y todos estos uniendos son abiertos en . )y
ajenos entre si. Por ecso [a) = {an} & @j=,(n_,, ojp1]. Sidg i {1} = [a) y, para.'

toda j € N, i; : (cvj, xj41] son las inclusiones, entonces la amalgama.
ARloik : Cp([e),2) — P,

es un homeomorfismo, donde P es el producto Cp({1},2) x I'[32, Cp((ax, ak-o--])

v, para toda k € N, i}, es el correspondiente mapeo restriccién (reoorda.r dcﬁmcxon

2.28).

Notemos que si f € G2, entonces existe A < o tal que para toda - > A (oon :
v < a), f(v) = 0. En particular, existe jo € N tal que para toda 5 > jo,

S((ex5, aj+1]) = O, es decir, para toda j = jo, 7 © Ak_oik(f) () = 0,

donde 7r; : P — Cp((a,, @j4+1),2) es la j-ésima proyeccién. Inversamente; si tal®
cosa ocurre, es decir, si todas las coordenadas de A2 4iz([f) son cero, excepto un

niimero finito de ellas, entonces f € G2.

hy :
Para toda j € N, existe 3; < «r y un homcomorfismo [3;) = (a;, aj41]. También

I
hay un homeomorfismo [2) = {0, 1} (quec de hecho es la identidad). -
Entonces, para cada j < w, i : Cp((aj, aj+1],2) — Cp([B;),2) es home-

omorfismo. Nuevamente observemos que hj;(Q) = 0 y que []; Ahj : P —>
ITj<w Cn(lB3),2) es un homeomorfismo tal que si f € P, entonces, para toda._7 e N,
(mgeomggn) = 0 si y sélo si j‘[w , =0

Hemos demostrado entonces que existe un homeomorfismo:
Lz : Cp([0),2) — T G, (185).2)
I<w
tal que L2(G2) = =z, donde a2 == {f € ITi<o Cp([B5).2):: BJo < w tal que V_’] =
Joy Slia,, = 0} S
Analogamente se puede demostrar que existe un homeomorﬁsmo TR
Lu: Cp(la),m) — T Col185),m)
< L .
tal que; L..(G“) = 2.“ Sin embargo, por la lupétclxs ‘de’ 1nducc16 ra.néﬁnita..,
para_cada j:> w, existe un homecomorfismo Hg, + Cp(B5); 2); =
t.m:lsface Ias propxedades (a) y (b) del enunciado de dxcha hipé

T s, - H Cu(18s): 2) — II Cp([ﬂj),

J<t~' P J<u :

24Purn recordur el concepto de cofiunlidad de un ordnml oy resultados sencillos acerca de
ordinales y cardinales, como los aqui usndos, consiltense [20) o [39)].




4. APLICACIONES .. 81

es un homeomorﬁsmo tal quc HJ<“ Hg, (Ez) = )3,. Por, consiguiente

Cr([a] 2)

Cp ([a] , vn)

que’ a5,
. : ’ID : ]

= Ggn= ('v([a ],n)
El resto se sigue de 3.62(1). o

COROLARIO 3.72. Siw < a <w es un ordinal y n € N\ {1}, entonces [c] v
[@) son débilinente t2-aditivos.

COROLARIO 3.73. Si X es un espacio compacto, numnerable y Hausdorff y n €
N\ {1}, entonces Cp(X, 2) = Cp(X,n) y en particular X es débilmente tz-aditivo.

DIEMOSTRACION. Por el teorema de Sierpin’skii-Mazurkiewicz (3.40), st X es
un espacio compacto numerable y Hausdorff, X = [w* - ], donde @ = #~(X) 2¢ es
numerable (3.39(2)) y vn € N. En pocas palabras, X = ] para alguna w < f# < wy,
¥ el resultado se sigue de 3.71 y de 3.72. O

DEFINICION 3.74. Un ordinal o es un o-ovdinal, si es cofinal core w, es decir,
st ef (o) < w. Si ademds es un ordinal limite (resp. componente primna, inicial) se
le lamard c-ordinal limite (resp.- o-componente. prima, o-inicial).

PRrorosicidoN 3.75 (Lema 2.7.1 de [16]). Si X es numerable, "u:triru, local-“'
mente compacto pere noe compacto, enlanccs t,:rwie un o- onhnal lz'nnte (<3 lal que
X = [a). S ! .

COROLARIO 3.76. Si X es numerable, métrico, locahnente cumpar‘lu IM“‘IY) no
compacto y n € N\ {1}, Cp(X, 2) es homeomorfo a Cp(X, n) y en I.'I.(‘1tl(l.1', X es
débilmente to-aditivo. :

S. P. Gul'ko probé en [36] que ni [w,) ni [w;] son t-aditivos. Imitando su
prucba lograremos ver, en las pdginas que siguen, que cstos mpa.clos tampoco son
lz-aditivos.

LEMA 3.77 ([5]). Sea § un subespacio denso en el producto X = [laea Xa
tal que hd([1,cp Xa) < 7, para toda B C A con |B| < 7. Entonces, para cada
Juncién continua f : § — Y, donde x(Y) < 7, hay un subconjunto B de A, de
cardinalidad < 7, y una funcion continua g : 7p(8) — Y tal que f = gopp [ S.

2%Recordar ¢l corolurio 3.55
28Recordar: #(X) es la alturn de dispersién de X. Ver 3.38
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L LBEMA 3.78. Secan E € P, segundo numerable, X : € . R(E), D _denso en. .

Cp(X,B), T : D — Cp(Y,E) continua'y’ B un aubcon_runto nurnemble de Y.
Entonccs existe A C X, numerable, tal que ; :

VS, g €D: fl‘A—g[A:Tf[B T_q[B.

DEMOSTRACION. Sean i : B < Y la inclusién y o C,.(Y, E) — Cp(B, E)
el mapeo restriccién , es decir, la funcién que a cada g-€ Cnh(Y, £): le asocia’cl
elemento g | B de Cp(B, E). Entonces rgoT : D — Cp(B, E) es continua y para
toda g € D, rg oT(g) = T'g [ B. D es denso en Cp(X, E) que a su'vez es denso en
EX | porque £ es un espacio Puebla. 27,

Para cada y € B, sea py, : EF — E la y-ésima proyecclén. Como F es primero-
numerable, todo punto de £ es Gs; entonces, por el lema anterior," para’ cada. yen .
existen A, € X, numerable y g, : ma, (D) — £, contxnua, donde'7r,, : BN —
£ es la proyeccién a la cara A,-ésima de EX, tales que conmuta el sngulente
diagrama: . :

pyornol

D

wa,lD

TAy(D)

Sea A = UyeB Ayl Aes numerable 'y si f ¥ g son elexnent.os de l) entonces,:
S I A=gl A Porlo tanto, paracada y € I3, p,oTf | B=pyo (1’5 oT)(f)
9y oA, I2(f)=gyomalf) =gyomalg) =p,oTg [ B. "~

umemble,b Y

LEMA 3.79. Senn FE un espacio Puebla de Huusdor_[fy seg
{B Y Samilias’

X y Y espacios E-regulares. Sean también {Aqa : o < wh }i
de conjuntos numerables tales que:

() X =Uascu, 4a v Y =Uacu, Ba-
(ii) Sia< B, Aa € Ap ¥y Ba © Bg.
(ili) Siy es ordinal linite, Ay € {Uy<qy Aas cl_\ Ua<.y

By € {Uacq Bas ¢ly Uacqy Ba} . :
Sean C y D subespacios densos de n(X,E) ¥ C,,(Y £),. respectzuarneute y .l‘ :,
C —— D un homcomorfisino. E‘nlonre.v el conjunto

L={a€w\{0}: paracada f, g €C, f| Au =g [Aa<=be[Ba-—-Tg [‘Bu}
es no nurnerable y cerrado en [wy)
DEMOSTRACION. Sea «; € w; un ordinal arbitrario. -Ba, es numerable en Y,
asi que por el lema anterior, existe A’ C X tal que |A’| < Rg y, para cada 'par de -

elementos de C, fy g, f A =g [ A => Tf | Ba, = Tg [ Ba,: Como A es
numerable, existe a2 € w) tal que A’ € A,, y a2 > a1. Entonces,

Vg EC:flAa: =g Aa, =S A =gl AN =Tf| Bay =Tg | Ba,

27Por Ia proposicion 2.23

:'?T—;T‘_C—C} ‘x\ 4 '4_‘——‘

oriGEN |
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Usando ahora 7" :'2 — C y el lema anterior, existc B’ C Y tal que |B’| < Ro v,
para cualquier pareja’de elementos de D, f y g, I3 =g B =T"f Az, =
1T"g ['Aa,. Como cxxste a3 >"ag (con az € wi) tal que B’ C B, tcnemos que,

Vf, g €D: [ Bay nga;=ffB'—ng'=T'—frAa,—T'_ ["Aas-

Procediendo por uxduccxén matemét:lca, exxste una sucesxén creciente. (o Yncw, de
ordinales en w), t'.a.l que, para toda ne N .

n impar =>(VJ,q ec-f rAam' =g rAn;,,.»; 'Tf [ Ba, =19 [ B3a,).
: T“f rAc." =T"g [ Aa,).

Tomemos o = snp{aﬂ :n < w}, que es, menor quc )
Sean f y g dos elementos de C, y supong,a.mos ue;
existe n impar tal que v < an, < a.
pues a-cs ordinal limite. Asi, Aga,,," 5
que 1I'f | Ba, = T [ Ba,. Como: B, C B,
Tf | U,Y<n B.7 = Tg | Uyca B+ ¥» por. supucs
ety (Uqy<
Proccc}lendo analogamente se prueba que Tj [ B, ~I‘g [.~B° = f [ Aa =g [ Aa.
Por lo tanto, @ € L. Entonces, para cada o) € L hemos hallado a € L tal que
« > «;, con lo que se ticne que L es no numerable.
Probaremos que L es cerrado en [w)).
Seca a € clju, )L
® Sia =+ 1, entonces (-y,x+ 1) N [w1) = {a} es vecindad de o en [uw1), por
lo que {a} N L # 0, es decir, o« € L.
e Si « es ordinal lxmn:e, entonces Ao € {Ugca As, dx(Upgca A8)}- Para
probar que o € L, sean f, g € C y supongamos que f [ A, = g [ Aa.

,g'f An. Siv < a,
c‘.Ap,, ClX(Uﬁ<a Ag)},
g { Aa,,,s» con lo

'y | B,. Entonces
7 rczy(u,«. By) =Tg |

Siy<a(y=21l),existen € (va+1)NL. Sin=o,a € L. Sin #'a., :

entonces v < 7 < «, asi que A, < A, y por consiguiente f [ A, = g [-Ay.
Comon € L, Tf | B,;= Fq [ By ycomo B, C B, Tf I B,=Tqg B

Por lo tanto, Vy < o : 4'f | By =Tqg | B, por lo que 1I°f | U_,<° I3-., =

Tyly, .. 8, Y conello, Tf [ Ba =Tg | Ba. i
Andlogamente probariamos que 7'f [ By = T'g | Ba =—> ’I"—'I‘f [ Aa -
T"Tgl Aa = f | Aa =g | Aa. Esto unpllcarm finalmente que v €: L
Hemos probado entonces que ¢,y € L, es decir, que L es cerrado.en [wl) -

LiMA 3.80. Sean X y YV (":pacu)s topolégicos, T : X — Y X
Sistno, {Aq 2 a0 < wn} ¥y {Ba: o < wn} familias de subespacios cerrados y separnbles
de X 3 Y, respectivamente, y tales que: : .

e Siw £ 3, entonces Aqg € Ag ¥y Ba C Bg.

e Sia es ordinal limite, A, € {LJ_Y<‘l Ay, clx (U.,<a A-.,)}

B, € {U-,<a B, ‘lY(U-,<n B‘y)}

e X = Un<u| Aa yY = Ua<u| Ba. 5 : e .

Entonces M = {& € wy : T(An) = Ba} es no numerable y es. ccrrado en wy.

Antes de demostrar que [wn) no es débilmente lz-adn;xvo, recordemos algunas
definiciones y hechos basicos acerca de espacios vectoriales topolégicos.

TESIS COM
FALLA DE ORIGEN
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OBSERVACION 3.81. Si X es.un espacio vectorial sobre un campo K y M es
un subespacio vectorial de X’ entonces Z =X /M es el espacio vectorial sobre K
cuyo conjunto subyacente es el conjunto de ‘clases de equivalencia de elementos de
X bn._]o la relacién:

T~y = m—ye& M
v cuyas operaciones son las funciones:
4 X/M x X/ M — X/M y p.: K xX/M — X/M
& ) — T Fy (k, &) — k=x

Con estas operaciones la funcién g : X — X/M que a cada » € X le asocia
su clase de equivalencia, #, es lineal y suprayectiva. Si adem4ds Y es otro espacio
vectorial sobre K, f: X — Y eslinealy M C Kerf, entonces las fibras de g estdn
contenidas en las de f y la tinica funcién A : Z — Y tal que ho g = f, resulta -
ser lineal. Si M = Kerf, h es inyectiva, y si f es epimorfismo, h es eplmorﬁsmo. :
Entonces si M = Kerf y f es sobre, h ¢s isomorfismo. -

Si ahora X es un espacio vectorial topoldgico sobre un campo /K (que sea
también un espacio toplégico), Af es un subespacio lineal de X y damos al espacio
vectorial cociente X /M la topologia cociente, entonces la funcién g : X —~—:X/M
definida arriba, no solamente es una identificacién (o sea una funcién cociente) y un
cpimorfismo, sino que es una funcién abierta. Ello se debe a que si A es abierto en
X, también lo es A+, para cada . € X, pues las traslaciones son homeomorfismos.
Con ello A + M = U,epr A + x s también abierto en X. Como g es una funcién
cociente y g7 (g(A)) = A+ M, g(A) es abierto en X/M. Ahora es facil probar que
las operaciones mencionadas antes, + ¥ p,, son continuas.

Recordemos que si X ¢s un espacio vectorial sobre un campo K X g suélc
denotar al espacio vectorial dual o conjugado, cuyos elementos son la.s funcnoneq .
lineales de X en K. BRI -

El lema siguiente se demuestra en [19]:

LEMA 3.82. Sean X un espacio vectorial sobre un campo K, -{uy st }iun:
conjunto lincalmente independiente en X~ y G = {z € X : ui(x) =0'pariitoda’i €
[n]}. Entonces G es subespacio vectorial de X, X/G es wonwrf K."l’xy,; en
particular, | X/G| = |K|"* : I

Conornanrio 3.83. Scan X y Y dous espacios vectoriales sol;rv un campo K,

{rwi,... sun} ¥ {vi,... ,vm} conjuntos linealmente zrltlopendzerlpcq e1g X‘ w'Y”*,
respectivarnente, y G = {x € X : para.cadai € [n], ui(z) =0}y H.={y €Y :
para cada j € [n], v;(y) = 0}. Entonces, sin # m, par cualquier. isornorfismo

lineal T : X —+ Y se cumple que T(G) # H.

DEMOSTRACION. Sea 7° : X —— Y un isomorfismo de espacios vectoriales y
supongamos que T(G) = H.
Sean gy : X — X/Gy g2 : Y —= Y/II los epimorfiamos. lineales: canénicos.
Entonces g2 0o T : X — Y/H es epimorfismo y G = Ker(g: o T), ya que

2 € Ker(gzoT) <> g2oT(x) =0 <= T(x) € H<=>x € G.

Asi que por las observaciones hechas en '3.81, existe un isomorfismo # : X/G —
Y/H tal que hogy =ga0T.
Por otro lado, el lema 3.82 nos informa que X /G es isomorfo a K™ y Y/ H esisomorfo
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a K™, que son ecspacios vectoriales de dimensiones n y 7n sobre K, respectivamente. _
Como & es isomorfismo, K™ cs isomorfo a K™ y por consiguicnte, o = n. ]

. OBSERVACION 3.84.

Sean X y Y dos espacios vectoriales topolégicos sobre un campo K, G un
subespacio vectorial topolégico de X, /{ un subespacio vectorial topolégico de Y,
7 : X — Y un homeomorfismo tal que 7(G) = H. Con estas hipdtesis, hagdmonos
la siguiente pregunta:

Si a los espacios vectoriales cociente, X/G y Y/H, los dotamos con
las respectivas topologias cociente, . serid cierto que X/G es homeomorfo
a¥Y/H?

Si suponemos que T es ademas lineal, es decir, que es isomorfismo topolégico, la
respuesta a esta pregunta es si, como muestra la prueba de 3.83. Gul’ko demostré
en [36} que si los espacios vectoriales topoldgicos X y Y son localmente convexos
sobre el campo R, la respuesta es también afirmativa. Usando esto él prob6é que
[w1) ¥ [wi] no son t-aditivos.

Si la respuestia a la pregunta planteada arriba fuera afirmativa cuando el campo so-
bre el que estin definidos los espacios vectoriales topoldgicos X y Y es 2, podriamos
demostrar que:

Si X y Y son espacios vectoriales topolégicos sobre 2, si {u1,... ;un}
y {v1,..-. ,v,} son conjuntos linealmente independientes de funcionales
continuas en X* y Y*, respectivamente, y si G y // son como en 3.83,
entonces, si n # m, para cualgquier homeomorfismo 7" : X — Y se tiene
que 7(G) # H. (Este seria el andlogo del lema 4 de [36])

Con ecste resultado a la mano va podriamos probar que ni [w;) ni [u] son
débilmente fz-aditivos. Queda pues abicrto este problema y mientras probemos
que dichos espacios no son débilmente /2- aditivos:

TEOREMA 3.85. Si £ = Cp([w1).2) 6 £ = Cp(lun],2), entonces no hay dos
potencias finitas de £, E™ y ™, con n # m, que sean linealmente homeomorfas.

DEMOSTRACION. 1) Sea E = Cp(fw1). 2).
Para toda n € N, se ticne:
[l % [wn) = @ {5} % k1) ¥ Vi€ [7]: {5} x [w1) =2 [wn):
J€[n)

Entonces Cy(n] x [w1),2) = Cp(e(n {7} % [1),2) & [Tje(n) Collun), 2) = B™.
Sean n # m y supongamos que existe un homeomorfismmo lineal T : E" ——

I;"" (*)
Para toda a < w, sean Ba = [m] x {1,a) ¥y Aa = [1] x [1,a). Entonces: .
(i) ] % [wn) = Ua<w, Aa ¥ 1] x [un) = Uz, Ba- i

i) o < B=>An C Ap y Ba C lig. » :
(iii) Si v es ordinal limite, [v) = (U, <, (@) ¥ por consnglucnt:c, Ay = L‘ln<.7 A,
pues si (7,77) € A_, existe £ < y tal que p <& (ya que -y es Innxt.e) Asx pu%,
Gon) € [n] % [€) = Ae © Ay. -
(iv) Anidilogamente, si v es limite, se ticne que B., = U ‘B

Por el lema 3.79, el conjunto
L={ao€wi \{0}:Vf, g € Cp([n] X [1),2). fla. = gla., < 1'f|p. =Tgls.}

a<y
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es no numerable y cerrado en [w)).
Para cada o« < w), sea El' = {f € E": V] €n)l:VBz2a: f(7,8) = fG a)}.
Mostremos que E" = (an Ua<u‘ £EZ.

Sean f € E* y W = (f; (r,a1)y---,{Fsas); {l1},...,{ls}) una vecindad
bdsica de f en E". Como [n] x {w)) es cero-dimensional y podemos suponer
que (§1,@1),.. 4(Fsy xs) son distintos entre si, existen cerrabiertos en [n] x [w1),

Vi,... , Va, tales que para toda k € [s], (Je, o) € Vi y V1,... ,V; son ajenos entre
si. Si wo = sup{ai,...,w,} y, para cada k € [s], Upr = Vi N ([n] x [ao + 1)),
entonces Uhy,... ,U, son cerrabiertos en [n] x [un), ajenos dos a dos y, para toda

k € [s], Gk, ax) € Uy, con lo cual la funcién
g:[n] x [un) — 2
tal que V& € [s], glo, =y q]l"lxl_”\ukel"l v, = 1, es continua, g € Wy, si 82 ao+
1, entonces Vj € [n} : V& E [#] : (4, B) & Uk, con lo que g(j, B) = 1 = g(F, ao+1). .
Por lo tanto g € ER 11 € Uq,c., E4. Por consiguiente, W M [n] x [un) # @y, como .
W es cualquier vecindad de [ S €celpn Upcu, Ea- oy Hiw
Ademds: P .
(a) Para toda o < w), E!! cs subespacio vectorial de £E,,, como puede. corrobo-
rarse con facilidad. S
(b) Para toda w < w), 2 es cerrado en £", ya quesi f ¢ EZ exxsten J,E [u] v
B = o tales que f(4,8) # f(J,o). Sil = f(j,H), entonces (f, (J,ﬁ), {{}).es
una vecindad de f en E™, contenida en E" \ EJ. ; €2
(c) Si a = f, claramente £ © Ej3. -
(d) Para toda o < un, K} es segundo numerable y, por ende, separablc
(e¢) Si < cs ordinal limite, cntonces EY = clen Ua<_' ER. S
Huelga hacer hincapié en el hecho de que la coleccién {E7? : o < wl} cumple cop
propiedades anidlogas a las enunciadas en (a), (b), (¢), (d) para la coleccxén {E‘"
o < w,}
Por el lema 3.80, el conjunto A/ = {a < w, : T(ER) = ET} es no numerablc v
cerrado en fw;). -
Para cada o« € L, seca o

E(o, n*)={f € EJ. : f [ Aa =0},

E (e, o) = {f € Ef% : [ [ Ao = 0}
Si o € L y f es cualquier elemento de E™(a, at), es facnl ver, que T(j') €
E™ (v, ™), con lo cual se tiene:

T(E" (v, 7)) € E™ (o, a™).

Para demostrar la igualdad, sca g € £ (a, ). Como ot € IVI y 9 € K7, existe
J € EL, tal que T°(f) = g. : o
Tr=geEm(a, at) =11 € ET y I'f | Ba =0 Ba =710 rB., ,

Ahora bien, ot € A/ = o € L = f [ Aa = 0Q [ An y,‘comof € i,
J € E™*(cr, aF), con lo que g € T(E™(ax, at)).

Por lo tanto, T(E" (v, aaF)) = E" (v, a™*).

* el minimo ordinal en M mayor que a, y sean: il

Ademds E"(r, ™) ¥ 5" (ex, ) son subespacios vectoriales cerrados de £7,
¥y de E7, respectivamente. como puede uno comprobar, y por lo tanto también
son subespacios vectoriales cerrados de E™ y de E™, respectivamente.
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. Fijemos o' €Ly, consxderemos las funqxonales "’1"',' Jun € (B a,. at)) y
VlyeussUn € (E"‘(a “art)), tales que, si f € B (a, a“') y g € E”‘(a, a"'),
entonces: o g T o

son’: Con)untos hnealmente
.lpecclvamente. Wl

Es fdcil ver ‘que‘tanto: {ul, Un RUTH
“independientes‘en (E"(a, q"‘))‘ y en (15"‘((1 a"‘)) 5
Por lo tanto, si .- s :

={fe E"'(CY, ﬂ"') Vi € [nl, ut(f) = 0} y
Ho = {g € E™(a, a*):Vj & [m], v;(g) =0},
entonces 1(Ga) # H«, por el corolario 3.83. R
Asi es que, para cada a € L, T(G,) € Ho 6 T (Hy) € Ga. Podemos. suponer,:
para fijar ideas, que existe un subconjunto no numerable, L’, de L tal que, para
toda @ € L/, 1(Ca) & Hs. Por consiguiente, para cada o € L', existe f, € Gatal
que T'fo & Fla, cs decir, para toda a € L’, existe j, € [rn] tal que Tf‘.(J.-_., at) =
Vjo (T'fa) = 1.
Como L’ es no numerable y [rn] es finito, existen jo € [m] y L” € L', no numerable,
tales que, para toda o € L, 1'fo (o, o+) = 1. Entonces el hecho de que @ € L”
implica:
(-) quecomo f, € Gg, entonces f, € K" (a, o) y paratodai € [n}, fa(i, at) =
0, lo que implica que f, € E%,, fo | A = 0 y, para toda i € [n],
Ja(i, at) = 0. Dec esto se sigue que para cualesqiocra i € [m] y 8 =2 o™,
Ja(i, 1) = fafi, &™) = 0 y finalmente que, para cualesquiera i € [m] ¥
A€ (o) Ulat, wr), fali, B) =0.
() T/a € E"(cx, ab) y TJa(Jo, at) =1 = Tfo € EJY y T fa(jo, a"‘)
L VE = o T or BY e 1 mms T fu | Lo} % [a ) = 1
Escojamos una sucesion (g )aren de elementos de L” tales que Vi € N : agp1 = ak .
Vi € N se tiene: . L
SoarGs B) # 0O % (i, ) €[] X [ove, af) => VI > k : (i, B) € [n] x [on) => vi>
k< fa, (i ) =0. g
En pocas palabras, (fa,)reN converge puntualmente a 0, es decir, lunk_..,ojn,‘ =0
en E™(a, ot). .
Por otro lado, si v = sup{a} : & € N}, entonces v € [, w1), para toda k € N,
vy por consiguiente, 71" fo, (jo, 7¥) = 1 para cada k € N, asi que ling—oco? fu, ;é Oen
E"(a, o), y esto contradice la continuidad de 7.
Como esta contradiceién fue producida por la suposicién (%), tal supuesto es .en-
tonces falso.

II. Sea ¥ = Cp(fwnl, 2).

Por la proposicién 3.49, I es lincalmente homeomorfo a Cp ., ([u1], 2) que, como se
recordari (ver la definicién 3.12), es el subespacio vectorial topoldgico de Cp, (fun], 2)
que consta de las funciones que se anulan en w;. De acuerdo con el lema 3.63, este
espacio Cpu, ([wh], 2) es a su vez, linealmente homeomorfo a E* def G2, queesel
subespacio vectorial topolégico de Cp([w:). 2) que consta de las funciones que se
hacen cero en un segmento final de [w)).

Si como obramos en 1, vemos a Cp([uw). 2) como el espacio vectorial topolégico
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Cp([n] x [un), 2), entonces (£’)" serid el subespacio si uxente denso en E" »(como

puede probarse facxlmentc) i SR
(E'.)f" ={f € Cp([n] x [u1), 2):Vie [n]:

Si para cada a < wi, ponemos EJ =

(a.) Pa.ra t.oda o < wi, l< " es subespacio vect:ona.l cerr
(b) Sia<p, claramente | EL C Ej3. : g
(c) ‘Para toda a < wh, EZ es separable.
(d) Si -y es ordinal limite, entonces EJ} = cl(gy» Ua<cy
Definiciones y propiedades anilogas se tienen para (E’

a<wi}s ;
(=) Supongamos que existe un homcomorﬁsmo nnea.l
¥ que n: 9é m.

M= {acw : T(E)= wn}

es cerrado en un y no numerable, y si definmos, i:m.ra c&da a < Wy

¥ Aa = [n] % [a], por el lema 3.81 y, como se hizo en 1, se tiene que el con_]unt,o-

) L={a€uw :Vf, gE€(E) : [ [ Aa =g | Aq < Tf [ Ba= T.qr‘Bo}-

es también numerable y cerrado en w;. Por lo tanto también es numerable y ccrradd

en w) el conjunto LM M.

Sea v € LM M un ordinal limite y, para todai € [n]y 7 € [_7] sean u;': (E")" — 2

y v; : (E')™ —— 2 las funciones tales que si f € (B )" y g € (E’)"‘, entonces

ui(f) = f(i, o) y ui(g) = g(J, o).

No es dificil probar que para toda (i,3) € [n] x [}, u; € ((E')™)*, v; € ((E)™)* ¥

que los conjuntos {#1,... ,un} ¥ {v1,... ,vm}, son linealmente independientes en

((E)™)" ¥ ((£')™)*, respectivamente. Por lo tanto, por el corolario 3.83, T(G) #

H, donde

G={fe(E):Vie[n]: ui(f) =0}y H = {ge (E)™:Vj € [m]: vi(g) =0}
Por otro lado, si f € (7, definimos [ : [n] x [un) — 2 tal que f* [ [n] % [x] = f

¥ St ] x [ex, wy) = 0.

Como f € G, para toda i € [n] f(i, x) = 1;(f) = 0, asi que f’ estd bien definida y

es continua. Ademds [’ € E! y, dado que o € M, 1'f € E!*. Pero

S'TAa=flAaya€ L=>Tf" [ Ba=Tf | Ba

y como T’ y T' [ son continuas y ¢r es ordinal limite, para toda j € [1n], Tf(], (x) =

TG, o). ‘

En vista de que T°f' € EI', T°f'(j, «x) = 0, para toda j € [mn], asi que

para cada j € ], TS(F, o) =0. T

En otras palabras, I°f € H. Ren T e T .

Hemos probado entonces que T(G) = /{. En forma andloga’'se puede’ probar que

T—(H) € @, con lo que T(G) = H, lo cual contradice el que T(G) # H, que:ya

teniamos. . L L T

Esta contradiccién muestra que (o) es falso.

Por lo tanto, no existe un homeomorfismo lineal entre (E’)" y (F')"‘, si n % m, ni

entre (Cp(fun) 2" ¥ (Cp(lwil, 2))™.




CAPITULO 4
Funciones Cardinales en C,(X, F)

1. Funciones cardinales elementales en C,(X, EF)

En esta seccién indagaremos acerca del comportamiento de las mds famosas
funciones cardinales, como la cardinalidad, el peso, la densidad, la celularidad, la
amplitud, el grado de Lindelsf, la extensién, el peso red, el i-peso, el w-peso, la
estrechez, ¢l caracter, el w-caricter, el pseudo-cardcter y una que otra mids, en
los espacios de funciones C,(X, £). Para recordar las definiciones y propiedades
basicas de estas funciones para espacios en general, recomendamos el articulo {4:3].

Los primeros tres resultados son consecuencias inmediatas de las definiciones
de peso y 2.6 (recordar también las notaciones posteriores a 2.9):

PROPOSICION 4.1. Sean X 3y E espacios topoldgicos cualesquiera y sea B una,
base para la topologia de E. Entonces la farmnilia .
{W=(x1,... ,2niUr... , Up):n €N, {x1,..., Tp} C X, {Ul,..’. ,U,,} ng}

es base pare la topologia de Cp(X, £). L
COROLARIO 4.2. Para cualesquiera espacios topoloqzrm: ,\’ v E‘, se. lu,n(' quc,
w(Cp(X, E)) < | X| w(E). . .

PROPOSICION 4.3. Sean X y E espacios tapolagtcos cualesqruem y,v pam cada
e € E, sea Bg(e) una base local de e en E. Si [ € Cp(X, E), la:familia’. :

s @1 @ns Bryeo, Ba) in€NyVj&n]: m; X, B e'ep(f(wj))}
ex base local para f en Cp(X, E).

COROLARIO 4.4. Para cualesquiera espacios topologzcos X v E, se tiene que
xX(Cp(X, E)) < |X| x(£).}

DEMOSTRACION. Sean f € Cph(X, E) y, para cada e € £, B(e) una base local
de ¢ en F tal que [B(e)] = x(e, £). Por la proposicién anterior,
B(f)={{fi 1. ,2n; B1,...,Bp):ine€NyVjen]:z; € X, 3; € Be(f(=))}
es base local de f en Cp (X, £). Ahora bien, |B(f)| < |[{F € X : F es finito }|[{F <

Usex Be(f(=)) - F cs finito }| < IXNUzex Be(f (@Dl < IX] Toex 1Be(f(aD] <

X1 3 oex x(f(=), E) < | X||1X]| x(B) < [X] x(£)-

Por comnsiguiente x(f, Cp(X,E)) < |X| x(E) y, como csto es para toda [ €.

Cp(X, B), x(Cp(X, E)) < |X| x(E)- =
Esta iiltima desigualdad y la pregonada por 4.2, se truecan en igualdades si- £

s un espacio Puaebla y X € R(E). Veamos cémo es osto:

18i X es un espucio topolégico y p € X, el cardcter local de X en pes x(p, X)=min{]V|:
V s base local de p en X'} y el eardcter de X es: x(X) = sup{x(p, X): p € X} + Ro.
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PROPOSICION . 4.5. . Sea. FE. € Py f"ng con muis de un punto, y sea X € R(E).
FEntonces:
1 x(Cr;(X;E)),= lxlvx(E‘)-f
(2) w(Cp (X, B)) = |X| w(E):

DEMOSTRACION. (1) Primero probaremos que x{(Cp(X, E)) = | X|:
~Sean e; y ez dos- puntos distintos en E. Como el espacio es 13, existen
abiertos ajenos Uy y Uz en E talesque e; € Uy y ea2 € Uz.
Supongamos que x(Ch(X, £)) < |X|. Esto implica que [X]| > Ro y que si g2
es la funcién constante de X en FE con valor ea,

x(ez, Cp(X, E)) < x(Cn(X, B)) < |X|.

Existe entonces una base local, V, de ez en C,(X, E) tal que [V| < |X|.
Podemos suponer que los elementos de V son bdsicos canénicos de C, (X, E).

Ahora, para cada W = (e2; #1,...,ZTa; Vi,...,Va) € V, denotemos con
- K (W) al conjunto {z;,... ,zn}. Poniendo ¥ = Uy ¢y, K (W), se ticne que
Vi< 3 A(W) < N[V < X,
wev

por lo que existe z* € X \ Y.
= {e2; x"; Uz) es una vecindad de ez en Cp (X, E) y, para llegar a una
contradiccién, probaremos que ningiin clemento de ¥ puede estar contenido
en V, lo que contradird el hecho de que V es base local de g3 en C,(X, £):
Sea W = (25 €1,... ,&n; Vi,...,V,) € V. Entonces x=* & K(W) vy,
como K(W) es cerradoen X y X € R(E) = Reo(E), existe f € Cp(X, E)
tal que f(x*) = e; ¥y f(K(W)) C {ez}. Asi, f € W \ V, lo que implica
que W £ V. Entonces ningtin elemento de V puede estar contenido en V' y
esto, como hemos indicado, es una vil contradiccién. Se ha demostrado que
X(Co (X, B)) = |X}.
Por 4.4, x(Cp(X, £)) < [X|x(£). Pero por la afirmacién que acabamos
de probar,
| X Ix(£) € x(Cp(X, E))x(E) = x(Cp(X, E)), .
ya que x(£) < x(Cp(X, E)), pucsto que x ¢s una funcién monotona j' y E
es subespacio de C,,(X E).
(2) w(Cp(X, £)) < | X{w(E), por 4.2. Pero IXlw(E) x(Cp(X, E))w(D), por'

la afirmacién demostrada al inicio del inciso (1). Como x(Cp(X,£)) <. ..

w(Cp(X, E)) y también w(£) < w(Cp(X, E)), ya que w cs; monotona y',
E Crop Cp(X, E), se tiene que S

|Xw(E) < x(Cp(X, E))w(E) < w(Cp(X, E)).

Por consiguiente w(Cp(X, E)) = | X|w(E). ' o

o

OBSERVACION 4.G6. En la prueba de la proposicién anterior, usarmos que por

ser E subespacio de C,(X, £) sc tiene que w(£) < w(Cp(X E)).y que x(E) <

2Ver [433)], pig. 17
3Ver 2.35 (1).
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x(Cp(X, E)),-para’.todo espacio topolégxco X. En general si: f" es.una funcién
ca.rdmal monétona, se tiene: .. " . .
LR < F(CHX E)). ; PR
En 2.35 (2), se probo que si £ es de Hausdorff, entonces £ Ca Cp(X, £). Entonces,
si F es una funcién cardinal monétona en subespacios cerrados, se tlene que F(E) =
F(C,,(X E))" Por ejemplot: " )
' l(L') SUCHX.E)) v e(B) < e(C,,(X, E))

Reeordemos que si X es un espacio topoldgico, una red pa.ra. X es una coleccnén‘

N.de subconjuntos de X tal que todo conjunto abierto en X es 19. unién'de elcmentos ST

de N,y qué el 'peso red de X es nw(X) = min{|A| : AV es una red pax‘a X} 4+ Ro.
A continuacién damos unos resultados duales accerca de los pwos rcd de’ C,.(X’ b)

y de X.
PROPOSICION 4.7. Si X y E son cualesquiera espacios topolagzcos, i
w(E)nw(X) = nw(Cnp(X, £)). s

DIEMOSTRACION. Sen A una red en X tal que |NM| = nw(X) y sea B una
base para E de cardinalidad < w(E). Si & € N, §1,... ,5« son elementos de A y
Uy, ..., Ug son elementos de B, denotaremos por (S),... ,Sx; Uy,..., Uy) al.con-

junto {f € C(X,E) : Vi€ [k]: f(S;) C U;}. Sea M = {(S1,... ,8ki Ur,...,Uzr):
ke N, {S,...,8%} N, {U,... U} € B}. Probaremos que M cs una red en
Cu(X, £):
Sean f € Cp(X,E) ¥y (fi T1....,%Zk; V1,....Vk) una vecindad canénica de f en
Cp(X, E). Podemos suponer que cada vez que i # j, x; % x;. Como B es base de
E, para cada j € [k], existe U; € B tal que f(r;) € U; € V; v, en vista de que f es
continua en x;, existe S; € N tal quo TJ € S; ¥y f(S;) € U_,. De este modo se tiene
que f € (S1yeer s Sks Uyt ZJUR) S {(fs 1. .- Tk} Vl.... s Vk). M escntonces una
red en Cp(X, £) y |M| < |[[N]=<v| [[B]<“’| = M IB]| £ NMw(E) = nw(X)w(E).
Por lo tanto
nw(Cp(X, F)) < nuw(X)w(E).
O

Cuando aplicamos cste resultado al espacio C, (X, E), obtenemos:

COROLARIO 4.8. Si X y E son espacios topoldgicos,
1a(Cp(Cp(X, E), E)) < 'm(E)nm(C,,(X; £E)).

- Ahora dualizaremos:
PROPOSICION 4.9. Si £ es un espacio topolégico y X € R(FE), entonces
(1) naw(X) < w(E)nuw(Cp(X, E)).

(2) nw(X)w(E) = w(E)nw(C,(X, E)).
(3) &iE es segundo nuwmerable, nap(X) = m(C,.(A, EY).

4 Pura todo espucio X, I{.\) es el griwdo de Lindelsf y ¢(X) In extension del espacio X.
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22 4. PUNCIONDS CARDINALES EN Cp(X, £)

.. DEMOSTRACION. (1) Por el corolario 2.43, X Crop C,,(C,.(X E), E) y como _
~man cs una funcxén monotona ([43], pdgina 14), -

o n-w(X) < nw(Cp(Cp(X, E), E)).

Por el corola.no antenor, se tiene (1). B G
(2) Aca.bamos de ver que nw(X) < w(b)nw(C,,(X b)) Entonceg,' aplicando

£E- n:gulares t,.;-clpl.zualcutcs entonces
: nw(X)w(F) = n1u(Y)1u(E‘)
En partzcular, st E es segqundo numerable, el peso 1ed en espamos E-requlares es
preservado por la L g-equivalencia. T
Recordemos que si X y E son espacios topoléglcos, el i-peso de X es
iw(X) = min{w(Y) : Y es de Tychonoff y X puedc ser condensado en Y} - Rg.
De modo parecido definimos el i-peso de X con respecto a E:
(X)) =min{w(Y): Y € R(E) y. X puede ser condensado en Y} + No.
El siguicnte resultado relaciona el i-peso de Cp,(X, £) con su pscudo-cardcter®:
PROPOSICION 4.11. Si X es un espacio topoldgico y E es Ty, entonces:
P(Cp(X, B)) < iw(Cp(X, E)).

DEMOSTRACION. Probaremos que iu(C, (X, £)) es una cota superior del con-
junto {¢(f, Cp(X,E)) : [ € Cp(X,E)}: Sea f € Cp(X,E) y seca Y un espacio
de Tychonoff tal que w(Y) = iw(C,(X, E)) v para el cual existe una conden-
sacién g : Cp(X, £) — Y. Sean B una base de Y tal que |B| < iw(Ch(X, E))
yS ={9g~ W) : B e By fe& g (43)} Notcmos que |S| < |B], asi que vicndo
que S es pscudo-base para [ en Cp(X, E), se podra concluir que ¥(f. Cp(X, E)) <
iw(Cp(X, £)).

Mostremos entonces que (1S = {f}. Si h € Cp(X, L) y g(i) # g(f), existen Ay 13
en I3 tales que g(h) € A\ By g(f)€ B\ A, pucs ¥ es T1. Entonces g—(3) €Sy
h & g~ (B). Por eso I € (S. Hemos probado que, si b € Cp(X, E) v g(h) # (),

entonces /v € (S o. cquivalentamente, que si & € (& entonces yg(h) = g([f) ¥,
como g es inyectiva, esto implica que f = h. Asique (S C {f}. Pero es claro que
J € NS, obteniéndose la igualdad NS = {f}. a

Con una demostracién completamente andloga, se puede ver que:

SPars recordur: Una coleccién V de abiertos no vacios de un espacio Th, X, es pseudo-
base local para un punto p en X si NV = {p}. Asi, ¢l pseudo-cardcter del punto p en X cs
Yi(p, X)) = min{}{ V [: V es8 pscudo-buse locul de p en X'}, Finulmente, el pseudo-cardeter de X es
(X)) = sup{v(p, X) : pE X}
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PROPOSICION 4.12. Si X es un’ pe
espacios T, entonces: - e

ico lquiera, y E, y E2 son

B(Co(X, B1)) < #1082 (Cp (X E)).

ProposiciéN 4.13.’ Si‘ Ei [ R(Ez)h Tg‘ entorices
: iwe, (Cr(X, ) < d(X)w(En).

DEMOSTRACION. Secan 7 = d(X) y Y un subespacio denso de X tales que
|¥| < 7. Como Y es denso en X, el mapeo restriccién, ry : Cp(X, E1) — Cp(Y, Er)
tal que ry(f) = f [ Y, ¢s condensacién a su imagen Z = ry((, (Y|x, El)) (vcr
proposicién 2.29). Como E\, € R(E?2), también Z € R(FE2), asi que E
i, (Cp(X, E1)) < w(Z) < w(Cp(Y, E1)) = Y| w(E1) < d(X)w(Er). R = |

PROPOSICION 4.14.. Supongamos que E € Py, y que tiene por lo menos ‘dos .-
eletnentos. $i X € R(E), d(X) < (Cp(X, E)). .

DEMOSTRACION. Sean e; y ez dos puntos distintos en £. Sea B una pseudo—
base formada por vecindades candnicas de e en Cp(X, E). W
(c_ly T1yeer yTni Ur,... ,Un) € B, sca I((W)—{:m,‘.,,a:"}. ;
Pongamos Y = UweBK(”’) y notemos que |Y| < |B]. Probnrcmo ‘que’ Y es i
denso en X. Supongamos que existe #* € X \ ¢elxY. Como R(E) -
f € Cp(X,E) tal que f(z*) =e2 vy f(cIxY) € {er}. !
Si W = (e1; Z15...,&n; Ur,...,Un) € B entonces f(a'_,)-
cada j € [n], y por eso f € W. Por lo tanto f € (B 1
contradiceién, ya que f # e1. Se colige que X = ¢lx Y ]
Y| +Ro < |B| + Ro y, como B es una pseudo-base. cua.lqluera d
d(X) < ¥(e1, Cp(X, E)) + Ro < %(Cp(X, E)) i

COROLARIO 4.15. Si Ea e¢s de Hausdorff, E\ & R(E’z)
menos dos elemnentos, y si X € R(E,), se tiene:

d(X)w(Ey) = Y(Cu(X, F1))w(Fy) = 11115, (C',,(X F‘l))m(Fl). o
DiMOSTRACION. Por 4.14, d(X)w(E,) < 1/;(0,,(X El))m(bl) :

Por 4.12, (Cn(X, E1))w(E1) £ iwp, (Cp(X, E1)w(Ey)- : :
Por 4.13, iw g, (Cp(X, £)) < d(X)w(Ey). ‘ ) 0

COROLARIO 4.16. Si X es cero-dimensional, entonces
A(X) = P(Cp(X,2)) = iu(Cp (X, 2)) = dwra(Cp( X, 2))-

PROPOSICION 4.17. Si Ey € Th, By € R(E2) y X € R(EY),
tw g, (X) < d(Cp(X, E2))w(f).

DEMOSTRACION. Como X € [2(£1), 2.43 implica que X Crop Cp(Cp(X, £1), £1),
asi que iwg, (X) < iwg, (Cp(Cp(X, E1), E1)) ¥, por 4.13, iwg, (Cp(Cp(X, E1), E1)) <
d(Cp (X, E£1))w(Er). m}
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PROPOSICION 4.18. Si E, € Py vy E2 € R(FH):
d(Cp(X, E1)) < iwg, (X )w(Fy)

DEMOSTRACION. Sea Y € R(E2) tal que w(Y) == iwg,(X) y existe una con-
densacién f : X — Y. Por 4.7, nw(Cp(Y, £1)) < w(E)nw(Y) < w(Y)w(E;).
Por lo dicho en el ejemplo (5) de la coleccién 2.11, f* : Cp(Y, E1) — Cp(X, E)
es encaje y, por consiguiente, nw(Cp(Y, E1)) = nw(f*(Cp(Y, £1))). Por lo tanto
nw(f*(Cp(Y; £1))) € w(Y)w(£r). Como f es condensacidn, £, € Py y Y €
R(E:), por 2.19 f*(Cp(Y,; E.)) es denso en Cp(X, E1), asi.que d(Cp(X,E1)) <
d(f*(Cp(Y, £1))). Por cso: d(Cp(X, E1)) < d(!'(C (Y, E1))) < nw(f(Cp(Y, E,)))
< ur(Y)w(E;) = dwg, (X )w(Ey)

Combinando los dos ultimos resultados se obtiene el siguiente:
COROLARIO 4.19. S§i B, € Tz NP, R(EL) = R(E2) y X € IR(E)), entonces’
tw g, (X )w(E2) = d(Cp(X, E1))w(E))

COROLARIO 4.20. (1) iwa(X) = d(Cp(X,2)), si X es cero-dinlen.sibual.
(2) iw(X) = d(Cp(X)), si X es de Tychonoff.
(3) i X es cero-dimensional, iw(X) < d(Cp(X, E)).
OBSERVACION 4.21. Podemos preguntarnos:
Si X es cero-dimensional, jsera cierto que iw(X) = iwa(X)? .
El corolario 4.16 resuelve parcialmente la pregunta anterior: La respuesta es.
si cuando X es de la forma Cp(Y,2), con ¥ cero-dimensional. Por otro lado, el
corolario 4.20 convierte la pregunta en esta nueva:
Si X es cero-dimensional ;serai cierto que d(C,(X))) = d(Cp(X, 2))?
COROLARIO 4.22. Si [ es un espacio Puebla de Hausdor{f con muds de un
punto, entonces, para cualesquicra dos espacios E-regulares X n Y, tg-equivalentes
entre si, se tiene:
(1) | X w(£2) = Y |w(£).
(2) |X|x(F) Yix(E). Fn particular, si E es pritnero-numerable, se tiene que
i X| =
3) (I(A’)111(E) = d(Y)w(E).
(4) Si E' es otro espacio tal que R(E) = R(E’),
iwg (X)w(FE) = iwp(X)w(F). )
Ast, st 2 es un espacio Puebla, de Hausdor]f, segundo nurnerable y coninds de un '
punto, la cerdinalidad, la densidad ¢ iwg. (donde E' es tal que R(E') = R(E)) en
espacios E-regulares, son preseruvadas por la tg-equivalencia.

DEMOSTRACION. (1) y (2) se siguen de 4.5, (3) se deuce de '4.15, v (4) s0
obtiene de 4.19 [m}

OBSERVACION 4.23. Sabemos (ver [43]) que para todo cspaclo topolégico X,
s¢ tiene: .

(1) mw(X) < w(X). S

SUnn w-buse puri un espacic X es una coleccién V de nbicrtos no vacios en X tal que si
U es un ubicrto no vacio en X, existe V € V tal que V € U. El w-peso de X se define como:

7w (X) = min{|V]| : V es w-base pura X} + No.
TESIS CON |
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(2) 7x(X) < x(Xx).7

(3) mw(X) < d(X) - mx(X)- i :
Asf, para cualesquiera espacios topoléglcos Xy E:.-

1) 7x(Cp(X, E)) < mx(Cn(X, E)) - d(Cp(X; £)) —ﬂ’w(Cp(X E))
También: E

(8) mx(Cp(X, E)) < x(Cp(X, E)) < |X| x(X), por. 44

(6) T (Cp(X, E)) < w(Cp(X, E)) < |X| w(X), por 4.2. SRR
Entonces, si &£ es un espacio primero numerable, rx(Cp(X E)) Xy st B
cs segundo numerable, 7w (Cp(X, E)) < |X|. Ahora blen. sitE'€ lP’m, podemos
asegurar que se cumplen las desigualdades simétricas: : 2 e

PROPOSICION 4.24. Si E € Poo NT2 es un espacio con por lo nlmos Ao
¥ X € R(E), entonces | X| < ax(Cp(X, E)) 2 :

DEMOSTRACION. Supongamos que wx(Cp(X, F)) < | X|.
Sean e; y ez puntos distintos de E. Se tienc entonces que: wx(ei, C,,(X E))+No =
min{|B| : B es w-base para e, en Cph(X, E)} + Ro < |X| y por consiguiente existe
una w-base local para ¢, en Cp(X, E) tal que |B| < |X].

Para cada B € B existen fg € B y Wg, vecindad bdsica de fB € Cp(X, E)
tal que Wy € /3. Cada vez que B € By Wg = (fB; Ti1y.-2,Tn; Al,... ,An),
denotaremos por K (Wg) al conjunto {z),... ,Tn}. Si ¥ = Jges K(Wn), entonces
Y] < |8} < |X], y existe 2* € X \ Y. Como e, y ez son clementos distintos del
espacio de Hausdorfl £, cxisten abiertos ajenos U y V de £ tales que ey € U v
¢z € V. Probaremos que la vecindad {ey; =*; U) no contiene a ningin elemento de
B, lo que contradird al hecho de que B es w-base local de e, en Cp (X, £): Sean B3 € B
yWga = {fn; £1,....7n; A1,...,A,). Comoz* ¢ K(Wpg), r° # x;, paracada j €
[r]. Podemos suponer que los x; son distintos entre si y entonces, como X € f2(¥)
v E es un cspacio Puebla, existe g € C, (X, E) tal que g(z*) = ez y g(=;) = folz;),
para cada j € [n]. Entonces g € Wy C 83, pero g & {(e1; =°; U). ]

COROLAIIO 1.256. Si E € Poo M T2 y tiene por lo menos dos puntos, y X €
R(F). entonces:
(1) mx(Cp(X, £)) = |X]| x(£)
(2) 7l Cp(X, EY) = | X w(E)

DIEMOSTRACION. | X| x(£) < wx(Cp(X, £))x(E), por la proposicién anterior.
Pero por 4.23 (5), mx(Cp(X, £))x(£) < |X| x(£) y por 4.24 y 4.2 (4), | X| w(£) <
TA(Cp (X, ENw(E) £ mw(Cp(X, £))w(E). En vista de 4.23(6), mw(C,H(X,E)) <
(X (F). o

El “Lema de Jones™ seiala que si X es normal entonces, para todo cerrado
discreto D en X, 21P1 < 24(X), Una demostracién de este lema hillase en [43], en
donde también sc encuentra la siguiente generalizacién (ver seccién 10 de {43))°:

7Si X cs un espacio topolégico, p € X y V es una coleccién de ubiertos no vucios en X,
se dice que V es m-base locul de p en X 8i, para toda vecindsd U de p en X, cxiste V € V
tul que V C U. Se define entonces In funcién cardinal local siguiente: wx(p, X) = min{|V]
V es w-buse local pura p}. Finalmente, el w-curdcter de X se definen asi: wx(X) = sup{mx(p. X):
pe X} + Nop
B5s uns generalizacion del Lema de Jones, pues D es un denso en X tal que |D] < d(X),
1C(XM < H{f: D — R: [ cs funcidn }| = [RP} = 2% 121 = 21Dl g 24(X)
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Es claro que, para todo espacio topolégico X, |C(X,2)| < |C(X)], asi que tener
218l < |C(X,2)] para todo subespacio cerrado y discreto, D de .X, seria una
cota mejor que la dada por Hodel. Veamos a continuacién que esta cota se logra
cuando, por ejemplo, X es normal y fuertemente cero-dimensional, es decir, cuando
IndX = O (ver la observacién 1.73). Antes recordemos este conocido lema:

Si X es normal, para todo cerrado y discreto D C X, 2/?1 < |C(X)|.

LEMA 4.26. Si X es normal entonces, dados cualesquiern dos subespacios de
X, uno cerrado, F, y el otro abierto, W, tales que FF C W, eriste una vecindad
nula N de X tal que FC N C W.

COROLARIO 4.27. Si X es normal entonces cualesquiern dos cerrados ajenos
en X estdn contenidos en vecindades nulas ajenas.

PROPOSICION 4.28. Si IndX = 0 entonces, para todo subespacio D, cerrado y
discreto en X, se tiene 21P < |C(X,2)|

DIEMOSTRACION. Sea D un subespacio cerrado y discreto de X. Para cada
EC D, Ey D\ E son cerrados ajenos en D y por lo tanto en X, por lo que estdin
contenidos, respectivamente, en vecindades nulas Z; y Z3, ajenas entre si, Como X
es fuertemente cero-dimensional, existe un cerrabierto Agp en X tal que Z1 € Ag
¥y Z2N Ap = 0. En particular EC Ag y D\ECX\AF.

Dado que Ag es cerrabierto en X, la funcién caracteristica de Ag, Xag X s
2 cs continua. Esto define una funcién:

¢:P(D) — C(X,2)
o — Xap
que es inycctiva porque, si E # E’ entonces E € E’ o E' € F. Supongamos que .
E’ & FE (el otro caso se trataria andlogamente). Exister € E'\E C D\ E ¢ X\Ag,
ast Que x,,(x) = 0¥ Xa, (&) = 1. Por eso x,,_ 7 X, es decir, $(E) # ¢(E).
Se colige que [P(2)] < [C(X,2)|, es decir, 21P! < |C(X, 2)|. ]

2. El mimero de Lindelsf de un espacio C,(X, E)

En esta seceién analizaremos brevemente algunas de las consccuencias sencillas
que se obtienen por suponer que Cp, (X, E) cs un espacio de Lindelsf. .

a9

PRrorosicionN 4.29. Sean X y Y espacios topolégicos cualesquiera. Si'Y” exla‘
E-encajado en X y Cp(X, E) es de Lindeldf, entonces Cp(Y, E) es de Lindeldf.. '

DEMOSTRACION. SiZi: Y — X es la inclusién, como Y esti [-cncajado en X :
: Cp(X, E) — Cp(Y, E) es continua y sobre (ver proposncxon 2 30) Entonces -
C,,(Y £) también es de Lindelsf. . kRN m

PROPOSICION 4.30. Siw Cu £ ° y |Y| > Ro, entonces EY 1o es de Lindeldf.

DEMOSTRACION. Supongamos que EY es de Lindelsf. . Como w Cqo E, existe
un cerrado /7 cn E tal que w = F.. Entonces w@? =X [rwi y: 71 es cerrado en’ EW,
Pero como Y| = Ry, B Cqy EY 5 Por consxgulcnte w“" Cd EYy porlo tanto -
w“! es un espacio de Lindeldf, 10 cual'es falso. s s ]

2Recordar In notucién que sigue o la definicién 1.51.
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COROLARIO 4.31. Siw Ca E y Cp(X, E) es de Lindeldf, entonces, para todo
subespacio Y discreto y E-encajado en X, se tiene que Y] < Ng.

DEFINICION 4.32. Si E es un espacio topo 61)100, la E-extension es la funcion
cardinal que a cada espacio X le asocia::

ep(X) = sup{|A]: si ‘A es dzscreto y F-f-nca]a.do en X'},

COROLARIO 4.33. Siw Ca E.y O,,(X,,E)'»es de Lindeléf, entonces ap(X) <
Ro. . PR

TEOREMA 4.34. Siw Cy E, E € P, y X € R(E) es tal que Cp(X, E) es de
Lindelsf, entonces toda familia discreta de abiertos en X es numerable.

DEMOSTRACION. Sea F = {U, : &« € A} una familia discreta de abiertos en X .
Para cada o € A, sea xo € U,. Pongamos Y = {z, : @ € A}. Veamos que Y ecstd
F-encajadoen X. Seaneg € Ey f: Y — E continua. Como X € R(E)y E € "y,
para cada & € A existe g, € Cp(X, E) tal que ga(za) = f(#a) ¥ 9(X \ Ua) € {co}.
Sea g : X — FE tal que, para toda o € A, glu., = galv. ¥ glx\U,.., . = co-
Probaremos que g es continua en X:

Sea x € X. Como F es discreta, existe una vecindad Vz de = en X tal que V.
intersecta a lo més a un elemento de F.

(i) Supongamos que x € Uy, para alguna @ € A. Sea A una vecindad de g(x)
en E. Entonces g,(r) € Ay, como g, es continua en :x:, existe W,., vecindad
de z en X tal que gon(W=zx) € A. Por lo tanto, W, MU, es vecindad de = en
Xy gWzNUa) = ga(W:NUa) C A

(ii) Supongamos que = € | J,ep Ua- Sea A una vecindad de g(x) en 2.
Si Vz N (U,en Ua) = 0, entonces g(V,) C {eo} = {g(=)} € A. Si

2 N (Uqena Ua 7# O, entonces existe una iinica a € A tal que V, N U, # 0.
00an go ©s continua en x, existe una vecindad W de x en X tal que
ga{W) € A. Por lo tanto,
gGa(WN W) Cga(W) C A
Pero g(W N V) = ga(W N V), ya que, para toda y € W N V,, si y € U,
entonces g(y) = ga(y), ¥ si y &€ U.,,, entonces y & Uaea Ua ¥ por lo tanto,
9(y) = eo = ga(y)-

Entonces Y es discreto y E-encajado en X. Por el corolario 4.31, 1Y) 5 t\‘n Por
ecso |F| = [Y]| < Np. : L S .a

COROLARIO 4.35. Siw Ca E, E€P; y X € R(E) es tal quc C,,(X [-,) es (Il'.
Lindeldf, entonces toda basc ao-discreta en X es numerable. . ;

DEMOSTRACION. Sea B una base o-discreta en. .X. Pongamos B UneN’Bm
donde cada B,, es una familia discreta en X. Por el t.eorem
n € N, [B,,] < WRg. Por lo tanto, [B] < Ng. .

COROLARIO 4.36. Siw Ca E, E€ P, y X € R(E) es tal quc C,,(,\ E) es de-
Lindeléf y X es wnetrizable, entonces w(X) = Rg.

DEMOSTRACION. Por el teorema de metrizacién de Bing (448 de [24]), X
tiene una base o-discreta. El resultado se sigue del corolario anterior. [}
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LEMA 4.37. Sean X wun espacio topolégico, Y. S X, E .un espacio T1,'Z - un.
subespacio Lindelif de Cp(X,E) v f : Y — E: un.a fuucu)n que 9atwfnoe la si—~
guiente condicion: , .

(¥) VACY.: |A] <Ro—>3g e?.qlA __f|,._v

Entonces etiste [ € Z tal que fly = f.

DEMOSTRACION. Sea 77 = [YV]=®0 el conjunto de subconjuntos a lo mas nume-
rables de Y. Paracada A €7n,sea Fa={g € Z:gla=fla},ysea&={fa: A€
n}. Veamos que £ satisface la propiedad de interseccién numerable (la p.i.n.): Sea
7’ € 7 tal que 1’ es numerable. Entonces 3 = | Jn’ es numerable y 13 C Y, asi que
por la propiedad (a) existe g € Z tal que glp = f|g. Por lo tanto, g € Z y para
toda A € 17, gla = fla, es decir, g € Fa. Por lo tanto, g € (g, Fa-

Ahora probaremos que para toda A € 13, A es cerrado en Z: Sea h € Z \ Fa.
Entonces h|a 7% fla, por lo que existe iy € A tal que k(y) # f(3). Como E es 17,
existe un abierto U en E tal que fEU yh(y) eU. SeaW = (h; y; UYNZ; W
cs una vecindad bésica candnica de i en Z y claramente W © Z \ Fa. Asi Z \ Fa
cs abierto en Z. :

Dado que_Z es de Lindeldf y £ es una familia de cerrados en Z con la p.i.n.,
NE # 0. Senf €eNE. Entonces f€ Zysiy €Y, I,y € €. Por lo tanto, f € 1"(,,),
es decir, jl(,,} = fl{4y- Por consiguiente, Sfly = f. [

COROLARIO 4.38. Sean X un espacio topolégico y E un espacio Ty tal que
Cp(X, E) es de Lindeldf. SiY es un subespacio de X tal que todo subconjunto
numerable de 'Y estd E-encajado en X, entonces Y estd E-encajado en X.

COROLARIO 4.39. Supongamos que £ es un espacio 1y, que w Coq F y que
X es un espacio tal que Cp(X, F)es de Lindeldf y todos sus subconjuntos cerrados,
discretos y numerables estdn E-encajados en X. Entonces e(X) = Rg.?!

DEMOSTRACION. Sea ¥ un subespacio discreto y cerrado en X. Para probar
que Y| < Rg, por 4.31 bastard demostrar que Y cstd E-cncajado en X. Ahora
bicn, para probar que Y estd K-cncajado en X, emplearemos el corolario 4.38, cs
decir, mostraremos que todo subconjunto numerable en Y estid f£-encajado en X:
Para cllo, sca A un subconjunto numerable de Y; entonces A es cerrado, discreto y
numerable en X. Por hipdtesis, estd F-cncajado en X. ]

DEFINICION 4.40 (3.21 de [48]). Sean X y E espacios cualesquiera.
(1) X es E-Hausdortf si Cp(X, E)separa puntos de X'
(2) X es f2-normal si para cualesquicra dos cerrados ajenos A y 13 de X ecisten
dos E-cerrados '2 ajenos A" y B’ de X, tales que AC A' y BC 3.
(3) X es fuertemente E-normmal si para cualesquiera dos cerrados ajenos A
¥y B de X existenn € N, f € C(X, E") dos cermdos ajenos Fy y Fo en E™,
tales que A C [~ (1) ¥y B C [~ (F) ’

10Recordemos que e(X) s ln extensidn de X y se define por e(X) = asup{|D]|
D es corricdo y discreto en X} + Ro. .
Cuundo £ = I, u los espucios E-luisdorfl se les suele limar espacios funcionalmente
hausdorff.

12Ver definicion 1.15
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. PROPOSICION 4. 41.; Sea E. un _espacio Ty 1o tnmal Sean. e ye;: dos elernentoq
de E.- Supongamos que X es tal que Cu(X, E) es de Ltndelofy 721 ,’ ce la siguiente
condicion::. ; N

B): Para-do. wn]untos

- de‘ ) h.ay unajuncufng G C',,(X E) tal q'ueg(A) [ {eo} ‘vg(B) C {er}-
Entonces X es F
norrua,l feni

Dehmmos Y——»Et.alqueflc—eoyflu—el.

SiA G Y. cs numerable; entonc(ﬁ "AMNG y ANH son dos subconjuntos numera.bles
de X tales que’.}

) o ax(A [a] G) nctx(A NINCelx(G)Nelx (=G NI =0.

Por la propledad (B), existe g € Cp (X, E) tal que g(ANG) € {e} y g(ANH) C
{e1}. . Como A= ANY = (ANG)U (AN H), resulta que gla = fla. Se satisface
asi la condicién (a) de 4.37 para esta f. Por lo tanto existe f € Cp(X, E) tal que
fly:='f, es decir, f(G) C {eo} y f(H) € {e1}. Entonces X cs E-fuertemente
normal. .

.. Ahora supongamos que E es funcionalmente Hausdorff. Entonces_existe A :
E — Ttal que h(eo) =0y h(e;) = 1. Deeste modo, hof : E —> Iy ho f(G) < {0}
y ho f(H) € {1} O

DEFINICION 4.42. Un espacio topoldgico es No-acotado?!® si la cerradura de
cualesquiera de sus subconjuntos numerables es compacto.

PROPOSICION 4.43. Si E es un espacio Ti no trivial y si X es un espacio
Wo-acotado, cero-ditnensional ¥ tal que Cp(X, E) es de Lindeldf, entonces X es
SJuertemente E-normal. Si ademds E es funcionalmente Hausdorff, X es normal.

DEMOSTRACION. Sean e; y ez dos elementos distintos de E. Vamos a de-
mostrar que X satisface la condicién (8) de 4.41: Sean A y I3 subconjuntos nu-
merables de X tales que cdlx ANclx 3 = 0. Como X es Wg-acotado, ¢clx Ay clx B
son subconjuntos compactos y ajenos de X. Dado que X es cero-dimensional, para
cada # € clxA existe un cerrabierto U, de X, tal que =z € U, C X \ cixB.
{Uzr : # € clx A} es una cubierta abierta de clx A, asi que existen n € N y
Elyee. yi&n € clx A tales que clx A C Uje(,_, Uz, € X\ cix B.

Como U = Uje[n] Uz, es corrabierto en X, la funcién f : X — £ tal que
STU =0y /) X\U = e. Por lo tanto X satisface la condicién () de la
proposicién 4.41 y por cso ¢s fucrtemente £-normal. a

3. Estrechez y miimero de Lindelsf

DEFINICION 4.44. Dada una funcion cardinal ¢, definimos la funcion cardinal
@* de modo que, para cada espacio topolégico X,

@" = sup{H(X™) : n € N}

13 Algunos uutores como Vaughan en [67] preficren usur el término w-acotado.
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Un célebre teorema de M. O. Asanov sefiala que para todo _espacio de Tychonoff
X, t*(X) < U(Cp(X)).'* Basdindonos en la demostracién que de este resultado
presenta. Arkhangel’skii en [{9], damos la siguiente ligera generaluacxén. E

TEOREMA 4.45. Si E € Po, NT2 y tiene mds de un p-unta, Y ez X [ R(E),
£ (X) < UCH(X, E))

DEMOSTRAGION. Sean 7 = [(Cp(X, £)), n € N y»(:c'i‘,
mos que t(x, X™) < 7. : ;
Sea A € X" y supongamos que x € clxnA. Como X € (F), es'un espacio de
Hausdorff, lo que implica que cs posible escoger conJuntos blcrtos U;,. ..yUp en
X, tales que : .
(i) Para toda j € [n},=; € U;
(ii) Sii, j € [n] y =; = =4, entonces Uy # U_.,
(iii) Si 4, 7 € [n] y = # x4, entonces U; NU; = 0:
Ahora bien, U =U; x ... x Uy, es vecindad de ' er
Sea A’ = ANU. Como = € ¢lxn A, para toda vecindad:W. de x en” X" se tiene que
WN(ANU) = (WNU)NA 3% 0, y esto implica que también '€ clx«'A’. Escojamos
un punto e; en £ y pongamos F = {f € Cp(X, E):Vj€ [n], f (:r_,) = e}. Fes
cerrado en Cp(X, E) debido a que F = &7 ({e1}) n e m“"‘({el}) Por lo tanto,
I(F) < I(Cp(X, E)). =
Como E es de Hausdortf, si ez es otro punto de £, dxstlnto de e;, existe un
abierto O; en £, tal que ¢; € O ¥ e2 € O;. Para cada ¥ = (Y1y:..,yn) € A,
pongamos G I

. Probare-

={9 € Cp(X, E) : Vj € [n},. y(w) € 01},
es decir, V), es cl bésnco canénico (Y1,-.. ,Yn;3 Oy, ... ,O;) Mostraremos que [‘ C
Upear Va-

Sca f € F. Para cada j € [n], como f es continua ¢n: .1:_,; v: f(:r_-,) =:e;.& Oj,
existe V;, vecindad de x; en X, tal que f(V5) € O;. Dado que x € clx~A’ Yy
V=W x...x V, cs una vu.mdud de r en X", existe y = (y1;--- ,¥Un) €A'M V.
Entonces, para cada j € [n], f(y;) € Oa, es decir, f € V,,. Hemos demost.rado que
F S Uyea Va-

En vista de que {(F) < 7, existe BC A’ talque |B| <ny FC UuEB V-
Demostraremos a continuacién que x € clxn»DB: Supongamos que z & clxnB:
Entonces existe W) x ... x W,,, vecindad abierta basica de = en X", tal que
(W) x ... x W,)MN B = 0. Se puede suponer que W; = Wj si &; = x; (i, j € [n]).
Para cada j € [n], sea U} = U; N W;. Usando (i), (ii) y (iii) se deduce que:

() ze U] x...x U,

() @i = x5 = U] = U]}
(-- ) @i #ox =>U'nU' =0
-ee) (Uf < ...xU,,)nB—@
Como {1, ..y} M X\ Ujem; Ui = 0 y los espacios X \ UJElnl U] y X cstin
cn la clase oo (F), existe h € C,(,Y E) tal que, para cada j € [n], h.(:v_,) ey
h(X \Ujem) U7) € {e=}.

1 Recordemos que si X es un aspucio topolégico y = € X, ln estrechez de X en ol punto =
st X)=min{s €EC: VY C X:[r€EdxY = (3AC Y :2€cIixA ¥y | Al < x)]}. Ln
estrechez de X es entonces ¢(X) = sup{t(x, X): = € X} + No.
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~ Notemos que h € F C U"en Vu, 8si que existe iy € B tal que h € V. Poug-
amos ¥y’ = (yi, .- y,,) ‘Como h € V,,, dada una. i € [n], h(y}) € O1 ¥, por consngu-
iente, h(y]) # ez ¥.y; € Urgm) UL: Entonces existe j € [n] tal que y; € U C Uj;.
Peroy e BC A CU,yporesoy, €U;. Como Uy =U;o Uy NU; =0, ent.onces
U; = Uj, es dccir, xj = xj, con lo que U] = U}. Asi, para cada i € [n], y{-€ U]. -
Por lo tanto, ¥y’ € (U{ x.... x U},) N B y esto w una contradiccién que se produjo -
por suponer que = & clxnl3. Por lo ta.nto, € clxnB y |Bl < - Entonces. .
t(z, X™) <n s
Con ello, f(X") <7y, como esto es para cada n € N, ¢* X)sn. . -

La desigualdad que pregona el teorema. a.ntenor, no siempre es igualdad. ‘Por
ejemplo, si X es un espacio discreto numerable, entonces, para cada n-€ N, X™
es discreto y £(X ™) < Ro, asi que t*(X) = No.” Sin embargo, Cp(X) ='R¥ y este

espacio no es de Lindelsf. Afortunadamente contamos con un teorema dual al de"" 3

Asanov, para el caso en que E = R; es el de E. G. Pytkeev presentado en (1) del
siguiente teoremas:

TEOREMA 4.46. fPara todo espacio de Tychonoff X,
(1) (E. G. Pytkeev) 1" (X) < t(Cp(X)).
(2) (A. V. Arkhangel’skii) t(Cp(X)) < I°(X).

Sendas demostrﬂcxonw de (1) ¥ (2) del teorema anterior pueden cmmultamc en
11.1.1 de [9]. = - .
‘Ahora presentaremos una genceralizacién de (1) del tcorema 4 46'

. 'TEOREMA 4.47. Si E es un espacio Puebla con mds de un punto v X € (L),
enconres
1*(X) < t(Cp(X, £))

DBEMOSTRACION. Sean 7 = t(Cp(X,E)), n € Ny -v una cubierta abierta de’
X". Diremos que un conjunto finito s de abiertos en X es y-pequeiio si para cada
Vi,eoi, Voo Ep,existe GE€vytalque Vi x ... x V,, CG.

Sea £ la clase de todos los conjuntos ~y-pequeiios de abiertos de X. Para cada
ne€ & sea A, = {f € CnX,E): fF(X\Upu) = {e}}, donde eo cs un elemento
seleccionado de £. Poniendo A = Uueg A, afirmamos que

L J de(X.E)A = C,,(;\', E).

Para demostrar esta afirmacién, sean f € Cp(X, E) y KX € X finito. Para
cada 7 = (y1,...,¥n) € K™, existe G; € vy tal quejj € G,,. pues v es cubierta
de X™, y existen abicrtos V¥, ... ,Vi# de X, tales que V¥ x ... x V¥ Coy.
Denotemos por V; al conjunto {V#,. .. ,V,#} y por 0 al conjunto UﬁEK" Vi-
Como se ve, O es finito y K C|JOy. Paracadn x € K, sea W, = (}{V €
O :x € V} ysea ug = (W : v € K}. También K & |Jpur. Veamos
que i es un conjunto y-pequefio de abiertos de X: Sean Wip,,...,W,,
clementos de 1. Entonces & = (71,... ,on) € K™ y como ya vimos, existen
Gz € vyy Vi,...,Vn € Ok talesque & € V| x ... X V;, € Gx. Para
cada i € [n], =y € V; ¥ V; € O, asi que W,, C V;. Por consiguiente

W X...x W, CVix...xV, € Gsz. Aqui termina la prucba de que
/tx €S un conjunto -y-pequefo de abiertos de X. Supongamos ahora que
los elementos de K son x),...,z,. Como X € R(E) = Rw(FE), existe

g € Cp(X, £) tal que para toda i € [n], (i) = f(7:) v g(X \U pexc) = {eo}-

TESX Cﬂ“‘m
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SiW = (f; 1,... ,&n; Ur,...,Un) es una’ vecindad local canénica de f en
Cp(X,E),gE WNA, S WnNA. Por tal motwo S € ele,x, p)A. Con esto
probamos la afirmacién de arriba. >
Sen e; otro punto de £, distinto de €0, ¥ f1 X — E la. constante con va.lor‘
e1. Entonces f1 € cle(x,mA y como t(Cp(X, E)) = 7, existe B < A tal que "
| Bl<7y Qi €cle,(x,pyB. Dado que B €A C U,;cr Ay, para cada f €. B existe’

ny € € tal que f € A,,. Si ahora Eo = {puy : f € B}, entonces |Ep| < |B| LTy
B C U, es, Au- ) . S
Sea jr € £o. Para cada £ = (V4,... ,V,) € u™, sea G¢ e—ytalquchx...xV,, < Gg,
y sea v, = {Gg : £ € u”}. Como p es un conjunto finito, «, es una familia ﬁmta,

asi que si ponemos ¥ = |J,cr, Tu» @ntonces 5 S vy :

191 < 3= fl < |Eoloup{ival ¢ 4 € Eo} < o =T
HEED . B
Veamnos por iiltimo que 5§ cubre a X™:
Sean (z1,...,Tn) € X" y U = {f € Cp(X,E): paracadaj € [n}, f(x;) =e1},
es decir, U = (#1,... ,Tn; €1,..-,€1). f1 € Uy, como f1 € cle(x.my83 v B <
Unes, A, existe po € £ tal que UN A, # 0. Sea g € U N A,,. Entonces, para
cada j € [n], g(x;) = e1 ¥y g(X \ U p0) = {eo}, lo que implica que z; & X \ U po.
es decir, x; € {Jpo. Por ende, existe V; € po tal que x; € V;. Entonces £ =
M. V)epud v (... ,on) EVI X ... %XV, € G¢ € 74 & 7. Por lo tanto
existe G¢ € ¥ tal que (z1,... ,Tn) € Ge O

En (4.3.2) de [8] se enuncia sin prucba la siguiente generalizacién de (2) del
teorema 4.46: Si lI°(X) < 7 y st £ es un espacio de Tychonoff con w(E) < T,
entonces t{(Cp(X, £)) < 7. Como es de interés para nuestro trabajo, enunciaremos
y demostraremos cste resultado con las clegantes ideas de Oleg Okunecv:

TROREMA 4.48. Si E es un espacio de Tychonoff entonces, para todo espacio
topoldgico X,

tH{Cp(X, E)) £ I"(X)w(E).

DEMOSTRACION, Como FE es de Tychonoff, por el corolario 1.27 existe un en-
caje j : £ — R¥(E), Por la observacién 2.33 j. : Cp(X, E) — Cp(X, R¥(E))
es también encaje. Por otro lado, la proposicién 3.9 implica que C,(X, R"'(E)) =
Cp(X, R)“(E) y este iltimo espacio es homeomorfo a Cp(X x w(E‘), R).

Usando que £ es mondétona y ¢l tecorema 4.46 (2),

tH(Cp(X, B)) < t{Cp(X x w(E))) < I"(X x w(E)).

Ahora bien, para cnda n € N, (X X w(E))™ = X" x w(E)"* == X" x w(E) y/ como
para cada A < w(£), X" x {A} == X", es ficil percatarse de que l(X" x w(b)) <
X" w(E).

Por lo tanto, para toda n € N, I({X %X w(E))") < {(X™")w(E) < l‘(X)w(E) 'y con
ello, {7 (X x w(E)) < I7(X)w(E). Asi, t(Cp(X, E)) < I*(X)w(E). [

1B Aqui w(E) sc esti considernndo como el espucio discreto de curdinalidud w(£), por lo cual
{n suma topoldgica ex<w(€) X 2 N x w(l) y se estid usando In proposicién 3.10.
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COROLARIO 4.49. Si E es de Uychonoff con mds de un punto y X € R(E),
entonces S ’
L (X)) £ U(Cp(X, B)) £ U (X)w(E).
Si ademds E_es segundo numerable, 1*(X) = t(Cp(X, E)).

'COROIjAmo 4.50. Si X es compacto y E-regular, entonces t(Cp(X, E)) = No,
pa.m todo &ipacﬂ) de ’chhonoﬂ' FE, sequndo numerable y con mds de un punto.

COROI,AI’UO 4.51. SiE esun espacio de Tychonoff, segundo numerable y tiene
por lo menos dos puntos, I* es tg-invariante en espacios E-regulares.

4. Estrechez débil y estrechez funcional

. DEFINICION 4.52. Sean X y Y espacios topoldgicos, T un cardinal y f : X —
Y. una funcion. Dirernos que:
(1) f es r-continua si pam todo subespacio A de X, de cardinalidad a lo mds
- T, la restriccion fla: A — Y es continua.
(2) f es estrictamente T-continua si para todo subespacio A de X, de cardi-
nalidad a lo mds T, erviste g € C(X,Y) tal que gla = f|a-

1.5

DEFINICION 4.53. Sean X y K espacios tog gicos cuall tera.
(1) La estrechez débil de X, t.(X), es el mds pequerio mrd:nal infinito T tal
que la siguiente condicidn se¢ curnple:
® Siun conjunto A C X no es cerrado en X, entonces existen un punto
x € (elx A) \ A, un conjunto B € A y un conjunto C € X, para los
cuales * € clx B, BC celxC » |C| < 7.

(2) La E-estrechez funcional de X, Elp(X), es el minimo cardinal infinito
T tal que loda funcion r-continuae, f: X — FE, es continua.

(3) La F-estrechez funcional débil de X, Ftip(X), es el mimimo cardinal
infinito T tal que toda funcion estrictamnente T-continua, f : X — FE, cs
conlinua.

(4) Si E = R, hablaremos sencillarnente de la estrechez funcional y de la
estrechez funcional débil de X, en vez de la E-estrechez y de la E-
estrechez débil, respectivamente, y las denotarernos también sin la E: tg(X)
v tr(X).1®

Antes de dar las primeras relaciones entre estas funciones cardinales, probemos
el siguientc lema:

LEMA 4.54. SiT es un cardinal infinitoy f : X — Y es T-continua, entonces,
para todo subconjunto A de X, de cardinalidad a lo mds T, f(clx A) C cly f(A).

DEMOSTRACION. Sean A € X tal que |A] < 7, b € elxA y Z = AU {b}.
Entonces |Z]| < 7y flz : Z — Y es continua. Asi que si V es una vecindad
abierta de f(b) en Y, existe U, abiertoen X, talque be U y f(UNZ)C V. Como
b€ clxA, existea € UNA, por lo que f(a) € fJ(UNZ)C V y f(a) € f(A). Por
consiguiente f(A) NV # O. Esto muestra que f(b) € cly f(A). ]

PRropPOsICION 4.55. Dados dos espacios X y E, se tiene:
(1) Ptp(X) < Ete(X). ‘

18Ver lu seccién H.4 de (D] purn estudiar estas funciones cardinales.

TESIS CON
FALLA DE ORIG Nj
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(2) Si FE es regular, Etg(X) < t.(X)
(3) (X)) < ¢(X)
() t(X) < d(x). - _ ,
DEMOSTRACGION. (1) -Note que toda funcidén estrictamente T-continua es 7-
" continua.: i : - B ) e
(2) Sean 7 =t.(X) ¥y C = {x: Vf € EX, (f x-continua = f continua)}.

Probaremos que 7 € C:

.Sea f : X — E T-continua. Para mostrar que es continua, veremos
que f(clx P) € elp f(P), para todo P € X:

Sean PC Xy A= {x€clxl’: f(z) € clef(L)}. Entonces P C A C
clx Ay ACclxP =>clxAC clxP. Por eso clx A = clx . Queremos ver
que A = clx P. Supongamos que no ¢s asi, es decir, que A # clx . Entonces
AF clx Ay comoT =t (X), existe xr € clx A\ Ay existen BC AyCC X
tales que = € clx B, B C clxC y | C |< 7. Si logrdramos demostrar que
Sf(x) € clegf(B), llegariamos a que f(x) € clgf(A); pero por definicién de
A, f(A) Cclef(P), y tendriamos que f(z) € clpf(P)y z € clx A =clx P,
lo que implicaria que = € A, lo que constituiria una contradiccién al hecho
de que z € A. Entonces, para llegar a una contradiccién por suponer que
A 7% clx P, hay que ver que csta hipotesis implica que f(x) € clg f(13):

Si y € E\ clef(3), existe una vecindad abierta V de y en £ tal que
VN f(B) = 0y como E cs regular, existe un abierto W en E tal que
¥y € clpgW C V. Sillamamos U a £ \ cdgW, U es abierto en £ y, en
vista de que clgpW N f(B3) =0, f(B) CU. Como WNU =0, y&€clgU.
Entonces y & ({clegl/ : U os abiertoen £y f(I3) S U}. Sea D = N{clgU :
U es abierto en £ y [(13) C U}. Hemos demostrado que £ € ¢l f(13). Por
lo tanto, para concluir que f(x) € clgp f(I3), basta ver que f(x) € D:

Sea U un abierto en F tal que f(/3) € U y pongamos Co = {c €
C: f(c) EU} y Ch = C\Cp. Entouces 8 § cixC = clx(Co U Cy) =
elxColUclxCh y, sib € clxCh, porel lema 4.54 £(b) € f(clxC1) C cly f(C1)-
Como f(Ch)NU = 0 vy U cs abierto E, f(b) € U. Dado que f(B) € U,
b 3. Entonces BNalxCy, =0 y por lo tanto £3 € ¢lxCo. En vista de que
¢ € clx B € clx Co, nuevamente el lema 4.54 implica que f(x) € f(cixCo) ©
cly f(Co). Como f(Co) C U, f(x) € elgU.

Asi, f(x) € D.

(3) ¥ (4) Son muy sencillas (ver 11.4.2 de [9]).
0

PROPOSICION 4.56. Si T es un cardinal infinito, E € P17 y es un espacio de
Hausdorff con mis de un punto, y si X € R(E), entonces se liene:
(a) = (&) = (c) = (d),

donde:

(z) Para toda Y © X, Etg(Y) < 7.

(b) Para toda YV © X, Etp(Y) < T.

() t(X)<T

(d) Para toda Y € X, l..(Y) <.
Si ademds E es regular, (d) = (a).

17 Recordur definicién 1.46
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DEMOSTRACION. (a) = (b), (¢) = (d) y (d) == (a) (cua.ndo F‘ es regular),
se siguen de la proposicién 4.55.

() =>(c): Sean AC X y P={J{cixB: BCAy|B|<T}

AC Pyaquesiac€A, clx{a}e{cle BCAy|B|<'r}yporlota.nto
a € P. Sin embargo, P C clx A, asi que clx A == clx P.

Probaremos que P = clx A: Supongamos que P # dxA Sea y € ¢clx A\ P.
SiY = PU{y} y e1 y e2 son dos puntos distintos de FE, la funcién f: Y — E
tal que f(P) € {e1} ¥ f(y) = e2, es estrictamente 7-continua. En efecto,si C C Y
y |C|] < 7, poniendo Co = C N A se tiene que |Col < 7 y Co & A, con lo que
y € clxCo, pues y € P. Como X € R(E) = I, (E) 18, existe g € C(X, E) tal que
9(y) = e2 y g(clxCo) C {er}. Sice Cyc =y, g(c) =9(y) = ea = f(y) = fle)
sic € Cyc7# y,entonces c € P C clxA, porloquec € CNclxA € clxCo
y g(e) = ey = f(c). Por lo tanto f|c = glc lo que implica que f|c es continua.
J es entonces estrictamente 7-continua y como Etr(Y) < 7, f es continua. Esto
contradice el que f(y) = ez, f(P)C {er} y y € clx P.

Por consiguiente, P =clx A y asi, t(X) < 7. O

DEFINICION 4.57. Sean X wun espacio topoldgico, T un rardznal 173 A c X.
FEntonces:
(1) A es del tipo G, en X si existe una famnilia v de (lbl(_ﬂo‘i en X tal quc

A=Nrvvhl =<7 .
(2) A estid 7-colocado en X '° si para toda x € X \ A hay un ron_nuzlo P de

tipo Gr talquez € PC X\ A

OBSERVACION 1.58. (1) SiX CVY C Z con' X T—colocado en’ )’ ¥ Y T
colocado en Z, entonces X estd 7-colocado en %, .

(2) Si X es de Tychonoff y estd 7-colocado en alguna
entonces X cstd 7-colocado en 8X. ;

(3) Si X es E-regular y estd 7-colocado en alguna de sus cxt
cstd 7-colocado en B X. . ;

'us ompactac;on(s, -

DEFINICION 4.59. sean E un espacio cunalquiera y X E R(E') D(‘_/znun(N'
qe(X) = min{T = Vo : X esti r-colocado en ﬁ 'X} ‘

OBSERVACION 4.60. (1) Si &£ = I, ge(X) suele denot.arse por q(X) ¥ Ha-

marse el mimero de Hewitt—Nachbin de X. :

(2) Un resultado conocido (ver [15), problemas 82 u 86 cap. 4) aﬁrma‘quc si
X es completamente regular entonces: - :

X cs realcompacto <> X estd §-colocado en [;fX <=> q(X) < Ng
(3) Si X es cero-dimensional, entonces:
Xes N-compacto <= X estdi é-colocado en fB2X <=>q2(X) < Ro2°
18 Definicion 1.43

12En [23] en vez de que A esti T-colocndo en X dicen: A e8 Gr-carrado an X
20Ver corolurio 2.9 en (23]
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(4) Si X es cerrado en Y entonces qz(X) < qe(Y"). Esto se sigue de que, si X es
cerrado en Y, esti T-colocado en Y para cualquier 7 = Ro, ¥ si 7 = gg(Y),
entonces Y estid r-colocado en BgY y X C Y C BrY. Esto implica que
X. eatd T-colocado en BrY. Asi que por la observaciéon 4. 58(3), X estda
T-colocado en B X. Por eso g (X) < 7. ; i

DEFINICION 4.61. Si X es un espacio topoldgico y T es un cardinal, . t’ntonces.l_»

(1) Un subconjunto I de X es cerrado canénico en X si es la’ cen'adum Ill,»
un abierto en X.

(2) X es un m -espacio si para cada cerrado candnico F en' X y cn a = € I" -
existe un conjunto £ de tipo Gy en X tal que x € P € F. )

3) m(x) = 'nun{r > Wo : X es un mn,-espacio}.?!

(4) X es un espacio Moscii si 1n(X) < Ro.

OBSERVACION 4.G2. (1) SiT =|X|y X es 7}, entonces X es un m.,-—espacxo

en
(2) Sitodo cerrado candénico en X es de tipo Gs entonces X es un &Bpacno Moscu.
({oD .

(3) R* y todo subespacio denso en él, son espacios Mosci. ([9])

(4) 1(Cp(X)) < Wo. ({9]) :

(56) Todos los espacios diddicos compactos son espacios Moscii (ver e_;emplo d de
{4]). En particular, para cualquier X, 2% es Moscii.

(6) Todo subespacio denso en un espacio Mosci es también Moscu. [9])

PROPOSICION 4.63. Sea Y un espacio cero-dirnensional tal que nL(Y) < Ty
sea X un subespacio denso en Y tal que q2(X) < 7. FEntonces X estd T-colocado
enY. Ty : G

DLMO%I RACION. Sea y € ¥ \ X. Como X es denso en Y v’

X =f(X)c f(/’zX). se tiene que YV =cly X CclpX C Llaf(ﬁnx)
Entonces | f~ (y)| = 1.
(i) Supongumos que |~ (y)] = 1. Existe entonces z € ﬁz)f \X t.a.l que VAt ¢ .
{z}. Como q2(X) < 7, existe una familia « de abiertos’ en ﬁgX tal que,,
zEn'ycﬁzl\’\,\ y|‘y|<‘r : : ;

y—f(z) € Viy (z € U == =z gﬁ,x\u) Porlo tantoy
/\ ={Vu: U € ~}. L
Notemos que |A] < |v| < 7. Por otro lado, (A = B\U{I(ﬂzX\U) U'e -
7} = B\JU{BX \U U € 7)) y N7 S BaX \X = X 'S BX\NOv=
ULBX\U : U e} = X = f(X) C f(U{B2X\U = UG‘Y}) S
Por consiguiente, (M~ © 3\ X. S
Sea P = (Mv)NY. Entonces £ ¢s de tipo G, enY y. ye P

(i) Supong'\mos que | ()l = 2. Sean zy, zp € f’_(y) con =y ?5 Za2. Not.a.r
que ni z; ni za son elementos de X. i o
Existen O, y O2, vecindades ablcrtas de z; y z2en Bzx respectxvamente,
tales que elg,xO1 Nelg,xO2 = . Para cada i € {2], scan. Vi = O; N X

21A (X)) se le ha Hamado s modalidad de X (ver (4])
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vy Fi == clyV;i. Entonces z; € clg,x0i.= clp,xw y, como f cs continua, .
SWVi) = Viy y = f(z), se t:xene que y € f(dﬁzxv) Cle(V) = dth
clpViNY. = clyV; = F;.

Pero Fi N Fy = (cly Vi Nely Va) N X = clx Vi Nclx V|
clpzol nclp,02 = @. Por lo tanto Fy N F> C° Y\X
Para . cada i € [2],.sea W; un abierto.en:) :
clyW;—cly(W ﬁX)—clyV F’ ye ton

Vp,Vxﬁ(,lp,\/zﬁX C_

ta.lque':/eﬁ'y,cﬁ' y|’y‘| <7T. Sca'y
yEﬂ"r=(ﬂ'y:)ﬁ(ﬂvz)gFlang)f.\’X

ta -r-colocado en:

Gr. SiY es un espacto tal que Etp(Y) < T, entoncea CAY B
EY. . o
DEMOSTRACION. Sea g € EY \ Cp(Y, E) : -

Como Etp(Y) < 7, entonces g no es utnctamentc 'r—contmua, lo que 1mphca que
existe A C Y tal que {A| <7 y gla noes contmua., asi que, para toda f € C,,(Y F)
se tiene que fla %~ gla.

Sii: A< Y es lainclusién e i* : EY — E“A es ¢l mapeo dual definido en (3) de
la abservacién 2.5, entonces i#(g) € E# \ Z, donde Z = #(Cp(Y, E)). Pero todo
singulete en £ es del tipo G, (en efecto, si é = (€a)aca €3 un elemento de E4,
para cada a € A existe una familia de abiertos en E, -,, tal que {ea} =17y -
Ival < 7. Asi, {€} = MNaca Nueqa.lai Ul 2y lafamiliay = {[a; Ul:a € A, U €7a}: -
tiene cardinalidad menor o igual que 7). Entonces P = (i) ( {z’(_q)}) es del tlpO’
Gren EY yge PC EY\Cp(Y, E). i B0

PROPOSICION 4.65. Sean X y £ capacios cualesquiern. . Si c,.(x,‘E) ‘esr.:i"-r- -
colocado en EX, entonces Etr(X) < T. S

IDEMOSTRACION. Sea g : X — £ wcnctamente -r-contmua_ Proba.remos que
g€ CP(X E). 4

Supongamos que g € Cp(X, £). Como Cp(X, E) esté. T-COlOca.dO en BXy exxstc
un conjunto P de tipo Gr en £X talqueg € P C EX \Cp(X, E). Sea P= ﬂ,\<,_ Ai,
donde cada Ay cs abierto en Fx. Para toda A < 1, existe; una vecmdad canomca
Wi de g en £X tal que g € Ws C Ax, con soporte S.23 :

Sea A =J,., Sx- Entonces [A] < T. :

Si f € EX estal que fla = gla se tiene que VA < T V:n €8x 5 _f(a:),—- g(x) .
yporlotantoVAa <7 : f € W,\, asi que j € P. Tenemos entonoes que g€ {f €
EX: fla=gla} < P.

Ahora bien, como g es estrictamente -r-contmua v |Af .< 7', exxste h. e C,,(X b),.
tal que Ala = g|a, lo que implica que A & P. y PﬁCp(X E): ;é 0 una contradxccxon
Asi pues g € Cp(X, E). R o

22Ver Ins notnciones que anteceden » 2,10,
23Gi Wy = [T14.e. vmi Ulyen. Unll su soport.c es él conjunto {z1,... sTn}.
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.. CororLARIO 4. 66. Si E es tal _que_ toda szn(rulete Vde él es G’,- entoncc.q.
C,,(X E) esta T colocado en’ E‘x = EtR(X) < T o

DLMOSI HACION. Sea 7 — 2tR(X) Por’ el
T-colocado ‘en 2%, que es una’extensién 2—compacta. de Cpn(X;2)
Cp(X, 2) estd T-colocado en G2(Cp(X, 2)), asi que; qg(C,,(X 2))

92(Cn(X, 2)) = 2LR(X)~
Ahora sca A = q2(Cp(X, 2))
Por (5) de 4.62, 2* es un espacio Moscu, es. decxr,

Por cl corolario anterlor, 2tpr(X) < A
Por lo tanto, 2Lr(X) < ¢2(Cp(X, 2)).

COROLARIO 4.68. Sea X cero-dunenstana

st y sdlo 81 2t (X)) = Ng. :
COROLARIO 4.69. Para los espac‘i'ov cém-
p(X,2) = Cp(Y, 2) = 2LR(X

COROLARIO 4.70. §i X es cemvdirnensional,'\ 4a(X) < 2tr(Cn(X, 2)).

DEMOSTRACION. Por 4.67, 2tr(Cp(X,2)) = q2(Cp(Cp(X, 2), 2)). Peéro por el
teorema 2.54 (3), X es homeomorfo a un subespacio cerrado de C,,(C,.(X 2),2)
Por (4) de 4.60, q2(X) < q2(Cp(Cp(X, 2), 2)) = 2tr(Cp(X, 2)).

NOTACION: Si X es un espacio topolégico, A € X y 7 es un cardlnal entonces
[A]l+ denotars al conjunto U{cIixB: BC Ay |B| <7}
LEMA 4.71. Supongamos que:
(i) f:Y — Z es continua y suprayectiva,
(i) 2te(Y') < 7, donde r es un cardinal infinito,
(iii) existe una base B de Y tal que, para cada V € B, hay un abzcrto G de / tal
que f(V) € G € [f(V))-- :
Entonces 2tg(Z) < 7.

DEMOSTRACION. Sean ¢p: Z — 2 7-continua y zg € Z. Probammw quc ¢ es
continua (‘n 20t
Sea 3o € f~(z0). Como f es continua, ¢po f : ¥ — 2 es r-continua’ R ‘dado
que 2lg(Y) < 7, ¢p o f es continua. Entonces existe V € B tal que: vo € V hg
#o f(V) C {#(20)}-
Por hipétesis, como V' € B, existe un abierto G en Z tal que f(V) S G C [f(V)].,-, ’
por ¢so zo € G ¥ ¢(C) € ¢([f(V)]-). Entonces basta. demostrar que ¢([f(V)].,.) <
{&(z0)}. Sea 13 € f(V) tal que |f3] < 7. Como ¢ es T~continua, por el leina 4.54 se
tiene que @(clz B) S cla@(B3) C clz¢(f(V)) = {#(20)}
Por consiguiente, ¢([f(V)}r) = {¢(20)}- =

TESIS CON
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TEOREMA 4.72. Sea X un espacio cero-dimensional. Entonces
2te(Cp(X,2)) < qa2(X).

DEMOSTRACION. Sea 7 = qa(X). Si i : X — (32X es la inclusién, el mapeco
restriccién, i* : Cp(faX,2) — Cp(X, 2) es oondensacnén a su imagen (ver 2.29);
pero como X esti 2-encajado en BnX i* es sobreyectiva (ver 2.30). Por (2) y (3)
de 4.55, 2t5(Cp(B2X,2)) < t(Cp(BaX,2)) < No. La iltima desigualdad se debe a
la proposicién 4.50, ya que 82X es compacto.

Entonces se cumplen:

(i) 2* : Cp(ffaX, 2) — Cp(X,2) es continua y sobreyectiva.

(ii) 265(Cp(B2X,2)) < Ro < 7.
Y si logramos probar que:
(iii) existe una base B de Cp(82.X, 2) tal que para cada V € B existe un abierto
G en Cp(X,2) tal que i*(V) € G C [i* (V)]
ya habremos acabado, en vista del lema anterior.
Probaremos entonces (iii). Sea B la base canénica de Cp (82X, 2) cuyos elemen-

tos son los conjuntos de la forma {z1,... ,®n; {1 },... ,{ma}}, dondean,... .z, €
X y {mi},... .{rns} son singuletes en 2.
Sea V. o (@fyenn 3 Zfs Tiseer s Tmi {M1}sees s {mads {B1}s- - s {fin}) un ele-

mento cualquiera de B, en el que podemos suponer que.
Vi€ ll), = € paX \ X,
Vi€ n], z; € X,
Vie[ll]yVi€e[n,mi€e2yn; €2

Sea G = {T1,-.- T {P1},--- ,{n,.}) G
(VYcaG.

Resta probar que G C [i"(V)]-.
{#i,...,2[}. Como qa(X) < 7,"X wta ;
cada j € [l], existe una familia’d ’
T; €My € LP2X\ X. g

Sea &€ ={VyU...UV : Vi €.[l];
abierto en B2.X y que [£] < |y X iy X e

Sca ~ la familia de intersecciones finitas de elementos de 5 Cada elcmento de
~ es abierto en 82X y |y| <.7.- Probaremos en seguida que.K:C [N~..Sean U -€ ~y
y i, G IC. Existen Ly,..., Ly € £ tales que U = ﬂje[k, Lj; 'y para-toda“j & [k]
existe (V{,...,VYem x...xmtalque Ly =V} U...U V7. Como VI € ~, v
'r,'o € M Yio: T3, € \/,': C Lj;. Asi, para toda j € [k], x}, € Lj;; lo que implica que
x;, € U. Por consiguiente /¢ ©€ U ¥y como esto ¢s para toda U € «, se concluye que
K <M.

Si £ = {31,...,¥p} es un subconjunto finito de X, cntoncc—s, como para toda
i€ [l], M7 € H2X \ X, un elemento cualquiera y;: de.F.no estd en (v ¥
por lo tanto existe V' € -y; tal que y; & V}. Esto quiere decir, 'a la postre, que
yi € ViU...UV € €. be tiene entonces que Fn(L,n...nL,,) =0y Lfan...NL, €.
Hemos dernostrado en este pédrrafo que pm:a. cada con_|unt,o finito I~ de X existe
Ue~vytalque FNU =0 -

Pongamos v = {U, : o € A}, donde Al < - y, para toda @ € A, sca

= X \U,. Entonces P, = X N(B2X \Ua) es cerrado en X y, por lo demostrado
en r-l pirrafo auterior, X = (J,ca Fa- Denotemos por P, al conjunto clpax Fa. Sea

i asxco canénico de C), (X 2) e

TESIS CON___
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a € A. Observemos primero que K N Py S Ua M Py =0. Como f2X cs compacto
y Hausdorff, normal, Ahora bicn, la funcién

fa: KUP,U{zy,... , 00} — 2

tal que fa(z}) = myj; para toda j € [1] ¥ falpaviziserznt = SlPau(a,... .20} donde
f e Cpu(PaX,2) es la funcién tal que Fflx = f (ver el teorema 1.67), es continua
¥y el conjunto K U Py U {x1,... ,xa} es cerrado en $2X. Por_consiguiente, como
B2X es compacto y Hausdorff y por lo tanto normal, existe j'o € Cp(2X,2) tal
que falrurp, U1y 2} = fo- Nétese que para toda a € A f, € V.

Sea B = {i"(fa) : @ € A}. Entonces BC i*(V) y IB| < |A] < 7.

Sélo falta ver que [ € clg,(x,2)3. Sca W = (21,... ,zx; f(z1)s..- , J(2x)) una
vecindad canénica bésica de f en Cp(X,2). Sea F = {z1,... ,z}. Como F C X
es finito, existe a € A tal que Uo N F = @. Por lo tanto F C P, i*(fa) € By
Vi € [k], ¢ (fa)(zJ) = fa]x(_up,.)(zJ) = falP«.(zJ) fn(z.z) = f(z;). Por lo tanto
i*(fa) € BOAW.

Esto muestra que f € cle,(x,2)B Yy posteriormente que [ € [e*(W)]+- [m]

COROLARIO 4.73. Si X es cero-dimensional,
q2(X) = 2t p(Cp(X, 2)) = 219(0,,(X, 2)).
DEMOSTRACION. o a ) ]
4.70 AR T 11 ¢ § B 4.72 :
72(X) = 2tr(Cp(X,2)) " < __2ta(C'p(X, 2)) < q2(X).

COROLARIO 4,745 i X y Y son cerv-dunenswnules J C,.,(X 2)y C,.(Y 2) son
horeomorfos,’ entonces qz(X Y= qz(Y) En. partzm lar,: .es:N- co-rnpar'to, Y
tarnbién lo es. i - ;

Conou.muo 4 75, C,,([O ul) 2) no es hornen"mrfa a C,,([O wl], 2)

DiMOST lz.ACléN. [0, wi] es N-compacto,z“ asi'que si Ch! ([0,4), 2) fuera home---
omorfo a Cp([0,un], 2), por el corolario anterior [0,w)) seria N-compacto,- lo cual
es falso pues, como [0,wn] es la Gs-cerradura de [0 w1) en b‘z[O w:) = [0 wI],
Onf0,wn) = F2{0,w1) = [0,w1] # [0, w1) ! ’ e

LEMA 4.76. Supongarmos que IndX = 0 (recuerdest, la pmposwzon 1. 72) En-v
tonces toda funcion r-continua f : X — 2 es estrictamente.7- contznua g : :

DEMOSTRACION. Sea f: X — 2 una funcién 7T-continua. Probaremoa que f
es estrictamente 7-continua: S
Sea A un subconjunto de X de cardinalidad menor o igual que T
Si denotamos con A a la cerradura de A en X, probaremos a éontxnu
fla: A—— 2 esé- -continua, para toda § < 7:
Supongamos que 3 C Ay |B| < 6. Entonces BC X.y lBl <7 Como f X —2
una funcién r-continua, flzl, = flp: B — 2 es contmua..V Esto prueba que f|z

24 porque cs cero-dimensional y de Lindelsf (ver toorema 3.11 de [2J])
25Ver ol teoremu 2.8 de (23]

— TESS CON
FALLA DE ORIGEN




5. PROPIEDADES k&, DE FRECHET-URYSOHN 'Y SECUENCIONALIDAD, 111

es §-continua., ;. :
En partxcula.r, Slaesmn-

[mm)

COROLARIO 4.79. Si IndX = 0 =Indy’
2to(X) = 2t9(Y). En pocas palabras, en el
a cerov, 2ty es ta-invariante.

Cp(Y, 2), entonces
ios con Ind igual

El corolario 4.77 y el corolario 4.73, responden: parcialmente a la pregunta:
iPara qué espacios Y se tiene que 2t5(Y) = 2t (Y-)? El corolario 4.73 responde
que para espacios Y del tipo C,(X, 2), cuando lndX' = (; cl corolario 4.77 anade
los espacios Y tales que IndY = 0. :

5. La propiedad de Fréchet—Urysohn, la secuencionalidad y
la propiedad & en Cp(X,2) y Cpn(X,Z).
DEFINICION 4.80. Sea X un espacio topoldgico. Diremnos que X es:

(1) Secuencial si para cada subconjunto A no cerrado en X, hay una sucesion
en A que converge a algiin punto en X \ A.

(2) k-espacio si es de Hausdorf] y si resulta cerrado en X todo conjunto cuya
interseccion con cada compacto KK C X es cerrado en K.

(3) Fréchet-Urysohn si para cada A C X yx € X, © € clx A si y sdlo si
eriste una sucesion en A que converge a .

OBSERVACION 4.81. Todo espacio Fréchet-Urysohn es secuencial y todo espa-
cio secuencial y de Hausdorff es k-espacio (ver seccién 113 de [9]).

DiEFINICION 4.82 (11.3 de [9]). Sea X un conjunto:

(1) Una w-cubierta de X es una familia A de subconjuntos de X tal que, para
cada conjunto finito K € X, existe U € A tal que K C U.

(2) 5i A, y Az son w-cubiertas de X, diremos que A, estia inscrita en Ay si
pare cada U € A, existe V € As tal que U © V. La proposicion “A, estd
tnscrita en Az ” se denotard por A, > Aa.

(38) Sig€ ={An: n € N} es una farnilia de subconjuntos de X, el conjunto B =
Unen(Nizn Ai) se llama limite inferior de la sucesién £. La proposicion
“B es el limite inferior de la sucesion €” se denotard por B = lim inf €, o
porlimminf {A, : n € N} o simplemente por A, —» 3.

OBSERVACION 4.83. 2% Sea X un conjunto:

26Ver seccién 11.3 de [9)
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(1) .Si C., .es la familia de w-cubiertas de X y > es la relacién en C,, definida
arriba, entonces (C,,, >) es un conjunto dlngldo. S
En efecto, > es reflexiva y transitiva en C. .y, si Ay .Ag son w-cubiertas
de X, la familia A = {hiNU2: U, € Ay yUz € A } es w-cublerta de X,
A >.A1 y A> Aj. ¥

(2).8i £ = {A, : n € N} es una sucesién de subcon_luntos de X v B =liminf &,

entonces £ € B <> dnp € N;Vn = ngo: ' € A,.

(3). Si £ es una sucesién de subconjuntos de X y X
w-cubierta de X. :

(4). Si A cs una familia finita de subconjuntos de X, entonces .A es w-cublerta.
de X si y sélo si existe A € A talque X = A. R,

tzn:, zn.f 6, entoncw E es

NO'TACIONES:
(1) Si P es una propiedad topolégica y X es un mpnmo t:opolo;,nco, la proposicién
- “X tiene la propiedad P” se denotara por X + P.

(2) Denotaremos por «y a la propiedad siguiente: Para todn w-cubxerta abxerta
77 de X, existe una sucesién £ € 7 tal que litn inf £ = X. :

(3) Denotaremos por 71 a la propiedad siguiente: Para toda sucesién'{n::n €
N} de w-cubiertas abijertas de X y para toda n € N, cxiste U,- € nn tal que
liminf {Un, :n € N} = X.

(4) Denotaremos por ¢ a la propiedad siguiente: Para toda w—cublerta n de -
X, si 7 = {J,en n» donde 73, € 7,41 para cada n € N, existe. una familia
£ = {Xn : n € N} tal que para toda n € N 73, es una w—cublerta de ' X,,y
litninf £ = X.

(5) Denotaremos por € a la propiedad siguiente: Toda cubierta abicrta de X
tienc una “w-subcubierta” numerable. '

PRrOPOSICION 4.84 (11.3.3 y 11.3.4 de [9]). Sea X un espacio t.opoldqzco. En-
tonces:
(1) Xty = Xy,
(2) Xy —> X+-¢pyXre.
(3) Si X - ¢, entonces:
(a) Si f: X — Y es continua y ﬁtpnt.yectzva, Y + ¢
(b) 8% Z es cerrado en X, Zt+ ¢.” -

TEOREMA 4.85. Secan E un espacio de 11a1mdor_tf core s de un punto . X
un espacio cero-dimensional. Entonces, si G,,(X b) es I"r'ec/u'! Urysoh.n, Xy

DizMOST'RACION. Sea 77 una w-cubierta abierta de X. Sean eg y e1 dos puntos
distintos de Ey A= {f € Cp(X, E) : cix f—(E\ {eo}) & U, para algiin U E n}-.

Probaremos que e1 € cle,(x.5)A-

Sea W = (e1; Z1,... ,&n; L1,...,Ln) una vecindad canénica de e en Cp(X, E).
Cormo 77 es w-cubierta de X, existe U € 7 tal que {z1,... ;=a} € U; pero, dado que
X es cero-dimensional, existe un cerrabierto V' de X tal que {1‘1, ceey :rn} c V cyu.

Sea f: X — FE tal que:
o eo‘si:ﬁgv
f(:r:)—{m sim e V.

Entonces [ es continua, f~(£\{eo}) =V C U y paratoda j € [n], f(x;) = e1 € L;,
es decir, f € W. Por ende, f € W N A. Asi que efectivamente e, € clox.eyA.
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Ahora, por ser Cp(X, E) Fréchet—Urysohn, existe una sucesnén (fndnen € A
que converge a [ ‘en C,,(X By

Para cada n € N, si f,, € A entonces existe U, € 77 tal que fi (E\ {eo}) C Up,.

Veamos que si £ = {U, :. 2 € N}, entonces £ — X: Sea x € X, y sca L una
vecindad de e, que no contenga a ¢o. Como @ = (e1; x; L) es una vecindad de
e1 en Cp(X, E), existe no € N tal que, para cada n = ng, fn € Q, con lo cual
x & f;7(E\ {eo}) € U,. Por consiguiente, X = litninf & y X l— . (]

Antes de dar el siguiente teorema, recordemos que un espacio topolégico X es
homogéneo, si para cualesquiera dos elementos o y 37 de' X, existe un homeomor-
fismo h : X — X tal que h(xz) = y. No es dificil corroborar cada una:de-los
siguientes hechos:

e El producto topolégico de cualquier familia de espacios homogeneos es tambxen

un espacio homogénco. :
e Si E es un espacio homogéneo y X es cualquier espacio bopolognco, vcntonces
Cp(X, £) es un espacio homogéneo.

e Todo grupo topolégico es un espacio homogéneo (ver corolario 1. 4 en [63])

® Si X es un espacio homogéneo, entonces X es Fréchet-Urysohn si y sélo si
hay al menos un elemento o € X tal que para toda A C X, si'zo E‘ cle :
entonces existe una sucesién en A que converge a T (un elemento con’ésta
propicdad sc llama punto Fréchet-Urysohn de X). : .

TEOREMA A.86G. Sea F un espacio homogéneo, primmero numerable 1/ reqular.‘,
Entonces, pama todo cspacio X se tiene:

X - y1 == (Cp(X, E))N¢ es Fréchet—Urysohn.

DEMOSTRACION. Como sabemos, (Cp(X, £))%° es homcomorfo a Cp(X, EXe).
Sean cg € E¥ y B = {O, : n € N} una base local numerable de ¢o en E®° tal que
clprgOnga © Oy, para todan € N (£%0 es también regular y primero numerable?7).

mo £ es homogéneo, Cp(X, £)¥° también lo es, asi que basta probar que
existe h € Cp(X, E)® tal que h es un punto Fréchet—Urysohn de Cph(X, ENo).

Sea h = ¢o. Recordemos que la familia de conjuntos de la forma (h; K; O,) =
{f € Cp(X, E"“) J(K) € On}, donden € Ny K es un subconjunto finito de X, es
una base local de & en Cp (X, EY0). Sea A € Cp(X, E®°) talque h € cleyx,g%0)\ A
Para toda n € N sea §,, = {f7(0,) : f € A}. Entonces, para cada n € N, 7,
cs una w-cubierta de X pues si K € X es finito, como h € Clt,,,(x £%0)) existe
J e (h' K; On) M Ay por lo tanto, K © f(0O,), asi que {¥, : n € N} es una
sucesién dc w-cubiertas de X. Como X F ~;, para cada n € N exxstc fn € Ay,si

= {fi7 (O,) : n € N}, entonces litn inf € = X. ’

Mostremos que {f, : n € M} converge a h en Cp(X, E™): Seann €N, K C X
finitoy V = (h; K; O,). Como £ — X, para toda =z € K existe n(x) € N tal que, )
si k 2 n(x), x € fi(Ok)- Sim = mar{n(x) : x € K} entonces, para toda'k'> m,
K S fi(Ok). Sik =1, donde I = maxz{rn,n}, se ticne que K € fi~(Ok), lo que"
implica que fi € Ox © O; C O,, ¥y por consiguiente, fir € V.

Hemos probado que para toda k& = I, fi € V, lo cual implica que (fn)nen.
converge a h en Cp(X, ENe).

27Ver 2.3.14 de [24}
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Como todo subespacio cerrado de un espacio Fréchet-Urysohn es también Fréchet-
Urysohn, y como C,,(X E) es cerrado en Cp(X, E)¥e, obtenemos el siguiente coro-""
lano. S o :

COROLARIO 4. 87VS: E es un espacza homogéneo, Ts, con mds: dP un punwvv .

v prunero—nuﬂwmble, v si- X es cero. di ional, son eq
propiedades: E
(a) Cp(X, b) es l"rechel,—Urg/vohn.
(b) X t-.
(¢) X t+m.
(d). (Cn(X, E))R

‘Le't—Ui‘_ysohn. R
COROI ARIO 4.8 P(ii‘a._ toda espacio cero-dimensional X, X 4=»X Fyl

Dlzmoq I‘I’U\CléN >'d 'yl s Cp(X,2) cs Fréchet-Urysohn <=> X |- «. (]

La equwa.lencxa X /vy <> X I -y es demostrada por Arkhangelskii en 11.3.2
de [8], en donde prueba las equivalencias de (a), (b), (¢) ¥ (d) de 4.87 cuando E = R
vy X es de Tychonoff. Con ayuda de este teorema, podemos afirmar:

- COROLARIO 4.89. S5i E es un espacio hornogenao, T35, con mds de un punto
- y primero numernble, y si X es cero-di !, son eq l
propiedades:

(a) X 7.

(b) X F .

(€) Cp(X) es Fréchet—Urysohn.

(d) Cp(X, E) es Fréchet—-Urysohn.

(e) Cp(X,RM0) es Fréchet-Urysohn.

(£) Cp(X, E®®) es Fréchet—Urysohn.

tes las siguientes

9

LEMA 4.90. Si X es cero-dimensional y Cp(X,Z) es un k- cspaczo, c‘ntoncﬂv
X+ ¢, ,

DisMOSTRACION. Supongamos que Cp(X,Z) es un k-espacio pero X ¥ ¢.-Hay
entonces una w-cubierta abijerta n = Unenn de X, en la que 1, . € 7,41, para toda
. € N y que refuta el hecho de que X + ¢.

Paracadan € N,sean X(f <n) = {z € X : f(x) <n} yAn ={fe C,.,(;\ Z)
X (f < n) es w-cubierto por la familia 7, }.

Sea A = |J,,en An- Por un lado, para cada n € N, A,, es cerrado en Cp(X,Z)
ya que si f € C,(X,Z) \ A,, entonces X (f < n) no es w-cubierto por 7),, por lo
que existe un subconjunto finito, F', de X (f < n) tal que ningin elemento de 7,
contienc a F. Sea U = {z € Z:z < n}. U cs abiertoen Zy W = (f; F; U).es
una vecindad canénica de f en Cp(X,Z). Ademis W C Cp(X,Z) \ Ay, pues dada
g €W, FFC X(g <n) y ningin elemento de 7,, contiene a F. .

Para llegar a una contradiccién probaremos que existe n € N tal que A,, no es .
cerrado en C,(X,Z): Sea fo = (. Entonces fp € clc,(x'z)A\ A. Veamos el porqué:
Sea V = (fo; T1,-.. ,Tn; {0}) una vecindad canénica de fq en Cp,(X,Z). Como njes.
w-cubierta de X, existen no € Ny U € 7),, tales que {z1,... ,mn} € Uy, dado que
X ecs cero-dimensional, existe un cerrabierto L en X tal que {&y,... ,2,} € L S U.
Si f: X —+ Zecstal que flr, =0y fix\rL = no, entonces L = X(f <ng) S U €
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TIno» €S decir, 7n, s una w-cubierta de X (f < no) y eso implica que f. € A,,, . A.
Ademéds f e V. Asi, fEVNAy VNA#Q. Por ende, fo €cle, (x,2)A-"

Ahora veamos que fo € A. Si fo € A, existiria no € N tal-que fo € ' An, ¥
X = X (fo < no) estaria w-cubierto por la familia 7,, y por lo tan;o, por la familia
Tin, Para cada n = no. Escogiendo X, € n, sin < no y X, = X:si n = no, lo
anterior implicaria que para cada n € N, 7, es w-cubierta de X,, ¥y que X, —» X,
lo cual contradiria la suposicién inicial acerca de 7;.

Entonces A no cs cerrado en Cp(X,Z) y como éste es k-espacio por hipétesis,
existe un compacto C C Cp,(X, Z) tal que C N A no es cerrado en C. Si para cada
x € X, 7y : ZX — Z es la x-ésima proyeccién natural, entonces . (C) es finito en
Z, por lo que existe n(x) € N tal que para toda f € C, f(x) = n=(f) < n(x). Para
cadan € N, sea X,, = {z € X : n(x) < n}. Entonces X = | J,cn Xn y para cada
n € N, X,, € X,41, asi que para toda = € X existe ng € N tal que x € X,,, lo que
implica que X,, — X. Como 7 refuta el que X I ¢, existe 1n € N tal que ninguna
7% es w-cubierta de X,,,. Con esto podemos ver que sin > mn, C N A,, = 0, ya que
si f € A, con n > m, X(f < n) estd w-cubierto por 7,. Pero 1, no es w-cubierta
de X,,, por lo cual existe un subconjunto finito S de X,, que no esti contenido en
ningiin elemento de 7,. Como X (f < n) si estd w-cubierto por 7., S € X (f < n).
Entonces existirla r € S\ X(f < n) € X,, \ X(J < n), con lo que se tienc que
n(xr) < m < n < f(x) y con ello, que f & C. entonces, en efecto, C N A,, = @, para
cada nn > mn.

Finalmente, CNA = CN(Unen)An = Unen(C N An) = Urcm (C N Ag).

Ya sabemos que para toda k < m, Ax es cerrado en Cp(X, Z), entonces C M A es
cerrado en C, para cada k£ < m y con ello CN A es cerrado en C, lo cual contradice
la definicién de C. Por consiguicnte existe & < rn tal que Ax no es cerrado en
Cp(X, Z), y llegamos a la contradiccién buscada. o

TEOREMA 4.91. Si Cn(X,2) es un k-espacio y X es cero-ditnensional, en-
tonces X F g.

D1EMOSTRACION. Como Cp(X, Z) es k-espacio y X cs cero-dimensional, por ¢l
lema anterior X F ¢.

Supongamos que X ¥ . Existe, por tanto una w-cubierta abxcrta. de ,\ 7D sin
w-cubiertas numerables.

Sea A = {f &€ Cp(X,Z) : f(X) C {0,1} y Z(f) = f(0) puede ser
w-cubierto por una subfamilia numerable de 7}.

Veamos que A no es cerrado en Cp{X,Z): Si fo = 0 entonces f; ¢ A porque
Z(fo) = X y X no puede ser w-cubierto por una subfamilia de 7, segin supusimos.
Pero fo € clc,(x,z)A, pues si W = (fo; xi1,... ,Zn; {0}) es una vecindad local
candnica de fo en Cp(X,Z), como 7 es w-cubierta de X, existe U € 7 tal que
{z1,... ,zn} € U y, como X es cero~dimensional, existe un cerrabierto V de X tal
que {x1,... ,9»} € V € U. Entonces la funcién f : X —— Z tal que fjy =0y
Sflx\v = 1 es continua y tal que Z(f) = V C U y por ende puede ser w-cubierta
por {U} € 7, con lo que f € A. Ademds [({xl,... y*n}) = {0} ¥ por lo tanto
S €W. Poreso WNAZ0O.

Asi pues, fo € ¢le,(x,z)71 Y A no es cerrado en Cp(X,2Z). Sin embargo, como
veremos a contmuaclon, la cerradura en Cy (X, Z) de todo subconjunto numerable
de A estd en A. Sean B € A, con |B| <'Ro, ¥ g € cle,(x.z)/3. Notemos que
g(X) € {0,1} va que si =z € X, W; (g; = {g(z)}) es una vecindad local

TESIS CON |
FALLA DE U‘\J.‘J.Eal;}




116 4. FUNCIONES CARDINALES EN Cp(X, E)

canénica de g en Cp(X,Z) y por consiguiente existe f € W1 N3 & A. Por lo
tanto, g(x) = f(z) € {0,1}. Ahora veamos que Z(g) puede ser w-cubierto por una
subfamilia numerable de 7: Para cada f € B existe iy C 77 numerable, tal que 7y es
w-cubierta de Z(f). Sea no = Usep 777- Entonces 7o es una w-cubierta numerable
de Z(f). Veremos que también lo es de g. Sea F & Z(g) finito. Se tiene que
Wa = {g; F; {0}) es una vecindad local canénica de g en C(X,Z) y por lo tanto
existe f € BNWa. Pero f € Wo = F C Z(f)y f € B==- Z([f) estd w-cubierto
por no. Asique f € BNWz = 3U € 10 : &£ € U. Esto demucstra que Z(g) estd
w-cubierto por 70 ¥y que g € A.

Como Cp(X,Z) es k-espacio, existe un compacto C C Cp(X,Z) talque CN A
no cs cerrado en C. Sean g € cle, (xz)(CMN A\ A Y S = Z(g).

Notemos que g(X) € {0,1} v que S es cerrabierto en X. Como g ¢ A4, §
no puede ser w-cubierto por ninguna subfamilia numerabie de 7). Notar también
que C M A es numerablemente compacto, ya que si H es numerabley H CCN A,
entonces cle H = cle,(x,zyH NC S ANC, porque la cerradura de todo numerable
en A estd en A. Por 3.10.3 de {24], AN C es numerablemente compacto.

Construiremos, por induccién transfinita, una sucesién {(fe¢, 7e, Feqr) : € <
wy } tal que:

(i) fe € CN A, ne € 1 es numerable, Fg4) es un subconjunto finito de S.

(ii) Si& < &2 < wi, 77, S 7ga-

(iii) 7)¢ es una w-cubierta de Z(f¢) pero no de F5+1.

(iv) Si& + 1 < & < w) entonces Fg, 41 € Z(fe,)- .
Sean fo € CM A, arbitraria y 70 € 17 una w-cubierta numerablc de Z(fo) Como 170 -
no es w-cubierta de S, hay un subconjunto finito, 1, de § tal que nin, o
de 7o contiene a Fi. Sea o < w) y sea (fg, ne, Fe41) construndo para cada’g/< o
Consideremos dos casos:

Caso 1) « es ordinal limite:
Como cof(a) = w, existe una sucesién (£,)neN C o tal quc

Jo un punto limite de (f¢,, Jnen en Cp(X,Z). Como CnA es numcrablement:e
compacto, fo € C N A. : R .

7o = Ug< o ¢ €S una subfamilia numerable de n.

ea Fny1 un subconjunto finito de § que no esta contenido en nmgun

clemento de 77o. Notemos que 7, es una w-cubierta de. Z(fa): Si'F C
Z(fa) es finito, entonces W = (f,; F; {0}) es una vecindad local canénica

de fo en Cp(X,Z) y como [, es punto limite de (f¢,)neN, existe n € -N.

tal que fg, € W. Por lo tanto, £ C Z(f¢,).- Dado que &, < o, 7e.,

es una w-cubierta de Z(fe,), asi que existe U © 7¢,, S 7a tal que F. C
U. Se cumple entonces (iii) para € = a. Supongamos que & +1 < a. °
Como « es limite, & + 1 < a. Sea Fi 4y = {z1,-..,Tn}; entonces V.=
{fai T1,--+ +Zns {falx1)}h ..., {fa(xn)}) es una vecindad canémca de; fc,
cn Cp(X,2Z). Por lo tanto existe &, > & + 1 tal que fg, € V.

Por hipétesis de induccién, Fg, 41 € Z(fe,)- Por lo tanto, para toda j e [n], :
Sa(z;) = fe . (x;) = 0, es dectr, Fey+1 © Z(fa)- Se cumplen entonces (l),

(ii), (iii) 3 (iv) para £ = .
Caso 2) Supongamos que a = /3 + 1.
Aﬁrxnauon. 8i M € S es numnerable, existe f € C M A que se hace cero en A/l.

En efecto, sea Al = {z, :n € N} € 5. Como g € c[cp(x,z)(Cﬁ A),
para cadan € N existe f,, € CNAtal que f, se hace cero en el conjunto
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{xx : kK < n}. En efecto, al ser (g; =1,...,Tn; {0}) vecindad de g en
Cp (X, Z), existe [, € WNCNA
Sea f un punto limite arbitrario de (fu)Jnenen CN A. Six,, € M,
entonces, para toda m > n, fm(r,) = 0 y por consiguiente, f(x,) =
Litrin—oo fr (xn) = 0. Esto prueba la afirmacién.
Como Uecp Fe+1 © S y €3 numerable, por la afirmacién anterior, existe
fa € C M A que se hace cero en | Jecy Fe+1- Como fo € A, Z(fa) puede
ser w-cubierto por una subfamilia numerable, 7,, de n (si no, escogemos
Tla Ung). Pero $ no esti w-cubierto por 7., asi que existe Fi,;.1 € § finito,
que no estd contenido en ningiin elemento de 75,. Entonces:
(i) fa € CN A, 172 S 77 €s numerable, Fn 4.1 € S es finito. -
(ii) Si £ < a entonces £ < 3 y, por hipétesis de induccién 7 S ﬂn. o
(iii) 7}a €8 w-cubierta de Z(f.) pero no de Fuq1. L Fl
(iv) Para ver esta parte, supongamos que £y +1 < & < wy. Sl .Eo = a,
hipétesis de induccién, Fg, 1 € Z(fe,).
Si &2 = @+ 1, entonces & < By fa se hace cero en: F€|+l- Por lo
tanto, Fe,+1 < Z(feq)- Lk
Aqui termina la construccién de la sucesién pedida. Para toda E < Wi, sea Zg
Z(fe)- RRGY S
oNothueVa,/jew;.Fa+1CAp<=va+1<ﬂ .
En efecto, si Fi,41 © Zg, cntonces 75. cs w-cubierta de Zﬂ Y, porlo tanto de
Foq1. Como 73, no es w-cubierta de Fa4.1, entonces 73 € na ¥ por lo tanco,
o < 3, es decir, o + 1 < 6.
Por otro lado, si a + 1 < 3, se tiene, por el inciso (@iv), que F,_,_H < Ap.
Mostraremos que {Fg4.1 : £ < w) } satisface la siguiente condicién:

+ Para todo subconjunto finito, K, de X, existe un subconjunto’ abxerto, G,

en X tal que [{€ <w; : Fzge1 CGH <Roy K CG.

Sea A un punto de acumulacién completa en C de la familia {fg : £ < w1}.
Notar que 7" = Z(h) NS es cerrabierto en X, pues S y Z(h) lo son. Notar también
que Ugcw, Fe+1 € T, ya que si & < wh y Fe 1 = {a:ly,... ,¥n}, poniendo W =
(h; 21,. .. ,Tn; {h(xz1)}, ..., {h(zy)}), como h es punto de acumnulacién completa
de (fe)ecw:y existe f2 < wy tal que & > & + 1 y fe; € W. Por la propiedad
(iv), Fr+1 € Z(f¢2), asi que para toda i € [n], A(xi) = fe,(xz¢) = 0. Por eso
£ey41 © Z(h), y como V€ < wy : Fegpr © S, se tiene que (Je ., Fer1 © 7. Si
logrisemos demostrar que: :

*+ Para todo subconjunto finito, F, de T', existe un subconjunto abierto, H, de

T talque FC Hy |[{{ <wi: Fee1 € H} < Ro,
entonces tendriamos *: En efecto, sea K € X finito. Por x*, existe un abierto K
enZtal que |{€ <w) 1 £ CHY |[<Roy F=KNTCH.Sea G=HUX\T.
Como T es cerrabierto en X, G es abierto en X 'y K C G. Dado que para cada
E <wr, Fg ST, setiene queVE < w) : Fepl © G <= Fefi ST GNT = H. De
aquique [{£ < w) : 41 € G} = |{€ <w) : Feyp1 © H}| < WRo. Entonces se cumple
>, ‘ B

Sea K C T finito, y sea V = (h; K; {0}). Como h estd en la cerradura de
{/e : € <wi} en C, existe fn € VNC y, porlo tanto, K C Z,.

Sea ax = min{a:a <w y K C Za}. Veamos que ax no puede ser ordinal
limite: Supongamos que lo es. Entonces existe una sucesién (En)nen en o tal que
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&n —> ay.. Como en este caso faK es punto limite de (fe,.Jnen (Por la construccién
en el caso 1)) Yy L = (fa,; K; {0}) es vecindad de fo,, existe ng € N tal que
Jen, € L, con &ny < ax y K C Zg, - Esto es una contradiccion, lo que prueba que,
a -no es ordinal limite.

Apoyados en estas observaciones, demostraremos **. Sea £ C 7' finito. Pon-
gamos Ko = F. Si ax, = 0, sea G = Z(fo). Entonces G es abierto, Ko € G y
{€ < wy : Feq1 © G} = 0 < Rg. Supongamos ahora que ark, # 0. Entonces existe
Bro < wy tal que ay, = Bk, + 1. Sea £ = Bx,. Entonces aye, = &o + 1.

Dado que &g + 1 es el minimo ordinal menor o igual que w,; tal que Ko S Zgo+1,
entonces Ko € Zg, y sea K1 = Ko N Zg,- Notemos que Ky # Kop. Si ax, = 0,
detenemos el proceso. Si ayx, # 0, existe By, < w) tal que ay, = Bk, + 1. Sea
&1 = Pk,. Entonces Ky C Z¢,+1 pero Ky Z Zg,. Sea K2 = K1 N Zg,. Se tiene que
Ky, C K\, pero Ko # K). Si akx, = 0, detecnemos el proceso. Si ax, 7 0, existe
Br, < wn tal que ax, = Bk, + 1 y llamamos & a fBk,, com lo que K2 € Zg,, etc.,
etc.. Como los conjuntos Ko, K1,... Que se van obteniendo son finitos, el proceso
termina en algiin momento. De hecho, el proceso termina cuando: -

e tenemos una cadena Ko D K) D ... D K, 22 y K, =0,.

o bien:

ee tenemos una cadena Ko D K; D ... D K, y ag, = 0, es decir, K,, € Zo.

En ambos casos, para cada k < n, sea:

Gr = (Zegu+1 \ Ze) N ([ ) Ze,+1)
<k

Como cada Z¢, cs cerrabierto en X, Gk ¢s abiertoen X y G = Ugen Gk ©8
abierto en X. Supongamos primero que se cumple el caso ®. Sea = € FF = Ko, y sea
i=max{j € [n] : x € K;}. Entonces = € K;, para cada j < iy o € Kit+1. Como
para cada k € [n], & + 1 = ax es el mninimo ordinal tal que Ki € Zg, 4.1, se tiene
que z € Gx = (Zg,+1 \ Zeg,) N (MNj<i Ze;+1) = Gi € G. Se ve entonces que F C G.
Sea ahora £ < w); tal que £ # &; para cada i < n. Cada vez que £ < §; se tiene que
Fep1 © Ze,, por la propiedad (iv) de nuestra familia {(fe, 7¢, Fe + 1) : € < an}
¥y, como G; € X \ Zg,, resulta que Feyy N G; = @. Entonces, para cada i < n,
£ < & = Fegyq NGy = U y por consiguiente, Feypy MG = . kn particular,
Fepr € G, y si & > & para alguna i < n, sea ko el menor natural tal que &, < &.
Entonces, para cada k < ko, £ << & ¥, por la observacion de arriba, Fepy NG = 0.
Asi, Fep1 NlUJgere G = ©. Por otro lado, por la definicién de cada G, si & = ko,
entonces Gx € Zg, ., ¥ por cnde, Uk>k° Gy © Zeg+1- Ademas, como &, < &,
se tiene que &, + 1 < £ -+ 1, es decir, no se tiene que §xo +1 > £+ 1 y por lo
tanto tampoco se tiene que Feyy & Zg, +1, por la propiedad o. Por consiguiente,
L1 € Unsizre Gr ¥ como Fein 0O Ugcp, Ge = 8, %41 no estd contenido en G.
Entonces | {£ < w1 @ Fep1 © G} |< Ro.- .

Ahora supongamos que se¢ cumple ee. Si ponemos Z_1 = O, Kpnyy1 = 0y’
construimos los conjuntos Gy para la cadena Kg D K1 D ... D Kny1 = 0, este caso
se reduce al caso e.

Hemos demostrado entonces ** y por lo tanto *.

Pongameos ahora, para cadan € N, A, = {G@ € X : ( es abierto ean X'y I{E <
w1 Fg © G} < n} y A = U,enAn- Por la propiedad =, A es w-cubierta de X -
Y An € Apy1- Por el lema anterior, X - ¢ y por consxgulente, existe una familia

2B Aqui os do el simbolo D para indicar que se cumple 2 pero no ls igualdad.
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5. PROPIEDADES &, DE FRECHET-URYSOHN Y SECUENCIONALIDAD. 119

& = {Xn . : n €N} tal que A\, esw-cubiertade X,,, paracadan € Ny liminf £ = X.
Como A, w-cubre a X,, cada X, contiene a lo mas n conjuntos F¢,,. En efecto,
si Fg,41y..+ 5 Fg,,,+1 estuvieran contenidos en X, UjE[vl+l] Fg,+1 es subconjunto
finito de X, por lo cual existe G € A,, tal que UjE['H-l] Fe,+1 © G. Pero G puede
contener a lo mis n conjuntos Fg, asi que Fg, 1 = Fg, 41 para algunas i, j € [rn+1).
Como lin inf € = X, X = |J,en Xn. Por lo anterior la familia {F¢ : £ < w,} seria
numerable, lo cual es una contradiccién, pues nuestra construccién de esta familia
muestra que si £1 7% &2, con &, £ < w), entonces Fg, % Fg,. O

COROLARIO 4.92. Si X es cero-di stonial, son equivalentes:
(a) Cp(X,Z) es k-espacio.

(b) Cp(X,Z) es secuencial.

(c) Cp(X,Z) es #richet—Urysohn.

DEMOSTRACION. Por 4.81, (c)==>(b)===(a).
Por 4.90 y 4.91, (a)=> X ¢ y X I &, pero esto implica, por 4.84 (2), que X F ~
¥y csto a su vez implica que Cp(X, Z) es Fréchet—Urysohn (por 4.87). O
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CAPITULO 5

Propiedades tipo compacidad

En este capitulo discutiremos las propiedades topoldgicas que un espacio X
debe satisfacer para que Cn(X,2) o C,(X,Z) posean propicdades tipo compaci-
dad, como la compacidad numerable, la seudocompacidad, la o-compacidad, la
o-compacidad numerable, la o-seudocompacidad y la compacidad misma. Como
en los capitulos anteriores, trataremos de apoyarnos en resultados conocidos acerca
de cstas propie-dades en Cp(X) y en Cp(X,I). Sin embargo, aqui mostraremos
que algunos de dichos resultados no se pueden trasladar completamente a los que
serian sus andlogos para Cp,(X,Z) y Cp(X,2). Esto tiene su lado positivo porque
nos revela a Cp,(X,2) y Cp(X,2) como espacios no tan simples que sus propiedades
sean siempre “copias” dc lo que sucede en Cp(X) y cn Cph(X, I). Por supuesto,
no dejardidn de aparecer situaciones compartidas por éstos y aquéllos espacios. A
continuacién damos dos cjemplos:

Como consecuencia inmediata del corolario 2.36 (2), Cp(X) ¥y Cp(X, Z) no son
numerablemente compactos (y por lo tanto no son compactos). Estos espacios tam-
poco son seudocompactos; en efecto, si £ € {Z, R}, basta observar que la funcién
evaluacién en Cp(X, E), es decir, la funcién e, : Cp(X, £) — E definida por
ex(f) = f(x),' no es una funcién acotada.

Para espacios del tipo C, (X) con X de Tychonoff, hay un interesante resultado
que identifica en ellos a la o-compacidad con la o-compacidad numerable y que
muestra que estas propiedades son poscidas por esos espacios, si y sélo si- X-cs
finito:

TroreMA 5.1 (Velichko, Tkachuk-Shakhmatov 2). $i X es un espaczo de qy-
chonoff, las siguientes proposiciones son equivalentes:

(a) X es finito.
(b) Cp(X) es o-comnpacto.

() Cp(X) es o-numerablemente compacto.

Como veremos en el ejemplo 5.10, si X, es cl espacio de ordinales w + 1 (es
decir, la compactacién de Alexandroff de w), X, no es discreto (aunque si es cero-
dimensional), pero C,(X1,Z) es o-compacto, asi que la o-compacidad de los espa-
cios Cp(X, Z) no es equivalente al hecho de que X sea discreto. En la seccién 4 de
este capitulo, caracterizaremos la o-compacidad en los espacios C,,(X,Z), cuando X
es cero-dimensional, y demostraremos que si ademis X es normal, la o-compacidad,
la o-compacidad numerable y la o-seudocompacidad, son propiedades equivalentes
en Ch(X,Z).

! Ver lu definicién 2.39
2(u)+=> (b) fue probado por Velichko en [68], v (c)<=> (a) por Thkachuk y Shukhmatov en

[64]
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122 5. PROPIEDADES T1T1PO COMPACIDAD

.. Antes, abordemos un problema madis simple:: caracterizar la onpapidad en
Cp(X, 2). ’ : .

1. Compacidad en C,(X, 2)

El siguiente es un conocido resultado que da condxcnoncs equxva.lentes a la com-
pacidad de Cp(X, ). S
TEOREMA 5.2 (Tka(.huk-Shakhmawv [64]). S X es in. paci “de Tyt off,
las siguienties proposiciones son equivalentes: "
(a) X es discreto
(b) Cp(X,1) es compacto.
(c) Cp(X,I) es o-compacto.
(d) C;(X) es g-compacto.

Si X es un espacio cero—dxmenslonal (,,.(X 2) es denso en 2x, como’ de-

mostramos en 2.23. Con-ayuda de' este: :hecho podemos obtener facilmente una ;-

caracterizacion de la compacndad en C,,(X 2) analoga. ala cqulva.lencxa entre (a) y
(b) del teorema anterior. : . -

ProprosICION 5.3, 5% X es cero- dz1ne1monal Cp(X,2) es co‘rnpacto .31 v (mlo
st X es discreto. . . - s

Trataremos de generalizar este resultado a espacios que no necesarimnéhte son
cero-dimensionales. Para ello usaremos ¢l siguiente lema, fdcil de demostrar:

L.EMA 5.4. Si E es discreto, toda funcion conlin.ua fi: X — E es constante
en toda casi-componente de X. 3

OBSERVACION 5.5. Sea X un espacio cualquicra. Para cada elemento x de X
denotaremos por Qr a la casi-componente de x en X. La relacién = definida en X
por

TRy > Qz = Qy,
es de cquivalencia. Sean X/~ el conjunto de clases de equivalencia y g : X —
X/~ la funcién candnica, aquélla que a cada elemento de z le asocia su clase de
cquivalencia Q.. Daremos a X/~ una topologia ¢ que lo convierta en un espacio
topolégico cero-dimensional y de Hausdorff tal que ¢ : X — (X/x, () sea continua
v Cp(X, F) = Cpn({X/~,€), para todo espacio E discreto con mds de un elemento
(para un espacio tal, 1.33 muestra que R(E) = R(2)):

Sea B = {3 € X/= : q"~(I3) es cerrabierto en X }. B resulta ser base de una
topologia ¢ sobre X. Ademsds todos los elementos de B resultan cerrabiertos en
X = (X/~,0)-

Sea F un espacio discreto con mds de un elemento. Para demostrar que
X € R(B)(= 1(2)), veremos que X es un espacio T3: Sean g(z) y q(y) elementos
distintos en X. Por consiguiente = & Q. ¥y & Qz, asi que existen cerrabiertos U

yvVenXtalesquez € U\VyyeV\U. U=qg (qU))*y V=g (qg(V)). Por ~

ende, q(U) y g(V) son elementos de B, q(z) € q(U) \ q(V) ¥ q(y) € q(V)\qU).
Por lo tanto X es Ty. . T

38i X es un cspucio topoldgico y = € X, la cnsn—componenta do @ an X es lu interseccidn
de todos los subconjuntos cerraubiertos de X que contienen al punto = (ver [24], pag. 356).

Yz € g (q(U)) = q(2) € qU) == Bw € U : q(2) = q(w)) =2 E€Quw S U, pues U es un
cerrubierto que contiene w.
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1. COMPACIDAD EN Cp(X,2) 123

Esclaroque g : X — X es continua. Notemos ademss que ¢ es un méximo de
T = {7, topologia de X/w : q: X — (X/a,T) €s continua y (X/«~,7) € R(£)},
ya que si 0 € 7 y B, es una base de cerrabiertos de (X/a,0), como g : X —
(X/=s,0) €s continua, para toda 3 € B, ¢~ (B) es cerrabierto en X, con lo que
BeBeB. Asi,B,CByoccC¢.

Usando el lema 5.4, no es dificil percatarse de que:

zmy <= (Vf € C(X,E): f(=)=f()

y entonces la relacién == coincide con la definida en la observacién 2.26, para este
espacio discreto £, por lo que nuestro espacio X coincide con el espacio (X’,7) alli
construido, donde la topolgia 7 es la topologia E-cociente generada en X'’ por la
funcién p que aqui corresponde a nuestra funcién q- En dicha observacién se probd
entonces que Cp(X, E) = G, (X, E).

DEFINICION 5.6. Un espacio topoldgico X es un P-%pacno 81 todo subconjunto
de tipo Gs es abierto, y es un Pyz-espacio si la interseccidn de cualquier farnilia
numnerable de cerrabiertos de X es abierto en X.

PROPOSICION 5.7. Sean X un espacio topoldgico cualquicra y X el espacio
2-regular (es decir, cero dimensional) definido en la observacion 5.5. Entonces:
(1) X es la suma topologica de sus casi-componentes si y sélo si X es disereto.
(2) X es Pgz-espacio si y sélo si X es P-espacio.

DEMOSTRACION. Sea q : X — X la funcién 2-cociente canénica deﬁmda en
5.0.

(1) X es !a suma topoldgica de sus casi-componentes <=> para cada z € X,
g {({q(x)}) = Q= es abierto en X <> para cada = € X, {q(x)} es abierto
en X <=> X es discreto.

(2) Supongamos que X ¢s Fz-espacio. Sea G =[], ., 4n un G5 cn X.SiG =0,
entonces G es abierto en X’._Supongamos que G # 0 y tomemos g(x) € G.
Sabemos que 8 = {8 C X : ¢ (B) es cerrabierto en X} es basc de la
topologia de X, asi que para cada n € N, existe B, € B tal que q(x) € B,, C
Ag. Por lo tanto, = € ¢" (Mpen Bn) = Mpen 9 (Bn) € ¢ (MNpen An)-
Como X es Pg-espacio y para cada n € N, g (B5,) es cerrabierto en
X, MNpen 9 (3n) es abierto y, por ende cerrabierto, en X. Por lo tanto

nen Bn € B. Entonces G es vecindad de cada uno de sus puntos y con eilo,
es abierto en X. Por lo tanto X es P-cspacio.
Ahora supongamos que X cs P-espacio y que C = [, en An, donde para
toda n € N, A,, es cerrabierto en X. Para cada uno de_estos nmeros n se
tiene que An =g~ (q(A,.)) ¥ por ¢so q(An) es abierto en X, y [),,en 9(An) es
abierto en X porque X os P-espacio. Esto implicaque C =g (nneN q(A,,))
cs abierto en X. e :

COROLARIO 5.8. Si X es cera—dintensional, entonces X es P-espama 51 vy s6lo

COROLARIO 5.9. Sen X un espacio’ (-ualquu'm. S{nl elpnvalr'nffw“

(a) .Cp(X,2) es compacto. ... ..~ L R
(b) X es la suma topoldgica lzbm de sus ca.qz-conzpon(‘nt(’v.
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DEMOSTRACION. Cp(X,2) es compacto si, y solamente si C’,.(X 2) es compacto
lo cual es equivalente a que X sea discreto, y esto iltimo ‘se cumple si'y sélo 51 X
es la suma topolégica libre de sus casn-component:es .

EJEMPLO 5.10. Si X es el espacio de ordinales w1 (es’ decu', ‘la’ compactamén -

de Alexandroff de w), X e¢s cero-dimensional pero no es dxscrebo. Por consiguiente

Cp(X, 2) no es compacto.

X no es P cspacio, pues [}, en(n,w] = {w} es un subconjunco 05 dc X quc no

es abierto en X.

Por otro lado, tanto C,.(X 2) como Cp(X,Z) son a'-compactos Veamos porqué:

X es homeomorfo al espacio X1 {— n € N} U {0}, con la topologia de subespacio

de R.

Notemos que toda funcién continua de X; a Z cs eventualmente constante, decir,
Si f (=3 C,.(Xl,Z) R f(O) J, existe k € N tal que, para toda n > K,
f(x)=3.

Para toda_/ (3 L y toda A e N, pongamos

Ap k=T € Cp(X0,B) s ¥m = ks [(3) = 3.

Entonces

(i) Aj x = Z* que es o’-compacto

(“) Cp(xlaz) _UJEZULEN AJ_ e e

Entonces Cp(X),2Z) es g-compacto y, como C,,(A;,Z) es un subcspacxo cer-
rado de Cp(X1,Z), también es o-compacto (v por; lo t:a.nbo -ambos espamoq son
o-numerablemente compactos) ERCPRS P

Este cjemplo muestra que, aun en el universo de los espacios cero—dxmensxona.lw,,

se tiene:
(1) Cp(X,Z) o-compacto #=> X cs finito. ;
(2) Cp(X,Z) o-numerablemente compacto 7=> X es ﬁruto. :
(3) Cp(X,2) o-compacto 7= Cp(X, 2) es compacto. i
(4) Cp(X,2) o-compacto #=> X cs discrcto.
Antes de concluir esta seccién mencionaremos algunos rwul
bédsicos para el desarrollo ulterior de este capitulo:
e I5) (spacxo C‘(A Z) = {f € Cp(X,Z) : f(X) estd acotado en L} es denso
en Cp(X,Z
e Simyn son nimeros naturales y si 1n = n, entonces C,,(X n) es un sub-
conjunto cerrado de Cy, (X, m) y también es un subconjunto cerrado de cada
uno de los espacios Cp(X,Z) y C; (X, Z).
® Cph(X,2Z) es cerrado en Cp(X).
e Para todo niimero natural n, Cp(X, 2") = C,(X, 2)™.
® C;(X,Z) cs homeomorfo al subespacio Unem 1) Cp(X,n) de zX.
Como un corolario de cstos hechos obtenemos la siguiente proposicién:

s Sencil]os pero

PROPOSICION 5.11. Sea P una propicdad finit. te productivae y débilmente
hereditaria,® entonces:

SRecordemos que una propiedad topolégicn P es finitamoente productiva si el producto
topoldgico de Tych T de una ion finita de que ti P, bién tiene P. Una
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2, COMPACIDAD NUMER.ABLE EN Cn,(X,2) 125

(1) Dados n, m € N\ {1}, Cp(X, n) tiene 'P i 3 s6lo si C,.(X m) tiene P.
(2) Cp(x, n) tiene 0—7’, para toda'n'€ N \ {1}, sty solo si CH(X, Z) tiene o-P. .

DIMOSTRACION. [dc la; suﬁc:enca cen’ (2)]] si Cp(X,2Z) tiene o-P,. entonces
Cp(X,2) = Ugen AL donde cada A ne la. propledad P.
ParacadaneN\{} : ;

C,. (X n)

U(c,.(x n) M A,.)
Como cada C,,(X n) M Ag es cerrado en Ag, hercda de éste la propledad 'P a

COROLARIO 5.12. Sea X un espacio cualquierayn € N\{1}. Son equivalentes:
(a) Cp(X,n) es compacto.
(b) X es la suma topolégica de sus casi-componentes.

Ahora estudiaremos la compacidad numerable en C, (X, 2).

2. Compacidad numerable en C,(X,2)

Comencemos repasando los teoremas que hay acerca de la compacidad nume-
rable y de la o-compacidad numerable en Cp(X,1). El primer teorema que men-
cionaremos caracteriza ambas propiedades y muestra la coincidencia de ellas en
Cp (X, I):

TroOrEMA 5.13 (Tkachuk-Shakhmatov (64]). Si X es un espacio de Tychonoff,
las siguientes proposiciones son equivalentes:

(a) X es P-espacio.

(b) Cp(X,I) es 1 bl :nele corpacto.
(c) Cp(X,I) es o-numerablernente compacto.
(d) Cj eso bl te compacto.

2] ejemplo 5.10 nos hace ver que no siempre es cierta 1a implicacién Cp (X, 2) o-
numerablemente compacto =3 X es FP-espacio. También nos provee de un espacio
X (que eos ol espacio de ordinales w + 1) tal que C,(X, 2) es g-numerablemente
compacto pero no numerablemente compacto. Este hecho se deduce del siguiente
lema:

LiMA 5.14. Si X es cero-ditnensional y Cp(X,2) es numerablemnente corn-
pacto, entonces X es P-espacio.

DEMOSTRACION. Sea ¢ = ﬂn n Gn un subconjunto G en X. Podemos
suponer que G # 0 y que, para COda. n € N, Goyt € Gn. Sea 30 € G. Como
X es cero-dimensional, para cada iz € N existe f, € Cp(X,2) tal que f.(ro) =1y
Sa(X\G,) € {0}. Dado que Cp (X, 2) es numerablemente compacto, (fn)nenN tiene
un punto de acumulacién i en C,(X,2). Six &€ G, existe ng € N tal que = &€ Ghg |
¥ por lo tanto, para todan = ng, T € Gy, ¥ fal(x) =0. !
Si h(:z) = r, {a; r) es vecindad de h en Cp(X,2) y como h es punto de acumulacién
de (falnen, A ={n € N: f, € {(=; r)} es infinito. En particular existe 7. = ng tal
que mn € A. Entonces 0 = f,,(x) = r. Asi, h(x) = 0. Por consiguicente, para toda

propiedad topoldgica P ea débilmente hereditaria o hereditaria en cerrados si siempre que
un espacio topoldgico tiene P, taumbién posce esta propidad cuslquier subespacio cerrado de &l
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126 5. PROPIEDADES TIPO COMPACIDAD

= € X, si z € G, entonces = & h* (1), es decir, si = € h (1), entonces = € G. Por
lo tanto U = h‘_(l) es un abmrto contenido en G y que contiene a zg. ‘a

Por suput.o, la'misma prueba nos permite demostrar que:

COROLARIO 5.15. Sin € N\ {1}, X es cero-dimensional y Cp(X,n) es nu-
merablernente compacto, entonces X es P-espacio.

Como veremos a continuacién, el reciproco de este resultado también es cierto,
obteniéndose asi una caracterizacién de la compacidad numerable en los espacios
Cp(X,n), conn € Ny X cero-dimensional, paralela a la equivalencia entre (a) y (b)
del teorema 5.13. Probaremos, sin embargo, un lema que nos permitira deducir algo
maés fuerte: Que si X es un P-espacio cero-dimensional y n. € N, entonces Cp(X, n)
es Np-acotado. Esta iltimma propicdad la definimos en 4.42. Ser& necesario, para
demostrar el susodicho lema, definir lo siguiente: '

DEFINICION 5.16. Sea X un espacio topoldgico.
(1) Sirc€w* y f: N — X es una sucesion, dir que un el tox de X es
r-limite de f si, pam toda vecindad U dex en X, {neN: f(n)e U} er.
(2) Se dice que X es r-compacto, con r € w*, si toda sucesion en X tiene un.
punto r-limite en X.

En [67] se demuestra que todo espacio Rp-acotado es r-compacto, para toda'r €
~, ¥ que asimismo es numerablemente compacto todo espacio que es r-compacto
para alguna r € w*.

LiMA 5.17. Si K es un espacio comnpacto y de Hausdorff y X es un P-espacio -’
de Tychonoff, Cp(X, K) e¢s No-acotado.

DiEMOSTRACION. Supongamos que Cp(X, K) no cs Ro-acotado. Entonces, por
la dltima parte de la observacién 5.19, existe 7 € w” tal que Cp(X, K) no es r-
compacto. Por lo tanto existe una sucesién ¢ : N — C,(X, K) que no tiene
puntos r-limite en Cp(X, K). Pero K~ e¢s compacto y por lo tanto w-acotado, asi
que ¢ tiene un punto limite, f, en K¥. Como f & C,(X, K), existe un punto zxo
en donde f no es continua. Por lo tanto existe una vecindad abierta de f(xo) en
K, digamos U, tal que, para toda vecindad V de zo en X, f(V) Z U. Como K es
regular, existe U’, vecindad abierta de f(xo) en K, tal que f(mo) € U’' C U.

Sea A = {n € N:p(n) € [ro; U’]}. Como f es r-limite de ¢ en K~ y [x9; U’]
es vecindad de f en KX, A € . Entonces A cs infinito. Sea A = {nx : & € N}.
Para toda k € N, sean fx = p(nx) vy Vi = T (U’) vy W = (Ngen Vi Notemos que
o €EW y que W es Gs en X.

Dernostraremos que W no es abierto en X. Si W fuera abierto en X, seria
vecindad de xo y f(W) &€ U, asi que existe y € W tal que f(y) &€ U. Por lo tanto
S(y) & U’. Por consiguiente, [ro; U’]lN[y; K \U’] es vecindad de f en K~ y por lo
tanto B ={n € N: @(n) € [zo; U’lN[y; K\U’]} €r. 3 C Ay como 13 7# U (pues
B & r), existe k € N tal quen, € B. Por lo tanto fx € [i; K\U'} y fk(u) &« u’,
contradiciendo que y € Vi. a

En [67] se estudian otras propicdades que, como la Ng-acotabilidad y la -
compacidad para cualquier » € w*, estdn relacionadas con la compacidad numerable
¥ son en general mds fuertes que ella. Definiremos ahora dos de ellas que son mds
débiles que la de ser Rp-acotado.
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DEPFINICION 5.18. Un espacio topoldgico X es:

(1) De clase F ° si para todo espacio numerablemente compacto'Y, X > Y cs" T

numerablemente compacto.
(2) Totalmente numecrablemente compacto si toda sucesién en X twne
una subsucesién contenida en un subconjunto compacto de X.

OBSERVACION 5.19. Como se prucba en {67], para espacios Tychonoff son
vilidas las siguientes implicaciones:

(i) secuencialmente compacto "= totalmente numerablemente compacto PR

clase F ==> numerablemente compacto.

(ii) Np-acotado == totalmente numerablemente compacto.
En [67] se dan cjemplos de que las reciprocas de las implicaciones anteriores no
siempre son védlidas. También alli se demuestra que si X es T3, entonces X cs
WRo-acotado si y sélo si, para cada r» € w*, X es r-compacto. Cuando un espacio X
satisface esta 1ltima propiedad, sucle decirse que X es ultracompacto ([17])

En [58], Manuel Sanchis y Angel Tamariz dan el siguiente concepto, ya usado
por ellos implicitamente en [57]:

DEFINICION 5.20. Si X es un espacio topoldgico y r € 3°, diremos que X os
casi-r-compacto si para cada sucesion infinita (xn)nen de puntos en X, existen
x € X y una sucesion f : w — w tal que | f(B)| = Wo, para toda B € r, y
x = r-litn(zs(n))-

OBSERVACION 5.21. Para toda r € 3°, la casi-r-compacidad es una propicdad
entre la ultracompacidad y la compacidad numerable (véase [58]), asi que por
este hecho, por el teorema 5.13, el lema 5.17 y por las observaciones hechas en
5.19, se obtiene la siguiente generalizacién del teorema 5.13, que fue casi total-
mente ecstablecido en el teorema 2.1 de [568). Para simplificar su enunciado como
lo hacen los autores de este articulo, denoterermos por Q a cualesquicera de las
siguientes propiedades: RWg-acotabilidad, ultracompacidad, r-compacidad para al-
guna r € w*, casi-r-compacidad para toda r € w"*, casi-r-compacidad para alguna
7 € w*, pertenccer a la clase F, compacidad numerable totalmente y compacidad
numerable.

TEOREMA 5.22. Si X es de Tychonofl, y @ es cualesquiera de las propiedades
establecidas en la observacidn 5.21, son equivalentes las siguientes afirmaciones:
(a) X es un P-espacio.
(b) Cp(X,I) tiene Q.
(c) Cp(X,I) tiene o-Q.
(d) Cp(X) tiene o-Q.

Es un hecho subrayable ¢l que Cp(X, ) ticne @ si v sélo Cp(X, 1) ticne o-Q.
Esto fue consecuencia del teorema 5.13. Mas como observamos cn ¢l comentario que
antecede al lema 5.14, no ocurre lo mismo para los espacios Cp (X, 2), aunque X sea
cero-dimensional. Sin embargo, haciendo uso del teorema 5.22, del corolario 5.15 y
del lema 5.17, llegamos a la siguiente caracterizacién de la compacidad numerable,
y de cualquier propiedad Q, en Cp(X,2) para X cecro-dimensional.

BA veces se dice que un espacio X pertenece a la clase de Frolik F para indicar que es de
cluse F

TUn io X es ial te co o #i toda ién en X tiene una subsucesion
convergente

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




128

5. PROPIEDADES TIPO COMPACIDAD

THEOREMA 5.23. Sea @ cualesquiera de las propiedades mencionadas en 5.21.
Si X es cero-dimensional y n € N\ {1} son equivalentes las siguientes propied ;
(a) X es un P-espacio.
(b) Cp(X,n) tiene Q.
(c) Cp(X,1) tiene Q.
(d) Cp(X,1) tiene o-Q.
(e) C‘(X) tiene o-Q.

Cuando X no es cero-dimensional, podemos recurrir a (2) de la propaosicién 5.7
para obtener una caracterizacién de cualquier propiedad @ en Cp(X, n) en términos
de propicdades de X, pero no necesariamente en términoes de la correspondiente
propiedad @ en Cp (X, ):

TEOREMA 5.24. Sea Q una de las propiedades mencionadas en 5.21, X un es-
pacio topoligico cualquiera, yn € N\ {1}. Entonces son equivalentes las propiedades
siquientes:

(a) Cp(X,m) tiene Q.

(b)

X es un Pgz-espacio.

EijemrrLos 5.25. (1) La propiedad de ser secuencialmente compacto no pue-

(@)

de ser incluida en la lista de propiedades Q, porque no es equivalente a
cllas. En efecto, se demuestra en [87] que 2 no es secuencialmente com-
pacto. Por lo tanto, si X es un espacio discreto de cardinalidad ¢, entonces
Cp(X,2) = 2~ no es secuencialmente compacto. Sin embargo, cste cspacio
X es P-espacio cero-dimensional y por el teorema 5.23, cl espacio C,(X, 2)
resulta ser Np-acotado.
Ahora sea X = L(w;) la extensién de LindelSff por un punto del espacio
discreto de cardinalidad R;. Este espacio se obtiene afadiendo al espacio
discreto de cardinalidad R;, un nuevo punto, p., y estableciecndo que las
vecindades de p., son aquellos subconjuntos de X que conticnen a pu, ¥
cuyos complementos son numerables.
‘ Probaremos a continuacién que Cp(L(w) ), 2) es secuencialmente com-
pacto:

Para cada i € {0, 1}, sea

= {/ € Cp(L(w1),2) : f(un) =i}

Entonces Cp (L(w1),2) = ToUT1. Si (fn)nenN €8 una sucesién en Cp(L(w1), 2)
entonces uno por lo menos de los conjuntos {n € N: f, € I3} y {n € N:
fn € T} es infinito. Supongamos que {n € N : f,, € Tp} es infinito o,
para mayor comodidad, supongamos que (fn)neN €S una sucesién en Tp.
Entonces, para toda n. € N, existe £, < w; tal que Vy <w i o> En =
Sfa() = 0. Sea & = .su]l{&,. : n € N}. Por lo tanto £ < w,, asi que 2% es
secuencialmente compacto (ver 5.9 de [67] &) y entonces la sucesion (fuls)nen
tiene una subsucesién (f, |, )xen convergente a una funcién g : £ — 2. Seca
g L(w1) — 2 tal que:

(&) = { S s::

Entouces g € 7o ¥ (fn, Jten converge a

8 Todo espacio compacto de cardinalidad menor que 2% es inlmente co

PDVG
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Hemos entonces probado que Cp(L(w1),2) secuencialmente compacto
¥ por lo tanto, numerablemente compacto (por la observacién 5.19(i)). Como
consecuencia del teorema 5.24, L(w,) es Pg-espacio, y por lo tanto P espacio,
ya que es cero-dimensional; sin embargo, como no es discreto, Cp (L(w1), 2)
no es g-compacto

En particular se deduce que:
Cp(X,2) es o-numerablemente compacto 7#=> Cp(X, 2) es o-compacto .

Pasemos al estudio de la propiedad de la seudocompacidad y de la o-seudocom—
pacidad en Cj, (X, 2).

3. Seudocompacidad en Cp(.X, 2).

Para recordar dos resultados muy conocidos de V. V. Tka&uk, necesitamos
doﬁnxr lo siguiente:

' D!EIPlNlCléN 5.26. Sea X un espacio de Tychonoff.
(1) -Un subespacio Y de X estia acotado en X si pama toda f € C(X), fly €
L C(Y), es decir, ¢s una funcion acotada.
(2) X es w-discreto si todo subconjunto numerable de X es discreto.
(3) X es b-discreto si todo subconjunto numerable de X es discreto y C*-
encajado en X.

OBSERVACION 5.27. (1) Todo espacio scudocompacto Y es un subconlunto
acotado en todo superespacio 7 de Y. :

(2) Un espacio X es seudocompacto si y sélo si esti acotado en sf mismo.

(3) ( Ver [58]) Si X es un espacio ropoléglco Yy Y C X, entonces Y ‘es acotado
en X si y sélo si cualquier sucesién (An)nen, de abiertos a_)cnos entre si en .
X que intersectan a Y, tiene un punto de acumulacién en " X.

Ahora podemos enunciar los dos resultados de Tkacuk'

TREOREMA 5.28 ([65)). Si X e¢s un espacio de Tychonoff, son equzvalentes la.9
afirmaciones siguientes: : .

(a) X es seudocompacto y b-discreto.

(b) Cp(X) es o-seudocomnpacto.

(c) Cp(X) es o-acotado.

TEOREMA 5.29 ([65]). Si X es un espacio de 'I’ychonaﬁ; son equ.zualentes las

afirmaciones siguierntes:

(a) X es b-discreto

(b) Cp(X,1I) es seudocompacto.

(c) Cp(X,1) es o-seudocompacto.

(d) C‘ (XX) es o-seudocomnpacto.

(e) C,.(X, 1) es o-acotado.

(f) C;(X) es o-acotado.

PUna succsién (An)nen de subconjuntos de X se acumula en = € X si para cada vecin-
dad V de x, | {n € N: Ax NV # 0} |= Ro. Decimos entonces que = es un punto de
acumulacién de (An)nen (ver [61])
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Estos teoremas han sido generalizados en varios sentidos por Garcia, Sanchis
y Tamariz en [30] y en [68]). Comenzaremos a explicar esto definiendo ciertos
conceptos que generalizan la seudocompacidad y que son analizados con detalle en
el citado articulo [30).

DEFINICION 5.30. Sean o un nimero cardinal infinito y E un espacio topoldgico.

(1) Un espacio tepoldgico X es a-discreto si todo subconjunto de X de cardi-
nalidad < a es discrelo o, equivalentemente, es cermado en X.

(2) Un espacio topoldgico X es a-bp-discreto si todo subcongunto Y de X de
cardinalidad a lo mds o es discreto y E-encajado en X.

(3) Un espacio topoldgico X es a-b-discreto si es a-br-discreto.1©

(4) Un espacio topolégico X es bp-discreto si es Ro-bg-discreto.

(5) Un subconjunto Y de un producto de Tychonoff X = [];c, X; es a-denso
en X si para todo subconjunto K de J, de cardinalidad a lo mdis o, tenemos
que wp(Y) = [l;ep X;-

(6) (129])) Un subconjunto B de un espacio topolégico X es C-compacto en X
si f(B) es compacto en R, pam toda f € C(X).

(7) Un subconjunto I3 de un cspacio X es Cp-compacto en X -si f(lj) cs
compacto en R®, para toda f € C(X, R=).

(8) Umn espacio X es a-seudocompacto si es Co-compacto en:st 1nz.~nno. S

(9) Un subconjunto Y de X es Gs-denso en X si cada G5 no vacfo‘en X
intersecta a Y. )

Otras clases de propiedades se definen usando el concepto de cdn\/efge c.a' de
sucesiones de subconjuntos de un espacio X, médulo un uitraﬁltro libre ((17]).

DEFINICION 5.31. Sean r € w* y (Sn)nen una succ.szdn ‘de mtbctn Untos: no.
vacios de un espacio X. Un punto = € X es un punto r-lnuzte ‘de: la;sucesion
(Sn)nenN, en simbolos x = r-limn (S,), si para loda vecindad de © _en X, {n eN:
VNS, #0}er. ) !

DirFINICION 5.32. Sean r € w* ¥ X un espacio topolégico. :

(1) Un subconjunto A de X estd r-acotado en X si para toda sucesion (Vip)nen
de subconjuntos abiertos no vacios de X. ajenos dos a dos y tales que AN
Va # 0 pama cada n € N, existe = € X tal que = = r-limn (Vy,).

(2) X es r-seudocompacto si ¢s r-acotado en si mismmo.

(3) Un subconjunto A de X estd casi-r-acotado en X si para toda sucesion
(Vadnen de subconjuntos abiertos no vacios de X tales que ANV, # 0, pam
cadan €N, evisten x € X y [ : w — w tales que | f(B)| = Wo pam toda
B epy=x=p-lim (Vi)

(4) X es casi-r-seudocompacto si es casi-r-acotado en si mismo.

DEFINICION 5.33. Sea X un espacio topoldgico. Se dird que X es ultraseu-
docompacto si es r-seudocompacto para toda r € w*.

OBSERVACION 5.34 ([57]). (1) La r-seudocompacidad y la ultracompaci-
dad son productivas y preservadas por funciones continuas.

19Esto implicu a-b-discreto en el sentido de lu definicién 1.3 de [80)
11 Algunos autores como Oleg Okunev prefieren decir que ¥ llens las caras de cardinalidad
« jlo miis o de X.
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(2) Si A es un subconjunto de un espacio X y r € w*, entonces, si_ A estd r-
acotado en X, entonces A esti casi-r-acotado en X y esto a su vez unplxca.
que A estd acotado en X.

(3) Todo espacio ult.rascudocompacto es r-seudocompacto y casi- r—compacto,
para toda r € w*

Ademss la r-seudooompacxdad implica la casi-r-secudocompacidad, y cada
una de estas propiedades implica la seudocompacidad.

(4) Otra propicedad que se¢ encuentra entre la ultraseudocompa.cxdad yla seu-
docompacidad, es la propiedad de pertenecer a la clase F’: Se dice que un
espacio X pertenece a la clase de Frolik 77, si su producto con cualquier
ecspacio seudocompacto es scudocompacto.

OBSERVACION 5.35. Como sc hace en [58] para simplificar los enunciados de
los teoremas, denotaremos con la letra S a cualesquiera de las siguientes propiedades:
ultrascudocompacidad, r-seudocompacidad para alguna r € w*, casi-r-seudocompa—
cidad para toda r € w*, casi-r-secudocompacidad para alguna r € w*, seudocom-
pacidad, pertenecer a la clase de Frolik F'. También usaremos la letra 7 para
representar a calesquiera de las siguientes propiedades: r-acotabilidad para toda
7 € w*, r-acotabilidad para alguna r» € w*, casi-r-acotabilidad para toda r € w*,
casi-r-acotabilidad para alguna r € w*, acotabilidad.

En [58] Sanchis y Tamariz demuestran el siguiente tcorema:

TEOREMA 5.36 (3.2 de [58]). Sea S alguna de las propiedades citadas en 5.35;
sean J un congunto, X = [];., X; un producto de espacios compactos metrizables
27 Y un subconjunto denso de X. Para toda r € w”, las siguienites condiciones son
equivalentes: o :

(a) Y es Ro-denso en X.
(b) YV es Gs-denso ene X.
(C). Y es C-compacto en X.
(d) Y tiene S.

Con ecste teorema, los mismos investigadores Obtlencn una muy interesante
generalizacion de 5.29: E E

TEOREMA 5.37 (3.2 de [58)). Sean S y 7T propiedades comno las mencionadas
en 5.35. Si X es un espacio de Tychonoff, entonces las ﬂguzcnte.v af TTnaciones son
cquivalentes: .

(a) X es b-discreto.

(b) Cp(X.,1I) es C-cornpacto en IX.
(c) Cp(X,I) tiene S.

(d) Cp(X,I) tiene o-S.

(e) Cy(X) tiene o-S.

(f) Cp(X.,I) tienc o-7.

(g8) Cp(X) tiene o-T.

En [58] aparcce también esta gencralizacién del tcorema 5.28:
‘TEOREMA 5.38. Sear. 8§ y T propiedades comno las mencionadas en 5.45. Si
X es un espacio de Tychonaff, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) X es seudocompacto y b-discreto.
(b) Cp(X) tiene o-S.
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(c) Cp(X) tiene o-T. : . .
En {30] hallamos la siguientc cxtcnsxori del tcorema. 5 36. L
PROPOSICION. 5.39 (l'_ema 4.7 de [30}) ‘Sean o un caﬂdznal zujuuto y X =
Iljecs X; un producto de esp comnpact depeso menor o :yualquea vial<J.
Entonces, si Y es denso en X, son equzvalentes~ N S
() Y es a-seudocompacto.

(b) Y es Ca-compacto en X.
(c) Y es a-denso en X.

Con cl cual obtenemos:

COROLARIO 5.40. Sean o un cardinal, E un espacio Puebla,de peso 1 T
o igual que a, compacto, y X € R(FE). Entonces son equivalentes las siguientes
afirmaciones:

(a) Cp(X, E) es a-seudocompacto.
(b) Cp(X, E) es Ca-compacto en EX,
(c) Cp(X, E) es a-denso en EX

DEMOSTRACION. Si £ un espacio Puebla y X es E-regular, Cp(X, E) es
denso en #2X. El resultado se sigue entonces de la proposicién anterior, tomando
en cuenta que w(F) < a. o}

Otro interesante resultado es el siguicente:

PRoOrosicioN 5.41. Dados un espacio cualquiera X, un espacio To E con mnds
de un punto y un nidmero cardinal infinito «, entonces X es a-b,.--dwcrel,o iy sdlo.
81 Cp(X, E) es a-denso en EX. . ;

DiEMOSTRACION. Demostremos primero la necesidad: Supongumos que X es
a-bg-discreto y que K c¢s un subconjunto de X de cardinalidad menor o igual que
. Mostraremos que pi (Cp(X, E)) = E¥, donde px : EX — E¥ es la proyeccién
candnica a la K-ésima cara de £
Sea A& un clemento de E*. Como K es discreto, h es continua y, como K es E-
encajado en X, existe i € C(X, E) tal que /il = h. Por consiguicnte, py(h) =
hli = h. Por consiguiente h € pi(Cp(X, E)). Esto muestra que px(Cp(X, E)) C
EX y, por supuesto, la igualdad entre ambos conjuntos.

Ahora demostraremos la suficiencia: Supongamos que C,,,(X £) es a-dcnso
en EX. Sea K un subconjunto de X de cardinalidad a lo mas a. Entonces
pr(Cp(X, E)) = EF, es decir, para toda f € E¥ existe g € Cp(X, E) tal que

glk = f. Esto implica que K es E-encajado en X y también que para toda
f € EX, f es continua y, por lo tanto, que K cs discreto. Por todo esto X es

a-bg-discreto. .

Este resultado y el corolario 5.40 implican lo siguiente:

COROLARIO 5.42. Sean o un cardinal infinito, E un espacio Puebla, de peso
mnenor o igual que oy compacto. Sea X un espacio E-regular. . Son equivalentes las
afirmnaciones ;.~1igu‘ientw: - .

(a) X es a-bg-discreto.
(b) Cp(X, E) es a-sendocompacto.
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(€) .Cp(X, E) es Ca-compacto en EX,
(d) Cp(X, E) es a-denso en EX.

“Haciendo o = Rp, obtenemos:

‘COROLARIO 5.43. Sean E un espacio Puebla, ?-rep“a"rable y compacto, y X un
espacio E-regular. Son cquivalentes las afirmaciones siguientes:
(a) X es bg-discreto.
(b) Cp(X, E) es seudocompacto.
(c) Cp(X, E) es Cr,-commpacto en EX
(d) Cp(X, E) es Ro-denso en EX.

En vista del teorema 5.36, cl corolario anterior puede extenderse al siguiente:

TEOREMA 5.44. Sean E un espacio Puebla, mélrico, compacto, y X € R(FE).
Son equivalentes:
(1) X es bp-discreto.
(2) Cp(X, E) tiene S
(3) Cp(X, E) es Cno-compacto en EX
(4) Cp(X, E) es No-denso en EX,

COROLARIO 5.45. Sea & alg de las propiedades mencionadas en 5.35. Si
X es cero-dimnensional y n € N\ {1}, son equivalenies las siguientes afirmacioncs:
(a) X es bp-discreto.
(b) Cp(X,n) tiene S.
(€) Cp(X.,n) es Ck,-compacto en n.
() Cp(X,n) es No-denso en n’ .

EIEMPLO 5.46. Sea X es espacio de ordinales w + 1. w es un subespacio de él
que es discreto y numerable; sin embargo la funcién f : w — 2 que vale 1 en los
niimeros pares y 0 en los impares, no tiene una extensién continua a X, porque dicha
extensién tendria que ser eventualmente constante. Entonces w no estd 2-encajado
en X, y esto prueba que este espacio no es ba-discreto y, por el teorema anterior,
Cp(X,2) no es seudocompacto. Sin embargo, como vimos en 5.10, C,(X,2) es o-
compacto y por lo tanto es g-seudocompacto. He aqui un ejemplo que demuestra
que las propiedades S y 0-S, no son equivalentes en los espacios del tipo G, (X, n)
con n € N\{1}. Como ¢n el caso de la compacidad numerable, ésta es una diferencia
con lo que acontece para Cp(X, ).

Pasemos ahora a analizar la o~compacidad en Cp(X,2) y Cp(X,Z).

4. o-compacidad en C,(X,2) y C,(X,Z)

Como la g-compacidad en Cp( X, ) ¥y en C,(X) fue recordada ya en los teoremas
5.1 y 5.2, comenzaremos ahora con una definicién:

DEFINICION 5.47. Diremos que una sucesion (Sp)nen de subconjuntos de un
espacio Y converge a un punto g € Y, si para toda vecindad V' de g en Y, eriste
no € N tal que S,, C V', para toda n = no.

DEFINICION 5.48. Sea P una propiedad topoldgica.
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(¢9) Diremnos que P es una propiedad convergente si para todo espacio topolé—
gico Y y toda sucesion (Sp)nenN, © te a un el to g de Y, de sub-
conjuntos de Y que tienen la propiedad ‘P, se tiene que U, ey Sn U {g} tiene

(2) Diremnos que P e¢s una propiedad suprayectiva si la irnagen bajo unae
Juncion continua de un espacio que tiene P, tamnbién tiene P.

(3) Diremos que P es una propiedad sk-dirigida si es finitamnente productiva,
ddébilinente hereditaria,'? suprayecctiva y tal que todo espacio compacto tiene
P.

(4) Diremos que P es una propiedad agradable!? si es convergente, suprayec-
tiva y todo espacio que tiene P conliene un espacio o-sendocompacto denso.

(4) Diremnos que P es una propiedad finitamente aditiva si la union de toda
coleccion finita de espacios que tienen P tiene también esta propiedad.

Como cjemplos de propicdades agradables tenemos a la compacidad, la ultra-
compacidad, la r-compacidad, para cada r € w*®; también la Ro-acotabilidad, las
clases de Frolik F y F’, la compacidad numerable y la seudocompacidad.

Inspirados en la demostracién del teorema 1I1.1.11 de [8], demostraremos una
generalizacién de él:

PROPOSICION 5.49. Sean P una propiedad topoldgica convergente y X un es-
pacio de Tychonoff que tiene o-P. Entonces existe un espacio F' que satisface P,
tal que Cp(X) Crop Cp(£).

DEMOSTRACION. Sea Y = C,(X). Como X es de Tychonoff, por el corolario
2.43 la funcién evaluacién canénica de la familia C(X),

P X — Cp(Y),

cs inmersién. Pongamos Z = (X ); entonces Z es homeomorfo a X y por eso tiene
o-P.
Como subconjunto de C(Y), Z es Top-fuente inicial. En efecto, {g—(U):9 € Z
y U es abierto en R} = {y(x)~(U) : £ € X y U es abiertoen R} = = {#—(U) :
x € X y U ecs abierto en R} es subbase de la topologia de ¥ (ver 2.9(2)). La fuente
Z también separa puntos de Y, porque si f y g son dos elementos distintos de Y,
existe & € X tal que f(x) # g(x), es decir, E(f) # #(g), y £ = y(z) € Z.

Sca ahora ¢ : R — (—1, 1) un homcomorfismo. Por la observacién 2.33,

@e : Cp(Y) — Cp(Y, (—1, 1))

es también un homeomorfismo. Asi, ©.(Z) es un subespacio de Cp(Y, (—1, 1)) que
tiene o-P, y es ficil corroborar que separa puntos de Y y que es Top-fuente inicial.

Como ¢.(Z) tiene o-P, podemos escribir w,(Z) = Uien Fi, donde cada F; es
un subespacio de C,(Y, (—1, 1)) que tiene P.

Para cada i € N, la funcion l; : Cp(Y,(—1,1)) — Cp(Y') es encaje, asi que
G; = 1;(§7%) tiene la propiedad P.

Es sencillo ver que (Gi)ien es una sucesién de subconjuntos de Cp(Y) que
converge a la funcién constante Q. Entonces, dado que P es una propiedad conver-
gente, & = J;cn G+ U {0} es un subconjunto de Cp(Y) que tiene P. Por otro lado,

12Ver la definicién de estas dos propiedades en Ian nota al pie de ln pigina 125
13pel inglés nice.
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también es fécil ver que G separa puntos de Y y que es Top—fuente lnlual; por (2)
de'la proposxclon 2:42, se deduce " que*'

1/10 Y.—> C,.(G)
es encaJe.

COROLARIO 5.50 (1IL.1.11 de {9)): SzX es un espacio {le I‘I chonoj}'cr compacto,
entonces existe un compacto F tal que C,.(X) CTap Cp(l") ; ) .

.A'los espacios que cumplen la propiedad cxpresada en‘el onsccuentc dcl coro—
lario anterior, se les da un nombre especial: p

DERFINICION 5.51. Se dice que un espa.cto topologzco X es::

(1) De Eberlein—Grothendieck o espaclo E—G

Hausdorff C tal que X Crop Cp(C). - :
(2) Compacto de Eberlein si X es un e.qpacto I',G

Entonces el corolario 5.50 asegura que si X : ‘es
compacto, entonces Cp{X) es un espacio E-G. ’

‘e:z:'lste urn
(7m.m lo«:
punlos de X. bnloncf’q X es un espamo E—G :
DEMOSTRACION. Como Y es a'—compacbo v de Tychonoﬁ‘ Cp(Y)'es cspacxo
E-G, por cl corolario 5.50. Pero la funcidén - - ¢ ;
P X — c,.(Y)
definida en 2.40 es encaje (ver corolano 2. 43) Por lo tanto, X es espacno E—G g I:!

COROLARIO 5.53. Sm ne N \ {1} Si X es ccm—dﬂneﬂswnal v Cp (X n) es
a'-conlpaclo entonccs X es un espama E—G o

DLMOS’I‘MCIO Basta aplxca.r el corolnno 5.52 al espacio C,,(X n) En e!‘ect.o
Cyp(X,;m) es un’subespacio’ o-compacto de Cp(X) (por hipStesis) que; como  Top=+:
fuente, wpa.ra puntos de X y es inicial, porque X € J2(2) (véase el corolario 1.23)..

7 Con* avuda. de 5.49 demostraremos un resultado que generalua a eqtc corolano
después del siguiente lema y de la definicién que le sigue.

LLMA 5.54. Sea P una propiedad topolégica suprayectiva y finitamnente adzt:va. o
i un producto topolégico X = [],,en Xn satisface la propiedad o-P, entonces todos
los espacios X,, satisfacen la propiedad o-P y todos, excepto quizd un raimnero ﬁn.zfo
de ellos, satisfacen P.

‘DEMOSTRACION. Como X tiene o-P, existe una familia {K, : n € N} de
espacios, cada uno de los cuales tiene la propiedad P, tal que X = J,,en Kn-
Si para cada n € N, m, : X — X,, cs la proyeccién natural, entonces
xn—‘ll‘n(x)—'""n(U K;) U"'ﬂ(’(J
- JEN JEN
v a (£ ;) tienc la propiedad P, porque esta propiedad es suprayectiva. Por lo tanto,
cada espacio X, tiecnc la propicdad o-P.
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Para demostrar la segunda parte de la conclusién, pongamos, para cada n € N,

' =Ujern) K5 ¥ A = {n € N: X,, no satisface P}.

Suponga.rnos que |A| = Ng. .
Abhora, para cada n € N\ A, sea z,, cualquier elemento de X,, y, paracadan € A, sea .
@y, un elemento de X, \mn (Z,) (este elemento existe porque como P es suprayectiva
y finitamente aditiva, 7, (Z,) ticne P y por lo tanto no coincide con X,). . .
Sea T = (Tn)neN € X. Entonces existe np € N tal que & € K,,,. Como A es infinito,'
existe n € A tal que n > ng. Por consiguiente, ¥ € Z,, y con ello, Tn E 7r,, (Z,.), lo
cual es una contradiccién. (]

DEFINICION 5.55. Sean P y R propiedades topoldgicas.
(1) Se dice que R C,,(2)-determina a P si para todo eapacio céro
X, se tiene gque X tiene R si y sdlo si Cp(X,2) tiene P. .
(2) NOTACI(SN 8Si X es un espacio topoldgico, denotaremos PoriAr:
de todos los subespacios abiertos de X que ti
sentaremos con Xz al congunto X \ Ar.

imensional

EieMPLOS 5.56. (1) La discretez Cp(2)-determina a ln. co

(2) Ser P-espacio Cp(2)-det ina a cada una de las'p y

por Q en 5.21. BRI

(3) Ser un espacio a-bz-discreto Cp,(2)-determina a md L

representadas por & en 5.95. T

(4) Si R es la discretez, entonces Xr = X', el conjunto dc P 70t

aislados en X. i

(5) Si R esla propiedad de ser P-espacio, entonces Xr = X ‘el con]unto de los
puntos de X que no son P-puntos.

que -no: -‘1‘071

PrOPOSICION 5.57. Sean X un espacio cerv-ditmensional, 'Pfuna propiedad
agradable y R una propiedad que Cp(2)-determina a P. Si uno de los espacios
Cp(X,2Z) 0 Cp(X,2) o Cp(X,n) para algunan € N\ {2} tienen o — P, entonces
eriste un espacio F que tiene P tal que X Caop Cp(F) vy Xr es acotado en. X .

DiEMOS TRACION. Daremos sélo la prueba del caso en que Cp(X, 2) tiene o-P,
porque la de los otros casos es similar.

X Crop Cp(Cp(X, 2),2). Entonces, como Cp(X,2) tiene o-P y P es conver-
gente, entonces, por 5.49 hay un espacio F' que satisface P tal que X Crop Cp(F).

Ahora demostraremos que Xx es acotado en X. Supogamos que no lo es;
entonces existe una sucesién (Un)nen de subconjuntos cerrabiertos de X, ajenos
entre si, tales que, para toda n € N, Upo N Xgr 7# O y la sucesiSn (Un)nen no
tiene un punto de acumulacién en X. De este modo, X puede ser partido en
una coleccién numerable infinita de subconjuntos cerrabiertos Yp = X \ Unen Un,
YW =Uo,...,Ye41 = Ui,..., tales que ¥Y; M Xr # 0, para toda i > 0. Pero csto
implica que Cp(X,2) =[] N Cp(Ya,2)
Para n > O Y,, N Xr # 0, con lo que ¥;, no satisface %. Entonces, como P
suprayectiva y finitamente aditiva, por el lema 5.54, [1,,en Cp(Yn, 2) no puede tener
o-P. Entonces Cp(X,2) no ticne o-P, lo cual es una contradiccién. [m]

o .

COROLARIO 5.58. Sia las suposiciones hechas en la proposicion 5.57 les
mos la norrnalidad de X, entonces Xx es un compacto de Eberlein.
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- DEMOSTRACION. Por 5.57, X es acotado en X .y éx.istc un espacio F que-
tiene P y tal que X Crop C,,(F) Como X es normal:y' Xg es cerrado en X, Xz
es seudocompacto. Por 3. 10 21 de [24] ¥ dado quc X'es nonnnl Xn es numerable— .
mente compacto
Como  F tiene, ‘P, contiene un sub&apacxo denso o'-seudocompa.cto, asi que el resul—
tado se Slguc det teorcma 111.4.23 de [9]. 14 o oa

'I‘omando en cuenta 5. 56 (4) y (5), obtenemos los siguientes dos corolnnos'

: C,OROLAR.IO,.) 59 b:X es normal y cero-ditnensional y Cp(X, £) es o-compacto,
mtances X es un espa.czo EG y X' es un compacto de Eberlein.

COROLAR!O ..)4 60.. Sea Q alguna de las propiedades mencionadas en 5.21. Sz
X ‘es nornal y. ‘cero-ditnensional y Cp(X, E) tiene 0-Q, entonces eriste un espacio H
i o que tzene (=8 tal que X Corop Cp(F) u clx X es un compacto de Eberlein.

En Ia. du'ocmén opuesta tenemos el siguiente resultado:

PROPOSICION 5.61. Si X es un espacio E-G y X’ es compacto, se tiene que
Cp(X, 2) es o-compacto.

DEMOSTRACION. La demostracién de cste teorema se logra adaptando la de-
mostracién del teorema 1.1 de [64]. En nuestro caso se tiene que, como X ‘es E-G,
existe un compacto Y tal que X Coqop Cp(Y) v, si para toda n € N, /5, = {p &
Cp(X,2) : 30n,... ,un) €Y Vf € X 1 o({f5 Y1, ms ,,)) e {v(f)}}. resulta:
que /7, es compacto y que C,,(X 2) = UneN I, - a

En resumen, se tiene el siguiente, resultado probndo mdepcndmntcmentc por .
Oleg Okunev: AP : :

'I‘EOREMA'5.G2.‘ 'S X es un: espacio cem-dihtévpeibnal v normal,; gntonc.cs:

i
i
i
|
1

“‘Mientras’ tanto mostremos que en C,,(X z). las cosas sa.len mejor. ‘Para ello
comcncemos con Ia siguiente definicién. . . SRR L

DIJI‘lNlCléN .63. Sea X un espacio topoldgico.

(1) X es Z-acotado en un superespacio Y si para toda f € Cp(Y,Z) (e‘nmnos ;
que flx € Cp(X,Z).
(2) ' X es Z-seudocompacto([55] ) si es Zi-acotado en. si mismo.

OBSERVACION 5.6G4. (1) X es Z-seudocompacto si y sdélo si no existe una
particién infinita de X , es decir, una familia numerable de conjuntos abiertos
ajenos no vacios cuya unién es X (ver lema 1.8.2 de {55]).

14 Teorema 111.4.23 de [9] Y i un sut io denso o-seud pucto, entonces
todo subespacio de Cp(Y) es compucto de Eberlein,
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(2) Si X _es un espacio topoldgico cualquiera y X esel espacio ‘cero-dimensional
dchnxdo en la observacién 5.5, entonces X es Z—seudocompa.cto si y sélo si
X es seudocompacto. (Ver [55)). :

(3) Si X es cero-dimensional, entonces X es seudocompacto
Z~seudocompacto. : e

PROPOSICION 5.65. SiX es cero-dznwnswnalyc’,.(x Z) es a-n'mnemblenzcnte
compacto entonces X es Z-seudocompacto. :

DIEMOSTRACION. Supongamos que X no es Z—seudocompm:to. Enboncw‘existe
una particién infinita de X, ¢ = {U, : n € N} (por 5.64 (1})). Se pucde suponer que
todos los elementos de € no son vacios, asi que podemos escoger, para cada 7z, un
punto xn en U,.

Como Cp(X,Z) es o-numerablemente compacto, Cp(X, Z) = |J,en Zn, donde
cada Z, es numerablemente compacto. Para cada n € N, sea B, = #,(Z,).15. Por
3.10.6 de [24], para cada n € N, B,, es acotado y, por consiguiente, finito. Entonces
podemos elegir en cada conjunto Z \ £3,, un elemento a,.

Si definimos la funcién g : X ~—— Z de tal forma que para toda n € N, glu, =
an, entonces g € (X Z.), por lo que existe no € N tal que g € Z,,. Esto implica
Que 2ne = g(Fng) = Eno(g) € Fno(Zno) = #3n,4, lo cual es una contradicecién. a

LEMA 5.66 (IV.5.5 de {9]). Sean X un compacto yY un subespacio seudocom-
pacto de Cp(X). Entonces Y es un compacto de Eberlein y es cerrado en Cp(X).

TEOREMA 5.67. Si X es cerv-ditnensional entonces
Cp(X,2) es o-compacto <> X es compacto de Eberlein

DEMOSTRACION. =) Si Cp,(X,Z) es g-compacto entonces X es scudocom-
pacto (por 5.65) y Cp(X,2) es g-compacto. Por lo tanto X es espacio E-G
(por 5.53) y scudocompacto, asi que es un subespacio seudocompacto de un
espacio C,(K) con K compacto. Por 5.66, X es compacto de Eberlein.

<==) Si X es compacto de Eberlein entonces X es EG y X’ ¢s compacto. Por lo
tanto X es seudocompacto y Cp(X,2) es o-compacto (por 5.61). Como X
cs scudocompacto, es Z-secudocompacto y por lo tanto
Cp(X,2Z) = Cp(X,2Z) = C(X,N) = U,en Cp(X,2") = U, en Cp(X, 2)"
y cada uniendo Cp,(X,2)" es o-compacto.!® Por lo tanto Cp,(X,Z) es o-
compacto.
[m]

5Ver In definicién de la func-on #n en 2.8
1013 producto finito de

P tos es to.

y sélo sx X es
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