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Introducción 

Estas notas son una primera versión escrita del curso de Variable Compleja I que 
imparte el Dr. Santiago López de Medrana en la Facultad de Ciencias de la t•NAM. Se 
trata de un enfoque que pone especial énfasis en el análisis geométrico ele los distintos 
c:onceptos y resultados de las funciones de variable compleja, con la intención de que el 
alumno pueda interpretarlos intuitivamente y compararlos recurrentcmentc con el caso 
de funciones de variable real. El objetivo de este trabajo es proporcionar a los estudiantes 
de las carreras de matemáticas, física, actuaría y ciencias ele la computación un material 
de apoyo a su participación en el propio curso, aunque creemos que será ele utilidad en 
¡:;eneral para todos aquellos <¡lle quieran acercarse al estudio ele las funciones ele \'aria ble 
compleja. Se presupone que los alumnos han tomado las cuatro asignaturas de Cálculo 
Diferencial e Integral que forman parte del tronco comün ele dichas carreras. 

No obstante que esta primera versión escrita trata de reunir las icle1L' surgidas durante 
nu-ios semestres, hay dos cosas que son includabk .. -;: una. que difícilmente puede recogerse 
en un papel el mundo de idens que afloran en los cursos de Santiago. Ln otra, qtw 
11at11ralmentc que este material habrá de verse enriquecido al calor ele las disensiones de 
los nuevos grupos en que sea expuesto. En todo en.so, nos daren10~ por bicu ser\•idos si 
lograrnos contribuir con este trabajo a que esto sueccla. 

En el curso de Viu-iable Compleja II, con la introducción de mte\'os conceptos y resulta· 
dos podrán verse desde otra óptica muchas de las ideas que aquí se plantean, abord1lndosc 
entonces nue\'as versiones de \'arios resultados qnc aquí aparecen. Diversas aplicaciones en 
Física y :\íatemátic>L' dan cuenta ele la importancia de toda esta problemática (Mecánica 
de Fluidos, Fractales, etc). 

La estructura del trabajo es a grandes rasgos la siguiente. Dentro del primer capí
t 1110 abordamos el origen histórico de los mímeros complejos, de cómo fue la ciíbica 111 
responsable de ello con su caso irreducible. Se define el campo de los mírncros complejos 
y se discute por quf, no es un campo ordenado. Cna recapitulación de las propiedades 
elementales. la interpretación geométrica de llL' operaciones y la representación de e con 
rnatri"es. En la tercera sección ele este capítulo se analiza la imposibilidad de extender 
el campo de los nlÍmcros complejos a espacios de dimensión mayor que dos. En general, 
se observa que se trata de un campo realmente muy interesante e importante, que mu
dtos problemas en IR adquieren un mejor panorama vistos desde C. Que tal y corno lo 
cxprc~ó r.l matcmát ico francés .Jncqucs-Salomón Hadamard 1

'. .. cl cumi110 mlÍ.• ""''lo cnlrr. 
do., nsultwfo., 8nbn los nú111C1'0-' rwlts p(}.sa frccuudcmc11tc. por lós cop:v/cjo" ". 
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Al final de este capítulo se demuestra de manera elemental el Teorema Fundamental 
del Algehra. Una demostrnción 1111ts rig11rnsa pu<•de <"rmsultarse en el Apéndice B. 

En el C'apít ulo II se aborda ya r.11 · Jom/fl P] f'St talio de Ja,, fun('i.mcs de \'llrinhle 
compleja. Corno indk;.\lmrnos n1;\s arriba. <~:-.tt• r~t;iní ul1n1'' ""'ª"º ele priucipio a fin por 
el ar1álisis ~eométrico: irnágencs direcl w·• t' invt~rsas dt· puuto:-.. rectas. círculos, tnallas ele 
rectas horizontales y vcrt icales. \'Ísión ~lobal sohn~ l'c'n110 ci.s 1 ransforrnndo todo el plano 
por In función, <le si hny o ºno co11scr\'1-t<·ióu dt• i'lt1:;!;11}0:-.. :-;ÍrnPt rías. c~t e:. 

La primera pnrte est fi dedicada al estudio de t rasladunL-s, rol aciorlL's, homotecias, 
el grupo afín. las transformacionr.s de l\-10bius, la razón "rnzada. Luego se e.xamina de
tenidan1cnte la función z2. para pasru- nuí.<.; adelante a analizar los polinon1ios. su com
portamiento cuando:; tiende a infinito, cte. y !ns funciones racionales. Se trabaja con 
la función de Zhukovsky, lo cual ayudará m11s adelante a ente11der nue\•as funciones que 
pueden ser vistas como composiciones que la inclu~·en. Finalmente, concluimos el c11pít.ulo 
con el estudio de las funciones exponencial ~· logarit rno. 

El Capítulo III está dedicado a ent endcr el concepto de deriw1d11, qué implicaciones 
tiene que um1 función compleja sea derivable. Se da una bre\'e interpretación de ella desde 
la óptica de la :'.\1ccániea de Fluidos y en la sc¡~1u1da parte nos detenemos a analizar el 
Teorema Complejo de la Funci<~n Inversa. 

Para conc:luir esta primera parte del cur,.;c> de Variable. se estudia en el Capítulo 
IV la integral compleja y su" prindpale' propiedades. Se discute una primera versión 
del Tcorma de Cnuehy y tnmbión del Teorema del Hcsiduu. para el cual se anexa. en el 
Apéndice D. una bonita demostración de q111· tuda función racional puede descomponerse 
como ltt sunrn de fraccione; ¡uu·ciale~.;. l~ ya parn fiualizar, es1 ndin.n1os alg;unns integrales 
reales de difícil solución, abordándolas con la ll<'rrnmicnta desarrollada. 

:'.\ lru-zu de 200:J 

·;··· 



Capítulo 1 

Números Complejos 

1.1. La Inevitabilidad de los Números Complejos 

Hacia mediados del siglo XVI, apareció una publicación de Jerónimo Cardano (1501-
1576), Ars Magna, en la que se presenta una solución de la ecuación ctibica. 

En realidad hay una controversia sobre quién descubrió esta solució11. Cardano pre
sionó a Niccolo Tartaglia (Niccolo Fontana de Brescia (1500-1551)) para que le revelara el 
método de solución de la cúbica que éste había encontrado. Tartaglia se lo dió pidiéndole 
que guardara el secreto. Según Car! B. l3oycr en su libro Historia de 111 :\fotemática (capí
tulo XV), fue Scipionc del Ferro (1465-1526) profesor de matemát ic~1s en Bolonia. una de 
111.' mñs antiguos de las universidades mcdievalcH y una eHcucla con nnn p;ran tradición 
matemática, quien dCHcubricra la solución pero que sólo revelaría 11ntc,,; de su muerte a 
u110 de sus alumnos A.Atonio :Vlaría Fior . 

. •)guna noticia sobre la existencia de una solución algebraica de la ecuación ctibica 
debió filtrarse, al parecer, y Tartaglia nos dice que al tener conocimiento de la posibilidad 
de resolverla, se le ocurrió dedicarse intensamente a descubrir el método por HÍ mismo. Ya 
fuera independientemente o sobre la base de alguna sugerencia, lo cierto es que Tartaglia 
consiguió aprender, hacia el año 1541, a resolver ecuaciones ctibicas. Cuando se extendió 
esta noticia, se organizó un desafío matemático entre Fior y Tartaglia" .1 

La ecuación de segundo grado x 2 + px + q = O fue resuelta desde la antigüedad, cuya 

solución es conocida por la fórmula x = -~ ± Jl!f. - q. .· 

Cuando el discriminante D = i;;.-q resultaba negativo, se decía que no había. solución, 
aparentemente no había razón para considerar a los ntimeros complejos. Lo intereS!lntc 
está cu que fue la ecuación ctibica 111 que llevó a los matemáticos a comprender diéJ1¿,s 
números y que n raíz de la publicación de Ars Magna se dio un gran avance en la 
investigación algebraica en distintas direcciones. 

1 Cnrl B. Uoycr [1968]. 
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El método de del Ferro-Tart11p;lia-C'ard11no se expresa en términos modernos como 
sigue: 

Sen 
x 3 + bx2 + ex + d = O 

se reduce In ecuación general de In ctí hic11 ro11 un cambio de vnrinble x := x _: ~,· p11r11 

obtener 111 forma x 3 + px + q = O donde p = r· - ~ y q = 2~ - 1¡f + d 

Sen p =I O 
vamos a considerar dos incóg11itns, s y 1, tales que x = s +t., 
sustituirnos en la clibic11 y desnrrollamos: 
(s + t)" + p(s + t) + q =O, 
s" + 3.-21 + 3s/2 + 13 + ps +pi + q = O, 
Observamos que si s 3 + 13 = -q y 3s/ = -p (o bien si = -~)entonces tendríamos 

que x sería solución. 
Resolvernos el sip;uient e sist ernn: 

s 3 + 13 = -q ......... (l) 
si = -~ ............ (2) 

despejamos 1 en (2) y sustituimos en (1): 
83 + (-f )3 = -q. 
33 (s3

)
2 +' 33 s3 q - ¡i1 = O, 

y si hacernos s" = a obtc11crnos 3ªn2 + 3:1nq - ¡i' =O 
entonces las soluciones para n 2 + qn - ~ = O y los posibles valores para s 3 son : 

r¡ ~ 
0 =-2±Vt;+27 

También se puede obtener una cm1drfit icn en términos de 13 y tendremos dos vaIOres 
posibles: · 

B = _:l_ ::¡: q2 ¡;1 
. 2 22 + 2i 

Por las condiciones del sistemn'lencmos que : 
l . . l 

s= (-~+J~+~ryt=(-g-J~+~r 
Por tanto 

Estn es 111 ,.;olución de del Ferro-Tartagli11-Cnnlnno. 

j 



Cuando en la fórmula el discriminante ~ + fr resultaba negativo, yn 110 se pqdín 
admitir que no hubiera solución, porque una ecuación ctíbica siempre t icne al menos una 
raíz real. 

En el caso de tener tres raíces reales distintas la fórmula conduce ine\•itablemente a 
raíces cuadradas de números negativos. Tartaglin llamó a este ca.<;<1 "irreducible", porque 
no había método algebraico que lo resolviera. Cardano había resucito ecuaciones ele se
gundo grado con raíces complejas, pero las despreció por "inút ik>s" .~ 

"El primer trabajo que tomó seriamente a los números complejos y lop;ró la necesaria 
reconciliación fue Rafael Bombelli {1526-1572). Bombelli resolvió el álgebra formal de 

los números complejos, con el particular objeto de reducir expresiones (a+ b,;=T) ! a la 
forma e+ d,;=T. Su método le permitió mostrar la realidad de algunas expresiones que 
resultan de la fórmula de Cardano. Por ejemplo: 

La solución de 
:r1 =15x+4 

es 
X= (2+11v'-I)!; + (2- 11,;=T)!; 

de acuerdo con la fórmula. Por otro lado, por inspección directa podemos observar 
que x = 4 es una solución. Bombelli tuvo la corazonada que las dos partes de x en In 
fórmula de Cardano eran de la forma 2 + nv'-1, 2- n./=I, y encontró elevando ni cubo 
estas expresiones {usando ( Fl) 2 = -1) que verdaderamente 

(2 + 11./=I) !; = 2 + ./=I 
(2 - 11./=I) !; = 2 - ./=I 

por esto la fórmula de Cardano también da x = 4 11 •
3 

Bombelli, aunque no comprendiera del todo los números complejos. estaba poniendo 
de manificst o que para resolver problemas reales se necesitaba de una arit rnét icn compleja. 

Veamos cómo en el caso "irreducible" esto es más claro. 
Si un polinomio de tercer grado tiene tres raíces reales distinta.~ entonces el discrimi-

nante ~ + ~ es negativo. . 
Si tenemos un polinomio con sus tres raíces reales distintas, la gráfica sería esencial

mente así: 

2Morris Kline ll9i2]. 
3 John Stillwell !1989]. 
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Analicemos este caso con p < O y q ~ O : 
f(x) = x3 + px + q, 
f'(xl = 3x2 + p, 

... 

f"(xl = 6x, 
f'(xl=O,cnx=-v=J,yx= A 
La función alcanza un máximo local en x = - A y un mínimo local en x = A 

Cuando x se va a oo , los valores de In función se van a oo y cuando x se va a -oo 
entonces f(xl-. -oo, y si cumple que tic11r. sus tres raíces reales distintas entonces los 
valores de la función c11 los puntos crítico;;. (f(-v'-"J) y f( Al l, tienen signo distinto: 

J(-v'-"J)=-3pv'-"J+q>O. 
f( Al= f.l'A +q <O si 1'11 < lf.PAI 
por tanto f(-AJJ( Al es nep;ntivo. pero ¡,Quié11 es este producto'? 

J(-A)J( Al = (q - 3PAH<J + f.PAl = <¡
2 + 22~ = 

= 22 
( W2 + Oif1

) <o 
Por tanto 

(q)2 (p):I 
2 + 3 <o 

Ejemplo con q > O : 

~): . '.• .. •. 
• ; i ·.;:/~~' 



Ahora si q < O, todo sigue igUal si ¡q¡ < 1 ~PAi y tenemos nuevamente que el 
discriminante es negativo: 

Ejemplo: 

Si tuviéramos que ¡q¡ > l~PAI, donde q > O o bien q <O, entonces la gráfica ele 
la cúbica está por arriba del eje X o por debajo segiín el valor de q y en ambos casos 
"xiste una raíz real. Observemos cómo aquí el discriminante es posit h·o. 
~$m~ . 

x 3 
- 6x+25 

... 

x 3 - 6x- 25 

10 
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... 

Si alguno de los valores de la función en los puntos críticos (J(-v=J) o f( v=J)) 
es cero entonces tendremos una raíz múltiple. 

Ahora si p > O : -
f'(x) = 3x2 + p >O, tenemos una función creciente, y de nueva cuenta tenemos sólo 

una raíz real. 
Ejemplo: 
x 3 +4x+10 

x 3 +4x-10 

._ .... 
11 

-------------------------------------------------



Lo que tenemos es que la única posibilidad para que tengamos tres soluciones distintas 
reales es cuando 

f(/f>!(-~) <o. 
Lo interesante para nosotros es que teniendo una ecuación cúbica con coeficientes 

reales p y q, con raíces reales y queremos resolverla, en algún momento tenemos que 
pasar por C. 

Se demuestra en In Teoría de Galois sobre las ecuaciones algebraicas que este problema 
no es exclusivo de la fórmula de del Ferro-Tartaglia-Cardano, sino algo más intrínseco: 
cualquier procedimiento general para resolver la ecuación de tercer grado usando, a partir 
de los coeficientes, las operaciones de sumn, resta, multiplicación, división y extracción 
ele raíces, debe pasar en el caso irreducible por los números complejos. 

;,Se puede factorizar x 4 + a 4 ? 

Otro ejemplo que muestra de nueva cuenta la necesidad de los números complejos para 
resolver problemas reales, es el trabajo que realizó Jean Bernoulli al integrar algunas 
funciones racionales por el método de fracciones simples, llegando a preguntarse si se 
podía expresar un polinomio de coeficientes reales como producto de factores de primer 
y segundo grado con coeficientes reales. 

Durante el siglo XVIII se seguía desarrollando la teoría de los números complejos 
por di\'ersos matemáticos. Leibniz y Jean Bernoulli encontraron muchas integrales de 
funciones racionales por el método de fracciones simples. 

11 Bcrnoulli afirmó en las Aclrl Eruditorum de 1702 que In integral de cualquier función 
racional no implicaba más funciones trascendentes que las trigonométricas y la logarít
mica.Corno el denominador de una función racional es un polinomio en x de grado n, la 
validcr.< de esa afirmación dependía de si cualquier polinomio con coeficientes reales podía 
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expresarse como producto de factores de primer y segundo grado con coeficientes.reales. 
En su artículo de las Acta de 1702, Leibniz opinaba que ello no era posible y daba el 
ejemplo x 4 + a 4 • Señalaba que 

x4 + 0 4 = (x2 _ 0 2.¡=r) (x2 + 0 2 r-1) = 

~ (x+aVFl) (x-av7-l) (x+aJ-v'-I) (x-aJ-A) 
y, según él, para ningtln par de esos cuatro factores se \ 0erificaba que su producto 

fuese un factor cuadrático con coeficientes reales. Si hubiese sido capaz de expresar la raíz 
cuadrada de v'-T y de -v'-T como números complejos ordinarios, se hubiese apercibido 
de su error. Nicolaus Bernoulli (1687-1759), un sobrino de Jacques y Jean, indicó en la~ 
Acta Eruditorum de 1719 que: 

x 4 + a 4 = (x2 + a 2)2 - 2a2x2 = (x2 + v'2ax + a 2) (x2 - v'2ax + a 2) 

de donde se sigue que la función x• ! a• se puede integrar en términos de funcione~ 
trigonométricas y de la logarítmica". 4 

1.2. Recapitulación de las propiedades elementales 

Vamos a recordar ahora la construcción y las propiedades elementales de los mímeros 
complejos. 

1.2.1-. Ca.Illpo "no ordenado" 

Si considerarnos a IR2 y definimos para las parejas orde111ldas, z := (x, y), de números 
reales una multiplicadón: 

Z1Z2 = (xi. Y1)(x2,Y2) := (x1X2 - Y1Y2. X1Y2 + X2Yd 
y para la suma tenemos: 
Z1 + Z2 = (x1, Y1) + (x2, Y2) := (x1 + x2,Y1 + Y2) 
obtenemos que se cumple: 
1.Ley asociativa: (zi' + z2) + Z3 = z1 + (z2 + Z3) 

(z1 z2)Z3 = z1 (z2z3) 
2.Ley conmutativa: z1 + Z2 = z2 + Z1 

Z¡Z2 =:=: Z2Zt 

. 3.Ley distributiva: Z¡ (z2 + Z3) = Z1Z2 + Z¡Z3 

Existe el elemento cero como O:= (O, O) y el elemento unidad 1 := (1, O);' 
El inverso aditivo de z .- (x, y), es -z := (-x, -y) y si z 'f O ten¿mos e1' inverso ' 

multiplicativo 

4 l\lorris l\line [l 9i2]. 
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z-I :~·(x2: y2' x27 y2) 

A este campo se le llama el campo de los números complejos y lo denotamos <C 
Si hacemos la correspondencia 

x - (x,O) 

de 

vemos que el campo de los reales, IR, está metido en <C, porque se sigue cumpliendo 
que: 

(xi. O)(x2 , O) 

(x 1 , O)+ (x2 , O) 
(X1X2,Ü) 
(X¡+ X2,0) 

Lo que estamos haciendo es identificar el número real x con el número complejo (x, O), 
por esta identificación se dice que <Ces una extensión de IR. Ahora delininios 

i := (O, 1) 

donde {O, 1) E <C, es claro que i 2 = (O, 1)(0, 1) 
unidad imaginaria de C. ' 

Por tanto, todo número 
z := (x,¡j) eC 

t icne una única rewcsentación 

-:-1 , a este número i se le. llama 

(x, y) ~'(x,O)+(O,l)(y,p) 

esto es 
z = x + iy con x, y E IR . , ' .· . 

Se le llama la parte real de z al valo;·;,;: · 

Rez:= x 

y la parte imaginaria de z al valor y :" 

Imz':= y .. ,· 
(Obsérvese que la parte imaginarid d~ tm ntlmero complejo~ el número .real y y.no 

el imaginario yi.) , . . . . . 
El nürnero z es real si Im z = O y es im.aglnario puro si Re z .=,O. 
En el campo de los números complejos no hay un orden, es decir, que no· hay un 
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orden compatible con las operaciones: (a > O. J > O => o + (3 >O y a/3 > O). El orden 
usual en los números reales cumple con estas condiciones, pero no C, por tanto, no es 
posible extender ese orden o construir ningün otro. El hecho fundamental es que tenernos 
en C un número cuyo cuadrado es negativo (i 2 = -1) lo cual no es compatible con la 
existencia de 1'.n tal orden. (El lector podrá f1\cilmente convertir esta observación en una 
demostración). Sin embargo IC tiene mucla1.~ otras propiedades muy especiales, que no 
tienen los campos ordenados. 

1.2.2. Raíz cuadrada 
/ 

Las raíces cuadradas de cualquier número complejo pueden obtenerse de manera di-
recta. 

Sea w =o+ i/3 E e, queremos encontrar un z = X+ iy tal que z 2 = w, o sea que 
(x + iy)2 = o+ i/3, lo que equivale a x 2 - y 2 + i2xy = o+ i/3. 
Esto nos da un sistema de ecuaciones a resolver: 

x2 - y2 o 

2xy B 

Éste puede resolverse directamente despejando y ele Ja segunda ecuación y substi
tuyendo en la primera. Otra forma ele hacerlo es como sigue: 

Observemos que (x2 + y2 ) 2 = (x2 - y2 ) 2 + 4x2y2 = a 2 + (32
• 

Por.tanto: 

x2 + 112 = J 0 2 + /32. 

Luego x2 = -y2 + y' 02 + (32 = o - x2 + y' 02 + (32
, 

a+ v'a2 +B2 

x2 = 2 . 

Corno y2 = x 2 - a, 

2 -a+~ 
y = 2 . 

Para encontrar x y y basta tomar otra vez raíces cuadradas. No hay ningún problema 
en el procedimiento porque todos los números a los que hay que extraer raíz cuadrada 
son reales no negativos. · 

Está claro que no podemos tomar arbitrariamente las diversas combinaciones de las 
raíces cuadradas de las expresiones anteriores, porque se debe cumplir que el producto 
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ry tenga el signo de /3, dándonos únicamente dos raíces simétricas, es decir, z y -;:- (y 
110 cuatro, lo cual sería muy extrruio). 

Tomando ese cuidado, la solución general se puede esci;ibir asÍ: 

.¡w = ± (.jo+~+ i& .j-o+~) si /31' O 

.¡w =±va si a 2: o y /3 = o 

./W = ±iy'-0 si a <O y /3 =O 

No sólo podemos obtener rafees cuadradas, sino también resolver cualquier ecuación 
de segundo grado con coeficientes complejos: Si tuviéramos un polinomio cuadrático 
: 2 + cz + d E C, y lo transformamos completando el cuadrado en (z + 4c)2 + d - ¡c2 , 

es fácil ver cómo mediante el cálculo de la raíz cuadrada se determinan los ceros de este 
polinomio. Entonces, por la fórmula usual, vemos que todo polinomio de grado 2 co11 
c·oeficientes complejos tiene raíces complejas. 

1.2.3. Representación geométrica 

El hecho de poder identificar a C con IR2 es muy importante porque nos permitirá 
hncer mucho análisis y mucha geometría. El 111ímero complejo z = x + iy se interpreta 
¡!;'"'métricamente (diagrama de Argand ó plano-z) como el punto (x,y) en el plano xy. 

Dos números complejos son iguales si sus respectivas partes reales e irnnginarias so11 
i~111les, de modo que sus puntos representativos en el plano coinciden. 

z 

·2 

1.2.4. Conjugación 

La conjugación compleja es la transformación que manda z = x + iy en z = x - iy. 
Geométricamente tenemos una reflexión con respecto al eje real. 
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Si z = x+iy entonces zz = x 2 +y2 , y como este valor es no negativo, podemos sacarle 
raíz cuadrada. Así, se define el módulo o valor absoluto de cualquier número complejo 
como: 

lzl = .Jx2 + y 2 E JR+u {O} <" 

Y es igual a la distanci11 del punto= al origen del plano xy. 
Propiedades del módulo: 
a) l=I ;:::: O; si lzl = O entonces z =O. 
b) == = 1::12 
e) l:OI = 1::1 
<l) 1-::1=1::1 
e) l=u•I = l=l lwl 
f) Si w f O entonce:.,,; l;;:I = .~. 
g) IRe ::1 :5 1.::1 

IIm ::1 :5 l=I 
h) lz + 11•1 :5 l=I + lwl (Desigualdad cid triñnp;ulo) 
Si= f. O. observemos que.::-•=~- Luego z- 1 estñ en 111 misma dirección quez con 

módulo;-!-,. 
En p~ticul~r. z- 1 = z si lzl =l. 

Y algu1111s de las propie<l11cles de 111 conjugación son: 
n) z+w=Z+W 
b) (-::) = -:: 
e) ::-W =:: üi 

d) Si w #O=> (~) = ~ 
")'5"=.:: 
f) = +:: = 2 Re= 

.:: - :: = 2i Irn = 
L11s propic<l11des a) y e) de l>t co11jug11ció11 nos cxprc.;1111 que ést11 e,,; un a11to111orfi.~11w 
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del campo de los complejos, es decir, una transformación im·ert iblc del campo IC. en 
sí mismo que preserva todas las operaciones. En otras palabrns, es una simetría de la 
estructura algebraica de C y se deriva del hecho de que i y -i , ambas raíces del polinomio 
x 2 + 1, tienen exactamente las mismas propiedades. 

Para un complejo z distinto de O , el ángulo O medido de la parte positiva del eje 
real al radio vector det.erminado por z es llamado el argumento de.:: y es denotado por 
argz. 

' .. 

De donde se satisface que: 
tan O= I!, cosO = Fr· seno= f!-
Se considera orient~ción positi'~.;l del ángulo la sci1alnda por. In ffocha (sentido l~vó-. 

giro)/' 
El ángulo que satisaface las relaciones anteriores. queda unívocamente definido salvo 

por un múltiplo de 2r.. · . . · . 
De modo que siempre es posible expresar un mimer,o complejo distinto pd cero en 

fomza polar: 

:; = lzl (cos O+ isenO) 

Más adelante veremos que esta expresión nos ayuda a visualizar geométricamente la 
multiplicación de complejos, pero analicemos un poco la forma polar (trigonométrica). 
En primer lugar si :; = O el módulo es O, mientras que el argumento carece de sentido, 
podemos darle el valor que queramos. En segundo Jugar si z f O el argumento de:; no está 
tan bien· definido, sin embargo ya no tenernos tantas opciones. O= arg.:: es un conjunto, 
una colección de números, es una clase de equivalencin módulo 27r. es un número tal que 
si le sumo 27r es el mismo, no cambia. 

Escoger(} dentro de ciertos límites n \'eces es conveniente, por ejemplo si z ;l O existe 
uno, sólo uno de los valores del argumento para el rango comprendido entre -7r y rr, a 
este valor se le denomina valor principal del argumento, algunos libros lo denotan O =Arg 

5Scntido contrario a las manecillas de) reloj. 

18 



Pero también existen desventajas, por ejemplo: 
si -rr < O :5 7r y a cada número complejo '# O le asociamos su argumento tendríamos· 

una discontinuidad en el argumento. 
Si tomáramos una sucesión en el semiplano inferior que converja al -1, por ejemplo, 

los argumentos van decreciendo tendiendo" -rr, hunque arg(-'-1) ='Ir." 

' 2~: 

i 
12~ l 

.1 .,, ··Q· "' " 
-1~7 

·:u.:. 

Eso sucedería con cualquier punto en el eje real ncgat ivo, por lo que la función arg z 
es discontinua en todo el inter\'alo (-oo.O). 

Para visualizar la discontinuidad de ~nito. p,rnfic¡uemos {(l.,arg(t)) : t E JR}, con
siderando que z(I) = cos 2rrl + iscn2;;1 (es decir. que ni variar la t en intcr\'alos unitarios 
le damos la vuelta completa a unn circunfcrc11da y var11os tomando el argumento en cada 
punto del recorrido). 

Así, todo número complejo tiene su módulo r = lzl y su argumento (módulo 2ir). 

Ejemplo 1.1 1 + i = ~(cos ¡ + iscnj) 

1.2.5. Interpretación geométrica de las operaciones 

Suma 
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Si representamos Z¡ y Z2 por vectores en el plano c-.omplejo, 111 snm11 Z¡ + Z2 y la resta 
: 1 - Z2 son, lo mismo que en IR2 • Las diagonales del paralelogramo generado por z1 y Z2. 

Y también se cumple la desig11nldad del tdángul~: 

lVlultiplicación 

Si los números complejos z1 y z~ son c.xpresados en coordenadas polares: 

z 1 r 1(cos01 + iscn01) 

·z2 r2(cos02 + isen02) 

la·multiplicación nos da: 

z1z2 r1r2 [(cos 01 cos02.- sen01si?.n02) + i(sen01 cos02 + se1102cos01)) 

z1z2 r 1r2 [cos(01 + 02) + isen(01 + 02)) 

y lá división : 

Z¡ r¡ " 
- = - [cos(01 -: 02 ) :+ isen(01 :-- 02)) , , r2 #.O .. 
Z2 r2 " · .· - .e·· c.·/.·· _-. .. '" · .... •.-

es decir, que al multiplicar dos números com~lejos se multiplican sus módulos"yse 
stirnan stis argumentos, y al dividir, 5e:dividéíí"lós m6d{1!0~); sri restan los'argumentós. 
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multiplicación 

En particular si la multiplicación de z1 es con un z2 cuyo módulo es 1, tenemos una 
rotación del vector z1 alrededor del origen en sentido levógiro de un ángulo 02. 

Ejemplo 1.2 El producto zi = (x + iy)i = xi - y = -y+ ix 
arg(zi) = arg z + argi = arg z + ~ 
lzil = lzl lil = lzl 1 = lzl 

es decir, nos resulta un vector ortogonala z, c~rl s~ mismo módulo (girado en sentido 
positivo). . .·, .·. ·' . ... . . . .. . 

Una construcción goométricadelproducto es:Ia siguiente:; .. ·· .. <· ... 
Dados los puntos O, 1, Z¡,Z2, ~Ilstrui~os iíII trlángul;, con ~értic~ O, i y Z¡ : 

21 



Y luego por semejanza construimos otro triángulo obteniendo el punlo z1z2 

multiplicación 

El triángulo con vértices O, 1, z1 es semejante al triángulo con vértices O, z2, z 1z2 • 

Tenemos que o = arg(z1z2 ) - arg(z2 ) es igual al a' = arg z1 y sus lados adyacentes 
son proporcionales 

l:tl -1:.l.:2..!. 
1 - 1.z:2t • 

1.2.6. Representación de e con matrices 

Cada número complejo lo podemos pensar como una transformación del plano: Es 
una transformación lineal y como tal le podemos asociar una matriz, sea a = a + ib 
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entonces 

a· (x, y)= (a+ ib)(x + iy) = (ax - by. ay+ b.r) = M,. ( ~ ) . 

Donde Af0 = (~ ;b) 
Así, a cada complejo a le hacemos c.orn:<po11dPt' un11 matriz Aln : 

. •, . · (· a -b ) 
a = a + ib -+ /\Ir> = b 

0 

y todas las operaciones con complejos corresponden n operaciones con matrices: 
Ma+fJ =Mo+Mfi 
Mn·tJ=MaMfJ 

Mn= ( ~b : ) 

lal2 = det ( ~ ~b ) 
Dicho de otra manera, podemos establecer u1111 correspondencia entre los mímeros 

complejos y las transformaciones del plano: p11ra uu 11lgebrista los complejos ron un 
conjunto con ciertas operaciones, etc., y ¡mm uu geómetra serán transform11ciones del 
plano. Así, tenemos otra representación de los m'uncros complejos en términos de oh jetos 
más familiares como lns matrices. 

1.2.7. Fórmula de De Moivre 

Observemos que z2 = zz es el mímcro <¡11!' _t icnc por módulo lzl2 y argumento 20. 
De modo que 

z2 = lzl2 (cus 20 + isw.20) 

Y en general si n E N 

z" = lzl" (cos nO + isen 110) 

para lzl = 1, obtenemos (cosO + isenO)" = (cos 110 + iscn nO) que es la Fórmula de 
De Moivre. · 

Se puede ver que si el exponente es entero, uo hay problema pues •z0 = 1 y si 'es 
negativo z- 1 = lzl- 1 (cos(-0) + iscn(-0)) .· 

A partir de la F6rniula de De Moivrc se pueden deducir diversas identidades trigonométri
cas, como por ejemplo cos 3.p = cos=• .p - 3 cus .P·""'\~. 

1.2.8. Raíces 



Si existe un número e E IC tal que e" = z (11 E N), se dice que f; es una raíz enésima 
d" .::, e= z~ . :. 

Si z = O, se tiene que e = O 
Si z f' O, tenemos: . .· . . 
sean z = r(coslp + isen'P) y e,,;, s(cosO + faenO) entonces resolviendo esta ecuación: 

se tiene: 

sn(co~nO + isen nO) = 1:(cosep·-f- .isen'P) 

s = 

() 

; .J.' 
·rn:" 

tp. 2k7r -+-.. n n 

donde k es un entero y toma los valores O, 1, 2, ... ¡ n-1 para tener soluciones distintas. 
ün caso importante es cuando z = l¡ que son las raíces enésimas de la'.unidad 

[ (2krr) . (2k;T)] 
Wk = COS n +zscn n 

Todos los valores de e = z~. se pueden obtener a partir dé las raíces enésimas de la 
unidad, multiplicándolas por la raíz obtenida para k =o ' e,;,, r~ (cos (;i), + isen (~)) ; 
es decir, f.wk donde k = O, 1, .. , n - l. · 

Veamos un 'ejemplo, para n = 4 : 

Ejemplo 1.3 Calculemos las rafees cuartas de la unidad 
Zk = cos(¡ + 2

:"') + isen(¡ + 2
:") = cos(~) + isen(~) 

Z1=1 
Z2 = i 
Z3 = -1 
Z4 = -i 

k =o, 1,2,3 

Las cuatro rafees se encuentran a lo largo ·del c(rculo e igualmente espaciados 
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Geométricamente las n rafees de cualquier mímcro complejo distinto de cero, son los 
vértices de un polígono regular con n lados. 

1.3. Importancia y Singularidad de los Números Com
plejos 

Hemos visto hasta ahora c¡ue los mírnero" complejos son u11 c11111po, que lo obt U\'imos 
e.xtendicndo el de los números reales. 'J<,11e111os pare; orde111ulos con un producto bien 
definido y todo f1:uciona muy bien. Pero una prcg1111t a i11terPs1111t e sería ;.Podrémos hacer 
lo misn10 con ternas o cuarteta:.;º? 

No, no se puede. Est11 conclusión a la que se llego 11 cornic11zos del siglo XIX, fnc 
el resultado de muchos intentos por construir cxtc11sioncs que cumplieran con todas )m; 

propiedades de campo. Sin embargo el matemático irland6:; \Villiam H. Hamilton (1805-
1865) a mediados siglo XIX encontró una for11111 de multiplicar cuartetas pero resultó 110 

ser campo. El anillo de los cu11/nnios Ita dado impulso al desarrollo del 1\lgcbra de vectores 
(estudio de la mécanica y de In física). pero no Ita llegado a tener la importancia de los 
números complejos. Actualmente su i11t crós primario es el de ser un ejemplo histórico 
importante, au11que aún desempcñn un papel relevante en gcomct ría y en la teoría de 
n1Í~1cros. 

1.3.1. El caso de IRª 

Veamos como, ya para R:1• no es posibl" obtener un campo. 
Supongamos que sí existe una cstruct urn de campo en R:1, entonces existe un elemento 

unidad 1 ,¡,O . Esto implica c¡ue tenernos los mímcros reales como subcampo, a saber. el 
de todos los múltiplos escalares del l. 

2ii 



Consideremos un elemento u E !R3 , u ~ IR . Si u está en JR.3 , también están u2 y 
u3 , y el conjunto { 1, u, u 2 , u3 } constaría de cuatro vectores de lR.3 que tendrían que ser 
linealmente dependientes. Es decir, se cumple una relación au3 + bu2 +cu+ d = O con 
a, b, e, d E IR no todos nulos. 

Si a no es cero, ésta es una ecuación de tercer grado. Pero sabemos que todo polinomio 
de tercer grado con coeficientes reales tiene por lo menos una raíz real. Si Xo es una 
solucic'm real de nuestra ecuación, la podemos fnctoriznr de la form11 

(11 - x0)(a111 2 + b'u + d) =O 
Así u debe satisfacer la ecuación de segundo grado. Si a fuera cero, nuestra ecuación 

será de entrada de segundo grado (no puede ser de primer grado, porque u no está en 
IR). En cualquier caso podemos resolver la cuadrátrica de la manera usual: 

Simplificando a'u2 + b'u + d = O en u2 + 811 + C = O y completando cuadrados 
tenernos: 

(u+~ )2 = 8.' _ () = B':¡-4C 
Afirmarnos que 8 '4 4c debe ser negativo, porque si es mayor o igual que cero, ten

dríamos dos soluciones reales u 1 , u 2, posiblemente iguales y habría entonces tres soluciones 
ele una ecuación cuadrática: las dos anteriores y u, y esto no puede pasar en un campo. 

Si 8 '44c <O entonces existe un número cuyo cuadrado es un real negativo: 

B)2 (u+.D.) 2 
(11 + 2 = -r2 => ~ = -1 
Esto· quiere decir dos cosas: la primera que nuestro campo contiene a i, por tanto, 

contiene una copia de IC; la segunda, que u está contenido en esta copia de IC . Pero esto 
implica que todos los elementos de IR3 están contenidos en un plano, lo cual es absurdo. 
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En realidad no es posible extender a má.~ dimensione.; finitas el campo de los mímeros 
complejos. 

Decir que no hay extensión significa afirmar qut• d campo es nlp;chráic:nmcntc cerrado, 
y así, C es algebraicnmente cerrado ('lodo polinomio complejo 110 constante tiene una 
raíz compleja). 

1.3.2. Los cuaternios 

Sen Q el conjunto de tmlos los símbolos no+ n 1i ~ nú +nal· doude todos los ntímeros 
00.01.02.o:i E IR. 

Convenirnos en que dos el,. ta les símbolos : 
:r = on + n1i + nú + o;¡k 
Y = 3 0 + 3 1 i + 3 2.i + 3;¡k 
son iµ;uales si y súlo si o 1 = 3 1 para I = O. 1. 2. 3 
Se define In suma y el producto de la sig11ie11te manera: x;y E Q 

a) x +y= (no+ 30 ) +(o 1 + 3 1 ) i + (02 + 3 2 ).i + (o:i + 3:1) k 
Definimos In t.abln de multiplicar: 
¡2 = -1, j2 = - 1, k2 = -1 
Los puntos ij,k representan los corres 1ondientc.; cunternos i. ·', k. 

i.. 
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El producto de dos cuaternios adyacentes es igual al tercero si p11.ra ir del prim~ro al 
segundo en el figura, por el camino más corto, se hace en el mismo sentido de avance 
de las agujas del reloj. Conocida la tabla de multiplicar de los cuatcrnios i,j, k se puede 
efectuar el producto de dos cuaternios arbitrarios: 

b) xy = (oo,60 - 01,61 - 02,62 - 03,63) + (o.o,61 + 01/30 + 02,63 - 0382) i+ 
+ (00.82 - 01/33 + 02,60 + 03,61) j + (ao,63 + 01/32 - 02,61 + 0380) k 
Es importante señalar que la multiplicación no es conmutativa. 
Tenemos el elemento cero 
O = O + Oí + Oj + Ok 
y el elemento unidad 
1 = 1 + Oi + Oj + Ok 
La parte real del cuaternio x = o.0 + o 1i + o 2j + o.3k, es o.0 y la parte vectorial es 

O¡Í + 0.2j + 03k. 
x =o.o - 01i - 02j - 03k es el conjugado de x. 
x + x = 200 E lR. 
xx = o.~ + o~ + o.~ + o~ a esta suma de cuadrados se le llama norma del cuat.ernio. 
Puesto que el cuadrado de todo número real es no negativo, la norma de todo cuaternio 

es también no negativa y es igual a cero sólo para el cuaterno nulo. 
También podemos conocer el inverso multiplicativo de x 
Para todo x E Q distinto de cero existe su inverso dado por 

x-l = a5+o?!aª+o5 

Interpretación geométrica del producto de cuatcrnios puros: 
q = X1 Í + X2j + X3k • 
P = Y1i +Y2i + y3k 
qp = -X1Y1 - X2Y2 - X3y3 + (x2y3 - X3Y2) i + (x3y¡ ".""' X¡y3) J+,(x1Y2 - X2Y1) k 
si representamos a q,p como vectores en lR.3 

q = (X1,X2 1 X3) 
p = (y¡,y2,y3). 
El producto escalar q. p = X¡y¡ + X2Y2 + X3y3 = -(--X1Y1 ".""' X2Y2 ".""'_ X3y3)_ 
y el producto vectorial q x p = __ .; - __ '>. . _._; _ . 

1 
X2 Y2 1 · 1 X1 Y1 1 . 1 X1 Y1 1 k ( · ') ·+ ( . . -- ) · ( -- -- -) k X3 Y3 z+ X3 Y3 J+ X2 Y2 = ~2Y3-X3Y2\X3Y1-;x1~3~+x1y2-X2Y1. 

Así tenemos una interpretación geométrica para cuaternios puros, que. nos permite 
usar resultados del producto escalar y producto ve~tori_al. · · · - ' - · -·· · --

2qp = " - (q • p) + q xf' 

Ejemplo 1.4 ¿Cuántas ra(ces tiene la siguiente ecuaé:ión ? 

x 2 +1=0 
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se ¡Jucden encontrar rápidamc11tr- fi mir·•" ±i. ±j. ±~· 
¿Serrín todas las ,9olucio11es'I 
Obstrvcmos que si x = o 1i + oú + <>:1k lit 11t uorma l, 
x 2 = -a~ - a~ - a~ = - lxl 2 = -1 

Toda la esfem unitaria serta so/uci611. , s d1.cir. ¡tenemos una ülfinidad de solllCi611es! 

Otra álgebra donde hay i11\•erso mult iplicnt ivo r.s la ele los míineros .ele Cayley, .. pero 
ya no hay rmís. De aquí la import anda d<'I '"t uclio del campo C. 

1.3.3. Factorización de polinomios reales 

Los números complejos son muy üt iles. muchos problemas en lR vistos en C adquieren 
mejor panorama y se simplifica su sol11d611. l "n ejemplo de esto es la factorización de 
polinomios. En la búsqueda de resoh·er intq;ndc"' de funciones racionales, los matemáticos 
nuevamente se enfrentaban con los números complejos (ver parte uno de este capítulo). 
La conclusión que nub tarde expwsarín un matemático francés, refleja muy bien este 
fenómeno al decir. "El camino nub corto entre dos resultados sobre los números reales 
pasa frecuentemente por los complejos".'· 

Para ver e;te ejemplo. consideremos 1111 tcoremn muy importante, del que, a lo largo 
de este curso veremos varia."i dcn1ostracio11cs: 

Teorema Fundamental del Algchra (TFA): Todo polinomio complejo no con
slllnt.c. t.iu1c. al muros 1111a miz co11171hja. 

Como consccnencin del TFA, tenemos que todn polinomio complejo de grado n, tiene 
n y sólo 11, raíces complejas z1 •••• .:,, hL~ cuales. sin embargo, no deben ser distintas todas. 

6 JHC:quc.-:-;-Sulon10r1 l lndn111urd( 1805-1 !)6:i) .~ lnt cnu\t it·o frnnc•l!:fi. 



Además lo podemos representar como producto de. n factores lineales P(z) 
zt)(i - z2) ... (z - z,.). 

Ejemplo 1.5 z5 - 3z4 + 7z3 - 13z2 +12z - 4 = (z - 1)3 (z2 + 4) ~O .. 
tiene cinco ra(ces de los cuales, sin embargo, solamente tres son diferentes: , 
Z1 = Z2 = Z3 = 1, Z4 = 2i y Z5 = -2i 

a,,(z -

Ahora, si todos los coeficientes del polinomio P(z) = a,,z" + Dn-1z"""'1.+ ... + a0 son 
reales y a: E C es raíz entonces o E C también es raíz, esto se desprende de las reglas de 
operaciones =n números =mplejos: ·· · 

P(a:) = ª"ª" + ªn-10:"-1 + ... + ao =O . . . . . ·. . . ,·, 
O= O= P(o) = ª"ª" + ªn-10 11

-
1 + ... + ao = a,,07'.+ ªn-10".- 1 +,. .. + ao = P(a).· 

,« : ' ."'-

Teorema 1.1 Todo polinomio con coeficientes reales se. puede factor-izar como producto 
de polinomios de grado uno o dos con coeficientes ·reales. · · 

Demostración P(z) = a,,z" + ªn-iz"-1 + ... + l1{) 

Por el TFA: 
P(z) = a,,(z - zi) ... (z - Zn)• 

Supongamos que z1 ••• zk son las raíces reales. 
Si i > k, como z1 es raíz entonces también z¡ 
y (z - z,) (z -Zi) = z 2 - (z; +Z;")z + (z;Z¡) = z 2 - z2Rez1 + lzd2 

donde 2Re Z;, 1Zil2 E IR 
por tanto z 2 - z2 Re z; + lzd2 es un polinomio de grado 2 en z con coeficiente, reales. 

P(z) =a,, (z - z1) ... 1z - zk) TI(z2 - z2 Re Z¡ + lzd 2
), donde v = "; k· 

i 

obteniendo así k factores lineales y ";k factores cuadráticos.,./ • 

Ejercicio 1.1 Factorizar x 4 + a 4 

1.4. Teorema Fundamental del Algebra 

1.4.1. Prefiguración de algunas ideas sobre las transformaciones 
complejas 

La posibilidad de visualizar geométricamente a los números complejos en el plano, 
nos permitirá comprcudcr más a las funciones complejas y usar todo lo que ya sabemos 
para IR2 (conjuntos abiertos, cerrados, compactos, conexos, sucesiones convergentes, etc.) 

Una función compleja de variable compleja estará definida en un subconjunto abierto 
contenido en C y In imagen estará eu C. 
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Nuestro problema será ver qué sucede con puntos, líneas, círculos, etc., en qué se 
transforman, cuál es su imagen, es decir, queremos saber cómo se transforma el plano 
complejo. 

Es usual denotar al plano donde está el punto : i Dominio) como plano z y al plano 
donde está la imagen w = /(z). el p/0110 w. 

En el capítulo ll, ampliaremos el estudio de las t rnnsformaciones del plano complejo. 
Por el momento veamos sólo algunas de ellas. 

Sea f : IC -+ IC, a E IC 

J(z) =a, todo el plano va a un punto. 
/(z) = z, el plano se queda igual 
/(z) = z, el plano se refleja con respecto ni eje rPal 
/(z) = .:: +a, el plano se traslada, sin girar. El origen va al punto a. 
Recordemos que el producto de dos números complejos es un número complejo con 

módulo igual al producto de los módulos y su arp,111nento es la suma de los argumentos 
de los factores. Consideremos a # O 

/(.::) = az, cualquier vector z, gira un ángulo ip,111tl ni arga y se agranda (o se achica) 
el módulo de z un factor lal. Todo el plano gira y"" expande (o contrae). 

f(.::) = Zn: 

w =O si-::= O 
si z # O, escribimos a .:: en forma polar :; = r(cosO + isenO) y el punto imagen nos 

queda w = r"(cos nO + isen110). El módulo del \ºc•C"tor :; se cle\'ll a la potencia n y su 
argumento se multiplica por n. 

Si 1· > O, un círculo de radio r (1.::1 = r) en el plano z se transforma en otro círculo de 
radio r" (lwl = r"). 

Si el módulo de z va creciendo entonces al elemrlo a In potencia 11 el módulo del 
\'P.Ctor w, también irá creciendo. 

Por ejemplo para n = 2 : 
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1.4.2. Demostración elemental del Teorema Fundamental del 
Algebra 

Combinando estas funciones obtenemos otras que son muy importantes y que estudi-
1\J"emos durante el curso, los polinomios. 

p(z) = anzn + lln-izn-I + ... + ª<i. an #O (Polinomio complejo de gmdo n) 

La siguiente demostración elemental se basa únieamente en las propiedades que cono-
cemos de los númer.os complejos y de los polinomios: · 

Teorema 1.2 (Teorema F'undamental del Algebra} 
Todo polinomio complejo no constante tiene al menos una ro(z compleja. 

Demostración Consideremos un polinomio 

p(z) = a,.zn + lln-1zn-I + ... + ao, lln oF Ü 

Supongamos que para todo z E C, p(z) of O 

=> lp(z)I #o por tanto lp(z)I >o 'Vi E e 
Empezaremos por un lema 
Lema: 
Si p(z) es un polinomio no constante, entonces cuando lzl _, oo, lp(z)I _,oc. 
Demostración del lema: 
Si escribimos p(z) como un producto, lp(z)I = lzln jan+ª".-' + ... + ~j, vemos que el 

primer factor tiende a oo, mientras que el segundo tiende a la constante la,,1 of O. Luego, 
"1 producto tiende a oo. · 

(Dejamos al lector como ejercicio dar una versión más precisa de la demostración de 
este lema: dado M > O, encontrar R >O tal que lzl > R entonces lp(z)I > AJ) • ./ 

Regresando a la demostración dP.l TFA: 
Si no existe un z con p(z) = O, tratemos de ubicar un punto donde lp(z)I sea lo 

menor posible. Si tomamos r = 1~tlp(z)I vamos a ver que existe algún z E C tal que 

IP( z) 1 = r, es decir, que el ínfimo se alcanza: de la definición de ínfimo tenemos que existe 
una sucesión {z¡} tal que lp(z1)1-- r. 
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• Z, 

P(z,) 

·'---~ 
/ \. 

.. 

Si la sucesión Z¡ convergiera a un punto .::o tendríamos que lp(.::o)I = lím lp{z¡)I = r. ,_""' 
Lo mismo sucedería si alguna subsucesión de { :::, } convergiera a .zo.¿Podría pasar, sin 

embargo, que ninguna subsuccsión de { :::; } fuera com·ergente? 
Esto sólo podría pasar si en toda bola con centro en el origen hubiera sólo un número 

finito de puntos de la sucesión (por el Teorema ele Rolzano-V.7eierst.rass, ver apéndice A). 
Pero esto querría decir que .::, -. oc. lo cunl es imposible ya c¡ue, por el lemn, ten

dríamos lp(.::;)I - oo en contradicci6n ron el hecho ele que lp(.::1)1-+ 7'. 

Luego, tiene que e..xistir alguna s11bsuresió11 convergente { z;,} , .::;, -+ Zo, y IP(Zo)I = 
lím lp(.::1,)1 = r 

J-oo . 

P(z,) 

--:. 
// /Í-\. 

\ / ·' .... '--...-/• 

.. 

p(Zo) sería el punto más cercano al origen de los que están en la imagen de p.(Naturalmente, 
podría haber m.ás de un punto a la distancia r del origen en la imagen de .::o). 

Por nuestra hipótesis, r > O. 
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Veamos ahora qué sucede si consideramos lo puntos z c11 nn pcqnci10 círculo co11 
• •·111 ro :::0 :¿Cómo se moverán los puntos p(z) correspondientes'? 

l'ongamos z = z0 + h, p(z) = a,,(z0 + h)" + ... + a 0 

Desarrollando las potencias de los binomios y agrupando obtenernos 
p(z) = b .. h" + ... +b1h+bo 
C'nando h =O, z = z0 y tenemos p(zo) =bu. Y podemos escribir 
p(z) = P(Zo) + h(bnhn-I + ... + bi) = p(zo) + h ·fJ 
arg( p(z) - p(z0 )) = arg h + arg (3 
Suponiendo que b1 #O, al recorrer h un círculo de radio peqneiio, arg h recorre todos 

I•,,., \'alares de O a 2rr. Mientras tanto, arg(/3) se mantiene casi constante, cercano a arg(b1). 
l·.~to significa que p(z) - p(zo) va a apunta:r en todas direcciones, y en particular habrá 
un \~dar de h tal que p(z) - p(z0 ) apunte hacia adentro del círculo de radio. r . . 

z, 

C3 P(z,) .. 
i 1'(7.) ! 

·.r .. 

Pero esto significa que lp(z)I < IP(Zo)I = r, contradiciendo el hecho de que p(z0 ) era 
.,J punto más cercano al origen de los de In irnngc11 de p. La ti11ica posibilidad de evitar 
Psta contradicción es que r sea igual a O, es decir p(z0 ) =O. 

Si b1 = O sólo hay que variar un poco el argumento. 
Supongamos que b1 = ... = bk- J = O. y que bk # O. Entonces 
p(z) - P(Zo) = hk(bnhn-k + ... + b4-) = /¡!" • ¡3, 
nrg(p(z) - p(zu)) = knrg h + arg ¡3. 
Al recorrer arg h los valores de O a 2rr, k arg h toma /,,· \'eccs todos los valores de O a 

2;;. mientras qne arg 3 \'aria sólo un poco alrededor de argb~-. Nuc,·arnente esto implica 
r¡ne, pnrn algiín valor de h. p(z) apunta hacia adentro del círculo de radio r, y por tanto, 
qu" lp(.::)I < 1', llegando nnc\•arnente a la misma contradicción. • 

Ejercicio 1.2 Co11crcta1· el argunu:nto anto·ior para el ca.~o de un poliuomio 1fo grado 3. 

Ln demostración anterior se puede precisar con todo el rigor r¡ne el lector exija. Ver 
apéndice B. 



Capítulo 2 

Transformaciones del Plano 
Complejo 

2.1. El Grupo Afín 

2.1.1. Traslación. Rotación. Homotecia. 

Sin dudn In mejor opción pnra comprender !ns funciones complcjns es \'crlns como 
1 rn11sformncioncs del pinna en el pinna. 

Al pinna más el "punto ni oo", se le llama plano extendidoy se clcnotn por é = 
C..; {oo}. . 

Y ul pinna menos el origen se denota así e• == C\ {O} . 
Trabajaremos con funciones de C en C y: tnnibi.érÍ de é en C. 
Traslación 

Sen b E C fija 
f(z) = z + b 
Es unn trnnsformnción que a q1da complejo z le a5odn'z.+b,'por lo que tenemos unn 

función biyectiva que manda el plano complejo en sí mismo, traslndándólo todo.uri vector 
b (el origen van parar precisamente a b). · · · 

Rotación y Homotecia 

n E C fijo 
f(z) = az 
Si o = O, todo el pinna se va al origen. 
Si o of O: 
dado cualquier vector z, la función lo gira un ángulo igual ni argo. Estamos rotando 

todo el plano, luego tendríamos que multiplicar el módulo de z por el módulo de o, es 
decir. se expande (o contrae) el módulo de z un factor ¡o¡. A es.te movimiento de "zoom"sc 
le llnm11 homotecia. 
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Si lal = 1, simplemente tenemos ttlltt ro1tteió11 ele un ángulo argo, por ejemplo: 
si a = i se gira todo el plano ~ 
si a = 1 el plano queda igual 
si a = -1 el plano se gira ;r 
si a= -i el plano se gira ~;r 
C.on la interpretación geométrica ch- ltts op<·rncio1""'· se contribúyó mucho a despren

derse de ideas confusas sobre los mímeros complejr,,.. y ya no digamos ele tocio lo "miste
rioso" que rodeaba al número i. Tenemos que• e~ un punto bien representado en el plano 
(O, 1) y podríamos todavía pensarlo mejor c·omo u11a 1 ransforrnación del plano en el pl11110 
(multiplicar por i es girar todo IC un ángulo de ~ ). 

Rec.ordemos ahora algunas definiciones~· un t<x>rcma. 

Definición 2.1 T : IR2 __, IR2 Gs liuwl: 
i) si T(u + v) = T(u) + T(v) adilil'idwl 
ii) si T(>.u) = >.T(u) >.E IR homo11wc.idrul ("saca escalares") 

Definición 2.2 (Grupo de Trrmsfornwcim" ·') 
Si T, S E G, To S E G 
Si T E G, r- 1 E G 
entonces G es un grupo 

Consideremos nuevamente n E IC 
Ta: IC--. C 
To(z) = az 
Pero, ¿Qué tipo de transformaciones tcnemos?¡,Qué propiedades geométricas tienen? 
Encontremos la matriz asociada a nuestra transformación: 
a= rcosO + irscnO 
:: = x+ iy 
Tr.O : IR.2 

-+ IR2 

A/ = ( 1·cosO -rsenO) =,. ( coslJ -si:nO) 
" rse110 r cos O sc111J cos O 

Esta transformación lineal es mm ltornotccia s<"guida de una rotación. Claramente si 
r = 1, tenemos una rotación de án¡.,'ltlo O= arg(n) · 

¡,Qué más podernos decir '? 
El cero va a dar al cero. 
Para el caso r = 1 se conscn·nn las clistn11cias (isomctría· del plano) ,y si r .=/-. 1 se 

rno<lificnn, pero todas se modifican c11 la misma proporción. 
Se conservan los áng11los (ángulo orientado posit h·nmcnte): 

:m. 
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<r(z, w) = <r(Tr,B(z), Tr,o(w)). 
Esta propiedad es muy importante. Porque cualquier trnnsfonnación en el plano que 

preserve los ángulos (transformaciones conformes) su matriz respecto R la hase usual 
t ienc que ser de esa forma. Las figuras geométricas en el plano (trián¡1;11los; círcnlos,etc) 
"" transforman en otrH.S semejantes. 

IC -linealidad 
Observemos que/(:;)= n:;, a E IC' cumple: 
i) f(z1 + z2) = f(z¡) + f(z2) y 
ii) f(>,;;) =>./(;;)con>. E IC, f "saca escalares complejos" 
(i) y (ii) quiere decir que J es IC -lineal. 
Las funciones C -lineales son también IR- lineales, preservan ángulos (confornie.s) y 

:<on invertibles. 
Así las cosas, la composición de estas funciones (C -linealc:s) es conforme y la inversa 

de f también, por tanto forman un grupo. Esto es importante pues más adelante veremos 
como esto nos ayudan\ a ahorrarnos muchos cálculos. ·· 

Resumiendo lo visto anteriormente tenemos el siguiente teorema: 

Teorema 2.2 Sea T : IR2 - JR2 line.al (IR- lineal} distinta de la transfórmaéióii cero 
entonces las siguientas afirmaciones son equivalentes: 

i} T (;Se -lineal. 
ii) T es multiplicar por a E IC'. 
iii) La matriz de T respecto a la base usual es de la forma 

(: ~b). 
iv) T es unít composición de una rotación y una homotecia. 
v) T preserva ángulos (orientados). 

Demostración 
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La equivalencia (ii)<=>(iii)<=>(iv) ya ei;tá ch1ra <le la discusi~n anterior, así como (ii)~(i) 
y (iv)=>(v). 

(i)=>(ii): ' 
Si Tes C-lineal entoncesT(z)= T(l)z =o::, donde o= T(l) e·c·. 
(v)=>(i): 
Sean e) y 82 la base usual de IR2 • Como 7' prcser\'ll ángulos entonces T(e)).L T(82). 

T/e>) ~T(<;) 

Además T( e) + 82) y T( e 1 ) forman un. ángulo de 45º, por tanto IT(82) I = IT(e¡-) I · 

. \J)·.·.··.·····.···.· .. ··.·· .. ·~ .... (~ ...... ~e;) 
. 45º• · T(é,) 
. . . ' . . ·~ 

' ' ' 

Si T( e¡-)= (a,b) entonces T(!l2) = (.:'..b,a)f 1i;1n,;1riz Úem.>Í~siguiente forma: 

(~ ::b) . ' .. ~ .. · ·.·. ., . . ' ' 
Por tanto Tes C-lirieal. • ·· · 

'''"'¡' '·.,· 

Observemos que la cónj~gaci6n· eom.plejn no c~mple ninglina d<Í e~tas' propiedades: 

invierte ángul<>,S, !lu rriatr'.z( ~ ~l }. no es de l~·[oi:~a.fd~c~~d~ ypo ~s,C-lineal . 

También podemos tener transformaciones lineales (IR-lineales) que no.preservan los ángu-. 

l~, e5 decir, que no son conformes. Por ejemplo la ~ue tie~~ cortio sunuit'riz {~ .· ~) . 

2;1.2. El Grupo Afín 
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Ahora si combinamos traslación y rotación con homotecia obtenemos las funciones 
rni\s generales de la forma 

f(z) az + B 
o E IC', /3 E C 

las que son funciones conformes y también forman un grupo, un grupo mfis grande 
(el grupo afín). · · 

Si agregamos el Ínfinito entonces f(oo) = oo, de aquí el nombre de afín (al infinito). 
También observamos que son polinomios de grado uno. 

Aquí el cero no va a dar al cero. No se preservan las distancias. Sin eml;árgo se 
modifican guardando una proporción, o sea, lf(z1) - f(z2)I = lnl lz1 - z2I · 

Nos preguntamos: . 
¡,Qué libertad tenemos para mandar un punto en otro, con una transformación afín? 
Podemos ver que con una traslación T(z) =. z + (zí - z1) , el punto.z1va al z\. 

. . 
.. ·,··1 

1 
1 

1 

Es decir, dados z 1, z\, siempre existe una traslación T tal que T(z1) = z\. 
Si damos ahora parejas de puntos (z1,z2) y (z\,z2) , ¿existirá una traslación T tal 

que T(z1) = zí y T(z2 ) = z2 ? Claramente no siempre será posible, porque al pedir 
la primera condición, T(z1) = z\, la traslación queda totalmente determinada y ya no 
tenemos libertad para hacer que cumpla la segunda. Podemos solamente intentar ver si 
esta traslación también manda z2 en z2. Si lo hace,' bien; si no, el problema no tiene 
solución. · 

Podemos precisar la condición que nos garantice resolver el problema: la tínica traslnción 
T que manda z1 en z\ es T(z) = z + (zí - z1). Que ésta mande z2 en z2 quiere decir.que: 

zí = T(z2) = z2 + z; - z 1 • · 

lo que equivale a z2 - z2 = zí - z1 • . .. 

Geométricamente esto es obvio: para que una traslación lleve· z1 en :::\ y:' :::2 en :::2 es 
necesario (y suficiente) que los vectore<; de z 1 a z2 y de z\ a z2 sean iguales:·. ·· ' 
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i!.i, 

' ' 
¡¡,, /'··2~ 

1 ' ' . . . . 
Z.:z. ----------

! 

Si queremos mandar dos puntos en otros dos puntos dados necesitamos un grupo de 
transformaciones mayor que el de las traslaciones. Veremos que siempre lo podemos hacer 
mediante transformaciones afines: 

Queremos mandar una pareja de puntos distintos en otra. ¿ Qué libertad tenernos 
para hacerlo? 

{z1,z2} ___, {z;,z~} 
Podríamos primero trasladar todo el plano al origen (mandando el punto z1 _al O) , 

luego giramos y expandemos (o contraemos) y Juego nos regresamos al punto z;. 

Sean 

~~ 
,/ _.\l, 
~-

T(z) = z- z1 , 

S(z) = az con a = •2- •: 
Zl- .:¡ ! 

R(z) = z+ z;. 
Componiendo <p(z) = R(S(T(z))) = (a(z - z1)) + z; = ~~= ~¡ z + =::',-=.:,•=• = az + ¡3 
También podemos encontrar a y _B resolviendo el siguiente sistema: 
Cf(Z1) = OZ1 + .B = z\ . 
.p(z2) = OZ2 + .B = z~ 
o(z2 - zi) = z~ - z\ 
o==~-=1 

.:2- .:¡ 
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f3 = z' - az = .::.:2- .i1:i 
l 1 :2--=1 . 

Pero otra manera más elegante de verlo, que incluso muestra la unicidad de la trans-
formación es primero mandar {z1,z2 } en {O, 1} y {z;, z~} en {O, 1}, mediante !ns trans
formaciones T 1(z) = •- •• y T2 (z) = •,- •:, : 

.i2- .C¡ :2- =1 

o 

Entonces T = r 2-
1 o T1 manda la pareja {z1 , z2 } en {z;, z~}. 

Si se tiene una transformación S(z) = a·z + /3 qu~ manda {0, 1} en {O, 1} ésta tiene 
que ser Ja identidad, pues si S(O) = aO + /3 = O =:. /3 = O, entonces S(z) = oz pero 
S(l) =al = 1 => a= 1, por tanto S(z) = z. 

De aquí concluirnos que T(z) es única en general, porque si hubiera dos transforma
ciones diferentes, componiéndolas con T¡- 1 y T2 habría dos diferentes que mandan {O, 1} 
cn{O,l}. 

Conclusión 2.1 Existe una única transformación aftn que ma11d11 111111 7wrrj11 de puntos 
distintos e11 otra. 

¿Cuándo podremos mandar tina terna de puntos distintos en otra'? 
Ya tenemos la transformación que manda una pareja en otra: 
T matula {z2,z3} en {z;,z~}. 

·l; 
., ·i,~ 
l., 

tenemos que zj = T(z1 ), éste número tiene que ser igual a.::;, si fueran iguales ya no 
tendríamos que pedir nada, pero resulta que no siempre ocurre, por lo que se necesita 
pedir c¡uc sean iguales; 

Por tanto tenernos: 

Teorema 2.3 b'xistc una transformación affn, que manda .:: 1 ' z2, za en.::\, z~. z~ si y sólo 
si 
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Z¡ -_ .:::¿ :~ - Z~ 

Z3 - z2 = z3 - z~ 

Veamos cuál es la geometría del asunto: 
Esta razón, :; :: ~;, es un número complejo que caracteriza al triángulo, el que nos va 

a dar información de la proporción de sus lados y el ángulo entre ellos: 

·--~_···. 
v>~2 

~. .·. 

arg( ;;::;;) = arg(z1 - z2) - arg(z3 - z2 ) que es el ángulo señal_ado por la flecha 

l 
•i- •· 1 = 1' 1 

- '
21 es la razón entre los lados advacentes. 

%3- ::2 j%3 - ::2l " 

Entone.es esta relación 

Z1 - Z2 = ::1: = :·
2
:, 

Z3 - Z2 - -

quiere decir que los triángulos formados por las ternas son semejantes, a su vez esto 
quiere decir que la transformación afín pre:;cr\'a 111 razón. 

Toda la geometría de semejanza se puede <..'Scribir en términos de complejos (geometría 
afín) 

(Ver apéndice C) 
¿Cuándo tres puntos están alineados? 

cuando el arg(~;::~;) = 7r ó O 

y esto ocurre cuando ~ es un mímero real, 
Así toda transformación afín manda puntos alineados en puntos alineados.,.· 
¡,Cuándo un triángulo es triángulo rectángulo? 
cuando ~;::;; = ir con r E IR 
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Otro ejemplo sería la ecuación de una recta, 
.!..-=....!2.. E IR <=> ..!...=....:.l. = = - Z2 
&3 - :2 =3 - =2 =3 - ::2 

o la ecuación de un círculo, 

I • -=: j = 1, es decir, l.:: - .::21 = l.::3 - z2I · Z-3 - ... , 

2.2. Transformaciones de Mobius 

2.2.1. Inversión 

J: e-e, 
f(z) = f, 
Tenemos que O va al oc y oo v11 al O. 
,\ cnd11 número complejo # O le corresponde Sil im·erso: 
f(z) = ~ = .::-1 = ?" 
Esta tr~nsformnció;; m11nd11 todo lo que está dentro del círculo unit11rio (lzJ < 1) 11 

todo lo que está fuera de él (IJ(z)I > 1) y viceversa. 
Consideremos la circunferencia unitaria: 
En geometría moderna se define la inversión como sigue: si dos puntos p y p' colinenles 

con d centro de la circunferencia de radio 1, cumplen con que el producto de sus distancias 
al l'entro es ig;ual uno, entonces p y p' so11 puntos inversos. (d(O, p)d(O, p') = 1). Se 
dcrnllestra que la inversión tiene muchas propiedades muy interesantes, corno por ejemplo, 
111 preservación de los ángulos en magnitud, pero invierte sil orientación. 



1 
1 

·~ 
t 

Entonces la inversión de la geometría moderna se puede escribir en notación compleja 
como z-+ (l/z). La inversión compleja sería la inversión usual seguida de la conjugación. 
Observemos cómo el reflejar con respecto al eje real, nos recupera la orientación original 
de los ángulos. 

Las transformaciones que hemos visto (afines) mandan rcct>e' en rectas y círculos en 
círculos, a diferencia de f(z) =~.con la cual un círculo o una recta vn a dar a un círculo 
o una recta, es decir, no siempr~ círculos \"an a dar a círculos. Veámoslo: 

círculo: 
I= - .::ol = r. 
(.:: - zu) (z- zu) = r 2 , 

zz - zzo - zoz + zuzo - r 2 = O. 
Hacemos b = -.:0 , e= z0 :Z0 - r 2 ~· obtenemos una ecuación general: 

azz+bz +bz+c= O u.ce IR.be IC 

Aquí están todas las rectas y todos los círculos. (Ver Apéndice C) 

Si a# O y bb- ac >O tenemos un círculo con.centro-~ y radio r = ~
Si a = O Ja ecunción representa una recta cualquiera, bz + bz + e = O. 
f(z) = ~ = w, 
azz + bz + bz +e = O, 
a~¡j; + b~ + b~ +e= 0, 
r:ww + bw + bw + a = O, 
a'ww + llw + l/w + d = O, 
donde a'= e, 

ll = b, 
d =a, 

Entonces tenemos que: 
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Un círculo que pasa por· el origen (e = O) va a unn recta U { oo} que no pnsn por el 
origen (a' = O), 

Un círculo que no pasa por el origen va a ot.ro círculo que.no pasa por el orig;cn. 
{;na recta que pasa por el origen (a y e= O), va a una recta que t11mbié11 p11s11 por el 

origen. 
Una recta que no pasa por el origen (a= O, e# O), va n un círculo que pasa por el 

origen. 
Ahora si· pensamos a una recta como un círculo de radio oo entonces estaríamos 

hablando sólo de. círculos, por tanto con esta modalidad tendríamos qne 

. J(z) = ~ manda "círculos" en "círculos" 
z 

Como transformación~ no está definida en z =O, pero no es muy diffcil corregir esta 
situación: si agregamos a C un punto al oo podemos definir f(O) =oc y f(oo) =O. 

Veamos qué significa esto geométricamente. 

2.2.2. La esfera de Riemann 

S = {(xi,x2,x3 ): x? + x~ + x~ = l} 
" : S - {(O, O, 1)} - C 
A casi todo punto de la esfera le asociamos un punto en el plano: 
(xi, X2,X3) - Z = x;~ !:2 

Podemos agregar el punto al infinito y que sea el punto imagen de (O. O. 1) y obtener 
una extensión de In función rr al plano extendido. " : S - C 

La tr1111sformación adquiere un sentido gcométrÍC'.o claro. si se idcnl ifica z = X¡ + ix2 
eon el punto (xi. x2,0).-Entonccs 7r(p) va a ser el punto de intersección ele el plano (xi, x2) 
con la recta en IR3 que sale del punto (O, O, l) y pasa por el punto p (ver dibujo). 

(0,0, 1) 

,,' 1' 

a: 

La función ;r es llamacln In proyección e8tú·e.ogrdjica, con ;;(O, O, 1) 
trata de una función biyectiva, podemos hallar su inversa',.-• : e - 8 

--•(-) _ ( 2r _2y 1•12-1) 
11 

- - ,:'~+l'~'l=f'+t 
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7r es continua y su inversa también lo es, en el sentido de que si z -+ {O, O, 1), entonces 
7r(z) -+ oo y viceversa, a lo que se le llama un homeomorfismo. Es decir que desde un 
punto de vista topológico la esfera y el plano extendido son equivalentes. 

Esto resulta muy útil,_pues 5:5 una manera de representar al plano complejo extendido 
y visualizar las funciones e-+ e {polinomios, cociente de polinomios,¿, transformaciones 
afines, etc) -

Por ejemplo f(z) = z2 • Esta función z2 mandará a la esfera dos veces sobre sí misma 
y se estira hacia el polo sur y hacia el polo norte: Un círculo paralelo al ecuador cerca de 
oo VR a otro círculo recorrido dos veces, más cerca de oo. El círculo unitario (ecuador) 
va al ecuador recorrido dos veces. Un círculo paralelo al ecuador cerea <le! cero va a otro 
errculo recorrido dos veces. más cerca de cero. ' 

tD"' 

2;2;3; · · 'fran~fCl~ni~C:i~hes de Mobius 
,·. ' ·:~~~~· ... ,.:·:/,:··:~:' __ ::;.'·' l'~~· - . ~· 

o 

..-. A~egando .Ja~inversión a •las transformaciones afines tenemos transformaciones de 
e -+ e de la forma 

az + b 
f(z) = cz + d con ad- be# O 

las que se llaman de MBbius en honor del matemático alemán A.F. MBbius (1790~ 
1868). También se les llama transformaciones lineales fraccionarias. Asimismo, se trata 
de cocientes de polinomios de grado uno, por lo que son a la vez funciones racionales .. 

Cuando ad - be = O, el numerador es múltiplo del denominador por una constante y 
f(z) es constante, por eso las excluimos. · 

Si e = O entonces a # O, esto implica que f(z) = az + f3 con a = ;i y /3 = ~ y 
/(oo) = oo, es decir tenemos las transformaciones afines. 

Si e# O, tenemos que/{-~)= oo y cuando nos movemos hacia el 6o, la transforma-
ción de MBbius tiende al \•alar ~. es decir /(oo) = lím f(z) = !!, . . 

.- .:-:.oo e - .. ;·.. , . : 
Lo que tenemos es una transformación de C en C biyectiva, por tanto. podemos ~n

contrar su inversa que va 
n ser de la misma forma. 
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Ejemplo 2.1 T(z) = ~ 
T(l) = oo 
T(oo) = i 
Todos los círculos que pasan por el 1 van a rectas que no pasan ¡>or i. 
Todas las rectas que pasan por 1 (círculos de rodio oo) van a rectas que. pasan por i. 
Todo lo que pasa por i viene del oo, por lo que las recta.s van a cfrculos quf: pasan 

pori. 
Otra manero de pensar esto, es con la proyección estereográfica, las rectas en el plano 

r•an a dar a círculos que pasan por el polo norte y los círculos del plano van a dar a 
rirculos que no pasan por el polo norte, es decir, los c(rcu/os van a dar a círculos. 

Una transformación de Mllbius también la podemos representar mediante una matriz 

compleja de dos por dos A = ( ~ ~ ) invertible. Y al revés, dada cualquier matriz 

que cumpla la condición det A = ad - cb f O, podemos asociarle una transformación 
de Mllbius. Esta correspondencia (a pesar de que no es biyectiva, porque una matriz A 
y cualquiera de sus múltiples escalares AA definen la misma transformación de Mllbius) 
tiene la ventaja de que permite usar las operaciones con matrices para encontrar com
posiciones e inversas de transformaciones de Mllbius. 

Consideremos dos conjuntos: 
M 1 = {traslaciones, rotnc.ioncs, homotecias, ~ y todas sus composiciones} 
,\..1 = {J(z) =e:;:~ a,b.c,d E C,ad- cbf O} (conjunto de las transformaciones 

de Mllbius) 

Vamos a demostrar que el conjunto de transformaciones de Mobius forma un gruj>0 
bajo la composición. (Este se denota por GL(2,C)/ módulo una homotecia ..\). 

Proposición 2.1 M es un grupo de transformacione.s de C 

Demostración 
1) Si T,T' E M entonces ToT' E M 
T(z) = ~ T'(z) = ~::;!; 

a'•H' T(T'( )) = a~+b = (aa'+bc').:+ob'+bd' 
Z c~+d (cn'+dc').:+cb'+dd'' 

la forma co,.;'e~j;onde a una transformación de Mllbius, pero· faltaría ·demostrar que 
(aa' + bc')(cb' + dd') - (ca'+ dc')(all + bd') f O · 

Esto se puede hacer directamente, pero es mejor hacerlo con matrices: 
T(T'(z)) = ~:::::i:: donde a"= (an' + bd) 

ll' = (ab' + bd') 
e'' = (ca'+ de!) 
d" = (cb' + dd'). 

Luego. la composición de transformaciones de Mobius se corresponde con el producto 
ele mnt rices: 
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d'd" cd dd' ( 
a" ll' ) ( a b ) ( a' b' ) 

Como el determinante de un producto de rnnt rice:-; L'j; el producto de sus determinantes, 
tenemos que 

(
a" b" ) 

det d' d" #-O y 

por tanto ToT' E M. 
2) Si TE M entonces r- 1 E M. Es decir que existe la inversa y ésta pertenece a M. 
Si T(z) = ~.podemos encontrar explícitamente la función inversa r- 1(z) = :::.-:. 

; esta función es de la forma deseada. También podemos encontrarla calculando la matriz 

inversa de A = ( ; ~ ) , aunque no es necesario incluir el factor constante dado por e/ 

determinante. 

( ~· ~ ) ( ~e ~b ) = ( ~d - be ~d - be ) 

T(T- 1(z)) = b":~bc°,1,¡':_i,,,~ = z 
Así, tenemos que M = {T(z) = ~. a,b.c.d E C, con ad- cb #-O} es un grupo 

de transformaciones de iC --> C . ./ • 

'Iborema 2.4 M 1 = M 

Demostración 
i) M1 CM : como t.od1L~ las transformnciow.>; afines están en M (az +/3 = 0

0 ~"'.;.
1 f), 

y la inversión está en M (~ = ~~ ! ¿¡, tnmbién están todas sus composiciones, porque 
Mes cerrado bajo composición . ./ 

ii) M1 ::> M: Ahora hay que demostrar que todn transformación de M5bius se puede 
obtener como composición de homotecias, rotacionc.'S, traslaciones y la inversión. 

T(z) = :;:; 
Si e = O, esto es fácil: T es una transformación afín, T(z) = !Efl!. = ¡jz + ~. y es 

composición de una homotccia, una rotación y una traslación. 
Veamos que al componer con una inversión (y un poco más) podemos reducir las 

cosas al caso e = O : 
Que e 'f O, significa que T no es afín, es decir que T(oo) "" oo : T(oo) = ~· Pero 

podemos mandar de regreso este punto al infinito mediante una traslació1i1'1 (z) = z - ~ 
(que lo mauda al cero), seguida de la inversión S(z) =!que manda O al oo. 

Luego la composición So T1 o T = T' manda oc eñ oc, es afín, y por el caso e = 
O sabemos que es composición de una homotecia, una rotación, una traslación. Luego 
T = r 1-

1 o s- 1 o T' es también composición de homotecias, rotaciones, traslaciones e 
inversión . ./ • 

Ejercicio 2.1 Basándose en la demoslraci611 anterior, escribir explfcitamente T como 
composici611 de lwmolecias, rotaciones, lmslaciones e i11uersi611. Comparar el resultado 
co11 lo que aparece en el libro ~e Ahlfors. · 
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2.2.4. Invariancia de círculos, ángulos y razón cruzada. 

De lo anterior, podemos ya asep,111·ar que: 'Joda transforr1111d•Sll di· :'.\11lhius manda 
· m·1ilos en círculos. 

¡En efecto, ya sabemos que todas la." tra11sforr11aciones 1úi11<:s y 111 inversión mandan 
' irrulos en círculos, y que cualquier transformación ele :'\Wbius '"" compusieión de ést a.'i!.f 

Otra manera de verlo es, corno en el caso de la inl'ersión. subst it uycnclo z = T(w) en 
h1 ecuación de un círculo, para \'er que se obtiene la ecuación de otro círculo. 

Veremos otra demostración de esto y de que además se presen·an los ángulos entre 
l11s círculos, en base a entender, corno lo hicimos antes con las trn.slaciones y las afines, 
f't1ándo podernos mandar un conjunto de puntos en otro mediante una transformación ele 
:'\Wbius. 

Teorema 2.5 Dadas {=1 ,z2,z3 }, {=;,.::;,=;¡}dos terna.~ d(, puntos distintos de C, existe 
111tc1 única TE M tal que T(zi) = z;, T(z2) = z~, T(z3 ) = :; 

• %~ 

(Nota:¡Cornpara con las transformaciones afines! Ahora tenemos m1 grupo mayor de 
r ransformaciones y podernos hacer más cosas que antes). 

Demostración Podernos escribir las ecuaciones T(:;) = :: ~·encontrar los coeficientes 
.¡,. r. Pero es más claro ver Ull CIL'iO part ic:ular, y reducir el CIL'iO geucral a éste utilizando 
lic~ propiedades de grupo. 

Queremos encontrar una t ransforrnación de l'vlllbius que mande { =,, .::2 , =a} en {O, 1, oo} . 
Con r¡(:::) =:: ~3 mandamos a .::1al O y a .::3 al ::x:, 
y para que suceda que : 2 va al 1, habría que buscar quién es A· en r¡(z) = k~ :: :3, '· · 
1 = k:~ ~ :; . 
por lo que In transformación buscada es r¡(z) = : : :• ~; : ~: 
1¡(.zi) =O. r¡(z2 ) = 1, 1¡(z3) = oo. - ·• 

Ln transformación que mÍmda la terna {z;, z;, .::;} en {O, 1, oo} es: 

17'(.::) = ~ = ~j ~t = ~t· . . . . . . 
Por tanto, por las propieda(k.-; de grupo ele M, tenemos que T(:::,) = (r¡•¡- 10'1(.::1) = .::;. 
U11icid11rl: ' 

,Si:;nn T, y 'T2 dos transformacione;; de :'IIl>bius que m1mcla11 In terna {z1,z2 ,z3 } en 
{ .:: 1 .. :.i . .::[¡} • 

Nosotros queremos <lcmostrnr que T1 = 71. 

•l!J 
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Si la transformación que manda al {O, 1, oo} es única no hay problema, pues si r¡' o T1 
y r¡' o T2 : {z1 , z2 , za} -+ {O, l. oo} entonces T 1 = T2. 

Tomemos (r¡)- 1 : {0,1,oo}- {z1,z2,za}, 
así tenemos que: 
r¡'oT1 o(r¡)- 1 : {0,1,oo}--t {O,l,oo}, 
r¡' o T2 o (r¡)- 1 : {O, 1, oo} - {O, 1, oo}. 
Probemos que r¡' o T1 o r¡- 1es la identidad. 
Tenemos que f(z) =~manda a {O, 1, oo} en {O, l,oo}, 
f(O) = ~ por tanto b = O, 
f(oo) = ~ por tanto e= O, 
y J(l) = ~ por tanto a =d. 
Y si oo va oo, es de la forma az + /3; y si el O va al O entonces /3 = O; 
J(l) =al = 1 entonces a = l. 
Por tanto 17' o T1 o 7)-l = 1 (Identidad) de aquí se concluye que T1 = T2 • .f • 
Ahora, si tenemos cuatro puntos distintos {z1, z2 , za, Z4}y queremos mandarlos a otros 

cuatro puntos distintos {z;,z~,z~,z~},¿lo podremos hacer? 
En general no se puede. De acuerdo con el teorema anterior, podemos mandar tres 

puntos distint.os en otra terna de punt.os, T(::;) = ::;. La imagen del cuarto punto bajo 
la transformación T, T(z4 ) = z.j, no necesariarnente es igual al punto que queremos::~. 
Entonces hay que pedir que sean iguales 1¡(::4) y 1¡'(::~) . Es decir, se tiene que cumplir 

que :: : ~! :; = ~~ = ;! = ~l ~~ : ~f. 
Por tanto tenemos: 

Teorema 2.6 Dados { .::1 , z2 , z3 , z4 } y { z;, ::~. ::[¡, ::~} =i.•lc una únicá transformación de 
M "b. l , . 1 .¡ . ól . .:.1 - :1 .:5 - :3 - .:.j - =í =2 - =:i o tus que mane. a z, en z,, z = , .. , s1 JI s o st =4 _ =3 : 2 _ =i - =~ _ =3 :;, _ =i · 

Razón Cruzada (RC) 
Sea S(z) = : ::: :; ;! ::: :; , esta transformación manda a {z2, z3 , z4 } en {O, 1, oo}, re· 

spectivamente. 
AlvalorS(z1) = ;: :::;; ;!:::;; selellamarazóncruzadaysedenotaRC(z1,z2,za,z4), 

. !.l....::.....! 
RC(z1, z2, za,z4) = :; : :t rn7.ón de razones, 

~-~ . 
si alguno de los puntos z2 , z3 , z4 es igual a oo, la razón es simple: 
==a:=~·, ~ : :; y =~: :'2 respectivamente. 

Teorema 2. 7 Toda transformación de Mobius T preserlÍ~ la razón cruz~da. 

Demostración Sea S(z) =::: :; :~::: :;. : · 
Al considerar la transformación SoT- 1, los puntos {T(2), T(z3 ), T(z4)} van a {O, 1, oo}. 
Entonces la raz6n cruzada de (T(z1 ), T(z2 ), T(z3 ), T(z4 )) = S(T- 1(T(zi)). · 
S(T- 1(T(z1) = S(zi) = (z1,z2,-1'3,::4) 
por tanto.T preserva la raz6n cruzada . ./ • 
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Si cuatro puntos están en círculo ¿ Cómo podernos expresarlo en función de Ja razón 
1·ru7.ada? 

Si mandamos tres en O, 1, cxi el cuarto punto tiene que estar en el eje real. 
Si z¡,z2,z3,z4 están en un círculo si y sólo si RC(z11 z2 ,z3 ,z4 ) E IR. 
~ .!l....=....!2. :; : :t E IR esto implica que arg( :A : :t ) = O ó TO 

·-~ ·-~ ~ arg(:!:::: ::) + arg(:~:::: :~) = 1r. 

En la figura son los ángulos opuestos de un cuadrilátero cíclico. 
Y si están en una recta los cuatro puntos también Ja razón cruzada es real. 

lina demostración analítica es la siguiente: 
HC(z.z2,z3,z4) E_IR ___ _ 
<=> = - =2 .:3 - .::1 _ .: - =2 !.3.....=.2J. _ = - !2 !a - !1 

= (z- :_• z~)(-{!_ ;4)(-;.3=•_:
3 ;4)~z~ _:: "i;j ~ (J2

- z4)(z - z2)(z3--' i2)(z:í'- z4) = (z - z2)(z - z4)wo = (z - z4)(z - z2)vo 
V

0 
= Wo . ",·.: ... ·_ .· , :'.. 

1 

= z'Z(wo - vo) + z(z2(vo) - z4(wo)) + z(z4(vo) - z2(wo)) + (z2z4(wo)--' z4z2(vo))~ O 
que es la ecuación general de un círculo (o de una r~ta). ,. · · ·· · ·: ., 

Por lo que si tornarnos tres puntos z1, z2 z3 que definan un .ck~!J~,"~~~~~ces cualquier 
transformación de Mobius manda el punto; en otro punto_de1·arculo definido por T(z:í), 
T(z3), T(z4). : :-.~,· .·\\i.~~~t:r.;·~~-;1it;i·:·;.~1 

Por todo Jo anterior tenemos el siguiente teorema: 

Teorema 2.8 Toda transforniación de Mobius manda'~}~~~os~n'ctkulds.' 
.. ~ ,•. -:~-.:~"':'5:.';~J-~;:/!«<;;~ '.\re>;.· . 

Cualquier propiedad que se pueda expresar en téi:~i~i>s 'éle la ~azón cruzada resulta 
ser invariante, por ejemplo la preservación de"ángnlos oriCnt~d~s. 

'lbrnernos dos círculos e y C' que se corten en do5.·púnt0s z y Z2. 
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Escogemos dos puntos zo en (;' y .:;1 cu ( '' 

Afirmamos que <l'. (CC') = arg(RC(::;,. :: 1• ::0 , ::2 )). 

Observemos en el dibujo c¡ue: 
1) a= 28 y n' = 28' =:-a= 2arg("- 'º)y n' = 2arg(' 1 

·· '9). . ::1 - :.o ::2- ::o 

2) O+ u= ~ y O+ u'= ~ =:- " - 20 = 2u. 
3) Del triángulo formado por 0,0' ~· :; 1 tcuemo" ~+~+O+ 2u = "• 

por tanto O= arg(~~::: ~~) +arg(~~: ~Í). o bien 

<l'.(CC') = arg(:h - : 1
• :a- :2

) = arg(/W(::1'1• :: 1• Zfi • .:::2 )) • 
.. .:i- .. 2 .. o- .. J • 

En el en.so de dos reet ns : 

Ejercicio 2.2 Dejamos al lector, dr.1110.•t1ur rl caso drl ángulo cutre u1ia .recta y an 
cfrcalo. 

Otra demostración más sencilla consiste en reducir el caso general al caso ele dos 
rectas, mandando un punto de intersccd611 al oc (Ver el libro de Ahlfors).· 

Teorema 2.9 1bda tra11sfor111ució11 dr. Alobiu.- pl'f:so-i·a á11,qulos (orientados;.' 

Conclusión 2.2 Las lru11sfornlllcio1u s de. Alobitt.~ so11.u11 grupo de. lruúsfornzacioncs que 
111111 de C - C, que. /11'C.SC1'1 1fl11 1'UZÓ11 CT'UZllfiU, mmttfflll Cf1Y!U[OS C11 cfrcu/os y prescn1a11 
á119ulos orientados. 

Pnrn \'er In rclac·i6n con In gcornctrín hipcrliólica, \"cr apéndice E. 

-., 
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2.2.5. Introducción a las funciones Racionales 

Las transformaciones de Mllbius son un caso particular de las funciones racionales. 
Una función racional es un cociente de polinomios, R(z) = ~ donde P,Q no tienen 

rRÍCCS comunes. 
Los ocros de Q(z) son los polos de R. En estos puntos, definimos R como oo. 
Los ceros de P(z) son los ceros de R. 
El grado de R se define como el máx{grado(P), grado (Q)}. l'v1ás adelante veremos 

que el grado tiene que ver con el número de preimágenes de un punto w, es decir cuántos 
puntos z van a dar al valor w. Por ejemplo, si tenemos z3 y :\r, son funciones racionales 

de grado 3. Todo punto w E C tiene tres preimágenes en é. De esta manera el grado 
tiene que involucrar tanto al denominador como al numerador. 

¿A dónde va el oo? 
Tenemos un cociente de funciones tales que tienden a infinito cuando z ...., oo, aquí 

Jo importante es ver que tan rápido se van, quién es el que domina y los grados nos 
proporcionarán información: 

Sean 
P(z) = a,.,z" + ... + ao 
Q(z) = brnz"' + ... + bo 
Si n > m, P tiende a oo más rápido que Q y R tiende a oo. Si n < m, esa) revés, y 

H tiende a O. Para precisar estos argumentos podemos escribir 

R(z) = zn-m lln + ... + aoz-n 
bm + ... + boz-m 

El cociente tiende a ~ cuando z tiende n oo. 
Luego R(z) -... oc si n > m, R(z) ..... O sin < m y R(z) ...., ~ si n = m. Así podemos 

definir R(oo) como sigue: 
sin> m entonces R(oo) = oo 
sin< m entonces R(oo) =O 
sin= m entonces R(oo) = ~ #O, oo 

Por tanto tenemos que son funciones de C ...., C bien definidas y ¡CONTINUAS! 

2.3. Análisis geométrico 

2.3.1. z 2 como transformación del plano. Duplicación y preser

vación de ángulos 

J(z) = z2
• El cero van dar ni cero. El círculo unitario vn a dar ni círculo unitario 

recorrido dos \'eccs. 
Cuando hemos recorrido apenas rr en el plano z, en el plano w ya recorrimos todo el 

círculo. 
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z1 = cosO + isenO y -z1 = cos (O+ 7') + isen(O + rr) van a dar al mismo punto (aquí 
la función no es inyectiva). 

Un círculo de radio r < 1 va en otro círculo de radio r2 < r y recorrido dos veces. 
Un círculo de radio r > 1 va en otro círculo de radio r 2 > r y recorrido dos veces. 
Ahora consideremos la función f(z) = z2 +e, o bien f(z) = az2 + c, e E C. 
La primera podría pensarse como z2 y luego una traslación de valor e; y la segunda 

como z 2 • luego una rotación y homotecia y al final trasladamos un \'alor c. 
Recordemos cómo le hacíamos en el cw;o real, ¿cómo entendíamos un polinomio de 

grado dos'? 
p(x) = ax2 + bx +e 
¿Cómo sabíamos que es una parábola? 
Completando cnndraclos: 

ax2 + bx +e= ax2 + bx +f.¡+ e - f,; = ( Jax + &.)2 +e- f.¡. 

Si a > O, -:/;; es la abcisa del punto en donde se dobla l.a reda'. Hacierid? el c:aml:iio 
de \•aria ble x' = vax + &. obtenemos la expresión de una parábola x'2 + b''. doblada en 
otro punto y subida o bajada un valor b'. ·-. · · · · · 

Ejemplo 2.2 P(x) = x 2 + 2x = x + 1 2 +1· · 

--· 

" 
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Ahora si hacemos lo mismo para el caso en IC : 
p(z) = z2 + bz +e= z 2 + bz +~+e-~ = (z + ~) 2 

+e - ~-
Vemos que aquí también tenemos un punto especial, cuando teníamos : 2 , el cero tiene 

A6lo·una preimagen (los puntos en el plano-z que van a dar a un punto w) y todos los 
demás tienen dos preimágencs diferentes. Aquí el punto especial es: = -~ y los puntos 
simétricos con respecto al punto especial que van a dar al mismo valor son: - ~+u, - ~ -11 

.· 
,•o ,. o 

Lo mismo que ocurre con z2 en torno al origen, aquí ocurre en'ior.n.o al punto -~. 
Con un cambio de variable z' = z + ~, · ~ ·· · 
z'2 + "algo" = hacer z 2 y luego trasladar un valor 

Como composición tendríamos: ~··· . ,; i.l~oz~~~-!I¡~ ®. · .. •· ... 

r.+ b/z. <:c+!i2T <' .•. · .·· 1 .· ....... . . . : • . ______, . •. ·-:-'. · .. · .... · . e-!.'-¡(¡ 
- ,_ "-, ~ --., " ·' ··. ·, 

o . • . C! ~-~ _ili_. ..: ..... / .... '.·,.·, \__,J --~ ·. ·. •:i:: , .• _,,•.,.,_•, ..... 

Un círculo con centro en-~ va a dar a un circulo con centro en· el origen'y luego va a 
dar a otro circulo con centro en el origen pero recorrido dos veces y luego lo trasladamos 
un valor e - ~ (el origen va a dar al punto e - t;f ). • 

Se ve mejor si no dibujamos los ejes. Tengo un punto y los círculos alrededor de él 
van a dnr a otros alrededor del otro punto: 

Así en generaI(z .-:.z0 )
2 te,. cada círculo alrededor de z0 , lo manda a otro círculo 

alrededor del punto °'recorrido dos veces. 
Si multiplicamos la función por un valor¡ f O, g(z) = '"Y((z - z0 )

2 +e), todo lo que 
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teníamos lo giramos y lo expandemos (o contraemos). En resumen, si entendemos cómo 
es la transformación z 2 podemos saber cómo es la de cualquier otro polinomio de segundo 
grado. · 

Voh·iendo a z2 , la imagen bajo z2 de un círculo con centro en el ori¡¡;en {no consider
emo$ el radio), es otro círculo recorrido dos veces, pero dibujado en el plano-w lo vemos 
como un S0lo círculo, no se distingue la segunda \•uclta. 

¿Qué pasaría si metem~ una pequeña variación? ;.Qué pasa si tomamos un círculo 
cuyo centro está ligeramente desplazado del origen? 

•' 
.3 ·• 

·• 
·• 

Siguiendo los puntos de este círculo obsen·amos lo siguiente: 
Si consideramos la parte del círculo que está en el primer cuadrante, el argumento 

del punto z varía de O a lj y la elevamos al cuadrado, el arg,1m1c11to del punto z2 varía 
de O a 7r quedándonos una curva como un pedazo de círculo; y al recorrer la parte II, 
la curva imagen da una vuelta alrededor del origen, por tanto si vamos recorriendo las 
demás partes de los cuadrantes {III. IV), obtenemos que la curva imagen es una curva 
cerrada que da dos vueltas alrededor del O y tiene una forma como de un "arete". · 

Vemos así que z2 no manda en general círculos en círculos. 

Ejercicio 2.3 Ver qué pa.sa cuando vamos alejando el centro del circulo del origen. 

Y finalmente las rectas que pasan por el origen van a dar a rayos con el doble de 
ángulo de la recta original 
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Podemos concluir que una malla de este tipo: 

bajo z2 sería otra malla del mismo tipo, la diferencia es que los cfrctÍl~-están reoorridos 
rlos veces (expandidos o contraídos) y las rectas que pasan por él orige;..'Són·i~m;ente 
rayos que salen del cero. · . 

Los ejes (real e imaginario) se doblan como sigue: 
El eje real va al eje real positivo. 
El eje imaginario va al eje real negativo. 
La imagen inversa de un círculo (con centro en el origen) y una recta que pase por el 

origen, es un círculo y dos rectas respectivamente. 

Ahora veamos la imagen de.una malla así: 

z 
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Tenemos que en coordenadas x, y la transformación se escribe: 

(x, y)~ (:r2 - ¡¡2, 2xy) 

Tomemos un punto (a, b). La imagen de In recta horizontal (1,, b) que pasa por este 
punto queda parametrizada por 7 1 (/) = (1 2 

- b2
• 21b). 

Es fácil ver que la imagen es una parábola: si 11 = 12 - b2 y v = 2tb, eliminando t 
obtenemos la ecuación u= v2 /4b2 - b2 • 

La imagen de la recta vertical (a, 1) también es una parábola, parametrizada por 
7 2 (t) = (a2 - t 2 , 2al). 

Y la imagen son parábolas cruzadas: / 

¡,Cómo se cruzan estas parábolas? 
El ángulo entre ellas será el ángulo entre sus vectores tangentes en el punto /(a, b). 
Calculando: 
1'\ (t) = (2t, 2b) 
-rWl = (-2t, 2a) 
-y\ (a) = (2a, 2b), -y;(b) = (-2b, 2a) 
por tanto las curvas imagen se cortan ortogona!ffie1Ítc . 

. ¡ 
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Podemos también entender cómo se ve la transformación viendo la imagen im·ersa ele 
ttl.c,unas curvas. 

;.Qué familia de curvas bajo z 2 van a dar a la siguiente malla? 

Buscamos la imagen inversa de la ~allll. de rectas horizontales y verticales: 
Para las rectas verticales: . ·:X. 
e> O: . · .:: · · 
x 2 

- y2 = e aquí tenernos hipérbolas con áSínt.otas en las rectas y = ±x 
e< O: . . . ' 
y 2 

- x2 = e obtenemos· las. h ipérbo!as' conjugadas 
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Para las rectas horizontales: 
2xy = e tenemos hipérbolas con asíntotas en los ejes coordc11nclos y que son ortogo

nales a las otras hipérbolas. 

por tanto la imagen inversa de la malla queda así: 

60 



Dos familias de hiperbólas. Para ver el ángulo entre ellas tomemos el ángulo entre sus 
vectores normales. Para las hiperbólas de ecuación 2xy = e, los vectores normales están 
dados por el gradiente de 2xy que es (2y, 2x). Para las de ecuación x 2 - y2 = r. el vector 
normal es (2x, -2y). Como estos vectores son ortogonales, lus hipcrbóllL~ son ortogonales 
<·11 cada punto de intersección. 

Si tu\•iéramos inclinada la malla de rectas ¿Cuál sería su imagen directa bajo ::i? 
Se podría parametrizar las curvEL" e ir viendo su imagen o bien podemos utilizar lo que 

v11 hemos hecho. Si la malla está inclinada, con un giro podernos "enderC' .. mrla" y elevar al 
<·!ladrado obtenemos llL~ parábolas, volvemos a girar las parábolas con otro ángulo para 
nbteuer la imagen de la malla inclinada. 

Es decir, :: --+ ( cos O+ i sin O):: --+ (cos 20 + i sin 20)::2 --+ z2 • 

Girarnos un ángulo O=;¡., 

ele\•arnos al cuadrado y giramos un ángulo-~ = -20 : 
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Así obtenemos las parábolas inclinaclR.~. Lo c¡ne hemos clemostrndo es c¡ue cunlquier 
malla de rectas{horizont alcs-vcrt.icalcs) bnjo :;2 nos 111 rmmcln a ot rn nmlln pero de pnrábo
las. 

Algo similar ocurre si tomamos In imap;cn im·crsn de 111111 mall11 de rectas inclinaclR.~. 
que será una familia ele hipérbolas inclinncln~. 

Si el ángulo de la malla "inclinndn"es O. girarnos l!L~ hipérbohL~ nn ángulo-~, multi-
plicándolas por· un \'alar B donde nrg(3) = -~ · 

luego elevamos al cuadrado piu·a obtener la 111111111 ele rectlL~ horizontales-verticales y al 
final multiplicamos por otro valor o, do11d<' arg(o) =O pum obtener la malla inclinada. 

Lo que escencialmente estamos haciendo es :;2 : 

.:: _, .Bz _, (í3z)2 ~ o (8z)2 por lo que si .1 = ~-
( ~z )2 = a-1.::2 

o(o-•.::2)=.::2. 
'Ahora si tenernos círculos centrados en (1. O) y radio 1· menor. c¡ue uno, las imágenes 

serán cnn·itas alrededor del l. c¡ue sc \'an a ir pareciendo u un "cacahuate": 
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" ·2 ., 

·2 

Cuando el círculo sea tangente a las rectas de pendiente ±1, los argumentos del círculo 
variarán de¡ a-¡ que al duplicarlos la imagen quedará entre~ y-~ y el módulo de 
z más pequeño es menor que 1 (~ O) y el más grande mayor que 1, por lo tanto los 
módulos de las imágenes variarán de un valor muy cerca del cero a un \•alor mayor que 
1 , quedando una curvn imagen así: 

', 

·2 .3 .. 
., 

., 
" 
" ,, 

La imagen de un círculo con centro en (1, O) y radio 1 bajo z2 ; es la cardioide: 
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Es importante observar q~e cuando pasamos por el cero, l~: curva imagen no es una 
curva lisa, sino que tiene:iln;,'~pico". ".': .. : .. ·. . . .• : ,,· : .. , < 

La imagen de un círculo.con 'centro cm .(1,0) y.radió u~ p'oc:O mayor que 1 bajo z2 , 

es una curva que le da ya dós. vueltas al cero y escomó ·decfamos·de tipo .... arete",: 

.3 ·• ·• 

·• 

Hay un cambio cualitativo cuando pasamos por el punto z = O, empezamos en la 
imagen con curvitas casi círculos, se van deformando continumente, todas dando un sola 
vuelta hasta llegar a dar dos vueltas. Es decir que el punto especial es el cero. 

Ahora consideremos una malla de círculos concéntricos de radio k con centro en otro 
punto distinto del cero, por ejemplo z = 1 : 



y 2.J 

Buscamos la imagen inversa de los círculos con centro en 1, es decir: 
{z: lz2 

- ll = k} = {z: lz - ll lz - (-1)1 = k}. 
Buscamos Jos puntos:: cuyo producto de las distancias al 1 y al -1 es constante. 
La familia de curvas que buscamos son las cur\'as de nivel de la superficie definida 

por f(z) = lz2 - ll. · 
Si k =O, es claro que los puntos z = 1 y z = -1satisafacen1::2 -.ll =.0. O.bien los 

puntos puntos (1,0) y (-1,0). 
Si k = 1, tenemos In curva Lemniscata: . 
desarrollando lz2 - ll = 1 encontramos (x2 + y 2 )

2 = 2(x2 - y2 ), que srlo expresamos 
1•11 coordenadas polares tenemos r 2 = 2 cos 20 : . · 

' '! 
E*3 ~¡~ ... 

·• 

Lemniscata 

Al elevar al cuadrado la parte de la curva que está en el primer cuadrante, tenemos el 
semicírculo y cuando recorremos el segundo cuadrante obtenemos el círculo. Terminamos. 
de recorrer la Lemniscata y obtenemos otra vuelta del círculo. 

Cuando k es pequeña menor que 1 tenemos dos curvitas. (casi círculos) alrededor del 
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1, -1. 

• ' 1 ~. 

,. 

.. 

k<l 

Observemos que el argumento de los puntos z en la curva alrededor del -1, varían 
alrededor de 7r y que al elevarlos al cuadrado su argumento estará variando alrededor 
de 271". Cuando. el valor de k va tendiendo n l. las· curvilas van teniendo la forma de un 
11 hucvo 11

• 

Si k > 1, tenemos una curva corrio la siguiente: 

oe:s• 
º'; 

º'''* 01$. 

---~·-· ------· 
•U •1 ~I ~1H,b~O 

~ ... 
-oJn• 

.. ui 

Si el valor de k es cada vez más gr~d~:· 1a.i1nagen i~versa. se va ir pareciendo cada 
vez más a un círculo~ · · . ·· · .... . ' 

En las siguientes figuras vemos la supércie J(z) = 1.:.2 - ll y las curvas de nivel: 
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Entonces esta familia de curvas que llenan el plano, se llaman "Curvas de Cassini" 1• 

Al aplicarles z2 nos da la familia de círculos con centro en el uno y radio k (que también 
llenan el plano). 

Curvas de Cassini 

Ejercicio 2.4 Encontrar la imagen directa e inversa de las rectas que pasan por z = 1, 
completando as( za.: dos familias de curvas a una malla ortogonal. 

1 Introducidas por el BSlrónomo italiuno-frncés Jean-Dominique Cassini (1625-1 i12} 



Hemos visto que la transformación z2 preserva ángulos entre muchas curvas que se 
cruzan fuera del origen. ¿Será esto cierto en general? 

Para demostrarlo recordemos qué p11s11 con los vectores tangentes bajo una transfor
mación. 

Si f: IR2 -> IR2 y tenemos una curva -y(!) cn lR.2. Su imagen es la curva u(I) = f(l'(t)). 
El vector tangente a esta curva es u'(t) = Df(l'(t)).-y'(t) . 

..--4 

donde DJ(-y(t)) es la derivada de f en el punto 7(t), es decir, la transformación lineal 
dada por la matriz jacobiana de J = (J¡, h) : 

( 
ílli 
/:Jr 

!!.h. 
IJ:r 

En el caso de z2 , f(x, y) = (x2 - y 2 , 2xy) y la matriz jacobiana es 

( 
2x -2y )· 
2y 2x . . 

que, para (x, y) 'f O, es una matriz que preserva ángulos, como vimos en el capitulo 
uno. Luego queda demostrado que z2 prcscrv11 siempre ángulos entre curv11s. 

Ejercicio 2.5 Obsérvese que la matriz j<icobia11a anterior es la que corresponde al com
plejo 2z. 

¿,Qué relación hay entre esta función y la transformación z 2 ? 

2.3.2. Raíz cuadrada. Otras potencias y raíces. 

¿Qué es ,fi? 
Recordemos qué teníamos en IR : 
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Dado un valor de y existen dos raíces y tenernos que escoger una. Existe 'una manera de 
escogerla, que es tomar la positiva. ' 

ylX = { raíz cuadrada no negativa, x ~ O 
nada, x <O 

y esta función es derivable casi en todos los puntos: 

Ahora en C: sabemos que Z¡, -z¡ al elevarlos al cuadrado van a un punto w. 
¿Bajo qué criterio escogernos una raíz ? · . 
Consideremos el -1. 
Un primer intento es: 
Definición: 
Al punto r(cos O+ isenO) Je asociamos r 112(cos ~ + isen~) donde O E (-rr, r.]. Con 

ésta definición tenemos ya problemas, porque al tomar una sucesión en el semiplano 
superior que converga al -1, la función tiende al valor i, pero ni tornar otra sucesión en 
el semiplano inferior, los valores de la función tienden ni valor -i. La función resulta no 
continua en todo el eje real negativo. 

El problema no está tanto en la definición sino que si tomarnos un punto cualquiera w 
y lo movemos continuamente, por ejemplo por un círculo alrededor del origen, entonces 
en la imagen empc-¿amos en el punto z 1 y terminamos en -z1 (el punto opuesto). Lo que 
estamos haciendo es ir sacando la mitad del ángulo. 

Conclusión 2.3 No existe una funci611 f(w) tal que 
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1) Esté bien definida para toda w E IC 
2} Sea continua 
B) Cumpla f(w) 2 = w 

Entonces ¿Qué podemos hacer con la funcióu mult i\'aluacla? 
Definir f(w) = la raíz con parte real posit i\·a y escoger un dominio U = IC - { eje 

real negativo}, esto es una rama continua de fo. También podemos definir otras ramas. 
La elección del dominio puede ser cualquier región quitándole "algo" para no darle la 

vuelta ni cero: 

/ / / // 
/ / / 

,/~ / 

///¡// 
--------F--/ ,• // / .. / / 

Esto también es válido para cualquier función algebraica: ( w);. 

Ejemplo 2.3 f(::) = ,/z2 - 1 buscamos aua n!lión donde se pueda definir. 
,/z2 - 1 = ,,/:: - 1,/z + 1 . ¿/Jó1ulr !'rJ.h '""º .::2 - 1'! 
Si tomamos IC -{(-oo, -1] U [l. oc)} co111u dominio, rosta bien definirla la ratz. 
O bien IC -{[-1, l]} Por qll(. al lomar 1111 l'alru· JI le damos la uadla a las rlos rafees, 

cambia el signo de ,/:; - 1,/ z + 1 ¡¡ llc.g1m10s al mismo valor. 

Más eu general v'P{z). buscarnos sus raíces y c\•itamos darles la vuelta. 
Podemos tener regiones así: 

\ 
/~ 

2.3.3. Polinomios y funciones Racionales 

Sea p(z) = az" 
!v!ns adelante \'eremos que la deri\·ada es el lím p(• •h)-p(:) , para todo z E IC. 

h-0 h 
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Dado que 

p(z + h) - p(z). :_.·· a(z + h)n - az" .:_ .. ·. ~~-1 h(R(I ·)) 
. h ... ' i-· . h, .. -an~. + i.- ' 

donde R(h, z) es continua, y tomando el límite tenemos que: 
. . . ' 

· p: '(,z)-' a .. n ... ::.n -l · 
,>" - ~ :~> • 

La matriz j~cobiana que obtuviriiosde verá %2 oomó función de,IR2 ;,__, IR2 , tiene que 
,..,r,conladerivada.dez2 .:, · · 

(;~ ;;y ] - (2x + i2y) = 2(x + iy)' = 2z 

Si venias a, z3 como función de IR2 _, IR2 , 

la Matriz j!l.C()biana es:. 

[ 
3x2 

- 3y2 -3 x 2xy ] [ x
2 

- y 2 
, -2xy " ] -+ 

3
z2 

3 X 2xy 3x2 - 3y2 = 3 2xy x 2 - y2 

Esto también es válido para zn. Veamos. . 
Supongamos por inducción que: se vale para z", es decir: 

z" = (An(x,y),Bn(x,y)), 

queremos ver que se vale para n + 1 : 

zn+I = zn Z = (An + iBn) (x + iy) = (xAn - yBn) -f. i(Bnx + Any) 

sacamos la matriz jacobiana: 

[ 

X 

y 

[ 
xºf: + An - Yo//: 
yºf: + B,. + xo/J: 

xiMA -yº1b. - B ] 
y~ + An0¡¡+ ~; 

- ] [ º'1n M.a. ] [ A -B ] x y i f.. + s: An n -> znzn- l + z" 

= nz" + zn = (n + l)z" = (z"+ 1 
)':. 

Si t cngo az", no hay más que hacer, se puede pensar que primero se eleva a la 11 y 
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después de multiplica por una constante y tendríamos que se sigue cumpliendo que: 

a /Jr 
[ 

º'1D. 

f!l!n. 
0.r' 

!2..dii. ] f - a11.::'' · 1 =(u.::")'. 

A.sí hemos demostrado el siguiente 

Teorema 2.10 Si p(z) = az" es un polinomio compfrjo e.11to11ccs 
i) p'(z) = lím p(:+"t*1 existe para 'tz E CC 

h-0 
ii) Si consideramos a p como función dr. JR2 

-t lR2 , la matriz jacobiana de p es igual 
a la matriz asociada al complejo p'(z). 

En resumen: 
Si p'(z) #o: 
a) tenemos que la matriz asociada 11 111 transformación (vista de ne- lR.2) es CC-line11! 
b) tenemos que el determinante es# O, lo que la hace invertible localmente, es decir, 

existe una vecindad de z0 que el polinomio manda en forma uno a uno en otra vencindad 
alrededor de f(zo). Intuitivamente podemos decir t¡ue un pedacito de plano no lo arruga 
ni Jo dobla sino que lo manda a otro pedacito del plano. 

Puntos críticos: 
Ahora nos pregunt.amos qué pasa e11 los puntos donde la derh·adn se hace cero. ¿Cómo 

se comportn el polinomio? 
Empecemos con un ejemplo: 
p(z) = z2 + z3 = z2 (1 + z) 
p'(z) = 2.: + 3.:: 2 

p'(O) =O (el cero es punto crítico) 
el c.omportamiento del módulo es: 
/p(z)/ = /.:2 (1 + .::)/ = /z/2 /l + .::/ 
y el comportamiento del argumento es: 
arg(p(z)) = arg(z2 (1 + z)) = arg(z2) + arg(l + z) = 2arg z + arg(l + z) 
Es decir, para z cercano a O el módulo de p(z) es casi el módulo de. z al cuadrado y el 

argumento de p( z) es casi 2 veces el argumento de z. El factor (1 + z) está "perturbando" 
poco el factor z 2 • :-_ · , . · 

Veamos cómo es Ja imagen de un círculo de radio e centr~do.'erí el' origen: 
·Seae<~,fijo. . · ··-·· 
Tenemos que, 
.:: = e(cosO + i sin O). O E [O, 2rr]. 
por tanto , 
1(0) = p(c(cos O+i sin O)) = e 2 (cos 20+i sin 20)(l+e(ccisp+i sin O)), es la parametrización 

de 111 curva -imagen. Esta curva se obtiene de multiplicar el ciréulito de radio e2 recorrido 
dos \'<.>ces y ei círculo de radio e con centro en z-= ·l. El. módulo de l+ z. vl\Í'(a ·entre i' - e 
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' 1 +e y su argumento varía entre - arcsin e :::; arg(l + z) :::; arcsin e, la variación de este 
,..,,~11!0 es pequeña, corno estamos tomando e< 4, arg(l + z) E (-i· ~). 

C'omo 1·(0) = e 2(1 + é) = -y(2r.), tenemos que la curva es cerrada. 
Llamemos <p = nrg(l + e(cosO + i sin O)). 
A cada valor de O le corresponde el valor de 20 + .¡;, ésta función continua manda el 

1111<•rvalo [O, r.J en el intervalo [O, 2r.] y el intervalo [r., 2rr] en [2rr,4rr]. 
Observemos que: 

e < 1 - e < l, entonces cp < rr - O. 
Por tanto 20 + cp < rr + 8 < 2rr, si O E (O, 7r). 
Entonces si 8 E [O, r.J, la curva le da una vuelta alrededor del origen pero sin cerrarse 

I"'"" -y(O) = e 2 (1 + é) y -y(rr) = E."
2 (1 - E:) y cuando O E [rr, 2rr], la curva da otra vuelta y 

,... dcrra, llegando al valor e 2 (1 +e). 
Además j-y(O)j E [e2 (1-e),e2{1 +é)). Obsérvese que la velocidad con que se recorre 

¡,. r11n·a no es constante. 
Ln cun·n imagen queda así: 

Int uitivnmentc si tornamos .círculos cada vez más pequciios "llenando" la vecindad del 
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cero, las imá¡¡;enes son est.as curvas. por lo c¡m• m1a vccincl1ul del cero va a otra "vecindad 
encirnad11'' corno "doblc-encim11clita"'. más acl<"lan1c precisaremos esto. Lo interesante de 
este comportamiento es que para el c11¡.;o m1\s ~rncral. para un polinomio de gr11do n, 
también se cumple. 

Factorizando el polinomio de cst 11 forma p( ~) = z'(l + z') podernos ai111lizarlo loc11l-
mente. 

Nos preguntamos ¿Qué sucede eu la imagen d<• un punto zo bajo el polinomiO? 

7 

Sea 
z = .::o+li. 
p(z) = a,,z" + ... + a1z + a0 , 

p(z) = p(.::o+ii) = a,,(z0 +ii)"+ ... +a 1(::0 +h)+a0 = a,.z0+ ... +a,.h"+ ... +a1zof.a1ii+ao, 
p(.::o) = a.,,zf: + ... + a 1.::0 + ao, · ' 
p(Zo + h) - p(::a) = b1h + b2/i 2 + ... + b,.h". . 
p(.::0 + h) = bo + b 1 /¡ + b2h 2 + ... + b,,h" donde si h =O, p(zo) :;= bo. 
¡,Cómo sou los coeficientes ele este polinomio en h '? .. 
P<=oHJ-/'(=0 1 = b,1..,h .. h'.¡ ... H"h" = b1 + b2 h2 + ... + b,,h"- 1cuando.'it'-/Otenemos c¡ue 

fl li . ,.;-. ·.·' •" ·. . 
p'(zu) = Ú¡ · ' 

P'(!:cdli,~-P'(~o> = 2h:.1'11. .. ~/1b.,h'1-1 = 2/J.i + ... + '!bnh"-2 .. cunnd~ !~·'_-·<O .. tenemos que 

- /'"i:o) = b2 
Así tenemos que para 

p(Zo + li) = bo + b1 h + b2h2 + ... + b,.h". douclc ""~<i"º 1 = bk. 
C'-0n esto podemos hacer 111 siguiente formulacióri: 
Si p(z) = a,.z" + ... + a 1z + a 0 es un polinomio en z y Zo E <C entonces p(zo + h) es un 

polinomio en h. · 
Si h = (z - .::0 ), entonces p(z) = b0 + b1 (.:: - .::0 ) + b2 (z - z0 ) 2 + ... + b,.(z - zo)" con 

p<•:.i=o) = bk 
Algunas consecuencias de esto son: 
a) Siempre podemos escribir a p(z) en términos <le potencias de (z - zo) 
b) p(z) es dh·isible por (:: - zu) <=:- p(.::0 ) =O. p(z) = (z - zo)Q(z). 
e) p(z) es divisible por (.:: - z0)k ~ p(zo) = O. p(zo) = p'(zo) = p"(zo) 

pk·-1(.::o) =O. 
Ahorn que hemos expresado los coeficientes. l'.ualicernos cómo se ve el polinomio cuan

do nos movernos cu una vecindad ele .::0 • 

p(Zo + h) - p(zo) = b¡/i + /12 /i 2 + ... + b,,h". 
Si b1 f= O, es decir si In derivada es distinta de cero tenemos: 



P(Zo + h) - P(Zo) = b1h + b2h2 + ... + bnh" = h(b1 + b2h + ... + bnh"- 1) eslo quil'l·e 
decir que la vecindad de zo se transforma en otra mediante una rol ación y expansión (o 
contracción), el término que cuenta es hb1 

Si 'b1 = O, esto es, la derivada vale cero en el punto z0 : 

bk i' O => pl•~¡•ol ,¡ O => que el polin0mio no es constante 
P(Zo + h) - P(Zo) = bkhk + ... + bnh" = hk(bk + bk+1h + ... + bnh"-k) cuando hes muy 

pequeña este factor bk+th + ... + bnhn-k es pequeño también y tendremos esccncialmente 
hkbk y la vecindad de Zo va k veces en otra vecindad (casi circulito). Dicho de otra forma 
eskal. 

Para precisar esto veamos que: 
IP(Zo + h) - p(zo)I = 
lhk(bk + bk+1h + ... + bnh"-k)I = lhlk lbk + bk+lh + ... + bnJ¡n-kl 
arg(p(Zo + h) - P(Zo)) = arg(Jik(bk + bk+1h + ... + bnh"-k)) = 
k arg h + arg(bk + bk+1 h + ... + bnh"-k) 

I 

V . , , . 

lbk + bk+lh + ... + bnh"-kl = lbk + cp(h)I = jbkl donde lím cp(h) = O y arg(bk+bk+1h + 
h-0 

... + bnh"-k) = arg(bk + cp(h)) = arg(bk)· 
Cerca del punto Zo la imagen se parece al comportamiento de la función ::k. 

Si nos movemos alrededor del punto z0 , la imagen también se mueve alrededor del 
punto p(z0 ), es decir, que recorre todos los valores del argumento dándole la vuelta a 
p(zo). 

Intuitivamente tenemos que el polinomio manda abiertos en abiertos, no puede pasar 
algo así en la imagen: 
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Otra forma de verlo sería co11 el Teorema d" !11 Ftmci611 Inversa parn J : IR" ...... IR" 
Si p(z) = a,,z" + ... + a1z con a 1 #O y ¡1(0) =O ¡,Cómo se comporta el polinomio 

alrededor del cero? 
Sen p(:::) =U+ iF 
Z =X+ iy 
a 1 = b + ic 
U = x" ... + bx - C>J 
V = x" ... + ex + by 
~~·= ... +b 
lll' ax= ... +c 

1:J: = ... -e 

~~= ... +b 

( 
b -e ) ( b -e ) . 2 Dp(o) = e b det e b · = b' + c2 = la 11 f O 

Por tanto existe la inversa en el punto, si tenernos un circulito alrededor dCI cero, la 
imagen será casi un circulito. 

;,Qué pnsa en el punto :::0 = x '? 
p(.::) = z"(a., + ... + a 1 :+, + a0 ±) <·ou u,,# U. 11 ;:::: J. 
Lo que más "ª a cont ~ e,.; el t-érmino a.,:::". si nos acercamos al punto Za = oc el 

móclulo del polinomio también tiende 11 =· '. 
La imagen de un círculo de raclio,. sufici,,nlcrneutc grande, ~lará n \'Ucltas alrededor 

del cero, manteniéndose cerca del dn·ulo de rnclio 1·" ·~>', pues arg(p(z)) ~ n arg z para 
lzl ande. · 

:u~ 

! 

~~ 
.. "I 
·Hf 

¿Cuántos puntos \'atl a ciar a oc? 
Como p(oc.) = x. entonces hay uno. pero bay que contarlo n veces. 
Pnrn \'cr un poco más qué ~u<'cdc.· <'11 t11111 \'ecinclnd del oo, hagamos un cambio de 

\'nriablc y 111111liccmos todo en el cero. 
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p(z) = a,,z" + ... + a 1z + a0 
• - l - - ( 

- .!. - 1 - (" ( 1 ) (" (...!._) T/ - - On(f)"i ... +ao a.,+an-1(+ ... +ao<" - a.n·ta.,~1t;t. .. -fnot;" ....., o., 

Esto es, que el comportamiento cercn del oo es casi el mismo q111• el del cero bajo z". 
Cuando estamos en el cero, bajo z", va n dar al cero. La vecindad del cero va n otra /1 

mees, In multiplicidad del cero es n. Por lo tanto la multiplicidad del :x: <!S 11. 

Conclusión 2.4 A los puntos donde la deritiada se hace cero, se les llama p1ml.os crtli
cos. Y vamos a tener 2n - 2 puntos críticos (también llamados de ramificación}. los n-1 
de la derivada más n - 1 (por lo que cuenta el punto al oo). Y cu lus demás puntos el 
polinomio es localmente inyectivo. 

En el caso real tenemos que, 

los puntos donde ¡; función f(x) se dobla son Jos puntos donde In derivada se hace 
cero. . 

Los polinomios son funciones sobreyectivas de C --+ C, y nos· interesa ·saber, ¿cuán
tos puntos del plano-z van a dar a un punto dado en el plano-w?. Es decir, ¿Cuántas 
preimágenes tiene un valor w? 

Si w # oo, la ecuación p(z) - w = O tiene 11 rafees y algunas pueden ser múltiple8. 
Así tenemos que los polinomios son n a l. 

Si p(:::o) = w, pero p'(.::0 ) =O, p''(Zo) =O, ... ,p<kl(z0) #O entonces z0 es uria raíz de 
multiplicidad l.· de p(z) - w =O, ésta hay que contarla k veces. 

Si w =oc, tenemos que p(oo) = oo, pero van veces. 
Por tanto, tenemos que todo punto w E C tienen preimágenes distintas, salvo algunos 

puntitos por ahí, que ya sabemos cuáles son. . · ..... 
Funciones Racionales 
Sea un polinomio p(.::) de grado n, y otro q(z) de grado m. 
Definimos una función racional como un cociente de polinomios. Y también definimos 

el grado corno el máx {grado(P), grado(Q)}. ': · 
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Veamos cómo el grado de la función racional t ir!lle que implicar al denominador y ni 
numerador. 

Sea d = máx {grado(P),grado(Q)} el µ;rndo de una función racional R(z) =~·Dado 
un valor w E C, ¿cuántos puntos z van a dar 11 él'?. 

Es decir, ¿cuántas raíces tiene la ecuació11 ~ = tL'? 

Tenemos que 

p(z) p(.::) - wq(.::) 
q(z) - tL'= q(~) 

Entone.es ¿cuántas raíces tiene la ecuación p(.::) - wq(z) =O ? 
Sea wE IC. 
Si el grado de la función racional d es igual a n entonces n > m y el grado de 

p(z) - wq(z) es n. Por tanto tenemos n sol11cio11es. 
Si d = m entonces n < m y el grado de p(.::) - tL'q(z) es m, y tenemos m soluciones, 

salvo en el caso w = O. 
Si d = n = m, el grado de p(z) - wq(z) es de grado n = m y existen n soluciones, 

salvo en el caso w = ¡;;:.. El término de grado 11 de p(z) - wq(z) es igual a cero cuando 
w = ~.y por tanto tenemos un polinomio de grado menor. 

Analicernos los casos U'= O. w = oc v ll' = T1"· 
Caso 1: . • .. 

w =O. Si el grado es 11 y n 2: 111, tenemos 11 soluciones en IC. 
Si el grado de la función racional es 111. (111 > 11) entonces R(oo) =O. Vamos a tener 

n soluciones en IC v las demás están cu el oc. 
Veamos, si hac~mos un cambio de variable ~ = ! : 
R( l)_a..(¡>"-1 ... +ao_<"'-"(ª"+ ... +no("). I·- e O R.(l) U 

{ - bnCÍ>"+ ... +bo - ' b,¡-+ ... -+bo(•'l • ctUUl< o - ___,. oo, tcn~mos ~-:' <~·:\ ... - ,( ,.·_, 

con multiplicidad m - n. 
Por tanto tenemos m (grado de la funció11 racio11al) soluciones en C. 
Caso 2: . 
w =OO. Para ver este caso, consideramos la función racional u/., =~y aplic~mos 

al caso l. : . 
Caso 3: 
w=~· 
Si d = 11, el grado de pc.Jq(~;q(:) es n y tiene n soluciones. 

Si d = m, hay m soluciones, porque el grado de pC•>q(;;q(:) es m. . 

Y si d = 11 = m, tenemos que In función racional pC•>,;c:;q(:) es de ii;I"ado_: m; pues 

p(z)-wq(z) tiene grado k < m, aplicamos el caso 1, es decir que In ecundórÍPf•>q(:;q(•) .FO 
tiene m soluciones en cC. 

Conclusión 2.5 Si la fu11ci6n racional es de grado d 
tonces es d a 1 (contando multiplicidad). 

i8 
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Ejemplos: 
R(z) = .t: 1 • .. 
... ~-t- i =w. 
Si w =O, entonces los ceros de R son los ceros de p(z), en este caso es el cero. 
Si w = oo, tenemos las raíces cuartas de -1 y por tanto el oc no es polo. 
si IV f 0, 00: 

:~ - w(z4 + 1) =O, 
(1 - w)z4 - IV= O, 
Si w f 1, el polinomio es de grado cuatro, entonces tenernos cuatro raíces. 
Si w = 1, no hay raíces, ¿Qué es lo que está pasando aquí? 

Sucede que R(oo) =l. 
Para ver la multiplicidad; nos vamos al origen: 
!(~) = ~ = 1 - (4 + (ª - ... 

El punto O va al 1, entonces 1+\• - 1 = (4(-1 + (4 - ... ),es decir que cerca del.cero 
..,.. comporta corno z4 • · 

Cerca del cero se ve así, y por tanto el oo es preimagen múltiple. 
Podernos tener cosas menos drásticas, por ejemplo: 
R(z) = •,:-;_ '1

2
, ,· 

(1- w)z4 +z2 -w =O, igual para w = 1, tenemos que se baja el grado del polinomio, 
1u¡11i sería ele grado dos y si IV f 1, el polinomio es de grado cuatro. 

Ejercicio 2.6 Discutir la relación que hay entre los puntos que son preimagen múltiple 
'' '""ceros de la derivada (R'(z)). 

2.3.4. Función de Zhukovsky 

Ahora estudiaremos la siguiente función: 

J(z) = z2 + 1 
. 2 z 

El grado de ésta función racional es 2, así que· la función es 2 a l. 
Los polos son: O y oc. .. 
Los ceros son: i y -i. . . .·: ... · · · 
Ahora veamos las preimágenes, resolviendo la· ~iguiente ecuación: 
·~ti =w . · .. <"• .< :).: <.; • .. 
=> .:;2 - 2zw + 1 = 0," : · 
=> tenernos dos raíces distintas para todC> ~~lo~ w distinto de ±1. 

Siw=l,w=-1: ·. ·'.'''' ·•:• '··'•.' 
(z-1)2 =0, (z+1)2 =0,, ·; ··.· ... ...:.:·•. '· .,>•·•· .... 
esto significa que z = 1 y z = . .,.-J, "?n piíces dobles .dé la ecuación. 
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Así todo punto en el plano-w tiene dos preimágcncs diferentes y sólo dos puntos tienen 
preimágenes dobles. 

---- -~--) 

--~ .--·· 
_, 

/(1) = 1, J(-1) = -1. 
¿Qué está pasando alrededor del 1? 

/(l+h) 1 (l+hl'+t 1 h2 1 (1 1 )2 
- = 2(1+h) - = mw = '~ 

se parece a. la función elevar al cuadrado. Si rec.ordamos cómo z2 mapenbn In esfera, 
los puntos dobles eran el cero y el infinito, y los demás eran sencillos. Nos paramos en el 
O y en el oo, y le damos dos vueltas a la esfcrn (cero es repulsor y el oo es atractor). 

Nos preguntamos ¿qué tanto se parecerá ::2 a nuestra función /? 
Si hacemos cambios de Ml:\bius en el dominio y en el contra<lornino, de tal manem 

que -1 vaya al O, y 1 vaya al ex: 

-·0,~·0' 
0/#t r () 

o o 
;( = ~ ! :. 
w = J(-) = l(ill + C!) = c2

+1 
"" 2 t;- J ("+1 (T:l, 

<'·• - .!!!±.! - i!=I +_1 - ~ - 2 
T/ - w-1 - ~ - 2 - ( • ': "' . . 

Utilizamos cin-~ambio de variable pero puede haber más. Podo i~ñto'n~estra funé.ión 
sí es como elevar ni cuadra.do, y esto se cumple m(is en ge11era:1; cualc¡ui"r ríiríción racional 
ele grado dos se comporta como ::2 esto incluye por supuesto a Jos·¡)b!inhmios 'cié grádo. 
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+ 
?~ 

~. w-1· 

C-0mo nuestra función se comporta como z2 , hay, dos puntos que wm "dnr al r~ismo: 
J(=>=Hz+~>=JW . . . 
observemos que para un w, una preimagen está en el clise.o (lzl < 1) y otra fuera. 
El círculo unitario va al segmento ¡..:.:1, 1] recorrido dos veces. · 

.4 ·2 

·• ·2 

Si consideramos el disco, se mapeará en todo el plano menos el segmcnt o, o bien 
si consideramos todo que está fuera del disco se mapeará en todo el plnno menos el 
segmento. 

Si tomamos círculos de radio r, O < r < 1, sus imágenes son elipses con eje mayor 
igual r + ~ y eje menor igunl r - ~· Cunndo el radio decrece, los semieje:; (mayor y menor) 
crecen. es decir que cuando nos acercamos al cero, la función tiende a oc. 

!.os puntos z =/(cosa+ isinn), donde a E [O,~] y t E [O, 1). bajo la función \'an a 
hipérlmltts con semiejes leos ni y !sin al. 

Cuando o =O. tenemos w = (~( f +t), O). el intervalo [0,1] se "'dobltt"" httcin el intervalo 
[1.x). 

C'uando o 
"1 X al 0. 

~, w = (O,~ - f,). tenemos el eje imnginnrio negativo, recorrido desde 
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Al variar a, la imagen está en el cuarto cuadrante y si tpmamos -a, obtenemos una 
rama de la hipérbola (cuadrantes I y IV) y al tomar los puntos simétricos con respecto 
al origen obtenemos la otra rama de la hipérbola. 

Se puede ver que el semidisco en la parte s1qwrior del plano se mapca en el semiplano 
inferior, el semidisco que está en la parte inferior del plano se mapca en el semiplano 
superior, por tanto los puntos inversos del scrnidisco inferior se mapearán en el semiplano 
superior. Es decir que el semiplano superior "mordido" se mapca de manera conforme al 
semiplano superior. 
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A esta función f(z) = Hz+ ~ ), se Je llama Función de Zhukovsky. 

Nuestro problema ahora es buscar la inversa: 
f(z) = w, 
~(:: + i> = w, 
despejamos y obtenemos 
~ = IL'± VW2 -1, 
en Ja expresión se refleja el 2 a 1, para un val.or de w tenemos dos soluciones ::1, z2. 

! 'ero ya sabíamos que:: y l/z \'ll.n a dar al mismo punto. Luego debe cumplirse z1 = l/z2 • 

(Dejamos al lector verificar directamente esto calculando el producto z 1z2 ). Los únicos 
puntos dobles son cuando z1 = l/z1 , es decir, 1 y -1. Sus imágenes son también 1 y -1 
. es decir, los valores de w para Jos cuales w 2 - 1 = O y la ecuación en z tiene raíz doble. 

2.4. La exponencial y las funciones trigonométricas 

2.4.1. Función Exponencial 

;,Cómo podemos extender la función expx a los complejos? 
Las propiedades fundamentales ele la función exponencial tienen que conservarse en 

nuestra nueva definición: 
i) Que es solución de una ecuación diferencial : J' = f, con condición inicial f(O) = 1 
ii) Que cumpla con In propiedad de suma-producto: ez + 11 = eze11 
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Una opción parn deducir la expo11cncial c-ornplcja sería pE!rt ir de 111 serie de Taylor: 
ex = 1 +X+ .J¡x2 + ... 
y dema;;t rar que la serie cornplcj11 
e' = 1 + ::: + .Ji :::2 + fi :::" + ... 
también conver~c. dRr el radio de co11\'C'rg,•11dn. <!fl'. 

Otra es' cr q11ié11es1•'"· Corno querernos llllH f11nci611 q11•• sip;u c11mplie11clo r'+"' = c'c''", 
entonces naturaln1c11te se tendría que e; = crlllJ = c.rc' 11 , ya sabernos con10 e; er, el 
problem11 es eiµ : 

Si snstituímos iy en ex= 1 + x + ~x2 + ... 
tenernos e;" = 1 + iy + ~ + .. . 
e'" = 1 + iy - ~ - i~ + it + ... = (1 - * + i¡i - '!ii + ... ) + i(y - fi + ~ - fi + ... ) 
(11quí tenemos dos series reales conocid11s) 

e'" = e-os y + iscny 
por lo tanto tendríamos que e' = cr(rosy + iscny). 

Pero hay otra opción más geométrica qne nos nmcstrn u11 poco más qué es lo que estfi 
pas11ndo: 

Recordemos que para IR:· 
er = ,.li;i~__(l + ~ )" 
este límite se• demucstrn tom1111do lop;aritrno,; (en In~>;<'<".). 

Primero veamos quifm es el límite de log( l + ~ )" : 
log{l + f.r ,-: nlog(l + ~) 
cousidcrernos n n con10 unn ,•nriahle cont inun h PJ1to11ct~ tcucrnos que: 
nlog(J + f,) = h log(l + ~); 
si existe este tihimo límite cuando h - oc c111011ccs existe el límite de lug(l + f,)" 

cuaudo 11 - oc. 

Sen 11 = *: 
E~ h log( 1 + f.) = ~Í'.;¡¡ k•s(lu• 'ª1 =? 
Se11 g(u) = log{l + ux) 
g'(O) = lím ~ = lím log(I • ur) 

u-O u-O u-.0 u 

g'(u) = I+"ux 

Por tanto ? = g'(O) = x 
.".,.1~1'.! log{l +f.)"= X 

.'.(Por continuidad) cr = lím (1 + ~)" 
Para IC: ,,_.,... 

;.Cómo se vería esta funcióu {1 + ;; )"? 
Estamos clc\'ando un rnimcro complejo 11 nna potencia 11. esto es elevar su m6dulo' y 

mult iplicnr su argumento /1 \'cccs. 
Si tornarnos nn sector que parta del punto -11 .y .. tenga como ángulo ;¡. IR transfor

mación lo mandará otro sector que parta del origen y tenga como ángulo ;r, es decir el 
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..,,rniplano superior: 

: 
. 

I 

//////// 
o 

Estamos elevando el sector a la potencian. ¿Qué pasa cuando n....., =? 
El punto -n se va recorriendo hacia la izquierda por el eje real negativo, tendríamos 

1111 sector con un punto al oc, es decir lo que está entre las líne11S paralelas: 

////// 

¡,!Je qué ancho.es esta banda? 

_,, o 

Sea hn In longitud del segmento OQ. 
tan ~ = 1;:' y hn = n tan ;¡ , si hacemos el cambio a la variable continua n = t 
~~ t.n:11'u = !~ 7rsec2 

7i'U = ;r . __ . ; ~· . , 

Por lo tanto el ancho de In banda es ir. 
Si tomamos el siguiente sector, al elevarlo ·ª In potencia n obtenemos el semiplnno 

inferior ·. · . . . . , · ' . 
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Lo que tenemos en el límite e:.. la función cxponrucial. 111 banda de ancho rr se trans
forma en un sector de án~lo rr , y si tomamos la sil!;uic111t• banda de n11cho rr. la imagen 
es el sector de ángulo -rr, por lo tantc- si ronuu110:-; nun baruln dt• tunmrin 27i" se n1apcarín 
en todo el plano menos el cero. 

Asf que cada 2rri. tenemos el mismo valor. por lo cpu· li1 fu11ció11 e~ periódica. 
Ahora ¡,qué pasa con e;"_= Ji,.n;_. ( 1 + ~ )"? 

Escribamos-
(!+~)= r.,(cosO., + isenO.,). 

r" = (1 + ll!) ~ n n"' ' 

log ( 1 + ~) ~ = ~ log(l + ~) Ilacem~ el crunhio de \'lll'Íahlc 11 = t. 
lím ~ log(l + ~) = lím log (l+~:u» ~ =O. 

11-x u-O 
Por tanto lím r;; = l. 

ti-• 

Para O.,= arctan ~ tenemos que 110,, = /1 arctnn ~· 
hncicndo ll = t. !í.:!'l

1 
arct:n uy =y. 

Por tanto nO., _,y. 
c;y = lím (1 + !1l )" = cos y+ iseny, 

n-co r1 

eiY = cos y+ iscny 

(Fórmula de Eulcr) 

Así las cosas tenemos que la definición más adecuada es : 

e= = e"'c1
Y = er(cosy + iseny) 

para toda.:: E C, y no se anula, es decir no es sohreycctiw1 : f: IC-> IC - {O} 

2.4.2. 'lransformación del Plano bajo la función exponencial 

Nos int cresa \'er cómo se t ransformn la malla de rcct ns horizontal~ y \'crt icalcs. 
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f(x, y)= e"'(cosy, seny) 
Para una recta cualquiera paralela al eje real: 
f(x,yo) = e"'(cosy0 , senyo) 
O 'bien w = e"' ( cos y0 + iseny0 ) 

Se transforman en un rayo con áng-1!0 Yo, que parte del origen y. que va creciendo 
conforme crece la x. 

Para una recta paralela al eje imaginario la función la transforma en ,un círculo de 
radio e"'0 y al recorrer y los reales, le daremos infinitas vueltas al círculo. · ' · · 

f(xo,y) = e"'0 (cosy, seny), · ·· ' ' 
si O~ Yo< 271', el círculo se recorre una sola vez. 
Por lo tanto la familia de rectas horizontales se transforman en la familia de rayos qUc 

parten del origen y la familia de rectas verticales se transforman en ·Ja familia de círculos 
con centro en el origen. 

Calculemos el jacobiano de la función f(x,y) =(e"' cosy,e"'seny) 

det ( e"' cos y -e"' sen y ) = e2"' f O. . , 
e" seny e"' cos y 

Esto·nos habla que existe la inversa localment.e y también por la forma de In matriz 
derivada, vemos que es una transformación que preserva los ángulos .. 

¿Qué sucede en el infinito? 
Si z -+ oo, In función se acerca a todos los valores posibles: 
Sea {.:: + 2krri}, esta sucesión tiende a infinito y f {.:: + 2krri} = e=+2hl = efe2k1rl = 

e=. 
No existe el límite en el oo, el comportamiento que tenemos es oscilatorio, por lo que 

la exponencial compleja no se puede extender de manera continua a C. 
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2.4.3. Función Logaritmo 

La inversa de la función exponencial es la función logaritmo. 
Corno el cero no está en la imagen <le 111 fuución exponcnccial, entonce no va a tener 

logaritmo. 
Sea w # O; la solución a la ecuación e= = ,,. '": 
x = lag lwl (logaritmo de un número real positivo), y arg 111 = y+ 2krr 
tenernos que todo número complejo distinto de cero tiene una infinidad de logaritmos 

los cuales difieren por múltiplos de 2r.i. 

logw = loglwl +iargw 

El logaritmo de un número real positivo. ,;en\ el logaritmo real. 
Corno vimos con la raíz cuadrada, no es posible eucontrar una rama continua del 

logaritmo en tocio el plano menos el origc11. 
Aquí es inclusive más claro, porque la parte imnginaria <le log w es exactamente arg w, 

y ya sabemos que no se puede elegir ele manera continua el argumento ele tocio complejo 
distinto de cero. 

Podemos, otra vez, definir diversas ramas del logaritmo en cualquier región donde 
no podamos darle vuelta al origen. En par! i<"nlnr tenemos la rama, o valor principal del 
logaritmo definida en IC - {eje real negativo}: 

Valor principal del lognrit mo: 
lag z = log 1::1 + i nrg:: donde -rr < arg:: < " 
z E IC - {eje real negativo} 

/11/1 
/ / // / / / / 

--?Jl// - I --- -~-----
La imagen es una banda abierta (sin bordes). _ _ . _ _ _ . __ _ 
Eje real negativo sería mandado a las rectas horiwntales de altura'-~;: (,bordesY. 
Eje real positivo va a todo el eje real. _ · .. ,._ .: -
Para las rectas horizontales que están en el semiplano superior, el ángulo varía: dé ;r a: 

O, las imágenes serán curvas que vienen nsintóticamente de In recta lioriZÓrifal de altura 
" y se van pegm1clo asintóticamente 111 eje real. : -'J :·;; .. :- - · -- · •. 

Y para las rectas horizontales que están en el semiplano inferior, é!'ángulo·'varía de 
-rr a O. entonces las curvas imagen vienen asintótieamente de -7r y .se- \'an pegando ef 
eje real. :·, ·· -· 
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El eje imaginario positivo va a la recta de ordenada ~. Y el negat iYo 11 la rcct a .de 
ordenada-~. 

Las rectas verticales (x positiva), el ángulo varía de-~ a~· Las cur.'fl." im11p;c11 Yiencn 
11sint6ticamenle de la recta con ordenada -~. cruzan el eje real y se \'aJl pcµ;amlo 11 111 
recta con ordenada ~. 

Finalmente las imágenes de las rectas verticales (x < O e lmy >O) son curvas que 
van del borde de la banda (altura 11') y se van pegando a la rect11 de ordcuada ~ y pnrn 
las semirectas en la parte inferior del plano, las imágenes son curvas que \'an del otro 
borde de la banda (altura -11') y se van pegando a la recta de ordenada -~ . 

Por lo que el dibujo de la imagen de la malla de rectas horizontales y verticales queda 
así: 

Ya definido el logaritmo, podemos definir ahora la potencia compleja: 
sea z f O y o números complejos 
zª = eºlog.: 

Si consideramos z positivo entonces Jog z es real y zª tendrá un solo valor. Si no hay 
restricción para z, entonces en general tendremos una infinidad de valores. 

2.4.4. Funciones trigonométricas e hiperbólicas 

Si e111 = cos y + iseny 
entonces e-111 = cos y - iscny 
sumando y diYidiendo entre dos tenemos: 
yER . 
,,,., +

2 
,,- • ., = cos y y ,.,., -;/'_,., =seny 
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Como vemos las funciones seno y coseno ,;e pueden expresar en términos de la ex
ponencial compleja. Esto nos permite de manera natural extenderlas (de modo que se 
conserven las propiedades) a variable complejn. 

Definición 2.3 z E C 

e'= + c-1: 
cosz 

2 
ei::. e-fa 

senz 
2i 

(Otra forma de definir las funciones trigonométricas principales es por medio de se-
ries). . 

De nuestra definición tenemos: 
( 

, ) e'(z+,11) + r-i(z+i¡,) (ell -i ,.-11) 
COS X+ zy = 2 = COSX --2--

isenxsenhy 
- isenx (•' -/-") '= cosxcoshy -

cos iy = cosh y 
seniy = isenhy 
y podemos definir cosh z y senhz : 

Definición 2.4 

cosh z 

senlzz 

e• 

e• 

+ e-• 

2 
- e 
2 

Se podría haber definido primero las funciones hiperbólicas y despl.!és las trigonométri-
cas: 

cos{z) = cosh{iz) e isen{z) =senh(iz). 
Todo queda bien definido porque se exprrn;a en téminos de e•. 

Vale la formula de la suma: e>+•' = e•e='. 
cos(z + z') = cos z cos z'-senzsenz' 
sen{z + z') =senz cos z' + cos zsenz'. 
Estas formulas se demuestran con base en la fórmula de la suma de la exponencial y 

son de gran utilidad para demostrar más propiedades, por ejemplo, 1 = cos2 z+scn2z. 
Con las funciones seno y coseno, podemos definir todas las demás funciones trigonométri

ca . ..,: tan.:, cot z, sec .:, ese z. 
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2.4.5. Función coseno y su inversa 

¿Cómo se transforma el plano bajo la función J(z) = cosz? 
cos z = cos x cosh y - isenxsenhy 
En el plano-w tenemos que: 
(u,v) = (cosxcoshy, senx(-senhy)) 
El eje real va al segmento [-1, 1] recorrido una infinidad de veces. 
f(x, O) = (cos x, O) 
Para una recta horizontal de altura b, tenemos: 
J(x,b) = {cosxcoshb, senx(-senhb)) = (Acosx,Bsenx), 
donde 
A = cosh b, B = (-senhb) 
que nos parametriza la elipse de ecuación .;¡i + ffe = 1, y cuyos focos son ±1. 
Si la altura de la recta horizontal es -b, la elipse se recorre en sentido contrario. 
Y para las rectas verticales tenemos hipérbolas: 
J(a.y) = (cosa,coshy,sena(-senhy)) = (A'coshy,B'(-senhy)) = (u,v) 
encontramos que * -ffe = 1, que es la ecuación de una hipérbola con focos ±1, 
donde A' = cosa y B' =sena. 
Si x =O, tenemos que el eje imaginario va al segmento [l, oo), recorrido dos veces. 
Por lo que la malla de rectas horizontales y verticales se transforma en una malla de 

elipses e hipérbolas que tienen los mismos focos (confocales), esto implica que se cortan 
en ángulo recto. 

Conviene pensar la función coseno como composi.ción de funciones que ya hemos 
estudiado: 

w = cosz =.Hu+~) (F\inción de Zhukovsky) 
donde u = e•• (multiplicación por i, después la exponencial). 
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Como el coseno está en términos rle la exponencial y éstn es periódica, el coseno 
tan1bién va a ser una función periódica. In cliferencin es qnc el período del coseno es 2rr. 

Los puntos ::, z + 2rr, :: + -!-., ... y -:. -: + 2rr. -z + -!-. ... qnc est1\n en ba11d1c' d" 
tamaño 2-., al multiplicru·los por i y después componerlos con la exponencial van n dos 
valores, la primera infinidad va al valor"· ~·In se~tnda \'a al valor inverso-!;. 

Y como vimos anteriormente, In imagen que obtenemos ni final es 111 malla de elipses 
e hipérbolas. . 

,.oy 
_{. .¿~zn 

~ 

Si sacamos las inversas de las funciones 1111teriorm; vemos que 
1l =ei:: 

entonce:; 
"w = tt + ! 
~2 - 2wu _¡'.. 1 =O 
u= w± ./w2 - 1 
aquí tenemos probkmms con 111 raíz. pero lo arreglamos tomando una rama, 
i:: = logll = log(w ± ./w' - 1) 
y al tomar el logaritmo, también debemos escoger una rama adecuada, 
:: = -i{log(w ± ./w2 - 1)) 
entonces dado un w podemos escoger el punto z de muchas maneras, es decir que 

tenernos las funciones a ng cos w que queramos. · 
Por ejemplo podemos tomar como dominioC- {[-1, l]}, y z = -i{log(w+./w2 -1)) 

con la rama principal del log11ritmo. 
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Capítulo 3 

Derivación de Funciones Complejas 

3.1. función derivable 

3.1.1. Ejemplos de funciones derivables y no derivables. 

Definición 3.1 8w U ., C U abierto, conexo h 2 C 

f es dcrivnble en zo2 U si ti ÍJ'bf(Z(H/~¡ /(•o) existe 

Bn tal caso. diw límite le llamamos la dc:rivada de. J en.:¡¡ ¡¡ ·" ,¡, 110/11 ]101' J'(:;0 ). 

Form11lmcntc la definición es idént ic11 11 111 de la cleriv11d11 de funciones reales, pero 
Wtmos 11 ir \'iendo que tiene implic11ciones muy diferentes. Lo que ha,v <¡11<' destacar es que 
H<¡Ui /¡ es un mimero complejo, que puede tender 11 O por muy difercmt1,,.; clire<:ciones o 
r11a11era.~. y que por lo tanto, ptc'<lir que en csns condiciones r.xist11 el límite es muchísimo 
p<'clir. Venmos algunos-ejemplos: 

Ejemplo 3.1 f(z) = z 2 

/(:o+h1~-/(:o) = (:o+h~'-:Z = 2'o~+h2 = h(2:~+h) 
lím &o+h)-/(•o) = lím 2.zo + h = 2zo 
h-o h h-o 
la función es derivable en todo z0 y J'(zo) = 2zo 

Ejemplo 3.2 f(:;) = z 
/(:o+h)-/t:o) _=o+ h-:;; _ h 

" - h - h 
si /1 ER 
tr.nC711os que lím /(:o+h)-/(•ol = lím h. = 1 

h-o h h-oh 
]".ro si h = i8 lím /(:o+h)-/(:o) = lím ~ = -1 

h-0 h h-0 i.5 

ahora si h = .su donde 11 es un complejo con norma uno y s es ctuilq11ier número real 
lím /(:o+h)-/(•o) = lím !!. = TI2 
h-•O h h-oOh 

uu:l'ibicwlo u = e;o se tiene que :¡¡2 = c- 2 i 8 • 
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El limite no existe, haciendo tender h a O ¡mr distintas direccione.• se acerca d cocic11tc. 
a muy·diferentes valores. Por lo ta11to esta fw1dó11 no c.s derivable en ning1in ¡runto 

Zo E C. 

Ejemplo 3.3 f(z) = 1.::1 
Si z0 =O 
lím /(•o+h)-/(•o) = lím .!!!.! 
h-o h h-o h 

como ~ es cualquier complejo dr. módulo uno, rntonces la función no es d1.rivabk 
en el cero. 
Si z0 # O tomemos primero h en la mism11 dirección de z0 , es decir h = tz0 con t real.· 

>o. 
Entonces l!•o+hi-/(zo) = l•o+h~-l•o' = 1 ~:11 = ~: que es ·u11 com¡tlejo unitario. 
Si ahora hacemos que Z¡¡ + h se accrqur. u .:0 sobn el circulo co11 centro en O que ¡tasa 

por zo, es decir, si h = e'° Zo - zo tenemos 
l.zo+hl-l=ol _ l::o1le'9 l-l.:o! _O 

/¡ - h -
lím /(•o+h)-/(•o) = O 
h-·0 ,, 

por lo tanto la función no es derivable rn 11ing1i11 Zo E iC 

Observamos que no es tan fácil c¡ue uua función sea rlerh·ablc, la función .f(z) = z, 
es sencilla y no es derivable en ning¡in punto. De 11quí que f(z) = Re z y J(z) = Im.:: no 
sean derivables. 

Sin embargo, hay muchas que sí son derivables. 

Proposición 3.1 J) Si f es dcrivab/r. r.11 .:0. n1f.oncis f es continua w za. 
2) Si f y g son deri11ablcs en .::0 c11t0111:1.s f +!J. ,\f, Jg son derivables en z0 y 

si g(Zo) .J. o l. es derivable IJ (L)' e~ ) = /'(•o)g(:o)-/C•o)g'(•o) r • 9 • R -.o (g(:o)Jº 

3) Regla de la cadena: 

Si f es derivable en =o y g es derivablr. w f(z0 ) , entonces la composición (g o J) 
es derivable en zo y (g o J)'(z0 ) = g'(f(zo)f'(zo) 

La parte 1) se demuestra observando que 
lím J(.::o + h) - f(Zo) = lím /(•o+hl - /(•o) h = f'(zo) O= O . 
h-O h-O 11 
Todas las <lemas partes de esta proposición también se demuestran exactamente igual 

que en el caso real, como podrá verificar fácilmente el lector. . ·: 
Con esta proposición tenemos muchas funciones derivables. Como la. función i es 

obviamente derivable, los polinomios son dcriwibles, y también cualquier función racional 
es derivable en cualquier punto donrle 110 se a1111le el dc119minador (y, en particular, todas 
las transformaciones de Mobius son derivables). 

Otro ejemplo: 



Ejemplo 3.4 Esco,qiendo una mma continua en un dominio adecuado: 
lím v'iO+ii-Y§ = lím ~ - =~ = _1_ • 
h-11 • . h h-O h( •o+h-v•o) 2v'=Q 
Obsérvese que sólo hemos u.<ado la continuidad di'. la fu.nción. Lur.go. toda rrmw r.011-

luiua de ./Z es automdticamc.ntc derivable. 

3.1.2. Una f~ción es derivable si," y sólo si, lo es corno función 
real y su derivada es e -lineal. 

Consideremos a la función J(z) = u(z) + iv(z), como ~n~:fllneión F: JR2~ IR2 
•.. 

Recordemos que Fes derivable en (x0 , y0 ) si existe una ftinción;linP..ál L : IR2 . ...:. IR.2 .tal 
que 

!ím F(ro+ .. 110+1)-F(zo,yo)- L(•,t) = O 
( .. 1)-(0,0) 1(•,t)I 

Esto significa que L es la mejor aproximación lineal a F , se le suele denotar por 
IJF(x0, y0) y es la transformación lineal que tiene por matriz (respecto a la ba..~c usual de 
lR2 ) a la matriz jacobiana . . 

( i i) 
Ahora, para I : u e e ...... c. si I es derivable en Zo 
entonces lím /(•o-+h) - /(•ol =o <=> lím /(•o+h)-/(•o)-ah =O 

h-0 h h-O h 
por tanto tenemos que: 
fes derivable en z0 <=>existe una función lineal de la forma L(h)'= oh tal que' 
lím f(•n-1 h) - {(•o)- L(h) = O • 
h--0 . 

Pero ya conocemos las funciones lineales de esa forma: son las C-lincmles, c¡ne incluyen 
la.o.; conformes (que son homotecias seguidas de rotaciones) y la función O: 

En resumen: ·: 
J es derivable como función compleja en Zo si y sólo si J es de~ivable forno función 

real en (xo, y0 ) y su derivada en el punto es conforme (o cero). 

De otro modo, la condición es que la matriz jacobiana tenga la forma 

por lo tanto se debe de tener 

au av 811 av 
-=-y-=--
ax f)y f)y ax 

(
. ~ -_b. ) • 

b a ) 

a estas última.~ ecuaciones se les llama de Cauchy-H.iernann (C- R). 
Hecíprocamente, si tenemos una función F : JR2 _, IR2 que sea derivable y que sus 

parciales satisfagan ( C - R) , esto quiere decir que su derivada c.'S de la forma /,( z) = o z 
para algiín mímero complejo o y por lo tanto f es deri\'11ble como fuución compleja y su 
deriw1da es o. Luego hemos demostrado: 
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Teorema 3.1 Sea f : u -+ ce una función compleja y zo = Xo + iyo E u 
Entonces las condiciones siguicnlL• son <,qui11alcntes: 
{i} f es dcriuabl<: como funcióu coml'lc.ja w z0 • 

(ii) f es derivable. como función re.al w (x0 , y0 ) y su derivada en ese punto es C 
-lineal. 

(iii) f es derivable. como función re.al w (x0 • y0 ) y sus d<.rivadas l'arciales en ese punto 
satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Ricmam1. 

Se sabe que una función F : IR" -+ IR"' es derivable en un11 región U si existen la 
derivad11S parciales de F y son continuas en todos los puntos de U (condición que es . 
suficiente, pero no necesaria). En muchos tratados de Variable Compleja se enuncia este· 
Teorem11 en lugar de la equivalencia anterior, pero el enunciado queda más claro con el 
concepto de derivada. Pero este resultado es muy útil para verificar la derivabilidad de una 
función compleja en muchos casos, sólo hay que agregar que se cumplan las ecuaciones 
de C-R. 

A la matriz ( ~ ;b ) le corresponde el compl~jo o+ ib, es decir, f'(zo) = ~(zo) + 
i~(zo). 

Si f'(:zo) = O, la mejor aproxim11ció11 lineal L(h) = ah= f'(z0 )h es igual a O, y ya no 
se puede ver que sucede. 

Si f'(zo) 1' O, la mejor aproximación lineal en In vecindad del punto es una rotación 
más unn homotecia, esto signific:n que la función cerca del punto se comportará así. 

Locamente se preservarán los ángulos: · 

e, 

f(Cz.) 

f(c.) 

El ángulo(1ti) entre !ns curvas C1 y C2 es el ángulo formad? entre sus tangentes en el 
punto Za· 

Sea 7 1 el vector tangente a la curva C 1 y sea 7 2 el vector tangente a la curva 02 en 
el punto z0 , la función lineal rnapcará 7 1 en el vector:cp1 que e5 el vector tangente a la 
curva imagen f(C1)en el punto /(=o) · 

rp 1 = a(1' 1) donde o= o+ ib = f'(z0 ) 

y '.f2 = 0(1'2) 
Por tanto 4(1'1.12) = <l(rp1, cp2) y la función es conforme. 

Definición 3.2 f es lwlorrwr fa en U, si f es dc~foable r.n todos los punto~ de U C C 
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3.1.3. Derivación respecto a z y a z conjugada 

S•m f(z) = J(x + iy) = u(x, y)+ iv(x, y) 
Entonces formalmente podemos escribir J(z) como función ele las variabl<,,; z, z que 

· • •11\'icne pensar como variables independientes: 
J = ~ Y_= = 2c-r _ _ 
f(:;) = (u('~',• ;i.• ), v(L.}I ,_• ;,= )) 
f(z) = u(L.}I, •;; ') + iv(' ~ •, • ;, •) 
Entonces podemos hablar de "~ " y "M ": 
Aplicando regla de Ja cadena tenemos: 

.. ~ " = ~(~ + t~l + ~(~ + t~l 
"M" = 4<~ - t~l + ~<~ - t~) 
Lo importante de esto e; que si J es derivable (C - derivable) entonces 
··~·· = ~(~ - t~l + Wl~ - t~J = ~(~ - ~l + i(~ +~)=o 
.. ~ " = ~(~ + t~J + ~(~ + ttl = ~(2~,i) + 4(2~) 

= (~ + i~) = J'(z) 
En otras palabras, las ecuaciones de Cauchy- Riemann se pueden resumir en una sola: 

'..'/ = O. Heurísticamente esto significa que una función compleja es derivable cuttndo "no 
d;·pende de z ". 

r:n la práctica significa que si tenemos una función en cuya expresión nparecc-::: no 
.¡,.¡,..ser clcrh·able. 

Ejemplo 3.5 Si f(x + iy) = x2 + y 2 = :; z tenemos que M = :; .u esto M mwla sólo para 
-~ o 

3.1.4. Determinante jacobiano 

Sea J(z) derivable en todo punto de U {Holomorfo) 
Consideremos a f(z) como una función de !R2 - IP.2 y obtengamos In matriz derivada 

Jncobiann: 

t) ( º1!. -~)· ~ = ~ !!!! .' 
{}y tJx Oz (i 

y su determinannte jacobiano J f = det ~ Q!Z = Jf'(Zo)l 2 
( 

Bu Ou ') . 

Por tnnto f'(z0 ) =O~ JJ(zo) =O 
Bz O:r . . 

Si f'(zo) f O entonces el Jf(zo) f O y tenemos <le. inmediato por el Teorema de la 
Función ln\'ersa, que f es invertible en una vecindad <le! punto z0 • 
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3.1.5. Interpretación en Mecánica de Fluidos 

Supongamos que tenemos el mm·imienl o el<' 1111 !Inicio. ·•perfecto'', es decir que es 
estacionario, incomprcsiblr. y no ,·is('oso (irrotac:ional). 

Si X= (U, V) es el campo \•cetaria! qne rc¡m,,;cnta la vr.locida<l clel·flui<lo en cacla 
punto, tenemos que 

i) X no depende del tiempo. 
ii) dit•(X) =O (no se concentra o se expande) 
iii) rot(X) =O (es irrotacional) 
Como rot(X) = ~~ - i:J; =O, existe (al menos localmente) una función u(x,y) tal 

queX='Vu=(~.~) . 
A esta función se le llama potencial de las velocidades 
Como div(X) = ~ + ~ = O <:} existe nna función v(x, y) tal que el campo 

ortogonal X- =(-\/,U)= 'Vv = (~, ii;;l . 
Y a esta función se le llama función ele la mrriente clel fluido. 
Entonces las líneas v = constante. repre:;cllt au el movimiento del fluido (líneas de 

corriente) y su vector tangente ticue la misma dirección que el vector velocidad (X). 
Y cnnnclo 11 = constante tenemos las lineas Pc¡uipolcnciales. que son ortogonales a las 
anteriore; en cnda punto. 

De esta manera. las c11n·1c" de nivel de 11 ~· de '" nos representan el movimiento del 
fluido conio un todo. 

Si considerarnos a u ('Olll<> la parle real~· a 1· corno la parte imaginaria de una función 
compleja. entonces esta función cumple las '"'llH<'ioncs de Canchy-Riemann y es deriv
able: cualquier flnido perfecto me procluc1· u1111 fnnc:ión de \·ariable compleja derh·nble y 
\·ice\·ersa. Esto nos da una forrna nui.s d<~ ver µ;coru(·tricarnentc una función de \'nriablc 

- rompleja, dibujando !ns líneas de flujo del fl11iclo. Los puntos donde la derivada de la fun
ción se anula son los puntos estacionarios cid fluido. Esta reprci;cntación fue muy usada 
en los inicios ele la teoría, wbre todo por llicrnann. 

Veamos algunos ejemplos de cmva." de nivel para t.' constante (fluidos): 
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(z + l/z)/2 (JukO\·sky) 

Después de observar las anteriores, ¿puede el lector identificar la siguiente función? 
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··> , .. 

3.2. Teorema complejo de la función inversa 

3.2.1. Teorema complejo corno corolario del real 

Teorema 3.2 Teorema de la .Función Inversa (Complejo) 
f: U - C derivable en todo punto dr. U, Zo E C, f'(z11) # Ü 

Entonces existen vecindades Vi dr. zo. \12 de f(z0) tal que. f Jv,: Vi --+ \12 es invertible 
y la inversa g es derivable y vale g'(w) = /'(g,(uo)) 

Demostración Considerando a f como función de JR2 - IR2 , tenemos que Jf en el 
punto z0 es distinto de cero, por el teorema de la Función Inversa (Real ) la función es 

invcrt ible en una vecindad de Zo, siendo la matriz ele In derivada ele la forma. ( ~ ~b ) , 

la im·ersa también es de la misma forma por lo tanto es C-Iineal y Ja función inversa es 
deriva ble. 

Finalmente f(g(w)) = w, y f'(g(w))g'(w) =l. 
por tanto g'(w) = /'(g~u:J)'./ • 
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Por ejemplo, si la derivada de f(z) =e', es e', entonces /'(;;0 ) #O para cualquier 
punto y por el teorema anterior la derivada de la inversa sería · 

g'(w) = /'(g~w)) = ;ioh; = ~ 
Esto es válido para cualquier rama del logaritmo. 

3.2.2. Función armónica 

Otra consecuencia importante de las ecuaciones de Cauchy-Riernann es: 
Si f : u+ iv es derivable y suponemos que u, v son de clase C 2 , entonces de 

se deduce inmediatamente que u y v satisfacen la ecuación de Laplace: 

Una función real que satisface la ecuación de Laplace se le llama armónica. Estas 
funciones tienen diversas aplicaciones en la Física, por ejemplo en el csl udio de la tcm
perat.ura de un cuerpo en equilibrio. 

Tenernos entonces que la parte real y la parle imaginaria de una función derh·ablc son 
funciones armónicas. Y dada cualquier función armónica podernos encontrar u1111 función 
deri\•11ble cuya parte real (o imaginaria) es In función armónica. 

3.2.3. Derivabilidad de las funciones elementales 

Si la función exponencial es derivable, entonces tendríamos muchas más funciones 
derivables. Podemos hablar de las derivadas de !ns funciones trigonometricas e hiper
bólicas (senz,cosz,tanz. senh z, coshz, etc.), pues cada una de ellas involucra a la 
e.xponencial. Estas derivadns prácticamente yn las conocemos. 

J(z) =e• es derivable 
sca=OEC 
f'(zo) = lÍm "'º+\- p•O = C':o lím eh - l 

• h-... o h-o h 

y lím ·• h- 1 = 1 
11-0 

Para demostrar este límite
2 

es más fácil verlo con series: 
lím ·• h-

1 = lím(l +~+ti-+ ... )= lírn( lím (1 + f¡ + t¡fi. + ... + h:~·) = 
h-•O h-oO h-O k-"oo 

= lím (lím(l + !¡; + ~ + ... + h:;•) = 1 
1.·-oc h-o · 
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Otra manera de argumentar que la cxpoueneial es dcrivnhl" es por C'nuchy-Riernnnn. 
Tenernos que f(x. y) = (ex cos y. c"se11y) es una f1111dó11 deriwd,lc· como función de IR2 

a JR2. 

~-=ex cosy = ~, 
~ = Cr8cny = -~, 
por tanto J(z) =e' es ui1a función deriw1hl" para todo puuto en IC. 
Sabiendo que e' es derivable, calcularnos la derivada f'(z) = llr +fo,. = t'y - iu11 

J'(z) = e' 

Algunas funciones derivables y sus derivadas: 
l)(e')'=e' 
2) (logz)' =-!: 
3) (scnz)' =;os z 
4) (cos z)' = -senz 
5) ( cosh z )' =scnhz 
6) (scnhz)' = cosh z 

Como cualquier inversa trigonométrica (o hiperbólica) ..e puede r.xprcsar en términos 
ele! logaritmo, calcular su derivada im·olucrn la derivada del lo~iiritnio, para no tener 
problemas con las definiciones siempre debemris espr.c:ificar n111)• hieu las ramas. 
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Capítulo 4 

Integración de Funciones Complejas 

4.1. Integral Compleja 

4.1.1. La integración compleja como integral de línea 

Habiendo dado nuestros primeros pasos en la derivación de funciones, pasemos a hacer 
lo mismo para la integración. Para definir la integrnl indefinida de una función compleja 
no hay mayor problema: simplemente es la antiderivada o, como se acostumbra más en 
las funciones complejas, la primitiva: 

Definición 4.1 Si J(z) una función compleja, una primitiva de f en un abierto U COll

tcnido en el dominio de f es una función holomorfa F : U - C tal que F'(z) = f(z) 
para toda z E U. 

Como en el caso real, si hay una primitiva de f en U hay muchas, pero todas difieren 
por constantes. 

Definir la integral indefinida de una función compleja entre dos complejos a y f3 
requiere mayor cuidado. En el caso real el procedimiento usual consiste en partir el 
intervalo, hacer sumas de Riemann y pasar al límite. Pero en el caso complejo no hay 
siempre un segmento que vaya de a a f3 dentro del dominio de definición de f, y aún 
habiéndolo no es fácil ver qué sucede cuando hacemos variar /3, a menos que tomemos no 
sólo segmentos sino también otras líneas quebradas. O bien, se podrían tomar sucesiones 
de puntos entre un punto y otro y hacer sucesiones cuyos puntos estén cada vez más 
cercanos entre sí, y ver si las correspondientes sumns de Riemann convergen. Para que 
esto suceda es natural pensar que las sucesiones se van acomodando en torno de alguna 
curva, y así se llegaría también a tener que considerar integrales sobre curvas. 

Para darle form~ a todo esto, lo mejor es definir directamente las integrales complejas 
como integrales de Unea. 
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l:na curva C en el plano complejo es la imngeu ele unn función continua, definida en 
un intervalo cerrado. Es decir. i: 1a.l1] ..... e tal CJllC "1(1) = x(I) + iy(t) y sus ec:unciones 
paramétricas cstáu chulas por funcioues C'C1llti1111as: .r = x(I). y= 11(1). a :51 :5 b. 

Si x(a) = x(b), y(a) = 11(b) tenemos 111111 C"11rva C"crrada. Si no se cruza, es una curva 
simple ("1(1) # 1'(s), para 1 # s, con l,s E (a.li]). 

una curva Ces ('1 por tramos, si ¡·(I) t im11• cleri\'!1da continua para a :5 1 :5 b, excepto 
para un número finito de puntos. 

{ 

1 si O :5 1 :5 1. 
E' l 4 ( ) 1 + i(t - 1) si 1 :5 t :5 2. 
~emp 0 .l 'Y 1 = (3 - t) + i si 2 :5 t :5 3. 

i(4 - t) si 3 :5 t :5 4. 
1' parametriza una curva C 1 por tramos. simple y cerrada. 

El vector (x'(t), y'(t)) es el vector tangente a la curva en el punto x(t) + iy(t). 
La integral de una función compleja de variable real z(t) = u(t) + iv(t) se define en 

términos de dos integrales reales. Y si tenemos 11• = J(z) definida en una región y Ces 
una curva C 1 por tramos, la integral compleja se define corno una integral de línea: 

J f(::)d:: = lím f: f(::j)L::.1:: 
e J=l 
el intervalo a :5 1 :5 /1 es subdividido e11 11 partes por In= a, ... , b = tn, ZJ = x(t.J) + 

iy(/1) y L::.1:; = ZJ - "J-1. lj es un punto eu el j-suhintervaln y zj = x(lj) + iy(lj). 

J f(::)d:: "=' f: f(zj)l::.1:; = f: {u(x(lj).,11(/j)} + fr(x(lj).y(lj))}(L::.1x + iÍ:::.JY) = 
~ J= 1 J-=-1 

= f (11L::.1x - l'í:::.1¡¡) + i f (i•L::.JX + 11L::.Jy) 
1 1 

Cuando hacernos tender a cero la norma de la partición obtenemos que la integral de 
línea compleja es la combinación de los intep;rales de línea reales. 

Por tanto tenernos: 
Sea "l(t) = x(t) + iy(t) que parametriza la curva C. 

b b . . 

f(111!fi - v~)dt + if(v1!fi + u!fj¡)dt = J f(z)dz = f udx - vdy + if vdx + 11dy 
c c e a 

b b 

f(11 + iv)(* + i~)dt = J J("l(t))"l'(t)dt.. 
a . . 

Precisemos las definiciones correspondientes: necesitamos primero definir lo más sim~ 
~~- . . 

l. Integral definida de una función compleja de variable real. En esle caso se integran 
la parte real y la parte imaginaria de la función: . ·· 

g:[a,b]-.IC a•,f<b 
g(I) = 11(/) + iv(t) 
b b b 

J y(t)dt = J u(t)dt + i J v(t.)dt 
u a a 
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Ya con esta definición es natural definir In integral como sigi.ic: 
ll. Integral compleja como integral <le línea: en el integrando suhst it 11irnns In wiriabh• 

por los valores de la curva y el símbolo d:; por la velocidad de· 111 c'l1n·11 " iut egT111110" 
r•-,.pccto al parámetro: 

Sea e una CUT\'/\ C 1 por tr;,.mns parametrizada por -y. 
J: u--. e, u e e 
I': [a,b)--. U 
:; = -y{I) = x(t) + iy(t)) 

b 

J J(z)dz = J f("t(t))'¡'(t)dt 
C" a 

III. Integral de línea con respecto a longitud de arco. Ésta es una intep,Tal auxiliar 
que 11os sirve parn hacer estimaciones. Geométricamente, su parte real e imngi11ari11 rcp
n,,.;cnt an el área de la superficie curva por encima de C y debajo de In gráfica de !11 parte 
rral <' imaginaria de In función. Pero esta representación gcométric11 no le da mucho miís 
daridad a la definición formal, que =nsiste en hacer las mismas suhst it uciones q11e cu d 
1·11 ... "·•o anterior: 

b 

f J(::)ds = f J(::) ld::I = f J(J(t)l h'(t)I dt 
e e 

4.1.2. Propiedades elementales de las integrales de línea com
plejas. 

J.11_, clcrnostracioues de vari>L• propiedades son esencialmente la• misn111s q11c pnr1d11s 
i111egndcs reales para funciones continuas. Demostraremos sólo alg1ma-; de cl111s. 

Propiedades de la integral 1: 
O) Definida si g es continua en [a, b). 

b b b 

1) J(g1(I) + g2(t))dt = f g¡(t)dt + f g2 (t)dt 
a a a 
b b 

2} J a(g(t))dt =a J g(t)dt, a E C 
a 
b e e 

:i) J g(t)dt + J g(t)dt = J g(t)dt O< b.< e 
a b a 

4) Si h : [a', b'J __, IR, es de clase C 1 tal que h(a') = a y h(b') = b; 
b b' 

J g(t)dt = J y(h(s))h'(s)ds 
a a' 

5) l!g(t)dt' :5!lg(t)ldt 

6) G: [a.b) ...... C dcrh·ablc (C1) 
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b 

JG'(t)dt = G(b) - G(a). 

Demostración de (5) 
Caso fácil: 

b 

Supongamos que J g(t)dt "2: O : 

entonces 11 g(t)dt1 = l g(t)dt = Re l g(t.)dt = l Reg(t)dt ~. l lg(t)I dt . .f 

Caso general: · 
b ' 

Existe un número complejo,\ con l-XI = 1 tal que,\ J g(t)dt. seá. un número real positi\"O." 

y estaríamos ya en el caso fácil, entonces 

J.x [ g(t)dtJ = J[ .xg(t)dtJ ::; [ lo(t)I dtJ • 

Propiedades de la integral II: 

a 

O) Definida si f es continua y C es C 1 por tramos 
1) f(/1 + h)(z)dz = J f 1(z)dz + J h(z)dz 

e e e 
2) J af(z)dz = a J f(z)dz 

e e 
3) J f(z)dz = J f(z)dz + J f(z)d:: , donde C1 + C2 es la curva que se obtiene 

C1+C2 C1 C2 
recorriendo primero la curva C1 y después la curva C2 • 

4) Si .B es una reparametrización de -y que conserva el wnlido, J f(z)dz·.= J f(::)d:: 
c.,. e~ 

Demostración -y: [a,b] ___, IC y B: [c.d] ___, IC. 
Sea h: [e, d] ___, [a, b] creciente, derivable tal que B(s) = -y(h(s)) 

J f(z)d:: 
Cp 

J f(z)dz. • 
c., 

d d .,, .• 

J f(/3(s))/3'(s)ds J fh(h(s)))-y'(h(s))h'(s)ds 
. b .. . . 

ff(-y(t)h'(t)dt 
a 

5) lf f(z)dtl :::5 { lf(z)l ldzl . .f 

Demostración Es análoga a la propiedad 5 de In definición anterior . .( • 
6) Si F : U--. <C derh·ablc (y F' continua) 
J F'(z)dz = F(T(b)) - F(-y(a)) 
e 
7) Fórmula de cambio de variable para integrales complejas. 
Sean U1 y U dos regiones de IC. · · 
Sen f continua en U. 
C1 una curva en U1• 

h : U1 _, U una función deri\"ltblc y su inversa también ,derivable y C = h o C1 
Entonces J f(w)dw = J f(h(::))h'(z)d~ . · .· .. 

e e, 
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8) J f(z)dz = - J f(z)dz donde-Ces la curva C recorrida en sentido contr~iá. 
-e e · · 

Ejc1J1plo 4.2 Sea C = círculo unitario 
fzdz=O · 
e 
J z2 dz =O 
c. 
f z dz = 27l'i = 2i(área encermda por C) 
e .· 
f z tiz := 2i(área encerrada por 1') 1 donde 1' es una curva Cfl por tramos, cerrada , . . . . 

alrededor del origen. 
f~dz=21l'i 
e 
J • ~ a dz = 27l'i L = { z = a + e18

, O :5 {) :5 271'} 
L 

b 

f jdzl = f h' (t)j dt = longitud(C), C curva de (} por tramos, parametrizada pór 1'· 
e a .- _. 

4.2. Teorema de la Primitiva 

"lntegrabilidad" de las potencias positivas y no negativas de z .... sah·o una. Com
paración con las integrales de línea rea.les: campos conservativos' y diferenciales exactas. 

4.2.1. Ejemplos_ de funciones "integrables". y "no integrables" 

Sea e una curva C 1 por tramos parametrizada por")', 1': (a, bJ ---+u. 
Sea f : U---+ IC, U una región (abierto conexo) 
Nos preguntamos: 
¡,Cuándo la integral depende sólo de los extremos de-. la curva? O bien ¿Cuándo 

J f(z)dz =O para C cerrada? 
e 

Empezaremos con algunos ejemplos: 

Ejemplo 4.3 Sea 1' : (O, 211') -+ IC donde ")'(t);;;, 'cos t+ise;u,, y f(z) ;,,,, ~. 
21r 2:r .'... . . ' . 271' 

J f(z)dz = J f("Y(t));'(t)dt = f(cos't+isent)C--scnt+ic~sJ)dt=f(-2sentcost)dt+ 
e o o. ·· ·· · · · o· · 

2lT 

i J(cos2 l-sen2t)dl =O 
o 

Ejemplo 4.4 1'(1.) la misma qu~ en ejdmplo a1~terlo~ ;,f(z) :=cz entonces JJ(z)dz = 
. .. .. .• . .... " ·: ... ·· • e 

2r. , . ·. ··-.: -~ ·.-.27r. (; ··. '::: :~·.··~.-.- ... -,. ¡'·,_:: .•.. '. 

J(cos 1- iscnt)(-se!Ít + i cos t)dt ='iJ(cos2 l.+ sén2t)di '== 27ri. 
o . o . 
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Ejemplo 4.5 .4/iom calculemos lu i11tr.gml ,¡, la función f(z) = z sobre tres curvas 
distintas ¡iaramd1'izadas por: 

¡ 1(1)=cost+iswl, 0$1$7r. 
¡ 2 (1) = -")'(1) do11dc "Y(I) = cos t + iswl, " ::::; 1 ::; 27r, 
/3(1) = 1 - 21. o $ 1 $ 1 

" f zdz = f (cos 1 - ÍSClú)(-sWJ + Í CüS l)dl = 7rÍ 
C1 O 

2 .. 

f zd:: = -i J di= -rri 
e, " 

1 

f zd:: = f (1 - 21)(-2)dt =o 
C3 O 

¿Qué podemos concluir de estos ejemplo,;? Que en el ejemplo (4.4) la integral sobre 
una curva cerrada fue distintR de cero, comp11rárnlolo con el (4.3), la función z no es 
IR derivad11 de un11 función y que en general para una función podemos tener distintos 
vRlores para la integral, es decir si depende dP. la trnyectori11 de la curva. 

'lborcma 4.1 (de la Primitiva) 
Sw J: U e C - tC conti1111fl. 
Son r.quii•alu1tcs: 
(i) f f(z)d:: dtpWdC sólo dl los LXtlY.11W8 ti< /a t!Url'<I C (fes 11Íntcgrabfo") 

e 
(ii} J f(::)d:: =O 'r/ curva wrada 

r 
(iii) E:r.istc F: U e tC - tC holofon11a rn / l tal qur F'(::) = J(::). 
En este 1í/ti1110 ca.•o lc.nrnw8 J f(::)d:: = F('i(b)) - F(-y(a)) .. -,·: [a,b].:.... tC 

e . 

Demostración (i)=?(ii) 
Corno la integral depende sólo de los extremos de la curva, basta calcular.la integral 

sobre una curva C constante. ScR •11 (1) =a, ¡ 1 : (a,b] - U .,, 
b 

f f(z)d:: = f f(::)d:: = f f(-, 1(t))Odt =O 
(' .. ~I tJ 

(ii)=?(i) Sean dos curvas dist int11s C1 • Ci que unnn los mismos puntos. Sea C = C1 + 
(-C2 ) tenemos que J f (::)d:: =O=? J f (::) dz "-' J f (z) dz + J J(z)dz =O.' >, · 

e e e, -e, . .· .. 
Por lo tanto J f(z) d:: = J f(::)dz, es decir. la integral sólo dependedelooextrerrios. 

~ G . 
(iii)=?(i) Sea e una Cllf\'ll (' 1 por tramos paramctrizadn por 1'· 
; : [a.b] - tC. ·,(a)= o.·, (b) =B. 

b 

Tenemos por hipótesis que J f (:::) d:: = J F' (z) dz = J F' ("Y (1.)) ")'1 (t)dt, demostraremos 
(' (' a , 

que '""tfl !dt inm integral es ig1111l a F(d) - F (o). Si F = U+ il', "Y (t) ;=a (1)-:HT (t.) .. 
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g(t) = F("Y(t)) = g1(t) + ig2(t), tendríamos que g'(t) g\(1) + iy2(t) y 7 1(1). = 
u'(t) + iT'(t) 

g;(t) = ~~ (a(t)>r(t))u'(t) + 'JJ: (a(t), T(t))T'(t) 
u2(t) = 8;; (u(t),T(t))u'(t) + ~~ (u(t),T(t))T'(t) 
Como Fes holomorfa esto implica qt1e F'(z) = ~~ + i~~ = ~· - i':J.,' . : , . . . · 
F'("Y(t))¡l(t) = (~~+i~~) (u'(t) + iT'(t)) = (~u'(t) - ~~ T'(t))+i ('~~u'(i)+ ~~T'(l)) = 

b b b b ' . '· . -- . - . ) - ' 
g'(t). Por tanto J F'("Y(t))-y'(t)dt = J g'(t)dt = J g~ (t)dt+i J uW)dt = 91 (t) I~ +ig2(t) ¡~::::. 

a a a a ' · " 

F("Y(b)) -F("Y(a)) = F(/3) - F(<;)· 

(i)=>(iii) Definimos F(z) = J f(f.)df., por hipótesis está bien definida. Tomamos una 
•o 

poligonal con los segmentos paralelos a los ejes que una a zo y z . 
Para obtener la parcial de F con respecto a x, nos movemos en la direcé:ión del eje 

real con un segmento que va de z = x + iy a z + h, h real: · •. 
z z+h & h 

F(x + h + iy) = J f(t;.)df. + J f(f.)dt;. = J J(f.)dt;. + J f(x + s + iy)d.s 
.:o = .:o o - . ,._.._ 

Derivando con respecto ah y evaluando en h =O, se obtiene: 
8:: = f(x,y) . 
Hacemos lo mismo para obtener la parcial con respecto a y, nos mm·emos en 111 vertical 

de Z = X + iy 11 Z + ih : 
.: :+h = h 

F(x + i(y + h)) = J f(f.)df. + J f(f.)df. = J f(f.)dt;. + J f(x + i(y +.-)}id., 
.zo = .=o o 

~~ = if(x, y). 
Si f(x, y)= u+ iv tenemos que ~~ =u+ iv y 8¡;; = i(u + iv) = -1· + iu 
Como f = u +iv es continua entonces las parciales de F son conl inufL' (por lo tanto es 

difcrenciable como función de R.2en IR2 ) y además tenemos que se cumplen las ecuaciones 
de Cnuchy Riemann: F = U+ iV 

fül. =U ~¡·=V 
fJf¡ = -v íi1· = ll 
&y &y 

Esto demuestra que F(z) es holomorfa en U (dominio de f) y que su derivada es f(z) . 

• 
4.2.2. · "Integrabilidad" de las potencias positivas y no negativas 

de z .. • salvo una. Comparación con las integrales de línea 
reales: campos conservativos y diferenciales exactas. 

El teorema 4.1 nos permite calcular muchas integrales (C curw1 cerrada). por ejemplo: 
J z"dz =O n EN 
e 
J =-"dz = o n ¡,· 1, e no pasa por el origen 
e 
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J P(z)dz =O, P(z) cualquier polinomio· 
e 
J e'd:; =o 
e 
Jsen(z)dz =O 
e 
Resultados equivalentes: 
Este resultado tiene su equh·alcnlc c11 C'áknlo d" \•aria.~ \·ai-iables reales, para campos 

vectoriales y para formas diferenciales: 
Pdx + Qdy es exacta (es decir, 3 una función F(x, y) tal que ~~ = P y ~ = Q ) 
<=> J Pdx + Qdy sólo depende de los extremos de C 

e 
<=> J Pdx + Qdy = O para toda C curm cerrada. 

e 
X= (P,Q) es un campo gradiente 
<=> J X· ax solo depende de los extremos (X es co11scrvativo) 

e 
<=> J X . ax = o para toda e cur\'a cerrada. 

e 
Estas son equh·alencias entre di\'ersa.~ propiedades, muy importantes desde el punto 

de la teoría de las formas diferenciales y los campos de fuerzas, pero en la práctica no 
son muy útiles para \'erificar si alp;nna de ell1L~ se c·nmple en un ejemplo dado. Para esto 
hay otro criterio que es el siguiente: 

Pdx + Qdy es exa<"ta ==> !fJi = !fil (es decir. la forma es cl'.rrarla) . 

. '\; = (P,Q) es un campo gTadicnte ==> rol X = % - !1J! =O (es decir, el campo es 
irrotaciona/). 

La diferencia es que este criterio sólo d11 11na condición neca;aria, que es suficiente sólo 
en la vecindad de cada punto o en rch.;ones especiales (sin hoyos), además que requiere 
que la forma diferencial o el campo tengan parciales continuas. Veamos cómo se expresa 
este criterio para las funciones complejas: 

Si f = u+ iv y suponernos que JE C' como función real (u, V E G'1 ), í'(I.) =X+ iy' 
la integral de línea se desarrolla como: 

J f(z)dz = J udx - L'dy + i J vd1· + 11d11 
e e c 

Así, para que la integ,Tal sólo dependa de los extremos de e se requiere que lo mismo 
suceda para sus partes real e imaginaria y la condición necesaria anterior apiiéada a cada 
parte daría las condiciones: · · 

Du + 81: =O 
811 ax 

81· _ Du =U 
Dy Dx 

¡Que no son otras que las condiciones de Cauchy-Riemann otra \'ez! 
Algo muy curioso está pasando: las condiciones {necesarias y suficientes) para que 

una función sea derh·able resultan ser la.~ mismas que las necesarias para que tenga 
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primitiva, es decir para que sea "integrable". En la segunda parte de este curso iremos ni 
fondo de esta extraña coincidencia y veremos las enormes repercusiones que tiene para 
"' comprensión de las funciones holomorfas. 

Por lo pronto hemos demostrado la implicación correspondiente a las anteriores para 
..¡ caso complejo: 

Si tenemos f = u + iv E C 1 como función real (u, v E C 1
) y 

f f(z)dz =O para toda curva cerrada C entonces fes holomorfa. 
e 
Veremos también después que se puede prescindir de la hipótesis f E G' 1 

Por lo pronto recordemos porque esas condiciones no son suficientes. 
Recordemos un ejemplo de campo vectorial que tiene rotacional nulo, pero que no es 

un campo gradiente: ' 
Sea X(x,y) = (.,:I+~'' x'~•;). Este es un campo vectorial definido en IR2 -{(0,0)}: 
(1) ¿Existe el> tal que V'<l• =X ? 
La condición rol X = O se cumple, como puede verificar el lector calculándolo. Busque

mos entonces <:!>. 
Sean A y B dos puntos en IR2 - {(0,0)}, o una pnrametriznción lisa por tramos, o 

:ia.b] ~ IR2 - {(0,0)} 
tnl que o(a) =A y o(b) = 13 

f ''d f•(-~'''J º'"')(' ')di Jbº'ºl-º'ª;dt fb (*7)',dl .. !!lfilJ• ·'·o= +·~·o1 ,o2 =+'· .=,() =arctano(t¡a= 
n a 0 1 °2 °1 º2 0 °1 º2 · 0 1+ ~ ·-' ' 1 

= arctan * -arctan 4; , , 
<l•(x.y) = arctan (~) 
(2) Sin embargo, la integml de línea sobre cualquier circunferencia con centro en.el 

origen es distinta de cero; es más: 
h h 

f X· da = f ~(-rscnO, r cos 0)(-rscnO, r cosO)dO = f dO = 2rr 
e o o 
¿Qué es lo que está pasando? 
Que 111 función <l• que obtuvimos no está bien definida para toda (x, y) ,¡ (O, O). Ln 

podemos definir en nlgún abierto siempre que éste no rodee al origen. Por ejemplo en el 
scmiplnno superior. Ahí el campo sí es gradiente. Lo mismo en cunlquier otro scmiplano. 
Pero 110 en todo IR2 -{(O, O)}. 

El problema es que la condición rotX = O es una condición local: para verificarla 
cu un punto sólo necesitamos conocer lo que pasa en la vecindad de ese punto. Con eso 
es suficiente para calcular las derivadas parciales de X y por lo tanto el rotacional. En 
cambio In condición J X · d:i' = O parn toda 1' curva cerrada es una condición global: no 

o 
podemos verificarla alrededor de cada punto, necesitaríamos considerar todas las curvas 
ccrrndas, y todas incluye hasta las que van a dar una vuelta hnsta puntos muy lejanos. 
Lo mismo. para \'crificar que X es un gradiente en unn región U necesitamos construir In 
función cuyo grndiente sea X en toda U y no vale en genernl construirla en pedacitos y 
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después pegar todos los pedacitos. El result arlo puede ser algo que no es una función bien 
definida en todo U. El ejemplo anterior"°" nnwstrn <¡lH' lo loc11l y lo global no siempre 
coinciden. · 

Para el caso de funciones corr;plejns ya hemos ,·isto el ejemplo f(:.:) 
holoniorfn definida en IC - {O}. Si ¡(O)=,••. O$ O< 2rr teuemos que: 

2w 

J :d:.: = i J ,.ke'8d0 = 27l'i y por tanto: 
e o 

! función . 

O sea que l/z es una función bolomorfa definida para ::: '/- O . corno lal cumple 
Cauchy- Riemann y, sin embargo, su integral 11 lo largo de una curva cerrada no es O y 
en consecuencia no tiene primitiva. Pero localmente y en partes adecuadas del dominio si 
tiene primitiva: log(z) que como sabemos puede definirse e11 alguuos suhdominios, como 
por ejemplo. en.C -(oo, O] {In rama principal) pero no en todo d dominio IC - {O}. En 
una región ASÍ podemos simplemente calcular 

J ~d:.: = log(3) - log{o) = log ~ = lug +. + i(nrg .1- argn) 
e 
Pero en todo el dominio de 1/:.: '°"'" f<'irrnula presenta un problema: uo en In parte 

real de la integral { log(l::I) está bien definida para:.: -d O ) pero si en la imaginaria, argo 
, que tiene la indefinición que ya eonoecrnos. 

Veamos algunos cálculos de "sic tipo: 
Sean C1 y C2 como se muestran rn rl dibujo: 

C2 1 · 

-- --- -- ~~- --
le1-L 

y calculemos !AS integrales: 
J ~dz = Jogz I~;= logi - log(-i) = i~ + i~ = ;;{ 
e, 
(porque 3F1 (z) = log z = log lzl + i arg ::. -;; < nrg z < ;;) 
J ~dz = logz :;-'= log(-i) - log(i) = i~ - i~ = rri 
e, 
(porque 3F2 {z) = log:.: = log lzl + i argz. O< arg z < 2rr). 
Si tenemos una cun·a como en el dibujo, podemos partirla e integrar, obteniendo In 

'-ariación del argumento: 
J ~dz = .trri (mide cómo va aumentando el argumento) 
(' 
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Observemos que la curva· Je da dos vueltas al origen. 

O bien, si recorremos !a' siguiente curva en el mismo senÚdo que las manecillas del 
reloj tenemos: 

J ~dz = -2rri 
e 

·.e·. 

·Tenemos por. conclusión_ que para _toda curva cerrada C c¡ue no pase por el origen, k 
entero: 

j zk o, kf -1 

e 

j zk (2rri)n k= -1 

e 

donde el número n es el número de vueltas que le da la curva el orig•m. A pesar de esto, 
en algunos casos es posible demostrar que la integral de una función holomorfa sobre una 
curva cerrada es O. 

4.3. Teorema de Cauchy para el rectángulo 

Consideremos un campo vectorial X definido en una región U y supongamos que sus 
componentes tienen derÍ\'l\das parciales continuas en U . Supongamos que tenemos un 
rectángulo cerrado R contenido en U y sen 8R In frontera de R orientada en sentido 
positivo. En esas circunstncias tenemos el Teorema de Green que afirma la integral de· 
línea del campo sobre 8R es igual n In integral de superficie del rotacional del campo. 
sobre R: 

lan X · d'.l = j 1n rotX dxdy 
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(Existen diferentes versiones del Tcorenrn de Green, pero es fncil ver que todas son equiv-
alentes: para una forma diferencial se formula así: · 

{ Pdx.+Qdy=f f(BQ _BP)dxdy 
ion Jn D:r. Dy 

bajo las hivótesis correspondientes). 
Si, adicionnlmcnt.e, suponemos que rolX = O , se puede concluir que In integral de 

línea de X sobre la curva cerrada 8R es cero. 
Aplicando este resultado como antes a las partes real e imaginaria de la integral de 

una función compleja obtenemos el ' . · · ' · :-

Teorema 4.2 (de Cauchy para el rectángulo) Sea f : U -. C holomorfa tal que 
f' ( z) sea conti11ua y sea R un recttingulo cerrado contenido w U. Entonces 

j f(z)dz =O. 

on 

Es claro que la misma conclusión se obtiene si substituimos el rectángulo por un 
triángulo, un disco, o cualquier otra región cerrada a la que se pueda aplicar el Teorema 
de Green. En la segunda parte veremos nue\·amcntc que sc puede prescindir de la hipótesis 
de que f'(z) sea r.ontinua. Este resultado, conocido C'Omo Teorema de Cnuchy-Goursnt 
será de fundamental importancia para In teoría de Ja., funciones holomorflL,, 

Conclusión 4.1 La afirmació11 "la i11lr,qml dr u1w f11nció11 holo11101fa a lo lar!JO de un11 
cun•11 ccrmda ls cero" es falsa c11 gc11tral. L11 afirmación C-'. sin r.mbar!JO, casi cierta: es 

cierta para algu1111.• regiones. cs cierta cum1do la f1mció11 sc comporta bien en la vecindad 
de los puntos donde no csté definida, es cierta para ciertas cunias cerradas, etc. Todas 
esas variantes se conocen como "Teoremas de Cauchy". 

El contraejemplo 

J ~dz = 2rri 
z 

e 
nos arruina la posibilidad de tener un "Teorema de Cauchy" C'.ompletamente general sin 
hipptesis adicionales. Pero el hecho no es tan grave porque es, en cierto sentido, el único 
ejemplo: cualqukr otro deberá contener, más o menos escondido a éste. 

Pero después veremos que si bien este ejemplo nos quitn ese "Teorema. de Cauchy". 
perfecto, nos da por otro lado todos los teoremns fundamentales sobre lns funciones 
holomorfas. Es la llave que nos abre la puerta a un mundo de impresionantes resultados, 
ninguno de los cuales se podría obtener si la integral anterior fuera O. 
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4.4. Integración de funciones racionales 

4.4.1. El Teorema del Residuo (primera versión) 

Por lo visto anteriormente podemos .:alcular fácilmente c.ualquier inte¡.,'Tnl de un poli-
11omio. Desde la Preparatoria sabemos encontrar primitivas de polinomios. Veremos ahorn 
que también sabemos calcular, en principio, la integral de cualquier funeió11 rncional. Estr. 
hecho tendrá, sorpresivamente, graneles implicaciones que se agrupan cu torno al Teorema 
del Resieluo. 

Todo se basa en el conocielo método de ]ns fracciones parciales. que se basa en ]u 
proposición que ya demostramos: toda función racional se puede escribir como 1ma suma 
de funciones racionales, cada una de las cuales tiene un solo polo. Entonc."Cs todo se 
reduce a calcular las integrales de éstas. 

Si R(z) tiene un solo polo, y éste es oo, entonces es un polinomio y Y" lo snbemo~ 
integrar. 

Si R(z) tiene un solo polo p E C, ent.onres se puede escribir ele la forma 

R(z) = P(z) 
(z -p)m 

donde P(z) es un polinomio de grado=::; m. Desarrollánelolo en potencias ele.: - 71 obten
emos: 

R( ) ª-m ª-1 z = -( --)- + ... + -- +ªo· . z-pm z-p 

Para integrRrla, observemos que todos ]os términos, salvo el pemílt irno. t icne11 una prim
it h·a bien definida (que es una función racional) en todo C - {p}. Y el pemiltimo tiene 
como primitiva a_ 1 log(z - p) que no está bien definiela en todo C - {p}, pero que ya 
sabemos como trabajar. 

Podemos concluir que la integral de toda función racional se puede expresar como 
suma de funciones racionales y logaritmos. El principal problema para lle,·ar esto a la 
práctica consiste en encontrar los polos de la función, lo cual involucra encontrar las 
raíces del denominador, lo cual es bien sabido que puede ser complicndo si su grado e~ 
mayor que 2 y más aún si el grado es muy granele. 

En el caso de que quisiéramos integrar una función con un sólo polo como In anterior 
a lo largo de una curva cerrada C que no pase por p, las integrales de todos los términos 
son cero. sah-o In del penúltimo: 

1 R(z)dz = ª-11 ~ dz 
e e~ - P 

De toda la función; lo tínico que necesitamos para calcular la integral es conocer p y · 
el miar de a_, . A éste último se le conoce como el ff.siduo de R(z) en el polo p y lo 
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denotaremos por res(R, p). 
Falta sólo calcular la integral de la función 1/(z - p) c¡ue, como sabemos, depende 

sólo del número de vueltas que le da C 1\ p . En ciertos c11sos es fácil decir cuál es este 
número, pero necesitamos en genernl definir bien este concepto. Hay formas geométric11s 
de hacerlo, pero esto requeriría desviarnos mucho. De hecho, podemos invertir los p11peles 
y definir formalmente "el número de vueltas que le da C 11 p" en términos de la integral. 
Este número se llama el {ndice de C respecto 11 p. se denota por n(C,p) y se define así: 

n(C,p) = ~ { ...!!:.=..___ 
2m Je z - p 

Con estos conceptos podemos ya enunciar el 

Teorema 4.3 (del Residuo paro funciones racionales) 
Si R(z) es una función racional con polos p 1, .. ., Pk y C es una cunia cerrada que no 

pasa por ninguno de estos polos, entonces 

k 

1R(z)dz=2;riLn(C,p1 )res(R,p1 ). 
e J=l 

Demostración La dcmostrnción ya está hecha: se de;compone R(z) en sus fracciones 
parciales (funciones con un solo polo) y se re1tliz1t el cálculo anterior (ver apéndice D). • 

Nuevamente, en un caso particular. suel<' ser fácil encontrar los índices n(C,p1), hay 
métodos p!U'a calcular los residuos rc_s(U,pJ) y lo más problemático es encontrar los 
polos. 

4.4.2. Cálculo de Integrales reales 

Una de las aplicaciones del 'foorema del Residuo es calcular integrales reales. 
Hay muchas que resultan dificil de calcular, otras que solamente con el teorema del 

residuo tienen solución. 

(i) Empecemos con las. integrales de la forma: 

2r. 

j R(cosO,·~~~·Ó)d( 
o 

donde Res una función racional. Interpretamos In integral como una integral compleja 
como sigue: . 

Vamos a buscar una función f(z) que ni integrarla sÓbre el círculo unitario me de la 
que renemos. Hacemos: 

z = eiO 

dz = izdO 
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cos(} = Rez = i<z + ~) 
sen(}= Imz = 21(z- ~) 

J2n ( , J R(l(•+l) .l.(•-1)) .R cos O,sen8)d(} = -2 2 
• ."· • d:; 

o l•l=l 
la integral compleja la resolvemos cou el teorema del residuo. Tenemos que garantizar 

que no hay polos en el círculo. 

(ii) Integrales de la forma 

00 J R(x)dx 

Las condiciones para que exista la integral son: 
R función racional que no tenga polos reales y que el grado del denominador sea mayor 

o igual al grado del numerador más dos, es decir, IR(z)I :5 ~ para :; suficientemente 
grande, cumpliéndose también para toda x. La función racional compleja tiende a cero 
con10 -fl. 

Bajo éstas condiciones se cumple que, 

ll R(x)dxl :5 ll R(x)dxl + ll R(x)dxl :5 a+ k(l - t) < oo 
por tanto existen los dos límites siguientes: 
00 b o o 
J R(x)dx = lím J R(x)dx y J R(x)dx = lím J R(x)dx, 
U b-oo O -oo b--oo b 

00 

y existe J R(x)dx. 
-oo 

Consideremos la curva C, formada por el intervalo. [-r, r] y (s,) el semicírculo de radio 
r. 

Como R(x) es una función racional real que no tiene polos en IR, los polos quedan 
dentro de la·eurva. Calculamos la integral sobre e,:_ 

fR(z)d:; = 2rri( 2: Res{R, z1)) . -
e,. .:;; polo R 

101(:,)>0 

J R(z)dz = Í R(x)dx + J R(re18)ire19d0 
e,. -r o 
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haciendo tender r a infinito tenemos que, 

I

" 1 " . J R(rei8 )irei8 d0 ~ J IR(rei8 JI r ldOI $ J ~r ldOI = ~"-> O 
o o o 

y por tanto 

j R(x)dx = 2iri( :L: Res(R, z;)). 
::, polo R 
lm(>,}>0 

El Teorema del Residuo también es válido para funciones que no sean racionales. 
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Apéndice A 

Teorema (Bolzano-Weierstrass ): 

Teorema A.1 (Teorema de Bolzano- Weierstrass paro conjuntos) 

Todo conjunto infinito acotado tiene al menos un punto de acumulación. 

Teorema A.2 (Teorema de Bolzano-Weierstmss paro suce.~iones) 

Toda sucesión acotada en C tiene al menos una subsucesión convergente. 
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Apéndice B 

Teorema Fundamental del Algebra 

Tuore1na B.1 Todo polinomio complejo no constante tfonc al menos '""' raíz compleja 

Buscaremos un h complejo tal que cumpla lp(z0 + h)I < lp(zo)I. 
P(Zo + h) = a..(Zo + h)" + lln-1 {zo + h)n-I + ... + a0 

haciendo las operaciones binomiales y agrupando tenemos 
p(Zo + h) = p(Zo) + bnh" + ... + hhk, donde k es la potencia más chica que aparece 

{puede ser igual a uno) 
p(zo + h) = p(zo) + bkhk +bk+1hk+1 + ... + bnh" 

= p(zo) + bkhk +bkhk (b~:' h + ... + ~J¡n-A") 
Llamemos a = bkhk 

8 = bk/¡¡. (b~;' /¡ + ••• + ~J¡n-A) 
p(Zo + h) es el vector resultante de sumar p(z0 ), a y .B. Veamos c¡né condiciones 

podemos pedir para h: 
i) si ial < lp(zo)I y argo= argp(zo) +" (arga = nrgbA + knrgh) 
entonces el vector o tiene dirección opuesta al vector p(zo) 
ii) si J3J < loJ 
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lbkhk (b~:' /¡ + ... + thn-k) 1 = lbd ¡¡,¡' !("~;' h -1- ••• + t1in-k) 1 :S 

lbkl lhlk <lb~:' /¡I + ··· + l~¡,n-k 1) < lb.! lli!' = lnl · 

si se cumple lb~:' l lhl + ... + l~l lhl" '<l. 

Si lhl es suficientemente pcquclio parn c¡111· ,..,. <'tm1pl11 i) ~· ii) con 

1 
argr>(.::o) + 7:- - argbk 

arg 1 = k 

entonces h E e tal que lr(zo + h)I < lr(=oll· 
Por tanto p(z) =O para algún z E C. 
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Apéndice C 

Geometría real con notación 
compleja 

Si P(z) es un polinomio complejo, entonces la ecuación P(z) = O w cumple única
mente por un número finito de puntos del plano. Por lo ta11to, si querernos c11co11trar la 
ecuación de una curva en notació11 compleja, tenemos que incluir otras funciones, como 
por ejemplo z. 

Por ejemplo la ecunció11 zz = 1 nos representn el círculo unitario, lll ec:uRción z-z = O 
110,.; rcpresentll el eje real, cte. 

De hecho, cualquier ecuación de una curva pinna dada por un polinomio real P(x, y) = 
O"" puede escribir en términos complejos mediante la substitución 

z+z z-z 
X= --2--' y= 2f • 

Así podemos, en principio, rehacer toda la geometría anallt ica plRnn en furición de la 
\'ariable compleja z. En ocasiones esto puede sirnplificar'los .cálculos. 

Ecuación de la recta: Si tenemos la recta ax+ by+ e= O con a, b reales, la substitución 
nos da · 

a++b';;' +c=O 
o sea 
(~+f¡)z+rn-fi)z+c=O 
y llamando a = ~ + ~ tenemos: 
La ecuación de una recta en IR2 es de .Ja forma 

ciz+az+c= O 
donde a E C y e E IR. 
A In misma conclusión se puede llegEU' mediante un argumento geométrico: 
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Si a es un vector unitario perpendicular a la rectal, entonces p E l es equivalente a 

la =ndkión P• ~ ="onoo 

En notación compleja p = z, v = a. (Pero recordemos que p ~ .. v 
ecuación nos queda 

Re(az) = d 

ó 

az + l.iZ - 2d = 0 (d E JR) 

Re(az)), y la 

con Jo cual obtenemos una interpretabiói:i geón1étrica de loo parámetr0s. 
Ecuación de un círculo . ., .... ·:- ·. . ,. . · ... ·. . .. '. '. .. 

La ecuación general de un círculo es aúfrmáS sencilla: el círculo de centro a y radio 
r se escribe como . 

lz - al= r 
ó 

(z - a)(z - a)= r 2 

ó 

zz - az - az.+ aa - r 2 =O 

Ejercicio C.1 Si en la ecuación anterior suprimí mas el término zz abtenemos la ecuación 
de una recta. ¡,Qué tiene que ver esta recta. ca11 el c(rcula'i' 

Semejanza de triángulos 

Recordamos la condición para que dos triángúlos sean semejantes: Existe una seme
janza que mande eJ triángulo Zo Zt Z2 en el ZÓ z; z!¡ (en·~ orden) 

:i07~· 
~!~ .. 
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""''" 
si, y sólo si los ángulos(), O' son iguales y sus lados adyacentes o;on proporcionales. O 

o 
lz2 - Zol 
lz1 - Zol 

O' 
l.::;- zi,1 
lzí - zól 

O = arg(z2 - Zo) - arg(z1 - za) = arg ~ y análogamente para O'. 
Luego las dos ecuaciones anteriores se expresan en una sola: 

z2-zo z;-z~ 

;;-=-;;; = z~ - zh 
que expresan en forma compacta las condiciones para la semejanza. 
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Apéndice D 

Fracciones Parciales 

En cálculo integral es de gran utilidad descomponer una función racional en "frac
ciones parciales", es decir =mo una suma de funciones racionales, cada uua de las cuales 
tiene un único polo. Demostraremos aquí que esto siempre se puede hacer: 

Sea R(z) = ~ 
Empezaremos por demostrar 
Lema 1: 
Si pes un polo de R(z), podemos separar R =mo una suma 

R(z) = R1(z) + R2(z) 

donde pes el único polo de R 1 y p no es polo de R 2 (y en =nsecuencia, R 2 debe tener 
t ndos los demás polos de R). · · 

Veamos algunos casoo;: 

Caso p = oo : Es el caso más fácil. SLoo .es polo de R; eso quiere decir que el grado 
de Pes mayor que el grado de Q. Entonces podernos aplicar el algoritmo de la división 
y escribir :e '·;>'. .• .. :.... • .• : ··:· .. ·: . . . . 

P(z) = A(z)Q(z) + B(z) 

donde A y B son polinomios, el grado·de Bes menoi; <;JUe el gr~ode Q. De donde 

P(z) B(z) 
R(z) = Q(z) = A(z) + Q(z) 

C'omo A(z) es poliuomio, su único polo es oo. Y por ser grado B <grado Q, B(z) no 
tiene polo en oo, y hemos logrado In des=mposición. 

Casop # oo polo simple: En estecnso Q(p) = Oy Q(z) = (z-p)Q 1(z) con Q 1(p) #O. 
Luego podemos tratar de descomponer, =mo en los cursos de cálculo integral 
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R(•) _ P(z) a B(z) 
• -(z-p)Q1(z)=z-p+Qi(z) 

donde a y B son una constante y un polinomio por determinar como sigue: 

a B(z) aQ 1(.::) + H(z)(z - p) --+--= . 
z - p Q1(z) (z - p)Qi(z) 

Entonces a. y B(z) deben cumplir 

P(z) = aQ1 (z) + B(z)(z - p) 

Haciendo z =O obtenemos P(p) = aQ 1(p). o sea 

y· 

P(p) 
a=Qi(p)' 

B(z) = P(z)..:. aQ 1(z) 
z-p 

el cual es un polinomio, ya que el numerador se anula en z = p, y por lo tanto es 
divisible entre z - p. 

Podemos continuar viendo como descomponer nn polo doble, triple, e.te. Pero hay· una 
manera más rápida de hacerlo, reduciendo al caso p = oo. . 

Caso general: Si p # oc es polo de R(z). tomemos una furíci6n.cÍe'M6bhts.'Ú ·~ue. 
mande p a oo (por ejemplo M(z) = .~P). Entonces A1- 1 manda~: én7p·y~R(~-- 1 (ui)) 
tiene un polo en infinito. Por el el primer caso: .:.·· ;:, .. <·:·':·'' :·:;;:: · ·.···: · 

donde R 1 tiene el oo como único polo y R2 no tiene polo en oo. Pcitb ~~tciri~~~·h~~i~rid~ 
w = M(z) . '' . . ...• 

R(z) = R1(J\/(z)) + R2 (J\l(z)) 

y R 1 (M(z)) es una función racional cuyo úniccí'polo ~i;p y'.Íi~(XJci))·~'u~~·r~~ción 
racional que no tiene polo en p. . • .. :.:. . .:·. ·. :·: ·· ... 

Así el lema queda demostrado en general (y sin hacer' ni\folia:s clientas). 
, ·.,:·.' . 

. : • :.- : : .... ,··-:'":·;U:_·. __ · .. ·., 

.:\Iediante el Lema 1 podemos ir de8componiend~u~o a:'.uii,Ci"ló!i:pÓl~·:d~ In filricióii R : 
y escribir, si p

1
, .. ., Pk son los polos de R, · ·. . .. · · ............ ,. " · ·· · · · 
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Donde cada R;(z) es una función racional cuyo 1ínico polo es p,.<i' 

Ejcrpicio D.1 Encontrar explícitamente la dcscomposició11¡mmd1:ii.'" ,¡, 1111 710/0 doble. 

Ejercicio 0:2 Demostrar que en la descom¡wsición dr. R(z) ltt.• fnu·do11r." ¡iarciafo" 
quula11 tlnicamenl.c determinadas sa/110 constantes. (Sugr.rr.ncia: f;'m¡•r.zm· ¡wr ,¡ /,r.ma}. 
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Apéndice E 

Geometría hiperbólica 

Ahora estudiemos las transformaciones de Mobius que van del disco 6. = {; / lz/ < l} 
al disco 6. = {z / lz/ < l} 

V= {T: 6-+ 6, T Transformación de Mobius} 

Las rotaciones del disco serían un caso, aquí el centro ''ª ni e.entro. 
Lo interesante está en si es posible que un punto distinto del cero vn~·n ni cero. T(u) 

O.La respuesta es que sí, y resulta que el conjunto 'D e5 un subgrupo. 
De todas !ns T(z) = ~ construimos una tal c¡ue mande el punto 11 al cero. 
Supongamos que el punto u está en el eje real: 

•.:e:' 

Trazamos una recta que pase por -1, O, u y 1, sabemos que existe .una. T que mande 
-1-+-~,u->Oyl->l,yesT(z)=¡'::~~ , , , , , 

De igual manera se puede obtener.T si u no es real, sino !!ualquier pm1to en el disco, 
trazamos Ja recta que pasa por él y el cero, tendríamos otros dos puntos en el círculo z1 

Y Z2· 
Y se busca la transformación que u -> O, Z¡ -+ z 1 y z2 -+ z2 • 

T(z) = c;o ¡': ~~ con u E 6 
Ésta T es del conjunto 1) porque la recta que pasa por los puntos z 1 y z2 , vu a In 

recta que pasa por les puntos T(z1) = z1 y T(z2 ) = z 2 , y también vu n tener a los puntos 
imagen del O y !l. 
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Observemos que se conserva el ángulo r('(:lo formado por el círculo y 111 recta en los 
puntos z1 y z2 y el círculo va a dar al círculo, (IT{z)I = 1, si lzl = 1). 

Teorema E.1 Si z1,z2E6.={z11=1<1} (/Jisco unitario) (z1 f. z2) 
Entonces existe un único cfrculo ortog01111/ al círculo u11ilflrio C {z, 11::1=1~ qur. 

pasa por z1 y z2 • 

Demostración Sea T transformación de ::-.11:1bius tal que T(G') = IR U {oc} y T(6.) = 
{z; Imz >O} .. 

Tomemos tres puntos a·, f3 y 'Y en el círculo y los mandamos a el o;· 1 e.oo ·respeétiva
mente. 

S(a) =O, S(/3) = 1 y S('-¡) =oc 
La imagen del disco puede ir al semiplano superior o inferior (pero la imagen está de 

un mismo lado). Para tener el semiplano superior podernos tornar T = S, T = -S. 
las irnagenes de Z¡ y z2 estarán en el scmiplano, demostraremos que existe un único 

círculo ortogonal al eje real que pasa por ellos. 
Con la inversa (que ya sabernos que existe) rcgTesamos al disco y tenemos que s<! 

cumple el teorema. 
Construimos el círculo: el centro es d punto de i11tcrs<->cciú11 de la recta L y .el eje re11l 

, donde la recta L es la bisectriz del segmento formado por los puntos T(zi) y T(z2 ). ~· 

por lo tanto el radio es la distancia del c~ntro ni punto T(::1i o T(z2 ). 

Tenemos que por construcción el círculo es el único ortogonal al eje real . Cuando los 
puntos imagen están en la misma vertical, el círculo ortogonal es la recta vertical (círc1Ílo 
de radio infinito) · · ' · 

Existen muchas transformaciones de :\11\bius que mandan el 'disco en•el semiplano 
superior, podemos construir una: 

-1 __,o 
i __, 1 ·.·'·c .. 

1 __,oc 

' ; .: 1 ; -, •• ' •• ~ 

S(.::) = i~:'.::, como S(O) = -i, el disco v1111l semi plano inferior; así que laque busramos 
es T(z) = -S(z) ' ., 

Nuestra transformación cumple todas las propiedades que hemos visto.,( • 
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l'or tanto estas transformaciones del disco en el disco mirndan C'Írc:nlos ortogouales cu 
• 11..-ulos ortogonales. 

Llamémosle "recta" al círculo ortogonal c¡ue pasa por . .:: 1 y .:2 • ~·"puntos" 11 los p1111tos 
.¡,.¡ cfüco 

'limemos que: 
i) üados dos "puntos" existe una "recta" c¡ue pasa por ellos 
ii) Dado un upunto'' p exterior a una hrecta'· 1, Cxisten mU.cluL~ .. r<·ctns"' CJ1lt~ pa...;an 

J••r p y no tocan a l. 

C'omo vemos, tenemos en el punto (ii) la negación al quinto postulado ele la g<.'Ometría 
1·1wlidinna. 

( 'on estas denominncioncs podemos hacer mucha geometría. la gw111r.t1·í11 dr. /,obar.ltr.1•,,-
l.·1 

Sólo falta llamarle ni disco "Plano de T.obachevski''. A las transformaciones ele ::\ltlhins 
,.... l<>S considera los mm·imientos del "Plano de Lovnchc\·ski". Se pucdP también definir 

1111: "distancia" entre dos puntos p. q como 111 rnzón cruzada (p'.71.q.q') cloucle p',q' son 
J,~ puntos donde~ la "recta" c¡ue p11sa por p,t¡ interscctn al borde. Entonce~ las transfor-
111a<"ioncs de V preservan la distancia.(Isometríns de disco) 

Fué N.I. Lobachevski quien demostrara In posibilidad de una geometría distinta (no 
f't1clidiana). Después muchos mntemáticos desarrollaron modelos geométricos pnra estu
diar In geometría de Lobachevski. 
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