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Prefacio 

El sist1•111a UNAMALLA es <"I rc:-tultndo de un c11ormc csfucr.1.0 de un grupo de trnbajo 
al <"•m:->t n1ir pt•q11Pfius· prnp,Tan1ns o 111ódulos cinc rcnliznn tnrcns cspccíficns pnrn In. 
1-1.1·1wraci{1u d<• malla.-; r:ui:onahlcs en regiones plnnn.."i. Vcarnos una. breve rcsciin de la 
t•vol111'ir)11 tl<~I siste1na n Ju lnrgo,Jc los últirnos uiios. 

GRID 
El ndg<'11 del sistc11111 UNAMALLA se remonta ni afio de 1089 cuando fm~ disciindo el 
prngranrn GRID. EstP sistrtnn fun const.ruido C'll In riudad <Ir la Hnhnua por los profo­
sc>n·s .·\11w•I Pt~n·;,. y Pablo Barrera [2] quimws al>orclaron d ¡1rol1ler11n tic la gc11c•raci611 
111u1H~ri<"a dr? 111allns para resolver 1111 problr111a sobr.- la bahía de la l labana. ver 
FiJ.?,11n1 l. 

Figura 1: Uua nialla suLn~ la bahía <l1~ la Habana. 

Aportaciones 
Analizando con dctr.11i1nie11to la fonna de ntncar PI problcrnn cliscrnto por Castillo [13} 
1·orn.;icJc>rnrnu la 111alla cu1110 una colccci<in ele ti·ioíugulos c•strurt.urados y no de 

~~~=-:::::::::-;:;;::;-:;:;-~--r'· 
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vi Prefacio 

c1u1drih\t(!ros. Propusieron el problcrnn de rninintizar la surna de cuadrados del 1Írca 
para generar rnalhL._. convexEL~. 

El principal aporte de este programa fue verificar rncclin.ntc In co1nputadorn que 
los rcsultndos ohl.cnidos por el funcional Arca de Bnrrcrn-P(°!rcz son superiores ni fun­
cional d<~ Área ele Castillo. La 1nalla. inicial considerada por el sist<nnn. se genera por 
intcrpolacic'in li1wal entre fronteras. Dado que el problenui. de optirnización involu­
crado l'S de gran <~"icaln, In generación discreta de 1nnllns resultó ser rnuy atractivo, ya 
que pennite aunlizar los n1étodos de optirniznción existentes y plantea Ja. htísqucda 
de uu algorit.1110 <!ficic11lc para su resolución. 

Detalles técnicos y plataforma 
Con <~tl~ sistcrna cxpcri111cntaron con tres diferentes 1nétodos de optirnización de gran 
esenia: Grndirntc Conjugndo de Flctchcr-Hc«.•\•cs (19G•I), t\Iu1noria Lirnitada (Je No­
cedal ( 1980) y Newton Truncado con lnísqueda cu la línea (Dctnbo 1983). Observaron 
los resultados obtenidos con cndn uno de ellos. El programa. estuvo escrito cu lcngun.je 
FORTRAN 77, esta.rulo escrito en lenguaje e el prograrna principal y teniendo al grnfi­
cador como prograrna independiente, escrito en QUICKBASIC, todo esto desde luego 
para PC DOS. 

Malla 1.0 
Al aiio siguiente y a través de un acuerdo de co)ahornción entre Ja Acadcn1in de 
Cic11cin8 de Cuba y In Facultad de Ciencias de In UNAt\.·I, pat1·ociundo por el CONA­
CyT en !vléxico se dc..o.;arrolló In versión del sistcrnn MALLA 1 . O donde es rncjorndn Ja 
int(?racción del sistc•nnl con el usuario. · 

Aportaciones 
Defininen los archivos de entrada del contorno de unn rcg1on, poligoiial n.-ií con10 In 
posibilidad de trabajar regiones con agujeros. De igual forrna.se define el archivo de 
rnalln .. o.; lo~ra.ndo con <~llo contar con un tnccanisrno de c1~trndn·y salida de· datos del 
sist«.?111a, fonnat.o de uso directo para el usuario. ' - , 

En el sis terna MALLA 1. O se clinlina el uso del funcional de Castillo y sólo se 
con~ich~ran los funcionales de .1\rca de Barrcrn-Pércz y el funcional de Longitud con 
los que Cn. ... tillo ya había trabn.jndo. Son incorporados distintos tipos de topologías 
de rcgim1es de inl.cn:-s corno tri1í11gulos y trapecios sobre lns que se cxpcrirncntan In..~ 

malla .. "i. 
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Fiµ,ura 2: ;\lcú pri11dpal clt•I sist.t•nia MALLA 1. o. 

Dct.allcs t.écnicos y plat.afonua 
Est<! sistl'llH\ i11tt..•p;ra los 111tHl11los clt! gPllPrarit'm ini«ial d1• la nmlla ~· clr optin1izncic"">11. 
ch• l't-tl.a nuuwra queda est.abh·cida la 1noclalidad dP g1>11Praric":111 autnuuit.ica ch! nrnllas. 
El nn1hie11t<· PU que int1•ract.üa11 los 11ujd11los f1w 1•scritn t!ll PASCAL y PI grafirador d1• 
111al1cL-. en lenguaje e haciendo uso ele la bibliotC"ca µ,r.;i.lka de Microsoft. 

SEG RED 
En lUOO, Ri1m ()jpcla f'll sus tPsis clr 111nrstrin [37] c·nnti111ia PStas idl'as y c·u11str11-
yt> PI :-;istt•nm SEGRED CJUt! pennit.t• dade un t.ratnruh.•11to n la fronH•ra cid cu11tur110 
.1.- In n-.gicín. E!'it.t' trata1nic11l.o consiste en g«mrrar los puntos sobre In frontera 
<¡tu! p<>ruuuwcl.•rán fijos. Esto lo logra usando intcrpolncic)n linral, In intcrpolnc::iún 
c-úhit·a pararnétrica o hi<.·n~ a travc?s ch•l sunviza1nicnto ele ,Jntos por splinr.s ct"il>icos 
1un·a11H•t.ricos. De esta rnancrn logrn controlar y suavizar los elatos de una región 
poli~onnl antes de co11struir una n1nlln sobre ella. 

Aportaciones 
l lari1•11do uso de éstati hcrran1ir.nt•L'i queda constituida la tuodalidad autouuílh-a. ele 
pan iciu11au1im1to del contorno de la. rügión en subfr·ontcr;L'i 1ncdia11tc un ulgorit.1110 
qtu• invuhu:ra In longitud del contorno y la udrnisihilidnd dn In rc.-gicln poligonal. Ln 
111all.a inicial es ohtC'nicln ni considerar nq1wlla que por interpolacic)n cntn~ frontPras 
optU!stas 01Jtc•11p.a (_•l ruenor 11t"1mPl"O de ccld¡L'i no convt?Xns. C)tru n.port<• de? PSta tPsis 
1•s l'I l'XtPntlt•r PI fuucicmnl de Lougitucl con10 nnn s11111n pmulerada c•ntrr <•I funcional 
q111• 111idl' la t1•11sit'111 el«• las lirwm; VPrticales y d que miele la lPSit'.">n dt• hL-. hurizontah•s: 
d.- i•sta rnaru•ra y 111t•dia1111~ uua 1•l1~rdc""111 adC"'cttada dPI J>t•so sou 1Pnsaclas unas li111•a. .... 
11i;is q111• las otras. 
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Detalles técnicos y plataforma 
Lns prt>J-~Tnllrns sig11P11 rstando escritos en lenguaje FORTRAN 77 ~- 1•1 d<•spli<•g11P µ.ni.lit-u 
SP intrµ.ra ron10 1111a opci<ln del 1ncntí principal lo qur perrnitc nhsc>rvar la 111nlla tanto 
al fi11al del JU"O('t•so dt• generación inicial como al final de la opt.imizm~il)11. La i11ter­
aedtit1 de los 111ód11los se loµ;ra con un prognuna en Pasca1. Todo <•s1o <'11 plntafon11a 
parn PC DOS. 

Programas y n-iódulos experilnenta.les 
E11trc 1991 y 19D•I st• PXJ>(•ri111cnta con los progran1a.o.; dc~l sisten1a <·01110 111t">d11lns SPJ>n­
nulos; son 11H•jorados los 111étodos de optirnizadt'>n t.eni<los a prurlm (12) y son est 11-
1liados la.o.; propiPdaclt•s sohre regiones muy irrcgulan!S. Son cnrnparaclns los n•sult.ados 
nht<'nidos tanto para PC co1110 t•ou la SuperComputadora Cray. 

Aportaciones 
En t~stos sistetJHL<.; cx:pC"rillll'Ht.alr.s se i11corporn el f1111do11a) de Arca·Ort.ogonali<lnd. 
Sl..• i1u:nr¡mra 1111a n·~11larizadó11 al funcilHlal (le (lisrrrto (l<! S11avi<lad (5] lugnltuln 
co11 <'lln µpncrar naallas sua\'es y con\'cxas rn nlgunas regiones irn~p.;u)ares pero con 
la rcstrkc.-i«j11 de i11kin1· <'I proc<'so de opti1nizaci<"m cn11 111a1las <Ir pocas crlclns no 
«011\"<~xns. La ge111~rn("il"u1 d" 1nnll0Lo.; sobre regiorws 11111y in·ep.;ulan•s cu111n la bahía dt! 
la habnnn st• tonin 1111 proc1~so lahurioso al oht('llPr unn 111alla con pocas n•ldas no 
<"Oll\'(•x¡L<.; para to111adu <·01110 partida ele otro. 

Detalles téc11icos y plataforina 
Los prugnunas conl i111ia11 t>Scritos en lenguajP FORTRAN pero ahora Sl' 1•x:pPri11w11tn 
<'1111 PI cn111pilad01· dc- Lahey que pcnnitP trabajar c-011 PC y rn11 Est adú11 de 'Trabajo 
dt• 1nant.>ra 1 ra11span•11tt~. t>Xccptu claro esto\ <'11 las particularidad<•s dd sbtc111a clt• 
1·mla J>lataf<>nna. C110 <11' los PStudiantcs de licmu:iatura dt• Darn·nl discüa una bi· 
bliut1•t·a µ,1•11i~ri«a dl• µ.ralkndc>11 para PSl<' cornpilaclor 12&) pal"a ~wr usado fücilnll'llll' 
t'll )c1s c11rsr1s th• :\11¡\lisis :--:11111i•1·i<·o <Jtll! S<! i111¡>art1• Pll la F'<w11J1acl <h· Cirnu·ias. En 
1 !JD:J nu• incorporo al µ.n1po <l<' t ntbnjo dt•I prnfosor BatTPra l' intt•grn <'Sta hihliotuea 
g,1;i.lira al J>l"UJ..?.THt11a PXJ>t•ri111r11tal d1~ rnalhLo.; lnµ,rnnclo cr>n ello st•a 11osil>l<• ob~rvar 
la t•\"oludc"Jn dd prot'1!so <IP ~P11<•nu·ilm de 111allns sohn• la pantalla Anífka; ya 110 
;111aliz.;1111ns n1it11Pros n la salida. ahora obsPrvan1os s11 t•\·0)11eil>11 d11rant<• <'l pror<~:-iu. 
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Prefacio ix 

UNAMALLA 1.0 
En 199-1 nwtlin11t e 1111 cunvPnio (•ntrc Cuba y i\.·lf!xico se desarrolla una. versió11 pro­
fosin11al de) SiSt.(•JlU\ ('JI h•nµ;uajl? C facilitando al llSllHl'iU la i11t.1~nu.·cit)1t COll el SiStCllta 

11wdia11tt> npcio1ws dP 11u•111i inl.PJ!.radm;. Este St•1·ía 1•1 sist.t•rna UNAMALLA v. 1. O, ver 
Fiµ,ura :i. 

Fiµ,11ra 3: J>n•sl•11taciú11 (h•l sist.Ptlla. UNAMALLA 1. O. 

Aportaciones 
E11 1•sta v<'rsi<."111 St' i11corpora11 todas ln.s i<len.s obt.eniclas de los PXJ>erimP11tos rc>aliza­
(1,,~ l1asta l'flt1Jt1n•s; Sl? incor¡>ora la tno<lalidad auto1n;itica con la.4' 01>ci<>n<'s clt• co1ttl>i-
11adc"u1 c-onvPxn ch• f11ncio11ales que nwjorcs resultados prcseutaron 1•11 la JlnÍctica. Son 
i11,·1>rJn,n1<las 111 ilc>1·ías para la creación y edición gnifica de los <'Ot1tor11us de l"l.!J!.ÍUUPS 
11wdia11tt• l'I lt>c·la1lo así con10 la definición ele los scgrnentos dP íront<?ras. Es posi­
lill' olist•1-var gnilka11u•1ttl' PI cmnportn1nic11to clel proceso <IP. opt.i111izadr"m y cletc1wrlo 
JHH" i11str11ceio1H?S di!! tedado. La gt.•ncracicín iuicial dr. la 111alla se logra mediante <•l 
1111··1odo alµ,<'IH"aku prFt. 

Detalles técnicos y platafonna 
E11 t-st a v<·rsi<ín st'ilo St! in<"l>rpora el método de optitnización de ~1u1noria. Lhnitada 
dP ~n,·,•dal, si<•ndo el principal iutcrés lograr configuraciones razonablt.!S n1cdiantc la 
npt i11ii1:ac-iú11 de íuncionat.•s discn.?tos, se cmnbia In estructura cruplrnula para el nl-
1n;11·t•11a111it•11to i11tPr110 ti<• la malla, nhorrnmlo tiempo de <'jel"11dtn1. D<' igual fornrn 
M' 11n>JUJllP u11 11\l<?Vo for11mto <l<' arcl1ivos de i11l<!rcan1bio de i11íonnació11 en 1lis«u. 
Sin ('tnlmq!,O. t'Slt! :-oistl'llH\ pn•srnt<.) sc>rins dificultadc>s de upc>nu-ilm. El disHfin ch•l 
~i~I 1•111a n·snlt tí Sl'r 11111\' ct•1-rrnlo t!ll l'I interca.tnbio de iníonnadc'in ti<.• hL"'i nmllas en-
111• 111~ 11u"ulul11s. f.o rt10°tl 110 pt•nnit hí hact•r ex1><~ri11wntos t·un lllll'\'os f1111do11al<•s. con 
iclt•ois f.!.1'0111t~t1kas i11tt"n•s;11111~s a oltst'n·ar f!ll las rnallas. "l""a111p1u·n p1•n11iti1"1 itu·orpon1r 

TESlS CON 
f ALLA. DE ORlGEN 



X Prefacio 

los nl~orit.111os <IP ,,J>timiznció11 que se c:;tucJinhau. Por otra parte, la intt•raccióu 1lel 
sis1 Piiia n archivos ele información fue a través de proyc•ct.os de trabajo. su alnrnt·r­
nn1nicnto contó cou uu forrna.to que cousidern el contorno y In 1nalla µpncrada tanto 
la inicial como aqut-.Jla obtcmida n.I final de la opt.in1iznch-ín. Debido a cstn 1nodaliclacl 
1?1 sisterna 1·ps11lt{> urny difícil de incorporar en aplicncioues C!SJ>Pdfir:w ... El formato df' 
a1Tl1ivos f11P <l«"sl1Pcl1mlu <~n posteriores sist1~111a.~. 

Sist.c111as cxpcri1ncntalcs 
Post1~riornrn11lC', se regresó a los sistemas cxpcrirncntalcs prog,nunadns PJJ FORTRAN. 
Para ello, usamos PI con1pilndor de Microsoft 5. 1 el cual cntplPa d1~ urnnera t.rnns­
pan~nlP al usunrin las bihliotccns g:nifica.s ele C Microsoft 6. O. SP 1•x¡>1•rirr1<'11t n con 
\"<!rsio11es de XPWtOll Truncado con n.egión ele Confian~a y con B1"1sq111•cln f'll la Lí111•a. 
Eu fnnna paralPJa, SI' rontiruía ron los prograrna.s clc>sarrollados pan1 Lahey .v S<• hact• 
uso d1• la llH'lllliria dimírnica para gerwrar 111alla.s de di111P11si(u1 ~ra11d1•. En la Fiµ,11ra ·I 
SP 111111~st ra la paut alla de 11110 ele los sistcrnas. 

Fip,,ura ·I: l 1n sislPllla 1•x1u·ri11u•11tal para la ~l'twradt"ln d1• 111a1Ja:-; hadP11dn 11:-;n elt• los 
f1111do11ah•s dis<TP1t)s diisinls. 1•sn·itt• Pll Fortran Lahcy. 

St> co11sln1y1• 1111a utilf'ría q11P ¡>1•rrnitl' s11aviza1· t·o111on1os 11wdia11tl' splinPs cliniros~ 
"·"r Fig,unl 5. EsLH lwrra111iPnta fal'ilita la nhtcul'ió11 dl' mallas suavPs y COU\'exn .. ~ al 
1•lin1iuar la li111ita11tt• dP picos sobre todo en los se~1ucnt.os c1ít1cff\'OS cu In. frontt~rn, 

p11clic11dn así ~Pnrrar tnnllas s11avrs y conv1?xa.s :->obre alp.111uL~ n•gioncs u~ando los 
f1111do11.ales <IP ..\n•a-OrtoJ?.1>11alida<l ~· 1IP S11avicla1I R:C"l!,tllarizado IT]. 
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Fi~111a .:-1: l}n !-.i:-o1t•111a t'XIH'ri11w11t.al para la. µ,<>1wrac:it·u1 el<> rnallas i11it·ialcs. cou suavizn-
111i<·11to :-.:l•Ht\S c•11 las fn>lllPra.o.; dP la n·Rit'111. 

FiA11n1 G: U11 sist Piiia l'Xpt•rinwnt al para Windows. 

TRIANG 
l.a idPn qut• llPvó al prof<•sor 13arn•ra a n>11siderar la 111alla c·on10 uua «nlección de 
t 1·íüt1~11los t'SI r11ct 11nulus h• l"ondujo a ohtmu•r rPsult.ados nnay i11t«'rcs1u1te ..... :-;obre 111n­

ll;1s t"tHIVPXas. Esta i1u111i<•l 11cl IP l11u·c• pro¡>ofl<?r a Sergio Ag11irre rn 1995 co1no trabajo 
d.- 1 c•sis <'I c•sl 11elin el<• l'o11riJ.?.11radonr•s l>pl.irnas d<! t.riangulacin1ws suhn• regiones planas. 
Ttahajan>n C'Oll las 1.rÍUllJ.!,tllado11t•s dP Drla1111ay y l'C>lllpararu11 n-s11l1.ados ('011 los ru11-

c-ic11rnl1•s distTPlos th..• Ba1T .. ra- Pt•rpz y <lt! Sua'-·iclad fornmlados a111hos sohn· tri;ín~ulns. 
('c111:-.tr11yt•nu1 1111 sist.eon1a TRIANG para ohsPn·ar d c·on1portaruit•11tn d<' los fuudnrmh•s. 
En la Fi~u1·a 7 st• ulist•n•a t-1 sist<•uia. 
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A portacioncs 
S,>11 cn111para1ulos las configurncioncs obtenidas con In .. "'> trin11gulacio1ws de Ddnunay 
y de ot.rus t.ipos oht.1?nicndo un rcsult.aclo 1nuy valioso: un óp1.i1110 dd funcio11al d1~ 
Suavidad es 1111a triangulación cJe Dclaunny. 

Figura 7: Sistcnrn. <le triangulaciones cíptituas. 

De• iAt1al fonnn son aplicada. .... las 1nall:L'i obtcnida._'i en la rcsoluci{>11 de a.lg,umL'i ec11a­
do1ws t•lipt.icns ~· s•~ corupnran los resultados sobre puntos cspt•cíficos usando el ·rool­
hox PDETOOLS dr MATLAB. 

Detalles técnicos y plataf"orma 
El sistema s1~ esc·dhió en lcnp;ua.jc C ANSI hncicndo uso de lns bihliotccas gnHicns dn 
Microsoft 6. O. Se cuusidl?ró un fornmto .sencillo pnra el iutcrcntnhio de archivos. 

UMALLA 
U11a de la ... "i dificulta<ll's para la opt~racicín del f1111cional e.le Suavidacl Heg11larizado sobre 
rt!gi011<'S planas irn•v,ularcs, es iniciar con rnnlla.s cusí-convexas. En 1906 Gcrnrclo 
Tiuuco se incorpora al grupo de trabajo del proícsor Barrera quic11 h~ propone para 
s11 t.rsis doctoral el estudio del íuncional de Suavidad para furrnular una. variante t¡tw 
con:-ocrvt! sus car.acterísticns y pueda operar sin la lirnitnntc de contar con u11a rnalla. 
c:L'ii-co11vc?xa. c:oruo 1111c10. Desarrolla nu!todos c11w arnJ>lian el dorninio de trabajo 
con rnalhL'i no convexas y que a tra\•t."•s de un csqucurn. atlaptivn conduce n 1nnllns 
convexas de l!XÍ:-ot.ir t!st:L<;. E."it<~ trabajo sería parte t'scncial para post.erion!'s estudios 
." desarrollos de 1111evos funcio11ah~"'i discretos. Los fu11do1mlt>s qu<' Tinoco propuso st• 
Pllctwntran pruµ,n111Hulos •~11 PI sislcrna UMALLA. 
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Aportaciones 
No es necesario iniciar el proceso de mallas con pocas celdas no convexas. Los 1nétodos 
que dcsnrrolln son adaptivos y con ellos es posible controlar incluso el tamaño del 
éÍ.rcn de las celdas. Los funcionales son llamados Funcionales Adnptivos de Área y de 
Suavidad. 

Detalles técnicos y plataf'orma 
Se considera una n1odalidad de optimización puntual que permite manejar mallas de 
grnudcs dirncnsioncs. El sistema fue escrito en lenguaje FORTRAN de Lahey 1 haciendo 
uso de lns bibliotecas gráficns construidas hasta entonces. 

UNAMALLA v.2.0 para PC 
A inicios de 1998 es desarrollado un sistema para PC que incorpora los nuevos fun­
cionales de Área y de Suavidad en cotnbinación con funcionales clásicos. 

Aportaciones 
De igual forrna se irnplementn una modalidad de optimización puntual de Newton. 
Se incorpora una modalidad de homotopín para lograr la con1binaci6n convexa de 
los funcionales ndaptivos de Área con Longitud y el ndnptivo de Suavidad é~n Área 
chí.sica. 

Detalles técnicos y plataf'orma 
Se itnplantn una interfase con el usuario amigable al considerar mentís de control con 
accesos directo desde el tcclac.lo. Es posible editar el contorno de manera grñficn con 
<'l uso del rntón. Se incorpora n1 sistcrna una 1nodnlidnd de suaviznrniento previo que 
consiste en aplicarle a la nrn.lln algunos pasos del optimizador usando el funcional de 
Longitud para eliminar n1udms ccldn ... «t no convexas en 1nallas dobladns. Este es el 
Sistema UNAMALLA v. 2. O para PC, ver Figura 8. 
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Figura 8: Sistt•ni;l UNAMALLA v. 2. O para. PC, DOS. 

UNAMALLA v.2.0 for X Windows 
El objetivo dr la tesis es dP:-;arrollar un sistcn1a tnultiplat.a.forrnn pnrn UNIX que hngn 
uso de hihliotccas gnifieas libres: y portahlc>s. Pritncrarncntc, y en base a In expe­
riencia adquirida dP la participad<in en d desarrollo de Jos sistctna.s y programas 
cxperimcutalcs, dcscribi1nos Jos rcqucrin1icutos necesarios para el desarrollo de un 
sistt!llHl totalmente autotnoi.tico. Esto es definir cn<ln una <le las tnrcns que ha de 
realizar el siste1na y ~u interacción a través de unn interfase nmigablc nl usuario. 
Otro dl' los puntos fundarn<'utalcs scní. el describir de n1nncrn puntual el proceso de 
discrPtización de los funcionales continuos y discutir lns propiedades geométricas de 
la rnalla óptitna. 

En lo que sigue describircrnos la. filosofía de trabajo del sistema, su estructura de 
pro~ramacitín fL'iÍ corno la teoría b1ísicn <1uc sustenta los funcionales incorporados. 

Introducción: Se define el prohlcrna de ln generación de mallas sobre regiones pinna.e.; 
tanto cu su fonua continua co1uo e11 su forma discreta. Se discute sobre algunas 
h'!cnicas para n•soh:er el proble1na de fonnn vnriucionnl continua, así corno unn intcr­
l>I"(•t.adtln de los f1111cio11ales. 

Capítulo 2: St• hace ,·mfa ..... is cu la. construcción de nmllas suaves y convexas a través 
ch• 111apl'us an11tl11h·us c.:ontinuos y discretos cntudiando en prírncr lugar, el funcional 
Plípti<-o n10is simple. Se estudia el funcional de Winslow en su forrnulación continua 
y se plantea una lliscrctiznch.">n del 111isn10 al restringirlo sobre cnda celda de la rnnlla 
t ransfonnando el prohlcrnn continuo n un problcrna discreto que involucra un proceso 
t.h• optimizad<ín <le gran escala. 

Capítulo 3: Siguiendo la idea de la Jiscrctiza.ción del funcional de \\'inslow, se 
disrrt'tiza d f11ncio11al de Aren y se planten una forrna general de obtener funcionales 
disc:n•tos de An•a, donde una 1na.lta uniforrnc en ;irea sea punto crítico de ellos. En 
fon11a particular se estudia al funcional inverso de ¡\n•a. 
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Cnpítulo 4: Los funcionales que se estudian únicnrnentc operan sobre rnallas casi­
convcxns. En este capítulo se describe una. forma de extender los dorninios de los 
funciones de suavidad e inverso de área.. Se obtiene una colección de funcionales 
llan1ados k-funcionalcs que u través de un procedimicndo ndnptivo se logra obtener 
111nllns convexas. Se estudia el proceso ndaptivo y se propone una fortnn práctica. de 
llevarlo a cabo. 

Capítulo 5: Se combinan los k-funcionnlcs de suavidad y de il.rca. con los funcionales 
chísicos de área y de longitud, a fin de contar con una n1alln convexa suave. Se propone 
un proccdirnicndo hornotópico para combinar la."i propiedades ele cacln funcional. 

Capítulo 6: St? describe los rcqucrirnicntos para el posterior desarrollo de un sistcrnn 
nutornAtico generador de rnnlhLo;; que hace uso de los nuevos funcionalc>s. Se hncc 
hincapíe en el rango de alcance del sistcrna, lns caractcríst.ica.o;; del usuario, los rcque­
rirnicntos de interfase externa; para entonces proponer un diseño modular basado en 
las distintas tareas aquí descritas. 

Apéndice A: Manual clel sistcrnn rnnltiplntnforrnadesarrollndo donde hcrnos implan­
tado los nuevos funcionales de área y de suavidad. Este sistcrnn cst;í basado en los 
requcrirnicntos propuestos en el capítulo 6. 

Apéndice B: Son descritos los algoritn1os de optimiznción de gran esenia que se 
empican en el sistcrnn. 1nultiplatafonnn. 

Apéndice C: Colección de n1alhL<i gcncra'-las con el sistema, donde es posible apreciar 
las distinta."' configuraciones de n1nllns convexas acordes a la combinación elegida entre 
funcionales. 



Capítulo 1 

Planteamiento del problema 

La g.erwrad<ln clP rnallas es un 1u-occso que consiste en partir un do1ninio físico en otros 
subdominios elementales para observar alglÍn fcnón1cno rnedible sobre cada uno de los 
subdominios, vc•r Fip,ura 1.1. Una nmlln estructurada e:-; aquella bajo la cual podc1nos 
identificar en forrna. rápida los nodos de la 1nalla, interiores y exteriores y cnda nodo 
iutcrior cuenta con d rnisnto rnhncro de elementos adyacentes. Este tipo de malla..<> 
son 1nuy socorridas en aplicaciones de EDP, pero presentan 1nuchas dificultades •~n 
Ja aproximación :-;obre la frontera cuando C!l clo1ninio no es simple. Existen rnuchos 
tnétodos para ohtmwr cstt? tipo de tnalla.s c?:->t.ructurada ... 'i y 11110 ele Pilos es el 1nétodo 
clPI rnapco que consiste en obtener un mapco qtH! transfornw el dominio físico en uno 
rnns sencillo y entonces lop;rar de forma directa. una rnalla, ver Figura 1.2. 

(o •r:JIN 1 1 1 
Figura 1.1: Una nuilla por un proc1~so qumltrcc. tomado dP [38). 

1.1 Notación 

La tcrruinología cntplcadn en la generación de tnalla.s es nmy rtrxihlc. Por ejcrnplo. 
a la región de estudio se conoce como región física, a..-.;í corno dominio físico o 
espacio físico; a la. rcg:ión clcrnental Je Jlarnarcrnos región lógica y espacio lógico, 
aunqun estos {1Jt.i111os térrninos espacio lógico y físico son adecuados Prnplcnrlos para 
PI espacio vt•ctorinl en el cual cStii inmersa ln región referida. Es importante seiiular 
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c1uc 110 se hncc diferencia alguna entre mnpco y trnnfonnnción en cuanto n In función 
que cnda cunl dcscrnpcfia. 

En el espacio lógico consiclcrnrmnos el sistcrna coordenado usual, donde los ejes 
horizontal y vertical lo!i dcnotnrumos por In...;; letras griCglL"'i e y 11; con esto, un punto 
cua)qnicrn. Cll el espacio lógico CStan\. pcrfcctn.fllClltC dctcrtnÍnndo por )a. pareja {e, T/)t, 
con e, 7/ E 0?., en cnso de flllC el punto pertenezca a Ja región clcrnentaJ, tendremos 
que sus componentes scr1í11 tales que O :5 { :5 1 y O ::; 17 :5 L 

Denotnrcrnos B 2 a In. región pinna clcrncntnl (cuadrado unitario). Tarnbién deno­
taremos por n a la región física donde n e Dl.2 y es simplemente conexa. Aunque 
co1110 se verá postcriorrncute, haciendo algunos cortes podernos considerar a cualquier 
regidn en una sirnplcrncntc conexa por secciones. 

1.2 Descripción del problema continuo 

El problcrnn de la generación de rnallas planas puede ser planteado de la siguiente 
forrnn. Sobre de una región n pinna acotada y sirnplcmcntc conc..xn, consideremos 
una transforrnación continua del cuadrado unitario en la región n 

(1.1) 

1111a malla sobre n es unn trnnsfonnnción continua x(e, 11) = (x({, 71), y({, 11)) 

(1.2) 

donde B 2 es el cuadrado unitario (O, 1] x [O, 1]. 

Si sobre del cuadrado unitario generarnos una retícula de tal manera qu.c una_ los 
lados opuestos dos a. dos; al 1napcnr cstns líneas bajo el rnn¡leo x·-obtcndremos una 
111alla sobr·c In región, ver Figura 1.3. 

De rnnncra particular, cstnn1os interesados en aquellos mapcos x que conforn1cn 
la frontera de n, 

x(éJB.) = an (1.3) 

esto es, que la frontera de B 2 sen mnpcndn a la frontera de !l. Bajo _esta' idea, el 
problcrna de In generación de 111.allns puede plantearse como 

tladu una transfonnación biyectiva y continua entre la frontera de· B2 
y de n, extenderla u. t.tna trans/onnación contint1.1J. entre B2 11 n 
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,, 
y • 

X= X(!;,~ 

1 

1 

-t-------- ---- --·--X 

Figura 1.2: Mapco entre regiones. 

en otras pnlnbrns, C."<tendcr un 1napeo continuo y biyectivo entre fronterns 

x: éJB2--> an (1.4) 

n un rnnpco continuo entre regiones 

x: B2--> n. (1.5) 

Sin crnhnrgo, no cualquier rnnpeo es útil. Para generar una rnalln razonable sobre 
n debe considerarse que las líneas no se entrelacen y c¡ue los In.dos del cuadrado sean 
nmpeados a líneas sobre la frontera. La característica de que el n1apco sen continuo 
g,nrnntiza que el orden de los lados del cuadrado bajo el nrupco sen conservado. Ver 
Figura lA. 

Contar con un rnapeo continuo entre fronteras nos llevan considerar la frontera de 
la n•gi611 en cuatro scgnwntos, segmentos curvilíneos n decir verdad o sub-fronteras, 
l'ouscrvando el orden irnpucsto por d cuadrado unitario, ver Figura lA. 

Con este orden, la idea gnlfica. detrás de In generación de una malla sobre n es unir 
la ..... fronteras 1-2 con 4-3 y 1-4 con 2-3 por medio de segnrentos curvilíneos de n1anera 
tal que 110 se int crsccten. La idea es .. tirar97 líneas entre scg1ncntos opuestos. 

l\his adelante cxplicarcrnos córno construir estas líneas de rnnnera discreta, es 
decir, có1110 generar los puntos que describen de rnanera discreta a los segrncntos 
curvilíneos. 
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x=x(¡;,~ 

1 ·-----¡; -¡--- ------- X 

Figura 1.3: Una n1alln sobre n. 
3 

4 
.. 
) 2 •. 

·-·---·-· 

2 . 
3 

• 4 

Figura 1.4: Conservación del orden clcl nin peo de las fronteras. 

Una contrncción de la frontera hacia el interior sería un cjcrnplo de obtención de 
unn rnnlln n pnrt.ir de In frontera de la región, ver Figura 1.5. 

Regresando a. la construcción del 1napco corno extensión de un hon1comorfisrno 
mitre írontcrns dcbcn1os tener presente que In solución no es única por lo que es 
necesario irnponcr condiciones que garanticen que In cor1stn1cción esté bién definida. 
Por unn parte resulta 110 deseable que: 

1. Un punto dentro del cuadrado unitario sea rnnpcado a un punto fuera ele In 
n~gión n, ver Figura 1.Ci(a). 

2. Que 1n1Lo; de un punto del cuadrmlo unitario sea rnapcado al rnisrno punto sobre 
la región física, ver Figura 1.G(b). 

. . .. TESIS CON 
LlA_i;~A DE ORIGEN 



Plnnt.enmicnto del problema 5 

Figura. 1.5: Construccicln ele una 111alla a través de la. ccmtraccilln de la. frontrrn hacia. 
el intc•rior ele la rPp;i<ln Jrout cud. TOmaclo ele [38}. 

(a) (b) 

Figurn 1.G: l\:lallas dobladas sobre la. región del gato. 

En cualquiera de los ca.sos, diremos que la rnalht sufre un doblez y por consiguiente, 
d rnapco no es útil ya que el jacobinno de la transfonnnciún se anuln y el cn111bio de 
coordenadas no es v;.íl ido. 

Teniendo en cuenta que el jacobinno de la trnnsfor1nnción no se anule para obtener 
convexidad de las celda..'i, C.."i deseable encontrar mapcos en los que el jncobinno sen 
positivo. Podr1nos pedir rnás que eso. por ejemplo, un con1portmnicnto particular del 
jacobiano en zonas de la región y que ln.s líneas curvilínca .. o.; sean suaves. 

1.3 Generación de mallas como un problema varia­
cional 

I3a.jo la idea de irnpoucr condiciones al horneomorfhnno rc>sultant.e poclcrnos conside­
rar ni prohlcrna de la generación ele nrn.lla.s como un prohJr.1na variacional continuo: 
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encontrar un mnpco de entre aquellos de frontera conforme,. es decir,. que cubra In 
frontera, que sen no doblndo y con algunas características geométricas a observar. 

Típicamente Jos funcionales considerados en un problctna vnrincional para la ge. 
ncración de rnnllas que involucran rncdidas de suavidad y de tensión de los segmentos 
curvilíneos, así corno el cornportarnicnto del jacobiano, tienen la. forma: 

(1.G) 

donde L, al que llnrnnrc1nos Lngrauginno, rnidc las cnractcristicns gcon1étricns de los 
scgntcnt.os curvilíneos y es nuestro objetivo estudiar aquellos que describan un mapco 
acorde a nuestros propósitos. 

Así, considerando un Lagranginno continuo con la..'i cnrn.cterísticn.s a observar sobre 
la malla, el proble1na de la generación de rnnllas puede plantearse co1no hallar el mapco 
entre B 2 y n tic cut7·c to<los nqttellos <lande la /antera de B 2 es rn.apeada a Dn y que 
m.iuiruice u. J(x), lo CJUC cscribitnos co1no 

x• = nrg min I(x). 
x(DB2)=lJrl 

(1.7) 

Por el 1nonumto sólo estamos interesados en considerar propiedades .que, hacen 
que L sea conti11ua1ncnte difcrcncinblc sobre íl. Bajo esta observación,: y siguiendo 
la tcorín básica del c1ilculo de variaciones [20] tenemos que In solución a (t.7) debe 
satisfacer 

d (ªL) d ( DL) 
el{ Dx< + rlTJ Dxq 

o (1.8) 

d (ªL) d (DL) 
dF; Dy< + clt¡ Dyq 

o (1.0) 

Est¡L<i son las condiciones de Eulcr-Lagrange. Por todo esto, In solución <le (1.7) está 
ligada u. có1110 resolver el sistema (1.8)-(1.9) con condiciones a la frontera 

x(DB,) = an. 

1.3.1 Una interp1·etación de los funcionales clásicos 

Co1110 hc111os sciialndo, Pstan1os interr-•mdos en medir ciertas propiedades gcornétric1L~ 
t•n las ruallas. Por ejCinplo, si nuestro interés es genenir mallas cuyos scg1ncntos 
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curvilíneos sean suaves unn-mancr8:d~· iograrlo eS-n1edir ln.razón·dc·cainbio de los 
scgrncntos sobre In. región (54], un O: ~CprcScntación -de tál · fu~didñ c...;¡· , · '· • 

,,·_··: .,_ 

/(x) = 1' f.;,'(x~ +'x~+ ul; v~) ~~,,,') ', 
'. - ':'."o·~:· '.:'e,.« · -'' ~ . ·'" -J- · 

. --~ -; ' (1.10) 

este es el funcional de Longitud.y mide Ii:i t.csión··'de·\~~--\~C~~~'(~~:,~~urv'ilíncoS ~-n las 
direcciones ~ - T/· . . . ~- ··.· -·~·>?;:-.~~;:t~'-;.:: · 

Con10 se observa de este funcional, la tncdida invOÍUéia'.dÜ:. ~cl.úll.''tíinto en ·la línea 
{ como en In 77 1 luego si la rcgión'.de estudio~ inúy}r~Cgil1~rF··1_1c~~itllfe1nós tenznr 
unas líneas mtí.s que otrns [3] usando para esto Ún_·peSo_·o·s'.w .. s:.1 entre cada tnedi<la 
y de la formn · .. ,:;_,~.;~.j~,s "•/,_,/; ... ,~':_. -

-U-;.'> ; ;_;·::; ·~, ., -. , 

I(x) = w J.;' J.;' (x~ + vl} d{d71 ~{,~ t\~)%1 0,F:~:+:~~) ~~d71, (1.11) 

Ahora bien, siendo el Jncobi8.Íto dC)a."-tran~f~~~~it~it·~~~~~~c-dida del área .local, 
estarnos iutcrcsndos en Su co1nportan1icnto n lo )nrS;o ·_de· la~ región d_c tal forma que nl 
considerar - · · , 

(Ll2) 

en el sentido de n1í11isno de cuadrados dcsentnos encontrar un rnapeo que trnnsíonne 
la retícula uniíorn1c en B 2 en una innlla de área uniforrnc en n. 

Sin e1nhargo 1 110 sicrnprc es posible obtenerlo, yn que )as ecuaciones de Eulcr­
Lagrangc son no lineales y no elípticas {19]; y si añadimos In irregularidad de una 
r<"gión, pudiera no existir su solución. Por otra parte, nu1nérica1ncntc este tipo de 
sis11mrns son rnuy difíciles y costosos de resolver. 

Hegrcsando n la.s propic<ludcs que dese.tunos observar en la n1ulla, podmnos cotn­
binar los dos últirnos funcionales de 1nanern que el comportamiento de la tensión de 
la. .... líneas y entonces su s1ul.vidad se encuentren en corrcspon<lencin ni área· local de 
la rPgión dr. tal rnancra que donde el éÍren sea pequeña las líneas no se tenccn tanto 
y donde el éÍrea sea grande sí ocurra esto. Bajo esta característica, un funcional que 
111iclt• e:o>ta propiedad es 

1
1 

[
1 xZ+x;,+ul+u~ 

/(x) = o lo J(t;, 77) dt;d1¡. 
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Acorde a su propiedad, las líneas de 1nnllas resultantes por este funcional se aproxirnnn 
a fronteras cóncavas y se nlcjnn de las convexas (30). Este es el funcional de Suavidad. 

Otra n1cdida muy in1portnnte es el tingulo c1uc forrnnn los scgn1entos curvilíneos 
que se intcrscctan. Por cjcn1plo, si In rnnlla dcscacln sobre In región es aplicndn a 
In solución nnrnérica. de ecuaciones diferenciales, y los scgntcntos de In malla son 
ortogormlcs, los térrninos (.11 se anulan por lo que el sistcnrn. a rcsolvr.r es 1nás sencillo. 
En el cnso de que los scgrncntos (?sén cercanos n In ortogonalidad, esos ténninos 
influyen poco en la solución. El funcional de Ortogonalidad 

{1.14) 

cuenta con esta. propiedad. Sin crnba.rgo, no sicrnprc es posible obtener unn malla 
sobre cualquier región ya que sus ecuaciones ele Eulcr-Lngrangc suelen ser no 
elípticas (47] lo que cJificultn el proceso de obtención de una. rnalln. 

Hn.o;tn nquí, la solución a (1.7) usando estos funcionales no siempre existe y de 
existir podrían no generar rnnllns convcxa.."i. Sin mnbargo, la idea de observar las 
propiccJudcs de convexidad y sunvidacJ de las líneas nos permite experimentar con 
cotnbinacioncs de los funcionales ponderados, dependiendo del comportamiento global 
o incluso local, que deseatnos cuente la 1nnlla. 

Un cjernplo lo encontrarnos al considerar el Lngrnnginno de 1\rca. en suma ponde­
rada con el de longitud, dignntos en In fonna 

L{x) = w.1(1;, 71)2 + {l - w)[x~ + x~ + ul +Y~) {1.15) 

donde w es un escalar entre O y 1, que se elige dependiendo de si deseamos observar 
rnayor iircn de las celdas o bien, tcnzar rnás las líneas. 

La irnportnncia de esta con1hinación radica en que si w no es cero, las ecuaciones 
de Eulcr-Lngrangc asociadas a {1.7) son acopladas y elípticas, ln solución existe y es 
ftí.cil de encontrar. Sin embargo, la n1is1nn cornbinnción no gnrantizn mallas convexas 
ni pidiendo uniforinidnd en celdas, esto es eligiendo w cercana a 1.0 [4]. 

Otra cotnbinación atractiva. viene al considerar el Lagraugiano e.le área y el de 
ortogonalidad, en cornbinación 

{1.16) 

P:q>andimtdo a J y ngrupnndo térrninos tenernos que< 

L(x) = (x~ + x~) (yl +y~) (1.17) 
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dando n lugar un funcional tnuy sencillo de evaluar y que en Ja pr:ictica produce ma­
llas con celdas uniformes, o cerca de lograrlo y de líneas cercanas a la ortogonalidad. 
Las ecuaciones de Eulcr-Lagrnngc para este funcional son elípticas (29]. Por esta 
1íltimn. propiedad tenernos <ine las n1nllas gcncrndns tienen lineas sun.ves, es decir, este 
funcional es n1uy útil a. nuestro propósito. Sin etnhargo, por la influencia. de la. orto­
gonnlidad1 In .. ~ inalla.s a.si obtenidas pueden resultar c.lohladoL"i y entonces no convexas, 
esto puede ocurrir en 11111cha .. "'i regiones, pero con una. adecuada. rcparnrnctrización de 
la frontera alguna veces poc.lc1nos ha.llar una. malla con cstiL"'i tres cn.ractcristicns (29]. 

Hasta UCJUÍ, hcn1os discutido algunos funcionales que rnidcn propiedades 
geométricas deseables a. ohsrrva.r en una 1nalln y que rncdiantc 1111 proceso varia­
cional es posible encontrar el rnapco que t.ransfonnn In retícula sobre del cuadrado 
unitario en una 1nalln sobre O:. Cabe seiinlnr que no es In. 1ínicn. n1ancra de lograr el 
tnapco ('\'éiL~c por cjmuplo las transformaciones confor1nes) pero nos permite ente11der 
los métodos directos que scroin discutidos n lo largo ele este trabajo. 

1.4 Descripción del problema discreto 

El problcrna. riiscreto ele~ la. gcmcrnción ele rnallns puede plnntennm corno In necesic.lncl 
de constnJir una representación de In región n corno una colección de partes nu'is 
si111plc~s pnra su posterior amilisis, por cjc1nplo los cuadriláteros, cuya unión resulte 
la rc•gión. 

Definición 1.1 Una malla para O e.CJ ttna colección. de clc1ncn.tos ea sfrnplcs llamado . ., 
celda.s de la rnalla, con las propiedades siguientes 

J. LJc, = n 
2. lnt(c,) n an = 0 

Las cc.•lclns ca pueden ser triángulos o cuadriláteros. ''camas algunos cjen1plos en In. 
Figura. 1.7. 

En la. Figura 1.7 (a) In colección de triángulos cubre a O; sin crubargo, el orden de In 
colección hace dcshechnr ese tipo de mallas para resolver EDP por diferencias finitas, 
ya cp1c resulta ilnprcscindiblc contar con un mecanismo que nos permita tener fácil 
y nlpido ncccso n cndn uno los clcrncntos de la discretiznción, hecho que In colección 
en (a) no nos ofrece. 

El orden de la colección en In Figura 1.7 (b) es directa debido a que las líneas 
<11ie fonnnn la colección de clcntcntos han sido elegidos paralelos a los ejes coorde­
nados. La dificultad es que la colección abaren tnñs alhí de In región S1 y resulta 
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(b) 

(a) (") 

Figura l. 7: Algunas mullas sobre fl. 

i1ulispt•11sablc n·solvPr rsta dificultad nun1érica con el fin de que la aproxirnación se 
n·alict> iinkanwnt.c sobre la región. En el caso particular de la solución nun1érica de 
ccuac:ioncs diferenciales pardales, la.s coudicionc.s a la. frontera deben ser aproximadas 
y e11to11ct!S surge la ncccsiclad ele definir de qué fornan hnrcrnos la aproxitnnción en la 
frontPra y cual Sl.•r:l la prccisit"m de esta y desde luego, la 1un11cra. en que será implan­
tada <'U fonna autonuit.icn o sc1ni-auto11uitica dentro de uu sistcn1a. cornputacionnl lo 
que dificulta procesar prohlernns reales. La Figura 1.7 (e) es una forrna idónea de 
cliscr<'tizar la n?gi<ln con d fin ele contar con una forrna directa de rmntcrar los nodos, 
a .... i t•nnto cul.>l'ir toda la n.~·gión de estudio. Este tipo de tnnlln.s reciben el nornhrf! de 
.o.;i8tcruu.s coorrleTHulos curvilíneos ya que la idea es sumergir en un sistema curvilíneo 
In rPgión pnra cntouccs y de fonna directa., construir la rualla.. Serán este tipo de 
111alliL~ las que nos intcl"cse construir, por otra parte, la. forrnn discreta vendrá dada 
por In unión de celdas fonnaclas por cuadriláteros. 

Coruo se ha corncntndo nl inicio del traba.jo, Ja discrctiznción de la región de estu­
dio j1u~~a 1111 papel in1portnntc cuando se desea resolver nu111éricnn1cntc 1111 problcrna 
eo11t inuo sobre d1• ella. corno lo es la solución munérica. de alguna ecuación diferencial 
pardal. La discrctizadón 1~s un JuLo,;o del trabajo a desarrollar sobre un problctua 
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r,spccifico y es esencial cuando se desea evitar errores innecesarios de nproxinnción. 

En rnuchas nplicacioncs Ja región de trabajo n es solución de un problema diferen­
cial o algebraico; en otros es posible contar con la descripción de In región en forma 
continua a través de una pnrametriznción de lns componentes o bien, del contorno 
111ismo. En muchas n1;is, sólo se dispone de puntos sobre el contorno obtenidos tras 
alguna observación. 

Considcrcn1os que el contorno de In región n está fonnndo por un conjunto finito 
de puntos en el plano, con esto, el dorninio a tratar es una región poligonal. Si (x¡, y;), 
para i = 1, ... 1 11. es unn colección de puntos en el plano, bajo una orientación, estarnos 
interesados en estudiar In región poligonal que describe <' .. sos puntos 

Dn = poligono((x1.Y1), (x2,Y2), ... , (xn,Yn). (x1,u1)). (1.18) 

La. orientación clcl contorno es tnuy irnportantc ya. que nos describirá por una pnrtc In 
forma de In región y por otra tcndrcrnos una referencia cuando scñnlctnos las celdn.."i 
dobla.das. Los puntos del polígono bajo unn orientación, In orientación positiva (el 
sentido contrario a las n1anccillns del reloj) será nuestra referencia de n en adelante, 
en cuyo caso n es una región poligonal forrnnda por los segtnentos generados por 
la unión orientada de los puntos en In frontera. Dos polígonos se muestran en la 
Figura 1.8. 

Figura 1.8: Ejemplo de regiones poligonnlcs en el plano. 

Una VL7. definida nuestra región de estudio plantcnrnos de nueva cuenta el interés 
de este traba.jo: generar mallas suaves y convexas sobre regiones poligonales. 

La idea. de In discrct.ización se sigue del planteamiento continuo (1.7), lograr un 
tnapco entre el cuadrado unitario y ésta poliAonal. Para loµ;rar 1111 nrnpco con esta 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



12 Planteamiento del problema 

conclición es indispensable saber a dónde irán a ser n1npcados los vértices del cuadrado 
unit.urio. 

Un punto que no debemos pasar por nito es la. elección de esos nodos de mapco 
o de rcfcrcncin del mnpco ya que de esto depende la obtención de In malla y desde 
luego esa elección dcpcndeni. de In observación rcqucridn. sobre In. región; veamos 
lo siguiente. Consideremos por región poligonal al conjunto de puntos en el plano 
dcscri ta en In Tabla 1.1 

n (x,y) 
1 (O.O,O.O) 
2 (1.0,0.0) 
3 (1.0, 1.0) 
4 (O.O, 1.0) 
5 (0.0,0.0) 

Tabla Ll: Puntos sobre In frontera del cuadrado unitario. 

que corresponden al cuadrado unitario. Hcrnos repetido el punto inicial para reafir­
mar que trabajarnos polígonos cerrados y acotados. La gnífica de esta región puede 
observarse a In izquierda de In Figura 1.9. 

Figura 1.9: Cuadrado unitario y una rnalla sobre de él. 

Una mntln sugerente para esta región vendría dada al unir Jos scgn1cntos opues­
tos, esto es, H tirar" línea entre los scgn1cntos o subfrontcras del cuadrado. Ln repre­
sentación continua. del 111npco es In intcrpolnción lineal entre los scg111cntos. 

Sin c1nbnrgo. no es la tínica forrnn de obtener un 1napco entre regiones, ya que no 
t•s la. única formn de construir una 1nnlla. sobre el cundrndo unitario. Considercn1os 
los puntos sobre la frontera del cuudrndu unitario dado por Ja colección señalada en 
la Tabla 1.2. 
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n x,y) 
1 (O, O.O) 
2 (0.25, O.O) 
3 (1.0, O.O) 
4 (1.0,0.75) 
5 (1.0, 1.0) 
G (O.O, 1.0) 
7 (0.0,0.0) 

Tabla 1.2: Puntos sobre In frontera del cuadrado unitario. Otra distribución. 

(a) (b) 

Figura 1.10: (u) Asignación do los se~ruentos ch! frontera. (h) :Odalla ohtrmida por 
intcrpolnción bilincnl. 

Est.a colección representa de nueva cuenta al cuadrado unitario. Consideremos 
ahora que el nuipco de B 2 hacia n lo constr11i1nos en la fonnn siguiente: que el 
segmento "de abajo" de B 2 es 1napcaclo al scgn1c11to entre (0.25, O) y (0.75, O.O), 
quo el scg:rncnto "derecho'' de B 2 es tnnpcado al "scgrncnton de frontera co1npucsto 
por los puntos (0.75, O.O) y (1.0, O.O); de In. n1is1nn forrnn, ahora considcreznos que 
el Hegn1c11to udc arriba" de B 2 sea n1npcado ni scgrncnto entre (1.0, O.O), (1.0, 1.0), 
(O.O, 1.0) y (O.O, O.O); y por tílti1110 que el scgtncnto u¡zquierdo" de B2 sea 1nnpcado 
al "segmento~' de frontera co111prc11dido por los puntos (O.O, O.O) y (0.25, O.O). Esta 
asignación la. representa.mus en la Figura. 1.lO(a). 

Una interpolación entre las lírwn.s nos lleva a considerar la malla que tras ésta 
Plc>cción clC' puntos hcrnos hecho, dicha n1alla la visunlizn1nos en In Figura 1.lO(b). 

La nmlla de la Figura l.lO(h) surge de la. interpolación hiliucal y de la asignación 
entre sPgrucntos elegida. Lo irnportnntc de este cjcrnplo es n1ostrar <¡Uf! sobre unn 
111is111a región es posible considPrar rnultipl~ n1apcos y lograr n1allas dependiendo 
de la distdbuciún elegida de los scp;1ncntos de fronteras <¡uc hernos de considerar 

TESIS CON 
FALLP_ DF: (!RIGEN 



14 Planteamiento del problema 

parn la malla cslructurnda. Una elección adecuada es cscncia.l para el problctnn c111c 
11eccsilnrnos resolver. Por P.jcmplo, si es un prohlPrna de flujo y no:;; int.crPsa mc>dir 
con precisión las fuentes, dt~bc tcucrsc en cuenta este hecho para cu11struir la malla. 

Fig:urH 1.11: Distintas eo11fiµ;11racio1ws dl' rnallas .sohrt! PI c11<ulr:ulo 1111itnrio. 

Eu Ja Figura 1. 11 mostramos otra_.., 1nalla..~ oht.enidm; de distintas distribuciones 
ele los sPgrucntos de fro11t Pra. 

Como se ohscrva de la Figura 1.11, sobre una 1nisrna región podemos obtener dis­
tintas configuraciones <le 111alla.s. En rnucha.s aplicaciones, dependiendo del prohlc1na. 
a resolver dcbcnl considerarse el tipo de configuración necesaria sobre la región. 

Otra forrua directa de obtener una rnalla, es considerar un ruétodo algebraico. 
Los métodos algebraicos se ba..,an en considerar la parametrización de los segmentos 
<fp frontera, sea discretos o continuos y sobre ellos considerar una. interpolación entre 
fronteras, ver [47] y [19]. Un cjcniplo típico de un rnapeo algebraico para la generación 
d«" tnalla.s esta. dado por el n1étodo TFI (40]. A continuación comcntnrc1nos umy 
hn•vpmcntc sobre él. 

Supon~au10s que contarnos con una descripción de la frontera n a través de los 
<'Uatro segn1c11tos de frontera, véase la Figura. 1.12, y todas ellas paran1ctrizndas en 
la forma 
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x.(i;), 
X¡(71), 

OSl;:Sl 
osr1:Sl 

<::___ ..... _-------

Figura 1.12: Segmentos de froniCra ~e· an. 

15 

con In. propiedad de continuidad del rnápeo; es decir,. qu-c lu.-'I parnmctriznciones se 
. cn1pa.tcn 

X•{O) = xi{O) X•(l) = x.(O) Xr(l) = x.{1) - x 1(0) = x1(l) {1.19) 

El nmpeo proveniente de. la interpolación trunsfinita TFI se escribe corno 

x({,11) (! - 1¡)xo({) + 71x.(I;) + (! - l;)xt{r1) + i;x.(17) - {!.20) 
[1;1pc1(1) + l;(I - 11)x.(I) + 71{! - l;)x,{O) + {! - l;)(l - 71)x.(O)f!.21) 

El cual es un rnnpco rnuy clcrucntal descrito a partir de lns fronteras. Pero por un 
la.do, es un 1nnpeo que propaga las discontinuidades diferenciales de In frontera hacia 
el interior de In región [47] y por consiguiente, ni usarlo sobre regiones irregulares el 
resultado es una rnalln 1nuy "doblaclan. 

En la pnictica, cuando contamos con una región plana n e Dl., por lo gene­
ral tínicarncnte co11ta111os con una discrctiznción de su frontera an n través de una 
colección orientada de puntos, ver Figura l.14(n) y sobre esa región poligonal cerrada 
hemos de construir el 1napco TFL El paso siguiente necesariamente es parnntctrizar 
los cuatro segutentos de frontera Xb({), x1(11), xi({) y Xr(71). 

La fonna usual dP lograr la parmnetrizacié>n es teniendo por panimctro la longitud 
clt:~ arco. Contando con la pnrarnclrizaci<ln ele los sc~rncntos <h'! frontera :m procede 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



16 Planteamiento del problema 

Figura 1.13: Construcción de unn rnalla n partir de Jos puntos sobre la frontera. 

a obtener una colección de puntos tratando de que sean igunhncntc espaciados pero 
respetando In fonna del contorno. En el trabajo de Ojcdn [37] se describe un crite­
rio pnrn respetar la. forrnn del contoruo, y entonces aplicar el n1npco TFI sobre csn 
colección de puntos. ver Figura l.14{c). 

---­
' 

(n) 

/ 
-----1 

·_j·-· / 7to-
-· C1_j 
(h) (e) 

Figura 1.14: Construcción ele una 1nalla n partir de los puntos sobre la frontera. 

En la. Figura 1.15 :-;e 1nucstra11 algunns inallns provenientes del 1nétodo TFI sobre 
distintas rcgioucs. Eu cada una. de cllns se observa In propagación de lns singularidades 
de In frontera hacia el interior. 

Canto se ha apreciado con los cjcrnplos anteriores, la construcción de una rnnlln 
sobre una región no es 1inica y depende en 1nucho de la distribución de )os scgrncntos 
de írontera, y clcsdr luego la propiedad o propiedades gcornétricas a observar dentro 
de la rnalla. 
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Figura. 1.15: Alguua._o.; rnallas construhhLo.; vía PI 11u"t.odo nlv,ebraico TFI. 
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Capítulo 2 

Funcionales Armónicos continuos y 
discretos 

La co11st ruccit~m de niallas n través de rnnpcos armónicos se inició con el cst.uclio del 
operador elíptico uuís sencillo que sobre unn región puede definirse. Describircrnos 
'-'<l111u ha evolucionado su uso tnnto en el en.so continuo como en el discreto. 

2.1 El sistema elíptico más simple 

Consideremos una pararuet.rización de la frontera de In región de estudio n definida 
por cuatro scg1ncntos de fonna que: Xb = Xb(~) representa el segmento de frontera de 
"ahajan; x,. = x,.(7/) representa el scgrncnto <le frontera de la. "derecha"¡ x, = x,(e) 
r<"J>r(?Senta el scgtncnto de frontera de "nrribnu y x 1 = x 1(17) el scg111euto de la frontera 
cll! la "iz<111ir.rda", ver Fig;ura 2.1. La notación de los scgn1cntos de frontera seguirá In 
ahn·viat.urn h=lmttorn., t=top, l=lcft y r=right. 

Dadn la n•gi<ln n y el cuadrado unitario B 2 cstanJOs interesados en construir mnpcos 
directos t•nt.rc Pilos, ver Figura 2.2. 

U11a dl~ 1-L~ prirucrns forurn.s que se eligieron pnrn la construcción del rnapco directo 
fue pedir que la."i cornponcntcs del mnpco sn.tisfngnn la ecuación elíptica rnás simple 
que es 

Y«+ y,,,, o (2.1) 

s11jt-ta n <1t1c las fronteras :m correspondan¡ es decir, 

\C\ 
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Funcionales Armónicos continuos y discretos 

Figura 2.1: Segmentos de frontera de an. 

y • 

x=x(~~ 

Figura 2.2: ?vtnpeo directo entre B 2 y n. 

(x({, O), y({, O)) 
(x(O, 71), y(O, 71)) 
(x({, l), y({,-1)) 
(x(l, 71), y(l, 71)) 

x•({),, 
x,(71), 
x,({), 
x.(71). 

\ 
I 

/ 

-- X 

(2.2) 

El problen1a tiene una única solución infinitan1cntc difcrcnciablc hacia el interior de 
n sicn1pre que el 1nnpco entre fronteras sea continuo¡ lo que es cierto en nuestro caso. 
Para regiones convexas no hay nnda que decir, la n1alla nsí generada es convexa. 

Por una parte, el 1napco solución de {2.1) es un rnapco suave en n pero sobre 
regiones no couvc..-x:ns la rna.lln puede resultar doblada¡ esto es, con rnuchas celdas no 
convexa .. ..;. To111ctnos In trnnsforinación descrita por Ivancnko(28]: 
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x(I;, 71) 

y(I;, 1¡) 
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(2.3) 

(2.4) 

Ln rcprcslmtación gnífica dPI 1napco snbn• t.>I <·tmdrndo unit.ario p11edc observarse en 
la Figura 2.3. 

(") (h) 

Fig11ra 2.:i: Ej(•t111>h> <lt• 1111 i-.islf'111a co<n-<h~nmlo c11rvilíneo dohliulo. 

I1111u•diata111<•1JtP pod«>1nos «nn1¡>l'uha1· que <-1 rnapeo sntisfnl"e la ccunción de Lnplac<! 

:r.cc +x,,,, 
Y«+ y,,,, 

o 
o. 

Si11 t:•111hargo, al a11alizar el jacohimulo de la tra11sformación tcuc111os que 

./(€, 1¡) 

(2.5) 

(2.6) 

1·011 lo qtw ./({, 7/) <O para 1¡ =O y 1/3 < ( < 2/3, así que 1111 S<!gn1c11tn ele las lírn•as 
1·1·n.·•u1as a Ja front.ern clu ahajo de 8 2 al ser nrnpradas bajo x rPs11ll an S<~r seg111c11tos 
<'11rvilíncos c¡uo se doblan. ver Fip;ura 2.3(h). Lo intPn•santt! de Pste «>j<!lllplo t!S q1w el 
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111np<'o snhwic)11 a la c-cuacic)n ele Laplacc proclucP 1nnllas doblada • .,. en i>sta región que 
C!S 11111y sir11ple; los seg11w11f1)S de frontPra ~011 1m.nil>olas. 

En el caso de rcgiom~s 1111 poco irregulares, usando sula1ncntc este gcucrndor, el 
operador di' Lnplnce, las líneas resultan doblarse <h~bidu a la curvatura o picos de Ja 
1·c>g.i<)11, \.0 1•1í.sc la Figura 2.-1. En d caso clt! reJ.;io1ws polig.onalcs es uuis fácil ver este 
prohlcnu1 si la regióu no 1•s cn11vcxa. 

F'ig.111·a 2.-1: O¡wnulor dt> Lapla,·p 1t•sul'lfo sohn• la n•gicj11 M19 

Poi· sn si111pliriclarl pan1 J..?.PllPra1· lí11Pas s11a\'1•s, la Pt:t1acic;11 de Laplac:p da la pauta 
para qtu•, 111Pdia11tt" cn1uli1·io111•s ad1•cuada~ a la frnnll•ra, J>11Pcla ernphmr:-;c para cons­
t nrir· sisfc!ltta.'i curviliru•os 1·1m 1111 1·1n11JH1rta111ic>11t1J <l<'s1•a1Jo. Por 1?jcn1pl<>, que la.<;. liraea.<;. 
q111• pa1·tc>11 dl! 1111a dC" las fro11t1•n1s SPHll ortoµ,n11alc•s :i.· qtu• hacia el intt•rior se satisfaga 
la t•<·11acit·>11 de Laplacl'. vcº•asP la F'iµ,ura :!.5. 

En [·11). h:ha111a1·ys1·li. 1.;11pn1t .'-' :\la~ti11, lratan 1•1 1nisn10 prohJr.ma dul opcn1dor 
t-lipl it:o ru•ro co11sidc•n111do l'n11didc11w~ dt> nmt rol 1•11 In frnnt.c>ra y co11clicioues d1~ 

01·toµ,011alidml. .SpPkn·ijs1• l·I!",) dt•S<TilH• alµ, unas t ra11sfon11ado111?s. llHl(U'OS <h• control, 
pan1 11u•cli1· y c·outn,lar los ~1·g1111•1111,s c·11rvili11<•os y t•l 1•spac·in111it•11t.o dP los puntos <l1! 
la n«I. Esto lo hnn• 111Pdia1111• la id1•a dP i11tn>rl11d1· 1111 sist1•11u1 dc~ r«Í<'l"f!ll<"Ía y sobre di' 
,·.1 µ, .. 111• .. a1· u11a 11is1 dlnu·ii'u1 dt• la~ liric•as d1• 111a111•ra q11t• la cutnpusicidn <!ULrc nu1pcos 
g,1•111•11• la propiPdad cpu• d1•spa: ortog,onalidacl 1•11 la frontPl"a. 

l 0110 d« los atnu·1.ivos d<· la ol•tP11d{111 de~ 111allas a travt•s de la t•cuadóu de Laplac1•, 
c•s qtu• s1• p1wd1•11 i11tl'qll"t'tH1· f'll fonnH vadadonal .Yª qut> las ecuacio1ies de Lnplacu 
son las 1•c11ado1ws tlt• E11l«r-La~ra11p_t• dt•I f1111do11al 

l 1. = 1' 1' (.1·f + y¿ + .,-;, + y~) dE..cb1 
u o 

(2.7) 

s11j1•fcJ ll las <"Ul"l"PSJ101ulit•11teos cn1ulil"io11Ps <i<• fro11IPra. D<' a1111i nació d eníoquc varia-
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F'igura 2.5: Los st'AllH'lllos t·t11\'ií1wos ~011 C'asi-ortnJ!.onal(!S t!ll las fruutcrns de arriba 
y abajo, tmnndo de S¡-wk11•ij:-w l·l:i). 

cinnal pnra Ja ge1wraci{m <h~ 111allas ¡wro co1no \'Cr<'111os, In construccicjn nurnérica de 
ln .. 'i 111nllns rcsulla clif(!J·cnt.e. 

Unn ele la .. 'i pi-opiccladP.s g<"onu!tricas que nos interesa es la. convcxidiid, ya que 
aquellas t ra11sfor111ncio1ws qnP dohla11 las línr.as 110 son udccuada...o:; en Ja ·Innyorfa ·uc 
bL~ aplkacin11e8 pníctieas. Corno :om sabe? In convexidad de lns celdas cstií. ligada al 
ja<"nhia110 <lt? la transfnrntadcln, ver Gonz¡í.Jcz [2•1).. · 

Vt~aruos c61110 se ha usado el opcrnclor ele Lnplacc y sus variantes .. 

Co11si<h•1·e111os el nrnpeo inverso, ver Figura 2.6, para el cual pcdircrnos que las 
l"l»lllJ>OIH'Jll.es 

I'; = l';(x, y), 11 = 11(x, y) (2.8) 

111i11i111in•11 el fundonal 

[, ( 
2 2 2 ') l:r. I Í = {z + 1J~ + { 11 + 1/11 ' '.< Y 

n 
(2.0) 

otra n•z, (•I 1uiui1110 se c•nem~utra. en los rnnpcos armónicos {(x, y), 11(;r., 11) ele n: 

'Ir~+ 1/yu o (2. JCl) 
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TJ • y. 

o -!; -x 

Figura 2.G: !\,Ja.peo iuvcrso entre B 2 y O. 

sobre el cunrlrnclo unitario. Ln.c.; condiciones de Dirichlct pnrn esta ccunción cstlí.11 
dadns por PI tnnpco Ífl\'(!r~o dn las frontera .. o.;. Con In propicclncl de que <!I rnnpco 
inverso sen nnnónico es posible dcn1ostrnr que es 11110 n uno y sobn•, lvnncnko (28]. 
Por Jo tanto, Ja t.rausforrnncióu de \\'iuslow produce 11u11Jn.s no dobladas. 

Lns fundcnu~ que._• satisfnga11 )a.c.; Pcunciutu•:-o de Lnplnce se les llnrnn func:iorws 
nrru611icas; y al 111upco obtenido t·on el funcional de \\'inslow se Je llanm. 11uz¡Jco 

unnóuico. 

Definición 2.1 U11. 111HJJC~O nrmónico t:S UT&<L tnni.sfonuaciún. uno '" 1tTl(J den sobre d 
ruu.dnulo u11it.1n-io ll2 de 11ia11r.ra. t/tlf? cuuil'lt: la .. ~ co11.tlir.iau.e.o; 

a) Ln fronterct tic n C,"i 1ntlJlCltdtt sobn! lit Jotilc1n dt! n..,, 
x- 1(0n) = OIJ, 

/J) f~us t:,-iquinn .. 41 de fl, CTTIJJalC,"I de /tLS St!Cf'!i01LCS de j,-onlera C1L 1'11 ,'iCJLtit/o (JJOr 
1!jcnl.JJlo; d .'icutitlo ¡Jo . .,ilitm, r.n11tr1J1·io 11 la."i 11uJ.tu:r.illt1.s del reloj), son 1ua7Jctulll . .<1 

.-.:obre /u.o; t:."it/1lÚLfJ.<i t:01'"1·c.<i¡JCn1tlie11tr.s tlt! n.., 

x1(l) = Xb(O) 

Xb(l) = x,(0) 
x,(J) = x 1 (0) 

X,(1) = X1(!l) 

(O, O)' 
(1, O)' 

(1, 1 )' 

(O, 1 )' 

r} l~rt.'i rlo.-.: 1:011qu.Jucult•s tld 11u1prn .-.:ou fuucirnu!.o; 11rnuhtictl..'i hticia cu inl1~1'ior tic 

!! 
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Debido a que las ecuaciones de Winslow se definen sobre la región O; tendremos 
que para regiones arbitrarias aún con frontera suave resulta 1nuy costoso resolverlas. 

Para lograr un procedimiento confiable, Ronche y Stcinbcrg [42] proponen usar 
la idea de Brackbill y Snltzman[l 1] de transformar las ecuaciones (2.10) al espacio 
lógico y resolverlas sobre el cuadrado unitario B2. 

Si hacemos el cambio de variables ni espacio lógico en la fonna 

(2.11) 

con J ;¡I: O. Tenemos ahora el problema de encontrar el mapeo directo x : D2 -+ !l 
que minimiza a la funcional 

(2.12) 

sujeto a )ns condiciones de frontera correspondientes, y que cumple la condición 

o< {,·71 <l. 

Lns ecuaciones de Euter:-Ln:g~nngc.P:~~~ ~t.c:é'aso son: 

donde 

g~-~((' ~ 2~~·2;~~·' +· ~1 tX'l'J 

9~2y~¡.-.:__,20~2Ü(" +-011Y"" 

912 

922 

x(x,, + YcY"' 
z~+Y~ 

y por otra parte, el Jacobiano de Ja· transfonnación es 

o 
o 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

(2.16) 
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Hoachc y Stcibcrg emplean un e:.;ciumnn. en diferencias finitas ccntrada..'i y, a través 
clP un algoritmo iterativo SOR con rcla.jnción resuelven 1nnnérican1cntc lfL'i ecuaciones 
(2.l•I). A t!stc esc¡uema lo llatnaron TTM 

(n) (h) 

Figura 2.7: {a) i\-1al1a convt>xa gcnrrada. por TTM. b) !vlalla 110 convexa sobre M19 
generada por TTM. 

Sin embargo, corno bien hacen notar H.oachc y Stcinberg (·13], la solución nutnéricn 
de esta ...... t•cuaciones cstoín regidas por errores de truncación. Así, la solución ohtcnida 
ele la discn?tizadón puede ser una malla doblada a1in para regiones no difíciles, ver 
Figura 2.7(h). En la Fiµ;ura 2.8, la rcgicín ele la. bahía de la llaha1ut, una de las 
n·v.int11!S rná . ..; il"rcgularcs en su frontera que las que hcn1os estudiado, se obsC'rva córno 
In solución obt<.mida con la cliscretizacitln dr. Stcinberg falla. 

F'iJ..!,.llr<l :!.8: ;\.lcalla 1lol1lculca sollre la región dl~ la hal1ía clP la l-lal>ana oht,!r1ida por TTM. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



Funcionales Armónicos continuos y discretos 27 

Las regiones no regulares, como In región de ln bahía de In Habana son de es­
pecial interés. Nos nbocare1nos n construir mallas no dobladas sobre In región, con 
propiedades interesantes entre sus celdas y segmentos <le línea. Para lograrlo, seguirc­
tnos la idea de lvancnko <le usar la fonnn variacionnl discreta del problctnn de \Vinslow. 

2.2 Funcionales armónicos discretos 

Dcscribircrnos una forma. general para construir funcionales discretos, usando corno 
n1odclo al funcional de Winslow. Consideremos la región n definida a través de una 
colección ele puntos sobre su frontera an que In definen completnn1entc; es decir 

DO.= polígono(P1 , P., ···P,. P1) (2.17) 

Con has~ n c:-;ta suposición, nuestra región es un polígono cerrado de ahí, que el 
pdrncr punto parn su descripción scu. considerado en dos ocasiones. E!1 ln Figura 2.9, 
sn 111ucstra cstn. nurncrnción. 

Figura 2.9: Ejc1nplo de región poligonal de tr~bnjó y ~uS puntos a la frontera. 

Ahora bien, podemos definir a una 1nall3..sobre_S1 Como una colección de puntos 
en In forina: ,<é:·~_: '.¡_.:.;.~.~:.,;;'._,~.:.-::.{~.<·:,:: · 

Definición 2.2 Una malla G de dime~~.:s!l ·~~~-;:~~~j,~; l~- ~Üión poligonal n es una 
colección 

G = {P;.;li =:= l, ... ,m, j = l, ... ,n} (2.18) 

tle puntos en el ¡Jlano tales que an e G. To1nemos en cuenta que ni., n E DV - { 1, 2}. 

TESIS CON 
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Los puntos Ps.J son los puntos o nodos dc)n rilaUa, incluid<:JS los de. In'_ írontcra de 
n. En In Figura 2.10 se n1uestrn un cjcrnpl~ de éstn numcraci60 que se prcCisarú. n 
continuación. 

Figura 2.10: Una mnlln pnra Dn de 5 x.4. 

Bajo la idea de construir un rnnpco entre el cuadrado unitario y n, cstn111os 
iuterc.-sados en clenotnr gnificn y análiticnmcntc In correspondencia del mapco. Para 
esto, dcbc1nos indicar cuales representarán a los lados del cuadrado que son 1napcndos 
a on. 

La fonun pnictka es darle un sentido de orientación, el sentido positivo de una 
curva (contrario a lns rnanccillns del reloj) e indicar quienes serían los lados hacia 
•·abajo"' .. derecha"' ºnrriha." e '"izquierda" de an nun1enin<lolos de 111a11crn c¡uc po­
damos identificar Jos seg1nc11tos curvilínco8 que unen n cndn uno de los lados opuestos 
por ••vcrticalc:-o" y .. horizontales" atendiendo a la orientación. 

Bajo esta.~ idt!H..S dr.finiren1os la parte de frontera de n de "aba.jo''' la corrcspon­
dit•ntc a los puntos {({,O) 1 O S { :5 1} bajo el tnnpco directo, con10 In colección 

{P1,1, P2,1, ... , Pm,1} (2.19) 

y la parte de "nrribnn de In frontera. den, In correspondiente a los puntos{(~, l}I o S 
{ S 1} bajo el u1apco directo, corno 

{P.n,nt Pn1-l,nt · · ·, P1,r1} (:Í.20) 

En la 111is111a fonua, la parte de la "izquicrdil" cl1'! an., la correspondiente n los puntos 
{(O, 11)1 O S 11 :5 1} bajo el rnapco dh·ccto, sería 
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(2.21) 

y In pnrtc de In "<:1crcchn'',·lnéorrcs.po;{~i~~t~:n··lo~ P,ui1tos {(l,TJ)I O :5 TJ :S 1} bajo el 
mapco directo, scrín · ~-. ·_-_,... ...~ !"'" · - ' 

(2.22) 

quedando plcnnrncntc identificadas lns "csC¡uinns" de la frontera por los puntos 

(2.23) 

En In Figura 2.11 puede observarse gn\ficnmentc éstas consideraciones. 

~---------- 1-:n.1 

Figura 2.11: Numeración <le los seg1nc11tos de frontera. 

Así, las líneas que conectan los segrncnt.os de frontera uabnjo" con ºarriba" las 
lhuuarcn1os líneas "verticales" de la 111alla, con esto, la. i-ésitnn línea será 

{.P;.1, 1';.,, ..• , P,,.,} (2.2,1) 

y la j-ésilun linea "horizontal" que une los scgrncntos de frontera "izquierda" con 
'"clc•rccha.'• -sen\ 

{P1.;, P2.; ••.. , P.,,.;} (2.25) 
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En la Figurn 2.12 se han .-cpresent.ndo tah~s scgnumtos c11rvilí11P-os a .. c.;i corno los puntos 
hacin el interior. 

J;.n 

1i.1 P.n,I 

Figura 2.12: Scg11n•11tos curvilíneos "horizontales" y "verticales" 

El ntírncro de puntos o nodos interiores ele In rnnlla son (111. - 2)(n - 2) 

P,.J, 1 < i < 111¡ 1 < j < n, (2.26) 

cada uno de Jos cuales tiene cuatro celdas nlrcdcdor de él, y por consiguiente una 
fuerte depcmdcncin entre ellas. Véase In Figura 2.13. 

r,., ..... 

r,_,,. 1 
• 

"· 

i r,, 

• r,,..., r. •• .,... 

Figura 2.13: Celdas alrededor del punto P.J 

Obsc•rvese que la cc•ldn r,J cstn furrnada por los puntos: 
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(2.27) 

y hny (111 - l)(n - 1) celdas en la rnnlla.. Cadn punto interior P,J cuenta con 8 puntos 
vcc:inos, ver Figura 2.13. Estn observación sen\ consiclcrncln. postcriorcrncntc cuando 
veamos cón10 describir los funcionnlcs y nlguna.o; de sus propiedades rclncionndos con 
los puntos interiores. 

Una vez definida unn malla discreta sobre una. región poligonal rctomcrnos el 
funcional de \Vinslow y VC'amos una discretización de él sobre la nmlla.. 

2.3 Una discretización del funcional de Winslow 

Co11sidt.•1·ernos al funcional continuo de \Vinslow tal corno lu hmnos Cf"crito o bien en 
su forrna vectorial 

(2.28) 

con 

(2.2!l) 

PI funcicmal cst:.í definido sobre tnapcos que correspondan la frontera de B2 con an, 
por lo que podemos ver la uu1.lla que se va n construir en n corúo la dctcrn1innda en 
B 2 y transformadn por el rnnpco solución ni funcionnl de \Vinslo~v, ver Fig_ura 2._14. 

Ahora, rcstrinjn1nos el n1apco x n unn de las celdas de -B2. Si B;J es In ccl~a en B2· 
que sení. 1napcadn n C¡.j, tcndrcn1os que 

(2.30) 

con esto, podrcn1os reescribir al funcional cotno una surnn de funcionales sobre cada 
una de Ja..,. celdas: la n~tricción del funcional de Winslo\v sobre cndn celda: 

/(x) = L1 llx<ll;+x.11
2 

~<17/ 
u • ., . x<J~x,, 

(2.31) 

n~i. la idea ahora es aproxitnar cadn integral por 1ncdio de 111111 cuadratura pnrn obtener 
1111 funcitjn que sólo dependa de los puntos interiores. El proceso d~ nproxhnación se 
n•aliznni ch• la inancrn siv;ui<'ntc: 
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,, y. 

X =X(~~ 

/. --+ ---¡ 
\ .. ¿ .. 

:- i 
-; ' : 1 

.. 11:.-:tt:.:ci ·------
o: • ~ 

--1------······- X 
i 

Figura 2.1-4: Construcción <le una rnnlln en n nl trnnsforn1nr una rnnlla en B2 n través 
clcl 111npr.o directo :x. 

En cada ccl<ln BaJ el 1nnpco de x de In cstn celda hacia el cundrihí.tcro ca.;;, se 
aproxirnn. por la transformación rnñs sirnplc que es el mnpco bilincal 

-;::1~_,., 
'• 

r..,~ 

'· 
Figura 2.15: Mu.peo bilincnl entre B;.J y CiJ 

r;.J(~, 11) = A+ B~ + CT/ + DE;11, (2.32) 

ver Figura 2.15, sujeto n las condiciones de interpolación entre los cum..lrihítcros (2.30). 
Esto es, 

e11to11c~.s In funcional de \\'inslow se aproxinui en la fonnn 

TESIS CON 
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(2.33) 
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Ahorn bien, para no urrnstrnr la notnción de los puntos de ln rnnlln cu n, rcprcsc11tc­
rnos a la celda e¡.;; coano el cunclrilátcro forntndo por los puntos P, Q, R, Sen el 1nismo 
sentido positivo de orientación de In ccldn, ver Figura 2.lG. Obscrvmnos In formn del 
1nnpco hilincnl r pnrn ésta. celda y In aproxitnnción al funcional de \Vinslow en Dív· 

e~ t¡! , -------

Figura 2.16: l\lupco bilincnl entre B¡.;; y-e,.;; 

El 1napco bilincnl entre B,.J y el cuadrilítero P, Q, R, S, lo podernos escribir en la 
fonna. 

r({,r¡) =A +B({- .!:_) +C(r¡- ;j_) + D({- .!:_)(r¡- ;j_) 
rn n. 711 n 

(2.36) 

los coeficientes del n1npco son detenninados por la corrcspondcncin entre los puntos, 
así tcndrcrnos que 

A p 

B m(Q-P) 

TESIS CON 
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e 
o 

11(8-P) 

mn(R - Q + P - S) (2.37) 

Considcrctnos In nproxitnnción de Ja funcional <le \Viuslow restringida n la ccldn 
Bt.i usando el n1npco bilinCnl r 'y usemos una regla de cuadratura pnra nproxirunr In 
intPgral sobre ll¡.J · · 

llrdl2 + llr,,112 

r!J2r,, 
"" !_ [llrc(,.;;,;Jll 2 + llr.,(f.¡,f.)112 

4 r({;;¡, ta)J2r,,(;;¡, ;l¡) 

Por una pnrtc, lns parciales de r son 

+llrE(';;f, *)112+llr,,('1;,!,1;)11 2 

rt(!f,;!-, ~)J2r,1 (t.;T.i, ;1¡) 
+ llr((';;f, ~)112 + llr.,(';;f, '7.1-lll 2 

r( ( 1T,¡1, 4,f ).12r,1( ';~/, 17i-1) 
+ llrc(;!;, 4flll 2 + llr.,(;!;, ~)112 ] 

r(( ;;¡, .z.;;f )./2r,1( ;;¡ . .z:¡f) 

m(Q- P) + rnn(R + P - Q - S)(•J - i.¡ 
" 

n(S - P) + mn(R + P - Q - S)(I; - 2_) 
m 

y sus \'alorc:; en Jns csqninn..c; de B¡,, 

m(Q - P) 

m(Q - P) 

m(R-S) 

m(R - S) 

El prinwr sumando de {2 .. 38) sería 

llrE(;!¡, f,)11 2 + Hr,,(¡¡;, f,)11 2 

rfC;;;. *)./2r.,C;;;. f.) 

r,,(!,¡,-/¡) n(S - P) 

r"(1*'1, f.) n(R-Q) 

r,,(t;;!-,~) n(R-Q) 

re(;+.,~) n(S- P) 

m 2 llQ - Pll 2 + n'llS - Pll2 

mn(Q - P)'J2(S - P) 

(2.38) 

(2.39) 

(2.40) 

(2..11) 
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de rnnnern sirnilar t.cndrinrnos los rcst.nntcs sumnndos 

llrc(';;;l. *)11 2 + Jlr.,(';;;1, f,)11 2 

rt(!T,f, t)J2r.,(';+;.1. t> 

Jire(';;;!, 4;1)112 + llr,,(1;;;1, '*1>112 
r((!T,;!-, ~)J2r,,(';t;}, ~) 

llr,(;i;, 4;l)Jl 2 + llr,1(;i;, '*1ll1 2 

rtC;;;. ~)J:1r.,(,;,.~) 

m2 JIQ - PJl2 + " 2 JIR - QJl2 
mn(Q - P)'J,(R- Q) 

m 2llR - SJl2 + n 2 llR - Qll2 

mn(R - S)'J2(R - Q) 

m 2 llR - Sll2 + n 2 JIS - Pll2 

mn(R - S)'J2(S - P) 

(2.42) 

(2.43) 

(2.44) 

con esto, nur.strn aproxitnación nl funcional de \Vinslow sobre 13;,j ln cscribitnos cu 
ti•n11i11os ele Jos puntos P, Q, n. 8 Cll la forrna: 

/,,,_, Jlr.112 + Jlr,,11 2 

r(J2r,, 
1 [111'JIQ - Pll2 + n 2 JIS - Pll 2 m 2 llQ - I'll 2 + 11

2 JIR - QJl2 

,., - +~-"-~~----''=~~~~~"""--
~ mu(Q - P)'J2 (S - P) mn(Q - P)'.l,(R - Q) 

tn
2 JIR - Sll2 + n 2 llR - Qll' m 2 llR - SJl2 + n 2 llS - J> 12

}) 

+ mu(R - S)'.f2 (R - (J) + 1Ttn(R - S)'.12 (S - P .. 

con lo cual tcndrcn1os que dicha cxprcsiim es 1111n surnn de funciones que dependen 
1"u1icn111c11tc de t.rcs puntos e.le un tri;i.ngulo; es decir una funcjón ele trhlngulos. En el 
c·aso particular en que 111 = 11, la cxí>rcsión anterior :-;e simplifiC"a ntín uuL"i 

1 [llQ - PJ12 + JIS - Pll 2 llQ - Pll2 + llR - Q1i 2 

:¡ (Q - P)'J2 (S - P) + (C,? - P)'J2 (R - Q) 

+ llR.:... SJl 2 + llR - C.?11 2 + llR - SJl2 + JIS - Pll2}2 .. 16) 
(R - S)'.12 (R - C,?) ·(R - S)'J,(S - P) 

Con esto, Ja integral de \\'inslow la hentos nproxirnado por una función o colección de 
funciones, que dcpcndtm 1ínicanwnlc de los nodos interiores de la malla. En síntesis, 

rn-1 ri-1 

I$ :::::=::: l-ps = L L t/l(P,.,, P.+IJ• P.+t..i+h ~,j+1) 
•=2 j=2 

(2.47) 
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Ahora bien, hen1os Lransforrnaclo el problcn1a continuo de Winslow en un problerna 
de minirnizachln sobre Jos nodos interiores de In rnalln. El nú1ncro de nodos interiores 
es (rn - 2)(n - 2) por Jo que para tnnllns de dimensión grande 1n, n > 30 co11tnrcn1os 
con un prohlc1na de optin1iznciún de gran escala. Por otra parte, este es 1111 problcnui 
sin rc:o;triccio11es, ya que los nodos en la frontera de n están fijos. 

lvancnko !26) nhs<•rva esta discrctizacicín dnl funcional de \Vinslow y se interesa 
por lograr los 1101los intcrion!s ele la nmlln para conformar Ja configuración, vcáse la 
Figura 2.17. Procede.• a emplear un rnétodo Qua.si-Newton para resolver el sistcina 
ele ecuaciones provl•t1ic11tes de hacer cero al gradiente en cada uno de los puntos de 
P.J• es decir: 

o cu la forma explícita 

R11 =.!!!_=O 
Dy¡; 

R DRz( t+I 1) éJR,,( l+I 1) r x + ---¡¡;;-- x 1; - X¡J + ay Y•; - Yij 

R DR,, 1+1 t ) éJJl,, ( 1+1 t ) 
'T '11 + {)x (:r.¡; - X¡; + ay Y,; - YiJ 

~·' '· 1 ~ --1 -

I -f 
• 1 -
1 -

(n) 

o 

o. 

(h) 

Figura 2.17: La rnalln. corno configurnción de puntos. 

(2.48) 

(2.49) 

Para. resolver este sistcrna, lvnncnko construye una. n1alln inicial convexa y aplica 
un 1nétodo Qua.si-Newton con T cligiéudoln de 1nanera que Ja solución de (2.49) 
SPa una nrnlla convexa, este panírnctro lo ,,.a nctunlizanclo rucdiantc un C..'i<¡nemn de 
interpolncil>n entre \•alorcs de T [2G], y así garantiza que trabnjaní sicn1pre cun rnalla.s 
<"Oll\'{~xtL'i diinclolc- sentido a. la discretiznción. La cle("ció11 de In rnalln inicial para 
d 11u•todn de optimizncilm es 1111 problcn1a nuís complrjo, (~l la ohticnc mediante 

TESIS CON 
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ttn procesO de opthniznción- ele n1ínirnos cuadrados entre e > O y el jacobinno de la 
discrctiznción -

na-1 •&-1 4 

110 = L: L: L:c- - J(ó.~7»+>2 (2.50) 
í=l j=l k=I 

con (/)+ = max(O, f). 
Corno se observa, el proccdirnicnto descrito poi· Ivnncnko es rnuy costoso y arte­

sanal. Construir una n1nlla. convexa inicial t...-S rnuy difícil. A lo largo del documento 
hcrnos corncntado lo dificil es que lograr una nmlln convexa en una región n rnuy 
irregular y agregando las condiciones para garnutizar que en cada p•L~o de (2.40) 
se obtengan mnllns convexas resultaría 1nuy costoso, todo cSt.o porque el funcional 
discreto (2.47) tl11ica111cntc opera sobre rnnllas convexas. 

Barrera en 1092 [4] consideró el proceso de discrctizar el funcional de suaviclnd, 
110 sólo cotno un prohlmna dr. optirnización de gran escala sin restricciones. Observó 
la configurncic.~n <.h~ In rnnlla. corno una colección de trilingulos orientados y entonces 
el funcional de suavidad corno 1111 proceso de opt.irniza.ción sobro todos esos triéi.ngulos 
formados por Ja._.;; celdas de la 1nalla, ver Figura 2.18. '\1<~arnos cótno precedió. 

Figura. 2.18: Una umlla como colccci<)u de triti.ngulos. 

Considcrmnos los cuatro triángulos de la. celda <:¡:.;, cou Ja orientación positiva, 
contraria a las 1mu1ecilla.s del reloj, corno l~n la Figura 2.19 

Por una parte, los de1101ninadorcs de (2-46) (el integral de \Vinslow restringido 
a la celda. B;J) bajo la orientación positiva, pueden ser escritos at.ravés del ¡\rea. del 
t.riciugulo en curso 6(k), si este lo denot:uno!'i por P, Q, R tcncruos lo sigui~ntc 

:.! ünoa(P, Q, S) = det.(Q - P, S - P) = (Q - P)'.J,(S - /') 

TESIS CON 
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p Q 

Figura 2.19: Triángulos de unn celda. 

1 [IJQ - PIJ2 + llS - PIJ 2 IJQ - Plf2 + llR - Qii2 
:¡ 2 ñrca(P, Q, S) + 2 ñrca(Q, R, P) 

llR - s112 + llR - QIJ 2 IJR - s112 + llS - Pll2 }2 ~?) 
+ 2 1irca(R, S, Q) + 2 1irca(S, P, R) ·'-'-

Siguir.udo la notnción sugerida en la Figura 2.19, tenemos que 

6(1) 

6(2) 

613) 

6(4) 

A(P,Q,S) 

A(Q,R,P) 
A(R,S,Q) 

A(S,P,R) (2.53) 

~- potlcn1os shnplificnr la u.xpresión (2.52) escribiéndola corno función de tri•íngulos en 
In fonna · 

donde 

/(A) = llP - QIJ 2 + llR - Pll 2 

2a(ó) 

dc.uul<~ P~ Q. Res el tri;ingul~_ .ó,(k) en curso, ver Figura 2.20. Por otra parte 

a (A) = ~ <let(Q - P, R - P) = 1irca(P, (J, R). 

(2.5·1) 

(2.55) 

(2.56) 
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R 

b 

,, Q 

Figura 2.20: rrri-.í.ngulo genérico de una celda. 

Con esto, la integral de \Vinslow In hemos aprOxitnado por una función o colección 
de funciones, que dependen tínicamcntc de los nodos interiores de In mnlln. 

~ ~f Éfcc.l7» 
i=l j=.I k=l 

1 N 
;¡ 2:JCC..) 

q=l 

(2.57) 

dot1dP iV <~sel ntírncro dC" triii.ngulos de In tnallu.. Así, el problema continuo de \Vinslow 
sP t rnn:-ifonna en un problc111n de 1ni11ilnizaci611 sobre los trhi.ngulos de In. n1alln 

(2.58) 

dondP V es el conjunto de n1nllas sobre f2 de dimensión 111 x n. Un problcrnn que est1í 
,.x~nto de restricciones. 

Por la fonna de la funcional discreta l"Ds• Barrera propuso una rcgulnrización 
<h•l funcio11al par.a que ~.~a el opt.irnizador qnil'n sr. encargue de modificnr aquellos 
t .-iilnAnlos con ürea prohll'nuitica, los triángulos que hagan inestable a /. Para ele 
PSta fonna ampliar el couj11nto ele rnallns sobre las cuales operar con el funcionnl dis­
<ºl"Pl izado; conjunto <le.~ rnallas que llarnó cu<i~-.i-cont1t!xas. A coutin11ació11 descrihirernos 
PI proc"di111irnl o que ernph•<í. 

TESIS CON 
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2.4 Funcional de Suavidad discreto regularizado 

Si el problcn1a de minilnización (2.58) lo atacarnos con10 un probleina. de 111inirnizndóu 
de gran escala, podcn1os considerar lns panes clcrncntah•s de la función lv.o; y observar 
su con1porturnicnto sobre los trhíngulos. 

con 

Consideramos In función sobre ca.da. trbingulo 

f(P, Q, R) = l(P, Q, R) 
2nc(P,Q,R) 

l(P, Q, R) = JIQ - PJl2 + JIR - PJl2 

(2.5!J) 

(2.GO) 

Por una parte, se observa que pnrn ccldn.'i casi convcxns 1 el mnncrndor l pnrn los 
triiingulos de la celda, no suírm1 cn111bios considerables por lo que puede considcrnr.m 
constante en c:-m garua de celda.<i y tendría In función 1111 con1portn1nicnto scrncjnnte 
n 1/t. Por otra parte pnrn esa gnmn de celdas el 1íren de los tl"iáugulos hace inestable 
In funcional f ya que para valores suficicntcn1cntc pequeños de o se poclria provocar 
un ovcrjlow. Ln idea de Barrera es controlar esta i11est.abilidad y atnpliar el conjunto 
de rualla .. '> a trabajar considerando nu1lla.."> casi-convc>xas, rnallas con poc:L~ crlda.'> no 
convexas; para esto, propone correr el polo en f, vratnos córno lograrlo. 

Si aproxhnan1os el efecto 

pur 

,P(t) = { 
!. 

' 

ip(t) = .!. 
t 

si t ~Ce 

(2.Gl) 

(2.G2) 

rstnrcrnos dcs1>lazando el polo de O a -ce y con ello trn.bnjnndo con triángulo de 1irca 
pcq1mña, positiva o ncgath·a. ~idicndo difcrcnciabilidad continua a $, tendremos 
que: 

.P(t) ..; { 

!. . si t ~Ce 

si - <,. < t S Ce 

'f"E.SiS CON 
f f.11A D'E. ORl.GEN 

(2.G3) 
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Así, bnjo ésta idea: de ·correr el polo de f pnrn aceptar trñngulos de úrea pequeña Ja 
regularización que propoi:ic Barrera al funcional sobre trhingulos tiene In forma 

- { ~ f(A) = 
4iE.,.l 6 

(2ar(6()+!)2 

si o(A) 2: ~e 

si - Ce < o(.ó.) :5: Ec 

en In ~igurn 2.21; se observa el corrirnieuto de los Polos. 

o 

Figura 2.21: Regularización de/. 

(2.6<1) 

La condición de continuidad de prilncr orden es suficiente para que la función 
J que regulariza. a f lo haga sin problcrnns de discontinuidad en Jos gradientes y 
entonces puedan operar los métodos de optitnización, con <!sta regularización y con 
S(~ van corrigiendo los trhingulos cou 11.rca pequeña positivn o negativa, o bien cero. 
V<!r In Figura 2.22 pnra. observar el efecto deseado por la regularización. 

El valor ~e que aparece en Ja regularización de f y que n~prcscnta hacin dónde se 
ha corrido el polo, depende iudiscutiblcn1entc de Ja cornplejidad de Ja región en que 
:-;p gPncra Ja malla. De igual manera éste valor depende de In noción ~-convexidad n 
considerar; esto es, qm! tan no convexa es nuestra 1nnlla. inicial. 

Oarn•ra propuso qucT de considerar regiones donde es posible trabajar con mallas 
convexas y que en el ópthno sea <le iírea. uniforrnc, el valor de t::c sería: 

1irca(n) 
<e = 2(m - l)(ri - !)' (2.65) 

El trabajo de Darrcra clió Ja pauta pnra annliznr éstn forrna de regularizar f y construir 
pus1criorcn1c11tc funcionales que llevaran consigo la idc.-a. de an1pliar el dominio de 
trabajo de las 1nallas cnsi-convcxas. 

TESIS CON 
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A.~· 
r o P Q 

(I> (l) 

Figura 2.22: Efecto de la rcgulnrizacióu sobre una celda. 1-Insta el pa.c;;;o 3 vendría 
actua11do la rcgulnrizncióu j. 

Pnra generar un ntnlln convexa usando el funcional regularizado debe iniciarse 
con una n1nlla ele pocas celdas no convexas (Barrera HJ>; iniciando con una 1nalla con 
nmchas celdas no con\•cxas el proceso se vuelve lento y los ºruidos" provocados por 
In regularizacióu uos Jlc,·arün a resultados no deseados. En ese sentido este funcional 
falla para lograr mallas suaves y convexas de manera autonuítica. Sin embargo, In 
idl'a de rcgulnri:r.ar los funcionales es ruuy interesante y atracth .. -a a los n1étodos de 
opt.irniznciün de gran escala en sus distintas estrategias. Nos scni titil toda vez que 
trahajl'n1os con funcionaJr_.,. discretos de la forrna. 1/t. 

Ahora vcnn1os nlg,unns propicdnclcs atractivas detrás del funcionn.l de suavidad 
oh:·wrvadas sobre los trilingulos de la rnalla co1no Jo describió Barn~ra, razón por In 
cual se siguió trnbajando sobre esa línea: nnnli:t.ar las propiedades geométrictL'i de los 
triliugulos de la rnalln. 

2.4.1 Propiedades del f'uncional discreto de Suavidad 

Sobre un trhíngulo PQR, orientado positivarncnte (contrario n las manecillas del reloj, 
Vl'r Figura 2.23) el funcional discreto de suavidad tiene Ja representación 

f( Q R) l(P,Q,R) 
.·. P, ' = a(P,Q,R) 

clornh• l = l(P~ Q, R) viene dado por 

...---T=E=s=1s;-;:c~o:-;-:;N--, .. · , 
FALLA DE ORIGEN 

(2.llll) 
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R 

p Q 

Figurn 2.23: 'I'ri1íngulo genérico. 

l(P,Q,R) = llP_: Qll2 + llP-Rll2 (2.67) 

y n = n(P, Q, R) por 

n(P, Q, R) = (Q - P)'J2(R - P) (2.68) 

con 

(2.Cl!l} 

Ahora fijctnos dos puntos, dignnios P y Q y dcjcrnos libre n R; el valor del 
fu11cin11nl sobre P,.Q,R lo po<lc1nos escribir en fornw. vectorial co1no a= Q-.P, 
b = /l - P, escribiendo la función de la. fonun 

f-( b) = l(a, b) = llall2 + llbll2 

a, ñ(a,b) n'J2b · 

Vt••unos co1no es Ja forinn que to1nan a y b en un punto crítico de f. 
tP11dn?111os que 

al 
Da (a, b) 2a 

al 
Db (a, b) 2b 

Do 
Da (a, b) 

De\'. 
é)b (n, b) 

'TESIS CON 
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Por un lado 
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y por el otro 

y 

Df 
Da 

Df 
Db 

Si considerarnos c¡uc et ':F O, el punto -crítico _de J satisface que . . . 

2a- !_J,b 
¿;' 

2b+ ~J2a 
Cl' 

o 

resolviendo el sistema anterior tendremos que 

a=±J2b 

por unn parte 

y por la otra 

a'b=O, 

(2.71) 

(2.72) 

(2.73) 

(2.74) 

(2.75) 

(2.76) 

(2.77) 

t•s decir, el trínngulo P, Q, R que ~~ punto crítico de f es un rectángulo isósceles¡ 
esto es, los trioingulos. de~ lns celdas de la. tnallas tratan de lograr esta propiedad 
gcornétrica y ni lograrlo In configuración así obtenida puede ser preferida sobre otrns 
configuraciones pnrn resolver tanto ccuncioncs diícrcncialcs cu diícrcncias como por el 
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tnélodo de clcn1cnto finito. Por otra parte In orientación introducida en los triángulos 
nos lleva buscar el 111ínin10 parn (2.58) y es prccisa.rncntc ésta consideración la que 
influye para que, a través del optitnizaclor, husqucn1os la propiedad de In convcxicla<l 
por tncclio de los triángulos de las celda .. "!. Las celdas no se doblan en el cxtrmno si 
hay una orit.mt.ación de los t.rhíngulo:o>. 

Est.n propiecla.d de fijar una. orientación a lns celda ... ~ y a Jos t.riñngulos de las 
crlda.s la ob~crvó 13nrrcra. en trabajos anteriores sobre los funcionales discretos de 
éÍrcn, Barrera 1080 [3], logrando propiedades 1nuy interesantes clcl 1nínimo <le lns 
funcionales y extendiendo resultados a otros estudios, corno lo es el ca.so del funcional 
discreto de suavidad. 

La propiC"dad de lograr t.riéingulos isósceles bajo esta funcional es local, es sobre 
tl"Í•Íngulos aislaclos; sin erulmrgo, y debido n la fonna parcialrrwnte separable de la 
funcional: s1nna de cle1ncntos sitnplcs dependientes de pocas variables, puclc111os poner 
att~nciÚll CII 1111 C.-OlllJlOl'tatnÍelltO por subrcgioncs a lo largo de Ja regicjn de interés 0. 

llm•aa. aquí, hmnos probado que el funcional discreto de suavidad trata de lograr 
que los t.riéí11gulos sr.an rectéíngulos h;óscelcs. Si In. región es suficicntcm.cntc regular 
ohte11rlrc1nos sohn? ella. rnallas con ésta característica y si la región es irregular y nos 
encontrarnos cerca. <le una 111alla convcxn, podernos lograr una 111a1Jn convexa donde 
por subregiones observcrnos trhíngulos c<'rcanos a ser rcctfü1gu)os isósceles. 

Antes de concluir con la ... 'i propiedades del funcional discreto de suavidad, rPcordc-
111os que para lop;;rar (2.52) s11pusi1nos que la uu-..lla en B 2 C!S uniforrnc y de dimensión 
rn. Pero ésto no es la regla, la ..... rnallas cm B 2 pueden contar con <listintn distribución 
PU su:-; fronteras y In n1alla. en B 2 generada por la interpolación entre las fronteras 
pucdt> ser usnda para discrcti:r.nr el funcional de Winslow, obscrvese la Figura 2.24. 

Veamos C'l C.iL'io particular en que In 1na.lla t~n B 2 no es uniforrnc. Considcrcrnos 
que las runciones Yb(~'), !lr(11) 1 9t(.E) y Y,(1}) son panunctrizacioncs de (0, 1} Ctl (0, 1) y 
representan los lados correspondientes de B 2 con In particularidad e.le que 

Yo(~) 

91(11) 
(2.78} 

es decir. que los segmentos de nbnjo y arriba, cuentan con In 1nisn1a pnrn111ctriznción. 
De igunl forrnn, los scg1ncntos de la izquierda y de la derecha. 

Ahora hhm, to111e1nos cu cuenta el n1npco bilincal que transforn1c cada uno ele los 
n·ct¡íngulos de B 2 en las celdas de In tnnlla en n. Si P, Q, R, S rcprcscntau los punt.os 
de una celda e,., en n, la correspondencia con B,J In cscribhnos co1no 
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(I; .. •1,) 
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y 

X= X( l;,lY 

1 
1 

-!--------- ·--X 

Figura 2.24: 1\lnpco de una rnnlln en B 2 no uniforrnc. 

(/;;, T/J+i) 

(gb(~),g,(*'))--) P.+1.; 

(g.(f.¡);g,(i.¡\'!))-> P..;+1 
(2.79) 

El n1npco hilinenl entre B,_, y el cundriátcro P, Q, R, S lo J>odctnos expresar en In 
fonna 

Figurn 2.25: !vlapco hilincnl entre B;..; y <'t.J 

TESIS CON 
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(2.80) 
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Determinando los coeficientes por la correspondcncin de los puntos tenemos que 

A 

B 

e 

D 

p 

; ' 1 , (Q- P) 
9•('tf) - 9•(¡;¡) 

+1 1 (S-P) 
91(7,'-) - 9•(*) 

R-Q+P-S 
(2.81) 

Considerctnos In aproxirnación de la funcional de \Vinslow restringida a la celda 
B¡J, pnra esto tornemos en cucntn el mnpco bilincal r y uscrnos uuu rcgln <le 
cmu.lrnturn para nproxirnar la integral sobre B,_,, así 

"' !_ [llr,(9.(f.¡),!11(*))112 + llr,,(9•(f.o),91{!;Jlll2 

4 r~ (9•( ;;¡).!Ji(':; )).J,r,,(!I•( ;;¡). 91( *)) 

+llr,(9.('-;;¡1).91(*))1!2 + llr~(9b(~).y,(;;))ll2 

rg9.(';;,' ). 91 ( ':; )).J,r,1 (9•( •-:;,' ). 91( ':;)) 

+ llrd9•C'-;;;1),91( .i;'¡-!) )11 2 + llr,1(110( 'tf ), Yl ( 'T,!)) 11 2 

r~(!Jb( •:;_1),01( ~ ))./2r..,(!Jb( !T,f ), y,{~)) 

+ llrd9•(;!,).y1(4;-l))ll 2 + llr,,(!10(;!,J.y1(-'7,l))i12] (2 .82¡ 
rt(g,,( !,; ), 91( ~ )).J2r71 (9t,( !,; ), 91(~)) 

Por una pa.-te, las parciales ele r so11 

r,, 

TESIS CON 
FALlJ, DG OP.lGEN 
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r<(Yb( *),y¡( t)) 

r<(Y•('tf ), Y1(;'i)) 

r1:(Yb(~).u1(.i:;;-t)) 

r<(Yb(1,¡),g1(i1¡l )) 

con 

A¡ 1 y 0(Q - P) 

A¡1y 0(Q - P) 

Ai 19o(R- S) 

A¡190(ll- S) 

r,1(Y•(-/.¡), y1(1;)) Aj 1 g¡(S - P) 

r 0 (!Í•(';;¡!-),91(;'i)) Aj 1Y1(R- Q) 

r0(g•('tf),g¡(~)) = Aj1g1(R-'-Q) 

r«yo(;i¡),y1(~)) Aj 1g¡(S - P) 
(2.8•1) 

a..¡19, 
Ob(~) - Ob(,¡¡) 

1 

(2.85) 

(2.86) 

El primer suruando de (2.38) sería 

llr<(9•(*),91(;+llll2 + llro(Yo(;i¡),91(*))11 2 

r~(9•( !.; ), y1( !; ))hr,1(9b( !,; ), !11(;+)) 
(Ai 19•)2 llQ - Pll2 + (Aj 1g¡) 2 llS J P[ll 

A, 'y•A, 191(Q - P) 1J 2 (S - F f- 8
' 

de 111nnera scrncjnntc tcndría111os los restantes stnnnndos 

llr<(9•('tf),91{f.))ll2 + llr,,(go(i¡l;f),y1(f,))ll2 

r~(9b( ~). y¡(f¡ ))J,r,,(y•(~).m(*)) 

llrduo(~).91(~))112 + llr,,(90(~). y,(.z.:t¡-!))11 2 

r((!/b( ~ ), 91( l-;f )).l2r,,(gb( 1*'1),91(~)) 

llrd!J•(¡!;),y¡(.z.:t¡-!))112 + llr,1(9.(f.¡),y1("1f))ll 2 

r( (gb( ~ ), !11( .z:;f) ).l2r,,(gb( * ), 91( 17.1)} 

(A¡'y.J2 llQ- Pll 2 + (Aj 1!11)2 llR-

(A¡'y.J2 11n - s11 2 + (Aj'm)211R -'19i~ 
A, 'y•A, 1 Y1(R - S)'J.(R - dr· 

(A¡'9.J2 11n - s11 2 + (Aj'ml'llS -./~ 
A, 190A, 1g¡(R - S)'J2(S- #r· 

y <.•11to11ces, nuestra a.proxi1nació11 al funciónal de \Vins)o\\' sobre B 1 ., Ja escribirnos cu 
l<~rtninos ele los puntos P,CJ, R,S Pll la fonnn: 
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.!._ [(Aj 1go) 21JQ- PIJ2 + (Aj 1
91)

2 llS - PIJ2 

4 A, 1goA, 1g¡(Q- P) 1./2 (S - P) 

+ (Aj 1g.)21JQ - PIJ2 + (ilj 1
91)

2 1JR - Qll' 
il, 1goil, 1g¡((J - P)'.J,(R - Q) 

+ (A¡ 1goJ'IJR - Sll2 + (ilj 191)2llR - Qll2 

A¡ 1goAj 191(R - S)'.!2(R - Q) 

+ (A¡ 1g 0 )
21JR - Sll 2 + (Aj 1g¡)21JS - Pll 2] 

Aj 1goAj 1g¡(R - S)'.!2(S - P) 

49 

(2.91) 

En fortnn cornpacta, ln cJiscrctiznción del funcional de \Vinslow la exprestunos 
COlllO 

(2.92) 

donde 

(2.93) 

donde los cscnlnrcs Cl'k y /h: representan el reciproco de la clifcrcncia entre el tarnaiio 
d" los Indos del recti\ngulo B;.;. 

Ahora bién obs~rvcrn~s que 

f(a, b) - 1 
nZl!nll2 + .BlllblJ _ 1 

2<::rkfikn' .12 b 
o%11nll2 + .BllJblJ - 2ok/l.n'.12b 

2o,Ba1./2b 
IJoka - .Bk./2bll2 

2c:tk/Jka'J2b 

)u que uos llevará a tornar en cuenta. que pani tri¡í11gulos de área positiva 

(2.94) 

(2.95) 

(2.96) 
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y cou esto obtener una. n•lnción entre las longitudes de los segmentos a y b 

(2.97) 

lo c¡uc nos lleva n la igualdad siguiente 

(2.98) 

Enlom~cs, para 111nllns de din1cnsión ni x n, con ni :¡'.: n y con distribución no uni­
formen In frontera, usual en 111nlln. .. c.; t->obrc regiones muy irrcgulnrcs, el funcionnl sobre 
trhíngnlos busca que éstos sc-an cercanos a isósceles bajo la idea del a.'lpcct radio que 
provoca la 1nalla. sobre la 1·cgió11. 

Enfatizen1os c11ie pan\ llegar a ést.n representación supusimos que dos n dos 
los se~1nc11tos de frontcn1 B 2 cuentan con la 111is1nn pnramctrización. Si usarnmos 
pnrnmctrizacioncs distintas de los lados de B 2 , lograríamos controlar t!sla propiedad 
de los t ri•in~ulos y obtener eonfiguraciones interesantes n lo largo de la región en n. 

Por otra parte. hcn1os escrito el funcional sobre tri•ingulos de una forinn rnuy 
internsantc. Al considerar ](a, b) - 1 1 (la cunl dista. de In. origiunl por uun constante 
y dt•s<lc Juego euc11tan a1nhns con los 1nisn1os puntos críticos) se obtiene una rcprc-
sl'ntaci(n1 tm la fonna · 

f(a,b)-1 
llall2 + llbll2 - 2a'J2b 

2a'.12b 
lla - J2bll2 

2a'J2 b 

(2.99) 

(2.100) 

pan1 nk = f"lk· Esta es la funcional a la que harcrnos referencia cuando In rctomcn1os 
c•n los eapitulos siguicut.cs para a111pliar su clorninio de trabajo, y ele igunl forrna, es 
la f1111donal i111plantacla en el sistcn1a UNAMALLA. 

)lpflcxioncmaos sobre algunos aspectos de la regularización. En Jos sistcrnns previos 
a UNAMALLA la e)cccit~m de ~e para la regularización es cxperirncntnJ, fue con In que 
uos nht1n·i1nos hucnos resultados toda vez que nos cncontrnbmnos cerca de 1nn1Ju.s 
convt!Xas o bU•n, con pocas celdas. Por ejernplo, en el caso de In región M19 Ja 1na1Jn 
inicial gPncnula por Interpolnción TrnnsOnitn no es atrnctivn para el uso de In rcgu­
larizadún del funcional ele suavidnd yn que cuenta con rnuchns ccJdas no convexas, 
vp1· Figura 2.2G. 

Lo q1ll' har,. 11Pcesario aplicnrlc un procrso previo, dignrnos nplicarle algtín otro fun­
cio11al o bic•n ohtc•nicla por otro 1nétoclo para quu el nthnero de celdas no convexas sen 
pt•qm•fio y C'ntoncPs opcrnr con la regularización, veá.se la Figura 2.27(a). 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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Figura 2.2G: .l\lalla sohn! M19 obt.Pnida por interpolnción transfinit.a. 

Por otra parte, no ba ... ta. que la .... cclcLiL"' un convcxa .. 'i seau pocas, si no que se cuente 
con un "espacio" donde lo:-; puntos puedan moverse y entonces Ja regulnrización pueda 
operar. En un ca ... o se usó el fu11cioual AO para luego operar el funcional regularizado; 
sin embargo, la regularización no trabajó nrny bien, vccise In Figura 2.27(b), luego de 
algunos pa .. c;;os el optilni:zador no logró cucontrnr dirección de descenso y concluyó. 

Sin crnlmrgo, usando f'I funcional de Arca, obtuvirnos mejores resultados. Para 
d ej('tnplo, p1wdc apreciarse cún10 <!si.a elección nos condujo a. una rnalla. convexa 
y suave. En la Figura 2.28(b) se puede apreciar unos pasos de la optirnización del 
funcional dr. Arca y rn la Figura 2.29 la malla suave y convexa del funcional de 
S1m.\•iclad. 

Coruo se apn~cin el prorcso de lograr una rnalln. suave y convexa tanto por Jva­
neuko c;o1110 por la C8tratcg:ia de Barrera C!i 1nuy laborioso, CiL'iÍ rnnuual. Sin crnbargo 
la diferencia entre un proccdirniento y el otro radien prccismncntc en la concepción 
dd proceso discreto. No es In forma en que cada uno ntaca el problcrna <le opti-
111bmció11 sino el concepto gcornétrico involucrado. Por un lado, lvnncnko observa ta 
eonfiguracicln de los puntos <le la rnnlln óptima, 

n1in In 
1~ • .,ec 

(2.101) 

vi'<LSC la Figura 2.l 7(n). Por otro lado, Barrera observa el prohlcrnn de la gcncrnción 
de! umlliL"' corno 1111 problcrna de opthnización de gran esenia donclc se encuentra 
iuvolurrado la geometría dC: los triángulos de Ja rnalJa, véase la Figura 2.18, 

(2.102) 

TESIS CON 
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(a) (h) 

Fi~ura 2.27: (a.) 1\Ialla obtenida. por el funcional AO. (h) 1\lnlla. obtenida por la rc­
gularixacicín del funcional de suavidnd ni usar como inicial al pritncru, d opti111izndor 
110 cncontrc'1 dircccicín de descenso. 

clonclc el funcional traba.ja sobre los triángulos y, u través ele esa gcornctrín <la una 
explicación de la configuración de unn rnnlln, suave y convexa.. Por otra parte, el 
problerua ele optirnización lL.<;Í planteado, con triángulos orientados, es de gran escala, 
sin rPstriccioncs y sobre funciones parciahncntc separables: /(6) sólo depende de 
pocos puntos, por lo que ésta forma de atacar el problctna es muy interesante ya 
qu<! puede ser explotada. toda la estructura de la función. Gnrcin {23] presenta la 
L•Ht.ruct.ura parcialrncntc separable de los funcionales y propone una forrna económica 
de resolverlo. 

La necesidad de encontrar un proceditniento discreto que haga uso de la poten­
cialidad de los tnapeos arn1ónicos nos ha llevado a desarrollar funcionales discretos 
dd tipo de suavidad, funcionales basados en los triángulos para lograr dicho objetivo. 
En el siguiente capitulo darcruos algunas ba.."icS que nos pcnnitn entender la influencia 
cid :ircn cu Ja. convexidad y unifortnidad de las celdas para de esta forrun reescribir y 
rdnterprctnr el funcional ele suavidad a fin de desarrollar funcionales o proccdilnicutos 
discretos eficientes. 

TESIS CON 
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(a) (h) 

Fi~ura 2.28: (a) l\.lalla obtenida por el fu11cio11al Arca. (b) l\.lalla obtenida tras unos 
pa .. "ios cln la opti111izació11 de la rcp;ularizacitln del funcional de suavidad. 

Figura. 2.29: 1'olalla obtenida por la rq!,ulairización del funcional de suavidad. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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Capítulo 3 

Funcionales de Área continuos y 
discretos 

Durante el presente capitulo discutircn1os unn fonna. general de construir funcionales 
continuos ele Arca con las rnisrna..'i propiedades del funcional de Área clcísico¡ de igual 
fonna. vcrc111os una discrctización de él parn entonces introducir los nuevos funcionales 
discretos para la generación de n1alln..c;;. 

3.1 Funcional de Área continuo clásico 

El funcional de A rea continuo clásico se ha planteado con10 una. rncdidn del iírca de~ 
las celdas sobre las coordenadas del tnnpco directo en n para unifonnizar el tarnnño 
dr las celdas, sic111prc que ésto pueda. lograrse. 

Una ele las ¡-,ropicdadcs geométricas que dcscatnos medir en .una 1nalln es In uni­
fonnidad del ihcn de ln ... 'i celdas para de esta. for1na controlar su tn1nñ.ii~ y no se 
presenten cmnLios inesperados entre ccldn y ccldn acorde a In 1ncdición n rcaliznr 
sohrc la región. Por una parte, el jncobinuo del rnnpco directo x 1nidc locnltncntc el 
cín•a sobre la región de estudio n; por oLrn, In relación que guardan lns coordcnndns 
física ..... y llíg.ka ...... viene dada por la 

dxdy = J dt;dTJ (3.1) 

dt! ('°!sta innncra, el área de In región n viene d"1:~º pQi-

.-l(n) = J [. <lx1lx = 1' 1' J dt;1l11. (3.2) 
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Estn relación es válida para todo n1apco directo x entre 8 2 y S1: que conforrnc In 
frontr.rn, ntin para aquellos n1apcos cuyos segmentos c·urvilincos se entrelacen. 

13rackbill y Saltztnan (11) propusieron en 1082 rninimiza.r el jacobinno de la trans­
formación controlando la variación de J a lo lnrgo de n por inedia de una función dt-? 
peso w = w({, 11). Para lograrlo sugirieron 1-uinhnizar el funcional 

/(x) = 1' 1' w((,1¡).J((,1¡) df'.d1¡ (3.3) 

al que llarnaron funcional de Área ponderada. La función de peso w adcctín la. 
malla doíndolc nuis peso a aquellas subrcgioncs de S1: donde se desea observar con 
mayor precisión la propiedad del ¡\rea. Esta f11ncic)11 de peso es ntuy socorrida si de 
antemano :mbcrnos ctuil es ese con1portn1nicnto a lograr a lo largo de n. 

Nuestro interés es construir rnnllns convexas sobre regiones rnuy irregulares <le 
nmncrn nutonuiticn, por lo que contar con una función de peso de acuerdo n una 
región involucra un cnornw esfuerzo en córnputo y tiempo. 

Steiubcrg y Honche (42], propusieron que la función de peso w fuese precisnn1cnte 
d jncobinno de la trnnsforrnación, con lo cual el problmna. variacionnl que atacaron 
fue 

1 r• r• 2 Ío lo J 2
((, T/) d(cb¡ (3.'1) 

1 1'1' - (X(Yo - X 0 Yd 2 cl(clr¡ 
2 o o 

(3.5} 

A diferencia de Drackbill y Snltzrnnn, Stcinbcrg y Roachc forrnularon éste funcional 
de tnnncra independiente y se basa.ron en un enfoque gcon1étrico a observar en las 
1nnll1Lc;: la unifor111idad de las celdas. Analiccrnos las ecuaciones de Eulcr-Lagrange 
para el funcional de Área. 

Las ecuaciones de Eulcr-Lagrnngc para el funcional la son 

d (ºJ2) d (ºJ2) 
di; Dx( + cir¡ é)x,, 

o (3.G) 

el (ºJ2) d (é).J2) 
ci( Dy< + dr¡ Dy,, 

o (3.7) 

por 1111n partr. tenemos 
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2Jy,, 

-2Jx, 

dcsnrrollnnclo cndn expresión 

DJ• 
lJz• 

BJ• 

º•· 

d.J 
2J¡¡(• + 2y, d('. 

d(-2.lyd 
dr1 

-2Jy<• - 2uc cLJ 
dr¡ 

d(-2.Jx,) 
el('. 
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(3.8) 

(3.!l) 

(3.10) 

(3.11) 

(3.12) 

con esto, la!i ccuncioncs de Eulcr-Lngrnngc para el funcional de Área ·se escriben con10 

o 

o 

o bien, en forma n1atricinl por: 

2(~.~ ;::)(-~ .. ~)(i,)=(g) 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

t'l cual es un sistcrna cmi.o;i-liilc~rY-:00.:·clíPtico> Sobre· éstC:Sistcn1a no se cuenta con 
prueba de existencia y de unicidnd sObrc lUUl.

0 

región n nrbitrnrin. El hecho de que el 
sist.c1nn es no elíptico se ve rcflcjndo en lns rnnlhL"i al uo ser t•stn.s suaves. 
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Stcinhcrg y Knupp {30] ob:..crvaron sobre un conjunto de regiones de prueba (Ja 
Galería de Honchc) que no es posible obtener· n1nllns con la característica de que 
cucutcn con :irca unifonnc y sean convexas. Resolvieron el sistcrna de Eulcr-Lngrangc 
por tTJcdio del n1étodo iterativo SOR (10] con un sten.cil de nueve puntos y observaron 
c¡uc el proceso diverge en pocos pasos presumiblemente porque en esas regiones 110 

era posible encontrar una i-nnlln unifornic cu tarnaiio de celda. 

3.2 Funcionales de Área continuos 

El funcionnl de Arca continuo puede ser generalizado de rnancrn que co11scrvc1nos In 
propiedad dul funcional de Arca cUl.sico: iircn unifonne. 

Consiclcrmnos n L = L(x) una. función escalar difcrcnciablc dos veces y . . J el 
jncobiano de la trnnsfonnación,. Nuestro interés se centra en observar lfL"i propiedades 
que pcdlrmuos n L de maucra qu<? In expresión 

/, L(J) dl; dri ,,, (3.Hl) 

represente una funcional con propiedades geométric~c; sctncjantes al f1:11~cionnl de Área. 

Consideremos las ecuacioucs de Eulcr-Lngrangc del prablcin'ri. vnri~Cional ñ.socindo 

Por claridad dcnoteinos 

L'- dL 
- dJ' 

L" = cPL 
dJ 

o 

o 

rou esto, cada cJmucnto de las ecuaciones la.s cxpresnn1os cotno 

d (ªL) 
tU!. ª"'< 

(3.17) 

(3.18) 

(3.19) 
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, ,,dJ 
Yc,,L + y,,L dE,, (3.20) 

d (ªL) 
<l71 ax,, 

(3.21) 

d (ª.]) 
ele, DyE = 

(3.22) 

d (ªL) 
dT¡ Dy,, 

(3.23) 

c.:011 esto, ln.s ccuncioncs Eulcr-Lugrnngc de (3.-18) son. 

L"( d.J d.J) O, 
y,, di;. - Ved,¡ = (3.24) 

L"(x,, el./ - xc d.J) =O 
, el{,. dT¡ 

(3.25) 

y t•n fornrn rnat.ricinl 
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L" ( ) =en (3.26) 

las cuales son idénticns al funcional de iírcn c:lásico excepto por el factor L". Du 
aquí, se concJuyc que una solución pura el funcional de •Íren clcísico scrii solución pnrn 
cualquier otro funcional continuo de área de In forma (3.16). De igual rnnncrn~ si 
o• es una. rnnlla. solución de un funcional continuo de circn con In propiedad de que 
L" ,,¡..O entonces e· será solución del funcional ele él.rea clá..."iico. 

llacicudo un pequeño cntnl>io en el orden de las ccuacionc:-> últirnns podernos 
rccscribirhL"i corno 

L" ( X( x.,, ) ( 0 l ) ( ~ ) ( 0 ) . 
Y< y,, -1 O ;¡;¡ O 

(3.27) 

Si considerarnos rnapcos no singulares, es decir con 

J = d~t ( X( x,, ) ,,& 0, 
Y< y,, (3.28) 

las ccuncioncs de Eulcr-Lagrnngc rcSuJtan 

L"(~)=(~) (3.2!J) 

.Ahora bien, si para estos rnnpcos nuestra función L es de tal forinn que L" ::¡',; O, el 
jacobiano J de In trnnsforrnación scrií constante en fl; esto es, In 1nalln así generada 
por el funcional continuo scní uniforme en n. 

Cabe señalar que la fonna de In función L es n111y importante para lograr la 
propiedad de •irca. uniforme ya que nos indica la aportación de J a Jo largo de n. 

Algunos cjciuplos de funcionales de Área del tipo señalado son 

!. L(J) = (./ - c"i) 1 

2. L(J) = J- 1 

3. L(J) = J~w• con w e m. adccundo. 

•t. L.(J) = J!w• con w e IR adccundo. 



Funcionales de Área continuos y discretos 61 

En el prinier ejcntplo O representa ni vnlor prmncdio de o de un trhíngulo {dos veces 
el ;ír<>a, ver Capitulo 1 y 2). En el ejemplo 2. el funcionnl tiene sentido sobre rnapcos 
no singulares, .J =F O. En u1 cjctnplo 3 el valor ele w elche ser tal que ./ > w sobre )ns 
mullas clcl r:onjuuto qur. puede :;;r.r descrito con esta propiedad. De igual forrnn usar 
el Lagrangiano en d cjr.mplo ~i nos obliga a contcrnplnr tnnlJns tales que J > -w, 
siempre q1w ésto pueda ocurrir. En el Capítulo siguiente abordarcrnos las funciones 
construida .. "'i pnr la discn~tización de 1~stos funcionales y veremos para qué valores de 
w es posible definirlos. 

En el funcional cbísico de Án•a su Lagrangiano l'S J 2 , su fonnulacicln geométrica 
r.s lograr unifonniclad l'Jl 1íren de la ... cddas ele la. n1alln (42], ésta rnismn idea intuitiva 
es usada para describir de rnnnern cualitativa In propiedad gcornétricn que desea ser 
nll'dida. usando los anteriores ejemplos .. En In seccilut siguiente vcrc111os 1 n través de 
los fundonalcs discretos, "<'~st.a a.."ieveración. 

La forma discreta. ele los funcionales por 111cdio de la discrctización de Barrcrn­
h:anPnkn nos pcrtnilf~ll lograr tnnllns cercanas a la unifonnidncl sobre regiones poligo­
nales irrcg.11lares, vc.~ren10s In cliscrctización logracla J>Or Barrera y scítalarcrnos nlguna.s 
de sus propiedades. Pnru lograrlo vean1os un funcional discreto quC di6 pie a este es­
tudio. 

3.3 Funcional discreto de Área de Castillo 

Castillo en 1987 introduce lo que llutn~1nos hoy en din los funcionales di:;crctos ni 
intl'rpretar los funcionales continuos de Aren, Longitud y de Ortogonalidad de manera 
directa sobre la8 celdas y líneas <le la malla dando lugar a unn función su1na de 
funciones suhrc las celdas o líneas de la malla. Bnrrr.nl. y Castillo propusieron resolver 
PI problema por tnétodos de optimización ele gran <>scnln y hacer uso de la c.oqtructurn 
de la funciún, el gradiente y In lwssiana. e implantado en un sistcrnn cornputacioual. 

Vcan1os en qué consiste el u1étodo y tncncionctnos ligernn1cntc su dificultad. Con­
~idcrPrnos Ja celda c,J de una malla de 711 x n sobre una región poligonal n, ver 
Figura 3.1. 

Co11sidL•rcmos el iírca del cundrihítero e,,, t!sto es 

(3.30) 

11 funcional discreto de r\rca lo clr.finc Castillo con10 la surnn del cundrndo del ñrcn de 
todas las celdas de la. rnnlla. 



62 Funcionales de Área continuos y discretos 

'!-lj+t "·•J•t 

1iJ-1 'i+lj-1 

Figura 3.1: Celdas nlrcdcd~:>r del punto P.., 

rn-1 n-1 

FA= L:L:A?,,; (3.31) 
i=I .1=1 

y ul problema de grnn esenia surge al rninilniznr In función sobre los puntos interiores 
<l1! la rnnlln 

(3.32) 

Por una parte, <'-'ita función es rnuy sencilla y el núrncro de puntos interiores son la."i 
incógnitas del problcrna ele? optirniznción, un prohlcrnn de grnn escala cunudo la 1nn1Jn 
~s ch~ clirncnsión grande. 

La estructura de la funcional discreta cst;í descrita en (37] y [5]. donde se sciinla 
a detalle Ju estructura del gradiente y In rnntriz hcssiann para su irnplnntnción en un 
sistcrna computacional. Interesado por e) prohlcmn de gran escala, Burrera apoyó 
a Castillo en el L>st tulio dt! la funci6n a rnininlizar atacándolo a trnvés de Gradiente 
Coujugmlo y otros rnt!todos de óptin1iznción. 

Una de la. propirdadPs que> encontró Castillo del funcional, es que unn rnalla con la 
misma ürca cu todas sus celdas es óptiruo del funcional [13), siempre que esta pueda 
<·onst.ruirsr.. Esto es, que en principio éste funcionnl pudiera. conducirnos a rnnllns 
1111ifurr11cs. Sin eornbargu. <•stu no es así. 

Tiempo despuc.!. ... de su trabajo doctoral, Ca.-;tillo consi<lcraudo un problcrua 1110-

<h·ln [15], ronst.ruy<> <.·011rig11racio11cs qt1«' ni SC'r optirnizadas le llevaba a puntos no 
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nclccundOs, .n configurncio11Cs donde la malla es no convexa. 

Figurn 3.2: Problr.mn rnoclclo nlncndo por Castillo [IG]. 

Figura 3.3: Configuraciones obtenidas por el problen1a modelo de Castillo [16]. 

La ... o.; conclnsioucs de Cnstillo fueron que se debía cornbinar ii.rcn con longitud parn 
tll>tm1cr configuraciones nccptnhlcs. 
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13nrrcrn y Pércz ['1] retornan las ideas de los funcionales discretos, pero n través de 
1111a discrctiznción de los continuos y demuestran, en forn1a. independiente n Castillo, 
que ~u funcional falla. pnrn producir 1nallas convexas y 111ucstrnn un cjcrnplo de una 
nmlln con 11.rca unifon11c en ccldns pero que es no convc..'Ca, ver Figura 3."I. 

HY 10.P1~ t2.PI C2.1"4) 

Figura 3A: (a) Problema. tnodclo. (b) Solución por el funcional de Castillo. 

l~n 1988 Dnrrcra y Pércz trabajan en conjunto para resolver un problcrnn de flujo 
sobre In bnhía de la Hnbnnn y consideran una. variante del funcional de iirca pero con 
111ln ollscrvaci6n intcrc:mntc: los elcrncntos dchr.11 ser considerados con orientación 
positiva. Por otra parte ya no trabajan sobre el ;:irca de ln ccldn. sino a través de los 
trhingulos que ésta describe (3) y con l!Sto, In formulación del funcional discreto de 
;\rea se '\"t1eh.0(! n111y interesante. 

rra-1 n-1 ..i 

F, = .L:: L: ¿c .... !~»2 (3.33) 
t=I j::=l k=l 

De igual forma., se interesan por distintos n1étodos de optitnización de gran cscnln 
cmno Jo son el BFGS con l\1Ir.111oria Li111itndn. y rnétodos de Newton Truncado pnrn 
aprovechar la estructura. del gradiente y de la tnntriz hcssiana para de cstn forn1n, 
hnccr cficiPnl<' el proceso de opti111iza.ción. 

En el siguiente apartado describiremos In discrctiznción del funcional de Área 
clol. .. 'iico, sig11ic>11clo la idea. de la discrctización de \Vinslow para obtener el funcional 
di::>crcto t-.-\n•a dl'• Darrcra-Pércz. 

3.4 Funcional de Área discreto, t-Área 

De la mis111a fl>nna PJl que p1·occdirnos a discrctizar el funcional contiuuo <le Suavidad, 
ha~1i.111oslo ahora con el funcional de ...\rea chi."'iico. 
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. h ••. • 

El ftuicional <le Área lo podemos escribir como una. sutnn del fnncionnl restringido 
a cada unn de Ju.s celdas de B 2 · 

y;;, h .... J
2 

dE,d1¡ 

L, 1 (x~J,x,,)2 dE,d1¡ 
i.j . . 11.J 

(3.34) 

<. . '. ~· . ·. 
y para cada. celda ·niJ el mnpeo fcstrinjido nproxitnarlo por la función bilincnl r = 
r(~, 17}, es decir, eón la ~orina. 1mls simple de 1nnpear dos cuadriláteros, obteniendo 

(3.35) 

Siguiendo lns ideas del capítulo anterior sen G una rnnlln de n1 x n en B2 uuiforrnc 
en ~ y 1¡ y por clnr~dnd considerctnos In celda e¡.; corno el cun<lriloítcro cornpucsto por 
los puntos P,Q,R,S, ver Figura3.5. 

Figura 3.5: ?\:lnpco bilincnl entre B¡J y C¡.; 

Escribiendo el inapCo bilincnl entre B¡.; y el cuadrilátero P, Q, R, Sen la forrna 

r(l;,1¡) =A+ B(l;- .!._) + C(1¡- ti+ D(l;- .!_)(1¡ - ti 
1n n 1n Tt 

(3.3Gi 

los coeficientes del 1nnpco Son dctcrrninndos por la corrcspoudcncin entre los puntos, 
a.sí tendremos c¡ue 

A p 
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B 
e 
D 

m(Q-P) 
n(S'-- P) 
mn(R-Q+ P-S) (3.37) 

Una vez hecho esto, UNcrnós.unu 'rcg1n de cundratura parn nproxirnar la integral 
sobre B,4 obtcuicndo 

.!. [(r' .i.... L J,r c.i.... L>) 2 

4 < (ni' n) '' 1n' n 

(
,i+lj i+lj)' + rd--· - )J2 r,(.--, -) 

711. 7l Tn 71 

( 
'(i+l j+l)/. (i+I j+I))' + r( -;;;-• -n- . 2r,1 -;;;-' -n-

+ (r'C.i.... j + 1) l,r c.i.... j + 1 i)'] 
( 7'1' 1l • FJ '" 1 11. 

Por unn pnrtc1 )ns parciales de r son 

r,, 

m(Q- P) + nm(R+ P-Q- S)(r¡- ;!_) 
n 

n(S - P) + mn(R+ P- Q- S)({- .i_) 
"' 

y sus valores en lns t'Hqt1inn.~ de B,.; son 

m(Q,--;.P) 

m(Q .,-- P) 

m(R-S) 

r,,(~, ;'¡) n(S-P) 

n(R-Q) 

n(R-Q) 

n(S- P) 

Con esto, recscrihin10s el pritncr elemento de (3.38) 

uw(Q - P)'J,(S - P) 
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y de nuuwra scn1cjantc toudrcmns los restantes térn1inos 

r'(i + 1
, L),/2 r, (i + 1

, L) mn(Q - P)'J2(R - Q) 
<7nn 1 1nu 

(3.42) 

r'(i+l j+l)J2 r (i+l j+l) mn(R-S)'.J2(R-Q) 
< 111. ' n '' Tn ' n 

(3.43) 

(3.44) 

con t.~slo, la nproxirna.ción nl funciónnl de. Área sobre B 1.; In cscribitnos en térrninoK 
de los puntos P, Q, R, S de In fonna: -

""' ~m2n2 
[ ((Q - P)'J2(S - P)} 2 +° ((Q - P)'J2(R - Q)) 2 

+ ((R - S)'J2(R - Q))
2 ..¡.'. (CR - S)'J2(S - PJ)2] (3.45) 

De la 111is1na. fonnn en que procedimos en el capitulo anterior, hngan1os un cxarncn 
n11~11to• de los cuatro trhingulos que pueden ser descritos sobre un rectángulo. En 
111wstro caso será sohru cada ccldn e¡..;, con orientación positiva, tnl como se 1nucstrn 
P11 la Figura 3.G. 

Figura 3.6: Triángulos de. ~na.celda. 

Dado que los trilíngulos cucntn. con oricn.tnción positiva, el oircn de cada uno de 
t•llos est é'i rc-pn·:-;~ntarlo por In expresión 
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2 •lrcn(P, Q, S) = dcL(Q - P, S - P) -~ (Q - P)'J~(S ::_ P) (3.•IG) 

lo que nos llcvn n escribir In intcgrnl de Árcn r~stri;;gidlt..· a In." ·c~J.dn. B~.; en forn1n 
co111pnctn corno 

:irn2 n 2 ((2 ñrcn(P, Q, S))2 ;+ (2 :trcn(Q, ~· P))2 

+ (2 ñrca(R, S, Q))2 +·(2 ñrcn(S, P, R))2 ] (3.47) 

Podemos silnplificnr aún nuís la c.."ICprcsión anterior escribiéndola corno función de 
trhingulos en In forrnn 

(3.48) 

donde 

J(L:>.) = o 2 (6) (3.49) 

R 

b 

Q 

Figura 3.7: Triángulo genérico de una celda. 

y 

c>(ó) = 4 dcL(Q - P, R - P) = 1\rcn(P, Q, R). (3.50) 

110 pcrdntnos de vista c1uc P, Q, R representa el trhingulo .ó.,(k) en curso, Vt.!f Figura 3.7. 
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Nótese que en esta fonna de escribir e) funcional he111os otnitido la cantidnd m 2 u 2 

de (3.47) ya. que sólo es un factor. Este fact.or lo tornaremos en cuenta cuando VC'éunos 
In necesidad de norn1a1izar Jos funcionales para usarlos en combinaciones entre ellos. 

Ahora bien, la integral de .1\rca, al i~ual que la integral de \Vinslow, In hemos 
aproximado por una función o colt!cción de fuucioncs, que dependen 1inicarnc11tc de 
los nodos interiores de la rnnlla. 

~ ~"Í:.1<~~:)) 
1=1 j=l k=I 

N 

L:1<1:>..> 
q=I 

(3.51) 

donde JV es el 1uit11cro de triángulos de In tnnlla. Con esto, hcn1os trnnsfonnndo ul 
problema co11tinuo de Área. en un problema. de 111inirniznción sobre los triúngulos de 
la 111nlla identificando aquellas configuraciones de mallas cuyos Lrhíngulos sntif;fngan 
d problcrna de gran escala 

(3.f>2) 

donde ·v c•s el co11junto tic 1nallas sobre n de dirncnsióu 1n X 11. Un problc1na CXClllO 
d<! re:-;t rkciones. 

Est<~ funcional coiru:hle con la propuesta de Bnrrera-Pércz pnra c-1 funcional tic 
•hea. midiendo los t riüug,ulus orientados de la 111alla. Por una parte el funcional ele 
Barn•ra-Pérez es una discrctizac:iún shnp1c del funcionnl continuo de ¡írca y por la 
otra, c11l.'11tn con J>rnpic•clmll's r1111y atractivas descritas por su:;; autores C"U (4]. 

Siv.uicndo las idt>as de la cliscrctiz.ación del funcional de r\rPa y a.trndicndo a In 
funna de los fu11cioualPs discretos: surnas du funciones si1nplcs, vean1os una manera 
<le n•¡nt>senlar f11ncionnll's cliscn•tos q11c miden el 1í1·c-a dP- los tri:í11g11lus. 

3.5 Funcionales discretos de Área 

En lo que resta ch•I capitulo 111ostrar<-n1us una. forma de construir funcional!!S discrf'tos 
p•tra la gt~ncraci<>n de 111nll1Lo.;: L•L•mdos cu las propicdailes del funcional de• Arca clásico 
dis~rct.izadu, t-An~a. Para lo~rarlo C'Xtcrulan1os la noción ch•l •Írea uniforrnc a través 
dP una funcillll sol.Jn• Pl ;\rua tlt> los triéÍllgulos y v1•a111os <¡11<~ propiedades elche tener 
la f11ndl>11 para que- r) prnhlt>11u1 bpti1110 cuente Plll re sus puntos críticos a la malla 
11niformc. 
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(a) (I>) 

(d} 

Fiµ,ura a.S: ~!alias gt•ru•1·adas por d f1111cional de 1-..-\n•a. (a) regh»n ele la hahía df' la 
llahana, (h) n·µ,ión df' S11da111t~rica, (e) n·~il>n del Cato y (el) n~~i<·m cl"I nPino Unido. 
:\:inµ,1111a PS eoll\'PX:a. 

3.6 Una forma general de los funcionales discretos 
de Área 

La eanthlad nq (dos veces el oirca) de los triiíngulos de una n1nlla en n con orientación 
¡u1sitiv.a tiene In propiedad duque 

N 

E a,1 = 'J • 1irca(S1:) (3.53) 
q=I 

n•r (·1}. Estn rantidad rs indt•pPn<licnt'! del grado dt~ con\'<'xidacl o .. irrt!µ;11laric.lad'' 
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de la región de cst.udio; ¿¡.o.¡j un problema de optirnbmción c¡uc involucre el ñnm de 
los trhíngulos de la rnalln puede ser tratado como un prohlcrna de optimi"Znción sin 
restricciones, en In siguiente ticcción cnfatiznrcinos Pstas ideas. 

Si f : 1R-> in es una función continua, considcrc111os la cxpresi<ju 

N 

F= ¿nu,,) (3.5·1) 
q=t 

co11 nq dos veces el área dd trhíngulo. Esta expresión para F es una función del 1írca. 
d<~ los tricíngulos <le la rnalln que pondera el 1írea de los lrhíngulos n lo largo de la 
región. Habiendo definido f desearnos rr.solv,•r d prohlernn .de optirniznción 

N 

mi_11 /·"' = L J(n.1 ). 
GEfJ 'l=I 

(3.55) 

Nl>tesc cpu'! no se pide nuL"> que continuidad en In función f; cu la pníctica nuestras 
fuudonrs de <!sludio son cont irnuunente diferencia bles. 

En priucipio la expn•si<in (:-J.54) podría considerar ccldns y 110 solamente 
t J'i;inAulus. Por cjc1np)u. d funcional de Castillo [ 13), es un funciona) de tín~a por 
n•lda.-., pero co1110 ele él han dc1nostn:ulu Barrera y PPrez (3) el funcional de Ca.stiJlo 
no t•s u110 a u110 por Ju q1w 1111 punto crítico podría ser una 1nnlln doblada; de esto 
lu~111os ¡>laticoulu 1•11 apart.n<los antel"iore:-;. 

La proposición sigui<•nlc nos da uun idea de cón10 construir funcionales del tipo 
(:l.f»I) y a partir de ln.s propil'd:ulcs que se cspcrn obsrn:ar. 

Proposición 3.1. Si e· e.'i Tlflft rrutllcz tal qtte 

¡mnt q = 1, 2, ... , ,v 

y F '~·" tlU fu11cio11al de círca corno en (3.54)~ entonces 

a) e· C.'l un pun.tn crítico de F. 

b) Si f C.'i tal que/" 2:: () ¡mnt todtt 71tclllU. G, a· C."i 111.íui111.o ,1,: F. 

Dc111ostr.nción 
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Si Zr es un punto interior de una 1nnlla de <lin1cnsión 111 x n sobrc.n, 
In dcrhrucln. parcial de F con respecto a Zr es 

N 

DF = L f'(n-q) Dn• 
ÜZr q= 1 éJzr 

(3.57) 

y los elernent.os r.-; de la 111ntriz J Jr.ssiann de F son 

de tnuncra. cornpuct.n In. rnntriz Hcssinnn. de F In rc~rcscntnrnos p~r 

N 

donde 

r 

H = A'rA + L:J'<a-.Jo. 
q=I 

ding(f"(o-1), f"(<>2), · .. , f"(<>N)) 
Da; 
az, 
rnntriz Hcssinun de oq 

(3.58) 

(3.5!)) 

(3.60) 

Habiendo descrito la matriz J-Icssinnn. de F cousidC':rctnos la suma de 
los triii.ngulos dC una 1nnlln G sobre n 

N 

lJ = L º• = .f • •hcn(fl) (3.61) 
r¡=l 

In cual es constante para cunk1uicr 1nalla sobre fl con trhingulos orientados 
positiva1ncutc, dnudo a lugar que las derivadas pnrcinlcs de esta cantidncl 
con respecto n los puntos interiores so11 cero 

parar= l,2, ... ,{m-2)(n-2) (3.62) 

v1ílido para cualquier rnnlln y de manera particular para e·, la 111alln de 
t.rhingulos con circa uniforme. De (3.57) tenemos que 

DF(Gº) 
Dz. (t. f'(n,,) ~;:) (Gº) 
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í::, j'(ó·) Dcr• (G") 
q=I Dzr 

f'(o) et.~~=) (Gº) 

o (3.03) 

Con <?stn nrg11111e11tació11 hc1noS probado Ja pri1ncra part<? de In 
proposicicju, <tUe o· In. 111nlln ideal, In de Jos l rhíngulos ch• ü1·1?H 11niforltH', ••s 
punto crítico du 1111 fu11cio11nl de Área. (3.54). Sohrc esta 111nlla, la nmt.riz 
lles..,ia11a de nq es c1?J'O y f?Jtto11ccs In es la 1 fcssiann dn In suma 

{}2 ( N ) 
é):; {}z L n,1 (G") =O, pum ·r; s = 1, 2, ... , (ui.-2)(11-2) (3.0•1) 

r ª t/=I 

pur lo que In 111atdY. HPssiana de F (!JI a· toma In fonnn 

l/(Gº) = A'rA(G") (3.05) 

ya que r t!ll G• CS 1111.n. tnnt.riz SCJUÍ·dCfi11icJa positiva. (es Una lnntriz <lingo-
11aJ c.;011 dmnc.~11t.os 110 1u.•gat.ivos) tn111bié11 Jos PS // .. Así, c¡ucdn dctnostrndo 
que e· •~S llH rninimn ele F. 

Lq.r¡.rl. 

73 

Lo i11t1•rcsa111.<• dt? tíst.a ¡iroposiei<'m ('S rdndonnr Ja tnalla i<lenl e;,. la malla. con 
1111ifo1111idad Pll 1ín•n dP la ..... c1•lda . .,. )o' el valor óptirno <h~ Jos funr.ionalr.s de 1irun1 de 
111aru•ra <¡111' p1wcla11 ser c•nnsl ruidos fundonall•s discretos F con In propiedad ele que 
si 1•xisll' lllln rualla unifonne! l!fl n ésta SPil punto erítico y tal \"CZ 1ni11i1110 ch! F. 

Pm· sup1wsto hahni11 f1111cio11al<•s <li• ..\rea ntii.s !'iencillo:.;; y 1íti1Ps qur. otros y para 
('ada lllH> de~ Piios con Ja canu:l<!ríst.ica (3.f.i·I) pudría e_>} optiruizador <'11 principio con-
1l1u·i1·1u1s al 1"1111.i111<1 11 1•stnr c·<•rra; 01lg,1111os clP estos PjPn111los f1111cio11aní.n 1nejor qtw 
••11c1s v c•11 alg,111u1s t1•1ulrc•111os dilieultad para i111plantnrlo. Conduirmnns f!I capitulo 
di:-.c11t.if'ndo dos 1?jen1plns de• funl"iunales clt• ..-\rc•a de! s111110 intc•rl~. 

En la :-01•n:h"111 siµ,uit'lllP \'Pn•111os dos f1111«io11ah•s df' PSI<• tipo 1·011 ci<"rt.as particu­
l;11·icladc•s. 

a.H.l Solución al problcnaa de opt.i111izaciún 

En los t ndmjos l l ·IJ y l·IJ i-;1• ch~sarrn}hj 11w1 111a11t•ra dt> int <'rpr«'ta1· c•l f1111do11al discn•to 
ele• lnngitucL \'<"Hlllos ahora 1111 11ioch•lo amiloAo dr opt imi:t:ad1í11<JIU'11ns llt•v<• a trabajar 
lo:-. f1111do11ah·s cl1• An•n. 
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Ahora. co11sidc.~re111os el problcn1n de optirniznción expresado cotno 

sujeto a 

N , 
min F = L f(w,1) , 

q=:I 

N • 
¿w.=D 
q=l' 

(3.66) 

doruh~ B es una constante y f es unn función uno n uno dos veces continunnwntc 
cliferm1ciab)c. 

Esh• prohleinn de optiruiZaci~jn t.icnc por punto critico n 

n 
w,, = iv_' 'l =.l, ... ;N (3.67) 

para los <lctn11es de ésta. nfirnrnc_ión r~ferin~os ~1- trnl.injo [2•1]. 

l..o-intcrcsnntc el'! esta forrnul.Í1cióÍ1 ~o; fclaciOnnrlR con el ~írca de 1.os triángulos. Por 
uun parte, los t.rhiugulos sobre unn mnllO: ~on·.Oricntnción positiva ticnC In prOJ>icdnd 
dt! que 

N 

L º• = 4 • árcn(!1) 
q=l 

(3.68} 

a •. 'ii, Jus funcionales. de iírca sol.Jre los triángulos orientados de una. n1alln tiCncn t>or 
p1111to crítico n. u(¡uclln configun1cic>n <le puntos para los cunlcs· se sntisf1~ce qu_c 

4·1írea(fl) 
rtq = N , t¡ = I~ ... , N (3.6!J) 

<'Sin r.s, una malla orientada con <Ír<m u11ifor1ne en los t.ri1í11gulos es un pu11lo crítico 
d1• los funcionales discretos ele iirca. El halu•r pedido que los triángulos cuenten con 
ol"ie11t.nció11 positi,•a (•S funda11w11tal para este 1·esultadu. 

Vc.~arnos algunos Pje1nplos de fuucionalcs discretos ch_• •Íren. 

3.7 Ejemplos de funcionales discretos de Área 

Dos ft111cio11alPs discn!tos de Arca rnuy 1itiles son el f1111cional de i\nm. cuarto p1·01nedio 
A·lf> y c._•I runcioual discreto de ..-\n•a ill\'l'rSH. El fu11cio11al A-1 p (r\rra cuarto p1·onwdio) 
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l·JS) tiene por representación 

N 

J~..,~ = ¿ca,, - c1')'1 (3.70) 
q=I 

(•si.e í1111cio11al di:;;:cn?tu i11t.c11ta. que ln '\"arinción dn los t.ritingulos con respecto al vnlor 
ele) área prorncdio (valor <lel 1irca de un t.rhingulo genérico de In rnalln idcnlT la malla 
ele~ •irca uniíornw) sea Ju?qucflu. Tinoco rcportn (Tabla 3 1 Capítulo 4 {48]) que (•st.P 
funcional discreto produce 111nllm; convexas o bi<'n cercanas n In convexidad en alg1111os 
ca.sos en que el funcional ditocn~to t-.1\.rca no Jo logra; sin crnbnrgo, aún sobre rcµ,iours 
muy irregulares éste funcional falla para lograr una n1nlla convexa y ópt.in1a en el 
Hl'lltido (3.54). 

La. el<'cción del exponente en (3. 70) Ílll' (?xpcri111cntal, representa una. n1cdida 
f11<•rtc n obscrvnr sobre la 1nnlln1 y hn. sido <'OH d cual :·m han logrado bul'nos rcsultndos 
ni 111ag11ificar In.._.., dcsviaciorws del 1Íl'c?a d<' los tri;í11gulos parn cntoncrs controlar el 1ín•a 
esperada de una rnrjor 11m11era y claro. solH"P tncln la r<'p;ión. 
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(a) (I>) 

(d) 

l·'ij!.11n1 :J.!l: ::\lallas j!.t•111•n11las por· t•I f111wic.111al .-\-11 '. (a) l"l'j!.it
0

HI dt• la había d«• la 
l laha11a. (h} 1·Pg,h"111 d1• S11da11u"ric-a. (1·) n•g,i<"n1 d<•l Cato'.\" (el) 1·pg,iú11 dt•I HC'inu U u ido. 
:"."i11µ,1111a 1•s t"t>11v1•xa. 
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3.7.1 ·Funcional discreto. inverso de Área 

Otro ejcrnplo del funcional cÚscrct.o ch"? .1\rcn lo representa el íuncional discreto de ;írca 
inversa 

(3.71) 

Éste íuncional discreto ele Arca t il'IH~ la particularidad de estar definido sohre n1nllas 
con trhíngulos de Área. positiva. Corno ya íue cn111cntado, cuando se aplica Hll rnétoclo 
iterativo de optirniznción cobc la posihiliclacl dP que el opt.i1nizn.<lor nos lleve.? a consi~ 
clcrnr co1110 candi<lntos al ópthno a tnallas no convexa .. o.; o hit!n, con cclda..c;; degeneradas, 
cu cuyo caso la expresión (3.71) puede 110 estar <lPfinicla (alguna Oq ::5 O). Si Cl'q <O el 
íuncionnl carece e.le significado y el optimizador podría conducirnos a puntos n 1nallas 
<(11<! nada tienen que ver con la J>ropÍt?<)a<I cl<•l f1111rin11al <liscreto y continuo <le A rea. 

Por esta nl:t.<.)11 d<'lw hacerse 111Hl rr.v,11lariznciú11 dt•I funcional inverso de Area 
dt~ 1nancra sctnejantc qut• en con el funcional de suavidad discreto, para pennitir ni 
opti111izmlor rechazar puntos (co11figurncio11cs de puntos, la.o.; 111allas) de prueba. no 
act~pt.ablcs clurant.<? su proceso. 

o 

Figura 3.10: H.egularización del funcional. 

La tnisma propu<.."Sta pnrn regularizar el fnncinnnl t.h• Sunvidnd hecha por Barrera 
ha dado hucnos resultados a éste f1111cio11al discreto inverso ch• .Arca; por lo c111c la idea 
111• cn11Lar con 1111 co11ju11to <le 111allas clHL'"ii-convexas y subn! ése co11j1111t.o operar In 
n•J.?,11larizm·i<'>n rlcl íuncional ctmti111ia re:mlta11clo atrart.i\"O y da Ja pauta para co11st.ruir 
f1111donales a111pliando el concepto de cmL'">i-convt•xiclad. 
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(a) (h) 

(<') (d) 

Fip.,11ra :l.11: '.\lallas ~''flt•radas por l'I ft111t·iu11al tk Arra invt.'r~o r<'J.!.Ularizadn. (a) 
1•'J..!.il'111 ck la bahía di' la llaha11a. (b) n·git"»u d(• Suclaml°!riea, (e) rcgiim del Gato y (d) 
14·µ,iú11 <h-1 HPino Unido. Todas son cn11vPxa.s. 
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Capítulo 4 

Funcionales para la generac1.on 
automática de mallas 

C'"111110 ht>111os visto, <'011 los f1111dn11ales descritos hasta aquí 110 podc111os ~cmerar 1nnllas 
et 111vi>xas y sUél\."PS Pll rcgio11es ntipica .. o; y adcnu'i.s, parn alguno de ello!"> es imlispc11snhh_• 
n111l a1 1·u11 uiallas easi-cunvt_•xas para iniciar el proceso para esperar obtcm_•r una 111alla 
t·u11 las J>t"l>JlÍ<'<lach~s dPsc•adas. 

En <·l caso cunen!lo de• los funcionales discretos de Suavidad v cliscrcto inverso de 
.-\ 1·pa 1•s 11cc<>sadn co11tar con 111alhL'i cercanas a la convcxidnd p;ira. usar una rcgula.-
1·izowit111 dP ma11Pra que el uptilnb:ndor nos lleve a um1 solucic'm. EHtc mccanis1110 de 
t•J>< 0 nu·iú11 110 Ps llníct.ico c11amlo se <il!sca construir una. 1nallnsol1rc regiones irregulares 
d<' 111am•ra qul' la infonnadón necesaria sra lo n1i11i1110 indispe11sahle pnra lograr un 
rnalla <·on las carac"1Pdsti<"as dl' suavidad y por sup1wsto 1 de convPxiclad. 

Pasan·11111s a clt~scril>ir al~1111os clP lo nuevos fuudonal<~s <11ir. para la grncracii)n 
01111t>111;'11ica rlt• 111allas sr• ltn11 desanolla.do, s11s ¡>ropie<lades gcn11n~t.rica.s así co1no dcs­
l'rihir la i111pla11t.ació11 llc•vmla a cabo cu el sistc111a UNAMALLA. 

4.1 Funcional lVIodificado de Suavidad 

La idc•a ct•111 nil de t.•stc í11nl'iu11al surge al arnplinr el dominio d<.~ operación del funcional 
discn•1n de! suavi<lad y 111cclia11te una trayectoria. r obtener una 111alla convexa con la 
pn1piPdad ch•I funcional dn suavidad. Dcscriba1nos esta idea en :-;u conjunto. 

lJ11a eanticJacl <JIU! nos l'S 1ítil para 111Pdir el "gi"ado de con,·cxidacl" dr una malla 
<7 ••s t•l valor 111ínil110 ele o :-;obre Jos lri;íngulos de In tnnlla · 

EST./, ~'"ESIS ~-:~:.li t--;._:} "?: -
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n_ (G) = !;l.~g ct(ó.) 

l>njo este concepto trnhnjnr sobre un conjunto ele rnnllns r-couvcxns, 

'D, = {Glo-(G) > -r} (<1.1) 

La idea ituncdintn es expandir el clorninio de dl'finición de In fu11cional de rnnncrn 
<¡uc podamos trnbajnr con mn11ns c-convcxns, véase In Figura •L 1 

! 

Figura 4.1: Arnplinción <le clorninios. 

Sobre cndu 11110 los tri¡Íngulos de la 111alln G ohscrv<'mos el valor de la funcional 
<le Suavidad 

f(n, b) - 1 
llnll2 + llbll2 - 2n'J2b 

2a'J2b 
l(ó.q) - 2n(6,1) 

n(ó..) 

(4.2) 

(4.3) 

donde 6~1 = 6(P, Q. R} es un triiingulo genérico orientado positivnu1cntc. Esta cx­
prt..~sión como cotnc11tan1os en el capítulo 2, tiene exact anumt.c la ..... 1nis111ns propiedades 
dd funciuunl de \Vinslow y nos es 11111y 1ítil en Ja itnplnntnción <lcntro del sistcrnn 
UNAMALLA. 

La idl~a in111cdiatu para atnpliar el don1i11io de acción de csll! funcional es 1uodilicn1· 
(•l e-oriente de la expresión por unn cantidad, dignn1os k en la forinn 

f..(ó.) = l(ó.) - 20(6) 
• k+n(ó.)' 

(4.-1) 

la cual tiene sentido sobre e_>) conjunto "Dk en donde Ja cantidad k + o 110 se anula 
péna todo trhíngulo iut.crior de GE "Dk· Bajo esta idea el fuucionnl sugcr<•ntc. al que 
ll.n11uu·c111os fu11cionnl l\·lo<lificado de Suavidad. LÍl'IU! Ja forrna 
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N 

L:J.(C>q) 
q=l 

'Í::, l(C>q) - 2n(6q) 

•=• k + a(6,1) 
(4.5) 

Vrnuuos ClÍJno operar <!stc funcional para una rnalla. inicial G 0 : hásicauwnte ctnno 
construir el conjunto de 1nalla.s donde definir el do1ninio del funcionnl. 

Parn poder operar con cstt.• funcional tornmnos una 1nalla. inicial Go, pa.ra esta. 
e11cont1·c1nns una ko > O y construya1nos "D1;;0 du fonna que G 0 E "Dk0, conjunto en el 
que cst.arli hien dl•finido p.,fko) y sobre el cual oodrcrnos optimizado. En In Figura •1.2 
se 1n11estrn In iclt>a <h· cnnstrnccirín <le la región Vko 

Figura •1.2: Dada. una. rnnlln ini.cial construimos un dorn_inio para operar Fs[k). 

Una \'ez constntido ese dominio, procf:!dcmos n.:optitniznr Fs(ko] 

G 1 = arg m.in Fs[k0 )(G)- (-1.G) 
GE"Dt.0 

malla que se encuentra dentro do V1.;0 , rccalquc111oslo. En la Fig.ura 4.3 se rnucsti·a 
gráficamente el ópti1no. 

Una \'CZ obten ida esta 1nalln úptin1a1 proccde1nos de manera sc111cjantc a encontrar 
k 1 de manera que Gt se encuentre dentro del conjunto Vk,, nuis n.tht, cerca de In 
frontera de éste conjunto, ver Figura .J.~1 y sobre ese conjunto opti1niznr de t.al fonn.n. 
que c.•11t•u111re111os 1111a tna.lla óptinut G.., 
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Figura 4 .3: El óptirno se cncucntrn dentro de 'Dko. 

Fi~ura ·1.4: Dada la n1alln G 1 • construirnos un dorniuio donde operar F:c;{k]. 

In qtu- st• t•ncont ntni dentro de "D,,1 • ver Figura •J.5. 

C 'oula11du c:on esta 111alla, J.)f"UC"l'dc111os a definir k 2 de tal 111n.J1l!l"H que dentro de Vk2 

sP PJW11Pnt n~ G':I. tnuy c<!rcn dt• ln frontera, ver Figura 4.0. 

EslP 1>roct!<li111i<_•11to ~euera una sucesión de 111í1ncros ko, k 1, ••. , kr, todos_el)os po­
~it h·os ~: bajo la idc.•n <lt• <J11t.! t•I óptitno G, se encuentra dentro de Vk, y cerca ele su_ 
f11i1111•n1 gara11lizn111os que la s11cPsión es drcrccicntc 

(4.8) 

d" Psi a fonua, si existe una 111nlla convexa bajo este proccditnicnto. noS .nCcrcnrernOs 
a t>lla a tnn·és de esa succ:-tióu. Lo dc1nostrarc1nos cu breve. 

Gniflca111c11l!! ni procpso lo dPscrihhnos nsí: si Go c..c.; una rualla. inicial sobren y 
e,•• llllH niaJla COllV<-'Xél y Úpt.i1na hajo cJ Íunciona} F:_-.¡(k), Ja. trayectoria 1 U seguir pnrn 
llc•µ.nr· a e· vi1•11c rcpn~seutado p,l'aficamcntc en la Figura 4.7. 

:"<'1t<'Sl' c¡uc• la fonna en que.~ hc111os planteado lograr ésc~ can1i110 t~s dcbilit.ar priniero 
la c·cuulici<'111 dt• trabajar «'Xc.·l11siva111e11te con n1allas ru11\•rxa.s o casi-t·un\·exas y 1 ra-
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Figurn 4.5: El dptimo se cncucntrn dentro de Vki· 

Figura '1.G: Onda In 111nlla G 21 construiinos un dorninio doudt! operar Fs[ki). 

lrnjar con 111allas con n_ > k. para k nd<'cm1da 1 y poco a poco ir condicio11a11do hnsta 
obt.c~rwr 111allas couvcxas. A final de curntiL~, este procedimicut.o tiene scnt i<lo simnprc 
y cuando sohrc n ¡mcclan c·oustruirsr. 111nlla.s con n_ > O, es decir, n1alla.s r.onvcxas. 
E:-.tc.o es 1111 proceso ndapt.i\'o, In clcfinici{m ele k nos conclucc a rrd11ci1· el conjunto 
dt• 111allas cu cada. pn.o;;o dP mtu1cra que no:-; arerc¡uernos a un subconjunto ele 11mlla.o.; 
l"l>JlV<'XHS. 

Este ¡1n1rcclin1ie11to n~:->11lta atractivo si Jloclcrnos clr a11tn11i:u1n sal>rr c¡11c sobre la 
n•J..!.i1.0>n PXist <' una nrnlla <·on\'<'Xn de dimensi(m rn X n con los puntos prc•fijados sobre 
la fronh•ra. La l"PJ!.Í<Ín dt! Ivaucuko (2G) es 1111 da.ro cje111pJo <.le una n·~i(m cloudc no 
1•s JJosil>h• e<>11sln1ir llHtll;Lo.; ('011v1..•xas ele• 3 x 3 ¡>r.ro sí ch• otra <li111c>11si<l11. 

:'\J"uest.ra propuesta clt~ trabajo es ohscrva.r esta clase de f111u.:io11a.h•s F: ... [k) <le tnnncra 
q11P la s11c<~sió11 Pll k nos concluzca a una Stlr(•sicín ele conjuntos ºD1c cada vez nuis 
c·1•r<:at11>s al <"011j1111t1> <IP 111allas con"\'('X:ll...._ V 0 . Est.a idmt resulta atractiva. \'1•a111os su 
jusi ific:ad1..'>11 111al<>111<Íl icn para clespuP.s hm·t!r una dcscdpci{>r1 dt~ uso <le i-stc csq1w111n 
ada¡>tiv1> ¡1ru1n1«>sto . 

. -\. pa1·1 i1· cl1• la 1IPli11irit'111 dP F:_o;[k] 1'11 ·vJ... clc>nuist rrmos q111• .P_.,·[k) t it•ne un 111í11i1110 
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Figura •l.7: Trayectoria. 

local en Vk. Para las siguientes proposiciuncs, citarnos lvancnko [26), y Tinaco ['18). 

Proposición ¿J.1 Se" k un TltÍ1n.ero rcul 7wsitivo. Scu {Gr} unri ::1u.cc.~irÍTL rle 1nallus 
l!Tl vk tal que {G.} ..... {]Vk. e .• decir, (a_(G,)} ..... -k. Entonces {F'.~[k](G,)} ..... OO. 

Dcrnostracióu 

Suponga111os lo contrario, es decir, c¡nc {Fs[k](G)},. está acotndo en 
fJ'Dk y bajo In hipótesis tcncn1os que 

{l.- 2a_(G)} .,,...-->o 
canto Fs[k) cst;\ acotado, In hipótesis nos llc\•a ·a f"JtlC para alg1i11 t.rhi.ngulo 
~q tenernos que 

k+a(Aq) ~O 

es decir que ln sucesión {(~q)r} con~~rgc_'~·,\~~i~-·~ccltii.ng;tl~~·i~óscclcs o hién 
a 11110 con lados nulos. Yn c1uc ninguna· de los dos cnnlinos es posible, In 
proposición queda probada. - ·- · ·· · -· · 

l.tJ.tJ.tl. 

Esta proposición nos conduce a la nfinnnción ~igu~cntc: 

Corolario 4.2 Sea k t.tn riúnicro, real po .. 1itivo. Si "'Dk =/:- 0, entonces Fs(k} ticnt! tni 

11lÍtli11lO local C1l Vk 

Hasta aquí, hemos probado que en "Dk pnra k apropiado, es posible encontrar 1111 

111i11ituo local de Fs[k). Nuestro interés nhorn SP c<'ntra 1?11 dc.<.icribir las propicdndCs 
dt! la 1nalla. G 4. aninitnu ele F..,[J.:]. 
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Proposición-4.3 Sea G 1 E 'Dk ¡mra k >O dado. Sea Gk E Vk ta.l que 

Fs[k](G.) =ruin {Fs[k](G) : GE Vk} 

Bntonccs, o_(Gk) ~ -k' con. k' = k - .\~~2 con >..k = Fs[k](G¡). 

Dcmostrnción 

Sea GE "Dk con o_(G) < -k', luego 

Fs[k](G) > /(D.) - 2<>-(G) 
. - k+n_(G) 

.donde~ es el tri:í.ngu)o 'le éirca mínitna de G. md 

Fs[k](G) 

> 

!(D.)+ 2k - 2 
k + n_(G) 

2k - 2 
k + n_(G) 
2k 

-:-;¡¡--2 
;:;+2 
>.k 
F.s[k}(G 1 ), (4.10) 

entonces /::S[k] no tiene míniruo en v,,.. Con lo que hcrnos probado In 
1>roposici6n. 

l.q.t¡.d. 

85 

(-1.9) 

La 1ílti111a proposición nos lleva a una relación t~ntre e~ n1íni1no de Fs[k] en 'Vk y 
nua 111alla en V. ·vcarnos ahora cón10 poder calcular k de 1nnncru que Fs[k] tenga por 
111íni1110 a una rnnlta rn;ís ccrcnnn a la convexidad, esto nyudnrñ acelerar el proceso. 
Prccisr1nos C8t.o tiltilno en la siguiente proposición. 

Proposición 4.4 S11.pongc11nos que existen 1nnllas C01UICX(l."l e y Go en "Do tales que 
/3 = o_(Go) < O. St:ti k = -/3+ < cou O < e < -{3/>. y cou >. = Fs[O](G). Sea Gk 
UUtl 11H1.lln cu vk c:u. do1ult~ ... t: ulcanza 1111. 111.úii111.o dt: ¡;: .... [k]. Entonce.-. n_ (G.k) >{:J. 
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Dcrnostrncióu 

De la proposición nntcrior se desprende .c1uc pnra la.malla G e ·pk con 
n_(G) < -k + ,:!, dond" >.k = Fs[k](G) se ticnc:1uc Fs[k](G) > ,\,, 
l!Jlt.OHCl!S 

> 

2k -k+--->.k +2 
" 2(-fi + <) 
,, - < + >.. + 2 

~(fi-<) 
).k +2 

:o.. fi 
·'• + 2<P + xl 
>.k ( >. + 2) (>. + 1) fi 
T >., +2 >.+2 

por 1111a pnrtt?, ... \,,,_ :S ...\ entonces 

y siml<lo 1"'1 < O tr.nmuos que 

>.. ,\ + 2 
·'• +2_>._ :s 

>.. >.+2 "> 
T >.• + 2" - fi 

PJ1to11ces ele! (•l.11) se concluyt_~ c¡nc 

>. + 1 
o_(Gk) > >. + 2 fi > fi. 

¡.1.11) 

l.q.q.d. 

Jlasta nqllÍ. hClllUS podido lograr 1111 t)ptÍlllO (lnÍUiJJIO local) Cll Vk COU Ja propicdnd 
dt• qtw sea .. nuis convexa'' que la rnalln inicinl. Sin c111bargo, la elección de k dt~pc11dc 
t!PI valor del fuucionaJ t.•n dicha 111u.lla óptiu1n, y 6'ta bién pudiera no existir sohrc n. 
1 •t·r·o t~sta proposidt)n nos da una pauta del dorninio de \•alares en los que se espera 
t'IH"Olll rar J.·. lui..'iicarucntr c:crcano a -o_ (Gk) y rnayor que éste¡ si < > O, sería de la 
forrua 

k .• = -<>_(G,) + < (4.12) 

PmH•1Í1os nhora a dP:·wrihir 1111 algorit 1110 :ulnpth·o en k para el funcional (fe Suavi­
dad. 
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-u .. .tG:J 'i 

Figura 4.8: En cndn paso k cJcl>c estar a Ja derecha ele -o_(G) 

4.2 Funcional Adaptivo de Suavidad 

La 1ilthnn propo!-tición nos e-une lucen. desarrollar un mccnnis1110 para lograr 1111n. trayec­
toria Pll k y obtPIU!r t11Hl rna11a con lns cnrnct~dsticn.s gcométricns clcscndns en Fs(k]. 
Por 1~jemplo 1 <le. iniciar t:un urm rnalln. G 1 , calcular k 1 para esta rnalln en ln- forrnn 
(-1. J 2) y opt.irnizar para lograr 11nn rnalla G 2 , calcular k 2 para esta 1nnlln y repetir el 
proceso; <>sn :-;ería nuestro nu•canisn10. 

1 Algoritmo 4.1 ¡ 
1. S1~a G 1 1111a rnalln sobn! n. 

k = -o(G1) + < 

c:n11 < > O ele 1nancrn que k satisfaga la Proposición 11.4. 

a. Calcular 01.:, n1inin10 local dc,r:_.,(k], 

Gk = arg J.'J!J~ /".~(k](G) 

·l. Para G1.:, repetir los pasos 2 y 3 anteriores hasta con,·cxidacl. 

Estt• 11u·ca11isn10 en principio nos llevada a una tnalln. convcxn, sie111prc que c.xistn~ o 
<'l'f"<"ana a ella y con In propicclacl de los funcionales Fs[k], la propiedad del funcional 
1liscn•t1» ele s11n,·idnd. La siguiente! proposición r.onfinnn esta iclm1. 

Proposición .:1.& Si el rouju1ltO 'Do 1lr! 1UtJ.1lt1.s t:OTUIC!Xtl..S tle di1u1~n.<1i1}11 111 X ll ... obren. 
1·s no vucío, culoncr:.~ el Al!}oritruo 4. J lo.qru. obtr:t11!1· una 11ulllu c:ontJt!X<l 1:11 un 1ui11u!ro 
jinzlo ,¡,. aduu.lizucionc ... 1lr! la k. 
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Demostración 

Supongnn1os que el proceso no se logra en, un núrncro finito de pasos. 
Observemos la sucesión de {kq} y {Gq} obtenidas ilcl ·AlgOritn10 .J.t. De 
ncucnlo con la proposición anterior, tcnc1nos que 

( ..\+1)• O> n_ (Gq) > ..\ + 
2 

<>-(Go) (4.13) 

obteniendo 

J~r:!, o_(G.) =o (4.14) 

por otra parte, siendo kq > -o-{Gq)(l + !/>.)., s~ tiene 

(4.15) 

Ahora bien,' si 

(4.16) 

entonces In .. -; 111nllns cu este conjunto deben ser tales que ninguna de sus 
celdas son estrictnrncntc convexa.e.;; es decir, el árcn de todos Jos triángulos 
dr. Jas tnnlJns Cll fl• CS 110 ncgalÍVU.S. 

El proceso genera rnnllns G1,;
4 

con la propicd:ul 

(4.17) 

donde Ges una rnulla convexa. 
Ahora bien, si // es una rnalln cu D• con o_ (JI) = O y 6. un triángulo 

de J-/ ele cirun 111í11ilna, esto es o(.ó.) =O. Entonces 

F·(k ](//) > l(L>) - 2n(L>) /(L>) 
,; • - kq + o(L!.) = 7':;- (4.18) 

Si JI se obtiene crnno lilnitc de tal prnc~o 

(4.10) 

(4.20) 
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es finito. Pero c11to11cc:.; l(6) debe srr cero y por lo tanto los lados de 6 
c.fobcn ser de longit.11<1 nula.. Esto a. su vez lleva. a que los triángulos ele ll 
c¡uc tengan un lado en conuín con 6 dche11 ser de área nula. 

El rnzon.amicnto rcilcrnti\'o conducirá n que tocios los Indos de las 
celda • ., de // sean nulos, iucluso de la frontera de la. región, lo cual C!-i irn­
posiblc. A!-ií qucdn dc1nostra<lo el teorema.. El .Algoritrno .t.1 nos conduce 
a. una. 1nalln convexa en un tuín1cro finito de p;L'iOS si ésta existe. 

l.r¡.q.d. 

8!1 

El proccditniento descrito, el Algorit1110 •1.1, representa. un csc¡ucrna a<lapti\'o en 
J.:, esto•!..,, k varía hasta O, de 111ancrn que- t?stc prCJcc<li1nicnt.o 11os conduc<• a una malla 
cada \'ez uuls cercana a la convexidad. A este esc¡uc111a o proc1?din1irnto y ni conjunto 
ch• funcionales drscritos para cada k )u llnn1m·c111os Funciuuo.l .t\dnvtivo Disr:rctn de 
Suauidrul. En rea.lidnc.l, el nlgorittno ~1.1 110 neccsarinnwntc.~ dL•he clctcncrsc cuanclo sr 
logra una tnalln. convexa, podcn1os seguir opcrnnclo hlL'ila logrnr 1111 valor k• > O y 
<'11tm1<·es oht.ener una 111alln que ndcnuis de ser corwcxa. tenga la propiedad de que el 
•ircn ele los tri<ingnlos sea rnayor que k•. 

Uua. vez descrita In potcnciali<lad de este proccdirnicnto ndaptivo, n1nplinre111os 
<·stc esquctnn a otro tipo de íuncional. 
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(a) (h) 

(<') (d) 

FiAHl"il -1.9: ).lallm·; c·onv1..•xas V.,l'JtPradns por d funcional <k k-Suavidad. (a) n•gibn de 
Ja haliía de· la l lnlmna, (b) n•Aicín ch• Sudauu~rit:a, (e:) r<"g,iúu dl•) Galo~· (d) rc_ogiüu del 
Bt>i110 L'nido. 

4.3 Funcional Inverso modificado ele Área 

H1•10111eu10H "'funcional di:-;crc.•lo in,·crso de Área descrito <"U el capitulo nntcrio1·, 

N 1 
F,.-(G) = L-

q=I O'q 

(4.21) 

1al <·orno s<' tnm~cion~· J-J~-r~ Opcrar·C..~tc tipo ele f1111ciona)ps debc111os tener c11 cuenta 
111allas c¡uc -estén_ cCfCnuñs :\ Ju éOnvcxida<l y bajo 1111n rcgnlnriznd,;n poder op<.•rnr 
c·on d funcional.~ Pf.óccda111os corno (?11 C'l apartado ant<.•rior :r nbsen•t•n1os dorninios 
1•xt1•11diclus dmule- t.rahajar t•!·H<.' funcionnL 
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Esta iclca nos Jlcvn a trabajar con un conjunto de mallas ccrca1rns n In. cOll\'cxi<lad. 
Li 11a fornm ele lograrlo es considerar una medida clc "ad111isibilicln<l" o de con\'cxi<lacl 
para su opc..•n1ci611. Esta n1eclidn bien puede ser In siguiente: 

n_(G) =mino 
oEC: 

bajo este concepto trnbnjnr sobre un conjunto ele 111allns c-convcxn .. ~. 

V,= {Gln-(G) > -<} (4.22) 

con ' > O pcqtH~Íln parn lograr 111111 rnalla nclccuacla., con las propicdnclcs del funcional 
o cm·cn1u1 a ellas. Esto es lo 111ínir110 inclispcnsnblc para lograrlo. Sin embargo, 
reeordPrnos qur• '~l fu11cio11al inverso dr ..\rea trabaja sobre ntalla ... "i couvexas. 

En la. pnictica, (m no pocas ocasiones, contamos con 111nllas cuya n<lrnisibilida<l 
o 11u•dicla de convexidad es 11111,\' gnuulc, pero para qu~ esta idea funcione debemos 
t nthajar ron tnalln.'i r-c..·prcauas a la convexidad. Una manera <le tratnr este prohlctnn 
es Pxtendl•r d radio de acción de dicho funcional de manera que pocln1nos abarcar a 
ese do111i11io dP rnalla:-; no t'OUVe.X<L'i y c11to11c1~s opt>rar con el funcional o bien uno con 
las 111is11ms propiedacl<>s. 

······~ .! 

Figura 4.10: Expansión del don1inio V< a. V<• 

Pani lug,ra..to se propone In expresión 

/(o)=-1-
n-+k 

la 1·11a) t Ít'llP SPrttido :-;obre el conjunto de tnntla. .. "i Vk COll 

v.= {GJn-(G) > -k} 

(·1.23) 

vúlicl1J parn k > O dndn. ,.rictll.! :-;cnt.iclo porque PI funcion.al es con\'exo y l'S th•I tipo 
d« lns f11ncio11alc..>s dP. t\rl'n clt•srritos rn el capítulo antPrior. 
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El funcional 

N 1 
F,.(k](G) = L:-k--

·q=I • + <tq 
(4.24) 

es un funcional discreto de Aren, tal y corno Sf! runst.ró en el Capítulo 3, nct.l'ia Mobn? 
c!I co11j1111Lo de 111nllas Vk de din1cnsicí11 1n x n que sobre n pueden ser construidos. A 
(!slc fuuciona.l le Jln111nrcr11os funcional di . .,crcto iuucr.<10 7r&mlificu.do de Área. 

Para poder operar co11 este f1111cio11al pnrtarnos de una rnalla inicial Gko para la 
cual debmos encontrar una k > O y construir Vk, r.011 Gko E Vk para que FA[k] este 
hit?n rlefinido y poder opt.intiz.arlo. 

Por supuesto 111icnt.ras 11His ~nuuh' sea k 1nnyor ílP.xibilidacl tcn<lrctnos en opcrnr 
{<1.24) pero d<! igual 111a11cra C"Starc111os tonuuulo como admisibles (en operación) nta­
llns con rncdi<ln alta de 110 convexidad. Vcanios algunas propiedades del funcional 
rnodificn<lo. 

Proposición 4 .. 6 Sea k > O, si V,. T- 0, cutoriccs J;o,i[k] tiene al rrienos un míni1no 
local <:n "Dk. 

Proposición 4 .. 7 Su¡Jón51nse que existen G 1 u G 2 E 'D1.: cou 

G 2 = arg min F,.(kj(G) 
GE'Z'.1i 

fmloncc:; <.Y_(G2) ~ -k' con. -k' = -k - -}; 11 ...\k = F .. ,[k](Go). 

Dc1nostración 

S11po11gnn1os que ocG1) < -k'. 
111i11irna (o-(6) = o_(G1)), cntouccs: 

F,.[k)(G 1 ) > 

> 

Sea 6 un triángulo· de G·, de área 

k+n(6) 
1 

k + n_(G1) 
1 

k-k' 
>.k = F.CGo) 

de ser cierto. 110 se cu111plc el hecho de que F,i(k](G1) es el 1nini1110. 
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l.q.q.tl. 

Proposición 4.S Sean Ge Vku y G 1 tul que fJ = o_(G 1 ) < k 0 • SeCl k = -f:J+c con 
O < e < ,j¡;, !J >. = F,i[ko](G). Sen G2 E "Dk tal que 

Demostración 

Oc In proposición nntcrior :;;c·,tcsprcuclc que pnra lns 1nallas G e ·"Dk con 
,,._(G) < -k + I/,\" y ).k = F,,[k](G), entonces se cumple F,,(k](G) > ·'•· 
Por lo tnnto 

~ -k+.!. 
,\ 

> ¡9-c+...!.. 

''" l 
> '9-<+x 

dado que,\= F.1[k0 ](C) > F,.[k](G) = >.., ol>tcn<lrcmos c¡ue 

l.tJ.l/.tl. 

La proposición 1iltirna va 1n1i.s alht y nos pennitc con1¡1arar en forrna distinta los 
fu11cionalcs y los '\'alares dl? n_(Gk) que sC van oblcnicn<lo y así poder nfinnnr que 
con 111u1 adecuada actualiznción de k disu1inuitá n_. 

De igual manera se sigue <1nc un tniuitno de F,,[k] en Vk serct uun nmlla "rnás 
eercaua a la con·\fcxidad~~ que alguna otra. Ahora bien, si 

GA, = arg rnin F,,[k)(G) 
<oev,. 

(4.25) 
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<"11to11ccs G¡ E 'D1.: y o_(G¡.) > o·-(G1:), ndcnuis c¡uc de existir una. rnnlln convexa, 
con 1111 csqucmn adnptivo dt• nctualiznción m1 k, se obtiene uun malla convrixn con la 
propiedad de• 11niíon11idad cu 1irm1. 

Si cont.rolnrarnos k ele 11uu1cra que se garnnticc la propiedad de que el 1nfnirno de 
la fuuciuun.J vayn clisminuycndo poco n poco, nos aproxin1arín1nos a 111nllas convexas 
eun In propiedad geométrica. del funcional, sietnprc que exista una 111nlla convexn en 
la n~p;i<jn. Estn tíltilnn proposicil>n nsí 11os lo hace :-mbcr nl poder co111pnrar dos rnalla .. -.; 
«~111 fl? dos f1111cio11al<-"s. 

Dnscribamos nn1plinnw11te ctot.n procedimiento dP ~'hornotopíu" o ndaptividad. 

4.4 Ho1notopía o trayectoria de adaptiviclad 

El proc.-dirnie11to que a gro.-..•w 1notlo se hn planteado es~ que si existe una rnnlla 
c·on,·t~xa en n pocln111os co11sln1ir una s11c<•sió11 de 111nlln.'i óptiruas cu Vk clu manera 
qu<' Ja succsi<'m •!11 k nos co11dt1:t.cn a ohterwr 111ta rualla <"nuvexn v clpt inm en el sentido 
<le la ru11cio11a1 inverso de Anm. r 

Esta iclca enfocada cotno 1111 proccc.liruit?lllO iterativo: "en cncla. paso ,·an1os obtc-
11iPndo una nmlla cada ve...: C<?rcana a la co11\'f'Xidad" <l<!Scrihc con dio una "trnycc­
torin'' c111e pnrtc de V1..- hasta lograr una nmlln convexa en "D0 hnjo el supuesto que 
l•stc• c:oujunto 110 sea ,•acio (que exista algu11a rnalla convexa <'11 n). La región de 
lva11t>11ko {2G] es 1111 claro Pjrn1plo domlr! no es posible constnrir u11a tnalln convexa <le 
:l X 3. 

En tc~rtuinos fonualcs uua t ra.V•!ctoria l" sohn• V qun nos conduzca <le Vk hncin el 
c·o11j1111to dr 111allas conv<'xas ~00 In descrihiuws r.01110 

r(-1.-11 ,0)---> V 

r(-ko) 
r(O) 

('1.26) 

(4.27) 
(4.28) 

B1wismuos ~ta idea de Ja t.rayectorin, cún10 coustruirla y desde luego, su justificación 
n1at•~nu\l.ica. 

Sc•n ·o el conjunto ele 111nllas de dime11si(111 111 X 11 <fll<" ~nhn• n (HJ<'dcn !'iCr c-ons­
t ruiclas. S1~a G E 'D una malla sohn• n. sea 
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(4.2!J) 

. -
v.:=·{a·, ae'v co1i "-(G) > -k} (4.30) 

con /.: E IR. Vt~ntuos alg~nn...;; pro·~~ic~··ndcS de este conjunto. . . . . 
Por una parle, k cstii. ncot~ilo inf~rioi-rncntc por 

-ü= 
ñrca(H) 

(4.31) 
(m - 1)(11 - !)' 

ya que para k $ -d-, el conjunto Vk = 0 1 esto cs 1 no existe mnlln. G sobre n con la 
propiedad que o_(G) > &. Bajo cstn observnci{111 cousidcrmnos la cotn inferior de k 

k_ = inf {k: -v. o/- 0), (4.32) 

si ,;si e valor, In cotn inferior de k, es no positivo y 1nnyor que -1-t, entonce:-¡ el conjunto 
d<• 111allas convexm-; sobre n es no vncío. 

()t ra propiedad del conjunto "D1..: es la inclusión de co11j11ntos: si k 1 y k2 son 
111hneros tales <JUC k 1 < k2 ~ cntonc<?S 

(4.33) 

a.ni Jllll'S. la t.ray<.•ctoria r deseada In po<lt..•111os representar C!ll In b{1squcdn de nutlla .. o.; 

G¡ .. tlptimn ele F,,[k) dc11tro de la .. .;; regio111•s Vk haRtn logn1r una. malla Pll V 11 con 
la proph!dad del funcional deseado. Dr..sdc luego estarc111os intt·n~sados en q11<! In 
1 ray<'ctoria fucs1? continunnwntc diform1ciahle. Esto iíltirno 110 scni objeto de t!studio 
<'11 <•stc t.rahajo. 

Vca111us de c1ué íonnn aplicar este\ idea al funciona.l <l<! Arna. 

4.5 Funcional Adaptivo de Área 

Los a11tt•riorcs resultadoN nos garantizan que de cxistil" unn 111alh1 con,·cxn con las 
propil•d:ulcs dd f1111cio11al inverso dl" r\.rra Sf~ puc-dc obt<!JU?r lmju un esqucn1a adnptivo 
d1~ actualización de k. Ohsen·1.•111os <~l nlgoritmo sig:11Íl~11te: 
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Figura •1.11: 'Trayectoria hacia V 0 

1 Algoritmo 4.21 

L Obtener 1111a nialla inicial G 1 sobre n. 

2. Cnlculnr k para G 1 con o_(G 1) con o_(Gt) > -k. 

3. Optimizar F,.(k) 

·l. Repetir Jos pasos 2-a hasta obtener .ima rnnll~ cori~·cx~ c~n lns.-pr.opi(!dadcs de 
F,i(k] o una cci-cann n Ja convexidad. - ~ 

La siguiente proposición da validez al Algoritn10 4.2 en In obtención de rnalln.s 
couvexns, sicrnprc que estas cxistnn. 

Proposición .cJ.9 Si V 0 #- 0, el Algoritrno 4.2 no.ci pennitc obtener una 1nalla Gk e 
"Do f'U un ruí.111e1·0 jinilu de ¡m.~oB. 

Dcrnostración 

Sea { G,1 } una s11ccs1011 de tnallns óptiruas gcncrnclas con el proceso 
anterior donde G 0 es Ja 111n1Ja iuicial, obscrvcrnos que 

1 
n_(G 1) > n_(Go) + 

2
,\ 

y cr1t.u11ccs te11drP111us que la stn·esión 

(4.34) 
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n_(G1) 

,_,_(G2) 

a_(G3) 

1 
> n_(G0 ) + 2 .. \ 

1 
> n·_(G 1)+ 

2
..\ 

1 
> <>-(Go) + 2 2 ..\ 

1 
> c._(G,) + 2..\ 

1 
> n_(Gu) +3

2
..\ 

1 
> ,,._(Gu) + q

2
,\ 

expresión de la que se? couclu~·c que parn algunn q, n:_ (G,1) > O. 

97 

l.q.q.tl. 

Proft111dicc•n1ns en el prohlcn1a dn la actualizaci6n ele k. En In propos1cmn ·l.8 
SP ohsl'rva que la acl1u11izal"h0m de k 110 tiene por qué l'Star tan ccrcn ele n_(G) ya 
que fk = k~o evitan\ llevan1os n t.ri;\ngulos con oí.rea cercana a k, 111ie11tra.s esto :-;ca 
posible. Asi, para evitar prolih•ma.s cou el optitnizador en la h(1squr.da de ~'1• k clehP 
~c-r dP tnl fnnna que 1w1·111ita lof].rnr una malla con n_(Gi:) > -k + <.. Aquí se aprecia 
«1J11 nwjor daridacl utwst ra ¡u·opuest.a de> no optimizar F_.l[k} c-0111plr.tauu•nl.e, tan .sf>lo 
loµ,rar 1111os p<L'-tOS 1le!I opti111iz<ulor y lm•go procPdt•r a acl.11ali>1.ar d valor dr k. 

()tna pn1ph~dacl qut• ~P apn•ria de ('Stt• hfundnnal aclaptivo'' ('S poclt.•r lnp;rar, e11 
caso d1.• q1w l'Xist a (n•c·alqll<"ltiliS c•st•• plltll o 11t1a y nt r=t \"t"Z) 1111a nialla con la carnc­
t c-dst il"a d<~ que? p) ;i.n·a <lt· Jos tl"i<i.11g,11lns de las C(•ldns estl• acotado i11ft•rion11C'11t.c por 
/,·· /2: y C'S hajo t-;.st a propi(•dnd. la dP pmlt·r lograr esl a 11tPdida de 1·alidad por la que 
h<•111os Jlaruado a ••stos f1111<·io11alt•s aclaptivos. 

El pnw1•di111i1.•11to <l<'StTitu. p) Alg,orit.1110 •1.2, n•prPs<'nta 11t1 l'squ.-1na adaptivu t?ll 
k: Psi.o c-s /.: vada hasla O d1~ 111a1u•ra que las 111allas gt!Jll'nula .... pu1· <•ste proc<'<limi<'ntn 
11os lit-va a una 111alla cada V<'.t, 111<\s 1·1>rra dt? la convexidad. A ('SIP «'SCJU«'ltHl o procr­
di111iP11to y al t"o11j1111tn clf• f1111do11alt!s d1•st·1·it.os para. cada k lu lla111arm11os Fu11ciu11al 
Ada¡1tivo /Ji.•wn!lo ,Je ....Ín·a. E11 n·alidad, PI Algoritrno -1.2 no 1u~c<'saJ"Ía11umt.c d<!hc 
clt.•tp11p1·st• cuatulc> ~(! logn1 1111.a 111alla c.011vcxa, po<lcn1os seg11ir opern1ulo l1asta lograr 
un Yal<u· J.-• > () y r.11to1u-c~s nhl<'IH'r una 1nalla que nclP11u\s cll' ser convexa tcmga In 
propic>dacl dP qu<~ t>l ¡Írea d<> los triií.ngnlos sea supt•rior a k•, una 111cclida de cnliclacl 
"''la lllalla. 

Coino SI' ohsl't"Yi\ l'I ¡11nn•di111i1•1uo ·1.2 ¡n1rdc procludr valon•s de k 1w~ativos y t'stt• 
pudit•ra 110 d(•cn•cer o li;.u·t••·lo h•11ta1nc11tt•. En d :-oistcnta UNAMALLA SP ha hnplcnumtado 
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una horuotopin de In trayectoria ele k de rnnncra que pueda agiÜzarzc y protcgcrs1? el 
algorit.rno~ J>nra lograrlo plnutcnrnos Jn ~ctunlización de k en In for1nu. 

k 
k 

-1.0015 * º- + 0.01 * l"i: 

mn.x{kºa, k} (·1.35) 

cstn elección de k 11os ha dado buenos resultados y de existir 1nui rnalln con\·cxn en 
11: con In propicdnd de c¡uc 

o_(G) > kº con kº = O.Olü (•l.36) 

d Algorit.rno 4.2 con la. nctualhmción (4.35) nos conduc<~ n una malla convexa con Ja 
propicdnd drl funcional de discreto de área. 

La constante k• involucrada en In actunlizacióu (<1.35) es 1111 ntimcro positivo 
cxpcrinwntal y es una cota ele la actunliznchjn n efectuar en el Algorittno ·1.2 pnrn de 
esa forrna detenerlo y entonces lograr unu uu\lla con In propicdn<l de que a_ > k•; 
111wstros cx¡">cri1nc11tos avalan estos nrgun1cntos. 
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(a) (h) 

(.-) (<I) 

Fi~ura ·1.12: ~lallas enll\'c>Xas J..!.•'m•radas por PI func:ional de.! k-:\rra. (a) TPg:ión ch• la 
bahía de la 1 lnhana, (h) r<'J!,ili11 dP S1ula1nc!1·ica, (e) n•gitjn cid Gato y {d) 1·Pg,ió11 dPJ 
Hci110 Cuido. 

4.0 Una descripción práctica de los funcionales 
Adaptivos 

La a11to111atiznciú11 PS 1111 1>rocc~so <11ac sicn1prc ha estado presente en la descripción 
:i-· dt>sarrollo el<' utu .. •strus funcionales con la finalidad ele que con poca. infonnacitln 
podarnos ohtcncr sohn.• la n•v,iün el<· l'St.ucliu una 11u1lla convexa con ciertas propiecladcs 
J.?.l'<1111t~t.rir<L.., en 1111 11l1111<•rn linito de pasos. 

Los 1111!todos alltPl"iunJH!t1fl• dPscritos prnpo111•11 una rurr11a de llevar a caho la 
aclapti\"idad qtw nos 1·01ul11zea a 1111a 1nalla cu11vl'Xn siguiendo k IJC'l"l> no c<Í1110 11<•\"a.-lo 
a <"ahn. Nuestra ex¡wrienria nos ha ht•cho proport<'r 1111 111t'ca11is1no pnl.ct.ico para loµ.l"itr 
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r•stP proceso de manera nccpt.uhlc. Ocscrihircrnos dicho proceso nsí corno uJg1iruLo; 
r.onsid<.•racioncs y obscr\"nrio11cs de la implnntnción .<le;. los. fun~i.onalcs. 

•1.6.1 Sobre la actualización de k 

Los nlgoritrnos 4.1 y 4.2 nos dicen quP debe llc\•arsc n cabo In nctunJiznción de k pcr·o 
no cón10 hacerlo. La obcrvnción ele c1ue el valor de k esté cr!rcano n o·_ nos conduce 
a propo11cr nlg1111os valores. 

Los mis111os nlgoritrnos nus piden optirnizar cada paso para k pn~viarncntc elegida 
y JuPgo actualizar k .Y enlonr.cs repetir el proceso. Cndn ciclo de este nlgoritrno 
n~pn•:·mnt.a 1111 paso par·a lograr la trayectoria. Sin embargo 110 es tu•ccsario lograr el 
1Jpt i1110 en cada ciclo fh•I algorit1no ya que tau só)o r<'q11cri1110~ seguir Ja trayectoria lo 
rmis cnrca posihlP y t.al vez al fina) entonces si dcdicarh~ tocio el esfuurzo al opti111iz.a1-. 

En PI sist.<!JJIH UNAMALLA se tiene in1plc11w11tado la. actualización (·1.35) y la opti-
111izaciún ti<• /·A_ .• f') pa .. o..;o 3 del Algorit1110 •1.1, 110 st? realiza cm11plcta1ncntc, es decir, 
110 .S<' ll"ga el u1í11inu> local de /:;. . .scllanrcntc sn realizan nlguuas iteraciones 5, 10 de-
1u•ndi<•ndo del nu~todo <IP npti111i:t.adtlu c-rnph•ndo. Esta idea, la de no llc\•ctr a caho 
pur cornpleto In opt.irni:t.aci<in de /·/..., In justificarnos bajo el supuesto que la rnalla 
r.1.. que rP.sllll.a podría estar al inicio alejada de la. solución, por ejemplo In 111alla ini­
,·ial obtenida por el nu!todu algPhraico ·TFI 1•11 mallas irregularPs tiene 111ucluLc:; cd<las 
doblada:-. .\· las lirn.•as 110 son suaves por lo que es in1it.il obtener una rnnlJa típtirna 
1•11 los pri1111•ros pasos dP11tTo d"J proc1~so a<lnptivo. Sr ha vi:-;to que <'Sta idea la <fo 
1•111pl1•a1· sula1111•11tf' algunas it<~raciorws PS útil CJI la pnictica ya que PJI pocos pasos del 
algoril 11u1 la k \"H lo~rando acPrcar~t! a k. nos van1os nccrcanclo cada vez nuis a "Dk y 
ptH" co11siµ;11i1•11t1~ rios apruxima111os a la.s propiedades de Fk. 

Pan1 In n·gi1)11 dt.! la hahía de la Jlabana podc1nos observar en la Figur.a 4.13 la 
1•\"ol11d{111 d1• J.- a Jo larµ,o de liLc:; itcracionC'-'i y en la Figura ,1.14 Ja evolución de O- a 
lo laq.~n dP las ill•nu:ioru~.s. 
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FiAura ·1.13: Caruhio ch• k a tnn·c!s <le la .... itcrndoues del Algorit1110 •1.1 y sobre la 
n•gión de In hahin de la hahann. 

Fig,unt ·1.14: Cambio tic o_ a 1ra\•c?s de la. ..... itcraC"iorws dc~l Algoritnlo •J.l y sohrc la 
11•µ,i{>11 ch! la hallÍn ele la lmhaua. 
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De igual forn1a podemos observar el cornportaniicnto de k y ele o-_ n Jo largo de 
las itr.racioncs por el Algoritmo 4.2, el funcional ndnptivo de .Aren cu· las Figuras 4.15 
y 4.IG. 

Figura •1.15: Cntnbio de k a través de lns iteraciones del Algoritmo 4.2 y sobre In 
región de In. bahía de In. hnbnun. 

Figura ,l.JG: Ca1nl>io de o_ a través de las: iteraciones del Algoritrno 4.2 y sobre Ja 
n•gión ele In bahía de In lmhana. 

Dentro d-PI sisfl•nrn UNAMALLA, lwtnos dC'sarrol1:ulo t!l proceso en dos partes. Ln 
pri1nera <~s propianu•11tc- In Adapt.ividad hasta lo~rar una rnalln con,·cxa ~·la siguic11tc 
t>s lcnh.•ntlo la 111alln r-011v<>xa c)p la prirnt'!l"H, n•fi11ar 111wstro proceso de opti111iznció11. 
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Opthniznción de funcionales adaptivos 

1. Pa~o ele ndaptiviclad hasta lograr 1111a trH\lln convexa 

2. Pnso 1le rcfi11a1nicnto d1! la optirnizaciún 

El prinwr p;Lo.;n consistp t•n s1•s.;11ir el Alg,orit1no 4.1 o '1.2 hasta lograr una 111nlla 
convr.xa y IHLo.;ta qut• /.,; = J.4 • d s1~v.11ndo <'S ya 1111 rcfinnrnicnto ele la optirnizacic:Jn con 
k• fija. Para PI pdnwr p;:Lo.;o d<>scrihil"t•1110s ele nuu1cra puntal MU implantación. 

j Paso ele adaptividacl 1 

1. Coutnndo ron una ttialla inicial Go calcular k 

k -1.0015. "'- + 0.01. ¿¡, 

k mmc{kº · &, k} 

2. Si k = k• y la 1nn1Ja es convexa, sulir, de fo contrario continuar. 

:3. Obtener G 

G = argmin,.P[k) 

luego <le 111. pn!'ios con 1111 optirnizndor de gran cicnla o bién, un criterio dúbil en 
"I Aradicmt.•~. 

·1. Calcular k cotno en 1 

l.: -1.0015·a-+O.Ol·ó 

k mnx{kº · a,l.:} 

.:>. Si k < k• o la tnnlln 11~ es convexa, ir ni paso 3 

ti. de lo conl rario salir 

El valor de k• <111c lwrnos probado con buc11os resultados es -.01, éste valor va 
liv.ado al porcentaje de¿¡. c.'Spcrnclo corno "tope~' rnínirno parn el tiren de los triángulos 
dP la 111alla. Es posible probar con otros valores sin rua.vor condición qu"" el de In 
t>Xist encia en In región •h~ una 111nlln de tnlc..o; cnractcrísticíL"i. 

El !-iegu11cln pa..o.;o cid prorPso (~ opt.huiznr F(k•J para k• IOJ>P luL..,.ta olit«•11tff con­
v1•rge11da u 1111 erit.1•rin •IP paro. 
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Los 1111~todos de optimzación nquí utilizados son: 

• L-BFGS: DFGS de l'vlcn1orin. Lhnitndn 

• Nc~wton ·rr1111cndo con B1ísq1wdn en In Línea 

• N(.'wton 'J"runcado con Región dr. Confianza 

• Newton P1111t11al 

Cadn uno de Jos •ílgoritrnos son discutidos en uu npnrta.do final. Lo in1po1·tant.P 
c~s s1~ímlnr cpw en cada 11110 de ellos el ntímcro de pa..'"iOS 11t requeridos del optimizador 
es dist ir11.o dPhido n Ja tnisnrn. naturaleza del optiruizaclor. Por cjctnplo en PI cJum 
del Opti111i:1.ador de NPwto11 Puntual (por cornponcnte y simultoíuca) su convergencia 
PS r{lpida cunnclo nos e11ro11t rarnos lejos de la. sohtción pero su convcrgcncia es lcnt.a 
al fiu.a1. En el caso dP Newton Tnuu·ado, éste funciona muy nípido en funciones 
euadnil kas y l'S 111uy adecuado para funciones co11vexa...... El tnétodo de ~lcrnoria 
Li111itnda 11> lim11os c111ph·ado con ln11!nos resultados para. un ntlntcro de 3 vectores dl• 
reserva para Ja co11str11cdó11 de la. solución haciendo uso de la informnción rccahada 
<~n c•sos t"1hi111os 1msos. El nu;todo de Newton Pu11t11al es una modalidad inten~sa1111• 
ch•I 111(•todo <l'l' Newton aplicado a los puntos intedon•s de la malla. Esta idea vi<·rie 
a raíz dt• la est n1c1 ura ch! los e)crnr11tus, donde un punto depende fucrt.mncntc de sus 
.. vPdt1ns"' pt>n> 110 así d1• los clenw11tos nuis aJC"jados de él. Su ir11ph•n1entnció11 sc•r:i 
discutida pnsteriorr11m1le. 

4.CL2 Sobre la i1nplantación del funcional de suavidad 

Eu <'I sist.enut UNAMALLA 110 t•stoí. implerncntado la 111odificnción del funcional de Suavi~ 
dad 1·c•prc?:-;c•111.:ulo c•n (·1.5), se ha opt;ulo por una reescritura del inisrno para fadlitnr 
Stl i1npJHJ1tacitÍl1 )" H!->Í ngiJizar )OS riiJcuJos de Ja Íllllci<)ll y cJ gradiente. 

Dl• la <'Xprcsión 

f 
1-20 
k+ <> 
1+2k - 2 
k+n. 

1•1 f1111dona.I in1pla11tado dentro del sistcn1a UNAMALLA es 

I = 1 +2k 
k+o 

(·1.37) 

(·1.38) 
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~roda vez que hagn1nos referencia n la irnplantnción del funcional Aclaptivo de Suavi­
dad t.cndrcruos Pn cuenta esta forrna de escribirlo, la cual es rnucho nuis cconórnica 
Pn PI Cillculo d(! los gradientes s l lc.ssiann que la forrna original. 

4.G.3 Sobre la regularización 

Por la fonna que presenta los funcionales rnodificndo de Sunviclad y de .An~a, n111hos 
requieren ser r<!g11ln.rizadns para que el optirnizador opere adccu1ul•uncntc y rccl1acP 
pu11tos de prueba <(UP. genc•ra a. lo largo de su ejecución y por otra parte, aunque una 
rnalla Gk pueda ser ópt i1110 de Fk puede ocurrir que alguno de sus triligulos sea. de! 
tal nuuwrn <¡lll' n,1 esté c1~rca de k y entonces pre:-;cntar dificultades nu1uéricns que se 
acancnn al elegir esa configuración Gk. 

El fuucional it11¡1lcr11Pntado <'11 el sist.L'mn UNAMALLA es 

(4.3!J) 

la iclPa dr. la 1·ev,11la1·iznci<l11 es "mnpnt.ar" en un punto ci· é:;ta curva·con una f1111ció11 
«twdnltica 

r¡(o) = a(o - 6)2 + b(a- - ñ) +e (•1.40) 

:-.t.">lo cua11do CL"'iÍ se considere. Pnrn lograr que el crnpatc en ó sen dos veces conti11un-
111,.11tl• cliforcnciable los cOl!ficicntes de In cuadniticn dchcnín curnplir que 

1+2k 
n 

(k+ó)" 

b 
1 +2k 

- (k + ii)' 
1+2k 

e 
k+cii· 

¡.1..11) 

Para PI ¡n111to ele c>r11pate se lu1 consicJcrado 

ú = -k + 0.015n_ 

.'° la 1·pv.11larizncicl11 sello s<~ aplica cuando 

el:< 0.15n_ (·1.-12) 
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éste criterio experimental ha resultado ser ndccuado y el que 1ncjorcs resultados tiene, 
cualquier otra posihilidnd en la consideración de ú y el 1norncnto de hnccr uso e.le la 
rcgulariz.nción clcbc ele guardar com.;ist.cncin.. 

Para el ca .. o;;o cid funcional tnodificado de Ánm el tipo de regularización ~rnplcncln 
es idéntica; aquí los coeficientes son 

b 

e 

(k + ci·)' 
1 

-(k+ó) 2 

1 
k+ü 

{<1.-13) 

y ni igual que en el funcional n1odiílcnclo de S11nvidnd 9 el vnlor dc!I punto de empate 
ú y su criterio de uso Hon los 111is1nos. 

-k ñ 

F'i~11ra •l.17: Rcg11lariznció11 de fk· 

Eu <?I si~uientc capítulo discutirernos combi11ncioncs de éstos funcionales para 
nhh.~nc•r dh'<~rsns propicdnclc-s Sl'Olltétricas cu las rnalla.s. En el apéndice e n1ostrmnos 
una colecci611 de rualla.s sobre regiones rnuy irregulares donde hcrnos cxpcrin1cnlndo 
los n•s11ltnclos ol>tcnidos. 
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Capítulo 5 

Combinaciones interesantes entre 
funcionales Nuevos y Clásicos 

\o7 

Cuando dt•srribi111os los fundoual<•s clcisicos hicimos hincapi<~ en In necesidad de rea­
lizar coruhinacioru_•s que nos con<ht4'-can a n~sultados adecuados a ltLo.; propi<~dadcs 

J.!.P<>llll~'lricas a obser\'ar. E11 el transcurso dd capítulo nntcrior describimos fun­
cionales que de ui;uu•ra auto111;,í.tica. uos co11clucc11 a n1allns convexa.o;~ t.a.l es el ca.so de 
los funcionales adaptivo de Suavidad y atlapl i\'o de Arl'a; ahora. combi11arcn1os sus 
propiedades con la. de los fnncinnalcs chí.,..icos. 

La cn1nl>innci611 <Ir. f11ncionalc:-o logra g<•nenu- 1nallas cou caractc•rístic;L'i deseables 
aconl<•!-i a la porulc>radc>n de dio:->. Para contar con una buena con1bi11ación es hn­
pn~dnclihlr lov._rar una hll<'llH nonnalizacibn de los funcionnlc:.. con el fin d<! que los 
PlctlH!lllns in,·ol\1craclos se cucu<'ntn•n en 1111 n1is1110 plano dP vnlorc-s (5). 

Ca ..... t illo ,. l3n1Tera nhsen·nron la nt.•ccsi«lad <11~ cu1nhinacioncs convüxas en t. re fun­
donales de ,:alorcs smncjnntes 

Fc=aF,+(1-a)IS (5.J) 

Cada 11110 de los fu11cio11a)cs 1 1uín contando con el 111is1no clon1inio ele definición rnidcn 
propiedades gco111ét.ricas de magnitudes reales muy distintas: si clcscn1nos cornbinnr 
propicd:uk"!i para trnbajnr con diversos runcionalcs, las n1ngnitudcs de los ":nlorcs 
clPhcu ser semejantes, ver Barrera (41]. 

Utilizando 11na. ach~cundn nnrrnalizacilln .F,, fr" de los íuncionnlcs involucrados cs­
ta111os <'11 corulicionns dr llevar a cabo una comhinnciónobjr.tiva de lns propicdndt~ 
µ,<'n11u•tricns- a ohscrv1u·. Para r.ontnr con una co111hinnción en 1>01·ccntoj<'S, usarPrnos 
la eo111hi11arit"111 l"Oll\"l'Xa 'lrsc.~rita a11tcrion11e11t1• 
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'· 

(n) (h) 

Figunt. 5.1: (a) F11ncionalc:-o con orden <le nlagnitnd_ distinta. (b) Funcionn1cs con 
ordr>n de magnit11d igun1. 

Fe= aP1 + (1 - a)F2 (5.2) 

y d1! esta fnnua pu1ulPrn1· los funcional~ fr1 y f."2 11nrrnnlbo:ac..los obteniendo la con1bi-
11ación 1>ro1nt.•clio deseada. Un probh•11m interesante c!s có1110 cnco11trar uru1 norrnnl­
izadc~u1 lo rncl"i adecuada posible. 

5.1 Normalización de Funcionales 

l.a fon11a nuis sc•ndlla ele normalizar vnlorC's de los funcinnalrs es hnc<!rlo con respecto 
al valor c._•spt>rado u dest>aclo c¡11c :->t' akancP en d 111í11irno. En el caso del funciona) de 
.. \ n•a PS clave para cntcnclcr C:'it.a idt!a. En {3] se 111ostró que PI óptirno de éste funcional 
t iPtull' a c:onstruir conlig11rndo11cs dom le los l J"iii.11~11los cuentan con iÍ.rca 1111iforn1e. De 
1is1 a 11u111c•nl. 1•11 rcv,ionl's regulan•s y <'11 co11fi~11raein11Ps clondt! 1~s posible co11s1•guirlo. 
El \"nlo1· d1•I íundonal en d ,·,pti1110 1•s 
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F,i 

(ú.3) 

por lo que(•) funcionnl nornmlizaclo de tí.rea vcudría.chulo por 

(ú.•I) 

En cmnhi11nció11 con otros funcionnlcs, con10 por ejurnplo Longitud o k-Sunvid:icl, 
dPbt~mos ser muy cuidnclósos al 111<.-<lir el rnngo de valores donde se cspc!ra encontrar 
rada runcionnl. 

Para el crum del funcional de Longitud, en 1111 t.rnbajo {51 Bnrrcrn y Pércz proponen 
por nonnaliznción a una constante, 

F _ (u - 2)(m - 1) (11 - l)(m - 2) 
I~ - 7u,'l + 712 

sn¡H>111..~11 que la tnnlln put•de ser inscrita en el euadrado uniul:rio con la cual. CXJ>l_"'!· 
ri11u.mtnlt11c11tP, ohscn·nn quu la non11alizacib11 del funcional hnjo el criterio nnt<•rior 
va rín Pllt n· 1 y 1 O, claro c•st.1í., cu rC'giones con cuq1cct radio pequcfto. 

BmTPra y --rinoco [•18] annlizan los valores nnrmaliza<los y proporwn uno (Jjstinto 
q11P st• t•11c111•11t.ra nuis een:ano a la realidad e Ín\'ariantc a la t~scala de la n•gi(nl. 
Sup;it•n•n observar al funcional de Lo11J?,itud dt! In siguh•nt.c forrna 

,., 
Fi. ¿1. (5.ú) 

q=I 

11: N /\' 

¿: 1. - 2 ¿: º·• + 2 ¿: º• (5.G) 
't=l q=I q=I ..., 
¿c1. - 2u,1) + 8 · ;\rea(S1) (5.7) 
q=l 

para ch'! t!Sta funna relacionarlo con el ¡\rea de la i·cgiún. Por una parte~ lt¡ - 2n,, 2: 
o (vl•r 1•1 cnpít.ulo 0111tc."rior) lnep.o el vnlor 111í11imo posible pnrn / 1 ,·cuchin ruando 
1,1 - 2n,1 = O y <!fl cm1st!C11t•1t«ia el valor ópti11_1~ esprrndo seria 8 · ñrca(OL por lo qm• 
la 11on11nliz1H'il·u1 dd f111u·io1ml q1u?da 
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F1. 

! N 

8 • 1irca(fl) ~ 1• 
1 N 

2Jv6Ltq 
q=I 

(5.8) 

Para el caso cid fu11cional ele k-S1mvidad, ohscrvmnos el su valor sobre '1111 triñngulo 

J: ·(k](t::.) = 1 - 2o-(t::.) 
.s k+ o(L:.) 

(5.!J) 

en capítulos ant.crior<?s se analizó que éste funcional tiene :->11 clptimo sobre triángulos 
rcct•ingulos isósceles, por lo tanto, en el óptimo su valor es du 2 y por consiguiente 
tcnc111os que C'I funcional de suavidad modiHcado normnlizndo su escribe como 

1 ~ 1+2k 
Fs(k] = 2N L. k + n 

k=I 

(5.HJ) 

Para el funcional 1t10difica<lo de Aren con k fija, i11dc.?pc11dicntcrnc11lc del valor de 
k el funcional tiene un punto crítico en los trhingulos de :ircn uniforme. Con esto, 
pnrn k fija la nortnalizacil'Jn del fuucionnl rnodificado <le •Írca resulta 

F [k] = k + ;¡ t _1_. 
A .iV i1=1 k+n 

(5.11) 

En Jo sucesivo cuando ha himnos de 1?stos f1111cio11ah!s t.cmlrmnos en mente a los ya 
11on11ali::t.aclos, n 111cnos <¡uc explícit.nmc11tc se corncutc lo contrario. 
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5.2 Combinaciones interesantes entre funcionales 
Adaptivos y Clásicos 

A lo lnrgo del trabajo, hetnos conwntnclo qur. algunos funcionales oírcccn propiedades 
µpmnétricns interesantes y hc111os visto la nccc>-'ii<l;ul Ül'! su normalización cuando :-¡e dc­
sc>a co111binar con otros funcionales a li11 ele lograr unn rnalln. que en principio pn!sc11te 
las propiedades de la. cornbinnción. 

En los traba.jos {3], {-1] y [5] con los funcionalPs clcsarrullndos y estudiados hasta ese 
lll<lJJH!nto, comc11t.an1os la necesidad clr. combinar funcionales con el 111is1110 propósito 
qt11~ ahora. Esos fu11ciu11alt!s cbí-Nicos y IJHHl<!rnos en s11 fonnulaciün 11os pennitt! traba­
jar con algunas co111hi11adn11c•s Pst.ah)Ps y nh:·wrvar hu(_•nas propi~cladP!-> c•n su cnnjuuto. 

Nn111hn• Fnnc:iu11al Ft111donal :.! Peso 
t-ArPn -- Longit.11<.l 1-An•<t Longitud .95, .7, .5 
.An•a - ()rt.og,01mliclac:l 1-:\n•a 01·togonalidad .5 

'Thhla 5.1: Con1hinado111•s tl!'>tlalc~s t>l1ln .. • f1111cionnles chisicos y 1noclcrnos. 

E11 los cxperinu•ntos realizados, Sl? ol>~t·rva t¡tw u11 valor q111• pro<l11ce lluc11us 1·cs11ltados 
y que• poclría t<•1u•rst• en cuenta 1·01110 1111 valor c•n 1111 siste111a a11to1nático es el clt• .9 
Pll la con1bi11acic)u ch•l f1111ciu11al ele Arc•a y dt? Longitud; y es que con dicho valor 
SP busca 1w\s la convcxiclacl y pnea suavidad clP las Huca.:s. Con i?ste panl111ct.ro y 
sohn· un 111i111t•10 i111port ante• dt• rcgionc•s polig,onall's eo111plic-aclas Sí? oht uvic?ron buenos 
rrsultaclos. En la ·rahlH 5.1 st• ]>1H'dt' C"onsultar alv,.nuos valorc·s piua la cornbinncitln 
~·ntrt> f111H"immlrs rhbicos. 

Con los 111wvos f11ncio11alcs la idea dt> co111hi11ar propic>dad«·s y c•xplut.ar la cstruc-
1 tu-a cpu• pn•sc•nt.a nos l"onducP a funeionah•s al ra1·t ivos. En las sip.nienl<'S secciones 
pn1fundiz.an•111os al n•!->pc•C"t<> y 1·Pvisa.n\ una 111oclalidad interesante para llevar n caho 
<·01111 >inacio1u~s. 

Siv.uienclo la idea. dt? los funciuual<!s clci..1.iit:os podcmms co111binar los funcionnlcs de 
k· 4·\n•a. con el clásico ele lougitucl. De igual nmnera. poclcn1os cornbinnr el funcional 
dt• k ~Suaviclncl t'Oll A1·ea chi.sico acorde a la propiedad que c.Jcscan1os observar. 

()bs1~rvemos que siendo uno <le los funcionales aclaptivo, In co111bi11ación con un 
funcional chí.sko da lug;ar a un funcional atlaptivo, el d'! la co111binacicl11. Por consi­
v,11im1te el Psc11ie111a adaptivo seguini prcsc11t.<!. 

Los valun•s i11clicaclos en la tnhla n11teri01· son aquellos que nir.jorcs resultados 
ha11 1·eg,ist nulo acorde a la propiedad g.cornl-t den d«•s••ncla a. ohsr!r,•ar. Los valores c¡ut.• 
111t•jon.•s n·suhnclos ha11 JH'<'!..<;<!lltndos y cpu~ c·onsicJcnunos co1110 ••autonuítkos" para 
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(a) (i>) 

(<') (ol) 

Fi~ura 5.2: !\·lallas gc•ncrad<L.,.. por la cotnhinacil)n entre los f1111cio11ah~s t ..... \rea y Lon­
µ,it ud c·ou un pPso d<' n = .0. (a) rcgi611 de la bahía de la J Ialm.na. (h) rcgic)n ele 
Sudanu;rica, (e) n•git)u del Gato y (d) rcgiúu del Reino Unido. Ninguna es convc~xa. 

la ohtr11dcj11 de nmlhL"i cot1\'t'XfL"i .r. suaves :-;on .5 tanto para Ja co111hinaci<j11 k-A.-ca­
Lo11gitud corno para k-Sua\'ic.Jad-Arca. Siguiendo el teorema de <._•xist1_•11cia de 111nllas 
l'o11vexa.s para los funcioualc.·s adaptivos, sicrnpn.• que exista una rualla convexa en O 
podrn1os obtPncr una n1alla convexa cercana a. las propiedades g1._•0111étricas dcs~nbles. 
IA•~ ,·aJc1n•s ••autonuiti<"<ls" su11 usados en el !iistcnu1 UNAMALLA. 

Sin c1nhaq~o. existe 1111.a clirk11ltacl al coruhinar los f1111cio11alc>s. Esta se encuentra 
f'll t') pn>CPSO adaptivo. Por Pjcrnplo, para rl caso de la <"(HJ1hi11;lcic'.'>11 k-An•a-Longitud 
sc> ohspn•a que <'I funcio1ml th• longit 11d J>PSa rnudm cu el procP-so )-"a (}IW éste funcional 
··«'si ira•· )m.; lint~•L"i ob.st•n·ando <¡lit' d proceso ndaptivo ch• la cornhinad(jll se tornn )cuto 
''11 Jo~rar 1111a 111alla c.._·onvt•xa. Aspecto S<'lnejantc f'Jlconl nunos t'll la co1nbi11aciú11 /.:. 
S11:1\'idad-.·\n•a y <'S <¡UP d funcional d<' Ar<'a nos rondtw<· a 111allas 1111iftnm1..•s pero 
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(a) (t.) 

(e) (d) 

Fi~111 ;1 :-1.:~: '.\lalla:-; gP1wradas por la co111hi11adcj11 t·nt.n• los f111wio11al1•s t-.-\n•a y l...011-
g,it 11d con 1111 JH'so dt• <T = .9G. (a) n•gicín ch• la bahía dt• la l laha11a, (h) n·v,iúu de 
S11da111t'•ril'a, (e) 1·c-gi<ín th•l Galo y (el) n·~i<j11 ch•I B<?ino Unido. Ni11g1111a <'S nmvcxa. 

con lítll'a.s no suavt._•s. 111uy "'quebrada-~" y entonces el funcional de k-Suavidad intenta 
s1Hwizar la.<; lh1c•L'i clnndo corno resultado que el proc<.--so se vuelva lento ya que lo 
t•s1a111<1s ftirzarHI<> al traliajar con arnbas propicdadC's gccmélrica.."i si111ult.¡\1icnmc11tc. 

La idea i11111t•dinda PS combinar esfumr.os, tomar lo rnejor que ttmernos d1• los fun­
t·io11alt•s •ulnp1 h·us, esto <~. nos co1ul11cc11 n mallas convexas; y combinarlo ch.- algunn 
forma para la obtench">n <lt.~ 1111n rnalln con In carnclcrist.ica dcsr.ndn. Dcscrihmnos el 
p1·t11·Pdi111iP111o dirt•cto a que• nos conduce los fundonalcs adapl h:os. 

Elija111os un f111wional cliscn•to /,. crJtno con1hi11adó11 liu<"nl <Ir otros clos. /1 y f-.t c•n la 
Í<lrllli1 
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Nornlffe Funcional 1 Funcionnl 2 Peso 
k-Area - Longitud k-Arca Longitud .5, .751 .9 
k-Suavidad - Area k-S11nviclad Arca .25, .5, .95 

Tabla 5.2: "I'a.bla de co111hi11acionc:-> usuales cutre los nuevos funcionnlcs. 

f, = (1 - a)f1 +ah, OS <1 $ 1, (5.12) 

el'?tc funcional es el que desearnos optin1hmr1 

(5.13) 

Al101·a bien. dentro <lel proceso para In optirnización de fe cstci intncrso una ndaptivi­
dacl <m l.: cuyo objetivo es nccrcnrnos a J.:• para el fu11cionnl f 1 ; por cjc1nplo, para el 
funcional tic J.~-Sunvic.lncl o bic11 k-Arcn. Bajo éste hecho sería clcsenblc ob~ervar la 
ndnplividad de / 1 pnrn generar una homotopía de f 1 hacia /e conforme k -t k•, ya 
que r.I prinwr funcional nos aceren a 111nll1Lo.; convexas de forma rñpidn. 

'· 

Figura 5..1: Doble ho1110topía Pllll"c f1111cio11a)rs. 

13ajo esta idea, v<•arnos cómo definir una hornotopía entre funcionales. Prin1cro 
vrarnos alguna definición y ejemplos para t!lllPn<lcr la hornotopía. cu f antes de corn­
hinarlo 1•011 la ndaptividad de los k-f1111cionalcs. 

5.3 Hon1otopía entre funcionales 

~1wst 1·0 objel ivo es lup_rar u11a 1nalla <'1pti111a d1• Ja combinacMn entr~ dos funciounle:-; 
f 1 ." .r~. l'~lo In pod<•111os co11!-it'µ.11i1· si pani111os dP uno d1! los f1111rin11alt!s y describirnos 
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una trnycctorin hncia el 11111110 de cornbinnción cntl'e los funcionnlc:-; fe· De n1anera 
~nifica veamos la Figura 5.5 

r, 

Figura 5.5: 'Trnycctorins cnttc funcionales. 

Nct."csit.a111os que In trayectoria sen suave y que nos coruluzcn nipidn1ncnte huciu el 
p1111to de la co1nhinació11 fe· La ho1110topín desde un funcionnl f 1 hacia In co1nbinación 
con el funcional chísico puede ser una combinación lineal convexa tle In. forrna 

ic = (1 - ü)/1 + ü/., o :S ü(t) :S 1 (5.14) 

('011 a cont.inua1ncntc difcrcnciable y c1·ccir.11tc. 

13ajo '~sta idea, 11cccsitn1nos construir 11na f1111ció11 conti11ua.111cntr. difcrcncinblc 
a= G(t) con 

O:St:Sl, o :S ü(t) :S 1 

t:na para111c-triznción del intervalo O .$ l.-.$ funciona. 

:\lguna . .,. pararnet.rizncio11cs del intcn·nlo-0 :S· /. S 1 son 

O:St:Sl, a(t) 
ñ-(t) 

ü(t) 

i" 
t3 

scn(~t) 

llaciPndo una reparmnctriznci(u1 de a. Ír cpwda c.·mno 

je= (1 - á)/1 +o/,, con 0 ~ á(I) :::; l - n 
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Aquí In rcparamctrizaciún a = c7(t) resulta una función continuamente <lifcrcnciablc 
y cn•cicutc. Esl.a expresión unn homotopía entre funcionales que nos conduce desde 
PI funcionnl f 1 hacia In cornhinndón entre funcionales f,... 

La. lio111otopia rutre f1111ein11ales la 11sarc1nos para la co1nbi11ación entre f1111cio11alcs 
udnptivos y chisicos c-l1! tal n1<uu•ra qun i11idcruos d proreso c·on el funcional adaptivo, 
por cj<•n1plo k-S11avidad, lin.o;ta lograr la cornbinacil'>n deseada con d funcional de .r\.-ca. 
En d siJ?,uiente apart ndo d<'S<"ribircmos esta idea y cbmo llevarla a cabo t.t>nicnclo e11 

t·m•nta PI procrso de ndaptividad pn•sf't1te. 

5.4 Hornotopía 
práctico 

y Adaptividad, un esquema 

La idt?a dt~ lh~\'ar a caho la ho111otopín 110 sólo se justifica en el uso ele los f11ncionnll?S 
adapt.ivos, la razón esencial PS la ele obtr.rwr de 1nn11ern nípidn. In ¡nopirclnd de In 
en111bi11nci6n. Para esto lo 11at.un1l f'S iniciando co11 el funcional adapt.ivo que nos lleva 
a 111nllas couvPX<l.o.; y poco n poco accrca11<lu11os a In cotnbinación deseada. Esto hani 
qw• Ja i11fltw1wia fh•I Ítmdonal cbisil"o SL' rpflt•j1~ ni final de la tra.yt~ctoria 1nodificanclo 
poco a poco la c·ouv"xidad Pll su <'lltnula Pll funcionarnhmto e i111plnlsando con dio la 
n1pidt'z dc•l pron•so. 

Suq . .!,Pll varios prohlm11as p¡ict icos, la paranwt rizadcln G varín en l.. ¿Ctuíl :->crin 
la intt•q>rPt.acit.'111 de t o .su 11so cu la clPscripci<ju fh~ 1111 algorittno ele• hornol.opín entre 
fu1u·io11a)Ps"! (JI ro rnüs: t1•np111os <los prorpsos, 11110 CJllP va co11 el ntétodo ndaptivo1 

la adaptividnd 1•11 k 11 homot opía hada J.-•, y ahora la hornotopín cut.re funcionales. 
;.CYJJJIO llt•\"ar a •·aho Psta dohh· homotnpín'! A conl i1111ad611 describin•mos pstos pro­
l>IPrnas, la i1111>la11tac·i<'>t1 Jinietica de u1m l1rnnoto¡>ia e11trc f1111cio11ales y la i1nplantació11 
pni<-1.ka dP Ja adapti\"idnd y la hrnnolopía m1tn! f1111dn1mh•s, lo que c11 ndt.•lantc co110-

cf'n•111os eo1110 cloblt- lto111ut.opia. 

()hs<•n·p1nns que, t!ll la hornolopía del pn>cPso ndaptivo, partimos <le k 0 hasta 
/,·•, \"alnr 1 opc• c>)l'gic lo y dondt• S<' <•st.inrn la nialla C'S COtl'\'CXH y con la .. 'i propiedades 
g,t•onu~trit'oL'-> dt•l funcional. Consideremos t>ste conjunto de valores de k que se inin 
J!,t't1l'rando 1•11 ••I iutPrvalo IA.·0 . k•] como punto de partida para definir una hotnotopía 
litlt'al que uos nn1d11zca a /r cuando k se aproxirue a A.·•. 

por 
Sig,uit~udo la hh•a ant.<'rior. la homot.opía lirwnl qut• tcn<"tllOS en 111r.111e la cscribitnos 

1-n 
a(k) = ---(ko - k) 

k 11 - k. 

----T---E=-=s1=s--=c:-::::o-:;-;N--r·· 
FALLA DE ORIGEN 

(5.20) 
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f, f. 

Figura 5.G: Honmt.opin de los í1111cionah~:-; a partir de In ho1notopin en k. 

esta función es creciente, es lineal y define purfcctnrncntc la hornot.opin en f clcscmla. 

Esta iden es interesante yn que las: propicdndcs de In hornotopía de los fun­
cionales van i11fl11ycndo cu la ln"1squccln de ln convexidad por el funcional adnptivo 
ver Figura 5. 7. 

. . r., 
f, 

• 

Figura fi.7: llomotupia de los funcionnlcs a. partir ele In. ho1notopin en k. 

f. 

Es de to111nl" Pll c11P11ta que ésta ho111otopin ofrece 11111clms ventajas m1 su i111-
pla11tad(m. En la büsqncda de la doble hotnotopia ocurre <tue k va. cn.111binndo y 
1•111011n•s <•I fuuciunal mlaptivo carnhia y hwgn /r vada acorde a k. 

Recordc111os q1w los funcional~s ndaptivos en su i111plantación ni sisternn se en­
c1u•nt rau "pn>t«gidos" para <¡Ut! el optirnizador rcchnzt? puntos de prueba co111puta­
d<mal1ncnt<' i11establcs; did1a ¡>rott.•cci1ln po<lría resultar no ~r.r la con\"t.•11ic11tc pnra la 
111alla c11 c11rso y rntonn.•:-> ncPpti1r 111alla.o.; ccm triii11g11los prol>h•11uit icos. 

Esta posihilidml hm·t• qlll' l'l catnbio de k 110 sea 111011óto110 y c•so nos lince 1·ptor11ar 
a 1111 conjunto G,,. q1u• nnda tÍPJU! <111e V<!r c-011 G1,;uill!rÍ1Jf1 c11to11cps <'I peso de• la 
c·u111hi11ari1ln ddH• l°PJ!.rt'Sar l'll la 1nis111a propnn·i(n1. 

La de¡H"1ul<•1win el" la ho111otnpia <ll' los fu11do11alrs c·on la adapt i\'idacl h:we flr•xihh· 
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f, 

• 

•, 
Figura 5.8: Autornntiznción del reinicio <le la. ho1notopín ni depender ele k. 

PI proceso hncierulo que autonuiticmncntc "reinicie" ni cncontrnr un prohlcrna en k 
sPp.uir 1111 cnn1i110 distinto al primero pero buscanclo de nuevo In convergencia n fe· 
Esta t1';c;11h·a int rÍllS<•ca du la homotopín clcgicln pnrn los runcionnlcs la lince rnny 
al rat·tivo. 

Fi11ah1w11tP* eu t•l sip;uientc cnpftulo descrihircn1os un sistema autonuitico para 
ha w•11eración ele rnallas planas eu rcgio11C"S irregulares haciendo uso de los nuevos 
f1111cio11ales adnptivos de .-\n'a y de Suavidad. Dcscribircn1os los rcqucri111icntos del 
:-;ist1•n1a. las tareas des<'mlas q11c c·o11tc111pln, :-011 f1111cionnlidad, y por 1ílti1no prc.o.;c11tar 
t•I si:-.t<_•11ut y su 111a1111al o¡H.•rativo. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



Co1nbinuciones intcresn•J.tes entre funcionnlcs Nuevos y Clásicos 119 

(a) (l.) 

(<") {d) 

Fi1411n1 :-•. !J: ~lalla. ..... coJl\"t•xa.s µ,1•1wnulas por la <.:0111hi11neiú11 f'Ul 11• los í1111ciu11alt~s k­
.. \n•a y Lorq.J.it mi c:on 1111 1w~o de o = .5. (a) n•!!,i<°m de la hahía dt• la 1 lahana~ (b) 
11•µ,it"HI d1• Sudarui•l'ica, y con un pPso dP n = .9 (e) región ele la bahía tlP la llahana y 
(d) n•µ.i1.'111 <11• Suclarnt.~rka. 
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(a) (h) 

(d) 

Figura f>.1 O: I\lnllas <'onn•xas g,eru~radas por la t"oruhinación C'llt n.! los fundonah~s k­
:\ n•n ~· l.AH1J.!.if11d 1·011 un ¡u..•so dt' a = .t'J. (a) n•g,ión dP) Gato, (li) n•g,i{m del Hdno 
l~nido. y con a= .9 (e) n•gii)n clPI Gato y (d) reg;i6u d1•I R<·ino Unido. 
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Capítulo 6 

Requerimientos de un 
automático generador 
su diseñ.o 

sistema 
de mallas y 

.·\ lo largo dPI capitulo c)pscdhircruos los rcqucriruicntos necesarios para el <lcsanollo 
<I•• 1111 sist<'t11a llasa<lo .c11 h1s 111wvos funcionales <liscrctos de Arca y Suavi<lUll. Con 
li;1st• a· J,,s rcc111eri111i1~nt.c>s 1nopo111lren1os un discfiu para el sistcn1a. 

6.1 Análisis General 

G.1.1 Objetivo 

Co11st nlir 1111 :-;isll~rna automático para la generación de 111allas rcctñngulnrcs en rc­
p.,iuw•s planas poligonalt•s usando los uucvos funcionales <le •'inm y suavidad. Un 
sisft'tna multiplat.afonna Unix oricut.a<lo a \VorkStation con sist<•nui dt? '\'cntnnn-"i X 
Windows. 

6.1.2 Panoran:1a 

Como fu(! L"OUU!Ut.ado cu el prefacio de este trabajo, la priuwra referencia al sistcrua 
sP c.•11c1w11tra cu el prograrna Gridg.en (21 ~· en el trabajo c.h! invc.·st.igncic.:.11 que sn 
Jt•alizcj f:J}. Partt? d(! la .. ..; rutina .. "i de:writ.a .. ., en (°!'il.e sisternn pan1 la const.ruccii)n de la 
111alla inic.-ial han sido ndaptn<lns ni sisterna. A lo largo de los aims :-WJ:?,lÍU lwrnos podido 
PXJlt!ri11u•11tnr co11 11ur.va..o.; rnodnli<lmles y construir versionrs prPli111innres de sistcrnas 
qnt• p,t'nPran 1nnlln.-..; con esto Jw111os g.nnmln In experiencia ncc:esnrin para diseiinr 1111 
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sist1•111a prufosional que rctonw nuestra i11q11ictu<l (le un sistema autonuit.ico [G] con 
PI que podamos obtener rnallas planas convexas. Los trabajos n·dcntes ele 'Tinoco­
Barrcrn f·HJ] nos han pennit.ido lograr que ésto ocurra. En García [23] se 1111wstra un 
sisternn cxpPrirncnt.nl basado en PC DOS linlitado n In 111e111oria ba .. ..,<' t?Xistc>nlc 640Kb y 
con gnHicos de la bibliotec.a. del con1pilador. Ahora nos interesa r.sp1~cHlcar un siste1na 
11111ci10 1n¡Ís vcnHÍtil, totnlrncntc gnífico y rnultiplntafonna. 

:\ cunt.inuaci{n1 describiremos las caractr.rísticmi deseables dP un sistcrna y su 
cot1fig11rncio11 por 1n6dulo de tanms. 

G.l.3 Descripción del proyecto 

El sistema clcbcni cont.nr con dos funciones principales: el trahnjo ~on contornos y el 
ch? Ja ... rnnllns. Es i1npo1·tn11tc que algunas aplicaciones tipo csttJ\'Ícran c:onsidPradas. 
Con detalle so explica cadn. una <le las funciones que se debe cont.crnplar: 

• Trabnjo con contornos. Para obtener una rnalla previa a Ja óptima el usuario 
debe trabajar S<:>hre un cn11torno, construirlo, definir las cuatro s11l>frontcrns <111c 
deberán sc>r rnnpcndas ni cuadrado unitario; es decir~ desde las que desearnos 
••t.irar" líneas curvilínea.._. Tomarulo un coutorno en 111c111oria el sistcrna debe 
ser capaz de crmir u11a. 111alln. inicial o previa al proceso de optilnización. 

• Trabajo con rnnllas .. Contando con una rrrnlla inicial poderuos trabajar con 
t'lln pan• obterwr una cípl in1a en el sentido <le los f1111cio1mles discretos. El pro­
ceso de optiluizacifjn dcbPnÍ ser g:nífico con el fin dr que el usuario visualice sus 
n~sullaclos :·wgün se vayan nl>tcniendo. 'Tarnhit•n se pucdc•11 co11sidrral" nlguna.._ 
aplicadcHll"'S (lt• las 111allas S\Ut\'PS y conv<?Xas como Jo :;;ou el rcfinn111ie1110 y la 
soluciün nunu'>ric~<L._ ele! algt1n<L"' EDI'. 

G.1.4 Rango ele alcance 

Loa icl<'a clt•I sistt•111a t•s a11t.on1ati~ar Ja oht<-•11ción el<! mnllas platuL"i l1aci1?tulo 11so dr. 
los uucvus funcioualt•s discn•tus descritos en capitulos a11tcrion~s y en [.IS]. Para 
t·c1111ar <"<HI una 11errnn1i1•11t.a capaz <le generar de n1anera efectiva 111alhL"> con\'exas y 
sua\'('S sob1·L• una re~ión plana ¡trbitraria. La auto1natizaciún de un sistcana de <~stas 
cantclcrísticas pcrn1itiní al usuario poco cntendi(Jo <'11 la n1att~ria obtener resultados 
i1111wdiat.os en 1111 problcina específico: la discrr.tizncion de una región para su posterior 
au:ilisis. 

El sistcmn dcUc!nÍ estar orientado a platafurrnas Unix con cll!splicguc gnifico X 
Windous. St!rcí 1111111.iplalaforma, l!Xplutando la.-.. vc111Hjas del sisteinn de vcnta11ns X 
Windows logrn11tlu 1111 sbt.1•111a totalincnte gni.fh:u. El sis11.~111a scrii a11t.011uítico cu el 
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s<•111 ido de qtu! c·on sólo unas poca.s pulsaciones de tcclns sen\ posible lograr una malla 
ad<><"llH<la. 

Es ch•st•ahlc que se to111c c.•11 cuenta un csqucnu\ rnodulnr de interacción con fin de• 
<111e d crcci111im1to y 111anttH1i111icnto del sistmna. quede garantizado. 

G.1.5 Características del Usuario 

Los usuarios potenciales del sistcnw uuis que profosionalcs en la construcción y oh­
t t>Udón de 111alln.s óptitna ... o.; son expertos cu las el.reas donde desean aplicar los resultados 
por lo c¡ue sohunente clcsean obtener una dit.;cn."t.izació11 clptit1u\ o bién, una razonable 
de la n~g;ilm dt~ 1•studio. · Para estos usuarios es necesario que el sistctna cuente con 
1111a rnu<lalidacl autrn111itica para q11e 1>11rcla11 obt<~ncr una rna)la ,~>ptirna o accptablt!; 
PS <IC'rir. suav<> y co11v<>xa. 

01 ro dP los usuarios tipo pnl'a el sisternn es d .. rxpct"lo" en la generación de rna­
Jl;L'i y aq1wl q1w dPsl'a exp<>1·i11w11tat" en la cm1strucció11 de la rnalla y la. ohtcnd<"m dt~ 
In malla t">ptinrn por los funcionales discn!tos, éL'iÍ co1uo con din?rsos rnéto<los de opli-
111izm'.i<°>11. J">arn estos 11s1m1·ios t•I si!->t.c111a dcbeni co11tc1nplar opciones de botón y <Ir. <lP 
11u•111·1 para cpu• p11<'da11 ut iliznr las hern1111icnl.tL'i de edición de contorno, la dirn<"ll!-iÍÓn 
d<' la 111alla. las co111hinncin11l'S d<• f1111cio11nlcs discretos y poder cxpcri111e11tar con los 
111t•todos <h! opt.i111izad()11. 

En c·11alc>sqt1iPrn de los <·asos del usuario tipo, éstos deben contar con un 1ni11i1no 
d<' l'o11rn·i111ic~11Lns en el uso del sistc111a ele ventanas X Windot..rs y así poder interactuar 
c·c111 <"I sist1•111n satisfactoria1111mle. 

6. J .G ll.cstriccioncs generales para el usuario 

El usuario t n1bajani sobn! S'-'V.llWUtos de línea r·ecta. para construir y operar los con­
ton1os. 

En IH r-:0111.1-11<-c:ic·m de Ja 1ualla inicial los puntos sobre la front<~ra se distribuyen 
1111iformt•111tm1t> busC'a11do cons~rvar la forma de la frontera (37) y su11 sobre 1!st¡L..; 
partes fija!'> con la .. 'i que St.! 1.rabnja para obtener la n1nlla. La co11strucci<l11 iuicinl ele la 
111alln dt•pc·11dc!1·;'i fuC'rtcn1cutc du esta distrihuciún, para.tuctrizacióu que influye cu los 
111i•1odos <lbcn~tos 1 consultar {29]. A cordc con la t,eoria: si l!S pusihh! nmstruir una 
111illl.a t"tHl\'<'X<l S<>llr<! la n•gi611 <le c:o;t.u<lio serci entonces posil>lc J1allarla cn11 p) sist.m1m. a 
11·a\·t•s <h· lt)S f1111dn11alPs <liscrct.os i1n¡>la11tn<los. )>.ara bL'i nplicadonc•s EDP, :->olan1e11tP 
d1•l11•ní11 s.-r tl'Sll«~has alA1111as l'<"Uaciutu•s dift•n•11riah~s Plipt.ica . ..; con <"n11dicio1u•s .a la 
l"n>11tt>n1 fija!'-. a los 1·11nt1·u st'Alllt'lltos d1• fn111tt.•1·a dt• la 111alla. 
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6.1. 7 Reqtierimientos específicos 

Requerimiento funcional l:l\tlcn(1 principal 

l. Resumen: Se requerir¡\ de dos ventanas; unn d0ndc.Sc. visu1ltiécn ·tos gnificos 
y In otra desde In que :-m realice el control da las ri~CiOnCS:~On··toS cc)i1tOrnos, las 
mnllns, 1111 acceso pnrn la ayuda en línea y unO pan\ la:snlidn del sistema. . . . 

2. Entrada: Para In ejecución del sistcrna el usuariO no ·dcbcr;í rc:qucdr pnr:.ímctro 
alguno <ln cntrndn. · · · ·· 

3. Procesamiento: Cent.rola y distribuye las tnrcii.s p~incipnlcs del· sist.e1nn. 
·<'· . 

4. Salida: Al finalizar el sistmnn no se devuelve .inforn1~ción. Toda éStn se realiza 
cu curso y sobre el sistcrna gr1Hico. 

Requerimiento funcional 2: Construcción de un contorno 

l. Resumen: Es necesario contar con una hcrrnmicntn que Pertnita In constru­
cción de un contorno. La hcrrarnicnt.a de captura o creación del corltorno es 
rnuy tít.il en iircas de cxpcrirncntadón con datos. 

2. Entrada: Nu hay elementos de cntnuln. ya ciuc se construir•í la región de trn­
bnjo. 

3. Proccs:unicnto: Se clr.finr. los segmentos de contornos introduciendo puntos ni 
ir pulsando botones del 111011sc. Conforme se introduce el contorno los datos del 
1nisn10 se van añadiendo a uun lista '~n 1ncrnoria y éstos <lutos son desplegados 
en pnntalln y mnuncrndos. No Sl' debe pcnnitir que se introduzcan puntos 
1·epeticlos. 

•l. Salida: Al finalizar la capturn, la inforrnnción del contorno permanece en 
rnr.n1oria y scdi sobre In que trabajanl el usuario durante ln ejecución. 

Requerimiento funcional 3: Lectura de Contornos 

l. Rcsu1ncn: El sistcn1a'clebc Conl.cmp~nr rl1ccanisrnos para totnar la infortnació11 
ele uu contorno en arcl1h•o con un fon~rnta· c.o.¡pccífico y llevarlo a tnemoria. 

2. Entrnda: Nontbrc de nrchivo en disco. 

3. Procedirnicnto: l'vlcdinnlc 1111 brouser el usuario debe elegir d uornhrc! del 
nn.:hivo ~· scftnlar su ubicación. 
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4. Salida: El contorno en memoria. Si ul forrnnto del contorno cuenta con una. 
nsiguncic.'in (le las: fronteras ést.n.R scr1i11 scfinlndas en pnntnlln. dc:no" ser. nsí <le 
iv.,unl forrnn podrá observarse 1111 lct .. ero en In caja de estado indicando éste 
hecho. 

Rcqucritnicnto funcional : Definición de fronterns 

l. Resumen: Es 111uy ilnportn11tc nsig.mu· los scg111cntos <le frontera de la región 
<1ttc .scn\n 111apcnda ... o;; a los correspo1ulie11t.cs del cuadrado unitario. 

2. Entrada: Un contorno prcvia1nc11tc definido~ sea en psl.ntnlln o por fichero. Si 
las frontera .. ., cstan ya a..o.;ignmhL'i y podc111os cntoncr..s 1nodificnrlas. 

3. ProccSamicnto: Se elche tornar en cucntn una n1odalidnd parn. elegir au­
tOn1ñtican1untn 11nn dist rilmción de seg111cntos de frontcrn, buscando uniforrni­
dad a 4 ¡uutcs del contorno. Usando opciones ele control y /o catnpos de c11trndn 
se ntndificnnl. In ulccción pcrmiti«•nclo elegir una que Sl•n aceptnblc- Jua.rn su pos­
terior uso. 

4. Snlicln: Al finnlizar se l'Ollt.nríi con un contorno donde no hay;i pico hacia 
ndcntro u11. las esquinas y en principio pueda obtcncrnc unn malln convexa; es 
decir, que no se dohle. 

H .. cqucrin1iento funcional 5: Guardar inforn1ación del cont~rno 

1. Rcsun1c11: Una vc.•z creado l•l cont.~ruo es títil couui.i· 'con la iitÍónnacióil en 
disco bajo fonnato convcniclo. 

2. Entrada: La infonnadóu drl contorno en 1ncr110ria y- el -.no1nbre del archivo n 
guardar los dntos. 

3. Proccdin1icnto: Al elegir la opción de salvar In iufornmción·dcbc ser deSplc­
~adn en 111u1t.alln una cajn de dic\log.o, un browser, donde se podrcl scfialar la 
nhicad<">n do11dc qncdar•Í d nrchivo y su· 110111hrc .. 

4. Salida: El archivo del co11tor110 en disco. 

Rcqucrhniento funcional 6: Generación de la n1nlla inicial 

1. Rcsu1ne11: Una vez qnc- sr. cm~nta con un contorno HC"'t•pt.nhlc, podernos goncrnr 
una nua.lla por interpolnciún q1w nos pennita usarla eon10 punto de pnrtida 
o inicial para c.•l pruce<li111it•11tn dl..• opt i111iz•u·iü11 invulucnulo Pll la generacilln 
th• la 111nlla por los 111L".tudus <liscrctos. El nu~tndo 1~FI dt~ interpolación qm.• 
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cornunmcnte 11san1os conserva la frontera de ln rCgión poligonal y propaga las 
singulnridndcs de Ja frontera hacia el interior de la región. Para los detalles 
puede consultar ('17]. 

2. Ent.rnda: Un coutoruo aceptable en Ju asignación de frontera. La di111cnsión 
de ln umUa. 

3. Proccsnrnicnto: A través de cnrnpo de entrada se introducir1í In dirncnsión de 
In rnalla y ni pulsar la opción diseñada se construirá la mnlln.·por el método <le 
l11tcrpolnción 'T'ransfinita TFJ. 

·J. Salida: Si la elección de dirncnsión de la malla es "adecuada" para lograr una 
111alJa que conserve In forn1n de la región poligonnl sin que el contorno deje de 
ser ac(!pt.nl>lc, ohtc11dn!1nos una rnnlla inicial. En caso contrario no J.>odrcrnos 
trabajar con el resultado. EJ concepto de nccptabilidad de un contorno viene 
definido cu (37). 

Rcqucrirnicnto funcionnl 7: Lectura de Mallas 

l. Rcsun1e11: Nccesit.nrnos trabajar con mnlJns prcvinrncntc gcncrndn.s o bien con­
tinuar PI trabajo que rcnli:;.o:a1nos sobre ellas. Para esto, es indispensable poder 
Jlp\.·ar u la n1c111oria una 111alla en disco. 

2. Entradn: Un archivo de tnnllns en fornrnto convenido. 

3. Procedimiento: A t.ravés de una cajn de diil.logo el usuario proveerá el non1brc 
del archivo o bil'll nwdiantc el cursor y las opciones del browser na\.·cgurtl por 
los clircc1.ol"ios del sistc11u1 hnsla scfiu)ar el archivo deseado. 

•l. Snlida.: Al <d<'gir el archivo de mallas los datos se cargaran cm rncmoriu y deben 
sc>r desplegados mt pantalla. 

Rcqucrinl.icnto funcional 8: 1-Icrramientas de despliegue gráfico 

l. Rcsutncn: Una hcrnunicnta que ha. abierto rnucho e) r .. st.udiu po~terior de los 
ntl~todus discrctc>s y potencia In obtención de los resultados ha. sido el desplegar 
Ja 111allu confonne st• \.'a obt(_•uicndo en pantalla, ob:;;ervarla en puntos discretos 
y uhservar cl0

H110 \"a (_'Sta evolucionando hasta su convcrgcnda, así co1110 pnra el 
amilisis tk los rPsultados. 

·> Entrada: Una rnalla <'ll 1tll•t11oria. 
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3. Proccdimcnto: Con la. 1nn1la. en tne1noria. tnccliantc d uso de controll?s 
dc.•slizndores y boto1ws de opción se ca.1nbia.r•Í la cajn de dcsplic~guc para. poder 
hacer 1111 zoom hacia mientra o hacia afuera. y de un lado a otro. De igual fonna 
la caja se podri'i. niovpr con el fin ele observar parte ele In malla. 

·l. Salida: Despliegue l.'11 pantalln. 

H.cqucrin1icnto funcional 9: Optimización de unn malln 

1. Resumen: La optimización de una 1na1la va. en el sentido ele lograr ¡1ropicdnclt._•s 
ópti111a .. "i acorde a. los funcionales discretos, ésto es que In tnalln ohte11ida est.(• 
cercana a la.-.; propiedades del funcional. Aquí sn dcbcni ctnplcar los mwvos 
funcionales discn•los para. la. obtcncitín de tnnllns suaves y COll'\'eXiL'i. 

2. Entrada: Unn umlla e11 nwn1oria. 

a. Proccclhnicnt.o: .:\ Lnn·t~s de una serie de opciones y 11wn1is el usuario podni 
elP~ir la opción que desee o bi1.•11 usar las prcdctl•nuinadas. Al ejecutar la opcicín 
de n~alizn.r el proct~di111il'nto debeni aparecer en pantalla unn ventana donde 
St? 111ucstn? el dcsntTollo de las ite1·ncioucs así co1110 cu pnnt.nlla podni vl•rsc 
gnilica111<?11le ccírno c\'olucioua la 111alln hacia el óptiJno. 

·l. Salida: U11n 111alln uptilnhmda. 

H.cqucrinlicnto funcional 10: Guardar información de la rnnlla a disco 

t. Rcstnucn: Una '\*e?~ obtcnic.Ja la nutlla r .. s necesario guardar la.inforn1nció11 en 
clisrn pnra su postc.•rior uso. 

2. Entrada: Unn. 1nntln l'll 1nr.111orin y el no1nbrc de nrchh·o doucle se gunnlnn\n 
Jos elatos. 

a. Proccditnicnto: Al igual que Cll el proccdhnicnto de lectura podc1nos a través 
ele 1111 browser depositar In inforrnnción de la 1nnlla en el directorio dc>scndo así 
cn1110 indicar el t.ipn de forn1alo en qu<~ sen\ guardada In i11fon11ación. 

·1. Salida:· La 111all_a 1.!11 archh·o ele disco. 

H.cqucrilnicnto funcional 11.: Rcfinan1icnto unifor1nc 

J. Jl.csu111cn: El refirnunicntu ele In 1nalla es una hcrn1111ie11ta 1itil en 11111duL~ 

aplirncio11cs. Cont.nmos con una nrnlln sobre In región t•n alg:1111a.s aplic:adnncs 
dPs1•a11ms lml"cr nlg1i11 rt\kulo con pn•cisil111 <'11 s11ln~giu1ws o partc>s ch• la re~ión. 
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2. Entrada.: Una rnnlla convexa. 

3. Proceditnicnto: Por refinan1icnto uniforrnc cntcndcrcn1os una intcrpolnción 
entre lns líneas originales. En In opción· de 1·cfimünicnto uniforme d(!bcrctnos 
elegir el 111ímcro de lineas que serán intcrpolndn.."i entre dos ya existentes y rea­
lizar entonces la intcrpolnción. 

--t. Salida: La 1nalla en pantalla con el rcfinnrnicnto uniíonnc dt.-scudo. 

Requerimiento funcional 12: Solución numérica ele algunas EDP 

L Resumen: Una nplicación de !'illmo interés es resolver algunas ecuaciones dife­
renciales parciales !iobrc las rnallas convexas logrndns. Nuestro interés es cxpc­
rimcntnr con algunas EDP dípticas. 

2. Entra.da: Una umlla cnnvcxn. Los parñrnctros de In ecuación· elíptica y lns 
condiciones a In frontPrn. 

3. Proccditnicnto: A través de un csqumnn de diferencias finitas se, resOlvcrá el 
sistmna y será clesplcgadn en pnntnlla Ja superficie .solu~ión. . 

4. Snlicln: Solución ohtcnida !'ica en pnntnlln, o bien; nn urchh~o con forrnnlo MESH 
<le CPotnvicw. 

6.1.8 Rcqucritnientos de Interfase externa 

Uscr Intcrrasc 

La interfase con el usuario de Le ser n111igablc, debe usar recursos connu1cs corno mouse, 
teclado y contar· con la posibiliclnd de usar alguno de ellos cunrulo el 'otro no c..xistu. 
La idea es contar con un sistema totnhucntc gnífico por lo que In interfase debe ser 
'"11nt urnl 11 al usunrio en el n1n11cjo de In.e; opciones. Conectar algunas tareas con otras 
<In nuuu~rn que el 1uoccso sohrc Jos contornos y hL~ n1alln:-; se encuentren plenamente 
i1lc.•11tificadns. 

1-Iardwarc Interface 

El sistema 110 <lebení depender de uinguún hnrwarc. No clcbcni estar oricntndo n 
plntafon11n de sistcnui.."'i específicos, por d contrario ser lo nuis arnplio posible. No dc­
pcmcll .. •r;Í el dcsplil.•guc gr1ifico de los pixcles de la pantalla gr1ifica u de cspccificacioucs 
ele• 1 nrjc•t.n gn\ficn alguna. 
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Soft,varc I11tcrfncc 

Para el despliegue gráfico se usnn'i instn1ccioncs basadas en X1ib.dc 111anrirn. que sea lo 
uuis indcpcnclicntc de cunlquicr otra biblioteca grñficn. Sólo deberá ctnplcnrsc rutinas 
df.!' distrih11d<>n libre y on su caso bibliotccn...,. gnificns soportadas en casi cualquier 
sistl•tna. 

6.1.9 Requerimientos no funcionales 

El sistcnm debe tener la capacidncl de ser lla.1nado desde una \\'orkStation sin lirnilc 
<le usuario.~. excepto quiztí. las lhnitaciones de n"c11rHos en la 111c1noria del sistcn1a 
pcnniLa. 

El sistcn1a debe ser rápido en ejecución y todo en pantalla. Es pr<>foriblc que 110 
!"<' gc11cnm archivos cu disco c'\'itnnclo así que permisos 110 clt>clarn<los puedan dctcrwr 
el prucc>so de ejecución. 

U1ut lmena colección ele 1ncnsajPS cl<?SJ>h!g,aclos a¡>ropiada11ie11te aymlaní a qtw los 
us1mrios puednu snhcr lns rnzorws por la.'t qu<" no c•s posible realizar una OJH•rnción o 
hi<~11 si ésta fue llevada n cabo satisfactorimnent.c. 

El sisle111a d<'he cnnt.nr con los siguic11t<?s atributos: 

• Disponibiliclncl En tocio momento el usnnrio podni Pjecutar el sistctnn sicrnprr. 
que se cncuent re trnhajamlo en t•I siste1na d1• vc~ntanas de la computaclorn. El 
n1"1111cro clt! usuarios no dcbt~ni SPr i111pecli111P11lu para su <•jccuchín, sólo <lepen~ 
den\ 1le los n•<·nrsns 1lc 111e111oria. 

• l\llantcninl.icnto El n1anteninlicnto del sistema jugari\ un papel itnportautc en 
futuros dc:-tnrrollos. Cnntem1>lar qtw el sistc11m cut?nte con una infrncstrucuturn 
que pcnnita actualizar, sustituir o clirninnr sus partPs pcnnitiní el crcci1nicuto 
del mis1110 con costo n1í11itno. Si la construcción del :-tistmna se encuentra 1nuy 
hicu docnnwnta<la en sus partes pcnniLin'i que un 1nuyor n\uncro de persomL'i 
pllt><ht11 1>a1·t.idpnr en futuros desarrollos o nplicacioncs del nlismo. 

6.2 Diseño del sistema 

Con ba.~o en la Pspccilicación de los rcq11cri1nic11tos podc1nos considerar el diseño 
dPI sist .. 11111 idc-ntifi<"nn<ln lns tarea..,. que :-;n lu1u <IP rcntiznr y la fonna de interactuar 
t•ntn• ellas. De igual fonna dcscrihirc111os los lrmg,uaj<~ de prognunaci(m rcc¡ucriclos de 
ari1Pn.lo a las l>il>lic>t.c.-cas n n1ti11ns cren<ln$ cr1 prnycc-tos antcriorrs y <le 11so <•s¡wcificn. 
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G.2.1 Modularidad 

El sistc1na scni rnodular. De acuerdo n lo descrito en la cs1>ccificaci6n de rcqucri-
111ir.11tos, el sistenrn debe ser disciindo siguiendo In interacción de pequeña....¡ tareas o 
111údulos para su intcgraciúu en el sistcnu1. 

Por una. pa.rt.c cst;unos int.crcsn<los con el trabajo cxc1usivo del coutorno, desde 
su crcacilm hasta In edición de lns sub-fronteras para In posterior gcncrnción de In 
111alla por 'T"FI. Por otro Indo estamos interesados en darle un tratnrnicnto n lns rnullas 
g,t•1u•rada ... "i prcvian1cntc y obtener rnnllns óptinlll.S en el sentido de los funcionales dis­
,.n_•tos que trabajarnos. De esta rnnncra podmnos distinguir dos rnódulos principales: 
Contornos y l\lulln."i 

l'l<INCll";\I. 

C01'10RSOS MAi.LAS 

Figurn G. 1: 1\·lódulos principales del sistema 

·rratnrmuos cada una de In..'" turcas intcgrnda.s n los 1nód11los pnrn forrnar el dia­
g:rama de flujo de las c>pcrndoncs contc111plnda.s ~n el sistcrnn. 

Wlóclulo Contornos 

El trabajo con ro11tor11os abarca tnnto su construcci(>n con10 In n .... igunciún de los scg­
nwutos c_)p frontera para generar la m;1lla rectangular. Por una parte nos interesa cons­
truir Jos eo11toruos así eon10 considerar aquellos obtenidos prcvhuncnl1? por 111étudos 
o n1l'l'anis111os diversos y l•n 1uchivos de disco. 

Uno de los prinw1·os pasos scní. la obtención de un contorno. ~::ü fonna es leer 
Ja infonnación del contorno desde un archh•o y In otra construirla en pantalla. La 
priuwra debe: seguir 1111 formato ctilnblecido que contcrnplc los puntos del contorno 
poli~ounl ~- una d1•seripciú11 de los segnwnt.os de frontera a los que scní. 111apcm..lo 
<"I ruaclrado unitario. Si los scgrnr.ntos de frontt•rn no estnn cstahh.•ddos, no podni 
co11str11irst• unn 111alla inidal. 

La 1·011st 1·11ccit"n1 dl' 1111 <.·011tur110 en pantalla <IPhc sPr rnuy el nro. ~1wst ros dn1ui11ios 
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son polígonos cc>rrndos en el plnno así que debe considerarse un rnccanisruo que cicrrn 
c•I co11ton10. D1.• igual 1nan1.•ra <lcbc considerarse evitar introducir p1111tos repetidos. 
L1wg,o de In entrada de lo:-o datos se pm;an'i in1ncdiatnrncntc n la nsignncitln d<~ los 
sPgnH~ntos de fn111tc•ra. 

Cu11tn1ulu co11 un contorno en 11u;n1oria, t><>dni optarse por g11arclar In infon11aciú11 
u bien gcncnu- la 1nal1a inicial para su uso posterior en el n1tídulo de 1nallas. 

Bajo In dest•ripción d<!l orden de las tareas qtte hcrnos planteado, el módulo de 
eo11tor11os s<>g,uini el dingrnnrn de flujo de In Figura 6.2. 

COSTOMSOS 

U:t.'TL'K.\ CiU.\MllAM 

t•OS!t.IRU<.·cms nt: 
•·ao:or.'Tt:RAS 

c;..:. ... t-:RAK 
'1.\U.AISICIAI. 

Figura 6.2: Díav,nuna dP flujo de la.s tareas de un cout.orno. 

lvltidulo de MalJns 

El tralmjo sobre tnnlla. .... 11os pcnnitc obtener una rnalln opt.irnizada ha.jo los nUC\'us 
fnrwionah•s así corno n•alizar algunoL'i aplicncioncs y obscn.•ar en detalle lns 1nalln.s. 

Eut n~ l<L'-> pl"incipalPs t an•.as se c11cue11tra la ele llevar a 1nc1nod~1 una rnalln «i'JJ 

di:-;l·o para su poste!"ior JllTH'l'S.a1ni~11to. Con la 1nalla. en rnc111oria pudl1 ll1<>S c111ph..•ar los 
cli\'rrsos f111wionalPs disc1·.-tos a fin <lt· optintiznrla usanclo para clicho efecto difc1·c11lc!-> 
111t'•1odns dt• opt i111izadfu1 clc• v,rau l'Scnla. Una vez obtenida la 111.alla <.">ptiina pudcnms 
10111a.-la l"OlllO l'JJt.rada pa.-a c•I proceso siguiente y es que la 111alla cl<."ht!fiÍ estar en 
111••111c>1·ia y L•I sistPnm tl<>S clPl><'rÜ llevar ni 11w111i :uttcrior eon la finalidad de• podl'r 
Sl'~t1i1· c·o11 <'Sl' llH~>dnlo ha .. ...,la qu<~ así lo considere el usuario. . 

Si la nrnlla Pll U!'iO l.'S <"011\·(•xa pudrt!111os trabajnr con las aplinwiones dc~finita..s pnra 
tal fi11. Por C'jen1plo podc"1110s rrsolver alguna EDP sobre la rnalla y si los n•sultados 
110 sn11 aclPC"llilClos o si111ph•11w11tc d<•S(!aJnos expcrhnPntal" con 1111 111alla 1111\s tina dn· 
l11·1·p111os 1·011le111plnr In posihili<lnd d<' r1\pi<lnnwnt1• al-cr•dt•r al n•fi11n111iP11to unifnn11t• 
~- liw~o voh·p1· a 1•j1•r11ta1· PI 1m)d11lo EDP ~· obtc'11C•r lo <h•si>;ulll. Esto nos Jlpvanl a 
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considerar lns nplicncioncs sobre rnnllns convcxns corno unn opción dentro del 1nódulo 
principal de mallas. · 

Eu cualquier rnomcnto del procr-o,;o poclcn1os ~unrdnr los rcsultnclos bájo el fonnato 
convenido. 

Por otra parter 1111n hcrrnmicuta rnuy pod(!rosn es Ja visualización a <lctnllc de In 
111alln, sea obtener 1111 accrcaruicmto de zouas complicn<las o ver algunns cnrnctcristicas 
gcotnétricas y visuales de los scgn1cntos curvilíneos. Esta tan!a deberá ustnr disponible 
c~n todo 111on1cnto ch~sdp el n1ódulo de léL<i nmllns .• 

13_njo este esqtrnrna dr trabajo, el cliagrarna el<! flujo de la .. "i tnrc1L"i agrupadas en c!I 
módulo de n1nlla.s :-;e presenta en Ja Figura G.3. 

-=i 
1 

Figura G.3: Diagnuna de flujo de las tarcoL"i en d módulo de 1nnllas. 

Una vez dcscritns lns tnrcns c111c agrupan cndn 111ódulo del sistcnm., se tcndrii 
1111 dingrnuui- c>-'if1Uc11uítico por tnódulos y tnrcn .. 'i del sistema. Este se nmcstra en In 
Figura GA. 

Bnjo este t!..'if1Uc1na de integración el sistc111a crecerá y podrJÍ contar con un 1na11-
le!nitnicnt.o adecuado ni estar hL'i tareas vinculadas con los módulos correspondientes 
y así poder ser éstos sustituidos o alterados fácihncntc_ 

G.2.2 Lenguajes de Programación 

La construccit'in de la 1nalla inicial, In itnplantación de los funcioualr .. s discretos y los 
mütodos dt~ optitniznción cst•in escritos cu Fortran 77 probados con gran éxito en 
sistc11Hts anteriores y 11111chos du ellos so11 piezas de fina i11gc11icl'ia cotnputncional en 
prublt•rna ..... ck opthnizacióu y d<• gc...•uc.•rm_·j<jll dP 111all<L"'i. 
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Figura G..I: Dingrnrna esqucnuitico ch• los 111lHl11los del si8tcrna y la.e; tareas que con­
lempla. 

La implantachín de los funcionales dis<·n•tos representa el poder n1nnipular una 
malla y :ms ülcrnenlns: crldns y trioí.11g.11los, de 11uu1crn que sean pcrfcctarncntc iclcnti­
ficnhlcs así co1110 el realizar cülc-ulos dt! las 1111.'dida ... ~com1~tricas que cada 11110 ele ellos 
n•pn~sc11ta. La i1111>la11tm·it'>11 ,if. 1•sl1ls ''!:.iq111·1nns de re1>rcse11tnción y los f1111cio11ales 
111is111os se encucntnt 11111y hiPll trabajados en Fortran 77 y la idea C'S crecer en lo 
Plal>oraclo ton1a11dn In 11sal1l1•. D" Psta 111a11t>ra SP sug,if•re continuar con este plan de 
creci111iento, progrnrna1ul11 111Je•v1>s fu11ci1u1ah~s y PS<1t1cinas de co11teo ele las propicdndcs 
sohre los clcrncntos d1~ la rualla <'11 h·nv,uaje Fortran 77. 

Los drives para d prohh•1na dP opl imizacilín ele gran escala han sido J>(!fÍCctn-
11w11te prohatlos, usados por la t•o111u11idcul ric>ntífira y tnuchos de ellos representan una 
joya d<• ¡u·ogr:unadtin c•u Fotran 77 por lo que SP acc>11s<.-ja 110 hacer una traducción 
al le11µ,11ajt' C 11 ol r.-:1 para ~11 ut ili:.r.aci<'m sino loµ,nu 1111a intc~rfmm qtrn los llame cuando 
l'it'iHI n•q1wridns ~· d1!sd.- lul'J.!.O l'i<'H tra11:-;pnn•ntc al usuario. 

()t.ro de los lt.•nµ.uajt?S qW! <'S dt> gran utilidad es el C. Con l'Stc l<>nguajc es posible 
aparta1· 1•spaeio de nu•1111>1·ia pan1 su post1?rior uso en la const.ruccicín y optitnizacicln 
di' las mallns. Los sistt•nrns Unix ¡1n1\"t•c.m de una herrn111il'11tn nmy t?ficaz pnru d 
1rn111l'jo dt> la 111t•111oria a t ravi·s cid lenguaje C. 01• iv,ual 111arwra h'L.,. instrur:cioues 
di' las hihlinlt•cas ~nificas Xlib pueden ser c111pleadns i11<list.i11ta111cnt.e mitre sislctuas 
Unix dc:-;dc <'l h!uguaje C ANSI. 

Por Pst a raz{111 s1! nPV,Hit!I"<' trabajar con dos lenguaje:.; clt! prognunación Fortran 
77 .\" C ANSI de- rnancrn qut• p11t•da11 interactuar con los drives prograrnados y las 
l1il>liot1•<·as 1h! 11:->t> a11111lin. Para t"t•alizar ln intc1·íasc 1lc• prograrnación se sugiere c¡u<~ t•n 
lt-11µ.1rnj1• e st•au prov,raruados «i-1 manejo dt~ la nwmnrin )" las llauwdas a las rutina . ., de 
Fortran .. ·\si 111b1110 M' n·,·0111it>11da usar e para <•I int<'n·arnhio dt! i11íurnmeUn1 eutt·f' 
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fidu•ros dt> dh·wo (llarrrnr y j.!.llanlar). 

Fip.,11ra G.5: Esq111•11aa pana nm1pilar y ligar drives y progrnmm; de Fortran y C. 

La i11lt>µ.rnl'ic"111 dP los 111l><l11los (_•u u11 sistema scguir;i d csq1wnu1 de prograrnnción 
dt• los rn<ld11los .v tnn•as pa1·t ieulan•s. En la F'iµ,urn ü.5 se rnuesl.ra un c:-;qucrnn adop­
lado para ligar drives y st1hr11tinas <'11 FORTRAN y C. El progrn111a principal <lcbcr~i 
P!-.ta1· rscrito e11 le11p,11ajP C para tL"'iÍ contar con un nwjor control de ln.s tarea.. ... , el 
<':-.pado de 11w111oria a 11sar. los gn'ificn:-i y el rnancjo dt? archivos de entrada y salida. 
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Capítulo 7 

Conclusiones y trabajo a futuro 

Dtua11tl' <'l transcurso dP la últirna dl-cada, una ht>1Tan1im1t.a que• ha siclo fundarncntal 
l'll l'l dl'~a1Tullu dP i11v<"stiv.aci611 y PX)H!rit11l•ntaei(m con distintas iclea.s pnra lograr 
ll'Stilvl'r dP 11H1111~ra eficit~ntt! PI pruhh•111a cito c·o11st.ruir 111alla .... sunv1~s y convexas sohre 
11•v.io1u•s at íph·as ha sido la visualizncit:111 gnifka de la 111alla. 

Ett los prinwrus af1os s1llo contaba1110s rm1 la evolueir}n del ¡u·ocPso de oplitnización 
a 1 rav{•s dl• los valun~s el<• la funriún así corno PI dt>crcd111ieuto dC'I n1ínu!1·0 di' celdcLo.; 110 
4'1111vt>xas. ~rrataba111os dC' nprl'11<ll'r sohn~ t>I l'fPcto de los funcionales al ilnaginarnos 
s11 <"<>llllH>rtan1iento en cacla ¡>aso clC" OJ>li111izac·it'u1 y sólo ol1serva1ulo la n1alla ópti111a 
al lirwl dc•I Jll'O<'.PSO. 

El co11t ;u· cun 1111 sistr111a gnificn c11u._• 11ns 1><·n11ita obsl'n:nr y a¡>n?tuh•r del ÍPnónumu 
qn«" sohre la nrnlla p1·0<111ce11 )os í1111do11alcs ha. sido una pieza c:la\'r pat"a proponer 
oLrns fonua.s clt! atacar el J>l"Ohlc1na a través de Ít1ndonaJcs n1uy 1·ob11stos. 

Ln l'XJU?t·i11w11taciiu1 lle\'ada a caho eon los sistcrna..s g,rálkos nos per111it i<j proponer 
1111a n•p.ularizacit°>ll al funcional de suavidad disc1·cto y cnt.c11dt>r eú1no nct(u1 sohrc 
1111¡1 cd(la. Esta i1lc;1 <li,) ¡>ÍP a pro¡>01ier una íorrna de extender du111inios donde 
opPrar sat isfoctorian1cnte dicho fundonal lle\'iÍ11do11os ni dPsanollo d1~ los lhunmlos 
k-f1111c·icn1alc•s o f1111cio11alPs ;ulnpt ivos. 

U11a ch• las inquiet.udt•s tlt>I l?,rupo de trabajo UNAMALLA t's contar cou 1111 sistelnn 
p1·ol"Psional. vPrsiitil. con l'I que podPr lle\·a1· a cabo una coleccicju dt• expcrimcntosT CJUP 
p11('da St'r t!t11plt•ado en aplicuciurws conc..:i-ctas y a la \'PZ usarlo cu 1·11rsos sobre solucit)tl 
mn111~rirn dr <'<"11acio11es difr.n•nciah•s parciales. Por otra part1• dc!searnos que el sistenm 
eu<•ntc~ t·un u11a cstrurturn qu<" garantice su cr<"ci111ic11to ~· fiicil mantcnirnit:"nto. 

L"t111 )1JS sistt•111as l>l"l'\'Íos f11i111os apn·1ulien1lo pri111ero a 1lt~sarrollar programas 
Plid1•11tc•s. <¡111' llc•\'f!ll a ea hu los ¡>rot·1·sus ch• opl ituización y JH 0 1·111it iP11<ln •mtl•1ult•1· la 
g1•ot11l'I ria 1lt•I nis clr e ad a 1111".rndo. L11c~J.?.O, fu<• 1111Pstro illl('n··s i11tt•raet 11nr co11 l'sa 



130 Conclusiones y trabajo a futuro 

colf'cción de prograrnas y n1óriulos para pcrn1itirnos la fiícil cxpcritncntación de Ja .. ~ 
kl('fl.'"i sobre regiones singulares y de esta forrna calibrar Jos f1111cio11al<?s y los rnétoclos 
tle optin1izaci<í11 de gran esenia. 

Sin t."11bnrgo, durantr. los prinwros afios. cst.uvirnos rcstriugiclos a In plataforma 
PC-DOS dondr! trabajan1os con distintos tipos de con1piladorcs y sus bibliotccm• 
gnílicas desnrrol)arulu algunas l1c1·ra111im1ta.s que no proveían estos con1piladorcs y 
~anarulo cxrH'f"iendn sobre todo en el desan·ollo de sistemas co1nputncio11nl<!Sy pla­
neando en cada 11110 rucjorar Ja fonna de interactuar con el usuario. 

La fonna de interactuar cou el usuario pcrrnitc que u11 sistc111a se.a funcional para 
diversas aplicaciones, así como facilita su uso y cxpcrirncntación. Los Gra¡Jhical U.<Jr.1· 
ínter/a.ce CU! nos proveen herraruicnta.o; gníficas corno botones y opciones de n1c111ís 
que al srr pulsados o elegidos la.."i tareas n.socindn.."i son r.jecutadas. Hoy en día el 
uso de los GUI jueAa una parte esencial dentro e.Je cualquier sistmna co1np11tncio11nJ 
profrsionnl. 

El sistcnm que se prcscuta hace? uso ele bibliott'eas gr:í.ficas libres disponihlcs para 
an1hic11tcs Unix, a:-;Í con10 de pritnitivas ele grnficadón que hoy en <lía son un stnn­
danl para ·cunhient<•s gnificos. Ln!i rutinas principales cst1'in prognunada.s en lenguaje 
Fortran y el 111ancjo <le In mmnoria, los gnífico~ y la intcrnccicjn con los rnódulos en 
l'!nguaje C. Este es 1111 sisternn 1nodulnr multiplatnforrnn para Unix. 

7.1 Conclusiones 

Co11 d prcscut.c trabajo se desarrolló un sh;tcn1n c1uc hace uso de Jos nue,~Os fuu­
cionnlc..-s de iírca y suavidad que para Ja gcncrnción ele 1nallns se cuenta nctunhnCutc, 
los llarnndos k-funcionalcs o funcionales aclnptivos. -

El rc."iultndo es un sistctnn inclcpcndicntc de la. plntnforum sea· PC-OOS, Macint-osh 
o de alg:tín ambiente ele progra111nción como Jo es Mat1ab, este 1ílti1no, cuyn dcpcn.­
c.ltmcia resultaría rnuy costoso para su posterior crcchnicnto. 

Se dt.•scrihici n clt>talle una disc.n~tización urny interesante del funcional de \Vinslow 
cine nos pcnuitc.• cutcn<lcr c>I efecto de la dirncnsión de Ju. 111alln nsí como de In. 
paranwtrizacitju ch• la frontera <le In región sohre el fuucionnl. 

Se esrH!cificaron los rcqucri1nicntos y el disciio del sistenin para In construcción ele 
un contorno, la obtm1ció11 de una rnnlln inicial ~· una 1nnlln ópt.irna. De tnl íortuna 
que fueran definidos dt! fortna puutunl cada rnóclulo 9 Ja interncción entre ellos y cncln 
una de las t;irc>as <Jlll! integra. · 

El sistc-111a sP ha .. ..;ú en bibliotecas gn\ficas Jib1·cs .. Se utilizó In biblioteca XForms 
pant. los GUI ~·se- t>111ph·<j priniit h·as ele OpenGL; c~n lo pnrticulnr se utilizó la bibliotccn 
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Mesa para la gra.ficacióu. 

La estructura rnodulnr del f1iistcrnn hncc que su c1·ccin1icnto y reuso J>ara. los 
1>n'b::i1nos nfios se encuentre plenmnnntc gnrnntizndo. 

7.2 Trabajo a futuro 

El sistcrna cornputncionnl aquí <lcsarrollnclo es unn pieza. clave dentro del proyecto 
UNAMALLA. Nuestros objetivos n ntcdiano y largo alcnncc son los siguientes: 

• Elaborar un libro sobre la Generación Discreta de l\·lnllns n través de los fun­
cionales que hc1110s venido dPsnrrollnndo. Un libro c¡uc puedn ser mmdo ta11lo 
con10 consulta dentro de la inv(!Stigaciún m1 gtmerncitlu dt? 111allo.L'i, y de igual 
forn1n ser usndo en un curso sobre solución 11un1éricn de EDP's en el que se 
interact1'1c con el sisterun. 

• lrnplautar los lllH?vos fu11cio11nlns o-convexos que se han clcsarrollaclo y que nos 
ha pcnuitido 1·ob11steccr la teoría de In generación discreta de 1nal11L"i. 

• hnplnutnr al sist.mun un trat.:uniento de Ja frontera ele fonna t.nl que potJnrnos 
stulvizarla 1>or curvas NlJRBS y coutrolar los puntos a fijar a través <le una 
para111etri:zació11 J>Or spJin«'S racio11ale:.;. 

• Con este sistl'n1a 1>oden1os c·onst.ruir 1nalliL'"' estn1cturada."i r<'ctiln~ularcs. Nucs~ 
t n> int.<!ri!S t'S co11st ruir t riangulado11es c'•pt.itnas sohn! rrgio111•s 1uuy irrrgulares. 
El sistt•nu1 J>l•rntitt• er<"cer <'11 i!sta dirr<"cilm al intplantarlc un módulo sobre 
t.rian~ulacioucs a obtr.nr.r a partir d<' la rnalla rec:uingulnr, así como considrrar 
aqul.'lla ohtenicla por al~1·111 otro nu?todo y optintizarla a t.ravc!s de inu•strns 
fu11do11alt>s. Para lop;rarlo, 11cct'sitare111os <¡Uf' los archivos ele salida puedan 
sPr co111patibh•s con los standnrcs avalados por la ISGG (JntPn1atio11al Society 
nf Gricl G<•1wratio11), el !GES y STL, para que e11t.onc1•!i fHtl'clan s1•r ll!->ados los 
rcs11lt.:ulos m1 alg1111n OlJ>licacitju <le elmne11to ri11ilo. 

• El sistt•111a eucnta c·on un 111cld11lo para resolver alp;unas EDP's. Nuestro ol>­
jeti\'o es i111pln11tarle algunos 111i!tmlus por <lifcrcncÍéL'"' finitas novedosos pan\ 
n!::mlvcr sobre I"egio11es atípicas algunas ecuaciones diferenciales parciales muy 
intcn.'snntcs. De esta forma, el sistema podni ser usado en algún curso. de esta 
11at.11rah•;.i:a y 'lc:-;d<~ h1c~o. Pll aplkndonl'S concretas. · 

• ~tu•st nlS 11ialhL'"' estn1c-t.11rnd1L'i son t•o11st1·ui<las a partir de puntos sobre In fron­
t1•1·a fij1>S~ y 1h1iea1111•11tc :w busca la propiedad del funcional a In largo de la 
n·git'>11. ='=11Pst ro in1Pn;s t':-> i11cu1·simmr PJI la gc11erncitj11 ,Jt. nrnllas aclapth·oL"i, 
111allas q1w siµ,a11 1111 pat nju part.kular <h•l Íl'llÓlllPllO int<•rcsadn a 111t.•dir por In 
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nplicación deseada sohn• la regióu, y desde luego, obscrvm1 las propicclndcs ele 
nuestros f11nci¡>11nlcs. · 

• Los funcionales discretos trabajan sobre trh'ingulos, por lo que podernos definir­
los de fornui 11nt11rnl sobre superficies. Habimido gnnndo experiencia con las 
prirnitivn.o;; de OpenGL, a .. o;;i corno en el discfio de software y el intcrcarnbio ele 
inforrnnción con el usnnrio, (!JI nuestros planes está elaborar un. sistcrnn para 
construir 111nllas en superficies. · 

Hemos de corncntar que el sistc1na UNAMALLA v. 2. O for X Windows es rc­
forcndn dentro de tres hnportáutcs portales donde puede uno informarse :-;ohrc In 
invc::otignción y desarrollo que actualtncntc se lleva n cabo dentro del área de la gcnc-
radón <le rnaJlas: · 

• ivlcsh Gcncrntiou 1..Y. Grid Gcncrntion on Lhc \\'cb. 
Adrninistrnclo por c1 Dr. Robcrt Schneidcrs1 cspccinlisln en generación ele 111nllm• 
y su post/pre proccsarniPnto. 

http://www.users.inf'ormatik.rwth-aachen;de/-roberts/meshgeneration.html 

• Intcrnational Socicly of Grid Gcncration. 

http://www.isgg.org/soft_pub.~tm~. 

• l\.Jcsh Rcscarch Conicr. 
Achninistra<lo por el Dr. Stcvcn J. Owcn, jefe de, un grupo de in\·cstignción Cll 
gencrndcJn ele tnallns en Sandia Nationnl Lnborn_tory. 

http://www.andrew.cmu.edu/user/sowen/mesh.htm1 

El sistc111a desarrollado se~ cncucutra n la altura de Jos act ualcs sistcrnas para In 
~c·1wraciú11 du mullas <lispouiblcs Lnuto públicos corno co111crcialcs. 

Para finzaliz;u 1 hemos de corncutar que In forrnn de trntar el problcrnn de In 
w•ncrachin de rnallas por rucdio de funcionales discretos es novedosa entre los sistcrnas 
dispnuihlc!s y min qtwdan n1u<..·ha..c; iden.s por llevar a cnl>o por nuestra parte. 



Apéndice A 

Manual Operativo del Sistema 
Unamalla v. 2.0 para X Windows 

Basados en los RcqueriTnicutos ¡u1ra un SistcTIHJ. A uto111ático Generador de A1alla.<¡ 
lwmos desarrollado el Sistema Unnnmlln v. 2.0 parn X Windows. A continuación 
describhnos sus con1po11c11tcs, la filosofía dt?tnis de su desarrollo y un 1nodo e.le uso. 

A.1 Diseño e lnterf'ace del Usuario 

A.1.1 Sobre el diseño 

El sistcnut. UNAMALLA prira X Windows es 1111 paquete cornputacional 1 que resuelve ele 
1nancra eficiente el prohlt~nut. de gl•11crar rnall<L'i rcctangulnn!s sobre regiones irrcgu­
lan•s pinnas y aeot:u)as. El tipo ch• mallas cou qtu• t.rahaja son las r.structurndns y 
1 Pt"IÜ11µ,,ulan•s. Est <' 1 ipo <I<• malla4...; <'S 1·ornü1111w11t1• utilizadas <?11 la solución numérica 
di' p1·uadorws dif<·1·1·ndalt•s pardah•s por el 1nt•todo de diferencia.~ finita.-.;. 

El sbtPJJIH l'S 1111al11H*t1lt 1 v.n'ilico y hac·p uso de los GUI (Graphical Usc•r h1t<?rfacc) 
dt• la biblioteca XForms. }Hff lo qt1•~ 1•s atnigahh· al usuario y nmy sencillo c1e usar. El 
:-;blt>IJHl :-;1• ha dis.-füulo para t¡llP sea a111.0111ütico bajo la idea de c-¡ue con 11111y pocas 
opd1n11·s dt• l<'rla SPa posihlP ohfPtu•r 1111a 111oilla <">ptinta suhn• u11a rPgión, sit!111prr. que 
1•sta t•xista. Para <'I dPspliPf.!,11<' ~nífko se• hnct" uso dr prirnitivas dt! OpenCL por lo 
q1w t>I sistPum t•s portahlt• a ca.si cualc¡uit•r platafonna Unix clondc nrnha.s bibliotecas 
llllf'<la11 Sl'I" tlSa(la:->. J,¿os lt•11p.t1aj1!S ch• prog,ra11meió11 l'l11J>leados SOll Fortran y e ANSI, 
t•I sist1•1111l p11t!<IP Psta1· tlis¡>o11il>lt• c•n rasi e11alq11it?r sist.e11u1 Unix excepto quiztís por 
alf!.Ulla.-.; co11sidP1·ou·io111•s cl1• hihliotc•cas. 

Est 1• sish•uta pt•nni1<" t rahajar nin tornos pnlig,ormlc!s d<• rcg;ioncs plana.."'~· a<"otatlas 
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para obtener sobre ellas urm ntalla óptima, o bién n partir <le una rnalln rcctñngulnr 
oht.cnidn prnvinrncntc por otros proccclitnicntos y aplicar sobre clln las técnicas de 
optirnizución i111plautad1L"i en el sistema. Algunos autores se refieren en ténniuos 
gctwralcs a <'stn t(•cnica. como suavizarnicnto o post-procesamiento de la n1alla. 

El sisteina ÍUP disPfiado para el arnhil'nlc de trabajo de X Windows, y ha siclo 
probado con (•xitn cu los !-iÍStc11HL"i Linux RedHat para PC G.2, 7.0 y 7.1, de igual 
1nn11crn en \\'orkStations SGI con sisu~n1a opcratÍ\'o IRIX G.2 y 6.4 en Jos apartados 
1iltirnos scfialarnns J.L-.. neccsidad<•s tl'cnicm·• del :-;istcrua. En la secci{m de instalación v 
cjccucic'Jn i11di<·an1os los pa .... os a S<'At1i1· para Pjccutar l'I :-;istcmn. La. forrna. de trnbaj;1 
con el sist.PllU\ es a t.ravl'!s de dos vc11Lann .... -..;, 111m de d(•spli(_•gtu? gnifico Display Window 
y la ot.ra co11 11w111l.s de opcio11~s y tedas de acceso nipido Control Panel y, de 
acuerdo al <h~sarrollo clPI trahajo, con vr11tat1a .. -..; aclidonalPs y opciones de clccciún que 
JHlf l>ot out•s i ni J•µ,racl<>s S!! van f>n•st!lll a1ulo. 

Fi~u1·a .·\. l: Vt!llUllt:L"' iniciales dl'I sistema. 

Cabt• M'Ílala1· c¡U<~ l.:L"' opciones dd sistc1ua estüu escritas en inglés por lo que 
11us n~firm11os a !IL-..; opciu1ws que ha <k considerar el usuario 1.nl y co1no upa.recen en 
pautalla 1~ ituticando la.s palabras clave en tipografía de UH·iquina de> Pscribir .. 

El .sistt•111n cuusta de t·11nt.1·0 mentís de aplicaciones: Main. Contour • Mesh. 
Information ').' Help. t•I uso de cacln n1c111í y sus opciones o subu1enús cstar1i11 
dispunibl<•s sicn1pre CJ11e PI proer.so n.•alizado lo prnnitn.. Por ejcrnplo, si se cucntn 
t·un 1111n 111alla eonvl'Xa t'll t11t•n1nria po<ln~rnos operar con todas las opciones ele Mesh, 
¡wn> si 111 111alla 110 t!!"i ("OJJ\"PXH 110 l'Stani <lispouible la opciü11 de s11h1ncn1í co1-rrspu11-

cr'r·c¡,::: t'r)T1T 
• 1 ,_ • .1 \ .. V 
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diente n la. .. -.; aplicaciones: App1ications.. En lns secciones siguientes harcu1os u1m 
clcsc-ripcic..\n de los 1nód11los Contour y Mesh, con1cntnrcmos cndn una c)p las opciones 
dPI n1en1í, cón10 y cuoínclo es posible intcrnctunr con cada unn de ellas. 

PKINCJl•AI .. 

CONTORNOS MAl .. l..AS 

Figura A.2: Diagnuua de flujo de los f>rOCc!sos del sistcrnn. 

A.1.2 Interfase para el Usuario 

La intcríasc con el rnmario consistu en un panel principal y algunos sub-pc\nelcs 
que sl!nín dcst>lcg.a<los cm sustitución al prhnoro dependiendo de ln opcicin d(~gida. 
Lns pe\ ne les consisten en un conjunto de botones, ca1upos de entrada, cont rolc..>s 
dt•slizadores. cnjrn; de diálogo así corno buscadores y cujas de n1c11sajcs. 

De acuerdo al <lisefio <lPl :-;istmnn, PI panc>l de control principal \'a c·eclicnclo a otros 
JHÍneh•s ele control de acuerdo al trahajo que :->e desea realizar; de igual 1na.ncra en 
la \'t!lllana <le <lcsplicg1w gnUico observarnos la acción con la. n1alla o el co11t.or110 a 
n•a !izar. La. idL•a. de <lisc1io del sistc11u\ parn los sistctnas X Windows contcn1pln la 
IH,sil>ilicla<I ch• 111a11i¡>ular la vc..•ntaua <le dt!splicf..!.UC y <le control de n1n11cni. inch:pt.m­
,Jit•11t<" ¡mra a.sí facilitar <'1 tralmjn cid d<'SJ>lic!~tlr. J.?,nifico, los ¡ni11elc>s de control son 
act i\'nclos para su uso postC'rinr pulsando el tln•a cpu~ los desrribe. 

El usuario interacttia con r.I siste111a al posiciou:usc y elegir la opción por golpes 
poi ting/c1 icking tic los botm1cs dc!I tnousc así con10 por sccum1cin.s de acceso ni.pi< In 
por teclado ALT+<key> mi<•11tras se encuentra c>l panc~l de cont.rol acti\"o. 

Ddw tenerse cnc11c11ta que se trabaja sobre~ el sistr1na <le despli<'guc de vrnt.ai1a .. 'i 
X Windows, por el uso d<! la int<•rfase y su prc...-senta.ción se limita a la fortna en que las 
\'ent a11as son clc:->plcga<lns y d<! qui• 111a11cra éstas Pstiin act.ivns así co1no el disei10 en 
,·olor y fon11a d1! las 111Ís1nas. Los p;ínclt?S de control pueden ser ncth•ndos al pulsar 
1111p dt• los hotnnrs (lf') 111ol1St! soh¡·p la V<•ntana . 

. ·\ rnnt i1111nci{n1 listn111ns unn SPrit• dr OJ>f.'rnciones cpw pode111os realizar sobn• los 
pü1wlt·s de eont rol. 
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Figura A.3: Panel de control principal cid sistema. 

• Para pulsn.r un botón u opción del panel, rnucva el cursor sobre el botón y 
pulse uno de los botones del rnousc. Puede hacer uso de la secuencia de teclas 
ALT+<key> (donde key es la letra sciia.ladn en el botón) para ejecutar In 1nis1na 
acción. 

• Para enrubiar el valor de un campo de entrada, coloque el cursor sobre del 
entupo y pulse alguno de los botones del n1ousc, o bien haga uso de la tecla TAB, 
tabulador, pnrn obtener In 1nisn1n operación, e introduzca el valor deseado. 

• Para c:unbinr In posición de un control deslizable, torne el control al posicionar 
el 1nousc sobre él y oprirna con el botón izquierdo del ntousc sin soltnr rnicntras 
"barre:" el control de un Indo notro. Puede usar los indicndorcs de inicio y final 
del control pnrn rnover el control de pa....:;o en paso. 

• Para cl<"gir 1111 clcn1euto dentro de un buscador, un browser, posicione el indi­
cador del 1nouse sobre el objeto dentro del bro,vscr y pulse el botón izquierdo. 
El color ele fondo indica que el objeto se encuentra sciinlnclo y su valor se podrá 
observa en el ca111po de entrada del browser asignado pnrn tal efecto. 

• Para. canibiar un pop-menu o 1ncn1í de opciones, posiciónesc con el rnouse sobre 
el botón de In flecha indicadora y pulse uno de los botones del n1ouse, al hacerlo 
scní desplegado una pcqueiia venta de opcioucs cu la que podni elegir con el 
rnousc al pulsar con d botón izquierdo Ja opción deseada. Al hacerlo aparecerá 
en el lctn!ro del n1c111í el título de la opción elegida.. 

• Cuando el indicac.lor del 1nouse se encuentra. sobre un botón :-;e dcsplcganí unn 
raja <h• t ít ufos tip text dcsph•gando u11 11w11sajc relativo a la opch'in . 

..----,=:=-=:-::::".~:----r·· 
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Ln ventana del dcsplh•guc g:nifico puede ser rnodificncln en tanu\iio. Cuando se 
trabaja sobre la opción ch• clt'spliegnl' de los n!sultados del rnóclulo EDP puede usar 
PI bot<ln den•cho lh•l 1no11sp para obtener algunas propicdndcs del despliegue de In 
sol11dó11, IL'"iÍ corno 11sar la.~ fh•dm .. 'i del teclado para rol.ar el objeto. 

El diseflo de UNAMALLA para los sistemas X Windows contotnpla. la posibilidad de 
nrnnipulnr la Ví"ntana del despliegue y de control de 111nnern inclcpendicmt.e para co11 
esto facilitar el t.ra bajo cll•l despliegue gr¡Ífico¡ los p;lnelcs de control son act iva<los 
para su uso postm·ior pulsando los botones en In cajn que los dr.scrihc. 

A.2 Módulos principales 

El sistema PS tnod11lar. Esto es, integra una colección de tareas que pcrtnitcn inter­
actuar ent.rc l!llcL'i rle rnauera que el usuario pueda cxpcri1nc11tar con los clcnu.mtos 
del sist mua: la construeciún del contor1101 In gcnc1·nción de mnlhL'i iniciales, In opti-
111izad<'111 ch• las rna.lla.s por nu?todos discretos. 

La <•st .. uct urn clf! In prnp,rainadó11 y dcpP11<le11cia dP los módulos In dcscrihhnos 
psq1w1111\tiea1111•11tc <'11 la Fiv.ura A.4. 

Fi~ura A.-1: DiaJ.!,nt111a Psc¡ueru•Í.lico ele los módulos del sist<'nm 

Co1110 Sl' dcscdl.w <"11 t•stt• diaP.nuna Psq11e11uit.icu ele los nu'>dulos del sisretnn, las 
01H"nwio1u•s que p1u·dP11 n•alizan>c eon el sist.mua son dos: trabajo con contornos y 
1·1111 111allas. L·no 1>11edr• 1>•11·1 ir 1lrs1l<• la i11fon11aci<'l11 J>rcvia ol>t1micln dt> alguna fon11n 
ch•I nnltnrno dl' la reg,itm, UJll'"rar con la clis1 rih11cic)11 de los Sl'gntcnlos de frcmtern 
.'" gPllPrar una rualla por iull•rpolad1i11. DP igual nmm!ra pued<! cousi<lcrar la infur-
111a«"ic'111 dP 111m 111alla. 1~11 an·hivo o Pll tlll'ltlOria y sobre- ella opcnir los f1111cionalt•s 
disn1•to~. c•xprri11u•11ta1· t·on ('1 11u'ul11lo ele optitnizadún y ha<·Pr aplkaciorws suhn! 
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n1nll~ convexas: rcílnarnicnto uniforme y solución nun1éricn de algunas EDP. 

En Jos apartados siguientes describirnos cu rigor los rnódulos principales del sis­
tc1na y cómo interactuar cut.re ellos. 

Fiµ,ura A.5: Panel clt! control principal del sistcrna. 

A.3 l\llódulo de Contornos 

El coujuut.o ele! opc>raciorws que podernos realizar con un contorno son: obtener In 
inforrnación del contorno a partir <le 1111 archivo de datos (con el forrnuto convenido), 
construir un contorno poligonal cu pantalla, editar Jos scgrncntos de frontera del 
1napco, gunrdnr el contorno en uso y generar unn. rnalln inicial por interpolación TFI 
con el contoruo en nw1noria. Estas turcas cst;ín disponibles en el panel de control del 
111óduJo. 

El sistema sobre el rnúdulo de contornos coutcinpln. que en cndn. una de In opciones 
antes sciialada.s se cuente en pantalla con 1111 panel de control apropiado para cada 
uua. En la rnisma ventana del clcsplicguc gnifico se visunliznr¡Í y en su cnso se hnrtí 
la captura del contorno. Los p:'inclcs de control sustituyen ni principal o a la últirna 
cu cada. una ele hL"' operaciones en uso. 

Al solicitar la opción ~ontour en el panel de control principal aparecerá en pan­
talla un panel con las opciones descritn.s antcriorrnentc 

La .. 'i opciones de ~reate y !:oad son independientes de que exista o no nlgtin contorno 
en 1nmnorin de ahí que ésta..'i opciones estén sicniprc disponibles. 

Dcsnrrollc111os cada una de las opciones di~ponihles del 111ód11lo ~ontour 
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FiJ.?,ura A.ü: Panrl del Control de la. opción .Qontour. 

A.3.1 Construir un contorno en pantalla . .Qreate 

I3njo cHtn opci<'in el t1suario puc<lc constru.ir un contorno poligonal para ser usado 
durante el desarrollo ele su trabajo en el sistcrna. Estn opcic)n abre una ventana 
ele control, en lugar de la anterior, desde la. cual y siguiendo las intrucciones podni. 
aceptar el co11lon10 generado a.sí corno clirninar los puntos no rl!C(Uci·idos durante la 
construcción. En la Figura A.7 podmnos observar el panel de control corrcsponclicntc 
a. la. opción ~reate. 

Fip,11ra :\.7: Parlt'l cll' c·ontrol ch• la opción ~reate. 

Corno se ohsPrva. Ja n·ntana de dPsplieg11P µ;nífico catuhia pnra mostrar 1nm 
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cunclrículn definida. e~1 ·[-i, 1] .x [-1, 1] en la que se podrá construir el contorno 
deseado sobre la ventana gráfica. 

Figura A.8: Ventana de despliegue gnifico para la. captura de contornos. 

El trabajo de la captura de contorno es a través de los botones izquierdo del 
111011sc para considerar el punto de pantalla corno punto del polígono y el botón 
dPrccho se m;:aní para cerrar el contorno. El botón rncdio del 1nousc se ha asignado 
para clitninar el punto últitno capturado del contorno y removerlo así de ln lista de 
p1mto:-o que constituyen el contorno cerrado. I\.Iicntras no esté cerrado el contorno no 
pocln:í ser consid1!rado para su uso. 

Dcscriba111us cnda una de las opciones intc>p.radoL'i en éste panel. 
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N_ew Volver n iniciar In captura de un contorno. Con esta opc1on se 
clirninará de In memoria cualquier trabajo previo rcnli:zndo en el 
¡\.rea de trabajo de In ventana de despliegue. Así, scn'i posil.>lc inicinr 
una. nueva captura de datos. 

Accept Una vez obtenido el contorno cerrado In opción finaliz.a la cnpturn 
de los datos y nos regresa. al módulo anterior. Al pulsar la opción se 
llevan'i a la rncn1orin los datos clcl contorno cerrado definido y sobre 
el cual se trnbajnrcí. de ahora en aclclnntc. Esta opción activa ºÓfine 
Bnds. en inódulo ~ountour y nos permitirá posteriorn1c-11te definir 
los segrucntos de frontera del contorno. 

Help Es una pequeña ayuda en linea. Se activa el browser Netscape 
con la p<íginn web asignada a tal propósito. 

gance1 Esta opción cancela todo trabajo hecho con este 111ódulo y nos lleva 
al nuldulo anterior. Al salir no se conscrvarñn los datos de un 
contorno previo en inemorin yn que fueron borrados al optar por In 
opchSn greate. 

Dc11t1·0 <lel pa.11el de co11trol puede observa.se una. caja ele dilílogo. En ella se 
c_h~splegarií uun serie de breves scilala.1nicntos sobre el estado que guardan las acciones 
llevadas a cabo, se-a que no se haya cerrado el contorno, que haga. falta puntos para 
ello, que existn un contorno cu memoria o hit?n, que la ejecución haya siclo satisfactoria 
y se cuente con el contorno en 1nc1norin.. De igual innncra se observan un par cajas 
donde es clesplegndn. la posición del rnousc dentro <lcl 1íren de trabajo, esto con la. 
linalidacl <le tener una. posición del rnouse y del punto a elegir del contorno dentro del 
sistP111a cuon.le11ado. 

A.3.2 Abrir un archivo de datos !,oad. 

J..n infonnnción de un contorno puede estar contenida en un archivo ele docu111entos 
tipo ASCII en fonnnto convenido y podemos tomnr esta inforrnnción pnrn trabajar 
con ella a Jo largo del sistcnrn. 

Estos archivos tienen una extensión de archivo . con y a través de un browser 
pude111os lmcrrnos de su infonnnción desde algún directorio. Al pulsar' la opción _k.oad 
del 111c111í de rontornos scni desplegado en pantalla una caja de dhílogo desde In cual 
pndn'i desplazar.se pur el sistcn1a de archivos hasta localizar el archivo de contornos 
dt•scndo. Esta caja de diálogo se conoce corno browser y consta de hoton<'-"i propios 
para aceptar el archivo elegido, rccscancar el directorio, y presentar iníorinación de 
la localización del rnisrno. 

Cuaudo <'I archivo sea <~ll•gido los datos pasarán n n1c1noria. del sistcrna, es decir~ 
sPnÍ sohrc el cual se trahajaní y la. región scr;í graficada en In veut.ann de despliegue. 
Si t>I cnntoruo ctwnta. con la dcfiuiciún ele los scgrncntos ele front.t!rn th•I mapro. serán 
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Figura A.9: browser para seiialar d archivo clP datos de un contorno. 

éstas dibujadas en colorrs azul y mnarillo dcpcndicudo si representan los scgn1cntos de 
linea verticales y horizontales del cuadrado unitario al que scnin rnapcados. En caso 
contrario el color azul bajo rcprcscntaní. que 110 han sido definidos. En cualquier ca.so 
se obscrvaní. un 1ncnsajc en la caja. corrcsponclit•ntc al panel del contorno iu<licando 
el estado que presenta. 

A.3.3 Definir los segmentos de frontera. Qefine Bnds. 

Como se hn cou1cntado, pnn1 la generación de una inulla rcctiingular estructurada 
sobre una región pinna, se i·cquicrc dejar bien claro los scgnicntos de frontera que 
scr.iin rnapeado~ a los scgrncntos del cuadrado unitario o viceversa. 

Si contamos con un contorno en rncmoria es a través de ésta. opción rnediantc In 
cual po<lcn1os o biéu, definir los cuatro scgrnentos de frontera del contorno poligonal 
o bien rnodificar la elección previa.. Para (-sta operación se ha dispuesto que a. través 
de controles deslizables y carupos de entrada. sean rnodificndos o <lcfinidos los valores 
de los puntos que delitnitan cada scg1nc11to. 

Ahora bien, si contntnos con un contorno en rncrnoria, podernos pulsar In opción 
.Qefine Bnds., no import.anclo si se cuenta. o no con la definición de segrnentos de 
frontera del rnapco. Al dar acceso a la. opción .Qefine Bnds. el panel de control cn.tn­
biarii dando lugar a un panel que contenga opciones de entrada y controles deslizables. 
En la Figura A.11 se nmcstrn dicho panel. 
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Fi~11ra A.10: ,.·,·ntaua d«> d1•:-;pliµ,uP 1·011 PI 1·1n1tnnu1 qlH! s1• 1•1w11P11tra Pll 11u~111oria. 

El paud cttcnta con las opciom•s dt• IJO!Ún Automatic. _accept. H.e1p, ~ance1 
así con10 1111n e.aja dt• estado Status, 1111a raja ch• t_•nt nula y de cont roh!s cleslizahll!s 
s1iders. 

En este 111(Hl11lo dt? ;L~ignadti11 ele lns SL'~11ie11lns dt? frontera del UHlJU!O n de edicióu 
de los 111is111os, podni hnccrsP uno de una distrihuciém dr los sc-g111c11t.os ele 111a1wra 
pn_~cl<!tern1ina<la o bien 111odificar la cxistPnte 11 obtenida por la opei611 Automatic. 

Opción Automa-cic. 

Esta o¡>cilÍJI genera una llistril>ución de los cuatro s<~g1ncntos de fro11t.cra para 11ltl)H't> 
dt•l t•uac.Jratlo uuit.ario ele 111ancra que la longitud ele Jos scg1nc11tos sea lo 111{L~ cercano a 
~".- i~ual<-s. Sietnpn• y cuando la construcción sea buena para la p,cneraci6n clt~ 111allas 
co11\'cx1L'>, es clPcir no· se presenten pieos 1mcia ndentro c11 los v~rtict•s <le 11nill11 de los 
~<·g.uientos de íruntcra. (37}. Si la partición entregada por el sistc111a l'S acc¡1tablc, \111 

111c11saje conrs11ondic11tc sení despk•gn<lo cu la caja de nic1umjcs y In opción Accep-c 
S('f"iÍ art ivada. 

Opción Manua1 

Si se cuenta con una asignación previa de los scguumtos de íronll?ra dPI 1na.peo, podní 
111oclificar.sc <-;st.a para logrnr unn distribución <le ·las 1nis1nos nconlu ni cxpcrhncnto 
,, t•I dt•spo dt~ construir la nmlla por el umpco. Si no se cuenta con una a.~ignndón 
JH't•da, pt1<"<I<• t.•1n)>ll"nrse In OJ>CÍÚll autoua;itica y a trnvl'.•.s de• los <"<Hllroles dcslizahll's 
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Fip,unt _.\.11: l )atlf'I d1•I co1111·0J para la ddiniei<'>n y rc1ici1"m de Jos Sl'J.;llH'lllos de frontera 
del 111ap<•o. 

ca111hiai· la dist1ilnu-ic"111. Ln 1·aja dP Plltrada parad primer punto First point es rnuy 
hupnrta11te ya rpw PS un p111110 de rPf1•n•11da para fijar el inido de la partición. Uno 
JHH'dc cambiar PI (lato c·o11t1•11iclo t'll {•sta caja rl<~ entrada y aplicar la opción Automatic 
para lm•go y roll la a~·uda el<' los C(lflf rult•s cl<•slizahl<~S nwdificar la nsignnci<)n cntrcgn<ln 
pn1· éstn pri1111•ra accit'in. 

Los 111i11wrus NBL NB2, NB3 y NB4 concspo11clcn al ntinwro de puntos que incluye cndn 
11110 el<· los euatru Sf'J.!.ltl<,lllos dc> frontc•ra a pan ir del punto de rcfen~ncia. Al 111odi­
ficnr c•J p1111to 11<• n•fc·1·1•11eia First point d sisterua rc1111111cra los puntos del contorno 
co11spn·a11cln t>l onl.-11 pnn1 de.• Psta 11uuu•n1 st•a fiicil <h! i11clentificar los 8e~111cntos de 
fro11tpra. Cada 11110 de• )c1s slider invohwrados ruenta con un color <111e identifica al 
tipo dl' st'Atll<'nto deo frontera th•I lllHJH'o. azul. aniarillo, azul y amarillo <¡11<' corrcspon-
11<•11 a los SC'AJuentos dt• ·•ahajo", "*cl1.-•n•d1n". "arriha" e "izquie1da" re.spcctivnn1cntc 
dt•l cuadrado unitario te11h·rulo por n•f<•rpncia al puuto 1 y signiendo In orientación 
positiva: <'I ord<>11 l"Olll rario a las 111a1wei1Jm.; del reloj. 

En Ja «a.in ch• 11w11sajt•s st• dc-splil•ga aqunl con<>sponcli<mtc como resultado 
rl<" la a<"d611 n•alizada: Boundaries are not defined, Good definition, Bad 
definition y 1h•J>P111lk11do di' dicha acción es posi11ll' consich•rnr hu; ;L.,.iguacioncs 
d<" los st·v.nu•ntos ,ft. fro11l<'ra ni t•nco11trar acth·a la opcic)n ,A.ccept. 

Cuando la asiv.11adc)11 ele• los Sl'AllH'lltos lm sido sntisfactoria, la opciú11 Accept 
q11t•cla H<'fi\·a .v <'ntoru·«'s pocle111us cousicltH'ill" ya cu nwuun·ia al contorno con las dcfini­
dc.u1.-s dc> los s<"g,nu•ut.us de frolltl'ra. El t rahajn realizado cou lu:. Sl'gntcut.us puede ser 
a1111lado rmuulo pulst•rnos <?JI t!ste J~and la opció11 ~ancel; en cst<? ca.so conti1111aremos 
t n1 lmjn111lc' C<Jll la a.'iil!,uacic"m Jlf't'\"ia. <I<' <"Xist i1· 1~st.a. 

En t·1mlq11i<'ra dt• los ca."ios ~ccept o hit~ll ºancel <•I pa11<*I cli• c·nntnil n•lativo a la 
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Fig,11ra :\.12: Eh•ccic"in df~ los st>gct11t'11tos de fro11l t'nl. 

a..o,;ig11aciti11 d1• froulPras d1•sapan•n•rú ~- voln•111os al pan<'l de c·unt.l'ol del contorno. 

A.:3.4 G u arelar i11forn1acicín ~ave 

C'ontnndn con 1111 1·onto1'110 1'11 111e1noria podl.'n1os <!JI cualquier 111ornc11to gunnlar su 
i11fnnnadó11 para un poslt•rior uso. 

A1111que el c·ontornu lo hayanms l)hlPnido por an.:hivo y luc•go n1odificaclo o 110 
1·11 J;1 asip,1r;u·it'l11 tlt• spg,,11u•11tos <IP eonton10. s11 infonnación puede ser al1nnccnada en 

"ualquic•r 111oi11t•11t o incluso r11a11do ya estmuos trnhajando con una rnalla en rnmnoria 
pocll'111ns s<>g,nir contando ron 1111 contorno en n1c111oria sea de la n1nlla en curso o 
di~tinto a t'•sta. Con Pilo l(t11•re111us m1fat.iznr que_• In infonnaciún de un contorno y ele 
1111a 111alla su11 i11dt•p1!11di1!11tc•s. Eu la seccic'n1 ele las 1nallas se frofundizan este punto 
para 1•11t1•11d1•1 lo a ph~no. 

Partit•11do dt•I 111cid11lo t·ontorno. al pulsar la opdc)n §ave apnrcccn\ en pantalla 
1m broYser ('·1·r FiJ..!.ura :\. t:q bajo l'I cual podt-1nos indicar la ruta por bí1squcda <IP 
din•cl nrios do11d1• se lu>:->JH•dan\ f'l arrhi\'o de elatos. En la linea de entrada debc!rentos 
f'~1·1·ibi1· 1•l 11nn1h1..:· df•I ardliYo qt1P co11t<!11dni dichos datos. Si 01nitin1os la extensión 
. con f'I sisll•111a lo i1111•p,ra a11t.011¡¡\tka111r11te. 

El browser, al iµ,ual q111• <'ll la opción ~oad. )><'l'llHUICCt! Cll pdmrr plano micntt·iL"i 

ql1P l'l parwl di! «OHt rol dt'l 1111)d11lo para contornos Sf' c•ncontrar~í inactivo IHL"itH q111~ la 
opc•1·aci«111 ha~·a sido co11d11idn. L.- i11fornrndé111 <le) t·untorno <'11 lllt!ltl<Jria es guanhula 
1•11 l(,nuato <'CH1\'t•11idn. Eu In s1~dú11 corr<'spondiPt1tt' a los fonnnto.o.; ch• nrd1ivo st• 

c!.•t<illa al n•sp1•1·10. 
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Figura A. l:\: browscr para p,nardar i11forrrmdti11 d1• 1111 <'Ot1lor110. 

A.3.5 Generar una 1nalla inicial por TFI Q_enerate 

Corno una opción adirioual al mlH)uln coutonms se ha integrado la opción de gencrnr 
1111a 11m.lla )Jor intPrJn,Jaciú11 "TFI a l><Lrtir <IP los datos clcl contorno y a .. o.;igunciúu de 
los cuatro seg111t'ntos dP frontPra. Esta opdt'm 110 forrna parte clel ruódulo urnlJn ya 
que se t rahajarii a partir dt-- 1111 contorno, d~ ahí la filosofía. del clisriio cid sist1•111a. 

T1mi1mclo un t•ontor110 co11 los cuatro scg:rnr.nlos cfo frontera. asignados la opción 
Q.eneratc se c•11cn111 rani activa y al c•lcp,irla el panel de control que Je rcc111pla:1.a tirrw 
la prt•sentacit;11 qtu• si~ ohsC'n·a en la Figura A.l•I. 

Cou c>sta opri(Ht S<' pndroi ten<'r t•JI n1P111oria y rn pantalla una 111alla g<!llPrndn poi· 
PI n1c'!tod11 .. rFI. Para logrado basta indicar L'JI los campos de entrada In 1linwnsit>11 
dP la rualla por construir. La cti<1ucta il en el panel corresponde al rniuu!l"o clt! 

lí1u.·~L"i dt>St.•adas l~llt.rr los se~111c11tos dt• fro11tera de .. arriba" y ••ahajo~' indit·adas por 
e>) color azul fm•rlt!. La ctiq1wtn j1 corresponde al n1ímero de linca .. "'i dcsPmbu;: t.•ntn• 
los sr•g11u•ntos d1• fru11t1~ra .. iz<111ien.la." y .. dcrcd1a"' i11dicadas ¡>CH' el colo1· atnarillo. 

[)1~ 111a11c1·a pn•d<•IPnninada PI sistc111a colltf•111pla en los cnrnpos c)p 1!11trada la 
oprié>11 de t-!PtH'rar· ruallas dl! 20 x 20. Los ca111pus dt• entrmJa f11t>ru11 dis1!fmtlos pnrn 
;u·t•ptar solanu·111c ntínwros de tres cifras, cu11 esto la rnalln 111;b ~randt• q11c Sl! p1u•<lc 
c·n11st ruir sohn! la n•Ait)n es <lt! 999 x 999 sit>mpn• y cuando se c1w11tc co11 la mc111u­
ria sufidm1tl" pant lo~rarlo. en caso contradn apan•cpr:Í. cu la cnja ti<.' 111c11snjf~!i <-'I 
1•tffn•spo11di1•11tP a c··stl' i11rt11n«•11iPt1f<". 
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F'i)!,llra .·\.1·1: Pa11l'l dl' t'ontrol d<• la opdún Q:enerate. 

Al pulsar la opnnn Generation si la eonst.rurd<">n d<• la 1nalla Íll<' sntisfnctnria 
{•:-;ta apan•rc.•ni <'11 pantalla s11stit11ym1do Pn la VC'1tta11a d<• dcspliPJ.!,;11<? gnHiro Display 
Window la malla de la <li11w11sic.l11 solieitada. DP iJ.?.ual 111mu•ra q11t• <'11 lo~ SPrialnn1ic.•11tos 
dl'I t·ontorno aquí podni aJ>rPCÍars(_• los seµ;rneutos de frontera pnr los 111is111os colnn~s 
cpw rl easo dPl contor110 y las lirwa.s intcrrnt.~dia.s po1· un color azul débil. Si la malla 
pn•sPula t't•ldas no c.:01n:c~xa..'i éstas scnin identificadas en pantalla por 1111 color rojo 
~- por clispnsidún dt! desplic.•g.uc de la.o; tnallas snla11w11lc s1..•ní11 spflaladas las cPlda.o; 
prohknuílit-a.s que 1·pp.-cse11l<'ll menos del 20% del 111i1ne.-o total de celda.o;. 

Si ya hc.•111os ge1wrado la tttalla y 110 estarnos convenciclos del 111inero <IP lhwas en 
alJ..!,lllla ele• las fro11tera.o; pudetuos ca111binr la diuu•11sión editando los C'illnpns ele C'Utracla 
pan' P.sto di.sp1u•."ito PU el panel Grid Generation Control Panel y c.h~ lllJPva c1wnta 
halu·.;i qtu• pulsar la updc·111 Generation. Estt• proe!'so pu1~dt! 1·Ppl'ti1·s1• hasla q11Pdar 
sat isf1•d10 eou la rli11w11si1·111 ele la nrnJla. 1\l pulsar la opcic."111 ~ccept cid panel d1• 
nmt n1l la 111alla scni. dispuesta C'll 111l'llloria y sc.•ni sobre la <"tli.ll se trahajaní. El 
pa11<'l 111• 1·0111 n>l si• dt•rra y <'11 s11 lugar npareccni el pant'l ele eontrul prinripal donde 
pod1•111os t•h•v,i.- t.-ahajnr c.:on d 111cul1 111alla. 

La opd(u1 gane el anulará l'1 trabajo con la 1na1la <le intc~rpolación o inirial y nos 
q1u•clan•mos c-011 rl contorno en nwrnorin. Est.a opción nos rrg.-esnnl al 111t.•111i contorno. 

l lt•111os de co11w11tar que en el panel de control po<lni obsunmt°Sl' dPntro dr. In caja 
d1• nu·nsajcs el t·o1Tt!Spo11dicntc 1•stndu que ~uanla Ja a<.:ción 1ilt.ir11a, ~c.·a que no t;r~ 

1·m•11t 1• r·ou 1111a 111alla Mesh not exist. sen In opcracic·u1 di' la const 1"1tl'Ci(n1 Í11l! 1111 
1··xitc.,; Mesh defined o hien t.u\'o un prohh~nia t'll la co11strun·it"u1 al s<"r la 111alla nu 
mliui~ihlt•: Mesh not dcfined. 
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F'ig,nn1 A.15: l\Ialla g.<'ru•rada por TFI a partir del coutorno. 

Hasta aquí hemos d(_•st;1·it o «-1 11ujdulu dP co11tnr11us <lc-1 sistcrua. y cacln uuu de las 
part<•s, ahora pa .. o;;<ll'<!lflos a la descripdün dd rn<'>dulo de 111alla .. "i. 

A.4 Módulo de Mallas 

El mddulo de rnallas ofrece Ja posibilidad de trabajar con la rualla en cur!"o o bien llevar 
a 111m11oria una q1w se cnc11entrc en archivo con alguno d<! los forrnato:; convunido:i. Las 
tan•a.s que poden1os rc;tliznr con una malla sou: llnruar una malla dcsdu uu archivo, 
propi<~dndt•.s d<•I cksplie~1u• <k la nrnlla, optiruizar usando 111étoclos discretos, guardar 
los n•:mltados obtc11idos y n•alizar alguna aplicación sobre rnulla.~ convexas. 

Al pulsar la opciün Mesh del panel de control Principa1 Control Pane1 (vur 
Fig,ura A.3) apar<-'c<-•ni <'ll pantalla 1111 p;u1cl de control conteniendo lns opciones de 
tarras q11C' pode111os Pjt•t•utar con el sistema. ver Figura A.16. 

Si n111ta111os co11 una 111alla <'n n11!111oria podrcn1os Pjt!cutar las opciones clispuestns 
para ella y !:Ü la rualla es convexa podremos realizar al,.;una .. -.; aplicadoucs ,App1ication. 
En cada t:lL"iO los botones relativos a las operaciones tlchcr.;i.n estar activados. En In 
caja dP rnpnsajPS S<-' apn•cinni el relativo a si se cuenta una rualla eu 1nc1norin o 
110. Mesh in memory y No mesh in memory rcspcctivatnele. En el prin1cr caso se 
dPsph•gani la urnlla C'll la \"t•111aua de dcspli<'guc Display Window y en el segundo <!sta 
Pstaní varia. 

J)t'sl"ri11;1111us las 01u•nwio111•s q111• podPrnos ohtPIJ(_•r <"<>JI <'~st<• 111ü1l11lo. 
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F'ig.ura .-\.IG: Pa11d dr. control cid 11uÍ11lo n1Psh. 

A.4.1 T~lantar desde 1111 archivo a unn n·1alla _boad 

Cn11la11do o no eon 111rn mnlla 1!11 1111•1110ria <'!sla opción siernp1·c cstaní disponible. Con 
1•sto. pndcruos llevar a la mcrnoria una n1alla en nrchiYo, bajo 11110 de los for111ntos 
1·onn·11idos. 

Al pulsar la opción boad nparcccni en pantalla y en pritncr plnno un browser 
dPsdc• 1•1 eual podn•111os i11dicar PI a1Thivo a leer dn entre la lista que aparecen\ en el 
P:->J>ado clPsti1tado a tal t>ÍPl°to. J)p igual manC'ra podrcrnos 111ovcr11os pnr el sistc111a. de 
ar("hivos lmsta l11nalbi;ar ••I ttn:hivn ele.· dnto~. En In cajn th~ t<!xto Fi1ename aparcccni 
1'1 11uruhn· d1•l ardlivo a «>lt•µ.ir. 

Exisl<•n dos íorn1ntos c¡ut• son nuuwjndos en el sistc1na, el ya ch\.sico fonnato 
XY y 1•1 n·dl'llll' fonuato RED. El browser cuenta con una opción ele butúu que nus 
i11íon11a sohn• PI íonuato ele archivo de mallas esperado, pulsando el bolt)n cmnbiare-
111os la tnnda-lidad y el sistmnn (•spcraní entonces que el archivo cuente con el forrnato 
~l'fia);uh,. 

l~t)S an·l1iv<>S <lt· dalos ct1Pnta11 lºOll una 1•stn1ctura tnuy :-1in1plc y se encuentran en 
íor111;1tu ASCII. El sist<'tlUl 110 cuenta con 1111 nmilisis de datos de los archivos previo 
a su lt•ct 11ra. lo (mico q111• '-'<'rifica es Ja dilncnsi<jn ele la 1nnlln y pasa a leer los elatos 
1 i¡wados pan1 ''sa clinwnsi<'m. Si existC'll prohlctuas en la lectura de archivos, <tllC no se 
ptu•da ahrir PI doc11111P11to o <¡1U' ést1• no se cnc111•1U.rc en la caja d<! n1cnsajt>s aparcc1?r<Í 
t•I q1u• l"OITPspo11cla _:\" la op1•raci1)11 sr.ni ("aneclada . 

. -\1 lt•f•r sat isím·tol'ia1111•11tP los datos Pll la Vl't1ta11n Disp1ay Window SP dihujani la 
111alla i11dka11do 1'11 colnn•s azul y a111arillo los SPAllH'ntos dl" íront<"rn "'ahajo" ... arriba'º 
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Figura A.17: browscr para la localizacióu dl! 1111 archivo ele rnalla. 

e "izquicrdau y "<h•n•d1a" n•s¡>t•c·t iv¡u11e1ttt~. De la 111is1na 111ar1cra se podni obscn·ar 
en pnutalln la ... ..,; celdas 110 convexas o pruLJcrrnilicas y las linea. curvilíneas en color azul 
bajo. 

Si <~xist.iL•ra 1111 <"Olltoruo en m<•n1oria con i•sta opción scní. climituu.Jo. Sin cn1b.nrgo, 
a través un p<•q11ef1u 11u>ra11isn10 de eliniinadúu de puntos, consultar [7], contaremos 
r>U 111cmoria c_·u11 d co11torno de la rcgió11 de la rnnlla a.sí leida. Esta opcrnción es 
transparente al usuario. 

A.4.2 l-lerran1ientas de visualización de la malla ~oom 

El sistema ofrPcc una hcrran1icutn p1tra visualizar detalles de In n1alla. Esta hcrra-
111ic11ta Jll~rrni te ver In. 111nlla en su totalidad y en pcqucíins partes zoom tnnto Ju rejilla 
cu1110 los puntos dt.• la 111alla y el contorno <le la n .. ~gión . 

.Al pulsar la opci611 ~oom apareccr•í en pantalla el pnm!l de control Zoom Contro1 
Pane1 el cun) tiene disponible s1iders. botones agrupados y botones de reinicio. 
salida y la a~·uda <.•11 Jiuca (\·cr Figura A.19). Dcscrihantos cadn unn de sus partes. 

Zoom Para.meters .·\c111i se agrupan tres cont rolt?S dcslizadorcs para el manejo de la 
nija de Yisualizad<'m n lo largo de la rnalla: X y Y y 1111 par:írnct.ro de profundidad 
zoom. A tnn·t!s de e.sus sliders po<kmos camhi:1r la profundidad de la \•isiún de la 
rualJn y earnhinr In cnja de Yisunlizaci<'>n para ch• {•st.a manera Lc11er (.'11 pant¡11Ja la 
scccicln ch.• la umlla que esteruos intt~resa<los t•n nhst•r\·ar a dPtallP. 
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Fiµ,11n1 .·\.IX: 1 lp:-.pli1•J!,1Jt' dt• la 111alla lotnacla dt> 1111 a1d1in1 dt> datos. 

Shape E11 l'Sta !-'('c"l'ill11 tlt•I pa1lt'I cl1• t·o11trol SP aµ,r11pa11 tres 1uodalid<1d1•s dt• dPspli1•v.1u• 
cl1• 1.,~ da1us: la 111alla 1•11 su co11junto grid, los nodos de In 111alla Grid E:oints .'" 
ü11i<-.111wlll'' t") f"nt1ton10 ~ontour. Esta a~r11paci(#>J1 de hot.01w:-. ih1111i11aclos Jmre qut> 
sula1111•11tl' 1111a 1)1• las tJpcioncs S<-'a t!1t1plt'ada t•n lodo 111011u•11t11. 

Fi¡..".111·;i -\ l!I: 1~a1wl 1lt· n1111111I 1(1' 1~1:-. lw11a111il'11ta:-. de· \"i:-.11aliz;u·iú11. 
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Estn opción pcrrnite desplegar la rnalla en 11u·1nnria por· 1·0111posil'i1'>11 
de ccldéL'i. E~ el despliegue usual que el sist1•111;i t·o1111•111pla paril la 
rnnlla. l...a cornposición del despliegue gnífko vi1•1w dado por 1•1 1 razo 
del conlorno diferenciando los scgrncnt.os o¡uu·~tos d1• fnmt••ra p(11' 

colores azul y anmrillo y las scg1ne11tos c11r\•i lirn•ns 1•11 azul bajo. Si la 
u1alla contiene celdas 110 convexas ésta.'"' son dibujadas 1•11 r·ulor rojo. 
El sist.crna contcrnpla 1111 nlunero 111{1xin10 cc11110 l111u• ¡H1n1 µ,rafkar 
las ccld;L"i no convexas, 1!stc 11ú111c!ro fue cakulado 1•spPn111do q1u• a 
lo nui."" d 20% d<' crld1L..; de Ja rnalla scnn 110 cc•11n·xa:-;. si PI 11i"111u•ro 
total t•s n1ayor, t~I sistc1na 1inicau1c11tc SPÜnla las JffitnPnLo,;. 

Cirid eoints CJtra de In..'"' lwrramicntn.s para. el clespliC'µ,111• gn"ificu 1h· la rnalla lo 
rcpn•scuta el dcsplit!~tw de los 11oclos dt• la ""'l. E!-tta opdt'm dPsrdlu• 
en fonna sc111Pjante la antf'rior, el contorno d1• la n·gi1'111. s<'•lo q1u• los 
uudos de la red o puntos c..Je i111.t•rsl'edc~>t1 dt• los M'gt1u•11t11!"t l'UrvílinPos 
son di1n1jados ahora r·1111 11u 1u·q111•f10 ein·11J11 1IP 1·11l11r 01z11I bajo (vPr· 

Fiµ,11ra :\.20). 
g,ontour E:-.ta OJll"i1l11 1"u1i(';11111•1111• d1·~plit>ga 1•11 colo1Ps ff/111 y aurnrillo, los 

si>µ,11u•11tos cl1• fr1111t1•ra op111•stos do~ a d11s que• n111f11n1Hlfl In runlla. 
:"o d1•se1·ih1• i11fo1111adü11 alµ,1111a d1•I urd1•11 di' Jos ~1·µ,1111•11tos. Los 
S<'P,llll'1tf11:-; f'll ('(1lor a:tul n·p1·1•sP11t•111 los :->1•g1111•111os .. nhajoº' y .. a1Ti­
J,a .. ·'" 1•) l'ofor a1n;11·illo a los s1•g1111•nl1lS ·•jzq11iPrdn .. ~· ''1)pn•d1a" 

Fig11n1 .-\ .20: J)psplil't?,llt' d1• los nodos i11t1•r-iorPS di' la 111.alla. 

La:-; opdo111•s av,111padas Zoom parameters y Shape son it1d1·1H•11dif•11tc•:-¡. Con 1•s10, 
q111·n·11u1s d1•1·ir q111• 1110\·ip111lo la eaja clP vis11alizac:iú11 y el pan\rnt_•fro dt• profundidad 
podP111os oh:•wrv:u- la 111alla <'11 su eo11ju111.o corno Ji111•as t'oord1•11ada:-; o hir11. si t•s t'I 
1·a~t1. l4tS 111ul1•~ i11t1•rion•s o <•I t'Olll(Jl'JIO d1~ la rPµ;i1í11. 
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A.4.3 Opti111ización de 1nalla Qptimize 

Esla upci<in cid 111úd11lo Mesh nos IH'l"lllÍlt~ t ralmjar con los f111u.·io11al<•s discn•tos, aquí 
i111pln11trulos pan1 ol.Jl<•1u•r una t11alla (1p1i111n. 

La.n1alla dr lrnbaju PS la qu<> ~·· 1•1u·11P11tra 1•11 11tt•111e>ria obt1•1Hlidu por TFJ o bien, 
d1!SdP 1111 archivo dP elatos .. ·\I p11l~a1· la opd1'm Qptimize .apan•t·1•ní Pll pa11t.nlla 1111 
¡ut11el th• conu·ol c_·o11t1•rliP1ulo opdoru•s pop-menu. un c·ont rol dt>slizablc• slider. oJ>· 
einnes radio. IHllollPS HJ!.rt1p;1d11s _v no aµ,n1pad11~ St'J!.Üll s1• 11111<'!-il n1 l'll la FiJ!,tll°a .-\.22. 

FiJ!,11n1 :\.2:?: '.\ll'ul11lo d1• opti111iz:wi1'u1 Optimize 

Parta111os dt• 1111 l'jt•11q>l11 n>111Tt•I o. la 111alla cuad2pp. red. y d1•scril1an1os t·ada una 
clt• las opdnt1PS y n'11110 at"I üa {·stt• 111úd11l11 subn• la 111alla 1•11 llH!llHffia para obtt.•ru~r 
1111a 111alla 6pti111a. La malla cu.:t.d2pp.red :-;1• ohtuvo al1era11do pani.1111•tros dt.• los 
111C•1ndos obt<•11it•1ldo una 111alla ha ...... 1a11t1• 110 t·o11vtoxa sohn· una n•µ,itj11 dP trabajo 11111y 

si111plt•. 1•1 c11adnul~1 1111i1arit1 1u•111 co11 una dis1rilnu·h'u1 ch~ lo~ s<'J?,,lnt•11tos dP frontt•ra 
11111y intt·n•sant<'. \"1·1· Fiµ,11ra ..\.:?:3. 

En f'I pnn<'I dt• <"0111 rol dt• opl i111izadti11 Optimize Control Panel, elPgi111os f') 

tipo dt! r1111do11a) a tn1haja1·: opd1"u1 Functional. l'I JH'SO de Ja C"OJ11hi11ad1í11 eo11-
\'1•xa dP!->l'mla: slidcr Weight: asi cor110 «I 111t"luclo clt~ upli111izari(n1 a usar: opri{m 
Opt. Method y la 111oclalidad tlf.• opt i111izal'it~11. opei1'.m Mode. Tlulas 1•sns opdorws las 
d1•M-rihin·111os a 1·011ti1111nt:id11. 01' ip,11al 111a1u•ra s1• t"IU!Jlfa t~on 1111a npc-i<'>11 dP hntlu1 
Default values r¡ur ru•nnite n·t11r11ar a las opc·i111u•s <Jll<' J>OI' 1lt!f('rfn ~C' l'IHlll'rtlpla 

1•11 t•I sistc•111a .v sun l;1s q1w co11sid••n11nns al c•11tn1r a t0

•st1• 1nc'>dt1ln. 
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Figun1 :\ .:!:~: \J;tll;t dP 1 rahajo cuad3pp. red 

Elección del f1111cional y dPI JH'so 

Para la Ph'<Tiün dPI ft111<"i1111al di' trabajo~" t"lll'Jltn co11 u11a 0¡><·1011 pop-menu en In 
q1u• Sí' «'11C11l'tltra 1111a lista dt' los f11nt'ionales irnplantmlos en PI siHterna: 

Suavidad adapt ivo · .·\n·a 
.-\n!a adaptivu ~ Ln11git11d 
..\n·a - L1J11µ.it11<I 
.•\n••t <htn1;011aliclml 

kSmooth-Area 
kArea-Lenght 
Area-Lenght 
Area-Ortho. 

:\1 pulsar la flc•clm indicadora hada abajo del pop-menu ~e d<!sph•p_aní 1111a pcc111eim 
caja du11dP SI' podni ('l«'v,.ir· <"Oll n~·uda cid n1011sn <."nalt!St¡lliera de.• lus f1111cio11ales antc•s 
:-of'iialados . ..\) IHu·1.-l"lu t-JI 1•1 1 itulu clc•I t'Ollf rol apan•1°Pr;Í C!l n•lal ivo al f111wio11al qm• M' 

1n1hajaní. 

l"11a vt·~ t•IPJ..?.ido 1•1 f111wio11al. u c·o111hi11adú11 dt! f11111·io11all•s. sP cnnsid<?rar PI p;nulo <le 
("t>111hi11aeit"n1. E:-.to lo l1<u·t•111os n tra'\·t~s th•I eu11ln»I clt•slizatlcn slider pan1 1al t•fc•cto. 
:\luvit•1ulo 1•) slider nbsPrvarP111os qur <'I p<'Sn. o p;radn de• la c·o1nhi11aci<jn varia clrsdt• 
O lia!->ta 1 ron i11cn•111<.•11tns <IP .01 dPpPrtdiPrulo dt• cótno dPslkt•tnos d slider. Exc1•1»10 

pan1 "1 f1111du11al <11' .-\rt'a· Ort.np;onalitlncl. r.J vnlor ele la ccunhi11acit"u1 <'S i11<lt•pt•1ulit•1111• 
dt•I f1111<'in11al. Pan• t!st•• caso t•sprc·ilico dt•I funcional la ron1hi11ac·it"m <'S .5 y In opf"it'm 
clPI pt•so Weight st• i11haltili1a. En 11110 dt' Jo~ 1•xtn•11111s 111•1 c·o11t.1·ol ¡11u•d1• ol1s1•rvars1• 
(P11 1111a «aja d.- lc·~t<i) 1·1 \':ilu1· Pl•·Aid11 al 1110\'l'I" r-1 sl1der. 
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FiJ.?.ttl"n .. \.:¿.(: lultahililaeión del slider al e1<"gir la. opció11 Area-Orto. 

Elección del 111étodo dl~ nptir11izacióu y su ruodalidad .. 

lr1dPpc11<1icntt•11wntP dP la l'lf'<Tic'111 dd f1111cio11al y su peso, podmnos elegir el rnétodo 
opPrnr o PX)>C"ritnl!lltar 1~11 la opt i11iizaciün. 

E11 d sist1~11u1 ~m han i111pla11taclo tres métodos de optirnizaciún de gran escala: 
~11··1ollos 1le Newl.011 "T'r11nca1lo: Newton Truncated, l\tlétoclo de l\ilcnmria. Limitada 
1...-0FGS 1lc• Noce1lal: Limited Memory L-BFGS y una opción cxpt-rimcntal con la 
cwd ~,. han oht.Pniclo h11r11os r(_•sultados para. el ~Jét.odo ele Newton puutual: Newton 
Point to Point. 

Cada una dt• las autcrior('S opciones son clcgid:is a través del pop-menu Opt. Method. 
Para cada rnétoclo :-;e ha i1nplantmlo una modalidad. Por cjcrnplo en el caso del New-
11111 Tn111cmlo 1><ul<•1nos cl<>srar rc•alizarlo con l3lu~qucdn en In Lí11ca o bien con Región 
d1• Cu11fia11za. Pnra d c<L""iO de ~lc•ruoria Liruit.nda se lleva a cabo IH optintiznción 
al111a<·1•n:u11lu a vndahles Pll cada paso d<'I rnétuclo o bi<!ll 5; y para C!I 111étodo de 
'.':1•wto11 P1111t ual re.solver la t•cnación dP Newton por componc11tes o sirnultiinco, vc.•r 
C:arTia 12:3). 

Suavizarnicuto previo 

()t ra de la .. '> opciones cunt<~rnplndns es realizar un suaviznntitmto de la rnalla previo 
a .su opti111izacion Previous Smoothness. Este prc-proccsnrnicnt.o vn en el sentido 
de~ dc.•sclnblar Ja rnnlla un poco antc..o.; de emplear el funcional elegido y nsí reducir el 
t it•tUJHl y esfucr/.o de obtcncicin de una nmlla óptitnn. El usuario puede elegir con 
Jo:-; <'Otlt role.~ radio para tal l'ÍC'cto ~¡ dt!sea que dicho procr.so SP.a rt>,ali~ado. En la 
1,;n11• s111u•rior tlc•I pa11cl de.? c·o11trol Optimiza Control Panel p1wde c•leAir la opción 
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Fi~•.1na :\.:_!.-,; J)j...,1i11t11s 1111"1ncl11~ cl1• opti111iznc-ii'111_..-1•l 1111·ul11 o pa1;í11u•llf• patil llt•vail11 
.1. ;ih11. 

?Jo ~¡ 1111 clP!->l'a 1pu• M' 111•"\"t' a l·abo o hit>n la opcil'1n Yes si dPs1•a qtu• l'Sto 1H'11rra. 
l '111 d1•f•'t"t 11 t 1•111•1nos la dispo1:il°H1 dn que t•st e? proc:C"san1it•11tn 110 S<'n suli•·itadu. El 
... 11;1\"i/a111iP11to 1h• las lírll'aS SI' nhlit?IH' usnndo d~l f1111dn11al tl1· l~111µ.it11d 1·011 sula1111·11t1• 
oil¡..:,1111a:-; it1•1ad111u•s y 11sa111lo t>l 1111!Lu<lo dt.• :-..;,•wton 'Tn11u:udo t·ou H1'1!->1p1Pcla 1•11 la 
Lí11Pa. 1•st1• s11aYiza11aiP11tu pn.•vin l'S transparente~ al usuario sé1lo si• i11fon11a f'll 1°1 ¡m111•I 
d1· 1l1•!->pli1>µ,1w dt."l JH"Ot't'SO de! opti111izad1iu las it1!rat'io111•s ~· t•I tit•111Jnl 11·a11st·1u-1·icl11. 

Valores prcdctcr111i11a<los 

1':11 cttalquit•r 11111111t•11to d usuario ptwclí' pulsa1· <•I botilu Defau1t va1ues y los \'a-
11111·~ JU"l'dl't1·1·111i11aclos si• usani.11 para la optin1izncit511. Los valon•.s prrtlc•trn11i11ados 
-.¡111 F111wi1,11al 111• 1.--.. \n•a Lun¡..?,itntl, cn11 un Jll'.SO ele .5. haciPnrlt, uso drl nptitnizndnr 
:"Pwto11 Pl"n11waclo con B1•µ,i{u1 de Confianza y sin s11aviza111iP11to ru·Pviu. 

l_"11a Y<'Z <111<" lw1110.s rh•µ,idns los pani.rnt.•trns para h11.srar la opti111izac-(u1. nl p11Jsa1· 
l'l lu1tt'>11 Start d1• Optimize Contro1 Panel PI p1·ocPSO inidanl rwultandu la vt•111a11a 
cli· 1 tHlll''l di' la 1•1c•t'<'i<'>11 tic• In optituiz:u·ióu y l'll su luµ,,ar prc·~r111ani 1111n \.'l'lltnna 11<• 
n111t111l 1l11111lP :-.<• clPsplt•µ.ar.i. la i11fc>1·nutri<°Hl n•h•va1111• tlPI pnn·c•:-0,1,. 

En tlid1a \"<'lltoi1u1 :-.1• 11b:-.1•rYnt1 los datos sc•ll'reiouados pa1·;i la c11Hi111izadr'u1 t'll "1 
n1 ... t;ul11 Í/1¡11i1·11l11. t'll f11111l11 llt'f!.lt• ."· l<•tra:-. .J., n1ln1 a111arillt1. La i11f11n1i;u·i,'111 q111• sal.-
1·:-. loi !-oi~llil'llll' 
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Figura A.:!G: V(•11ta11a dt• d1•split•µ,11P dP i11fo1·111adt·111 dP la optirnización. 

Grid name 
Dimention 
Functional 
Wcight 
Method 
Mode 

~0111!.n• dt• la 111nlla 
lli1111•11sic.}11 dc> Ja malla 
Furwinual r>IPJ!,ido 
Peso <h• la 1·oinhi11ación del f1111cio11nl 
:\.lt"lodo dP opti111izacitln a gran escala 
:\.lodalidad dPI nu~toclo de optirnización. 

Al costado clm·cd10 d(_• la v<•111a11a SP oh:-;cn:a infun11ació11 de los datos que el 
!'\ist1•111a va <h~sph•µ,andu 1•11 cada paso cl1! la optin1izaci<l11. Algunos de estos valores son 
muy técnicos pero nos clescl"ihen PI d1?sannllo del proceso. Ln inforinación que ahí se 
observa cu Ja Tahla A.1. 

En la ponte Mlperior, en la caja de n1c11sajPs Status, se ve el estado que gunrcln 
PI ¡iruceso, si al inicio la rualla es convexa o no, si el proceso de oplirnización fue 
satisfactorio, si éste fue detenido por el usuario o bien si hubo algún prol>lc111a con la 
opt.ilnh~ación y de qué tipo. Los mensajes usuales estnn la Tahln A.2. 

Esos 111rnsajcs nos aportan i11fonnación de lo ocurrido en el proceso de opti-
111i:1..aci<l11. Naturalnumtc los 11.ensajcs idóneos serian Convex grid. Stop by FTOL 
condi tion o bic11 Convex grid, Stop by GTOL candi tion, es decir, que el proceso 
s<? ha detenido satisfactoriarncntc cuaudo se ha logrado la condición de paro por difo­
rc•11da rl'lativa cu los valon•s de la fuucic..)11, o hicn por lrnbc..•r logrado la condición de 
paro por d gradiente. 

El 1m1u•l de cnnt1·ol contempla lr<'s botones ilnportnnt<"s: Pause/Continue, Stop 
.'" Restart, \.'l'r Figura A.2G. El hottín Pause 1u·1·mitc..? po11er <'JI pausa el proceso y 
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Alfamin n_ de la malla nctunl 
Kcurrent k/tt 
Ko1d kauterior/ó 
lterSmooth N1inu~ro dt~ it.crnciones de sunvizaniiento previo 
lterHomotopic Nt'nncro de iteraciones del paso de hornotopíU 
lterC1assic N1i1ncro de iteraciones del pn..o;;o clásico de opthniznción 
lnocon Nü1ncro de celdas 110 convcxns de In malla actual 
Fva1ue 'Valor del íuncionnl 
Gnorm ·valor de la norma del grndicnte 
Process Time 'Tie111po transcurrido del proceso de optimiznción. 

'"rabia A.l: Informació11 del proceso de optirniznción. 

se C'ontinua ni pulsar el 111i:-.n10 hot6n cuyn leyenda ha cnrnbindo n Continua. Estn 
h<'rn1111ir11ta Jll!r111itc po1wr en pausa d proceso n fin de detenernos n observar el 
camhio de los valores de la optimizacil}n y la. nmlln rnisrna. El botón Stop dcticrw 
t>l J>l'OC<'SO. El tercer hot(Jrt Restart pcr111itc rciuicin.r el proceso cunndo «~stc 11aya 
co11d11ido o bi1;11 euaudo lo hay:unos dctcui<lo. Esta hcrraruicnta es 1nuy irnportante 
.va <¡w• <hula )1L-; ron<liciotu•s ele paro para In opti111ización podríarnos estar intcrcsa<los 
c•n reiuidar PI ¡n·orcso prua nht.encr algtllHL'"' iteraciones rn;L'"' con la. rnnlla. de saHdn con 
<'l ohjl'tivo dP t c1u•r una ·'111Pjnr" rnn.lla. Esta opcitl11 pcrrnancení. inactiva en tanto no 
.S<' co11cluya <•l proceso dt' optin1izacicJn o bien no lo dcntcngan1os pulsa1ulo la opción 
Stop. 

Co11rlui111os PSta opcil>11 de Qptimize del nuldulo 111alla n1ostrando las ventanas 
c·onPspoudicntes a la iníonnación de la malla. cuando han trauscurri<lo 5, 10, 15 y 25 
i t Pracioncs n.sí como la ópthnn obtcni<ln luego de optirnizarla un poco más. 
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The initia1 grid is convex. optimizing 
The initia1 grid is non convex, optimizing 
Convex grid, the initial grid is good 
Convex grid, the homotopic step is ok 
Convex grid, STOP by FTOL condition 
Convex grid, STOP by GTOL condition 
Convex grid, STOP by MAXITER condition 
Non convex grid, STOP by MAXITER condition 
Convex grid, STOP by user 
Non convex grid, STOP by usar 
The interva1 of uncertainty is at mes xtol 
Convex grid, Rounding errors prevent furthet progresa 
Non convex grid, Rounding errors prevent further progresa 
Convcx grid, the step is at the lower bound STPMIN 
Non convex grid, the step is at the lower bound STPMIN 
Convex grid, the step is at the upper bound STPMAX 
Non convex grid, the step is at the upper bound STPMAX 
Convox grid, the number ca1ls of FCN has reached 
Non convex grid. the number calls of FCN has reached 

Tabla A.2: !\.h•usaj(•s de salida y ejecución en r!I proceso de opt.i1nbo:acic>11. 

Fiµ,1na :\.27: Pro<"l'SO l111•gn ele [J it1•racio111•s 
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Figura. A.28: Proceso lu~~go de 10 iteraciones 
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J•nu~1·~0 l1H·~1• 1le Iri it.<-'rario11Ps 

Fiµ.11n1 :\.:.?!): v1~11ta11as cJurantP Ja c.>jc•cucicjn, 
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Figura A.30: rvtalla óptiina luego <le algunas intcradonc?.o.; 

A.4.4 Guardar información §ave 

Esta opción del rnódulo rnnlla nos pcnuitc guardar los datos de In 1na1ln en curso en 
un archivo de datos. 

Al situarnos en el panel de control Mesh Contro1 Pane1 y contar con una rnnlla 
1!11 memoria se guarda In información de esta n1nlln en cualquier n1ornento ni pulsar 
la upd(u1 §ave. Al hacerlo aparecerá. en prin1cr plano de pantalla 1111 browser con el 
cual podernos indicar el directorio donde se deposita la inforrnación ru;í corno elegir o 
incli<'ar en el campo de entrada el non1brc del archivo y el fortna.to XY o RED donde los 
datos se guardan. 

Eu la parte superior del browser se indica el directorio en uso y en el cuerpo del 
bro\Jser observaremos un listado de los archivos que ahí se c11cue11tran. Al pulsar la 
opdó11 Ready los datos se depositan en disco y se regresa. el control de funciones n 
Mesh Contro1 Panel. Pulsando la opción Cance1 se nnula la operación de gunrcJnr 
i11formacién1 y de igual forrnn rcgrcsa1nos el control a. Mesh Co.ntro1 Panel. 

A.4.5 Aplicaciones con mallas convexas Applications 

Esta opcitjn es exclusiva para ma.tla ... "i convcxns. Contando con una n1alla. en rne1no-
1·ia podernos llevar n cabo operaciones de rcfinarnicnto uniforrue y resolver algunas 
l'Ctmcim1cs <lifcrcncinlcs elípticas sobre la región. 

Este nuldulo de aplicaciones se ha integrado ni sistc1na. de rnancra que el usuario 
pueda cxpcri111entar o rnsolvcr algunas ecuaciones diferenciales y también pueda cons­
t nlir una 1nalla nuis fina a partir de la obtenida. 
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Fiv.1ua A.:31: browser para v,uardar la 111alla en curso. 

Al pulsar la opci<)11 ~pp1ications dt>l n1(,d11ln lit~ 111alla .. '-i aparcccr¡Í un panel de 
cont.-ol App1ications Control. Panel donde hay dos opciones de botón B:efinement 
y PDE ªo1ve ci.o.;í corno la.s ya couocidas !felp y Qance1. 

Rcfina1niento uniforrnc Refinement 

Una hcrrn1nicntn 1n11y titil para algunas aplicaciones es contar con una rualla nuis 
fina que la actual es cuando estamos interesados en hacer 1ncdicioncs con nmyor 
µrcci~ión n con n1ayor d<•tcnirnicnto en spccioncs o área particulares de la región. 
;\luchos gcnrradnn•s de tnallas o progranUL"i que rC'finan nut.llas lo hnccn de rnancrn 
autonul.tica siguit•ndo 1111 patrc"m de cornportnrniento de In. solución adaptiva. En otros 
t-1 n?fi11a1nim1to es rna1111nl y c>spccífico sohrc In sección de interés. 

En PI sish•rna hr111<>S considerado que el refinarnicnto sea uniforrnc en toda la. 1nalla 
ya <111e nos interc•sa hacer rncdicionc.." globales y proveer al usuario diversas nmllu.."i 
rcfirmdas c¡tu~ lucv,.o pueda optilnizar y entonces utilizar un sus rncdicioncs. La tlocnica 
q1w r•1npkan1ns para lograr c:-;tu n~firuunicnto es a tra'\·(-s de interpolación lincul, in­
terpolación entre líneas . 

.-\1 pulsar la opdc"u1 fiefinement se deja paso a Refinement Control Pane1 en el 
cual se int.n>llllce <•I 111imcrn de! Jínca .. "i que van a ser intcrpoln<lns entre dos scg1ncn1os 
dt> lírwa. El ¡m1u•I de nml rol consta de dos counters con los C]UC introducir por golpe 
de> hottju dt• 111rn1sc• c•I núnu.•ru m de líucas a insertar t~ntrc las linea..-.; curvi1ila•ns que 
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Figur.n. A.32: Pa111•) dP c-0111 n1l dt• las aplic:adorn!s con 1111a rnalln convexa. 

unen lo scg1ncntos <11! fronlt'ra "azul" y t•l 11ú11w1·0 n de li11C"a.s entre los scgtncntos 
curvilíneos que unen los scgmenlos dr frontera "atnarillo". Ver Fig:urn A.33. 

F'igura A.33: Refinement Control Panc1 

El proceso consiste en inscrlar líuca .. 'i entre las ya cxistc11tPs. Al finalizar el proceso, o 
hicn tcndrctnos In malla con la nueva din1cnsión 1 o bién la original antes del proceso 
al cancelar éste. 

Como se ha. con1cntndo con los contadores se indica el niunr.ro de linc•L" a insertar 
(los puntos n interpolar entre línc<L'i). En la cnja de infonnacic)n Origina1 dim. se 
observa la dirncnsióu oriv,inal de la rnalla ant'-~S del proceso de rcfinan1icnto. En la 
caja Parameter dim. se ve cmil l'S la nueva dinwnsit'i11 dP In nialla si pl•dirnos cinc 
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t!stn se construya (ni pulsnr el botón Apply). En la caja Current dim. se prc:->cntn 
In dinwnsióu de Ja malla que se encuentra en pantalla. 

Fiv.nra .-\.:1.1: Ca111hio dt> di11u•11sit'm dP la 111alla al n•Huarla 

Al pulsa.- el botón Apply s<~ llevará a cabo d rcfinamicuto y obten en pantalla la rnalln 
resultante, ver Figura A.3!'.i 

La opcicjn fieset cancelnni. el rcfinarnicnto Jlcv:indonos n los pnnírnctros originales y 
a Ja urnlla pri111cra. Con el botón Accept se obtiene Ja rnalla resultante y con ~ancel 
S<' anula todn opcrncilÍn hecha teniendo en pantalla. la 111alla prin1crn antes de éste 
proct•so. 



Mnnunl Opcrntivo del Sistcmn Unnmnlln v. 2.0 pftra X WindoYs 

Fig11n1 _.\ .:iG: ..\plic-m·ión th•I rPlina11iie11tn y malla rrsultant<•. 
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Solución nu1nérica de algunas EDP PDE !a01ve 

Otra de las aplicacionc..,. que se ha dispuesto en el :-;istcrnn es la resolver algunas 
Pcunciom~s <liforcncialcs pnrcialc>s elípticas sobre In región. 

Este 111ócl11)0 fue construido para experimentar las difon•ntcs 1nallas óptirtHL<.; del sis­
tt•111n obtenida .. .;; con Jos funcionnles discretos. La iden es verificar qué tan adecuadas 
resultan nuc..'itras 111allns sobre 1111 problm11a cspc_•cífico dl~ EDP. Con esta aplicación el 
usuario puede cxpcrinHmla.r con In rnnlln convexa y c)ptimn cornpnrar rrn·mltndos tanto 
con diícrcntcs f1111cionalcs ctnplcados canto con distintos refinauiie11tos sohrc la 11mlla. 
El sistema es ~·crstít.il al conjuntar 111m serie de hcrra.111ic•utas inlPJ!,Tadns y concctadns 
para su uso cu todo n1on1cnt.o. 

Contando con una ninlla convexa y trabajnudo l'n el panel el<• t_·o11trol App1ications 
Control Pane1 al pulsar la opción <le botón PDE §.o1ve d panel autcrior clesaparcceni 
dando lugar a PDE So1ver Contro1 Panel y una nueva ventana de despliegue gráfico: 
Surface So1ution se tendni. en pantalla junto con la típica ventana de despliegue 
de la ntalta; así por una parte tcmdrmnos In 1nnlla en la región de trabajo y por otra 
la superficie solución cuando 11ccesitc1nos graficarla. 

El panel du control consta de un pop-menu para elegir el tipo de ecuación a resolver. 
Por el 11101ncnto sólo se dispone de ecuaciones difcrcncinlcs elípticas cscritns en In. 
fonna: 

éJ'U éJ'U D2 U 
a Dx2 + 2b DxDy +e é)y2 + dU = g(x, y) 

donde n, b, e, d E 1R son constantes y g es utu\ función escalar sobre la regil'1n n. El 
sistc?rna cuenta con campos dc lmtrada para i11tn1ducir los valores de las constantes 
y un pop-menu donde el usuario puede elegir Ja fu11ci(>11 y cntrt! constante o bien una 
sinosoidnl. Las conclicinrms dr. frontera de la EDP son trntada."i sobre cada uno de los 
cuatro Sl!grnentos de frontera y para cada una de ellas Bnd1~ Bnd2, Bnd3 y Bnd4 el 
usuario puede dep,ir entre ser constantes, una íunción parnbúlica o bien scnosoidal; a 
un costado de crnla. pop-menu se ha dispuesto el<' un can1po de entrada para introducir 
<'l pan\Jnctro en cada una ,Je las funciorws, éste paní.metro básica1ncnte es en \•alar 
111ñxi1110 <¡ue sobn~ cacla :-;cgnumt.o de front<"ra tir.nc In función partiendo l'!..<.;t.a de los 
\

0 1!rtic<•s corn•spon<lientes. 

Una vez elegida la l'C11ació11 diforendal y los valores a la frontera, poclc111os intentar 
n•solvcda y <"ll su l"ilSO ~rafienr los n•sultmlns. St' tlispcnw de hutmu·s <le~ opri<ln §.olve. 
flot rcsu1ts, Save .t,esu1ts y los t"Oll\'l'llt~in11al1•s Hclp y guit. 
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Fiµ,ura :\ .:3(j: l 'an<>I dl~ control <Id rcso1vcdor de EDP. 

ª-olvo 

.e_lot results 

Save x.esu1ts 

!!o1p 
guit 

Al pulHar Pst.a opci<lu s<? n?alizani la l1a111ada al procedimiento que 
rt?stwlve la EDP y, dependiendo si d n~sultadu ha sido exitoso o 110 

en la caja de nw11sajPs Status so1ver Sf? desplcgan\ inínr111ació11 al 
rPs¡wcto. El drive usa un csqtwrna iterativo ch! SOR ele!) puntos. 
1-lahicndo obtcmido un resultado exitoso se tendni acth•a <~Sta opdcín 
con la cual so podrá ~raficn1· la superricic :.;oluci{m. Esta cípcibu 
actualiza la. supprficic existente <!U la vtmtana de dcspliPgue Surfacc 
so1ution. 
El resultado sol11citi11 obtenido se guarda en l'l nrchivo dC? datos 
bajo el íonnnto MESH. Cu11 esta opcióu te1ulrc1nns un browser con 
el cual i11dica1nos la trayectoria donde cstani rl an:hivo y PI nomhrP 
ele <!stc. 
Proporciona ayuda en lirwa a través clcl browser Nctscapc. 
Salida dd 1nóduln EDP. 

l:ua Vt!Z nhtmlidn d n~sultado se grafica con la opcitin ~1ot results en la vt•ntana 
Surface solution y nu•diantc l;u;; tC'cla ... ele flechas podernos rolar sohrc su eje la 
s11¡u•rficit-, Vt>r Fi~ura A.38. 

Sohn~ la vrntana ele dt~splieguc de la superficie y con el botón derecho <lcl rnousc, 
1•IPp_i111os Pll 1111 1111•111°1 ck•gi1nos algunas caractcristicns clcl despliegue de superficie co1110 

son: Model view y View type. En Mode1 view podernos elegir el rnodo Smooth o 
Flat si q1w1·t?tnos 1111 suaviz:unicnto de los arcos de las líneas o scnn éstas si111plc1ncntc 
dt>splt•gadas. Eu View type podc1nos clC'gir vnr en superficie o en 111alla la solución. 
Eu la Figu1·a A.39 111ostnunos la fortna de <lcsplieguc por Surface y por Mesh. 

F:I íonnato MESH C"l<.>gido parn guardar los resultados es cornpatiblc con GP01nvicw, 
t•I visualiznclor int.t•ractivo de inuigcncs 30, con él se puc>du drsplcgnr los resultndos 
dP!-ódP dh·t•1·!-óos ü11µ,ulos. sornhra:-- y <list intus foeos de visión. 
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Fiµ,1na .·\.:\7: Elt•c-cic'ut ck una EDP y me11sajc> del rnsultarlo obt.r.11irlo por SOll 

En nlg111u1s casos ptu•clc s<>r qtH! 110 ohh?n~arnos una :-;ol11cit'n1 por dh·Prsas razones, 
si t•Jlt n• l'llHs :-.P t'JH"t11•nt ra qtH? la rnalla no es lo sufi<"ir.nternc-nte ri11a, podcruns volver 
al tnódulo dP aplieadnncs pnra. hacPr 1111 rPfinanticnto de Ja rnalla e i11tP11tar rr:-;olvcrlo 
dP ntwva Clll'ntn. El 11u"1clulo irnplant.ado solanwntc resuelve alguna .... ecuaciones clifc­
rmwialPs part iculales drl tipo elíptico. 
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Fi~ura :\.:\8: Grafh-adün d1~ la superfidP solución. 

Fi~nra :\.:\D: ))Psplil'~llP dt• la sol111"ic'>11 talllo por SUJH'dici1• 1·01110 por la 111alla. 
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A.5 Entrada y salida de datos 

La especificación de los dntos que crnplcn el sistema nyudn n· conocer <có'mo inlcr­
cnmbiar In inforñ1nción hacia y desde el sistmnn con nuestra Üplicncióu·. · PasCn1os n 
describir el forrnato de datos que maneja el sistcrnn. 

Los cintos que se rnaucja.n son tres: contorno, rnalln y supcrfici':!. Cada 'uno ello 
tiene un forniat.o diferente todos en formato ASCII. 

A.5.1 For1nato del archivo de datos de los contornos 

Los archivos de un contorno cuentan con un forrnat.o rnuy silnple: el 111ímcro de 
puntos, 1111a identificación de Jos scg1ncntos de frontera que cuenta y las coordcnnda.q 
del contorno. Enfn.tiznrnos que los contornos ~on ccrrnclos por lo que In descripción 
ch~hc consiclcrnr CJllC el punto de iuicio y el punto finnl sean los iguales; de igual 
runncra para. fines pnícticos los co11siclcrarnos con un ordr.11: el sc!nticlo contrnrio a lrn; 
runnecillcL'i del reloj. Otro punto rmis es que el sistettHl ncPpla rep;iuncs con ngujcros 
siernpre que se sciiale. 

El archivo de datos ticno el formato: 

m ibf1ag nbl nb2 nb3 nb4 
x_l y_2 
x_2 y_2 
x_3 y_3 

x_m y_m 

bajo t~ste? funnntu x_m=x_l :..· y_m=y_l. Se explicn cada una de las entrada .. ..;. 
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m Es el n(11nf!ro total de puntos a la frontera. El primero y el 1Htimu 
deben repetirse para considerar el contorno cerrado. 

ibf1ag lndicaclor del tipo de contorno. 
=1. Los scgrncntos <le frontera irün definidos. 
=13. Los !-iegtmmt.os de frontera 1 y 3 son iguales. En 1111n región 
con agujeros es rn~ccsario hacer 1111 corte y entonces dos scg,1ncnt.os 
el<> frontera :-;on i~uales. 
=24. Los scgme11tos de frontera 2 y ,1 son iguales. Sitnilar ni caso 
;interior. 
=0. No hay segmentos de frontera. clctcrtninndos pnra el rnnpco. El 
sistmna. cottsi<lerani u11n elección a11t01mltica. 

nbl Ntitnero <le puntos que describen el segn1cnto de frontera l. 
nb2 Nt'nnero de puntos qtl<! dcscrihcn el scgmc~nto de frontera 2. 
nb3 Nluucro de Jlllntrn; qtw d<?Scribc>n el scgrncnto de frnutcra 3. 
nb4 Ntítncro de puntos qtw dcscrihen el sc~tncnto dr frontera 4. 
:1:1 y, Coordenadas .r. y y clel contorno. 

Un ejmnplo de archivo clotult? la front<.•ra l y la frontera 3 :mu iguales es el siguiente: 

13 13 2 7 2 5 
o.o o.o 
9.0 o.o 

12.0 4.0 
16.0 4.0 
19.0 1.0 
15.0 -3.0 
11 .o -3.0 
9.0 o.o 
o.o o.o 

20.0 -15.0 
30.0 1.0 
12.0 15.0 
o.o o.o 

Cuando la rt?gton consta d1! unís de un agujero ncccsitn1nos rcnlb.:nr nuís de un 
ªrortcn. tratando de unir frontcrn..o;;·cxtcdorcS con In interior y entonces '"desdoblar" 
la 1·1•gió11. · - ... 

En el en.so de la 1nnlln cuad.2pp.re·d.-<¡ué luU1tn ahora nos IHL scn·iclo para cjcrn­
plilicar Jos 1uóclulos del sistcrna tiene por conioruu al:urchi\·~ 
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Figura AAO: Cont.orno de unn región con un agujero 

7 2 2 4 2 
0.4000 0.0000 
0.6000 0.0000 
1 .0000 0.0000 
1.0000 1.0000 

o.ºººº 1.0000 

o.ºººº º·ºººº 
0.4000 0.0000 

CalH' dt•stat·a1· 1•11 lns datos del conton10 que t•l sisterna guarda en archivos sun i111-
pn·:-·ms t•n formato Fll .4 d<~ FORTRAN. Si11 etnlmr~o. la lt•ctura el formato es lihre, sólo 
dt>IH't11os n•s1wtnr. con 1111 e:->pado PU hlanc-o l1ts distint:L'i cntrndas así corno el salto 
dt• lí1H"a al fi11a1izar um1 coh•c«.·ión de datos. 

La 01·if·11laci1)11 clt• los contornos es irnpurlant.e para In posterior oht1_•nció11 ele run­
llas {•pt i11HL"" por 111Pclios dh.cn!lns. Si r.l conlor110 en cuestión presenta ord(_•n ncgutivu 
(sl'nt ido dt• las 111a11ecillas del rPloj) PI sistema realiza <•l ca1nUio a sentido positivo 
(1·cH1tn11·i<J "'las r11a11t•(·illm .. tlel reloj) (le 1nauera trausparent<? parad usnal'in. 

A.5.2 Forinatos ele archivo de 111allas 

El sisl<'llHl 11uu1c_-ja dos tipos de fonnato para los archivos de n1allas, forrnalo XY y 
fon11ato RED. El pri11H'ru ha sido empicado en sistcnHL'i antcriorC!i y su forruato .sigue 
la t•.str11t·t11ra d<• 111w rnatriz.. El segundo t.'S 1111 formato de rPCÍPlllt? dist?im donde 
lo:-. nodos iulPdon•s son fücihru.!ntc localiz.ablrs y ha r<•sultado 8<'1' <!st<? 1íltimo 11111~· 

pni1·1 it·o .-11 la opt ir11izHC"Í<Ít1 de los fundouah~s discrelos. PasP.rnos a dc:-;erihir cada 
11110 dt> Piios. 

·roruarulu l'JI c11t•111a los 11udns iult•rion•s y C!X1t•rion•s dt• la rnalla cn1110 1111 A,n1n 
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11rn11 i:t. 11111111•nu11os l11s 11uclt>s y :-.11 posid<"u1 por filas y cnlu11111as. Fijando los ~t·g1111•11-
1os dP íru11l<'nl ··ahajo". "'dt-tt•cha'·, '"an·iha" P .. izquienta··, 111u.•st.n\ 111at.riz de 1uul11:-. 
partida dP ahnjo hat·ia atTilm y cll' izq11i1•nla n dt·1·1?dia. v1•r FiJ!,111"a A. 11. 

Fig,unl .·\ .. 11: :'\1all"iz de• nodos~· su nriC'11tació11 para la u111111•nu:itl11 dc! los 111is111us. 

Si~uit"11du c!sla iclea 9 un nodo 1· tc111lría cnon.ll"'nadas t y j; es clc•cir. en la cnhnnnn 
, _,. liln J <.h: tmdo::>. Una , . ..;lclil c 1 ,, t.endn\ J>Or vértic1.•s a los llcHlos (i,j), (i + l.j). 
(1 f 1.J + 1), (1.j + 1). Bajo c•st<L"i supu~icinues, \'t•a111os C"arla 11110 rh• los fonnat.os 
disp1wstns para In 111.alla. 

For111at.o XY 

El formato XY runsisti• cu iuquitnir en archivo la 111at.riz ch• nodos por col1111111as. 
i11icia11do clcs<I•~ la izquim«la y hasta In 1'111 i111a colmnua impt·irnicndo 7 valon!s por 
li11t'•' dt.• archivo bajo el .sig11ic11ll• escpw1na 

f1lename 
x_ll y_ll x_l2 y_12 x_13 y_13 x_l4 
y_14 x_lS y_l5 x_lG y_16 x_17 y_l7 

x_21 y_21 x_22 y_22 x_23 y_23 x_24 

y_24 x_25 y_25 x_26 y_26 x_27 y_27 
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x_ml y_ml x_m2 y~m2 x~m3 y_m3 x_m4. 
y_m4 x_m5 y_m5 x_m6 y~m~ x_m7 y~m7 

x_mn y_mn 

En este foÍ'rnntO m x ·'n es la clin1cnsión de ln rnnlln. Expliqumuos cnda unn de lns 
entradas 

m Núnwro de puntos en cada línea hori:t.ontnl de In. rnnlln. Tengamos 
en cuenta que la di1nm1sión de la malla es mn. 

n N(uucro ele puntos cu cada línea vertical de In runlln. Tengamos en 
cuent.a cinc la cliniensir"m de la rnalla es mn. 

fi1ename No111brc del archivo clt• datos. 
x, 4 , 1J.J Coordc!IHu)as de los no<lns d1? la malln. L.ns coordcnndns se irnpri­

tncn 7 por cada lirwa d1• archivo luego viern! un :-;alto de línea y se 
prosiµ,1u! ha.o;ta finalizar todos los nodos. 

Este fonnnto co1no bien hernus seimhulo es natural en cuanto al orden c1npleado pnra 
no1nhra1· los nodos corno clP111cntos de una tuatriz. El fortnato ele imprr.sión sigue 
siendo Fll .. 4 aunque para su lectura ha. .. o.;ta. que los datos se encuentren scpnraclos por 
1111 espacio .siguiendo la distrih11ri1'111 <I<' .sus cJcmentos .. 

Forn1ato RED 

El íorn1alo RED .suq..?,t! como una nc-cesidad para tlclitnitar Jos 11odos n la frontera 
:.· los uodo.s int.crion•s para dl? ésta íonna, 1na11ip11lar Ílícilmcntc los nodos internos 
dt~ la naalla en el nu'.>tlulo dP opt i111izach)11 .. Los uu<los interiores son lns incógnitas 
al problcrna <le optimizacit)n. Dajo ésta idea d íonnato RED describe prin1ero los 
uo<los a la frontera y sHguiclamPnl<_• los nodos intt•l"iorc:-t. clcscribmnos ,~¡ forrnalo de 
los archivos. Un arcllh·o 1.Ípieo de tnalla.s ha.ju el íonnnt o RED tiene In fonna 

m n 
fi1ename 
x_11 y_11 x_21 y_21 x_31 y_31 x_41 
y_41 x_51 y_51 x_Gl y_61 x_71 y_71 

x_ml y_ml x_m2 y_m2 
x_m3 y_m3 x_m4 y_m4 x_mS y_mS x_m6 
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x_12 y_12 x_22 y_22 
y_23 x_23 y_24 x_24 y_25 x_26 y~26 

x_2m-1 y_2m-1 x_32 y_32 
x_33 y_33 x_34 y_34 x_35 y_35 x_36 

x_mn y_mn 

donde 

m Ntímcro de puntos en cu<ln linea. horizontnl de In rnnlln. Tcngan1os 
t:!n cuenta que la dimensión de In rnalln es mn. 
Ntímero de puutos t~II cndn linea vertical de la tnallu. Tcngn111os en 
cuenta c¡ul! la dinumsión de la nrn.lln es mn. 

filename No111bre clt•l ard1ivo de datos. 
x,, 1/r CoordPnnda..o.; de los nodos de la tna.lln. Los datos se in1pritncn 7 

por ca1la línea dP archivo luego viene tlll salto de liuca. y se prosigue 
lmsta H11ali'Zar tntlos los 11otlus. Pri11wro S<' imprintcn los nodos 
clP la frontera 1. 1111•¡!.0 los que se encuentran <m In frontera 2 sin 
rcp<?t.ir1 hu•go los nodos ele la fr011tr.ra ;j sin t"CJ>l~t ir ,Y fiuahllCHlC Jos 
de la frontera ·1 sin repetir ni uno. Luc~o vienen los nodos interiores 
itnprimil~ndolos por linl';L'i vertkalPs i11111<!<liatamc11tt! <lc..•sput?s de la 
frontera ·I hasta antPs dt? la frontera 2. 

Este fon11at.o J>«>nnitl' contar m1 un ancglo a todos los no<los de la 111nlla y n. partir <le 
un nlnnero 1:bo = 2(2111 + 2n - •1) todos los nodos intcriorc~. El íunnnto de itnpn ... 'Sión 
de los datos <~s F11. 4, es decir, con cuat.1·0 cifras decirnalcs. 

Si ,.¡ formal u a h!Pr drsdc 1111 nrchivu no coincide con el C.."ipcrn<lo, en el despliegue 
~nlliro ohspn·an~tuos i11for1naciún que no corresponde a Ja 111alla. 

A.5.a For1uato de archivos MESH 

Los archivos MESH son rr~ultados ele la superficie soluci{m ch_• una EDP obtenida por 
PI sistt•nrn. El fon11ato es tnny simplt•: elPS<Tilw lns puntos ;i:, !J,:: de la superficie n 
pan i1· clt• In 1111111t•nu:itl11 por col1111111a.:-o tic• la mnlla. El formato ~·sel siv.11h!11tl•: 
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MESH 
m n 
x_11 y_11 z_ll 
x_l2 y_12 z_l2 

x_ln y_ln z_ln 
x_21 y_21 z_21 
x_22 y.;..22 z_22 

x_mn y_mn z_mn 
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Pan1 el fonunto <h.• impn•s1011 seguitnmi crnpleando Ftt.4. Los archivos con éste 
fl_1n11al<, 1n1rtlm1 st•r lddos cn11 el programa Ceomview para. \ 0 isualizar algunas c-nrac­
lt•risticns <lt~ l;1 superfü:ie flcsde <listintos puntos de ohsurvución y toiot11brn ... ..,.. 

A.6 Sobre el sistema UNAMALLA y su nombre 

A.fi.1 Sobre el 1101nbre UNAMALLA 

El 110111hn• UNAMALLA es la unión de dos siglas: UN.Al\·I y MALLA. Puede ~er h"ido co1110 
UNA-MA-LLA y pronuciado de diversas forum.s: UNA-MALLA. UNAM-MALLA. Ln idea del 
n11111hn-. Ps ro1u1utnr el hecho de que en la UNAl'vl se realizan invcstigncionus sobre In 
µ,t•1ir•n1riln1 el<• rnalln.s. 

A.fi.2 Sobre el grupo de trabajo UNAMALLA 

El J.!,rupo dt? tn\bajo UNAMALLA consta de estudiantes y profesores <h~ distintas univcr­
sidndc•s <lrl país interesados en el ¡Írca de gcncrnción de mallas y sus nplicncioncs. 

L:L"' u11ivcrsidaclc.•s 1mrt.icipantcs son: U11ivcrsidnd ~lichoacann de San Nicolás 
d" l lidnlw>, U11iv('rsiclml Ant.ónorna de Salt.illo, Coahuila y ln Uni\'crsidnd Nacional 
.-\ulc.

0

>1Hn1m de :\;l<!xico. 

Los n•spc.n1sahk•s dPI proyecto son: Dr. Pahlo Barrera (UNAI\I) y el Dr .. J. Gcrar­
do ·nmwo Rufa (Ui\.llGll). Los participantes un el proyecto sou: Feo. Dmuíngucz 
'.\lnra (Ul\IJCl-1), Irma D. García Cal\'illo (UAdcC), Adriana Jlp1·1ui11dPz Rivera 
( l":"\.-\:\1). G11ilr111•r Gonzoilt~z Flon?s (U~A:\I) y Luis Alhcrto Volsc¡11t•:1. (UN:\;\I). 
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A.7 R.equeriniientos técnicos del sistema 

El .sislctna esl;í escrito Pll lenguaje Fortran 77 y C ANSI por lo que los n1ódulos y los 
drives <le tareas Pspecíficns p11cdt.•11 ser ernplmu.Jos dircctn1ncntc en otra .. ~ aplicnciorws. 
Pan1 la intct"ÍtL"'C con el usuario, las GUI (Craphica.) User· Interface), se e111plccl la 
hihlintcca libre XForms Library bn.sacln cxclusivarncnte en la bihliotcca X1ib, lo cunl 
liar<? <1ue c•l sisterna 1111e1la s1·1· 1.•111plcaclo rn ca."ii cualquier rurnput.adora que c1tc11tc 
1·011 el sistc1na ele v1?11t.anrn·• X Windows haciendo con esto po.-tablc el sistc111a hacia los 
sisll?ma....; clonclc pur.cla traln1jar cnrrC'ct.n1nc11tc la biblioteca. Xlib. 

Para PI dcspliep;tH? dt• datos dPl contorno y la tnalla. se r.1nplearon prhnitivns de 
OpenGL lmcie111ln 1.?fkim1t.t• <'I manejo y despliegue ele los gnificos en sistctnas que lo 
soporten. OpenGL fue tlisPf1ado para \Vorkstat.ion SGI por lo que el sist.<~n1a funciona 
11111y hil'll Pll estP tipn dP platafontuUi. Las prituitiv<.L"' de OpenGL ha te-nido grn11 
at'PJ>laci<'>u Pll11'P los disPf1;ulorPs de sistt•tnas gníficos a tal punto <tllP existe soÍt.\\•are 
y luu·wan~ basados cm t~llas. Uno el<· Pstas lwrramieutas t~s la biblioteca Mesa que 
i11tt•rprd a pdmit ivas dl• OpcnGL y t•s port.ahlP a ca .. ..;i cualquier plataforrua con sistema . ..; 
X Windows. 

El sist 1•111a UNAMALLA St> l'arµ,a •'11 111t•n1oria y hace uso dt? los rr.cursos cxistent.cs 
por lo qllP PI tinko lírnit t• t'll usuarios sitnultoirwos es el que pueda soportar el sistPtna. 
Ctt;ilqnit•r falta dP 11u•t11nria <'S repo¡-tnda en la caja de estado del pa.1wl de control. Con 
1•1 :-.is11•11m ha sido posible• J.?.PIWrar y opt.in1izar 1nal1a ..... de 999 x 999 t.•11 co1n¡mtmJnras 
PC 1t•11i<·11do ¡uu· n•ft•rcuda <'I sistcmn b;í....;ico Linux R.cdllnt. G.2 con 32!\lh y una 
ta1·jpta d1• vidl'u dt~ .J:\lh. 

A.7.1 PlatafornH\S soportadas 

El sistr111a UNAMALLA trabaja sobre unn. gran cantidad de sistc111ns Unix. El sistc111a 
ha sido probnulu satisfactorimncntc en los sistenm.s: Linux, SCI y Sun (Sun-OS ·1.lx 
y Sc•laris). IAl 1Jistril>11ción precu1n¡>ilncla se encuPntra disponibles un tales sist.c1na."i. 

El sistt.•ma PSl•Í 1~st·1·i10 en Fortran 77 y C ANSI usa la.s hihliotccas XForms 
Li brary y las J>1'i1nitiv;L"' de OpenGL para el dcsplit•guc gnífico. La cn.?acilju y manejo 
1!1! ""''11ta11as St! loJ,?.ra con la hil>liotcca GLUT. Así pues, el sistct1ui. puede ser compilado 
1·11 1·asi cualq11i1•.- platafonna Unix con sistcnrn de ventanas X Windows dondn t'!st.as 
hihliotccas M' l'llClH!llfrt.•11 clisponihlPs: Por t•jmnplo: Fn~cBSD, llP. RISCt Drc .. \Jplm~ 
HS/GOOO: :"'t·X·r. ¡n>r 111Pru:i011ar algunn .. o.;. 

Eu alµ,1111as tlr. lns vt•1·sio11Ps prt.•cun1piladas. las hihliotccas gnHicas son ligml:L"' de 
111a11t"n1 1•stoi1iea ¡>orlo q1w no r•s nt>ccsado rout..ar con talt!S hihliott'cas instaladas cu 
la 1u:íq11i11a. 
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Cahe seiialnr c¡ue existe una versión pnrn. PC en el sistcrnn operativo DOS. Estn 
VPr:.;ión es 111ñ.s pc~queiia y hace uso clt! la.e;; bibliotecas grñficn.._..; de i\·licrosoft e O.OA. 
En c~stc tipo de con1pila<lorcs In reprc:mntación por 3D es muy co111plicndn por esto 
no se cncum1trn hnplant.nda. el módulo PDE. 

A.7.2 Instalación de las distribuicioncs binarias 

Si se ha hcrho de nnn copia de In distribución hinnria para un sistc1nn Unix (Linux, 
SGJ, Solaris, <!te.) puede ejecutar <!l sistctna luego de desmupncnrJo ni introducirse ni 
directorio unamalla y tipcnndo en la línea de cornnn<los malla. 

El progrn1nn binario se encuentra dentro del directorio principal de distribución el 
cual contiene algunos subdirectorios donde el usuario cuenta con contornos y 111nlln.s 
de ejemplos así cuino depositar nhí sus rcsultmlos.~ 

Al Pjl.'CUlnr el sistcmn :m tendni en pantalla dos ventana." Principal Control 
Panel y Disp1ay Window que podni moverlas dentro del r_...critorio del sist.ctna ele 
v•mlana.s X Windows preferido para su uso. Si t!XiSt.(! alg1l11 prohlctna parad despliegue 
g,rcllico, contnctc con el soporte t<!cnico del sisterua. 

A.7.3 Soporte Técnico para el Sistcn1a. 

Existrn ntuchns forrua.s de obtener npoyo para el uso e instnlnción del sistcn1a. 

L Visitando In página UNAMALLA, http: //tycho. fciencias. unam .mx/unamalla. 
El cual contiene los clocutncntos nuis relevantes del sistcrnn v los funcionales 
discretos ernplrnulos nsí canto vrrsioncs 110 clcfirtitivcL'i de nue~os desarrollos y 
sist.cn1a.s c.•xpl~rin1e11tnlcs. 

2. Co11Lacla11<Jo con el grupo UNAMALLA parn d soporte. Puede enviar 1111 corn!u n 
la dircccic)n unamallaCDathena. fciencias. unam. mx para recibir ayuda sol.ne el 
uso dnl sistc111a así corno puede reportar en <!stn ,urccción cualquier p1·oblcnu1 
que el discflador y progratnador 110 hayn prt?'\0 bt.o pa.ra su íunciona111icnto. 

3. Contactando con In persona que diseñó y progrnn1ó el si:-;tetna. y 11110 de quienes 
se encargan del 111antenin1iento del 1nis1no: Guilrncr Conzálcz en la. dirección Je 
e-nta.il: gfgfOathena. f ciencias. unam. mx 
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Apéndice B 

Métodos de Optimización de Gran 
Escala 

B.:t Introducción 

(~<H1u•11za1ull> e<lll .r0 los alAorit111os dP opt.irnizacilÍll p;e1ien111 1111a succs1u11 {.r.,._.}f''=.n 
ha:->ta quP 110 avanrc o cuando alg1h1 iterando sati.sfaga lm• <"Otu..lidoncs d<! 1111n11110 

11 u-al con alg11ua precisión, es decir, que converge. Para decidir ClÍ1110 rnovcn•e de 
1111a it"nu:i{m a la sig;uicnte, los algorit.tnos utilizan i11fun1mci<~11 de In función en 
.r,.,,. y posil>lc111c11tc de itcrncioncs anteriores x 0 , x 1, ... , :i:1.--1, ro11 esta i11formación se 
t•11c1u•ntra un llllt!Vo p1111tn Xk+I donde el valor de la funcic"u1 t•s nu•nor quu f!ll Xk· 

l.ns 111(!toclos de d<!sccn:io generan una Ht1cm;i611 {x,..} de aproxinuu:ioncs a In 

para toda k, esto es, se acepta la nueva iteración :rk+t si produc1~ unn reducción en 
t•I valor de la función objetivo, de tal formn qu<~ el valor de )a fu11ció11 en la iteración 
actual 1?s 11101101' que ul valor de la f1111ci{m cu itcraciotl<!ti antnriorcs. Una. de lns 
cat act.edstlc.as de los ntétodos dr descenso es que en la iteradóu k si~ debe avanzar 
:-.obn~ uua dirPcciún 71 In cual tiene que ser unn dirección de d<.."!:>ccnso, esto es, unn 
dit·<·<-cit>u sobre la que la función, localrncnt,•, decrezca. 

Dcfinción .. Una dirección T' se dice de descenso en el punto ;r:,.. si la derivada direccional 
de f en .1:¿. sobre la dirección 71 es negativa, esto es, si satisface 
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La condici<í11 de descenso pur sí sola no es sufici<"!ntc para garantizar que In itc­
raci<>n {:ck} ~m aproxirn<' a un rnínimo local. Se requieren cont.licioncs nuLc; fuerte:-; 
para íor/.ar a In sucesión a cntrnr en unn vecindad del ruínilno local. Una vez que 
la itcraci<S11 ,_.ntrn <!ll tal ''<•cindml, los métodos de descenso usunlnwntc convergen 
nípidarrwnt<! al rninilnn Inca). 

Existen dos PSt.ratcgia.o.; funclamcntnlc~ para llc\•ar In iteración a una vecindad del 
mínimo local: l>(1squeclc\ lin<'al y región de confianza. La n1nyoria de los algnritrnos 
ul ilizau una ele Plln.s. 

Il.1.1 Búsqueda lineal y región ele confianza 

En la estn1tegin ele ht'1sq11<'da lineal el nlgorittno escoge una dirección de descenso, P1.·, 
lhuumla clin•ccitln dr lnísqucdn, y busca a lo largo ele esa dircccic"m, partiendo dr xk, 
1111 rmrvo elen1f'11tn ele In it(•racicln donde? el valor de la función decrezca. 

La clistnncia n recorrer sobre In dirección l'k puede encontrarse rcsolvicnclo npro­
xinuuln111c11tl.• el prohle111a uniclir11e11sio11nl de encontrar un o• E R tnl que 

n • = arg ruin f(.r,,, + o¡Jk) 
n>O 

Si t•st n prohlC"111a se resueh:t• cxactanll'ntc, se tendría el rn;Lximo beneficio sobre In 
din·cciiu1 111.. •• si11 Prtiliargo n•solver d problema cxnctnrncntc es 111uy costoso en In 
pnid ka. t•s por c·stu que• s<• ut iliza11 soludonC's npruxirnndas al 1niniJ110 de esta fuución 
por· mt•dio de> 1111 al~ndt 1110 c111•· w~rwra un tnímcro lirnitaclo de puntos de prueba, 
ltas1 a <¡11P Sl' <'llcneutra 1111 n C<'tTano al 111iui1110 exacto. Una vez que se tiene In nueva 
ilf'nu:i<jn :r1i:+ 1 s<? Aen<'ra una llHl'\'a clireccicln dl' descenso y se repite el proceso. 

E11 la :-;eg111ula t!Stralt>gia. e1mucicla corno rcgió11 ele confianza., se ut.iliza i11for-
11mdt'.1n loeal ele f pan1 construir un rnuclclo de la función, 'l'k• de 111a11cra que el 
1·c111111orta111h·11tu clt~ 'l'k cerca de .1·A .. S<'a scrncjanlc al cn111port.n111iento ele/. Entonces 
111i.11i111iza11do '1'1..· nos accreart!lllOS al 1niui1110 de f. Corno d 111oclclo '"1..· puede no 
~t'r 1111a 11111y b1u•1ul. aproxi111ad(m de / cuando no se est;í ccrcn de ;1:k, se restringe 
la h1isq11t•da dí'I 111í11i1no de 'l'k l'l1 algurnt rcghín alrededor de X1n usunhncnte n una 
hola co11 CPJll ro tm .1:k :i-· radio .ó.1.-. a ~k se le conoce como PI radio de la. región de 
confianza. En utn1s palabras. ~l'll<'rarnns el paso p¡,. corno 

l'k = arg 1ni11 'l'1..-(x1.: + p) ,. (D.l) 

clo11d1! .1·1.· + 1' ·~stii tlPnt-1·0 dl' la n·gicín de confianza. Si con fJJ..· no se produ<.·r. una 
n•dun·it;n suficiente C'H f. t•s pnrcpl<' que la rcgi(m clc• c·cmfia11:1.a es tnuy graudc, ~m 
1lis111i11u.n• ~k y se• ,·1wh·r a n•snl\'1·1· (13.1). 
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El inoclelo 'l'k -usun.hncntc es nnn función cuudn\ticn de Ju forrnn 

donde V" /(.r.1.) es el g,nulicnt<• ele ln función y Bk es uun tnntriz <¡ne aproxima la nmtriz 
hcssiaua <'ll Xk. 

La estrategia de regic'ln de confin.nzn, determina primero ctu:into debe tnovcrsc 
y después la dirccció11 en Ju. que hay que hnccrlo 1 tnicntra .. o;,; que ln b(1squcda lineal 
primero se dct.crrninn la clirccdón sobre la que hay que avanzar y d<>-'iptícs cm'into 
UJO\'crsc sobre csn. dirección. 

B.2 Método de Newton. 

Supongnmus qnc t.ene111os f : IR" -> IR una función dos veces conti1111a1nc11tt! difr.ren­
cialile. El nu~t ocio de Ncwl 011 para rninirnizar unn función puede derivarse suponiendo 
cpu• tcn<'nJOs uua aproxit11nció11 Xk ni mínirno local de f y que <m unn \•ccindnd dt~ XJ..· 

se sati:->fa<·r. 

clo111IP 
1 

•l•(w) = 'V J(:r.k)'w + :.?1º"'v2 f(x.)w 

Ps <•I 111nd<-•lo local cuadní.tico de f en x1.:. Si cstn nproxin1ación es buena, entonces 
uwl nwjnr aproxiinnción se uhtic?nc r:on 

dnncle Pl paso .-.k e!i el ntinhno de 'l'k· Debido n lns condiciones de un r11íni1no local. 
·"'A· d1•be ser tal que 

1•11tnr1t:f'S ,.¡ nit~tculo clc N<~wtou paJ'tC de 1111n nproxi111ació11 inicinl :r.0 y g,rncra 11na 
suc<'si<."m <le la. fonna 

(13.2) 

Uno de los pdncipal<.•s r<>sultados clcl rnétoclo de Newton es su convC'r~cncin local 
para cunlquirr punto inicial que se encuentre en una vecindad del minirno local, 
t•sl o <~s. que sr <-•nc11Pnt.n• en el llamado dorninio tle atrncciríu, la. rcµ,iún doude SP 
p.nrantiza c¡ur la it<>raci<ln dC' Nc\\.ºlotl convcrv.e. Dcsafortunacln111cnt<? 1mra 11111d1os 
1>n1l1)PtllilS <>stc.~ <lorniuio <Ir atracción l'S n111y ¡wquciio y<....~ 1wcusario 11t.ilizitr PSI ratc•gim.; 
dl' ~lohalizadún clt• 11mw•ra que hagnn qu<' la iternción en al~1í11 111011umto (_•ntrt• l'll él. 
1lc• li>l'tllll q1u· 1111•l V<'Z al1i~ la con'\"<"r~<·ncia Pst;i garantizada. 
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Una dl~ lw; prindpalc•s cnrncterísticas del método ele Newton us su velocidad de 
c:o11vcrgc11cia. Si la íunciúu es Lipschitz continua entonce...; ~n una vecindad del rní11in10 
local. el 1nc!todo couvcrge c11adr1lticnmcntc, esto es, existe {:J > O tnl que 

La convergencia. cumln\tica implica que el ntírncro dc> cifras sig11ificntivns de Xk al 
nproxilnnr a x• se duplica en cada iteración. 

El 111éLo<lo <le Nc~wt.011 cou alguna estrategia de µJohnlización como btísqucdn lineal 
o .-cgión de confiau.,,a opera tnuy bien en la pnicticn, pero tiene In desventaja de ser 
ruuy costoso. Co1no una alt.c•rnat.h:a rcconlC"lldable, se proponen los métodos Qnasi­
Newtou, los cunh•s tiPncn una velocidad ele convPrgencia 1ncnor que la de Newton, 
s111>cdi11eal 1 JlPl"O con la \'eut.aja ele ser <•cnrulmicos y confiables. Se recon1ienc.Jnn sobn? 
todo l'll prohlmuas dPnsos. 

B.3. Métodos Quasi-New-ton 

:\ l 11d10.s d1? los 1né-t odos de optinlizaci,)11 esttin basados en rnodclos cuadráticos locales 
d«' la f1111dó11 objcti\'o, la forma rnns conocicln de este tipo de t11étodos es el rnétodo 
dl' ~cwtun. 

La k--ési111a iteracitln del tnétoclo de Newton está dndn por 

i) H<'solver V'2 f(:~.J.•.- = -V' f(:r..) 

ii) ""•+• =:~,.+.•.-
La principal clcsv<mtaja del rnétodo de Newton es el conoci1nic11to <le la segunda 

dc>d\·ada de la funci<jn <-'11 cualquier punto, en nmchns aplicncioucs lo 1nas que puede 
t t•11crs1_• es la priuwra dedvada. Es por L~to que se generaron nu!todus 1·elnciunados 
t·on d 111étudo de Nt'\\'lun donde solo se hace uso de la inforrrmcit)n de la pri111cra 
d1·.-iv:uln de In fu11ciún. f-1a prirncrn idPa es aproximar la runtriz hcssinnn de J por 
1111!dio ele clif1.?n•ncia .. "i de los \'cctores gradicnt<~s, pero l'Sto tiene el inconveniente <le qtw 
la 111at dz rcsult.autc puede nu ser positiva definida, aclcrruis se rcquiercu 11 evaluaciones 
del gradim1tc para <.~ada iteración, el proceso pu1?dc rrsultnr ntuy costoso. 

Para superar estas <lcsvcntajtL'i Davidon en 10581 introdujo una. uucva clittie de 
11u~t.odos conocidos corno Q111L.,i-Ncwton, é!'itos son 111étodos tipo Newton cu donde 
In in,·prsn de In rnatriz hcssiana es aproximada por 1UHl 1natriz sirnét.riea positiva 
d<.•rinida. Ja cual (~s corregida o actualizada cu cada itc1·nci6n. La c!'it ructura biisica de 
1~stos 111Í!todos en la it.crnción k, partif•ndo CJHC St? cuenta con llk, uua aproxitnación a 
la i11vP1~a dl' la tnat.dz Ju~:.:;sinnn rn .r,.,, l'S Ja siguiente: 
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ii) ;¡;k+l =.Xk + Sk 

iii) Aclunliza.rih para obtener llk+•' 

Est.c 1nétodo presenta ·atgunns vcntnjns respecto al método de Newton: 

a) Solo requiere infor111ación de la pdmern dcrivndn <le In funch:u1. 

b) //1.: positiva. definida, irnplicn c¡uc la dirección cncontrndn t.~ simnprc unn dirección 
de descenso. 

e) Rc<lucc el 11{1n1cro de flops por iteración. 

El punto e) se alcanz.n ya que se puede nproxirnar la i11vc1·sa de la 1natriz hcssiana, 
l'll lugar de la 1nn.triz hcssin.na dircctnn1cntc1 lo cual evita In resolución de un sistenm. 
linc•nl en cada iteración. Debido a estas propil'cladrs es que los nu'!toclns Qun..~i-Newton 
son ha .. c;:la11te 11t.ili4'.ndos cu In pníctica. Su dcscmpuiio '~s muy :-.at.isfactorio, el orden de 
co11v<~rge11da ya no t.•s cunclrático corno cm el ca.so de Newton, se reduce a superlincal. 

Existen vnl'ia .. o,; fornnaln.cioncs para la actualización de la rnntriz hessinnn., lo cual da 
lt1J.!,nr a \'adns 1nétoclos tipo Qua.si-Newton, ele la..o.; 1nas <!ficicntrn" poclen1os 1ncncionar 
la a<·t ualizadlm tipo BFCS, en donclc ciada B aproxinmcit."111 a la i11\'crsa de la matriz 
lwssin11a t'll :r, sr. ohtiene la fonnulaci<ín 

a _ n (s - By) . .,'+ s( .... - /3y) 1 _ urs,..., - By)ss' 
+ - + .'it]/ (.<i'y)2 

que ·~s una aproxbnación a la inversa de la 111a1 riz. hcssinna Ptl c>l punto :1:+ 1 donde 

S = :r+ - X, y = V' J(.r +) - V' J(.r) 

Este t.ipo de 111éto<los ta1nbié11 ac1n1itc cstrateµ.ias dn glohnliz.nci{>n corno b\u;qucda 
lineal y rugióu de confin.uza. 

B.4 Problemas de gran escala 

En la actualidad se han dcsnrrollado algodt n1os 111uy cficicntcs para tratar ¡noblcnnas 
de optitnización con un gran ní11ne1·0 de variahlcs, llanmdos problc1nas de gran escala. 
La aclnptnción del 1néto<lo de Newton a cst.l! tipo ele p1·oblc1nas1 da co1110 rcsultnclo un 
ml~todo 111uy efectivo al trabajar con probh.•nuL~ <le graneles ditncnsio11<!s: el método 
ti<~ NPwt.on 1.n11lcndo

1 
l~tc t.·onsistc CJI obtcrwr 11na aproxi1unci<l11 a la <li1·,!cciún de 

~t•\\"ton, n~sulvienclo la.~ ecuaciones <le Newton~ Cl•n a1g1in n1étodu itcratÍ'\ºO. '"l"tunhién 
Sl! lit•11t.'ll a<lilf>t.arin1ws )>ara )ns 111Ptodos (iuasi-i\:1!Wl011 qllP <lan lugar a los llfunados 
111i•todos <1<• 1nt-111oria li111ita<la. 
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B.4.1 l\,Iétodos de Newton truncado 

El 1111;todn dt• Nc•wt.nn, <·01110 se ha nu•ncionarlo, es In bn.sn de n1uchos ele los métodos 
1lc opt.imizacitn1. c•stn <'ti, 111é>t.odos q1rn aproxitnnn f locnlmcntc por una ruuci(m 
<"111ulní.t.iea 'I'. Si t•I nl1111en1 de variables u, es grande, entonces el tnétodo de~ Newton 
ptll'dü s1•r prohh·rrnít ico ya que rc•quÍ<?re el cálculo y ahnnccnnmicnto de la rnntriz Hcs­
siana de• St>g1111das dt•1·ivndH:-t parciales. Para rundunes de• gran escala esto representa 
µ,raruh~s costos. 

En c:o;tn secri(n1 pn•sc•11t;u11os nnn cln.<iP dc~ 111é?toclos ndC'cUados pnrn problernas <le 
gra11 escala lla111ados 1n1~tcH)os dP Nrwlon .. rrt111cacl1> 1 «~stus nu!todos cstcln ba.o;ados en 

111ini1nizar aproxi111adn111m1t1• la f1111cicj11 c11adnítica * usando un csqumnn. iterativo tnl 
c01110 eol al~o.-it.r110 clf' Gnulir11fl' Conj11g1ulo lineal. Un algoritmo ele Newton Truncado 
se cmnponl' 1h~ dns suhalgorittnos: u~1 algoritmo exl<'rno no lineal qur controla la 
111i11i111izaci{m y 1111 alp;orit.1110 i11ten10 lineal para n1ini111iznr aproxirnndnrncntc ,¡,_ 

Hccorcll•111us 1¡u1~ la 111i11i111izadcln 1le la c11adnít.iea ,¡,, qtte clctenninn <.~I pa.o;o h¡Lc.oic:o 
ele ~Pwlon pt', se obtic•111• resolvic!11Clo 1•1 sistC'HHl lineal sirnétrico de u. x 11 

(D.3) 

1·011ociclo c·o1110 las t.•1:11aciot1PS ele~ Nc\\'t.011. 

13.4.2 Descripción básica del 111étodo 

Como PI 111i?toclo cl1• N1•w1011 c:;.tii. basn<lo en la cxpnnsicjn en serie de Tnylor cerca 
dP In solucit'm cid prublc•ma de 1niuimizació11, no hay ~<irnntía de que In dirección 
dP Ltísqm!<la calculncla srn crucial lejos ele x•. Dn hecho, al inicio clel proceso una 
apruxi111adún ra.zonahh• :\ la clirPrci<ln ele ~ewl.on Jltll.'dr. ser cJL"'ii tan cfcct.iva co1110 la 
(lin•cciln1 ch• ~1..·w1011 111is111a. Graclua.Jmcnte, coníonne nos ncerqucrnos a la solución, 
);1 (lin.·1·t·i<"i11 lit~ :"oZ1•wto11 1 i1•111• 11uL-.. siµ,,uirica<ln. 

Esto su~iPre utilizar 1111 nu!Lndo itcrali\'o pnra rmmlvt?r las ecuaciones de Newton . 
.-\dPn1oís. dPhe srr 1111 111i•todn itcrati\·u rou tolcrandn variahlc tal que le-jos de la 
so1udbn (U.3) no se n?s1wh«a cu11 111ucha prccisicln. Solo cuando nos ncerque111os n la 
solueió11 eo11sicleran~n1os Ja solución ele (B.3) con prc•dsión. Tntnhién confonnc nos 
n«1•rquc111us a la snlueitjn :z·•, d sistf'mn de c~cundones a rt>solver sení 111as sirnilar, 
t•o11s1·c-11Pntc11w11t.e <?S posibl" c¡w• una aproxinmci6n CC'rrana a In solución c.lel sistc1na 
1i11Pal J>lll'da 1.•11co11tran•l' sin 11111d10 t•sí1wr.t.:o ut ilizanclo infonnación anterior·. 

Corno PI sistC'nHl linc•.al no sr resuelve cxncl•uncnte~ los pasos c¡ut• rc-snltan ni rc.•­
~olvPr· las <'<"1Htrio1u•:-i ele• NP\\"lon aproxi1nnd:unt!11t.1~t se couocc.m cuino pasos dn Newton 
i111•xarlus. 
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Se han propuesto varios Hlf~todos para la itcnición intcrru1, d nuL..,. recomondablc 
para Psta aplicnch)n es el alg,orit11u1 d1~ grndiNtlc conjugado lineal, ya que no requiere 
d ahnac<•111unit•11to PXplírito ele la matriz del sistc1na, solo es 1wcesa1·ia una rutina 
que n•nlicP el proclucto 111ntxiz-v<•ctnr. Un rcqucritnicnlo de •~su~ ntCtodo <.'S que la 
11n1triz d1! cocfidP11I es <h•lw ser positiva definida, NC sabe que In nrnt.riz l-1cssin1m tiem• 
garantía de ser positiva sc1ui-dcfinida en In solución del probluma de rninilnización, 
pe1·0 puede ser incl<•fin.ida Pll (_'11nlquicr otro lugar; entonces, el 111t!t.odo iterativo para. 
1·<•:-;:olvt?r (U.3) dehe ser capaz de detectar los si!'itc1nns iu<lefinido. .... 

Ert:-;<>g.ttilln Jll"<!scnta111os C"l algoril.1110 (lcl Z\létodo de Newton trt1nc.;Hlo. 

Algorittno: Newton T'runcndo 
ltPradtín J>rit1cipnl 

fnr k =O, 1, ... 
Calculnr /(:ck), 'V f(:r.k), "12 f(xk) 
l t <.•ración nu•nor 

Calcular Pk tal que D1.,1Jk =-V f(xk) 

eud 

do11de fl1.. ('S alguna nproximnCÍÓll dcfiuidu positiva 
a la lu•s.,,.ia11:, c>n Xk 

;1:k+l = ;1:,.. + }Jk 

t•ml 

Este algorit111n, al igual que el mét.o(lo de Nl!Wton ust.;í.ndar, converge lo<·almcntc 
y ad1•1rnís se p1wdt~n .aplic:ar cstrat.ügin.s de glohnliznción corno l>tísqnr.d:i linenl y rcgiúu 
ti<• <·m11ianza para obtener convergencia global. 

B.5 Métodos Quasi-Newton para problemas de 
gran es.cala 

I~os t11t'!tn<lot; Qua.'ii-N<··wt.on descritos antrdonncnt<"' no se aplican (lin•ctarncntc a 
pn1hlP111as d" opt ituizadt"m grandes, ya que los rcqucrhnim1t.os de ah11acP1u1111itmto y 
cc.~J1t1J>11t<> so11 1•xcr.sivos. Las aproxi111ncio11cs a la 111utriz hessiana o a su inversa son 
11st1al11wntr. <h~nsns y u(111 si las 111ntriccs se nl111nccnan en íon1m <lcsco1np11l~sta (por 
t•j<•11tt>lo, al11mn•1u1nclo los ,·cctorcs sk y Yk para tudas liL.c; iteraciones k =O~ 1, ... ) los 
n•<¡11t•ri111i1•11tos 1le JJH'Jlltnic1 rrcct•n en cmla iteración y cvcut1mh11cntc s0Urcpasnrñ11 
l<1s n•curso:-o clispn11ibll!S. 

Sin C'tnlmrgn. ha.y vari•L.~ for111ns <le extender )os 111ét.odos Quasi-Ncwton para pro­
J,1<•111as µ,n1n1h•s. E11 In J>ri111t>nt npruxi1nació11, los nn~toclos Qunsi-Nc~wtou de 11w1uoria 
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limitndn, nos c11íocan•111os al rnétodo de BFGS con memoria lirnitadn. 

B.5.1 Memoria Lhnitada BFGS 

Los n1étodos Qun:.;i-Nr!wlon de l\.Jcrnoria. Lin1itada. son titiles para resolver prohlc­
rnns gr:uulcs donde Ja rnatriz hcssiana no puede ser calculada a un costo rnzonnl.Jlc, 
o son dcusa..s. Estos métodos rnanticncu aproxilnacioncs simples y compactas de las 
n1atriccs lwssia11a.s: en luga1· de nhnnctmnr ln ... 'i aproximaciones cornplcta."i de 1l x 1l 

fü! guardan solo una cuantos vccton•s de longitud n f]llC representan las nproxirna­
cioncs irnplícitarnc11tP . .r\1ín con los n1odcstos rcc¡ucrimie11tos de alr11acc11au1im1tc> es­
tos 111é1odos ín~cuc11LP111<mtc tiP11cn una nceptahh• J'n:zón de convcrgr.ncin, casi sictnpre 
li1wal. Se~ han propt1Psto varios nu!todos de nw111nria limitada. nos cníocan~rnos priu­
cipal111enlt! en (!I 01IJ.?.orit.n10 conocido <'orno 1.. .. -BFGS, i11t.rocl11cidn por Nocc<lal, y ClllC 
'~sl<Í basado en la íc'>n1111la dl• actualizaci<ju l3FCS. La iclca b;isica del rnétodo es usar 
i11íor111aciún solo dt? )¡L.,. 111as n•cientPs iteraci<HIPS para construir la aproxirnnci<jn a 
la lu•ssia11a. La infon11aciú11 de la c11rvatu1·a de it.eracioncs 110 recientes, Ja .. '> cuales 
110 aport.a11 iufornmcilln relevante dt!I comporta111ic11to de la hcssin.nn en la iternció11 
actual, son clirniuadas pura ahorrar <~spncio en 111c1noria. 

Para cJnJH!Zar In d<>scripeión dt'I uu!todo L-13FGS, recordemos el rnéto<lo OFGS 
1•st.oí11dar. Cada pa.so d<~ csl.l• 111r'~t.odo tiene la fonna 

k = 0,1,2, ... 

donde n,, es la Jong,itud del pa..c;o y llk se actualiza en cada iteración por Jn fórmula 

T'mu'nms unn reprt!Scnt.ación rnas con1pact.a de las matrices DFGS 

(B.4) 

donde 
(B.5) 

Yk = 9k+I - Uk (B.G) 

deci111os que Ja 1natriz IIk+I so obtir.nc actunlizando 111.: usando el par {Hkt Yk}· 

La nproxi111ació11 // k gcncrnhncnte "ª a sr.r densa, por lo que el costo de nhnuccnnjc 
y nrn11ip11Jnciún l.'S hnstantc alto cuaudo d 11(11ncro <le \'ariablr.s es grant.le, usuahncnt<' 
111.,+t st> rPt•scril.><" sobre 1-Jk y pur ser 111.at ric<'!'i si111l•trica:-i necesitamos n(11+ 1 )/2 l11gnrcs 
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1•11 JJH!lno1·ia para alrnncmtarln. Unn. forma de supcra1· este problcnul es no forrnar y 
ahnacm1nr la rnnt.riz /Jk den x u cxplícitmncnt.c1 en su lugar a.hnaccnmnos uun. versión 
moclificndn ele l/k isnplicit.arncnt.r., nln1accmnndo un cierto n1í1ncro, <ligamos ni de los 
f>arcs de vcclor<~s {.<f¡, y¡} que se utilizan en la formulnción (13.4)-(B.G). 

En general, para k ::5 1n tenernos la aproximnción cstiindar BFGS 

lh (Vf_, • · · V~)Ho(Vo · · • Vk-1) 
+Pu(\?,..!_ 1 •· · \/'1')sus~(\/'1 ·•· Vk-1) 
+p1(\l'i-1 · · · V~)s1.<1a\·2 · · · \l'k_¡) 

+··· 
+Pk-lsk-1st-1 

Y paru k > 1n. tc11c1nos la. nctnnlización csprcial BFGS 

/Jk (Vl-1 • • • \1',:_m)llo(\l'k-m • • • Vk-1) 

+Pk-m(V1-1 · · · F,_!_rn+1)sk-rn.'i~-m(l-'k-m+1 • • • Vk-1) 
+ Pk-m+ 1 ( VL-1 ... \·i:-m+2) 0<ik-rn+l si-m+ 1 ( '"k-rn+2 ... Vk- l) 

+··· 
+Pk- ISk- l·"~-1 

(13.7) 

(B.8) 

A las 1natriccs (B.7) y (13.8) Nocedal la.s dcnominn n1ntriccs especiales BFGS. Esta 
apn>xitnacit~m e>s adccnacln. para problcmns grandus yn que la. cxpericncin pnictica ha 
mostrado q1w valon~s d<! 1u <-'"nt.rc 3 y 20 producen rc..o.;ultados :mti.sfnctorios. Con esta 
dPliuición de llk el al.~oritrno l..-BFGS pu<-'<lc establecerse como sigue. 

Algoritmo L-BFGS 
Escng.t>r un punto inicinl :ru y un c11tcro 1n >O 
fur k =O, 1~ ... 

Plld 

E.scogc?r 1-1,\k> 
Calcular ]JA:= -1/k!Jk 
Calcular Xk+I = :r.1.: + ctkPk• donde nk se escoge con nlgtin 

alg;nritn10 de b1·1squcda linmil 

Si k > "' 
Eli111inar d par de vectores {~k-11uYk-m} de 1ncmoria 

t!lld 

Calcnllu sk = X.t+I - Xk• Yk = Dk+t - !lk 

k=k+l 

Dnr:ulle las primcnL'i 111 - -1 itcracicnu-s d algorit.1110 I...-DFGS c-s Pqnivalcnte al 
alµ,urit 1110 13FGS <'"Stiiudar, y ni ip;nnl c¡1w <?l 1nl?l.odo cst.c\ndar. se achniten <-'SI rategia.s 
th• v,)<J)1aJÍ'l.HC'i<Íll. 
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B.5.2 Método de Ne-wton punto a punto 

Cuando se trabajan funciones con un p;rnn 1nímcro de variables, dcbctnos t.rutnr 
clP explotar cualquier estructura flUC presente In función para tener algoritmos runs 
c..•couómicos. 1\.luchas de las f1111cioncs de gran escala que aparecen en In pníctic:a 
poseen una propiedad conocida corno sepnrabiliclnd parcial y en los liltirnos aiios se 
ha11 de:-;ar1·0Jlado rnétoclos que explotan esta estructura. en In función objetivo. 

E11 1n1 prohlcrna ele optitnizacit:m separable la función objetivo puede <.lc.•scompo­
ru~r:-;e eu una su111a de funcion~s sirnples que pucdcu opt.irnizarsc de forrun indepen­
diente. :-;i tcnmnos 

f(:c) = f 1 (xi)+ f,(x 2 ) + · · · + f.,(x.,) 

eut.unces podP111os mu:nnt rar td óptimo de f(x) miniruizando cndn funci<'.°>n f;, i = 
l, ... , 11, dn 11ia1wra indepPndiPnt<?. E11 muclms casos, realizar /1 nli11ilnizacio11t~s 1111i­
di11u•11sionnlPs <?S r11as <'«011<lmien q1u• d realbmr una 111ini1nizaci<Sn n-di111c>nsiorml. 

En mud1os prohlr111a .... dt> Aran Psrala, la fuuci<ln ohjPLh:o / : lR." ~ R no es SPpara­
bh•, pero puedt? t•scrihirs<! corno surna d<• f1111ciu11es si111ples conocidas corno /unr.ioue,<1 
cb:nu~rtlnlt!."f. Para cada fund<'>n dPmental PS posihlP definir una ha .... <? ortogonal en an 
dP tnl fonua que d valor dt• la función no varíe al 111ovcr11os sobre estas direcciones 
ba:se. Si <'Sta propirdad se satisface para todas las funduucs cle11w11tales decirnos que 
.f <'S ¡mrcialnu:u.lc ~c¡uiniblc. Todas las fu11cio11cs cuyas Jwssiana.s :;on .'í¡m1·.'fc son par­
d;tl111e11t<• separ.ables, pero tarnbién existe Ja scparabilidad parcial t!Jl f11ncioucs cuyas 
ln•ssiana.s uu son s¡1ur:u:. 

La fonna mas ~in1pl1? rleo scparahilidad parcial nparrcc cuando la íunción objetivo 
puPdl' esedhirse co1110 

f(x) = L f.(x) 
t=I 

doud" 1w l_'S <'l 111í11ie1·0 cfo funcionPs Pltmw11tal<•s y cada /,(x) rlcpcndc solo de unos 
t•11a11t.as co111puncntcs de la ,·nrinhlc ;1~. e11tor1cPs ll1S gradiente!'> V / 1. y las nin.trices 
lwssianns v:.t j, rlc cadn í1111ció11 elcnwntal típicamcntc eoutcndrún solo unos C'ullntos 
<•h•11u•11tos distintos <k (:ero. El gradic11te y la. matriz hcssianu de In fuución f cstñn 
dados por ... nr 

"Vf = L:vJ,(x), '\72 J = L v2 f;(x) 

y :-;i st• aplica 1111 111étodo tipo Qua."ii-¡\."cwto11 pnrn resoh·cr el problema de opt.itnizaciún 
l's 111as Pcoru'.'>111icn nctt1aliza1· por PI n1l~toclo Quasi ·Newton c:nda urntriz hessiarw cle­
lllP1ttal V 2 f¡(;t') cu lugar de actualizar todn In llmtriz hPs."iiana total. 

En el prohlr.mn qnP tunmno.s de gc1wracMn de 1nallas, podc111os obst.'rvar que el 
f1111cio11al total a npt i111izar :-;p dcscrilll' como la suma d1• u11 fu11cin11al nplicado a rmla 
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(°(_•Ida o a cadn trhi.ngulo de la 1nn.lla, esto es, el funcional total n opti111iznr 1 trnbnjnndo 
por ct>ld1L"i. C'S de la fonnn 

N, 

F(x) = ¿¡.(:r.) 
•=1 

ron 
f,(.7:) = f(r.;) 

donde c 1 es nnn celcl:t. representativa de In nutlln. y .1Vc es el 11\'uucrn total <l<~ celdas, 
P:-;to es, el funcional us parciahnentc scparnhlc. 

Los funcionnlc>H a opt.Ílnizar para geuerar hL" 1nallns óptitnas, co1110 ya hcrnos 
rncndonn<lo. son fu11ciones ¡mrcinltnentc separables, tienen 1111 R11bcspacio invariante 
µ.randr, cut.onces se pcnscí c..•n realizar 1111a optirnizn.chín considerando In función co1110 
una f11nci611 Hcparahle. dond<' e:ula fundón clerncntal dcpcnclien• solo dl~ dos variables: 
las connlcna<las rlf• 1111 11odn int1ffior. Esto es, se propone una o¡>titnizaci(m noclo n 
nodo. 

La id1•n es In sig11i<!lll<': al opt.irnizar una malla los nodos a la frontera pennanc..•cen 
fijos y solo nos intcre~a n•alizar In optitniznci6n para los nodos interiores ele la tnalla. 
Sí ronsiclrnunos 1111a rnalla clP 3 x 3 corno en la figura B.1, entonces al reuliznr la 
e 1pl imizndtíll rPsult a nn prohleum de dos varinhlrn.;: la posici<lll del nodo .:: = (.::1• z2) E 
IR'. 

l;'igura 13.1: U11u 1nnlla de a X 3 
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Si t.cncn1os una mnlla de 1n x n el valor de 1111 funcional sobre 1111n !'iUbrnnlln de 
3 x 3 no varia si 1no\•cn1os un nocla interior de la 1nalln ajeno n esta subnullln de 
3 x 3, cntoncPs resulta rnzonabh! realizar la optilnizacióu d<!I funcional solo d<! nuincrn 
Jocnl, esto l?:s, para carla 11odo interior P 1; nxt.rnemos Ja suhrnn.lln de 3 X 3 fonnndn 
por sus nodos vecinos, corno se nrncstra en la figura B.2 1 y nptimiz.a111os el funcional 
1·cs1 dn~ido n (•sta submalla de 3 x a c:o1110 ya rnenciona111os se_. realiza una optiruiznción 
ch• solo dos \.'u.dables. 

Una Vf'"- realizada la optirnización sobre este nodo se rcinscrtn In suhrnnlln de 3 x 3 
ya optilniznda a su posición en In malla original, de rstn fonna :-mio se altcrnní el nodo 
P,.J mi toda la rnalla. 

Figura Il.2: l\lalln locnl del 3 X 3 con los nodos vecinos del ¡mnto P,i 

Este procrnm se hace para cada nodo interior de la malla,. con lo qtu? los requeri­
mientos ch~ rncmnria son 1nuy bajos, 110 necesitamos ahnaccuar matrices el(! grandes 
diuwnsioncs. solo vectores y nrnt.riccs de 2 x 2 que se utilizan en In optitni<'-ación local. 

Optin~ización local 

Veamos ahora córno es el proceso de optimi....:achJn loen l. Tc11t.•n1os una malla de 3 x 3 y 
1111 f1111cicn1;1I Ueliniclo sobre esta tnnlln. Tralmjarc1110.s cnn f11ncionalt•s ¡101· trioí11gulos, 
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·-"~tfB -~f] 
Figurn D.3: Extracción e Iuscrciún de la s11h111a.lh~ de 3 X 3 

199 

la idea para celdas es scnu~jante. Hay 12 trhi11g11los mi la. rnalla de 3 x 3 en los que 
intrr,·il'nc el nodo interior P..J, éstos se ilustran t'll la figura 13.4. 

$.· . . 
. 

l;--ig11ra ll.4: Los cloc<~ tri1ing11los asociados al punto P.; 

Ent.oncr-"i d funcional local por opti1nizar es de In funnn 

12 

J = Lf(A¡) 
•=1 

l"Oll f(~,) rl funcionnl sobre el tri1\11gulo ~i· Calculando d gradiente y la rnatriz hcs­
siana locales d'~ 2 x 2 n11nlítican1c11tt.?. (_~1 sistema hace la optituhmciún local utiliznndo 
alJ.!,UllHS i1cradcnws del anétodo dP Newton l'll dos cli111cnsio1ws, por lo <¡lw co1no ya 
111.-11d1>11n111os, 110 1tt!'CPSÍta111os al11u\c(_•11ar 111a.s <¡llP 1111 vector ele• J.!.t'Htult•s 1li11ie11sio11cs: 
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PI V<'l°for de varinhles tota)Ps, locnhnrntc solos~ trabajan vectores y tnntrkcs de 2 x 2, 
por In quP ~1 sist.Pn1a pt1<.'de operar co11 pocos recursos. 

Los .-esultados ohh•nidos han sido muy sat.h;factol"ios, hrrnos generado 111nlla.s 
1°1pt irnas de gra11<lcs di11u~11sio11cs con estro procnso de optitnho:ación punto n punto. 



Apéndice C 

Galería de Mallas 



/-/\n•a l.0111-";it ud 
(7 = tJ.Ji1 t111 l°ClllVt'X<l 

k-i\n•a Lr1t1~it.1ul 
rt -..= 0.fiJ l"llllVl'Xa 

k-Ar"l'a l.011,..,ilud 
n = ().[, l"lllJVPXa 

k-An•a L1111v,it.11d 

n = lL9 ro11v1~xa 

Fiµ,urn C.1: :\lnlln:-i w~nPrmla:-; sobre la bahía dP la halmna. 
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t-An·a 1.011µ;i111d 
n --;; 11.7!"1 IHI (°(lllV(~xa 

l•-S11.:n:id:ul An·a 
n = 0.!"J ,·onn~xa 

k-Suavidad Á11~a 
n = 0.2fi ('.OllVPXa. 

k-S11avid;.ul-Ártm 
'7 = 0.75 l'.OllVC'Xa. 

Fiµ,nra C.2: 1\1allas gcu~rnda!i sohn~ la h;ll1ía. dt~ la habana. 
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t-An•a Ln11git.11d 
n =--· O. 7.'í nn c·n11\'l''.\'.a 

k-/\ n•a L<l11gi t.11cl 

n = 0.7:. co1n,.•t•xa 

Gnlcrín de Mnllns 

k-Art•a- Lo11git11d 
a = O . .'í cc111vc~xa 

k-J\rea Luugit.1111 
o = U.!J convexa 

Fiv.;urn e.a: i\Jallas gcrn•rmla . ., suhn• el H.dnu unido. 
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Galerín de Mntlns 

t-An·a l.<1111-".ittul 
t-Y -- (J.7;, tlll C'llll'\'l'Xll 

/;-Suavidad An•a 
11 =- o.r, co11vl'x;L 

k-S1mvi<la<I Ar<>a 
n = 0.2.J l'.llll'l.'<•Xa 

k-~uavidrnl-Ánm 
í7 = 0.75 C'llU'l.'PXa 

Figura CA: :\lalla .. 'i p;:<'neraclas sohn.• el Bcinu unido. 
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t-..\n•a l.nng,it.ud 
n = O. 7f1 no ro11vexa 

1.:-An~a Ln11g,it.ud 
r7 ::-: 0. j",'.j COUVl'Xil 

Galería de Mallas 

k-A11~a Lu11~it ud 
a = O.fJ co11\'1"Xa 

k-Án•a-Lc111~iltlll 
t7 = 0.!J l"01lVl'X<I. 

Fi~UI"a C.5: l\lallas ~(!ticnula.s sobn• la regióu dd Gato. 
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t-Ar(•a Ln11~il11d 
n ·-::. O. 7;, 110 <"011vt~xa 

k-S1tavi(lmt-A n•;L 

(1 =.:~ 0.fJ ("OUVl'Xa. 

k-S11avid:ul An·a 
a = 0.2fJ <"Oll'\'l~XH 

k-S1HLVi<la1l -'An~a. 
n = 0.75 l'OllVPXa 

Fip.nrn C.G: l\1allns gcncnulu.s sobre la rc~ió11 del Gato. 
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t-/\n·a Ln11git111l 
rr -=- 0.7.r-. t11l t'1111vt•xa 

J.--Í\.f"Pll Lt111git11d 

n =: 0.7f• c1111vPxa 

Galerín de Mnllns 

k-Án~a. Ltmp;it.ud 
n = 0.[i COllVPXa 

k-Area- I..011J!,il1ul 

o = O.!J c-uuvt!Xa 

Fip,ura C.7: t\.lalla.~ f..!.t!Jier:ulas sobre la rcµ.i<j11 de S1uh\Jncrica. 
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Gulcrfn de Mnllns 

t-An•a I.1111Mil11d 
íT :_:- 0.7!""1 Jl(l C'OllVt"XO\ 

k-Suavidatl An•a 
a= U.!:", 1·011v1·xa 

k-Suavidatl Ai-ea 

n = O.:lfJ rouvt•xa 

k-S11avi1l:ul -An!n 
n = 0.75 l"OllVl!XH. 
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t-An•a Lo11git.11d 
n = 0.7f> 110 rouvr.xn 

k-Án~a--Loni;it.ud 
rT = 0.75 couvexa. 

Gnlerín de Mnllns 

k-Área.- l.011~it ud 
o = O.ú couvexa 

k-Án·a· -I.011p;it.ud 

a = O.!J cnuvt!Xa 

Figura C.9: ?vlallas gcncrmlas sobre la. r<-•µ,iún dt_•l I31Halo. 



Gnlcrín de Mnllns 

1.-Árr.a -Lo11gitml 
<T = 0. 75 110 COllVC!Xa. 

k-S11avitlarl -Árna 
n = 0.5 convexa. 

k-Sua.vidad--Art!a 
n = O. 25 couvexa. 

k-St1avitlad-Ánm. 
a= 0.75 CUllVt!Xa 

Fip.nra C.10: Mallas generadas sobre la rcp;icín del Búfalo. 
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1-An·a Lon~itud 
rT - fl.7r> IHl t"lHIVf'X:l 

,,,<! <\ 
<: 1)//{)' \ 

, )dífj1,Y 
"'.> :: ;<:,::,.,;¡ 

l.:-1\n•a J.n11p;:it11d 
,., := O. 7[> ru11vt>xa 

Galerín de Mollas 

k-Área-Lo111-!;il.ucl 
a = O . .') 1·011vt·xa 

k-An!a- Lougit.wl 
o = O.U couvcxa. 

Fi~ura C. 1 J: l\lnllas generada .. "'> sobre Ja región del Cisne. 
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Gnlcrfn de Mullas 

1-Arl'a LtH1~it.111l 
n = 0.7.'í no <"Oll\'l'Xa 

k-Sua.vi<la.tl-Arca. 
(7 = 0.75 cunvexa 

FiJ.!,Hra C.12: i\lallaH p,encrac.lrn" sobre la n•J.!,ión 1h•l Cisne. 
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t-An•a Lo11g:it11d 
n = O. 7iJ un lºOllV•~xa 

k-Árt>a Ln11p;itud 
n = 0.7il <:011\·t~xa 

Galería de Mallas 

k-Án~a- L<m~itml 
n = 11.5 c·ouvexa 

k-An~a. · Luuµ;il uil 
C7 = 0.~ l"OUVl~X:t 

Fi~ura C. l:l: 1\,tallas J!.t?rwrada.s sobn? la región drl Hat<ju. 
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Gnlcrin de Mnllns 

1-i\n•a Longitud 
<1 = 0.7fJ 110 C"011Vl'Xa 

l.:-Suaviclad-A1·t>a 
n = 0.f> l'.UUVl~XiL 

k-Suavidiul An:a 
<T = tJ.2!°J l"OUVl'XO'l. 

k-Suavidad -Anm 
t7 = 0.f,'j l"OllVt!Xl\ 

Fiµ,ura C.1•1: ~tallas gc1icrachL"" sobre la n~v;ión dc>I Rat.l)n. 
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