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”v‘,l'rit'roducc:on.

método” alterno, el segundoes
‘Intervienen en el desarrollo de

umportante razoé

~°,Ff ?‘

+ El capitulo:2:es el mas extenso pues contuene las definiciones, func:ones y

A'equlvalencias elementales necesarias para el desarrolio de la tabla de mortalidad y

el calculo actuarial para vida individual. Si estos temas no son del dominio del
;Iector. se: aconseja repasar el contenido de este capitulo antes de revisar los
capitulos restantes.




) En los _capitulos: 3 . y: 4. se.examinaran: métodos - de" ajuste para la
representacion de los datos de: la tabla de 'mortalldad basados en modelos
: matematicos. i .

“Enel’ capitulo 3 se desarrolla el metodo de ajuste utillzado en el documento
"Tablas de Mortalldad Mexico 2000" realizado - -por-fa’ ‘Asociacion Mexicana de’
,Instituclones de Seguros A.C. (AMIS) Y. ‘la Asoclacnon Mexicana de Actuarlos A, C
(AMA), En dicho documento se elaboran tablas de mortalidad con la Informacion =
‘aportadapor: las mstltuclones de seguros, ademas de presentar un metodo dej,
ajuste para suavlzar tales datos a partlr de la Ie ‘de Makeham. R

El caputulo 4 contlene la‘ prvp esta de.un metodo alterno pai
tablas de mortalldad con pollnomios. que ‘és el tema central del pres nte trabajo.

} Es necesarlo aclarar ‘que’a:la tablas de’ mortalidad y a las probabllldades :
- de muerte, ‘se d: ‘ : e el punto de vista del calculo actuarlal
para vida, no’ o_bstan \ma comun de demograf'a. L o ‘




de un penodo de tiempo.

A manera de ejemplo se pudlera pensar en un plan de seguro el cual paga

una suma asegurada repartida_ entre esposa e hijos en caso que. fallezca el padre

-'de familia. Otro ejemplo es un plan que’ pague una suma asegurada necesaria

para garantizar la educacion superior de un hijo, en caso que este sobreviva a la.
edad suficiente para entrar a la universidad. :

Entonces se hace evidente que para poder calcular las primas ‘para:los

. Seguros de Vida, es necesario contar con fuentes de Informacic’m;q“ueifrésu'i'nah de’
alguna manera la expectativa que tiene una persona de morir'o sobrevivir dentro

de un periodo de tiempo. El instrumento tradicional para almacenar y acceder a

dicha informacion ha sido la 7abla de Mortalidad. -

Se puede definir a la tabla de fnortalidad también conocida como tabla de
vida, a la estadistica que resume la experlencla de una poblacion ante el evento
muerte.

Es la forma. en que se dlstribuyen las ‘expectativas de supervnvencla (o
muerte) en cada edad, lo que determlna los valores y da forma a la tabla de,
mortalidad. Por tal razon, cada poblacion tiene una tabla de mortalidad diferente .

a las demas poblaciones y: mas aun. subconjuntos particulares de una’ poblacion Lo

pueden llegar a presentar tasas’ de mortahdad significativamente dlferentes a la :
"del resto de la poblacién. Asi,’ podemos tener tablas de mortalidad
mujeres, por fumadores'y no fum ores; etc. o

Las tablas de mortalldad no son estatlcas. Conforme una poblacion cambla
con el paso del tiempo, camblan sus expectativas de supervivencia y por lo tanto
su tabla de mortalidad. ’




:que son las tablas de decremento m'ul lentras
construye bajo la suposIcion que sus i S0 rrado del cual
- solo existen salidas por muerte. en’una tabla’de ecremento multiple existe la
‘posibilidad de abandonar el grupo por.dos 0:mas cauvsas por ejemplo mortalidad,
invalidez, retiro, etc. De esta. mat ne tablasv\'de decremento multiple son un
conjunto de dos o mds tablas‘ don bresa las probabilidades de
abandonar el grupo por cada causa en partlcula

En la practica, una tabla de: mortalidad se’ elabora a partir de tablas de
decremento muitiple, ; ‘pues ‘como ‘es’ de suponerse. en.la vida real no existen
grupos cerrados en ‘los cuales sus: lntegrant s Solo Io abandonen por muerte. Se
observa un grupo control como lo es por ejemplo la colectividad asegurada de las
“ compamas aseguradoras y se registran las:s lidas del grupo asi como fecha y
: _,causa. Aquellas que sean por muerte seran Ia base para estimar la tabla de
'V,'mortalidad Ademis en el seguro de vida exlsten ‘beneficios adicionales para los
cuales la Prima se puede calcular con tablas de decremento que ademds de
'.»muerte mane}en invalidez y morbilidad..

1.1 Antecedentes Hlstorlcos en México.

En un mercado competido, eI actuario debe estimar la prima minima
necesaria a cobrar sin tener pérdidas para poder garantizar a la Aseguradora un
volumen adecuado de ventas y no quedar fuera de mercado.
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Esta meta requlere de calculos prreclsos y arriesgados. los cuales solo son
posibles ‘con tablas de mortalldad qvue 'representen flelmente a la poblacién que se
pretende asegurar.‘ [s] esto. en una sociedad socio economlcamente dinamica
una tabla de mortalidad utll en’ una fecha resulta inadecuada en pocos afos.

- prim‘éra‘» é \Fser utlllzada ‘por. Aseguradoras en’ nuestro pais.. Esta tabla fue
B publlcada entre 1864 y 1867 basandose en 20 afios de experiencia de la “Mutual
: 'Llfe lnsurance Co of New York" T - :

: Conforme maduraba el sector asegurador en nuestro pals, se hizo evidente‘
: que ‘latabla- “Experiencva Americana” no - representaba adecuadamente- a la
mortalldad mexicana. El principal problema de esta tabla era que tenia tasas de
“‘mortalidad muy conservadoras sobre todo a: edades jovenes Nacié asi la
"necesldad de “desarrollar. una tabla més reciente. creada a partir de las
experlencias observadas sobre la poblaclon que se pretendla asegurar.

EL primer intento por actuallzar la tabla de mortalldad por una mas precisa
“se hizo para el Seguro de.Vida en: Grupo, cuando se logro obtener la autorizacion
“de " las. autondades para ‘el uso de Ia tabla CSO 1941 (The Commissioners
‘Standard. Ordinary).. No obstante se trataba de’ una ‘tabla mais reciente, se
presentaban devoluciones de primas de un’ 25% en promedio por concepto. de

. dlvldendo por mortalidad“) P ; A :

B La primera tabla de vnda desarroll d n experlencias mexicanas fue la
. denominada “Experiencia Mexlcana 62~ 67" I’desarrollo ‘de’esta tabla’ convino,
",:con grandes contrastes en, el sector asegurador de nuestr6 afs p}ues al fin.se
contaba con una estadlstica représentatlva de'la poblacion ‘mexicana que permitna_ﬁ
. caylculyos mas veraces y p(ec!sos :

i €l dividendo por mortalidad es una practica frecuente en ‘las polizas de vida grupo o

- colectivo. Consiste en hacer participe al contratante de las utllidades generadas por una
‘siniestralidad favorable, esto es cuando la mortalidad estimada fue mayor a la
experimentada. El dividendo se paga al aniversario de la péliza.




de la reserva matematlca,ﬂSin embargo, las - compahias Aseguradoras

continuo afan de: ser’ competltivas. para obtener tarifas: mas mode ad i
comenzaron a’ utlhzar la tabla “Experiencia Mexicana 62-67", puesto que con "av
“tabla "Experiencla Americana se obteman tarifas muy elevadas. Por‘consecuencla,!

Mutualistas’ de Seguros no tardo ‘en cambiar para ncorporar. en’sus statutos el;
uso de la nueva tabla.,

: : Posterlormente solo para el seguro de g'rupo mytlo a tabla experiencla
umexlcana 73: 83. Despues salié la tabla Experlencug ] ex)cana 82 89 solo para- °
i seguro de’ vlda lndlvidual Mas reciente aun es’ la tabla Experiencia mexicana 91--
'i-::98 elaborada tanto para seguro de vida individual (CNSF 2000-1:(1991~1998))
* ¢omo vida' grupo (CNSF 2000-G (1991-1998)). Esta ultlma tabla esla legalmente
“en. curso.»a partir del 1° de abril del' 2000° segtin’ lo_dispuesto por.el acuerdo
5 publlcado en el Diario Oficial el viernes 31- de diciembre de 1999 entre la
AComislon Nacional de Seguros y Fianzas (CNSF) y la Secretaria de Hacienda y
: Cred:to Pubhco (SHCP).
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1.2 De los Datos Muestrales a las Tablas de
Mortalidad. B

Podemos diferenciar tres importantes pasos en el proceso de elaborar.

tablas de mortalidad a partir de los datos observados:

1.2.1 Busqueda de Errores en los Datos.

Dependiendo del origen de los datos, se pueden presentar errores - al
.~ momento de inscribir o recopilar la informacion. Una causa es por ejemplo,
ﬂ,iferrores de registro por parte de las compaiiias Aseguradoras en los: formatos
i# establecidos por la CNSF. Actualmente para evitar este problema la CNSF Impone
2i-a las’ Aseguradoras el uso de programas para registro de datos, los cuales validan
“-la’informacién desde el momento de la captura. Sin embargo en el pasado no se
cbntaba con tal herramienta por lo que las tltimas-tablas de mortalidad se
debleron elaborar con datos que presentaban errores evidentes. :

- El método para detectar errores en los datos es principalmente elaborar
drversas tablas de mortalidad preliminares para cada forma til de segmentar.los
datos: por compafiia Aseguradora,- por afio de registro, por sexo, por.condicién
de fumador, ‘por antigiiedad, etc. .lLos: datos- que presenten gréflcamenie

L Irregularidades atipicas deberan ser anallzados y de ser posible desechados. La-

¥ ejadores

elaboracién de estos procedimientos es posible mediante el uso de m
de bases de datos. : :

En el documento- “Analisi
1991-1998" - elaborado 'pb
procedimiento para segmen
datos elaborada para tal prop:
que le interese ;
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1.2.2 Elaboraciéon de las Tasas Brutas de Mortalidad.

Una vez que la base de datos se encuentra depurada, se puede proceder
con la elaboracion de las tasas brutas de mortalidad. Es posible que este paso
requiera del manejo de tabias de decremento mudaltiple que no son tema del
presente trabajo.

Ios documentos ““Tablas de Mortalidad México 2000" . del c‘ualv‘

. prevxamente 'se hizo' referencia y “Modelos Estadisticos de Mortalidad Anéli'sié’de

" Datos 1991-1998", éste Ultimo realizado por la CNSF, se detallan procedlmientos .

para determlnar las tasas de mortalidad brutas.

1.2.3 Suavizar las Tasas de Mortalidad.

El dltimo paso consiste en eliminar las desviaciones significativas para
suavizar la tabla de mortalidad; este hecho no solo tiene relevancia

- una curva que cumpla con todos los requerlmientos de una funcion clas‘e CI @,

“ Esto se:logra ajustando Ias tasas obtenidas
fdescriba Ia tendencla de los datos Esto es especlal

Este proceso reclbe el no b i
“'matemat/ca de tab/as de morta//dad y es tema pnncipal del presente trabajo

-4 Una funcién clase C! es aquella que tiene primera derivada continua.

! ellmlnar .
- los datos abruptos de las tasas previamente obtenidas si no ademas para obtener‘




al hecho de que la distribucion de muerte en una poblaclon no ocurre; } azar. si’f‘
no que esta estrechamente relacionada con la edad es declr. ‘para’ cada persona 5
es posible asociar en funcién a su edad una probabllidad de muerte Y por
consecuencia, también una probabilidad de supervivencia X ~ :

Estas probabilidades son el pilar del calculo actuanal para vlda. cuyo
principio es el de estimar el importe de los derechos u obllgaclones generados

- como consecuencia de la muerte o supervivencia del asegurado. Por tal'razén, si:

el lector no se encuentra familiarizado con la teoria de probabllldades. ‘se, et
recomienda consulte el anexo en la parte final del texto donde se encuentra un

pequeno resumen con los puntos mas necesarios al respecto. .

Aunque  hemos hablado indistintamente de tasas de . mortalidad .y
probabllldades de.muerte;: es  necesario aclarar que no son lo mismo. Mientras
una tasa: es Lun. promedlo unitario * casi siempre respecto al tiempo, una
probabilldad es una funcién con caracteristicas muy especificas que asocia a un
evento con la frecuencna con la que puede ocurrir dicho evento.

, 2.1 Tablas de Mortalidad.
- 2.1.1 Elementos de la Tabla de Mortalidad.

Sin contradecir la definicion del capitulo 1, podemos decir que una tabla de
mortalidad es el ordenamiento de datos que contiene implicita o explicitamente,
1 las probabilidades de muerte para cada edad en la que se segmentd la poblacion.
Por :esto, es" de  esperarse que la mayoria de los elementos de la tabla de

: mortalidad sean probab!lldades o conceptos directamente derivados de estas.

La mayona de los elementos actuanales cuentan con una nomenclatura ya

,mortahdad El_calculo Y. las equlvalenclas entre estos se deJa mads adelante




explfcltamente en tablas de mortalldad Sln embargo se lncluye en esta seccion,
. pues tpene_una_estrecha relaclgn y similitud con las demas funciones de la tabla
‘de mortalidad.
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2.1.2 Tabla de Mortalidad Experiencia Mexicana.

La probabilidad anual de muerte q« y la fuerza de mortalidad p« cual
definiremos mas adelante, son los mejores elementos para caracterizar y

comparar la mortalidad de una poblacion.

; i Sin perder las caracteristicas particulares de cada poblacion, todas las
" tablas de mortalidad guardan el mismo esquema general. Durante el primer afio
“de vldé se registran probabilidades de muerte muy altas, las cuales dlsminuYen
<. conforme se incrementa la edad hasta llegar a un valor minimo. Posteriormente a
seste punto, las probabilidades de muerte crecen proporclonalmente conforme la
edad se incrementa. Tal situacion contlnua sin camblos hasta que se extingue el
. grupo, punto en el que se marca el fln de la tabla de mortalidad i o

De ‘este’ comportamiento observamos dos principales - factores de

y;mortalidad uno - que es lnversamente P porcional a‘la edad y otro que es
directamente proporcional a la edad ol primero pudiera deberse a un proceso de
" adaptacion del individuo al medio Ael q'ue accldentes problemas congénitos,
" enfermedades mfecciosas o deflcienclas del “sistema inmune son las primeras
‘causas de muerte; el segundo factor puduera‘se causa de un incremento a la
' expos:clon a factores de riesgo y por veJecimiento natural del organismo.

“CNSF 2000 = | (1991 1998) es una tabla abrevlada y no co‘rk\tlene |os valores
entre cero y. 11 afos, estos se estimaron de manera proporcional ut:lizando de
base otras tablas completas. : . : G T
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- Tabla de Mortalidad experiencia mexicana 91 - 98 "CNSF 2000 - | (1991-1998)".

Edad Qu Px Po be dx
0 0.012816 0.987184 1.000000 100,000 1,282
1 0.000679 0.999321 0.987184 98,718 67
2 0.000611 0.999389 0.986514 98,651 60
3 0.000554 0.999446 0.985911 98,591 55
4 0.000520 0.999480 0.985365 98,536 51
5 0.000487 0.999513 0.984852 98,485 48
6 0.000464 0.999536 0.984373 98,437 45
7 0.000453 0.999547 0.983916 98,392 45
8 0.000441 0.999559 0.983470 98,347 43
9 0.000430 0.999570 0.983037 98,304 43
10 0.000419 0.999581 0.982614 98,261 41
1 0.000419 0.999581 0.982202 98,220 41
12 0.000396 0.999604 0.981791 98,179 39
13 0.000427 0.999573 0.981402 98,140 42
14 0.000460 0.999540 0.980983 98,098 45
15 0.000495 0.989505 0.980531 98,053 48
16 0.000533 0.999467 0.980046 98,005 53
17 0.000575 0.999425 0.979524 97,952 56
18 0.000619 0.999381 0.978861 97,896 61
19 0.000667 0.999333 0.978355 97,835 65
20 0.000718 0.999282 0.977702 97,770 70
21 0.000773 0.999227 0.977000 97,700 76
22 0.000833 0.999167 0.976245 97,624 81
23 0.000897 0.999103 0.875432 97,543 87
24 0.000966 0.993034 0.974557 97,456 94
25 0.001041 0.998959 0.973615 97,362 102
26 0.001121 0.998879 0.972602 97,260 109
27 0.001207 0.998793 0.971511 97,151 117
28 0.001300 0.998700 0.970339 97,034 126
29 0.001400 0.998600 0.969077 96,908 136
30 0.001508 0.998492 0.967721 96,772 146
31 0.001624 0.998376 0.966261 96,626 157
32 0.001749 0.998251 0.964692 96,469 169
33 0.001884 0.998116 0.963005 96,300 181
34 0.002029 0.997971 0.961191 96,119 195
35 0.002186 0.997814 0.959240 95,924 210
36 0.002354 0.997646 0.957143 95,714 225
37 0.002535 0.997465 0.954890 95,489 242
38 0.002730 0.997270 0.952470 95,247 260
39 0.002940 0.997060 0.949869 94,987 279
40 0.003166 0.996834 0.947077 94,708 300
41 0.003410 0.996590 0.944078 94,408 322
42 0.003672 0.996328 0.940859 94,086 346
43 0.003954 0.996046 0.937404 93,740 370
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44 0.004258 0.895742 0.933698 93,370 398

45 0.004585 0.995415 0.929722 92,972 426

46 0.004938 0.995062 0.925459 92,546 457

47 0.005317 0.994683 0.920889 92,089 490

48 0.005725 0.994275 0.915993 91,599 524

49 0.006164 0.993836 0.910749 91,075 561

50 0.006637 0.993363 0.905135 90,514 601

51 0.007145 0.992855 0.899128 89,913 643

52 0.007693 0.992307 0.892703 89,270 686

53 0.008282 0.991718 0.885836 88,584 734

54 0.008915 0.991085 0.878499 87,850 783

55 0.009597 0.990403 0.870667 87,067 836

56 0.010330 0.989670 0.862312 86,231 891

57 0.011119 0.988881 0.853404 85,340 948

58 0.011967 0.888033 0.843915 84,392 1,010
59 0.012879 0.987121 0.833816 83,382 1,074
60 0.013860 0.986140 0.823077 82,308 1,141
61 0.014914 0.985086 0.811669 81,167 1,211
62 0.016048 0.983952 0.789564 79,956 1,283
63 0.017265 0.982735 0.786733 78,673 1,358
64 0.018574 0.981426 0.773150 77,315 1,436
65 0.015980 0.980020 0.758789 75,879 1,516
66 0.021490 0.978510 0.743629 74,363 1,598
67 0.023111 0.976889 0.727648 72,765 1,682
68 0.024851 0.975149 G.710831 71,083 1,766
69 0.026720 0.973280 0.693167 69,317 1,852
70 0.028724 0.971276 0.674645 67,465 1,938
71 0.030874 0.969126 0.655267 65,527 2,023
72 0.033180 0.966820 0.635036 63,504 2,107
73 0.035651 0.964349 0.613965 61,397 2,189
74 0.038300 0.861700 0.592077 59,208 2,268
75 0.041136 0.958864 0.569400 56,940 2,342
76 0.044174 0.955826 0.545978 54,598 2,412
77 0.047424 0.952576 0.521860 52,186 2,475
78 0.050902 0.949098 0.497111 49,711 2,530
79 0,054619 0.945381 0.471807 47,181 2,577
80 0.058592 0.941408 0.446037 44,604 2,614
81 0.062834 0.937166 0.419903 41,990 2,638
82 0.067362 0.932638 0.393519 39,352 2,651
83 0.072190 0.927810 0.367011 36,701 2,649
84 0.077337 0.922663 0.340516 34,052 2,634
85 0.082817 0.917183 0.314182 31,418 2,602
86 0.088649 0.911351 0.288162 28,816 2,554
87 0.094850 0.905150 0.262617 26,262 2,491
88 0.101436 0.898564 0.237708 23,771 2,411
89 0.108424 0.891576 0.213595 21,360 2,316
90 0.115832 0.884168 0.190437 19,044 2,206
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91 0.123677 0.876323 0.168378 16,838 2,083
92 0.131973 0.868027 0.147553 14,755 1,947
93 0.140737 0.859263 0.128080 12,808 1,803
94 0.149983 0.850017 0.110055 11,005 1,650
95 0.159723 0.840277 0.093548 9,355 1,494
96 0.169970 0.830030 0.078607 7,861 1,336
97 0.180733 0.819267 0.065246 6,525 1,180
S8 0.192020 0.807980 0.053454 5,345 1,026
99 0.203837 0.796163 0.043190 4,319 880
100 1.000000 0.000000 0.034386 3,438 3,439

Probabilidades de muerte experiencia mexicana 91 - 98,
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Entre las edades O y 11 afios las probabilidades de muerte decrecen
mondétonamente hasta alcanzar su minimo entre los 11 y 12 afios. Posteriormente
tales probabilidades crecen conforme aumenta la edad hasta llegar a la extincion
del grupo, que en este casoa los 101-afos” de edad. : ; SN

La probabllldad que tiene un:reclén’ nacido_‘de mori antes; de cumpllr un

indicador social
“ trabajos: T
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tasas de mortalidad infantil muy elevadas pede ser consecuencia de problemas
econémicos y/o de salud que deben ser atendidos inmediatamente.

2.1.3 Calculo de los Elementos de la Tabla de Mortalidad.

En esta seccidn se define el calculo de los elementos basicos de la tabla de
mortalidad a partir de los cuales, se pueden derivar los demdas elementos del
calculo actuarial para vida. Entonces si el lector solamente memoriza las
igualdades de esta seccién podra ademas deducir las equivalencias de la sigulente
sin tener que memorizarlas.

La herramienta de la cual podemos partlr para calcular todos los elementos
de la tabla de mortalidad es xpo. .

Cilculo de }p,{. , i

Px. = Probabilidad [( llegue con vida a edad x4t].

Sean los eventos:::

ega con vida a edad x}

_ Probabilidad [
Probabilidad [ Al

_ Probabilidad [ Aut]
Probabilidad [ A(] R

- xﬂpo . ) D)
WPoi .
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Calculo de (qx.
«Qx = Probabilidad [(x) muera entre las edades x y x-+t ]

Sean los eventos:

Axx+1={(x) llega con vida a edad x+t}
Bx x+t -{(x) muere entre las edades x y x+t}

e = p” babilldad[
Como(Ax :
G = Probabilidad [oe\.“.)c] SR

. Usando el complemento,

1 - Probabilidad [(Axx+1) ]

1 - Py : : e (@

Calculo de 1mQx.

Para poder determinar: nimQx, utillzando solamente lementos ya
conocidos, es necesario apoyarnos del slguiente teorema de probabllidad :

Teorema, Sean Ay B ey ]

Bl.xlmlxﬂnm :

Tenemos que;

n+mQx

Probabilidad [(x) mueraentre Ias edadesx y x+n+m]

Probabilidad [Bu.x+n U Bx nnlxwwm]

1
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Por el teorema:

Probabmdad {Bx.x+n] + Probabilidad [(Bx x+0)€ N Bxxsnixsnem] -

]

]

Probabllidad [Bx x+n] + Probabllidad [Ax x+n N Bx x+nll6n+m]

nC]x + nlmQx

! Iqu ﬂnalmente tenemos :

~(3).

Este resultado'se comprende .y se memoriza mejor si se utiliza el slguiente'

esquema
x'n;mq:‘
: : ] nQx amQx
— — =1
X x+1 x+n-1 | x+n+1 X+n+m-1
X+n X+n+m

Edad

Calculo de I,.

Para poder estimar a Ix es necesario definir provuslonalmente una ‘variable
aleatoria -que cuente el nimero de sobrevivientes a edad X y posterlormente

determ!nar |a distrlbucion de esta vanable aleatoria

] Si se recuerda que lx se define como: esperado nimero de sobrevlvlentes a
‘“edad x de.un grupo Inlclal de lo reclen nacidos. tenemos entonces que I, es la
; esperanza matematlca de la variable aleatorla Lyt

TESIS COF
FALLA DE ORIGEN
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o= Elf4a)

Ahora es necesario determinar:la dlstribuclon de Loy para poder determinar
su esperanza matematica. La observacion' ‘c“ien nacido sobrevive o no a
exactamente la edad x es un experlmento B e éxito o fracaso. En este caso
‘el ‘evento fracaso es no haber

e 20! mdas experimentos de

Bernoulli independientes lmpllc
distribucion Blnomial sobre'lo're

n Bmomial Entonces £y tiene unav
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Densidades de Lx(n)

f(Lx(n))

50
100
0 Lx(n)=Sobrevivientes

Edad

Para hacer evidente la relacion entre las densidades de XLy y la funcion I, en

la siguiente grifica se presentan los cortes horizontales o _curvas de nivel de la
gréfica anterior. Representada por una curva punteada se encuentra la grafica de’ ™

la cual pasa exactamente por el centro de las curvas de nivel deﬁlaisidensldades de

Lo,
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Grafica de contorno

T T T T T Y T L

140 i

Sobrevivientes
o2}
[=]
T

60L

Lx(n)=

r-S
o
s

]
Q
T

Comb‘_‘,\'/lmbs"sbh:las'prbbébllidéd
I.y¥ ‘No’ comi

Si recordamos la definicién, »dx es el namero esperado de muertes ocurridas
entre las edades x y x + n, es decir, el nimero de vivos a edad x menos el niimero
de vivos a edad x-+n.

.. (5)

ndx = Ix - |x+n-
2.1.4 Equivalencias entre los Elementos de la Tabla de

Mortalidad.

® Partiendo de (4) podemos encontrar una formula recursiva para Ix:

Ixon = '0 *x+aPo = '0 * x+nPao -1
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o._“_"p_o,:l “aPy ... (6)

”su:is‘tltu'yendo a la edad x por x - n podemos
ra equivalencia para Ix:

- (7)

.. (8)

de lx: )
[
°
A0
Demostracién:

x1iPo  x2Po  xuaPo | «Po
xpo x1Po x+t-2Po nl-lpo

t-1
HPxol =Py Py Pxet-2 " Posrag =
i=0
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“Reordenando los factores:

o xe)Po xra Po**xst-2 PowrtiPo | x+tPo _ x:1Po =
N = 1P

5 W PoxaaPo 1 «Po

obtiene ficilmente despejando a (P, en (2):

;’q;;:yva‘pl‘icar‘!do (9) se encuentra la siguiente

+’(qu =10 +(20x=2Gx )+ oo+ ( Dy = A H 1

= I_io.q,‘ =0+(0)+(0)+...+(0) +,,,q,

20
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t
= Z O = 19
i=0

A = 19 ... (19)

[ Partiendo de la definicion de nmQx Yy posteriormente utlllzando (2),7
tenemos que:

T qx = (]‘_'mmpx)"'(]—npx)=npx_mmpx v

Ia definlcion (5):

.. (19)

2.2 Funcién de Mortalidad.

Aunq’ue‘ los: ementos de la tabla de mortalidad tedricamente no estan
) restrlngldos a edad : S de tiempo en numeros enteros, en la practica la
,tabla misma se construy sobre la base de periodos anuales enteros.

Pensemos en el problema de calcular la probabilidad que tiene una perSOna ‘

" de. 25 afos de morir antes de tener 30.5 afios de edad (s.s92s) utilizando la tabla
“de mortalidad “CNSF 2000 - | (1991-1998)". Encontramos que tal probabilidad no
se puede calcular de manera exacta y lo mas sensato seria aproximar el resultado

21




mediante la interpolacién lineal de:lAé'sr
serla mas que una aprdxlmagio’h
1¢:925 ~ 6925) / 2. -

Se podria pensar erréneamente -en solucionar el problema anterior )
construyendo una tabla de- mortalidad con cortes por edad semestrales y no
anuales como normalmente se suele hacer. Aunque tal tabla soluclonarla def‘
manera exacta nuestro problema especifico, no podria solucionar una lnﬂnldad de-
problemas resultado de trabajar con edades o periodos de tiempo expresados'en .’
numeros reales positivos. Por lo tanto si queremos tener siempre calculos exactosf’
-y no aproximaciones.,resulta evidente la necesidad de trabajar con funclonesf'—
continuas mas que con tablas de datos finitos. S

Otra razon lmportante para utilizar una funcidon de mortalldad es quek
cuando ésta. es deﬂnida como una variable aleatoria, el método de calculo de
probabllidades seguros y anualidades contingentes se simpliﬁca Y. se estandariza -‘

proporc onar una medlda P
’sentld teoric0' Eap

La fuerza de morra//daa'denotada por Hx'se define como la tasa Instantinea

"de mortalidad que afecta a una’ persona ‘de exactamente edad x. Como ya
explicamos anteriormente una tasa es un promedio unitario respecto al tiempo,

22
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idea con la cual podémo

scribir.a’ px mediante la siguiente expresién
matematica: o

. (20)

udiera dar la idea de que px y gx toman valores -
o’ocurre ‘asi. Mientras sgx solo puede tomar valores '
menor a 1 pueden tomar cualquner valor real

TR de enéﬁv')i"del "-'_.2000,»§e “‘registraron’ 1782
: nacimlentos e 05 cu '

o ‘dla de edad. Entonces: se tiene g

o .cﬁa'. es mucho maya

“'La gran lmpdrtancla de px no'radica en el hecho de ser una medida 'punfuél

_i.de la mortalidad, si no que a parir de ella misma se pueden calcular el -100% de

‘los elementos que se utilizan en el calculo actuarial para vida. En otraspélabras,

si - es’' posible obtener o determinar una funcién para representar a
automaticamente se tiene resuelto todo el cilculo actuarial para vida.

2.2.2 Funcion de Supervivencia s(x).
Definicion y Caracteristicas.

De igual manera que ocurre entre una probabilidad de muerte {9 y una

probabilidad de supervivencia (P«, las funciones de supervivencia y de m_ortalidkad
son complementarias entre si y cada una se puede calcular en fu'ntlén de la'otra.’

Por ‘lo tanto el construir una funCIon de. mortalidad e

equivalente "a
construir su funclon espejo de supervlvencla e

22 La funcidn defmlda por la probabilidad que tlen u i
'con .vida "a- edad x, denotada por s(x), recibe::el: nombre\:de func/an de

superwvem:/a.

s(x) = xPo. . (21)

23
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. probabilidad .y
‘continuacion

‘o s(x) es contInua y dlferencnable en eI mtervalo abierto (0 w)

: ,‘. S(O) = opo = ]
®s(x)=0V xzw
® s(x) es mondtona decreciente, es decir x) = X2 & s0q) = s(x2).

Relacion entre la Mortalidad y s(x).

Existe una relaciéon reciproca entre la funcién de supervivencia y la
mortalidad que actia sobre la poblacién en cada edad. La pendiente de la recta
tangente para la funcién s(x) a la edad x es inversamente proporcional a la
mortalidad que afecta a la poblacién a esa edad. Esto ocasiona que en edades en
las que la mortalidad es muy elevada, la funcidén s(x) decrezca muy rapidamente
como se puede ver en la siguiente grafica:

s(x) vs. Fueza de Mortalidad (Parte I). s{x) vs. Fuerza de Mortalidad (Parte Il)
“CNSF 2000-1(1991-1998)" “CNSF 2000 -1(1991-1998)"
007 1 024
Vovrerrs . bos, s
0.06 ASLITT — 038 02 [2teees, = -~
008 S ) o, S
. ™~ 056 018 o P
F. MO, Y s(x) 012 e - <
0.03 " ey o
0.02 ™ ™ oo \":
’ v AN . *s,
0.01 A L 008 f et
) _._.--')1 1 R
% 10 20 YT w0’ %1 3] 7 7} ) 100
LB R faa
| @ F Mo + s ] | &7 F Mon. + s(x)

Este comportamiento se demuestra y toma sentido en el siguiente
resultado, el cual comiinmente se utiliza como una definicion alterna para px por
que expresa a éste en términos de s(x). Si aplicamos la definicion de px y también
(2) tenemos que:

TESIS CON 24
FALLA DE ORIGEK




‘:"]'(x+hp0—xp0)‘

Finalmente utilizando la definicién de derivada sobre el limite encontramos

que:

s(x)

Calculo de s(x) en Términos de p,.

= U, =[_:‘_].s'(x)=_—:;—)(:;—) - - (22)

Para calcular a s(x) en términos de p, debemos pensara la expreslén (22)
como una ecuacion diferencial lineal homogénea de primer orden v resolverla
Afortunadamente la resolucion‘de tan sencilla ecuacién dlferenclal norequiere
mas que conceptos bas:cos de integracién y funciones prlmitivas Para que el
resultado convenga a; nuestro objetlvo, debemos . afadiria’la’ ecuacion eI valor
inicial s(0) = 1 obtenlend el's ulente slstema e

{s (x)+ux -s(x
s(0)=1

Resolvamos entonces paso a paso este sencillo sistema:

25
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s'(t)
s(t)

En general para toda funcion f(x) se cumple (Iri(f(x))) %f‘(&t)‘/f(x)‘

= -dgt-ln (s (t)) = —y‘

= —ul

alculo segunda parte 1)~

gral y u‘tlil‘i_z'a‘hﬁioys._‘ el valor"_yinlc/’ial s(0)/= 1 para un

xponencial a ambos lados de la igualdad:

';. (23)

EI resultado (23) e muy Importante, pues contar con una. equivalencla de
xPo en termlnos de’’ Ui permite calcular alos demas elementos de la tabla de
mortalldad en terminos de Ux. : A ’

3 Teorema Fundamental del Calculo parte II: :
SiFes cualquler antiderivada de f en el intervalo [a, b) entonces

j fix)dx = F(b) - Fa)

26
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2.2.3 Funcion de Mortalidad F(x).

Definicion y Caracteristicas.
La funcién definida por la probabilidad que tiene un recién nacido de morir
antes de tener la edad x, denotada por F(x), recibe el nombre de funcién de

mortalidad.

F(x) = xS0, (24

Adoptando la tipica nomenclatura entre’ funclones primltivas y funclones
derivadas, se denota a la derivada de F(x) por f(x), ‘as’ declr,f : :

(25)

es donde podemos verlﬂcar‘que F(x) Yy s(x) son realmente
deflnlclon anterlor apllcamos ‘la

.. (26)

FOO = x90 =1 -xPo =1 - s(x)

La relacién anterior la podemos verificar al hacer la grafica de s(x) vs. F(x):

s(x) vs, F(x)
Experencia Mexicana 91-98
it

—e-5(x)

- *-Fix)

27
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Tal como ocurre con la funcidon s(x) las propiedades de  F{x) - son
“consecuencia directa de las leyes de probabilidad y la distribucion dela

mortalidad de una poblacién:
® F(x):{R+ v {0}}———» [0,1].

®_F(x) es continua y diferenélable en el intervalo abierto (0,w).
o F(O) = oqg; =0.

® Fix)=1 V xz=w.

® F(x) es mondtona creciente, es decir x; 2 x2 < F(x;) = F(x2).

Relacién entre la Mortalidad y F(x).

De la misma manera que ocurre con la funcién de supervivencia s(x), existe
una relacién entre ia funcion de mortalidad F(x) y la mortalidad que actia sobre la
poblacion a cada edad. La pendiente de la recta tangente para la funcién F(x) en
una determinada edad x, es directamente proporcional a la mortalidad que afecta
a la poblacion en esa edad. Esto ocasiona que en edades en las que la mortalidad
es muy elevada, la funcion F(x) crezca muy rapidamente como se puede ver en la

siguiente grafica:

F(x) vs. Fuerza de Mortalidad (Parte ). F(x) vs, Fuerza de Mortalidad (Parte l).
“CNSF 2000 - 1(1991-1998)" "CNSF 2000 - 1(1991-1998)"
0.07 / 01 0.2¢ -
N 3 .,Q'.
008 — 4 02 iad f
008 B / 0.08 " “:
poa fj T / 0.06
F. Mort, I Flx)
003 = X =] 004
002 |- s
0,01 |poverereristd e 002
ceavennt®]
%% 10 o T w0’ 100
Fdlﬂ o
| @ F.Mont + F() | 7

Esta relacion se explica en el siguiente resultado. Si se utiliza (22) y

posteriormente se sustituye (26):
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e € P it 00) WL €O N )
T s(x) 1-F(x) 1-F(x) 1-F(x)

. (27)

Calculo de F(x) en Términos de p,.

El calculo de F(x) a partir de py resulta muy sencillo si recordamos que
F(x) + s(x) =1:

F(x)=l—s(x)=l—e'1u'd' .. (28)

2.2.4 Calculo de los Elementos de la Tabla de Mortalidad
con .

Como ya mencionamos anteriormente, |x es una poderosa herramienta con
la cual podemos calcular todos los elementos de la tabla de mortalidad. Esta labor
es mas sencilla por el hecho que ahora contamos con una equivalencia entre xpo Y
Hx.

Calculo de p..

Si partimos de la definicién de px (1) y aplicamos (23) tenemos:
et T : 7

= Juds

Utilizando leyes de los exponentes:

st [ o xet T :
Judsifods ju,ds-ju‘ds)
00 0. 0

29
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Como sabemos que S+

)‘—-u’
o

o

=>P=e

Esta lgualdad se puede sImphficar aun mas aplicando el cambio de variable
u=s-x. Teorema de’ camb:o de varlable

Siu —g(s)>‘=> j f(g(s)) g = j f(u)-du

qla)
- Con u '=>sV— X, -
simix, I =>u-—(x)—x—0fk
‘s =';(+'t,’ =>u—(x+t) X=t:
B ) l‘l ) s
= (Px =e J'Uu--u.ds 7
= (Px = —Iu(u)u = . -Iunu ‘ ‘ . (29)

Ca'lcuio de qy.

Si partimos de la deﬂhicl;’)h de gy aplicamos (29) tenemos que:

.. (30)
L (31)
Calculo de Iy. ﬁ
Con la definiclon (4) y le do de nueve (23):
« =loPo=lo-@] o - (32)

30




Calculo de ,d,.

Si se utiliza la definicion (5) y postenormente (23) se tIene Ia slguiente
expresion para qdx: :

) L Lew

ndx ='x x+n Io(xpo xnpo)—lo( _£u‘f,s —e_ {u,ds

N
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2.3 Variables Aleatorias para Mortalidad.

En esta seccion se estudiaran variables aleatorias especificamente definidas para
representar la dlstrlbuclén de la mortalidad de una poblacién.

Se podrla tener la impresion de que los elementos actuariales hasta aqui vistos
forman Ias es suficientes para el desarrollo del calculo_actuarial: para vida, y. que !
; deflnlr una varlable aleatoria esta de sobra. Sln embargo, exlsten algunos elementos £,
& inherentes del ca!culo -actuarial cuya aproplada deﬁnlcion y explicaclon solo és poslble ;

utilizando la adecuada variable aleatoria co

g dé'lvlda a edad X (ex)

Por otra parte Ia esperanza matematlca de una varlable aleatorla resulta ser la
i : meJo_"'herramlenta para .el" cdlculo' del costo de seguros de vida y anualidades
i "‘contlngentes ‘Ademis el manejo de los elementos actuariales ya definidos se simplifica
: ;-;y se estandarlz ampllamente mediante la implementacion de variables aleatorias.

2 3 1 Variable Aleatoria X ~ Edad de Muerte.

: ~La variable aleatoria que representa la edad a la que muere un recién nacido se
“.denota‘por: X ~ Edad de muerte. Aungue sus pardmetros no se incluyen en la notacién,

i se sugiere que podrian ser los siguientes:

e Poblacién o poblaciones a las cuales representa.
"~ Por ejemplo México.

. Perlodo de tlempo de observaclon sobre eI cual se construyeron los datos.
Por ejemplo 199121998 /.7 : : - -

Restrlcclon o restricciones’del conjunto de la poblacnon que se tomo para

Los posibles valores para X son el cero yvcualquier ntimero real positivo. Por esta
razén podemos afirmar que X es una variable aleatoria continua.

32



Funcion de distribucién.

Utilizando la definicién de funcion de distflbuclén para una variable aleatoria, la
funcién de distribucion para X ~ Edad de muerte esta dada por la probabilidad de que
X tome cualquier valor menor o igual a la edad -X..Rescribiendo esta definiciéon como a
continuacién se muestra, se puede encontrar una adecuada definicion para Fx(x) en

términos de funciones ya conocidas:
Fx(x) = Probabllldad (sz)

= Fx(x) = Probabilldad (X<x) + Probabllidad X= x)

'vProbabilldad (Un recién nacido muera entre las edades O Y x)
+ Probabllldad (Un reclen nacido muera exactamente a la edad x)

Como para tod: varlable aleatoria continua Probabllldad (X—-x)

-« (34

Por Io tanto. la funcién de distribucion de la varlabie alea(oria X es justamente la
: funcnon de 7 . g .

Funclon‘ de denSIdad

Lérié'l_dadvbéfa X:

Y ahora si se aplica (23) p'ara‘ reefnplazar s(x):

= fy(x) = F(x) =, @ " .. (37)
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2.3.2 Variable Aleatoria T(x) ~ Tiempo Restante de Vida.

La variable aleatoria que representa el tiempo restante de vida que tiene una
persona de edad x se denota por Twy ~ Tiempo restante de vida. Los parametros que
caracterizan esta variable aleatoria son los mismos que los de X ~ Edad de muerte, -
pero tiene un parametro adicional que es la edad actual de lndwnduo X. e

La principal diferencia con X ~ Edad de muerte, es que T(,, no representa la edad {
en Ia que muere un indlvlduo si no,_mas bien el tlempo que Ie qued de

= C(}() robabilidad, (Una'persona de edad x le d‘ue’d'en "‘men't‘)js_ de t afios de

vida)

= G(x)ré,-,Prdbjab'llldad (Una persona de edad x muera antes de tener la edad

X + t)

= G(x) = qx ..(38)

34



Funcion de densidad.

A la funcién de densidad de la variable aleatoria T(,; actuartalmeme se. Ie denota
por g(t), es decir: AEgen e

‘rl l(t) = g(t)

Las equivalencias (38), Gw-x) = 1y px +10x =:1, Inducen una relédoﬁ ent'i.'é fas
funcién de distribucion, la funcién de densldad y las probabllidades Py O tal y como
se muestra en la slgulente figura: .

Q(X)ffy«u(l) " Funcién de densidad de T

:uH ff Eﬂm

m:{!l'ﬁtlmn unmuwnnh}l i

o1 2 Bt ey wexe1
wex

Nuevamente por ser Ty continua, el método para encontrar la funcién de
densidad consliste en derivar a la funcién de distribucidon. Un método poco comuiin para
derivar es utilizando la definicién sobre el limite, pero en este caso se justifica su uso
para poder encontrar una ldentldad adicional para la funcién de densidad:

fT(x,(t)=g(t)=:f""“ =lim t»(hq,;1 t9x
By . h~0" )

Por la deﬂni‘c’lén g ,3)/tgnem65"q‘tlér,"v‘,

=>9(t) ||m”hq" . (39)

h—tO'
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Y con (29) p"ode'nﬁo' reemplazar

et e (41)

*Hxcet

= g(t) e

En este punto es donde se pueden ver concretamente las ventajas de T¢y, pues
su funcion de densidad g(t) permite desarrollar todos los elementos de la tabla de

mortalidad.

2.3.3 Variable Aleatoria K ~ Ahos Enteros Restantes de
Vida.

Una forma rapida de comprender a la variable aleatoria K(x) ~ ARos enteros
restantes de vida es verla como la aproximacién discreta de la variable aleatoria T(x) ~
Tiempo restante de vida.

Se deflne por Kw ~ Afios enteros restantes. de vida a: la varlable aleatoria que
s parametros

ue los de la

ii nimeros enteros no negativ
fentero, pero esto en’ realid
‘cualquier numero entero positivo o cero.
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Funcion de densidad.

Para las variables aleatorias discretas es' mejo'r en.la: mayorié de los casos
determinar primero la funcién de densidad y posterlormente la funcién de distrlbuclén
La principal razén es que a diferencia de las variables aleatorlas continuas, la funcién
de densidad para las variables aleatorias discretas tlene una lnterpretacién real que
suele ser muy sencilla de determlnar e 2 st

En este caso a la funcién de’ densidad de la varlable aleatorla K(.) no se Ie asigna ¢
ninguna notaclon en partlcular. por lo que solo utllizaremos la’ notacion tipica que se le.
suele dar a las funciones de densidad

bara -varlables aleatorias

Funcion de dlstrlbucmn.

i La funcién de distribucién de una variable aleatoria dlscreta en el valor t, es la
: sumatoria de las densidades para los valores menores o iguales a t:

Fken(t) = Probabilidad (K < t)

= Fka(t) = fkeas(0) + Frea1) + oo + Frea(t)
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;._se ‘utlhza. en demograﬂa es. un; elem
condiclones -de 'vida entre dos pobl

Elementoy del Caloido- Actiiarial pards Vida,

. (43)

2 4 Otras Funcnones Vltales.

'Existe un grupo de funclones elementales cuya definicion depende de las
variables aleatorias Toa Y K. Como se podra observar y se menciond anteriormente,
Two es la base para la mayoria de los calculos. Es por esto que Tug €5 una funcién que
nunca debemos perder de vista.

2.4.1 Esperanza Completa de Vida.

o i
Se define a la esperanza completa de vida a edad x, denotada por €x, como la
esperanza matematica de la variable aleatoria T:

o : B
ex = E[T(n)] o "(44)

En termlnos ‘mads claros lo que ésta definicion quiere decir, es que la esperanza
completa de vida es el nimero de afios que en promedlo vlvlran Ias personas que

tlenen edad x

En contraste con el cdlculo actuarial donde la’ esperanza completa de vida casi no
[ importante para. comparar las
anallzar el desarrollo de una

poblacion especifica a través del tiemp

Como es costumbre, para ‘dete‘r ) 2 x . 5e puede hacer apllcando directamente
la definicion de esperanza matematica para la variable aleatoria Ty. Recordando que la
densidad de T en t (FTw(t) se denota’ por g(t) y que solo es distinta de cero para el
intervalo [0,w-x]: '
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de ; integracion por: partes. j‘v‘d_u=v.u—fu~dv ~con v=t,

suma de las integrales; Ly
) (W—x)— [(w Zx)— J-tpxdt]
.. (45)

2.4.2 Tiempo Medio de Vida m(x).

Se define al Tiempo medio de vida m(X) como el cuantil 0.5 (§o0.5) 0 mediana de la

variable aleatoria T(. En términos de probabilidades lo que esta definicién quiere decir,
‘es que m(x) es el punto en el tiempo en el que una persona de edad x tiene la misma

'probabll'ldad de haber muerto que de haber sobrevivido.

mix) ={t| Probabllidad (T < t) = V)= {t | G(t) = 2} ... (46)
L= m(x)Qx = VZ

= m(x)pvxs%r
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Para determinar a m(x) no existe un método general. Para cada caso

dependiendo de las caracteristicas de la situacién como puede ser p,, se puede escoger
entre despejar a /m(x), o aproximarlo.

2.4.3 Ahos Persona Vividos (Lx.
Se denota a L« por el nimero total de afios vividos entre las edades x y x + t. La
expresion algebraica equivalente a la definicién se cita a continuacién:

X+t

;‘ J'l ds _J'lmds . (47)

“si utllizamos (4) y la definicién de s(x) se encuentra otra poslble equivalencia
para le es la slgulent o : .

on,’ eI promedlo exacto L, se suele aproximar mediante el promedio

. arltmetlco Vz(lx + leer):

L= -'-*2-'—' e (49)

2.4.4 Total Aiflos Persona Vividos Tx.
Se define a Tx como el ntimero total de afios vividos desde la edad x hasta la

;muerte, por el grupo de I« personas que sobrevivieron a edad x. Como se puede ver, Tx
es un caso particular de (Lx cont = w

= Lx_w_xL = jlmdt (50

Nétese que el cociente de Tx entre I« es justamente la esperanza completa de
“vida: '
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o
y por la definicién de ex,

Sabemos QUg ,p,‘ =2
_;,'IFTx 1[ pudt = o e (51)
2.4.5 Tasa Central de Mortalidad m,.

Se define a la tasa central de mortalidad /7« por el resultado del cociente de dx

entre Lx.

d,
my == . (52)

) Es conocida por tasa central de mortalidad, pues es el cociente del nimero de
' muertos dentro de un perlodo de un afio, con el promedio de de I« dentro del mismo
: penodo

2.5 Tablas Selecfas de Mortalidad.

Existen algunos seguros de vida los cuales para su venta como prerrequisito
: req’uiere‘n la -aplicacion de un examen médico para los solicitantes. A los solicitantes

. 'que acreditan satisfactoriamente el examen y que no requieren condiciones especlales
- de asegurabllidad se les conoce como vidas selectas. .

: Para Ias vidas selectas, ta edad actual del mdivlduo se denota por‘[x] + t donde
»[x ‘representa la edad en la que se reallzo el proceso de selecclon : rep;esenta el
umero de anos que han pasado desde 1a seleccié S R

Es: natural pensar que’ a: consecuenci de, la selecclon. las dlstribuciones de
muerte para una vida selecta sean dnferentes que para una vida ordinaria. De hecho una
] ‘vida selecta' mejores condlciones de supervivencia, cualidad que se reduce
. };paulatinamente conforme la edad se aleja del momento en que se efectud la seleccién:

Qixl < Qix-11+1 < Qi-2)42 -0
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Al periodo de tiempo dentro del cual las probabilidades de muerte tienen una
desviacion significativa a causa del proceso de seleccion se le conoce como perlodo de

seleccion. Generalmente al periodo de seleccion se le denota por la letra r. y se deﬁne

formalmente mediante la sigulente expreslon'

r={min. {K} 3 Qkak
conkeN0<j<x}; .

olumnas donde
Tflas.

verticaimente de arrlba abajo;
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qix) Qlx]+ 1 Qx)ee Ax)+t-) Quse
Qix+1] Qlx+1j+) Qlxs1)se Qix+1)er-1 Qxs+lse
Qix+s) Qlx+s)+1 X+35]+% Qix+s)er-1 Qx4s+r|]
[wer-1 Giw-e-1]+1 Qw-r-1]+t Qw=r-1]+r=1] Qw-1=_1
= Seguimiento de una vida selecta a través de la tabla selectay
ultima.

2.5.1 Probabilidades Selectas.

Como consecuencia de la” seleccnon tenemos que p,, = xnPo. -Por.tal ‘razén
xPo\ PR

muchas de las equivalencnas ya vistas no son validas para vidas selectas [« Id qué es
necesario redefinir herramientas de trabajo que nos permitan maneja decuadamente
las vidas selectas. :

- selectas en termlnos de lx) puesto que se plerde ia ‘referencia del radix lo. Sin embargo
- puede’ hacerse un "no recomendado” desarrollo analogo si se considera a I como un

‘fadix selecto.

TESS CON |
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Calculo de pix).

alm Aixi+k Sn Pixjek ‘m Aixl+k+n

tPixjek = Aot . (54)
kPrx) : s
‘-' ) . .
1Pk = TPt cont,keN ' ‘ C . (55)
=0 : . .
| .
tPixjek = I’”k“ . (56)
Ix]tk
Pk = 1= Opxgekc ... (57)
Calculo de (qxj.k.
Gk = 1=t P .. (58)
t-1 o . .
t Axgek =ZnQ[x]+k:C0nF-kGN B ... (59)
i=0 R
Calculo de “'mq["]*k{; .
nlmdix1+k f=n+mQIx]-i-:l'< "nq[x]+k ... (60) -
nim Fixp+k =nrpV[x:]'#k ‘_"nvurll/p[)'d%k (6‘])
gekian ! o R
aimOixgek = .[’i’_*b_"l___"‘_]ikﬂﬁﬂ. S . (62)
[x]+k ;
.. (6%)

Calculo de l[x]+k-

Si se define a liy como un radix selecto se puede determinar li.+x de'la siguiente
manera: ‘ : - :

Ixaek =i+ kPig ... (65)
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Si partimos del " hecho. que para poder construir la tabla selecta y Gltima en
términos de Iy se debe cumplir:que Iigirck = hxinier, donde r es el periodo de seleccién
yk=0r . SRR A

= g < kP = lixaid + Prceid

l[x] ¥ vk+r plx]

=l = e (66)
B rp[x+k] .
Calculo de d ).k
nGixik = lixtek =lxgekcen - (67)

Nota: Debe recordarse que:

Pixl+r4k = Px+rek,
qrd+r+k = Qx+rsk,
I(xhuk = lysrek,
donde r es el periodo de selecciény k = 0.

2.5.2 Ejemplos de Calculo de Probabilidades Selectas:

Tabla Selecta Ejemplo.(*) Periodo seleccionr =4

[x] Ay it Gixje2 [T Qea
20 0.0005026 0.0006648 0.0007497 0.0008432 0.000966
21 0.0005411 0.0007164 0.0008073 0.000908 0.001041
22 0.0005831 0.0007714 0.0008694 0.0009785 0.001121
23 0.0006279 | 0.0008308 | 0.0009369 | 0.0010537 0.001207
24 0.0006762 0.0008953 0.0010089 0.0011346 0.0013
25 0.0007287 0.0009641 0.0010863 0.001222 0.0014
26 0.0007847 0.001038 0.00117 0.001316 0.001508

(*) valores calculados con la tabla de mortalidad “CNSF 2000 - { (1991-1998)" y
los factores para vidas selectas hombres que aparecen en el trabajo “Tablas de
Mortalidad México 2000" realizado por la AMIS.

Con la Tabla Selecta Ejemplo:

1) Calcular 3p2o
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2) Calcdla? P120)+3

" 3) calcular 3Pizo1e3
4) Calcular 3P123143
5). Calcular 3Q(zsm
6) Calcular 31Q1201+3

“7) Calcular 3130120)+3 : ;

8): Escrlbir la Tabla Selecta Ejemplo en terminos de Im, con un radlx selecto de

.99808413

= apxzom = (Pio)* Pizojs1 - P(zoh
= 3Pi20)+3 = Pl2opsa - Plzom Pi20}+:
= 3ppoj+3s = (1 -0. 0008431 8)

4) 3pra3es = (eplzzx)l(zp[zzl) = Pr
= 3p(z;1+3 Q- 0 00] 05 74)

= 3|Cuzol+3 >
= 3102043 = (10, 0008431
=$ z|qu€n+3 = 0.99707266

= (p(zoxu Plzonu Pr2ojes p[zons Plzo]n p(zolos)
= 313Q101+3 = (Pi201+3 + Pr2oj+a - Pr20j+s) - (1= P(zoj+6+ P(201+7 + P(2oj+8)
= 313Q1201+3 = (P20]+3* P20+4 - P20+s) - (1= P20+6- P20+7+ P20+8)
=> 313G1201+3 = (Pl20j+3* P20+a - P20+s) - {1 - Pao+6: P20+7 - P20+8)
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-[1-(120.001121):
= 33qrzo143 = 00036133041

8) Silpo = 100,000
= lj21y = 100,000 .

= 22y =

=100,000 - (0.98
| =99453. :
Asi podemos continuar hasta llenar todos los valores

= lize) = 100,000 - (1oprz01 /-4p126)

Tabla Selecta Ejemplo. Periodo seleccion = 4

[x] Iix) lixge1 [ [ lesa

20 100000 99950 99883 99808 99724
21 99925 99871 99799 99719 99628
22 99844 99786 99709 99622 99525
23 99756 99693 99611 99517 99412
24 99662 99595 99505 99405 99292
25 99561 99488 99393 99285 99163
26 99453 993756 99272 99156 99025

2.5.3 Propuesta de Funcion Selecta de supervivencia.
Definicion.

Si es posible contar con una tabla de mortalidad selecta, es mejor ain poder
trabajar con una funcidn de dos variables independientes que me permita el adecuado
manejo de vidas selectas.

Se define a la funcion selecta de supervivenciapor la funcién continua dada por:

s([x],k) = kpix) ... (68)
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Calculo de los elementos actuariales para vidas selectas con

s([x],k).

_ sk o)
Pk = 5([x].k)
s{[x].k +1t)
Gpa =1 _W
o ([X] k+n) s([X].k+n+m)
nim Mix)ik o ﬁ, ([x] k)

lhae -'m 5(["] t)

ftdlxufk ?'(g«l ( ([X] k)-

(kg

./ En-este: moment contamos con~los elementos suficlentes para avanzar ala
sigulente parte del texto donde revisaremos Ios metodos de ajuste.
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Método-de Ajuster AMIS -AMA

ll. Método de Ajuste AMIS-AMA.

El objetivo de los dos siguientes capitulos es el presentar y analizar métodos de
ajuste para:tablas: de mortalidad, asi como comparar ventajas y desventajas de cada
‘uno’'de ‘ésto: En*este capftulo se expondra un método utilizado por la AMIS (Asociacién
,Mexlcana d stlt ciones de Seguros, A.C.) vy la AMA (Asociacién Mexlcana de

16s elementos del calculo ‘actuarial para Seguro de Personas.

3.1 Primera Ley de Makeham.

- ufw oo Dentroi-del. conjunto de hipétesis de leyes matemdticas que -rigen- el
'v'c‘o‘mpbrtamie’nto de la mortalidad, el mas importante es el que se conoce como Ley de
“Makeham. Esta ley, atribuye la mortalidad que afecta a una poblacién a dos principales

causas o tomponehtes. El primero es un componente azaroso que afecta por igual a
todas las edades (A), y el segundo es un componente exponencual en funcion de la
edad (BCX): G ~ A : B

Hy

ltua on: se puede apreciar en calculo para vidas conjuntas; donde el supuesto de la
: ‘;Ley de: Makeham hace posible maneJar probabilidades de supervivencia para todo un
R j:grgpo de personas con solo una persona de edad equivalente.
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3.2 Calculo de (p, Utilizando la Ley de Makeham.
Si aplicamos de la ley de Makeham H, = A+BC" en la definicién p, =@ .,""‘ds
podemos encontrar una expresién matematica para (px bajo el siguiente procedimiento:

LY
-J’Aoac"'ds
o

tPx =

. Puesto que una funcién primitiva de f(s)=C* es F(s)= C*/In(C) se tiene:

:‘tpx

B

Para slmpliﬂcar la expreslon antenor. se suele apllcar Ia sustltucion de las

slguientes constantes In(s) ——A y ln(g) l (C)

o "p‘ - eln(s)tofn(g)-c--(c'-i) - eln(s')er.{ - (°"')]
= py=st o< ) o (69)

3.3 Determinando los Parametros s, g,y C.

El presente método se basa en la resolucién de un sistema de tres ecuaciones
basadas en (69) para determinar los tres parametros s, gy C. o

EI prlmer paso consiste en dividir el intervalo de edades ({x, x+n]) p a Ias cuales

slstema de 3 ecuaciones La sustituclon t= (1/3) n snmpllﬁca al sustema mencionado
de Ia slgunente manera ’
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p —5' C‘(C'-l)

‘, (pxﬂ gcu (c -')

. s enen (et
B lPx’&Zl s(gc -

10s coeflcientes en factores Esto abre el camino para posteriormente reducnr el numero :
de incognltas y ‘el numero de ecuaclones del sistema.

k )+ln( c(c"))

-t en(E)

c ln(s )+ln( c"l'(c""')

St
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In[ tBxee ] (c -:1) ln( )

'n[_lpp:_”}(c‘ —1).1}1‘(9) [c'

(pxyl

. Para eliminar una de Ias dosecuaciones del sistema Y determlnar el coeficlente
o dlvidlmos la segunda ecuaclon entre Ia prlmera ecuaclon

T o In(lpx«th
= lpxﬂ = -
,n(,pmJ , (C‘~—J)zd N

Ipx "

.- Finalmente podemos despe"‘ rC lo cual kse debe aplicar Yia ambos Iados
‘de la ecuacion Notese que para que:sea valldo este despe_]e, n ‘—Q’”—z' y in[ 4Bt
e 5 = B tpxn e lpx
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De iguél mhneré, para determinar s es necesario despejarla de cualquiera de las
. ecuaclones del sistema (3.i), hablendo obtenido previamente los valores de C y g. Si
despejamos as de la primera ecuacion del sistema nos queda que:

* In(upe)-C~ {1} in(g)
s=e - .t e (72)

En caso de que se deseen encontrar Ios pardmetros originales A y8 de Ia ley de

' Makeham., es” posible determlnarlos medlante Ias igualdades A = ,-ln(s) oy ‘

B —'—ln(C) ln(g)

' ""“3.'4 Aplicacion.

Como ejemplo se tomo la Tabla "CNSF 2000 - 1 (1991~ 1998)" en el intervalo de
;edades entre l3 y 99 a os -

Con una, edad inlcual X = 13 y periodos de t = 29 afios obtenemos las tres
"~ecuacuones iniciales del slstema

Py = 2Py = HpUak = 0.958688889
k<0
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tPxet = 29Pa2

28 RO
= Hp,z,k = 0.696455684
k=0 S

28 PR
tPxs2t = 2007 = Hp,,,k; 0.05247624
R

Se tiene que:

& lﬁ(e;b?,f} : ;»[ln( 0.05247624 ]
1 aoPez ) ) 10.696455684)_; 574758259

€=z T asPer )| {lin[0:696455684
n 0.958688889

“L29Pr3

) In(,‘nu,} ' In(o.samsssan
Ps 0.958G38889
N 1.074758259'2.(1,074758259%9 -1)°
g=e"Y _e ( ) = 0.997513803
In(spx)-C* (c‘-l) -In(g) In(0.958688889)-1.074758259'(1.074758259%°-1)In(0,997513803)
g = e ot —a 29

=1 000099] 77

=1 7946745633x] 0"°4
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3.5 Resultados.

- Para efecto de futuras comparaciones, se aplicé el método para tres diferentes
rangos de edades de la Tabla de Mortalidad "CNSF 2000 - | (1991-1998)". Se obtuvo la

: sigulente tabla de parimetros:

S c* (-1
»}1“=A+BC' tp“.-:s'.g (c¢-1)
Periodo
de A B s g
Edades. ~ :
13-99
~ -9.9171761097-10-05 | 1.7946745633.10-0¢ | 1.074758259 | 1.000099177 | 0.997513803
afos.
19-93
i -8.539077002.10-05 | 1,7366780489.10-04 | 1.075300295 | 1.000085394 | 0.997610739
afos
25-87
~ -7.440812981.10-05 | 1.6964435205.10-¢ | 1.075694857 | 1.000074411 (- 0.997677749
afos

En la figura que se encuentra a continuacién, se muestran las grificas de las
tasas de mortalidad de la tabla Experiencia Mexicana 91-98 y de las tasas calculadas

con los parametros antes obtenidos:

Curvas Ajustadas contra original

o

o2 -

005

—ax

~— Ajuste Amis 13-99 afos
Ajusie Amis 19-93 afos
Ajuste Amis 25-87 afos

S5
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las

encuentra representado en

particularmente como el error: cre
edades a ajustar: R

' Error Abaoluio Original contra A]uihdas k

CEn Sy . Error velativo ajusie Amis .

| —— Aia Ames 13'09 anos |
o~ Akla Ams 19-03 Atos
Ames 25.87 anos,
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3.6 Alcances y Limitaciones.

Alcances.

Es un método que en la practica resulta sencillo y rapido de usar, ya que se
reduce a la sola aplicacién de las formulas tal y como se hizo en el ejemplo del
presente capitulo,

Mediante éste metodo, no se requlere del uso de computadoras () paquetes

se han realizado sobre la Ley de Makeham

Limitaciones. o :

Como se observd anteriormente la Ley de Makeham y por consecuencna tamblen
este método, presentan desvlaclones lmportantes cuando el .rango. de edades a ajustar

El metodo no p rmite_ajustar’ ‘tablas cuyas tasas de mortalidad crezcan para
_‘valgunos rangos de: edades y -decrezcan para otros. Es decir, toda tabla con un
‘ comportamiento erritico no podra ser ajustada.
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IV. Método de ajuste Propuesta.

) Los polinomlos son funciones comtinmente usadas para aproximar datos u otras

; funciones que o se pueden recrear en la practica. Un ejemplo conocido es el hecho de’
que las calculadoras clentiﬂcas no trabajan con la funcién seno(x) si no.con pollnomios'
que la aproxlman i

1. Encontrar una funcion polinomio que se, aJuste a |os datos -In(p.) de la tabla
de mortahdad

2. Transformar el polinomio dél paso anterior en uno que ajuste a la fuerza de
mortalidad. ; .

4.1 Polinomios.
Definicion.

Se dice que una funcién P(x) es un polinomio si se puede escnbir de, la siguiente
manera: o

P(x) = a0 + a1X! + a2x2 + ... + anx", donde a es constante V e N, 0sisn

Grado del Polmomlo.

Se define como Grado del. ponnomlo.‘generalmente denotado por-una n, al
ntmero natural dado por:

= {max. (k) #ax= O}
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Por eJemplo, E polinomlo P(x) x" + Sx +l es de [+] d“" \”“ler‘yt‘ras:qué

;',P(X) S es de grado cero.

. Se deﬂne como Polinomio Cero o Polinomio Nuio, a aquel en el que todas las
constantes del polinomio a, son cero, es decir, P(x) = 0. Nétese que el polinomio cero
no tiene grado definido, lo cual es totalmente diferente a un polinomio de grado cero,

Dominio y Rango de los Polinomios.

Como se desprende de la definicion de polinomio, en: 'P(x) no " existen
restricciones para los valores que puede tomar la variable Independiente x. Por lo tanto
el Dominio para cualquier funcién polinomio es el conjurito de Ios nﬁmeros reales.

Usando

Ia notaclo

A

P(x) IR —>Bc>

PG IR _,’, R sl P(x) es de grgaovi:rhpaif. e
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Y

~ puede asegurar que al menos existe una raiz.

Intersecciones con los ejes.

El valor P(O) = ap se conoce como ordenada’al

unto donde la
grafica de P(x) intercepta al eje de las ordenadas: - Lo

0 se conocen como. Ralces del Pollnomloy )
i sas El conjunto {x. + P(x))

Las soluciones,de Ia ecuaclon P(x)
es el conjunto de intersecclone
= 0} puede ser vacno ‘para pollnomlos de grado pa

Sin lmportar de qué polinomio se trate slempre cuando sea de grado impar, se

Término Dominante.

Sea n el grado del polinomio P(X) = ao.+ aix: +: azxe + .0 + a,.x" el término-
dominante estd dado por la constante a.. La importancia de’ dicha constante es que
determinan el comportamiento de la funcidon cuando x —teo,
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S{ el grado del polinomio nes par y el termino dominante ao es positlvo P(x) oo
cuando Xepoo : :

Sl el grado del polinomlo n

I término dominanteaa es negativo,
P(x) oo cuando x—):too SR :

Si el grado del polinomlo

dominante as es positivo,
P(x) —eo cuando x—)oe y p( Lo Po
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Método- daa,w" Propucstin

S el grado de! polinomio n es" lmpar, y'el termino d mlnante a0 es negativo.
P(X) o0 CUANdO X—boo y P(X) —eo cuando x—) 5 :

Derivacion e Integracion.

Todo polinomio, sin importar su grado, tiene funcién derivada y funcion
primitiva en el intervalo de los nimeros reales. Ademas, la derivada y Ia prlmitlva de un
polinomio es a su vez un polinomio.

Polinomios y Espacios Vectoriales.

El conjunto de funciones polinomios es un espacio Vectorlal Los elementos de
los arreglos (o vectores) estan conformados por las constantes ao. a y no asf por -
los valores que puede tomar la funcién. i ;

matrices, y la composlcion de transformaciones efectuarlas medlante ‘el producto de
matrices lo cual utlllzaremos en el presente capltulo. : ’
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Método-de ajuste Propucito

4.2 Método de Ajuste.
Supuesto.

La hipétesis principal es que la fuerza de mortalidad puede ser adecuadamente
representada mediante un polinomio, es decir: k

HX = P(x) = ao + ai1x! + a2x2 + ... + anxn o (73)

Matriz de Relacion entre los polinomios de py y px-

El primer paso es establecer una igualdad que relacione las tasas de mortalidad
con la fuerza de mortalidad. Una igualdad del Capitulo 2 puede ser nuestro punto de
partida: : ;

1Px =e_‘I"‘ds vVitz0

- I u,ds

e

Con Ia Intencion de despejar Ia Integral aprlica‘mios‘ logaritmo natural y
multlplicando por( : R e ’

( )r»l

n+1

1 Se utiliza t=1 debildo a que las tablas de mortalidad son por periodos anuales.
El pardmetro “t” se puede generalizar dependiendo del intervalo de medicién de las tablas.
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desarrollar.las potencias’ (x+1)k
adelante: - R

o in(e.)=|ag(x
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[a,, (n+.l)J N
+ S X
n+1l n |

Si se observa con cuidado el extremo derecho de la igualdad anterior, se llego a

un nuevo polinomio en el que cada termino a. esta dado por Ia suma de termlnos entre‘
corchetes que multiplica a cada x: : - :

s=In(p,) = a°’+a!x +i R asx

Este resultado es'muy'importante, pues con el se obtienen los dos principales

soportes para nueStro mé;{:d

1. si u,.'.‘ ,
(HUx = P(x) T=r é°+ax+ +ax ), entonces -In(px) tamblen puede -ser.

expresado mediante otro polinomio (-In(px) = &, +3X +...+,x").
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2. Los términos (a,a, ...a,) del pollnomld
(4,8, ...4,) del polinomio para -In(px) ‘estd

edlante matrices

(76)
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puede escriblr de manera éimpliflcada mediante la slgu:ente regla o algorltmo
1 ’ J Lo
g ~=. si'is -
;= J("‘ ]] J + € My xne -(79)
o] sii>]
Calculo del polinomio que ajusta a ~in(p,).

El sngulente paso en nuestro método de ajuste es determinar. los coeﬂclentes
ao,a,, .a del polinomio que ajusta a -in(px). B :

Existen diversos procedimientos ya establecidos, que por lo general s muestran
en libros de analisis numérico, que permiten estimar una serie de datos mediante una
“funcién polinomio. No obstante cualquiera de ellos puede aplicarse en nuestro
problema, se recomienda el denominado minimos cuadrados por matrices

transpuestas.
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Métodode ajiute Propueston

El procedimiento de minimos cuadrados ademis de ser estandarizable, tiene'la -
““ventaja de resultar en un polinomio lo mas sencillo posible minimizando el error entre'
el modelo y los datos. Es deseable que el grado del polinomio sea lo mas pequeno
posible, pues el tamafio de la matriz A depende de este y entre mas grande sea A mas e

-dificil sera calcular A-),

Otros procedimientos como por ejemplo Base de Newton, resultan - en uh
polinomio que pasa exactamente por los puntos a estimar, pero tienen la desventaja
que el polinomio obtenido es demasiado complejo.

Uso de minimos cuadrados para determinar a,,a,,:-,a,,.

Tomemos como base la siguiente tabla o fraccién de tabla de mortalidad:

x (Edad) Gx
X1 d.,
X2 q;(:

donde: 1 <X <stw—l'

Como se explico brevemente. el proc dim ento, de
presupone la exlstencia de un-error entre los datos vl

mimos cuadrados funclona y
,,funcuon que Ios aproxlma. La

diferencia entre ‘los  datos (- In(p,)) y. el polinomio de aprbxumacion (ao+a x+~-a x" ) 

para’ cada una de las. edades genera una-tabla de:

¢ rores. Esa tabla’ es Ia base para‘

introducir y solucionar el problema por el metodo de mxnlm‘ s cuadrados.
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s

k (Edad)

Xi

es que’ podemos aplicar eI procedlmiento de los mmimos cuadrados No se pretende el

" desarrollo o justiﬂcaclon de la férmula’ de mmlmos cuadrados para minimizar los
i reslduos, pues esta puede ser encontrada en cualquier libro de andlisis numeérico o

estadlstlca. g :
la (x‘ ' \d ... (80)
donde
a= ;
x= E mkxn )
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 Método-de ajuste Propuestiv

_In(]—q"l)
o —ln(l'—qh) em,‘,,v

—ln(l—q“)

Obsérvese que precisamente los elementos del vector ¢¢.son los coeﬂclerites' del
polinomio -In(px) = &, +ax+...+3x". Por lo tanto el slgulente y ultlmo paso es
calcular el polinomio Hx = ag+aX +...+ax". 2 5 ;

Calculo de px.

e Para concluur con el presente metodo solo nos resta_ enc ntrar Ios terminos del
- pollnomio Uy = 20 + QX! + oo + anX©, e : :

o Si recordamos. en secciones anterlores vimos que esto es poslble gracias ala
i matrlz A que deﬂne |a siguiente relaclon.‘ Lot i : :

(507 EY
Ayafialar
\én'J’ a" :
(a, (&,
a e a,.
oL =AT
\a;‘hJ ) : 5"
Dondé: ¥ Bl

™ '~a,,+'”a,'x+~~‘+a x"
—In(p,) ao+ax+--+a x"
y los elementos de la matrlz A defmldos por:
b A I e
;=114 i1 -auemnuxml
0 sii>j

70



' Método de ajuste Propuesti

La matriz Inversa A-' se puede obtener medlante paquetena como Matlab o

" "Excel, Otra forma de determinar los terminos del’ ux 2, +aX +...+a,x" es resolviendo
directamente el sistema de ecuaclones (75) despejando el valor de a, en la ultima
ecuacion del slstema Y. substituirlo en ‘la ecuacién inmediata superior para a su vez
poder ‘despejar a.. 1 Repltiendo este procedimlento es posible encontrar todos los

términos.
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Método-de ajuste Propuesta

Control del Error Relativo con Minimos Cuadrados con Factores
de Peso.

Existen diversos métodos de andlisis para medir la confiabilidad de un modelo
que estima una serie de datos. El mas importante y el Gnico que en este caso nos
resulta concluyente, es el analisis de los residuos.

El método de: minimos cuadrados tradlclonal funciona bajo el supuesto ‘que la
esperanza del error, es’ cero Y que la varlanza es constante’ es'declr. se’ busca que el
error sea homocedastico g = N(O'o‘z):f : 3

ab, A EI rectangu!o que se. muestra en la s!gulente figura,’ejemplifica este’ supuesto de
5 Ios mmlmos cuadrados tradicional. i

Sin embargo. nosotros requerimos de:un: modelo que proporc«one resultados
‘mas preclsos cuandovl_as tasas de mortalldad son‘pequenas y resultados mas holgados
cuando ‘las tasas de‘mortalida ‘grandes. Es decir, nuestro.caso en’particular
; te ',sl no mas. blen. sea: de ‘alguna

.,modelo debe mantenerse constante

Un error relativo constante ocaslona que Ios reslduos de odelo sean

: -proporcionales ala vartable de predlccion como ‘se muestra a continuacion. i
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P

Precisamente en  casos en _que Ia varlanza de los resnduos no se mantlene
constante es que se debe aplicar, m/n/mos cuadrados con factores de peso

En la slguiente gréfica se muestra como el aplicar los factores de peso ocasiona
el cambio deseando en los residuos y en el error relativo:

Residuos Estandarizados

Residuo

Con factores peso

Donde:

Residuo Estandarizado = g,/s
& i - ésimo residuo = y, -y,
desviacién estandar residual = YyMCE

s
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Método-de ajuste Propuestn

i(ef)

MCE = Desviacion estandar residual = o

Error Relativo

Error

-0.02 ¥

-0.04

-0.06

-0.08
gx

r —~@-— Con faclares paso + Sin laclores peso }

Donde :

(Y| -V)

Yi

Error relativo =

La manera de aplicar minimos cuadrados con factores de peso es casi idéntica a
la manera tradicional, solo que se integra al modelo la matriz de factores de peso Q:-

o= -x).x‘ QY]

*a'“x y Y on los deﬁnldos en (80). . :
) Q:es Ia matrlz de factores de peso llamada’ matriz de ponderacuon. Q es de

tipo dlagonal Ia cual tradiclonalmente contiene la varianza de cada una de los residuos
- en la dlagonal y,ceros en las posiciones no diagonales de la matriz, es decir:
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Método- de ajuste Propuestor

o 0 o
Q- 0 a.zz 0] '
0"h 8 bt | o

: 0 :

R 0

0 o .. %:

1§

=0} entonces Q =cd? -1, con lo que (81) se reduce

Noétese que si o2 = o7

a (80).
Definicion de la matriz de factores de peso.

Se proponen dos maneras diferentes de llenar los elementos a, ,crz. -i,a2 de la

matriz Q.

Podemos definir una variable aleatoria muy sencilla para cada edad ‘que nos
ayude a determinar una varianza diferente para cada edad. Sea la varlable aleatorla lex)

definida por

I _{1 Si (x) muere angésbiid;e" a edad x+1
(x) =
0

Otra manera de proponer la matriz Q es desde el punto de vista de andlisis
numérico. Si proponemos que la dispersion del cada error g sea proporcional a la
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Método-de ajiste Propuestar

magnltud de’ las tasas. de mortalidad para cada edad obtenemos‘que la desvlacion*_
: festandar para cada error g es proporcional ags: :

k q,(l

Por Io que la matriz Q estara dada por:

o
(k A, )
'o w0
=>Q-',V /k qxz ‘v . . .

! El apllcar Q-' o k2 Q l en (81) es totalmente equlvaleme, por |o que podremos
utllizar £ L R o :

.. (83)
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4.3 Aplicacion.

Para ejemplo se utlllzo la Tabla de Mortalidad "CNSF 2000 - | (I 991
rango de edades : 13' a‘ 99 afios. Utilizaremos un polinomio de‘grado
: supondremos que ao,a,, "1 tales que i, =a, +a X+ -+

: metodolog:a prevla

i 1823290><10'°’” o o
L0 ]’ 2n 116000x10'°’, )

0 R o' .. 4.154952x107
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1.823290 >‘<'| 0'9?‘
oo

=Q"¥

611 40><10'°3 '
.582164x10°
2. 8969x10'°5
8598Sx10'°7
1.v42562x10'°°
889] 1><1o-" :

ﬁnalidad k;del fvector Joye tan solo hemos encontrado Ias?

de grado 5 y A‘esta detallado por (77) tenemos que
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= (As)-‘ =

Si aplicamos A or & encontramos que:

G 835563x10‘°“)x+(—-2 624015x10‘°5)x +(9 146621x10°7)x* +

o b § 450343x10‘°‘)x +(9 889105x10'”)
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Método de ajuste Propitesta,

4.4 Resultados.

Para observar la bondad de ajuste entre Makeham (primera Ley) contra el
polinomio (metodologia propuesta), se aplicé el método tres veces para los diferentes
rangos de edades [13,99], [19,93] y [25,87] afios. Los resultados se muestran-en la

siguiente tabla:

23[19;
ag -1,794498x10-03 | -4.603132x10-03 | -9.136361x10-02
ar 3.835563x10-94 7.479708x10-04 1.253224x10-03
a -2.624015x10-05 | -4.371653x10-05 | -6.502154x10-05
a | 9.146621x10:07 1.300139x10-06 1.723230x10-06
a | 14503431098 | -1.840232x1008 | -2.234417x10-08
a.s""~ ;-,'::9 889105%10-1 1, i33240x]0"° 1.270510x10- lof"‘

LR En la 5|gulente ﬂgura, se encuentran Ias graﬂcas de Ias tasas de mortalidad de. Ia
‘tabla "CNSF 2000 =1 (1991-1998)" y de las tasas calculadas con Ios coeficlentes antes

: obtenldos
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Mé doaj?yap PO

Resultados Método propuesta

- - ]

Ajusta Propuesta 13 - 99 aros
—— Ajuste Propuesta 19 - 93 afios
Ajuste Propuesta 25 - 87 afios
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Método-de ajuste Propuestr

sssssss
. mm :m.m B

ta 13- 99 ahos
% 12 < 93 ahot
2 26 - B7 afios.
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[ Error Ao Afie Propuest
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Método de ajuste Propuestn

4.5 Alcances y Limitaciones.

Alcances.

Gracias a su flexibilidad, el presente método permite escoger el modelo"c"on"el
adecuado balance entre sencillez y exactitud. Cuando el grado del polinomiose escoja
muy alto se tendri una muy buena exactitud pero el modelo tendra demasiados
parametros (términos del pollnomio) Si por el contrario el grado del polmomio es
demasiado pequeiio, el resultado sera una polinomio muy sencillo pero con grandes
desvuaciones respecto’a los datos, e : Co

El manejo de error elativo en el modelo permlte usar pollnomios bastante

incrementan conforme se increment
?'mortalldad para hombres presentada

de computadora que pueda multipllcar e‘invertir: matrlces como es eI caso de Excel" o’
Matlab®. :

El metodo es mas Iargo y Iaborloso que el presentado en el capitulo 3.

Se plerden demas plicaciones y formulas desarrolladas en el cdlculo actuarial
basados en la Iey de Makeham. il
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Conclusiones.

Del presente trabajo podemos concluir que:

La constante competencia entre compafiias aseguradoras deriva :en. la
busqueda de nuevos y diversos productos de Seguros que satisfagan cada una de
las necesidades del mercado asegurador mexicano. Ademas los productos deben
tener los costos mas atractivos posibles para garantizar un adecuado volumen de'
ventas dentro del margen de utilidades requerido.

Los metodos de ajuste presentados en este traba_]o, son u| pbderosdj

lnstrdmento para desarrollar productos de gran diversldad y bajo costo

-'* Por :un ‘lado, cada método de ajuste resulta en
~.matematico que puede emplearse en el calculo devla ma dlversas B

formas de Seguros continuos de vida.

;' .experlencias de mortalldad de - 0 a:
e educacionales. S

“.mas.: complicado en su aplicacién y requiere poderosa paqueteria de calculo,
" presenta mejores resultados en términos del error que el método tradicional.
Ademas es un método que al permitir la inclusién de nuevos parimetros al

Por ‘el otro, los métodos permiten a Ias companfas aseguradoras

.No obstante el” metodo propuesto (a base de pollnomios) resulta mucho'
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que “casi siempre mas compllcados) modelos “sabre’ la fuerza de mortalidad Hx que
es la base del calculo para vida. S g : : o
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Anexo-

Anexo.

,: Probabilidad.

La principal herramienta de estudio y desarrollo del calculo actuarial, es sin . :
lugar a dudas la teoria de las probabilidades. Esta herramienta resulita atil no solo
para el calculo actuarial, si no ademas para el anilisis de todo': suceso 0.
experimento que involucre un resultado azaroso. Un sencillo ejemplo es. el -
lanzamiento de una moneda,: cuyos posibles resultados es que Ia moneda caiga,:

ol lncierta
R _,ganancla de’la Casa de uego al largo plazo.

De manera analoga, la probabilidad le resulta de poca utilidad al duefio de
“un coche para saber si éste serd robado o chocado. Sin embargo las
probabilidades resultan sumamente Gtiles para las aseguradoras pues les permite
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elige al: azar. si nov'que estun lndlcador de’ Ias expectativas que tiene dicho
resultado de: aparecer | realizar un experimento. Por ejemplo, una probabilidad
de cero nos da a entender que dlcho resultado es Imposible que ocurra, mientras
una probabilidad de u nos,lndicé que dicho resultado es seguro que aparezca al
reallzar eI experiment :

P[resultadb] = p, con Osps1

Cuando repetlmos muchas veces el experimento, dicho_ .indicador se
asemejara a Ia frecuencla elativa con la que aparece el resultado en cuestlon.

ductlvo encontrar el ndmero
‘0 “posteriori se basa en.la
realizacion expllclta del expenmento un. numero significativo de veces para
utilizar la frecuencia’’ relatlva observada como una - aproximacién de la
probabilidad del resultado: i

El enfoque axiomatico, el mds importante y poderoso de los tres, permite
resolver problemas de una complejidad mayor a los que permiten el enfoque
clisico o el enfoque frecuentista. Esto es posible ya que la probabilidad
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Anexo

axklomyétlc‘éf'cuenta con una vasta cantidad de definiciones, teoremas, etc. que
;pérmltén' la-descomposicién de un determinado problema en otro/s mas
; senclllo/s. Es: muy comin que mediante. la probabilidad axiomatica, se
- descomponga un-problema de “segundo nivel” en problemas mas sencillos de
' primer nIveI" ‘que se resuelven mediante definiciones mas elementales.

1. Enfoque Clasico o Probabilidad a Priori.

' Subéngase el problema de tener que calcular !a probabilidad que tiene una

. moneda de salir sol al ser lanzada al aire. De manera Inmediata, sabemos que el

. experlmento solo tiene dos posibles resultados; que la moneda calga sol o caiga
agulla. Si ademds suponemos que ambos resultados son lgualmente probables,
. basdndonos en la suposicién de que la moneda es aceptablemente sumetrlca. -
:llegamos a la rapida conclusién que tal probabilidad es Igual a Ve :

Este razonamiento es el que da lugara la definicion de prqbab'l!ida'd clasica:
Definicién Probabilidad Clasica. T

Si un experimento aleatorio tiene solo n resultados posibles, mutuamente.

excluyentes e igualmente probables, y si na de estos resultados tienen un atributo
o caracteristica comln A, entonces la probabilidad del atributo A es el cociente

na/n.

Observe que la definicién anterlor es muy transparente y sencllla. por.lo"
que siempre que se pueda utllizar sera nuestro metodo favorlto para resolver

dividir ambos niimeros.

Ejemplo 1.

Con la definicién de Probabllidad Claslca calcul

“la probabilidad que tiene
una moneda de salir sol al ser Ianzada aI aire. T R
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Puesto que {a moneda solo puede caer sol [¢] agulla__ enemos un total de
posibles resultados es dos. Ademds, solo de uno de estos dos resultados cumple
con la propiedad de que la moneda caiga sol. Entonces tenemos que: . T .

n=2
A = {La moneda cae cara sol para arriba} -
na =1

SPAl=na/n=)
Ejemplo 2.

Con base a la definicion de Probabilidad Clasica, calcular Ia probabllldad de
sacar al azar una carta as de una Baraja.

En total una baraja tiene‘un total de 52 cartas, de Ias cuales solamente 4
son cartas as. Por Io tanto la probabilldad de sacar una carta as es:

n=52:
{Sacar una carta as}
Na —.4‘ #

“ PIA] = na/ n = 4/52 =1/13.
« Ventajas de Ia probabilidad cldsica.

“eLa probabilidad clasica nos resulta una poderosa herramienta para el
. cdlculo de probabilidades, con la ventaja de que no es necesario siquiera realizar
el experimento explicitamente. Basta saber sumar, asi como el uso.de un
razonamiento deductivo y suponer ciertas condiciones ideales para obtener de
manera muy sencilla el resultado buscado.

e Precauciones al usar la probabilidad cladsica.

Al resolver problemas usando la definicidbn de Probabilidad clasica,
frecuentemente se pierde de vista el hecho que los n resultados deben ser:
mutuamente excluyentes e igualmente probables como lo dice la definicidn.”

Especial cuidado requieren estas dos condiciones para que los resultados
que se obtengan sean correctos.
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Yy 4 cartas tlpo as y que ‘en total la baraja tlene 52'cartas "diferentes, obtenemos el
‘res Itado de’ tal probabilidad es igual a ],7 /52. Este precipitado resultado tiene el
) " érror de no considerar el hecho de q rtas espada es a su vez una

'T'*carta as es declr, 2delos 17 resultados n son cluyentes sin no mas bien son
el’ mlsmo. Por lo tanto, ahora que es evidente ue solo estamos hablando de 16
cartas diferentes (resultados excluyentes)(d ntre 52 sabemos que el cdlculo

correcto es 16/52 g

: +"'Por otro lado, se puede caeren el error de conS|derar resultados que no
~sean lgualmente probables (o equiprobables).: Esta ityuaclon suele presentarse'
cuando’no se conslderan cada uno de los poslbles resultados deéun: experimento
en forma detallada. A modo de ejemplo, calculemo babilidad que tienen
dos monedas ‘de caer cara sol si son lanzadas 1 Entonces: se pudleran
enumerar Ios posibles resultados de este experimento dek‘_la slgulente manera:

aj"se' aplica fa definicién.
or, se obtiene que’ la

, vtodos los posibles resultados’ del experimento, de'tal’ manera que ‘estos sean lo
-~ 'mas elementales e lndIvIsibIes posible, Este proceder por lo general nos garantiza
que trabajemos con resultados excluyentes y ademds equiprobables.
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e Limitaciones de la probabilidad cldsica

La primera limitante de la probabilidad clasica es consecuencia directa de
su definicion. El total de posibles resultados n debe ser un ndmero finito.

Otra limitante es que la probabilidad clasica Subone‘que el experimento se
realiza bajo condiciones ideales, para asegurar asi- la- equiprobabllidad de los
diferentes resultados. Esta suposicién no siempre podra ser cierta o ser tomada
como clerta, Por ejemplo. sl lanzamos una: moneda -que es signlflcatlvamente

ecuencias relativas : observadas como

frecuencla relatlv tributo en cuestlon como Tuna: aproxlmacnon a la
probabllidad de dlcho atributo Si resumimos obtenemos la sigulente definicién:
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“Anexo

Definicion

Si una serie de observaciones o- experlmentos., son reallzados bajo
condiciones uniformes, entonces la probabllidad que ocurra el evento ‘A se puede
aproximar mediante la frecuencia relativa del evento A o EE

Donde:

Frecuencia relativa (A) =

en comun.

Ejemplo 3.

Evento

- Sol:

“Agtiila’

~1.0
de Mood Graybill Boes. " -

Total S100%
Fuente : “Introduction to the theory of Statistics”.

Utilizando la informacién de
moneda cae sol} entonces la P[A] ='.5
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Anexo-

De manera similar, en la siguiente tabla se encuentra el resumen de 300
lanzamientos de un dado bajo condiciones similares:

Evento Ocurrencias Frecuencias Rela;ivas Frecuencias Relativas
registradas Observadas : Esperadas
Caé 1 arriba_ : 51. . = = 170 - 166
Cae2arrib§ sl e ’ .166
Caé 3 arriil:‘»a : .166
Cae 4"a:fri’l:>‘é"k'r : .166
Cae ’5 arriba : ;1:6(5 t
Cae Garnba 166"
‘ - 300 1.000

ntruductlon to the theory of Statistics” de Mood Graybill Boes.

) Ob erve que en las tablas anteriores, las frecuencias relatlvas obs rvadas vy
- las: esperadas son similares, de manera que realmente es mdiferente cual se
utilice para el calculo de una probabilidad.

Ventajas de la probabilidad frecuentista.

No obstante existe un dominio comin entre ambos métodos, son ventajas
de . la probabilidad frecuentista aquellos casos o problemas que la probabilidad
" clasica no pueda resolver.

Toémese como ejemplo el caso de la moneda desbalaceada. De igual
manera, el calcular la probabilidad que tiene una persona de edad x de morir
antes de tener la edad x+1, solo puede ser calculada utilizando la probabilidad
frecuentista. Es decir, las tablas de mortalidad son posibles gracias al enfoque
- frecuentista o a posteirori en complemento de otros métodos.
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e Limitaciones de la probabilidad frecuentista.

Al igual que la probabilidad clasica, la principal desventajé deyl érifoqyde
frecuentista es que, por si solo, es muy reducido el universo de problemas que
puede resolver. .

Otra limitante es que es un método muy poco practico. Para resolver
problemas realmente elementales es necesario repetir multiples veces un
"~ experimento, para obtener frecuencias relativas confiables.

Ill. Probabilidad Axiomatica.

. : Uno de los prlncnpales objetivos de la ciencia, es poder predecir o describir
: ;hechos o fenomenos del entorno en que vivimos. Un camino idoneo para Iograrlo.‘ :
es mediante el desarrollo de modelos matematicos. E

:probabilidad es ce,
q‘ue‘pueda ocurrir d

. De ahora en a

‘debe ser’ visto com :
,resultados o puntos muestrales se define como espaclo muestral.. Este manejo del B

fexperlmento como conjuntos’y elementos: hace necesario eI dominio de la teoria’
de conjuntos.
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3.1 Teoria de Conjuntos.

Comenzamos con una coleccion de objetos. Cada objeto en nuestra
coleccidn serd llamado punto o elemento. Asumimos que nuestra coleccién de
objetos es suficientemente grande para incluir todos los puntos bajo
consideracion en una discusién dada. El conjunto de todos estos puntos es
llamado espacio, un/versoo conjunto universa/y sera denotado por medio de una
Q. Sea denotara por w a 1 lementos o puntos en Q. Aunque un conjunto puede
ser definldo como: ‘una-coleccién de: cualquier tipo de objetos, asumiremosa
. menos que se lndlq ug ‘todo ‘conjunto 'consiste: solamente de -

puntos en el es

o Q = R donde Ri’es_ el conjunto de puntos w en el plano {w = (x, y)'}xyye
RL T e '

Ejemplo 5.

= {Todos los ciudadanos de Ios Estado 3 Unldos}

Por lo general usaremos las prlmeras Ietras del alfabeto Iatm en

mayusculas, con o sin subindices, para denotar conjuntos Siw es un punto o'un
elemento que pertenece al conjunto A, {escribiremos que !q aremos ‘como}
w e A.Si w no es un elemento del conjunto A, {escrlblremos que lo denotaremos .

como} w & A,
Definicion 1, Subconjunto.

© Si todo elemento del, conjunto A es también elemento del conjunto B,
entonces se dice que A es un subconjunto de B, y lo denotaremos como Ac B 6 B

> A. A c B; se debe leer como "A esta contenido en B"y A < B como "B contiene a
A",

Definicion 2, Conjuntos equivalentes.

Se dice que dos conjuntos son equivalentes o iguales, siAcBy BcA. Lo

escribiremos como A = B.
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Definicion 3, Conjunto Vacio.

Si el conjunto A no contiene ningtin elemento, serd llamado conjunto vacio
o conjunto nuloy se denotara por @.

Definicion 4, Complemento.

El complemento de un conjunto A con respecto al espacio Q, denotado por
A, A° 6 Q - A, es el conjunto de todos los puntos que estin en Q pero que no
estan en A,

Definicion 5, Unién.

Sean Ay B dos conjuntos cualquiera del espacio Q, el conJunto formado por:
todos los puntos que estan en A o en B o en ambos es deflnldo como la um'on de S

Ay Byse escribe AU B. Por convencion se lee como "A unlon B
Definicidn 6, Interseccion.

Sean Ay B dos conJuntos cualquiera del espaclo Q el conjunto formado por‘

como “A interseccion B".

Definicién 7, Diferencia.

Sean A y B dos conjuntos cualesquiera del espaclo Q 'A
los puntos que estdn en Ay no en B se define como eI conJ,

Ejemplo 6.

SeaQ ={(x,)40s x=s.1y0"
formado por la coleccion de todos Ios p
< y=< 1", ysean los slguientes conjuntos

Ay = {(x, ;/)305”1.‘
Az ={(x,)$+0= :
Ar={{x, N0 x=y=s1)

As={x, N30 x<Vay0s y<sVi)},

se tienen las siguientes relaciones:
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Asc Ar;

Asc Az;

AN A = Ay

Az U A3 = As U Ag;

A=A ={xN30sx<slyksysi}
Al-As={ Pt <sx<1ly0sysh)

 Notese que
conjunto

mas de Venn se muestran Q, A, A2y A;’,’as]’ como -

Q, A2, A2y A3 ArUA; Al nA;

- ¥ o)
/ €9

(A1 U A2)C = A1C n A< (A1 0 AJE = A U AC A1 N (AU A2) = (A) nA2) U (A N A3)

.

TESIS COV
FALLA DE ORIGEN

A1 U (A2 n A3) = (A1 U A) N (A1 U Ay)
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‘Las operaciones de unién, interseccién y complemento satisfacen un gran
nimero de leyes, algunas de las cuales se citan a continuacion han sido aceptadas
como teoremas. La demostracién se omite.

Teorema 1, Leyes Conmutativas.

AUB=BUA
AnNnB=BnA

Teorema 2, Leyes Asociativas.

AUuBuUC =(AUBUC
ANnBNnC)=(AnBNC

Teorema 3, Leyes distributivas.

ANnBUC=ANBUANCQC
AuBNC=(AUBN(AUuQ)

Teorema 4.

(A) = A, es declr, el complemento del complemento de A'es igual a A,
Teorema 5.

AnQ=A
AuQ=0Q
AN =0
A=A

Teorema 6.
AnAc=@ "
AUAC=0O

AnAC=A
‘AU AC = A

Teorema 7, Leyes de Morgan.

(A U B} = Ac n BC
(A n B)C = AC U B¢
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Teorema 8.
A-B=An B

De manera ilustrativa, se derviosfréré una de las leyes de Morgan.

Para demostrar la lgualdad ent “dos ‘tonjuntos, lo primero que se debe
intentar es aplicar la deflniclon de IgL Idad entre conjuntos, es decir, demostrar la
doble contencion. i G

Caso 1. Por demostrar que (AU B

de contencioén:
Siwe (A U B)c ten mos’ qu
=sweAyw B :
Swe ACyw ‘e BC

= w e (AC N BY)

S (AUBKC (AN

)S c'AC A 8C. Nos referimos a la definicién

f'subconjuntos de Q aslgnandoles 'diferentes sublndices. Asi sabremos que dos
. conjuntos son. diferentes pero pertenecen a.una misma colecclon. por tener. . -

‘mismo nombre pero dlferentes subindices. A (letra lambda mayuscula de! alfabeto
griego) denota un catalogo de nombres o indices. A es llamada también  conjunto -
indice. Por ejemplo, si nosotros estamos interesados tinicamente con 2 conjuntos, .

entonces nuestro conjunto indice A incluye solamente 2 indices; A = {1, 2}.
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Definicion 8, Unidn e interseccién de conjuntos.

Sea A un conjunto indice y sea {Ax + A € A} = {A\} una coleccidén de

subconjuntos de Q ordenados por A. El conjunto de puntos que consta de todos
los puntos que pertenecen a Ax para al menos un A en A, es lamado wn/ién de los

conjuntos {A,} y se denota por U A, . El conjunto de puntos que consta de todos
. AeA

los puntos que pertenecen a cada Ay para todo A en A, es llamado /nterseccién de
< los conjuntos {Ax} y se denota por [ ] A, .
s - g heA

Ejemplo 7. ‘

SiA=1{1, ....» N}, es decir, A es el conjunto mdlce que conslste de Ios
primeros N enteros, entonces U A, también se puede es rlblr como' s
AeA

UA,, =AUA, U--UAy.
n=1

Uno de los teoremas mas fundamentales que srel
intersecciones y complementos para una coleccidn arbltrari
justamente el Teorema De Morgan.

Teorema 9, Teorema de Morgan.

Sea A un conjunto indice y {Ax} una colecclén'kde‘ sdbébnjuntbs de O
ordenada por A. Entonces, B ;

(i (QAAJ ’ UAL -

SLAeA’

“No'se dara una demostracion del Teorema de Morgan, sin embargo, nétese
que éste es la’ gehera ? donde A = {1, 2} cuya demostracién se
realiz6 ‘a- medla dente hacer notar ademas, que si A es
definido-a partir de los numeros naturales, entonces ‘el Teorema 9 se puede
demostrar facilmente utillzahdo induccién matemdtica sobre el Teorema 7.
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Definicion 9, Conjuntos disconexos o mutuamente
excluyentes.

Los subconjuntos A y B de Q se define que son mutuamente excluyentes si

AnNnB=0
La coleccién de subconjuntos {Ax} se dice que son mutuamente excluyentes

sisetieneque AN Aj @V i,je A
Teorema 10.

Si Ay B son subconjuntos de Q, se tiene que,
(i) A=(AnB) U(AnBY
(M ANBNANB)=2

Demostracion.

@ ANB)UANBY)=ANBUB)=An(Q)=A -
(ii)(AnB)n(AnB=)=AanAnBC=(AnA)n(BnBC)=An®=® [}

Teorema 11.

Si A < B, entonces,

(i AnNB=A
(i AUB =8B
Demostracion

La demostracién se deja como ejercicio. Recuerde el lector para demostrar
la igualdad entre conjuntos lo mejor intentar aplicar directamente la definicién, es
decir, demostrar la doble contencion.

3.2 Definicion de Espacio muestral y evento.

Hemos descrito con anterioridad lo que podria entenderse por modelo de
probabilidad. Tenemos en mente de manera conceptual algunos experimentos
cuyos posibles resuitados nos gustaria estudiar, cuantificando la probabilidad de
ciertos resultados o colecciéon de resultados. En esta seccion, se daran dos -
importantes definiciones, junto con algunos ejemplos, que serdn usados para
cuantificar tales probabilidades
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Anexo-

Definicion 10, Espacio Muestral.

El espacio muestral, denotado por Q, es la coleccién’ de tddos los posibles
resultados de un experimento conceptual. Se entendera por punto o elemento del
espacio muestrala cualquier posible resultado del experlment

Se podria entender la definicion observando de manera lndlvidual las
palabras que la componen. El uso de la palabra* espaclo se puede justificar ya
que el espacio muestral ‘es la totalidad de objetos o elementos los cuales en este
caso_‘son resultados poslbles del experimento. Esto ‘es, se esta cuidando ‘el
slgniflcad Teorla de Conjuntos de fa palabra “espacio”, como todos:los

: "objetos el en una discusién dada. La palabra "muestral” se refiere al hecho
“de’ que nue experlmento es aleatorio, lo que significa que-sus poslbles
'_resultados son inciertos, por lo que un resultado obtenido no es otra cosa que
V’una muestra de entre varios posibles resultados.

Definicién 11 , Evento y Espacio de Eventos.

El evento es un subconjunto de un espacio muestral. La clase.de todos los :
eventos asociados con un experimento dado es definida espacio de even. :

Lo anterior no define con precisién que es un event : R
serd un subconjunto del Espacio Muestral, sin embargo. o del g
Espacio Muestral es un Evento Seran eventos aquello )

finito de puntos o
ndiente ”es'p'aclo de

: ‘de: } o muestral seran iguales.
: Dicho de otra manera. si el espaclo muestrallconsta de un conjunto a /o mds

numerab/e de puntos, entonces todo subconjunto del espacio muestral serd a su
“vez .un evento del espacio muestral. Se dice que un conjunto es a /o mds
numerable si es finito o si es infinito pero numerable.
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'Am‘ei:o‘ L

Nuestro interés principal no son los eventos por si solos, si no mas bienla .

probabilidad que tiene un evento de ocurrir o no ocurrir. Se dice que un evento A
ocurre, si existe al menos un posible resultado del expenmento que pertenece a
A. Ya que todo punto, digamos w, es un subcon_lunto (un subconjunto que
consiste de un solo punto w) del espacio muestral Q, es candidato para ser un
evento. De-esta manera w puede ser visto como-un: punto en: Q o como un
subconjunto de Q. Para distinguirlo, escriblremos {w) en vez de simplemente w
ue de' cualquler manera w slempre puede ser. vis o’ [ mo un subconjunto de

"'_Q ‘.Tales subconjuntos de un solo punto seran: siemp eventos y se llamaran
,eventos elementales.- También @ 'y Q. son: subconjuntos de Q 'y también son

eventos. Q es usualmente Ilamado evento seguroy. [} conjunto vacio

* Con excepcion de @.y Q procuraremos ‘"usar“solamente las primeras Letras
“‘del alfabeto latin en mayusculas. con o sin aﬂjos para denotar eventos. El espacio
de eventos siempre lo denotaremos on letra mayusculas en manuscritas del

2,3, 4, 5 d 6, es decnr,'ﬁ‘, Az As {E]} Asi podemos seguir

,agregando elementos a nuestra’clase de eventos, de tal manera que cuando se
‘tengan incluidos todos, habremos armado nuestro . En éste caso, w consta de
26=64 eventos diferentes, de los cuales solo 6 (A, Az, A, A4, As Y Ag) sOn eventos

elementales.
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" Anero

tiene que iresta

Se lanzan al aire una moneda:dg centavo y‘un'a

moneda de 1 peso y se observa en'c

Q=1(5,5.9), (5,5, A), (S, A; S),
(A, 5,5), (A, S, A), (A _A, S)

o’ ,d'e_la moneda de 50 centavos y la tercera'
0. Sea'As = {caen exactamente | caras sol} con |
{(s A A) (AS, A), (A A S) L Az =

El experlmento conslste en registrar el _nimero’ de. muertes en accidentes }
de transito en el estado de Nuevo Leon que habra el sIguiente ano Solo se puede

encendido antes de fundirse. Cualqu er- numero real’ no negatlvo puede iser,
resultado del experimento. Entonces. Q = {x:4 x ="0}. Por lo tanto para este
espacio muestral se tiene un ndmero infinito ¥ no numerable de puntos.por. lo que
no todo subconjunto de Q es a su vez un evento. Sin embargo. cualquler
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subconjunto gue se pueda Qroba g[ a & v_ez_ un evento. Por ejemplo A= (el :
foco se funde después de n'y antes'de m horas)={x$ n < x < m} es un evento,
Por el contrario, el subconjunto B = {que se funda exactamente en 1000. 00 horas}:; :

de Q no es un evento,

Ejemplo 12,

Considere el experlméh’t" a rio que consiste por un lado de reglstrar eI
namero de veces que llueve Y. p “otro e‘I ‘total de centimetros de agua que, llueve,
durante el siguiente mes. deJulIo enel Distrito Federal El espaclo muestral podrfa :
representarse de la slgui nté man '

Q = {(, X).‘rl
en donde-la’ primera poslclon eila tupla indlca el nimero de veces que

llovid y la segunda posicion Indlca ‘el tota »bde centlmetros que llovié. Sea w =(7,
2.251). es. un punto ‘del’ espaclo muestral Q, .sin”embargo, no es un evento.
Maentras tanto, A = {(7, x) ; 2 0 s x S‘Zv 5} sI es un evento.

Ejemplo 13

En un experiment ", se ex mind la producclon de cinco variedades de trigo.

Las cinco varledades® fueron plantadas:‘y' crecen bajo condiciones similares. Q =
{h, v, 380 14, Vs) .'r M = 0' 3 4 S} donde ¥ representa la produccion en

"Puesto que todavna no co, mos con los élementos matemdticos suficientes para
: A.;kuna deflnlcion formal permltanos por el momento enunciar algunas propiedades
" que los eventos y el espacio de eventos deben cumplir:
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) Qe , ;
(ii) Sl A e .« entonces ACe :
(i) Si A1y Az e = entonces Ai UA;e -

Hemos dicho que los eventos por sl solos no son nuestro lnteres principal

si no mas bien la probabilidad que tiene eI evento de ocurrl
tal propdsito necesitaremos que el evento seguro Q'este

eventos. Ademads, si A debe ser. un evento par

probabilidad de que este ocurra. entonc

propiedades W, i)y ). Los’ sigulente‘sy te
las propiedades de «:

Teorema 12.

D e o/
Demostracion.

Qe o por ()
= QCe o por (ii)

=QC=De 5
Teorema 13.

Si Ay y Az e o entonces Ay n Az e o

Demostracion.
AV A E & por- (iiD)
= (A VA E .« por Giy 5
= (A€ N AX) & o “-por-Leyes -de Morgan
= ((A19)C N (A0)C) € »  por (i)
= (A NA)e v por Teorema 4

keguramente para i’
do en el espacio de; ..
que podamo _hablar de- la’.
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Teorema 14.

n n
Si Al Az, ..., Ase w; entonces | JA v [ A €

I=) 1=1
Demostracion.

Por induccidn matematica.

Puesto que todo espacio de eventos » es a su vez'un dlgebra, se justifica el
uso del simbolo ss(notacién para una élgebra) para denotarlo. .

Sin embargo hasta aqui, no’ hemos expllcado po que_"a oleccion de‘

formalmente a la funcion de probabllldad.

3.3 Definicion de Probabilidad.

probabilidad, asi como otros conceptos venldero ‘
funciones, empezamos esta seccién repasando la defi

Definicion tipica de funcién.

Una funcion, digamos f(-), es una regla (ley, férmula o receta) que asocia a

cada elemento de un conjunto de puntos con uny solou ‘elemento de otro
conjunto de puntos. El primer conjunto de’ puntos, gamos:A, es llamado
dominioy el segundo conjunto es llamado contradominio: "

Definicion 12, Funcién.

Una funcién, digamos f(-), con dominio A y contradommio B, es . una
coleccion de pares ordenados, digamos (a. b) que satisfacen las slguientes

condiciones:
() ae Aybe B,
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(ii) Para todo a € A siempre existe un par ordenado (a, b) que lo contiene
(aun que no necesariamente todo b € B se encuentra en alguna pareja--

ordenada)
(iii)No existan pares ordenados (a, b) distlntos en los que se repita el

primer elemento
Si(a,b) e f(). escriblremos que f(a)= b 'y lo leeremos como "f de a'es’igual a
“b" A f@) lo'll remos el va/arde f()enao Imagen de a bajo f¢) . Como ya se

puntos ‘del contradominlo que no tengan asociada ninguna
‘funcion. EI rango de la funcion f() es precisamente el

‘reales. Sln ”bargo, ‘el-rango - de fz() es el conjunto de los numeros
. \positlvos que no es igual al contradominio.

- De partucular interés para nosotros sera un tipo partlcular é«func'ién-_
llamado funcién indlcadora Do wa e

Deﬁmcuon 13, Funcion Indicadora.

S Sea cu’alquler espacio muestral con puntos w y A cualguler. subi njunto
de Q. La funcion lndicadora de A, denotada por Ia(), es la funcion con domlnio Q Yy
contradominio = (0 l}definlda por : ERERa

Si w.e Q
O Slw e Q
Claramente se aprecia que la funcién Ia(:) indica o describe al conjunto A.
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Propiedades de la funcion indicadora.

Sea Q cualquler espacio y wcualquier coleccién de subconjuntos de O,

) (@) = 1-1,.(w) paratodoAe .
(i) lanagreca, (@) =1y (@) -1y, (@) -+ Ly (@) con Ay, A, -
(D o, @) = max iy @)1y, @, 1y, @] con AL
(iv) 'i(w) l,\(w) para todo A SR 3

lector.

utilizando la funclo 1
f(x) =X lw,,(

Otro tlpo de funclones que seran empleadas en futuras discusiones son las
“ilamadas funciones conjunto:
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Definiciéon 14, Funciones de Conjunto.

Cualquier funcién cuyo dominio sea una coleccion de conjuntos y su
contradominio la linea real incluyendo %, es una funcion de conjunto .

Son de especial interés por que la funcion de probabilidad es un tipo
particular de funcién de conjunto. Listamos ejemplos a continuacién:

Ejemplo 16.

Sea Q el espacio muestral del experimento que consiste en lanzar dos
dados, y sea .wla coleccién de todos los subconjuntos de Q. Definimos la funcién
N(A) = nimero de puntos (resultados) del espacio muestral Q con A € « Entonces
N(@)=0, N(Q)=36, N{Ac w4 la suma de los dados seaigual a 7)) = 6

La funcién definida en el ejemplo anterior es conocida por funcién tamario
del conjuntoy es valida para todo conjunto A de cualquier coleccién de conjuntos
" )

Ejemplo 17,

Sea Q el plano cartesiano y‘ycualquier coleccion de subconjuntos de Q
para los cuales se pueda asignar un_: rea Entonces definimos QA) = Area de A,
con A & s Por ejemplo; SIA'S ‘entonces Q(A) = 1; s
=1{(x, y)j x2 +¥2 —'rz} entonces Q(A) = 21trz )}’entonces Q(A)‘ -
= O. : . . I

" un'tipo particular de algebra boleana:
Definicion 15, Sigma Algebra.

Una sigma dlgebraes una algebra o élgebra“Bo' :
con la siguiente propiedad:

Si Ai, Az, ... € w entonces | JA, e

n=t g wl

Por lo tanto, toda sigma dlgebra es a’ su ve_ una:alge pero no toda”
algebra es una sigma algebra. : SE SR

Por otra parte, el espacio de eventos de un experlmento es una slgma
dlgebra. Por consiguiente, cualquier propiedad o definicién sobre una sigma
dlgebra implica que se cumple también para el espacio de eventos. Tal es el caso
de la definicién de funcidn de probabilidad.
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Ahora si contamos con todos los elementos necesarios para poder dar la

. ‘definicién formal de probabilidad.
Definicion 16, Funcion de Probabilidad.

Sea Q el espacio muestral de un experimento aleatorio y :sea s una

coleccion de eventos del experimento que ademds cumpla con ser una sigma..

algebra. Entonces una funcién de probabilidad P[] es una funcién de conjunto con
dominio en «y contradominio en el intervalo [0, 1] que satisface los siguientes"

axiomas:
() PI[A] z 0 para todo A e s
(i) PIQ] = 1.

(i Sl A|. Az, ... e 4rSON mutuamente excluyentes es decir A.n Aj 2 para

: todo i aej con i

- funcién.

Ejemplo 18.

Considere el experimento de lanzar dos mornedas, digamos una de 50

centavos y una de un peso. Sea Q = {(S, ), (S, A), (A, 5), (A, A)} donde el primer
componente de la tupla (- , -) representa el resultado de la moneda de 50
centavos. Modelemos este experimento aleatorio suponiendo que los cuatro
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Anero

elementos de Q son equiprobables. es decir P[{(S, S)I= P[{(S A) P[((A “S=
Pli(A, A)}]. Surge entonces la siguiente pregunta: /lLa funclon P[] Implfcltamente
definida en éste ejemplo una funclon de probabllidad es dec ple con Ios 3

hemos

.P[] ‘Por ser Jf un algebra. asumimos que S| ntonces A5, AU B, A'n B,
ACU B, etc. e w; y por lo tanto serd valido tambien hablar de’las probabilidades
. P[A€], P[A U B}, P[A n B], PlACu B}, etc. S

Propiedades de P[-].

En cada uno de los siguientes teoremas ‘se asume que Q"y & son dados y
P[] es una funcién de probabilidad con dominlo W R g

. Teorema 15, P[J] = 0.
Demostracion.
Escoja Ay =@, A = B, A3 =D, ... por el axloma (I) se tlene que

Pl@] = P[OA.] ZP[A] = ZP[@] es declr,_ :

Pl@] = Z P[], lo cual se cumple si y solo sl

i=)

Pl@] =0 ]
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] Teorema 16.

Si A1, A, ..., An SON mutuamente excluyentes en X" entonces

PIAI U ... U A] = ZP[A]

Demostracion.

Escoja Any) = D, Anez = D, entonces g

T B ge)- )

ge)-(gr )= (0%)
. p[L"JA,] = P[UA,] ZP[A] - ZP[A] + 2@ ZP‘:A']"-‘#- 20 <

i=1 I=1 I-nol

P[OA,] = 3PIAl

=l [29)

. Teorema 17.
Si A € «;, entonces, P[AC] = 1 - P[AC]
Demostracion.

Puesto que AUAC =@, yAn AC=Q,
= P[Q] = P[A U A¢] = P[A] + P[AC]
y por el axioma ({i) tenemos qﬁe PIO) =
=1 = P[A] + P[ACc] . .
=P[AC] = 1 - P[A] : =

™ Teorema 18.
Si A, B e =, entonces,

PA] =P[ANB] + PIAN BCS} vy -
PIA - B] = P[A n BC] = P[A] - P[A n Bl

Demostracion.
YaqueA=ANQ= An(BuBC) (AnB)u(AnBC).
Y(ANB) Nn(ANB)=(ANnA) N(BNEY)=AnD = (excluyentes)

= P[A] = P[(A n B)U(A n BS)] = P[(A n B)]+P[(A n BC)) 4
si despejamos




P[A - B] = P[A n BS] = P[A] ~ P[(A n B9)] -
e Teorema19. '

Si A, B € . entonces P[AUB] P[A] + P[B] - P[A n B].
Mas general atn, si Ay, Az, ..., An € 54 entonces
P[A) UA2 U ... UAq] =

z":p[Aj]_ZZP[A, hAJ]+Z Z“ZP[A. NA; NA]-..
J=l 3] Ie)< . :
HEDTPIA NA N LA

Demostracion.

AU (ASnB)= (AUAC)n(AuB AuBy
AN(ACNB =(AnNAO)NB=0 n B ) (excluyentes)._
=P[AuB]=PAU (AC n B) A] + P[(AC n B)] Yy por teorema 18
= P[A U B] = P[A] + (PIB] - P[B /
La parte mas gene(al d‘el‘telqr ma sed

’:uestra por indyccqun_matemética.
e Teorema 20.

SIA,Be «yAcHB, entonces PIA]'s PIB] -

Demostracion.

B=BNnAUBNAYYBNA=A
=B = (A) U (B n AS), y como son excluyentes pues (A) n (B n AC) = &
= P[B] = P[A] + P[B n Ac], y como P[A] = O
=s P[B] = P[B n ACc]

o Teorema 21, Desigualdad de Boole

St A, Az, ..., An e s entonces
PlAI U Az U ... U Ay] = P[A] + P[A2] + ... + P[As]

Demostracion.
Para A, y A: se tiene que

P[AI U A2] = P[A1] + P[A:] - P[A1 n A;] < P[AI] + P[A;]
La demostracion se completa con induccién matematica
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Definicion 17, Espacio de Probabilidad.

Un espacio de probabilidades la tripleta (Q, »; P[]) donde Q es el espacio
muestral, »* es una sigma algebra de eventos de Q, y P[] es una funcién de
probabilidad con dominio

El Gnico objetivo de definir el espacio de probabilidad, es contar con un
término que de manera clara y correcta implique Ia exlstencla de los tres
componentes de su notacién. Asi en el futuro contaremos’ con un termlno que
simplificard nuestros teoremas, definiciones, etc. ¢ : :

3.4 Espacios Muestrales Finitos.

En la seccién anterior definimos formalmente espaci'q muestral, evento y
probabilidad, culminando con la definicidn de espacio de'_ pvrbbébllld'a‘d'. 'Acla:r'amos
también que tales definiciones no eran suficientes-por si solas,'para aicanyzar
nuestro objetivo que es calcular la probabilidad que tiene un evento de ocurrir; v
que para lograr tal objetivo ademas tenemos que: mo!dear adecuadamente el .
experimento. -En . esta seccién mostraremos como puede hacerse esto’ para‘
espacios muestrales finitos esto es, espacios muestrales con un numero flnlto de
puntos o elementos.

“En cierto tlpo de’ problemas, de los ‘cuales: Ios juegos de’azar son notables
e_]emplos el espacio muestral contlene un nimero finito de puntos, digamos N =
"AN(Q) (N(-) es la funcidon de conjunto que denota el niimero de elementos de un
conjunto). Algunos de éstos problemas pueden ser modelados asumiendo que los
puritos del espacio muestral son equiprobables. Tales problemas son el tema de
la siguiente discusién,

Espacios muestrales finitos con puntos equiprobables.

Para algunos experimentos aleatorios hay un ntimero finito de resultados,
digamos N, y con frecuencia es aceptable asumir que la probabilidad de cada
resultado es 1/N. La definicién de probabilidad clasica es por lo general adecuada
en éste tipo de problemas, pero veremos como la definicibn axiomitica es
aplicable también. Sean w, w., ..., w~ los N puntos del espacio muestral Q. Sea P[]
la funcién de conjunto que tiene como dominio a la coleccién de todos los
subconjuntos de Q y que satisface las siguientes condiciones:

(i) Pl{wn] = Pl{w2)] = ... = Plwn].




La funclon‘de conjunto P[] asu definida cumple con los tres axlomas de Ia v
definlcion de probabilidad y por lo tanto es una funcion de probabllldad

: Notese que la funcién P[] antes definida, recrea la definicion de
" probabilidad clasica bajo la formal estructura de la definicién axiomatica de

probabilidad.
Definicion 18, Funcién de Probabilidad Equiprobable.

La funcién de probabilidad P[] que satisface las anteriores condiciones (i) y
(i) es llamada funcién de probabilidad equiprobable.

Una vez determinado que un experimento aleatorio puede ser manipulado
bajo el supuesto que sus puntos tmuestrales son equiprobables, entonces el tinico
problema para determinar la probabilidad de que el evento A ocurra es determinar
N(A) y N(Q). El problema se reduce a contar el niimero de elementos de A y el
nimero de elementos en Q.

Ejemplo 19.

Considere el experimento de lanzar dos dados Entonces Q= {(I j) $ij=1,
2, , 6}, donde i denota el resultado del dado 1. yJ ‘el resultado del dado 2. .En
total hay 6.6 puntos muestrales, es declr, N(Q) 36 Puesto que los. dados estan
aceptablemente balanceados, es razonable asign r: 1/36 a Ia probabllldad de cada
punto muestral. Q puede ser representado por medio de una cuadrlcula como lo
ma de Ios dados sea 7 =

- . 2 e descrito por {(1,76), (2,
 5) 3, 4) 4, 3) (5 2), (s, l)} entonces N(A;) ='6./Por lo tanto PlA7] = N(A7)/N(Q)
6/36 177 6. Simllarmente para los eventos Aj = {Ios dados suma Jk conj =2,
12, P[A]] puede ser facilmente calculada S :
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1 de‘ tamano n.
Ia urna tenga
la, pelota ha

ser menor o igual a ‘M, mientras que en el. muestreo con reemplazo n puede ser .
;jcualquier numero ‘entero positivo incluso mayor a M. Los resultados ‘dela
',extraccion de muestras de tamafio n se pueden registrar por medio de tuplas de
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‘Despues deter numeré de objetos, digamos Nz, que pueden ser usados en: -
la segunda po e la tupla. asumiendo que el resultado de la rimer: entrada :
‘es conocido. De manera similar, determine el nimero de objeto dlgamos Ns, que’
pueden ser’usados en la tercera posicién de la tupla, . asumlend que’ los.
resultados de la primera y segunda entradas son conocldos ] Contlnue asi hasta .
que N, halla sido determinado. Entonces el tamafio N(A) o numero de tuplas del

evento A esigualaN; - Nz. ... Ny

Ejemplo 20, Ordenaciones.

El nimero total de diferentes muestras ordenadas con:n bolas que sei
pueden obtener de una urna que contiene M bolas diferen Igual a M" si la
extraccion es rea“zada on reemplazo y M(M- l) -

22y eey z,.) donde 2 denota el nimero de la bola en la’iZésima extraccion.
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Ejemplo 21, Combinaciones.

Sea S cualquier conjunto que contiene M elementos a_cuantos suhconjuntos
diferentes de tamafio n se pueden formar con los elementos de S? El numero que
contesta tal pregunta es conocido como ‘“las < ;

M) -
tomados de n en n" y se denota por (n]

Demostracion

MY Mm! _ M! __ MM
M-n} (M-M-nm)iM-n)! MIM-n)! M-nin! |n
Ejemplo 22, Tamano de Espacio de Eventos. '

Si recordamos, previamente afirmamos que el ntimero de elememos del
espacio de eventos para un Q de tama#o n, esta dado por 2n. Ahora ya podemos
demostrar tal afirmacién usando el concepto de comblnaciones ‘ : :

n = Namero de subconjuntos diferentes de tamano n que se pueden

formar con M elementos.
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MM T
= Z(n ) = Es el total de

n=0

Es comin cuando se resuelvén P blemas’. con calculo comblnatorlo
confundirse . y utilizar combinaciones en 'vez de ordenaciones o viceversa.
;Recuerde el lector que las ordenaciones hac eferencla al ndmero de t tuplas

" ordenadas o elementos de Q, mientras’ que las ombinaciones hacen referencia al
nimero de subconjuntos no ordenado; de O, B slguiente ejemplo es una prueba
de fuego al manejo de ambos conceptos, "

Ejemplo 23.

Una urna tiene M bolas num" adas bé‘l a M, de las cuales las primeras K
son defectuosas y las restantes on defectuosas El ' experimento consiste
en sacar n bolas de la urna Sea:el evento A= {exactamente salen 'r bolas
defectuosas}. ¢Cudnto vale’ P[A uando las bolas se extraen (i) con reemplazo y
(ii) sin reemplazo? S B

sea 0 = G
extraccién}.

‘ ‘dife?eﬁfeS fﬁblés ordenadas para () ¥ (Ow, ) (Om- x, n - ) diferentes tuplas




ienen exactamente r bolas de las num

K !
as,r bo as e entre‘l a K'se pueden seleccionar de r dlferentes maneras y las

' 'restantes n-r Bblas de (l: —rK) Por lo tanto N(A',)=(l: )(h: _:(J y finalmente
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”numerador es Igual al término supei'ior
términos inferiores del numerador es lgual

Ejemplo 24.

La ecuacibn (AN6) es e
probabilidades que involucran juegos cor

{salen exactamente 6 cartas espadas}, por (ANG) tevnemos que

(13 52-13
N(A;) 6 {:13-6
PlAG)= 52 =
Aal= R = —(52)
‘ 113
Existen otras férmulas para calcular probabilidades en experimentos con
espacios muestrales finitos de elementos equiprobables, las cuales pueden ser

obtenidas usando los métodos del anélisis combinatorio, Sin embargo, ya no nos
encargaremos de ello.

Espacios muestrales finitos con puntos no equiprobables.

Vimos que en los espacios muestrales finitos con elementos equiprobables,
la funcion de probabilidad de cualquier evento A esta dada por P[A]= :;((g)) . Para
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“los espacios muestrales flnltos con elementos no equlprobables las cosas no son
*‘tan sencillas.’ Sln embargo. slempr ”‘podremos definir el valor P[A] para cada uno
"de los 2N eventos del espaclo de eventéé g especiﬂcando el valor de P[-] para cada
) uno de’los N(Q) N eventos ele‘ e Séa Q= {wi, Wz, ... , W}y P = Pl{w}
,con l sj < N Puesto :

Consldere un exper
w2, ... , Wy, donde- cada
resultado wj; con j=1;: .
PlAL] dondeAk—{w.,w. o

Zp, =3 2Mp, = p, > 2H L py(1 42 4 224, 2N = gN:,)=|,

J=1

1
=P =3
2r
~ Pl='2_N—__—]'
k k ol 1 "21' 2= .
Ent PlA] = SLw T a&c < '
ntonces P[A] ;P; f‘::’Z"—] zN_]‘z,:' 2¥ -1

3.5 Probabilidad Condicional e Independencia.

Al aplicar la teoria de probabilidad en problemas pracncos, es: frecuente
que el experimentador se encuentre con situaciones del sigulente’ tipo:. o
algo ocurre, cual es la probabilidad de que algo mds ocurra? Por ejemplo. en'el
experimento de registrar el tiempo de vida de un foco, uno pudiera preguntarse" -
por la probabilidad de que un foco dure al menos 100 horas, dado que ya ha
durado 24 horas. En un experimento de sacar muestras de una caja que contiene
100 resistencias de las cuales 5 son defectuosas, cual es la probabilidad de que
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en la tercera extraccion se obtenga una resistencia defectuosa dado que Ias dos
primeras resultaron defectuosas? Preguntas de probabilidad de: este tlpo son
consideradas del campo de estudio de la probabilidad condiclonal tema que a
continuacién estudiaremos. :

Probabilidad Condicional.

Empezamos asumiendo que trabajamos en un espacio p‘r“obablill'stlco"(ﬂ wr
P[]), es decir, tenemos algtin experimento aleatorio en el cual el espacio muestral )
Q, la coleccién de eventos .y la funcién de probabilidad P[] han sido deflnldas. -

Dados dos eventos Ay B, queremos definir la probabilidad que tiene-A de
ocurrir dado que B ha ocurrido. .

Definicion 19, Probabilidad Condicional.

Sean A y B dos eventos en .« del espacio probabilistico (Q, & P[]). La
probabilidad condicionaldel evento A dado el evento B, denotada por P[A/B]. esta

dada por

_ PIANB] A
P[A/B] = Pl con P[B] > 0. v (AN7)
Nota.

Una férmula que es evidente a p'artl'r’de

debe tener siempre presente, que
"al espacio ‘muestral, la: probabilldad condicional ‘es%relativa xclusivamente al-
evento que esta condlcionand'

- ayudarnos a entender esta Importa'nte i :
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,mn_el - M;/ﬂ - N_m
PIB] N, /N Ne

~definicién.

Ejemplo 26.

Sea Q un espacio muestral finito,- .;/Ia coleccion de todos Ios subconjuntos
de Q que en este caso es igual al espaclo de eventos. y P[] Ia funcion de

probabilidad equiprobable. SI A, B € s entonces oy
PIA/B] = P[A N B] _NAn B)/N(Q) - N(A r\B)
PRl T N@N@ T N®

donde N(B) es el tamafio de By N(B) > 0." "~

Ejemplo 27.

Considere el experimento de lanzar ddé_mdnedasi}ﬁ 24, ‘S),'(S. A, (A, S,
(A, A)}. Suponga ademas que los puntos de Q son equiprobables. Encuentre (i) la
probabilidad las dos modas caigan sol dado que la primera cayé sol y (i) la

probabilidad las dos modas caigan sol dado que al menos una cayoé sol. Sean Ay = .
{la primera moneda cae sol} y Az = {la segunda moneda cae sol} entonces
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P[(A, ~A) AATL
(A]:

P[A, a) Azl :

M - PlAINAZ / Al -

i slguIente pregunta Dado un evento B tal que P[B] >0, ges‘P[ /Bl'una. funclon de’

: f probabilid d? n otras palabras, ¢P[-/B] satisface los tres axlomas de la definicién
“de probabllidad? Observe que si P[B] > 0 entonces T

():PlA/BI=PIANB] /P[B] 20 V Ac w

B(H P[Q/B] = P[B n Q) / P[B] = P[B) / P[B] =

V(ill)Sean Ary Az, ... & & mutuamente excluyentes y sea wruna sigma dlgebra

]- [UA']M] [U(A'”B)] Seane

I=1 =
PIB] R ,"_ E ZP[A/B]

; Q[QA,B

Por lo tanto, P[./B] con P[B] >0 es
- “rjustifica el término de “probabilidad” condicion S
‘también con las propiedades de cualquler funcvi‘qn 'de,pfqbabi‘lld

Propiedades de P[./B].

En cada uno de los siguientes teoremas, se asumg eI espaclo probablllstlco
(Q, «; P[')) esta dado y que B e .~ cumple que P[B] > O. - ‘ :

° Teorema 23, P[Z/B] = 0.

™ Teorema 24.

Si A1, Az, ..., As son mutuamente excluyentes en 4 entonces

PIAI U ... U Ad/B] = S P[A, /B].
=l
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® Teorema 25.
Si A e 4, entonces, P[AC / B] = 1 - P[AC / B]. -
e Teorema 26. '

Si Ay, Az € ) entonces, »
P[AI / Bl = P[A; n Az / B] + P[Ar n'AC / Bl

™ Teorema 27.

Si A1, Az e w entonces PIAIUA: / B] = PIA('/ B + P[Az / B - PLAInA: / B].

. Teorema 28.
SI A1, Az e s y A © Ay, entonces PIA: / B] < PlA: / Bl
. Teorema 29. S B

Si AL Az, ..., Ane o entonces. - | n L e
P[AI U A2 U ... U'A4/B] s P[A| /s] + P[Az / Bl +. +'P[An /B8]

; La demostracién de los anterlores teoremas no es necesaria por ser P[- /B]
I_una funcién:-de: probabllldad Existen algunas otras férmulas que son de gran’
utilidad Aquerinvolucrranrprobabllldades condicionales, por lo que seran enunciadas

..como teoremas.
Teorema 30, Teorema de la Probabilidad Total.
Para un espacio probabilistico (Q, »; P[-]) cualquiera, si By, Bz, ..., By €5 una
particion del espacio muestral, entonces se tiene que
n
P[A] = ) P[A/B,]-P[B;] para cualquier A e «
=1

Una part/c/o'n de/ espacio muestral es una coleccion de eventos B, By, ...,

Br € o, que satlsfacen UB, =Q,BnB=@BVigyPBI>0V 1=<j=<n,
|
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: ~entonces sera’'sencillo encontrar P[Bj] y P[A/Bj] para j= l

Demostracion

Ya que A = UAhBJ Yy que Ios (A N _B).son mutuamente excluyentes se
)= . s

tenemos que

PIAI = P[L"JAnB,J =
=i g

Corolario.

Seia

Para un espacio probablllstico dado (Q
entonces V Ag «
P(A] = P[A/B] P[B] + P[A/BC] P[BC]

LD, seaB'e w3 0 < PIB] < 1,

Nota.
El Teorema de la Probabilidad Total se cumple también si n = =,

El teorema de la probabilidad total y su corolario son de partlcular utilidad
para aquellos experimentos que tienen fases o etapas, es decir. el experlmento

selecciona a una urna y en la etapa 2 se extrae una ‘bola’ de la urna s
En tales experimentos, si Bj en un evento definido excluslvamente en:

~en . ‘los - experimentos de etapas, es mas cémodo trabaja
condicionados por resultados de la primera etapa. o

' Teorema 31, Férmula de Bayes.

Para un espacio probabilistico dado (Q, s P[], si Bi, Bz, &y Ba v_es una
particion del espacio muestral, entonces se tiene que para cualquier A'e s~
P[A/B,]-P(B,] :
n

P[B«/A] = .
> PIA/B1-P[B|]
=1

Demostracion

Por la definicién de probabilidad condicional y por el teorema de la
probabilidad total se tiene que
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'Am.o-

P[B/A] = ”%:Al _ _PlA/BIP,] S .
” 3. PIA/B,IP(B)]
f=1
Corolario.

Sea (Q, w; P[]) un espacio probablllstico dado y sean A B e st P[A] >0 y 0
< P[B] < 1, entonces

P[B/A) =

PlA/B]-P[B] -
P[A/B]- P[B]+P[A/Bc] P[Bc]

Nota.

Al Igual que el caso. de Ia “Probabllida Total la Formula de Bayes es .

B _Incluyendo la: segunda etapa, utilizando la regla de Bayes la pregunta P[Bk/A] es'.j’ .
5expresada en sentido inverso, es decir P[A/Bk]. Esto es Gtil en casos n qu' por las

" condiciones normales del experimento, pueda resolverse -] s

resolver P[A/Bi] en vez de P[Bw/A].

Teorema 32, Regla del Producto.

Sean (Q, . P[]) un espacio probablhstlco dado y A.,
que P[A1nAzn , ... NA,] > 0, entonces
P[AINAzN ... NA,] = P[AI]P[AzlAﬂP[Az/AlﬂAz]

An €75 tales

i P[A;.‘/A,n'Az'n. ﬁiAn-VI.].

Demostracion

La demostracion puede ser obtenid
deja a modo de ejercicio.

Al igual que los* d05'
utilidad para aquellos exper .
experimento consta den etapas y A es.un’evento denotado en terminos de Ia }—'
ésima’ etapa del experlmento Entonces P[A,/A.nAzn :NA.] es la probabilidad
condicional de un evento descrito en términos de la j-ésima etapa condicionado
por lo que ocurra en las etapas 1, 2, ... , j-1. La regla del producto expresa a
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P[AinAzn ... NAs] en términos de las probablllvd‘aldés‘é'dnd". Y
PIA)/AINAZN ... NAl] para j = 2,..., n.. ;

Ejemplo 28.

Se tienen 5 urnas numerada

, :5'lo-cual -comprueba ‘nuestras

10
sospechas Note usted que los eventos B; , ..., 8s son equiprobables, sin embargo
las probabilidades condicionales P[Bx/A] no lo son. Observe también que




Y Anexo

S 5 k ;
P8, /Al = 3o
kel

k=1

Ejemplo 29.

Un estudiante esta contestando un: xame‘n_ de p‘ciéh mﬁltlple En una
pregunta dada, el estudiante no conoce la respuest" lo que puede resultar en que
conteste correctamente o que conteste lncorrectamente ‘al intentar adivinar la
respuesta adecuada. El examen consta “de’ 5 opciones por pregunta como es
costumbre, El encargado de calificar eI examen se confronta entonces al siguiente
dilema, hablendo contestado correctamente una pregunta. quisiera saber cual es
la probabilldad de que el estudiante sabia la respuesta? Sea p la probabilidad de

“que el estudlante conozca la respuestay 1-p la’ probabilldad de que el estudiante
i 'vadIvlne la respuesta Asumamos que la probabllldad de que el alumno escoja la
”respuesta correcta dado que esta adivinando es igual a 1/5. (Esta suposicién

I udierafno ser verdadera, ya que el alumno aun que no conozca la respuesta
correcta,” si: pudiera saber que algunas respuestas son incorrectas con lo que
se mayor a 1/5). Sea el evento A = {el alumno contesté adecuadamente} Y
: fe‘l"ev o' B = {el alumno conocia la respuesta correcta), quisiéramos saber cuanto
; vale P[B/A]? Usando el corolario de la férmula de Bayes, tenemos que :
:  PIB/A] = P[A/B]P[B] 1-p
P[A/BIP[BI+P[A/BIP[BS]  1.p+ 1(1-p)’

Note que

p
—
p+i(-p) "
Ejemplo 30.

Una urna contlene 10 bolas de las cuales 3 son negras y 7 son blancas El
siguiente juego es reallzado en cada ensayo una bola es seleccionada al azar. se
registra su color, y es reemplazada enla urna junto con dos bolas mas del.mismo
color. ¢Cudl es la-probabilidad de que una bola negra sea seleccionada en’los
primeros tres ensayos? Sea el evento Bj = {bola negra es selecclonada en:la j-

ésima extraccién}, estamos buscando P[BmanB;] Por la regla del producto
RE ;

P[B1NB2NB3) = P[B:]P[Bz/Bx]P[B;/BmBz] = ]i 1

|m

SrESTAEE

N

Ejemplo 31.

Suponga que una urna contiene M bolas de las cuales K son negras y M - K
son blancas. Se extrae una muestra de tamafo n. Encuentre la probabilidad de
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que ‘la j-ésima bola seleccionada“ sea negra dado que la muestra contlene
‘exactamente r bolas negras? Intultlvamente esperamos que la respuesta sea r/n ,
Encuentre la respuesta considerando ( ue treo con reemplazo y (II) muestreo ;
sin reemplazo : : v

Solucion.

Sea el evento A, = {Ia r
{la j-ésima bola selecclo
Consideremos primero (i):

PIA] = ("J
e

que las bolas son reemplazad:

()__ <>

e i bolas

i UL i

".‘,,‘M—kkk+l M
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AW

K-1}YM-K
r-1in-r 5
M-1 ™M -
PlA, /BB | n- o a
PBIAl = T~ KYM=K} — ~n -
r n-r

Se ha obtenido el resultado esperado con reemplazo o sin reemplazo.

Independencia de Eventos.

Si P[A/B] no depende del evento B, esto es, si P[A/B] = P[A]. parece natural
decir que el evento A es independiente del evento B. En otras palabras dos
eventos son independientes, si la ocurrencia de uno no implica la ocurr it ‘p no:-
ocurrencia del otro evento. Esta idea da lugar a la sigulente definicié .

Definicion 20, Eventos Independientes.

Para un espacio probabilistico dado (Q, »; P[1) y A, B € . Se'dice’ que los
eventos Ay B son /ndependientes si y solo sl alguna de las siguientes condlciones E
se satisface: ‘ : i

(i) P[ANB] = P[A]P[B].

(i) P[A/B] = P[A] si P[B] > O.

(iii) P[B/A] = P[B] si P[A] > O

Nota. )
Algunos autores usan el termlno “Estocasticamente lndependlentes envez
de “Independientes”. : : - K

Ejemplo 32.

Considere el experimento de lanzar dos dados Sea los eventos A “{los.
dados suman ndmero par}, B = {sale comodtn en el primer dado} y C = {los dados
suman 7} Contestar las sigulentes preguntas. i

(i) ¢Ay Bson Independientes?

(i) (A y Cson Independientes?

(iif) ¢B y C son Independientes?
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eventos yeventos Mutuamente Excluyentes son dos
"aunque estas sl exlste relacion entre ambas. Por

si. y solo sl P[A]P[B] : 0, lo cual es verdadero si alguno de los dos,"A0 B tiene‘ i

) probabllidad Igual a cero. Si P[A] # O y P[B] = O, entonces la mdependencla de AyB. .~
implica que ‘no son mutuamente excluyentes, y Ay B“mutuamente excluyentes'
‘implica que no son mdependientes Sin embargo. la independencl “de” A yB :
implica a veces la independencia de otros eventos:  ° -

Teorema 33.

Sean A y B dos eventos lndependientes defin
probabilistica dado (Q, .« PL]), entonces ‘A’y . BC'son independlentes, Ac y B. sonl
independientes y AC y BE son Independientes

Demostracién.

PIANES] = P[A] - P[AnB] = P[A] - PIAIP[B] = P[A] (1 - P[B])
De manera similar se demuestran los otros dos casos. -

La nocién de independencia se puede extender a mas de dos eventos
Definicion 21, Eventos Independientes.

Para un espacio probabilistico dado (Q, s P[-]), sean A, Ay, L Ane ur. Se
dice que los eventos Aj, Ag, ..., Ax son independientes si y solo sl - ’

P[AI n A]] = P[A] P[A], parai=] vy

P[A| N A n Ad = PIA] P[A] P[A, parai=j, j= K, izk ¥y

[ﬂA] rieta.

I=1

: Lo primero que uno se pregunta, es si todas las - condnciones de la ;

R definlcnon son requerldas Por ejemplo, P[A: n A2 n"A3) = P[A] P[A;] P[A3] implica.
‘que P[AI n'Az] = P[A1]. P[Az]? Obviamente no por que si P[A3] = 0, se cumple que

P[A1 N Az n Az] = P[A|] P[A;] P[A;3] = O pero P[A; n Az] = P[A)] P[Az] si Ai y Az no -




son independientes Pudlera uno tamblen preguntarse si. Ia Independencla por
parejas implica Independencia? De nuevo la respuesta es negatlva. ‘
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