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INTRODUCCIÓN 

Lºu continuo es un espacio 111étrico cornpacto, conexo y no degenerado. Dac.lo 
un continuo _y. un hipcrespacio <le _"\ es una cierta fa1nilia de subconjuntos 
clP .'\.·. Los tuás estudiados son (n r.s un entero positivo): 

2X = {A C.\: : A es cerrado y no vacío}, 
C'(X) = {A E 2x : .-1 es conexo}. 

C,.(.Y) = {.-1 E 2x: A tiene a lo más n componentes} y 
F .. (.\.") = {A E 2x : .-1 tiene a lo nu\s n puntos} . 

. -\. estos hipercspacios se les dota de una n1étrica llamada rnétri.ca de HauB
dorff, que se denota por J-/. 

También se pueden rlcfinir hipercspacios para todos los espacios topoló
gicos. Sin en-i.bargo. la riqueza de estructura que los continuos heredan a 
sus hipcrcspacios es n111y arnplia. Los hiperespacios de los continuos tienen 
propiedades tan agradables corno In 1nctrizabilidad, la cotnpaciclad y la co
nexidad .. ·\denuis 2-"". C(-Y) y Cn(.'\"') son conexos por trayectorias no impor
tando si en ."\: no existe una sola trayPctoria. 

Los hipcrespacio.s Fu(.\.-) ta1nhi6n son llan1aclos producto._..; .~Í'niétrico.'i. ): .. 
f11Pron introducidos por l~. Borsuk :..· S. t:larn en 1031. 

En C'ste trabajo abordan1os, para Fn(.Y). algunos problcrnas natura.les que 
habían siclo abordados prc•fercntctnente para 2-'° y C(.Y). 

Ernpezamos mencionando que S. B. );adler . .Jr .. probó que 2x y C(.\.") 
son unicoherentcs. Para Fn(."\:) el con1portan1icnt.o de la unicohcrcncia. es 
diferente y hasta este trabajo, en el Capítulo 1 SP ~nuestra. un ejentplo ele un 
continuo unicohc~rente .'\"' tal que F:.?(.Y) no es unicohcrente. 

En el segundo eapítulo aborclarnos la problr.tuática ele cu;inclo un producto 
sinu~trico Fn(_'\.-) se puede cueajar en IR." .• -\qui ol..>tu\·in1os algunos resultados 
interesantf'S (juzgue u.sted). Los siguientt•s sou los t>rincipah•s: 

TESIS CON 
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2 LVTRODUCCJÓ,Y 

Una carncterizac1on completa de los (siete) continuos ele Peana .. ""\ tales 
que F2 (.~) se puede encajar en JR". 

El inten·alo [O. l] es el 1ínico continuo tal que F2 (.~) puede ser encajado 
en JR2 • 

Para uingün continuo ..-Y y ninguna n 2':: -L Fn(-Y) SC' puede encajar nn IR.". 
El tercer capítulo PsUi dedicado al problrnu1 de la unicidad de hiper<!S

pacios Fn(.Y). Eu .:\léxico se han h(•cho tuuchos a\·anccs <~n los problen1as 
de detcrn1inar qué continuos tienen hipercspac:ios (1nicos C( .. "\."°) y 2·Y .. ..\qui 
contribnirnos a esta linea de! investigacióu con PI resultado que dice que si .. Y 
es una grci.fica y}- es un continuo tales que Fn(.Y) y Fn(l"") son hon1cornorfos. 
entonces _·y y } · son horncornorfos. 

Finahnnnte. el cuarto capítulo lo dPdican1ns a detcrrninar c1u-indo ttn 
hiperrspacio Fn (-'-~) PS hotneornorfn a 1111 producto cartesiano o a un cono. 
Corno lo narrarnos en la introcl11cciéJn de csP capítulo. el problcrua de_• de
tenninar cu.indo C(_\.") es un producto o un cono, es nn problerna <le gran 
tradición cu los hipercspacios ... -\qui 1nostran1os que si _i.; es una gnífica, en
tonces F:!{-"l) es un producto de dos continuos no degenerados si y sólo :::;i _y 
es un arco. adenuís; F 2 (_\.") es un couo si y sólo si ;\; es un arco o un n-oclo 
si111ple. 



Capítulo 1 

U:nicoherencia de F2(X) 

1.1 In.trod ucción 

E11 Lü:31. J..:. Bnrs11k y S. C.:lam ([5]). propusieron la siguiente pregunta. ¿Si_\." 
PS 1111 continuo locahncute conexo y unicohcrcnte, cutouces Fra( ... Y) es unico
ht>rC'ntc'? La respuesta a esta pregunta es afirinativa y fue dada por T. Ganca 
c>n (1-l]. De hecho Ganea probó el fiiguicnte teorerna. 

Teorema 1.1 ([14]). Si.\." es un espacio de Hausdorff, conexo, localmente 
c·onrxo y unicohercnte. entonces Fr, ( .. Y) es unicohcrentc para. toda n. 

Para cada espacio topológico } - , clefinarnos 

b0 (l") ={el ni'unero de componentes ele 1-) - 1, 

si tal ru'tmcro es finito, y b0 {l") = co en otro caso. El grado de rnulticoheren
cill. r(.\."), ele un espacio conrxo .\."se define por 

r(.\.") = sup{b0 (J-I n /O:) : H y 1~· son subconjuntos cerrados y conexos ele.\." 
~-X =HUK}. 

ObsetTemos que .\." es unicoherentc si y sólo si r(_\.") = O. Un continuo 
S<' llama rnulticoherente si r(_'\.") #O. En [11], .-\. Illanes prob<l los siguientes 
rPsultaclos: 

Teorema 1.2 ([11, Teorema 2.G]). Si .\." es arco-conexo, localmente 
conexo y ele Hausdorff, entonces F,.( .. '\"') es unicohcrente para toda n ~ 3. 

Teorema 1.3 ([17. Teorema l.G]). Si F 2 (_\.") es normal y _\." rs un es
pacio dr. Hausclorff, conexo. locahncntc conexo y n111lticohcrr.nte~ entonces 
r(F,,(.\.")) = l. 
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4 C.-lPÍTULO l. UNICOHERENCI.4. DE F 2 (X) 

Recientemente S. ::\lacias en (31] probó los siguientes resultados. 
Teorema 1.4 ((31, Teorema 8]). Si .V: es un continuo. entonces F,.(.\.") 

es unicohcrentc para cada n ;:::::: 3. 

Teorema 1.5 ((31]) Si .\." es un continuo. entonces r(F2 (.Y)) ::; l. 

En ((15, Problema ·IJ) A. Garcia-::\liíyne« y A. Illanes, hicieron la siguien
te pregunta. ¿Si _y es uu continuo unicohcrentc, entonces F2{-Y) es uni
coherente"! ObserYPn1os que la respuesta u esta pregunta cierra totahneute 
el problcrna <le la unicoherencia en proc-.luctos sitnétricos de continuos. En 
C'Stc cnpitulo rcspon<lC'tnos esta pregunta cu forn1a negativa. Concretn1nente~ 
constr11ir11os un continuo unicohcrent.e y plano .Y tal que F2(_\.-) no es uni
col1crcnte. 

1.2 El ejemplo 

Dcfinatuos 
S, {e'' : t E lR}, 5 2 = {3e" : t E JR} 

y 

Y= {(--t- + 2)e": t E JR}. 
1 + ltl 

Hagamos _y = 5 1 U Y u 5 2 • El continuo .\." es la unión de dos círculos y nna 
espiral la cual se enreda asintótica1ncntc a los dos círculos. conto se 1nuestra 
en la siguiente figura. 



1.2. EL EJE.UPLO 5 

Obsérvese que _y es un continuo .. ..\denuís. un subcontinuo no degenerado 
de _"\: tiene las siguientes posibilidades: 
n) que sea 1111 subcontinuo de S 1 • de } • o de S2. 
b) que sea hor11r.on1orfo n la unióu de 5 1 (rcsp .. S2) y una parte de la espiral 
}·~ cnrechi.ndosc asintótican1enrc a St (rcsp., 5 2 ), 

e) que sea _\."' 1uisn10. 

\·"ean1os pri1nero qur. .\."' r.s unicohercnt.r. Para esto. sean .-1 y B dos s11b
contin11os ele ."\: talC's que .\'." = .-l U B. Obsér,·cse que si A. es uu subcontinuo 
de S 1 • de:> 1· o de S 2 c:>ntonccs B tic:>1ie que ser igual a X, por lo que:> .-lnB =A. 
S11po11garnos cut.onces que A es hon1eo111orfo a la unión de 5 1 y una parte de 
la c>spiral }- . cnrcd¿inclose asinróticarncntP a 5 1. entonces B tiene qur~ ser ele 
alguna de las siguientes fortnas: 
{a) Bes horncoruorfo a la unión de 5 2 y una parte ele la espiral l ... , enrcchíndosc 
asintótican1cntc a S 2 , en este caso se tiene que existen t 1, t 2 E 1R tales que 
.-1 = S, U } -, y B = S2 U } 2. donde 

t ., 
Vi = {( 1 + ltl + 2)e' : te (-oc, t 1]} y 

12 = {( 1 : ltl + 2)e" : te [t2 , oo)}. 

Dado que _y:= A U B, entonces t 2 ::5 t 1 • Por tanto 

A nB = li n1:; = {( 1 : ltl +2)eª: te [t2,t1]} 

q11P es un conjunto conexo. 
(h) B =.'\:.en este caso se tiene que A n B =A. 

La tiltima posibilidad es que A=:\: = B, entonces A n E= _Y. 
En cualquier caso se concluye que A.nB es conexo. Por tanto, el continuo 

.\.. .. es nnicoherentc. 
Ahora probaremos que F 2 (.Y:) no es unicoherentc._ Sean 

A= { {=, w} e F2 (X) : Im(_;~o) ;::: O} y 

B = { {=, w} E F 2 (X): Im(.::w) ::5 O}, 

donde IIn(=zu) significa la parte itnaginaria del nún1ero cornplcjo z1u. Es claro 
q1t<' A U B = F2(X). 



6 CAPÍTULO l. UNICOHERENCI.4. DE F 2 (X) 

\!'can1os que A y B son cerrados. 
Consideremos la función G: .'."" x .'."" -> F 2 (.'\."") dada por G(w, =) = { 111, = }. 

Dado que G PS continua y .Y x _\.- es cornpacto, G es una iclentificaci6u. 
Sea p : ....... X _ ..... _. e la función producto de r11'1mcros complejos ciada por 
P(w, ..-:) = u1::. Co1110 el producto Pes conn1utath·o, P pn.!s<-,.rYa las fibras ele 
G por lo que pocle111os aplicar el Tcorcnu-1 de la Transgrcsic>n ( 11. Teore111a 
3.2, Capítulo VI]) y obtener que la función de F 2 (.'."") en <C que envía a{=. w} 
en ::10 es continua. ·y cou10 la función que a un nlunero cotnplejo le asocia su 
parte irnaginaria es continua, concluin1os que tanto A corno /3 son cerrados 
en F 2 (X) . 

. ~\hora probarcn1os que A es conexo. 
Sea C = V u e. donde 

V={.-\ E A:.-\ C Y} y e= { {z. w} E A:= ES,, -w ES,}. 

Afirmación 1. Ces un subconjunto conexo de A. 
Sea P = {e'u, 3e'"} E&. Entonces Im(3ei(u+vl) 2:: O. Primero veamos qne 

& es conexo. Para esto rnostrarernos la existencia de un subconjunto conexo C 
ele e tal que p ~- { 1, 3} E c.. Supongamos, por ejemplo, que o :::;; u :::;; V :::;; 2rr. 
Entonces O :::;; 11 + 11 :::;; 4r.. Dado qne Im(3ei(u+v)) 2::: O, O :::;; n + v :::;; rr o 
2r. S u. + v S 3;;-. Considcrerno:-; los siguientes dos casos: 

Caso I. O :::;; u + /1 :::;; ;r. 

Dcfinin1os el conjunto 

.C = { {ci(u+r)' 3ei(v-r)} ; r E (O. (v - 1t)/2]}U 

{ {c1
r. 3e''} : r E (O, (u+ v)/2]}. 

Nótese que C contiene a los cle1nentos P y {1! 3}. Obser,·ernos ta1nbién qnc 
.C es la unión de dos conjuntos conexos que tienen cu co1ní1n al punto 

{ei(u+v)/::?, aeiCu+1:)/2}. 

Entonces .C es conexo. Para ver que C. e e. Tomemos un punto Q E C.. 
Entonces tenemos las siguientes dos posibilidades: 
n) si Q = {ci(u+r>.,3ei(ii-r)}. entonces 

11ESI~- CrJ~.r 

F f'.!.1-1~~~; :" C; i~ (.:; :~.1 ·~~·.S¡~ 



1.2. EL E.JE,\IPLO 

b) si Q = {e'r, 3e1r} con r E [O, (u+ L')/2], entonces O :::; r :::; ;r /2 . .-\sí, 

Irn((eir)(3e'')) = Im(3e2 '') ;:::: O. 

En conclusión Q E E:. Por tanto C. e E:. 

Caso II. 2rr:::; u+ v:::; 3rr. 

7 

Sea l = ((u+ v)/2) -rr. Entonces O :::; / :::; rr /2. "'°ºtemas que O :::; 2r.- v :::; 
(u - ·u)/2 + 71'. Definamos el conjunto 

,C.= {{ci(u-rJ,3ei(v+rJ}: r E [O,(u.- u)/2+;r]}U {{e'r,3eir}: r E [O,l]}. 

l':otemos que ,C. contiene a los elementos P y {1,3}. También en este casó ,C. 
es la unión ele dos conjuntos conexos que tienen en connín al punto · 

{e",3e'<1+2 r.J} = {e",3e"} . 

. -\sí, C. es conexo. Para ver que C. e E. Tencn1os en este ca.so tarnbién dos 
posibilidades; sea Q E C. entonces 
a) si Q = {ei(u-r), 3ei(v+r>}, entonces 

Im((e'Cu-r))(3eiCv+rl)) = Im(3ei(u+vl) 2':: O. 

/,) si Q = {e'', 3e'r} con r E [O, l], entonces O :::; r :::; l :::; rr /2. Así, 

Im((eir)(3e'')) = Im(3e2 '') ;:::: O. 

En conclusión Q E E:. Por tanto C. e E:. 
En los dos casos ,C. es un conexo contenido en E: y contiene tanto a P 

corno a {1, 3} .. A.sí, & es conexo. 

Para cada t E IR, sea 

t ., 
g(t) = ( 1 + itl + 2)e' . 

Para completar la prueba de que C es conexo, ton1e1nos nn punto arbitrario 
A E V. i\Iostraren1os que existe un subconjunto conexo Fo de C tal que 
A E F 0 y E: n Fo # 0. Notemos que A es de la forma {g(t),g(s)}, donde 
t . .s E IR. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que t :S s. Sea 
111 = (t + s)/2. Definamos 

:F = { {g(t - r), g(s + r)} : r E IR} 

TESIS COF 
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8 C.4.PÍTULO l. UNJCOHERENCI.4. DE F 2 (X) 

Dado que la función g es continua, :F es conexo. 

Veamos que :Fe 'D. 
Sea RE .::F, entonces R = {g(t - 1"),g(s + r)} para alguna r E IR. por la 

definición de R tenemos que R e 'l ·, observe1nos aden1ás que 

t - r '(t ) s + r + ~_)_,i(•+r)) Im(g(t - 1·)9(8 + r)) = Irn(( l + it _ rl + 2)e' -r ( ., e-l+¡ .• +,., 

=hu(( 1..: ~ ~ rl + 2)( ·' +,. + 2)e'Ct+.•l) > O 
1 +Is+ rl - ' 

pues 

Im(g(t)g(s)) = Im((--t- + 2)e1<tl(--
8

- + 2)e1<·•l) 
1 +!ti 1 + lsl 

= Im((--t- +2)(-"-·- + 2)e1«+•>J >O. 
1 + !ti 1 + !si -

Por tanto RE A. Así que RE 'D. Ahm·a, para cada n EN, consideremos 

· Bn = {g(t + s - m - 21rn), g(t + s--: m + 2rrn.)}. 

Dado que t + s - 1n = 171 entonces 

B,. = {g(m - 2rrn), g(m. + 2rrn)} 

_ {( rn - 2r.n. + 2 )cim, ( rn + 2rrn + 2 )e;"'}, 
- 1 + lm - 2rrnl 1 + lm + 2rrnl 

.-\sí que Bn cotl\·erge a {e1"'. 3e1"'}. Aden1ás, para cada n.E N, Bn E :F pues 
si 1· = (t - s)/2 + 2rrn. entonces 

t+s t+s · .. 
{r¡(t - r), g(s + r)} = {g( ~ - 2 .. n), g( ~ + 2rrn)} = Bn; 

E:-1to prueba que .!.\/ = { eim, 3eiTn} pertenece a la· cerradura de :F. Entonces 
:Fo = :FU { "\I} es conexo, .4. E :Fo y é n :Fa· 7'= Ql. ·Con· esto completainos la 
prueba ele la Afirmación l. 

Afirmación 2. A = C. 
Sva B E A~ 111ostrare111os una sucesión {B,,}~=l en C tal que B 11 converge 

a B. _-\. coutinnación. consideraren1os todas las posibilidades para B. 

TESIS CON 
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(a) B = {e", e••} con e'',,, .. E S 1 • Para cada n E N, hagarnos Bn = {g(t -
2;on), g(.s - 2;on) }. Obsérvese que {g(t - 2;on)} cotn-ergc a"" y {g(s - 2;on)} 
con,·erge a ei·•, entonces B,. converge a B y. clara111cntc, Bn E C, 
(b) B = {3e".3e1·'} con 3e".3e'·' E S 2 • Para cada n EN. hagamos Bn = 
{g(t + 2m1). g(s + 2;o11)}. Obsér\"esc que {g(t + 2<rn)} com·crgc a 3e" y 
{g(s+2rrn)} COn'\"ergc a 3ei·~. Piltonees B,, COil'\:r.rge a.By, claranIC•ntc, Bn E e, 
(r.·) B = {c".g(.-;)} con e" E S 1 y g(s) E }'. Para cada n E N, hagamos 
13,. = {g(t - 2<rn ). !J(-') }. Obsén·psr que {!J(f - 2;on)} con\"erge a e", entonces 
B,, eonvc>rgP a B y. clan11nc>utP. B,, E C. 
(rl) B = {g(t). 3,.i.•} c:on 3r'·' E S2 y g(t) E } ·. Hacirmlo Bn = {r¡(t), g(s + 
"11in)} ÍJara cada n E N. te11e111os que B,, converge a By, claran1cntc, Bn E C. 

Con esto cou1pleta1nos la prueba de la .-\firn1ación 2. Por la .-\finnación 1, 
C PS conexo y dacio que la cerradura de un conexo es conexa, por la .-\firnu1ción 
2. obtenernos que A rs conexo. 

Ahora definamos h. : .\" --+ .\" por 

si .: = eit E S1, 
si::= 3eit E S2, 
si = = a(t) e }". 

ObserYcn1os que h es una función definida en partes y es continua en cada. 
una de ellas. Tainbién obsérvese que hes continua. Definamos H: F 2 (.Y) 4 
F 2 (.\") como H( { w, z}) = {h(w), h(=)}. Para ~·er que Hes continua, simple
mente obsen·ernos que H es la función inducida por h en F 2 (.\") (ver [25, 
L<'rna 13.3]). 

::\lostrarnrnos ahora que H(.A) = B. 
Sea .-l = {=. w} E A. Entonces se tienen las siguientes posibilidades: 

(a) si = = eit y tL' = eis, entonces 

pues 
Im(=w) = Im(e'< 1+•l) 2: O, 

( b) si :: = eit y 1u = 3ei·• ~ entonces 

Im(h(=)h(w)) = Im(e'C<+,.-/2 >3eH-•+rr/2 l) = Im(3e•(.•+t+,,-¡) ::5 O 

p11rs 
Im(zw) = Im(3e•<•+·•l) 2: O, 

f.'/~T t~S¡l·~; ~~~;1r .. ;~ i .. [ \ 
......... .-- - -....:._.::..___- ._ ___ -------~ 



10 CAPÍTULO l. UNICOHERENCI.-\ DE F 2 (X) 

(e) si = = e" y w =y(.>), entonces 

pues 

Im(h(z)h(w)) = Im(e1Ct+.-12 >y(s + ;r/2)) 

= Irn(( 8 + ;r/2 + 2)e1(.•+t+r.l) < O 
l+ls+;r/21 -

Im(-w) = Im((-· - 8
- + '>)ei(t+•>) > O 

- 1 + isl - - ' 
(el) si = = 3eit y u1 = 3eis, entonces 

pues 

Im(h(z)h(w)) = Irn(3e'C'+"/2 l3ei(.•+.-/2 >) 

= Im(9e1C·•+t+,,-l) ::5 O 

Im(zw) = Im(9e1Ct+•» ;?: O, 

(e) si = = 3e" y w = y(s), entonces 

pues 

Im(h(z)h(w)) = Im{3e'C'+"l2>y(s + r./2)) 

= Im(3{ 8 + r. / 2 + 2)e'C•+t+,,-l) ::5 O 
l+Js+;r/21 

Im(zw) = Im(3(--
8

- + 2)ei(t+•>) ;:::: O, 
1 + J.sl 

{f) si = = g(t) y w = y(s), entonces 

Im(h(.::)h(w)) = lm(y(t + r./2)y(s + r./2)) 

= Im(( t + ;r/2 + 2)( s + r./2 + 2)e'C•+t+rr» <O 
1 + Jt +-. ;21 1 + is + ,. /21 -

pues 

Im(.::w) = lm{{--t-l_I + 2)( ~I I + 2)ei(t+•i) ;:::: O. 
l+t l+s 

Por tanto, en cualquier caso se tiene que H{.-l.) E B. Ahora sea B = {z, w} E 
B. entonces se tienen las siguientes posibilidades: 
(a) si.::= e" y w =e'>. entonces H({e'Ct-.-/2 >.,A.•-.-/2 >}) =B. 
(b) si.::= e'' y w = 3e1'. entonces H({e'('-"12 >.3e'C·•-rr/2 l}) = B, 



1.2. EL E.JEA/PLO 

(e) si::= e" y w = g(s), entonces H({e•Ct-"l'>.g(s - rr/2)}) = B, 
(el) si::= 3e" y w = 3e'•, entonces H({3eil•-"12 >,3e'(·•-"/2 l}) = B, 
(e) si::= 3e1' y w = g(s), entonces H({3e 1C<-•l2 >,g(.., - rr/2)}) = B, 
(f) si::= g(t) y w = g(s), entonces H({g(t - rr/2),g(8 - "/2)}) =B. 

11 

Con esto conclnimos qne FI(A) = !3. Por tanto. dado que l3 es la imagen 
de A bajo la fnneión t"ontinua .l-I y dacio que A es conexo, obtenernos que B 
l'S conexo. 

Afirmación 3. A n /3 no es conexo. 
Sea 

Entonces 

1-l = { {::, w} : ::w E IR y ::w 2: O}~
IC = {{::.w}: zw E lRy ::w :5 O}. 

A n /3 = { {::, w} E F 2 (X): Im(::w) =O} 
= {{::, w} E F2(X): ::w E IR} 

= { {z, w} E F 2 {X): ::w E IR y ::UJ 2: O}U 
{ {::, w} E F2(X) : ::w E lR y ::w :5 O} = 1-l U JC.. 

Claramente, 1-l y JC. son dos subconjuntos cerrados de F 2 (.Y). Si ocurriera 
qlll' existe un elctncnto {.:.u:} E 7-lnK., tenclríatnos que =w = O, así que:: = O 
o w =O. Esto es imposible pues O ~ .\:. Por tanto 7-lnJC. = 0 .. -\sí, concluimos 
que A n l3 no es conexo. Por tanto A y /3 son dos subcontinuos de F 2 (.Y), 
c11.\"a unión es F 2 { .. ~) y su intersección uo es conexa. Entonces F 2( ... '\.9') no es 
1111ieohcrcntc. 

1'ESlS CON 
FA.LLA DE ORlGEN 
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Capítulo 2 

Encajando Fn(X) en. JR7TI 

2.1 Introducción 

Cuando K. Borsuk y S. ülan1 introdujeron en [5] los productos simétricos 
tar11hi1!11 proUarou que, para " = 1, 2 y 3. Fn([O, 1]) es horncon1orfo a [O, 1]", y 
qur. para rt 2::: ·l, Fn([O, IJ) no puede ser encajado en R 11 (esto tUtin10 tan1bién 
se deduce de nuestro Lema 3.10). Después. en [3-L Teorema l], R. il.Iolski 
probó que F 2 ((0, 1]2 ) es una -1-celcla., adetnc-is de que, paran ;::::: 3 ninguno de 
los espacios Fn([O, 1]2 ) y F 2 ([0. l]") se puede Pncajar en R 2 ". 

Siguieudo esta línea ele estudio, eu este capítulo analizamos bajo qué 
condiciones el n-ésin10 proclucto sirnétrico de un continuo .Y puede ser enca
ja< lo en IR". 

:'\n(•stros principales resultados so11: 

Cna caracterización co111pleta de los (siete) continuo::; ele Peana _y tales 
cptP F2{.Y) s~ puede encajar en IRª (Tcorcn1a 2.15). 

El intervalo [O, 1] es el tínico continuo cuyo segundo producto sin1étrico 
p1H_•de ser encajaclo en lR.2 (Teorcrna 2.19). 

Para ni11g1ín continuo ... '\; y ninguna. n 2::: -l, F,l(-Y) se puede encajar en R" 
(Corolario 2.21). 

2.2 Encajando F 2 (X) en JR3 

En esta sección, estudian1os cuiindo el segundo producto sitnétrico de un con
tinuo se pucclc encajar en el espacio euclidiano de din1cnsión 3. Empezaren1os 
111r11cionandoialg11nas con\·c-neionc~. 

13 TESlS CON 
FALLA DE URiG1~:\I 1 
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Para crnpczar, rccorden1os que una base para la topología de 2x ([3G, 
Teorema 0.13]) la constitu~·cn los conjuntos de la forma (Ci1 • ••• ,U,..)= {.-1 e 
2·'· : .-1 C U, U ... U Um y .-1 n U¡ # © para tocia i E {l. ... , m} }. dond<' 
111 E N .v los conjuntos li1 •••• ,lJm Han abiertos en_"'\;. De IIHUlPra que una 
base para la topología de Fn(.\.") son los conjuntos ele la forn1a (U1 , ••• ,U.,.),. = 
(U1 ..... U.,.) n F,. (.\.").donde. por supuesto. 111 EN y los conjuntos U 1 ••••• U,.. 
son abiertos en .. '\.-. 

Dados un continuo X . .-1 E 2x, p E .\: ~- :: > O. definimos Bx(::.p) la 
::-bola abierta crntrnda en p y de radio e y .Yx(::, .-1) = LJ{Bx(c, p): p E.-!}. 

{_..in continuo dt! Peana es un continuo loca.lr11ente conexo. Dado un sub
conjunto R de un continuo .~, clcnotarentos por F,,(R) al conjunto clr eh•
nwnt.os de F,.(.Y) que estiin contenidos en R. L"n n-odo simple (n 2: 3) es 
un continuo T,1 que es una unión de n arcos que se intersectan dos a dos en 
un punto p. el cual es llaruaclo el cora::ón de T 11 y, acle1n~:Ís, p es un punto 
r.xtren10 de cada uno de esos n arcos. Dada una gráfica .. :-..; y dos vértices 
u, u dcnotarernos por uu Ja arista de _y que los une. La _gráfica completa[\.~,. 
(n ;::: 3) consi8te de n '\·értices y "''~-1) aristas que unen a todos los vértices 
entre sí. Dada n, n1 ~ 3, la gráfica bipartita corn.pleta I...:n.m consta de un 
conjunto ele n + rn. \•érticcs V = {vi, ... , v 11 , lCi, •.• , tom} y todas las posibles 
aristas ele la forn1a t:,lCJ· 

Cuando ton1cn1os una gráfica .. Y, suponclreinos que su métrica rl es la 
tnétrica inducida por la longitud de arco y que cada una de sus aristas tiene 
longitud l. 

Dado u11 co11junto V denotaremos por 11 ·1 su cardinalidad, y por Frz(I·") 
su frontera en Z. :\l•ís adelante ncccsitarctnos la noción de orden que defini
tnos a. continuación. Sea Z un espacio topológico. Sea 8 un n1ímero cardinal. 
ÜPei111os que un punto p E Z es de orden rnenor o igual que /3 en Z. y cs
l"rihi111os ord(p, Z) :5 3 si para cada abierto l.I de Z tal que p E ú·, existe 
llll abierto F de z tal que p E ¡ · e e y IFrz(l ")I ::5 a. Decimos que p e., 
,¡,, orden /3 en Z, y escribimos ord(p. Z) = 3 si ord(p, Z) ::5 .B y no ocurre 
qne ord(p, Z) :5 o para ningún cardinal o < .B . .-\ los puntos de orden 1 les 
lla.rnarcn1os puntos tcrrninalC"s. 

Constantcn1cnte usarcn1os el siguientC" resultado que caracteriza a las 
gTfificas. 

Teorema 2.1 (\·er (31, Teorema D.10]). t:n continuo Z es una gnifiea si 
y Sl)lo si se satisfacen las siguientes dos condiciones. 

(a) ord(p, Z) < N0 para todo p E Z. y 
(b) ord(p, Z) ::5 2 para todos. salvo un 11(1111<-ro finito, de puntos p E Z. 

TESlS CON 
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Otro resultado cll"í.sico que usaren1os constanterneute es el siguiente (ver 
(27, G, §51,II, pag, 277]): . 

Teorema 2.2, Sean l' un continuo de Peano y p E Y. Si ord(p. Y) ;:::: 
n ~ 3, entonces existe un n-odo T,1 contenido en_ J·· tal que p es el corazón 
de T,,. 

Lema 2.3. Si Tn es 1111 n-odo simple, entonces F2(T,,) es homeon1orfo al 
cono sobre un continuo Z. 

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer qne 

n 

Tn = LJoe¡, 
i=l 

donde { ei, e2, ... ,en} e an es la ha.se canónica de JRn' o es el origen de lR" y 
oe; denota el segn1ento con\·exo en R" que une a o con ei. l\:Iostrarcmos que 
F 2 (T,,) es ho1neomorfo al cono sobre un continuo Z .. Sea 

Z = {A E F 2 (T,,) : e; E A para alguna i E {l, 2, ... , n} }. 

Afirmación 1. Z es conexo. 
Dados .4, B E Z 1nostrarcn1os que existe un subconjunto conexo A de Z 

qt1<' contiene a .-l y B. Podemos suponer que .4 = {e;,x} y B = {eJ,Y} con 
.rc E oek> y E oe1 donde i. j, k. l E {l, ... , n}. Sean 

1-i = {{e;,:;} E F,(Tn) : .:: E o.e} U {{e¡,:;} E F2(Tn):.:: E oej} Y 

JC ={{e;,.::} E F,(Tn):.:: E oe;} U {{e;,.::} E F2(Tn):.:: E oy}. 

(Jhservctnos que tanto 11. corno IC son la unión de dos conjuntos conexos cuya 
iur.ersección es el clcn1euto {e;. o} y {ci. o}. respecth·an1eut.c. Por tanto 1i y 
JC son conexos. Hagamos A= 1-i U K.. Dacio que 1-i n K. = {e;, e;}, tenemos 
que A es conexo y contiene a . ...\. y a B. Con esto ter1nina1nos de n1ostrar la 
.-\Hr1nación 1. 

Afirmación 2. Z es compacto. 
"-'otemos que Z = {A E F 2 (X) : A n {e 1 ••• .,en} >6 0}. Por lo que 

F 2(X) - Z = {A E F 2 (X): A e X - {e1, .. ., e,.}} = (X - {e1, .. ., e,.}}2 que 
t•s un conjunto abir.rto en F 2 (.Y). Esto n111estra qur. Z es cerrado <'11 F2(.Y) 
y. por tanto, Z (~S con1pacto. 

TESIS co1·: 
FALL,[) DE (1.8.f.GEN 
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Con las .A.firrnaciones 1 y 2 obtenernos que Z es un continuo. 
Ahora, sea F : Z x [O, l] ~ F2(Tn) definida como F(.-1. t) = (1 - t).-l, 

clonde (1 - t).-1 = { (1 - t)a : a E .-1}. Claramente Fes continua. ::-;ótesc c¡ue 
F(.-1,0) = .-1yF(.-L1) ={o} para cada A E Z. 

Afirmación 3. FIZ x [O, 1) es i11ycctin1. 
Sean s. t E [O, 1) y .-1, B E Z tales que F(.-1, t) = F(B, s). Siu pérdida 

de generalidad, supú11gase que .-1 = {te; .. r} y n = {c;.u} donde ,,, = 
(D •... , O, Xk, D •... ,O) y y = (O, ... , O. y¡, O ..... O). Consiclercmos dos casos: 

Caso J. (1 - t)c; = (1 - s)e; y (1 - f).c = (1 - s)y. En este caso, i = j y 
t = 8. Entonces e¡ = CJ y :e = y. Por tanto .-1 = B. 

Ca.so II. (1 - t)e, = (1 - s)y y (1 - t):r = (1 - s)e;. En este caso 
(1 - t) = (1 - s)111 .\" (1 - t):i·k = {1 - s). Entonces 1 - t = (1- t)y1;,·k· Pm· lo 
que ~z.·1..·!J1 = l. ):a qur O:::; y 1 •. r 4. ~ 1~ esto ocurre Hi .111 = 1 = Xk· Esto i111plica 
que 8 = t. Por tanto_-\ =B. 

Por tanto, FIZ x [O. 1) es iny<>cth·a. 

Afir1nación 4. F es suprayecth·a. 
Sea B = {:i:, 11} E F2 (T,,), donde x = ae; y y= be;. Podemos suponm· 

que O :::; a :::; b :::; l. Si b = O, entonces B = F( {ei}, 1). Si b > O, entonces 
E = F( { j¡e;, eí }, 1 - b). Por tanto. Fes suprayectiva. 

;'\°ótese que F(.-1. t) = {o} si y sólo si t = l. Esto implica que existe una 
func:ió11 inducida F : cono(Z) ~ F 2 (Tn) y por lm; Afirnu1ciones 3 y -1, Fes 
1111 horneo1norfis1110. • 

Lema 2.4. Sc-an T,, un n-odo si111ple y e 1 , ••• ,en los puntos terminales de 
T,.. Sea Z = {.-1 E F 2 (T.,): e; E .-1 para alguna i E {l, ... ,n}}. Entonces Z 
conticnP a la gn_ifica c:o1npleta /'\.·n· .A.dc1nc\.s Z es la unión de I<n y 11 arcos 
ajenos dos a dos ta.les quf? cada uno de ellos intcrsccta a I<n en exactamente 
uno de sus \.·értices. 

Demostración. Para construir /'\.·n· neccsita.1nos n vértices y arcos que 
los unan. Cousiclcrcn1os los siguientes n ele1nentos de Z corno "·értices de 
¡'\.· n, {e 1, o}, { e:h o}, .... { e,u o}, done.le o es el corazón ele T,,. ..\.hora, para cada. 
i #' j en {l. 2, ... , n}. sea 

.-1;,j = {{e;, x} E Z: x E oe;} U {{e;, x} E Z: x E oe¡}, 

Obsérvese que .-1;,j es la unión de dos arcos los cuales tienen en connh1 al 
punto {e¡. e;}. Entonces .-l;.j es un arco, con puntos extremos {e;, o} y {e í, o}, 
.·\hora vearnos ctHíl es la intersección de cualesquiera <los arcos ele éstos. 

TESIS CON 
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Sean i,j,k,l E {l, ... ,n}, consideremos .-1;.j y Ak.l tales que {i,j}-,,= {k,/}. 
Supongan1os que existe un elcrnento .. --l E ... -1;,J n .. 4.k.t· 

Podctnos suponer que .. -1 = {e¡, z 1 } = {ek, =2 }, con z 1 E oeí y =2 E oe¡. 
Si i = k, entonces e 1 = ek. j :¡f. l y =1 = .::2 E Oej n oe,. De 1nanera que 
=1 = .:2 = o . .. ..\sí que A = {e¡, o}. Si i #- J.·, entonces e¡ = .::2 y ek = .:: 1 • 

De ntodo que e; E oe1 y ek E oeJ . .. ..\sí que i = l y k = j lo que intplica que 
{i,j} = {k, l}, contrario a lo que supusin1os. Esto n1ucstra que este caso es 
in1posible. 

Por tanto, si dos arcos .. -1,,J y .. ..\k,I se interscct.au, sólo lo hacen en uno de 
sus puntos extrctnos. l'"oternos, aderná.s, que sólo hay n(r~-l) conjuntos de la 
fonna .. -l;.j. 

Por tanto, podernos \'er que I\. .. ,. es homeornorfo a 

I< = LJ{.-1;.J: i.j E {1, 2, ... , n} y j =¡6 i} . 

.-\hora hagamos B; = {{e;, x} E Z: x E oe;}. 
Obscrvernos que cada B; es un arco .. ..\denuís, para cada i E {l., ... , n}, 

B 1 n I\ = {t01, o}. Para ,·er esto, sean k, l E {1, .. ., n} y supongan1os que 
existe un elemento .-1 E B, n .-lk,I· Entonces podemos suponer que .-1 = 
{e;, =1} = {ek. =2}, donde =1 E oe; y =2 E oe1. Si ocurriera que i =¡6 k, 
entonces e¡ = z 2 E oe, y ek = Zt E oe;. De modo que i = l y k = i. Así que 
I = k. lo cual es una contradicción. Por tanto i = k. De manera que i =¡!:. l y 
=1 = =2 E oe¡ n Ot-:¡. Por tanto .-l = {e;, o}. 

Por tanto, para cada i E {1, ... , n}, B; n f,· ={e;, o}. 
Por otro lado, observcn1os nunbién que 8 1 , •••• B" son ajenos dos a dos y 

que Z =¡.¡:u (LJ;'.., 1 B,). • 

Lema 2.5. Si .'\ tiene la forma de la letra H, entonces F 2 (.'\) contiene 
una copia topológica. del cono sobre f\.·3 ,3 . 

Demostración. Sea.'\ un continuo con la forina de la letra H. Supon
garnos que 

X= {(0,y) E lR2
: -1 :5 y :5 l} U {(x,0) E JR2 : O :5 x :5 l}U 

{(1, y) E JR2 : -1 :5 y :5 l}. 

Sean a 1 = (1, O), a 2 = (O, O), a 3 = (O, -1), a.1 = (1, -1), a 5 = (O, 1) y a6 = 
(1, 1). Para k, l = 1, 2,3, sean 01.21: [O, 1]--+ a1a21 y 0.2k-1,2: [O, 1]-+ a~k-1ª2 
homeomorfismos lineales tales que n1,21(0) = ª" a.1.21(1) = a21, Cl2k-1,2(0) = 
n2k-1 y °'2k-1.2(l) = a.2 (\·éase la Figura 2.1). 

TESIS CON 
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.. .\hora, para construir /\.·3 ,a en F 2 ( .. ~) necesitarnos 6 Yértices y una par
tición de Jos nlismos en dos conjuntos U y V, tal que para cada elemento de 
U exista un arco que lo una con cada eletnento de V. 

Hagamos U= { {a 1 }. {a:i, a 1 }, {a5. n 1}} y V= { {a2 }, {a.¡, a 2}, {a6 , a 2 } } . 
.. ..\hora, para J..-:, l = l. 2, 3, definatnos 

A2k-1,21 = { {02k-1.2(t), o.1,21(t)} E F2{X): t E (O, l]}. 

Obsér,·esc qnP~ para cada k y L A 2k-i.2 1 es un arco que une a {a.2 k_ 1 , n1} 

Y {a2, a2t}. Sean i,j, k, l E {l, 2, 3}. Supongamos que existe un elemento 
.-\E A2k-1,21 n A2,-1,2J y k # i o l # j. Entonces existen t, s E (O, l] tales que 

Considcrenl.OS las siguientes dos posibilidades: 
(a) 02k-1.2(t) = 02•-1,2(s) Y <>1,21(t) = 0<1.2j(s). 

Si k = i entonces t = s y l # j. Por Jo que o. 1 •21 (t) = o:1,2;(t). Esto implica 
que t =O. Por tanto.-\= {a2k-I· ai}. Ahora si k # i. dado que 02k-1.2(t) = 
0.2.-1.:,Cs) se sigue que t = s =l. Entonces.-\= {a.2 ,a2¡} = {a2,a2j}· Así 
que l = j. 
{h) n2k-1.2(t) = <>1,2,(s) ~- 0:1,21(t) = 02;-1,2(s). 
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Entonces 0<2k-1,2(t) = a1,2;(s) E a2k-1a2 n a1a2;, esto sólo es posible 
si n2k-1,2(t) = {a2} o a {at}. Similat·mente, con10 a1.21(t) = a21- 1,2 (s) E 
a,n,_,, na21 _ 1a 2, obtenen1os que <>1,21(t) = {02} o a {a,}. Si a 2k-t,2(t) = {a2}, 
entonces t = 1, así que a1.21(t) = {a2}. ~- en el caso en que a 2k-i,2 (t) = 
{u1 }. similarmente se obtiene que a1,21(t) = {u1}. En resnrnen, en este caso, 
obtenemos que .-1 = {a 1} o A= {n2}· 

Hernos probado que dos arcos diferentes de la fortna A 2 k-t,21 pueden in
tcrscctarsc sólo en sus puntos cxtrcn1os. Esto irnplica que 

Z = LJ{A2k-1.21 k, l = 1, 2, 3} 

es hornno1norfo la gnifica a J,,;a,a . 

.-\hora definamos F: Z x (O, 1) -+ F:;,(.Y) como sigue: dacia A E Z, existen 
k, l E {1, 2, 3} y t E (O, 1) tales que A= {a2k-'1,2(t), n1,21(t)}. Sea 

F(A, s) = {02k-1,2(s + (1 - s)t), a 1,21((l - s)t)}. 

Entonces F(A, O) =A y F(A, 1) = {a1, n 2 } para cada A E Z. 

Afirmación. FIZ x (O, 1) es inyccth·a. 
Sean .-1, B E Z y s, r E (O, 1) tales que F(A, s) = F(B, r). Supongamos 

que .-1 = {a2k-1,2(ti),a1.21(ti)} y B = {a2;-1,2(t2),a1,2;(t2 )}. Consideremos 
dos posi biliclncles: 
(a) <>2k-1.2(s + (1 - s)ti) = n21-1,2(r + (1 - r)t2) y 0<1,21((1- s)ti) = a1,2;((l -
r)f2). Snponga1nos prin1ero que l = j. Entonces (1 - s)t 1 = (1 - r)t2. En el 
t·asn <'n que/.:# i. s+(l-s)f1 = 1 = r+(l-r)t2. Entonces t 1 =1 = t 2. Así 
qnL'. s = r. Se signe que A= {a2.n21} y B = {n2,a2;}. Por tanto, .-1 =B. 
En .. 1 <·aso <'n que k = i. s + (1 - s)t 1 = r + (1 - r)t2. Entonces s = r. Así 
cplP 11 = l2 y .-\ =B . 

.-\hora supongamos que l # j. Entonces (1 - .,,.)t 1 =O= (1 - r)t2 . Dacio 
qttt> .-; # 1 =;f. r, ti = O = t2 y O:zk-1,2(s) = O:z;-i.2(r). En el caso en que 
k = i. dado que a 2k-l.2 es inyccti'\'n, tcnexuos que s = r y .-1. = {a2k-1.2, a1} 
y B = {a2i-1,2. a1 }. Por tanto .4. =B. En el caso en que k :¡f i, tenen1os que 
s = r = l lo cual C"8 una contradicción. 
(b) 02k-1.2(s + (1 - s)ti) = 01,21((1 - r)f2) y 01.21((1 - s)ti) = n2i-1,2(r + 
( 1 - r)t 2 ). Es fácil ,·er que, en este caso, A = {a1} = B y r = O = s o 
.-1 = {a.2 } B y r = O = s. o k = j = l = i = l. en el caso en que 
k = j = l = i = l..-;+ (1 - .s)t 1 = (1 - r)t 2 y (1 - .s)t 1 = r + (1 - r)t 2 • 

----- --------- --------- ·--·-----------------------------~ 
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Entonces r = -s. Así que, r = s =O y a1.2(t¡) = a 1,2 (t2 ). Dado· que a 1,,, <'" 
inyectiva concluin1os que A. = B. 

Por tanto. en cualquier ca ... c;;o obtenemos que .. --l := By s.= r. Esto concluye 
la prueba de la afirinaeión. 

Ahora supongamos que existe (.4, s) E Z x [O, 1] tal que F(A, s) = 
{a 1 ,n2 }. Esto implica qu<> s+ (1-s)t =O y (1- s)t = 1 o.-+ (1-s)t = 1 y 
(1-s)t =O. El primer caso es imposible y el segundo ilnplica que s = l. Esto 
prueba que F- 1 ({a 1 .a2 }) = Z x {l}. Dado que Fes continua, la funció11 
inducida F : cono(Z) -r F 2 (.\."") <>s un encaje. Esto cornpleta la prueba del 
lema. • 

Definición 2.6. ün espacio E C JR.3 es 1111 enlace si E es horncon1orfo a 
una unión finita ele circunferencias ajenas entre sí. 

Dadas dos circunfl'rencias a y f3 en R 3 • denotaremos por lk(a, .B) al 
ntímero de enlace de o y f3 tal y como se define en las páginas 132-135 
de [41]. 

Definición 2.7. Un enlace E de dos cornponentes a y /3 es L-trivial si 
lk(a, B) =O. 

El siguiente resultado se sigue de la Proposición 1 de la página 137 de 
[-!l]. 

Proposición 2.8. Sean a y f3 dos copias topológicas de S 1 en lR.3 • Si o 
es la frontera de una 2-celda D en JR.3 - /3, entonces lk(a, /3) =O. 

Definición 2.9. Dada una gnífica- J..;, clire1nos que un encaje e : /\..- -4 1R3 

es lineal por pedazos si e(I<) es una unión finita de segn1entos (corn·exos) en 
R". 

Proposición 2.10. Sea e : Aº -r R 1 un encaje, donde I< es una gráfica. 
Entonces para toda = > O, existe un encaje lineal por pedazos e' : I.C ~ lR.3 

tal que lle(x) - e'(a:)ll <::para toda x E I<. 

Demostración. Por sirnplicidad identifiqueruos a los puntos de I< con 
su imagen bajo e. Sean \·el conjunto de vértices de I<, t5 > O tal que t5 :5 J. 
mín{::, d 0 }, donde -

do= mín{llu - v'll: u, v' E F}. 

Para cada v E F, sea Bv la bola cerrada de radio t5 y centro en v. Dados 
dos Yérticcs adyacentes u y v' en l-, denotc1nos por o· la correspondiPntC' 



2.2. Ei\'C.4.JA.NDO F 2 (X) EN JR3 21 

arista entre los Yérticcs v y v'. Sea u0 el 1iltin10 punto en a· en Bv cuando 
'\"atnos de va u' y dcnoternos por o' la parte ele a de u0 a v~ . . ..\hora sea 1] > O 
tal que si a # ,B, entonces a' y .B' están a una distancia 1nayor que 317 ;;::: ~. 
Por la continuic.lacl uniforn1c de e cada o' puede aproxitnarse por un polígono 
n" ele v 0 a v:.,_, a una. distancia menor que r¡. Para obtener una representación 
lineal por pedazos de I<, rcernplazarnos cada o por el polígono obtenido ele 
o" y la unión de los seg1nentos vt•0 y u:..a1:'. • 

Ln clen1ostració11 del sig11ic11tf' len1a fur Hngerida por el Dr. Francisco 
C~onzcílez ..-\cuíia. 

Lema 2.11. Sea ... "\. ho1neo111orfo a /\...5 o a A:3,3. Entonces el cono sobre 
... Y no puede ser encajado rn Rª. 

Demostración. Supóngase que cono( .. Y) puede ser encajado en JR3 , y 
sea e: cono( ... \."') -+IR.ª un encaje. Pcnsareznos que el cono( .. \."') cstcí contenido 
en JR". Sea u el vértice del cono de.\:. Sea Q =.\:U cono(F), donde Fes el 
conjunto ele vértices de .. \.· ... -\quí hay que aclarar que cono(\-·) no es el cono 
en IR" d<' \ · sino la imagen del cono(\º) bajo el encaje. 

Prin1cro vercn1os que todo enlace E e Q ele dos con1ponentes es L-trivial. 
Para "·er esto, basta con probar que una de las co1nponentcs de E es la 
frontera (como variedad) de un disco contenido en el complemento en JR3 de 
la otra. coruponentc. 

Sean pues C y D las coruponentes de E. Co1no E es un enlace, C y D son 
c11r\·as cerradas siruples. 1'"a que Q es una gráfica, ca.da uno de los conjuntos 
e: y D e.s una. subgrcl.fica de Q. Poden1os suponer que el vértice V no pertenece 
a C. Si u ~ D, cntoncC's C'l cono sobre C es una 2-celda en el cono( .. \."') cuya 
frontera es igual a C y es ajena a D. Si e E D. entonces el cono sobre los 
segn1cntos de D que no contienen a t.' es una 2-cclda en el cono( .. '\."') la cual 
tiene su frontera igual a D y es ajena a C. Esto prueba que E es L-trh·ial. 

. .\.hora sean e 1, _e2 •... encajPs (lineak•s por pc>dazos) de Q en IR"'J tales que 
11.,(:r.) - e,.(;i:) 11 < l/n para toda ;r. E Q y toda n E N. Por el Teorema 1 de [7], 
si .. Y = /\.·5 , o pcígina 235 de [-12]. si .. \."' = f\.'"3.3 , existe un enlace Lra contenido 
en Q tal que e,.(L,.) no es L-trivial. Dado que Q contiene una cantidad finita 
de enlaces, entonces existen i 1 < i2 < i3 < · · · tales que L corresponde con 
los 1nis1nos enlaces L;. 1 • L,~. L; 3 •••• Entonces líntn--:oc(e¡,.IL;") = elL. Dado 
que para cada n. e;.(L) no es L-trh·ial. entonces e(L) no es L-triYial (éste es 
un hecho conocido en la Teoría <le :'\"udos). Esto es una contradicción. Por 
tanto el cono sobre .'\."' no puede ser encajado en IRª. • 

Teorema 2.12. Si T,,, es un nz-odo sitnplC". donde 111 ;::: 5. entonces 
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F 2 (Tm) no puede ser encajado en JR3 • 

Demostración- Pot· los Len1a.."i 2.3 y 2.-l. F2CTm) contiene una copia 
hon1con1orfa del cono sobre I\.·¡:,. Por el Lerna 2.11 el cono sobre I~.s no puede 
ser encajado en JR.=1

• Entonces F 2 {T,n) no puede ser encajado en IR.3 • • 

Teorema 2.13. Si .'\ tiene la forma rlr la letra H, entonces F,(.'\) no 
puedr. ser encajado en IRª. 

Demostración. Por el Le1na 2.5, F2C\.*) contiene~ una copia hon1Potnorfa 
del cono sobre f,·3 •3 . Por el Lerna 2.11 el cono sobre I\·a,a no puede ser encajado 
en JR3

. Entonces F2 (.'\) no puede ser encajado en JR3 . • 

Corolario 2.14- Sea ... \: un continuo. Si ... \."" contiene un 5-oclo sirnplc o 
la forrua de la. letra H, entonces F2( ... Y) no puede ser encajado en .IR:i. 

Una paleta P.S un. continuo que es la turión de una circunferencia e y 
un arco .-\ tales que C n .. -l consiste cxactarnentc de un punto que es un 
punto extrcn10 de .. -l. ünn 111.edalla es un continuo que es la unión de una 
circunferencia e y un arco _..\. tales que e n .-\ consiste exactantcnte de un 
punto que no es un punto extren10 de _-l. 

Teorema 2.15. Sea .Y un continuo de Peano. Entonces F 2 (.Y) puede 
ser encajado en lR:' si y sólo si .. \.- es hon1eornorfo a alguno de los siguientes 
espacios: un arco, un triado sirnplc~ un -l-odo sirnplc, una circunferencia, una 
paleta. una rnedalla o una figura ocho. 

Demostración. (:.'\rcesidad). Dado que F 2 (.Y) puede ser encajado en 
R 3 • por el Corolario 2.1~. _"\:. no contiene un 5-oclo sirnple. Por tanto, para 
todo punto p E X, ord(p, .'\) < 5. 

Afirmación .. Y contiene a lo más un punto p tal que ord(p, .Y) ;::: 3. 
Supongan1os que p, q son puntos de .'\ tales que p # c¡ y orcl(p, ,'\), 

ord{p, .. \.") 2: 3. Entonct~s toda '\"Ccindad r..::·11 de p, respcctivarncnte, Uq ele 
q, contienP un triado sirnple. .-\si que existen dos triados ajenos T 1 y T 2 

c-n .. "\:.. Dado que .. \." es arco conexo, unin1os a Tr y T 2 por un arco! así que 
es posiblC> consrruir una copia topológica del espacio que tiene la fonna de 
la letra H. Por el Corolario 2.1..J:. esto es una. contradiccidn. Por tanto la 
afirn1ación es cierta. 

Entonces por el Teore1na 2.1 concluin1os que _y es una gráfica. 
_-\.nalicc111os las siguientes tres posibilidades: 
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(a) orcl(p, .Y) = -1 para alg1ín punto p E .\". Por la afirmación pre,·ia, para 
todo punto q E .\" \ {p} se tiene que ord(q, .\") :5 2. Por tanto.\" es homeo-
rnorfo a un -1-odo .sirnple~ una n1cdalla o una figura. ocho. . 

(b) ord(p, .\") = 3 para alg1ín punto¡> E .\". Por la afirmación previa, para 
todo punto q E.\"\ {p} se tien" que orcl(t¡ . • Y) :5 2. Por tanto .. \" es homeo-
111orfo a triado sintple o una paleta. 

(e) para todo punto p E _y. orcl(p, .Y) :5 2. entonces por la Proposición 9.5 
ele (37] .. Y PS un arco o una circunferencia. 

(Suficiencia). Para esta parte, ciado que cada uno de los continuos tncn
cionados estci contenido en la figura ocho, es suficiente ver que si .. Y es la figura 
ocho. cutonccs F 2( .. \.") SP pucdP encajar en IR.3 • Para esto, construiren1os un 
modelo geométrico para F2(-Y). Sea .Y= C, UC2 donde C1 nC2 = {p} y C,, 
C 2 son curvas cerradas sitnples. 

Cada elemento .-\ = {x. y} E F 2 (.\"), satisface una de las siguientes tres 
posi bilidacles: 

(a) A ce,. 
(b) A e C2 o 

(c) :v E C1 y y E C2. 

El conjunto A, de elementos ele F 2 (.\") que satisface (a). puede ser repre
sentado corno una bnncla ele :\IObius. Lo u1isn10 se cun1plc para. el conjunto B, 
de elementos de F 2 {X) que satisfacen (b). El conjunto C, ele elementos que 
satisface (c) es homeomorfo al toro e, X C2. Entonces, F2(-Y) =A u /3 u c. 
:\hora, si e E A ne, entonces e = {:i:, y} con X, y E e, y X E e,. .lJ E C2. 
Por lo que, y= p. De aquí que, A n C = {{x.p} E F2(,\") : x E C,}. 
Similarmente. l3 n C = { {:r:.p} E F 2 (X) : :r E C 2 }. Es fácil ver qne A n C 
PS representado, eu la banda clt"" ~Iühius, con10 una circunferencia que toca 
a la frontera en un punto co1no se n111estra C'll la Figura 2.2. En C 1 x C2, 
A n C puede ser representado corno una circunferencia horizontal. Obser,·e 
que An /3 = {p}. Es fücil ver que la banda ele :\lobins /3 puede ser encajada 
C'n la parte interior del toro C 1 x C 2 de tal for111a que la circunferencia corres
pondiente /3 ne en /3 y en e, X C2 sean identificados. La banda de :\IObius 
A puede ser encajada en la parte exterior de CL x C 2 en tal fornui que las 
circunferencias representadas por ...-t. ne en .. 4 y en C1 X C2 son identificados. 
Por tanto. F 2 (.\") puede ser eneajarlo en IR'.". • 
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2.3 Encajando F 2 (.,,Y) en el plano 

En esta sección, darernos coudicioncs necesarias y suficientes para. que F 2 (."\.") 

pueda ser encajado en el plano. ~lastrarnos que, el segundo producto sin1é
trico de un continuo .Y puede ser encajado en el plélno si y sólo si .. Y es un 
arco. 

Una rz-souibrilla es un continuo que e.s unión de una n celda I\.. = [O, 1)" 
y un arco J tales que I< n J = {q }, donde q es un punto terminal de J y 
tarnbién es el punto que corresponde al punto {~, ... ,~)en I\.·. 

Lema 2 .. 16. Supongarnos que .'\." es una n-sornbrilla o bien .,,'\." es hon1eo
morfo a un producto de la forma T x [O. IJ"- 1, donde Tes un triado simple. 
EntoncC's .• "\." no es <'t1cajable en IR". 

Demostración. SPa T <>l triado simple ([O, l] x {O}) U ( {&l x [O. l]). En
tonces, el producto T x [O, 1]'•- 1 contiene al espacio (([O, l] x {O}) x [O. i¡n-l) U 
(({~} x (0.1]) x {(1 •.... 1J} l'l cual claramente es una 11-sotnbrilla. De manera 
que para probar el lenta~ es suficiente con probar que ninguna n-so111brilla se 
puede encajar C'll IR'1 • 

Snpongan1os por el contrario que .. Y es una 11..-son1brilla y que ... ""\ está 
contenido en R". Ponga1nos a ... \." con10 .. Y =/'\-U .I, donde I~ =(O. l]n es una 
n-cclda, J PS un a1-co y I\.' n .! = {r¡}, donde r¡ es un punto terminal de J ~
tatnbién l~s el punto qur. corresponde al punto (J; •... ,!)en /\.·. 

Sea A.·1 rl interior con10 ,·aricdad dr. /\.-. Ento1;ccs ¡~-, es hon1con1orfo a IR". 
Por el T"orema ele la Irn·arianza del Dominio (TPorema \'I 9 del Capítulo ·vr. 

TESIS COF 
FALT.A 1-;-· ,. , .. ,-~·· 
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§6, p•ígina 05 de [16]), A"' es abierto en Rn. En part.icular el punto q es 1111 

punto interior de I\.p1
• Corno r¡ se puede aproxitnar por puntos de .J, existe 

q' E J - {r¡} tal c¡ue q' E J.:'. Entonces r¡' E I< n J - {r¡}. Esta contradicción 
tcrrnina la prueba del letna. • 

Len~a 2.17. Sea.\." un triodo simple. Entonces F,.(.\.") no es encajable 
en R". 

Demostración. Escojainos un subt.rioclo T ele ~'-:. y n - 1 subarcos 
.12, ... , ./0 clt~ .\: tales que T, ./2, ... ,.In sean ajenos dos a clos. Considcrc
n1os el conjunto (T, .J'.1., •••• .J,,)n· ~oternos que la función c.p : T x .I-i x ... x 
.In-+ (T,.J'.!.,····Jn) 11 dada por c,;i(t~Y2,···1!Jn) = {t,112, ... ,y,,} es un homeo
tnorfis1no. De rnancra que T x .J2 x ... x ./0 se puede encajar en Fn(-\."") y, 
cotno T x ./2 x ... x .J,, no se puede encajar en Rn (Lcrna 2. lG), tenernos que 
r"",, (.\.") no se pu cele encajar en IRº. • 

Teoren1a 2.18. Sea ;y llll continuo tal que F,.(.Y) pued<• ser encajarlo 
<'11 IR". cutoncPs ."\.- l'S hPrrclitaria111cntc localt11eutc coucxo. 

Demostración. Podcntos suponer que F,, (.Y) está contenido en R". 
S11pongan1os que ."\: no es localtncnte conexo. entonces existe un continuo de 
con\·Prgcncia Ca (véase Tcorcn1a. 5.12 de (37]). Sea {Cm};;.:;=1 una sucesión 
clP s11hconti11uos ele_~ ."\; tal qttc {Cm}ir:=I converge a Co y e, n c·J = 0 si 
i.j E N U {O} y i # j. Elr-gitnos suhcoutiuuos no dPgcucrados y ajenos dos 
n dos D 1 • D 2 • .••• D., dí' C 0 • Entonc<'s ditn(Dk) ;:=:: 1 para cada J.: E { 1, ... , 11}. 

1-"a quP .Y SP JHtPde Pncajar Pll IR.11
• cada Dk tiene clitnP1u:iió11 finita. Entonces 

D,.,. coutiPllP 1111 s11hconj11nto co111pncto E,,,,. tal qt1<' di1n(E1..:) = l. ):a que el 
c•spacio (E1• E 2 • •••• Ek)n es horncurnorfo a E 1 x E 2 x ... x E,,. por el con1cn
tario al final ele la pri111cra obsPrYación de la página 3-1 de (16], teneo111os que 
di111(E 1 x E2 x ... x E,.)= 11. Por tanto, cli111(F11 (C'0 )) ~ n. Por los Tcore-
111as l'.".:J. \"!.!) d" (lGJ. PI it1tcrior dt• F,.(Co) it1 IR" ps no ,·acío. por lo qtw 
c•xistP \111 l"01lj1111to abiPrto Lº e Rn y 1111 conjunto {J:1 .. l"2! ..... r,,} e Co tal 
q11(_' {:r 1.;r:.!··- ... t:u} ELº e Fn(C'a). Dado q11l~ {C,,,}~= 1 convc-rg<-" a C'o· para 
cada 111 E N .Y cada i E { 1 ..... 11} podctnos f."}egir un punto !/;,, E Cm ele tal 
fonua que {!1:11 }~=t CUll'-"l."I"gP a .r;. Por tanto {{11,10 ,!J;n····~Y:!,}};::¡= 1 conYergc 
a {:r 1 • • r 2 ••.• , :i:., }. Dado que C,,, n Co = (t) para 111 ;:::: 1, F,.(C..,) n F,.(C0 ) = 0. 
Estu ituplica que {Y!u· l/~1 • •••• u::1 } n ú. = 0 para cada 111 2: l. Esto es absurdo 
ya que {{y,~! y¡;.1 •••• ,y:;,} }~=l converge a {x1. :c':J! ••• , .1: 11 } C ú·. Por tanto .""\ es 
local111Pnte CtHlP:XO. • 

Teorerna 2.19. Sea .Y nn continuo. Ento11ces F2(.~) puede ser c•ucajaclo 

'fEC!IS· C'n1·.r 1 u l. '~ .. .1.' 1 
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en el plano si y sólo si .. \.- es un arco. 

Demostración. (Necesidad). Por el Teorema 2.18. x: es locahueute 
conexo. Por el Lcn1a 2.17, .. "\: no contiene triodos sitnplcs. Por tanto, por 
8.40 (b) ele [37] .V: es un arco o una curva cerrada simple. Dado que F 2 (S 1 ) 

es homeo1norfo a una banda de :\IObius la cual no puede ser encajarla en el 
plano. Concluirnos que .. \.- es un arco. 

(Suficiencia) Esta implicación es clara dado que F 2 ([0, 1]) es homeomorfo 
a [O, lF. • 

2.4 Encajando F.-3 (X) en JR3 

En esta scccióll~ n1ostran1os que. el tercer producto sitnétrico de un continuo 
.. "\. puede ser encajado en IR3 si y sólo si . .'\. es un arco. "\'"' Fn(..,"'{) uo puede ser 
encajado en IR.n para cada n ;;::::: -1. 

Corolario 2.20. Sea .V: un coutinno. Entonces. F 3 (.Y) puede ser enca
jado en 1R3 si y sólo si .Y es un arco. 

Demostración. (Xccesidad). Supóngase que F 3 (.\:") puede ser encajado 
en IR:i. Por el Tcorcrna 2.18, .:'\ es locahnente conexo. Por el Lenu.1 2.17, ... Y 
no contiene triados. Por tanto, por 8.40 (b) de [37], ... Y es un arco o una 
circnnfcrcncia. Pero R. Bott en [6] probó que F.,(S 1 ) es homeon1orfo a S 3

, el 
cual no puede ser encajado cu lR3 • Así qur. _y es un arco. 

(Suficiencia). Esta i111plicaci<111 es clara. dado que K. Borsuk y S. Ulam 
"" el Teorema 6 dt• [5] probaron que F 3 ([0, l]) <'S horncomorfo a [O, 1]3. • 

Corolario 2.21. Para niug:tin continuo-"'- y ninguna n 2: 4, Fn( ... \.'"') puede 
Sl'r encajado en IR". 

Demostración. Supongainos que existe uu continuo .V: tal que Fn(,'\.") 
puede ser encajado en R" para. alguna 11 ~ -!. Por el Teorcrna 2.18, _y eH 

localn1entc conexo . .-\sí que .V: contiene uu arco .J. Entonces, Fn (J) C F,. (.'\."). 
Por tanto. Fn(J) puede ser encajado en IRn para alguna 11 ~ 4. Esto es una 
contradicci6n al Tcorc-n1a 7 de (5]. • 

2.5 Problemas 

Para fi11alizar cstP capitulo 1n·C'sC"nta1nos los siguientes problf'nl.a.s. 

TESIS CON 
FALLA D:S CHUGEN ----- -·- ________ .b,;;;;,;;::;::::::===========-



2.5. PROBLEMAS 

Problema 2.22. ¿Existe TI ~ 4 tal que Fn ([o, l]) puede ser encajado en 
R_n+l? 

Problema· 2.23~ ¿Existe un continuo .. "\;. q11r no sea locahnentc conexo 
tal <¡ne F 2 (,Y) puede ser encajado en IR.3 "? 

TESIS CON 
FALT,/:,, -c,F O'PIC~F:J L; _ -·' _\ ·~-' 
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TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



Capítulo 3 

Hiperespacios únicos 

3.1 Introducción 

.·\demás de los hiperespacios F,. (.\:) que hemos estudiado hasta ahora. otros 
hipercspacios que se estudian en un continuo .. Y son: 

2-'" = {.-le.\: : A es cerrado y no vacío}, 
C(X) ={A e 2x: A es conexo}, 

y si n es un entero positiYo~ 
C,.{.\.") = {A E 2x : A tiene a lo nuís n. componentes}. 

Se dice que el continuo.\." tiene hipere.<pacio 1tnico C(.\:) (resp., 2X, Cn(.\.") 
y F,.(."\.")) si cuando l·· es un continuo y C(.\.") (resp., 2x, C,.(.\.") y F,.(X)) es 
hotneomorfo a C(}") (resp., 21·, Cn(}") y Fn(l")), entonces.\." es homeomorfo 
a 1-·. LTna clase de continuos C se dice que es C-dete17n.inada cuando ocurre 
lo siguiente: si .\.". l" E C y C{.\.") es homeonwrfo a C(l") entonces .\." es 
hon1c-01norfo a l ·. 

Lo nuis destacado que se conoce hasta ahora, relacionado con estos con
<"eptos es lo siguiente. 

Se sabe que los continuos que pertenecen a cada una de las siguientes 
clases tiPneu hipercspacio tinico C( .. Y): 

(a) Gníficas difert>ntes del arco y la circunferencia (R. Duda. [10, 9.1], ver 
[l. T<'orema 3.3]). 

(b) Continuos hereditariamente indescon1ponibles (S. B. :"adler .. Jr .. [36, 
O.GO]. w•r [l. Teorema 3.-1]). 

2!) 
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(c) Abanicos suaves (C. Eberhart y S. B. Nacller, Jr., [12, Corolario 3.3]). 
(el) Continuos indescornponibles cuyos subcondnuos propios no degene

rados son arcos (S. :\lacias, [29]), 
(e) Compactaciones métricas del rayo [O, oo) con residuo no degenerado 

(G. :\costa, [l, Teorema 5.3]). 

Tan1bién se sabe que: 
Los continuos hcreclitariatnente indrscoruponibles tienen hiperespacio úni

co 2-" (S. :'dacias. [32]). 
Las gnificas tienen hiperespacio único C 2 (X) (A. Illanes, [22]). 
:\. Illanes ha mostrado que los continuos encadenables y Jos abanicos no 

son C-dcterminados ([19] y [20]). En [23] se presentan resultados acerca de 
la uniciclacl del hi¡wrespacio F2 (.'(), cuando .'." es una dendrita. 

Las siguicntf's preguntas aún no se responden. 
Pregunta 3.1 ([36, Question 0.62]). ¿Es C-detern1inada Ja clase de 

continuos circ11lares (circle-like)'? 
Pregunta 3.2([22, Question 7]). ¿Seni cierto que las graficas tienen 

hipcrcspacio tinico e,,(~\.""). para n ~ 3"? 
Pregunta 3.3 ([23]). ¿Tienen los continuos hereclitariamente indescom

ponibles hiperespacio únko F2(.'()? 

El objeth·o ele est<' capítulo es el de probar que las gráficas tienen hiperes
pacio único F.,(.'(). El caso " ;::::: -1 se le debe a A. Illanes, lo incluimos 
aquí para qttC' este trabajo quede con1plPto. Etnpezaretuos probando nlguna..5 
propiedades dP los continuos locahnente conexos. 

3.2 Continuos localmente conexos 

Para un continuo localinentc conexo Z, defi11in1os E 11 (Z) = {.-l E F,.(Z) : .4 
til'ue una vecindad en F,,(Z) homeornorfa a [O, l]"}. 

Lema 3.4. Si Z <'S nn contin110 localmente cmwxo y A. E E.,(Z), entonces 
ninglÍn punto de .-1 puede ser el corazón de un triado :-;i1nplc de Z. 

Demostración. Supongan1os por el contrario que .-\ E En(Z) y que .-l 
tif'ne 1111 punto p que es el corazón de 1111 triado siinplc T 0 de Z. ~Iostraren1os 
qnP toda ,·ccinclad dr .-l en F,, (.~) contiene una copia topológica de T x 

TESIS CQf'T 
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(O. 1] 71 - 1 , donde T es un triado sin1ple y, con10 este espacio no se puede en
cajar en IR" (Len1a 2.16) obtcnclrc1nos una contradicción. Sea U una Yecin
dacl abierta cualquiera de .-\ en F 0 (.'\."'). Supongarnos que e > O es tal que 
BFn(.\") (e,.-\) e u. 

Suponga1nos que .4. = {p, X2, ••• , Xm }. donde ni :S. n y x 2 • .••• . 1:,,, son dife
rentes entre sí. Eligiendo puntos diferentes y cercanos a :i:m. podctnos elegir 
n E BF.,(.'q(:, .-1) de la forma B = {p,.-z·2 .... ,;r,.}. donde p,:i:2 • ... ,.r,. son 
clifcrí"ntcs ~ntr~ sí. 

SPa el > o con la propiedad de que nF.,(.'<)(c5, B) e u y las \"ecindades 
Bx(t5.p). B_,·(6.;1:2 ), •••• Bx(ó,.rn) son ajenas entre sí. Ta.rubión cleghnos sub
arcos I 2 , •••• / 11 dP .Y tales que :1:¡ E I¡ y di<hnetro (I;) < ó, para toda i E 
{2 .... , n}. Aclem<ÍS elegimos Ull subtriodo simple Te z tal que p.,,. el vértice 
<l<' T ~· dh\rnctro(T) < c5. Entonces (T, I2 • ... , I,.},. e Bp"p;¡(c5, B) CU. Como 
Te Bx(c5,p). I~ C Bx(c5,:i·2), ... , I,. e B:.:(c5,.r,.), tene111os que T,I2 .... ,In son 
n.jeuos cntn'! sí. . .\sí que Tx I2 x ... x In es ho1neornorfo a (T, 12, ···~ In)n {usando 
PI ho1ncon1orfis1110 que envía a (t 1, t 2 , •••• t 11 ) en { t 1, t2, .... tn}). De n1anera que 
el espacio T x /2 x ... x In puede ser encajado en U. Por tanto U no puede 
Pncajar.se Pll IR.11

• Esta contradicción completa la prueba del len1a. • 

Lema 3.5. Si Z es nn continuo localn1entc conexo qur. no es una gráfica, 
Pntonecs. para toda. k E N. Z contiene una gráfica con por lo rncnos k aristas. 

Demostración. Si existieran dos arcos 0: y 3 en Z cuya intersección 
ttn:iC>ra una infinidad dP cotnponentes. entonces o n 8 es un cerrado en o: 
con una intinidad <le co1nponcntcs. De n1ancra que a - (o n 3) tiene un.a. 
inH11idad ele co1npotH:intcs. Elcgi111os k con1poncntcs .11 .... , .Jk de o - (o: n .B). 
Putonces fJ U (./1 U ... U .J,...) es una. gráfica con al 111Pnos k aristas. Con10 en 
<'Stl' caso ya acabarüunos. podC"111os suponer que o. n B tiene un nún1cro finito 
ch• co111pone11tes para cualesquiera arcos o y 3 l'll Z. Entonces. si o y B son 
arcos Pll Z y O n Ü :¡é 0, Se tiene que C\ LJ ;3 es una gnifica. 

Por el Tc-oren1a 2.1 ~ <lado que Z no es una gnifica. debe ocurrir alguna de 
las siguientes dos cosas: 

(a) hay una infinidad de puntos p E Z tales que ord(p, Z) > 2, 
(b) existe u11 punto q E Z tal que ord(q. Z) ;::: 1':0 • 

. -\ualicl"ruos pri1nero el caso (a.). En este caso existe una sucesión de 
pu11tu:< {p.., }~=l tales que ord(pm, Z) > 2. limp,.. = p pai'a alguna p E Z tal 
que p #- p,,, para toda ni E N y todos los puntos Pm son diferentes entre sí. 

DP acuerdo con el Tcorctna 2.2, cada Pm es el corazón de un triado siinplc 
T,,, Pll z. 
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Ton1cmos arcos respecth·os 01, •••• Ok+l de p a cada uno de los puntos 
p 1, ••. , Pk+• • Por lo que s11pusin1os en el prirner párrafo de la prueba, el con
tinuo l·" = n1 U ... U Cl'k+l U T1 U ... U Tk+t es una unión finita de arcos de 
Z por lo que l .. es una gr;ificn. Cada uno ele los puntos p; es un punto de 
ran1ificación de } ". Si tor11a1nos una subgrc-lfica. tníuitna. l t .. de l" que contiene 
a todos los vértices p;. entonces tV es un ;irbol que tiene k aristas. Por tnnto 
l F. tiene al rnenos k aristas. Esto tern1ina el an;ilisis ele este caso . 

. -\hora analiccrnos el caso en que existe 1111 punto r¡ E Z tal que ord(q, Z) ;::: 
N0 • Por lo que existe 1111 k-odo si1nple } · tal que <J es el corazón de l" (Teorcrna 
2.2). Entoncc>s } .. tiene k aristas. Esto terrnina la prueba del lcn1a. • 

Lema 3.6. Sin es nn arco en Fn(Z) que une a dos elementos .-1 y B, 
entonces LJ et tieuc un tuhncro finito de co1nponc11tcs, cada una de ellas es 
un continuo locahttf~Ute conexo que intrrsccta tanto a ... -\ con10 a B. 

Demostración.. Sea E = Un. Es fcicil ver que E tiene a lo n1ás n 
c:o111poncntcs. Por el Le1n111a 2.2 de [8], E es un espacio locahnente conexo~ 
por lo que la.s cornponentes E 1 , ... , E 111 ele E son ta1nbién localrnentc conexas. 
Si ocurriera, por ejc111plo que ... -\ no intersectn a E 1 , entonces ni 2: 2 y podernos 
hacer A = {C E o : C n E, # 0} y l3 = {C E o : C n E, = 0} = {CE a : 
C e E'.!. u ... u Ern }. Entonces A y B constituyen una separación ele o . Este 
es un absurdo que co1nplcta la prueba del len1a. • 

Lema 3 .. 7 .. Si Z es un continuo localn1ente conexo que no es una gráfica, 
entonces &0 (Z) no puede> ser un subconjunto abierto denso de Fn (Z), con un 
nü111Pro finito de arco cornponcntcs. 

Demostración. Suponga.n1os, por el contrario, que &u(Z) es un subcon
junto abierto denso ele Fn(Z) y que tiene 1· arco componentes (r E N). Por 
Pl LPtna 3.5. PXiste una gni.fica 1 · C Z tal que } ... tiene al n1cnos k = 2r + 1 
arista ..... Elcgin1os aristas diferentes J 1 , ••• , .Jk de } ... y puntos Pi E int1·(J;) para 
cada i E {l, .... k}. Escojatnos abiertos conexos y ajenos entre sí\¡, ... , \~k 
de Z tales qm• Pi E \; y \; n }. e int)·(.J,) para cada i E {l, ...• k}. Dada 
i E {l, ... ,k}. como {p;} E (\;)n y S,.(Z) es denso, podemos elegir un ele
mento .-1, E (\i)n n S,.(Z). Ya que &,.(Z) es nn abierto de un continuo 
loeahucntc conexo, tent~1uos que las con1poncnres y las arco con1ponentes de 
E,,(Z) coinciden v(•asc [37. S.2G]. 

Hctnos tornado elen1cntos .-l. 1 •••••• 4.2 r+i dr &,.(Z) el cual tiene r con1po
ncntes. por lo que debe" existir una con1poncnte C de&,. (Z) tal que tres de los 
.4., pertPnPC<'Il a C. Supongan1os. por cjf!lnplo, q11P .-\ 1 , ... -1'.!. y .-\3 E C. Co1no 

T"[;IC!\Q. 
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C es arco conexo, existen dos arcos a 1 y o 2 en C tales que a 1 une a .-la con 
.-l, y 02 une a -·h con --h. Elegimos un punto X E .-l,. Sean e, y C2 las 
co111poncntes de LJ a 1 y LJ a 2 , respectivarnentc~ tales que :i: E C 1 n C 2 • Por el 
Lenu1 3.6, el continuo C = C, U C2 es un subcontinuo localtnente conexo de 
(LJo 1 ) U (LJo 2 ) que intersccta a .-1. 1 , ..-l2 y .-1.3 • 

:"otemos que dado un punto p E C. p pertc11nce a un e1Pn1cnto de Gn(Z). 
Por el Lenta 3.-1, p no PS el ,·értice ele ninglnt triado si1nplc de Z. En particu
lar, C no contiene triados simples. Por 8...10 (b) ele [37], C es un arco o uua 
curva cerrada sin1pll'. Por tanto, existe un subarco /7 de C que intcrsecta a 
.-\ 1 • A'.! y a .-1:1 y niugün punto ele B es el vértice de un trio do siruple de Z. 
Poden10.s suponer que.des un arco que une a un punto a. 1 E .-1 1 con un punto 
a 2 E .-12 y que a 3 es uu punto de .-b n/3- {n1, a2}. Con10 a 3 E \·;1 y \;,es arco 
conexo (véase (37, 8.2G]) entonces existe un arco o Pu \·;,que u11c a n.a con p;¡. 

Corno los extren1os <lP .d no est<Íll en \ 3~ los extrPrnos ele /3 tan1poco están en 
n. ·ya que los puntos ele 3 no son vértices dP triados sirnples ele Z, tenernos 
que o C 8. Entonces /3 intcrsecta a la arista .I:1 que es un arco o una curva 
cerrada si111ple. Co1110 }- tiene 2r + 1 aristas, ./:1 tiene un ,·értice u de 1 ·, que 
es un vértice de un triado sitnple de Z por lo que i: ~ (3. Por tanto, ./3 no 
está contcuido en /3. De 1nanera que uno de los extre1nos de /3 pertenece a .Ia~ 

pues de lo contrario .la entra y sale ele J3 sin tocar a sus extre1nos fonnando 
algt'ln triodo sin1plc dP Z con Yértice en B. Podcn1os suponer que a 1 E .13. 
E1;tOl1CPS ª' E , ., n .J,. Pl'rO habíamos pedido que , ., n }" e int,·(./1)- De 
111anPra que int.1·(./1) n ./:1 ::¡6 0. Esto no puede ocurrir con las aristas de una 
gráHca. Esta contradicción con1pleta la prueba del le111a.. • 

Dacia una gnifica .Y, clenotarernos por R(.Y) al conjunto de puntos de 
raruificaci6n ele .\.". Para cada n. E N, dcfini111os 

R.,(.\.") = {.-!.E F,.(X) : A n R(X) ~ 0}. 

Obsrrvernos que R 1(.Y) = F 1 (R(.Y)). En el caso en que .Y es una curva 
cerrada sirnple, R(.\'.") = 0 y R,,(X) = 0. 

Lema 3.8. Sean Z un continuo y Ci, ... ,Cm subconjuótos conexos ajenos 
e.los a dos y no Yacios de Z, entonces, (C1, ... , Cm)n es un subconjunto conexo 
el<• F,.(Z). 

Demostración. Consideremos la función G : Z" --> Fn(Z) ciada por 
G(..: 1 ••••• ..:ri) = {..:1 •••• , ::-n}· Clanunente, la función Ges continua. 
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Prin1ero observernos que si (C1, ... ,Cm.) n es no '\'ll.CÍo entonces existe un 
elemento A E Fn(-\:") qne intersecta a todos los conjuntos C;. Con10 los 
conjuntos Ci, ... ,Cm son ajenos entre sí, ni es n1enor o igual que el níuncro 
de elenwntos de .-L Así qne rn :5 n . 

. ..\hora veren1os que 

(C., ... ,C.,.),. = LJ{G(C;, X ... XC;.,)): {,0't•···•Cm} = {C; 1 •••• ,C; .. }}. 

Dado un elemento .-l E (C,, ... ,C.,.),., para cada k E {1. ... ,m}, hacemos 

.-l n Gk = { al7l, ... ,al~!}. Entonces 

El 1ílthno cle1ncnto se repite las veces que sea nccc>sario para que SC! co1n
plctcn n coorclcnacla..s. l':'otc111os que este clcn1Pnto pertcnccP a G{C1 x .... x 
C1 X C2 X .•• X C2 X ••• X Crn X ••• X Cm X Cm X ••• X Cm). En este producto, el 
conjunto C 1 se pone r 1 veces. el C2 se pone r2, ... , el Cm prirnero se pone ·r,n 
veces y al final Cm se pone el n1ín1ero de veces necesarias para cornpletar n 
factores. He1nos probado entonces que (C1, ... , G..,)n C LJ{G(C,, x ... x G; .. )) : 
{ C 1 •••• ,C.,.} = {C;,, ... , C; .. } }. La otra contención es clnra. 

Elijarnos puntos p 1 E C1, ... , Pm E C,,-,.. Si torna1nos una fan1ilia 
{C,,, .... C; .. } tal que {C,, ..... e, .. } = {C1 •.... C.,.}. ~e tiene que 

{p,, ... ,p.,.} = {p;, .... ,p; .. } = G(p;,. ... ,p;,.) E G(C;, X ••• X G; .. ). 

Con esto ya poclen1os concluir que (Ci, ... , Cm)n es conexo pues es la unión 
d<! conjuntos conexos que tienen al eletncnto cornún {p 1 , ••• ,JJm}· • 

3.3 Gráficas, el caso n > 4 

Lema 3.9. Sea x: una gráfica; entonces las componentes de Fn(-Y) - R,.(.\:") 
son tocios los conjuntos de In forma ( intx(Ii), ... ,intx(I,))n, donde I,, ... ,I, 
son aristas de .. Y, diferentes entre sí y el nún1cro r ,·aria en el conjunto 
{l, ... , n}. 

Demostración.. Por el Letna 3.8, cada conjunto que es de la forrna 
(intx(I1 ), •••• intx(I,)),. tmnbién es conexo, notemos que adenuis es abierto. 

TESIS cor i 
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.. \·"can1os ahora que estos conjuntos son ajenos dos a dos. Para esto, ton1en1os 
dos colecciones diferentes de aristas I 1 , •••• Ir y .11 • •••• .JJO. Podernos supo
ner que / 1 <!. {.11, ... ,.J.}. Si ocurriera que existe un elemento .-1 E 
(intx(Ii), .... intx(Ir)),. n (intx(.I,), ... , intx(./.,)),. entonces tendrían1os que 
(1) # Anl, e intx(.Ii)u ... u intx{.f.,). Esto implica q1w / 1n intx(.I;) # 0 para 
alguna j. '\"a que [ 1 y .Ji son aristas de .Y, se concluye c¡uc / 1 = .JJ. lo cual es 
absurdo. Por tanto (intx(/1 ), ... , intx(Ir)),. n (intx(.f1 ), ••• , inr .. ,·(.J.,)) n = (1). 

Para terni.inar la prueba del lcrna, sólo nos falta probar que la nnirín de 
estos conjuntos es igual F,.(.Y)-R,. (.Y). Pero esto se sigue ele que s: -R(."°) = 
LJ{intx(./) : J es arista ele-"}· • 

Lema 3.10 (A. Illanes). Si X es una gnifica, A E F,,_¡(.Y) y n ;::: -l, 
entonces ninguna vecindad de .-len Fn( .. \.") se puede encajar en IR". 

Demostración. Sea U una vecindad de .-1 en Fn(-")· Como .-l E 
Fn-l (.\."), co1npletando con puntos cercanos a un punto ele .-l, es posible 
rncontrar puntos p 1 , .•. ,JJn-l ele .. Y y subarcos ajenos entre sí I 1 , •.• ,J11 _1 

ele _\; tales que Pi E /¡ pero p¡ no es un punto tcrrninal de I;., para cada 
i E {l, ... , n - l} y (/1, I2, ... , I,._,)n CU. 

Dada i E {l, ... , n -1}, sabemos que hay un homeomorfisn10 f¡: [0, 1]2-+ 
F-i.(I¡) tal que f;((O,l] x {O})= F,(I,) y f;(~,O) = {p;}. Sea e>;: [0,1]-+ 
F 1 {I;) ciada por o¡(t) = f;(t, O). 

Definimos<,:>: [O, l]"- 1 x [-1, l]-+ U dacia por c.p(t 1, t 2 , ... ,t .. )= 

si t 11 ~O~ 

si tn :5 O. 

Si t,. =O. ambas definiciones de c.p toman el ,·alar de o 1 (t 1 )uo2 (t2 )U ... U 
o,._ 1(tn_¡). Dada= E [O, l]n-I x [-1, l], c.p(=) es la unión de un conjunto de a 
lo nuis dos puntos con n - 2 conjuntos de un solo punto, por lo que c.p(=) tiene 
a lo rn1í.~ n puntos. Por tanto c.p(::) E Fn(-Y). Clararnente rp(::) está contenido 
en I1 U ... U I 0 _ 1 e intersecta a cada uno de los intervalos I 1 • ... , I,1 _ 1 • Por 
tanto <,:>(.::) E (/1, /._,, ••• , In-t)n e U. Esto termina la prueba de que <,:> cst•í 
bien definida. 

Clararnentc <.? es continua. 
Ahora veamos que r.p es inyectiva. Supongarnos que c.p(t 1 •••• , t,.) = 

:p(s 1 , ••• , s,,). En el caso en que tn, Sn ~ O, tenemos que f 1 (t 1 , tn) U o 2 (t2 ) U 
... U a.,_, (t.,_,) = f1 (s,. s,.) U <>2(s2) U ... U O'n-1 (sn-1 ). Ya que I1 ....• /,,_1 son 
ajenos <'lit.re sí. se obtiene que f1(t1.t,.) = f1(s1,sn), f2(t2.0) = f 2{s2,0), 

TESIS CON 
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fn-1 Ctn-1. O) = fn- 1 (s,._., O). La iuyecth·i<lad <le las funciones f1, f~ • ... , fn-1 
itnplica que {ti, ... , fu)= (s1, ... , sn). El caso en que tn• Sn :5 O se trata ele ntan
()ra similar. Ahora suponga111os que sn ::5 O ::5 t,.. Entonces f 1(t 1, t,.)Un2 (t2 )U 
... U o,._ 1 (t,._ 1) = o 1 (s¡) U f2(s2, -s,.) U <>:i(s:i) U ... U n,._ 1 (s,._¡). Proceclien
<lo como antes obtenemos que f1 (t,, t,.) = f1 (-~1, O), f 2 (t2, O) = f 2 (.s2 , -sn). 
fa(t3, O) = f:i(s;¡. O), .. ., f,.-1 (t,.-1, O) = fn-1 (sn-L •O). La inyecti\"idad de las 
funciones f 1 ,j, .... ,f,._ 1 implica que (t1 .... ,tn-il = (.• 1 •... ,.~n-1) y t,. =O= 
."S,.. 

Por tanto, 9 es inyectiva. 

Sea C = 1111 :..,;. Entonces C es una 11-celcla eu U. 6..\hora consiclcrcrnos 
el arco A = {p 1 ,p2 .p.,,. . .,p,._¡} U fa({,\-} x (O, l]). Es claro que A es uu 
su barco de U. :-.:otemos que el punto :PC ~- .. ., ~·O) = f 1 (&.O) u h( &·O) u 
... Uf,._ 1 (~.0) = {p 1,. • .,p,._¡} ¡wrtenece a A. Por otra parte, si t >O, el 
conjunto {p.,p2 ,p.1 , •• .,p,._i} U fa(~. t) tiene dos puntos en el areo Ia y que, 
para tocia.::= (t 1 , ••• , fn) E [0, l]"-1 x [-1, l]. rp(.::) n I:i = oa(t:i) que consta 
de sólo un punto (aquí c>s donde estarnos usando que n 2:: -l, pues l"sto es lo 
que se necesita para que el tértnino a:1(ta) aparezca en ~(z)). Esto 1nuestra 
que {p 1,p2 .p . ., .... Jln-t} U/a{~,t) no pertcnecP aC para ninguna t >O. Por 
tanto AnC = {;y(,\-, .. .,,\-. O)}. Entonces Cu A es una 11-sombrilla. Corno una 
n-sornbrilla no se ¡;ucdc-encajar en IRn (Len1a 2. lü), tenernos que U tan1poco 
se puede encajar en R". • 

Len>a 3.1.l. Si X es una gnífica y .-1 E F,.(X) - (Fn-a(X) U fl,.(X)). 
'~ntonces .. -1 tiene uua \"<"ciudad en F 11 (_.Y) que rs una H-cel<la. 

Demostración. Supongarnos que .. -l = {PI, p 2 , .••• JJn }, donde los pun
tos /JI. p 2 , •..• p 11 son diferentes entre sí. Corno ninguno ele los puntos p; es 
dP rarnificación, entonce:-; rxist.cn arcos ajPnos entre sí .11, .12 , .... .J" q11e son 
veciudadcs ele los rcspr.ctivos puntos /JI, P2· ... , Pn· Dado que (.11, .12 . ... , .fu),1 
es una \'ccindad de .-l ho111eon1orfa a .11 x .12 x ... x .Jn. tan1bién es hon1co1norfa 
a I". Por tanto. la \T·cindad (./1 • .12 . ... , .111 )

11 
es una n.-celcla. • 

Le1na 3.12 (.-\. Illanes). Sean X una gráfica, n 2:: 4 y A E Fn(.'\"). 
Entonces .. -l tiene una base de ,·ecinda<les B en Fn ( .. \.-) tal que, para. cada. 
U E B, Un&,. (X) es arco conexo y .-1 ~ é., (.'\") si y sólo si .-\ E F 1 (X)- R,. (.'\"). 

Demostración. (:"ecesidacl). Como .-1 ~&.,(.'\"),entonces A E R~,(-'<) U 
F.,_ 1 (.'\). Suponga111os que existe la base de ,·ccinclades B con las propiedades 
rnencionaclas. Supongarnos qnr• .4. = {Pi, /J:!• ... , Pr }. donde 1 ~ r ~ n y los 
puntos p 1 , p 2 • •.•• p,. son diferentes entre sí. Sea J1 > O tal que los coujnntos 
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Bx(t51,pi), ... ,Bx(ó1,p,) son ajenos entre sí y 6 1 < k· Elegin10s U E B tal 
c¡ue U C Bp.¡x¡(ó¡, A). Sea t5 > O tal que BF.(.\")(ó, A) CU. 

\tearnos prin1ero qué ocurre cuando .. -l. E .kn ( .. \:"). En este caso poden1os 
suponer que p, e R(.'\). Sean J y L aristas de .'\ tales que .J # L y Pr e 
.JnL. Consideremos clos subconjuntos de /1 puntos {.r 1 , ••• ,:rn} y{¡¡¡ ..... ¡¡,.} 
de.'\ - R(.'\) tales que c/(J:¡,p;). d(y.,p;) < t5 para tocia i E {L ... , r - l}. 
{:z·r.:i:r+l•···,xn} C Bx(ó,p,)n.J y {!lr.Yr+l•····!ln} C Bx(ó.p,)nL. Entonces 
los conjuntos E= {:1: 1 , •••• :z:,.} y C = {y 1 ••••• y,.} pertenecen a Un én(.'\). 
Por la elección de B. existe una función continua n : [O, 1] -+ ll n &n(-Y) C 
Bp.pq(t51,A) tal que o(O) =By n(l) =C. 

2'\otcrnos que Pr es un punto que separa a Bx (c5 1 • Pr) en dos conjuntos 
abiertos u.,, .. talPS que {.rr. ;l"r+l, ...• :ru} e v· y {llr· !Jr+l • ...• Yn} e ,, ... Dada 
t E [O, 1), o(f) E &n(.'\), de manera que o(f) no tiene puntos de ran1ificación 
y tiene n elernentos. En particular, l'r ~ o(t). Además o(t) E U, por lo que 
n(t) E Bp .. ¡x¡(ó1.A), así que a(t) C Bx(r5,,p1) U ... U Bx(c51./>r) - {p,} = 
Bx(ó,,p¡) U ... U Bx(ó,,pr-1) U U U 1 •. 

Sean K 1 = {t E [O, 1) : o(t) e Bx(ó,,p¡} U ... U Bx(t51,JJr-1) U U} y 
I~-2 = {t E [O, 1) : a(t) n 1 · # 0}. Por la contención final del P'irrafo anterior, 
[O, l) = I<, U I<2 • Como 1· es ajeno a Bx(ói,pi) U ... U Bx(r51,fJr-L) U U, 
tenemos que I~-, n I<2 = 0. Claran1cnt.c A" 1 y I<2 son abiertos en [O, 1). Como 
n(O) = By n.(l) = C. tem»nos que O e ¡,·1 y 1 E K 2 • Entonces A", y 
1'\.·2 forrnan una separación de (O, l], lo que contradice su conexidad. Esto 
111uestra qnr .4 no puede pcrtcnccrr a Rn(."1\). 

Por tanto .-1 e F,,_ 1 (.i:) - R,.(.'\) . 

. -\hora, s11ponga111os que .-\ no es degenerado, es decir, supongan1os que 
r· > l. Elegimos dos subconjuntos {x,+1 .... ,:r,.} C Bx(Ó,p¡) - {p1} y 
{!Jr~L· ... ,!Jn} e Bx(<i.pr) - {p,}, donde los puntos :1:r+t• ... ,.,,,. son todos 
difrrentcs y lo 1ni:-;1no ocurre con los puntos 1Jr+1' ... , y,1 • Forrnarnos los con
juuros B = {Pt·····Pr·:l:r+l•····Xn} y e= {P11••·1Pr1Yr+h···.,Yn}· Entonces 
los conjuntos I3 y C pertenecen a Un&,.(.'\). Por la elección de B, existe una 
función continua n: [O, 1)--¡. Un & .. (X) e Br-.¡x¡(r51. A) tal que n(O) =By 
n(l)=C. 

Sean A", = {t E [0.1) : o(t) tiene un y sólo un punto en Bx(t51,PL)} y 
I~-2 = {t E [O, 1) : o(t) tiene uuis de nn punto en Ex(r5¡,p1)}. Claran1ente 
[o. 1) =A", u I<2. 1 e A·,. o E I<2 y I•(¡ n K2 = 0. 

:\lostrarcn1os que b.·1 y 1<2 son abiertos en [O, 1]. 
Dada 1 E I~·2 • supongamos que o(t) = {w 1 , ••• , lL'n}, donde todos los pun-
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tos l.L'¡, ..•• U'n son diferentes entre sí. Sabernos que o(t) tiene al rncnos dos 
elementos en Bx(c51.p1 ). Supongamos que w 1 y w 2 E Bx(t51 ,p1 ). Tornemos 
Óo > O tal que Bx(óo. wi), ... , Bx(óo. IL'n) sean ajenos entrt> sí y Bx(óo. wt) U 
Bx(óo. u•2) e D.,. (61. p 1 ). Para los n1í1neros sen una vecindad <le t, n:(.s) ticru~ 
un elernento Pll B_y(c50 • w 1 ) y otro (diferrntP) en Bx(óo~ u12 ) y a1nbos cstcln en 
Bx(t)1 • p 1 ). Por tauto. todos rsos n1í1neros s están en I\.·:.J· Esto n111cstrn qur 
A.·2 PS abiPrto . 

. :-\hora to1ner11os una t E b.·t· Supongan1os que o(t) = {tv1 , ... , tvn}, dondP 
todos los puntos w 1 , •••• Wu son diferentes t~utre sí. Supongarnos que tl.' 1 rs 
el tinico c>lemento de o (t) que pertenece a Bx (61 , µ 1 ). Como a (t) E U. 
ü{t) C Bx(ci,.p,) U ... U Bx(c5,.pr), de manera que podernos tomar c50 >O 
tal que los coujuntos Bx(6o, w1) . ... , Bx(c5o. tt•n) son ajenos entre sí y cada 
uno de <'llos esui contenido en nlgl'tn conjunto de la for1na B.y{c51.pj). Contn 
sólo IL't pertP!lCCl' a Bx(c5,,p,). te11cmos que Bx(ó,,p,) n (Bx('5o. W2) u ... u 
Bx(60 • wn)) = ~). Tommnos u11 níunero s E (O. l] tal que Fl(n(s), n(t)) < c50 , 

Pntonces o(s) int.Prspcta a cada uno de los conjuntos dr la forrna Bx(c5o. lL';) 

y cstcí. contenido en su unión. Entonces n{.s) tiene n - 1 clern<~ntos en 
Bx(cío. w 2 ) U ... U Bx(óo, wn) y uno e11 Bx(ó0 • w¡). De ellos, el ünieo en 
Bx(c51 ,p¡) PS el ele Bx(c5o, w,). Por ta11to. n(s) tiene exactamente un el<'
I11e11to en Bx(61 .pi). De modo que s E J< 1 • Esto tennina la prueba de que 
1\.· 1 es abierto. 

He1nos encontrado nll<!Yan1entc una disconcxión de [O, l]. Corno esto es 
iruposible. podPnto:-; concluir qnc .·\ es degenerado. 

Por tanto . .-1 E F 1 {.Y) - R,.(.Y). 

(Suficiencia). Ahora esta!llOS suponiendo que .-1 E F 1 (.Y) - R,.(.Y). En
tonces . .-1 = {p} para algün punto fJ E .Y - R(.Y). Entonces, existe c5 > O tal 
qu<> Bx(ó,p) <>st•Í contenido en algünsegmento J ele.Y y Bx(8.p)nR(.Y) = 0. 
E11tonces, Bx (8. p) es homeomorfo a un subintervalo L ele (O, l]. Iclentificarc-
1110s a Bx(c5,p) con L. Sea B = {BF.cx¡(IJ, {p}) : O < 1¡ < ci}. Tenr
!llUS que probar qnc si O < r¡ < c5 y B.C E BF.¡:q(r¡. {p}) n E.,(.Y) c11-
tunc:es B y e se pueden co11ec:tar por un arco en BF.(X) (r¡, {p}) n En(."\'"). 
Como B,C e Bx(8,p) = L, podemos suponer que B = {b,, ... ,b,.} y 
e= {c1 • ... ,e,.}, donde b1 < ... < bn y C1 < ... <e,.. Entonces definirnos o: 
(O. l] -¡. BF.,(X) (r¡. {p}) nEn(X) por n(t) = {tb, + (1 - t)c, • ...• t/J,. + (1 - t)cn}· 
Es Íéicil i.-cr que cada o (t) tiene 11 ciernen tos y ninguno de ellos es de nunifica
ci6n. Por tanto. n está bien clPfinida. o(O) =e y n(l) =B. De maneni que 
BF.cx¡(IJ. {p}) n E,.(.Y) es arco conexo. Como .-1 es degenerado,...\~ E,.(.Y). 

1~~ ~ c .. :-:· : r~ s l' ! 
·----------~ 
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Con esto terrniruunos la prueba del len1a.. • 

Teorema 3.13 (A. Illanes). Sean X: y Y gráficas. supongamos que F,,(.Y) 
es homeomorfo a Fn (l ") y n ;:::: 4. Entonces x: es homeomorfo a l ". 

Demostración. Sea h : F,, (.Y) _,. Fn (l ") un homeomorfismo . 
.'.'atemos que h(E,,(.Y)) = En(l'") pues un elerncnto .-1 E F,,(.\.") tiene una 

Y<'cinclad que es una n-cclda en Fn ( .... \."°) si y sdlo si lo 111i:-;nHJ ocurre con /z( .. -1) 
Pn F,,(l"). Sea .-1 E F 1 (.\.") - Rn(.\."). Por el Lema 3.12 . .-1 tiene 111ia hase 
clP ,-,.dndades B rn Fn (.\.") tal que. para cada U E B. U n E,. (.Y) es arco 
conexo y .. -\ ~ En(.\."°). ·y·a que h es hon1eo1norfis1no. h(A) ti<n1e una base 
clP Yccinc.ladcs !31 en F,.(l.) tal que, para cada V E 5 1 , V n &,.(}··) l"S arco 
conexo y h(.-1) ~ E,,(lº). Aplicando otra vez el Lema 3.12 obtenemos qne 
h(A) E F 1(l")-R,.(l"). Hemos demostrado que h(F1(.Y)-R,,(.Y)) e F 1(l"). 
Corno F1(.\.") - R,.(.\.") es denso en F 1(.Y) y F 1(1") '"'compacto, concluimos 
que h(F1(X)) e F 1(l"). Similarmente, h- 1(F1(Y)) e F 1(.Y). De manera 
que h(F1 (.\.")) = F1(l"). Por· tanto F 1(X) es homcomorfo a F 1(l") y, en 
consecuencia ... Y es ho1nco111orfo a ) ·. • 

3.4 Gráficas, el caso n < 3 

Lema 3.14. Sean.\." una gnífica y .-1 E F 3 (X)-R3 (X). Entonces A E &3(.Y). 

Demostración. Primero supongamos que A= {x} para algún :i: E .\.". 
Corno ;r no es un punto ele rarnificación, existe una ,·ecinclad .J de :i.: tal que 
.1 <'S un arco. Entonces .-1. E {./) 3 y {./) 3 = F 3 (J) es una Yecindacl de .-1 en 
F:1(.\.") que es homcomorfa a [O, 1]3 (,·er Teorema 6 de [5]) . 

.. -\hora supongan1os que .. -l = {:z:, y} .. donde x # y. Sean J1 y J2 n1·cos 
ajenos en .. "'\. tales que ./1 y ./2 son vecindades ele :1: y ele y, respcctivarnenrc. 
Entonces (J1 • .J"J)a es una vcciurlad de .. -L 

Para cada i E {l, 2}. existe un homeomorfismo f; : [O. lf _,. F 2 (J¡) tal 
<[lit' f;([O, l] x {O})= F 1 (./¡). Sea c.p: [O, 1]2 x [-1, l] ~ {.11 • ./,,):1 dada por 

si t3 2: O, 
si t 3 :5 O. 

Es fácil ,·er :p es un homcomodisrno. Por tanto, {./1 , .12 ) 3 es una 3-celda 
y concluimos quP .-1 E & 3 (.\."). 

TESIS CON 
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Sólo nos falta analizar el caso en que .. ~1 = {x, y.,.=}., donde x., y. y :: son 
puntos diferentes. Pero este caso se sigue clircctan1ente del Le1nn 3.11. • 

Lema 3.15. Sean .V: una gnUica y .-1 E F 2 (.Y) - R 2 {.Y). Entonces 
.-l E &2(.Y). 

Demostración. Primero supongamos que .-l = {x} para alg1ín ;c E ;v:. 
Corno :r. no es un punto de rarnificación. existe una vecindad .I de :1: tal que 
J es un arco. Entonces .-1 E (.I} 2 y (J}? = F 2 (.J) es una vecindad de .-l <'n 
F 2 (.V:) que es hornconwrfa a (O, 1] 2 • -

:.\hora s11pougnn1os que .. -.\. = {x,y}., donde x :¡!; y. Este caso se sigue 
directamente del Lcrna 3.11. • 

Sean Z un continuo y vV e Z un abierto fijo. Para cada abierto U en 
Z, sea c(U) el nt'unero de componentes de Un W. Para cada p E clz(vV). 
definimos 1.-(p) = mín( {m E N : p tiene una base de vecindades /3 tal que 
r:( U) = m para tocia U E 13} U { oo} ). En estos términos tenemos el siguiente 
lenta. 

Le111a 3.16. Sean Z un continuo, p E Z, vV un abierto ele Z y m E N. 
Supongau1os que p tiene nna base de vecindades B tal que~ para toda U e B~ 
c(U) = m. y, adenuis, para tocia componente C ele Un W, p E c:Jz(C). 
Entonces v(p) = 111. 

Demostración.. De acuerdo con la definición de v(p), u1 pertenece al 
conjunto que dPfine a v{p). De rna.ncra que v(p) :5 rn. Por definición, p tiene 
una base de vccincladcs /31 tal que c(U) = v(p) para toda U E /31. Sean 
1 - E By U E 61 tales que U C 1 - . Por hipótesis 1. n W t.ic1w m con1ponentes 
C 1 •••• ,C,... También por hipótesis. I' E cl 2 {C1) para toda i E {l, .... m}. 
De rnancra que U n C, op 0 para cada ; E {l. .. ., tn}. Por tanto U n W = 
u n 1. n vV = (u n e,) u ... u (u n c ... ). Como los conjuntos Cll esta unión 
cstcin 1nutua1nent.c separados y son no ''acíos. tencn1os que li n W tienr. al 
menos m componentes. Es decir, u(p) = c(U) ;::: m. Por tanto v(p) = ni. • 

En el siguiente letua. supondrernos que .'\: es una gni.fica, que p, fJ y r son 
puntos de ramificación ele .V:, ord(¡J, .\:) = 11 ;::: 3. ord(q, .V:) = 111 ;::: 3 Y 
ord{r, .'\") = l ;;:::: 3 .. -\dcnuis :e:, !J y .:; E . .''\ no son puntos ele ran1ificación. 

Lema 3.17. Sea W = F:3 (.Y) - R 3 (.Y). Para cada .-l E F:,(.Y), sea u{.-l) 
corno se definió antes. Entonces v(.4) tiene los siguientes posibles Ya.lores: 
{a) si .-l = {p}. entonces v(.-l) = n + G) + G). 
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{b) si .-l = {p,x}, entonces v{.-l) = n+ (~). 
(c) si .-l = {p, x, y} y x =¡f y, entonces u(.-l) = n, 
{d) si .-l = {p,r¡}, p =F r¡, entonces v(.-1) = n · (';) + m · (~) + n · rn, 
( <') si .-1 = {p, r¡, ·" }, p =F r¡, entonces 'll(.-1) = 11 • n1, 

-11 

{f) si A= {p, q, r} y p. r¡ y r son diferentes entre sí, entonces u(.-1) = n · rn · l, 
(g) si .-1 = {x, y,=} {aquí puede ocurrir que A tenga uno, dos o tres puntos), 
entonces v{.-l) = l. 

Demostración. Usaremos el Lerna 3. lG. Sea r50 > O tal que iV.,,.. {r50 , .-l) n 
R(.Y) = .-lnR(.\."), iVx (r50 , .-1) tiene tantas componentes como elementos tiene 
.-1 y r5o < k· Sea B = {BF3 (x¡(ó, .-1) e F.,(X) : O < ó < 60 }. Entonces B es 
una hnsc de vecindades para ... -l en F."J( .. ~). 

{a) Supongamos que .-1 = {p}. Sea r5 E {O, 6 0 ) •• -\sí, clx(iVx(ó. A)) es un 
n-oclo, cl.d,Vx(ó, .-1)) = .J1 U •.. U .ln , donde .J, n .JJ = {p}, si i =F j y cada 
.1,- c.s un arco que tiene por cxtrcn1os a p y a nn punto a;. Observe que un 
Plt•mento B E F 3 {.\.") pertenece a BF3 ¡x¡(6, .-1) si y sólo si B C 1Vx(ó,.-l) = 
clx(iVx(ó .. -1)) - {a 1 •••• ,a,.}. Entonces B E BF.,(.YJ(r5,.-l) n vV si y sólo si 
B C ;Y.dó, A) - {p} = (.J1 - {p}) U ... U (.Jn - {p}). Procediendo como 
en el Lenta 3.0, tenemos que las con1ponentes de B,.3 (.'q(6, ... 4) n W son los 
conjuntos ele la forma (.J, 1 - {p} ..... .J,, - {p}}~, donde i¡, ... ,ir E {l, ... ,n} 
sou r11hneros distintos entre si y el nún1ero r varía en el conjunto { 1, 2, 3}. Ol~ 
111anera que c(BPa(X)(c5 .. -1)) = n + (~) + (~). Por otra parte, si tornarnos un 
eo11ju1tto ele la forma (.J, 1 - {p}, ... , .J,, - {p}} 3 como antes, poden1os elegir 
1111 punto en cada uno de los conjuntos ./; 1 - {p} . .... J; .. - {p} tan cercano a 
p cotno quPn-unos y el conjunto que consta de esos puntos elegidos pcrtericce 
a (./;, - {p} ... ., .J,, - {p}), y cstar;í tan cercano a .-1 como qucran1os. Esto 
11111c•stra que .-1 E clx{(.J, 1 - {p}, ... , .J,. - {p}} 3 ). Por tanto se satisfacen las 
hip{ltt•sis del LPllHl 3.16 y podernos concluir que v(.4.) = /1 +e!)+(;). 

La dmnostración ele los incisos {b)-{g) es similar. • -

En el siguiente lctna supondrctnos que .~ es una gráfica, que p y q son 
puntos de ramificación de .\:, ord{p, .\.") = n ~ 3 y ord(r¡, .Y) = m ~ 3 . 
. -\clcnuis. x y .1J E _'1; no son puntos ele ran1ificación. 

Lema 3.18. Sea W = F2(X) - R 2 (X). Para cada .4 E F 2 (X), sea v{.-l) 
corno se definió antes. Entonces v( ... -1) tiene los siguientes posibles valores: 
(a) si ..1 = {p}, entonces 11(.-l) = n + (~). 
{b) si A= {p.:r:}, entonces u{.-1) = n. 
(c) si A = {p. t¡} y p =¡f r¡. entonces u(.-l) = n · m, 
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(el) si A= {x, y} (aquí puede ocurrir que A tenga uno o dos puntos), entonces 
v(A) =l. 

Demostración .. La dcrnost.raci6n es sirnilar a la del Lcrna 3.17. • 

Lema 3.19. Sean .. "\:.y }·· gr;_ifica .. o.;. Supongarnos que existe nn ho1neo111or
fis1110 h : F3(Xº) -; F 3 (l"). Si pes un punto de ramificación de .Y, entonces 
h( {p}) = { 1t} para algún punto de ramificación 11 de } -. 

Demostración. Sean W = F.1 (.\:) - R,(X) y W 1 = F.1(}·) - R,(}"). 
Por los Lemas 3.4 y 3.14. un elemento .-1 E F.1 (.\:) tiene una vecindad que 
es una 3-celda si y sólo si A E F.1 (.Y) - R,.(.Y). Como algo similar ocutT<' 
con Y, concluimos que /z(vV) = vV1 y h(Ra(.Y)) = R,.(}-). En particular, 
/z({p}) E R,p-¡. Podemos definir u'"' F;1(X) usando vV y también definir 
Vt en F.'1(}··) usando YVt· Con10 las clPfinieiones ele v y v 1 son topológicas, 
tenemos que, para cada .-1 E F.1(-Y), v(.-1) = u 1 (h(.-1)). 

Dada .A. E F."1(-Y). si .. -l tiene un punto .i: que no es de ra1nificación, entonces 
existe un arco J ele .Y tal que x E./. JnR(.\:) = (1) y Jn.4 = {;r} y. usando 
el Lema 3.17, v(.-1) = l"((.-1 - {.i:}) U {y}). para toda y E ./. Esto muestra 
que, para toda vecindad U de A en F;,(X), 1"(.-l) coincide con v(A¡) para uua 
infinidad de elementos .-11 de U. 

Dada .-1 E F.1(.\:). si .-1 sólo consta dP puntos de ramificación, A es de 
alguna dL• la.'< forma.-; (a). (el) o (f) deserita.-; cu PI Lema 3.17. Si .-l es de 
la forina (a) Pntonccs los elen1e11tos .. -\ 1 ele F.,(_\"°) cercanos a ..... \ y que son 
diferentes de .-l son de alguna <le las formas (b), (c) o (g) y, para cualesquiera 
de ellas, -u(..-\ 1 ) < u( .. -\). Por tanto. " alcanza un mélxirno absoluto en alguna 
,·ecindad de .-L Similarmente. si .-l es el<> alguna de las for1nas (el) o (f) 
entonces v(.-\) alcanza un 1nüxir110 absoluto en alguua vecindad de _ ... L 

Por tanto, ciada .-l E F.1 (.Y) . .-l C R(."'\) si y sólo si u(.-1.) alcanza un 
11uíxi1110 absoluto en alguna vecindad e.le .. -\. 

Con10 la definición dl' 1: l'.S topológica. lo 1nisn10 ocurre para V¡. Esto 
muestra que .-l e R(X) si y sólo si h(.-l) e R(l "). 

De manera que h( {p}) es de alguna ele las siguientes forn1as: 
h({p}) = {1t}, {u.:::}, {u.::;, w}, donde u,=• w E R(Y) y son diferentes 

entre sí. 
Analicemos el caso cu que h( {p}) = {u,::;}, con u ~ ::;, donde ord(p, .Y) = 

n. ord(u. 1·¡ =,.y ord(::;, 1") =s. Como v({p}) = v 1 ({u, :::}),tenemos que 

n + C) + (~) = ,. . m + s . (;) + ,. . s 

1 FALr1si~ CO~}IrnmJ 
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De acuerdo con el Lenu1 3.17, los ,·alores que toma u en los elementos 
de F 3 (X) cercanos a {p} y diferentes de {p} son n + (~). n y l. Por otra 
parte, los valores que toltla v, en los elementos de F:1(Y) cercanos a {u,=} y 
diferentes de {u, z} son r+ (;), s+ (;). r·s, r, s y l. Como estos conjuntos de 
valorC'S deben coincidir. r + (;), r !iOll dos valores dril conjunto {n + (~). rz}. 
De n1a11cra que r = n.. Sintilarrncntc, s = n.. Pero entonces r · s = 11. 2 debe ser 
igual a n + (~) o a n. Es claro que n 2 =¡l:. n~ y si ocurriera que n 2 = n + n(T~ll, 
tendrínrnos que 211. = 2 + n - l. . .\.!"'í que 11. = l. lo que no puede srr cierto. 
Esro muestra <¡UP es imposibl" que h({p}) = {11, .::} . 

.-\hora analicemos el caso en que h({p}) = {lL,.::,w}, donde u,.::,w son 
diferentes entre sí, ord(p, .'.") = n, orcl(u., Y)= r, ord(.::, }") = s y ord(w, }") = 
t. Como v({p}) = v 1 ({u.,.::,w}), tenernos que 

n + (~) + (~) = r · s · t 

De acuerdo con el Lcrna 3.17, los valores que tonta v en los elcrucntos 
de F 3 (X) crrcanos a {p} y diferentes de {p} son /1 + (;), n y l. Por otra 
parte, los valores que ton1a 111 en los elementos de F 3 (Y) cercanos a {u,=, y} 
y diferente~ ele {u,=, y} son r, s, t, ,. · s, r · t, s · t, l. Con10 estos conjuntos de 
valores deben coincidir, r y r · s deben pertenecer al conjunto {n + (;), n}. 
Por tanto r = n. Siinilannente, s = n = t. De tnanera que n.2 = n + "'~;- 1 >, 
con lo que ~e obtiene la 111istnn contradicción que en el caso anterior. -Por 
tanto h( {p}) tampoco puede ser un conjunto de tres elementos. 

H"mos demostrado que la única opción para p es que h( {p}) sea de la 
forma h({p}) ={u}, donde IL E R(}"). • 

Len~a 3.20. Sean .'." y } · grli.ficas. Supongamos que existe un homeomor
fismo /¡ : F 2 (.'.") --+ F,,,(l "). Si pes un punto de ramificación de .X, entonces 
h ( {p}) = { rt} para algún punto de ramificación u ele 1··. 

Demostración. Sean W = F 2 (X) - R 2 (X) y W 1 = F 2 (Y) - R 2 (l"). Por 
los Lemas 3.-l y 3.15, un elemento .-l E F 2 (.Y) tiene una Yecinclad que es una 
2-celda si y sólo si .-l E F2(.X) - R 2 (X). Como algo similar ocurre con }", 
concluimos que h(vV) = W1 y h(R2 (X)) = R 2 (lº). 

En particular, h({p}) E R 2 (lº). Podemos definir ven F2 (.'.") usando W 
,. ta.tnhién definir o 1 en F2 (1.) usando VV1 • Con10 las definiciones clr v Y 111 

;,on t.opológicas. tenemos que, para cada .-l E F,,,(.X). v(.-l) = 111 (h(A)). 
Dada. _-l E F2 (~\.""), si .4. tiene un punto x que no es de ratnificación entonces 

existr un arco .J ele.'." tal que x E .J, .JnR(.'.") = Q) y .JnA y. usando el Lema 
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3.17, u(.-l) = o((.-1. - {x}) U {y}), para toda y E./. Esto muestra que, para 
toda vecinclnd U de .-!. en F2(.Y), v(.-1.) coincide con -u(.-1.¡) para una infinidad 
de elenwntos .-l 1 de U. 

Dada .-!. E F 2 (.Y), si .-!. sólo consta de puntos de ratnificación . .-!. es ele 
alguna de las formas (a) o (c) descritas en el Len1a 3.18. Si • ..\ es de la forma 
(a) entonces los elc1nentos .. 4.1 de F 2 ( .. '\."") cercanos a .. -\ y que son diferentes 
de .-\ son de alguna de las fonnas (b) o (el) y, para cualesquiera de ellas, 
i:C-\ 1) < t•( .. -\). Por taut.o, v alcanza un rnáxi1no absoluto en alguna vecindad 
dP .-L Siniilanncutc, si .. -les de la forrna (e), entnncf~s v( .. -\) alcanza un nuixi1110 
absoluto en alguna \.·ecinclad ele .-l. 

Por tanto, dada .-1 E F 2 (.Y), .-\ e R(X) si y sólo si u(.-l) alcanza un 
nuíxi1no absoluto en alguna vecindad ele .. -\. 

Canto la definición de u es topol<Sgica, lo n1isn10 ocurre para v 1. Esto 
1111wstra que .-1 e R(X) si y sólo si h(.-l) e R(Y). 

De manera c¡ne h( {p}) es de alguna de las siguientes formas: 
h({p}) ={u} o {u,.::}, donde u.,;: E R(Y) y son diferentes entre sí. 
Analicemos el caso en qne h( {p}) = {u,;:}, con 11 # .::, donde ord(p, .Y) 

n, orcl(u, }-) = r y arel(.::,}-)= s. Como v{{µ}) = v 1({u, .::}),tenemos que 

n + (~) = r · s 

DC' acuerdo con el Lcn1n 3.18, los "~alares que tonu-\ v en los elenl.entos 
<IL' F 2 (.\."). cercanos a {p} y diferentes de {p} son n y l. Por otra parte, los 
vnlorcs que totun v 1 en los clc1nentos ele F 2 (l"') cercanos a {tt, .::} y diferentes 
ele {u,.::} son r, s y l. Co1110 estos conjuntos de \~atores deben coincidir, 
r· = 11 = 8. Pero entonces n. + (;) = n.-.i . . -\sí que n":l = n + nC,~-1), lo cual 
itnplica que n = 1, lo que es itnposible. Esto muestra que no se puede dar la 
igualdad h({p}) ={u,.::}. 

Hemos demostrado que la única opción para p es que h( {p}) sea ele la 
forma h({p}) ={u}. donde u E R(}-). • 

Teorema 3.21. Sean .Y y Y gráficas, supongamos que F3(.Y) es homeo
n10rfo a F,,(}"). Entonces, .Y es horneon10rfo a}-. 

Den~ostración- Sea h : F,,(.\.") - F,,(l-) un home0111orfisn10. De 
acuerdo con el Lenm 3.19, dado un punto p E R(.Y), existe un punto 
/,;(p) E R(l-) tal que h({p}) = {k(p)}. Entonces h- 1 ({k(p)}) = {p}. 

Esto implica que R(.\.") = 0 si y sólo si R(}-) = 0. Si).,: es un arco o una 
curva cl"rracla sin1ple, entonces } .. también es un arco o una curva cerrada 
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sitnple. Sea 5 1 la circunferencia unitaria en el plano. Como F:~([O, l]) es una 
3-celela (Teorema G de [5]) y F,1 (5 1) es horneomorfo a la esfera unitaria en 
R 1 ([G]), obtenemos qtt<' F.,([ü, l]) no es homeomorfo a F;1(S1), ele manera 
que } · es 1111 arco. Si .Y es una cur,·a cerrada sirnplc, un argurnento sin1ilar 
1ntH"stra que } · PS una cur,·a cerrada sirnplc. Por tanto, el tcorcn1a estaría 
t<:'rn1ina<lo en los ca.sos Pll quP .Y es uu arco o una cur,·a cerrada sirnple. Esto 
nos pcnnite suponer, de uquí en adelante, que .. Y no es ninguno ele estos dos 
contiuuos . 

. -\plicando ahora el Len1n 3.19 a ¡,- 1 , para cada l/ E R(J:·). r~xiste un punto 
k'(r¡) E R(X) tal qur 1i.- 1({r¡}) = {k'(r¡)}. Dada p E R(X). {k'(k(p))} = 
11- 1({k(p)}) = {p}. Así que k'(k(p)) =p. Similarmente, k(J.:'(q)) = q pm·a 
eada 'I E R(}"). Por tanto. k es una hiyección entre R(.\:) y R(Y). Probare
rnos el resto d<"l t.core111a 1ncdilintc una serie ele pasos. 

Afirmación l. Sean p y :r E R(.Y). Entonces p y :i: son vértices adya
centes de .Y si y sólo si k(p) y k(x) son ,·értices adyacentes ele Y. 

Por sin1Ptría, sólo necesitarnos probar la necesidad ele la _..\firn1ación l. 
Con10 p y ;1; son \·értices adyacentes ele .\."', existe un adsta L de .\."' que tiene 
como extremos a p y a .1.·. Consideremos el conjunto abierto U= (intx(L)}3 
dt> F 3 (.\:). De acuerdo con el Len1a 3.0, U es una cc-mponente de F 3 (,\.") -

Ra(X). Por los Lemas 3.-1 y 3.1·1, h(Fa(X) - R 3 (X)) = F 3 (1') - R 3 (Y). De 
111ai1era que h(U) PS una componenw ele F 3 (}') - R 3 (1"). Por el Lema 3.9, 
h(U) = (i11t,·(.li), ... , int,·(.Irl):i para algunas aristas .Ji. ... , .Ir de Y y alguna 
r E {l, 2. 3}. Claramente. {p}, {.r} E clp3 p.-¡(U), así que {k(p)}, {k(x)} E 
clp"C'"l( (int,-(.11 ), ... , int,-{.lr)Ja). Entonces existe una sucesión de elementos 
{B.,};;"= 1 de (int,·(.11) .... , intl"(.lr)) 3 tal que límBn = {k(p)}. Corno cada 
B,, intersccta a ./1 y .11 es co111pacto, tcncn1os que ./1 intersccta a {k(p) }. 
Es clt'cir. k(p) E ./1. Similarmpnte. k(:c) E .11. Por tanto, k(p) y k(x) son 
;ulyacpnt.cs. 

A.firmación 2. Sean p y :i: E R(.Y) tales que son adyacentes. Entonces, 
PI n1hnero ele arista.s que unen a p y a. x en ,¿""'< es igual al ntÍnl.ero de aristas 
que unen a k(p) y a J.:(x) en 1·. 

Para probar la . ..\finnación 2, consideremos diferentes aristas I 1 , ••• , I,. ele 
_\.- que unen a p y a x. 

To111m11os una componente C = (intx (L1 ), ... , int x(Lr)} 3 de F3(.Y) -
Ra(.Y) tal que {p}, {x} E clp3 pq(C). Procediendo como en la prueba de 
la .-\Hrtnación 1 se sigue que p, X E L1 n ... n Lr. Por tanto { L,' ...• Lr} es un 
:-onhconjunto no vacío de {Itt ···: Iu} que tiene a lo nl.ás 3 elernentos. 
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Por otra parte, si {L 1 ••••• L,} es no vacío, est>Í contenido en {I1 ••••• In} 
y tiene a lo mfü; 3 elementos. clarmnente se tiene que {p}. {.z:} E 
clp3 (x¡((i11tx(L1 ), ... , intx(L,)} 3 ). 

Esto prueba que el ntunero ele componentes C de F.,(.-X-) - R 3 (.\:) que 
satisfacen {p}, {.1'} E clp"cx¡(C) e,; igual al ntímero de subconjuntos no vaeíos 
de {I1 , •••• In} que tienen a lo nuts 3 clen1entos. Por tanto, tal n1Í1nero el<' 
cornponente!'i es igual a n + (~) + {~). 

Corno h C'S un ho111<'01norfisn1n. este nl'in1ero de cornponentcs debe ser 
igual al núntero ele componentes ele h(F.,(.\:) -R3 (.\:)) = F.,(Y)-Ra()') qu<' 
tipnen a h({p}) = {k(p)} y a h({;:r:}) = {k(.7·)} en su cerradura. El cual, 
si1nilarn1entC', es igual a 1n + ('~1 ) + {'~ª), donde m. es el 1nín1cro de aristas 
dP l~ qu<• uncu a k(p) con k(.r). Entonces, n + (~) + (~) = rn + (';) + (';1

). 

Co1no la función de los naturales en los naturales que asigna a r el nú1nero 
r+ {~) + (;) es estrictan1eute creciente, tenen1os que n = ni. Lo cual concluye 
la prueba ele la . ..\firrnación 2. 

Afirn"Iación 3.. Si p es un punto de ran1ificación de ...,\: de orden n, 
entonces k(p) es un punto de ramificación de } · de orden n. 

Parn probar la Afirmación 3, sean W = F.,(.\."") - R 3 (.\."") y W 1 = F.~O ') -
R 3 (}º). Por los Lemas 3.4 y 3.14, h(R3 (X)) = Ra(Y) y h(W) = )tV1 • Podemos 
dPfinir In f1111dón L" en F:1(.\:) usando W y también definir V¡ en F 3 (l-') nsanclo 
ltV1 • Corno las ck•finiciones de v .Y v 1 son topológic<.1.s, tcncn1os que~ para cada 
.-1 E F:1(X). 11(.-l) = L0

1 (h(...\)). En particular, v({p}) = v1({k(p)}). 
Por el Lema 3.17. si J.-(p) es dp orden m, entonces 11+ G) + G) = v( {p}) = 

1• 1 ( { k(p)}) = 111 + (';') + ('~'). De manera que n = ni. Esto co111pleta la prueba 
de la .-\finnacián 3. 

Afirn1ación 4. Sea p nn punto de ramificación de.\: tal que ord(p, .\:) = 
n. Supongarnos que el 11ún1ero de lazos de .Y (rcsp .. 1·) conteniendo a p 
(resp., k(p)) es m (rcsp., rn'), el nítmero de punto>< tenninales de .\: (resp., 
}º) adyacentes a p (resp., k(p)) es r (rcsp., r') y el ntintero de aristas de.\."" 
(resp., }º) que unen a p (resp., k(p)) con otro punto ele ramificación de .'\: 
(resp., l.) es s (resp., s'). Entonces 1n = rn', r = r' y s = s'. 

Probaremos la Afirmación 4. Por la Afirmación 3, orcl(k(p), Y) = n. De 
tIH\.llüra que 2rn + r + s = n = 21n' + r' + s'. 

Sean I 1 , ••• , lt las diferentes aristas de _\:" que tienen a p. Entonces t 
111 + r+ s. 

To111c1nos una co1nponente C = (intx(Lt), .. ., int x(Lr)}a ele F 3 (.'\:) 

R,.(.\:) tal que {p} E c1 1.3 c.,"l(C). Procediendo como en la prueba de la 
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Afirmación 1 se sigue que p E L 1 n ... n Lr. Por tanto {L 1 , ••• ,Lr} es un 
subconjunto no vacío de {11, ... ! 11 } que tiene a lo más 3 ele1nentos. 

Por otra parte, si {L1, ... , Lr} es no vacío, est;í contenido en {I1 , ••• ,In} y 
tiene a lo rnás 3 eletncnto.s, claran1ente se tiene que 

{p} E clp3 pq((intx(L 1 ), ••• , intx(Lr))al· 

Esto prueba que el nthnero ele con1ponentes C ele F.~(.'\'.) - Ra(.'\'.) que 
satisfacen {p} E clr-,cx¡(C) es igual al 111ímero de subconjuntos no vacíos 
ele {11, ... , It} que tienen a lo 1nr:ís 3 elen1cntos. Por tanto tal nú1nero de 
component.es es igual a t + C) + (~). 

Canto h es un horncon1orfisrno, este u(unero de con1ponentes debe Rer 
igual al nútnero ele componentes de h(F:1(X) - Ra(.'\'.)) = F.~(}·) - Ra(}·¡ 
c¡ue tienen a h( {p}) = {k(p)} en su cerradura. El cual. similarnwnt<>, es 
igual n t' + e;) + (~) ! donde t' es {_•l 11(1111cro de aristas de ) . que tienen a 

J.:(p). Entonces t + e;) + G) = t' + e;) + (~). Por tanto t = t'. Como 
t' = 1n' + r' + ::;'. conclui111os que 111 + r + 8 = rn' + r' + s'. Con10 sabíatnos 
que 21n + r + ..... = 21n' + r' + s', obtencn10.s que rn = rn' y r + s = r' + s'. 

Por definición .-:; (resp.~ 8
1

) es el n1Ítnero ele arista.s que conectan a p (rcsp.~ 
k(p)) con otro elemento de R(.Y). Sean p 1 , •••• P.\/ los diferentes elcrnentos de 
R(.Y) adyacentes a p. Por la Afirmación l, los elementos de R(}.) adyacentes 
a k(p) son los puntos k(p 1 ) •••• , k(JJ.\/ ). Si rl'presentamos por s¡ al rnímero ele 
aristas clP _"'\: que unen a J1 cou p; entonces. por la A.fir1nación 2, el n(uncro 
de arista .. ..; de '}* que unen a k{p) con k(p;) ta1nbiPn es igual a ~i· En estos 
tl-r1ninos, podctnu~ escribir s = s 1 + ... +8,\f y s' ta111bién es igual a .'i¡ + ... +s.\f. 
Por tanto s = s'. En consecuencia r = r'. Esto co1nplcta la dc1nostración ele 
la. . .\.firn1ación -l. 

Estarnos listos para probar que las gr¡_Íficas _y y '},. son equiYalentes con10 
grcUieas ;.· que C"ntonccs ellas repres<~ntan continuos ho1neon1orfos. 

Dados dos puntos de ran1ificación adyacentrs p y .r de _y_, dcfinituos 
Á(p. ;re) = { .f : .f <'S una arista de.'\'. y .f une a p con J.} y sea A'(p, :r) = {L : L 
es una arista de 1- y L une a k(p) con k(.r) }. Por la Afirmación 2, poele-
1nos escoger una biyección k(p, a:) ele A(p . . r) sob1·e A'(p. x). Dado un punto 
de ramificación p de .'\'., sea l3(p) = {.f : J es un lazo de .'\'. y p E .J}, 
l3'(p) = {L : Les un lazo ele 1· y k(p) E L}. C(p) = {J: .J es una arista ele 
.Y y ./ une a p con 1111 punto terminal ele X} ~· C'(p) = {L : L es una arista 
el<> 1· y L une a k(p) con 1111 punto tern1inal de l-}. Por la .-\firrnación 4, es 
posibl<' escoger biyccciones k 1 (p): l3(p) ~ B'(p) y k 2 (p): C(p) ~ C'(p). 
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Sea S(.Y) (resp., S(l")) el conjunto ele aristas ele .Y (resp., l"). Ya que 
al variar los puntos p y :i: obtenemos conjuntos ajenos A(p, x), 13(p) y C(p), 
y la unión de todos ellos es S( .. Y), pocle1nos definir una extensión con1í1n 
/\- : S(X) _,. S(l ") de tocias las funciones ele la forma k(p, x), k 1 (p) y k 2 (µ). 
y /'\,. .. es una biyc-cción. 

Sea V(.Y) (rrsp .. VO")) el conjunto de ,·értices de .Y (resp .. Y). Ahora, 
extr.nclerc1nos la función k (definida en el conjunto de puntos de rarnificación 
ele .Y) n V(--Y). Dado un punto tPrn1i11al :1: ele .Y. existe una arista .J clr. .Y 
que une a .L· con un punto ele ran1ificaci611 p ele }\. Entonces /"1.""(.J) contiene 
exactatnente un punto tcrn1inal y de l"" defina.111os k(a:) = y. Es claro que k 
es una biyccción. 

Entonces hemos definido una hiyección ¡,· : S(X") ....¡. S(Y) y una biyceción 
k: V(X) _,.V(}") tal que p E J si y sólo ,;i k(p) E ¡,-(J). Adenuis, para cada 
lazo L ele .Y, f\"(L) es un lazo de 1 ·. 

Esto prueba que las g:riíficas ,"'\ y l"" son isomorfas. Por tanto, .. Y es 
horneoruorfo a } .. . • 

Teorema 3.22. Sean .Y y}" gnificas; supongamos que F 2 (.Y) es home
ornorfo a F 2 (l"). Entonces, .Y es homeomorfo a Y. 

Demostración. Sea h : F 2 (.Y) ....¡. F 2 (l") un horneomorfismo. De 
acuerdo con el Lema 3.20, dacio un punto p E R(.Y), existe un punto 
k(p) E R(l.) tal que h({p}) = {k(p)}. Entonces 1i- 1 ({k(p)}) = {p}. 

Esto implica que R(.-.;) = 0 si y sólo si np ·) = f/J. Si _-.; es un arco o una 
curva CPITnda si111plc. l'Utonccs }- tan1hién C":-i 1111 arco o una cnr\·a cerrada 
sitnple. St-a S 1 la circunfcrcncia unitaria <'Il el plano. Con10 F 2 {[0. 1]) es 
una 2-cclcla y F2 (S 1 ) C"S hon1co111orfo a la Banda de ~Iocbius. obtencn1os que 
F2([0. l]) no es homeomorfo a F 2 (51 ). ele manera que 1· es un arco. Si .Y es 
una curva cerrada siu1ple. un argun1cnto sirnilnr n1ucstn1 que }- es una curva 
cPrracla sin1plc. Por tanto el tcorc1na estaría tcrrninado en los casos en que 
_\.- es un arco o una curva cerrada sin1plc. Esto nos pt""rtnite suponer. de aquí 
l'll aclelantc. q11P -'- no es ninguno de estos dos continuos . 

. -\plicanclo ahora el Lc111a 3.20 a h- 1• para cacla q E R(}:··), nos cercioran1os 
de que existe un punto k'(q) E R(.Y) tal que h- 1 ({q}) = {k'(q)}. Dada p E 
R(X). {k'(k(p))} = ¡,-'({k(p)}) = {p}. Así que k'(k(p)) =p. Similarmente, 
k(k'(q)) = r¡ para cada r¡ E R(Y). Por tanto. k es una biyección entre R(.-.;) 
y R(}: ~). Pro barcinos el resto del teorcrna rnediantc uua serie de pasos. 

Afirmación l. Sean p y 3: E R(.Y). Entonces p ~· .r son vértices aclya
c<>ntc,.; de .Y si y s<jlo si /,:(p) y 1.-(:r) son ,·értiees adyarrntes dt• } ·. 
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Por sin1etría, sólo necesitamos probar la necesidad de la . .\.firtnación l. 
Cotno p y x son '\·érticcs ac.Jyacentcs de J'.:, existe 1111 arista L de .Y que tiene 
co1110 extrctnos a p y a :i:. Cousidercrnos c>l conjnnto abierto U= (intx(L)).> 
de F 2 (.Y). De acuerdo con el Lema 3.D, U es una componente de F 2 (.Y) _: 
R,(X). Por los Lemas 3.4 y 3.15, h(F2 (X) - R2(X)) = FAY) - R2(1"). De 
manera c¡ne h(U) es nna componente de F 2 (}") - R 2 (}"). Por el Lema 3.D, 
h(U) = (int»(J,), ... , int1· (Jr)) 2 para algunas aristas J 1, .... .Ir de } · y alguna 
r E {1,2}. Claramente. {p} y {x} E clF,(X¡(U). así que {k(p)} y {k(x)} E 
clp,(l·¡((int1·(./1), ... , int1·(Jr)) 2 ). Entonces existe nna sucesión de elementos 
{B,.}~ 1 de (int1·(Jt) ....• int1·(Jr)) 2 tal qtte límB,. = {k(p)}. Corno cada 
B,, iutersecta a ./1 y ./1 es cornpact.o, tP11ernos que .11 intcrsccta a {A:(p) }. 
Es decir, k(p) E J 1. Similarmente, k(:i:) E J 1 • Por tanto, k(p) y k(:i:) son 
aclyacC'11tcs. 

Afirmación 2. Sean p y :i: E R(-Y) tales que son adyacentes. Entonces, 
el núrnero de arista .. ~ que unen a p y a x en 4'\,; es igual al níunero de aristas 
c¡ue unen a k(p) y a k(x) en } ·. 

Para probar la . ..\finnación 2. considere111os diferentes aristas 11, ... , In ele 
.Y quP. unen a p y a x. 

Tomemos una cornponcnte C = (intx(Li), ... , intx(Lr))2 de F 2 (X)-R2(.\.") 
tal que {p} y {x} E cl 1'0cx¡(C). Procediendo corno en la prueba ele la Afir-
111.ación 1 se sigue que p y x E L 1 n ... n Lr. Por tanto {Li, ···~ Lr} es nn 
subconjunto no \"acío de {/1 , •••• In} que tiene a lo rn~L¡¡;; 2 elcn1cntos. 

Por otra parte, si {L 1 , ••• ,Lr} es no ""acío, está contenido en {I., ... ,In} 
y tiPtH' a lo nuis 2 rle1ncntos, claran1cntc se tiene que {p} y {;i:} E 
dv,(x¡((intx(Li) ..... intx(Lr)) 2 ). 

Esto prueba que el nt'imero de component<'s C de F2(.Y) - R2(.Y) que 
satisfacC'n {p}. {.i:} E c!F,(XJ(C) l'S igual al ntmicro ele subconjuntos no vacíos 
de {I1 ••••• I,,} que tienen a lo rnás 2 clen1entos. Por tanto, tal nl1mero de 
eo111poncntes es igual a 11 + (~). 

Con10 h es un ho1ncon1orfis1110, este ntírnero de cornponcntes debe ser 
igual al mímero de componentes de h(F2 (X) - R2(.Y)) = F2(l") - R2(1") que 
tienen a h({p}) = {k{p)} y a h({x}) = {k(x)} en su cerradura. El cual, 
si111ilar1uentc, es igual a rn + ('~'), donde 1n e.s el núrnero de aristas ele } - que 
unen a k(p) con k(;i:). Entonces 11 + C) = m + ('~'). Como la función ele los 
uaturales en los naturales que a.c;;igna. a r el ruirncro ,. + (;) es estrictan1cntc 
creciente, tPnc-rnos que- n = rn. Lo cual concluye lu prueba. de la . ..\.firinación 2. 

Afirmación 3. Si p es un punto de rarnificación dP ~Y de orden rz, 
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entonces k(p) es un punto de ran1ificación de y· de orden 11. 

Para probar la Afirmación 3, sean W = F2(-"\") - R 2 (X) y VV1 = F,,(}") -
R 2 (} "). Por los Lemas 3.4 y 3.15. h(R2 (X)) = R 2 (Y) y h(vV) = VV1 • Podemos 
definir In función ven F 2 (-\.") usando vV y también definir v 1 l'll F 2 (Y) usando 
W 1. Corno lns dcfinicionc:-; de v y v 1 fiOil topológicas. tene111os que~ para cada 
.-1 E F2(X), v(A) = v 1(h(.-1)). En particular, u({p}) = u1({k(p)}). 

Por el Lema 3.18, si k(p) es de orden rn. entonces n + (~) = v({p}) = 
v, ( {k(p)}) = "' + (';'). De manera que 11 = m. Esto completa la pr1wba ele 
la Afirnrnción 3. 

Afirmación 4. Sea p un punto de ramificación ele _"\" tal que onl(p, _"\") = 
11. Supongarnos que el ntitnero de lazos de ~\."" (rcsp., l"') conteniendo a p 
(resp .• l.:(p)) es 1n (resp .. m'), el nümero ele puntos terminales de .\." (resp .• 
}") adyacentes a p (rcsp., k(p)) es r (resp., 1·') y el nú1ncro de aristas de."\" 
(resp., }") que unen a p (rcsp .. k(p)) con otro punto de ratnificación ele_"\" 
(resp., }"')es 8 (rcsp., s'). Entonces ·rn = 1n', r = r' y s = s'. 

Probaremos la Afinnaci6n 4. Por la Afirmación 3, ord(k(p), l") = n. De 
rnanera que 2rn + r + ,-; = 11 = 2rn' + r' + s'. 

Sea.u I1, ... , I 1 la.o;; diferentes aristas ele .. Y que tienen a p. Entonces t 
111 +,.+s. 

Tornemos 1111a componente C = {intx(L1), ... , int x(Lr)) 2 de F2(-"\:") 
R 2 (_"\") tal que {p} E clF,cx¡(C). Procediendo como en la prueba de la 
Afirmación 1 se sigue que p E L 1 n ... n Lr. Por tanto {L1, ... ,Lr} es nn 
subconjunto no vacío ele {/¡, ... , 11 } que tiene a lo n1ás 2 elementos. 

Por otra pa.rtc, si {Li, .... Lr} es no \"a.cío, está contenido en {Ii, ... , I,..} y 
tiene a lo uuís 2 clcrnentos. clara1ne11te se sigue que 

Esto prueba que el ntímero ele componentes C de F2(."\") - R2(-\."") que 
satisfacen {p} E elp,pq(C) es igual al número ele subconjuntos no vacíos 
<le { I,, .. ., I,} que tienen a lo nlás 2 ele111entos. Por tanto tal nún1ero ele 
eornponentes es igual a. t + (~). 

Co1no h es un ho1ncon1orfis1no. este n1ítncro de cotnpouentes debe ser 
igual al tuhncro de componentes ele /t(F2 (."\") - R 2 (-\.")) = F2P·") - R2(l") q1w 
tienen a /t({p}) = {k(p)} en su cerradura. El cual, similannente. es igual a 
t' +(~).donde t' es el n1ínu:.-ro de aristas de 1· que tienen a k(JJ). Entonet>~ 
I + (~) = t' + (;). Por tanto t = t'. t·· con10 t' = n1.' + r' + s'. Conclui111os qnr.• 

l"'?c•¡r.:• í'.Qt'"T -.:.Ju.u \..; '< 
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1n + r + s =ni'+ r' + s'. ).··como sabíarnos que 2ni + r + .'"I = 2rn' + r' + s'. 
Obtcncn1os que rn = 1n1 y r + s = r' + s'. 

Por definición s (resp., .s') es el ntín1cro de aristas que conectan a p (resp., 
k(p)) con otro elemento ele R(.Y). Sean p 1 • •••• p,\f Jos diferentes eletnentos ele 
R(.'I:) adyacentes a p. Por la Afirmación l. los eletuentos de R(l') adyacentes 
a k(p) son los puntos k(p 1 ), ... , k(p" 1 ). Si r<'presentarnos por s; al nlÍmero <l<• 
aristas de .Y qnc uucn a p con p¡ entonces. por la. . ..\firinación 2, el ntítnero 
dr. aristas de ) · que uncu a k(p) con k(p,) tarnbiéu es igual a s¡. En estos 
t{>r111inos, poden10!i Pseribir s = s 1 + ... +."i,\f y ::o' tan1bié11 es igual a s 1 + ... +s,\¡. 
Por tanto s = s'. En eonsPCUPncia 1· = r'. Esto con1plPt a la dernostración de 
la .-\firmación .1. 

Est.atnos listos para probar que las grcificas .:'\ y l p son equi\·alentes corno 
grc.\ficas y que entonces elhu~ representan continuos ho1ncon1orfos. 

Dacios dos puntos ele rarnificación adyacentes p y ;e ele .;~, definin1os 
A(µ, :z:) = {.J: J es una arista de .Y y J une a p con x} y sea A'(p, x) = {L : L 
es una arista de Y y L une a k(p) con k(x)}. Por la Afirnuición 2, pode
mos escoger una biyccción k(p, x) ele A(p, x) sobre A'(p, x). Dado un punto 
de ramificación p ele .'C. sea l3(p) = { .J : .J es un lazo de .Y y p E J}, 
l3'(p) = {L: Les un lazo ele}" y k(p) EL}, C(p) = {.!: J es una arista ele 
.\:: ;-.· .J une a p con un punto terminal de .Y} y C'(p) = {L : L l'S una arista 
de }p y L une a k(p) con un punto terrninal de }p}. Por la .-\firn1ac:i«.Sn -l, es 
posible cscogPr bi~·ccciones k 1 (µ): l3(p)-+ l3'(p) ;-.· k 2 (p): C(p)-'> C'(p). 

Sea S(X) (resp., S(l")) el conjunto de aristas ele X {resp .. l"). Ya que 
al variar los puntos p y x ohtC'ncrnos conjuntos ajenos A(p, ;i:), l3(p) y C(p), 
y la unión ele todos ellos es S(.\.'"), pode1nos definir una extensión co111l1n 
¡,· : S(.'C) -+ S(} ") ele> todas las funciones dP la forma k(p. :r). k1 (p) y k2(p), 
y ¡"· es una hiyPc:ción. 

Sea V(X) (rcsp., V(l.)) el conjunto de vfa·t.ices ele .Y (resp .• l"). Ahora, 
extcndere111os la fuueión k {<lefinida en el conjunto de puntos de ra.1nificación 
de .Y) a V(.Y). Dadu un punto terminal x ele .Y. existe una arista J de .Y 
que une a ;i· con un punto ele ramificación p ele .Y. Entonces I<(J) contiene 
exactan1entc nn punto tcr1ninal !/ de l ·. definan1os k(x) = y. Es claro que k 
es una biyección. 

Entonces hemos definido una biyeeción I< : S(.'\.") -'> S(l,") y una biyección 
/,; : V(.\::) -> V(l .) tal que p E .! si y sólo si k(¡>) E I<(.J) . .-\<lenuís, para. cada 
lnzo L clC' .Y, J,"(L) es un lazo de}". 

Esto prueba qnP las gnifica.o.; .Y. y } p son iso1norfas. Por tanto, .. "\; f~S 
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homeomorfo a 1 •. • 

Corolario 3.23 (E. Castañeda y A. Illanes). Sean .'\ y 1~ grMicas. 
supongamos qucFn(.'\) es homeomorfo a F,.("V). Entonces.'\ es horneomorfo 
a 1··. 

3.5 Productos simétricos únicos 

Lema 3.24. Si.'< es una gnífica, entonces En(-'<) es un subconjunto abierto 
denso ele F,.( ... Y). con un ntín1ero finito de arco cotuponcntes. 

Demostración. Si 11 = 2 o 3, por los Lemas 3.4, 3.14 y 3.15, E,.(.'\) = 
F,.(.'\)- R,.(X). Sin;::: -1, por los Lema.-< 3.-l. 3.10 y 3.11, E,.(.'<)= F,.(X) -
(F,._ 1(.'\)UR,.(.'\)). Por tanto, en ambos casos, el conjunto Q,.(.'<) = Fn(.'\)
(F,,_, (X)UR,.(X)) est>í contenido en E,. (X). Por definición F,.(.'<)-R,.(X) = 
{.-1 E F,,(X): .-lnR(X) = 0} = {.-1 E F,.(X): A e X-R(X)}. Claramente, 
éste es un conju:lto abierto en F 11 (.\.'") y, por tanto, Rn( .... \.'") es cerrado cu 
F,.(.'\). R<>cordemos que F,._ 1(.'\) es compacto. 

De aquí se sigue que EnCY) PS abierto en F,. ( ... '\"'). 
Dacia .-1 E F,.(.'\), como.'\ - R(.'\) es un abierto denso en.'<, existe un 

Pl<'mento B E F,.(.Y) tal que B e .'< - R(."'\) y E cst>Í tan cercano a A 
c-onto q11eran1os. co111plcUinclole puntos a B. lo poclc1nos conseguir de tnancra 
q11P B tiPnP 11 puttto~ y rntoncrs B E 9n(..Y). Por tanto Q,,{.\..) es denso en 
F,, (.'\). Como Q.,(.'\) CE,.(.'\). concluimos que E,.(.'<) rs denso en F.,(.'\). 

Coruo &,,( ... '\"') es un abierto en un contiuuo locahneutc conexo. las co111po-
11Pnte:-. y las arco cornponcntrs de En( ... '\."") coinciden. 

E11 ••l caso en que n = 2 o 3, E,,(.'<) = F,.(.'\) - R,,(.'\). Por el Lctna 
3.9 las co111ponrnt<•s dP F, 1 ( ... \.'") - R,.(...X') son todos los conjuntos ele la fortna. 
(i11tx(/1) .... ,intx(Ir))

11
• donde 1 1 , ... ,Ir sou aristas ele ... \.'", diferentes entre si 

y Pl nt'1n1Pro r '\·aria en el co11j1111to {l, ···~ n}. El número ele tales posibles 
co111binacio11Ps clara1uentc es finito. Por tanto, en este caso, &n( .... \..-) tiene un 
111í1nero finito de coruponcntes. 

S11pongan1os ahora que n ;:::: -1. 
Dada .-1 E E,.(."'\) sabemos que .-lnR(.'\) = (i) (\·éase Letna 3.4), por lo quc 

<'Xisten aristas ./1 , .•. ,.J.,. ele."'\ tales que A e (./1 U ... UJ.,.)-R(."'\) y An.J,-# 0 
para toda i E {l, .... m}. Es decir, A E (intx(.!1), ... ,intx(J,,.)}n. Ahora 
si B E (intx(.l,), ... , intx(./m)}n es tal que !An intx(.J,)! = !En intx{./;)I 
para toda i E {l .... , 111 }, entonces B ta1nbién tiene n clcn1cntos, por lo que 
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B e &,.(.Y). Veremos que A y B est•in en la 1nisn1a componente ele &n(-Y). 
Para cada i e {l, ... , ·m}, poden1os identificar a intx(.f;) con un subintern1lo 
ele [O, 1). Si An intx ( .J;) = { :c\'l, ... , x~!l}, donde ;r\'l < . .. < .r.~'. 1 y En 
intx(.l;) = {11\'l, ... , yg>}, donde 11\'> < ... < u~:>. Simplemente definimos 
o : [O, l] -+ &n(X) por: 

o(t) = LJ{ {(1 - t):r.\'> + t¡JI•>, ... , (1 - t):r~'.l + ty~'.>}: i E {l, ... , m} }. 

Claramente o est1i hiPn definida, n(O) =.-\y o(l) = B . 
. Ahora ya podctnos ver que & 0 (.'\."") tiene un nthncro finito de corupo

nentcs. Para r1npezar, s6lo hay un nún1ero finito de conjuntos de la fonna 
(intx(J¡) .... , intx(.l,..)),.. donde m :5 n. y cada.!; es una arista ele .V:. Dado 
un conjunto ele la forma (intx (.11 ), ••• , intx (.!.,.))",sólo hay un número finito 
de tnancras de Pscrihir a 11 corno s111na de ru ruhncros naturales positivos, 
TI = r1 + ... + r"' {rn orclt!n). Dada una sunut de la fonna 1l = rt + ... + rm, 
por lo que '\"irnos Pn el 1nírrafo anterior. cualquier conjunto ele la forn1a. 
{.-\ E &,.(X) : .-1 E (intx(.li), ... , intx(.l.,.)),. y 1.-ln intx(.l;)I = ,., para cada 
i e {L .... 111}} es un subconjunto conexo de&,.(."\""). la unión ele todos ellos es 
C,. (_"\) y sólo hay un ntírncro finito. Por tanto &u(-Y) tiene un ruírnero finito 
de c·o1nponentcs. • 

Teorema 3.25. Sea ... "\ una gnifica. y Z un continuo tales que Fn( .... Y) es 
ho111f•o1norfo a Fn(Z). entonces_'\; es ho1ncon1orfo a Z. 

Demostración. De acuerdo con el Corolario 3.23, sólo tenernos que 
probar que Z tarnbién es una gráfica. Por In propiedad (a) de la ¡nígina 877 de 
p]. F,.(.V:), Fn(Z) y Z son localmente conexos. Supongarnos, por el contrario. 
q11c• Z uo t_•s una gntfica. Por el Letna 3.7, En(Z) no puede ser un subconjunto 
al>ierto y denso de Fn(Z). con un n1hncro finito de arco co1nponcntes. Pero 
E,,(_\."") sí t.'S un subconjunto abierto denso de F,.( ... '\;), con un nt"unero finito 
<lP arco cornponent<:>s y, por la forrna en que se definió &,,( ... X')~ si h es un 
ho111eomorfis1no de F,.(.'() sobre Fn(Z) entonces h(&,.(.Y)) = &n(Z), así que 
En(Z) debería ser un subconjunto abierto denso de Fn(Z), con un nt"nnero 
finito ele arco coruponentcs. Esto es absurdo e i1nplica que Z es una gráfica 
finita. • 

Pregunta 3.26. i.Existir¿in una gráfica ... '\."'. un continuo Z y ntírneros 
"· '" E N tales que F,.(.'() es homr.ornorfo a F,.. (Z) pero .Y no sea homeornorfo 
a Z"? Por el TPorc1na 3.25, si la respuesta a esta pregunta es afirrnativa 
cnr.once>s u no pncclc ser igual a rn. 
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Capítulo 4 

Comparando con conos y 
productos 

4.1 Introducción 

El proble1na dP dPtrr111inar los continuos de dirnensión finita tales que su 
hipcrcspacio C(.Y) es hon1eon1orfo a su cono ha si<lo extensan1cnte estudia
do. Esto se puede ver en [2]. [9]. [18]. [21]. [2-t], (26], (28]. (30], (35], [38], [39]. 
[-10] y [-13]). t:na discusión detallada sobre Pstc tenia puede ser encontrada 
rn las secr:ioncs I y SO de (25]. El caso en que .Y es hereditariarnent~ de:::;corn
ponible fu<' resuelto completamente por S. B. ~adler, .Jr., en [35]. El mostró 
que existen exacta1nente ocho de esos continuos que se ilustran en la figura ele 
la tn\gina 63 ele [25]. En el caso en c¡ur .\."" contiene un suhcontinuo indescorn
ponible. se sabe que}" es ltnico ('\·cr el TPorcnH-1. 80.12 de [25}L que.\."" - }·"es 
eonPxo por trayectorir-u:t y quP } " tiene la propiedad del cono = hipercspacio. 
Ilecir11tc111cnte, .-\. Illancs dio una caracterización ele los continuos que tienen 
la propi<'dad del cono = hipen•spacio en [21]. 

Los continuos .. 'C para los que existe un continuo de din1ensión finita Z 
tales que C(.\:') es homeomorfo al cono de Z han sido descritos completa
mente. Gsando un resultado predo ele S. i\lacías [30], A. Illanes y i\L de .J. 
Ldpcz dieron una lista de tales continuos. cuando .. 'C es hereditaria1ncnte des
componiblc ([2·1]). El cru;o en que.\:' no <'S hercelitariarncnte clescornponiblc 
ful' completamente resuelto en (28]. 

Con respecto a los productos. A .. Illanes n1ostró que un continuo "''C tiene 
la propiedad de c¡nr C(.\:') PS humeomorfo al producto ele dos continuos no 
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degenerados y de dimensión finita si y sólo si 4y es un arco o una cur'\·a. 
cerrada simple ([25, Teorema 79.2)). 

En este capítulo consideran1os esta .. ro; problemáticas para el hipercspacio 
F2(-Y). Probamos que: 

Teorema 4.12. Si _'\ es una gnifica finita, entonces F2(X) es homeo
tnorfo al producto dr. <los continuos no degenerados si y sólo si ... \.-- es un arco. 

Teorema 4.15. Si _"\ es una gnitica finita, entonces F 2 (."\) es homr.o
tnorfo al cono sobre un continuo Z si y sólo si .. Y es un n.-odo sitnplc o un 
arco. 

4.2 Resultados 

Lema 4.1. Sean Tn y Tm un 11-oclo y un nz-odo sin1ples, respcctivan1ente. 
Si 2 ::5 rn < n, entonces Tn x [O, 1] no se puede encajar en Tm x [O, 1]. 

Den>ostración. Sean _y = T,. x [O, l] y l·· = T..,. x [O, l], ponemos 
Tn = pa1 U ... U pn,. y T,n = qb1 U ... U qbrn. donde los conjuntos pai y qbJ 
son arcos, ¡m, n pa, = {p}, si i ;6 j y qbk n qbr = {q}, si k # r. Sean 
Cx = {p} x [O, l]. C'., = {p} x (O, 1). C 1• = {q} x [O, l] y C\- = {q} x (O, l). 
Supong·¿unos que existe un encaje h. : .. Y -4 }· ... 

Afirmación. h(Cs) e C,·. 
Suponga por Pl contrario que exi><te un punto (p, t) E Cx tal que h(p, t) = 

(.11. s) y y ;6 q. Podemos suponer qne y E qbi - {q}. Por continuidad, existe 
un rz-odo simple T e Tn y un arco .! e [O, l] tal que (p, t) E T x .! y 
/¡ (T x .!) e (<¡/Ji - { r¡}) x [O, l]. Esto implica que el producto T x .! puede 
ser encajado en [O. 1)2. Esto contradice el Lmna 2.16 y con1pleta la prueba 
dr. la afirn1ación. 

Fijcn1os un punto i·0 E C~, .. 1·a. qnc h(C~~) es ho1ncon1orfo a 1R y está 
contenido en Pl arco C1·, tcnc1nos que C1.- - h(C~y) es con1pacto y :ro ~ 
¡,-ice,. - h(C'.,)). Entonces existe un 11-oclo simple Te Tn y un arco.! e 
(O, 1) tal que :i:0 e T x .! e X - ¡,-ice,. - h(C'.,)). Sea D = {p} x .J. Dado 
un punto.TE (T X./) - D, se tienP que /l(:i:) ~e,. - h(C'.,)- En efecto. pues 
si h(:r:) E C 1-, entonces h(.1') E '1(C'., ). De manera qne :1: E C'., n (T x .!) =D. 
Esto contradice la elección de X y prneha qur. h(:,;) ~ e, .. Hemos den1ostrado 
que lz((Tx.J)-D) e 1·-c, .. Supongamos que T = pciU ... U¡w,.. donde cada 
r:; E /HI; - {p }. Ya que las cotnµonent.cs de h((T x .!) - D) son los conjuntos 
h((pci - {p}) X .f) . .... h((pr:n - {p}) X./) y las Compoucntf'S de}" - C,· l<CHl 
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los conjuntos (separados) (qb 1 - {q}) x [O, l], ... , (qbm - {q}) x [O, l] y m < n, 
podemos suponer que h((pr. 1 -{p}) x J)Uh((pc2 -{p}) x J) e (qb 1 -{q}) x [O, l] 
y h((pca - {p}) x J) C ((qb, - {q}) U (<1~ - {q})) X [O, 1). Así que 

h(((pc1 - {p}) U (pc2 - {p}) U (pea - {p})) X J) C 
(qb, U qb,) X (0, 1). 

Por tanto, h((pc1 Upr2 Upc:i) x .J) e (qb 1 Uqb,) x [O, l]. Esto es imposible 
ya que el producto de un triado sin1ple y nn arco no se pucdC' encajar en el 
plano (Lema 2.16). Con esto, la prueba <lcl lema queda completa. • 

Lema 4 .. 2. Sean Tn y Tm un n-orlo y un rn-odo simples, respectivan1ente. 
Entonces Tn x Tm es hon1eornorfo al cono sobre la gráfica cornplctn bipartita 

/\."'"·"'* 
Demostración. Supongan1os que Tn = U?=t fJe¡ Y T,n = U~'!.: 1 fJ'e.j, 

rlondc {e 1 , ••• ,en} y {e'1 , •••• e~"} son las respecth·as bases canónica .. "i ele los es
pacios vectoriales IR" y JRr11' l"l'"Specti'\"atncnte. Supondreruos que {e1 .... ,en} n 
{ r.'1 • •••• e~n} = 0, adrnic:is O y O' son los respccth.·os orígenes de IR11 y R"'. 
adernás Be; y O'ej son los segn1entos que unen a(} con e¡ y O' con ej., respcc
ti\·arncnte. 

Sea Z = {(;i:,y) E Tn X T..,: .r E {e,, ... ,en} o y E {e'1 , ••• ,e:,.}}. 

Afirmación. Z es hon1con1orfo a 1~·,..rn. 

Para probar esta afirn1nción, ncccsita111os definir los vértices y las aristas 
d" Z. Sean U= {(e;. B'): i E {l. ... , n}} y V= {(B, ej): j E {l, ... , m} }. 

Para cada i E {l. ... , n} y cada j E {l, ... , 1n}, sea 

A,.;= ({e¡} x O'ej) U (Be, x {ej}). 

Clararncnte, Ai,J es un a.reo que une a (e¡, 8') con {fJ, cj) .. -\hora suponga-
1110,.. que existe un punto (:e, y) E A.,,; n Ak.r y (i, j) =fa (k, r). Consideramos 
c11atro casos: 

Caso l. (x,y) E ({e¡} x B'ej) n ({ek} x B'e~)- Entonces e,= ek y y E 
B'cj n B'e~. De modo que, i = k. j =far y y= B'. Así que (x, y) =(e¡, B'). 

Caso 2. (x,y) E ({e,} x B'ej) n (Bek x {e~}). Entonces x =e; E Bek y 
y= e~ E B'ej. De tnanera qnc e 1 = ek y e~ = ej. ~~sí que i = k y r = i~ lo 
que es una contradicción. Por tanto, este ca.so es irnposiblc. 

Caso 3. (;i:.¡¡) E (Be, x {ej}) n (t'Jek x {e~}). Como en el Caso l. se llega 
a <¡ti<' (.i:, y) = (8. ej) = (B. e~). 
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Caso 4. (x, y) E (Be; x {ej}) n ( {ek} x l':l'e~). Como en el Caso 2. se sigue 
que tatnbién el Caso -1 es hnposible. 

Por tanto, dos arcos diferentes Ai,j y Ak,r sólo se pueden interscctar en 
sus extren1os. 

Hen1os 1nostrado entonces que el conjunto de '\·értices LI U V y el conjunto 
de ariStas A;,j fornu.111 una gráfica cornplcta bipartita la. cual (:"S cquivalentr 
a /\.~n.m-· 

Ya que Z = LJ{A;.;: i E {l, .... 11} y j E {l .... , m} }. la afinnación q1wda 
probada. 

Ahora tornamos F : cono(Z) -+ T,. x T,,, dada por F((:i:, JI), t) = ((1 -
t);r:, (1 - t)y). Claramente, F es continua. Para n1ostrar que F es inyectiva. 
supongamos que F((x,y),t) = F((u,v),s). Entonces (1 - t).1: = (1 - s)u y 
(1 - t)y = (1 - s)u. De la definición de Z, podemos suponer que :i: =e; para 
alguna i E {l. ... , n}. Considerc1nos cuatro caRos: 

Caso l. /t = Ck para alguna k E {1, ... ,11.} y t.,¡, l. Ya que (1- t)c¡ = 
(1 - s)ek. se sigue que t = s y e;= ek· Ya que (1 - t)y = (1- s) v, conclui1nos 
que .11 =v. 

Caso 2. /1 = ek para alguna k E {l, ... ,n} y t =l. Ya que (1-t)c; = 
(1 - s)ek, se sigue que s = l. Entonces, ((:i:, y), t) y ((u., v), s) represent.an el 
111is1no punto en cono(Z). 

Caso 3. u = e~ para alguna,. E {1, ... , m.} y t ;6 l. Ya que (1 - t)e¡ 
(1 - s)ll, 1(1 - t)c,I = 1(1 - s}ul. Esto implica que 1 - t :5 1 - s. Por otra 
part<'. 1(1 - t)yl = 1(1 - .s}e~I esto implica que 1 - t;::::: 1 - s. Entonces s =t . 
. -\sí qtH! u = e; =~e y y =e~ = v. 

Ca:<n 4. t' =e~ para alguna,. E {l, .... m} y t =l. Entonces B = (1-t)y = 
(1 - .s)c~. E:<to implica que " = l. De manera que, ((:i:, y), t) y ((u, v), s) 
n.•prcsentan el 1nisr110 punto de cono(Z) . 

. -\hora rnnstrare1nos que F c>s suprayecth.·a. Sea (x, u) E Tn x T 111 • En
ronce:< ;,; = '"'• y !J = bcj para algunas a, b E [O, l]. i E { 1, ... , n} y j E 
{l. ... , m}. Podemos suponer que n :5 b. Si b =O, entonces (;i:, y)= (x, B) = 
F((e;, 1':1), (1-a)). Si b #O, entonces (x, y)= F(((rz/b)e;. ej), 1-b). Esto com
plPta la prueba de que Fes suprnyectiva. Por tanto, Fes un hon1con1orfi.s1no 
y tennina la prueba del lPtna. • 

Convenciones 4.3. Dados unos espacios topológicos .. \:" y } .. y puntos 
fJ E-'\: y q E 1·. escribimos (X,p):::::: (1".q) si existe un hon1eornorfismo 
f .\: -+ }" tal que f(p) = q. Dado un 11-odo T,. con corazón :: y puntos 
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terminales .::1 , ••• ,:: ... sea Zn = {.-! E F 2 (Tn) : ::; E A para algtin i E { 1, ... , n} }. 
En el Lema 2.3 se demostró que F 2 (Tn) es homeornorfo a cono(Zn). 

Lema 4.4~ Sean .. Y una gráfica y p, r¡ E .. .'Y. Entonces el cletncnto A. = 
{p. r¡} ti,,ne una base de vecindades Ben F 2 (.'.") con In propiedad de que para 
cada U E B: 
(a) si ord(p, X)= 1 o 2 y ord(q. X) = l. entonces (U,.-!) :::::: {[O, 1]2 , (O, O)), 
(b) si ord(p, X) = 2, p # r¡ y ord(q, X) = 2. entonces (U, .-1) :::::: ([O, 1]2, (~. ~ )), 
(r:) si ord(p, X)= 2 y p = r¡, entonces (U, .-1) :::::: ([O. 1)2, (O, O)). - -
(d) si ord(p, X) = 1 y ord(q, X) = m ;::: 3, entonces (U • .-!) :::::: ([O, 1] x 
T 111 • (O,.:)). donde T 111 es un 111-odo sitnplc y ::; es el corazón de T,," 
(P) si ord(p, ...... ) = 2 y ord{q, X) = m ;::: 3. entonces (U, .-l) :::::: {[O, l] x 
T,,,, (~ . .::)). doncl<~ T 171 rs 1111 111-odo si111plc y:: es el corazón ele T,,., 
(f) si-ord(p ....... ) = n ;::: 3, p # r¡ y ord(q, X) = m ;::: 3. entonces (U, .-l) :::::: 
(co110(/\.·11 ,m), u), donde u es el ':értice de cono(l\.

0

n,m), 
(g) si ord(p ....... ) = n ;::: 3, y p = q, entonces (U, .-1) :::::: ( cono(Z,.), v), donde v 
es el vP.rticc de cono(Z11 ) y Zn fue descrito en Convenciones 4.3. 

Demostración. Dacios puntos p, r¡ E ...... tales que p # q, existen bases de 
vecindades cerradas y conexas A.· y L ele p y q, respcctiva1ncntc, en _y tales 
que: (i) si ord(p ....... ) = l. entonces 1~· rs un arco y pes un punto terminal de 
¡.,; (ii) si orcl(p. p\.") = 2. entonces ¡"'· es un arco y p no es un punto tcrn1inal 
de ¡,· (iii) si ord(p, .Y) = 11 ;::: 3. entonces Aº es un 11-odo simple y p es el 
corazón de /\... El conjunto L satisface propiedades ant-ílogas. dependiendo 
ele ord(q, .\.·). >.·oten10.s que podc-tnos pedir qut_~ A.· y L Ron ajenas. así que 
Aº x L es homeomorfo a la vecindad (I<. L) 2 de A = {p, q} en F 2 ( ...... ) (con el 
ho1neo1norfis1no que en\·ía al par (.r, y) en f'I conjunto {.r, y}). 

En el ca:-;o el< .. quP p = q, pndPrnos escoger una base de Vl.'cindades [\..
0 de 

p co1no l~n Pl pélrrafo anterior y. en este caso. el conjunto (f,·} 2 = F 2 (I..:) es 
un vecindad de .-l = {p}. 

Con las observaciones e.le los párrafos anteriores y el Le1na 4.2, la dc-
111ostración de este len1a ya es clara. • 

El siguiente lema nos da una descripción de las ,·ecindades de un punto 
Pn el producto de dos gnHicas. La demostración es inmediata ((e) se sigue 
dt•I Lema -1.2). 

Len-ia 4.5. Sean } · y Z gn\Heas y E } "·y :: E Z. Entonces el elemento 
.-\ = (y.=) tiene una base e.le vecindades B con la propiedad de que. para 
eada U E /3: 



GO CAPÍTULO -l. CO.\IP.4.R.4.i\'DO CON CONOS Y PRODUCTOS 

(a) si ord(y. Y) = 1 o 2 y ord(;:, Z) = 1, entonces (U, .-1);:,, ([O, 1]2, (O. O)). 
(b) si ord(y, l") = 2 y ord(;:, Z) = 2, entonces (U,.-\):::; ([O. 1]2, (#, };)), 
(c) si ord(y, l") = 1 y ord(;:, Z) = m ;::: 3, entonces (U, .-1) -,,,,,- ([O, l] x 
Tm, (O,:;)). donde Tm. es un rn-odo sin1ple y= es el corazón de Tm, 
(el) si ord(y, l") = 2 y orrl(::,Z) = m ;::: 3. entoncl'S (U,.-1) :::; ([O, 1] x 
T,,,, (~. =)), cloncl<! Tm es un 111-odo sin1plr y:; es el <:orazón ele T,,.. 
(e) si ord(p, X) = n ;::: 3 y ord(r¡, .\.") = /11 2::: 3. entonces (U, .-1) :::; 
{cono(/\.·n.m). n). donde t' es el \·érticc de cono(/\.'"n,m)· 

Lema 4.6.. Suponga1nos que Ta y T,. denotan un triado y un n-odo 
sitnplcs. r<'SpPctiYan1<'11te. Entonces F 2 (T:1) no se pnPdr P.ncajar en T,, x [O. 1]. 

Demostración. Supongatuos. por el contrario, que cxist.c 1111 nncajP 
h : F 2 (T:.J -+ T,. x [O. 1]. Sean¡> f'I coraz611 el<' Ta y T = { {p,.1:} E F 2 ('.l'3 ) : 

;r E T:,}. >:'otPn1os qtu~ T PS hn111eo111orfo a Ta. Sea:; el coraz6u clP T 11 • 

Dado .r E T.-s - {p}. cxistP un arco .J en T3 tal que .J es una vecindad cll" ;r 
y p ~ .J. De rnodo que existe nn subtriodo siruple S clr T 3 tal que p es PI 
corazón de S y S n ./ = 0. Entonces cada VC'cindacl de {p. ;i:} en F2 (T.~J qup 
cst<i contenido c>n {T . .1):1 contiene una copia topológica del producto S x .J. 
l.-u que este espacio no puede SPr encajado c>n el plano y las cornponentes 
de (T,., x [O. l]l - ( {;:} x [O, l]) son conjuntos aplannhles, concluimos q1w 
/z({p.;i:}) E {::} x [0.1] para cada .r: #p. Por la co11ti1111idad ele h, h(T) C 
{.:-} x (O~ l]. Esto l'S intposihle ya. que un arco no contiPnc un triodo sin1plt• 
(esto es bastante claro, pero aprovechando l"l lenguaje que hetnos usado en 
este trabajo. podetnos decir que un triado sitnple es una l-son1brilla que no 
puede ser encajada en IR.1 ). Esta contradiccic)n prueba el len"'la.. • 

Lema 4. 7. S'!ª Tn nn Tl-odo sin1ple con corazón p. Entonces no existe 
un continuo Z quC' trnga un punto .:: E Z :i.· Vt'cindadl'S cerradas .4 y B de 
= Cll z tales <¡llC' .-1 e B. (B, .:) ""' (cono(A"r.m). vértice de cono(/~-r.m)) y 
(.-1. ;:) :::: (F2 (T,.). {p}). 

Demostración. S11ponga111os, por el contrario que existen un continuo 
Z, un punto = E Z y vecindades cerradas .~l y B de z en Z tales que .. -1 C 
B. (B, =) ""' (cono(I<r.m), vértice de cono(/'-°"r.m)) Y (.-1, z) = (F2(TnJ. {p}). 
Sean h : B -+ cono(l_-r_,,.) y g : F 2 ('.l'n) -+ .-1 homeomorfismos tales que 
h(=) = v y y({p}) = =· doucle ves el ,·értic" de cono(A"r,ml· Sea ¡¡- 1111 
snbconjunto abierto ele Z tal que ;: E ¡¡· C .-1 - 1i.- 1 (Aºr.m x {O}). Sea 
t¡ E T., - {p} tal que _r¡({r¡}) E 11·. Entonces l'Xiste un arco./ C T,. - {p} tal 
que .J tiene puntos tcrtninal<•s u y u, ./ - {u. t~} es un snhcoujunto abi~rto 

CON r 
._.)lCS::J 1 
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de T,., q E .J - {-u, u} y g(F2 (.J)) e 11-. Así que g(F2 (.J - {u, u})) es uu 
.subconjunto abierto ele ~-l. De 1nodo que, existe un .subconjunto abierto [i 
de Z tal que g(F2(.J - {11, o})) = A n U = A n Un¡¡- = Un ff-. Así 
que g(F2(.f- {11., u})) es un subconjunto abierto de Z qnc contiene a g({q}). 
Ya qu<' (F2 (J- {11.11}).{r¡}) :=:: ([0.1)2.(0,0)), tem•mns quP (h(g(F2 (.J
{u, o}))),h(g({t¡}))) :=:: ([0.1) 2 • (O.O)). 

Por otra parte, el conjunto 1·· = lt(g(F2 (J - {11. 1•}))) <'S un subconjunto 
ahit•rt.o ele cono(ll."r.m)- (l<r.m X {O}) qtl<' contiene el punto !J = h(g({r¡})) y 
satisfat"<' (F,y) :=:: ([0.1) 2 ,(0,0)). Sin embargo, <'S füeil 1uostrar que l<r.m 
es un gnífica sin puutos tl•rtuinales. De tnoclo que, <~s in1posiblc que el 
punto !JE co11o(A-r.m)- (A-r.m X {U}) tenga una vecindad i- tal que (F,y) :=:: 
([O. 1)2 , (O. O)). Esta contradicción prueba el lema. • 

Lema •1-8. Scat1 .\." una gní.fka y }- un continuo de Pea no. Si ) · x [O, l] 
ptt<•dP ser encajado t•n F 2 (.\."). entonces ord(y.) ") t'S finito para tocia !J E ) ·. 

Demostración. S11ponga111os, por el contrario. qtu~ existe un punto y E 
} · tal que ord(f/.} ·) PS infinito y suponga1nos tatnbil~n que existe un cuca.je 
h : )" x [O, l] -> FAS). Sean = {.-1 E F2(X) : cada elemento de.-\ es 
un punto de ramificac-ión de_'\"}. Ya que n es finito. ¡,-•(n) es finito. De 
modo que, existe un su harca .J d<' [O. l] tal que h( {y} x ./) C F2(.\.") - n. 
SPa "' = 1n>lx{ord(.1: .. \.") : .r E .'."}. Ya qu<> orcl(y. )")es i11finito, existe un 
(111 + 1)-odo siinple T111 + 1 Ptt 1· tal qul' JJ es PI corazl>n ele T,,,+ 1 (Teorr.nut 
2.2). FijPlllOS f E ./. Ya <[lll' h(y. l) E F2(-\.") - n, h(y. 1) es un Plemento dP 
F~(.\.") el" u1rn el<' la~ fonnas clpscritas <-'n los incisos (a). (b). (e). (d) o (e) 
cl<•l Lrn1a -l.-1. te11C'111os que h(!1. t) tiPuc un \'f'ciuclad L; en F 2 ( .. \.") de la forina 
7· x [O. l], doudp T es 1111 aren o un r-odo si111ple pnra alguna r ::;: ni. Por la 
eont inuidad ele h. PXÍStP 1111 suhatTo L de .J y 1111 (111 + 1)-oclo sirnplr. Sm+t· 
coutl.•tiido en Tm-.-t tal que h(S,,1...,... 1 x L) C Lt. De 1noclo cp1e. es posible encajar 
prnclucto S'm+t x L en '1~ x [O. l]. E:-oto coJttradice el Lc1na 4.1 y co111plcta la 
dP111ost racil.>n de esto le111a. • 

Len1a 4.9. Sean T,, un 11-odo simple y } • un continuo ele Peana. Si 
l · x [O. l] puede ser encajado en T,, x [O. l]~ entonces el nthncro de puntos 
!J E }- talrs que ord(y, 1-) > 2 es finito. 

Den1ostración. Sea p el corazón de T 11 • Supongatuos, por el contrario. 
que el número de puntos y E}" tales que orcl(y, )") > 2 es infinito y que existe 
uu rucajc h : ) · x [O, 1] ___,. T 11 x [O, 1]. Escoja1nos una. sucesión de puntos 
cliíPrPntt.•s y 1 . .tJ:!~ ..• tal que ord(!Ji·) ·) > 2 para cada i E .:.'\-:- y s11ponganHls qnC" 

TESlS coQiv 
F'AL T < 1~ ,-, ,"•, ~--,--, .. •' 
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lí111yu = !Jo para a.lgtín Yo E 1 ·. 
Dada, n E N y t E [O, l]. por el Teorema 2.2 cada vecindad de h(!J,., t) 

contiene una copia topológica del co11ju11to T 3 x [O, l], donde T:i es un triado 
simple. Como (Tn x [O. l]) - ( {p} x [O, lj) es una 11nión finita ele conjuntos 
abiertos horneornorfos al espacio (O, l] x [O. 1). tenemos que h(y,., t) E {p} x 
[O. 1). Hemos mostrado que h ( {,11,.} x [O. lj) C {p} x [O. l] para cada 11 E N. Por 
la continuidad ele h. /i( {110 } x [D. l]) C {p} x [O, l]. De modo que. los conjuntos 
h( {11 1 } x [O, l]). h ( { !/~} x [O. 1 j) .... son cont.i1111os 110 dC'p;pnerados, ajc11os dos 
a dos y eonteuidos <'11 PI arco {p} x [O. 1) y qu<' C'.On,·<'rgPn a h({!ln} x [O.!]). 
Esto no puede ocurrir Pll uu arco. Esta contradicc:i611 co1nplcta la prueba del 
le111a. • 

Len1n 4.10. Sean."\ una gnífica y }·"un coutiuuo de Pcauo. Si 1: • x (O. 1] 
puede ser encajado en F 2 (.\.""), entonces <~l nürncro ele puntos y E l. tales que 
ord(11, }") > 2 es fi11ito. 

Demostración. S11ponga1nos, por el contrario, que el ntírncro ele punto:-; 
!J E ) · talC's que ord(11. )·") > 2 es infinito y que existe un encaje h : Y x [O, l] -+ 
F:i(.'\."°). Escojan1os una sucesión de puntos diferentes entre sí y 1 , Y2, ... tal que 
ord(y;, }··) > 2 para cada i E .iV y supongaruos que lín1yn = y 0 para algún 
!Jo E ) •. 

Dada t E [O. 1), eada ,·ccinclad de h(JJo, t) co11ticne puntos de la forma 
h(y,.. t.), y entonces por el Teorerna 2.2 cada una contiene copias topológica.s 
del l"Onjuntu Ta x [O. l], donde T;, es un trioclo simple. De modo que h(y0 , t) 
no es de ninguna ele las fonnas dcscritns f>ll los incisos (a), (b) y (e) del Lcn1a 
-1.-1. 

Sea Á = {A E F~(X) : .4. C R(.-.:) }. Ya que A es finito, existe' un arco 
.! e [O, l] tal que h( {!Jo} X./) nA = 0. EntOUCl'S, h(!Jo. t) no ('S de ninguna de 
las forn1as clPscritas cu los incisos (f) y (g) <lcl Lerna ·1.-l para ninguna t E J. 

Fijcrnos t 0 E J. Por los piirrafos previos, h(.l}o, t 0 ) es <le una de las forrnas 
(el) o (e). En ambos casos, h(!Jo· t 0 ) tiene un veci11dacl U de la forrna T,. x 
(O, 1] para alg{111 n-oclo sintplc Tn. Sea 1·1 una Yccindad cerrada, conexa y 
localmente conexa de !Jo en)" y L un subarco ele.! tal que h(}·í x L) CU. Ya 
que> }.1 contiene una infinidad ele puntos lJ tales que onl(JJ, }-.. 1 ) > 2~ obtenrnnos 
1111a contradicción con el Lcn1a 4.9. Esto tt•nuina la. dcrnostración ele cstl" 
le111a. • 

Lema 4.11. Sea.\."" una gráfica. Si F 2 (.-.:) es homeomorfo al producto de 
dos continuos no degenerados 1 .. y Z. entonces } · y Z son gráficas. 
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Demostración. '\'a que .. Y es loc11.ln1ente conexo" F2 ( .. ~) tarnbién es 
locahnente conexo. De inodo que }·'" y Z son locnhncnte conexos. Fijc1nos 
1111 arco J en Z. Entonces Y x .! puede ser encajado en F,.( • .....-). Por los 
Lc1nas 4.8 y 4.10~ ord(y, 1·) es finito parn toda JJ E 1· y el ntítnC"ro de pttntos 
y E 1" tales que ord(y. Y) > 2 es finito. Por el Teorema 2.1. }"es nn gnifica. 
Si1nilaru1cntc, Z es un gn:l.ficn. • 

Teorema 4.12. Sea .'\: nna gnifica. Entonces F2(-Y) es hon1comorfo al 
producto ele dos continuos 110 degenerados l · y Z si y sólo si _-...; es uu arco. 

Demostración. ·ya que F 2 ([0, l]) es homeomorfo a [O, 1)2, la suficiencia 
es itUU'-'cliata . 

. -\.hora prohen1os la neccsiclacl. 
Pritucro n1ostrarc111os que ,"\ no contiene puntos de ratnificación. Supon

gatnos, por el contrario, que }\ contiene un punto de ran1ificación p. Sea 
h : F 2 (X) --+ 1· x Z 1111 hor11comorfismo. Por el Lerna 4.11, Y y Z son 
gráficas. 

y·a que el punto p tiene una base de vecindades en .. Y de la forn1a T,," 
donde T 111 es un n1-odo simple, p es el corazón de T rn. y rn = ord{p, ... "'\."'), 
te1H•1110s que {p} tiene u11a base de vecindades en F 2 (.Y) de In forma F 2 (T,,.). 
Por el Lenta ....J..G, los conjuntos de la fornul. F'.!(Tm) no pueden 8Cr encajados 
t.•n conjuntos de la forrna T, 1 x (O. 1], donde T,. es un n-odo sitnplc. Usando 
PI Lrma -1.5, h(p) es de la forma h(p) = (!J.=> para algtin y E } · y algtín 
= E Z tales que ord(y, }") =,. 2: 3 y ord(=. Z) = s 2: 3. Por la parte (e) dPI 
LPnta 4.5, (y,=) tiene una hase <iP vecindades B rm ) · x Z con la propiedad 
de que, para cada U E /3, (U, (!J, =)) = (cono(A",, .• ), 11), donde 1.· es el v<.rtice 
de cono( f\.·r, ... ). Y"a que h es uu ho1nC'o1norfis1110 (y, z) ta.n1bién tiene una. base 
d<! VPcindade8 6 0 en } · x Z con la propiedad de que. para cadn. V E Bu, 
(V. (y.=)) = (F2 (T,,.). {p}). Oc acuerdo con C'l L<!nHt -1.7. esto es absurdo. 
l-letnos probado que ... "\. no couticue puntos de ratnificación. De rnodo que ... "\. 
rs un arco o una cnrYa cerrada sin1plc. Si .. "\. es una circuufcrencia.. entonces 
F::.(-") es homeomorfo a la banda de "-lijbius. De 1noclo que F 2 (X) no es 
hotncotnorfo al producto de dos continuos no degenera.dos. Esto prueba que 
.. \: 110 es una curva cerrada sirnple. Por tanto, ... "'\. <'S un arco. • 

Teorema 4.13. Sea _.._.. una gnifica. Si F 2 (.\') es homemuorfo al cono 
sobre 1111 continuo 1·, cntoncvs 1· C":o; una gnifica. 

Demostración.. "\··a que .. "\ es locahnentc conexo, F 2 ( ... "'\.) tatubién cH 

lueahncntc conexo, de 111ancra qur. }'. es locahncntt• conexo. "\'"a. que } · x [O, 41 
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puede ser encajado en F 2 (.Y), por los Lemas 4.8 y 4.10, ord(¡¡, }.) es finito 
para toda y E }. y el número de puntos y E Y tal que ord(y. Y) > 2 es finito. 
Por el Tcorcn1a 2.1, l .. es una gráfica. • 

Lema 4.14. Sea ·'-' nna gr.Uica. Si F2(-'-') es homeomorfo al cono sohn• 
un continuo } ... , entonces ... \."' es 1111icohcrc11tP-. 

Demostración. Suponga1nos, por el contrario que~\: no es unicoherPntf'. 
El espacio_\."' es un continuo loealn1cntc conexo, lo cual irnplica {Teorcrna 1.3) 
que F 2 (.'-') no es nnicoherente. Por (13, TeorPmns 2 y 3] y (33], Pxistc nna 
función continua f : F 2 ( .... Y) ~ 5 1 , donde S 1 es la circunferencia unitaria. Pn 

el plano, tal que f 110 es hornot<Spica a una función coustantc. Corno couo(l ... ) 
es cont.raíblc, F 2 ( ... \."') es contraíble, entonces toe.la fnucióu continua de F 2 ( ... "\") 

a S 1 r.s hornot.ópica a una fnncióu const.antt~. EHta contradicción cu111plct.a In 
detnostración del lenu1. • 

Teorema 4.15. Sea ,'\ una gráfica. Entonces F,,C.'-') es honwomorfo al 
cono .sobre nn continuo }-- si y sólo si ."\.- es un n-odo sitnple o un arco. 

Demostración. ("'ccesidad). Por el Lenu> 4.13, lº es una gnífica. Sea/¡: 
F2( ... \."") ~ cono(l··). Prin1cro 111ostrarc1nos que si pes un punto de ran1ificación 
de X y u es el ,·értice de cono(}') entonces h({p}) =v. Supongan1os por el 
contrario que h({p}) =(y, t) para alguna t E (O, 1). ·ya que l' es un gnífica. 
(y, 1) tiene una hasP cJc Vl•cindadcs B en eono(} º) tal que, para cada ú- E B. 
U es ele la fonna [O, 1] x T. donde T es un arco o un r-o<lo sin1ple. Por otra 
parte!, {p} tiene una base clr. vecindades ele la forrua F 2 (T,,,), donde 111 = 
ord(p, ... \.") y Tm es un 1n-odo sitnplc. Por el Lenta 4.G. las '\"ccindacles bcísicas 
de {J>} no pueden ser encajadas en la .. o.; ,-r.cindadcs h¡ísicas de (y, t). Esta 
contradicción pru"ba que h({p}) =v. 

Co1110 h es inyecth·a. conclui111os que ."\: tiene a. lo nuís un punto ele nuni
fieación. Dado qttP .\."" r.s 1111icohcrcntc (Lcnuna 4.14)~ obtenernos que .. "\: es 
1111 at-co o nu 11-odo sitnplc. 

(Suficiencia). Es inmediata del Lema 2.3. • 

i TESIS CC!i"T 1 
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Abstract 

.. ..\ n1etric, cornpact, connected spacc is a co11.tinnu1n. For a gb:en positive 
intcgcr n and a. continuurn ... Y the n'11 -.o;ymmet1-ic pror11tct of _y is the spa.cc 
consisting of all nonernpty subscts of ... ""\.! having at tnost n clcn1ents. \\"ith thn 
Hausclorff rnetric, in this ·work, the follo\\·ing results are sho,vn: 

l ... .\.n cxarnple of a unicohcrent continuu1n \vhosc sP.c:oncl sy1n1netric prorl
uct is not unicohercnt. 

2. The nth ... syn1111ctric product of .. "'\can be e1nbedclecl in the n-dinlcnsional 
cudid"ª" spaec (n = 2. 3) if ancl only if .V: is an are. 

3. If 4"'\:. contains a sitnple 5-od or a ho1ueo1norphic copy of thc capital 
lctter H thcn its sccond symmctric product cannot be embedcled in tite 3-
diniensional euclidcan spacc. l\loreover, \\"e characterize locally conncctcd 
continua .V: for which its second symmetric p1·oduct is cinbccldable in the 
3-clirncnsional euclidcan spacc. 

-l. If n.th_synunetric product of .Y is ho1neomorphic to n 1h-sy111n1etric 
product of l ". wherc .V: is a finite graph and Y is a continuum. thcn .\: is 
ho111co111orphic to 1<'. 

5. If .V: is a finitc graph. then thc sccond sym1netric product of .V: is the 
c:one over sorne continuurn }·· if ancl only if .. 'C is a simple n'h-od or an are. 

G. lf .V: is a finite graph, thcn thc second syn1n1etric product is a product 
of t\\"O uondcgcneratc continua if and only if .. Y is an are. 
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