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=675µm y M=0.325 (R 2 =0.9933). 

1.2 Comparación de las láminas de infiltración medida y calculada con: \lid = -19.5 cm 

y K. = 7.6 cm/h; R 2 = 0.9979 (arena de Cuaculan). 

1.3. Comparación de la lámina drenada medida con la lámina drenada calculada con 
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(2.18): D

8 
=:= 415 µm y M = 0;127 (R 2 = 0.9699). ·- - : ... _, . ... : - . ,_.,,. -· . , 

1.5. Comp~r~cióri'dei~-1:ári1lri~s·.fti~fllt~~Ji~:ri,~dida y calculada con: \I' d = -45.5 cm 

y K. :: 0.51 c~}h};R.{~:0.'999,i','(~~~Í6 si~: Maria). 
}: .• ' ~',. '• "t -:.: ' t ·- .:. ~-! ';">'.".~·: .;: 

; ; -n-• .::1--.:..'--'-:.::-J._:..-:,•:_:_1:•:~ .. : ~-~i·.<·:_,'.,'.;', .~> 

1.6. Comparacióri.de';1a:támina;d¡:enada·medida·con la lámina drenada calculada con 
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• . . • . .... • .. d ••••• •· .•••... ,. · •.• · ·.... .. • 2 

(2; 18):·p8·i;5po1:1111 ~,)'·f\11:"'..·g:o?.S.. (R. = o.9793 ). 
. ;'. ,,.._,' _,' • .~~ -· ~ ;~ .. :-~I '" .. : :: ..... _'.'.:.' 
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(2.18): D 8 =400µm y M=0.13; ~ ~::~·~!;~s.e_u:r . . .. :. 152 
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INTRODUCCIÓN 

En los distritos de riego que se ubican en las zonas áridas y semi-áridas de México se han 
detectado aproximadamente medio millón de hectáreas de terrenos agricolas con. problemas de 
ensalitramiento progresivo y de mantos freáticos someros (Fuentes y Saucedo, 1999). Una 
alternativa para reincorporar a la actividad productiva estos terrenos es la construcción de 
sistemas de drenaje agrícola subterráneo, los cuales abaten los mantos freáticos y remueven las 
sales contenidas en el perfil del suelo. A la fecha aproximadamente treinta y cuatro mil hectáreas 
disponen de sistemas drenaje agrícola subterráneo, estos sistemas han Contribuido de manera 
sustancial a aumentar el rendimiento. de los cultivos. Es innegable entOnces la importancia del 
estudio de la dinámica del agua en este tipo de sistemas de drenáje .. ·· .. · 

Un estudio riguroso de las transferencias de masa y energía qlle ocui-ren~n los sistemas de 
drenaje agrícola subterráneos requiere que estos procesos sean descritos mediante ecuaciones 
diferenciales parciales no lineales. Dicho estudio puede ser abordado a dos escalas de ~nálisis 
diferente, la escala macroscópica donde las transferencias de agua en el suelo son descritas por la 
ecuación de Richards y la escala megascópica donde las transferencias son descritas por la 
ecuación de Boussinesq. En la primera escala de análisis la velocidad promedio del agua en el 
suelo se calcula con la ley de Darcy mientras que en la segunda la velocidad media se calcula con 
la ley de Darcy promediada. El análisis a la escala macroscópica es recomendable cuando se 
desea realizar una descripción detallada de los procesos de transferencia de agua que ocurren en 
los sistemas de drenaje, mientras que el estudio a la escala megascópica es recomendable cuando 
sólo se desea realizar un descripción global de estos procesos. 

El análisis de las transferencias de agua en la capa subsuperficial del suelo. para fines de 
drenaje agrícola con la ecuación de Richards (1931) se ha visto limitado princi¡:>almente por tres 
causas: 1) la naturaleza tridimensional del movimiento del agua en los sistemas de drenaje;'2) la 
dificultad que presenta la estimación de los parámetros que intervienen en las caracteristicas 
hidrodinámicas del suelo; y 3) el poco conocimiento que se tiene del tipo, de condición de 
frontera que debe usarse en el dren para describir la transferen~ia d~ agua d:I suelo hacia el 
interior de éste. 

La problemática asociada con la obtención de una solución numenca . ecuac1on 
tridimensional de Richards puede ser salvada aproximadamente si se aceptá la hipótesis de que 
las características principales de.los sistemas de drenaje son bien representadás con laapÜC:ación 
de la ecuación bidimensional de Richards a -un· corte transversal de suelo. Sin embargo el 
problema de la caracterización hidrodinámi.ca y de la condición de frontera en el dren permanece 
abierto. 
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La aproximación más usada en la literatura para describir la transferencia de agua del 
suelo al interior del dren consiste en considerar la. circunferencia de éste como una superficie de 
filtración (Neuman, 1973; Zaradny y Feddes, 1979; Fipps et al., 1986; Saucedo et al., 2002). En 
dicha aproximación se impone una condición tipo Dirichlet homogénea sobre el segmento de 
circunferencia del dren que esté en contacto con' suelo saturado y en el segmento que está en 
contacto con suelo no saturado, se impon'ecu~~~~~~üdón tipo Neumann con flujo nulo. El uso de 
la condición tipo Dirichlet implica qJ~)~'r:sistencia en la interfaz suelo-atmósfera es nula 
mientras que el uso de la condición tipo Neumann implica que es infinita. En la realidad el 
comportamiento de la resistencia .en fa• inte~íaz'·.suelo-dren no corresponde al .descritocán la 
aproximación de superficie de fiÍtración·;.ya q~e esta resistencia evoluciona de manera gradual 
probablemente en función de las.presiones'existentes en la vecindad del dren; tanto5i:l1·e1 suelo 
como en el interior del tubo, y no como Í.ma función delta de Dirac. , "'' ·" . 

. ·~~J. ;·:·~:: : '. 

Una mejor descripción de las transferencias de masa y energía del sÜeJo\h~éia el dren 
puede ser realizada considerando la condición de radiación de Newton, · 1a cüal é~tabiece<que el 
flujo de drenaje es proporcional a la diferencia de presiones existentes en la veCiricl~d'deÍ dren, 
siendo la constante de proporcionalidad el coeficiente de resistencia de la interfazi,'~í.ieio~éiren. 
Este tipo de condición de frontera contiene como caso particular la condición dé .. sÜp.~Í:ficie de 
filtración reportada en la literatura. Sin embargo la aplicación de la condición'dii\radiación 
presenta un problema, el desconocimiento de la forma funcional del coeficiente cie''~~~Íst'encia en 
la interfaz suelo-dren. 

Debido a las dificultades que presenta el uso de la ecuación de Richards, eJ estudio de la 
transferencia de agua en los sistemas de drenaje es principalmente abordado con la ecuación de 
Boussinesq (1904). A partir de esta ecuación se han obtenido fórmulas simples para calcular la 
separación entre drenes, ya sea considerando régimen de flujo permanente (Hooghoudt, 1940; 
Emst, 1950) o analizando el problema transitorio (Dumm, 1954; Van Schilfgaarde et al., 1956; 
Fuentes et al., 1997). Sin embargo estas relaciones se han derivado suponiendo que algunos de 
los coeficientes de la ecuación de Boussinesq son constantes, como por ejemplo la capacidad de 
almacenamiento y la transmisibilidad del acuífero (Dunun, 1954; Van Schilfgaarde et al., .1956; 
Fuentes et al., 1997) y utilizando condiciones de frontera simplificadas en los drenes, carga nula 
sobre los drenes (Hooghoudt, 1940; Dumm, 1954; Van Schilfgaarde et al., 1956). Bien que en la 
práctica estas fórmulas han sido aplicadas con éxito al diseño de sistemas de drenaje, 
teóricamente las transferencias de agua del. suelo al. dren son mal representadas con estas 
relaciones. 

' ; , . ,·. ' 

Recientemente se han presentado result~clos experimentáles ,y teóricos' donde se muestra 
que los supuestos referentes a la cargafi~úla s'C>br~.~ldren y ala forrn{funcional de la capacidad 
de almacenamiento son fisicamente i11c~iT~~t~s CN¡mu~he -~t al.; 1996; Fuentes et al., 1997; 
González et al., 1997). En consecuencia en este enfoque existe incertidumbre sobre el 
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comportamiento de Ja capacidad de almacenamiento y sobre el tipo de condición de frontera que 
debe imponerse en Jos drenes. 

Las limitaciones encontradas en cada una de las escalas de análisis de los procesos de 
transferencia de agu_aen sistemas de drenaje agrícolasubt~rrá11eos. moti_\'ªº ~J;planteamientode. 
Jos sigulentes6bJetivos en este trabajo: - . - . ·- . -··- - - . - -

'<.'-.\• >r'•( \ .( 

El material qúe se presenta en este trabajo se distribuye dela siguientemallé~a: 
·-·.".·. 

En el capítulo I se presentan la relaciones fundaíneAtal~s que desc'ribeh;1~s tr~rísfer_encias . . . . 
de masa y energía en los sistemas de drenaje agrícola subterráneos. Primera~~_nte se.presentan la 
ecuación de Richards, las representaciones analíticas de sus coeficientes y las condiciones límites 
a las que se ha sujetado clásicamente esta ecuación para describir el fenómeno del drenaje. 
Posterionnente se plantea Ja fomrn en que se abordará Ja descripción del drenaje en este trabajo, 
la cual consiste en imponer en el dren una condición de frontera tipo radiación y describir Ja 
variación del tirante en el tubo con una ley de resistencia. Enseguida se presentan Ja ecuación de 
Boussinesq, las aproximaciones clásicas para sus coeficientes y las condiciones de frontera que 
tradicionalmente se han impuesto en el dren. Se identifican las variables a estudiar en este 
enfoque, siendo éstas Ja fonna de la capacidad de almacenamiento y Ja condición de frontera en 
el dren. 

En el capítulo II se estudia teórica y experimentalmente el drenaje de una columna de 
suelo inicialmente saturado a la atmósfera para obtener la forma del coeficiente de resistencia en 
la interfaz suelo-dren durante la fase de recesión del manto freático. En laboratorio el dren es 
representado por una placa porosa colocada en la parte inferior de una columna de suelo y Ja 
caracterización hidrodinámica del suelo es realizada con un método basado en su curva 
granulométrica, su porosidad total y una prueba de infiltración. En este estudio se establece que Ja 
relación que describe Ja transferencia de agua del suelo al interior del dren es una condición de 
radiación no lineal. 

3 
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En el capítulo III se aborda la descripción del movimiento del agua en un sistema drenaje 
subterráneo acoplando la ecuación de Richards bidimensional para el flujo de agua en el suelo 
con una ley de resistencia para el flujo de agua en el dren. En la frontera del dren se impone la 
condición de radiación no lineal precedentemente obtenida. Se obtiene una solución numérica de 
este sistemaº la cual es aplicada para reproducir un experimento de drenaje hecho en laboratorio. 
El buen acúerdo entre los resultados teóricos y experimentales muestra la capacidad descriptiva 
de la condiéión de .. radiación no lineal obtenida en este trabajo. Además se comparan los 
resultadó~ ~btenidos con la condición de radiación no lineal con aquellos proporcionados por las 
condiciones de frontera utilizadas en la literatura, mostrándose que la condición de radiación no 
lineal proporciona la mejor descripción de la transferencia de agua del suelo al dren. 

En el capítulo IV se aborda el estudio de la dinámica del agua en un sistema de drenaje 
con la ecuación de Boussinesq unidimensional de los acuíferos libres. Primeramente se estudia la 
capacidad de almacenamiento como función de la posición d~ la superficie libre y a partir de una 
conceptualización de lámina dréri~~le'yíái"riina drenada se establece la relación entre la capacidad 
de almacenamiento y la porosidad dfen"ati'i'~~Postériormente ~éinvestiga el uso de una condición 
de frontera tipo radiación én . el &e;{' pÍ~teándose diferentes fü~as funcionales para el 
coeficiente de resistencia en la interf~ súelo-dren. Se obtiene una solución numérica de la 
ecuación de Boussinesq unidimensional la cual es aplicada, previa validación, para reproducir un 
experimento de drenaje en laboratorio y determinar el comportamiento de la resistencia en la 
interfaz suelo-dren. Se encuentra que la mejor aproximación a los datos experimentales es 
obtenida cuando se impone en el dren una condición de radiación no lineal. Se muestra que los 
supuestos clásicos utilizados en la literatura para modelar eventos transitorios de drenaje con la 
ecuación de Boussinesq, porosidad drenable constante y carga nula sobre los drenes, son 
fisicamente incorrectos. 

La comparación de los resultados proporcionados por la ecuac1on de Boussinesq 
unidimensional sujeta a una condición tipo radiación no lineal en los drenes y por la ecuación de 
Richards bidimensional sujeta a una condición tipo radiación no lineal en la frontera del dren es 
el objetivo principal del capítulo V. Apoyados en evidencia experimental se muestra que la 
ecuación de Richards describe de mejor manera las transferencias de masa y de energía que 
ocurren en los sistemas de drenaje agrícola subterráneos y que la ecuación de Boussinesq 
subestima la recesión del manto freático. 
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CAPITULO 1 
PLANTEAMIENTO GENERAL 

En hidrología superficial y en hidrología subterránea es ampliamente reconocida Ja 
importancia de Ja zona no saturada del suelo, dado que es en esta zona donde se desarrolla Ja 
parte esencial de los procesos de evapotranspiración, infiltración, drenaje y recarga de los 
acuíferos. El estudio de estos fenómenos es altamente complejo, dado que se trata de analizar 
procesos básicamente no lineales que ocurren en un medio propenso a deformarse y cuyas 
propiedades varían en el tiempo y en el espacio. Para abordar tanto el estudio experimental como 
Ja descripción de las transferencias en dicho medio, se pueden considerar tres escalas de análisis 
diferentes: 

Escala microscópica: En esta escala de, análisis, que corresponde a cada poro del suelo, Ja 
velocidad media del agua o gasto mi.c~<>·sC:óplC:o unitario se estima con Ja ecuación de Poiseuille, 
la cual proviene de las ecuadones de ;~avier-,Stokes, y la presión en cada poro se estima con Ja 
ecuación de La place. Esta escala de. aniilisis es recomendable para una comprensió~ fina .de Jos 
111ecarlis1nOs fundamentales ae los·-proC.eSOs ... de transferencia. .·~'"·~:.;.: 

~ : ' . . . ·. ' . . ... : . -: : : 

La escala macroscop1ca. La complejidad que plantea la definición precisa de,Ia·;forma 
geométrica del espacio poroso hace que Ja descripción microscópica no pÚeda'.s~<pÍ.te~ta en 
práctica sin un cambio de escala, cuya etapa esencial consiste en introchicir el •. c:c>ncépto de 
volumen elemental representativo, el cual permite establecer una equivalencia ~¡.;tre\~i'.friedil:i real 
disperso y un medio ficticio continuo. En esta escala de análisis, que corresponde.a'.4n c~Íljunto 
de poros de amplia gama de tamaños, la velocidad media en el conjunto d~ pot¿s ii~i165·i~n ~gua 
o gasto unitario macroscópico se estima con la ley de Darcy, y la presión del ~i~ii'?~~~~i~da al 
conjunto se estima con Ja propia ley de Laplace aplicada al tamaño ,de pÓrc) ~ay~í-;1~ ~cti~~lón de 
transferencia correspondiente es conocida como ecuación de Richa~dC( '.; :~,;'.'f;~;)i~:F·;~J'.\ , . . 

Escala megascópica. En esta es.cala de análisis, que corresp~ncd·~;,N~f~t~Jflili~' CI~suelos, 
Ja velocidad media o gasto unitario megascópico se estima con.ia'l~y·ci~"J3~€1.~I'Omediacfa, y Ja 
presión del agua es Ja proporcio¡.;ada por los piezóinet~c)s, i~:;~~·~;6ióri:;a~'it~ansferencia 
correspondiente es conocida como ecuación de Boussinesq. 

- ., ,. ' ;.«;.·.~:¡--

't~it~¿1;,~>.:, 
,_:d'.l"··.:';_,-,:~'-':-~..' _. 

- - --~--~-'·.~--· '': . ,_:;>;~;;/:. c.~t{/~;?> 

En la práctica el amÚi~'is del drenaje agrícola puede efecfoarsc;:. considerando la escala 
macroscópica o la esca)~ iueg~scópica, dependiendo de Jos c)í,j~i~?~'/q'üe°'f~e'pe~sigan en el 
estudio. Por ejemplo a la_ escal!i'A~Ja parcela se puede utilizar laed\.i~~ióri';d~ Richards para una 
descripción detallada de l~s;t~iu:{sferencias de agua en un sistema de drenaje, y para una 
descripción global se puede utilizar Ja ecuación de Boussinesq. Al nivel de un distrito de riego Ja 
aplicación de la ecuación de Richards es limitada principalmente por Ja cantidad de información 
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que se necesita para representar la variabilidad espacial de las caracteristicas hidrodinámicas del 
suelo y por la extensión misma de la zona en estudio. Esta situación origina que la descripción de 
las caracterislicas generales del movimiento del agua a través del suelo sea mayormente realizada 
a partir de la ecuación de Boussinesq. 

1.1. ESCALA MACROSCÓPICA 

A la escala macroscópica la descripción de las. transferencias de masa y energía en los 
sistemas de drenaje agrícola subterráneos puede realizarse considerando de manera explícita las 
zonas saturada y no saturada del suelo así como la profundidad de los drenes y la forma 
geométrica de los mismos, en consecuenci.a un estudio detallado de estos procesos debe 
considerar tanto las condiciones existentes en. el· medio poroso como las existentes en el dren. 
Enseguida se presentan las ecuaciones fundamentales que se usan en este trabajo para describir 
dichos procesos. 

1.1.1. Flujo de agua en el suelo 

El movimiento del agua a través del suelo puede ser descrito con la ecuación de 
transferencia que se obtiene al combinar el principio de conservación de masa:. 

ae 
-=-v'.q-S at (1.1) 

y la ley de Darcy generalizada, que relaciona la velocidad del flujo con la~érdida de energía en la 
dirección d~I moviml~11t~:. 

q ~_:I<(j):~~:;\: (1.2) 
; , ,:·~· .. '. ~ ' ' 

donde q . es el gasto: db agua por unidad de superficie de su~lo perpendicular a la dirección del 

movimiento o fluj~ ~e· D~cy [~;-1] ; ~ e¡,el',tie~po; ·~.L~s e~ operador gradiente; H es el 

potencial hidráulico [L], q~e es iguaia1a' •. S,~~!Í'.~~(~~t~n~~~l.,d~presión del agua en el suelo ('!') 
y el potencial gravitacional, asimÜad~ g~;.;g;.;yri;~~t~~~~i~(~~Ü'fde~áda z orientada positivamente 
hacia abajo: H = '!' - z; 8 es el voltuneri''.d·~:.,~gJ~?pri~tiriidá~ ,de volumen de suelo o contenido 

volumétrico de agua [L3L-3
] , y dep~A~~~~~if?Rg~§t~~!~~l~~#~iÓn del agua en el suelo; S es el 

volumen de agua extraído por las ¡:>iiinfi;·p~r~uri'Id~d':de"voÍiÍmen de suelo en la unidad de tiempo 

[L3L-3r 1
] ; K('!') es la conductividad hidni~Ii6'J d~l<~~elo [Lr1

] , y depende del potencial de 
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presión del agua en el suelo. e(lfl) y K(lfl) son conocidas como las características hidrodinámicas 

del suelo, y generalmente son relaciones altamente no lineales. 

La introducción de (L2) en (l.1) permite obtener la siguiente ecuación de transferencia: 

(1.3) 

La existencia dC, la rélaeión e('!'), cémocida como la característica de huaiedad del suelo, 

permite expresar la ecuación (1.3) en términos de una sola variable dependiente ('!'}, con la 

introducción de) a capacidad específica e( \f/): 

(1.4) 

La aplicación de la regla de la cadena al primer térínino de la ecuación (1.3), considerando 
la ecuación (1.4), permite establecer la ecuación de transferencia conocida como la ecuación de 
Richards (1931): 

(1.5) 

-. ~ 

- -,.. . . -

Childs y CC>11ii:a6or~; (1950) suponen que existe la función inversa '!'(e), y con la 

introducción de la difusividadhidrAulica definida por: 

:· .- - ._ 

establecen laecu~ci~3~~;Xansferenciaen su forma Fokker-Planck: 
~-2 " . .. : ·-

ae .•'. .. ... ·~~dK.a~···• 
-=V·[o(e)ve]"'.""'.-. -.-s at. ·.· .. ·· ; . . . de az ' 

(1.6) 

(1.7} 

Si bien la ecuación de transfer~ncia tipo Fokker-Planck: (l. 7} es ampliamente considerada 
en la obtenció.n de solúcigne_san~HHcas de proble!Ilas ;efacjonados con elflujo dél agua en suelos 
no saturados, esta ecuación diferenCial presenta las siguientes limitaciones: 1) no es aplicable en 
zonas de suelo saturado, ya que para esta condición la difusividad hidráulica es infinita; 2) no 
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puede ser aplicada en medios heterogéneos porque en este tipo de suelos la función e(I!') es 

discontinua. 

Dada las limitaciones que presenta la aplicación de la ecuación tipo Fokk:er~Planck (1.7), 
el estudio de las transferencias de agua en sistema~ de drenaje agrícola es abordado clásicamente 
con la ecuación de Richards ( 1.5). ___ , . 

El movimiento del agua en el suC::lÓ xpo~ tariú, eh ll~ sistema de drC::naje ~ul:Íte~áneo es un 
fenómeno tridimensional (Figura 1_.1) ~c;_tivCi prir':e(~~~i Sll descripción debe reali~ars~ u'sando la 
ecuación (1.5) en tres dimensiones, sinemlJ~rg~-claabel esfuerzo de c-ó!Upt1'.tÓ qü~~st<l"significa 
es conveniente aceptar la hipótesis de cl~C::: elJ fe~Ófnerio es básicamente bidimellsiOrÍales decir, 
que se efectúa en planos perpendiculares:~ ii direc:~ión del dren (corte AA' en lá Fighra 1.1). Si 
además se asume que la extracción de agu~ ¡)'t:;r'1as plantas es despreciable (S =O), 1-a ecuación 
que gobierna el proceso será entorices ró.rr;.;~bidtmensional de la ecuación (1.5)siguierite: 

(1.8) 

A A' 
Línea de saturación 

Superficie del suelo 

z 

Figura 1.1. Esquema de un sistema de drenaje agrícola subterráneo. 

Cuando se tiene un sistema de drenaje con tubos paralelos equidistantes instalados a igual 
profundidad y se asume que el suelo es homogéneo, es posible definir un dominio de solución 
para la ecuación (1.8) como el que se muestra en la Figura 1.2. 
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Superficie del suelo 
.--."-x-----------------------------;I! ............. . 

F n (frontera en el drcn) 
u 

E~trntO impe~nblc 

º1 ¡e······--· 
<E-------------------------------=--····i_ti.:•.·• 
Figura 1.2. Dominio de soluciÓ~~~i~\~ecJación diRÍchards bidimensional. 

c~rt'e AA.· ~ri·1~·l<i8hr~'üY · · · · · 

PE 

De acuerdo con el dominio de soh.lCi~ndefinido, 'él seinigasto por unidad de longitud de 
dren que fluye por la frontera del dren se calcula'coi'rio: ... 

(1.9) 

'" . 

donde qd es el flujo de Darcy calculado en cada p~nto.~obre la fro~tern n: ~l gasto por unidad 

de longitud de dren será el doble del semigasto evacllácio por la frontera' n'y el gasto total, 
confom1e a la hipótesis de que el flujo se da en planos perpendiculares al desarrollo del dren, será 
proporcionado por el producto de la longitud de las líneas de drenaje (e) y el gasto por unidad de 

longitud: 

(l.10) 

1.1.2. Representación analítica de las características hidrodinámicas. 

La resolución numérica o analítica de la ecuación de Richards (1.5) requiere del 

conocimiento previo de las propiedades hidráulicas del suelo y de la selección de modelos que 
relacionen el contenido volumétrico de agua 9 con el potencial de presión del agua en el suelo \ji 

y la conductividad hidráulica K con el contenido volumétrico 9. Fuentes et al. (1992) 

recomiendan usar en casos teóricos el modelo para la difusividad D{e) de Fujita (1952) y la 

relación entre la conductividad K{e) y la difüsividad D(e) de Parlange et al. (1982) y en 

estudios experimentales los modelos propuestos por van Genuchten (1980) para la característica 
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de humedad y por Brooks y Corey (1964) para la conductividad hidráulica. La recomendación se 
sustenta en el hecho de que este par de combinaciones de características hidrodinámicas 
satisfacen las propiedades integrales de la infiltración. 

ll) Cll1"llcterísticlls /1it/rodi11á111iclls tle F11jita y Parlm1ge. 

La difusividad de Fujita (1952) se puede escribir como: 

D(S )= K.A.e 1-a 
e 0 - 0 (1 - as )2 

s r e 

(1.11) 

donde Se = (0 -0, )/(0, - 0,) es el grado de saturación; 0, es el contenido .volumétrico de agua a 

saturación [L3 L-3
] ; 0, es el contenido volumétrico residual [L3L-:3

] ; a es un p_arámetro de 

forma que varía entre O y 1; "-e es la escala lnt6gral deBcmwer (19G4) que se ~efirie cómo: 

1 O¡ ·--

f..e = K Jo(0)d0 
.. s o, .. 

(l.12) 

. . . 
La relación entre la conductividad y la difusividad propuesta por Parlange et al. (1982) de 

acuerdo coll Fuentes et al. (1992) se define como: 

(1.13) 

donde J3 es un parámetro de forma adimensional (O < 13 < 1 ). 

La introducción de (1.11) en {1.13) permite obtener la siguiente relación para la 
conductividad hidráulica: 

K(S )=K SJl-p+'(p~a)Sc] 
e s 1-ase -.:.,.·. ·_: (1.14) 

- ., .. -,-,- - -- -

La relación entre el potencialde presÍón \j; y el contenido volumétrico de agua 0 se 
' , .. ,_:-. "· ,_, .:'".' .. .. . . . ,·" -- .... 

deduce a partir de la definición para la difusividad hidráulica (1.6) considerando (1.11) y (1.14), 
obteniéndose: 
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\jl{S ) =\ji {ª. In[ 1- a.Se J + 13-a. ln[l -13 + {13- a.)sc ]} 
e e 13 {1-a.)sc 13(1-13) {1-a.)se 

(1.15) 

donde \Ve = -A. 0 • 

Es· importante señalar que cuando a. = 13 se deduce Ja ecuación de Ja conductividad en 

función de Ja p~esión ~ropuesta por Gardner (1958): K(\jl)= K. exp{\jl/A..). En este caso se 

obtiene Ja funciÓ~· 0(\v) de maner~ explícita, a saber: 

0(\11)_.:0. l 
0 • .:...0. - a.+{1-a.)exp{l11/ll/J 

(1.16) 

b) Características /1idro1/i11á111icas de va11 Ge1111c/1te11 y Brooks y Corey 

El modelo para Ja característica de humedad de van Genuchten (1980) es: 

(1.17) 

donde \ji d , m y n son parámetros empíricos. 

Van Genuchten (1980) ha utilizado Ja teoría capilar de Burdine (1953) y el modelo capilar 
de Mualem (l 976a) para estimar Ja conductividad hidráulica a partir de Ja curva de retención 
( 1.1 7) y para obtener formas analíticas cerradas para Ja conductividad ha impuesto relaciones 
entre Jos parámetros m y n. En el modelo de Burdine (1953) m = 1- :i/n , con n > 2, lo cual 

pennite obtener: 

K(S 0 )= K.S 0 

2
[1-(1-s/·.'J" J (1.18.1) 

Mientras que en el modelo de Mualem (l 976a) impone m = 1-1/n, con n > 1, obteniendo: 

11 
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Utilizando los coeficientes de la solución en serie para la infiltración vertical Fuente~ et 
al. (1992) han analizado las combinaciones (1.17) y (1.18.1) así como (1.17) y (1.18.2) y han 
mostrado que este par de combinaciones no satisfacen las propiedades integrales de la 
infiltración. También hán fuostrado que la combinación de la característica de humedad de van 
Genud1t~;~s~j~t~'~'áJ~:~;¿;1;f~~Tó~ de Burdine ( m = 1- 2/n) con el modelo para la conductividad 

hidráulica de 13rci'.oks'yc6~~Y (1964) satisface las condiciones de la infiltración en todo tipo de 
suelo. 

El mod~lo'p~;~ la C::ci~ductividad hidráulica de Brooks y Corey (1964) es: 

K(9)=K, 9-9r ( .. ·. )~ 

'·. ;· 9s'-9r 
(1.19) 

donde TJ es ~n parámetro adimensional. 

En este trabajo se usan en lo subsecuente las características hidrodinámicas de Fujita y 

Parlange (1.14, LIS) y la combinación del modelo de van Genuchten para la curva de retención 
(1.17) s'ujeta ~ l~ restricción de Burdine ( m = 1-2/n) y la curva de conductividad de Brooks y 

Corey (1.19). 

1.1.3. Condición inicial y condiciones en la frontera excepto en el dren 

Para describir el fenómeno del drenaje agrícola subterráneo con la ecuación (1.8) es 
necesario conocer el estado inicial del medio poroso y definir las condiciones de frontera que 
mejor representen el fenómeno. Las condiciones inicial y de frontera excepto en el dren son 
planteadas fácilmente. 

a) Co11dició11 i11icial 

El potencial de presión del agua en suelo es una función conocida del espacio: 

\jl=\Jl;(x,z) (1.20) 

\Jl; por ejemplo puede ser una distribución hidrostática de presiones, 'I' 1 = z - P, siendo P la 

profundidad inicial del manto freático. 
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/J). Co11dicio11es de fro11tera e:1:cepto e11 el dre11 

Por la simetría del flujo se sabe que en los segmentos BC, DE y FA eJ flujo de Darcy en 
dirección perpendicular a estos es nulo (condición tipo Neumann), misma situación ocurre en 

CD debido al estrato impermeable. 

81¡.t 
X= L/2; zeBC; t>O (1.21) -K(1¡1)-=0 ax 

81¡.t 
X =0; -K(1¡.t)- =O 

ax 
zeDE; t>O (1.22) 

81¡.t 
X =0; zeFA; t>O (1.23) -K(1¡1)-=0 

ax 

-K(1¡.t) a(~z)~ o xeCD; .. z=Pe; t>O (1.24) 

donde PE es la profuri~idad del :estt~td;lihp,ertÜeable médidá a partirde la. ¿upérficie del suelo. 
',.~ ,.···.:·,;i 

La condición de fron.t~ra cihe,.de~~. J~a;~e ... enl~'. su~erficie• .• délsuelo (segmento·· AB) 
depende del fenómeno que'seadé~e~;;;"p~ese~.t~r/par~e(ca~o,<lé'n~gopor gravedad el valor del 
potencial de presión l¡J es igual.al tiriinte_~e ~gu.a'•-~-~; ::est? es, la frontera se trata con una 

condición tipo Dirichlet. ., ~- '-~' 

x eAB; z=O;: (1.25.1) 

Si se desea representar lluvia o evaporación en la superficie, se puede imponer una 
condición de frontera tipo Neumann de flujo prescrito E(t), es decir; 

(1.25.2) 

1.1.4. Condición de frontera en el dren (Q) 

a) Aproxi111acio11es clásicas 

Las aproximaciones presentadas en la literatura que describen el flujo de agua del suelo 
hacia los drenes subterráneos pueden ser clasificadas de acuerdo a la forma en que representan al 
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dren. A un primer grupo pertenecen aquellos modelos que asimilan el dren como un punto y 
sobre este punto imponen condiciones de frontera simplificadas tipo Dirichlet o tipo Neumann. 
Un segundo grupo incluye aquellos modelos que consideran la forma geométrica del dren y sobre 
su circunferencia imponen condicfones de frontera tipo Dirichlet o tipo Neumann o incluso una 
combinació~ d~ arnbas. Enseguida se presenta una descripción de estas dos aproximaciones. 

__ ---=---·,_ -:_-!0c - - ' • , .--o-=--·-=-o-~=----=o-=- .··,~ 

_ .. _ ·'- · .. 5_,~-~--: <:.:·;. ·.:·~\:· ... :.~,'._::·.:,::\·-:, . 
La forma Íradlcional; ele' representar la sección transversal de la tubería de drenaje ( n , 

Figura 1.2) es\:on:Ío :un.puntO~ ha.jo el razonamiento de que el área transversal de los drenes es 
varios órdenes de'magnitl.lci mérior (5 a 6) respecto del área transversal de un sistema de drenaje 
agrícola sdbterráneo. Al•. aceptar este supuesto el problema del drenaje agrícola se reduce a 
resolver la cuestión del tipo de condición de frontera que debe imponerse sobre este punto'. 

• Vimoke y Taylor (l 962) modelan el flujo de agua haeiii' u~'.·d~~n'té~~~s~cit~db 'como pimto 
usando un método que ajusta la conductividad de los elementos finÍt~s ~ue ~ir~Ündan al nodo que 
simula al dren (Figura 1.3). Los factores de ajuste (c.) son una fürición del ~adío de la malla que 

circunda al dren (s) y del radio del propio dren (r
0
). La conductiyÍclad.''es ajJst~cla ~tilizando la 

siguiente relación: 

(1.26) 

donde Kdrcn es la conductividad ajustad~de los .elementos que circundan aldren; K es la 

conductividad de los >elementos qlle · ci~~und~h '~1 clien ¿antes · clel ~juste y e:·.<'}·: La dis~ancia 
entre el nodo que représ~nta ~ld~en y t~clos los nodos que l~ ~irci.il1cl~~ d~be ser ~onstante 
(s=cte). 
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El gasto de agua que evacua el dren del suelo se calcula simplemente realizando un 
balance de masa en. el dc:iininio de solución y dividiendo el resultado así obtenido por el paso 
tiempo correspondiente. 

Uno de los Ínconveni~°iltesdec ést~ ~proxÍ~ac1on es que el gasto de drenaje depende 
fuertemente del valor del rádiosyd~l~densidad.de la discretización espacial del dominio de 
solución (Vimoke eÍal., 1963). El vaibr> generalmente es obtenido de manera de reproducir la 
evolucióh del gasto de ·drenaje proporcionado por soluciones analíticas derivadas para formas 
extrem~damente simplificadas de la emmc.ión de·trÍlnsf~rencia de agua. 

• Natur et al. (1975), Gharaatny-Sani y King.(1978), Yeh y King (1978), Fipps et al. (1986) 
imponen sobre el dren asimilado como punto u11a condición tipo Dirichlet constante, el valor de 
la presión es supuesto igual a la presión atmÓsférlca ( \!' =O). Sin embargo este supuesto es 

incorrecto debido a que el potencial de presión. en Iá .vecindad del dren varia en función de la 
carga de agua sobre éste y de la presión existente en el interior de la tubería de drenaje. 

• Barcelo y Nieber (1981, 1982), Tarboton y Wallender (2000), representan al drencomo un 
punto y en éste imponen una condición tipo Neumann de gasto variable consider~do:la·relación 
carga-gasto deducida por Kirkham (1949). La ecuación de Kirkham es una sol~cion'parárégimen 
pennanente que describe el gasto de agua que absorbe un sumidero de un. rnedio poroso semi­
infinito completamente saturado (Figura 1.4). La solución para un número ihfinito de sumideros 
lineales equidistantes es: 

(1.27) 

donde: 

f = _ 2f (- I)" In{ sinh 
2 
[2nj(P + D 0 )/L)-sinh 

2 
(nrc/L) } 

j~• sinh 2 (2nr0 /L)-sinh 2 {n[2(PE -DJ-r.]/L} 
(1.28) 

siendo Qd el gasto de drenaje por unidad de longitud de dren; D
0 

la profundidad del estrato 

impermeable;medida a partir del centroide de la sección transversal de la tubería de drenaje 
(Figura 1.4); li w la lámina de agua en la superficie del suelo; y r

0 
un radio efectivo. 
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Figura 1.4. Representación esquemática del dominio de solución y del estado del medio poroso 
considerados en la solución de Kirkham ( 1949). 

Kirkham (1957) demostró que la contribuciónde laserie(l.28) a la ecuación (1.27) es 
despreciable cuando. el espaciamie?to entre drenes 'es nmcho • n1ayór respecto de la profundidad 
del estrato impermeáble(L»·9·~)·•··:~· •.•. :~t:( ·::'.'.'·;fil'!'·•'· ·;:¡:·'·:'' ... "' .. 

Cuando el espaciamiento enti~;~r~n:;tÍ~~cfe,hiinfi~llo;d gasto de agua evacuado por un 
dren se cal.cula c<ln lasigüi~nter~la¿¡ó-~(Kirk~an';;'1949):: ,.•.· · 

(1.29) 

No obstante que en la deducción de la ecuación de Kirkham (1.27) se asume régimen 
permanente y que la superficie libre es horiz<lrítal a lo largo de. la separación entre drenes, tanto 
Barcelo y Nieber como Tarboton y Wallender prc>p~nen simular procesos transitorios de drenaje 

sustituyendo arbitrariamente la pr<lfundidad tot~I dele~trato intpermeable PE por la siguiente 

relación: 

PE=D 0 +h 0 {t) .. (1.30) 
._ - . ' . ~ - '. - . - -

donde ho ( t) es la carga de agua sobre el d~en, la cuaf~s.variabl(;! en el tiempo. 
¡;···- ., .-•' 

• Fipps y Skaggs ( 1991) asimilan eldreri.~o~() uri ~mito eJm~onen en éste una condición tipo 
Neumann de flujo variable. Estos autore~i~san la'·re.la'Ció11~~ga~gasto que se obtiene al resolver 
analíticamente el problema de la absorCiÓh un'ifÓrm~.d~ n1~s~ por un tubo cilíndrico de longitud 
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infinita, considerando flujo· exclusivamente radial, condiciones tipo Dirichlet y régimen 
permanente. Esta relación se deduce de Ja siguiente manera: 

Para>el caso· de régimen permanente, flujo radial y extracción nula, la ecuación de 
Richards (l.5) se puede escribir como: _ 

- - - - -- -- -_ - '::-"'"--- -'.-=--•• -:=, '- -= __ o-_ - -

a [ .. e·<·).ª\"] 
-. . rK.. 111 ·-.- = O ar .· . ar 

: ' . . -

donde res Ja coordenada radial (L].. 

El uso de Ja transfomrnción integral de Kirchoff(1894): 
_/.::··:·· -_ .. ," - ' 

(i• .. '>'·\,•· .. ··. , •..... 
cj> = f o(U}jU :;,JJ<(ljl}i\f/ 

o, .... -
•' -co'. 

permite linealizar la ecuación (1.3l) y escribirla en la forma: 

~(rª<l>J=o ar ar 

Las condiciones de frontera consideradas son: 

t>O 

cj> =<!>. t>O 

(1.31) 

(1.32) 

(1.33) 

(1.34.1) 

(1.34.2) 

donde <l>sd y <!>. son respectivamente los valores del potencial de Kirchoffen el dren y en el suelo 

[L2 T-1
] ; r0 es el radio de Ja tubería de drenaje; y .r1 es la distancia de la que fluye el agua 

( r1 ~ r0 ). 

es: 
La solución de Ja ecuación (1.33) sujeta a las condiciones de frontera (1.34.1) y (1.34.2) 

<J>(r) = <l>sd ln(r, /r )+ <!>. ln(r/rJ 
ln(r, /rJ 
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Derivando la ecuación (1.35) con respecto r y considerando la ecuación (1.32), se obtiene 

la expresión para calcular el flujo de agua en la superficie del dren qd: 

(1.36) 

: - ~ ·,' · .. '"' ' . , . ' 

- - '"· .. -· -- ' - -

Si se supor1e la cÓnéluctividad hidráulica del suelo constante e igual a su valor a saturación 
( K, ), la ecuaciÓ~ {í.36) se' r~duce a: .. . . . 

(1.37) 

donde \ji sd es el potencial de presión en la superficie del dren; y \ji es un valor del potencial de 

presión a una distancia r del dren. 

El gasto de drenaje por unidad de longitud de dren Qd se calcula con: 

(1.38) 

El gasto de drenaje calculado con (1.38) depende principalmente del valor del parámetro 

r1 • Bravo y Schwab (1975) señalan que si el radio efectivo deldren varía entre 5 y 7.5 cm (2 y 3 

in) se puede considerar que r1 = 38.1 cm (15 in). A partir. dé experimentos numéricos. Fipps y 

Skaggs (1991) encuentran que el gasto de drenaje proporCio~ado por la ecuación (1.38) difiere a 
lo más 1.5 % respecto del valor obtenido con la solu~ión aila!ítica de Kirkham (1.27) cuándo 

" 1 O :5 r1 :5 30 cm para 5.0 :5 r0 :5 7 .5 cm . ; ;;~~;' 

La mayor limitación de la ecuació~ (1.38) esque 61 flujo de agua en la veci~d~a'4~F~ren 
no es sólo radial, debido tanto al efecto de la gravedad como al efecto del estrato, impermeable. 
Además la no existencia de flujo exclusivamente radlaÍ cerca del dren se acentúa en pi:'~~~sos ., 
transitorios sobre todo cuando la superficie libre.se aproxima a la elevación del dren. 

• Kohler et al. (2001) imponen sobre el dren representado como punto una condición de.flujo 
variable (tipo Neumann) según la cual, el gasto de drenaje es función de la carga de agua sobre el 
dren ( h 

0
) y de la carga a la mitad de separación entre drenes (he): 
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(1.39) 

donde h
0 

=Ch.'+ heo; Á,. B y heo son parámetros emp1ncos que se calculan de manera de 

reproducir ta y¡.¡riaciÓnexperimental del ga~to
0

de dreliaje Q~ ~ 

La ecuación (1.39) es una generalización de.la ecuación de Hooghoudt (1940), propuesta 
por Oosterbaan et al. (1989) para eliminar él supuesto de una carga nula sobre los drenes 

(h
0 
(t) = O) . .La principal desventaja de esta aproximación (1.39) es que es una solución obtenida 

para una forma simplificada de la ecuación de Boussinesq unidimensional (régimen permanente), 
ecuación que no considera de manera explícita los procesos de transferencia que ocurren en la 
zona no saturada del suelo y que además se deriva suponiendo una distribución hidrostática de las 
presiones, supuesto que no se cumple sobre todo cerca del dren. 

En general la representación de un dren como un punto tiene como principales 
desventajas, ignorar el efecto de la forma y tamafio de los .drenes sobre la distribución de la 
presión en el suelo en las regiones próximas al dren y' no considerar la evolución de la presión en 
el interior de la tubería. 

a.2.) Represe11tació11 geométrica de los drenes 

El segundo grupo de modelos que describen elfl~jó de a.gua haciU. Jo~ drenes e~ integrado 
por aquellas aproximaciones que representan los drenes crimo orlficiÓ~ en sus dominios de 
solución ( n ), la medida de estos orificios corresponde al diámetro'. efectivo de los drenes. 
Dependiendo del tipo de condición de frontera que se usa sobre la .circ'tmferencia del dren se 
distinguen dos aproximaciones. La primera consiste en usar una condición de frontera tipo 
Dirichlet constante (Gureghian y Youngs, 1975) y. la segunda consiste en usar en el dren una 
condición llamada de galería o de superficie de filtración (Figura LS). La última condición fue 
propuesta por Neuman (1973) para describir el flujo de agua a través de presas y diques de tierra 
y fue adaptada posterionnente para describir la transferencia de agua del suelo hacia drenes 
superficiales o subterráneos (Zaradny y Feddes, 1979; Cushman et al., 1979; Merva et al., 1983; 
Cooley, 1983; Fipps et al., 1986; Huyakorn et al., 1986; Ahmad et al. 1993; Kohler et al. 2001; 
Saucedo et al., 2002). 
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Su crficic del sucio 

Zona no saturada 

Su crficic libre 

Zona saturada 

Figura 1.5. Condición de frontera' de g~l~rí~-g~e ~iikerficie de filtración para el caso del drenaje 
agrÍcol~subterráneo. 

Para aplicar la condición de galería es necesario usar una combinación de condiciones 
tipo Dirichlet y tipo Neumann como se de~cribe enseguida: sobre el segmento de circunferencia 
del dren que esté en contacto con suelo saturado se impone una condición tipo Dirichlet 
homogénea (segmento AB en la Figura 1.5) y si existe un segmento del dren que este en contacto 
con suelo no saturado, se impone en éste una condición tipo Neumann de flujo nulo (segmento 
BC). La longitud de los segmentos se ajusta en función de la posición de la superficie libre, por 
ejemplo cuando ésta se ubica sobre el dren se tiene que la presión en todo el perímetro de éste es 
igual a la presión atmosférica (\ji = O). Es importante señalar que al usarse una condición tipo 

Dirichlet homogénea se supone que la resistencia en la interfaz suelo-dren es nula mientras que al 
usar la condición tipo Neumann de flujo nulo se supone que la resistencia es infinita. 

El gasto total de agua que transfiere del medio poroso a la línea de drenaje a través de la 
zona suelo saturado-dren, se estima con la integración de la ley de Darcy en el segmento 
mencionado: 

(1.40) 

'"·, ·>:~-:-:·~· 

donde n. = n - º"· es ~l segriient() fr?Ílter~ ~e_! dre~ en ~ontacto con suelo saturado; y º·· es el 

segmento frontera deldr6n er; ~6nta~to_h'~n ;ti~íri h6 ~aturado. 

La principal limitación de l~s ab;ci~ifu~~iÓ~~~ que consideran la forma geométrica de los 
drenes la constituye el uso de la condición de Dirichlet homogénea, ya que fisicamente el 
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potencial de presión del agua en la vecindad inmediata del dren varía en el tiempo y su evolución 
depende de la presión existente en el interior del propio dren, de la resistencia al flujo del agua en 
la interfaz suelo-dren y de la posición de la superficie libre. Se puede entonces concluir que el 
fenómeno fisico de la transferencia de agua no es bien representado con el supuesto de presión 
nula en la circunferencia del dren. 

b) Lt1 co11dició11 de radit1ció11 /i11et1/ de Newto11 e11 los dre11es 

Las limitaciones de las aproximaciones clásicas pueden ser solventadas si se conociera la 
variación en el tiempo de la presión o del flujo de agua. Sin embargo estas son precisamente las 
funciones que se requieren detem1inar para cuantificar el volumen drenado de agua. En analogía 
con el fenómeno de la transferencia de calor por un sólido hacia a la atmósfera, en este trabajo se 
considera inicialmente la siguiente hipótesis: el flujo de agua hacia drenes subterráneos puede ser 
descrito con la condición de radiación lineal de Newton. 

La fomm general de la condición de radiación lineal de Newton se puede establecer 
considerando por una parte que el flujo de agua en el suelo en la vecindad del dren es 
proporcionado por la ley de Darcy: 

(1.41) 

- ·-

y por otra que este flujo de agua es proporciónado por una ley de tipo Ohm: 

(1.42) 

donde fi es la presión en el interior del dren [L]; y R¡0 es la resistencia al flujo del agua en la 

interfaz suelo-dren [T]. 

La iguala~ión de'. las' ecuaciones (1.41) y (1.42) conduce a la siguiente condición de 
radiación (Carslawy Jaeger, 1959): 
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La ecuación (1.43) es conocida algunas veces como condición de Robbins cuando el 
coeficiente de resistencia y la conductividad hidráulica son constantes. 

La concÍlcióncÍe rndiación lineal de Newton (1.43) tiende a una condición tipo Dirichlet al 

considerar.~;~.~É§_g;~(\!1~0~t¡)y a una condición tipo Neumann de flujo nulo al considerar el límite 

R;¡, ..¿ oo (iK(i~)a'(\JÍ~~)/8n =o). Mediante este análisis se muestra que las aproximaciones 

reportadas en litliieratrira ¡:iara modelar el drenaje agrícola subterráneo son un caso particular de 
la condicióri' de':;;afá'í~i6~ lineal de Newton. 

. . Erfnil)ror\1~6blema para describir el drenaje agrícola con el sistema de ecuaciones (1.8), 
(1.20), (L2I~i.Z5)y' (1.43) es que se requiere conocer las características hidrodinámicas del suelo 

0(\11} y K{\¡i}, la ev~lución de la presión en el interior del dren ( lí) y la forma del coeficiente de 

resistencia de la interfaz suelo-atmósfera el cual puede ser constante, una función de la presión o 
del flujo de agua. 

1.1.5. Flujo de agua en el dren 

Para aplicar la ecuación (1.43) es necesario conocer la evolución de la prestan en el 
interior del dren ( lí ). Se sabe que el valor de /Les igual a la presión atmosférica en fracción del 
perímetro del dren que esta en contacto con aire (Ji ':"·o')·y'en la fracción restante, en contacto con 

agua, Ji es igual a la altura de la columna de ~gu~ siseacepta la hipótesis de una distribución 

hidrostática de las presiones, Ji = Ji 0 - ~z donde _Ji 0 . es_ el tirante medio en el dren (Figura 1.6). 

( 
z)=z. ~¡---,; ---:::::::::::::::(¿'"~'" 

z = z. + D -11. ·-·· ~'fz-f-lr.-_==_ =---1 

z = z .. + D ·- ·-·ª-"--·· 

Ji= {li
0 
~~ {z0~-~}t~,~~~;¿}{J0/i:D}···· 

Figura 1.6. Representa6ión e~qu~in~Hc'.a delfluJ~ d~ agua en un dren 

En consecuencia para estimar el valor de h en todo el perímetro del dren es necesario 

conocer la evolución temporal y espacial del tirante de agua en el tubo (/i
0

). Dado que se ha 
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supuesto que las variaciones en el sentido longitudinal del dren son despreciables, el tirante de 

agua puede ser considerado constan te a lo largo del dren pero variable en el tiempo ( ñ 
0 

{ t) ). 

Dadas estas condiciones elÍir~nte Il1edio en el dren puede ser estimado en cada tiempo con las 
relaciones que describen élfllljo i.miforme de agua en drenes circulares. 

En flujo U:nifónne laecuación de continuidad se escribe como: 

(1.44) 

¡~;t: ,\;~',~S!~;~i~~!~:.ti::: r:-:t· de drenaje [I!T-' l ; A e• el Mea hidráuliea 

La vel~cicli~~il~~jopuede calcularse a partir de una ley de resistencia, en este trabajo se 
usa la ley fractal p~~seritacla por F'uentes y Vauclin (1994): 

,'~' ,· , _: -. :(, , . 

-

(1.45) 

donde 1/2 ~ d :,;,, ti/f$;,l, D es la dimensión fractal de masa; K es un coeficiente adimensional; g 

es la acel~ració~ ~~avitacion~I [Lr2
] ; RH e~ el radio hidráulico, [L]; J. es la pendiente de la 

línea de energía'() ele r;c~Íón (LL_;] , que e~flúj•()/uniforme es paralela ala pe~dienie del terreno 

(Jo); y V e~ la vi~~~ci~acÍCinell1ática d~l.-ag~a [L2Tc-I] .. . . 

Al infroducÍr:(l ~44) eri(IAS) se Óbtlene: 

(1.46) 

La ecuació11 (1.46) relaciona el tirante medio en el dren con el gasto que conduce el 
propio dren, sin . ~mbargo su apÜcación presenta un problema, ·'se tierien dos iricÓgnitas 

( QD y lio) y una sola ecuación; Esté problema se resuelve planteanclo í.íha segui-.d~ ecua~iórÍ que 

se obtiene al integrar la condición de radiación (1.43) sobre el perímetro del dren y al multiplicar 
este resultado por la longitud de la línea de drenaje ( f ): 
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Por continuidad el gasto que se transfiere del suelo al dren ( QT) debe ser igual al gasto 

que descarga eJ dren ( QD ), es decir QT = QD ; 

(l.48) 

En resurrt'~n'.'en 'este trabajo se modela el flujo de agua hacia drenes subterráneos 
resolviei{do dern~e~a acoplada Ja ecuación (I.48) y la ecuación de Richards (1.8) considerando 
las condiciones límite (1.20), (1.21-1.25), (1.43), investigándose Ja forma funcional del 

coeficiente de resistencia en la interfaz suelo-dren R;11 • 

1.2. ESCALA MEGASCÓPICA 

La dificultad que presenta la aplicación de Ja ecuación de Richards ha originado que Ja 
descripción del flujo del agua en un sistema de drenaje subterráneo sea principalmente realizada 
con la ecuación de Boussinesq. Esta ecuación considera principalmente Ja zona saturada del 
suelo, mientras que la zona no saturada es considerada de manera simplificada a través del 
tém1ino que representa la capacidad de almacenamiento del acuífero. El uso de Ja ecuación de 
Boussinesq es justificable cuando no existen condiciones propicias para realizar una 
caracterización hidrodinámica del medio poroso que permita considerar tanto el fenómeno de 
histéresis capilar como la variabilidad espacial. 

1.2.1. Ecuación de Boussincsq 

Enseguida se presenta la deducción de la ecuac1on de .Boussinesq con. el objetivo de 
identificar y tener presente las hipótesis realizadas en dicha derivación . 

... . , ' 
. .:: .. ; ,, 

La ecuación ( 1.1) puede escribirse de la siguiente m:~~~ra: 

(1.49) 

Al integrar la ecuación (1.49) e•n IidirecciÓn• ~.dés'de la elev~Ción del estrato impermeable 

H; hasta la elevación de la superficie lib~e·H(FÍg~r~i:'i)se•obtiene la ecuación diferencial que 
' . , .. ~·". . ' ,·. ,. ... . . ·. . ' 

describe la dinámica de los mantos freátié:os someros a la escala megascópica. Se escribe: 
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11 00 " a 11 aq u 8 11 f-,.-dz=- f~dz- f.=....2.1'.dz- f~dz- fsdz 
lh 0t H1 Ox 111 _Oy H1 OZ 11¡ 

(1.50) 

z 

y 

Figura 1.7. Esquema general de la po::;ición del manto freático. 

Ahora se evalúan cáda un~.deJa~ int~gral~s.de (1.50). Por facilidad primero se evalúa la 
tercera integral del lado derecl~ode f~ 6xpr~~ión cf.50) obteniéndose el siguiente resultado: 

JªqZdz = qz(x.~,H.ú~J~(i.~~~¡~t)~ q.~.-qZH¡ 
11, az . · •/)i .. <' :.> ··. ··•··· ··· ·· 

(1.51) 

donde q
2

H . y q,11, soli i(,s fl~jo~;de D~rcy 
elevaciones H y H; réspéctivamente. 

en la dirección de la coordenada espacial z en las 

Las integrales restantes.se expresan aplicando la regla de Leibniz. Se procede ahora con la 
integral de.l lado i~quierdo de (1.50): . 

HOO ªH ~ 
f-dz=~ Jecx,y,z,t)dz-S(x,y,H,t)-. -

H; Qt 8t H1 . 0t 
(1.52) 

En la integral (1.52) e es constante entre z = H 1 y z = H e igual a su valor a saturación 

e., y el valor e(x, y, H, t) en una vecindad sobre H se le denomina en,, de forma tal que se puede 
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definir la capacidad de almacenamiento del acuífero ( µ) como la diferencia entre ambos 

contenidos de humedad: 

µ=e.-e .. , (1.53) 

Al considerar (1.53) .la integral (1.52) puede expresarse como: 

if1oo·d .. ···e·· ... )aH(x,y,t} ---.,- Z = µ X, y, t -~-'-=-'--'-
H¡ at .. , . ·, · ' · .. · .· at .. · 

(1.54) 

• ' • ' • • • :~' '. •• ·, : < 

El resto de la; integ~~les en (1.50) se evalúan de manera similar: 

(1.55) 

(1.56) 

H . :·. ·.:.:•. ,·: 

f Sdz = (s)(~ ~ I-Í¡} 
H¡ ..... 

(1.57) 

donde (qx} y (q~rsc;>n lo; flujos de Darcy promedio en eI espesor saturado (H-H¡); q,H, q,H,, 

qy11 y qyH, s"~ñ.fc;is',iju]()s~eparcyen la dirección de las coordenadas espaciales en las 

elevacionesH y lii ~eip~ftivamente; y; (s) es la: tasa media de extracción de agua en la unidad 

de tiempo e~·I~~~~~ ~~~~~~di·~~~'.stielo.··· 

hidrost~~saJi~~~~:i~~~:~~;~~~c~~ Darcy se calculan bajo el supuesto de una distribución 

De este modo: 

1 H 1 H 8\lf 8H 
(q,)= ( ) fq,(x,y,z,t}dz=--- fK(\jl}-dz=-(K,)-· 

H - H¡ 11, (H-H1) H, ax ax 
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1 H • 1 11 mv aH 
(qy)= (H-H.) fqy(",y,z,t)dz=-(H-H.) fK('+') ~. dz=-(K,) ~. 

1 H¡ . 1 H¡ v;y v;y 
(1.60) 

De· las~ec.uaci~nes '(U9 y 1.60) se hace evidente que el aceptar una distribución 
hidrostática de pr~slones equi~ale a adoptar la hipótesis de Dupuit, es decir, considerar que el 
flujo es propC:Írcionál .·al· gradiente de la carga hidráulica (H) en la dirección del flujo siendo la 
constante. de .proporcionalidad el valor medio ponderado de la conductividad hidráulica a 

saturación (K~). 

Sustituyendo las expresiones (1.51, 1.54-1.57) en (l.50) se obtiene la ecuación diferencial 
de los mantos freáticos someros en su forma general: 

(µ)a: = -[ ~ (<H -Hi)(~x )]t~.[?J-~¡)(;Y >.l] 

. [. q.,: . q,": ;~~.ª:«s.~;:;,"~·t~~,+.{:", J-(s)?'. H;Í 
(1.61) 

:::-~>::·. -- .., :~::~{~:~r:/_ ~,·;~·-::: .. -·' ·' . , ;º· -,; {· 

Finalmente si se co~slcÍera·:qÚelos}fluj6s ide.Dárcy son 
impem1eable ( H = H¡). i~ ~~-li~~iÓ~ (i~61)~e ~~ed~ ~~cribirc~:nno: 

. ·- -·~;,:_.;;,:~~??~:_.:·-~;;;-,·~--~·-"" ·- -·.>~-~:.:::'~,,- - - ... . . 

;. -~·:~.:c:~L ,~J:· 

en donde R se ha deflnicÍd't~~C:,; ..•. 
·:: f" e·/;·,~.:-·.·"~;'~>.'.;<;~'': 

:--~:,';i-~:~~:'·/ . .':~· " ,/ .. 

despreciables en el estrato 

(1.62) 

(1.63) 

En otras pa'lab~iisltrepresentael aporte.vertical y las ~antidades de agua desplazada sobre 
la superficie libre:'~~decfr, represent~ ~l aporte efectivo.de la zona no saturada hacia la saturada. 

,>-:>-.:·· .-·':: -. - :·, -

Si se: cÓnsidera qué las variaciones de H en la dirección longitudinal de los drenes son 
despreciables se puede describir el flujo de agua en un sistema de drenaje agrícola a partir de la 
ecuación de Boussinesq unidimensional. En tal situación el problema consiste en resolver la 
siguiente forma de la ecuación de Boussinesq: 
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µ(H)aH =.3-_[T(H) ª. HJ + R 
.at ax· ax 

(1.64) 

sobre e.1.dominio ITiostrad() en la Figura 1.8. 

En.la eclláCión {i.64) T(H) es la transmisibilidad del acuífero que se define como 

T(H)=K.(H.:_H1); 

Ha· .. ·-· 

Hd ..... 

o ... ~ .. Lo 
r .. 

X 

L 

Figura 1.8. Esquema de un sistema cíe drenaje agrícola subterráneo. 

1.2.2. Aproximaciones clásicas 

Para resolver la ecuación de Boussinesq en régimen transitorio es necesario definir las 
condiciones de frontera que debe usarse en los drenes y proporcionar la capacidad de 
almacenamiento del acuífero. En la mayor parte de las aplicaciones donde se hace uso de esta 
ecuación diferencial se utilizan condiciones de frontera simplificadas en los drenes, normalmente 
de tipo Dirichlet (Dumm, 1954; Van Schilfgaarde, et al .. 1956; Pandey, et al., 1992; Gupta et al .. 
1994) y se asimila la capacidad de almacenamiento µ (ecuación 1.53) a la porosidad drenable u, 
fracción de poros de suelo que se libera de agua cuando el manto freático desciende, 
independientemente de la forma funcional adoptada para esta propiedad: constante para cada tipo 
de suelo µ=u (Dumm, 1954; Van Schilfgaarde et al., 1956; Pandey et al., 1992) o variable en 

función de la carga hidráulica µ(H) = u(H) (Skaggs y Tang, 1976; Bhattacharya y Broughton, 

1979; Pandey, et al., 1992; González et al., 1997). Recientemente Gupta et al. (1994) han 
indicado que la capacidad de almacenamiento sólo puede ser asimilada a la porosidad drenable 
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cuando esta última es constante ( µ = u = cte) y Fuentes et al. (1997) han presentado evidencia 

que muestra que la evolución de la carga sobre el dren es mejor descrita con el uso de una 
condición de frontera de radiación lineal. Enseguida se presentan las aproximaciones clásicas 
reportadas en la literatura para describir la diriárriica del agua en sistemas de drenaje subterráneos 
con la ecuación de Boussinesq y se señalan susHmites de aplicabilidad. 

a) Porosidad dre11able (u) 

En drenaje agrícola el término porosidad drenable (u) es comúnmente utilizado para 
representar la fracción de poros del suelo que se libera de agua cuando el manto freático 
desciende (Figura 1.9). Este parámetro es fundamental cuando se desea predecir el abatimiento de 
los mantos freáticos originado por sistemas de drenaje superficiales y subterráneos, sin embargo 
aunque su importancia es bien reconocida su dependencia respecto de la posición de la superficie 
libre ha sido poco estudiada y su relación con la capacidad de almacenamiento no ha sido 
establecida rigurosamente. En numerosos estudios se excluye la porosidad drenable al asumir 
régimen de flujo permanente, ya que esta hipótesis implica que µ8H/at =O (Hooghoudt, 1940; 

Aronovici y Donnan, 1946; Toksoz y Kirkham, 1971a y 1971 b). En otros estudios se ha 
considerado que la porosidad drenable es una propiedad intrinseca del medio poroso (u es una 
constante para cada tipo de suelo) y que es equivalente a la capacidad de almacenamiento µ=u 

(Dumm, 1954; Van Schilfgaarde et al .. 1956; Dylla, 1966; Skaggs, 1978; Ahmad et al., 1991; 
Paridey et al., 1992), siendo su valor comúnmente estimado a partir de la conductividad 
hidráulica a saturación del suelo (Figura 1.10). 

25 

Volumen de poros vacíos 
~antes del drenaje 

;.,;..,_...~-Volumen de poros vacíos 

30 35 
Volumen de 
poros(%) 

después del drenaje 

Suelo saturado 

Figura 1.9. Porosidad drenable cuando el nivel freático desciende por drenaje. 
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Conductividad hidráulica a saturación K, (m/d) 

Figura 1.1 O. Relación entre la porosidad drenable ( µ = u) y la conductividad hidráulica a 

saturación K, , adaptada del Drainage Manual (1994). 

El primer trabajo reportado en laliteratura donde se estudia la porosidad drenable como 
función de la carga hidráuii6a fue.,'r;aÚ~ado por Skaggs et al. (1975) quienes midieron 
simultáneamente el volumen d1(~gua drehado por una columna de suelo y la posición del manto 
freático. Realizando análisis de regresión no lineal sobre los datos experimentales obtienen 
relaciones empíricas entre la porosidad drenable y la profundidad del manto freático. Los 
resultados presentados en este trabajo impulsaron el desarrollo de algunas investigaciones donde 
se han propuesto relaciones empíricas y semi-empíricas entre la porosidad drenable y la carga 
hidráulica (Skaggs y Tang, 1976; Bhattacharya y Broughton, 1979; Pandey, et al., 1992; Gupta et 
al., 1994; González et al., 1997; Fuentes et al., 1999). En la mayor parte de estos trabajos se 
asimila la capacidad de almacenamiento a la porosidad drenable ( µ(H) = u(H)) y sólo Gupta et 

al. (1994) distinguen la capacidad de almacenamiento de la porosidad drenable cuando esta 
última es función de la carga hidráulica. 

Enseguida se hace una presentación de• los principales representaciones analíticas de la 
porosidad drenable reportadas en la literatura. 

a. l.) Modelos empíricos 

a.1.1) Hipótesis: µ(H) = u(H). 

• Bhattacharya y Broughton (1979) realizaron experimentos de drenaje en suelos de 
características hidráulicas contrastantes, un suelo de textura arenosa "Upland" y uno de 
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textura arcillosa "Santa Rosalía". Las pruebas consistieron en saturar columnas de suelo y 
medir simultáneamente la evolución en el tiempo del volumen de agua drenado y la evolución 
del manto freático. Para ubicar la posición de la superficie libre instalaron pozos de 
observación de diámetro pequeño y para eliminar el problema de la pérdida de masa debida a 
la evaporación cubrieron con plástico la superficie de los suelos analizados. La información 
experimental permitió a Bhattacharya y Broughton estudiar la porosidad drenable en función 
de la posición de la superficie libre, sin embargo no distinguen entre porosidad drenable y 

capacidad de almacenamiento, asumen µ{H) = u{H), y además las relaciones que presentan 

son producto de regresiones no lineales sobre datos experimentales, razón por la cual sus 
modelos tienen una estructura matemática distinta para cada tipo de suelo. En suelos de 
textura arenosa los autores proponen la siguiente relación: 

(h) = u{h) = [ 
1 

µ - 1 + 2 -a,(h-0.5) 
(1.65) 

Mientras que en suelos de textura arcillosa recomiendan el uso de la siguientes relación 
funcional: 

(1.66) 

·- ' . . 
• Pandey et al. (1992) sl!~()~~n,~S\l~~Iacca}Jac:idacl de almacenamiento (µ) y Ja porosidad 

drenable ( ~) son la .misnui.~propiedá'd y_p.l"opom:n la siguiente relación funcional empírica 
entre la porosidaddrei{~l:)i~ y)~l'cárgi hidi-ái.iíica: 

(-~· i 'S: ~·:;>:. '·~ :.· :~-··. 

:-' ... ·.--._:e'~:·· 

(1.67) 

donde u 0 es un valor máximo de la porosidad drenable que corresponde al caso en que la 

profundidad del manto freático coincide con la profundidad de los drenes; A y B son 
parámetros empíricos que se determinan a partir de una calibración de datos experimentales. 

El valor del parámetro A es igual a la unidad si se desea satisfacer el requisito de que µ = O 

cuando h =h. (sistema saturado). 

Pandey et al. (1992) argumentan que la relación (1.67) es altamente flexible para describir 
datos experimentales en diferentes tipos de suelos, esta flexibilidad es mayormente debida al 
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parámetro B cuyo valor determina la curvatura de la función, cuando O< B < 1 la función 
( 1.67) es una curva convexa, B > 1 es una curva cóncava y con B = 1 es una relación lineal 
(ver Figura 1.11 ). 

o 
~ g 0.50 
::> 

-Cóncava 
-Lineal 
-Convexa, 

º·ºº +-....--.-~-r--+--r--r--r-,---+--..-.--.,.--.,.---1--..--..--.,....;......-:=-1 
0.00 . 0.25 0.50 ·0,75 ' •••• ' • ÚJÓ . 

hlh, 

Figura 1.11. Relación e~tre'lii porosidad drenable y lii: cal"~~ ~ld~á~Ilca según la ecuación 
(1.67) con A= 1.0 y; á~ 2.0 (cóncava), B = 1~0 (Iine~b. B ~ O.s (convexa). 

a.1.2) Gupta el al. ( 1994) 

Gupta et al. (1994) al deducir la ecuación de Boussinesq considerando el principio de 
conservación de masa, la ley de Darcy y la hipótesis de Dupuit, obtienen que la porosidad 
drenable u interviene en la ecuación de Boussinesq de la siguiente manera: 

_q(~-!u(H)] = ~[T(H)8HJ+R 
at ax ax (l.68) 

A partir de las ecuaciones (1.64) y (1.68) se deduce que: 

µ(H)aH =u(H)ªH+Hau(H) 
at .··. ai·.·ai 

(1.69) 

La relación (1 .69) permite mostrar que la capacidad de almacenamiento µ es equivalente 

a la porosidad drenable u solamente cuando esta última es independiente de la carga hidráulica. 
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Aunque Gupta et al. (1994) distinguen la capacidad de almacenamiento de la porosidad 
drenable, no deducen una relación formal entre la porosidad drenable y la posición de la 
superficie libre ya· que simplemente introducen en la ecuación (I.68) la siguiente fórmula 
empírica para u : 

(1.70) 

a.1.3.) Limitaciones de los modelos empíricos 

No. obstante que los modelos empíricos presentan la ventaja de tener una estructura 
matem'áticasencilla tienen como. principal Jimitante el haber sido derivados para condiciones 
particulares lo cual origina que su aplicación requiera de la calibración de sus parámetros para 
cada tip~ de suelo, condición inicial y condiciones de frontera que prevalezcan en el medio en 
estudio: Se ha encontrado que.en los modelos empíricos se introducen diferentes parámetros con 
el único objetivo de reproducir datos experimentales sin tomar en cuenta la fisica del proceso de 
drenaje de . un suelo,·. por _esta razón no contribuyen a establecer bases que mejoren el 
conocimiento qué se ti e.ne del fenómeno. 

. "'"'- .-.. 
a.2.1)_.Ti¡)O·~~jit~r.- ·-,;. 

González et al. '(1997) deducen una fórmula para calcular la porosidad drenable en 
función de la.posición de la superficie libre haciendo uso de la relación (1.53) suponiendo que la 

capacidad de almaéenainfento es equivalente a la porosidad drenable (µ(H)= u(H)). Estos 
investigador~~ all~Íizall el caso en que lasuperficie libre del acuífero en la coordenada (x, y) 

ubicada en la posición z = H estuvo precedentemente ubicada en la posición z = H, (ver Figura 
' .· - ._... ' . 

1.8). González et al. (1997) proporien calcular la porosidad drenable aceptando dos hipótesis: i) 

tomar 0
11

, (H) como el valor medio en la zonano saturada, es decir: 

. 1 H, 

µ=\)=e. - J 0dz 
H.-H H 

(1.71) 

y ii) aceptar una distribución hidrostática· de las presiones \ji = H - z para introducir la curva de 

retención 0(\j/) = e(H- z) en lugar de 9(z)en la ecuación (1.71). 
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Considerando estas d~shipóte~Ís e Íntroduci~ndo en (1.71) la representación analítica de la curva 
de retención (Í .16) derivan la siguiente relación para la porosidad drenable: 

(1.72) 

a.2.2.) Tipo capacidad de alm~c~namiento 

Haciendo uso de algunas transformaciones elementales, Fuentes et al. (1999) llevan la 
ecuación de Boussinesq no lineal (1~62) a la forma de la ecuación Fokker-Planck no lineal y al 
linealizar esta última mediante calTlbios de variables y coordenadas aceptando la ecuación de 
Fujita para la difusividad;, (1.Íl), inducen la siguiente fórmula para la capacidad de 
almacenamiento o porosid~d drc;:m1ble en función de la carga hidráulica: 

: ,' -· •. '~ :;.. ·. - ··:- , . -
.. . 

. . •.. ; .. '{ H H 'JV[ . . ( H H )l+p ]
2 

µ(H) = u(H) = µ.1_(.·l·· _+_ p• x1 - a. . - ; . 1-. ex.+ ex. - i ··· · · · ·-·· ... ··· . H -H. H -H. "--- -~,<--~- ~'-··-> - '. l 1· ·:.- l ' 

(l. 73) 

donde ~L 1 es ulla porosl~~d dr~nable de referencia; p i~dica el tipo de acuífero, p = 1 corresponde - - - '.._.·•" ,, ..... ,,- -.-- ,--.. ·. - ·-.- '· ·_ - . .. -

a un acuífero libre y p== O a un ac~ífero confinado; H, es)a ~levación de algún nivel superior de 

referencia como. la ~up~rf'i~i~ del.:iel'i-~nC>· e~ ull'acJíferÓ. Íib~¿ ( H; · ~ H,) o la elevación de la parte 
superior de un acúíf(;rd c'~~IÚÍ~~do}[~j ?f'/ : ·_· }p . . . . . 

-.-- ... t -:.:~·,_:,..__,,.,,_,--':,, ., <:_;:-> - ,-
,' r.~~-"~-'_,:; ~<:\;-~-~:- ~~~:~?~~~~- ;_~::~? : o--:~' - . 

a.2.3) Limitacfones d6_iO'f!fíodelos mec;:'anicistas 

Aunquelos ~~deÍ~~t61~lgist~~ (1:72) y (1. 73) permiten est~diar a detalle el proceso de 
drenaje de un:st;elotienei:i'c'~n1'o;·p~iÜCipal h1conveniente el hab~rsidoderivados suponiendo que 
la capacidad de!3:aímac'e,fr~h1i'ént()' del acuífero es equivalente' a la porosidad drenable 

(µ(H)=u(H)), s~~ub~i()'qu~:~ri~~~umple cuando la porosidad drenable es función de la carga 
hidráulica (ve~ ~cÜa~i6;:;>_I;69). < · ·· · · 
b) Co11di~io11es d~'Ao~1i~ra e11 los dre11es 

La condición de -frontera que clásicamente se ha impuesto en los drenes ( x =O y x = L 

en la Figura 1.8) es de tipo Dirichlet (h 0 (t) ó H
0
(t)= h~(t)+D0 ). Por ejemplo en la solución de 

Glover-Dumm (1954) se supone que la carga sobré el'dren se abate de manera instantánea 

( h
0
(t) =O); en la deducción original de la fórmula de Hooghoudt (1940) se asume una carga nula 
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sobre los drenes ( h 
0 

=O); y en modelaciones numéricas de procesos transitorio de drenaje se ha 

supuesto carga nula sobre los drenes (Skaggs, 1978). 

b. l) La condición de Dirich/et 

U nade l·~f sJluciones más simples de la ecuación de Boussinesq unidimensional (1.64) es 
la fórmula de HoÓghoudt (1940), la cual se deduce considerando las siguiente condiciones: 

' :.....--"---;·..-::·-.'- .,,, .. _,;.,.-,_--- ·- ... 

i) 

i) 

ii) 

Régimén perl1-íanérite, es decir, 8H / at = O . 

Cond&'~i:i~ict~d hidráuli~a a saturación constante ( K, = cte ). . '.-,' -,,'.- _, __ ,,--_ ·'"· 

Re~arga hól1stante .· R = R º. . ' •,- ,., 

Cón los supuestos anteriores y considerando que la elevación del estrato impermeable es 

H¡ =O, la ecuación (1.64) se reduce a: 

K ~(H BH) +R =0 ·ax. ax. . º 
(1.74) 

Las condiciones de frontera a que se sujeta (l.74)son las siguientes: 

H = D 0 en x = O o .x = L · para .· t ::> O (1.75.1) 

dH/dx=O en x~L/2 (1.75:2) 

Resolvien~~ (í.~4)¿~nsiderando cL15:1) y (1.75.2) se obtiene: 
_:: ·-;,, '. . . - : - : , ~-

(1.76) 

Si se c()nsidera\ la
1 

r~c~ga 'igu~ka:Ia descarga ( R 0 = q 0 ) y se ·realiza la traslación 

H = D 
0 

+ h , d~nd~ h e~ i~ '~a~~a · hidiÍi~IÍ~~ ·a partir de .la posició~ dé .IOs •drenes,• de la ecu~ción 
(1.76) se puede deducir.lo siguienté':. . . 
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donde he es la carga hidráulica a la mitad de separación entre drenes ( x = L/2 ). En la ecuación 

(1.77) se ha reemplazado 0
0 

por una profundidad equivalente 0
0

, ya que no todo el acuífero por 

abajo de los drene¿ coritribuye a la cantidad de agua evacuada. 

El cálc~lode D~~;~uede realizarse con alguna de las siguientes fórmulas: 
. - ·-.>; "··-' -·. --- ,-_____ - - -

• La relación presentada-por Moody (1966): 

(1.78) 

1.60 (º )2 

donde f =3.55-~+2 "-t 

y para 0
0
/L ~ 0.3: 

(1. 79) 

siendo r
0 

el radio de los drenes. 

• La relación de Van der Molen y Wesseling (1991) deducida aplicando el método de las 
imágenes: 

donde: 

y 

oL 
- 8 o. - L 

ln--+F(x) or . 

27t0
0 X=--

L 
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F(x) = 2f 1ncoth(jx) 
j•I 

La función (1.8L2) puede aproximarse como: 

F(x)=f .Aexp(-(2j+l)x] 
· i•º (2j+ 1){1- exp(-(2j + l)x Il 

(1.81.2) 

(1.82) 

La ·expresión (1.82) converge rápidamente para x > 1. Sin embargo para x << 1 su 
convergencia.es lenta, por esta razón se usa Ja siguiente expresión: 

'7t2 ( 7t ) F(x)=-· +In -
4x 2x 

(1.83) 

Si Jos drenes se localizan sobre el estrato impermeable (D
0

,., O), Ja ecuación (1.77) se 

transforma en: 

(1.84) 

esta ecuación describe el flujo de agua por encima del dren. 

Si el estrato impermeable es muy profundo (D
0 

>> h), puede despreciarse el primer 

término de Ja ecuación (1.77), resultando: 

(1.85) 

La ecuación (1.85) describe el flujo deagua por debajo del dren. 

Las consideraciones anteriores sob.re elcálculo del flujo porencima y por debajo del dren, 
conducen a Ja conclusión de que, si el perfil del .suelo consta de dos capas con diferente 
conductividad hidráulica y si el dren se. localiza en Ja .interfaz .entre ambas capas, Ja ecuación 
(1. 77) puede escribirse como: 
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donde K,, y K,; son las conductividades hidráulicas a saturación del estrato superior y el inferior 

respectivam.ente [LT-1
] • 

b.1.2) Soluciónd~ Gl~ver-Dum111 (1954) 
--= -;- ' ---o.~=;,"""'-'-""":-.=-=;;;oO_-:-~f: ::-~-º"~:;-_Oo,-;-c;co..--;f---º-~~--~~--"--- - - ·-. --- .-, -'_o- ·- -

La ;oíu'éíóriae·aiov~r:ouínlll s;;deduce aceptando las siguientes hipótesis: 
' . "<; :~ .. ·... . 

i) La •c~rga ~lcl~j.'~)¡;()~·>~ \:i rÜ~cho. mayor que las variaciones de H, con este supuesto 

ii) 
iii) 
iv) 

:: ~~~~~~iJJad~fa~;Ún~~~.s~~ración es constante. 
La reca~ga' es riüJiIR.~.~.o·r ,,~. T~ ;·. 
La porosidad d;e~';¡jf~ e~·:{iri~··6611stante para cada tipo de suelo ( µ = u = cte ). 

· --- <~~_!:.€)<\~> ~'.:;¿F"~~\~~~7;; .. ; --~,,;.'.' ., .. -
·~-·~ :·:~~;;·¿ ·~~:-

Con los supuestos a~t~ii~~és la e¿Uición (1.64) se escribe como: 
·--;·. >-: .. · ·:.'.': .,:.-·: 

µ 8H = K D a~~;;·.?· ;:' 
at • ' o ax 2 ;. 

La corÍdiclÓf1 i~i~Íal 9ues~ túiliza es la siguiente: 
,._ -·- "--¿--.-·,. <~~ _\_;; ~-

H, (x )~11rc~Ytn"~F': ···· t=O 

(1.87) 

(1.88) 

donde h, (~) 6s )~ ~J~~aciÓriini¿ial de'.la superficie libre a lo largo de lá coordenada horizontal x 

contada a partir·ci61o~''ctrelle~;'".> ' 
·- .. · ~:'. , , __ ,r~;~-:::;-(:~ 

Las .. cori~Íci()ri'esS1e)Jrl)ntera. a, que :sesujeta)a .ectiaci.ón; (L~7)·s~n . d~ ·Dirichlet 

homogénea, e~ de~¡;·~~ ll~~T~ que Í~ carga es ri~lásobre los dre~es (h(O, t);,oy h(L,t)= O): 

(1.89.1) 

x=L t >o (1.89.2) 

Usando el método de separación de variables se resuelve el sistema (1.87), (1.88) y (1.89), 
obteniéndose el siguiente resultado: 
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( ) 4h ~ 1 [ ( . )2 ] • {2j+1)7tx H x,t =D
0 
+--• ¿_,-.-exp- 2J+l ft sm-'--'~~-

7t J•O 2J+ 1 L 
(1.90) 

. ---··_ -_, _' 

- - . - . - . - . 

Con la solución (l.90) se puede des~ribÍr la evolución en el tiempo de la carga al centro 
entre drenes'<(h 0 ,=:=H 0 ';--~D 0 ); si se retiene solame~te ¡;~a armónica de tal solución y se considera 

que la süperfiCie>libie'-eTíI~'.coí1diCiól) inicia( tiene forma de una parábola de cuarto orden se 
deduce.la sigúiéí1t(;róm'iul~p~ra.~l,cá1cMc; de ¡¡separación entre drenes: 

··; ,',.;;.! :·,·,:~·:,:·.~-~- \'·- .· r• 

(1.91) 

-~ ::~-·~:··:_::._·_:: .... __ .. i;_:<'.··-:\";;_,".. ·-.:-~ -· ;· -;~·.-., 1 _'. 

A p~rtfr.cle uná se"rie de obs~rv~cic;;nesde las variables fisicas de un sistema de drenaje 
instalado en campo, Fuentes et al. (199})presentan evidencia de que la carga de agua sobre el 
dren no se abate de manera instantánea, (Figura ·t.12) ·como se supone clásicamente en la 
literatura (Hooghoudt, 1940; Glover-Dumm, 1954; Skaggs, 1978) y proponen que la evolución 
de esta variable sea descrita utilizando la condición de radiación lineal de Newton. 

1.50 

! 1.00 

-~ 
~ 
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"' -e 

~ 0.50 
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o ºo 
º~º 

o 

.~o8oºº o o Observado 

o.o 0.4 0.8 1.2 1.6 

Carga hidráulica sobre el drcn h ( m) 

Figura 1.12. Relación entre el gasto de drenaje y la carga hidráulica sobre una línea de drenaje 
(Fuentes et al., 1997). 
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La aplicación de la condición de radiación en un sistema de drenaje permite establecer 
que el flujo de agua a través de la frontera del dren q(x =O o x = L, t) es proporcional a la 

diferencia de carga en la vecindad inmediata de esta frontera. Suponiendo que en el interior del 
dren Ja pre~i2i;i}:s igual a la atmosférica (convencionalmente igual a cero), se tiene: q oc h. 

Haciendo fotervenir la conductividad hidráulica a saturación ( K,) y la separación entre drenes 

(L) el fluj~.d~ agua se puede expresar como: q(O,t)=-yK, h(O,t)/L y q(L,t)=yK, h(L,t)/L, 

donde y e~ un coeficiente adimensional de conductancia de la interfaz suelo-dren. Puesto que de 

acuerd~ ~on' l~>iey. de Darcy q(x, t) = -K, 8h(x, t )/ éJx , las condiciones en las fronteras se 

establecen como' sigue: 

x=O (1.92.1) 

x=L (1.92.2) 

'.: .. ~:. ·._··,· ··'~<~> -._·:'.'"; ' ._ ·. ' 
En un sistefoadeArenes paralelos aigu~l separación el gasto de água que fluye a través de 

la frontera pór unida~dé longitud de d_re11 és P~':'pC>r~ionado por (Fuelltés et aL> 19,97): 

. K .. ---_ - : ;;; .X 
Q,(t)=2yt[ºº +h(p~t)!1(0,~) (1.93) 

Fuentes et al. (1997) ~~b~
1

t~tÍi~o un~ ~oh~ciónde la_ ecuación de Boussinesq del régimen 
transitorio bajo condiciones de radiación (ecuaciones 1.92:1 y 1.92.2) aceptando las siguientes 
condiciones: -'"':.e ---- -

i) 

ii) 

iii) 
iv) 

·.c.-_;=-·- __ ';_.¿_, 

~:::~~.i:.~~~;~¡J~~;~~~~:k¡·. 
Recarganulá(R~O).~P' :"_. _

1 
·•·-'::" 

Condició11 igi,#i~'i·.~~-~~{~~t~J!ic ~.~~··:S.pX\1i·. '.. 
\·"' -·.-.:~- \¡::_: . . ; .. ·,; •' '·': -;. '-;'·) -: 

La solución piíra\h(x:-1) es' fa serie' de Fol1rier siguiente: 
., ',· .:. ~ . . . . "', ···/:':'·::. ~-. '"- -, -,_ .. -~----.. - ' . -
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donde 't' = ¡:rL2 /T . 

Los valores propios (a. 0 ) son las raíces positivas de: 

(1.95) 

y las amplitude~::6J~~p611diel1tes (A 0 ) se calculan con: 

(1.96) 

Elgastó'<l~eri~dÓ.por unidad de longitud de acu.erdo con la ecuación (1.93) y la lámina 
drenada son p~opC>rC:ici~ados respectivamente por: . · 

' .. ~:' ......... ,. ·, . ' . .. .·. 

(1.97) 

(l.98) 

En razón del lí~1ite\ie Ía ecuación (1.98), Fuentes et al. (1997) recomiendan tomar como 
porosidad dre1rnble§o~~~ailte elvalcfr medio sigufonte: .. 

(1.99) 

Los misnios autores sugieren tomar.como valor constante de la transmisibilidad el valor 
medio ponde~ado siguiente: 

es decir h = f h •. 
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Se puede demostrar que esta solución contiene a la solución de Glover-Dumm (ecuación 
1.90). En. efecto, cuando la conductancia de la interfaz · suelo-dren es muy grande ocurre el 
abatimiento instantáneo de la carga sobre el dren. Cuando y~ co de la ecuación (1.95) se deduce 

a
0 

::(21)-f-l}rt y de la ecuación (1.96): yÁ
0 
~4. Con estos resultados y considerando que 

H = D~ + h ·se deduce la solución de Glover-Dumm. 

1.2.3. Las variables a investigar en la escala de Boussinesq 

La revisión bibliográfica precedente ha permitido identificar las limitaciones de las 
aproximaciones que se usan para modelar el drenaje agrícola con la ecuación de Boussinesq, 
estas se enuncian a continuación: 

• En drenaje agrícola la capacidad de almacenamiento es comúnmente asimilada a la porosidad 
drenable, independientemente de la forma funcional adoptada para .e~ta propiedad: constante 
para cada tipo de suelo (Pandey et al., 1992) o variable en fu~ción de'. la carga hidráulica 
(Skaggs y Tang, 1976; Bhattacharya y Broughton, 1979; Pandey, et al., 1992; González et al., 
1997; Fuentes et al., 1999). 

• No obstante que Fuentes et al. (1997) proponen imponer en los drenes la condición de 
radiación lineal de Newton, no realizan una validación exhaustiva de la capacidad de 
descripción de esta condición de frontera (comparación con datos experimentales obtenidos 
bajo condiciones controladas y considerando suelos de diferentes texturas). 

Siendo que en los trabajos presentados en la literatura sobre drenaje agrícola no se ha 
establecido fom1almente la relación entre la capacidad de almacenamiento y la porosidad 
drenable y que· las fórmulas mecanicistas para la porosidad drenable se han derivado suponiendo 
que dicha propiedad es equivalente a la capacidad de almacenamiento y además no se ha 
realizado un estudio detallado de la condición de frontera en los drenes, en este trabajo se 
plantean los siguientes objetivos: 1) estudiar la capacidad de almacenamiento como una función 
de la posición de la superficie del manto freático considerando la influencia de la zona no 
saturada del suelo en el proceso de drenaje; 2) estudiar la forma de la condición de frontera que 
debe imponerse en los drenes; y 3) verificar la capacidad descriptiva tanto de la fórmula para la 
capacidad de almacenamiento como de la condición de frontera en los drenes mediante la 
descripción de un experimento de drenaje hecho en laboratorio con una solución de elemento 
finito de la ecuación de Boussinesq unidimensional. 
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CAPITULO JI 
DRENAJE DE COLUMNAS DE SUELOS INICIALMENTE SATURADOS 

La aplicación de la condición de radiación lineal de Newton (ecuación 1.43) a la 
descripción de la transferencia de agua del suelo hacia los drenes presenta los siguientes 
problemas: 

1 . Determinar Ja naturaleza física del coeficiente de resistencia en la interfaz suelo-dren ya que 
este puede ser constante o una función de Ja presión o del flujo de agua. 

2. Determinar la evolución la presión en el interior del dren tz . 
3. Estimar las características hidrodinámicas del suelo de manera independiente de los estudios 

sobre Ja resistencia en Ja interfaz ( R¡n) y la presión en el dren ( tz ), puesto que si las 

experiencias de drenaje pueden ser descritas con la condición de radiación lineal de Newton 
(1.43) es claro que la imprecisión de la caracterización del suelo será absorbida por la manera 
particular de considerar Ja transferencia del agua del suelo hacia el dren o viceversa. 

En este capítulo se realiza una estudio teórico y experimental de la transferencia de agua 
del suelo hacia Ja atmósfera en la base de Ja columna de suelo que se ubica sobre el dren para 
conocer el comportamiento del coeficiente de resistencia en Ja interfaz ( R¡n) durante la fase 

recesión del manto freático. Para describir este proceso de transferencia se obtiene primeramente 
una solución numérica de Ja ecuación de Richards unidimensional, la cual es validada 
comparando sus resultados con aquellos proporcionados por la solución de Fuentes (1992) que 
describe el drenaje en una columna de suelo semi-infinita. Posteriormente se realiza un 
experimento de drenaje en laboratorio donde el dren es representado por una placa porosa 
colocada en el fondo de una columna de suelo inicialmente saturado. La caracterización 
hidrodinámica del suelo es realizada aplicando una metodología que se basa en Ja curva 
granulométrica del suelo, su porosidad total y en Ja descripción de un evento transitorio de flujo 
de agua en el medio poroso, por ejemplo una prueba de infiltración. Debido a que las 
características hidrodinámicas son afectadas por Ja histéresis capilar, en especial la característica 
de humedad, el volumen total de agua drenado por la columna de suelo es utilizado para obtener 
los parámetros hidráulicos correspondientes a drenaje. Finalmente se establecen las condiciones 
físicas que deben satisfacerse durante Ja transferencia de agua de Ja base de columna de suelo 
hacia Ja atmósfera. Se muestra que en los tiempos muy cortos Ja condición de radiación lineal de 
Newton no cumple estas condiciones y además no describe Ja evolución en el tiempo de la lámina 
drenada experimental. Se estudian modificaciones a Ja condición de radiación lineal de Newton 
obteniéndose que la transferencia de agua del suelo a la atmósfera puede ser descrita con una 
condición de radiación no lineal. Los parámetros de esta condición de frontera se estiman de 
manera de minimizar los errores entre Ja lámina de agua drenada calculada con Ja ecuación de 
Richards y la lámina de agua drenada medida. Utilizando información obtenida en suelos de 
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texturas contrastantes se muestra Ja buena capacidad descriptiva de Ja condición de radiación no 
lineal y se propone una relación empírica entre los exponentes de la condición de radiación no 
lineal y una propiedad física del suelo. 

2.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

El movimiento del agua en una columna de suelo es descrito clásicamente con Ja ecuación 
de Richards unidimensional, que puede escribirse de Ja siguiente manera:. 

c(\11) aw = -.ª [K<w.{ mv -1)] 
Ot Oz .· . '\. oz (2.1) 

Para 'dese~lbir.el·drenaje de una columna de sueloademás de la ecuac1on (2.1) es 
necesario conocer\:1 esta:do inicial del medio poroso y definir las condiciones de frontera que 
mejor representen Í::J fenÓ~eno bajo estudio. Si en el tiempo inicial ( t =O) se tiene una columna 
de suelo saturada.que llo'transfiere agua a Ja atmósfera pÓr sus fronteras superior e inferior, se 
puede suponer que la condición inicial corresponda a una distribución hidrostática de presiones: 

w(z;O)= z en OSzSP (2.2) 

donde P es la longitud de la columna. 

En la frontera superior de la columna se puede imponer una condición de frontera tipo 
Neumann: 

z=O (2.3) 

donde E es un valor de flujo conocido [LT-1
] , tal como Ja evaporación en función del tiempo: 

E= E{t). 

La transferencia de agua de(stielo hacia la atmósfera en la base de la columna de suelo 
puede ser modelada con la éondi~ión<c:l~ radiaciÓn lineal de Newton (1.43), que para casos 
unidimensionales se escribe como:. 
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K( )0(\11-Z) li -\lf _ Q 
- \jJ +---az R;n 

z=P (2.4) 

La presión e1istente en el exterior del medio poroso corresponde a la presión atmosférica 
la cual puede_~UPEl"l(:~s~:c:<>hsia11te Parª todo tiempo: 

;';:~;. :'; 
'.¡··· ,--

fz =-o . -~: -~ -:.~,; ·:>~t~- '-~' (2.5) 

Aún· cuah~g}~n·-~~tÚ·c~s() .~I valor' de la variable li es conocido (2.5), la descripción del 
drenaje .de' un~~;!66íJ'iüriii.';f<l~''.~u-~l~.ª ·1a ·.'atmósfera requiere todavía del conocimiento de las 
caract~rísÚ~li~. hid~~¡úriá'iüi

1

~~¡-·cl~Í; ~~elo (e( \jJ) y K( 9)) y del coeficiente de resistencia de la 

inte~faz ~üel6~~~iii'~~f~f~'i~J~·~~~d~ ser una constante o una función de Ja presión o del flujo de 
agua. . - . · <-· .. · .. ·. · ;· '){:_·. · · .· . 

. '• :. '·· ~·~ . ,._ -., 

El estudio del coeficÍentede resi~tencia de lainterfa~(R;~)req~Íere tanto de una solución 

de la ecuación (2.1) sujeta a J~éoÜdi~Íón il1i~i~l defiri.ict~~P¿i'~~';ec~~clón(2:2}'y,alas'co~diciones 

:: :.:::: ~;;o:;~~(=n~~[l~i1'.f ~~~~f~~k~f~1ó4~~·7~·~~l; d~do que 
La solución analítica·deJ.:¡ist_~~~\~~\;W,~~h.it~~~~k.iW~·;;'.~~:~;~~~-~·i~f~:~:~sta el presente 

motivo por el cual se obtiene u11a ~olució.n·•riüméricá.' de/éste:·; El 'reqüisito\ de la información 

::¡:~~::1~ª~ =~e~~~~~~n~ee:::r~~~d:~~ig\~~~7l~~~;~tff~~fr:1íJ~M1~~~iytect;p~::~~~=. :~ 
viento y la evaporación. . . - · " Ú1• •;{·'\!V;;{'· :t;' ~--e <., 1

;}: -~ ), ·-
·J' --:.~'-~ '"'. ':" ~ ,,;_\' ' 

El problema de la caracterizaciónhidr0Jit~;~¡'~eÚos,·~~~iot~u"ede'serabordado ya sea 
mediante el uso de procedimientos direfto~)d~\la!Jorato¡.io o-caffip~"qu{~stán basados en la 
resolución experimental de 1a ecuación de R.iC-h~éls ·bajó coílcüciori~s· lni~ia1es y de frontera 

,,·, _,, " - '•.' ·.,- .... , ·-,· ',' ' .-
simplificadas, utilizando sensores para .medirla presión del:süefo;~t~risiómet~os), o .mediante 
procedimientos indirectos e inversos qu~p~~Ú~~ ~~timarlo~ p~fur;-~f;g~:¿¡J~ Ínteivienen en las 
representaciones analíticas comúnmente . aceptadas de las característi¿as hidrodinámicas del 
suelo. 

Para estimar Jos parámetros de las representaciones analíticas, en este trabajo se utiliza, 
por su sencillez, rapidez y precisión, un procedimiento indirecto e inverso basado en la curva 
granulométrica del suelo, la porosidad total del mismo y una prueba de infiltración. Es bien 
conocido que las características hidrodinámicas son afectadas por la histéresis capilar, en especial 
la característica de humedad, por tal razón se realiza una prueba de drenaje para obtener los 
parámetros correspondientes. 
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2.2. SOLUCIÓN NUMÉRICA DE LA ECUACIÓN DE RICHARDS UNIDIMENSIONAL 

La resolución numérica de la ecuación (2.1) se realiza con el método del elemento finito. 
En este método la variable dependiente ll' se aproxima por una combinación lineal de funciones 

de base cp i definidas en relación con la función delta de Kronecker: 

(2.6) 

. .. ' 

donde '11i{t)~on dberlóie~te'S'q~e dependen del tiempo y representan la solución aproximada de 

la ecuación c2:1)~·~rip~~t¿¡"~' ~;~e~'úicris del dominio llamados nodos (n). 

La ~~stÍiuC:ió~ de la sl">1i:Jción aproxil11ada 'lJ(z, t) en la ecuación (2.1) genera un error o 

residual(&)q~e p~ede e~cribi~se c~mo: 

e= e o\fl _.E_[~ o(\fl-z)J 
Ot oz Oz . 

(2.7) 

·,· 

Este residual se minimiza, füriuando ~na integral ponderada de & sobre el dominio de 
solución {O,P) y requiriendo que Ja Ínt~g~~I, dénominada residuo ponderado, sea cero: 

~·>· /',·~·'.; 
"'-~-

f ev¡ {z)dz "". s{c~ Di/[. ~:~~ifl·~i>]• }. ~,(z)dz =o 
o . ·a . ;Ot \•,.éJz .<'·:é• .. az'(:t·· '" • 

donde V¡ (z), c6il'i;~~\~~ .. :~';'iJiirS~~Jri~io~~~,;6p·~~O. 
>':_ • ·~·j'·~··~>-:;:#~-· «~··->-'? _/,~~-: -"-~·~ .. __ ,_ .... 

La integraciÓ~ p~/~ri'it~s <l;;/¡~ é'6~i~ión' (2;8) c~nduce a: 
;. \•,"' .. ;., .. ' .. ,_ ,. - _._' . ~ : ·:... . ,. "- . . - . 

(2.8) 

_____ ,, 

¡c:v¡d~+J~(:-1)~:idz=fa(~z)v{. (2.9) 

Con la sustitución de la solución de elemento finito A dada por la ecuación (2.6) en la 
ecuación (2.9), considerando que las funciones de peso son iguales a las funciones de base v = cp 

(método de Galerkin) y asumiendo una variación lineal de las propiedades hidráulicas en el 
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elemento ( C = cp&C& y lt = cp
8
K

8 
), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales 

ordinarias: 

(2.1 O) 

donde A es cono~fda .c3Illo la matriz de masa, B es la matriz de rigidez, F es el vector que 
contien~ los v~tc:>r~s'~:las r~laciones.de. los flujos en la frontera ( z =O y z = P) y G es el vector 
de la fuerza·, dé · gra\ie'ciad:1Utilizarido Juneiones .de interpolación lineales se calcularon los 

:·. - . -., ::. '.. .. . . :' '. J; ···. ··~-:-·.-:.",! ·-. -: . ·.:- -- .... :· -- .. _- .·.... ': . - . -

coeficientes de estas'matricéú1 vectores, el"r~sultado obtenido ~s: 
.. · ,,. -,,.··--~-<~~::.:¡_?~::~~-~-'.-~ ......... ·.:·-~(.-~--·-:"'';-·: ·-··,~- ·.· .,· .. ., .. 

(. ) IP { E(t) a~-z 
F¡ = lt o <p¡ = h ¡ - 'V¡ 

z o }l. 
'" 

G. = JK cp ~dz=l:K · p d [ l] 
' o & & dz e -1 

i=l (z=O) 

. i = n (z =P) 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

donde <¡> son funciones de base del.sistema de masa concentrado (Neuman, 1973); 8u es la delta 

de Kronecker; K es la conductividad hidráulica en el elemento tomada como el promedio 
aritmético de las conductividades en.los dos nudos del elemento (como consecuencia de la forma 
adoptada para las funciones de base). 

La aproximación de la derivada temporal en la ecuación (2.10) se realiza con el siguiente 
esquema: 
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(2.16) 
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donde ~t es el paso de tiempo y ro . es un coeficiente de ponderación en el tiempo (O ~ ro ~ 1 ), 
tomado como ro =='1 (esquema implfoito). Sustituyendo las ecuaciones (2.15) y (2.16) en Ja 
ecuación (2.1 O) y aplicando el ~étodo de linealización de Picard se obtiene: 

(2.17) 

donde w indica elríúmero 'de iter~Ción:'en::el intervalo de tiempo. El sistema de ecuaciones (2.1 7) 

es resuelto utilizando un método iterativo de gradiente conjugado precondicionado (Noor y 
Peters, 1987) que permite eliminar los errores de redondeo asociados con el procedimiento de 
sustitución regresiva requerido en Jos métodos directos. El esquema numérico (2.17) se codificó 
en el lenguaje de programación Borland C++ 5.0. 

2.3. VALIDACIÓN DEL ESQUEMA NUMÉRICO 

La dificultad de establecer un criterio general de convergencia y estabilidad para la 
ecuación de Richards, hace necesario validar el modelo desarrollado comparando los resultados 
obtenidos mediante su aplicación con aquellos proporcionados por una solución analítica. Existen 
en la literatura soluciones exactas para una columna semi-in.finita de suelo sujeta a una condición 
de flujo constante en Ja superficie de Ja misma que. se han construido para las características 
hidrodinámicas propuestas por Fujita (ecuaciónl'.ll)y Parlange et al. (ecuación 1.14). 

Para las características de Fujita yParlang~/~on el caso particular de ex variable y 13 = 1, 
~ • '". • ,_ • •• '"";" •• "•_c. • • •• ' 

se han desarrollado soluciones analíticas:,exáétase11'una columna semi-infinita de suelo sujeta a 
una condición de flujo constante erij~·supci'rfici~\def suelo y a un contenido de agua inicial 
constante. En flujo bifásico la s6iucÍón' esipre'seÍltada por Rogers et al. (1983), y en flujo 
monofásico por Sanders et al. (1988).>La sofoción del último trabajo ha sido adaptada por 
Warrick et al. (1990) y Parkin et al. Ó995) para el caso del drenaje en una columna semi-infinita 
de suelo y para el flujo del agua en una columna finita por Hills y Warrick (1993). La solución 
para el caso general de a. y 13 variables es presentada por Fuentes (1992). 

e(s,t.)= µ(s,t.) 
1 - ex+ ex µ(s. t.) 

µ(s. t.)= exQ-(1-13) 
213 
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(2.19) 
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z (!'.; t )- _1 -[(1-a+a aQ-{1-13))s]+ a ln[~-ex--=-,p_,_(A._2 t~.}~J 
• '· - -Ji-a 213 . 13 ur{t;,t.)+u.{t;,t.) 

(2.20) 

siendo: 

(2:21) 

uc = -
1 f exp(A(s){exp(-(i;-2;}2 )-exp(~ (t; + sYJ .. ]d?; 

2.J1rt o 4t. 4t~ ·. 
(2.22) 

A.= Ji=-a .J(1-13)2 + 2[213(1-a)-a{1-13)]Qf (Í'x.Q)2 
2 1-a. . . 

(2.23) 

(2.24) 

en donde las variables adimensionales están definidas por: 

z 
z. =-

"-e 
(2.25) 

t. = I'. ) t \es - e. A.e 
(2.26) 

El cálculo de la función .A(t'.;) requiere del conocimiento de la condición inicial. Por 

simplicidad se escogerá un. contenido d~\'agua (cón~tarite en todo eI perfil ( 8¡ ). El valor 

correspondiente µ¡ se calcula • Ütiliza~do> la:. ecuáclóri (2.18). ·La función resultante 

A{t;) = [a.Q-(1 - 13 + 213 µ)l;/;-J~ ~ ~ ··~e~itciobterie~ d~ l~ e~~a~ió~ (2.22) la solución para 

u e de manera cerrada. 
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La solución analÍtica par~ el perfil de humedad e(z, t) es paramétrica, es decir de la forma 

e(c;,t)=0,+(e.-e,)9[c;,K,t/A..{e.-e,)] y z=A.0 z.[t:;,K,t/A..(e.-e,)], con c;~o como 

parámetro. 

Cuando se desea describir la infiltración en una columna semi-infinita de suelo en la 
solución analítica se s~stihly~ (fpc>;-~i~ai~~ de fl~jo que se tenga en la frontera superior ( Q >o); 

si de desea describir el. ~rJCi~ctc/I~ evaporación se impone un flujo negativo en esta frontera 
( Q <O) y si se desea modelar el drenaje en una columna semi-infinita entonces se impone en esa 

misma frontera una condición de Neumann de flujo nulo ( Q = O). 

La semejanza entre los perfiles de humedad calculados con el esquema numérico y los 
proporcionados por la solución exacta es influenciada básicamente por Ja discretización del 
dominio en el espacio y el tiempo. En esta validación los valores de .ó.z y .ó.t se eligen de la 
siguiente manera: se fija una discretización espacial, se selecciona un paso de tiempo para iniciar 
la modelación y en el transcurso de ésta se modifica el paso de tiempo hasta alcanzar un valor 
máximo previamente seleccionado. La modificación del intervalo de tiempo se realiza 
cumpliendo las siguientes reglas: para una tolerancia dada, si el esquema converge en un número 
menor o igual a J iteraciones, el paso de tiempo se incrementa en, por ejemplo, 5%; si el número 
de iteraciones necesario para alcanzar la convergencia es mayor que IJ, donde IJ>J, se reduce el 
paso de tiempo en, por ejemplo, 25%. La simulación concluye cuando se alcanza el tiempo en el 
que se desea comparar los resultados analíticos y numéricos. 

Las diferencias entre la solución exacta (analítica) y la solución aproximada (numérica) a 
un tiempo dado se calculan utilizando dos criterios, el error cuadrático medio: 

:i: [Elexact (t)- Elnum (t )]2 

n-1 
(2.27) E.C.M.= ial 

y el error relativo máximo: 

E = max num cxacla X 100 l
e -e j 

ma~ ~·· 9 exacta · -
(2.28) 

donde n es el número clé h~dos. 

Los errores estimados con las ecuaciones (2.27) ó (2.28) se grafican contra los pasos de 
espacio usados en las simulaciones para detenninar la discretización espacial óptima, que es 
aquella que minimiza el error de truncado. 
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La validación del modelo es realizada en dos suelos contrastantes, la arcilla clara de Yolo, 
USA y la arena de Tezoyuca, Morelos, cuyos parámetros de las características hidrodinámicas de 
Fujita y Parlange se muestran en la Tabfa 2.1. 

' ' 

- ·ª···· .... _- ... · .. - ... ~. - A.. K, a. 
Suelo 

[cm 3 /cm3
] •· [cm 3/~m3 ] [cm] [cm/h] 

Arcilla clara de Yolo, USA 0.2285 0.4950 27.05 0.0443 0.8912 1.0000 
Arena de Tezoyuca, Morelos 0.0000 0.4500 29.00 18.2000 0.9523 0.9999 

Tabla 2.1. Parámetros de las caracterÍsticas hidrodinámicas d~ Fujita y Parlange para dos 
'suelos contrastantes. 

La condición inicial que se impone en amb.os suelos. es. u11a'distribu~i6rr ~i>n~tllt1t7 d.e la 
humedad a lo largo. del pe~fi¡ cie's'uel~. e(z) = é:: .... ., . ... . -~ ·,.·: .. }{:,' ·s¡.t'.~;t~:f''./:C:/ -· . 

~ .' :-':::, ,_:. - ' ·" ·.·· .. "<<~-; ~--:.: ·.!¡' }::_:·~.~:_,' i1''.:/-~· < ·::;· :>,~ ; ... 

En las ~redas el·. flujo' del agua. es más rápido qu7 en ;las ~iC:ill~~;'~#6H ~()~'la cual se 
selecciÓnan \ re~p¡;ctivamente . los siguientes va!Óres ' eX'tre~8~ : par~-~;~¡¡o; p~o~ :Cie ''tiempo: 

L\t¡
11
¡ = 1x1 O'.'.~ ~ y-~tm•• = 60 s (arena) y L\t;,,; = 1x10-2 s y L\t

01
,. ;,,;,'! SÜs·:·(ar~Ú]~).' ''En ambos 

... ._. ' . • .• - . '· >" •• '• - ~ - ' ;;, ,. .. . 

casos se u~a una tolerancia de To! = 1x10-3 cm para probar la co~vergené:ia ~6)B. 'solución 
numérica y pa~a definir el aumento o decremento del paso de tiempo se utiHza'·) ::s y IJ = 15. 
Los tiempos en los cuales se comparan las distribuciones del contenido volllinéuicc> de agua 
proporcionadas por las soluciones numérica y analítica son: para la arena de Te:Zc)yllcá. ·a los 30 
min de iniciado el drenaje y para la arcilla Yolo a las 48 horas ,de ·drenaje,-'En ambas 
comparaciones se consideran los cambios de almacenamiento que se. p.rod.ucen 'sÓÍo en los 
primeros 75 cm de longitud de la columna. 

Aplicando el modelo numérico (2.1 7) se simuló el drenaje· en una columna semi-infinita 
de suelo. A partir de las comparaciones con la solución.analÍtica se encentro que en la arena de 
Tezoyuca el error de truncado en la distribución deJeonte;)ido\iolumétrico de agua evoluciona en 
función de la discretización espacial conr<Jrine al# s_lgllienterelación(Figura 2: 1.): 

·' .'.:''~;-~-:: :·:,:;\··:: 

E.c.M. = 2.505x10-4.-1.~_9.1:<,10--~~i_ij-:~~~L~-~;p-j~z2 

-o. ~;..,.-;<',-'o.~'-"~" __ ,._ -

(2.29) 

Derivando (2'.29) c~n Í'es~~ctÓ,a z'~·Ígu~ia~do a''c~ro l~'ex~resión resultante se obtiene.la 
discretización espadaLóptil11;; pai~ l.~s ·~~~clidones de ~renaje especificadas y los 'intervalos de 

tiempo cons!dc;:rado~~;\Az~}:5cc.ffi.(ig.~::2:~cx.10~1 <:~Yc_01>Y EmaX sJ?'.Q98 %). Pasos de 

espacio meno re~~· é~tgrio l11ejoi-~ losresultacl~~ dado quein~rement~ 'el erre>~ de redondeo y el 

tiempo de cÓl11puto, por ejemplo ~z=2.5xl0-4 cm (É.C.M.::2.5xl0-4cm 3/cm3 y 

E
111
,. E: 0.099 % ). 
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Figura 2.1. Variación del error en función de la discretización espacial en la arena de Tezoyuca, 
More los. 

En la Figura 2.2. se muestran las evoluciones de la lámina drenada en la columna de suelo 
arena de Tezoyuca· hasta 75 cm de profundidad, obtenidas con diferentes discretizaciones 
espaciales del dominio de solución. En esta figura se puede observar como la solución numérica 
tiende a la analítica conforme el paso de e~p'acio ~~ aproxima a su valor óptimo. 

e ~ 4.0 -t-~~~~-t-~~~~-t-~~~~t----::,,.....""::;...-i=::;,,.,::::;;:¡;;."""''--1 .. 
1l 
~ 

"O .. 
·§ 2.0 ~-~~~~+-~~~~-1-~~.--cAna---,.lí~ti-ca~~~--'~~~~--l 
~ - Numérica (&z = 25.0 cm) 

- Numérica (6z = 12S cm) 
-Numérica (6z= s.ocm) 
-Numérica (6z= 1.Scm) 

o 6 12 18 24 30 

Tiempo (min) 

Figur.t 2.2. Evolución de la lámina drenada hasta 75 cm de profundidad en la columna de suelo 
arena de Tezoyuca. 
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Pruebas similares a las anteriores se desarrollaron considerando la arcilla clara Yolo. La 
evolución del error en este suelo se muestra en la Figura 2.3. y en la Figura 2.4. se muestra la 
evolución de la lámina drenada para diferentes discretizaciones espaciales. El paso de espacio 

óptimo para este tipo de suelo es de: ~z = 0.26 cm (E.C.M. = 8.45x10-s cm 3 /cm 3 y 

Emax := 0.026 % ). 

·-ª _........-v l.OE-04 ~="""===' 

~ = u 

] 1-----1-----lE.Cl\.L =3.1,, 10-"tV.1 -l.6x:I0--6 ll7..+K.4Sx10"' 

R 1 =0.9992 

o 5 10 15 20 25 

6.z (cm) 

Figura 2.3. Variación del error en función de la discretización espacial en la arcilla clara Yolo, 
USA. 

]:1.4 -t------t-------+----..flf'"i------l 

~ 
~ 
"' ·§ o. 7 -1------t--7~---f-------+-------l 

.. c."3 • Analítica 

....J -Numérica {Az= 25.00 cm) 
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-Nwnérica (Az = 12.50 cm) 
- Nwn~rica (óz = 5.00 cm) 
-Numérica (Az = 0.26 cm) 

24 
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36 48 

Figura 2.4. Evolución de la lámina drenada hasta 75 cm de profundidad en la columna de suelo 
arcilla clara Yolo. 
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Considerando los pasos de espacio óptimos determinados precedentemente, se modelo el 
drenaje en las columnas de sucio arena de Tczoyuca y arcilla clara Yo lo. Los perfiles de humedad 
obtenidos en diferentes tiempos de simulación son prácticamente iguales a los proporcionados 
por la solución analítica (Figura 2.Sa y 2.Sb). La ausencia de oscilaciones en los resultados de la 
solución de elemento finito justifica la selección de los pasos de espacio y de tiempo, así como el 
criterio adoptado para incrementar este último parámetro en el transcurso de la modelación. 

Los resultados obtenidos en esta sección muestran la confiabilidad del esquema numérico 
desarrollado y permiten concluir que éste puede ser aplicado para simular distintos escenarios de 
drenaje. 

Contenido volumétrico de agua O (cm3/cm3
) 

o . 0.2 0.4 0.6 

• Numéric 
-- Analítica 

e 
~ 
-o 
"' -o 

:.a 
e 

<E e o. 

Contenido volumétrico de agua O (cm3/cm3
) 

0.42 0.44 0.46 0.48 0.5 
o +-........................... ...¡.... ......... _._ ........ +-......... _._ .......... -1-_,__,_-+--I 

25 

so 

• Nu érica 
An lítica 

o 

a) Arena de Tezoyuca. . .. . b) Arcilla clara Yolo. 
Figura 2.5. Comparación de los perfiles de.humedad obtenidos con la solución de elemento finito 

con los derivados de la solución analítica deFue'nt~s e(al. (1992) para diferentes tiempos de 
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2.4. EXPERIMENTOS EN LABORATORIO 

En el laboratorio de la División de Estudios de Posgrado de la Facultad de Ingeniería de la 
UNAM (Morelos) se desarrollaron pruebas de infiltración y de drenaje en columnas de suelos 
con el objetivo de obtener información que permitiese determinar y validar la forma del 
coeficiente de resistencia en la interfaz suelo-atmósfera que interviene en la relación (2.4). 

. . 

La car~cterizáción hidrodinámica de los suelos se realiza considerando las 
rcpresent~cior1ci~;~:rilí~i6'ris";·de Ja _curva. de ·retención de htiinecl~ci: ~e·. van Genuchten (ecuación 
1.1 7) y/d~ Ía' ci~&;~-'.~oricll.lctiv'¡dad. hidráulica de Brooks y C0rey ( ec~aciói-i L 19). La estimación 
de los pa'ráffi'ett"c>s qú~<iI1t~~i~Oen: enest~s relaciones funcionales es réalizada ccm la metodología 
prop~est~Ú p(>~icJ~u~nt~~ : c1922); b~sida • en la porosidad total ele! '. su~l.o . (el> ) .. y s~ : ciurva 

granuloiÜetri'c~"¡Jri;~:ló~;~-Ü~ári1et~?i"cief~rma (m y ii), y en la reproducCió~ ~ori.la ecuación de 

Richard~ de '.¡~ lá~Íri~--á:~ÜiTi~Í~d~ :~~ • rigua · observada en una prueba de infiltración· para· los 
parámetros de. escáia (\JI d . y KJ):· En este capítulo se ilustra la aplicación de esta metÓdología 

consideranclCÍ sólo uno de !Os s~ei6s usados en los experimentos realizados en laboratorio, y en el 
Anexo I se presentan los resultados obtenidos en los suelos restantes. 

2.4.1. La porosidad total y la curva granulométrica del suelo 

En laboratorio se construyó una columna de acrílico transparente de longitud P = 7S cm y 

de una sección transversal circular de diámetro De = l S cm , con una placa porosa cubierta por un 

filtro colocada en su parte inferior con la finalidad de retener el suelo y pe~Ítii:'iasalic{a"clel agua 
y del aire. Esta columna se rellenó con una muestra alterada de suelo de'.1:~"-tl.ii~ ~rénosa dela 

región de Tezoyuca, Morelos (Figura 2.6). ,.~-~ :~;-•.. :-~:·":L?f~z;·· ,_·. ; 
'' ·. ,- ',: : .. · ;-~-- -,~. ::t<' <":l~~/:/'~-:~:-~;.:~~?~_~:~.:·;j~~~;:}--.,~'.~_:\?:.::/>~;:.' 

La porosidad total del suelo ( cj> ).~s estin;iada_ con 11;1 fó~ula cj> ~ !:.:'" p~/ p,\ doncfo P. es la 

densidad volumétrica del suelo seco Co"d.ensiéíad'aI>~rehieY Y 6"< 1~· densiélaCi\té 1as i:>artículas 
."- /_ ... ··.-·---:~:'·:_::_:/·."·:_··<·::;·_>":.-·' ·/.:":.'-'l_,_· .. \ ·-.~::~.-_s."_:.:>--~,:-____ . ,,,_ . :_ ·:/·.-,, .-

SÓJidas, Con la densidad medida de p~='13S7g/cm3 ,'yladensidad,p.=="2.6Sg/cm 3 de las 

partículas de cuarzo, se_ obtiene ~.;, o.~ss cm 3 /~m3 
'. 

SS 
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Figur.t 2.6. Columna de sucio de textura arenosa de la región de Tczoyuca, Morclos 

Los parámetros m y TJ se estiman a partir de la curva granulométrica del suelo y de la 

porosidad de la columna. La curva granulométrica experimental se ajusta con la siguiente función 
de distribución.tipo van Genuchten: 

(2.30) 

donde F(D) es la fre~uencia a~umuláda basada en el peso de las partículas cuyos tamaños son 
. ' ·-' '' ' 

inferiores o iguales a D, D
8 

es un-trilllriño característico del tamaño de las partículas, M y N son 

dos parámetros de forma empíri~os, y adoptando la restricción de Burdine: M = 1-2/N, con 

O < M < 1 y N > 2. El mejor ajuste de' la ecuación (2.30) con la curva granulométrica 

( R 2 = 0.9975) se obtiene con D
8 

= 225 µm y M = 0.5 (Figura 2.7). 
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Figura 2.7. Curva granulométrica de la Arena de Tezoyuca y la función definida por la ecuación 

(2.30): Dg = 225 µm y M = 0.5; R 2 = 0.9975. 

Haciendo A. = mn y µ 8 = MN el parámetro de forma m puede ser relacionado con M a 

través de la fórmula (Fuentes, 1992): 

µg - ¡ 25:.;_l • -- +---
"- - 2(1;._s) 

(2.31) 

donde s es el cociente de la dimensión fractal del suelo y la dimensión del espacio de Euclides 
( s = D r /3) definido implícitam'ente e11 función de la porosidad total del suelo por (Fuentes et al., 

2001): 

(1-cj>)' +q,2• =l. (2.32) 

En la Are,na de TezoyÜca se obtiene s = 0'.692 . Con el valor de µg = MN = 2.0 se deduce 

A= mn = 1.233, de donde m = 0.381. El parámetro 11 se puede estimar con la relación deducida 

por Fuentes et_ al. (2001) para valores altos de la tensión de humedad: 

,, ;;,,·28{2/i...+1) (2.33) 

Con los valores estimados anteriormente paras y A se obtiene: 11 = 3.63. 
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2.4.2. Prueba de infiltración 

La estimación del contenido volumétrico de agua a saturación se realiz.a midiendo el 

volumen de agua necesario para saturar la columna de s'uelo (V = 5964 cm3
) y dividiendo este 

valor entre el volumen total de-cla~columhi_i:(:v,:i:I325J.~m3c), el .resultado así obtenido es 

o. = 0.45 cm 3 /cm 3 • La difcr~ncÍd~htf'.~·¡~:Lp~'r()~Íd~d-y~l ~rintenido volumétrico a saturación se 

debe al volumen de aire atrapadoi'.cl~if)t~~-,d~'1a s1tumciÓ~ de la columna de suelo. El contenido 

volumétrico de agua resid~ri!"scri~4~~·"i}~t~1hc~drci(o, .;·9 cm 3 /cm 3 
). 

Los parámetros de e~cala de las cariu:terísÚcas hidrodinámicas ( \I' d y K.) se estiman a 

partir de la evolución en el tiempo de la lámina infiltrada en una prueba de infiltración realizada 
en la columna de suelo (Figura 2.8). 

Figur-.1 2.8. Prueba de infiltración. 

Para una carga de agua constante sobre la superficie de una columna finita de suelo, el 
proceso de infiltración se modela sujetando la ecuación (2. 1) a las siguientes condiciones inicial y 
de frontera: 
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O=O;n;; para 0:5zSP; t=O (2.34) 

l.jl = l.jl.,.; para z=O t>O (2.35) 

---_ K(- )a('l1-z)~--o -- - - ----- P 
q - - l.jl - az - --. para z = t>O (2.36) 

con o; .. ; = 0.008 cn1~/c:IU3~F~--~15cm y l.jlº'º =_6.5 cm. 

Para resolv~r-~i'.~f~(e:~aá::i)i(i-J4).(2:35) y (:U6) se utiliza la solución numérica (2.17). 
El dominio d~/~'61Ü~ióR~~:,¡¡~~r~ii~a''g·6Íl:~¡:ariió'ui{a'~aüa_uniforme de elementos finitos de 751 

::~:;::~i~;;'~t~:~~~~~7ii1;::~~l~~~~i~~~¡if;~:' :;!: ~:.~':; ,: :~ ~~=e:a ·~: 
1terac1ones que se reqmeren para resolver_ (2,17)_en·e1 intervalo de tiempo es menor de 5. 

_i;·-~,·.:.;~.::/!'.'.:;.-,:, 

Usando la estrategia de solución'i:;u~éri'6'aá~terior y considerando los valores de m, r¡ , 

o. y O, p~eviamente estimados, se calib?aro~ iÓs, v~l~res de 1vd y K, de manera de reproducir 

las observaciones experimentales (Figura 2.9). Los valores así obtenidos son: l.jl d = -18.5 cm y 

K, = 18.2 cm/h, con R 2 = 0.9988. 

o 20 40 60 
Tiempo (min) 

Figura 2.9 Comparación de las láminas de infiltración medida y calculada con: l.jl d = -18.5 cm y 

K, = 18.2 cm/h, con R 2 = 0.9988. 
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2.4.3. Prueba de drenaje 

Después de la prueba de infiltración se deja la carga de agua sobre la columna de suelo 
durante un día de drenaje libre con la finalidad de eliminar el aire atrapado. Enseguida en la base 
de la columna se coloca un tapón y en la superficie, previo retiro del exceso de agua, se coloca 
una bolsa de polietilcno co~ la finalidad de eliminar la evaporación. Después de una semana de 
estabilización de la presión del agua en el sucio, el tapón se retira para medir, durante un tiempo 
de 960 min, el volumen de agua drenado en el transcurso del tiempo (Figura 2.1 O). 

Figura 2. to. Prueba de drenaje. 

Cuando t ~ oo el flujo de Darcy tiende a cero en toda la columna de suelo. La 
distribución de presiones tiende a condiciones de equilibrio hidrostático, es decir. 

\l'(z,oo)= z-P 

La lámina máxima drenada es proporcionada por: 

r 

f"'ª' = J[e. -G(z,oo)}iz 
o 
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La introducción de la ecuación (1.17), considerando la ecuación (2.37), en la ecuación 
(2.38) permite obtener: 

(2.39) 

Con los valores de los parámetros obtenidos precedentemente se obtiene de la ecuación 
(2.39) l m•• = 16. 72 cm , sin embargo la lámina drenada observada en los tiempos muy largos es 

l 111,, = 5.30 cm. Esta discrepancia es debida al fenómeno de histéresis capilar cuya manifestación 

es más acentuada en la característica de humedad que en la curva de conductividad hidráulica 
(Mualem, 1976b ). El fenómeno de histéresis capilar ocurre debido a las diferencias presentes en 
los procesos de vaciado o llenado de los poros de un suelo. Para que el estudio de la condición de 
frontera en la base de la columna de suelo no sea influenciado por el efecto de la histéresis 
capilar, es necesario determinar la curva de retención de humedad correspondiente a drenaje. 

En la literatura se reportan diferentes aproximaciones para describir el fenómeno de 
histéresis capilar. Por ejemplo Néel (1942), Everett.y WhÍtton (1952), Everett y Smith (1954) y 
Everett (1954) y (1955) desarrollaron una aproxima~ióll a la histéresis, la teoría del dominio 
independiente, la cual fue aplicada por primera'v(':Z a la. histéresis capilar por PoulovasiBis 
(1962). El modelo del dominio independiente supone qiie llo existe interacción entre los póro·s.del 
suelo y permite predecir la relación \V~ e a partif·de una familia de curvas de retención; yá sea 

de infiltración o de drenaje. Después de un pr~~'es6 secuencial de mojado y secado el colltenido 
volumétrico de agua puede ser obtenido utilizando la siguiente aproximación: . 

.. . (2.40) 

donde 'I' inr es el potencial de presión correspondiente a infiltración; \V dren es el potencial de 

presión correspondiente a drenaje; y f{W¡.ro''Jldrcn} es uriafun~ión de distribución bivariada. El 

producto f( \V inr' \V dn:n )dw h1rd\V dren describe el :volumen refativo de espacio poral que se llena para 

un cambio de presión de \V inr a \V inr + dw in~ ()'q'il'e s~ ct¡.e~a para un cambio de presión de \V dn:n a 

lj/ drcn + d ljl drcn • 

La mayor desventaja de esta.apr()~il11acÍÓn es q~e requiere del conocimiento de la curva 
de retención principal (curva córrespondiente a cuando se satura un suelo inicialmente seco o se 
drena un suelo inicialmente satu~ado) y de la curva de retención primaria, ya sea para infiltración 
o para drenaje. A partir de estas curvas se interpolan las curvas de retención subsecuentes. 
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Basado en el trabajo de Philip (1964), Mualem (1973) y (1974) supone que la función de 
distribución f( \ji 1~r, \ji drcn). que interviene en la relación (2.40) puede ser representada como un 

producto de dos, furÍciónes de distribución independientes fo (\ji inr) y J; (\ji drcJ. Con esta 

hipótesis deri'1a11.lI1a;ffü111~la de interpolación que predice las curvas de retención dentro del 
circuit~ pril1clpai'<le'·histéresis a partir de la curvas principales de infiÍtración y de drenaje. El 
supuesto ·éle/Mu~l¿m' il11plica que las curvas de infiltració.n y de. drenaje varían suave y 
regula~~i{ie~ia")c:>~,;¡~rgo del circuito de histéresis, sin. embargo en suelos~,_reales este 
comportamie~to=nC,'~iempre es observado (Topp,.197l). . . . ·· · . ..·.· 

·~ ~::-'. -·-~':<~;-:;~-- '"r'-:·~,:~· ~:-.;~;~:J,_ :; -" . 
'' \ .... _.,; 

•Parlange (i 976) asume que la funciónf es independiente de 0 ~ 1~{ y de)iya•un'mcidelo que 

predice la. el.ir-Ya. de retención para infiltración o para drenaje a p'arlir'de;~t'i'~ift.én'ite~a .del circuito 
principal de histéresis. En este caso las curvas de retención son obtel1icias no p~r interpolación, 
como en los casos precedentes, sino por extrapolación a partir d~l ¿¡);.¡~-~irn,,iento de una frontera. 

Viaene et al. (1994) probaron en 1 O suelos de caracterlstica~ hi~~áulicas contrastantes seis 
relaciónes reportadas en la literatura que predicen la histéresis capilara partir de una curva de 
retención principal (infiltración ó drenaje) y encontró que el mejor modelo para describir este 
fenómeno es el presentado por Parlange (1976). Resultados similares son reportados por Si y 
Kachanosky (2000). Sin embargo Braddock et al. (2001) han mostrado que cuando la curva de 
retención principal para infiltración es descrita con el modelo de van Genuchten (ecuación 1.1 7), 
algunas de las curvas para drenaje que se predicen con. la relación de Parlange (1976) exhiben un 
comportamiento fisicamente incorrecto al presentar valores del contenido volumétrico mayores al 
de saturación para un cierto intervalo de succión. 

En el estudio que se realiza sobre el dre11aje de.una colmnna desuelo a la atmé¡.sfera se 
requiere conocer sólo las curvas principales para infiltración y para drenaje, dado que al saturar el 

suelo arena de Tezoyuca éste estaba prácticamente seco (9ioii = 0.008 cm 3 /cm3
) y cuiin.do se 

drenó éste estaba inicialmente saturado. En la sección 2.4.2 se ha determinado la .curva de 
retención principal para infiltración, en consecuencia falta determinar la curva para drenaje: Esta 
condición descarta el uso de modelos que predicen la histéresis capilar a partir de la interpolación 
de dos o más curvas conocidas y dado que el modelo de extrapolación de Parlange eiál. (1976) 
proporciona resultados fisicamente inconsistentes, en este trabajo se propone Í.ma rnetodología 
para determinar la curva de retención principal para drenaje. 

,···,.,,.. 

Como los parámetros de forma de las características hidrodinámicas d~l.su~l~ ~; n y 11 y 

los contenidos volumétricos de agua e •. y. e, se han estimado de manerai~d6pendi~~t~'.aéventos 
transitorios de flujo de agua en la columnad~suelo, se supone que ésto~ sbri Íg~~les'tanto para 
infiltración como para drenaje. Adicionalmente se asume que la conductividad hidráulica a 

T~'::"TC: CON 
FALLA DE ORIGEN 62 



saturación estimada a partir de la prueba de infiltración es la misma para procesos de drenaje, es 

decir Ks(;nr) = Ks(drcn)• ya que se sabe que .la _histéresis capilar en la· curva de conductividad 

hidráulica es despr~ciable en varios tipos de suelo y que su efecto es mayor en la curva de 
retención de humedad (Mualem, 1976b). En consecuencia el efecto de la histéresis capilar será 

absorbido porº~¡ parámetro de-escala o/d ,·cuyo valor para drenaje se determina a partir de la º 

lán1ina drenada máxima medida. en laboratorió f!max = 5.30 cm'; Introduciendo este valor en la 

relación c2.39) y resolviendo pár~ \jid s~ obtiene, \I' d (dren)= ....:.50.38 cm' el cual discrepa cÍel 

valor obtenido .á i~avés de la prucib~de lnfiÍtrac'iór1·\J/~(ii;f)~'._18.50 cm. Las características de 

humedad corre~pondientes a los fe~óiTien~s de infiltr~~iórt'y d~ dr~naje se muestran en la Figura 
2.11. -

1000 
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Figura 2.11. Histéresis capilar en la característica de humed~d.L¡¡_s ~llrvas son representadas por 

la ecuación (1.17) con e.=0.45cm 3/cm 3
, 9,=0cm3/cm 3

, m=0.381; para la infiltración 

1vd(inf)= -18.50 cmy para el drenaje \lf d{drcn)=-50.38 cm. 

Una vez que se ha obtenido una solución numérica de la ecuación de Richards y se han 
detcnninado los valores de los parámetros que intervienen en las características hidrodinámicas 
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de van Genuchten (1980) y Brooks y Corey (1964) para la arena de Tezoyuca, se investiga la 
forma del coeficiente de resistencia en la interfaz suelo-atmósfera que interviene en la condición 
de radiación (2.4). 

2.5. LA RADIACIÓN EN EL DRENAJE DE UNA COLUMNA DE SUELO 

En la zona saturada del suelo zw :=;; z S P, donde z w es la posición de la superficie libre 

del agua (Figura 2.12), el contenido volumétrico de agua es constante e igual a 9,, esto implica 

que: 

q=O 
z=O Zona No 

Saturada 
z=zw IJl=O 

Zona 
Saturada 

Filtro 
z = p 1=:::::::::,:=i==:1 lj/ = ljlp 

qp 

Figura 2.12. Esquema del drenaje de una columna de suelo. 

y en consecuencia se tiene: 

aq =O 
az 
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de donde se infiere que el flujo de drenaje (q) es una función independiente de z, es. decir el flujo 
en toda la zona satur.ada es igual al flujo en la base de la columna( qP ), y es a lo más una función 

del tiempo, qP(t). 

~:~'~n:~~~ij~~~~~~¡~;~~J~~~~~;~,~:;!;i~~(t~t~dE ~tfi~¡¡~da~~~~ff.~~:;;b: 
·,.,_l--"':·~-/.; ·"'' '" 

. (2.43) 

' -,<• .~:~·~.," --· •• • •. ':'-., 

~<-·: . ,.:·:!\ ,; (.,. \:"('.. 

En el.tie~pC>iniciah(t=O)ila·.supcrficie·librndel·aguase'ubica.•en ·111 s~perficie de la 

::."~;;.~É!ª~~~i~rt~~{{f ¡~,~I~~1;;:~~e ~§iiS~~;:tc0~11:J~},~;~¡º::,(:,:~;: 
inicial es iinitOe igual., a ceró.'~uéstó'qúep~ra fodo tiempOse tiene O~ \l'r (t)y· Os P _:_zw (t), de 

la ecuació~ (2.4Jj ~~:d~d~-~~ ~j~~~r {Ú~'c(:;:.·,E~ ~~~~~8~cin:ciá:. O!:; q P (t) S K, .. 
. ,'--.:~ _~:º:~·;-. _1,. -· .·.-: -~~~}~:.~-. -·· '" - ' 

Del'análisisprecedente se establece:'.· .. 

lJ'" = P; ·······z.;; :;;,o;' t=O (2.44.1) 

t~oo (2.44.2) 

2.5.t. Coeficiente de resistencia constante: la condición de radiación lineal 

El coeficiente de resistencia de la ecuación (2.4) puede ser escrito, tomando como escala 

de longitud el famáño.de la columna, como R;. = P/q
0 

donde q 0 es un valor particular del flujo 

de agua, es decir:' .. ' 

(2.45) 

La posición del~ superficie libre en función dé la presión en la base de la columna se 
obtiene con la introducción de la ecuación (2.45) en la ecuación (2.43): 
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(2.46) 

En eJ tiempo inicial Ja superficie libre se encuentra en zw (O)= O y a partir.de Ja ecuación 

(2.46), con \Jlr(O)=P y por ejemplo con q 0 /K5 =Ys se obtiene zw =;:-112.Scmlo. cual es 

fisicamerite imposible. Esto es debido a que el fl~jo de agua c~kulad.o con Ja ecSaciÓn(2.45) es 
difer~nte de céro •en ·.t =o. E~ila Flgu~a 2.i3.se;,;uest~a i'a.gráflca de.Ía.eé~~dió~ .(2.46) para 
P=75cmy q

0
/K, =:Ys; . . ... -. 

-150 

'E 
~-100 

Ñ 

~ 
·~ -50 

'E 
Q. 
¡¡¡ 

.!:! o " "O 
"O 

"' "O 
'6 
e ¿ 50 e 
"-

100 

Figura 2.13. La posición de la superficie libre en función de la presión del agua en Ja base de la 
columna proporcionada por Ja ecuación (2.46), con P = 75 cm. y q

0
/K, = Ys. 

Bien que no se 'tiene el comportamiento esperado en Jos tiempos muy cortos con Ja 
condición de radiación lineal de Newton (ecuación 2.45), esta es utilizada para reproducir las 
observaciones experimentales de Ja lámina drenada en los tiempos. cortos y largos. Para esto se 
aplica la solución numérica (2.17) considerando las condiciones (2.2), (2.3) y (2.45), con 
E( t) = O y ti = O. Las características hidrodinámicas son tomadas con los parámetros estimados 

previamente, considerando \ji d (dren) = -50.38 cm. 
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La simulación numérica es realizada generando una malla de 750 nudos y 751 elementos 

y eligiendo una pasodé,_tie~po inicial .6t;n; = 1x1 o-s s que se incremento hasta un máximo de 

.6t ma. = 60 s según el criterio expuesto en la validación del modelo numérico. 

En la'Figura-2'.14,se muestran los resultados de las simulaciones numéricas donde se 
puede· obse~ar 'q~e , Ía lámina drenada calculada tiene una curvatura distinta a la que tiene la 

lámina medida: Cor1.qQ¡IC5 = ?{ (R 1" = 20,000 s) se presentan diferencias significativas entre 

los datos >rii'edidc'.>~' )r_:-~~l~liÍádos tanto en los tiempos cortos de drenaje (0-100 min) como en 

tiempos larg~s'(i2Ómi~~ 700 min) mientras que con q 0 /K. = Ys (R;0 = 25,000 s) las mayores 

diferencias se pr~s~niri~ en los tiempos cortos (0-200 min). 

o Medida 
-calculada 

o..-~~~-.-~~~-T~---.---.--..--.,.--.--..--i 

o 240 480 

Tiempo (min) 

a) 

720 960 

6 

e 
~4 

1 
" " ·e 2 

:'.l 

o 
o 240 480 

Tiempo (min) 

b) 

720 

o Medida 
-Calculada 

960 

Figura 2.14. Comparación de la lámina drenada medida con la lamina drenada calculada con: a) 

q 0 /K, = ){ (R;n := 20,000 s) y b) q 0 /K, = Ys (R 1" := 25,000 s). 

2.5.2. Coeficiente de resistencia variable: la condición de radiación no lineal 

Los resultados obtenidos en la sección anterior ponen de manifiesto la necesidad de 
modificar la condición de radiación lineal (2.45) para satisfacer que el flujo de drenaje en el 
tiempo inicial sea cero y para mejorar su capacidad descriptiva. Para obtener un flujo de agua 
nulo en el tiempo inicial, el lado derecho de la ecuación (2.45) puede ser multiplicada por el 

factor 1 - \I' /P . El resultado se puede generalizar de la manera siguiente: 
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(2.47) 

La ecuación (2A7).es.una condición de radiación no lineal en la que intervienen tres 

parámetros desconocicÍos'"q ;6~ ª:Y b.~ · ·•· 

El coeficiente de ;esi~tencia correspondiente es proporcionado por 
. . ----. "·/ ~\ .. ~- ">: :.':. , _ _:'';:~ < 

(2.48) 

··.. . . 
La posidiórl'd~'la superficie libre en función de la presión en !á' base de la columna es en 

este caso proporci'bnric:i~ por: 

(2.49) 

No obstante que con la ecuación (2.49) se asegura que la posición del mallto freát~co en el 
instante inicial se ubique en la superficie del suelo, es necesarioobt6,ne~ resfricci~nes'para a ' b y 

q 
0 

de manera de satisfacer por una parte que z w ( t) > O y po~ c:itra P:arte 5Íl1e se.a l.Í~afunción 
monótona creciente. Para ello se deriva (2.49) con respeCto a 1á p~~~ióri'),'-la~~~r~·sión ;e~~ltante 
se sujeta a la condición de que sea siempre menor de cero. Para facilitar este .análisis se 
introducen las siguientes variables adimensionales: 

\l'. = \11 
p 

• zw z =­
w p 

(2.50.1) 

(2.50.2) 

(2.50.3) 

Al introducir las expresiones (2.50) en (2.49) y el valor de la presión en el dren ( 1i =O) se 
obtiene la siguiente relación adimensional: 
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(2.51) 

Derivando la ecuación (2.51) y aplicando la restricción antes mencionada se obtiene: 

(2.52) 

Dada una columna de suelo existen múltiples combinaciones entre a, b 'y q 0 que 

satisfacen la restricción (2.52). Para simplificar la aplicación de la condicion: de r!ldi~ción no 
lineal (ecuación 2.47)enlos subsecuente se acepta la siguiente hipótesis a:;.b, Este.supuesto 
permite concentrarse en el estudio de sólo dos parámetros, uno de forma (a 'ó b)y urnr de escala 

(qo). 

' . . 

Enseguida se estudia el caso en el cual el exponente del. gradiente de presiones en Ja 
condición de radiación no lineal es igual a la unidad (a = b == 1 ). Con ~~tos valo~es se deduce de 

(2.52) que la función zw es monótona creciente para O < q: < 1 (Figura ::i.15). 

1.0...-~~~~--,~~~~~...,..-~~~~~,.-~~~~--. 

o 0.25 0.5 

111· 

-qo/Ks - 0.7S 
-qo/Ks= 1 
-qo/Ks = 1.2S 

0.75 

Figura 2.15. Variación obtenida con la relación (2.52) considerando a= b = 1 y diferentes 

valores del flujo característico. q: = q
0 
/K •. 
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Obtenido .el rango de variación del flujo característico q
0 

para a = b = 1, se modeló el 

experimento de drenaje encontrándose que 1~ mejor aproxima~ión entre dat()s medidos y teóricos 

se obtiene con un•q
0 
= K,. En Ja Figura 2.16 se presenta Ja variáción de Ja profundidad de la 

. . . . . 

superficieJibre c~n ~especto· a7 1ápresión~en Ja base de Ja columna, en ·donde se muestra que 
Zw >o pá~a todo; ÍiedrpC,; En Ja Figura2.17 se muestra la evolución en el tiempo tanto de la 

lámina clrenada calcu.JacÍa como de la Jámin~ medida observándose el siguiente comportamiento: 
en los tiempos cortcis(t < 100 min) las diferencias entre la lámina drenada teórica y la 

experimental son pequeñas, ~in embargo conforme el tiempo de drenaje avanza las diferencias se 
increm~ntan, ya que J~ lámina drenada calculada tiende a su valor máximo de forma más rápida 
que la lámina.observada. 

Presión en la base de la columna ljlp (cm) 

o 25 75 

Figura 2.16. La posicióndelá superficie libre en función de Ja presión del agua en Ja base de la 
columna proporcionadá por Ja ecuación (2.49), cori P; 75 cm, a= b = 1 y q

0
/K, = 1. 
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e 
~4 

"' "O 

"' e 

ª "' e 
·5 2 . .,, 
.....;¡ 

o 
o 240 

o 

480 

Tiempo (min) 

720 

o Medida 
-Calculada 

960 

Figura 2.17. Comparación de la lámina drenada rríedid~~ol1 Ia lámina drenada calculada con 
a =b ~Í·y q~/K~¿ ;,.l.· 

Los resultados anteriéJres:~Jid~rici~ll;,~~~~~~~/mejor descripción de la experiencia de 
drenaje es posible .si ~e consicÍer¡q~~l~''potericia cÍel'gradiente de presiones de la condición de 
radiación no line~l (2.47)es ina.y~rd,elaimidad .. 

·· ·- --=--~ __ :__·,.;-';'-~' ~"- · ---.- ':~'-"'·--;-~;-,·_-:....~..:.:.. - C::·~--o-~---.--,r·--. -· --'"'~ ":.: -~:~-: .. -.. , 
', .' , ~ -~-- . - -, •_. " . 

C6n~Ídei:ando ésté'último resultado se modeló el experimento de drenaje optimizándose 
los parán~~trosi a y ~Cí;.~iirl.j~ Figlira 2.18 ·se muestra la mejor aproximación lograda entre 1a 

lámina drenada medida y la lámiila calculada. Los valores de los parámetros de la condición de 
radiación no lf~e~I ~(;~ a,;,; b :=:í.ss y q 0 /K. = 4.3. La restricción (2.52) es cumplida ya que 

para los valores de ayb obtenidos el rango de variación del cociente q
0
/K

1 
es O< q

0
/I<.. < 4;5. 

En la Figu~a 2;19 se presenta la yariación de la profundidad de la superficie libre éo~ respecto a 

la presión en Ja base de la columna. En esta Figura se observa que no existe ningún valor de \11 P 

para el que zw <0. 
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o .... ~~~~~·~¡-----~-----~---~----~-.-~,---.-~--i,--~º.--~~:~1~-~~1:~d-ª~\ 
o 240 480 

Tiempo (min) 

720 960 

Figura 2.18. Comparación de Ja lámina drenada medid~ con Ía lámina drenada calculada con 

a = b = 1.85 y q 0 /K/== 4~3 C.R2 =. 0.9948 )'. 

Presión en:l~t;s~;de;lac~~~mna o/p (cm) 

2.5 50 o 75 

Figura 2.19. La posición de la superficie libre en función de Ja presión del agua en la base de la 

columna proporcionada por la ecuación (2.49), con P = 75 crri, a = b = 1.85 y q 0 /K. = 4.3. 
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2.6. LA CONDICIÓN DE RADIACIÓN NO LINEAL EN EL DRENAJE DE COLUMNAS 
DE SUELOS DE CARACTERÍSTICAS HIDRÁULICAS CONTRASTANTES 

Los análisis precedentes han permitido establecer la relación que describe el drenaje de un 
suelo inicialmente saturado hacia la atmósfera (ecuación 2.47), sin embargo esta relación sólo ha 
sido probada usando información experimental del suelo arena de Tezoyuca, un estudio más 
general requiere considerar el drenaje de sucios de diferentes texturas. Con el objeto de satisfacer 
este requisito se ubicaron y seleccionaron cuatro tipos de sucios agrícolas en el estado de 
Morclos, obteniéndose muestras alteradas de cada uno de estos medios porosos (Figura 2.20). Al 
igual que se hizo con la arena de Tczoyuca, las muestras de suelos se secaron al aire, se pasaron 
por el tamiz de 2 mm y se estimaron sus parámetros hidráulicos aplicando la metodología 
previamente expuesta. Los ajustes de las curvas granulométricas y de las pruebas de infiltración 
se presentan en el ANEXO l. Los parámetros hidráulicos estimados para infiltración y para 
drenaje se presentan en la Tabla 2.2. 

Figur.1 2.20. Pruebas de infiltración y de drenaje en columnas de suelos. 
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Suelo 
( cm3 /cm3 

) 

s ª· 
(c.m3 /cm3

) 

e, 
(cm~/cm3 ) 

•, ·: '"' ., 

n T\ 

L 0.390 ... 0.67.L ., .. Ó.3f(L:;.; .•• ~ 0.000 .~.2 
,', 

2 0.614 
' 

r ·.·:.::) - -~;·· . - • 1 '~ , •. , :y~ - ~ '" 

3 0.509 · o~696 •·• f: 0:411 ·• · ':.:,· -, o.ooo·· · - -2~·:t'2s -'.i3-~i i 8 

K 5 \11 d(inl) \Vd(drcn) 

(cm/h) Cch:i) (cm) 

-46.00 

0.06 -51.00 -63.00 
··;, - ·-:):"··· - ·-

4 o.526 o. 100 /\>:sao;; . ,> º~ººº~'.·: ·2r179 úú:>98 0.11 -42.50 -53.90 
'·.: ,. . · .. ~. ' 

Tabla 2.2. Pará~etros Í{id~áÜliéÓs de cÜatro sudós dé textura constrastante. - -··--- ,. - . - - . . . 

Finalizada la fase. de)~a'.racterÍzacióri;J1id~cÍc1iliámica. de, los.• suelos se modelaron 
numéricamente cada un~ d~Ías·~ruebas'cÍé dreriájCI'~C>nsidenlndo'la condiCiólld~ radiación no 

lineal (2.47) y se estin~~r~~:1.#·.~,~~.~f~~/#~.{~~J'.~.~~~f~~fr~i\~ .. ;~:~~;11,~ra ~ª~~tipo'de suelo de 
manera de obtener •.. · el< mejor)acuerdp'.::entre ·datos'..: téórh:os,,y; experimentales.· 'respetando la 

=~=~~=t~~;~~;~~1:~:~~i\~~J&fi~~i1f .·~ .. 1a•Tab!R 23 •y ·.los·.Sofo do dato• 

": .. ·· qo Coeficiente de correlación ( R 2
) 

Suelo a b (cm/h) L. drenada medida - L. drenada teórica 

1 1.50 1.50 20.82 0.9884 
2 1.37 1.37 0.65 0.9971 
3 1.40 1.40 0.14 0.9987 
4 1.30 1.30 0.22 0.9899 

Tabla 2.3. Parámetros de la condición de radiación no lineal (ecuación 2.47). 

Los resultados presentados en li Tabla 2.3 muestran la flexibilidad descriptiva .de la 
condición de radiación no lineal obtenida,eri este estudio (ecuación 2.<i7). Eri unintento por 
encontrar una relación entre los parámetros de la condición de rndiaciÓn 'rio lineal y las 
propiedades hidráulicas del suelo se explora la siguiente hipótesis: el panímetro deforma "a" de 
la condición (2.47) es una función de la dimensión cociente del suelo "s" (ecuación 2.32). Para 
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estudiar esta hipótesis se grafican los valores de estos parámetros obtenidos precedentemente 
(incluyendo el suelo arena de Tezoyuca, que en lo subsecuente se identificará como el suelo 5) y 
se acotan lós ~alores extremos del parámetro "a" en función de lc)s límites del parámetro "s" de la 
siguiente manera:· 

Si s ~ 1/2 
Si s.:1 

a =1 

a=2 
(2.53) 

·El comportamiento (2.53) es satisfecho con la siguiente función lineal: 

a(s)= 2s (2.54) 

La aproximación proporcionada por (2.54) a los valores de "a" determinados a partir del 
mejor ajuste a los datos expc;:riment~les de lámina drenada es mostrada en la FigÚ~a 2;2 L 

2.5 

2.0 

• 
.. 1.5 o 
1:: ... 
E ·e .. 1.0 o. 

0.5 

-a=2s 

o.o 
0.500 0.625 0.750 0.875 1.000 

Dimensión cociente s 

Figura 2.21. Relación entre el parámetro '.'a"delii,·~c)ndiCiÓn de radiación no lineal (2.47) y la 
dimensión 'é:ócie~te d~t'ifo~l~ ,'.'s'Z (2:32). ·. 
. ;- ' - .- ,-, - '~ \' ~'- ;J-.~ --. . .-.: .... -, , 

.. :; .. :·;:: _,,,,..~ ~,, ___ ;,·.~;-:-.. ~' . ··.s·;· 

----~- ·-~:::;~~-~;·~.; ~/~:--~:~\~~~ •, t •. ;~-"· "~~'~íF~~~:~:;:c ~:\t~;/: -~~,,--'. ~--' 
Para verificár lOs resultado~'que. s~.Obti~n~n;'.áffaplicar:la.relación (2.54) se calculó con 

esta ecuación· el valor · del · p~rá~etr~ "~"\ có.;..espondient~ al suelo arena de Tezoyuca, 

a(0.692) = b(0.692)= 1.384. Utilizando este valor y la ecuación (2.52) se determinó el rango de 
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variación de q
0 

(O < q 
0 
/K. < 2.29K

5
) y posteriormente se modeló el experimento de drenaje 

hecho en laborat()rio paraidentificar el valor de q
0 

que proporcione la mejor aproximación a los 

datos experimentáJCs~ . en.contránd.ose que este comportamiento es obtenido cuando 

q
0 

=: 2.0K. = 36:4 cm/h. En la Flgura 2.22 se compara el resultado obtenido al calibrar dos 

parámetfos~(~'y~qts"~-~,t'.<>ti~~iiia~L~~;timiú1do el parámetro "a" con la ecuación (2.54) y calibrando 

q
0

, observá~d~~b· qÜ~,I~~ difJ~ci~¿i~s entre ambos resultados son pequeñas no obstante que el 

valor de "a'~6a1~ú.IÜaó'~~ri'{2.s~tt!~ 33.6 % menor respecto del determinado a partir del mejor 
ajuste a los dato~ ~~p~~h-r;~nt~Íe~; Esta comparación muestra que (2.54) es una relación útil y 
práctica qÚefaciliÍala<aplid~ciónde la condición de radiación no lineal (2.47) . 

6.0 

I 4.o 
.g 
!! 

"O 

"' e 

:~ 2.0 
...J 

o.o 

. 

~ 
~ 

/ 
I 

o 240 

qp - 2.0K,.( l-•1•/I> l.384((h-41yp¡'·'" 

q,. - 4.3K,(l-•11/P '""'((h-•1•)/P{"' 

480 

Ticmpci (min) 

720 960 

Figura 2.22. Evoluciones de las láminas drenadas por la arena de Tezoyuca descritas con la 

condición de radiación no lineal (ecuación 2.47) para diferentes valores de a, by q
0

• 

Resumen 

Se ha realizado un estudio teórico y experitne°'tal para describir el drenaje de columnas de 
suelo inicialmente saturado utilizándose cinco suelos de características hidráulicas contrastantes 
cuyas características hidrodinámicas se han estimado a pártir de su durva granulométrica, su 
porosidad total y una prueba infiltración en laboratorio. Debido a los efectos de la histéresis 

rrp;1 IS CON 
FALLA DE ORIGEN 

76 



capilar en Ja característica de humedad, estos suelos también se han caracterizado con una prueba 
de drenaje. Se •.. han establecido las condiCiones fisicas que deben satisfacerse durante Ja 
transferencia de agua de la base de Jacolumna de suelo hacia la atmósfera. Se ha propuesto una 
relación para describir el proceso de transferencia de agua o condición de radiación no lineal. Los 
pará~etros c¡ue intervienenen ~sta condición son estimados de manera de minimizar los errores 
e~t-r~·1~(1á~in~ d~ ~g~-a dren~da calculada con Ja ecuación de Richards y la lámina de agua 
drenada medida. Los resultados obtenidos muestran la alta flexibilidad de Ja condición de 
radi~ción no lineal propuesta y evidencian que esta condición de frontera puede ser utilizada para 
describir la lámina drenada en el transcurso del tiempo por una columna de suelo inicialmente 
saturado. 
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CAPITULO 111 
MODELACIÓN DE LA TRANSFERENCIA DE AGUA EN SISTEMAS DE DRENAJE 

AGRÍCOLA SUBTERRÁNEOS CON LA ECUACIÓN DE RJCHARDS BIDIMENSIONAL 

Aceptando que las características principales de los sistemas de drenaje agrícola 
subterráneos son bien representadas con la aplicación de la ecuación de Richards bidimensional 
(ecuación 1.8) a un corte transversal de suelo, en este capítulo se describe el flujo de agua del 
suelo a los drenes imponiendo sobre el perímetro de estos ( n) la condición de radiación no lineal 
obtenida al estudiar el drenaje de columnas de suelo. Se aborda el problema de la presión en el 
interior en el dren y se propone que la evolución de esta variable sea descrita considerando la ley 
de resistencia fractal de Fuentes y Vauclin (1994). Dado que en la ley de resistencia fractal 
interviene el radio hidráulico y es bien sabido que la definición clásica de este presenta 
incongruencias cuando es aplicada a secciones circulares, se propone una nueva definición de 
esta variable. Para probar la capacidad de descripción de la condición de radiación no lineal se 
obtiene un solución numérica del sistema compuesto por la ecuación de Richards bidimensional y 
la ley de resistencia fractal y esta se aplica para reproducir un experimento de drenaje hecho en 
laboratorio. Previamente se realiza la caracterización hidrodinámica del suelo usado en el 
experimento aplicando una metodología basada en la curva granulométrica, la porosidad total y 
en la reproducción de un evento transitorio de flujo de agua. El buen acuerdo entre datos teóricos 
y experimentales muestra la alta flexibilidad de la condición de radiación no lineal. Utilizando los 
parámetros estimados a partir de la información experimental, se comparan los resultados que se 
obtienen considerando la condición de radiación no lineal con aquellos que se obtienen al aplicar 
aproximaciones reportadas en la literatura. 

3.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

Con la ecuación Richards bidimensional: 

(1.8) 

puede modelarse la transferencia de agua en sistemas de drenaje similares a los mostrados en la 
Figura 3.1. 

Las condiciones iniciales y de frontera'excepto en el dren corresponden a las presentadas 
en el capítulo l. En el tiempo inici~l(t}= ... O)s~tieJ;é.:~n'shélo saturado que no transfiere agua a la 
atmósfera por sus fronteras, en co'!;~ec~~{i~i~"s~ ~~p~Iié q~e la condición inicial corresponda a una 
distribución hidrostática de presiones, es decir '!'{X, z) = z. Además dado que se estudia la 
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dinámica del agua en un sistema de drenaje con tuberías paralelas equidistantes donde la 
superficie del. suelo es paralela aL estrato impermeable, puede suponerse que por las fronteras 
laterales elflujo deOarcy erí la dirección horizontal es nulo, - K(\j/ )[éñ¡J/0x]= O. En la frontera 

inferior la comporieiite vertic~l d~l flujo de Darcy es nula, por lo cual se imponen en este 
segmento .la .siguiC:mie condición, - K(\j/ )[a(ll' - z)/az) =O. En la superficie del suelo puede 

imponerse ün~:cóAdiCiÓÍiºCi~'flujo prescrito, tal como la evaporación (E) en función del tiempo, 

-K(l!' )[a(t¡i .:.:·z)/az]=: "C"E(t). · 

:: 

1 /'·---·---·-----·---·-"---·---------·--·---·----·--,· -----
/ . 

/ 
// 

Sucio 

./ 
/ 

/ 

47.Scm S cm . 95 cm Scm · 47.Scm 

·2oocm·•< 

Figura 3.i. Si~t·~~~·~d~·~;e~~j~ e~perl~eritaL 
.., . :;,.( __ : i- :-~·'<·':/ ;\~~'~;-' :·:.:.: _·.';,, ·. ,:~:~·-. : 

ISO e 

115 cm 

Scm 

25cm 

:.,~ ,~, -/.i¡_, ,,· <"< -~ ,_-._~:;;;L ~-~~-~, .· ·<->-:: .. ;. :_ '> .... _._; __ 

Sobre la circunferené:iacl~(cir~~ s~·Íri.p~rÍ~ Í~ éondi~ióri d~ radiación no lineal (2.47) que 
para casos bidimensionales se e~cribci!.~;\ .. !;i ''¡• .· '·;\. 

<~~.- __ . ,·:. -~~:.--' .. :~.·!_· ;-;_, ;/~ -'.·, -3'~; ~:_:_-· ·_: ,{:,,·::~~!.:<.::.·~~--: :-} __ ,:o:.';;-;::=: - ' _,, 

_: . . : ...... :· ::::: ·: ;---~_<>-: '.-<.:,_:·:>~~·-.;:.:·:_.:·<-.;':: ·:,; \-~·~::, >;\; ~: ·~ > 
( ) a(\11:... z) ; : <( ;; \íJ.y (\¡í ._ 1i \· , 

-K ll' ·.• anj :~.i~.l1 ~:P{l: P.{>Jo' > <3·
1> 

-; ' - ,~ . ' . 
. ~'e::.~•:;~ '-" '-.="'--'-' -•• '--- -- •_ • ,-

donde el parámetro q 0 es ~n valo~.p~rti~hl~~ del flujo de. agua que permite considerar el flujo 

horizontal ( q 0 .) como vertical ( q 0 , ), es decir: q 0 = ~q 0 • q 0 , • 
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La aplicación de la relación (3.1) requiere del conocimiento de la evolución de la presión 
en el interior del dren. La definición· de ti en el perímetro interno del tubo se realiza de la 
siguiente manera: ti es igual a la presión atmosférica (ti = O) en fracción del perímetro del dren 
que esta en contacto con aire y en la fracción restante, encontacto con agua, ti es igual a la altura 
de columna de agua que se teng~ ~~b~e ~~<l;i pÜl1t~ 'del dren. Dado que en este trabajo se supone 
que las variaciones en el sentido "y" son: nlllas, en consecuencia el tirante en el dren puede 
asumirse uniforme pero variable en el tiempo; El cálculo del tirante en el dren para cada tiempo 
se realiza con la ecuación de éoritii1úfdad para régimen pemrnnente ( Q = V A) y la. ley de 

resistencia fractal propl!esta por Fmeiltes y \Tlil1clin (1994) presentada en el capítulo I: 

(1.45) 

'·~\, 

La iritro~hé.ciÓ~ de la ecuaéiónde continuidad en la ecuación (1.45) permite obtener la 

relación entre ~ltir~~~~ l11edik eriei<lren y el•gasto que conduce ( Q = KgdAR~d-I Jd /v 2d-I ). Sin 

embargo la aplica'ció~·d~·.~sta r~laciÓn:~resenta un problema, se tienen· dos incógnitas (gasto y 
tirante) y una .sC>la e¿íia~ión'. Este problema se. resuelve planteando una segunda relación, para 
ello se integra la col1diC:ión dg ;adiáciÓnnC> Iinéal (3; 1) a lo largo del dren, obteniéndose: 

. ·,, ~ ":'_:.=-, .:.: . ,- > J_,' '._ ~~:.: :'._-;,-;_:· •,';_~.:, 

(3.2) 

donde QT es e) perlmetrO de) dren y € SU longitud. 

3.2. CALCULO DEL RADIO HIDRÁULICO EN UN DREN CIRCULAR 

La aplicación de la ecuación (1.45) a la descripción del flujo del agua en el dren requiere 

de la definición del radio hidráulico ( RH ). Tradicionalmente este se define como la razón entre el 

área hidráulica y el perímetro mojado. Cuando esta definición es aplicada a secciones circulares 
parcialmente llenas se encuentra una incongruencia ya que existen algunos valores del tirante en 
el dren a los cuales les corresponde el mismo valor de radio hidráulico, es decir la relación 
tradicional de radio hidráulico no es una función monótona creciente. Para salvar esta dificultad 
se introduce la definición de perímetro hidráulico, igual a la suma del perímetro mojado y el 
ancho de la superficie libre, y se propone redefinir el radio hidráulico como la razón del área 
hidráulica al perímetro hidráulico. El razonamiento efectuado es el siguiente: 
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Defi~ición l. El radio hidráulico ( R 11 ) es la razón del área hidráulica (A 11 ) al perímetro 

mojado (PM ): 

.. · (3.3) 

Definición 2~ El perí'ffi~tro hi.dráulico (P 11 ) es igual a la suma del perímetro mojado ( PM ) 
~c. : " • . . . ! :- ' • .. 

y el ancho de la sulJ.to:rficieJibr~ (T0 ): 

(3.4) 

Defi~ición j~ El radio principal (91 11 ) es la razón del área hidráulica (AH) al perímetro 

hidráulico (P.:i ): · 

(3.5) 

Figura 3.2. Tubería circular.parcialmente llena con agua. 

Con la notación presentada en la Figura 3.2 se deducen las siguientes características 
hidráulicas: 

Area hidráulica: 
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AH (ro)= r; [ro-tsen(2ro)] (3.6) 



Perímetro mojado: (3.7) 

Tirante hidráulico central: (3.8) 

En estas ecuaciones .os ros 7t, el límite inferior corresponde a la secCión-compietamerifo 

vacía mientras que el límite superior a la sección completamente llena. Puesto.que n
0
{ro) es una 

. . ·-· .. -. -·,, ·' --... ··--

función creciente, se satisface el hecho de que el área hidráulica y perímetro mojado son 
.•. -!e-' 

funciones monótonamente crecientes cuyos límites máximos son: 

Area hidráulica máxima: 

Perímetro mojado máximo: 
' . -· ~ . '_ .. -. . . 

. "-"' •·.,· ..... ; , 

Tirante hi_d~á~Íil'.:ocentral 11láximo: 

A 11m .. {ro)= A 11 {7t)=7tr; 

PMmn (ro)= P~{rc) = '.2m0 
. . ---: 

ti 0 (ro)= ti 0 (7t) =: 2r0 

(3.9) 

(3.1 O) 

(3.11) 

Las tre~--c~r~~t:~sÚcás· hidráulicas pueden ser adime~sÚmalizadas con respecto a sus 

valores máximos; re~pectivamérlté como sigue:· 

' ' 1 ti: {ro)= -[1-cos(ro )] 
2 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

en las cuales- Os A;, =A 11 /A 11 m .. SI, OsPi:i =PM/PM,,.. Sl y Ostz: =li 0 /h 0 m .. Sl, cuando 

OS ro/7t::;; 1 . 

El radio hidráulico es: 

sen(2ro)J 
2ro 

(3.15) 

donde el radio hidráulico máximo corresponde a la sección completamente llena: 
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(3.16) 

De las ecuaciones (3.9) y (3.10) se obtiene: 

dR u sen{2ro )- 2rocos{2ro) 
dH = 4ro2 sen{ro) 

(3.17) 

La ecuación (3.17) se anula en rop donde ro1 satisface tan(2ro! )- 2ro1 ,=:'O, Puesto que se 

debe satisfacer que o:::;; ro. :::;; 1t' la raíz de interés es ro. = 2.2467 . a e~te v~lor ·'del ángulo 

corresponde el tirante hidráulico central ti 
0 

/tí 
0 

= 0.8 i 28V . ; . ·. ~Í fi ·~~cli6< hidráulico 

R 11,/Ruo;,; =:1.2172. De este modo se puede in;erir m~ue~Ii~.f~A~~~h·ii~({~·~:})'.'·W-n10nótona 
creciente ~obre el intervalo O< 1í 

0 
< 1í 

0 
, y no creciente sobie'.~I iií;~b;áÍ¿;:,h~'' ¿J¡J.;; 1í 

0 
• Un 

; ... : ... : .. >··.-.. :·' ·.'.~ '. :_ .. :; ( ::· : : ~:-: .. ,:. _ 1 ·, . , . '..":~ _.:,~.- ~, _'.:.·- .: ~.;._!.~'·::: .. }'--;<;::·:,_::/'~,,'.;:,)-.'.~~~,~~-í";\~·~(1-~-¡: ;'.-::), <· ... ~:-~ '.· . ."··· . nin 

gráfico de la funCión Rí1 (1i 
0

) definida por Ja ecuación (3;1 s)'se ~mu'éstra'en1á Figúiá3;3. El radio 
· . ..'.,-'-· ,·.,'."-.'.:.'.''.,,::_\?«: . .:.-. :,::>;:·,;>;~ .... ' . : - ::.-~'.'..':.::).'.'".,;(\~ .. ::.;,;/:.=.;·~.;::::~~-~-::~~-2:.,'._:~-~:·~~~:i1,~¡·.,~-,~~t~::;;::~~:>:,'·,~.,".;i~r~•·:,·., -' • 

hidráulico tambiéntoma el valor Rum .. = R/2 cuando'ro1 ·,,;,:1t/2 ;:ei; deci1\?~ando ti~ = 1í 0 .; .. /2. 
' .. «.">.· - . ·<, '" ,._~_>:.::·;,: : ·,:· .::,,;.:> _.::,:- - ..... :::' ,·-·_,<·':":•'' '{2''<:··.1 .. ,\?:~:··;-~'~;.:_ .;:,~-.< . . -.-:;:~ 

' ' . -~:;·:·:: ··} ':-~- ~-'-;.~ :¡~·' (~/~i~.·: .:,_?_.. ; ·.:'.!!·_.-_.~.-- ~:. -~ .:. :.-.-;::}:~~ce_-;·-,:·:.~ \~~:~-.--. •. :;,;\:·:-·~-» .. ~--:c.\>:· -:; .:''. ':;,.:.-:·";-\¡; :;:/:'-''.·:_;?l"':c~'i-:(;~::·. ',:.-:>~·:: .. ~>::·:_::.:'.:~~ ~ _, •' -._" • 
EJ1 un mt~nto por.s~Jvar las1ncollgl"l.lenc1~s dela defin1c1on clas1cade radio h1drauhco, se 

estudia··ahora••·•.la/d~flnición'Ci~/~adic>:prin'Cipal,•cuya•,apli~aciÓn ~~qÜiefi::d~.~la\definición de 
perímetro hÍdráuÜcC> (~~~~~bi~n 3':,4) '<lomÍe el 'aÍ1d1o :de la stipe~ficie 1Íbr~·5~ cal~~i~com~: 

-'·'- '-~· .<';:·.'.~/-:. ~': >:·:~¡~ ;: . -> · •. 

Tº(c6),.;,2~¡~~~(~)·. ;·e (3.18) 
:'f~··r~_.:: ~· 

;;.;·.-·· 

Apartir·cJ~ iasLd~flniciones (3.4), (3.5) y (3.18) se establecen respectivamente las 
expresionesp~ra ~)p~rlm'~fr() y el r~dio hidráulicos adimensionales siguientes: 

' .':.· ,. " -. ''. . 

P1~ = .!c[ro+sen ro] 
7t 

91 ~(ro)'= ro--}sen(2ro) 
ro+ sen{ro) 
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(3.19) 

(3.20) 



En la Figura 3.3 se ilustra la bondad de esta nueva definición. En base a los resultados 
obtenidos se propone que el radio hidráulico se defina como la razón entre el área hidráulica al 
perímetro hidráulico. 

1.50 ..-------..,..------..,------.-------., 

;a l.OO;-------r------o;;~-----¡-----=,_-j 
.§ 
6 
~ 0.75 -i------+----:r"----+---:;;,..,,'---t------j 

.!2 -g 
~ o.so -1-----r-+-----~-+------+-------l 

- Definción clásica (eciwción 3.3) 
-Nuc\'ll dctinic,ión (ecuación 3.5) º·ºº -1"'--.--.---.-.-+-~-..-~--.~+-~-.-~--.~+-~-.-~--..-l 

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 

Tirante central ndimcnsionul 

Figurc1 3.3. Sobre el radio hidráulico. 

3.3. SOLUCIÓN NUMÉRICA DE LA ECUACIÓN DE RICHARDS BIDIMENSIONAL. 

Para describir el flujo de agua del suelo hacia los drenes y de los drenes hacia la descarga 
con las ecuaciones (1.8) y (1.45) y la relación (3.2) es necesario disponer de una solución de este 
sistema. Como la solución analítica de éste no es conocida hasta el presente, es necesario 
resolverlo mediante técnicas numéricas;-

. . . 

La solución numéric~de.laec~·~ciÓnde Richards bidimensional se realiza integrando en 
el espacio esta ecuación eón el'~étÓdo·;:d~·:1bs elementos finitos y en el tiempo con un método de 
diferencias finitas. El pro~ecllrtlienfo us~do'se explica enseguida: 

Se propone la solu~i~n~~;l~ed~adón{l.8) como una combinación lineal de funciones de 
base (cp): 
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\jl(x, z, t) = 'lJ(x, z, t) = i: '-PJ (t)cp; (x, z) (3.21) 
. J•I 

Se multiplica la ecuación (1.8) por. una función de peso (v), se integra usando el teorema 
de Green sobre el dominio de soluriión(R)-limitado por la frontera (9l) y se obtiene la siguiente 
expresión para la forma débil de la' ecüaciÓn dé RiChards bidimerisiol1al: 

. -
- ·'. ·' 

f C(W) ": vdR + f K(W)~; ~~t~t*~~'[~\f l~.f +J.qvdN. + J.qvdR, 

':,~:;; ~·: , . (3.22) 
.. · .-,:·~ 

donde se.de11otádo _com_o,_N.;.~-:i~ fraé:.c)Ó~,:d~e'.?'.~ .. I~~j~ta~:~ ~oÜdición ele N~ümann con flujo 

prescrito; y .R. ~Úa:fr~6~iÓh ci;;'91;5~}6á\1·u~~i6ondl~¡¿~ de radial;iófi. <' . 
- ·~ .·. ':~:.:·~: /:"-:-.;"·" ·::·:, .. ;<.~~¿.:{, ·~·:·.'.:· .. -,., '., ~ ,.. ~ :~";~·· '. ,.· . .'./, 

ecuaciones 
diferenciales ordinarias: 

(3.23) 

Utilizando funciones. de base'ii~~ale~, 'que se definen en relación con la función delta de 
Kronecker aplicada a cadanurlo ~~· P.~i:tiriU:1á~, y co11side~ati'do la condición de radiación no lineal 
(3.1) las matrices del sistema ci23)se' cal~ulan cómo sig'ue: 

:: . .::._, 
, __ '.: .. :x·)~-.,~::·.;_~:.-Vi~>;y-,/-~. -<:·:: · · :?-·> ,_,-
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(3.26) 

r. = /q~·~·;5~~q~(1;,~;J('J!i~tz iJ L;i (3.27) 

a.=JK~·~ia~.~;L~KP., 
R • .:··en,, •.. .•. :• 2 

(3.28) 

donde se hadenotado a las funciones de masa concentrada como (ji y se definen como funciones 

unitarias en la región baricéntrica correspondiente a un nudo específico, y cero en el resto del 

dominio; A (el es el área del elemento; K es la conductividad en el elemento tomada como el 
promedio aritmético de las conductividades en los tres nudos del elemento (como consecuencia 

de la forma adoptada para las funciones de base); Ci es la capacidad específica correspondiente 

al nudoj; Lnies la longitud de frontera asociada a cada nudo bajo condición de Neumann; Lries 

la longitud de frontera asociada a cada nudo bajo condición de radiación; m y p son factores 

geométricos definidos según las funciones de forma: m¡ = zi - zk, p¡ =xi - xk. Los subíndices 

i, j, k, que corresponden a las esquinas del elemento triangular, corren sobre sus tres posibles 
permutaciones secuenciales. 

La integración en.el tiempo del sistema (3.23) se realiza utilizando diferencias finitas. Se 
tienen en cuenta la.~ aproximaciones ;igl.ÍÍent~s: - . . ' . ·. - . .. . . 

(3.29) 

(3.30) 

·, : ' ' . 

donde ~t es el pasC>'detÍempÓ y e.o es u11 coeficiente de ponderación en eÍ tiempo (O ~ e.o ~ l ). 

Al sustituir Í~s ec~ácilJnes' (3.29)y (3.JO) en la ecua~iÓn (3.23)y apÚcar el método de 
Picard se obtiene el ~iguie;.¡_t~ esqiiema numériclJ pa~a la ec'uaciÓn de Richards bidimensional: 

87 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



[ A~t' + roB;".wAt }'P};'.~, = [A~t -(1- ro)B;".wAt }'P}, + {Q};'.,.At + {F}:'.wAt + {G}:'.wAt 

1 . (3.31) 

el factor de ponderación:ro=.tf=pefritite:obtener un esquema implícito; y w indica el número de 
iteración en el. int_e~.-~i~-:d-~-·ti~.~-p--.o~~~\~~,;<'i· ~:.~~: · 

. ',·_>;:,' 
. ·'~-- ,:·.,:\' .. '°· 

El sistema de e'~uá~'i6~~s;·(3~31) es resuelto utilizando un método iterativo de gradiente 
conjugado precondidónado '(Noor y Péters, 1987) que permite trabajar solamente con los 
coeficientes distintos de cero de la matriz B y eliminar los errores de redondeo asociados con el 
procedimiento de sustitución regresiva requerido en métodos directos. La relación par el tirante 
(3.2) se resuelve de manera acoplada a (3.31) aplicando el método de Newton-Raphson. El 
esquema numérico se codificó en el lenguaje de programación Borland C++ 5.0. 

3.4. EXPERIMENTO DE DRENAJE EN LABORATORIO 

En el laboratorio de fisica de suelos del Instituto Mexicano de Tecnología del Agua se 
construyó un sistema de drenaje subterráneo para estudiar experimentalmente la fase de recesión 
del manto freático (Figura 3.4). Este sistema dispone de paredes de acrílico transparente (lucita) 
de 1.5 cm de espesor y dos drenes de PVC cubiertos con un filtro de tela para evitar el paso de 
partículas sólidas al interior de los mismos. Adicionalmente se diseño y construyó una estructura 
de perfil tubular rectangular para reforzar las paredes laterales del sistema de drenaje. Las 
características físicas del mismo son las siguientes: ancho 200 cm, espesor de 30 cm y una altura 
200cm; drenes de 5 cm de diámetro separados entre sí 100 cm y ubicados a 50 cm de las paredes 
laterales del módulo y a 27.5 cm del fondo del mismo (ver Figura 3.1). El sistema de drenaje se 
rellenó hasta una altura de 145 cm (medida a partir de su base) con una muestra de suelo arenoso 
de la región de Tezoyuca, Morelos previamente secada y pasada por el tamiz de 2 mm. 

Los parámetros {e,,e,,m,n y l.!'d} de la curva de retención definida por la ecuación 

( 1.17) así como los parámetros {r¡ y K,} de la curva·. de conductividad hidráulica (1.19) son 

estimados aplicando la metodología de Fuentes (1992) basada en la curva granulométrica del 
suelo y una prueba de infiltración. La cur\fa granolumétrica del suelo corresponde a la presentada 
en la Figura 2.7. 
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Figur.t 3.4. Sistema de drenaje subterráneo experimental. 

La densidad de las partículas de este material es asumida como la densidad de sus 

partículas de cuarzo: p
5 

= 2.65 g/cm3
• La densidad volumétrica'_ del suelo seco (o densidad 

aparente), en estas condiciones de alteración, es de: p
0 

=1.221 g/c~3 :La porosidad volumétrica 

total del suelo (<!>)se calcula,con la fórmula <!> = l-p
0
/p., a'.~a~g ~-::0;539 cm3 /cm3

• 
' ·- - :</:'' .. ·.' '·.:1;· ... , , .. ·.·. ~. 

Con laporosidadestimada y la relación (1-<J>)~ +~~2·=1';::5~)dJdÜc~ s = 0.702. Aplicando 

la relación (231) co~sid~r~~do el resultado anterior y'.Io~\,~i~~~k··c1~·~M y N obtenidos en el 
capítulo 11 a partir de I~ cur~a granulo métrica de la aren~''ci~ ;ri:zoyu~~;·se obtiene: m = 0.373, 
n = 3.19. Introduciendo 6stos últimos valores en (2.33) se ded'U'8~'-~;~\-já61. 

' ~- ~ .. :~.-.:;<-.~\ .i,': ~.:;~; d ~~~: :~·~f':;~~~~ ; __ -
; ___ , 

El suelo del sisterriade drenaje fue saturado.(FigiJrii:J'.s),pr~viilcolocación de una placa 
de lucita perforada a 5 cm sobre la superficie para pre~enir éred6s de erosión y manteniendo 
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cerrados los drenes, con la aplicación de un volumen de V w = 435,128 cm 3 de agua en un 

volumen de suelo de. V,= 868,822 cm3
, es decir un contenido volumétrico de 

V w /V, = 0.5 m 3 /m 3 
, aLcúal se debe agregar el contenido de humedad inicial. El contenido de 

humedad a saturación es tomado igual a la porosidad total (O. =«!>)y se asume que el contenido 

vo Ju métrico residual es cero (O, = O ). 

Figura 3.5.a. Saturación del sucio del 
módulo de drenaje. 

Figura 3.5.b. Avance del frente de 
humedad. 

Los parámetros restantes de las características hidrodinámicas de van Gcnuchten y de 

Brooks y Corey ( 1)1 d y K.) son obtenidos a partir de una prueba de infiltración unidimensional 

vertical. Una columna de acrílico transparente de longitud P = 75 cm y diámetro d
0 

= 15 cm fue 

rellenada con la arena de Tezoyuca a una densidad aparente similar a la del módulo de drenaje. 
La prueba d~ illfiltración fue realizada con una ~~ga'de agua sobre la superficie del suelo de 

111 sup = 4.35 cm y un flujo nulo en su base ( -:-K( i!' )0(111.7 z},/ 82: =O), el contenido de humedad 

inicial en toda fa columna fue de 0 
0 

= 0.02 m3/~t,'.f:[.~ 1á:hiina infiltrada acumulada medida en el 

transcurso del tiempo I(t) ··es reproducida ~<>n';)f~~i~~iÓri numérica de la ecuación de Richards 

unidimension~l (2. i 7)., Los valor;s ,,.IJI .¡ •.,,;, ---f 7:~ g,;'f,;Yrk:li~ 18.3 cm/h minimizan la suma de los 

cuadrados de los errores entre lalámina medida)'~-lá lámirmcalculada a partir de la ecuación de 
Richards con R 2 = 0.9926 (Figura 3.6). . .•. -.. . - .. 
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- Calculada 
o Medida 

o._~~~~~ ....... ~~~~..-....... ~~~~..-....... ~~~~..-~ 
o 15 30 

Tiempo (min) 

45 60 

Figura 3.6. Descripción de la lámin¡i infiltrada experi~ental con la ecuación de Richards y las 
características hidrodinámicas de van Ge~~chten:... B~ooks y Corey. Valo~~s ele losparámetros: 

0. = 0.539 , m = 0.373, ·. 11 = 3. 76( '· ~d· ;== ~i 7 .S cm y-K·. == l~'.3.cijt/~)J.l 2 = 0.9926 . 

. - . ~'·-·;-.;-~ -~'e> -~ 

Estimadas las características hidrodinámicas correspo~dientesa procesos de infiltración, 
se cubrió la parte superior del módulo. experimental con .Üna ·hoja de plástico para eliminar la 
evaporación y se destaparon los drenes para medirla_ evolución en el tiempo del volumen de agua 
drenado. El aforo de los drenes se hizo a intervalos de tiempo variables iniciándose con un 
intervalo de 30 segundos durante el periodo crítico y posteriormente se usaron intervalos de 1, 5, 
10, 15, 30 minutos y hasta de 12 y 24 horas. Se tomaron lecturas durante un tiempo total de 10 
días usándose el método de aforo volumétrico. 

Con los valores de los parámetros obtenidos p~ecedentemente se calcula, con la ecuación 
(2.39), la lámina drenada por cada dren del módulo:<le" drenaje en los tiempos muy largos, el 

resultado así obtenido es f! niax = 42.1 cm' siri< embargo la lámina drenada observada es 

f! 
1110

, = 23 .93 cm . Este valor puede ser obtenidc» ~on \.!~~ actualización del parámetro l.!' d de la 

curva de retención: l.!' A drenaje)= -41.85 cm: ~i'cualdiscrepa del valor obtenido a través de la 

prueba de infiltración l.!'d (inf) = -17.5 cm. Est~ ~iscrepancia es debida al fenómeno de histéresis 

capilar cuya manifestación es más acentuada 'e'i1 la característica de humedad que en la curva de 
conductividad hidráulica. Para el análisis de<la lámina drenada por cada dren del módulo se 

retienen los valores: l.!' d = -41.85 cm y K. = 18.3 c m/h. 
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3.5. APLICACIÓN DE LA CONDICIÓN DE RADIACIÓN NO LINEAL 

Considerando Jos parámetros del suelo estimados precedentemente se modela con Ja 
solución numérica (3.31) el experimento de drenaje hecho en laboratorio imponiendo en Jos 
drenes Ja condic.ión de radiación no lineal (3 .1 ), en la superficie del suelo una evaporación nula 
(E = O), condiciones de flujo nulo en el resto de las fronteras y describiendo el flujo del agua en 

el dren con la ley de resistencia fractal (1.45). Para realizar la simulación de la prueba de drenaje 
se discretiza primeramente el dominio de solución mostrado en la Figura 3.1 generando una malla 
de elementos finitos. con el paquete comercial Argus One 4.0 p. La malla generada consta de 

10795 n.udó.s., y 21082 elementos .·con. espaciamientos mínimos de ~x min = 8zmin = 0.2 cm y 

máximos d~ 8x,;,;. ::0'.6zin;;, = 2.0 cm (Figura 3.7). El paso de tiempo inicial que se usa es de 

8t¡ .. ¡= o.1~·~1.c~Ü~1:,se'i~6rem~rit~•en el ·transcurso de la simulación hasta un máximo de 

8t .. ,x = 6os ::Par'i~~~~'i;tií~r" l~·~~~ia~ión en el tiempo del tirante en el dren se usan los siguientes 

valores: J;;,;.·o.oOi; él= O.S4 y K = 9.83 (estimado a partir del coeficiente de Hazen-Williams 
para tubos de .PVC). El tiempo total de la simulación corresponde a la duración de la prueba de 
drenaje (t ;;lOd). 
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Figura 3.7. Malla de elementos finitos. 
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Los parámetros a, b y q 0 de Ja condición de radiación no lineal (ecuación 3.1) se 

estiman de manera de minimizar Ja diferencia entre datos numéricos y experimentales, el mejor 
acuerdo entre esto~ d~t()~ s~ obtiene con a = b = 1.88 y q

0 
= 300K,. En Ja Figura 3.8 se presenta 

una comparaciófl de 1i lámina drenada experimental con la obtenida usando la condición de 
radiaciónnoH~ci:aJ,'en esta Figura se puede observar el buen acuerdo entre ambos series de datos, 
tanto ~en los Úe~poitcortos del drenaje como en los tiempos muy largos. Sobre el valor de Jos 
coeficierit~i(deforrna a y b es conveniente indicar que éste es similar al obtenido en el caso del 
drenaje uriidiín~nsiOnal de columnas de suelo (a = b = 1.85 ), Ja diferencia de 1.6 % puede ser 

afrib~ible-al ~echo de qué la porosidad total ( cj> ) del suelo contenido en el módulo de drenaje es 

10.5 % mayor respecto de la estimada para la columna de suelo. Este resultado muestra que Jos 
parámetros de forma a y b son independientes de Ja geometría del dominio de solución y que 
pueden ser estimados con Ja relación presentada en el capítulo 11 (ecuación 2.54). 

0.27 ..-----.--------,r-----...,-------, 

lo.is 
j 
.a 
2 
·E o.o9 -· 
:5 

o Experimental 

-C. de radiación no lineal 

o.oo -~~~-;-~~-.-...;--~~~-;...I ~~~~ 
0.00 0.25 o.so 

Ticmpo(d) 

a) 1 día de drenaje. 

0.75 1.00 

0.27 

lo.is 

1 
-~ 0.09 
:5 

0.00 
o 

r-
-

2 

1 

j-·-·-
----

1 
o Experimental 

-C. de radiación no lineal 
1 

4 6 
Tiempo(d) 

' 
s 10 

b) 10 días de drenaje. 

Figura 3.8. Comparación de Ja lámina drenada medida con Ja lámina drenada calculada con 

a= b = 1.88 y q 0 /K. = 300: R 2 = 0.9937. (Arena de Tezoyuca). 

En las Figuras 3.9-3.12 se muestran la~ líneas equipotenciales y el campo de velocidades 
para diferentes tiempos de simulación. En estas Figuras se puede observar que tanto las líneas 
equipotenciales como las de corriente muestran tendencias razonables y no exhiben oscilaciones 
aparentes, lo cual muestra Ja confiabilidad del modelo numérico desarrollado y Ja bondad del 
criterio usado para variar el paso de tiempó en el transcurso de Ja simulación (ver sección 2.3). En 
Ja Figura 3.13 se presenta Ja evolución teórica del tirante en el dren. 
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Figura 3.9. Equipotenciales, campo de velocidades y posición de Ja superficie libre a un minuto 
de iniciado el drenaje del suelo arena de Tezoyuca. Las magnitudes extremas de Ja velocidad de 

Darcyson q
111

¡
0 

=6.08xto-s cm/s y q
011

,,. =1.87x10-2 cm/s. 

o ............................... . 
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Figura 3.10. Equipotenciales, campo de velocidades y posición de la superficie libre a Jos 15 
minutos de iniciado el drenaje del suelo arena de Tezoyuca. Las magnitudes extremas de Ja 

velocidaddeDarcyson q
111

¡
11 

=4.71xto-s cm/s y q
111 

.. , =l.48xl0-2 cm/s. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

94 



o 
' ••• 1 1 1 1 1 1 ' 1 ' •• 1 ' ••• : ,•:.¡ ·::: • ......... : • 1 1 1 •• • •• 1. 1 •• 

-20 

40 

~ ', •• •• ', ', 1 f •• 1 1 1 1 1 1 •• 1 1 ••••• 1 •••••••••••• • : • • : : : : • ••••• 1 • • ' •••••• 1 •• ••• 1 •• 1. 1 1 ••• • •• •• .··::: 

:~::::::::'.:·~?;,: :: : : : : : : : : : : : : : : : : ::· ::::_:':'; ~i?'.:::::: :: : : : : : : : : : : : : : : : : : :: ::~1~: ::/'.: 
::·.· ... ·.·\~,;~· • • • • • • • • ........ ~.;;· 1 ·"· • • • • • • • • • • ·:"~s·:.·:·~: 

:[ -60 .,,, 
"' .,,, 

:.a 
-80 ..§ 

e 
""" -100 

-120 

-140 

-100 -80 -60 40 -20 o 20 40 60 80 100 

Distancia X (cm) 

Figura 3.11. Equipotenciales, campo de velocidades y posición de la superficie libre a una hora 
de iniciado el drenaje del suelo arena de Tezoyuca. Las magnitudes extremas de la velocidad de 

Darcyson q 111¡0 
=2.29xto-s cm/s y q"""' =l.04x10-2 cm/s. 
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Figura 3.12. Equipotenciales, campo de velocidades y posición de la superficie libre a las 12 h de 
iniciado el drenaje del suelo arena de Tezoyuca. Las magnitudes extremas de la velocidad de 

Darcy son qmin = 5.48x 10-1 cm/s y q"'ª' = l.09x 10-3 cm/s. 
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Figur.t 3.13. Evolución teórica del tirante en el dren li 
0 

( t} calculada con J = 0.001, d = 0.54 y 

K::9.83. 

3.6. COMPARACIÓN DE LA CONDICIÓN DE RADIACIÓN NO LINEAL CON 
APROXIMACIONES REPORTADAS EN LA LITERATURA. 

Apoyados en evidencia experimental se ha probado la capacidad descriptiva de la 
condición de radiación no lineal (3.1 ), sin embargo antes de recomendar su uso para describir la 
transferencia de agua del suelo a los drenes, es necesario mostrar las ventajas de esta 
aproximación respecto de las aproximaciones reportadas en la literatura. Para ello se realizan 
modelaciones del experimento de drenaje sujetando al dren primeramente a la condición de 
superficie de filtración (Neuman, 1973) y luego a una condición tipo Neumann de flujo variable 
donde se hace uso de la solución Kirkham (1949). 

3.6.1. Condición de superficie de filtración (Neuman, 1973). 

Siendo que la condición de superficie de filtración permite considerar de manera explícita 
la forma geométrica de los drenes, la modelación del experimento de drenaje con esta condición 
de frontera se realiza utilizando tanto la malla computacional como la discretización temporal 
empleadas en la aplicación de la condición de radiación no lineal. Los resultados de la simulación 
numérica se presentan en las Figuras 3.14 y 3.15. En la Figura 3.14 se compara la evolución en el 
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tiempo de la lámina drenada calculada con la condición de radiación no lineal y la calculada con 
la condición de filtración, esta comparación pone en evidencia que la aproximación clásicamente 
usada en la literatura para modelar el drenaje agrícola sobrestima el gasto de drenaje debido al 
supuesto de que la resistencia en la interfaz sucio saturado-drcn es nula. Esta sobrcstimación del 
gasto d~drenaje a su vez origina que se s!>brestime el abatimiento del manto frcático, como se 
muestra en la Figura 3.15. 

Los resultados obtcnidos,anteriórm~rite sirven de sustento al siguiente comentario: si se 
diseña un sistema dé dl-cn~jc ~t!blcrráncC> considerando los resultados proporcionados por la 
condición de superfiéie de filtracióll, se corre el Ticsgo de subestimar la separación entre drenes 
necesaria, ya que en la realidad la resistencia sucio saturado-drcn es distinta de cero. 
Adicionalmente a este problema es preciso señalar que, la condición de filtración no describe 
detalladamente la evolución de la presión en el interior del drcn, ya que no permite considerar de 
manera explícita en el análisis el gradiente de presiones que se genera en la interfaz suelo 
saturado-drcn. 

0.05 ;.,..----1------t----_,_ ___ -l 
-C. de radiación no lineal 

- C. de superficie de filtración 
º·ºº +-~~~-1-~~~.-/~~~~+-~~~-l 

º·ºº 0.2S o.so 
Tiempo (d) 

0.7S 1.00 

a) Primer día de drenaje del suelo arena de 
Tezoyuca ( P = l IScm y L = IOOcm ). 

0.2S 

0.20 
(( 
V 

:§: 1 O.IS 

-~ 0.10 
.!ij __, 

o.os 
- C. de radiación no lineal 

-C. dc superficie de filtración 
0.00 

o.o 2.5 s.o 
Ticmpo(d) 

1 

1.5 

b) l O días de drenaje del suelo arena de 
Tezoyuca (P = l 15cm y L = lOOcm ). 

JO.O 

Figurd 3.14. Evolución de la lámina drenada calculada con la condición de radiación no lineal 
(3. l) y evolución de la lámina drenada descrita con la condición de súperficie de filtración 

(Neuman, 1973). 
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Figura 3.15. Evolución del manto freático calculada con la condición de radiación no lineal (3.1) 
y evolución descrita con la condición de superficie de filtración (Neuman, 1973). 

3.6.2. Solución de Kirkham (1949). 

Los resultados obtenidos al imponer en la circunferencia del dren la condición de 
radiación no lineal (ecuación 3.1) son ahora contrastados con aquellos que se obtienen al 
representar el dren como un punto sujeto a una condición tipo Neumann de flujo variable. La 
variación del gasto es descrita con la solución presentada por Kirkham (ecuación 1.27). Siendo 
que esta solución es obtenida considerando régimen de flujo permanente, su aplicación a 
procesos de drenaje transitorios puede realizarse introduciendo la hipótesis (l.30) en (l.27) y 

asumiendo h w =O, lo cual permite obtener: 

(3.32) 

donde: 

f = _ 2f (-l)" ln{· ____ s_inh 
2 (2~0 0 /L)-sinh 2 (me/L) } 

j=I sinh 2 (2nre /L)-sinh 2 {1t [2h 0 (t)- re )!L} 
(3.33) 
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Una primera restricción de la solución de Kirkham es obtenida al analizar el primer 
ténnino de su denominador, ya que para que el gasto de drenaje se una función acotada es 
necesario que se cumpla: 

-- - -

[ 
· 2h -r J sinh 7t OL e 

. h(7trº) >e sm --
L 

(3.34) 

donde e es el número de Neper (e= 2.71828 ). 

Siendo que se estudia la fase de recesión del manto freático para recarga nula y se ha 
mostrado que la carga sobre el dren se abate totalmente cuando el tiempo de.drenaje de un suelo 
tiende a infinito, es necesario que las condiciones de frontera que se i01pongan sobre el dren 
describan este. comportamiento extremo. La restricción obtenida para, la soluCión de Kirkham 
(ecuación 3.34) permite mostrar que con esta aproximación no pu~éle ,describirse de forma 
completa la fase de recesión de manto freático. 

. . . 

No obstante que la solución de Kirkham no describe la recesió'~·del manto freático eri lós 
tiempos muy.largos, se modela el experimento de drenaje para analiz.ar él co~portamiento de esta 
relación en los tiempos cortos. Para aplicar la solución de Kirkham se generó tina inalla de 
elementos finitos de .8577 Nudos, 16806 elementos ~ºlle e~paciamientos mínirnos. de 

Ax min = l1zmin = 1.8 cm (zonas circundantes a los dos nod~s que representan a los . drenes) y 

máximos de óx 01 •• = l1z 111 •• = 2.0cm (zonas másalejadas cié los. clrenes), Los pasOsde ti~Mpo 
inicial y máximo que se usan en este caso corresponden a aquellos previamente consiél¡;:ra<.los en 
la aplicación de la condición de radiació~ ~o lineal. AsÍn1isll1() Ías''condicÍmÍes '!u~ seirnponén 
en las fronteras del dominio de solución excepto el d~én,:~onjas ~i~m~s·q~e ~C? h.aB.~sado: é~:Jas 
secciones anteriores. <:>''· ,, ..•. · ,.;· •.. ·· ·· .. '' ..... · •..• ,o,;:7 ,.:-···e-.,·· "''7 •• 

Defln;d., ¡., condlcion~ ;,..;;e~ 4~e ~~ i.,~:iefu~ ~nla ,;ri;ii1~ció~, ~~~1~~r~,Üm0< 
el valor del parámetro r0 de 1á~'sb1uéiÓl1 efe K.Írkh~; Para cu~p·li~ éste':~bJ~Í~~:s~,.'riii:)délá el 

experimento de drenaje suponiendo primeramente que r. es igual al radic;'td6üa.tlibería de 
· . -i_: 'i •, · '1/o·'·:.·, :~1 .:. ' J .:. _ 

drenaje, es decir r
0 

= r
0 

,:;, 2.Scm. Esta condición implica suponer qúé_. los -'drenes son 

completamente permeables, es decir, que los tubos no ofrecen resiste~cia a'(f1'~j(; del agua. Es 
conveniente indicar que el tiempo de aplicación de la solución de Kirkhan¡ y por consecuencia de 
comparación con la condición de radiación no lineal cuando la separación entre drenes es 
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constante, es función de las características hidrodinámicas del suelo y del valor del parámetro r •. 

Una comparación de los resultad9sobtenidos con la solución de Kirkham ~on r. == .2.5 cm y los 

obtenidos con la condición de radiación ~o lineal se muestra en la Figura f t6,' e~ esta se observa 

que no es conveniente ~plicar ia sol~~ión de Kirkham asimilando el radio' efectivo (r~) al radio 

del dren -( rJ-)'a~~tte;~11,€~c§n~Ü~e:¡a ~?füestimar la evolución del gasto de-drenaje y por 

consecuencia el abatimiento"Clel manto freático. 

'.§: 0.12 -1-----1-----t-----+--~ 

"' 21 
~ 0.09 -1-----1-----h-

"' e 

] 0.06 -1-----·l---o/ 

0.03~-----,~-1-----1-----+-------,J----)-~ 
- Kirkhum (r, = 2.Scm 1 

-C. de rudiución no lineal 
O+--.--..--..--..-i-.~~~-+-.---.--.--.---+-..--~...--.,-;.~~~-.-~ 

o 0.5 1.5 2 2.5 

Tiempo (h} 

Figura 3.16. Evolución delalálTlina drenadacalcul~da con la condició.nde radiación no lineal y 
evolución c~lculada con la solúdón d~ l<.irklÍam (ecuación3.32) ~~poriiendci que· la 

circunferénci~'·del drene.s cOhip_1.e_t~_I1le~;e'.~~:~e:~~:~\:r·C-==:r0"~}sén1 ;··· 

Una segunda forma para estimar el parálet;o'r~ es.la ~i:u~Ct~: ( 
.• ,--' ,.,,:.~·<- - -,,_ .• "--;:··· -~-:'- -~;-. 

-~:1.,:,- -~"' { :¡ ;~:-> 

Asúmase primero que el flujo del agua ell ,i~~.z,o~~ cl~{~u~loprox1mas al dren es 
exclusivamente radial, para esta condición. eÍ g~stó;'d~·dr~naj~: pl.)~de·é~léuJár~e con la ecuación 
( 1.38). Si se tuviese un dren que no ofrece ~~~Íst~nbia ~)fli.ijo d~J ~gÍta, la r~liciÓn que describiría 
la evolución del gasto ( QP) sería entonces: 
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Sin embargo como los tubos de drenaje reales son semi-permeables dado que tienen un 
número finito de orific.iosa través de Jos cuales se transfiere el agua del medio poroso al interior 

del dren, el radio del dren (ro) puede sustiti.iirse por un radio ,efectivo ( r.) para tomar en cuenta 

esta condición, por Jo cual el gasto de drenaje correspondiente ( Q,P) puede calcularse con: 

27tK, ('I' sd - 'I') 
ln(r1/r.) 

:_; _·-=-- '~---'--=·- --- -~- -- + -

(3.36) 

La combinación de las ecuaciones (3.35) y (3.36) permite obtener la razón del gasto 
drenado por un dren semi-permeable al gasto drenado por uno dren permeable: 

(3.37) 

Resolviendo para el radio efectivo se obtiene: 

r, 
r. = ---'~~,..- (3.38) 

(r1 /ro)º"' 

La ecuación (3.38) puede ser utilizada para calcular el radio efectivo de un dren si se 

conoce la razó'!. Q,P/QP .y el parámetro r1. Investigadores del Departamento de Agricultura y 

Conserva~ión de Re~~rsos Naturales de Estados Unidos han realizado mediciones en laboratorio 
de estas variables considerando tubos de drenaje de diferentes materiales y diámetros, para el 

caso de tub~s de PVC de 5 cm de diámetro reportan Q,P/QP = 0.49 y r1 = 19.l~m- CTJ.SDA, 
. ·'-:-- .· 

1997). 

Introduciendo Jos valores anteriores .en Ja ecuación (3.38) se calculó un valor de radio 
efectivo para los drenes instalados en e!' sistema de drenaje experimental bajo estudio, 

r. = 0.3 cm. Usando este valor se aplicó la s6Juéión de Kirkham para describir el experimento de 

drenaje y Jos resultados obtenidos se compararon con aquellos derivados con la condición de 
radiación no lineal (Figura 3.17). De esta'comparación se deduce el siguiente comportamieI1to de 
la solución de Kirkham: cuando el tie~po de drenaje es menor de t < 1.9 h, la evolucióncde Ja 

lámina drenada obtenida con .esta solüción m,uestra un buen acuerdo respecto del resültado 
descrito con la condición de radiaciól1)io'lineal, sin embargo para tiempos mayores la solución de 
Kirkham sobrestima sensiblemente ~I g~~io de drenaje. Además de acuerdo con el límite (3.34) el 
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tiempo de aplicación de la solución de Kirkham para r. = 0.3cm es sólo de t = I0.85 h, mientras 

que la duración de_) experimento es de JO d. 

Basados.en fos re.sultados obtenidos en esta sección se concluye que cuando la solución de 
Kirkham se Üsa;p~ra''ctescribir el comportamiento hidráulico de un sistema de drenaje existirá un 
tiempo pitri/eÍBli~i·~ésobrestima el volumen de agua evacuado por los drenes. Otra desventaja 
que presen'ti(Jri- iC>1~(;'iólÍ de Kirkham es que no describe la fase de recesión del manto freático en 
tiempos larg~s y,r"llu~ fargos de drenaje, ya que su aplicación esta restringida a valores de carga 
sobre el dreri que s!lii~f~gan el límite (3.34). 

_, . . .. ~ ~' ' ,, 

0.27 ..,..------~----~-------.------.., 

-Kirkhnm (r. =0.30cm) 

-C. de radiación no lineal 

0-t-.~~~~~.....,..~~~~ ........ ~~~~~,......I~~~~~~ 
o 2.S s 

Tiempo (h) 

7.5 10 

Figurct 3.17. Evolución de la lámina drenada calculada cÓn fa condición de radiación no lineal y 

evolución calculada con la soh.1c_iórideKirklmm paraunr~cliC>efe~ti~6 de~~'= 0.3cm. 

Resumen 

Se ha presentado una aproximación mecanicista para describir el funcionamiento 
hidráulico de un sistema de drenaje agrícola subterráneo que consiste en acoplar la ecuación de 
Richards bidimensional para el flujo de agua en el suelo con una ley de resistencia para el flujo 
de agua en el dren. Este acoplamiento se ha realizado imponiendo en los drenes una condición de 
radiación no lineal. Se ha presentado el experimento de drenaje realizado en laboratorio del cual 
se obtiene información para evaluar la capacidad de descripción de la condición de radiación no 
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lineal así como la capacidad de las dos aproximaciones más usadas en la literatura para modelar 
el flujo de agua hacia los drenes, que son la condición de superficie de filtración y la solución de 
Kirkham. A partir de la comparación con los datos experimentales se ha mostrado que las 
transferencias de masa y energía en un sistema de drenaje agrícola subterráneo son mejor 
descritas con la condición de radiación no lineal y que tanto la condición de filtración como la 

- - --- -- --·- o- -_--_-·.o_o 

solución de Kirkham sobrestiman el gasto de drenaje y por consecuencia el abatimiento del 
manto freático. 
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CAPITULO IV 
MODELACIÓN DE LA TRANSFERENCIA DE AGUA EN SISTEMAS DE DRENA.JE 

AGRÍCOLA SUBTERRÁNEOS CON LA ECUACIÓN DE BOUSSINESO 
UNIDIMENSIONAL 

En este capítulo se aborda el estudio de la dinámica del agua en sistemas de drenaje 
agrícola subterráneos con la ecuación de Boussinesq unidimensional de los acuíferos libres. En 
una primera etapa se estudia la porosidad drenable como una función de la posición del manto 
freático considerando la influencia de la zona no saturada del suelo en el proceso de drenaje. A 
partir de una conceptualización de la lámina drenada y la lámina drenable se define el concepto 
de capacidad de almacenamiento, utilizado en la teoría clásica de acuíferos, y el de porosidad 
drcnable utilizado en drenaje agrícola. Utilizando las características hidrodinámicas de Fujita y 
Parlange y el modelo para la curva de retención de van Genuchten, se obtienen dos fórmulas para 
la capacidad de almacenamiento, siendo la primera útil en estudios teóricos y la segunda en 
estudios experimentales. En una segunda etapa se aborda el problema de la definición de la 
condición de frontera en los drenes, planteándose condiciones de radiación lineal y de radiación 
no lineal para describir la transferencia de agua del suelo a los drenes. Se obtiene una solución de 
elemento finito de la ecuación de Boussinesq unidimensional para verificar: 1) las hipótesis 
clásicas que se usan en el drenaje agrícola, porosidad drenable constante y carga .nula. en los 
drenes; 2) la capacidad descriptiva de la relación para la capacidad de almacenamiento 
previamente deducida; y 3) la condición de frontera tipo radiación que debe imponerse en los 
drenes. Aplicando la solución numérica, previa validación de ésta, se modela un experimento de 
drenaje realizado en laboratorio, obteniéndose primeramente que los. supuestos de porosidad 
drenable constante y de carga nula sobre los drenes no describen la experiencia de drenaje. 
Posteriormente se aplica una de las fórmulas para la capacidad de almacenamiento encontrándose 
que ésta proporciona una mejor aproximación a los datos experimentales que aquella obtenida 
con el supuesto de porosidad drenable constante, sin embargo una fuerte discrepancia entre datos 
teóricos y experimentales permanece. Se concluye que dichas diferencias son debidas 
principalmente a la condición de frontera que se usa en el dren. Finalmente se aplican las 
condiciones de frontera tipo radiación previamente planteadas, obteniéndose que la condición de 
radiación lineal de Newton sólo describe los datos expe~imentales de lámina drenada en los 
tiempos cortos del drenaje. Se encuentra que una mejor descripción del experimento de drenaje es 
posible con la condición de radiación no lineal obtenida en este trabajo. El buen acuerdo entre Ja 
evolución de la lámina drenada experimental y la evolución de la lámina drenada calculada con Ja 
condición de radiación no lineal permite concluir que esta relación puede usarse para describir la 
transferencia de agua del suelo a los drenes. 
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4.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

La ecuación de Boussinesq de Jos acuíferos libres resulta de la aplicación del principio de 
conservación de la masa y de la ley de Darcy. La aplicación del principio de conservación de la 
masa- al volumen elemental del acuífero (H - H; }áxóy, donde (x, y) son las coordenadas 

cartesianas en el plano horizontal, (H -H 1) es el espesor del acuífero, H = H(x, y, t) y 

H; = H 1 (x, y) son respectivamente la elevación de la superficie libre y del estrato impermeable 

con respecto, a ün nivel de referencia, resulta en la siguiente ecuación de continuidad: 

aw ··.· . 
-+"V·Q=R at .· . .· (4.1) 

. ' . - ' 
·:. . . ' . 

donde V= (a/ax/a/ay); Q = (Qx ,Qy)= Q(x, y, t) es el v_~¡:tor giistopor unl~acl<d~ lo.ngitud, Qx 

y QY son las compone~tes delgasto en las direcciones cartesianks; R:: R{x,y, t) es el volumen 

de recarga por unidad de tie1npo por unidad de área de ac~ífe~~; w ~-w(~~~;t) e·s:~l \,~Jumen de 

agua almacenada posible de ser drenada o removida poFJtiid~cÍ~~~-'á;e;·;q~;i:-~~ cl~Ílominará 
lámina a/111ace11ada drenáble. o removible y es, d~fiilicla P'.~r('d\V;=:'~[~(~~)Í1 )],·;~~ :1a ~~al 
u = u(H) es una_ fracéión -de Ja por~sidad, que• pÚede~i~i;~riali~~~ÍÓ~. d~:r!t(~~~-'.~{'~~llb'minará 

: . .:: :'.'j; . . •;),'.~ - " e 

'/~··, -::.:; ):; ,! ;)~ ;";. ' .. ,,;;-·. ··~·;;.:::<:::i~·\.>' i'.'_:":_-J.:." 
-.--:\\·?-~"<::." -·~::::,.:::: :._-_,,,. ,_-

!,;-:-.;_.,-" >~--- ·._.;_-.:-:. -<:\_-:,;.: ,_.,". -

El gasto es\proporciOnado por la ley ae L)arcy; ~~Ílsicléfando los supuestos ?e Dupuit-
Forcheimer: -- · _ " ·-· _,. 

porosidad drenable.· 

Q =~T(H)Vii',.-- . (4.2) 
·~'·:~~~-: ... -. ,e . . . .- -: 

donde T(H) es la-trinsmisibiHdad d6~'acuífci~i;'y K, es la conductividad hidráulica a saturación. 
~ --,·! '_ --;--.;,-·- -.:·>: .. '.--:~-t-· .. - . - .. -- . ,. --.·· - ' 

La ecuació~'_b¡di~~hsÍÓ~~(d~::~c>~~sin~~~- iesulta de la combin~ciÓn de las ecuaciones 
{4.1) Y (4.2); ,·_, )'.. '-c~¡,c/· ,,)';~ ~-:,- -~_ ... -. "_-~·- ,• . 

. '~;.--.«-,:. ·~ _.'-:<~.'./' 

(4.3) 

en la cual se ha introducido la capacidad de almacenamiento del acuífero µ(H) definida por: 
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(H)= dW = d(u{HXH-H;)] 
µ dH dH ' 

H 

W{H)= W; + fµ(H)dH 
H¡ 

(4.4) 

donde W; = W(HJ,=:= O porque H; es la elevación del estrato iTpermeable. 
,.- "-''""~-,-

:;·;--,-· .- -- 1;" _:·-·_-· : ·'_,_ '. _ . .'> ·. :'_-· ___ ·e _' _ ._;. • 

De, acuerdo con ta ecuación ( 4.4) ~uando laporo.sidad drenable es independiente de H, ·la 
capacidad de atmacenamiento tambiéh 'és ind~pendíeni~ d.é H:Y s~ ti~ne µ:;u. con10 cuat se 

muestra .que solo en este caso. la capidi~~d:d<t~1hiai;~~liiniellto:~s--~qulva·l~nte a.la-po~osidad 
drenable tal· como indican Gupta et á/J(i9~4),'.mielltras que sl ·la )JC>r6sidad dr~lla,ble depe1iÚ de 
H no puede ser asimilada a la capacidad •de ~1Jl1hcenamiento; co~o se ha)1't;~ho' eri~la_rrlayor paite 
de los trabajos presentados en la liter~t~r~(Shggs ~tal., l 976;~Bhattachácy~'Y Broughtoll,-J 979; 
Pandey et al., 1992; Go~zálezpt ár, j'9~'7; Fuente.set al., 1999)'. .•·. ·. · .·, ·. '>?·•· •· .··. '• .· •-

-,; ·~:-::~ '~·~--~t~:: ~;~:::':: 

El estudio de la dinámica del agua en.un sistema de drenaje agrícola es más'ririij:íliamente 
realizado a partir de la ecuación de Boussinesq unidimensional: 

µ(H):= ![T(H):J +R (4.5) 

Para resolver la ecuación (4.5), además de proporcionar la capacidad de almacenamiento 
~1(H), es necesario definir las condiciones iniciales y de frontera que mejor representen el 

fenómeno en estudio. La especificación 'de estas condiciones límites es muchas veces más 
conveniente si la posición de ~la súp~rflde libre contada a partir del estrato impem1eable es 
expresada como (ver Figura 1.8): > 

: .. -~ •• ..: ; -·. ' • > 

H(x, t) = ºº + h(~.W0 -f .; (4.6) 

donde h(x, t) es la carg~\1Í,dr~ulica contada a partir de la posición de los drenes. 
. . ~~~-- .. ~- . - . 

La condici~n;i~i~ial de la presión debe ser especifi~ada como la elevación de la superficie 
libre a lo largo de la'coorde~ada horizontal x: · 

h(x,o);. h,(x) (4.7) 

La descripción de la trasferencia de agua del suelo hacia los drenes puede realizarse si se 
impone en los drenes una condición tipo radiación: 
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(4.8.1) 

(4.8.2) 

donde R;n es un coeficiente que representa la resistencia al flujo de la agua en la interfaz suelo 

dren [T. ]. (as ecuaciones (4.8.1.) y (4.8.2.) corres.ponden a la condición de radiación lineal de 
- "'<<>-•-·.-•"" • •••·••• • ••o• • • .> - v•• ''>' • 

NewtoncuaU:cio Rin es independiente cie)~ carga hidráulica . 

. La descripción del comportamieÍitó de un sistema de drenaje con el sistema de ecuaciones 

(4.5), (4.6), {4."7) y (4.8)requieie.\i~ÓS~riocimiento de la capacidad de almacenamiento µ(H), y 

del coeficiente de resist~~~{a·d~i·ii)·i~;~rf~ suelo-atmósfera R;n, el cual p~ede ser una función de 

la cargahidní~Ii6i~·del flujo de;~~~-

·Para .el estudio cuidadoso del coeficiente de resistencia de la interfaz suelo-dren es 
importante determinar primero la forma de la capacidad de almacenamiento y conocer de manera 
independiente las características hidrodinámicas del suelo. 

4.2. CAPACIDAD DE ALMACENAMIENTO Y POROSIDAD DRENABLE 

En la deducción de la ecuación de Boussinesq a partir de la integración de la ecuación de 
Richards en la coordenada vertical (sección 1.2.1), se ha obtenido la expresión siguiente de la 
capacidad de almacenamiento: 

µ(H)= 8, - 8 0 , (H) (4.9) 

donde 8, es el contenido de humedad a saturación, igual a la porosidad volumétrica total del 

suelo (<!>) cuando no existe aire atrapado .y. 8
0
,· es ul1 c~ntenido de humedad éaractf:rlstÍco .de la 

. . . ·., ---~- ·. -:_:. :_·:' .. -.- ' . .'·.\- '(~.,\~-·.,~,>·_\_,·_·,e;:··=>~~~-;.:;,~~'~:::.~ .:.z:.,.,: <"--~''.:,c.:_,)--/;?;-~-_\:~· .. :_:'--;:¡.~::_-·~:·°'-.:'.:<--·;:.'·-:- - ·~. 

zona no saturada del suelo, dependiente: de; la elevación de la superfiéie libre; De acuerdo con la 
estructura de la ecuación ( 4.9). a la capa(;icla:<l\<l~: ~lm~~en~iento t3:mbién se fo denominará 
porosidad drenada. .?;,; f:.ft ' ::;,. ,:;;:' •· .. •··· · ··.· · .· .. · ·· ;L•" :· .; ,,-

\. - '_, •' .. 
-. - : _:,~ '-?...:_ , __ '-- ;:· ~;~',\·'.'-~-,- _., 

La utilización de la ecuación (4.9f :~i~uie~e de la definición de 8 ns (H); para ello se 
-- - -

introduce la definición de lámina drel1kda:·; Pkrtlél1do de que la superficie libre del acuífero 
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ubicada en la posición z = H estuvo precedentemente ubicada en la posición z = H,, la lámina 

drenada debido al abatimiento, es definida considerando la zona no saturada por: 

y definida consid<.:f.~nd¿ l~ lámina drenable de la zona saturada por: 

i(H }:; W. ·:Jw(H) 

donde w. :; w(~j) es la lámina drenable máxima. 
:~~:;.'-.'/ :. ',' 

(4.10) 

(4.11) 

GonzÍll~~-~?dt.(1997)suponen que la porosidad drenable es equivalente a la capacidad de 
almacenrurii6nt~'~'di?'~orosiclad drenada ( µ{H) =" u{H)} y que puede calcularse aceptando dos 

hipótesis: i{t~J11á~ ~>en::(H) como el valor medio eriia zona n~ saturada, en• {H) = U(H), y por la 

ecuación (4.1'0)'t(:H) = i(H)/(H, - H), y ii) ~~epta~ Íma cii~trib.ución hidrostática de las presiones 

111 = H -ii p~~a· int;é>ducir la curva de retención e(~);,, e(H ,;'._ ~) ~11 lugar de e(z) en la ecuación 

(4.10). 
: .- .,.' - '. 

Sin ~~bargo la capacidad de almacen~lento o porosidaddrenada que hace compatible 
las defini¿f()~~sde la lámina drenada dad~s pór las ecuaciones.(4.10) y(4.l l).es tal que: 

µ(H)= dW/dH =-di/dH (4.12) 

Aceptando solamente lahipótesis de una distribución hidrostática de las presiones, la 
lámina drenada ;5 expre~ada co~ó: 

~ .. -. ___ -.. _- > ~- --- .. 

de la cual se deduce: 

dW · di 
µ(H)=-=--=e -e{H-H) 

dH ··dH • • 
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Tomando en cuenta la ecuación (4.9) e".{H}=9{H-H,}=9.up{H} corresponde al 

contenido de humedad en la posición H,, en lugar del contenido de humedad medio como 

suponen González et al. (1997). 

Una expresión de la cu.-Va'éle):eterici(>n qtie permite la integración cerrada de la ecuación 
( 4.4) se obtiene considerando la repres'entación analítica (1.16), la cual se deduce considerando el 
modelo para la difusividad hidrá:Uli~íi'd<"lFujita (ecuación 1.11), la relación para la conductividad 
hidráulica de Parlange et al. (ecuación'.id3)yqu~ Cx. = 13. 

·:: -.,·;~: ~; i~~-... :~~·;~~-.~~~:~~-. :· ;:··.~ 
La introducción de ~{'1'}="~{~;~~)·~·~fi~ida por la ecuación (1.16), en la ecuación (4.10) 

permite deducir la siguiente exp~e~jón,;~e},a ~áiriina drenada: 

'(4.15) 

. ,.:.":,,.,~_·i-~:~~~;~; .. ;>:L;~t\.+~-,~,">- ~;~· :.~-~-~:-\ -··-~-·- -
La porosidad dr~~ad~·;clefi~i<l~· ífa~r.C1~ ecuación ( 4.14) con· e{H - H.} calculada con la 

ecuación o~ 16) Tsla;~i~~¡i~ieté~{; .. :X.~:~··.}·;<::·~· ~'i.:.2 ;''··· · 
(4.16) 

(4.17) 

u{H} = W{H)/{H - H1}, en la cual se. debe 

Otro modelo d~'.1~ cur~~ dÍ':' ret.ención. que permite .obtener una expresión· explícita para la 
porosidad drenada é~ ii~el~~iÓ~ de van Genuchten (ecuacÍónLl 7): ·· . . . 
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(4.18) 

Basados en la recomendación de Fuentes et al. (1992) sobre el uso de las representaciones 
analíticas de la cur\ras de retención de humedad de Fujita y Parlange y de van Genuchten, se 
propone que la fórmula de porosidad drenada (4.16) se use en estudios teóricos, tales como 
deducción de soluciones analíticas, mientras que la ecuación ( 4.18) se use en estudios prácticos, 
como por ejemplo la descripción de experimentos de campo y laboratorio o en la modelación de 
escenarios de interés agricola. 

4.3. LA CONDICIÓN DE RADIACIÓN EN LOS DRENES 

Siendo que la forma funcional de la porosidad drenada µ(H) ha sido determinada de 

manera rigurosa, enseguida se aborda el problema de la definición de la condición de frontera en 

los drenes, investigando el coeficiente de resistencia de la interfaz suelo-dren (R¡0 ) de la 

condición de radiación (4.8). 

4.3.1. Coeficiente de resistencia constante (radiación lineal) 

Fuentes e(al. (1997) suponen que la resistencia de la interfaz suelo-dren es constante y 
que su valor puede sér estimado con la siguiente relación: 

·· ... L 
R¡,, =-­

yK, 
(4.19) 

donde L es la separación entre drenes y y es un coeficiente de conductancia. 

Por conveni.encia en este trabajo se redefine la resistencia en la interfaz como: 

p . 
R.=-· 

'" yK/ 
(4.20) 

donde P es la profundidad de los drenes. 

Si se introduce (4.20) en (4.8) se obtiene la siguiente condición de radiación lineal: 
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(4.21) 

donde qd es el flujo de drenaje; .y h 0 es la carga sobre el dren. 

En un sistemi(de'drenes paralelos equidistantes el gasto por unidad de longitud evacuado 
por un dren es proporcionado por: 

(4.22) 

4.3.2. Coeficiente de resistencia variable (radiación no lineal) 

a) Co111bi11ació11 co11vexa 

La condición radiación lineal ( 4.21) puede generalizarse considerando la contribución de 
los términos de segundo orden, por lo que el flujo de drenaje puede ser calculado con la siguiente 
combinación convexa: 

(4.23) 

donde ro es .l1ri'fa~toti~~~\~~~~s~·:\4~éiaria ~ntre O y 1, cuando ro= O el flujo de drenaje es 
proporcional ·~jat·r;·~~g;-~ hid~·~~li~'a s~bre el dren y cuándo (J) = 1 el flujo de drenaje es 

proporcion~l~L~~~~t~~~,;~E:,1~ ~tr~a~ ' .. ·. 

COnsiderando ;~1:~3),~ él gásto. por unidad de longitud evacuado por un dren es 
proporcionado por:' : · >i · ... : · 

(4.24) 

El coeficiente ~~ resis'te~C:i~ en la interfaz suelo-dren que permite llevar la condición de 
radiación de Newton ( 4:8) i 1~'f()rihá: de fa combinación convexa (4.22) es: 

p 

R;" = yK.[(1-ro)+ro h; J 
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b) Radiació11 110 /ilrea/ fractal 

Los resultados obtenidos al estudiar la transferencia de agua del suelo al dren con la 
ecuación de Richards indican que a esa escala de análisis la evolución.del flujo de.drenaje debe 
ser descrita con una condición de radiación no lineal fractal (ec;uacióp

0 
__ 2~~Z)·~~ri'29Í!s~c;llencia 

existe la probabiliClad de que una condición de frontera similar se requiera t~b!éh a la escala de 
Boussinesq. 

Para':~btenér ~na condición de radiación no lineal fractal parala ectiaé:ión de 13oussinesq y 
establecer-urií{tfci~~ funcional para el coeficiente de resistencia .. eri~la i~t~rfaZ, se realiza el 
siguiente ariálisi·s. ·• 

Considér~se la columna de suelo que se ubica por enci~~ del dren y asúmase que este 
medio esta inicialmente saturado (ver Figura 4'. l ) .. 

z=O 

Sucio 
Saturado 

qd 
Figura 4.1. Representación esquemática de la columna de suelo que se ubica encima del dren 

El volumen de la columna desuelo puede calcularse con la fórmula clásica: 
. . 

(4.26) 
... -.:.. .--

donde AT es_ la área~uperfic:~al del d~en. 

Mientras qÜ~ el\'i¿lufl"le:.t·d~ poros en la columna de-suelo p~ede calcularse con: 
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donde A w es el área total de poros expuestos, la cual es una fracción de AT . 

La razón del volumen total .de poros al volumen total de suelo (V·), se obtiene 
combinando las ecuaciones (4.26) y (4.27): . 

(4.28) 

donde A· = Aw /Ar =cj> si se acepta la hipótesis de que el conjunto de los poros de la columna de 

suelo se asimila a un sistema de tubos capilares paralelos. 

Una mejor aproximación a un suelo real puede realizarse representando los poros de este 
como un .sistema de capilares no paralelos. Si adicionalmente se considera al suelo como un 
objeto fractal (Fuentes, 2001) entonces la porosidad efectiva del sistema antes mencionado puede 
ser estimada con la siguiente relación: 

(4.29) 

donde s es la dimensión cociente del suelo definida· implícitamente en función de la porosidad 
total del suelo cj> . De la ecuación (2.32) se ded~C:en los comportamientos extremos de la función 

s(cj>}: 

Para cj> ~o: s(cj>) = 1/2+11l2/{2[l+1n{l/<1>)]}' 
- - -~-- ,_. - ,_ ., __ -. . .. , ~- - ·' . '; - ; .,-

(4.30.1) 

Para cj> ~ 1: .· s{cj>} = 1- lnZ/{1~[1/{l -cj>)]} (4.30.2) 

De donde t <S <1 (4.30.3) 

Los valores extremos de s son: i) para cj> = O, s = 1/2 ; ii) para cj> ,;,. 1 , s = 1 

La razón del volumen máximo· de agua al volumen total de suelo (V w ) es fácilmente 
__ _ _ _____ _

0 
_. __ _ • er "-

obtenida a partir de la relación (4.29): 
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V =v(~)
6 

Wcr p (4.31) 

donde v = cj> 2
' es la porosidad areal y 8 = 2s (1:::;; 8:::;; 2). 

. . 

Es bien sabido que ei,flujo de drenaje "es proporcional al .volumen de agua, considerando 
esta condición yl~e~~ación (4.31).se infiere: . 

(4.32) 

Haciendo intervenir la conductividad hidráulica, el flujo de drenaje puede expresarse 
como: 

(4.33) 

El gasto por unidad de longitud evacuado por un dren según la condicion (4.33) es 
proporcionado por: 

(4.34) 

Al comparar (4.8) con (4.33) se obtiene la siguiente forma funcional para el coeficiente de 
resistencia en la interfaz suelo-dren: 

p 
R. (h )=----

'" º yK.(hº/P)ó-1 
(4.35) 

Hasta este punto se han obtenido tres condiciones de frontera tipo radiación para describir 
la transferencia de agua del suelo hacia el interior de los drenes (4.21, 4.23 y4.33), el siguiente 
paso en la investigación consiste en deter111iilar cualde estas condiciones de front~rn describe 
mejor el proceso. 

- '·,-:·. :• _• ~;_: •• -, ~C • r '. • 

'· '-"' ' 

La so!Úción analítica de la ecu~ción (4~5) sujeta3. la condi~iÓ~ inicial (4.7) y a las 
condiciones de frontera definidas por lasecuac:iones (4.8.1) y (4.8.2) para los coeficientes (4.20) 
o (4.25) o (4.35), con la transmisibilidad (4.2) y la capacidad de almacenamiento definida por la 
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ecuación ( 4. 16) o ( 4.18) no es conocida hasta el presente. En consecuencia para modelar 
escenarios de drenaje considerando el sistema antes mencionado es necesario primero obtener 
una solución numérica del mismo. 

4.4. UNA SOLUCIÓN DE ELEMENTO FINITO DE LA ECUACIÓN DE BOUSSINESQ 
UNIDIMENSIONAL 

La resolución numérica de la ecuación (4.5) se realiza con el método del elemento finito. 
En este método la variable dependiente H se aproxima por una combinación lineal de funciones 

de base <pi definidas en relación con la función delta de Kronecker: 

H{x,t):: f{("~t)= i:cpi{x)ai{t) 
.. . :,~·~:W >. J·l. 

(4.36) 

donde ait) son'.gó~'fiéÍ~ntes que dependen del tiempo y representan la solución aproximada de la 

ecuación (4.5)e~ ~ufito'sespecíficos del dominio llamados nodos (n). 

El esquema numérico para, la ecuación de Boussinesq unidimensional no lineal se obtiene 
de la siguiente manera. · 

Se sustituye la solución aproximada H{x, t) en la ecuación ( 4.5) y el error generado por la 

aproximación se minimiza_ formando una integral ponderada de éste sobre el dominio de solución 
(o, L) y requiriendo que la integral, denominada residuo ponderado, sea cero. Se integra por 

partes la expresión para el residuo ponderado y se obtiene la forma débil de la ecuación (4.5). 
Considerando esta expresión se aplica el método de Galerkin y se asume una variación lineal de 

las propiedades hidrá~licas en el elemento ( Jl = cp
8
µ

8 
y t = cp

8 
T

8 
), lo que permite obtener el 

siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias: 

(4.37) 

donde A es la m~t~r::~~ masa, B es la matriz de rigidez, F es el vector que contiene los valores de 
las recargas :y G~i~ ~l 'veétC:ir de gastos en la frorite~a ( x =O y x = L ). El uso de funciones de 
interpolación lineales (cp) permite. calcular los co~ficientes_ de estas matrices y vectores, el 

resultado obtenido es: 
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(4.38) 

(4.39) 

(4.40) 

(4.41) 

. . - - -

donde cp son funciones de base ciel sistema de masa concentrado (Neuman, 1973); ºu es la delta 

de Kroneckef; ::'r. e~ la;tr~risriiislbilidad en el elemento tomada como el promedio aritmético de 
las transri-iisibilidacles :i;n losc1os núdos del elemento (como consecuencia de la forma adoptada 
para las runéi()íie's de base); y ~x es el tamaño del elemento. 

\;, 

La integración en'·el;tiempo de la ecuación (4.37) se realiza usando aproximaciones 
similarés a (2:1S) 'y '(2:16). Ei' esquema numérico para la ecuación (4.5) así obtenido es el 
siguiente: 

[
A¡+mAt ., ' ··•·B'/"' ··]· {·'· }j+I .:.... [A¡+<DAI (1 )Bj ]{ } {F}j fa}j 

L\f· .. <t(J); . l+mAI; a t+AI - ~ - - (J) t+mAt a 1 + t+<DAI + t l+<DAI (4.42) 

: );' . .,:~ '~~~:.~ : . • ¿_ 

donde L\t es el_ paso de}iempo; ro es lln coe,fiCi¡;?teide ponderación en el tiempo (O~ ro ~ 1 ), 

tomado co~o cñ ='i/2 cesque~a de direrenciai/~~iit~~I~~); j representa e1 número de iteración en 
el interva1()<le'ti6h'tiJ();;· · ...•...•.. · ·•· .> '' <;•• '·;';:.••>\•' · 

·- ->._:\\--~ -. ;(~ ;_ -:. ~-;-~;-~~~;·-, ·-~~":._\-' , ,. <: :_>:H~·.:_~,:;_~~:-~·:,··~,~-"'(:~j/):/ :_ -
La s~l~Ció~iiulhéricia.".cié'1a,éc{iai:fon•·c1¿~aJ~~~i~ésq unidimensional (4.42) se codificó en 

el lenguaje~.~~:~.i,[~~;~~i~~1'.3~rl~~<l.c+:fs.~~I;-l~~ill'.~~~"'~!F;~ .. · ·. 

Para la, apl¡~aéiión\¡[d~l\Í~~.:¡~·Ítci¿h/de'.elémeijto. finito de la ecuación de Boussinesq 
unidimensio~aFes ii'edésajt1. e~é.()~tr~f.~il~ ~ela~íón'~e.ntré los pasos de espacio ( L\x ) . y. de tiempo 
( L\t ). La búsque~a. se ~Ím~lific~ i:ori I~ i~Írod~cqÍc)n de Ías siguientes variables adimension~les en 
laecuaciÓn(4 . .5F .· ... ''" ce"º· ce,.-.-"·º~- -

x· = x/L 
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t"=t/-c (4.44) 

H" = {H-H;)/(H, - H;) (4.45) 

µ· =µ/u. (4.46) 

(4.47) 

en donde T, =K,(H~ ~H;) y u.= WS/(H. -H;). 

La ecuación (4.5) P,e~anece invariante de escala si la escala de tiempo es definida por: 

';:·''·;:.·::··· 

i: = u.1:2/f,::~; ':,,··• •'· (4.48) 
.. ' !~: ·,•,•,,•,' .. •,.','.•'.',·,·.'·~'..,' ,· . '·, .. ¡,:·~ .• y,~: . 

Puesto que.i!l éclláC:ióll'dé~Boussinesq es de tipo parabólico la relación entre los pasos de 
espacio y de tién.;pri'~diiii'.¿~~ióhaie'~ se establece de la manera siguiente: 

M =,(f1x:J~(/u1 )·.,· {8x)2 
8t" T. 8t 

(4.49) 

El valor del parámetro M puede ser encontrado comparando la solución de elemento finito 
con soluciones analíticas. 

4.5. VALIDACIÓN DE LA SOLUCIÓN DE ELEMENTO FINITO DE LA ECUACIÓN 
DE BOUSSINESQ UNIDIMENSIONAL 

Antes de usar la solución numérica de la ecuación de Boussinesq para modelar pruebas de 
drenaje, esta se valida comparando sus resultados con aquellos derivados de la solución analítica 
proporcionada por las ecuaciones (1.94) y (1.98) en régimen transitorio y con los derivados de 
una solución para régimen permanente. 

4.5. I. Régimen transitorio 

Se seleccionan las siguientes caracterísHcas y parámetros de. un sistema de drenaje 

parcelario: i) características del sistema: L = SO m, P = 1.5 m, ,o 
0 

= 3.5 m, H¡ =O m, 

H, = 5 m; ii) propiedades del suelo: 8, = 0.5 m 3 /m 3
, 8, =O.O m 3 /m3

, K, = 0.557 ni/d, 

A.e = 0.45 m, a= 13 = 0.95 ; iii) condición inicial: h, = P = 1.5 m; iv) condiciones de frontera: 

1 
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(1.92.1) y (1.92.2) con y= 1.5. De las ecuaciones (1.99) y (1.100) se deducen respectivamente: 

µ = 0.1087 m 3/m3 y T = 2.5065 m 2 /d (h = 1 m ). Los datos anteriores representan un sistema 

de drenaje instalado en el distrito de riego 076 "Valle del Carrizo", Sinaloa, México (Fuentes et 
al., 1997; González et al., 1997). 

•· EL,paráínetro M de la ecuación ( 4.49) se obtiene de manera que con una discretización del 
dominio ~n'~{elementos de tamaño uniforme óx = L/N, y seleccionado el valor de N, se busque 

el pascrd~ticbl11po,que permita mejor reproducir las soluciones analíticas (1.94) y (1.98). Para el 
ejemplo·'e~~udiado se ha seleccionado N = 50000 ( óx = 1 cm) y encontrado el mejor paso de 

tie1ripo<de\'A1:'::1 s. Con estos resultados se deduce M = 0.1. Se puede mostrar que en los 

tiempcn; g~andes el paso de tiempo puede ser incrementado sin inducir errores adicionales en la 
solÚcióri é:on i~ siguiente recomendación: el paso de tiempo se incrementa en 10 % si el número 

de iteracfo'nes'en un nivel de tiempo es menor de 5 sin rebasar un paso de tiempo máximo de 

ót:U,, ~· 3)( 10-4 con un criterio de convergencia max llH ·~:~. -H ·~:A• 11:::; 1x1 o-6. La comparación 

entre la solución analítica (1.94) y la solución de elemento finito se presentan en la Figura 4.2 y 
en la Figura 4.3 se comparan la evolución de la lámina drenada proporcionada por la solución 
analítica (1.98) con la evolución descrita con la solución numérica, en ambos casos no existe 
diferencia significativa entre las soluciones. La ausencia de oscilaciones en los resultados de la 
solución de elemento finitojustifica la selección de los pasos de espacio y de tiempo así como el 
criterio adoptado para incrementar el intervalo de tiempo. 

AnaHtica 
o.o-i-..-..-..--..--,......,,.....,,........,............,. ...... ....,. ...... -.--.--.-...,....-.--.--.-..-..-..--..--l 

o 30 40 50 
-.'."·'"····,;_, _:,. _ .... -: 

- · · ~> oi51aíliiia x (cm) 

Figura 4.2. Evolución de la superficie libfe C>t>t~nida con la solución de elemento finito y 
evolución calculada con la solución analítica (1.94). 
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.Analitica 

o 50 

Figura 4.3. Evolución de la lámina drenada obtenida con la sol~ción de elemento finito y 
evolución calculada co~ l~ s°'lucióffanalítléa (1~98): . .. 

4.5.2. Régimen permanente 

En la solución de elemento finito se in¡~¡;dl.l~~n.la: tran'smisibllid~d variabl~ (4.2), la 
porosidad drenada ( 4.16), la condici.ón iniciaÚ 4. 7) y l~s 'c:on~li~ioil:e~ (d~/frc:>nteril.sde radiación 
lineal proporcionadas por la combinaciÓri de (4'.8.ifcó-~(4:i9)Y(4.s.2)cotl(4!19)~ los.valores de 
los parámetros se toman iguales al delcaso"pre~edénte2 .-· . . "" ,.~/: 

En esta validadóri ~e hace uso de iulá sc:>1uC:iémtipo H~c:>ghoudt(~cl.l~~ión i:76);Ja cual se 
deduce para eirégimen pel"nlan~nté (ari./at ~ {) )/réc~ga c~ristante R.'7 R~ :Y co~siderando las 

siguientes condiciones de frontera: l) ·H = H 0 en J:c = o' y x =L, ; 2) dH/ dx,,,; O en el centro 
- - ' - ·-· . . 

x = L/2. Es decir: 

(4.50) 

Aplicando la ecuación (4.50)al,centro de la separación entre drenes (x = L/2) con h
0 

y 

he las cargas hidráulicas sobre el élren y en el centro de la sepiiración entre drenes 
respectivamente, se deduce la fórmula:· 

Ro =4K.[hcChc +20.}-ho(ho +2DJVL2 

Tff' rn r• f") N 
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El gasto de drenaje cuando el coeficiente de resistencia es igual al indicado en (4.19) es 
proporcionado por la relación (1.93): 

(1.93) 

Pa~a 1:1na re~~rga constante ( R = R
0

) el gasto drenado por unidad de longitudes dado por 

Q, = R
0
L. Las ecuaciones (4.51) y (l.93) permiten obtener la relación entre la carga sobre el 

dren ( h 
0 

) y la carga en el centro de la separación entre drenes (he), a saber: 

,/(4+ y}2D~ +8(2+y)hc(hc + 2Do}-(4+y)D 0 h = ~----------,---------------
º 2(2 +y) . 

(4.52) 

Se selecciona hc=0.5m que conduce a h
0

::0.365m y .R
0

=:0.944xl0-3 m/d. 

Considerando las caracteristicas previamente definidas y la malla computácional ·.•usada en la 
validación anterior (50000 elementos y 50001 nodos), se modela el .ab~Ümi~rltC> del manto 
freático. En la Figura 4.4 se muestra que la solución de elemento finito ~n;~égitnentransitorio 
tiende a la solución analítica en régimen pem1anentc, definida por la e~uacÍón· (4:so), cuando 
t ~ oo. En esta Figura también se observa que la solución ·numérfo~.;~o ·(;xhibe oscilaciones 
aparentes. 

1.6 ~------------------------

:§: 
.e 
e 
f:! 

"C 

1.2 

-¡¡ 0.8 
f:! 
~ 
"' e!' 
"' u 0.4 

o 

t=O 
ººººººººººººººººººººººººººººººººººººººººººººººººº 

10 20 30 

Distancia X (m) 

- Permanente (analilica) 
o Transitorio (numérica) 

40 50 

Figura 4.4. La solución de elemento finito en régimen transitorio tiende a la solución analítica en 
régimen permanente cuando t ~ oo . 
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El buen acuerdo entre Ja solución de elemento finito y las soluciones analíticas para 
régimen transitorio y permanente, permite concluir que el modelo numérico puede ser aplicado 
para describir la dinámica del agua en un sistema de drenaje agrícola subterráneo. 

4.6 VERIFICACIÓN DE LAS APROXIMACIONES CLÁSICAS USADAS EN EL 

DRENAJE AGRÍCOLA 

Utilizando los datos obtenidos en el experimento de drenaje descrito en Ja sección 3.4 y la 
solución numérica de Ja ecuación de Boussinesq unidimensional (4.42), se evalúa el nivel de 
descripción de dos aproximaciones clásicas usadas en drenaje agrícola, porosidad drenable 
constante ( µ = u = cte ) y carga nula sobre los drenes ( h 

0 
{ t) = O). 

Las.características del sistema de drenaje experimental son: P=120cm; 0
0 

=25cm; 

L = 100 cm. ~os parámetros hidráulicos del suelo arena de Tezoyuca: 0, = 0.539 cm3 /cm 3 
, 

O, =O.O clll3)i:m3 
, K, = 18.3 c m/h, 'Vd = -41.8 cm, n = 3.19. La condición inicial observada en 

laboratorio~orresponde a H(x,O) = H,, donde H, = 145 cm. 

Utilizando.los parámetros anteriores así como las ecuaciones (1.99) y (4.18) y la lámina 
drenada total ··~edida en los tiempos muy largos (e d = 23.93 cm), se estimó el valor de la 

porosidad drenable promedio, JI= U= 0.2 cm 3 /cm3 
• El valor así determinado es muy similar al 

que se estima usando la gráfica adaptada del Drainage Manual (Figura 1. 1 O), 

µ = 0.195 cm3 /cm3 
• Siendo que estos dos valores se obtienen de manera independiente, la 

similitud entre ambos muestra la bondad de la metodología empleada en la caracterización 
hidrodinámica del suelo arena de Tezoyuca y muestra también que los datos experimentales son 
confiables. En Ja modelación numérica se retiene el valor primeramente estimado. La 
transmisibilidad del acuífero experimental se describe con la relación ( 4.2) y se considera la 
recarga nula R = O. 

Con las características y las propiedades del suelo antes definidas, se modela 
numéricamente el.experimento de drenaje, Jos resultados obtenidos se muestran en la Figura 4.5. 
En esta Figura se óbserva'·qüe la evolución de la lámina drenada descrita considerando que la 
porosidad drenable es constante y que la carga sobre los drenes se abate de manera instantánea, 
difiere considerablemente de la evolución de. Ja lámina drenada medida, para todo tiempo de 
drenaje la evolución teórica sobrestima sensiblemente la evolución experimental. 

r--..,-:,.~r···,..., r1,...,"'T 
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Figura 4.5. Evolución de la lámina drenada experimental y la lámina drenada calculada con la 
solución de elemento finito considerando: la transmisibilidad definida por la ecuación (4.2), la 

porosidad drenable constante (µ-=u =i Ó.20cní 3 /cm3
) y condiciones de Dirichlet homc;>géneas en 

los drenes (h 0 (t)= O). 

La comparación presentada en la Figura 4.5 permite mostrar que las aproximaciones de 
porosidad drenable constante y de carga nula sobre los drenes no describen la evolución del gasto 
de drenaje en sistemas con características iguales o similares a las consideradas en este estudio. 
No obstante que existe la posibilidad de que las diferencias entre los resultados obtenidos con 
estas dos hipótesis clásicas y los experimentales disminuyan conforme la separación entre drenes 
se incremente, situación más próxima a las condiciones que prevalecen en campo, desde un punto 
de vista teórico tal comportamiento no es aceptable ya que es indispensable que las relaciones 
mecanicistas tengan la capacidad de describir cualquier situación. 

Es necesario entonces investigar si las aproximaciones para la capacidad de 
almacenamiento o porosidad drenada y para la condición de frontera en los drenes que se 
presentan en este trabajo, contribuyen a una mejor descripción de las variables de los sistemas de 
drenaje. 

4.7 APLÚ:ACIÓN DE UNA FORMULA PARA LA CAPACIDAD DE 
ALMACENAMIENTO O POROSIDAD DRENADA 

Si . bfon en la sección anterior se ha mostrado que dos de las aproximaciones que 
comúnmente se emplean para modelar el funcionamiento de un sistema de drenaje subterráneo no 
siempre proporcionan resultados satisfactorios, falta determinar si las discrepancias entre datos 
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teóricos y experimentales que se muestran en la Figura (4.5) son debidas al supuesto de la 
porosidad drenable constante ( µ = u), o al supuesto de la una carga nula sobre los drenes o a 

ambos. 

, Para _curnpÚr;.este objetivo se modela el experimento de drenaje manteniendo la 
condiciones d~_Dirichlet homogéneas en los drenes, eliminando el supuesto de porosidad 
drenable consfant~·(µ::: u) y considerando que la porosidad drenada es función de la carga 

hidráulica (~(H})~7ri~bido a que la caracterización hidrodinámica de la arena de Tezoyuca fue 

realizada usando-'1::1.'Ül¡;d~lo para la curva de retención de van Genuchten, en la solución numérica 
de la eci.iadón d~'Bo~·~siriesq unidimensional se introduce la fórmula para la porosidad drenada 
(4.18). Los reshit~~ib~'cie''lá:.111odelación se muestran en la Figura 4.6 donde se observa que si bien 
la evolución .de l~'.:ífuiiiria drenada teórica mejora respecto de la obtenida en el caso anterior 
(Figura 4~5), 'esta•:a.óri'"exhibe diferencias significativas con la evolución la lámina drenada 
experimental. :E'stos .re!i'ilit~<l?s permite concluir que el problema de la descripción del drenaje se 
ubica princip~lme~t~'eh eftlpo de condición de frontera que debe imponerse en los drenes. 

0.27 

lo.IS .g 
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o.so 1.00 
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1 
·~ 0.09 
:!3 

-Teórica 
º Exrrimerat 

0.00 -t-~~-...~~,._,~~~-~~-;-~....-..,....., 

o 4 6 s 10 
Ticmpo(d) 

b) 10 días. 
Figura 4.6. Evolución de la lámina drenada experimental y evolución de la lámina drenada 
calculada con la solución de elemento finito considerando: la transmisibilidad definida por la 
ecuación (4.2), la fórmula para la porosidad drenada (4.18) e imponiendo condiciones de 

Dirichlet homogéneas en los drenes (h 0 (t}= O). 

4.8 APLICACIÓN DE LA CONDICION DE RADIACIÓN LINEAL DE NEWTON 

Se ha mostrado que la transferencia de agua del suelo hacia los drenes no es bien 
representada cuando se considera que la carga hidráulica sobre estos se abate de manera 
instantánea (Figura 4.6). En un intento por obtener una mejor aproximación a este fenómeno se 
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modela el experimento de drenaje aplicando la solución de elemento finito de la ecuación de 
Boussinesq unidimensional ( 4.42) considerando la transmisibilidad ( 4.2), la relación para la 
porosidad drenada ( 4.18), la recarga nula ( R = O), la condición .inicial ( 4. 7) y las condiciones de 
radiación (4.8.1) y (4.8.2) considerando el coeficiente de resistencia en la interfaz suelo-dren 
(4.20). 

La descripción de la-prueba de drenaje experimental- con las condiciones de radiación 
lineal requiere del éonoéia:iient~ del coeficiente d~ conductancia adi;nensional y (ecuación4.20). 

,,... : .. ' . - ·- \ 

La conductai1cia es estifí-iada con la minimización de la suma de los cuadrados del error entre la 
lámina drenada e~peri~~ntal Y'Ia lámina drenada calculada con la solución de elemento finito, el 

valor obtenido es /::Ó.7-confR7:=0.9852 (Figura 4.7). Los resultados de la simulación 

muestran que la lámina dr,en~cla'il;~ciiday la lámina calculada presentan tendencias si~iÍares. para · 
tiempos menores_:de .;·.t <: O; 1}; '.sin embargo conforme el tiempo transcurre la condicion_ de 

radiación lineaFsooresiiiríá lá evolución de la lámina drenada observada y en cons~cuenci~ el 
gasto de.drenaje medido. 
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Figura 4.7. Evolución de la lámina experimental y la lámina calculada con la solución de 
elemento finito con la transmisibilidad (4.2), la porosidad drenada (4.18) y las condiciones de 

radiación ( 4.8.1) y ( 4.8.2.) para el coeficiente de resistencia ( 4.20): R 2 = 0.9852 . 

4.9. APLICACIÓN DE LA CONDICIÓN DE RADIACIÓN NO LINEAL 

Una buena aproximación al fenómeno del drenaje agrícola puede definirse como aquella 
que describe en todo tiempo, el comportamiento de las variables fisicas de un sistema de drenaje. 
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Siendo que la condición de radiación lineal (4.21) sólo predice los resultados experimentales en 
los tiempos cortos de drenaje ( t < 0.1 d ), es necesario obtener una relación que describa en todo 

tiempo el flujo del agua del suelo hacia los drenes. En un intento por determinar esta relación se 
prueba enseguida la capacidad de descripción de la condición de radiación no lineal (4.33). 
Aunque esta condición de frontera incluye dos parámetros a determinar, la conductancia y y el 

coeficiente de forma 8 , el ánálisis desarrollado en la sección 4.3.2b ha permitido establecer que 
este último parámetro es ·una función lineal de la dimensión cociente del suelo (s): 8 = 2s, es 
decir, el valor de 8 es independiente del evento transitorio de drenaje ya que sólo depende de la 
textura del suelo. En éórisécüellcia únicamente es la conductancia y la que debe ser determinada 

a partir de una prueba tr~nsitorla de drenaje y su estimación se realiza de manera similar al caso 
precedente. L.a. porosidad total de la arena de Tezoyuca del módulo de drenaje es 4> = 0.539, 

_- . ;:...'· .... ·"···· · .. ··. 
utilizando este valor. y la ecuación (2.32) se obtiene que s = o. 702 ' en consecuencia 8 = 1.4 
Utilizando la~ éa~~éterl~ti~a~'consicleradas en el caso anterior y la condición de radiación no 
lineal en los .drenes (4.3:íj!'~e ~oclelo el experimento de drenaje, obteniéndose que la mejor 

aproximació~ a· los• dat~s·éxperimentales se logra con y = 1.045 : R 2 = 0.9965 (ver Figura 4.8). 

La evolución de la lámi~a dre~~da descrita con la condición de radiación no lineal (4.33) presenta 
un buen acuerdo con los datos experimentales prácticamente en todo el tiempo de simulación y 
proporciona una mejor aproximación que aquella que se obtiene con la condición de radiación 
lineal de Newton (4.21). Esta comparación permite concluir lo siguiente: cuando se use la 
ecuación de Boussinesq para describir la fase de recesión del manto freático deben imponerse en 
los drenes la condición de radiación no lineal (4.33). 

0.27 ~--~------------~ 

:[ 0.18 

1 .,, .., 
-~ 0.09 
:'.3 -Teórica 

o Expcrimctal 

0.00 -1-.-~~~~f--.-~-+-~...--rl~.....--.--1 
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 

Tiempo (d) 

0.27 ..----~---~--------~ 

-Teórica 
o Expcrimetal 

o 2 4 6 8 10 

Tiempo(d) 

Figura 4.8. Evolución de la lámina drenada experimental y evolución de la lámina drenada 
calculada con la solución de elemento finito considerando la transmisibilidad y la porosidad 
drenada definidas respectivamente por las ecuaciones ( 4.2) y ( 4.18) y la condición de radiación 

no lineal (4.33): R 2 = 0.9965. 
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Se ha mostrado que la relación que describe eldrenaje de un suelo a la escala de 
Boussinesq es la condición de radiación no lineal fractal (4.33). Un último estudio de esta 
condición de frontera consiste en verificar' si esta relación puede ser bien aproximada por la 
combinación convexa (4.23)'. Par!l. rác:ilitar el.análisis se introducen las siguientes .. variables 
adimensionales: 

q·=~ 
yKs 

h.=~ 
o p 

(4.53) 

(4.54) 

Estas dos variables adimensionales permiten llevar la condición de radiación no lineal 
(4.33) y la combinación convexa (4.23) a las siguientes formas: 

(4.55) 

(4.56) 

Siendo que la relación (4.55) proporciona la mejor aproximación a la experiencia, esta en 
lo subsecuente se considera comp la solución exacta del problema de la r~ce~iÓ~ ,del manto 

freático ( q: = h:6
) mientras que (4.56) será la solución aproximada q: = (1 :....ro)h; + roh:2

• Para 

obtener la mejor aproxinrnciónde(4.56) a (4.55) es necesario deducir la relación óptima entre el 
factor de ponderación ~ §el exponente cS • Esta relación puede ser obtenida con el método de 
mínimos cuadrados o co;e(mét~d6 de éonservación de masa. Enseguida se hace una descripción 
de ambos métodos; 

i) 

La ~o~bl~~C:Íót1,;d~·'..(4.55) y (456) con las consideraciones antes expuestas permite 

obtener una expresión p~f,á el error: 
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Este error o residuo puede minimizarse formando una integral ponderada de e sobre el 

intervalo de variación de h: (0,1) y requiriendo que esta integral llamada residuo ponderado sea 

cero: 

(4.58) 

En eJ méto~o·;~e'iÍiíilimos cuadrados las funciones de peso son: 

ae 
V=-

8ro 
(4.59) 

lo cual equivale a mifiimizar: 

.· 1 . 1 . 

f{ro) =· Je 2 d11: ~J[h:5 ~(1-ro)h: '-- roh:2 
]
2 
dh: =O (4.60) 

o o . . 

con respecto .al p~flrru;;t¡:;~/ (o~ . 

La minimiz'~6ió~ . dé ( 4.60) permite obtener una relación entre el exponente 8 de la 
condición.de radiación rio lineal (433) y'él factor d~ peso éocde I~ combinación convexa (4.23): 

5 8 2 +58-6 
ro= 2 (8+2X8 + 3) 

Sustituyendo el valor de 8=1.4 en larelación (4.61) se obtiene ro= 0.495. 

ii) Método de co11servació11 de masa 

(4.61) 

Una segunda forma de estimar el valor de ro es aplicando el método de conservación de 
1 

masa, el cual consiste en ponderar las relaciones de drenaje respectivas J(q;/h:}:th:, 

1 

J(q: /11: }:111: e igualar estas expresiones: 
o 

J(11:ª- 1 ~h: =J[(l-ro)+roh:tth: 
o o 
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Resolviendo (4.62) se obtiene la siguiente relación entre ro y 8: 

(4.63) 

lntrodu~i~ndoº'8 "=1.4 e~ ( 4.63) se obti~..;e que ro= 0.5714. 

Utilizando Ja combinación,:co~vex~ (~.2j)'como condición de frontera en Jos drenes y 
usando las ccmdiCiones y ca~aci~rístic~ ~onsidcraéias en la aplicación de la condición de 
radiación no lineal se modeló el experim~~tC> cle cl're~aje, Jos resultados obtenidos se presentan en 
la Figura 4.9. En esta Figura se puede o~se~var que la mejor aproximación de Ja combinación 
convexa a la condición de radiación no Úne~l fract~I (4.33) es lograda con ro= 0.5714 (método 
de conservación de masa), sin embargota111bién se observa que sólo para t < 0.2d se tiene un 

buen acuerdo entre las evoluciones de la« lámina drenada obtenidas con ambas condiciones de 
frontera, ya que para tiempos mayores de t > 0.2 d la combinación convexa sobrestima el flujo 

de drenaje y en consecuencia la lámina drenada tiende a su valor máximo de forma más rápida 
que lo predicho con la condición de radiación no lineal fractal (4.33). Estos resultados muestran 
una vez más que la mejor aproximación a Ja recesión del manto freático es obtenida sujetando Jos 
drenes a la condición de radiación no lineal fractal (4.33). 

-RnJinci,ln no lineal~ y = 1.045 y S = :S = 1.4 
-c. convexa. w = l {Cundniticn ) 
-c. convcxn. <&l = 0.5714 (Conservación de musa) 
-C. convexa.,,,= 0.4950 {Minimos cwiJmdos) 
-C. com·cxn. M =O (Lineal) 

:§: 0.18 

1 
"t:I 

"' .5 
E :l 0.09 

o.oo.J-.....-"'f'T:;=;;;;;::=:,.........,,...........+-.......... -..-....... ,,.,J~ ...... ~ ....... .¡__~~.......J 
0.0001 0.001 0.01 0.1 10 

Tiempo (d) 

Figura 4.9. Evolución de la lámina drenada obtenida con la condición de radiación no lineal 
fractal (4.33) y evoluciones obtenidas con Ja combinación convexa (4.23) considerando diferentes 

valores del factor de ponderación ro. 
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Resumen 

Se ha abordado el estudio de la dinámica del agua en un sistema de drenaje agrícola con la 
ecuación de Boussinesq unidimensional de los acuíferos libres. En una primera etapa se ha 
estudiado la porosidad drenable como una función de la posición del manto freático considerando 
la influencia de la zona no saturada del suelo en el proceso de drenaje. A partir de una 
conceptualización de la lámina drenada y la lámina drenable se ha definido el concepto de 
capacidad de almacenamiento, utilizado en la teoría clásica de acuíferos, y el de porosidad 
drenable utilizado en drenaje agrícola. Utilizando las características hidrodinámicas de Fujita y 

Parlange y el modelo para la curva de retención de van Genuchten, se han obtenido dos fórmulas 
para la capacidad de almacenamiento, siendo la primera útil en estudios teóricos y la segunda en 
estudios prácticos. En una segunda etapa se ha abordado el problema de la definición de la 
condición de frontera en los drenes, planteándose condiciones de radiación lineal y de radiación 
no lineal para describir la transferencia de agua del suelo a los drenes .. Se ha obtenido una 
solución de elemento finito de la ecuación de Boussinesq unidimensional para verificar: 1) las 
hipótesis clásicas que se usan en el drenaje agrícola, porosidad drenable constante y carga nula en 
los drenes; 2) la capacidad descriptiva de la relación para la capacidad de almacenamiento 
previamente deducida; .y 3) la condición de frontera tipo radiación que debe imponerse en los 
drenes. Aplicando la ·solución numérica, . previa validación de ésta, se ha modelado un 
experimento de drenaje realizado en laboratorio,:. obteniéndose primeramente que tanto el 
supuesto de porosidad drenable constante co1110 el de carga nula sobre los drenes no describen la 
experiencia de drenaje. Posteriormente se aplicó una de las fórmulas para la capacidad de 
almacenamiento y se encontró que ésta proporciona una mejor aproximación a los datos 
experimentales que aquella obtenida con .el · sUpuesto de porosidad drenable constante, sin 
embargo una fuerte discrepancia entre datos teóricos y experimentales permanece. Se ha 
concluido que dichas diferencias son debidas principalmente a la condición de frontera que se usa 
en el dren. Finalmente se han aplicado las condiciones de frontera tipo radiación previamente 
planteadas, obteniéndose que la condición de radiación lineal de Newton sólo describe los datos 
experimentales de lámina drenada en los tiempos cortos del. drenaje. Se ha obtenido que una 
mejor descripción del experimento de drenaje es posible con la condición de radiación no lineal 
presentada en este trabajo. El buen acuerdo entre la evolución de la lámina drenada experimental 
y la evolución de la lámina drenada calculada con la c.ondición de radiación no lineal ha 
permitido concluir que esta relación puede utilizarse para describir la transferencia de agua del 
suelo a los drenes. 
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CAPITULO V 
DESCRIPCIÓN DE LAS TRANSFERENCIAS DE MASA Y ENERGÍA EN SISTEMAS 

DE DRENAJE AGRÍCOLA SUBTERRÁNEOS 

En este capítulo se hace una comparación de Jos resultados proporcionados por la 
ecuación de Boussinesq unidimensional con los proporcionados por Ja ecuación de Richards 
bidimensional, estudiándose Ja descripción de las transferencias tanto de masa como de energía 
en sistemas de drenaje subterráneos experimentales. Así mismo se realizan cálculos de separación 
entre drenes usando las ecuaciones Richards y de Boussinesq y se comparan Jos valores 
obtenidos con estas aproximaciones. 

5.1 PLANTEAMIENTO 

Una de las funciones principales de Jos sistemas de drenaje agrícola es evitar el 
establecimiento de un régimen de humedad y aireación perjudicial para el desarrollo de los 
cultivos, mediante el desalojo de los excesos de agua provenientes de excesos de riegos, 
precipitaciones, pérdidas por infiltración en canales, aportaciones de corrientes subterráneas 
provenientes de zonas altas, etc. En otras palabras los sistemas de drenaje tienen como finalidad 
abatir los mantos freáticos hasta una profundidad que no afecte a las raíces de los cultivos. Para 
realizar una evacuación rápida y oportuna de Jos excesos de humedad es necesario determinar 
gastos de drenaje para diferentes separaciones, profundidades y diámetro de los drenes y 
seleccionar el diseño que mejor funcione en la práctica. 

Esta determinación generalmente se realiza aplicando fórmulas obtenidas para formas 
simplificadas de la ecuación de Boussinesq unidimensional y condiciones de frontera de primer 
orden en los drenes (Hooghoudt, 1940; Dumm, 1954). Sin embargo en este trabajo se ha 
mostrado que las hipótesis consideradas en Ja derivación de estas soluciones no siempre 
describen la evolución de las variables físicas de un sistema de drenaje y se ha obtenido que la 
evolución del gasto de drenaje puede ser descrita de mejor manera con las siguientes 
aproximaciones: 

La primera es resolviendo Ja ecuación de Richards bidimensional: 

(5.1) 

considerando la siguiente condición tipo radiación no lineal en Jos drenes: 
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(5.2) 

Y la segunda consiste en resolver la ecuación de Boussinesq unidimensional: 

(5.3) 

consideral1dó ur;~-~6~di~ióri'"ae'rr()Üi~~~- tipo r~diaéión nb lil1eal en.los drenes: : , «'~,·, ··x':.-,. .. \:>··· :.>1;,:··· "" ·-·· , ·-.·· : .• :.·· · .·. , 
-- . --; 

· IX(;~º·)•··r· 
q =y s •_p: •··•.·•· 

(5.4) 

. ~ - -
--·- - . --,--_,_ . - - _- ·- -

En los capítulos III y IV se ha mostrado que;: estas aproxim~ciones P.ermiten pr~decir las 
transferencias. de masa en sistemas de drenaje\agríccila .sÜbterráneos, sin -,emb_argo. n() se ha 
probado que ellas proporcionen resultados ~imiÍ~res respécto dé las 'transfere~éias dé' energía 
(abatimiento de la superficie libre), proceso que es de fündaméntal irrÍpcírt~nci~ 6\íariclo'se diseña 

, ... ' .. · . . . .'.''"'" . ,• "". 

un sistema de drenaje. 

Siendo que la ecuación· de Richards proporciona descripciones finas del movimiento del 
agua en el suelo y la ecuación de Boussinesq proporciona sólo descripciones globales, es de 
esperar entonces que la solución al problema de la recesión del manto freático sea proporcionado 
por el sistema (5.1) y (5:2), mientras que el sistema (5.3) y(5.4) es una aproximación al anterior. 

Desde un punto de vista teórico es importante determinar. el nivel de aproximación del 
sistema (5.3) y (5.4) al sistema (5.1) y (5.2), considerando tarito las transferencias de masa como 
las transferencias de energía. Desde un punto de vista práctico es importante investigar si existen 
diferencias entre el valor de separación entre drenes calculado con la ecuación de Richards y el 

- -.- --. ·- -~ ·- ··--i,,·--- -· ,-

calculado con la ecuación de Boussinesq. · · · ·.·:> •'· 

En este capítulo se plantean lossiguient~s.o~Je~i~()~:·. 1) aplicar los sistemas (5.1) y (5.2) 
así como (5.3) y (5.4) para m()delar ll1JrrÍérlc~6l1té e~perlmentos de drenaje en dos suelos de 
características hidrodinámicas contrastan1:es.ºy coihparar los resultados obtenidos con ambas 
aproximaciones; 2) estimar separaciones ent~e drel1es considerando las dos aproximaciones antes 
mencionadas. 
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5.2. PROBLEMAS DIRECTOS 

5.2.1. Modelación del experimento de drenaje de laboratorio 

Se realiza una primera comparación de los resultados proporcionados por las ecuaciones 
de Richards bidimensional y de Boussinesq unidimensional para la recesión del manto freático, 
considerando el sistema de drenaje experimental presentado en el capítulo III donde se usó el 
suelo arena de Tezoyuca. En la modelación con la ecuación de Rfohards se. consideran las 
condiciones definidas en la sección 3.5 mientras que en· la modeladóll c~n la ecuación de 
Boussinesq se hace uso de las características especificadas en láseéciói'l'4:9 . 

.. . ~"-.. ··,:- -

._._·-.. ;.·· »-

Los result~dos obtenidos con las soluciones numérlc~~dl:l'}ii/eciú.aciones de Richards y de 
Boussinesq (secciones 3.5 y 4.9) muestran que 'iÍmbii:~:'.,.ap~oSCiÜi~ciones proporcionan 
descripciones similares respecto de las transferencias cie'rriasa?~h\_ef si.stema de drenaje 
experimental, como puede verse en la Figura 5 .1. Sin einbitrgo_~~~ta <:óiidición ·no es conservada 
para las transferencias de energía, ya que la evolución• dél • m~t¿': freático descrita con la 
aproximación de Boussinesq presenta diferencias signiflc~ti~'as.r¿spect~ de la obtenida con la 
ecuación de Richards. En la Figura 5.2 se muestra la evolución de I~ superficie libre a la mitad de 

separación entre drenes, en esta Figura se observa claramenté que la ecuación de Boussinesq 
predice un abatimiento del manto freático más lento que el descrito con la ecuación de Richards, 
por ejemplo el tiempo requerido para que el manto freático (originalmente ubicado en la 
superficie del suelo) descienda hasta una profundidad de 80 cm (zona de raíces de los cultivos) es 
según la ecuación de Richards de t = 0.465 h y ~~gún la ecuación de Boussinesq de t = 1.225 h , 

la diferencia relativa del tiempo de Boussinesq al tiempo de Richards es aproximadamente de 
163%. Si bien no se cuenta con mediciones de· Ja evolución de la superficie libre que permitan 
verificar cual de estas aproximaciones describe de mejor manera la experiencia, dado que se está 
reproduciendo con ambas aproximaciones la evolución de la lámina drenada experimental (ver 
secciones 3.5 y 4.9) es posible esperar que· la evolución descrita con la ecuación de Richards se 
aproxime más a la evolución que realmente se presenta en el sistema de drenaje, ya que la 
ecuación de Boussinesq es una aproximación menos fina que la primera, dado que se obtiene al 
integrar la ecuación de Richards en la vertical asumiendo una distribución hidrostática de las 
presiones, supuesto que no se satisface en la vecindad del dren donde el flujo es mayormente 
radial. Este supuesto puede ser una de las causas de que la ecuación de Boussinesq no conserve la 
energía. 
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Figur.t 5.1. Evoluciones teóricas de la lámina drenada del módulo experimental relleno con arena 
de Tezoyuca. 
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Figura 5.2. Evoluciones teóricas de la superficie libre a la mitad de separación entre drenes en el 

módulo de drenaje experimental relleno con arena de Tezoyuca. 

TESIS CON 
F,i_LLA DE ORIGENH 

134 



5.2.2. Modelación del experimento de drenaje de Pandey et al. (1992) 

Pandey et al. (1992) desarrollaron un experimento de drenaje en laboratorio usando un 
suelo de textura franco arcillosa y midieron la evolución en el tiempo de la superficie libre en 
diferentes puntos de un sistema de drenaje. En un intento por reproducir las mediciones 
experimentales con la ecuación de Boussinesq, Pandey et al. propusieron una fórmula empírica 
para la capacidad de almacenamiento (l .67), sin embargo los resultados que obtienen 
considerando esta fórmula aunque son mejores que los obtenidos al suponer la porosidad drenada 
constante difieren .. sensiblemente de los observados en laboratorio. En el capítulo IV se ha 
mostrado de· m~n'era. rigurosa que la capacidad de almacenamiento no puede adoptar fomrns 
arbitrarias, en.c:onsecuencia se retoman los resultados experimentales obtenidos por Pandey et al. 
para in~~stigar si las diferencias encontradas entre datos experimentales y los derivados a partir 
de la ecuación de Boussinesq son debidas al hecho de que esta ecuación no conserva la energía. 
Para completar· este estudio se describe el mismo experimento de drenaje con la ecuación de 
Richards bidimensional. 

Las dimensiones y características del sistema de drenaje considerado en el experimento se 
presentan en la Figura 5.3. Este sistema se rellenó hasta una altura de 160 cm con un suelo de 
textura franco arcillosa previamente pasado por la malla de 2 mm, procurando mantener una 
densidad aparente constante para establecer condiciones de homogeneidad. Una vez colocado el 
suelo éste se saturó aplicando una carga de agua en la superficie del mismo y se dejó reposar el 
medio durante un periodo de 15 días para permitir la estabilización de las presiones y la 
eliminación del aire atrapado. Transcurrido este periodo se retiró el exceso de humedad existente 
en la superficie del suelo, se destapó el dren y se midieron la variación en el tiempo del manto 
freático a diferentes distancias del centroide del dren (50 cm, 220 cm y 433 cm). 

/1 / 
l'-1/_,----------------tz::::::: ~:~:: 

Sucio saturado 118 210 

//A::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::1~ ~~-·-

1 ¡ i , ............ -

!¡6 8 459 .1 
493 

Figura 5.3. Sistema de drenaje experimental de Pandey et al., 1992 (acotaciones en cm). 
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Las características físicas de este suelo reportadas por Pandey et al. son: densidad 

aparente promedio• p ª = 1.5 g/ cm 3 
; densidad de las partículas sólidas p 5 = 2.65 g/ cm 3 

; 

conducti~idadhidfáulfo~ a s~turación K, = 0.1563 cm/h ; y un valor de porosidad drenada 

promedio de<µ-:=:.·o.ó:316cm 3/cm3
• 

~--,~,=;==-~,--~5=c'-;:-·",----,-~c !.....-----'--'--....::,.-'-._.__ ---="'------=--,---- ._ -

--.,,;_·-,-;-: ,-,-

• La aplÍ~a~ióri'&~.i~ ~cuáciÓn de Richards bidimensional (5 .1) requiere de representaciones 
analíticas de l~c~ryi\1~·~et~~ciÓ~ ele ~.umedad y de la curva de conductividad hidráulica, para ser 
congruentcs.~i:>ri\~j¡';;:¿~?~~g~id~ en.este trabajo se seleccionan los modelos de van Genuchten y 

- ·:·: :_-·-:"' ~'-'..:/~·;,'.(~_:~_;:•,¡'~·:¡,: .. -;:<:.,;:';~'.--- •.. 't.:._·.·-~::.:»--:·<_,_:,_· ·: -· _.' 
de Brooks y C()rey ( ecuaciones':l ;17 Y' l. 19) y los parámetros que intervienen en estas relaciones 
se estim~n d~.ia 'sig~Í~nt~:~~~·era: i; , .·. · 

Los ba~áT~¡~o~~.~'.)'\·~;se.estiman a•partir de la curva granulométrica del suelo y de la 

porosidad t~t~i ~~fü;¡~·;J~.:~a ~~~~ g~anul01nétrica experimental reportada por Pandey se ajusta 
con la función d6~cll~trih~~ióh él~l tamaño de las partículas tipo van Genuchten (2.30), el mejor 

ajuste ent~e ~s·t;•:ftl~,gióri'.jy la éurva granulométri~a (R 2 = 0.9918) se obtiene con 0
8 

= 1050 µm 

y M = 0.105'riiü~~'?.4).ia porosidad total del suelo se estima usando la relación p = 1-p. /P. 

considerandó los_ Z-~lcm:s de densidad aparente y de los sólidos reportados: cj> = 0.434 cm 3 /cm 3 
• 

, -· -. ' .. - '· •,:-__ :,.'. -.. ~-~ .. 
Introduciend~ .. este yalor en relación (2.32) y resolviendo la función resultante, se obtiene la 
dimensión cociente del suelo franco arcilloso de Pandey, s = 0.6805. 

0.1 10 100 1000 10000 
Tamaño de las partículas (µm) 

Figura 5.4. Ajuste de la curva granulométrica experimental del suelo franco arcilloso de Pandey 

et al. con Ja ecuación (2.30) para M = 0.105 y D 
8 

= 1050 µm : R 2 = 0.9918 

,--~~,~;1r.~,~c~r0~.~r~-r-.-~r~~-
. • . ..: \. .. •li/ 
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Considerando. los valores precedentemente obtenidos se aplican las relaciones (2.31) y 

(2.33) obteniéndoseque.·~,,;0.0697. Y·11"=19.513. El contenido volumétrico de agua a 

saturación se, asimila~ a la porosidad totaLdel suelo e. = <!> = 0.434cm 3 /cm 3 
, y el contenido 

' ~- ~ . '' . . . . ' ' .. - . .. . " 

volumétrico residg~1:~'e .•. :s .•. :u.·f .. º ... i,e_•.igll~l~~ .• ~;(lr.~~~;·,~g~~· 
·~~, o~ · ·. ·I,s-::: - · - ~1-.- .-,.- -

(5.5) 

obtiene lfl d = .:..4,(g cm . 

La condición . inicial tanto· para la ecuación de Richards como para la ecuación de 
Boussinesq es la corresporiclie(lte a· un sudo inicialmente saturado que no transfiere agua por 

ninguna de sus frontéras; \jl(x, z,0)~ z y· H(x,O) =H •. -"-- -... , .. 

Las. condicibnes 'qu~ sei~;()üenénJos ~egmento5c,d~frri~teradel .dominio ,de:solución de 
la ecuación d~' Richards bidimensiC>n~L;¿···~xcep~Íón:fá~1+;·ci;~;rz~on~de'.'.nujo riui6; l::s.·d~cir 
-K(111)[8('11-z)/8z]=O en z=O y ~,;,;l6Ü:;:¿~~·~.{)s~s::423;.;·;K(~Xa\Jl/0x]='o x=O y 

x = 493 para o< z < 160. · .· .... ,·. ;;.~:;~·:','-J7, ·:~.tgf:.tt.~~L~'~-;~;f;:;Z,It,,·~~('·' ··· ··.·.·· 
Los parámetros de forma de las coniJi¿¡l)~~~:~~;~~d;~~\~~:~~;li~~~l (5.2) y (5.4) se estiman 

respectivamente con las relaciones a(s) ;.;:2s. {ec~~ción 2.54) y~8 =:2s, .obteniéndose a= 1.36 y 

8 = 1.36. Adicionalmente se supone qu~·~1 'ta(Ór del ~xpC>~~~te ·~¡)~· de la condición de radiación 
no lineal (5.2) es igual al valor estimacl~ ¡Jara. el expónente "a":'l'ara describir la variación en el 
tiempo del tirante en el dren li(t)(ecu~ción 5.2)se suponen los siguientes valores: J = 0.001, 

d = 0.54 y K = 9.83 (estimado a partir 'del coeficiente de Hazen-Williams para tubos de PVC). 

Los parámetros q
0 

y y de las coi1~iciones de frontera (5.2) y (5.4) se estiman de manera de 

reproducir las observaciones experimentales. 

La discretización del dominio de solución de la ecuación de Richards bidimensional se 
hizo de la siguiente manera: con el paquete comercial Argua One 4.0p se generó una malla de 
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elementos finitos respetando la condición de uniformidad (Mori, 1983), la malla consta de 16,022 
nudos, distribuidos en 31,448 elementos (Figura 5.5), los pasos de espacio mínimos escogidos 

son Axmin = 0.025 cm, y Azmin = 0.025 cm, y los máximos son ~x""', = 2.5cm y 

Az,nax = 2.5 cm. Se seleccionó un paso de tiempo inicial de At = 0.01 s que se incrementó en el 

transcurso de la simulación hasta un máximo de ~tm,. = 240s. 

o 

a 
~ -50 
-o 

"' -o 
:.¡:; 
e 

2 e 
c.. 

o 50 100 150 200 250 300 

Distancia X (cm) 
Figura 5.5. Malla elementos finitos. 

350 400 450 

El dominio de solución de la ecuación de Boussinesq unidimensional se definió como el 
doble de la distancia que hay desde el centroide de la sección transversal del dren hasta la pared 
derecha del sistema experimental ( L = 926 cm ). Este dominio se discretizó generando una malla 

de 9261 nudos y 9260 elementos de tamaño uniforme (Ax= 0.1 cm). Se seleccionó un paso de 

tiempo inidal de· Atini = 1 s que se incremento conforme transcurre la simulación hasta un 

máximo de At¡01 = 600 s . 

Considerando las características estimadas precedentemente se simuló el experimento de 
drenaje aplicando las soluciones numéricas de las ecuaciones de Richards y de Boussinesq que se 
presentaron en los capítulos 111 y IV. El tiempo total de las simulaciones es igual a la duración de 
la prueba de drenaje ( t = 1 O d ). El objetivo de las simulaciones numéricas es reproducir con 

ambas aproximaciones la variación en el tiempo del volumen de agua evacuado por el dren 
(procurando que el volumen drenado a los 10 días de la prueba sea aproximadamente el mismo) y 
comparar las evoluciones teóricas de la superficie libre con la evolución medida en laboratorio. 
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Mediante simulaciones numéricas se encontró que el mejor ajuste de la ecuación de 

Richards a los datos experimentales de evolución del manto freático se obtiene con q
0 

= 30K,. 

Utilizando la evolución teórica del volumen de agua drenado obtenida con esta aproximación, se 
estimó el valor del parámetro y de la condición tipo radiación no lineal (5.4), y= 7.75. 

Los resultados obtenidos con las ecuaciones de Richards y de Boussinesq para la 
transferencia de masa se presentan en la Figura 5.6. En esta Figura se puede observar que existen 
pequeñas dlfcrencias eritre las evoluciones descritas con ambas ecuaciones, esto puede deberse a 
que con· la ecuación de Boussinesq sólo se está considerando las transferencias que ocurren del 
centro d;;I dren hacia su derecha (condición aproximada a la que se presentó en laboratorio), 
mientras que con la ecuación de Richards se considera además lo que pasa en los 30 cm ubicados 
a la izquierda del drcn (condición real presentada en laboratorio). En esta Figura también puede 
observarse que el volumen de agua drenado a los 1 O días del experimento obtenido con ambas 

aproximaciones es prácticamente el mismo (V= 0.1 m 3 
). 

0.12 

0.09 

~ 
o 

-e 
"' ·e 
f:! 0.06 -e 
e ... 
E 
:::> 

~ 
0.03 

-q=7.75K,(~ },. ~ Ecuación de Bouuincaq 

-q,,.JOK,(1-.¡;}•("';")"\ Ecuación de Richards 

0.00 

o 2 4 6 R IO 

Tiempo (d) 

Figur.t 5.6. Evoluciones del volumen de agua evacuado por el dren descritas con la ecuación de 
Richards y con la ecuación de Boussinesq. 

" .. :· .. : 
,--.-\~\: ,,~ 

Al comparar la ev~IuCiói{d~ltm~~t~ 1fi:~áti~·Jó.fuedida en laboratorio con los resultados 
obtenidos en las simulaCiones nu~é;¡~·a;;~·~~t~~Üi~~q~ci la ecuación de Boussinesq no conserva 
1a energía respecto de ta ccu~éión. de R.ichar<ls y que esta última describe de mejor manera ta 
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recesión del manto freático, tal y como se había mencionado en la sección 5.1. l (ver Figuras 5. 7). 
Las diferencias entre la ecuación de Richards y los datos experimentales en los tiempos largos de 
drenaje pueden ser debidas a la evaporación, sin embargo como esta variable no fue medida en el 
transcurso del experimento se supuso nula en las simulaciones numéricas. 

La evidenciaexperimentalhapermitido.mostrar que'.ª ecuación de Bousslnesq'subestima 
la recesión dbl ~a.~tofr~átlco,-ést;·~oridición deb~ ten~rse-pr~sente cuando ~e ~!iipl~~ l~e<:úación 
de Boussinesq/enel 'disefio de sis,temas ·~e dre~aje .·º. ~u~ndo .·.se utmce 'parac~sti.::iar de la 
conductivid~d •• hid~áí.íli;;'a a s~tu~aciÓn~'¡)fó;:nedÍo 'Cíe un. sisieilla~ ya tj~e :·~xi~t~~ ei:'riesgo de 
sobrestimarta~tri la séparación e~tré~Círirie;co~é> ~l val~r ele conductividad hicl~áÚÜca:: 

. . - .. ·•_\ . ' 

o 2 
Tiempo {d) 
4 6 8 10 

o +-"-''-"-1--'--'--~,'-'--'--'-+-'-"'-'--f--'-"'-''-l 
0 Hxperimentul (P1uuk-y et al .• 199:?) 

- 'l = 7.7SK.,(~ )' Mo o Rcunción de 13ottMiUl .. "S<} 

1 • • p p • - , ::lOK. (1-~)'~('l'-'')
1
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Figunt 5.7.a.) Comparación de la 
evolución experimental del manto 
freático con las evoluciones descritas con 
la ecuación de Richards y con la ecuaCión 
de Boussinesq a 50 cm del centroide del 
dren. 
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(
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O l!xp.=rimental(Pandey "''al.. 1992) 
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Figura 5.7.b.) Comparación de la 
evolución experimental del manto freático 
con las evoluciones descritas con la 
ecuación de Richards y con la ecuación de 
Boussinesq a 220 cm del centroide del 
dren. 
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o 2 
Tiempo (d) 
4 6 8 10 

(
h )'" -q=7.73K,-¡;- ; l!cuacaonJeDouuinesq 

( )'"( -h)'" -q~3oK, 1-* 7 ; Ecu.u;:iónderuchanb 

O Expcrimmlül(Pandey•t JJ/ .• 1992) 

Figura 5. 7.c.) Comparación de la evolución experimental del manto freático con las evoluciones 
descritas con la ecuación de Richards y con la ecuación de Boussinesq a 433 cm del dren. 

5.3. PROBLEMA INVERSO: CALCULO DE LA SEPARACIÓN ENTRE DRENES. 

Los resultados obtenidos en la sección anterior permiten suponer que si las ecuaciones de 
Richards y de Boussinesq son aplicadas al diseño de un sistema de drenaje agrícola subterráneo, 
los resultados proporcionados por estas ecuaciones pueden diferir sensiblemente. Para comparar 
los resultados derivados de estas ecuaciones diferenciales, en esta sección se plantea el problema 
inverso consistente en calcular la separación entre drenes que se necesita para abatir el manto 
freático a la mitad de la separación hasta una profundidad establecida en un periodo de tiempo 
lijo. En el diseño se considera el abatimiento a la mitad de separación entre drenes porque a esta 
distancia se presenta la profundidad mínima del manto freático. 

En este problema .inverso se consideran el suelo arena de Tezoyuca y el suelo arcilloso de 
Pandcy el al. (1992)ya que se han estimado previamente tanto sus parámetros hidráulicos como 
los parámetros que intervienen en las condiciones tipo radiación no lineal (5.2) y (5.4). 
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5.3.1. Sucio arena de Tczoyuca. 

Considérese el sistema experimental de drenaje presentado en la sección 3.4 y supóngase 
que el abatimiento descrito con la ecuación de Richards bidimensional corresponde al 
abatimiento que se desea reproducir con la_e_cuación de Boussinesq unidimensional, ¿Cuál es la 
separación entre drenes que permite aproximar los resultados de la ecuación de Boussinesq a los 
de la ecuación de Richards a la mitad de separación entre drenes. 

A partir de una serie.de simulaciones numéricas se encontró que la mejor aproximación 
entre el abatimiento descrito con la ecuación de Boussinesq al descrito con la ecuación de 
Richards se obtiene cuando la separación entre drenes para la primera ecuación diferencial es 
aproximadamente de 49 cm (Figura 5.8). La diferencia entre la separación real y la separación 
requerida por la ecuación de Boussinesq es aproximadamente de 1 02%. Se debe tener presente 
que al modificar la separación entre drenes para intentar reproducir la evolución de la superficie 
libre se está considerando un sistema de drenaje distinto del experimental. 

Tiempo (h) 
o.o 0.5 1.0 1.5 2.0 

- Boussin~-sq (L = 49 cm) 

- Richnrds (L = 100 cm) 

¡ ·ª -40 -11-----1-----1-----1----1 
.-¡;; 
~ 
9 
~ 
E 

-.:; 
"C 
"C 

-8 -80 -l---~~c-----1-----+-----l :g 
..2 
e 
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a) 2 horas de drenaje .... . _ ;·_b)f2 horas de drenaje 

12 

Figura 5.8. Evoluciones teóricas de la superficie)ibr~a lamitad de separación entre drenes 
calculadas con la ecuación de Richard~ bidiriieí-isio~~l pma llna ~eparación entre drenes de 100 

cm y con la ecuación de Boussinesq unidimensional para una separación entre drenes de 49 cm. 
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5.3.2. Sucio franco arcilloso de Pandcy et al. (1992) 

Una segunda comparación entre las separaciones proporcionadas por las ecuaciones de 
Richards y de Boussinesq es realizada considerando el sistema de drenaje experimental de 
Pandey et al. ( 1992). Al igual que en el caso anterior supóngase que desea reproducir con la 
ecuación de Boussinesq la evolución del manto freático a la mitad de separación entre drenes 
descrita con la ecuación de Richards, ya que esta última aproximación proporcionó la mejor 
descripción de los datos experimentales. 

Para aproximar la evolución de la superficie libre descrita con la ecuación de Richards, se 
hizo variar la separación entre drenes para la ecuación de Boussinesq. El mejor acuerdo entre las 
evoluciones se obtiene cuando la separación entre drenes para la ecuación de Boussinesq es 
aproximadamente de L = 600 cm (Figura 5.9). Esta separación es 54.3% menor que la 

separación real. 

o 2 

Tiempo (d) 

4 6 

- 13oussincsq (L = 600 cm) 

- Richards (L = 926 cm) 

8 10 

120 ~--~--~--~---'------' 

Figura 5.9. Evoluciones de la superficie libre a la mitad de separación entre drenes calculadas 
con la ecuación de Rid-lards bidimensional para una separación entre drenes de 926 cm y con la 

ecuación de Boussinesq unidimensional para una separación entre drenes de 600 cm. 
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Las diferencias entre las separaciones proporcionadas por las ecuaciones de Richards y de 
Boussinesq en dos suelos de características hidrodinámicas contrastantes, muestran que cuando 
se diseñan sistemas de drenaje con la ecuación de Boussinesq se sobrestima la separación entre 
drenes. 

Resumen 

Se han presentado dos aproximaciones para describir el drenaje agrícola, la primera 
consiste en resolver la ecuación de Richards sobre un dominio bidimensional considerando una 
condición tipo radiación no lineal en el perímetro del dren y la segunda consiste en resolver la 
ecuación de Boussinesq sobre t.m dominio unidimensional imponiendo en los extremos de éste 
condiciones tipo radiación noi;: lineal. A partir de una comparación directa entre ambas 
aproximaciones y apoyados c::n evidencia experimental, se ha mostrado que la ecuación de 
Boussinesq no conserva la energía respecto de la ecuación de Richards. Adicionalmente se ha 
mostrado que la ecuaCi,ón de Boussinesq sobrestima la separación entre drenes que se requiere 
para abatir el manto freático una profundidad dada. 
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CAPÍTULO VI 
CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

En este trabajo se ha abordado la descripción de Ja transferencia de agua en sistemas de 
drenaje agrícola subterráneos considerando las ecuaciones diferenciales no lineales de 
Boussinesq en su forma unidimensional y de Richards en sus formas unidimensional y 
bidimensional. Se ha estudiado específicamente el tipo de condición de frontera que debe sujetar 
a cada una de estas ecuaciones en la frontera del dren. 

La determinación del tipo de condición de frontera que debe imponerse en los drenes se 
ha realizado a partir del análisis de las transferencias de masa y energía que ocurren durante la 
recesión del manto freático en Ja columna de suelo ubicada encima del dren. El análisis basado en 
Ja ecuación de Richards, ha permitido establecer que Ja relación que describe el drenaje de una 
columna de suelo hacia la atmósfera es una condición de frontera tipo radiación no lineal. Esta 
relación contiene a Ja condición de· radiación lineal clásica y satisface que la posición de Ja 
superficie libre es una función monótona decreciente del potencial de presión en Ja base de Ja 
columna de suelo. El buen acuerdo entre los resultados obtenidos con la condición de frontera 
tipo radiación no lineal y las observaciones realizadas en pruebas de drenaje en columnas de 
suelos de características hidráulicas contrastantes, pem1iten concluir que esta relación puede ser 
usada para describir Ja evolución en el tiempo de la lámina de agua drenada a la atmósfera por 
una columna de suelo inicialmente saturado. 

La descripción de las transferencias de masa y energía en un sistema de drenaje' agncola 
subterráneo se ha abordado acoplando la ecuación de RÍchards bidimensional pa'.rii:°'e(flujo de 
agua en el suelo con una ley de resistencia para el flujo de agua en el dren e impÓniendo en el 
perímetro de Ja tubería de drenaje Ja condición tipo radiación no lineal .precederitemente 
detem1inada. Se ha realizado un experimento de drenaje en láboratono para evaluar la capacidad 
de descripción tanto de la condición tipo radiación no lineal como la de las dos aproximaciones 
mas usadas en Ja literatura para modelar el flujo de agua hacia Jos drenes, Ja condición de 
superficie de filtración (Neuman, 1973) y Ja solución de Kirkham (1949). Se ha mostrado que la 
mejor aproximación a los datos experimentales es proporcionada por la condición de radiación no 
lineal y que la condición de superficie de filtración sobrestima el gasto de drenaje debido a que 
considera resistencia nula en la interfaz sueló saturado-dren. Un análisis de la solución de 
Kirkham ha permitido establecer que esta relación no describe el abatimiento del manto freático 
en los tiempos largos. A partir de estos resultados se concluye que la descripción de las 
transferencias de masa y energía en sistemas de drenaje agrícola con la ecuación de Richards 
debe ser realizada imponiendo en el perímetro de los drenes la condición tipo radiación no lineal 
obtenida en este trabajo. 
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La descripción de la dinámica del agua en un sistema de drenaje agrícola también ha sido 
abordada considerando la ecuación de Boussinesq unidimensional de los acuíferos libres. Para 
que el estudio' de la condición de frontera no fuera afectado por el desconocimiento de la forma 
funcional de la capacidad de almacenamiento, se ha estudiado primeramente la porosidad 
drenable comocuna función de la posición de la superficie del manto freático considerando la 
influencia - de ;l~ ~o~a·· ~-<:) -satmad~ del suelo en el proceso de drenaje. A partir de una 
conceptuali~aclón de< la lámina drenada y la lámina drenable se ha definido el concepto de 
capacidad .de almacenamiento o porosidad drenada, utilizado en la teoría clásica de acuíferos, y el 
de porosidad drenablé utilizado en drenaje agrícola. Posteriormente se ha abordado el problema 
de la definición de la condición de frontera en los drenes, a partir de la aplicación de conceptos de 
geometría fractal se ha determinado que latransferencia de agua del suelo hacia los drenes debe 
ser descrita con una condición de frontera tipo radiación no lineal. Esta relación establece que el 
flujo de drenaje es proporcional a una potencia de la carga hidráulica sobre el dren, donde el 
exponente es una función lineal de. la dimensión cociente del suelo. Apoyados en evidencia 
experimental se ha mostrado que dos de los supuestos usados en la teoría clásica del drenaje 
agrícola, porosidad drenable constante y carga nula sobre los drenes, no describen las 
transferencias de masa y energía en un sistema de drenaje agrícola sub.terráneo y que una mejor 
aproximación a estos procesos puede ser obtenida considerando la fórmula de la capacidad de 
almacenamiento y la condición de frontera tipo radiación no lineal obtenidas en este trabajo. 

Evidencia experimental ha permitido comparar y evaluar las dos aproximaciones que se 
han propuesto en este trabajo para modelar el fenómeno del drenaje agríc'ola: la :resolución de la 
ecuación de Richards sobre un dominio bidimensional considerando un"~'c~ndicióÍl tip~ radiación 
no lineal en el perímetro del dren y la resolución de la ecuación de'.Boussiriesq ~obr~ ~ri. dominio 
unidimensional en cuyas fronteras se imponen condiciones tipo,<l-íicliaéióri no, lineal. Los 
resultados obtenidos permiten concluir que la ecuación de Boussine~-q no c:;,Ílserv~-la energía 
respecto de la ecuación de Richards lo cual origina que la sep~aC:iÓn ~nt;e d~en~; ~stimada con 
esta aproximación sea menor que aquella estimada con la ecuación 'de RÍch~rds. . . . 

- ·. '.':-''' ·;·· ,· .·: ·~ ' ::: ... : , .' 

Esfuerzos futuros deben encaminarse al estudio· de.' l~~- ;·parAm~tros · de· escala de las 
condiciones tipo radiación no lineal que sujetan a las ecuaciones -deRi~hards y 'de.Boussinesq en 
la frontera de los drenes. 
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ANEXOI 
RESULTADOS DE LAS PRUEBAS DE INFILTRACIÓN Y DE DRENAJE EN 

COLUMNAS DE SUELOS 

En este anexo se presentan los resultados teóricos y experimentales relacionados con las 
pruebas de infiltración y de drenaje en columnas de suelos. Primeramente en la Tabla I.1. se 
presentan las características fisicas de estas columnas y en la Tabla I.2 se especifican el estado 
inicial de las columnas y las cargas de agua aplicadas sobre su superficie durante las pruebas de 
infiltración. Enseguida se muestran las curvas granulométricas de cada suelo así como el ajuste 
que se hizo de éstas con la ecuación (2.30). Se muestran también los resultados de la calibración 

de los parámetros de escala K. y '11 d para cada uno de los suelos. Finalmente se presenta la 

comparación de láminas drenadas medidas y las láminas drenadas calculadas con la condición de 
radiación no lineal correspondientes al mejor ajuste a los datos experimentales. 

Longitud Volumen Densidad de 

Suelo de la de la Peso del suelo Densidad ·' los 'sólidos 

Arena "Cuaculan" 
(Yautepec, Mor) 

columna 

(cm) 

75.00 

2 "Sta. María" 
(Cuemavaca, Mor) 75.00 

3 "La Pintura" 

4 

(Yautepec, Mor) 

"Progreso" 
(Jiutepec, Mor) 

75.00 

75.00 

Contenido volumétnco ·. 

inicial (cm3/cm3j. 

Carga en la superficié'.¡ 
(cm) 

columna 

(cm3
) 

aparente p~ . .. P. 

(g/cm3
) 

6.500 

Tabla 1.2. Condición inicial y condición de frontera superior en las pruebas de infiltración. 
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.!!! 0.6 ~--+---l-l-!+HH--t 

1 
..... 0.4 

10 100 1000 10000 
Tnmaí'lo de las partleulas (µm) 

Figura 1.1. Curva granulométrica de la Arena de Cuaculan y la función definida por la ecuación 

(2.30): D 
8 

= 675 µm y M = 0.325 ( R 2 = 0.9933 ). 

28 

21 

E, .. 
] 
¡¡:; 14 
.5 .. 
~ 

o 30 60 

Tiempo (min) 

90 120 

Figura 1.2 Comparación de las láminas de infiltración medida y calculada con: 'l'd = -19.5 cm y 

K, = 7.6 cm/h; R 2 = 0.9979 (arena de Cuaculan). 
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6.0 ~------------------~ 

e 4.o 
~ 
~ 

¡¡¡ 
!! 
""' 2 ·e 
..'.l 2.0 

o 400 

-------------- --------+---

800 
Tiempo (min) 

1200 

-Calculada 
o Medida 

1600 

Figura 1.3. Comparación de la lámina drenada medida con la lámina drenada calculada con 

a = b = 1.5 y q 0 /K, = 2.74; R 2 = 0.9884 (arena de Cuaculan). 

·e o.6 

~ 
!! 
u. 0.4 

0.2 

1 

1 : 
1 ¡ 1 

10 100 1000 10000 
Tamafto de las partfculas (µm} 

Figura 1.4. Curva granulométrica del suelo Sta. María y la función definida por la ecuación 

(2.30): 0
8 

=415µm y M=0.127 (R 2 =0.9699). 
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so ------,------.-------.--------, 

o 9 18 
Ticmpo(h) 

27 36 

Figura 1.5. Comparación de las láminas de infiltración medida y calculada con: \lid = -45.5 cm 

y K, = 0.51 cm/h; R 2 = 0.9991 (suelo Sta. María). 

2.0 

l.S 

e 
.!:!,. 

"' 1l 
~ 
""' 

1.0 

"' e 
·5 ... ..... 

0.5 

o.o 

1 
1 

1 

1 
o 3 6 

Tiempo (d) 

9 

-Calculada 
o Medida 

12 

Figura 1.6. Comparación de la lámina drenada medi.da co.n la lámina drenada calculada con 

a = b = 1.4 y q 0 /K, = 1.28 ; R 2 = 0.9987 (suelo Sta. María). 
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1.0 

0.8 

... 0.6 
·¡:¡ 
g 
~ 
"- 0.4 

0.2 

o.o 

~ ~ 

v V 
~ .... 

10 

V 
y 

,..1 

V6 
V 

,RF-~ 

-

100 1000 10000 
Tama~o lle las partlculas (µm) 

Figura l. 7. Curva granulométrica del suelo La pintura y la función definida por la ecuación 

(2.30): D 
8 

= 500 µm y M = 0.095 ( R 2 = 0.9793 ). 

~ :: :==-r----¡ __ --_,-----1 __ - __ ¡~--~ 
] i 
i§ 1 

:i 
:!3 

o 2 4 
Tiempo {d) 

-Calculada 
o Experimental 

6 8 

Figura 1.8. Comparación de las láminas de infiltración medida y calculada con: \Vd = -51.0 cm 

y K, = 0.06 cm/h; R 
2 

= 0.9993 (La Pintwr·"'..,.''"--~~:--------. 
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I 
~ 
e 

0.6 -1-----+--='""----j,__ ___ -----+-----! 

.$3 0.4 
g 

:~ 1

1 1 
...J ' 

º·2 
- --r-¡--i----r---co1c-u10-do

1 

1 1 o Medida 

0.0.-. .......... ~~--,-....-...-.-.-....-.-.--.-~ .......... -;-...-.--,-....-,....,.-.-....-.......... --r-1 

o 3 6 9 12 15 

Tiempo (d) 

Figura 1.9. Comparación de la lámina drenada medida con la lámina drenada calculada con 

a= b = 1.40 y q 0 /K, = 2.35; R 2 = 0.9971 (La. Pintura). 

1.0 
¡,.-~ 

IJ 
V 

/ 
0.8 

~ 

:;" 
~ 

{} 

V 

"' 0.6 
-~ 

~ 
u.. 0.4 

_... ""'6~ 
...---0.2 

o.o 
10 100 1000 10000 

Tnma~o de las partlculos (µm) 

Figura 1.10. Curva granulométrica de la arcilla de Progreso y la función definida por la ecuación 

(2.30): Dg = 400 µm y M = 0.13; R 2 = 0.9965. 
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E' 
-~ 

i 
~ 20~---------+-c.P"'------+------~I .. 
e 

"§ 
:'.:! 

o 2 

-Calculada 
o Experimental 

4 6 

Tiempo (d) 

Figura 1.11. Comparación de las láminas de infiltración medida y calculada con: \!' d = -42.5 cm 

y K, = 0.11 cm/h; R 2 = 0.9997 (suelo de Progreso). 

t.s....--------,------,--------,,.-------, 

¡1.0-1-. ,.....+---~r-,--1' .g 
~ .. 
. E 

~ o.s - -----+-----

3 6 
Tiempo (d) 

9 

-Calculada 
o Medida 

12 

Figura 1.12. Comparación de Ja lámina drenada medida con Ja lámina drenada calculada con 

a= b = 1.3 y q 0 /K. = 2.0; R 2 = 0.9899 (suelo Progreso). 
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