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CAPíTULO 1 

Introducción 

Alfred Gray (1939 -19981) fue uno de los matemáticos contemporáneos 
que hizo grandes contribuciones a la geometría diferencial moderna. En 
geometría riemanniana, estudió los volúmenes de tubos y los teoremas de 
comparación, con un especial interés en el caso de las variedades de Kii.hler y 
las relaciones con clases características. Una gran parte de ese trabajo se ha 
recopilado en la monografía "Tubes" (1990). Gray fue una figura central en 
el desarrollo de la geometría compleja e hizo importantes contribuciones al 
estudio de las variedades simplécticas, antes de la explosión de actividades 
en esta área en los años 80s y 90s. El trabajo de Gray y sus colaboradores 
sobre la teoría de Rham de variedades complejas y simplécticas inició una 
fuerte interacción entre la teoría de homotopía racional, topología diferen
cial, geometría diferencial y variedades complejas. 

En el área de geometría diferencial, una de las herramientas teóricas 
favoritas de Gray era la solución al Problema de Bj6rling. En términos 
coloquiales, el problema de Bj6rling es el siguiente: 

Dada una curoa plana, se debe encontrar una superficie mínima en R3 

que la contenga como geodésica. 
Las condiciones necesarias son que Ja curva sea analítica y regular (in

mersa). Estas condiciones también son suficientes y la representación de 
Weierstrass proporciona una solución explícita de este problema: Si (x(t), y(t)) 
es una parametrización analítica de la curva, la solución al problema de 
Bjéirling se obtiene mediante la parametrización 

<I>(z) = !R(x(z), y(z), i r vx'(u)2 + y1(u)2du) izo (1.1) 

donde x(z), y(z) son extensiones de las funciones analíticas x(t), y(t) a fun
ciones de una variable compleja z. Cuando tomamos la parte imaginaria de 
la expresión, en lugar de la parte real como se hizo anteriormente, obtene
mos otra superficie mínima conocida como la superficie conjugada de la 
primera. (La fórmula también se aplica a curvas singulares y, por supuesto, 
produce superficies singulares¡ vea (Gl], en este trabajo no se considerará 
dicho caso.) 

Gray utilizaba la solución al problema de Bjorling para producir muchas 
bellas imágenes de superficies mínimas. Probablemente sea menos cono
cido el hecho que también puede utilizarse como una herramienta teórica 
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6 Introducción 

para problemas de existencia, entre otras cosas. He aquí un ejemplo: un 
día preguntamos a Gray qué orden de contacto podría tener una superficie 
mínima en un punto de auto-intersección¡ sin pensarlo un segundo contestó 
"Cualquier orden de contacto: toma una curva plana analítica con un con
tacto de orden nen un punto de autointersección y entonces toma la solución 
del problema de Bjiirling". ¡Un teorema instantáneo! 

TEOREMA l. Para cualquier entero positivo n existe una superficie míni
ma en lR3 con un punto de auto intersección tal que dos romas tienen con
tacto de orden n. 

La solución explícita del problema de Bjiirling, puede ingresarse a la 
computadora para producir muchos bellos ejemplos (en una vecindad de la 
curva seleccionda). Sin embargo, la fórmula posee algunos problemas cuando 
tratamos de obtener la imagen global, debido a que contiene una integral de 
una función que en muchos casos es multivaluada. Corno ejemplo, tomemos 
la parábola (2t, t2 ). La superficie que la contiene como geodésica está dada 
por la fórmula 

<I>(z) = ~(2z, z2, 2i fo' Vl + u2du) (1.2) 

que el lector puede escribir en su paquete de gráficos favorito... ¡y obtener 
la imagen errónea! (Figura 1.l(a)). El problema se debe a que el integrando 
se bifurca en los puntos i y -i. Cuando integramos desde O hasta, diga
mos, 2i a lo largo de dos trayectorias, una que pasa a la derecha de i y 
otra que pasa.por su izquierda se obtienen diferentes valores con la misma 
parte imaginaria. Esto produce una arista afilada que es incompatible con 
el concepto de superficie mínima. El problema se vuelve más evidente si 
consideramos la superficie conjugada (Figura 1.l{b)). Aquí los valores que 
difieren no producen una arista sino una discontinuidad en la superficie, que 
la computadora trata de asociar generando una cara plana. 

Una alternativa para resolver este problema es hacer una reparametriza
ción (es decir, encontrar una superficie de Riemann donde la función esté 
bien definida). En este caso se obtiene con la sustitución z = sinh(w) y la su
perficie se convierte en:~(2 sinh(w), sinh(w) 2 , 2i(cosh(w) sinh(w) + w)) que 
producirá la imagen correcta (Figura 1.2(a)). La superficie continúa más 
allá de la arista angular que realmente es una linea de auto-intersección, 
generando un patrón periódico. La superficie resulta ser la conocida superfi
cie de Catalán, que contiene una geodésica perpendicular a la parábola que 
es la cicloide. De esta manera, la superficie de Catalán puede describirse 
como la solución del problema de Bjiirling para la cicloide (Figura 1.2(a)). 
La figura 1.2(b) nos muestra la superficie conjugada dibujada correctamente. 

El ejemplo anterior muestra una relación interesante entre la parábola y 
la cicloide: ambas producen Ja misma superficie cuando resolvernos el pro
blema de Bjorling para ellas. A esta característica Je llamaremos la "Duali
dad de Bjiirling" que estudiaremos en el capítulo 3, "Superficies mínimas". 



(a) (b) 

FIGURA 1.1. La solución incorrecta a la parábola. Observe 
las partes recta en (a) y plana en (b). 

TESIS CON 
ORIGEN 

(a) (b) 

FIGURA 1.2. La superficie de Catalán y su conjugada 
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Un ejemplo más interesante surge cuando aplicamos la fórmula (1.1) 
para resolver el problema de Bjéir!ing a una elipse de semi-ejes a y b, tal que 
a > b. Aplicando la forma paramétrica de la elipse obtenemos la siguiente 
expresión: 
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(a) (b} 

FIGURA 1.3. El catenoide y el helicoide elíptico erróneo.s 

~(z) = lR(b cos(z), asin(z), i a foz .../1 - e2sin(u)2du) (1.3) 

~~nde. e =. ,,/_ <P - b2 /a es la excentricidad de la elipse. Si colocamos esta ex
presión. directamente en MapleV o Mathematica obtendremos las imágenes 
para la superfiéie y su conjugada que se muestran en· la figura (1.3). 
: •·. Nuevamente vemos que la superficie tiene algunos canales: regiones 
donde la curvatura secciona] es cercana a cero y en el sentido transver
sal su curvatura es muy grande. Nuevamente... ¡esto no puede ser una 
superficie mínima! pues ambas curvaturas deben tener el mismo valor abso
luto. (El hecho de que obtengamos un canal o una arista realmente depende 
del número de puntos de la malla que se utilizó para dibujar la superficie). 
La superficie conjugada presenta nuevamente el problema observado en el 
ejemplo anterior. Las imágenes que Gray obtuvo de estas superficies en [Gl], 
presentan el mismo problema. 

Este no es un problema perteneciente al sistema de software usado para 
dibujar la superficie, tanto Maple(utilizado para dibujar las primeras su
perficies) como Mathematica muestran esencialmente Ja misma imagen. El 
problema se genera nuevamente en la integral de una función multi-valuada. 
Quizá Gray estuvo ajeno al conocimiento de este problema en [Gl] ya que 
no utilizó directamente la fórmula, en su lugar eligió una función elíptica 
para Ja parametrización (utilizó la función integral elíptica de segunda es
pecie lE(z, e) que se encuentra dentro de las bibliotecas de Mathematica y 
MapleV). 

Como se puede ver en la fórmula (1.3), la tercera componente es una 
integral elíptica de segunda especie, lo que indica que debemos utilizar 
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alguna herramienta relacionada con funciones e integrales elípticas. Por 
suerte para nosotros, existen las funciones elípticas de Jacobi que están 
definidas en terminas de la función inversa de la integral elíptica de primera 
especie. A lo largo del presente trabajo se presentarán las definiciones y 
principales propiedades de las funciones elípticas de Jacobi que utilizare
mos para resolver el problema de Bjfüling para la elipse y posteriormente 
para la hipérbola. Finalmente, obtendremos las imágenes correctas para el 
Catenoide y el Helicoide elípticos. 

',1 ... 

··it• .• ., •. 
,•t:. 

. ... 
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CAPíTULO 2 

Funciones elípticas de Jacobi 

Corno en todas las áreas de las matemáticas, existen diversas definiciones 
para los entes matemáticos, y las funciones elípticas de Jacobi no podrían 
ser la excepción. El primer enfoque que conocí y utilizaré en este trabajo 
establece las definiciones de las funciones elípticas de Jacobi en términos 
de la función inversa de la integral elíptica de primera especie y construye 
el marco de trabajo de dichas funciones por su similitud con las funciones 
trigonométricas, lo que establece un acercamiento desde el punto de vista 
geométrico. Este enfoque es bastante intuitivo y, tal vez, sea el preferido 
por los estudiantes de matemáticas que se inician en el área de las funciones 
elípticas. Un análisis detallado de las funciones elípticas de Jacobi vistas 
como una generalización de las funciones trigonométricas, puede revisarse 
en (Ml). 

Otro de los enfoques establecidos para definir las funciones elípticas de 
Jacobi es a través de las funciones teta (O;(z),i = 0 . .4). Para ello, se re
quieren conocimientos en series de Fourier y funciones especiales, así corno 
teoría de funciones analíticas, mecánica y termodinámica. El lector puede 
ver que este es un enfoque predominantemente físico y se utilizará en pocas 
ocasiones en este trabajo por ser menos intuitivo. Para aquellos que estén 
interesados en conocer las definiciones de las funciones elípticas de Jacobi 
desde este punto de vista, pueden recurrir a (Ll). 

2.1. Definición de las funciones elípticas de Jacobi 

Se define al seno elíptico de Jacobi como la función inversa de la integral 
elíptica de primera especie: 

11/> dz 
u-

- o .,/(1 - z2)(1 - k2z2) 
(2.1) 

por lo tanto sn(u, k) = <P donde O < k < 1 es el módulo de la función. A esta 
función también se le conoce corno seno de amplitud (Ml), que estudiaremos 
en la sección (2.3), "Derivadas de las funciones de Jacobi". 

A partir de esta función se definen otras dos funciones elípticas, de la 
manera siguiente: 

en( u, k) = ,/I - sn2 (u, k) 

conocida como coseno elíptico de Jacobi y 

dn(u, k) ='vi - k2sn2(u, k) 

(2.2) 

(2.3) 
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> ' ¡ ... 

que es la función delta de Jacobi. .•.. ··. : .. ·.• . '.·.: . · ·. . .··.·• .. ·. ..:· 
Inmediatamente de la definición. de 'esta8. fÚncionºe8 ¡)ºódemós establecer 

las siguientes identidades: · · · · · · ·.. · 

cn.2(u;k)fsn2 (u,k) =1 

dn2 (ii, k)+k2s~2 (~ 1 k) = 1 

(2.4) 
(2.5) 

donde notamos la gran sei:rikj~~ C:6~ l~ ·fu~ciones trigonométricas sin(t) y 
cos(t). · · 

Como se mencionó anteriormente, el seno elíptico de Jacobi se define 
como la función inversa· de .la integral elíptica de primera especie. Cuando 
el límite superior de la integral es la constante 1, a la expresión resultante 
se le conoce como integral elíptica completa de primera especie, 

K - K(k) - f 1 dt 
- · - lo J(l - t2)(1 - k2t2) 

(2.6) 

así que formalmente a la expresión de la ecuación (2.1) se le nombra la 
integro/ elíptica incompleta de primera especie. El lector debe notár que 
esta integral está completamente definida por el módulo k. 

Finalmente, debemos establecer una identidad adicional que será indis
pensable para realizar las transformaciones del módulo, que veremos en la 
sección (6). Estas transformaciones se aplican en la solución del problema 
de Bjorling para las hipérbolas, así como en la obtención de las. funciones 
componentes para realizar los cálculos relacionados a la creación de las su
perficies en la computadora. 

Definimos el módulo complementario k' de la siguiente manera: 

k 1 = v'1 - k2 , o< k < 1, (2.7) 

de donde obtenemos la identidad 

k12 +k2 =1 (2.8) 

de esta forma, O < k 1 < 1 siempre que O < k < l. Evidentemente, podemos 
obtener la integral completa K' directamente si definimos K' = K(k'). 

Existen varias propiedades que pueden deducirse directamente de las 
definiciones. De las expresiones (2.2) y (2.3) vemos que las funciones en( u, k) 
y dn(u, k) son pares con respecto de u. A partir de la ecuación (2.1), pode
mos ver que cuando el módulo k de la función sn(u, k) es igual a cero, 
entonces: 

r.p dt ¡.P dt 

lo J(l - t2)(1 - k2t2) = lo J(l - t2) 



2.2 Propiedades de las funciones elípticas 

,.,,, 

FIGURA 2.1 .. GráJica de la.s funciones elípticas para k = 0.1. 
- ,;., .· ... -,:;· 

dn(x,0.6·.-)-.~···-·.-.. ··.·-·._ - ... -_· .. ·k_t.... 1 sn(x,0.6~-~----.--. 

-4 : .:.3. . -2 -1 1 2 J 4 

cn(x,0.6) ·. . . ; _ 1 

FIGURA 2.2; Óráfica de la.s funciones elípticas para k = 0.6. 

de donde: 

sn(u, O) = sin( u), 
cn(u,O) = cos(u), 

dn(u,O) = 1, 
11' 

K=2· 
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lo que nos permite ver que Ja.s funciones elípticas de Jacobi son una genera-
lización de las funciones trigonométricas. - · 

El lector se preguntará ... ¿ y qué sucede cuando k 4 1? Para responder a 
esta pregunta, necesitamos ver cómo se comportan estas funciones con argu
mentos imaginarios. La siguiente sección nos proporcionará las herramientas 
necesarias. 

2.2. Propiedades de las funciones elípticas 

La finalidad de esta sección es conocer el comportamiento de las fun
ciones elípticas cuando rotamos el dominio mediante el cambio de variable 
z = i,P. Las expresiones que encontraremos aquí serán de gran ayuda para 
definir las curvas y superficies como funciones de X : R2 ~ lR3; es de
cir, encontrar una parametrización explícita que pueda usarse para crear 
las imágenes de dichos elementos en la computadora. También podremos 
ver Ja relación existente entre las funciones con módulo k y con módulo 
complementario k'. 

Primero se expresará a sn(iu, k) = w en términos de sn(u, k), entonces 
tornamos Ja función inversa 

iu = 1w dz 
yf(l - z2)(1 - k2z2) 
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haciendo el cambio de variable z = it/J, y posteriormente el cambio 
<P = ~ tendremos: ..;1-.p• 

por lo tanto: 

que implica: 

' w 
sn(u, k') = -i v'1+:iii2 

l+w 

w =.i sn(u,k') 
, , v 11 ~ sn2 (u,k') 

finalmente, obtenemos I~ ~elación':' · 
........ :. --

;· sn(iu; k),~i-::,:-r: =s=n='=,u:;:;';::;k=')="' 
· .. ,· '>•:·::..jl,-::,sn2(u,k') 

.. - .. 

aplicando el resultado anterior'~·las, i~~. funciones', obtenemos: 

·····~~{iu,~)·.J:i:~~:il~,,, ,.',, 
. ' ... ··J:: 

·· cn(m, k), = ~(u, k;).: 

;:''• · : dn(iz; k'): 
dn(iu k),=.. . 
. , · '•: .<cn(u; k') · 

··;1_i,~.·- :'•;'· • -:'(!); :, J ' 

cambiando en las fórmulas antedoresu:pof iu ·· 

' ,'.',e; "'' ' ~sn(iu;k') 
sn(u,k),;= ·".".'. i cn(iu,k') 

Cn.(u¡k) =i ('1 k') en iu, 

d ( k) 
= dn(iu, k') 

n u, e· k') en iu, 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 



2.3 Derivadas de las funciones elípticas .... 

2 ,3 4 

F1auaA. 2.3. Gr4ca de l~ funciones elípticas para k = l. 
-~;. -·-

y observando que'~uali'<:1o'k = 1, k 1 =o; entonces: 

que genera 

' '.?
1

). .. .sn(iu,O) .sin(iu) 
sn ,u, :=, - i cn(iu, O) = -i cos(iu) 

• 
0
"'"·' ; " .: ' 1 1 

cn(:u, l) = cn(iu, O) = cos(iu) 

d ( l) _ dn(iu,O) _ 1 
n ~' . - cn(iu, O) - cos(iu) 

( l) sinb(u) .· 
sn u, .. = cosh(u) 

' 1 
en( u, l) = cosh(u) 

' ' " 1 ' 
dn(u,l)= cosh(u) 
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(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

De manera muy interesante vemos que las funciones de Jacobi se transforman 
en cocientes de las funciones hiperbólicas cuando k = 1; ·· 

.,.;=·· 

2.3. Derivadas de las funciones elípticas, 

Para poder encontrar las derivadas de las funciones elípticas.de'Jaéobi, 
necesitamos definir una función adicional llamada la función arilplitud de' 
Jacobi. Aunque existen otros métodos para realizar la diferenciación~ desdé 
el punto de vista geométrico este método es el más sencillo.>La función 
amplitud se define de la siguiente manera: · · · 

am(u, k) = 1: dn(z, k)dz (2;15) · 

A partir de esta definición, podemos redefinir l~ f~~ción' seno elíptico de 
Jacobi como el seno de la función amplitud, i,ei · · · · · · 

sn(u, k) = sin(am(u, k)) (2.16) 

esta definición parece ser más sencilla y elegante que la primera definición 
que usamos. Sin embargo, el problema que presenta para tomarla formal
mente como una definición primaria, es que se define en términos de la 

--· - ------- -··------------ -----------------
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función dn(u, k)/que a su vez se define en términos de la función sn(u, k) ... 
lo qüe nos lleva al problema de la gallina y el huevo. Vamos ahora a encontrar 
las derivada.S de las funciones de Jacobi. Dado que sn(u, k) = sin(am{u, k)), 
y ya,que.am(ú,k) ~J;:0 dn(z,k)dz, tenemos: 

. _· .. :-:. -'.. - d 
sn1(u, k) .~(sin oam)'{u, k) = cos(am(u, k)) du am(u, k) 

' .',: ,. ' ' d 
cn1(u, k) =(cos oam)'{u, k) = -sin(~m(u, k)) duam(u~ k). 

'd~'{u 'k):,: d' -..¡1·-_ k~8~2 (~ k)' = '....:2k2sn(u, k)cn(u, k)dn(u, k) 
'· du · · . _ ' 2)1 - k2sn2(u, k) . 

de donde: 

sn1(u, k) =en( u, k)dn(u, k) 
cn1(u, k) = - sn(u, k)dn(u, k) 
dn1(u, k) = - k2sn(u, k)cn(u, k) 

(2.17) 
(2.18) 
(2.19) 

en la sección (5), "Periodicidad y polos", se establece que las .singularidades 
de los miembros derechos de las expresiones (2.17), (2.18) y c2:19) sori polos 
dobles con residuos igual a cero. Esto implica que Ja integral de dichas 
expresiones no depende de Ja trayectoria de integración y' entonces ::están 
bien definidas. ·· · · •,,:,· -· 

2.4. Teorema de la adición·, 

A continuación enunciaremos el teorema de la adi~iÓ~:;•J>iJ~1íáfü:<:ion~~ 
elípticas de Jacobi. Para una referencia completa;de''lá1.demostfiición del 
teorema de la adición, el capítulo 4 de (Ml],está,'é:iiai¿·ado::¡;_:?¡;ste;íeniá; 
también pueden leer la sección 2.4 de (Ll]. · ;"; ··y•·'" ,¡ 

TEOREMÁ 2. Sean °' y /3 dos números compt~Jfren é/domiriio de 
sn(z,k), entonces se tiene que · · ~:" . ';!é< .• ;·:·,< . 

sn(u + v k) = sn(u, k)cn(v, k)d~(v, k) +sn(;',k)~(tl,k)d~(~,k\2•20) 
' 1-k2sn2(u,k)sn2(v,k), · ··,..:. 

La idea de la demostración del teorema de la adición se oa8a en encontrar 
una integral algebraica a partir de una ecuación diferencial como se explicará 
a continuación. · 

Sean°'• /3 y 'Y números complejos cualesquiera en el dominio de sn(z, k), 
tal que 'i = °' + {3. Como sn(i, k) : C - {polos} -t C, entonces existen 
u,v,w E C tal que . 

sn(a,k) =-u, 

sn(/3, k) = v, , 
sn('Y, k) = w. · 
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{J- . y · 1u d 
.· - o y'(l - y2)(1 - k2y2), 

\~fowy'(l-y2~~1 - k2y2)' 

Si a y fJ varíaJ) de mocl~ que s~ suma "Y permanezca constante: 

a + fJ = 'Y = const, (2.21) 

entonces 

d(a+ /3) =O, 

es decir, 

( 
ru dy ru dy ) 

d lo y'(l - y2)(1 - k 2 y2 ) + Ío y'(l - y2)(1 - k2y2) = O, 

o bien 
du dv 

----r===;~=~~ + = o. 
y'(l - u2)(1 - k2u2) y'(l - v2)(I - k2v2) 

(2.22) 

Ésta es una ecuación diferencial que vincula los valores u sn(a, k) y 
v = sn((:J, k) dada la condición (2.21). 

Para encontrar la integral algebraica de la ecuación (2.22) emplearemos 
el método de Euler. Turnemos la siguiente ecuación algebraica de cuarto 
grado que relaciones a u y v 

u 2 + v2 + Au2v2 + 2Buv - 0 2 = O (2.23) 

donde A, B y C son parámetros arbitrarios. 
Diferenciándola obtenemos 

(u+ Bv + Auv2)du + (v +Bu+ Au2v)dv =O 

ahora escribamos la expresión (2.23) en la forma:. 

(2.24) 

· (Av~+ 1)1:2-;;+ 2.~!'4.±JY~.:-}:;2).7 o·.·· .. ·, .. • .. • ::. c2.25) 

y multiplicando todo por Av~.+I_y for~~'¿g~(cj~d~ado perfect~, tenemos. 
. -.· ·.. - ·2 - :-;. --·,. -·<;,r:, ~ .:~: .~"~'·:~.:, ,. ;{~~::{-~\-· ·r¿i¡;;~~,·~~~~:~:~~:::--~'i.;;}\ Y .·,,2\; ·;-·~_,:·. . . 

((Av .:+ l)u :J::;Bv],,-:¡:((C~,-:-,,v,)(:A,v ,+1) +B .. v.] =O. (2.26) 
' - ~-' ~:: <.\ ··>:¡¡:,,'. -":.:·~ •. "~:{, • • ' - • - "" •' ' ., , .• '· "' ' ' ' ,. ··"· . . • '. 

de donde ___ . \_· ·::- :<:~:::, '\'.~:-:.:;~: .. t~;:--~:>{t~~-}!!:~:;'X'/;!:~~i:t:-.J·:'.4::.: .':;;~~r:·{:>< ·;~·'}_:;~
1

---/~ -~·.,:~;-.-~:-.~ ~·:~·--· 
. u.f'.Bv".:j::'Aúv2:';;'.\JC2d:.(B2'.+CAC2~.l)v2-' Av4 ; (2.27)· 

'. ·, . · ,.- '· --~ ·'·,~.,~.",,,. ¿,_,..',. ,.;·;.-':"·~,~~:~~·,:;~:-,:'r};:s':.<:,:;:-:~·ff;:~·i·~·:-;:·~>;~· ~/-Y·-.:···.,'.':.·_:!;~'·~:·., . ::_:,f·:·· · <_ · ,: · .· :- : 
como la ecu~ió11 · (2.2,3):~~.SiD,Jét~ic~):i;sp_éqto:.de;u· y v; se fane\también ·que 

v +Bu+ Au2v ;:;JQ;~,(~~ ~A(j2 -l)u2-Au4 (2.28) 
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Sustituyelldci hui é~preiiiories (2.27) y (2.28) en la ecuación (2.24), obtene-
mas 

,,/0'1; + (1;12..:f Aq2 :-:' l)v2 - Av4 du+ 
- - · · --;, , \/02 + (B2 + AC2 - l)u2 - Au4 dv =O 

o bien _ _. 
- .. - ·, du 
"".'""';===..==~;;===;:==.¡===;=:=;;===:;=;o+ ,,jc2_+_ (B2 + AC2 - l)u2 - Au4 

dv · = O (2.29) 
..jc2 + (B2 + AC2 - l)v2 - Av4 • _ 

Por lo tanto, la ecuación (2.23) es una integral algebrái2a de (2.29). 
Finalmente escojamos los valores de A, By C para que (2.29):y,(2.22) sean 
idénticas. Sustituyendo · ·\{/, : : · 

B 2 + AC2 - 1 = -(1 + k2)C2 ·y.- ;.,A:; .:_;k2 C?. , 
-. ·.,,':,.·-· .. -.':'::·_'-.\,¡., >:.\-:'.' '.; .'. 

en (2.29) y multiplicando todo por e, obtenemos: -><" '. . ! ; •• 

du + · dv ' • · ' • = 0 . 
v'l - (1 + k2)u2 + k2u4 v'l - (ld+ k~)vF·}· __ k2v4 ' -

o bien 
... ; 'f -

du dv ' -. • · 
0 -;;e;====;;~=;=;¡=~ + = 

v'c1 - u2)(1 - k2u2) v(l - v2)(1 - k2v2) 

La integral algebraica expresada en la fórriiul~ (2:23) / s~' ¿drivierte en 

u2 + v2 - k2c 2u2v2 + 2v~c-1---c~2i_c_1 __ ---k='2 c_.·=2i~v ~.cf;;, ~- ·(2.30) 

Despejando a C en los siguientes pasos obtenemos 

[u2 + tl2 - (k2u2t12 + l)C2)2 = 4(1 - (1 + k2)q2 .f'k2q4)~2t1~' 
(1 - k2u2v2)2C 4 - 2 [(1 + k2u2v2)(u2 + v2) '-2h:+'k2)·~2~2]:C2.+ 

: ·+(tt~ ~~2)2 ~o 
resolviendo la ecuación general de segundo grado, _se tiené · 

c2 = (1 + k2u2v2)(u2 + v2) - 2(1 + k2)u2v2 + 
(1 - k2u2v2)2 

V[(l + k2u2v2)(u2 + v2) _ 2(1 + k2)u2v2]2 _ (u2 _ v2)2(1 .:... k2u2v2)2 
+ . . . (1 - k2u2v2)2 . ' 

2 u 2 (1 - (1 + k 2)v2 + k2v4) + v2 (1 - (1 + k2)u2 + k2u4) ·. · :: 
e = -· (1 - k2u2v2)2 . + 

2uvv'(l - (1 + k2)u2 + k2u4)(1 - (1 + k2)v2 + k2v4) 
+ . (1 - k2u2v2)2 
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y finalmente ' ,,,,., ·.; ' . 

u.j(l - v2)(I --k2v2) + v..j(l - u~)(l -:-· k2u2), ,;: .. ;:;(
2

.
31

) 
e = 1 - k2u2v2 . • 

La función algebrai<:a: . . .. . .. 

uJ(l - v2)(1·- k2v2) + vJ(l - u2)(1 - k2u2) · 
F(u,v) = . 1 - k2u2v2 

nos ofrece la solución para el teorema de Ja adición, mediante la relación 
sn(a + /3, k) = F[sn(a, k), sn(/3, k)]. Explícitamente: 

sn(a + /3) = sn(a)cn(/3)dn(/3) + sn(f3)cn(a)dn(a) (2.32) 
1 - k2sn2(a)sn2(,B) 

donde hemos omitido el módulo por cuestiones de espacio. El lector debe 
interpretar sn(u) = sn(u, k) a menos que se especifique lo contrario. 

Ahora utilizaremos las definiciones de en() y dn(), para encontrar las 
siguientes relaciones: 

en( a+ /3) = cn(a)cn(/3) - sn(a)sn(f3)dn(a)dn(,B) (2.33) 
1 - k2sn2(a)sn2({3) 

dn(o + /3) = dn(a)dn(/3) - k
2sn(a)sn(/3)cn(a)cn(/3) (2.34) 

1 - k 2 sn2 (a)sn2 ({3) 

2.5. Periodicidad y polos 

En esta sección utilizaremos un enfoque distinto para establecer la perio
dicidad de las funciones elípticas de Jacobi. Hasta este momento, nuestro 
enfoque era constructivo, pero por cuestiones de espacio, debemos recurrir a 
una definición general de todas las funciones elípticas y tomar a las funciones 
de Jacobi como un subconjunto de ellas. Para ello, enunciaremos la siguiente 
definición y posteriormente encontraremos los periodos de cada función de 
Jacobi. 

DEFINICIÓN l. Sea L = L(>.¡, >.2) una retícula del plano complejo de la 
forma L = {m>.1 + n>.2 E C; m, n E Z, ~(~)#-O}. Una función meromorfa 
f : ->C U { oo} se llama función elíptica con respecto de L si para todos los 
z E C y f2 E L, f(z + f2) = f(z). 

En otras palabras, toda función elíptica es una función meromorfa, 
doblemente periódica sobre el plano complejo. De esta manera, las fun
ciones de Jacobi, como un subconjunto de las funciones elípticas, son fun
ciones meromorfas, doblemente periódicas. Una discusión más amplía sobre 
funciones elípticas y superficies mfnimas se puede encontrar en [Cl). 

Ahora bien, anteriormente definimos la integral elíptica completa de 
primera especie como: 

K - K(k) - (1 dt 
- - lo J(l - t2)(1 - k2t2) 
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donde la integración se realiza a lo largo del segmento del eje real que une 
los puntos O y 1 de modo que K es un número. real positivo. De aquí se 
~~~ . 

sn(K,k) = 1,. .. : . 

cn(K, k) = y'1 -: sn2(K, k) = Ó, 

dn(K, k) ,; ~h- k~sn2(K, k) = J1 :- k2 = k' 
'~ ' . : ·-· .·. . . \ '' ,. , . •" ... ,_ ' ' 

. '·.t ~· .. 

(2.35) 

(2.36) 

(2.37) 

si utilizamos ,el teor.ema de ia adicicSn con elargumento K - t, con t E R, 
obtenemos: · : : '<·· ·: · ' 

·' .. K - .·t.'k)·~-:~(t, k) : (2.38) 
_sn(, -:-- ' ;-:- dn(t;k)'·'''. 

cn(K - t k) = ~' sn(t, k} (2 39) 
: • · . ' .,··· ·:.dn(t,k)' · 
.. ··. ' . k' ' 
dn(K - t, k)= dn(t, k) .. · (2.40) 

ahora sustituyendo t po~ :-t, tenemos: . . ' . . . . 

sn(K/t,-~} ·~; :~!: ~L= sn(K- t, k), 

.• -.. • .• -•· . ,sn(t,k) ··· . 
cn(K~hk) =;; -:--/ dn(t;k) = -cn(K-t,k), 

(.: ,-.;'•::,<- ,;,ki:ó'f . .-.•. 
dn(K + t; k) =_ dn(t, k) = dn(K - t, k) 

y nuevamente cambiando t paf K+ t,· encontramos 
O V ' • ' ' 

sn(t.+ 2K, k) ~ -: sn(t, k), 
, f;¡/(t:;+ 2K) ~ _:_ cn(t, k), 

· .. :,dn(t+,2K) = dn(t,k) 

(2.41) 

(2.42) 

(2.43) 

(2.44) 
(2.45) 
(2.46) 

de donde se deduce qiie 'u'i'.ió''tli?'iti~ pe~iodos de dn(t, k) es 2K. Finalmente, 
cambiando t por t + 2K erí Iaii ·dos pdmeras fórmulas, obtenemos: 

sn(t + 4K¡ k) =:" sn(t, k), 
,,. _. ···r· . ' 

cn(t + 4K, k) = cn(t, k). 
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Una vez establecida la periodicidad en el sentido del eje real, las fórmulas 
(2.9), (2.10) y (2.11) nos llevan a obtener las siguientes relaciones: 

(.( K') k) .sn(u + 2K
1

, k') 
sniu+2 ,·.=1cn(u+ 2K',k') 

.-sn(u,k') 
=1--'--'-~ 

-en(u,k') 
= sn(iu,k') 

cn(i(u + 2K
1
), k) = i en( u+ 

1
2K', k') 

. 1 
=i---

-en(u,k') 
= - en(iu, k') 

d ( .( 2K') k) = .dn(u+2K',k') 
niu+ ' 1cn(u+2K1,k1) 

= i dn(u,k') 
-cn(u, k') 

= - dn(iu, k') 

donde vernos que sn() tiene un periodo i2K'. Aplicando nuevamente el 
argumento i(u + 2K') a las dos últimas fórmulas, tendremos que tanto en() 
como dn() tienen periodos i4K1 

•. Así, los periodos de las funciones de Jacobi 
son los siguientes: 

W¡ = 4mK + i2nK',, 
w2 = 4mK + i4nK', 
w3 = 2mk +i4nK', 

con m,n E Z. _ 

sn(u,k), 
en( u, k), 

dn(u, k), 

(2.47) 

(2.48) 

(2.49) 

Ahora utilicemos el teorema de la adición y las fórmulas (2.9), (2.10) 
y (2.11) para obtener los polos de estas funciones. Si z = x + iy, entonces: 

( 
. k) sn(x, k) dn(y, k') + i sn(y, k') cn(x, k) en(y, k') dn(x, k) 

sn x + i y, = 2 2 2 ) 2 en (y, k') + k sn (x, k sn (y, k') 
( . k) en(x, k) cn(y, k') - i sn(x, k) sn(y, k') dn(x, k) dn(y, k') 

en x + i y, = en2(y, k') + k2 sn2(x, k) sn2 (y, k') 

d ( + . k) _ dn(x, k) cn(y, k') dn(y, k') - ik2 sn(x, k) en(x, k) sn(y, k') 
n x i y, - en2(x, k') + k 2 sn2(x, k) sn2 (y, k') 

debido a que las funciones sn, en y du, definidas sobre el plano complejo 
de la manera anterior, son fraccionales, entonces estas funciones tienen sus 
polos en aquellos valores de z = x + i y que anulen al denominador. Esto 
nos lleva a la relación: 

en2(y, k') + k 2 sn2(x, k) sn2(y, k') =O 
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donde O < k, k' < ). Ya que x, y son reales, Ja relación anterior se cumple 
. si se 'pan 'simultáriea~ente las siguientes condiciones . -

cn:cv. k') = o, sn(x, k) sn(y, k') = o 
pero si cn(y, k'J= o, entonces sn(y, k') = ±1, por Jo tanto sn(x, k) debe ser 
cero .. De aqui se deduce que 

x = 2mK, y= (2n-: l)K' 

o que 

z = 2ml(+ i (2n: .l)Kt .·· (2.50) 

con m, n E Z. Esta's valor~s de z representan todÓs Jos polos posibles.de las 
funciones elipticas de Jacobi.' .. · .· · . . · •...•. ·.· • . ·· • · \- ·• · •. · · . 

El desarrollo en serie éíí una vecindad'del u= Ó de las fún'ciones elípticas 
se ve de Ja siguiente manera: . · : ·, · . · · 

. 1 . 1 . . . . . .. . '·' . 
sn(u, k)·:::: u - 3!(1 + k2 )u3 + 5!(1 +14k2+k4 )u~--: ... (2.51) 

. 1 1 . 
en( u, k) = 1 - 2fu2 + 41(1 + 4k2 )u4 

- .. ., (2.52) 

. 1 22 1 2 4 4 
dn(u, k) = 1 - 2fk u + 4!(4k + k )u - .... (2.53) 

Corno las singularidades de las tres funciones elípticas se''ezic~eiiti~nen 
u= 2mK + i(2n - l)K', en un dominio fundamental D(0) 1 'de la:riinción 
sn(u, k) existen dos singularidades, en u= iK' y u= 2K+ iK': Aplicando 
el.teorema de Ja adición con argumento z = x + iy obtenémos:.: .· .- · 

sn(iK
1 
+u)= ksn~u,k) (2:54) 

y obteniendo el desarrollo en serie en una vecindad de u =O tenemos:· 

sn(iK1 +u) = k~ + 6
1
k (1 + k2 )u + ... ~ . ~ .< ''' (2.55) 

de donde vemos que sn tiene un polo simple en u= iK1 con.•residuo 1/k. 
La otra singularidad que existe dentro del dominio fundamental D(O) es 
u = 2K + iK' y calculando tenemos: 

sn(2K + iK1 +u) = -sn(iK' +u) = - klu + .. ., (2.56) 

por Jo tanto, sn tiene un polo simple en u= 2K + iK' con residuo -1/k. 
Aplicando el mismo procedimiento para en() y dn(), obtendremos los 

residuos de las singularidades correspondientes. Sin embargo, sabernos que 
los dominios fundamentales de ambas funciones son diferentes (tornados a 
partir de las fórmulas (2.47), (2.48) y (2.49)). En un dominio fundamental 
Den (O) tenemos las singularidades u = iK' y u = 2K + iK1

, mientras que en 

lun dominio fundamental de una función ellptica f con respecto de una retícula L 
basado en z0 , es el conjunto D¡(zo) = {zo + µ>.1 + ó>.2 E C; O~µ, ó < 1}. 
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. . , ' - .. : - .· ' ' :· ;.f.: -., ,~. ' ·;; ._ .. '' \ , '.--~~' 

un dominio Ddn(O) para lafünci~n dn, tenemos las' singularidades u":" iK' _ 
yu=3iK'.--· - ,. ·.- . - \ .. · . . . ' -

Para en tenemos: ···:-
~; ,-: . 

•·· ·• ' 1 ' . dn(~ik) 
'en(iK +u) = '"k ( k) (2.57) 

en(2J(~;!-,i~¡;~. ~j~~ B:~(ik,!} u) (2.58) 

y utilizando el desru:róÜcí ~~ se~ie iir~d~do~,cie·.~ ;;)),tenemos: •• 

. .· =t~J'i~t~~;1~~~~~l~~if f.::. 
mostrando que.en' tiene un-polO'siinplii'coii',residuo:-i/k 'én u= iK1, mien-
tras e1 polo simplé en.u ~ 2If.'.+ iJ<'. t~éné re~i.dt1ºH k. ·· .. ·• · · 

F;nrumomo,'"~•·1·:~;~~~~!i~~if ·•' ·.· (
2

.
611 

dn(3iK'.+;u) ,;:_ ~'dn(iK~). (2.62) 

nuevamente utilizando el desarrollo en.serie 8.lrededor de u.= o tenemos: .. . . . . 
·-.. f'' .; 1· •·:- ·' ,· 

dn(iK' +u) = -:-- - -
6
· . (2 - k2 )u + ... ; · 

iu 1 , · 
• 1 ' ' 1 1 '2 ' 

dn(31K +u)= --:-+-
6
.(2-k.)u+ ... , 

IU 1 . 

de donde podemos ver que dn tiene dos polos simples en u-,;,,. iK' y.u= 3iK1 

con residuos -i e i respectivamente. - · ·. · 
Utilizando un poco de álgebra podemos ver que el producto -de cua

lesquiera dos de estas funciones produce polos dobles en cada singularidad. 
(por la fórmula (2.50), las tres funciones comparten el mismo.conjunto de 
singularidades), con residuo cero. Por lo tantó, las integrales 

! en( u, k) dn(u, k)du = sn(Ú, k?, 

J -sn(u, k) dn(u, k)du ~en( u, k), 

. J ~k2 sn(u, k) ,en(u: k)du = dn(u, k) _ 

: '(2.65) 

(2.66) 

. (2.67) 

están bien definidas y són univaluadas, entone~· J sni(u, k) = sn(u¡)c) está 
bien definida. Esto mismo sucede con las integrale_s de los cuadrados de las 
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funciones de Jacobi: 

j sn2 (u,k) du, 

j cn2 (u, k) du, 

J dn2 (u,k) du 

(2.68) 

(2.69) 

(2.70) 

En particular, la últimá'.integral se conoce como la función E de Jacobi: 

'~(¡', k);=, 1u dn2 (v, k)dv (2.71). 

Esta integral es de}uD.ci~ental importancia para encontrar la imagen 
correcta del catenoide elíptico. · 

2.6. Transformaciones del módulo 

El concepto geométrico de la excentricidad e de una elipse se ve reflejado 
en las funciones elípticas de Jacobi mediante el módulo k de cada función. 
Sin embargo, las propiedades mostradas hasta el momento sólo se aplican 
a funciones con módulo O :::; k :::; 1, que se asocian a toda la familia de 
elipses incluyendo a la parábola y la circunferencia. Para ampliar el dominio 
de curvas utilizadas a toda la familia de cónicas, es necesario establecer 
una relación con la familia de hipérbolas cuya excentricidad es 1 < e. En 
esta sección veremos corno se transforman las funciones de Jacobi ci.iando el 
módulo es 1 < k. El método es realizar un cambio de variable de la forma: 

q, = k z (2.72) 

y establecer las funciones de Jacobi con módulo 1 < K. en términos de fun
ciones con módulo O < k < l. 

Sea sn(w, k) = cp, entonces: 

w _ {'" dz 
- lo J(l-' z2)(l- k2z2) 

(2.73) 

Aplicando el cambio de variable (2.72) e,n la fórmula (2.73), tenemos z = t 
y dz = !!f., de aquí: . . · · · 
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con lo cual el nuevo módulo de la función es /c <: L Aplicando la función 
sn() a ambos lados de la igualdad anterior tenemos:.:· 

1 
sn(kw, k) = kip, 

1 1 
ksn(kw, k) = <p 

finalmente, sabemos que /csn(kw, /c) = <p = sn(w,k), por lo que las funciones 
de Jacobi quedarán de la siguiente manei:a: 

o alternativamente: 

1 .. 1 
sn(w, k) = ¡sn(kw, ¡) 

cn(w, k) = Jr-:2sn;2(kw, ~) 
·, 1 ' . . 

· = dn(kw; - ) .. 
. k ,; 

dn(w, k) = .Jr-dk2(:2 sn2(kw, ~) 
. . ·. "·:1.: ., . 

= cn(kw,-) · 
·"'' .. k 

sn(w, k) = itsri'c~;11:) 
'.· ./\: 

cn(w, k) ,;, dn(~, /.:) 
_·. ,; ~,:· 

dn(w,k) = cn(-,i.:) 
; "' " " 

donde 11: = Í· . <'.: .. . . 
Existen varias transformaciones adicioná.les paia el módulo, que pueden 

generalizarse considerando una transform11ció1f deHipo: · 
k _ c+d k 

1 -a+bk' 
donde a, b, e, d E Z tal que O < (ad- cb). Sin embargo, las transformaciones 
aquí enunciadas (k' = v'l="k2 y 11: = Í), serán las únicas que utilizaremos 
a lo largo de este trabajo. Para una discusión más extensa acerca de las 
transformaciones modulares, el lector puede revisar el capítulo 9 de [Ll]. 





CAPíTULO 3 

Superficies mínimas 

3.1. Antecedentes 

Ls geometría diferencial ha sido, desde mediados del siglo XVIII, una 
de las áreas de estudio más fascinantes para los estudiantes e investigadores 
matemáticos. Los cursos de Geometría diferencial, en contraste con Jos de 
funciones especiales {en particular, funciones elípticas), son atendidos por 
un buen porcentaje de Jos académicos en las carreras de matemáticas de las 
distintas universidades. Por esta razón, este capítulo no profundizará en 
los conceptos generales de la geometría diferencial básica; sólo se dará un 
panorama general de las superficies mínimas y se enunciarán los resultados 
más relevntes para llegar a nuestro objetivo: El catenoide elíptico. Si se 
desea tener una mejor perspectiva de estos conceptos, se puede consultar un 
libro de texto de geometría diferencial como (Cal]; para conocer un análisis 
más profundo, se puede revisar (Dil]. 

Iniciaremos definiendo los conceptos de superficie mínima, superficie ad
junta y curva isotrópica. En términos generales, se puede definir a una 
superficie mínima como aquella cuya función de curvatura H = ~ es 
idénticamente nula. En Ja expresión anterior, k1 y k2 es la magnitud de 
los vectores de curvatura obtenidos tomando un vector en una dirección ar
bitraria y el correspondiente perpendicular, ambos sobre el plano tangente 
a Ja superficie en el punto seleccionado, como se muestra en la figura 3.1. 
Posteriormente, se calcula la curvatura de la superficie en las direcciones 
seleccionadas y esos valores corresponderán a k1 y k2. 

Para que podamos obtener la solución H = O, se tiene que cumplir que 
k1 = -k2 o k1 = k2 = O,es decir, cada punto de la superficie sólo puede ser 
un punto hiperbólico o un punto plano. 

Ahora bien, si tomamos a los valores k1 y k2 como la magnitud de fuerzas 
físicas, se puede considerar a las superficies mínimas como las soluciones de 
equilibrio para problemas de capilaridad. Y en efecto, una de las soluciones 
más conocidas de este tipo es la creación de superficies mediante peliculas 
de jabón. Muchos estudiantes de ciencias físicas y matemáticas y muchos 
aficionados a los problemas matemáticos saben que si se toma un trozo de 
alambre y se crea un contorno cerrado con él, podemos generar una superficie 
al introducir y sacar el contorno de alambre en una sustancia jabonosa. 
Lo que tal vez muchos de ellos no sepan, es que la superficie creada con 
este método corresponde a una superficie mínima. Como comentábamos 
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X 

Plano tangente 

FIGURA 3.1. Vectores de curvatura k 1 y k2. 

anteriormente, Ja superficie mínima es Ja idealización de esa película de 
jabón si eliminamos el peso de la película y la fuerza de gravedad. 

El ejemplo anterior es una muestra de Jo que se ha nombrado el Problema 
de Plateau, en honor del físico belga J.A.F. Plateau, aunque ya se había 
formulado anteriormente por Lagrange, Meusnier y otros matemáticos. El 
problema consiste en encontrar una superficie con Ja menor área posible, 
acotada por una curva cerrada de Jordan (r). En nuestro ejemplo, la curva 
cerrada de Jordanes el contorno de alambre, y Ja superficie de área mínima 
es Ja película de jabón. Para cada superficie obtenida de esta forma, la teoría 
de capilaridad asocia una energía potencial que es proporcional al área de 
la superficie; a menor área, menor energía potencial. Por lo tanto, por el 
principio de Bernoulli de trabajo virtual1, las películas de jabón en equilibrio 
estable corresponden a superficies de área mínima. 

Estas superficies necesariamente deben satisfacer Ja condición H = O 
y en consecuencia se les nombró superficies mínimas. Esto fue probado 
implícitamente por Lagrange para superficies no paramétricas en 1760 y 
posteriormente por Meusnier en 1776, quien usó la expresión analítica para 
Ja curvatura media y determinó dos superficies mínimas: el catenoide y el 
helicoide[Dil]. 

3.2. Definición de Superficie mínima 

A continuación enunciaremos formalmente la definición de superficie 
mínima. 

1EI Principio o Teorema de Johann Bernoulli, es un caso especial de la ley de con· 
"servaci6n de la energía para fluidos en movimiento y establece que un Buido en equilibrio 
estáble tiene una energía potencial igual a cero. 
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DEFINICIÓN la. Una superficie X : !1 ~ R 3 de clase 0 2 es una superficie 
mínima si su funci6n de curvatura media H satisface 

H=O. {3.1) 

El estudio de las superficies mínimas tuvo que evolucionar por muchos 
años antes de poder encontrar otra superficie diferente al catenoide y al 
helicoide (más de un siglo transcurrido). Durante ese tiempo y hasta la 
fecha, se han encontrado un sinnúmero de propiedades y características y 
uno de los puntos más relevantes para su evolución fue el descubrimiento 
de una estrecha relación que tienen la teoría de superficies mínimas y la 
teoría de variable compleja. De hecho, a partir de este descubrimiento (o 
de haber establecido esa relación), se incorporaron un conjunto de técnicas 
y formulaciones para encontrar explícitamente superficies mínjmas 

Conozcamos algunos resultados que establecen esa conexión. Para ver 
más detalles, puede consultar (Dil] pp 64. 

TEOREMA l. Sea X(x, y) = (x, y, z(x, y)) una superficie mínima no 
paramétrica de clase 0 2 definida en algún dominio convexo n de R2 • En
tonces existe un difeomorfismo real analítico rP : n 4 n· de n sobre un 
dominio n· simplemente conexo, con inversa real analítica 1/J : n· 4 n, tal 
que Z(u, v) = X('lfi(u, v)) satisface las condiciones de conforma/idad: 

IZul2 = JZvJ2
, (Zu, Zv) =O. {3.2) 

TEOREMA 2. Si X : S1 4 R3 es una superficie regular de clase C 2 con 
curvatura media H y con un mapeo esférico N : n 4 R3, entonces 

LlzX = 2HN, 

donde Llz denota el operador de Laplace-Beltrami2 sobre l~ ~~pe~flcie X. 

Esto jmplica la suguiente caracterización de las superflcies~'mí~ifuB:s: . 
COROLARIO l. Una superficie regular X de c/~~~''/:~"~~-~·~ii'J,superficie 

mínima si y sólo si se cumple que 

LlzX = O (3.3) 

COROLARIO 2. Si X(u, v) es una superficie regular de cÍ~se 0 2 repre
sentada mediante una parametrizaci6n conforme, entonces 

LlX = 2HXu A Xv, 

En particular, X es una superficie mínima si y s6lo ~i se cumple que 

LlX =O. 

donde Ll denota el operador ordinario de Laplace -1,,i + fv-r 

(3.4) 

(3.5) 

Con los resultados anteriores, podemos dar una nueva definición para el 
concepto de superficie mínima, de la siguiente forma: 

2EJ operador de Laplace-Beltrami sobre X se define como tl,/ := div, (V,/) 
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DEFINICIÓN ,lb.' Una superfi~ie X :'n'~ iR3 de clase C 2 es una superfi
cie mínima si·satisface las ecuacion,~~ . 

.L\X =O (3.6) 

(3.7) 

sobren. 

La última definición utiliza las relaciones de conformalidad y considera 
superficies con puntos singulares o puntos de ramificación (branch points). 
Es decir, ya no es necesario que la superficie mínima sea una superficie 
regular en todos sus puntos, lo cual se necesita para el corolario (1). 

Establezcamos ahora la definición de superficie adjunta. · 

DEFINICIÓN 2. Si una superficie mínima 

X(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) (3.8) 

' está definida sobre un dominio simplemente conexo n de ~2 = e, definimos 
una superficie adjunta a X(u, v) sobre n, mediante una parametrización 

x• (u, v) = (x•(u, v), y•(u, v), z• (u, v)) 

donde X~ y x; satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann 

Xu=X;, X,,=-X~ 

enn. 

' (3.9) 

. (3.10) 

De la definición vemos que todas las superficies adjuntas a una superficie 
mínima dada X, difieren entre sí sólo por un vector constante; podríamos así 
hablar de la superficie adjunta x•(u,v) de alguna superficie mínima X(u, v) 
definida sobre un dominio simplemente conexo de R2 • 

De las ecuaciones (3.6), (3.7) y (3.10) deducimos que 

.c:.x· = 2Hx~ /\ x; 
= -2HX,, /\Xu 

= 2HXu /\Xu 

=O. 

1x~12 ,;. 1x;12
,. (X~,x;) =o, 

esto es, la superficie adjunta .x• de una superficie mínima X es una superficie 
mínima. > ·''· é' .. '-.:'':'° •: 

Consideremos un mapeo armónicci'arbitrario X : n ~ R 3 de UD dominio 
simplemente conexo n de R2 .. ~ C, Y. sea >x• el mapeo armónico adjunto a 
x. Entonces · ,'" ' :··'.'?( ,;('., •,' ;'' ~ .· · 

J(w) := X(u,v)+ iX~(ú;v), w=u+iven (3.11) 
• '<; :, \"· 
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es un mapeo holomorfo de n sobre C3 con componentes 

cp(w) = x(u, v) + ix•(u, v) 

.,P(w) = y(u, v) + iy• (u, v) 
x(w) = z(u, v) + iz• (u, v) . 
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que puede considerarse como una curva holoniorfa in C3. Su derivada com-
pleja f' = 1f está dada por ;·'. · ' >: 

!' = Xu + ixi =x~ :;';,~~?f:~'{ ,. . (3.12) 
de donde se sigue que ·· ...• · .. ·. . . e ' . ;> ·· . · 

<!' J') = 1x12 ·.:.1x12".:.:2/('x :x>· (3.13) , u.:-."·~"!.~·:··;:~-;.·.·. ~-',v. 

Consecuentemente, las relaciones de coñfcirmaiidád'.(3'.7) sé sáÜsfaceri' si y 
solo si la relación de isotropfa' · ; •,.,>·,y,•:: :.Í•\ ,,. ·< ·'" · ;_ >· ·. 

·<· f'·1· '>. =o.<·~ · ·. · ··c3.14) 
\ .' .·' ··:· .. 

se cumple. .. . . 
Una curva holomorfa que satisface la relación (3.14) es llamada una 

curva isotrópica. 
Utilizando lo anterior, obtenemos el siguiente resultado: 

PROPOSICIÓN l. Si X : n --> R' es una superficie mínima sobre un 
dominio paramétrico simplemente conexo n en R2 , entonces la curva holo
morfa f : n 4 C3 definida por (3.10) y (3.11), es una curva isotrópica. 
Recíprocamente, si f : n --> C3 es una curva isotrópica en C3, entonces 

X(u, v) := 1R (f(w)), x• (u, v) := ~ (f (w)) (3.15) 

definen dos superficies mínimas X : n --> lR3 y x• : n 4 lR3 sobre n, siendo 
o no n simplemente conexo. 

Ahora queremos definir la familia de superficies mínimas asociadas a 
una superficie mínima X : n 4 lR3 dada como la parte real de alguna curva 
isotrópica f : n 4 C3. Esto es 

f(w) := X(u,v) +iX•(u,v), . w = u+iv En, . (3.16) 

donde 

(f'(w),f'(w)) ::o,sobre n 
'.~:;y,-: .. ' (~·.~ :~ ~f¡:•. 

entonces, para toda (} E lR, la función . . .. 
:;.'¡9 <::;.: '·'.;'.]~·· ' ·, ~ : .. · .. · 

9(w,8):=e f(w),,w,EO; 

describe una curva isotrópica, y "'' / . • · · 

' '(3;17) 

(3.18) 

Z(w, O) := 1R { e-;o J(w)} = X(w{é~s(8) + x•(w) sin(8) (3.19) 

define una familia paramétrica de superffciéS''mínimas con la propiedad que 

Z(w,o) = X(w),' i(u'i~·~) ;;Ix•(w). (3.20) 
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Las superficies Z(w, 8), w E n, son llamadas las superficies mínimas asocia
das a la superficie X(w), w E n. La relación (3.10) nos lleva a 

Zu = Xu cose+ X~ sin O= Xu cos8 - Xv sin O, 

Zv = Xvcos(} +X~ sin8 = Xvcos8+Xusin8, 

y utilizando la relación (3. 7) tenemos 

1Zul 2 = IZvl 2 = IX u 12 = 1Xvl2
, (Zu, Zv) =O. (3.21) 

de donde deducimos que cada una de las superficies que pertenece a la familia 
es una superficie mínima. 

3.3. El Problema de Bjéirling 

Muchos de los más sofisticados ejemplos de superficies mínimas que 
podemos encontrar, provienen del uso de soluciones generales o de fórmulas 
de representación. En la última parte de la sección anterior, se presentó Ja su
perficie adjunta y la familia de superficies asociadas a una superficie mínima, 
que son una representación de superficies mínimas como la proyección de una 
curva isotrópica de <C3 en R3 descubierta por Bonnet. 

Dos de las fórmulas de representación más utilizadas son la fórmula 
de Enneper- Weierstrass y Ja fórmula de representación de Weiersirass. La 
fórmula de representación de Enneper- Weierstrass utiliza integrales que in
volucran una función holomorfa <P y una función meromorfa ,P para expresar 
a una superficie mínima siempre que rjJ'lj12 sea una función holomorfa. Por 
otro lado, la fórmula de representación de Weierstrass utiliza dos funciones 
holomorfas cp y r¡ que no tengan ceros comunes, es decir, que lcpl2 + hl2 'f O. 

La solución encontrada por H.A. Schwarz para el Problema de Bjiirling 
es otra fórmula de representación en términos de una curva analítica y una 
integral. Esta solución se utiliza para construir superficies mínimas muy 
interesantes que contienen a la curva como una geodésica o como una línea 
de curvatura. En esta sección enunciaremos el problema de Bjéirling y los 
principales resultados de simetría encontrados por H.A. Schwarz. 

Consideremos una banda real analftica 

S = {(c(t),n(t)): t E J} (3.22) 

que consiste de una curva real-analítica c : 1 4 R3 con i:(t) 'f O (o al 
menos i:(t) =O en puntos aislados del intervalo J), y de un campo vectorial 
real-analítico n: I 4 R3 a Jo largo de c, con ln(t)I = 1 y (i:(t), n(t)) =O. 

Asumamos que 1 es un intervalo abierto en R. 
El problema de Bjéirling consiste en encontrar una superficie mínima 

X : n 4 lR3 con I C !1 tal que se satisfagan las siguientes condiciones: 

X(u,O) = c(u) para u E 1 (3.23) 

N(u,O) =;= n(u) para u E 1 

siendo N la normal de X, N : í! 4 lR3. 

(3.24) 
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Como podemos ver en el planteamiento anterior, la banda real-analítica 
S e lR3 es arbitraria. La única condición que se pide es que la curva c(t) 
sea regular, o que su derivada se anule sólo en puntos aislados. La curva y 
el campo vectorial generan la banda que definirá a la superficie mínima. 

A continuación se enunciarán una serie de resultados que nos permitirán 
trabajar con las superficies mínimas que nos competen. 

TEOREMA 3. Para cualquier banda real-anaUtica dada S = {(c(t), n(t)) : 
t E J}, el correspondiente problema de Bjorling tiene exactamente una 
soluci6n X(u, v), dada por 

X(u,v) = ~ { c(w) - i 1~ n(z) /\ dc(z)}, (3.25) 

con z = u+ iv E n, uo E J, donde n es un dominio simplemente conexo con 
I e n y en el cual converge el desarrollo en serie de potencias tanto de c 
como den. 

El significado de la expresión (3.25) es el siguiente: primero se debe 
determinar una extensión holomorfa c(u + iv) y n(u + iv) de las funciones 
analíticas reales c(t) y n(t) con t E I para un dominio simplemente conexo 
n adecuado para contener a I y posteriormente se determina la integral de 
línea 

¡w n(z) /\ dc(z) = rw n(z) /\ c'(z)dz 
luo luo (3.26) 

donde d(z) es la derivada compleja de la función holomorfa c(w). 

COROLARIO 3 . . Sea X(ú, v) 'la soluéidn al pr~ble~á' d~ 'ÉJorling dada 
por {8.25) .. Entonces se cumple· qüe ' . . . 

_/_,~;,~~!'di,t~~,{~};)L;~1~n(z).11dc(z) }. (3.27) 

conw=_u+iv: >_.' · · · · · ,·.:-,,:.~ _, .. · . ., · <:~z;:~·>t'":, · 
A partir de c5tos·clos're~ultados se obtienen dos principios fundamentales 

de simetría para las súperfidcs mínimas. 

3.4. Simetrías en Superficies mínimas 

Alguriás de las propiedades de simetría de las superficies mínimas fueron 
descubiertas por H. A. Schwarz, aquí enunciaremos dos de estas propiedades 
y algi.inas de sus consecuencias en las superficies que hemos encontrado. 

TEOREMA 4. i) Toda línea recta contenida en una superficie mínima es 
un eje de simetría de dicha superficie. 
ii) Si una superficie mínima intersecta a algún plano E perpendicularmente, 
entonces E es un plano de simetría de la superficie. 

De hecho, este teorema es consecuencia inmediata de los siguientes 
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. . ' 

LEMA 1:· Sea X(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)),w =u+ iv En, una 
''' superfiéie mínima no constante cuyo dominio.'de definici6n n contiene algún 

intervalo T que pertenece al eje real. · · ·· . -, ' , 
i}' Si' para toda u E I los puntos X (u; O) están contenidos en el eje x, 

·entonces. tenemos · · · 

x(u, -v) = x(u;v) 
e ' • 

·Y(~,.:.v)',='&j¡(Ú;v) (3.28) 

~(ti; .::v).=: ~z(~; v) 

ii} Si la curva E= {X(~1 0):_'u é¡}'·~~td·~~~-¿ce~l~~-~n el plano E= xy,y si 
la superficie X inters.ecta E ortogo~al171eiite en If, entonces se sigue que 

x(u;-~) = i(ú~v)' '·. 

y(u;-v) = y(u;v) (3.29) . 

z(u, _;v) = -z(~, v) ·, 

LEMA 2. Sea X(w), w E n una superficie regular de clase C3(f!,R3); y 
sea c(t) = X(w(t)), t E J, alguna curva regular sobre X definida por alguna 
0 3 - curva w : I -+ n en n. Entonces 
i) La curva e es una geodésica y una linea asint6tica si y sólo· si ésta es· una 
línea recta. .· ·. '-). /i '\'f-,: 
ii) Sea cuna geodésica sobre X. Entonces e es_tambiénuna.•líiiea de'cur
vatura si y sólo si ésta es una curva plana. , :, '\' .. ,.<' · ·. · 
iii) Supóngase que e está contenida en un plano E. Entonces e es un'a línea 
de curvatura sobre X si y sólo si X intersecta E a lo largo· de e formando 
un ángulo constante <p (si <p = ~, entonces e es una geodésica) 

La demostración de estos resultados puede ser consultada en [Dil], pp 
123-134. 

3.5. Curvas planas como generatrices para la solución de Schwarz 

Como vimos en la sección (3.3), el planteamiento del problema de Bji:irling 
requiere una curva real analítica c(u) e lR3, u E I y un campo vectorial 
n(u) que determinará a c(u) como una línea de curvatura en una superfi
cie mínima X. Sin embargo, la expresión utilizada por Gray para encon
trar sus superficies mínimas es un caso particular de este planteamiento. 
Nuestro siguiente paso es tomar la condición inicial como una línea plana 
de curvatura contenida en uno de los planos xy, xz o yz, al igual que el 
campo vectorial n(u). Las siguientes proposiciones nos llevarán a establecer 
la ecuación (1.1) a partir de la solución general (3.25). 
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PROPOSICIÓN 2. Sea S = {(c(t),n(t)): t E J} una banda real ánalítica 
cuya linea de soporte c(t), t E I es una línea recta. Entonces: 

X(u, v) = !R { c(w) - i 1~ n(z) /\ dc(z)}, w = u+ iv, (3.30) 

uo E J, define una superficie mínima con c(u) = X(u, O) como geodésica. 
Además, e también es una línea asint6tica de X, y la superficie normal 
N(u, v) de X coincide con n sobre I, es decir, N(u, O) = n(u). 

PROPOSICIÓN 3. Sea c(t), t E I una curva regular real analítica con
tenida en el plano E· con un vector normal e, sea tp un ángulo constante y 
sea 

n(t) :=e cos(<p(t)) + .c(t) /\e lctt)I sin(ip(t)), 

Entonces, para w.= u+ iv y uo E J, tenemos: 

X(w) = !R{c(w) -ie /\ [c(w) -c(uo)]cos(ip) 

-isin(tp) 1w (c'(z),c'(z)) 1
/
2 dz e} 

uo 

define una superficie mínima que contiene a c(u) = X(u,O) cómo.·una línea 
plana de curvatura. Además, X intersecta a E a lo largo de:c:en un·.ángu/o 
constante rp. Finalmente, si tp = ~. entonces e se convierte.en una geodésica 
plana sobre la superficie X dada por la expresi6n anterior; . . 

Si elegimos a E como el plano xy, en p~Úc~l~¡~bteneirids: 
PROPOSICIÓN 4. Si c(t) = {é(t), ((t)io); t E R, .~;:ür¡~.:;;J~a regular . 

real-analítica contenida en elplano E ='xy, enton'cesi~:-·;f·:.: .' :•, .·• · 

X(w) = !R (e(w),((w)'.i {~~}'(~~2.~t,~~~~);i~jJ,~.; :. :. '(3.31) 

define una superficie mínima X que intersectá' E peijÍendic~Íarmente' a lo 
largo de c. Más aún, la curva c es una línea plana dti'curoaturo sobre X; de 
hecho, e es una geodésica plana. 

La demostración de que (3.31) define una superficie mínima en R3 es 
inmediata de la definición de curva isotrópica. 

3.6. Ejemplos 

Utilizando la expresión (3.31) podemos encontrar las dos primeras su
perficies mínimas que se descubrieron tomando al plano E = xy y la curva 
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c(t) = {(sin(t), cos(t)), t E [-11", ir]}. La condición anterior define una cir
cunferencia sobre el plano xy de radio unitario. Aplicando c(t) en la ex
presión (3.31) obtenemos: 

X(z) = !R (sin(z), cos(z), i foz dw ), z = x + iy, 

= !R (sin(z), cos(z), iz), . · ,. .. 
= (sin(x) cosh(y), cos(x) cosh(y), -y). 

que corresponde a la parametrización del caténoicÍe;'. La: figura (3.2(a)) mues-
tra una imagen de esta superficie. . e: <. · • : ·, ·.. ·. . · 

Ahora veamos como obtenér lá superficie adjunta mediante la expresión 
(3.31). Para ello deberemos cons.idc;rar _q~e : • •?1 

z¡w, i) d~~~~~~;i~cLJ,j~w) . 
... - -,,. ·-·· '. :. . ' 

donde f(w) =' X('lll) +iX~.(wj; Porlo tanto, la superficie adjunta la obtene-
.mos mediante:·· · · · · '·· :·\ · · · · 

X*(,z) = ~(sin(z),cos(z),i J/dw.} 

= ~ (sin(z), cos(z), iz), 
. '= (sinh(y) cos(x), si~h(y) sin(:i:},x) .. 

,:: .· 

que corresponde a las ecuaciones paramétriCas.de la helicoide: La figura (3.2(b)) 
·· ··;;., .", m~estra .una imagen de esta superficie.·· · ··•· • · ·;_, - ': · ·.·•. , · 

•:.: : .. : '· .-.EJ; ~iguiente ejemplo que mostraremos .es, lá súperfici~ de ;catalán. Sin 
,• :"·.•·:• • embargo, no utilizaremos la cicloide<:'.,,'::.;; :.•\ .) }~~,;'.f " 

• #' ' '· • --·· .,_.._ •• ··.:<~·;¡ ~:0;:~;·_'.;,.~'.·~/> ¡:~¡; .. ,\·)-._,:·J -, ~: 

c(t) ~ (1 ~ c~s.(t),ti~!n(t):.9);.. · t E IR, 
- ~t',:• '.·:·:~ - «.--.:.:: ··.:;.;:>>;. 

· .. •.·.· ...... ,:.:'-: :.':-·, 
en su lugar utilizaremos la p~~bola ; ·· 

·'.:~~~- ~,.:~t:<it·.; 
.. . . . • 2 . . 

c(cp) = (sinh(tp), ~mh .(cp) ,O); cp E IR, 
, , ·" , .. 2, ""' l " 
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(a) (b) 

FIGURA 3.2. El catenoide y el helicoide 

como Jo mostramos en el capítulo l. Entonces Ja parametrización de Ja 
superficie mínima es Ja siguiente:. , 

X(z) = ~ (sinh(z), sin~(z)•
2 

.~xz-~l+si~~2 (w) cosh(w)dw), z = x + iy, 

=,·~,(sin.h(z)_i,si'n~(z)·2,Ix~-§~~~(~~2d~) ' 

= ~(si~l~(z)Lsi~~(~),
2

,'l(c~~h(;)sin,h(z) + z) ~1.----TE-S_J_S--:-C-:C-:-i~':'"°T--i 
= ~si11hC~J;:c~~.(y);,'.r:;; ;',S\,\:, ) FALLA DE ORIGEN 

2(sinh2(x) :co~~(y)~>ccish~ (x) sin2(y) ), 

- (sinh{x);sin(~) J~s(J) +"·¿~sh2 (x) cos(y) sin(y) +y)) . .. . .. ' . . . ··~-

Las figuras (3.~(a})'y•;(3;3(~))T~os,'íri~estran las imágenes de la superficie de 
Cat~Ján y de suco~jugadá; ~uyaéciíación es: 

x:(; ;.z~0-0~1~!;~l~'.z)¡;;_¡r~(z) •inh( z) + z)) 

' ~ si
0

nh{~)co:(y) ~osh{x)~in(y)i ¡; ' . ' 

(cosh(x) c~s(y) 2 :13¡~h(~f.:::: si~h{ih)~iri(y)~.i:osh{x)·;+ x)) :.;·;:.:: ....... ; 
· . . , .. . -~ ~/.~( ::·, ~)~.Ti 

~ ~ ' ~ • 1 

··,J. '\· ¡ l" 
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(a) (b) 

FIGURA 3.3. La superficie de Catalán y su conjugada 

3.7. Dualidad de Bjorling 

El ejemplo anterior muestra una interesante relación entre la p
0

arábola y 
la cicloide: ambas tienen la misma superficie de Bj6rling. Por las propiedades 
de simetría enunciadas en la sección anterior, tenemos que un plano corta a 
una superficie mínima a lo largo de una geodésica si y sólo si el plano es un 
plano de simetría de la superficie que la corta perpendicularmente. Ahora, 
la superficie de Bjiirling de una curva que tiene una línea de simetría tiene 
dos planos de simetría: el plano original que contiene a la curva y el plano 
perpendicular a éste que contiene a la línea de simetría. 

Las propiedades de simetría nos indican que el segundo plano intersecta 
a la superficie en otra geodésica simétrica respecto a una línea. Estas obser
vaciones se formalizan como una proposición que deriva del teorema (4): 

PROPOSICIÓN 5. Sea X : n -+ JR3 una superficie mínima tal que: 

X(w) = ( Ree(w),Re((w),Im 1w ../e'(w)2 + ('(w)2dw); w ='~ +,'iv 

donde c(t) = (e(t), ((t), O), es una curva real analítica contenida en el plano 
E= xy, simétrica con respecto a una recta l C E, entonces: 

i) la superficie X (u, v) tiene dos planos de simetría perpendiculares entre 
sí. El que contiene a la curva c(t) y el que contiene a la línea de simetría l 

ii) La superficie X(u,v) contiene, al menos, dos geodésicas planas 

r-------!:L:::;a~d.:;;e~m,::o;:.:s::t~r:;:ación es un consecuencia directa del teorema (4) 

TESIS CON 
FALLA DE ORlGEN -
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DEFINICIÓN 3. Sea c(t), t E lR una curva real-analítica simétrica con 
el eje y, y sea X (u, v) la superficie mínima generada a través de la ex
presión {S.91), donde X(u,O) = c(u). Entonces cp(v) = X(O,v) es una 
geodésica plana sobre X. A la curva cp(t) se le llama la geodésica perpen-
dicular conjugada a c(t) bajo Bjorling. · 

Las curvas c(t) y cp(t) son, de cierto modo, curvas duales entre ellas. 
Para ser más precisos: la dualidad se da entre los objetos que consisten de 
una curva y un punto de intersección de la curva con una lí nea de simetría. 
Nosotros podremos llamar a este par de curvas curvas Bjorling duales entre 
ellas. Así, el círculo y la catenaria son Bjorling duales cuya superficie común 
es el catenoide, y la parábola y Ja cicloide tienen como superficie común a 
Ja superficie de Catalán. 

. . ... 





CAPíTULO 4 

El catenoide elíptico 

4.1. Catenoide elíptico 

Los ejemplos mostrados en el capítulo anterior (el catenoide y la superfi
cie de Catalán) se concibieron para mostrar dos de las curvas más sencillas 
a las que se les podía aplicar la solución del problema de Bjiirling: la circun
ferencia y la parábola. Ya que ambas pertenecen a la familia de las curvas 
cónicas, es inmediato pensar que sucede con la elipse y con la hipérbola. De 
esta forma, apliquemos la fórmula (3.31) a una elipse de semiejes a, b > O 
tal que a > b, parametrizada de la siguiente manera: 

c(t) = (bcos(t),asin(t),O) {4.1) 

entonces tendremos que: 

X(z) = !R (bcos(z), asin(z), i 1' Jb2 sin2 (w) + a 2 cos2(w)dw) (4.2) 

o lo que es lo mismo: 

· X(z) =!R (bcos(z),asin(z),ai 1' J_1,-:e2 sin2 (w)d~) (4.3) 

d~nde e el> la excentricidad de la elipse dada por: e = v'0 :-b2: L~ integral 
en la fórmula anterior no puede ser resuelta directamente por MapleV ni 
Mathematica más allá de los puntos de ramificáción~ y se debe a qué tenemos 
una función multivaluada como integrando. 

Utilizando las funciones elípticas de Jacobi; haremos el cambio de varia
ble sn(u, e) = sin(z) para obtener: 

z = arcsin(sn(u, e)) (4.4) 

de donde 
sn'(u,e)du 

dz = -;:~===~=,,. ..,/1 - sn2(u, e) 
_ en( u, e)dn(u, e)du 
- en( u, e) 

=dn(u,e)du 

así nuestra expresión queda, de la manera siguiente: 

!R ( b cn(w, e), a sn(w, e), -ia 1w dn2(71, e)d71) (4.5) 
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En base a Jo expuesto en el capítulo 2, "Funciones elípticas de Jacobi", nues
tra superficie se expresa en términos de funciones meromorfas y doblemente 
periódicas. Sin embargo, el integrando en la fórmula anterior es una función 
meromorfa con la característica de que todos sus polos tienen residuo cero. 
Lo anterior nos indica que el integrando es una función bien definida de Ja 
variable w E C - {polos}. Para obtener la imagen correcta del catenoide 
elíptico, tenemos que mapear distintas regiones del dominio de manera inde
pendiente para evitar los polos. Debido a que las funciones de Jacobi tienen 
un dominio fundamental paralelo a Jos ejes real e imaginario, las regiones 
también se tomarán paralelas a Jos ejes. 

Consideremos Ja región L = {(x,y)j - !K' <y< !K'}. La figura (4.1) 
muestra un comportamiento muy semejante al catenoide (de donde obtuvo 
su nombre de catenoide elíptico). Sin embargo, no presenta canales ni aris
tas como sucede con las imágenes obtenidas a través de Ja parametrización 
original. Por supuesto, esto se debe a que no tocamos los puntos de ramifi
cación. 

>n 

FIGURA 4.1. Una sección horizontal del catenoide elíptico 

Ahora consideremos la región L = {(x,y)j~ < x < 3[}. En esta 
región se presentan los puntos de ramificación de la superficie, sin embargo, 
se obtiene el comportamiento correcto a través de la integral J dn2 (w, e)dw. 
La figura ( 4.2) nos muestra ese segmento de la superficie de manera correcta. 
Es interesante ver que el catenoide elíptico tenga un comportamiento muy 
similar al presentado por la superficie de Catalán. 

Veamos ahora que si tomamos Ja región L = {(x,y)j 3~' <y < 5lf'}, 
obtenemos un segmento similar a la primera banda, pero ahora se obtiene 
el sentido inverso en la superficie. De esta forma: si recorremos Ja línea 
y= 2K' a partir de x =O y en sentido positivo (de izquierda a derecha) de 
las x's, la superficie se construirá en sentido negativo de derecha a izquierda. 
Al contrario de la línea y = O que conserva el sentido de izquierda a derecha 
en la superficie. Por lo tanto, un dominio fundamental sobre el cero para el 

mis cch 
FALLA DE ORIGEN 
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Lineas Je 
autoillter sección 

FIGURA 4.2. Una sección vertical del catenoide elíptico 

y 

.K, , , '-----------·-----· 
' ' ' ' ' -iK' • • 

----.., -----·- ----· 
FIGURA 4.3. Otra sección horizontal del catenoide elíptico 

FIGURA 4.4. Dos secciones del catenoide elíptico 

catenoide elíptico es: 

D(O) =Jz.=:~ +!Y: -2K <X.< 2K, -K' < y < 3K'} (4.6) 

~~------------------- ---- -------~ 
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asimismo, vemos que la superficie es periódica en el sentido del eje real, por 
lo que solo bastará considerar una banda de anchura 4K para obtener toda 
la superficie. 

FIGURA 4.5. El catenoide elíptico 

4.2. Helicoide elíptico 

La superficie.mínima adjunta del catenoide es el helicoide que se mues
tran en la secdófi,3;((ie1 capítulo anterior¡ por este motivo, Gray consideró 
nombrar a la superficie mínima adjunta del catenoide elíptico el Helicoide 
elíptico .. · · . · 

y 2iK' : : 
----------~-----i-----· 

' ' ' ' 

> 

FIGURA 4.6. Una sección horizontal del helicoide elíptico 

Por construcción, la superficie mínima adjunta se encuentra al obtener 
la parte imaginaria de la curva isotrópica f(w) con w =u+ iv, tal que: 

f(w) := X(w) + iX"(w) 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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Aplicado la solución de Schwarz para el problema de Bjorling, la super
ficie mínima adjunta se obtiene de la siguiente_ manera: 

x· (w) = 'i)< ( e(w), ((w), i 1w Je(z) 2 + (1(z)2dz) 

donde c(t) = (e(t), ((t)) es una curva real analítica. 
Considerando ahora nuestro caso concreto, tomemos nuevamente la curva 

c(t) = (b cn(t, e), a sn(t, e)), t E lR y a > b, la cual es una elipse de excen
tricidad e = va:-b• en términos de las funciones elípticas de Jacobi. La 
superficie mínima adjunta del catenoide elíptico se encuentra mediante la 
expresión: 

X*(w) = 'il' (b cn(w,e),a sn(w,e),i a hw dn2 (TJ,e)d11), 

que es una superficie bien definida fuera de los polos de dn2 (w, e). 
Para proceder a analizar el comportamiento de esta superficie, nueva

mente utilizaremos distintas regiones del dominio y revisaremos su compor
tamiento sobre la superficie. Iniciemos con Ja región L = {(x,y)I - 1;' < 
y < 1;' }. En Ja figura (4.6) vemos un segmento de esta banda. 

La selección de la región anterior se concibe como una vecindad del eje 
real, que genera una superficie similar a la helicoide. Este es el mismo com
portamiento que tiene el "catenoide elíptico" de manera local, sin embargo, 
si tomamos una vista superior del helicoide elíptico, podemos ver que no 
"gira en circulas", sino en forma de flor de dos pétalos. Esto puede verse 
en la figura (4.7)donde, los puntos más alejados del centro, corresponden a 
los puntos cercanos a 2mK + iK' y 2mK - iK', con m E Z, mientras que 
los puntos donde se contrae la superficie hacia su eje (hacia el centro de la 
helicoide) corresponden a puntos cercanos a (2m-1 )K +iK' y (2m-1)-iK'. 

En la figura ( 4. 7) las dos imágenes superiores corresponden al mismo 
segmento de Ja superficie pero con vistas distintas. en ellas se puede ver 
un comportamiento similar a la helicoide y se aprecia ligeramente la defor
mación en la vista superior. Por el contrario, las dos imágenes inferiores 
corresponden a un dominio más amplio y Ja deformación en ambas vistas es 
evidente. Las secciones angulares que se ven en estas dos imágenes se gene
ran por la construcción de la malla (ya que no se realiza una interpolación 
de puntos). No obstante, son excelentes ejemplos para apreciar las deforma
ciones que sufre el helicoide cuando tratamos de obtener la superficie desde 
un dominio más amplio. 

A continuación, consideramos la región L = {(x,y)I~ < x < 3f }. Esta 
es la misma región que consideramos en el segundo caso para el catenoide 
elíptico. Si revisamos el comportamiento de dicha región en el catenoide 
(elíptico), encontramos una gran similitud con la superficie de Catalán (de 
manera cualitativa), así que esperamos un comportamiento similar a la su
perficie adjunta de Catalán para esta superficie adjunta. Efectivamente ese 

... ~-. ··: ~ 
1; •' 

f. 
' ·' .----- -----
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FIGURA 4. 7. Dos secciones verticales del helicoide elíptico 

comportamiento puede verse en la figura (4.8), donde también puede ob
servarse que la superficie es periodica en el sentido del eje imaginario (que 
también es una característica de la superficie de Catalán). Ambos compor
tamientos (por un lado la similitud con la helicoide de manera local y por 
otro la similitud con la superficie de Catalán) son imaginables si considera
mos a la superficie de Catalán y al Catenoide como casos particulares de las 
superficies obtenidas a partir de curvas cónicas. Al final de este capítulo, se 
revisará brevemente el caso en el cual la curva generatriz para el problema 
de Bj6rling sea una hipérbola. 

La siguiente región por considerar será L = {(x,y)J 3f <y< 5~'}. 
Para el caso del catenoide elíptico, esta región generaba una superficie simi
lar a la región {{x,y)J - ~· <y < ~'},pero desplazada verticalmente y 
con sentido inverso. En la superficie adjunta, no existe el desplazamiento 
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Y. 

FIGURA 4.8. Una sección vertical del helicoide elíptico 

vertical, pero el sentido inverso se mantiene, lo que genera una superficie 
helicoidal en sentido inverso a la primera región, como puede verse en Ja 
figura (4.9). La figura (4.10) muestra una superposición de las tres re
giones anteriores. Como podemos deducir de la figura (4.8), Ja superficie es 
periódica en sentido del eje imaginario, así que solo necesitaremos una región 
de anchura 4iK' para obtener Ja superficie completa. Como las hélices se 
desarrollan a Jo largo de las regiones de manera continua, Ja superficie es
tará compuesta de una infinidad de "moños" como el que observainos en la 
figura (4.8), uno arriba del otro. 

y 

1

11111¡111 W~fll'IJ~lllllll!/1~1~!!1¡'11111¡11111' 1 1/li 
-ílílíll lílJílJíl:íllJl¡líl\íllílli llrílílílíliíllíl li 

it:: --~ -----·- ----· ' ' ' ' 
~--i~ª~~-:~J<.~'~~•:2~J<.~'~ X 

' 1 
1 
1 1 

-iK' ' • -- -_ _, _____ ,_ ----· 
FIGURA 4.9: Otra sección horizontal del helicoide elíptico 

4.3. Un paso a la generalización 

Las fun~i~nes.elípticas de Jacobi nos permitieron encontrar las super
ficies éorredas páI~ el catenoide y el helicoide elínticos. De hecho, lo que 

.. ..- · . TESIS CON 
.. ~ . FALLA DE ORIGEN 
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y 

,,. > 

FIGURA 4.10. Superposición de secciones del helicoide elíptico 

obtuvimos anteriormente es una familia de superficies que dependen de un 
parámetro k = e, que corresponde a la excentricidad de la elipse que se toma 
como generatriz. De esta forma, una circunferencia es una elipse de excen
tricidad e = O y por las características de las funciones de Jacobi, observa
mos que sn(w,O) = sin(w), cn(w,O) = cos(w) y dn(w,O) =l. Por lo tanto, 
el catenoide y el helicoide son casos particulares de las familias encontradas 
anteriormente. 

Sin embargo, el catenoide se construye a partir de una función simple
mente periódica, y se debe al límite obtenido cuando e ~ O. La retícula 
creada para las funciones de Jacobi, tienen como base K y K'. Cuando 
e --> O entonces K ~ ~ y K' --> oo, razón por la cual, la retícula generada 
por L(.>.¡, .>..2), .>..1 = 2iK', .>..2 = 4K degenera en un dominio simplemente 
periódico de bandas de anchura 27!'. 

La superficie de Catalán también es un caso particular de esta familia, 
donde e --> l. Para obtener dicho límite, primero debemos hacer otra 
parametrización de la curva generatriz. El problema que se presenta con 
la parametrización actual es que las elipses tienen su centro en el origen y 
cuando e --> 1 pueden suceder dos cosas: a) la elipse degenera en un seg
mento de recta si a permanece fija y b tiende a cero; b) la elipse degenera 
en un par de rectas si b permanece fija y a tiende a infinito. El siguiente 
capítulo está dedicado a encontrar esa parametrización y obtener los límites 
cuando e --> O y e --> l. 

Ahora falta un caso más relevante: encontrar la solución al problema de 
Bjarling asociada a una hipérbola. Aunque las cosas parecen complicarse 
un poco, las funciones de Jacobi también nos ofrecen una solución para este 
caso: una curva cónica de excentricidad e > l. 

Para encontrar la superficie cuya generatriz es una hipérbola, haremos 
un pequeño truco: rotaremos el plano complejo 90º de la siguiente manera: 
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- ., '.··· .>'.·¡"·-1,-;·:···· '.l(~,.1.·;::·~ "".,:.··<::;-:::<,''.;',f.": i.'1 ;~·-:.·~ A'.'..::.>:·~- ·.·- '"·<''·_·; .. ;. 

(a cosh(i z), bslllh(Li)). ~(a cos(z), i bsin(z)) para obterieri .· 

X(z) = ~(ac~s(~}·~b.~~~(~)-,i;lzJa2.sin2(wf- b2cos2(w)dw) (4.7) 
. : ·:- -:· '' .. ~--· :':-·:':~' ~-'-' . .:.~ "1· ' , ' • 

trabajando con elhitegrando'tenemos: ; . . ...... • .. 
, . . . ' \ ·' ~ ' ' 

iVa2sin2(w)- b2cÓs2(w) =; fb2cos2(w) - a2sin2 (w) 

= f b2 - b2 sin2C(w) -- a2 sin2(w) 

. / b2 + a2. ·.· .. 
= byl- ~sin2(11J) .·· .,.' 

y haciendo el cambio de variable sin(z) = sn(w, e) tendre~~s una·situación 
análoga a la presentada en la elipse, como se ve a continuación!;. : 

X(z) =~(a cn(w,e),ib sn(w,e),b fow dn2 (r¡,e)cJ.~x;·' (4.8) 

con la diferencia que en este caso la excentricidad e > :C ':.·'.¡~ .-.·,';: · . 
Utilizando las ecuaciones de transformación ·aelillóduló,'y''i:>'aniendo el . 

nuevo módulo como K = ~ < 1 obtendremos: ··/f. :: .'' ··· ' ,,_,,;,:•" 

X(w) = 3? (a dn(~,K),ibK sn(~,K),b1~·~~,1.~~~~r (4.9) 

o de otra manera: .. 

X(w) = ~ (a dn(ew, _! ), i~sn(ew, _! ), b fw cn2 (er¡, _! )dr¡). (4.10) 
e e e Ío e 

Finalmente, sabemos que los polos del producto de cualesquiera dos fun
ciones de Jacobi (sn, en o dn) tienen residuo cero, en particular cn2 (er¡, e), 
debido a que las tres funciones elípticas de Jacobi comparten los mismos 
polos. Lo anterior indica que la integral J cn2(er¡, ~)dr¡ es univaluada y está 
bien definida en e - {polos}. 

Un caso muy especial se genera con la hipérbola equilátera, donde a = b. 
Si tomamos la hipérbola equilátera unitaria, obtendremos: ,. 

X(w) = ~ ( cn(w,v'2),i sn(w,v'2):1w:1~2 (r¡,../2)dr¡}; (4.11) 

y aplicando las transformaciones del m6d~l~s~ ~bil~~~?:\~ · , ·. 

X(w) = ~ (dn(v'2w, . ~), ~sn(V,2U1!:·0fWf~~:~~(!~~~1'·~)~~)·· .i.(4;12) 
V ~ . '( ~ :: '.):~.';: · (/'{.':( :> ~"t~-if¡~i~-.f f;~JtiJ~2,}:;'.l~f:~~f1·:{~.,~ ·~·::· :•; .': · , ''::,r · 

Como dato interesante, la expresión'anterioríptiede ,trii.C!u"cfrse en funciones .. 

l•m~·:w~·~·:r:3Z':.~;~~;~~~~1:.):, •... , .. ,.1 
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donde la función seno lemniscático' se defin~ como la función inversa de la 
integral · - 'e -

' ; . r¡. d -·1"' d w =. r¡, º v11 - .,,4 
(4.14) 

por Jo tanto 

sl(w) = cp. (4.15) 

Las funciones elípticas de Jacobi nos ofrecen una mejor comprensión del 
comportamiento de las superficies mínimas ademá de ser funciones genera
lizadas. Para las personas interesadas en el estudio de las funciones lem
niscáticas, pueden revisar [Ml]. 

Regresemos al análisis de la superficie obtenida a partir de la hipérbola. 
El procedimiento será idéntico al que utilizamos para las dos superficies 
anteriores, así que nuestro primer paso será definir las regiones que se uti
lizarán como parte del dominio. La primera región es Ja misma que hemos 
utilizado anteriormente: L = {(x, y)I - ~' <y < ir}. La parametrización 
que utilizamos para Ja hipérbola, hace una rotación del plano complejo en 
un ángulo de ~.por lo que Ja hipérbola será creada por el eje imaginario, al 
contrario de Ja elipse que se dibujaba con el eje real. La figura (4.11) mues
tra el segmento de superficie donde el eje imaginario se mapea a la hipérbola 
dibujada en el centro de la superficie y el eje real se mapea verticalmente. 

Ahora vemos que las singularidades se encuentran sobre el eje real. Nue
vamente, esto se debe a la parametrización de Ja hipérbola, que se obtuvo 
mediante una rotación del plano complejo. Como se aprecia en Ja imagen, 
el comportamiento es cualitativamente similar al de Ja superficie de Catalán 
y al del catenoide elíptico en sus vértices de mayor curvatura. 

y 2iK' : 
---..------ -----·-----· 

' ' ' ' 1 ' 

iK' : ----·----- -----~-----· ' 

-iK ' --- -;----· 
Puntos de 

«rami(icacio>i . 

> 

FIGURA 4.11. Una sección horizontal de la hipérbola 
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4.3 Un paso a la generalización 
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FIGURA 4.12. Una sección vertical de la hipérbola 
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La siguiente región resulta ser muy interesante, por su parecido con las 
superficies adjuntas y no con los Bjorlings originales. Esta banda corre en el 
sentido del eje imaginario y toma valores reales entre ~ y 3f. La similitud 
con las superficies adjuntas a Catalán y al catenoide elíptico es asombrosa, 
lo que podría establecer una relación estrecha entre las superficies originales 
y sus superficies adjuntas... ¡sería maravilloso! La figura (4.12) muestra 
el gran parecido con la superficie adjunta del catenoide elíptico, y de la 
misma forma, tenemos una superficie que es periódica en el sentido del eje 
imaginario. 

La última región que visualizaremos, es L = {(x, y)l 3 f[' < y < 5lf' }. 
Esta región dibuja la superficie correspondiente a la segunda hoja de la 
hipérbola, y el eje imaginario recorre a dicha hoja en el mismo sentido de 
izquierda a derecha (desde el centro de la hipérbola, una hoja se recorre en 
el sentido de las manecillas del reloj mientras que la otra hoja se recorre en 
sentido inverso). La figura (4.13) muestra las tres secciones superpuestas 
que dan una idea de la superficie global. 

La figura (4.14) contiene imágenes obtenidas en MapleV para la superfi
cie adjunta en tres vistas diferentes. La imagen (4.14.b) es una vista lateral 
de la superficie, mientras que la imagen (4.14.c) es una vista superior de la 
misma superficie. 
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... 8. 

El catenoide elíptico 

h 

rumi(icacia'n 

FIGURA 4.13. Tres secciones superpuestas de la hipérbola 

(a) (b) 

(e) 

FIGURA 4.14. Tres vistas de la superficie adjunta 

TESIS CON 
FALLA DE OP.!SEN 



CAPíTULO 5 

En busca de una fórmula general 

Ya que las superficies anteriores fueron generadas a partir de las curvas 
cónicas sin ningún problema, nuestra tarea en esta sección es crear una forma 
general para estas superficies, basada en una generalización de la ecuación 
polar. 

Definamos una curva cónica C, como el conjunto de puntos cuya distan
cia al foco F = (O, a), es proporcional a la línea recta L = (x, -~ ), de la 
siguiente manera: 

d(F,p) =e d(p,L) (5.1) 

donde p = (x,y) es cualquier punto sobre la curva y e es la excentricidad 
de la curva cónica. RealizÍl.ndo las operaciones y sustituciones obtenemos la 
siguiente ecuación: 

vf (x- 0)2 +(y~ a)2 =e J(x - x)2 +(y+ ;)2 

,./x2 + (y - a)2 =e y+ a 
:r;2 + y2 _ 2ª y + ª2 = e2y2 ·+ 2~~. y {Q.2, .. 

x 2 + y2 = e2y2 + 2a y.;t2a~ y ;- · 1., '· .. 

y sustituyendo r = ;/x2 + y 2 y y= rsin(~fcibí;;~;d~~fu-6;[;' 
" ' ' : , . - : . ·. . ; .-:; ;,. •• 1 . . . '' ;, ·'~·:.:;' '·. •:- .~ . ·:1, •'{ : .' ,¡ ,, . 

. • r 2 = e2r 2 sin2 (<f¡) + 2a(l+ e)rsin(i/>) 
.. :--~ _ ,1,~: ;··· ,,~~r:-/;,:.?i~::·t -· i ·:·. 

- ·' : 

. como r·nO puede ser nulo, obtenemos la ecuación: 

2a(l +e) sin(</l) 
r = -'---,--'-,,.-'""'-'-

1 - e2 sin2 (</l) 

(5.2) 

(5.3) 
(5.4) 

(5.5) 

(5.6) 

(5.7) 

esta ecuación polar nos genera una familia de curvas cónicas con vértice en 
el origen y foco en el punto F = (O, a). Cuando e ;:: 1, existirán puntos de 
discontinuidad en e2 sin2 (,P) =l. Sin embargo, esta ecuación genera a todas 
las curvas cónicas, incluso ambas ramas de las hipérbolas. 

El siguiente paso es encontrar el valor de a que nos facilitará la resolución 
de Superficie de Catalán. Tomemos la ecuación x 2 +y2 = e2 y2 + 2a(l + e)y. 
Una parábola puede ser vista como una elipse de excentricidad l. Así, la 

.... 
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sustitución de éste valor para e nos lleva a la ecuación: 

_.;;2 + y2 i:: y2 + 4ª y 

x 2 =4ay 
(5.8) 

(5.9) 

Para obtener la superficie de Catalán, buscamos la parábola con ecuación 
x 2 = 2y, entonces a=~· . . .. 

Veamos como se comporta en]os yalores e ,=..1Y e= O. Sea la ecuación 
parámetrica de esta familia de córiicá.s ', . . ' . ' . . ' . 

para e = O tenemos: 

(sin(tfJ)ccis( ip ), ~il1~ ( q,)) 
' .: • • '"'•Y ,. • .'·,~'' ." ~ "•, ' ."' 

(5.10) 

(5.11) 

·. (5.12) 

que es la ecuación de una circunfe~encia con centro en e= (O;~): Pcir otro 
lado, si e = 1 tenemos: . , , .,. . 

. (2ta~(~),2'l~2 (4')) . 

·(~·iliicil.:~·(itl~~'~))2.) 
haciendo el cambio de variable t,;;; 2'tan(~), obtenemos: .. · (Z%t~)' ,. ··.······· . 

. (5.13) 

'. (5.14) 

(5.15) 

que es la ecuación paramétrica de una parábola con vértice en el origen y 
foco en F =(O,~). ·· 

Ahora que hemos encontrado una forma general para expresar a las cur
vas cónicas en términos de su excentricidad, utilicemos ésta ecuación para 
definir las superficies mínimas a partir de la solución al problema de Bjerling. 
Primero debemos utilizar el cambio de variable propuesto en secciones an
teriores, para hacer uso de las funciones elípticas de Jacobi. El cambio de 
variable sin(t/J) = sn(u, e) nos lleva a la siguiente ecuación paramétrica: 

Ce = ( (1 +e) sn(u, e) en( u, e), (1 +e) sn2 (u, e)) (5.16) 
dn2(u, e) dn2(u, e) 

= (l +e) (sn(u,e) cn(u,e) 
1 
sn

2
(u,e)) (5.l?) 

dn2 (u, e) dn2(u, e) 

Estas curvas tienen una extensión analítica fuera de los ceros de dn(u, e). 
Para construir la superficie mínima que contenga a dichas curvas como 
geodésicas, aplicaremos la fórmula (3.31) a la familia de curvas mostrada 
en la expresión anterior. Antes de ello, encontraremos las derivadas de cada 
coordenada y los cuadrados correspondientes haciendo la simplificación de 
manera independiente. Por simplicidad, utilizaremos sn en lugar de sn(u, e). 
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: . •:.· .. ' - ,, -->s "'0 .~.:.~.· •••• , • •• :l ·: .:". :, .. n·; ·;¡.: i,:~'. ';~.· ·,;··' . ; 

Como la variáble u y cl pará.irietro:e· no se modifican no existirá ambigüedad 
en este proceso. · 

SieridO .. Que:. ~:· 

sn'(u, e)·= en(u, e) dn(u, e) 
:cn'(Ü, e)= - sn(u, e) dn(u, e) 
· dn1(u, e) = - e2sn(u, e) en( u, e) ·. 

(dn2 (u, e))'= - 2e2dn(u, e) sn(u, e) en( u, e) 

(sn2 (u, e))'= 2sn(u, e) en( u, e)' dn(u, e) ·· 

busquemos las .siguientes derivadas: 

(ª;n':1:)' ;,;.(s~'en-Í-en'sn)dn2 ~n~n en(-2e
2
dn en sn) 

. _ (fu2 dn- sn2dn)dn2 + 2e2dn en sn) 
- dn4 

' (cn2 - sn2 ) dn2 + 2e2sn2cn2 

"'.' . dn3 
, . ·" . • : .. 

· _ (1 - sn2 - sn2 ) (1 - e2 sn2 ) + 2e2 sn2 (1-, sn2 ) · 

- dn3 

1 - 2sn2 + e2 sn2 

dn3 

2cn2 -dn2 

dnª 

por otro lado tenemos: 

(
sn2

)' _ 2sn en dn dn2 
- (-2e2dn sn cn)sn2 

dn2 - ', , 'dn4 

2sn en dn2 +'.2e2 éri sn3 

.. ;, dn3 .,. ... 

2cn sn(dn~,+~e~~'.;i2) 
. ,;·: ·.-.·· dn3 .· 

· : 2cn :sn ·/:'" 
~.i. -·dn3 ~:.-.\:e_;~~~- ··n, 

(5.18) 
(5.19) 
(5.20) 
(5.21) 

(5.22) 

'(5.23) 

(5.24) 
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desarrollando el radicando en la .tercera expresión tenemos: <-. ;__: .'...'·· )','_...:' _. ~ 

(
2cn2 - dn~)-2 ;·+· .. ·(~cii~~)- 2 

dn3 . _ : -: · .dn3 -

4cn4 - 4cn2 dn2 + dn4 + 4cn2 sn2 

dn6 

,'' . ' ·,., > 

4cn2 (cn2 - dn2 + sn2 ) + dn4 

dnª 
4e2cn2sn2 + dn4 

dn6 

_de donde la ec1lación de Bj1irling se convierte en: 

X(z.) = (1+ e)!R (sn(z, e) cn(z, e) sn
2
(z, e) 

-- .- dn2 (z, e) 'dn2 (z, e)' 

4e2cn2(w, e) sn2 (w, e)+ dn4 (w, e) dw) 
dn6(w, e) (5.25) 

bastará un poco de álgebra para determinar la correspondencia con el Cate-
noide y la Superficie de Catalán. · 

Sustituyendo e = O en la expresión anterior y considerando la identidad 
sn(z, O)= sin(z) tendremos: · 

X= !R (sin(z) cos(z);sin2 (z);i(zf"ió)) · (5.26) 
- ·- '; ._._.,' -

que corresponde a la ecuación del catenoide~~~'centro en el punto 
P =(O, ~,O). -- < ; ; ··:~";.C"t·· ·•-·.· 

Ahora hagamos e = 1, por la c-orrespondencia estipulada en la sección 
(2.2), tenemos: · · · · 

·. - '< \ --~i~b(u) 
- sn(u 1) =--- (5.27) 

' . _ : cosh(u) 

---- • ' - 1• cn(~,1) ~ ~osh{u). (5.28) 

-- -- - -·-·> - '. 1 
dn(u, ~L=· cosh(u) (5.29) 

X(z) = 2!R (5inhc~~:~(:~2•(~~>~i~~2.~:~~2~:;h2(z), _ 

_ i l; /1.:%,~~~;;;~!~~~:5,~ª(~)dw) (5.30) 

• = 2¡J¿(si~h(z),·~~n~3(i)~;t1f'c~~.~(:,f\/i 4',4sinh2(w)dw) (5.31) 
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mediante el cambio ele variable 2 sinh(z) = sinh(p), e~ decir, z = sinh- 1 (~) 
y dz = cosh h( )dp tendremos: . 

1+4sin .. p · 

X~ R (sinh(p), ~ sinh2 (p), i j~ cosh2 (v)dv) (5.32) 

= R ( sinh(p), ~ sinh2 (p), i(p - po) + cosh(p) sinh(p)) (5.33) 

que es la ecuación de la superficie de Catalán. 
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CAPíTULO 6 

Curvas duales. 

En el capítulo "Superficies Mínimas" establecimos los resultados de 
simetría en superficies mínimas, siempre que el plano de simetría corte 
perpendicularmente a la superficie. Cuando la generatriz de la superficie 
(de la solución al problema de Bji:irling) es una curva simétrica transver
salmente con respecto a una recta, la superficie generada tendrá dos planos 
de simetría: el que contiene a la generatriz y el que contiene a la recta de 
simetría de la generatriz. 

Como la generatriz corta perpendicularmente a la recta de simetría, en
tonces el plano de simetría que contiene a la recta corta perpendicularmente 
a la superficie, generando otra geodésica plana, que nombramos geodésica 
perpendicular conjugada. Por la unicidad de la solución de Schwarz al pro
blema de BjCirling (teorema (3)), sabemos entonces que esa geodésica generará 
la misma solución al problema de Bjiirling; de esta forma establecemos la 
dualidad entre ambas curvas. 

Para encontrar la curva dual de cada una de las cónicas, primero debemos 
encontrar el o los ejes de simetría y posteriormente tomar la trayectoria 
paralela al eje imaginario. Si nuestra curva se encuentra parametrizacla 
como c(u) = (e(u), ((u)), entonces la solución al problema de Bjéirling es la 
superficie · 

X(u, v) = !R (e(u, v), ((u, v), i hu+iv ../e12 (z) + ( 12 (z)dz), 

de donde obtenemos la trayectoria, buscada mediánte z 
siguiente forma. • :e fo,.· '· .,.~;. , .... ·,,. ... ,,.,,, .. ,, .. " 

. ' ' 

X(uo: v)~ ~:ú(~o.:~), ((~o; v),';z:o+iu ../e•2(z) + (12(z)d~) . 
donde el punto (uo,:O) ~()rresponde al punto de intersección de la curva gene
ratriz con el eje de simetría. 

' ';·: .• :·,:·'' : •• '-< ·- -' 

6.1·. Curva conjugada a la circunferencia 

Vell.mós cuál es la curva perpendicular conjugada de la circunferencia. 
En este caso¡ todos los puntos de la curva son apropiados para obtener un 
eje de simetría,. en particular, tomaremos el punto (O, O) y utilizaremos la 
trayectoria z ,.;, (O, t). 
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FIGURA 6.1. La catenaria 

FIGURA 6.2. Cicloide 

Ya vimos que la superficie que se obtiene de una circunferencia mediante 
la solución de Schwarz al problema de Bjorling es : 

(!l(a cos(z)), !l(a sin(z)), !l(iaz)) (6.1) 

sobre la trayecto~ia it obte~emos la siguiente relación: 

!R (a cos(it), asin(it), ai(it)) = !l (a cosh(t), i a sinh(t), -at) 
; ' = (acosh(t),0,-at) 

de donde vemos que la curva perpendicular conjugada es la catenaria, como 
ya se conocía.· 

6.2.; Curva conjugada a la parábola 
. '. ·, .. ·_ 

Ahora comprobemos que la conjugada a la parábola es una cicloide. Con 
la parametrización, c(t) = (2sinh(t),sinh2 (t) obtenemos: 

'~{2sinh(z),sinh2 (z),i{cosh{z)sinh{z) + z)) (6.2) 

y viendo la Curva que se genera cuando z = it tenemos: 

!R (2sinh{it),sinh2 (it),i(cosh(it)sinh(it) + it)) = 
= (O, - sin2(t),-(cos(t) sin(t) + t)) 
= (0,-(1 - cos(2t)), -(sin(2t) + t)) 
~ (o.:--(1-cos(u)),sin(u)- i) 

donde u= -2t. Esta última es la ecuación de una cicloide. 
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6.3. Curva conjugada de la elípse 

La siguiente curva que analizaremos es la perpendicular conjugada de 
la elipse. Como sabemos, la elipse tiene dos ejes de simetría, por lo que se 
tendrán tres planos perpendiculares de simetría en la superficie mínima. Los 
puntos de intersección entre la elipse y su eje de simetría menor son 2mK 
con m E Z, mientras que las intersecciones con el eje mayor están dadas 
por (2m - l)K. Será suficiente tomar los valores {O, K} para encontrar las 
geodésicas conjugadas. 

Dada la parametrización de la superficie como: 

( R(bcn(w, e)),!R(asn(w, e)), -a'<1(l: d~2 (17, e)d17)) (6.3) 

Las dos curvas se encuentran sustituyendo: i)w = it y ii)w = K + it en la 
parametrización dada. · ,,,·.! , .. .-,. . ,, , 

Veamos el caso i) w = it: ····· .".,,;,:_,:,;.-
Revisando las expresiones (~,9); (2jOfyi(2.Íl),;podemos ver que 

!R(bcn(it, e)) = cn(te•) y R(as~(it, e)) ~'.o:.,::•Por: lo tanto trabajemos en la 
integral: ·, ; . ,;. : :,'; .·;/:. .. . · .. ·. · 

'<1 (lt dn2 (17, e)d11) "= J·(l~~~~~:~eJd77) , -y= i t. 

: ~ti (t d~2 (iv, e) · idv) , 

¡ t dn2 (v,c1) 
·= · dv 

0 cn2(v, e') 

= t dn(t, e')sn(t, e') -1t d 2 ( ')d + ( ') n v,e v en t, e 0 

si to = O entonces tenemos a la curva parametrizada como: 

( 
b dn(t, c')sn(t, e') ( ')) ( 1 ') 

cn(t,e')'O,at+a cn(t,e') -aEt,e ,tE -K,K (6.4) 

Podemos ver que cuando t --+ K' ambas componentes tienden a +oo, mien
tras que si t --+ -K' entonces cn(t<?) --+ +oo, pero a(t + dn ~· i:: t,e' -

E(t,e'))--+ -oo, parlo que obtenemos una curva no cíclica en t E (-K',K'). 
Si derivamos ambas componentes con respecto de t obtenemos: 

(
b sn(t, e')dn(t, e') a dn2 (t, e')) 

cn2 (t, e') ' cn2 (t, e') ' 

vemos que la primera componente es negativa en t E (-K',O), es cero si 
t = O y es positiva si t E (O, K'), mientras que la segunda componente 
siempre es positiva en todo el intervalo (-K', K'). Si analizamos la segunda 
derivada, encontraremos que no existen puntos donde el producto de ambas 
componentes cambie de signo, y esto se debe a que sólo la función sn cambia 
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FIGURA 6.3. Conjugada perpendicular a Je elipse en sus 
vértices de menor curvatura (e= 0.7) 

de signo en ese intervalo, pero lo hará en ambas componentes, mientras que 
las funciones en y dn siempre son positivas. . ' 

Esto nos indica que la curva es cualitativamente parecida a una cate
naria, pero más abierta. 

Veamos ahora el caso ii} w = K +it. 
Utilizando los teoremas de adición tendremos: 

(K 't ) sn(K, e)dn(t, e') + isn(t, e')en(K, e)en(t, e')dn(K, e) 
sn + i ,e = 2 2 2 en (t,e') + e2sn (K,e)sn (t,e') 

dn(t,e') 
cn2(t, e') + e2sn2(t, e') 

dn(t,e1
) 

1 - sn2(t, e') + e2sn2(t, e') 
_ dn(t,d) 
- 1 - e'2sn2 (t, e') 

1 
= dn(t,e') 

(K "t ) en(K, e)en(t, e') - isn(K, e)sn(t, ti)dn(K, e)dn(t, e') 
en + i 'e = en2(t, e')+ e2sn2(K, e)sn2(t, e') 

.e' sn(t, e')dn(t, e') 
. = - i dn2(t, e') 

. . . . ', sn(t, e') ... 
·=·.- ie.---
. '' ';;d1,1(t, !l') 

' - . - . . ' 

dn(K + it) = dn:(K,~)i:n(t/e')dn(t, e') ..:. ie2 sn(K, e)en(K, e)sn(t, e') 
', , '·,' .>' en2(t;e1) + e2sn2(K, e)sn2 (t, e') 

· , e'cn(t;e')dn(t,e')'· 
= ¡ dn2 (t e') ·' . 

. :'>· . -··.; J·. 
·· ,·cn(t; e') 
=e---< 
, .4n,(t,e') 
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Ahora, deseamos tener parametrizada Ja curva de tal forma que inicie en 
uno de Jos puntos singulares (ver figura (6.4)). Para ello, deberemos iniciar 
Ja integración en cualquiera de Jos puntos (2m - l)K + i(2n - l)K' con 
m, n E Z. Tomemos como inicio el punto (K, K') y que el contorno de 
integración vaya en sentido negativo, es decir, que Ja curva de integración 
sea -y = {z = K + i(K' - t) : t E IR}. Con esta condición, encontremos Ja 
integral de línea 

(hK+i(K'-t) ) 
Q< dn2 (r¡, e)dr¡ 

K+iK' 
=O' (i dn2 (r¡,e)dr¡), 

= o-(fo'dn2~K;!}(K' :-v)),e) · (-i)dv), 

1t ··,2 en2 (K'- v, e') 
-'- . e d 2(K' . ')dv, o .. n . -v,e 

1t 2 
- e' sn2 (v,e1)dv, · 

o ' 

pero todas las integrales de los cuadrados de las funciones elípticas de 'Jacobi 
se pueden reducir a la integral de dn2 (u), con el mismo módulo ((Ll), pp 
65). Por lo tanto, utilizernos la identidad 

dn2 (u, e) = 1 - e2sn2 (u, e),_ 

=> J dn2 (u, e)du =u - e2 J sn2 (u, e)dti. 

para obtener 

O' ( (K+i(K'-t)~n2 (r¡,e)~r¡)>;= .. ftd_n2 (v,e')dv .::_:¿ (6.5) 
}K+iK' ·· · · · Jo . 

. " ' »' · .. :, •.· ' .. 

Como dn2 (t, e') ::::; 1 para todo~ los valor~ de te.IR, entonces 

fo.~~~ni~;,:~;;;~~v';·:'.:· ~; , .. 
Si recorremos la línea ensentidÓ iriv~isc>'; bíJt~:ridrenios ~l sentido 'opuesto en 
la integral. Además, como sri.(I\c¡.:'HK' ~;t)) .,;, ~di;i(t, e') y como dn es una 
función par, tenemos· .; ' .. / )~;~ :·g\~/?'é~¡¡; C':;. !',\·!<''·'"'' i '· .. : • · · 

(o.~d~(t,~1)';ªh·tdn~(~,.e')dv ~ at), (6.6) 

la cual tiene una forma muy parecida a la ecuación del movimiento del centro 
de una elipse que rueda sin deslizar sobre el eje x. La ecuación de dicha curva 
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.. · ... :- : • .. ·,. ·' .- ' '. ··-: 

FIGURA . 6 .4. Conjugad~ perperidicúlá.r' a. 1a: elipsé en' sus 
vértices de mayór C1Jrvatura (e ;,,, O. 7f 

se puede ver en funcion~s e!Ípticas1 conio: .. · 

. . ·.· > -~ (a+{t,~),_:,ªl:~n2 (·~,e)~v) (6.7) 

si vémos a Ja g~cl~icá ~ncb~tra<la com~ Ja sllllla de. dos curvas tendremos: 

(6.8) 

(6:9) 

·~ ,' ., 

.. 6.4. Curva· conjugada de Ja IJip~rb()la:<s ; ···-

par!::~:::ª cómo es la curva ~on}Ji~li~~e,~%~iBr~:~.i.~;§~~Jie~~como 
( ~(adn(ew, ~)), ~(~sn(ew, ~)); ~-(~1;~~'(e111}~.i11>) (6.10} 

ya que Ja parametrización original de Ja curv~fu~ ( d cci;h( it), b sinh( it)) nues~ 
tra trayectoria será ahora z = t, así: . · ·- · ;. ·.-··.·c.:-. :\: ·:-;,;i / · · : 

( ~(adn(et, ~)), ~(~sn(et, ~)h~(~.t·q~ce~d)~?) }:: · (6.11} 

De esta manera el argumentci siemJ~~- ~~. ~eii.i~ i;6'i • ¡;: t~t6' tci°rid~~~o~: 
(ad.·n(et)-f;o,li~'f1~~~i~~. !)d~) ' •, . ' (6.12) 

. - ,_--·::e :·;;{::··;:,/t~·-: ... ::;.~ ... . ":. -~~: '. 
o lo que es Jo mismo· -. •· ·'" .•;;¡ ;¡;;:;;.;.;:;J:,•,:-.•;~;.- · · · ·(; '": · .. :'..- · '" ·: 

*1 i (~~#:~\.o:ii:z:~:•c;: ~í~E:\1\;~) 
' ' - .·· . •.· -- -- ··:· ',- t _· __ ·. ___ - - . \ '. - ' '' 

'=:.(a_ dn(~i.~).;o;é2. f,.f_11._n2 (eij))dr¡_-+ e12bt) (6.13} 
' ' e ' ' '" lta ; ' .. e ' 

iver Apéndice A '.;.; -
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FIGURA 6.5. Conjugada perpendicular a una rama de una 
hipérbola de excentricidad e = 1.8 -





APÉNDICE A 

El estudio de las curvas conjugadas en el catenoide elíptico (sección 6.3), 
nos llevó a una expresión de la forma 

cp(t) = ( ;dn(t, e'), a fot dn2 (x, e')dx - at) . (A-1) 

que corresponde a una curva con características muy semejantes a una ci
cloide. Esto nos lleva a suponer que existe una relación entre la expresión 
anterior y las ruletas elípticas con excentricidad e'. Este apéndice está dedi
cado a encontrar las ecuaciones del centro de una elipse que rueda sin deslizar 
sobre el eje x, motivado por el razonamiento de M. Sturm en la nota del 
artículo (Dl], pp 315. Adicionalmente, se escribe dicha ecuación en términos 
de las funciones elípticas de Jacobi. 

Ruletas Elípticas 

Ecuaciones del movimiento de un foco de una elipse, que rueda sin 
deslizar a lo largo del eje x. De estas ecuaciones obtenemos también las 
ecuaciones del centro y de los vértices. 

Sea la elipse parametrizada por &(t) = (a cos(t), bsin(t)) con a > b, y sea 
e = y'a:-b• ¡ veamos cuál es la distancia entre el foco y cualquier punto de 
la elipse. Designemos por r a la norma del vector (P - F), ver figura (A-1); 

r= llP-Fll 
= ll(a cos(t), bsin(t)) - (e, 0)11 

= ..j (a cos(t) ~ c)2 +b2 sin2(t) 

= ../0;~ co~2(t) - 2accos(t) + c2 + b2 sin2(t) 

= ..ja2 - 2accos(t) + c2 - (a2 - b2) sin2 (t), c2 = a 2 - b2 

= ./a2 - 2accos(t) +c2 cos2 (t), 

=./(a - eacos(t))2 . 

= la-exd 

c=ea 

viendo que e < 1 y que lx11 :5 a entonces O < a - ex1 por lo tanto: 

r =a- ex¡ (A-2) 
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FIGURA A-1. Elipse 

Veamos ahora la figura (A-2), nuestra intención es parametrizar .la elipse 
en términos del ángulo a. Sabemos que la perpendicular a la tangente en 
P bisecta al ángulo FPF', asi mismo. sabemos que la distancia entre F y F' 
es 2c, y la distancias= 2a - r. Con todo lo anterior y usando la ley de los 
cosenos tenemos: 

r 2 + (2a - r)2 
- 2r(2a - r) cos(2a) = (2c)2 

r 2 + 4a2 - 4ar + r 2 
- 4ar cos(2a) + 2r2 cos(2a) = 4c2 reácomodando 

2r2 (1 + cos{2a)) - 4ar(l + cos(2a)) + 4(a2 _: c2) =O, 

usando la identidad 1 + cos(2a) = 2 cos2 (a) tenemos 

cos2 (a)r2 - 2acos2 (a)r + (a2 - c2 ) =O 

.. . 

FIGURA A-2. Nuevo marco de referencia 
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utilizando la regla general para ecuaciones de segundo grado tenemos: 

2acos2(a) ± v(2acos2(a))2 - 4(cos2(a))((a2 -c2) r = ----'---'---'--'----'--;,;.,.-..,.--'----'--'"-'-.:.,:_---'-
2 cos2 (a) 

=a± 

=a± 

a2 cos2(a) - a2 + c2 
cos2(a) 

c2 - a 2 sin2(a) 
cos2(a) 

=a±-ª-· fe2 -sin2(a) 
cos(a) V 

pero sabemos que r .=a - ex1, de aquí: 

e= ea 

x1 = eco:(a) J.~2---sin;2(~) 
ya que cos(a) toma valores tanto negativos'é:omo positivos. 

(A-3) · 

Finalmente encontraremos y¡ mediante el teorema .de Pitágoras. Anali
zando la figura A-2 podemos ver que: ' · · ·· ' 

YI = Vr2 - (c-x1) 2 

= Ja2 - 2aex1 +e2xi-c2+2cx¡ - xi 
= Jca2 - c2) + (e2 - l)xi 

(a2 - c2)e2 cos2(a) + a2(e4 - e2 - e2 sin2(a) + sin2(a)) 
e2 cos2(a) 

c2e2 sin2(a) - 2c2 sin2(a) + a2 sin2 (a) 
e2 cos2 (a) 

a2(e4 - 2e2 + 1) sin2(a) 
e2 cos2 (a) 

finalmente obtenemos 

por lo tanto: 

a(e2 - 1) 
y¡= tan(a) 

e 

r =a -ex¡, 

x1 =. ~( )J.e.
2 -.ª .. i·n. 

2
. (a), · ecos °' . · · , · 

. a(e2 -·h .. '. .. '!' ' 
·y1 = tan(a) 

e 

(A-4) 

ESTA TESIS NO. S~~ 
nE lA BIBIJOT'f.· .. _., · 
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.r .r 

FIGURA A-3. Desplazamiento 

Ya que tenemos la parametrización del movimiento del foco en términos 
del ángulo a, cambiaremos de marco de referencia(ver figura (A-3)): 

rcos(a) = acos(a) - aJe2 -sin2(a) 

rsin(a) = asin(a) - aJe2 - sin2(a) tan(a) 

encontrando quien es ds = yldx'f + dy? tendremos: 

d 
.( 

asin(a) cos(a) avfe2 - sin2(a) ( )) ·d 
x1 = - tan a a 

ecos(a)Je2 - sin2(a) ecos(a) 

= a sin(a) (cos
2
(a) - e2 + sin2(a)) da 

e cos2(a) Je2 - sin2(a) 

= a sin(a)(l - e2) da 
e cos2(a) Je2 - sin2(a) 

d asin(a)(l - e2) d 
X¡= a· 

ecos2(a)vf e2 - sin2 (a) 

mientras que: 

a(e2 - 1) · 
dy1 = 2 ( ) d. a ecos a 

,, ,-\· . ~. ,_; : 'l 

de donde: 

ds = (a(e2~i(' ~~s!n2(~~ )·+. 1.) da 
e.cos. a .:.e ·~.sin a 

_ a(e2 -,: l}da · . , 

- cos2(a)vf e2 - sin2(a) 

(A-5) 

(A-6) 

(A-7) 
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por lo tanto 

[tP a(e2 - l)da 
8 =lo cos2(a)./e2 - sin2(a) 

finalmente las ecuaciones del foco quedan de Ja siguiente manera 

x·';, rsin(a) + s 
y= rcos(a) 

71 

(A-8) 

· ·¡ ·1o.P a(e2 - l)da 
x =a sin( a) - ay e2 - sin2(a) tan(a) + 

o cos2(a)y'e2 - sin2(a) 

y= acos(a) - aJe2 -sin2(a) (A-9) 

de la figura anterior podemos ver que el mayor valor que tóina 'a ei(cuando 
el punto P es (O, b) o (O, -b) de donde lsin(a) 1 $ e: Hacienaó el cambio de 
variable sin(a) =e sn(u, e) tendremos: 

cos(a) = J1 - sin2(a) 

= vi - e2sn2 (u, e) 
= dn(u,e) 

da= e cn(u,e)dn(u,e) du 
· .jl - e2 sn2 (u, e) 

=e en( u, e)du 

sustituyendo estos valores en las expresiones (A~9) 

.( .·:) .. ae2cn···(u,e)sn(u,e) ·1· u a(e.2 .-l)cn(u,e)du 
x = csn u, e _.,.- . + , -:-:-.7-:-. -:-.e"' .. '========= 

·.·· • ; ,- .· .. ·: • dn(u,e). : ,. . o ciri2(u,e)y'l:-'. sn(u,e) 
·. (·:.:_··)·:.··:('~·1·-~· du . '\cn···.-.. <~;e)sn(u,e)). · 

·.=csn u,e ·-·a -e.: . .-e--'-~-~'--'-
. . , . . o cin~(u, e). :. :,,;: dn(u;e) •·. 

y=:adn(u,e)-cCn:(;~;e),.c=a~:, , · .. ,. 

pero tenemos qile ' , '- ' · · __ . 

r du.·· . 1:(· rd 2( ,.· ;.: 2cn(u,e)sn(u,e)) 
lo dn2 (u; e) ~ e12 j lo' :X:- '!:! .. ~)te · dn(u, e) 

por Jo tanto : . . :_> <:·' 

x ~-c.s71(u,e) :-- a 1udn2 (u,e)du 

y ;;;'¿¡dn{!l, ~) - ccn(u, e) 

(A-10) 

Éstas son las ecuaciones. de uno de los focos en términos de las funciones 
elípticas de Jacobi. La8 ecuaciones para el otro foco se encuentran susti
tuyendo u + 2K én Jás ecuaciones anteriores. Estas ecuaciones se aplican 
para cualquier curva cónica de excentricidad e, con centro. 
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FIGURA A-4. Trayectoria del foco de una elipse de excentri
cidad e= 0.9 

Ya que el centro de una elipse es el punto medio entré los focos, podemos 
encontrar sus ecuaciones parámetricas en términos de funciones elípticas. De 
las ecuaciones (A-5) tenemos: 

rsin(a) =a sin( a) - aJe2 - sin2(a) tan(a) } 

rcos(a) = acos(a) - aJe2 - sin2(a) 

(2a -r)sin(a) = asin(-a) + ay',..e2~--s-in""'2~(---a-) tan(-a) } 

(2a - r) cos(a) = acos(-a) + aJe2 - sin2(-a) 

Calculando las coordenadas del punto medio entre estos dos puntos tenemos: 

C:r: = aJe2 - sin2(a) tan(a) 

0 11 = acos(a) 

que son las ecuaciones del centro en términos del argumento a, siempre que 
el punto de contacto entre Ja elipse y el eje x sea el origen. Finalmente Je 
sumaremos a la ecuación de C:r: el desplazamiento que se obtiene, es decir 
le sumaremos la longitud de arco s. Ya que si la elipse se desplaza hacia la 
derecha el argumento a decrece, entonces u será cambiada por -u y s será 
positiva. Haciendo nuevamente el cambio de variable sin(a) = e sn(u, e) 
tendremos: 

e _ ae2cn(-u,e)sn(-u,e) lnu a(e2 - l)du 
:r:- + dn(-u,e) 0 dn2(u,e) 

C 11 =a dn(-u,e) 

finalmente como sn(u, e) es una función impar, mientras que en( u, e) y 
dn(u, e) son funciones pares obtendremos: 

. C~ ~s~ (~f2·1·u:~~2~~,(e);•-: e~ cn(~:{~~e~u, e)) 

ª".;~:~~<~';'e) ... '.,, ..... - .. 
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' ' -' ' ~ --:· ' . , -~'' . " 

FwURA. A~5;, Thayectoria del c~ntro de una elipse de excen-
tricidad e·= 0.9 · ' 

Centro 

Foco 

FIGURA A~6;; Trayectoria d~l, centro ·y de un foco' de una 
elipse de excentriéidad e = 0.9 

y por (3) 

Cx =a fo" dn2 (u, e)du 

Cy =a dn(u, e) 
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las cuales son las ecuaciones del centro de elipse que rueda sin deslizar a lo 
largo del eje x. 

Sin embargo, como lo hemos mencionado en párrafos anteriores, estas 
ecuaciones también se aplican a las demás curvas cónicas, por lo que pode
mos revisar el comportamiento de la ruleta en términos de su excentricidad. 
Ver [Dl]. Un método alternativo para encontrar las ecuaciones de la tra2a de 
los focos de las curvas cónicas con centro se puede revisar [El] y el ejemplo 
6 del capítulo VIII de [Zl]. 

Por un pequeño análisis de las curvas anteriores, podemos ver inmedia
tamente que la ecuación de Jos focos se obtiene al sumar 

x• =e sn(u, e), 
y•= e cn(u,e). 

a las ecuaciones del centro de la cónica. Donde e = ae = ./a2 ± b2 es la 
distancia del centro a cada uno de los focos. El signo de b2 dependerá de la 
curva: si es una elipse el signo es negativo y si es una hipérbola el signo es 
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.,. .. .. . '"'· ... ·-· . 

positivo. Por lo tanto,_ los vértic_es _de mayor curvatura se localizarán con las 
- ecuaciones - -- - -

- -- :i:· =a sn(u, e), 
il =a en( u, e). 

de esta manera, las ecuaciones de la_ traza de los vértices de mayor curvatura 
se ve de la siguiente mánei:a _ 

' .--r~1.¡;==_a~U,dn2 (u,e)du;-asn(u,c), (A-11) 

'V1~~ádn(u,e)-acn(u,e)
2 

---· (A~12) 
mientras que losvértic~ de menor curvatúra se obtienen-mediante> 

. : .. -r:, -~: 
. ~ ' . 

~·· 
FIGURA'. A-7. Tr"aykctori~ d~1ios vé;ti~~s •de ~~a:-~Úpse de 
excentricidad e = 0.5 - " 

(A-13) 

(A-14) 

• (A-15) 

(A-16) 
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y en general, cualquier punto del plano que se identifique como 

xo = r cn(uo, e), 
Yo= r sn(uo, e) 
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en la parametrización del marco de referencia original (ver figura (A~9)), 

r cn(u,,,e) 

y 

r sn(u,,,e) 

X 

~ 

FIGURA :A:9. Pk!~et~i;~¿Íóri del'punto · 

las ecuaciones de la tr~~ d~ ¿¡&¡a ~~~id'~Jkn<lóJa ~IÍpse rueda sin deslizar 
sobre el eje x, serán las siguientes: J' · ........ ····. "º ' 

·px.~ ~zu.~n2 (~;~)dU~ rcn(~- u0, e), 

, P 11 =a dn(u, e):.._ r sn(u 7 uo,e). 
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