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CAPITULO '1
Introducciéon

Alfred Gray (1939 — 1998') fue uno de los matematicos contemporaneos
que hizo grandes contribuciones a la geometria diferencial moderna. En
geometria riemanniana, estudi6é los voliimenes de tubos y los teoremas de
comparacion, con un especial interés en el caso de las variedades de Kahler y
las relaciones con clases caracteristicas. Una gran parte de ese trabajo se ha
recopilado en la monografia “Tubes” (1990). Gray fue una figura central en
el desarrollo de la geometria compleja e hizo importantes contribuciones al
estudio de las variedades simplécticas, antes de la explosién de actividades
en esta drea en los afios 80s y 90s. El trabajo de Gray y sus colaboradores
sobre la tecoria de Rham de variedades complejas y simplécticas inicié una
fuerte interaccién entre la teoria de homotopia racional, topologia diferen-
cial, geometria diferencial y variedades complejas.

En el drea de geometria diferencial, una de las herramientas tedricas
favoritas de Gray era la solucién al Problema de Bjérling. En términos
coloquiales, el problema de Bjorling es el siguiente:

Dada una curva plana, se debe encontrar una superficie minima en R
que la contenga como geodésica.

Las condiciones necesarias son que la curva sea analitica y regular (in-
mersa). Estas condiciones también son suficientes y la representacién de
Weierstrass proporciona una solucidén explicita de este problema: Si (z(t),y(t))
es una parametrizacién analitica de la curva, la solucién al problema de
Bjérling se obtiene mediante la parametrizacién

8(2) = Riz(=),9(2)si * VA Ty @) (11)

donde z(z}),y(z) son extensiones de las funciones analiticas z(¢), y(t) a fun-
ciones de una variable compleja z. Cuando tomamos la parte imaginaria de
la expresién, en lugar de la parte real como se hizo anteriormente, obtene-
mos otra superficie m{nima conocida como la superficie conjugada de la
primera. (La férmula también se aplica a curvas singulares y, por supuesto,
produce superficies singulares; vea [G1], en este trabajo no se considerara
dicho caso.)

Gray utilizaba la solucién al problema de Bjérling para producir muchas
bellas imagenes de superficies minimas. Probablemente sea menos cono-
cido el hecho que también puede utilizarse como una herramienta teérica
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....para_problemas de existencia, entre otras cosas. He aquf un ejemplo: un
. dia preguntamos a Gray qué orden de contacto podria tener una superficie

"~ ’'minima en un punto de auto-interseccién; sin pensarlo un segundo contesté

“Cualquier orden de contacto: toma una curva plana analitica con un con-
tacto de orden n en un punto de autointerseccién y entonces toma la solucién
del problema de Bjérling”. {Un teorema instantdneo!

TEOREMA 1. Para cualquier entero positivo n existe una superficie mini-
ma en R® con un punto de auto interseccién tal que dos ramas tienen con-
tacto de orden n.

La solucién explicita del problema de Bjérling, puede ingresarse a la
computadora para producir muchos bellos ejemplos (en una vecindad de la
curva seleccionda). Sin embargo, la férmula posee algunos problemas cuando
tratamos de obtener la imagen global, debido a que contiene una integral de
una funcién que en muchos casos es multivaluada. Como ejemplo, tomemos
la pardbola (2¢,1%). La superficie que la contiene como geodésica estd dada
por la férmula

¥(z) = R(2z, 22,21'/: V1 + u2du) (1.2)
0

que ¢l lector puede escribir en su paquete de grdficos favorito... jy obtener
la imagen errénea! (Figura 1.1(a)). El problema se debe a que el integrando
se bifurca en los puntos 7 y —i. Cuando integramos desde 0 hasta, diga-
mos, 2¢ a lo largo de dos trayectorias, una que pasa a la derecha de 7 y
otra que pasa.por su izquierda se obtienen diferentes valores con la misma
parte imaginaria. Esto produce una arista afilada que es incompatible con
el concepto de superficie minima. El problema se vuclve mas evidente si
consideramos la superficie conjugada {Figura 1.1(b)). Aquf los valores que
difieren no producen una arista sino una discontinuidad en la superficie, que
la computadora trata de asociar generando una cara plana.

Una alternativa para resolver este problema es hacer una reparametriza-
cién (es decir, encontrar una superficie de Riemann donde la funcién esté
bien definida). En este caso se obtiene con la sustitucién z = sinh(w) y la su-
perficie se convierte en:R(2sinh(w),sinh(w)?, 2i(cosh(w) sinh(w) + w)) que
producird la imagen correcta (Figura 1.2(a)). La superficie contintia mds
alld de la arista angular que realmente es una linea de auto-interseccién,
generando un patrén periddico. La superficie resulta ser la conocida superfi-
cie de Cataldn, que contiene una geodésica perpendicular a la pardbola que
es la cicloide. De esta manera, la superficie de Cataldn puede describirse
como la solucién del problema de Bjérling para la cicloide (Figura 1.2(a)).
La figura 1.2(b) nos muestra la superficie conjugada dibujada correctamente.

El ejemplo anterior muestra una relacién interesante entre la pardbola y
la cicloide: ambas producen la misma superficie cuando resolvemos el pro-
blema de Bjorling para ellas. A esta caracteristica le llamaremos la “Duali-
dad de Bjérling” que estudiaremos en el capitulo 3, “Superficies minimas”.




(a) (b)

FiGuraA 1.1. La solucién incorrecta a la paribola. Observe
las partes recta en (a) y plana en (b).

TESIS CON

(a) (b)

FIGURA 1.2. La superficie de Cataldn y su conjugada

Un ejemplo mds interesante surge cuando aplicamos la férmula (1.1)
para resolver el problema de Bjorling a una elipse de semi-ejes a y b, tal que
a > b. Aplicando la forma paramétrica de la elipse obtenemos la siguiente
expresién:
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(a) (b)

FicuraA 1.3. El catenoide y el helicoide eliptico erréneos

®(z) = R(bcos(z),asin(z),i a/ /1 =e?sin(u)2du). - (1.3)

o - IR
donde ¢ = V/aZ — 52 /a es la excentricidad de la elipse. Si colocamos esta ex-
presién: directamente en MapleV o Mathematica obtendremos las imdgenes

para la superficie y su conjugada que se muestran en‘la figura (1.3).
/7. Nuevamente vemos que la superficie tiene algunos canales: regiones

“donde la curvatura seccional es cercana a cero y en el sentido transver-

sal su curvatura es muy grande. Nuevamente... jesto no puede ser una
superficie minima! pues ambas curvaturas deben tener el mismo valor abso-
luto. (EIl hecho de que obtengamos un canal o una arista realmente depende
del niimero de puntos de la malla que se utilizé para dibujar la superficie).
La superficie conjugada presenta nuevamente el problema observado en el
ejemplo anterior. Las imdgenes que Gray obtuvo de estas superficies en [{G1],
presentan el mismo problema.

Este no es un problema perteneciente al sistema de software usado para
dibujar la superficie, tanto Maple{utilizado para dibujar las primeras su-
perficies) como Mathematica muestran esencialmente la misma imagen. El
problema se genera nuevamente en la integral de una funcién multi-valuada.
Quizd Gray estuvo ajeno al conocimiento de este problema en [G1] ya que
no utilizé directamente la férmula, en su lugar eligié una funcién eliptica
para la parametrizacidén (utilizé la funcién integral eliptica de segunda es-
pecie E(z,e) que se encuentra dentro de las bibliotecas de Mathematica y

. MapleV).

Como se puede ver en la férmula (1.3), la tercera componente es una

integral eliptica de segunda especie, lo que indica que debemos utilizar

TESIS CON
| FALLA DE ORIGEN
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alguna herramienta relacionada con funciones e integrales elipticas. Por
suerte para nosotros, existen las funciones elipticas de Jacobi que estdn
definidas en terminos de la funcién inversa de la integral eliptica de primera
especie. A lo largo-del presente trabajo se presentarin las definiciones y
principales propiedades de las funciones elfpticas de Jacobi que utilizare-
mos para resolver el problema de Bjorling para la elipse y posteriormente
para la hipérbola. Finalmente, obtendremos las imdgenes correctas para el
Catenoide y el Helicoide elipticos.







Il

CAPiITULO 2
Funciones elipticas de Jacobi

Como en todas las dreas de las matematicas, existen diversas definiciones
. para los entes matematicos, y las funciones elipticas de Jacobi no podrian
ser la excepcién. El primer enfoque que conoci y utilizaré en este trabajo
establece las definiciones de las funciones elipticas de Jacobi en términos
de la funcién inversa de la integral eliptica de primera especie y construye
el marco de trabajo de dichas funciones por su similitud con las funciones
trigonométricas, lo que establece un acercamiento desde el punto de vista
geométrico. Este enfoque es bastante intuitivo y, tal vez, sea el preferido
por los estudiantes de matemadticas que se inician en el drea de las funciones
elipticas. Un anélisis detallado de las funciones elipticas de Jacobi vistas
como una generalizacién de las funciones trigonométricas, puede revisarse
en [M1].

Otro de los enfoques establecidos para definir las funciones elipticas de
Jacobi es a través de las funciones teta (8i(z),f = 0..4). Para ello, se re-
quieren conocimientos en series de Fourier y funciones especiales, asi como
teoria de funciones analiticas, mecdnica y termodindmica. El lector puede
ver que este es un enfoque predominantemente fisico y se utilizard en pocas
ocasiones en este trabajo por ser menos intuitivo. Para aquellos que estén
interesados en conocer las definiciones de las funciones elipticas de Jacobi
desde este punto de vista, pueden recurrir a [L1].

2.1. Definicién de las funciones elipticas de Jacobi
Se define al seno eliptico de Jacobi como la funcién inversa de la integral
eliptica de primera especie:
"= /' 4 dz
0o (1 —22)(1-k222)
por lo tanto sn(u, k) = ¢ donde 0 < k < 1 es el médulo de la funcién. A esta
funcién también se le conoce como seno de amplitud [M1], que estudiaremos

en la seccién (2.3), “Derivadas de las funciones de Jacobi”.
A partir de esta funcién se definen otras dos funciones elipticas, de la

manera siguiente: )
cen(u, k) = /1 — sn?(u, k) (2.2)°

conocida como coseno-eliptico de Jacobi y

dn(u, k) = /1T = F2sn(u, k) (2.3)

(2.1)
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que es la funcién delta de Jacobi. :
‘Inmediatamente de la deﬁmc:én‘de 5

demos establecer :
las siguientes identidades: AR Re I R

@4
S (2.5)

2 (u’ k)
dnz(u., k) ;

donde notamos la gra.n semeja.nza con las funcxones tngonométncas sm(t) y
cos(t).
.- Como se_mencioné anterxormente, el seno eliptico de Jacobi se define )
como la funcién inversa'de la: mtegral eliptica de primera especie. Cuando
el limite superior de'la’ mtegral es la constante 1, a la expresién resultante
se le conoce como mtegral eliptxca completa de pnmera especie,

dt
\/(1 —12)(1 — k?t2)

asf que formalmente a la expresién de la ecuacién (2.1) se le nombra la
integral eliptica incomplela de primera especie. El lector debe nota.r que
esta integral estd completamente definida por el médulo k. :

Finalmente, debemos establecer una identidad adicional que serd indis-
pensable para realizar las transformaciones del médulo, que veremos en la
seccién (6). Estas transformaciones se aplican en la solucién del problema
de Bjorling para las hipérbolas, as{ como en la obtencién de las funciones
componentes para realizar los cdlculos relacionados a la creacién de las su-
perficies en la computadora.

Definimos el médulo complementario &' de la siguiente manera'

K =v1-k, 0<k<1, @

de donde obte_:pemos la identidad

K K(k) (2.6)

Pr=1 (2.8)

“ de esta forma, 0 < k' < 1 siempre que 0 < k¥ < 1. Evidentemente, podemos
obtener la integral completa K’ directamente si definimos K' = K (k).

Existen varias propiedades que pueden deducirse directamente de las
definiciones. De las expresiones (2.2) y (2.3) vemos que las funciones cn(u, k)
y dn(u, k) son pares con respecto de u. A partir de la ecuacién (2.1), pode-
mos ver que cuando el médulo k de la funcién sn(u,k) es igual a cero,
entonces:

@ 't _‘ ¢
/o VI=-2a-#2)  Jo J1-1)



2.2 Propiedades de las funciones elipticas T &

dn(x,0.1)
sn(x,0.1)

-4
cn(x0.1)

FIGURA 2.1
dn(x.O.é) .
n(x,0.6).

‘ cn(x,o.q')

Grﬁﬁca de las funciones elipticas para k = 0.6.

de donde

" sn(u,0) = sin(u),
en(u,0) = cos(u),
dn(u,0) =1," '
e

=7 v
lo que nos permite ver que las funciones elipticas de Jacobx son una genera-
lizacién de las funciones trigonométricas. ‘

El lector se preguntara...; y qué sucede cuando k —'17- Para responder a
esta pregunta, necesitamos ver cémo se comportan estas funciones con argu-
mentos imaginarios. La siguiente seccién nos proporcionari las herramientas
necesarias.

2.2. Propiedades de las funciones elipticas

La finalidad de esta seccién es conocer el comportamiento de las fun-
ciones elipticas cuando rotamos el dominio mediante el cambio de variable
z = i¢. Las expresiones que encontraremos aqui serdn de gran ayuda para
definir las curvas y superficies como funciones de X : R? — R3; es de-
cir, encontrar una parametrizacién explicita que pueda usarse para crear
las imdgenes de dichos elementos en la computadora. También podremos
ver la relacién existente entre las funciones con médulo & y con médulo
complementario k'

Primero se expresard a sn(iu,k) = w en términos de sn(u, k), entonces
tomamos la funcién inversa

dz

V-0 -F)
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haciendo el cambio de variable z = i, y posteriormente e] ca.mblo

¢ = :7;'_%2- tendremos:
W idg

o \/(1 R RP)
- x+w dyp
\/(1 — (A= (1= F)P)
- 1+w : dy
\/(1 - Y1~ K292

‘II

por.lo tanto:

“enl K S N
sn(ju‘, ) t 1+w

que izhpliéa: :

" sn(u, k))

/1 - sn2(u,k’) .

(2.9)
(2.10)

@)

: iéh(u;k) - .sﬁ‘(iu-’.k/) e

= enGu K)
C'n(‘“» ky = thsz)-
dn(iu, k')

dn(u,k) =

Cen(iu, k')
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© 2.3 Derivadas de las funciones elipticas ...

k' = 0, entonces N

; sn(zu, 0) _ . sin(iu)
cn(in,0) ~  cos(iu)
1 1 :

Z." cn(iu,0) ~ -cos(iu)
Cdn(iu,0) 1

" en(iu,0) . cos(iu).:

que genera _ B o
: o ‘sinh{u). °
Tgn(u’~1~) = cosh(u)b .
' 1
cosh(u)
1%
~cosh(u): - .
De manera muy interesante vemos que las funciones del acobx se tran“forman‘
en cocientes de las funciones hiperbélicas cuando & =10 - -

(2.12)
en(u, 1) = | (2.13)" »

dn(u,l) (2 ]4)

2.3. Derivadas de las funciones elfptxcas

Para poder encontrar las derivadas de las funciones e]iptlcas de Jacobx, :
necesitamos definir una funcién adicional lamada le funcidn amplitud -de:

Jacobi. Aunque existen otros métodos para realizar la dlferencxacnén, desde

el punto de vista geométrico este método es el mds sencill
amplitud se define de la siguiente manera:

am(u, k) = / dn(z,k)dz ‘

(215)-‘}

A partir de esta definicién, podemos redeﬁmr lva funcnén seno ehptxco de ’
Jacobi como el seno de la funcién amplitud, i,e: i

sn(u, k) = sm(am(u k)) : : : (2 16)
esta definicién parece ser més senc:lla y elegante que la primera definicién

que usamos. Sin embargo, el problema que presenta para tomarla formal-
mente como una definicién primaria, es que se define en términos de la
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funcxén dn(u, k), que a su vez se define en términos de la funcién sn(u,k)...
lo'que nos lleva al prob]ema. dela gallina y el huevo. Vamos ahora a encontrar
las derlvad ‘de las funcnones de Jacobl. Dado que sn(u, k) = sin(lam(u, k)),
y ya qu ‘a "(u k) f dn (2, k)dz, tenemos:

'_. sn’(u ”) k(sxn oam) (u, k) = cos{am(u, k)) d am('u, k)

'(u, k) '(cos oam) (u k) : sm(am(u, k)) am(u,k)

d—u\/l_—-—l;z—nz(u—k) Zok2 sn(u, k)cn(u, k)dn(u k)

2v/1 — k25n2(u, k)

“dn'(u,%)

ae dondé':?r s ‘5:““;' K
sn'(u, k) = cn(u, k)dn(u, k)
cn'(u, k) = — sn(u, k)}dn(u,k)
dn'(u, k) = — k%sn(u, k)en(u, k)

se establece que las smgu]

en la seccién (5), “Periodicidad y polos

elipticas de Jacobi. Para una referencia complétgi»“
teorema de la adici6n, el capitulo 4 de [M1] est
también pueden leer la seccién 2.4 de [L1]

ksn(z,k), entonces se tiene que
B sn(u, k)en(v, k)dn('u, k) + sn(v k)cn(u, k)dn(u, k)
1-k2s nz(u, k)sn? (v, k)" B

La xdea de la demostracién del teorema de la adicién se basa. en encontra.r
una integral algebraica a partxr de una ecuacxén dxferencna.] como se explicard

- a continuacién.
Sean a, 8 y v nimeros complejos cualesquxera. en el dom:mo de sn(z, k),
‘tal que ¥ = a -+ 8. Como sn(z, k) :'C = {polos} — C, entohces existen
u,vaCtalque T ’

v sn(u + v, k) =

- sn(a, k) = u,
. sn(ﬂ,k) = 'u, B




2.4 Tecrema :cie"i‘a: adicién o S ) o 17
_porlo tanto. .- : N k »

dy -

) "ﬁ =/ VT

G / .*\/<1 = yﬂ)(l =yl
Siay ﬁ varfan de modo que su suma 7y permanezca constante:

3 ;a+ﬁ .= const, (2.21)

entoncye}siyl .
. : e vdla+B)=
es decu', : i ‘ :

: v Cdy

! -0
(/ \/(1 - yz)(l - k2 o) /0 V-2 - kzy?)) s

o bien ' .
R du . dv :
VA=) | /I - Fod)
Esta es una ecuacién diferencial que vincula los valores u = sn(a, k) y

v = sn(B, k) dada la condicién (2.21).

Para encontrar la integral algebraica de la ecuacién (2.22) emplearemos

el método de Euler. Tomemos la siguiente ecuacién algebraica de cuarto
grado que relacionesa uy v

u? 4+ 4% + Au?v? + 2Buv - C%2 =0 o (2.23)

donde A, B y C son pardmetros arbitrarios.
leerencxa.ndo]a obtenemos

(u+Bv+Au-u2)du+(u+Bu+Au 'u) =0 (2.24).

ahora escrlba.mos la expres:én (2 23) en Ta forma

=0 (2.22)

se tlene tambxén que -

\/C2+(B2+ACZ—1)u2 Au“ S (2.28)

' v+Bu+Auv
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Sustitﬁ&eﬁdé las _ xlliés"(2.27)‘y (2.28) en la ecuacién (2.24), obtene-

MO e

— Avd dut
+(B2+ AC?2 —1)u? - Auldv =0

B N
\/ 02 + (32 + A02 - 1)'u.2 Aud
dv

\/maﬂ + ACZ — 1)u2

xdéntxcas Sustituyendo )
B2+ AC?—1=-(1-+ k2)c'2

en (2 29) y multiplicando todo por C, obten

du '::*:d‘v

V1= (1 +k2)u? + k20l ¢1 = ;(1.:F k2

o bien
du . dv.;

u? + 2 - K2C%u% (1= 02)(1 = k202)uv (2.30)
Despejando a C en los sxgmentes pasos obtenemos
(12 +v2 - (k2u?? + 1)C?)° = 4(1 (1 + k2)02
(1 — K2u2u2)’C? — 2 [(1 + k202

resolviendo la ecuacién general de segundo grado, se txen'
_Qa+ k2u20?) (u? 4 92) = 2(1 + k2)u?v? ¥

c? (1 = B2uZo?)? R TN
\/[(1 + lc2'142'1)2)(112 +v2) —2(1+ Ic:2)'11.21)"’]2 (u.2 = 'u2)2(1 = k2u2v2)2
: (1 — k2u202)2 B .
2(1 - (1 + k2)u + k20%) 4+ v2(1 — (1 + k2)u? + k2 4)

C (1 = k2uzv?)?
2uv\/(1 — (14 k2)u? + k2u)(1 — (1 + &2)v2 + E27).
(1 — k2u2v?)?
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y finalmente

u\/(l - uz)(l - kz‘uz) +‘u\/(l - u2)(1 — k2'u.2).
e 1 — k-.’u"’v2

(231)
La funcién algebra.xca o . Rt
uy /(1= vz)(l — kz'u’) + v (1 - u2)(1 - k2u2)

1 — k2y2y2 o
nos ofrece la solucxén pa.ra. el teorema de la adicién, mediante la re]aclén )
sn(a + B,k) = F[sn(a, k), sn(B, k)). Explicitamente: .
Sn(a)cn(ﬁ)dn(ﬂ) + sn(ﬁ)cn(a)dn(a)

— k2sn2(a)sn2(B) o
donde hemos omitido el médulo por cuestiones de espacio. El lector debe
interpretar sn(u) = sn(u, k) a menos que se especifique lo contrario.

Ahora utilizaremos las definiciones de cn() y dn(), para encontrar las .
siguientes relaciones: S

F(u, 'v)

sn(a+ f) =

cen(a)en(B) — sn(a)sn(B)dn{a)dn(B)
1 — k2sn?(a)sn?(B)
dn(a)dn(B) ~ k®sn(a)sn(B)en(a)en(B)
1 — k2sn2(a)sn2(B)

cn(a+ B) =

(2.33)

dn(a+ B) = (2.34)

2.5. Periodicidad y polos

En esta seccién utilizaremos un enfoque distinto para establecer la perio-
dicidad de las funciones eclipticas de Jacobi. Hasta este momento, nuestro
enfoque era constructivo, pero por cuestiones de espacio, debemos recurrir a
una definicién general de todas las funciones elipticas y tomar a las funciones
de Jacobi como un subconjunto de ellas. Para ello, enunciaremos la siguiente
definicién y posteriormente encontraremos los periodos de cada funcién de
Jacobi.

DEFINICION 1. Sea L = L(A1, A2) una reticula del plano complejo de la
Jorma L = {mA +nX2 € CGm,n € Z,3(3}) # 0}. Una funcidn meromorfa
[ =2C U {oo} se llama funcidn eliptica con respecto de L si para todos los
z€CyQelL, f(z+Q) = f(2).

En otras palabras, toda funcién eliptica es una funcién meromorfa,
doblemente periédica sobre el plano complejo. De esta manera, las fun-
ciones de Jacobi, como un subconjunto de las funciones elipticas, son fun-
ciones meromorfas, doblemente periédicas. Una discusién mas amplia sobre
funciones elipticas y superficies minimas se puede encontrar en [C1].

Ahora bien, anteriormente definimos la integral eliptica completa de
primera especie como:

dt

K=Kk = V=B - k22
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' donde la mtegracxén se reahza a lo la.rgo del segmento del eje real que une -
los puntos 0 y 1°'de modo que K es un numero real posntxvo De aquf se
deduce que

sn(K k) =1, e (235
“en(K k) '; \/1 = sn"Z(K k SRR (2.36)

L (2.37)

obtenemos N

(2.38)
" (2.39)

(2.40)

(2.41)
(2.42)

- (2.43)

(2.44)
(2.45)
- (2.46)

de donde se deduce _que. un per:odos de dn(t k) es 2K. Fma]mente,
ca.mb:a.ndo t por t + 2K en las dos primeras férmulas, obtenemos:

sn(t +4K,k)=sn(t, Ig),' cn(t + 4K, k) = cn(t, k).
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Una vez establecida la pernodlcndad en el sentido del ¢je real, las formulas
(2.9), (2.10) y (2.11) nos llevan a obtener las siguientes relac:ones
sn(u + 2K', k')
en(u + 2K', k')
_ i—an(u, k')
a —cn(u, k')
= gn(iu, k')
B 1
=t _cn(u1 kl)
= — cn(iu, k')
i !
dnfiu +2K'),) = o 2
= dn(u, k')
—cn(u, k')
— dn(iu, k')
donde vemos que sn() tienc un periodo i2K’. Aplicando nuevamente el
argumento i{u + 2K’) a las dos dltimas fé6rmulas, tendremos que tanto cn()
como dn() tienen periodos i4K’.. Asf, los periodos de las funciones de Jacobi
son los siguientes:

sn(i(u + 2K7), k)

Il

wy = dmK +i2nK’, sn{u, k), (2.47)
wy = 4mK +i4nK',  en(u,k), (2.48) -
-wa = 2mk +j'i4nK', dn.(u, k), (2.49)

con m,n € Z. . : : -
Ahora. utilicemos el teorema de ]a adicién y las férmulas (2. 9) (2.10)
y (2. 11) para obtener los polos de estas funciones. Si z =z + iy, entonces:

3"(31 k) dn(yl k’) +1 sn(y, kl) cn(z, k) m(ya k') d"(z k)

on(z +iy,K) = (. B) + K2 sm2(z, K) sn2(y, K)
. _cn(z, k) en(y, k') — i sn(z, k) sn(y, k') dn(z, k) dnly, k')
en(z +iyk) = enZ(y, k') + k2 sn?(z, k) sn2(y, K)

dn(z, k) cn(y, k') dn(y, k') —ik? sn(z, k) cn(z, k) sn(y, k')
cn?(z, k') + k2 sn2(z, k) sn2(y, k')

debido a que las funciones sn, cn y du, definidas sobre €l plano complejo

de la manera anterior, son fraccionales, entonces estas funciones tienen sus

polos en aquellos valores de z = z -+ i ¥ que anulen al denominador. Esto

nos lleva a la relacién:

en?(y, k') + k2 sn?(z, k) sn?(y,K') =

dn(z +iy, k) =
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,.Ya que z, y son rea]es, la relacién anterior se cumple-
T nte 1as siguientes condiciones e

cn(y,k ) =0, a'n.(:z, k) sn(y,k)=0

pero si cn(y, k’) =0, entonces sn(y, k') = +1, por lo tanto sn(:c, k) debe ser
cero. De aqm se deduce que

z-—2mK y= (271.—,])K'

oque,~

funciones ehptxcas de’ Ja.cobx. u
El desarrollo en serie en una vecmda» d
se ve de la sxguxente manera :

sn(q, k)

2!

: 1
cn.(u,k) = 1 —=ul 4‘(1 +4k2)u -
dn(uk) =1~ —k2u2 + —(41:2 FEYut =
Como ';las-s'ingu]arldades de las tres funciones elfptlcas' s
‘u.=2mK +i(2n — 1)K’, en un dominio fundamental -D(0)";
sn(u, k) existen dos singularidades, en u = iK'y u = 2K:+1
el teorema de la adicién con argumento z = z + iy obtenemos

1

!

. sn(iK' +u) = T =

'y obtemendo el desarrollo en serie en una vecindad de u=0 t '
sn(iK' + u) = 1 (1 + k’)u +

" de. donde vemos que sn tiene un po]o mmple en u'= 1K’ con: resnduo 1/k.
" La otra singularidad que existe dentro del dominio fundamental D(0) es
u=2K +iK"y caqula.ndo tenemos:

sn(2K +iK' 4 u)= —sn(iK' +u) = —k— +.. (2.56)

por lo tanto, sn tiene un polo simple en u = 2K + iK' con residuo —1/k.
Aplicando el mismo procedimiento para cn() y dn(), obtendremos los
residuos de las singularidades correspondientes. Sin embargo, sabemos que
los dominios fundamentales de ambas funciones son diferentes (tomados a
partir de las férmulas (2.47), (2.48) y (2.49)). En un dominio fundamental
D,,(0) tenemos las singularidades u = iK' y u = 2K + iK', mientras que en

1Un dominio fundamental de una funcién elfptica f con respecto de una reticula L
basado en zo, es el conjunto Dy(20) = {20 + pM1 + 812 €C;0 S pu, 6 < 1},
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un dommxo Dd,. (0) pa.ra la funcnén dn,. teﬁéiﬁbs las singularidades ui’_i——flik o
yu=38iK' .

Para cn teneﬁ]os
y lutil}iza.ndzq el de#gr;o

mostrando, que cn'tiene
tras el polo sxmp]e en
-Finalmente, para’

dn(zK’ + u)
dn(BzK’ +u)= - _L —~+ —(2 Lz)u +

de donde podemos ver que dn tiene dos polos slmples enu= 1K "
con residuos —1 e 7 respectivamente. & .
Utilizando un poco de dlgebra podemos ver que el producto de cua- - -’
lesquiera dos de estas funciones produce polos dobles en cada’ smgulandad.
(por la férmula (2.50), las tres funciones comparten el mismo. conJunto de
singularidades), con residuo cero. Por lo tanto, las mtegra]es [

(265) '

/ en(u, k) dn(un k) = sn(in ), j ;""‘j
/ —sn(u k) dn(u k)du —cn(u, k) ".‘:(‘2‘.661)
/ K2 an(u, k). cn(u,k)du -dn(u k) (en

estdn bien definidas y son umvaluadas, entonces J sn’ ('u, k) ;‘=,‘sn(1‘4',""k)'ésté'
bien definida. Esto mismo sucede con las integrales de los cuadrados de las ©
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funciones de Jacobi: . .

/ sn?(u, k) du, (2.68)

(2.69)

(2 71);:

Esta mtegra] es de funda.mental importancia para encontra.r la 1magen
correcta del catenoide eh‘ptxco

26 Transformaciones del médulo

El concepto geométrico de la excentricidad e de una elipse se ve reflejado
“en las funciones elipticas de Jacobi mediante el médulo k de cada funcién.
Sin embargo, las propiedades mostradas hasta el momento sélo se aplican
a funciones con médulo 0 € k& £ 1, que se asocian a toda la familia de
elipses incluyendo a la pardbola y la circunferencia. Para ampliar el dominio
de curvas utilizadas a toda la familia de cénicas, es necesario establecer
una relacién con la familia de hipérbolas cuya excentricidad es 1 < e. En
esta seccién veremos como sec transforman las funciones de Jacobi cuando el
médulo es 1 < k. E] método es realizar un cambio de variable de la forma:

p=kz (2.72)

y establecer las funciones de Jacobi con médulo 1 < & en términos de fun-
ciones con médulo 0 < k < 1. .
Sea sn{w, k) = ¢, entonces:
‘ dz.

\/(1 ._ 22)(1-_,k22§).‘ : ‘- (273)

Apllcando el cambio de vanable (2 72) en ]a formula. (2.73), tenemos z = %
‘ydz=19 de aqui’ ’ :

kw 7' v.
k/ Va-ga- 2,)(1—¢2
ksp

k =
T / (1—%)(1—¢'~'

@ 7o>{ o
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con lo cual el nuevo médulo de la funcién es: 7:' P Aplxcando la funcxén
sn() a ambos lados de la igualdad a.nterlor tenemos i

3n(kw1 _) = k‘/’y )

gonlw ) =p

finalmente, sabemos que }sn(kw, }) = p= an(w k), por lo que las funciones -

de Jacobi quedardn de la s:gmente ma.nera

sn(w, k) = zg@(kw, ﬁ) i S

o alternativamente:

donde k& = E
Existen varias transformacnones ad:cnona]es o a el médulo, que pueden»
gencralizarse considerando una transformac:én del tlpo RET :
k - et dk
VT a T bk ’;
donde a,b, ¢,d € Z tal que 0 < (ad — cb). Sin emba.rgo, las transformaciones
aquf enunciadas (' = VI =K%y K= 72) serdn las dnicas que utilizaremos
a lo largo de este trabajo. Para una discusién mds extensa acerca de las
transformaciones modulares, el lector puede revisar el capitulo 9 de [L1].







CAPITULO 3
Superficies minimas

3.1. Antecedentes

Ls geometria diferencial ha sido, desde mediados del siglo XVIII, una
de las dreas de estudio mds fascinantes para los estudiantes e investigadores
matemaiticos. Los cursos de Geometria diferencial, en contraste con los de
funciones especiales (en particular, funciones elipticas), son atendidos por
un buen porcentaje de los académicos en las carreras de matemadticas de las
distintas universidades. Por esta razén, este capitulo no profundizard en
los conceptos generales de la geometria diferencial bdsica; sélo se dard un
panorama general de las superficies minimas y se enunciardn los resultados
mds relevntes para llegar a nuestro objetivo: El catenoide eliptico. Si se
desea tener una mejor perspectiva de estos conceptos, se puede consultar un
libro de texto de geometria diferencial como [Cal]; para conocer un andlisis
més profundo, s¢ puede revisar [Di1].

Iniciaremos definiendo los conceptos de superficie minima, superficie ad-
junta y curva isotrépica. En términos generales, se puede definir a una
superficie minima como aquella cuya funcién de curvatura H = 5‘—'2&1 es
idénticamente nula. En la expresién anterior, k1 y k2 es la magnitud de
los vectores de curvatura obtenidos tomando un vector en una direccién ar-
bitraria y el correspondiente perpendicular, ambos sobre el plano tangente
a la superficie en el punto seleccionado, como se muestra en la figura 3.1.
Posteriormente, se calcula la curvatura de la superficie en las direcciones
seleccionadas y esos valores corresponderdn a k; y ko.

Para que podamos obtener la solucién H = 0, se tiene que cumplir que
ky = —k2 o k; = k2 = 0,es decir, cada punto de la superficie sélo puede ser
un punto hiperbdlico o un punto plano.

Ahora bien, si tomamos a los valores k; y k2 como la magnitud de fuerzas
fisicas, se puede considerar a las superficies minimas como las soluciones de
equilibrio para problemas de capilaridad. Y en efecto, una de las soluciones
mds conocidas de este tipo es la creacién de superficies mediante peliculas
de jabén. Muchos estudiantes de ciencias fisicas y matemadticas y muchos
aficionados a los problemas matemadticos saben que si se toma un trozo de
alambre y se crea un contorno cerrado con €él, podemos generar una superficie
al introducir y sacar el contorno de alambre en una sustancia jabonosa.
Lo que tal vez muchos de ellos no sepan, es que la superficie creada con
este método corresponde a una superficie minima. Como comentidbamos
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Plano tangente

F1GURA 3.1. Vectores de curvatura k; y ks.

anteriormente, la superficie minima es la idealizacién de esa pelicula de
jabdn si eliminamos el peso de la pelicula y la fuerza de gravedad.

El ejemplo anterior es una muestra de lo que se ha nombrado el Problema
de Plateau, en honor del fisico belga J.A.F. Plateau, aunque ya se habia
formulado anteriormente por Lagrange, Meusnier y otros mateméticos. El
problema consiste en encontrar una superficie con la menor area posible,
acotada por una curva cerrada de Jordan (I"). En nuestro ejemplo, la curva
cerrada de Jordan es el contorno de alambre, y la superficie de 4rea minima
es la pelicula de jabén. Para cada superficie obtenida de esta forma, la teoria
de capilaridad asocia una energia potencial que es proporcional al drea de
la superficie; a menor drea, menor energia potencial. Por lo tanto, por el
principio de Bernoulli de trabajo virtual’, las peliculas de jabén en equilibrio
estable corresponden a superficies de drea minima.

Estas superficies necesariamente deben satisfacer la condicién H = 0
y en consecuencia se les nombré superficies minimas. Esto fue probado
implicitamente por Lagrange para superficies no paramétricas en 1760 y
posteriormente por Meusnier en 1776, quien usé la expresién analitica para
la curvatura media y determiné dos superficies minimas: el catenoide y el
helicoide[Di1].

3.2. Definicién de Superficie minima

A continuacién enunciaremos formalmente la definicién de superficie
minima.

E 1El Principio o Teorema de Johann Bernoulli, es un caso especial de la ley de con-
‘servacién de la energia para fluidos en movimiento y establece que un fluido en equilibrio
estable tiene una energfa potencial igual a cero.
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DEFINICION la. Una superficie X : Q — R3 de clase C? es una superficie -
‘minima g1 su funcidn de curvatura media H satisface -

H=0. (3.1)

El estudio de las superficies minimas tuvo que evolucionar por muchos
afios antes de poder encontrar otra superficic diferente al catenoide y al
helicoide (méds de un siglo transcurrido). Durante ese tiempo y hasta la
fecha, se han encontrado un sinmimero de propiedades y caracteristicas y
uno de los puntos mds relevantes para su evolucién fue el descubrimiento
de una estrecha relacién que tienen la teoria de superficies minimas y la
teoria de variable compleja. De hecho, a partir de este descubrimiento (o
de haber establecido esa relacién), se incorporaron un conjunto de técnicas
y formulaciones para encontrar explicitamente superficies minimas

Conozcamos algunos resultados que establecen esa conexién. Para ver
m4és detalles, puede consultar [Dil] pp 64.

TEOREMA 1. Sea X(z,y) = (z,y,2(z,y)) una superficie minima no
paramétrica de clase C? definida en algin dominio convezo Q de R?. En-
tonces eziste un difeomorfismo real analitico ¢ : & — Q* de Q sobre un
dominio Q* simplemente conezo, con inversa real analilica 9 : Q* — Q, tal
que Z(u,v) = X (¥(u,v)) satisface las condiciones de conformalidad:

|2y ,2 |Zu'2 (2u,2y) =0, (3.2)

TEOREMA 2. 5i X : @ = R® es una superficie regulor de clase Czcon g
curvatura media H y con un mapeo esférico N : Q — IR"’, entances
A;X = 2HN, :

donde A; denota el operador de Laplace-Beltrami®, sobre Ia superfici

Esto implica la suguiente caracterizacién de‘las s'ﬁijefﬁéie
COROLARIO 1, Una superficie regular X de clase C
minima si y sélo si se cumple que
A X =0
COROLARIO 2. §i X(u,v) es una superﬁcze regular de clase C'"’ 'r'epre-‘ ;
sentada mediante una parametrizacidn conforme, entonces S -

AX—2HX.,/\X,,, o L (34)
“En partzcular, X es una superficie minima sz y sdlo si se cumple ‘que
AX =0 .+ (3.5)

donde A denota el operador ordinario de Laplace £ b"’ + & 3—,-

Con los resultados anteriores, podemos dar una nueva definicién para el
concepto de superficie minima, de la siguiente forma:

2E] operador de Laplace-Beltrami sobre X se define como 4. f := div: (Vi f)
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" DEFINICION 1b. Una' auperﬁcte X

~_’,,]R3 de clase C? es una superfi-
—cte mzmma 81 sat:sface las ectiaciones” A

(3.6)

o |xm |X$ amxn=o (3.7)
’ sobre Q :
‘ La ult:ma definicién utxhza las relaciones de conformalidad y considera -
superficies con puntos singulares o puntos de ramificacién (branch points).
Es decir, ya no es necesario que la superficie minima sea una superﬁcie

regular en todos sus puntos, lo cual se necesita para el corolario (1)-
Establezcamos ahora la definicién de superficie adjunta.

DEFINICION 2. St una superficie minima . )
X (u,v) = (2(x,v), y(u, v),2(u, v)) o (3.8)

- estd definida sobre un dominio simplemente conezo Q de R2 = C, deﬁmmos :
una superficie ad_]unta a X(u,v) sobre Q, mediante una parametrzzacwn

X* (u,v) = (z"(u,v), " (2, v), 2" (v, ) (3 9) -
donde X; y X, satisfacen las ecuaciones de Cauchy- Ruzmann B ; '
‘ : Xu= X} Xo=-X; o :(3.1(‘))

enQ

Dc la deﬁmcnén vemos que todas las superficies adjuntas a una superﬁcxe e
minima dada X, difieren entre sf sélo por un vector constante; podriamos asf ..
hablar de la superﬁc:e adjunta X*(u,v) de alguna superﬁcxe minima X(u, v}t
definida sobre un dominio simplemente conexo de R2.

De las ecuaciones (3.6), (3.7) y (3.10) deducimos que

AX* =2HX, A X,
= —2HX, A X,
= 2H Xy A Xy
=0.

|xa
esto es, la superficie ad_]unta
minima. : e
Consideremos un mapeo a.rmémc arbxtrano X Q — R3 de un dominio
simplemente conexo Q de R’ = el mapeo arménico adjunto a
- X. Entonces : ;

IX'I iy (X.LX') =0,

. d una superﬁcxe mlnxma X es una superficie

flw) = X,(% v)+ X (u0), w=1u L rivEQ (3.11)
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es un mapeo holomorfo de § sobre C con compohéntéé i‘,: i
o(w) = z(u,v) +iz*(u,v)

Y(w) = ylu,v) +iy° (u,v)..

x(w) = z(u,v) +tz (1, 'u)

que puede considerarse como una curva holomorfa. in C" Su denvada com—
pleja f’ aL estd dada por g =

de donde se sigue que

(' f) IXu

se cumple : o

Una curva holomorfa que satxsface la relacxén (3 14) es llamada una
curva isotrdpica.

Utilizando lo a.ntenor, obtenemos el siguiente resultado:

PROPOSICION 1. §i X : @ — R3 es una superficie minima sobre un
dominio paramétrico simplemente conezo Q en R2?, entonces la curva holo-
morfa f : @ = C® definida por (3.10) y (3.11), es una curva isotrdpica.
Reciprocamente, si f : Q@ — C° es una curva isotrdpica en C3, entonces

X(v) =R(f(W)), X"(uv):=9(f(w)) (3.15)

definen dos superficies minimas X : 2 = R y X*: Q — R3 sobre , siendo
. 0 no Q simplemente conezo. T
Ahora queremos definir la familia de superficies minimas. aaoé;ddﬁs a

una superficie mfnima X : @ — R3 dada como la parte reaJ de a]guna curva - .
isotrépica f : @ — C3. Esto es : L

f(w) == X (u,v) +iX*(u, u),,,w=u+iv€ Q,'» :

,,f (3-15)

_donde o
(f'(W),f'(w))f 3 (3.17)
entonces, para toda 6 € R, la funcién’ B
g9(w,8) := e"”f(w w

‘describe una curva isotrépica, y - - - i
Z(w,0) =R {5 (w) } = X(w) cbs(o') +X*(w)sin(6)  (3.19)

define una familia paramétrica de superﬁcxes mfmmas con la propiedad que
Z(w,0) = X(w), z (w, ”) X (w). (3.20)

(3.18)
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Las superficies Z(w, 8), w € €2, son llamadas las superficies minimas asocia-
das a la superficie X(w),w € Q. La relacién (3.10) nos lleva a

Zy = X, cosf + X sinf = X, cosf — X, sin®,
Zy = Xy cosf + X sinf = X, cosd + X, siné,
y utilizando la relacién (3.7) tenemos
IZu|2 = IZv|2 = |Xu|2 = 'Xulz: {Zu:Zy) = 0. (3.21)

. de donde deducimos que cada una de las superficies que pertenece a la familia
" es una superficie minima.

3.3. El Problema de Bjérling

Muchos de los mds sofisticados ejemplos de superficies minimas que
podemos encontrar, provienen del uso de soluciones generales o de férmulas
de representacién. En la 1iltima parte de la scccidn anterior, se presenté la su-
< perficie adjunta y la familia de superficies asociadas a una superficic minima,
que son una representacién de superficies minimas como la proyeccién de una
curva isotrépica de C* en R® descubierta por Bonnet.

Dos de las férmulas de representacién mds utilizadas son la férmula
de Enneper- Weierstrass y la féormula de representacién de Weierstrass. La
férmula de representacién de Enneper- Weierstrass utiliza integrales que in-
volucran una funcién holomorfa ¢ y una funcién meromorfa 4 para expresar
a una superficie minima siempre que $4? sca una funcién holomorfa. Por
otro lado, la férmula de representacién de Weierstrass utiliza dos funciones
holomorfas ¢ y 1 que no tengan ceros comunes, es decir, que |¢|? + |2 # 0.

La solucién encontrada por H.A. Schwarz para el Problema de Bjérling
es otra férmula de representacién en términos de una curva analitica y una
integral. Esta solucién se utiliza para construir superficies minimas muy
interesantes que contienen a la curva como una geodésica 0 como una linea
de curvatura. En esta seccién enunciaremos el problema de Bjérling y los
principales resultados de simetria encontrados por H.A. Schwarz.

Consideremos una banda real analitica

8= {(c(t),n(t)) : te I} (3.22)

que consiste de una curva real-analitica ¢ : I — R3® con é(t) # 0 (o al
menos é(t) = 0 en puntos aislados del intervalo I), y de un campo vectorial
real-analitico n: J — R® alo largo de ¢, con [n(t)] = 1y (&(t), n(t)) = 0.
Asumamos que I es un intervalo abierto en R.
El problema de Bjoérling consiste en encontrar una superficie minima
X : Q — R3 con I C Q tal que se satisfagan las siguientes condiciones:

X(u,0) = c(u) parau €1 (3.23)

N(u,0) =n(u) parau €l (3.24)
siendo N la normal de X, N: Q = R%.
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~ Como podemos ver en el planteamiento anterior, la banda real-analitica
‘S ¢ R® es arbitraria. La tnica condicién que se pide es que la curva c(t)
sea regular, o que su derivada se anule sélo en puntos aislados. La curva y
el campo vectorial generan la banda que definird a la superficie minima.

A continuacién se enunciaran una serie de resultados que nos permitirdn
trabajar con las superficies minimas que nos competen.

TEOREMA 3. Para cualquier banda real-agnalitica dada S = {(c(t),n(t)) :
t € I}, el correspondiente problema de Bjéorling tiene ezactamente una
solucidn X (u,v), dada por

X(u,v) =% {c(w) - i/u n(z) Adc z)} o (3.25)

conz=u+1 € Q,up € I, donde  es un dominio szmplementé conezo con
I € QY y en el cual converge el desarrollo en serie de potencias tanto de c
como de n.

El significado de la expresién (3.25) es el siguiente: primero se debe
determinar una extensién holomorfa ¢(u + iv) y n(u + v) de las funciones
analiticas reales ¢(t) y n(t) con t € I para un dominio simplemente conexo
) adecuado para contener a J y posteriormente se determina la integral de
linea

w w B
/ n(z) A de(z) = / n(z) A(z)dz (3:26)
uo u .
donde ¢/(z) es la denvada comp]e_]a de la funcxén holomorfa c(w)

COROLARIO' 3. Sea X(u, v) la soluczdn’al" rablema de B]orlmg dadabk

de sxmetna. pa.ra. las superﬁcxes minimas.

g 3.4. ‘Simetrias en Superficies minimas

L Algunas de las propiedades de simetria de las superficies minimas fueron
descubiertas por H. A. Schwarz, aqui enunciaremos dos de estas propiedades
y a]gunas de sus consecuencias en las superficies que hemos encontrado.

TEOREMA 4. 1) Toda linea recta contenida en una superficie minima es
un eje de simetria de dicha superficie.
ii) S una superficie minima intersecta a algin plano E perpendicularmente,
entonces E es un plano de simetria de la superficie.

De hecho, este teorema es consecuencia inmediata de los siguientes




34 R : o Superficies minimas

LEMA 1 _Sea X(u,v) = (:z:(u ‘u),y(u v),z(u v)), =u+iv €S, una
"‘fsuperﬁcze mmzma no’ constante cuyo dommm e deﬁmczdn Q contiene algun
“intervalo’'I que pertenece al eje real, -

i) Si' para toda u €1 Ias puntas X(u
'entonces tenemos .

,0 estan contenidos en el eje z,

(3.28)

n el plano E= :ty,y 81 k
tonces ae stgue que )

i) Si la curva 5= {X(u,
la superﬁcze X tntersecta F

< (3.29)

LEMA 2. Sea X (w),w € Q una superficie regular de clase C3(Q;R3);’y
sea ¢(t) = X (w(t)),t € I, alguna curva regular sobre X deﬁmda por; alguna;'; =
C? — curvaw: I = Q en Q. Entonces . : :

i) La curva c es una geodésica y una linea asmtdtwa siy .9610
linea recta. :
ii) Sea ¢ una geodésica sobre X. Entonces c es también. una:lf
vatura si y sélo si ésta es una curva plana.
1ii) Supdngase que ¢ estd contenida en un plano E. E'ntonces ces una lmea
de curvatura sobre X si y sdlo si X intersecta E a lo largo-de ¢ formando -

un dngulo constante p (si p = §, entonces ¢ es una geodésica)

La demostracién de estos resultados puede ser consultada en [Dil1], pp
123-134.

3.5. Curvas planas como generatrices para la solucién de Schwarz

Como vimos en la seccién (3.3), el planteamiento del problema de Bjérling
requiere una curva real analjtica ¢(u) C R®,u € I y un campo vectorial
n(u) que determinard a c(u) como una linea de curvatura en una superfi-
cie minima X. Sin embargo, la expresién utilizada por Gray para encon-
trar sus superficies minimas es un caso particular de este planteamiento.
Nuestro siguiente paso es tomar la condicién inicial como una linea plana
de curvatura contenida en uno de los planos zy, zz o y=z, al igual que el
campo vectorial n(u). Las siguientes proposiciones nos llevardn a establecer
la ecuacién (1.1) a partir de la solucién general (3.25).
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' PROPOSICION 2. Sea § = {(c(t),n(2)) : t € I} una banda real anahtzcar
cuya linea de soporte c(t),t € I es una linea recta. Entonces:

X (u,v) = sre{c(w) - i/w

uo

n(z) A dc(z)} .ows= u+ iv, (3.36)

ug € I, define una superficie minima con c(u) = X(u,0) como geodésica.
Ademds, ¢ también es una linea asintdtica de X, y la superficie normal
N(u,v) de X coincide con n sobre I, es decir, N(u,0) = n(u).

PROPOSICION 3. Sea c(t),t € I una curva regular real analilica con-

tenida en el plano E con un vector normal e, .éea Y un dngulo constante y
sea : e ; S S

n(t) =e cos(tp(t)) + c(t) Ne—rys sm(ap(t)),

lé (t)l
Entonces, para w=1u + iy Up € I, tenemos
X(w) ER{c(w) —ieA [c (w) — c(uo)] cos(p)
—i sm(tp)/ {c(2),c (;:))1/2 dz e}
define una superficie minima que contiene a c(u) = X(u, 0) camo una lmea -
plana de curvatura. Ademds, X mtersecta aF.alo larya deic'en unidngulo

constante . Finalmente, si p = 2 , entonces c se conv:erte en un geodes:ca,
plana sobre la superficie X dada por la e:cpreswn anterio

PROPOSICION 4 Si c(t)

€, cu) o) i

define una superﬁcze minima X que intersecta E ‘perpes )
largo de ¢. Mds atin, la curva c es una lmea plana de curvatura sobre X ; de
hecho, ¢ es una geodésica plana..

La demostracién de que (3.31) define una superficie minima en R® es
inmediata de la definicién de curva isotrépica.

3.6. Ejemplos

Utilizando la expresién (3.31) podemos encontrar las dos primeras su-
perficies minimas que se descubrieron tomando al plano F = zy y la curva
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¢(t) = {(sin(¢),cos(t)),¢ € [-m, n]}. La condicién anterior define una cir-
- cunferencia sobre el plano zy de radio unitario, Aplicando ¢(t) en la ex-
presnén (3.31) obtenemos:

X(z)=%R (sm(z) cos z), / dw), z=z + iy,

= R (sin(z), cos(z), iz), :
= (sin) cos(), cs(e) el R

que corresponde ala pa.rametnzacxén del catenoid
tra una imagen de esta superficie,”
Ahora veamos como obtener la Su

ﬁgii:r"a;:(‘3:.‘2;:(ba)) mues-

ite la expresién

~donde f('w) X(w) +1.X' (w) “Por lo tanta, iajsuperﬁcie adjunta la obtene-

+:mos med:a_x;te S
(z) =8 (sm(vy)vcos(z),‘ / dw)
o _<'—‘8 (sin(z), cos(z),2z)5 :
A = (sinh(y) cos(z ) sxnh(y) sm(:z:),a:)

. que corresponde a las ecuaciones paramétncas de la helicoide La ﬁgura (3 2(b))
Lf muestra una imagen de esta superﬁcxe : T

PO 0 C sxgulente ejemplo_que mostrare
T embargo, no ut:hzaremos ]a cxc]oxd'
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(a) (b)
FIGURA 3.2. El catenoide y el helicoide

como lo mostramos en el capitulo 1. Entonces la parametrizacién de la
. superﬁcxe minima es la sxgulente i Lot Y

X(z) =R

TESIS CCH
FALLA DE ORIGEN

5 iﬁggstran las imagenes de la superficie de

s Las ﬁguras (3 3(a) :
€ ) ci{gcién es:

Catalan y de’s
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(a) (b)

FiGURA 3.3. La superficie de Cataldn y su conjugada

3.7. Dualidad de Bjorling

El ejemplo anterior muestra una interesante relacién entre la pardbola y
la cicloide: ambas tienen la misma superficie de Bjorling. Por las propiedades
de simetria enunciadas en la seccién anterior, tenemos que un plano corta a
una superficie minima a lo largo de una geodésica si y sélo si el plano es un
plano de simetria de la superficie que la corta perpendicularmente. Ahora,
la superficie de Bjorling de una curva que tiene una linea de simetria tiene
dos planos de simetria: el plano original que contiene a la curva y el plano
perpendicular a éste que contiene a la linea de simetria.

Las propiedades de simetria nos indican que el segundo plano intersecta
a la superficie en otra geodésica simétrica respecto a una linea. Estas obser-
vaciones se formalizan como una proposicién que deriva del teorema (4):

PROPOSICION 5. Sea X : Q —+ R® una superficie minima tal que: -
w . : iy 3
X(w) = (Regtw), Recw), Im [ VE@IF Clalidn) | w='u+iiv
o . . ) : = R AR,

donde c(t) = (€(2),¢(t),0), es una curva real analitica contenida en el plano
E = zy, simétrica con respecto a una recta ! C E, entonces:
1) la superficie X (u,v) tiene dos planos de simetria perpendiculares entre
si. El que contiene a la curva c(t) y el que contiene a la linea de simetria |
ii) La superficie X (u,v) contiene, al menos, dos geodésicas planas

La demostracién es un consecuencia directa del teorema (4)

TESIS CON
FALLA DE ORICGEN
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"DEFINICION 3. Sea c(t),t € R una curva real-analitica simétrica con
‘el eje y, y sea X(u,v) la superficie minima generada a través de la ez-
presidn-(8.81), donde X (u,0) = c(u). Entonces cp(v) = X(0,v) es una
geodésica plana sobre X. A la curva cp(t) se le llama la geodésica perpen-
dicular conjugada a c(t) bajo Bjorling. '

Las curvas c(t) y cp(t) son, de cierto modo, curvas duales entre ellas.
Para ser mds precisos: la dualidad se da. entre los objetos que consisten de
una curva y un punto de interseccién de la curva con una li nea de simetria.
Nosotros podremos llamar a este par de curvas curvas Bjérling duales entre
ellas. Asi, el circulo y la catenaria son Bjérling duales cuya superficie comiin
es el catenoide, y la pardbola y la cicloide tienen como superficie comun a
la superficie de Catalan.



Jo



CAPITULO 4
El catenoide eliptico

4.1. Catenoide eliptico

Los ejemplos mostrados en el capitulo anterior (el catenoide y la superfi-
cie de Catal 4n) se concibieron para mostrar dos de las curvas més sencillas
a las que se les podia aplicar la solucién del problema de Bjorling: la circun-
ferencia y la pardbola. Ya que ambas pertenecen a la familia de las curvas
cénicas, es inmediato pensar que sucede con la elipse y con la hipérbola. De
esta forma, apliquemos la férmula (3.31) a una elipse de semiejes a,b > 0
tal que a > b, parametrizada de la siguiente manera:

¢(t) = (bcos(t),asin(t),0) (4.1)

entonces tendremos que:
X(z) (bcos(z),asm(z), / \/b2 sin?(w) + a2 cosz(w)dw) (4.2)
[} lo que es lo mlsmo

R (bcos(z) ésmtz),a.z /oz‘

. donde ees la excentncxdad de la elipse dada por e= @ La mtegral
~en la férmula anterior no puede ser resuelta directamente por: MapleV ‘ni
Mathematica mads alld de los puntos de ramificacién, y se debe a que tenemos
una funcién multivaluada como integrando.

Utilizando las funciones elipticas de Jacobi; ha.remos el cambio de vana-
ble sn(u, e) = sin(z) para obtener:

z = arcsin(sn(u,e)) e B : (4.4)
" de donde
.sn'(u, e)du

V1 —sn?(u,e)

_ en(u, e)dn(u, e)du
- cn(u, €)

= dn(u, e)du

" asf nuestra expresnén queda de la manera siguiente:

R (b cn(w e),a sn(w, e), —za/ dn2(n, e)dn) . (4.5)

dz =
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En base a lo expuesto en el capitulo 2, ”"Funciones elipticas de Jacobi”, nues-
tra superficie se expresa en términos de funciones meromorfas y doblemente
periddicas. Sin embargo, el integrando en la férmula anterior es una funcién
meromorfa con la caracteristica de que todos sus polos tienen residuo cero.
Lo anterior nos indica que el integrando es una funcién bien definida de la
variable w € C — {polos}. Para obtener la imagen correcta del catenoide
eliptico, tenemos que mapear distintas regiones del dominio de manera inde-
pendiente para evitar los polos. Debido a que las funciones de Jacobi tienen
un dominio fundamental paralelo a los ejes real e imaginario, las regiones
también se tomardn paralelas a los ejes.

Consideremos la regién L = {(z,y)| - 1K' < y < $K'}. La figura (4.1)
muestra un comportamiento muy semejante al catenoide (de donde obtuvo
su nombre de catenoide eliptico). Sin embargo, no presenta canales ni aris-
tas como sucede con las imdgenes obtenidas a través de la parametrizacién
original. Por supuesto, esto se debe a que no tocamos los puntos de ramifi-
cacién.

AR

[ YR

L

FIGURA 4.1. Una seccién horizontal del catenoide eliptico

Ahora consideremos la regién L = {(z,y) % <z < %} En esta
regién se presentan los puntos de ramificacién de la superficie, sin embargo,
se obtiene el comportamiento correcto a través de la integral [ dn?(w,e)dw.
La figura (4.2) nos muestra ese segmento de la superficie de manera correcta.
Es interesante ver que el catenoide eliptico tenga un comportamiento muy
similar al presentado por la superficie de Cataldn.

Veamos ahora que si tomamos la regién L = {(z,y)|2 — <y < 5""},
obtenemos un segmento similar a la primera banda, pero ahora se obtlene
el sentido inverso en la superficie. De esta forma: si recorremos la linea
y = 2K’ a partir de = 0 y en sentido positive (de izquierda a derecha) de
las z’s, la superficie se construird en sentido negativo de derecha a izquierda.
Al contrario de la linea y = 0 que conserva el sentido de izquierda a derecha
en la superficie. Por lo tanto, un dominio fundamental sobre el cero para el

[ msscon
FALLA DE ORIGEN
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Puntos de
ramificacion
\

Lineus de
aurointerseccién

FIGURA 4.2. Una seccién vertical del catenoide eliptico
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FIGURA 4.4. Dos secciones del catenoide eliptico

catenoide eliptico es:
DO) ={z=2+iy: 2K <z < 2K,-K' <y <3K'}
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asimismo, vemos que la superficie es periddica en el sentido del eje real, por
lo que solo bastard considerar una banda de anchura 4K para obtener toda

la superficie.

FIGURA 4.5. El catenoide eliptico

o 4.2. Helicoide elfptico

La supggﬁcie'iﬁy’néma adjunta del catenoide es el helicoide que se mues-
an en la secci .6.del capitulo anterior; por este motivo, Gray consideré
nombrar a’ la-superficie minima adjunta del catenoide eliptico el Helicoide

[ YA

FIGURA 4.6. Una seccién horizontal del helicoide eliptico

Por construccién, la superficie minima adjunta se encuentra al obtener
la parte imaginaria de la curva isotrépica f(w) con w = u -+ iv, tal que:

f(w) := X(w) +iX*(w)

TCSIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Aplicado la solucién de Schwarz péu-a_él problema de Bjorling, la super-
ficie minima adjunta se obtiene dela siguiente manera:

X (w) =9 (5(w). i [ VEGR +"‘<'(z)'2‘dz)

donde ¢(t) = (£(¢),¢(t)) es una curva real analitica.

" Considerando ahora nuestro caso concreto, tomemos nuevamente la curva
c(t) = (b en(t,€),a sn(t,e)),t € Rya > b, la cual es una elipse de excen-
tricidad e = @ en términos de las funciones elipticas de Jacobi. La
superficie mfnima adjunta del catenoide eliptico se encuentra mediante la
expresién:

X' (w)=9 (b cn(w,e),a sn(w,e),i a/(;w dn2(r),e)dn) )

que es una superficie bien definida fuera de los polos de dn?(w,e).

Para proceder a analizar e] comportamiento de esta superficie, nueva-
mente utilizaremos distintas regiones del dominio y revisaremos su compor-
tamiento sobre la superficie. Iniciemos con la regién L = {(z,y)| — KT' <
y< KT'} En la figura (4.6) vemos un segmento de esta banda.

La seleccion de la regién anterior se concibe como una vecindad del eje
real, que genera una superficie similar a la helicoide. Este es el mismo com-
portamiento que tiene el “catenoide eliptico” de manera local, sin embargo,
si tomamos una vista superior del helicoide eliptico, podemos ver que no
“gira en circulos”, sino en forma de flor de dos pétalos. Esto puede verse
en la figura (4.7)donde, los puntos mds alejados del centro, corresponden a
los puntos cercancs a 2mK + iK' y 2mK — iK', con m € Z, mientras que
los puntos donde se contrae la superficie hacia su eje (hacia el centro de la
helicoide) corresponden a puntos cercanos a (2m—1)K+iK'y (2m-1)~iK’.

En la figura (4.7) las dos imagenes superiores corresponden al mismo
segmento de la superficie pero con vistas distintas. en ellas se puede ver
un comportamiento similar a la helicoide y se aprecia ligeramente la defor-
macién en la vista superior. Por el contrario, las dos imdgenes inferiores
corresponden a un dominio més amplio y la deformacién en ambas vistas es
evidente. Las secciones angulares que se ven en estas dos imdgenes se gene-
ran por la construccién de la malla (ya que no se realiza una interpolacién
de puntos). No obstante, son excelentes ejemplos para apreciar las deforma-
ciones que sufre el helicoide cuando tratamos de obtener la superficie desde
un dominio mis amplio.

A continuacién, consideramos la regién L = {(z,y)]% <z< 3—2":} Esta
es la misma regién que consideramos en el segundo caso para el catenoide
eliptico. Si revisamos el comportamiento de dicha regién en el catenoide
(eliptico), encontramos una gran similitud con la superficie de Cataldn (de
manera cualitativa), asi que esperamos un comportamiento similar a la su-
perficie adjunta de Catalan para esta superficie adjunta. Efectivamente ese
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FIGURA 4.7. Dos secciones verticales del helicoide eliptico

comportamiento puede verse en la figura (4.8), donde también puede ob-
servarse que la superficie es periodica en el sentido del eje imaginario (que
también es una caracteristica de la superficie de Catalan). Ambos compor-
tamientos (por un lado la similitud con la helicoide de manera local y por
otro la similitud con la superficie de Cataldn) son imaginables si considera-
mos a la superficie de Cataldn y al Catenoide como casos particulares de las
superficies obtenidas a partir de curvas cénicas. Al final de este capitulo, se
revisard brevemente el caso en el cual la curva generatriz para el problema
de Bjorling sea una hipérbola.

La siguiente region por considerar serd L = {(z,y)]%"'— <y< STK' .
Para el caso del catenoide eliptico, esta regién generaba una superficie simi-
lar a la regién {(z,y)| - —";—' <y < KT'}, pero desplazada verticalmente y
con sentido inverso. En la superficie adjunta, no existe el desplazamiento
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Puntos de
y ramificucicon

Lineus de
autointerseccion

FIGURA 4.8. Una seccién vertical del helicoide eliptico

vertical, pero el sentido inverso se mantiene, lo que genera una superficie
helicoidal en sentido inverso a la primera regién, como puede verse en la
figura (4.9). La figura (4.10) muestra una superposicién de las tres re-
giones anteriores. Como podemos deducir de la figura (4.8), la superficie es
periédica en sentido del eje imaginario, asf que solo necesitaremos una regién
de anchura 4iK’ para obtener la superficie completa. Como las hélices se
desarrollan a lo largo de las regiones de manera continua, la superficie es-
tard compuesta de una infinidad de "mofios” como el que observaimos en la
figura (4.8), uno arriba del otro.

l TITY I

ﬁc:es correctasnpara el catenoide y el helicoide elipticos. De hecho, lo que
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nl”f

m i

FI1GURA 4.10. Superposicién de secciones del helicoide eliptico

obtuvimos anteriormente es una familia de superficies que dependen de un
pardmetro k = e, que corresponde a la excentricidad de la elipse que se toma
como generatriz. De esta forma, una circunferencia es una elipse de excen-
tricidad e = 0 y por las caracteristicas de las funciones de Jacobi, observa-
mos que sn(w,0) = sin(w), en(w,0) = cos(w) y dn{w,0) = 1. Por lo tanto,
el catenoide y el helicoide son casos particulares de las familias encontrada.s
anteriormente. i

Sin embargo, el catenoide se construye a partir de una funcién simple-;,
mente periédica, y se debe al limite obtenido cuando e — 0. La reticula -
creada para las funciones de Jacobi, tienen como base K y K’. Cuando
e — 0 entonces K — § y K’ — oo, razén por la cual, la reticula generada,‘ .
por L(Aj,A2),\1 = 2iK',A; = 4K degenera en un dominio simplemente :
periédico de bandas de anchura 2.

La superficie de Cataldn también es un caso particular de esta familia,
donde e — 1. Para obtener dicho limite, primero debemos hacer otra
parametrizacién de la curva generatriz. El problema que se presenta con
la parametrizacion actual es que las elipses tienen su centro en el origen y
cuando e — 1 pueden suceder dos cosas: a) la elipse degenera en un seg-
mento de recta si a permanece fija y b tiende a cero; b) la elipse degenera
en un par de rectas si b permanece fija y a tiende a infinito. El siguiente
capitulo estd dedicado a encontrar esa parametrizacién y cbtener los limites
cuandoe—0ye— 1.

Ahora falta un caso mds relevante: encontrar la solucién al problema de
Bjorling asociada a una hipérbola. Aunque las cosas parecen complicarse

un poco, las funciones de Jacobi también nos ofrecen una solucién para este
caso: una curva cénica de excentricidad e > 1.

Para encontrar la superficie cuya generatriz es una hipérbola, haremos

“un’pequefio truco: rotaremos el plano complejo 90° de la siguiente manera:
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\/ a2 sm"’ (w) - b2 cc>s2 (w) \/;2 cos?(w) — a? sikn2 (w)
: : = \/b2 b? smz((w) —a?sin

,X(w) =R
© 0 de‘ 6tré manefé: . IR .
X(w) =R (a dn(ew, —),z sn(ew, —) b/ cnz(en, —)dr;) v(v4.10)

Finalmente, sabemos que los polos del producto de cualesqmera dos fun-
ciones de Jacobi (sn, cn o dn) tienen residuc cero, en particular cn?(en, e),
debido a que las tres funciones elipticas de Jacobi comparten los mismos
polos. Lo anterior indica que la integral [ cn®(en, l)dn es univaluada y estd
bien definida en C — {polos}.

Un caso muy especial se genera con la hipérbola equllatera, donde a=>b.
Si tomamos la hipérbola equildtera unitaria, obtendremos e :

X(w) = R (en(w, v2),i ontw, v3), [ dn

y aplicando las transformac:ones del m6> ul
X(w)=R (dn V2 2w,
(w) ( f>, f

Como dato mteresante, la exp_

X(w) = ( i

\/1 + alz(w) . \/1 -!;alz(w)
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define como la funcién inversa de la
integral A

Vaery

por lo tanto | - FERC
sl(w) = . i ) L (4418)

Las funciones elipticas de Jacobi nos ofrecen una mejor comprensién del
comportamiento de las superficies minimas ademad de ser funciones genera-
lizadas. Para las personas interesadas en el estudio de las funciones lem-
niscéticas, pueden revisar [M1]. :

Regresemos al andlisis de la superficie obtenida a partir de la hipérbola.
El procedimiento serd idéntico al que utilizamos para las dos superficies
anteriores, asi que nuestro primer paso serd definir las regiones que se uti-
lizardn como parte del dominjo. La primera regién es la misma que hemos
utilizado anteriormente: L = {(z,y)| — "T' <y< "2‘—'} La parametrizacién
que utilizamos para la hipérbola, hace una rotacién del plano complejo en
un dngulo de %, por lo que la hipérbola serd creada por el eje imaginario, al
contrario de la elipse que se dibujaba con el gje real. La figura (4.11) mues-
tra el segmento de superficie donde el eje imaginario se mapea a la hipérbola
dibujada en el centro de la superficie y el eje real se mapea verticalmente.

Ahora vemos que las singularidades se encuentran sobre el eje real. Nue-
vamente, esto se debe a la parametrizacién de la hipérbola, que se obtuvo
mediante una rotacién del plano complejo. Como se aprecia en la imagen,
el comportamiento es cualitativamente similar al de la superficie de Cataldn
y al del catenoide eliptico en sus vértices de mayor curvatura.

_ Puntos de
seor - ramificacion .

FIGURA 4.11. Una seccién horizontal de la hipérbola

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

_dn, (4.14) .
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Puntos de
ramificacion

FIGURA 4.12. Una seccién vertical de la hipérbola

La siguiente regién resulta ser muy interesante, por su parecido con las
superficies adjuntas y no con los Bjdrlings originales. Esta banda corre en el
sentido del eje imaginario y toma valores reales entre —lzi y % La similitud
con las superficies adjuntas a Cataldn y al catenoide eliptico es asombrosa,
lo que podria establecer una relacién estrecha entre las superficies originales
y sus superficies adjuntas... jseria maravilloso! La figura (4.12) muestra
el gran parecido con la superficie adjunta del catenoide eliptico, y de la
misma forma, tenemos una superficie que es periddica en el sentido del eje
imaginario.

La ultima regién que visualizaremos, es L = {(:z:,y)l"’—’;—l- <y < %‘i} '
Esta regién dibuja la superficie correspondiente a la segunda hoja de la
hipérbola, y el eje imaginario recorre a dicha hoja en el mismo sentido de
izquierda a derecha (desde el centro de la hipérbola, una hoja se recorre en
el sentido de las manecillas del reloj mientras que la otra hoja se recorre en
sentido inverso). La figura (4.13) muestra las tres secciones superpuestas
que dan una idea de la superficie global.

La figura (4.14) contienc imdgenes obtenidas en MapleV para la superfi-
cie adjunta en tres vistas diferentes. La imagen (4.14.b) es una vista lateral
de la superficie, mientras que la imagen (4.14.c) ‘es una vista superior de la
misma superficie. : :
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Puntos de
ramificacion

FI1GURA 4.13. Tres secciones superpuestas de la hipérbola

(a) (b)

FIGURA 4.14. Tres vistas de la superficie adjunta

N TESIS CON
™| FALLA DE ORIZEN




CAPITULO 5
En busca de una férmula general

Ya que las superficies anteriores fueron generadas a partir de las curvas
cénicas sin ningiin problema, nuestra tarea en esta seccién es crear una forma
general para estas superficies, basada en una generalizacién de la ecuacién
polar.

Definamos una curva cénica C, como el conjunto de puntos cuya distan-
cia al foco F = (0,a), es proporcional a la linea recta L = (z,—%), de la
siguiente manera:

d(F,p) = e d(p, L) (8.1)

donde p = (z,y) es cualquler punto sobre la curva y e es la excentricidad
de la curva cénica. Realizando las operacnones y sushtuc:ones obtenemos la
siguiente ecuacion:. " .

f(z_0)2+‘_(y—'_a)2=e\f —x)2+(y+ )2 - (52)
\/w2+(y—a)2—ey+a o (6.3)

Tz y? —2ay+a = e%y +2aé,b‘y:_‘
2 +y —e?y2+2ay+.2ae

i (5.5) -

x2 + ‘y2 y y = 'rsm(¢)

y sustituyendo r' =y

¥ (5.6)

Lcomo r.no’ puede ser nulo, obténemés la ecuacién:

2a(1 + €) sm(¢)
= 1= eZsin?(9)

esta ecuacién polar nos genera una familia de curvas cénicas con vértice en
el ‘origen y foco en el punto F = (0,a). Cuando e > 1, existirdn puntos de
" discontinuidad en e?sin?(¢) = 1. Sin embargo, esta ecuacién genera a todas
‘" las curvas cénicas, incluso ambas ramas de las hipérbolas.

El siguiente paso es encontrar el valor de a que nos facilitard la resolucién
de Superficie de Catalan. Tomemos la ecuacién z2 +y? = e2y? + 2a(1 + e)y.
Una pardbola puede ser vista como una clipse de excentricidad 1. Asi, la

(5.7)
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sustitucién de éste va.lor para. e nos lleva. a la ecuacién:

z2 +y =12 +4day (5.8)

._'x—-4ay v (5.9)

Pa:a obtener la superficie de Ca.ta.lé.n buscamos ]a, parébola con ecuacnén
2 = 2y, entonces a = 5. :

Veamos como se comporta en ]os va.]ores e

pardmetrica de esta familia de cémcas

Ce = (rcos(¢),r sm(¢)
((1 + €)sin(g)’
“\1-e sm?(q@)-

y e = 0 Sea la ecuacxén"

para e = 0 tenemos:

“ﬁ , ‘(5,13) :
;';"'"(5.14) .

(5 15)‘

que es la ecuacnén para.métnca. de una pa.rzibo]a con vértlce en el ongen Yy -
foco en F = (0, 3}).

Ahora que hemos encontrado una forma general para expresar a las cur-
vas cénicas en términos de su excentricidad, utilicemos ésta ecuacién para
definir las superficies minimas a partir de la solucién al problema de Bjérling,.
Primero debemos utilizar e] cambio de variable propuesto en secciones an-
teriores, para hacer uso de las funciones elipticas de Jacobi. El cambio de
variable sin(¢) = sn(u, e) nos lleva a la siguiente ecuacién paramétrica:

_ {1 +e) sn(u,e) enlu,e) (1+e) sn?(u,e)

Ce = ( dn?(u,e) ! dn?(u,e) ) (5.16)
_ sn(u,e) cn(u,e) sn?(u,e)
=(1+e) ( dn?(u,e) 'dn?(u, e)) (5.17)

Estas curvas tienen una extensién analitica fuera de los ceros de dn(u,e).
Para construir la superficic m{nima que contenga a dichas curvas como
geodésicas, aplicaremos la férmula (3.31) a la familia de curvas mostrada
en la expresién anterior. Antes de ello, encontraremos las derivadas de cada
coordenada y los cuadrados correspondientes haciendo la simplificacién de
manera independiente. Por simplicidad, utilizaremos sn en lugar de sn(u, e).



Como la va.rmb]e 'u y el pa.ré.m ;

‘e no se modifican no

T

ambxgueda.d .

B

‘cﬁ(y,:e; dn(ue) Sl (5.18)

()=

cn'(u,e) = — sn(u,e) dn(u,e) : T (519)
dn’(u, e) = —e’sn(u,e) cnlu,e) ° SR (5.20)
(d'nz(u, e)) = — 2e%dn(u,e) sn{u,e) enfu,e). ’ T (s.21)
(snz(u',' &)= 2sn(u, e) cn(u,e)’dn(u,e) " <F T 0(5,22)

busquemos las sxgmentes derwadas

(sn cn + en sn) dn —8n cn( Zezdn cn .m)

(sn cn
dn"’, _~ dnt
o (cn2dn ---‘.9712¢i'r1.)d7'l.2 + 2ezdn cn sn)
dnd
(cn iin ?) dn? + 2e%sn? cn2
. , dn3 " e
(1 —sn? —sn?) (1—¢ sn2) + 2e23n2(1 an?):.
dn?
_ 1—=2sn? + e2sn? ’
= dn3
2 . 2 IR ST
cn® —dn .
= i o 2°(5.23)
por otro lado tenemos:
an2\’ 2sn en dn dn2 — :('—2e2d7iv7‘.'9"'ri'cn)s:né
o 2371. cn dn +2e cn’sn3
(5.24)

 paramétrica obtenemos:

ze) s;zz(z, e)
Giidn?(z,e)i-t dn?(z, e)’

: 7y 2f@?(‘u}, e) = dn?(w, e)) + (2cn. w, e)sn(w, e)) dw)

, 7?3('".’, e) dn’(w, e)
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desarro]laﬁdp el r ] tercera expresién tenemos:
_den? — 4en2dn? + dnt + 4cn?sn?
b dn8
; ‘4cn2(cn2 — dn? 4 sn?) 4 dn?
: . dnS
4e2cn2.9n + dn?
dnS

de donde la ecixacibn de Bjérling se convierte en:

sn(z,e) cn(z,e) sn?(z,e)
dn2(z,e) 'dn2(z,e)’

/ \/4e2cn2(w ,e) sn2(w, e) + dn? (w, e) w) (5 25)

dnb(w, e)

X(z) =+ on (

bastara un poco de dlgebra para determinar la corrcspondencm con el Cate-
noide y la Superficie de Catalan.

) Sustituyendo e = 0 en la expresién anterior y consxderando la. xdent:dad
sn(z, 0) = sm(z) tendremos: S

X=8 (sm(z) cos(2), smz(z) (z

(2. 2), tenemos
(5.27)
(5.28)
(5.29)

smh(z) coshz(z) sinh?(z, e) cosh’(z) S
coshz(z) cosh®(z) . 7 .o ‘

({144 nh2(w))cosh°(w) ) " (5.30)

: cosh? (w
1 f’*",}isiph"’(w)dw) (5.31)

X(z) = 2R (
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'zv"—‘s“i:ljlh_"] (alnhgg)) .

. medlante e] cambxo de va.mable 2sinh (z) = smh(p), es decxr
- "dp tendremos : :

(:osh2 (v)dv) 4 “ (5 32)

‘ X 32 smh(p),—smhz(p),/
I

= % ((sin(p), % sinh?(p), i(p - po)+cosh<p>smh(p)) . 33)

que es la ecuacxén de 1a superficie de Ca.talé.n
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CAPITULO 6
Curvas duales.

En el capftulo “Superficies Minimas” establecimos los resultados de
simetria en superficies minimas, siempre que el plano de simetria corte
perpendicularmente a la superficie. Cuando la generatriz de la superficie
(de la solucién al problema de Bjérling) es una curva simétrica transver-
salmente con respecto a una recta, la superficie generada tendra dos planos
de simetria: el que contiene a la generatnz y el que conticne a la recta de
simetria de la generatriz.

Como la generatriz corta perpendicularmente a la recta de simetria, en-
tonces el plano de simetria que contiene a la recta corta perpendicularmente
a la superficie, generando otra geodésica plana, que nombramos geodésica
perpendicular conjugada. Por la unicidad de la solucién de Schwarz al pro-
blema de Bjérling (teorema (3)), sabemos entonces que esa geodésica generara
la misma solucién al problema de Bjoérling; de esta forma establecemos la
dualidad entre ambas curvas.

Para encontrar la curva dual de cada una de las cénicas, primero debemos
encontrar el o los ejes de simetria y posteriormente tomar la trayectoria
paralela al eje imaginario. Si nuestra curva se encuentra parametrizada
como c(u) = (£(u),{(u)), entonces la solucién al problema de Bjérling es la

superficie )
X(u,u)=sz(g(u, (u,v), / \/512 z)+C’2 dz)‘

de donde obtenemos la trayectona' buscada medxante z

siguiente forma, ]
; v RS
[ Ve + ).

,y0) corresponde al punto de interseccién de la curva gene-
e, sxmetn’a

X(uo,“l)

R ( £(uo,v),¢ (uo) v),i

donde el punto (u
fratnz con el eJ

. 8.1 Curva conjugada a la circunferencia

Vea.lnos cuzil es la curva perpendicular conjugada de la circunferencia.
En este caso, todos los puntos de la curva son apropiados para obtener un
‘eje. de simetrfa, en particular, tomaremos el punto (0,0) y utilizaremos la
trayectoria 'z = (0, t).
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FIGURA 6.1. La catenaria

: 5‘FIGUR.A 6. 2 Clc]Olde

Ya vnmos que ]a superﬁcxe que se obtxene de una c:rcunferenc:a mediante
la so]ucxén de Schwa.rz al problema de Bjorling es :

1 (R(acos(2)), R(asin(z)), R(iaz)) S (e
"sobre ]d trayectorxa. ﬂ obtenemos la siguiente relacién: .
.‘R (a cos(zt), asm(zt), ai(it)) = R (a cosh(t),i asinh(t), —at)

= (acosh(t),0, —at)

de donde vemos que la. curva perpendicular conjugada es la catenaria, como
ya se conocfa .

: Curva conjugada a la parébola

Ahora compro emos que la conjugada a la pardbola es una cicloide. Con
la pa.ram izacién c(t) (2sinh(t), sinh?(¢) obtenemos:

: R (2 smh(z), sinh?(2), i(cosh (z) sinh(z) + z)) (62)
-y vxendo la. curva que se genera cuando z = it tenemos:
R (2sinh(it), sinh?(it), (cosh(it) sinh(it) + it)) =
= (0, — sin®(t), —(cos(t) sin(t) + 1))
= (0, — (1 — cos(2t)), —(sin(2¢) + t))
(O -—-(1 ~ cos(u)), sin(u) — 12‘-) '

donde u= ‘—-2t Esta ultxma es'la ecuacién de una cicloide.
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6.3. Curva conjugada de la elipse

La siguiente curva que analizaremos es la perpendicular conjugada de
la elipse. Como sabemos, la elipse tiene dos ejes de simetria, por lo que se
tendrén tres planos perpendiculares de simetria en la superficie minima. Los
puntos de interseccién entre la elipse y su eje de simetria menor son 2mK
con m € Z, mientras que las intersecciones con el eje mayor estdn dadas
por (2m — 1)K. Serd suficiente tomar los valores {0, K’} para encontrar las
geodésicas conjugadas.

Dada la parametrizacién de la superficie como:

(R(bcn(w e)),R(asn(w,e)), —a( dn2(n, e)d'r))) (6.3)

: 1.)w—tAty,‘u)w —K+1t en la

Las dos curvas se encuentran sustxtuyend

parametrizacién dada. ‘
Veamos el caso i) w = it:
Revisando las expres:ones (2 )

R(ben(it,e)) = ——(m y St(aan [

integral:

(2:10).y:(2. 11), podemos ver que

y=1it.

= 1dv y
S o /" dn2(v e') )
! ' cn2(v,e’)

=t dn(th()ts:I(t e,) / dn2 (vy ')dv

si tgp = 0 entonces tenemos a la curva parametnzada como;

(m, @%3753(;—” - aE(, e’)) e (—K\K') (6.4)

Podemos ver que cuando ¢ — K’ ambas componentes tienden a 400, mien-

tras que si ¢ - —K'’ entonces w — 400, pero a(t + & "_:z' v tie!

E(t,e')) » —o0, por lo que obtenemos una curva no ciclicaen t € (—K’, K').
Si derivamos ambas componentes con respecto de ¢ obtenemos:

(bsn(t, e')dn(t, e') adnz(t, e’))

cn?(t,e’) ' cn?(i,e)
vemos que la primera componente es negativa en t € (—K’,0), es cero si
i-="0 y es positiva si ¢ € (0,K’), mientras que la segunda componente
siempre es positiva en todo el intervalo (- K’, K'). Si analizamos la segunda
derivada, encontraremos que no existen puntos donde el producto de ambas
componentes cambie de signo, y esto se debe a que sdlo la funcién sn cambia

0,at+a
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FIGURA 6.3. Conjugada perpendicular ale élipse en sus
vértices de menor curvatura (e = 0.7) :

de signo en ese intervalo, pero lo hard en ambas componentes, mientras que

las funciones cn y dn siempre son positivas.
Esto nos indica que la curva es cua.htatwamente pa.recxda a una cate-

naria, pero més abierta.
Veamos ahora el caso ii) w = K-+it.
Utilizando los teoremas de adicién tendremos:
. sn(K,e)dn(t,e') + isn(t, e')en(K, e)en(t, e')dn(K e)
sn(K +ite) = cn?(t,e') + e?sn2(K,e)s n2(t e')"
dn(t, I)
en?(t, ') + e2sn2(t, e')
_ dn(t,e')
T 1—sn2(t,e) + e2sn?(t,¢)
dn(t,€)
T 1—e2sn?(t,e')
1
dn(t,e')

cn(K e)en(t, e)-— isn(K,e)sn(t, e’)dn(K e)dn(t e')
cn?(t,¢') +e?sn?(K, e)sn?(t,e')
.e'sn(t, e')dn(t, e')
=t dnz(t e')

cen(K +itye) =

dn(K e)cn(t e’)dn(t, e') Zie?sn(K, e)en(K, e)sn(t e’)
cen?(tef) + e2an?(K, e)”’-?(% e)

dn(K + :t)
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Ahora, deseamos tener parametrizada la curva de tal forma que inicie en
uno de los puntos singulares (ver figura (6.4)). Para ello, deberemos iniciar
la integracién en cualquiera de los puntos (2m — 1)K + (2n — 1)K’ con
m,n € Z. Tomemos como inicio el punto (K, K') y que el contorno de
integracién vaya en sentido negativo, decir, que la curva de integracién
sea v = {z = K +i(K' —t):t € R}. Con esta condicién, encontremos la
integral de lfnea

3 (A:::j""t) dn2(n, e)dn) =9 (f dng(ﬂ' e)'dn) ’

| _s( / dnz(K i(k';u)),e)-(—i)du),

- = / emﬂ"’(K_’—v_ff)d
: “ldn?(K! = v,e')

too
- / e’ sn?(v,e')dv, "
0 o

I

pero todas las integrales de los cuadrados de las funcnonm ehptlca.s de ‘Jacobi
se pueden reducir a la integral de dn?(u), con el'mismo médulo ([L1], pp
65). Por lo tanto, utilizemos la identidad

dnz(u, e) =1 82871.2(“’1 e): R i
= /an(u, e)du=1u— 82/3712(“!7:‘3)‘;1“'"'“ B

para obtener

%(

K+1K’

K+i(K'=t) :
/ : dn’ (n, e)dn :

108°el sentldo ‘opuesto en
Ldn(t, e’) y como dn es una

(6.6)

la cual tiene una forma muy parecida a la ecuacién del movimiento del centro
de una elipse que rueda sin deslizar sobre el eje z. La ecuacién de dicha curva
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FIGUR_A 6. 4 Con_]ugada perpend:cula.r

lé,fel‘i‘i)sév'en ‘v_su.é ‘
vert:ces de mayor curva.tura (e =0. 7) A -

: parametnzacxén

(R(adn(ew, =) %(—sn(ew,

tra trayectoria serd ahora z = t, asf

( (adn(et,;)),m-(%sn(et %

(6.13)

: 1Ver Aypén‘diéé kA""
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F1GURA 6.5. Conjugada perpendlcula_: a una rama de una. ‘

hipérbola de excentncxdad e= 1. 8
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APENDICE A

El estudio de las curvas conjugadas en el catenoide eliptico (seccién 6.3);
nos llevé a una expresién de la forma

ep(t) = (Sdn(t, e'),a/: dn®(z,e')dz — at) . (A-l)

que corresponde a una curva con caracterfsticas muy semejantes a una ci-
cloide. Esto nos lleva a suponer que existe una relacién entre la expresién
anterior y las ruletas elipticas con excentricidad e’. Este apéndice est4 dedi-
cado a encontrar las ecuaciones del centro de una elipse que rueda sin deslizar
sobre el eje z, motivado por el razonamiento de M. Sturm en la nota del
articulo [D1], pp 315. Adicionalmente, se escribe dicha ecuacién en términos
de las funciones elipticas de Jacobi.

Ruletas Elipticas

Ecuaciones del movimiento de un foco de una elipse, que rueda sin
deslizar a lo largo del eje z. De estas ecuaciones obtenemos también las
ecuaciones del centro y de los vértices.

Sea la elipse parametrizada por £(t) = (a cos(t), bsin(t)) cona > b, y sea

e = @; veamos cudl es la distancia entre el foco y cualquier punto de

la elipse. Designemos por r a la norma del vector (P — F), ver figura'(A-1):
r=IP-Fl

[[(a cos(t), bsin(t)) ~ (c, 0|l

V/(acos(t) — )2 + b2 sin?(1)

= 4/a? cos?(t) — 2ac cos(t) + ¢ + 52 sin?(t)

= y/a? — 2accos(t) + ¢ — (a2 — b?) sin?(2), - & =a?-p?

='v/a? — 2accos(t) + 2 cos?(t), c=ea

= /{a — eacos())? .

= |a —ex|

viendo que € < 1 y que |z1] < a entonces 0 < a — ez por lo tanto:
=a—ex; : (A-2)




68 APENDICE A

A -
\

o
6|
.

FiGurA A-1. Elipse

Veamos ahora la figura (A-2), nuestra intencién es parametrizar la elipse
en términos del dngulo . Sabemos que la perpendxcular a la tangente en
P bisecta al 4ngulo FPF’, asi mismo sabemos que la distancia entre F y F'
es 2c, y la distancia s = 2a — r. Con todo lo anterior y usando la ley de los
cosenos tenemos:

r? 4 (2a — )2 = 2r(2a - ) cos(2a) = (2¢)2
r? +4a? — dar + 7% — 4ar cos(2a) + 2r2 cos(2e) = 4% rcécombdandq
2r2(1 + cos(2a)) — dar(1 + cos(2a)) + 4(a - ) '=0, :
- usando la identidad 1 + cos(2a) = 2 cos®(er) tenemos

- cos?(a)r? - 2acos?(a)r + (aZ — ¢2) =0

FI1GURA A-2. Nuevo marco de referencia
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_-utilizando la regla general para ecuaciones de segundo grado tenemos
_ 2acos?(a) & v/(2acos?(a))? — 4(c032(a))((a2 &y
- 2 cos?(a)

2 082 () — a?
ai\/acos(a) a? 4 ¢?

cos?(a)

2 _ a2 gin?
S - 2sm (a)
cos?(a)
a
———4/e% —sin?
cos{a) (e)
pero sabemos que r =a — ex;, de aqm': st
R o
ecos(a)

(A-3)

’;z‘x

ya que coa(a) toma va.]ores tanto negatlvos como posmvos. e
Finalmente encontraremos:y medxante el teorema de Pltégoras Anali-
‘zando la figura A-2 podemos ver que; .

Y ey Crr D
= \/a? — 2aez; + €222 — 2 + 2c:r, = a3
= /(a2 —¢?) + (&2 — 1)z?

(a2 — c2)e? cos?(a) + a?(e? — e2 — e?8in?(a) + smz(a)) |
€2 cos?(a)

_ [c2e?sin?(a) — 2¢?sin?(a) + a2 sin?(a)
- e? cos?(a)

_ [a%(e* — 2e? + 1)sin®(a)
- e? cos? ()

finalmente obtenemos

=‘%1—)m(a) ‘ L ~(A-4)

por lo tanto:
r = a-— é::l, .
o PR
o1 =_, ecos(a).
_ale? 1)
==

nSTA TESIS NO SALE
DE LA BIBLIOTELA
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FIGURA A-3. Desplazamiento

Ya que tenemos la parametrizacién del movimiento del foco en términos
del dngulo o, cambiaremos de marco de referencia(ver figura (A-3)):

7 cos(ar) = acos(a) — ay/e? — sin?(a) o (A-‘5) '

rsin(a) = asin(a) — a4/e? — sin?(a) tan(a)

encontrando quie,nv;és ds = Vdz$ + dy? tendremos:

S : iaSin(a) cos(a) N am :
qz% - (e cos(a)v/e? - sin®(a) € cos(a) tan(&)) do

_ asin(a) (cosz(a) —e? + sin2(a)) dee
ecos?(a) Vve? —sin’(a)
asin(a)(1 — e?)
ecos?(a)v/e? —sin?(a)

_ asin(a)(l — e?) - L y )
dzr) = ecos?(a)/e? -—Sinz(a)d b o (A 6)

mientras que:

2

dy, = A1) 'l)da; T (A
de donde: ‘ k
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por lo tanto T -
4 a(e2 - l)da '
/o cos?(a)v/e? — sin’*(a)

finalmente las ecuaciones del foco quedan de la siguiente manera

2:1— fsm(a) +3
y = r cos(a)

n(c) — arfe? 0 aE@inde
z = asin(a) — a\/e'z__mmn(a) +/c; cos?(a()‘ig/ez 1_)‘:‘;2@), o
y=acos(a)—am A A e A N

de la figura anterior podemos ver que el mayor valor que' toma a'es cua.ndo'

(A-8)

el punto P es (0,5) o (0, —b) de donde [sin(a)| < e. Hac:endo el cambxo de-

variable sin{a) = e sn(u, e) tendremos:

cos(a) = 1/1 — sin?(a)

= VT —¢%sn?(u,€)

=dn(u,e)

do =& en(u, e)dn(u, e) "
’ - =ecn(u )du )

sustxtuyendo estos valores en las exprcsxones (A-Q)
" a(e? = 1)en(u, e)du
dn?(u e)\/l = sn(u,e)
2on(u; e)sn(u,e)
dn(u, e) )

: aezcn(u, e)sn(u, e)

pero tenemos que

/ dnz (uv .

por lo ta.nto

gz,____%;;:g:";"’e)) (A-10)

T = csn(u;c) - a/ dn®(u, e)du
s s - Jo

adn(u, e) cen(u,e)

Estas son las ecuacxones de uno de los focos en términos de las funciones
elipticas de Jacobi.  Las ecuaciones para el otro foco se encuentran susti-
tuyendo u + 2K en las ecuaciones anteriores. Estas ecuaciones se aplican
para cualquier curva cénica de excentricidad e, con centro.
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“F1GURA"A-4. Trayectoria del foco de una elxpse de excentri-
cxdad e=09

--Ya que el centro de una elipse es el punto medio entre los focos, podemos
'encontra.r sus ecuaciones pardmetricas en términos de funcxones eh’ptxcas De
las ecuaciones (A-5) tenemos: ;

F { rsin(a) = asin(a) — ammn(a) }
! rcos(a) = acos(a) — ay/e? — sin’(a)

F { (2a — r)sin(a) = asin(—a) + a\/__—mTtan(—-a) }
2 (2a — r) cos(a) = a cos(—a) + a\/e? — sin?(—a) ;

Calculando las coordenadas del punto medio entre estos dos puntos teneinoé;

Cz = ay/e? — sin*(a) tan(a)

Cy = acos(a)

que son las ecuaciones del centro en términos del argumento «, siempre que
el punto de contacto entre la elipse y el eje = sea el origen. Finalmente le
sumaremos a la ecuacién de C, el desplazamiento que se obtiene, es decir
le sumaremos la longitud de arco s. Ya que si la elipse se desplaza hacia la
derecha el argumento o decrece, entonces u serd cambiada por —u y s serd
positiva. Haciendo nuevamente €] cambio de variable sin(a) = e sn(u,e)
tendremos:

C. = ae?cn(—u, e)sn(—u,e) + /" a(e? - 1)du
= dn{—u,e) o dn2(u,e)
Cy=a d'n.(—u, e)

finalmente como sn(u, e) w una funcién impar, mientras que cn{u,e) y
dn(u,e) son funcxones pa.res obtendremos

ch(it, e)sn(u,e)
e2 " dn(ue) )
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FIGURA:A- "I&‘aye'étoria"t_iei céht"ro"dé‘ﬁna:‘elipse de excen-

tricidad e =

Centro  ~{-

Foco'!

FIGUR.A A 6. ’I&'&yectona de] centro y de un foco de una
elxpse de excentncxdad e= 0 9 PR N

y por (3) - :
u
C; = a/ dn?(u, e)du
0
Cy = a dn(u,e)

las cuales son las ecuaciones del centro de elipse que rueda sin deslizar a lo
largo del eje x.

Sin embargo, como lo hemos mencionado en pdrrafos anteriores, estas
ecuaciones también se aplican a las demds curvas cénicas, por lo que pode-
mos revisar el comportamiento de la ruleta en términos de su excentricidad.
Ver [D1). Un método alternativo para encontrar las ecuaciones de la traza de
los focos de las curvas cénicas con centro se puede revisar [E1] y el ejemplo
6 del capftulo VIII de [Z1].

Por un pequefio andlisis de las curvas anteriores, podemos ver inmedia-
tamente que la ecuacién de los focos se obtiene al sumar

z* = ¢ sn(u,e),
y* = c cnfu,e).
a las ecuaciones del centro de la cénica. Donde ¢ = =+vaZE b esla

distancia del centro a cada uno de los focos. El signo de b2 dependerd de la
curva: si es una elipse el signo es negativo y si es una hipérbola el signo es
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_;'posmvo Por lo ta.nto, los vértxces de mayor curvatura se localizardn con las
ecuacxones y :

.r;; ' : a sn(u, e),

y* =a cn(u,e).

de esta manera, "las ecu nes de la traza de los vértices de mayor curvatura
se ve de la sxgunente ma.ner :

-mientras que los

(A-13)
(A-14)

L (4-15)
(A-16)
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y en genera_l cua.lquler punto del plano que se identifique como .
I =T Cn(u(]v e)v
Yo = r sn(ug,e€)

“en la para.metrxzacnén del marco de referencia original (ver ﬁgura (A-Q)),

ren(y,e)

roo
r snfi,e)




Bibliografia

[B1] Baker, Arthur L., Elliptic Functions. An Elementary Text- Book for Students of Math- -

ematics. John W:ley & Sons, New York, 1890.

76

[Bol] Booth, James, The Theory of Ellxptxc Integrals, and the Properties of Surfaces oj S

the Second Order. George Bell, Fleet Street, Cambridge, 1851.

[C1] da Costa, Celso José, Fungdes Elipticas, Algébricas e Superficies M{mmaa 180,  -

Coléquio Brasileiro de Matemdtica IMPA, 1991.

[Cal] do Carmo, Manfredo Perdigéo, Differential Geometry of Curves and Surf "ea, Pren-, b

tice Hall, 1976.

[Cy2) Cayley, Arthur, an Elementary Treatise on Elliptic Funtions. George Bell and Sons,.,

Cambridge, 1895.
[D1} Delaunay, Ch., Sur la surface du révolution dont la courbure moyenne ‘esi
Journal de Mathémat:ques Pures et Appliquées, pp 309-320, Tomo VI, Agosto 1841.

[Di1] Dierkes, Hildebrant, Kiisler y Wohlrab, Minimal Surfaces I, Spnnger-Verlag, 1992 o
Vol..9

[E1] Eells, James, The Surfaces of Delaurmy, The mathematlca.l Intelhge
1, Springer-Verlag, 1987

ica. CRC Press, 2nd Edition, 1998.
[H1] Hancock, Harris, Lectures on the Theory Of Elhpt:c Functw
New York, 1910

2001. i
[L1] Lawden, D. Elliptic Functions and A
1989.
{M1] Markushevich, A1, The Remar}cable
[M2] Marsden, Jerrold E Hoffma.n’ Mich
Trillas, 1996. .0 :
[z1] wakker, C. The ad d C
1963 :




	Portada
	Índice
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Funciones Elípticas de Jacobi
	Capítulo 3. Superficies Mínimas
	Capítulo 4. El Catenoide Elíptico
	Capítulo 5. En Busca de una Fórmula General
	Capítulo 6. Curvas Duales
	Apéndice
	Bibliografía



