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Prólogo 

uiero presentar este trabajo primero estableciendo una pos1c10n 
(creo que lo puedo decir así) con respecto a la disciplina en la que 

quiero trabajar, y con respecto tal vez a la ciencia en general. 
En muchos de los cursos a los que uno asiste como estudiante, den

tro de diversas conferencias, en el estudio de muchos problemas que 
involucran a nuestra circunstancia, con objetos concretos y tangibles 
tanto como con abstractos, nos preguntamos si el objeto que tenemos 
delante es algo "real", algo "que existe". Mucha gente resuelve muy 
nípido esta interrogante para después desarrollar sus actividades y 
estudios con la tranquilidad que eso les puede conceder, si el tema 
les es objeto ele preocupación; algunos nos demoramos más tiempo en 
despejar esta duda. 
Antes de abordar los tres puntos que me interesa destacar con respec
to a la idea ele "realidad", vale la pena hacer la: siguiente acotación. 
Mis escasas lecturas en filosofía de la ciencia me han proporcionado la 

diferencia entre los conceptos de ontología y epistemología. El carácter on
tológico de una afirmación, estudio o problema es el que trata con lo que es, 
mientras que el carácter epistemológico incumbe al cómo conozco aquello 
que es, de tal suerte que los problemas que uno suele estudiar son ontológicos, 
epistemológicos o ambos, y no siempre es explícito su carácter. Y a veces no 
es fácil distinguir y asumir cuál es este tipo. Decir "Yo estoy estudiando esto 
que es real y lo hago porque puedo conocerlo", es asumir una forma de en
frentar los fenómenos y conceptos que se encuentran en el mundo. Esta no 
es la única forma de acercarse y animarse a establecer relaciones, motivos y 
consecuencias de lo que solemos llamar Naturaleza. Otra puede ser opacar el 
carácter ontológico ele una situación, y concentrarse en el epistemológico, es 
decir, en la manera en la que conozco o podría conocer esa realidad. 

Descubrimiento o invento 
No le pasa a pocos, que en algún momento de nuestras carreras, caminando 
con un grupo de compañeros, nos preguntamos por ejemplo si la realidad 
que estudia las Matemáticas, vista corno un mundo habitado por cierta clase 



particular de objetos, reglas de comportamiento y relaciones que se pueden 
establecer entre ellos, se descubren o si se inventan. Pienso que la respuesta 
está en preguntarse si de hecho se puede descubrir algo, o inventar algo, no 
sólo est.ucliando Matenuít.icas, sino cualquier disciplina en la que se inves
tigue. Yo creo que las i\llate1míticas, así como toda manera de aprehender 
al mundo, se inventan; el descubrimiento es un invento también: sube a la 
superficie ele lo que lo oculta cuando, después de insistir en la forma o apli
cación de cierta estructura, se hace aparente su orden (es la creación de un 
contratse con respecto a lo que lo rodea). Está mal decir que "América fue 
descubierta"; dejar la sentencia así, sin hacer referencia ele para quién fue 
descubierta, develada, no tiene la propiedad de sujeto invariancia que se le 
debe asignar a toda sentencia para que hable de una verdad del mundo (y 
el problema aparece desde que se nombra). América fue inventada cuando 
un hombre se topó con un elemento de la realidad (un continente que le era 
desconocido) y le adjudicó ciertas cualidades que la diferenciaban de lo que 
se pensaba que ahí existía o estaba. 

Es inevitable preguntarse entonces qué son y qué hacen las "evidencias" 
experimentales si no es descubrir que los objetos están ahí, y que nadie tuvo 
que imagimirselos para que fuera así. Los experimentos o evidencias experi
mentales no est;ín carentes de un fondo interpretativo, el que nos dice cómo 
es el mundo o como debería encontrarse al buscarlo y preguntar por él. Des
cubrir es buscar ·y encontrar un objeto que encaje en algún espacio que dejan 
los modelos que tratan de describir el mundo. Cuando el objeto candidato no 
encaja exactamente, uno se regresa al modelo y hace las alteraciones perti
nentes para que encaje, con ciertas limitaciones por supuesto: la consistencia 
y la propia existencia del modelo. Si ésta debe ser sobrepasada para que el 
objeto encaje en algún lado, a veces suceden cambios profundos en y de los 
modelos, para que los nuevos ofrezcan espacios donde encajen tales objetos, 
estos cambios pueden llegar a cuestionar nuestras ideas alrededor de lo que 
el mundo es, y el canícter mismo del objeto encontrado; así se inventa lo 
"objetivo" de los objetos. 

P. Miramontes [56] escribe alrededor de la teoría del preformacionismo en 
la que creían Leeuwenhoek (el primer hombre que miró a los seres pequeños 
a través de su microscopio primitivo), Hartosek y Swammerdam: "Ahora, 
en los albores del siglo XXI, sabemos con certeza que los espermatozoides 
no contienen en su interior a una personita, a un homúnculo, sin embargo, 
debemos preguntarnos ¿Cómo es posibles que personas serias, eruditas y ex
celentes naturalistas lo hubieran visto? Éste es un ejemplo (el de los canales 
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de Marte es otro) que nos debe prevenir contra el uso indiscriminado de la 
informaión sensorial como evidencia científica dura. Tanto los astrónomos 
observacionales como los microscopistas viven en una sociedad que posee 
un cuerpo ele ideas dominantes que constituyen el 'saber colectivo' y que 
normalmente se cuestiona. Los preformacionistas encontraron homúnculos 
porque estaban buscando homúnculos, porque sus instrumentos de trabajo 
eran imperfectos y porque tenían una pasión desbordante por llegar a grandes 
descubrimientos científicos." Se podría decir que aquellos que buscaron en el 
pasado lo hicieron mal y se equivocaron. Está bien .. ., pero esta sólo es una 
picardía de la que el hombre, y en especial el científico, moderno se puede 
valer para hacer juicios sobre los trabajos ele los otros en el pasado. Pero 
vale la pena, aunque sea trillado, traer la historia y preguntarse si nosotros · 
no estamos viendo "homúnculos" en donde otra "realidad" dice que hay la 
mitad del potencial de un ser. 

El Problema de lo Real 
Me parece que no puedo empezar mejor este párrafo de otra manera que con 
la siguiente cita de B. Russell [61]: "( ... )Si tomamos un objeto cualquiera, 
de la clase que suponemos conocer por los sentidos, lo que los sentidos nos 
dicen inmediatamente no es la verdad acerca del objeto tal como es aparte 
de nosotros, sino solamente la verdad sobre ciertos datos de los sentidos, 
que, por los que podemos juzgar, dependen de las relaciones entre nosotros 
y el objeto. Así, lo que vemos y tocamos directamente es simplemente una 
'apariencia', que creemos ser el signo de una 'realidad' que está tras ella. Pero 
si la realidad no es lo que aparenta ¿tenemos algún medio de conocer si en 
efecto existe una realidad? Y en caso afirmativo ¿tenemos algún medio para 
descubrir en qué consiste?" 

El problema de lo real es al que se llega cuando surge la pregunta acerca 
de la existencia de un mundo, un universo, externo e independiente de la 
conciencia. Es decir, si existe efectivamente un mundo habitado por objetos 
(una realidad objetiva) cognocibles para el que indaga sobre ellos. En adelante 
me referiré a los elementos de ese mundo como objetos, y al que apunta a 
indagar sobre ellos como sujeto. Cabe merecidamente la aclaración de que los 
sujetos también pertenecen al mundo de los objetos; los sujetos son objetos 
que indagan sobre otros objetos. Esta indagación tiene como resultado los 
"datos ele los sentidos" (como los llama Russell) que se presentan en los 
sujetos a través de la sensación, y son causados por los objetos. 

Si leo caminando, prestando entera conciencia y atención al irregular 
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vaivén de letras, signos y palabras, y un instante después me encuentro sor
presivamente dentro de un pozo, semioscuro, al que caí por no fijarme en el 
suelo que pisaba (incluso si voy leyendo por ejemplo "Dnicula", es decir, algo 
que nada tiene que ver con caerse en pozos), lo que inmediatamente se me 
ocurre (no ahora que estoy escribiendo esto, sino en ese momento) es que el 
pozo existía ahí y yo no lo vi; que estaba ahí antes de que yo lo conociera y 
que de ninguna manera es producto de mi imaginación o conciencia (pues yo 
no pude decidir sobre la existencia del pozo ya que estaba concentrado sobre 
los encantos de los vampiros). Puedo creer, pero no puedo mostrar, que el 
pozo existe y existini ahí aunque yo no lo vea: "( ... ) En cierto modo, debe 
admitirse que no podremos jamás demostrar la existencia de cosas distin
tas ele nosotros mismos y de nuestras experiencias [61]." Nunca voy a poder 
averiguar esta existencia¡ tampoco lograré demostrar la ausencia, es decir, 
que no existen "realidades" (en este texto, objetos). Sin embargo, otra vez 
Russell: "( ... ) Es fácil ver que se llega a una mayor simplicidad suponiendo 
que hay realmente objetos fiscos." Simplicidad que tiene un carácter funda
mental en la Física. Si uno lo hace, empieza con ventaja. La ventaja es que 
postulo la existeuica de lo real y me concentro en los elatos de las sensaciones 
o "apariencia" ele eso que es real, pero nunca llegaré a conocerlo (porque 
tendría que determinar su existencia o ausencia lo que es imposible). 

La ciencia va transformando sus postulados (y acá no puedo evitar seguir 
a Kuhn [50]) a partir de, y gracias a, las apariencias. Ahora, para hablar 
ele "tocias" las apariencias que nuestros sentidos pueden recoger, hay que 
extender un poco la definición de lo que son los "sentidos". Los sentidos 
son más de los inmediatamente distinguibles. También es un sentido aquel 
por el que entran las impresiones que nos dejan los objetos que no pueden 
impactamos con luz, ni sonido, ni nada que se le parezca, es decir, los objetos 
abstractos. 

Entonces, definitivamente existe un mundo donde habitan los objetos, y 
lo que sigue es preguntarse cómo conozco o puedo conocerlos. El problema 
empieza desde que quiero etiquetarlos, llamarles de alguna manera (pozo, 
libro, raqueta, electrón), referirme a ellos como lo presente e independiente 
del sujeto. Para proceder y trabajar con los objetos hace falta antes que 
nada ponerle un mapa al mundo, un filtro entre lo que éste es y el impacto 
que tienen los objetos en mis sentidos. El mundo es como una montaña de 
barro que se debe moldear antes ele decir algo sobre él o apreciarlo. Este 
hecho puede tener dos efectos sobre las personas (probablemente de manera 
simultánea), nos puede hacer sentir alivio o terror, y en ello está una muestra 
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de la necesidad de un molde como intermediario: si se siente alivio es señal de 
que se sabe que siempre hay que agarrarse de algún lado para dar un paso, que 
nada sale de la nada, no se ve al mapa o molde como un factor que aprisiona, 
sino como una 1míquina que mueve las cosas, algo que puede multiplicar las 
alternativas y por lo tanto permitir el desarrollo {pues los modelos son algo 
cognoscible); el terror puede ser provocado por un profundo temor de que este 
hecho sea un síntoma de que en verdad nunca llegará el día en que toquemos 
a la realidad objetiva, que todos los modelos y las teorías son fantasmas que 
gravitan el lugar donde están las cosas que son {los objetos). 

Es muy divertido pasar del alivio y la calma al terror y al revés, una y 
otra vez. En ello está la esencia de lo "pánico" según Jodorowsky (48]: "( ... ) 
En alguna ocasión hemos comparado a nuestra actual civilización con un 
gran circo. Es del circo de donde extrajimos nuestra palabra. El personaje 
que m<Ís obedecería a la conducta pánica en el circo es el payaso, a quién 
constantemente está tratando de limitar en sus 'extravagancias' el lógico 
señor augusto, hombre vestido de comím, algunas veces de frac, que simula 
ser el dueño o el empresario del circo y da pie a que el payaso se desate ante 
cada una de sus definitorias frases en una infinita multiplicidad de respuestas 
no-lógicas. Este inmenso circo está casi repleto de una masa inerte, la mayor 
parte del tiempo inactiva, que es el público: seres humanos relegados a la 
más baja categoría del espíritu, que es la del 'espectador', hombre que no 
participa en la existencia pero que cree o quiere 'conocerla' sin abandonar su 
butaca. El circo tiene mil pistas en las que se desarrollan mil shows diferentes. 
Cada pista tiene a su señor Augusto creyendo dirigir todo. Los que se mueven 
bajo la féú1la del augusto nunca sobrepasan los límites de su pista, excepto 
los payasos que en demencial grupo rompen todas las leyes y saltan de círculo 
en círculo haciendo perder la gravedad de los augustos y quitando, por su 
sola irrupción, la sacralidad de los objetos que están en juego. Los payasos 
hacen de todo; los augustos saben hacer una sola cosa y el público ninguna." 

El problema de lo real es tan "real", que establecer lo que es real es real
mente importante, de hecho es tema de serias discusiones en ámbitos tan 
disciplinados como el estudio de la Mecánica Cuántica. La hilera de citas que 
el artículo de Einstein, Podolsky y Rosen [26] ha generado no deja de tocar 
en muchas este tema (22]; ele hecho, una de las ramas en la discusión versa 
sobre la conveniencia del "criterio de realidad" que los autores asumen justo 
al inicio del artículo para terminar con que la Mecánica Cuántica no es una 
teoría completa. 
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La Ciencia en su Sociedad 
En el lenguaje y el intercambio de ideas cotidia110 difícilmente se puede es
cuchar hablar de la ciencia (dentro y fuera de los círculos de gente que se 
prepara para desarrollar una disciplina científica) sin que se la relacione con 
el "progreso", el de las áreas de la actividad humana relacionadas con ésta, 
y el de la ciencia en sí. De hecho, el progreso co11 el que contribuya algún re
sultado científico es una medida de lo bueno que es y hasta de su verdad [17]. 
Pero lo que casi nunca se aclara es que tal progreso, y lo verdadero que hace 
al resultado científico del que se deriva, no es un concepto absoluto, siempre 
es relativo a u11a sociedad en particular, su cultura, su ideología (para definir 
un proceso económico por ejemplo), sus ambicioucs y el entrono general de 
actividad humana que lo rodea. 

Cierto es que cada vez se abandona con nuís convicción la noción de la 
cieucia sólo como una permanente acumulación de información, datos, conec
ciones y conocimiento en general. Es cada vez unís sabido que la actividad 
científica no está aislada ni se desarrolla independientemente del entorno 
social en el que están embebidas las personas que hacen la ciencia (y el dis
curso científico que profesan); pero esto no quiere decir que los juicios y Jos 
métodos en la ciencia no gocen de cierta autonomía. Sin embargo, esta au
tonomía tampoco es por sí sola: está sostenida por una red de relaciones que 
la tolera (en el sentido amplio, en el que "tolerar" no significa "soportar") 
llamada Estado. 

La actividad científica, en tanto actividad humana, impacta a la historia, 
y comprenderla es entender sus relaciones con el resto de las actividades hu
manas. En la ciencia, en sus métodos, sus objetivos, sus maneras de entender 
el concepto de "producción", en sus instrumentos se pueden encontrar las 
huellas para rastrear la relación social que la alimenta y a la que pertenece. 
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Introducción 

En la Mecánica Cuántica los operadores que actúan sobre las funciones 
de onda son elementos de álgebras. Una medición, la determinación de una 
variable física, se calcula por el valor medio de un operador Hermitiano (u 
observable) particular que representa a tal cantidad, y hay ciertas cantidades 
cuyos operadores que las representan no conmutan en dicha álgebra. En este 
sentido, esta teoría ya es no conmutativa. 

Decir que se planteará una Mecánica Cuántica No Conmutativa puede 
sonar redundante, pero se emplea este nombre para establecer una manera 
ele referirse (como circula en literatura reciente) a una teoría cuántica para 
el plano donde los operadores que representan a las posiciones no conmuten 
(contrario a lo que sucede en el caso ordinario en el que sí lo hacen), y además 
su conmutador cuántico entregue una constante. Es decir, si la posición, por 
ejemplo, ele una partícula en el plano se especifica por dos operadores x y y, 
no es lo mismo aplicar (multiplicar en el álgebra ele operadores) x seguida 
de y que al revés, aplicar primero x y luego y. Esto implica que, como la 
posición es un observable, no es lo mismo medir primero la coordenada y y 
luego la x, que medir primero x y luego y. En el caso ele la Mecánica Clásica, 
las álgebras ele funciones son conmutativas, y lo van a seguir siendo en el 
caso de la Mecánica Clásica No Conmutativa. La idea de no conmutatividad 
en el caso ele la Mecánica Clásica está en otro lado, en la definición del 
paréntesis de Poisson (particularmente en el resultado de calcular éste para 
las coordenadas del plano), y el adjetivo "no conmutativa" está heredado de 
la Mecánica Cuántica No Conmutativa. 

El teorema general de incertidumbres en la Mecánica Cuántica implica 
que si dos observables no conmutan, no pueden tomar valores determinados 
simultáneamente. La determináción de uno implica la completa incerteza ac
erca del otro, de manera que lo más que se puede lograr al querer conocer los 
valores de estos observables, es una incerteza mínima para cada uno. Ahora, 
este detalle sobre la incertidumbre en el conocimiento de los valores para ob
servables depende de la concepción de simultaneidad. En esta tesis el tiempo 
es el ordinario, absoluto, el tiempo newtoniano (el que se puede usar como 
parámetro). No se planteará algo diferente a lo común en Mecánica Clásica 
o Cuántica con respecto a la relación del tiempo con las variables del espacio 
fase o en general con cualquier otra variable. La idea de simultaneidad será 
la idea convencional: dos eventos son simultáneos cuando se manifiestan para 
un mismo valor del tiempo. Entonces, cuando dos observables no conmutan 
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no se pueden hacer mediciones que entreguen valores medios específicos y 
simultáneos para ambos. Con esta relación entre la incerteza y la no conmu
tatividad de observables, mediante la introducción de una no conmutatividad 
entre las coordenadas del plano, se trata de modelar la idea de una distancia 
mínima más allá de la cual no se pueden determinar las posiciones. No se 
puede hacer una medición certera y simultánea de las dos coordenadas que 
definen a la posición de un sistema físico en el plano. 

En esta tesis se estudiará por simplicidad el caso de dos dimensiones del 
espacio configuración (el "plano no conmutativo"). No se analizarán las con
secuencias de hipótesis similares para más dimensiones, ni para todos los 
diversos aspectos de la Mecánica Clásica y Cuántica estándar; en este sen
tido, uno de los propósitos es construir las relaciones dinámicas básicas (a 
través de cuantizaciones conocidas) entre la teoría cuántica y la clásica cor
respondiente. Otro más, es estudiar algunas de las alteraciones a la dinámica 
cuando las relaciones de conmutación entre las variables del espacio fase son 
un poco distintas con respecto al caso convencional. Sobre los objetivos y la 
caracterización del tema, se abunda en las introducciones de cada una de las 
dos partes de esta tesis. 

i. 
Desde que quedó instalada la teoría general de la relatividad, y estaba 

germinando la teoría cuántica, ha existido la pregunta sobre la formulación 
de una gravedad cuántica. A mediados del siglo XX, con la llegada de la idea 
de cuantización por integrales de camino formulada por Feynman, y el es
tablecimiento del modelo estándar que unifica tres de las cuatro interacciones 
que existen, la teoría que uniera la gravedad con lt encontró dificultades para 
ser rcnormalizable debido al carácter no lineal inherente de la relatividad 
general y las singularidades de los diagramas de Feynman. En los años 60, de 
las teorías de cuerdas se desprendieron sugerencias en el intento de construir 
una teoría de la cual se pudieran obtener tocias las interacciones. 

El final del siglo veinte retomó el tema de la cuantización de la gravedad 
estableciéndose dos frentes, basados ambos en las ideas de dualidad y la 
posible existencia de una constante fundamental llamada la longitud de on
da de Planck ( R = JFj-::::::: 10-33cm). Uno de estos frentes es el programa 
"Loop Quantum Gravity" (Gravedad Cuántica de Lazos, también llamado 
Geometría Cuántica), que ofrece dos propuestas o aproximaciones a la euan-
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tización de la gravedad: la primera considera fundamental la invariancia ante 
difeomorfismos y trata de preservar esta simetría, y la segunda trata co
mo fundamental a la estructura simpléctica de la Mecánica Cuántica. Este 
camino o programa sugiere un cambio en la concepción del espacio-tiempo, 
abandonar la idea del continuo por una discretización a las escalas de la lon
gitud de onda de Planck, y ha encontrado dificultades para hacer emerger 
de esta estructura la forma chísica (o macroscópica) en la que aparece la 
gravedad en la teoría general de la relatividad (12]. 

El otro frente es la propuesta de la teoría de cuerdas que cambia el con
cepto de objeto puntual como unidad fundamental por el de algo extendido 
en una dimensión espacial, distinguible a la escala de la longitud de onda de 
Planck, para el que entonces las trayectorias o líneas de mundo (y en espe
cial sentido en los diagramas de Feynman) se vuelven "tubos" de mundo. En 
las teorías de cuerdas se ha sugerido una solución al problema de la renor
malización presente en las teorías de campo, pero las conclusiones que se 
obtienen requieren de muy altas energías para su verificación en laboratorio. · 

ii. 
Una referencia (histórica por decirlo de alguna manera) sobre coorde

nadas no conmutativas es un artículo de Snyder (68] (cuya idea principal se 
puede rastrear hasta Heisenberg). Ahí, se construye un espacio-tiempo cuan
tizado que es invariante de Lorentz, en el que cambiando la noción contínua 
(y de valores simultáneos) de las variables del espacio-tiempo por una in
variancia de su espectro ante transformaciones de Lorentz, se encuentra una 
unidad de longitud mínima natural. El objetivo es introducir esta unidad 
de longitud para curar algunas de las divergencias presentes en teorías de 
campo, y en el proceso, esta introducción requiere abandonar las relaciones 
usuales (conmutativas) de los operadores correspondientes a las variables del 
espacio-tiempo en el conmutador cuántico (si estas variables conmutaran, 
darían orígen a espectros contínuos de sus valores posibles). Los conmuta
dores entre coordenadas y momentos también sufren cambios, apreciables 
para valores grandes de los (1ltimos¡ de manera que cálculos en una teoría 
de campo con el espacio-tiempo cuantizado darán los mismos resultados que 
una teoría de campo ordinaria para procesos que no involucran a grandes 
valores para los momentos (pero los resultados serán distintos en el caso de 
altas energías). 
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Recientemente se ha encontrado que relaciones ele conmutación del tipo 
[xµ, xv] = iOµvi con 01w un tensor antisimétrico constante ele dimensiones [L]2, 
pueden construirse <le manera natural como límites de baja energía de teorías 
de cuerdas. Sin embargo, esta no conmutativi<lad no resuelve los problemas 
de divergencias ultravioletas en la teoría cuántica de campo, y el que las 
teorías de campo resultantes no son unitarias ni causales cuando el tiempo 
se incluye en las relaciones de no conmutación [35]. 

En el análisis perturbativo de la teoría ele cuerdas las diferentes vibra
ciones de la cuerda representan las partículas. Éstas se acomodan en un 
espectro de estados que comienza en uno de masa cero y los siguientes de 
masa que se escalan con la longitud de cuerdas 1";; 2 = 27rT¡c, donde T¡c es 
la tensión de la cuerda. Los estados de masa cero del espectro se interpre
tan como campos que tienen una acción asociada. En el análisis no per
turbativo de la teoría de cuerdas aparecen ciertos objetos extendidos que 
son soluciones ele las ecuaciones de campo (análogos a los solitones en la 
teoría cuántica de campos) llamados Dp-branas. Estos objetos son subvar
ieclades del espncio-tiempo (que pueden ser copias de R'1 embebidas en R 10 ) 

que contienen las condiciones de frontera de las cuerdas, y que heredan de 
ellas algunas propiedades crnínticas: sus fluctuaciones se describen mediante 
el espectro perturbativo de las cuerdas. En las Dp-branas se pueden plantear 
campos de norma. Las coordenadas que se usan en estos campos, bajo ciertas 
condiciones, son las que manifiestan la no conmutatividad. 

Cuando se considera una Dp-brana con un campo transversal constante 
F;i (B;j = O puede realizarse escogiendo apropiadamente la norma) y se 
toma el límite para cuando le --7 O se obtiene una teoría de SYM no conmu
tativa en p+l dimensiones [64]. La no conmutatividad es de tipo espacio y 
es proporcional al inverso del campo magnético Fii· Del mismo modo si el 
campo es longitudinal Fo; constante, el límite para cuando le --7 O produce 
una teoría de cuerdas abiertas no conmutativa en p+l dimensiones (36, 65]. 
Estas teorías contienen el espectro perturbativo usual de cuerdas abiertas, 
no contienen cuerdas cerradas (teorías sin gravedad) y tienen no conmu
tatividad espacio-temporal. Generalizaciones al cru:;o de membranas de este 
límite pueden construirse y la teoría resultante es conocida como teoría de 
membranas abiertas (OM) [37]. 

Un punto importante relacionado con las Dp-branas es su acoplamien
to con cuerdas cerradas; una cuerda abierta cuyos extremos terminan en 
una brana, puede cerrarse y regresar el espacio-tiempo 10-dimensional. Esto 
significa, en particular, que las Dp-branas son fuente para los campos de su-
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pergraveclacl y por tanto, un número grande ele Dp-branas puede usarse para 
describir (a bajas energías) una solución macroscópica ele la supergraveclacl. 
Tales soluciones solitónicas se conocen como p-branas negras [46). 

iii. 
En los contextos ele supersimetría y supergraveclacl (las extensiones ele 

la relativiclacl especial y general respectivamente que incluyen simetrías ele 
fermiones con bosones) aparece el concepto de clualiclacl. Existen cinco teorías 
de supercuerdas (en 10 dimensiones) y una para la supergraveclacl (en 11 
dimensiones). Una ele las graneles novedades ele los últimos años ele la década 
de los 90's fue el que las teorías ele cuerdas y la supergraveclad en el régimen ele 
acoplamiento débil están conectadas por una red ele dualidades [73). Cuando 
una descripción (usando una ele las teorías) deja de funcionar porque algún 
parámetro de acoplamiento se hace grande, otra descripción (que viene de 
otra de las teorías) toma su lugar. Por ejemplo, el límite del acoplamiento 
fuerte para la teoría de cuerdas tipo I es el acoplamiento débil de 50(32); 
el ele tipo I I A está relacionado con la supergravedad de 10 dimensiones; el 
de I I B con la misma teoría pero en el régimen de acoplamiento débil; y el 
de Es x Es vuelve a relacionarse con snpergravedacl. Por este fenómeno se 
sospecha que las teorías de cuerdas y la supergravedad orbitan una teoría, 
llamada teoría-M (de 11 dimensiones), que las unifica. 

Las teorías ele cuerdas requieren espacios de diez dimensiones, y para 
que describan el espacio-tiempo clásico ele cuatro, tocias las demás deben 
esconderse. Se ha sugerido que estas dimensiones extras se enredan en una 
variedad compacta a las escalas de la longitud ele onda de Planck, o, también, 
que los procesos clásicos se dan en hipersuperficies contenidas en espacios de 
muchas más dimensiones. 

Se tienen algunas pistas ele la teoría no perturbativa (Ja teoría-M) des
conocida, ele la que se piensa que las teorías ele cuerdas son, en su forma 
perturbativa, expansiones asintóticas: 
~ Las dualidades implican un radio mínimo en Ja compactificación de las 
dimensiones para las cuerdas [72]. Para investigar en estas pequeñas distan
cias hay que agrandar mucho los momentos. Como la energía requerida para 
incrementar el momento de una cuerda también incrementa su tamaño, se 
piensa que las relaciones de incertidumbre entre coordenadas y momentos se 
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verían modificadas como 

A > ti L2D:.p 
w.X -+ -- é!.p ti 

(1) 

(con L del orden de Ja longitud de onda de Planck), de manera que grandes 
momentos no dejarán ver pequeñas distancias, sino la propagación de grandes 
cuerdas. 
-t Una de las exploraciones en la teoría-M ha sugerido que se deben aban
donar las ideas de localidad comunes en las teorías de campo, Jo cual no 
es del todo irracional desde que una gravedad cuántica necesitaría que los 
observables fueran no-locales. Esto va aparejado con la dificultad de obtener 
un universo local en el límite clásico. Un trabajo muy conocido en el estudio 
de la teoría -M es [18]. 
-t Bajo ciertas circunstancias, las coordenadas de las teorías de norma con
tenidas en las D-branas son no conmutativas. Esto ha sugerido poner atención 
en la geometría no conmutativa incluso tal vez como un reemplazo de la ge
ometría Riemmaniana [12], y en un espacio-tiempo en donde las coordenadas 
se rcinterpreten como no conmutativas. Algo como lo sucedido a las variables 
del espacio fase cuando la Mecánica Cmintica determinó que h =/= O. 
-t Incluso en el régimen perturbativo que se conoce para las teorías de cuer
das, hay varias sugerencias para responder a varios problemas que podría 
traer consigo una gravedad cuántica: eliminan las singularidades, permiten 
cambiar Ja topología del espacio, proveen una descripción microscópica para 
la entropía de algunos hoyos negros, entre otros. 

iiii. 
Esta tesis está dividida en dos partes, y cada una de éstas en tres capítulos. 

La primera parte está dedicada a Ja formulación de la Mecánica Clásica 
No Conmutativa a través del formalismo canónico, y la segunda a la de la 
Mecánica Cuántica No Conmutativa usando la integral funcional de Feynman 
y el principio de acción de Schwinger. Lo "no conmutativo" de la Mecánica 
Clásica se refiere a una definición específica del paréntesis de Poisson, y en 
la Mecánica Cuántica al hecho de que los operadores asociados a las coorde
nadas no conmuten. 

Los primeros dos capítulos son un repaso de Jos formalismos Lagrangiano, 
Hamiltoniano y Simpléctico de Ja Mecánica Clásica, y una exposición de los 
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conceptos de Lagrangianos de primer orden y la redefinición de variables. En 
el tercer capítulo se formula la Mee<lnica Ci<ísica No Conmutativa, utilizando 
una estructura simpléctica constante específica para construir el Lagrangiano 
No Conmutativo de primer orden. Una sección está dedicada a la construcción 
del Lagrangiano de segundo orden y otra a la redefinición de las variables 
del espacio fase como técnica para el tratamiento de la no conmutaividad 
de las coordenadas. Se ilustran las modificaciones a la dinámica con unos 
breves ejemplos (entre los que se incluye el cálculo del ángulo de Hannay del 
péndulo de Foucault). 

De entre los resultados de esta tesis está la definición del Lagrangiano 
No Conmutativo de primer orden, y la construcción del Lagrangiano en el 
espacio configuración a partir de éste, que en el caso usual o "conmutativo" 
es de segundo orden, pero en el caso no conmutativo depende de las derivadas 
de orden infinito de las coordenadas. Otro de los resultados es que el ;íngulo 
de Hannay se ve modificado por una fase extra proporcional al parámetro 
que caracteriza la no conmutatividad de las coordenadas. 

En el cuarto capítulo se construye la integral funcional de la Mecánica 
Cuántica No Conmutativa, introduciendo como ingredientes principales las 
relaciones de conmutación entre los operadores asociados a las variables del 
espacio fase en la manera de trasladar una representación del espacio de 
Hilbert. Ademá.~ se presentan las nuevas relaciones de incertidumbre entre 
las coordenadas del plano, y una deducción de la ecuación de Schrodinger 
no conmutativa (ecuación dinámica de las "funciones de onda" escritas en 
una representación que incluye a una coordenada y a un momento). En este 
mismo capítulo se hace la cuantización a través del principio de acción de 
Schwinger, que parte de la forma del Lagrangiano No Conmutativo de primer 
orden planteado en la Mec<Ínica Clásica No Conmutativa. El quinto capítulo 
está dedicado al cálculo del propagador del oscilador armónico usando las dos 
formas ele cuantización del cuarto capítulo. El capítulo seis es un recuento de 
las ideas principales que se emplean en una manera de cuantizar que involucra 
la deformación del álgebra de funciones clásicas sobre el espacio fase para 
obtener un álgebra no conmutativa de operadores sobre el espacio de Hilbert, 
deformación que se lleva a cabo sustituyendo el producto usual del álgebra 
original por un producto no local y asociativo, llamado producto estrella 
o ele Moya!, qne se representa por la exponenciación de ciertas derivadas 
parciales. La última sección de este capítulo tiene el carácter de perspectiva 
para la construcción de la Mecánica Cuántica No Conmutativa usando un 
prod neto estrella específico. 
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Se empicará el símbolo ( , ] indistintamente para denotar el paréntesis 
ele Poisson de la Mecánica Clásica en el formalismo canónico y el conmutador 
cuántico entre operadores. En algúnos párrafos se hablará del "caso conrnu
tati vo". Esto se refiere a la Mecánica (Clásica o Cuántica indistintamente) 
donde Ja forma del paréntesis de Poisson y las relaciones de conmutación en 
el caso cuántico son las canónicas. 

Hay que mencionar que las relaciones de conmutación entre las variables 
del espacio fase son los objetos esenciales del desarrollo. Es a partir de éstas 
que se formularán Ja Mecánica Clásica y Cuántica No Conmutativas. Se man
tendrán las relaciones usuales de conmutación entre cada coordenda y su 
momento conjugado. 

Finalmente, para encontrar discusiones sobre la parte fenomenológica de 
la no conmutativiclad de las coordenadas, se pueden consultar las referencias 
[3, 9]. 
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PARTE I 
Mecánica Clásica No Conmutativa 



"Hora Prima del segundo día 
( ... ) Para que haya un espejo del mundo 

es preciso que el mundo tenga una forma." 
Umberto Eco 

La Mecánica Clásica que se formula en esta tesis está planteada para un espa
cio configuración ele dos dimensiones (y espacio fase ele cuatro). Por Mecánica 
Chísica No Conmutativa, se entiende una mecánica en la que el paréntesis 
de Poisson (definido para funciones del espacio fase por una estructura sim
pléctica) es tal que cuando se calcula para las coordenadas del espacio con
figuración, entrega una constante diferente ele cero (situación distinta a la 
del paréntesis de Poisson usual). El adjetivo "no conmutativo" no es propio 
ele la l\fociínica Chísica, ni apropiado para referirse a una particularidad del 
paréntesis de Poisson (éste ya es una operación no conmutativa desde que 
es antisimétrico por definición); ele hecho, está heredado del lenguaje que 
se encuentra en literatura reciente dedicada al tratamiento y formulación ele 
una l'vlcc1ínica Cuánticn No Conmutativa [1, 16, 31, 32, 55, 67]. Ahí lo no 
conmutativo se refiere a que el conmutador cuúntico entre los operadores 
asociados a las coordenadas da como resultado una cantidad constante dife
rente ele cero. Se formula una Mec{mica Clásica No Conmutativa con el afán 
ele formular una teoría chísica suceptible ele cuantizarse para constrnir una 
l\foc;ínica Cuántica No Conmutativa. Éste es uno ele los objetivos ele la tesis 
en esta primera parte: plantear una Mecfü1ica Clásica que al cuantizarla por 
alg\111 método conocido, ele origen a una Mecánica Cuántica No Conmutativa. 

Otro de los objetivos es estudiar algunas modificaciones, con respecto 
al caso usual o "conmutativo", ele la dinámica ele los sistemas físicos cuan
do se cambia la estructura simpléctica que define al paréntesis ele Poisson 
(haciéndolo para un caso particular, una matriz simpléctica específica). Para 
esto se trabajará con Lagrangianos ele primer orden, definidos a partir de 
un Hamiltoniano y una estructura simpléctica dada, ele los que se derivan 
ecuaciones ele movimiento de primer orden para todas las variables del es
pacio fase. También se planteará la construcción ele un Lagrangiano en el 
espacio configuración para el caso específico ele estructura simpléctica que se 
propone. 

Para tratar las cosas en un nivel un poco más general, se establecerá 
desde el principio que los momentos "no conmuten" también (en el mismo 
sentido que las coordenadas, es decir, que el paréntesis de Poisson calculado 
entre los momentos entregue una constante distinta ele cero), aunque la no 



conmutatividad que más interesa es la de las coordenadas¡ un ejemplo de 
momentos no connmtativos se puede encontrar en los momentos canónicos 
de partículas cargadas que se mueven en un campo magnético constante 
[47, 58, 75]. 

Esta primera parte de la tesis está dividida en tres capítulos. Los primeros 
dos se dedican a exponer de manera general la forma en que se construye una 
Mecánica Chísica con el formalismo canónico, y se repasan algunas parti
cularidades teóricas que serán necesarias para desarrollar varios resultados. 
En el tercer capítulo se aprovechan estas ideas teóricas para formular una 
teoría en la que las coordenadas y los momentos no conmuten (en el sentido 
expresado en los p<Írrafos anteriores), y se presenta una manera de tratar 
esta teoría haciendo una transformación (de Darboux) de coordenadas y 
momentos a un conjunto canónico de variables para el espacio fase (es decir, 
a coordenadas y momentos tales que el paréntesis de Poisson calculado para 
estas variables entre sí, de como resultado las relaciones usuales). 
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Capítulo 1 

Repaso de la formulación 
convencional de la Mecánica 
Clásica 

En este capítulo se expone de manera breve el formalismo canónico de la 
Mecánica Clásica en tres secciones. No se pretende hacer una exposición 
completa que incluiría el modelo del cuerpo rígido, los sistemas con cons
tricciones, la teoría de oscilaciones, y otros aspectos de la Mecánica Clásica 
como la teoría de perturbaciones. Sólo se rcpasaní.n las características fun
damentales de la Mecánica Clásica analítica en las versiones Lagrangiana, 
Hamiltoniana y Simpléctica. 

En la sección 1.1, dedicada al formalismo Lagrangiano, se parte del prin
cipio de Hamilton, se muestran las ecuaciones de movimiento de Euler
Lagrange, sus cantidades conservadas y la transformación de Legendre del 
Lagrangiano con la que se construye al Hamiltoniano asociado al sistema que 
se trate. La sección 1.2 se dedica al principio de i-Iamilton modificado, y se 
muestra cómo es el regreso a la formulación Lagrangiana cuando se parte de 
una formulación Hamiltoniana. La sección 1.3, en,_ la que se expone el forma
lismo simpléctico, está dedicada al planteamiento de la estructura simpléctica 
usual o canónica (o, como se le llamará más adelante, "conmutativa"), la for
ma de las ecuaciones de movimiento en ese contexto, y un breve repaso del 
concepto de transformación canónica. 
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1.1 La formulación Lagrangiana 

1.1.1 El principio de Hamilton 

Para un sistema físico con n grados de libertad o n-dimensional, se definen 
n coordenadas generalizadas x = (x 1, ... , :z:n) y n velocidades generalizadas 
X. = (±1

, ... , :i:"), que describen su posición y velocidad respectivamente. El 
formalismo Lagrangiano parte del principio de Hamilton que establece que la 
trayectoria chisica Xc seguida por un sistema es un valor extremo del funcional 
de acción S[x(t)] definido a continuación. Este funcional toma trayectorias 
que unan puntos o posiciones inicial y final (dadas para tiempos inicial y 
final respectivamente) en el espacio de configuración, y su variación c5S es 
cero para la trayectoria clásica 

!¡ 

S[x(t)] = j dtL(:r:i, ±;, t), c5S[xc] =O. (1.1) 
to 

Se varían las trayectorias que unen los puntos inicial y final en el espacio 
configuración (sin variar el tiempo), manteniendo las puntas fijas, es decir, 
c5xi(t0 ) = c5xi(t1) =O para i E {l, ... ,n}. Les la función Lagrangiana, o 
Lagrangiano (en el espacio configuración), que depende de las coordenadas 
y velocidades generalizadas, y tal vez del tiempo. El Lagrangiano es definido 
por el problema o sistema físico que se trate, y para muchos sistemas donde 
la energía se conserva (que son el tipo de problemas a los que están enfocados 
los resultados de esta tesis) el Lagrangiano se escribe como la diferencia entre 
la energía cinética y el potencial del problema: L = T- V. La energía cinética 

n 
en coordenadas cartesianas de una partícula de masa m es T = !!J E ±¡, y 

i=O 
para muchos problemas o sistemas físicos el potencial sólo depende de las 
coordenadas V(xi). 

Calculando c5S cuando se hace una variación de la trayectoria clásica 
x = Xc + c5x (sin hacer variaciones en el tiempo), se puede ver que 

r5S = 
11 

ti 
1

' aL . aL . 
c5 j Ldt = j r5Ldt = j (axir5x' + a±ic5±')clt 

to lo to 

=> c5S . ] [:~ =-;t(:~)]63idi . 
_to 
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(se está toma11do la convención de suma sobre ídices repetidos de Einstein) 
habiendo hecho una integración por partes y usado que cuando no se varía 
el tiempo entonces c5:i:i = xi - ici = d(x';;;zc') = ;/¡óxi; si se pide que la última 
expresión sea cero para variaciones arbitrarias óxi, entonces tiene que pasar 
que 

~(aL) _ 8L =O (1.2) 
clt 8:i:i 8xi ' 

para toda i E {1, ... , n}. Estas son las ecuaciones ele Euler-Lagrange para el 
sistema con Lagrangiano L. Son n ecuaciones de segundo orden que requieren 
de 2n condiciones iniciales para determinar su solución. 

1.1.2 No unicidad del Lagrangiano 

Si a un Lagrangiano L dacio se le suma la derivada total respecto del tiempo 
de cualquier función de las coordenadas generalizadas y del tiempo para 
formar otro Lagrangiano L' = L + '!ft, la variación de la acción S' definida 
por el Lagrangiano L' es la misma que la variación ele la acción S definida 
por el Lagrangiano L: 

pues 

ti ti 

c5S' ó j dtL' = ó j dt(L + d:) 
ta ta 

c5S + ó(F l:~J = óS + c5(F(t1) - F(ta)] 
c5S, 

8F . 8F . 
c5(F(t1) - F(ta)] = axic5x' lt=ti - axic5x' lt=ta= O, (1.3) 

desde que óxi(tj) =O para i E {1, .. .,n} y j E {0,1}. De manera que L y 
L' definen dos acciones diferentes que tienen los mismos puntos (funciones) 
extremos. Por lo tanto puede haber más de un Lagrangiano que de orígen a 
las mismas ecuaciones de movimiento y así a la misma trayectoria seguida 
por el sistema físico descrito por ellos. 

1.1.3 Cantidades Conservadas (Teorema de Noether) 

Definiendo las cantidades 

( ¡ .¡) 8L 
Pi =p¡ X ,x = -8 ... ' x' 

3 

(1.4) 



las ecuaciones de Euler-Lagrange se pueden escribir como 

. EJL 
Pi= EJxi i (1.5) 

Pi se llama momento conjugado ele la coordenada xi. Si una coordenada 
generalizada no aparece explícitamente en el Lagrangiano, se le dice cíclica 
y es tal que su momento conjugado es una constante, como se puede ver de 
la ecuación de movimiento (1.5) que le corresponde. 

Al calcular la derivada total respecto del tiempo del Lagrangiano sobre 
la trayectoria clásica se tiene que 

dL EJL . i fJL ··i fJL 
dt fJxix + f):i;ix + 8t 

• .; ··i fJL 
PiX +piX + Bt 

!!:_(~d;i - L) = - fJL 
dt ,,,. EJt ' (1.G) 

ele manera que si el Lagrangiano no depende explícitamente del tiempo, la 
cantidad, que se define como la energía del sistema, E = Pi:i;i - L = gJ; xi - J, 
es una constante de movimiento. Los momentos aquí son funciones de las 
coordenadas y las velocidades. Si la energía se escribe en términos de estas 
variables, recordando que L = T - V, se puede ver que E = T + V. 

Existe una manera general de conocer las cantidades conservadas que 
posee un sistema, y se hace relacionándolas con las simetrías que éste tenga. 
En términos elementales, se dice que un sistema posee una simetría si cuando 
se le aplica una transformación ele coordenadas (una rotación por ejemplo) el 
espacio de soluciones no cambia. La conexión entre las simetrías que puede 
poseer un sistema y las cantidades conservadas que se le pueden asociar está 
establecida por el teorema de Noether. 

Teorema de Noether: Sea un Lagrangiano L(xi, j;i, t) y una transforma
ción infinitesimal arbitraria del sistema de coordenadas generalizadas y del 
tiempo tal que las nuevas coordenadas son 

x'i = xi - er¡i(xi, t) 
t' = t-er¡0 (xi,t) (1.7) 

(con e « 1 y T/i funciones arbitrarias del espacio y el tiempo para i E 
{O, 1, ... , n}). Sé definen un nuevo Lagrangiano L' 

(1.8) 
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y la variación 
óL = L'(xi,xi, t) - L(xi,xi, t) 

que se puede escribir como 

"L [8L 8L. 8L (L 8L .;) . ] 
u =€-8 .r¡¡+-8 .. r¡¡+-8 7/o+ --8 .. x 7/o· x' x' t x' 

(1.9) 

(1.10) 

Existe una diferencia entre variaciones r5 (variación "funcional" manejan 
algunos autores) cuando el panímctro como el tiempo también varía, y varia
ciones r5. en las que el panímctro no varía . Esta diferencia, y Jo que significa 
para el ciílculo ele las ecuaciones ele movimiento, se expone en el apéndice A. 

La transformación (1.7) se llama simetría de Noct.her si, y sólo si, para 
ésta se tiene que r5 L = - ·~;·, con F cualquier función ele las coordenadas y 
del tiempo. Si esto es así, las ecuaciones ele movimiento ele L' y L son las 
mismas. Si Ja transformación (1. 7) es una simetría ele Noether, entonces la 
cantidad 

K = €[ 88~ r¡; + (L - 8
8~. ±¡)110 + F] 

:e' :e• 
(1.11) 

se conserva, es decir, 

CL < _ [ av a .¡ a a Jl< _ 
dt ¡. = --a ·-a·· + x -a · + a- - 0 

x' x' x' t 
(1.12) 

(cionclc -g;:. viene de las ecuaciones de Euler-Lagrange para L = T - V: 
Xi= -g~). 

Empicando este teorema, se puede averiguar que las tres componentes 
del vector ele momento angular definido por l = x x p son cantidades con
servadas (x es el producto cruz ordinario en un espacio vectorial), donde 
p = (p¡, ... , p,,) y las coordenadas son las cartesianas. En particular, la com
ponente en Ja dirección z del momento angular se escribe (para la masa igual 
a uno) 

l, = xy - yx. (1.13) 

La conservación del momento angular está conectada con las simetrías rota
cionales que pueda tener un sistema. En general, cuando el momento angular 
se conserva, el movimiento queda restringido a un plano. 

Más detalles sobre el teorema de Noether pueden encontrarse en la refe
rencia [43]. 
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1.1.4 El Hamiltoniano y sus ecuaciones de movimiento 

El espacio fase (de 2n dimensiones) asociado a un sistema físico es aquel al 
que pertenecen los puntos dados por las coordenadas x y los momentos p 
(todas éstas variables independientes). Dado un Lagrangiano, por medio de 
una transformada de Legendrc se const.rnye la función Hamiltoniana o Hamil
toniano, que dependerá de coordenadas y momentos (las velocidades son las 
variables que se eliminan mediante la transformación). Si de las definiciones 
de los íiltimos (1.4) se resuelve para las velocidades en términos de coorde
nadas y momentos, entonces 

(1.14) 

La diferencial total del Lagrangiano evaluada en la trayectoria clásica es 

8Ld; 8Ld.; 8Ld 
8xi X + 8:i;i X + Dt t 

:t ( :~ )dx; + p;dxi + ~~ dt = p¡dx; + p;dx; + : dt 
. . . 8L 

p;clx' + d(p;±') - x'dp; + Ftdt 
. . . 8L 

=> d(x'p; - L) = dH = x'dp; - p;dx' - Ftdt; 

dL 

comparando la ültima igualdad con la diferencial total del Hamiltoniano, 
se identifican las ecuaciones de Hami!ton para el problema asociado al La
grangiano L 

j;Í 81! 
8p¡ 

Pi 
81! 
gxi 

81! _ __!:_ = ÍI. (1.15) 8t 8t 

(Para obtener la Ílltima igualdad se usó (1.6).) Las primeras dos de estas 
ecuaciones son un conjunto de 2n ecuaciones diferenciales de primer orden 
que requiere 2n condiciones iniciales para determinar su solución particular. 

Si en la expresión para calcular el Hamiltoniano (1.14) se sustituyen las 
velocidades generalizadas en términos de los momentos y las coordenadas, 
cuando L = T - V el Hamiltoniano adquiere la forma de la energía pero 
escrita en términos de estas variables: H = T +V. La energía cinética T 
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en términos de los mo111ei1t°os-·¡:iara Úna partícula de ñiasa·m -tiene Ja: forma -
r 1 n 2 ,· . . . . 
T=2ñi_L,p¡. 

i=l 

1.2 El .pril1cipioc: dé'}H;amilton-\en: el espacio 
fase (oJ;>ri~ci'[;¡g de H~milton modifica-
do) _. ·-·-

1.2.1 El problema de valores extremos en el espacio 
fase 

Se puede formular el principio variacional de Hamilton en las variables del es
pacio fase buscando el elemento o trayectoria z = (z 1 , .. ., z2") = (x1, ... , xn, pi, 
.. ., p,.) que hace al funcional de acción 

S[z(t)] = ¡ti L(zi, .zi, t)dt 
lto 

(1.16) 

tomar un valor extremo, manteniendo fijas las puntas de la trayectoria que 
se hace variar. Ahora, mantener las puntas fijas en el espacio fase pidiendo 
que tanto los valores de las coordenadas como los de los momentos en los 
tiempos inicial y final no deban variar, es pedir más que en el principio 
de Hamilton en el espacio configuración y posiblemente sobredeterminar el 
problema. Sólo se debe pedir que la mitad de las variables del espacio fase 1 

no varíen en los tiempos inicial y final. El principio de Hamilton modificado 
entrega las mismas ecuaciones de movimiento, para las variables del espacio 
fase, que las que se derivan del Hamiltoniano definido por un Lagrangiano 
mediante la transformada de Legendre. 

Para encontrar el extremo de S[z(t)] se calcula óS cuando se varían las 
trayectorias en el espacio fase, y se iguala a cero. La existencia del extremo de 
este funcional se garantiza pidiendo que el integrando L, función que depende 
de todas las variables del espacio fase y sus velocidades, sea C 1 en el intervalo 
2n . . . . 
TI [z'(to), z'(ti)] X [z'(to), z'(t1)]. 
i=I 

1 Para determinar la solución o trayectoria de un sistema en n dimensiones, se puede fijar 
cualquier conjunto que contenga "una" mitad de las variables del espacio fase, tomadas 
de entre coordenadas o momentos. 
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Supongamos que se dispone de una función L(zi, J:i, t) continua y de 
primeras derivadas parciales también continuas (L E C 1) en el intervalo 
mencionado. Plantéese el problema de extremos 

8S[z(t)] = 811
' L(zi, z;, t)dt = o, 

to 

con puntas fijas 
zik (to) = z~k, zik (ti) = z\k, 

es decir, 8zik(ti) =O para k E {1 1 ••• ,n}, ik E {1, ... ,2n}, y j E {0,1}2. 
Para calcular la variación 88, ésta se puede intercambiar con la integral para 
obtener 

ti t1 fJL . fJL . 
O= j8Ldt= fcazi8z'+ az;8z')clt 

to to 
t¡ 

0 -j[fJL cl(fJL)" ;)el [fJL,, i]t' - -
8 

. - -d -
8 

.. uz t+ -
8 

.. uz 1 z• t z• z' a 
to 

(si se hacen solamente variaciones de la trayectoria que conecta a las dos 
puntas límites de la integral de la acción z' = z + 8z, con z' = z + 8z sin 
trasladar o variar el tiempo, entonces 8(*) = z' - i = z + lz - i = 1/;,(8z) 
[54)). Como esta ecuación debe valer para toda variación 8zi con las puntas 
fijas, entonces 

!!_(fJL)_fJL=O (1.17) 
dt f)Zi f}zi 

para i E {1, ... , 2n}. 
Al operador diferencial 

d a fJ 
E; := dt fJzi - fJzi , (1.18) 

se le llama de Euler-Lagrange, y las ecuaciones (1.17) se escriben E;L = 
O. Esta forma de calcular las ecuaciones de movimiento en le espacio ·fase 
es la que se empleará en el caso no conmutativo, cuando quede definido 
el Lagrangiano que corresponde a una estructura simpléctiea·en la que las 
coordenadas no conmutan. · 

2 Se podría también calcular el extremo del funcional de acción fijando todas las variables 
del espacio fase en un sólo tiempo (que son también 2n condiciones iniciales). 
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Como en el princ1p10 de I-Iamilton {en el espacio configuración), en el 
modificado se pueden añadir al integrando derivadas totales respecto del 
tiempo de f'nnciones que dependen de las variables del espacio fase y tal 
vez explícitamcmte del tiempo, y las ecuaciones de movimiento permanecen 
inalteradas. 

El orden en la derivación respecto del tiempo del operador de Euler
Lagrange, corresponde al hecho de que el Lagrangiano al que se le aplica 
depende de las variables del espacio fase hasta sus primeras derivadas res
pecto del mismo. 

Ordinariamente, a partir de Ja expresión ( 1.14), se construye al Lagrangia-
110 en términos del 1-Iamiltoniano I-J como una transformada de Legendre (que 
elimina los momentos y regresa las velocidades). Esta expresión para L es 
la que se utiliza como el integrando del funcional de acción del principio de 
1-Iamilton modificado. A través del cálculo del extremo del funcional 

t1 

S[z(t)] = j dt(±ip; - JI(xi,p;, t)), {1.19) 
to 

se conocen las ecuaciones de movimiento de la trayectoria {o línea de mun
do) seguida por un sistema en el espacio fase. Estas ecuaciones resultan ser 
exactamente las primeras dos ele {1.15). La tercera de estas ecuaciones se 
obtiene utilizando las primeras dos en la derivada total respecto del tiempo 
del 1-Iamiltoniano. 

1.2.2 Ecuaciones de movimiento de órdenes superiores 

En general, para Lagrangianos que dependen no sólo ele las variables ele defini
ción y sus primeras derivadas respecto del tiempo, sino también ele derivadas 
de órdenes superiores, se pueden definir operadores de órdenes correspon
dientes que generan las ecuaciones ele movimiento de tales Lagrangianos [28]. 
En el cálculo clásico ele variaciones, se llama problema de derivadas superiores 
con extremos fijos al cfüculo del extremo del funcional 

t1 

S[z(t)] = j dtL(zi, z¡(i), z;<2>, •.• , z;(ll), (1.20) 
to 

co.n z¡(k)(t3) = ziJ constantes para i E {1,. .. ,n}, k E {O, ... ,l- 1} y j E 
{O, 1}. Si el integrando L del funcional S satisface las condiciones de suavidad 
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ciadas por 0;~'•> E Ck para i E {1, ... ,n} y k E {O, ... ,n} en el intervalo ele 
definición, entonces el valor (la función) extremo ele este funcional satisface 
las ecuaciones 

t(-l)k(.fl.f_!!!:_ =o (1.21) 
k=O dt 8zi(k) 

llamadas de Euler-Poisson, para i E {1, ... , n}. (Observación: Pensando 
en una dimensión para no complicar la notación, el problema de derivadas 
superiores es equivalente a uno de derivadas ele primer orden, pero en un 
número más grande de variables [28]. Es decir, es lo mismo calcular el extremo 
ele 

t¡ 

S[z(t)] = j dtL(z, z, z, ... , z<1l) (1.22) 
to 

con puntas z(kl(ti) = zki constantes para k E {O, ... , l - 1} y j E {O, 1}; que, 
definiendo las variables zk = z(k-l) para k E {1, ... , l}, encontrar el extrnmo 
del problema ·· 

t1 . 

S[z(t))= j dtL(z 1,z2 ,z3, ... ,z1,z1) (1.23) 
to 

(donde zk = zk+i), y puntas zk(tj) = zk-ti constantes para k E {l, ... ,l} y 
j E {O, 1}.) 

Sabiendo que existe la solución para el problema ele derivadas superiores 
(siempre finitas) si el integrando del funcional (1.20) satisface condiciones 
de suavidad, un par de preguntas que vale la pena hacerse son: ¿existe el 
extremo del funcional que tiene como integrando una función que depende de 
las derivadas de las variables de definición hasta orden infinito? Y si sí, ¿qué 
ecuaciones satisface este extremo?. Lo primero que puede pensarse es que, si 
existe el extremo, las ecuaciones ele movimiento que satisface son como las de 
Euler-Poisson (1.21) pero haciendo l tender a infinito. Las respuestas a estas 
preguntas serían útiles en la sección 3.3, donde al calcular el Lagrangiano No 
Conmutativo en el espacio configuración, aparece una dependencia de éste 
en derivadas de orden infinito. 
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1.3 La formulación Simpléctica 

1.3.1 La matriz sirnpléctica J 

Para todo sistema mec1ínico con n grados de libertad (o n-climensional) se 
definen n variables geométricas o coordenadas generalizadas xi, y n variables 
dinámicas o momentos generalizados Pi, para i E {1, ... , n}. En este formalis
mo, ambas, coordenadas y momentos, son las variables con las que se describe 
al sistema. Los momentos son variables independientes de las coordenadas y 
de las velocidades generalizadas. 

Sean zí, las variables para un sistema con j E {1, .. ., 2n}, tales que zi =xi 
para j = i y zí = p¡ ¡mra j = i + n (con i E {l, .. ., n} ). El Hamiltoniano es 
una función del espacio fase, y tal vez explícitamente del tiempo, que describe 
la dinámica ele los sistemas a través del paréntesis de Poisson definido por 

[! l = DJ ¡ºY _ !!l_ kl Dg 
'g - Dz' Dz - f)zkª f)zl (1.24) 

(~es nn vector renglón y jl; es uno columna), para k, l E {1, .. .,2n}, f = 
f(z) y g = g(z) funciones del espacio fase, y J una matriz antisimétrica 
(llamada matriz simpléctica) dada por 

(1.25) 

(cada elemento de J aquí es una matriz de n x n). 
Sea una función del espacio fase y del tiempo f (xi, p¡, t). Su derivada total 

respecto del tiempo 
df DJ ;¡ 8! . DJ 
dt = f)xix + op?i + at' (1.26) 

se puede reescribir, usando las ecuaCiones de movimiento de Hamilton (1.15) 
y la definición del paréntesis de ~oisson (1.24), como 

df DJ · 
dt = [f,H] + at' (l.27) 

. . 

Se puede. formular la dinámica ciclas funciones.del ~espacio)asc directa
mente con un Hamiltciniano yun pardntesis ele Poisson comci (1.24), definien
do I.a derivada respecto del tiempo como la ecuación, (1.27). Tomando como j 
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a las variables mismas del espacio fase, la dinámica descrita por el ·paréntesis 
de Poisson se determina por las ecuaciones · 

dzi . . .. aH 
-=zi=:[z' H)=0!'3-. 
dt ' 8zJ 

para i E {1, ... , 2n}. En una notación más compacta, se escribe 

z = [z,H) = J~~· 
donde z y °if¡ son vectores columna. 

En términos de x's y p's, las ecuaciones de movimiento se escriben 

:il 
Pi 

clH 
clt 

[xi,HJ 
[p;,H) 
8H 
at' 

(1.28) 

(1.29) 

la última de las cuales se sigue porque el paréntesis de Poisson del Hamilto
niano con sí mismo es cero, pues 

.. [H,JJ) 8H .. aH --a•J __ 
8zi 8zi 

8H .. a¡¡ 
---a1'--

8zi 8zi 
8H .. aH 

---Cl!•J __ 
8zi 8zi 

o (1.30) 

(en el segundo renglón se .utilizo la propiedad de antisimetría de J. y en el 
tercero se renombraron a los índices), ya que sólo el cero es igual a su inverso 
aditivo. 

1.3.2 De la formulación Simpléctica a la Lagrangiana 

Existe un procedimiento general para construir el Lagrangiano de segun
do orden partiendo de un conjunto de ecuaciones ele movimiento dado. Tal 
procedimiento se llama problema inverso del cálculo de variaciones. Una ex
posición ele este problema puede hallarse en [44). Lo que a continuación se 
describe es la manera de construir el Lagrangiano de segundo orden partien
do de uno de primer orden, definido por una transformación de Legendre del 
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Hamiltoniano. En el capítulo 3 (sección 3.3), este procedimiento es el que 
se utiliza para construir un Lagrangiano en el espacio configuración, a par
tir de uno de primer orden definido por un Hamiltoniano y una estructura 
simpléctica dada. 

Para recuperar el Lagrangiano y sus ecuaciones de movimiento a partir del 
Hamiltoniano y las ecuaciones (1.29) calculadas con el paréntesis de Poisson 
de la formulación simpléctica, se plantea la transformada de Legendre que 
elimine los momentos del Hamiltoniano dada por 

(1.31) 

Resolver los momentos en términos de las coordenadas y sus derivadas y 
sustituirlos en esta expresión para el Lagrangiano, es eliminar las variables 
auxiliares ele su expresión. Una variable es auxiliar si se puede despejar alge
braicamente de sus propias ecuaciones de movimiento en términos del resto 
de las variables y sus derivadas respecto del tiempo. 

Si el Hamiltoniano no depende explícitamente del tiempo y es de la forma 
H = T +V, con T escrita en términos de los momentos y V una función sólo 
de las coordenadas, entonces de las primeras ecuaciones ele (1.29) resulta que 
p¡ = m:i;i, y sustituyendo esto en la expresión para el Lagrangiano (1.31), 

(1.32) 

se puede ver que éste tiene la forma L = T- V. De este Lagrangiano se siguen 
las ecuaciones de movimiento calculadas con el operador de Euler-Lagrange 

d fJL 8L 
E;L = --. - -. = O. 

dt f}:i;• ax• (1.33) 

1.3.3 Transformaciones Canónicas 

Las transformaciones canónicas son aquellas que dejan invariantes)as ecua
ciones de Hamilton. Dado un conjunto de variables z = (xi, p;) y un Hamil
toniano H(z, t) para el que se tienen las ecuaciones de movimiento 

xi DH 
8p; 

Pi 
DH 

~j}xi 
j¡ (1.34) at' 
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mm transformación Z = Z(z, t) entre las variables z = (xi, p¡) y Z = (Xi, Pi) 
es canónica si existe un Hamiltoninao K(Z, t), tal que 

... Yi {)J( 

{)P.. 

F¡ IJJ< 
(1.35) -[)Xi" 

Es decir, la transfromación Z = Z(z) es canónica si existe un Hamiltoniano 
I<(Z, t) tal que simultáneamente pase que 

t1 

ó jcLt(xip¡ - JI(xi,pi, t)) =o (1.36) 
to 

y 
t1 

ó f dt(,'(i Pi - I<(X¡, P¡, t)) = O. (1.37) 
to 

Para que esto suceda, es suficiente que los integrandos difieran por la 
derivada total de una función F(zi, zi, t) de los espacios fases a donde pertene
cen los puntos z y Z, y del tiempo: 

.¡ JI -\·ip f< clF 
X p¡ - = ,, i - + dt · (1.38) 

El último término de esta expresión contribuye a la variación de la acción 
sólo en los puntos para los tiempos inicial y final, y la variación de tal con
tribución se anulani si F es función de las rnriables que se anulan en las 
puntas tomadas de entre los conjuntos z, Z o una mezcla entre ambos. A la 
función F se la denomina función generatriz de la transformación canónica, y 
existen cuatro tipos de éstas: las que dependen sólo de coordendas F 1 (xi, Xi), 
de coordenadas viejas y momentos nuevos F2 (xi, Pi), de momentos viejos y 
coordenadas nuevas F3 (p;, Xi), y sólo de momentos F4 (pi, Pi)· En todos los 
casos se tiene que el nuevo Hamiltoniano se escribe como J( = JI+ o/jf, y las 
derivadas parciales de las funciones Fj res- pecto de las variables de las que 
dependen, entregan el resto de las variables (j E {1, ... , 4} ). A estas ecua
ciones y la que define al nuevo Hamiltoniano K, se denominan ecuaciones de 
transformación. 

La función generatriz de la transformación canónica identidad, en la que 
las nuevas variables del espacio fase son las viejas, es del tipo F2 • Tal función 
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es I (xi, P;) = xi P;. Las eeúaciones de transforrnación que se derivan de I son 

8J 
Pi -=P; 

8x; 
xi 8J . 

--=x' 
8P; 

J( H. (1.39) 

Estas ecuaciones (y las correspondientes para cada tipo de función ge
neratriz) se deducen de la ecuación (1.38). 

Se pueden ver a las transforrnaciones canónicas en términos del paréntesis 
de Poisson como sigue. En la notación rnatricial, las ecuaciones de movimiento 
son 

z = J8H; 
az 

sea una transformación invertible Z(z) independiente del tiempo, tal que 
Z = ~~ z y H(Z) = H(z(Z)), con ~~ la matriz Jacobiana. Entonces, de las 
ecuaciones de movimiento para z se tiene que 

z = az Jaz aH(Z) 
az az az 

( ~; es la matriz transpuesta de ~;). Para que la estructura de las ecuaciones 
de Hamilton no cambie, y así la transfomación de variables sea canónica, 
debe pasar que 

az Jaz =J. 
f)z az 

Esta condición se conoce como la "condición simpléctica". 
Se puede ver que la matriz simpléctica J tiene la propiedad J2 = -1. 

Usando ésta, y el hecho de que la matriz transpuesta de la inversa es la 
inversa de la transpuesta, la condición simpléctica se puede escribir como 

az Jaz = J 
fJz 8z · 

De la condición simpléctica se tiene que bajo las transformaciones canónicas 
el paréntesis de Poisson es tal que 

[/, olczi = a¡ Jau 
az az 
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(1.40) 

Por lo tanto, se dice que una transformación es canónica si, y sólo si, deja 
invariante al paréntesis de Poisson. 

1.3.4 Transformaciones Canónicas Infinitesimales y Can
tidades Conservadas 

Hay un tipo de transformación canónica especial llamada la transformación 
canónica infinitesimal (TCI). Ésta es generada por una función que difiere de 
la función generatriz de la identidad de manera proporcional a un parámetro 
continuo e infinitesimal. Se escribe a F la función generatriz de la TCI (del 
tipo F2 ) como 

(1.41) 

para G cualquier función del tipo F 2 y E << l. Como el parámetro E se toma 
infinitesimal, las nuevas variables Z clifcriní.n de las viejas z por una cantidad 
infinitesimal 

Z = z+ óz, (1.42) 

donde óz se puede escribir como (empleando las ecuaciones ele transforma
ción, pero sustituyendo a P; por p¡ en G y las derivadas parciales respecto 
de P; porque los momentos viejos y nuevos est<Í.n sólo infinitesimalmente 
separados) 

éJG(z) 
óz = EJ----¡¡;--- = E[z, G) (1.43) 

(la ültima igualdad viene de la definición del paréntesis de Poisson). 
Si se toma como parámetro infinitesimal a la diferencial del tiempo, E = 

dt, y como función generadora al Hamiltoninano, se tiene que 

óz = dt[z, Hj = zdt = dz. (1.44) 

Esta ecuación establece que la TCI con el Hamiltoniano como función gene
radora, lleva las variables del espacio fase al tiempo t a sus valores al tiempo 
t + dt. Es decir, el movimiento de un sistema en el tiempo dt se puede des-
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cribir por una TCI generada por su I-Iamiltoniano, y el movimiento en un 
intervalo finito se da por una sucesión de TCI's de este tipo. 

Hay una manera de identificar cuándo una cantidad es conservada usando 
el concepto de TCI y el paréntesis de Poisson. Sea J una función de las 
variables del espacio fase, pero no explícitamente del tiempo. Cuando las 
variables se transforman por una TCI generada por una función G del tipo 
F2, el cambio en J se puede escribir como 

a¡ = J(z + óz) - f (z). (1.45) 

Haciendo una expansión de Taylor del primer término del miembro derecho 
y dejándola hasta el primer orden en el panimetro infinitesimal, se tiene que 

(1.46) 

donde la í1ltima igualdad se obtiene usando la definición del paréntesis de 
Poisson. 

Si se usa como función generadora al I-Iamiltoniano, y se tiene una canti
dad f tal que el paréntesis de Poisson de ésta co1i1I .es cero, entonces para 
esa TCI (la que genera al movimiento en 'dttse tiene t1ue 

: ~. • .. 1 \ ~ ~ t 
O= €f.f;, H]·_= BJ~ f(~ + 4?)_'-::Jl.i:). (1.47) 

Por lo tanto, el valor de f en el punto de la trayectoria infinitesimalmente 
separado de z es el mismo que el valor de f en z. Es decir, f se conser
va en el movimiento de z a z + óz cuando el tiempo corre de t a t + dt. 
De la misma manera se puede concluir que una cantidad (que no depende 
explícitamente del tiempo) se conserva, para cualquier intervalo finito de 
tiempo, si su paréntesis de Poisson con el Hamiltoniano se anula (desde que 
el movimiento en un intervalo finito es una sucesión de movimientos en in
tervalos infinitesimales). 
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Capítulo 2 

Sistemas Dinámicos 
Hamiltonianos, Lagrangianos 
de primer orden y 
Redefiniciones de variables 

Se introducirán algunas ideas y teoremas a los que será necesario referirse 
en el capítulo 3, donde se estudia una estructura simpléctica particular. Las 
ideas principales giran alrededor de los Lagrangianos de primer orden y la 
reclefinición de variables. 

El presente capítulo cuenta con cuatro secciones. En la 2.1 se introducen 
los elementos y características de un Sistema Dinámico 1-Iamiltoniano para 
una matriz simpléctica general, con la cual se define un paréntesis de Poisson 
que da origen a las ecuaciones de movimiento (en el capítulo 3 se definirá la 
l\focánica Clásica No Conmutativa a través ele una matriz simpléctica partic
ular). La sección 2.2 está dedicada a definir al Lagrangiano de primer orden 
a partir del 1-Iamiltoniano y una estructura simpléctica ciada. Las secciones 
2.3 y 2.4 exponen el teorema de Darboux y el concepto de redefinición de 
variables que se utilizaní.n en el capítulo 3 para construir una transformación 
ele coordenadas y momentos que "no conmutan" a un conjunto de vadables 
para el espacio fase que sí lo hacen. 



2.1 Sistemas Dinámicos Hamiltonianos 

La matriz (1.25) de la formulación simpléctica de la sección 1.2, que define 
al paréntesis de Poisson que da origen a las ecuaciones de movimiento, es 
un caso particular de una manera general de formular una dinámica a partir 
de una matriz simpléctica y un 1-Iamiltoniano. Se pueden definir 11uí.s de 
una matriz o estructura simpléctica que de origen a una teoría o l\focánica 
Clásica. Dada una matriz simpléctica, se define con ella un paréntesis de 
Poisson con el que se calculan las ecuaciones de movimiento de acuerdo a una 
ecuación como (1.27). En general, para un mismo problema (es decir, para un 
mismo Hamiltoniano), con estructuras simplécticas diferentes se obtendrán 
ecuaciones de movimiento diferentes. 

De manera general, se le llama sistema dinámico Hamiltoniano, de n 
grados de libertad, a aquel que se describe por la ecuación 

df Df 
clt = [!, H)w + Dt' (2.1) 

para alguna función del espacio fase y del tiempo f = f (z, t), y ( , )w el 
paréntesis de Poisson definido como 

( M es la matriz transpuesta de %f), para W =( wii) una matriz simpléctica de 
2n x 2n (cuyas entradas pueden ser funciones de z'). El paréntesis definido 
por esta matriz debe satisfacer las propiedades de 
i) antisimetría: [!, g)w = -[g, f)w, 
ii) la identidad de Jacobi: [[/, g)w, h)iv + ([g, h)w, f]w + [[h, J)iv, g)¡v =O. 
Si el paréntesis de Poisson no se definiera como en (2.2), se debe pedir además 
que satisfaga la propiedad de 
iii) derivación (de Leibinitz): (!, gh)w = [!, g)wh + g[f, h)w; 
pero en este caso el paréntesis (2.2) ya es una derivación. 

Dado un Hamiltoniano y la matriz W que define al paréntesis de Poisson, 
tomando como f a las variables del espacio fase en (2.1), las ecuaciones de 
movimiento son 

·i _ ( i HJ _ 8zi ikfJH _ 8 .. ikfJH _, ikfJH 
z - z' IV - f}ziw f}zk - •1w f}zk - w f)zk' (2.3) 
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para i, j E {1, .. ., 2n}: Usando la definición (2.2), se tiene que 

[ 
i i] Dzi klDzi r klr ij 

z 'z w = Dzk w Dzl = u;kW Ujl = w ' (2.4) 

es decir, mediante el cálculo del paréntesis de Poisson entre las variables zi 

del espacio fase, se pueden identificar los elementos de la matriz H7 que lo 
define. 

Transformaciones Canónicas y Cantidades Conservadas. Como en 
el caso de la estructura simpléctica dada por la matriz J, una transformación 
canónica en el caso de una matriz simpléctica 1'V general, es una transfor
mación de variables del espacio fase que deja invariante la estructura de las 
ecuaciones ele Hamilton ,zi = [zi, H]iv. O, dicho ele otro modo, una transfor
mación es canónica si deja invariante al paréntesis ele Poisson definido por la 
matriz W. 

Como en la subsección 1.3.4, se puede mostrar que cualquier función f (z) 
del espacio fase que no depende explícitamente del tiempo y que "conmute" 
con el Hamiltoniano, es decir, tal que [H, f]w = O, es una constante de 
movimiento. Este hecho también puede verse ele la definición (2.1). 

2.2 Lagrangianos de primer orden 

El Lagrangiano que define al funcional del principio ele Hamilton en el espacio 
fase, y que da origen a las ecuaciones ele movimiento (1.17), se puede construir 
a partir ele un Hamiltoniano y una estructura simpléctica ciada. 

Se le dice Lagrangiano de primer orden al Lagrangiano más general lineal 
en las velocidades, o primeras derivadas de las variables del espacio fase, 

(2.5) 

(con l;(z) y H(z) algunas funciones sólo de z's) que da origen a ecuaciones de 
movimiento de primer orden. Calculando éstas mediante el operador de Euler
Lagrange (1.18) que se conoce a partir del principio de Hamilton modificado 
(sección 1.3), se tiene que 

DL 
Dzi 
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Denotando por Wji = ~ - ~' las ecuaciones de movimiento se escriben 

(2.6) 

Para obtener este resultado se han calculado las ecuaciones de movimiento de 
primer ocien que vienen de un Lagrangiano lineal en las velocidades lo m;í.s 
general posible, utilizando el principio de Hamilton en el "espacio fase" .1 

Comparando estas ecuaciones con (2.3), las que se obtienen con el paréntesis 
de Poisson, se deduce que H debe ser el Hamiltoniano del sistema que se 
trate y 111ji los elementos de la matriz inversa de IV (la matriz que define 
ni paréntesis ele Poisson). Cuando IV es una matri;,, constante, es suficiente 
escribir l; = ~Wj;zi para satisfacer la relación ~ - fJb- = Wj; (recordando 
que 1v-1 , corno IV, es una matriz antisimétrica (w;i = -Wj;)). 

Al sustituir las funciones I; y a H como el Hamiltoniano en (2.5), se 
obtiene que el Lagrangiano de primer orden se escribe 

L( ; ·; t) 1 i · i H( ; t)2 Z 1 Z , = 2111¡jZ Z - Z 1 , (2.7) 

Dado que Wij son los elementos de la matriz inversa de la que define al 
paréntesis ele Poisson, el Lagrangiano de primer orden que se define con un 
Hamiltoniano particular, depende además ele la matri;,, simpléctica que se 
esté utilizando. 

La forma (2.7) para el Lagrangiano, definido por un Hamiltoniano y una 
estructura simpléctica constante, es la que se utili;,,ará para construir el La
grangiano No Conmutativo. 

1Se está denominando espacio fase a aquel al que pertenecen los puntos z = (z 1 , .. ., z2"), 

aunque los momentos de la 2n'ada mencionada probablemente no sean las velocidades 
generalizadas (co1110 son en el caso de la matriz simpléctica H' = J usual o conmutativa) 
cuando la matriz simpléctica que define al paréntesis de Poisson es arbitraria. 

2 En la subsección 1.2.1 se habló de las condiciones de borde de la definición <le un 
problema de valor extremo (pié de la página 7). Si la acción del principio <le Hamilton 
modificado se define con un Lagrangiano como (2.7), su estructura particular va a fijar 
las variables para las que se deben establecer las condiciones de borde: serán aquellas que 
aparezcan derivadas respecto del tiempo en el término "cinético" (el que no tiene que ver 
con el lla111ilto11iano). 
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2.3 Teorema de Darboux 

Del teorema de Darboux se desprende el hecho de que, desde un sistema de 
coordenadas y momentos, se puede hacer una transformación de variables 
del espacio fase, tal que para el nuevo sistema de coordenadas y momentos 
la matriz simpléctica es. la canónica o usual. En general, los elemetos de la 
matriz inversa de la matriz simpléctica son Wj; = O(e;, Cj), donde O es una 
dos-forma que toma parejas de vectores del espacio fase, y {e;},E(t, ... ,211¡ una 
base ortonormal para el mismo [53]; en el caso canónico, la matriz J está 

dada por n = f; dxi /\ dp; (/\ indica el producto exterior de dos uno-formas). 
i=l 

El teorema de Darboux será una herramienta muy importante para el 
desarrollo de los resultados de la sección 3.4 del tercer capítulo de esta tesis. 
En tal sección se presenta una técnica para el tratamiento de la no con
mutativiclad que involucra una transformación del conjunto de variables no 
conmutativas en uno en el que las coordenadas y los momentos conmutan 
(en el sentido de que el paréntesis de Poisson calculado para las coordenadas 
y los momentos entre sí da cero). A continuación se presenta el fundamento 
que garantiza que esto se puede hacer. 

Teorema de Darboux: Sea n una dos forma diferencial cerrada3 y no 
degenerada, en una vecindad de z E R 2". Entonces existe una vecindad 
de z en la que se puede elegir un sistema de coordenadas y momentos 
(x 1 ,. • ., x", p 1,. • ., Pn) tal que O tiene la forma canónica y constante O 

f; dxi /\ dp;. (Una demostración del teorema puede encontrarse en [4].) 
i=l 

Este sistema de coordenadas y momentos que se puede elegir en el que la 
dos forma n es la canónica, es el conjunto de variables para el espacio fase 
para el que la matriz simpléctica es J de (1.25). Para verlo: denótese por 
O 1;, para i E { 1, 2}, dos uno-formas en V un espacio vectorial de dimensión 
n finita, que tornan vectores v E V y devuelven elementos del campo. El 
producto exterior de dos uno-formas 0 2 = n1 l /\ 0 12 es una dos-forma que 
toma parejas de vectores en V y entrega elementos del campo. Por definición 
(4], se tiene que 

0 2(v1,v2) = 0 11/\012(v1,v2) = 0 11(v1)012(v2) -012(v¡)011(v2). 
3 Una forma diferencial nen una variedad Mes cerrada si su derivada exterior es cero: 

dn = O. Una forma cerrada es el análogo en muchas dimensiones de un fluido incompresible, 
cuyo flujo 1i través de la frontera de una región es cero. 
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Ahora, la diferencial de un campo escalar es una uno-forma, y en particular 
la diferencial de una coordenada cartesiana zi (para i E {1, ... , 2n}) evaluada 
en los vectores de la base canónica {e;};E{l, .. .,2n) es dzi(ei) = Óij· De manera 
que para las variables del espacio fase, objetos como dxi /\ dp; se escriben 
dzi /\dzn+i, y evaluados en parejas (ej, ek) ele la base canónica para el espacio 

2n . 
fase (tal que z E R 2

n se escribe z = 2: z'e;) da como resultado 
i=l 

(2.8) 

Sumando sobre i de 1 hasta n las dos-formas dzi /\ dz11+i se obtiene n, la dos 
forma del párrafo anterior, que evaluada sobre las parejas de vectores de la 
base (ej, ek) da como resultado 

n( . ) _ .< • r . _ { Ón+j,k> j E {l, ... , n} 
"e3,ek - º"+1,k - º"+k,3 - _< . . E { 1 2 } un+k,11 J n+ , ... , n 

(2.9) 

(y k E {1, ... , 2n} ). Por lo tanto, de la definición para la matriz inversa de la 
matriz simpléctica lV, Wkj = n(ej, ek), se tiene que vi'= (wik) de 2n X 2n es 
la matriz .J de (l. 25). 

La utilidad que se le cianí al teorema de Darboux en esta tesis es que, 
una vez construido el Lagrangiano No Conmutativo definido por una matriz 
simpléctica y un Hamiltoniano de acuerdo con (2. 7), garantizará la existencia 
de un sistema de coordenadas y momentos para el que la matriz simpléctica 
es .J. Es decir, se podrá intentar transformar las variables no conmutativas, 
en las que estará definido el Lagrangiano No Conmutativo, a un conjunto de 
coordenadas y momentos conmutativos entre sí. 

2.4 Transformaciones de variables, su impacto 
sobre el Lagrangiano y las ecuaciones de 
Euler-Lagrange asociadas 

Para establecer el tipo de cosas que se hacen en la sección 3.4, cuando se 
transforman las variables no conmutativas del espacio fase a un sistema de 
coordenadas y momentos conmutativos entre sí, se expone el efecto de las 
transformaciones de variables (las redefiniciones de coordenadas y momentos) 
sobre el Lagrangiano y sus ecuaciones de movimiento. 
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Dado un Lagrangiano de primer orden L = L(zi, zi) (para i E {1, ... , 2n} si 
hay n grados de libertad), sea una transformación invertible, no infinitesimal 
y no necesariamente canónica, que lleva las variables zi del espacio fase a las 
zi, en general, de otro espacio fase (Z = Z(z), con z = Z(z, z), z = z(Z) y 
z = z(Z, Z)), y el Lagrangiano L al L = L(Z, Z) = L(z(Z), i(Z, Z)). Usando 
las identidades 

az az 
8.i az 
az d az 
8z dt az' 

se puede ver que 

E;L(z,i) = 
. ·- d aL aL 

E;L(z(Z), z(Z, Z)) = E;L = -d -a .. - -a . t z• z• 

d ( aL azi aL azi) ( aL azi aL azi) 
dt 8Zi 8zi + 8Zi az; - 8Zi 8zi + 8Zi 8zi 

d ( aL) azi aL d (ªzi) aL azi aL d (ªzi) 
dt EJZi azi + azi ctt azi - 8Zi 8zi - EJZi ctt az; 

[ 
d ( aL ) aL ] azi _ _ . azi 
dt DZi - DZi lJzi = [EiL(Z, Z)] EJzi ' (2.10) 

con E1 = 1f¡( 0~; )- 0~, el operador de Euler-Lagrange en las variables zi. Es 
decir, las ecuaciones de movimiento en uno y otro sistemas de coordenadas 
y momentos son proporcionales a través del Jacobiano de la transformación. 
Lo anterior implica que, resolver el problema de encontrar la solución zc que 
satisface las ecuaciones E;L(zc, .zc) =O, es equivalente a resolver el problema 
de encontrar la solución zc que satisface las ecuaciones EiL(zc, zc) =o. 

En conexión con la sección anterior, sobre la existencia de una vecindad 
para todo punto del espacio fase en la que se tiene un sistema de coordenadas 
y momentos en el que la estructura simpléctica es la canónica o usual, si a 
un conjunto de variables para el espacio fase se le aplica una transformación 
que define otro conjunto de variables para el que la matriz simpléctica es 
la canónica, hay un requisito que debe satisfacer tal transformación. Tal 
requisisto se muestra a continuación. 

Las transformaciones canónicas dejan al paréntesis de Poisson invariante. 
Una transformación no canónica cambia necesariamente la estructura sim
pléctica que define a las ecuaciones de movimiento. En particular, supóngase 
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que con un mismo Hamiltoniano se construyen un par de Lagrangianos de 
primer orden con TV y 1v·1 dos matrices de diferentes estructuras simplécticas, 
ambas constantes, 

L 

L 

1 .. 
-w··z'z1 - H(z) 2 •J 

1 I • • . 
-w .. z• Z3 - H(Z). 2 •J 

(2.11) 

El paréntesis de Poisson (definido por una y otra matriz simpléctica) cal
culado en cada conjunto de variables para el espacio fase (z y Z) entrega 
resultados distintos. Supóngase además que hay una transformación lineal e 
invertible entre las variables z y Z 

z 
czi (2.12) 

El sistema físico es el mismo (con H(Z) = H(z(Z))), pero expresado en 
distintas variables; variables de distintos espacios fases. Las ecuaciones de 
movimiento para cada uno de estos Lagrangianos son 

DII(z) 
Dzi 

DII(Z) 
DZk . (2.13) 

Las segundas ecuaciones en términos de las variables z, mediante la trans
formación (2.12), se convierten en 

, az1 ·i _ DH(Z(z)) azi 
wki Dzi z - Dzi DZk. 

En forma matricial, esta última ecuación se ve 

(W')-1 Az = (A)-18~~z), 
entonces, 

rt(vt1)\\~z '= DFI(z_) 
·.··· •.· az 

(.1-1 es la matriz transpuesta de_A);~1 cc;;,' ~ ... 

Dzk . , 8Z1 .\ 8H(z) 
--w --z1 = ---8zi kl 8zi · 8zi · 
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(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 



Uusando que los elementos ªi• de la matriz transpuesta de A son tales que 
Üji = ªii• la ecuación anterior establece que 

(2.18) 

Una transformación que satisface (2.18) (llamada transformación de Dar
boux), define una estructura simpléctica a partir de otra. 

Una transformación que lleve una estructura simpléctica constante arbi
traria a la canónica o usual, tiene que ser una transformación de Darboux 
para que transforme las ecuaciones de movimiento para una estructura sim
pléctica arbitraria en las ecuaciones de movimiento para la estructura sim
pléctica canónica o usual. 

Los dos Lagrangianos (2.11) se definen por I-Iamiltonianos que vienen del 
mismo problema. Estos sistemas están relacionados entre sí por un cambio 
de variable. Simplemente se ha cambiado la manera ele describirlo, es decir, 
las variables con las que se describe su evolución: un sistema de coordenadas 
y momentos 'latisface ciertas relaciones en el paréntesis ele Poisson y el otro 
otras. 
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Capítulo 3 

Formulación de la Mecánica 
Clásica No Conmutativa 

Se aborda el problema de construir una l\focánica Clásica en dos dimensiones, 
en la que calcular el paréntesis de Poisson (denotado por [ , ]) para las 
coordenadas y los momentos entre sí de como resultado constantes distintas 
de cero (manteniendo además la relación usual entre cada coordenada y su 
momento conjugado). En otras palabras, se busca una estructura en la que 

[x,y] 
[Px1Py] 
[x,px] 
[y,py] 

0#0 
O"#- o 
1 
1, 

es decir, las coordenadas y los momentos sean "no conmutativos". 
En la sección 3.1 se construye el Lagrangiano No Conmutativo de primer 

orden, utilizando la estructura que este tipo de Lagrangianos tienen (expuesta 
en la sección 2.2). La sección 3.2 es un breve vistazo a la manera en la que se 
presenta el campo central en este contexto, definiendo un par de constantes de 
movimiento y estudiando la integración de las ecuaciones de movimiento que 
se tienen para este problema. La sección 3.3 está dedicada a la construcción 
del Lagrangiano No Conmutativo en el espacio configurción, el que depende 
sólo de coordenadas y sus clcrivaclas respecto del tiempo. El resultado que 
se obtiene en esta tesis es que éste depende de derivadas de orden infinito 
de las coordenadas. También en esta sección se estudian las ecuaciones de 
movimiento de este Lagrangiano y algunos casos límites; En la sección 3.4 se 
utiliza el teorema de Darboux para definir una transformación de variables 
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del espacio fase que lleva las coordenadas y momentos no conmutativos a 
un conjunto de variables canónicas, cuyas ecuaciones de 111ovimieuto en el 
formalismo simpléctico se calculan con la matriz "conmutativa" J. Al final 
de esta sección se presenta una breve discusión acerca de la equivalencia entre 
los problemas que se tienen antes y después de esta transformación. 

Para ilustrar las alteraciones en la dinámica debidas a la introducción de 
los parámetros no conmutativos O y a, se presentarán en las secciones 3.1 y 
3.2 los ejemplos de la partícula libre y el oscilador armónico, y en la sección 
3.5 se estudiarán los Hamiltonianos que corresponden al último y al péndulo 
de Foucault aplicando la técnica de transformación de variables de la sección 
3.4. 

3.1 Dinámica Hamiltoniana y el Lagrangiano 
No Conmutativo 

Para formular la Mecánica Clásica a través de un sistema dinámico Hamilto
niano, de acuerdo con lo expuesto en la sección 2.1 del capítulo 2, se requiere 
ele una función Hamiltoniana y una matriz simpléctica con la cual se defina 
un paréntesis de Poisson. 

Se define el plano no conmutativo (z 1 = x, z 2 = y, z3 = Px y z4 = Pv) 
tomando la matriz sirnpléctica 

vV = (:!.o 
-1 
o 

o 
o 
o 
-1 

1 
o 
o 

-a 

(3.1) 

(con() y a constantes) que define al paréntesis de Poisson entre dos funciones 
del espacio fase dado por 

(3.2) 

Para definir la matriz W, sus elementos wii se identifican mediante la relación 
que guardan con los resultados de calcular el paréntesis de Poisson entre 
coordenadas y momentos (2.4). Es decir, si se quier-e que [zi, zi]w = wii, éste 
debe ser el elemento (ij)'esimo de la matriz W. 
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Sea un sistema físico descrito por el Hamiltoniano H(zi, t). Sus ecuaciones 
de movimiento se calculan usando el resultado (2.3), 

Px 

[ 
1 ] 1 ·8H [ 1 ·] 8H 8H 8H z,Hw=wi-

8 
.= z,ziw-

8 
.=0-

8 
+-

8 zJ zJ Y Px 
[z2 H]w = w2i8I~ = [z2, zi]w ªJI_ = -oªH + 8H 

, ~ a~ & ~u 

3 3 · 8H 3 · 8H 8H 8H 
[z H]w = w J_. = [z ,zJ]w-. =--+a-

' {)zJ 8zJ ax 8py 

[ 
4 ] 4·8H [ 4 · DH DH 8H z , H w = w J __ . = z , zl]w--. = --- - a--. 

{)zJ {)zJ Dy 8px 
(3.3) 

En adelante se omitirá el subíndice H' que acompaña al paréntesis de Poisson 
para recordar la matriz simpléctica que lo define. El paréntesis que se utilizará 
a partir de ahora será el definido por la matriz (3.1). 

Para construir el Lagrangiano No Conmutativo en el espacio fase, definido 
a partir de un Hamiltoniano y la matriz simpléctica que se propone, se cacula 
la matriz inversa de (3.1), y se escriben sus elementos en el Lagrangiano de 
primer orden ele acuerdo con la forma (2.7) de la sección 2.2. El Lagrangiano 
No Conmutativo (LNC) de primer orden es 

L = (
1 

_
1 

aO)(xpx -ypy + OflvPx - axy) - H(x, y,px,Pu)· (3.4) 

Dacia la forma del término cinético de (3.4) como irremediablemente aparecen 
los términos OflvPx y axy, se deben fijar. en las condiciones de borde uno de los 
momentos y una de las coordenadas (no se pueden fijar sólo las coordenadas 
o sólo los momentos). Este Lagrangiano es el punto de partida para estudiar 
la Mec;ínica Clásica No Conmutativa. Además, será, en la segunda parte de 
esta tesis, el objeto que se cuantizará para construir una Mecánica Cuántica 
No Conmutativa mediante la integral funcional de Feynman y el principio de 
acción de Schwinger. 

Introduciendo este Lagrangiano en el principio de Hamilton para el espa
cio fase de la sección 1.2, se obtienen las ecuaciones de movimiento que de él 
resultan. Usando el operador de Euler-Lagrange (1.18) sobre el LNC (3.4), 
las ecuaciones de movimiento son 

( . B.) 8H O ax+ Pu --
8 

= 
Px 

( . {).) 8H O ay- Px --
8 Pu 
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( . . ) 8.H a -px+ay ---gx 
a(-¡j - a±) - _!!_ v ay 

o 

o, (3.5) 

con a = 1_!0u. Por supuesto, estas ecuaciones coinciden con las calculadas 
mediante el paréntesis de Poisson (3.3). Las ecuaciones de movimiento para la 
estructura simpléctica (3.1) regresan a la forma canónica o usual cuando los 
panímetros no conmutativos se hacen cero (como debe ser, pues si O= a= O 
la matríz J;V es la matriz .J). 

En las referencias [23, 24, 25] se pueden hallar estudios sobre el grupo 
extendido ("exótico") de simetrías ele Galileo asociado a las ecuaciones ele 
movimiento de teorías no conmutativas, donde el parámetro O, involucrado 
en la definición del paréntesis de Poisson, modifica las simetrías asociadas a 
las rotaciones y traslaciones Galileanas. 

Tal vez valga la pena ilustrar las modificaciones ele las ecuaciones ele 
movimiento con un ejmeplo (el más sencillo). El Hamiltoniano H = 2:n (Pi+ 
v~), del sistema físico que se llama "partícula libre no conmutativa", da origen 
a las ecuaciones de movimiento ele primer orden 

(. O . ) Px o ax+ Pu --
1n (. o . ) ]Jy o cxy- Px --

• 71~ o -px +ay 
-¡jy - ax o. 

De estas se pueden obtener dos de segundo orden para las coordenadas 

mx - ai; 
mjj +a± 

o 
o. 

(3.6) 

(3.7) 

No son las de la partícula libre usual (en la que los momentos son constantes 
de movimiento). Lo que se obtiene por "partícula libre" (usando el Hamil
toniano que es sólo la energía cinética) podrían ser las ecuaciones ele una 
partícula cargada eléctricamente en un campo magnético B constante, donde 
B = 7, e la velocidad ele la luz, y e la carga eléctrica. Decirle al problema 
con Hamiltoniano fI = 2:n (Pi+ p~) partícula libre es sólo por darle el mismo 
nombre que tiene en el caso usual o conmutativo. En la Mecánica Clásica No 
Conmutativa este Hamiltoniano puede representar a una carga eléctrica en 
un campo magnético constante [52] representado por el parámetro a. 
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Se pueden desacoplar las ecuaciones (3.7) derivando respecto del tiempo 
la primera y en ésta sustituir la segunda, para obtener 

d .. a2 • 
-x+-x 
dt m 2 

d .. a 2 
• 

dty + m 2 y 

o 

o. 

Con una primera integración <le estas ecuaciones se tiene 

.. <72 

x+ m2x 
.. <72 

y+ m2Y 

(3.8) 

(3.9) 

un sistema de dos ecuaciones de segundo orden inhomogéneo (con A,, y 
Ay constantes <le integración). Una solución particular .de este sistema es 
(x(t), y(t)) = (';:;A,,,';:: Ay), y, si la solució.n general para el sistema ho
mogéneo asociado es 

x(t) 
y(t) 

B,,eif..t + C,,e-if..t 
Byeif..t + Cye-if..t' 

la solución general de las ecuaciones (3.9) es 

x(t) 

y(t) = 

(3.10) 

(3.11) 

Sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones (3.7) se puede ver que los 
coeficientes de x y y no son independientes, de hecho By= iB,, y Cy = -iC,,. 
Sabiendo esto, y si las condiciones iniciales1 son 

x(O) = xo, ±(O) = v,,(O) = Vxo 
y(O) = Yo, y(O) = Vy(O) = Vy0 , (3.12) 

1 Poner estas condiciones iniciales es consistente con introducir el LNC L = ~(:i:pz -
xpz + YPu - YPu + OftuPz - Oftzl'u + uyx - u:i:y) - H (equivalente a (3.4) por una derivada 
total) en el cálculo del extrema! de acción S = J Ldt cuando se fijan todas las variables del 
espacio fase en un sólo tiempo (ver pié de página 8), pues en este ejemplo de la partícula 
lib1·e los momentos son In masa por las velocidades. 
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entonces las constantes-A's B's y C's son 

(3.13) 

y por lo tanto, las soluciones para las coordenadas de la parícula libre son 

x(t) 

y(t) 

ni rn u m. a 
(xo + -vy0) + -Vxosen(-t) - -vy0 cos(-t) 

a a m u m 
m m u m a 

(Yo - -Vxo) + -Vxo cos(-t) + -vy0sen(-t). 
a a m u m 

(3.14) 

Ahora, sustituyendo las dos t'1ltimas ecuaciones de (3.6) en las dos primeras, 
se tiene que Px = m:i: y Pv = my, y por lo tanto · 

Px(t) 

Py(t) 

(T (T 

m[vxo cos(-t) + vy0sen(-t)] 
m m 

(T (T 

m[-vx0sen(-t) + vy0 cos(-t)J. 
m m 

(3.15) 

Las soluciones para las coordenadas (3.14) y para los moment~s (3.15), 
forman la solución completa de la "partícula libre" en el espacio fase.

Regresando a las ecuaciones de movimiento (3.5), si el Hamiltoniano es 
del tipo H = T+ \f (con T = !CP;+p~)), las ecuaciones de primer orden son 

a(:i: + O¡iv) - p,, 
a(iJ - O¡j,:) - Pv 

( . . ) 8\f 
a -Px + uy - ax 

( . ') 8\f a -vv - ux - -
8 y 

o 
o 
o 

o. (3.16) 

Sumando y restando términos apropiados en las dos primeras ecuaciones 
(que corresponden a las definiciones de los momentos en la transformada de 
Legendre del caso conmutativo) se obtiene .. · 

ax+ aO (Pv + u:i: + ~ ~~)- Px - aB (ux +~~~) O 
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. ( . 1 av) ( . 1 av) o:y - exO Px - ay+ -- - Pv +ex(} -ay+ --
ex a:c °'ax 

= o. (3.17) 

Derivando estas dos ecuaciones y sumando y restando nuevamente términos 
apropiados resultan las ecuaciones siguientes 

1 av d av x - ay+ -- - 0-(-) ex ax dt ay 

O d ( . . 1 av) ( . . 1 av) 0 +ex dt Pv + ax + a ay + -Px + ay - a8x = 
... 1av 0 ct(av) 
y + ax + a ay + dt ax 

O et ( • • 1 av) ( . . 1 av) 0 +ex - Px -ay+ -- + -py - ax - -- = . 
dt °' ax . °' ay 

Usando el segundo par de ecuaciones del conjunto (3.16) y sus derivadas se 
obtiene 

.. . 1 av 0 el ( av ) x-ay+--- - -
°'ax dt ay 

o 
.. . 1 av 0 d (av) y+ax+--+ - -

°'ay dt ax 
o. (3.18) 

Aunque este sistema de ecuaciones de segundo orden involucra solamente a 
las coordenadas, esta coúectamente definido en el espacio fase. Resolver el 
sistema de ecuaciones (3.18) para hallar las soluciones para las coordenadas y 
después encontrar las soluciones para los momentos, es encontrar la solución 
completa en el espacio fase, el movimiento del sistema con Hamiltoniano H. 

3.2 Breve exploración en el campo central 
. V(r) 

En la Mecánica Clásica usual el problema de dos cuerpos en el espacio sujetos 
a una fuerza entre ellos, es equivalente al problema en el plano de un cuerpo 
en un campo central, con el origen en el centro de masa de los cuerpos (que se 
mueve con velocidad constante). Este problema requiere cuatro integraciones 
o cuadraturas para resolverlo; dos de éstas las proporcionan la energía y 
el momento angular (cantidades que se conservan para las ecuaciones de 
movimiento). 
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En el caso no conmutativo, se podría hacer una primera aproximación 
al problema del campo central resolviendo las ecuaciones (3.18) de manera 
análoga al caso conmutativo, para V = V(r). Para hacerlo, como son <los 
ecuaciones de segundo orden, se requieren de cuatro cuadraturas o integra
ciones, dos de las cuales las proporcionan también la energía y el momento 
angular no comnutat.ivos (definidos a continuación). Se escribirán las ecua
ciones (3.18) en coordenadas polares. 

3.2.1 Constantes de las ecuaciones (3.18) 

Se puede mostrar, de manera análoga a como se muestra en (1.30) (usando 
la antisimetría de IV), que el Hamiltoniano a partir del cual esta definido 
el Lagrangiano (3.4), es una constante de movimiento (mientras no dependa 
explícitamente del tiempo). 

Cuando el Hamiltoniano tiene la forma H(x, y,p,,,py) = T+ V= HPx2 + 
p/) + V(x, y), usando las ecuaciones de movimiento (3.5), H se puede escribir 
en términos de coordenadas y velocidades como (habiendo tomado la masa 
m = 1) 

1 av av 02 av 2 av 2 

E= H = -(:i:2+1/)+V(x,y)+O(-a iJ--a ±J+-2 [(-ª ) +(-ª ) J. (3.19) 2 X y X y 

Dado que esta cantidad es el Hamiltoniano en términos de coordenadas y 
velocidades, se le llama la "energía" no conmutativa del sistema. Escrita en 
esta forma, la energía es una constante de las ecuaciones (3.18). 

Si H = T + V y además el potencial V(r) del problema es central (r = 
vxr+i?), éste satisface la propiedad 

av av 
y--x-=0, 

ax ay 

y se tiene otra cantidad conservada de las ecuaciones (3.18): 

l = xf¡ - y:i; + O(xav + y8V - V)+ ~(x2 + y2 ). 
ax 8y 2 

(3.20) 

Esta cantidad puede calcularse empleando el teorema de Noether usual (ex
puesto en la subsección 1.1.3), notando que el Hamiltoniano es.invariante 
ante rotaciones (en el espacio fase). Se le llamará "momento'angular" no 
conmutativo. 
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Cuando los parámetros no conmutativos se hacen cero, tanto la energía E 
como el momento angular l no conmutativos adquieren las formas que tienen 
la energía y el momento angular usuales. 

3.2.2 El problema central 

Dado que para las ecuaciones ele movimiento (3.18) se cuenta con las con
stantes {3.19) y {3.20), que se escriben en términos sólo ele las coordenadas 
y las velocidades, se pueden utilizar como dos primeras integrales o cuadrat
uras para encontrar las soluciones a estas ecuaciones para las coordenadas. 
Una vez conocidas las soluciones para éstas, se pueden conocer las soluciones 
para los momentos usando las ecuaciones ele movimiento de primer orden. 

Si se tornan las coordenadas polares r y /3 

r 

tan f3 
Jx2 + y2 
y 

x' {3.21) 

la energía y el momento angular E y l para el problema central, donde V = 
V(r), se escriben en estas coordenadas como 

E 
1 . · . av .. 02 av 
-{r2 +r2/32

) + V(r) + 0-r/3 + --"(-)2 

2 'ar 2ar 
. av '.•a 2 

r 2(3 + O(a,:r - V(r)) + 2r; {3.22) 
--,-.,----.•-;- -

Combinando las ecuaciones de movimiento par~ las coordenadas (3.18), se 
obtiene en coordenadas polares la ecuación . . 

·2 1 av .. - .·.· .. •· .. · av ·~ .. 
r - r/3 + -- - f3(ar +:o.-) = o. a ar ' ' ··. ' . . ar ' ' (3.23) 

Las cuadraturas E y l, se pueden utilizar para ¡)Jantear las clós cuadraturas 
restantes. A partir ele l se tiene que 

=> 

· [l - O( av r - V) - .!!:r2] 
(3 = 8r 2 

r2 

E _ _!. .2 1 [l - 0(%';r - V) - ~r2] 2 • . ·v( ) 
- 2 r + 2 r2 :+. r 

0 
av [l - O(í/Jf:r - V) - ~r2] 02 

( av)2 
+ ar r + 2 ar . 
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Si al tiempo inicial t0 se tienen las coordenadas r0 y (30 , se puede ver que 

I
r dr 

t = --=============== 
ro 2{E _V_ 111-0(W,:.r-V)-~r2]2 _ ODI' (1-0(W,:.r-l')-l<r2J _ !1:.(Dv)2 } 

2 r2 Or r 2 Dr 

(3 = J dt[l - O(qf;r.;; V) - ~r2J. (3.25) 

to 

La primera integral entregará al tiempo como función de r y las constantes E, 
l y r0 • Invirtiendo esta dependencia, se sustituye a r(t, E, l, r0 ) en la segunda 
integral para obtener la solución para f3 en términos del tiempo y todas las 
constantes: f3(t, E, l, r0 , f3o). 

Con las funciones r y (3, a partir de 

x = r cos(f3) 
y = rsen(/3) (3.26) 

se tienen las soluciones para las coordenadas cartesianas, y a partir de éstas se 
obtienen las soluciones para los momentos. La solución completa al problema 
del campo central en las variables del espacio fase incluye dar las expresiones 
tanto para coordenadas y para momentos. 

Cabe preguntarse si el problema planteado en esta subsección, es el prob
lema del campo central no conmutativo. Lo es en el sentido de que en el 
Hamiltoniano del Lagrangiano No Conmutativo (3.4) se introdujo un poten
cial que depende sólo de la variable r de las coordenadas polares. Mas este 
problema está inmerso en el espacio fase. No es el problema del campo cen
tral en el espacio configuración. Aunque se siga la misma línea de resolución 
para encontrar la expresión de las coordenadas, que se puede encontrar en 
los textos usuales como [33], aún se deben dar las soluciones también para 
los momentos, es decir, ciar la solución en el espacio fase completo. 

3.2.3 El Oscilador Armónico 

El oscilador armónico no conmutativo, entendido como el problema con 
Hamiltoninano 

( . ·) .1 ( . 2 . 2) w
2 

( 2 2) H x,y,px,Pu = 2 Px +Pu + 2 X +y ' (3.27) 

se puede abordar ele manera sencilla en las .coordenadas cartesianas. 
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Las ecuaciones ele movimiento ele pºrimer orden ele este sistema, calculadas 
ele acuerdo con (3.3) o (3.5), son 

:i; Ow2 y + Px 
iJ -Ow2x+ Py 

Px -w2 x+ apy 
Py -w2y-apx 1 

con las que se puede armar el sistema ele ecuaciones ele segundo orden 

x + (1 + 02w2 )w2x - (Ow2 + ;,)Pv O 
p~ + (w2 + a 2 )py - (Ow2 + a)w2x = O. 

Suponiendo que la solución para este sistema ele ecuaciones va como 

x(t) = A,,ei.\1t + B,,e-i-'1t + C,,ei.\2t + D,,e-i-'2t 
Py(t) = Ap"ei-'1t + Bp"e-i-'1t + Cp,ei-'2t + Dp"e-i.\2t 

(3.28) 

(3.29) 

(3;30) 

(con ,\ 1 =F ..\2 ), ele acuerdo con las ecuaciones (3.29), sólo cuatro ele los co
eficientes que acompañan a las exponenciales son independientes¡ estos se 
pueden escribir en términos ele las condiciones de borde 

x(t') 
Py(t') 

x', x(t") = x", 
p~, py(t") = p~, (3.31) 

para dos tiempos t" > t'. Además, resulta que las frecuencias ..\ 1 _ >.:¡: y 
..\2 = >.t están ciadas por dos frecuencias independientes que salen de 

:1: :¡:(Ow2 +a)± V(Ow2 + a) 2 + '1~ 
,\:!: = 2 ' (3.32) 

donde el subíndice se toma de acuerdo al signo para el radical, y el superíndice 
de acuerdo al signo que tiene el primer término de (3.32) (Al Lagrangiano 
(3A) no le afecta el signo de a, pero las ,\'s no serían frecuencias si tuvieran 
parte imaginaria. Pero esto no sucede porque el número que está dentro del 
radical en (3.32) es positivo no importa si a> O o a< O). 

Las soluciones se pueden escribir como 

x(t) = p¡(B'sen'¡ + B"sen'¡) - p2 (A'sen~ + A"sen~), 

39 



(8w2 
- >. 1)p1 (B'sen'; + B"sen~) 

-(8w2 + >.2)p2 (A'sen~ + A"sen~), 

donde se ha usado la notación 

B' 
B" 
A' 
A" 

11 

sen;, 
COS· •, 
sen; 
CDS¡ 

p¡ 

P2 

[(8w2 + >.2)x1 - P~], 
[(Ow2 + >.2)x11 

- p~], 
[(Ow2 

- >.1)x1 
- P~], 

[(Ow2 
- >.¡)x" - p~], 

sen>.;(t" - t), 
cos >.;(t" - t), 
sen>.; ( t - t'), 
CDS A¡(t - t1

), 

1 

(>.1 + >.2)sen(>.2T)' 

(3.33) 

(3.34) 

para escribir de manera compacta las soluciones. Empleando la primera y 
cuarta ecuaciones del sistema (3.28), se pueden escribir las soluciones para 
el resto de las variables del espacio fase. Éstas son 

y(t) -p1 (B' cos'; -B" cos
1

1) - P2(A1 cos~ -A" cos~), 

Px(t) (8w2 - >. 1)p1 (B' cos'; -B" cos~) 
+(8w2 + >.2)p2(A' cos~ -A" cos~). (3.35) 

Decirle al problema resuelto en esta subsección "oscilador armónico" es 
para, como en el caso ele la partícula libre, nombrar al Hamiltoninano (3.27). 
Pero, en el caso no conmutativo, este Hamiltoniano podría representar por 
ejemplo a un oscilador en un campo magnético constante perpendicular al 
plano que lo contiene (con fecuencia w2 + ( ~ )2, y B = Ow2 +u.). Se dice esto 
porque las ecuaciones de segundo orden que se obtienen para las coordenadas 

x + (1 - u8)w2x - (Ow2 + u)iJ O 
jj + (1 - u8)w2y + (Ow2 + u):i; = O (3.36) 

son las de ese sistema [52] (que en el caso conmutativo tiene como La
grangiano a L = ~[(± - ~y)2 +(y+ ~x)2] - ~[w2 + (~)2](x2 + y2

)). Esta 
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es una interpretación comün en referencias recientes sobre el tema acerca del 
efecto de la no conmutatividad (no sólo en el ámbito clásico, sino también 
en el cuántico) sobre los sistemas físicos [32, 55, 67]. 

3.3 Lagrangiano No Conmutativo de segundo 
orden 

3.3.1 EL LNC en el espacio configuración 

Para estudiar la dimímica de un sistema no conmutativo en el espacio confi
guración, se construye el Lagrangiano de segundo orden a partir del de primer 
orden (3.4) definido en la sección 3.1. Para esto se deben despejar sus variables 
auxiliares. Tanto en el caso usual como en el no conmutativo, las variables 
auxiliares del Lagrangiano de primer orden son los momentos conjugados de 
cada coordenada. 

Partiendo del LNC de primer orden 

L = a(:i:p,, - YPy + O'fJyPx - a:i:y) - H(x, y, Px1 Py), (3.37) 

usando sólo las ecuaciones de movimiento que corresponden a los momentos 

a(:i: +Opy) -
8
8

H = O 
Px 

·_,( .. ·• .) 8H 
a iJ ·..,:, Op,, - - = O . ·,.·.· 8py 

tomadas del conjunto (3.5),•s~ resuelve par~ éstos en términos del resto de 
las variables y sus derivadas .. Si''e!Hal11iltoniano es del tipo H = HPx2 + 
p/) + V(x, y), entonces de las dos ecuaciones anteriores se puede escribir 

Px '== a(:i: + Opy) 
Pu := a(iJ - Op,,). (3.38) 

Derivando una vez respecto del tiempo la segunda ecuación y sustituyendo 
esta nueva expresión _en la primera se obtiene que 

(3.39) 
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tomando la segunda derivada respecto del tiempo ele la primera ecuación de 
(3.38) y sustituyéndola en esta última expresión resulta que 

(3.40) 

Retomando la segunda ecuación de (3.38), derivándola tres veces y susti
tuyéndola en la última expresión, se obtiene una ecuación para Px que in
volucra a la cuarta derivada respecto del tiempo de Px· Realizando un pro
cedimiento similar para py, con esta sucesión de sustituciones para despejar 
algebraicamcnte los momentos en términos del resto de las variables y sus 
derivadas, se llega a que 

00 

Px °' 2:(-l)"(a0)2"[x<2n+t) + (aO)y<2n+2>] 
n=O 

Pv °' f: (-l)"(et0)2"[yC2n+l) - (aO)x(2n+2)] (3.41) 
n=O 

(en los términos de las series, el exponente de las coordenadas denota los 
órdenes de derivación). Notar que en estas expresiones no aparece el parámetro 
a. Si sólo las coordenadas no conmutaran pero los momentos sí, las expre
siones para éstos serían las mismas salvo que °' sería igual a l. 

Si al Lagrangiano ele primer orden (3.37) se le suma la derivada total 
- º:'''P,¡f'•l, utilizando las expresiones (3.38), éste se puede escribir como 

L = ~(:i:px + YPv) + etaf¡x - V(x, y) (3.42) 

(recordando que, con la masa igual a la unidad, H =~(Pi+ p~) + V(x,y)). 
Ahora, sustituyendo en esta expresión para el Lagrangiano la forma de los 
momentos (3.41), el Lagrangiano No Conmutativo como función.de las coor
denadas y sus derivadas es 

L= ~{:i:et f:(-l)"(ae)2"[x<2n+t) + (ae)y<2n+2>] 
2 n=O 

00 

+i;a L(-l)"(ae)2"[yC2n+1) - (aO)x<2n+2)]} 
n=O 

+aai;x -'\f (x, y), (3.43) 

que no es un Lagrangiano de segundo orden. Sustituir los momentos (3.41) 
en el Lagrangiano (3.37) introduce una no localidad, entendida como la pre-
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sencia de infinitas derivadas respecto al tiempo de las coordenadas en el La
grangiano (3.43). Esta no localidad tendrá como consecuencias al calcular 
las ecuaciones de movimiento la necesidad de infinitas condiciones iniciales. 
Como el procedimiento para obtener el Lagrangiano (3.43) es el mismo que 
se usa en el caso conmutativo para obtener el Lagrangiano de segundo orden 
a partir del de primer orden, se le llamará a (3.43) Lagrangiano No Conmu
tativo en el espacio configuración. 

Este es uno de los resultados más notorios de esta tesis: Introducir la no 
conmutatividad de las coordenadas del espacio fase implica una no localidad 
del Lagrangiano No Conmutativo como función de las coordenadas y sus 
derivadas respecto del tiempo. El trabajo del que ha surgido esta tesis aün 
no ha avanzado en una línea de investigación que plantee cuantizar al LNC 
en el espacio configuración (3.43), sólo se ha cuantizado el de primer orden 
(3.37). 

Como se observó en la subsección 1.2.2, resolver un problema de derivadas 
superiores es equivalente a reslover uno de primer orden pero en un nümero 
superior de variables. Se podría pensar (si se respondieran a las preguntas 
del final del párrafo y la subsección mencionados) que resolver un problema 
de infinitos órdenes de derivación es equivalente a resolver un problema con 
infinito nümero de variables (como un cuerpo rígido). 

3.3.2 El LNC (3.43) escrito con un "producto-*" 

Los momentos despejados como variables auxiliares (3.41) se pueden re- es
cribir de la siguiente manera 

oo c{ln 
Px = a 2:(-l)"(a0)2"~[:i; + (aO)jj] 

n=O dt --
oo - - d2n -:-

Py = a[;(-l)n(a0)2ndt2n[ú-(~°:)x]. 

Motivado por la forma de la serie para el inverso_ d~ (Í + ~) 
1 00 'e 

-- = (1 + a)- 1 = 2:(:-l)"a11
, 

1 +a n=O e, 
(3.44) 

el operador que aparece en las expresiones anteribres para los momentos se 
puede recordar de acuerdo con _ _ e~~ _ -- -

f (-l)n(a0)2n ::2nn = [l+(a0)2!22¡-1, (3.45) 
n=O 

43 



de manera. que las expresion_es -(3A4) se escriben como 

Px 

Pu 

et[l+ (et0)2 ~:]- 1 [±+ (etO)jj] 

et[l + (et0)2 :t22¡-1[y - (aO)x]. 

Sea el operador * definido por 

d2 
* = a2(1 + (et0)2 dt2¡-i. 

Entonces, los mo~entos (3.44) en términos de este operador son 

Px ~ * [:i: + (aB)ii] 
et 

Pu ~*[y - (aB)x], 
et 

(3.46) 

(3.47) 

(3.48) 

y así, el LNC (3.43) se escribe como (sumando la derivada total de - 0
; xy) 

L 1 (' ' . ') °'ºe· ... '') etCT( • ') V( ) (349) = 2 X* X + y* y + 2 X* y - y* X + 2 xy - yx - x, y . . 

En esta última expresión para el LNC en el espacio configuración (3.43), 
la no localidad debida a la no conmutatividad de las coordenadas está con
tenida en el operador *• que se lo puede interpretar como un producto (no 
conmutativo en el sentido que no es lo mismo ª*b que b*ª• pero sí asociativo) 
entre objetos que son derivadas de las coordenadas respecto del tiempo de 
órdenes mayores o iguales a uno. Esta interpretación reduce la no conmuta
tividad de las coordenadas a una característica (no local) del producto que 
se puede definir en los espacios a los que pertenecen las velocidades y las ace
leraciones, y es a traves de este producto que se ven afectadas las trayectorias 
del espacio configuración. 

Los Lagrangianos no locales en teorías no conmutativas introducen con
sideraciones que vale la pena mencionar. La primera es de hecho la caracter
ización que se hizo de lo no local como la necesidad de infinitas condiciones 
iniciales. Este requerimiento es equivalente a introducir la trayectoria solu
ción q(t + ..\), para todos los valores de ..\, en el principio variacional (los 
parámetros, t y ..\ asumen el papel del tiempo, se vuelven como dos "tiem
pos"), y como consecuencia de esto, las ecuaciones de Euler-Lagrange se con
vierten en constricciones del problema. Si se insiste en definir la evolución 
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en el tiempo t para una determinada trayectoria q(,\), se deben introducir 
nuevas variables dinámicas Q(t, ,\) = q(t + ,\), para las que t funciona como 
parámetro de evolución y,\ como un parámetro continuo que indica los grados 
de libertad. La evolución en los "tiempos" de las nuevas coordenadas Q(t, ,\) 
es representada por una membrana o sábana. La concepción de partícula 
deja de tener sentido cuando su estado se debe determinar con más de un 
"punto", y lo que emerge de esta idea es el concepto de "campo". 

Para consultar los detalles sobre este análisis, el formalismo Hamiltoniano 
para teorías de campo no locales y consideraciones de su cuantización, se 
puede referir a [34]. 

Una prueba general de que el Lagrangiano de segundo orden no existe 
cuando las coordenadas no conmutan se puede encontrar en [45] . Ahí, se 
manifiesta también que si el Lagrangiano de segundo orden no existe, en
tonces podría no haber cuantización posible (en el espacio configuración) del 
problema que representa. La cuantización de la Mecánica Clásica No Con
mutativa que se hace en esta tesis, en la segunda parte, considera al LNC de 
primer orden; una cuantización del LNC en el espacio configuración (3.43) 
es un problema abierto. 

3.3.3 Ecuaciones de movimiento del LNC en el espacio 
configuración 

Para calcular las ecuaciones de movimiento del Lagrangiano (3.43), que de
pende de infinitas derivadas de las coordenadas respecto del tiempo, se asumirá 
que tales ecuaciones son los límites de las ecuaciones que se obtienen al aplicar 
el operador ele Euler-Poisson (1.21) a Lagrangianos de órdenes finitos que for
man una sucesión que tiene corno límite al LNC de sgundo orden (3.43). 

Se estií. asumiendo una respuesta afirmativa para la primera de las pregun
tas formuladas al final de la sección 1.2 (acerca de la existencia del extremo 
del funcional como el que define el LNC (3.43)), así como que las ecuaciones 
de movimiento que corresponden a un Lagrangiano que depende de derivadas 
de orden infinito, son el límite de las ecuaciones que se derivan del operador 
de Euler-Poisson (1.21) cuando l ~ oo. 

De las expresiones (3.41), sean las sumas finitas 

k 
p~ = a :L<-1r(a0)2n¡x<2n+1) + (aO)yC2n+2)] 

n=O 
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k 
P~ _ 0 L(-l)n(o0)2n[y(2n+l) _ (o0)x(2n+2)J, (3.50) 

n=O 

y las cantidades 
k. . 

~{fa 'LC:-l)n(o0)2n[xC2n+l) + (aO)yC2~+2)] 
2 n=O ·. 

k 
+ya ¿(-l)n(a0)2n[y(2n+l) _ (oO)xC2n+2)]} 

n=O 
+aayx - V(x, y) (3.51) 

("Lagrangianos de orden k") para k E {O, 1, 2, ... }. Claramente, p~, p~ y Lk 
tienden a Px, Py y L de (3.43) cuando k --+ oo. Para poder calcular las ecua
ciones de movimiento del Lagrangiano Lk, éste debe ser tal que sus derivadas 
parciales respecto de las derivadas de las coordenadas de orden 2k + 2 sean 
al menos c 2k+2 • Esto porque el operador de Euler-Poisson para calcular las 
ecuaciones de movimiento de Lk es el que llega hasta Ja 2k + 2 derivada re
specto del tiempo (pues p~ y p~ tienen derivadas de las coordenadas hasta 
ese orden). Es decir, 

EPr+2 Lk =o, EPik = 't_(-1)n(:t)n(
8 

~<n>), 
n=O Z 

(3.52) 

genera las ecuaciones de movimiento de Lk para i E {1, 2}, z 1 = x y z2 =y, si 
ª<~>"+2 > E c2k+2

• Este requisito se resume a que las mismas coordenadas sean 
D:.• 
c2k+2 (esto porque el término paran= 1, y sólo este, del operador EP¡2k+2

, 

para i E {1, 2}, sobre Lk requiere hacer derivadas respecto del tiempo· de 
x<2k+2) y yC2k+2l). 

Haciendo Jos cálculos, las ecuaciones de movimiento para Lk son 

O ~ 8V - <!..y+ t(-1)n(o0)2n¡x<2n+2) + (oO)yC2n+a>J 
0 EJx 0 n=O 

O = ~2 ~~ + ~:i: + ~(-l)n(o0)2n[y(2n+2) - (oO)x(2n+~>J. (3.53) 

Tomando entonces el límite cuando k --+ oo de estas ec~aciolíe~/se:tienen las 
ecuaciones de movimiento que corresponden aLLNC en<eJ"espacio configu-

ración (:.4
3

~ ~ EJV _<!..y +f(-l)n(~O)~n[$(2n¡2) ~(o~)yC.2nHl] 
a EJx a. n=O ·. .. :· 
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O = ~ av + ~:i: + f:(-l)"(et0) 2"[y(2n+2J - (etO)x(2n+3l]. (3.54) 
et 8y et n=O 

Notar que, como las series que aparecen en (3.54) son precisamente las 
derivadas de los momentos respecto del tiempo, estas ecuaciones se pueden 
ver como la segunda ley de Newton (F = p, con p el momento y F la fuerza) 
cuando la fuerza viene de un potencial, y hay un momento angular propor
cional a a. 

Si a ---+ O, no se modifican la estructura de los momentos (dado que este 
panímetro aparece en las expresiones de estos sólo en a), ni la del LNC en el 
espacio configuración (sólo desaparece ayx del término cinético). De manera 
que el caso a = O no es muy diferente del caso en el que este parámetro es 
diferente de cero. 

Cuando O = O, de las expresiones (3.38) se ve que los momentos vuelven 
a su forma canónica (de la velocidad) 

Px = :i: 
]Jy = y, 

y al sustituirlos en el Lagrangiano No Conmutativo de primer orden se obtiene 
al Lagrangiano como función de las coordenadas y las velocidades 

L = ~(:i:2 + y2
) + ayx - V(x, y). (3.55) 

Si se toma () = a = O, el Lagrangiano No Conmutativo (3.43) regresa 
la forma del Lagrangiano usual o conmutativo en.el espacio configuración 
L = T - V (de segundo orden), y se obtienen las ecuaciones de Newton 
ordinarias que vienen de éste 

(3.56) 

3.3.4 Caso u » 1 

Si a es muy grande, Jol = J 1_
1ª 0 1 se hace muy pequeño; Tomando en. el LNC 

(3.43) a » 1 pero tal que aa es constante,' se tiene que -- - -

L ~- ª; (iJx .,-:i:y) -V(x,y), (3.57) 
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pues las series que vienen de la sustitución de los momentos están multipli
cadas por a 2 « 1 (lo que las hace despreciables). El problema dado por este 
Lagrangiano tiene mucha similitud con el del problema de Landau [58, 75] de 
una partícula cargada en un campo magnético intenso B » 1 y un potencial 
V 

LLandau = ~(x2 +7¡2)+~(yx-xy)- V(x, y)~ ~(yx-xy)- V(x, y), (3.58) 

donde la aproximación se hace porque el término del que es responsable el 
campo magnético domina al cuadrático en las velocidades. De la definción 
de los momentos (1.4), en este problema Px = -lJ-y y Py = -l!x, y sucede 
que se satisfacen las relaciones de conmutación 

1 

(3.59) 

Al problema de Landau, podría vérsele como el problema del potencial 
V(x, y) en coordenadas y momentos no conmutativos (donde a>> 1). 

3.3.5 Caso a orden () lineal 

Un manera de abordar el problema con el Lagrangiano (3.43) que da origen 
a las ecuaciones (3.54), podría ser asumir que O es pequeña y despreciar los 
términos acompañados por potencias de O igual y arriba de dos. Tomando 
a = O (para no considerar lo que sucedería con los productos por ejemplo 
de Oa), si O << 1, entonces las ecuaciones de movimiento (3.54) se pueden 
escribir como 

o ~ av + x + oy<3> 

O B~ .. 0 (3) 
~ -+y- X • 

8y 
(3.60) 

Resolver este par de ecuaciones (de tercer orden) requiere de seis condiciones 
de borde o iniciales. Entonces, aunque O sea pequeño, la no localidad deja 
rastros no como la necesidad de infinitas condiciones iniciales, sino como la 
insuficiencia de cuatro para un problema en dos dimensiones. 

Un tratamiento perturbativo de Lagrangianos que dependen de las deriva
das de infinito orden de las coordenadas, se puede encontrar con mucho 
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detalle en [15]. Para lidiar con los términos de derivadas de alto orden, se 
hace notar que hay muchas dimensiones del espacio fase que no son accesibles 
para el régimen de bajas energías. La idea principal es proyectar la estructura 
simpléctica de todo el espacio fase sobre las dimensiones que sí son accesibles 
para éste. 

Supóngase que el Lagrangiano tiene la forma general 

L 1 .2 m 2 V( . .. ) = 2q - 2q - g q, q, q, .... (3.61) 

Aunque en el tratamiento exacto todas las qCn) son independientes, en la 
aproximación a primer orden de g (bajas energías) sólo q y q son independi
entes tomando 

(n) _ {(-m2)tq, (n par) 
q ~ (-:-m2) <n:;•> <j, (n ·impar) · (3.62) 

La variación de la acción entrega, además de las ecuaciones de movimiento, 
los términos de borde 

(3.63) 

donde 

f: f: (~m2)k(-~)n-2k-1 a~ 
k=O n=2k+I .dt . 8q( ) 

f: 'f . (-m2.)k( ~~ )n-2k-2 8~). 
k=O n=2k+2 · . dt 8q 

(3.64) 

Se definen las variables x = q+grf>Í yp =A-gr/>o, tales que el Hamiltoniano 
H = (tj - grf>o)<i + (-grf>1)t]-'- L ~esülta · 

. ;' -·'·-·.··_ .. 

.. ·. 1 2 rii2 ~. •.. -

H = .-p +.-. -.x + gV(x,p), 
.. >2··; ··.• 2 -- •". -.-· 

(3.65) 

con V(x,p) = V(x,p, -:-m2 x, ... ).(ladefini~ión del potencial V depende del 
orden en la perturbación); El Lagrangiano en las coordenadas x es 

L . I-I 1 . 2 m2 2 v-( . ) = px - = 2x - 2 x - g x, x , (3.66) 

cuyas ecuaciones de movimiento están de acuerdo con las originales a primer 
orden en g. 
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Razonamientos similares se pueden hacer para todos los órdenes en g, 
obteniendo para cada uno un Lagrangiano que sólo dependo de hasta las 
primeras derivadas respecto del tiempo do sus variables. La cuantización de 
los Lagrangianos que se obtienen porturbativamonte se hace de la manera 
usual. 

3.3.6 Ecuaciones (3.54) vs. (3.18) 

Vale la pena comparar las ecuaciones (3.54) con las (3.18) que se tienen 
para las coordenadas del espacio fase (sección 3.2). En aquel caso, como 
so mencionó, al resolver ese sistema de ecuaciones se tienen que usar las 
soluciones do las coordenadas para dar las de los momentos (que no son en 
general las velocidades), y tomar a las soluciones para estas cuatro funciones 
como "la solución" del problema. 

Es importante recalcar que encontrar la solución para el sistema 
(3.18) no significa que se esté resolviendo el problema en el espa
cio configuración. En el caso usual o conmutativo, se usa la ecuación para 
el momento Px = :i: en - ~~ = - ~~ = Px para obtener que x = - ~~ (la 
ecuación de Euler-Lagrange). Es lo mismo que despejar al momento como 
variable auxiliar (ver subsección 1.3.2). Es decir, usando que Px = :i: en el 
Lagrangiano de primer orden para el caso conmutativo, se obtiene el La
grangiano de segundo orden que da origen a la ecuación x = - ~~ usando el 
operador de Euler-Lagrange. Este procedimiento (despejar a los momentos 
como variables auxiliares) transporta el problema en el espacio fase al espacio 
configuración. 

En el caso de las dos ecuaciones de segundo orden (3.18) no se están despe
jando a los momentos como variables auxiliares. Simplemente para obtenerlas 
se usaron las cuatro ecuaciones de primer orden (3.5). El problema descrito 
por las ecuaciones (3.18) sigue estando en el espacio fase, y una vez que se 
tienen las soluciones para las coordenadas, se deben utilizar para dar las 
soluciones también para los momentos. 

En el procedimiento para obtener las ecuaciones (3.18) se puede ver cómo 
se usan las segundas ecuaciones de (3.16) (que son las ecuaciones que portan 
la información dinámica), en particular se emplea la derivada ele una de es
tas ecuaciones de movimiento. Este hecho pone en entredicho la relevancia o 
validez ele las ecuaciones ele segundo orden resultantes para las coordenadas: 
derivar una ecuación de movimiento puede estar generando una fuga de in
formación o de su contenido. Una manera de verlo es que el procedimiento 
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realizado para obtener las ecuaciones (3.18) lleva cuatro ecuaciones de primer 
orden en dos de segundo, pero el regreso, que parte de las últimas para re
producir las cuatro de primer orden originales, puede tener como resultado 
detalles de integrabilidad que en el camino de ida no estaban presentes. Esta 
sutileza en el empleo de las ecuaciones de movimiento no ha sido estudiada 
por el trabajo que dio origen a esta tesis hasta sus lÍltimas consecuencias. 

El procedimiento desarrollado en la subsección 3.3.1, que elimina los mo
mentos como variables auxiliares del Lagrangiano (3.4), es la manera de llevar 
el problema del espacio fase al espacio configuración, y el resultado es que 
al despejar los momentos el LNC en el espacio configuración depende de las 
derivadas ele infinito orden de las coordenadas. En la construcción del LNC 
en el espacio configuración, la solución a las ecuaciones (3.54) para las coorde
nadas es "la solución", en el sentido que se ha llevado el problema del espacio 
fase al espacio configuración, y ahí, sólo es pertinente dar las soluciones para 
las coordenadas. 

Tanto en el problema de la "partícula libre" como en el del "oscilador 
armónico" (sección 3.1 y subsección 3.2.3 respectivamente), las ecuaciones 
(3.18) que resultan para las coordenadas de cada uno de estos problemas no 
son las ecuaciones para una partícula y un oscilador en un campo magnético 
constante (como se mencionó respectivamente) en el espacio configuración. 
En general, las ecuaciones de segundo orden (para las coordenadas o cualquier 
par de variables del espacio fase) que se pueden armar con las de primer orden 
(3.5) siguen siendo ecuaciones para las variables del espacio fase. 

3.4 Transformando las variables no conmuta
tivas 

Dado que existen varias definiciones y resultados establecidos para un sis
tema de coordenadas y momentos ligado a la matriz simpléctica usual, para 
aprovecha:r tales definiciones en el caso de la Mecánica Cuántica No Conmu
tativa se plantea transformar el conjunto de variables no conmutativas del 
espacio fase a uno de variables conmutativas. 

Por ejemplo, la definición de las variables ángulo-acción (expuesta en el 
apéndice B) parte de una transformación canónica de las variables conmu
tativas del espacio fase. Transformando las variables no conmutativas a con
mutativas, y luego éstas a variables ángulo-acción, es un camino para definir 
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estas variables para problemas no conmutativos. 
Se busca entonces una transformación de las variables no conmutativas 

que de origen a un sistema de coordenadas y momentos para el que la matriz 
simpléctica tenga la forma 

o 
o 
o 

-1 

1 
o 
o 
o 

ºJ. ó . 
o : 

El que una transformación tal se puede encontrar está garantizado por el 
teorema de Darboux, como se expone en la sección 2.3. 

La equivalencia entre los problemas que se tienen en cada conjunto de 
variables (no conmutativas y conmutativas) ha sido expuesta en la sección 2.4. 
Como las ecuaciones de movimiento en uno y otro sistemas de coordenadas 
están relacionadas por el Jacobiano de la transformación de variables (como 
se explica en la sección 2.4), una solución para un conjunto de ecuaciones, 
da la solución para el otro mediante la transformación de variables. 

3.4.1 Una transformación que hace conmutativas a las 
variables del espacio fase 

De la relación Wji = n(e;, Cj), que define a los elementos de la matriz inversa 
ele la simpléctica, y una base para el espacio fase {e;};e{I,. . .,2n} tal que para 

2n. • 
z ahí, z = (x 1 , ... ,xn,p1, ... ,pn) = ¿; z'e;, la dos-forma que da origen a la 

i=l 
matriz inversa de la matriz simpléctica (3.1) es 

con fii el tensor toatalmente antisimétrico de dos dimensiones y € 12 = l. 
La transformación de variables que entrega un sistema de coordenadas x'i 
y momentos p: en términos del cual la dos-forma que da origen a la matriz 
simpléctica canónica sea 

2 

n = :¿: dx'i /\ dp'¡, 
i=l 
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se puede averiguar de la forma del término cinético en el LNC de primer 
orden (3.4). 

De acuerdo con la relación ~ - ~ = wj¡ entre las funciones l¡ del 
• J 

Lagrangiano de primer orden (2.5), y los elementos w:i de la matriz inversa 
a la matriz simpléctica, para que el Lagrangiano de primer orden tenga la 
forma canónica o usual (1.31) que depende de variables conmutativas, hace 
falta que el término ~W¡jZ; zi del LNC para la matriz 1-V de (3.1) se transforme 
en el término (x'p~ +y'p~) para el Lagrangiano de primer orden como función 
de las nuevas variables. 

La transformación z' = Az, con A una matriz constante dada por 

o 
o 
1 
o 

(con a= 1_10"), hace que el LNC (3.4) se transforme en 

L = x'p~ + y'p~ - H(x' - Bp~, y',p~,p~ - ax'). 

(3.69) 

(3.70) 

Aplicando la relación ~ - ~ = wj; a las funciones 11 = p~, 12 = p~, l3 =O y 
• J 

l4 =O (que aparecen en el Lagrangiano de primer orden (3.70)), se ve que las 
variables de las que depende ahora el Lagrangiano son conmutativas (pues 
de (2.4), para la matriz simpléctica nueva 1-V', sus elementos se identifican 
con la relación w 1ii = [zli, z'i]iv' ). 

Las ecuaciones de movimiento análogas a las ecuaciones (3.5) para el LNC 
(3.70) {con H(z') = H(z(z'))) 

x' 8H(z') 
8¡1,, 

y' 8H(z') 

8¡iy 

pt,, 8H(z') -a;,-
P'u 

8H(z') 
(3.71) ---a¡¡-

son las ecuaciones de movimiento canónicas para el espacio fase. 
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Como se menciona al final de la sección 2.3, por hacer el cambio de va
riables dacio por la matriz A no se está cambiando ele problema. El Hamilto
niano como función de las variables conmutativas corresponde al mismo prob
lema. De acuerdo al sistema físico que se trate, el Hamiltoniano después ele 
la transformación de variables puede no verse fácil ele abordar, aunque en las 
otras variables sí lo sea. Por ejemplo, el Hamiltoniano del oscilador armónico, 
después ele la transformación de variables, tiene la misma estructura en las 
variables conmutativas pero con la masa y la frecuencia reparametrizadas 
(aún constantes). Sin embargo, en el caso del potencial de Kepler el Hamilto
niano que resulta después ele la transformación se ve mucho m¡\s complicado 
por el término que va originalmente como V 1 

2 (los nuevos momentos van 
x2+y 

a aparecer en el denominador). Este hecho se va a propagar en una compli
cación desagradable de las ecuaciones de movimiento que se obtengan para 
las variables conmutativas (del problema de Kepler). 

En el caso en que a = O, el Lagrangiano No Conmutativo (3.4) es equi
valente mediante la derivada total-~~ al Lagrangiano 

L xp,, + YPy + ~O(PvPx - PxPy) - H(x, Y1Px1Pyi t) 
d 1 d 1 
dt (x + 2,0py)Px + dt (y - 2,0p,,)py - H. (3.72) 

En este caso, la transformación de coordenadas que cambia al paréntesis de 
Poisson por el usual es 

(3.73) 
·' ., 

transformando al Lagrangiano (3.72) ~n 

L = x;p~ -1-'zi;k i.,j¡'.(~' - ~Bp~, y'+ ~Bp~, p~, p~). (3.74) 

Las ecuaciones de moviriiiento ~~~aeLLNC (3.74) están dadas también por 
el conjunto (3.71), sóloque e~ este caso la transformación que lleva a las 
variables conmutativas es diferente de la que se usa en el caso en que a # O, 
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y por lo tanto el aspecto del Hamiltoniano (para el mismo sistema físico) 
también es diferente. 

Las expresiones (3.70) y (3.74) representan uno de los resultados más im
portantes de esta tesis. Con ellos se podrían abordar problemas no conmuta
tivos en coordenadas que conmutan cuando sea necesario emplear definiciones 
que no están planteados para coordenadas no conmutativas. 

De los resultados (3. 70) y (3. 74) se concluye que una manera de abor
dar los problemas en el contexto no conmutativo a partir de un Lagrangiano 
No Conmutativo (3.4) es transformar las variables para obtener un conjunto 
de variables conmutativas, pagando a cambio una traslación en el Hamil
toniano. En cada caso o sistema físico se debe determinar la conveniencia 
de la transformación de las variables de acuerdo a lo complicado que pueda 
resultar la nueva expresión para el Hamiltoniano (y la forma de las nuevas 
ecuaciones de movimiento) comparada con la del Hamiltoniano en variables 
no conmutativas. 

Si en un problema con un Hamiltoniano dado se establece la conveniencia 
de transformar las variables en conmutativas, las ecuaciones de movimineto 
que se deben resolver son las canónicas dadas por (3. 71), con el Hamiltoniano 
trasladado segím el caso (si a es igual o distinta ele cero). A partir los La
grangianos (3.70) o (3.74) se va a poder construir el Lagrangiano de segundo 
orden (para el nuevo espacio configuración), despejando los momentos como 
variables auxiliares ele sus propias ecuaciones de movimiento, es decir, de las 
primeras dos de (3.71) 

x' 8H 
8p'x 

y' 8H 
(3.75) = ª'P'v 1 

si la forma del potencial lo permite. Esto porque, con la traslación que se 
hace del Hamiltoniano cuando se transforman las variables no conmutativas 
en conmutativas, el potencial va a ser una fución de los momentos como 
V"(x' - Op~, y') en el caso en que a #O, y una como V(x' - ~Op~, y'+ ~Op~) 
en el caso en que a = O (de acuerdo con las transformaciones ele variables 
que se sugirieron). 

Sin embargo, el Lagrangiano de segundo orden que se construya (en el 
caso que se pueda) para un caso particular en variables conmmuativas, será 
un Lagrangiano aím en el espacio fase de las variables no conmutativas (pues 
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al menos una de las nuevas coordenadas es función de la corespondiente co
ordenada y un momento no conmutativos). Como se está considerando que 
estas variables son las originales y adecuadas para el espacio fase, las solu
ciones para el movimiento del problema físico que se trate debieran referirse 
a estas variables. 

En [23, 24], donde se habla del grupo extendido de simetrías de Galileo 
para teorías no conmutativas, se presentan también transformaciones de vari
ables del espacio fase que resultan en coordenadas y momentos canónicos, 
que, al cuantizarlos, representan las relaciones usuales bajo el conmutador 
cuántico. 

3.4.2 La equivalencia de las soluciones antes y después 
de la transformación de variables (que lleva las 
no conmutativas a conmutativas) 

Una simetría es una transformación ele las variables ele una variedad en sí 
misma tal que el espacio de soluciones de las ecuaciones de movimiento es 
invariante bajo la misma. El tipo ele transformación que se ha aplicado a 
las variables no conmutativas en esta sección no es una simetría, es una 
rcdefinición de variables; es una transformación que va de un espacio fase a 
otro, llevando las soluciones o líneas de mundo de un problema en el primero 
a las soluciones para el mismo problema en el segundo. En el proceso, el 
Hamiltoniano, las ecuaciones de movimiento y las soluciones cambian de 
aspecto, mas siguen representando al movimiento del mismo sistema físico 
pero en dos espacios distintos. En este sentido es que las soluciones sean 
equivalentes: se puede ir de la solución en un espacio a la solución en el otro 
mediante la transformación o rcdcfinición de variables. 

En la segunda parte de esta tesis se sugieren dos formas de cuantización 
de la Mecánica Clásica No Conmutativa. Una de ellas, la del principio de ac
ción de Schwingcr, empica de manera fundamental al Lagrangiano de primer 
orden (3.4). Una cuestión que debe plantearse necesariamente es la relación 
entre las Mecánicas Cuánticas No Conmutativas que se obtienen mediante la 
cuantización de los Lagrangianos (3.4) y (3.70) (o (3.74)). 

La Mecánica Clásica No Conmutativa se formuló en variables no conmu
tativas a través de la matriz simpléctica (3.1). Transformando estas variables 
a un conjunto de coordenadas y momentos conmutativos no ha proelucielo 
que desaparezca la no conmutativielael; sólo se ha construido un cambio ele 
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variables a unas que tienen ciertas ventajas para la construcción de algu
nas definiciones. La Mecánica Clásica No Conmutativa, tratada con el La
grangiano (3.70) (o (3.7,1)) en variables conmutativas, no deja de ser No Con
mutativa. Es decir, se ha asumido (o supuesto) que las variables originales o 
adecuadas para la teoría clásica son las no conmutativas, y una redefinición 
de éstas no cambia su carácter fundamental. 

La pregunta de si son equivalentes (o de cual es la relación entre) las 
teorías que se obtienen cuantizando el LNC (3.4) y el (3.70) (o el (3.74)) es 
un problema abierto. 

3.5 Algunos sistemas tratados transforman
do la variables no conmutativas a conmu
tativas 

Para discutir lo que hacen las transformaciones que hacen conmutativas las 
variables no conmutativas, se aplica esta técnica a dos sencillos ejemplos. 
El primero es el Hamiltoniano del "oscilador armónico", y el segundo es el 
ciílculo del ángulo de Hannay para un péndulo de Foucault (cuyo concepto 
se expone en el apéndice B). 

3.5.1 El Oscilador Armónico 

Se tiene al LNC de primer orden (3.70) 

L = :i:px + YPy - H(x - Opy, y, Pxi Pu - ax), (3.76) 

que viene de la transformación de variables no conmutativas en conmutativas 
(por comodidad en la notación se escribirá que las variables no conmutativas 
son las que tienen barras y las nuevas, conmutativas, las que no) 

X a(x + Ofiu), 
y y, 

Px fix, 
Pu = a(fiy +ax). (3.77) 

Las ecuaciones de movimiento de primer orden para el Hamiltoniano del 
oscilador armónico (JI = ~(p~ + p~) + !f (x2 + y2

)) escrito en las variables 

57 



conmutativas H = 4[p;, + (1+B2w2)p~)+4[(w2 + o-2 )x2 +w2y 2 ] - (Bw2 + u)xpy, 
de acuerdo con (3. 71) son 

:i; 

iJ 
flx 
flv 

· Px. 
(1 + B2w2 )py - (Ow2 + u)x, 
-(w2 + u 2)x + (Ow2 + u)py, 
-w2y. (3.78) 

Para resolver este sistema de cuatro ecuaciones de primer orden (que requiere 
cuatro condiciones de frontera) se puede pasar al siguiente sistema de dos 
ecuaciones de segundo orden (que también requiere cuatro condiciones de 
frontera) 

x + (w2 + u 2 )x - (Bw2 + a)py = O 
p~ + w2 (1 + B2w2 )py - w2 (Bw2 + a)x = O. (3.79) 

Se puede resolver este problema como se hizo para el oscilador armónico 
en variables no conmutativas en la sección 3.2. Se suponen soluciones de la 
furma · 

x(t) 
Py(t) 

Axeiv1t + Bxe-iv1t + Cxeiv2t + Dxe-iv2t 

Ap,eiv1t + Bp,e-iv1t + Cp,eiv2t + Dp,e-iv2 t (3.80) 

(para v1 =!= v2 ). Sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones (3. 79) se 
obtiene que cuatro de los ocho coeficientes son independientes, además de 
que los valores de las frecuencias son precisamente los dados por (3.32) con 
V¡ = ..\1 = ..\:¡: y 1/2 = ,\2 = ..\:j:. Tomando como condiciones de borde dos 
valores de estas funciones para dos tiempos dados t' y t" (> t'): x(t') = x', 
x(t") = x", Pv(t') = p~ y Py(t") = p~, en términos de los cuales se pueden 
escribir los cuatro coeficientes independientes de (3.80), se tiene el resultado 
final para la solución en el espacio fase del oscilador armónico en variables 
con mu ta ti vas 

(t) ( -1 ) [(,.., , , ) " en " + ") '1 X = cn1-n2)scn(viT) ><2X + Py sen1 + 2X Py sen1 
+<cn1-n2 )

1scn(v,T))[(n1x' + p~)sen; + (fl1x" + p~)sen;J, 

Py(t) = Ccni-n~scn(viT))[(n2x' + p~)sen'; + (f22x"+ p~)sen'1 ] 
+<cn 1 -n~~cn(v2TJ)[(f21x' + P~)sen~ + (f21x" + p~)sen;J, 
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() -( n,~ )[('"' ·' ') 11 ('"' 11 "). '] Y t - (ni n2)scn(v¡ 1') 0<2X + Py COS1 - 0<2X + Py COS1 

( 
-n2 :3- ) [('"' , , ) 11 ('"' ,, ") ' ] + (ni-n2)scn(v2T) 0<1X + Py COS2 - H¡X + Py COS2 1 

Px(t) = ((n,-n.}scn(viT) )[(02x' + p~) cos'; -(S12x11 + p~) cos'iJ 
( -V• ) [('"' 1 1) 11 

('"' 11 11 ) 
1 l (3 81) + (ni-n2)scn(v•'I'l ><tX + Py COS2 - >0¡X + Py cos2 . 

(se ha empleado la notación (3.34) que está al final del problema del oscilador 
armónico de la sección 3.2 para reducir la extensión de las expresiones) con 
,-., v· 2 -(w2 +u2) w2 (0w2 +u) 
"i = '(Ow•+u) = µ¡•-w•(l+o•w2) constantes. 

Reconociendo las siguientes relaciones entre ni y las frecuencias V; = A; 
(de (3.32)) para i E {l, 2} 

w2 (0w2 +u) 
(>.1 - Ow2)(>.1 - >.2) 

w2 (0w2 +u) 

además de las identidades 

n1-n2 

l.+ on1 

l+On2 
n1+u 
n2+u 

=> 
01+u 
l+On1 
02+u 
1 +on2 

>.1 + >.2 
>.1 ( 2) 
2 . >-2 +ow. 
w 
>.2 ( 2) - A¡ -Ow 
w2 
,\¡ 
->.2 

(>.1 - Ow2
) 

-(>.2 + Ow2
), 

(3.82) 

(3.83) 

al aplicar a las soluciones (3.81) la transformación inversa que regresa las 
coordenadas no conmutativas (identificando las relaciones entre las condi
ciones de borde), se obtienen para éstas precisamente las soluciones dadas 
por (3.33) y (3.35). Las soluciones para los dos conjuntos de variables son 
distintas, pero se mapean unas en otras a través de la transformación que 
hace conmutativas a las variables y su inversa. La equivalencia de los dos 
problemas, el del Hamiltoniano H en variables no conmutativas y el del 
Hamiltoniano "trasladado" en coordenadas y momentos que conmutan, está 
dada por este hecho. 
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3.5.2 El ángulo de Hannay del péndulo de Foucault 

Se trabajará este ejemplo en el caso en que sólo las coordenadas no conmutan 
(tomando a= O). 

El teorema adiabático establece que la variable de acción es un invari
ante ele procesos que dependen ele parámetros que cambian lentamente (ver 
apéndice B). 

Se presenta el péndulo de Foucault, aproximado por un oscilador armónico 
en el campo central, desde el sistema ele referencia ele la Tierra, y se calcula 
el ángulo ele Hannay que este sistema presenta al rotar la Tierra en el caso 
no conmutativo. Para hacerlo, las coordenadas cartesianas que se empleen 
deben ser conmutativas; esto para poder usar el teorema acliab1ítico como se 
conoce. A partir ele las cartesianas conmutativas se calcularán las variables 
ángulo-acción que se usan para obtener el ángulo ele Hannay. 

En (49] se puede ver el Hamiltoniano del péndulo de Foucault sobre la 
superficie ele la Tierra, que gira con una velocidad angular n, aproximado 
por un oscilador armónico ele masa m y de frecuencia w (a una latitud a): 

1 2 2 m 
lJ = 2m (p~ + p~ ) + 2(n2 + w2 )(x'2 + y'2 ) + n(a)(p~x' - p~y'). (3.84) 

Tomando el Lagrangiano (3.74) para este Hamiltoniano, éste se traslada al 
hacer la transformación de variables no conmutativas por conmutativas 

1 
X x' + -Op' 2 y 

1 
y y' - 20p~ 

Px p~ 
]Jy p~ (3.85) 

(como en el caso del oscilador armónico, las variables conmutativas son las 
que no están primádas) de acuerdo con · · · 

1 m ·· · ·.· . · ·. 
lJ = 

2
m1 (Px2 +p/) + 2(n2 + w~)(x2 +y2)+ n'(pyx ~ PxY), (3.86) 

tal que 

1 
m' 
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ni = n - m0(f22 +w2) 
" 2 . {3.87) 

El Hamiltoniano que resulta es el mismo en su estructura; sólo fueron re
definidos alguno parámteros. Las ecuaciones que se derivan de este Hamilto
niano para las variables conmutativas son las canónicas. De alguna manera se 
podría decir que el problema No Conmutativo que representa el Hamiltoni
ano {3.84) es el del péndulo de Foucault sobre la superficie de la Tierra, pues 
éste Hamiltoniano en la estructura simpléctica canónica o usual representa 
ese problema. No debe olvidarse que las variables que aquí son "coordenadas" 
conmutativas, son mezcla de coordenadas no conmutativas y sus momentos 
conjugados. No se ha salido del espacio fase, pero esto no es ningún problema 
pues los resultados que se presentan son precisamente para las variables de 
este espacio. 

El Hamiltoniano {3.86) en coordenadas polares (r = ~. f3 = 
arctan ;) se escribe 

, ·- _ ]!!:.._ --1!.i__ m 2 2 2 1 
E.-H(r,priPP)-2m'+2m'r2+2(n +w)r +0.pp. (3.88) 

La coordenada f3 es cíclica, y po~Jo tanto pp es una cantidad conservada; Se 
toma a esta constante como.una.dc]as .variables de acción de acuerdo a la 
definición 1 .· 

Jp ·= -2 1 ppd{3 = pp, 
7í l . ' 

que sustituída en (3.88) se p~e~~'usar para.resol~er Pr como 

Pr = /-mrn/(~~:+J2);.2 +2~i(B-r2'Jp) ~· ~2
2 . 

La variable de acción para el radio está dacia pOr 

1 f. 
Jr 21í Prclr 

= ~ f /r-_-m_m_'_w_o2_r_
2
_+_2_m_'(_E _____ n,_

1 
J-p-).---_-Jp-=-2 dr 

2rr Y . r 2 ' 

(3.89) 

(3.90) 

con w0
2 := 0.2 + w2 • Llevando la integración al plano c~mplejo alrededor de 

las raíces del radical, resulta que 

(3.91) 
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. . 

Ahora, el· Hamiltoniano en términos de las constantes del problema se ve 
así: 

H =E =n'Jp + ( ~)wo(2Jr + IJpi), 
vrn' 

(3.92) 

del cual, por ecuacior1es de movimiento se tiene que 

· 8H ..¡m 
<Pr = BJ = 2( ,c:;)wo. 

r vrn' 

De la ecuación (83) del apéndice B, se ve que para este caso c5tÍJr=O, y por 
consiguiente de la fórmula (85) del mismo se concluye que no hay ángulo de 
Hannay asociado a la variable <Pri como sucede también en el caso ordinario 
o conmutativo. Lo que sí se obtiene diferente es un cambio en la frecuencia 
asociado a la reparametrización del Hamiltoniano que introduce la no con
mutatividad de las coordenadas. Esta nueva frecuencia es ~ veces w0 (la 
del caso usual). Para que la frecuencia sea un número real, debe pasar que 
O > ,;n, es decir, para que la frecuencia asociada a la variable angular del 
radio tenga el sentido estricto de "frecuencia" para el movimiento periódico 
(como lo es el péndulo de Foucault en la superficie de la Tierra), hay una 
cota inferior (en función de la masa) para el parámetro no conmutativo O. 

En el otro 1íngulo se presenta una fase extra a la ordinaria. Como 

. 8H ,¡m I 

</Jp = 8Jp = ±(v:;n;)wo + n' 

de acuerdo con (83) del apéndice B, c5(/>p= fl', y por lo tanto, de (85) del 
mismo, 

. {T Q'dt = {T(Q - m20(J}o2)dt 
lo . . lo , 
(..:.. .. mO 2)·T· '. "T. < mO 2r 
a- -wo. := .. · -·-. -. Wo 

27í . 2 < me 2 , 2 
dia sen(a)T--: Tw0 T. 

m9 · .. · 
(AHtipica) - TWo2,T; (3.93) 

para el ángulo </Jp se presenta una fase o ángulo de Hannay extra debido a 
que () no es cero. · 
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PARTEII 
Mecánica Cuántica No Conmutativa 



"I have often thought that if physics has been 
developed on thousands of planets throughout our 

universe, then those planets can be sorted into eight 
clru;ses according to which of the three great ideas 

-general relativity, supersymmetry and Yang-Milis theory
predate string theory and which are regarded as consequences 

of it. We happen to live on a planet of type +-+." 
Edward Witten 

Existe un reciente interés para plantear una Mecánica Cuántica en la que las 
coordenadas y momentos no conmuten entre sí [1, 16, 31, 32, 55], motivado 
entre otras cosru; por el hecho de que aparecen coordenadas no conmutativas 
en campos contenidos en D-branas (como se menciona en la Introducción de 
esta tesis). 

La lv!ecánica Cuántica no relativista (ordinariamente) ya es no conmuta
tiva desde que no todos los operadores que se emplean en ella conmutan entre 
sí (operadores que actúan sobre espacios de Hilbert, cuyos elementos son los 
estados que caracterizan a los sistemas físicos). Por Mecánica Cuántica No 
Conmutativa se entiende una Mecánica Cuántica para el plano cuyas co
ordenadas y momentos (los operadores que los representan) satisfacen lru; 
relaciones [x, y]= iO y [Px, Pu] = ia respectivamente, con [A, B] = AB - BA 
el conmutador cmíntico entre operadores. 

Para formular la Mecánica Cuántica No Conmutativa, en el capítulo 4 de 
esta segunda parte, se cuantiza la Mecánica Cliísica No Conmutativa prepara
da en la primera parte. La primera construcción (sección 4.1) se hace a partir 
de la manera de trasladar las variables que definen un sistema ortonormal y 
completo corni'u1 a dos operadores que conmutan (o representación) para un 
espacio de Hilbert; las relaciones de conmutación entre los operadores asocia
dos a las variables del espacio fase se utilizan directamente como ingredientes 
principales. Se calcula el propagador entre dos estados a tiempos distintos, 
y con éste se deduce la ecuación de Schri:idinger que dicta la dinámica de la 
función de onda (que por definición es amplitud de probabilidad, pero no fun
ción de las coordenadas, por la imposibilidad de construir una representación 
exclusivamente para éstas). La segunda formulación que se hace (sección 4.2) 
utiliza el LNC de primer orden dado por (3.4) en el principio de acción de 
Schwinger. 

Se plantean las cuantizaciones mencionadas y no la canónica que man
da el paréntesis de Poisson clásico al conmutador cuántico, a las coorde-



nadas a sus operadores típicos (que sólo "multiplican"), los momentos a las 
derivadas parciales, y define la ecuación ele Schri:iclinger como la que deter
mina la dinámica de la función ele onda, porque esta cuantización requiere 
de una representación de coordenadas o de momentos, cosa que no se puede 
construir cuando ni las coordenadas ni los momentos conmutan entre sí. Es 
necesario partir ele un punto previo {la forma ele las traslaciones en el espacio 
de definición) para averiguar cómo van a actuar los operadores asociados a 
las variables del espacio fase, y sobre qué van a actuar (quiénes van a ser las 
"funciones de onda"). 

Se presenta en el capítulo 5 el cálculo del propagador, en la Mecánica 
Cuántica No.Conmutativa, para el oscilador armónico de dos maneras (en
tendiendo por este sistema al Hamiltoniano conocido que lo representa en la 
Mecánica Cuántica usual): a través de la integral funcional y del principio 
ele acción ele Schwinger. 

En el capítulo 6 se expone una forma de cuantización mediante "deforma
ciones" de álgebras, en la que se sustituyen los productos ordinarios por pro
ductos estrella, o de Moya!. En trabajos recientes se ha intentado introducir 
la no conmutatividad mediante esta forma de cuantización [55], definiendo 
un producto estrella particular que contiene al panímetro no conmutativo O. 
En la segunda sección del capítulo 6 se plantea como perspectiva construir 
la Mecánica Cuántica No Conmutativa (en el contexto ele deformaciones de 
álgebras) desde un punto ele vista un tanto diferente al que se encuentra en 
la literatura. Se propone hacer la deformación debida a los parámetros O y a 
en el mismo producto estrella que contiene las deformaciones debidas a ti. 



Capítulo 4 

Dos cuantizaciones: la Integral 
Funcional y el Principio de 
Acción 

En este capítulo se aborda la construcción de una Mecánica Cuántica en dos 
dimensiones para la que ni los operadores asociados a las coordenadas ni los 
de los momentos conmuten entre sí. Se emplean dos formas de cuantización, 
que son contemporáneas, en las que el objetivo es calcular el propagador 
entre dos estados a tiempos distintos: la de la integral funcional, desarrollada 
originalmente por Feynman y ampliamente utilizada en teorías de campo, y la 
formulación menos utilizada a través del principio de acción de Schwinger. En 
el capítulo 5 se abordará el problema de calcular el propagador del oscilador 
armónico utilizando ambas técnicas. 

4.1 La Integral Funcional 

La integral funcional conecta dos estados a tiempos distintos. Esta integral 
representa la amplitud de transición entre esos estados, lo cual la hace el 
propagador para la función de onda del sistema en cuestión, que, integra
do sobre las variables del espacio de definición para un tiempo particular, 
permite construir el estado del sistema para cualquier tiempo deseado. 

Se sigue una manera típica de construcción del propagador: se supone que 
el estado de un sistema para un tiempo determinado t es igual al operador 
de evolución U = ekii(t-to) aplicado sobre el estado que describe al sistema al 
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tiempo inicial t 0 (el operador Íl es la cuantización del Hamiltoniano chísico 
para el problema que se trate)¡ después se emplean la expansión del ope
rador unidad en una representación y la fórmula de los cambios de base para 
calcular las amplitudes de transición entre dos estados separados infinitesi
malmente en el tiempo. Una exposición detallada del proceso de construcción 
de la integral funcional puede hallarse en [11, 21]. 

En el formalismo de Heisenberg (donde los operadores dependen del tiem
po), utilizando la notación de Dirac, un observable A(t) sobre sus autoestados 
(elementos de un espacio de Hilbert) actúa de la siguiente manera: 

A(t)la, t) = la, t)a, 

y por tanto 
(a, tlA(t) = a(a, ti, 

donde (a, ti son elementos del dual del espacio al que pertenecen los estados 
la, t) (letras mayúsculas son operadores y letras miní1sculas son autovalores). 

Lo que la Mecánica Cmíntica debe responder es que si en un tiempo inicial 
t; tengo un sistema en el estado la, l;), autoestado de cierto operador A con 
autovalor a, ¿cuál es la probabilidad de que en un tiempo t¡ > t; el estado del 
sistema sea lb, t1), tal que entregue el autovalor b para cualquier operador B? 
La respuesta de la interpretación convencional de la Mecánica Cuántica es 
que la amplitud de probabilidad es el mímero complejo (b, t¡la, t;), que denota 
al producto escalar entre dos estados, y la probabilidad el módulo al cuadrado 
ele este m'1mero l(b, t¡la, t;)l 2 = (b, t¡la., t;)(b, t¡la, t;}' = (b, t¡la, t;)(a, t;lb, t¡) 
(*es la operación ele conjugación, que en ocasiones se denotará con una barra 
encima del niímero complejo que se conjuga). Estas amplitudes ele probabil
idad se pueden calcular en términos de los productos (q, l¡lq', t;) entre esta
dos que forman un sistema ortonormal y completo (SOC) o representación 
{lq, t) }qE~t. con Qlq, t) = qlq, t) y Q el operador de posición por ejemplo, en 
términos de la cual el operador identidad (o unidad, tal que llq, t) = lq, t)) 
se escribe 

1 = 1 dqlq)(ql. 
-oo 

Usando esta forma de la unidad, la amplitud (b, t¡la, t;) en términos de 
(q, t¡lq', t;) se escribe 

00 

(b,t¡la,t;) = j dqdq'(b,i¡lq,t¡)(q 1 t¡fq1,t;)(q1,t;la,t;)'. (4.1) 
-oo 
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A los objetos como (q, tia; t) se los interpreta como las componentes del estado 
la, t) sobre cada elemento del SOC al tiempo t. 

4.1.1 un sistema ortogonal y complet() .para el espacio 
de estados, y sus traslaciones en el espacio de 
definición 

Sea entonces la Mecánica Cuántica No Conmutativa en el plano, tal que 
para los operadores asociados a las variables del espacio fase zi con i E 
{1, 2, 3, 4} (Z 1 = X, Z2 =Y son las coordenadas, y Z 3 = P.,, Z 4 = Py son 
los momentos) se tienen las relaciones en el conmutador cuántico [A, B] = 
AB - BA (para A y B operadores que actúan sobre los elementos de un 
espacio de Hilbert asociado a un sistema físico particular) 

para una matríz l-V = ( wii) como 

. -9 

( 

o 

W= -;i 
9 ti 
o o 
o o 

-ti -a 

(4.2) 

~) (j , 

o 
(4.3) 

con 9 y a constantes (H' así es la más general en dos dimensiones, pues 
si se tomaran a los conmutadores [X, Pul y [Y, P.,] distintos de cero, todos 
los operadores serían proporcionales entre sí [1] y el problema sería entonces 
unidimensional). Las unidades de 9 son las de coordenadas al cuadrado: [L]2; 
y las de a son unidades de momento al cuadrado. Estas últimas multiplicadas 
por las unidades de coordenadas, entregan unidades de acción, las unidades 
de /i. 

Sea un SOC o representación común por ejemplo a los operadores X y . 
Py (que aún conmutan) 

(4.4) 

que genera al espacio de Hilbert asociado al sistema físico que se trate, en 
términos de Ja cual los elementos l'!fa) ahí se expanden como 

00 - . . 

17/J) = f d:i/d~~)..,,,p~l~1/,p~), (4.5) 
-oo 
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con Ax'p~ los coeficientes de la expansión. 
Los operadores X y Py actúan sobre la representación de manera directa 

(x,pulX = x(x,pul 
(x, PulPv = Pu(x, Pul· (4.6) 

Los "bras" y "kets" dependen del tiempo ( (x, Pul = (x, Pui ti); sin embargo, si 
no se hace explícita esta variable, todos los estados que se mencionen están 
ciados para el mismo tiempo. El conjunto de operadores formado por X y 
Py no abarca la totalidad de los atributos (cantidades o propiedades físicas, 
como la posición en el espacio fase completo) de un sistema físico (en el 
caso de dos dimensiones) (63]; otro conjunto de operadores que proporcionan 
otras características (de hecho complementario al primero) es el formado por 
Y y Px. La forma en la que operan Y y Px sobre la representación (4.4) se 
averigua un poco más adelante. 

Dada la forma del SOC (4.4), la función de onda 1/J que determina el 
estado del sistema físico particular que se trate se escribe 

(4.7) 

El número 1/J(x, Pui t) es la componente de estado 11/J) sobre el elemento lx, Pu) 
del SOC o representación (4.4) (en otras palabras, el elemento Axp.). 

Se debe hacer especial hincapié en el objeto 1/J(x, Pui t). La función de on
da (4.7), que depende de una coordenada y un momento, tiene el significado 
usual de amplitud de probabilidad por definición: su módulo al cuadrado de
termina la probabilidad de que el estado del sistema físico 11/J) se encuentre 
en el elemento lx, Pui t) (autoestado común ele X y Pu) del SOC que genera al 
espacio ele Hilbert asociado a tal sistema, al tiempo t. No se puede construir 
una "función ele onda" 1/J' = 1/J'(x, y) que dependa ele las coordenadas dacio 
que no es posible obtener un SOC del tipo { lx, y)} pues X y Y son operadores 
que no conmutan. Aun si se pudiera construir un objeto cuántico función de 
las coordenadas, habría que preguntarse si tal función tendría el sentido con
vencional de amplitud ele probabilidad, y de si se podría usar para medir 
por ejemplo las posiciones x y y de algún sistema particular. La construcción 
sistemática de una Mecánica Cuántica basada en funciones de cuasiprobabil
idad (funciones de operadores que no conmutan entre sí, como la posición q y 
el momento p) fue desarrollada por Wigner (71]. De las funciones de Wigner 
se pueden obtener las distribuciones de probabilidad integrando sobre alguna 
de las variables q o p de las que dependen. 
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Sea un operador unitario infinitesimal que hace las traslaciones del SOC 
en el espacio de definición no conmutativo (la norma de los estados permanece 
invariante en tales traslaciones) 

U = 1 + ióxP,, - iópyY 
(u-1 = 1 - ióxP,, + iópyY) (4.8) 

(con 8x y ópy cantidades infinitesimales). Conociendo las composiciones (uti
lizando la información contenida en W) 

uxu-1 X +Mx-Oópy 
y 

Py + lióp.Y - u8x, (4.9) 

se puede ver cÓmo actúan los operadores X y Py sobre los estados (x,PviU: 

((x,PviU)X = (x,pvl(Uxu- 1)u = (x +.Mx - 08py)(x,pvlU 
((x,pylU)Pu = (x,pvl(UPyu- 1)U =(Pu+ Mpv-' u8x)(x,PvlU. 

Por lo tanto, el estado (x,pvlU es el elemento del ~Oc:J (4.4) con autovalores 
(x+Mx-Oópy) y (Pv+Mpy-uóx), para X y Py re~pectfvamerite. Entonces 

(x, PvlU (x +Mx - 08py, Pv + Mpv - u8il 
~ (X,Pul _ 

+ióx(-i)(liaª - uaª )(x,pvl- iópy(i)(liaª - ºaª )(x,py¡ 
X Py Py X 

= (x,Pul+ic5x(x,pylPx-iÓpy(x,pulY, (4.10) 

la segunda línea obtenida con una expansión de Taylor a primer orden, y la 
tercera por la definición de U. Se puede ahora identificar cómo actúan los 
operadores Y y Px sobre el SOC elegido para definir los estados del espacio 
de Hilbert: 

= -i(li_!!_ - u_!_) (x, p 1 
8x 8py Y 

i(!i-aª - ºaª )(x,pul· 
Pu X 

(4.11) 

Tanto P., como Y van a trasladar al SOC de manera muy similar; si se 
intentara hacer que P., y.Y actuaran sin.compar_tir elementos (ambos tienen 
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derivadas parciales recpecto ax y Py), el resultado sería que hay que alterar 
radicalmente la forma de l-V de (4.3), y se distorsionaría el carácter de la 
Mecánica Cuántica No Conmutativa. 

La elección del SOC (4.4) fue deliberada. Por supuesto, en vez de haber 
tornado éste, se pudo tornar un SOC como 

tal que 

(Y,PxlPx = Px(Y,Pxl 
(Y,PxlY = Y(Y,Pxl· 

( 4.12) 

La manera de pasar de un SOC o representación a otra se establece cono
ciendo las componentes de una en otra (x, PulY, Px)· Para calcularlas se tiene 
la ecuación diferencial 

(x, PylY,Px)Px = (x, PulPxlY,Px) = -i(ñ :x - u f)~y )(x,pylY•.Px) 

que tiene corno solución a 

(x, PulY, Px) = Ae(•2~aB)[t1(xp,-yp,)+Op,p,-uxyl = Ae1¡\'(xp.-yp,+,Bp,p,-'YxY1 

(4.13) 
(con et= 1_

1.B'Y' f3 = *y¡= f.; f3 tiene unidades de coordenada sobre momen
to, y ¡ de momento sobre coordenada, de manera que et no tiene unidades y 
todos los términos de la exponencial se pueden sumar con unidades de acción 
que se cancelan con las unidades de ii). Esta solución también satisface la 
otra ecuación diferencial que se puede plantear 

(x, Pyly, Px)Y = (x, PylYly, Px) = i(li
0
° - 0

0
° )(x, PylY, Px)· 

Py X 

Los operadores identidad se pueden escribir en términos de cada uno de 
los SOC's (4.4) y (4.12) corno 

1 = Jdxdpylx,py}(x,pyl (4.14) 

1 =/ dydpxlY,Px}(y,pxl, (4.15) 

donde los límites de, las integrales son los extremos de todos los posibles 
valores que pueden tomar las variables del espacio fase, . que, corno se está 
tratando el· caso del espectro contínuo, corren de -oo a oo. 
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4.1.2 Costrucción de la integral funcional 

Sea una partición del intervalo de tiempo t; < t < t¡ en N + 1 intervalos de 
longitud ílt = i: = tk - tk_ 1, para t; el tiempo en el que está ciado un estado 
inicial (x', p~; t;j, y t¡ el tiempo en el que se tiene un estado final (x, Pui t¡I. La 
amplitud de transición (x, Pui t 1 lx', p~; t;) se calcula introduciendo N unidades 
como (4.14) entre los estados inicial y final, de manera que se obtienen N + 1 
amplitudes de transición para un intervalo de tiempo de tamaño i:, y se toma 
el límite cuando f -t O y N ---+ oo: 

J( _ (x,py;t¡lx',p~;t;) 
N 

lím j TI dxkdPuk(x,py;t¡lxN,PuNitN)(xN,PuNitN 
c~O,N-}oo k=l 

lxN-1, PuN-I; tN-1) ... (x1, Pu1; t¡)ix', p~; t;). (4.16) 

Para calcular los términos J(k = (xk,Pyk;tkiXk-1,Puk-l;tk-1) para cada k E 
{l, ... , N + l} (con Xo = x', XN+1 = x, Puo = p~, PuN+i = Pu, to = t; 
y tN+i = t¡), que son como los propagadores entre dos estados separados 
infinitesimalmente en el tiempo, se escribe a cada "bra" y cada "ket" en 
términos de su forma al tiempo inicial con la ayuda del operador de evolución. 

Suponiendo que lx, Pui t) = etli(X,P,,Y,P,)(t-to) lx, Pvi to), se tiene que 

(4.17) 

y se introduce una unidad como (4.15) antes del operador de evolución 

J(k (xk, Pukle-klic¡xk-1• Puk-l) 

j dykdPxk(xk, Pukle-tlic¡yk, Pxk) (yk_, Pxk'¡xk'-11 Puk-I). (4.18) 

En el factor que tiene al operador de evolución se debe elegir un orden para 
los productos de operadores entre coordenadas y momentos cuando se cuán
tiza el Hamiltoniano clásico (haciendo operadores a las variables del espacio 
fase). Dada la no conmutatividad expresada por los valores no nulos de O y <7, 

se deberá también elegir un orden para los posibles términos cruzados (pro
ductos entre coordenadas o entre momentos). Se tomará un orden "normal" 
con la convención de poner los operadores que tienen como representación 
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común a (4.4) a la izquierda de IOs que tienen como representación común a 
(4.12). . 

Entonces, para un Hamiltoniano del tipo H = 2~ (P., 2 + P/) + V(X, Y), 
se tiene que 

J(k j dykdPxk(xk, Pukle-kil•n•¡yk, Pxk){Yk, Pxklxk-11 Puk~1) 
J dykdPxk(xk, Pvkle-k•[;);;(P.'+P,')+if•n(x,Y)J¡yk, Pxk) 

(Yk1 Pxk lxk-11 PYk-1) 
j dykdPxke-k•[;);;(v.~+p,~)+V(x•,yk)] 
(xk, PvklYk1 Pxk)(yk, Pxklxk-i.Pvk-1) (4.19) 

(flan y 1/on significa que los operadores JI y V están escritos con el orden 
normal). Usando los cambios de base dados por (4;13) para sustituir a los 
"brackcts" (xk, PuklYk, Pxk) Y (yk, PxklXk-liPuk-1), resulta que 

J(k j dykdPxke-~IIIAl2eÍf"[x•"•k-Ykl'••+.B1'.k~•k--rxkuk] 
e-i¡¡'-[xk-ll'•k-Ykl'•k-1 +.BP•kl'•k-1 -'YXk-IYk) 

IAl2 f dykdPxk . . . 
e i¡f-(pz k (xk-Xk-1 )-yk (p, k -p, k-1 )+.8Pz k.(Pu k:-'.l'u .~ 1 )-'YYk (Xk-Xk-1 )) 
e-~II(:tkoYkoPzk>Pu.J, . . . . . (4.20) 

Sustityendo esto por cada uno de los fa,ct[re{délintegrando de (4.16), el 
propagador entonces es 

N . 
Para hacer más compacta la nótación; se escribe Dzi 

{1,2,3,4}, de talmaneraque . 

TI dz'k para i E 
k=l 

.. , -·,:-:-.--
, N+t 

2 N 1 ¡·· .· ·· ··. .· · · k E sk 
K = lím . IAI ( +) DxDpyDyDp,,dYN+1dPxN+1e k=l , 

e-+ON-HXJ · · · 
(4.22) 
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con 

{ [p (xk - Xk-1) (Puk - Puk-1) + f3 (pyk - PYk-1) 
sk f a Xk f - Yk f Pxk . .· f 

(Xk - Xk-1) .·. · • 
-'YYk l - H(xk, Yk1 Pxk>Pukn 

- ELk. f "" 

Tomando el límite cuando E -+.o y, N· -t;_oo, en:el argumento de la 
exponencial de la integral anterior se 'obtiéne exactamente 

·N+l 
lím .:_. L ELk = 

<-->O,N--100 /i k=I 
:!_ f

1
' dtL 

li lt; 
i ¡¡,S, 

con L = a(±Px - YPv + f3flvPx - "(yx)- H(x,y,p,,,py) el Lagrangiano de 
primer orden clásico del sistema que se trate. Este es el Lagrangiano No 
Conmutataivo (3.4) que se construyó en la primera parte de esta tesis. Las 

· unidades de S son unidades de acción, dado que a = l-~-r no tiene unidades. 
Entonces el propagador (4.16) se pu_ede escribir como 

]( (x,py;t¡lx',p~¡t;) 

= j [<-->~~00 IAl 2CN+llnx.DpypyDpxdYN+1dPxN+1Jek5
, (4.23) 

-.":;·_ "f .. 

con S[z(t)] el funcional de acción clásic~ definido por el LNC de primer orden, 
que da origen a las ecuaciones de movimiento para las variables del espacio 
fase z(t). 

Existen trabajos sobre esta formulación de la Mecánica Cuántica No Con
mutativa en términos de la integral funcional (1], con aplicaciones a sistemas 
rotantes [16]. 

4.1.3 Comentario sobre la dificultad que enfrenta la 
construcción de la integral funcional en el espacio 
configuración 

Para construir el propagador (4.22) de la subsección anterior se utilizó de 
inicio el SOC (4.4) para el espacio de Hilbert común a los operadores X y 
Py. Dada la no conmutatividad de las coordenadas,_ no se puede definir una 
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representación común a los operadores X e Y, y por lo tanto, no se puede 
construir el propagador en el espacio configuración de manera análoga al 
procedimiento que se sigue en textos usuales [11, 21). 

Hay otra dificultad para construir la integral funcional en el espacio con
figuración, que tiene que ver con el Lagrangiano No Conmutativo que depende 
sólo de las coordenadas y sus derivadas respecto del tiempo. En la sección 
3.3 de la primera parte de esta tesis, se mostró la inexistencia del LNC de 
segundo orden: Al despejar los momentos del Lagrangiano de primer orden 
(3.37), el LNC en el espacio configuración (3.43) depende de las coordenadas 
y de las derivadas de infinito orden respecto del tiempo de las mismas. Feyn
man, en su artículo sobre la integral funcional [27), es muy explícito cuando 
dice que la función con la que se calcula la amplitud de probabilidad para 
un camino o trayectoria (en el espacio configuración) debe depender de las 
coordenadas y sus derivadas respecto del tiempo sólo hasta el primer orden: 

No hay dificultad para calcular la integral de acción por los 
cambios súbitos de la velocidad que se presentan en los tiempos 
tk -de la partición- en tanto L no dependa de las derivadas de 
la posición respecto del tiempo de mayor orden que el primero. 
( ... ) Escrita de esta manera -la integral de acción-, la única cosa 
que solicitamos a la mecánica clásica es que nos proporcione una 
función Lagrangiana. 1 

En [15], donde se presenta un tratamiento perturbativo para Lagrangianos 
con derivadas de infinto orden, se menciona que en la cuantización por in
tegral funcional cuyo punto de partida es la integral J DqDpef dt(pq-ll), la 
fórmula J Dqef dtL puede o no ser correcta. Cuando el Lagrangiano depende 
de derivadas de orden infinito, se observa en muchos ejemplos una violación 
de unitariedad si se usa tal fórmula para definir un sistema cuántico. 

4.2 El Principio de Acción 

El Principio de Acción de Schwinger es una formulación de la Mecánica 
Cuántica que, así como la integral de Feynman de la sección 4.1, le da un 

1 El texto sigue: "De hecho, uno puede considerar el postulado dos simplemente diciendo, 
«I> -la función que determina la contribución de un camino a la amplitud de probabilidad
es la exponencial de i veces la integral de una función real de x(t) y su primera deriva
da respecto del tiempo.' ( ... ) Entonces, se puede mostrar que la función de x y :i: es el 
Lagrangiano clásico con un factor constante." 

72 



papel protagónico al Lagrangiano como función ahora de los operadores aso
ciados a las coordenadas y los momentos; y a las ecuaciones de movimiento 
para éstos. 

4.2.1 Funciones de transformación 

En el libro de Julian S. Schwinger [63) se puede encontrar una buena ex
posición de la formulación de la Mecánica Cuántica a través del principio 
de acción que se presenta a continuación. Ahí, se definen los "símbolos de 
medición" (y el álgebra que constituyen) para A un conjunto completo de 
cantidades físicas compatibles suceptibles de medirse. Un sistema físico puede 
poseer sólo un número finito de valores a 1 , a2 , a3 , ••• para todas las cantidades 
;11, A2 , .11J, ... E A simultáneamente (este es el sentido de compatibilidad de 
las cantidades). Cuando un sistema físico es descrito por la determinación 
de todas las propiedades que engloba el conjunto A, se dice que está en un 
estado a'; el símbolo A/(a') denota una medición selectiva que acepta a los 
sistemas que tienen el valor a' para la propiedad A. Cuando un sistema está 
en el estado a' relativo al conjunto de cantidades A, no quiere decir que 
no pueda estar en el estado b' relativo al conjunto de cantidades B al que 
pertenecen otras propiedades físicas, incompatibles con las del conjunto A; 
pero, si en una medición de dos etapas, la primera determina al estado a', la 
segunda posterior para determinar al b' destruye lo definido del estado a'. 

El símbolo iVI(a', a") denota un proceso de medición que acepta sistemas 
en el estado a" y los deja salir en el estado a'. Para A, B, C y D cuatro con
juntos completos de cantidades físicas, M(a', b')M(d, d') = (b' 1 d)Pv/(a', d') 
denota dos mediciones sucesivas (se Ice de derecha a izquierda) que acepta 
sistemas en el estado d' y los deja salir en el estado d en la primera etapa, y 
los acepta en el estado b' y los deja salir en el estado a' al final de la segunda 
etapa y de la medición. El "bracket" o función de transformación (b' 1 d) 
rqpresenta la proporción de los sistemas que estando en el estado d al final 
de la primera etapa, también están en el estado b' al inicio de la segunda 
etapa. 

Al número (a' 1 b') se lo puede considerar como una función del símbolo 
fvl(b', a'); de hecho, se tiene entre estos objetos que tal correspondencia viene 
dada por la traza 

(a' 1 b') = trM(b',a'), (4.24) 

considerando a fvl(b', a') como una matriz do.nde sus elementos están dados 

73 



por 
[M(b',a')]'·" =(e' 1M(b',a')1 e''). (4.25) 

Las funciones de transformación tiene una interpretación estadística: el número 

p(a', b') = (a' 1 b')(b' 1 a'), (4.26) 

es la probabilidad de observar el estado a' en una medición efectuada sobre 
un sistema que se sabe está en el estado b'. 

4.2.2 El principio dinámico 

El problema de calcular las funciones de transformación (o propagadores) 
(a", t"lb', t') se aborda mediante el principio de acción de Schwinger que es
tablece que las variaciones infinitesimales de estos objetos vienen dadas por 
los elementos de matriz correspondientes al operador de acción de la siguiente 
manera 

t" 
ó(a", t"lb', t') = i(a", t"jó( { Ldt)jb', t'), 

lt' 
(4.27) 

donde L es el operador Lagrangiano de primer orden, de tal manera que toda 
la información dinámica es contenida por el Hamiltoniano que lo define (por 
simplicidad en la notación se emplearán letras minúsculas para notar a los 
operadores y las mismas pero primadas para notar a los autovalores que les 
corresponden). 

A esta conclusión se llega de la siguiente manera. Las propiedades de un 
sistema están relacionadas con la medición que se haga de ellas a un tiempo 
dado. Estas propiedades para distintos tiempos deben estar vinculadas por 
una trasformación unitaria, pues estas transformaciones hacen que el espectro 
no se mueva (el espectro es la colección de valores de los estados para una 
propiedad dada). La conexión entre las propiedades a distintos tiempos se 
establece por la que hay entre los estados que corresponden a aquellas para 
esos tiempos, y tal conexión depende de la historia dinámica del sistema en 
todo el intervalo de tiempo considerado. Por lo tanto, las propiedades de los 
sistemas particulares deben estar contenidas en un principio dinámico que 
caracterize a la función de transfromación general. 

Las variaciones de las funciones de transformación (a~, t"la~, t') que rela
cionan dos descripciones arbitrarias, de las cuales son casos particulares las 
del tipo (a', tjb', t) que conectan dos descripciones incompatibles al mismo 
tiempo, y las del tipo (a", t"la', t') que relacionan propiedades análogas a 
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distintos tiempos, son los elementos de matriz de un operador infinitesimal 
Hermitiano 

(4.28) 

que tiene propiedades consistentes con las propiedades fundamentales de las 
funciones de transformación de composición multiplicativa y de conjugación 

:E(a~ia~)(a~ia~) = (a~ia~) 
b' 

Mla~)* = (a~ia~). (4.29) 

Estas propiedades se expresan como Ja ley de composición aditiva y la Her
miticidad para el operador óW12 

óW12 = óW13 + óW32 
óW12 * = óvVi2 (4.30) 

(donde* en el caso del operador significa la operación de tomar el adjunto del 
mismo). Tomando en cuenta esto, se establece el postulado dinámico: Existe 
una clase especial de variaciones infinitesimales para las cuales Jos operadores 
óvV12 asociados a éstas se obtienen por la variación de un sólo operador, el 
operador de "acción" vVi2; es decir 

(4.31) 

El operador de acción comparte las propiedades de aditividad y Hermiticidad 
que tienen los operadores infinitesimales que de él se obtienen, consistente
mente con las propiedades de las funciones de transformación. establecidas 
hasta ahora. · 

Si se piensa a la transformación de la descripción a~ al tiempo t', a la 
descripción a~ al tiempo t", que ocurre en el tiempo de manera continual como 
una sucesión inifinita de descripciones que difieren una de, otrá de, mánera 
infinitesimal, la propiedad de aditividad de los operadores asociados acacia 
elemento de la sucesión establece que · ' 

t" 

W12 = L Wt+dt,t· 
t' 

(4.32) 

Escribiendo a los operadores que se emplean para llevar una descripción a la 
que está infinitesimalmente separada de ésta proporcionales a la distancia en 
el tiempo que las separan 

vVi+dt,t = L(t)dt . (4.33) 
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con L(t) el Lagrangiano de primer orden del sistema que se estudia, en el 
límite contínuo (cuando la separación en el tiempo entre las descripciones 
tiende a cero) se tiene que 

t" 

W12 = f L(t)dt. (4.34) 
t' 

De esta ecuación junto con (4.28) se desprende la ecuación (4.27) que rela
ciona al operador de acción con la variación de la función de transformación. 
En la ecuación (4.34), L(t) es el Lagrangiano porque la evolución o desarro
llo de las variables dinámicas durante un intervalo infinitesimal de tiempo es 
descrito por una transformación infinitesimal unitaria, lo que implica ecua
ciones diferenciales de movimiento de primer orden para estas variables que 
es precisamente lo que ofrece el Lagrangiano de primer orden. El Lagrangiano 
de primer orden se escribe 

L( . ) 1 [ i 1 ·1· ·i 1 1·¡ H( ) z z· t = - z -w· ·z - z -w· ·z - z· t , , 2 2 '1 2 '1 , ' 
(4.35) 

donde el término cinético (todo lo que no tiene que ver con el Hamiltoniano 
H(z)) está simetrizado para satisfacer la condición de Hermiticidad de L(t) 
y así la del operador de acción. Por la misma razón, la matriz (w;j) debe ser 
antisimétrica. 

El Hamiltoniano que entra en la definición del Lagrangiano (4.35), se 
hereda de la información clásica de la que se disponga del sistema físico, 
y para cuantizarlo (haciendo operadores las variables de las que depende) 
hace falta escoger cierto orden en sus variables. Este detalle se propaga hacia 
el Lagrangiano completo, de manera que el término "cinético" también se 
verá afectado por el criterio de orden que se asuma. Si se emplea el orden 
de vVeyl (orden que tiene la propiedad de simetrizar los términos en los que 
aparecen multiplicados potencias de las variables dinámicas en el Lagrangiano 
clásico) para hacer la cuantización, el operador Lagrangiano obtenido será 
consistente con el ·hecho de que el operador de acción debe ser Hermitiano. 
Las variaciones que se hagan del operador de acción se harán efectivas como 
variaciones de las variables del espacio fase. Será necesario asumir que éstas 
variaciones, aunque siguen siendo operadores, se comportarán como números 
y conmutarán con cualquier otro operador. Este carácter es propio de lo que 
Schwinger llama variables de primera clase (69]. 
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4.2.3 El caso no conmutativo 

Sea un espacio de Hilbert asociado a cierto sistema físico embebido en un 
mundo de dos dimensiones, equipado con un sistema ortonormal y completo 
comím a los operadores x y Pú (como se hizo en la sección 4.1 que trata sobre 
la integral funcional de Feynman) 

{ lx', p~; t')}x• ,p~E!JI· (4.36) 

Considerando Hamiltonianos independientes del tiempo, tocios los posibles 
cambios de la función de transformación están dacios por cambios en los 
estados inicial y final, y éstos a su vez por las variaciones óx', óx", óp~, 
i~p~, ót' y ót" de las variables correspondientes. Estas variaciones o cambios 
inducirán variaciones en los estados del sistema a través de un operador 
unitario infinitesimal de acuerdo con 

ól:c',p~;t') = -iG(t')lx',p~;t'). (4.37) 

El Lagrangiano no conmutativo clásico, simetrizado con el orden de Weyl, 
en la forma en que quedan fijas en los estados inicial y final las variables x y 
Pui es 

L = ~[xp,, + p,,:i; - YPu - Pu Y+ O(JiuPx + PxPv)--" u{:i:y.fyx)]-fH(x, y, p,,, Pu)· 

(4.38) 
(En esta sección, se está tomando 1i = 1 sin unidades, de manera que O 
ahora tiene unidades de coordenada sobre momento, como el caso de (3 de la 
subsección 4.1.1, pues de hecho ahora (3 = * = O. De manera similar, u tiene 
unidades ele momento sobre coordenada y 'Y= rí =u. La constante a= 1!ou 
no tiene unidades.) La variación ele la función de transformación dada por el 
operador Hermitiano G(t), de acuedo con (4.37), es 

ó(x",p~; t"lx',p~; t') = i(x",p~; t"IG(t") - G(t')lx',p~¡ t'). (4.39) 

Empleando (4.27) y (4.39) se puede hacer la correspondencia 

0([
11 

Ldt) = G(t")- G(t'). (4.40) 

Ahora, para realizar la variación qué se ~ncu'entra en .el miembr~ izquierdo 
de (4.40) conviene parametrizar la integral respecto de otra variable r, pues 
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el tiempo tendrá que sufrir una transformación infinitesimal de Ja misma 
manera en que lo hacen las coordenadas y los momentos. Es decir, se escribe 

1
. t"=t(r11 ) 

ó Ldt 
t'=t(r') 1r" dt 

ó L-d dr 
r' r 

1r" dt O'. • • • • • • 
Ó r' drdr{ 2[xp,, + PxX - YPy - PyY + B(PyPx + PxPy) 

-a(xy + yx)] - H} 

1
r" a 

Ó r' { 2[dxpx + Pxdx - ydpy - dpyy + B(dPyPx + PxdPy) 

-a(dxy + ydx)] - Hdt}. 

El parámetro r no sufre cambios (no varía), y por lo tanto se puede in
tercambiar Ja variación ó con la integral sobre r. Después, usando que la 
variación de la diferencial es la diferencial de Ja variación, recordando que 
las coordenadas y Jos momentos son variables de primera clase y así sus 
variaciones se comportan como números, y sumando y restando la expresión 
±;¡i¡[a(pxÓX - yópy + OpxÓPy - ayó:i:) - Hót]dt al integrando de la expresión 
anterior, se obtiene el siguiente resultado para el miembro izquierdo de (4.40) 

ó( f
1
" Lclt) = 

}¡• 1r" {a[clxópx - dpyóy + OdpyÓPx - adxóy - dpxÓX + dyópy 
r' 

-OdpxÓPy + adyóx] + dHót - dtóH} 
t" d 

+ ( -d [a(pxóx - yópy + BpxÓPy - ayóx) - Hót]dt }¡1 t 

[a(pxÓX -yópy + OpxÓPy - ayóx) - Hót]¡:' 
t" 

+ r dt[a(xópx - PyÓY + OpyÓPx - axóy 111 

-pxÓX + i;ópy - OzixÓPy + ayóx) + Hót - óH].(4.41) 

La correspondencia (4.40) establece que la variación del operador de acción 
debe depender sólo de las condiciones en los tiempos inicial y final (y de las 
variaciones de Jos operadores de coordenadas y momentos para esos tiempos), 
por Jo tanto, el integrando del segundo término en la expresión anterior debe 
anularse por sí solo, pues depende de la trayectoria completa; esto resulta en 
que 

óH a[(aiJ - Px)óx - (ax+ Py)óy + (Opy + x)ÓPx + (iJ - Opx)Ópy)] + Hót 
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DH DH DH DH DH 
-
0 

ó:i: + -
0 

óy + -
0 

ópx + -0 ópy + -Dt ót 
X Y fJ.r. /ly 

(4.42) 

(el segundo renglón es la variación del Hamiltoniano por definición), de lo 
que se obtienen las ecuaciones de Heisenberg para los operadores de las co
ordenadas y los momentos 

a(px - ay) 
DH 

-Bh 
a(py +ax) - ay 

o:(±+ Bpy) 
DH 
Dpx 

a(y - Bpx) 
DH 
8py 

j¡ DH 
{4.43) at' 

que son precisamente las ecuaciónes de movimiento clásicas para las variables 
del espacio fase, pero ahora para los operadores que les correponden. 

El primer término de la ültima igualdad de {4.41) corresponde así al 
miembro derecho de {4.40), o sea 

G{t) = o:(px(t)óx(t) -y(t)c5py(t) + Opx(t)ópy(t) -ay(t)óx(t)] - H(t)ót. (4.44) 

De esta manera queda determinado la forma del operador infinitesimal que 
genera las variaciones de los estados lx, py; t). Cabe mencionar que de haber 
escogido la otra representación posible en términos de los operadores y y Px. 
el operador G hubiera resultado de una manera muy similar pero con los 
papeles de x y Pu intercambiados con los de y y Px· Esto se puede ver de 
manera inmediata si se identifica que x con Px y Py con y se comportan ele 
manera conjugada siendo los segundos los generadores ele las traslaciones de 
los primeros {en los espacios de definición que mezclan una coordenada y un 
momento) y viceversa. 

Las relaciones ele conmutación entre los operadores asociados a las vari
ables del espacio fase se pueden deducir de la siguiente manera. La regla 
general para conocer la variación de un operador bajo una tra,nsformación 
infinitesimal unitaria generada por cierto operador G es 

1 
ó.F(t) = -:-[F(t), G(t)], 

i 
(4.45) 
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donde la variación del miembro izquierdo denota una variación para tiempos 
fijos (ver apéndice A). De hecho . · 

ó.F = óF - Fót, (4.46) 

con óF la variación "funcional" de F en el tiempo y el espacio de definición. 
Introduciendo esto y la forma de G ele acuerdo con (4.44) en la regla 

(4.45), la posibilidad de hacer variaciones independientes en la coordenada 
x, el momento Pv y el tiempo t tiene como consecuencia que 

DF ~([F, Px] - u[F, y]), g¡. i 
et 

8py 
--:-(O[F,px] - [F,y]), 
i 

dF 8F 1 
(4.47) dt-Bt -:-[F,H]. 

i 

Tomando F = x y F = Pv, se calculan los conmutadores entre coordenadas 
y momentos resultando 

[x,px] 
[py,Y] 
[x,y] 

[py, Px] 

i 
i 
iO 
-ia (4.48) 

(que están ele acuerdo con los ingredientes introducidos la construcción de la 
integral funcional, subsección 4.1.1, con 1i = 1). 

4.3 Deducción de la ecuación de Schrodinger 
de la Mecánica Cuántica No Conmutati
va mediante la Integral Funcional 

Para ilustrar un poco las alteraciones no conmutativas en la construcción 
de la integral funcional, se deduce a partir ele ésta la ecuación que dicta 
la dinámica ele la función ele onda '1/>(x, Pu) = (x, Pul'!/>); ésta es amplitud de 
probabilidad para cierto tiempo pues es la superposición de las contribuciones 
de las amplitudes para un tiempo anterior "propagadas" desde todos los 
puntos del espacio de definición. 
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Recordando que el cambio ele base (4.13).entre las representaciones {Jy, Px)} 
y {Jx,py)} está dacio por · 

(x, PulY, Px) = Aei¡;'[xp,_:.yp,+fiP:,;P.-:"fxyJ, . (4.49) 

se pueden expancler los elementos de un SOC en términos de los del otro 
multiplicándolos por el operador identidad escrito en la represe~tación com-
plementaria para cada caso: · · · · · . 

00 . -, '· 

A f dydp,,ei¡;'[p,(x+tlp,)-y(p,+"fxl](y,pxJ, 

-oo 

(y, Pxl = 11 1 dxdpye-W-lx(p.-"fy)-p,(y-flp~)] (x, py J. (4.50) 
-oo 

Con base en las forma de las expansiones ele una representación en la 
otra anteriores, se definen la transformación de Fourier entre los espacios 
de definición mixtos. o "híbridos" (que cuentan con una coordenada y un 
momento) y su inversa como 

00 

j(y, Px) ( ª ) j dxdp J(x p ) e-Íff[x(p,-"fy)-p,(y-flp,)], 
4¡r2n2 v , y 

-oo 

( a ) loo d d !-( ) eif[p.(x+{ipy)-y(p,+"fxll. 
4¡r2n2 Y Px y,p,, (4.51) 

-oo 

(El factor .irr~r,2 que está en la definición de la transformación de Fourier y 
su inversa, determinará a la constante A que aparece multiplicando al propa
gador (4.22), y, definido ele esta manera, proporcionará la medida adecuada 
para el espacio fase como se establece en el resultado del ejercicio 15.5 del 
libro ele Hcnneaux y Teitelboim [41], que dice que cuando la estructura sim
pléctica del espacio fase es arbitraria, la medida que va en el propagador debe 

s·er ~.con vV la matriz simpléctica (3.1) (salvo que redefiniendo los 
parámetros (3 por O y 'Y por a) de la teoría clásica, y n la dimensión del 
espacio configuración). La función "delta de Dirac" es tal que 

ó(p,, - 'YY)ó(f3Px - y) = 

ó(x + (3py)ó(py + 'YX) = 

00 . 
( 4"~r,2) J dxdpye-'f[x(p.-w)-p,(y-fip,)] = ó(px)ó(y) 

-oo 

(.1"~r,2) j dydp,,e'f[p.(x+{lp,)-y(p,+"fx)] = ó(x)ó(py). 
-oo 
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(4.52) 

La última igualdad de la primera de estas fórmulas se da porque para que 
ó(px - ¡y)ó(f3Px - y) sea algo distinto de cero, debe pasar simultáneamente 
que Px - 'YY = O y f3Px - Y = O => Px = /Y = ~ => (1 - ¡(3)y = O, y por lo 
tanto y = O = Px (pues 1 - ¡(3 # O, porque si no, la matriz W de (3.1) no 
tendría inversa). El mismo argumento se puede usar para la segunda fórmula. 
Se tiene además la propiedad conocida para esta función 

00 J dxdpy J(x,py)ó(x - xo)ó(py - Puo) = J(xo,Pv0 ). (4.53) 
-oo 

Usando las definiciones ele transformada de Fourier y las propiedades de 
las funciones delta de Dirac, se pueden calcular las transformadas de Fourier 
ele y, Px y el Hamiltoniano H(x, ]Jy, y, Px)· De la segunda ele (4.51) se tiene 
que 

y 
. . 

( 1 ~¡¡2) •f"°¡dydp~.· Px e~!P~é:i:+Pp.)-y(p.+7x)] 
' 7r t : .. . •..... 

ili ( ! ~~ a:J{( 47r~li2) j dydpx eW-!Pz(x+tlp.)-y(p.+7x)]} 

-oo 

ili (:x - 'Y a:J [ó(x)ó(py)]. (4.55) 

Ahora, la transformada ele Fourier de cualquier potencia ele y o ele p,,· es la 
aplicación ele los operadores que son suma ele derivadas parciales sobre el pro
ducto de funciones delta ese número de veces (la potencia), pues (denotando 
-iti( 0~• - f3 t,,) = (8)) 

ymeW-!Pz(x+Pp.)-y(p•+'Yx)] = ym-l(yeif!Pz(x+Pp.)-y(p.+7x)]) 
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ym-1 (D)eif.'-[p,(x+tl11u)-y{¡1y+-yx)J = (o)y"'-2(yelf.'-[p,(x+tJp,)-y{p,+-rx)]) 
( D) ym-2 ( D)e lf.'-[p,(x+/lpy )-y(p,+-rx}] = ( D)2ym-3 (yeif.-[p,(x+/lp.)-y(pu+-rxll) 

( D) me T,[¡1,(x+tJp,)-U(Pu +-rx)] (4.56) 

(con un argumento similar para las potencias de p,,). Por lo tanto, la trans
formada de Fourier ele cualquier Hamiltoniano H(x, Pu, y, Px) que acepte una 
expansión en serie de potencias de las variables y y Px es 

(47r~fi2) 1 dydpx H(x,py,y,px) eif[p,(x+{:lp,)-Y(Pu+-rx)J 
-oo 

H [x, Pu, -iii ( D~u - (3 :x) , iii ( :x - ¡ D~y)] [ó(x)ó(py)] 

- ÍI(x, Pu, Y, P,,)[ó(x)ó(pu)]. (4.57) 

La ecuación de Schrodinger La ecuación que se busca, congruente con 
que para cierto tiempo la función de onda sea la superposición de todas las 
contribuciones que pueden venir de todos los puntos del espacio de definición 
es la que sigue (utilizando a J( como el propagador de esas contribuciones) 

'1/J(XN+11 PYN+I; tN+i) = ¡_: dxodPyoK'l/J(xo, Puo; to), (4.58) 

con el propagador J( dado por (4.22) 

(4.59) 

Dando un sólo paso en el tiempo de tamafio €, la función de onda en ese 
momento (si el tiempo inicial es cero) se puede calcular usando la expresión 
(4.22) para N =O (x, = x, Py¡ =Pu• t, = €), 

'lj;(x, Pu;€) 

l
oo 47í2¡¡2 

dxadpy0 '1/J(xo, Py0; O) 111!2(-a-) 
-oo 

[
(-ª-) ¡"° dydp,,e-.j¡-ll(x,p,,y,p,)eÍff'{Pz[(x-xo)+f:l(pu-P•oll-y[(p,-p, 0 )+-r(x-xo)]}] 

47í2¡¡2 
-oo 
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(4.60) 

(la segunda igualdad usando la transformada de Fourier del Hamiltoniano, 
y la tercera usando (4.53)). Por lo tanto, haciendo una expansión a primer 
orden en f de ambos lados de la ecuación (4.60), y escogiendo a la constante 
A como 

(4.61) 

para que IAl2 ( 4":r,•) = 1, se tiene que 

·¡¡ fJ¡/J(x, Pui t) i¡(" P. 1,. p )·'·( ) 
ii Dt =i: ,,~,Y•' x'1'X1Pyjl; (4.62) 

donde se ha sustituído en H a x por X y Px por Px, porque estos operadores 
actúan sobre la representación en la que está escrita 1/J(x, Pui t) de. manera 
directa de acuerdo con (4.6). 

4.4 Teorema de incertidumbres 

El teorema ele incertidumbres o incertezas establece que si dos observables 
(operadores Hermitianos) no conmutan, entonces existe una relación de in
certidumbre mínima (distinta ele cero) para sus valores esperados. Es decir, 
que no se puede determinar en una medición el valor para cada uno de estos 
observables de manera simultánea. 

4.4.1 El teorema general 

Con precisión el teorema dice: Sean A y B observables y 11/J) un estado físico 
arbitrario. Sean .Ó.A y .ó.8 las desviaciones estándar de A y B para el estado 
11/J) (con .Ó.A 

2 = ((A - (A) )2), donde (A) = (1/JIAl'l/J) es el valor medio o 
esperado de A). Entonces 

(4.63) 
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Demostración: Sean los operadores Hennitianos A' ,,,; A- (A) y B' = B- (B) 
y la familia de operadores A' + i),B' para >. E R. Se tiene que 

J(>.) := (1/Ji(A' - i>.B')(A' + i>.B')i1/J) . 
= (1/Ji(A' + i>.B')•(A' + i,\B')i1/J) = l(A' + i>.B')l'l/.1)12 2: 0(4.64) 

(• significa tomar el adjunto del operador), y por lo tanto 

J(>.) = (A'2 ) + (i[A', B'])>. + (B'2)>.2 2: O. (4.65) 

De [A', B'] = [A, B}, se obtiene que 

J(,\) = (An)2>.2 + (i[A, B]),\ + (b.,i)2 2: O. (4.66) 

Como i[A, B] es simétrico en su dominio ele definición, los coeficientes ele 
(4.65) son reales, y por lo tanto, (4.66) se satisface para toda>. E R si, y sólo 
si, pasa que 

(4.67) 

que es lo que se quería demostrar [29}. 
Se puede mostrar que el valor esperado del conmutador de dos operadores, 

cuando es diferente de cero, por ser anti-Hermitiano su valor medio es un 
número imaginario puro, y entonces el mimebro derecho ele (4.63) es igual a 

( f; Im([A, B])) 
2

• Si entonces A y B mantienen una relación ele conmutación 
dada por [A, BJ = C, la desigualdad (4.63) se escribe 

1 
b.;1b.u 2:: i2Im{C)I. (4.68) 

4.4.2 Estados de incerteza mínima 

Dada una relación de incertidumbre como (4.68), para que un estado deter
mine la relación ele incerteza mínima, es decir, para que se de la igualdad de 
(4.68), si A;1b.n = O, entonces el miembro derecho de ( 4.68) es cero también 
y 17/J} es autoestado de A y B simultáneamente. Si A,iAs =F O, para que 
(4.68) sea una igualdad debe pasar que 

J(>.) = [An ± A,i]2 2: O (4.69) 

y, como An =F O, entonces existe ,\=FO tal que J(>.) =O. De la definición de 
J(>.) se tiene que (A'+i>.B')l?/i} =O, o, 17/t} debe ser solución de (A-{A})ll/t) = 
-i>.(B - {B})l7/J). En esta ecuación, ,\es la raiz doble de J(,\) =O, es decir 
, {i[A,BJ) 
"= -2(~nl2 • 
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4.4.3 Relaciones de incerteza entre X e Y, y Px y P¡1 

Dado que en la Mecánica Cuántica No Conmutativa se tienen las relaciones 
ele conmutación entre las variables del espacio fase 

(X,P,,] 
[Y,Py] 
(X,Y] 

[P,,,Pv] 

ilí 
ifi 
iB 
ia, 

entonces, además ele las relaciones ele incerteza usuales 

se tienen las relaciones ciadas por 

1 
AvL~1, > -O " - 2 , 

(4. 70) 

(4.71) 

(4.72) 

entre los operadores asociados a las coordenadas y los momentos entre sí. 
Estas relaciones de conmutación (sobre todo la que hay entre las coor

denadas, con O del orden de la longitud de onda de Planck al cuadrado) 
representan, como se mencionó en la introducción ele esta tesis, una forma 
ele modelar el que Ja Mecánica Cuántica no puede investigar más allá ele una 
cierta longitud, la longitud de Planck. Es decir, si una partícula se encuentra 
en el plano, ciada la no conmutatividad ele las coordenadas, hay una "caja" 
ele lacio ../O en cada punto del mismo dentro de la cual no se puede determinar 
la posición de la partícula. 

De la relación ele incertidumbre entre las coordenadas, si AxAy # O, 
entonces Jos estados 11/>) que tienen incerteza mínima para estos operadores 
están dados por la ecuación 

(X - (X))l'I/>) = - 2(~,)2 (Y - (Y))]l'I/>). (4.73) 

Supóngase que para el estado 11/J) se tiene que (X) = x 0 y (Y) = y0 , tal que 
sus incertidumbres alcanzan el valor mínimo AxAy = 40. De (4.6) y (4.11) 
se sabe que X e Y se representan como 

)( = xl 
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· ... {) . {) 
y = i(ti- - 0-), 

opy 8x 
(4.74) 

en la representación (4.4) tal que (x, Pul'l/i} = .,P(x, Pu)· Entonces, la ecuación 
(4.73) se puede escribir como · 

(4.75) 

de la que se obtiene que los estados para los que larelación dé incerteza entre 
las coordenadas es mínima son 

(4.76) 

con DE C una constate arbitraria. 
De manera análoga (si se tiene que (Py} ='= Puo y (Px} = Pxo ), se obtiene 

que los estados para los que las relaciones .de incerteza 

/::,.p,/::,.p, ;::: ~a 
~·-· ..... ----· . '. . -1··"- .. ' 

/::,.~/::,.p > -h 

:.::-=~~~~~/::,.;:·1/~·:.!.(~!." 
alcanzan sus valores mínimos, son respectivamente 

'l/i(x, Pu)(A 1,,Ap,=~) 

'l/i(x, Pu)(AxAp,.,=~) 

'l/i(x, Pu)(AyAp,=~) 

(4.77) 

(4.78) 

Los estados para los que más de una relación de incerteza alcance su 
valor mínimo, son aquellos que satisfcen un sistema de ecuaciones diferen
ciales cuyas soluciones son precisamente combinaciones de los estados (4.76) 
y (4.78). 

Un trabajo que trata con la nueva relación de incertidumbre consecuencia 
del parámetro no conmutativo(), se presenta en [10], donde además se con
sideran los autoestados del momento angular que es modificado por () como: 
[ = X.Py - YPx + i,¡(PJ + P;). 
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Capítulo 5 

Aplicaciones usando las dos 
formas de cuantización 

En este capítulo se empican las dos formas de cuantización expuestas en 
las secciones 4.1 y 4.2 del capítulo anterior, para calcular el propagador del 
oscilador armónico. En la sección 5.1 se cambian las variables ele Ja integral 
funcional por "amplitudes de modo", método que se expone con detalle en 
el libro ele Lowel S. Brown [11]. En la sección 5.2 se aborda el cálculo ele Ja 
función de transformación para el oscilador armónico resolviendo Ja ecuación 
(4.39). 

En [58], donde se establece no sólo la no conmutatividad en el plano sino 
también en Ja dos-esfera (de hecho, se muestra que el caso del plano es el 
límite para grandes radios de la esfera), se puede encontrar el ejemplo de 
una partícula cargada en un campo magnético (el problema de Landau) con 
un potencial ele oscilador armónico en el contexto ele la Mecánica Cuántica 
No Conmutativa. El resultado que ahí se presenta para el oscilador en el 
campo magnético tiene las frecuencias características que se obtienen en este 
capítulo (iguales a las del ejercicio 3.2.3 para el oscilador armónico clásico). 

Alrededor de la fenomenología de la no conmutativiclad a las escalas de 
Ja longitud de onda de Planck, en [9] se plantea que aunque la descripción 
que se conoce de las interacciones entre partículas tiene algunos problemas a 
esas escalas, en física atómica se pueden diseñar experimentos que son muy 
sensibles a estas escalas cuando se hacen pequeños saltos de frecuencias (del 
orden de 1 mHz o menores). Si por ejemplo estos saltos se hacen a energías del 
orden de Ge V, la sensibilidad que se puede detectar es del orden de 4 x 10-27 

GeV. En el artículo mencionado, se hace referencia a posibles experimentos 
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que ofrezcan evidencias de nueva física a las escalas de la longitud ele onda 
de Planck: éstos van en la búsqueda de rompimientos de simetrías CPT y de 
Lorentz. 

Otro artículo donde se plantean posibles correcciones al momento magnético 
anómalo del muón debidas a la no conmutatividad de las coordenadas (sis
tema vinculado con el problema de Landau) es [70). 

5.1 Cálculo del propagador para el oscilador 
armónico cambiando las variables a "am
plitudes de modo" 

5.1.1 Perturbación de la trayectoria,:,clásica 

En la sección 4.1 se llegó a la expresión para la integralJuncional o amplitud 
de transición (4.23) ·· . 

,_, , ,>" _.,~ ;.;,,: 

con 

i i /,12 . 
-S = - dtL 
ti li 11 

la acción clásica para el Lagrangiano de primer orden L con Hamiltoniano 
H, multiplicada por *· La matriz (w;;) es la inversa de (4.3), la matriz de 
conmutadores entre los operadores asociados a las variables del espacio fase. 

Se tiene que el integrando de I< es oscilante, y, al efectuar las integra
ciones sobre las variables del espacio fase, se anularán las contribuciones para 
valores grandes de S. Valores pequeños de ésta son los que van a contribuir 
al integrando. Las trayectorias (z = (z1,z2 ,z3 ,z4 ) = (x,y,px,Pu)) que in
teresan son entonces las cercanas a la trayectoria clásica. Se denota por Zc 

a la trayectoria clásica (la que resuelve las ecuaciones de movimiento del 
LNC). Sea Zc + z una trayectoria cercana a Zc (es decir, zi pequeños), de 
manera que la perturbación z evaluada en los tiempos inicial y final es tal 
que x(t¡) = x(t2 ) = Pu(t1) = Py(t2 ) =O, es decir, la perturbación se anula en 
las puntas Xc y Puc para los tiempos ti y t2 del problema (notar que y y Px 
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no están sujetos a esta condición). Como zc es una trayectoria específica que 
no se "mueve", D(zci + zi) = Dzi, y 

(5.3) 

Haciendo una expansión de Taylor para el Hamiltoniano alrededor de Zc 

(5.4) 

y usando las ecuaciones de movimiento clásicas, WjiZci = g;~ lz=•c• la expresión 
(5.3) se escribe (tomando hasta términos en zi

2
) 

!:..s 
li 

r· 1 . . . . . . . . 1 
i ft, dt(2W;j(Zc'zci + z'zl + z'zci + zc'zl) - ¡/l(zc) 

- .. . ; i - _..!._ a2 H 1 k i] 
W;iZc Z 2ti 8zk8zi z=zcZ Z 

. ri· 
1
1 i . . 1 < ) 1 i • j 1 a2 

H 
1 

k iJ 
i Ji, dt 2W;jZc z0 J - h H Zc + 2W;jZ Z - 2ti azkazi z=zcZ Z 

i ri· 1 . . 1 a2 H k . 
¡,,S(zc] + i ft, dt(2WijZ'zl - 2ti 8zk8zi lz=zcZ z3

], (5.5) 

donde S[zc] denota la acción S evaluada en la trayectoria clásica Zc· Susti
tuyendo esto en la integral funcional, ésta se separa en dos factores: uno que 
se presenta en cualquier problema que acepte el desarrollo en serie de Tay
lor de su Hamiltoniano y que es la exponencial de la acción evaluada en la 
trayectoria cl<ísica multiplicada por t• y otro que sólo tiene que ver con la 
perturbación que se hizo (tal que en las puntas vale cero). Este (1ltimo se 
traduce en una constante que no depende de los estados inicial y final entre 
los que se está evaluando el propagador (sólo de los tiempos inicial y final, de 
hecho, del intervalo entre los dos). Entonces, la integral funcional se escribe 

[( = (/le¡\-S[zc] lím IAl2(N+l) D4ze' 11 t 2w;;z z -,. o.ko,i •=•« z . . [/ ·J.'•d [1 i•j .J... 0
2

11 1 k i]] 
c:40N~oo 

(5.6) 
El primer factor e8 , viene de una constante de integración que aparece en 

·[J.''dt[l •·; .J...~¡ k i] !l.] el exponente de e' •1 ,w;¡z z -,,. º' º'' •=«' z +' . El propagador [( está 
determinado hasta esta constante. 
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5.1.2 Cálculo del límite que multiplica a ef.S[zc] 

Una exposición completa e ilustrativa de Ja interpretación de la integral fun
cional como integrales sobre trayectorias se puede encontrar en [11]. Ahí, 
se utilizan expansiones en "amplitudes de modo" de las funciones del espa
cio fase. Se parte de la noción de la integral funcional como la suma de las 
contribuciones a Ja amplitud de transición con las que participan todos los 
caminos (o trayectorias en el espacio fase zi(t) para i E {1,2,3,4}) posibles 
entre un estado inicial y uno final. Cada contribución es tasada con un cierto 
peso dado por la acción clásica evaluada sobre tal camino (Ja acción calculada 
con el Lagrangiano de primer orden); noción que es equivalente a la forma 
de la integral funcional vista como el límite de la discretización del espacio 
fase y del tiempo, cuando los saltos entre punto y punto tienden a cero y la 
partición a tener un nt'lmero infinito de elementos. 

En esta subsección se utilizarán las técnicas empleadas en la fuente men
cionada para calcular el factor que acompaña a ek5 [•c] de la expresión (5.6). 

Para lo que sigue será 1'itil reparametrizar el tiempo para que (con T = 
t¡ - t;) t; = O sea el tiempo inicial y t¡ = T el final. Si el propagador entre 

. N . 
dos estados a tiempos t; y t¡ (con Dz' Il dz\ para i E {1, 2, 3, 4}) se 

k=I 
escribe 

J( (x",p~;Tlx',p~;O} 
N+I 

' 2(N+l) ! t L St 
hm l..41 DxDpyDyDpxdYN+1dPxN+le •=• (5.7) 

f.-t0 1N-+oo 

con Sk = n[pxk(Xk - Xk-¡) - Yk(Pvk - Pvk-1) + f3Pxk(Pyk - Pvk-1) - /Yk(Xk -
Xk-1)]-dl(xk, Yki PxkiPvk) (el intervalo de tiempo ha sido partido de manera 
que T = (N + l)E), del resultado de la subsección anterior se tiene que si 
H = HPi + p;) + V(x, y), entonces 

J( = ekS[zcl 

/
[ lím IAl2

(N+l) DxDpyDyDpxdYN+1dPxN+. iJ 
c.-+ON-.oo T . 

1; J dt{o[xp.-y¡;.+p¡;,p,-")'y±1-!1Sx•+2~xy+$u•+p~+pfü 
e º (5.8) 

Las variables de integración ahora sonlas-de)'a pert~;ba~ión dela trayectoria 
clásica, donde x(t) y Py(t) satisfacen las condiciones de. borde . 

x(O). = o· 
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x(T) 
py(O) 
Pu(T) 

o 
o 
o. (5.9) 

Se sugieren expansiones de Fourier para las variables de integración en términos 
de las amplitudes an, b,., e,, y dn como 

x(t) f: anV'i (mr t) --sen -
n=l n7r T 

=> x(t) 
00 

V§ (n7r ) 
1~ an(T) cos Tt 

Pu(t) I= b,,,/2 c7r ) --sen -t 
n=l n7r T 

=> Py(t) 00 V2 c7r) fi bn(T) cos rt , (5.10) 

y 

y(t) 00 c7r) c0 + ,f; c,,v'2cos Tt 

Px(t) 00 c7r) do+'~ dnv'2 COS Tt . (5.11) 

Las expansiones para las funciones x y Pu son sólo en términos de senos 
porque las trayectorias que unen los puntos inicial y final deben satisfacer 
las condiciones de borde (5.9); y las que se usan para y y Px son en términos 
sólo de cosenos porque las ecuaciones de movimiento clásicas establecen que 
las soluciones Ye y Pxc son proporcionales a las derivadas respecto del tiempo 
de Xc y PYc• y es razonable pensar que lo mismo pasa para las perturbaciones 
cercanas a la trayectoria clásica. Debe notarse la forma de los coeficientes en 

· las series para x y Py· El denominador que los acompaña tiene el papel de 
hacer que el término cinético de la acción S se transforme canónicamente. 
Es decir, se estii efectuando un cambio de variable en donde las funciones 
zi(t) para i E {1, .. ., 4} se sustituyen por las amplitudes de modo que son 
los coeficientes de las series. Este cambio de variable o transformación de 
coordenadas debe ser canónico para que la estructura simpléctica no se altere. 
Esto es, en la integral de acción debe conservarse la forma diagonal 

(5.12) 
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del Lagrangiano No Conmutativo de primer orden. En términos de la nuevas 
variables (las amplitudes), la forma diagonal se ve como 

00 

a L:(andn - bnC,1 + f3bndn - /ancn)· (5.13) 
n=l · 

El propagador (5.8) en las nuevas variables toma la forma 

I< = ek5 l•cl /! lím IAl 2(N+llDaDbDcDd J) 
N-+oo 

"" ~ L: (andn-bnc~+Pbndn-"YtÍnCn) 
e n=l 

T 2 2 2 
-f,¡ J dt(~:r2+2K:?o;:ry+~y2 +pi,+p~l 

e º ' 
(5.14) 

donde las integraciones sobre las variables de espacio fase fueron sustitu
idas por las integraciones sobre las amplitudes de modo multiplicadas por el 
Jacobiano J que viene del cambio de variable: 

N N 
(con DaDb = IT dandbn y DcDd = IT dcnddn)· 

n=l n=O 
Para poder realizar las integraciones de (5.14) y calcular el Jacobiano J, 

es conveniente usar a la forma discreta de la integral funcional· (5.8), que 
tiene la forma 

N 

J( = ek5 l•cl lím IAl2
(N+l) J IT (dxkdPykdykdPxk)dYN+1dP:rN+1 

<-+ON-+oo k= I 
N+I 

i¡f- L ((:rk-:rk-tlP•k-Yk(Pv k-Pvk-1 )+fl(Pvk-PH-1 )p,k-"YYk(:rk-Xk-1)1 
e ~ . 

l!.N+i o!~ 2 ~ o2v 2 ·2 · 2 - 2• L [ D,2"1«•·•»"'•+2 "'º" lc••·•»"'•Y•+D;TIC••·•»Y•+P••+Pv.I e k=t : , 

(5.15) 

para la cual, las variables de integración zik se expanden como 

N 

Xk = L: ªnYn(k) 
n=l 
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N 

Pvk = L bnYn(k), (5.16) 
n=l 

con An = (N l 1 l n J y Yn(k) = ·.,,12. 2Ansen(N'.;_.k1 ) paran 2: O; y 
2 +1 sen •(N+i¡ _ _ _ 

N 

L: Cnfn(k) 
n=O 

N 

Pxk L: dnfn(k), (5.17) 
n=O 

con fn(k) = ./2cos [mr~~t>] paran > O y f 0 (k) = 1 (notar que se est<í. 

utilizando que .f. = N~l ). En las expansiones anteriores para las variables 
del espacio fase discrctizadas, se usan N (para x y py) y N + 1 (para y y 
Px) amplitudes ele modo porque esos son precisamente los números de xk's, 
Pvk's, Yk's y Pxk's que se tienen en la discretización (es como si se cambiara 
un número finito de variables por otro conjunto de la misma cardinalidad). 
El coeficiente An y los argumentos de las funciones seno y coseno en las ex
pansiones (5.16) y (5.17) est;í.n definidos de esta manera para que en el límite 
contínno se recuperen las expresiones (5.10) y (5.11). Se están aprovechando 
los elementos que se presentan en la referencia (11] para reproducir las no
ciones de integración y derivación en la forma discreta. Ahí, se ve que usando 
la serie geométrica 

..[!... k 1- zN+l 
¿_,Z = 
k=O 1 - z 

se pueden calcular las identidades (escribiendo a fn(k) y Yn(k) como sumas 
de exponenciales) 

y 

N+l 

L J n(k)J m(k) 
k=l 

N 

L Yn(k)gm(k) 
k=l 

N+l 

(N + l)ón,m 

¿: !n(k) =o. 
k=l 
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(Las sumas desde k = 1 a N o N + 1 vienen a reemplazar en la forma 
discreta a las integrales sobre el tiempo de la forma contínua.) Lo análogo a 
las derivadas respecto del tiempo de las funciones 9n(k) está dacio por 

.<Jn(k) - 9n(k - 1) 
k - (k - 1) 

Ahora, de acuerdo con las expansiones (5.16), (5.17) y Ja forma de "derivar" 
(5.20) se tiene que 

Pxk - 'YYk 

N .. 
L an(Yn(k) - 9n(k .c... .. 1)] 
n=l 

N E JVa~ 1fn(k); 
N -- -

L bn(Yn(k) - 9n(k - 1)] 
n=l 

N bn EN+ lfn(k), 
N 

L (d,. - "fCn)f,.(k), 
n=O 

N 

:E(en - fJd,.)J,.(k), 
n=O 

y entonces, el exponente del integrando de (5.15) se puede escribir_ 

(5.21) 

iet~( ( ·) .( )] if.(N+l)( 2 ~( 2 . 2. 2)] fi L., a,. dn - 'YC,. -:- b,. Cn - f3dn - 2/i d0 + L.;, d,. +: bnAn 
n=l -- ------ -- '_ --- - • - - · n=l • .-

i€ N+i a2v -_ a2v a2v - -· ··· 
- 2/i L [ 8x2 lcxi.,yk)x% + 2 axay ''"'ko!lk)XkYk + 8y2 lcxk.!lk)Y~], (5.22) 

k=l 
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donde en el último renglón falta sustituir las expansiones (5.16) y (5.17), pero 
eso sólo se puede hacer conociendo la forma del potencial. 1 Así, el propagador 
{5.15) se escribe en las nuevas variables como 

(5.23) 

El Jacobiano del cambio de variable que aparece en la expresión (5.14) es 
el producto de cuatro determinantes: el de dos matrices de NxN formadas 
por los elementos afn = ~ una, y por a~n = ~ la otra (para k = 1, ... , N 
y n = 1, ... , N), y dos de (N + l)x{N + 1) formadas por a~n =~una, y por 

a~n = ~ la otra {para k = 1, ... , N, N + 1yn=O,1, ... , N). En la referencia 
[11) (páginas 50-51) están calculados estos detreminantes y el Jacobiano para 
el caso unidimensional y conmutativo. El transporte para el caso que aquí se 
trata es directo y trivial. El resultado es que J = l. 

La expresión {5.23) para la integral funcional resulta más práctica y fácil 
de manejar por la manera en que se resuelven las integraciones de expresiones 
que contienen términos como :i:k - Xk-\· En la forma {5.15) del propagador, 
a] querer abordar, por ejemplo, la integración sobre X¡, debido a que Sk 
depende de (xk - :1;k_ 1), se deben considerar en el integrando a e51 y e51+1• 
Con la identidad (5.20), en el propagador (5.23) las integraciones sobre, por 
ejemplo, a¡, sólo consideran a expresiones que tienen que ver con el índice l. 

Hasta este punto, la técnica presentada en esta sección se puede aplicar a 
cualquier sistema físico tal que su 1-Iarniltoniano sea de la forma H = T +V 
y acepte una expansión de Tylor. 

5.1.3 El propagador del oscilador armónico 

A partir de la expresión (5.23) para escribir la última exponencial en términos 
de las amplitudes de modo, del 1-Iamiltoniano del oscilador armónico H = 

1 La primera suma finita en (5.22) manifiesta la conservación de la forma diagonal (5.13) 
en el caso discreto. · 
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HPx2 + p/) + ~(x2 + y 2
) se ve que sólo son distintos de cero los términos 

tales que · 
a2v

1 
2 a2v

1 
2 2( 2 2) -8 2 (xk.Yk)xk + -8 2 (xk.Yk)Yk = w xk + Yk • 

X y 
(5:24) 

De las expansiones (5.16) y (5.17) para las variables del espacio fase dis
cretizadas se tiene que 

N 

x% L ªnªm9n(k)gm(k) 
n 1m=l 

N N 
Y~ e~+ 2co L Cnfn(k) + L CnCmfn(k)f m(k). 

n=l 

(5.25) 

Entonces, él término (5.24fde(5:23)~~~falta e~pre:arentérminos de 
las amplitudes de modÓ (habiendo: intcrciiinbiado)as. imma.S sobre n y m de 
(5.25) con la suma sobre k) résulta · · · · · · · · · · 

N+l .... C:• •?.; .•..•• N . . , 

L w2 (x% + yn = w2 (N+l)[c~:+ 2:(c~+á~A~)] (5.26) 
k=l ··'' ·n=l 

Por lo tanto, el integrando completo de la expresión (5.23) se escribe 

Para aclarar el proceso de integracióri que sé lleva 8..éabo, se escribe la ex
presión anterior dentro de la integral (5.23) separándola e11 los productos de 
exponenciales siguientes .. ·. ·· ·· ·· ··· · · · · · · ., ' 

K ~ ,!'1•] N J~~o [ (,;ñ)' rk+i]Jg< ~[~;i;aO:)ddo<Jco 
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N iT 2 2 Il cxp{--li b,.An} 
n=l 2 1 

N iT 2 2 2 Il cxp{- 2/i w a,.A11 } 

n=l i 

N iT 2 fo Il exp{- 2/id" + -¡¡d11 (an + .Bb11 )} 

n=l 1 1 

N iT 2 2 ÍCi II exr{-
2

¡¡ w en - -¡¡ en(b,. + 1a,.)} 
n=l i 1 

{ iT 2 } 
exp - 2ii do 

{ iT 2 2 } exp -
2

iiw c0 (5.28) 

(el orden en el que están escritas las variables de integración, es el orden en el 
que serán tomadas las integrales leyendo de derecha a izquierda). Empleando 
la fórmula de la integral de Fresnel 

loo . 2 '"' {i; 
dze•>.z +vz = e4'>:' VA' (5.29) 

-oo 

para >. E R - {O} y v E C, el resultado ele integrar todas las amplitudes de 
modo es 

J( = ek 5 l•cl lím { ( ~ )(-
1
-) 

N->oo,<->0 27ril iTw 
N 1 

JI 1 - [(~ + 1) + (1 + w2.B2)]T2w2A~ +~A~} 
i.s[z l !' { ( CI'. ) ( 1 ) ITN j 1 } 

e• e N->~~--o 27rit iTw n=I V [1 - ,\¡ 2T2 A~][l - >.lT2 A~] . 
(5.30) 

En la última igualdad, ,\ 1 y ,\2 son dos números que permiten la facto
rización del denominador de la primera igualdad (pero, estos "números" son 
precisamente las frecuencias características del oscilador armónico clásico). 
Los primeros dos factores de la expresión anterior se pueden sacar del límite 
(son constantes). Como A,.= 2(N+l)sc~[~] :::::: ,.1,, cuando N >> 1, se puede 

usar la siguiente identidad 

(5.31) 
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para reconocer un producto de funciones seno en el tercer factor de (5.30) 

N 

lím il[l - ,\ 2T2A2][1- ,\ 2T 2A2 ] n-+oo · 1 n .2 n 
n=l 

lím Il[l - (,\1T)2][1- (,\2T)2] 
n-+oo n=l n1r n1r 

sen(,\ 1 T)sen(,\2T) 
,\¡,\2T2 

Por lo tanto, el propagador del oscilador armónico es 

(5.32) 

(5.33) 

(la constante B de (5.6) se ha escogido como B = In w para que cancele al 
factor l; y se recupere bien el caso conmutativo cuando O, u -4 O, como se ve 
al final de la siguiente sección). La diferencia entre este propagador y el del 
caso conmutativo para el oscilador armónico está en que la acción evaluada en 
la trayectoria clásica es distinta porque las soluciones del oscilador armónico 
clásico son distintas, y en las frecuencias características que aparecen en el 
factor de regularización que acompaña a la exponencial de *S[zc]. 

5.2 El propagador del oscilador armónico obte
nido a través del Principio de Acción de 
Schwinger 

Se calcula el propagador o función de transformación para el oscilador armónico 
a través del principio de acción de Schwinger, integrando la ecuación (4.39) 

ó(x",p~;t"!x',p~¡t') = i(x",p~;t"IG(t")- G(t')lx',p~;t'), (5.34) 

con el Hamiltonano del oscilador armónico en el generador G de la trans
formación unitaria infinitesimal que hace las variaciones de las puntas de la 
función de transformación. El Hamiltoniano es un operador, definido por los 
que están asociados a las variables del espacio fase (éstos se escriben con 
letras minúsculas, y sus autovalores con letras minúsculas primadas). 
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Sea entonces el Hamiltoniano 
1 w2 

H = 2(p~ + p;) + 2Cx2 + y2). (5.35) 

Las ecuaciones de movimiento para los operadores de coordenadas 'y mo
mentos que se derivan de este Hamiltoniano son exactamente las ecuaciones 
clásicas para este sistema, y por lo tanto se tienen las soluciones (3.33) y 
(3.35) pero ahora en términos de operadores (en lo que sigue se toma la 
notación tal que x'[p~] = x[py](t') y x"[p~] = x[py)(t") con t' el tiempo ini
cial y t" el final; entonces, por Jx' por ejemplo, se entiende la variación del 
operador x(t'), pero se debe recordar que como éste es de primera clase, tal 
variación se comporta como un número). Si las soluciones para las ecuaciones 
de movimiento de los operadores son 

x(t) p1 (B'sen'; + B"scn~) - p2 (A'sen~ + A"sen;) 

Pv(t) (Ow2 
- ..\1)p1(B'sen'; + B"sen

1

1) - (Ow2 + ..\2 )p2 (A'sen~ + A"sen;) 

y(t) -p¡ (B' cos'; -B" cos
1

1) - p2 (A' cos~ -A" cos;) 

p,,(t) (Ow2 
- ..\1)P1(B1 cos';-B11 cos'1)+ (Ow2 + ..\2)p2(A' cos~ -A" cos;), 

con la siguiente notaciól1 

B' 
B" 
A' 
A" 

y el generador G(t) es 

" sen· ,, 
COS· •, 
sen¡ 
COS¡ 

p¡ 

P2 

. . . . . (5.36) 

[(Ow 2 + ..\2 )x' - p~] 
((Ow2 + ..\2)x" - p~] 
[(Ow2 

- ..\1 )x' - p~] 
[(Ow2 

- ..\i)x" - p~] 
sen..\;(t" - t) 
cos ,\¡(t" - t), 
sen..\;(l - t') 
cos ,\¡(t - t') 

1 

(5.37) 

G(t) = a(p,,(t)óx(t)-y(t)ópy(t) +Op,,(t)ópy(t)-uy(t)óx(t)]-H(t)ót, (5.38) 
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la diferencia de éste para los tiempos inicial y final que se debe construir 
de acuerdo con (5.34), teniendo en cuenta que como el Hamiltoniano del 
sistema en cuestión no depende explícitamente del tiempo H(t") = H(t'), y 
definiendo T = t" - t', resulta 

G(t") - G(t') = a[p,,(t")(óx" + (Jóp") - p,,(t')(óx' + (Jóp') 
-y(t")(óp~ + aóx") + y(t')(óp~ + aóx1)j 
-H(t")ó(t" - t') 

a[p,,(t")(óx" + (Jóp~) - p,,(t')(óx' + (Jóp') 
-y(t")(óp~ + aóx") + y(t')(óp~ + aóx')J . 

1 w2 

-[2(Px(t11 )2 + Py(t")2
) + 2(x(t")2 + y(t'.') 2 )]óT. 

Para lo que sigue serán útiles las siguientes identidades: 

(,\¡ - Ow2)(,\2 + Ow2
) 

(Ow2 - ,\¡)2 + w2 

(Ow2 + ,\2) 2 + w2 

w2 

(,\1 - Ow2
) (.-\1 + ,\2) 

(,\2 + Ow2)(.-\1 + ,\2) 
w2 

a 

(5.39) 

(5.40) 

Utilizando las soluciones (5.36) en la diferencia (5.39), aparecerán términos 
del tipo A' A" y B' B" que no se pueden calcular sacando los autovalores a 
través de la punta adecuada, ya sea hacia la izquierda o la derecha, por lo 
que tales términos se sustituyen, calculando los conmutadores correspondi
entes, por las expresiones A" A'+ [A', A"] y B" B' + [B', B"] respectivamente. 
Entonces, 

G(t") - G(t') 
a{[(Ow2 - ,\1)p1 (B' - B" cos(.-\1T)) 
+(Ow2 + ,\2)p2(A' - A" cos(.-\2T))](óx" + Oóp~) 
-((Ow2 - ,\1)p1 (B' cos(.-\1T) - B") 
+(Ow2 + ,\2)p2(A' cos(.-\2T) - A")](óx' + Oóp~) 
-[p1 (B" cos(,\¡T) - B') + p2(A11 cos(,\2T) - A')](óp" + aóx") 
+[p¡ (B" - B' cos(,\1T)) + p2(A11 

- A' cos(,\2T))](óp~ + aóx')} 

-{ ((Ow
2 

- ~1 )
2 

+ w
2
] p¡ 2(B'2 + B"2 - (2B"B' + (B', B"]) cos(,\1T)] 
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+ [(Bw2 + ~2)2 + w2] P22[A'2 + A"2 - (2Á" A'+ [A',fl"]) cos(>.2T)]}c5T 

=:U+ HóT. . . . (5.41) 
' ., --; :·: ,· 

Todo lo que no está multiplicado por óT (denotado por U)'e~ 10 qtie no tiene 
que ver con el Hamiltoniano . . .· · ·.· < >' ";> · · · 

En este momento ya se puede realizar de manera sencilla.el llbracket" del 
miembro derecho de (5.34): · 

(x",p~; t"IG(t") - G(t')lx', p~; t') 
= {a{[(Ow2 - ,\ 1)p1 (B' - B" cos(>. 1T)) 
+(Ow2 + ,\2)P2(A' - A" cos(>.2T))](óx11 + Oóp~) 
-[(Ow2 

- >.1)p1 (B' cos(>.1T) - B") 
+(Ow2 + >.2)P2(A' cos(>.2T) - A")](óx' + Oóp~) ·•·.... . · 
-[p,(B" cos(>.,T) - B') + P2(A11 cos(>.2T) - A')](ópy+aóx") 
+[p1(B" - B' cos(>.1T)) + p2(A" - A' cos(,\2T))](ópy+aóx')} 

-{ [(Ow
2 

- ~1 )
2 

+ w
2
] P1 2[B'2 + B"2 - (2B" B1+[B1i.B11])c()s(>.1T)] 

+ [(Ow2 + ~2)2 + w2] P22[A'2 + A"2 - (2A" A'+ [A', A"]) cos(;2T)].}c5T} 

(x",p~; t"lx', p~; t') 
= (U+ H óT) (:1: 11

, Ji~i t"lx', ¡¡~; t'}. (5.42) 

(En la í1ltima igualdad, el factor U + H óT) no es un operador. Tocios los 
operadores se han aplicado sobre sus autoestaclos, de manera que lo que 
aparece multiplicando a la función ele transformación son números.) 

Para continuar con el cálculo, tanto en U como en H óT conviene agrupar 
los términos por la función trigonométrica por la que estén multiplicados, 
para después identificar los términos que se corresponden para poder armar 
variaciones totales. 

Usando que p; para i E {1, 2} tiene un inverso multiplicativo del seno, U 
se escribe 

u = 
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Se pueden identificar en HóT (en los términos que tienen como factores al 
inverso del seno al cuadrado y al inverso del seno por la cotangente respec
tivamente) las derivadas parciales respecto T de la cotangente y el inverso 
del seno. El cálculo de los conmutadores (A', A"] y (B', B"] utilizando las 
soluciones (5.36) y la estructura conocida 

(x(t), Px(t)] 
(py(t), y(t)] 
(x(t), y(t)] 

(py(t), Px(t)] 

-i 
iO 
-ia (5.44) 

tiene como resultado 

(A',A"] 

(B',B"] 
i (>.1 - 0w2)P1' 

(5.45) 

lo que hace que en los términos en los que están involucrados se pueda iden
tificar una derivada parcial respecto de T del logaritmo del seno. El término 
que viene del Hamiltoniano se puede escribir como 

HóT = (>.1 - Ow2) ([B"2 + B'2]ó(cot(,\1T)] - B"B'ó( 1 ]) 
,\¡ (,\1 + .A2) 2 sen(.A1T) 

(>.2 + 0w2) ((..4"2 + A'2]ó[cot(,\2T)] - A"A'ó( . 1 ]) 
A2(.A1 + .A2) 2 sen(.A2T) 

i +2ó(ln(sen(,\1T)sen(,\2T)]). (5.46) 

Combinando las expresiones (5.43) para U y (5.46) para H óT, agrupando los 
términos que forman variaciones totales, se puede escribir 

U +HóT = (>.1 - 0w2) ó(cot(>.1T) (B"2 + B'2) - ·1 B''B') 
>.1 (>.1 + ,\2) 2 . sen(,\1T) ··· 
+ (>.2 + 0w2) ó(cot(.A2T) (..4"2 + A'2] - . 1 .· .. A" A') 

A2(.A1 + >.2) 2 sen(.A2T) 
i ' 

+2ó(ln(sen(,\1T)sen(,\2T)]). (5.47) 

Finalmente, se puede agrupar toda esta expresión bajo un sólo signo de 
variación tal que la ecuación (5.34) se há convertido en · 

Ó< ,, ,, "I , , ') 'ó{· (>.1 - Ow
2
) [ t(, T) [B"2 + B'2] 

X ,py; t X ,py; t = i ,\¡(,\¡ + ,\
2

) CO A¡ 2 
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l B"B'J 
sen{.A1T) 
(,\2 + Ow2) [ (,\ T) [A"2 + A'2J 

+ ,\
2
(,\¡ + ,\2) cot 2 2 

1 
A"A'J 

sen{.A2T) 

+4 ln[sen{,\1T)sen(,\2T))}(x'', p~; t"lx', p~; t'). 
. . {5.48) 

Pasando la función de transformación del miembro derecho dividiendo al 
miembro izquierdo, se puede escribir esta ecuación de manera que ambos 
miembros sean la variación de una expresión 

la que se puede integrar directamente dando como resultado 

( ,, "· t"I ' '. t'·> - º i x 1Py1 x.,Py•. - e . (' T) (' T) · . sen "1 sen "2 
. { i(.A1 - 0w2) [ (' T) [B"2 + B'2) - 1 B"B'J 

exp .A1(.A1 +.A2) cot "l 2 sen(.A1T) 

+ i{.A2 + 0w2) [cot(.A2T) [A"2 + A'2) - 1 A" A')} 
,\2{.A1 + .A2) 2 sen{.A2T) 

(5.50) 

{con C E C una constante de integración). . . . .. · . 
En esta última expresión se puede identificar a la exponencial de lá. acción 

evaluada en la trayectoria clásica. Para hacerlo se sustituyen lriS solucioil.es · 
clásicas del oscilador armónico {3.33) y (3.35) para las variablesdel 'espa
cio fase en el el Lagrangiano de primer orden {3.4), y después de hacer las 
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integraciones pertinentes se ve que 

S[zc] = (.\i-Ow
2

) [cot(,\ T) 18"'+B'21 - --1-B"B'] 
.\1(.\1+.\2) 1 2 sin(.\1'/') 
(.\2+ow2l [ (, T) fA"

2+,1•21 1 l"A'J + .\2(.\1 +.\2) cot ''2 2 - sln(.\2I') .1 ' (5.51) 

y por lo tanto, (5.50) se puede escribir como 

(x", P~i t" lx', P~i t') 

(5.52) 

resultado similar al obtenido en la sección anterior (5.33) (dentro del radical 
se ha utilizado la identidad ,\1 ,\2 = ~ ). La constante C se puede fijar para 
que esta fórmula tenga un buen límite para el caso conmutativo (O, a ~ O). 

El propagador del oscilador armónico en el caso conmutativo también 
tiene como factor la exponencial de la acción evaluada en la trayectoria clásica 
(con O = a = O), pero el primer factor tiene a la frecuencia w del oscilador 
en el denominador [21], cosa c¡ue se recupera de la fórmula (5.52) cuando se 
hace O, a ~ O si C = ~ ln[c~::~2 ]. (La parte imaginaria de C se puede obviar 
porque sólo proporcionaría una fase irrelevante desde que lo que van a ser 
probabilidades son los módulos al cuadrado de (5.52).) Entonces, 

(x" p"·t"lx' p'·t') = eiS(<cl(~) 
• ' Y' ' Y' 27rÍ 

(5.53) 

Las frecuencias características son ,\1 = X¡: y ,\2 = ,\t de acuerdo con 

± :¡:(Ow2 +a)± ,j(Ow2 + a)2 + 4":,
2 

,\± = 2 , (5.54) 

donde el subíndice se toma de acuerdo al signo para el radical, y el superíndice 
de acuerdo al signo que tiene el primer término de la expresión anterior. (El 
número que está dentro del radical es positivo no importa si a > O o a < O, 
pero por lo que se vio en la deducción de la ecuación de Schrodinger (sección 
4.3), a debe ser mayor que cero, pues 4,,~,,2 tiene que ser el módulo al cuadrado 
de cierto número complejo.) En el límite O, a ~ O, ,\~ = ±Ñ, de manera 
que X¡; = ,\;j;, y por lo tanto, ,\1 = ,\2 = w. El límite cuando O, a ~ O de 
(5.50) es 

(x", Py"i t"lx', Py' j t') = w eiS(zc]c•=a=O) 
27risen(wT) ' 

(5.55) 
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que es el propagador del oscilador armónico [69] del caso conmutativo en dos 
dimensiones (cuando se fijan en las puntas a las variables x y Pu)· 

Las frecuencias características del oscilador armónico (cuántico y clásico) 
que aquí se obtienen, estfü1 en desacuerdo con las que se presentan en [1], 
adem1ís ele que ahí no queda claro que el propagador se escribe como un 
factor multiplicando a la exponencial de la acción evaluada en la trayectoria 
clásica no conmutativa. Sin embargo, el resultado (5.53) está de acuerdo con 
la conclusión de la referencia mencionada alrededor de que el Hamiltoniano 
del oscilador armónico en el caso no conmutativo representa a un oscilador 
anisotrópico, pero con frecuencias características ,\ 1 y ,\2 • Éstas sí están de 
acuerdo con las obtenidas en [23, 24, 25]. 

El propagador para la partícula libre Con base en el hecho de que la 
expresión (5.53) para el propagador del oscialdor armónico recupera bien el 
del caso conmutativo cuando los parámetros O y a tienden a cero, se calcula 
el propagador de la partícula libre en el caso no conmutativo heciendo tender 
a cero la frecuencia w ele (5.53). Considerando que el factor eiS(zc] del propa
gador (5.50) al tomar w -+·O recupera la expon.encial de la acción evaluada 
en la trayectoria clásica de la Pé\rtícul~ !ibre, para obtener el propagador de 
ésta sólo resta tomar el .límite del primer factor cuando w -+ O. El propagador 
ele la partícula libre·en1a Mecá!1ic~a'CÜ~n.~iéa ~P Conmutativa resulta ser 

a 
(x" p"· t"lx' ¡l · t') = --

' Y' ' Y' 27íi 
a eiS(zclPLNC 

Tsen(aT) 

(P LNC denota "partícula libre no conmutativa"). 
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Capítulo 6 

Deformaciones de álgebras y la 
Mecánica Cuántica 

En este capítulo se resumen las ideas contenidas en un método de cuanti
zación que involucra la sustitución de los productos del álgebra asociada a 
una teoría chísica, por un poducto no local asociativo llamado producto es
trella (o ele 1v!oyal). En este sentido se habla de la deformación de un álgebra. 

En la sección 6.1 se plantea la forma en que se trata a una geometría 
no conmutativa usando un <ílgebra no conmutativa, que es producto de la 
deformación de una conmutativa. Además, se ilustra cómo este porcedimiento 
se puede emplear para hacer una cuantización de una teoría clásica que cuenta 
con un álgebra de funciones del espacio fase. En la seccción 6.2 se expone 
la perspectiva de hacer una Mecánica Cuántica No Conmutativa por este 
método de cuntización. 

6.1 Geometría no conmutativa 

6.1.1 Aproximación a la geometría no conmutativa a 
través del álgebra 

Es difícil explicar qué es la geometría no conmutativa. Es más fácil decir qué 
es un álgebra no conmutativa. 

La estructura de una variedad conmutativa se puede trasladar al álgebra 
de todas las funciones suaves que van de la variedad "a un campo (de manera 
biycctiva) con la multiplicación conmutativa de las funciones asumiendo el 
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papel del producto del álgebra ['10]: 

Geometría conmutativa -+ Álgebra conmutativa 

Cada elemento de la geometría tienen asociado uno y sólo uno en el álgebra; 
por ejemplo, a cada punto de la variedad se le asocia el conjunto de todas las 
funciones que se anulan ahí. La idea general para representar la geometría 
no conmutativa es deformar un álgebra conmutativa para obtener una que 
no lo es, modificando su producto de tal manera que el producto usual J g ele 
dos funciones del álgebra conmutativa, se sutituye por un producto estrella 
(*) definido por 

Í*Y=fg+ñP(J,g)+ .. ., (6.1) 

donde P es un mapeo bilineal que toma parejas del álgebra y entrega un 
elemento de la misma, y ñ es un parámetro constante. Es decir (de manera 
esquemática), 

Geometría conmutativa -+ Álgebra conmutativa 

.i.. * 
Geometría no conmutativa r Álgebra no conmutativa 

Por ejemplo, para trabajar con las herramientas asociadas a la ;\lecánica 
Cuántica (como el álgebra de operadores), se puede partir de un álgebra ele 
funciones J(q,p) conmutativa asociada a una teoría clásica; funciones que 
toman elementos del espacio fase clásico representado por R 2 (para un grado 
ele libertad), y equipado con un paréntesis de Poisson [!, g) que funciona 
como el mapeo bilineal P del producto-* 

(6.2) 

(x = (x1 , x2 ) = (q, p)), con (wii) una matriz antisimétrica, no degenerada y 
constante (se está tomando la convención de suma sobre índices repetidos). 
De la definición anterior, si (J, g)* = J * g - g * J, el producto-* tiene como 
consecuencia para las variables del espacio fase que 

(xi,xi)* 
([q,p]. = 

iwii 
iw12 = ili). (6.3) 

El razonamiento para éonstruir la Mecánica Cuántica deformando los pro
ductos de una teoría clásica es el siguiente. Partiendo del álgebra de.funciones 
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J(q, p) del espacio fase de una teoría clásica,se define el operador F asociado 
a f como · 

F(Q, P) = ( 2~)2 fdrd(ulqdp::_i-r(Q-q)-iu(P-p)J(q, p), (6.4) 

o, si 
f(r/a) =f dqdpei(-rq+dPlj(q,p) (6.5) 

es una transformada de Fo~rier éle f, el operador F se puede escribir 

1' -
F(Q, P) = (

2
7!")2 j drdaU(r, a)f(r, a), (6.6) 

donde 
U(r, a) = e-i(rQ+iuP) (6.7) 

son los elementos de un grupo (el grupo de vVeyl-Heisenberg) que tiene por 
iílgebra de Lie a aquella representada por [Q, P] = iíi. Los operadores U 
acttían como traslaciones de los asociados a las variables del espacio fase. 
Tales operadores se componen como 

(por la fase e-i(ricr2 -cr 1r 2 J se dice que se tiene una representación proyectiva 
del grupo Abeliano de traslaciones en el espacio fase). A f suele llamársele 
el símbolo de Weyl (o solamente el "símbolo") del operador F. 

Las funciones f(q,p) se pueden recuperar de sus operadores asociados, 
usando un SOC, como por ejemplo {lq) }, para el espacio de Hilbert sobre el 
cual actúa F a través de 

J ., ti, ti, 
f(q, p) = da'e-•P" (q + 2ª ¡F(Q, P)lq - 2ª ). (6.8) 

Las transformaciones (6.4) y (6.8) son las que permiten pasar del álgebra 
conmutativa o clásica (la de funciones f sobre el espacio fase) a la no con
mutativa o cuántica (la de operadores F sobre el espacio de Hilbert). 

Si F = l1/J)(1/1I es el operador de proyección sobre el estado puro 11/J), su 
símbolo o función chísica asociada es 

! ,.,ti, ti, 
f¡.p) (q, p) = da e-•pcr (q + 2ª 11/J}(l/Jlq - 2ª) 
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(6.9) 

donde 1fi es el complejo conjugado de ¡/J. Las funciones del tipo de f¡,¡;) son 
conocidas como las funciones de vVigner. Éstas han sido usadas para definir 
una Mecánica Cuántica de funciones de operadores que no conmutan [57, 71]. 

El producto-* entra en el razonamiento cuando surge la pregunta de cuál 
es el símbolo o función clásica asociada con el producto (o composición) de 
operadores. Si f es la función clásica de F y g la de G dadas por (6.8), 
entonces de (6.6) se tiene que 

FG 1 J -(
2

7r) 4 da1dr1da2dr2U(r2, a2)U(r¡, a¡)f(r¡, a¡)gh, a 2 ) 

(
2
:)4 j da1dr1da2dr2U(r1 + r2, a¡ + a2)e~hu2 -ui1"2) ](r¡, a¡)g(r2, a 2) 

(2:)2 j daadraU(ra, aa) _ 

[ 
1 f d -d i(u3T4-T3U4)J-(T3 - - -- ªª :' .. -_-)_(T3 -- _a3 )] 

(27T)2 a4 T4e
2 2 + T4, 2" j-ª4 g 2-•- T4, 2" - a.¡ , 

-. - (6.10) 

_ donde se han definido las variables r 3 = r 1 + r 2 ; T4 .= .,., ;n, a 3 = a 1 + a 2 y 
a4 = ui ;u·. Ahora, se puede ver que cuando el producto-* es como el definido 
en (6.2), si J es la la tranformada de Fourier de f y g es la de g de acuerdo 
con (6.5), la de f * g es 

---'- 1 j i•( , ') - r_ - a r a f *9(T a)= -- dr'da'e•" ru -ur f(- + r' - + a')g-(- - r' - - a') , (27r)2 2 - , 2 2 , 2 , 

(6.11) 
y por lo tanto, (6.10) se puede escribir como (para fi = 1) 

1 . ' 
FG = (

2
7r) 2 j daadraU(ra, aa)f*g(ra, aa), (6.12) 

es decir, el producto-* entre dos funciones clásicas representa la composición 
de operadores del álgebra de operadores no conmutativa. En términos de las 
funciones f y g en vez de sus transformadas de. Fouder: 

(6.13) 
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6.1.2 Probabilidades, ortogonalidad y ecuaciones de 
movimiento · 

La función de vVigner (6.9) independiente del tiempo que le corresponde a 
1/J(q)n un estadó puro que satisface la ecuación de autovalores H'l/Jn '= En'l/Jn 
con· un espectro 'discreto; es un caso particular de la definición· genera( de la 
función clásica asociada al operador 11/Jn}('!/Jml 

fmn(q, P) 

(6.14) 

donde 1/Jm y 1/Jn son dos estados ortonormales que satisfacen la ecuación de 
·autoestados mencionada. Con las funciones / 11111 se puede construir la matriz 
densidad [20], donde los elementos de la diagonal están dados por Ínn = fn 
las funciones de Wigner asociadas a los estados puros. 

Entonces, si a es la función clásica de un operador A, definida de acuerdo 
con (6.8), sus elementos de matriz se calculan como 

(1/JmlAl·,P,.} = J dqdp a(q,p)fmn(q,p), (6.15) 

y sus valores de espectación se obtienen por los elementos de la diagonal de 
esta matriz 

(A}= j dqdp a(q,p)fn(q,p). 

Se tiene además la.condición de normalización 

.· f dqdpfn(q,p) = 1, 

o más general, utilizando la ortogonalidad de los estados 1/Jm y 1/Jn, 

f dqdpfmn(q,p) = J dqifin(q)'l/Jm(q) = Ómn• 

(6.16) 

(6.17) 

(6.18) 

Con el paréntesis-* definido por [f,g]* =f*O.;_·O*Í• se puede ver que 
las funciones de Wigner que no dependen del tiempo J(q,p) conmutan con 
el Hamiltoniano [19] · 

[f(q,p), H(q, p)]* =O; (6.19) 
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la dependencia del tiempo de las funciones de Wigner para estados puros 
está dada por la ecuación dinámica de Moya! [57] 

'li/Jf(q,p,t) [!( t).·H(' '.·)] 
i i at = q,p, , q,p,t *' (6.20) 

Se puede formalmente separar las variables de.fen la parte temporal yla 
dependencia de las variables del espacio fase usando el operador de evolución-
* (con H el Hamiltoniano) . · · . 

_ ilH _ it it 2 ( .•, . • · it 3 l 
U*(q,p,t)-e* =1+-¡;,H+(-¡;,) 2JH*H+(-¡;,) 31H*H*H+ ... 

La separación es 

f (q, p, t) = U;: 1 (q, p, t) * J (q, p, O)U*(q, p, t) (6.21) 

(en el operador U* el Hamiltoniano se sustituye por la energía E como con
stante de separación), donde J (q, p, O) es la función (estacionaria) de vVigner 
a un tiempo dado, que satisface la ecuación de auto-*-valores [19] 

H(q,p) * J(q,p) = EJ(q,p). (6.22) 

El producto-* entre las funciones clásicas actúa sobre los argumentos de 
éstas, y como la acción de un operador de traslación sobre cualquier función 
de la variable que se traslada es tal que eªº•h(q) = h(q +a), entonces 

ih --> ih <- ifi --> ih --> 
f(q,p)*g(q,p) = J(q,p-2 8q)g(q,p+2 8q) = J(q+2 8p,p-2 8q)g(q,p). 

(6.23) 
Esto se puede usar para demostrar que la energía de cierto estado representa
do por la función J(q,p), calculada como el valor esperado del Hamiltoniano, 
es 

(H(q,p)) f dqdpH(q, p)J (q, p) . 

j dqdpH(q, p) * J (q, p) = E j dqd?f(q, p) ~B, (6.24) 

es decir, se obtienen los mismos espectros para las funci~Ü~scle,Wi~her f qlle 
los de la cuantización convencional para 1/J. Además, la écuadón de auto-*-
valores se puede escribir como .·. -.. 

ih --> . ih <-
H(q, p) * f (q, p) = H(q, p - 2 /Jq)f(q, P + 2 8q) 
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ih .:... ili --> 
H(q + 2 8 1,,p - 2 8q)f(q,p) = Ef(q,p). 

(6.25) 

La moraleja es que deformando con un producto-* el álgebra de fun
ciones clásicas sobre un espacio fase, se obtiene el álgebra de operadores no 
conmutativa de la Mecánica Cuántica. El producto-* interviene (al menos) 
en dos aspectos importantes: primero, la composición de operadores tiene 
asociada la función clásica que es el producto-* de las funciones asociadas a 
cada uno de ellos; y segundo, es el producto que aparece en la ecuación de 
anto-*-valores para las funciones de Wigner estacionarias y la definición del 
operador de evolución. 

Este par de ideas fundamentales son la base de la propuesta que se pre
senta en la sección siguiente para formular una Mecánica Cuántica No Con
mutativa. 

6.2 La Mecánica Cuántica No Conmutativa 

6.2.1 Deformación de un campo clásico 'if;(x, y) 

Es usada en literatura reciente (31, 32, 55, 67] una forma de introducir la no 
conmutatividad de las coordenadas para la Mecánica Cuántica mediante la 
deformación de un campo clásico, usando el producto estrella 

... +- -t * = eicªJOéJxiDxJ 

((x 1, x2
) = (x, y), con x e y coordenadas para el plano), con el que se plantea 

una ecuación de Schréidinger para funciones del tipo ,,P(x, y), y se .Obtienen 
coordenadas que satisfacen la relación de conmutación 

(bajo el conmutador ordinario (A, B] = AB - BA, donde € 12 = 1). 

Una ecuación de SchrOdinger 

Partiendo de una ecuación como··• 

.81/J(x, y) • '\72 

i 8t = k 2m + V(x, y)],,P(x, y) 
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para el campo clásiéo i¡;(x, y), obtenida a partir de la accción 

J _ . [ 8 P2 J S = dtd2xi¡;(x, y, t) i 
8

t -
2

m - V(x) 1/J(x, y, t) (6.28) 

(con p = (Px,Py)), se deforman todos los productos sustituyéndolos por un 
producto-* definido como [55] 

. ·1- -
(A* B)(x) = A(x)[e!º' 8 z' 8 zi]B(x) (6.29) 

(x = (x1, x2)), para A y B dos elementos en la teoría clásica que aparecen 
multiplicándose. 

En la ecuación (6.27) el único término que va a sufrir cambios con respecto 
al producto usual (cuando se sustituye la producto-*). es el potencial sobre 
el campo 1/J(x, t): . . . 

V(x) * i¡;(x) = V(x)i¡;(x) + ~ ~! (~)~8;. : .. 8;n. V(x)fiii1 
... B¡"j"8i, ... ai" 1/J(x). 

(6.30) 
Reemplazando a 8i• por ipi• e introduciendo las variables p¡• = Oi•i•pi., se 
tiene la transformada de Fourier 

8¡1 ... 8¡" V(x)p; 1 ... p¡"'l/J(x) =in j d2k eikxV(k)(kp)n'l/J(x), (6.31) 

que sumando sobre n se obtiene que 

(6.32) 

Ahora, usando la ortogonalidad de p y p y las .relaciones de conmutación 
usuales [xi,Pi] = iÓ;j, resulta que 

V(x) *i¡;(x) = V(x - ~)i¡;(x). (6.33) 

Las nuevas coordenadas x' = x- ~satisfacen las relaciones (6.26), y en la 
ecuación de movimiento (6.27) se reemplazan a x' por x en el Hamiltoniano 
para recuperar el producto anterior. 

El resultado por lo tanto es que se pueden construir ciertas coordenadas 
que manifiestan la no conmutatividad (definiendo x' = x+~Py y y'= y-~Px 1 
con [x'i, x'i] = i()ii) recuperando el producto usual al mismo tiempo 

() o 
V(x, y)* i¡;(x, y¡ t) = V(x + 2Py, y - 2p,,)'1/J(x, y¡ t) 
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V(x', y')¡/J(x, y; t), (6.34) 

pero pagando una traslación en el potencial del problema. 
Existen trabajos dedicados a la aplicación de este resultado a varios sis

temas, como el campo central en general (30] (y el átomo de Hidrógeno (13] 
y el oscilador armónico (31, 55] en particular), el problema de Landau (32] y 
otros como la fase de Berry [2], el efecto Aharonov-.Bohm (14] y el momento 
magnético del rnuón anómalo (70]. 

Discusión sobre la función ¡/J(x, y) 

Los trabajos mencionados que aplican el resultado (6.34) utilizan "funciones 
de onda" ·~i(x, y) que dependen de las dos coordenadas; fundamentalmente 
las funciones que satisfacen la ecuación de Schri:iclinger (6.27). 

La aproximación que se hizo en la sección 4.1 a la Mecánica Cmíntica 
No Conmutativa Mediante la integral funcional de Feynman, utiliza un SOC 
para el espacio de Hilbert asociado a un sistema físico que es común a los 
operadores X y P11 , y por lo tanto, la función ele onda depende de los autoval
ores de estos operadores (x y p 11 ). Como los operadores X y Y no conmutan 
no se puede construir una función de onda que dependa de sus autovalorcs 
(x e y) pues no se puede definir un SOC común a estos operadores. No es 
clara hasta este momento la relación de la función 1f;(x, y) que aparece en 
el resultado (6.34), si lo que se intenta a través de esta deformación con le 
producto-* (6.20) es definir una Mecánica Cuántica, con la función de onda 
¡/J(x, p 11 ) de las construcciones del capítulo 4 de esta tesis. 

El empleo de un SOC mixto o "híbrido" como lo son (4.4) o (4.12) está en 
la línea de trabajos como los de las referencias (23, 24, 25]. Ahí se menciona 
la imposibilidad de definir una representación de coordenadas debido a que 
el grupo ele Galileo de una teoría conmutativa sufre alteraciones asociadas a 
un parámetro "exótico" proporcional al no conmutativo O. 

6.2.2 Un producto-* que introduce la no conmutativi
dad de las coordenadas 

La perspectiva que se plantea en esta subsección para construir la Mecánica 
Cuántica No Conmutativa es deformando el álgebra de ftmciones clásicas 
sobre el espacio fase con el producto-* dado por -

(6.35) 
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con i, j E {1, 2}, eií el tensor totalmente antisimétrico ele dos dimensiones, 
y e12 = 1 ((3: 1,x2 ) = (x,y) y (p1,p2 ) = (p,,,py)). De esta manera, las ecua
ciones de movimiento que resulten son ecuaciones para funciones clásicas; el 
producto-* permite manipular objetos cuánticos en espacios clásicos. 

La definición (6.35) está motivada por la forma del paréntesis de Poisson 
(2.2) definido por la matriz simpléctica (3.1) ele la Mecánica Clásica No 
Conmutativa. Así, el paréntsis-* definido con el producto (6.35) es tal que se 
satisfacen las relaciones 

[x,y]. 
[px,Jlv]• 
[xi,Pí]* 

i(J 

ia 
ilióij· (6.36) 

Ahora las funciones de vVigner tendrá una expresión un poco más compli
cada cuando se escriben (ele acuerdo con (6.9)) en términos del SOC {lx, Py)} 
o el {IY,Jlx)} para el espacio de Hilbert donde actúan los operadores que se 
definen con ellas. Este SOC es el mismo que se utilizó en las formulaciones 
de la Mecánica C111íntica No Conmutativa del capítulo 4. Pero, además hay 
otro detalle. El álgebra ele Heisenberg representada por (6.36) es el álgebra 
de Lie del grupo de operadores que hacen las traslaciones en el espacio fase 
(análogo al que tiene como elementos a (6.7)) cuyos elementos son 

(6.37) 

Con ellos se definen los operadores ele la Meciinica Cuántica No Conmuta
tiva asociados a las funciones clásicas del espacio fase de manera similar a 
(6.6). La forma ele los operadores (6.37) es consistente con los operadores in
finitesimales (4.8) que fueron utilizados en la subsección 4.1.1 para trasladar 
al SOC { lx, Pv) }. (Operadores similares a (4.8) pero en términos de X y Py 
trasladarían al SOC {ly, Px) }, por eso los que trasladan a todas las variables 
del espacio fase consideran a todos los operadores asociados a ellas. Esto 
tiene que ver con que en la Mecánica Cuántica No Conmutativa, a x no 
sólo la traslada Px (como en el caso conmutativo) sino también Y, y a ]Jy lo 
trasladan los operadores Y y Px; en la otra representación, a y la traslada 
tanto Py como X, y a Pxi X y Py.) 

Es de esperarse que para las funciones de Wigner f (x, Jly, y, p,,) de la 
Mecánica Cuántica No Conmutaiva se obtenga la ecuación de movimiento 

. Dj(x,p,t) [ ( ) ( )] ili 8t = f x, p, t , JI x, p, t *> (6.38) 
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con el producto-* dado por (6.35), así como la ecúación de aüto-*-valores 

H(x, y,px, Py) * f(x,p~, y,p.,) =Ef(x,py, Y1Px) .· (6.39) 

y la regla que viene de la forma delas tra~laclones eª8• h(z) = h(z +a) 

f(x,py, y,¡>;r:) ~ g(x,py, Y 1 Px) = J(x;,p~, y', p~)g(px,;~,x, y), (6.40) 

con 

x' 
iti -> -> 

X+ 2 8p. +iO 8y 
ili -> . -> 

Pu - 2 8y -ia 8p, p~ 

y' 
iti -> -> 

y+ 2 ªP• -iO 8x 
ili -> . -> 

Px - 2 8., +ia 8p•. (6.41) 

Con esta regla, la ecuación de auto-*-valores para el Hamiltoniano H = 
p; + p~ + x 2 + y2 del oscilador armónico (y f E C2) es 

. . ·' ··--n2. - . .... -.. -·-. 
(p2 + P2 + x2 +y2)¡ _ ~(a2 ...t.-JP + 82 + 82 )! 

X y i , 4 ,/x . • ~' , fil ; Pz ~ P11 

• ,. .. n. ol .... "'"."' ' 

-(a2 (a;. + a;J.::.~~~~.~_Ei)if +~~i(~'a;. + yap. - p.,a., - Puau)f 

+2i(O(x8y - y8.,) + a(pxap. - py8p.)]f + 

1i(0(81,.ax - 8v.8u) + a(8.,8P• - 8y8p.)]J = Ef, 
(6.42) 

que debería en algím momento manifestar. a dos·· osciladores. acoplados de 
acuerdo con las soluciones para el oscilador armónico clásico de la sección 
3.2, y el propagador para este sistema délcapítulo 5. 
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Conclusiones y perspectivas 

En Ja primera parte de Ja tesis, en el capítulo 3, vimos que incluir rela
ciones de conmutación nuevas entre las coordenadas del plano tiene como 
consecuencia que el Lagrangiano eri el espacio configuración no es de se
gundo orden, y sus ecuaciones ele movimiento, tienen infinitas derivadas de 
las coordenadas respecto del tiempo. Este resultado es un indicio de que 
Ja no conmutatividad está relacionada con Ja no localidad para el espacio 
configuración. En el capítulo 4 recordamos la afirmación de Feynman sobre 
el requisito para el Lagrangiano clúsico (de depender de hasta la primera 
derivada respecto del tiempo de las coordendas) para construir Ja integral de 
camino en el espacio configuración. Claramente el LNC en este espacio tiene 
un problema con este hecho, y sería entonces interesante preguntarse cómo 
cuantizarlo, aunque en (45] se dice que esto no se puede hacer. 

El LNC en el espacio configuración se puede escribir de manera que de
pende de hasta las segundas derivadas de las coordenadas respecto del tiem
po, pero sustituyendo los productos entre velocidades y aceleraciones por un 
producto no local que tiene derivadas de orden infinito respecto del tiempo. 
No estamos librúndonos de la no localidad (ni la no conmutatividad), sino 
que se está representando por un producto que se escribe como una serie. En 
el capítulo 6, ele Ja segunda parte de la tesis, expusimos precisamente Ja for
ma de cuantización que involucra la sustitución ele los productos del álgebra 
de funciones por un producto no local y asociativo, representado por Ja ex
ponencial del paréntesis de Poisson, para construir un álgebra de operadores 
no conmutativa. Otra pregunta interesante es qué tiene que ver el producto 
no local con el que se escribe el LNC en el espacio configuración, con algún 
producto de Jos que se pueden usar para cuantizar una teoría clásica. 

El problema del campo central estudiado con el procedimiento aborda
do en Ja sección 3.2, como dijimos, es un problema que está en el espacio 
fase. El mismo procedimiento en el caso conmutativo traslada el problema 
al espacio configuración, pues en ese caso el procedimiento está despejando 
a los momentos como variables auxiliares. Resolver el campo central directa
mente usando las ecuaciones de movimiento que vienen del LNC en el espacio 
configuración, es un problema abierto. 

En el capítulo 6 comparamos las funciones 1/J(x, y) que se utilizan en la 
literatura reciente para formular una Mecánica Cuántica No Conmutativa 
con las funciones ele onda del capítulo 4 que dependen de una coordenada 
y un momento 1/J(x, Py)· No nos queda claro aún la relación entre estas dos 
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funciones de onda (o si hay una relación). Las funciones ,,P(x, y) son parecidas 
a las funciones ele Wigner del capítulo 6, pero de manera incompleta pues 
les faltan los dos momentos. De hecho, es una pregunta interesante el cómo 
construir funciones f'(x, y) de las coordenadas a partir de la funciones de 
Wigner J (x, py, y, Px) que se utilizarían en la formulación de la Mecánica 
Cuántica No Conmutativa a través de la deformación del álgebra de funciones 
clásicas, usando un producto estrella como el propuesto en la sección 6.2. Esta 
formulación nos parece muy natural. Deformar al mismo tiempo el producto 
ele un álgebra conmutativa con los parámetros no conmutativos O,a y ii, nos 
parece una manera adecuada para aproximarse a la Mecánica Cuántica No 
Conmutativa por este método. Esto también porque la no conmutatividad 
está planteada por definición en el espacio fase completo (es decir, a través 
del paréntesis de Poisson). 

Como parte de las alteraciones no conmutativas a las soluciones para al
gunos sistemas físicos, vimos en la sección 3.5.2 que el ángulo ele Hannay 
se ve modificado por la suma de un ángulo extra, además de que las fre
cuencias características de las variables angulares resultan reparametrizadas 
dependiendo de la masa del péndulo (aproximado por un oscilador). Una de 
las perspectivas que se desprenden de esta tesis es el estudio ele las fases 
geométricas, como la fase de Berry y el ángulo de Hannay de la subsección 
3.5.2, en el contexto de las Mecánicas Clásica y Cuánticas No Conmutati
vas. En la teoría de este tipo ele fases se trabaja con espacios ele variables 
rápidas y espacios de variables lentas. Las preguntas que nos hemos hecho 
son alrededor ele las consecuencias que tendría hacer no conmutativo uno ele 
estos espacios sobre el otro, o hacer no conmutativos a los dos. De hecho, 
estas preguntas fueron en gran medida las que dieron origen a varias de las 
líneas de invesitgación desarrolladas en la tesis. 

Sería muy interesante estudiar el tipo de consecuencias fenomenológicas 
que podrían obtenerse en los sistemas que presentan fases geométricas cuando 
el espacio es no conmutativo. El hecho de que al menos el ángulo ele Hannay 
para el péndulo de Foucault se ve modificado de manera proporcional a O, se 
puede ver corno un incentivo es esta dirección. 

Un tema que podría valer la pena prestarle atención, es algún análisis 
perturbativo del LNC en el espacio configuración. Aunque hay que considerar 
que al cortar las series de los momentos despejados como variables auxiliares 
(si el análisis toma a () como parámetro de perturbación) en realidad se está 
cortando la no conmutatividad. Es decir, la no conmutatividad del espacio 
fase es inseparable de la no localidad en el espacio configuración. 
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Apéndices 

A: Variaciones a parámetro fijo vs. variaciones funcionales 
El principio ele Hamilton establece que las ecuaciones de movimiento de 

Ja Mecánica Clásica se obtienen calculando el extremo del funcional de ac
ción cuando se varía la trayectoria en Ja que se evalúa. En esta variación el 
parámetro (como el tiempo) se mantiene fijo. Existe otro tipo de variación en 
la que también el parámtero se varía. Una exposición detallada del principio 
de Hamilton y los teoremas de conservación relacionados con éste se puede 
encontrar en [42]. En este apéndice se resume la lógica que sige Ja deducción 
de las ecuaciones de movimiento, deteniéndose a ilustrar la diferencia entre 
los dos tipos de variaciones mencionados. 

Sea un sistema físico con m variables independientes o parámetros tk 
para k E {1, ... ,m} y n variables dependientes o coordenadas z" para a E 
{ 1, ... , n}. La idea esencial de encontrar el movimiento del sistema (o trayec
toria) es determinar a las coordenadas como funciones de Jos parámetros 
z" (tk). 

El principio de Hamilton indica que la trayectoria satisface las ecuaciones 
que se obtienen de Ja variación de la acción definida por 

(43) 

(8kz" denota a la derivada q¡¡:.. ), donde L, la función Lagrangiana depende de 
los parámetros, las coordenadas y hasta las primeras derivadas de las coorde
nadas respecto de los parámetros. La integral S se extiende sobre cualquier 
región del espacio de parámetros, en donde dmt es el elemento de volumen. 

Se puede abordar el análisis de averiguar cómo cambia S cuando cambian 
las coordenadas de una manera más general permitiendo que Jos parámetros 
también cambien, es decir, que cambie o se transforme la región de inte
gración. Sea la transformación infinitesimal de los parámetros 

Las coordenadas y sus derivadas cambiarán de acuerdo a 

z'"(t'k) 
Biz'"(t'k) 

z"(tk) + óz"(tk)1 
81z"(tk) + ó(81z"(tk)) 
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cuando cambian los parámetros; y Ja 'acción S cambiará como 

óS - J L(t1k1 z"',81z'º)d"!t' é...JL(t\zº,81zº)dmt 

/L(tk + ótk, zº+ óz", 81zº + ó(81zº))dmt' - f L(tk, zª, 81zº)dmt. 
(46) 

A estas variaciones cuando el parámetro cambia se les dice variaciones fun-
cionales. . . . · · 

Ahora, conviene expresar Ja integral sobre Ja región con elemento de vol
umen dmt' en términos de una integración sobre Ja región con elei'nento de 
volumen dmt, haciendo un cambio de variables y con 

dmt' = dmt 8t' = 1 8(ótk) 
at + atk ' (47) 

siendo ':J: el Jacobiano de Ja transformación (44). A primer orden se tiene 
que 

L(tk + ótk, zº + ózº, 81zº + ó(81zº)) = L(tk, zº, 81zº) 
8L ó k 8L " · 0 8L ó(·a·· . º) 

+ fük t + OZº uz + 8(8kz") · kZ 1 -
(48) 

,. ·. . ·. ~ ·. 

donde toda la expresión del miembro derecho depen-de de t (se está usando la 
convención de índices repetidos índices que se suman sobre todos sus valores 
posibles). · . 

Introduciendo esta expansión en (46), resulta 

"S ! [L8(ótk) 8L 6 k 8L ó 0 8L ·ó(B- º.)·] •d"' 
u = ----¡jtk + fük t + 8zo z + 8(8kzº) ··. kZ. . ' t'., (49) 

Para poder hacer el paso tradicional de factorizar,a la ~ariación ózº (in
tegración por partes mediante), se debe observar lo siguiente. De acuerdo a 
Ja definición (45), en general, · 

ó(a º) J. 8(óz") 
kZ .,- 8tk ' (50) 

por Jo que será conveniente definir otras variaciones (para las que Jos parámetros 
no varíen), de manera que Ja ecuación anterior sea una igualdad. Tales varia
ciones son 
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y se tiene entonces 

Ó (
<> º) _ 8(ó*zº) 

* VkZ - EJtk · 

Las variaciones ó y ó* no son independientes, de hecho 

ózº = ó.zº + 81zº(t)ót1 

ó(8kz"') = ó.(8kzº) + 8k1z"'(t)ót1. 

Usando estas relaciones en (49), se obtiene que 

óS= j 

Usando Ja notación 

la variación ele la acción se escribe 

óS 

(51) 

(52) 

(53) 

(54) 

(55) 

(56) 

Ahora, haciendo una integración parcial del último término de Ja expresión 
anterior usando la fórmula 

(57) 

resulta 

óS = J r~k[Lótk +Cae!~"') ó*zº]. -t [fla,~*zº}d7nt 
2 Un caso particular de este operador de la derivada fe dela subsección 1.1.3 sobre el 

teorema de Nocthcr. ~ 
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¡{. D · · k · 8L .• " 1 DL " 
Dtk[(Ló, - 8(8kz")81z )ót + 8(8kzº)6z J 

+[L]0 (6z" - 8rz"6tr)}d"'t 

(habiendo usado (53), y óf la delta de Kronecker), donde 

[L] = DL _ _!!_ 8L 
" - 8z0 Dtk 8(8kz") 

(58) 

(59) 

Las ecuaciones de movimiento se siguen del hecho de pedir las condiciones 
de borde para la expresión (58) otk(F) = O y óz"(F) = O, donde F es la 
frontera de la región de integración. Tal requerimiento tiene como resultado 
que 

(60) 

y, de acuerdo con el principio de Hamilton, la trayectoria debe satisfacer 
óS = O dentro de cualquier region de integración, y para cualquier óz". Por 
lo tanto, debe pasar que 

[L] = DL _ _!!_ 8L O 
" - uz" Dtk 8(8kz") = . 

B: Invariantes adiabáticos y el ángulo de Hannay 

(61) 

En este apéndice se presentan tres conceptos: las variables ángulo-acción, 
el teorema adiabático y el ángulo de Hannay. 

Sea un sistema con Hamiltoniano H(x, p). Si una coordenada xi no aparece 
en la expresión para éste, entonces es cíclica y de acuerdo con la ecuación 
p¡ = [xi, HJ = - g!~ = O su momento conjugado es una constante. Ahora, el 
hecho de que para un sistema particular una coordenada sea cíclica depende 
de la elección de coordenadas generalizadas que se haga. Para cierto tipo de 
movimiento, existe un procedimiento general mediante una transformación 
canónica, para encontrar un conjunto de variables del espacio fase en el que 
todas las coordenadas son cíclicas y sus momentos conjugados constantes de 
movimiento. Estas variables se llaman ángulo-acción. 

El teorema adiabático establece que la variable de acción, el momento 
canónico de la pareja ángulo-acción para el espacio fase, es una cantidad que 
se mantiene relativamente constante cuando el Hamiltoniano depende de un 
parámetro que cambia muy lentamente. 
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El concepto del ángulo de Hannay está inmerso en los estudios sobre fas
es geométricas en física, desarrolladas entre otros por M. Berry [6, 7, 8, 66]. 
Un ejmplo de fase geométrica es la que aparece en el efecto Aharonov-Bhom 
[16, 5]. 

Variables ángulo-acción 
Supóngase que se cuenta con un sistema integrable, y que no depende ex,.. 
plícita-mente del tiempo (un sistema conservativo), definido por un Hamil
toniano H(z) = H(x = (xi), p = (p¡)) para las variables del espacio fase 
(con i E {l,..,n}). El sistema es integrable si se cuenta con n cantida.des 
conservadas independientes 

(62) 

que a lo largo de la trayectoria clásica toman los valores Fi constantes (para 
i E {1, ... ,n}). De estas ecuaciones, se pueden resolver los momentos Pi en 
términos de las coordenadas xi y las constantes F;. 

Se puede pensar que las constantes Fi son los nuevos momentos Pi que 
se obtienen de una transformación canónica que tiene ese fin, hacer que los 
momentos sean constantes de movimiento, es decir, que todas las coordenadas 
nuevas Xi sean cíclicas. Si se piensa así, las ecuaciones de movimiento para 
las nuevas variables calculadas con el nuevo Hamiltoniano son 

p. = _ Dfl(Pi) = O 
' DXi 

Df!(Pi) = Dfl(Fi) = G· 
DPi DFi " 

(63) 

donde Gi es una constante. De estas ecuaciones se tiene que 

Xi= G;t+Di (64) 

(D¡ también es una constante). La función generadora de la transformación 
canónica entre (xi, Pi) y (Xi, Pi) es 

X X 

S(xi, P;) = j p(xi, P;) · dx = j p(xi, Fi) · dx = S(xi, .F;), (65) 
xo xo 

y se tienen las relaciones 

DS(xi, F;) 
DFi 
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Pi = 
EJS(xi, F;) 

EJxi (66) 

Como los nuevos momentos son todos constantes, estos definen un toro 
n-dimensional que es invariante: si una trayectoria est¡Í en el toro para un 
cierto tiempo, ahí se encontrará siempre. Las nuevas coordenadas son las 
coordenadas para ubicar un punto en el toro. Dado que se puede hacer una 
combinación de las constantes F; para obtener otras constantes de movimien
to, el toro definido por los momentos no es único. Sin embargo, existe una 
manera estándar para definir al toro invariante. Ésta, es la definición de las 
variables ¡ingulo-acción: 

W¡ 

.!; (67) 

La definición está basada en el hecho de que la función generadora (65) es en 
general multivaluada, depende de la trayectoria x 0 -7 x. Para trayectorias 
que se pueden deformar unas en otras, S da el mismo valor, pues es solución 
de la ecuación 

(68) 

(como S no depende explícitamente del tiempo, el nuevo Hamiltoniano es 
el mismo que el anterior). Esto significa que S es una función localmente 
univaluada. Por lo tanto para trayectorias cerradas en el toro invariante que 
se pueden encoger a un punto, S = O. Pero en un toro n-dimensional existen 
n circuitos/; irreducibles a un punto, y estos circuitos definen n incrementos 
t::..S que S puede ganar al regresar al mismo punto. Las variables de acción 
se definen por 

.!; = __!__ j p · dx = t::..S, 
27!' 27!' 

(69) 
"(¡ 

con/; una trayectoria en el plano (xi,p;). 
Las variables w; se llaman ángulos porque cuando el sistema en el toro 

invariante sigue el circuito /;, éstas cambian por 27í. Esto significa que en la 
transformación canónica entre (xi, Pi) y (Xi, P;) = (w;, !;), las variables :i/ y 
Pi son funciones periódicas de w; con período 27í. 

Esta manera compacta de introducir las varaibles ángulo-acción se puede 
encontrar en [8]. Ahí, se emplean estas variables para estudiar la estabilidad 
de las órbitas de algunos sistemas Hamiltonianos integrables. 
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Teorema Adiabático (49] 
Sea un sistema mecánico en un movimiento finito {es decir, no infinitesi
mal) y periódico (con período T) en una dimensión, caracterizado por algún 
parámetro ,\ dentro del Hamiltoniano que especifica el estado del sistema 
H = H(z; >.(t)), de manera que para una trayectoria física o línea de mundo 
Íl = ~~ >.. Se requiere que ,\ cambie muy lentamente con el tiempo de manera 
que>.= ~¿ sea constante y muy pequeña:>.<< ~ {hipótesis adiabática). Al 
calcular el cambio que sufre el Hamiltoniano en un intervalo de tiempo tlt 

¡t::.t . ¡At DH. 
H(tlt) - H(O) = óH =lo Hdt =lo f.i>:>.dt, {70) 

que, usando la hipótesis adiabática, se vuelve 

(71) 

Una trayectoria en el espacio fase 1(0) para una energía constante E(O) = 
H(z; >.(O)) se distorsiona en una trayectoria 1{tlt) cuando transcurre un tiem
po tlt gracias a la dependencia de ,\ con éste. Esta trayectoria no necesaria
mente será de energía constante, pero casi lo será si se sostiene la hipótesis 
adiabática: El "tubo" que lleva de 1(0) a 1(tlt) contiene las espirales que se 
generan cuando el sistema evoluciona partiendo de cada condición inicial (ca
da punto de ¡(O)). Cuando ,\ no es constante, para distintos puntos de 1(0), 
la integral (71) se toma sobre espirales que caen en un tubo distorsionado 
respecto del que habría si ,\ fuera cero, entregando distintos tlH para cada 
espiral. Si la distorsión es pequeña, las espirales se parecerán mucho y así los 
valores de tlH. La distorsión del tubo depende de como la expresión para 
H cambia con el tiempo, y esto depende de como ,\ cambia con el tiempo. 
La distorsión es pequeña en un período T si se pide que >. << ~. es decir, 
forzando que el cambio en ,\ en un período (,\T) sea muy pequeño comparado 
con ,\ (o el tiempo tlt en el que se produce un cambio tl,\ tiene que ser muy 
largo comparado con T). 

La energía E (dada por el Hamiltoniano) no se va a conservar pero va a 
cambiar con el tiempo también adiabáticamente. De acuerdo con '~{ = 8¡{, 

(72) 
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.~l tomar un promedio de esta ecuación durante un períódo T (del sistema), 
,\ se mantiene casi constante [51] y así · 

., . 1 {T af{ 
E = >..r¡. lo . 8>. dt. (73) 

Pero q = ~~ y entonces 

T 
·r dq lo dt = f 8/l 

o 8p 

§ 8/l i?r 
• O>. Op 

>. § i?r (74) 
Op 

Para cada valor ele >. se tiene una energía constante, y p se puede poner en 
función entonces ele p = p(q, E,>..). Como H(z; >.(t)) =E, entonces 

entonces 

DH DHDp -O 
a>. + ap a>.. -

Dll Dp 
=> g~ = -8,\' 

Op 

., . §!/fi.dq 
E=->.-

§~dq 

f ( Dp dE _ Dp d>.)d = 0 => DE dt a>. dt q 

=>cTI=O 
dt ' 

(75) 

(76) 

(77) 

(78) 

con I = ;}; § pdq. J es entonces un invariante adiabático: en promedio, se 
mantiene constante cuando >. cambia adiabáticamente. 

Del teorema de Liouville se desprende que el iirea encerrada por 7(0) va 
a ser igual que el área encerrada por 7(D.t). Como 7(D.t) y 7(0) son ambas 
de energía constante (aunque E(D.t) se distinta de E(O)), se puede resolver 
E:= H(x,p; ,\(t)) para p = p(x, E, ,\(t)) para cada t, y de 

I = ]_f pdx, 
2rr 

(79) 

se puede ver que I =área encerrada por 7(t) es la misma para todo t. Por lo 
tanto I (la variable de acción de acuerdo con (69)) es un invariante adiabático. 
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Para sistemas con más de una libertad, si se conoce desde el principio que 
algunas de las libertades cambian significativamente más lento que las otras, 
es posible tratar a las lentas como parámetros adiabáticos (>,'s) para un sis
tema reducido (el de las variables rápidas), con las siguientes condiciones: 
que las variables lentas satisfagan la hipótesis adiabática y que el sistema 
reducido sea integrable. Si se conoce a priori que el sistema reducido oscila 
muchas veces en el tiempo que le toma a las variables lentas sufrir cambios 
considerables, entonces el teorema adiabático se puede aplicar al sistema re
ducido. 

El Ángulo de Hannay 
Motivado por las fases geométricas desarrolladas por Berry, Simon [7, 66] 
y otros para sistemas periódicos en Mecánica Cuántica, J.H. Hannay [39] 
desarrolló un análogo ele estas fases para sistemas clásicos. 

Sea ,\ = {,\ 1, ,\2 , ••• , AN} los parámetros que dependen del tiempo dentro 
del Hamiltoniano H(q, p; ,\),con ,\(fT) =,\(O) para€ << 1, y por lo tanto el 
Hamiltoniano tiene un período T. Para un valor determinado ele ,\ se toman 
las variables ángulo-acción (I, <P) ele manera que el Hamiltoniano escrito en 
estas variables es 

K(J, </J, ,\) = v(,\)J + as(~/·,\) = v(M) + K1 (l, </J, ,\), (80) 

con K 1(J,</J,,\) = os¡b~T,>..). Se averigua ahora el cambio total il</J cuando el 
Hamiltoniano atraviesa un período T: 

J, = [</J,H] + 8</J(~:,,\), (81) 

(si </J no fuera función explícita del tiempo entonces J, = [</J, H] = v) 

. . . 8</J 
=> <P=.v+8t. (82) 

Además por ecuaciones de movimiento cP = P¡f = v + ªlft. 
Sea ócP =: ª/ft = ~~~t> entonces 

(83) 

T 7' T 

=> il</J = fo cPdt = fo vdt + fo ócPdt = óv + ó<P (84) 
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{T . ·rTDJ\¡ 
=> ó<f> = lo ó<f>dt = lo DI dt. (85) 

A ó<P se le llama ángulo de Hannay (AH). 
Si I<1 no es conocido, entonces · 

(86) 

pero hace falta conocer a <P comá función del tiempo lo cual es tener resuelto 
el problema. Lo que se hace entonces es tomar un promedio: 

(87) 

con 

1 {2" k 
27T lo .. ª (</>, !, >..)d</J 

. 1 · [ 2" D<P 
2.7T lo a>..k d</J. (88) 

Por hipótesis >..(€T) = >..(O), entonces 

. . (ó~) ,;,_ fcAkd>..k. (89) 

Integrar sobre la variedad G es lo que le da a ó</J su carácter geométrico. 
El resultado es que (ó</J) no depende de T, sólo del caniino G, siempre que >.. 
cambie adiabáticamente. 
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