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INTRODUCCIÓN 

En aiios recientes, se ha incrementado el interés por modelar fenómenos de rara o­
currencia pero que dan lugar a grandes pérdidas de tipo financiero, económico, o que 
tienen un impacto considerable en el ambiente o en la salud de la población entre otras 
consecuencias. 

Para este tipo de problemas se lum desarrollado soluciones a partir de métodos que 

se h1L~an en la Teoría de Valores Extremos (TVE). El enfoque clásico de esta teoría tuvo 

origen con el estudio del comportamiento asintótico de la distribución de observaciones 

"extremas" (nubdn1os o rninitnos), que realizaron autores corno Fishcr, Tippet, Gnedcnko, 

.Jenkinson y von Mises. El teorema propuesto por Fisher y Tippet (1928) es el resultado 

principal de la TVE pues establece que la forma de la distribución límite para má.xi­

mos centrados y normalizados pertenece a una de tres familias paramétricas conocidas 

como Distribuciones de Valores Extremos. A Gnedcnko (1943) se debe la primera de­

mostración completa y rigurosa ele est.c• teorema y von l\-Iises (l!J36) y Jenkinson (1955) 

definieron la Distribución Valor Extremo Generalizada (DVEG), que engloba las tres fa­

milias panunétricas caracterizadas por Fisher y Tippct. 

Un enfoque alternativo de la TVE chísica considera la distribución do los excedentes 
o valores ele la muestra que se encuentran sobre cierto umbral u E R. Este enfoque forma 

parte do la TVE moderna en el que la idea principal consiste en aproximar la distribución 
de los excedentes mediante la función de distribuci' on conocida como Distribución Pareto 
Generalizada (DPG). En las aplicaciones actuales de la TVE, se usa la equivalencia entre 

la DVEG y la DPG, resultado que se ha demostrado por autores como de Haan (1970) y 

Pickancls (l!J75). 
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En el estudio de valores extremos, algunos autores han relacionado el nmílisis de los 
excedentes con el uso de Procesos Puntuales, un ejemplo puede encontrarse en Leadbetter 

et al.(1983). Esta idea se deriva del hecho de que bajo ciertos supuestos, el 111ímero de 

observaciones por c11ci111a de un 111ubral u He ptwde aproxin1ar con una variable aleatoria. 
Poisson. En este tipo de aplicaciones es posible considerar métodos de bondad de ajuste 

para justificar el uso de los modelos Poisson. En Reiss, R.-0. y Thomas M. (1997) se 

explica la manera en que puede demostrarse el supuesto de que ciertos d11tos se generan 

mediante un Proceso Poisson. 

En la práctica, al estudiar los valores extremos de cierto fenómeno, no es suficiente 

con saber que su distribución puede considerarse como una DVEG o una DPG, sino que 
es necesario conocer el valor de los panímetros que caracterizan a estas distribuciones. 
Por otra parte, una vez que se estudian los panímetros es deseable realizar predicciones 

sobre posibles valores futuros de las observaciones extremas. Una forma de estudiar los 
posibles valores de panímetros que definiriíu la forma de la distribución del fenómeno bajo 

estudio, es usando lvlétodos 13ayesianos, en particular con los "Métodos de Simulación vía 
Cadenas de Markov". Dentro de estos métodos, los algoritmos de Metrópolis Hastings y 
el Muestreo de Gibbs son usados frecuc11t.e111e11t.r. en problemas prácticos. 

En el campo de estudio de la Actuaría, la necesidad de obtener modelos para valores 
extremos surge, por ejemplo, en llL'l empresas reaseguradoras ya que estas establecen 

métodos para calcular primas cuyo monto sea suficiente a fin de proteger a otras empresas 
y n la misma rc1L .. egur11dora del impacto financiero que se enfrentará en caso de que un 

riesgo catastrófico ocurra. MientnL'l m1ís grande es el impacto financiero que se tenga 
tras la ocurrencia de un siniestro, se tiene un mayor interés en poder modelar de manera 
exhausth·a y precisa la probabilidad de que esos riesgos se conviertan en siniestros. En la 
¡mictica, establecer un modelo que incorpore todas las variables que pudieran intervenir 
en la ocurrencia de los siniestros, y que adem1L'l sea adecuado para estimar el tamaño del 

siniestro es una tarea difícil. 

En este trabajo se usa la TVE en un contexto 13ayesiano además de métodos de 

simulación vía Cadenas de Markov con el objeto de analizar una serie de datos de recla­
maciones de reaseguro, proponer un modelo con el que sea posible describir procesos ele 
reclamaciones futuras y finalmente estimar probabilidades de pérdidas muy grandes. 
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El rnodelo que se propone para ajustar a la serie de datos se conoce como Poisson-DPG 

y es de tipo cornplet.1uuente Bayesiano (ver Smith (1997) y Smith y Goodmnn (2000)), es 

decir, el 111í111ero de reclamaciones anuales se aproxima como un Proceso de tipo Poisson 
no hornog1\11eo rnientras que los montos de los excesos de cada aiio se consideran variables 
i11depe11die11tcs e idé11tica111ente distribuidas como Pareto Generalizadas; por otra parte, el 
<'.anícter ºco1nplctarnc11tc Baym;iano" del rnodclo consiste en definir distribuciones iniciales 
para los parámetros de la DPG, a fin de incorporar la información que se tiene sobre ellos 
en la 1n1wstra1 vía el Tcorcnrn de Baycs. 

Los conceptos teóricos que sustentan el modelo se presentan en los Capítulos I y 11 
y los Apé11dices 13 y C de la siguiente manera: en el Capítulo I se definen y eje111plifi­
ca11 las ge11eralidades de la Inferencia estadística desde el punto de vista Bayesiano y los 
algorítmos de Metrópolis-Hast.ings y Gibbs como herramientas para simular valores de 
distribuciones post.criares de los modelos estadísticos Baycsianos. Dada la importancia de 
estos algoritmos, al final del Capítulo 1 se muestra un ejemplo en el que se realizan simu­

laciones vía el Muestreo de Gibbs para resolver un problema práctico de tipo actuarial. 

El Capítulo 11 se dedica a la parte clásica y moderna de la Teoría de Valores Extremos, 
c•sta tílti111a presenta el enfoque que estudia los elementos de la muestra que exceden el 
valor de u11 ttmbrnl 1l y su distribució11 asintótica. Se usa el gráfico de la media de los 
excesos como 1111 método para determinar el valor u a partir del cual puede considerarse 

que los elatos t.ie11e11 1111a clistril>ttción que es posible aproximar por medio de la DPG. 

Para co11d11ir cst.e capítulo, se realiza 1111a breve descripción de los Procesos Pu11tuales, 
"'' particular, ele la forma de definir a un proceso de reclamaciones de reaseguro como un 
Proceso de Poisso11 Pu11tual. 

Las formalidades teóricas del Capítulo 11 se definen y en algunos casos, cuando se con­
sidera procede11tc, se bosqueja su demostración en el Apéndice 13 para lo correspondiente 
a la Teoría de Valores Extremos y en el Apéndice C para los Procesos Puntuales. 

En el tercer Capítulo se lleva a cabo la aplicación de lo que se estudia en los capítulos 
y JI, co11 el fi11 de obte11er un modelo que describa a la serie de datos de reclama­

dones ele reaseguro. Para ello, se realiza en primera instancia el análisis descriptivo de los 
datos, enseguida se propone el modelo Poisson-DPG estableciendo dos casos respecto a 

los panímet.ros de localización y escala: en un primer modelo se consideran efectos aleato-
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rios anuales en ambos parámetros y en el segundo caso se vuelve a definir el modelo bajo 
el supuesto rle que los efectos aleatorios anuales en la localización no son significativos. 
Después ele definir el modelo para ambos casos, se simularon valores para la distribución 
posterior ele los pantmetros usando los algoritmos descritos en el Capítulo l. Con los valo­

res obtenidos se simularon montos de reclamaciones futura., y se estimaron intervalos de 
confianza para !ns probabilidades de pérdidas futuras. Para concluir el capítulo, se realiza 
un análisis rle los resultados que se obtuvieron al llevar n cabo las simulaciones a partir 

del modelo propuesto. 

En el Apéndice A se incluyen los códigos de S+ con los que se realizaron las simula­
ciones necesarias. Las figuras que describen los resultados obtenidos con ambos modelos 
se pueden apreciar en el Apéndice D para el caso en que se consideraron efectos aleatorios 
en localización y escala y en el apéndice E para el caso qne considera efectos aleatorios 

sólo en escala. 

Para finalizar este trabajo se presentan las conclusiones respecto n los resultados que 
se obtuvieron en general y entre otras recome~daciones, se propone como investigación 
posterior, implementar pruebas de amílisis de sensibilidad para "calibrar" el modelo pro­
puesto. 
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Capítulo 1 

INFERENCIA BAYESIAN A 

1.1. Inferencia desde el punto de vista Bayesiano 

El amílisis de datos 13ayesiano hace uso de modelos probabilísticos para tratar de 
cuantificar y hacer inferencias respecto a característica.' del fcnórncmo bajo estudio. La 
incertidumbre de las inferencia.' que se realizan se cuantifica a su vez mediante probabili­
dades. El análisis 13ayesiano sigue generalmente el orden que se describe a continuación: 

(i) Se define un modelo de probabilidad completo: es decir, una distribución ele proba­

bilidad conjunta para todas l>L• cantidades consideracliL' en el problema, observables 
o no. Este modelo, debe ser consistente con la información que se tenga respecto al 
problema en estudio y la manera en que se obtienen los datos. 

(ii) Se calcula e interpreta la "distribución posterior", es decir, la distribución de pro­

babilidad condicional de las cantidades no observadas que son de interés, dados los 
datos observados. 

(iii) Se evalúa el modelo y las implicaciones que pueden derivarse de la distribución pos­

terior resultante determinando ¡mm ello si el modelo describe de manera adecuada 
a los datos, si las conclusiones son razonables y qué tan sensibles son los resultados 

finales a h~ hipótesis realizadas en i). 

En ca.'o de que se considere necesario, se altera o amplía el modelo repitiendo los 
l»L~os descritos, a fin de mejorar la aproximación obtenida. 
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De esta 11uu1Pra, en Estadística I3ayesin11a, la descripción forrnal del proceso de apren­
dizaje a part.ir de valores observarlos, unido a información previa que se tenga sobre el 

objeto de Pst.uclio, son el punt.o de partida para realizar inferencias, conclusiones o predic­
ciones aceren de la siguiente observación que su obtendrá de la población. 

El caso canónico ele un amílisis Bayesiano, se tiene al extraer una muestra aleatoria 

y = (y1, y2 , ···,y,.)', de una población con función ele clensiclacl JP(y/O), donde y repre­

senta el vector ele las observaciones y¡, i = 1, · · ·, n, independientes dado el valor de O, 

idénticamente distribuidas con densidad JP(y/0) donde O es el vector de cantidades no 

observables también conocidos como p11r1í111ctros que caracterizan a la población. 

A lo largo de este trabajo se utilizará IP(·/·) para denotar densidades de probabilidad 

con los argumentos determinados por el contexto, al igual que en el caso de .IP(·), que 

denota una función de distribución marginal. Los términos "distribución" y "densidad" 
se emplean indist.intamente, salvo en los casos donde se indique explícitamente. 

1.2. Distribución inicial 

Al resolver un problema mediante procedimientos Bayesianos, se especifica primera­

mente la distribución a priori, o distri/J11ció1J inicia/ del panímetro 7r(O). Tal distribución 

debe incluir y reflejar toda la información con la que se cuente al principio del estudio, 
aunque existan c1L~os en que ésta no ha sido observada o comprobada empíricamente. Una 

vez definida la distribución 7r(O), es posible mejorar nuestro conocimiento respecto a 8, 

vía el Teorema de ilayes. 

La importancia de la distribución inicial del panímetro O, radica en que permite 

incorporar información acerca de O al modelo. Esta información generalmente tiene un 

significado muy especial en cada problema específico, dado que generalmente se tiene 
alg1ín conocimiento previo acerca ele su valor. 
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1.3. Teorema de Bayes 

Una vez realizado un experimcnl.o que produzca observaciones y = (y1, y2 , ••• , y,.), la 

información que se tiene sobre el valor de O puede describirse a través ele la distibución 

final JP(Oly). 

Para poder realizar inferencias acerca ele O dado y, es necesario contar .con un modelo 
qne contenga la distribución ele probabilidad conjunta para O y y, que se pueda escribir 

como el producto de dos densidades: la distribución inicial 11'(0) y la distribución ele Ja 

muestra, JP(ylO). La distribución de la muestra o verosimilitud contiene información del 

experimento mismo, ya que se deriva de él y la densidad ele probabilidad a priori incluir>i en 
el modelo la información que se tiene de manera independiente al experimento, o que 

proviene ele experimentos anteriores. 

El Teorema de Bayes es fundamental en la Estadística Bayesiana y en este caso, para 
llegar a la densidad JP(Oly), ya que expresa claramente la forma en que las probabilidades 

cambian cuando se cuenta con cierta evidencia. Dicho en otras palabras, permite incor­

porar el aprendizaje de tal manera, que se actualiza el conocimiento sobre O con nueva 
información obtenida del "mundo real". 

De manera formal, una vez definidas la distribución inicial 7r(O) y la distribución de 

la muestra JP(ylO): 

IP(O, y)= 11'(0) · JP(ylO) (1.1) 

Condicionando al valor cm10ciclo ele: y, .y usando. la regla ele Bayes, se obtiene la 
densidad posterior: 

IP(Oly) = .JP(Oiyf = i(O); ÍP(ylO) 
. JP(y) ./... .. . JP(y) •.· . 

(1.2) 
. . . 

donde IP(y) = L:o 11'(0) • IP(ylO),.slummclo sobr~ toclosios valorcsde O o bien, JP(y) = 
J 11'(0) • IP(ylO)dO, en el caso coritiríuo: Llniu'ár~n.;o~ a .JP(y) la. clistribucióri predictiva. 
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La expresión (1.2) se conoce cornn teorema de (layes. 

1.4. Función de densidad posterior y función de 
verosimilitud 

Como se mencionó en la sección 1.3, al resolver un problema mediante Estadística 

13ayesiann, se desea encontrar una función de probabilidad que describa a O dada cierta 
información, dicha función de probabilidad se conoce como distribución a posteriori o flrwl 

y se denota como JP(Oly). 

De acuerdo con el Teorema ele Bayes, las funciones de densidad posteriores dependen 
de las iniciales y los resultados experimentales u observados. Los datos experimentales 
u observados influyen en la función de probabilidad posterior 1ínicamente a través de la 

función de densidad que los describe, llamada mrosimi/itud y denotada como JP(ylO) = 

L(ylO). Las verosimilitudes dependen solamente de la información con la que se cuenta 

a través del experimento mientras que las distribuciones a priori dependerán sólo de la 
evidencia con la que se dispone al principio del análisis. 

Una forma equivalente de (1.2) omite la densidad IP(y), que no depende del valor de O. 

Así, para y fija, IP(y) se puede c:onsiderar corno una constante, obteniéndose la densidad 

postorior rw normaliz11Cla, 

JP(Oly) oc 7r(O) • L(ylO) (1.3) 

Esta relación de proporcionalidad se puede expresar como igualdad sienípre que se 

encuentre y agrcgci la ~on~tant~.k = JP(y). E~ta co11st~Í1te' se,p;JCde h111I~r a partir del 

hecho de qt;e E~ lP(Oly) ~ 1, o bien en el c~d continu~, J0,JP(OÍy) dO = 1, ~~;, y fija. 
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1.5. Familias conjugadas 

La resolución de cualquier problema al usar Estadística J3ayesia11a dcpP11dc en gra11 
parte de Ju clistribució11 inicial que se proponga, por lo que es muy i111port.a11t.e que ésta 
refleje lo mejor posible el conocimiento inicial que se tenga del panínwtro O. Adermís sería 

deseable que la forrna de tr(O) sea. "tratable" en el sentido de q1w cuando se calculen 

esperanzas o se obtenga IP(Oly), Jos procedimientos no sean complicados. 

Una forma de explotar las características conocidas de una familia :F ele densidades 

para lograr la "tratabiliclacl" descrita, sería escoger :F tal que si 11"(0) E :F, entonces después 

de usar el teorema ele 13ayes IP(Oly) E :F. 

Definición 1.1 Familias conjugadas 
Sea y una variable aleatoria cuya distribución está ciada por 

IP(ylO) E 9 := {.IP(·IO): O E 8 ~ R"}. 

Se dice que una familia de distribuciones :F = {ffe(O).: O E 8}, es conjugada para O (o 

para 9), si cllando ./P(O) E :F y IP(ylO) E 9 entonces IP(Oly) E :F. . . 

Si :Fes una familia conjugada para ffe(ylO), entonces IP(O) y IP(Oly) tie11enia misma 
forma algebraica ·y difieren ele una distribución a otra únicamente por collst·ar;t~s. 

Por ejemplo, supóngase que ffe(ylO) ~ Bernoulli(O) y 7r(O) ~ Beta(ti, ,B), esto es: 

IP(ylO) 

11"(0) oc 

entonces, la verosimilitud está ciada 'pór 

" L(ylO) = fl IP(y;IO) 
l=l 

Bin(l, O) 

oa-1 . (1 - 0¡11-1 

(1.4) 
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y por tanto s1J obtiene, quu la dist.rihución final para O dados los datos es 

JP(Ojy) ex oL-~-;• Y;. (1 __; oin-E~=I y;. on-l . {l - O)f1-I 

JP(Ojy) ex e'n+n-1. {1 _ O)'•-tn+P-t 

JP(Ojy) ex Beta{n',/3*) 

Familias conjugadas.de la distribución exponencial 

{1.5) 

Se dice que una di~tí-ibución de prob~biÚdad, JP(yjO) ~>ertenece a Ja falnilia exponencial 
<le distribuciones,. con .un pnrá1nefro, si 

JP(~IO) =a(y) expÚ(O)t(¿) i~(8)} · (1.6) 

La ir11porta11cia <le la fa~1iliá expoíumciaisedeb~al héchodeque un buen número de 
clistribudones u~1~d~s eÍí la prá~tiéa'-pertendce~ ~ ~IÍa, tál~s como:. 

a) La clistribucÍón Normal N(O,a2),con u~co~~~~~l\,donde 
o 

rfl(O) = a2' t(y) =.y; 
. ··.· 02 ·. { 2 } z<f).;='t 2a2'. 'a(y) = exp -::U2 

b) La distribución Binotnial Ii'in.(ri~O);-... d~.~·~i~ :·'.·~. · · 

rfl(O) = log ( 1 ~ 0 t> t(y) =.y; b(Ol,=;r,ilog(l - O), a(y) = (;) 

c) Distribución Exponencial Exp(O) 

~(O)= -0, . t(y) =y, b(O) ~ logO, a(y) = 1 

(1.7) 
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d) La distribución Poisson Poi(O) 

</J(O) = log 
1 
~O' t(y) = ¡¡, b(O) = -logO, a(y) = 1 

. Algunas. familias de distribuciones importantes que no pertenecen a la exponencial 
son la Uniforme y la t-Student. 
Las f111nilias exponenciales que consideran distribucio11es ~on un parámetro desconocido 
se conocen como familias exponencia/cs 1111ipammctra/c~. Una. familia de distribuciones se 
llama familia expone11cial biparametral si tiene la forrn.a , 

IP(yJ8, 11) = a(y)h(8, 11) exp{ <P(O, 11)t(~)~ u(yJx(O, 17)} 
. . ' ·,,: ; -~ ' '' . 

o de forma equivalente, si la verosimilitúd d~ las :n observaciones 
idénticamente distribuídas, y;,. i = · 1;2,'.' ... ', ;¡·.~1ibd'e e~cribirse ·como 

- ~ :: ¡';, ¡-.: -_ /· 

independientes e 

Es i~npcÍrtante 'not~;~uc/~l ;~;é:or. (:~ t(y;), E u(y;)), ~s";:l~·i~:¿st~~ístlca s~ficiente 
/.\ ..:; <-.-_.::._><::~.,:::\:~-,;1:~/f:>~~.L-~'.-(;·<· -~7.L · -~~-1 )-_ - ·:';~:~.-~:-~·:·_~\--'"~~-~-,_-h ... ,_ - ~ .. ~';· 0<: -

para(~1 17). La fami!.iiid". deúsid¿\des conjugadas para esta'verósiriiiliÚ~~ tiene la forma 

'~(~,;,) rx h(O, r¡¡vexp{r<P(O, r¡) + v~(0;17)}; :;" , , 

' \".-·· ·;' :-· . .'::': . ..:. ' 

En Ia p~1íctica existen pocos casos en los que se considri~en 'd~sc6ho'cidos los dos 
par1imetr~s ele ún~i distribuéión que pertenezca a la familia bxp~ribri'i:i~1;;:~1 éaso más 

Impmtaritc ~s ~1·~ie la cÍistrib~ción Normal(µ,a2
). ;-!''.i~'.~ ;.~·;(:S;,, 

De acuerdo coli L~e (1989), la idea ele usar familias expm~eJ~i~(~~'1J~cl¿ extcmderse 
' . , ' •. ' . . ..... ~ .. . ,. ' - . 

fücilmente al caso k-parametral, a partir ele la manera en que se' definieron aqÚí las fan1Ílias 
exponenciales biparamctrnles. 

• ·::: .-! •• ;: • 

¡ _____________________________ ·--· ---· ---
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Familia conjugada natural 

Una de las mzo11es por las cuales las familias exponenciales son ele utilidad, es porque 
poseen familias eonjugaclas naturales de distribuciones iniciales. Esto significa que si la 

función de verosimilitud L(ylO) pertenece a la familia exponencial, se puede proponer 

que la distribución inicial 'll'(O) tenga la misma estructura algebraica, pero sustituyendo 

estadísticas suficientes y tamaños de muestra por hiperpnrámetros a. Esto último quiere 

decir que en algunos casos 'll'(O) puede depender a su vez de una cantidad no observable n, 

de forma que 'll'(O) = lf'(Ola) donde se asignnní a su vez una distribución inicial para a. Al 

utilizar el teorema de 13ayes, se debe estudiar para qué valores de estos hiperparámetros 

la distribución final (miembro de la familia exponencial), es propia. 

Ejemplo. Familias conjugadas con distribución Normal 

Sea y = (y1, y,, ... , Yn) una muestra de observaciones independientes e idénticamente 

distribuidas de y ~ N(O, a 2 ) con a2 conocida y 'll'(O) la distribución inicial del parámetro, 

donde O~ N(¡to, r6) con los hiperparámctros ¡10 , r6 conocidos. La distribución .final sení: 

IP(Ojy) ex 'll'(O) · L(yjO) 

7r{O) • 1l'::,, 1iP(v;IO) 
: . . ' ' 

ex exp ( ~ 2~6 (O-, µ0)
2

) n:~ 1 ~xp (- 2~2 (y; -;-c ~)~) 

( 
1 [ 1 . . .. 1 ". .. ]) 

ex exp -2 r¡f (0-Ho)~ -f- a2 ~(~~.~0)2 

ex exp ( ~Hº2 -2~°:+1~~.<~?~1:vr~20~~=1 y;+ E~= 1 02]) 

ex exp(~~ [i,+'iJ·:¡i,;~~~ + Sf;~}] 
-- o . - . ;:¡ 02 :;g üJ° 

A 
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mult.iplicando el tercer término en el exponente por 

1 + 11 :;:¡ ü2" 

'1 + ;;\-
(1.8) 

y desarrollando (A), 

( 1[1 71]{2 [~+;;8] [~+;;8¡2 
CX: exp -2 2 + 2 0 - 20 [ 1 ,. J + [ ]" 

To a Tl + ~ ~+ ~ [
2nJtofi 2n ..... ,._ 1 ,....,. ] }) 
a2rJ + (a2)2 "'-'i=I Yi "-'i=i+I Yi 

Por lo tanto, 

IP(Ojy) = N(µ,., r,~) 

donde 

El parámetro T corresponde a la varianza: To y r,. denotan la varianza de Ja distribu­
ción inicial y distribución final, respectivamente. La media de la cÍistribuci.ón ·posterior se 

interpreta como el promedio ponderado ele la media inicial y la media de' las ~bservaciones 
y, con pesos proporcionales a las varianza. 
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1.6. Modelos Jerárquicos 

Existen rnodclos estadísticos en los que el o los parámetros ele las distribuciones que se 
involucran pueden su vez ser descritos por nuevos parámetros, llamados hiperparámctros. 

Al incluir información sobre los parámetros uwdianle una distribución que incluye 
hiperpanímetros surge ele manera natural un orden en todos los panlmetros c¡ue se con­
sideran para el modelo general que se convierte entonces en un moc/clo jerárquico. 

Los modelos jenírc¡uicos son una herramienta 1ítil cuando se clesl'a reflejar la depen­
dencia inter-panímetros y obtener así resultados rníis precisos al ajustar distribuciones a 
conjuntos de datos que exijan el empico de muchos panímetros. 

El siguiente ejemplo es un caso sencillo de modelos jerárquicos y puede encontrarse 

en Gclrnan (HJ!J5). 

Ejemplo. Consideremos que se desea estimar el panímetro O y se cuenta cori datos 
provenientes de 

(i) Un experimento rnciente y, 

(ii) Series lti~tóri~as de e~perimentos a~teriores'. 
~ - -· ' ·;' . -

Suponernos que los datos de (i) :i; (ii) provienen de la misma población y que además 

· las condiciones enque se realizaron todos los experimentos no cambian. 

Si consideramos el caso particular del estudio sobre el desarrollo de tumores en ratas 
de laboratorio, nos interesa O = Probabilidad de tumor en una población de ratas que 

recibe una dosis "cero" de medicamento (grupo de control). 

Al realizar el experimento actual se obtiene que 4 de 14 rat1is desarrollan el tumor. 

En general, el 111ímero de tumores N es modelado como una variable aleatoria Binomial 
dada la probabilidad del evento, es decir 
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donde J'd es el 111ír11ero de experimentos.:: 

Análisis del problema usando familias conjugadas y modelos jerárquicos. 

Por convei1iencia, elegimos una distribución inicial para O de la familia conjugada 

:F = { 1T(Oln. /3) : 1T(Oln. /3) oc on-l (1 - o)P-I; (a, /3) E R X R} 

Entonces si se realiza un análisis bayesiano completo mediante un modelo jerárquico, 

podríamos considerar la siguiente estructura del mismo: 

/' o,. --> 11¡ 

(a, /3) 

Los mímcros o y /3 que llamamos hiperparámét~os, son par.te de las cantidades des­
couocidas eu nuestro modelo, por tanto s~: <l~b~rán --~onsider~r. cuando pensemos en la 

distribución inicial '; ;({:-\ 

(1.9) 

La parte "jcnirquica" enes~~;fu~<l~'1ir~~~~:~T~i~~b0 (~ 1 /3) esdesc¿nocido debe tener 

su propia distribución lniciál JP(a,'/l¡;''aif'e~t?_iiéé~ ./,- > 

-· 'iN(}:~;13;T,~(k;-13;'..'n'co1a, /3) 

. ·' ... :·.>·'. ."·. ··.-:::~·--·. 

es Ja distribución ·~011j11nta inicial ydá ·clistribución conjunta posterior ele todos Jos 

panimctros es 
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7r(O, n, /-ilu) ""' 7r(<>, {J, O)L(ula, {J, O) 

7r(a, {J, O)L(!!IO) 

7r(a, {J)P(Oja, {J)L(ulO) 

La primera igualdad se cumple pues la distribución de la muestra L(ujá, {J, O) depende 
sólo de O, es decir que los hipcrparámetros a, fJ afectan a!! sólo mediante O. 

Entonces 

( 1 ) ( {J) IIk r(a + .B) oo-1 ( o )f'l-1 
7r 0, o, ,8 !! ex 7r a, X j=I r(a)r(,B) j 1 - i 

k 

X II 0;•1 (1 - Oj)NJ-Rj 
i=I. 

(1.10) 

Los componciites de O tienen distrib.uciones posteriores independientes dado el valor 
de (o:, .B), que son densic.lades 13uta(á~ fJ) y su c.listribución conjunta es 

JP(Oja, .B, u) JP(O, u, a:, .B) 
JP(a:, .B, !!) 

7r(a, .B).DJ(Ola, .B)L(ulO, a, fl) 
IP(a, ,8, !!) 

ex JP(a,.B) x L(ulO,a,,B) 

ex .DJ(a, .B) x L(ulO) 
k 

ex II o;+n1-1c1 - O;)fl+N,-11,-1 
i=I 

!----------------------------··· 
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por lo t.anto 

Finalmente, para obtener In distribución marginal posterior de (n, /3) notarnos que 

ll'(a, f:IJn) = 1T(0, a, /3Ju) 
- ll'(OJa, /3, u) 

(1.11) 

y entonces 

k r(a + f:I) r(a + n;)r({:I + N; - n;) 
ll'(a, .BJu) ex 1T(a,/3) X Jl r(a)r(/3) X r(a + /3 + N;) (1.12) 

El producto en (1.12) no se puede especificar analíticamente, pero puede ·calcularse 

par_a valores específicos de (a, /3) usarldo rutinas para calcular la función Gamma. 

En Gelman et ni.' (1995) se presenta una discusión sobre la dist.rihución a priori de los 

hiperpanímetros 7r(a,{3), así corno de la "distribución predictiva", es decir, In distribución 

para valores futuros de u. 

L7~ Algoritmos de Metrópolis-Hastings y Gihbs 

Descripción de Métodos Monte Cario vía Cadenas de Markov 

Los métodos de Monte Cario vía Cadenas de Markov sirven para obtener muestras de 
distribuciones c¡ue no son füciles de simular en primera instancia. En muchos casos estas 

distribuciones pueden ser multivariadas o con forma algebraica complicada, como sucede 
com1ínmcnte con las distribuciones posteriores en los modelos estadísticos bayesinnos. Con 
las rnuest.rns simuladas, es posible estimar algunas cantidades de interés como valores 

esperados o probabilidades correspondientes al fenómeno bajo estudio. 
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En Gamerman ( 1997), Gutiérr<'z-Pmia (1997) y Gel man et al. (1995) s~ pueden encon­

trar descripciones detallarlas y aplicaciones de estos métodos. Las bases _teóricas pueden 

consultarse en Besag y Green ( 1993) y Smith y Roberts (1993). 

La idea bil~ica es construir 11w1 radena de Markov 9Ct>, 9C2i : . .. qu~ sea fácil'C:Ie'si~ular 
y cuya distribución de equilibrio P(8) corresponda a la distri~ución filial ~uepos int~res~. 
La siguiente proposición da la hase de los métodos el~-Móiitc Ca;lo vía caden·ru; cÍe Markov. 

' : '. .. 

Proposición 1.1 Sea 9CIJ, 9C2>, ... mw cadena rle Mc11·Jwv homogénea, irrerlucibze, y ~periódi­
ca, con e.•¡mcio ele estados e e IR!1 11 clist7"ibución ele equilibrio p(8) = JP(O 1 y). Entonces, 
cuando t --> oo, 

(i) 9Ct) ~ 8, rloncle 8 ~ IP(O 1 y)¡ 

(ii} t L:L1 g(OCk>) 7 E[g(8) I y]. 

Donde ~ denota ~0;1verge;1cia en distribución de variables aleatorias' de acuerdo con 

Definición 1.2 ~on~~~iNnd~ie~t Di.•l.ribttción . .. · 

Se di~e qu~ (,\'n)co~v¿rge ~ti distribución o converge débilmcntea la variable aleatoria ·. ' .. ·· .. ·'' ;",. .·' ·.· ' ··.: : .·. ·< :: .":.· :, 
X (X,. ~-~\'}si p~ra tod_o punto de continuidad x de la distribuéiónF 

F,.(x) --> F(x) cuando n :-:-+ oo 

es decir, 

F,,(x) = IP(X,. :::; x) --> F(x) = ÍP(X:::; ;rJ 

Entonces, si nuestro objetivo es obtener una mÚestra':Oí, 02 ,; :.; O,. de la distribución 

IP(8 1 y), la proposición 1.1 nos dice que una forma sería construir una cadena de Markov 
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{0<1l} 1. con las propiedades que se citan, particulannentc como ya se mencionó, tal que 

su distribución de equilibrio sea la 111is111i1 que aqni\lla de donde se requieren muestras. 
Entonces si l.' es s11ílcicnte111e;¡te 'grand;, .como para que la convergencia en la proposición 

l. 1 se haya dado, podcúios pÍ·oponúr cómo m11estra a 

Algoritmo de Metropolis~Hastiiigs · 

El objetivo de estc':1goriti;10 escons;.rllir una cadena deMarkov apropiada definiendo 
las probabiliciadcs ¡le Úausi~ió;; ~l;;;J¡{ si.~nientc manerá:. . . 

' _. . . ·. . ·/· "·'. ~ .. - > ,. - _,. - - ' 

Sea Q(O', O) una cÍistribución.dé t.raiisiCióri (árbitraria) y de.finamos 
· · -.·· · -: ··,"·· ;->.:..· ··-·--:-t_.«·-:·'.··:.~\-•;c·:.'.··~",·_·-, ;_'<r;_··::- _', : . 

. :i-~·;, .<:;:t·'. :,/ :;>::-:.. ··'' ':--.> ', 

~co-.o)' ~: .'.···~·~Tn;c~i:igc~·'.~i ·1 } 

.- .. -~>::·-.:.;: - -,.,- ·. _-;~;/:·;" '· 
.,_,_;·-· ~-o··:-~. ;_·:o::'--:};'t"~'.-:{·,~-;~-~--'_,':'. ;:_-, ::'.. ; :.' .. _ 

Dado un V•.1lor inii:h1l o<~> .• los p11".~0Er1i'r~pétir en la t-ésima iteración del algoritmo son: 

· ·1. Génerar'nrn1ob;~r~abi6i; ~'.cJ~Q(O' ;~Ci>). 
2. Gencra~il~a v111\1~bl~ ;/~ u(o, 1) 

o ,· ' .·.- •• • : 

3. Si u:=; a(o;,-oc1>).,(!ntonc~s se .tonm oC•+i¡· = O', en caso contrario la cadena no se 

llllleVe, CS dc~ir O(t+l) :: O(I) •. 

Este procccÚmicnto genera ·t;na'cadena ~le Markov { oC•l}¡con funéión de transición 

~ . . .. ' ', .. ' ; 

Not.c111os que la probabilidad de aceptar la nueva muestra a(o•; O) depende de JP(Oly) 

a través ele un cociente, por tanto no se requiere conocer la coi:istánte de normalización 

para IP(Oly). 
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Muestreo ele Gibbs­

AI igual que él algoril1110 de Met~opoli~~lfastings,eialg~ritn1ocl~Gibbs~~~;~itesimu­
lar una eadena ele Markov { 9Ct>J, con di~trib~~ióri ~le ~quiÚ,brio JP(O I~): La_.; d~nsldadcs 

', - . '. - . :·,.-.. · ·~ '.', .-.. . '' · ... · .•:':''· - ·-. ·,, - '·,' '. ' ~- .. 

. · ,';•' . 
JP(O; 101, ... , 01-1, 0;4.í, _ --'.(i = 2, ... ' k :- 1) 

- -

se llaman densidades coudicionale:> co-mpletas:_."Eri _el contexto el~ la inferencia estadística 
Bayesiana estas densidades se pueden- identificar usandc>_ h~ forina de la distribución final 

IP(O 1 y) como 

{1.13) 

La sucesión oéii, 0<2>, > -~í '~ht'~~-idll ~te:¿~Cir{(:~ ~~{~ ~~aii'~~6ión de_ una cadena de 
Markov cuya distrib1;i:ió11 de. tr~nsÍ~ló~ ~stádadll j)or - · -

- ' -- -- d.--.- -- .- ----- - - - ' -
lP(O(t+I} i 9(t» ;;, II JP(Oft~l} j 9¡t+ll, ... ,0¡:11), of21, · · ·, 0~1>, y) 

i=I 
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Convergencia 

Suponganlos que se desea-generar una rnucstra de tarnario N de la distribución 

IP(O 1 y). Si para cada uno de N valores iniciales o\ºl' ... , o~l se aplica alguno de los algo­

dtmos descritos anteriormente, entonces, de acuerdo con la Proposición l.1 (i), después 

el~ cierto número de iteraciones T suficientemente grande, los valores o\Tl, .. . , or¡,·i pueden 

considerarse como una muestra de tamano N de la distribución final de O. Alternativa­
mente podemos generar una sola cadena y tomar los valores (J(T+I\), OC'rHI\), •• • , O(T+N /() 

como una muestra de IP(O 1 y), donde K se elige de manera que la correlación entre 

las observaciones sea pequefia. En general no es fácil determinar en qué momento la(s) 

cadena(s) ha(n) convergido. Un método empírico cotrnínmente utilizado, basado en la 

Proposición 1.1, consiste en grnficar los promedios ergódicos de algurnL' funciones de O 

contra el ruímero de iteraciones y elegir el valor de T a partir del cual las gráficas se 

estabilizan. En este ca.,o es frecuente omitir los primeros valores de la(s) cadena(s) al 

calcular los promedios ergódicos. La idea de este ¡ieriodo tle cale11tamie11to es permitir que 

la(s) cad1ma(s) salga(n) de una primera fase de inestabilidad. En el c1"'º particular del 

1111wst.reo ele Gibbs la velocidad de convergencia depende frecuentemente de la correlación 

de los componentes del vector O bajo la distribución final IP(O 1 y): entre trnís alta la 

eotT(llación nuís lenta scní la convergencia. 

A fin de probar la convergencia del algoritmo se han propuesto métodos informales 

basados en técnicas gráficas. Uno de ellos es el graficar los promedios ergódicos· ele la 

cadena simulada que se definen a continuación 

Definición 1.3 Promedio Ergódico 

Dada una función h : Rd ~ R tal que 

E JP¡o¡y¡[h(9)J < oci, 

ni promedio ergóclico h se define como 
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De acuerdo con la proposición 1.1 (ii), el comportamiento asi11tótico de hn_ es tal que 

h,, _-t E fP(Olul(h(8)], cuando 11 -t oo. 

Entonces, si graficamos hn contra n podemos tener una idea del comportamiento 
asintótico de la cadena clespues ele cierto número de iteraciones sucesivas y si además se 
efectúa un análisis empírico de este tipo de gráficos será posible proponer el tiempo T a 
partir del cual la trayectoria de los promedios ergódicos se estabiliza. 

1.7.1. Un ejemplo de Muestreo de Gibbs 

El siguiente ejen1plo ¡>11ecle encontr'.1rse.en C~rliúy Gelf~nd (1991) o en Gamerman 
(1997). ···--

,.:-i·>:··._,;·:,. :··· 

Una Comp'.1ñíáÚ~ ségúl'~~ tii\ne ~na Il1~i~s~rá;delÓs mhneros dé ocurrencias de cierto 
tipo do sirÍie~tro~· <J~;ir~iclos 'rin'ci1d~~íihi'~~á Úe1u·n·:~ño'. . · · ' 

·.~c.·:: . :··- _,,_ , ·o· - '- ~Lid~i;~ 1~~-~ü~~~- ~!~3:::_ ::;,;~,;·.~:;J,-.:c·.~- -

~ . : ·:--~~-~::~~~~(;., ~_._.:_·_:~.-~_;, __ ·.:::_~-,·.·.· .. ·.~:._ .. ·.·.·.•.·-.~--.. ;~_\-,.'. : . , -,. ~~- ~ •. '!!,~~ : . ~- :.\ Ys2 · 
_-, ,_,·;;:; ->·;--·· '/;';'' 

La compañí~ tie11c lá.'sospcd1a 'de qiÍe mciste'un
1
'fenómeno ambiental qué afcct,a _la ocu­

rrencia de ~sto~ kiiiic~t~6k'; s~'. ¡¡'t¡¡·~ p~did~·a:' i6s ~esdrés estaclÍsticos ele la co~pañía que 
verifiq~e~ ~r'exi~fe' tii 'C:ff¡;i'ci~J-.·¡~ tilia'cifo~~~re'n~ia de los siniestros ii lo l~rgo clel año. 

FormÚlación de un modelo estocástico 

Supóngase ·que el proceso del 111ímero dé .siniestros ocurridos hasta el tiernpo t se 
puede inodélar con im procc5o de PoiS'son no homogéneo. No es el objeto de este ejemplo 
describir cómo verificar este supuesto, pero existen metodologías e~tadísÚcas' con este fin. 

Entonces 

N, = mí mero siniestros ocurridos_ en el intervalo ele tiempo( O, t]. 
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N 1 es una variabl.e al~;Ü()·ria condistrihución Poisson con No= O y media 

.. · . 

.. E{N1} =; 1¡t, (1.14) 
. ~-~ . -~\,' .. 

donde la .tasa de·~~ÜÍ'rc1lci~·de los ev'entos es r¡ y en el caso no homogéneo 1¡ puede ser 

fm1~ión del. Üempo r¡ ~ ~(t): 

Si ;.Sí11nirÍ10i{~st~ 111~d~ld entonces 

y 

Yt = N, .:-N1-1o 

recordemos que para el proceso de Poisson 

para t = 2, ... , 52. 

P()issém ( r¡). 

Queremos verificar siexÍ~te t~.:E {f, 2, ;; . -; 52} }al que ·~1 val~r de 11.cambia en forma 

significativa, es decir, verificar si e.l proceso el~! núrn~rode sinicst.ro~ es no homogéneo. 

Heterogeneidad en los valores de losp~~ámetro~'· 

En el fenómeno de la destrucción de un inmueble, la.idea de que la tasa de ocurrencia 

del siniestro para algunos inmuebles (concreto) no es la misma que para otros (partes de 

madera), no resulta inverosimil. Tampoco es de esperarse que la tasa sea la misma para 

diferentes regiones de una ciudad. Así pues 1¡ es una cantidad que "varía" y la forma 

miís natural para cuantificar variabilidad e incertidumbre, es asignar distribuciones de 

probabilidad. En otras palabras, estamos proponiendo modelar a 1/ como una variable 

aleatoria con una distribución dada. 

Cuando se desconoce esta distribución, una forma de modelár a r¡ como. variable 

aleatoria. es usar un clcrncnto de una farnilia pararnétrica 

0'( 1¡/cr, /3), 
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con valores de hiperparámetros a y f3 que expresen ntwstra incert.idurnbre acerca del 
comportamiento de r¡. 

Por otra parte, si nuestro conocimiento de 1¡ es mayor, entonces podemos expresarlo 
modificando los valores de a: y (3. 

En cuanto al punto en el tiempo t• dmtde cambia la tasa de ocurrencia r¡, si no existe 
evidencia de otro esquema, podemos pensar en que t• no tiene por qué ser determinístico y 
estar fijo año con año, es decir, podemos modelarlo como aleatorio a su vez. Entonces t• es 

una variable aleatoria con distribución en el rango ele valores { 1, 2, ... , n}. De nueva cuenta 

si no tenemos razones para pensar que es más probable que t• torne cierto valor, podemos 

asignarle una distribución uniforme sobre {1, 2, ... , n}. Si hay evidencia para pensar en 

otro modelo entonces asignamos otra distribución sobre los enteros {l, 2, ... , n}. 

Modelo 

Las consideraciones expuestas arriba se pueden escribir en el siguiente modelo. 

Se tiene una muestra aleatoria Yt, 1'2 , ••. , Yn, n = 52 y una variable aleatoria t* con 
valores sobre los enteros 1, 2, ... , n. Entonces, dacio el valor de t*, para t = 1, 2, ... t*, y1 

se distribuye Poisson con parametro de media r¡ = ,\, pero para t = t• + 1, t* + 2, ... , n, y1 

se distribuye Poisson con parámetro de media 1¡ = ,P. Podemos suponer que inicialmente 

,\, ,P y l* son independientes y con distribuciones Gamma( a., {3i), Gamma(a2 , {32 ) y 

Uniforme en 1, 2, ... , n, respectivamente. Los valores ele a 1 y a 2 se pueden fijar como 1 y 

los valores de /31 y /32 se pueden fijar como 0,01. Estos valores corresponden a distribuciones 

iniciales para ,\ y r/J con poca concentración de probabilidad en intervalos [O, a) con a 
cercana a O. De esta forma se expresa poco conocimiento respecto a las distribuciones 
iniciales de ,\ y ,P. Este tipo de distribuciones "vagas" o "difusas" sobre el rango de 

valores de los parámetros suelen llamarse 110 informatiwm. Al establecer distribuciones 

a priori no informativas se permite que los datos jueguen el papel rmis importante en 

las conclusiones a posteriori, a través de la verosimilitud, sin que influya demasiado el 
conocimiento inicial. 
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Uso del. Gibbs sarnpler 

Podemos c11tonces usar el esquema de Gibbs y la información ele la muestra y
1

, y
2

, ••• , y,., 
pa~·a obtcnc~ mm rr111flst.'rl1 ele 

O:: (>.;</>,t')'E (0,oo) x (O,oo) x {1,2, ... ,n} 

cotno sigue. 

El teorema de Bayes,:¿stable~e que 

·. ·.. .1 .. ' 
IP(OJy) = CJP(yJ9)1P(9), 

donde e es una constante (c.r. a O) tal q;ie 1P(8Jy) ~ri (1·.15) satisface 

f
8 

.. JP( 9Jy )d9 = 1. 
Ü ee 

Para nnest.ro caso 

,. e->->.•• " c-<l>q,•• 
IP(yJO) = II -- X II --

1=1 (y,)! t=t·+1 (y,)! 

{1.15) 

(1.16) 

{1.17) 

Primero, usando la definición (1.13) se obtendrán las densidades condicionales com­
pletas 

donde en este caso 

Dad1L~ (1.lG) y (1.17), tenemos que la densidad condicional completa para>. es 

11'(>.J</>, !.",y) = j~(ylO) · JP(O) = !(y JO)· D'(9) . 
fo ;;1P(yJ9)D'(9)d>. fo D'(yJO)D'(O)rL>. 

(1) 

L------------------------- -···-·· 
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Desarrollando(!), 

· f3r' {3!]' c-<1>(n-1•+¡¡,¡<PL:~=t·+1 y, + a2 - 1 

°ñ. r(a1) r(n,) CT~t·+1 (Y1)! 

x t• l 1 1= ,\Ll;., y,+°'' - le-.\(t"+/l•ld,\. 
CT1=1(Y1). ,o ___ .--------~ 

(2) 

Pero basta usar la forma ·cJc la cJcnsiclacl Gamma para .cletermin.ar el valor de la integral 
(2) como 

Por lo tanto, 

f" JP(yJO)IP(O)d>. 1 f3r' fJ2' r(L:l:, Yt +a¡) 
ñ. r(a1)r(a2) . íll:t (Yt)l(t• + f3¡)1L:l:1 y,+ 01) 

c-</>(n-t'+/l.}<PL;~t·+t y, + 0<2 - 1 

m=1·+1(Y1)! 

y 

IP(..\J<P, t*, y) 
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de lo anturior, 

,\lrp, t•, y~ Gri11mw(n1 + L:l~ 1 y,, ~1 + t•). 

Con un proceso análogo podemos rledncir que la densidad courlicional parn rp es 

JP(rpl,\, t*, y) 
. "'" (u - t• + r:1,)L:;'.:,.+, 1h + 0'2 -

e-<l>(n-t'+fJ>)rpL..t=t'+l y,+ 0'2 - l X ~--==~-----,..---
r(L;;'=t'+I y,+ '->2) 

es decir 

Por 1ílti11101 dado que t• toma valores distretos, su densidad conrlicional completa se 
calcula co1no 

* · ~IP(yl9) · IP(9) 
JP(t 1,\, rp, y)= ¿;n 'JP(9J )IP(O) 

t'=l;; y 

La expresión para (3) es equivalente a 

IP(yJO) · JP(9) 
E~·= 1 1P(Bly)JP(O) 

(3) 

Para facilitar la notación usaremos l en lugar de t* para escribir (3) como 
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por lo tanto, 

JP(t'l..\,</>,y) 
~\ni+ >::: 11n-Je-(.B1+1•)>.,p112+ ¿;·=,.+1 111-1 l'-({J:.1+11-t•),p 

r:r=t ,\n1+L!= 1 111-•c-CtJ1+l)J..</>"2+L~='+t "'-•c-<#2+ri-l).P 

/nformicia Baycsfam1 

t• = 1,2, ... ,n. 

Una vez encontradas las densidades condicionales completas que tienen los paráme­

tros, se debe proponer un valor inicial 9(o) adecuado para aplicar el muestreo de Gibbs. 

Es posible definir este valor a partir ele la muestra que se tenga del fenómeno en estudio . 

A continuación se propone una forma ele encontrar 9(o) para el problema aquí expuesto. 

Metodología para encontrar 9(o) 

En el gráfico del número de siniestros Nt, que se muestra enseguida, se observa que 
la media del proceso parece ser diferente antes y después de algún punto t• entre 
t = 20 y t = 30, lo que sugiere que un buen candidato a valor inicial ele t• se encuentra 
entrn esos valores de t. Este puede ser el punto en el tiempo que divide el proceso en dos 
poblaciones que tienen la misma distribución con medias distintas. 

Para probar la hipótesis anterior de mariera formal, se aplicó una prueba Mann­

'Nhitney para igualdad de medias a las observaciones lit considerando 15 = 24. Esto es 

posible ya que si se supone que los siniestros ocurridos hasta el tiempo t, denotados corno 

Nt, siguen una distribución Poisson, entonces las observaciones lit = Nt - Nt-I serán 

independientes e idénticamente distribuidas como Poisson(r¡), cumpliéndose los supuestos 

de la prueba. El estadístico ele prueba d1t suficiente evidencia para afirmar qÚe las medias 

ele las poblaciones son clistint1L~ y por lo tanto, inicialmente se supone que los datos' 

provienen de dos procesos: el primero con mediar¡ = ,\ para t = 1 a t = 24 y elsegundé> 

con media 1¡ = </> ele t = 25 a t = 52. 

Ahora bien, para los valores iniciales de >.<0> y ,¡,<0>, se obtienen los esthna,dores de 

má."<ima verosimilitud basados en las muestras Vi. Y2, ••• , y2•1 y y25 , y2(;, .';., y52 y se· calcula 
su valor: 
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Por lo tanto, se prBP,i;>i~usa~,c?II1º,v;Jor.inidal oC0l = (24, ¡\, ~) 

···,·Geheradó~:.de.·l~···~~estr~' ··.:· 
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,', ~~¡'~éz,pr6pu~tci,~(t~~~.~.C~l: se e~~ctuÓ un M11estreo de. Gibbs usando algoritmos 
,mi s;Plu~ (Apé~dic~:A).,,:: ,; . . . 

L ~.;E~t~~~Ü~s't;·~\nifaJ:s~ l1l~fí-de tamaño'ii ~ 2; 500 y se eliminaron las priméras 500 · 
obs~rv~~iones ~ fi~ 'de· trnbajár con aquéllas que representaran valores de- Já. cadé~a cer~ 

r-·~-·- .. ·--................ __ .. ·k··-· .. -"'"""~., .. 

t ~~o:.·.:, ;-·~ :c~:;~r 

~-:a rJfíJ l~ 3·ci -~ .. ~ '~~\1 
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canos a la convergencia. Con los 2, 000 valores restantes se realizó el histograllla de fre­

cuencias (fignrn 1.2) y el gnífico de prollledios ergódicos (fiAllrn 1.3) a fin ele coruprolmr 

la convergencia de la cadena {O(')} a la distribución lí1nite, al analizar estos resultmlos 

puede considerarse que los valores de ,\ convergen a partir de ""' "" 700, </> cuando 

n</> "" 800 y t• desde n 1• "" 900, por lo que sería adecuado !?mplear los valores de { O(I)} 

para t ;:: n = max{ n.1., n.¡., n1.} = 900 a fin ele realizar aruílisis estadísticos usando los 

valores {O(t): t;:: n} como muestra ele la distribución final de O. 

- ,I 

Figura 1.2: Histogramas de frecuencias, n = 2000 

Los valores de O que se generan mediante este algoritmo son correlacionados, lo cual 
puede ser inadecuado para algunos de los estudios que se desee realizar con ellos. Recorde­

mos que en inferencia estadística la hipótesis de independencia ele los elementos de ·una 
muestra se supone en varios procedimientos y metodologías. Este problema puede dis­

minuírse analizando la autocorrelación de los valores generados para 8, en este c11So par­
ticular, los valores de ,\,</>y t'; a partir de este análisis es posible determinar la forma ele 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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il~~~~~~~~~~---" 
-... 

:,,-.. "" ··_;,·.; 
·.,, 

-•• __ Fi~ura 1,3:prorncidi~s'e~g¿dicC>s, ,•~= 2b~o 
elegir aquéllos elerucntos que presenten menor correlación. 

Eu 1111est.ro caso, después ele obtener una muestra ele tamaño n = 7, 000 se eliminaron 
los primeros 1, 400 elementos y se llevó a cabo el análisis ele correlación y elección ele una 

muestra final con los 1íltimos 5, 600 elementos de la muestra (oC•), 9C2>, •.. , oC7000>). La 

autocorrelación de los parámetros (figura 1.4) sugiere elegir un valor cada 8 elementos (el 

máximo del mínimo rezago para el cual la autocorrelación de cada uno de los panímetros 

no es significativa). Con esta metodología se eligieron 700 elementos ele la muestra y al 

repetir el ci\lculo de la autocorrclación se comprobó que disminuye de manera considerable 

(figura 1.5). 
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Figura 1.4: Autocorrel~gramas de la muestra n=5600 

Conclusiones 

La forma no informativa en la que se especificaron las distribuciones iniciales para los 
panírnetros permitió que los datos incorporaran la mayor información al modelo de tal 
manera que la distribuciones posteriores que se obtienen confirman la intuición a priori 
respecto al comportamiento de la tasa de ocurrencia del número de reclamaciones. En 
este sentido se puede decir que el modelo que se planteó es "adecuado". 

A partir de los histogramas de frecuencias que se obtuvieron para la distribución final 
de los panímetros, sería posible construir "intervalos de credibilidad" a los que la m,ayor: 
parte ele las distribuciones posteriores pertenc-lcan. Este tipo de intervalos se, conoce;!, e~ 
Estadística 13ayesiana, como "región de densidad (posterior) máxima". 

En este modelo por ejemplo, al observar la figura 1.2 podríamos establecer iritervalos 
h e /.¡, para los parámetros,\ y t/J respectivamente, que sean regiones .de densidad máxirna 



Un ejemplo de !vluc.•treo de Gibbs 29 
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Figm'a 1.5: Autoconelogramas con n~700 observaciones elegidas 

de 95 %, tales como!;..= (0,1, 0,9) e !.¡, = (0,95, 2,3) para </J • 

. Dado que /;.. n f.¡,= 0, es decir, son intervalos ajenos, puede afirmarse que el proceso 

de reclamaciones es un proceso de Poisson no homogéneo, ya que existe t* a partir de la 
cual la media del proceso, r¡, presenta cambios significativos. 

Por lo tanto, sería recomendable que la corripañía aseguradora considere cforta la 
influencia ele Jos efectos ambientales en el comportamiento del número de siniestros anuales 
para realizar cualquier estudio posterior, como por ejemplo predicciones acerca ·del valor 
ele los montos esperados de futuros siniestros, a lo largo de cierto mímero de años. 

i: 

. :: 
... _ ... ' ... _ 
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Figura 1.6: Histogramas de frecuencias para n=700 observaciones elegidas 



Capítulo 2 

TEORIA DE VALORES EXTREMOS 

2.1. Introducción 

En este capítulo se haní una breve revisión de algunos elementos de teoría de valores 
extremos. 

En part.icnlar es de interés estudiar In distribución del miíximo de los elementos de una 
muestra, cuando el tamaño de la muestra crece. Una parte clásica de esta teoría establece 
que bajo una renormaliznción, la distribución asintótica del máximo que se describe puede 
pcrtc11eccr a nna de tres familias parnmétricns. Estas se pueden englobar a su vez en la 

familia conocida como distribución de valor extremo generalizada (DVEG}. 

Por otro lado una parte moderna de la teoría establece la equivalencia de dos condi­
ciones: 

i) La distribución del m1bdmo muestra! (renormnlizado) se aproxima a In DVEG cuan-

clo el tamaño de la muestra crece .. 
'. ; ·- - , .·· ,. ·.-

ii) Dada la muestra Yb Y2; .•• , y,.,y un valor de umbral u E R, In clistdbución condi-

cional 

se puede nproxi111ar··¡;tilizando1;na f1rnd6n de distribución conociáa como distribu­

ción Pnrcto gm1eralizadn. 

31 
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En esta tesis, usaremos el segumlo de estos enfoques con el fin de analizar posterior­
mcutn un coujuuto de reclamaciones de siuiest.ros correspondientes a reaseguro. 

Usando la teoría ele valores extremos podemos estudiar ciilculos probabilísticos e in­

ferencias estadísticas referentes a valores máximos (o mínimos) en muestras aleatorias de 

observaciones y de procesos cstoc1.íst icos m1 general. 

Existen mucluL~ aplicaciones cu los campos ele estudio de la ciencia y la ingeniería, 
que analizan eventos de rara ocurrencia pero de consecuencias significativas tales como 
fenómenos meteorológicos, resistencia de materiales, hidrología, grandes reclamaciones en 
seguros y posiciones de alto riesgo en operaciones financieras entre otros. 

Llevar a la práctica la teoría de valorrs ext.remos no es fácil ya que tiene como objetivo 
modelar fenómenos que ocurren esporádicamente, de los cuales por consecuencia se tienen 
pocos datos, lo que hace más difícil la tarea ele determinar qué tan pesadas deben ser las 
colas ele la distribución, el punto en el que éstas empiezan y qué método de estimación de 
parámetros es el mejor. 

2.2. Descripción básica de distribuciones de valores 
extremos 

La teoría de valores extremos surge fonnalmeutc del estudio de distribuciones límite 
para nui.xímos y mínimos de una sucesión de variables aleatorias. Para el caso específico de 
nuiximos, que se usará posteriormeute en este trabajo, puede darse la siguiente descripción 
del problema. 

Seau l'í, 1'2 , ••• , }~, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas 
con distribución F,c 

F(y),,;, IP(Yj :5 y) . , J= 1, 2, ... , n .. 
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La distribución ele( má~inH?i J\/,. ¡;;:,~ 11111x{ }'1, }/z, · •., }~,) cst¡i dada por In n-ésimn 
potencia clu°F; 

. ·' .. 

F1v1.(y) ~IÍi(M,. :5'11) = IP(Y1 :511;}2 ~Vi· .. ;>;,::; 11) = F"(y). (2.1) 
\ ' . .· ' .· ·. . ,, 

A conti·m;aciÓnse 111enclo;'1;ú1° conceptos ele convcrgnticia ."le la Teoría ele Probabilidad 
que so utilizar.in a partir de esta sección; 

Sea (!1, .:F, IP) un espacio de Probabilidad. 

Definición 2.1 Convergencia en Probabilidad. 

Se dice que (X,.) converge en probabilidad a la variable aleatoria X (Xn ~ X) si Ja 
relación 

IP(IX,. - XI> é) -t O, cuaudo n --) oo. 

se cumple para tocia é positiva . 

. La convergencia en probabilidad implica convergenci¡i en distribución, el inverso es 
.. dert.o si y sólo si X = a casi seguramente para alguna constante a. 

; La rel_aci.ón Xn 1+ oo se interpreta ·canto *. ~ O. 

Definición 2.2 Convergencia casi segura 

Decimos que (X,.) converge casi seguramente {c.s.) o con probabilidad l. a Já variable 

aleatoria X (X,. ~X) existe A E .:F. tal. que para toda w E A 

X,.(w) ~ X(w), cnanclo 1i ~ oo, 

y JP(A) =l. 

Lo anterior q1iiere decir que 

IP(X,.--) X)= IP({w: X,.{w) ~ X(w)}) =l. 
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Nos interesa el comportamiento de la distribución de lvln cuando n se hace grande. 

Se observa que ciado un valor de y en R, se tiene que O $ F(y) $ 1 y por tanto, 

lí111,,_,00 FM.(1J) vale O ó l. Entonces, aunque FM. se conozca vía la ecuación 2.1, es nece­

sario hacer nuís para llevar a cabo un estudio asintótico de esta distribución. En particular, 
será necesario hacer una renormalización o estandarización de llf., para tal fin. 

Se define el punto final a la derecha de la distribución F como 

Wp sup{x E R: F(x) < l}, 

notemos que este .valor puede ser)rífinito. 

Para la variable ale~¡ori~ Mn~~n~r~osque si x < Wp entonces 

de donde 
D'(Mn $ x) :-----> O, éuando n -> óo. 

Por otra parte, si Wp < +oo y x ;::: Wp entonces 

D'(M,. $ x) = F"(x) = 1, 

de donde 
·D'(l'vl,; $ x) ~ 1 cuando n-> oo 

Dadas estas consideraciones, si wp. < +oo, entonces para e > O 

D'(-E: $ Mn - Wp $e)= D'(Mn $ é + WF) - JP(M,. < Wp - e) ~ 1 - O= 1, 

cuando 11 ~ oo. 

Por. otra parte si Wp = +oo, entonces para ·cada x E R cuando n -> oo 
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IP(AJ,. < x) -t O. 

Luego entonces, para cada x E R, cuando n --> cxi 

De ambos casos podemos concluir que !vi,. ....!:....,, Wp. Pero si por último notamos que 
i\l,. :5 lvl,.+ 1 casi seguramente, podemos concluir que lvln -t Wp, cuando n -t cxi casi 
scguratncntc. 

Dado que ahora sabemos que cuando n crece, la sucesión de máximos M,. es conver­
gente al punto final a la derecha de F, volvemos a preguntarnos por la distribución de 

i\l,. pero ahora después de aplicarle una transformación. 

Para este análisis asintótico, se "estandariza" a lvln de la siguiente rrianera. 

Sean {an} y {b,.} sucesiones de constantes tales queª"> O para cada n, entonces 

JP(M.-:5 ;,,;y+bn] 

· F"(~ríY -f- b,.) -

1isí, el problema se convierte en encontrar límites de la forma 

Definición 2.3 Máximo dominio ele atrocción 
Decimos que la variable aleatoria Y pertenece al máximo dominio de atracción de la 

distribución JI (Y E MDA(H)) si existen sucesiones de constantes {C,,} y {d .. }, tales 

que para cada n, e,, > O, d., E R y 
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!vi,. - d,. ~ H. 
e,. 

(2.2) 

Notemos que si la distribución H es continua en toda la recta real R, entonces la 
convergencia en (2.2) es equivalente a tener que para cada x en R 

,/i,rg, JP(M,. :5 c,,x + d,.) = ,/.!.m, F"(c,,x + d,.) = H(x). 

2.2.1. Teoría clásica 

La distribución límite H(y) de los m1íxirnos estandarizados 
ª• 

ha sido es-

tudiada en forma amplia en la literatura de Valores extremos por investigadores como 

Fischer y Tippett(l!l28) y Gnedenko (1943). En p¡irticular se conoce.el siguiente teorema 
desarrollado por éstos tres autores. 

Teorema 2.1 {Fischer-Ti¡Jpet-Gnedenko) 

Sea {l~.}n>O una sucesión de va7'iables aleato1'ias independientes e idénticamente dis­

tribuidas. Supóngase que existen constantes de non11111ización 

á,. >O y b,. E R, 

tales que 

donde H es ;md Junció~ de. dist1'ibÚción ~'°. degenerada, es decir, que no vale O ni 1 
para toda y. 
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Entonce.• 11 pertenece a 1mi1 rlc las trc.s familia.•: 

J. Fréchct 11(11) = <l>n(11) = { o .•i 11 $.O, 

cxp{-y-"} .• i y>O 

!!(y)= 1I1
0

(y) = { ~xp{-C--y)"} si y50 

si y> O, 
2. Weib11/l 

3. Gmnbel H(y) = J\(y) = { exp{-exp(-y)} si yeR 

La demostración de este resultado es de naturaleza muy técnica y se avanzará en otra 

dirección. Un bosquejo de la prueba puede hallarse en Embrechts, et al. (1991). 

Los tres casos en que puede clasificarse a JI se han logrado representar mediante una 

sola distribución conocida como distribución de valores extremos generalizada (DVEG). 

Esta distribución se obtiene al introducir un parámetro{, tal que cuando 

I; = ~ > O corresponde a 111 distribución de tipo Fréchct <l\0 , 

I; = O corresponde a la distribución Gumbel ¡\ y, 

I; = -~ <O corresponde a la distribución Wcibull 11!0 • 

A continuacicSn se deflr1e la DVEd." 
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Definición 2.4 Distdbución de valores extremos gencmlizada· {.lcnkinson~11rm Mises) 

Se define la función ele distribución J/( como 

donde 1 + f;y > O. 

si H((Y) = { exp {-(1 + t;yrt} 
exp{ - exp{ -y}} si 

Entonces el rango ele J/( corresponde a 

y>-¡;-• ·para t; >o, 
¡j <..:o¡;-:-' para t; <o, 
yER para t;=O. 

t; i= o, 
t;=O, 

{2.3) 

Es posible obtener una vcrsicSnanáloga_cle';{{ ~l)ncluir p:Írámetros ele localización y 

escala y sustituir y por "91- en la expresión paraJ(((Y) que si: estahleceen la definición 2.4. 

La distribución que resulta se cienota '~oin~·if;;~;~ y·c~· ref¿ridn también cÓrnÓ<listí-ibución 
de valores cxtrernos gcnerali~á.dá:~ --~.·· <•· :',. r - " --«~~:·;. · - . 

"'.··i(i'_>;-' - ::;~;:~ =-+,:;.,~-~'· ''; . , 
El caso J/0 se interpreta coino d IíillÍte ~lc'H{ l'.trar;do ¡;·~ O, entonces 

IJ(é.v> ~;~X;l g~g¡'.f;y)-!J'. 1 + f;y > 0, 

. " - .'·,_···'·' -· ,_', 

sirve como representación ¡)ara toda t; E R. 

El teorema 2.1 es' un result~domuy .importante ya que establece que la distribución 

asintótica del m¿íximo siempre pertenecerá a alguna de las tres familias, Fréchet, Weibull 
o Guínbel, ·sin ·importar la. distribución original de los datos, que generalmente es des­
conocida, por lo· que se pueden hacer estimaciones sin realizar supuestos acerca ele ésta 

tíltima. 

·:Por otra parte; la distribución ele valores extremos generalizada resulta especialmente 

útil piirn calcular cstlínadores de máxima verosimilitud ya que en la mayor parte de los 
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casos no se sabe de antemano a qué familia pertenecerá la distribución límite de la muestra 
de 111fíximos. 

2.2.2. Teoría moderna 

Un enfoque alternativo en la teoría estadística de valores extremos se hasa en selec­

cionar un valor de umbral 11 y estudiar ni subconjunto de elementos de la muestra que 
exceden al valor de u; llamaremos a los elementos de tal conjunto excedentes. El proble­
ma de escoger un valor adecuado de u se discutirá más adelante. Por ahora enfocaremos 

nuestro interés en dos variables: 

l. C111íntos excedentes se tienen sobre un periodo de tiempo fijo. 

2. La magnitud de los excesos, es decir, por cuánto fue excedido el valor de 11 en cada 
excedente. 

Para estas variables, pensemos en la siguiente aproximación. Supóngase que F denota 
11 la función de distribución COlllÍlll de las obser~aciones originales Yj, }2, .. , ,'}~., entonces 
la distribución de los excesos .Y;':: Y;·.::_ u, condicional al evento Y; > u es 

. - -. F(u+y)- F(u) 
JP(l' ~·u+ ¡j I V> u)= :: F,,(y). 

_ . 1 - F(u) 

Denotemos por wp al punto final a la derecha de la distribución F. 

Pickands(1975), Embrechts et al. (1991) han justificado que si FE 1\f DA(Hd, se puede 

encontrar un factor de re-escalamiento a= a(u) >O tal que 

lím IP(Y(-)u ~y 1Y>u)=1- (1 +~y)-l-, 
•~F au - -

para y 2'. O; 1 +~y > O y ~ 'I O. 

En el teorema 13.3 del apéndice 13 se presenta una argumentación de este resultado. 
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Equivalentemente, podemos decir que cuando u t wp y F E MDA(Hd para alg1ín 

f. f O, podernos encontrar u =.cr(u) > O tal que 

P.(v),,,,1-(1+f,uru)rt =G(11,a(u),f,), (2.5) 

para y ~o, 1 + ;;fuv > o y f. f O. 

La función G(!I, cr(u), f.) en 2.5 recibe el nombre de distribución Parcto Generalizada 

(DPG). El teorema B.3 en el apéndice I3 establece que el panírnet.ro de forma f. que aparece 

en la DPG es el mismo que aparece en la DVEG H{ para la cual FE MDA(Jh). 

Al igual que para la DVEG, en la DPG pueden identificarse tres casos diferentes de­
pendiendo del signo de f.: 

En el caso f. > O, la DPG es válida para x E n+ y satisface 
'•" ._ ·--'· 

1 :::... G(Í;; éi;E.)';:;:, C¡¡;:_t, .•. c.> o. · 

Si f. < O, la DPG es sin1ila(a1 tip() W~ibnu ':leia DVEG 6on ¡íunto }inal a la derecha 
de la distribución Wp = ¡Z¡; ·. · '•, ·'''''"' ·~; .. ;. ·,:'.:· ··; \';;,;·: "r' 

,r- ,·. ,o+'-:· ·;::'¡.-"_,::..."·-

Finalmente, cuando f. :b o se tiene lá distdbucióíi cx¡>oricncial con media a, 
. ~"" ' . .":; ·). -º;~ '::.:· · .. ",, -· 
•• -' ,·:_-:, :·",.·' ·,<" •• :·· 

G(y;cr,0) = l~~~P{_:,~): 

En Smith y Goodrnan (2000) y Smith (1907) se establece que el caso f.< O corresponde 
a distribnciones para las que wp < oo. 

Como en nuestro caso trabajaremos con datos de reclamaciones, en principio, usar un 
modelo probabilístico donde se tuviera f. < O implicaría que pensarnos en distribuciones 

. que tienen un límite superior finito. Esta situación no es la que se prct.ende modelar. Por 

lo anterior, consideraremos que f.~ O, y que cr(u) es un parámetro de escala. 
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El caso t; > O, es el más adecuado para nuestra rnodelación por corresponder a una 
distribución ele cola pesada. De acuerdo al teorema B.3 del apéndice 8, tendríamos que 
si t; > O entonces F pertenece al nuíxirno dominio ele atracció11 de la distribución Fréchet 

<l>ni n = t que es la familia ele, colas más pesadas en la DVEG. 

Por otra parte, la esperanza y la varianza ele la DPG existen si t; < 1 y t; < ~. 

respectivamente. Para obtenerlas se hace uso del siguiente teorema 
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Teorema 2.2 Si X tiene valor esperado finito y X ;::: O entonces 

E[X] =]u.7'" F~(x))dx 
o 

Por ejemplo, en el caso de la esp,c,ran~_a.pa~fl .z.~ DP.G{{, a), si { < 1 entonces 

Fz(z) = acz) =1-<(1 +~zy; y, 

E(Z) ](1+ ~.)-fdz 
o . . 

e,~; ~. (1+~r-t100 
{ .. 1 - ~ o 

O' 

1-{ 

por lo tanto, 

E[Z]= l:{. {2.6) 

En forma aruíloga la varianza se puede calcular como 
; .· ''.;· ,' , 

.':. ·~·'' :·'. ,:· .. :.~2: '. 

VAR(Z] "." {1- {~2(1- 2{)' 

siempre que { < ~ , usandoqueV¡~[;f ='.f!,.(;2] -(E[Z])2 • 
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E11 "' '"ºrcllla B.3 del apéndice B se establece que si la distribución de Y -u condicional 
a V > u l'S como en (2.5) para u suficientemente grande, entonces F debe perl.r.uecer al 

1111íxi1110 do111i11io de atracción de una distribución como la que aparece en Ju ecuación 

(2.3). Co1110 se \'!!l'IÍ. cu la sección 3.2, para relacionar los parállletros ,¡_,y JL, de la DVEG 

en (2.:.l) <'oll los panírnetrns {y a en la DPG en (2.5) será conveniente reparumetrizar 

a(u) = 'l/J +{(u - ¡t). 

Si as11111imos que { < y haciendo uso del valor esperado en (2.6), obtenemos que 

para los oxcesos li - u 

(2.7) 

·,~· '.· .. -

Entonces si graficamos los puntos (w;:·.E¡1~·~ ~fY;.::>
0

w])"para valores de w eu todo un 

int.er\'itlo, deberíamos observar 111111 línel~ r~cta cÓn.~ei1dÍente ~· 

2.2.3. Gráfico de la media de los excesos 

Una t~cnica empleada frecuentemente para encontrar el valor óptimo del umbral u, a 
partir del cual los datos signen una DPG, es la construcción de gráficos de la media de los 
nxcesos. Estos gníflcos se realizan bajo el supuesto de que los excesos l~ - u condicionados 

a li > n. siguen uua DPG(a, {). Si el modelo es correcto, al graficar la media muestral 

de dichos excesos contra el valor de u, para u en un rango de valores, se podní. identificar 
un valor de umbral u a partir del cual In gráfica se asemeja a una línea recta sobre un 

intervalo [u, u0 ). 

Lo anterior se puede llevar a cabo de manera empírica, calculando la media muestral 
de los excedentes 

(2.8) 
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y gruficándola contra u, para tt ·en un rango .de vakires. 

La inspección simple del griífic~ ~ueasí se obtenga. pu~de danws una idea de cuál 
sení el umb~al óptimo si es posible identifica~ ~~ v~l~r· d~: u 1{ p~rtfr del cüal el gráfico sea 

' aproximadame~te una línea recta para t;;d~ y ;:::'u. > •·· . . ' - ' ... , . 
- ,", 

;:•,i··C• 

Adicionalmente, se construyen bandas ele confl~~·z~'cle la ~ig~'f'énte ina'nera. 
'' ~ · .. ';.: ~'.: ' . - . -' ' 

µ(y) E(Y-yjY;•;J=\~~f:t~;µ) 
1/J+e(u:...µ).f:e(v.::..u)i . 

. 1 . ...:.·e.:; 

a+e(i/:.:.u):• 
17 e: · -' -.~ <~~->-.- ·, 

Sean ¡1(y) definida en (2.8) y t, á los e~ti~~~trcsde máxima verosimilitud de e y a 

respectivamente. Smith (1995) sugiere qué~~n¡; forma ele pr~bar el supuesto ele la distribu­

ción Pareto generalizada es usar: la e~tacl.ís.tica 

.. <e·) .&+t<v-u) •µy - • 1.-e (2.9) 

para u un valor. de. l1mbral. 

Para desarrollar intervalos ele confianza simulamos de la distribución de (2.9). como 

sigue. Para k = .1, 2, ... , 99, se genera una muestra aleatoria a partir ele l.a DPG s~bre 
el umbral u:·del mismo tamaño que la muestra original, tomando como valores de ,los 

parámetros a(, ü. Para cada k se calculan los nuevos estimadores ele máxima ver~siÍnilltucl, 
. tCkl, aCk) así como la media muestra! ele los excesos µCkl(y). 
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Para éada valor de umbral y, se obtfone 

-Ckl( ) - ¡;-<k> + ~<k>(11 - u) a+ {(y - tt). 
/t Y l _ ~(k) + l _ ~ , k = l, 2, ... , DD (2.10) 

y se determinan los cnantiles 5 y 95 por ciento de esta muestra, los cuales detenninarán los 

límites superior e inferior de las bandas de confianza para ft(y) si el modelous adecuad.o. 

El proceso anterior se repite para varios valores ele y en (u, u0 ) a fin de, encontrar el 

umbral óptimo a proponer. 

A continuación se realiza el gráfico ele la media de los excesos para una serie de elatos 
correspondiente a reclamaciones de reaseguro en ciertncompafiía aseguradora. 

Re•ponaabllldod do reaseguro en toa E.U.A . .... l J ···· 
1 ..• 

¡__:;::.,~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~-

----_ -- - - -
.:.·- ---

Figura 2.1: Media de los excesos 

2.3. Procesos puntuales 

Esta sección describe el proceso de reclamaciones ele reaseguro como un Proceso' ele 
Poisson Puntual. 

En conexión con las variables 1 y 2 mencionadas al inicio ele la sec10n 2.2.2, una 

tc\cnica alternativa combina la inforinadón ele fo~' valores ele los excesos con los tiempos 
en que una observación excede el valor ciado de ún umbral u. 
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Esta técnica consiste en ver a los tiempos donde se excede el valo.r u, T1, T2 , ••• , Tk y 

a los valores l~r.; l~r2 , •• _·, Yr. como parte de un proceso puntual. 

Supóngase que graficamos a las parejas ordenadas (T;, Yr.); i = 1, 2, ... en un pe­
riodo de tiempo ele t-1 -a t2• 

:!!-

e 
"ü 

! S! -
!!! 
.!!! 
-8 
is 
ñl 
> 

o 

'"<·:·:·. ¡ ; • i. 
; 

- - Figura 2.2: Proce~o pu~tual en R 2 
. ' . ' .. ' ~ . . ., . . ; ,' '. ¡ ; . . . ' ' 

15 

Si A es un subconjunto de Borel c11 {O,Tj'~ (~;66); por ejemplo 
' ,.,,, . ' .. 

entonces 

N(A) número de recl~ma~iones may~~es á y, e~ ~I lntervalo de tiempo(t1 , t2). 
- - ' 

La colección de ~~rÍables aleat~d~ {N{.'I) !A E B((O, T]~ (it;~))}, d~nd~N{A) es 

el número de puntos (T;, Y.n) que c5tán en A, es conodélacom~ proceso p~r1tual ya que 
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¡mm cada "índice" A (un co11j11nto en B((O, T] x (u, oó)), obtenemos u11 conteo (aleatorio) 
de p1111t.os corrcspo11dicnte n este "índice". El apéndice C trata co11 mayor clet.alle lo que 
se describe a co11ti1111acióu. 

Definición 2.5 Pam E e R 2
; .•can B(E) la a-álgebra de flore/ en E y N tm proceso 

7nmt1wl con valore.• en E. 

Decimos que N ·es tm ¡iroccso de Poisson punt1ml con medida de intensidad (valor 

esperado) Jl si 

(i) Para cada A E B(E) 

lP(N(A)=: k)={ 
donde ¡tes una;nedidasbbre (E,.B(E)) . 

. . \ '/~';o . ;.>. 
:·._;' 

si ¡t(A) < oo 

si ¡t(A) = oo 

(ii) Si Ar. A2,.;., Ai: so.ri elcmcnfÓs de B(E) .có11 Á¡ n Ai ;¡, 0 para toda i # j, e11tonccs 

N(Ai),N(,,G), .. ;,J\({.'li,) s~i1variablcs aleatorias indepe11dientcs. 

··.En elapélldi~~ é ~é dis~uie 1m resultado de Leadbetter.et al._ {1983) que establece la 
sigÚiente aproidmi~·ción: < ·· ; 

Sea11 Vi; Y2; .. . •,Yn va~iables ~leato~iíi'.~ii1depelldlm1tes cÓ~ distribución F, 
/1111 = iílax{}~, :. : >;,) y {~11 }; {b,;} si¡~ésicike~ cl~' llóirici~éis iellle~t taÍe~ c¡11e 

~ :{:'-.,· " '.';·{·:~' · -.,. ::·., 'o> . .:.\.~:1';~'51\,: 

cua11clo n -+ oo. 

Ento11ccs el proces6 {N(A) : A E B((o,'-hx~(~;.c;o))}.Je~g~it~;~linicio de esta sección 

es aproximadamente Ull proceso de Poi~SOI; Ptillt~:'ll cor( íhedichl de intc11sidad A tal que 
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para conjuntos de la forma (t 1; t 2] x (y, oo), con 11;::: u vale 

( (.,,_,,))-! 
J\((t1, t2] X (u, oo)) =' (t2 - tl) X 1 + ~ ~ . 

Si suponemos que ~l tiempo se 'mi¡le en unidades de años, el mímero de reclamaciones 
que exceden el valor de y 2: ·u durante el año tes N 1 = N((t, t + l] x (y, oo)). 

En la figura 2.2 se ejemplifica de manera gráfica un proceso puntual en R 2 • 



Capítulo 3 

APLICACIÓN A DATOS DE REASEGURO 

3.1. Análisis descriptivo 

La serie de datos original que se empica 110 se da a conocer por razones de confiden­
cialidncl. Sin embargo, se realizará un análisis descriptivo breve que permitirá observar 
las características genemles de In misma. Los datos corresponden a responsabilidades de 
reaseguro para aseguradoras en Estados Unidos. 

La compañía rcasegurndora ofrece cobertura sólo hasta un límite determinado, lo 

anterior se refleja en los datos (tamaños de reclamaciones), ya que cuando la reclamación 

excede el límite establecido, sólo se reporta el valor de este límite. El límite puede cambiar 
con cada rcclarnación. 

El archivo original contiene registros con la información del afio de ocurrencia, límite 

de cobertura y el valor ele la reclamación de cada evento (en caso de no exceder el límite 

de coberturn), para un total de 11 afios. 

Así entonces, podemos pensar enlos á~tos como un proceso de reclamaciones 

}
,¡ '1;,1 '};·.r 
t 1·••t N 1 1 __ 11· 

-. - . . :·:. 

'.-y~2' ... t 1.:'.1.
1
_, ••• , }"~:.' 

con censura por la derecha y N;observacioncs en el afio j, j = 1;2, ... , 11. 

49 
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Año Núrncro de rcclarnacioncs Censuradas 

J!J87 71 6 

l!J88 54 3 

l!J8!J 62 4 
[!)[)() 63 5 

l!J!Jl 81 2 

l!J!J2 68 3 

l!J!J3 77 3 

l!J!J·l 74 1 

l!J!J5 47 o 
l!J!J6 28 1 

J!J!J7 !J 1 

Total 635 2!J 

Cuadro 3.1: Descripción de la serie datos censurádos 

En esi.os datos no hay información acerca de las fcclu~·~x~~tns de' los eventos (mes o 

día). 

De hL' 70 ¡ · observacioncsóriginales, s~ trnhij¿ iion' aqt;éllas ~ayores a 45, 000 ( ciísi un 

10 % de' los datos están por clcb~jo dé ~st~ ú~br~Í); ade1nás s~ cambió la escala al dividir 

por 1000. 

Una vez hebh~ lo ant,erÍor, se tienen 635 muestras. 

Únicamente con el fin de hacer una primera gráfica descriptiva, se supone que las 
reclamaciones estlÍ.n ordenadas cronológicamente dentro ele cada año. 

La figura 3.1 muestra las reclamaciones acumuladas en el tiempo. En ella se puede 
observar que existe cierto patrón anual. 
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AeaponaablllcJa<J de ,.oaegurQ en e.u.A. 

1994 '1996 

Figura 3.1: Reclamaciones acumuladas 

Por otra parte, el histograma en la figura 3.2 corresponde a la frecuencia de las recla­

maciones cu relación al monto total de las mismas. Los diagramas de caja en la figura 3.3 

permiten apreciar la variabilidad que existe entre los grupos anuales de las reclamaciones, 

la líuca horizontal trazada para cada caja corresponde a la rnediaua Ñl¡ de los datos para 

el niio i, i = 1, 2, ... , 11. 

Intervalo 

[280,450) 

[450,500] 

Jv/10 (500,550] 

Cuadro 3.2: Medianas de los datos de reaseguro agrupados anualmente 

''")' 
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-- -
1000 2000 3000 4000 

cantidad da reolamaolon 

Figura 3.2: Histograma de frecuencias para las 635 reclamaciones de reaseguro 

La tabla 3.2 agrupa las medianas por intervalos, En general; ladifern;1ciá ~nt~e me­
dianas no es tan grande en relación a la difer~n~ia que j>Üede obséiv;J.ise en la dispersión 
de los datos, año con año. . '.'.:, ,,::/, .;·;?'··'':) ' '·· ~:.: .. , 

~·.<, ·,'·:.;:r 
·: 

Los bordes superiores e inferiores de los. diagraÍnas de ca}ll.'corrcsponden al cuartil 
superior e inferior, respectivamente; las líneas dis~~ntinJ~ .indic~~ 1a: presencia de datos 

nuís allá de los cuartiles. 

A partir de la figura 3.3 puede afirmarse que en Jos años 1,4,5,8,9 y 10 la distribución 
anual de las reclamaciones presenta colas más pesadas; además se observa que en el año 
ocho el monto de los siniestros fue mayor en comparación a otros. 

El gráfico de la media de los excesos para la serie de datos descrita se realizo con­

siderando umbrales en un rango de a)45 a 500, b)45 a 1000, c)45 a 1500 y d)45 a 4000 

como se muestra en la fi~ura 3.4 . 

. : ~ ·' 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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2000 

g 
1989 1903 1995 1997 

Figura 3.3: Diagramns ele caja para los valores de las 635 reclamaciones de reaseguro 

Al observar el gráfico de la media de los excesos plledc afirmarse que la distribución 
de los excedentes~ sigue una DPG para umbrales entre 270 y 460 ya que en ese rango de 
valores se observa un comportamiento aproximadamente lineal. La figura 2.1 en el capítulo 
dos muestra la media de los excesos para las observaciones a partir del umbral 350 y hasta 
1500, en este gráfico se observa que hay intervalos de umbrales para los cuales la DPG 
podría ser un buen modelo en la descripción de los excesos. 
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Aesponaabllldad de reaseguro en loa E.U.A. 

3.2. 

1 
JS ¡ 

· ··~ JS ¡ 

(a) 

1 ... ¡ 

(O) 

_ ... ··· 

~ 
Figura 3.4: Media de Jos excesos 

Modelos Poisson-DPG 

(b) 

Urnbt"•I V 

(d) 

A partir de esta sección se hará uso de Ja(s) pnlabra(s) "modelo(s>". en· refo~encin a 
la verosimilitud, las distribuciones inicial y posterior y a las estruéturas jerárquicas que 
lleguen a considerarse. 

" '~ .. : 

A· continuación se proponen dos modelos Poisson~DPG. para. los :<l~t()~ de reaseguro 
descritos en· Ja primera parte del capítulo; estos. modelb's\cciitteinpi~n los ;igui~.;tes casos: .. ~ ,,-

(i) Efectos alcnto~ios anuálcs en los pa~iímctrosdc lóéaliz~ción y escala. 
··, •. ,._. __ . ' - ". 'J,:¡·.; 

(ii) Efoctos aleatorios ~nualc~ dnic~i.;~rite ~;¡ lit cs~~Í~. 
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Descripción general de los n.1odelos Poisson-DPG 

Sea N1 el n1í111cro de reclamaciones pOr encima del· 11111bral u para el aiio t, dondl' 

l.= 11 2, ... ,T'. 

Sea 11' el valor de la i-ésima. mu'cstrabri·~~pcinclienfo ~l t-ésimO i1iio. Denotaremos por 
• l ·. ·.·_·,._ ;" < •• ><"~,,. ~:::-_:. :" ':_-;-: ·. :;;:";' ·:.: ·_. -~- .,_ ' .;., - i..·· ;• ., .. ·-,. '· ;·, ·-' 

:e~ a los cxccccntcs x~ =·y~ ....:..: ·u:~··-: , 1;::~~. :::~::-~:'.-. :-,}. '.~ 
·.;,"•' 

Dado un valor de uml.iral Ú¡ clC ácúerdo 11 Srnith cl995 y .1!J97), siiponemos que para 

cada afio t: 

(n) N, se distribuye Poisson(..\1). 
'" :· _/·':. ·. .' \ ~ . -

(b) Condicionalmente en el. valor de Ni. las :variáblés. aleatorias x¡' x~ ..... 'Xfv, SOll 

independientes y con idéntica distrib1Í,ción dada.por la.Oi~tribución Pareto Gener­

alizada, DPG: .. ( '!) _:_¡_ ,.t t ,,.t ; · · :_ . . :ci e:, 
/P(,'í.¡ :5 X;I} i >u)= 1 - 1 + f.1-

. Ut + 

Donde "'+ = max(:r., O), a1 > O es un parámetro de escala y a1 es un panímctro de 

forma, ambos para el aiio t. En Smith (2000) se presenta una discusión respecto al rango 

de valores de E,1• El caso ( 1 < O corresponde a distribuciones cuyo soporte tiene una cota 
superior finita, entonces si tal parámetro de forma fuese negativo, estaríamos pensando 

en observar datos (de reclamaciones) que tuvieran tendencia a acnmularse cerca de una 

cota superior, lo cual no tiene mucho sentido en datos de reclamaciones. Por lo anterior 

consideraremos que E,1 ;?: O. 

Así entonces, la verosimilitud para el aiio t es 

L1 JP(Nt = n1) X f(x\,x~,. . .,x~,IN1 =ni) 

..x;•eA' "' .(· l.(. 'x¡)-(i+t;)) 
--1 X fI. - 1 +~1-

(111). i=l · G¡. G¡ 
(3.1) 

(1) 
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(3.2) 

Smith (1997), establ·e~e cj~c) el iri6ciéí¿f>¿¡~¿on-DPGcs ~onsistenté c6ri la 'Distribución 

Valor Extremo Generalizad.a (DVEG) ~i s~ consideran las s'igui~'ntes rnpáranietrizaciories 

,· : ':(. .'(u -µ¡))-(¡ 
>.1 .= . ~ + (1 ----;¡;;-- + ; 

·a1=1/11 + (1(u- µ,), 
:_ , •' ,. 

donde µ 1 es el parámetro ·de localización que aparece en la DVEG, 

Si además considera~os que Jos datos fueron censurados, ree;npÍaz~mos Jos factores 
(1) en la ecuáción (3.1) correspondientes a observacionesc~,r1suradas por 

( 1+~c.Ji)-'l;=1 ,_. GF?D(wi,(11a1); 

Donde w;·= k;- nsi k; es;el ~alor de.censurllp~~n'l~r~cl~rlláción y;. 

Obtenemos entonces 

' ' .. ·; ·. ·,;- .. 

Lt =_>.~·-~A, X .rr(~··(l+(i::t)-(i+t¡)) X ft ((1 +(;~:)-(t;))· .. , 
nt. iEAi Ut. . ªt ; . ' ieB,· Gt + 

Donde 

.41 = {i E {1, 2, ... , 711}: x¡ no fue censurada} 

B1 = {i E {1,2, ... ,711}: xi. fue censurada} 

y #(.4¡) + #(Bt) = 711. 
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Do tal manera que sustituyendo los valores de la rcparamctrización 

X II (,¡,¡ +: l;i(1t :--'ii;))t(,¡,, +E.1(u - Jlt) + E.1xm-<•+t > 
iEAi. . -

X II (1/J1+Úí~':_ ;/l,))t(~;+ E.1,(;t :_,i,) +E.,wn-<t > 
iEBt ,- . , , . . ., 

:' :;" ,<, "','' t 
7~! ,µ,r. ~-{ •+]<~-~·>): t L, 

X II c,µ1 + ~1C~I, ~ ;;1»~<•+t > 
iEAt. - ,._· .. i·X·.\~ 

donde k; es el valor de censura para y;. 

Entonces., 

L1 
1 -(•+f.«•-1•1))-t 
-e - . ' + 
111! 

'1 ''('' iE.1 ''. ' ')-(•+¡\-) 
X JI,µ, 1+,µ,(Y!~1t1) + 

< - ' •• -' ' 

II ( 
E.t ' ' )-(¡\-) 

X . ·. 1 + :;¡:.(k; - /tt) 
1en, . _ 'Pt + 

57 
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y por tanto la verosimilitud para los .aiios,I a 11 se exprc~ará coum 

- - -•11·· 
L(:i:i,:z:2,.<.,:i:11l8) = ffL,(:i:tl9) 

' . . ".~t_=:= 1 '-~ - . ,. . 
. ,. ':,.,""-·· 

donde (:i:1,:i:2, ... , :i:1i) es el vector,dc cxécsos· talque, 
• . : ·;·.· '•-".><• · •• ;. ,,._,,._, 

con N 1, t = 1, .. "ü' el nlín;e;-~ de' ~xc~de11tcs observacÍos en cada año t, y 
~ . '.:-~-· -",-. :>· -- . 'º· '·.>: :';~~~·· .: _.,; . . :_' 1: . . ,_ ·' 

(3.3) 

y la distribución po~tdriorserá ; 

- JP(~lx1,~2: .. ,,~,1).()(1,(;.;x2,x1de) · P(~). 
' ~.. ·: "< » ., 

Ahora reparametrizamos ~mi~idcriÚulo Iá siguiente trarisformacióu y el valor absoluto 
ele s1i jacobiano 

7(8) donde 

<Pi log(t/lj); j = 1;2, ... ,p 
<P Jog(t/J) 

11 

jJ-r•j =IJ eif>J x e"' 
j=I 

entonces, 
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. . 
y la distribución posterior se caléulaní como 

3.2.1. Efectos. aleatorios· en localización y escala 

A fin de estudiar cfcctos .. aleatorios anuales para. t.= 1,.;., 11, en los panímetros de 

localización (¡1¡, ¡t2 , ••• , ¡t 11 ) "yescala (<Pi. tjJ2 , ·'''., ~11 ), con~sider~~cmoS uri. modelo comple­

tamente baycsiano, con las siguiente es~ructura jerár.quica.: .· 

Nivel III . /t, r? 
;/ ... ',,, 

· Nivel 11 "¡ttt .• ,, /t11 

j .. ; .J. 
Nivel 1 y¡ ,.;ytl 

/ ... ',,, 

.¡. ... .J. 
Yi · · · Y11 

· (Hminf({), limsupt{)) 

.J. 
{ 

El límite superior e inferior de (se fijaron como 0.49 y 0.01, respectivamente. 

Oc esta man~ra~e est~blecen las siguicntesdistribucione~ ihi_ci~le~ para los pariímetros. 
-- - -.. - . . -· . 

Para el parámetro de localización, suponemos •que'µ¡, µ 2 , • ;·. , µIi smi variables aleato-
rias inclcpcndicnles dacio el v11lor de (¡t, rl) . . .. 

(3.4) 

. )'.- ·' .. 
y para la escala, suponemos que (,¡,., <P2 •. • •• ' <P11) son .yariables aleatorias independientes 

ciado el valor ele (,¡,, ri) y tales que 

(3.5) 

donde log("l/J) = ,¡, 
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Por otra parte, In distribuciones conjuntas de JP(µ, rn, ~>(</>, r:f) se modelarán de la 
siguiente forma 

IP(¡t, r¡i) = JP(¡ijó, r~) ~ !P(r¡ila., b) (3.6) 

donde 

IP(¡tjó, rf) ~ N(ó.,rn .Y JP(r¡ija, b) ": GI(a, b) 

tal que GI denota una distribución Gamnui Inversa y· los i1iperpnrámetros el, a y b se 
consideran fijos. 

por lo tanto 

!P(¡t, r~) (3.7) 

Sabemos adenuís que 

T 
IP(Jt1, ... , 1•rl1•, rf) II IP(p., lit, r~) 

l=l 
(3.8) 
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así, dc(3. 7) y (3.8) .~e ol;ti~ne que· 

(3.9) 

De manera ~nálog~; obten·~mos las expresiones para el panímetro de escala, 

<Pt = log(l/Ji), 

donde <fi = log(l/J), COl~O scmen~!orlÓat;terl~r;nerite. 
Para la distribución co~juil~a; IP(<P,;?J'ten~mos 

(3.10) 

donde 

y tales que 17, a y f3 se consideran fijos .. 

Por lo tanto 

(3.11) 

(3.12) 
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Sahc111os adcmiís <¡ll<' 

T 

IP( r/J1, ... , rf>rlrf>, r:f) IJ IP( <Ptlr/J, r:f) 
t=I 

T 1 -.¿,.<01-ol2 ff---·e.:2.,.2 , . 
t=t V2iír2 · · 

.' ':¡: . 

·(~).T.·( 1
2

) • e-~2:~=1 <•1-•12 
. V2ií . '. T2 , 

así, ele (3.11) y (3.13) se obtiene qÚc 

' ( .. l. ) f+t+n+I _L [ 1 2 1 '<"'T >] ''P("' ' ' A. A. 2) - ( ·{3·) :_; .· .. ·_.·- ' -...- 11+_,<•-•l +, «.-1=1<••-•l 
1J 'f'l1···1'f't1'f'ir2 - e a, . 2 ·. -.,.. e 2 , • 

. . T2 . ."-: .... . - , . -

(3.13) 

(3.14). 

(3.15) 

Para el parámetro corrc~pó~dic~¡e~{~es~~;18.colá, .;, se considerará una distribución 
a priori,€~ Unif(0,01, 0,4), ya q~e f~~r~'aé ?Sterangii lá DPG,no iienci-inohientos finitos 

ele orden 1y2. , ·:,: -, ·,:·;~_-,> •·';. ... ':/:; .. 
Adcrmís; se sup~nc'que las;dl_~_;ribü~Í~n~'., ~ ¡;;i~ff~ej)t¡, .{ ; ~~. ~; jf) ;·, · · 

(,P1, ••• , r/>-r, r/>, r?) y .; ~~;(, i¡;d~pc~di~~t~~/l)~ és~i{,~ñhéia s'éobtl~ne;qlle la distribución 
a priori ~le 2 se .. pué~~~ c~-p-;c;~~:¡.~i~-~~~;r- ·-t.;;:· -;o:.z ::;·i-~-"'- ~:.~[-~"~h~?", -~ :yr ,~,: ·;.-:·:~¡~;·:·· ·:'.: 

',-.-: . : ".- ·. - . ,_.,. ';~,,. .. 
>._·: ___ .:~_ •';-: .. /.·:,; ~'-]<-~<,.:;<... . ... >_:\·~·:. '.;· .. :.:.; .. 'º' ·;.-~.' 

':i· ... ··~ /:,~ ·{·'; ··> - - -'.: - ,·/~;\· 
,, 2 · .. ' ,/ ;\ )2 '•: ,:i.'>· ..... __ · ,· .,, ··,'. . ' 

IP('5.) = JP(¡t¡, ... '/tr; ¡i, T¡) X IP(cp¡, •.. '<Pf;q,; :·) ~- o,4-::._ 0,01 {co,01,0;4¡(.;) X lh-• I · 
~ : ' . . '•' . . :: . : .; - '.:· -. · .. ~ . 

Con el fin de obtener una versión ligerame~te ntás general-de las ~'is tri bucion~s conj un­

tas a priori, IP(¡1., rt) y IP(</>,r:f), se inclnirdn ioshipcrpariírnctros 'Y y v, respectivamente¡ 
el<.• tal 1111t11cra que 
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JP(¡t, rn = NGI(¡t, r~ló,'y, a, b) 

cln11clc NGI denota una distribución Nornml~Gamma lnversit. 

Haciendo los cálculos nucvamentc,:sc t(ene p~rn·e1 parámetro de localización, 

.1· se obtiene que 

(3.lG) 

' . . . . . 
De uuinera análoga, al. hace1' los .cálculo~· para el panimetro· de escala tenemos 

y se obtiene qu~ 

(3.17) 
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Con esta paramctriznción, para l.cner una distribución no informativa ¡iucdc rcalizársc 
una de las siguientes opciones 

(i) Hacer rt, b, a y f3 muy pequeñas. 

(ii) Hacer V y 'Y grandes, es decir, se conside~arfa: que_ !~ vn~i~~~llS ~c. /t y <P tomen 
valores graneles y las densidades normale~ po~·¡¡; É~htb)c~derán ~ unif~r~essobrc 
tocia la recta. . _ _ .·::_, . ~<+ +. ',_:.:_' ;·'·· ,·. ·.· ,.: .. ·._ •.·. _ .• < .. '. · 

. ·....-:~·.,; 

Es importante notar que si se realizara~ {i) y (ii)!Lllriisiii~ t¡~h:;~ci se'podffan obteiier 
distribuciones posteriores cercanrui ano' se~:prciplas·~·::· . . . ·.· . ,. . "'': - .. 

Con las especificaci~nes qué se.diero1f~'1ó~·lar~~ de esta s~~cióny la 3.1, podemos 

11. . 
, Yll) = ffL1(YtlT~ 1 (3)) x fi>{S) 

i=I 

De tal manera que 

''P(-1 ) ;n~_I {c-(1+«-•'I•_--•1>)+-t " ::. Yt, · · . , Yu oc = 

X 
1 '· -· ¡: . . ...• .- -

0,4 - o,01Ico,oi,o,4Í{() X e"'1 
; e"'. 
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. El parárneti-o::: contiene cu este ca.so uu total ele 27 panirnct.ros, esto es 

~ = (JLJ 1 /t2 1 • •• 1/LJt1 /t, TÍ 1 </J¡ 1 r/J2, •. , 1 </J1J1 </J, rJ, e), los CllHIPH SCnÍ IWCC!·tal'ÍO estimar a fin 

de éstableccr la distribuci6n posterior d" lm; recla1111u:io111'8. 

3.2.2. Efectos aleatorios sólo en escala .. 
·Si estudiamos únicamente los efectos aleatorios en la oscala, se omiten.ios parámetros 

(¡q, ... , /IT) del modelo jenÍrquico descrito en la subsccción anteri.~r·:~ sc'~'ustltuyerÍ 'por 

un sólo panimetro de escala, ¡t, cuyo valor 110 dependen\ de 1, el 111í~1~~~ CÍ~ ·año .. ·Entouces 
el modelo jenírquico que se propone en este caso es 

: 

Nivel III (c5, -y) </,,r~ (liminf(.;L lims1lp(.;)) 

.!. ./ ... \, .!. 
Nivel Il JI· <f>,,. . .,</>11 .; . 

•.J. .... .J. .J. ... .J. 
Nivel 1 Y• .. ·. Yll .Yt · ··Yu 

El límite inferior y s;1perior dc.(se fijaron como 0:01. y 0,49, respectivamente. 
:~~:;,_ ···.--- .. _ ... _, !_: __ ._ - ··~ .. - ./.~_ '.~. __ .. _. - . ... - -

Se propone entonces 1¡n-a distrlbu~ión normal ·para el panimctr~ gcnerafde localización 
que nodcpendera del tiempo, de lnsiguiente forma 

IP(¡t) __ l_e -*·c~.'-o112 
.V2ii'Y 
N(µló,~2 ) 

y los hipcrparámetros ó y 7 2 se fijarán ele rrinnera qi1c la dist~ibúción inicial de µ refle­
je poca informatividad rnspccto ·.al valor. de la localización y· de esta mancrá· Jos datos 
incorporen información al módclo. 
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Por otra parte, se supondni indcpe11de11cia a priori entre las distribuciones de /J,, 

( </> 1, ••• , ,¡,., </>, ri) y {; de t'al forma que 

y de manera análoga a como se obtuvo la distribución posterior en el modelo que contempla 
efectos aleatorios anuales .tanto en localización y escala, podemos expresar la distribución 
posterior en este caso como sigue 

IP(-, ) <X rr·· {e-(•+ .. -•l(•-1»)~! .:::: Yi. · · ·, Y11 
t=I 

X 

X ri(1+vi·(~;-:-:1~ll¡(f. l 
iEB1-· . . 

X 

X 

. ·, ,:,-· .::·!'· .. _:<':-,.:,.--'.\- '.-'.; -~_::.~~-.-· . 

En este caso =. se recluce a '-=. "=. (Jt, <Pi;-.P2 ,;; .', </>·1; ,;',¡,, r?; {) por lo que se necesitaría 

conocer el valor de 15 parár~etros para e~tabl;;~er' la· distribución posterior de las recla­
rnacioucs. 

En la siguiente sección se propone 1111 método para estimar el valor de 2 tanto para 
el modelo con efectos aleatorios anuales cu localización y escala como para el modelo con 
efectos aleatorios anuales únicamente en la escala, usando métodos de simulación Monte 
Cario y las distribuciones posteriores descritas para cada caso. 
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3.3. Simulación de la distribución posterior vía 
Metrópolis-Hastings 

67 

Por convcncicncia 1111111érica y a fin de si1nular valores para los panitnctros de las dis­
tribuciones marginales posteriores en los modelos 3.2.1 y 3.2.2, consideramos el logaritmo 

negativo de la distribución posterior correspondiente a cada caso, de la siguiente manera. 

Caso 1: Efectos aleatorios anuales en localización y escala 

Para el logaritmo negativo de la distribución inicinlconjunt1i de 

(µ¡, • • • t µ11; µ, T~, cp¡, '.; .; ~11; cp, T~;t;) > 

se tiene ·::· 

-log(JP(2)) 
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• :-:: -~:' --~1~- ·: !,.~·-:,_,. ;_:<.~+. ;.-:·.-
-,, , 

6 . .· .• :::c ....• ·:>>• · .. · .. ,•... ' ' '' ', 
donde = significa "eu'relación a üria,.con~tf!-nte: ¡¡<l.itiva resp'ecto·a B". 

:;.,.~''.' ,:.-~:·~~- )}..':-·· ·¡. -·::,:~;/, . 

. • ·'.·.~{,.~::· .. (·.:::,:·· ~ V . •. <<\ 
'·',e-: :·.~<~;'i ··:;· •;\·~.r ·.:~· _.";~-·;/ 

Caso 11: Efectos aleatoricis'aóuale~'sólo ;?1i éscala 

En este caso él log¿rltrÍ1~ iÍ~~1¡iiii6 ~~;k'Jtst;llnil:jJn Í~icial conjunta (¡1, </>1, ••• , </>11, </>, r:}, ~) . . ···· .. - .. ---.,, .. __ 

se ni . '~.: :: ; -. -':.-~-: '~:;.: ·' ,- -.. 

- log(JP(B)) 
'.:····> 1 ) > 

- log(c~) +2~ (A- .5)2 

Iog(c2);~ (~+ ~.+ 1+ D log(ri)+ :i ·[/3+ L<<P -;r¡)2 + ~·~(</>1 - </>)2] 

log [o 4 ·~ 0 01 I¡o,01,o,4J(~)J -; rf>-.f<P; 
' ' . ~- .. ·t=l 

y el logaritmo negativo de la distribución posterior se expresa como 
- ,· ... , ..... ''·,' 

- log[JP(BIYi. ... , Y11)] 
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. . . ·, .-· . ~ . . . ·' 

Si11111 / 11 ció11 ele/ \'11/or de rec/am11.cio1Jes futuras f estimación de probabilidades de pérdida69 
. ,-- _, ,,·-

+ f: t{<p,+ (i+ !)· ;·10.i[(i_;+¿~::i;(vl i.11))+]} 
t=I 1EA1 .. ·. ; .. '. :.{ .. · .. ;, <.:;;·; ·:_.:'F' 

+ ~ i~a { (D· log [(l.t?e~•·(~:'.-:'.1•)~+J} 
«·.:--·>:; :.(.>-• 

r,), . :"!,/-· 
··-,··-.'..o-

' . •.,.. /'> ·:.-.-·:-· >;:· '. . 

cloncle ~ significa "en relación 1i una·~~nstant(l aditiva respecto a 2". 

Simulación d~ los parámetros 

Parn estimar los parámetros en ambos' casos, de acuerdo con Smith y Roberts (1993), 

sn llevó a cabo una simulación mediante un algoritmo "híbrido" Gibbs-Metrópolis-Hastings, 
ns decir, se actualizaba un valor de cada parámetro a la vez mediante su distribución pos­
terior vía el muestreo de Gibbs, después se modificaba el valor del parámetro por una 
cantidad aleatoria pequeña y finalmente se usó el método de Metrópolis-Hastings para 
decidir si aceptar o rechazar el valor modificado. 

De esta forma, el proceso de estimación es una simulación de Monte Cario vía Cadenas 
de r-.farkov en la que la actualización de los valores de los parámetros desconocidos se 
realizó de acuerdo al modelo jenírquico descrito en la sección 3.2.1 para el Caso I y de 
acuerdo al modelo jenírquico que se especificó para el caso II en la sección 3.2.2. 

En ambos casos, se generaron cadenas de tamaño 15,000 para cada parámetro y se 
t.rnbajó con los últimos 5,000 valores para simular el valor de los excesos y con ellos realizar 

una estimación de las probabilidades de pérdida futuras de acuerdo a la metodología que 
:m describe en la siguiente sección. 



70 A¡ilic:11ció11 11 d11t.os de Reaseguro 

3.4. Simulación del valor de reclamaciones futuras y 
estimación de probabilidades de pérdida 

Simulación del valor de las reclamaciones 

Da<lo el valor 3(il = (11\'>, ... , ¡t\'l, ¡1<•>, rf<•l, q,\'l, ... , <P\'l, ,¡,C•>, rJ<'l¡, i E N en el Caso 

1 y :::<il = (¡1<•>, <P\'>, ... , q,¡'1, q,<•>, rJ<•>¡, i EN en el Caso II y para cada afio t = 1, ... , 11, 

se simulan j procesos de reclamaciones, j E N en los siguientes pasos 

(i) Se simula una variable aleatoria N1 del número de excc<lentes en cada afio tal que 

N 1 ~ Poisson(..\1) 

donde 

(ii) Dado el valor de N1 ~n (i); se ~illlu1a:· ~I v~irii clii los. excésos x1:i. X1 2• ••• ; Xt Nt como 
•• • - ,,•_ - •• ____ • - '-· 0 •• - .':·:.· _-. ,, ·~·.'-'":..::,=o:·::::. '.·,f'·· .-- ·. - ~ · --,-'' .. -" 1 1 

vari.ables aleatorias qúe siguenlii1a'Distribudón Paretci Generalizada 
- ~ ~ ·:_: -. ·-·. ,· -' :- \• .; ) '·" ::':: --:,;:-::, ·'.; '-,'.' ': . '.:"--;'.: -·-.: :··: . ~ -- - - ;·. ·. 

,,,'' "i';~}f;~;:p&.~,°(i~f~)? 
donde u1 = c<I>; +·~(u 

(iii) Se. calcula Yt,i, como x1,; .-f udimde u. es el valor dd. umbral. 
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El pi1so (i) puede realizarse directarÍlente. El imso (ii) se' ¡rncdn llevar a cabo vía 

Inversión, corno se describe enseguida 

l. Generar y~ Unif(0, 1). 

2. Sustituir el valor calculádo e.n (i) y el valor ele los pari\rnetros correspondientes en 

' . 
Después de obtener los valores ele I.os excesos, el paso (iii) piira calcular el valor ele las 

reclatnacioncs es directo. 1
, 

De esta forma se obtienenj procesos de reclainación 

Y
(j) ·y(j) • • 'y' (i) : : . y(j) 

. 1,1 '.!: l,N11.: • •.1 ~1,1 · • • 11,Nu · 

Estimación de Iiis ~robl:lbili.d~des ele pérdida 
·:',. ; ,_· 

· Pam.cada )-ésin1ci pr~ceso.·de reclamación se calcula zCil, el valor Jos excesos acumu­
l<ldos pa~a.Cad~·~ño~/;,' 

.. , 11 N1 . 

z<1> = L L vP.2. 
t=I k=I 

Después usamos el valor de zU> para obtener un estimador empírico ele la distribución 
predictiva 

Finalmente, si or.clenamos los valores est.imados Pn, es posible obtener intervalos al 

n x ·100 % ele confianza eón ·a E (0, 1), para la probabilidad de pérdida, si se toman los 

cnantiles ele orden (~) y (1- ~) como valores para los límites inferior y superior de los 

intervalos, respcctivamctltc. 
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I-lipcrpanímetro 1 Caso I 1 Caso lI 1 

ó 2200 2500 

")' 100 10 

a 10 0.5 

" 10 0.5 

1/ 5.0 6.4 

V 50.0 1.0 

o· 10.0 0.5 

f3 10.0 0.5 

Cuadro 3.3: Valores para los hiperparámetros 

3.5. Análisis de resultados 

A continuación se explica la manera en que se implementaron las metodologías descri­
tas en las secciones 3.3 y 3.4, para ambos modelos y valores de umbral u= 45 y .u= JOO. 

Los gníficos o figuras de las que se hace referencia en esta sección ~e rn~lizarón para los 
dos valores de u ntcncionados. 

Efectos aleatorios anuales en localización y escala 

Se analizaron los resultados para diferentes valores. de hiperparámetros, de acuerdo 
con las ideas explicadas al final ele la sección 3.2.1 para tener una d:istfibución inicial del 
parámetro no informativa. 

Una vez elegidos los valores ele hiperparámetros se simularon cadenas para ::: y se 

analizó la convergencia de las mismas. Enseguida se hablará de los résultados que se 
obtuvieron tínicamente con dos casos que se consideraron de mayor importanciáy cuyos 
valores de hiperpanímetros se presentan en la tabla 3.3. 

Adicionalmente, en cada caso se consideraron los valores pa~~·~I''u~1br~Í,'u\d~. 45 y 
300, por lo que en total se mostranín Jos resultados para cuatro cas6~::: · · · <· . ' . ·. 

' " ,' ~ ··. . ';,,.,.~,--,:~ -· - . 

Como se mencionó en la sección 3.3, en todos Jos casos se gener~~oii. caden~ de ta.maño 
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Hiperparámetro Valor 

r5 3500 

'Y 1000 

1/ G.4 

V 1.0 

a 0.5 

/3 0.5 

Cuadro 3.4: Valores para los hiperparámetros 

15,000, se consideró un "periodo de calentamiento" de 10,000 y se trabajó con las últimas 
5,000 muest.ras del panímetro. 

Con los valorPs de :=:(ll, ... , ::;:c5 ooo) se verificó In convergencia de las cadenas para cada 

panimetro considerado en el modelo, mediante los gráficos de promedios ergódicos. En 
el apéndice D se muestran las figuras de los promedios ergódicos de algunos parámetros 
seleccionados para los Casos 1 y II y los valores de umbral n = 45 y u = 300. 

Una vez co111probada la convergencia, se aualizaron las autocorrclaciones de las cadc­

uas y se "1igió uua de cada 100 observaciones; al estudiar la autocorrelación de las nuevas 
cadenas se eornprohó que ésta ya no fuera significativa. 

Las figuras eu el apéndice D muestran los diagramas de caja para las densidades 
marginales posteriores de los parámetros de localización y escala, para el caso de las 

localizaciones puede observarse que el efecto en estos parámetros no es significativo en 
ninguno de los casos, en el sentido de que la distribución final para los parámetros de 
localización no cambia significativamente de un año a otro. 

Efectos aleatorios anuales sólo en escala 

En virtud de que aparentemente modelar efectos aleatorios en la localización no nos 
da información relevante, se planteó estudiar el modelo sin éstos, con valores para los 
hiperpanimetros que se muestran en la tabla 3.4 y valores de umbral u = 45 y u = 300, 
por lo que se analizaron un total de 2 casos para este modelo. 
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Los valores que se fijaron para los hipcrpanímctros ele ¡1 se eligieron de tal manera que 
la distribución inicial en la escala no influyera en el valor final del parámetro y permitiera 

que los datos aportaran la mayor información posible a la clist.ribución final: 

En este caso se usaron también muestras de tamaño 5,000, después de eliminar 10,000 

simulaciones del "periodo ele calentamiento". Con el objeto ele analizar .la convergencia 
ele la cadena se calcularon y graficaron los promedios ergóclicos para cada. uno. de los 

panímetros (ver figuras en apéndice E). 

Un análisis previo de autocorrelogramas nos lleva a tomar una de cacla.100 observa­
ciones de forma que las autocorrelaciones de cada panímetro no sean significativas como 

puede verificarse en los autocorrclogramas que se anexan en el apéndice E. 

Los diagramas ele caja para las densidades marginales posteriores de los parámetros 
considerados en este modelo se muestran en el apéndice E. En este caso se obs.crví((jue el 

efecto en los panímetros es significativo. 

Dado que en el modelo que considera efectos aleatorios anuales para la loca¡·i7:;~;ó~y·: 
la escala no se observaron cambios significativos en los panímetros, se simularon'valores 

futuros de reclamación de acuerdo con Srnith (1996) y la mctoclología·expffcada:~n:la · 

sección 3.4, sólo para el modelo que considera que el pariímetro de cscalá0 ~mT1bia con ·el 

afio de reclamación t. ·· <, ::. . . 
Una vez simulados los procesos ele reclamación se calcularon las sumás ·ac11mulaclas 

zU> para j = 1, ... , 99 para todas las reclamaciones de los años 1 a 11. 

Con los valores zCIJ,.,,, zC99> y diferentes valores ele z*, la máxima cantidad esperada 

del total ele reclamaciones acumuladas, se calcularon estimaciones para las probabilidades 
de pérdida p1, ••• , p99 y dados los valores estimados ¡;n, n = l;. ~., 99, se tomaron. los 

valores de ¡j5 y p9.1 como el límite inferior y superior, respectivamente, para obtener inter­

valos al 95 % ele confianza ele la probabilidad ele pérdida ciados los diferentes valores ele 
z'. 

En el apéndice E se muestra el histograma del monto de las reclamaciones simul~clas 
para dos procesos ele este modelo: uno con u = .. 45 Y, otr.~ cmt 1t .. = 300 .. EL n¿.,~er~ de. 
reclamaciones por afio, Ni, N2,. . ., N11,. que se simularonparÍt esos mismos procesos se 
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N 1 con tt = 45 N 1 co11 11 = 300 J 

1 65 27 

2 44 2fi 

3 52 37 

4 G2 32 

5 S!J 3!J 

6 83 ·l!J 

7 64 50 

8 74 30 

!) 43 12 

10 26 !J 

11 !J 4 

Cúadro 3.5: Ntímcro de rccl11macioncs N, simulada.<; por año 

mucstrai1 en la siguiente tabla. 

El histograma y los valores Ni, N,. ... , Ni 1 que su obtuvieron para el proceso de 

.simulación de las reclamaciones con u= 45 (Tabla 3.5), contra 

Oi_) El histograma y valores para el mímero de reclamaciones que se mostraron en la 

figura 3.2 y e11 la tabla 3.1 del capítulo 3, correspondientes a la serie de datos original, 

se puede decir que el modelo con efectos aleatorios sólo c11 el parámetro de escala, parece 

incorporar la información de la muestra de forma adecuada y entonces puede pensarse que 

los valores simulados de la distribución final del parámetro, las reclamaciones futuras y 

lit estimación de las probabilidades de pérdida arrojarán resultados que serán una buena 

aproximación de lo que pudiera suceder en un nuevo proceso de reclamaciones. Cuando se 

usó el umbral u = 300 en este modelo, los valores del 111ímero de reclamaciones anuales 

fuero11 menores a los que se obtuvieron con u= 45 (Tabla 3.5) en la mayoría de los aiios, 
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esta situación es intuitivamente congruente con lo que sucedería. 'en la realidad, ya que 
al elevar el valor de umbral u, serán menos las reclamaciones que lo sobrepasen en cada 
aiio /.. 

Los intervalos de confianza al 95 % para la probabilidad de pérdida respecto al monto 
acumulado de reclamaciones z* se anexan al final del apéndice E. Se observa que para 
valores pequeiios de z*, estos intervalos son de poca amplitud y contienen valores cercanos 
a uno; a 111cdida que se eleva z*, la amplitud de los intervalos es mayor y sus límites se 
van haciendo más pequeños, sin embargo, si se consideran valores muy grandes de z* la 

amplitud de los intervalos disminuye y sus límites toman valores que van acercándose a 
cero, el lí111it.e inferior a una velocidad mayor que el superior. Este comportamiento es 
intuitivamente adecuado pues mientras más grande se considere z*, disminuye la proba­
bilidad de observar montos de esa magnitud. La importancia de estos intervalos radica 
entonces, en que a partir de ellos se puede tener idea de qué tan factible será observar 
valorcs de determinada magnitud y a partir de esto, es posible definir por ejemplo, en el 

coso de una reaseguradora, si se tomarán posiciones de alto riesgo, dependiendo de los 
montos de pérdida esperados en caso de que ocurrieran siniestros de tipo catastrófico. 

En el apéndice A puede consultarse el código en S+ con el que se simularon los 
procesos de reclamación y el valor estimado para las probabilidades de pérdida. 



CONCLUSIONES 

En diversos problemas en qun se modelan datos usando métodos estadísticos, es común 

que exista 1111\s de un modelo que proporcione una aproximación adecuada de lo que se 
desea cstitttar. Por esta razón, es fundamental hacer una evaluación del modelo que se ha 
propuesto eu el 1íltittto capítulo de este trabajo. 

Dadas las características de los datos y el fenómeno que describen, una buena opción 

es haber propuesto un modelo a partir de las ideas que se han desarrollado en Ja Teoría 
de Valores Extremos, con un entorno Bayesiano. Bajo este esquema, la forma del modelo 
que se propuso nst1\ perfectamente sustentado de manera formal y el problema se con­
vierte cu uu asunto de elección y aplicación de herramientas estadísticas para definir de 
111a11cra adecuada los pará1nctros y la tnancra tnas conveniente de simular sus valores y 
post.criormeut.c valores predictivos de nucva .. 'i rcclatnacioncs. 

De acuerdo con lo que se dijo en la sección 3.5, considerar efectos aleatorios anuales 

en los panimctros de localización no contri huye de forma significativa para explicar los 
datos. La validez de esta afirmación puede constatarse en las figuras D.8 y D.ll del 
Apéndice D, en donde se observa que la distribución marginal posterior de los parámetros 

I'•• i = 1, ... , 11, no cambian considerablemente de un año a otro. Esta observación indu­
jo el amilisis de los datos usando el modelo inicial pero suponiendo que el parámetro de 
localización podía considerarse independiente del año t, para t = 1, ... , 11. El parámetro 
de escala sise tttodeló usando efectos aleatorios anuales. Con éste último modelo se ob­
tuvieron resultados que corroboraron el hecho de que los efectos aleatorios anuales en la 

escala son significativos (ver Figuras E.7 y E.17). 

Por las razones anteriores, el segundo modelo puede considerarse adecuado parndcs­

~rihir los datos y simular nuevos procesos de reclamacionc. Si se comparan las Tablas 3.5 y 
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3.1, se observa que con este modelo, los valores simulados para el número de reclamaciones 
anuales que se ilustran en la Tabla 3.li, para u = 45 son similares a los que se tenían en 
la Tabla 3.1, como partn de la información inicial de la serie de datos. Por otra parte, el 
número de reclamaciones por ailo simuladas cuando el umbral se eleva a 300, es menor en 

relación a Jos valores que se obtienen con u = 45, lo que corresponde a un comportamiento 

que coincide con lo que se esperaría inl.Uitivamente (ver Tabla 3.5). 

Tomando en cuenta que se definieron distribuciones iniciales poco informativas, puede 
afirmarse que Ja manera en que se estableció el modelo que considera efectos aleatorios en 
escala solamente, permite que la muestra aporte suficiente información para obtener dis­

tribuciones posteriores de los parámetros, que caracterizan adecuadamente Ja distribución. 
de las reclamaciones, esto se confirma en las Figuras E. 7 y E.17. 

Por otra parte, al estudiar los histogramas de frecuencias para valores predicti.vos de 
nuevas reclamaciones, que se obt.uvieron después de simular valores de los parámetros, se 
puede afirmar que las simulaciones son congruentes con lo que se esperaría en un nuevo 

proceso de reclamaciones (ver Figuras E.9 y E.18). 

Por otra parte, al analizar los intervalos de confianza obtenidos en el Apéndice E, la 
reaseguradora podría establecer límites de responsabilidad de manera conservadora o de 

mediano o alto riesgo, pero con bases sustentadas en la factibilidad de incurrir en posibles 
pérdidas que pudieran afectar su estabilidad financiera. Así por ejemplo, si se analizan 

los intervalos de confianza obtenidos para un umbral u= 45, puede suceder que con una 
probabilidad mayor a 0,55, la rcasegumdora llegara a tener pérdidas de z* = 395, 000. Lo 
mismo sucedería al considerar el umbral u = 300 y un valor z* de 701, 000. 

La ventaja de haber propuesto un modelo completamente Bayesiano consiste en que 

una vez que se cuente con nueva información sobre el proceso de reclamaciones descrito 
en el Capítulo 3, sería posible incorporarla al modelo ya establecido y obtener nuevas esti­
maciones y conclusiones, no sin antes llevar a cabo una validación del modelo modificado. 

La validación formal y rigurosa del modelo con efectos aleatorios anuales sólo en escala 

que se propuso, así como de ajustes posteriores que se hicieran al mismo, se puede llevar a 
cabo como trabajo posterior, siguiendo la línea de investigación de los estudios referentes 
a la robustez de los modelos 13ayesianos y análisis de sensibilidad de las inferencias poste-
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riorl's debido a los supuestos iniciales, que se han llevado a cabo por investigadores como 

Leanwr ( 1978), 13ergcr (1984), 13erger y 13erliner {1986) , McC111loch (1989) y Wnsserman 

( l992), entre muchos ot.ros. Alg1111os de estos métodos para verificar el modelo, incluyen 

pnwlms para observaciones aberrantes, gráficos de residuales y gráficos norrnalcs y se 
consideran corno pruolnu; Baycsiana ... i;;; de tipo predictivo-posteriores, en las que se buscan 
i11<:011µ;rn<'11cins c11tre los resultados obt.e11idos y los esperados bajo el modelo supuesto. De 

f'onua paralela, pueden mnplcarsc técnicas no Bayesianas para checar los rnodclos y sus 

1nodificacio11es como se realiza por eje111plo en Atkinson (1985). 

~¿~~TA TESIS NO SALE 
DE IA BIBLIOTEC,A 
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Apéndice A 

Programas en S+ 

A continuación se presentan los códigos de S-Plus que se mnplcaron para realizar el 
11111cstrco de Gihhs en el apartado 1.6.1 de este trabajo. 

gibbs <- function(n,t,Y) 
{ 

set.seed(100) 
Lam .,<-. {1 :n} 
Fi. <;_ {1 :n} 
·T~strelÍ~ <- Ü:n} 
if Ct<s2j 

{ 

Y1.:.Y[1 :t] 
Y2.:. Y [ (t+1): 52) 

} .. 

Y1:...Y. 
Y2_0 
} 

sum1.:.sum(Y1) 
sum2_sum(Y2) 
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Lam[l] <- rgamma(1,1+sum1,0.01+t) 

Fi[l] <- rgamma(1,1+sum2,0.01+52-t) 

vec <- FD(Lam[l] ,Fi[l] ,Y) 

Prob <- vec$p 

z <- runif(l) 

if (Prob (1) >=z) 

{ Testrella[1]_1 } 

for(j in 1: 51) 

{ 

if ((Prob(j]<z)&&(z<=Prob[j+l])) 

. {Test~~lla [ 1J _j + 1} 

} 

for(i ·in ·2.:n)· ., 
{ 

permit <..: O 

if (Testrella[i-:-1)<52) 
'{ 

} 

YL Y[l :Testrella[i;..1]] 

Y2_Y[(Testr~lla[i-1]+1):52] 

if (Testi'ella [i-:- 1) ==52) 
{ 

} 

YLY 
Y2_0 

sum1_sum(Y1). · 

sum2_sÍlm(Y2) 

while(permit,;,=OH· 

} 

Lani[i] .<- · rgamma(1, 1+swn1 ,0.0l+Testrella[i-1]) 

F:i. [i] <- rgammaO; i+~um2. o. 01 +52-Testrella [i-1)) 

vec <- FD(Lam[i] ,Fi[:i.J,Y) 

permit <~ vec$toss' 
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} 

Prob <- vec$p 

z <- runif (1) 

if (z<=Prob (1)) 
{ Testrella(i]_1 } 

for(j in 1:51) 
{ 

if ((Prob[j]<z)&&(z<=Prob[j+1])) 

{ Testrella[iLj+t } 
} 

print (cbind Ú)) 

w~i te (Lam·;. fÚe·=·~c: /sp2ooo/users/ AMR/lamda. out", ncol=1) 

write (Fi, fil~,;;,:·é": /~p2000/users/ AMR/fi. out", ncol=l) 

·Write(T~s; fÍle=";•c: /sp2000/users/AMR/Tes. out", ricol=l) 
} 
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FO <- function(lamda,fi,Y) 
{ 

resultado <-:O 
denominador~funcion(1· 

tor ü in 2:52) :; 
{ 

denominador~d~no~Íriador+furic:i.on (l, lamda, fi, Y) 
} . -,:\\¡:·· 

probab <- Ü:52}'i 

if · (Te<s2) · 
{ ' 

.. vi<-' -Y[1:TeL .. 

. Y2 <.::: 'vccie+Ú :52) 
-•' .-' - ' : ~ 

} 

if(Te 52) 
{ 

'·y1 <-y 
Y2 <- O 
} 

suml_sum(Yl) 

+probab[i-1] 
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sum2_sum(Y2) 
f_exp(log(lamda)•sum1+log(fi)•sum2-Te•(lamda-fi)) 
return(f) 
} 

fdvec <- list(p=probab,tos~;;,resultado) 

fdvec 
} 

} 
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El siguiente código corresponde al programa que se empleó para simular los valores 
·de los excesos de_ acuerdo a la distribución posterior obtenida en la sección 3.4. 

exi:éss<.:function(n,r){ 

u_45, 
/~i t·:s"xfs · 
· úm.:::saoooO •· • ·:~~;f;~r:•~: ;••O 
';;'d~;n'i;'t;d,;'co,r, 1) 

.i:tW X.1:r){· 
·resulta_matrix(o,1,150) 
xt_mat:J:'iX (O, 11¡150) 

mut;:smus [m] · 
pliit_'sÚs[m,] 

lamdat_ (1+ (xi t [m) •exp (-phit) * (u-mut)) )-(-1/xit [m)) 
sigiiÍat_exp(phit)+(xit[m]•(u-mut)) 
fór (j in 1: 11){ 
Nt_rpois (_1, lamdat [j]) 

for(k in l:Nt){ 
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xt[j,k]_(sigmat[j]/(xit[m]))•(((1-(runif(1)))-(-xit[m])-1)) 
} 

yt [jLsum(u+xt [j ,] ) 
z:...z+yt [j] 
} 

zn[i].:.z 
if (zn [i] > lim){ 
ind:...ind+1 

. . . . ' . 

f~su'lta_rbÍ.~d (resulta, xt) 
.y ;,'. 

zfin.:.rbind(;.fin,zn) 
P,::ab[mJ . .:iíid/r ·· 
p:i::-int (ctiilld (m)) 

} 

·write(t(result~). file="c:/sp2000/users/AMR/excess.out") 
write(t(zfin), file="c:/sp2000/users/AMR/zfin.out") 
write(t(P_rob); file="c :/sp2000/users/AMR/Prob. out") 
} 
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Apéndice B 

Aspectos formales de la Teoría de 
Valores Extremos 

Definición B.I Función inversa generalizada de una función monótona 

Co11sidércsc la inversa. generalizada para una función 1no11ótona no decreciente h 

h<-(t) = inf{x E R: h(x) ;::; t} 

En particular, si t E (O, 1] y Fes.una función .de~.\~tribución 

F<-(t) = inf{x E n:P(x);::; t} 

Si x es un número real mayor que 1 entonces, , 

. . ··; .. ; . . ; 1 
in!{; E}l :.F(:z;);::; 1-;}. 

inf { x E R : F(x) ~ 1 ;::; - ~} 

{
:' - .. ; 1' }. 

inf. x 'E R.': F(x) ·~ x 
,' ., ; 

(¡)<- .. 
F (x) 
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Definición B,2 Variru:ión regulur 

(i) Una función positivny LclH.'sgu~?-mcdihlc L definida sobre (O, oo) se dice que es de 
variación lenta en ·oo si 

• L(t:J:) 
).!.!!!, L(a:) = l, t >o 

y sudcnota L E JlO· 
(ii) Unafunciónposltiva:Lebcsgue.mcdible L, definida ~obre( O, oo) se llama de variación 

regular eri +'oo'.~ói1 ir;~j¡c¿ ~; eº:R si <: , > ·· : ' ' ' ' , • . . ·.• . 

x~oo. i X ·,_._. 
. (, ·,lín:.l,i((t;,)/~. t~ . .:t:>·o 

y se denota/; E.~n~ En )i1í~t'iA1ltir ¡);¡r¿\:~ uná función de dist.ribuciÓn y F(x) 

i ·- F(x) la ~ola d¡)la ?istribucióÍÍ,':dircmosciueF es ,de variación regÚlarcon. índice 

-a para la c61~ ~¡~ I~ di~~·;:¡Ll¡1giÓn j ~lgú~ ~;::: O (nota~ión F E JL0 ) si 
·.: '~:·~.:!__·.~·<(~·y~:~-;;'.\'.,~~·:-::~--·;-~--~.,-._.·_.·' - - .... - - .... ·· . < 

·.·: ':; . ;!,;'.1ti;{z~<X>.~~~;. = Cº, t > O. 

: ~ , : ;:.::. ·~ _--. . : '.·;· ·, . _",:: __ . :·... . . . 

La demosfrllcióÍi de~ lit ¡)órposición B.1 y los t~orcm~ IÜ s,: B.2 que se enuncian a 
continu11,ció1; p1icdc.)11ifr~¡.se ~11 E;nb~~chts et ~J; (l.9!Jl).: . . . . . 

P~op.osiciÓ~·)~'.} 6i~~te~za~~óndcl·A{DA{H), 
La funcióri d~ dis~ribució1IPpertcf.ece¡{I:ll1.himi dofitiniÓ de a.tracción dela distribu­

ción de val~r extremo fl;concousta:ntes,dc ;¡~rírializaciÓn {c,,} y {d,,} (C,, >O; d,, E R) 
. si y sólo si 

,.~. '•:;i, - _":·;, . 

xER 

donde el cas'o H(x),= O se ir1tcrprct1~ ·como 

,}i¡~ nF(c,.X + d,,) = oo. 
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, ', 

Teorema B.1 Mcíximo domini~ de,' airacción' de <I•,. 

Lri función de rlistribucÚn f"'pe~t~'nece ~I mcíximo dominio de atmcción {MDA) ele la 

rlistrilmción F'réchet {iJ>n : o:> O} si u,sólo si F(x) = x-n · L(x) rlo11dc L es una función 
de variación lenta. 

Nota l. Si la función dé distribución F es tul que F(x) = a:-0 
• L(x), con L(x) de 

variación lenta, 'entonces" 

lím F(tx) 
x-->oo F(x) 

lím (tx)-<> · L(tx) 
x-->oo x-" · L(x) 

t-" lím L(tx) 
"':'."' ~(;&) 

Entonces si F pertenece al MDA de ~"' te~ernos, que' fl' E .JL0 • 

-·· '~ 

Por otra parte, se puede probar (Ff'.ll()r,''1968), que si fl' E .JL,, entonces F(x) 

x-" L(x) con L(x) una función do variái:ion(?.nta. • , 

De lo anterior, el teormna' B.1:fr,11ü~d~ i~k~c~i,~i?c.;;no 

•,''•·',,•'.F\~;~11lÁ,('.!~X·tsi".Y;~6.1,;,,;i}.\f:,,e:·R~,~· 
. '·'-,_4,' .-~;::~: ·~~<·' ,:.: ;., f/~~:-·,--~;_'. -, -~\:-: 

Nota 11'.Si F'EMDA(<l>n) ciñtrinccs'~i'púnto)illala la derecha de F, wp, es tal que 
, Wp = oo. Para verrnbar 16~ ~r{iciridr; s'~X xii E n'iaI q~~ Wp < X¡ < +oo, entonces tenemos 

F(xi) = CÍ. ~em C:ci~~~'.F,~,ÁfDA(~~)',)(~;·) ';;;i1~·: L(x1J. Concluímos que si Wp < oo, 

ento;lces ,;ar~ tÓ<lri:;; ;i. ¿;~ ~~·tidíiÓ. L(i:);;,; O,.io' ci1~Í es ccintr~dictorio ya que L E Jl0 • 

que es contradictorio. 
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Teorema B.2 Representación para funciones de variación regular 

.h(x) =0(x)~jp:{¡~~)cl~} 
- - ' ~-- ' ,- 1''·. . f,".' ' 

' - .. ¡~;; 

¡iara toda x ;::: z y alguna z > O, donde ·c y'ó"sonfunciones r;iedibles tales que 
' ... _..,--;·. .. , 

'·,· , __ ,, .. .,, ... 

c(x)~,co >,o,':')cu~ndo x~ oo 

·· · 6(:xj•s:c; · ··~u~r¡do x .~ oo. 
. . ~:. . 

y 

La demostración a: est:. teorci,'.iii. 'puede encontrarse en Embrechts et;al. (1091)· . 
. . . _,,:_ 

Teorema a:3 Cardcte~~adón del Máximo Dominio de Atracción (MDA)_1iara H{. 
Para t; E R;fos'~¡'g;ti~rites coridiciones son equivalentes 

(i) F E M DA(Hd 

(ii) Existe una funÚón positiva y medible 11( ·), tal que si 1 + t;x > O, 

1. .F(u + xa(u)) _ ·{ (1 +, .. t;x. )-L si t; 1'.0 
zmutw,. F( ) - . _,, . . · _, 

_ U , e . . ,si {·= 0 , 

A continuación se presenta sólo un bosq'u~Jo de]a cl~moshación para el caso ( > o y 
asumiendo que F' es contin~a. Eri ele H~an (Í970) ~e pu~de imc~nti:ar una prueba rigurosa. 

Demostración.(Bosquejo) 

Sean t; > O y a = i > O. 
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Tmwmos que 

<I>!(l +{x) 

exp {-(1 + {x)-t} 

exp{--,[~(a + x)i-"} 
1"' • 

<1>0 (-(a+ x)) · 
°' ' ' 

donde <I>0 (x) = exp(-x-") es la distrib~::Ión .Fréchet. Entonces si F pertenece al 

máximo dominio de atracción ele H~ se tieí1e qtic. F ¡:Íertenece ni máximo dominio de 

a.tracción de cJ>0 , para a = !· ~; · 
. . \ . 

Por el teorema B.1 podémos conc!Í~.i~ q1'1e F E: .R~" 
'· .• < 

Usando el teorema de represent~ci·ó~ pnnt funciones de variación regular B.2, existe 
z > O tal que para toda x ;:::: z 

donde c(·) y ó(-) son funciones 1;1ediblcs t'U:ies que 
·. . ·\.·.· 

c(x)--+ ca E. (O,oo) cuando .x .....+ oo . 
. ¡· 

ó(x) --+ -a cünn<ltj x .....+ oo. 

Como -ó(x) --+ a cuan<lox. ¿ ,oo Y, °'? 0,5ntcn1ces a(x) = _;¡.,¡ es una función 

medible y positiva para x suficientemente grand~~· A<le~1n;;,• ~ ~ ~ cuando x-+ qo. 



!J2 APENDICEB 

Sea 11 1 E R tal que si u> 'lt¡, 

· ( · a( u)) ( x) u.+:t:rt(u) = 1 +:1:~ u::::: 1 +;:;; u 

Sea u 2 E R t.al que'si u> u 2 ;»:...:c)(ti)""" .a.y·u3 E R•tal que si u> u 3 ,c(u)::::: c0 • 

8ntouces, para x > O y u> max(z,Úi. u,, u3 ) t,enemos que 

y 

F(u+xa(u)) 
F(u) 

u +xa(u) ~/(1 +~).u >u> z 

{ 

ú+xa(u) 61" } 
cxp - f -::.>!Ldt 

c:(u+xn(u)) z• .. .... t 

c(u) . exp{-{-::~dt} 

c(u + xn(u)) • •.· J ó(t) lt 
{ 

u+xn(u) } 

•exp - --< 
c(u) t 

En la aproximació11 Íi11teri?r u~ilnios q11c ~ ~ 1, cu~~do ~ .,..+- oo, uniformemente 

en r sobre conjuntos ~orn~~ctC>s d~ 'co/~);·v~~;E~brechts et al. (lfJ91); teorema A3.2. · 
' ., '-. , .. ,, . 
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Así entonces, si a;> O y u> nrnx(z, 11.1, u 2 , 11a) 1 

F(u + :w(u)) 
F(u) { 

1.¡.L } 

cxp -et [" ~clr 

l'XfJ {-et [toy ( 1 + ~) - /og(l)]} 

* Nota: en Embrechts ct.al.(1991) se obtiene 

ó(ur) ~l 
rl(u) 

cuanclo u -t oo 

uniformemente en r sobre conjuntos compactos ele (O, oo). 

Es decir 

líin F(11 + xa(u)) _ ( (· )-1 
utw,. F(u) - l + X (' 

Ahora asumimos (ii). Para el conjunto 

Sea 

{x E R: F(a:) 2: 1 - ;} = { x E R:; 2: F(x)} 

d., - inf{a:ER:F(x);:::1-;} 

F~ (1 -;) 
(~r (n.). 
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La sucesión {r/11 }u?;:t es tal que 

(i) d,., :S el,., si n 1 :S 112. 

(ii) lí11111 _,00 d,. = Wp •. 

Por continuidad por In derecha de F tenemos que 

Supongamos ahora que 

es decir 

!_ > F(rl) 
.,,, - 11 

1 -
; > F(d,.) 

1 
F(rl,.) > 1 - ; 

.APENDICE 13 

Pero por continuidad por la izquierda de F en d,., dado E:= E:,. = F(d,.) - (1 - ~) 

existe x, < d,. tal que 

es decir 

F(d,.) - F(x,) <e= F(d,.) - ( 1 - *) , 

1 
F(x,) > 1 - -, 

n 

lo cual es contradictorio por defición de d,. . . 

Entonces concluimos· que por continuidad de F 



~\spect,os fori1111/cs ele /11 Tr•tJrÍ11 <le \1;1/orcs Extremo.~ !l5 

1 -
- = F(rl.,)(I) 
/l. 

(B.1) 

Sea n = t > O, usando In hipótesis (ii) con ·u = d,. obtenemos 

( .,.)-" 1 +:.: 
(\' 

lím F(d,. + xa(d,.)) 
n-tcx> F(dn) 

1
• nF(d.,+xa(d,.)) 

,.,!!1:!, nF(dn) 

,)i¡!!, F(d,. + xa(d,.)), 

donde usamos la ecuación (1) en la tíltima igualdad. 

Por tíltilno, aplicamos la proposición 13.1 para obtener que FE k/ DA(Hd para.;=¡\-, 
donde fl( es la DVEG cu la ecuación 2.3. 
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Procesos Puntuales 

E11 esta sección se cll•scrihen de manera uo rigurosa a)gunos conceptos respecto a 
pl'CH'.( 1sos estocil.:;ticos p1111tuales. 

Sean (fl, :F, JP) un espacio de probahilidad, E un subcÓnjulit?dc Rd, para el un eutero. 

mayor o igual a l y B(E) la a-álgebra de Borcl en E. . . 
- .. ' : ., ·:': . ' ~-:' .- : 

Supóngase que {X,. : n ;:: O} es una colcccióri de.,val·iables :aleatorias ·cori valores en 

E. Para cada n ;::: O sea óx. la función 

óx. = { 

donde A E B(E). 

1 si X,. e-A 

O si. X,. <f.A 

Entonces, el número total clr. "punto~ aleatorios" que caen en A es· 

. '' ": -
' - . -,, - ,·._.. ·. 

Notemos que N_es una medida'de conteo q~c es: a s~. vez ·vÍirinble aleátoria ya que 

para cada w e n, los puntos ~\,. (w) pueden ¿~mbin~: cfo po~ición y por tanto N clependé 
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dcw. 

N(w,A) = L óx.(w¡(A). 
n2:0 

Para cada winfl. fijo N(w;:) es una mcdiela y para cada A E B(E) fijo .N"h A) es una 
variahlc aleatoria_-

En n'dclante, la el~pendenciá ele N en w s~ hani notar sólo cuando se considere nece­
sario. 

i) N: B(E) ~ (O, oo). 

ii) Si Ai. A2, ... E B(E) tales que A; n Ai = 0, para toda i i= j entonces . 

00 00 

N(LJA;) I:óx.(LJA;) 
i=I , n2::0 i=l 

00 

LLÓx.(A;) 
n2::0i=l 

00 

LLÓx.(A;) 
i=I n~O 

00 

2:N(A;). 
i=I. 

Diremos que {N(..4) A E B(E)} es un ¡Jroceso puntualsi para cada A E B(E) 
compact.o, tenemos que 

IP(N(A) < oo) =L 

Como para cada A E B(E) N(A) tÚm vári~ble ál~atoria, podemos hablar ele su valor 

esperado, ya sea que éste sea finito o infinito. 

µ(A) = E(N(A)). 
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Por las propi()dades d().Vlllor esperado ¡tes una medida sobre B(E) corno se demuestra 
CJISC~ttid.!_t. _ . 

. . . 
'Dc11w.<tmció11. ¡t(A) = E(,L~0 óx;(A)) ns medida si 

(i) ¡t(A) ;::: O y 
- . ·- ~ . . 

(ii) Para ~ocio A E B(Rd), Ai. A2 1 ••• E B(R'1) taÍes r¡ue A; n A;= 0, Vi f= j, 

µ(ºA;)= f: ¡t(A;) 
i=l i=l 

La demostración de (i) es directa pues 2:~0 óx; (A) sení cero en el caso en r¡uc ningún 

punto .7'; E A y entonces su valor esperado también será cero; si uno ó tmís puntos :e; E A, 

2:~0 c5s,(A) >O y por lo tanto E (2:~0 óx,(A)) >O también. 

La parte (ii) se demuestra 

E (.~óx,(g Ak)) 

~ E(~~ ó'.?(Ak)). 

~ B(~~5,x;(~lk)) 
. , ... ' . ·' :-· ... ' 
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la ig11alrlad (1) es ci<?rta porque pam Ai. A2 mutuamente excluyentes tenemos 

ÓA = { O :: 
X¡ E A 

X¡lf.A 

y c11to11ccs para cualesc¡11iera j ,¡, .k 

por lo que 

.i· ',' · .. ':··--:";·•·,,_.,; .. _.,._.·-. :., 

La igualdad (2). es cierta pClr~I T~?re~~ ~ri\ib1nL ·. 
--~ .·<·-·-.-~.fr. :';·--··: :~( ... 

·:':> >;•Y::: .. ·.-:; i.;.,f /?':~.s:·:_ ·:·}_.· 
·-~:,_,,:._: \·:::~:· 

Para cad.a A'E B(~);)ii(AXe~el.~:~ÚITJ~~~~sp~raclo cÍe puntos en la región A''. 

q.e.d. 

;·_ .. ,•s.::·.:...:,;::. 

Ejemplo L Sem; d,,;;; i; E}=="fo,'o6);'ii,(E)';,, B(O, Ció)y T0 ;Ti.. '.. variables aleatorias 
. . - , .·_:, .- :~ _.,.. , --··. - .,--:' ,~·- _¡, -:~·:-; _.,_, -;-_ ··.: -;- . . :; :'. - .· _ _, ;·. ·_ ;: , . n 

inelepenclientes cm1distribucióriexponencial el~ parámetro ai > 0.'.Sea·Xn = ¡:Ti entonces 
,,.,' . . .... ·· :.·' :·. ,. ' . .. J=O 

Ni - N((O, t)), 

.~::::.~x~((O, t]) 
n~O 

·; ' . -
es decir, Ni es el mímero ele Xjs en el illtervalo. (O, t]. 
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Para hallar tal probabilidad,.sca G: nk+I '---t nk+I la transformación 

Xo.=To; 
X 1 :d To +T,; 

Xk "= To+ T, + · • · + n. 

Entonces Ges una función uno a uno y su invers~ 

To ,;,Xo; 

Ti =~\'"1-Xo; 

tiene Jacobiano con valor absoluto l. 

Así entonces 

fx.,x:, ,. ... x:, (xo, X¡,···, xk) 1 X fro,T1.··-.n.(xo, X¡ - :co, ... 'Xk - Xk-1) 

k 

Por lo tanto 

IP(N((O, t])) 

fro (xo) X IJJr¡ (:i:; - x;-1) 
· i=I · 

00 t X.fr-1 X¡ ·· : . 

//. J · • · J ~k+I cixp {-aXk}dx0dx1 • • • clx,_,dz,_ 1d.,, 
t o o o 

(~t)k . .> 
.~exp{-at}, 
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es decir N 1 - Poisson(ot) de donde 

,,((o, t]) = at = "' . ,\({O, t]), 

donde ,\ es In meclicln de Lebesgue. 

Se puede probar que si O< s < t entoncesN{(O, t])-N((O, s]) y N((O, s]) son variables 
aleatorias independientes. 

Ejemplo 2. Sean d = 2;u > O;E = [O,oo) x (u,oo),B(E) = B((O,oo) x (u,oo)). 
Consideremos el proceso de reclamaciones de cierto tipo de seguro Y¡, Y2 , ••• , Yn en una 

compañía reasegurndorn. Sean Yr,, Y.r,, . .. l'r •• aquéllas reclamaciones que exceden el va­

lor del umbral 11, donde Yr, es la magnitud de la reclamación ni tiemp.o T¡, es decir las 

variables aleatorias {T¡ : i = 1, 2, ... k.,} son los tiempos donde el proceso {Y;} excede el 

valor de 11. 

Las variables aleatorias X; = (T¡, Vi1), i = 1, 2, ... k. toman valores en E y para cada 

.4 E B(E) podemos definir N,.(A) = ¿; óx,(A). 
- -· .- . ._., i~l . = .. -

En particular para y >u y ';4,; (ti, 12] ~·(y, oo); N,.(A) es el número de recla­
maciones máyores que.y:e~Ítrc lbs tiÓ1i1pos·Ú y t~: 

- . _ .. :: , __ ;. ,::_· ... ;i:;_c,<•:;_;·:·_:.C"\'· :;:-· . .r~·· :·._~,··. \.·_. • 

<·,:~~ ,_· ·. :.:/~: ~é_ ... -::~~?-- :_,~·:.: .{·~: ·. ·~ 
Definición c;1: {P~o~eso.de P~isso'nt Punt~al) 

- ' ·'· ., ----~',<"'• ., •• ., •. ~-. -· - . -

Sen N 11;1 pro~~sJ¡;u~'i;.;,¡ ~~~ Vaio;e'S 'en E e Rª y B(E) la u-álgebra de Borel en E. 

Decimos que.N ~~:·u~·proces~ de Poisson puntual con medida de intensidad (valor . - ·. ',,• ··- '. - - . 

esperado) /1 si • 

i) Para cada A ·e B(E) 

IP(N(A) = k) = { 
••e !-1•c1p '"'''»' si 

O si 

¡t(A) < oo 

¡1(A) = oo 
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ii) Si A¡, A 2 , ••• ,Ak son elementos ele B(E) con A; ílA; i- 0 para toda i ,¡, j, entonces 

N(Ai),.N(A~), ... ,N(Ak) son variables aleatorias inclepenclicutes .. 

Es decir,· N es un proceso de Poisson ¡mntual si el número (aleatorio) de. puntos en 

un conjunto A tiene distribución Poisson cou parámetro ¡t(A) y los números cÍ~ lmntós en 
· regió11es ajenas so¿ .variables aleato~ias independientes. 

. La propiedad H) gener~liza para el > 1 la propiedad ele 

del proceso Poisson en R. 

. •' .:. \:·.::·:·:: ... >'-'.-.. ::.:_ ¡)<'. ;_-... ; 
incrementos:ind~~~1ldiciÜtes . ··'' ... · .... -"'· .. _,_ ..... 

Cúanclo la medida de int~nsidacl ¡t está dacia por un múltiplo de'lnrnedida d~L~besgue 
{longitudpara " = i, área para "=2. volumen para d=3, ~t~.). cH~~fa~~;.~~i:N,;!¿5 ho­
tnogénco. 

Sea {X,.}n<:I 
. . . . . . < ~.·. .. . , . • ·.¡,. }M;fy.;~;;:, ... ·\ .. 
una sucesión deyariables aleatorias y~X.tina:variáble;aleatoria; recorde~ 

.., " ' ' • ' < ~ ,. ; • ,'.'o '/ '' 

mosque si Fx.(x)· JP(X~;S _x) :~).F.y(x) ;;, ffe(X;.~ i), e~~onccs •x;.·~ X ~ignifica 
. >< :<i> - ·:-~ ._,,-' ; ;,~~:~i-:1~·<.,: :~;·,·.;' ;'--, 

:·:Yf!plf P.<;,rH<t-:.~i· .. ,, 
que 

para cada x E Cp = { x E R : Fr.' es coiíthit~· e~':.. 'x}'. 
:·· ··,_:·.·_,,._.:- __ :;.: ._.' .... -> 

·Notemos tjue definir: uí1 concepto ~rÍálÓgo" pará''lin1l.· sucesióll ·ele proceso puntuales 

{N,.}n<:t es mucho 1111ís complicado. 

Para empezar cada proceso puntual N n puede considerarse como un proceso estocásti­
co cuyo conjunto de índices son los conjuntos A E .B(E), es decir, la colección de variableas 

aleatorias {Nn(A): A E B(E)}. 

Otra forma de conceptunlizar N 11 es como una variable aleatoria con valores en un 
espacio vectorial cuyos elementos son medidas de cont.eo. No es nuestro objetivo en éste 
trabajo discutir respecto a la distribución de probabilidades IPN. de tales variables aleato­

rias, así como de la convergencia de las mismas en algún sentido a una distribución IÍmi.te. 
/P N· Una buena discusión de estos temas con referencias para profundizar estos conceptos 

puede hallarse en Embrechts et al. (lDDl), capítulo 5. 
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Aquí nos limitaremos a decir que la sucesión de procesos puntuales {Nn}n corive~ge en 

distribución al proceso punt11Í1l N cuando n -t = (<'n notación N .. __!!_¡:,N); si para cada 

entero 111 ~ l; para enteros no negativos ii. i 2 , ••. , i.., y conjuntos Ai. A2 , ••• , ;1,;. E Q(E) 

cuando n -too. La'cl!ISe ~lci ~ciÍljllnih~ Q(E) está c11ida por 

Q(E) ={A,E::(E):1P(NÚ~l)~.ÓJ~.1}, 
donde óA denota la frontera de A. 

A continuación enunciamos en un senti~o infonnal un resultado que ~s de relevancia en 
nuestro estudio. Su demostración requiere fundáme'lltos matemáticos 'que van' más allá de 

los objetivos de esta tesis, pero una versión de láprueÍm puede'encontrarse'por ejemplo 
·- -, ., ' . . ·.- '". ' 

en Leadbetter et al. {1983), p.p. 119. 

Consideremos el ejemplo 2 de esta sección,' supóngase que las'observacionesY1, Y2 , ••• 

son variables aleatorias independientes y con distribución _F. 

Sea A/,. = rnax{Y11 Y2 , ••• , Y.}. Suponernos que existen sucesion.es.dé. núm~ros reales 
. ' . " ,- :· ... ,.',' .. ·''. 

{a,.} y {b,.} (an > O;\ln), tales que 

cuando n -t oo, es .decir F;'"(a,.x + b,.) ~ G(x) cuando n -t oo para x punto de 

continuidad de G, do1;de G es.·~·ria función de distribución no degenerada. Entonces bajo 

algunas hipótesis adici~n~les,'~1 proceso puntual (renormalizado) correspondiente a los 

valores que excedell el .11mbral Un = anx + b,. 
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converge en distribución cuando n --t oo a un proceso ele Poisson puntual N' con 
lllPrlida de intensidad 

donde .\ es la medida ele Lebesgue en (O, oo) y /ta es la medida determinada por la 

función no decreciente log{G(y)} sobre (x0, oo):Cm1x0 ,,;,'in/ {x: G(x) > O}. 

En particular /ta es tal que 
' ,.• - . 

11a((a, b]) = log{G(b)}-logfG(a)}. 

En Smith (1989) y Smith y Goodman(~002) ~eha h¿chouso de res~ltados de este 
t.ipo. En Pspccífico, si se supone que pa;a el ¡i~~c~sc/de ~ec1í{ffi~~Íones l'j, }'2; .... existen 

l • :_ • __ (u•-";. ·~ •. •- •- -_. "' - -• • " ' ·• • -

sucesiones de constantes {a,.} y { b~} úllcs · rj~I~ :~~J ... ·- .:·:,:~~. ~,_,io<- ·. --·. · 

',;'.O ~~- ';\~::,~·:-,:·~:.:_-L'•> 

cuando n --t °'?• entonces podremos conslderar q·u~ a:~Ív~l'<l~\iJ>r2~i~~6iÓ; el'proceso 
puntual descrito en el. ejemplo. 2 se puede modelar ~cim~ •• ·un'.:íirri'¿e~~ de Pois~on ¡;untÍml 
cuya medida de intensidad sobre conjuntos d~ la; fo~;;l~ m:, t:] 'x'(§, ~'~),;coíi y '>u. es 

_-_.'.:· .. •·'.' ., ~/' < '--~ ·.·:~~t~::_', 
,·~·:)~.<:;-~,~> r· ;·>'· ·:>>; 

.\((t¡, t2]) X µa((J; o6)) • .,::. !!:.~ )' 

(t2 - t¡) X l~g{H(-1-~;{,µ;cr)} 2[~g{H(Jj{, Ji; u)} 

(t2 -ti> x (1+/(vi,;)r~.·· · · ·· ·· 
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Apéndice D 

Gráficos del modelo con efectos 
aleatorios en localización y escala 

Figuras corrcspondim1tes al n1odelo con efectos all!alorios en localización y escala, 
para el Cn.~o l. 

Figuras correspondientes al modelo con efectos aleatorios en localización y escala, 
para el Caso II. 

;··-·-·-·-·-· .... 
; ·r. :!"'•. 

~ .. J~ 

~ !:~:~~y·::(·i ;~~·A,)_\' 
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O 101111;·1000 .)ooo 4000 SDOO , _0_·1000."·1000·3000,4000 SOOO 
111 . • 1111 
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:. ; •• ,···:: '· .... ·:"«' -··.--:.·>:»\. '.' · .. ::. 

iJL 1 :l~fi0z~¡.jJlb -1 
D 101111 1000 )000 4000 SDOO o·. IDOO 1000>J000."4ooa·~sooo.-::..·,~· .- a· 1000 lflOQ 3000 4000 sooo 

•11 . 11 .. ':: ·-~f'·'.\:', :.:>·.:' . ..;'. TI 

Figura D.1: Gráfico de promedios ergódicos, u= 45. · 
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Gráficos para el primer modelo 
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Figura D.2: Gráfic~ de efectos :ileatorios en· localizaciones, u = 45 
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Figura D.3: Gráfico de efectos aleatorios en escalas, u= 45 



Gráficos para el primer modelo 
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Figura D.4: Gráfico de promedios ergódicos, u = 300 
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Figura D.5: Gráfico de efectos aleatorios en localizaciones, u = 300 



Gráficos para el primer modelo 
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F'igura D.6: Gráfico de efectos aleatorios en escalas, u = 300 
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D 1000 lOOO lOOO 4000 !000 o 1000 1000 .l-000 4000 suoo . ' 
Figura D.7: Gráfico de promedios ergódicos, u= 45 
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Figura D.8: Gráfico de efectos aleatorios en localizaciones, u = 45 
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Figura D.9: Gráfico de efectos aleatorios en escalas, u = 45 



Gráficos para el primer modelo 
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O 101111 lOOU 3000 4000 SDOO . D 1000,1000'3000 4000 Slloa 
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Figura D.10: Gráfico de ¡m:imedios:ergódicos, u= 300 

'-· 

117 



118 APENDICED 

~-~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

N 

~-

~-

~­

~­

~-

~-

Figura D.11: Gráfico de efectos aleatorios en localizaciones, u= 300 



Gráficos para el primer modelo 
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Figura D.12: Gráfico de efectos aleatorios en escalas, u.= 300 
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Apéndice E 

Gráficos del modelo con efectos 
aleatorios sólo en escala 

E11 Pst.c apéndice se incluyen lm.; figuras correspondientes al rnodclo para. efectos aleato­
rios anuales únicamente en el panímct.rn de escala primero con u = 45 y después con 
IL = 300. 
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Gráficos de promedios ergódicos con 
u=45 

Gráficos del modelo con efectos aleatorios únicamente en la escala, con u = 45. 

;1 
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IOOo 2000 """ <000 ''$(l)O $000 
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Figura E.1: Gráfico de promedios ergódicos 
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~! 1 ~I 
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1000 zooo' '.1000 ·.·· 4000 :f ~~· ',1 
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Figura E.2: Gráfico de promedios erg6dicos 



Gráficos pnrn el segundo modelo 
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Figura E.3: Gráfic:'o d~~romedios ergódicos 
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~j 
1 ~1 1 

""" ..... 511111 '"" zooo JOOO •ooo $000 .., 

:¡ J 
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Figura E.4:. Gráfico de promedios ergódicos 



Autocorrelograrnas y diagramas de 
caja con u==45 

Series: smus Serles : sfls[, 1 J Serles : sfls[, 2) 

!i 11 .. ·¡ ...... ·; ... ¡ ........ / !i :¡1 ...... ; ....... ¡ ............ ;I !i ~11 ... 'j' .... ¡ .. ; .......... ·;I 
• fll. 1 1 1 1 1 ..., i 1 1 1 1 .. .. 

a 10 a 10 ta .... 1.-o - i..11 

Serles : sfls[, 3} 

'"' 

Figura E.5: Aufocorrelogiam~ · 
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Serles : sfls[, 9) Serles :_sffs[, 1 O) 

~ ~1.1... ' •"""j ", .... .' ......... "'i 1 ~ ~11. " ... "j" ........................ ¡ 
~- ¡ 1 1 ¡ r . :¡L i 1 1 : ¡ 1 ¡ . 

a " · a ~ ta 20 o a .. ~~ ~~ ','.>1
, ~a ·" 20 

Serles: sfls[, 11) Serl~s·: ~fls[, 12). 
;,'. .,,. 

'il!········r;; '•:;•• .. ;ji .~ i~ll-.:; .. ,~ ... : .... ,=== ...... :.:: .... ~ .. ;· .: ... ¡ 
. o 

1 ! 

... ..... 
Serles : sfls[; 13) 

. ' . ' . 

Figura E.6: Autocorrelogramas 
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Gráficos para el ·segundo modelo 
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Figura E. 7: Gráfico de efectos aleatorios en escala 
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Figura E.8: Gráfico de 'efectos aleatorios en escala' 



Histograma de un proceso de 
reclamaciones con u=45 

o 
O· 
~ 

:il-

¡jl-
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o o-

o 5000 10000 

Cantidad da reclamacf n 

15000 

Figura E.9: Histograma del va_lor de reclamaciones 
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Gráficos de promedios ergódicos con 
u==300 

Figuras correspondientes al modelo con efectos aleatorios únicamente en Ja escala con 
u= 300. 

1000 ·- 20!J.I 3100 1000 2000 3000 4000 JOOO 

" •• 

1000 :ZOOO JOOO 4000 SlXXI 1000 2000 3000 ., ., 

Figura E.10: Gráfico de promedios ergódicos 
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IOl'.l'.I 2001 :tOOO '"" 2000 l(QO '4000 -.. 5000 .. " 

2000' ;.:tooo ~ooo··· 5~,-" , "o '\\.'1ocu~;-._.2üfO':':_;'.J(x..O'·.: 1;'400) :.~.'sóOO-
tlo . _. ··.· . ;· ·~ . 

Figura E.lÍ: GrlÍ¡ko d~ p1:o~~cliose~g6élicos 
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Figura E.12: Gráfico de promedios ergódicos 
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11 1 
o 1000 2000 :tmo · · ""' """ 2000 '""' <1100 """ • " 

o 1000 2000 JODO . 4000 : SCDI 
~ . 

Figura· E.13: 'Gráfico éle promediÓs erg6dicos 



Autocorrelograrnas y diagramas de 
caja con u=300 

Series: smus Serles: sf/s[, 1] Serles : sfls[, 2) 

~ ~11 ........ r·· ..... ;.j ~ W ··· ····,;··· .. ·· ···=I ~ ~11 .............. ¡ .. ¡···· .. ·-r,j 
~- •p . . . . ~ ..... p................... •-· .. n .......... • .... . 

o a 10 1a 20 o a 10 a 20 o a 10 ta to 

serles ~~~11s¡; aJ :.:~~. ]'/:."':.s.,(l,~s,7s11sr.:~1· ,_-;;:LJ)', _:~'.;s.,r]&;~'511sr/~1 

~ ~ 11 ....... : ..•... · .. :.·• ... -;{'·/!/ ~'~ll ,:..:i .. :.·: ..... + .. ·.i:i .. 1~:.··~~·~11 .. !:~.~-:if .... {.:.~ ... ::.•.:··¡·¡I · 
;.·'· .. 11. . .. •······ ,, .. .'::·; .:~:; . ..... 1.1 ... -.... ... • .. ·····.?> <:;t.·'······j.I ............. ~ .. :.: .... . 

e : ~- ta- .. - to-.-~-- .·.-o 
.. e· 

... 
.;_:.L.Q"'.-. . ·''ª''' .,, Ug --

115,, IO, 

L•11 _. 

Serles.: slls[, si . · ' >: /serl~s :'s11~¡,1]1 ;;;:'. '. J . , : Serl~~-: 'stls[, sÍ 
:;••:,' ,,,. 

~ ¡r... -¡,- .......... 1 ~ :11 ............ ; ... ·····--··· I ~ ~1,..,--1.: ..... -·;··.·¡ ... ----. ........ ¡¡ 
.. JI..... .. .. ... :¡!_ ... !I ....... .'. '.... :¡t .... 1 .. !i, . ...... 1 

•• ' 1 ... . 

,., .. .... 

Figura E.14: Autocorrelogramas 
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Serles : sfls[, 9} Serles : sfls[, 1 O} 
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Figura E.!5: Autoc~~elogram~ 
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Gráficos para el segundo modelo 

T 
¡ 

~ 
i ¡ 
~. 

" " 

13!) 

1 

9 
1 

.._:.__, 

Figura E.16: _Gráfico ~e efectCis aleatorios en escala 
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Histograma de un proceso de 
reclamaciones con u=300 

5000 10000 20000 25000 

Cantidad de reclamaclon , ' 

Figura E.18: Histograma del valor de reclamaciones 
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Intervalos de confianza estimados 
para la probabilidad de pérdida 

A co11ti1111ació11 se 1mwstra11 los intervalos al 95para la probabilidad de pérdida dado un 

valor z' y los umbrales u= 45 y u = 300, respectivamente. Los valores que se obtuvieron 

para z* (etiquetada co1110 "zstar") y los cuantlics 5 y 95 (etiquetados como "q5T "q95" 1 

rcspcctivarnc11tc) fueron 

(i) Para el umbral u = 45, 

[,1] [;2] [,3] [ ,4) [,5] [,6] 

zstar 323000.00 326000.00 329000.00 332000.00 335000.00 338000.00 
q5.· 0.99 0.99 0.99_ - 0.99. 0;99 u-';;,0.99_. 

q95 o .. 99 o.-99' o.99 · o.,99 _ o.99 -- : o.99 

[,7] [;8] .:.,<-[9J-···,[10] • ['iü- < [12) 
zst~ -. 341 ooo. oo >344000; oo 34 ?'o'cio '. oo · 3: 5Úóos ~53ooÓ; oo; 3ssC>oÓ ! oo .. ·· 

.::... . ·., mv .. ·•• :·11! :r:~~.~t~:fütit~tif iJJ.1~n1:~für,,1 ;; ::, ·.·.·· · 
zstar. 359000. ºº 362000:00,·365000:00 '36800o:oo 371000.00: 374000.00 -

-· . ·q~: .· ·· · ·. ··· [ ~~:;--L-::-1'..g~~J~~;~--\~~ir-~<;~:J~-~t~1i~Y~<;~~11r:.ét~-if-:[¡-~1;~ · 
zstar · 37700<{~ oo -• 3 '. 8e+óó5 -383000: oo '.' 386000 :oo' 389000': C>o' 392000 .oo 

q5 0'.80 z.6e.~ooi/;~ 00.'73 ' :·o_;!>!'. ~ .. 0:59_ ,'f56. 
q95 ,; o:_999.9e--,001 '•o';99c' •· :.'0.99 -· 0:99_ 0;99-

L 25J (. 26J "[, 27) [, 28J L 29) L 30] 
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zstar 395000.00 398000.00 401000;00 404oóo.oo 401000,00 4.1e+005 .. · 
q5 0.54 0;48 .· .. 0.44· , .0.39 0.352:9e:,;001 

q95 0;99 0,99 · 0.99 0~99 .. ·. 0;99 9j9e.:.:o01 

·.· [,31J . · [,32J. [;33J. . [,34J [;3s] · ··• [;36J 
zstar 413000:00. 4160óo:óo '419000(00 422900.00' 425óóo)ooj4~'8'óoO:oo .. 

q;: :;1m~;w~~i~~,t~1,~~¡*,~~tt.~:;¡ .. ~¡~~~~,:;~;,~;~::.· 
zstar 431000; oo '.'434000:·00 '.437000 ;oo .,4 ;·40+005.'.443000 ;oo.:•445000'; oo 

.. :~ , .. ,~¡¡¡~f Jll~~;~¡f i~~~f f ~i!í~~~~?~!~:if ;!! 
zstar'467Óoo:oo 4:7e;foos·'' 

q5 · oioo'o,00.+:000 
q95 · o.f,9 7A~:..:ooi 

-··,.-;: 

(ii) Para él uin.bral u·;;,; 300, 

.. [,3] [.4] [.5] [,6]. 

zstqar
5 

65300
0
0 _.

9
0

8
0 65609

0
0 _.,

9
0

8
0. 659000: oo 662000 .. oo 665000 '. oo 668000,.,00 

. 0.98 0.97 ·. 0.97 0.95 
q95 .·. :;·o.99' j\ ;,':•iL99 '0.99 · 0;99·: 0;99 0.99 

·>[Jj·i ;· ',''.[.sJ' <:.:<:'óii1' :;>[/lo]···· :[,~ü'-'" · [,121 ·• 
zstar s11óoo :óO 614óo·o; óo 611000. oo s :80+oó5 683000. oó sa6cíoo: oo 

·. q5 . ··'~'ó 94 ''>'ó"93'. :. · To:90,i 8,:8~~001' · · /º.:~:s:<: ,/o.~1 

q95 •.· .. [·.:-.º.·.·.' .. 

1
;
3
9.

1
9•·.·.··.· .•. · .... ·· .. ·.·.'..·,.·i'[fo.· .... :1: 491~ ... : .. >:: !o'.999;9e::.o0i/; .. o~99.. 'oi99 

L 15J .,····· · .. ' C 16J . ' ' [;111'.~ .. ·.· L i8J 

zstar 68900.0.00 692000,00. 59'5oóó:oo S98oo'ó:oó 10Úioo'.00"'704Óoo.oo 
·q5 ••ci.76 .•.·, :0;11 ... :o:s.1•· ···'"o';s·o"·.· <"'.ó";53'"·' · o.48 

q95 0:99 0.99 0.99 . o;99 0.99 
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L19J [.20J L2iJ [,22J (,23] L24J 
zstar 707000. 00 7 .1e+005 713000. 00 716000. 00 719000. 00 722000. 00 

q5 0.42 3.6e-001 0.34 · 0.30. CL25. 0.23 
q95 0.99 9.9e-001 .0.99 0;99 0;99 ... 0.99 

zstar 725o~ri ~~~ 7280~~ ~~~ 731o~ri ~·68 }346~ri ;6~·; i~7'ofa:~~ . 7 .4~;~~~ 
qs o .17 o .13 ·'· 0:10 ·-.,: ·,::< ~·o.ós'""····,,·o; 06 ·s: Oe'-002 

··:f: ,.M~iI!~. '''.Zf f ¡~,~¡iii¡jJ{~f !J~lf 1:Íf J!f ::::~!f ~! 
zstar 76io00. 00 .764000 :00'2767000 !(ii;/ 7 r7e'+oci5 .-:773oóo ! 00 '776000. ºº 

q~: · , · r. ~l;~ u;'.;~-l!~lf ~{Lat ;-A~lr-~~ ~;,~~~~~;¿-:;.,; Y[~ i~f: [ ~ i:; 
zstar fr9()oó:o 782000'.ooáasoóo;·oo 78800o:oó:79iooo.oo 794000.00 

_qs ·, . o.o ..•. , ·o;oo, • ;;:; o.oo· o'.oo o.oo o.oo 

q9s e~~~:. Y c~~~r:' o';s<i 0;49. ·o:4a o.44 

zstar 7970o'o. oo a. Oe+·oos 
q5 o.oo.o.óe+ooo 

q95 O. 4i · 3. 9e~001 
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