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INTRODUCCION

En aiios recientes, se ha incrementado el interés por modelar fenémenos de rara o-
currencia pero que dan lugar a grandes pérdidas de tipo financiero, cconémico, o que
tienen un impacto considerable en ¢l ambiente o en la salud de la poblacién entre otras

consecuencias.

Para cste tipo de problemas se han desarrollado soluciones a partir de métodos que
se basan en la Teorfa de Valores Extremos (TVE). El enfoque cldsico de esta teoria tuvo
origen con el estudio del comportamicnto asintético de la distribucién de obscrvaciones
“extremas” (mdximos o minimos), que realizaron autores como Fisher, Tippet, Gnedenko,
Jenkinson y von Mises. El tecorema propuesto por Fisher y Tippet (1928) es el resultado
principal de la TVE pues establece que la forma de la distribucién limite para maxi-
mos centrados y normalizados pertencce a una de tres familias paramétricas conocidas
como Distribuciones de Valores Extremos. A Gnedenko (1943) se debe la primera de-
mostracién completa y rigurosa de este teorema y von Mises (1936) y Jenkinson (1955)
definicron la Distribucién Valor Extremo Generalizada (DVEG), que engloba las tres fa-

milias paramétricas caracterizadas por Fisher y Tippet.

Un enfoque alternativo de la TVE cldsica considera la distribucién de los excedentes
o valores de la muestra que se encuentran sobre cierto umbral u € R. Este enfoque forma
parte de la TVE moderna en el que la idea principal consiste en aproximar la distribucién
de los excedentes mediante la funcién de distribuci’ on conocida como Distribucién Pareto
Gencralizada (DPG). En las aplicaciones actuales de la TVE, se usa la equivalencia entre
la DVEG y la DPG, resultado que se ha demostrado por autores como de Haan (1970) y

Pickands (1975).




En el estudio de valores extremos, algunos autores han.relacionado el andlisis de los
excedentes con ¢l uso de Procesos Puntuales, un e¢jemplo puede encontrarse en Leadbetter
ct 2l.(1983). Esta idea se deriva del hecho de que bajo ciertos supuestos, el mimero de
observaciones por encima de un umbral v se puede aproximar con una variable aleatoria
Poisson. En cste tipo de aplicaciones es posible considerar métodos de bondad de ajuste
para justificar el uso de los modelos Poissou. En Reiss, R.-D. y Thomas M. (1997) se
explica la manera en que puede demostrarse el supuesto de que ciertos datos se generan
mediante un Proceso Poisson.

En la practica, al estudiar los valores extremos de cierto fendmeno, no es suficiente
con saber que su distribucién puede cousiderarse como una DVEG o una DPG, sino que
cs necesario conocer el valor de los parimetros que caracterizan a estas distribuciones.
Por otra parte, una vez que sc estudian los pardmetros es descable realizar predicciones
sobre posibles valores futuros de las observaciones extremas. Una forma de estudiar los
posibles valores de parimetros que definirdn la forma de la distribucién del fenémeno bajo
estudio, es usando Métodos Bayesianos, en particular con los “Métodos de Simulacién via
Cadenas de Markov”. Dentro de estos métodos, los algoritmos de Metrépolis Hastings y
¢l Muestreo de Gibbs son usados frecuentemente en problemas pricticos.

En el campo de estudio de la Actuaria, la necesidad de obtener modelos para valores
extremos surge, por ejemplo, en las empresas reaseguradoras ya que estas establecen
métodos para calcular primas cuyo monto sea suficiente a fin de proteger a otras empresas
y a la misma reaseguradora del impacto financiero que se enfrentard en caso de que un
riesgo catastrofico ocurra. Mientras mas grande es el impacto financiero que se tenga
tras la ocurrencia de un siniestro, se tiene un mayor interés en poder modelar de manera
exhaustiva y precisa la probabilidad de que esos riesgos se conviertan en siniestros. En la
prictica, establecer un modelo que incorpore todas las variables que pudieran intervenir
en la ocurrencia de los siniestros, y que ademiis sea adecuado para estimar el tamaiio del
siniestro es una tarea dificil. L

En este trabajo se usa la TVE en un contexto Bayesiano ademds de métqdos de
simulacién via Cadenas de Markov con ¢l objeto de analizar una sex_"ié de datos de recla-
maciones de reaseguro, proponer un modelo con el que sea posible describir proécsos de
reclamaciones futuras y finalmente estimar probabilidades de pérdidas muy grandes.
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El modelo que se propone para ajustar a la serie de datos se conoce como Poisson-DPG
y es de tipo completamente Bayesiano (ver Smith (1997) y Smith y Goodman (2000)), es
decir, el mimero de reclamaciones anuales se aproxima como un Proceso de tipo Poisson
no homogénco mientras que los montos de los excesos de cada afio se consideran variables
independientes e idénticamente distribuidas como Pareto Generalizadas; por otra parte, el
cardcter “completamente Bayesiano” del modelo consiste en definir distribuciones iniciales
para los parametros de la DPG, a fin de incorporar la informacién que se tiene sobre ellos

en la muestra, via el Teorema de Bayes.

Los conceptos tedricos que sustentan el modelo se presentan en los Capitulos Iy II
y los Apéndices B y C de la siguiente mancra: en el Capitulo I se definen y cjemplifi-
:an las generalidades de la Inferencia estadistica desde el punto de vista Bayesiano y los
algoritmos de Metrépolis-Hastings y Gibbs como herramientas para simular valores de
distribuciones posteriores de los modelos estadfsticos Bayesianos. Dada la importancia de
estos algoritmos, al final del Capitulo I se muestra un ejemplo en el que se realizan simu-
laciones vian el Muestreo de Gibbs para resolver un problema préictico de tipo actuarial.

El Capitulo II se dedica a la parte cldsica y moderna de la Teoria de Valores Extremos,
esta Gltima presenta el enfoque que estudia los elementos de la muestra que exceden el
valor de un umbral v y su distribucién asintética. Se usa el grifico de la media de los
excesos como un método para determinar el valor u a partir del cual puede considerarse
que los datos tienen una distribucién que es posible aproximar por medio de la DPG.
Para concluir este capitulo, se realiza una breve descripcién de los Procesos Puntuales,
en particular, de la forma de definir a un proceso de reclamaciones de reaseguro como un
Proceso de Poisson Puntual.

Las formalidades tedricas del Capitulo 11 se definen y en algunos casos, cuando se con-
sidera procedente, se bosqueja su demostracién en el Apéndice B para lo correspondiente
a la Teoria de Valores Extremos y en el Apéndice C para los Procesos Puntuales.

En el tercer Capitulo se leva a cabo la aplicacién de lo que se estudia en los capitulos
[ y II, con el fin de obtener un modelo que describa a la serie de datos de reclama-
ciones de reaseguro. Para ello, se realiza en primera instancia el andlisis descfiptivo de los
datos, enseguida se propone el modelo Poisson-DPG estableciendo dos casos respecto a
los pardmetros de localizacion y escala: en un primer modelo se consideran efectos aleato-




v

‘rios anuales en ambos pardmetros y en ¢l segundo caso se vuelve a definir el modelo bajo
el supuesto de que los efectos aleatorios anuales en la localizacién no son significativos.
Después de definir el modelo para ambos casos, se simularon valores para la distribucion
‘posterior de los pardimetros usando los algoritmos descritos en el Capitulo 1. Con los valo-
res obtenidos se simularon montos de reclamaciones futuras y se estimaron intervalos de
confianza para las probabilidades de pérdidas futuras. Para concluir el capitulo, se realiza
un andlisis de los resultados que se obtuvieron al llevar a cabo las simulaciones a partir

del modelo propuesto.

En el Apéndice A se incluyen los cédigos de S+ con los que se realizaron las simula-
ciones necesarias. Las figuras que describen los resultados obtenidos con ambos modelos
se pueden apreciar en el Apéndice D para el caso en que se consideraron efectos aleatorios
en localizacién y escala y en el apéndice E para el caso que considera efectos aleatorios

s6lo en escala.

Para finalizar cste trabajo se presentan las conclusiones respecto a los resultados que
se obtuvieron en gencral y entre otras recomendaciones, se propone como investigacién
posterior, implementar pruebas de anilisis de sensibilidad para “calibrar” el modelo pro-
puesto.
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Capitulo 1

INFERENCIA BAYESIANA

1.1. Inferencia desde el punto de vista Bayesiano

El andlisis de datos Bayesiano hace uso de modelos probubilisticm para tratar de
cuantificar y hacer inferencias respecto a caracteristicas del fendmeno bajo estudio. La
incertidumbre de las inferencias que se realizan se cuantifica a su vez mediante probabili-
dades. El andlisis Bayesiano sigue generalinente el orden que se deseribe a continuacién:

{®)

Se define un modelo de probabilidad completo: es decir, una distribucién de proba-
bilidad conjunta para todas las cantidades consideradas en el problema, observables
o no. Este modelo, debe ser consistente con la informacién que sc tenga respecto al
problema en estudio y la manera en que se obtienen los datos. )

Se calcula e interpreta la “distribucién posterior”, es. dccir, la distribucién de pro-
babilidad condicional de las cantidades no observadas que son de interés, dados los
datos observados. . : . e i

Se evalia el modelo y las implicaciones que-pueden derivarse de la distribucidn’ pos-
terior resultante determinando para ello si el modelo describe de manera-adecuada

a los datos, st las conclusiones son ra;onnblcs y quc tan senmblcs‘ son los resultados

finales a las hipdtesis realizadas en 1)

En caso de que se considere. necesario, se altera o: dnlplh\ el modclo rcpxtlendo los
pasos descritos, a fin de mejorar la upro‘(mmmon ol)t,em(la.




2 ' Inferencia Bayesiana

De esta manera, en Estadistica Bayesiana, la descripcién formal del proceso de apren-
dizaje a partir de valores observados, unido a informacién previa que se tenga sobre el
objeto de estudio, son el punto de partida para realizar inferencias, conclusiones o predic-
ciones acerca de la siguiente observacién que se obtendra de la poblacién.

El caso candnico de un andlisis Bayesiano, se tiene al extraer una muestra aleatoria
¥ = (W1,¥2 > ynu), de una poblacién con funcién de densidad IP(y|0), donde y repre-
senta el vector de las observaciones y;, ¢ = 1,-. ., n, independientes dado el valor de 0,
idénticamente distribuidas con densidad (y|0) donde @ es el vector de cantidades no
observables también conocidos como pardmetros que caracterizan a la poblacién.

A lo largo de este trabajo se utilizard IP(:]-) para denotar densidades de probabilidad
con los argumentos determinados por el contexto, al igual que en el caso de JP(-), que
denota una funcién de distribucién marginal. Los términos “distribucién” y “densidad”
se emplean indistintamente, salvo en los casos donde se indique explicitamente.

1.2. Distribucién inicial

Al resolver un problema mediante procedimientos Bayesianos, se especifica primera-
mente la distribucién a priori, o distribucién inicial del pardmetro w(8). Tal distribucién
debe incluir y reflejar toda la informacién con la que se cuente al principio del estudio,
aunque existan casos en que ésta no ha sido observada o comprobada empiricamente. Una
vez definida la distribucién 7(8), es posible mejorar nuestro conocimiento respecto a 8,
via "el Teorema de Bayes.

La importancia de la distribucién inicial del pardmetro 8, radica en que permite
incorporar informacién acerca de € al modelo. Esta informacién generalmente tiene un
.significado. muy: especial ‘en cada problema especifico, dado que generalmente se tiene
algiin conocimiento previo acerca de su valor.




“Teorema de Bayes : .3

1.3. Teorema de Bayes

Una vez realizado un experiniento que produzeca observaciones ¥y = (¥, y2,...,Yn), la
infortnacién que se tiene sobre el valor de ¢ puede describirse a través de la distibucién

final P(0ly).

Para poder realizar inferencias acerca de 0 dado y, es necesario contar con un modelo
que contenga la distribucién de probabilidad conjunta para 8 y y, que se pueda escribir
como el producto de dos densidades: la distribucién inicial 7#(6) y la distribucién de la
uestra, P(¥|0). La distribucién de la muestra o verosimilitud contiene informacién del
experitnento mismo, ya que sec deriva de él y la densidad de probabilidad a priori incluird en
el modelo la informacién que se tiene de manera independiente al experimento, o que
proviene de experimentos anteriores.

El Teorema de Bayes es fundamental en la Estadistica Bayesiana y en este caso, para
llegar a la densidad IP(0|y), ya que expresa claramente la forma en que las probabilidades
cambian cuando se cuenta con cierta evidencia. Dicho en otras palabras, permite incor-
porar el aprendizaje de tal manera, que se actualiza el conocimiento sobre # con nueva
ml'orm-xcxon obtenida del “mundo real”. ‘

De manera formal, una vez definidas la-distribucidn inicial w(8) y la distribucién de
la muestra iP(y|0):

POV =7O)-PWO) i(1.1)

L Con(llcmnando al valor (.onocndo dc Y.y usando la regln dc Bayes, se obt.lene la
: dumdad postcrlor : : :

(1'.2)

““donde IP(y) =%, 7r(0) 1P(y|0), sumundo sobre todos los vnlorcs defo blen, P(y) =
Iy P(y|0)d0 en cl caso contmno. len B

arembs a ﬂ’(y) la (llstnbucxon ]’)l‘edlCth"l



4 Inferencia Bayesiana

La expresidn (1.2) se conoce como teorema de Bayes.

1.4. Funcién de densidad posterior y funcién de
verosimilitud

Como se menciond en la seccién 1.3, al resolver un problema mediante Estadistica
Bayecsiana, se desea encontrar una funcién de probabilidad que describa a € dada cierta
informacién, dicha funcién de probabilidad se conoce como distribucién a posteriori o final
y s¢ denota como P(0jy).

De acuerdo con el Teorema de Bayes, las funciones de densidad posteriores dependen
de las iniciales y los resultados experimentales u observados. Los datos experimentales
u observados influyen en la funcién de probabilidad posterior iinicamente a través de la .
funcién de densidad que los describe, llamada verosimilitud y denotada como P(y|0) =
L(y|0). Las verosimilitudes dependen solamente de la informacién con la que se cuenta
a través del experimento mientras que las distribuciones a priori dependerdn solo dc la
evidencia con la que se dispone al principio del andlisis. o :

Una forma equivalente de (1.2) omite la densidad P(y), que no depeudv‘e del Qaiof ded.
Asi, para y fija, P(y) se pucde considerar como una constante, obtemendose la’ denb:dad

posterior no normalizada,

P(o‘ly)'omr((.;v).lf(mo)' S . ;(1.3)’

como lgualdad sxempre que se

: ntc se; plede hdllar a pmtxr del
hiecho de que 20 lP(0|y) 1 0 blen en el caso contmuo f,, IP(Oly) d0 = 1 con’ v ﬁ_]a. o
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1.5, -Familias conjugadas

La resolucién de cnalquier problema al usar Estadistica Bayesiana depende en gran
parte de la distribucién inicial que se proponga, por lo que ¢s muy importante que ésta
refleje lo mejor posible el conocimiento inicial que se tenga del pardametro 0. Adema:s seria
descable que la forma de 7(8) sea “tratable” en el sentido de que cuando se calculen

esperanzas o se¢ obtenga IP(8|y), los procedimientos no scan complicados.

Una forma de explotar las caracteristicas conocidas de una familia F de densidades
para lograr la “tratabilidad” descrita, seria escoger F tal que si w(0) € F, entonces después

de usar el teorema de Bayes IP(0|y) € F.

Definicién 1.1 Familias conjugadas

Sea yyvuna variable aleatoria cuya distribucién ‘esté dgtdzi por
Pylh)eg= {ﬂ’( |0) 0eoC R"}

‘ Sc dice que una familia de dlst;ubucmnes F = {P(O) 0 e G)}, es COll_]llgddﬂ, p;ua 0 (0' i
j‘pmn g), si cuando ll’(()) e F. y ﬂ’(y|0) € G cntonces IP(fly) € F. :

81 .7-' ¢s una famllm conJugadﬂ. para P(yl0), entouccs H’(O) y 1P(0|y) txencn la mlsmd
«"foxma alg,ebrzuca y difieren de una distribucién a otra tnicamente por constantcs

“Por ejemplo, supéngase que P(y|6) ~ Bernou]h(a) y 7r(()) Bcta(a ﬂ), csto est
P(yl6) '~ ‘Bin(1,0)

n(0) o 67 . (1 — 9)P!
s | (14)

entonces, la verosimilitud estd dada "pdf -

L) =11 Pilo) = 0 (1 - =l




G Inferencia Bayesiana
(1:5)
v por tanto se obtiene, que la distribucién final para € dados los datos cs
IP(my) o o, (a- opEion . gom1 (1 - g

IP(OIy) a 6[,.+n— (1 )n—ln+ﬂ—l
P(0ly) o Beta(a®, %)

~donde a* = t;. + a, . ,Bxﬁ»-'—-"vh —-f,, + ﬂ' : "yr . !.ny'= 2?=l'y.~.

I"mullas con_;ugadas de la dlstnbucwn exponencnal

- Se dice quc una dlstrlbucnon de probabllxdad P(yla) I rtenece a la. famxlm exponencml
de dlstnbucxoneq, cou‘un pnramctto si ¥ :

(1.7

,t(y)—u, 0(0) -log, a(y) =1



.Familias conjugadas’= : : 7

(l»)’ »La ("St}l‘ibli(.‘i(‘)li Ppisvs‘on‘l"oi(())

¢té) o 25 H0) = b0) = ~log0, aly) =1

Algunaa f(unlhua dc (hstnbucloncs lmportunth quc no pertenecen a la exponencial
son la Uniforme y la t-Student. )
Las familias exponenciales que consideran (llbtl‘lbllClOllLS con un parametro desconocido
se conocen como familias exponenciales umpnmmetrales Una f'umlla de distribuciones se
llam.x familia exponencial biparametral si tienc la forma -

P(y16,7) = a(y)h(6,m) exp{as,(o’;n)z_(y)‘# u(‘y")”x(o; m

o'de forma cqmvalcutc, si la verosumht.ud de las‘n observacxones mdependxcntes e
|dentxcamente dlstnbufda.s, y., k) —'1 pucde scrtblrsc como ! :

: i)an‘liilétro : ;
: 1mportante os’ el de h dlstnbucmn Normal(u, 2)...

De dcucrdo con Lec (1989), a idea de usar f'nmlm.s exponen iale puede extenderse

Ficilinente al caso A-parametral, a partir dc la manem en quc se deﬁ, ero aquf las famlhas’ .
c\poncncmlcs bnparmmt.mles i




8 . Inferencia Bayesiana.
Familia conjugada natural

Una de las razones por las cuales las familias exponenciales son de utilidad, es porque
poseen familias conjugadas naturales de distribuciones iniciales. Esto significa que si la
funcién de verosimilitud L(y|0) pertencce a la familia exponencial, se puede proponer
bqu‘e la distribucién inicial 7(0) tenga la misma estructura algebraica, pero sustituyendo
" estadisticas suficientes y tamaiios de muestra por hiperparimetros . Esto dltimo quiere
decir que en algunos casos 7(#) puede depender a su vez de una cantidad no observable a,
de forma que #(0) = IP(f|a) donde se asignard a su vez una distribucién inicial para . Al
utilizar el teorema de Bayes, sc debe estudiar para qué valores de estos hiperpardmetros
la distribucién final (miembro de la familia exponencial), es propia.

Ejemplo. Familias conjugadas con distribucién Normal

Sea vy = (1, Y2, ..., ¥n) una muestra de observaciones independientes ¢ idénticamente
distribuidas de y ~ N(0,02) con o2 conocida y () la distribucién inicial del parametro,

donde 0 '~ N(yi0,7¢) con los hiperpardmetros ju, 7¢ conocidos. La distribucién final seri:

w(0) - L(ul0) -

AP(8ly) - x

S kai‘7|";(‘_‘0:);.’7r?=";”;)‘(yi|,0) R
. ox (= gep(0 = o)?) Mtz (~ 51
e
-
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multiplicando el tercer término en cl exponente por

;lg.F;"‘- 1
L 4 4 : ( '8)
= Te?

y desarrollando (A),

u3 1_:1
1 [ 1 n ['ro ] [;aE + ] 2npoy 2n n—1; n
o« exp|—= —2+—2] 0% - 20 7~ | Do g S Y Dt U
2 |72 [ [?'g"'u—z o7 (a) R

! 11 n 2 _ [ 2nuey 2n -t W\

Por lo tanto,
P(Oly) = N(ptn, 73)

(londc.

. ;‘7 -0”! , l_l+n
Hn = T"'fl ¥ 7’{—;3' Fzi

El pardmetro 7 corresponde a la varianza: 7 y 7, denotan ld V'man7n de la dxstrlbu-
c¢idén inicial y distribucién final, respectivamente. La media de la dlstrlbucxén posterlor se
interpreta como cl promedio ponderado de la media lmcnl y la medla de las observacxones

Y, con pesos proporcionales a las varianza.,
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1.6.. Modelos Jerarquicos

- Existen modelos estadisticos en los que el o los pardnietros de las distribuciones que se
involucran pueden su vez ser descritos por nuevos pardmetros, llamados hiperpardmetros.

Al incluir informacién sobre los parimetros mediante una distribucidon que incluye
hiperpardmetros surge de manera natural un orden en todos los pardmetros que se con-
sideran para el modelo general que se convierte entonces en un modelo jerdrquico.

Los modelos jerdrquicos son una herramienta iitil cuando se desea reflejar la depen-
dencia inter-pardmetros y obtencr asi resultados mdis precisos al ajustar distribuciones a
conjuntos de datos que exijan el empleo de muchos pardmetros. ’

El siguiente ejemplo es un caso sencillo de modelos jerdarquicos y puede encontrarse
en Gelman (1995). }

Ejemplo. Considcremos que se dcsea estmmr cl parimetro 0 y sc cuenta_con datos

provemcntcs (lc

(i) Un experimento reciente

- (ii) Series histéricas de experimentos _ant.e'ri’ores.r

'Suponcmos'que los datos de((l) y (u) provncnen (le la misma poblncnén y que a(lemns
-‘hs condxcnoucq en’ que se rea.hzaron todos los experimentos no cmnbmn.

..+ 8i consideramos el caso particular del estudio sobre el desarrollo de tumores en ratas
‘de laboratorio, nos interesa ¢ = Probabilidad de tumor en una poblacién de ratas que
_recibe una dosis “cero” de medicamento (grupo de control).

Al realizar el experimento actual se obtiene que 4 de 14 ratas desarrollan el tumor.

En general, el niimero de tumores N cs modelado como una variable aleatoria Binomial
dada la probabilidad del evento, es decir
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PN = n|0] = (M)()"(l oM,

donde M es el mimero’de c.\"peﬁmcnto

Anahsxs del problema usando famlllas conJugadas y modelos Jerarqulcos.

Por conveniencia, c](‘;,unos una (hstrlbucmn inicial para 0 de la familia conjugada
F= {n(om; [3) : n(ﬂ[a,ﬂ) : 0"'1(1 ~0)%~!; (e, B) € R x R}

Dntonws si-se realiza un andlisis baycsumo completo medxante un modelo Jerurquxco,
poduamos considerar la siguiente éstructura del mismo: -

. /‘ 01‘3 i i
(@B) i i, "

08, 1(1 (h‘;tlll)UClOll conJ\mtn |mcml y,la llstnbucmn conJunta posterior ‘de todos los
pardmetros cs Tl s
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™0, e, Bn} = w(a; §,0)L(nla, B,0)
(e, B,0) L(nl0)
(e, B)P(0]c, ﬁ)L(nlo)

I

La primera 1g1ml(lad se cumple pues la distribucién de la muestra L(n[a, B, 0) depende
s6lo de 0, cs decir que los hiperpardmetros o, 8 afectan a 1 sélo mediante 0. -

- Entonces

(0, o, ﬂ|n) o« wle, B) x H 11:((“);(2))0"-'(1 =~ 9;)%-! - (110)

x H(’"’(l )”""’;

Los componultcs (lc 0 tlcncn (llstrlbumones postetlores mdependxcntcs da(lo el valor
“de (e, B), que son densndadcs Bv a(a, ﬁ) y su dxstrlbucxon conjunta es

P6,1,c,8)
P(a, By n)
m(c, B) IP(0]ex, B) L(n|0, o, B)
P(c, B, 1)
o« P(a, ) x L(n|6,a, B)
o< IP(a, ) x L(n|8)

"fl’(ola;ﬁ. 0

k
o H potni— ‘(1 ‘)ﬂ+N,—u‘,—-l
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por lo tanto -

e F(0+ﬂ+NJ) ,n+n,—l

IP(Y0|cv', Byn) = H o m)T(B+ N =) (1 = 0;)=Nimm=1,

Finalmente, para obtener la distribucién marginal posterior de (v, 8) notamos que

Plaplo) = F2L10 aa
y entonces
IP(a ﬁlll) o _”(a ﬂ) % H INCES?)) I‘(a + 1;)0(B + N; — ny) (1.12)

T(@(B) * ~ T(a+B+N;)

= El producto en (1. 12) no se pucde especificar analiticamente, pero puede calcularse
‘para valorcs cspcmﬁcos de (a,ﬁ) usando rutinas para calcular la funcién Gamma.

En Gelmdn ct al (1995) se presenta una discusién sobre la distribucién a priori de los
= lnperpammetros 7r(a ), asi como de la “distribucién predictiva”, es decir, la distribucién
‘_para. valoncs futuros de n

1.7. | “Algoritmos de Metrépolis-Hastings y Gibbs

Descripcién de Métodos Monte Carlo via Cadenas de Markov

Los métodos de Monte Carlo via Cadenas de Markov sirven para obtener muestras de
distribuciones que no son ficiles de simular en primera instancia. En muchos casos estas
distribuciones pueden ser multivariadas o con forma algebraica complicada, como sucede
comiinmente con las distribuciones posteriores en los modelos estadisticos bayesianos. Con
las’ muestras simuladas, es posible estimar algunas cantidades de interés como valores
esperados o probabilidades correspondientes al fenémeno bajo estudio.
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‘En Gamerman (1997), Gutiérrez-Peiia (1997) y Gelman et nl (1995) se pueden encon-
trar (Icscrlpumleﬁ detalladas y dplu'a('loncs de estos mctodos Las bases teérlcas pueden

que sea facxl'de mmular
nst buci 1on ‘fnal quet os mteresa

y cuya distribucién (le cquilibrio 2(8) conesponda a ln
La siguiente proposicién da la base de los metodos dc Mon e Carlo vna cadenus de Murkov o

Proposicién 1.1 Sea 8,03 . una cadena de Markov homogénea, irreduciblé, y bperio’di- i
ca, con espacio de estados © C [R" y distribucidn de equilibrio p(@) = IP(0 | y) Entzmccs,
cuando ¢ — oo,

(i) 09 43 9, donde @ ~ IP(B | y);

() § Ther0(0%) — Blo(@) 9],

Doﬁdﬁ 4 denots

convergencia en distribucién de variables aleatorias de acuerdo con
lasigllie!ltéd‘f i e R ) S

F,.(’L‘) — F(z) (;ﬁan‘(‘lo n—) oo

¢s decir,

: E,(m) = P(X, < 1) —+ F() .

Entonu:s, si nuestro objetivo es obtencr una muestra 61,02, OL"dé la distribucién

P8 |y)la proposnuon 1.1 nos dice que una fomm scrm construxr una cadena de; Markov
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{0(')}, con las |)lO])l(.(ldd(—}b quc s ('lLﬂll, pmtnculmmonu- como ya se menciond, tal que
su distribucién de othbrlo sea l.l mmnu que’ aquélla de (lon(le se requieren muestras.
Entonces si t* es suf‘cmntemcntc gr and(- LOH\O para que la convergcncm en la proposicién
1.1 se haya (l'ulo podvmos 1):0|)onm mmo mm_atm a

‘ Este’ proce(lnnlcnto g,cncm una ca(lcnn dc Markov {9(‘)}1 con funclén de t.rnnsmlon

ﬂ)(e(lH) 9(1)) ___a(o(l+l) o(t))Q(g(tH) o(t))

Notemos que la probublhddd (lc dcq)tnr ]d. nueva muestra a(0" 0) depende de P(Bly)
a través-de un (,OCICIHC, por mnto no se lcqmcre conocer la’ const.ante de normdlwamén,

para IP(0|y). :
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Dado-un valor llllCl" ! ‘ 6 ; Gibbs simula una

cadenn ¢n la cunl 0(“") :

0(l+l) 01(211 "1 (‘) y)
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thirei‘gencia -

Supon[.,dlnos qm, se desea’generar una muestra de I.dmano N de la distribucién

1P(0 | y) Si para cada uno de N valores iniciales 0( oo .,0 se aplica alguno de los algo-

ritmos descritos anteriormente, entonces, de acuerdo con la Proposicién 1.1 (i), después

de cierto ntimero de iteraciones T suficientemente grande, los valores 0(17", e 0(,3') pueden
considerarse como una muestra de tamano N de la distribucién final de 8. Alternativa-
mente podemos generar una sola cadena y tomar los valores 7+ gT+2K) | ((T+NK)
como una muestra de IP(0 | y), donde K se elige de manera que la correlacion entre
las observaciones sea pequefia. En general no es fdcil determinar en qué momento la(s)
cadena(s) ha(n) convergido. Un método empirico comiinmente utilizado, basado en la
Proposicién 1.1, consiste en graficar los promedios ergédicos de algunas funciones de 0
contra el nimero de iteraciones y elegir el valor de T a partir del cual las graficas se
estabilizan. En cste caso es frecuente omitir los primeros valores de la(s) cadena(s) al
caleular los promedios ergédicos. La idea de este periodo de calentamiento es permitir que
la(s) cadena(s) salga(n) de una primera fase de inestabilidad. En el caso particular del
muestreo de Gibbs la velocidad de convergencia depende frecuentemente de la correlacién
de los componentes del veetor # bajo la distribucién final IP(0 | y): entre mis alta la

correlacion mds lenta seri la convergencia.

A fin de probar la convergencia del algoritmo se han propuesto métodos informales
basados en técnicas grificas. Uno de ellos es el graficar los promcdms crgodlcos (le la
cadena simulada que se definen a continuacién )

Definicién 1.3 Promedio Ergddico
Dada una funcién i : R i R tal que

Bﬂ’(ah,) [’1(9)] < 00,

ol promcdxo crgodlco IL se dchne como

iz Lls~pem
h, = ;;Z;h(O ).
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De acuerdo con la’proposicién 1.1 (i), el comportamiento asintético de Int,._es' tal que

Iy = ‘E”:(aly)[lz(ﬂ)], i gqarlth 00
Entonces, 'si graficamos Ji, contra n podemos tener una‘idea del  comportamiento
asintético de la cadena despues de cierto mimero de iteraciones sucesivas'y si ademds se

efcctda un andlisis empirico de este tipo de grificos serd posible proponer cl tiempo 7" a
- partir del cual la trayectoria de los promedios ergédicos se estabiliza.

1.7.1. Un'ejémplo de:quSt‘l'éo dé Gibbé

El sngmente ejemplo pucde cncontrar c n Carlu y G lfan 1 (1991) oen Gamcrmnn
(1997)

Una Compaum de seguros tiene una muestra de los niimeros de ocurrenclas de cierto - "

Supongase ‘que el proceso del numero de snuestros ocumdos }mst.a el’ tlempo t'se:
puede modelar con un’ proccso de Poxsson no homogeneo. Noes el ObJOtO de cste eJempIo '
- describir cémo vcnﬁcnr este supuesto, pero cxnsten met.odolog,ms cst;adlstxcas con cste ﬁn.

Entonces

N, = niimero siniestros ocurridos en el intervalo de tiempo(0, ¢].
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Un"cjemplo de'M uestreo

<N, es una.variable aleatoria con distribucién Poisson con Ny = 0 y media

(1.14)

N,_., para.

Heterogeneidad en los’ valores de los parametros

En el fenémeno de la destruccién de un mmueble, ln 1dcn (lc que la tasa (Ic ocurrencia
del siniestro para algunos inmuebles (concreto) no es la.misma que para otros (partes de-
madera), no resulta inverosimil. Tampoco es de esperarse que la tasa sea‘la misma para.
diferentes regiones de una ciudad. Asi pues 7 es una cantidad-que “varfa” y la forma
mds . natural para cuantificar variabilidad e incertidumbre, es asignar distribuciones de
probabilidad. En otras palabras, estamos proponiendo modelar a n como una V'mable
aleatoria con una distribucién dada. : :

Cuando se desconoce esta distribucién, una forma de modcldr n 7; como varmblc
.1lcatorm es usar un elemento de una familia parametnca

Pl B),
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.con valores de._ hiperparametros a y yéj que expresen’ nuestra mcerl,ulumbro acerca del

comport.umento de 7.

" Por otra parte, si nucstro conocimiento de 7 es mayor, entonces podemos expresarlo
modificando los valores de a y .

En cuanto al punto en el tiempo ¢* donde camnbia la tasa de ocurrencia 7, si no existe
evidencia de otro esqueina, podemos pensar en que {* no ticne por qué ser deterministico y
estar fijo afio con afio, es decir, podemos modeclarlo como aleatorio a su vez. Entonces t* es
una variable aleatoria con distribucién en el rango de valores {1,2,...,n}. De nueva cuenta
si no tenemos razones para pensar que es mas probable que ¢* tome cierto valor, podemos
asignarle una distribucién uniforme sobre {1,2,...,n}. Si hay evidencia para pensar en

otro modelo entonces asignamos otra distribucién sobre los enteros {1,2,...,n}.

- Modelo

Las consideraciones expuestas arriba se pueden escribir en el siguiente modelo.

Se tiene una mucstra aleatoria ¥4, Y2,...,Y,, n = 52 y una variable aleatoria ¢* con
valores sobre los enteros 1, 2,...,7. Entonces, dado el valor de ¢*, para t =1,2,...¢%, ‘yl
se distribuye Poisson con parametro de media = A, pero parat = ¢*+1,t*4+2,...,n, »
se distribuye Poisson con pardmetro de media 77 = ¢. Podemos suponer que inicialmente
Ad y t* son independientes y con distribuciones Gamma(a,, 8), Gamma(ag, £;) y
Uniformeen 1, 2,...,n, respectivamente. Los valores de a; y a3 se pucden fijar como 1 y
los valores de 8; y f2 se pueden fijar como 0,01. Estos valores corresponden a distribuciones
iniciales para A y ¢ con poca concentracién de probabilidad en intervalos [0,a) con a
cercana a 0. De esta forma se expresa poco conocimiento respecto a las distribuciones
iniciales de A y ¢. Este tipo de distribuciones “vagas” o “difusas” sobre el rango de
valores de los pardametros suelen llamarse no informativas. Al establecer distribuciones
a priori no informativas se permite que los datos jueguen cl papel mds importante en
las conclusiones a posteriori, a través de la verosimilitud, sin que influya demasiado el
conocimiento inicial.
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s Uso clel Gibbs sampler &

Podcmos entonces usar el csquom«l d(- Gll)bs y ld mformacnon dela muestra yy, yz, .. ., Yn,

p.u.l obtencr una mm-stm (l(. " .
- 0_(,\¢,f)e(000)><(000)x{12 Sn}

como sigue. .

'El teorema de 'Bily?és’ cstablece que”

(1.15)
Para nuestro ciso . ; et i e
Pio) < [N T e (
yiv) = 1 X T 1.16
e =1 (w)! t=te¥1 (yz)! : )
ﬂ)(é) S Ty O ¢‘"‘l =20 { } : ' (1"17) ‘
_ L(a) P(a nf 7).
Primero, usdn(lo ld definicién (1.13) se obtendmn ln.s den51dades condxclona]es com-.
plctm, : C el

PO, . 01,000 O ),
donde cn este caso
(01 t 02r 93) (’\ ¢r t.)

Dddus (1 16) y (1 17), tcncmos que la densidad condlcxona] complcta para A es

ﬂ’(y|0) P(6) P(y|6) - IP(6)
& PO POy = /[  P(y|0) P(0)d)
0 N

m

P(A|o, ty) =
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Desarrollande (1),

,C,Q l'r e-—,\',\y.' ) n " ”e-oqﬁm ,B:" a1 —ﬂu\}{ ﬁé‘z a1 —ﬁnl#} l
J I o - AL, T .,{rm.)A ¢ e ? e {5

17 ‘ ﬁ;a c—:t(u 482 g fmpe 41 Yo + Oz — 1
o TL. l"(m) C(ay) TTiee 41 (2e)!

/ ,\Zt_x vita—1 —A(t +B) gy .

l—h..l (./t)'

@

Pcro basta umr Ia forma de Ia dcnslda(l Gamma para determmnr el valor de ln mtegral
(2) como

/ S Y = 1 -,\(z-+ﬁ,),,,\ - F(Z¢=1 v +a,)
SO e ‘ (t*+ﬁn)zl-""+°‘ '

Por lo tanto,

et grer Dt
P(y|@)IP@)dX = —. . i
k ey To: Plen)llaa) e, i(ee + 1) i v+ )

R

c-¢(vl—t'+ﬁ:)¢22'=l'+1 1]. +‘02 -1
M 31 (we)!

y

. f-_; : o o (t*‘_r,_ ﬁl)z:;|yt+u|
P(Alg, £, =. g~ Mt _+151),\E¢=1 Ytao =1 P L AN
ARl S L+ o)
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de lo anterior,

Aty ~ Gamma(oy + Siny w, By + 1),

Con un proceso andlogo podemos deducir que la densidad condicional para ¢ es

(" — 4 ﬁz)z;‘:[w.l Yo +og—- 1
P41 ¥ + )

1F(¢IA,‘t‘,y) = e-‘:ﬁ(rl—}t~+ﬂ2)¢22‘=l-+|’y" +an—1 x

“es decir
PNty ~ Gmm’m(ai! Uit Yoo Be = 1),

Por 1iltimo, dado que t' toma valores distretos, su (lcnsulad condicional completa se
calcula como

. S — . %ﬂ’(ylg) . 0) B PUI6) - 10)
AEn e )= P LiP(6ly)IP(8)  Tp-, P(6ly) IP(0)
(3)

La expresién para (3) es equivalente a

1 ,Bf"ﬂé" n e=A* +B|),\Zl_1 Yty =1 mppu=t® +u,)¢21—¢ o1 J;+°2—l

7 Tla)(az) == o TLo G

Para facilitar la notacién usaremos [ en lugar de ¢* para escribir (3) como

BBz ] eA A ) Yot =L pndiag gt Yo + 2 — 1

ﬁ I‘(m)l“(az)z i Tl ot
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por lo tanto,

1\01+Z;;, n-lc-(BIH')/\([,"?*Z
2;'_1 /\"'+Z:=| ""'c"(ﬁ|+l)f\¢"2*zr=l+x vl p—{fatn-t)e

e ¥t l(.—-([iz+u—l')¢

PN ¢, y) = ; t=1,2,...,n

Una vez encontradas las densidades condicionales completas que tienen los pardme-
tros, se debe proponer un valor inicial 8% adecuado para aplicar el muestreo de Gibbs.
Es posible definir este valor a partir de la muestra que se tenga del fenémeno en estudio .

A continuacién se propone una lorma de encontrar 0 para el problema aqui expuesto.

Metodologia para encontrar 60

En el grifico del mimero de siniestros NV, que se muestra enseguida, se observa que
la media del proceso parece ser diferente antes y despudés de algiin punto ¢* entre
t=20 y t=230,loquesugicre que un buen candidato a valor inicial de ¢* se encuentra
entre csos valores de t. Este puede ser el punto en el tiempo que divide el proceso en dos
poblaciones que tienen la misma distribucién con medias distintas.

Para probar la hipdtesis anterior de manera formal, se aplicé una prueba Mann-
Whitney para igualdad de medias a las observaciones y, considerando t§ = 24. Esto es
posible ya que si se supone que los siniestros ocurridos hasta ¢l tiempo t, denotados como
N, siguen una distribucién Poisson, entonces las observaciones 3, = N, — Ny, serén,
independientes e idénticamente distribuidas como Poisson(7), cumpliéndose los supuestos
de la prueba. El estadistico de prucba da suficiente evidencia para afirmar que las medias b
de las poblaciones son distintas y por lo tanto, inicialinente se supone que ‘los datos"
provienen de dos procesos: el primero con media 7= A pam t=1lat= 24 y el segundo
conmedian =¢ det=25at=>52. . - :

Ahora bien, para los valores iniciales de A y ¢®, se obtxcnen los estunadores de
médxima verosimilitud basados en las mucstms Y1, _/2, LYY Jgu, Y25, - y52 y se calcu]a:
su valor: -
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Figura 1.1: Gréfico de NV, -

. Por lo tanto, se p'roﬁ
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canos a la convergencia. Con los 2,000 valores restantes se realizo cl histogriunn de fre--
- cuencias (figura 1.2) y cl grifico de promedios ergédicos (figura 1.3) a fin de comprobar
la convergencia de la cadena {8} a la distribucién linite, al analizar estos resultados
puede considerarse que los valores de A convergen a partir de ny = 700, =~ ¢ cuando
ng = 800 y t* desde ny = 900, por lo que serfa adecuado emplear los valores' de {0(')}
para { = n = max{n,ng, M} = 900 a fin de realizar andlisis estadisticos usando los

valores {8 : t > n} como muestra de la distribucién final de 6.

8
8 ,
E
S " g
g .
g8 )
] g
3
s g
g 8 |
2
a II R |
- I lll__- \ - I "...~ .. - N | |l R
02 04e ve us [ o 18 p11) 15 10 10 20 e 40
A . *

Figura 1.2: Histogramas de frecuencias, n = 2000

Los valores de @ que se generan mediante este algoritmo son correlacionados, lo cual
puede ser inadecuado para algunos de los estudios que se desee realizar con ellos. Recorde- -
“mos que en inferencia estadistica la hipétesis de independencia de los elementos de una
nuestra se supone en varios procedimientos y metodologias. Este problema puede dis-
‘minuirse analizando la autocorrelacién de los valores generados para 0, en este caso par-
‘ticular, los valores de X, ¢ y £*; a partir de este andlisis ¢s posible determinar la forma de

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Figura;
clegir aquéllos clenientos que presenten menor correlacién.

En nuestro caso, despuds de obtener una muestra de tamaio n = 7,000 se eliminaron
los primeros 1, 400 clementos y se llevé a cabo el andlisis de correlacién y eleccién de una
muestra final con los Wltimos 5,600 elementos de la muestra (8¢1,6®, ... 90700 L4
autocorrelacién de los pardmetros (figura 1.4) sugicre elegir un valor cada 8 elementos (el
maximo del minimo rezago para cl cual la autocorrelacién de cada uno de los pardmetros
no es significativa). Con esta metodologia se cligieron 700 elementos de la muestra y al
repetir el cileulo de la autocorrelacion se comprobé que disminuye de manera considerable
(figura 1.5).
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Figura 1.4: Autoéoﬁclééraﬁnns de la muestra n=5600

Conclusiones

La forma no informativa en la que se especificaron las distribuciones iniciales para los
pardmetros permitié que los datos incorporaran la mayor informacién al modelo de tal
manera que la distribuciones posteriores que se obtienen confirman la intuicién a priori.
respecto al comportamiento de la tasa de ocurrencia del nimero de reclamacnones. En
este sentido se puede decir que el modelo que se planteé es “adecuado”.

A partir de los histogramas de frecuencias que se obtuvieron para la distribucién final k
de los pardmetros, seria posible construir “intervalos de credibilidad” a los que.la fnaybf ;
parte de las distribuciones posteriores pertenezcan. Este tipo de intervalos se conocen en a
Estadistica Bayesiana, como “regién de densidad (postenox) maxima”.. - ‘

Iy ¢ Iy para los pardmetros Ay ¢ rcspectlvamcnte, que sean regiones ,de (lenslldadknizi.ximu :
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Figura 1.5: Alitocorl'clongaxlmé con n=700 observaciones elegidas

de 95 %, tales como Iy = (0,1,0,9) ¢ I = (0,95,2,3) para ¢.

Dado que I,\ﬂl,, = (), es dcecir, son intervalos ajenos, pucde aﬁrmarse que ‘el proceso
de reclamaciones es un proceso de Poisson no homogéneo, ya que existe t* a partir de la
~(.ual ln medla del proceso, 7, presenta cambios significativos. '

Por lo tanto, serfa recomendable que la compaiifa aseguradom consndere cierta la‘
influencia de los efectos ambientales en el comportamiento del niimero de siniestros anuales
para realizar cualquier estudio posterior, como por cjemplo predlccxones acerca del valor'
de los ‘montos csperados de futuros siniestros, a lo largo de cmrto numcro de anos. :
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Figura 1.6: Histogramas de frecuencias para n=700 observaciones elegidas




Capitulo 2

TEORIA DE VALORES EXTREMOS

2.1. Introduccién

En este capitulo se hard una breve revisién de algunos elementos de teoria de valores
_ eXtrenos.

- En particular es de interés estudiar la distribucién del mdximo de los elementos de una
muestra, cuando el tamafio de la muestra crece. Una parte cldsica de csta teoria establece
que bajo una renormalizacién, la distribucién asintética del maximo que se describe puede
pertenecer a una de tres familias paramétricas. Estas sc pueden englobar a su vez en la
familia conocida como distribucién de valor extremo generalizada (DVEG).

Por otro lado una parte moderna de la teoria establece la equivalencia de dos condi-

ciones:

i) La distribucién del mdximo muestml (renornmllzado) se aproxuna ala DVEG cuan-

do ¢l tamaifio dc la muestra crcce

i1) Dada la mucatra _/.,yg, Ll
cional - ;

sC. puerlc upro‘mnar ut‘.lluando una funclon de dlstrlbumon conocula como dnstnbu-

cién Pnrcto [.,encmluada.

31
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En csta tesis, usaremos el segundo de estos enfoques con'el fin de analizar posterior-
mente nun conjunto de reclamaciones de siniestros correspondientes a reaseguro.

Usando la teoria de valores extremos podemos estudiar cdlculos probabill‘sticos'e in-
ferencias estadisticas referentes a valores mdximos (o mlmmos) en muestras aleatorms de

observaciones y de procesos estocisticos en general.

Existen muchas aplicaciones ¢n los campos de estudio de la ciencia y la’ mgemerfa,
que analizan eventos de rara ocurrencia pero de consecuencias significativas tales como
fenédmenos meteorolégicos, resistencia de materiales, hidrologia, grandes reclamaciones en
seguros y posiciones de alto riesgo en operaciones financieras entre otros.

Llevar a la prictica la teoria de valores extremos no es ficil ya que tiene como objetivo
modelar fenémenos que ocurren esporddicamente, de los cuales por consecuencia se tienen
‘pocos datos, 1o que hace mds dificil la tarca de determinar qué tan pesadas deben ser las
colas de la distribucién, ¢l punto en ¢l que éstas empiezan y qué método de estimacion de

- pardmetros cs cl mejor.

2.2. Descripcién basica de distribuciones de valores
extremos

La teoria de valores extremos surge formalmente del estudio de distribuciones limite
para méximos y minimos de una sucesion de variables aleatorias. Para el caso especifico de
miximos, que s¢ usard posteriormente cn este trabajo, puede darse la siguiente descripcién

del problema.

Sean Y1, Y2,..., Y varmblcs dlcatorms mdependlentes e 1dentxcamente dlstnbmda.s

con dlsmbucxon Fpe

F@) éll’(y}s N
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La di.,’ ’x'n'nx'{)’l,' Yaroroi ¥} estd dada por la n-dsima
: ipOtcnua dv SR, o )

|<!/§«)j"z“’£'l’/5k ,._1/) = F™(y). - (21)

A (.ontmuauon sc mencnondn conceptoq de convcrg('llcm do la Teoria de Plobdblllda(l
) que so utxlunmn a pamr d(. esta scccidn: : :

Sux (Q .7-' ﬂ’) un espacno de Probnbxlldnd

: Deﬁmcnon 2.1 Convcrgencm en Prababzlzdml

.. Se dlce que (Xn) converge en probabilidad a la wmahle alcat,orld X (Xn LN X) si la
lelnmén 2

P(IX,, - XI >_‘E) — 0, cuand® 15 — co.

v*sc cumplc p.ua Loda £ posmva

#La convergencm cn probublhdml lmpllcu convergentia en (llstrlbucmn, el inverso es

g c101t0 si y solo si X = a casi seguramente para dlgunﬂ Constante a..

-l L'1 relacnon Xn 5 oo se interpreta como \) 0.

Definicién 2.2 Convergencia casi sequra -
Decimos que (X,,) converge casi segummemc (c.s) o LOn probnblhdad 1 a la varlablc

aleatoria X' (X, & X) cvaste A e .7-' tal (]llL Pdr.\ todd w €A
- ;.,\’,,(w) N 4\'((]4‘))}‘ kc'uamlo 7= 00,
y IP(4) =
Lo anterior quiere decir que

'P(,r\’,. —X)= P({w : .\’,.(wj - Xw)}) ‘=v1.
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Nos interesa el comportamiento de la distribucién de M, cuando n se hace grande.
Sc observa que dado un valor de y en R, se tiene que 0 < F(y) < 1 y por tanto,
linyoy00 Far, () vale 0 6 1. Entonces, aunque Fyy, se conozea via la ecuacién 2.1, es nece-
sario hacer mas para llevar a cabo un estudio asintético de esta distribucién. En particular,
serd necesario hacer una renormalizacién o estandarizacién de M, para tal fin.

Sec define el punto final a la derecha de la distribucién £ como
wp- = . sup{z e R: F(z) <1},

notemos que este valor puede ser, infinito.

Para la variable aleatoria’ M, tenemos que si z < wr entonces

de donde’ . g L
IP(M, <'z) = 0,7~ cuando. - n — 60.

Por otra parte, si wr<+oo y z > wp entonces ‘
S IP(My < 1) = F™(z) =1,

de donde el v
JP(My. < z)—+ 1 cuando " n — oo

Dadas estas consideraciones, si wp, < +00, entonces para € > 0

P~ < My = wp <€) = P(My < & +wp) = P(My <wp—€) — 1 =0=1,

cuando n — oo.

Por otra parte si wg = 400, cntonces para cada z € R cuando n — oo -
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CIP(M< ) = 0.

Luego entonces, para cada z € R, cuando n — oo

P(M, >z) = 1= P(M, <z) — 1.

. P . -
De ambos casos podemos concluir que M,, — wp. Pero si por iiltimo notamos que
A, < My, casi seguramente, podemos concluir que M, — wy, cuando n ~» oo casi
seguramente.

Dado que ahora sabemos que cuando n crece, la sucesién de mziximos M, es conver-
gente al punto final a la derecha de F, volvemos a preguntarnos por la distribucién de
A, pero ahora después de aplicarle una transformacnon

Para este andlisis asintético, se estandunza a M,, de la siguiente manera.

Sean {a,} y {b.} sucesiones de constantes tales que a,; > 0 para cada n, entonces

IP[L‘LS 1)]‘ JP{M <(an+bn]

asi, el problema se convierte en“encontrar lil'mit‘es'(le la forma
H(y) - lim. F"(a,._/ + b,.)

Definicién 2.3 Mdzimmo dominio de atraccién
Decimos que la variable aleatoria Y pertenece al méximo dominio de "atraccién de la

distribucién H (Y € MDA(H)) si existen sucesiones de constnntes {cn} y {d,,}, ta]es
que para cada n,¢, > 0,d, E Ry ’
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My - du _L)

Cn '~

H. e T (2:2).

Notcmos que si la distribucién H es continua en toda la recta real R entonces Ia
convergencia en (2 2) es equwalente a tener que para cada z en R '

i POMi < ca b o) = i (e + d,.‘,) = H(@).

2;2.1. 'Te‘orl‘a cldsica

La. dxstnbucxon limite H(y) de los méximos estnndanzados M azba- " ha sido es-
t;udmdd en forma amplia en la literatura de valores’ cxtremos por mvestxgadores como
Fischer y Txppett(1928) y Gnedenko (1943). En part latj conoce el slguxent.e teorema

(les(lrrollado por éstos tres autores.

Teorema 2.1 (Ftscher- Tippet- Gnedenko}

Sea {),.},,>o una sucesion de vanables alealorzas mdependzentes e idénticamente dis-
’ tnl)mdas Supangase que ezzsten canst(mtes de normalizacion

a,. > O J b,. €R,
tales que
5 [IV[,, ST

IR P L
~ i S.y] -— H(y), cuando .n — oo,

donde H es una. funcwn de (hstrzbucmn no de_qenerada, es dec:r, que no vale 0nil
para toda y. S : :
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Entonces H pertencce a une de’las tres familias:

0o si y<0,

1. Fréchel ~  H(y)=da(y) =19
échel (v) ’ ‘.(ll)‘ { (’xl’{—:’/‘("}; s y>0
o ) ) : . X Y S Y. § . ’ < 0
2. Weibull Hy) = wa(y) = { SPIZC0)7) si y =
A 1 si y>0,
8. Gumnbel H(y) = z\(y)y=}{ exp{ = exp(~y)} -si ‘ vE€ER

La demostracién de este resultado es de naturaleza ’muy técnica y se avanzard en otra
direccién. Un bosquejo de la prucba puede hallarse en Embrechts, et nl (1991)

Los tres casos en que puede clasificarse a H se hdn logrado rcpresentar medlante una
sola distribucién conocida como distribucién’ de valores extremos genemllzada (DVEG).
Esta distribucién sc obticne al introducir un parimetro £, tal que cuando )

&= % > 0 corresponde a la distribucién de tipo Fréchet ®,,
£ = 0 corresponde a la distribucién Gumbel A y,

£ = —,l. < 0 corresponde a la distribucién Weibull ¥,

A continuacién sc" define la D\’EG
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Definicién 2.4 Distribucidn de valores extremos generalizada. (/enkznsan wm Mzse.s)
Se define la-funcién de distribucién He como | o

'exp{—(1+,€y)'.f}'Sir"‘f%"”'“ﬂf ey

I‘IE(_y) = { cxp{—exp{—y}} »Si ) &= 0,»

donde 1 + &y > 0.
. Entonces el rango de Hg corresponbde a-
ty > —£ ' vparn £ >0,

y< =€ pard £<0,
Y E R

Es posible obtener una versx(’m analoga de Hg al mclulr parametros de locu]udcxon y

s eatablece en la deﬁnlclon 2.4.

escala y sustituir y por 472 en la’ expresno ‘para’H, (y) q

La distribucién que rcbulta se'de lstnbumon

de valores extremos g(.nerallzada

JEl tcorema 2. cs in’ resultad muy 1mportantc ya que establece que la distribucién
3 ,asmtotnca dcl mé.xnmo smmpre pertenecera a alguna de las tres familias, Fréchet, Weibull
[} Gumbel sm ‘1mportnr la distribucién original de los datos, que generalmente es des-

k,conocxda, por lo -que se pucden hacer estimaciones sin realizar supuestos acerca de ésta

: ultnna

= Por otra partc, la (llst.nbncxon de valores extremos generalizada resulta cbpecmlmentc' ‘
"'lltll para ‘calcular estxmddorcs de maxlmn verosimilitud ya que en la mayox parte de los
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‘easos no se sabe de antemano a qué familia pertenceerd la distribucion limite de la muestra

de miximos.

2.2.2. Teoria moderna

Un enfoque alternativo’en la teoria estadistica de valores extremos se basa en selec-
cionar un valor de umbral u y estudiar al subconjunto de elementos de la muestra que
exceden al valor de u; llamaremos a los elementos de tal conjunto excedentes. El proble-
ma de escoger un valor adecuado de u se discutird més adelante. Por ahora enfocaremos
nuestro interés en dos variables:

1. Cudntos cxcedcntcs se tienen sobrc un periodo de tiempo fijo.

2. La magmtud de los cxccsos, es demr, por cudnto fue excedido el valor de u.en cada
excedente.

Para estas v.mables, penscmos enla mgunentc aproxlmﬂcxon Snpong ise quc 1" (Icnota
 la funcién de dlstnbucxon comun de lus observacloues ongmales Yiy Yo, },,, cntoncea

la dlstnbucnon de los’ cxcesoq ‘\ u, condxclonal al evento Y; >wes:

VVVI"(u+y)—I“(u)
: 1—[‘(u)

SRS u+ Y| Yo u
Duxotcmos por wy al plmto f'nal a ]d derecha d(, la (llstnbucmn F.

Pickands(1975), Embrechts ct al. (1991) han justificado que siFe 1\!DA(H¢), se pucde
encontrar un factor de re-csmlamlcnto o= a(u) > 0 tal que

utwe

nmzp( = _J|)'>zt)—1—(1+»,fa/)“l

p.m\y>0 1+£y>0y£;60

En el teorema B 8 del apen(hcc B se prcbenta una argumcntauou de este rcsultado.
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Equwn]cntementc, podcmos deur que cuando u T wpr y F.€ MDA(Hf) para nlgun

£ #0, p()dunm CllCOll“‘dl‘ o= (I(u) >0 ml que
Fup)~1= (‘ +€ (u)) T =Gy a(u),8), (2.5)

pamy_>_0,l+;(5,;5y>0 y E£€#0.

La funcién G(y, o(u),§) en 2.5 recibe el nombre de distribucién Pareto Generalizada
(DPG). El teorema B.3 en el apéndice B establece que el parametro de forma § que aparece
en la DPG es ¢l mismo que aparece en la DVEG H para la cual F € MDA(F¢).

Al igual que para la DVEG, en la DPG pueden identificarse tres casos diferentes de-
pendiendo del signo de &: : )

En ¢l caso £ > 0, la DPG es vdlida para z € R* y satisface

Si£<0, 1a DPG ¢
de la distribucién wp'= &

En Smith y Goodman (2000) y Smith (1997) se establccc qu(. cl cnso £ <0 corresponde
; a distribuciones para las que wr < oo,

Como en nuestro caso trabajaremos con datos de reclamacidnes, en principio, usar un

modclo probabilistico donde se tuviera £ < 0 implicaria que pcnsamos en distribuciones

—4que tienen un limite superior finito. Esta situacién no es la que se prctende modelar. Por
lo anterior, consideraremos que € > 0, y que o(u) es un paramctro de escala.
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El caso € > 0, cs el mds adecuado para-nucstra mocdelacién por corresponder-a una

distribucién de cola pesada. De acuerdo al teorema B.3 del apéndice B, tendriamos que
si £ > 0 entonces F pertenece al miximo dominio de atraccién de la dmtnbumon Fréchet

Gy 0 = E que es la familia de colas mas pesadas en la DVEG.

Por otra pnrte, la esperan/a y. la v*munzd de la DPPG existen st & <1 y E < .1—,,

respectlvamcnte. Para obtencrlas se hnce uso dc] sxgmcnt(. teorema
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Teorema 2.2 Si X tiene valor esperado finito y X >0 entonces

oo

BN = [0 s

Por ujemplo, en el caso de la espe

Fa() = G(2) =

B2

- 2
= i
por lo tanto,
R Vg
Bz =12 (2)

siempre que € < % , uysz‘md‘d qucV R[Z] =1 Z2] = (E'[Z])2
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En ¢l teorema B.3 del apéndice B se establece que si la distribucién de Y —u condicional
a ¥ > u s como en (2.5) para u suficientemente grande, entonces F debe pertenceer al
mdximo dominio de atraccidn de una distribucién como la que aparece en la ecuacién
(2.3). Como se verd en la seecidén 3.2, para relacionar los pardmetros ¥ y u, de la DVEG
en (2.3) con los pardmetros £ y o en la DPG en (2.5) serd conveniente reparametrizar

o) = ¥+ E(u— p).

Si asumimeos que f <ly hacncndo uso del valor esperado en (2.6), obtenemos que

. para los excesos ' V;

(@7)

Entonces si grdﬁcamos los puntos (w E[Y w]) pam va.lores de w en todo un

a con_pendiente -,—E—

intervalo, (I(\bcnamoa obscxvar mm lmea rect z

'2.2.3. . Gréfico de la media de los excesos

Una Li.'-chica empleada frecuentemente para encontrar el valor éptimo del umbral u, a
partir del cual los datos siguen una DPG, es la construccién de graficos de la media de los
excesos. Estos grificos se realizan bajo el supuesto de que los excesos Y; —u condicionados
a Y; > u, siguen una DPG(o, £). Si el modelo es correcto, al graficar la media muestral
de dichos excesos contra el valor de u, para u cn un rango de valores, se podra identificar
un valor de umbral u a partir del cual la grifica se asemeja a una linea recta sobre un

mtu valo [u, Up).

Lo .um,rlor se puule llcvar a cnbo de mancera empluca, calculando la media muestral

de loa o\cc(lt.ntcs

Zz(h—u)lm EE

/t(u) Ee T (2.8)
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y graficindola contra u, para wen un rango de valores R

: La mspeccmn sxmple dcl gmﬁco que asf e!obtengm puede danibsk una’id{za de cudl
“ser4 el umbral optxmo si‘es pOSIble ldentlﬁcar un nl X del cual el grdfico sea
p dprox1mndamcnte una. lfnea recta pa.ra tod y > :

Adlclonalmente se construyen bandas de confianza de’la siguicnte manera. .’

Sea ;L(y), la media teérica de los exceso

wly) =

Sean ji{y) definida en (2. 8) y E,a lo estimadores de maxlma verosimilitud de £ y o
a forma de probar el supuesto de la dlsttlbu-

" respectivamente. Smith (1995) Sl‘xgler_e’que
cién Pareto generalizada cs usar.la éstfadx’stlc

"f‘.‘({) TR e

para © un valor de umbral

Para desarro]lar mtervalos de confianza S|mu|amos de la distribucién de (2 9) como’l
;_‘1' 2 99 se genera una muestra aleatoria a partir de la DPG. sobre'f
del mlsmo tamafio que la muestra original, tomando’ como valores de los x

sngue Para 'k
cl umbral u,’;

parnmctros a f, & Para cada k se calculan los nuevos estimadores de mixima vetosnmllltud

» 5“) o“), asf como la, medla muestral de los excesos i) (y).
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Para cada valor de umbral y, se obtiene

o 5 ) (g — _ .
gy = & y—u) & +& W, 12,00 (2.10)
1—£W 1- { LI .

y se determinan los cuantiles 5 y 95 por ciento de esta nuestra, los cuales determinarédn los -
limites superior e inferior de las bandas de confianza para ﬂ(y)‘si el modclo_es adecuado.: -

El proceso anterior se repite para varios valores (lc yen (u, un) a fin de encontrar eI L
umbral éptimo a proponer. : :

A continuacién se realiza el graﬁco (le la medm de los excesos para una serie dc (latos
correspondiente a reclamaciones de reuaeguro en clerta compaiia aseguradora.

de enloa E.U.A.

1200

00 so0 ana 100n 1200 1400

Figura 2.1: Media de los excesos

2.3. Procesos puntuales

Esta seccién describe cl proceso de wclmnacnoncs dc reaseguro como un: Proceso de

Poisson Puntual.

En conexién con las variables 1 y 2 mcncionadaS al inicio de la secién 2.2.2, una
técnica alternativa combina la mformacnén de los valores de 1os éxcesos con los tiempos
en que una observacién excede el valor (lndo de un umbral u.
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Esta Lecmca consxstc en ver a Ios tiempos donde se excede el valor u, I‘l,Tg, Ceey Tk y

alos vnlorcs ¥, Y, 7-,, Y’n como parte de un proceso puntual.

Supongusc que gmhcamos a Iilb parcjns ordena(las (T3, Yr)i  i=1,2;...en un pe-

riodo de tlcmpo de tl aty

15

10

Valor de la reclamaci n
L]

_entonces

N(4) = nimero de reclama io'r_lyes‘;niayq"ré‘s a y,éﬁ el ivnf.érvalo de t‘iempo(t_; ita).
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para cada “indice” A (un conjunto en B((0, T x (u; 00)), obtencmos un conteo (aleatorio) .-

“'n(l:cc El apéndice C. trata con mayor detalle lo que

de puntos correspondiente a este
se¢ deseribe a continuacién.

Definicién 2. 5 Pma Ec R"’, sean B(E) la o- ulgebm de Borcl en L y N un. L proceso
puntual con valores en E o :

Decimos que N es un proccso rle Pozsson puntual con medzda (le mtenszdad (valor

esperado) ju si

(i) Para cada AEB(E’)

"‘ u "‘si /t(A)‘<»00

si_p(A) =00

inicio de esta seccién
edida de intensidad‘A tal que
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para conjuntos dela forma ;(t.,' t2] x (y,00), con 'y > u vale

Si auponemos que el tlempo se mlde en umdadeq de anos, cl niimero de reclmnacloneb
que exceden el vnlor de y =" durantc el aiio ¢ es N, N((t l+ 1] (_/, oo))

En la figura 2 2 se eJemphﬁca de manera gmﬁca un proceso puntual en R2




Capitulo 3

APLICACION A DATOS DE REASEGURO

3.1. Anadlisis descriptivo

La serie de datos original que se emplea no se da a conocer por razones de confiden-
cialidad. Sin embargo, sc realizard un andlisis descriptivo breve que permitird observar
las caracteristicas generales de la misma. Los datos corresponden a responsabilidades de
reaseguro para aseguradoras en Estados Unidos.

La compaiia rcascguradora ofrece cobertura sélo hasta un limite determinado, lo
anterior se refleja en los datos (tamaifios de reclamaciones), ya que cuando la reclamacién
excede el limite establecido, sélo se reporta el valor de este Iimite. El lfimite puede cambiar

con cada reclamacién.

El archivo original contiene registros con la informacién del aifio de ocurrencia, limite
de cobertura y el valor de la reclamacién de cada evento (en caso de no exceder el limite

de cobertura), para un total de 11 afios.

os datos como un proceso de reclamaciones

Asf entonces, podemos pensar-e

)/2

o
VAN A

con censura por la derecha y ‘Nj obsérvac

49
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Afio | Nidmero de reclamaciones | Censuradas
1987 71 6
1988 54 3
1989 62 4
1990 63 5
1991 81 2
1992 68 3
1993 77 3
1994 74 1
1995 47 0
1996 28 1
1997 9 1
Total 635 29°

Cuadro 3.1: Descripcién de la serie datos censurados ™

En estos datos no hay informacién acerca delas fecha

.Una vcz hecho lo anterior, se tienen 635 mucstras.

exactas de’los eventos (mes o

Unicamente con el fin de hacer una primera grifica descriptiva, se supone que las
reclamaciones estdin ordenadas cronolégicamente dentro de cada afio.

La figura 3.1 muestra las reclamaciones acumuladas en el tiempo. En ella se puede
observar que existe cierto patrén anual.
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Reaespansablliidad de reseguro en E.U.A,

soooop

20006p

10006p

T T T T T Laam o]
1990 19891 1902 1993 1994 1906

Figura 3.1: Reclamaciones acumuladas

Por otra parte, ¢l histograma en la figura 3.2 corresponde a la frecuencia de las recla-
maciones en relacion al monto total de las mismas. Los diagramas de caja en la figura 3.3
periten apreciar la variabilidad que existe entre los grupos anuales de las reclamaciones,
la linea horizontal trazada para cada caja corresponde a la mediana M; de los datos para
el afio 4,i=1,2,...,11.

M; Intervalo

My, My, My, Mg, Mg, My, Mg, Mg, M|, | [280,450)
My [450,500]

My, (500,550

Cuadro 3.2: Medianas de los datos de reaseguro agrupados anualmente
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10
1

] .-—

T
1 Doo 2000 aooco 4000

cantidag de reatamacion

Figura 3.2: Histograma de frecuencias para las 635 reclamaciones de reaseguro

La tabla 3.2 agrupa las medianas por mtervnlos. Enkgeneml la dlferencm entre M-

dianas no es tan grande en relacxc’m a'la dlferencla que pued bs /rv

en la dlspersmn i
,_de Ios datos, afio con aifio. g

"Los bordes superiores e mferlorcs de los dlagramas de caja’ corresponden al cuartll
" superjor e inferior, respectxvamente' Ia.s lmeas dlscontmuas mdlcnn la presencxa de datos {

mds alld de los cuartiles.

) A partir de la figura 3.3 puede afirmarse que en los afios 1,4,5,8,9'y 10 la distribuciéh
anual de las reclamaciones presenta colas mas pesadas; ademas se observa que en el afio
ocho el monto de los siniestros fue mayor en comparacién a otros.

El grifico de la media de los excesos para la serie de datos descrita se realiié con-
- ‘siderando umbrales en un rango de a)45 a 500, b)45 a 1000, c)45 a 1500 y cl)45 a 4000 ‘
como se muestra en la figura 3.4.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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2000

valiresde recamaciones

T T T T T T T T
1987 1989 1991 1003 1995 1997

 Figura 3.3: Diagramas de caja para los valores de las 635 reclamaciones de reaseguro

‘Al observar el grifico de la media de los excesos puede afirmarse que la distribucién
de los excedentes sigue una DPG para umbrales entre 270 y 460 ya que en ese rango de
valores se observa un comportamiento aproximadamente lineal: La figura 2.1 en el capitulo
dos muestra la media de los excesos para las observaciones a partir del umbral 350 y hasta
1500, en este gridfico se observa que hay intervalos de umbrales para los cuales la DPG
podria ser un buen modelo en la descripcidn de los excesos.
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P ae enlos E.U.A,

() o L)
E] LB
i e
- B
§
& ‘aoa s vooo 1400 o tooo  @oon  aeaa  <deo
[— Urmiraty

Figura 3.4: Media de los excesos

32 ; Modelos Poisson-DPG

“'A partir de esta seccién se hard uso de la(s) palabra(s) “modelo(s)" en. referencm a’
la* vcroslm ilitud, las distribuciones inicial y posterlor ya las estructuras erarquncas quc

Ilcgucn a considerarse. -

s A'contiuuacién se proponen dos modelos Poxsaon DPG para’los:datos de renseguro’
! dcscntos cn |d pnmera pa.rte dcl capltulo' estos modelos contemplan:los sngulentes casos.

(i) Efectos alcatorios anuales en‘los pardmetros de localizacién y escala.
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Descripcién general de los modelos Pmsson-DPG

Sea N, el nimero (l(‘lOCldlll«\LlOll.

por cncmm dcl nml)ml m p.\m cl afio ¢, donde
t=1,2,...,T" S

ra’ correspond ésirmno ano. Denotaremos por

Sea y! el valor de la i-ésima mue:

b a los excecentes @ ;

cada aiio {:

(n) N, se dlstnbuyc Pmsson(z\l)

(b) Coudxcmlmlmcntc cn el vulor dc N,, las “var ablcs alontorms Xt £ X4, 5.0, X4, son
‘independientes y con ldentlca distribiicién dada’ por Ia Dmtrlbuélon Pareto Gener-

alizada, DPG: S :
1= (1+£[”') S
: +

Donde x4 = max(x,0), o> 0 es un pardmetro de escala y 0, cs un pardmetro de

PXES 2|V > 0)

forma, ambos para el afio t. En Smith (2000) se presenta una discusion respecto al rango
de valores de &. El caso £ < 0 corresponde a distribuciones cttyo soporte tiene una cota
superior finita, entonces si tal pardmetro de forma fuese negativo, estariamos pensando
en observar datos (de reclamaciones) que tuvieran tendencia a acumularse cerca de una
cota superior, lo cual no tiene mucho sentido en datos de reclamaciones. Por lo anterior
consideraremos que & > 0.

Asi entonees, la verosimilitud para el aiio ¢ es

Lo = P(No=m) xvf(zvi,zé,- T [Ny = 1)

)\;‘lé;\g ‘"“1' 1 . (l+h)
—(714)! x‘]_;ll: U_t_(l—'—f ) (3.1)

O]
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,"(3.2) 7'

(1+Et( % ))+ :

SO = "/Jt + Eelu— ),

donde p, es el parametro de locallzﬂmon que aparece en la DVEG

Si a(lemas consxderamos que los datos fueron censurados reemplazamos los factores
(1) en la ecuacmn (3 1) correspondxentes a observacno s ce'suradns por

1o
M Ciea,

,‘ NMeoac i oy
Ll=/\le‘, XH(_I'

Donde S P
4, = {z = {1 2,. ,nt} i no fuc censurada}

BL = {z e {1 2 ,n,} :c‘ fue cenqurada}

y #(A) + #(Bl ’= 711




- Modclos Il’ois;sénf-DPG" o : : : ' ]

“ De tal manera que sustituyendo.los valores-de la reparamectrizacién

L o= L '+£l(iz+j‘;':¢)).—%“.f‘

L=

x H (T/)e + ft(k::— llt)) (zL)

. 'lEUL b

donde k; es'el valor dé’censura para‘y;.

Entonces,

. ie-,(sf,%«-w>;* .

n,!

x II. (1+

N leﬂlv .
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y por tanto la verosimilitud para.los ailos:1-a.11 se expresard como - - -,

‘l[lI"‘L,t(é;l 0

¢ excesos tal qu

donde (z1,x3, ..., T11) 65 cl vecto

con iVy,

(3.3)

de su Jdcobmno

T(@) ; = '..:';‘Tdon'(lc =
¢; = log(yy)i i
¢ = log(y)

T11¢h

""(l‘h/l%
1, 2, ..,11

)“llr/‘r

I
1

T I
|47 = T1 e* x e?
Lol
entonces, -

E=(nftay e o e TE B B2y oy B, W, TR, E)
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y la distribucién posterior se calculard como

CPElmy T @) < Ly 2| TTHE)) X 1]

3.2.1. Eféétdsa[é}ﬂ’;oric‘)vs{en locallzacmny escala

loq pammetrm dc
odelo complc-

vac] III f [L ‘r, S
: N N
vael Il /ll, f.,/t” ¢|,....‘,‘¢|1 g

; NiVel 1‘

rias mdcpcn(lxcntes dmlo el v.llor de ([L, Tl)

/i: ~ N(/@zl/t,"T?

Ly pam la escala, suponemos que (¢., ¢2, Ve ¢”) son va.rmbles alcntorms mdcpcn(llenteb

d.\do cl valor de (¢, 73) y tales que

bo=log(w) ~ NigllogW), ) . (38)

donde log(y) = ¢
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Por otra parte, la (llStl‘lbllClOllL“- COll_]lllltdS dc IP(;t, ) Il’(qﬁ, ) 9(. HlOdQldl‘dH de la

siguiente forma

(3.6)

donde

H’(ul& 7{ ) ~ N(«S ‘r.) Y : ﬂ’(rflu b) G'I(a b)

tal que G'] denota una’ dxstrnbucxon Gam a Invcrsa y'los hnpexparametros d,a y b se

cons:dcran fijos.

por lo tanto

B 1 -;}?m—h’ ko1 I"““';"! :
P(/t, Tl2) = 72—-7;0 ! X mj (—) [ (3.7)

2+a+l o ‘_' 2
()" e
7i . .

Sabemos ademds que

Il
B

Py, ooy e, ) Ppnpe, 78y - (3.8)

1 - tor—?

T

1 ,)T (L) ERE IR
2r) \1t)" o

i
=

L ~~
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asi, (lé:(3.7) y (38 se 6liticlz'r17'e auie

: o Z4ita+l —8)? g —n)?
GG T = c(“x. b) (Ti?) i J’[M(' DAL (3)

De manera analoga, obtenemos las expresxoncs para el -pardmetro de escala,
¢L = l"!](‘/’l)v e : ; )
donde ¢ = log(v), como. ioné anteriormerite,

- Para la distribucién conjun

”’(¢In, 7'2) x lP(T Ia ﬂ) o (3.10)

i P, ) 1P(¢ 72)

donde

P ~ N )y Prlas B) ~ GI(a, B)
y tales que 17, a y', B se c'o'n'sideninﬁ_»j‘c’)s. ‘, O

Por- lo tanto

) E . i § _;1, _',2 aa oa+1 _ '
Pé,73) = \/—Mz " “ " x P‘?a) ( ) e k] (3.11)

r_(a ﬁ) ( 1 )Lm“ -;?(B*-}(O-'r)’).

(3.12)
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Sabemos ademds que

Py, brldy3) Hﬂ’(¢l|¢,rz) L Sl (3.13)

'-;},(n-ﬂ”'. o

-5 Z;’;l #e-9)?
2

distribucién - -’

IP(E) = _”)(/‘l;' . l‘l‘l‘T}l I3 le)

Cou el fin dc obtcncr una versxon llgemmente més general delas dxstnbucnones con_]un-~
tas a priori, P, 2y IP(qS, 2), se mclulrnn los hxpcrpammctros vy v, respectlvamente,,

de tal manera que
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/L T|) = NC’]([I, 74 |¢$ Ta I))

P(p, Tl2)

N(/LIJ 'y‘r,) x GI('r |a b)..
' )’““ --k;m,l-un—a)’

¥ se obticne que

_;,1',(M,x,.(,.'.'a)'?f.}v2;":,(,.._,.)2) (3.16)

[ (TN IS T,) = ¢(a, b)..\/._. I‘

De manera amiloga, al/ haécx‘ Jos _’c;ilclilo's'para el par;imctro',de‘cscayla tenemos -

PO = N@inrd) Gl 5

,_‘. 8 %+n+| : ’_nz .
= c(a,ﬁ)\/_( ) J,(+,l-( y

v se obtiene que

:,[+l+(;+l _ ‘ 2 T oo )
Py, e B, T2) = c(a,ﬁ)% (%) ,...2" e’,#;f(‘ﬂnl;(. LS DI m)‘ (3.i7)




una dc lab siguientes opciones

(i) Hacer a, b, oy B muy pequeiias.

toda ld recta. .

Es lmportante not‘.ar que sn se reallzamn
" distribuciones posterlor(.s cercanas )

De tal manera que /-

P(E|y,.. 5 Y1)
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El parametro = contiene en este caso un total de 27 pardametros, esto cs
- (/t,,/tg, .. ,[L||, 1T b1 bay . Pty @, T4, E), los cuales serd necesario estimar a f'n :

) (lc estableccr la dlstnbucmn posterior de las reclamaciones.

‘_3‘.;2.2. nE_fe'ctos aleatorios sdlo en escala

Sx cstudmmos umcamcnte los efectos aleatorios en la (-smla, se, omnten los parametros
([tl, 2oy per) del modelo jerdrquico descrito en la subseccion dntcnor y sc sustltuyen por ‘
un sélo parimetro de escala; y, cuyo valor no dependerd (l(' t, cl numero (lc ano Entonccs

el modelo jerdarquico que se propone en este caso es

Nivel 111 4, 7) b, T2 (]‘irm‘in‘l"’(é);Aliir'nysup(f)“)
ol N
CNivel T g gy But g

,yl...'yuf !

* Nivel 1

0, 49 rcspcctwamente

Sc proponc cutouceb na (hstrlbuc 6n normal para cl pdr«unctm genm al (le locahzamon
" .que no dcpcndem dcl tlempo, de lu qu,luente forma == :

P(/L) ! 72_;;3 #(;T-A)z

N(y!5,7

y los hiperpardimetros 6 y 'y ‘se f‘Jarnn de manera que la (hstrlbuclén mlcml de u refle-
je poca informatividad rcqpecto al vulor (Ic la localuacxon y dc cstu mnncra los datos
mcorpoxcn informacién al modclo S :
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Por otra parte, se supondm mdcpenduncm a ])I‘l()ll entre I«Ls dlstnbuclones de 1y
(&1, - .,¢l,¢, 2)y & de tal forma que e : o

PE) = ”’(l;) x f(¢1,--',¢r'¢, 3) x (m_l—o,a) Tooi00(8) x |J7-1].

y de manera analoga a como se obtuvo la distribucién posterior en el modelo que contempla
efectos aleatoiids anuales tanto en localizacién y escala, podemos expresar la distribucién
posterior en este caso como sigue :

PEy,. ) & ILI{ (l+:z-f:(u-;-))é

X

L enar-p) D

En estc caso = se reduce a
conocer cl valor de 15 paramctros para e ablccer la dlsmbucxon postenor de las recla-

macxoucs

- En la siguicnte seccién se propone un- método para cstimar el valor de = tanto para
¢l modelo con cfeétos aleatorios anuales en localizacién y escala como para el modelo con -
efectos aleatorios anuales dinicamente en la cscala, usando métodos de simulacién Monte
Carlo y las distribuciones posteriores descritas para cada caso.
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3.3. Simulacién de la distribucién posterior via
Metrépolis-Hastings

Por convenciencia numérica y a fin de simular valores para los pardmetros de las dis-
tribuciones marginales posteriores en los modelos 3.2.1 y 3.2.2, consideramos cl logaritmo
negativo de la distribucién posterior correspondiente a cada caso, de la siguiente manera,

Caso I: Efectos aleatorios anuales en localizacién y escala P

Para el logaritmo negativo de la distribucion inicial conjunta de : -

sc tiene

log(IP(E)) .
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(1) '°é[<1+fe

¢ (ks — ‘l))+]

i

IR SN R

A Lo i s
donde = significa “cn relacié

!¢ll!¢) 7-2216)7

serd

= lqg(lf’(?))'.‘ :

= log[iP(Zly,, ..., Y1)}

11



] ’r'dltc_lraﬁg:
+Z Z {¢t

=1 IE‘A;‘ 3

. ZZ{ (%) '

AL L : L L =
donde = significa “en relacién a una constante a(htnvn rcspccto a=Z

Slmulacxén de los parametros :

P(\ru estimar los parametms en umbos casos, de acuerdo con Smith y Roberts (1993),
st llevé a cabo una simulacién mediante un algoritmo “hibrido” Gibbs-Metrépolis-Hastings,
s decir, se actualizaba un valor de cada pardmetro a la vez mediante su distribucién pos-
terior via el muestreo de Gibbs, después se modificaba el valor del parimetro por una
cantidad aleatoria pequefia y finalmente se usé el método de Metrdpolis-Hastings paré.
decidir st aceptar o rechazar el valor modificado.

De esta forma, ¢l proceso de estimacién es una simulacién de Monte Carlo via Cadenas
d¢ Markov en la que la actualizacién de los valores de los pardmetros desconocidos se
realizd de acuerdo al modelo jerdrquico descrito en la seccién 3.2.1 para el Caso [ y de
acuerdo al modelo jerdrquico que se especificé para el caso I en la seccién 3.2.2. '

En ambos casos, se generaron cadenas de tamaifio 15,000 para cada pardmetro y se
trabajé con los tiltimos 5,000 valores para simular el valor de los excesos y con ellos realizar
una estimacion de las probabilidades de pérdida futuras de acuerdo a la metodologia que
se describe en la siguiente seccién.
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3.4. Simulacion del valor de reclamaciones futuras y
estimacion de probabilidades de pérdida

Simulacién del valor de las reclamaciones

Dado el valor =0 = (17, {9, 09, T;‘(i), &0, & o0, 22y i e IV en el Caso
Iy ZW = (), 0, ..., o), ¢, 7200} i € N en el Caso Il y para cada aio t = 1,...,11,
se simulan j procesos de reclamaciones, j € IV en los siguientes pasos ;

(i) Se simula una variable aleatoria NV, del nimero de excedentes en cada afio tal que

N¢ ~ Poisson(A,)

donde

(if) Dado el valor de N en (i),

. variables aleatorias que siguen

donde o :

(iii) Se ék_\]cula yg,;:céinq Zy,¢+u donde'u cs el Val(v)r"dqlvflunbral.
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El pmso (l) puede lcﬂllZd!‘ﬁC dlrcctdmcnte Dl ])ASO (u) se:puede llevar a “cabo via®

) lnvcu.lon, como SL dcscrll)c enqegmdd '

1 Generar'y ~ Umf(O 1)

2. Sustmur cl valor cnlcul'ulo en (l) y el v.llor de lo‘. parmnetros corrcspondlentcs en

i ((1 "'w 0-1):

Después de ochner los valores (le los cesos, el ph_so (iii) pilril calcular el valor de las

reclamaciones es dlrecto :

. De csta forma se obt_ien‘eriv’j procesos de reclamacién

Estnmacxén de las obabllldades de perdlda

Pam cada J-ésimo. proceso dc rcclumacmn se cnlcula Z(J) cl valor los ‘excesos acumu-

: ld(lOS parﬂ cada zmo t

11 Nl .
ZU) — Zz-’/t(.]k)

t=1k=1

. Después usamos el valor de ZU) para obtener un estimacdor empirico de la distribucién

“predictiva

] - Z?:l I(zU)—:'>O].

pn=IPZ > 2" "

Finulmcnte,'si' ordennmos los valores estimados g, es posible obtener intervalos al
o x'100% de conﬁanza con a e (0, 1), para la probabilidad de pcrchda si se toman los

cuantiles (le orden (% ) y (1 — ﬂ) como valores para los limites mfcnor y superior de los

mt.ervalos, lcspcctlvamentc.
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Hiperpardmetro | Caso I | Caso II
[ 2200 2500
¥ 100 10
a 10 0.5
b 10 0.5
1 5.0 6.4
v 50.0 1.0
[<3 10.0 0.5
B 10.0 0.5

Cuadro 3.3: Valores para los hiperpardmetros

3.5. ,Anélisis de resultados

" A continuacién se explica la manera en que se implementaron las metodologlas descn-v
tas en’ las secciones 3.3 y 3.4, para ambos modelos y valores de umbml u=145 Y u -300.
- Los grificos o figuras de las que se hace referencia en esta seccxon se realxz 'on para Iosr

_dos valores de u mencionados.

Efectos aleatorios anuales en localizacién y escala

Se analizaron los resultados para diferentes valores de lnperpar metros, _de acuerdo "
con las ideas explicadas al final de la seccién 3.2.1 pata. tener una. dlstnbumén lmcxal del
pardmetro no informativa. - : : B ’

analizé la convergencia de las mismas. Enseguida se hablard de Ios resultados que se‘ :
obtuvieron um(.amcntc con dos casos que se consulemron de mayor 1mport. . y
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Hiperpardmetro | Valor
[ 3500
v 1000
n 6.4
v 1.0
a1 0.5
B 0.5

Cuadro 3.4: Valores para los hiperparimetros

15,000, se considerd un “periodo de calentamiento” de 10,000 y se trabajé con las Gltimas
5,000 muestras del pardmetro.

Con los valores de Z(V, ., Z(5900) g6 verificé la convergencia de las cadenas para cada
pardnietro considerado en el modelo, mediante los grificos de promedios ergédicos. En
el apéndice D se muestran las figuras de los promedios ergédicos de algunos pardmetros
seleccionados para los Casos 1 y 11 y los valores de umbral w = 45 y » = 300.

Una vez comprobada la convergencia, se analizaron las autocorrelaciones de las cade-
nas y se eligioé una de cada 100 observaciones; al estudiar la autocorrelacién de las nuevas
cadenas se comprobé que ésta ya no fuera significativa.

Las figuras en el apéndice D muestran los diagramas de caja para las densidades
-marginales posteriores de los pardmetros de localizacién y escala, para el caso de las
localizaciones puede observarse que cl efecto en estos pardmetros no es significativo en
ninguno de los casos, en cl sentido de que la distribucién final para los parimetros de
‘localizacién no cambia significativamente de un afio a otro.

Efectos aleatorios anuales sélo en escala

En virtud de que aparentemente modelar efectos aleatorios en la localizacién no nos
da informacién relevante, se planteé estudiar el modelo sin éstos, con valores para los
hiperpardmetros que se muestran en la tabla 3.4 y valores de umbral v = 45 y u = 300,
por lo que se analizaron un total de 2 casos para este modelo.
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Los valores que se fijaron para los hiperpardmetros de j se eligieron de tal manera que
la distribucién inicial en la escala no influyera en el valor final del pardmetro y permitiera
que los datos aportaran la mayor informacién posible a la distribucién final, :

En este caso se usaron también muestras de tamaiio 5,000, después de eliminar 10,000
simulaciones del “periodo de calentamiento”. Con el objeto de 'ma]imr la convcrgencia
de la cadena se calcularon y graficaron los promedios ergédicos para cada .uno de los :

pardmetros (ver figuras en apéndice E).

Un andlisis previo de autocorrelogramas nos lleva a tomar una de cada 100 observa-
ciones de forma que las autocorrelaciones de cada pammctro no sean sxgmﬁcatlvas como
puede verificarse en los autocorrelogramas que se anexan en el npendlcc E. o

Los diagramas de caja para las densidades marginales posteriores de los parfimetrbs DR
considerados en este modelo se muestran en cl apéndice E. En este caso se observu que clr,'

clecto en los pardmetros es significativo.

Dado que en el modelo que considera efectos aleatorios anuales para la locali
la escala no se observaron cambios significativos en los pardmetros, se
futuros de reclamacién de acuerdo con Smith (1996) y la mctodologm expllcada cn' laff

seccién 3.4, sélo para el modelo que considera que ¢l pardmetro de cscala. cambia’ con el
aiio de reclamacion 2. :

Una vez simulados los procesos de reclamacidn se calcularon ]as sumas acumulo.dns

ZY para j =1,...,99 para todas las reclamaciones de los afios 1 a 11

Con los valores Z(), ..., Z y diferentes valores de 2*, la mixima, cantidad esperﬂdn
del total de reclamaciones acumuladas, se calcularon estimaciones para las probabllldades
de pérdida py,...,pss y dados los valores estimados 3, n ='1,.7.,99, se tomaron los
’\'mlores de p5 y pas como el limite inferior y superior, respectivamente, para obteiie'r inter-
valos al 95% de confianza de la probabilidad de pérdida (lndos los dlferentes valores de’ .
2t : :

En el apéndice E se muestra el }ustog,rama del monto de las reclam cnones sxmulada.S;

" para_dos procesos de este modelo: uno con u = 45 z,,— '300. _El mimero de
" reclamaciones por aiio, N,,Nz,. . .,N“, quc sc qnnularon _para esos mxsrrios procesos se
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t /, con u =45 | Ny con n = 300
1 65 27
2 44 26
3 52 37
4 62 32
5 89 39
6 83 49
7 64 50
8 74 30
9 43 12
10 26 9
11 9 4

Cuadro 3.5: Niimero de reclamaciones N, simuladas por afio

muestmn en l'x sngulentc tabla.

Sl SC COH] paran

(1) El hlstogmnm y los valores Ny, Ny, ..., Ni que se obtuv1cr0n para el proceso de
|mulac10n de las reclamaciones con u = 45 (Tabla 3.5), contra

( ) El hlbtogrdnm y valores para el ntimero de. reclamaciones que se mostraron en la
f‘gum 3.2y en la tabla 3.1 del capitulo 3, correspondientes a la seric de datos original,

‘se puede decir que el modelo con efectos aleatorios sélo en el pardmetro de escala, parece
ihcorporar la informacién de la muestra de forma adecuada y entonces puede pensarse que
los valores simulados de la distribucién final del pardmetro, las reclamaciones futuras y
la estimacién de las probabilidades de pérdida arrojardn resultados que seran una buena
aproximacién de lo que pudiera suceder en un nuevo proceso de reclamaciones. Cuando se
usé el umbral # = 300 en este modelo, los valores del niimero de reclamaciones anuales
fueron menores a los que se obtuvieron con u = 45 (Tabla 3.5) en la mayoria de los aiios,
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‘esta situacion es intuitivamente congruente con lo que sucederfa cn la realidad, ya que
al elevar el valor de uinbral u, serdn menos las reclamacibﬁes que lo sobrepasen en cada
afio b e ST

Los‘iutérvalos de confianza al 95 % para la probabilidad de pérdida respecto al! monto
~-acumulado de reclamaciones z* se anexan al final del apéndice E. Se observa que para
“valores pequeiios de z*, estos intervalos son de poca amplitud y contienen valores cercanos
& uno; a medida que sc eleva z*, la amplitud de los intervalos es mayor y sus limites se
: van haciendo més pequeiios, sin embargo, si se consideran valores muy grandes de z* la

amplitud de los intervalos disminuye y sus limites toman valores que van acercdandose a
cero, ¢l limite inferior a una velocidad mayor que el superior. Este comportamiento es
intuitivamente adecuado pues mientras mas grande se considere 2*, disminuye la proba-
bilidad de observar montos de esa magnitud. La importancia de estos intervalos radica
entonces, en que a partir de cllos se puede tener idea de qué tan factible serd observar
valores de determinada magnitud y a partir de esto, es posible definir por ejemplo, en el
caso de una reaseguradora, si s¢ tomardn posiciones de alto riesgo, dependiendo de los
montos de pérdida esperados en caso de que ocurrieran siniestros de tipo catastréfico.

En el apéndice A puede consultarse el cédigo en S+ con el que se simularon los
procesos de reclamacién y el valor estimado para las probabilidades de pérdida.




CONCLUSIONES

En diversos problemas en que se modelan datos usando métodos estadisticos, es comin
que exista mds de un modelo que proporcione una aproximacién adecuada de lo que se
desea estimar, Por esta razén, es fundamental hacer una evaluacién del modelo que se ha

propuesto en el iiltimo capitulo de este trabajo.

Dadas las caracteristicas de los datos y ¢l fenémeno que describen, una buena opcién
es haber propuesto un modelo a partir de las ideas que se han desarrollado en la Teoria
de Valores Extremos, con un entorno Bayesiano. Bajo este esquema, la forma del modelo
que se propuso estd perfectamente sustentado de manera formal y el problema se con-
vierte en un asunto de eleccidn y aplicacién de herramientas estadisticas para definir de
manera adecuada los pardmetros y la manera mas conveniente de simular sus valores y

posteriormente valores predictivos de nuevas reclamaciones.

De acuerdo con lo que se dijo en la seccidn 3.5, considerar efectos alcatorios anuales
en los pardmetros de localizacion no contribuye de forma significativa para explicar los
datos. La validez de esta afirmacion puede constatarse en las figuras D.8 y D.11 del
Apéndice D, en donde se observa que la distribucién marginal posterior de los parimetros
1, 1= 1,...,11, no cambian considerablemente de un aiio a otro. Esta observacién indu-
jo el anilisis de los datos usando el modelo inicial pero suponiendo que el parimetro de
localizacion podia considerarse independiente del afno ¢, para t = 1,...,11. El pardmetro
de escala sise modelé usando efectos aleatorios anuales. Con éste tltimo modelo se ob-
tuvicron resultados que corroboraron el hecho de que los efectos aleatorios anuales en la
escala son significativos (ver Figuras E.7 y E.17).

Por las razones anteriores, el segundo modelo puede considerarse adecuado para des-
cribir los datos y simular nuevos procesos de reclamacione. Si se comparan las Tablas 3.5 y
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3.1, se observa que con cste modelo, los valores simulados para el nimero de reclamaciones
anuales que se ilustran en la Tabla 3.5, para u = 45 son similares a los que se tenian en
la Tabla 3.1, como parte de la informacién inicial de la scrie de datos. Por otra parte, el
nitimero de reclamaciones por aiio simuladas cuando el umbral se eleva a 300, es inenor en
relacién a los valores que se obtienen con u = 45, lo que corresponde a un comportatniento
que coincide con lo que se esperaria intuitivamente (ver Tabla 3.5).

Tomando en cuenta que se definicron distribuciones iniciales poco informativas, puede
afirmarse que la manera en que se establecié el modelo que considera efectos aleatorios en
cscala solamente, permite que la muestra aporte suficiente informacién para obtener dis-;
tribuciones posteriores de los pardmetros, que caracterizan adecuadamente la dnstrlbuclén':
de las reclamacioncs, esto se confirma en las Figuras E.7 y E.17. . :

‘ Por otra parte, al estudiar los histogramas de frecuencias para valores predicti‘vos de -
nuevas reclamaciones, que se obtuvieron después de simular valores de los parametros, se
puede afirmar que las simulaciones son congruentes con lo que se esperarfa en’ un nuevo
proceso de reclamaciones (ver Figuras E.9 y E.18).

Por otra parte, al analizar los intervalos de confianza obtenidos en el Apéndice E, la
reaseguradora podria establecer limites de responsabilidad de manera conservadora o de
mediano o alto riesgo, pero con bases sustentadas en la factibilidad de incurrir en posibles
pérdidas que pudieran afectar su estabilidad financiera. Asf por ejemplo, si se analizan
los intervalos de confianza obtenidos para un umbral u = 45, puede suceder que con una
probabilidad mayor a 0,55, la reaseguradora llegara a tener pérdidas de z* = 395, 000. Lo
mismo sucederia al considerar ¢l umbral « = 300 y un valor 2* de 701, 000.

La ventaja de haber propuesto un modelo completamente Bayesiano consiste en que
una vez que se cuente con nueva informacién sobre el proceso de reclamaciones descrito
_cu el Capitulo 3, seria posible incorpararla al modelo ya establecido y obtener nuevas esti-

“maciones y conclusiones, no sin antes llevar a cabo una validacién del modelo modificado.

La validacién formal y rigurosa del modelo con efectos aleatorios anuales sélo en escala
que se propuso, asf como de ajustes posteriores que se hicieran al mismo, se puede llevar a
cabo como trabajo posterior, siguiendo la linea de investigacién de los estudios referentes
a la robustez de los modelos Bayesianos y andlisis de sensibilidad de las inferencias poste-
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riores debido a los supnestos iniciales, que se han llevado a cabo por investigadores como
Leamer (1978), Berger (1984), Berger y Berliner (1986) , McCulloch (1989) y Wasserman
(1992), entre muchos otros. Algunos de estos métodos para verificar el modelo, incluyen
pruebas para observaciones aberrantes, grificos de residuales y grdficos normales y se
consideran como pruebas Bayesianas de tipo predictivo-posteriores, en las que se buscan
incongruencias entre los resultados obtenidos y los esperados bajo el modelo supuesto. De
forma paralela, pueden cmplearse técnicas no Bayesianas para checar los modelos y sus

modificaciones como se realiza por ejemplo en Atkinson (1985).

TETA TESIS NO SALE
E LA BIBLIOTECA



Aplicacion a datos de Reaseguro




Apéndice A

Programas en S+

A continuacién se presentan los cédigos de S-Plus que se emplearon para realizar el
muestreo de Gibbs en el apartado 1.6.1 de este trabajo.

gibbs <~ function(m,t,Y) .
set.seed(100) °

vsuml‘_;‘sur'rrlv(Yl)‘ :
sum2_sum(Y2)
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Lam[t] <~ rgamma(i,i+sumi,0.01+t)
Fi[1] <- rgamma(1,1+sum2,0.01+562-t)
vec <~ FD(Lam[1],Fi(1},Y)
Prob <- vec$p
z <= runif(1)
if (Prob[1]>=z)

{ Testrella{1]_1 }
for(j in 1:51)

. . :
Sif ((Prob[_]]<z)&&(z<-Prob[J+1]))
{Testrella[l]__]ﬂ}

sumi: sum(Y1)::
’ suni2,__si1;n(Y2) :

Fili]. -<— rgAamxl{“(i i+sum2 O 01+52 Testrella[l 1D
vec: <- FD(Lam[l] FJ.[:L] Y) ‘
permlt <- vec$toss
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Prob <- vec$p
z <= runif (1)
if (z<=Prob[1])

{ Testrellalil_1 }
for(j in 1:51)
if ((Probl[jl<z)&&(z<=Prob[j+1]))
-{ Testrellalil_j+i '} =
print(cbind(

: } . S '
write (LAm' i sp2000/users/AMR/1amda out" ncol=1)
"_wrlte(F‘J. file sp2000/users/AMR/f1 out", ncol=1)
wwrlte(Tes, f:l.le-"c /sp2000/users/AMR/Tes out:“' ncol=1)
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FD <- function(lamda,fi,Y)
resultado <~ 0
denominador: funci
for (1'in2:52):
" denominador_denominador+funcion(l,lamda,£i,Y)

probab <-
prébab[i] :

n(1,landa,£i,Y)

Y1<— o
R AT T
“suml_sum(Y1)
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sum2_sum(Y2) T
f_ exp(log(lamda)*5um1+log(f1)*sum2-’l‘e*(1amda-f1))

return(f)

fdvec <- list‘(p=proﬁab,tipss'=.;ésix1t‘ado)‘  .

"El slg,ul(:lltc codlgo corresponde al programa que se empleé para axmular los vqlmes
',dv los cwcsoa dc acuerdo a la distribucién posterior obtemda en la seccién 3 4,.

s?ffy}i{r‘i‘ction} (n, 04

it smus[m]
- phlt sfislm, ] -

: lam atl”(1+(x:|.t[m]*exp(-phu)*(u-mut))) ( 1/x1t[m])
exp(ph1t)+(x1t[m]*(u-mut)) '

"j/»for(_] in~1:11)4

,Nc rpols(l lamdat [j})
For(k in 1: Nt){
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xt(j, k] (slgmat[J]/(x1t[mJ))*(((1 (runlf(l))) (- x1t[m]) 1))
} . .

_ ye[jis sum(u+xt[J ])
oz z+yt[J] e

“print(cblnd(m))

: 'Qf;té(f(fééﬁlté);‘fiie="c:/sp2000/users/AMR/excess.out")
':{lﬁfite(t(zfin), file="c:/sp2000/users/AMR/zfin‘oqt“)
iwrite(t(Prob), file="c:/sp2000/users/AMR/Prob.out") -
}
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Aspectos formales de la Teoria de
Valores Extremos

Definicién B.1 Funcidn inversa generalizada de una funcidn mondtona
Counsidérese la inversa generalizada para una funcién mondétona no decreciente i
h=(t) =inf{zx € R: h(z) 2>t}
En particularysi ¢ €(0,1]'y F.cs una funcién’ de distribucién”

Q=i RIFE >0
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Definicién B.2 Variacion regqular

“ (i) 'Una funciénpositiva y Lebosgue-medible £ definida sobre (0, 00) se dice que es de
variacion lenta en'co'si o . ‘

) y sc;_dc_noit’;vle €.y,
(i) : :

y se denota’
1-F(z) la

—a paralac

) terprctu como e

hm nF(c,,A -+ d,.) =




A 5])(»(:@5 fOfnzales fle_ la Teor le "(‘.'-IIQI“CS Ex;rémos ‘ 89

; Tepremh'B.l ‘M(izi_mokdo'm,‘

‘per necc al mdzimo dominio de atraccién (MDA) de lu

salo st F(T) =27 . L(z) donde L es una funcién

La juncwn de rlzstnbucwn
distribucidn Fréchet {®q a >0} si
de variacidn lenta o

Nota I. Si la_ funclon de dlstnbucnon F‘ es tal que F(z) = x7° - L(x), con L(z) de

variacién lcnm, entonces e

Pitz) ., (tz)“’-L(t:::)’
AT T BT I

—a L(t:r) :

TGy

: quc eS' contmdlctono
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Teorema B.2 Representacidn para funciones de variacion regular -

La demostracién’a este teorema pu’ede encontrarse en Embrechts et.al. (1991)'.'

Teorema B 3 vCaructe zaczon del Midzimo Dominio de Atracczon (MDA) para H‘
Para £ E R" la

_quzentes condzcmnes son equivalentes

(n) E‘zzste una’ funcwn pasztwa y medible a(-), tal que st 1 +£:c > 0

lzmuT,.,,

F(u+za(u)) (l+ fz)'ﬁ;-’] st E#O

A cont.muacnén se presenta solo un bo: o ] racién pa.m elcaso £ > 0 y

dSllmlcndO que F ¢s contmua En de Haan (1970) se puede ‘encontrar una prueba ngurosa .

Demostracmn (Bosquejo)

Scz)llf>0yas%>d.~.
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Tenemos que

He(z) (Iu(l + £2)

= cxp{ (1+£1:) %}
= exp{ [ (a+:l,)]"'} :
= v"(;,;(;‘(a‘,;t'z))’.- t
donde ®,(z) = exp(—z~) es: ld. dlstn uc on; I‘rcchct Entonces si.F pertenece al

mdximo dominio de atraccién (Ie HE se_tieng’ quc E pertencce al médximo, domxmo de

atraccién de @, para o = %

Por cl teorema B.l’podénibs cbhcluir

Usando el teorema de reprcscnt
z >0 tal quc para tocla z > z :

7 F'(z') = c(z) evp {/ J(t) }

z

acién’para funciones de variacién regular B.2, existe

donde e(-) -y +48() son Vfunéioxilc_s'_ medibles tale que :




92 ) ‘ . .'APENDICE B
Sea u) € R tal que si u > g,

‘u -+ :i:u(u)"* (1 +r—

Sea uy € R tal que’si . > Uz S6(u) = a yus. E R tal que siw > u;,,c(u)
Entonces, pdm xz>0 y u > umx(z, u.,ug,ug) tenemos que '_

1L+za(1t)~(1+—)@>,u>z"

. i g ku+zu(u)‘ | =
F(u+ za(u)) e{u + za(u)) - oxP { ! _th}
F(u) : c(”) : o cxp{— Fo

~elusa(u) s
) _‘—)—p{ /

e(u + xa(u))
c(u) -8

c(u+.7:d(1¥)) o
o) ¢

144

%

cuando u —) oo, umformemente

ecl s et’ al (1991), teorema A3.2.
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Asi entonces, si.z > 0y v > max(z, Uy, Uz, uy), -

~ . o S s
Fu+xa(u)) i) ‘1
—F(_J)___.. - (_.y) a‘-l/ 'rdT

i

= (1+f .
[a4

* Nota: en Embrechts et.al.(1991) se obtiene

d(ur)
&(u)

uniformemente en 7 sobre conjuntos compactos de (0, o).

~—1 cuando u— o

. Es decir

. F(u+za(w))

-1
o ' F(u) = (1 -+ f.’E) £,

" Ahora asumimos (ii). Para el conjunto "

{:r ER;:F(z)>1~ %}= {:1: eER: % > F'(:n)}‘

Sea

dy = inf {:1: ER: F(z) =1~ %}

- (-3
{1

uxpv{—a [log (1 + -:;:) - 1‘0‘!](1)] }
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La sucesion {d,}.31 es tal que

(1) dy, < dyysing < na.

(i) My DYoo dy =wp.

Por continuidad ‘por la derecha de £~ tenemos que

1

; > F(‘lu)
Supongamos ahora qucr

15

‘I_l > F (ll")

es decir
F (II ) >1-=
n .

Pcro por t.ontmul(ldd por la izquierda de F en (l,,, dado E=¢€p= F‘(d,.) - (1 - —)

existe x; < d, tal que
CF(dp) = Fze) < €= F(d,) - (1 _ %) ,
es decir
m‘)‘;l;i'
ST

lo cual cs contmdxctono por clcf‘cnou dc d

Entonccs Lonchumos quc por cont;mmdd(l dc F :
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,l’l:ﬁ(,/,,)(l); L (B.1)

Sca o = % > 0, usando la hipétesis (ii) con v = d,, obtenemos

N Pdy+ zaldy))
(“’“) s i F(dy) -

Vi nF(d, + za(dy,))
oo nF(d,)

"I_"_',L‘g F(dn + za(d,)),

i

i

donde usamos la ecnacién (1) en la ltima igualdad.

‘Por ultnno, dplu.amos la |)lOpOblLlOll B.1 para obtencr que F € AIDA(HE) para 5 = al,
donde H¢ ¢s la DVEG en' la ccuacién 2, 3.
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Apéndice C
Procesos Puntuales

En esta seccién se describen de manera no rigurosa al[,unos conu,ptos respecto a .

procesos estocdsticos puntuales.

Sean (§2, F, IP) un espacio de probabilidad, £ un subédhjﬁh 'pi ra d un eute.ro_

mayor o igual a 1 y B(E) la o-dlgebra de Borel en E‘

Supdngase que {.X,, : n = 0} s una colccmén de‘-vannb]ea as con . valores en

E. Para cada nn > 0 sca 5\ la funcién -

: 18 Xp€A
an = . : i)
Osi;,\_’,,g‘A,.‘

dondt, A€ B(E)

I‘ntonws, el numero total do “puntos dlentonos quc caen en A es-

varmble aleatorm yn que

para cada w € Q Ios puntos X,.(w) pucdcn cambmr I osncxon y por tanto N (lepende
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de w

N(w A) =3 dxaw(4).

n20

Para cada win (1_]0 N(w, ) es llnd mcdlda y para cada A € B(D) ﬁJO N( A) es una -

En n(lclante, la dependencm de N en w se lmm notar solo cnando se consl(lclc n(-cc-

sario;

1) N B(D) =5 [0 oo)

i) Si Al,Ag, E B(E) t&]eb que A; nA = V) pam to(la ik ontonccs .
m{ay = 26.\-;(U 4)
iml n>0 i=

e =S b

a n>0 i=1

- Sy, ,(A)

i=1 n>0

- -ZN(A)

:=l

Diremos que {N(A4) : A € B(E)} es un‘proctr;‘so‘ pﬁnhxhljsi pafa cada A € B(E)
compacto, tenemos que . Gl AL e ; ‘

P(N(A) < 00) =

Como para cada A € B(FE) N(/l) una varmble 'ﬂeatorm, podemos hablar de su valor’

esperado, ya sea que éste sea finito o mﬁmto

u(A) ) = EV(A).
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7 Por l.n.s propxcdades de, vulor cspcra(lo 4 es una medida bobr(- B(£) como se (lemucstm

. cnscl,uldd

Dcm(mtrx'a:cidn. m l = L'():?‘; O, :4 ) e n'le(Ali‘duv i
e el P 0 XA e

i) 2oy
: f(ii)'fyPuvra todo A € ‘B(R"),}l,..’ Agy..i € B(R“) 'l.zbgkl'ésk‘,’(jlie A; n.A,- =0, Vi j,

u(UA ) -Zu(A)

i=1

La demostracién de (i) es directa pues 357250, (A) seri cero en el caso en que ningin
punto z; € A y entonces su valor esperado también serd cero; si uno ¢ mis puntos x; € A,
ZZ00x,(A4) > 0 y por lo tanto £ (52, 0x,(A)) > 0 también.

La parte (ii) se demuestra

w(U) Ax)
k=1

P (26\,(%)

n>0 k=

SRR

S il
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la ignaldad (1) es 'ci(:rt;l borqué phm Ay, Ag mutuamenté excliiyexil;es t_éhemos
1 sx Ty €A
o { €A

0 sn :x:.-glA

y entonces para cualesquiera j # &

3 i Ty EiAj 6 i € Ayk
0 sirz @A; y T & Ay

por lo que .

La igualdad (2)_:(:$fci’cri:>'1" 0
- q.ed. .

Para célda A

EJemplo 1. Scan

lndepcn(llemes con (llst

= Z a.\n((o L

es decir, N, es el ni'lmero dc st en el‘i‘rite‘r\ialo (o, ‘t].

IP(NV((O, l]) = A) P(z\k 1,XA > t).
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Para hallar tal probabilidad, sea G : AL = J¥+! |a transformacion

® X — ,Xo; 2
Ti= X~ Xeoy

tiene Jacobiano con valor absoluto 1.

Asi entonces

f,\'o,,\',,---,,\'*(ﬂioy Ty, v, L) = 1 X fTo.Tl."-.n (201 Ty Gyt T — -Tk—l) .

k
= fro(-"o) X Hf’l}('”: _TJ-I)
S _7_1:'- :
= o*tlexp{—az).

Por lo tanto -

S IPN((0,2]))

= ﬂ’(,\k_. < t,,\k > t)
oo t Ik [ o : . : .
=: // / /a“"exp {_a’\"} oz, vl de,  dy,

MN
Kl

e‘(p {—nt}, :
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es decir My ~ Poisson(at) de donde.

| }_z((o. z]) = at=o X(0.0),

donde. A es la mechda dc Lebcsgut_

Se puede probar que sid<s< tentoncesN((O 1) =N ((0,s]) y N((0, 5]) son variables
) ulcdtonas mdependmntes

E_]emplo 2. Sean d = 2;u > 0; E = [0,00) X (u,00), B(E) = B([0,00) x (u, 00)).
Consideremos el proceso de reclamaciones de cierto tipo de seguro ¥;,Ys,..., Y, en'una -
compaiifa reaseguradora. Sean Yr,, Yn, ... Y, aquéllas reclamaciones que cxceden el va-.
lor del umbral u, donde Y7, es la magnitud de la reclamacién al tiempo Tj, os decir las

variables aleatorias {T; : i = 1,2,...k,} son los tiempos donde el proceso {Y;} exceﬂc el = '

valor de u.
Las variables aleatorias X; = (73, ¥7,),i=1,2,. ok tomnn" vél](‘)‘.re‘s en B y p’é.i'n cada
Ae B(D) podemos dcﬁmr N,,(A) 2 64\‘(,4 . T R LA
TR

Dccxmos que}N es u proceso’de Pmsson puntual con mcdlda de mtensxdad (valor 7
(xsperddo) I sx :
i) Para cada A“e B(EB) »
v e_p_(:u@_zm_»_ si p(A) < oo

I’(N(A) = A.) S
] O, si- pi(A) =00
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ii)-Si d1pAy, . it ,Ak son el(.mcutos de B(E) con A;NA; # @ paratoda’i ;é 7y entonces

N(A]) N(Az),

v ,N(Ak) son v.umblc aleatorias mdcpcndlcutcs

Ds docxr, N es un proccso de Ponsson puutual si cl ntimero (ulcatono) de puntos eu o

(lon{,ltud para d =

: mogcneo.

mos que si F‘x (:c)
que :

Notcmos quc clef'ml‘ un’ conccpto andlogo pa
) {Malaza cs mucho mis comphcado.

Para empezar cada proceso puntual N " puede conslderurse como un proceso estocést.x-
co cuyo conjunto de indices son los conjuntos Ae B(E'), es decu‘ la coleccnon de variableas

aleatorias (Mp(A): A€ B(E)}

Otra forma de conceptualizar A, es como una varnble aleatoria con valorcs en un’
espacio vectorial cuyos elementos son medidas de conteo. No es nuestro ObjethO en’este
trabajo discutir respecto a la distribucién de probabilidades IPps_ de tales variables aleato-
rias, asf como de la convergencia de las mismas cn algiin sentido a una distribucién Ii'nii'te’
IPpr. Una buena discusién de estos temas con referencias para profundizar estos conceptos

puede hallarse en Embrechts et al. (1991), capitulo 5.




104 , , : APEND[C'E c

Aqm nos Iumtaremoq a dccxr que la sucesién de procesos puntuales {N },. converge en

dlstnbucnon al proccm punmdl N cuando n'— oo ((‘n uot.lcnon N,. —-) N), si para cada
entero IILVZVI, para cx}teros no negativos i;;dz, «\ . éw ¥ conjuutos Ap, /lg, vy ,A € Q(E)

N () =im),

donde 84 denota la frontera dc A

A continuacién enunciamos en un sent’.ldo ml'ormal un resultado que es de re]evancna en ’
‘nuestro estudio. Su demostracidén requlerc fuudamcnt.os matematlcos que van mas alla de
los objetivos de esta tesis, pero una vcrslon de la plucba puede encontrar ‘poi 3
en Leadbetter et al. (1983), -p. 119, :

son vanables alcatorias mdepcmhcntes y con dxst.nbucnon F

Sea M, = max{¥}, ¥2,..., Ya}: Suponemos quc (.‘usten sucesnones de

{an}y {bn} (a,. >0; Vn), tales que S o

My

e 4,

an

. cudn(lo n — 09, es dccu' F"(a,.a: + b,.) —— G(z) cuando n — oo para z punto de

- contmulddd dc G, donde G es una funcxon de distribucién no degenerada Entonces bajo

'1lgunas }upotesm adxmonales cl _proceso puntual (renormalizado) correspondxente a los
valores quc excedcn el 'xmbral

; i ) N’ll(;) = g‘i\':." (OF
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» 7‘: ),’l}—bn
“ 1?,n=' 7{,—_&"_ 1

converge en distribucion cuando 7 =3 ©O a un proceso de Pomson puntual N’ con
medida de intensidad :

A()—(Axyax)

donde A es la medida de chesgue en’ (0, oo) y /ta cq ln medlda detcrmmada por la

funcién no decreciente log{G(y)} sobre (J:b,’_éé)“éo

En particular s cs tal que

» (1\{,. - by

) _) ]{(yy 61

e A((tl ta] x (y;b+o";‘>A):)5_.—
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Apéndice D

Graficos del modelo con efectos
aleatorios en localizacién y escala

Figuras correspondientes al modelo con efectos aleatorios en localizacién y escala,
para ¢l Caso L.

Figuras correspondientes al modelo con efectos aleatorios en localizacin y escala,
para el Caso II.
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Gréficos para el primer modelo . ‘ 113
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Apéndice E

Graficos del modelo con efectos
aleatorios solo en escala

En este apéndice se incluyen las figuras correspondientes al modelo para efectos aleato-
rios anuales tinicamente en el pardmetro de escala primero con u = 45 y después con
u = 300.

121




122 APENDICE E



Graficos de promedios ergdédicos con
u=45

Grificos del modelo con efectos aleatorios vinicamente en la escala, con u© = 45,
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Autocorrelogramas y diagramas de
caja con u=45
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. Figura E.5: Autocorrelogramas - .
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Serles : sfis[, 9]
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Histograma de un proceso de
reclamaciones con u=45
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Figura E.9: Histograma del \'(é;]dr de reclamaciones
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Graficos de promedios ergédicos con

u=300

Figuras correspondientes al modelo con efectos aleatorios iinicamente en la escala con

u = 300.
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Autocorrelogramas y diagramas de
caja con u=300

ACF

02 02 06 10 B

€202 0610 |

42 02 96 10

Series : smus Series : sfis[, 1] Serles : sfls[, 2)

ACF
€2 02 05 10

L ACF
42 02 08 10

137



138 APENDICE E -

" ‘Serles : sfis[, 9. - : ‘ Serles : sfisf, 10]

ACF
02 02 05 tb

ACF i
02 02 05 10

08 10

ACF
02

02




. Gréficos par}t el ségimdo modelo 139

— Srr—— T r——
E —_—
g
g

TESIS CON J
FALLA DE ORIGEN



140 . APENDICE E

W
o

=
. ;
@

15

70




Histograma de un proceso de
reclamaciones con u=300
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Figura E.18: Histogra.ma"ée] 'vé?t]q; de,i{ec]m'naciones

141




142

APENDICE E



Intervalos de confianza estimados
para la probabilidad de pérdida

A continuacidn se muestran los intervalos al 95para la probabilidad de pérdida dado un
valor 2* y los umbrales u = 45 y u = 300, respectivaunente. Los valores que se obtuvieron
para 2* (etiquetada como "zstar”) y los cuantlies 5 y 95 (etiquetados como " q57 "q95”,

respectivamente) fueron

(i) Para el umbral u = 45,

L2 L e ch .61

zstar 1323000. 00 326000 00 329000 ’00 332000 00 335000 00 338000 00;

143
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zstar 395000 00’ 398000 OO 401000 00 404000 00 407000 00 4 le+005

q5

G [33‘ LAl L8] L6l
‘zscar 653000 00 656000 00 659000 00 662000 00. 665000 00 668000 00~_




" Grélicos :pa ra‘el segumlo ‘modelo

L1120 L.213  [,220.  '[,23] . [,24] .

zstar 707000 00 7.1e+005 713000 00 716000, 00 719000 00 722000 00
ERNPNNY. 11 0.42.3.6e-001 .-* -0, 34 :
- q95 0.99 9,%e-00t 5,0 99
o [,25] L, 26]
zstar. 725000.00

» g8 0.17
q95 = 0.99

) [,31] ~
zstar 743000,00
95 20,04,

Q95 . [ :0:94:

S EL,37]
-761000.00

zstar

,zstar
2095 : ! :
L qgs 7 0.413.9¢-001
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