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Capitulo 1

Introduccion

Este trabajo tiene por objetivo la construccién de medidas de dependencia
entre variables aleatorias mediante la utilizacién de eépulas.

En el presente capitulo se revisan algunos conceptos matematicos prelimina-
res para poder tratar en cl capitulo siguiente los conceptos y resultados basicos
sobre cépulas, en particular aquéllos que se utilizardn en la construccién de
medidas de dependencia.

En el tercer y iltimo capitulo se definen y construyen medidas de dependen-
cia.

1.1. Definiciones preliminares

Primero establecemos algo de notacién a utilizar:

Ri=]—co,w[={2reR: —o <z < oo},
R:= [~o0,00] = RU{—00,00},
R?:= RxH.

1.1.1. Definicién. Un rectdngulo en R es un subconjunto B C wn’ que
puede erpresarse como pmductg cartesiano de dos tntervalos cerrados, es decir,
si existen (z1,11), (T2,y2) € R~ tales que B = [z, x2] % [y1.y2) para 1 < x2 ,
w1 < y2.

A los puntes (x1,¥1). (ZT1.42), (x2. 1) ¥ (x2,¥2) los llamamos vértices del
rectdngulo B. En particular denotaremos al cuadrado unitario por 1?2 := I x I,

donde 1 := [0, 1].

1.1.2. Definicién. Una funcién real de doble entrada es una funcién H tal que
su dominio Dom H es un subconjunto de ﬁz y su rango Ran H un subconjunto
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6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.1.3. Definicién. Sean S),S2 subconjuntos no vacios de R y sea H una
funcion tal que Dom H = S; %< Sz. Sea B := [x1,x2] X [11,y2] un rectdngulo
cuyos vértices estdn en Dom H. El H-volumen de B estd dado por

Vi (B) := H(x2,y2) — H(x2,11) — H(z1,y2) + H(z1,11) .

1.1.4. Ejemplo. Sea una funcién no negativa f : R? — R tal que:

_/_7 Sz, y) dedy < oo.
R
Podemos definir la funcién # : R? — R de modo que

x v
H(z,y) =,=;/ : / F(u,v)dudv.
—ood ~co
Si tenemos al rectdngulo B := [x;,x2] X [y1, ¥2] € Dom H entonces

Vi (B) = /fB f(z. p)dB.

Es decir, en este caso particular el H-volumen de B resulta ser precisamente el
volumen bajo la superficie f(x,y) y sobre el rectangulo B.

Sin embargo no hay que perder de vista que el concepto de H-volumen de
un rectingulo es mucho més general y sélo se pide que los vértices del mismo
estén en Dom H.

1.1.5. DPefinicién. Decimos que una funcién real de doble entrada H es
2-creciente si Vi (B) = 0 para todos los rectingulos B cuyos vértices estdn
en Dom H.

1.1.6. Ejemplo. Continuando con el Ejemplo 1.1.4, tenemos que ¢l volumen
signado bajo la superficie f(x,y) es no negativo y por lo tanto la funcién H
ahi definida es 2-creciente.

En el Ejemplo 1.1.6 podemos notar también que las funciones de una varia-
ble H (-, yo) ¥ H (o, -) son mondtonas crecientes para yo ¥y ro fijos, pero esto no
es una regla general. El que una funcién H sea 2-creciente no implica necesaria-
mente que sea monstona creciente en cada uno de sus argumentos, ni viceversa,
como se ilustra en los siguientes ejemplos:

1.1.7. Ejemplo. Sea la funcién H : I? — R tal que H(x,y) := max{z,y}.
Entonces para valores fijos 0 ¥ xo podemos definir las funciones £,G: I — R
de la siguiente manera:

- = A _ vo s8i T <yo,
F(x) := H(x,y0) = max{zx,yo} = { r si T>wo.

{xo si y<xo,

G(y) := H(xo.y) = méx{xo,y} v si y>zo.-
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F ¥y G resultan s'ei"fﬁhmones mondétonas crecientes; sin embargo, H no es
2- creclente ya que al calcular, por e_]emplo, el H-volumen de I? obtenemos

Vi (12)

FH(0,1) + H(0,0) =—1<0.

1.1.8. E_]emplo. A_Séav‘_l_a.v funcién 2 l;tdeﬂnida como

, 1)(2y'~ 1)
y sea un rectangulo cualquiera®™B SR efinido por B := [z1,z2] % [¥1,%2].
Entonces

por lo que H es. 2-creclente. Sm embargo, para una valor fijo yo tenemos que

F(x) := H(Z, wo) = [2(2y0 — 1))z — (2x0 — 1),
esto es, una recta con pendiente 2(2p0 — 1) que resulta negativa para yo < %,
y en tal caso tendriamos que H es decreciente en su primer argumento, a pesar
de ser 2-creciente.

1.1.9. Lema. Sean S; y S2 subconjuntos no-vacios de R, y sea H una fun-
cién 2-creciente tal que Dom H = S; x Sa2. Sean z1,z2 elernentos de S, tales
que 3y < T2 y sean y,y2 elementos de Sa tales que 3y < y2. Entonces la
funcion t — H(t,y2) — H(t,11) es mondtona creciente en Si, y la funcidén
t— H(xa,t) — H(xy,t) es mondtona creciente en Ss.

Demostracién: Sean la funcién F(¢) := H(t,y2) — H(t,y1) y el rectangulo
B = [t,t+h]x{y1, y2] € Dom H.Como H es 2-creciente tenemos que Vy (B) = 0
¥y entonces

H(t+h,y2) — H(t+h, ) = H(t,y2) — H(t, 1),

por lo que F(t + k) = F(t) y por lo tanto F es mondtona creciente en S;.
Un argumento idéntico demuestra que G(¢t) := H(x2,t) — H(x1,t) es monétona
creciente en Sj. ]

1.1.10. Definicién. Sean 8,82 subconjuntos no vacios de R tales gque
a; = Inf(5:) € 81 y a2z = inf(S2) € S2. Decimos que la funcidn real
H : S x Sa — R estd fijada si H(x,a2) = 0 = H(a:,y), para todo (x,y)
en S) x Sa.

1.1.11. Lema. Sean S, y S2 subconjuntos no-vacios de R, y sea H una funcién
fijada 2-creciente tal que Dormn H = S§; x S§3. Entonces H es mondtona creciente
en cada uno de sus argumentos.

Demostracién: Utilizamos ¢l Lema 1.1.9 con x, ;= a; , ¥ :=az . a
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1.1.12. Definicién. Sean S),S2 subconjuntos no vactos de R tales que
by = sup(S1) € S1 y b2 := sup(S2) € S2. Decimos entonces que la funcidén
H : 5; x 52 — R tiene marginales y que las marginales de H son las funciones

F y G dadas por
F:5—-R F(x) := H(zx, b2),

G:S2—R G(y) := H(b1,v) .
1.1.13. Ejemplo. Sea la funcién H : [—1,1] x [0,00] — R definida por

H(x,y) := _(.’B-i—l#-_”)"

y sea el rectingulo B := [z, x2] x [y1, ¥2] € Dom H. Tenemos que
2VH(B) =(x2 +1)(1 —e ™) — (z2 +1)(1 —e™¥) — (1 + 1)(1 —e™V?)
+ (z1+1)(1 — e W)
= (x2 —x1)(e”V' —e"¥?) =0,
por lo que H es 2-creciente. Como H(z,0) = 0 = H(—1,y) entonces por la
Definicién 1.1.10 tenemos que H est4 fijada. Las marginales de H son
x4+ 1
—
G(y):=H(-l,y)=1—e"¥,
que son funciones monétonas crecientes, tal cual lo garantiza el Lema 1.1.11 .

F(x) := H(z,00) =

1.1.14. Lema. Sean S; y S2 subconjuntos no vacios de R, sea la funcién
fijada, 2-creciente y con marginales H : S, x S — R, y sean los puntos
(x1,v1), (T2,¥2) € S1 % S2. Entonces

|H(x2, ¥2) — H(z1, 11)| < |F(x2) — F(x1)| + |G(y2) — G(w)l .
Demostracién: Sca x; < xa. Por Lema 1.1.9 tenemos que
0 < H(z2,y2) — H(x1,y2),
y como H(zxa,t) — H(x),t) es monétona creciente para todo t en S, entonces
0 < H(x2,y2) — H(x1,y2) < H(z2,b2) — H(x1, b2) = F(x2) — F(x1),
[H(x2,y2) — H(z1.92)| < |F(x2) — F(:1)],
y por un argumento idéntico para y; < y2 en Sz
|H(xy,y2) — H(z1. )| < |G(y2) — G(n1)| -
Por la desigualdad del triangulo tenemos que
|H (2, y2) — H(z1, )| < |H(z2,y2) — H(z1,u2)| + |H(z2,42) — H(z1,. 1),
y por lo tanto |H (22, y2) — H(x1, )| < |F(x2) — F(x1)| + |G(y2) — G(w)|- O



Capitulo 2
Coépulas

En el presente capitulo revisaremos aquellas definiciones y resultados sobre
cépulas que serdn de utilidad para la construccién de medidas de dependencia
en el capftulo siguiente.

En términos generales podemos decir que una cépula bidimensional es una
funcién que contiene informacién relacionada con la dependencia entre dos va-
riables aleatorias, pero a diferencia de una funcién de distribucién conjunta, la
cépula tiene la ventaja de estar siempre acotada, en principio, por el intervalo
unitario. En cierto modo las cépulas son una especie de “estandarizacién” de
las funciones de distribucién conjunta, con una serie de propiedades adicionales
que facilitan el estudio de la dependencia.

El resultado m4ds importante que revisaremos es el Teorema de Sklar que
establece la relacién existente entre funciones de distribucién conjunta y cépulas.

2.1. Subcdépulas y cépulas

2.1.1. Definicién. Una subcdpula bidimensional (o alternativamente una
2-subcdpula o bien simplemente subecdpula) es una funcion C'’ que tiene las
siguientes propiedades:

1. DomC'=8yxS; ,donde{0,1}CS;cCcl j=12.
2. C' es 2-creciente y fijada.
8. Paratodouen S, yven Sz :C'(u,1l)=uyC'(1,v) =v.

Observacién: Lo anterior implica que para todo (u,v) € DomC’ tenemos que
0< C'(u,v) €1, por lo que RanC’' C L.

2.1.2. Definicién. Una cdpula bidimensional (o alternativamente una
2-cSpula o bien simplemente cSpula) es una 2-subcdpula C tal que Dom C = 12,
esto es una funcion C : I? — I tal que:

9
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Para todo u,v en I se cumple
C(u,0) =0 = C(O v) LS e

C(u,'1)=~ﬁ v c<1 v) (22).

Para todo u;,uz;v1,v2 en L. tales que u; < ug y u ‘Svua:se cumple que )

(2 3)

C(uz,v2) — C(uz,n1) — C(u;,vz) + C(u,

Observacién: C(u,v) = Ve([0,u] x [0 v]) " (ver Deﬁnjcjdn 1.1 3) _y ademas Ia

ecuacion (2.3) equivale a que Vo([u1, u2] x [v;. v2]). = 0

2.1.3. Ejemplo. Sca la funcién I1: 12 — I tal que l'I(u, v) =uv

1.

2.

Tenemos que para todo u, v en 1 . LT
II(2,0) = u-0=0 '=,d‘u= n(o‘ vy,
'I'I(u, D=u:l=u ) mnQa, v) l-v=mwv.

Para todo uj,ua,v1,v2 en I tales que u) < u2 y v 5 v2 t,enemos que

UV - UV — V2 U Yy
(uz — u1)(v2 — v1): = 0;

Vn(luz, u2] x [v1,v2])

¥ por lo tanto IT es cépula.

2.1.4. Ejemplo. Sea la funcién M : I? — I tal que M {(u;v) :_=Amfn{u, v} .

1.

Para todo u,v en I tenemos que
M (u,0) = min{u, 0} = 0 = min{0, v} = M (0, v),
M(u,1) = min{u,1} =u , M(1,v)=min{l,v} =v.

Si definimos el conjunto A = {(u,v) € I? : u < v} se tiene que
M(u,v) = (u —v)1 4(u,v) + v, por lo que

Var([t1, u2] % [v1,v2]) = (uz — v2)La(u2, v2) — (u2 — v1)Da(uz,v1)
— (u1 —v2)1 a(u1,v2) + (1 —v1) D a(us, ).

En caso de que los cuatro vértices estén en A o en I? \ A entonces
Var = 0. Si unicamente (u;,vz) € A entonces Vay = v2 — uy; = 0. Si
dnicamente (u2,v:) € I2\ A entonces Vay = uz — v; = 0. Si tinica-
mente (u;,vy), (u3, v2) € A entonces Vpy = va — vy = 0. Si dnicamente
(u1,v2), (u2,v2) € A entonces Vjy = uz — uy = 0. Por lo tanto tenemos
que Vis(fuy, u2] x [vy, v2]) = 0 y asi concluimos que M es cépula.
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2.1.5. Ejemplo. - Definimos la funcién W : I? — I de modo que W (u,v) :=
méax{u +v — 1,0}.
1. Para todo u,v en I tenemos que :
W(u,0) = méx{z — 1,0} = 0 = méx{v — 1,0} = W(0,v),
Wy, 1) = méx{u,0} =uv , W(Q,v)=méx{v,0}=uv.

2. Si definimos el conjunto B := {(u,v) € I? : u+4 v — 1 > 0} se tiene que
W(u,v) = (u+ v —1)1g(u,v), por lo que :

Viv([w1, uz] x [v1,v2]) = (u2 + v2 — 1)1 g(u2, v2) — (uz + vy — 1)1 5(uz, 1)
— (w1 +v2 — 1)1 g(u1, v2) + (u1 + v1 — 1)1, ).

En caso de que los cuatro vértices estén en B o en I? \ B entonces

Wiy = 0. Si tinicamente (ug,v2) € B entonces Viy = us + va — 1 = 0.
Si tnicamente (u3,v1) € 12\ B entonces Viv = —(u1 +v1 — 1) > 0. Si
Unicamente (u2,v), (uz,v2) € B entonces Viyy = vz — v; = 0. Si tnica-
mente (u1,v2), (uz,v2) € B entonces Viy = uz — u; = 0. Por lo tanto

Viv([u1,u2] x [v1,v2]) = O y asi concluimos que W es cépula.

2.1.6. Teorema. Sea C’ una subcdpula. Entonces para todo (u,v) € DomC’
se cumple
W(u,v) < C’'(u,v) < M(u,v).

Demostracién: Por la definicién 2.1.1 C’ es fijada y 2-creciente, asi que C’
es mondtona creciente en cada argumento por el Lema 1.1.11 y entonces para
todo (u,v) € Dom C’ tenemos que C'(u,v) < C'(u,1) = u y que C’'(u,v) <
C'(1,v) = v, por lo que C’(u,v) < min{u, v} = Af(u,v). Por la definicién 2.1.1
tenemos que (1,1) € Dom C’ y por lo tanto Ve ([u, 1] x [v, 1]) > 0, es decir

C'(1,1) —C’'(Q,v) -~ C"(u,1) + C'(u,v) 2 0,

1—v—u+C’'(u,v) >0,
C'{uv) > u+v—1.

Como C’(0,0) = 0 y C’ es mondétona creciente en cada argumento entonces para
todo (u,v) € S; x S tenemos que C'(u,v) = 0 asi que

C'(u,v) = mix{u +v— 1,0} = W(u,v),
¥ por lo tanto W(u,v) < C’(u,v) < A (u,v), para todo (u,v) € DomC’. O

Como toda cépula es subcépula entonces para toda cépula C y para todo
(u, v) € I? se cumple
W(u,v) < C(u,v) < M(u,v). (2.4)

A W y M se les conoce como cotas inferior y superior de Fréchet-Hoeffding para
cépulas. A la cépula IT del ejemplo 2.1.3 se le conoce como cdpula producto.
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2.1.7. EJempIo. Sean Cj y €, dos cépulas cualesqunera y sea o € L. Definimos
la funcién C := aCy + (1 — &)C,. Veremos que C' es tamblén cépula:

C(u, 0) = aCo(u,0) + (1 — a)C’; (u 0)’: ‘0, )

y de manera andloga C(0,v) = 0. E ‘:f .
C(u,1) = aCo(u,1) + (1 — a)C (u, 1) = o + (1 = a)u = u,

y de manera ansloga C(1,v) = v. Ahora sea B [ux, uz] x [v1, va2]. Entonces

Vo (B) = C(uz, vg) — C(uz, v1) — C(u, v2) + C(uy, v1)
= aCo(uz, v2) + (1 — a)C1(uz, v2)
— aCo(u2,v1) — (1 — a)Cir(uz, v1)
— aCo(uy,v2) — (1 — a)Ci(u1. vz2)
+ aCo(u1, n1) + (1 — @)Ci(u1, v1)
= aVe,(B) + (1 —-a)Ve,(B) =20,
y por lo tanto C es eSpula.
Observacion: Del ejemplo 2.1.7 se sigue que cualquier combinacidn lineal convexa
de cdpulas es cépula.
2.1.8. Ejemplo. Sean a,8 € I tales que a4+ # < 1 y definimos la funcién
C : I? — I de la siguiente manera:
Ca,s(u,v) := all(u,v) + (1 —a — B)II(u, v) + BW(u,v).

Por el resultado del ejemplo 2.1.7 tenemos que C, g es cépula. Esta familia de
cépulas {Ca,g: a, 8 € I, a+ G < 1} fue propuesta por M. Fréchet. Caso similar
es el de la familia {Cp : 8 € [—1, 1]} donde

Colu, v) = ﬂl;'—a)nt(u. ) + (1 — 82)TI(u, v) + www, v).

Esta familia de cépulas fue propuesta por K. V. Mardia.
El ejemplo 2.1.8 motiva la siguiente:

2.1.9. Definicién. Una familia de cdpulas que incluye a Af 11 y W se le
denomina familia comprensiva.

2.1.10. Teorema. Sea C' una subcépula. Tenemos entonces que para todo
uy,u2, vy, v2 € DomC’ se cumple

IC (uz2, v2) ~ C' (1. 11)| < Jug —ws] + vz —wif, (2.5)

esto es, C' es uniformernente continua en su dominio.
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Demostraciéon: Por el Lema 1.1.14 y la Definicién 2.1.1 . [m]

2.1.11. Definicién. Sea C una copula y sea a € I. La seccion horizontal de C
en a es una funcidon 3o : I — I dada por 3c(t) := C(t, a); la seccidn vertical de
C en a es una funcidn €c : I — 1 dada por €c(t) := C(a,t); la seccidon diagonal
de C es una funcién éc : I — I dada por 6c(t) := C(t, t).

2.1.12. Corolario. Las secciones horizontal, vertical y diagonal de una cdpula
C son mondtonas crecientes y uniformemente continuas en I.

Demostracién: Por Lema 1.1.11 y Teorema 2.1.10 . a

2.1.13. Teorema. Seca C una cdpula. Para cualquier v € I la derivada parcial
8C/Ou existe para casi toda u (en el sentido de Lebesgue) y para tales u,v:

12}
o< %C(u, v)<1. (2.6)

Y para cualquier u € 1 la derivada parcial 8C /v existe para casi toda v y para
tales u,v:
a
L - <1. .
o< ouC(u. v)<1 2.7)
Mds ain, las funciones u +— 9C(u,v)/0v , v +— IC(u,v)/Du estdn definidas y
son mondtonas crecientes casi en todos lados en 1.

Demostraciéon: La existencia de las derivadas parciales 8C/89u , 8C/8v esta
garantizada por el hecho de que las funciones monétonas son derivables casi en
todos lados (en el caso particular que nos ocupa, las secciones horizontal y verti-
cal de la c6pula). Del Teorema 2.1.10 y utilizando el hecho de que C es monéStona
creciente en cada uno de sus argumentos tenemos para todo incremento Au > 0
que

IC(u + Au,v) — Cluv)| < Au = 0< SEE A"g’i —C@Y) o,

C(u + Au,v) — C(u,v) <1
Aun =

= 0< lim
Au—0
2]
< — <
= 0< auC(u.v) <1,

y de manera andloga se obtiene que O < 9C (u, v)/8v < 1. Finalmente, del Lema
1.1.9 tenemos que si v; < vy entonces la funcién u — C(u,v2) — C(u,v;) es
monétona creciente por lo que 3(C(u,vs) — C(u, v1))/u esta definida y es no
negativa casi en todos lados en I de donde se sigue que la funcién
v — 9C(u, v)/Bu esta definida y es monétona creciente casi en todos lados en
I. De manera andloga la funcién u — 8C(u, v)/dv esti definida y es monétona
creciente casi en todos lados en 1. [}
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2.2. El Teorema de Sklar

2.2.1. Definicién. Una funcidn de distribucién es una funcién F : R — R
tal que:

1. F es mondtona creciente.
2. F(—00)=0 y F(oo) =

2.2.2. Ejemplo. Scaa € Ry sea el conjunte B(a) < R tal que B(a) := [a,c0].
Entonces la funcién indicador 1 g,y : R — R es funcién de distribucién.

2.2.3. Ejemplo. Sean a,b € R talque a < by sea la funcién U, : R — R tal

que:
Uas(x) := l[n 5] (x) + 1]5 o] (2) .

Entonces Uy es fucién de dxstnbucxén, conocida como distribucién uniforme.

2.2.4. Definicién. Una funcidn de distribucion conjunta es una funcion
=2
H: R — R tal que:
1. H es 2-creciente.
2. H(z,—o0) = H(~oo,y) =0 y H(co,c0) =1 .

Observacion: La definicién anterior implica que H es fijada y que tiene marginales
dadas por F(z) := H(z,00) y G(y) := H(oo,y) y por el Corolario 2.1.12 tene-
mos que F y G son funciones de distribucidn.

2.2.5. Ejemplo. Sea la funcién H : R? — R definida por
+ 1)1 —e™V -
He,y) = EFXDO Ny (@) + (0 — e )1 o001 (@ ).

Retomando parte del Ejemplo 1.1.13 tenemos que H es 2-creciente y fijada y
ademas H(oo,00) = 1 y por lo tanto H es una funcién de distribucién conjunta.
Las marginales de H son las funciones de distribucién:

F=U_11 ., G =Q1-eY1p)-

2.2.6. Lema. Sea H una funcidén de distribucién conjunta con marginales F
y G. Entonces existe una inica subcdpula C’ tal que:

1. DomC'= RanF x RanG.
2. H(x,y) = C’'(F(x),G(y)) para todo r,y € R.
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Demostracién: “Sea la relacién C’ : Ran F x Ran G — R. definida por
(F(x), G(¥)) — H(x,y), para todo z,y € R.
Sean z; < x2, 1 < y2- Entonces por el Lema 1.1.14
|H (2, y2) — H(z1, )] < [F(x2) — F(x1)| + |G(y2) — G,

por lo que si F(x1) = F(xa2) y G(1) = G(y2) entonces H{(xa,y2) = H(z1,1),
lo que implica que C’ es en efecto una funcién. Veremos ahora que €’ cumple
con la Definicién 2.1.1 de subcépula:

1. Como H es funcién de distribucién entonces Dom H = R> lo que a su
vez implica que sus marginales son funciones de distribucién y por tanto
F(—o0) = 0 = G(—o0) y F(oo) = 1 = G(oo) por lo que se tiene que
0,1 € Ran F,RanG.

2. Tenemos que

C'(F(=),0) C(F(z),G(—00))
H(x, —o0)
= 0, porque H es funcién de dxstnbucxén coujunta,

I

¥y andlogamente C’(0,G(y)) = 0 y por lo t.anto C’ est.é ﬁ_)ada.
Por otro lado, tenemos que: ; .

Ve ([F(z1), G(11)) x [F(x2), G(¥2)]) = Vi ([z1, 11] % [%2,12]) = 0O;
esto tiltimo porque al ser H funcién. de distribucién conjunta esto implica
que es 2-creciente y por lo tanto C’ es 2-creciente.

3. Finalmente tenemos que
C/(F(x),1) = C'(F(x),G(c0))
H(x, 00)
F(x), porque H es funcién de distribucién conjunta;

I

¥ andlogamente C’'(1,G(y)) = G(¥) ¥ por lo tanto C’ es subcépula.
jm]

2.2.7. Lema. Sea C’' una subcépula. Entonces eriste una copula C tal que
C [pomcr= C'.

Demostracién: Sea DomC’ := §) x §2 donde {0,1} € S; C I, j = 1,2.
Tenemos que por el Teorema 2.1.10 C’ es uniformemente continua en Dom C’ y
como este Gltimo esta acotado entonces por el teorema de extensién continua de
Tietze (Bartle, 1987) se puede definir una funcién continua C” : §; xS2 -— R tal
que C” [ pom cr= C’, donde EJ es la cerradura de S;. Primero demost raremos
que dicha extensién C* es también subcépula:
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1. Tenemos que Dom C” =5, x 52 donde {O 1} c Sj < Sj C I

2. Si u € S, entonces C'"(u,0) = C’(u,0) = que (u. 0) e Dom C'.c

DomC”. Siu€ 51\ S entonces .-
’e _
< (u' 0) _7 ::—-u ::ES
= 1lmOoO’

T—u

C (.’r:, 0)

=0, pa.ratodouESl.

De manera ansloga C”(O;v) = 0 para todo v € S2 y por lo tanto C”
estd fijada. Por el teorema de extensién'continua tenemos que

L B ;C’(u.v) . i uwu€ES,veE S, .
C”(u v) = limgz ., C'(z,v) si ue€ gl \ 81, veS2,
Altd limy .., C'(u, ¥) 8 ueS,ved\ S,

limey,vy—(u C'(zy) si uelS,vess,
y como C’ es 2-creciente entonces C'’ es 2-creciente.

3. Si u € Sy entonces C”(u,1) = C'(u,1) = u ya que (u,1) € DomC’ C
DomC”..Si u € §1 \ S1 entonces
7 —
C"(u, 1) = :_.u m_ s, C'(z, 1)

= lim=zx
T—tu

= u,paratodouegl

y de manera andloga C''(1,v) = v para todo v € S2. Por todo lo anterior
concluimos que C” es subcépula.

Ahora extenderemos a C’ a una funcién C tal que C:12 - RyqueC [pomcr=
C”. Sea (a,b) € I?. Sean aj,az € 51 el maximo y mfinimo elemento de 51,
respectivamente, tales que a1 < a < az y sean by, b2 € S2 el mdximo y mfnlmo
elemento de Sz, respectivamente, tales que b; < b < b2 (Nétese que si a €
entoncesa; =a =azy a_lgo aiuilogo para b, por lo que la extensién se dard como
tal cuando (a,b) € I? \ §; x 52). Ahora definimos:
a—a;
Avi= ——1ai<aa) + Harmaa) »
b— b
Hy = ml(b.<bﬂ -+ l(b.:b,) ,

lo que implica que

az —a by —b
1= = 22— Naicaay » 1 — s = 2= Lior<ta) -
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Ahora deﬁmmos. :
C(a 8) :=(1 — 4\1)(1 —#1)C"(a1,b1) + (1~ Al)#lc"(ax.ba)

ML= )C”(azb) + A @z, b @8

Nétese que
QA—-2A)A—pm)+ A= 2A)m+ (@ —m) +Mpi=1,
es decir, la manera que se propone de extender la cépula C” : 5, xgé ““%T'auna
funcién € : I? — I es mediante una interpolacién bilineal de.los cuatro puntos
en 5; x 52 que estdn m&s cercanos al punto (a, b). y por lo tanto DomC =12
Yy C pomcn=C". .
Y para concluir demostraremos que la funcxén C deﬁnlda por la ecuacnén

(2.8) es una céSpula: ;

1. Como 0 € 52 entonces by = 0 = by y entonces 1 = 1 asf que C(u, 0) =

(1 - X\)C"(ay,0) + 21C"(az,0) = 0 y andlogamente C(0, v) = 0.
2. Como 1 € 5) entonces a; = 1 = ap y entonces A3 = 1 asf que C(1,v) =

(1 — m)C"(1,b1) + ;i1 C"(1,b2) = (1 — p1)b1 + p1b2. St v € 52 entonces
by = v = bz y por lo tanto C(1,v) = v. Si v € I2.\ 52 entonces

Cc(,v) = (1 —#1)01 +#-xbz
b —v —b
= b —b1b1+ ot
B .
= o (bibz — biv+ bav — biba)
= v,.

y nnélogaxﬁente se tieqé'que C(u, 1) = u.

3. Por demostrar que para todo a,b,c,d € Itales quea < cy b < d se
cumple:
Ve(B) = C(¢,d) — C(c, b) — C(a,d) + C(a,b) = 0
donde B := [a,c] x [b,d]. Para ello, de mancra ansloga a lo definido para
A1 ¥ 41, Sean ¢;,c2 € 51 el maximo y minimo elemento de S, respecti-
vamente, tale_s que ¢ £ ¢ < ¢z y sean d,,dz € S2 el maximo y minimo
elemento de Sz, respectivamente, tales que d; < d < d2. Ahora definimos:
c—ci
Az 1= ;:c—ll(c,«,; + Loy —ca) s
d— di
#2 = = Vai<da) + Viar—ata} »
lo que implica que
Cc2 da2

11— A2 = ml(c.<c,) w1l —p2= ml(d.<d,)
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Son varios los casos a considerar para calcular Vo (8) dependiendo de si
existe o no un punto en S estrictamente entre a ¥ c y de si existe o no
un punto en Sz estrictamente entre b y d. Bastard con demostrar el caso
mas simple y el mas complejo.

Para el caso mads simple supondremos que no existe punto en 5, estricta-

mente entre ¢ y ¢, y que no existe punto en S estrictamente entre b y d.
Esto implica entonces que a; = ¢3,a2 = ¢2,b) = dy, b2 = d2 y en tal caso

obtenemos:
Vo(B) = (A2 — Mi)(p2 — 1)V (lar, az] x [b1,62]) = 0.

El caso mds complejo resulta cuando existe al menos un punto en S;
estrictamente entre a y ¢, y existe al menos un punto en S estrictamente
entre b y d. Esto implica entonces quea <az <y <cy b'< by < dy<d,
Y en este caso obtenemaos:
Ve (B) =(1 — Au2Ver ((a1,az] x [di,dz2]) + p2Ver ([az, e1] x [dhdz])
+ AopaVer ([er, 2] x [di,dz]) + (1 — A1) Ve~ ([ar, az] % [ba,d1])
+ Ve (laz, e1] x (b2, d1]) + A2V ([e1, c2] x [ba, d1])
+ (1 — M)} — 1) Ver ([ar, az] x [by, b2])
+ (1 — 1) Ve (laz, e1] x (01, b2])
+ A2(1 — 1) Ve ([er, e2] x [b1,b52]),
en donde tenemos que Vo (B) es combinacién lineal de H —volimenes no
negativos por lo que Vo (B) > 0 y por lo tanto C es cSpula.
O
Observacién: De la demostracion anterior se ve que la extensién de una subcépu-
la a una cépula no es inica porque fue arbitrario cl decidir hacer una interpo-
lacién biliqgal entre los puntos de S, x S: mds cercanos al punto
(a.b) € I\ 'S, x §2, bien se pudo haber utilizado otra forina hacer la extensién
de la subcdpula, como se puede apreciar en el siguiente ejemplo:

Sea el punto (a,b) € R? y consideremos la funcién de dis-

2.2.8. Ejemplo.
l[,_m]x [6.00]{T, ¥) cuyas marginales resultan ser

tribucién conjunta H(x,y) :=
F(z) = H(x,00) = Lja.co)(T) » G(y) = H(00,¥) = Rpp,001(¥) .

¥ en donde Ran F = {0,1} = RanG. Por el Lema 2.2.6 obtenemos la siguiente
subcopula €’ con Dom C’' = {0,1}2:

C(u,v) = Liaay (v, v) -

Ahora utilizando el Lema 2.2.7 extendemos la subcépula C’ a una cépula C
mediante la ecuacién (2.8) y observando que en este caso particular C” = C':

C(u,v) = AynC’'(1, 1),
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donde A\ = u, 1 = 1,C’(1,1) = 1 por lo que C(u,v) = uv = I{u,v). Sin
embargo, para la subcépula C’ que se obtuvo tenemos que cualquier eépula C
satisface C [pem c'= C’ y por tanto seria extensién de C’.

2.2.9. Teorema. (Sklar) Sea H una funcidon de distribucion conjunta con
marginales F y G. Entonces eriste una cdpula C tal que

H(z,y) = C(F(z),G(y)) , para todo z,y € K.

Ademds si F y G son continuas entonces C es inica, de otro modo C es nica
solamente en Ran F x Ran G. ‘

FEn sentido inverso, si C es una cdpula y F y G son funciones de distribucion
entonces la funcidn H definida por H(z,y) = C(F(x), G(¥)) es'una funcidén de
distribucion conjunta con marginales F y G.

Demostracién:

1. Por el Lema 226 existe una tnica subecdépula C’ tal que
H(z,y) = C'(F(x),G)) con DomC’ = Ran F x RanG. Por el Lema
2.2.7 C’ se puede extender a una cépula C. Si F y G son continuas en-
tonces Ran F = Ran G = I y por lo tanto la iinica subcépula es una
cépula.

2. Sea C una cépula y sean F y G funciones de distribucién. Definimos la
funcién H(z,y) := C(F(x),G(y)). Utilizando la Definicién 2.2.4:

a) Sea B := [x1,x2] *% [y1,72].  Entonces
Vi (B) = C(F(x2), G(y2)) — C(F(x2), G(¥1)) — C(F(x1), G(v2))

+ C(F(x1), G (1))
= Ve([F(z1), F(z2)] < [G(1), G(y2)]) = 0,

¥ por lo tanto H es 2-creciente.

b) H(z,—o0) = C(F(z),G(—o0)) = C(F(x),0) = 0 y de manera
andloga H(—oo,y) = 0. H (o0, 00) = C(F(o0), G(oo)) = C(1,1) = 1.

Por lo tanto H es funcién de distribucién conjunta con marginales
H(x,00) = C(F(x),1) = F(x), H(oo,y) = C(1,G(¥)) = G(v) -
=]

2.2.10. Definicién. Sea F' una funcidon de distribucion. La cuasi-inversa de
F es cualgquier funcién F(—1) con Dom F(—1) = 1 tal que:

1. Sit € Ran F entonces F(—1)(t) es cualquier nimero x € R tal que
F(x) = ¢, esto es:

F(FC—()=¢t , pama todo t & RanF.
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2. SitelI\ Ran F entonces
FC)() = inf{x : F(z) =t} = sup{:c F(a:) < t}

Observacién: Si F es estrictamente creciente su cuasi-inversa es unlca y de hecho
F(-1) = =1 donde F~! es la inversa usual. i e L

2.2.11. Ejemplo. Continuando con el Ejemplo 2.2.2, tenemos que Ran 13(.,) = .
{0, 1} y por lo tanto la familia de funciones cuasi-inversas de la(o) ‘queda defini-
da por e
-1
1523 = aol (o) (&) + alpoar(®) + allm(t) .

donde ap ¥ a; son ntimeros cualesquiera en K tales que ag <'a < al

Utilizando cuasi-inversas de funciones de distribucién obtenemo el mgulente
corolario del Lema 2.2.6:

2.2.12. Corolario. Sean H,F,G,C' como en el Lema 2.2.6 y sean F( n v
G las cuasi-inversas de F y G, respecttvamente. E‘ntances el

C'(u,v) = H(F(~Y(u), G (v)) , para todo (u, v) < DomC’ (2.9)
Demostracién: :
H(FD(u), 6 (v) = C'(F(F
y si (u,v) € DomC’ = Ran F x RanG enboncw tenemo Aque
H(F“"(u) G"’)(v)) ~c (u, v).
: ) ]

Observacion: Si F y G son continuas entonces por el Teorema 2.2.9 el resultado
anterior es vidlido para cépulas también.

2.2.13. Ejemplo. Del Ejemplo 2.2.5 tenemos la funcién de distribucién
+1)(1 —e~V -
H(x,y) := (i_—z(z_-_)l[—l.l]xlo.oo](rv v) + (1 — e )1y ool x0.00){(Z> V) »

con wmarginales

1)) + (@) » GW) = (1 — e V)L o,00/(¥) »

F(x) =
¥ con cuasi-inversas
F&U(u) = aoloy(u) + (2u — 1)1jo,11(u) + a1 1 (1) (u),
donde ag es cualquier niimero en [—o0, —1] ¥ a; es cualquier mimero en [1, co),

¥
G (v) = bolyo) (v) — In(1 — v)1j0,1)(v),
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donde bo es cualquxer
Como RanF :Ra ; tenemos que

(F‘-”(u) G"”(v))

donde 'C es’? >
: bo =0 entonces .

Clu,v) = H(F(_‘)(u) G( 1>(u))
uy = TI(u,v) .’ :

F y G son- com:muas Si - escogemos

Observacidn: Se puede extender el dominio de una cépula C de I? a R? y

asf obtener una funcién de distribucién conjunta He : R — R tal que
He t12= C y cuyas marginales sean F = G = Up,1:

He(z,y) := C(z, v) 112 (2, 1) +2Lix)1,00) (22 1)+ ¥ 1,00) 1 (@ 1)+ D1 00)x]1,00) (2 ) -

2.3. Cdépulas y variables aleatorias

2.3.1. Teorema. Secan X,Y variables aleatorias con funciones de distribucién
F y G, respectivamente, y con funcidn de distribucién conjunta H. Entonces
existe una cépula C tal que H(z,y) = C(F(x),G(y)). Si F y G son continuas
entonces C es tnica, de lo contrario C' es inica solamente en Ran F x RanG.
Demostracién: El resultado cs inmediato a partir del Teorema 2.2.9 . a

Se utiliza también la notacién Cyxy para referirse a la cépula de X, Y.

2.3.2. Teorema. Las variables aleatorias continuas X,Y son independientes
si y sélo si Cxy =11 .
Demostracién:
X,Yindependientes <> H(z,y)= F(z2)G¥).,
< H(z,y) =C(F(z),.GW)).

en donde C(u,v) = uv = II(u,v), y como F y G son continuas entonces C es
tinica. [ ]

2.3.3. Teorema. Sean X,Y variables aleatorias continuas con cépula Cxy.
Sia y B son funciones estrictamente crecientes en Ran X y RanY, respectiva-
mente, entonces Co(x)py) = Cxy.
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Demostracién: Sean Fi, Gy, F3 y G las funciones de distribucién de X, Y, a(X)
v B(Y), respectivamente. Como a y [ son cstrictamente crecientes entonces

Fa(xr) = Pla(X) < z] = P[X < a Y (z)] = Fi(a"'(x)) y anilogamente
Ga2(y) = G1{(3~ (¥)), por lo que, para todo z,y € R
Caxysr) (F2(x), G2(y)) = Pla(X) 2z, 8(Y) <y

= PX<a ' 2) Y =87 ()]

=  Cxv(Fi(a™!(z),G1(8~ (1))

= Cxy(Fa(x),G2(¥));
como X,Y son continuas entonces RanFy = RanG2 = 1 y por lo tanto
Caxay) = Cxy en 12, a
2.3.4. ;l.‘eorema. Seah X.Y variables aleatorias continuas con cépula ny
Sean aa y B funci estrict, te mondtonas en Ran X y RanY, respectiva-’
mente: B .

1. Sia es estrictamente creciente y B estrictamente decfeciente entonces -

Caxiser) () = 4 — Cxv(u,1—v).
2. Sia es estrictamente decreciente y ,6 estnctamente maente entonces
Caxysr)(u,v) =v — C\Y(l —u, v)

8. Siay B son estrict te decr """w entonces -

Cax)gv)(u,v) =u+v— 1 + CxY(l —u,l—v).

Demostracién: Sean F1,G;, Foy Ga las funcxones de distribucién de X, Y, a(X)
¥ B(Y), respectivamente, sea Hxy la funcién de distribucién conjunta de X,Y
v sea Ha(x)a(y) la funcién de distribucién conjunta de a(X) y 8(Y):

1. Supongamos que a es estrictamente creciente y [ estrictamente decre-
ciente, entonces

Caxyayy(Fa(x), G2(¥))

Hoxsvy (T, v)

Pla(X) £=,8(Y) <]
PIX sa™!(z),Y 2 871 ()]
P[X < a™!(z)] — P[X < a™!(2),Y < 87 ()]
Pla(X) < z) — Cxy (Fi(a™ (x)). G1 (B~ (W))
F(x) — Cxv(P[X < o~ (x)], PIY < B~ ()]
Fy(x) — Cxy(Pla(X) < z], PIB(Y) = v])
Fp(x) ~ Cxy(Fa2(x),1 — G2(v)),

y por lo tanto Cya(x)ay)(u, v) = u — Cxy(u,1 —v) .
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2. Supongamos que a es estrictamente decreciente y [ estrictamente
creciente, entonces por simetria con lo anterior tenemos que
Caxipyy(u,v) =v — Cxv(l —u,v) .

3. Supongamos que « y B son estrictamente decrecientes, entonces

Caxypy) (Fa(x), G2(y)) = Haxysyy (@ v)
= Pla(X) < z,8(Y) < v]
=PlX za"(x).Y 287 (W)

1—-PlX =a™ ()] - PlY <67 ()]

+PX = a~"(x),Y £ 87 (W)}

=1— Pla(X) =2 x] — P[BY) =>y]

+ Hxy (o™} (z), 87 ()
=1—-Q1— F(z)) — (1—G2(v))
+ Cxy(Fi(a~ 1 (2)), G2 (B7 (1))

= F(z)+ G2(p) — 1 .

+ Cxy(P[X < a~!(2)], P[Y < 87 (1))

=Fa(x)+ G2(y) — 1

+ Cxy (Pla(X) = z], P[B(Y) = v])

= F(x)+G2(y) — 1

+ Cxy (1 — F2(x),1 - G2(v)),

y por lo tanto Coxysy(#,v) = u+v — 1+ Cxyv(1 —u,1 —v) .

O
Observacién: Los teoremas 2.3.3 y 2.3.4 pueden extenderse al caso de quea y 3
sean estrictamente crecientes o decrecientes casi seguramente (en el sentido de
Lebesgue).

2.3.5. Ejemplo. Sean las variables aleatorias continuas U, V' ~ Unif(0, 1) con
funcién de distribucién conjunta H. Sean F y G las funciones de distribucién de
U y V, respectivamente. Entonces por el Teorema 2.3.1 existe una iinica cépula
C tal que H(u,v) = C(F(u),G(v)) y como
F(u) = uljo)(w) + 1 oo) (1) » G(v) = vhi011(v) + 11,001 (V)
entonces
C(F(u), G(v)) = C(u,v) 12 (u, v) + C(1, 1) )2 (u, V),
H(u,v) = C(, v) 2 (0. v) + N1 oopa (1, v)

de donde
C(u,v) = H(u,v) , wu,vel?
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Observacion: En pocas palabras, el ejemplo anterior nos dice que si las marginales
de una funcidn de distribucién conjunta H son unlformes entonces la cépula aso-

ciada es
C=H [12 .

2.3.6. Ejemplo. Contmuando con el E_]exnplo 2 3 5 siy, U y V :.son indepen-
dientes entonces et o

H(u, v) = uvlp( ; v) ‘
; tal’cual lo establece el Teorema 2.3.2 .

y por lo tanto C. Hrrp gst.o esC

2.3.7. Lema. 8
1. C\_x = 1\1‘.
2, C\'_\' = “’ B

Demostracién: Sea F la func:én de dlst.nbucldn de X . Por Teorema 2.3.1:

ntinua X Entonces:

1. A
P[xs X <)
T P[Xs min {x,y}] - -
=" PIX'Sz]lzgy) + PIX < 4]1z>y)
=" F(@) Y ra=rm + F@lir@s>ron
= min {F(z), F(y)} .
asf que Cx,x (u,v) = min {u;v} y por lo tanto Cx,x = M .
2. Sea G la funcién de diécribﬁéién'dé ZX, entonces G(y) = 1 — F(—y) y se
tiene que
Cx-x(F(x),G(¥) = PX <x,—X <y]
Pl-y<X <a
[F(z) — F(—y)]l{—v<r}
[F(z) + (1 — F(—1)) — 1) (r—pr<r=)
[F(z) + G(¥) - Nl (1—Gur<F=)}
[F(z) + G(¥) — 11 Fim)+Gu—1>0}
= max {F(xr) + G(y) — 1,0},

de donde Cx,— x(u,v) = miax {u + v — 1,0} y por lo tanto Cx,—x = W.
m]

Cx.x (F(z)'. F())

[/

2.3.8. Corolario. Sean las variables aleatorias continuas X,Y y sea a una
funcidn estrictamente mondtona en Ran X tal que Y = a(X) casi seguramente:
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1. Si o es estrictamente mcienge,.eittonées .
:C_\'Y = 4‘!.
2. Si o es estrictamente decreciente‘,f:ntonces
Cxy =W,
Demostracion: R
1. Por el Teorema 2.3.3 y el Lgind 2.3;7 tenemos que
Cxy = Cxa(x) = Cxx = M.

2. Sea G la funcién de distribucién de Y, entonces G(y) = 1 — F(a“(y)) y
se tiene que

Cxy(Fx),G)

PX <z.Y < y]

PIX €z, a(X) <y]

PIX sz, X =z a~'(y))

Pla™'(y) £ X < =]

[F(z) — Fla™ ()N (a-1qy<=)

[F(z) + (1 - F(a™ (1)) — L pa-1(u<F()
[F(z) + G@) ~ 1 —cuy<F=n

[F(z) + G(¥) — 1 rz)+G—-1>0)

max { F(x) + G(y) — 1,0},

il

de donde Cxy (u,v) = max {u + v — 1,0} y por lo tanto Cxy = W,
a

Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. Un vector aleatorio es una funcién
F-medible (X,Y) : €2 — R2?, ¢ induce una medida de probabilidad Pxy en el
espacio medible (R2, B(R?)), donde B(R?) es el o-dlgebra de Borel generado
por todos los abiertos en R?. Sea J := {] — oo, z|x] — oo,y} : z,u € R}.
Como B(R?) = o(J), donde o(J) es el minimo o-dlgebra generado por la
clase J (Clarke, 1975), entonces la medida de probabilidad Pxy para cualquier
elemento de B(R?) qucda totalimente especificada si tan solo se conoce la medida
de probabilidad de los clementos de la clase 7. Sea la funcién H : R?2 - R
definida por H(x,y) = Pxy(] — oo, x]x] — 20,y] ). H es entonces lo que se
conoce como la funcién de distribucién conjunta de X, Y. Asi, dada una funcién
de distribucién conjunta # tenemos que H induce una medida de probabilidad
en R2. De acucrdo a las Definiciones 1.1.3 ¥ 2.2.4 tenemos también que

H(x,y) = V(] — oo, x]x] —oo,y]).
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En el Ejemplo 2.3.5 se vio que si las marginales de una funcién de distribucién
conjunta A son uniformes entonces la cSpula asociada es € = H [12. Esto
implica que podemos ver a las cépulas como funciones de distribucién conjunta
con marginales Unif(0,1) y por lo tanto una cépula C induce una medida de
probabilidad en I? por medio de Vg([0,u] x [0,v]) = C(u,v) y entonces la
C-medida de un conjunto en I? ¢s su C-volumen V.

Un vector aleatorio (X, YY) es absolutamente continuo si tiene una funcién
de densidad conjunta de probabilidades, es decir, una funcién B(R?)-medible
h: R? — [0,00] tal que

Pyy(B) =/]' h(z,y)dxdy , para todo B € B(RZ?),
B
¥y en tal caso, si J =] — 00, x] %] — 00, y] entonces

PeyN=HG@w = [ [ hiz.y) dedy,

o bien

2.3.9. Definicién. La parte abys:blﬁt'a!nente: continua de una cdpula C es

u v g2 ’
Ac(u,v) := AL 0_88_50(3’ t)dtds.
2.3.10. Definicién. La parte singular de una cdpula C es
Se(u, v) := Cu, v) — Ac(u, v).
Las definiciones anteriores implican que:

C(u,v) = Ac(u,v) + Sc(u,v) (2.10)

2.3.11. Definicién. Si C = Ac en 12 (esto es, si vernos a C como una funcion
de distribucion conjunta y tiene funcion de densidad conjunta 8%C(u,v)/8udv)
decimos que la cdpula C es absolutamente continua. Si C = Sc en X? (esto
es, si O?C(u.v)/Iudv = O casi en todos lados en 12) decimos entonces que la
cdpula C es singular. En cualquier otro caso decimos que la cépula C tiene parte
absolutamente continua Ac y parte singular Sc.

2.3.12. Definicién. La C-medida de la parte absolutamente continua de la
copula C la definimos como Ac(1.1) y la C-medida de la parte singular de C

la definirnos como Sc(1, 1).
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El soporte de una funcién de distribucién conjunta H es el complemento de
la unién de todos los conjuntos abiertos en R? con H-medida cero, por lo que:

2.3.13. Definicién. El soporte de una cépula C es el complemente de la unién
de todos los subconjuntos abiertos de X2 con C-medida cero. Cuando el soporte
de C es todo I? decimos que C tiene soporte completo.

Observacién: Si la cépula C es singular entonces su soporte tiene medida de
Lebesgue cero y viceversa. Sin embargo, es posible tener c6pulas con soporte
completo que tienen tanto parte absolutamente continua como singular.

2.3.14. Ejemplo. Elsoporte de Af (la cota superior de Fréchet-Hoeffding) es la
diagonal principal de I%, es decir el conjunto {(u,u) : u € I} ya que la
Af-medida de cualquier rectangulo abierto que esté enteramente por arriba o
por abajo de la diagonal principal es cero. Incluso tenemos que 9?Af/9udv = 0
casi en todos lados en I? y por lo tanto M es singular. De manera aniloga se
tiene que el soporte de W (la cota inferior de Fréchet-Hoeffding) es el conjunto
{(u,1 —u) : u €I} y por lo tanto W es singular también.

2.3.15. Ejemplo. La cépula producto II(u, v) = uv es absolutamente continua
ya que para todo (u,v) € I? :

An(u.v)=L-A- mn(s.z)dzds=/0/; dtds = uv = T(w, v) -

Una cépula con soporte completo pero que tiene tanto parte absolutamente
continua como singular la veremos en el Ejemplo 2.5.8 de la seccién Cépulas de
sobrevivencia.
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2.4. Cotas de Fréchet-Hoeffding para distribu-
ciones conjuntas
Decl Teorema 2.1.6 y la ecuacién (2.4) tenemos que
W(u,v) = mix {u+v— 1,0} < C(u,v) < min{u,v} = M(u,v) , uvel,
¥ como consccuencia del Teorema de Sklar (Teorema 2.2.9), si X,Y son va-

riables aleatorias con funcién de distribucién conjunta # y marginales F y G,
respectivamente, tenemos que

miéx {F(x) + G(¥) — 1,0} < H(z,») < min {FE),GW}, z,veR. (2.11)

A las cotas de la expresién anterior se les conoce como cotas de Fréchet-
Hoeffding pare funciones de distribucién H con marginales F y G. En esta
seccién buscamos entender el tipo de relacién entre las variables aleatorias X,Y
si su funcién de distribucién conjunta H es igual a alguna de las cotas de Fréchet-
Hoefiding.

2.4.1. Definicién. Un conjunto S C R ? es no-decreciente si para cualesquiera
(z,y),(u,v) € S se tiene que si x < u entonces y < v. Similarmente, un

. = 2 . . . .
conjunto S < R° es no-creciente si para cualesquiera (x,y), (u,v) € S se tiene
que si xr < u entonces y = v.

2.4.2. Lema. Sea un conjunto S C R>. S es no-decreciente si y sdlo si para
cada (x,y) € R° se cumple una de las siguientes condiciones:

1. Siu<ax entoncesv <y , para todo(u,v) € S.
2, Siv<yentoncesu<x , para todo (u,v) € S.
Demostracién: (Por contradiceién)

1. Supongamos que S es no-decreciente pero que ninguna de las dos condi-
ciones anteriores se cumplen, entonces existen puntos (a, b), (c,d) € S tales
quea < x,b > y,d < y,c > x de donde a < ¢, b > d y se concluiria que S
no es no-decreciente (contradiccién).

2. Abhora supongamos que las condiciones 1 y 2 se cumplen pero que S
no es no-decreciente, entonces existen puntos (a, b),(c,d) € S tales que
a < ¢, b>d. Definimos el punto

(@, y) = (a;c‘b;d),

asi que a < x < ¢ ¥ por tanto a < x, de donde por la condicién 1 tenemos
que b < y, lo cual es una contradiccién puesto que d < y < b.
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[}

2.4.3. Lema. Sean X,Y wvariables aleatorias y sea H su funcién de distribucion
conjunta. H es igual a la cota superior de Fréchet-Hoeffding si y sélo si para todo

(z,y) € " se cumple ya sea P[X > z,Y < y] =0 o bien P[X < z,Y > y] = O.
Demostracién: Sean F y G las marginales de H. Entonces: i
F(r) = PIX<z]=PX <z, Y <y]l+P[X <z,Y >3]

H(z,y) + P[X <= x,Y >3],

¥ también
Gy) = PlY=<yl=PX <z, Y <y]+P[X>az,Y <]
H(x,y) + P[X > 2,Y <],

de donde
H(z,y) = M(F(*),G®)) + min{P[X <z,Y>y],P[IX >z,Y <y]} =0
< PX <z2,Y>yl=08PX >z,Y¥ <y]=0.
[m}
2.4.4. Teorema. Sean X,Y variables aleatorias y sea H su funcién de distribu-

cidn conjunta. H es idénticamente igual a su cota superior de Préch;t-”oeﬂ'ding
si y sélo si el soporte de H es un subconjunto no-decreciente de R”.

Demostracién: Sean F y G las marginales de H.

1. Supongamos que H es idénticamente igual a Af. Sea S el soporte de H
y sea (x,y) cualquier punto en 2. La condicién 1 del Lema 2.4.2 es
verdadera
< {(p,v):u<zx, v>y}NsS =20,
< P[X <z,Y >y} =0.

Por otro lado, la condicién 2 del Lema 2.4.2 es verdadera

< {(y,v):u>x v<y}NS=20,

< PX >x,Y <y]=0.

Por hipétesis tenemos que H(x,y) = M (F(x), G(y)). entonces por Lema
2.4.3 tenemos que P[X < z,Y < y] =00 bien P[X > 2,Y >y =0, y
por lo tanto por Lema 2.4.2 concluimos que § es no-decreciente.

2. Supongamos que S es no-decreciente. Entonces por Lema 2.4.2 tenemos
que

{(,v):u<z,v>y}lNS=0 obien {(M,V):u>x,v<y}nNS=0

y entonces P[X < x,Y >y =0 obien P[X > z,Y < y] =0, por lo
tanto por Lema 2.4.3 concluimos que H = Af.
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[}

2.4.5. Lema. Sea un conjunto S C R S es no-cnzczente ‘si y sdlo si para
cada punto (z,y) € R” se cumple una de las slguzentes condtcwnes.

1. Siu<ax entoncesv >y, para todo (u, v) E S..
2, Siv>y entonces u < x, para todo (u,v) es. -
Demostraciéon: (Por contradiccién)

1. Supongamos que S es no-creciente pero que ninguna de las dos condiciones
anteriores se cumplen, entonces existen puntos (a, b), (¢,d) € S tales que
a<z,b<yd>y,c>zdedondea <cyb<dy seconcluirfa que S no
es no-creciente (contradiccién).

2. Ahora supongamos que las condiciones 1 y 2 se cumplen pero que S no
es no-creciente, entonces existen puntos (a,b),(c,d) € S talesque a <cy
b < d. Definimos el punto

(zy) 1= (a;—c'b-iz—d) ,

entonces a < xr < ¢ de donde a < xr y entonces por la condicién 1 tenemos
que b > y , lo cual es una contradicién puesto que b < y < d.

=]

2.4.6. Lema. Sean X,Y variables aleatorias y sea H su funcidn de distribucion
conjunta. H es igual a la cota inferior de Fréchet-Hoeffding si y sélo si para todo
(z,v) € R ? se cumple ya sea PX >z,Y>y]l=0o0bien PIX <z,Y <y]=0.

Demostracién: Sean F y G las marginales de H. Entonces
1—F(x)=PlX>x]=P[X >2,Y <y|l+PX>=zY >y],
G)=PlY <yl=PX >z.Y <y|+ P[X <z,Y <y},
de donde
F(z) +G) —1=P[X <z,Y < py] - P[X >z,Y >3],
por lo que

H(z,y) = max {F(z) + G(y) — 1,0}
< H(z,y)=mix{P[X < x2,Y < y] - P[X >z,Y > y],0},

< PX>z,Y>y=06PX <zY <y]=0.
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2.4.7. Teorema. Sean X,Y variables aleatorias y sea H su funcidn de distribu-
cién conjunta. H es idénticamente igual a su cota inferior de Fréchet-Hoeffding
si y sélo si el soporte de A es un subconjunto no-creciente de ">

Demostracién: Scan F y G las marginales de H. Entonces

1. Supongamos que A es idénticamente igual a W. Sea S el soporte de H
y sea (z,y) cualquier punto en R* La condicién 1 del Lema 2.4.5 es
verdadera

< {(uv):usz v<y}nNnS=20,

@ PIX<z,Y<ypy]l=0,

y por otro lado, la condicién 2 del Lema 2.4.5 es verdadera
o {(w):u>z,v>ytnNS=0,

<@ PX>x,Y >yl=0,

pero por hipétesis tenemos que H(x,y) = W(F(x), G(y)) y entonces por
Lema 24.6 P[X < x,Y < y] = 0 o bien P[X > a,Y > y] = 0, y por lo
tanto por Lema 2.4.5 S es no-creciente.

2. Supongamos ahora que S es no-creciente, entonces por Lema 2.4.5
{(p,v):usz, v=yinNS=0 6 {(wv):u>z,v>y}NS=0,

y entonces P[X < z,Y < y] = 0 o bien P[X > =,Y > y] = O y por lo
tanto por Lema 2.4.6 concluimos que H = W.

jom]

Cuando X,Y son continuas el soporte de H no puede tener segmentos de
recta horizontales ni verticales y en tal caso tenemos que

Y es casi seguramente funcién creciente de X < Cxy = M, (2.12)
Y es casi seguramente funcién decreciente de X <> Cxy =W . (2.13)
2.4.8. Ejemplo. Sean U, V variables aleatorias Unif(0,1). Si su funcién de

distribucién conjunta es Af entonces P{U = V] = 1. Si su funcién de distribucién
conjunta es W entonces P[V =1—-U] = 1.
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2.5. Cdépulas de sobrevivencia

2.5.1. Definicién. Sea X wuna variable aleatoria y sea F su funcion de dis-
tribucion. La funcién de sobrevivencia de X se define como

F(z):=P[X >z]=1— F(x).
Observacion: Normalmente RanF = (0,00 ; sin embargo, para nuestros fines
extenderemos la Definicion 2.5.1 de modo que Ran F = R..

2.5.2. Definicién. Sean X,Y wvariables aleatorias con funcion de distribucidn
conjunta H. La funcidn de sobrevivencia conjunta de X,Y se define como

H(x,y) := P[X >=z,Y >3],
y las funciones marginales de sobrevivencia de H estdn definidas por

F(x) == H(z,~00) , G(y):=H(—00,).

2.5.3. Lema. Sean X,Y variables aleatorias con funciones de distribucién F
y G, respectivamente, con funcidn de distribucién conjunta H y con cdpula C.
Entonces la funcidn de sobrevivencia conjunta de X,Y se puede expresar en
términos de sus funciones marginales de sobrevivencia.

Demostracién: Utilizando el Teorema 2.2.9 y las dos definiciones anteriores
H(zr.y) = 1— F(z)—G@)+ H(z,v)
= F@) +T@) — 1+ C(F@&), G
= F(x)+GWw) —1+CQA—-F(z).1 —-Gw)).
[
2.5.4. Lema. Sean X,Y variables aleatorias continuas con cdpula C y sea la
Juncién € : I — I dada por
Cuv)i=u+v—14+C(1 —u,1—7v).
Entonces C es cépula.

Demostracién: Utilizando el Teorema 2.3.4 con a = —1 = 3 obtenemos que
la cSpula de las variables aleatorias — X y —Y es

Cox—y () =u+v—14+C(l ~ 1,1 —1v) =C(u,v),
[}

y por lo tanto € es cépula.
El resultado anterior motiva la siguiente:

2.5.5. Definicién. A la cdpula C la denominamos cépula de sobrevivencia.
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2.5.6. Corolario.. Sean X,Y wvariables aleatorias coninuas con funcidn de
sobrevivencia conjunta H y con maryginales de sobrevivencia F y G, respectiva-
mente. Entonces

H(z,y) = C(F(=).C)) -

Demostracién: Secan F_x y G_y las funciones de distribucién de — X y Y,
respectivamente. Por Lema 2.5.4 tenemos que C_x,_y = C y por el Teorema
2.2.9 (Sklar) se ticne Cox .y (Fox(—x), G-y (—y)) = P[-X < —z,-Y < —yp],
asf que

I

Pl—X € —x,-Y < —y]
PX >z,Y >y
H(z, 1),

C(F-x(—=), G—v(—v))

pero F_x(—a) = P[-X < —z] PiX z] F(x); de igual modo
[m]

G-y (—y) = G(¥), ¥ por lo tanto F(:z. y) = C(T’(z) Z;'.(11))

2.5.7. Corolario. Sean 71_,—1_:‘,5 v & como en el Corolario 2.5.6 y sean
FY 4 @Y las cuasi-inversas de F y G, respectivamente. Entonces

C(u,v) = F(r(_x)(u),ﬁ(_l)(v)) , para todo (u,v) € I2.
Demostracién: Por el Corolario 2.5.6 y la Definicién 2.2.10 tenemos que

HE @G V@) = CFEFwW).CGE @) = Eu,v).
m]

2.5.8. Ejemplo. Supongamos que tenemos un sistema que consta de dos com-
ponentes sometidos a descargas eléctricas intempestivas que pueden llegar a
ocasionar que uno o ambos componentes dejen de funcionar. Sean X, Y las va-
riables aleatorias que representan el tiempo de vida de los componentes 1 y 2,
respectivamente.

Entonces la funcién de sobrevivencia conjunta esta dada por:

H(z,y)=P[X >z.Y >y].

Supongamos que los dos componentes conforman tres procesos de Poisson inde-
pendientes con parametros (positivos) Aj, A2 ¥ Aj2, dependiendo si la descarga
daiia inicamente al componente 1, tinicamente al componente 2, o bien a am-
bos simultaneamente. Entonces los tiempos de ocurrencia para los eventos men-
cionados y que denotaremos T3,7> y T2 son variables aleatorias exponenciales
independientes con parimetros A;, A2 ¥ A2, respectivamente. Entonces

X = min {7, Th=2} . Y =min{7T5,Ti2},
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¥ por lo tanto para todo z,y = 0 se tiene que

H(z,y) = Plmin{Ty,Tiz2} >z, min{Z>, T2} >y]
= P[Th >z,T2 >y, Ti2 > max {z,y}]
= P[T) > z]P[T2 > y]|P|T12 > méx {z,y}]
= exp|[—Aiz — A2y — z\uwmzix {z.¥}1] .

A partir de lo anterior obtenemos las funciones marginales de sobrevivencia
F(x) = exp[— (A1 + A12)z) ., G(y) = exp[ —(r2 + \2)v],

es decir, X,Y resultan ser variables aleatorias exponenciales con parametros
(A + A12) ¥y (A2 -+ A12), respectivamente. Utilizando el hecho de que
méx {z,y} = = + y — min {x, y} obtenemos

H(z,y) = exp[—(A1+ A2)x — (A2 + M2)y + A2 min {z,5} ]
= F(zx) G(y) min {exp(A12x), exp(r12v)} .

Sean u = F(zx) y v = G(v), y definimos

L M2 A2
= AL+ A2 T Bi= A2 + Az’

entonces utilizando el Corolario 2.5.6 obtenemos la cSpula de sobrevivencia de
XY

C(u,v) = uvmin {u~%, v} = min {u! ~ v, uw* %},
en donde o, B € ]0, 1{. A la familia de cdpulas {Cq g : a, B8 € ]0, 1|} dada por
Ca.g(u,v) = min {u' v, uv' 7%} = ' vl yasuay +ur? T Pliuacyny,

se le conoce como la familia Marshall-Olkin. Esta familia de cépulas es un ejem-
plo de cépulas con soporte completo pero que cuenta tanto con parte absoluta-
mente continua como singular:

2
2 Cas(uv) = (1 —a)u=1 gynsyy + (1 = B)0=FL (yacyn) -
Budv
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¥ por la Dbeﬁx'liciény 2. 3 9 tenemos que:
Aa (1, v) = / / o ca_p(s, t) dtds v o
(1 — a)/ - / 1(,<,.,,,, dtds + (1 - a)/ / ¢ 51(,»..,,) dtds

mln {u.-“/") v
tds-i-(l—-ﬂ)/ 1(.,>,a/n}/ . t_ﬁdtds

Y2

: 3 B/a o/B—n+l
—_a—a[j-;-ﬁm"l{u'v yROUET
.. aB a/a—a+1]
‘a—af+ 06
afB vB/o—ﬂ+l]
Ta—aB+pB
= [uv‘ ﬁl{ua<uﬂ} + ul-oul{uo>"n)]
‘B _ ~ .
g ey [ a/B a+ll{u¢.<",) + uB/a B+1 l(un>va)]
a -
= Ca,g(u,v) — ———agTB-[xnjn{u ,uﬂ}] Va+l/5 1
y por la Definicién 2.3.10 tenemos 'que
Q, -
Sapg(u,v) = -—_%_—ﬁ' [min {u°, S} Yo+ V8

min {u™ w7}
/ tVo+ 8 =24y
(]

De la Definicién 2.3.12 tenemos que la C-medida de la parte singular de C es
af
a—afB+ 8"
lo cual significa que si U y V son dos variables aleatorias Unif (0, 1) cuya funcién
de distribucién conjunta es la cépula C, g, entonces
af
a—aB+8 "

sa.ﬁ(lv 1) =

PlU* = V8] =
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2.6. Orden

2.6.1. Definicién. Sean C),Cy dos cdpulas. Definimos la relacufn de orden
entre cdpulas < como sigue: . ; .

Cy < C2 <= Ci{(u,v) < Ca(u,v) , para todo (u, v) E 12

y en este caso decimos que la cépula Cy es menor que la cépula Cs (o bzen que
la edpula Ca es mayor que la copula C1).

2.6.2. Ejemplo. En cl Ejemplo 2.1.7 se vio que cualquier cdnxblnhcx&n lmeal
convexa de cSpulas es cépula. Sea entonces la cépula C dehmda por., Ia media

aritmética de las cotas de Fréchet-Hocetfding:

7 y

Clu,v) 1= W (u, v) + M(u,v) .
2
Esta c6pula no es comparable con la cépula IT ya que €(1/4,1/4) > II(1/4, 1/4)
pero C(1/4,3/4) < I1(1/4,3/4) por lo que ni C < II ni I < C se cumplen.
2.6.3. Definicién. Sea {Cp)} una familia de cdpulas parametrizada en 6.
Decimos que {Cgo} es una familia ordenada positivamente si Co < Cg siem-
pre que a < (3. Decimos que {Cp} es una familia ordenada negativamente si
Ca > Cp sitempre que a < 3.
2.6.4. Ejemplo. Continuando con la familia de cépulas Marshall-Olkin obteni-
da en el Ejemplo 2.5.8 consideremos el caso particular en que « = 8 = 6. De
este modo obtenemos la familia de cépulas {Cg} conocida como familia Cuadras-
Augé
Co(u,v) = min {u'"%, uv?=%} = [min {u, v} 1°[uv]'—?,

en donde € € I. Nétese que Co = II y que C1 = A, Sean «, 3 € I tales que
a < B. Entonces para todo u, v € I tenemos que

Ca(u,v) _ Ba
Cp(u,v) (mi‘n{u,u}) *

de donde
Ca =<%Cpg,

¥y por lo tanto la familia Cuadras-Augé esti positivamente ordenada.
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2.7. Coépulas n-dimensionales

2.7.1. Definicién. Por espacio n-dimensional extendido entendemos el
conjunto '
n
=IIR
k=1

2.7.2. Definiciédn. Sean <X y < relaciones definidas en n" de modo que si

x,¥y € R", donde x = (£1,...,2n) , ¥ = (¥1,.--,Un), entonces
XXy axr<yx , paratodoke {1,...,n},
X <Xy T <yx . paratodoke {l,...,n}.

Observacién: La relacién =< es lo que se conoce como un orden parcial (por ser
reflexiva, antisimétrica y transitiva). No es el caso de . S:n embargo, ninguna
de las dos es un orden total ya que existen elementos en R que no se relacionan
bajo =X ni <.

2.7.3. Definicién. Un n-rectdngulo en R" es un subconjunto B ¢ R" que
puede expresarse como producto cartesiano de n intervalos cerrados, es decir, si
ezisten x,y € R™ tales que x <y y que

n
B=xQ®y:= H[Ik‘yk].
k=1

y usamos la notacidn [x,y] para referirnos a B. Los vértices del n-rectdngulo
B = [x,y] son los puntos

{c=(c1r..cren) €ER": ck = xp Sk = yr}-

En particular definimos al n-cubo unitario por el conjunto
n
S its
k=1

2.7.4. Definicién. Una funcidn real de n entradas es una funcién H tal que
su dominio Dom H c R™ y su rango Ran H C R.

2.7.5. Definicién. Sea B el n-rectdngulo [x,y] y sea € = (c1,...,¢n) un
vértice de B. Si los vértices de B son todos distintos, es decir, si x < y entonces
definirmos la funcién

sgng(c) i= +1 sicix = xi para un nimero par de k’s,
s o —1 sick = yx para un nimero impar de k’s,

y si los vértices de B no son todos distintos entonces sgn(c) := 0.



38 CAPITULO 2.. COPULAS

2.7.6. Ejemplo. Sea B el 2-rectingulo [x,y] = [z1, v1] *'[:zg,yg.]. Entonces
sus vértices son (x5, x2), (W1, x2). (1. ¥2) ¥ (x1,¥2). Si estos vértices son todos
distintos entonces

sgn(x1,x2) = 1 =sgn(z1,¥2) . sgn(zi,y2) = —1 ='sgn(y1,x2).

2.7.7. Definicién. Sean S14...,8n subcon]untos no vacz’os de R y sea H
una funcién real de n entradas tal gque su dominio Dom H = S) x -+- x Sy
Sea B := [x,y] un n-rectdingulo cuyos uértzces estan en. Dom H. Definimos el
H-volumen de B mediante -

Vi(B) =3 sgnB(c)H(c)
cEV -

donde V es el conjunto de uéﬂ;'ces de B

2.7.8. Ejemplo. Continuando con' el: E_]empl .7.6 sea: H una funcién de 2
entradas tal que los vértices de B eﬁtén en Do H, em:oncw

!f{'(ylgmﬁ) + H(z1,z2) -

Vi (B) = H(y1,y2) '—”(1‘1.1/ ) -

2.7.9. Ejemplo. Sea H una funcién real’ de 3 entradas tal que Dom H = "
y sea B el 3-rectangulo [x,y] [zl,yI] x [x2.y2] x [x3,us] tal que x < y ,
entonces R S
Vu(B) = H@n,y2.y3) — H(z1,y2, ¥3) — H(ur, x2,53) — H(¥1,y2, 3)
-+ H(x1,T2,¥3) + H(x1,y2,x3) + H(y1,x2,T3) — H(21,T2,Z3) .

2.7.10. Definicién. Una funcién real de n entradas H es n-creciente
si Vi (B) = O para cualquier n-rectdngulo B cuyos vértices estén en Dom H.

2.7.11. Definicién. Sea H wuna funcién real de n entradas con
Dom H = S; x--- % Sn tal que Iinf(Si) € Sk para todo k € {1,...,n}. Decimos
que H estd fijada si H(xy,...,xTn) = 0 para todo (x1,...,Tn) € Dom H tal que
s = inf(Sx) para por lo menos un k.

2.7.12. Lema. Sea H n-creciente y fijada. Entonces H es mondtona
creciente en cada entrada, es decir, sean x < y :

Si(Z1ree o s o1y Ty Tl lre v 2T )y (T1ye oo s Th=1, U Thls -+ -+ Tn) € Dom H ,
entonces

H(Z1y oo & hee 1 B Tl 1y oo o1 Tn) S H (X1, o oy Th—13 Yy Th414-- -, Xn) , para todo k.
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Demostracién: Sea a; := inf(S;) de acuerdo a la Definicién 2.7.11 y sea
B = [(Q11.:1Qke12 B Qhp1s - +@n)s (T1sve oy The1s Uy Thtls - - - »Tn) ]. Entonces
los vértices de B estin en Dom H. Como H es n-creciente tenemos que
Vi (B) = 0 y ademds como esta fijada entonces al calcular Vi (B) todos los
sumandos son cero excepto dos:

Vit(B) = H(T1, .o e sTh— 13 Yy Thete1y e oo s Tn)—H (X150 ooy Themty Ty Thepe1y o - s Tn) 2 0
¥y por lo tanto H es mondétona creciente en la k-ésima entrada, para todo k. O

2.7.13. Definicién. Sea H una funcidn real de n  entradas con
Dom H = Sy x--- % Sy, tal que sup(Sk) € Sk para todo k € {1,...,n}. Decimos
entonces que H tiene marginales. Las marginales unidimensionales de H son

las funciones {Hx}R_, tales que
Dom Hy =5 , ke{l,...,n},

Hp(x) := H(b1y.. . s bre1, 2, bk15 - - . bn) o

donde b; := sup(S;) para todo j € {1,...,n}. Las marginales de dimensién
superior a uno se obtienen fijando un nimero menor de entradas. Asi, para
1 < m < n una m-marginal se obtiene fijando n — m entradas.

2.7.14. Ejemplo. Sea H una funcién real de 3 entradas tal que
Dom H :=[—1,1] x [0,00] % [0, /2],

(z1 +1)(1 —e~T2)senzs

H(z), x2,x3) :=

Tenemos que H estid fijada ya que H(—1,x2,23) = 0, H(z:,0,23) = 0 ¥y
H(zxy,x2,0) = 0. Las marginales unidimnensionales de H estin dadas por
Hi(2) = H(z,00,7/2) = Z£ 1,

Hz(zx) =HQl,z,7/2) =1—e" 7%,
Hi(x) = H(l,00,x) =senx,
¥ sus 2-marginales estin dadas por

Hia(z,y) = Hiz,y,m/2) = EFNC R

41
Hy 3(x,y) = H(z,00,y) = -(ﬁ——%—s—e-ﬂ ,

Hza(x.y) = H(l,z,y) = (1 —e"*)seny.
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2.7.15. Corolario. Sea H una una funcidn n-creciente, fijada y con marginales.
Entonces cada una de las marginales unidimensionales H), de H es mandtona
creciente, y $i (Z1,...,Tk—1,T> Th415+++1%Ln) € Dom H entonces: .

0 < H(T1ue oo s Bhe1e Ty Theels « « - 1 Tn) < Hi(),
vy lo anterior se cumple también en la correspondiente expresidn pam margznales
de dimensidn mayor a uno. :
Demostracién: Por Lema 2.7.12 y Definicién 2.7.13 . : N =
2.7.16. Lema. Sea A n-creciente, fijada y con marglnales. Pam cualquzcr k

{1....,n} sean (T1,...,Th—1, T Tht1s-- 1 Tn) ¥ (#2100 @0 1,y,Ik+1,u-.zn)
elemnentos de Dom H tales que 22 < y. Entonces T

H(Z1, oo s B 10 Y Tl da - o2 Zn) —H (T2, oo oy Tlem1, Xy Thoedy - - o Tn) < Hip (1) — Hi(x)

Demostracién: Sean {a;}7., y {65}}=1 como en.la demostracién del Lema
2.7.12 y en la Definicién 2.7.13. Para el caso n = 2 deﬁmmos Ios 2-rectdngulos

B, y B2 con vértices en Dom H:

By :=[(x,z2), (1, 02)] 527==[($1.3-‘) (bl'y)]

Por hipétesis tenemos que H es 2-creciente, por. lo que’

Vi (B1) =0
H(y, b2) — H(z,b2) — H(y,:rz) +H(:r:.a:e) =0
Hy(y) — Hi(x) — H(ys'z2) + H(x;22) 20

H(y,x2) — H(z,22) < Hi(y).

también
Vi(B2) 20 s
H(bi,v) — H(b1,z) — H(z1,y) + H(z1:2) 2 0
Ha(y) — Hz(x) — H(z1,y) + H(z1,2) 2 0
H(zy,y) — H(:l:;.z) < Hz(y) Hg(:t) .
¥ por lo tanto el lema se cumple pa.ra n= 2 Sx n >.2 definimos los n-rectingulos
B,,...,Bn_) como sigue: . N
B := [ (z1,a2,... vaR_1,Z, Ax+1, - ,;aﬁ'); (b1, T2, 0oy The1s Yy Tkt 1r-- -+ Tn) ]
Bz := [(@1,F2, -+ 18rm—-1:T2» Armt1s - ;an)_.(bx,bz.- s Tk—14 Yrs Tl - -+ Tn) ]

B3 :=[(a1,02,. .., Qk—1, T, Qkt11+++:Fn)s (1,62, . . . k12 Yy Bkt e+ -4 Bn) ]
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(Con la consecuente modificacién en caso de que x, ¥ se encuentren en la posicién
k ='1 o k = n). Como H es n-creciente entonces Vy(B,,) = 0 para todo m y
por lo tanto . . R
n—1 . ) :
ST Ve (BR)Z 05 e ) Lo (2:14)
m=1 i : .
Como H estd fijada entonces para cada m tenemos que eI H-volumen de B,,l se -
reduce a . : i

Vu(Bm) = > sgng,,(c)H(c)
€CEVm
HMby, oo ibmaeeaslhiees
— H(br, o Trms sl

sbma s Ty s Tn)
1Ty ety T “e2Tn).

Al sustituir lo anterior en la ecuamén 2; 14) obtenemos una suma telescépica
que se reduce a X :

n—1 ne—1 "
S"Vu(Bm)=3_ 3 sgnp,, (c)H(c
mesl m=1c€Vm -

=H(byy..- bx—1, y'bk-o-l;-

y como 72N Vi(Bm) 2 0, entonces

z..)‘s (W)= Hi (=)

H(zy, .. -vzk-—lvyvzk-f-l'----xn)_H(xlv c e Tl Ty Thy

2.7.17. Lema. Sea H como en el Lema 2.7.16‘y sean (a:x. SN ,:r:,.) y (y‘, S +Yn)
puntos cualesquiera de Dom H. Entonces .

|H(@1, oo vxn) — H(pn, oo wn)l < § [Hi (xx) — Hr(ye)l -
k=1
Demostracién: Por los Lemas 2.7.12 y 2.7.16 tenemos que para cada
ke{1,...,n}
|H (X1 s o s Tl 12 s Thegeds v e e s T ) —H (T2 oo Tl 10 Yo Thetets - - -0 T )| S | H () —~ Hi (1)

se cumple para todo (T1,..++Z4.. .y Tn)s (T1y---sUs--.,Tn) € Dom H y por lo
tanto

|H(z1, ..o on) = H@roe oo un)l < D0 [ Hie(ze) — Hiys)| -
k=1
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2.7.18. Definicidén. Sea n - € {2,3,...}.. Una subcdpula n-dimensional
(o alternati te una n-subcdpula) es una funcion C' gque tiene las siguientes
propiedades: .

1. DomC’'=8S; x82 x%:-+x8, ,donde{0,1}C Sk I , ke {l,...,n}.
2. C' es n-creciente y fijada.
8. C' tienc marginales (unidimensionales) {C}}R.., tales que

Ci(u) =u , para todo u € Sk .

2.7.19. Definicién. Una cépula n-dimensional (o alternﬁtwamente una
n-cépula) es una n-subcdpula C tal que DornC = I“, esto’ es _una Suncidén
C :I" — I tal que . . .

1. Paratodou:(ul,...‘u,,)el"
C(u)=0 , siezisteic {1,...,n} tal queu; =0.
2. Siu=(1,...,1,u5,1,...,1) entonces C(u) = u;.

8. Para todo u,v € I" tal que u < v se cumple Vo[u,v] = 0.

Analizaremos las versiones n-dimensionales de las 2-cépulas I1, M y W de
los Ejemplos 2.1.3, 2.1.4 y 2.1.5, aunque con la diferencia de que en el caso de
W no obtenemos una cépula n-dimensional.

2.7.20. Ejemplo. Sea la funcién I1(™ : I — I tal que

I (uy, ..., Upn) i= UIU2 ~ * - Uk— 1 UkUk+1 ** * Un , para todo (uy,...,u,) € I*.
I (uy, e U120, Uty e - Un) = O
2. mI,...,1,ue1,...,1) = ug.
Sea el n-rectdngulo B := [a, b] con vértices en I™ y sea V el conjunto de

vértices de B :
Vi={c={(c1,....6n) €EI™ : cx = ax 6cr = bi},
entonces el II(")-volumen de B estd dado por

Ve (B) = D sgng(c)lI™(c).
cEVY

Si los vértices de B no son todos distintos entonces sgn{c) = 0 y por tanto
Vhe (B) = 0. En caso contrario, tenemos que

Vi (B) = S c--cen— > a--

cEV: cEWVy



2.7. COPULAS N-DIMENSIONALES . P 43

en donde {Vy,V2} es una partxclén de V.de tal modo que V7 contiene todos
los vértices de B que menen un numero par de componentes ag. Ahora sélo
falta notar que

2.7.21. Ejemplo. Se
M (uy, .. uy) =
1. hl(")(ux....,uk-x,o uk+1,
MM, o, 1, up, 150

Sea el n-rectdangulo B
vértices de B:

,b] con vértices en I™ y sea V el conjunto de

={c=(c1,....c,.) €el” : cr=ax 6 ck=bk}»
Entonces el Af(").volumen de B estd dado por
Varm(B) = 3 sgng(c)M™(c).
cEV
Si los vértices de B no son todos distintos entonces sgn(c) = 0 y por tanto
Vari (B) = 0. En caso contrario, tenemos que
Varenr (B) = z min{cy,....cn} — z: min{c1,....¢en},
c€EVa cEV)

en donde {V1,V>2} es una particién de V de tal modo que V2 contiene
todos los vértices de B que tienen un numero par de componentes aj.
Veremos que Vjsn (B) = 0 para n = 3 y luego el resultado general se
sigue inductivamente. Tenemos entonces que

Varen (B) = min {b;, b2, b3} — min {a1, b2, b3} — min {b;1,a2,b63}
— min {b1, b2,a3} + min {a,,az, b3} + min {a,;, b2, a3}
+ min {b;, az,a3z} — min {ai1,a2,a3},

v utilizando la férmula

min {z,y.2} = r+y—|lx—yl+2= -2|z+y—la:—y|—2z|'
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¥ el hecho de que Af(?) es intercambiable, es decir que
M (e, ... en) = M) (cp1)ser -+ Cp(m))
donde {p(1),...,p(12)} es cualquier permutacién de {1,...,n} , nos per-

_mite suponer, sin pérdida de generalidad, que a; < a2z < a3, y esto com-
binado con el hecho de a < b nos arroja la expresién

1 .
Varan (B) = 5 [ {min {61, b2} — aa| — | min {by, b2} — b3
+ |min {b1,a2} — b3l — |min{b;,a2} — az|] .
Analizando todos los casos posibles obtenemos que

bu)‘— a@ sia < by,
Vare (B) = { © 'en cualquier otro caso,

en donde b(,) = min {bx.bz b;;} y a(a) :
mismo ) )

VM(:) (B) = mdx {mfn {bx, bz, ba} -

méx{a;,ag.aa}, o lo que es lo

méx {ai,aé,aa}.o} .

e inductivamente se obtiene para cualqu!ex'

max {h}. S o an}, 0},

Vieon (B) = méx {mfn {b1, ... ba}"

y entonces Vi (B) = 0, lo que significa que A7) es n-creciente y por
lo tanto Af(™) es n-cSpula.
2.7.22. Ejemplo. Sea la funcién W) : I* — I tal que
W(")(u,....,u,,) = max{u1 + ...+ uy, —nn+ 1,0}, para todo (uz,...,u,) € I™.
Veremos por qué W) no puede ser n-c6pula. Sea el n-rectdngulo B := [a,b]
con a,b € I™ tal que a := (%,%..... 1)y b:=(1,1,...,1). Entonces a < b,
esto es, todos los vértices de B son distintos y por tanto sgng(c) # O para todo
vértice ¢ de B. Sea V el conjunto de vértices de B, es decir

V:i={c=(c1,...+cn) €EI" : e = 1/2 6 ¢, = 1}.

Calculamos ahora el W{")-volumen de B:

Vieen (B) = I sgnp(@W(c)
ceVY
= ngng(cl, P ,c,.)!V(")(cl, veesCn)
cev
= ngna(cl....,cn)mé.x{cl +...+cn—n+1,0}.

cEV
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Nétese que la gran mayoria de los sumandos son cero ya que la expresién
max{c1 +...+¢cp —n+ 1.0} > 0 si y sélo si hay por lo menos (n — 1)
unos en el vector ¢, o equivalentemente que haya 0 6 1 componentes %, en
cuyo caso tendremos que sgng(c) = +1 y max{c1 +...+cn—n+ 1,0} = 1 si
tenemos 0 componentes % (y contamos con un sélo vértice que lo cumple, el
vértice ¢ = b), o bien sgng(c) = —1 y méx{c1 +...+cn —n+ 1,0} = % si

tenemos 1 componente % (y contamos con n vértices de este tipo), y entonces

Vi (B) = 1-— -1-21- .
pero
Viven(B) =0 <« 1 —g >o0,
= n<2,
y por lo tanto W no es cépula para n > 2.
2.7.23. Lema. Sea C una n-cépula tal que n > 3. Entonces para cualquier k
tal que 2 £ k < n tenemos que la k-marginal de C es una k-cépula.

Demostracién: Sea”'{ml. Loome) < {1,...,n}. Por la Definicién 2.7.13 tene-
mos que una k-marginal de C esta definida por

Cm 1v

..mg(-":mn“-v-"-'mu) = C(u1,...,un),

en donde R =
e L Ee s orE .. m),
I U | si re{l,...,n}\ {m1,....,mp}.
1. Sin pérdida de generalidad sea z,,, = 1. Entonces
Crnpiiioms (00 Tmas ie o Bm) = C(14.e o i Um=1i 0, Umds .o oy n)
s : = 0 -(porque C es cépula),
y por lo‘tanto Cm,,...,m, esté fijada.
2. Sin pérdida de generalidad tenemos que

Cmypeeine {®man L, ...,1) = CQ,...,1,zm,.1,...,1)
= om, {(porque C escépula),

m, tiene marginales (unidimensionales) identidad.

¥ por lo tanto Cy,, .
3. Sean x(k), yk) e I* tales que x(®) =< y(®)_  Definimos al k-rectingulo
B* := [x(®, y)] y sea V; el conjunto de vértices c*) = (c(lk), .. .,cgk))
de B* , entonces
VCmyuiomy (B7) = E sgng-(c*)Crm,.....mi (€P) .

elklev,
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Al k-recténgulo B~ - I* lo poden)os extender a un n-rectingulo
[x.y] € I que tenga el mismo AH-volumen mediante el conjunto

v de vértices ¢.= (c3,.- ., c,,) € I"™ donde
o = c(") sire {my,....ms},
é, E.{""U sire{l,...,n}\ {mi1,..., 7z},
y por lo tanto " ;
VCm,:....m,;v(B.‘) = Vc(B) >0 (porque C es cépula),

ma es k-creciente.

¥ por lo ténpo Crm;

De todo lo anterior concluimos que la k—marginal Cm,_,,,,,,.,, es k-cépula. O

2.7.24. Ejemplo. - Sea:la funcién C B I"’ _— I deﬁnlda por Cu,v,w) =
wmin{u, v}. Entonces. .

1. CO,v,w)=0= C(u, 0. w) = C(u,v,0) y por lo tanto C esté fijada.

2. C(u,1,1) = u,C(1,v,1) = v,C(1,1,w)
marginales (unidimensionales) identidad.

w y por lo tanto C tiene

3. Seael 3-rectdngulo B := [x,y] = [z1,21] %X [x2, y2] X [ra,ys] tal que x X ¥y,
entonces

Ve (B) = C(y1, y2, ¥3) — C(x1, ¥2, y3) — C(y1, 22, ¥3) — C(y1, 2, xa)
+ C(x1, 2, y3) + C(x1, Y2, 23) + C(r, x2,23) — C(x1, X2, T3)
(ya — x3)(min{y, y2} — min{z1,y2} ~ min{y1, 2} + min{x,,x2})
(¥3 — z3)Var({z1. ] x [x2,2]) = 0O,

ya que M es una 2-cépula (ver Ejemplo 2.1.4), ¥ por lo tanto C es 3-cépula.
Ademas las 2-marginales de C son las 2-cépulas:
Ch2(u,v) = C(u,v,1) = 1. min{u, v} = M(u, v),
Cra(u,w) = C(u, 1, w) = wmin{u, 1} = vw = II(y,v),
Ca2a(v,w) = C(1,v,w) = wmin{l, v} = vw = (v, w).

2.7.25. Lema. Una n-subcdpula C’ es uniformemente continua en su dominio
v para cualquier u € Dom C’ tenemos que

0<C'(u) < M™(u).
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Demostracién: Dada € > 0 sean u,v € Dom C’ tales que
E |uk—-vk|<e,
k=1 s
entonces por el Lema 2.7.17 y la Definicién 2. 7.18(3) tenemos que .

1€ (u)y — C’(V)I <e

¥ por lo tanto C’ es umformexnem:e contmua en' Dom C' Luego. por el Corolario
2.7.15 y la Definicién 2.7.18(3) tenemos que g

0 < C'(ua,- n.uk,..-.un)<Ck(uk)—‘uk 'pgra'gddoke {1,...,n},

M (u). =

¥ por lo tanto 0 < C'(u) < min{ul, vty un}

2.7.26. Teorema. Sea una n-sﬁbc&puluv C'." Entonces para todo u € Dom C'’

se tiene que

W < C'(u) < M™(u).
Demostracién: Por el Lema >.7. r-la- definicién de W) basta demostrar

que )
+Up —7n-+1.

Sea v € I" tal que vii= (1 1 1), entonces v € DomC’ y ademas u <X v.

Por el Lema 2.7.17 tenemos’ que
3 ”
[CT (V= C'(u) < D711 — sl .
k=1

Como €’ es n-subcépula entonces C/(v) = 1 > C’(u) y como ux < 1, la
expresién anterior queda

1—C'(u) €n—(us+ ...+ ua),
vyporlotanto C'(u) > u1 +...+u, —n+ 1. [}

Y como toda n-cSpula es n-subcSpula entonces para toda n-cépula C y para
todo u € I" tencmos que

wirl(u) < C(u) < M) (u). (2.15)

2.7.27. Definicién. Sean € {2,3,...}. Una funcidn de distribucién n-dimensional
(que denotaremos n-f.d.) es una funcién real H que satisface las siguientes
condiciones:
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1. DomH =R".

2. H es n-creciente y fijada.

8. H(oo,00,...,00) = 1.
Una funcién de distribucidn conjunta (f.d-conjunta) es una funcién H para la
cual criste n € {2,83,...} tal que H es una n-f.d.

Observacion: Por el Lema 2.7.12 tenemos que cada marginal unidimensional de
una f.d-conjunta es una funcién de . distribucién  (ver Definicién 2.2.1).
Denotaremos a estas marginales unidimensionales de una n-f.d. H  por medio
de Fy,...,F, en vezde H,,..., H, y nos referiremos a ellas simplemente como

maryginales.

2.7.28. Teorema. Sea H una n-f.d. con marginales Fy,...,F,. Entonces
existe una iunica n-subcdpula C’ con dominio Dom C' = Ran Fy x - -- x Ran F,

tal que - g .
H(T1y.e.yTn) = C’(F'l’(zl‘).’. . \Fu(xyn)) . para todo (x1,...,2n) €eR".

Bl

La n-subcdpula C’ estd dada por:
C'(W- v yn) = HETD @), -- - FS P (yn)) « para todo (y1,....yn) € DomC',

donde F,S_l) es la cuasi-inversa de Fy (ver Definicidn 2.2.10). Si ademds las
funciones Fi, ..., F, son continuas entonces C’ es una n-cdpula.

En sentido inverso, sean Fi, . . ., F,, funciones de distribucidn y sea C’ cualquier
n-subcdpula tal que su dominio DomC’ D Ran Fi x --- x Ran F,, y sea H una

funcion definida por
H(21,...,20) 1= C(F1(21), - - - Fn(xn)) , para todo (x1,...,z,) € R",

entonces H es una n-f.d. con marginales F\,..., F,.

Demostracién: Sea A una n-f.d. con marginales £, ..., F,,. Del Lema 2.7.1_7
tenemos que si Fi(x1) = Fi(y1),...,.Fn(xn) = Fo(yn) para z;,¥; € R
(7 = 1,...,n), entonces H(x) = H(y), esto es, el valor de H(x) depende
{inicamente de los numeros F1(x1),..., Fn(zn) ¥y por lo tanto existe una tnica
funcién C’ con Dom C’' = Ran F), x --- x Ran F,, tal que

H(21,..., o) = C'(Fi(x1). --+ Fn(zn)) . para todo (x1,....zn) € R".
Ahora veremos que dicha funcién C’ es una n-subcépula:
1. Como Fi,...,Fn son funciones de distribucién entonces Ran F; > {0, 1}
(G = 1,....,n) por lo que el dominio de C’ es de la forma

DomC’ =8, x -+ x S, donde {0,1} C S; C L.
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2. . Como H es n-f.d. entonces . .
C'(Fi(x1)s - - - » Frm1(25=1).0, Fhow1(Zxs1) - - » Fuln))
= C'(Fi(x1),..., Fe—1(zr-1), Fie(—00)s Fit1 (Zh41)s- - - s Fu(Zn))
= H(T1y. oo s The1y —O0, Tht1sessr Tn) .
0 (porque H esta fijada) , ’

I

¥ por lo tanto C”’ esta fijada. : ‘
Sea el n-rectingulo B := [Ii.,[x: vx]- Entonces tenemos que también
B’ := [Ti=1l Fr(zx), Fr(yx)] es un n-rectdngulo y entonces

Vo (B') =V (B) =0 ) (porque H es n-creciente),
¥y por lo tanto C’ es n-creciente.

3. Para todo x € Ran F; tenemos ‘que existe xx € R tal que Fi(zx) =z y
por lo tanto

Ci(=)

C'(Ay.ay 1,21, 000, 1)

C'(F1(00), ..., Fr—_1(00), Fi(x), Fi+1(0), ..., Fn(co))
H(OO,, .., 00, L4,00,...,00)

Fe(xk)

= x,

¥y por lo tanto C’ es una n-subcépula.

Como para todo yx € Ran Fj tenemos que Fk(F,E_l)(yk)) = yx (ver Definicién
2.2.10) se sigue que

HEST ) FS Y (wn) = CUEEFET oo Fa(FS D (wn))
= C'(y15---,yn) ., para todo (y1,...,yn) € DomC’,

¥ si ademids cada Fi es continua entonces Dom C’ = I"™ y por lo tanto C’ es

cSpula.
En el sentido inverso, sean Fi,..., F, funciones de distribucién y sea C’

cualquier n-subcépula tal que su dominio Dom C’ D Ran F), x --- x Ran F,, y
sea H una funcién definida por
H(x1,. .., xn) 1= C'(Fi(Z1),- .., Fa(xn)) . para todo (z1,...,zn) € R"
1. Como cada Fi es funcxén de distribucién tenemos que Dom Fi, = R y por
lo tanto Dom H = R"

2. Sea el n-rectdangulo B := [];_,[x«,wx]. Entonces tenemos que también
B’ := [12=,[ Fx(x), Fi(yx) ] es un n-rectingulo y entonces

Vu(B) = Ve (B') > 0 (porque C’ es n-creciente) ,
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¥y por lo tanto H es n-creciente.
Ademas ;
H(z;.....z’k—l,—oo,l‘k+h~-"l'n) : ;
= CU(Fi(z1) k-x(-"-‘k-x) Fy (—°'°), Fk+1 (ﬂ-‘k+x)' . Fn(’-‘n))
C"(Fl (z1) - ) :

3. Fmalmente,

¥ por lo tanto H es una n-fd
Ademsds para toda k£ € {1,..7, n} tenemos que

H(oo,...,oo,z.oo,...,oo)
= C'(Fi(c0),..., Fx—1(c0), Fk(—‘c) Fy4-1(00), . - .y Fn(c0))
= C’'(1,...,1, Fe(x),1,...,1)
= Fi(=),
y por lo tanto H tienc marginales Fy,..., F,. =]
2.7.29. Teorema. Toda n-subcdpula puede ser extendida a una n-cdpula, esto
es, dada una n-subcépula C’ eriste una n-cdpula C tal que

C(y) =C'(y) . para todoy € DomC’.

Demostraciéon: La demostracién es andloga a la del Lema 2.2.7 . Sea C’ una
n-subcépula, por Lema 2.7.25 sabemos que es uniformemente continua en su
dominio Dom C’ asi que por cl teorema de extensién continua de Tietze (Bar-
tle, 1987) extendemos C’ a una subcépula C” con dominio Dom C? igual a
la cerradura de Dom C’. Si Dom C” = I™ ya terminamos. Si no, entonces
definimos una funcién C de modo que C [pomcr= C’ y para aquellos pun-
tos u € I" \ Domn C” aprovechamos el hecho de que Dom C’ es un producto
cartesiano y por ello existe un n-rectingulo B cuyos vértices estdn en Dom C*

¥ definimos
C(u) := Y A(u,v)C"(v),
veV
donde V es el conjunto de vértices de B y los coeficientes A(u,v) hacen una
interpolacién multilineal de los valores de C” valuada en los vértices de B:

ZA(u.v) =1 y AXu,v)el,
vev
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de modo’ qug DomC‘

l“ y de manera anéloga al Lema 2.2.7 tenemos que C
es cépula -3

2.7.30. "héoreina.l (Sklar) "Sea H:una. n-fd. con. margmales Fl,...,Fn.
Entonces e:mste una n- cdpulu C (no necesanamente untca) tal que :

Si: F;,..,.Fn son continuas entonces C es unzca, 'ﬁ”e‘i’la contrario. C
n- cépula estd dada por
‘C(ua, ..y un) =H(F("’)(u1),...,: NS

En sentido inverso, Si C es una n-c n ‘funciones de

distribucidn entonces la funcién H' de
H(x1,...:Zn) .—C(Fl(:zl),-- : Li,xn)eR™
es una n-f.d. con marginales Fy,.

Demostracién: Por los Téoi'emas-

2.7.31. Ejemplo. Sea el punto fijo ai= (ay,...,an) € R" y consideremos la
n-f.d. Ha definida por

Ha(x) 1= l(..<,‘) . paratodox e R".

Entonces su marginales (uxudlmen51ona]es) estin dadas por

Fy(z) = H,(oo.....oa.::,oo,...,oo) para todo k € {1,...,n},
= 1{(ax.. .nn—l-ﬂh-ﬂko-l' u.an)-<(oo. +500,T,00,. .0 s n )}
= L, <z} -

Como Ran Fj, = {0,1} tenenios que cualquier cépula C satisface
Ha(z1, ... 2n) = C(Fi(x1)s- .. Fa(zn)),
lo cual cumple con lo obtenido en el Teorema 2.7.30 en el sentido de que existe

tal cépula C pero que no es necesariamente tinica.

La versién n-dimensional del Teorema de Sklar para variables aleatorias es
inmediata para los siguientes resultados:
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2.7.32. Teorema. Sean Xy,...,X, variables alcatonas (deﬁnzdas en un espa-,
cio de probabildiad comin) con funciones de distribucién Fy,..., F,; respectiva-
mente, y con funcién de dzstnbucuin conjunta H. Entonces existe una n-cdpula

C tal que para todox € R"
H(zi,...,2n) = C(Fi(x1),..., Fu(zn)) .

Si Fy,...,F, son todas continuas entonces C es inica, de otro modo C estd de-
terminada de manera inica en Ran F1 % -+ x Ran F,,.

2.7.33. Teorema. Paran > 2 sean X1,...,X,, variables aleatorias continuas
con funciones de distribucion Fy, ..., F,, respectivamente. Entonces Xy,...,Xn
son independientes si y sdlo si la (inica) cépula de X1, ..., X, es [I(™.

2.7.34. Teorema. Para n > 2 sean X,,...,X, variables aleatorias
continuas con funciones de distribucion Fy,..., F,, respectivamente, con
Juncion de distribucién conjunta H y cépula C. Sean a,,...,a, funciones
estrictamente crecientes ai : R — R. Entonces a,(X),...,an(Xy) son varia-
bles aleatorias (definidas en el mismo espacio de probabilidad que X,,...,X,)
con cépula C. Esto es, C es invariante bajo transformaciones estrictamente

crecientes de Xy,...,Xn.



Capitulo 3

Dependencia

Uno de los principales problemas estudiados en probabilidad y estadistica
es el de las relaciones de dependencia entre variables aleatorias. El problema se
simplifica bastante si hacemos supuestos a priori sobre el tipo de relacién de
dependencia (lineal, mondStona, cte.), lo cual en ocasiones resulta imposible o
bien bastante aventurado.

Un cjemplo de lo anterior es el coeficiente de correlacién lineal que, bajo el
supuesto de que la relacién entre un par de variables aleatorias sea lineal, mide el
grado de dependencia lineal; sin embargo, es posible que el tipo de relacién entre
dichas variables sea no linecal, y ain asi el mencionado coeficiente reportara el
grado de dependencia lineal de dichas variables.

De aqui la necesidad de definir medidas de dependencia que no hagan su-
puestos a priori acerca de la relacién de dependencia que se desea estudiar.

Entre los intentos por medir el grado de dependencia entre variables aleato-
rias estdn las medidas basadas en concordancia (la v de Kendall y la p de
Spearman, entre otras), que si bien se trata de medidas no paramétricas tienen
el defecto de no caracterizar completamente la independencia; por ejemplo, si
X, Y son variables aleatorias independientes entonces 7xy = 0 pero el que
7xy = 0 no implica necesariamente que X, Y sean independientes.

En el presente capitulo se analizan distintos tipos de dependencia, se de-
fine en general una medida de dependencia dxy que entre otras caracteristicas
incluye la propiedad de que éxy = O si y sélo si X,Y son independientes.
Finalmente se analizan algunas medidas de dependencia particulares y se re-
visan algunos ejemplos en los que se ilustra que las medidas de concordancia no
detectan ciertas relaciones de dependencia.
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3.1. Dependencia de cuadrante

3.1.1. Definicién. Decirnos que las variables aleatorias X,Y son dependientes
en cuadrante positivamente, y lo denotamos por DCP(X Y), sz pam todo

(z.y) € R? se cumple
PIX <2,Y <y] 2 P[X <z|P[Y <],

y decimos que dicha dependencia es estricta si la deszgual ‘estricta para al
menos un (x,y) € R2. R
Observacién: Si X,Y tienen funcién de distribucién conjunta H con marginales
continuas F' 3 G, respectivamente, y cépula C' entoncs

DCP(X,Y) < H(z,y) = F(:z)G(y) para todo (z,v) € R?, 3.1)

3y si ademds X,Y son continuas, aplicando el Teorema 2.2.9 (Sklar)

DCP(X,Y) & C = II. (3.2)

3.1.2. Definicién. Decimos que las variables aleatorias X,Y son dependientes
en cuadrante negativamente, y lo denotamos por DCN(X,Y), si para todo

(z,v) € R?2 se cumple
PX <z,Y <y < P[X <x]PlY <y],

y decimos que dicha dependencia es estricta si la desigualdad es estricta para al
menos un (z,y) € R2.

Observacion: Si X,Y tienen funcion de distribucion conjunta H con marginales
continuas F y G, respectivamente, y copula C entonces

DCN(X.,Y) «> H(z.y) < F(z)G(y) . para todo (z.y) € R?, (3.3)

3y si ademds X,Y son continuas, aplicando el Teorema 2.2.9 (Sklar)

DCN(X,¥) < C <1II. (3.4)

3.1.3. Lema. Sean X,Y wvariables alcatorias. Entonces

1. DCP(X,Y) < P|X >z.Y > z] 2 P[X > z]P[Y > y].
2. DCN(X,Y) <« P[X >=z,Y > 2] < P[X > z|PY > y).
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Demostracion:

DCP(X,Y) <+ P[X <z,Y < y] = P[X <z|P[Y < g}
< 1—PlX >zx]—P[Y >yl+ P[X >z,Y >y >(1—P[X>::])(1—P[Y>y])
< P(X >z,Y >z] 2 P(X > z]PlY >3],
¥ la demostracién para DCN es andloga.

Observacién: En términos de funcién conjunta de: sobrewvenc:a ¥y cdpula de
sobrevivencia, si X,Y son variables aleatorias contlnuas ento.nces utilizando el
Corolario 2.5.6 tenemos que

DCP(X,Y) <« H(z,y) = F()TW),; para

odo (x,y) € R2 .

DCN(X,Y) <« H(z.y) < ’F(::)@(;}j'. Lara‘:"odo (z,¥) € R2.

3.1.4. Ejemplo. En el Ejemplo 2.6.4 se vio que la familia de e¢dpulas Cuadras-
Augé {Cp : 6 € I} esta positivamente ordenada y que ademés Co = Il y C, = M,
por lo que Cp > Il, para todo # € 1. Si tenemos las variables aleatorias X,Y
con cépula Cy de esta familia entonces DCP(X,Y).

3.1.5. Lema. Sean X,Y wvariables aleatorias continuas. Entonces:
1. DCP(X,X).
2. DCP(X,Y) < DCN(X,-Y).

8. 8i DCP(X,Y) entonces DCP(a(X), 8(Y)) para lesquiera funciones o
y B tales que ambas sean estrictamente crecientes o estrictamente decre-
cientes.

4. Si a es una funcidon estrictamente creciente y tenernos que ¥ = af(X)
casi seguramente, entonces DCP(X,Y). Si @ es una funcidn estricta-
mente decreciente y tenemos que Y = a(X) casi sequramente, entonces
DCN(X.Y).

Demostracion:

1. Del Lema 2.3.7 y la ecuacién (2.4) tenemos que Cx,x = Af > II y por lo
tanto DCP(X, X).

2. Utilizando el Teorema 2.3.4 tenemos que
DCP(X,Y) Cxy =11
Cx,y(u,1 —v) > A(u,1 —v) =u(l —v), (u,v) €I?
u—Cxy(u,l—v) <u—u(l—v)=I(u,v)
Cx,—-y <11
DCN(X, —Y).

tssts
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3. Analizamos los dos casos por separado:

a) Sean a y f funciones estrictamente crecientes, entonces por
Teorema 2.3.3 tenemos que Carxyay) = Cx,v. Si DCP(X,Y)
entonces Cx,y > I1 de donde Ca(x)yay) > by ¥ por lo tanto
DCP(a(X), 8(Y)). .

b) Sean a y @ funciones estrictamente decrecientes. Utilizando nueva-
mente el Teorema 2.3.4 tenecmnos que

Si DCP(X,Y) = Cxy >1II
= C\y(l—u.l—v)>(1—u)(1—v).(u,v)el"'
= u+v~—l+C\-y(l-—u,1—u)>uv
=  Caqxrayy = I,

¥ por lo tanto DCP(a(X), 8(Y)).

4. Si a es estrictamente creciente, entonces por el Corolano 2.3. 8 tenemos
que Cx,y = M > I1 y por lo tanto DCP(X,Y).

Si o es estrictamente decreciente entonces por el Corolario 2.3.8 tenemos
que Cx,y = W < Iy por lo tanto DCN(X,Y).

[m]
3.1.6. Lema. Sean X,Y wvariables aleatorias con funcidn de distribucidon con-
Junta H y marginales F y G, respectivamente. Entonces:
1. DCP(X,Y) + H(z,y)H(z,y) = P[X < z,Y > y]P[X > z,Y < y].
2. DCN(X,Y) <+ H(x,y)H(z,y) < P[IX < z,Y > y]P[X > z,Y < y].
Demostracién:
DCP(X.Y) < H(x,y) = F(x)G(y)
« H(z,y) — F(x)H(z,y) — G H(z,y) + H*(z,y)
= F(z)G(y) — F(x)H (x, y) — GWH(x,y) + H*(z.7)
< H(z,y)[1 - F(x) — Gy) + H(z, )] 2 [F(z) - Hz. 0] [G) — H(=.1].
y por lo tanto H(zx,y)H(z,¥) = P[X < z,Y > y]P[X > z,Y < y], y un
argumento andlogo para DCN. a
Una consecuencia inmediata del resultado anterior es el siguiente:
3.1.7. Corolario. Sean X,Y wvariables aleatorias continuas con cdpula C.
Entonces:
1. DCP(X,Y) < C(u,v)[1 —u— v+ C(u,v)] = [u — C(u, v)j[v — C(u, v)].
2. DCN(X,Y) < C(u,v)[1 —u— v+ C(u,v)] < [u — C(u,v)][v — C(u, v)].
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Demostracién: El resultado es inmediato aplicando el Teorema 2.2.9 (Sklar)
al Lema 3.1.6. ]

Abordaremos ahora el Lema de Hoeffding (1940), por la relacién que tiene
con el tipo de dependencia que se esta tratando. Para demostrar dlcho lema es
necesario hacer uso de la Identidad de Franklin (Shea, 1983):

3.1.8. Lema. Sean las funciones o, : U — R, donde Ues un conjunto
arbitrario. Sea p una medida tal que p(U) < oo y supangamos que a, g y cxﬁ‘
son integrables respecto a u. Entonces . .

Demostracnén.

L f1a@ —a@libE) - 8@ dutyduw)
L [ f {a(z)a(x)—a(z)ﬁ(y)—ﬂ(x)a( )+

i

"(U)f"“"’“ f‘“’"f"““ “/"d“_/ﬁdﬂ+u(u)/aﬂdu 2
2[u(U)faad# Joau fpan]. :

Conseccuencia inmediata de lo anterior es el siguiente:

f

a

3.1.9. Corolario. Sean los vectores aleatorios independieﬁtes (X1, 71), (X2, ¥2)
ambos con funcidn de distribucion H. Entonces .

2[E(X1 Y1) — E(XDE() ] = E[(X1 — X2)(Vi - ¥3)] »
(siempre que las esperanzas anteriores existan).
Demostracién: Por el Lema 3.1.8 con:
p=H,0=R?, a(z,y)==, Blx.y)=y.
jmu]

3.1.10. Lema. (Hoeffding) Sean X,Y wvariables aleatorias con funciones
de distribucién F y G, respectivamente, y funcidn de distribucion conjunta H.
Erntonces:

[E(X ) - E(XDE(M) ] = /]R [H (@) - F@)GW)] dzdy.

(siempre que las esperanzas anteriores erxistan).
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X 2 cnconces

Demostracién: Sea v(u) = l{u>x,) 1{u>,\,}. 51 X1
>Xa. entonces

v(u) = 0. Si X, < Xz entonces v(u): l[\-hxﬂ(u) ysi Xy
v(u) = —1[\,,\-,[(11.) por lo que

~/‘;.u(u)du =

L v i) du

+- l(uz)\,)l(uzy )} dudu] y

y como E|XY|, E|X}, E|Y| son finitas (por hipétesis) entonces
2[E(X)1Y7) — E(X1)E(X2)]
= 2//';,[15(1{‘:2)::)1(\:2%)) —E(uzx1)E(Lozw )] dudv

=2ff [H(uv) - F)G@)] dudv.
R2

[w]

Observacion: Modificando en la demostracién anterior la definicién de v por
v(u) := Yucx,) — {uxx,} Obtenemos

[ECOY) — EEM)] = [ [F@. v - F@Tw)] dedy.

Como consecuencia del Lema de Hoetfding para la DCP tenemos el siguiente:
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3.1.11. Corolario. Sean las variables aleatorias X.,Y con funcién de distribu-
cién conjunta H y marginales F y G, respectivamente, tales que DCP(X,Y) y
que E|XY|, E|X|, E|Y| son finitas. Entonces

E(XY) = E(X)E(Y),
cumpliéndose la igualdad si y sdélo si X,Y son independientes.
Demostracién: Si DCP(X,Y) entonces de (3.1) tenemos que

H(x,y) — F(x)G(y) =0

¥y por el Lema de Hoefifding
[E(XY) — E(X)E(Y)] = //; [H(z.1) — F@)6W)] dzdy = 0.

Supongamos ahora que E(XY) = E(X)E(Y). Como DCP(X,Y), por el Lema
de Hoeffding esto implica que H{(z,y) = F(z)G(y) excepto posiblemente en
algin conjunto de medida de Lebesgue cero, pero como las funciones de
distribucién (de probabilidad) son continuas por la derecha ecntonces
H(z,y) = F(x)G(y) en todos lados y por lo tanto X,Y son independientes.
]

3.2. Monotonicidad de cola

3.2.1. Definicién. Sean X,Y wvariables aleatorias. Decimos que:

1. Y es decreciente de cola izquierda en X, y lo denotamos por DCKY|X),
si

PlY < y|X < x] es funcién mondtona decreciente dex , para todoy.
2. X es decreciente de cola izquierda en Y, y lo denotamos por DCI(X|Y),
st

P[X <z|lY <yl es funcién mondtona decreciente dey , para todo x.

Observacién: De la Definicién 3.1.1 tenemos que

DCP(X,Y) < P[X<=z,Y<y]zPX =<z|PlY <y
« PlY<y|lX=<sz]z=PlY <y
« PlY <ylX<z]2PlY 2ylX <oo},
por lo que pedir para cada y € R que la funcién
pi(x) == PlY 2 y|X < ],
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sea una funcién mondtona decreciente de x hace de DCI una condicién méds
fuerte que DCP. Ademds nétese que, si H es la funcién de distribucidén conjunta
de X,Y y F y G sus marginales, respectivamente:

DCIY|X) < m@E)zpi(z+h) , h>0
< PlY SyX <z]|>PlY Sy|lX <z+h
- P[Xfa:,YSy]>P[XSI+h.Y5y]
PlX < x] = P(X <z -+ h]

H(z,y) H(x -+ h,y)

< TF@ Z FETh
F(x+h) H(x+ h,y)

< TF@m = T H@w

3.2.2. Definicién. Sean X,Y wvariables aleatorias. Decimos que:
1. Y es creciente de cola derecha en X, y lo denotamos por CCD(Y|X), si
PlY > y|X > x] es funcién mondtona creciente de x para todo y.
2. X es creciente de cola derecha en Y, v lo denotamos por CCD(XIY), si
PlX >z|Y >y

: es functén mano’tona creczente de y para todo x .

Observacién: Del Lema 3 1. 3 ten 4asrque

DCP(X,¥) S PX >V > o= P[X SZPY >y
[Y>y|X>:z] = PlY > y]
< P[Y>y|X>z] =>. P[Y> Y| X > —oo],

Por lo que pedir para cada y € R que Ia funcion
pg(x) = PlY > y|X > x],
sea una funcién mondtona creciente de = hace de CCD una condicién maés fuerte

que DCP. Ademds ndétese que, si H es la funcién de distribucién conjunta de
X,Y y F y G sus marginales, respectivamente

CCD(Y|X) <> pa(z)SpaAx+h) ., h>0
< PlY >y|lX >z] < PlY > y|lX >x+h

- PlX >z,Y >y} < PlX>xz+h Y >y

P[X > x] = P[X >x+ hj
- H(x, y) H(x + h.y)
F(x) = F(z+ h)
- H@xw _ _F=x)

H(x+h,y) ~ F(x+h)’
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3.2.3. Teorema. Sean las variables aleatorias X,Y tales que al menos una
de las condiciones siguientes se cumple: DCIKY|X), DCIX|Y), CCD(Y|X) o
CCD(X|Y). Entonces DCP(X,Y).

Demostracién:
1.

Si DCIY|X) = PlY=y|lX <z]=PY <y|lX <oo]=P[YV <y
= PX =z|PY =ylX £z] 2 P[X =z]PlY <]
= PX=<2Ysy]=PX<z|PlY <y],

y por lo tanto DCP(X,Y).
Por simetrfa con lo anterior, si DCI(XiY) én;onces DCP(X,Y).

= P[Y > y|X:>—00] € P[Y > y|X > z]

= PlY >y] < Pl¥Y >ylX>a) o
= P[X > z]P[Y >'y] € P[X > z]P[Y > y|X > z]
= PX>z|PlY >y|<PlY >y, X >=z], -

Si CCD(Y]X)‘

¥ por lo tanto DCP(X,Y).
4. Por simetria con lo anterior, si CCD(X|Y) entonces DCP(X, Y).
. ; - o

Observacidn: Sin embargo, DCP(X,Y) no implica ninguno de los tipos de de-
pendencia de las Definiciones 3.2.1 y 3.2.2, como se verd en el Ejemplo 3.2.6.
3.2.4. Teorema. Sean X,Y wvariables aleatorias ,‘cbntinua‘.s con edpula C.
Entonces: '

1. DCHKY|X) <« para todov el C(u,v)/u es mondtona decreciente en u.
2. DCHX|Y) < para todou €l C(u,v)/v es mondtona decreciente en v.
3. CCD(Y|X) <> para todovel [l—u—v+C(u, v)]/(1 — u) es mondtona

creciente en u, o equivalentemente, si [v — C(u,v)]/(1 — u) es mondtona
decreciente en u.

4. CCD(X|Y) <> para todou €1 [1—u—v+C(u,v)]/(1 —v) es mondtona
creciente en v, o equivalenternente, si [u — C(u,v)]/(1 - v) es mondtona
decreciente en v.

Demostracion: Sea H la funcién de distribucién conjunta de X, Y y sean F
¥ G sus marginales.
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1. Por la Definicién 3.2.1 y el Tecorema 2.2.9 (Sklar)

DCI(Y|X) <« PlY <ylX<z|2PlY <ylX<z+hl ,h>0
H(x,y) , H(z+h.y)
F(x) = F(zx+h)
CF().G) ., CF(x+ 1), Gy)
F(x) F(z + h)

Hacemos la transformacién de probabilidades u = F(z),v := Gu) ¥
como F es estrictamente creciente entonces existe 2™ > 0 tal que u+h.' =

F(x + h) por lo que
C(u,v) - C(u+ h*,v)

DCI(Y|X) < - > Py
<> -c—(t;—’l)- es mondtona decreciente en u , pa.ra todov €1I.

2. Por simetria con lo nnterior téhcmos que

DCI(XIY) - === C(u. v) es xnonét.ona decreciente en v, para todo uel.

3. Porla Deﬂmclén 3 2.2 y el Teorema 2.2.9 (Sklar)

CCD(YIX) < P[Y>y|X>:r:]<P[Y>le>a:+h] Lh>0
H(x,v) H(:z+h )

F(x) = F(z+h)
w 1= F@) -G +C(F(x), G(y)) 1— F(z-*-h) G(y)+C(F(1'+h) Gw))
1— F(x) =1 —="F(z+ h) .
ql—u—v+C(u v) 1—(u+h‘)—v+C(u+h.‘ v)
1—u 1—(u+hs ) e
<> —1—-%4;0(%2 es monéwpa cxjeglente,en u, paratodovel,
¥y como : .
1—u—v+C(u,v) _v—C(u,v)
1—u lewu
entonces

1—u—v+ C{u,v)
l1—u
v —C(u,v)

<> —t— mondtona decreciente en u.
—_—u

es monétona creciente en u
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Por snmetrla con lo antenor tenemos que para todauel

DC](YIX) - pura cualquzer velse cumple pam casz toda u

L 9C (w2, v)

Ou

u

IC(u, v) C(u,v)

dv

v

C(u, v)

DCI(XIY) <> pam cualquier u € I se cumple para casi toda v

v)

CCD(Y|X) < para cualquier v € X se cumple para casi toda u
v — C(u, v)

aCuw)

du

1—

u

CCD(X|Y) <> para cualquier u € I se cumple para casi toda v

u—C(u v)
= T—

3C(u, v)

dv

Utilizando el Teorema 2.1.13:

v

Sea g(u) := C(u,v)/u. Por el Teorema 3.2.4 :

1.
2.
3.
4.
Demostracién:
1.

DCI(Y|X) <
<«
<>
<>

2.

g(u) es monétona decreciente en u
g°(u) < O para casi todau €1

8C(u v) _

oC(u, v)

du

C(u, v)
w2
C(u. v
u

Por simetria con lo anterior tenemos que:

DCI(X|Y) «

9C (u, v)
dv =

C(u,v)
v

)

para casi todau € I.

para casi todau € I.

63

: ‘Si‘ear)lv XY va’nbabl,es”'aleataﬁas continuas con cépula C.
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3. Sea g(u) := [v — C(u,v)]/(1 — u). Por el Teorema 3.2.4

CCD(Y'|X) . < . .g(u) es monétona decreciente en u
<  g'(u) <0 paracasi todauecl

—(1-w)2ERN + [v - Cuv)] _

et (I—w)?
« (1— u)M + [C(u,v) — v] =0

Ou
aC (u,v) - C'(u,v)
du - 1—u

< para casi todau € [.

4. Por simetria con lo anterior:

9C(w,v) | u—C(u,v)

S5 > Tp— para casi todav e€l.

CCD(X|Y) <

[m]

Utilizando el Corolario 3.2.5 podemos demostrar que DCP(X, Y') no implica
ninguno de los tipos de dependencia de las Definiciones 3.2.1 y 3.2.2, por medio

del siguiente:

3.2.6. Ejemplo. Consideremos la siguiente cépula, con 6 €] i—. 30

__ 6 + W(u,v) si (u,v) € (6,1 —86)2,
Clu,v) = M(u,v) otro caso.

Primero demostraremos que si X,Y son variables aleatorias continuas con
cSpula como la anterior entonces DCP(X,Y). De (3.2) tenemos que
DCP(X,Y) < C » Il

Sea {A, B, K, D} una particién de I? dada por:

A= {(uv,v) €\ [6,1-6]7: u< v}
B:= {(u,v) €I*\ [6,1-6]2 : u > v}
K:= {(u,v)€[6,1—6]?:1 —u>uv)
D:= {(u,v) €(6,1 —6)?:1 —u < v}

Si (u,v) € A entonces C'(u,v) = u y como v € I entonces uv < u de donde
II(u,v) < C(u,v) y por lo tanto C > IT en A.

Si (u,v) € B entonces C(u,v) = vy como u € I entonces uv < v de donde
I(u,v) < C(u,v) y por lo tanto C > I1 en B.

Si (u,v) € K entonces C(u,v) =8 €)1, i[.Comouec([0,1-0}lyv e [6,1—u)
entonces uv < u(l — u). Sea a(u) := u(l — u) entonces a(u) tiene maximo en
u=3%ya(}) =3 Como uv < u(l — u) entonces uv < § < 8 = C(u,v) y por
lo tanto C > IT en A
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Si (u,v) € D entonces = C(u,v) = u+v+4+6—~1.Como u € [6,1— 6]
yveEe[l—ul~#0]siu=6entoncesuv =0vy C(y,v) =u+v+6-—12>
6 = 6v = uv. En el otro extremo, si u = 1 — 6 entonces uv = (1 — vy
C(u,v) =u+v+—1=v = (1-8)v=uv. Sia(y) i=uvy B(u) i=ut+v+6—1
entonces a’(u) = v < 1 = f#(u) y por lo tanto C > Il en D.

Por todo lo anterior tenemos que DCP(X,Y).

Alhora vercmos que mugunn de las Definiciones 3.2.1 y 3.2.2 sc cumplen,
utilizando el Corolario 3.2.5

1. Sea (u,v) € D entonces C(u,v) = u+v+6 — 1y en tal caso, para
oC (u, v)-
———'= 1y que

f<u<l—0yl—u<uv<l1l-—§@ tenemos que I

C(Z' v) =1+ v+:— 1 . Escogemos en particular (uw,v) € D tal que

g -1
(u,v) = (1—-0—p, ) para algiin p > 0 y entonces C(t:v) =1+7 0ip

y como @ < 1 entonces Clu,v) <1l= BCt(;: v) ¥ por lo tanto DCP(X,Y)
no implica DCI(Y'|X).
Por simetrfa con lo anterior DCP(X, Y) tampoco implica DCI(X|Y").

Sea (u,v) € K entonces C(u,v) =6 yentalcaso, parad <u<1—68y
C(u,v) _ v—-C(u,v) v—286
1—-6 <v<1l—u,tenemos que ” = 0 y que T—= =1
C(u,v) v —C(u,v)
<
1l—-u

de donde y por lo tanto DCP(X,Y) no implica
CCD(Y|X).

4. Por simetria con lo anterior DCP(X, YY) no implica CCD(X|Y").

3.3. Monotonicidad estocastica
3.3.1. Definicidn. Sean las variables aleatorias X,Y . Decitnos que:
1. Y es estocdsticamente creciente en X, y lo denotamos por EC(Y|X ), si

PlY > ylX = x] es funcidn mondtona creciente de x , para todo y.

2. X es estocdsticamnente creciente en Y, y lo denotamos por EC(X|Y ), si

P[X > z|Y = y] es funcién mondtona creciente de y , para todo x.

8. Y es estocdsticamente decreciente en X, y lo denotamos por ED(Y|X ),
si

PlY > y|X = x] es funcidn mondtona decreciente de x , para todo y.
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4. X -es estocdsticamente decreciente en'Y, y lo~d¢notamo.§‘por ED(X|Y),
St . S Lo .

P[X > z|Y = y] es funcién mondtona decreciente de y , para todo = .

O equivalentemente, comno PlY > y|X - Z)|=1—PlY Sy|X =2 :
1. EC(YIA’) si PlY < y|X = z] es funcidn mondtona decreciente de =, para todo y.
2. EC(X|Y)si PlX < z|Y = y) es funcidn mondtona decreciente de y, para todo z.
3. EBD(Y|X)siPlY < ylX = z] es funcién mondtona creciente de x, para todo y.
4. EC(X|Y)siPlX < z|Y = y] es funcién mondtona creciente de y, para todo x.

Observacion: En Lehmann(1966) se hace referencia a este tipo de dependencia
como dependencia en regresién positiva, DRP (Y| X), en el caso de EC(Y|X ),
¥y dependencia en regresidn negativa, DRN(Y'|X), en el caso de ED(Y|X),
terminologia que se justifica con el siguiente:

3.3.2. Ejemplo. Secan las variables aleatorias X,Y tales que para las cons-
tantes o y § tengamos que Y := a + X + U en donde U es una variable
aleatoria independiente de X. En este caso la distribucién condicional de Y
dado que X = z es la misma que la de e + Bx + U y por lo tanto EC(Y'|X)
(es decir DRP(Y|X))si 8 2>0y ED(Y|X)si 8 <0.

3.3.3. Teorema. Sean X,Y wariables aleatorias continuas con cdpula C.

Entonces:
1. ECY|X) si y sélo si para cualquier v en 1 y para casi toda u tenemos
e 3C (V)
q ou
2. EC(X|Y) si y sélo si para cualguier u en I y para casi todae v tenemos
C'(u, v)
v
Demostracién: Como las marginales F y G de X,Y respectivamente son
mondétonas crecientes entonces PlY < y| X =z} = P[V < v|U < u} donde U y
1/ son variables aleatorias uniformes en (0, 1) con distribucién conjunta C por
lo que EC (Y'[X) si » s6lo si PV < v|U < u] es funcién monétona decreciente
en u, para cualquier v. Por el Teorema 2.1.13 tenemos que para cualquier v la
derivada parcial 8C/8u existe para casi toda u por lo que, para casi toda u se
cumple:

es mondtona decreciente en u;

es mondtona decreciente en v.

aC (u, v) C(u + Au,v) — C(u,v)
—_— = 1im
du Au—0+ Au
_ It Plu<sU<u+ Ay, V < v
T aulbr T PluzU<u+ Ad]

= PV <olU=n1],
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y por lo tanto EC (Y|X) si y sélo si para cualquierven Iy para casi toda u
tenemos que + ts monétona decrecxenoe en u. C ’ ]

Consecuencna 1nmed1ata de lo antenor es el siguiente

3.3.4. Corolarlo. Sean X Y— varmbles aleatonas canttnua.s con cdpula C.
Entonces‘ e e RPN : : . 8

1. EC(YIX) siy sélo si pa.m cualquterv en I tcnemos que C(u,v) es funcuin
cdnca-ua de u,

2, EC(XIY) siy sdlo si para cualquier u en X tenemos que C(u,v) esfunczdn
coéncava de v. .

3.3.5. Ejemplo. Sean las variables aleatorias continuas X,Y con cépula Cq .8
de la familia Marshall-Olkin (ver Ejemplo 2.5.8) con pardmetros o, 8 €]0,1{.
Por lo analizado en dicho ejemplo tenemos que para cualquier v fija en I la
funcién ¥(u) = Ca,g(u,v) es derivable en ]0,1[\ {vF/2} :

8C¢.,g(‘u v) _ (l—a)u=° si u>vf/e
v1-8 si u < vf/e

¥'(u) =

y como ¥’(u) es mondétona decreciente en u entonces concluimos que EC(Y[.X).

3.3.6. Teorema. Sean X,Y wvariables aleatorias continuas con cdpula C.
Entonces:

1. si EC(Y|X) entonces DCI(Y|X) y CCD(Y|X),
2. si EC(X|Y) entonces DCI(X|Y) y CCD(X|Y).

Demostracién: Sea la funcién ¥ (w) := 8C(w, v)/6w para una v fijaen I y para
casi toda w en 1. Por ¢l Teorema 2.1.13 tenemos que 0 < ¥ (w) < 1. Tenemos
ademas que C(u,v) = fo" Y(w)dw + £(v) pero por la condicién de frontera
C(0,v) = O tenemos que £(v) = 0. Definimos a(u) := C(u, v)/u para casi toda
u en I. Demostraremos que a(u) es monétona decreciente y por Teorema 3.2.4
esto implicard que DCI (Y| X). Por teorema de valor medio para integrales existe
un K en I tal que ua(u) = _[2]" Y (w) dw = Ku. Porotro lado para ©’ > u tenemos

que v'a(v’) = 3 w(w)dw = Ku + f: Y(w) dw. Nuevamente por el teorema
del valor medio para integrales existe un K’ tal que fo" Y(w)dw = K’'(u' — u).
Como por hipdtesis tenemos que EC (Y|.X') entonces por Teorema 3.3.3 tenemos
que ¥(w) es monétona decreciente y esto implica que ¥ (u’) < K’ < ¥(u) < A
por lo que

va(u') = Ku+ K'(u' —u) < Ku+ K(u —u) = Ku',

de donde a(u) = a(u’) para u < u’ » por lo tanto DCI(Y|.X).
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Ahora veremos que EC (Y| X) implica CCD (Y'|X). Sea vo un punto fijo de I.
Por la ecuacidn (2.4) sabemos que W (u, vg) < C(u, vg) € Al (u, vp), pero ademas
W(1,vw) = C(l,v0) = M(1,v) = vo. Por hipétesis tenemos que EC (Y|X)
asi que por el Corolario 3.3.4 C(u. vg) es funcién cdéncava de u por lo que la
cota inferior para la cépula mecjora a vou < C(u, vg) < AL (u, vp) y por lo tanto
vp ~ M(u,v) € vo — C{u,vg) < vo(l — u) en donde todos los miembros de
la desigualdad son funciones convexas de u y ademads monétonas decrecientes.
Definimos a; (1) 1= ""—_f'é"“&l y a2(u) = vg. Entonces a;(u) < ""—_lc_%l <
az(u). Como A (u, vg) = min{u,vg} entonces af(u) = ﬁ% < 0si0<u< vy
y ai(u) = 0si vg < u < 1 por lo que a;(u) es monétona decreciente, que es el
mismo caso de az(u) por ser constante y por lo tanto ”Llc('#l es monétona
decreciente en u y por cl Teorema 3.2.4 CCD (Y| X).

Sin embargo, monotonicidad de cola no implica necesariamente monotonici-
dad estocdstica, como lo ilustra el siguiente:

3.3.7. Ejemplo. Sean X,Y variables aleatorias con cépula dada por:

3uv u+v—~1 .
5 - si ifv=<1l-u=xi},
Clu,v) = _._3;“’ si is1l-us<wv=<3},
M(u,v) en otro caso.

Utilizaremos el Teorema 3.2.4 para verificar que DCI (YIX) DCI (XIY) CCD (Y|X)
¥ CCD (X]Y). Primero reescribimos la cépula como:

3w u+v-—1 si (u,v) € 4,
2 3uv 2 )
C(u,v) = - si (u,v) € B,

u si (u,v) € K,

v st (u,v) € D,
endondeA:={(u veP:i<v 1 usg} ={(w,.v) €EFP:i<1—ux<
v < 2}, K = {(u.v) € I’\(AUB) v}y D:= {(u v) € I2\(AUB) : u > v}.
De lo anterior tenemos que:

3v 1 1—v -
= -3 -+ o si (u,v) € A,

c(u. v) . si (u. v) € B,
si (uw,v) € K,

si (u,v) € D,

Rle ~ wn|¢
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de donde tenemos que ————2 Cluv) es funcién monétona decreciente en u por lo que
por el Teorema 3.2.4 tenemos que DCI (Y'|X), y por simetria con lo anterior se
concluye también DCI (X|Y). También tenemos que:

v(1 = 3u)

5-&- CTREE) si (u,v) €A, .

v(2 — 3u)

v— C(u,v) _ T— si  (u,v) € B,
1 —u :
v—u . -~

R si (u,v) € K,

o si (u,v) € D,

de donde tenemos que v—_lg_—(:—“’—v—)
lo que por el Teorema 3.2.4 tenemos que CCD (Y|X), y por simetria con lo
anterior se concluye también CCD (X|Y). Ahora veremos que ni EC (Y'|X) ni
EC (X|Y) porque:

es funcién monétona decreciente en u por

32—v —% si (u,v) € A,
3v .
9C(u,v) = si (u,v) € B,
Ou -

st (u,v) € K,

(o] si (u,v) € D,
y si definimos a(u) := _0C‘((9+v)|v=‘} y utilizamos u; = & y u2 = {5 obtenemos
que u; < uz pero a(u;) = + < a(uz) = 2 de donde 8C(u,v) no es monétona

decreciente en u y por el Teorema 3.3.3 concluimos que }?no es EC en X, y por
un argumento simétrico al anterior también se concluye que X noes ECen Y.

3.4. Monotonicidad de conjunto esquina

3.4.1. Definicién. Sean X,Y variables aleatorias. Decimos que:
1. X.Y son decrecientes en el conjunto de la esquina izquierda, y lo denota-
mos por DCEI(X,Y), si PIX < z,Y < ylX < x2'\Y < y'] es mondtona
decreciente en x’,y’ para todo x, y;

o

X,Y son crecientes en el conjunto de la esquina derecha, y lo denotamos
por CCED(X,Y), si P[X > z,.Y > y|X > z',Y > y'] es mondtona
creciente en x',y’ para todo x,y.
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3.4.2. Teorema. Sean X,Y wvariables aleatorias continuas con distribucion
conjunta H:

1. DCEI(X,Y) siy sélo si H(z y)H(z',y') = H(z.v)H (2", 1),
2. CCED(X,Y) siy sé6lo si H(x, )H(z',y') = H(x, v )H(z',v),
para cualesquicra z,y, =’y en R tal quez <z’ ,y<y’.

Demostracidén: Primero supongamos que DCEI (X, ¥7). Entonces por la Defini-
cién 3.4.1 tenemos que P[X < x,Y < y|X < z/,Y < y'] es monStona decre-
ciente en z',y’ para cualesquiera z, y, asf que en particular para ¥y = oo tenemos
que P[X < z|X < z/,Y < '] es monétona decrcciente en z/,y’ para toda z.

. X<z,Y<y . .
Si x < z’ entonces PlX=z¥Y=y] es mondtona decreciente en ¥y’ porque
PIX <z',Y < y

¢ < <
PX <z X <2/, Y Sy = _L);)[Y.’t<—}’u']y] es mondétona decreciente en .
Entonces para ¥y < y' tenemos que PIX =¥ <y PlX =2V <y
© parmmy = ¥ a P[X<:|:'Y<]_P[X<:1:'Y<y']y

por lo tanto H(z,y)H(z'.y') = H(xz,y)H(z',y). En el otro sentido,
supongamos ahora que H(zx,y)H(z',y’) = H(x,y')H(z',y). Entonces
PX <€ z|X € 2,Y < 1] es monStona decreciente en z’,y’ para toda z, y
PlY < y|X < z’,Y < Y’] es monétona drecreciente en z’,3’ para toda . Se
analizan los cuatro casos posibles:
i) Sizx <2,y <y entonces P[X <z,Y <ylX <z,Y < ¢] = ’;T{((a::,c—'ZT))'v
en donde el segundo miembro de la ecuacién es claramente decreciente en
z’,y’ y por lo tanto DCEI(X,Y").

ii) Si * > z', ¥ € ¥ entonces P[X < z,Y < y|lX < 2,Y < y]

= PlY € y|X <2',Y < ¥'], en donde el segundo miembro es monétono
decreciente en =/, ' y por lo tanto DCEI (X, Y).

iiil) Si * < 2, ¥ > ¥ entonces P[X < z,Y < ylX < z,Y < y)
= P[X < z|X < z’,Y < y'], en donde el segundo miembro es monétono
decreciente en z’, 3’ y por lo tanto DCEI (X, ).

iv) Six > a',y >y entonces P X < z,Y < ylX < z,.Y < y] =1y por
tanto monétona decreciente en x’,y’ y se concluye que DCEI (X, Y).

La demostracién para CCED (X, Y) es totalmente aniloga. a

3.4.3. Ejemplo. Sean X,Y variables aleatorias con distribucién exponencial
bivariada de Marshall-Olkin (ver Ejemplo 2.5.8) con pardametros A, Aa ¥ Ajz.
Si H denota Ia funcién conjunta de sobrevivencia de X. Y, entonces:

H(x,y) = exp [ — \yx — A2y — M2 max{z, y}].
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Por Io que

Hz, y)H(z , u’) exp [— A (z+2') —Az(y+¥') — Az (méx{z, v} +max{z’, ¥’'})]
v ;
H(I y)ﬁ(a:. ) = exp [— A1 (z+2') = A2 (y+¥') — Az(max{z’, y} + mix{z, y'})].

Asiquesi0O <z <z’ y 0 < y < ', entonces max{::,y}+ma.x{:z: ¥} =<
max{:c y}+max{z, '}, con lo que obtenemos H (x, ¥) H (z',y’) = H(z, v'YH(x', y)
¥ por el Teorema 3.4.2 concluimos que CCED (X, Y).

En términos de la cépula y la eépula de sobrevivencia de las variables aleato-
rias continuas X, Y, tenemos el siguiente: ;
3.4.4. Corolario. Sean X,Y variables aleatorias continuas con cdpula C:

1. DCEI(X,Y) siy sélo si C(u, v)C(u", v") 2 C(u,v')C(u',v), '

2. CCED(X,Y) siy sélo si C(u, z})c‘:(u' ') = C(u, v)C (!, v),

para cualesquiera u, v, u', v’ en X tal que u =. u ', v,

Demostracién: Por Teorema 3.4.2

eorema 2 9 y Corolano 2. 5 6. a

3.4.5. Teorema. Sean X, Y ! nables aleatorzas.
1. Si DCEI(X,Y) entonces DCI(Y]X) y DCI(X[Y),

2. Si CCED(X,Y) entonces CCD(YIX) y CCD(X|Y).

Demostracion:

1. Si DCEI(X,Y) entonces P[X < z,Y < y|X < z2/,Y < y'] es monétona
decreciente en z2',3y’ para toda z,y. Sean x = oo e ¥y’ = oo, entonces
PlY < y|X < z'] es monétona decreciente en z’ para toda y y por lo
tanto DCI (Y| X). De manera similar con ¥y = oo y =’ = oo concluimos que

DCI(X]Y).

2. Si CCED(X,Y) entonces P[X > z,Y > y|X > 2',.Y > y’] es monétona
creciente en z‘,y’ para toda x,y. Sean * = —oo e ¥ = —oo, entonces
PlY > y]X > 2'] es mondtona creciente en x’ para toda y y por lo tanto
CCD (Y|{X). De manera similar con y = —o0 y o’ = —oo concluimos que
CCD (X|Y).

m}

Y como es de esperarse la monotonicidad de cola no implica monotonicidad
en el conjunto esquina, por ser esta iltima una condicién mas fuerte, como se
ilustra en el siguiente:
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3.4.6. Ejemplo. Sean X, Y variables aleatorias continuas con cépulas .

v<§+ gl

donde A := {(u,v) € I2:
e lo anterior

K:={(u,v)el?: $ <v
obtenemos:

1 si: (uv). €A,
% + -2L2-_-—l si (u,v) € B,
Cu,v) _ u
u % si (u,v) € K,
v -
= si (u,v) € D,

C(u,v .
¥y como -—(—:-—) es mondétona decreciente en u entonces por el Teorema 3.2.4

concluimos que DCI (Y| X). Ahora obtenemos:

;’:: si (u,v) € A,
1 .
v—CQu,v) _ z s Wmvern
1—u - 1
v — "
T st (u,v) € K,

0 si (u,v) € D,
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1 si (u,v) € A\ {(u,1) €12},
1 . .
= si ,v) EB u,t+3):uel},
oC(u,v) _ 3 si (u,v) \ {(u. % 3):ru }
Ou - 1 ! . ' 2
3 si (u,v) € K\ {(u,3) € I?},
0 si (u,v) € D\ ({(u,%):uel}u{(u0)e1?}),
de donde an;. 2) > v _lc_'(:ll' v) para cualquier v en 1 y para casi toda u, y por
el Corolario 3.2.5 concluimos que CCD (Y'}{X). Ahora veremos que DCEI(X,Y)
y CCED(X,Y) no se cumplen. Sean u = v = § y v’ = v’ = 2. Entonces
tenemos que u < u’ y v < v’ pero C(u,v) = &, C(v',v') = L, C(u,v') =

C(u'v) = % de donde se tiene que C(u,v)C(u’,v') < C(u,v')C(u’,v) y por
tanto por el Corolario 3.4.4 no se cumple que DCEI (X, Y"). Finalmente, al
obtener la cépula de sobrevivencia mediante el Lema 2.5.4 encontramos que
C = C y por lo tanto los mismos valores de u, v, u’, v’ nos permiten concluir

que C(u,v)CW,v) < C(u,v')C(u',v) y por lo tanto por el Corolario 3.4.4 no
se cumple que CCED (X, Y).

3.4.7. Corolario. Sean X,Y wvariables aleatorias continuas:
EC(Y|X) = CCD(Y|X) <« CCED(X,Y)
DCI(Y|X) = DCP(X,Y) <= CCD(X]|Y)
DCEITEX, Y) = DC]?XlY) <« EC(E(IY)
y donde ninguna de las implicaciones son equivalencias.

Demostracién: Por Teoremas 3.2.3, 3.3.6 y 3.4.5, asf como por los Ejemplos
3.2.6, 3.3.7 y 3.4.6. [}

3.5. Dependencia en cociente de verosimilitud

3.5.1. Definicién. Scan X,Y wvariables aleatorias continuas con funciéon de
densidad conjunta h(z,y). Decimos que X,Y son dependientes en cociente de
verosimilitud positivamente, y lo denotamos por CVP(X,Y), si h satisface:

hiz, h(z’,y') 2 Wz, v ) (z',y)

para cualesquiera x,y,.x',y en R tal que r < x', y < y'. De manera andloga se
define la dependencia en cociente de verosimilitud negativamente, CVN(X,Y),
con la desigualdad en el otro sentido.
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Sea cl vector aleatorio X, Y) con distribucidn normal

3.5.2. Ejemplo.
1.y p. Entonces . (X,Y)

bivariada y con parametros ux = puy = 0 ox == a'y
tiene densidad conjunta:

1 L
hix, = exp’
=) 2mwy/1 = p2 p {
Sean x < x', ¥ < y’. Entonces - :

h(@ow) _ '
AEv) ""’{

de donde CVP (X,Y) siy sélo si p= > 0 y CVN (X Y) siy sélo sip< < 0.

3.5.3. Teorema. Sean X,Y van‘ables aleaton‘aakcan funcidn de distribucion
absolutamente continua. Si CVP(X,Y) entonces EC(Y|X), EC(X|Y),
DCEI(X,Y) y CCED(X,Y). B .
Demostracién: Sean 4, f y g las densidades conjunta y marginales de X,Y.
Como CVP(X,Y),siz <z, t <ty f(x), f(z’') > O entonces
h{z, t)h(z',t’) - h{x, t’Yr(z’, t)
f@)f=) T f(@f)

h(tlz)A(t'|z’) = h(t'lx)h(tlz’) ,
/ / h(tlx)h()z’) dtdt’ > / / h(t'[z:)h(tlz:’)dtdt’

para cualquier y, de donde ;
PlY < y|X = z]P[Y > y| X =2') 2 Pl¥Y < y|X = 2| P[Y > ylX = =].

Sumando PY > y|X = z']PlY > y|/X = z] en ambos miembros de la
desigualdad obtenemos

PlY > ylX =z'] = P[Y > y|X = =],
lo que implica que P[Y > y|X = x] es mondétona creciente en x, para toda
¥, ¥ por la Definicién 3.3.1 concluimos que EC (Y|X). De manera andloga se

concluye que EC (X|Y).
Ahora demostraremos que CVP (X,Y) implica DCEI(X,Y). Si = < 2/,

y <y entonces P X <z, Y < y|X <2’V < y] = f}l'{((z;":’)) » que es mondtona

decreciente en z’,y’. Siz > z', y > ¥y’ entonces P[X < z,Y < y|X < 2/, Y <
2’} = 1 es mondétona decreciente en 2/, ¥’. Si xr > 2/, y < ¥’ entonces

,
PIX <2,V <ylX <z, Y <y |=PlY sylX <2, Y <y = %,
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que es claramente nlonétona decreciente en y’. Vereinos que también lo es en
. Sea 2" tal que 2’ < z”. Como CVP (X, Y), si s < s’ y t<t tenemos que
h(s, tYh(s’, t") = h(s, t')h(s t) y entonces :

t

v’ )
// / /h(s,t)h(s',t’) dslls'dtdt’zf'/~,'
y J—oodx! J—oo . LY

00!

de donde ) ) ’
PIX< 2’ ¥< y] Plz'<X< =", y<¥< y'] = 'P’[X<I '

Sumando P[X < z2/,Y < y]P[z <! X <iz!
desigualdad obtenemos .

P[X<:r Y< YIPlz' < X< :z" Y< y’] _P[X

y sumando P[X < ’.Y y]P[X = .1:' Y < y] Ia desxgualdad antenor se
simplifica a - ; A

P[X < 2',Y < y)P[X < =", Y<y’]>P[X<z Y<y’]P[x<x" Y <y,

H(z'\»)H(z",y') =2 H(z',y')H(=".y),
H(z,y) _ H(z".y)
H(z',y') = HE&",y')’
de donde se ticne que P[X < z,Y < y|X < z',Y < y’] es también monétona
decreciente en x’. Se obtiene la misma conclusién para el caso =z < z', ¥y > ¥/,
asi que por la Definicién 3.4.1 concluimos que DCEI (X, Y). La demostracién
para CCED (X, Y") es andloga. 0

Observacion: Como resultado del teorema anterior y del Corolario 3.4.7
tenemos que la dependencia en cociente de verosimilitud implica todos los tipos
de dependencia anteriores.
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3.6. Medidas de dependencia

3.6.1. Definicién. Una medida de dependencia para un par de variables aleato-
rias X,Y es un nuimero que denotaremos Sx,y que satisface las siguientes

propiedades:

1. 6x.y estd definida para todo par de variables aleatorias continuas X,Y ,

2. dxpy =6y,x
8 0L b6y vy <k, para algiin k>0,
4. 8x,y =0 siy sdlo si X,Y son independientes,

5. Sia y B son funciones estrictamente crecientes en Ran X y RanY, res-
pectivamente, entonces dq(x),58(yv) =9x,y -

En particular la propiedad 5 nos garantiza que la medida de dependencia
sea invariante ante cambios de escala en las variables aleatorias. Respecto a la
propiedad 3, cs comin que se escoja k& = 1 pero lo importante realmente es que
la medida de dependencia esté acotada. La propiedad 4 no se cumple en las
medidas de concordancia, como la 7 de Kendall, la p de Spearman, entre otras;
esto es, el que una medida de concordancia sea cero no implica necesariamente
que las variables aleatorias sean independendientes, por lo que las medidas de
dependencia resultan especialmente mads adecuadas si se desea estudiar inde-
pendencia.

Del Teorema 2.3.2 tenemos que las variables aleatorias continuas X,Y son
independientes si y sélo si su ¢Spula es la cépula producto (i.e. Cxy = II),
y por cllo una forma de construir una medida de dependencia entre variables
aleatorias continuas es por medio distancias L, entre la cépula de las variables
y la cépula que representa la independencia (I1), como es el caso de la o de
Schweizer y Wolff (1981), que es una distancia L; :

ox.y = 12[/P|C.\-y (u,v) — uv|dudv . (3.5)

3.6.2. Teorema. Sean las variables aleatorias continuas X,Y con cépulaCxy .
Entonces la ox,y de Schweizer y Wolff dada por (8.5) es una medida de depen-

dencia.
Demostracién:

1. Como X,Y son variables aleatorias continuas entonces por ¢! Teorema
2.2.9 (Sklar) existe una itnica cépula Cxy y como ox,y depende tan solo
de Cxy entonces esta bien definida para todo par de variables aleatorias.
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2. -Sea H la funcién de distribucién conjunta de X,Y y sean F y G sus
marginales, respectivamente. Utilizando el Corolario 2.2.12 y el Teorema
de Fubini (Dudley, 1989) tenemos que:
ox,y = 12/[2|C,\-)' (e, v) — uvldudv = 12[/[;]6',\'}’(11, v) — uv|dvdu
= 12/fp|1{_\-y(p<-l>(u), G () — vu| dudu
= 12//,,"’[" < FC-D(w), ¥ < G-V (v)] — vu| dudu
- 12//I;|p[y < ¢V (), X < F&D(w)] — vu| dvdu
- 12//F|Hy_\-(c;(—”(u), FOD(u)) = vu| dodu

12[/ ICy x (v, u) — vu|dvdu
12

= OovxXx .

3. Utilizando las cotas de Fréchet-Hoeffding (2.4) tenemos que:

Wn,v) —uv < C(u,v) — uv < M(u,v) — uv,
0 < |C(u,v) — uv| < max {M{u, v) — uv, uv — Wu,v)},

De donde obtenemos, por un lado, que:
o< 12[/- |Cxy (u, v) — uv|dudv =oxy ,
12 .

y por el otro lado:

[/ IC\-y(u, v) - uv] dudu < midx {// [A/I(u, v) — uv] dudv// [uv — W(u,v)] dudv}
1

4. Si X,Y son independientw entonces Cxy = Il (por Teorema 2.3.2) y por
lo tanto ox,y = 0."En sentido inverso, si ox,y = 0 entonces

/ |ICxy (1, v) — uv|dudv = 0,
12

Yy en consecuencia [Cxy(u,v) — uv| = O casi seguramente, pero por la
continuidad de Cxy y II tenemos que |Cxy(u,v) — uv| = 0 en todo I?
¥ entonces Cxy = IlI y por el Teorema 2.3.2 concluimos que X,Y son
independientes.
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5. Por el Teorema 2.3.3 tenemos que Ca(x).g(y) = Cxy ¥y como o se define
s6lo en términos de la cépula concluimos que oa(x).8(Y) = ox,y, Para o
¥y 8 estrictamente crecientes en Ran X y RanY, respectivamente.

Por todo lo anterior concluimos que ox,y es medida de dependencia. [}

Ahora estamos en posicién de mostrar que existen relaciones de dependencia
entre variables aleatorias que medidas de concordancia como la v de Kendall o
la p de Spearman no detectan, pero que medidas que cumplen con la Definicién
3.6.1 sf detectan. Primero revisaremos las definiciones de las antes mencionadas
medidas de concordancia.

Decimos que una parcja de variables aleatorias es concordante si valores
“grandes” (“pequeiios™) de una tienden a estar asociados con valores “grandes”
(“pequeiios”) de la otra, y que e¢s discordante si valores “grandes” (“pequeiios™)
de una tienden a estar asociados con valores “pequeiios” (“grandes”) de la otra:

3.6.3. Definiciéon. Sean (x;,y) v (x;,¥;) dos observaciones de un vector
aleatorio (X, Y') de variableas aleatorias continuas. Decimos que (x4, y;) v (5, ¥5)

son concordantes si [(xi < xj, yi < Yj) 6 (xi > x5, Yi > ¥;)]. PDe manera andlo-
ga decimos que son discordantes si [(xi < x;, yi > y;) 6 (¢ > x4, yi < Yj)]-
Observacién: (x,,yi) ¥ (T;,¥;) son concordantes si y sélo si (xy ~x;)(ys —ys) > 0,
3 son discordantes si ¥ sélo si (xy — x;)(vi — ¥;) < O.

3.6.4. Definicién. (Versidn muestral) Sea {(z1,y1),...,(Zn.yn)} una muestra
aleatoria de n observaciones del vector aleatorio (X,Y) de variables aleatorias
continuas. Sean ¢ y d los nimeros de pares concordantes y discordantes, respec-
tivamente. La tau de Kendall muestral se define como:

c—d

c+d’

L=

Es decir, ¢ es la probabilidad de concordancia menos la probabilidad de
discordancia para un par de observaciones (i, ;). (5, y;) elegido aleatoriamente
¥ sin reemplazo de la muestra.

Observacion: Tenemos en total (721) pares no ordenados distintos

{(xs, i), (x;,y;)} de observaciones de la muestra por lo que ¢ + d = ( 721' ),
casi seguramente.

3.6.5. Definicién. (Version poblacional) Sean (X,,Y1) v (X2,Y¥2) vectores
aleatorios independientes e idénticamente distribuidos, cada uno con funcion
de distribucién conjunta H. La tau de Kendall para el vector aleatorio (X,Y)

se define como:

TNy 1= P(X — X2) (Y1 — ¥2) > 0] — P[(X:1 — X2)(Vh — ¥2) < O].



ERETA TESIS NO 84107

VR Y A BIRLIMTT O
3.6. MEDIDAS DE DEPENDENCIA 79

3.6.6. Definicién. Sean (X, Y1) y (X2, Y2) vectores aleatorios independientes
de variables aleatorias continuas con funciones de distribucién (conjunta) H,
y H2 pero con marginales comunes F (para X, y X2) y G (para Yy y Y2). La
funcidn de discordancia de los vectores aleatorios anteriores se define como:

Q := P[(X) — X2)(¥i — ¥2) > 0] — P[(X1 — X2)(V1 — ¥2) < 0].

Es inmediato notar que si Hy = Ha = Q = 7.
En el siguiente teorema se demostrard que @ depende de las distribuciones
de (X1,Y1) ¥ (X2, Y3) tan sélo a través de sus respectivas cSpulas:

3.6.7. Teorema. Sean (X;,Y1) y (X2,Y2) vectores aleatorios independientes
de wvariables aleatorias continuas con funciones de distribucidn conjunta Hy y
Ha, respectivamente, y marginales comunes F (para X, y X2) y G (para Yy v
Y2 ). Sean C; y C2 las cépulas de (X1, Y1) y (X2, Yz), respectivamente. Entonces:

Q= @(C1,C2) = 4 ff Catu.v) dCi(u,v) — 1. @6

Demostracién: Como X,, Y;,X2, Y2 son variables aleatorias continuas en-
tonces :

P[(Xl

Xz)(yx ¥Y2) < 0] + P[(X: — Xz)(Yx ¥2) > 0]

alternativa:
: ,;‘Q,.=‘ 2P[(X — )lz)(Yn ¥2) > 0] — 1

pero de la Deﬁnic}:’iéh 3. 6 3 tenemos que
P{(X1 = Xa)(¥i — V) > 0] =
= P[{X,>X2,Y1>Y2}6{X1<X2,Y1<Y2} LR
= P[X: > X2,Y1 > Y2l + P[X1 < Xz,Y1 < Ya]. 57 0 (3.9)
A continuacién evaluaremos los dos sumandos de la ecuacién (3.9):
PlX) > X2, Y1 >Y2] = PlXp<X1,Y2<M] i
/ PlXs<z,Y: <yldP[Xi1 <z,¥:i <]
R3 Gl T

/ Ha(x,y) dH(z,y)
R2

S c2(F@. 6@ doi(F ). 6w .

y haciendo la transformacién de probabilidades u := F(x), v:= G(y) :

P[X: > X2 .¥; > Va] = f Cz(u, v) dC (u, v) . (3.10)
A
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De manera anéloga'

PIX, <x2,Y, <Y2] P[X2>X1.Y2>Y1]

¥ como C es la funcién de dxscrxbucxén con_]unt.a de un par de vanables aleat.orms
U,V ~ Unif(0, 1) tenemos que ]E(U) = l = lE(V) pOl‘ lo que .

(3:11)
Sustituyendo las ecuac;ones (3 10) vy (3 11) enila’ ecuacxdn (3 9) ‘ ‘
P[(XQ Xz)(Yl Yz) > 0] - cCg’(u.y);dcl(trl,rv),r b(a.12)
v sustxcuyendo est,o ultuno en la ecuacnén (
= 4ﬂcz(u,v)dcl(u, v)—1.
]

3.6.8. Corolario. Sean C; y C2 como en el Teorema 8.6.7. Entonces:

1. Q(C1,C2) = Q(C2,Ch) -

2. Si para todo (u,v) € I? C, = C| yCa < C% entonces Q(C1,C2)
Q(C1.C3) .

3. Q(C,C2) = Q(C1,C2) donde &y y C» son las cSpulas de sobrevivencia de
Cy y Ca, respectivamente.

Demostracion:
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1. Q es simétrica ya queen el Teorema 3 6.7 se pudo haber elegido condi-
cionar sobre (X2, Y2).

2. " Por hipdtesis tenemos que. para todo ,(u. v) € I® se cumple Cy(u,v) <
Ci(u,v) y Ca(u, v) < Ci(u,v) , por lo que:

Q1. Ca) = aff Catuv)dCiuv) —1
< 4flfﬂc;(u,v)dcl(u,v) —1
= aff ciuvyaci v —1

‘< Q(ci.ch.

3. Del Corolario 2.5.6 tenemos que
H(a,y) = C(F(@).TW) = €1 — F(=),1 - GW).
por lo que _ L
Q(CL,C) ='v4‘/]éz(uvv)dé1(u.v)—1 ‘
o 4[/02(u.v)d01(1—u.1-—v)—1,

y por el Lexna 2 5 4 tenemos que

Q(Cr, Cz)

3.6.9. Corolario. Sean {ij}_,,.l v.{Cax}R., dos sucesiones finitas de cépulas
vy sean {a,}_,,l v {Bx}32., dos sucesiones finitas en R tales que a;, B > 0 y
que 7L, oy =1= 30, By . Entonces:

Q(Z ayCyy . 2 ArCar) = S a5k @(Ciy Can) -

J=1 k=1
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Demostracién: Del Ejemplo 2.1.7 se ticne que 21=1 a_,CxJ ¥ Shm1 OCoas
son cépulas por lo que:

(S acn . Somen) = aff, f:ﬁkczk(u.u)d(zm asCuy(um) — 1
J=1 kw1
= [zzajﬁk_/‘/c2k(u-v)dcu(u ‘U)] -1

F=1 k=1

= 4[22}&@(%@9_—*-_1)] .

j=-1 k=t
= 2 § _ @38 Q(C1y,Cax) -
F=1 k=1
]
3.6.10. Ejemplo. En el Ejemplo 2.3.14 se vio que ¢l soporte de la cépula A

es el conjunto {(u,u) : u € I} y el soporte de la cépula PV es {(u, —u):u €I}
Si g es una funclén lntegrable en 12 entonc% AR ;

.
g(u,1—-u) du,

3.6.11. Corolario. Sea C una cdépula. Entonces:

Q(C.An € [0.1], QG W) €[-1,0]. QC.M € [-3.3]. QC.O) € [—1.1].
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Demostracién: De la ecuacién- (2.4) y-la Definicién 2.6.1 tenemos que
W < C =< M para toda cépula C. Por el Corolario 3.6.8 y el Ejemplo 3.6.10
tenemos que

Q(W, M) < Q(C, M) < Q(M,M) y por lotanto 0 < Q(C, M) < 1;
QUW, V) < Q(W,C) < Q(W, M) y por‘lo tanto — 1 < Q(C, W) < 0;
Q(II, W) < Q(I1,C) < Q(I1, Af) y por lo tanto — -:li < QC I < % :

QUW, W) < Q(C,C) < Q(M,Al) y por lo tanto Q(C.,.C) e [—1,1].

[
3.6.12. Teorema. Sean X,Y wvariables aleatorias continuas con cdpula C.

FEntonces la version poblacional de la tau de Kendall para X,Y (que se
denotard indistintamente como Tx,y o bien 1tc) estd dada por:

>y =70 = Q(C,C) -—-4ffC(u.u)dC(u vy —1.
Demostracién: El resultado es 1nmedmto a parmr de las Definiciones 3.6.5 y
[m]

3.6.6 y del Teorema 3.6.7.

Observacién: Por el Ejemplo 2.3.5 podemos dar Ia sxgu:ente mterpretac:dn ala
tau de Kendall:
‘e = E[C(U V)] — 1

en donde U y V son variables a]eatonas Unzf (0 1) con funcién de distribucién
conjunta C.
Notacién: Si Cp pertenece a-una farmlm paramétrlca de cSpulas escribiremos
Te en vez de T¢,. .
3.6.13. Ejemplo. Sea Cq,5 una cSpula de Ia familia Fréchet (ver Ejemplo
2.1.8) endondeaz=0,820,a+8<1y -
Cap=al + (1 —a— L)1+ BW;
entonces, utilizando el Corolario 3.6.9 y el Ejemplo 3.6.10 tenemos que
Ta.p = Q(Ca,s » Ca.g)
=Q(aM + (1 —a— B+ W , aM + (1 —a — B + SW)
= a?Q(M, M) + (1 — o — 8)?Q(II, IT) + BRIV, W)
+2[a(l — a — BQM, W) + (1 — a — B)Q(W, II) + aBQ(M, W)]
_(a—Ba+B+2)
3 .

Ndtese que:
a B Cag Tas
1 0 AT 1
0 1 w —1
0o o n o
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3.6.14. Teorema. Sea C una cdpula.. Entonces::.

//”C(u' st = 3 f_/[?raiu‘?: ¢

Demostracién: Scan {u;}R, y{v_;}}'},ldos par't.icié)nesjdé I tales que

V) O (w, V) dudy .

O0=wu <y <...<up=1 -y;0=‘vov<v1‘<...<v"=1‘

vi— vy, }\sf, 12 queda particionado en

Definimos Awuy 1= uy — uyz1 y Avy 1=t
1 jm]_. eqonc%

mn rectidngulos Ry 1= [ui_;.rug]_x

,_1 . ‘Uj)— C(Ui—l . vj-‘—‘l ) ] AU(AUJ

Por otro lado:

ffC(u ) dC(u.v)—- um ZZC(u;.vJ)VC(Rq)

1=x =1

= lim Z 2 [{02(u,.u,) - C(u‘.v,)C(u;,vj_l = cz(m_,,u,)

N0 Tt (=1
+C(ui—1,v_1)c(ui—1.vj—l)} {c(ui.vj)c(‘u( 1,5)
— C(ui, v5)C (i1, v5—1) — C?*(ui_1,vs)

+ C(ui—1,v;)C (24—, v,_,)}]
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lim {ZZ [c (u,,u,) = C(u;,vJ)C(u,.vj_l)

mmn—oo LSy

- cz(ui—l' v;) + C(uiz1,v3)C(vi-1, v=1))

= Z > IC(m. u,)c(u‘_,, vy) = C(w, vj)C(u‘_l, )
d=té=1

C"(u._l. 'Uj) + C(ui-—lv 'Uj)c(uf—lv vj—x)] }

1fm {Tmn Z Z [c(uhuj)c(u(—-hvj) - C(Uh 'Uj)c(ut Lwvi—1)

T, T OO
I=t i=1
— C%(ui—1,v5) + C(ui-1, v;)C(1i—1, Uy 1)]}
en donde Ty, representa la suma telescépica:

Tonn = Z Z [C (ug, v3) — Cuy, v5)C (s v5-1)

Fj=11i=1

— C¥(uym1,05) + C(U4m1, ¥5)C (tim1, vj—-l)]

z"_: [(C (uh’uj) - cz(ul—huj—l))

=1

M3

B
-

H :
- (C(uh Uj)c(uiv v_;—x) - C(w-—u Vj)c("i—-lvvj 1))]

Ma NE

u.
]
-

[(02(1 vs) —02(0 u,)) - (0(1 u,)ca vy- ‘) - C(O 9,)C(0; v5-1)) ]

[ ; — vJ”J—ll = ZUJAUJ ,
) =

por lo que

[/C’(u,v) dC(u,v) = lim ivjAvj
2 Mmoo

C(u.u)—C(u_.u) Cui—1,v3) — Clui—1,v5-1)
_mlrS'.’lmZZ[ ijAui 111][ i—1 jAv_, i1 j’]AuAuj,

F=1i=1

¥ por lo tanto

1 a a
/“C(u. v)dC(u,v) = 3 —/P -a—uC(u. v)%C(u, v)dudv.
a

El resultado anterior nos proporciona una forma altenativa para calcular la
tau de Kendall, que resulta especialmente mads ficil de calcular si se tiene que
la cépula tiene tanto parte absolutamente continua como singular:
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3.6.15. Corolario. Sea C una cdpula. Entonces:
o a
e =1-— 4‘/“50(1;, ) 4o C (s, v) dudy .

Demostracion: El resultado es inmediato a partir de los Teoremas 3.6.12 y
3.6.14. El Tcorema 2.1.13 garantiza la existencia de las parciales de C. jm

3.6.16. Ejemplo. En el Ejemplo 2.5.8 se vio que la familia de c6pulas Marshall-
Olkin tiene tanto parte absolutamente continua como singular:

Coag(1,v) = ul vl (o) + ' Placyny con o, B €]0, 1,

entonces

8C¢._giu » ) 0¢a£l§u, f’) (1 —a)u'"2*vl asyey + (1 — B)uv1 ’”l(ua«m) .

y por lo tanto ;

Tag =  1-— 4 [/ 1 —a)u “2°ududv +f/ a- B)uv 1-28 dudv
b ’n(u">uﬂ} ’n(u°<v“

1 —4{/ ./-a/.,(l - o:)vu‘ —2a dudv / /-u"’ (1 —ﬁ)vl_z"ududu}

= Sa.ﬂ(l 1)

a+,6 afB

Ahora revisaremos otra medida de concordancia conocida como la p de
Spearman:
3.6.17. Definicién. Sean (X1, Y1), (X2, ¥2) v (X3, Y3) tres vectores aleatorios
independientes con funcidn de distribucidn conjunta H, margineles F y G y
cSpula C. La p de Spearman se define como

p=pxy = 3{P[(X1 — X2)(¥i - ¥3) > 0] — P[(X1 ~ X2)(¥i — Ya) < 0]},

es decir, la probabilidad de concordancia menos la probabilidad de discordancia
entre los vectores (X1, Y1) y (X2, Ya).

Observacion: Ndtese que la funcién de distribucién conjunta de (X,,Y1) es
H(z,y) mientras que la de (X2,Y3) es F(x)G(y) ya que X2 y Y3 son varia-
bles aleatorias independientes. También, en la definicién anterior da lo mismo
utilizar el vector (Xg, Yz2) en vez de (X2, ¥3).
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3.6.18. Teorema. Sean X,Y ‘variqbles aleatorias: continuas con cdépula C.
Entonces: : EEE -

3Q(c. my, (3.13)

XY = pc = "
= 12/]"iw aC (u,v) — 3, (3.14)
= 12.[/120(“' v)dudvy — 3. (3.15)

Demostracién: Las expresiones anteriores se obtienen inmediatamente a par-
tir de la Definicién 3.6.17. el Teorema 3.6.7 y el Corolario 3.6.8(1).
Observacion: El coeficiente 3 en la Definicién 3.6.17 es una constante de nor-
malizacién para lograr que p € [—1,1], ya que de acuerdo al Corolario 3.6.11
tenemos que Q(C,II) e [—4, 4 ].

Notacién: Si Cp pertenece a una familia paramétrica de cépulas escribiremos
pe en vez de pc,.

3.6.19. Ejemplo. Volviendo al caso de la fanuha de cépulas Marshall-Olkin
(Ejemplo 3.6.1G6) tenemos que .

1A i wi/e
/ Capdll = / / . l_""vdudv + / / Y uvl—P dudv
12 0 Jusra
= o B 2a—aﬁ+2ﬁ a?-
T 2@-a). . 2a—aB+28 '

¥ entonces

- aff +28 —a?

. 2a —af +206 -3

Pa.B
2a — aﬁ + 283"

Otra interpretacién.de. la p de Spearman se puede obtener a partir de la
segunda expresién en ¢l Teorema 3.6.18:

12/[,C(u. v) dudv — 12(%)

PXY = pc =
= 12/[=C(u. v) dudv — 12[/l-:uv dudv
= 12//;:[0(1;. v) — uv] dudv, (3.16)
es decir, pc es proporcional al volumen signado entre las graficas de C y IT en
I3, esto es, una especie de “distancia promedio” entre la_cépula de ,Y) yla

TESIS CON
FALLA U CRIGEN
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cépula que representa la independencia. La expresién anterior se parece mucho a
la definicién de la o de Schweizer-Wolf salvo porque en este tiltimo caso tenemos
la “distancia absoluta promedio”.

A continuacién mostramos un cjemplo en el que se define una relacién de

dependencia entre variables aleatorias que las medidas de concordancia antes
mencionadas no detectan pero que las medidas de dependencia si:

3.6.20. Ejemplo. Sea X una variable aleatoria continua uniforme en [~1,1] ¥
definimos la variable aleatoria ¥V := [ X|. Sean F y G las funciones de distribucién
de X, Y, respectivamente, y sea H su funcién de distribucién conjunta. Tenemos

entonces que:
x+1
F(z) = 51— + Lieo(x) > G@) = v1i0,1() + Lj1,001(w) -
Obtendremos ahora la funcién de distribucién conjunta H mediante (Laha,

1979):
Hew) = [ Fax@dFe)., .

en donde Fyx(ylu) := P[Y < y|X = u] = i[_v_y](u)lio;;;[(y). Al evaluar la
integral obtenemos: o STRC RN S

:z:;-y si 0<y
v si
H(z,y) = a:-2l-1 si yzl,—l‘<:r:(<’1,‘
si y=2l,z2>21,
0 en cualquier otro caso.

Mediante el Corolario 2.2.12 podemos obtener la cSpula de X,Y calculando
C(u,v) = H(F(—1(u), G~V (v)), en donde F(—1) y» G(—1) son cuasi-inversas de
F y G, respectivamente, en el sentido de la Definicién 2.2.10, y as{ obtenemos:

1—v i 1—v 1+v

u— —a— si vel, 15¥ Sux< gy,
C(u,v) = v si vel, u> 12,
o si vEI,u<"2"".

Ahora calcularemos la 7 de Kendall, que puede obtenerse mediante el Corolario

3.6.15: ac( ) BC( )
u, v u, v
Xy =1-4 du oo dudv.

12
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en donde
o - 1 si uéI.'%"<u<-’.%,
_ag{(;;,_v)= [1] si vel,u> 1y,
o] si vel.u<";",
¥ en donde
1 E
5 si vel, 152 <cu< gy,
AC(u,v) _
—av - 1 si vel,u>ify,
4] si vel, < iz,
¥ por lo tanto
1 :
5 si vel, Iz cu < 432,
aC(u,v) 8C(u,v) _
Bu Jo = o si vel,u>ity,
0 si vel, u<izy.

Finalmente integramos y obtenemos

1
Xy =1—4 (E/ dudv ) = 0.
o Jize

Asi que a pesar de existir por definicién una relacién de dependencia entre las va-
riables aleatorias X,Y tenemos que la 7 de Kendall asigna en este
caso particular el mismo valor que le asignaria a un par de variables aleatorias
independientes. Lo mismo ocurre con la p de Spearman, que se puede calcular
mediante ¢] Teorema 3.6.18:

pXY = 12[/ C(u, v) dudv — 3
12
1 pige _ T g1
12 // (u—1 v)dudv+// vdudv| — 3
o 1—w 2 o ;_.a.l
o,

¥ se tiene para la p de Spearman el mismo comentario que para la 7 de Kendall.
Ahora verificaremos que la o de Schweizer-Wolff no nos reporta un valor de cero:

ox.y  _ _
an /_ZJC(u,v) wv| dudv

f/,;_[ C(u,v) — uv ] dudv +[/l"\l~:[ uv — C(u,v) ] dudv,
[T TESIS CON
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en donde E es un subcomunto de I? en donde se cumple que C(u, v) = uv, y por
esta definicién obtenemos de manera exph‘cxta que E = [ ED 1] = [0 1]u {(0 0)}
¥ por lo tanto: i i

Zxy _/ ./2-.‘_1( ")dudu+/ /2u_ludvdu—/ /uvdvdu
/ /uvdudu—/ /_2u( ;v) dudu,

de donde se obtiene que ox,y = §.

Continuando con la idea de construir medidas de dependencia para un par
de variables aleatorias continuas X,Y mediante distancias L, entre la cépula
de las variables y la cépula producto (que representa la independencia) para
p = oo tenemos la siguiente medida de dependencia, estudiada ampliamente en
¢l caso multivariado por Fernandez y Gonzdlez-Barrios (2000), definida por:

Ax.y = sup |Cxy(u,v) — uv| (3.17)
u,uEL

3.6.21. Teorema. Sean las variables aleatorias continuas X,Y con cdpula
Cxy. Entonces Ax,y dada por (3.17) es una medida de dependencia.
Demostracién:
1. Ax,y estd bien definida por el mismo argumento utilizado en el
Teorema 3.6.2.

2. Utilizando el Corolario 2.2.12 tenemos que:

Axy = sup |Cxy (u,v) — uv}
u,ve

sup |Hxy (FC(u), GT(0)) — uv|
u,vel

1

= sup |P[X < F©Y(u),Y < G-V(v)] —uv|
u,vEl
sup [PlY < GYD(v), X < F&V(w) ] — vul
v,u€l

sup |Hyx (G (v), F&N () — vyl
v,u€l

I

= sup |[Cyx(v,u) —vu|
vu€el
= A)"_\'-
3. Del Teorema 3.6.2 tenemos que para todo (u,v) en I2 se cumple

0 < |Cxy(u,v)—uv| < max {M (1, v) — uv, uv — W(u, v)} lo cual de entra-
da garantiza que Ax,y = 0. Sean a(u,v) := M{uv) — uv y
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B(u,v) := uv — W(u, v). Entonces:

’ _ u(l—v) si v>u,
a(u‘v)_{v(l—u) si v<swu.

En principio tenemos que el campo vectorial gradiente
Va = {(%ﬁ- g%) :u,v € I} apunta en direccién de la diagonal principal lo
que indica que a(u,v) crece mas ridpidamente conforme nos aproximamos
a la recta v = u y por la continuidad uniforme de las c6pulas sdlo queda
averiguar en qué punto de la diagonal principal e aleanza un ma&aximo,
esto es, para a(u,u) = u(l — u) tenemos que alcanza un Unico méximo
en u = % ¥ por tanto Af(u,v) — uv < }. De manera andloga se ve que el
campo vectorial gradiente V.3 apunta en direccién de la diagonal secun-
daria v = 1 — u y se obticne también que uv — W(u,v) < % ¥ por lo tanto
concluimos que 0 < Ax,y < §.

4. Si X,Y son independientes entonces Cxy = Il (por Teorema 2.3.2) y por
lo tanto Ax,y» = 0. En sentido inverso, si Ax,y == 0 entonces
|Cxy (1, v) — uv| = O para todo (u,v) en I2 y en consecuencia Cxy = I1
y por el Teorema 2.3.2 concluimos que X, Y son independientes.

5. Por el Teorema 2.3.3 tenemos que Ca(x),3(y) = Cxy ¥y como A se define
s6lo en términos de la cépula concluimos que Aq(x)y . g(v) = Ax,y, para o
¥ B estrictamente crecientes en Ran X' y RanY, respectivamente.

Por todo lo anterior concluimos que Ax,y es medida de dependencia. [m]
3.6.22. Ejemplo. Continuando con el Ejemplo 3.6.20 tenemos que:
(v, u) si O<v<l—2u,

(wv—1l,u—3) si 1—-2u<v<i
VIC(u,v) — uv| =
(l—v, 3 ~—u) si t<cv<2u—1

(—v,1 —u) si 2u—1<v<l,

de donde se tiene que el campo vectorial gradiente V|C — Il apunta en di-
reccién de las rectas v = 1 —~ 2u y v = 2u — 1. Por un lado tenemos que
|C(u, 1 — 2u) — u(l — 2u)| = u(1 — 2u) alcanza un miximode § conu= %,y
por otro lado tenemos que |C(u,2u — 1) — u(2u — 1) = (2u — 1){1 — u) alcanza
un médximo de § con u = , asf que Ax,y»- = §.

Podemos extender el concepto de medida de dependencia de la Definicién
3.6.1 al caso n-dimensional por medio de la siguiente:

3.6.23. Definicidon. Una medida de dependencia para n variables aleatorias
X1,...,Xn es un ndimero que denotaremos Sx,,. ... . que satisface las siguientes

propiedades: TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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LX)

1. . 8x,...x. estd definida para todo vector aleatorio (X;V‘. B
lquier perm tacid ~ sobre el conjunto

2. Oxy X0 = 0N, 1y Xy POTE

mi=1l,...,12 .
3. 0=<8x,,..x0 < k, para algin k >0 .
4. Oxy,...

5. Siay,...,an son funciones estrictamente crecientes en Ran X,,..., Ran X,
respectivamente, entonces Sa, (X )....an(Xn) = OX} ey Xn -

x,., =0 si y sélo si Xy,..., X, son independientes.

6. 0=<dx,, Nz TOX; NgNa £+ S 0xy, Ny SOxy X, -

En particular se pide que la propiedad 6 se cumpla porque para un deter-
minado grado de dependencia de las variables aleatorias X,..., Xy, no tendria
mucho sentido, desde un punto de vista probabilistico, que el afadir una va-
riable aleatoria X431 provoque una disminucién en el grado de dependencia
entre las variables Xy, ...,Xm, Xm+1; esto es, en el peor de los casos si Xy
es independiente de X3, ..., X, pedimos tener que 8x,,.... X, = OX4,....Xmm Xomtae

Ferndndez y Gonzdlez-Barrios (2000) proponen dos medidas de dependencia
entre variables aleatorias, una de las cuales es factible expresarla en términos de
cépulas si las variables aleatorias son continuas, y dicha medida es la siguiente:

”n
8X )X = sup 1Fxy v Xn (Z15 - - v xa) — [T Fx (x)l, (3.18)

(T1,--.zn JERN =1

en donde Fx,,..x, es la funcién de distribucién conjunta de Xj,...,X,
y Fx, es la funcién de distribucién de X; , para i = 1,...,7n. El siguiente
tecorema es también un resultado de Ferndndez y Gonzdlez-Barrios (2000):

3.6.24. Teorema. Sea cl vector aleatorio n-dimensional (X1,...,Xn). En-
tonces 0x,...x. dada por (3.18) es una medida de dependencia.
Demostraciéon:

1. &x,,..X,. estd bien definida para cualquier vector aleatorio (X1,...,X;)
por la existencia y unicidad de la funcién de distribucién conjunta Fix, .. x.
¥ de las funciones de distribucién Fx, , parai=1,...,n.

2. Sea 7 una permutacién sobre I, := {1,...,n}. Como

FxyponXn (T1veixn). = PlX) S x1,y..., Xn S Tn )
o Pl X)) £ Tays -1 Xa(n) < Tomy ]
= FXy1yeeeasNotmy (Ta(1)s - s Tp(n))

y ademés [I., Fx,(z:) = [, Fix,.,(T4¢)) tenemos entonces que
SNy ey X = ON (13 eeees Xy -
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3.

. Para simplificar un poco la notacién. deﬁnnnos ai 2

93

Sean z3, ..., T, nimeros reales cualesquiera y definimos la sucesién finita
de subconjuntos de R : A; :=] —o0,2y] ,i=:1,...,n . Entonces

A e
Sx . = P {Xi eAad ) =TI Pi{xic A .
X4 0o s Xm A‘c“f:lilgl'u_"l [n{‘ 1 € Ai}]: H [‘{ € i}ll

Y B‘ = {X; € A} , parai =
= min{ay,...,@n} . Entonces
SxyviXa =" ._sup = '

AiCRji=1,...,n

Como P[(MB;] >< P[B;] para toda i =%1;
tenemos que P[nB‘] - ]'Iag <a-—-am™, por lo’ que

P[nB‘]—Ha‘ <sup{a—a »: ae[O 1]}

Derivando la ' funcién c,a(a) = a' — a® encontramos que (,:(a) a]canza un !

maéximo de €3 )Tl'l'(l —~ &), asf que

',P[ﬂBi]—Ha ( )"_h-(l-——) ‘(3.20)

Ahora sea [ :='3%_ a; , entonces necesariamente 0° < ﬁ < n. Supongzunos
primeroque 8 >7n—1. Porla desxgualdad de Boole tenemos que

ZP[Bf] >P[UB:],

P[‘{Ai e A(}]‘

i=1 fmL - TESIS CON

n—3rioz)<n—p(( 521, | FALLA D~

i=1 im]
S rPiBl<n—QQ-P[[B]D,
ﬂSn—l—l-P[nBi]

PN B:il-JJeiz8—(n—1) —J]o:-

Para 0 < 8 < n-1 no se puede mejorar mds alld de P[N]—[Ja:i = —[J a:
porque B — (n — 1) < 0. De lo anterior se tiene que

P[ﬂB.-]—IIa.z{

—TIla: si 0sf8<n-—1

B—n—-1)—JJo: si n—1<pB<n.

~TEN
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Utilizando la desigualdad que relaciona a las medias . geometnca y
aritiética, esto es (na,)" = g, para el caso’ en’ ‘que . 0 = ﬁ <n-—1
tencmos que : T

Moo= ()= (3597
P[nB"]_-Ha‘-;,Z’

Encasodequen—1< g < n tenemoé
p— (-1 —Ie za4'(n.'—‘"1) = ‘(E)‘

de donde g’(8) =1— (E)" >0 , ya que B<1,10 que s:gmhca que g(ﬁ)
es mondtona crecmnte enn—1< < n. ¥ como g(n — 1) = —("-‘)
entonces.”

¥y por lo tanto

P[ﬂ&]—]’[a‘_-—- ";1)". - (3.21)

n
De (3. 20) ¥ (3 21) obtenemos

("‘1)<PlﬂBd—Hm =)™ (1

. (3.22)

Y comblnando lo anterior con (3 19) obtenexnos S : B o oL
-1 i .

Xy peres N <m¢ix{(" ) ( ) (1——)} i (3_23)

Las sucesiones {(=z)"1} y {(& )"Tl"'} son decreciente la primera, y ¢re-

ciente la segundn, adema4s de ser 1gual$ para n = 2, lo que implica que
(B51)n—1 < (1)7 T, es decir

) =@T0-3).
¥y sustituyendo lo anterior en (3.23) obtenemos
0<8xixn < (%) i (- %) <1, (3.24)

es decir, dx,,....x, €5t4 acotada.

Si X1,...,Xn son independientes entonces Fi,.....; = [ Fx, ¥ por
lo tanto dx,...x., = 0. En sentido inverso, si 6\, ,,,,, . = 0 entonces
1Fxy e Xn (Z14 2o -5 Zn) — [Tz, Fx,(xi)] = 0 para todo (x1,...,Z,) en R™
lo que implica que Fx,,... .x, = ['[,_1 Fx, ¥y por lo tanto X,..., X, son
independientes.
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Sean a,..., @, funciones estrictamente crecxentes en Ran Xl YeE T, Ran X,,,
respectivamente, entonces

Say(X1). 4o (Xn) = SUP IFa.(.\-)

o SUP ‘.a,.'(.\'..‘;) (m.ﬁm HFa.(.\i)(yt)l
Teererline - A

il

= sup ]P[C!)(Xl) =< Ul-
(W3seeeiin)ER

: .an(An) < ynl —1'[ P[a« x‘) < w] I

i=1 :

= sup IP[X = ar'(m), X s a..‘(yn)l - 1'[ PlX:y< ar‘(yol |
(lll-n'vlln)en- i e B

= sup IF\.. 1(m) Sant (@) -—HF\ (o l(zu))l
(Vi4.. .un)ER =1

sup :IF.\'. 21'---.In)—HF\' (z4)|
(T14-e0in)ERN

fu=1
= 5.\',......\';.

6. Sea A(a:x.n-,-'ﬂi) ‘-—‘

F\x.....\.(a-‘xw---:t-) - Hj=1FA,(Ij) » para
i=2, 3.....n

Corno A(a:;. cee, i) = A(zy,... .a:;,oo) entonces

|A(:1,...,:1:‘)| :

. P
L (F1 T )ER

sup . [A
(T100ieTe @) ERIFE

. sup. [+ A
(z1... .z-.z--o-l)ER-““

R X U S LN

!A‘

IA

Por todo lo anterior concluimos que &x, X, €s una medida de dependencia. O

TESIS CON
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3.6.25. Corolario. Con los supuestos y resultados del Teorema 3.6.24 anteri-
or: :
1. Las cotas en (3.22) no pueden mejorarse.
2. Sean las variables aleatorias Xiyeooy Xno Xnpr. St X,._H es independiente
de (X14:..,Xn) entonces x,,..,.Nn . Nnser = OXN1,ceXn

3. Sea un espacio de probabilidad (2, F, P) y sean n subconjuntos medibles

Ajy,..., An. Si definimos las varibles aleatorias X = 1,4, (i=1,...,n),

entonces
.
8xty X = méx[Fx,,....x,, (0,0,...,0) = [T Fx., 0.
=1

en donde el mdrimo se toma de entre todas las posibles elecciones de
l<sii<ig< - <ig<n,econ2<k<n.
Demostracion:

1. De (3.22) tenemos que v
-(2 )" = F\,_,,,_.\,‘(.—c,,... VZn) — HFX @) = (2) 71"(1 -3.

Sea X una variable aleaborla. umforme en )]0, 1]y sean las vm'xablw aleato—
(xe)ezt, _,_”,paraz—l,...,n.Enestecaso R

rias X :=
%a(0,0,....0) = P[X;<0,...,Xn <0]

= P[X;=0,...,Xn=0]

= p[m{xE]o"lju[—1[}]_p[m]_—_o,

i=1

Fxy,..

¥y por otro lado

1"‘[1-:\-_(0) = ﬁP[x.- =0}
i=1

i=1

i=1 =1

G-D"- Y

¥ por lo tanto

Fipn%a(0.0,...,0) = [T Fr.0) = —(22)".
=1
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es decir, en este caso particular se alcanza la cota inferior y por ello no
puede ser mejorada.
Ahora sean X; = X3 = ... = X, := X, con X una vanable aleato-

ria uniforme en ]0,1[. Definiendo xo := (%)™ ' €]0,1[ tenemos que

Fix(zo) = (%)™ y entonces L
AT -

@DTE-D.

y asf alcaxuamos la cota superior, y por lo ‘tanto no puede ser mejorada.

n
Fx,,...xn (@0, Z0s ..., Z0) — [ | Fxi(z0):
i=1

2. Si Xnp41 es independiente de X, 'X,, entonces para cualesquiera
LYy eeeyTnyTns1 €N R se tiene que’ -
n+1
A(Z1y e Ty Tng1) = P[ Xy < x,.. -,Xn< 20 | P[Xny1 € Tnia] — H PlX; < x4},
i=1
de donde obtenemos
A1 20 Zag1)| = Pl Xntt < Tnga JA@1 - @a)l < (A1, e 2a)]s

¥ entonces

OXy i Xn X = sup. [FAYC TR . 20D | E
(X1 0eeieTm s Turr JERNFL ; A . :
< sup 1A(@1, - 20)] = Sxyinxay

(T1,..0sTn)ER™

pero del Teorema 3.6.24 (6) tenemos que Ox,,....x
lo que concluimos que 8x,.....Xn, Xns1 = OXy,0c0iXn -

3. Por la definicién de las X; tenemos que

wiXna: 20N X+ POT

0 si z<0O,
Fa,(xz) = 1—-PrfA;] si 0<z<1,
1 si =21,

de donde obtenemos

FxXy s Xp (Lo o Tn) — HF\— (=) = Fx,,...x., (0,0,...,0)— HF\.,(O).
J=1

donde los. indices i; corresponden a aquellas x4 tales que x; = 0, ya que
Fx,(1) = 1 y la funcién de distribucién conjunta Flk,,....x, se marginaliza
para aquellas x; = 1, y por lo tanto se tiene que

k
8Ny X = MAX|FX,, ....x,, (0,0,...,0) — I Fx., (@),

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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en donde el maximo se toma: de entre todas las posxbles eleccxones de
1<11<12<-j‘<z/.<n,cou2<k<n' . T .

Fmalmente. tenemos el
cular la 8x, ..., x anter' )

3.6.26. Corolario.
C'. Entonces

Sy,

Demostracion: Por Teqrexﬁa'2.7.30 V(Sklar).‘ ‘ O



Conclusiones

De entre los distintos enfoques para el estudio de la dependencia entre
variables aleatorias, las cSpulas resultan ser una herramienta valiosa para la
conseccucién de este fin. Las cépulas fueron definidas formalmente para ¢l caso
n-dimensional por A. Sklar en 1959, y el desarrollo que tuvieron durante sus
primeros treinta aios lo resume Schweizer(1991) asi como el libro publicado por
Schweizer y Sklar (1983). Es immportante resaltar que desde la definicién misma
de cépula hasta llegar a uno de los resultados mas importantes como lo es el
Teorema de Sklar (Teoremas 2.2.9 y 2.7.30 en este trabajo) son vilidos aan
sin hablar en términos probabilisticos, incluyendo la definicién que se hace de
funciones de distribucién (Definiciones 2.2.1, 2.2.4 y 2.7.27) como lo menciona
R.B. Nelsen (1999) *... Nétese que nada hay de probabilistico en estas definiciones.
No se hace referencia a variables aleatorias ni a continuidad por la derecha o por la
izquierda...” En pocas palabras, se trata de definiciones méds generales y como
menciona el mismo autor un poco mas adelante ... Asi que los resultados que se
obtengan para dichas funciones de distribucién serdn vidlidos atin cuando se hable
de variables aleatorias...”

En el mismo afio en que Sklar introdujo la nocién general de cépula,
A. Rényi (1959) propuso una serie de axiomas o condiciones “razonables” que
a su juicio debiera cumplir cualquier medida de dependencia no paramétrica.
Sin embargo, Schweizer y Wolff (1981) y Wolff (1981) pusicron en evidencia
que los requerimientos de los axiomas de Rényi eran demasiado fuertes para las
medidas de dependencia conocidas hasta el momento y propusieron una versiéon
menos exigente de los axiomas de Rényi junto con una medida de dependencia
que cumple con este nuevo conjunto de propiedades “descables”, ahora cono-
cida como la o de Schweizer y Wolff (Teorema 3.6.2 en este trabajo). Uno de
estos axiomas pide que una medida de dependencia entre variables aleatorias
sea igual a cero si y sélo si se trata de variables aleatorias independientes, y esto
deja automdticamente fuera de consideraciéon a las medidas de concordancia,
entre las que se pueden destacar la 7 de Kendall y la p de Spearman, entre
otras, que como se ilustra en el Ejemplo 3.6.20 del presente trabajo arrojan
un valor de cero ante un caso de dependencia entre dos variables aleatorias,
¥ asignan por igual el mismo valor cero a un par de variables aleatorias inde-
pendientes. Esto fortalece la propuesta que viene desde Rényi (1959) de pedir
que una medida de dependencia sea igual a cero sélo en el caso de indepen-

99
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dencia. Sin embargo, hoy en dia se sigue utilizando medidas de concordan-
cia para el estudio de la dependencia porque en realidad no se tiene afin un
consenso respecto a lo que debe cumplir o cémo debe definirse una medida de
dependencia. En el presente trabajo nos sumameos a la propuesta de que una
medida de dependencia sea igual a cero sélo en el caso de independencia, mas no
a la propuesta de Schweizer y Wolff (1981) respecto a que la medida de depen-
dencia sea igual a 1 si y sélo si una variable es funcién estrictamente mondtona
de la otra. En primer lugar, pedir que una medida de dependencia tome va-
lores en el intervalo [0,1] es convencional, no habria esencialinente problema
alguno en utilizar algiin otro intervalo cerrado y acotado, por ejemplo {0, &}
para algin A& > 0, como se propone en la Definicién 3.6.1, reservando el valor
cero tinicamente para ¢l caso de independencia. Lo que es discutible es que como
extremo opucsto a la independencia se proponga a la dependencia estrictamente

mondétona.

Este y otros aspectos siguen discutiéndose y mientras tanto distintos autores
manejan distintas definiciones de lo que debe ser una medida de dependencia.
En el presente trabajo se opté por no conceder necesariamente la mayor impor-
tancia a la dependencia estrictamente monétona y se propone una definicién
mas flexible (Definicién 3.6.1).

En el caso de variables aleatorias continuas las cépulas nos facilitan el camino
hacia la construccién de medidas de dependencia, al margen de que algiin dia se
tenga un consenso acerca de lo que debe satisfacer o no una medida de dependen-
cia. Esto gracias a que sec tiene una iinica eépula que caracteriza la independencia
(IT) y las distintas maneras de medir de algiin modo qué tan independiente o
qué tan dependiente es un conjunto de n variables aleatorias continuas son tan-
tas como maneras distintas se nos ocurra medir la distancia entre la cépula
n-dimensional que representa a dichas variables y la cépula producto IT. Y muy
importante también es destacar que las medidas de dependencia que se calculan
en términos de funciones de distribucién no cambian si se calculan en términos

de cépulas.

Pero volviendo a la discusién de lo que podria considerarse como el ex-
tremo opuesto de la independencia, Lancaster (1963) establece que dos varia-
bles aleatorias X,Y son completamente dependientes si existe una funcién uno
a uno ¢ tal que P[Y = «(X)] = 1, esto es, si X,Y son casi seguramente
funciones invertibles una de la otra. Kimeldorf y Sampson (1978) senialan que
la dependencia completa implica la posibilidad de predecir cualquiera de las
variables en términos de la otra mientras que la independencia implica imposi-
bilidad total de prediccion. Sin embargo, existe un resultado que demuestra que
existen variables aleatorias completamente dependientes cuya funcién conjunta
de distribucién se aproxima tanto como queramos a la funcién de distribucién
conjunta de variables aleatorias independientes con las mismas marginales. En
el Ejemplo 2.3.14 se vio que el soporte de la cépula M es la diagonal principal
de I?. Definiremos lo que se conoce como una recomposicién (shuffle en inglés)
de Af. El soporte de una recomposicién de Al es descrito informalmente por

Mikusiriski, Sherwood y Taylor (1992) como sigue:
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“La distribucién de masa para una recomposicién de A se puede
obtener (1) colocando la masa de Af en I2, (2) haciendo un ndmero fini-
to de cortes verticales a I2 generando asi un niimero finito de rectdngu-
los, {3) generando una permutacién de dichos rectingulos y posible-
mente girando algunos de ellos 180 grados sobre su eje vertical y (4)
colocando los rectdngulos de regreso en I2. La distribucién de masa
resultante corresponderd a un cépula llamada recomposicion de A" .

Esquemiticamente un ¢jemplo de lo anterior quedaria como sigue:

M Recomposicion de M

Y4 e

< A

1 2 3 4 1 4 3. 2=
Formalmente (Nelsen, 1999), una recomposicién de A cstd determinada por
un entero positivo n, una particién finita {J;} = {J1,J2,--- ,Jn} de I en n
subintervalos cerrados, una permutacién < sobre el conjunto Sy, := {1,2,...,72}
y una funcién w : S,, — {—1,1} tal que w(i) = --1 si el rectdngulo corres-
pondiente J; x I es girado sobre su eje y w(Z) = 1 en caso contrario. Denota-

mos las permutaciones por medio del vector (7(1),v(2),...,v(n)). La recom-
posicion de M resultante queda determinada y denotada por M (n, {Ji}, v, w).

Nétese que en particular si v es la permutacién identidad y «w = 1 entonces
A (n,{Ji},v.w) = M. El resultado a considerar es el siguiente:

Teorema. Para toda € > O existe una recomposicion de AI, que
denotamos C., tal que

sup |Ce(u,v) — (u,v)| <e. (3.25)
v ET

.
Demostracién: Sea m un entero tal que m > 4/<. Entonces, por el
Teorema 2.1.10, para toda c6pula C' y para u, v, s,t € I tenemos que

€ . 1 1
|C(u,v) — C(s, t)| < 5 siempre que |l — 8| < pregl lv~—~t] < e

El entero m determina a C,, una recomposicién de Af, de la siguiente
manera: Sea n = m? y sea {J;} una particién de I en n subintervalos

r TESIS CON
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de igual longitud. Sea -y la permutacién de Sy, dada por v(m(F — 1)+
k) := m(k —1) 4+ 7 para k,7 = 1,2,...,m. Para una w arbitraria
definimos C, := M(n, {Ji},7,w) (el efecto de esta permutacién es
redistribuir la masa de probabilidades de Af de modo que se tenga

una masa 1/n en cada uno de los n subcuadrados de I?). Como
Ve, ([0, p/m] = [0,q/m]) = Va((0.p/m] x [0,q/m]) = EL,

parap,q = 0,1,...,m, entonces se tiene que C.(p/m, g/m) = I(p/m, q/m)
también para p,q = 0,1,...,m. Ahora sea (u,v) un punto en I2,
Entonces existe un par de enteros (p,q) € {0,1,...,m} tales que
Jlu—Z2l<&ylv—Zl <L yporello

1Ce (v, v) — TI(w, v)| < |Ce(u,v) — Ce(p/m, q/m)|
+ |Ce(p/m, g/m) — I(p/m, q/m)|
+ T (p/m, q/m) — T (xu, v)]
S4+0+ % =€. a

<3

Mikusiriski, Sherwood y Taylor (1991) seiialan que el resultado anterior tiene
como consecuencia que el comportamiento de cualquier par de variables aleato-
rias continuas e independientes puede ser aproximado tanto como se quiera me-
diante una par de variables aleatorias completamente dependientes! M4ds atin,
por medio de un argumento similar Mikusinski, Sherwood y Taylor (1991) de-
muestran que el resultado anterior se puede generalizar al caso en que la cépula
II puede ser reemplazada por cualquier cépula, esto es, si C' es una cépula en-
tonces C puede ser aproximada tanto como se quiera por la cépula C. y, en
consecuencia, las recomposiciones (shuffles) de Af son densas en el conjunto de
todas las cépulas bajo la norma supremo, como en el resultado (3.25). Tene-
mos asi la posibilidad de construir una sucesién de pares de variables aleatorias
cuyo comportamiento limite es independencia pero que en cada paso del proceso
limite cada componente de cada par de variables aleatorias de dicha sucesién
es casi seguramente funcién invertible de la otra. Esto hace discutible también
la definicién de Lancaster (1963) de completa dependencia y la pretensién de
que dicha definicién es el extremo opuesto de independencia . Esto recuerda la
afieja discusién sobre el determinismo?, postura filoséfica particularmente de-
fendida por Laplace? en el siglo XVIII que establece que todos los eventos estian
completamente determinados y que aleatoriedad vendria a ser una especie de
cufemismo que en realidad habla de nuestra imposibilidad o incapacidad (posi-
blemente temporal) de explicar un comportamiento de manera determinista. El
resultado (3.25) anterior pareciera sugerir, desde un punto de vista determinis-
ta, que aquello que pretendemos llamar independencia podria ser en ocasiones

1Véase The New Encyclopardia Britannica, Ready Reference (1998), Vol.4, p.39 .
2Véase Encyclopedia of Statistical Sciences (1982), Vol.1, pp.405-411 .
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incapacidad de encontrar algiin tipo de relacién. En fin, el tema de la dependen-
cia entre variables aleatorias, cémo definirla y medirla, ticne atin mucho camino
por delante.

Queda pendiente trabajar también sobre el caso de variables aleatorias dis-
cretas porque por el Teorema de Sklar (Tcoremas 2.2.9 y 2.7.30) tenemos que
existe una cépula para tales variables pero no es necesariamente tnica. Como lo
discute y ejemplifica Joe (1997), un ejemplo de una cépula n-dimensional para
el caso puramente discreto es el siguiente: Sea {x;:,} el conjunto de puntos
que conforma el soporte de la j-ésima marginal, donde i; pertencce al conjun-
to indice ordenado Dj, j = 1,...,m. Supongamos que cada D; es una sucesién
consecutiva de enteros. Sean F;(Z;) y f3(i;) la funcién de distribucién y de masa
de probabilidades de la j-ésima marginal, respectivamente. Sean H(é1,...,im) Yy
h(Zy,...,%m) la funcién de distribucién conjunta y la funcién de masa de proba-
bilidades conjunta, respectivamente. Por el Teorema de Sklar (Teorema 2.7.30),
una cépula C asociada a H debe satisfacer, en principio, lo siguiente:

H(ir,.oosim) = C(F1(01), ... Fn(im)) s (B1eiiim) €Dy X - % Dy

Como C debe quedar definida en todo I?, falta definir a C en IZ\[]]L, D; . Joe
(1997) propone definir a C uniforme en el m-rectangulo ]'I;.';l [F3(i;—1), F5@i )
es decir, la funcién de densidad multivariada de probabilidades de C en este
rectangulo es A(éy,...,im)/ H§"=1 f3(i3); sin embargo, como el mismo Joe lo
comenta, no es la linica manera de definir a C en IZ?\ I1j%., D;. Este es otro
problema en el que hay trabajo por hacer.



104 CONCLUSIONES



Bibliografia

Bartle (1987). Introduccidn al Andlisis Matemdtico, Ed. Limusa (I\/Iéxico).

Clarke, L.E. (1975). Random Variables, Longman.

Dudley, R.M. (1989). Real Analysis and Probability, Ed. Chapman &: Hall (\Iueva
York).

Fernandez, B., Gonzdlez-Barrios, J.M. (2000). Multxdunenslonal dependency mea-
sures. Pubhcacwnes ITAMAS-UNAM.

Hoeffding, W. (1940). Masstabinvariante Korrelationstheorie. Schnﬂen des Matem-
atischen Instituts und des Instituts fir Angewandte A!athematzk de
Berlin 5, 179-223. .

Joe, H. (1997). Multivariate models and dependence concepts. Ed. C apman & Hall
(Londres).

Kimeldorf, G., Sampson, A. (1978). Monotone depcndence. An.n.- >t
903. ;

Laha, R.G., Rohatgi, V.K. (1979). Probability Thcory, Ed Jo, n
(Nueva York)

Lancaster, H.O. (1963). Correlation and complete dependence of ra.ndom vanab
Ann. Math. Statist. 34, 1315-1321. -

Lehman, E.L. (1966). Some concepts of dependence. Ann. Math. Stattst 37 1137—
1153.

Mikusiriski, P., Sherwood, H., Taylor, M.D. (1991). The F\réchet bounds revisited.
Real Anal. E:z:changc 17, 759—764

Mikusiriski, P., Sherwood, H., Taylor, M.D. (1992). Shuffles of Min. Stochastica 13,
61-74.

Nelsen, R. (1999). An introduction to copulas, Ed. Springer-Verlag (Nueva York).

Rényi, A. (1959). On measures of dependence. Acta. Math. Acad. Sci. Hungar. 10,
441-451.

Schweizer, B. (1991). Thirty years of Copulas. Advances in Probability Distributions
with Given Marginals, 13-50.

Schweizer, B., Sklar, A. (1983). Probabilistic Metric Spaces, Ed. North-Holland
(Nueva York).

105

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




106 BIBLIOGRAFIA

Schweizer, B., Wolff, E.F. (1981). On nonparamectric measures of dependence for
random variables. Ann. Statist. 9, 870-885.

Shea, G.A. (1983). Hoeffding’s lemuna. Encyclopedia of Stattsttcal Sc:encea 3 648-
649

Wolff, E F. (1981). N-dimensional measures of dependence. Stachast:ca 4, 175-188



	Portada
	Índice General
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Cópulas
	Capítulo 3. Dependencia
	Conclusiones
	Bibliografía



