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Capítulo 1 

Introd 1.1.cción 

Este trabajo tiene por objetivo la construcción de 111cdidas de dependencia 
entre variables aleatorias n1cdinnte la utilización de cópulas. 

En el presente capítulo se revisan algunos conceptos matemáticos prelhnina­
rcs para poder tratar en el capítulo siguiente los conceptos y resultados básicos 
sobre cópulas, en particular aquéllos que se utilizarán en la construcción de 
n1cdidas de dependencia. 

En el tercer y último capítulo se definen y construyen 1ncdidas de dependen-
cia. 

1.1. Definiciones preliminares 

Primero establecemos algo de notación a utilizar: 

R := J - oo,oo( = {;r E IR: -oo < x < oo}, 

R:= (-00,00] =RU{-oo,oo}, 

R 2 
:= :n: X R. 

1.1.1. Definición. Un rectángulo en R 2 
es un subconjunto B e R 

2 
que 

puede expresarse como producto cartesiano de dos intervalos cerrados~ es decir, 
si existen (x¡,y¡),(x2.Y2) E R 2 

tales que B = [x1.x2] x (y1.Y2] para x, :S x2, 
Y1 :S Y2· 

A los puntos (x1. y,). (x1, y2), (x2. y¡) y (x2, y2) los llamamos vértices del 
rectángulo B. En particular dcnotarernos al cuadrado unitario por 12 := 1 x 1, 
donde 1 :=(O, l]. 

1.1.2. Definición. Una/unción real de doble entrada es una función H tal que 
su dominio Dmn H es un subconjunto de R 2 

y su rango Ran H un subconjunto 
de R. 
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6 CAPÍTULO l. INTRODUCCIÓN 

1.1.3. Definición. Sean S1,S2 subconjuntos no vac(os de Ji y sea H una 
función tal que Dom H = Si x 82. Sea E := [x1, x2) x [Y1, Y2) un rectángulo 
cuyos vértices están en Dom H. El H-volumen de B está dado por 

V11(B) := H(x2, y2) - H(x,,yt) - H(x1,y2) + H(x 1,y1). 

1.1.4. Ejemplo. Sea unn función no negativa f: R 2 - R tal que: 

Jfn.,1cx, y) dxdy < oo. 

Podcn1os definir la función H: R 2 - R de modo que 

H(x, y) := ¡_:,¡:
00 

/(u, v) dudv. 

Si tenemos al rectángulo B := [x1 ,x2 ) x (y1 ,y2 ] e Dom.H entonces 

V11(B) =!la J(x, y)dB. 

Es decir, en este caso particular el H-volurnen de B resulta ser precisamente el 
volumen bnjo Ja superficie f(x, y) y sobre el rectángulo B. 

Sin en1bargo no hay que perder de vista que el concepto de H-volumcn de 
un rectángulo es mucho más general y sólo se pide que los vértices del Inis1no 
estén en Dom H. 

1.1.5. Definición. Decimos que una función real de doble entrada H es 
2-creciente si Vn(B) ~ O para todos los rectángulos B cuyos vértices están 
en Dom.H. 

1.1.6. Ejemplo. Continuando con el Ejen1plo 1.1.4, tenen1os que el volun1en 
signado bajo la superficie f(x. y) es no negativo y por lo tanto la función H 
ahí definida es 2-crccicnte. 

En el Ejmnplo 1.1.ü podc111os notar también que las funciones de una varia­
ble H( ·.yo) y H(xo. ·) son n1onótonas crecientes para Yo y xo fijos, pero esto no 
es una regla general. El que una función H sea 2-crecientc no in1plica necesaria-
1nentc que sea 1nonótona creciente en cada uno de sus argu1nentos, ni viceversa, 
co1110 se ilustra en los siguientes ejmnplos: 

1.1.7. Ejemplo. Sea In función H: 12 - R tal que H(x,y) := máx{x,y}. 
Entonces para valores fijos Yo y xo poden1os definir las funciones F. G : 1 - R 
de la siguiente 1uancra: 

F(x) := H(x, Yo) = máx{x, Yo} = { Yo si x <Yo. 
X si x ~Yo-

G(y) := H(xo. y) = máx{xo, y} = { Xo si y< xo. 
y si y 2::: Xo. 
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F y G ·resultan Sel- .fÜnciones monótOnas crecientes; sin embargo, H no es 
2-crecicnte ya quC al calcular~ por ejen1plo, el H-volumcn de 12 obtenemos 

:·; ' ,_ .. . '~. : ... 
1.1.8. Ejemplo •. Sea la.función ·H,!.1'!:"-+ R·definida como 

' i."H('x, ~)'. ;:,,,. (2x - 1) (2y ...: 1) , 

y sea un rectángul~· cu¿;~f¡i~;~~F~i:\'.::· .. " .. 12 :'definido por B := 
Entonces ' · _.(:, ·· ' ' .. ~ , 

v;;c.Br~ 4c;.,2 - x1HY2 - y,) ::: o. 
por lo que He~: 2-'7rcéi~nte. Sin .embargo, para una valor fijo Yo tenernos que 

F(x) := H(x, Yo) = [2(2yo - l)]x - (2yo - 1), 

esto es, una recta con pendiente 2(2yo - 1) que resulta negativa para Yo < !, 
y en tal caso tendrían1os que H es decreciente en su primer argu111ento~ a pesar 
de ser 2-creciente. 

1.1.9. Lema. Sean S1 y 82 subconjuntos no-vacíos de R, y sea H una fun­
ci6n !!-creciente tal que DornH = S1 x S2. Sean X1,x2 elementos de S1 tales 
que x1 $ x2 y sean Yl, Y2 elementos de S2 tales que Y1 :S Y2. Entonces la 
funci6n t ,__ H(t, yo) - H(t, Y1) es mon6tona creciente en S1, y la funci6n 
t.......,. H(x2,t) - H(x1,t) es Tnon6tona creciente en S2. 

Demostración: Sean la función F(t) := H(t, yo) - H(t, Y1) y el rectángulo 
B := [t, t+h]x[y1. Y2] e Dom. H. Como Hes 2-crecientc tenemos que V;,(B) 2: O 
y entonces 

H(t + h, Y2) - H(t + h, Y1) 2: H(t, Y2) - H(t, yi), 

por lo que F(t + h) ;;:: F(t) y por lo tanto F es monótona creciente en S1. 
Un argumento idéntico demuestra que G(t) := H(x2, t) - H(x1, t) es monótona 
creciente en S2. O 

1.1.10. Definición. Sean Si. S2 subconjuntos no vac(os de ii tales que 
a1 := inf(Si) e S1 y a2 := inf(S2) e S2. Decimos que la funci6n real 
H : S1 x S2 - R está fijada si H(x,a2) =O = H(a¡,y), para todo (x,y) 
en S1 x S2. 

1.1.11. Lerna. Sean S1 y S2 subconjuntos no-vacíos de Ji, y sea H una función 
fijada 2-creciente tal que Dom H = S 1 x S2. Entonces H es monótona creciente 
en cada uno de sus argumentos. 

Demostración: Utiliza1nos el Lema 1.1.9 con xi := a1 • Yt := a2 . o 
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1.1.12. Definición. Sean S1,S2 subconjuntos no vac{os de R tales que 
b1 := sup(S1) E S1 y b2 := sup(S2) e S2. Decimos entonces que la función 
H: S1 x S2 -+ R tiene marginales y que las marginales de H son las funciones 
F y G dadas por 

F:s,-a 
G:S2-R 

F(x) := H(x. b2) • 

G(y) := H(b1. y). 

1.1.13. Ejemplo. Sea Ja función H: (-1, l] x [O. oo] - R definida por 

H( ) ·- (x + 1)(1 - e-11) x,y .- 2 ., 

y sen el rectángulo B := (x1• x2] x [Y1. Y2] e Dom H. Tenemos que 

2V,1(B) = (x2 + 1)(1 - e-11•) - (x2 + 1)(1 - e-11•) - (x1 + 1)(1 - e-112) 

+ (x1 + 1)(1 - e-11•) 
= (x2 - x 1 )(e-11• _ e-112) 2: o, 

por Jo que Hes 2-creciente. Como H(x,O) =O= H(-1,y) entonces por Ja 
Definición 1.1.10 tenemos que H está fijada. Las marginales de H son 

F(x) := H(x.oo) = x + 1
• 

2 

G(y) := H(-1,y) = 1 - e-11. 

que son funciones n1onótonas crecientes. tal cual lo garantiza el Len1a 1.1.11. 

1.1.14. Lema. Sean S1 y S2 subconjuntos no vacíos de R, sea la funci6n 
fijada, 2-creciente y con marginales H : S1 x S2 - R, y sean los puntos 
(x,,y,),(x,.y2) E S1 x S2. Entonces 

JH(x,_ y,) - H(x1. Y1)J :5 JF(x2) - F(x1)J + JG(y2) - G(y1)J. 

Demostración: Sea xi :5 x2. Por Lema 1.1.9 tenemos que 

O :5 H(x,. y,) - H(x1, y,), 

y co1110 H(x2, t) - H(x1 .. t) es monótona creciente para todo t en S2, entonces 

O :5 H(x,. y,) - H(x 1 • y,) :5 H(x2 • b,) - H(x 1• b,) = F(x,) - F(x1), 

JH(x,. y,) - H(x1. y2)J :5 JF(x2) - F(xi)J. 

y por un argun1ento idéntico para Y• :5 Y2 en S2 

Por la desigualdad del triángulo tcnen1os que 

JH(x2.Y2) -H(x1.Y1)J :5 JH(x,.y2) - H(x,,y,)J + JH(x,,y,)- H(xi.y1)J, 

y por Jo tanto JH(x,. y2) - H(x1, yi)J :5 JF(x2) - F(x1)J + JG(y,) - G(y1)J. O 



Capít;ulo 2 

Cópulas 

En el presente capítulo revisaremos aquellas definiciones y resultados sobre 
cópulas que serán de utilidad para la construcción de medidas de dependencia 
en el capítulo siguiente. 

En térn1inos generales podemos decir que una cópula bidin1cnsional es una 
función que contiene inforinación relacionada con la dependencia entre dos va­
riables aleatorias, pero a diferencia de una función de distribución conjunta, la 
cópula tiene la ventaja de estar sic111prc acotada, en principio, por el intervalo 
unitario. En cierto n1odo lns cópulas son una especie de "estandarización" de 
las funciones de distribución conjunta, con una serie de propiedades adicionales 
que facilitan el estudio de la dependencia. 

El resultado u1ás i1nportante que rcvisarcn1os es el Tco~ma de Sklar que 
establece la relación existente entre funciones de distribución conjunta y cópulas. 

2.1. Suhcópulas y cópulas 

2.1.1. Definición. Una subcópula bidimensional (o alternativamente. una 
2-subcópula o bien sirnplcrncnte subcópula) es una funci6n C' que tiene las 
siguientes propiedades: 

J. DomC'=S1 xS2 ,donde{O,l}cS,cl j=l,2. 

2. C' es 2-creciente y fijada. 

S. Para todo u en S 1 y v en S2 : C'(u, 1) = u y C'(l, v) = v . 

Observación: Lo anterior ilnplica que para todo (u, v) E Dorn.C' tenemos que 
OS C'(u, v) S 1, por lo que RanC' e l. 

2.1 .. 2. Definición. Una cópula bidimensional (o alternativamente una 
2-c6pula o bien simplemente c6pula) es una 2-subc6pula C tal que Dom C = 12 , 

esto es una función e : 12 - 1 tal que: 

9 
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1. Para todo u, v en 1 se cumple 

C(u, O) O= C(O,v), 

C(u, 1) =u y C(l, v) =v .. 

. : . : ···-¡· 

(2.1) 

. (2.2) 

Observación: C(u, v) = Vc([O, u] x (O, v]) (ver DenniCión 1:1.3).,y ;,,¡enuís Ja 
ecuación (2.3} equivale a que Vc([u1,u2] x [u1,v2]). ~O: 

2.1.3. Ejemplo. Sea la función Il: 12 - 1 tal que Il(u,v) := uv •. 

1. Tenemos que para todo u, v en I 

Il(u, O) =: u· O= O =O· v = Il(O, v), 

Il(u, 1) =u· 1 =u Il(l, v) = 1 •V= V. 

2. Para todo ui, u2, Vt, v2 en 1 tales que Ut ::; u2 y v1 :::; v2 tenemos que 

y por lo tanto n es cópula. 

U2'112 - U2V1 - U1V2 + U1V1 

(u2 - ui)(v2 - v,) ~O; 

2.1.4. Ejemplo. Sea la función M: 12 - 1 tal que .NI(u,v) :=_mín{u,v} 

l. Para todo u, v en 1 tenemos que 

M(u,0) = mín{u,0} =O= mín{O, v} = .NI(O,v), 

A-I(u, 1) = mín{u, l} =u M(l, v) = mín{l, v} =v. 

2. Si definimos el conjunto A := {(u, v) E 12 : u :S v} se tiene que 
/II(u, v) = (u - v)lA(u,v) + v, por lo que 

VM([ui. u2] x (v1, v2]) = (u2 - v,)l,.(u., v.) - {u2 - v1)l,.(u., v1) 
- (u1 -v2)l,.(ui.v2) + {u1 - v1)l,.(u1,v1). 

En caso de que los cuatro vértices estén en A o en 1 2 \ A entonces 
VAr = O. Si única.nJ.entc {u1, 112) E A entonces VJ\t = v2 - u1 2: O. Si 
únicamente (u2, v1) E 12 \ A entonces V.u = u2 - v1 2: O. Si única­
mente (u1,v1).(u1,v2) E A entonces v.1\1 = V2 - V¡ 2: o. Si única.mente 
(u1, 1'2), (u2, v2) E A entonces V .. u = u2 - u1 2:: O. Por lo tanto tenemos 
que VAi ([u1, tt2] x [v1, v2]) ~ O y así concluimos que A-/ es cópula. 
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2.1.5. Ejemplo. Definirnos la función W : 12 - 1 de modo que lV(u, v) 
máx{u+v-1,0}. 

l. Para todo u, v en 1 tenemos que 

lV(u, O)= máx{u -1, O}= O= rnáx{v - 1,0} = W(O, v), 

lV(u, 1) = rnáx{u, O} =u lV(l, v) = rnáx{ v, O} = v. 

11 

2. Si definimos el conjunto B := {(u, v) E 12 : u+ v - 1 2: O} se tiene que 
H'(u, v) =(u+ v - l)lB(u,v), por lo que 

Viv([u1,u2] x [v1,v2]) = (u2+v2 -l)lB(u2,v2)-(u2 +v1 - l)lB(u2,v1) 
- (u1 + V2 - 1)1B(U¡, V2) + (u1 + V1 - l)lB(U¡, vi). 

En caso de que los cuatro vértices estén en B o en I 2 \ B entonces 
11\,, = O. Si únicrunentc (u2, V:?) e B entonces V\v = u2 + v2 - 1 ~ O. 
Si únicamente (u1,v1) E 12 \E entonces v¡,. = -(u1 + v 1 - 1) >O. Si 
única111entc ( u2, v1), ( u2, v2} E B entonces ll\-" = V2 - V1 2!: O. Si única­
mente (u1,v2),(u2,v2) E B entonces V\v = u2 - u1 2!: O. Por lo tanto 
Viv([u1,u2] x [v1,v2]) 2: O y así concluimos que lV es cópula. 

2.1.6. Teorema. Sea C' una subc6pula. Entonces para todo (u,v) e DmnC' 
se cumple 

H'(u, v) :5 G'(u, v) ::5 l\f(u, v). 

Demostración: Por la definición 2.1.1 C' es fijada y 2-crcciente, así que C' 
es monótona creciente en cada argumento por el Len1a 1.1.11 y entonces para 
todo (u,v) E DornG' tenernos que G'(u,v) :5 C'(u,l) =u y que C'(u,v) :5 
C'(l, v) =v. por lo que C'(u, v) :5 rnín{u, v} = llf(u, v). Por la definición 2.1.1 
tene1nos que (1, l) E Dom C' y por lo tanto Vc•([u, 1] x [v, l]) 2: O, es decir 

C'(l, 1) - C'(l, v) - C'(u, 1) + C'(u, v) ;:::: O, 

1 - v - u+ C'(u, v) ;:::: O, 

C'(u,v);:::: u+v-1. 

Como C'(O, O) =O y O' es monótona creciente en cada argumento entonces para 
todo (u,v) E S1 x S2 tenemos que C'(u,v) ~O así que 

G'(u, v) ;:::: máx{u + v - 1, O} = lV(u, v), 

y por lo tanto lV(u,v) :5 C'(u,v) :5 llf(u,v), para todo (u,v) E DomC'. O 

Co1no toda cópula es subcópula entonces para toda cópula C y para todo 
(u, v) E 12 se cumple 

U'(u, v) :5 G(u, v) ::5 l\f(u, v). (2.4) 

A lV y .1\-1 se les conoce corno cotas inferi.or y superior de Fréchet-Hoeffding para 
cópulas. A la cópula n del ejen1plo 2.1.3 se le conoce como cópula producto. 
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2.1.7. Ejemplo. Sean Coy C1 dos cópulas cualesquiera y sea o E l. Definimos 
la función C := ctCo + (1 - o)C1. Veremos que C es también cópula: 

C(u. O)= oCo(u, O}+ (1 - ct)C1 (u, O).= O, 

y de n1ancra análoga C(O,v) =O. 

C(u, 1) = ctCo(u, l} + (1 - ct)C1 (u, 1) .,;, au+ (1 .:: ct}u = u, 

y de manera análoga C(l, v) = v. Ahora sea B := [u~, u2] x [v1 , v 2]. Entonces 

Vc(B) = C(u2,v2) - C(u2, vi) - C(u,, v2) + C(ui. v,) 
= 0Co(u2, v2) + (1 - ct}C1(u2, v2) 

- 0Co(u2, v1) - (1 - o)C1(u2, v1) 
-0Co(ui,v2}-(l- o}C1(u1.v2) 
+ aCo(ui. v1) + (1 - o}C1(u1. v1) 

= 0tVc0 (B) + (1 - a)Vc, (B) 2: O, 

y por lo tanto e es cópula. 

Observación: Del ejemplo 2.1. 7 se sigue que cualquier combinación lineal convexa 
de cópulas es cópula. · 

2.1.s. Ejemplo. Sean o,/3 E 1 tales que o+ /3 $ 1 y definimos la función 
C : I 2 - 1 de la siguiente manera: 

C., • .,.(u, v) := ollf(u. v) + (1 - et - /3)Il(u. v) + t31V(u, v). 

Por el resultado del ejen1plo 2.1.7 tenemos que Cn,/3 es cópula. Esta familia de 
cópulas { Ca.'3 : a, {:J E I, a+ /3 $ 1} fue propuesta por M. Fréchet. Caso similar 
es el de In familia {Co : 8 E [-1, l]} donde 

8 2 (1 + 8) 8 2 (1 - 8) 
Go(u, v) := 

2 
/ll(u, v) + (1 - 8 2 )Il(u, v) + 

2 
lV(u, v) . 

Esta fan1ilia de cópulas fue propuesta por K.V. ~lardia. 

El eje111plo 2.1.8 1notiva la siguiente: 

2.1.9. Definición. Una familia de cópulas que incluye a Af, Il y lV se le 
denomina familia co1nprensiva. 

2.1.10. Teorema. Sea C' una subcópula. Tenemos entonces que para todo 
u1. u2. v1. v2 E Do1n C' se cunzple 

(2.5) 

esto es, C' es uniformemente continua en su dominio. 
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Demost.ración: Por el Lema 1.1.14 y la Definición 2.1.1 D 

2.1.11. Definición. Sea Cuna c6pula y sea a e l. La secci6n horizontal de C 
en a es una funci6n Je : 1 - I dada por Jc(t) := C(t, a); la secci6n vertical de 
C en a es una funci6n ec: 1 - 1 dada por Ec(t) := C(a, t); la secci6n diagonal 
de C es una funci6n óc : 1 - 1 dada por óc(t) := C(t, t). 

2.1.12. Corolario. Las secciones horizontal. vertical y diagonal de una cópula 
C son monótonas crecientes y unifonnemente continuas en l. 

Demostración: Por Lc1na Ll.11 y Teorcn1n 2.1.10. D 

2.1.13. Teorema. Sea e una cópula. Paro cualquier V e 1 la derivada parc.ial 
8C/8u existe para casi toda u (en el sentido de Lebesgue) y para tales u, v: 

éJ 
O$ {}uC(u,v) $l. (2.6) 

Y para cualquier u E 1 la derivada parcial 8C/Dv existe para casi toda v y para 
tales u,v: 

éJ 
O$ DvC(u,v) $l. (2.7) 

Afás aún, las funciones u ..- éJC(u, v)/Dv • v ..- DC(u, v)/8u están definidas y 
son monótonas crecientes casi en todos lados en J. 

Demostración: La existencia de las derivadas parciales DC/Du, éJC/8v está 
garantizada por el hecho de que las funciones 1nonótonas son derivables casi en 
todos lados (en el caso particular que nos ocupa, las secciones horizontal y verti­
cal de la cópula). Del Teorema 2.1.10 y utilizando el hecho de que Ces monótona 
creciente en cada uno de sus nrgun1entos tcncn1os para todo incremento Au > O 
que 

IC(u + Au, v) - C(u, v)I S Au => 0 
< C(11 + Au, v) - C(u, v) < 

1 - Au -

=> O< lím C(u+Ll.u,v)-C(u,v) 
- ~u-o Au 

$1 

a 
O $ Du C(u, v) $ 1, => 

y de manera análoga se obtiene que O~ 8C(u? v)/8v :S l. Finaln1ente, del Len1.a 
1.1.9 tenemos que si v1 :S t12 entonces la función u ....,_ C(u, v2) - C(u, vi) es 
monótona creciente por lo que D(C(u, v2) - C(u, ui))/Du está definida y es no 
negath"ll ca.si en todos lados en 1 de donde se sigue que la función 
v.....- éJC(u? v)/lJu está definida y es 111onótona creciente ca.si en todos lados en 
l. De manera análoga la función u 1-+ 8C(u. v)/éJv está definida y es monótona 
creciente casi en todos lados en l. D 
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2.2. El Teorema de Sklar 

2.2.1 .. Definición. Una función de distribuci6n es una función F: R - R. 
tal que: 

J. F es monótona creciente. 

2. F(-oo) =O y F(oo) = 1 . 

2.2.2. Ejemplo. Sen a E R y sen el conjunto B(a) e R tal que B(a) := [a, oo]. 
Entonces la función indicador loca> : R - Res función de distribución. 

2.2.3. Ejemplo. Sean a, b E R tal que a < by sea la función Uab : R - R tal 
que: 

Uab(X) := : = :1¡a,bl(x) + 11b,oo] (x). 

Entonces Uab es fución de distribución, conocida corno distribuci6n unifonne. 

2.2.4. Definición. Una funci6n de distribución conjunta es una función 
// : R 2 

- R tal que: 

J. H es 2~creciente. 

2. H(x, -oo) = //(-oo, y) = O y H(oo, oo) = 1 

Observación: La definición anterior implica que Hes fijada y que tiene marginales 
dadas por F(x) := H(x, oo) y G(y) := H(oo, y) y por el Corolario 2.1.12 tene­
mos que F y G son funciones de distribución. 

2.2.5. Ejemplo. Sen la función H : R 2 
- R definida por 

(x + 1)(1 - e-V) 1 -v 1 
Il(x,y) := 

2 
(-1,l)x[O,ool(x,y) + (1- e ) )1,oo)x(O,ool(x,y). 

Rcton1ando parte del Ejemplo 1.1.13 tcnc1nos que H es 2-crecicnte y fijada y 
adenuis H(CXJ, oo) = 1 y por lo tanto Hes una función de distribución conjunta. 
Lns 1nargiualcs de H son las funciones de distribución: 

G(y) = (1 - e-v)l¡o,00¡(y). 

2.2.6. Lema. Sea H una función de distribución conjunta con marginales F 
y G. Entonces existe una única subcópula C' tal que: 

J. DornC'=RanFxRanG. 

2. H(x, y) = G'(F(x), G(y)) para todo x, y E R. 
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Demostración: ' Sea. la relaci6n C' : Ran F x Ran G - R definida por 

(F(x),G(y)) >-+ H(x,y), para todo x,y E R. 

Sean Xt S x2, Yt !5 Y2· Entonces por el Lema 1.1.14 

IH{x2,Y2) - H(x,,y,)j ~ IF(x2) - F(x1)i + IG(y2) - G(y,)j, 

por lo que si F(x1) = F(x2) y G(yi) = G(y2) entonces H(x2,y2) = H(x1 ,y,), 
lo que implica que C' es en efecto una función. Veren1os ahora que C' cun1ple 
con la Definición 2.1.1 de subcópula: 

l. Corno H es función de distribución entonces Do1n H = R 
2 

lo que a su 
vez itnplica que sus 111nrginalcs son funciones de distribución y por tanto 
F(-oo) = O = G(-oo) y F(oo) = 1 = G(oo) por lo que se tiene que 
0,1 E RanF,RanG. 

2. Tenernos que 

C'(F(x),0) C(F(x), G(-oo)) 
H(x,-oo) 
O, porque H es función de distribución conjunta; 

y análogamente C'(O, G(y)) =O y por lo tanto C' está fijada. 

Por otro lado, tene1nos que: 

esto último porque al ser H función de distribución conjunta esto in1plica 
que es 2-creciente y por Jo tanto C' es 2-crecientc. 

3. Finalmente tenemos que 

C'(F(x), 1) C'(F(x), G(oo)) 
H(x,oo) 
F(x). porque H es función de distribución conjunta; 

y análogamente C'(l, G(y)) = G(y) y por lo tanto C' es subcópula. 

o 
2.2.7. Lema. Sea C' una subc6pula. Entonces existe una cópula C tal que 
e ÍDomC'= C'. 

Demostración: Sea Dom C' := s, X S2 donde {O, 1} e s, e 1, j = l, 2. 
Tenemos que por el Teoreu1a 2.1.10 C' es unifonuc1nente cont.inua en Don1 C' y 
como este últ.in10 está acotado ent.onccs por el teorema de ext:ensión coutinua de 
Tietzc (Bartle. 1987) se puede definir una función continua C": S1 xS2 -- R tal 
que C" foorn.c•= C'. donde SJ es la cerradura de Sj. Prin1ero dcanostnl.reanos 
que dicha ext:cnsión C" es taanbién subcópula: 
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l. Tenemos que DornC" =Si X S2 donde {O,·l} e Sj.C:Sj.'c.l. 

2. Si u e Si entonces C"(u,O) = C'(u;o) =.O,ya qu.e (u,O) E DornC' e 
DomC". Si u e Si\ Si entonces 

C"(u,0) lím C'(x;O) 
z-u.:reS1 · ~·: ·, 

J~º 
O, para tOdO u E 81 ~ 

De n1nnera análoga C"(O,v) = O para todo v e 82 y por lo tanto O" 
está fijada.· POr el teorema de extensión· continua tenernos que 

{ 

C'(u,v) 
C"( ) _ lím.,_u C'(x, v) 

u,v - Hm~_.,C'(u,y) 
llmcu,v)-(u,v) C'(x,y) 

si u e S1 , v e S2 , 
si u e Si \Si , ve S2, 
si u e Si , v e B2 \ S2 , 
si u E "'91 , V E ~2, 

y como C' es· 2-creciente entonces C" eS 2-crcciente. 

3. Si u E Si. entonces C"(u, 1) = C'(u, 1) = u ya que (u, 1) E Dom C' e 
DornC" .. Si u e Si\ s, entonces 

C"(u, l) z-l'~es, C'(x, l) 

~~X 
u, para todo u E Si 

y de manera análoga C"(l, v) = v para todo ve 8 2 • Por todo lo anterior 
concluimos que C" es subcópula. 

Ahora extenderemos a C" a una función C tal que C : 1 2 - R y que C t Dom cu= 
C". Sea (a,b) E 12• Sean a1,a2 E S1 el 1náxi1110 y 1nfnin10 elemento de S1, 
rcspcctivatncntc, tales que a1 $ a ::S a2 y sean b1, b2 e S2 el máximo y mínimo 
elemento de S2 .. respectiV8.lllcnte., tales que b1 :::; b :::; b2 (Nótese que si a E S1 
entonces a1 = a = a2 y algo análogo para b., por lo que la extensión se dará como 
tal cuando (a, b) E 12 \ S1 x S2)- Ahora definimos: 

lo que implica que 
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Ahora definhnás: 

C(a, b) :~(1 - .Á1)(l - µl)C"(a1,b1) + (1 - Á1)µ1C"(a1, b2) 
+ ..\1(1 - µ1)C"(a2,b1) + Á1µ1C"(a2, b,). 

Nótese qúe 

(1 - Á1)(l - µi) + (1 - Á1)µ1 + Á1(l - µ1) + ..\1µ1 = 1, 

17 

(2.8) 

es decir, la 1nanera que se propone de extender la cópula C" : 81 x 82 __;,..;, fa una 
función C: 12 - 1 es mediante una interpolación bilineal de.los cuatro puntos 
en S1 x 82 que están nuis cercnnos al punto (a,,b}, y por lo tanto DomC = 1 2 

y e ÍDornc"= C". 

Y para concluir dc1nostrarc1nos que In función C definida por la ecuación 
(2.8) es una cópula: 

l. Como O E S2 entonces b1 = O = b2 y entonces µ, = 1 así que C(u, O) = 
(1 - ..\1)C"(a1,0) + Á1C"(a:i,O) =O y análogamente C(O,v) =O. 

2. Como 1 e 8 1 entonces a 1 = 1 = a2 y entonces Á1 = 1 así que C(l, v) = 
(1 - µ 1)C"(l, b1) + µ 1C"(l, b,,) = (1 - µ 1 )b1 + µib2. Si v e S2 entonces 
b1 = v = b2 y por lo tanto C(l, v) =v. Si v E 12 \ S2 entonces 

C(l, v) (1 - µ,)b1 + µ,b; 

b, - V b; + . V - bt b2 
b2 -b1 b2 -b1 

1 
b

2 
_ bi (b1b2 - biv + b,,v - b1b2 ) 

V, 

y análogamente se tiene que C(u, l) =u. 

3. Por demostrar que para todo a,,b,c,d e 1 tales que a :::::;: e y b ::5 d se 
cumple: 

Vc(B) = C(c, d) - C(c, b) - C(a, d) + C(a, b) ~ O 

donde B := (a,c] x (b,d]. Para ello, de mancrn análoga a lo definido para 
.-\1 y µi. sean c1,c2 E "81 el máximo y mínhno ele1ncnto de :S\, respecti­
vamente,, tales que c1 ::5 e ::5 c2 y sean d 1. d2 E S 2 el tnáxhno y Dl.Ínin10 
elemento de S2, rcspectivan1entc~ tales que di ~ d :5: d2. Ahora definimos: 

lo que implica que 

..\.2 := ~l{c1<c2} + l{c1=c:l}' 
C2 - C¡ 

1 - ...\2 = ~l{ca<c2 }, l -µ2 = dd
2

2 ~dd1 l{d1<d2} · 
C2 -C¡ 
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Son varios los casos a considerar para calcular \.l'"c(B) dependiendo de si 
existe o no un punto en S1 cstricta1ncnte entre a y e y de si existe o no 
un punto en S2 estrict.a.incnte entre by d. Bastará con demostrar el caso 
1nás simple y el 1nás complejo. 

Para el caso tnás siinplc supondremos que no existe punto en S 1 estricta­
tncnte entre a y e, y que no existe punto en S2 estricta1ncnte entre b y d. 
Esto hu.plica entonces que a1 = c1,a2 = c2,b1 = d1 1 b2 = d2 y en tal caso 
obtene111os: 

El caso 111ás co1nplcjo resulta cuando existe al menos un punto en 81 
estrictrunentc entre a y e, y existe al menos un punto en S 2 estrictrunente 
entre by d. Esto iinplica entonces que a< a2 S c 1 <e y b'< ~ ~·d1 <d., 
y en este caso obtcne1nos: · · 

Vc(B) =(l - .>.1)1•2Vcu([a1,a2] X [d1,d2]) + µ2Vcu([a2,c1] X (d1,d2]) 
+ A2µ2Vcu((c¡,c2] X [d1,d2]) + (1 - A1)Vcu((ai.a2] X (b2,d1]) 
+ Vcu([a2, ci] X [b2, d1]) + A2Vcn([c1, C2] X (b2, di]) 
+ (1 - A1)(l - J•1)Vcu([a1, a2] X [b1,b2]) 
+ (1 - µ1)Vcu([a2, c1] X [b1, b2]) 
+ A2(l - µ¡) Vc .. ([ci. c2] X [b1, b2]), 

en donde tcne1nos que Vc(B) es co1nbinación lineal de H -volúmenes no 
negativos por lo que Vc(B) ;:: O y por lo tanto C es cópula. 

D 
Obser\'ación: De Ja demostración anterior se ve que Ja extensión de una subcópu­
la a una cópula no es única porque fue arbitrario el decidir J1acer una interpo­
lación bilineal entre los puntos de 81 x S2 más cercanos al punto 
(a, b) e 12 \ S1 x S2, bien se pudo lu1ber utilizado otra for1na J1a.ccr Ja extensión 
de la subcópula, co1110 se puede nprcciar en el siguie11te ejen1plo: 

2.2.8. Ejemplo. Sea el punto (a, b) e R 2 y considere111os ln función de dis­
tribución conjunta H(x, y) := lra.~Jx [b,ooJ{x, y) cuyas n1arginales resultan ser 

F(x) = H(x,oo) = 1¡a,00J(x), G(y) = H(oo.y) = 11•.~J(Y), 
y en donde Ran F ={O, 1} = RanG. Por el Lenta 2.2.6 obtenemos la siguiente 
subcópuln C' con Dorn C' = {O, 1}2 : 

C'(u, v) = 1{(1.1)) (u, v). 

Ahora utilizando el Le111a 2.2.7 extende1nos la subcópula C' a una cópula C 
ntcdiante la ecuación (2.S) y observando que en este caso particular C" = C': 

C(u,v) = .>.1µ1C'(l, 1). 
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donde A1 = u,µ, = 1, C'(l, 1) = 1 por Jo que C(u, v) = uv = Il(u, v). Sin 
embargo, para la subcópula C' que se obtuvo tenemos que cualquier cópula C 
satisface O room.e'= C' y por tanto sería extensión de C'. 

2.2.9. Teorema. (Sklar) Sea H una funci6n de distribuci6n conjunta con 
maryinales F y G. Entonces existe una c6pula C tal que 

H(x,y) = C(F(x),G(y)) , para todo x,y E R. 

Ade77tás si F y G son continua..; entonces C es única, de otro rnodo C es única 
solamente en Ran F x Ran G. 

En sentido inverso, si C es una c6pula y F y G son funciones de distribuci6n 
entonces la funci6n H definida por H(x, y) := C(F(x), G(y)) es una funci6n de 
distribuci6n conjunta con marginales F y G. 

Demostración: 

l. Por el Lema 2.2.6 existe una umca subcópula C' tal que 
H(x, y) = C'(F(x), G(y)) con Dom C' = R.an F X R.an G. Por el Lema 
2.2.7 C' se puede extender a una cópula C. Si F y G son continuas en­
tonces Ran F = Ran G = 1 y por Jo tanto la única subcópula es una 
cópula. 

2. Sea C una cópula y sean F y G funciones de distribución. Definimos la 
función H(x, y) := C(F(x), G(y)). Utilizando la Definición 2.2.4: 

a) Sea B := [x1,x2) x [Yi.Y2].·Entonces 

VH(B) = C(F(.x2),G(y2)) - C(F(x2), G(y1)) - C(F(x1), G(y2)) 

+ C(F(x,),G(y,)) 
= Vc((F(x,), F(x2)) x [G(yi), G(y2))) 2:: O, 

y por lo tanto H es 2-creciente. 

b) H(x,-oo) = C(F(x),G(-oo)) = C(F(x),0) = O y de manera 
análoga H(-oo, y) =O. H(oo, oo) = C(F(oo), G(oo)) = C(I, 1) = l. 

Por lo tanto H es función de distribución conjunta con 111arginalcs 

H(x,oo) = C(F(.x), I) = F(x), H(oo, y)= C(l,G(y)) = G(y). 

o 
2.2.10. Definición. Sea F una función de distribución. La cuasi-inversa de 
F es cualquier funci6n FC-ll con Dom FC-I) = 1 tal que: 

J. Si t E RanF entonces FC-•l(t) es cualquier número x E R tal que 
F(x) = t, esto es: 

F(FC-ll(t)) = t , para todo t E RanF. 
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2. Si t E 1 \ Ran F entonces 

FC-1>(t) = inf{x : F(x) ;:::: t} = sup{x: F(;;) $ t}. 

Observación: Si F es estricta.znente creciente su cuasi-inversa es úriica y de hecl10 
pC-1) = F- 1 , donde p-l es la inversa usual. 

2.2.11. Ejernplo. Continuando con el Ejen1plo 2.2.2, te11en1os que Ran 1Bta.> = 
{O, 1} y por lo tanto la fantilia de funciones cuasi-inversas de lac~) qued~ defini-
da por · 

l~!~Ct) = aal¡o}(t) + al10,1¡(t) + a1l{lJ(t), 

donde ao y a¡ son nún1cros cualesquiera en R tales que ao :S a S a1 

Utilizando cuasi-inversas de funciones de distribución obtenemos.el siguiente 
corolario del Lema 2.2.6: · 

2.2.12. Corolario. Sean H,F,G,Ó' como en el.LeTf'!-a 2.1:!.6 .. y.sean F.<-t) y 
ac- 1 > las cuasi-inversas de F y G, respectivamente. EntoTicés 

C'(u, v) = H(FC-1l(u), oC-1l(v)) 

Demost;raci6n: 

H(Fc-i> (u), oc-i>(v)) = C'(F(F,c-~~<.¡»)I~((;~:,~~(,;))), ·· 
y si (u, v) e Dom C' = Ran F x R~n G. ~n~~,;:, ¿,~~~.;~ ~~~ .. · 

H(FC-•l(u), ac:~>(v)) = C'(u, v). 

(2.9) 

o 
Observación: Si F y G son continuás entonces por el Teorema 2.2.9 el resultado 
anterior es válido para c6pulas también. 

2.2.13. Ejemplo. Del Ejemplo 2.2.5 tenemos Ja función de distribución 

(x + 1)(1 - e- 11 ) 1 -11 1 
H(x, y) := 

2 
[-1,1]><[0,ooJ(X, y)+ (1 - e ) Jl,ooJ><[O,ooJ(X, y), 

con 1narginalcs 

x+ l¡ l F(x) = -
2
- [-1,1¡(x) + )1,ooJ(X), G(y) = (1 - e-11 )l¡o,00J(Y), 

y con cuasi-inversas 

donde ao es cualquier nún1ero en [-oo, -1] y a1 es cualquier número en [1, oo], 
y 

oC-ll(v) = bal¡o¡ (v) - ln(l - v)l10,1¡(v), 
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donde b~ es cualQuiél<n,ú1IleÍ'o en· [...:..oo, O]. 
Como Rán'.F ,.;;·RanG ,,;.:I'tcncmos que 

C(u, :,;) ='H(F<-1 >(u); G~.,-ll(v)), 

donde C es . c6pllln porque . < F y .G- son condnuRs. Si escogemos 
ao = -1, a1 "== ·1, bo .=O entOnces · 

C(u, v) = H(F<.::.1>(u), o<-1 >(v)) 
= uv = Il(u,'v). 

Observación: Se puede extender el don1inio de una cópula C de 12 a. R 2 y 
as{ obtener una función de distribución conjunta He : R 2 

- R tal que 
He í12= C y cuyas znarginales sean F = G = Uo.1: 

Hc(x, y) := C(x, y)l12 (x, y)+xl1x11.oo) (x, y)+Yl11,oo)x1(x, y)+111,00IxJl,ooJ(X, Y). 

2.3. Cópulas y variables aleatorias 

2.3 .. 1. Teorema .. Sean X, Y variables aleatorias con funciones de distribuci6n 
F y G, respectivarncnte, y con funci6n de distribución conjunta H. Entonces 
existe una c6pula C tal que H(x, y) = C(F(x), G(y)). Si F y G son continuas 
entonces e es única, de lo contrario e es única solamente en RanF X RanG. 

Demostración: El resultado es inmediato a partir del Teorema 2.2.9 . D 

Se utiliza tan1bién la notación Cxy para referirse a la cópula de X, Y. 

2.3.2. Teorema. Las variables aleatorias continuas X, Y son independientes 
si y s6lo si Cx"r~ = Il 

Demostración: 

X, Yindepcndicntes = H(x, y) = F(x)G(y), 

= H(x, y) = C(F(x), G(y)) , 

en donde C(u,v) = uv = Il{u,v), y como F y G son continuas entonces Ces 
única. D 

2.3.3. Teorema. Sean X. Y variables aleatorias continuas con cópula Cxy. 
Si a y /j son funciones estrictamente crecientes en Ran X y Ran Y, respectiva­
mente~ entonces Cn<X>BO') = Cx1'. 
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Demost.rnción: Sean Fb G i. F2 y G2 las funciones de distribución de X,, Y; o(X) 
y ,61(Y) 9 respectivamente. Con10 a: y f:J son cstrictatncntc crecientes entonces 
F 2 (x) = P[a(X) :S x] = P[X :S o-1 (x)] = F 1 (a- 1 (x)) y análogamente 
G2(y) = G1(f:J- 1(y)), por lo que, para todo x,y E R 

CocXJ130'l (F2(x), G2(y)) P[o(X) :S x, .d(Y) :S y] 
P[X :S a- 1 (x), Y :S tl- 1 (y)] 

C.n·(F1 (0-1 (x)), G1 (tl- 1 (y))) 

C.n·(F2(x), G2(Y)); 

como X, Y son continuas entonces Ra.11 F2 = Ran G2 = 1 y por lo tanto 
Go(X)l3(Y) = Cxy en 12

• O 

2.3.4. "Tuorema. Sean X,, Y variables aleatorias continuas con cópula Cxy. 
Sean o y f3 funciones estrictamente monótonas en Ran X y Ran Y, respectiva­
Tnente: 

J. Si a es estrictamente creciente y {3 estrictamente decreciente entonces 

Ga(X)13(YJ(u,v) =u -Cxy(u, 1-v). 

2. Si o es estrictamente decreciente y ~ ~tricta'!'!"ent~ crecie,nte entonces 

Ca(X)l3(Y)(U, v) =V - c,xl-(1 - u, v). 

9. Si o y f:J son estrictamente decrecientes_· en_tonces 

Co(X)l3(Y)(u, v) = u+ v - 1 + Cxy(l - u, 1 - v). 

Demostración: Sean F 1 , G 1 , F 2 y G 2 las funciones de distribución de X, Y, a(X) 
y fl(Y), respectivamente, sea Hxy Ja función de distribución conjunta de X, Y 
y sea Ha(X)l3(Y) la función de distribución conjunta de a(X) y tl(Y): 

l. Supongan1os que o es estrictamente creciente y {3 estrictamente decre­
ciente, entoncas 

CocXll3CYJ(F2(x), G2(y)) Ho(X)13(Y) (x, y) 
P[a(X) :S x, ,B(Y) :S y] 
P[X :S a-1 (x), Y~ J.'r 1 (y)] 
P[X :S a-1 (x)] - P[X :S a- 1 (x), Y :S 13-1 (y)] 
P[a(X) :S x] - Cxy(F1 (0- 1 (x)), G1 (tl- 1(y))) 

F2(x) -Cxv(P[X :S a- 1 (x)], P[Y :S .tr'(y)]) 
F2(x) - C.n·(P[a(X) :S x], P[.B(Y) ~y]) 
F2(x) - Cxv(F2(x), 1 - G2(y)), 

y por lo tanto Co(X)13(l'J(u, v) =u - Cxy(u, l - v) . 
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2. Suponga1nos que a es estricta1ncntc decreciente y f3 
creciente, entonces por simetría con lo anterior 

estrictatncnte 
tenemos que 

Co(XJl'CYJ(u.v) = v - Cxv(l - u,v). 

3. Supongamos que a y /3 son estrictan1ente decrecientes, entonces 

Co(X)/J(Y) (F2(x), G2(y)) = Ho(X)l'(l') (x, y) 
= P[a(X) s; x, 13(Y) $ y] 
= P[X;::: a-1 (x), Y;::: ¡r1 (y)] 

= 1 - P(X s; C>- 1 (x)] - P[Y s; ¡r1 (y)] 

+ P(X s; a-1 (x), Y s; /r1 (y)] 
= 1 - P(a(X) ;::: x] - P(13(Y) ;::: y] 

+ Hxv(a-1(x),13- 1(y)) 

= 1 - (1 - F2(x)) - (1 - G2(y)) 

+ Cxv(F1 (a- 1 (x)), 01 (13- 1 (y))) 

= F2(x) + G2(Y) - 1 

+ Cx,.CP(X s; a- 1 (x)].P[Y s; 13-1 (y)]) 
= F2(x) + G2(Y) - 1 

+ Cxy (P(o(X) ;;::: x], P(.B(Y) ;;::: y]) 
= F2(x) + G2(y) - 1 

+ Cxv(l - F2(x), 1 - G2(y)), 

y por lo tanto Co(X)l'CYJ(u, v) =u+ v - 1 + Cxy(l - u, 1 - v) 

o 
Observación: Las teoremas 2.3.3 y 2.3.4 pueden extenderse al caso de que a y 13 
sean estrictamente crecientes o decrecientes ca.si seguran1ente (en el sentido de 
Lebesgue). 

2.3.5. Ejemplo. Sean las variables aleatorias continuas U, V -..,¡ Unif(O, 1) con 
función de distribución conjunta H. Sean F y Glas funciones de distribución de 
U y V, respectivan1cntc. Entonces por el Teorema 2.3.1 existe una única cópula 
C tal que H(u,v) = C(F(u),G(v)) y como 

entonces 

de donde 

F(u) = ul¡a.11(u) + 1¡1,00¡(u). G(v) = vl¡o,1¡(v) + l¡1,00¡(v). 

C(F(u). G(v)) = C(u, v)l12(u. v) + 0(1, I)l¡1,oo]2(u, v), 

H(u, v) = C(u, v)l12(u. v) + 1¡1,0012(11, v). 

C(u, v) = H(u. v) u~ ve 12 . 
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Obser\7lCÍÓn: En pocns palabras, el eje1nplo anterior nos dice que si las marginales 
de una función de distribución conjunta H son uniformes en'tonces la cópula aso­
ciada es 

C=H f1•. 

2.3.6. Ejemplo. 
dientes entonces 

Continuando con el Eje111plo 2.3.5~· ~i···.U' y V son indcpen­

. H(u, v) := uvl12 (u,v) -t;~l11:i1(ü ... v), 

y por lo tanto C = H fl" estC> c5 Ó ;=TI;: talc . .:Jad.o _,;tablece el Teorema 2.3.2 . 
. ,-::: 

2.3 .. 7. Lerná. , Sea ,·-~a- v~ri~ble ai~á_Í~ria~.c;,~tinU~- X. Entonces: 

1. Cx.x:= l\I. 

2. Cx •. -x = l-V. · 

Demostracióni S~a F la fun~ión de diStribución de X. Por Teorema 2.3.1: 

l. 

Cx,x(F(x), F(y)) P[X :s; x;x :s; y] 
P[X';s; mfn {x,y}] 

P[X :S x]l{xsu) + P[X :S y]l{x>u) 
F(x)l{F(x)SFCu)} + F(y)l{F(x)>F(11)} 
nún {F(x), F(y)}, 

así que Cx,x(u,v) = mfn{u,v} y por lo tanto Cx.x = JVI. 

2. Sea G la función de distribución de -X. entonces G(y) = 1 - F(-y) y se 
tiene que 

Cx.-x(F(x), G(y)) P[X :S x, -X :S y] 
P[-y :S X :S x] 
(F(x) - F(-y)]l{-11<z) 

(F(x) + (1 - F(-y)) - l]l{FC-ll)<F(x)) 
[F(x) + G(y) - l]lp-G(J¡)<F(r)) 
[F(x) + G(y) - l]l{F(r)+GCuJ-1>0) 
máx {F(x) + G(y) - l, O}, 

de donde Cx.-x(u,v) = máx{u+ v-1,0} y por lo tanto Cx.-x = W. 

o 
2.3.8. Corolario. Sean las variables aleatorias continuas X, Y y sea o una 
/unción estrictarnente mon6tona en Ran X tal que Y = o(X) casi seguramente: 
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1. Si a es estrictamente creciente,, entonces 

Cx\• = ;\/. 

2. Si a es estrictamente decreciente, entonces 

Dernos'tración: 

l. Por el Tcorc1na 2.3.3 Y,el Lenta 2.3.7 tenc111os que 

Cxy = Cxa.(X) = Cxx = Al. 

25 

2. Sea G In función de distribución de Y. entonces G(y) = 1 - F(0t-1 (y)) y 
se tiene que 

Cxy(F(x). G(y)) P[X $ x. Y $ y] 
P[X $ x. a(X) $ y] 
P[X $ x. X<:!: a- 1 (y)] 
P[0t- 1 (y) $X$ x] 
[F(x) - F(0t- 1 (y))]1{o-•(.,)<z} 

[F(x) + (1 - F(a-1 (y))) - 1]1{F(o-•(.,))<F(zl} 

[F(x) + G(y) - l]l{l-G(y)<F(zl} 

[F(x) + G(y) - l]l{F(z)+G(y)-1>0} 

máx {F(x) + G(y) - l, O}, 

de donde Cxy(u,v) = máx {u+ v - 1,0} y por lo tanto Cxy = iv. 
o 

Sea (íl, :F, P) un espacio de probabilidad. Un vector aleatorio es una función 
F-111ediblc (X, l') : 12 - R 2 , e induce uun 111edidn de probabilidad F_'l\:"i:' en el 
espacio medible (H.2 , B(R2 )). donde B(R2 ) es el u-álgebra de Borel generado 
por todos los abiertos en R 2 • Sea .:7 := {] - cx:>,x]x] - oo,yj : x,y E R}. 
Como B(H.2 ) = u(.7), donde u(.7) es el mínimo u-álgebra generado por la 
clase :T (Clarke, 1975), entonces la 111cdida de probabilidad Pxl" para cualquier 
elc111ento de B(R2 ) queda totahncntc especificada si tan solo se conoce la 1nedida 
de probabilidad de los elcn1cntos de la clase :T. Sea la función H : R 2 -+ R 
definida por H(x,y) := Px>·() - oo.x]x] - <Xl,y)). Hes entonces lo que se 
conoce con10 In función de distribución conjunta de X, Y. Así, dada una función 
de distribución conjunta H teuc1nos que H induce una n1edida de probabilidad 
en R 2 • De acuerdo a las Definiciones 1.1.3 y 2.2.4 t.cnc1nos ta111bién que 

H(x.y) =V,¡(] - <Xl,x)x]-oo,y)). 
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En el Ejen1plo 2.3.5 se vio que si las marginales de una función de distribución 
conjunta H son uniformes entonces la cópula asociada es C = H f12. Esto 
implica que podcn1os ver a las cópulas co1no funciones de distribución conjunta 
con 111arginalcs Unif(O, 1) y por lo tanto una cópula C induce una medida de 
probabilidad en 12 por medio de Vc([O, u] x [O, v]) = C(u, v) y entonces la 
C-rn.cdida de un conjunto en 12 es su C-volu1nc11 Ve. 

Un vector nlcatorio (X, Y) es absolutatncnte continuo si tiene una función 
de densidad conjunta de probabilidades, es decir, una función B(R2 )-medible 
h : R.2 - [O, oo[ tal que 

Pxy(B) = Jl h(x, y) dxdy , para todo B e B(R.2 ), 

y en tal caso, si J =] - oo,x]x] - oo,y] entonces 

P_-.;y(J) = H(x, y)=¡_:.,¡_:, h(x, y) dxdy. 

o bien -{}2 ,, ' ','' 
h(x, y) = 8x8y'(!(x,,y)' 

lo cual 1notiva las siguientes definici~t~~: ·~. 

2.3.9. Definición. La parte absolutamente-continua de una c6pula C es 

¡u{" ()2 
Ac(u, v) :=lo lo asat C(s, t) dtds. 

2.3.10. Definición. La parte singular de una c6pula C es 

Sc(u, v) := C(u, v) - Ac(u, v). 

Las definiciones anteriores ituplican que: 

C(u, v) = Ac(u, v) + Sc(u, v) (2.10) 

2.3.11. Definición. Si C = Ac en 12 (esto es. si veTnos a C como una función 
de distribución conjunta y tiene función de densidad conjunta 8 2 C(u, v)/lJulJv) 
decirnos que la cópula C es absolutamente continua. Si C = Se en 12 (esto 
es, si 0 2 C(u. v)/Duüt' = O casi en todos lados en 12 ) decimos entonces que la 
cópula C es singular. En cualquier otro caso decimos que la cópula C tiene parte 
absolutarncntc continua -4c y parte singular Se. 

2.3.12. Definición. La C-medida de la parte absolutamente continua de la 
cópula e la dcjinirnos COTllO Ac(l. 1) y la C-mcdida de la parte singular de e 
la definimos como Sc(l, 1). 
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El soporte de una función de distribución conjunta H es el complemento de 
la unión de todos los conjuntos abiertos en R 2 con H-rncdida cero, por lo que: 

2.3.13. Definición. El soporte de una c6pula C es el complemente de la uni6n 
de todos los subconjuntos abiertos de 1 2 con C-medida cero. Cuando el soporte 
de e es todo 12 decimos que e tiene soporte completo. 

Observación: Si la cópula C es singular entonces su soporte tiene rnedida. de 
Lebesgue cero y viceversa. Sin c111bargo, es posible tener cópulas con soporte 
co1npleto que tienen taIJto pnrtc absolutnmentc continua co1no singular. 

2.3.14. Ejemplo. El soporte de JI/ (la cota superior de Fréchet-Hocffding) es la 
diagonal principal de 1 2 , es decir el conjunto {(u, u) : u e I} ya que la 
.1\1-incdida de cualquier rectángulo abierto que esté entera1nente por arriba o 
por abajo de la diagonal principal es cero. Incluso tencn1os que 8 2 Af/8u8v =O 
casi en todos lados en 12 y por lo tanto Af es singular. De manera análoga se 
tiene que el soporte de lV {la cota inferior de Fréchet-Hoeffding) es el conjunto 
{(u, l - u): u E I} y por lo tanto JV es singular también. 

2.3.15. Ejemplo. La cópula producto Il(u, v) = uves absolutamente continua 
ya que para todo (u, v) E 1 2 : 

{u{" 02 {"{" 
An (u, v) =lo lo DsDt Il(s, t) dtds = lo lo dtds = ut1 = Il(u, v). 

Una cópula con soporte con1plcto pero que tiene tanto parte absolutamente 
continua como singular la veremos en el Ejemplo 2.5.8 de la sección C6pulas de 
sobrevivencia. 
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2.4. Cotas de Fréchet-Hoeffding para distribu­
ciones conjuntas 

Del Tcorc111n 2.1.6 y la ecuación (2.4) tcnen1os que 

H'(11, v) = máx {u + v - l, O} '.'ó C(u, v) '.'ó mín {u, v} = ,\l(u, v) u,v E 1, 

y co1110 consecuencia del Tcorcn1a de Sklar (Tcorcn1a 2.2.9), si X, Y son va­
riables aleatorias con función de distribución conjunta JI y 1narginales F y G, 
respectivamente, tenctnos que 

máx {F(x) + G(y) - l, O} '.'ó H(x, y) '.'ó mín {F(x), G(y)} , x, y E R. {2.11) 

A las cotas de la expresión anterior se les conoce cmno cotas de F'réchet­
H oeffding para funciones de distribuci6n H con marginales F y G. En esta 
sección buscan1os entender el tipo de relación entre las variables aleatorias X, Y 
si su función de distribución conjunta Hes igual a alguna de las cotas de Fréchet­
Hocffding. 

2.4.1. Definición. Un conjunto Se R 2 
es no-decreciente si para cualesquiera 

(x, y), (u, v) E S se tiene que si x < u entonces y :5 v. Similarmente, un 
conjunto S C R 2 

es no-creciente si para cualesquiera (x, y). (u. v) E S se tiene 
que si x < u entonces y ~ v. 

2.4.2. Lema. Sea un conjunto Se ii 2
• Ses no-decreciente si y s6lo si para 

cada (x, y) E R 2 
se cu1nple una de las siguientes condiciones: 

J. Si u :$ x entonces v :5 y 

2. Si v :5 y entonces u :5 x 

para todo (u,v) E S. 

para todo (u,v) E S. 

Demostración: (Por contradicción) 

l. Supo11ga1nos que S es no-decreciente pero que ninguna de las dos condi­
ciones anteriores se cu111plc11. entonces existen puntos (a, b). (c,d) ES tales 
que a :5 x,b > y,d :5 y.e> x de donde a< c. b > d y se concluiría que S 
no es no-decreciente (contradicción). 

2. Ahora supongan1os que las condiciones 1 y 2 se cu1nplen pero que S 
no es no-decreciente, entonces existen puntos (a, b), (e, d) E S tales que 
a < e, b > d. Detinin1os el punto 

(
a+c b+d) 

(x, y) := -2-· -2- ' 

así que a< x <e y por tanto a::::; x, de donde por la condición 1 tenemos 
que b :5 y, lo cual es una contradicción puesto que d < y < b. 
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D 

2.4.3. Lema. Sean X, Y variables aleatorias y sea H sufunci6n de distribuci6n 
conjunta. H es igual a la cota superior de Préchet-Hoeffding si y s6lo si para todo 
(x, y) E R

2 
se cumple ya sea P(X > x, Y :::; y] = O o bien P(X :S x, Y > y] = Oc 

Demostración: Sean F y Glas marginales de H. Entonces: 

F(x) 

y también 

G(y) 

de donde 

P(X :s; x] = P(X :S x, Y :S y] + P(X :S x, Y > y] 
H(x, y) + P(X :s; x, Y > y), 

P(Y :S y] = P(X :S x. Y :S y) + P(X > x, Y :S y] 
H(x,y) + P(X > x, Y :S y]. 

H(x, y) = l\I(F(x), G(y)) <=> rnfn {P(X :S x, Y > y], P(X > x, Y :S y]} = O 
<=> P[X :S x, Y > y) = O ó P(X > x, Y :S y) =O. 

D 

2.4.4. Teorema.. Sean X, Y variables aleatorias y sea H su funci6n de distribu­
ci6n conjunta. H es idénticamente igual a su cota superior de F'réchet-Hoeffding 
si y s6lo si el soporte de H es un subconjunto no-decreciente de R 2

• 

Demostración: Sean F y G las n1arginalcs de H. 

l. Supongamos que H es idénticamente igual a /t,f. Sea S el soporte de H 
y sen (x, y) cualquier punto en R 2

. La condición 1 del Le1na 2.4.2 es 
verdadera 

={(u,v):u:Sx, v>y}nS=0, 

- P[X :S x, Y > y) = O. 
Por otro lado, la condición 2 del Lc1na 2.4.2 es verdadera 

-{(u,v):u>x v:Sy}nS=0, 

- P(X > x, Y :S y] = O. 
Por hipótesis tenemos que H(x, y) = l\I(F(x), G(y)). entonces por Lema 
2.4.3 tenemos que P(X :S x, Y :S y) = O o bien P[X > x, Y > y] = O, y 
por lo tanto por Letna 2.4.2 coucluin1.os que S es 110.-decrccicnt.c. 

2. Supongamos que S es ncrdccrecicnte. Entonces por Lenta 2.4.2 tcnc1nos 
que 

{ (u, V) : u :S X ' V > y} n s = 0 o bien { (u, V) : u > X ' V :S y} n s = 0 

y entonces P(X :S x, Y > y] = O o bien P[X > x, Y :S y] = O, por lo 
tanto por Lc111a 2.4.3 concluitnos que H = .Af". 
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o 
2.4.5. Lema. Sea un conjunto Se R; 2

• Ses no-creciente:si y sólo si para 
cada punto (x, y) E R 2 se cumple una de las siguientes c.ondiciones: 

1. Si u :S x entonces v >y 11 para todo (u,v) E S. 

2. Si v >y entonces u::; x 11 para todo (u,v) E S .. 

Demostración: (Por contrndicción) 

l. Supongnn1os que Ses no-creciente pero que ninguna de las dos condiciones 
anteriores se cu111plcn. entonces existen puntos (a, b), (e, d) E S tales que 
a :S x, b :S y, d > y, e > x de donde a < e y b < d y se concluiría que S no 
es no-creciente (contradicción). . 

2. Ahora supongan1os que las condiciones 1 y 2 se cumplen pero que S no 
es no-creciente, entonces existen puntos (a, b), (e, d) E S tales que a <e y 
b < d. Definirnos el punto 

(
a+c b+d) (x, y) := -2-, -2- ' 

entonces a < x < e de donde a :S x y entonces por la condición 1 tenemos 
que b > y , Jo cual es una contradición puesto que b < y < d. 

o 
2.4.6. Lema. Sean X, Y variables aleatorias y sea H su función de distribuci6n 
conjunta. H es igual a la cota inferior de Fréchet-Hoeffding sí y sólo si para todo 
(x, y) e R 2 

se cuTnple ya sea P[X > x, Y> y]= O o bien P[X ::; x, Y::; y] =O. 

Demost;ración: Sean F y G las 1narginales de H. Entonces 

de donde 

1 - F(x) = P(X > x] = P(X > x, Y $ y) + P(X > x, Y > y], 

G(y) = P(Y $ y) = P(X > x, Y :$ y] + P{X $ x, Y $ y) , 

F(x) + G(y) - 1 = P[X :::;; x, Y :::;; y] - P[X > x, Y > y], 

por lo que 

H(x,y) = máx{F(x) +G(y) -1,0} 
"'* H(x,y) = máx{P[X:::;; x,Y:::;; y]-P[X > x, Y> y],0}, 
"'* P[X > x, Y > y] =O 6 P(X :$ x, Y :::;; y] = O. 

o 
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2.4.7. Teorema.. Sean X., Y variables aleatorias y sea H sufunci6n de distri.bu­
ci6n coniunta. H es idénticamente igual a su cota inferior de F'réchet-Hoeffding 
si y sólo si el soporte de H es un subconjunto no-creciente de R 2

• 

Demostración: Sean F y Glas n1arginalcs de H. Entonces 

l. Supongmnos que H es idéntica1ncntc igual a lV. Sea Sel soporte de H 
y sea (x. y) cualquier punto en R 2

• La condici6n 1 del Lema 2.4.5 es 
verdadera 

<=?{(u,v):u$x v$y}nS=0, 

<=? .P[X $ x. Y $ y] = O, 

y por otro lado, la condición 2 del Lc1na 2.4.5 es verdadera 

<=?{(u,v):u>x. v>y}nS=0, 

<=? .P[X > x. Y > y] = O, 

pero por hipótesis tenernos que H(x, y) = W(F(x), G(y)) y entonces por 
Lema 2.4.6 P[X $ x. Y $ y] = O o bien P[X > x, Y > y] = O, y por lo 
tanto por Lema 2.4.5 S es no-creciente. 

2. Supongamos ahora que S es no-creciente., entonces por Lema 2.4.5 

{(u,v):u:s;x,v$y}nS=0 ó {(u,v):u>x,v>y}nS=0, 

y entonces P[X $ x, Y $ y] = O o bien P[X > x, Y > y] = O y por lo 
tanto por Le111a 2.4.6 concluimos que H = W. 

o 
Cuando X, Y son continuas el soporte de H no puede tener segmentos de 

recta horizontales ni verticales y en tal caso tenemos que 

Y es casi seguratncntc función creciente de X <=> Cxy = !vf, 

Y es casi segura1ncntc función decreciente de X <=> Cx1' = lV. 

(2.12) 

(2.13) 

2.4.8. Ejemplo. Sean U. V variables aleatorias Unif(O, 1). Si su función de 
distribución conjunta es l\f entonces P[U = V] = l. Si su función de distribución 
conjunta es ll' entonces P[V = 1 - U] = l. 
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2.5. Cópulas de sobrevivencia 

2.5.1. Definición.. Sea X una variable aleatoria y sea F su función de dis­
tribución.. La función de sobrevivencia de X se define corno 

F(x) := P[X > x] = 1 - F(x). 

Obser\~nción: Norrnnln1ente Ran F = [O, oo[ ; sin embargo, para. nuestros flnes 
extcndcrc111os ln Definición 2.ó.1 de modo que Ran F =R. 
2.5 .. 2. Definición. Sean X, Y variables aleatoria.'I con función de distribución 
conjunta H. La función de sobrevivencia conjunta de X, Y se define como 

H(x,y) := P[X > x. Y> y], 

y las funciones marginales de sobre.vivencia de H están definidas por 

F(x) := H(x, -oo) G(y) := 7l(-oo, y). 

2 .. 5.3. Lema. Sean X, Y variables aleatorias con funciones de distribución F 
y G, respectivamente, con función de distribución conjunta H y con cópula C. 
Entonces la función de sobrevivencia conjunta de X. Y se puede expresar en 
ténninos de sus funciones 1narginales de sobrevivencia. 

Demostración: Utilizando el Teorema 2.2.9 y las dos definiciones anteriores 

H(x,y) 1 - F(x) - G(y) + H(x, y) 
F(x) + G(y) - 1 + C(F(x), G(y)) 
F(x) + G(y) - 1 + C(l - F(x), 1 - G(y)). 

o 
2.5.4. Lema. Sean X. Y variables aleatorias continuas con c6pula C y sea la 
función e : 1 2 - 1 dada por 

G(u, v) := u+ v - 1 + C(l - u, 1 - v). 

Entonces 6 es c6pula. 

Demostración: Utilizando el Teorema 2.3.4 con o= -1 = /3 obtene1nos que 
la cópula de las variables aleatorias -X y -Y es 

C-x,->·(u, v) =u+ v - 1 + C(l - u, l - v) = C(u, v), 

y por lo tanto e es cópula. o 
El resultado anterior 1noth·a la siguiente: 

2 .. 5.5. Definición. A la c6pula 6 la denoTninamos c6pula de sobrevivencia. 
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2.5.6. Corolario. Sean X, Y variables aleatorias coninuas con función de 
sobrevivencia conjunta H y con marginales de sobrevivencia F y G, respectiva­
Tnente. Entonces 

H(x, y) = c(F(x), G(y)). 

Demostración: Sean F-x y Q_y las funciones de distribución de -X y -Y, 
respectiva.Jllentc. Por Le1na 2.5.4 tenemos que C-x.-l" = é y por el Teoren1a 
2.2.9 (Sklar) se tiene C-x.-y(F-x(-x),G-y(-y)) = P[-X :S -x,-Y :S -y), 
así que 

C(F-x(-x),G_y(-y)) P[-X :5 -x, -Y :S -y) 
P[X >x,Y >y] 
H(x,y), 

pero F-x(-x) = P[-X :S -x] = P[X_ > x] = F(x); de igual modo 
a_,,(-y) = G(y), y por lo tanto H(x,y) = c(F(x), G'(y)). o 

2.5.T. Corolario. Sean 7T,F,G y C oorno en el Corolario 2.5.6 y sean 
F<-•> y a<-1> las cuasi-inversas de F y G, respectivamente. Entonces 

C(u, v) = H(J:<<-1 >(u), a<-l)(v)) , pam todo (u, v) e 12 • 

Demostración: Por el Corolario 2.5.6 y la Definición 2.2.10 tenemos que 

o 

2.5.8. Ejemplo. Suponga111os que tenemos un sistema que consta de dos con1-
ponentes sornctidos a descargas eléctricas intempestivas que pueden llegar a 
ocasionar que uno o an1bos co1nponentcs dejen de funcionar. Sean X, Y las va­
riables aleatorias que representan el tie1npo de vida de los co1nponentcs 1 y 2, 
respecti'\."8.J.11c11te. 

Entonces la función de sobrevivencia conjunta está dada por: 

H(x. y) = P[X > x. Y > y]. 

Supongamos que los dos componentes conforinan tres procesos de Poisson inde­
pendientes con pará111etros (positivos) ..\1, ..\2 y ..\12. dependiendo si la descarga 
daña únican1cnte al co111ponente l, únicamente al componente 2, o bien a an1-
bos sin1ultánean1ente. Entonces los tie1npos de ocurrencia para los eventos men­
cionados y que denotarcn1os T 1 , T2 y T 12 son variables aleatorias exponenciales 
independientes con pará111etros ..\ 1, ..\2 y ..\12. respcctivan1ente. Entonces 

X= 111í11{T1.T12} 
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y por lo tanto para todo x, y 2=: O se tiene que 

H(x,y) P( mín {T1, T12} > x, mín {T2, T12} >y] 
P[T1 > x,T2 > y,T12 > máx{x,y} j 
P[ T, > x]P[T2 > y]P[T12 >: máx {x, y} J 
cxp[ -.>.,x - >.2y - >.12 máx {x, y} J. 

A partir de lo anterior .obtencn1os las funciones marginales de sobrcvivencia 

F(x) = exp[ -(>.1 + >.12)x] G(y) = cxp( -(.>.2 + >.12)Y], 

es decir, X, Y resultan ser variables aleatorias exponenciales con paránJ.etros 
(>-1 + >. 12) y (>.2 + >.12). respectivamente. Utilizando el hecho de que 
rná.'< {x,y} = x +y - rnín {x,y} obtenen1os 

H(x,y) exp( -(>-1 + >-12)x - (.>.2 + >-12)Y + >.12 nún {x, y} J 
F(x) G(y) mfn {cxp(.>.12x),exp(>.12Y)}. 

Sean u = F(x) y v = G(y), y definimos 

entonces utilizando el Corolario 2.5.6 obtenemos la cópula de sobrevivencia de 
X.Y 

en donde a, /3 E JO, 1[. A la familia de cópulas {Ca,B : a, /3 E ]O, 1[} dada por 

se le conoce como Ja familia Marshall·OU.."in. Esta fan1ilia de cópulas es un ejem­
plo de cópulas con soporte co1nplcto pero que cuenta tanto con parte absoluta­
n1cntc continua coano singular: 



2.5. CÓPULAS DE SOBREVJVENCIA 35 

y por la Definición 2.3.9 tenernos que: 

Aa,{3(u, v) = 1"1v {}~~ C 0 ,p(s, t) dtds 

-= = (1 -. <>) f.us- 0 {vl{t<•ª'"} dtds +. (1 - /3) f" fvt-Pl{t>•nl"'} dtds Ja· lo· · , la lo 
= (1 - <>) f"s,.:,"¡:mln {v,.n~iJs + (1 - f:J) f"t{v>•ª;~} ¡v ci3 dtds 

lo Jo>. .,-.. · lo J ... 1n 

= (1- a) f;,";,-'.~,~¡;.~~~1':-}ds+ (1 - á) J:,"sot/3-<>l{•<;,-'1~}ds · 

+ v 1-P mín.{tt,v6/o}' ..:_ . {:J mín {u, vf11°},;IP-o+l 
.. <>-<>f:J+f:J 

= l{ ª "'>'[uv1-P - . <>/3 u 0 1P-<>+1 ] 
U <V. ··a-<>/J+{:J 

.+ l{uª>~,,'} [ul:-<>v - °'~ 
13

vPl<>-tJ+t] 
-· o-o + 

[ 
1,c,tll.· +· 1-a 1 J = UV . {u""'Sv"} U V {u .. >v"} 

. a/3 [ a/P-0+11 + P/<>-/3+11 ·:] 
- 0 _ Ot/j + /3 U {uª<v"} V _ {un>v"'} 

e ( ) <>/3 [mí { " "}] 1/a + 1/tl -1 = o,/3 u, V -
0 

_ o.{3 + f3 n u , v ._ 

y por la Definición 2.3.10 tenemos que 

S 0 ,p(u,v) <>/3 ( f { o ti}) 1/o + 1/P -t 
a-a/3+/3 mn u ,v 
{mtn {u.,.,v"} 

Jo tlf<> + 1/P -2dt. 

De Ja Definición 2.3.12 tenemos que Ja e-medida de la parte singular de Ces 

<>/3 
S 0 ,p(l, 1) = a_ a/3 + {:J , 

lo cual significa que si U y V son dos variables aleatorias Unif(O, 1) cuya función 
de distribución conjunta es la cópula C 0 ,fJ, entonces 

P(Uº = VPJ = o{J 
o - ofJ+fJ 
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2.6. Orden 

2.6.t. Definición. Sean Cb C2 dos c6pulas. Definimos la relaci6n de orden 
entre cópulas -< como sigue: · 

C1 -< C2 ..,.. C1 (u, v) :5 C2(u, v) , para todo (u, v) e 12., 

y en este caso decimos que la cópula 01 es menor que la cópul~ C2 (o IJ.ien.que 
la c6pula C2 es mayor que la cópula 01). 

2.6.2. Ejemplo. En el Eje1nplo 2.1.7 se vio que cualquier con1binaci6n lineal 
convexa de cópulas es cópula. Sea entonces la cópula C definida por. la media 
arittnéticn de las cotas de Fréchet-Hoctfding: · 

Ce ) ·- IV(u, v) + A:f(u, v) 
u,v .- 2 . 

Esta cópula no es comparable con la cópula IT ya que C(l/4, 1/4) > IT(l/4, 1/4) 
pero C(l/4, 3/4) < IT(l/4, 3/4) por lo que ni C -< n ni n -< C se cumplen. 

2.6.3. Definición. Sea {Ce} una familia de c6pulas paramctrizada en e. 
Decimos que {Co} es una familia ordenada positivamente si C 0 -< C13 siem­
pre que o $ /3. Decimos que {Co} es una familia ordenada negativamente si 
C 0 >- C13 sieTnp7"C que o :5 {:J. 

2.6.4. Ejemplo. Continuando con la familia de cópulas .lVIarshall-Olkin obteni­
da en el Ejemplo 2.5.8 consideremos el caso particular en que o = {3 = 6. De 
este modo obtenCJnos la fan1ilia de cópulas { 09} conocida como fan1ilia Cuadras­
A ugé 

Co(u,v) = mín{u1 - 0 v,uv1 - 9 } = [mín{u,v}]9 [uv] 1 - 9 , 

en donde 8 E l. Nótese que Ca = IT y que C1 = A-E. Sean o, {3 E 1 tales que 
o :::: /3. Entonces para todo u, V e 1 tene1nos que 

( 
UV )/3-o 

mín {u, v} :5 1 • 

de donde 
Co -<C13., 

y por lo tanto la familia Cuadras-Augé está positivrunente ordenada. 
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2.7. Cópulas o-dimensionales 

2.7.1- Definición. 
conjunto 

Por espacio n-dimcnsional extendido entendemos el 

n 

IC := IJR:. 
k=l 

2.7.2. Definición. Sean -< y -< relaciones dejinidas en R 11 
de modo que si 

x,y E R", donde x = (x1 •... ,xn) , y= (y1, ... ,y,.), entonces 

para todo k E {l, ... , n}, 

X -< y <=> Xk < Yk para todo k E {1, ... , n}. 

Observación: La. relación :::::::; es lo que se conoce como u.n orden parcial (por ser 
reflexiva, antisimétrica y transitiva). No es el caso de -<. Sin embargo, ninguna 
de las dos es un orden total ya que existen elementos en Rn que no se relacionan 
bajo :::S ni-<. 

2.7.3. Definición. Un n-rectángulo en Rn es un subconjunto B e R n que 
puede expresarse como producto cartesiano de n intervalos cerrados, es decir, si 
existen x,y E Jin tales que X::::::: y y que 

n 

B=x®y:= IJ[xk.Yk]. 

k=l 

y usamos la notaci6n { x, y] para referirnos a B. Los vértices del n-rectángulo 
B = [ x, y] son los puntos 

{e= (c¡, ... ,c,,) ER": Ck =Xk ÓCk =yk}· 

En particular definimos al n-cubo unitario por el conjunto 

n 

in== II i. 
k=l 

2.7.4. Definición. Una funci6n real de n entradas es una funci6n H tal que 
su dorninio Dmn H e R n y su rango Ran H e R. 

2.7.5. Definición. Sea B el n-rectángulo [x,y] y sea e = (c¡, ... ,c,,) un 
vértice de B. Si los vértices de B son todos distintos, es decir, si x ~y entonces 
definirnos la función 

{ 
+1 sgn8 (c) := _

1 
si Ck = Xk para un número pa1~ de k's. 
si Ck = Yk para un número impar de k' s. 

y si los vértices de B no son todos distintos entonces sgn(c) := O. 
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2.7.6. Ejemplo. Sea Bel 2-rcctángulo [x,y) = [x,,y,] x [:z:2,y2]. Entonces 
sus vértices son (x1.x2),(y1,x2),(y1.Y2) y (x1.Y2). Si estos vértices son todos 
distintos entonces 

2 ... 7.7. Definición. Sean Si, ... ,Sn subconjuntOs na·vac(os de 1i: y sea H 
una funci6n real de n entradas tal que su dominio ·Dcirri H = 5 1 x ... x Sn. 
Sea B := [x,y] un n-rectángulo cuyos vértices están en_DornH. DefiniTnos el 
H-volumen de B mediante · '·· 

V,¡(B) := L sgn8 (c)H(c) ,, 
ceV · ··· , .. ,_,, '· 

donde V es el conjunto de vértices de ,B. , "; :"''::'." 

2.7.8. Ejemplo. Continuando con' eLEjcmplo,;2;7.'6 sea Huna función de 2 
entradas tal que los vértices de B estén en.Doin.H, ent'onces 

.-. . ' . "'ú' ,,.·,.,, ·" .. ·,· .-

VH(B) = H(y1,Y2) - H(x1,~2) ~f{('rJí,x2) + H(x1,x2). 

2.7.9. Ejemplo. Sea Huna función r¡;,.. de 3 entradas tal que DorriH = R" 
y sea Bel 3-rectángulo (x,y] = ixi.y,) x [x2,y2) x (x3,y3) tal que x -< y , 
entonces 

V'H(B) = H(y1,y2.Ya) - H(x1,y2, Ya) - H(yi.x2,y3) - H(y1,y2,xa) 
+ H(x1,x2,y3) + H(x1,y2,xa) + H(yi,x2,xa) - H(x1,x2,xa). 

2.7.10. Definición. Una funci6n real de n entradas H es n-creciente 
si V'11(B):;::: O para cualquier n-rectángulo B cuyos vértices estén en Dorri H. 

2.7.11. Definición. Sea H una funci6n real de n entradas con 
Dom H = s, X ••• X Sn tal que inf(Sk) E sk para todo k E { l, ...• n}. Decimos 
que H está fi.:iada si H(x1, ...• Xn) = O para todo (xi, ... , Xn) E Dom H tal que 
Xk = inf(Sk) patYl por lo menos un k. 

2.7.12. Lema. Sea H n-creciente y fijada. Entonces H es rnon6tona 
creciente en cada entrada, es decir, sean x < y : 

Si (xi ....• Xk-1,X,.Xk+l• ... .,Xn), (x1, ... ,Xk-1., y,XA.·+1' ..• ,Xn) E DornH, 

entonces 

H(x1 .... ,x¡..--1 .. :r,Xk+l•···•xn) ~ H(x1, ... ,Xk-1,y,xk+l•···•xn), para todok. 
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Demostración: Sea a; := inf(S1) de acuerdo a la Definición 2.7.11 y sea 
B := [(a1 ..... ,ak-1,X,ak+l····•ªn) .. (x1 ..... .,xk-i-.Y.,Xk+l•···•xn)]. Entonces 
los vértices de B están en Dom H. Co1no H es n-creciente tenemos que 
V¡¡(B) 2: O y además corno está fijada entonces al calcular V11(B) todos los 
sun1andos son cero excepto dos: 

V11(B) = H(x1, ... ,Xk-1, y,Xk+l• ... , Xn)-H(xi, ... ., Xk-ttX, Xk+1' ... , Xn) 2: O 

y por lo tanto H es 1no11ótona creciente en la k-ésima entrada .. para todo k. O 

2.7.13. Definición. Sea H una función real de n entradas con 
Dom H = 81 x · · · x Sn tal que sup(Sk) E Sk para todo k E {l, ... , n}. Decimos 
entonces que H tiene marginales. Las marginales unidimensionales de H son 
las funciones {Hk}l:=t tales que 

ke{l, ... ,n}, 

Hk(x) := H(bi. •.. , bk-1 • x, bk+l • ••. , bn), 

donde bj := sup(SJ) para todo j E {1, ... , n}. Las marginales de dimensión 
superior a uno se obtienen fijando un número menor de entradas. As(, para 
1 ::::; m :s;; n una m-marginal se obtiene fijando n - 7Tl entmdas. 

2.7'.14. Ejemplo. Sea Huna función real de 3 entradas tal que 

DomH := [-1,1] X [0,oo] X [0,7r/2], 

H( ) (x1 + 1)(1 - e-"'2 ) senx3 X1,X2,X3 := 
2 

• 

Tenemos que H está fijada ya que H(-l,x2,xa) = O, H(x,,0,xa) O y 
H(.x1,x2~0) =O. Las ntarginales unidilnensionalcs de H están dadas por 

x+l 
H 1 (x) = H(x,oo,7r/2) = -

2
-, 

H 2 (x) = H(l,x,rr/2) = 1- e-"', 

Ha(x) = H(l, oo,x) = scnx, 

y sus 2-ntarginales están dadas por 

H1,2(x, y) = H(x, y, 7r/2) = (x + 1)(1 - e-") 
2 

(x+ l)scny 
H 1 •3 (x, y) = H(x, oo, y) = 

2 
• 

H2.a(x, y) = H(l,x, y) = (1 - e-"') sen y. 
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2.7.15. Corolario. Sea Huna una función n-creciente, fijada y con mar!iinales. 
Entonces cada una de las marginales unidimensionales Hk de H es mOnótona 
creciente, y t~i (xi, ... , Xk-1 .. x, Xk+J, ••• , Xn) E Dom H entonces 

O :S H(xi •.•. , Xk-1 • x, Xk+1, ••• , Xn) :S Hk(X), 

y lo anterior se cumple también en la correspondiente expresión para marginO.les -
de dimensión mayor a uno. · 

Demostración: Por Lenta 2.7.12 y Dcfinici6n 2.7.13 . D 

2. 7 .16. Lema. Sea H n-creciente, fijada y con marginales. ·Para cualquier k E 
{1 •... ,n} sean (x1, ... ,Xk-1,X,Xk+l•···,Xn) Y (x1, ••• ,Xk-1tY,Xk+h···,Xn.) 
elementos de Do1n H tales que x <y. Entonces 

H(x1, ... ,Xk-1• y, Xk+l• ... , Xn)-H(x1, ... ,Xk-1,X,Xk+t. ·.·. ,xn) :SHk(y)-Hk(x) 

Demostración: Sean {a; };'= 1 y {bJ}''-1 como en Ja demostración del Lema 
2.7.12 y en la Definición 2.7.13. Para ef caso n = 2 definimos los 2-rectángulos 
B1 y B2 con vértices en Dom H: · · 

B2 := [ (x1,x),(bi, y)]. 

Por hipótesis t;cnemos que Hes 2-creciente, por_lO'Que·· 

también 

VH(B1) ~O 
H(y, b,,) - H(x, b2) - H(y, x:i) + H(x, x2) ~ O 
H 1 (y) - H1 (x) - H(y, x2) + H(x;·x2) 2: O 

H(y, x,) - H(x, x2) S H1 (y)--, H1Jx) ; 

VH(B2) ~O 
H(b1, y) -H(b1,x) - H(x1,y) + H(xi.x) ~O 
H2(Y) - H2(.x) - H(x,, y) +·H(x1,x) 2: O 

H(xi,y) - H(x1,x) S H2(Y)--, H2(x), 

y por lo tanto el lema se cumple para n · = 2. Si n > 2 definimos Jos n-rcctángulos 
Bi. ... ~ Bn-1 como sigue: 
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(Con la consecuente modificaci611 en caso de que x., y se encuentren en la posición 
k = 1 o k = n). Como Hes n-creciente entonces Vn(Bm) -2: O para todo m y 
por lo tanto 

n-1 
L Vu(Bm) 2: O; (2.14) 
m-1 

Corno H está fijada entonces para cada 111 tene1~os c:J~c-.cl H~volÚ111c11 de Bm se 
reduce a 

Vu(Bm) = E sgnnm (c)H(c) 
cev .... 

= H(b1, ... ,bm, •.• ,y, ... ,Xn) - H(bi, •;. ,bm, ••• ,X, •.• ,Xn) 
- H(b1, ... , Xm., •.• , y, • .... 7, x~) +:?·f(b1·~ •. ~ ,·xJTI., •• ~, x,' ••• , Xn). 

,,,_. . ., , .. -"··' .• 

Al sustituir lo anterior en la ecuación: <'!2.-14)" ó'btenemos .un~ suina telescópica 
que se reduce a 

n-1 n-1 

L V11(Bm) = L L sgnBm (c)H(c); 
Tn+=l Tn=l cev ... 

= H(b1, ... , bk-1. y,bk+I• ••• , bn) - H(b1, .• .', bk"-.1,x, bk+l• ••• , bn) 
- H(x¡, ... ,Xk-1,. y,Xk+IT·· .. ·• ,xn) -i- H(:z:i, ..• ,.%k-i.%,xk+1, .•. ,xn.) 
=~M-~~ .. . .... 

- H(x1., ... .,Xk-1 1 Y_,Xk+i.. .... ,xnf~ H(xi, • •• ,x~-1_...x,X~+¡~~. ~ .,Xn)., 

y con10 ¿:i:,.11 VH(Bm) ~O, entonces 

H(x1, ••• ,X1c-1. Y1Xk+l1 .... ,Xn,)-H(x1 ..... ,Xk"".'"'.1· .. x·,x~~~·-!. ·.·'.~.x~>"5.-Hfccyj·" ... :.;H~(x) 
o 

2.7.17. Lerna. SeaH como enelLerna2.7.16y.sean(x1, ••. ,xn) y(y¡, ... ,yn) 
puntos cualesquiera. de DoTn H .. Entonces 

n 

IH(xi. · •• ,:rn) - H(YI•• ·• •Yn)I ~ L IHk(Xk) - Hk(Yk)I. 
k-1 

Demostración: Por los Lemas 2.7.12 y 2.7.16 tenemos que para cada 
kE{l, ... ,n} 

IH(:r1, ... ,Xk-1,X,Xk+I• ... ,xn)-H(x1, . .. ,Xk-l•Y•Xk+i. •.. ,Xn)I ~IHk(x)-Hk(Y)I 

se cumple para todo (x1, .... ,x, ... ,xn),(:r1, ..... ,y ...... xn) E Do1TlH y por lo 
tanto 

n 

IH(x1, ··. ,Xn) - H(y1, ... ,yn)I ~ L IHk(Xk)- Hk(Yk)I. 
k=l 

o 
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2.'7.18. Definición. Sea n E {2,3, ..• }. Una subc6pula n-dimensional 
(o alternativamente una n-subc6pula) es una función O' que tiene las siguientes 
propiedades: 

1. DomC'=S1 xS2X···XSn ,donde{O,l}CSkCI ,ke{l, ... ,n}. 

2. C' es n-crcciente y fijada. 

3. C' tiene marginales (unidimensionales) {Ck}J;_ 1 tales que 

Ck(u) = u , para todo u e Sk. 

2.7.19. Definición. Una cópula n-diTnensional (o alteT'!lativam.ente una 
n-cópula) es una n-subc6pula C tal que. DmnC = ~n, esto es una función 
C : I" - 1 tal que 

J. Para.todou=(u¡, ... ,un)El" 

C(u) =o si existe i E {l, •.. , n} tal que u, =O. 

2. Si u= (1, ... , l, u;;, 1, ... , 1) entonces C(u) = u 1 • 

S. Para todo u, v E I" tal que u :::; v se cumple Ve[ u, v] 2: O. 

Analizaremos las versiones n-dimensionales de las 2-cópulas Il, M y W de 
Jos Ejemplos 2.1.3, 2.1.4 y 2.1.5, aunque con la diferencia de que en el caso de 
lV no obtenetnos una cópula n-dirnensional. 

2.'7.20. Ejemplo. Sea la función n<nl: I" - 1 tal que 

fl(n)(u1, ... ,Un):=u1U2···Uk-tUkUk+t•••Un , para todo (u1, ... ,Un)EI". 

l. II(n)(U¡, ... , Uk-lt Q, Uk+b ..... , Un)= Q • 

2. Il(nl(l, ... , l, Uk, 1, · .. , 1) = Uk. 

3. Sea el n-rectángulo B := [a, b] con vértices en I" y sea V el conjunto de 
vértices de B : 

V:= {e= (c1, ...• en) E I" : ck = ak6Ck = bk}, 

entonces el 11<nLvolu111cn de B está dado por 

L sgn8 (c)nCnl(c). 
cEV 

Si los vértices de B no son todos distintos entonces sgn(c) =O y por tanto 
Vn< ... > (B) = O. En caso contrario, tcnen1os que 

Vn<•>(B) 
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en donde {V1, '\?2} es una partición de V. de tal modo que V2 contiene todos 
los vértices de B que tienen Un núinei-0 par de coniponéntes ªk• Ahora sólo 
falta notar que · 

' . .~ . 
{b1 '- a1)(b2 - a,);;,· (bn ::-.ª'.')'='E c.1·· · • C,. - L C¡ · · · Cn, 

, - ·. ·;·:·:'·~~· .:.";. ~c_EV2 -:~ · c:EV1 

y cotno a ~ b ento~1ces--,:v~--¡~~-é.#"r~,~~-i\o·::~-,·:10. qu~. significa que nen> 
es n.:.crecicnte, y por lo tantc;:> .. n,~,?}:-;~s·n..:cóplllR-;· :.-'_: .. :. 

2.7.21. Ejemplo. Sea l~ f~n~i¿:~,,qC,~>f/~ri~;I fal ~ue 
1\1"<n>(u1, .... ., Un) := mÍ·~ {~1/:-~:·: .. :ii-~·:iiT'~ú::~¿ii-~+·~-, ... , Un} , para todo (ui, ••• , un) E ¡n. 

l. 

2. 

3. 

l\tICn>(u1, ••• ., Uk-h 0,·~k+lt.~:-~-~ ',\¡~-) ~~O. 
)l,f(n){l,. •., 1, Uk, l; •. • ,_l) ,;== Uk. 

Sea el n-rcctángulo B ,,.;. [a, b) con vértices en ¡n y sea V el conjunto de 
vértices de B: 

V:= {e= {c¡, •.. ,en) E ¡n: Ck =ak 6 Ck = bk}. 

Entonces el 11-r<n>-volumen de B está dado por 

v..,,.,(B) L sgn8 (c)Jl.fCnl(c). 
ce V 

Si los vértices de B no son todos distintos entonces sgn(c) =O y por tanto 
VAt<n> (B) = O. En caso contrario, tenc1nos que 

VM<•>(B) L mfn {c1, ... ,e,,} - L mín {c1, ... , Cn}, 
cEV2 cEV1 

en donde {V1, V2} es una partición de V de tal n1odo que V2 contiene 
todos los vértices de B que tienen un nú1nero par de con1ponentcs ªk· 
Veremos que VM<•> (B) 2: O para n = 3 y luego el resultado general se 
sigue inductivamente. Tenemos entonces que 

v..,,., (B) = mfn {b1, b,, b3 } - mín {a1, b,, b3 } - mfn {b1, ª" ba} 
- mfn {b1, b,,aa} + mfn {a1,a2, ba} + nún {a1, b,,aa} 

+ n1í11 {b1, a2, a3} - mfn {a1,a2, a3}, 

y utilizando la fór1nula 

x +Y - lx - YI + 2z - lx + Y - lx - YI - 2zl mfn {x,y,z} = 
2 

, 
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y el hecho de que Jltf(n) es intercambiable, es decir que 

AfCn>(c11 ... .,en)= J\f(n)(Cp(l)t ••• ,Cp(n», 

donde {p(l), ••. ,p(n)} es cualquier permutación de {l, ... ,n}, nos per­
ntlte suponer., sin pérdida de generalidad, que a1 S a2 S a3, y esto com­
binado con el hecho de n ::'.f b nos arroja la expresión 

1 
VM<»(B) = 2[lmín{b1,b2}-a3l- lmín{b1,b2}-b3I 

+lmfn{b1,a2} -b3l -lmín{b1,a2}-aal]. 

Analizando todos los casos posibles obtenemos que 

VMc»(B) = { bc1) O aca) si ac3i ::; bc1J , 
en cualquier.otro caso, 

en donde bc 1¡ := mín{b,,b,,ba} yaca>:= máx{a1,a2;a3}, o lo que es lo 
núsmo 

VMc•i(B) = máx{rnfn{b1,b.,b3} ....:.·.~áx{a1,a.,a3},0}, 

e inductivalnente se obtiene pnra cualqtilci-:_7i'·;:: a·· 
.. :-,. "- ... 

VM'"' (E)= máx {rnín {b1, ..• , bn}·;;_; rnáx {ci1, .•. , an}. O}, 

y entonces V"',.,._> (B) ~ O , lo que significa que A1'Cn> es n-crecientc y por 
lo tanto }vf(n) es n-cópula. 

2.7.22. Ejemplo. Sea la función lV(n): I"--+ 1 tal que 

w<n>cu1 •... 'Un):= rnáx {u1 + ... +Un - n + 1, O}' para todo (u¡, ... ,un) E ¡n. 

Veremos por qué tv<n> no puede ser n-cópula. Sea el n-rectángulo B := (a, b] 
con a,b E In tal que a:= (4, !, .... 4> y b := (1, 1, ... , l). Entonces a-< h. 
esto es, todos los vértices de B son distintos y por tanto sgn8 (c) 7':. O para todo 
vértice e de B. Sea V el conjunto de vértices de B, es decir 

V:= {e= (c,, ... ,c,.) E I": Ck = 1/2 ó Ck = l}. 

Calcula1nos ahora el 1v<n>-voluu1cn de B: 

V\v<ni(B) L sgn0 (c)H'Cnl(c) 
cev 

L sgn8 (c1, ... ,c,.)lV<">(c1 , ... , e,.) 
ce V 

¿sgno(c,, ... ,c,.)máx{c1 + ... + Cn - n+ 1,0}. 
ce V 



2.7. CÓPULAS N-DIMENSIONALES 45 

Nótese que la gran 111ayoría de los su1nandos son cero ya que la expres1011 
máx{c1+ ... +c,,-n+l.O} >O si y sólo si hay por lo menos (n - 1) 
unos en el vector e, o equivalente1nente que haya O 6 1 co1nponentes !., en 
cuyo caso tendrcn1os que sgn8 (c) = +1y1náx{c1 + ... +en - n+ 1,0} = 1 si 
tenernos O componentes ! (y conta1nos con un s6lo vértice que lo cumple, el 
vértice e = b), o bien sgns(c) = -1 y máx {c1 + ... + Cn - n + 1, O} = ~ si 
tc11c1nos 1 co111poncntc ! (y contaiuos con n vértices de este tipo), y entonces 

pero 

Vw<•> (B) 1- ~ 2. 

Vw<•>(B) 2: O <=> 1- ~ 2: O, 

<=> n:::;2, 

y por lo tanto w<n) no es cópula para n > 2. 

2.7.23. Lema. Sea C una n-c6pula tal que n 2: 3. Entonces paro cualquier k 
tal que 2 :S k :S n tenemos que la k-maryinal de e es una k-c6pula. 

Demostración: Sea {m1, ... ,mk} e {l, ... ,n}. Por la Definición 2.7.13 tenc-
1nos que una k-rnarginal de e está definida por 

Cmlt ... .-rnar (Xm 1 , • • •, Xm 11 ) := C(u1, · .. .,Un.), 

en donde 

{ 
Xr 

Ur != _ ,_ 1 
si re {m1 , ••• ,mk}, 
si re {l, ... , n} \ {m1, ... , mk}. 

L Sin pérdida 9e gcneralitjad sea Xm1 = l. Entonces 

y por 10 tanto Gm 1 ····•""'" está fijada. 

G(u1, .•. 1 Um-1,0,una.+l• .•. ,un) 
o "(porque e es cópula). 

2. Sin pérdida de generalidnd tenemos que 

C(l, ... , 1, Xm,. 1, ... , 1) 
Xm 1 (porque Ces cópula), 

y por lo tanto Cm, ..... .,,. .. tiene 1nargi11ales (unidilnensionalcs) identidad. 

3. Sean x(k), y<k) e Jk tales que x<k) ::$ y<k). Definin1os al k-rectángulo 
B• := [x<k>,y<k>] y sea VA.- el conjunto de vértices c<kl = (c~k>, ... ,c~k» 
de n· ' entonces 

Ve_""" .. '"• (B•) L sgnu- (c<k>JCm, ..... m. (c<k>J. 
c'"'Jev .. 
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Al k-rectángulo B• E Jk lo poden1os extender a un n-rectá.ngulo 
B := [x,y] E ¡n que tenga el mismo U-volumen mediante el conjunto 
V de vértices e= (c1, ... , e,,) E ¡n donde 

Cr E {0,1} sir E {1, ... ,n} \ {m,, ... ,7nk}, 

y por lo tanto 

Ve-, ..... -. (B•) = Vc(B) ~O (porque Ces cópula), 

y por lo tanto Cm 1 ••••• m .. es k-crecicnte. 

De todo Jo anterÍ~r concluimos que la k-rnarginal Cni 1 , .... m.., es k-cópula. D 

2.7.24. Ejemplo; Sea la función C : 13 - 1 definida por C(u,v,w) := 
wn1ín{u,v}. Entonces 

l. C(O, v, w) =O = C(u, O, w) = C(u, v,_O) y por. lo tanto C está fijada. 

2. C(u, 1, 1) = u, C(l, V, 1) = v, C(l, 1, w) = w y por lo tanto c tiene 
marginales (unidimensionales) identidad. 

3. Sea el 3-rectángulo B := [x,y) = [Xi.Y1) x [x2, Y2) x [xa.Ya) tal que x ~y, 
entonces 

Vc(B) = C(yi, 1J2, Ya) - C(x1, Y2• Ya) - C(yi, x2, Ya) - C(y,, Y2. X3) 
+ C(x1,x2,y3) + C(x1,y2,X3) + C(y1,x2,x3) - C(x1,x2,x3) 
(y3 - x3)(m!n{y,, Y2} - mfn{xi. Y2} - mln{y1. x2} + mln{xi.x2}) 
(y3 - X3)VM([xi. y,] X [x2. Y2]) ~o. 

ya que l'vI es una 2-cópula (ver Ejemplo 2.1.4), y por lo tanto Ces 3-cópula. 

Además las 2-marginales de C son las 2-cópulas: 

C1,2(u, v) = C(u, v, 1) = 1 · mín{u, v} = 11-f(u, v), 

C 1,3(u, w) = C(u, 1, w) = w mín{u, I} = uw = II(u, v), 

C2,3(v,w) = C(l,v,w) = wlllÍn{l,v} = vw = II(v,w). 

2.7.25. Le01a. Una 11-subc6pula C' es uniformemente continua en su dominio 
y para cualquier u e Dom C' tenemos que 

Os; C'(u) s; .u<n>(u). 
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Demostración: Dada e > O sean u, v e Dom C' tales que 

entonces por el Lema 2.7.17 y la Definición 2.7.18(3) tenemos que 

IC'(u) - C'(v)I ~ ~, 
y por lo tanto C' es uniforme1nente.~011~inua en.:.D~~·~;."'L~Cgo: por el Corolario 
2.7.15 y la Definición 2.7.18(3) tenemos que '· .. ,.·· . 

o::;; C'(u¡, ... 'Uk, ••• 'Un) ::;; Ck(uk) = Uk i:_, PIU'ª todo k E {l, ... , n}' 

y por lo tanto O::;; C'(u) ::;; mín{u1, ... , Un}·= Af('.':l(u). o 

2.7.26. Teorema. 
se tiene que 

Sea una n-subc6p,':':la. 0.'. ·.Entonces pam todo u e Dom C' 

w<nl ::;; C'(~)::;; M<n>(u). 

Demostración: 
que 

Por el Lema.2.7.25 y:la definición de w<nl basta demostrar 

C'(u) 0~·ui+ ... +un - n+ 1. 

Sen v E I" tal que v· := (1,-1;:-.,-~· . .,-1), entonces v E Dom C' y además u ::::5'. v. 
Por el Lema 2.7.17.tencmasque 

'··:·-· n 

IC'(v)'-C'(u)i::;; L ll -ukl. 
k-• 

Como C' es n-subcópula entonces C'(v) = 1 ~ C'(u) y como Uk ::;; 1, la 
expresión anterior queda 

1 - C'(u) ::;; n - (u1 + ... +Un), 

y por lo tanto C'(u) ~u,+ ... +un - n+ l. o 

Y como toda n-cópula es n-subcópula entonces para toda n-cópula C y para 
todo u E 1" tenernos que 

(2.15) 

2.7.2'7. Definición. Sean E {2, 3, ... }. Una función de distribución n-dimensional 
(que denotaremos n-f.d.) es una función real H que satisface las siguientes 
condiciones: 
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2. H es n-creciente y fijada. 

S. H(oo, oo, ... , oo) = l. 

Una función de distribución conjunta (f.d-conjunta) es una función H para la 
cual existe n E {2, 3, ... } tal que H es una n-f.d. 

Observación: Por el Lema 2.7.12 tenernos que cada marginal unidiznensional de 
una f.d-conjunta es una función de distribución (ver Definición 2.2.1). 
Denotaremos a estas marginales unidimensionales de una n-f.d. H ·por medio 
de Fi, . .. , Fn en vez de H1, ... , Hn y nos referiremos a ellas simplemente como 
rnarginales. 

2.7.28. Teorema. Sea H un~; n-f.d. con marginales Fi, ... , Fn. Entonces 
existe una única n-subc6put0. O' con doTninio Darn C' = Ran F1 x · · · x Ran Fn 
tal que 

H(x,, ... ,xn) = C'(F1(x1),- .. ,Fn(Xn)) , para todo (x,, . .. ,x,.) E R:". 

La n-subcópula C' está dada por 

C'(y,,. .. ,y,.) = H(Ff.,- 1 >(y,), .. -,F~- 1 >(y,.)), para todo (y,, ... ,y,.) E DornC', 

donde F~-•> es la cuasi-inversa de Fk {ver Definición f!.f!.10). Si además las 
funciones Fl't .•• ., Fn son continuas entonces C' es una n-cópula. 

En sentido inverso, sean Fi, ... , Fn funciones de distribución y sea C' cualquier 
n-subcópula tal que su dominio DomC' => RanF1 x ·· · x RanFn y sea Huna 
función definida por 

H(x,, ... ,x,.) := C'(F1(x1), ... ,Fn(x,.)) , para todo (x,, . .. ,x,.) E R:", 

entonces H es una n-f.d. con Tnarginales Fi •...• Fn. 

Demostración: Sea Huna n-f.d. con marginales Fi, ...• Fn. Del Lema 2.7.17 
tenemos que si F 1(x1) = F1(Y1),. . .,F,.(x,.) = F,.(y,.) para x;,Y; E R 
(j = 1, ... , n), entonces H(x) = H(y), esto es, el valor de H(x) depende 
únicamente de los números Fi(x1), ...• Fn(Xn) y por lo tanto existe una única 
función C' con Dorn C' = Ran F1 x - · - x Ran Fn tal que 

H(3: 1 , ••• ,x,.) = G'(F1(xi), . .. ,F,.(x,.)) , para todo (x¡, ... ,x,.) E R:". 

Ahora vercn1os que dicha función C' es una n-subcópula: 

l. Como F 1 ••••• Fn son funciones de distribución entonces Ran ~ => {O. l} 
(j 1, ... , n) por lo que el dominio de C' es de la forma 
DomC' = s, X ••• X s .. donde {O, l} e S; e l. 
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2. Como H es n-f.d. entonces 

C'(F1 (x1 ), ... , Fk-1 (xk_i), O, Fk+l (xk+1), .• . , Fn (xn)) 
C'(F1(x1), ... , Fk-l (xk_i), Fk(-oo), Fk+1(Xk+1), ... , Fn(xn)) 
H(xi, ... , Xk-11 -<X>, Xk+l • ••. , _;;'n) 
O (porque H está fijada) , 

y por lo tanto O' está fijada. 

49 

Sea el n-rectángulo B := n~=1 [xk~'lik)· Entonces tene111os que tn111bién 
B' := 0~=1 (Fk(Xk), Fk(Yk)) es un n-rectángulo y entonces 

Vc•(B') = Vi1(B)?: O (porque H es n-crccicntc) , 

y por Jo tanto C' es n-creciente. 

3. Para todo X e RanFk tenemos que existe Xk e R tal que Fk(Xk) =X y 
por lo tanto 

C'{l, ... , l,x, l, ... , l) 
G'(F1 (oo), ... , Fk-1 (oo), Fk(x), Fk+l {oo), ... , Fn(oo)) 
H(oo, ... , oo, Xk, oo, ... , oo) 
Fk(Xk) 
x, 

y por lo tanto C' es una n-subc6pula. 

Como para todo Yk e RanFk tenemos que Fk(F~-•>(yk)) = Yk (ver Definición 
2.2.10) se sigue que 

C'(F, (Ff- 1 >(y1)), ... , Fn(F,\-ll(yn))) 

C'(Yh ... , Yn), para todo (y¡, ... , Yn) E DornC', 

y si además cada Fk es continua entonces Dom O' = I"' y por lo tanto C' es 
cópula. 

En el sentido inverso, sean F1, ... , Fn funciones de distribución y sea C' 
cualquier n-subc6pula tal que su don1inio Dom C' ::> Ran F1 x · · · x Rnn Fn y 
sea H una función definida por 

H(x,, ... ,Xn) := C'(F1(x1) •... ,Fn(Xn)). para todo (x¡, ... ,Xn) E a". 
l. Co1110 cada Fk es fu..E._cJón de distribución tene111os que Doni Fk = R y por 

lo tanto DomH = R . 

2. Sea el n-rectángulo B := n~= 1 [xk.Yk)· Entonces tenemos que tan1bién 
B' := 0~= 1 ( Fk(xk). Fk(yk)) es un n-rcctángulo y entonces 

V11(B) = Vc.(B')?: O (porque C' es n-crccicnte), 



50 CAPÍTULO 2. CÓPULAS 

3. 

y por lo tanto H es n-crccicnte. 

Aden1ás 

H(x1, ••• ,xk;..;,.t, .....:.:.oo;xk+11 •· .·~·.xn) 
C'(F1 (x1), •• -;-,'F,;:...,(xk-1); Fk(--:~), Fk+1(xk+1), ••• , Fn(Xn)) 
C'(F1(x1),;. ;;-'Fk'..:1(Xk-1); O, Fk+1(xk+1),;.: -, Fn(xn)) 

º·. ; ;'\ 
~i::;~:;:e~to' Hest~·~t,ªdi;':·-•, _,_ 

H('¿;;,'. :."; J;;·-- -;~'(j,.¡Coo); •. _., fa.&(oo)) 
_ C'(l,,.;, 1) 

.,:1 

y por lo tanto H es.una·n-f.d." ,,­

Además para toda k E {1, .. :. , n} te~e_;.,_os que 
H(oo, ..• , oo, x, oc:>, ••• , oo) 

C'(F1 (oo), ... , Fk-1 (oo), Fk(x), Fk+1 (oo), ..• , Fn(oo)) 
C'(l, ... , 1, Fk(x), 1, ... , 1) 

Fk(X), 

y por lo tanto H tiene n1nrginalcs F1., ... , Fn. o 

2.7.29. Teorema. Toda n-subcópula puede ser extendida a unan-cópula, esto 
es, dada una n-subc6pula C' exi.ste una n-cópula C tal que 

C(y) = C'(y) , para todo y E Dom C'. 

Demost.ración: La dc1nostración es análoga a la del Le1na 2.2.7. Sea C' una 
n-subcópula~ por Len1a 2. 7.25 sabcn1os que es unifor1ne1nente continua en su 
do111inio Don1 C' así que por el tcorctna de extensión continua de Tietze (Bar­
t.lc. 1987) extcndcn1os C' a una subcópula C" con dotninio Dcnn C" igual a 
la cerradura de Do1n C'. Si DoniC" = I" ya tern1ina1nos. Si no, entonces 
dctinituos una función e de 1nodo que e r Dom C" = C" y para aquellos pun­
tos u E I" \ Do1n C" aprovccha111os el hecho de que Dom C' es un producto 
cartcsia110 y por ello existe un n-rcctángulo B cuyos vértices están en Durn C" 
y dctini111os 

C(u) := L -"(u, v)C"(v), 
vEV 

donde V es el conjunto de vértices de B y los coeficientes ...\(u, v) hacen una 
interpolación 111ultilineal de los valores de C" valuada en los vértices de B: 

L A(U, v) = 1 y A(u, v) E 1, 
vev 
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de mO~lo·que_.~0~1C~.·~··1~:Y,~·C ~~~~.ra aiiáloga al Lema 2.2.7_tenem0s que C 
es cópula: . · · · O 

' . . ' . . . . . 
2.'7.3Ó. •Tuorema. ·•(Sklar) Sea H· una n-f.d. con. margináles F 1 ; ••• ,Fn­
Ento~c_es ~~te' un~ n:.cóPula e (1:'0 nticesar:iameiite _única) tal que. 

H(x;,: .. :xn) = C(Fi(xi), ..• , F,;(xn)), ~~ra todo (x~,:. \~,.)e ~n. 
Si Fi;t ••. ·, Fn son continuas entonces . C: es.: unica7 ·de .,: lO' · ~~n~~,'n~'.:. C 
está;., detéf"!Tlinada de manera única sólo :·< .. ~n ~-c.Ilk.;;,a.i fl:a!' F1c •. r:Adef!1ás7 la 
n-CÓpU[a está dada por cC· • . 

C(u1, ... , un)= H(Ff-•>cu,), ... , F~-1 >(~n))';· ~drá''t~Ú(uÚi~; ;:;u;.) e I" . 
. . . --.:. "<. '>·;·-· .. ,," .. ~:·,,:: .- '.''.! - . ·.: . '- ----· - .• ' 

En sentido inverso, Si C e~ una: ri"-c6J,~1~·-'.~F~1~;':·,;·-,:-'./F~-·~s~n. funciones de 
distribución entonces la fúnci6n H_:·'!-ef!·t'~.1'f.'i?º~?;r·--L:,:t-_'J':i\~- ,._ .. , 

H(x,, ... ,xn) := C(F1(x1); .. . ;F,.;(x~>i. '~Ílrri ti:id~-(x;, ... ,x,.) e ir, 

es una n-f.d. con marginales Fi, .... , !'.,::_~. 

Demostración: Por los Teoremas.2:7:.2s·:Y 2:7.29. o 
-- 3h~.- / .. :-. . 

2.'7.31. Ejemplo. Sea el punto fijo a'':=· (a,, ... ,an) E an y consideremos la 
n-f.d. Ha definida por '. 

, para todo X E I[n. 

Entonces su marginales (unidi~ei;isionales) están dadas por 

Ha(oo, ... ,cX,·~·x,~, ... ,oo), para todok e {I, ... ,n}., 

1{ (a.1 ·····ª"-l •ª• ,a.1r+t •••••ª"' ):::S(oio, ••• ,oo,:r,oc, ..•• :r .. )} 

l{a,..:s;z} • . 

Como Ran Fk = {O, 1} tenemos que cualquier cópula C satisface 

lo cual cu111ple con lo obtenido en el Teoren1a 2.7.30 en el sentido de que existe 
tal cópula C pero que no es uccesaria.rncntc única. 

La versión n-dhncnsional del Teorema de Sklar para variables aleatorias es 
intncdiatn para los siguientes resultados: 



52 CAPÍTULO 2. _CÓPULAS 

2.7.32. 'Thorcma. Sean Xi, ... , Xn variables alcatori~ (d_efinidas.·en un espa­
cio de probabildiad común) con funciones de distribución F1·, .. ~ ~, F,.,,-~· res¡}ectiva­
mente, y con función de distribución conjunta H. Entonces existe unan-cópula 
c tal que para todo X E Rn 

Si F1, ... , Fn son todas continuas entonces C es única, de otro modo C está de­
terrninada de mane1u única en Ran Fi x · · · x Ran Fn. 

2.7.33. Teorema. Paran~ 2 sean X1 1 ••• .,X,.,, variables aleatorias continuas 
con funciones de distribución Fi, ... , Fn, respectivamente. Entonces X¡, ... , Xn 
son independientes si y sólo si la (única) cópula de X 1, ••• , Xn es nCn). 

2.7.34. Teorema. Para n ~ 2 sean X1, ... ,X,.,, variables aleatorias 
continuas con funciones de distribución F1, ... , F,.,,, respectivamente, con 
funci6n de distribuci6n conjunta H y cópula e. Sean OJ' ••• 'ctn funciones 
estrictamente crecientes ctk: R - R. Entonces 01(X1) •... ,ctn(Xn) son varia­
bles aleatorias (definidas en el m.ism.o espacio de probabilidad que X 1 , ••• , Xn) 
con c6pula C. Esto es, C es invariante bajo transformaciones estrictamente 
crecientes de Xi, ... ,Xn. 



Capítulo 3 

Dependencia 

Uno de los principales problmnas estudiados en probabilidad y estadística 
es el de las relaciones de dependencia entre variables aleatorias. El problcn1a se 
situplifica bastante si hacc111os supuestos a pri.ori sobre el tipo de relación de 
dependencia (lineal, n1onótonn. cte.), lo cual en ocasiones resulta imposible o 
bien bastante aventurado. 

Un cjc1nplo de lo anterior es el coeficiente de correlación lineal que, bajo el 
supuesto de que la relación entre un par de variables aleatorias sea lineal, u1idc el 
grado de dependencia lineal; sin e1nbargo, es posible que el tipo de relación entre 
dichas variables se:l. no lineal, y aún así el n1cncionndo coeficiente reportará el 
grado de dependencia lineal de dichas variables. 

De aquí la necesidad de definir medidas de dependencia que no hagan su­
puestos a priori acerca de la relación de dependencia que se desea estudiar. 

Entre los intentos por n1edir el grado de dependencia entre variables aleato­
rias están las 1nedidns ba..--;adas en concordancia (la T de Kcndall y la p de 
Spearrnnn, entre otras), que si bien se trata de rncdidas no paran1étricas tienen 
el defecto de no caracterizar cornpleta1nente la independencia; por eje1nplo, si 
X, Y son variables aleatorias independientes entonces T_\.·1· = O pero el que 
rx,.· =O no hnplica 11ecesaria1ncntc que X, Y sean independientes. 

En el presente capítulo se analizan distintos tipos de dependencia, se de­
fine en general una n1cdida de dependencia óxl· que entre otras características 
incluye la propiedad de que óx\· = O si y sólo si X, Y son independientes. 
Finahncnte se analizan algunas tncdidns de dependencia particulares y se re­
visan algunos ejemplos en los que se ilustra que las 111edidas de concordancia no 
detectan ciertas relaciones de dependencia. 

53 
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3.1. Dependencia de cuadrante 

3.1.1. Definición. Decimos que las variables aleatorias X, Y son dependientes 
en cuad1unte positivamente, y lo denotamos por DCP(X, Y), si .. para todo 
(x.y)ER2 secumple ' ' ,, , 

P[X $ x, Y$ y] 2: P[X $ x]P[Y $y], 

y decimos que dicha dependencia es estricta si la :desigualdD.d.e& ·estricta para al 
11lenos un (x, y) E R 2 • 

Observnción: Si X, Y tienen función de distribución conjunta H con marginales 
continuas F y G, respectivamente, y cópula O entonces 

DCP(X. Y) ...,. H(x. y) 2: F(x)G(y) • para todo (x, y) E R 2 , (3.1) 

y si además X, Y son continuas, aplicando el '.leorema 2.2.9 (Sklar) 

DCP(X, Y) .... e >- rr. (3.2) 

3.1.2. Definición .. DeciTnos que las variables aleatorias X, Y son dependientes 
en cuadrante negativamente, y lo denotamos por DCN(X, Y), si paru todo 
(x, y) E R 2 se cumple 

P[X :$ x, Y $ y] $ P[X $ x]P[Y $ y], 

y decimos que dicha dependencia es estricta si la desigualdad es estricta para al 
menos un (x, y) E R 2 . 

Observación: Si X. Y tienen función de distribución conjunta H con marginales 
continuas F y G, respectivamente, y cópula C entonces 

DCN(X, Y) ...,. H(x. y) :S F(x)G(y) , para todo (x, y) E R 2 , 

y si además X. Y son continuas, aplicando el Teorema 2.2.9 (Sklar) 

DCN(X, Y) - e -< rr. 

3 .. 1.3 .. Lema. Sean X, Y variables aleatorias. Entonces 

J. DCP(X, Y)._ P[X > x, Y> x] 2: P[X > x]P[l' >y]. 

2. DCN(X, Y)...,. P[X > x, Y> x] :S P[X > x]P[Y >y]. 

(3.3) 

(3.4) 
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Demost.ración: 

DCP(X, Y) = P[X :S x, Y :S y] ~ P[X :S x]P[Y :S y] 
= 1 - P[X > x] - P[Y >y]+ P[X > x, Y> y] ~ {l--, P[X > x]){l - P[Y >y]) 
= P[X > x, Y > x] ~ P[X > x]P[Y > y], , 

y la demostración para DCN es análoga. o 
Observación: En términos de función conjunta. de· sobrevive11Cia y cópula de 
sobrevivencia, si X, Y son variables aleatorias continuas elltonCes. utilizando el 
Corolario 2.5.6 tenemos que .i ; ·. 

DCP(X, Y) = H(x,y) ~ F(x)G(y), p',,,.a"t~~'¡, (x,y) E R 2 • 

DCN(X, Y) = H(x, y) :S F(x)G(y), para todo (x, y) E R 2 • 

3.1.4. Ejemplo. En el Ejemplo 2.6.4 se vio que la familia de cópulas Cuadras­
Augé {Co: ()E I} está positivarnenteordenadayqueademásCo = IlyC1 = l'vI, 
por lo que Co >- Il 1 para todo 9 e l. Si tenernos las variables aleatorias X, Y 
con cópula Co de esta familia entonces DCP(X, Y). 

3.1 .. 5. Lema. Sean X, Y variables aleatorias continuas. Entonces: 

1. DCP(X,X). 

2. DCP(X, Y)= DCN(X, -Y). 

S. Si DCP(X, Y) entonces DCP(or(X),/3(Y)) para cualesquiera funciones ar 
y /3 tales que aTnbas sean estrictamente crecientes o estrictamente decre­
cientes. 

4. Si a es una función estrictamente creciente y teneTnos que Y = a(X) 
casi seguramente, entonces DCP(X~ Y). Si o es una funci6n estricta­
mente decreciente y tenemos que Y = o(X) casi seguramente, entonces 
DCN(X,Y). 

Demost.ración: 

l. Del Lema 2.3.7 y la ecuación (2.4) tenemos que Cx.x = /.I >- II y por lo 
tanto DCP(X, X). 

2. Utilizando el Teorema 2.3.4 tenemos que 

DCP(X, Y) <=> Cx,>' >- II = Cx.>-Cu, 1 - v) ~ II(u, 1 - v) = u{l - v) , (u, v) E 12 

<=> u - Cx.y(u, 1 - v) :Su - u{l - v) = U(u, v) 

= Cx,->' -< Il 
<=> DCN(X, -Y). 
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3. Analizrunos los dos cnsos por sepa.rada: 

a) Sean a y f:J funciones cstricta1nentc crecientes, entonces por 
Teorema 2.3.3 tenernos que Co(XJ.aCYJ Cx,Y· Si DCP(X, Y) 
entonces Cx,Y >- n de donde C.,pq,a(Y) >- 11 y por lo tanto 
DCP(a(X), ,6'(Y)). 

b) Sean o y {:J funciones cstrictruncntc decrecientes. Utilizando nueva­
mente el Tcorc111a 2.3.4 tcnc1nos que 

Si DCP(X, Y) .... Cx,>' >- n 
=> Cx,>·(l - u, 1 - v) 2: (1 - u){l - v) , ·(u, v) e 12 

=> u+ v - 1 + Cx,>•(1 - u, 1 - v) 2: u'fJ · 

=> C 0 po,acv> >- 11, 

y por lo tanto DCP(o(X), ,6'(Y)). 

4. Si a es estricta111entc creciente, entonces por el Corolario 2.3.8 tenernos 
que Cx.>' = l\I >- n y por lo tanto DCP(X, Y). 

Si o es estrictatnentc decreciente entonces por el Corolario 2.3.8 tencinos 
que Cx,v = IV -< Il y por lo tanto DCN(X, Y). 

o 
3.1.6. Lema. Sean X., Y variables aleatorias con función de distribución con­
junta H y marginales F y G., respectivamente. Entonces: 

1. DCP(X, Y)-<* H(x,y)H(x,y) 2: P(X :S x, Y> yJP(X > x, Y :S y). 

2. DCN(X, Y)-<* H(x, y)H(x, y) :S P(X :S x, Y> y]P[X > x, Y :S y). 

Demost;ración: 

DCP(X, Y) -<* H(x, y) 2: F(x)G(y) 

-<* H(x, y) - F(x)H(x, y) - G(y)H(x, y)+ H 2 (x, y) 

2: F(x)G(y) - F(x)H(x, y) - G(y)H(x, y) + H 2 (x, y) 

'°'* H(x, y) (1 - F(x) - G(y) + H(x, y)] 2: [F(x) - H(x, y)] [G(y) - H(x, y)], 

y por lo tanto H(x, y)H(x, y) 2: P(X :S x, Y > yJP[X > x, Y :S y), y un 
argumento análogo para DCN. O 

Una consccuc11cia Íll.IIlediata del resultado anterior es el siguiente: 

3.1.7. Corolario. Sean X .. Y variables aleatorias continuas con c6pula C. 
Entonces: 

J. DCP(X, Y) -<* C(u, v)[l - u - v + C(u, v)J 2: [u - C(u, v)J[v - C(u, v)J. 

2. DCN(X, Y) '°"' C(u, v)[l - u - v + C(u, v)J :S [u - C(u, v)J[v - C(u, v)). 
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Demostración: El resultado es itunediato aplicando el Teorc1ua 2.2.9 (Sklar) 
ni Lema 3.1.6. D 

Abordaremos ahora el Le1na de Hoeffding (1940), por la relación que tiene 
con el tipo de dependencia que se está tratando. Para demostrar dicho lema es 
necesario hacer uso de la Identidad de Franklin {Shea, 1983): 

3.1.8. Lema. Sean las /unciones o., /3 : U -+ R, dond!! U ·es un· conjunto 
arbitrario. Sea µ una medida tal que JL(U) < ocí y supongamos que a:, /3 y a:/3 
son integrables respecto a µ. Entonces · 

.l/J o(x) - o(y)][fl(x) - fl(y)] dµ(x)dµ(y) = 2 [ µ(U).l a:/3d¡L 

Demostración: 

.l/J a:(x) - o(y)][{:l(x) - /3(y)] dµ(x)dµ(y) • . . . .· . , . • • 

.l [.l { <>(x)/3(x) - o(x)f3(y) - {:l(x?o(y)tr<y)~(y)J~µ.(x)] :dµ(y) 

.l [ fuo/3 d¡L - [3(y).l o d~ - o(y) j iJµ _;<>(~)~(~~~·~tJ)] ~:(y) 
µcurf aPdµ ~ J,..adµ r /3dµ - r odµfpdµ +;,.cu) r';,13':iµ 

'lu u ':fu Ju :Ju -· .'lu· .. 
2[µ(u)fuaf3dµ- fuad.µ fJ3ilµ]. . 

Consecuencia in111ediata de lo anterior es el siguiente: 

D 

3.1.9. Corolario. Sean los vectores aleatorios independientes (Xi, Yi), (X2, 1'2) 
ambos con función de dü1t1-ibución H. Entonces 

2[1E(X1Y1) -IE(X1)IE(Y1)] =IE[(X1 -X2)(Y1 -Y2)], 

(siempre que las esperanzas anteri.on~s existan). 

Demostración: Por el Lc111n 3.1.8 con: 

µ = H. 1J = R 2
' o(x, y) =X' /3(x, y) = y. 

D 

3.1.10 .. Lema. (Hoeffding) Sean X. Y variables aleatorias con funciones 
de distribución F y G, respectivamente, y /unci6n de distribución conjunta H. 
Entonces: 

(!E(X1 Y1) - IE(Xi)IE(Yt)] = fLJH(x, y) - F(x)G(y)] dxdy, 

(sic111prc que las espc,.unzas anteriores existan). 
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Demostración: Sea v(u) := 1{,¡2:Xa} ·-' ·1{~2:-"o}' SLXi =' X2.cntonces 
v(u) = O. Si X1 < X2 entonces v(u) ·= l¡.-\'.,.x2 1(.u) ~·si x,. ~ X2. entonces 
v(u) = -l[x2 .x.r(u) por lo que ~:.. -t; ;.~ .. ~--~~'.·.'~ ,-~·-__., 

1~,.,J.. . t;~f~W~l~~i~f i~i~f.,~;.,.,C.,d .. 
·.·. -:·:~;i~~~J' ¿:~1~!<f¡~:1(. ·;:'. ; ). . 

Aplicando lo ~teriOrjuiltoA~n.,,e~~C~rolari.o~-3:1.:9-Si tenem_os los vectores alcatO:. 
rios indeperidien~es:·1(Xf{Yi)_fr·,~~~ij.~)::.~~':'s éon /unción de distribución H 

,e ;·}L-~·-.;.~¡,;> :>,; · 

, .+ l{u2:X:} l{v2:>2}} dudv J , 
y como IEJXYJ, lEfXJ, IEJYJ son finitas (por hipótesis) entonces 

2(1E(X1Yi) - IE(X1)lE(X2)] 

= 2f.l.JlE(l{u2:X.J l{v2:Y,J) - 1E(l{u2:Xa} )lE(lv2:Ya)] dudv 

= 2j.l_.[H(u,v) - F(u)G(v)) dudv. 

o 
Observación: l\1odificando en la demostración anterior la delinicióll de v por 
v(u) := l{u<Xd - l{u<X•} obtenemos 

[IE(X1 Yi) - IE(Xi)IE(Yi)) = ffn..[1l(x, y) - F(x)G(y)] dxdy. 

Como consecuencia del Lcn1a de Hoeffding para la DCP tene1nos el siguiente: 
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3.1.11. Corolario. Sean las variables aleatorias X, Y con funci6n de distribu­
ci6n conjunta H y marginales F y G, respectivamente, tales que DGP(X, Y) y 
que lEIXYI, lEIXI, lEIYI son finitas. Entonces 

JE(XY) 2: lE{X)lE{Y) , 

cumpliéndose la igualdad si y sólo si X, Y son independientes. 

Demostración: Si DCP(X, Y) entonces de {3.1) tenemos que 

H(x, y) - F(x)G(y) 2: O 

y por el Lema de Hoeffding 

[lE{XY) - IE{X)IE{Y)) = f.l.JH(x, y) - F(x)G(y)] dxdy 2: O. 

Supongamos ahora que IE(XY) = lE(X)IE(Y). Como DCP(X, l'), por el Lema 
de Hoeffding esto implica que H(x, y) = F(x)G(y) excepto posiblemente en 
algún conjunto de medida de Lcbesgue cero, pero co1no las funciones de 
distribución {de probabilidad) son continuas por la derecha entonces 
H(x, y) = F(x)G(y) en todos lados y por lo tanto X, Y son independientes. 
o 

3.2. Monotonicidad de cola 

3.2.1. Definición. Sean X .. Y variables aleatorias. Decimos que: 

1. Y es decreciente de cola izquierda en X, y lo denotamos por DCI(YIX), 
si 

P(Y :S ylX :S x] es función mon6tona decreciente de x , para todo y. 

2. X es decreciente de cola izquierda en Y, y lo denotamos por DCI(XIY), 
si 

P(X :S xi Y :S y] es función mon6tona decreciente de y , para todo x. 

Observación: De la Deñnición 3.1.l tenemos que 

DCP(X, Y) = P(X :S x, Y :S y] 2: P(X :S x]P(Y :S y] 
= P[Y :S ylX :S x] 2: P(Y :S y] 
= P[Y :S ylX :S x] 2: P(Y :S ylX :S oo], 

por Jo que pedir para cada y E R que la fullción 

Pi (x) := P[Y :S ylX :S x], 
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sea una. función n1onótona decreciente de x l1ace de DCJ una. condición znás 
fuerte que DCP. Adenui.s n6tesc que, si H es la función de distribución conjunta 
de X,, Y y F y G sus margina.les, respectivamente: 

DCI(YIX) Pt (x) ;::: P1 (x + h) h > O 

P[Y $ YIX $ x] ;::: P(Y $ ylX $ x + h] 

P[Xpz;;,rx; y) ;::: P(Xp~; :•._:,,;y] 
H(x, y) > H(x + h, y) 
F(x) - F(x + h) 

F(x +h) ;::: H(x + h,y) 
F(x) H(x,y) 

3.2.2. Definición. Sean X, Y variables aleatorias. Decimos que: 

1. Y es creciente de cola derecha en X, y lo denotamos por CCD(YIX), si 

P[Y > yjX > x] es fenci6n mon6tona creciente de x para todo y. 

2. X es creciente de cola derecha en Y, y lo denotamos por CCD(XIY), si 

P(X > xlY > y] , e8 fú:nci6n mon6tona creciente de y para todo x. 

Observaci6n: Del Lema 3.l:3:té,nem?5 que 

DCP(X,Y) _, .·p¡x·;,;.,;,,Y >y] 2: P[X > x]P[Y >y] 
'·~ 'P[Y :> ylX > x] 2: P[Y > y] 

·,.*>. P[Y>ylX >x] 2:.P(Y > ulX> -oo], 

Por Jo que pedir para ca.da y E R que la función 

P2(x) := P[Y > ylX > x], 

sea una. función monótona creciente de x J1ace de CCD una condición más fuerte 
que DCP. Además nótese que, si H es la función de distribución conjunta de 
X, Y y F y G sus :marginales, respectivamcllte 

CCD(YIX) P2(x) $ p,(x + h) h >O 

P(Y > YIX > x] :S P[Y > ulX > x + h] 
P(X > x, Y > y) < P(X > x + h, Y >y] 

P(X > x] - P(X > x + h] 

7l(x, y) < 7l(x +h. y) 
F(x) - F(x + h) 

7T(x,y) $ F(x) 
H(x + h, y) F(x + h) 
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3.2.3. Teorema. Sean las variables aleatorias X, Y tales que al menos una 
de las condiciones siguientes se cu=ple: DCI(YIX), DCI(XIY), CCD(YIX) o 
CCD(XIY). Entonces DCP(X. Y). 

Demostración: 

l. 

Si DCI(YIX) '* P[Y :S ylX :S x] 2: P(Y :S ylX :S oo] = P[Y :S y] 
= P(X :S x)P[Y :S ylX :S x] 2: P(X :S x]P[Y :S y) 
'* P(X :S x, Y :S y] 2: P(X :S x)P(Y :S y), 

y por lo tanto DCP(X, Y). 

2. Por simetría con lo anterior, si DCI(XIY) entonces DCP(X, Y). 

3. 

Si CCD(YIX) '* P[l' > ylX > -oo] :S P[Y > y¡X > x] 
'* P[Y > y) :S P(Y > ylX > x) 
= P(X > x]P(Y > y] :S P[X > x)P(Y > YIX > x] 
'* P(X > x)P(Y >y] :S P[Y > y,X > :z:], 

y por lo tanto DCP(X, Y). 

4. Por simetría con lo anterior, si CCD(XIY) entonces DCP(X, Y). 

o 
Observación: Sin embargo, DCP(X, Y) no implica ninguno de los tipos de de­
pendencia de las Definiciones 3.2.1 y 3.2.2, como se verá en el Ejemplo 3.2.6. 

3.2.4. "I'eorerna. Sean X, Y variables aleatorias continuas eón c6pula C. 
Entonces: 

1. DCI(YIX) = pam todo v E 1 C(u, v)/u es Tnon6tona decreciente en u. 

2. DCI(XIY) = para todo u E 1 C(u, v)/v es Tnon6tona decreciente en v. 

S. CCD(YIX) =para todo v E 1 [1-u-v+C(u, v)]/(1-u) es monótona 
creciente en u, o equivalentemente, si [v - C(u, v)]/(l - u) es mon6tona 
decreciente en u. 

4. CCD(XIY)=paratodouEl [l-u-v+C(u,v)]/(1-v) es monótona 
creciente en v, o equivalentemente, si [u-C(u,v)]/(1-v) es mon6tona 
decreciente en v. 

Demost.raci6n: Sea H la función de distribución conjunta de X, Y y sean F 
y G sus marginales. 
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l. Por la Definición 3.2.1 y el Teorema 2.2.9 (Sklar) 

DCI(YJX) P[Y :$ yJX :$ x] <': P[Y :$ yJX :$ x + h) 
H(x, y) > H(x + h, y) 
F(x) - F(x + h) 

C(F(x), G(y)) <': C(F(x + h), G(y)) 
F(x) F(x + h) 

• h> o 

Hacemos la transformación de probabilidades u := F(x), v := G(y) y 
con10 Fes estrictamente creciente entonces existo h• > O tal que u+ h• = 
F(x + h) por lo que 

DCI(YJX) = C(u,v) > C(u+hº,v) 
u - u+ h• 

C(u. v) es 1nonótona decreciente en u, para todo v E 1. 
u 

2. Por shnctría con lo anterior tCilcmos que 

DCI(XIY) = C(u,v) es monótona decreciente en v, para todo u e l . 
.. v. 

3. Por la Definición 3.2.2 y el Teorema 2.2.9 (Sklar) 

CCD(YJX) P(Y > yJX > x] :$ P[Y > yJX > x+.h] ·, h >O 
H(x, y) < H(x + h, y) 
F(x) - F(x + h) 

1-F(x)-G(y)+C(F(x), G(y)) < 1-F(x + h):.:_G(y)+C(F(x + h),G(y)) 
1 - F(x) - ··1-:- }"(x + h) 

1- u-v+C(u,v) < 1- (u+hº)-v+C(u+hº,v) 
1-u - 1-.(u+;h:) · 

1- u-v+ C(u,v) . 
<=> 

1 
_ u es monótona ci::e<?~,~nte. ~n ti, para todo v e 1 , 

y COl110 

entonces 

1-u-v+C(u,v) == 
1 

_ v-C(u,v), 
1-u 1-u 

1 - u - v + C(u, v) es monótona creciente en u 
1-u 

<=> v - C(u., v) es n10116tona decreciente en u. 
1-u 
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4. Por simetría cori lo al1terior tenemos que para toda u E 1 

CCD(XIY:· ~ 1 
-: -c1 v-:v,~(u, v) es ",'º~6toná creciente en v 

·.#··U:--· C(u~ v) ~.niollóiona "dccrecienie en v. 
·· ·: .,1·-v•··;;. 
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o 
3.2.5. Corolario.· 
Entonces': 

Sean'<x,'-Y :.VariO.bles .. aleatorias continuas con c6pula C. 
,~ .- " ' 

1. DCI(YIX) #para cualquier V E I se cumple para casi toda u 

8C(u. v) < C(u, v) . 
Ou - u 

2. DCI(XIY) <=> para cualquier u E I se cumple para casi toda v 

8C(u. v) < C(u, v) 
Ov - v • 

S. CCD(YIX) <=> para cualquier v E I se cumple para r.a.si toda u 

8C(u, v) > v - C(u, v) 
{)u - 1- u • 

4. CCD(XIY) <=> para cualquier u E I se cumple para ca.si toda v 

éJC(u, v) > u - C(u, v) . 
Ov - 1-v 

Demostración: Utilizando el Teorema 2.1.13: 

l. Sen g(u) := C(u, v)/u. Por el Teorema 3.2.4 : 

DCI(YIX) - g(u) es monótona decreciente en u 

- g'(u) ::SO para casi toda u E 1 

u~ -C(u,v) < 
0 

u2 -oc:, u, v) ::S C(u, v) para casi toda u e I. 
u u 

2. Por sin1etría con lo anterior tcne111os que: 

DCl(XIY) - OC~:· v) :S C(~. v) para casi toda u E 1. 
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3. Sen g(u) := [v - C(u, v)] /(1- u). Por el Teorema 3.2.4 

CCD(YIX) = .9(u) es monótona decreciente en u = g'(u) :SO para casi toda u e 1 

-(1 - u)~+ [v - C(u, v)] 
- (l-u)2 :SO 

{)C(u, v) ( = (1 - u) {)u + C(u, v) - v] 2: O 

DC(u, v) V - C(u, v) 
<=> -¡¡u-- ~ 

1 
_ u para casi toda u E 1. 

4. Por shnetría con lo anterior: 

CCD(XIY) = {)C{)(uv, v) 2: u - C(u, v) para casi toda v e 1. 
1-v 

o 
Utilizando el Corolario 3.2.5 podemos demostrar que DCP(X, Y) no implica 

ninguno de los tipos de dependencia de las Definiciones 3.2.1 y 3.2.2, por medio 
del siguiente: 

3.2.6. Ejemplo. Consideremos la siguiente cópula, con 9 e]!. !I: 

e( ) ·- { 9 + W(u, v) 
u, v ·- M(u, v) 

si 
otro caso. 

(u, v) e [ 9, 1 - 9]2, 

Pritucro demostraremos que si X,, Y son variables aleatorias continuas con 
cópuln como la anterior entonces DCP(X, Y). De (3.2) tenemos que 
DCP(X, Y) - e>- n. 

Sea {A, B, K, D} una partición de 1 2 dada por: 

A:= {(u,v) e 12 \(9,1-9)2
: u :S v} 

B :={(u, v) e 12 \ [ 9, 1 - 9) 2 
: u> v} 

K := {(u,v) E (9, 1-9)2
: 1- u> v} 

D := {(u,v) E (9, 1-9]2: 1-u :S v} 

Si (u, v) E A entonces C(u, v) = u y corno v E 1 entonces uv :5 u de donde 
Il(u, v) :S C(u, v) y por lo tanto C >- Il en A. 

Si (u, v) E B entonces C(u, v) = v y como u E 1 entonces uv :5 v de donde 
Il(u, v) :S C(u, v) y por lo tanto C >- Il en B. 

Si (u, v) E K entonces C(u, v) = lJ e J t.~[. Como u e [ 9, 1-9] y v E (9, 1-u] 
entonces uv S u(l - u). Sea o(u) := u{l - u) entonces o(u) tiene máxitno en 
u=! y n(!) =!-Como uv :S u(l - u) entonces uv :S ! < 9 = C(u,v) y por 
lo tnnto e >- n en r..·. 
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Si (u, v) E D entonces => C(u, v) = u+ v + 9 - 1 . Corno u E [ 9, 1 - 9] 
y v E [ 1 - u, 1 - 9] si u = 9 entonces uv = 9v y C(u, v) = u+ v + 9 - 1 ~ 
O ~ Ov = uv. En el otro cxtrcn10, si u = 1 - O entonces uv = (1 - 9)v y 
C(u,v) = u+v+9- l = v ~ (l-9)v = uv. Si o(u) := uv y {3(u) := u+v+9-l 
entonces o'(u) =V< 1 = f:J'(u) y por lo tanto e>- II en D. 

Por todo lo anterior tene1nos que DCP(X, Y). 
Ahorn vcrc1nos que ninguna de las Definiciones 3.2.1 y 3.2.2 se cumplen, 

utilizando el Corolario 3.2.5 : 

l. Scá (u, v) E D entonces C(u, v) = u + v + 8 - 1 y en tal caso~ para 

(} < u < 1 - 9 y 1 - u < v < 1 - 9, tenemos que {}C~':,,' v) = 1 y que 

C(u, v) = 1 + v + (} - 1 . Escogemos en particular (u, v) E D tal que 
u u 

C(u v) O- .1 
(u, v) = (1-9-p, !l para algún p >O y entonces --u-'-= 1+

1
_

9 
.:_ p 

1 C(u, v) 8C(u, v) 
y como (} < 2 entonces --u-- < 1 = -a;¡-- y por lo tanto DCP(X, Y) 
no implica DCI(Y[X). 

2. Por simetría con lo anterior DCP(X, Y) tampoco implica DCl{X[Y). 

3. Sea (u, v) E K entonces C(u, v) = 9 y en tal caso, para (} < u < 1 - 9 y 
lJC(u, v) v - C(u, v) v - 9 

1 - fJ < v < 1 - u, tenemos que lJu = O y que 1 _ u = 1 _ u 

8C(u, v) v - C(u, v) 
de donde {}u < 

1 
_u y por lo tanto DCP(X, Y) no implica 

CCD(Y[X). 

4. Por simetría con lo anterior DCP(X, Y) no implica CCD(X[Y). 

3.3. Monotonicidad estocástica 

3.3.1 .. Definición. Sean las variables aleatorias X, Y. Decimos que: 

J. Y es estocásticamente creciente en X, y lo denotamos por EC(YIXJ, si 

P(Y > ylX = x] es funci6n monótona creciente de x , para todo y. 

2. X es estocásticamente creciente en Y, y lo denotamos por EC( XJY ), si 

P[X > xJY = y] es función mo11.6tona cf'Y!cie11tc de y , para todo x. 

3. Y es estocásticamente decreciente en X, y lo denotamos por ED(YIX ). 
si 

P[Y > ylX = x] es funci6n monótona decreciente de x , para todo y. 
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4. X es estocásticamente decreciente en Y, y lo denotamos por ED( XIY }, 
si 

P[X > xJY = y] es funci6n monótona decreciente de y , para todo x. 

O equivalentemente, como P(Y > yJX = x] = 1 - P(Y s; y!X = x] : 

1. EC(YIX} si P[Y s; yJX = x] es funci6n mon6tona decreciente de x, para todo y. 

2. EC( XJY) si P[X s; xJY = y] es funci6n mon6tona decreciente de y, para todo x. 

S. ED(YJX) si P[Y s; yJX = x] esfunci6n mon6tona creciente de x, para todo y. 

4. EC( XJY) si P[X s; xJY =y] esfunci6n mon6tona creciente de y, para todo x. 

Observación: En Lel1mann(1966) se 11ace referencia a este tipo de dependencia 
como dependencia en regresi6n positiva, DRP(YIX), en el caso de EC(YIXJ, 
y dependencia en 1-eg1'esi6n negativa, DRN(YIX), en el caso de ED(YIXJ, 
tcr1nino]ogía que se justifica con el siguiente: 

3 .. 3.2 .. Ejemplo. Sean las variables aleatorias X, Y tales que para las cons­
tantes o y {:J tengan1os que Y := a + {:JX + U en donde U es una variable 
aleatoria independiente de X. En este caso la distribución condicional de Y 
dado que X = x es Ja 1nisma que la de 0< + {3x + U y por lo tanto EC(YIX) 
(es decir DRP(YIX)) si f3 ~O y ED(YIX) si {:J s; O. 

3 .. 3.3 .. Teorema.. Sean X, Y variables aleatorias continuas con c6pula C. 
Entonces: 

1. EC(YIX) si y s6lo si para cualquier v en 1 y para casi toda u tenemos 
lJG(u,v) . 

que {)u es monótona decreciente en u; 

2. EC(XIY) si y s6lo si para cualquier u en 1 y para casi toda v tcne7nos 
lJC(u,v) . 

que éJv es monótona decreciente en v. 

Demostración: Co1110 las 1nnrginales F y G de X, l' respectivamente son 
monótonas crecientes entonces P[Y s; ylX = x] = P[V s; vlU S u] donde U y 
v· son variables aleatorias uniformes en (O, 1) con distribución conjunta C por 
Jo que EC (YIX) si y sólo si P[V s; vlU ~ u] es función monótona decreciente 
en u, para cualquier v. Por el Teorema 2.1.13 tenen1os que para cualquier v la 
derivada parcial 8C/8u existe para casi toda u por lo que, para casi toda u se 
cu111ple: 

éJC(u, v) 
éJu 

lírn G(u + Au, v) - C(u, v) 
6u-o+ Au 

lím P[u s; U s; u+ Au, V s; v] 
-"u-o+ P[u S U S u + Au] 
P[V s; vlU = u], 
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y por lo tanto EC (YIX), si y Sólo ~i para cualquier v en 1 y para casi toda u 

tenernos q~~ {)C~:~v) ~,·tri~~6t0na_c:t~crccie~~ en u. O 

tjo~~cue'nc~~·. inrnedi8.ta -.~e ~º· ~Dte!"ic:>.r ·es_-~1 s.lguten~~-; 
3.3.4 .. Corolario .. : Sean· X~Y- variables ·aleatorias continuas con cópula C. 
Entonces: 

1. EC(YIX) si y s6lo si para cualquier V en l'tcnemos que C(u, v) 'es función 
cóncava de u, 

2. EC(XIY) si y s6lo si para cualquier u en 1 tenemos que C(u, v) es función 
cóncava de v. 

3.3.5. Ejemplo. Sean las variables aleatorias continuas X, Y con cópula Ca.B 
de la familia Marshall-Olkin (ver Ejemplo 2.5.8) con parámetros a, /3 e )O, 1(. 
Por lo analizado en dicho ejemplo tenernos que para cualquier v fija en 1 la 
función 'l/J(u) := C 0 ,o(u, v) es derivable en )O, 1( \ {v0 1°} : 

-'·'( ) _ 8C0 ,o(u, v) _ { (1 - a)u-0 v 
"f" u - {Ju - vl-13 

si 
si 

u> ul'/o 
u< v8/o 

y como tb'(u) es monótona decreciente en u entonces concluimos que EC(YIX). 

3.3.6. Teorema. Sean X., Y variables aleatorias continuas con c6pula C. 
Entonces: 

J. si EC(YIX) entonces DC/(YfX) y CCD(YfX), 

2. si EC(XIY) entonces DCI(XIY) y CCD(XIY). 

Demost;ración: Sea la función 'l/J(UJ) := 8C(w, v)/8w para una v fija en 1 y para 
casi toda w en l. Por el Teorema 2.1.13 tencn1os que O ::::; l,!t{w) ::::; L Teneu1os 
ademl\s que C(u, v) = J0" 'l/J(w) dUJ + l;(v) pero por la condición de frontera 
C(O, v) =O tenemos que {(v) =O. Definimos a(u) := C(u, v)/u para cnsi toda 
u en l. Dc1nostraren1os que o(u) es 111011ótona decreciente y por Teorcn1a 3.2.4 
esto implicará que DCI (YIX). Por teorcn1a de valor medio para integrales existe 
un K en 1 tal que uo(u) = f 0" t.,b(w) dw = Ku. Por otro lado para u'> u tenen1os 

que u'a(u') = f 0"' t,b(w) dw = Ku + J
0
º' t,b(w) dw. Nuevan1ente por el teorc1na 

del valor n1edio para integrales existe un K' tal que ¡0°' t;1(w) dw = K'(u' - u). 
Con10 por hipótesis tenen1os que EC (YJX) entonces por Teorema 3.3.3 tenen1os 
que 'f!1(w) es 1nonótona decreciente y esto i1nplica que tt-'(u') ::::; K' ::::; t,!J(u) ::::; K 
por lo que 

u'a(u') = Ku + K'(u' - u) :S Ku + K(u' - u) = Ku', 

de donde a(u) 2: a(u') para u < u' y por lo tanto DCI (YIX). 
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Ahora veremos que EC (YIX) implica CCD (YIX). Sea vo un punto fijo de l. 
Por la ecuación (2.4) sabemos que IV(u, vo) ::::; C(u, vo) ::::; AI(u, v 0 ), pero además 
lV(l,vo) = C(l,vo) = .1H(l,vo) = vo. Por hipótesis tenemos que EC(YjX) 
así que por el Corolario 3.3.4 C(u. va) es función cóncava de u por lo que Ja 
cota inferior pnra la cópula mejora a ·vou ::; C(u, va) S l\I(u, va) y por lo tanto 
va - }.:/(u, va) :S va - C(u, va) ::5 vo{l - u) en donde todos los 111.icmbros de 
la desigualdad son funciones convexn..o;:; <le u y adc1nñs 1nonótonas decrecientes. 
Dcfinhnos 01 (u) := vu-:!.X:·vn> y ct2{u) := Va. Entonces 01 (u) :5 '-'0 -fJ:·vul :f 
0:2(u). Como J.J(u, va) = 1nín{u. vo} entonces a:). (u) = tr:.!..~~;a <O si O< u< va 
y o).(u) =O si va< u< 1 por lo que 01(u) es 1nonótona decreciente, que es el 
1nis1no caso de 02(u) por ser constante y por lo tanto vo-fc:.vn) es 1nonótona 
decreciente en u y por el Teorema 3.2.4 CCD (YjX). O 

Sin embargo~ monotonicidad de cola no itnplica ncccsaria1nente monotonici­
dad estocástica, como lo ilustra el siguiente: 

3.3.7. Ejemplo. Sean X, Y variables aleatorias con cópula dada por: 

3uv u+ v-1 
:! - 2 

3uv 
~ 

.M(u,v) 

si ! :5 V :5 1 - U :5 j, 

si ! :5 1 - U :5 V :$ ¡, 

en otro caso. 

Utilizaremos el Teorema 3.2.4 para verificar que DCI (YIX), DCI (XIY), CCD (YIX) 
y CCD (XJY). Primero reescribimos la cópula como: 

{ 

3uv - u+ V - 1 si (u,v) e A, 
2 

3uv 
2 

C(u, v) = :¡ si (u, v) e B, 
u si (u,v) e K, 

· v si (u, v) e D, 

en donde A:= {(u,v) E 12 : ! sv:::; 1-u::::; ~}, B := {(u,v) eI2 : ! S 1-u:::; 
v S ~ }, K := {(u, v) E 12 \(AUB) : u S v} y D := {(u, v) e 12 \(AUB) : u> v}. 
De lo anterior tenemos que: 

ce:·"' -1 
3v 1 1-v 

si (u,v)eA, ---+--2 2 2u 

3v 
si (u,v) e B, 2 

1 si (u,v)eK, 

V 
si (u,v) e D, 

u 
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de donde tenemos que C(u, v) es función monótona decreciente en u por lo que 

por el Teorema 3.2.4 tene::.os que DCI (YIX). y por simetría con lo anterior se 
concluye también DCI (XIY). También tenemos que: 

1 v(l - 3u) 
si (u,v) E A, -+ 

2 2(1 - u) 

v- C(u,v) 
v(2 -3u) 

1 - tt 
si (u,v) E B, 

1-u 
v-u 

si (u,v) e K, 
1-u 

o si (u,v) E D, 

de donde tenemos que v - C(u, v) es función monótona decreciente en u por 
1- u 

lo que por el Teorema 3.2.4 tenemos que CCD (YIX). y por simetría con lo 
anterior se concluye también CCD (XIY). Ahora veremos que ni EC (YfX) ni 
EC (XIY) porque: 

{ 
3v 1 

si (u,v) e A, 2-2 

IJC(u,v) = 
3v 

si (u,v) E B, 2 
IJu 

1 si (u,v)eK. 

o si (u,v) E D. 

y si definimos a(u) := lJC~:· v) lv=! y utilizan~os u1 = f.¡ y u2 = ñ obtenemos 

que u1 < u2 pero a(u1) = ! < a(u,) = ~ de donde IJC(u, v) no es monótona 
decreciente en u y por el Teorema 3.3.3 concluimos que ~~o es EC en X, y por 
un argun1ento simétrico al anterior también se concluye que X no es EC en Y. 

3.4. Monotonicidad de conjunto esquina 
3.4.1. Definición. Sean X. Y variables aleatorias. Decimos que: 

1. X. Y son decrecientes en el conjunto de la esquina izquierda, y lo denota­
mos por DCEI(X. Y), si P[X :::; x, Y:::; yJX :::; x'. Y :::; y'] es mon6tona 
decreciente en x', y' para todo x, y; 

2. X, Y son crecientes en el conjunto de la esquina derecha, y lo denotamos 
por CCED(X, Y), si P[X > x. Y > ylX > x'. Y > y'} es mon6tona 
creciente en x', y' para todo x, y. 
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3.4.2. Teorema.. Sean X, Y variables aleatorias continuas con distribuci6n 
conjunta H: 

1. DCEI(X, Y) si y s61o si H(x,y)H(x',y') 2: H(x,y')H(x',y), 

2. CCED(X, Y) si y s6lo si H(x, y)H(x', y') 2: H(x, y')H(x', y), 

pam cualesquiera x, y, x', y' en R tal que x :5 x' , y :5 y'. 

Dernost;ración: Prhnero suponga111os que DCEI (X,}'"'). Entonces por la Defini­
ción 3.4.1 tenc1nos que P( X :::; x, Y :5 ylX :5 x', Y $ y'] es inonótona decre­
ciente en x', y' para cualesquiera x, y, así que en particular para y = oo tenemos 
que P[X :5 xlX ::5 x', Y :5 y'] es 1nonótonn decreciente en x', y' para toda x. 

S
. , P[ X < x, Y < y'] . d . , 
1 x :S x entonces P[ X ~ x' y"< '] es n1onotonn ccrec1cnte en y porque 

- • - y 

P[X:::; xlX $ x', Y$ y']= P[~Fyx;,ry•T y'] es monótona decreciente en y'. 

< , P[ X < x, Y < y] P[ X < x, Y < y'] 
Entonces parn y _y tenemos que P[X ;;¡; x', y-;; y] 2: P[X ;;¡; x', y-;; y'] Y 
por lo tanto H(x, y)H(x', y') 2: H(x, y')H(x', y). En el otro sentido, 
supongamos ahora que H(x, y)H(x', y') 2: H(x, y')H(x', y). Entonces 
P[X $ xlX S x',Y :5 y'] es 1nonótonn decreciente en x',y' para toda x, y 
P[ Y S y IX S x'., Y S Y'] es monótona drccreciente en x', y' para toda y. Se 
analizan los cuatro casos posibles: 

i) Si x $ x', y$ y' entonces P[X $ x, Y:::; ylX:::; x', Y$ y']= ::C<;::!)' 
en donde el segundo miembro de la ecuación es clara.ntcntc decreciente en 
x', y' y por lo tanto DCEI (X, Y). 

ii) Si x > x', y$ y' entonces P[X:::; x,Y $ ylX $ x',Y:::; y'] 
= P[ Y S y IX :S x', Y S y'], en donde el segundo mie1nbro es monótono 
decreciente en x', y' y por lo tanto DCEI (X, Y). 

iii) Si x :S x', y > y' entonces P{X ::5 x, Y ::5 ylX :5 x', Y S y'} 
= P( X S xi X :S x', Y S y'], en donde el segundo nticmbro es monótono 
decreciente en x', y' y por lo tanto DCEI (X,}'). 

iv) Si x > x', y> y' entonces P[X $ x,Y $ ylX:::; x',Y $y']= 1 y por 
tanto n1011ótonn decreciente en x', y' y se concluye que DCEI (X. Y). 

La demostración para CCED (X, Y) es totahnente aniiloga. o 

3.4.3. Ejemplo. Sean X, Y variables aleatorias con distribución exponencial 
bivariada de I\larshall·Olkin (ver Ejen1plo 2.5.8) con parán1etros Ai. ..\2 y ..\12· 
Si H denota la función conjunta de sobrc'\~ivcncia de X. Y, entonces: 

H(x,y) = exp ( -..\1x -..\2y-..\12nuix{x,y}). 
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Por Jo que 

H(x,y)H(x', y')= exp [-A1(x+x')-A2(y+y')-A12(máx{x, y}+máx{x',y'})] 

y 

H(x', y)H(x, y')= exp [-A1 (x+x')-A2(y+y')-A12(máx{x', y}+máx{x, y'})]. 

Así que si O ~ x :::;; x' y O ::::; y :S y', entonces máx{x,y} + n1áx{x',y'} :::; 
máx{x', y }+máx{x, y'}, con Jo que obtenemos °H(x, y)7l(x', y') ~ H(x, y')H(x', y) 
y por el Teorema 3.4.2 concluimos que CCED (X, Y). 

En térn1inos de la cópula y la cópula de sobrcvivencia de las variables aleato­
rias continuas X, Y, tenemos el siguiente: 

3.4.4. Corolario. Sean X, Y variables aleatorias continuas con cópula C: 

1. DCEI(X, Y) si y s6lo si G(u,v)G(u',v') ~ G(u,v')C(u',v), 

2. CGED(X, Y) si y s6lo si C(u,v)C(u',v') ~ C(u,v')C(u',v), 

para cualesquiera u, v, u', v' en 1 tal q~~ :u ::::; .. ~'. · ·• ·~ S v'. 

Demostración: Por Teorema á.4.2{Teo~el'.lUl 2.2.9.yCorolario 2.5.6. O 

3.4.5. Teorema. Sean-?(, ~·:t/~ryables ·a!eatori~-

1. Si DCEI(X, Y) entonces DCI(YJX) y DCI(XIY); 

2. Si CCED(X, Y) entonces CCD(YJX) y CCD(XJY). 

Demostración: 

l. Si DCEI (X, Y) entonces P[X :S: x, Y :S: ylX :S: x', Y :S: y'] es monótona 
decreciente en x',y' para toda x,y. Sean x = oo e y' = oo, entonces 
P[Y :S: yiX :S: x'] es monótona decreciente en x' para toda y y por Jo 
tanto DCI (YIX). De 1nanera similar con y = oo y x' = oo concluin1os que 
DCI(XJY). 

2. Si CCED (X, Y) entonces P[X > x, Y > yJX > x', Y > y'] es monótona 
creciente en x', y' para toda x, y. Sean x = -oo e y' = -cx::i, entonces 
P(Y > ylX > x'J es n1onótona creciente en x' para toda y y por lo tanto 
CCD (YIX). De 1nanera sitnilar con y = -oo y x' = -oo concluilnos que 
CCD(XJY). 

o 
Y corno es de esperarse la 1nonotonicidad de cola no in1plica monotonicidad 

en el conjunto esquina. por ser esta última una condición n1ás fuerte, con10 se 
ilustra en el siguiente: 
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3.4.6. Ejemplo. Sean X, l' variables aleatorias continuas coú cópula:, 

Primero demostraremos que DCI (YIX) y CCD (YIX). R:~~p~csamos la cópula: 

2+v-2 

{ 

u u 1 

C(u,v) = : 

•'!'<" 
,-; ... 

si (u, v) E j¡,-,;'..< 

si (u,v) E E, 

si (u,v),EK,: 

si '(Íi,v)e•D, 

-·-·-· 
donde A:= {(u,v) E 1 2 : Ji+! <V$ 1}, B := {C~;:;,) eé: '!<V$ Ji+ v. 
K := {(u,v) E 12 : Ji< v $ H y D := {(u,v) E 1 2 : O $.v $Ji}. De lo anterior 
obtenernos: -

e<:·"' ~ ¡ 1 si (u,v).eA,' 

~ + 2v- l si (u,v) E B, 
2 2u 

2 si (u,v) E K, 

V 
si (u,v) E D, 

u 

y canto C(u, v) es n1onótona decreciente en u entonces por el Teorema 3.2.4 

concluirnos ~ue DCI (YIX). Ahora obtenernos: 

v-u 
si (u,v) E A, 

1-u 

1 
si (u,v) E B, 

v-C(u,v) 2 
1-u 

v- ! 
1-u 

si (u,v) E K, 

o si (u,v) E D, 
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-{ 
1 si (u, v) e A\ {(u, 1) e 1 2 }, 

1 
si (u, v) E B \ {(u, 1f + -! ) : u e 1}, 

éJC(u,v) 2 
au 1 

2 si (u, v) E K \{(u,~) E 1 2 }, 

o si (u, v) E D \ ({(u, 1f) : u E I} U {(u, O) E 1 2 } ), 

de donde aca(u, v) > V -1 C(u, v) pnra cualquier V en 1 y para casi toda ll, y por 
u - u 

el Corolario 3.2.5 concluirnos que CCD (YjX). Ahora veremos que DCEI (X, Y) 
y CCED. (X, Y) no se cun1plcn. Sean u = v = k y u' = v' = 3- Entonces 
tencn1os que u < u' y v < v' pero C(u,v) = A. C(u',v') = ~. C(u,v') = 
C(u'v) =!de donde se tiene que C(u,v)C(u',v') < C(u,v')C(u',v) y por 
tanto por el Corolario 3.4.4 no se ctunple que DCEI (X, Y). Finalmente, al 
obtener la cópula de sobrevivencin 1nediantc el Len1n 2.5.4 encontran1os que 
6 = C y por lo tanto los 1nisn1os valores de u, v, u', v' nos pern1iten concluir 
que C(u,v)C(u',v') < C(u,v')C(u',v) y por lo tanto por el Corolario 3.4.4 no 
se cumple que CCED (X, Y). 

3.4.7. Corolario.. Sean X, Y variables aleatorias continuas: 

EC(YjX) => 
.ij. 

DCI(YIX) => 
il" 

DCEI(X, Y) => 

CCD(YjX) -= 
.ij. 

DCP(X,Y) ._ 
il" 

DCI(XjY) -= 

CCED(X.Y) 
.ij. 

CCD(XIY) 
1l" 

EC(XIY) 

y donde ninguna de las implicaciones son equivalencias. 

Demostración: Por Teorc1nas 3.2.3, 3.3.6 y 3.4.5, así co1no por Jos Eje111plos 
3.2.6, 3.3. 7 y 3.4.6. o 

3.5. Dependencia en cociente de verosimilitud 

3.5.1 .. Definición. Sean X,}' variables aleatorias continuas con función de 
densidad conjunta h(x,y). Decirnos que X, l' son dependientes en cociente de 
verosimilitud positivamente, y lo denotaruos por CVP(X, Y). si h satisface: 

h(x, y)h(x', y') ;;::: h(x, y')h(x', y) 

para cualesquiera x, y, x', y' en R tal que x ::S x', y $ y'. De manera análoga se 
define la dependencia en cociente de verosimilitud negativarncnte, CVN(X, Y), 
con la desigualdad en el otro sentido. 
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3.5.2. Ejemplo. Sea el vector aleatorio C?L .. Y) .con di~tribución .normal 
bivariadn y con pará111etros /L~Y = µy = o~ CTX =-uY = 1 y p. Entonces (X, Y) 
tiene densidad conjunta: · 

h(x,y)= ~exp{- 2c1 ~ 2 )(x2 :....'.2/.xv4-y2
]}-

2rr l-p2 . . • p .,>e;."·' .. ·>, 
-··: ' · .. ; ,·.;e'·• ' 

Sean x :::; x', y :::; y'. Entonces 

h(x, y) {. . 'y' ...: y ·[· ·' · :.(· . e '). ]··'}· 
h(x, y') = exp - 2(1 - p2) 2px -, ,Y~ Y . . , 

' ' 

de donde CVP (X, Y) si y sólo si p ;;::: O y CVN (X,Y} si y. sólo si p ::5 O. 

3.5.3. Teorema. Sean X, Y variables aleatorias· con funCi6n de distribuci6n 
absolutamente continua. Si CVP(X, Y) entonces EC(YIX), EC(XIY), 
DCEI(X, Y) y CCED(X, Y). 

Demostración: Sean h, f y glas densidades conjunta y marginales de X, Y. 
Como CVP (X, Y), si x ::5 x', t ::5 t' y f(x), f(x'} >O entonces 

h(x, t}h(x', t') > h(x, t'}h(x', t) 
f(x)f(x') - f(x)f(x') ' 

h(tlx)h(t'lx') =::: h(t'lx)h(tlx'), 

J.,00 ¡_:, h(tlx}h(t'lx') dtdt' :::: J.,00 J_",,., h(t'lx)h(tlx') dtdt', 

para cualquier y .. de donde 

P(Y ::5 vlX = x]P(Y > ylX = x'] :::: P(Y ::5 ylX = x'JP(Y > ylX = xJ. 

Sumando P(Y > ylX = x']P(Y > ylX = xJ en ambos miembros de la 
dcsig11aldad obtene1nos 

P(Y > YIX = x'] :::: P(Y > ylX = xJ, 

lo que i111plica que P[Y > ylX = x] es monótona creciente en x, para toda 
y, y por la Definición 3.3.1 concluimos que EC (YIX). De manera análoga se 
concluye que EC (XIY). 

Ahora demostraremos que CVP (X, Y) implica DCEI (X, Y). Si x ::5 x', 

y ::5 y' entonces P(X ::5 x, Y ::5 y IX ::5 x', Y ::5 y') = ::CC:.: ~~) , que es monótona 

dccrc~cicnte en x' .. y'. Si x > x'. y> y' entonces P{X :5 x, l' ::S y¡X ::S x'. Y :S 
y'J = 1 es monótona decreciente en x' .. y'. Si x > x', y ::S y' entonces 

P(X ::5 x, Y ::5 ylX ::5 x', Y ::5 y')= P[Y ::5 ylX :S x', Y ::5 y')= ::«:::::.~, 
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que es clara1ncntc n1onóto11a decreciente en y';-Vercmos que ta..rnbién lo es en 
x'. Sea x 11 tal que x' S :x". Como CVP (X, Y), si s S s' y t S t' tenernos que 
h(s. t)h(s'. t') ;::: h(s. t')h(s'. t) y entonces · 

11' y :r" :r:' '111 11 :e" z'·, ·~·- -.. ···-: '.: .. ~· ~·:<'.-_. -_,. · J,, J_
00
L /_::,es, t)h(s', t') dsds'dtdt';::: J,, /_

00
L j_:::,cs,;t')~~~',t) ~~ds'dtdt' 

de donde .. . . -.:~ .. : ·' ·. -:r~ .... -.<:-:·~·:··r··; ':·:." 

P(X:5 x'. Y$ y)P(x'<X:5 x",y<Y:5 y') 2:: F(X:5x'~~-~f~-~;¡i¡i:..l~'j),,"}_'":5 y). 

~~~~~~~~ª~~t~e~~:,~ :5 yJP(x' < x :5'.-~'~·'.1; ~\;'.~J'~~~~É~f$\~i~:~s'.1a 
P[X:5 x'. Y$ y]P[x'< X$ :z:", Y$ y'] 2: P(X:S; x';-Y$'y']P(x'-:.C:'X:5x'.'-,;Y:5 y], 

,· . :\ : .. ' . ; ·-.' .. -, ~·. '·'.1_; '', :i:-.!. ·.- ... , - "'· \ 

y sumando P(X :5 x', Y :5 y]P(X :5 -x', Y :5 y'] la desig\láldad. anterior se 
simplifica a 

P(X :5 x', Y :5 y)P[X !:; x", Y :5 y;) 2:: P[X :5 x', Y :5 y']P(X :5 x", Y :5 y), 

H(x',y)H(x",y');::: H(x',y')H(x",y), 

H(x',y) > H(x",y) 
H(x',y') - H(x",y')' 

de donde se tiene que P[X :5 x, Y S yjX :5 x', Y :5 y') es también monótona 
decreciente en x'. Se obtiene la misma conclusión para el caso x ::5 x't y> y', 
así que por la Definición 3.4.1 concluirnos que DCEI (X, Y). La demostración 
para CCED (X, Y) es análoga. O 

Observación: Colllo resultado del teorema anterior y del Corolario 3.4. 7 
tenemos que Ja depende1Jcia. en cociente de verosimilitud implica todos los tipos 
de dependencia anteriores. 
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3.6. Medidas de dependencia 

3.6.1. Definición. Una medida de dependencia para un par de variables aleato­
rias X~},... c.-; un núnicro que denotaremos óx.Y que satisface las siguientes 
propiedades: 

1. óx,1~ <~si.et dcjiui<fa ]Jíl1YL todo par de vat"iablcs aleatorias continuas X~ Y , 

2. óx,» = ó1·,x , 

3. O :5 óx.l'::; l.· , pa1·a algiin k >O , 

4. 6x,\" =O si y s6lo si X~ l' son independientes, 

5. Si a y {i son funciones estrictamente crecientes en RanX y Ran Y, res­
pectivamente, entonces Óa(X)..B<Y> = óx,Y • 

En particular la propiedad 5 nos garantiza que la n1edida de dependencia 
sea invariante ante ca1nbios de escala en las variables aleatorias. Respecto a la 
propiedad 3, es co1nún que se escoja k = 1 pero lo hnportantc realn1e11te es que 
la 1nedida de dependencia esté acotada. La propiedad 4 no se cun1ple en las 
1nedidas de concordancia, con10 la T de Kendall, la p de Spcarn1n11, entre otras¡ 
esto es, el que una 1nedida de concordancia sea cero no ilnplica ncccsarian1entc 
que las variables aleatorias sean independendientes, por lo que las medidas de 
dependencia resultan especiahncnte más adecuadas si se desea estudiar inde­
pendencia. 

Del Teoren1a 2.3.2 tenernos que las variables aleatorias continuas X, Y son 
independientes si y sólo si SU cópula es la cópula producto (i.e. C .. Yl,. = Il), 
y por ello una forni.a de construir una n1cdida de dependencia entre variables 
aleatorias cont.inuas es por 1nedio distancias Lp entre la cópula de las variables 
y la cópula que representa la independencia (Il), co1no es el ca.so de Ja cr de 
Sclrv.rcizcr y \Volff {1981), que es una distancia L1 : 

ux,Y := i2Ji
2
ICxy(u, v) - uvl dudu. (3.5) 

3.6.2. Teorema. Sean las variables aleatorias continuas X, Y con c6pula C .. 'ICY· 

Entonces la O"X,l' de Schweizer y Wolff dada por (9.5) es una medida de depen­
dencia. 

Demostración: 

l. Con10 X, Y son variables aleatorias continuas entonces por el Tcore111a 
2.2.9 (Sklar) existe una única cópula Cx1" y corno u_'IC,l" depende tan solo 
de c.~}" entonces está bien definida para todo par de variables aleatorias. 
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2.. Sea H la función de distribución conjunta de X .. Y y sean F y G sus 
marginales. respcctivnmeutc. Utilizando el Corolario 2.2.12 y el Teorema 
de Fubini (Dudley, 1989) tenemos que: 

U .. Y,l' 12/J.
2
IC.n•(u, v) - uvl dudv = 12/J.,1c.n·(u, v) - uvl dvdu 

12/f.,iH:o·(FC-ll(u), a<- 1>(v)) - vul dvdu 

12/f.
2
1P(X $ p<- 1 >(u}, Y$ a<- 1>(v)] - vul dvdu 

12ff.
2
1P(Y $ a<-ll(v},X $ p<- 1>(u)] - vul dvdu 

12JJ.)Hyx(a<- 1 >(v}, p<- 1>(u)) - vul dvdu 

12JJ.,1cyx(v, u) - vul dvdu 

O'Y, .. '\.9 • 

3. Utilizando las cotas de Fréchet-Hoeffding (2.4) tenemos que: 

lV{u, v) - uv $ C(u, v) - uv $ l'vl(u, v) - uv, 
O$ IC(u, v) - uvl $ máx {M(u, v) - uv, uv - lV(u, v)}, 

De donde obtc11en1os, por un lado. que: 

O :S; 12JJ.,1cxy(u, v) - uvl dudv = ux,>', 

y por el otro lado: 

jf,)Cxy(u, v) - uvl du~v;;S; m~{JJ.JM(u, v) - uv] dudvjJ.Juv - W(u, v)] dudv}, 

JJ..JC.n·(.,,v)-eú'.;,¡dudv =::;; 1;, 

y parlo t~'nt~c-0 S u.~;>' :S; 1 . . . , "·'···· .. : . 

4. Si X;Y so,". iii.clependientes entonces Cx,- = n (por Teorema 2.3.2) y por 
lo tanto ax, Y.= o.·· En sentido inverso, si c:rx,Y =O entonces 

JJ.,1cx,-(u, v) - uvl dudv =O, 

y en consecuencia ICxy(u,v) - uvl = O casi seguran1cutc. pero por la 
continuidad de Cx,- y n tenemos que ICxy(u, v) - uvl = O en todo 12 

y entonces Cx1" = Il y por el Teorcn1a 2.3.2 concluhuos que X. Y son 
independientes. 
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5. Por el Tcorc1na 2.3.3 tenemos que Co(X) • .B(Y) = Cxy y co1no u se define 
sólo en tértninos de In cópula concluirnos que Uo(X),13(Y) = u.'C,Y, para o 
y {:J estrictan1cnte crecientes en Ran X y Ran Y, respectivru:nente. 

Por todo lo anterior concluimos que ux,Y es medida de dependencia. O 

Ahora cstnn1os en posición de 111ostrar que existen relaciones de dependencia 
entre variables aleatorias que Jncdidas de concordancia co1110 Ja T de I<endall o 
la p de Spcarn1nn no detectan, pero que 1ncdidas que cun1plen con la Definición 
3.6.1 sí detectan. Primero revisarmnos las definiciones de las antes n1encionadas 
n1edidns de concordancia. 

Dechnos que una pareja de variables aleatorias es concordante si valores 
"grandes'' ("pequeños") de una tienden a estar asociados con valores "grandes'' 
("pequeños") de la otra, y que es discordante si valores "grandes" ("pequeños") 
de una tienden n estar asociados con valores "pequeños" ("grandes") de la otra: 

3.6.3. Definición. Sean (x1 , y¡) y (xJ, YJ) dos observaciones de un vector 
aleatorio (X,}-~) de variablcas aleatorias continuas. Decimos que (x;, y;) y (Xj, YJ) 
son concordantes si {(X¡ < Xj, Yi < YJ) ó (x¡ > Xj, y¡ > YJ)J. De m.anern análo­
ga decimos que son discordantes si [(xi < Xj, y¡ > YJ) ó (x; > x 1 , y¡ < YJ)]. 

Obser\'nción: (x,, y¡) y (xJ, YJ) son concordantcs si y sólo si (x; -x,)(Yi -y1) >O, 
y soIJ discordantes si y sólo si (x1 - Xj)(y¡ - YJ) <O. 

3.6.4. Definición. (Versi6n muestra/) Sea {(xi, yi), ... , (x,., Yn)} una muestra 
aleaton:a de n observaciones del vector aleatorio (X, Y) de variables aleatorias 
continuas. Sean e y d los núTneros de pares concordantes y discordantes, respec­
tivaTnentc. La tau de Kendall muestral se define como: 

c-d 
t :=e+ d · 

Es decir, t es la probabilidad de concordancia Jnenos la probabilidad de 
d iscordnncia para un par de observaciones {x¡, y¡), (x j, YJ) elegido aleatorian1ente 
y sin rccn1plazo de la 1nuestra. 

Observación: Tenemos en total ( ; ) pares no ordenados distintos 

{(x1 , y,), (x1 , YJ)} de obser\'aciones de la nJuestra por lo que e+ d = ( ; ) , 

casi scguranJcntc. 

3.6.5. Definición. (Versi6n poblacional) Sean (X1, Yi) y (X,. Y2) vectores 
alcato1"i.os independientes e idénticamente distribuidos, cada uno con función 
de distribución conjunta H. La tau de Kendall para el vector aleato1-io (X, Y) 
se define como: 
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3.6.6. Definición. Sean (Xi. Y1) y (X,. Y2) vectores aleatorios independientes 
de variables aleatorias continuas con funciones de distri.buci6n (conjunta) H 1 
y H2 pero con marginales comunes F (¡•ara Xi y X2) y G (para Yi y Y2). La 
funci6n de discordancia de los vectores aleatorios anteriores se define como: 

Q := P[(X1 - X2)(Yi - Y2) >O] - P[(X1 - X2)(Y1 - 1'2) <O]. 

Es inn1cdiato notar que si H1 = H2:::;. Q = r. 

En el siguiente tcorcntn se dc111ostrarñ que Q depende de las distribuciones 
de ( .... Y1, Yi) y (X2, Y2) tan sólo n través de :-;us respectivas cópulas: 

3.6.7. Teorema. Sean (X1 • Y1) y (X2, Y2) vectores aleatorios independientes 
de variables aleatorias continuas con funciones de distribución conjunta Hi y 
H,, respectivamente, y marginales comunes F (para Xi y X2) y G (para Yi y 
Y,,). Sean C1 y C2 las c6pulas de (Xi, Y1) y (X2, Y,), respectivamente. Entonces: 

Q = Q(Ci,G2) = 4/J.
2
C2(u, v) dCi(u,v) - 1. (3.6) 

Demostración: Corno Xi.. Yi,X2 , Y 2 son variables aleatorias continuas en­
tonces 

P[(Xi - X2)(Yi - Y2) <O]+ P[(X1 - X2)(Yi -Y:z) >O] =.l ... ' >(3.7) 

Sustituyendo la .ecuación (3.7) en la Definición 3.6.6 obtenemos la:.expresión 
alternativa: 

.Q = 2P[(Xi - X2)(Y, -1'2) >O]- l.~ 

pero de la Definición 3.6.3 tenemos que 

P[(Xi --, X2)(Y, - Y2) > O] = 
P[{X1 > X2, Yi > Y2} ó {X1 < X2, Yi <Y,,}], 
P[Xi > X2, Yi > Y2] + P[X1 < X2 ;Y,< y,,¡;. 

A continuación evaluaremos los dos swnandos de la ecuación (3.9): 

P[Xi > X2, Y, > Y:z] P[X2 $ X1, Y,, $ Y,] 

.· (3.8) 
., , .... 

(3.9) 

jj{f P[X2 $ x, Y2 $ y] dP[Xi $ x, Yi $ y] 
~R2 . 

JL
2
H2(x, y) dHi (x, y) 

j L
2
G2(F(x), G(y)) dGi (F(x), G(y)). 

y haciendo la transformación de probabilidades u := F(x), v := G(y) 

P[X1 >X2 ,Yi >Y2 ] = ff.
2
C2(u,v)dGi(u,v). (3.10) 
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De n1a11cra análoga: 

P[X1 < X2, Yi < Y2] "'."'· P[X2 > X1 , Y:z > Y1] , 

,,;./[i.F'P;2 >: :i:.; Y:z .> yJ dP[x, :,;; x, Y, :,;; yJ 

.;. f/.:.p~ F~~)--: G(y) .f. H2Cx, y)] dH,(x,y) 

.~/t.Jl 7_\F(ir:)--:,G(y) + C2(l"(x), G(y))] dC,(F(x),G(y)) 

::. jf,J1,..,,,.u ~···~ + C2Cu,v)]dC1(u,v) 
,?.: ; 1~.·:.":.>'::.:-_··_·:.·':~· _-,: 

:.~Jj·· (/",dr:J,(J,:V) +jj· ({ udC1(u, v) 
J{2_._ "'" ' . ' :/12 

., -~jj. (f~~étd,(u, v) +jj(f
2

C2(u, v) dC1(u, v) 
,· . :¡¡; r_-·_, . r./1: . 
~1.~E(U) :-E(V) + ff.p2(u, v) dC1(u, v), 

,._,_._ ''""':" -· - ' - . ' ' 

y como C1 es la función de diSt~ibución· cOOjurita de un ¡)ar de variables aleatorias 
U, V - Unif(O, l)t tcnclllos que E(U). = 4- = E(':'), ~or lo que 

P[x; <: X2, Y1 <Y2] ;=/J.p2~u,'!')dC1(u;v).: · (3.11) 

Sustituyendo las ecuaciones {3.10) y (3.11) én•Í~:e~~;.é;6n (3.9): 

P[(X1 - X2)(Yi- Y2) > pJ ~.2Ji.~~~~:'v)dC~:Cu, v), (3.12) 

y sustituyendo cst,; último en la ec~aci~n.·(~.'s):·:· 
- -... " .: 

Q = 4JJ.p2(u, v) dC1 (u, v) - 1. 

o 
3.6.8. Corolario. Sean C1 y C2 como en el Teorema 3.6. 7. Entonces: 

1. Q(C1,C2)=Q(C2,Ci). 

2. Si para todo (u,v) e 12 C1 -< e; y C2 -< C:~ entonces Q(C,,C,) ::S: 
Q(c¡,C~). 

3. Q(C1, C 2) = Q(61, 62) donde 61 y 62 son las c6pulas de sobrevivencia de 
Ci y C2. respectivamente. 

Demostración: 
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l. Q es siluétrica ya que en el Teorema 3.6.7 se pudo haber elegido condi­
cionar sobre (X2, Y:.). 

2. Por hipótesis tenernos que para todo (u, v) e I 2 se cu1nple 0 1 (u, v) 5. 
c;(u, v) y C2(u, v) S C2(u, v) , por lo que: 

Q(Ci.C2) 4JJ.
2
c2(u,v)dC1(u,v) -1 

s 4f/.
2
c2(u,v)dC1 (u,v) -1 

S 4JJ.
2
C2(u,v)dc;(u,v) - 1 

s Q(c;,c2>. 

3. Del Corolario 2.5.6 tene1nos que 

por lo que 

H(x, y) = C(F(x), G(y)) = C(l - F(x), 1 - G(y)), 

4JJ..c2(~,v)dC1(u,v) -1 

4 ffc2 (u,v) dC1(l - u, 1 - v) -1, J]¡2 . . 

y por el Lc1na 2.5.4 tC11emos que 

Q(C1. 62) = 4/J.J~ '.+, v ·.,.., 1 + C2(l .:_ ~; 1--, ~)) dC1{l - ~. i _:_ v) - 1 

= -4 ffc.1 _,..,¡>de, <.1~ :u, i::. v) '- 4 ff (1 - v) dc1 c1 - u, 1 - v) :1112 .· ~ < . : '1112 
+ 4/f.,dCi(l- u;1 ~ "uf+4ff., C2{l - u, 1 - v) dC1(l - u, 1 - v) - 1 

= -4~~)-4C~r:+:~+Jf.p2c::v)dc,cu.>- 1 

= Q(G1,C2) .. e; 

o 
3.6.9. Corolario. Sean { C~j }i, y { C2k }J:_1 dos sucesiones finitas de c6pulas 
y sean {<>;}j!.1 y {J3k}J:_1 dos ·sucesiones finitas en R tales que a;.f:h 2: O y 
que L;j!.1 o; = 1 = ¿;;:_1 Pi< • Entonces: 

Q(Ea;C1; .r.f:JkC2k) = 'f:.r.a,l3kQ(C1;.C2k)· 
jr::sl k=l j=l k=l 



82 CAPÍTULO 3. DEPENDENCIA 

Demostración: Del Ejemplo 2.1.7 se tiene que ¿:;,:., °'JCtJ y ¿:¡;_, f:JkC2k 
son cópulas por lo que: 

4 ff, i:.BkC2k(u,v)d(f:aJC1J(u,v)) -1 
111: k~t i-1 

4[E:f:<>J.Bkjjff
2
c 2k(u,v)dC1J(u,v)] -1 

.J=l k=l :!1: 

4 [ f: i: °'J.Bk (Q(C11. ;•k) +l.)] _ l 
j=-1 k""'l 

"' n L L <>j.BkQ(Ci;. C2k). 
i-lk=l 

D 

3.6.10. Ejemplo. En el Ejemplo 2.3.14 se vio que el soporte de la:c6pula !vi 
es el conjunto {(u, u) : u E I} y el soporte de la cópula lV es {(u, .l. e-, u) : .u E .I}. 
Si g es una función integrable en 12 entonces - , · 

JJ.,g(u, v) dM(u, v) = 1:0(1/:, u>,f'u ;Y,,;.JJ)Eu·.~i f*<iz· "?:.=.= /¡,'u(u, l.-u) du, 

por Jo que .... ·~ - __ ·::·~···~~··:_·:·~,:~;_p.~3~:~/;:·.::~-~'.~=~:.:.::;.:~~----"-·:: ______ -~_-:·· _-
._~;::..~'-"' - - - -- _, - -

Q(M. w~~;;~~tllílf ~!%~~~,~~u~'~º• 
Q(W. rrj .;,,; 4/f:..{,'i,"iJiv,,(ii;'.v);.,:.~, l. ;,,,' 41 u(l. - u) du - l. = -~. 

· ·_. · ;~>i_'._~ :.·:·_; ~~:'_:--'.(~~f~;-'.::1·r~0-.. ..:,.~--<>. > :· · º · 
Q(W; lii>'~-~'./J}ná,,..Y~:rv-1,0}dW(u,v) -1 =-l., 

: . - ··:. .-· ;' . ,· - 1 1 

Q(II,Il) "'."' 4JJ..':vdII(u,v) -1=41,J:. uvdudv -1 =o. 

3.6.11. Corolario. Sea Cuna c6pula. Entonces: 

l l 
Q(C,M) E [O. l), Q(C, W) e [-1,0). Q(C,IJ) E [-3· 3 J. Q(C.C) E [-1, 1). 
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Demostración: De la ecuación (2.4) y· la Definición 2.6.1 tenemos que 
W-< C -< lvl para toda cópula C. Por el Corolario 3.6.8 y el Ejemplo 3.6.10 
tenemos que 

Q(W, AI) :S Q(C, AJ) :S Q(M, lvI) y por lo tanto O :S Q(C, lvI) :S 1; 

Q(IV, 11') $ Q(H', C) :S Q(IV, lvI) y por lo tanto - 1 :S Q(C, IV) :S O; 
1 1 

Q(IT, IV) :S Q(II, C) $ Q(IT, l\I) y por lo tanto - 3 :S Q(C, II) :S 3 ; 
Q(W, W) :S Q(C, C) :S Q(l\I, l\I) y por lo tanto Q(C. C) E [ -1, l]. 

o 
3.6.12 .. Teorema. Sean X, Y variables aleatorias continuas con cópula C. 
Entonces la versión poblacional de la tau de Kendall para X, Y (que se 
denotará indistintamente COTnO rx,Y o bien re) está dada por: 

rx.Y = re = Q(C, C) = 4JJ.
2
c(u, v) dC(u, v) - 1. 

Demostración: El resultado es inmediato a partir de las Definiciones 3.6.5 y 
3.6.6 y del Teorema 3.6.7. O 

Observación: Por el Ejemplo 2.3.5 podeinos dar Ja siguiente interpretación a la 
tau de Kendall: · 

TC = JE[C(U, V)] - 1. 
en donde U y V son variables aleatorias Unif (O, 1) con función de distribución 
conjunta C. 

Notación: Si Os pertenece a una fami,lia paramétrica de cópulas escribiremos 
q~~~~- . 

3.6.13. Ejemplo. Sea Ca./3 una cópula de la familia Fréchet (ver Ejemplo 
2.1.8) en donde a 2: O, /3 2: O, a + /3 :S 1 y 

C 0 ,13 = al\I + (1 - a - /3)II + /3H'; 

entonces, utilizando el Corolario 3.6.9 y el Ejen1plo 3.6.10 tene1nos que 

Ta./3 = Q(Ca.13 , Ca.13) 
= Q(aM + (1 - a - /3)TI + /3W • aM + (1 - o - /3)TI + {31V) 

= o 2 Q(M, M) + (1 - a - /3) 2 Q(TI, TI)+ /32 Q(W; W) 

+ 2(a(l - a -/3)Q(lvI, W) + tl(l - a -/3)Q(W, TI)+ <>tlQ(JvI, W)] 

(o - ti)(<>+ ti+ 2) 
3 

Nótese que: 
a /3 ºº·" To.8 
1 o Jvr 1 
o 1 w -1 
o o rr o 
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3.6.14. "ICorcmn. Sea C una cópul~ .. Entonces: 

ff.pcu,v)dC(u,v) = 4-JJ..:uc(u,v)':vc(u'.v)dudv. 

Demostración: Sean {u;}~ 1 y {v1 }J!.¡·'<los particiones' de 1 tal.;s que 

O = uo < u1 < .... < Un = 1 y . O = va < vi < ... < Vn = 1 . 

Definirnos ~ui := Ui - u.¡:~ 1 y··A~i := ~t ~:v,_1._Asc, I 2 ·queda particionado en 
mn rectángulos R;J := [u;-1,u•]:><:[v;-1,v;]~ Entonces 

= ,J~00 Ev:1~.;,;:... J~:f.d'.:,t8c~~}t11>~cu.::.1v;) ~ccu,.,v;)c(u.-i.v1-1) j::::zl , ·,· · . ._. J~l,i=l·. >" ,· ._-_ ' . . . '~' . 
. ·· ... · ' - c2(,¡,_1~Vj) +. C(u,:..., Vj)C;'(u.-1,Vj-1)]. 

Por otro lado: 

JJ C(u, v) dC(u,v) = lfm ··f:f:ccu,,Vj)Vc(R,j)' 
J1 2 · "'·~-oo j=l i=l ' ' 

= lfm f:. f: [{C2 (u,, Vj) - C(u;, v:1)C(tt

0

;, Vj~i).::. ~2 (u.'.""1' Vj) 
m.n-()0 

,;-1 í=l 

+ C(u;-1, v:1)C(u;-1, Vj-1)} - { C(u,, v:1)C(u,_1, v,;) 

- C(u;, v1)C(u,-1, VJ-1) -C2(u,_,, Vj) 

+ C(u;-J. Vj )C(u;-1, V;-1)}] 
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= ICm { EE [C 2 (u;,'vj) _;C(u,,v;)C(u;,Vj-t) 
m,n-oo J=l i=l 

· ··.-C2 (u,_1;v1) +C(u,_1, v1)C(u,_,, v1-1)] 

"' n "'- L L [C(u,,'v1),C(u¡_,.1, VJ) - C(u¡, v1)C(u;-i. V1-1) 
J.=-~-'.=~ ~ ·.. ''' ·' 

- C 2 (u;-1, Vj) + C(Ut-1' Vj)C(u<-1• VJ-1))} 

= ICm, {'.l'.,.n .:_E 'f:: [C(u;,v1)C(u,_,, VJ) ~ C(u;, VJ),C(u,_,, VJ-1) 
m,n-oo .i=l í=l 

- C 2 (U<-l•VJ) + C(u;-1, Vj)C(U<-1• VJ-d]}, 

en donde Tmn representa la su111a telcsc6pica: 

T.,.n := E E [c2 (u;, v1) - C(u,, v1)C(u,, VJ-1) 
j=l i=l 

- C 2(u,_,,vj) + C(u,_,, Vj)C(u,_,, Vj-1)] 

=E E [ (C2 (u,, v1> - C 2(u,_,, v1-1>) 
J=lí=l . 

- (C(u,, v1)C(u¡, v,;,.-1) - C(u<-1• v1)C(u1-i. VJ-1))] 
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=E [ (C2 (1,Vj) - 0 2(0, Vj)) - (C(l, Vj)C(l, Vj~l) - C(O, v1)C(O,v1-1))] 
J=l . .. 

"' "' = L [vJ - VJVJ-1] = L v;~VJ, 
j=l j=l 

por lo que 

jjrr C(u, v) dC(u, v) = lím E Vj~Vj 
'112 rn.-oo J=l 

_ lím EE[C(u;,v1)-C(u;-1,v1)][º(u,_,,v1)-C(u,_,,v1-1)]~u;~v, 
m,n-oo ;-i i=l .Ó.U¡ AVj 'j 

y por lo tnnto 

JJ.
2
c(u, v) dC(u, v) = 4 -/J.

2 
:u C(u, v) ::v C(u, v) dudv. 

o 
El resultado anterior nos proporciona una forma altcnativa para calcular la 

tau de Kcndall, que resulta cspcciahucnte más fácil de calcular si se tiene que 
la cópula tiene tanto parte absolutan1cnte continua corno singular: 
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3.6.15. Corolario. Sea C una cópula. Entonces: 

Te = 1 - 4J/., ::u C(u, v) :v C(u, v) dudv. 

Demostración: El resultado es inmediato a partir de los Teorcn1as 3.6.12 y 
3.6.14. El Tcorc1na 2.1.13 garantiza la existencia de las parciales de C. O 

3.6.16. Ejemplo. En el Ejemplo 2.5.8 se vio que la familia de cópulas Marshall­
Olkin tiene tanto parte absolutamente continua como singular: 

Co.tJ"(u, v) = u 1
-

0 vl{u.,>u,.} + uv 1-JJl{uª:S::v"'} con a,{;I E ]O, l[, 

entonces 

lJCo.tJ(u, v) 8Ca..tJ(U, v) /J 
Ou lJv = (1 - a)u 1 -2°'vl{uft>v~} + (1 - f3)uv•- 2 l{uft<v~}, 

y por lo tanto 

1 - 4{Jl > {l - C.)u1:-"2 ºv dudv +/./., (1 - f3)uv•- 2 1J dudv} 

1 -4{ r:¡·n~ .. ~~=}a)vu•-20 dudv + .. ;;~::;:;: _ f3)v 1 - 2 "u dudv} 
Ío vB/0 Jo Jo 

To.fJ 

at/3 
Ot + /3 - a{3 = s,..13(1, 1) . 

Ahora revisaremos otra medida de concordancia conocida como la p de 
Spcar1nan: 

3.6.17. Definición. Sean (X1, Y1). (X2, 1'2) y (Xa, Ya) tres vectores aleatorios 
inde¡Jcndientes con función de distribución conjunta H, marginales F y G y 
cópula C. La p de Spearman se define como 

es decir, la probabilidad de concordancia menos la probabilidad de discordancia 
entre los vectores (Xi. Yi) y (X2, Ya). 

Observación: Nótese que Ja funci6n de distribución conjunta de (Xi.. Y1) es 
H(x, y) mientras que la de (X2, Y3) es F(x)G(y) ya que X2 y Ya son varia­
bles aleatorias iIJdependicntes. También, en la definición anterior da Jo mismo 
utilizar el vector (Xa. Y2) en \"ez de (X2, Ya). 
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3.6.18. Teorema. Sean X~ Y variables aleatorias continuas con cópula C. 
Entonces: 

PXY =Pe 3Q(C,II), 

12JJ
2
uvdC(u,v) -3, 

12JJ
2
c(u, v) dudv - 3. 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

Demostración: Las expresiones anteriores se obtienen in111ediatamente a par­
tir de la Definición 3.6.17, el Teorema 3.6.7 y el Corolario 3.6.8(1). O 

Observación: El coeficiente 3 en la Definición 3.6.17 es una constante de nor­
malización para lograr que p E [-1, l ], ya que de acuerdo al Corolario 3.6.11 
tenemos que Q(C, II) E[-,\-,:\-]. 

Notación: Si Co pertenece a una familia paraIIlétrica de cópulas escribiremos 
Pe en vez. de PCt1. 

3.6.19. Ejemplo. Volviendo al caso de la familia de cópulas Marshall-Olkin 
(Ejemplo 3.6.16) tenemos que 

ff..ca.adII 

y entonces 

1 1 . - 1 vº'ª 
f. f u1--~V-dudV +º:f. ·f uv1 -.6 dudv 

Jo Ívtt/a ·· .. _Jo Jo 
1 _ 2a.:.... ot/3 +'2/3- 0 2 

2(2 -_o) · 2o ...,._ af3 + 2{3 

6 2~-'-a/3+2/3-02 _
3 2=C> · _ 2ct - a/3 + 2{3 

3o/3 
2<> - ct/3 + 2/3 . 

Otra interpretación de la p de Spearman se puede obtener a partir de la 
segunda expresión en el Teorema 3.6.18: 

PXY =pe 12JJ
2
c(u, v) dudv - 12( ~) 

i2JJ
2
c(u, v) dudv - 12 JJ..uvdudv 

12/JJc(u, v) - uv] dudv, (3.16) 

es decir. pe es proporcional al volurnen signado entre las gráficas de e y nen 
13 • esto es, unn especie de "distancia pro1nedio'" entre la có ula de , Y) y la 

TESIS CON 
FALLh. DE ORIGEN 
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cópula que representa Ja independencia. La expresión anterior se parece mucho a 
la definición de la u de Sclt'\ .. •cizcr-\Volfsnlvo porque en este último caso tenc1nos 
In "distancia absoluta p1·0111cdio''. 

A continuación rnostra1nos un cje1nplo en el que se define una relación de 
dependencia entre variables nlcnt.orins que la.e; 111cdidns de concordancia antes 
1ncncionndas no detectan pero que lns 111cdidas ele dependencia sí: 

3.6.20. Ejemplo. Sea X una variable aleatoria continua uniforn1e en [-1, 1] y 
dcfinin1os In variable aleatoria l' := IX!. Sean F y Glas funciones de distribución 
de X, Y, respectivan1entc, y sen H su función de distribución conjunta. Tencinos 
entonces que: 

x+ l¡ l F(x) = - 2- 1-1,1¡(x) + Jt,oo((x) G(y) = yl¡o,1¡(y) + 111,oo¡(y) · 

Obtendremos ahora In función de distribución conjunta H mediante (Laha, 
1979): 

H(x, y)= /_'".,,,Fy¡x(ylu) dF(u), 

en donde F,·¡x(ylu) := P[Y :5 YIX =u)·= l1-u,,uJ(u)l.]o,001(Y): Al e'valuar la 
integral obtencn1os: 

H(x,y) = 

x; y si O< y ~,l ,'7'Y~cx;~ 1/; 

y si 0 <y< 1, X~ y; 

x+l 
-2-

1 

si y 2!: 1, -1<X<1 1 

si y;::l.x;::l. 

O en cualquier otro caso. 

l'vlediante el Corolario 2.2.12 podemos obtener Ja cópula de X, Y calculando 
C(u, v) = H(F<-•>(u), o<-1l(v)), en donde p<-1> y a<-1> son cuasi-inversas de 
F y G, rcspcctivament.c, en el sentido de la Definición 2.2.10, y así obtenemos: 

si V E 1, 1 ;v :::S u :::S ~ , 

si ve 1, u>~. 

si V E 1, u< 1 2v. 
Ahora calcularc1nos la r de Kendall, que puede obtenerse n1ediante el Corolario 
3.6.15: 

T)( ,. = l - 4 rr {)C(u, v) {)C(u, v) dudv. 
· · '}]p lJu lJv 
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en donde 

-{ V E 1, 12v <u<~, 1 si 

{JC(u,v) o si V E J, U> .!±!! 
8u 2 

o si ve I, u< 1-v -2-· 
y en donde 

{ 
1 

si V E I, i;" <u·<~, 2 
8C(u, v) 

vel,u>~. 8u si 

o si vel,u<-1T, 

y por lo tanto 

1 
si vel, 1;v<u< .!.±.!!. 

2 2 • 

OC( v, v) OC(v, v) _ { 
vel,u.>~, {}u 8v o si 

o si V E l., u< 12". 
Fi11al1nente intcgratnos y obtenemos 

TX,l' = 1 - 4 .!. { . { dudv 
( 

1 -4" ) 
2}o J:i:r =0. 

Así que a pesar de existir por definición una relación de dependencia entre las va­
riables aleatorias X, Y tcnc111os que la T de Kendnll asigna en este 
caso particular el 1nisn10 valor que le asignaría a un par de variables aleatorias 
independientes. Lo 111ismo ocurre con la p de Spcarinan, que se puede calcular 
n1cdiante el Teore111a 3.6.18: 

PX.\' 12/1.c(u, v) dudv - 3 

i2[fo'j=(u- I;v)dudv+ fo'j~vdudv]-3 
º· 

y se tiene para la p de Spearntan el mis1no comentario que para la T de KendalL 
Ahora verificaremos que la cr de Schwcizer-\.Volff no nos reporta un valor de cero: 

JJ.,IC(u, v) - uvl dudv 

Jf,,[ C(u, v) - uv] dudv + f 1.,) uv - C(u, v)] dudv, 

~-T=Ec:--=s1==s--::;c;-;:::o-:-;N-1 

FALLA DE ORIGEN 
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en donde E es un subconjunto de 12 en donde se cu1nplc que C(u, v). ~ uü.,' y por 
esta definición obtenemos de manera explícita que E·== [ 4, l] x [ 0, l] U {(O, O)} 
y por Jo tanto: 

cr • 1'1' 1 _ v 1'12u-l .~ . . ·Jill· 1 ~= (u----)dvdu+ cvdvdu-··. úvdvdu 
12 i 2u-1 2 ! O ! O 

1!1' lif.l 1 V + uvdvdu- (u-T) dvdu, 
O O O l-2u 

de donde se obtiene que ux.1' ·= ~. 

Continuando con la idea de construir medidas de dependencia para un par 
de variables aleatorias continuas X, Y mediante distancias Lp entre la cópula 
de las variables y la cópula producto (que representa la independencia) para 
p = <X> tcne1nos la siguiente medida de dependencia, estudiada an1pliarncntc en 
el caso rnultivariado por Fernándcz y González-Bnrrios (2000), definida por: 

AX,>' := sup JCx.,-(u, v) - uvl (3.17) 
u,vel 

3.6 .. 21. Teorema. Sean las variables aleatorias continuas X, Y con cópula 
Cx>"· Entonces AX,Y dada por (3.17) es una medida de dependencia. 

Demostración: 

l. >.x.Y está bien definida por el mismo argumento utilizado en el 
Teorema 3.6.2. 

2. Utilizando el Corolario 2.2.12 tenemos que: 

sup JCx,-(u, v) - uvl 
u,vel 

sup 1Hxy(FC-1l(u), ac- 1 >(v)) - uvl 
u.vel 

sup JP[X ::S Fc-1 >(u), Y ::S ac- 1 >(v)] - uvl 
u,veI 

sup JP[Y ::S ac-•>(v),X ::S FC-1l(u) J -vuJ 
v.uEI 

sup JHyx(aC-•>(v),FC-•>(u)) - vul 
v,uel 

sup JC1· x (v, u) - vul 
u.u.el 

A>· •• x. 

3. Del Teorc111a 3.6.2 tcne1nos que para todo (u,v) en 12 se cumple 
O ::S JCx1·(u,v)-uvJ ::S máx{NI(u,v) - uv,uv-lV(u,v)} lo cual de entra­
da garantiza que A .. '°'. l" ~ O. Sean o(u, v) .- M(u, v) - uv y 
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/3(u, v) := uv - W(u, v). Entonces: 

{ 
u(l - v) 

a(u, v) = v(l - u) 
si 
si 

v> u., 
vS u. 
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En princ1p10 tcnetnos que el campo vectorial gradiente 
Va={(~.~): u,v E I} apunta en dirección de la diagonal principal lo 
que indica que o(u, v) crece n1ás rápidnn1cntc conforme nos aproxin1a1nos 
a la recta v = u y por la continuidad unifor111c de las cópulas sólo queda 
averiguar en qué punto de la diagonal principal a alcanza un 1náxilno, 
esto es. pnrn o.(u, u) = u(l - u) tcne111os que nlcnnzn un único 111áxin10 
en u= ! y por tnnto .AI(u, v) - uv ::::;; t. De 1nnncra análoga se ve que el 
can1po vectorial gradiente V' ;3 apunta en dirección de la diagonal secun­
daria v = 1 - u y se obtiene ta1nbié11 que uv - Ul'(u, v) S i y por lo tanto 
conclui111os que O :5 ...\x. l" S ~. 

4. Si X, Y son independientes entonces Cx·v = Il (por Teorema 2.3.2) y por 
lo tanto ...\x,l' O. En sentido inverso, si ....\x,\' O entonces 
IC.•a·(u, v) - uvl =O para todo (u, v) en 12 y en consecuencia Cxy = Il 
y por el Teore1.na 2.3.2 concluitnos que X, Y son independientes. 

5. Por el Teoretna 2.3.3 tene1nos que Ca(X) • .B(Y) = c .. '(}' y corno ). se define 
sólo en térn1inos de la cópula concluitnos que ..\0 ( .. ~).tf(Y) = .Xx,y, para o 
y /3 estrictn111cntc crecientes en Ran X y Ran Y, respectivamente. 

Por todo lo anterior concluin.J.os que ..\x,Y es n1cdida de dependencia. O 

3 .. 6.22.. Ejemplo. Continuando con el Ejen1plo 3.6.20 tenemos que: 

{ 
(v,u) si 0<v<l-2u, 

(v-1,u-!) si l-2u<v<;l 
'V'IC(u, v) - uvl = 

(1- V,! - u) si ;l<v<2u-l 

(-v, 1 - u) si 2u-l<v<l, 

de donde se tiene que el cainpo '\"Cctorial gradiente VIC - Ill apunta en di­
rección de las rectas v = 1 - 2u y v = 2u - l. Por un lado tenc1nos que 
IC(u, 1 - 2u) - u(l - 2u)I = u(l - 2u) alcanza un máximo de ;} con u = !. y 
por otro lado tenemos que IC(u, 2u - 1) - u(2u - 1)1 = (2u - 1)(1 - u) alcanza 
un rnáxitno de k con u= ~. así que ..\x,l' = ~· 

Podernos extender el concepto de 1nedida de dependencia de la Definición 
3.6.1 al caso n-din1cnsionnl por 1ncdio de la siguiente: 

3 .. 6.23. Definición. Una rncdida de dependencia para n variables aleatorias 
X 1 , ••• , Xn es un núme1'0 que denotaremos óx1 , ••••• 'i: .. que satisface las si uientes 
propiedades: TESIS CON 

FALLA DE ORIGEN 
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1. óx1 ••••• x" está definida para todo vector aleatorio (X1,.· ..•.• Xn). 

B. óx1 , ••••• 1\" = ó .. '-"'.., 0 ,. •.. ,X..,c~» para cualquier pe""!-utación ""( sobre el conjunto 
Jn := 1 •... ,n. 

9. O$ Óx1 , ••• ,Xn S k, para algún k >O . 

4. óxi. ... ,x .. =O si y s6lo si Xi •... ,Xn son independientes. 

5. Si Ct"J, ••• , ª" son/unciones estrictamente crecientes en Ran X1, ... ., RanXn, 
respectivamente, entonces Ó01 (Xi) •.•. ,et,.(X,.) = óx,, ... ,x ... . 

6. o::::; óx,,X2 s Ó.1\¡,X2,X3 :::: ••• s óx¡, ..... '\.· .. -1 s óx ••...• x .. . 

En particular se pide que la propiedad 6 se ctunpla porque para un detcr-
1ninndo grado de dependencia de las variables alcatoria."i X 1, ... , XTn no tendría 
n1ucho sentido, desde un punto de vista probabilístico, que el añadir una va­
riable aleatoria Xm+l provoque unn dis111inución en el grado de dependencia 
entre las vnriables X1 •... , Xm, Xm.+Jt esto es, en el peor de los casos si Xm+l 
es independiente de X1, ... , Xrn pediinos tener que óx 1 ..... x*" = t5x 1 , .... x-.x-.+i · 

Fcrnández y Gonzálcz-Bnrrios (2000) proponen dos medidas de dependencia 
entre variables aleatorias, una de las cuales es factible expresarla en térininos de 
cópulas si las variables aleatorias sou continuas, y dicha medida es la siguiente: 

óx, •...• x" := sup JF:x, .... ,x. (xi, ... ,xn) - Il Fx,(x;)J, 
(:r¡, ... ,:rn)ER" i=l 

(3.18) 

en donde Fx1 , •••• x" es la función de distribución conjunta de X1, ...• Xn 
y F..'!\:, es la función de distribución de X¡ , para i = 1, ... , n. El siguiente 
teorema es también un resultado de Fernández y Gonzálcz-Barrios (2000): 

3.6.24. Teorema. Sea el vector aleatorio n-dimensional (X1, ... ,Xn)· En­
tonces óx, .... ,x" dada por (9.18) es una medida de dependencia. 

Demostración: 

l. t5x 1 ••••• x.,. está bien definida para cualquier vector aleatorio (X¡, ..• , Xn) 
por la existencia y unicidad de la función de distribución conjunta F:~1 ••••• x" 
y de las funcion~ de distribución Fx, • para i = 1, ...• n. 

2. Sea "Y una pérmutaci6n sobre In := {l, ... , n}. Como 

y además TI:'-1 F:x, (x;) 
Ó,..,.;- 1 , ...... Yn = Ó,.'\."..,(l)••••••'\."..,(n) 

P[X1::;; X1, ••• ,Xn::;; Xn] 

P[ X-,(1) ::;; x-,(1)• .•.• X-,(n) ::;; X"}(n) l 
Fx..,<•>·····X,.c ... ,Cx..,.c1), · · · ,x..,.cn» 

0:1 .... 1 Fx..,,., (x..,.c¡,) tenen1os entonces que 
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3. Sean xi. • ..• Xn nú1ncros reales cualesquiera y definhuos la sucesión finita 
de subconjuntos de R : A¡ :=] - oo, X¡] , i =-1., ... ., n . Entonces 

n n - ' 

óx, ..... x. = sup 1 P[ n{x, E A;} 1- flP[ {X, E A,} 11 · 
A1CR; í=l, ... ,n i=l ' .. i-1· . . 

Para simplificar un poco In notación definimos O¡ ':'= :"P[ {Xi E A,} 1 
y B;. .- {X-. e A¡} , para i = 1, ... ~n .·y- n .~·:. 2.-- 1 .así corno 
o:= nún{o1, ...• ctn} . Entonces .,."{: ·.f~;f'. ~,,_. 

(3.19) 

Como P[ n B¡) $ P[ B¡) para toda i =' '1; ;':: • n y también; Il °'« 2: on 
tenemos que P[ n B, 1 - Il °'' .=:;; o - on , por lo'que,, : :". 

Derivan~o la funCióri cp{ct) :=o·- o" encontr_arnOs é.¡üe cp(o) alcanza un 
máximo de (*)~(1 - *) • así que , , '. " , ' 

(3.20) 

Ahora sea /3 := E o¡ .. entonces ncccsariametlte ci :-!:;: j3 's. n. Supongamos 
primero que /3 > n - 1 . Por la desigualdad de Boole tenemos que 

n n 

EPfBfl 2: P[LJBfl. 
i=l ........ 1 

n n 

n-EP!Bfl =:;;ri-P[LJBfl, 
t=l a-1 

LP[B;] $ n-(1-P[ns,)), 

/3 $ n - 1 + P[ n B;) , 

TESJ8 CON 
FALLAD,,, 

P(ns, 1- II º' 2: /J- (n- 1) - n º'. 
Para O $ fJ S n-1 no se puede mejorar más allá de P( n 1-Il °'' 2: - Il o; 
porque /J - (n - 1) ;S; O. De lo anterior se tiene que 

{ 
-no, 

Pcns,¡ - n º· 2: 
f:J - (n - 1) - n º' 

si 0$tl$n-1 

si n-l<tl$n. 
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Utilizando la desigualdad que relaciona a las Jnedias geométrica y 

arit111ética, esto es (no¡)* :S ~, para el caso' en"'que .o s p :S n - 1 
tcnctnos que 

TI (p)n en -1)" 
O¡ S n :S -n-- .. ' ·- ~ ' - ·. 

y por lo tanto 

En caso de que n - 1 < /3 S n tenc1nos 

• ·.. '13 ·~ 
f3 - (n - 1) - TI a; ~ f3 - (n.:.: 1) :- (ñ} =: g(/3), 

de donde g'(/3) = 1- (~r-• ~O; ya que * S 1, lo que significa que g(/3) 
es rnonótona creciente en n - 1· < f3 :=; n, Y colno g(Tz. :__ 1) -:== -(n;;t )n 
entonces 

··· n TI n-1n P[ ·. B;)- <>; ~ -(-n-) . (3.21) 

De (3.20) y (3.21) obtenemos 

(3.22) 

y co111binando lo anterior con (3.19) obtene1noS 

< {cn-1)n (1)..±r( 1)} ÓX¡ •••• ,Xn - rnáx -n-- ' n 1- n • (3.23) 

Las sucesi;;~~cs {Cn;;t )"-1 } y { (!i-)~} son decreciente 18 printera, y Cre­
ciente la segunda, además de ser iguales para n = 2, lo que implica que 
en;;• )n-l s (;1¡)~. es decir 

y sustituyendo lo anterior en (3.23) obtenen1os 

OS5x., ... ,x. S (~).,,±,-(1-~) <l. (3.24) 

es decir, ó .. <i<1 , ••• ,x" está acotada. 

4. Si X1, ..• , Xn. son independientes entonces F.."1(1 ••••• Xn = fl~- 1 F.,*'• y por 
Jo tanto ó .. Y 1 ....... ~" = O. En sentido inverso, si óx1 ....... Y .. , = O entonces 
IF."\', •...• x.(x,, ••• ,Xn) - n:~. F."\',(X;)I =o para todo (x,, . .. • xn) en an 
lo que in1plica que F,.,·a.···•x" = n;':: 1 Fx, y por lo tanto X1, ... , Xn son 
independientes. 
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5. Sean 01, .•• , On funciones estrictamente crecientes en Ran X1., .-.. , RanXn, 
respectivrunente, entonces 

-.· . ,, .. - n --

Oa,(X.J, ... ,o,.(Xn)= sup IFo,(X,)-,; .. ,On(XnJ(Y1. ; ..• Ynf~TI-Fo;(X,)(Y¡) 1 
Ctll····•tln)ER" ·:·>· ·- ·· -~- . ·' . i-t ,_, 

= sup IP(o1(X1).$y1, ... ,<>n(Xn)SYn]-'iIP[o«(~¡) .. $Y1]l 
(Jl1•···•Yn)ER.•• - . ,. - ·. . : ·, -... - .. · ·. 'i=l . ·- :-

= sup IP(X1 $ <>11-(Y1), •..• Xn $ a;;-'(Yn)]- ftp¡x,·s aj:1(y¡)] I 
(111 •... ,y" )ER.91 

· .;-1 

' .. ·. n 

= sup . IF:Y,, ... ,x:(ai°1(yi) •... ,a;;- 1 (Yn)) - IJ F:_y,(<>j: 1(y¡))I 
(&11 o•••olln)ER.n · . i:=l 

= sup .• IFx,, ...• :~;.•(x,, •.• ,xn) - ft Fx,(x1)l 
(;i:¡, .. ,,zn)ER.~ ·; , · _:_\ t=l 

= 6~-.::1 •...•• '\."'~. 

6. Sea A(x,, .•. _,x,r := Fx,, ...• x.<x,, ... ,X;) - n;=I Fx,(Xj) • para 
i = 2,3,~ ... _·,n_.:::_.l __ ._:Co~no ~(x¡, ..... ,x¡} = ~(xi, ... ,xúoo) _entonces 

sup IA(x¡, •.. ,x,)I 
(:r1, ... ,z.)eR~. 

sup IA(x1, ... ,,.,,,c;x:;)I 
(za , ... ,:r.,oo)eR.•+1 

,.,,, ... ,;, ~.!'.~.ien.•+• IA(x1,.:., x,, X;+1 ) 1 

c5x1 , ... ,·x,,.-..:,+1 • 

Por todo lo anterior concluimos que cSxi. ... ,x ... es Una ntedida de dependencia. O 

TESlS CON 
FALLA. DE ORlGEN 
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3.6.25. Corolario. Con los supuestos y resultados del Teorema 3.6.24 anteri­
or: 

J. Las cotas en (9.22) no pueden mejorarse. 

2. Sean las variables aleatorias Xi, ... , Xn, Xn+l· Si Xn+l es independiente 
de (~1, ••. , Xn) entonces Ó.'\:1 , •••• Xn ... '\"'n+• = ó .. y 1 , •••• Xn · 

9. Sea un espacio de probabilidad (S1, :F, P) y sean n subconjuntos rncdiblcs 
A1t ... , An. Si definimos las varibles aleatorias Xt := lA, (i = 1, ... , n) 1 

entonces 

k 

óx., .... Xn = máx IF.Y,, ..... x,, (O, O, ... , O) - IT F.x., (O)I, 
;l=l 

en donde el máximo se toma de entre todas las posibles elecciones de 
1 :S i1 < i2 < · · · < ik S n, con 2 :5 k :S n . 

Demostración: 

l. De (3.22) tenemos que 

(n-1)" rr" (l)~( l) - --- S F.Y,. ....• ...-n(.x1; ••• ,xn) - Fx.(x;) S - 1- - . 
n i-=l n n 

Sea X una variable aleatoria uniforme en J O, 1 [ y sean las variables aleato-
rias X,:= 1{xeJ ·::' .. *(} , para i = 1, ... , n . En este caso . 

Fx, , ... ,Xn (0, 0, ••• , O) P[X1 SO, ... ,Xn SO] 
P[Xi = O, ... ,Xn =O] 

n i- 1 i 
P[n{X e]O,--JU[-,l[}] =P[0] =O, 

i=I n n --

y por otro lado 

n n 

flFx,(O) flP[X;=OJ 
i=l i=l 

ir P[ ñ {X E] O, i - l j U [ i.., l [}] 
i=l i=l n n 

(1-~f=C:1r. 
y por lo tanto 

nn cn-1)" F.v., ... ,x" (O, 0, ... , O) - JO:y, (O) = - -- , 
i=l n 
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es decir, en este ca.so particular se alcanza la cota inferior y por ello no 
puede ser n1ejoradn. 
Ahora sean X1 := X2 := ... := Xn := X., con X una variable aleato­
ria uniforme en ) O, 1 [. Definiendo xo := (};) ;;-!,-r E J ~· l. [ .tenemos que 

F....-(xo) =(;\-)~y entonces 
n 

F....-,, ... ,x.(xo,Xo, •.. ,xo)- IlFx,(xo) 
i=l 

C*)~·-UJ~ 

(*);;-!,-r(1-t;), 

y así alcanzan1os ln cotn superior, y por lo -tanto rio puede ser mejorada. 

2. Si Xn+t es independiente de X1, ... , Xn. e~tonces para cualesquiera 
x1, ... , Xn, Xn+t en R se tiene que 

n+I 
~(x1 •••• , Xn, x,..+i) = P[ Xi :5 Xi, •.•• X,.. :5 Xn )P[Xn+l :5 Xn+1) - 11 P( X; :5 xt], 

•-1 
de donde obtenemos 

l~(xi. ... ,Xn,Xn+dl = P[Xn+I :5 Xn+I Jl~(x1, ... ,x,..)I :5 IA(x1,.,. ,xn)I, 

y entonces 

sup l~(xi.. - . , x,.., Xn+i) 1 
(z¡ •...• z ... ,z ... + 1 )eRn+• 

:5 sup l~(xi. ...• xn)I = óx,,. .. ,x~, 
(z1 •.••• :r,..)ER" 

pero del Teorema 3.6.24 (6) te11en1os que óx1 •... u1\ ... ,X ... +i.2: óx1 , ... ,x ... , por 
lo que concluin1os que 6x1 ••••• x .... x ... + 1 = 6x1 ••••• x... . · 

3. Por la definición de las X1 tenc1nos que 

F....-,(x) = { 1- ~[A,) 
de donde obtenernos 

si X <0., 
si OSx<l, 

si x2:1., 

n k 

F....-, ..... x" (xi. ... , Xn)- 11 F....-, (x;) = F.'<,,. .. .,x •• (O, O, .•. , O)-11 F."., (O) , 
i=l j=l 

donde los índices ij corresponden a aquellas Xt tales que X¡ = O. ya que 
Fx. (1) = 1 y la función de distribución conjunta Fx1 •••• ,x" se marginaliza 
para aquellas X¡ = l. y por lo tanto se tiene que 

k 

óx,, .... x. =nube IFx., , ...• x •• (O, O, ... , O) - 11 Fx., (O)I, 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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en donde el mnx1n10 se toma, de entre todfis las ¡jOsiblcs elecciones de 
1 s i 1 < i2 < ... < ik :::; n, con. 2 s k s· n . ; :·: 

o 
Finalmente, ~Cnem~s· el ,~-¿~uiéi-;1-.j';~~·~ta'd~:·.i~l~i~di~tci';-~úc ~O~'pCrlnit~ cal-

cular la 6x1 ••• :, .. 'ti{n·nntério·r-en"térlninOS.de_c6p~la.S:·> · - · 

3.6.26 .. CorolMio. .Sca/;_--,x~·:i~· .. '.~}~:,~~-:-'t;;;,~abÍ~~ al~~-iorias cOnÚn~~ con cópula 
C. Entonces .'._·; 

,.. n 

óx, ....•. '<.",.;., . sup IC(u,; •.. ,un) - IJ u;I 
(u1 •····~")El" i=l 

Demostración: Por Tcorema2.7.30 (Sklnr)._ o 



Conclusiones 

De entre los distintos enfoques para el estudio de la dependencia entre 
variables alentoria."'i. las cópulas resultan ser una herrruuicnta valiosa para la 
consecución de este fin. Las cópulas fueron definidas for111nln1entc para el caso 
n-di1nensionnl por A. Sklar cu 1959, y el desarrollo que tuvieron durante sus 
primeros treinta nüos lo rcsu1nc Sch'\vcizcr(1991) así con10 el libra publicado por 
Schwcizcr y Sklnr (1983). Es i1nportantc resaltar que desde In definición 1nisn1a 
de cópula hasta llegar n uno de los resultados 1ná.s ilnportnntcs como lo es el 
Teorema de Skla1· (Tcorc1nas 2.2.9 y 2.7.30 en este trabajo) son válidos aún 
sin hablar en térnlinos probabilísticos, incluyeudo la definición que se hace de 
funciones de distribución (Definiciones 2.2.1, 2.2.4 y 2.7.27) co1no lo ntcnciona 
R.B. Nclsen (1999) " ... Nótese que nada hay de probabilístico en estas definiciones. 
No se hace referencia a variables aleatorias ni a continuidad por la derecha o por la 
izquierda ..... En pocas palabras, se trntn de definiciones n1ás generales y co1no 
Dlenciona el rnis1110 autor un poco 111ás adelante " ... Así que los resultados que se 
obtengan para dichas funciones de distribución serán válidos aún cuando se hable 
de variables aleatorias ..... 

En el mismo año en que Sklar introdujo la noción general de cópula, 
A. Rényi (1959) propuso una serie de LLxiornas o condiciones urazonables" que 
a su juicio debiera curnplir cualquier rncdida de dependencia no pararnétrica. 
Sin embargo, Schwcizer y \Volff (1981) y \Voltf (1981) pusieron en evidencia 
que los requerin1icntos de los a.xiorna..c;; de Rényi eran dcn1nsiado fuertes para las 
111cdidas de dependencia conocidas hasta el 1non1ento y propusieron una versión 
1nenos exigente de los n.xion1as de Réuyi junto con una rncdida de dependencia 
que cun1ple con este nuevo conjunto de propiedades ""deseables". ahora cono­
cida como la u de Schweizcr y \\"olff (Teorerna. 3.fi.2 e11 este trabajo). Uno de 
estos axiomas pide que una rncdida de dependencia entre variables aleatorias 
sea igual a cero si y sólo si se trata de variables aleatorias independientes, y esto 
deja auto1nática111ente fuera de consideración a las 111edidas de concordancia, 
entre las que se pueden destacar la r de Kendall y la p de Spcarman, entre 
otras, que con10 se ilustra en el Ejen1plo 3.6.20 del presente trabajo arrojan 
un valor de cero ante un caso de dependencia entre dos variables aleatorias, 
y asignan por igual el mismo valor cero a un par de variables aleatorias inde­
pendientes. Esto fortalece la propuesta que viene desde Rényi (1959) de pedir 
que una medida de dependencia sea igual a cero sólo en el caso de indepcn-
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dencia. Sin embargo, hoy en día se sigue utilizando medidas de concordan­
cia para el estudio de ln dependencia porque en realidad no se tiene aún un 
consenso respecto a lo que debe cu111plir o c61no debe definirse una medida de 
dependencia. En el presente trabajo nos suma1nos n la propuesta de que una 
n1edidn de dcpcndcucin sea igual a cero sólo en el caso de independencia, n1as no 
a In propuesta de Sclrn:eizcr y \Voltf (1981) respecto n que In rncdida de depen­
dencia sen igual a 1 si y sólo si una variable es función cstricta1ncutc monótona 
de In otra. En prinwr lugar, pedir que unn n1cdidn de dependencia to1nc va­
lores en el intervalo ! O, 1 J es corn:cncionnl, no hnbrín cscnciahncnte problc1na 
alguno en u ti Ji zar algl'an otro intcrvnlo cerrado y ncotndo. por ejen1plo {O, k] 
para algún k > O. co1110 se propone en la Definición :J.G.1. reservando el valor 
cero únicarncntc para el ca.so de iudcpcndeucin. Lo que es discutible es que con10 
extremo opuesto n la independencia se proponga a la dependencia estrictn1nentc 
monótona. 

Este y otros aspectos siguen discutiéndose y 1nicntras tanto distintos autores 
manejan distinta.s definiciones de lo que debe ser una rncdida de dependencia. 
En el presente trabajo se optó por no conceder 11ecesarian1cntc la 1nnyor in1por­
tancia a la dependencia estrictamente 1nonótona y se propone una definición 
más flexible (Definición 3.6.1). 

En el caso de variables aleatorias continuas las cópulas nos facilitan el camino 
hacia la construcción de n1cdidas de dependencia, al 111argen de que algún día se 
tenga un consenso acerca de lo que debe satisfacer o no una 1ncdida de dependen­
cia. Esto gracias a que se tiene una tínica cópula que caracteriza la independencia 
( n) y las distintas Jnnneras de 1nedir de algtín modo qué tan independiente o 
qué tan dependiente es un conjunto de n variables nleatoria..c;;:; continuas son tan­
tas con10 maneras distintas se nos ocurra medir la distancia entre la cópula 
n-diinensional que representa a dichas variables y la cópula producto n. Y 1nuy 
importante ta1nbié11 es destacar que lns medidas de dependencia que se calculan 
en términos de funciones de distribución no ca1nbinn si se calculan en tértninos 
de cópulas. 

Pero volviendo a In discusión de lo que podría considerarse co1no el ex­
tre1110 opuesto de la independencia. Lnncaster (1963) establece que dos varia­
bles aleatorias .. \."".Y son co1n¡Jlctarnc11tc dc¡Jcndic11tcs si existe una función uno 
a uno <p tal que P[ },.. = ~(X)] = l. esto c.,--s. si X.},.,... son casi scgura1nente 
funciones invertibles una de la otra. Kin1cldorf y Sa1npson (1978) sefialan que 
la dependencia con1pleta in1plica la posibilidad de predecir cualquiera de las 
variables en térn1inos de la otra n1ientras que la independencia in1plica iinposi­
bilidnd total de predicción. Sin en1bargo. existe un resultado que de1nuestra que 
existen variables aleatorias complctn111e11te dependientes cuya función conjunta 
de distribución se aproxima tanto con10 queramos a la función de distribución 
conjunta de variables aleatorias independientes con las mismas marginales. En 
el Ejemplo 2.3.14 se vio que el soporte de la cópula .Af es la diagonal principal 
de 12 . Definiremos lo que se conoce con10 una recomposici6n (shuffee en inglés) 
de ll/. El soporte de una recomposición de AI es descrito inforn1almentc por 
1\likusiiíski. Shcn.\•ood y Taylor (1992) con10 sigue: 



••La distribución de masa para una recomposición de J\..-I se puede 
obtener (1) colocando Ja masa de l\I en 12 • (2) haciendo un número fini­
to de cortes verticales a 12 generando así un número finito de rectángu­
los. (3) generando una permutación de dichos rectángulos y posible­
mente girando algunos de ellos 180 grados sobre su eje vertical y ( 4) 
colocando los rectángulos de regreso en 1 2 . La distribución de masa 
resultante corresponderá a un cópula llamada recomposición de AI". 

Esquen1ática1ncnte un cjc1nplo de lo anterior quedaría como sigue: 

.M Rccornposición de .fl,,f 

1 2 3 4 1 4 3 
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Formalmente (Nelscn, 1999), una recomposici6n de Af está determinada por 
un entero positivo n, una partición finita {J.¡:} = {J1, J2, · · · , Jn} de 1 en n 
subintcrvnlos cerrados, una pcrinutaci611 -y sobre el conjunta Sn := {1, 2, ... , n} 
y una función w : Sn - {-1, 1} tal que w(i) = -1 si el rectángulo corres­
pondiente J¡ x 1 es girado sobre su eje y w(i) = 1 en casa contrario. Denota­
mos las permutaciones por medio del vector (7(1), -y(2), ...• 7(n)). La recorn­
posici6n de l\f resultante queda determinada y denotada por Jl,f(n, {J;}, 7, w). 
Nótese que en particular si -y es la pcrn1utación identidad y w = 1 entonces 
llf(n. {J;}. 7,w) = l\f. El resultado a considerar es el siguiente: 

Teorema .. Para toda e > O existe una recomposición de J\I, que 
denotamos e~, tal que 

sup IC,(u,v) - Il(u,v)I <e. (3.25) 
u.ve 1 

Dcinostración: Sea 771 un entero tal que m 2: 4/e. Entonces~ por el 
Teoretna 2.1.10, para toda cópula e y para u, V, s, t E 1 tenemos que 

IC(u, v) - C(s, t)I < ~ siempre que lu-sl < 2., lv-tl < 2.. 
rn 711 

El entero 771 determina a C~, una recomposición de l\f. de la siguiente 
tnnncra: Sean= m 2 y sea {J1 } una partición de 1 en n subintcrvalos l TESIS CON \ 
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de igual longitud. Sea -y la permutación de Sn dada por -y(rri{j -1) + 
k) := rn(k - 1) + j para k, j = l, 2, ... , 771. Para una w arbitraria 
definimos C, := lvI(n, {J,},-y,w) (el efecto de esta permutación es 
redistribuir la masa de probabilidades de .A-f de modo que se tenga 
una n1asa l/n en cada uno de los n subcuadrados de 12). Como 

Vc.([O,p/rnJ x (O,q/771)) = Vn([O,p/771) x [O,q/771)) = pnq, 

parap, q = 0, l, ... , 771, entonces se tiene que C,(p/rn, q/771) = Il(p/rn, q/rn) 
ta1nbién para p, q = O, l, ... , rn. Ahora sea (u, v) un punto en 12. 
Entonces existe un par de enteros (p, q) E {O, 1, ... , rn} ·tales que 
lu-;;.I < ;k Y lv- *>I < ;l¡- y por ello 

IC.(u, v) - Il(u, v)I ~ ¡c,(u, v) - C,(p/rri, q/rn)I 
+ IC,(p/171, q/171) - Il(p/771, q/771)1 

+ IIl(p/m, q/771) - TI(u, v)I 

<~+o+~=e. o 

l\1ikusiñski, Sherwood y Taylor (1991) señalan que el resultado anterior tiene 
con1.o consecuencia que el con1porta1nicuto de cualquier par de variables aleato­
rias continuas e independientes puede ser aproximado tanto corno se quiera n1e­
diante una par de variables aleatorias con1pleta1nente dependientes! ?\.1ás aún, 
por medio de un argumento sitnilar l\.1ikusiñski, Sherwood y Taylor (1991) de-
111uestran que el resultado anterior se puede generalizar al caso en que la cópula 
Il puede ser reemplazada por cualquier cópula, esto es, si C es una cópula en­
tonces e puede ser aproxilnada tanto corno se quiera por la cópula e€ y, en 
consecuencia, las rcco111posicioncs (shutJlcs) de 1'1 son densas en el conjunto de 
todas las cópulas bajo la nor1na supre1110, con10 en el resultado (3.25). Tene­
rnos así la posibilidad de construir una sucesión de pares de variables aleatorias 
cuyo conl.portruniento lí1nitc es independencia pero que en cada paso del proceso 
lí1nite cada con1ponente de cada par de variables aleatorias de dicha sucesión 
es cnsi scgura1ncnte función invertible de la otra. Esto hace discutible uunbién 
Ja definición de Lancaster (1963) de completa dependencia y la pretensión de 
que dicha definición es el extrc1110 opuesto de independencia . Esto recuerda la 
afieja discusión sobre el deterrninismo 1 , postura filosófica particularmente de­
fendida por Laplace2 en el siglo XVIII que establece que todos los eventos están 
co1nplcta.n1cnte detenninados y que aleatoriedad vendría a ser una especie de 
eufe1nisn10 que en realidad habla de nuestra in1posibilidad o incapacidad (posi­
bletnentc te111poral) de explicar un co1n¡>0rtatniento de 111anera detenninista. El 
resultado (3.25) anterior pareciera sugerir. desde un punto de vista determinis­
ta, que aquello que prctcndctnos lla.tnar independencia podría ser en ocasiones 

1 Vénse The Ncw Encyclopa.~ia Brit.annica, Rcady Rcference (1998), Vol.4, p.39 . 
2Véase Encyclopedia of Statistical Sciences ( 1982), Vol.1, pp.405-411 . 
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incapacidad de encontrar algún tipo de relación. En fin, el tema de la dependen­
cia entre variables aleatorias, cómo definirla y medirla, tiene nún mucho camino 
por delante. 

Queda pendiente trabajar también sobre el caso de variables aleatorias dis­
cretas porque por el Teorema de Sklar (Tcorcn1as 2.2.9 y 2.7.30) tcne1nos que 
existe una cópula para tnles variables pero no es ncccsaria1ncntc única. Cou10 lo 
discute y ejemplifica Joc (1997), un cjcn1plo de unn cópula n-ditnensional para 
el caso puran1cntc discreto es el siguiente: Sea {xj,i_,} el conjunto de puntos 
que conforma el soporte de la j-ésin1a 111nrginal. donde iJ pertenece al conjun­
to índice ordenado Dj. j = l, ... , 111. Supongn1nos que cndn D.J es una sucesión 
consecutiva de enteros. Sean ~(ij) y f_-i{iJ) la función de distribución y de 111asa 
de probabilidades de la j·ésin1a 1narginal, respcctiva1nentc. Sean H{i1, ... , im) y 
h(ii. ... , im) la función de distribución conjunta y la función de 1nasa de proba­
bilidades conjunta, respectivamente. Por el Teorema de Sklnr {Teorema 2. 7.30}, 
una cópula C asociada a H debe satisfacer, en principio, lo siguiente: 

, {i1, ... , im) E Di X • • • X Dm. 

Como C debe quednr definida en todo 1 2 , falta definir a C en 12 \ flj':. 1 DJ . Joe 
(1997) propone definir a C uniforme en el m-rectángulo flj'!.,[ F,(iJ-1), Fj (ij) ], 
es decir, la función de densidad 1nultiva.rindn de probabilidades de e en este 
rectángulo es h(i¡, ... ,irn)/Ilj=1 fj(i3); sin embargo, co1no el mismo Joe lo 
comenta, no es la única manera de definir a C en 12 \ n~1 Dj. Este es otro 
problema en el que hay trabajo por hacer. 
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