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INTRODUCCION

El presente trabajo esta elaborado con la finalidad de exponer una
forma o método, para desarrollar el estudio de una curva plana de
gran relevancia en matematicas, conocida con el nombre de Parabola,
la cual pertenece a las conicas, y donde las demas a parte de ésta
son: la circunferencia, elipse e hipérbola. Siendo todas parte de los
contenidos que conforman la materia de Geometria Analitica.

Esta pensado para estudiantes de Bachillerato, ya que es en éste nivel
donde se imparte la asignatura: Geometria Analitica, como una rama
de la ciencia matematica, que resulta de la unioén del algebra con la
geometria euclidiana, razon por la cual, esta asignatura es posterior a
los cursos de algebra, geometria euclidiana y trigonometria. Y forma
parte del conocimiento matemadtico, del tronco comun, del plan de
estudios de Educacion Media Superior.

En cursos de geometria elemental, se estudian dos lineas, la recta y la
circunferencia, lineas que también son estudiadas por la geometria
analitica y que preceden al de la parabola. Por tanto, se aplicaran los
conocimientos analiticos relacionados con ellas.

En este proceso, la parabola se define en términos de un conjunto de
puntos que cumplen ciertas condiciones, se determinan sus
elementos, se deducen las ecuaciones correspondientes que las
representan, segun la localizacion del vértice y su orientacion,
obteniéndola también, en su forma general, resultando ser éstas de
segundo grado. Como en el caso de la circunferencia, se obtienen
elementos a partir de su ecuacion y su ecuacién a partir de ciertos
elementos. Se explica la rotacién de ejes, y se aplica para encontrar el
angulo que permita eliminar el término xy, en la ecuacion de la
parabola cuando el eje de ésta es oblicuo a los coordenados. Se
encuentra la ecuacién de la tangente y de fa normal. Se determinan
ecuaciones de familias de parabolas, y finalmente se dan aplicaciones.

En la mayoria de los capitulos aqui tratados, se dan ejemplos,
dispuestos de forma que se pueda seguir con facilidad el
procedimiento natural que conduce a obtener el resultado esperado.
Seguidos de una serie de ejercicios, para consolidar y reafirmar el
conocimiento.
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Esperando como objetivo principal de esta tesis, el servir como
material didactico y de apoyo, a estudiantes y docentes de Educacion
Media Superior, en el proceso de ensehanza aprendizaje,
correspondiente al tema de la parabola.

Nota Histérica

El matematico griego Apolonio (200 a.C ) desarrollé una investigacion
muy completa acerca de las secciones cénicas.

Su obra “Secciones Cénicas”, incluye cerca de 400 proposiciones
relacionadas a los conos. Se atribuye a Apolonio la creacion de los
nombres “elipse”, “parabola” e “hipérbola” y el haber descubierto que
todas estas curvas resultan de la interseccion de un cono con cierto
plano, razén por la cual, también se les conoce, simplemente con el
nombre de cénicas.

Las secciones conicas, siguen interesando a los matematicos, y su
teoria la completaron esencialmente, Descartes y Pascal durante el
siglo XVII.

La Parabola como la Interseccién de un Plano
y un Cono

Si un plano en particular es paralelo a una generatriz de un cono
circular recto, entonces, la interseccion del cono con dicho plano, es
una parabola, figuras 1, 2 y 2-A.

TSR (O
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CAPITULO |
Definicién de la Parabola

La parabola es una curva que comunmente en algun momento hemos
visto, en antenas parabdlicas o en construcciones arquitecténicas. En
el recorrido o trayectoria que sigue cualquier objeto, cuando es
lanzado con cierta velocidad e inclinacion respecto a una vertical, y la
gravedad es la Unica fuerza que actla sobre él. Por ejemplo, la
trayectoria que describe una pelota de beisbol al ser lanzada.

También se observa, en el recorrido que siguen las particulas de agua,
que salen de una manguera a cierta presion.

Lugar Geométrico

Es la linea determinada por un conjunto de puntos en un plano, cuyas
coordenadas, satisfacen una ecuacién o propiedad comun.

Definicion de la Parabola

La parabola es el lugar geométrico de todos los puntos de un plano,
que estan a la misma distancia de una recta fija 4, y de un punto fijo
F, donde la recta no contiene al punto.

El punto fijo F, se llama foco, vy la recta fija 4, directriz de la parabola.

Para comprender mejor la definicion, se hace una interpretacion
grafica de ésta, en la figura 3.

En donde, al punto I que pertenece a la parabola, se le denota de
forma diferente por su posicion especial, y donde mas adelante
daremos su definicion.

En la figura, la recta s que pasa por el foco y por el punto ¥, es
perpendicular a la directriz ¢, en el punto 4. El punto D, es el pie de

la perpendicular trazada desde £, a la directriz 4.




fig.3

Asi en especial para el punto », de la curva, se tiene que la distancia
de £, a F, es igual a la distancia de 7 a b, es decir, que el punto 7
es equidistante al foco y a la directriz de la parabola, y por tanto,
satisface la condicion geomeétrica.

| ZF|<| D

De forma similar, para todos los demas puntos de la curva sefalados
en la figura, se pueden establecer sus correspondientes igualdades.

~ 2318 CON
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Ahora, uniendo consecutivamente todos estos puntos que cumplen
con la definicion, por medio de una linea continua desde £, hasta

P, se obtiene la curva de la figura 4, donde ésta, representa la gréfica
o el lugar geométrico de la parabola.

d fig.4

La forma de obtener el nimero de puntos necesarios de una parabola,
utilizando solo regla y compas, conociendo la directriz 4 y el foco F,
es como se indica a continuacion.

Se traza la recta / paralela a la directriz y que pase por el punto v, el
cual pertenece a la parabola, por ser éste, punto medio de segmento
AF, ver figura 5.

A partir de /, y hacia el lado donde se encuentra el foco, se trazan las
rectas: p, ¢ y r paralelas a ésta.

Ahora con una abertura del compas, igual a la distancia que hay de la
recta p ala directriz, y haciendo centro en el foco, se trazan arcos que
corten a la recta p en los puntos 7,y 7._Estos puntos por definicion,
pertenecen a Ia parabola.




Este procedimiento, se repite para las rectas 4 y r, encontrandose
asi, lospuntos £, A y A, P respectivamente.

fig.5

Si se desea un mayor nimero de puntos, basta con trazar mas rectas
paralelas, y continuar el procedimiento.

De ésta forma, se determinaron los puntos que se encuentran en las
figuras anteriores 3y 4.

TS con
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La Justificacién de la Perpendicularidad de la Recta 5

En la figura 6, la recta s pasa por el foco 7 y por el punto v. Por
pertenecer v ala parabola, se tiene que:

|7 - 77|
Con un radio igual a |V4| , y haciendo centro en el punto v, se traza

una circunferencia que obviamente pasa por el punto .1, lo que indica
que la directriz es tangente a dicha circunferencia.

Ahora por el teorema de geometria; cuyo enunciado dice: La tangente
a una circunferencia es perpendicular al radio en el punto de
tangencia, se desprende, entonces, como consecuencia, que la recta
s es perpendicular a la directriz 4 en el punto 4.

1

fig.6
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La Simetria de la Parabola con Respecto a la Recta s

La parabola esta formada por dos ramas, los puntos de éstas, son
simétricos con respecto a la recta s. Dado que dicha recta es la
mediatriz de los segmentos que son perpendiculares a la misma, y que
se forman al unir los puntos opuestos de las ramas de la parabola
figura 7.

fig.7

Para ello, es suficiente con mostrar que los puntos f,, M,, i, y M,,
son los puntos medios de los segmentos:rn, AP, BP Yy PP

respectivamente.
TESIS CON
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En la figura se observa que el triangulo M, Fr, y el triangulo M,FP son
tridangulos rectangulos, donde la hipotenusa FF del uno es igual a la
hipotenusa FF del ofro , por ser radios de la misma circunferencia c,.
Ademas, como el lado M,F es comtn a los dos tridngulos, se tiene que
los triangulos son congruentes, lo que implica que 7, = M,F’, es
decir, que el punto A/, es el punto medio del segmento £7' La razén
de lo dicho anteriormente lo justifica el siguiente teorema;

Dos triangulos rectangulos son congruentes, si la hipotenusa y un
cateto del uno son respectivamente congruentes a la hipotenusa y un
cateto del otro.

Siguiendo el mismo razonamiento, se hace ver que M,, M, y M, son

los puntos medios de los segmentos R~P. AP, PP,

Se dice, entonces, que la recta s es el eje de simetria. De donde toda
parabola tiene simetria axial, pero no es simétrica con respecto a un
punto, por lo que no tiene centro de simetria.

10




CAPITULO I
Elementos de la Parabola
En la figura 8, se encuentran sefialados los principales elementos de

la parabola, cuyas definiciones se daran a continuacion, apoyandonos
en la ilustracion de la figura.

fig.8

Cuando se dio la definicion de parabola, se mencionaron al punto F y
alarecta 4 , los cuales se conocen con el nombre de foco y directriz
de la parabola respectivamente.

Un segmento como PF, que une un punto cualquiera de la parabola
con el foco, se llama radio vector o radio focal.

La recta s, que pasa por el foco y es perpendicular a la directriz en el
punto ., se llama eje de simetria o eje de la parabola.

El punto v, punto medio del segmento ArF, que pertenece por
definicion a la parabola, y que es la interseccion de la curva con el gje,
se llama vértice de |la parabola.

El segmento que une dos puntos cualesquiera de la parabola como
BB, es una cuerda.

1 TESIS CON
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La cuerda EE' que pasa por el foco y es perpendicular al eje de
simetria, se llama lado recto o ancho focal de la parabola.

Una cuerda como CC que pasa por el foco, pero que no es
perpendicular al eje de simetria, se le nombra cuerda focal.

La distancia del foco a la directriz determinada por el segmento 4F,
es el parametro, y se representa generalmente por 2 p. Veamos, si la
distancia del vértice al foco se representa por p, y v es el punto
medio de la magnitud 4r, entonces, la distancia del vértice al punto
4, también es p, por tanto, el segmento 4F =2 p.

La Longitud del Lado Recto o Ancho Focal

La abertura o amplitud de la parabola a la altura del foco, la determina
la longitud del lado recto o ancho focal. Por lo que es importante
conocer como encontrarla. En la figura 9, el segmento 4F=2p, pero
como AF=DE, entonces DE =2p. Ahora por pertenecer el punto £ a
la parabola EF = DE, es decir, que EF =2p, y como larecta s es el eje
de simetria, entonces, EE = 2EF , esto es, EE' =2(2p) =4p.

Por tanto, la longitud de! segmento EE’, que es el lado recto de la
parabola, es igual a 4p . Por consiguiente EE" =4p.

La longitud del lado recto, se puede representar por medio del simbolo
ir, lo que permite escribir, que ir= 4 p.

| TESIS CON
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CAPITULO Ill

Ecuacién de la Parabola con Vértice en el Origen

En esta parte se procedera a obtener la ecuacion de la curva a partir
de su definicion.

La parabola presenta diferentes posiciones con respecto a los ejes
coordenados, tanto en la parte positiva como negativa de cada uno de
ellos, razon por la cual, es necesario determinar una ecuacion para
cada una de éstas. Para esto, la dividiremos en cuatro ecuaciones
segun su localizacion.

Primera ecuacion. En este caso, se analiza la posicion de la parabola
cuando el vértice es el origen y su foco se ubica en la parte positiva
del eje x.

Como la distancia del vértice al foco es p, y por estar éste en la parte
positiva del eje x, sus coordenadas son (p,0). También se puede
apreciar que la parte positiva del eje x coincide con el eje de simetria
de la parabola, ver figura 10.

La recta ¢ que corta al eje de las x en la parte negativa es la
directriz, y como lo corta a una distancia p del vértice, la ecuacion que
la representaes x=-p.

Por estar el punto p sobre la directriz y a una altura igual a la de 0,
sus coordenadas son (- p,y).

=-p Y[‘
Q%
DEP,Y) ) g

i eje de
v F(p,0) stmeTiela

—> X

fig.10 TESIS CON
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Por pertenecer el punto ¢(x,y) a la parabola por definicién es
equidistante al foco y a la directriz. Esto es, cumple con la condicién.

| o< 2|

Que expresado en distancia entre dos puntos se tiene:

Joa-p+y? = Jxe+rpy
Elevando al cuadrado ambos miembros nos queda:
(x=py+y’ =(x+py
Desarroliando los binomios al cuadrado.
X =2px+pP+yt = X +2px+ p?
Despejando * resulta.

v

2px+2px
Finalmente, reduciendo términos semejantes obtenemos que.
¥ o=4dpx D)

Llegando asi, a ésta ultima expresion, que representa la ecuacion de
una parabola con vértice en el origen, y cuyo eje de simetria coincide
con la parte positiva del eje x, y la que graficamente esta
representada en la figura 10. Donde las coordenadas del foco y la
ecuacion de la directriz son las ahi sefialadas, y la curva abre hacia
la derecha.

Segunda ecuacion: Se considera el caso en que el vértice de la
parabola es el origen y el foco de ésta se encuentra en la parte
negativa del eje .v . figura.11.

Visto el analisis que se realizd para la primera ecuacién, es entendible
para la nueva localizacién del foco, de la directriz y del punto D, que:

b TRGT (NN

i
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=p. 0) -son las coordenadas del foco; x=p es la ecuacion de la
- directrizy (p.y) son las coordenadas del punto ».

-Como ((x,y) es un punto de la parabola, por definicion se tiene:
| oF || oD|

Que interpretado analiticamente resulta:

Jep—xy + (=) = J(p-x)*

Partiendo de ésta igualdad vy realizando un desarrolio algebraico
analogo al anterior, se llega a la expresion:

y=—dpx (2)

Donde ésta, es la ecuacion que representa a una parabola con vértice
en el origen, y cuyo eje de simetria coincide con {a parte negativa del
eje .v. Por lo que la parabola se extiende hacia la parte negativa de
dicho eje, es decir se abre hacia la izquierda, como lo ilustra la figura
1.

Y
b
T Ix=vp
Qx%,9)
olp,y)
eje de .
simelria FCpo) gV X
d
fig.11
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Tercera ecuacion. En este caso la parabola esta orientada de tal
manera que el vértice es el origen, y el foco se encuentra en la parte
positiva del eje . Como lo muestra la figura 12.

Y

il

I
o |'=
o ¥y
ol E
& -

Qlx,y)
i 4
d D(x-p) Y=-P

fig.12

Por estar el foco en la parte positiva del eje ¥ a una distancia p del
vértice, sus coordenadas son (0.p), la ecuacion de la directriz es
y=-p, por cortar ésta al eje ' en la parte negativa y a una distancia
p del vértice. Las coordenadas del punto » son (x.-p) por compartir
éste la abscisa con ¢ y estar sobre la directriz « .

Por ser el punto ((x.y) de la parabola satisface la igualdad:

| OF | =| 0D|

Que interpretado como distancia entre dos puntos se tiene:

Jx (= p) = J+py
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Elevando al cuadrado los dos miembros de la igualdad anterior:
(- pY =+ p)?
Desarroilando los binomios al cuadrado:

Xy =2pyapt =y 2pvpt
Despejando * resulta;

X7 =2pp4 20
Por ultimo, reduciendo términos semejantes, se obtiene que
X =dpy (3)
Donde la igualdad anterior representa la ecuacion de una parabola con
vértice en el origen y cuyo eje de simetria coincide con la parte
positiva del eje ». Por tanto, la parabola abre hacia arriba del eje .\".

Como la figura 12, lo muestra.

Cuarta ecuacion: Cuando el vértice de la parabola es el origen y el
foco de ésta se localiza en la parte negativa del eje y.

Por la tercera ecuacion es facil comprender que las coordenadas del
foco son: (0.-p). la ecuacion de la directriz es: y=p y (x.p) son las
coordenadas del punto /. Por pertenecer el punto ((x,y) a la parabola
por definicion cumple:

| oF|=|2D|
Que interpretado analiticamente resulta:
Je ey = -y’

Realizando las operaciones algebraicas analogas a la obtencién de la
tercera ecuacion, se llega a la expresion:
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y:i=-4py 4

Que es la ecuacion que representa a una parabola con vértice en el
origen, y cuyo eje de simetria coincide con la parte negativa del eje v.
Por tanto, la curva abre hacia abajo, (fig.13).

Y
?
d D(X,P)
» X
2y B Qlx, y)
/- 2
. ﬁ,‘;'
O
LY E
.;";'
fig. 13
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Resumiendo tenemos lo siguiente

Ecuacion: (1) Ecuacion: (2)
yi=apx yi=—4px
Y Y4
xX==p X=p
(p,0) _ v 1S .
v F > X [ v Ld x
d d
Ecuacion: (3) Ecuacion: (1
¥ =4py x'=—4py
Y4 y¢$

on/ . —
» X ] — X
EET / (0,-p

Dado que p se definid como la distancia del vértice al foco, p es
siempre positivo, de tal forma que si decimos -p, se trata de un
nimero negativo.

Si el signo del coeficiente de « es positivo, como en la ecuacion (1); la
parabola se extiende hacia la derecha, y se extiende a la izquierda si
el coeficiente es negativo, como en la ecuacion (2). Si el signo del
coeficiente de » es positivo, como en la ecuacién (3); la parabola abre
hacia arriba, y abre hacia abajo si es negativo, como en la ecuacion
t4).

E! signo de los coeficientes de r y de v en las ecuaciones, dependen
de la posicion del foco, si éste se encuentra a la derecha, a la
izquierda, por arriba o por debajo de la directriz.

Las ecuaciones anteriores se conocen con el nombre de: Primera
forma ordinaria de la ecuacion de la parabola.

Qa
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La Simetria de la Parabola a Través de su Ecuacion

Otra forma de ver la simetria de la parabola con respecto a su eje, es
ahora por medio de la ecuacion: y’=4px, ya que de ésta, se
desprende, que | y| = Japr, es decir, y=fdpx si y>0 o bien -y = fipx
si y<0. Portanto, y= Japx 0 y=—Jdpx. Las ordenadas de los puntos
que forman la rama de la parabola que se encuentra por arriba del eje
X, estan representadas por » =2/px, las ordenadas de los puntos de
la rama de la curva que se localizan por debajo del mismo eje,
corresponden a y=-2/pr

Como p >0, también x debe ser positivo para que el valor de y sea un
numero real y distinto de cero, lo que indica a la vez, que la parabola
se abre indefinidamente a la derecha del eje ¥ en los cuadrantes
primero y cuarto.

Por tanto, para todo x> 0, se tiene que las coordenadas de los puntos

de ambas ramas son: (x.2/pr) y (x.-2Jpx), donde éstos, son
simétricos con respecto al eje X', como se aprecia en la figura 14. Por
lo que la curva, resulta ser simétrica con respecto a dicho eje.

N7
(x,avpx)
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— X

(7,0

R

(x;-2VpXY)

fig. 14
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O bien, como al sustituira y por -y en la ecuacion: y*=4px, ésta no
cambia ni se altera, la curva es simétrica con respecto al eje x .

De forma similar, considerando las correspondientes ecuaciones, se

hace ver, la simetria de la curva con la parte negativa del ejey, y la
simetria, con la parte positiva y negativa del eje 1.
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Dada la Ecuacion de la Parabola con Vértice en el Origen
Determinar Algunos de sus Elementos

Una vez conocidas las ecuaciones de la parabola en su primera forma
ordinaria, y partiendo de éstas, se pueden obtener sus principales
elementos.

Ejemplos.

1) Hallar el foco, la ecuacién de la directriz y la longitud del lado recto,
de la parabola: 3;?=8x o bien ° =§x

Solucion. Como la ecuacion es de la forma: ° =4px, de ésta se
deduce que 4p=—§—, esto es, 1r=§.

Para determinar el foco y la ecuacién de la directriz, necesitamos
conocer p, dado que ias coordenadas del foco son (p,0) y la ecuacién
de ladirectriz: x=-p.

De 4p =§ se deduceque p= % Por tanto, el foco es el punto de

2 . . .
coordenadas (§ .0), Y la ecuacion de la directriz: x = —%.

2) Dada la parabola: ;° = -16x. Hallar, la longitud del lado recto, ei foco
y la ecuacion de su eje.

Solucién. La ecuacién es de la forma: y®=-4pxr, de donde se
desprende, que -4p=-16. Dado que Ir=4p, se multiplican los
miembros de la igualdad -4p=-16, por -1 para tener 4p=16, por
tanto, /r =16.

De 4p=16 se tiene que p=4, entonces, las coordenadas del foco
F(-p.0) resultan ser F(-4.0).

Como su eje coincide con el eje .\, entonces, corresponde al lugar
geomeétrico de todos los puntos cuyas ordenadas son cero, por
consiguiente la ecuacién que lo representaes : y=0.
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3) Determinar el foco , la directriz y la grafica de la parabola: ' =8x

Solucién. Por ser la ecuaciéon de la forma: 2 =4px, se deduce que
4p=8,de donde p=2, por tanto, (2.01» son las coordenadas del foco y
x = -2 la ecuacién de la directriz.
Para la grafica, hay que determinar puntos que pertenezcan a la curva
a partir de su ecuacion, para después unirlos mediante una linea
continua, y asi obtenerla. Para esto, se despeja a y de la ecuacién,
resultando:

y= :\/é;
Para que y sea un numero real, x debe ser mayor o igual a cero.
Tabulando para algunos valores de «x, en la tabla indicados, se tiene

X y==8% i Puntos
0 y=FJ80) =0 i (00)
1 y==80) =+/8 =228 (1.2.8), (1,-2,8)
2 y==J82) = £J16 = =4 (2,4) , (2,49
3 y==83) =24 = +4.8 (3.4.8).(3,4.9)

Encontrandose asi, puntos que pertenecen a la parabola, y su
representacion grafica queda ilustrada en la figura 15. Donde ésta
contiene todos los puntos cuyas coordenadas satisfacen la ecuacion
(»* =8x) y sdlo ellos.
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fig. 15

4) Obtener los principales elementos de la parabola: x* = -10y

Solucion:

a) Es de laforma: x*=—py

b) Vértice: ¥(0.0)

c) Parametro (distancia del foco a la directriz que se representa por
2p), se dividen los miembros de la igualdad -4p=-10, entre -2, para
llegar a deducir 2p, esto es,

-4p =10
-2 -2
s 2p=S5

d) Semiparametro (distancia del vértice al foco 6 del vértice a la
directriz, que se representa por p), de 2p =35, se tiene,
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e) Ecuacion de la recta que contiene al eje de la parabota. Como dicho
eje coincide con el eje Y, entonces, corresponde al lugar geométrico
de todos los puntos cuyas abscisas son cero, por tanto, su ecuacion
es:

x=0

f) Foco: sus coordenadas son F(0,-p)= F(0,-2.5), porser p=2.5

g) Ecuaciéon de la directriz. es y=p, pero como p=25, la ecuaciéon

que la representa, es
y=25

h) Longitud del lado recto (ir=4p). De -4p=-10, se obtiene, que
ip=10,

i) Indicar la orientacion de la paraboia.
La curva se abre hacia abajo.

j) Célculo de puntos y grafica de la curva.
De la ecuacion se deduce que: y =—L;6' tabulando para valores de x

enla tabla asignados, se tiene:

x __i Puntos
Y=o
_4 _(—4)3 -1—6——16 (—4,-1.6)
-10__ -10 ) '
- -2 . ~2,~0.4
2 y=(_~’.=_“_.=_0,4 S ( , )
: ~-10 -10 . v o . . :
o | 0 N R (OR
' -0 -10 ' ) :
! 2y 2,-0.4
2 | ,ler_ 4, @04
- =10 -10
: 4-1.6
4 U 2 N L I ( )
=10 =10

Determinandose asi, puntos de la curva, y donde su grafica queda
representada por la figura 16.
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Donde éstos elementos, son los principales en toda parabola

fig.16

Ejercicios.

En cada caso, hallar las coordenadas del foco, la longitud del lado
recto y la directriz.

1. y' =dx 2. YP+24x=0 3. ¥ =4y
4, x*=-6y 5. ¥y +3x=0 6. ¥ -8y=0
7. 2y" =7x 8. 2y’ =-3x 9. ¥'=7y=0

Encontrar, el foco, la directriz, el parametro y el semiparametro de las
siguientes parabolas.

10. v = —dx 1. X =-8y 12. x*+4y =0

13. =2y 14. v =3x 15, ¥ -6x=0
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Esbozar, las graficas de las siguientes parabolas, indicando para cada
caso, el vértice, el foco y la directriz.

16. y'=2x 17. x> =2y 18. x* +6y =0

19. x* =4y 20. y* =7x 21, 3x°+20x =0

Determinar, el vértice, el foco, la directriz, la ecuacién del eje y la
grafica de las siguientes parabolas.

22,y = -8x 23, x* =4y 24, ' =-12y

Dados Algunos Elementos de la Parabola Determinar la Ecuacion
en su Primera Forma Ordinaria

Una manera practica para llegar a establecer la ecuacién de la
parabola, conociendo algunos de sus elementos, es analizar éstos, y
buscar los datos faltantes necesarios para poder determinarla.

Ejemplos.

1) Encontrar la ecuacion de la parabola con vértice en el origen y foco
en el punto F(0.3).

Solucién. Por tener su vértice en el origen y encontrarse el foco en la
parte positiva del eje v, la curva abre hacia arriba (fig.17). Por esto,
su ecuacion debe ser de la forma: x*=4py.

El problema se reduce, entonces, a encontrar el valor de p. Pero se
sabe que las coordenadas del foco son F(0.3)=F(0.p), por lo que
p=3. Por tanto, la ecuacion es < =4(3)». que finalmente se expresa
como x° =12y

TRSIS CON
FALLA DE ORIGEN
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fig.17

2) Hallar la ecuacién de la parabola con vértice en el origen, cuyo eje
es el eje X y que pasa por el punto P(-6.2).

Solucion. Por tener su vértice en el origen, la curva no puede abrir a la
derecha, porque no seria posible que pasara por el punto £(-6,2), por
encontrarse éste, en el segundo cuadrante, lo que indica que la
parabola abre a la izquierda, como esta trazada en la figura 18.

PC6,2)

—_—
T ad

fig.18
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Por tanto, su ecuacion debe de ser de la forma: y?=—px.
Para determinar el valor de p, sustituimos las coordenadas del punto
por donde pasa la curva, en la ecuacion, y se tiene.

(2)* = —4p(-6)

Realizando las operaciones indicadas.
4=24p
Dividiendo entre 24, ambos miembros y simplificando.

Por lo que su ecuacion resulta ser:
yi= -4(6l)x o bien *= —%x

3) Determinar la ecuacién de la parabola cuyo foco es (0.-2), si su
directrizes larecta  =2.

Solucién. Por ser (0-2) las coordenadas del foco, éste se ubica a dos
unidades del origen y sobre la parte negativa del eje ¥. Como la
ecuacion de la directriz es, y=2 se trata de la recta paralela al eje .\,
cuya interseccion con la parte positiva del eje v, dista dos unidades
del origen.

Puesto que el vértice es el punto medio de la distancia del foco a la
directriz, se deduce que éste es el origen. La parabola, por tanto, abre
hacia abajo (ver fig. 19),
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y su ecuacion debe ser de la forma: x* =-4py.

Puesto que el foco es el punto F(0,-2)=F(0,-p), se tiene que p=2,
sustituyendo éste valor en la ecuacién, resulta x*=-4(2)y, o bien
x? = -8y, quedando asi determinada, la ecuacién requerida.

Ejercicios.

Hallar la ecuacion de la parabola de vértice el origen, si el valorde p y
el eje de simetria, son los que se indican.

1. p=2; e€je X 2. p=-3; €je X .p=1; ejevr
4. p=-3: eje Yy 5. p=5; ejex 6. p=-8;€je x

Encontrar en cada caso, la ecuacion de la parabola con vértice en el
origen y con:

7. Directriz x+3=0 8. Foco en (-’5,0) 9. Directriz x=-§
10. Focoen (4,0) 11. Foco en (0,-5) 12. Directriz x =5
13. Directriz y =3 14. Directriz y=-2 15. Foco en (0,2)

Determinar la ecuacion de la parabola si la longitud del lado recto es el
que se propone, y la parabola se extiende como se sefiala. Considerar
para todos ellos como vértice el origen.

16. Ir =12, hacia arriba 17.1r =16, hacia abajo  18./r = 4, hacia abajo
19./r = 28. a la derecha 20./r=24. a laizquierda 21./r=12,a la derecha

22. Encuentra, la ecuacién de la parabola con vértice en el origen,
cuyo eje es el eje ¥, y que pasa por el punto (-3.6).

23.Hallar, la ecuacién de la parabola con vértice en el origen, cuyo eje
es eleje 1,y pasa porel punto (-6.-3).
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CAPITULO IV

Ecuacién de una Parabola con Vértice (4.k)_y Ejes
Paralelos a los Coordenados

Se deducira, la ecuacion de la curva, cuando su veértice ya no es el origen,
y su eje es paralelo a los ejes coordenados. Primero por medio de su
definicion, como se explicara a continuaciéon, y después a través de
traslacion de ejes, con la finalidad de tener dos formas distintas de poder
obtenerla.

Primer caso: Cuando el punto v (4,k) es el vértice de la parabola, el eje de
ésta es paralelo al eje .v, y abre ala derecha.

Como el vértice es el punto i'(h.k), y por estar el foco a la derecha y a una
distancia p» de éste, sus coordenadas son, F(4#+p,k). La ecuacion de la
directriz es: x=h-p, por ser esta la recta paralela al eje vy, cuya
interseccion con el eje .y, distancia p unidades del vértice y a la izquierda

de éste.
Puesto que el punto D, se localiza sobre la directriz, y a una altura igual a
la de ©, sus coordenadas son, (k- p,y). Donde el punto Q(x,y), €s un

punto genérico cualquiera de la parabola, (fig.20).

Ya
K eje de
=P siméha
|
]
|
fig.20 L ;
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Por tanto, cumple por definicién la condicion.
o7 |23

Por distancia entre dos puntos se tiene:

JG=(h+ p)Y +(=k) =\/(x—(h-p))’ki s
Elevando al cuadrado ambos miembros: v
(x=(h+p)Y +(y=k) =(x=(h=p)F' .
Desarrollando los binomios al cuadrado: k |
X =2x(h+ p)+(h+p) + ' =29k +k* = x* —2x(h—p‘)k+(h—p)v2 ;
Realizando las operaciones indicadas resulta: |
X =2xh=2xp+h +2hp+ p* +y = 2yk+ k* = x> —2xh+2xp+ I° =2hp+ p*
de donde: :
¥ =2yk+k*=2xp-2hp+2xp-2ip. o
Reduciendo términos semejantes:
Y =2yk+k?=4px—4ph
Factorizando se tiene:
(yv-kY =dp(x—h) (5)
Donde esta ultima expresion, representa la ecuacién de una parabola con
!Zaos caracteristicas al principio indicadas, cuya grafica, la muestra la figura

Determinaremos ahora, la misma ecuacién (5) utilizando la traslacion de
ejes.
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Como se sabe, la parabola tiene su vértice en v (4,k), su eje paralelo al eje
X, y abre a la derecha (ver fig.21).

Yo Ye
N [ L — = A%, )
Loy
|
y' |
|
W \ h)K) ] 1 :Yl
3 . . . 5 7 1
Y l
: L
s
N
w 1 >
[e]7; h x'—> > X
X >
fig.21

Si la parabola la referimos al sistema de coordenadas rectangulares '},
entonces, su vértice (4.k) queda como el origen en este sistema, donde los
ejes son paralelos a los originales .xyY. Por consiguiente, la ecuacion que
representa a la curva en el sistema x1”, es de la forma.

wi=dpx’

Para referirla al sistema xY, se aplica la traslacién de ejes, de donde, se
desprenden, las siguientes férmulas:

x=h+x yv=k+y
sx'=x-h Y=yv-k

Sustituyendo éstos ultimos valores en la ecuacion y? =4 px' obtenemos.
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(y=k) =4p(x~h)

Llegando asi a la ecuacién requerida.

E! movimiento de traslacion de ejes, hace posible simplificar el proceso de
resolucion, para llegar a las ecuaciones o mas rapido posible. Aplicando
éste procedimiento encontraremos las ecuaciones restantes.

Segundo caso: Sea la parabola de vértice v (h.k), eje paralelo al eje x,y
que abre a la izquierda (fig.22).

—p X

fig.22
La ecuacion de la curva referida a los ejes x't’, tiene la forma.
V=

Por las formulas de traslacion de ejes, sabemos que,

X'=x-h VvV=v-k
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Sustituyendo x' y 3 por su igual, en la ecuacion de la curva referida al
sistema Xx'1”, resulta la expresién:

(y-k) =-4p(x-h), (6)

donde ésta, representa la ecuacion de la parabola, cuya grafica, la muestra
la figura anterior.

Tercer caso: Cuando el vértice de la parabola es el punto v (4,k), su eje es
paralelo al eje v, y se extiende hacia arriba, (fig.23).

ya Y1

fig.23
La ecuacién de la curva tiene la forma
xI=4p

referida a los ejes \'}’. Para ubicarla a los ejes XY, basta con sustituir en
ésta, a v por x—#h, »' por v-k. Obteniéndose asi la ecuacion:
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(x—h)y =4p(y=k) (7
que representa a la parabola cuya grafica quedo ilustrada por la figura 23.

Cuarto caso: La parabola con vértice en el punto ¥ (4,k), eje paralelo al
eje v, y abre hacia abajo, (fig.24).

v {(h, K)

fig.24

De un razonamiento similar a los anteriores, se llega a la ecuacién
requerida :

(x=hY =—4p(y-k) (8)

A las ecuaciones:




(3 —k) =4p(x—h) 15) (y=k)'==3p(x-h) (6
(x=h) =4p(y-k) (7) (x=h)* =—p(y—k) ®

Se les conoce como: segunda forma ordinaria de la ecuacién de la
parabola, forma estandar o candnica.

Dada la Ecuacion de la Parabola en su Segunda Forma Ordinaria
Determinar sus Principales Elementos

Partiendo de las ecuaciones de la parabola, con vértice distinto del origen y
ejes paralelos a los coordenados, se pueden hallar, sus principales
elementos.

Ejemplos.

1) Hallar el vértice, el foco, la directriz y esbozar la grafica de la parabola:
(x+4) =~6(y—1).

Solucién. Por ser la ecuacion de la forma: (x-#4)* = —-4p(y-k), se deduce
que, h=-4 y k=1. Su vertice. entonces, es el punto de coordenadas,
Vih,k)=V(-4,1).

Para encontrar el foco y la directriz, necesitamos conocer p, para esto, de
las ecuaciones se tiene: -4p=—6 ”—4‘:’- = 1% , resulta, p =%.

Por la forma de la ecuacion, se sabe que el eje de la parabola es paralelo
al eje ¥, y que ésta se extiende hacia la parte negativa de dicho eje. Por
tanto, el foco, esta por debajo del vértice y a una distancia p de éste, lo

que significa que sus coordenadas son. F(h.k-p)=F(~4 ,-%).

Como la directriz es paralela al eje .\', cuya interseccién con el eje v, dista
p unidades del vértice y por arriba de éste, su ecuacion es: v=k+p. Es
5

5

decir, y =1 +% o bien »
El esbozo grafico queda trazado en la figura 25.
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2) Determinar los principales elementos de la parabola : (y+4)* =-12(x~3).

Solucién:
a) El vértice: Es el punto de coordenadas V(h,k)=V(3.-4), ya que la

ecuacion de la curva, es de laforma (y-k) =—dp(x—h).

b) El parametro: De las ecuaciones se tiene que -4p=-12, esto es, 4p=12,
dividiendo entre 2 a los miembros de la igualdad anterior, se concluye
que el parametro: 2p=6.

c) El semiparametro: De 2p =6, resulta que p=3.

d) Ecuacion de la recta que contiene al eje: Por la forma de la ecuacion, el
eje de la curva es paralelo al eje .x , y atraviesa al eje v, a una distancia «
del origen, por lo que su lugar geométrico, es el conjunto de todos los
puntos cuyas ordenadas son &, por tanto, la ecuacién que lo representa es
v =k, es decir, y=—4.

e) Elfoco: Como la parabola se extiende hacia la parte negativa del eje x,
entonces el foco esta sobre el eje de la curva, a una distancia p del vértice
y a la izquierda de éste, lo que significa que sus coordenadas son,
F(h-p. k)= F(3-3.-4), que finalmente, se escribe como r(0.-4).
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f) Ecuacién de la directrizz. La directriz es paralela al eje vy, cuya
interseccion con el eje x, dista p unidades del vértice y a la derecha de

éste, entonces, es la recta formada por el conjunto de puntos que tienen
como abscisa #+p, por lo que su ecuacion resulta ser. x=h+p, esto es,

x=3+3, 0 bien, x=6.

g) Longitud del lado recto: De -4p=-12, se desprende que 4p =12,y Ir=4p

sdr=12.
h) Indicar la orientacion: L.a parabola abre hacia la izquierda.

i) Calculo de puntos y grafica: Despejando, a y de la ecuacién.

y=xJo13(x-3) -4

Para poder determinar el valor de » , es necesario que: -12(x-3)>0, esto,
solo es posible, si x<3. Tabulando para algunos valores permitidos de «x,
resultan los siguientes calculos.

x ry=3+y-12(x-3) -4 Puntos
3 y=1J712(3-3) -4=+/-12(0)-4=0-4=—4 (3,-4)

o2 y=2J-12(2-3) -4 =3/12-4=43.4-4:-0.6;-74 (2,-0.6),(2,-74)
! y=£J-12(1-3)-4=%/21 -4 =248-4:08;-8.8 (1,0.8),(1,-838)
0 y=+JC12(0-3)-4=+J36-4=46-4:2;-10 (0.2),(0,~10)

Determinandose asi, puntos de l|a parabola. Y la grafica queda
representada en la figura 26.
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fig. 26

3) Obtener el vértice, el parametro, el foco, la directriz, la ecuacion del eje
de simetria y esbozar la grafica, de la parabola: (x-2)* =4(y +1).

Solucién. Como la ecuacion es de la forma (x-kh)=4p(y-k). se
desprende, que: h=2 Yy k=-1, por tanto, las coordenadas del vértice son,
V(hky=V(2.-1).

De las ecuaciones, se tiene que 4p = 4, de donde, el parametro: 2p=2.
Para determinar la directriz y el foco necesitamos conocer ., para esto, de
2p =2, se obtiene, que p=1.

Por la forma de la ecuacion, se sabe que la curva se extiende hacia arriba,
y Su eje es, por consiguiente, paralelo al eje ¥. Puesto que el vértice y el
foco estan en el eje de la curva, entonces, el foco comparte la misma
abscisa que la del vértice y se encuentra por arriba de éste, a una distancia
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de p unidades, lo que indica, que sus coordenadas son:
F(hk-p)=F(2,-1+1), es decir, F(2,0).

La directriz, es paralela al eje x, cuya interseccion con el eje v, dista p
unidades del veértice y por debajo de éste, lo que significa, que su ecuacién
es y=k-p,obien, y=-1-1, que resulta, y = -2.

El eje de simetria, es la recta paralela al eje Y, que cruza al eje x, a una
distancia # del origen, por lo que su lugar geométrico, es el conjunto de

todos los puntos cuyas abscisas son #, lo que significa, que la ecuacién
que lo representa es x=#4, estoes, x=2.

El esbozo de la grafica, queda trazado en la figura 27.

Y1

fig.27
Ejercicios.
Encontrar el foco, el vértice, la directriz, el eje, y esbozar la grafica de cada

una de las siguientes parabolas.
1L (x=2y =4(y~1) 2. (x—-4) =3y

I(p+1y =2(x+3) 4. (y=2) =-5(x-5)

) T Com
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Hallar el vértice, el foco, la directriz, y la longitud del lado recto, de las
parabolas.

5.(x+5) =-2(y+2) 6. (x+4)Y =4(y+1)
7. 3 =-8(x+2) 8. (y-4) =8(x-6)

Determinar el vértice, el foco, la directriz, calcular puntos y hacer la grafica,
de las parabolas.

9.(y-5)" =31x-1) 10.(x+4) = ~6(y+3)
2 : 14
1. (x=2) =8(p+2) 12.(y=2) = 6(x+-=)

Dados Algunos Elementos de la Parabola Determinar la Ecuacién
en _su Segunda Forma Ordinaria

En base a ciertos elementos que se conozcan de la curva, es posible, por
medio de un analisis de éstos, deducir los que faltan, para poder liegar a
determinar su ecuacion.

Ejemplos.

1) Encontrar la ecuacion de la parabola que tiene como foco, F(-3,2) y
vértice 1°(-3.5).

Solucién. L.a parabola es vertical (su eje es paralelo al eje Y), por tener
tanto el foco como el vértice la misma abscisa. Ademas, el foco queda por
debajo del vértice, por tener su ordenada menor que la de éste, esto indica,
que la curva abre hacia abajo (fig.28).

42




R
/ j
i

fig.28

Su ecuacion tiene por tanto, la forma (x—-#)'=—4p(y-k). Del vértice se
sabe que #=-3 y k=5, para poder definir la ecuacién, basta con conocer
el valor de p, pero p=y,-y =5-2, es decir, p=3. Lo que significa que su
ecuacion es, (x+3)' =-4(3)(y-5) 0 bien (x+3) =-12(y-3).

2) Obtener la ecuaciéon de la parabola que tiene como vértice el punto
I"(2,3), parametro 4 y se extiende hacia arriba.

Solucién. Su ecuacion debe tener la forma (x-#)?=4p()-k) porque su
orientacion es hacia arriba, por los valores del vértice, h1=2 y k=3, como
2p=4. entonces, p=2, por lo que su ecuacion es (x-2)* =4(2)(y-3), esto
es, (x-2)? =8(y-3).

3) Hallar la ecuacion de la parabola que tiene como foco el punto £ (2.3), la
longitud del lado recto es 4 y se extiende a la izquierda.

Solucién. Por dirigir la curva su orientacion a la izquierda, su eje de
simetria es paralelo al eje ¥, y su ecuacion debe ser de la forma
(r-ky =—4p(x-h). Como tanto el vértice como el foco estan sobre el eje de
simetria, entonces, e! vértice comparte la misma ordenada que la del foco,
y esta a una distancia p de éste y a su derecha, lo que significa, que sus
coordenadas son ¥(2+p.3). Puesto que /r=4p poruna partey por otra
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iIr = 4, entonces, 4p =4, de donde, p=1. Por consiguiente, las coordenadas
del vértice resultan ser, ¥ (2+1,3)=¥(3,3), encontrando finalmente, que la
ecuacion de la curva es (y-3)’ =—4(1)(y-3), esto es, ()—-3)* =—4(y-3).
(fig.29).

fig.29

4) Encontrar la ecuacion de la parabola, de foco £(5,1) y directriz y+7=0,
o bien, y=-7.

Solucion. De acuerdo a sus valores, el foco se encuentra por arriba de la
directriz, lo que significa que la curva se extiende hacia arriba, por tanto, su
ecuacion debe ser de la forma (x-#)’ =4p(y-k), Y Su eje, paralelo al eje
¥. Por estar el foco en el eje de simetria, se deduce, que la ecuacion de
dicho eje, es x=5, por estar formado por el conjunto de puntos cuyas
abscisas son 5.

El punto de interseccion del eje de la curva con la directriz es (5,-7), dado
que son perpendiculares, (fig.30).

Como el vértice debe estar sobre el eje de la curva, comparte la misma
abscisa que la del foco, pero también es el punto medio entre el foco y la
directriz, entonces, su ordenada es y=-l—+-(_—7)=_—6=—3, por lo que sus
coordenadas son V(i.ky=(5.-3),y p=1-1-3), es decir, p=4.

Sustituyendo los valores del vértice y de p, su ecuacion resulta ser,
(x=5) =4(4)(» - (-3)), que se escribe como: (x-5)* =16(y+3).
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fig.30

Ejercicios.

Encontrar la ecuacién de la parabola con los datos dados.

LV (1.-2), F(-2.-2) 2.V(2,~6), F(4,-6)
3.17(0.4), F(1,4) 4.¥V(-5,8), F(-5,5)
S5.1(~=-1). F(—.-3) 6.7 (1,6). F(10.6)

Hallar la ecuacién de la parabola, si el vértice y la directriz son los que se
indican.

5
7.17(3.= =
(3 3) )

"~

8.1 (3.0).x~-10=0
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“10. V(J‘ﬁb)'j

I (0,-3) , x=-12 12.V(2,-1), x=3 -

C131(0,7), eleje X 14.V (-3,=1), el eje¥
15.1°(~4,2) , x +12=0 16.V(7,-2), p+5=0

Obtener la ecuacién de la parabola, si el foco y la directriz son los que se
dan.

17.F(1,-5),x=3 18. F(7,-1),x+1=0
19.F(3,-2),y=2 20, F(3,8), y+12=0
21 F(0,-2),x=5 22.F(5,1),y+7=0

g Delerminar la ecuacién de la parabola, con los datos dados.

S 231 (4,2),0r =8 24.¥(1,2),Ir =8
abrealaderecha abre haciaabajo

- Hallar la ecuacion de la parabola, con los elementos que se indican.

25.17°(4,2), pardmetro =6 26.V(-2.4), pardmetro =4
abre haciaabajo abrealaizquierda

27. Encuentra la ecuacion de la parabola vertical con vértice en ¥(-1,-1) y
que pasa por el punto P(1,6).

28. Obtener la ecuacion de la parabola horizontal con vértice en V(—% Ny

que pasa por el punto R(%.l).
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CAPITULO V

Ecuacién General de una Parabola

Se han estudiado ya las ecuaciones de la parabola con vértice en el
origen y con veértice en un punto distinto de éste, donde
respectivamente sus ejes de simetria coinciden con los ejes
coordenados o bien son paralelos a ellos.

Ahora, partiendo de las ecuaciones que las representan en su forma
estandar, se llegara a determinar la ecuacién general de la curva.

La ecuacion general de segundo grado con dos variables en x,y. es
de la forma.

Ax* + Bxy+ (3" + Dx+ Ey+ F =0 9

donde todos los coeficientes son constantes y al menos uno de los
tres primeros es distinto de cero.

Las ecuaciones de las parabolas de ejes paralelos a los coordenados
son:

(y—ky =dp(x-hy  (5) (y—k)Y =—dp(x-h)  (6)
(x—hY =4p(y k) N (x—h) =—4p(y~k) 8

Desarrollando las operaciones indicadas en la ecuacidn (5), que
representa a una parabola horizontal con vértice en (4,k), se tiene:

V =2yk -k =dpx—4ph
de donde:
W =2yk+k’~4px+dph=0,
Reordenando los términos y agrupando:

VA (~dp)x+(=2k)y + (kP +4ph)=0

47




Sea D =-4p, E'=-2k Yy F'=k+4ph, entonces, se tiene
Y +Dx+Ey+F =0

Si multiplicamos ahora toda la ecuaciéon por algun numero C (C =0),
obtenemos.

Cy* +CD'x+CE'y+CF' =0
Luegosi D=CD', E=CE Yy F =CF' resulta.
QO+ Dx+Ey+F =0 10)
Lo mismo se obtiene, si se desarrolla la ecuacién (6).
Para que las ecuaciones (9) y (10) representen la misma curva, sus

coeficientes deben de ser iguales, por tanto, comparando ambas
ecuaciones, se observa que: Como la ecuacion (10) carece de términos

en xy y x?, se tiene, que B=_.1=0 en la ecuacion (9).
Por consiguiente, toda expresion de segundo grado de la forma

Q"+ Dx+Ey+F=0 10)

representa la ecuacion general de una parabola con vértice distinto del
origen y eje de simetria paralelo al eje x.

Realizando ahora el desarrollo de las operaciones indicadas para la

ecuacion (7), que representa una parabola vertical con vértice en

(h.k) , de forma similar a como se hizo para la (5), llegando hasta
=D+ EV+F =0

que multiplicandola por un nimero A4x0 y considerando a
D=AD'. E=AJAE" Y F =AF, resulta

A+ Dx+Ey+ F=0 an

Al mismo resuitado se llega también, si se desarrolla le ecuacion (8).
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De igual manera, para que las ecuaciones (9) y (i1) representen la
misma curva, se debe tener, que B=0 y C=0 en la ecuacién (9),
dado que la ecuacién (11) carece de términos en xy y »°.

Por tanto, la expresion
A+ Dx+ Ey+ F =0 an

representa la ecuacion general de una parabola con vértice fuera del
origen y eje de simetria paralelo al eje .

Esto es, una ecuacion de segundo grado con dos variables sin término
en xy y con s6lo una de las variables elevada al cuadrado, representa
una parabola. Si la variable que esta al cuadrado es «x, la curva es
vertical, y si y es la variable al cuadrado, la curva es horizontal.

Dada la Ecuacion General de una Parabola
Determinar sus Elementos

A partir de la ecuacion general de la parabola y aplicando los
conocimientos algebraicos de completar binomios en trinomios
cuadrados perfectos, y de factorizacion, se pueden hallar sus
elementos.

Ejemplos.

1) Obtener el vértice, el parametro y la longitud del lado recto de la
parabola: »* +3x~6y+36=0.

Solucién. Partiendo de; 3 ~3x-6x+36=0.

Dejando los términos que contienen a la variable ; en el primer
miembro de la ecuacién, y pasando los demas al segundo:

¥ -6y =-3x-36.

Completando el binomio en », en trinomio cuadrado perfecto:.
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Y -6y +9=-3x-36+9
Simplificando y factorizando:
(r-3) =-3(x+9)
llegando asi, a poder representar la ecuacion en la forma estandar
(y-k)}=-4p(x-h) de donde, se desprende, que el vértice

V(hk)=V(-9.3).
De las ecuaciones, se tiene, que -4p= -3, de donde 4p =3, por lo que

el parametro 2p =% o bien 2p=15
Como ir=4p y 4p =3, se tiene entonces, que /r = 3.

2) Dada la ecuacion de la parabola 4x* +16x—-12y-8=0. Hallar su
vértice, su directriz y |la longitud de lado recto.

Solucion. Puesto que el coeficiente de x* es distinto de la unidad, se
debe dividir entre dicho coeficiente, para poder completar el binomio
en x. Por tanto, dividiendo toda la ecuacion entre 4, se llega a:

X +4x-3y-2=0.

Dejando en el primer miembro los términos en x, y trasponiendo los
demas al segundo.

X rdx=3y+2.
Completando en trinomio cuadrado perfecto, el binomio en «x:
X +dx+4=3y+2+4
Simplificando y factorizando:
(x+2) =3(y+2).
Obteniéndose asi, la ecuacion en la forma (x-#)? = 4p(y - &), por tanto,

su vértice es el punto ¥ (h.k)=1"(-2.-2).
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Como Ir=4p, y 4p =3 de acuerdo a las ecuaciones, entonces, /r=3.

Por la forma de la ecuacion sabemos que su eje de simetria es
paralelo al eje v, y la curva abre hacia arriba, por tanto, su directriz, es
la recta paralela al eje ¥, cuya interseccion con el eje v, dista p
unidades del vértice y por debajo de éste, por lo que su ecuacion

resultaser y=k-p, es decir, y=-2—% o bien y=-!3—'.

3) Encontrar el vértice, la longitud del lado recto, el foco y hacer un
esbozo de la grafica, de la parabola: 2)° +16x-12y+50=0.

Solucién. Hay que reducir la ecuacién a la forma estandar, para que

esto sea posible, primero se debe de dividir todo entre 2, ya que el
coeficiente de ,* debe de ser igual a la unidad, para poder completar

el binomio en . Por tanto, dividiendo resulta:

P +8x—6y+25=0.
Dejando solo los términos en v, en el primer miembro, se tiene:

y -6y =-Bx-25.
Completando el binomio:

¥ ~6y+9=-8x-25+9,
Simplificando y factorizando:
(3—3)" =-8(x+2)

quedando asi la ecuacion reducida a la forma (y-4)' = —p(x-h, de
donde se desprende, que el vértice es I (h,k)=V(-23).

Como ir=4p ¥y ~4p=-8 debido a las ecuaciones, entonces, 4p=8, de

donde, ir=8.

De acuerdo a la ecuacion en su forma estandar, el eje es paralelo al
eje ¥, y la curva abre a la izquierda, lo que indica que el foco se
encuentra a una distancia p del vértice y a la izquierda de éste, por lo
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que sus coordenadas son, F(i-p, k)= F(-2-2,3), es decir, F(—4,3) ya
que de 4p =8, se deduce que p=2.
El esbozo grafico de la curva queda ilustrado en la figura 31.

YA

fig.31
4) Obtener el vértice y el parametro de la parabola 2x*-10x+3y+8=0.

Solucién. Dividiendo la ecuacién entre 2, para que el coeficiente de «?
sea igual a la unidad

3
X-d3x-Zp+4=0,
i

Pasando al segundo miembro los términos que no contienen a la
variable x:
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Simplificando y factorizando se llega a la ecuacién:
5 3 3
(X-_,Z—)2 =3 (,V+5)-

Donde ésta, resulté ser de la forma (x - #)? = 4p(y - k), por consiguiente,
el vértice de la curva es el punto V(h,k) = V(; - %) .

Por las ecuaciones, se sabe que 4p ==, de donde se deduce, que el

wilw

parametro 2p = % .

Ejercicios.

Encontrar el vértice, el foco, la directriz y esbozar la grafica de las
parabolas.

1.2y +2x-4y-10=0 2. x+4x+24y+52=0
3. 4x? +16x—12y—-8=0 4. Y +8y+6x+16=0
5. x*-8x—6y-8=0 6. y'-14y —24x-119=0

Determinar el vértice, el parametro y el foco de las siguientes
parabolas

712" -Nx+y+78=0 8. 4x*+16x~3y+28=0
9, ¥ +10py-24x+49=0 10. 4x° ~48x~ y+147=0

Dados Algunos Eiementos de |a Parabola Determinar
la Ecuacion en su Forma General

Como se sabe, partiendo de algunos elementos que se conozcan de |a
curva, ésta puede ser expresada en su segunda forma ordinaria,
después, desarrollandola, se obtiene la ecuacion en su forma general.
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Ejemplos.

1) Hallar la ecuacién en su forma general de la parabola cuyo vértice
es (-3,2) y foco (-3.0).

Solucién. Como tanto el vértice como el foco tienen la misma abscisa,
esto indica que el eje de la curva es paralelo al eje ¥, es decir, la
parabola es vertical, y abre hacia abajo, por ser la ordenada del foco
menor que la del vértice. Por tanto, su ecuacion debe ser de la forma
(x=h) =—4p(y-k).

Para que la ecuacion estandar quede bien determinada, basta con
conocer p, pero p=2-0, esto es p=2, por lo que su ecuacion es
(x+3)} =-~8(y-2). Ahora, desarrollandola resulta x*+6x+9=-8y+16,
pasando todos los términos al primer miembro, reordenando y
simplificando, se llega a la expresion:

¥ +6x+8y-7=0,
que representa la ecuacion de la parabola en su forma general.

2) Dada la ecuacién de la parabola: (y-2)* =-5(x-5), expresarla en su
forma general.

Solucién. Cuando se inicia desde la ecuacion estandar de la curva, lo

que hay que hacer es desarrollarla, por tanto, al realizar tal desarrollo,

se tiene, 3’-4y+4 =-5x+25, después, hay que igualaria a cero, y por

ultimo, reordenando y reduciendo términos se obtiene:

Y +S5x—-dy=21=0,
que representa la ecuacion general de la parabola.

3) Hallar la ecuaciéon general de la parabola cuyo eje es paralelo al eje
Y,y pasa por los puntos: (1.1).(2,2)y (-1.5).

Solucion. Como el eje es paralelo al eje ¥, ia curva es vertical, lo cual
indica que su ecuacion debe ser de la forma:
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A+ Dx + Ey+ F =0. an
Dividiendo ésta ecuacion entre fa constante 4 =0, se tiene
X+ DY+ Ey+F' =0

que es equivalente a la ecuacion (1. Esta ecuacién debe

satisfacerse por las coordenadas de cada uno de los puntos por donde
pasa la curva (1.1),(2.2) y (-1.5), por tanto, sustituyendo
respectivamente éstas coordenadas en la ecuacion tenemos:

1+ D'+ EE+F =0
1+2D'+2E'+F' =0
1 = D'+5E'+F' =0

Dando origen a un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas.
Para resolverlo, primero pasamos los términos independientes al
segundo miembro de la igualdad.

D +E+F =-1 (a)
2D +2E' + F'=-4 ()]
-D' +5E - F'=-1 (c)

Sumando a la ecuacion (s) la ecuacién (c), se encuentra que
6E +2F =2 )
Multiplicando a la ecuacion (¢) por 2, y sumandola con (»), se tiene
12E'+3F' = -6 )
Multiplicando por ~2 a (4), Yy sumandola con (¢), se llega al sistema

—12E'-4F' =4
12 +3F' = -6
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Sumando miembro a miembro, resulta que - F'=-2, de donde F'=2,
sustituyendo este valor en (d), se determina: £ =-1.

Reemplazando los valores de E' y F' en (a), Se encuentra que D' = -2.
Finalmente, sustituyendo los valoresde D', E' y F' en

X+ D+ Ey+F'=0,
se llega a la ecuacion general de la paraboia
¥ -2x-y+2=0.
También el sistema puede ser resuelto por cualquier otro método,
incluyendo el de determinantes.
Con este ejemplo queda ilustrada, la forma de llegar a la ecuacion

general de la parabola, cuando ésta, pasa por tres puntos y con una
condicién dada.

Ejercicios.

Hallar la ecuacién en su forma general, de las parabolas cuyos
elementos son los que se indican.

1. F(3,0) directriz x+3=0

19

. F(0,6) directrizel eje X

3. ¥(3,2), F(5,2) 4. V(-1,2), F(-1,0)

n

. V(4,2) directriz x = ~12 6. V(-3.-1) direcirizel ¢jeY

Dadas las ecuaciones de la parabola en su forma estandar,
expresarlas en su forma general.

7. (y—4y =3(x-2) 8. (p+1)y =—4(x-3)

9.(.\'+4):=%(y+1) 10. (x=1) ==5(y+2)
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Escribir en su forma general, ia ecuacion de la parabola, cuyo eje es
paralelo al eje x y pasa por los tres puntos indicados.

1. (6,2),(-6,-2),(-2,0) 12. (0,4),(12;-2),(4.0)
3 5
[3. (=1,3), (4,0, (8,6) 14.(5.9). (=2, (0,11

Expresar en su forma general, la ecuacién de la parabola, cuyo eje es
paralelo al eje ¥ y pasa por los tres puntos indicados.
15. (1,3), (= 2,15),(3,5) 16. (2.3), (0,2),(4,12)

7, .5 1
17. (1,-5). (= 2,6}, (2,-2) 18.(0.-2),(5,2).(=3,-2)
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CAPITULO VI

Rotacién de Ejes

Llegaremos a establecer las féormulas que relacionan los puntos en un
sistema de coordenadas XY, con respecto a un nuevo sistema Xx7v’,
originado por una rotacion.

Si los nuevos ejes X7, se obtienen por una rotacion de los originales
alrededor del origen por medio de un angulo « y en sentido posmvo
entonces, la transformacién se llama, rotacion de ejes.

Consideremos que las coordenadas de un punto Ar referidas a los
sistemas Xy y X7’ son: (x.y) y (x',y) respectivamente (fig. 32).

\ Y
Y
(X, 9
I~ _:—/' h x,31
| N i
- 7 \\ X
v,/
/ B
|
g ! x
0 A
fig.32
Donde se observa que:
x=0A y=MA r=0OM
x =0B y =MB

En el triangulo rectangulo 0447, se tiene, que
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cos(a+ﬂ)=00=:1 osea x=rcos(a+pf).

Aplicando la identidad trigonométrica: cos(a+ #) = cosacosf —senasenf,
resulta:

x =rcosacos B -rsenasen ff 7

Del triangulo rectangulo 0B¥ , se encuentra que:
OB
=— ,estoes, x'=rc i
cosf 7 rcospf
también, se desprende que:

MB .
en f = —, @S decir, ) =rsen /4
sen B on y B

Sustituyendo /1 y 111 en I, se tiene:
x=x'cosa — y'sena .
De un desarrollo similar al anterior se deduce que
y=x'sena + ycosx

donde

x = x'cosa — y'senax
(12)

y=Xx"sena + y' cosx

son las formulas que nos permiten transformar las coordenadas de un
punto en el caso de una rotacion de ejes cartesianos.
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Ejemplo.

Si las coordenadas de un punto P en el sistema .\Y son (-9.4), ¢qué

coordenadas tendra el punto en el sistema de ejes que resulta de una
rotacion de 90° en torno al origen?

Solucion. Sustituyendo las coordenadas del punto P y el angulo dado,
en las féormulas de transformacion (12) y desarrollando

-9 = x"cos90° - y’'sen 90° 4 = x"sen90° + 3’ cos90°
-9=x(0)-y'(1) 4=x'(1)~)y'(0)
—9=—y 4=x

V=9 ‘ x'=4

Por tanto, (4,9) son las coordenadas del punto r'. en el sistema x7";

con lo que queda contestada la pregunta del ejemplo, y representado
en la grafica.

;y|
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Eliminacién del Término en xy

Como se vera mas adelante, cuando el eje de la parabola es oblicuo a
los cartesianos, la ecuacién que la representa contiene al término en
xv, y sera de la forma:

A+ By + Oy + Dx+Ey+ F =0

que es la ecuacién general de una cénica. En estos casos, para
obtener elementos de la curva y poder dibujarla, es necesario aplicar
una rotacion de ejes, para que la conica y en particular la parabola
quede referida al nuevo sistema XY7’, y su eje coincida con el eje x’
(fig. 33), razén por la cual, su ecuacion no debera contener el término
x¥, ya que conforme a lo estudiado anteriormente, cuando el eje de la
curva coincide o es paralelo a los cartesianos, la ecuacién que la
representa no contiene tal término.

Y 4
yl
xl
\ e )
3 - —> X
fig.33
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El problema radica entonces, en encontrar el angulo de rotacién « que
permita eliminar el término x, y poder asi, escribir la ecuacion de la
parabola, en cualquiera de sus formas ordinarias o en forma general.

Para esto, consideremos el lugar geométrico determinado por la
ecuacion de segundo grado

A + By +Cy* + Dx+ Ey+ F =0, (9)
girando los ejes originales alrededor del origen un angulo « en sentido

positivo y sustituyendo los valores de x e y de acuerdo a las férmulas
de rotacion:

x = x'cosa - y'sena

y =x'sena + ¥ cosa,
en la ecuacion (9), se tiene:
A(x'cosa - y'sena)’ + B(x'cosa — ,\“'seri a)(x'sena +y'cosa) + C(x'sena + y'cosa)® +
+ D(x'cosa - y'sena) + E(x'sena + 3'cosa) + F = 0.
Desarrollando las operaciones indicadas agrupando y factorizando
(Acos’ @ + Bsenacosa + Csen® a)(x') +[B(cos’ @ —sen® @) — 24 — C)senacosa)x’y' +
+(Asen’ a— Bsenacosa + Ccos’ @)y'? +(Dsena + Esena)x' + (-Dsena + Ecosa)y’ +
+F =0 (a)

Si A4'=Acos’a + Bsenacosa+Csen’a

B’ = B(cos® g~ sen’ @) = 2(4 - C)senacosa
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c - A‘genz a- Bsena césa'{ Ccos’a
D' = Dsen sz + E.senvt‘z
E'= ~Dsena + Ecosa
F'=F,
entonces, la ecuacion (a) puede escribirse como:
AEY+BY +C (Y +DX +EY + F' =0 )

Donde se aprecia que los valores A«'.5,.C',D\E' y F' dependen del
angulo « y de los coeficientes originales.

Para eliminar el término xy' de la ecuacion (5), debe elegirse « de tal
manera que B' =0, es decir, que :

B(cos’a —sen’a)-2(A—C)senacosa =0
Aplicando a la igualdad anterior, las identidades trigonométricas:
cos2a =cos’a—sen’a sen2a = 2sena cosa
resulta:
Bceos2a ~(A-C)sen2a =0
Resolviendo la ecuacion para encontrar el valor de o

Bcos2a =(A4—-C)sen2a

B= (A_C)sen?.a
cos2a
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B = (A -Cyan2a
B
stan2a = —— 13
ana 1-c 13)

que es la relacion que nos permite encontrar el angulo de rotacién «
para el cual el término en xy se elimina.

La aplicacion de ésta formula se vera en el siguiente capitulo, que
trata el caso en que el eje de la parabola, no coincide ni es paralelo a
los cartesianos.




CAPITULO VII

Ecuacién de una Parabola Cuando su Eje
es Oblicuo a los Coordenados

Solo se ha considerado, en lo estudiado anteriormente, las ecuaciones
de parabolas en posiciones ordinarias, es decir, las ecuaciones de
parabolas cuyos ejes coinciden o son paralelos a los cartesianos.
Ahora se ilustrard, por medio de ejemplos, la forma de obtener la
ecuacion de la curva, cuando su eje es oblicuo a los coordenados.

Primero: cuando se conoce el foco y la directriz, para esto, sélo basta
con aplicar la definicion.

Ejemplo.

Encontrar la ecuacion de la parabola que tiene como foco F(3,3) ¥
directrizlarecta: x+y~2=0

Solucién. Sea Q(x,y) un punto genérico de la curva, y D el pie de la
perpendicular trazada desde ¢ a la directriz (fig. 34).

fig.34
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Por definicién de parabola, se tiene, entonces ,que:
dQ,F)=d(Q,D).

Pero

_ 32 Ty =x+y—2
dQ,F) = J(x=3V +(y-3) y d(Q,D) _—\/5" -,
es decir,
JG=3 + (-3 ="—+Jy—{—2.
Elevando al cuadrado ambos miembros:
_(x+y-2)°

- 2 - 2_
(x=3) +(y—3) 2

Desarrollando los cuadrados:

X 42xy~4x+17 -4y +4

X —6x+9+y'~6y+9= )

Quitando denominadores y pasando todos los términos al primer
miembro se tiene

2" —12x +18+2)° —12y+18 - —2xp+4x—~ ' +4y~-4=0.
Por ultimo simplificando y reordenando se obtiene la expresion
=20+ —8x-8y+32=0

que es la ecuacion de la parabola con las caracteristicas dadas al
principio.

De la ecuacion obtenida, puede apreciarse que cuando el eje de la
curva es oblicuo a los coordenados, su ecuacion contiene al término
xv, Yy a los cuadrados de las variables .y, razon por la cual, dicha
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ecuacién no puede ser expresada en ninguna de sus formas
ordinarias, a menos que se aplique una rotacién de ejes para eliminar
dicho término, y poder incluso obtener sus elementos, o que a

continuacién haremos.

Para desaparecer tal término y hacer que la curva quede referida al
nuevo sistema X7, se debe encontrar el angulo «, para el cual esto
se cumpla, aplicando la relacién (13), a la ecuacion encontrada,

tenemos:

2 .
ran2a = £ .22 no esta definido
A-C 1-1

- 2a =90°, es decir, a=45°.

Sustituyendo el valor del angulo «, en las ecuaciones de rotacion (12),
se obtiene

x = x'cos45° - y'sen45°
y = x'sen45° + ' cos45°

COMO send5°=cos45° = ! , entonces:
V2

o bien

Colocando estos valores de x e y, en la ecuacion:

X' -2xv+ 3" -8x-8y+32=0, se tiene:
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J- L2t A YE Sl J_ )("j_ym 2 g X y) 8("j-y)+32 0

Nix

desarrollando las operaciones:
—(x) —xy 4= (y)’—(xn +(y)’+-—(x)2-vr\ +— (y)' 8 vi 8 Y- 8 x- 8 Y+
AR AN - R}

+32=0.

Simplificando:
20 -]—\/65.\" -32=0

donde se puede observar que dicha ecuacién ya no contiene al
término en x.

Dividiendo entre 2, y posteriormente multiplicando al término -%x’
por JJ_—. se obtiene:
(") -4y2x'-16 =0,
despejando (y')* y factorizando:
(1) =ay2(x' -22),
que también puede escribirse como:

(¥ ~0)Y =4yTix'—22),

donde esta expresién es la ecuacion de la curva referida a los nuevos
ejes X\, que resulté ser de la forma (v —k) =4pix—h) y, de donde se

desprende, que el vértice ¥(h.k)=112J2,0), COMO Ir=4p Yy 3p=4J2,
entonces, ir=4J2. De 4p=4J2, se tiene que p=JZ. Por tanto, las
coordenadas del foco son, Fii+ p.ki1=(2J2--/2 .01 0 bien F(3J2.0).
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La ecuacién de la directriz es: x=#-p, es decir, x=2J2-V2, que
simplificando se escribe como x= 2.

La curva que representa graficamente la ecuacion referida al nuevo
sistema y al inicial, es la misma, y queda ilustrada en la figura 35.

\/Ik

xl
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Segundo: cuando se conocen las coordenadas de un punto de la
curva, la ecuacion de su eje y las coordenadas del vertice.

Para este caso, se encuentra la ecuacion de la recta tangente en el
vértice y se utiliza la propiedad intrinseca de la parabola, cuyo
enunciado dice: Los cuadrados de las distancias de los puntos de la
parabola al eje son directamente proporcionales a sus distancias a la
tangente en el vértice (3* =4px), figura 36.

Tangé'wTe : S
en el ot
‘vertice —|;

fig.36
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Eiemplo

Encontrar la ecuacidon de una parabola que tiene su vértice en el
origen, suejeeslarecta x+y=0 ypasa porel punto L(0,]1).

Solucién. L.a ecuacion de la recta tangente en el vértice de la parabola
es -x+y=0, por ser perpendicular al eje y pasar por el origen, ver
figura 37.

fig.37
Sea M (x,p) Un punto genérico de la curva, y las rectas s y r, el eje y
la tangente en el vértice, respectivamente, aplicando la propiedad
intrinseca se tiene:

d (M s)=dp[dda) ].

Por distancia de un punto a una recta, resulta:
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xX+y -x+y

2 _
(7?—) =4p( NrY ).

Por la potencia de un cociente:

(x+y)? —-x+y
5 =4p( 7 ) 14)

Como el punto L(0,1) es un punto por donde pasa la curva, entonces,
debe de satisfacer la ecuacion anterior, es decir,

(0+1) _4p(0+1

2 J2
de donde:
1.4
2 2
despejando a p se tiene
-2
P=g-

Sustituyendo éste valor en la ecuacion (14), resulta

V2
(x+ 1) - 4(7)(—»""‘)’)
2 J2

o bien

(x+y): _(=x+y)
3 - 2 :

Quitando los denominadores y desarrollando el cuadrado del binomio
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X2+ )yt =-x+y.

Pasando todos los términos al primer miembro y reordenando, se
tiene:

420+ y +x-r=0
que es la ecuacion buscada.

Aplicando a la ecuacién encontrada la férmula para hallar el angulo de
rotacién «, que permita eliminar el término en xy, se obtiene:

B
A-C

'l\)

tanla =

-1
no esta definido, lo que indica que 2« =90°, esto es, o = 45°
Sustituyendo el valor del angulo «, en ias formulas de rotacién (12)

x = x'c0s45°— y'sen45°
¥ =x"sen45° + y'cos45°

1 1

como el sen45°=—= Yy cos45°=—= , entonces,
J3 2
x=x LI o !
7 '
ce Ll
yeyp+y—
de donde:
x'— X'+ )

Colocando los valores de x e y en la ecuacion:
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P2+ +x-y=0

resulta que:
2 x'+y x4y x'+y '=0‘
(J—)+(J—)(J—)+(J—)+J: (\/—)
desarrollando las operaciones indicadas:
2y ) 2 200 (X 2 () Xy X Yo
2 2 T2 T2 2 2 T2t ﬁﬁﬁﬁ_

Reduciendo términos semejantes y simplificando:

2(x') - 7‘;=
Dividiendo entre 2
() -y =0
J2
despejo (x')°
(x'y = J‘

Que es la ecuacién de la parabola referida al nuevo sistema X1 y
resulté ser de la forma: x*=4pv. El trazo de su grafica, es como se
muestra en figura 37 de la pagina 71, cuya orientacion de la curva, es
hacia la parte positiva del eje v’.

Considerando éste ejemplo podemos hacer ver, que se pueden
obtener las otras tres orientaciones de la curva con respecto a los
nuevos ejes, con solo sumar 90°,180° o 270° al angulo de 45°.

Veamos otra orientacion: Como 4s5°+90° =135°, entonces, ahora el
angulo de rotaciéon « =135°. Pero se sabe que:
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senl35° = sen(180°—-45°) = sen45° =

c0s135° = cos(180°-45°) = —cos45° = -L

1

Nl

75

Por tanto, aplicando las férmulas de rotacion, se tiene

x = x'cos135°— y'sen135°
y = x'sen135°+ 3’ cosl35°

o bien:
.a:—x'(—L)-v'L
V27 T2
R I E
Y= \/5 y X \/51
es degcir,
oy ¥y
e TR

sustituyendo éstos valores en la ecuacion:

X +20+ )y +x-p=0

resulta que:
=X = o=y Xy X =y =xX=y X -y
73 )+ 2 7] )(ﬁ)+(ﬁ)+( Ne )(\/5)—0’

realizando las operaciones indicadas simplificando y despejando el
término (»')°, se obtiene finalmente la ecuacion de la parabola:

75
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(V') = J—l;.r

referida al nuevo sistema y que es de la forma: )’ =4px, por lo que
representa la misma curva con vértice en el origen, pero que ahora se
extiende hacia la parte positiva del eje x’'(fig.38).

YI\

v
C X

fig.38

Las dos orientaciones restantes se encuentran sumando 180° a 45°
para una, y sumando 270° a 4s° para la otra, y realizando un desarrollo
similar a los anteriores.

En los siguientes ejemplos, s6lo se encontrara la ecuacion de la
parabola en su forma general con término en xy, ya que los ejes de las
curvas, ademas de ser oblicuos a los coordenados, no pasan por el
origen, y se tendria que hacer dos movimientos , uno de traslacion y
otro de rotacion, para expresar las ecuaciones en aiguna de sus
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formas ordinarias, lo que resultaria mas laborioso que los casos
anteriores.

Sin embargo, con los datos que se dan en los enunciados de los
ejemplos y algunos otros que se puedan y consideren necesarios
determinar, se pueden esbozar sus graficas.

Ejempilos.

1) Encontrar la ecuacién de la parabola cuya directriz es la recta
y=-2x+3 yelfocoes F(3.2)

Solucién. Sea Q(x.y) un punto genérico de la parabola, y D el pie de
la perpendicular de @ a la directriz (fig.39), entonces, «(Q.F)=d(Q,D).

v
> -

fig.39

Calculando «(©.F) y d(Q.D), por medio de las formulas de distancia
entre dos puntos y la de un punto a una recta, se tiene:

- TRSIS CON
FALLA DE CRIGEN

——am



i - [T
. 2x+y-3 S2x+ Y-

d(Q’D) =

Como éstas distancias son iguales, entonces,
2 -
JG=37+ -2y = 222,

Elevando al cuadrado ambos miembros, resulta:

(2x+y-3)

=3 +(y-2y =
(x~3)"+(y-2) s

desarrollando las operaciones indicadas, simplificando y quitando
denominadores:

Sx?=30x+5y? =20y +65=dx +dxp—12x+ y* -6y +9,
pasando todos los términos al primer miembro y reduciendo:
X ~18x+4)y" —14y—dxy+56=0,
finalmente, reordenando los términos, se llega a la expresion:
X —dxyr+4y’ ~18x-14y+56=0

donde ésta, representa la ecuaciéon de la parabola , dado que se llega
a ella por medio de su definicion.

Como el eje de la parabola es la recta que pasa por el foco y es
perpendicular a la directriz, entonces, su ecuacion es, y—2=:],-(x—3),
que expresada en forma general resulta —-x+2y-1=0.

El punto de interseccion del eje de la curva y la directriz es .(1,1), que

se obtiene de resolver por métodos algebraicos apropiados, el sistema
formado por sus respectivas ecuaciones.

8 [ TESIS o
FALLA DE ORIGEN

——etm



Ahora, como el vértice es el punto medio de la distancia del foco a la

directriz, ( punto medio del segmento 4rF) sus coordenadas son

';3 '—*-3) V(2,15).

Vi

Con esto, se tienen mas elementos para poder hacer un esbozo de su
grafica, ilustrada en la figura 40.

TESIS CON
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fig.40

2) Encontrar la ecuacion de la parabola que pasa por el punto L(5,1),
tiene como eje larecta x-y+1=0 y el vértice es el punto ¥ (3,4).

Solucién. Puesto que la recta tangente en el vértice pasa por éste y es
perpendicular al eje, entonces, aplicando el criterio de
perpendicularidad y la ecuacion de la recta que pasa por un punto y de
pendiente conocida, la ecuacion de la recta tangente en el vértice
expresada en su forma general es, v+ -7 =0. ver figura 41.
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fig.41

Sea R(x,y) un punto genérico de la parabola, y considerando la
propiedad intrinseca de la curva se tiene

d(Rosy=4p[dR.a)]

Como el punto R se encuentra debajo, con respecto a cada una de las
rectas x-v+1=0 Yy x+y-7=0, entonces, la distancia dirigida de este
punto a dichas rectas, es negativa, y por tanto, se obtiene

x—y+l1 ) = dp(x+y=-7)

" -2

de donde
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(x y + ])2 4P(1 +y 7)
= 15
2 -2 ( )

Puesto que L(51) es un punto por donde pasa la curva, sus
coordenadas deben de satisfacer la ecuacion anterior, esto es.

(5—1+1)==4p(5+1—7)
2 -2

Por consiguiente:

she

(%]
l\)lm

despejando a p se encuentra:

252
8

p

Colocando el valor numérico de p en (15):

25V2

(x—y+1)? 4( 3 Y(x+y=7)
2 B -V
reduciendo:
Xyl 25,
(v_);—)=—7(x+y-7).

quitando denominadores:
(x=y+1) ==25(x+y~7),

desarrollando las operaciones:

X =2xp+2x 4 )7 =2p+1=-25x~25y +175,
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por ultimo, pasando todos los términos al primer miembro,
simplificando y reordenando se llega a:

X =2+ y* +27x+23y~174=0

que es la ecuacién buscada, y el esbozo de su grafica. es como se
muestra en la figura 41.

Ejercicios.

Encontrar las ecuaciones de las parabolas que cumplen las
condiciones que se dan

L. directriz : y =2x+1 2. directriz: Sx+12y-30=0
Joco: F(2,-3) Joco:F(9,2)

3. directriz :5x -~ y-3=0 4, directriz: x-2y+14=0
Joco: F(6,-5) Joco: F(—4,-6)

5. directriz : x~3y-15=0 6. directriz :2x+y-4=0

Joco: FG.-4) qoco: F(4,3)

7. El eje es la recta 2x-y+1=0, el vértice ¥ (3,7) y pasa por el punto
S (8.3)0

g El eje es larecta x+5y-3=0, el vértice ¥(-2.1) y pasa por el punto
U(5.6).

82




CAPITULO VI

Ecuacion de la Tangente a una Parabola

En geometria elemental solamente se estudia la tangente a una curva;
la circunferencia, y se define como la recta que tiene un solo punto
comun con ella. Esta definicion, suficiente para la circunferencia, no lo
es para todas las curvas planas en general, pues hay rectas, que
cortan a una curva abierta en sélo un punto, sin que necesariamente
haya tangencia entre si.

Como es el caso del eje de una parabola, que la corta sélo en el
vértice, por lo que éste, es el Unico punto comun con ella, y sin
embargo no hay tangencia, o bien, por cualquier otra recta como /,
paralela al eje, y que corta a la curva, figura 42.

: eJo JeTa
Palc\bola

fig.42

De ahi la necesidad de dar una definicion de tangente aplicable a
todas las curvas planas.
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Para esto, retomemos la definicion de tangente a una circunferencia.

Sea P un punto de un circulo y : la recta tangente al circulo que pasa
por P . Observamos en la figura 43 que todos los puntos de « distintos
de P se encuentran en una sola de las regiones determinadas por el
circulo, esto es, en la region exterior del mismo. Si O es otro punto de

la tangente distinto de 7, se tiene

fig.43

que el triangulo que se forma rcQ, es rectanguio, porque la tangente a
un circulo es perpendicular al radio de éste, en el punto de tangencia.
De donde se desprende, que la distancia de ¢ a ¢ es mayor que la
distanciade ¢ a P (d(Q.C)>d(C.P)), debido a que la hipotenusa de un
triangulo rectangulo es mayor que cualquiera de sus catetos, lo que
indica que el punto ¢, se encuentra en la region de afuera del circulo.
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Por lo que se define, entonces, que una recta es tangente a una curva
plana en un punto P de ella, si ésta, corta a la curva solamente en r,
y todos los demas puntos de la tangente, estan en la regiéon exterior
determinada por la curva.

Un punto @ es exterior a una parabola (fig. 44), si su distancia de éste
a la directriz es menor que su distancia al foco.

fig.44

Veamos, en la figura, el punto” es el extremo del lado recto que se
encuentra por arriba del foco y p es el punto de interseccion de la
perpendicular trazada desde »r a la directriz, por consiguiente
d(Q.D)<d(P.D) por ser @ un punto del segmento DP, pero
diP.D)=d(P.F) por ser Pun punto de la parabola, de donde se tiene,
entonces, que dJ(Q.D)<d(P.F), ademas, en el tridngulo rectangulo
QPF. d(P.F)<d(Q.F) portanto ¢(Q.D) < d(Q.F), de forma analoga, se
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hace ver que sucede lo mismo para cualquier otra posicién de ©
exterior a la parabola.

Para llegar a determinar la ecuacién de la tangente a una parabola,
aparte de lo visto anteriormente, también es necesario demostrar el
siguiente:

Teorema: en la parabola

Yy =4px
si F es el foco, P es un punto de la parabola y » el pie de la
perpendicular llevada de r a la directriz ( ver fig. 45), entonces, la

bisectriz del angulo rrp formado por el radio vector fP y la
perpendicular rD, es la tangente a la parabola en el punto »~.

fig.45
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Demostracion: en la figura ; / es la directriz, ; la bisectriz del angulo
DPF y, D' el punto comin de la perpendicular trazada desde ¢ a la
directriz.

Por definicién de parabola, sabemos que:

d(P,D)y=d(P,F)

Luego los triangulos DPR y FPR son congruentes por tener
respectivamente congruentes dos lados y el angulo comprendido entre
dichos lados.
Por lo que D resulta ser el punto simétrico de r respecto a , asi que
+ es la mediatriz del segmento rD, por tanto, para cualquier punto Q
de ¢, se tiene:

d(Q,D)=diQ,F)

Si 0= P, entonces, 4(Q,D')<d(Q,D) por ser 4(Q.D") un cateto en el
triangulo rectangulo DQD’, pero 4(Q,D)=d(Q,F). por consiguiente
d(Q,D')<d(Q,F), es decir, la distancia del punto ¢ a la directriz es
menor que su distancia al foco, por tanto, ¢ es exterior a la parabola.
Como esto pasa para todo @ distinto de » de la bisectriz ¢, entonces,
por definicion, la bisectriz es la recta tangente a la parabola en el
punto P, por lo que queda concluida la demostracion.

Con este teorema se completan los elementos necesarios para
determinar la ecuacion de la tangente a una parabola, que se traduce
ahora en encontrar la ecuacion de la bisectriz del angulo formado por
el radio vector Fr vy la perpendicular D ( fig.45 ). lo que equivale a
probar el siguiente:

Teorema: La ecuacion de la recta tangente a la parabola
¥ o=anx

en un punto P(x.y) de la curva, distinto del vértice es

)
Vob =iy
‘\.‘.
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La recta tangente a la parabola en el vértice es el eje ¥, por tanto, la
ecuacion de la tangente a la curva en éste punto es x=0.

Demostracion; Sea P(x,,y,) un punto de la curva diferente del vértice y
F(p,0) su foco. Consideremos primero el caso en que x, > p, I0 que
significa que P esta a la derecha de 7 como se aprecia en la figura
46,

fig.46

La ecuacién de la recta que pasa por los puntos F y P es

y=y= | (x-x,) o bien
pP=x
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pa]
x -

Y=h= p("'—xl)"

quitando denominadores resulta:
(x, — 12168 =N )= N (x_x| )

realizando operaciones y pasando todos los términos al primer
miembro:

(5 =p)y=s(x —p)=pyx=yx
XY= py=px = Wp=-nx+yx =0,
reduciendo y factorizando:
ty=ply+yp-pnx=0,
reordenando términos, se tiene la expresion:
—nx+H (- py+yp =0,

donde ésta, representa la ecuacién de la recta r~pr, escrita en su forma
general (Ax+By+C=0).

Por otra parte, la ecuacion de la recta rD es:

.“E - -‘.I

=P

(x-x,) esdecir y-y =0,

y=wn=

siendo D, el punto donde llega la perpendicular llevada desde P a la
directriz.

En la figura 46 observamos que los puntos @ de  estan:

Arriba de la recta rD y abajo de la recta £p, o bien, debajo de la recta
rD y arriba de la recta Fr.

En cualquiera de los casos anteriores, las distancias dirigidas del
punto Q(x.») a dichas rectas, tienen signos opuestos, por tanto, la
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ecuacion de ¢ se obtiene igualando una de las distancias dirigidas con
el simeétrico de la otra, esto es:

X+ (x - ply+py
\/a"l2 +(x, - l’)2

==(y-x») ase)
Como P(x,y) pertenece a la parabola, debe de satisfacer su
ecuacion, por lo que se tiene
y,: =4px,.
Sustituyendo este resultado en el denominador de la expresion (16)

-vx+(x,— p)y+ py,
'/4pxl +(x, — P)z

=-(y-n)

desarrollando y factorizando el radicando del denominador se tiene

=W+ (x - p)y+py
Jip+x)

=-~(y-y) O bien

Pl Gl A AN
P+X,

=-(y-n),

quitando denominadores:
—nxHx = p)y+ ===y Hp+x),
efectuando operaciones:
—pxXTxXy-py+py = —)'1; ~yx, + pv X,

pasando todos los términos al primer miembro, reduciendo y
simplificando, nos queda:

— 3 2 —_ 1y =
nx+2xy-3y =0,
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Obteniéndose asi, la ecuacion en su forma general de la recta
tangente a la parabola en el punto r(x.y), que para poder ser
expresada en la forma punto-pendiente, se procede de la siguiente
forma

m=—/—, , esto es, m=iy'—)- om=2
B X, 2x,
luego resulta que la ecuacion es
yeay =2t (v-x) an
X,

2x,
con lo que queda probado el teorema.

El analisis para el caso en que x, < p, es de forma analoga y se llega al
mismo resultado.

Ejemplo.

Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la parabola y’+x=0 que
pasa por el punto r(-4,2).

Solucion. La parabola es horizontal, por ser v la variable al cuadrado.
Aplicando la férmula (17)

2
2(—4)

y=2= = (x=(=4).

Simplificando y quitando denominadores:
4(y=2)=~(x+4),

haciendo operaciones, pasando los términos al primer miembro,
reordenando y simplificando, se llega a la expresion

x+4y-4=0,
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donde ésta, es la ecuacion en su forma general de la tangente a la
parabola, y que graficamente lo muestra la figura 47.

fig.47

Por medio de un razonamiento similar al del caso de una parabola
horizontal. Se demuestra, que la ecuacion de la recta tangente a una
parabola vertical con vértice en el origen, en un punto P(x,,y,) distinto
del vértice es:

Tu
Yoy =), (18)

1
Ejemplo para este caso.

Encontrar Ia ecuacién de |a recta tangente a la parabola: x* = 4py en el
punto (2.1).

Solucion. Como se trata de una parabola vertical, entonces,
sustituyendo las coordenadas (2.1 en la ecuacion (18), tenemos
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y-1=20-2),

haciendo las transformaciones necesarias para expresaria en su forma
general:

y=l=x-2

X=2~-y+1=0
de donde:

x—-y-1=0

es la ecuacion buscada ( ver figura 48 ).

Veamos ahora, como utilizando la traslacion de ejes, podemos llegar a
determinar la ecuacion de la tangente a una parabola horizontal, con
veértice en ' (n.k) y foco F(h+ p.k), €n un punto P(x,.y,) de la curva.
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Para esto, se procede de la siguiente forma:
Aplicando las férmulas

X=x-h Yy ¥Y=y-k

para hacer la traslacion de los ejes y que el origen coincida con el
vértice ¥ (h.k).

Se tiene, entonces, que las coordenadas del punto P(x,,y,) referidos al
nuevo sistema son:

x=x-h  V=y-k
como la parabola es horizontal, por la ecuacion (17) se tiene:

Y- =L',(.\"—x,').

Sustituyendo x, . ¥, y; de acuerdo a las formulas referidas al sistema
XY, se obtiene:

.\‘—k—(."u"k)=-,—{\I,___kh'""_h-("'l_h”
2(x,

que simplificando se llega a la expresién:

."x_k
—p = ——x -y (19
S Jix =) o) )

donde ésta, es la ecuacion de la recta tangente a la parabola, siendo
P(x, . ) el punto de tangencia.

De forma similar, para una parabola vertical, con vértice en v(h.k) y
foco F(h.k-p), la ecuacion de la recta tangente en el punto P(x,y,)
de la curva es:

20—k
e =%_—;,—)(.\'—x,)
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Ejemplos.

1) Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la parabola
y-4y-12x-20=0 en el punto I’(—_l:-.—l).

Solucién. Haciendo las transformaciones necesarias para escribir la
ecuacion de la curva en su forma estandar:

Y —4y-12x-20=0
Y =4y =12x+20
W—dyp+d=12x+20+4
(=2 =12(x+2)
Por tanto, la parabola es horizontal, con vértice v(i.k)=(-2,2), por lo
que la ecuacion de la recta tangente en el punto 1’(—%,—1) aplicando

la ecuacion (19) es:

-1=2 5
y+]=_l___"_.(x+_3.)

5 4
2(==+2
-3 )
realizando el desarrollo para escribirla en su forma generai:
-3 5
R +|—? (x+z)
Kl
5
Vibl=2(x+~
) +3)

v+l =—.‘2.\'—E
4

de donde finalmente ésta resulta ser:
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FALLA DE ORIGEN

95




x4+ y-—=0.

1o~

Como la ecuacién estandar de la curva, result6é de la forma
(y-k)=4p(x—h), entonces, ip=12, es decir, p=3, por lo que las
coordenadas de su foco, son F(h+p.k)=(1,2), ver figura 49,

fig.49

2) Determinar la ecuacion de la recta tangente a la parabola
¥ ~4x+8v-20=0 enel punto ri2.1).

Realizando el desarrollo necesario para expresar la ecuacion de la
curva en su forma estandar, se tiene:
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X +dx+8y—-20=0" :
¥ +ax=-8y+20
X +4x+4=-8y+20+4.
(x+2)' =-8(y-3).

Esto es, la curva es vertical, con véertice v(h,k)=(-2,3), por tanto, la
ecuacion de la recta tangente en P(2,1) aplicando la ecuacién (20) es:

i _20-3)
y=1 ————2_(_2)(:( 2).

Haciendo el procedimiento para escribirla en su forma general

2(=2)

1=
) 2+2

(x-2)
y=l==(x-2)
se tiene
x+y-3=0.

Por ser la ecuacion estandar de la forma (x-4)* =—-4p(y-k), entonces,
-4p=-8, esto es, p=2, por tanto, las coordenadas del foco
F(h.k - p)=(-2,1), observar figura 50.

y 4

\’(Q,I)
X

v
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Ecuacion de la Normal a una Parabola

La normal a una curva cualquiera es la recta perpendicular a la
tangente en el punto de contacto.

Por tanto, para encontrar la ecuacién de la normal a una parabola,
basta, con hacer pasar una recta por el punto de tangencia que
cumpla con la condicion de perpendicularidad, es decir, con pendiente
reciproca y de signo contrario a la de la tangente.

Consideremos algunos ejemplos.

Retomando los ejemplos de las paginas 91 y 95 respectivamente.

1) Como la tangente a la parabola °+x=0 en el punto P(—.2),
resulté ser la ecuacion x+4y-4=0, que expresada, en la forma

pendiente ordenada en el origen, resulta y=—i—x+4, de donde se

desprende, que la pendiente de la tangente, es m=—‘-1‘-. Puesto que la

normal es perpendicular a la tangente, entonces, la pendiente de la
normal, es m=4, por ser ésta, la inversamente reciproca a la de la
tangente.

Ahora, sustituyendo las coordenadas del punto de tangencia rP(—4.2) y
la pendiente m =4, en la ecuacion:

vy =mx-x)
se tiene
y-2=4(x-(4)),
realizando operaciones y expresandola en la forma general, se obtiene
dx-y+18=0,

donde ésta, es la ecuacion de la normal a la curva, y cuya grafica, se
ilustra en la figura 51.
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X4 o
y«"‘lao

fig.51

2) En el ejemplo de la pagina 95, se obtuvo la expresion 2x+ y+%=0
que representa la ecuacion de la tangente a la parabola
y' ~4y~12x-20=0, en el punto I’(—i—,—l). Por tanto, la normal a esta

curva, se encuentra de manera analoga a la anterior, y tiene por
ecuacion x—2y—§-=0, ver figura 52.
Y N
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Ejercicios.

Hallar, la ecuacién de la recta tangente a la parabola en el punto dado,
para cada uno de los siguientes casos.

1.3x* - y—3=0; P(4,45) 2.2y +12y-x+22=0; P(36,1)

3.x*-3y=0; P(2,§) 4.y -10y-8x+9=0 ‘;,P(ﬁ-%,j), '

5.3y +6y—-4x=5=0; P(10,3)

7. Y2 =8x; P(2,4)
7 13 S I

9.x2-3x—4y~-<=0; P(—,-= 10. 3y +2x=0; P(~=, -1

X =3x—dy-g (2 4) y©+2x (2 )

11. Determinar la ecuacién de la normal a las parabolas , en los puntos
dados, de los ejercicios 1,3,5,7,9
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CAPITULO IX
Familia_de Parabolas
Con los ejemplos que a continuacion se resuelven, se muestra como
es posible, determinar las ecuaciones de un conjunto de parabolas,
que cumplen ciertas propiedades en comun.

1) Hallar la familia de parabolas que tienen como directriz la recta
x=4 ycuyo eje es el gje .\.

Solucion:

Las coordenadas del foco deben ser de la forma r(a«.0), por
encontrarse sobre el eje de la curva y por ser éste el eje x. Si M(x,y)
es un punto de una parabola de la familia, entonces, la distancia de As
al foco /' debe serigual a la distancia de Ar ala directriz /. Esto es:

d(M.FY=d(M.l).

Por las férmulas de distancia entre dos puntos y de distancia de un
punto a una recta, se tiene:

Grarrooor =224

ay
simplificando y elevando al cuadrado ambos miembros:
(x=a) +y* =(x-4),
desarrollando las operaciones y despejando »*
X =2+ + yP=x?-8x+16
Y=x?=8x+16-x+2ax~a®

Y= Bx+2ax+16=a?,
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factorizando;
Y =2(d=a)x+(4—a)(4-+a).

4+a
-2

y =204 =ay(x+ 2Ly,

Por tanto

d4+a
2

Y ==2(4-a)(x- ) 20

representa la ecuaciéon de la familia de paradbolas con las
caracteristicas al principio sefialadas. De ésta, se desprende, que el

vértice es el punto ¥ ( 4—”:—’-’ 0) Yy, que para cada valor de « =4, se tiene

una parabola, que pertenece a la familia.

Si «=4, entonces, de la ecuacion se obtiene que =0, lo cual no
representa una parabola, dado que en este caso, el foco se encuentra
sobre la directriz, razén por la cual, « debe ser diferente de cuatro.

Ahora, se determinaran las ecuaciones de las parabolas de |a familia,
con algunos de sus elementos, para valores de a=-12.-3.0,6,10

Sustituyendo el primer valor de « en la ecuacion (21) realizando
operaciones y simplificando:

: 12
¥ = 212y x- (22

¥ =206)(x~(- 3,
de donde:
¥y =-32(x+4)

es la ecuacion de la curva cuando «=-12, y resulto ser de la forma
(y—k)*=—4p(x-h), donde su vértice V(h,k)=V(-4,0). Como —4p =-32
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se tiene que p =8, y las coordenadas del foco r(h-p.k)=F(-12,0).
Ademas, /Ir=4p y -4p=-32, entonces, /r =32, por pasar el segmento
de esta longitud por el foco y ser la curva simétrica con respecto a su

eje, los puntos que lo determinan son (4-p, ‘%’) = (~12,16) ¥y
th=p,— %) = (-12,-16), los cuales pertenecen a la parabola.
Considerando ahora el valor de « = -3 en la expresion (21) y realizando
las operaciones para encontrar su ecuacion, se tiene:

4-3
2

P==2(4-(=3)(x—( )]

¥ =2 (x-1)

1
2—_ " ——
=—14(x 2)'

donde ésta, también es de la forma (y-4)* = -4p(x-#h), luego el vértice,
es el punto V(h,k):V(é. 0); de -4p=-14, se desprende que p=-Z—;

por lo que las coordenadas del foco #(/#-p. k)= F(-3,0), puesto que la
Ir=4p y -4p=-14, entonces, /Ir =14, encontrando que los extremos del
segmento con esta longitud, son los puntos (-3,7) y (-3.-7),
determinados de forma analoga a como se obtuvieron los del caso
anterior, y que son puntos por donde pasa la parabola.

Para no ser repetitivos en el procedimiento, a continuacion daremos
unicamente, la ecuacion, el vértice, el foco, la longitud del lado recto y
los puntos extremos de éste, que son por donde pasan las parabolas.
Obtenidas todas, de forma similar a los casos anteriores, para valores
de ¢ =0.,6.10.

Sia=0

y=-8(x-2). ¥(2,0), F(0.0), Ir=8 y los puntos extremos del lado
recto: (0,4) y (0,4).
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Para el valorde ¢ =6

Yy =4(x-5), ¥(5,0), F(6,0), Ir =4 y los puntos extremos del segmento
del lado recto: (6,2) y (6,=2).

Finalmente, si «=10: '~

y=12(x=7), ¥(7,0), F(10,0), /r=12,y los puntos extremos del lado
recto: (10,6) ¥ (10,-6).

En la figura 53, se muestra un esbozo de las graficas de las parabolas
de la familia, correspondientes a los valores asignados de . Donde se
observa que unas abren a la derecha y otras a la izquierda, pero todas
con la misma directriz x =4 y con el mismo eje .v".
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fig.53

Luego, se puede decir, que una familia de parabolas es un conjunto de
ellas que satisfacen o cumplen cierta condicion.

Otros ejemplos.

2) Encontrar las ecuaciones de todas las parabolas horizontales cuyo
vértice tiene ordenada cero y para las cuales p =% s
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Solucion:

Como p >0, las parabolas se extienden hacia la derecha. Por tanto, la
ecuacion de una parabola de ésta familia es de la forma:

(y=k)Y =4px-h),

colocando los valores de p Yy £ en esta ecuacion, resulta
]
(y—0y =4( 3=,

simplificando, se obtiene la expresioén:
yi=(x-h),

donde ésta es la ecuacién requerida, y en la figura 54, se muestran las
parabolas correspondientes a los valores de #=-3,-1,1,3.5. El foco y
los puntos extremos del lado recto en cada curva, se obtienen de

sustituiren F(h+p.k) y (h+ p.’;’). (h+ p.,*—l—;-), sus respectivos valores.

Y N

fig.54
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3) Encontrar las ecuaciones de todas las parabolas verticales cuyo
vértice tiene ordenada cero y para las cuales p=1.

Solucion:
La ecuacidén de una parabola de esta familia es de la forma
(x=I)} =dp(y—k)

por ser vertical y » > 0. Sustituyendo el valor de la ordenada del vértice
y el del semiparametro en dicha ecuacion, se tiene:

(x=h) =4(1)(y-0).
Por tanto

(x=-h)Y =4y
representa la ecuacién de la familia de parabolas y, se obtiene para
cada valor de #, una de ellas. En la figura 55, se observan las

parabolas correspondientes a los valores de #=-6.-3,0,3,6. Los
focos y los puntos extremos de los lados rectos, se encuentran de

sustituiren F(h. k+p) y (h—l?r,])) ; (h+[_,i, p), sus respectivos valores.

Y 3




4) Hallar las ecuaciones de las parabolas verticales que pasan por
los puntos donde se cortan las parabolas y = %x’ +2 Yy y=2x'-2

y por el punto 4(2,-1).
Solucién:

Iniciamos por determinar la ecuacion de las parabolas que pasan por
los puntos donde se cortan las parabolas :%x! —y+2=0 ¥y 2x°-y-2=0

Como éstas se cortan, se forma el sistema de ecuaciones generado
por ellas, para esto, una de las dos, digamos 2« -y-2=0, se
multiplica por un numero 4 =0, para facilitar encontrar la ecuacion
buscada y los puntos de interseccion de dichas curvas . Por tanto, se
tiene:

Si realizamos fa multiplicacion indicada, sumamos miembro a miembro
y factorizamos, se llega a la expresion:

(=+2)87 +(-1-A)p+(2-22)=0 (22)

t3| —

donde ésta representa en su forma general, la ecuacion de las
parabolas que pasan por los puntos de corte, siempre que /1::—% y
A= -1, ya que para estos valores de 1 en particular, la ecuacion (22)
no representa una parabola. Veamos, si i1=-1, entonces, el
coeficiente de y se anula, dando origen a la ecuacion —%.\-3 +4=0, de
cuya solucion se obtienen las ecuaciones de dos rectz;s verticales:
x=-1.6 ¥ x=16.Si 1= —%, el coeficiente que desaparece es el de +*,

originando la ecuacién -%,v»f?:o y resultando de su solucion, la
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ecuacion de la recta y =3.3 que pasa por los puntos de interseccion,
véase figura 56 ( los puntos (0,2) y (0,-2) que son los vértices de las
parabolas dadas, se desprenden de sus ecuaciones expresadas en

forma estandar) v A
16 ;
[ [
A bl I AT
\ | 1 [
RN !
1
\ 118 ey
Mel: e
| I BE A S
JHA—— y=3.3
day oo
\ !
T12-10 -8 -6 -7 -a| V|, I 7 6 8 163 > X
-2
-4
X=-16 X=16
fig.56

Ademas, las parabolas de la familia deben pasar por el punto .1(2.-1),
por tanto, éstas coordenadas deben de satisfacer la ecuacion (22).
Esto es:

(5+24)(2) + (=1 - (=D +(2-24) =0,

realizando operaciones:
2+84+1+A4+2-24=0,

simplificando y despejando 4, resulta:

A=-2.
7

Ahora, sustituyendo el valor de 1 en la ecuacion (22), desarrollando
operaciones y simplificando
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o bien,

13x> +4y-48=0.

Luego, la unica parabola que cumple con las condiciones dadas, tiene

por ecuacion,
13x* +4y-48 =0,

que escrita en forma estandar es

5 4
= - (y-12).
v l3(y )

Por tanto, su vértice es el punto 1(0,12), la curva abre hacia abajo, y

su grafica queda ilustrada en la figura 57.

=2

‘-u-rlo~a_-VGV--_-“I,"T."' 'A\ 4 6 8 101

-4

- fig.57 . 3': :
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Ejercicios.

1.

Encuentra las ecuaciones de todas las parabolas con foco /(-3,-1)
cuyo eje es paralelo al eje x y abren hacia la izquierda.

Hallar las ecuaciones de todas las parabolas cuya directriz es la
recta con ecuacion v +5=0 y cuyo foco tiene abscisa 4.

Determinar las ecuaciones de todas las parabolas con directriz
»=2 para las cuales p=2. Dibuja la parabola de la familia cuyo

vértice tiene abscisa 5.

Encontrar las ecuaciones de todas las parabolas verticales cuyo

vértice tiene abscisa cero y para las cuales p = —l—

Hallar las ecuaciones de todas las parabolas verticales cuyo veértice
tiene ordenada cero y para las cuales p = —%. Dibuja la parabola de

la familia cuyo valor de »=-2.

Determinar las ecuaciones de todas las parabolas horizontales
cuyo vertice tiene ordenada cero y para las cuales p = —-i- .

Encontrar la familia de parabolas que tienen como directriz la recta
x=-1 y cuyo eje es el eje .v.

Una familia de parabolas esta determinada por la ecuacion
y* =-4h(x-h). Dibujar las parabolas de la familia, para valores de

h=-3,-2,-1,1,2.3.
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CAPITULO X
Aplicaciones de la Parabola

La parabola se encuentra frecuentemente en la practica de muy
diversas formas.

La intenciéon de este capitulo es mostrar algunas aplicaciones de esta
curva.

Arcos parabdlicos.

En las construcciones arquitectonicas, una de las distintas formas de
arcos usados tiene la forma de arco parabdlico. Tal forma, es la que se
muestra en la figura 58. Donde la longitud 4C, en la base recibe el
nombre de claro o luz; la altura maxima OB sobre la base se denomina
altura del arco. Si la longitud del claro es 25 y la altura es 5, entonces,
es facil probar que la ecuacion que representa al arco parabdlico es de
la forma

) §?
X' = ——y (24)
b

siempre que el arco parabdlico se coloque de tal manera que su
vértice esté en el origen y su eje coincida conel v (fig. 58 )

v
X

I
’ =}
All—-s——n——s-—,ic

fig.58 TESIE C7N
FALLA DE QORIGEN
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Demostracion:

Como la curva pasa por el punto (s,-5), entonces, sus coordenadas
deben satisfacer la ecuacion:

X =—4py 4)
ya que la orientacion del arco parabdlico es hacia la parte negativa del
eje . Por tanto, sustituyendo las coordenadas de dicho punto en la
ecuacion se tiene

s* = —4p(-b),

despejando a p resulta

finaimente colocando el valor de p por su igual en la ecuacion (4), se
obtiene

con lo que queda probado.
Si ahora el claro o luz de un arco parabdlico 2s, se toma sobre el eje
X, el origen en el punto medio del claro y la altura del arco es », figura

569, entonces, puede probarse de manera similar al anterior, que la
ecuacion que lo representa es:

o 8 -
x 5 (y-b) (24)

13




v

-+ X

-S,00 o (5,0

fig.59

También nos podemos encontrar con otra posicion del arco parabdélico
que seria la que se muestra en la figura 60

b
ofF — X

C

€0,-t)
b
(s,-b-0)
————— s ——

fig.60

Donde se observa que el punto mas alto del arco se encuentra a una
distancia de  unidades del origen hacia abajo y sobre el eje ¥, por lo
que el vértice de dicho arco es el punto ¥(0,~c) y sualturaes ».

En este caso, para llegar a deducir la ecuacion que lo representa, se
procede de la siguiente manera:

Por abrir el arco parabélico hacia abajo, y por tener su vértice fuera del
origen, su ecuacion debe ser de la forma:
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(x=h) =—4p(y—k),
sustituyendo las coordenadas del vértice en ésta ecuacion, resulta
x2==4p(y+e), (25)

puesto que el arco pasa por el punto (s.-b-c), sus coordenadas
satisfacen la ecuacion anterior, por lo que se tiene:

st=—dp(-h-c+c)
o bien,
st =—4p(-b),

de donde se desprende que:

colocando el valor de » en la ecuacion (25) se llega a la expresion
2 .\'2 )
x==4(— ) y+c
( b Wy+c
que simplificando resulta
\‘2
.\‘1=—T(y+c) (26)

donde ésta, es la ecuacion que representa al arco parabélico.

A continuaciéon veremos algunos ejemplos donde se ilustra la
aplicacion de las ecuaciones anteriores.

Ejemplos.

1) Encontrar la ecuacién del arco parabdlico cuyo claro o luz es de 14m
y cuya altura es de 6m .




Solucion. La ecuacion debe de ser de la forma

2 .vzy
xT=-—y,
h

como el claro 2v=14m, entonces, s=7m, ademas, se sabe que la
altura es bh=6m, por tanto, sustituyendo los valores de s y », la
ecuacion del arco parabdlico resulta ser,
= —Qiy o bien x* = —4—-y,

6 6

o]

2) Hallar la altura de un punto de un arco parabdlico de 18» de altura y
24m de base, situado a una distancia de 8» del punto medio del

claro

Solucién. Para este caso, se considera el eje .v en la base y el origen
en el punto medio ( fig.61).

0,18)

13,0) (8,00 (12,0)

fig.61

Por consiguiente, para encontrar la altura del arco a 8» del centro, se
sustituye x=8, s=12 y 5=18 en la ecuacion (24) y se hacen las
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operaciones necesarias para despejar el valor de y. Por lo que se
tiene:

g2y’

(8)2=—T(y-18)
64 = -8y +144

8y =80

Ly=10

de donde la altura del punto que se encuentra a 8mn del punto medio
del claro, es de 10m.

3) Un arco parabdlico tiene las dimensiones indicadas en la figura 62.
Determinar la ecuacion del arco parabélico con respecto a los ejes
mostrados. Calcular la ordenada y del punto cuya abscisa es 5m.

fig.62

Solucion. Como el punto mas alto del arco se encuentra a una
distancia de 4 del origen y bajo éste, entonces, -c = —, lo que implica
que «¢=4, e claro o Iluz 2vy=40, de donde ~+=20 Yy
h=d((0,-4),(0,-20)) =16, es decir, la altura del arco es »=16.

TESIS CON
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Por tanto, sustituyendo los valores numéricos de s.» y ¢ en la
ecuacion (26) resulta:

:_ (200

X' =— +4),

X 6 (y+4)
es decir,

2 400

X = —e(y+4),

X 16(y )
o bien

X =-25(y+4),

donde ésta Ultima expresion, determina la ecuacion del arco
parabdlico.

Para calcular la ordenada y en el punto cuya abscisa es 5m,
simplemente se sustituye éste valor en la ecuacion del arco parabélico
y se despeja . Esto es.

(5) =-25(y+4)

25=-25y-100
25y =125
y=-5

Por tanto, su ordenada es -5.

Existen otros tipos de arcos como los semielipticos, sin embargo, los
parabdlicos son mas comunes en construcciones arquitectonicas.
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Ejercicios.

1.

Determinar la ecuacion del arco parabdlico cuyo claro es de 12 Yy
cuya altura es de 6m .

Encontrar la ecuacion de un arco parabdlico si el claro es de 10m y
su altura de sm.

Un arco parabdlico tiene una altura de 25» y una luz de 40m. Hallar
la altura de los puntos del arco situados a 8» y 12, a ambos lados
de su centro ( punto medio del claro o luz).

Hallar la altura de los puntos de un arco parabdlico de 16 de altura
20m de base situados a una distancia de 6n» a ambos lados del
centro del arco.

Un arco parabdlico tiene las dimensiones indicadas en la figura.

Determinar la ecuacion del arco con respecto a los ejes mostrados.
Calcular la ordenada y de los puntos cuyas abscisas son 6 y 9m.

"

l.
L/
$
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Puentes colgantes

Las curvas que forman cada uno de los cables que sostienen ciertos
puentes suspendidos, adoptan una forma parabdlica o arco parabdlico,
si se desprecia el peso del cable al compararlo con el del puente y si
la carga sobre el puente es uniforme.

En un puente colgante, cada cable cueilga de sus soportes 4 y C en
forma de arco parabdlico, como lo muestra la figura 63.

>".|K"

— o —

>

fig.63

La distancia 4AC comprendida entre los extremos superiores de los
soportes del cable es el claro o luz, la distancia BO medida de los
soportes del cable al punto mas bajo de éstos, se denomina depresidon
del cable y representa la altura del arco parabélico.

Por tanto, nuevamente en la figura 63, si laluz es 25, la alturaes » y
el arco parabdlico formado por el cable abre hacia arriba, entonces, de
forma similar, a los casos de arcos arquitectonicos, es facil demostrar,
que la ecuacién que lo representa es

2

2

R}
==y 2
=y 27
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Si ahora el punto mas bajo del cable se encuentra a una distancia de
unidades del origen por arriba de éste y sobre el eje v, el claroes 2s y
la depresion del cable es », figura 64,

YT

fig.64
entonces, no es dificil probar, que la ecuacioén que lo representa es

2 R

o
x —T(y—c).

Demostracion:

Como el arco parabdlico formado por el cable abre hacia arriba y su
vértice esta fuera del origen, la ecuacion que lo representa debe ser
de la forma (x-#)’ =4p(y-k). Por encontrarse el punto mas bajo del
arco sobre el eje Y, y a una distancia de ¢ unidades del origen y por
arriba de éste, las coordenadas de su vértice son ¥ (#,k) =(0,c). Por
tanto, sustituyendo estas coordenadas en la ecuacion se tiene:

x2=4p(y-c).
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Puesto que el arco parabdlico pasa por el punto (s,c+b4), sus
coordenadas satisfacen la ecuacion anterior, luego entonces,

st=4p(c+b-c)
o bien,

T =4p(b),

despejando a p:

Ahora, sustituyendo el valor de p en la ecuacion x? =4p(y-c), resulta:
= 4(-12-)( —c)
sl T e

que simplificando, se llega a la expresion:

2

=L (y-c), (28)

con lo que queda concluida la demostracion.
Ejemplos de aplicacion de las ecuaciones.

1) Encontrar la ecuacion del arco parabdlico formado por los cables
que soportan un puente colgante cuando el claro es de 140m y la
depresion de 20m.

Solucion. Dado que 2s = 140m, esto significa que s = 70m; b =20m. Como
su ecuacion debe ser de la forma

2

¥ _‘\'2
3 =

122



entonces, colocando los valores de s y » en dicha ecuacion, se tiene

2
I L)
20
o bien,
2 _ 4900
20 7
esto es,
x' =245y

es la ecuacion buscada.

2) Et cable de suspensién de un puente colgante adquiere la forma
de un arco de parabola. Los pilares que lo soportan tienen una
altura de 60 y estan separados una distancia de 500, quedando
el punto mas bajo del cable a una altura de 10m sobre la calzada
del puente. Tomando como X Ila horizontal que define el puente, y
como t el de simetria de la parabola, hallar la ecuacién de ésta.
Calcular ia altura de un punto situado a som del centro del puente,
ver figura 65.

f——— 500m ——

Y‘\
T b=50owm
60 .
l c3i0
(80,0 > X
i
fig.65
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Solucién. Se tiene, entonces, que s=250m, b=50m Y c=10m,
sustituyendo estos valores en la ecuacion (28)

250)°
=2 (=10,

simplificando y realizando operaciones, la ecuacién en su forma
canonica es

X =1250(y~10)
o bien, en su forma general resulta

x? 1250y +12500 = 0.

Para calcular la aitura del punto situado a x=80m del centro,
simplemente se coloca éste valor en cualquiera de las dos ecuaciones
encontradas y se realizan las operaciones necesarias para despejar a
», por lo que se tiene:
(80)> —1250y +12500 = 0
6400 ~1250y +12500 = 0
~1250y = -6400-12500
_ -18900
-1250.

sy=1512
Encontrando que la altura es de 15.12m

Ejercicios.

1. Determinar la ecuacion del arco parabdlico formado por los cables
que soportan un puente colgante cuando el claro es de 150m y la
depresion de 20m .
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2. Encontrar la ecuacion del arco de parabola formado por los cables
que sostienen un puente suspendido, si el claro es de 200m y la
depresién de 70m .

3. Calcular la altura de los puntos situados a 40 y 90 metros del centro
del puente del problema del ejemplo 2.

4. Una seccion de un puente colgante tiene su peso uniformemente
distribuido entre dos torres gemelas que distan 400 pics una de otra
y se elevan 90 pies sobre la carretera horizontal (véase la figura).
Un cable suspendido entre los extremos superiores de las torres
tiene forma parabdlica y su punto medio se encuentra 10 pics por
arriba de la carretera. Considere los ejes coordenados que se
muestran en la figura.

a) Encuentre la ecuacion de la parabola respectiva

b) Suponiendo que se usan nueve cables verticales paralelos
igualmente espaciados para la suspension desde uno de los
cables parabdlicos (ver la figura), encuentra la longitud total de
estos suspensores.

k\\ Y00

pa T

5. Silas torres de un puente colgante tienen una separacion de 400m y
los cables estan atados a ellas a 200m arriba del piso del puente,
squé longitud debe tener el puntal que esta a som de la torre?
Supongamos que el cable toca el piso en el punto medio v del
puente.
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6. Un puente tiene una longitud de 160m. El cable que lo soporta tiene
la forma de una parabola. Si el puntal en cada uno de los extremos
tiene una altura de 25m, ¢ cual es la ecuacion de la parabola?

7. El cable de un puente colgante esta dado por la ecuacion x* = 400y.
Si los postes del puente tienen una altura de som, ¢icual es la
longitud del puente?
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La propiedad de reflexion de la parabola

Si una parabola se hace girar alrededor de su eje generara una
superficie llamada paraboloide de revoluciéon como {a de la figura 66,
que adopta la forma de una antena parabdlica.

fig.66

Un principio de oOptica dice que si un rayo de luz toca una superficie
plana pulida éste es reflejado a lo largo de otra recta. El angulo
formado por el rayo incidente, se llama angulo de incidencia, el angulo
formado por el rayo reflejado, se llama angulo de reflexion.

Un espejo plano es un ejemplo de superficie reflectora

Cuando un rayo choca contra la superficie interior de un paraboloide,
éste se refleja, de tal forma, que sucede lo que a continuacion se
explica.

Si se coloca una fuente de luz en el foco del paraboloide (foco de la
parabola que lo genera), entonces, los rayos de luz que chocan en la
superficie del paraboloide , se reflejan a lo largo de una recta paralela
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al eje. Si, por el contrario, los rayos de luz que inciden en el
paraboloide, llegan a éste, en forma paralela al eje, entonces, éstos se
reflejan hacia el foco.

Esta importante propiedad de la parabola esta basada en el siguiente.

Teorema. Si » es un punto de una parabola, ¢ la recta tangente a la
parabola en el punto 7, /7 un punto de la tangente diferente de r, Gr
la recta que pasa por 7 y es paralela al eje de la curva, y F la recta
que une a / y al foco /. Entonces, el angulo de incidencia g es igual

al angulo de reflexion «, (fig. 67)

El teorema no se particulariza si tomamos a: »* =4px, como ecuacion
de la parabola.

Y
G
I_/
=)

fig.67
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Demostracion:

Por ser ; tangente a la parabola en el punto r, entonces, por el
teorema de la pagina 86, ! es bisectriz del angulo < Grr. Por tanto,

<GPH =< HPF =a
Por otro lado
<GPH = f
por ser angulos opuestos por el vértice, asi que

pf=a

Esta importante propiedad, tiene muchas aplicaciones. Por ejempilo,
en el disefio de espejos parabdlicos, reflectores parabdlicos,
reflectores usados como flash, espejos reflectores de linternas y faros
de automoviles. En donde, si la fuente de luz esta en el foco,
entonces, todos los rayos de luz reflejados en la superficie parabdlica,
seran paralelos al eje, formandose asi, un haz cilindrico de luz en esta
direccion, ver figura 68.

rrayos de luz

TESIS CON
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También se tienen aplicaciones, en {a construccion de hornos solares.
Como el sol esta tan distante de la tierra, sus rayos en la superficie
terrestre, son practicamente paralelos entre si, por tanto, si un reflector
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parabdlico se coloca de tal manera que su eje sea paralelo a los rayos
del sol, los rayos incidentes sobre el reflector, se reflejan de manera
que todos pasan por el foco, concentrandose en este punto toda la
energia, y alcanzando temperaturas equivalentes a las producidas por
otros tipos de hornos.

En el disefio de telescopios de reflexion, los rayos paralelos de luz
procedentes de las estrellas, se concentran en el foco (fig. 69).

I'GSOS de IUZ.

"-‘f--
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Las antenas parabdlicas, también utilizan la propiedad de reflexién de
las ondas electromagnéticas, para recibir o enviar sonido y sefiales a
estaciones de radio, television y satélites de comunicacion.

Si ahora, en vez de girar la parabola, la movemos perpendicularmente
a su propio plano, obtenemos una parte de la superficie de un cilindro
parabdlico, como lo muestra la figura 70, cuya superficie, se emplea
para enviar y recibir ondas de radar, hacia la antena que esta en la
proyeccion del foco, utilizando también la propiedad de refiexiéon. Este
tipo de superficie llamada antena de radar, es usada en algunos
aeropuertos, en el controi del trafico aéreo.
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fig.70

Veamos algunos ejemplos.

1) El reflector de un faro esta disefiado de manera que una seccién
transversal a través de su eje es una parabola y la fuente de luz
esta colocada en el foco.

Encontrar el foco suponiendo que el reflector mide 3 pies de
diametro, 1 pic de profundidad y esta orientada hacia la derecha.
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Solucion. La ecuacion de la parabola de la seccion transversal, debe
ser de la forma

yi=dpx.

Esta ecuacion debe de satisfacerse por las coordenadas (1.1.5),
porque es un punto por donde pasa la curva. Por tanto, sustituyendo
estas coordenadas en la ecuacion y despejando p, se tiene:

(1.5)" =4p()
2.25
3 7’
o bien,
2.2
r==3

como la distancia del vértice al foco es p, entonces, el foco se

encuentra a % pies del vértice.

2) El filamento de una lampara de flash esta a % de pulgada del
vértice del reflector parabdlico, y se encuentra en su foco. Hallar la
ecuacion para la seccion del reflector suponiendo que esta dirigido
hacia la derecha y su vértice es el origen.

Solucion. La ecuacion a la que se tiene que llegar debe ser de la forma

y=dpr.

Como la distancia del vértice al foco es p, y p= % entonces,

sustituyendo este valor en la ecuacién, haciendo operaciones y
simplificando resulta

z=4(%)x
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que es la ecuacion de la seccion del reflector.

Ejercicios.

1. El diametro de un reflector parabdlico es de 12¢m, su profundidad de
4cm, esta dirigido hacia la derecha con vértice en el origen.
Localizar su foco.

2. El reflector de un faro tiene su vértice en el origen, esta dirigido
hacia la derecha y disefiado de manera que una seccién transversal
a través de su eje es una parabola, y la fuente de luz colocada en el
foco. Encontrar el foco suponiendo que el reflector mide 10cm de
diametro y 4cm de profundidad.

3. En la figura se muestra un paraboloide de altura » y radio r. La
distancia focal del paraboloide es la distancia , entre el vértice y el

foco de la parabola, exprese pentérminosde r y 5.

\/u
k— v —i

- TESIE CON
i ;7 FALLA DF ORIGEN

4. La luz de una lampara esta a 2¢» del vértice del reflector parabolico
y se encuentra en su foco. Hallar la ecuacion para la seccion del
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reflector, suponiendo que esta dirigido hacia la derecha y su vértice
es el origen.

. Un disefnador de automoviles desea disefiar un faro que tenga 16¢m
de diametro. La bombilla que va a utilizar en él tiene el filamento a
2¢m del cuello. ;Qué profundidad debe tener el faro para que el
filamento quede en el foco del faro si el cuello de la bombilla se
coloca a la altura del vértice del faro?

. La antena de un radiotelescopio en forma de paraboloide tiene un
diametro de s . Si la profundidad de la antena es de 0.5, i@ qué
distancia del vértice debe colocarse el receptor?

. Una antena parabdlica para televisién tiene un diametro de 1= y su

receptor esta colocado 25¢n arriba de su vértice. {Qué profundidad
tiene la antena?
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Trayectoria parabdlica

Para hacer ver que la trayectoria que describe un proyectil (particula,
objeto o cuerpo material) es una parabola, es necesario utilizar las
ecuaciones paramétricas. Por tal razén, a continuacién se explica
como se forman.

Consideremos al sistema de coordenadas rectangulares royx, de la
figura 71. Si se lanza horizontalmente un cuerpo material desde el
origen ¢ hacia la parte positiva del eje .\, impulsado por una
velocidad inicial v,, al transcurrir un determinado tiempo /, el cuerpo
habra recorrido la distancia or =« = vy, es decir, x=vys de acuerdo a la
formula fisica que indica, que la distancia es igual a la velocidad por el
tiempo.

Por otra parte y en forma simultanea, por la fuerza de gravedad (su
propio peso) el cuerpo ha caido la distancia vertical r¢, considerada

en el sentido de las ordenadas negativas, resultara que rQ=-y= %gﬁ

o bien y = —;,L #° (por la férmula fisica de la caida libre de los cuerpos).

Donde ¢ es la gravedad y representa la constante cuyo valor es
pies

aproximadamente 9.81-2. o 3225
seg” yeg”

N
P5) ittt i ]

fig.71

Las expresiones: 'I'ESIS CON
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X =yl
12
Y==3&

que estan determinadas en funcion de una tercera variable conocida
con el nombre de parametro y que en este caso es el tiempo «, son las
ecuaciones parameétricas de la trayectoria descrita por el proyectil al
ser lanzado.

El parametro, aparte del tiempo en este tipo de ecuaciones, puede
también ser un angulo, entre otros.

Por tanto, las ecuaciones paramétricas de un lugar geomeétrico,
pueden definirse, como el par de ecuaciones, en la que una de ellas

representa el valor de la abscisa de un punto y la otra el de la
ordenada de ese punto.

Si se conocen las ecuaciones parameétricas de un lugar geométrico,
entonces, se puede obtener su ecuacion cartesiana.
El problema se resuelve eliminando el parametro, en algunos casos la
solucién resulta sencilla y en otros mucho mas complicada. A
continuacion se dan algunos ejemplos de casos sencillos.
1) Sean las ecuaciones paramétricas

x=2r—1

y=1-4
De |la segunda ecuacidén se despeja ¢

t=y+4
este valor sustituido en la primera y haciendo operaciones resulta

x=2y+7

o bien,
x=2y~-7=0
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donde ésta ultima , representa la ecuacion cartesiana de una recta.

2) Si se considera el angulo « variable como parametro y el punto
M (x.y) sobre la circunferencia de radio » (figura 72), se tendra:

yq

Mx,y)

fig.72

x v
cosq = — sena ==—
r

r

Por tanto, las ecuaciones paramétricas de la circunferencia de radio »
resultan ser:

X =rcosa

y=rsena

Para eliminar el parametro « y llegar a su ecuacion cartesiana, se
procede de la siguiente forma, partiendo de:
v
cosa —~ =sena
-

X
r
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elevando al cuadrado ambos miembros en cada una de las
expresiones:

("

z

.2

x 3
=cosTa

ro r

=sen’a,

sumandolas miembro a miembro

2

o

-

2
+ y_z =cos’a +sen’a
’

~
~

o bien,

X

2 2 .
pd
S =1

o

o

multiplicando todo por »*, resulta

llegando asi, a la ecuacion cartesiana de la circunferencia.

3) Consideremos nuevamente en este ejemplo, las ecuaciones
paramétricas

x =

y=——gt’

que se obtuvieron al principio, y que representan la trayectoria descrita
por el objeto material al ser lanzado desde el origen 0, en la figura 71.
De ellas eliminaremos el parametro.

De la primera ecuacion se desprende:
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valor que colocado en y da:

haciendo las operaciones necesarias para despejar «*, resulta

2?2
M=oty (29)
&

la cual representa una parabola por ser de la forma «’ = -4,y (véase
figura 71).

4) Considérese que en el sistema de coordenadas rox de la figura 73,
se lanza un proyectil desde 0, con cierto angulo de elevacion o y
con una velocidad inicial v,. Si la resistencia del aire es pequefia y
se puede despreciar sin gran error, el proyectil se movera sujeto a
la fuerza vertical de gravedad. Esto significa que no existe ninguna
fuerza que cambie la velocidad en sentido horizontal.

Y4
P
|
:M(x )
x
o i
|
/o
)
fig.73

TESIS CON
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Si el punto Ar(x,y) es un punto de la trayectoria descrita por el
proyectit y, or es el espacio recorrido al término de un tiempo ¢,
entonces, resulta

0Q or

cosax = —— sen@ = =—-
Vol vl

Puestoque, x=0Q Yy 0Q = v/cosa

Se desprende que:

X = pleosa

Ahora la velocidad haria que el proyectil se elevara hasta una altura de
Or=vgsena en un tiempo . Pero el efecto de la atraccion de la
gravedad hace disminuir esta distancia en i/, que de acuerdo a la
férmula fisica de la caida libre de los cuerpos, la cantidad que ha de

restarse es % i1 . Por tanto, rir = l; ar’.

Dado que y =QM y QM = QP - PM, entonces, y =QF - M, es decir,

1
y=visena-ogr.

Por lo que la posicion del proyectil al término de un tiempo ¢, después
de haber sido lanzado , esta dado por las ecuaciones.

X =y cosa

[
y=vwisena — S g

Estas ecuaciones, que nos dan las coordenadas del proyectil para un
tiempo : cualquiera mientras estd en vuelo, son las ecuaciones
paramétricas de su trayectoria.

Para poder eliminar el parametro y liegar a su ecuacion cartesiana, se
procede de la siguiente forma:
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De la primera ecuacién se obtiene /:

X

= '
v, cosa

valor que sustituido en la segunda, da:

x 1 x?
Jsena —— g ————
v, cosa 27 vicos'a

)

y=wl
simplificando y haciendo operaciones:

2
X
V= xtana — —-2—1‘—2— (30)
2viocos’a

donde esta ultima expresion, representa la ecuacion cartesiana de una
parabola (fig. 73), ya que la caracteristica de una ecuaciéon que
representa una parabola en el plano cartesiano con eje paralelo a
uno de los coordenados, es que sea cuadritica en una de sus
variables y lineal en la otra, y toda ecuacion de éste tipo, si asi se
requiere, puede ser expresada en su forma estandar.

Luego, entonces, de los ejemplos anteriores 3 y 4, se desprende: que
la trayectoria descrita por un proyectil es una parabola.

Este hecho tiene importantes aplicaciones practicas, veamos algunas
de ellas.

Ejemplos.

1) Se lanza horizontalmente una piedra desde un punto situado a 3m
de altura sobre el suelo. Sabiendo que la velocidad inicial es de
5022, Calcular la distancia horizontal al punto de caida.

segr

Solucion. Colocando los valores de v, =50.g=981 ¥ y=-3 en la
ecuacion (29), se tiene

9.81 (_3)1
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realizando las operaciones para determinar el valor de «x:

2 6(2500)
9.81

x =50y0.61

x =39,

lo que indica, que la distancia horizontal al punto de caida de la piedra
es de 39m.

2) Se lanza una pelota con una velocidad de 1602 con una direccién
seg

de 45° respecto a la horizontal. Hallar la distancia hasta la cual llega
la pelota, y su altura maxima.

Solucién. Para obtener los resultados deseados, se sustituyen los
valores: v, =160, @=45 y g=32 enla ecuacién (30)

32y°
yv=Extands - ——— |
2(160)° (cos45)"

Desarrollando operaciones y simplificando

32x7

Iz
=)

v=x-

2(160)%(

3247

25600

y=x

realizando el desarrollo algebraico necesario para expresar esta uitima
ecuacion en su forma estandar:
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800x~x?
7= 7800 -

8’00 y ‘=k800‘x -x?
x? ~800x = ~800y
x? —800x + 160000 = ~800y + 160000
(x~400)* = -800(y -200),

de donde se desprende, que el vértice es el punto ¥ (400.200), por lo
que la altura maxima de la pelota, es de 200 pies, por ser v, el punto
mas alto de la curva.

Para determinar la distancia hasta la cual llega la pelota, se hace y=0
en la ecuacion estandar, y se obtiene

(x —400)° = -800(-200),
haciendo las operaciones indicadas y despejando x:
x* = 800x + 160000 = 160000
x*—800x=0
x(x-800)=0
x=0 O x=800

considerando el valor de x=0, se tiene que x=800, es decir, que la
pelota toca el suelo, a una distancia de 8§00 pies, 0 bien, que la pelota
pega en el suelo, en el punto (%00.,0).
3) Un proyectil se dispara con una velocidad inicial de 1922 y con un
seg
angulo de 30° arriba de la horizontal. Hallar la coordenadas de su
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posicion al final de 1seg . ¢ En qué tiempos esta el proyectil a 96 pies
arriba del suelo?

Solucién. Las ecuaciones paramétricas

X = yrcosa
1,2
y=ytsena —Egl

nos permiten encontrar las coordenadas de la posicion del proyectil en

cualquier tiempo de su vuelo. Por tanto, sustituyendo los valores de

vo=1922%% 5 230° y r=lseg, en ellas, simplificando y haciendo
seg

operaciones, se tiene:

x =192 (1)cos30 y=1925cn30——;—(32)(1)2
J3 1

x=|92? }’=|92(2—)—16

x =963 » =80,

Obteniéndose asi, las coordenadas de su posicion al final de 1seg, y
donde éstas son (9643, 80).

Para encontrar los tiempos en donde el proyectil esta a 96pies arriba
del suelo, simplemente, se colocan los valores conocidos en la

segunda ecuacion paramétrica y se hacen las operaciones indicadas.
Esto es,

96 = 1927sen 30—%(32 )

96=I92!(:l,-)—;l)-(32)12
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96 =961 - 1617,

reordenando y pasando todos los términos al primer miembro:

1612 —96¢+96 =0,

o bien

1’ ~61+6=0.

Resolviendo la ecuacién para «:

_6+36-24

- 2

_ 6243

!
2

=33,

Encontrando que en los tiempos de =3+ /3 seg, el proyectil esta a
96 pies arriba del suelo.

4) Una bala es disparada desde el nivel del terreno, siguiendo la
trayectoria parabdlica x* —100x+25y =0. ¢Cual sera la altura maxima
del proyectil y a qué distancia del tirador caera, si la distancia esta
medida en metros?

Solucion:

Realizando el procedimiento para expresar la ecuacién dada en su
forma estandar:

x*—100x = 25y
x? —100x + 2500 = -25y + 2500

(x=50) = -25(y —100),
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de ésta, se desprende que el vértice es el punto 1 (50,100), que es el
punto mas alto de la curva, lo que indica que la altura maxima del
proyectil es de 100m.

Para saber a que distancia caera, se hace y=0 en la ecuacion

estandar, y se realizan las operaciones para encontrar el valor de x:

(x—50)? = —25(~100)

x* —100x + 2500 = 2500

x'=100x=0
x(x-100)=0
~x=0 0 x=100.

Considerando el valor de x«0, se tiene que l|a bala toca el suelo a
100m de distancia del tirador.

Ejercicios.

1. Se arroja una pelota con una velocidad inicial de 96 2% y en un
sey

angulo de 4s5° hacia arriba de la horizontal. ;Hasta queé altura

asciende la pelota y a que distancia pega en el suelo? supéngase

que el suelo esta nivelado.

2. Encontrar las coordenadas de la posicion del proyectil del ejemplo 3
al final de 2508 .

3. Un “pitcher” lanza una pelota horizontalmente con una velocidad
inicial de 10822 | Sj el punto del disparo esta o pics arriba del suelo.
seg

a) ¢A qué altura llega la pelota a la base meta, que esta a una
distancia de 60.5 pies del monticulo?
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~b) (,Cual seria la respuesta a esta pregunta si la velocidad inicial fuera
de 13220

aeg

4..Se arroja una pelota horizontalmente a una velocidad de 100 2
seg

¢, Cuanto habra caido ésta después de haber recorrido una distancia
de 60 pies ?

5. Se lanza una piedra horizontalmente desde la cima de una torre de
185m de altura con una velocidad de lim Hallar la distancia del

punto de caida al pie de la torre, supomendo que el suelo es
horizontal.

6. Un attillero desea dar en el blanco en un objeto que esta a 500m de
su candn. Si el candn esta en el origen de coordenadas. Encontrar
la ecuacion de |a parabola que alcanza su altura maxima de 100 .

7. Un proyectil es lanzado desde el nivel del terreno siguiendo la
trayectoria parabdlica (x-3)' =-(»-9) en la que las unidades estan
dadas en kildmetros. ;Cual sera la altura maxima del proyectil y a
que distancia del cafén caera?

8. Un avidn que vuela hacia el Sur a una altura de 1500m y a una

velocidad de 700ﬂ (55. 55—'1 ), deja caer una bomba. Calcular la

distancia honzontal del punto de caida a la vertical del punto del
lanzamiento.

147




Conclusiones

El contenido que conforma este estudio, se considera suficiente para
el nivel de Educacion Media Superior, ya que inclusive, los capitulos
VIl y IX, que tratan la ecuacién de la parabola cuando su eje es oblicuo
a los coordenados y familia de parabolas respectivamente.
Generalmente no se estudian en este nivel, sin embargo, se exponen
para enriquecer mas el tema.

Esperando que la forma en que se realizé el desarrollo de los capitulos
que conforman el trabajo, ayude a su facil comprension, y poder asi
despertar en los estudiantes, el interés por el gusto de la Geometria
Analitica. Mostrando en el ultimo de éstos, las aplicaciones y la utilidad
de la curva, para hacerlo mas atractivo, y que encuentren en éste, un
apoyo didactico para el estudio de la Parabola.

Comprendiendo los ejemplos, y realizando los ejercicios en forma
correcta aqui presentados, se puede acceder a los temas
subsecuentes de la parabola, y asi avanzar en las Matematicas,
particularmente en la Geometria Analitica a nivel Bachillerato.
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