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Introduccion

Una manera natural de resolver problemas pertenecientes a una misma clase, es la de tratar de
abstraer caracteristicas comunes a los problemas y soluciones, que aunque no contengan todo el
detalle necesario, nos dan un marco de referencia adecuado para intentar la soclucién de proble-
mas concretos en esta clase. Un algoritmo genérico nos proporciona este marco de referencia,
y proporciona de manera abstracta una forma genérica de resolver todos los problemas de la
clase dada. Este algoritmo sc refina o especializa dando una implementacién pariicular para
los métodos utilizades, pero rmanteniendo fijo el esquema general de la solucién. Este enfoque
para el diseiio y andlisis de algoritmos permite tener una visién més gencral de la solucidn antes
de involucrarse con la idiosincracia de un método particular, facilitando de manera sensible las
demostraciones de correctez y jos cdlculos de compiejidad de las especiaiizaciones.

Una vez definido el esquema general con el que se va a trabajar, que incluye el uso de métodos
abstractos, se procede a definir invariantes que deberdn cumplir las extensiones de los métodos.
Con estas invariantes se demuestra la correctez del algoritmo genérico y se calcula la complejidad
en funcién de la complejidad que tengan las especializaciones. Una vez hecho esto, el trabajo a
realizar para demostrar la correctez de una especializacién es, simplemente, demostrar que la
especializacién del método cumple con las invariantes requeridas en el algoritmo genérico. De
la misma manera, se calcula la complejidad de la especializacién del método y se inserta eso en
la férmula derivada para el algoritmo genérico. Esta metodologia la aplicamos, en este trabajo,
al problema de flujo médximo en redes.

Las redes son un modelo matemdtico que nos permite representar situaciones de la vida
diaria, como es el caso de instalaciones eléctricas, redes telefénicas, redes hidrdulicas, autopistas,
redes de computadoras, entre otras.

Una red consiste de un conjunto de puntos llamados vértices, y un conjunto de ligas, llamadas
arcos, donde cada arco conecta a dos vértices. Tenemos como ejemplos:

Redes Vértices Arcos Flujo
Sistemas de co- | Teléfonos, computado- | Cables, fibras dpticas, | Mensajes de voz,
municaciones. ras, satélites. ligas de transmisién de | video, datos.
microondas.

Operaciones Acciones, tipos de cam- | Transacciones. Capital.
financieras. bio.
Transportes. Aereopuertos, cruces | Carreteras, vias del | Carga,

viales, estaciones de | tren, rutas aéreas. pasajeros,

tren. vehiculos.
Sistemas Estaciones de bombeo, | Tuberia. Agua, gas,
hidriulicos. reservas, lagos. petréleo.




Introduccién

Una red es una grifica dirigida en donde los vértices concentran el flujo en cada momento,
y éste se mueve a través de los arcos de un vértice a otro. Cada arco tiene una capacidad, que
representa la maxima cantidad de flujo que puede pasar por el arco cuando viaja de un vértice
a otro. En este trabajo asumiremos que la capacidad es siempre mayor o igual a cero.

El problema de flujo maximo consiste en enviar la mayor cantidad de flujo posible entre dos
vértices distinguidos a través de los arcos de la red. Al vértice desde el cual enviamos inicial-
mente el flujo le llamamos vértice origen, y el vértice al cual deseamos que llegue finalmente
todo el flujo que enviamos desde el vértice origen le llamamos vértice destino.

Cualquier flujo en una red siempre debe contar con las siguientes propiedades: el flujo que
atraviesa un arco nunca debe exceder la capacidad del mismo, y para cualquier vértice que
no sea ni el vértice origen ni el vértice destino, las unidades de flujo que recibe deben ser las
mismas que envia. A esta iltima propiedad se le conoce como la ley conservacidn del flujo.

La idea principal de los algoritmos que resuelven el problema de flujo méaximo es la siguiente:
dado un flujo y una red, se verifica si es posible enviar flujo desde el vértice origen al vértice
destino sin exceder ninguna de las capacidades de los arcos. Podemos pensar, entonces, en un
algoritmo genérico que resuelva el problema del flujo méximo.

Aun a este nivel de abstraccién podemos reconocer dos enlogues aistintus, que generan,
cada uno de ellos algoritmos con un poco mas de especializacién que el del nivel superior. En el
primero de ellos se incrementa el flujo a través de trayectorias aumentantes del vértice origen al
vértice destino, y mientras exista alguna trayectoria aumentante se repite el proceso. La idea
principal del segundo enfoque es empujar flujo inicialmente a través de los arcos adyacentes al
vértice origen. Diremos que un vértice estd activo si la cantidad de flujo que recibe es mayor
que la que envia. Después de que el algoritmo envie flujo del vértice origen a sus vértices
adyacentes, éstos estardn activos. En cada paso el algoritmo elige un vértice activo con el
propésito de deshacerse del exceso de flujo correspondiente. Con este método no es posible
incrementar el flujo cuando el 1nico vértice que estd activo es el vértice destino. Podemos
observar que este algoritmo cumple con la propiedad de conservacién de flujo inicamente hasta
que no exista ningiin vértice que esté activo, con excepcién del vértice destino. Al flujo que
circula por la red antes de que la conservacién de flujo se satisfaga se le conoce como preflujo.

En el primer capitulo presentamos los conceptos que seran requeridos durante este trabajo
asi como algunos resultados que nos seran de utilidad en las demostraciones de correctez y
complejidad de los algoritmos de flujo maximo. Concluimos este capitulo demostrando el
Teorema de Flujo Mdrimo Corte Minimo, que es tal vez el resultado mas importante de la
teoria de redes y del problema de flujo maximo.

En el capitulo dos introducimos la implementacién del Algoritmo Genérico de Flujo Mdzimo
(AGFM). Como mencionamos antes, un algoritmo genérico es aquel que abstrae las operaciones
que tienen en comun una serie de algoritmos. Dando por hecho que dichas operaciones son co-
rrectas, es decir, cada uno de los algoritmos concretos resuelven las abstracciones correctamente.
Asumiendo lo anterior, y partiendo del hecho que AGFM abstrae las operaciones principales
que son necesarias para resolver el problema de flujo méximo, inicamente debemos ocuparnos
en demostrar que el algoritmo genérico resuelve el problema si las invariantes dadas se cumplen.
En el caso de AGFM las abstracciones son las siguientes: verificar si es posible incrementar
el flujo, y en tal caso incrementarlo, mientras esto sea posible. Una vez que ya no es posible
enviar mas unidades de flujo del vértice origen al vértice destino, definimos el valor del flujo
actual, el cual debe ser un flujo maximo.
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Como anteriormente mencionamos existen dos formas principales para resolver estas opera-
ciones. Por lo tanto, del Algoritmo Genérico de Flujo Miximo se desprenden dos algoritmos
genéricos que abstraen las operaciones bdsicas de cada método, asi como las caracteristicas
principales de cada uno de ellos.

En el capitulo tres se presenta el Algoritmo Genérico de Trayectoria Aumentante (AGTA).
Este algoritmo abstrae todas las operaciones bésicas que comparten los algoritmos basados en la
idea de encontrar el flujo maximo a través de trayectorias aumentantes. Entonces, verificar que
sea posible incrementar el flujo en el Algoritmo Genérico de Flujo Mdximo equivale a encontrar
una trayectoria aumentante del vértice origen al vértice destino, y la operacién de incrementar
el flujo se reduce a aumentar el flujo a través de dicha trayectoria. En el algoritmo AGTA no
nos ocupamos por cémo resolver la operacién de encontrar una trayectoria aumentante; eso se
resuelve de forma distinta en cada una de las versiones concretas de este algoritmo. Ademads,
presentamos cuatro algoritmos concretos basados en el AGTA: el Algoritmo de Flujo Mdzimo
Etiquetado (AFME); el Algoritmo de Trayectoria Aumentante de Longitud Minima (ATALM);
el Algoritmo de Escalamiento de Capacidad (AEC); ¥ el Algoritmo Dinic (ADinic). Los ultimos
tres son polinomiales, mientras que el primero es exponencial.

Después de presentar el algoritmo AGTA y sus versiones concretas, en el siguiente capitulo
presentamos el algoritmo genérico basado en la idea de preflujo; el Algoritmo Genérico de
Preflujo (AGP), en donde la operacién de verificar si es posible incrementar el flujo se traduce
en revisar si existe un vértice que esté activo, v la operacién de incrementar el flujo se traduce
a empujar flujo desde el vértice activo hacia sus vértices vecinos. Nuevamente, como este
algoritmo también es genérico, el c6mo seleccione el vértice activo desde el cual va a realizar el
empuje, asi como el clegir el vértice al cudl va a enviar el flujo, serd resuelto de manera distinta
por cada una de las versiones concretas del algoritmo. Los algoritmos concretos de AGP que
se presentan en este trabajo son: el Algoritmo de Preflujo FIFO (APFIFO); el Algoritmo de
Preflujo de Distancia Minima (APDM); y el Algoritmo de Preflujo de Escalamiento de Ezceso
(APEE).

Decidimos presentar cada algoritmo implementdndolo en un lenguaje de programacién con-
creto para poder probar la correctez y complejidad en un ambiente de ejecucién real. El
inconveniente que tiene demostrar la correctez y complejidad de un algoritmo que esti en pseu-
do c6digo es que no podemos garantizar que sea posible realizar todas las operaciones en un
ambiente real respetando la complejidad del algoritmo.

Para realizar la implementaciéon de los algoritmos presentados en este trabajo el lenguaje
elegido fue Java bédsicamente por la manera en cémo este lenguaje maneja la herencia, la cual
nos permite modelar de manera natural tanto los algoritmos genéricos como cada uno de los
algoritmos concretos.

Cada uno de los algoritmos que se presentan estd implementado en el lenguaje de progra-
macién Java, ninguno de ellos se presenta en pseudo cédigo. Y para probar su funcionamiento
se implementé la representacién de una red, y cada una de las clases requeridas por ésta.

La figura 1 (pag. x) muestra la jerarquia de herencia que se utilizé para la implementacién
de los algoritmos.



viii Introduccién

Trabajos Relacionados con Algoritmos Genéricos

Hoy dia existen varios algoritmos genéricos, ademds de herramientas gque nos permiten im-
plementarlos. A continuacién se mencionan algunos lenguajes de programacién que proveen
bibliotecas que nos permiten implementar de una manera natural un algoritmo genérico.

El diserio de patrones tiene la idea de caracterizar interacciones comunes entre objetos que
son frecuentemente utilizados, con el objetivo de reutilizar cédigo orientado a objetos (OO).
En otras palabras, la finalidad de disefiar un patrén es describir la forma en la que un grupo de
objetos interactiian de tal forma que tanto los métodos como el tipo de datos de cada objeto
es independiente de los otros. Esta separacién ha sido siempre el objetivo de la programaciéon
orientada a objetos (OO). El disefio de patrones puede existir en diferentes niveles. Para los
niveles mas altos (abstractos), las soluciones son m4és generales; mientras que para los niveles
mas bajos (particulares), las soluciones son mas especificas. Actualmente, existen lenguajes de
programacioén que proporcionan herramientas (bibliotecas) que nos permiten implementar de
manera natural un patrén, o bien, un algoritmo genérico. A continuacidén se mencionan algunos
de ellos.

La Fundacién de Clases de Java Java Fundation Clases (JFC) introduce 23 patrones los
cuales son presentados y estudiados en [7]. Esta es una de las razones principales por la cual
los algoritmo presentados en este trabajos son implementados en Java.

Otro lenguaje de programacién que provee bibliotecas para realizar algoritmos genéricos es el
lenguaje de programacién C+-+, el cual contiene la Biblioteca Estdndar de Patrones (Genérica)
(Standar Template Library (STL)). Esta biblioteca incluye algoritmos genéricos que realizan
operaciones comunes de manipulacién de datos, tales como buscar, ordenar y mezclar. STL es
la reencarnacién de afios de investigacién en cuanto a los temas relacionados con algoritmos
genéricos [31].

El lenguaje Ada95 también provee de una biblioteca de estructura de datos similares a STL,
llamada Charles [23]. Esta biblioteca también nos permite implementar algoritmos genéricos
en términos de iteradores, los cuales nos hacen posibles utilizar cualquier estructura de datos
siempre y cuando tengamos un iterador con las operaciones requeridas.

Susan M. Merritt presenta un algoritmo genérico [28], que fue resultado de invertir la taxo-
nomfa existente de los algoritmos de ordenamiento, la cual clasifica a dichos algoritmos en tres
categorias: insercidn, seleccidén e intercambio. Con esta clasificacién el disefio de los algoritmos
es realizado de abajo hacia arriba (bottom-up). La taxonomia propuesta por Merrit clasifica los
algoritmos en dos categorias: hardsplit/easyjoin y easysplit/hardjoin. Esta clasificacién origina
que puedan abstraerse las caracteristicas comunes de los algoritmos de ordenamiento, permi-
tiendo asi disefiar de arriba hacia abajo(top-down), en otras palabras, es posible desarrollar un
algoritmo genérico.

David R. Musser y Gor V. Nishanov en marzo de 1998 presentan un algoritmo genérico
para cazar secuencias sobre un tipo arbitrario [30]. Utilizaron para la xmplementacxon de este
algoritmo biblioteca STL de C++.

Mehryar Mohri propone un algoritmo genérico [29], el cual construye un autémata con
peso en las transiciones, sin e—transiciones equivalente a un autémata con peso que tiene
e¢-—transiciones. Para desarrollar este algoritmo utilizaron el algoritmo genérico de trayectoria

mds corta. Este algoritmo utiliza una cola de prioridades para encontrar una trayectoria con
longitud minima.
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Los ejemplos antes mencionados son algoritmos genéricos en el sentido de los tipos de datos
que pueden manejar. Tanto las herramientas que nos brindan los lenguajes de programacién
como Java, C++ y Ada, estin enfocados mds que a una solucién abstracta a un tipo de datos
abstracto, permitiéndonos que la solucién no dependa del tipo de datos que el algoritmo reciba.

En este trabajo el concepto “genérico” estd orientado a la solucién de una misma clase
de problemas, en este caso encontrar el flujo maximo en una red.y no al tipo de datos que el
algoritmo puede manejar, aunque también no estd atado a un estructura de datos en particular.

Trabajos Relacionados con Flujo en Redes

Los primeros en estudiar el problema de flujo maiximo fueron Dantzing {9] y, Ford y Furkelson
[15} en los afios 50’s, proponiendo algoritmos psuedopolinomiales basados en la idea de envia
flujo a través de trayectorias aumentante. En los afios 70's Dinic (11} y Edmonds y Karp [14], de
manera independiente, sugieren algoritmos polinomiales, los cuales aumentan el flujo por medio
de trayectorias de longitud minima. Durante las siguientes décadas, se desarrollaron algoritmos
mdés eficientes para resolver el problema de flujo maximo. Dinic [11] presenta un algoritmo
basado en la idea de bloquear el flujo. Hasta este momento todos los algoritmos propuestos
aumentan el flujo a través de trayectorias aumentante. El primero en proponer un algoritmo
utilizando preflujos es Karzanov [25], propone el primer algoritmo basado en preflujos utilizando
una red de capas. Shiloach y Vishkin [32] describen un algoritmo algoritmo de preflujo que
es antecesor de el Algoritmo de Preflujo FIFO, el cual es presentado en el capitulo 3 de este
trabajo. Ahuja y Orlin [1] sugieren el Algoritmo de Escalamiento de Capacidad. El Algoritmo
Genérico de Preflujo es desarrollado en los 80's por Tarjan y Goldberg [19].

Estos son solo algunos de los algoritmo desarrollados hasta hoy para resolver el problema
de flujo méximo (para mds informacién ver [21] y [4]).

En los 60’s Dantzing [10] y Jewell [24)}, estudian el problema de flujo miximo generalizado,
el cual, a diferencia del problema tradicional de flujo méiximo no exige que el flujo cumpla con
la ley de conservacién de flujo. Dado que existen muchos problemas que pueden ser modelados
con una red, donde las unidades de flujo que se desea enviar del vértice destino al vértice origen
sufren alguna dafio durante la transmisién, por ejemplo, supongamos que tenemos una tuberia
por la cual fluye un gas que puede evaporarse, en este caso, existe una pérdida de las unidades
de flujo que se enviaron, violandose la ley de conservacién de flujo. En 1999 Kevin D. Wayne
[36] propone un algoritmo para el problema de flujo maximo generalizado.

En [4] se presenta el Algoritmo Genérico de Trayectoria Aumentante y el Algoritmo Genérico
de Preflujo, asi como las especializaciones presentadas en este trabajo, con la diferencia que
unicamente son mostrados en pseudocédigo o bien de manera intuitiva. Mientras, que en este
trabajo cada uno de los algoritmo ha sido implementado utilizando orientado a objetos (QO),
ademads, de demostrar la complejidad y correctez de cada uno de ellos. Incluyendo también las
invariante que deben cumplir cada uno de los métodos abstractos. En [4] también se presentan
diferente aplicaciones del problema de flujo méiximo.
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Figura 1: Jerarquia de herencia.




Capitulo 1

Definiciones

En este capitulo revisaremos algunos conceptos bésicos que estdn relacionados con las redes y
el problema de flujo mdzimo.

Antes de pasar a definir lo que es una red es neccesario tener claro el concepto de grdfica
dirigida, dado que una red no es més que una gréfica dirigida con ciertas propiedades especiales,
tales como dos vértices distinguidos y capacidad en los arcos, entre otras.

1.1 Graficas Dirigidas

En todos los algoritmos que veremos consideraremos una red como una grafica dirigida G =
(V, A) donde V es un par ordenado no vacio de puntos llamados vértices. A es un conjunto de
arcos, donde cada arco es una pareja ordenada (u,v),conuy v € V.

Definicién 1.1 Una grifica dirigida G = (V, A) consiste de un conjunto V finito y no vacio
de vértices y un conjunto (posiblemente vacio) A de parejas ordenadas (u,v) con u,v € V.

Cada vértice u € V tiene asociada una lista de adyacencias, que es el conjunto de vértices
v para los cuales existe un arco (u,v) € A. Denotamos con Ad(u) la lista de adyacencias del
vértice u. Formalmente:

Ad(u) = {v|(u,v) € A}

El exgrado de un vértice u € V es el nimero total de arcos tales que u es el primer
componente de la pareja ordenada, esto es, el niimero total de arcos que salen de u. El nimero
de arcos donde u es el segundo componente de la pareja ordena corresponde a el ingrado del
vértice u, es decir, es el mimero de arcos que llegan al vértice u).

Un camino dirigido es una secuencia de vértices y arcos —lo formalizaremos a continuacién.
Otro concepto que utilizaremos frecuentemente es el de trayectoria dirigida que es simplemente
un camino dirigido en el que un vértice no puede aparecer dos veces. Formalmente:

Definicién 1.2 Un camino dirigido de un grdfica G = (V, A) es una secuencia orientada de
vértices y arcos

V1 —Q —VU2—0Q2 — ...Vr—-1 — Gr_) — Vyr
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tal que, Vk con 1 < k < r — 1, cada arco ax = (g, Vk+1) € A.

Definicién 1.3 Una trayectoria dirigida de una gréfica G = (V,A) es un camino dirigido
simple, en otras palabras, en el que no se repite ningin vértice.

1.2 Redes

Una red es una gréfica dirigida G con atributos asociados a cada arco de la misma.
En una red se pueden estudiar tres problemas:

1. Si el atributo asociado a los arcos es un costo, entonces, el problema de trayectoria mas

corta en una red G, consiste en encontrar un camino simple entre dos vértices dados, cuyo
costo sea minimo.

2. Si cada arco tienen asociada una capacidad, el problema de flujo méximo consiste en
encontrar el flujo maximo que puede ser enviado entre un par de vértices distinguidos en
una red.

3. El problema de costo minimo en una red, a la cudl se le ha asignado costo y capacidad a
cada arco; consiste en encontrar el flujo midximo que puede ser enviado desde el vértice
origen hasta el destino con el menor costo posible.

En este trabajo nos enfocaremos en el problema de flujo miximo: dada una red encontrar
el valor del flujo maximo que puede ser enviado desde un vértice origen a un vértice destino.

Intuitivamente el problema de flujo maximo lo podemos expresar de la siguiente manera:
dada una red, que es una gréfica dirigida G = (V, A) donde cada arco (u,v) € A tiene una
capacidad c(u, v) —la cudl limita el flujo que puede circular desde el vértice u al vértice v—
debemos encontrar cuil es el maximo flujo que puede ser enviado desde un vértice origen,
denotado por s, hasta un vértice destino, denotado por ¢, con s,t € V. Encontrar un flujo
maximo en la red G sera posible siempre y cuando G cumpla con las siguientes condiciones:

R1 La red debe ser una grifica dirigida.
R2 La capacidad de todos los arcos siempre debe ser un nimero entero no negativo.

R3 La red G no debe tener ninguna trayectoria en la cual todos los arcos que la forman
tengan capacidad infinita.

R4 La red no contiene arcos paralelos, esto es, dos arcos donde sus componentes son iguales.

R5 La red no debe contener arcos que sean lazos, es decir, los dos componentes de la pareja
ordenada son el mismo vértice. ’

Formalmente una red se define de la siguiente manera:
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Definicién 1.4 Una red es una grdfica dirigida G = (V, A, s,t,c) donde V es el conjunto de
vértices, A el conjunto de arcos, s yt son dos vértices distinguidos que estdn en V, s el origen
y t el destino, y por iultimo c: A — N. Cada arco (u,v) € A tiene une capacided no negativa
c{u,v) = 0. St el arco (u,v) € A asumimos que su capacidaed es igual a cero.

Denotamos con U a la méxima capacidad de los arcos (u,v) que pertenecen a A.

U = max{c(u, v)|c(u,v) = 0 y (u,v) € A}
El flujo en una red es una funcién f que dado un arco (u,v) € A devuelve un nimero real
que representa el flujo que es enviado desde u hasta v.

1. E} flujo de un arco siempre debe ser menor o igual que su capacidad.

2. El flujo total que puede ser enviado de un vértice u es igual al flujo que recibe este vértice,
excepto para los vértices origen y destino.

Formalizando la idea intuitiva del flujo en redes, tenemos las siguientes definiciones:

Definicién 1.5 Sea G = (V, A4, s,t,¢) una red. Un flujo es una funcidén f : A — R que cumple
con las siguientes condiciones:

1. Restriccién de la capacidad: El flujo de un arco (u,v) € A nuncae debe exceder su capaci-
dad:

V(u,v)€e€A f(u,v) <c(u,v)

2. Conservacién del flujo: Para cualquier vérticeu € V — {s,t} se cumple:

S fwv) =3 flv,u)=0

veV veV

Si ademds se cumple que para cualquier arco (u,v) el flujo es un ndmero no negativo,
entonces, es un flujo factible. :

Cualquier flujo en una red debe ser un flujo factible, esto es, el flujo que es enviado entre
cualesquiera dos vértices no puede tomar un valor negativo. A lo largo de este trabajo siempre
que hablemos del flujo f que circula en una red, f es un flujo factible. En caso de que estemos
hablando de un flujo f en la red residual, f no es necesariamente un flujo factible, por lo tanto,
solo debe cumplir con las propiedades de flujo.

El flujo total que entra a un vértice u € V estd definido como:

Sofmuy =3 flu,v)

veV yEV
Y el flujo total que es enviado desde u estd definido como:

Zf(u,v)—Zf(v,u)

vev vEV
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El valor del flujo f, denotado por |f|, es igual al flujo total que puede ser enviado desde s.

Ifl=2_f(s0) =D fv,s)
vEV veEV
Una de las maneras de incrementar el valor del flujo en una red G es haciéndolo directamente
en ésta, encontrando una trayectoria desde el vértice s que es el origen hasta el vértice t que es
el destino. Esta trayectoria no necesariamente debe ser dirigida —por esta razén la llamaremos
s ~+ t semitrayectoria. La definicién formal se presenta a continuacién:

Definicién 1.6 Una s ~» t semitrayectoria de una red G = (V, A, s, 1, c) es una sucesidn de
vértices y arcos:

vV —a) — Uz — 02 —...Upnp—1 —Ap.1 — VUn

tal que vy = s, vy, = t y cada arco a; pertenece a A y es de la forma a; = (vi, vi+1) 0 @i = (Vig1, Vi)
coni=1,...,n—-1.

Sea p una s ~» t semitrayectoria. Decimos que un arco es de avance si es de la forma
a; = (v, vi+1); en caso contrario decimos que el arco es de retroceso.

Intuitivamente, una s ~ t semitrayectoria p es no saturada si en todos los arcos de avance
de p el fiujo que atraviesa el arco es menor que su capacidad, y para todos los arcos de retroceso
el flujo es mayor que cero. En otras palabras, si el arco es de avance, incrementaremos el flujo
a través de él; por eso es que necesitamos que la capacidad sea mayor que el flujo actual. En
cambio, si el arco es de retroceso el flujo se decrementa. Por lo tanto, si queremos incrementar
el flujo actual, se requiere que para poder decrementar la cantidad que sale del vértice, el flujo
de las aristas de retroceso sea positivo. Formalmente:

Definicién 1.7 Sea p una s ~ t semitrayectoria con

P=v1—a) —V2— 02 —...Up—1 — Qn_1 — Uy

decimos que p es no saturada si para cada arcoa; coni=1...n — 1 se cumple:

a. f(a;) <cla;) siag

(vi5 Vi)
b f(a;) >0 st a;

(Vig1, %)

Si p es una s ~» t semitrayzctoria no saturada decimos que p es una semitrayectoria au-
mentante.

Luego entonces, el aumento del flujo en una red se puede hacer mediante una semitrayectoria
aumentante, mientras exista alguna. Una vez que no podemos encontrar ninguna semitrayecto-
ria aumentante ya no tenemos forma de seguir incrementando el flujo y por lo tanto habremos
encontrado un flujo méximo. El siguiente resultado nos muestra la relacién que hay entre las
semitrayectorias aumentantes y el flujo miximo de una red G.

Lema 1.1 Sea G = (V, A,s,t,¢) una red y f un flujo en G. Si G no contiene una semitrayec-
toria aumentante, entonces f es un flujo mdzrimo.



1.2 Redes 5

Demostracién:
La demostracién se hard por contradiccién. Supongamos que G = (V, A, s,t, ¢) contiene una
semitrayectoria aumentante @, y f es un flujo médximo. Sea Q de la siguiente forma:

Q = Up, A1, ULy -y Un—1, g,y Un.

Por definicién de @ sabemos que cada arco a;, con Z = 1,...,n, cumple con alguna de las
siguientes condiciones:

a.  fla) <cla;) sia; = (v, vis1)
b. f(a;))>0 si a; = (viy1, ¥i)

Para cada ¢ definimos A(a;) como:

Alas) = { cla;) — flai) sia; = (wim1, u)-

f(a,-) si a; = (u,—, ‘u."_l).

Sea A = min{A(a;)|a; € Q}. Definimos el flujo f': 4 — R como:

flu,v)+ A si (u,v) € Q y es una arista de avance
flu,v) - A si (u,v) € Q y es una arista de retroceso

fllu,v) =< —(f(u,v) —A) si(v,u) € Q y es una arista de retoceso
—(f(u,v) + A) si(v,u) € Q es una arista de avance
Fu,v) en cualquier otro caso

Ahora tenemos que probar que f' es un flujo en G y |f'| > |f|. Notemos que f‘(a) < ¢(a)
para cada a € A. Por lo tanto cumple con la restriccién de la capacidad. Veamos ahora que
también cumple con la ley de conservacién de flujo.

Seau € V — {s,t}. Si u € Q entonces f'(u,v) = f(u,v) y f'(v,u) = f(v,u) para cada
v € V. Entonces

E flu,v) — E (v, u) = 0.
vev veV
Siu€ Q, sea u=u; para alguna i, con 1 <7 < n — 1. Entonces tenemos tres casos:

e Caso 1: Suponemos que a; = (Ui, Ui—1) ¥ @i+1 = (Wi, ui+1). Sea V' =V — {ujq,uin}
tenemos, entonces

ST Funv) = Funuia) + s uin) + D fw,v)
veV vev’

= (f(uiuie1) = A) + (f(wi, winn) + A) + S f(usi, v)
veEV!
= > f(u,v)

veV

y con una descomposicidn similar



Definiciones

Zf’(uyui) = Zf(u": ’U)

veEV vev

En este caso se cumple la ley de conservacién del flujo, es decir

ST vy =D flw,w) =0

veEV veV

e Caso 2: Suponemos que g; =

(wim1, i) ¥ @i+1 = (uir1, ;). La demostracién es andloga
al caso anterior.

e Caso 3: Suponemos que tenemos alguno de los siguientes casos a; = (Ui-1,Ui) ¥ Giv1 =

(ui, uis1r), o bien a; = (us, ui—1) ¥ @iv1 = (Uis1, u:). Veamos qué sucede en el primer caso.
Sea V' =V — {u;;1}, entonces:

ST P@av) = f(unuis) + 3 f(unv)

FE-AN vV

= (flun ) +8)+ D7 flug,v)
vev
= > flu,v)+A

vev

ysea V' =V — {u;_;},

Z f’(‘U, ui)

Pl w) + > flv,u)

veEV veVv?
= (fli-nw)+A8)+ Y flo,uw)
veV?
= > flbu)+a
vEV

de donde
ST ) =Y i, w)
eV vEV
Por lo tanto, en este caso también se cumple la conservacién del fiujo, es decir
STl =3 f(v,u) =0
vEV veEV

El otro caso es andlogo a éste.



1.2 Redes 7

Podemos concluir que el flujo f’ también cumple con la conservacién del flujo para cualquier
vértice u € V — {s,t}.
Ahora sélo nos falta demostrar que |f’| > | f|. Por definicién,

lfll = Zfl(s: v) — Zf’('urs)'

vev vev

Si a; = (s, u,) entonces f'(s,u1) = f(s,u1) + A; entonces

Z.f,(s»v)':Zf(s!'U)"'A

vevV vEV
y
Zf’(v, s) = z f(sr 'U).
vev veV
Por lo tanto
{f'l = {f] + A lo cual implica |f'] > |f|.
En el otro caso. Si a; = (u1, s) entonces f'(u,,s) = f(u;, s) — A, entonces
S =3 f(s,v)— A
veEV veV
Y

S fsmv)=>" f(sv)

vEV veEV

Por lo tanto

1= f(s,0) = O flv,s) — A)
vev vEV
Lo cual implica que |f'| > | f|.
Por lo tanto, contradice que f fuera un flujo maximo.

1.2.1 Flujo entre dos subconjuntos de vértices

Sea G = (V, 4, s,t,c) una red, X y Y dos subconjuntos del conjunto de vértices V; mencionare-
mos las propiedades del flujo que es enviado a través de ellos. Definimos el flujo que es enviado
desde el conjunto X hasta el conjunto ¥, con X y Y subconjuntos de V', como el flujo total
que es enviado desde los vértices de X hasta los vértices de Y menos el fiujo que es enviado
desde los vértices de Y hasta los vértices de X. Formalmente tenemos:

Definicién 1.8 Sean X,Y C V, el flujo total que puede ser enviado desde X hasta Y, denotado
por f(X,Y), se define como:
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XY= > fwv)—= D flw,v)
{(up)uex {(u,v)luey
vy vEY} y vex}
Lema 1.2 Sea G = (V, A, s,t,c) una red y f un flujo en G. Entonces

1.VXCV, fF(X,X)=0
2. VXY C V tenemos f(X,Y) = —f(Y,X).
8. VX,Y,Z CV con XNY =0, se cumple lo siguiente:

o F(NUY, ZN= f(N.Z)+ SV.2)

e f{Z,XUY)= f(Z,X)+ f(Z.Y) R i

Demostracién:

1. Por demostrar f(X,X) =0
fxXx)= 37 fluv) - D> flv,w)
{{uv)|u,vex} {(u,v)|u,veX}

Cada arco (u,v) que aparece en la primera suma, vuelve a aparecer en la segunda.

ST fwwy= S0 flw,w)
{(u,)|u,veXx} {(u,v}iv,ueX}
Por lo tanto f(X,X) = 0.
2. Por demostrar f(X,Y) = —f(Y, X).

VX, Y SV, fIX,Y) = Fiwmmex yvery S (V) = Ziwmiuey y vexy F (1 v)

]

- ( Z((u.unuev ¥y vEX) Sfu,v) — Z{(u,u)luex ¥ veY} Fu, v))

—-f (¥, X)

3. Por demostrar f(X UY,2) = f(X,Z)+ f(},2)
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VX, Y, ZCV, [f(XUY,2) 2 twmuexuy y vezy L (1 V) — ez y vexuyy £ (1 0)

= (2{(u.u)|u€X y v€Z} flu,v) + E((u,v)lueY y vez} f(u, ‘U))
- ( 2{(u,u)lu€2 y veX} Sflu,v) + Z{(u,u)luéz ¥y veY} Sf(u, ’U))
= (z((u-V)luEX yvez) £ (1 ¥) = (Cumez y vexy F ”))

+ ( 2 wmuey y vezy F (V) + ez y very S (% ‘"))
= f(X,2)+ f(}, 2)

4. Por demostrar fi2, A~ Ui’) = j\4,A) T J(£,1). La delnosiracion es anaiVga ar 1uciso
anterior.

1.3 Red Residual

Una red residual es aquella que determina las capacidades sin usar de una red, dado un flujo
f. Esta capacidad residual se puede calcular con base en las capacidades de los arcos y el flujo
actual de la red.

Definicién 1.9 La capacidad residual de un arco (u,v) € A inducida por un flujo f, cs(u,v),
es el flujo mdzimo adicional que puede ser enviado desde u hasta v usando los arcos (u,v)
o (v,u). En otras palabras la capacidad residual es la capacidad no utilizada del arco (u,v).
Formalmente, la capacidad residual de un vértice u e un vértice v inducida por un flujo f estd
dada por:

cs(u,v) = c(u,v) — f(u,v)

Explicando de manera intuitiva el concepto de red residual tenemos: dada una red G la red
residual inducida por un flujo f es una red, denotada por Gy, en la cual e] conjunto de vértices
es el mismo que el de G, y el conjunto de arcos de G, denotado por Ej, estd formado por
aquellos arcos por los cuales todavia puede ser enviado miés flujo. Esto significa que en la red
residual s6lo estardn los arcos cuya capacidad residual es mayor que cero. La definicién formal
de una red residual es la siguiente:

Definicién 1.10 Dada una red G = (V, A, s,t,¢) y un flujo f, la red residual de G inducida
por f es la red Gy(V, .4, s, t,cs), donde '

Ay = {(u,v) € V x V : ¢s(u,v) > 0}
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El problema del flujo maximo puede resolverse aumentando el flujo directamente en la red
original o aumentindolo desde la red residual. Si aumentamos el flujo en la red original nos
evitamos actualizar el flujo, dado que en cada aumento vamos sumandolo al valor del flujo f
en G. Si aumentamos el flujo en la red residual, significa que debemos estar actualizando la
capacidad residual de cada arco en la red residual en cada incremento del flujo que hagamos, y
una vez que ya no podemos aumentar més el flujo debemos actualizar el flujo en la red original.

Observemos cudl es la relacién que existe entre un aumento de flujo en la red residual y un
aumento de flujo en la red original: sea f un flujo en la red original G y G la red residual

inducida por G y f; dado que la capacidad residual de los arcos en la red residual se definié
como:

cr(u,v) = e(u,v) — flu,v) y cr(u,v) >0.

Luego entonces, un aumento de flujo en la red residual de ¢ unidades implica alguno de los
siguientes casos:

1. Que las unidades de flujo enviadas a través de un arco (u,v) en la red original, se incre-
menten.

2. O bien, que las unidades de flujo enviadas a través de un arco (u,v) en la red original,
disminuya.

Recordemos que el flujo es distinto entre cada par de vértices; por lo tanto, un flujo puede
provocar uno o mds de estos efectos: quizds para algin arco el incremento del flujo en la red
residual implique un aumento de flujo en la red original, y para otro el incremento implique un
decremento de flujo en la red original.

El siguiente lema nos muestra cémo afecta al fiujo total en la red original un aumento de
flujo en la red residual:

Lema 1.3 Sean G = (V, A, s,t,c) una red y f un flujo en G. Sea Gy la red residual inducida
por G y f, v sea f' un flujo en Gy. Entonces, la suma de f + f' definida como:

(f + N (u,v) = f(u,v) + f'(u,v)
es un flujo en G con valor |f + f'| = |f| + |f'].

Demostracién:

Si f + f' es un flujo en G debemos probar que cumple con la propiedad de restriccién de
capacidad, con la ley de conservacién del flujo y que el valor del flujo f 4 f/ es igual al flujo
que es enviado desde s y al flujo total que llega al vértice ¢.

Por demostrar que f + f’ es un flujo en G.

(f+ (w0} = f(u,v) + f'(u,v)
< fu,v) + (c(u,v) — f(u,v))

= c(u,v)

Por lo tanto f’ 4 f cumple con la restriccién de la capacidad.
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Como f y f’ son flujos en G y Gy respectivamente, para cualquier vértice u € V — {s,1} se
cumple:

Z(f + ) v) =D (F+ ey = D (Fu,v) + Fw,v) = > (Fv,u) + f'(v,v))

veV veV veEV veV
= (Zf(u,v)'FZf'(u,’U))
veV veEV

- (Z flo,0)+ > f(v, u))

veEV veV
o (Tj Efa e V r{7_.A._.\_\'

) /

+ (Z flow) = > f(, u))

veEV vev

HE s

th

= 0

Por lo tanto también cumple con la conservacién del flujo. Por demostrar que |f + f'| =

IF1+ 151
If+Fl= D (F+ F)sv) = D_(F + f)vs)

veEV veV
= S (f(s,0) + f(s5,0)) = D _(f(v,8) + f'(v, 5))
vEV vev
- (z Fam)+ 3 16, v>) - (z Foe) + 3 ,,))
vev veV veV veEV

- (zﬂs, -3 1 s>) . (z P+ F, s))

vEV vevV veEV veV

= fl+171

Por lo tanto f + f’ es un flujo en G.
-
Para aumentar el flujo a través de una red residual debemos encontrar una trayectoria desde
el vértice s hasta el vértice t. Esta trayectoria se llama trayectoria aumentante. La definicién
formal se presenta a continuacién:
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Definicién 1.11 Dade un red G = (V, A, s,t,¢) y un flujo f, una trayectoria aumentante p es
una trayectoria de s a t en la red residual Gy. )

La capacidad de flujo para una trayectoria aumentante p en una red residual Gy, es la minima
de las capacidades de los arcos que la forman. A este valor le llamamos capacidad residual de
una trayectoria aumentante p, denotado como cs(p); definimos formalmente la capacidad de
una trayectoria aumentante como:

Definicién 1.12 La capacidad residual de una trayectoria aumentante p estd definida de la
siguiente manera:

cs(p) = min{cs(u, v) : (1, v) € p}.

Dado que el flujo de cualquier arco nunca debe exceder la capacidad del mismo, y como el
aumento de flujo en una red residual se hace mediante una trayectoria aumentante, entonces el
valor del flujo que atraviesa la trayectoria siempre es menor a su capacidad. El siguiente lema
nos muestra mas claramente este resultado.

Lema 1.4 Sean G = (V, A, s,t,c) unared y f un flujo en G, y sea p una trayectoria aumentante
en la red residual Gy. Definimos f, : A = R como:

cs(u,v) st (u,v) €p
Jo(u,v) = —cy(u,v) si{v,u)€p
0 en cualquier otro caso.

Luego entonces, fp es un flujo en Gy con valor |f,| = cy(p) > 0.

Demostracién:
Para cada arco (u,v) € Ay se cumple alguno de los siguientes casos:

e Si (u,v) € p entonces f(u,v) = cs(u,v), por lo tanto se cumple la restriccién de la
capacidad.

o Si (u,v) € p entonces f(u,v) = 0, y también se cumple que el flujo sea menor que la
capacidad.

Para todos los vértices u,v que no estdn en p se cumple la ley de conservacién del flujo,
dado que fp(u,v) = 0. Lo interesante es ver qué pasa cuando un vértice u esti en p, para lo
cual tenemos dos casos.

Sea

D = Up,qa1,Uly.-.,Upn—1,8n, Un
donde ug = s y u, = t.
Caso u € Q: Sea u = u; con 0 < i < n (esto es, u no es ni s ni t). Observemos que los arcos
(i1, us) ¥ (Ui, ui41) estén en p, lo cual implica que (u;43,u;) ¥ (24, 2%i—;) no estdn en p. Sea
V! =V — {u;_1,uis1}. Entonces tenemos



1.4 Cortes 13

S Folunvy = folwi wic) + fp(uinuiza) + D f(w,v)

veEV vev?

= (cp(ui, tiy) + (—cp(us, uiv1)) + Z f(us, v)

veEV!
= > f(uyv)

veV! .

S Hwu) = foluienw) + fplu, w) + > f(v,u)

veEV veV’

= (cp(ui—l»ui) + (_cp(ui+17ui)) + Z f(v, ui)

veV!
= Z f(vy U-i)

vev’

Podemos concluir que para cualquier vértice u € V' — {s,t} se cumple la conservacién del
flujo, esto es:

Efp(uiv v) — pr("% u;)) =0

vEV veV
Por lo tanto, fp es un flujo en Gj.

Un resultado inmediato es el siguiente:

Corolario 1.1 Sea G = (V, A,s,t,¢) una red, f un flujo en G, y sea p una trayectoria de
aumento en la red residual Gy. Definimos f' : A =+ R como f' = f + fn. Entonces, f' es un
flujo en G con valor |f'| = |f| + |fp] > |f].

Demostracién:
La demostracion es inmediata de los lemas 1.3y 1.4.

1.4 Cortes

Otro concepto importante dentro de las redes es el de corte, ya que el problema de flujo se
puede plantear también en el marco de los cortes. Un corte se puede definir como una particién
(recordemos que en una particién los subconjuntos que se forman son ajenos) del conjunto de
vértices V' en dos subconjuntos.



14 Definiciones

Definicién 1.13 Un corte es una particion del conjunto de los vértices V en dos subconjuntos
S yS8 =V — 8. Cada corte define un conjunto de arcos los cuales tienen un vértice en S

y el olro vértice erl—g. Por lo tanto, nos referimos a este conjunto de arcos como corte y lo
denotamos por (S, S].

Decimos que una arco (u,v) es de avance en un corte [S, §] si el vértice u pertenece a Sy
el vértice v pertenece a S, y el arco es de retroceso cuando v estd en S y u en 5. Dicho de otra
forma, y tomando en cuenta que estamos trabajando en redes podemos decir que una arco es
de avance si a través de él se puede enviar flujo desde el conjunto S hasta el conjunto S, y es
de retroceso si a través de él se envia flujo desde el conjunto de vértices S hasta el conjunto S.

Los cortes que a nosotros nos interesan son aquellos en los cuales el vértice origen s y el
vértice destino t estdn en diferentes conjuntos, para que tenga sentido hablar del flujo que es

enviado a través de un corte. A este tipo de corte le llamaremos un s-t corte. La definicién
formal es la siguiente:

Definicién 1.14 Un s-t corte {5, T] de una red G = (V, 4, s, 1, ¢) es una particién del conjunto
de vértices V' en los conjuntos S yT =V — S talquese Syt eT.

La razén por la cual nos interesan los s —t cortes para resolver el problema del flujo méximo
es la siguiente: el valor de un flujo siempre estd acotado por la capacidad de cualquier s — ¢
corte (este resultado serd demostrado mas adelante); si logramos encontrar un flujo cuyo valor
sea igual al de un s — t corte habremos encontrado un flujo maximo. Ahora bien, la capacidad
de un corte no es m4ds que la suma de las capacidades de los arcos que lo forman. Un s—t corte

es minimo cuando su capacidad es menor que la de cualquier otro s — t corte. Las definiciones
formales son las siguientes:

Definicién 1.15 La capacidad de un s—t corte [S,T), denotada por c[S, T}, es la suma de las
capacidades de los arcos de avance. Esto es

c|S, 1) = Z e(u,v)

{{u,v)lues,
vET})

Definicién 1.16 Un s—t corte minimo de una red es un s—t corte cuya capacidad es minima.

Dado un [S,T] corte en una red G con flujo f, la capacidad residual de [S,T], denotada
por ¢;[S,T), es el miximo flujo restante que puede ser enviado desde el conjunto S hasta T
tomando en cuenta que ya enviamos un flujo f: en otras palabras, es la suma de las capacidades

residuales de los arcos por las que podemos enviar flujo desde S hasta 7. Formalmente la
capacidad residual de un corte se define de la siguiente manera:

Definicién 1.17 La capacidad residual de un s — t corte es la suma de las capacidades resi-
duales de los arcos de avance en el corte [S,T). Esto es

cslS. T = Z cy(u,v)

{(uw)ues,
vET}
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El siguiente resultado nos muestra que el valor del flujo que puede ser enviado a través de
un s — t corte es igual al valor del flujo que puede ser enviado desde el vértice s hasta el vértice

t.

Lema 1.5 Sea f un flujo en G = (V, A, s,t,¢) y [S,T] un corte en G. Entonces, el valor del

flujo neto que atraviesa el corte {S,T], denotado por f(S,T), es igual al valor del flujo f.

Demostracién:

Por el lema 1.2 tenemos lo siguiente:
f(5,V) =f(55uT)

Despejando f(S,T), obtemos:

£(8,T)

Un resultado inmediato del lema anterior es el siguiente corolario.

= f(5,5) + f(5.T)

(8, V) - f(5,5)

(s, V)

f{s}, V) + f(5—-{s}, V)
f({s}, 5)

i%d

Corolario 1.2 Sea f un flujo en G = (V, A, s,t,¢) y [S, T}, el valor del flujo f es igual al flujo

total enviado al vértice t.

Demostracién:

Sea S =V — {t} y T = {t}, es claro que [S, 7T} es un s — ¢t corte en G. Por el lema anterior

sabemos:

B

£(S5,T)

ST fwv)= >° f(u,v)
{(uv)|ues {(uv)lueT

¥y veT} ¥ vES}

Z f(u,t) — Z F(t,v)
{(u,t)|ueS) {(t.w)|ves})
Sfwty— D f(tv)
ueV {(tw)lveV}

Por lo tanto, el valor de f es igual al flujo total que entra a t.

Ya habiamos hablado de la relacién que hay entre la capacidad de un corte y el valor de
un flujo. El siguiente lema nos muestra que para cualquier flujo f, el valor de éste siempre es
menor o igual que la capacidad de cualquier corte, es decir, la capacidad de cualquier corte es
una cota superior para el valor de un flujo.
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Lema 1.6 E! valor de cualquier flujo [ en una red G = (V, 4, s,t,¢) es menor o igual que la

capacidad de cualguier s — t corte de G.

Demostracién:

Sea f un flujo en G y [S, T)] cualquier s — ¢ corte de G. Por el lema anterior tenemos:

I = f(5T)
= Z f(u,v) — Z Flv,u)
{{uw)lues {(uv)jves
y veT} y ueT}

Ademds, sabemos que f(u,v) < c(u, v) para cualquier arco en A4, entonces

IFi< 37 eluv)=¢(S,T)
{uv)|ueEs,
vET)

Si el valor del flujo f es igual que la capacidad de un s — t corte, entonces podemos decir
que f es un flujo maximo, ademds, un flujo f es un flujo maximo si en la red residual inducida

por f no existe ninguna trayectoria aumentante.

Teorema 1.1 (Teorema del Flujo Mdximo y Corte Minimo)

Si f es un flujo en una red G = (V, A, s,t,c), entonces las siguientes condiciones son

ecquivalentes:
1. f es un flujo mdzrimo de G.
2. Lea red residual de Gy no contiene una trayectoria aumentante.
8. |f]=¢(S,T) con [S,T] un s —t corte minimo en G.
Demostracién:

* (1) = (2)

La demostracién se realizard por contradiccién. Supongamos que f es un flujo méximo
en G pero existe una s ~» t trayectoria aumentante p en la red residual Gy. Sabemos que
la suma de los flujos f y f, es un flujo en G con valor |f + fpl = |f] + |fyl, ¥ como el
valor de |f,| es mayor que cero, entonces |f + f,| > |f| lo cual contradice que f sea un

flujo méximo. Por lo tanto Gy no contiene ninguna trayectoria aumnentante.

e (2) = (3)

Supongamos que la red residual inducida por f no contiene ninguna trayectoria aumen-
tante. Definimos el corte {S,T] de la siguiente manera: seca S el conjunto de todos los
vértices u € V para los cuales existe una trayectoria desde s hasta u en la red residual

Gy y T es el resto de los vértices, esto es
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S = {u € V| existe una trayectoria desde s hasta u en G,}
T= V-8

[S,T) es un s — ¢ corte dado que el vértice s € S; por hipétesis sabemos que de s a £ no
hay una trayectoria, por lo que ¢t no puede estar en S, entonces t € T'.

La capacidad residual de cualquier arco (u,v) conu € Sy v € T es igual a cero, porque
si no fuera asi existirfa el arco (u,v) en la red residual Gy y existiria un camino desde s
hasta v. Para los arcos (u, v), con u,v € S, la capacidad residual es mayor que cero y por
lo tanto (u,v) € Ay.

Por el lema 1.6 sabemos que el valor de cualquier flujo siempre es menor que la capacidad
‘de cualquier s — ¢ corte. Por lo tanto, podemos concluir:

[f1=F(5T) =¢(S,T)
e (3)— (1)

Suponemos que dado un corte [S,7] y un flujo j se cumple |f] = ¢{S5,T). Por ei lema 1.6
sabemos que el valor de cualquier flujo siempre estd acotado por la capacidad de cualquier
s — t corte, Como el valor del flujo es igual a la capacidad de un corte [S,T] entonces tal
valor tiene que ser miximo. Por lo tanto, f es un flujo maximo.

]

Recordemos que una de las condiciones que le pedimos a la red es que la capacidad de los
arcos fueran niimeros enteros no negativo; de ahi podemos asegurar que el flujo maximo es un
nimero entero.

Lema 1.7 Sea G = (V, A, s,t,c), si todos los arcos (u,v) € A son enteros, entonces G tiene
un flujo mdzimo entero.

Demostracién:

Por hipétesis sabemos que la capacidad de los arcos es un nimero entero mayor que cero;
ademds, antes de aumentar el flujo en G, el valor del flujo f es cero, para cualquier flujo en G.
El aumento del valor del flujo f depende de la capacidad de los arcos, pero siempre tormamos la
capacidad minima de una trayectoria aumentante, la cudl es un niimero entero. Por la cerradura
de los enteros, podemos asegurar que el valor del flujo maximo es un nimero entero.

-

Con esto terminamos la presentacién de los resultados de la Teoria de Redes que vamos a
utilizar en el desarrollo del algoritmo genérico y en las pruebas de correctez.
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Capitulo

Algoritmo Genérico de Flujo Maximo

Existen dos diferentes formas de encontrar el flujo maximo en una red: la primera es con una

avectoria del vértice s al vértice destino t, y aumentar el flujo por medio de ésta; y la segunda
Claloiiin el weeiiee,T .. 2, o través de cada arco, comenzando con los arcos en los cuales el
vértice s es el pnmer componente —es decir, arcos de la forma (s,v) € Aconv € V— y
empujar la mayor cantidad de flujo posible desde los vértices v a sus vértices vecinos, hasta
llegar al vértice t.

En este capitulo presentaremos un algoritmo genérico para resolver el problema de flujo
mé&ximo, asi como una implementacién del mismo.

2.1 El algoritmo

El Algoritmo Genérico de Flujo Mdzimo (AGFM) recibe como entrada unared G = (V, A, ¢, s, 1)
que cumple con las siguientes condiciones:

e Cada vértice u € V tiene asociada su lista de incidencias, es decir, la lista de arcos de la
forma (u,v) € AconveV.

e El conjunto de arcos A estd dado por la unién de todas las listas de incidencia de todos
los vértice u € V, esto es,

A= Ad(u)
u€EA

e Cada arco debe tener asociada su capacidad, la cual debe ser un nimero entero no nega-
tivo.

o La red debe tener dos vértices distinguidos s y ¢, los cuales corresponden al vértice origen
y destino respectivamente.’

La implementacién del algoritmo se presenta a continuacién:
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Listado 2.1.1 Algoritmo Genérico de Flujo Maximo
1 public abstract class AGFM {

2

3 protected Red r:

4 protected int flujoMaximo;

5

6 public AGFM (Red r) {

7 this.r =r;

8 flujoMaximo = 0;

g

10

11 protected int algoritmoGenericoDeFiujoMaximo () {
12 inicializa ();

13 while{esPosiblelncrementarElFlujo ()){

14 incrementaFlujo ();

15 }

16 return valorDelFlujoMaximo ():

17 }

18

19 protected abstract void inicializa ():

20

21 protected abstract boolean esPosibleincrementarEIFlujo ():
22

23 protected abstract void incrementaFiujo ():

24

25 protected abstract int valorDelFlujoMaximo ();
26 }

Pasamos a demostrar la correctez del algoritmo genérico “exigiendo” de los métodos abs-
tractos que cumplan con ciertas precondiciones y postcondiciones.

2.1.1 Precondiciones y postcondiciones de los métodos de AGFM
Constructor

(public AGFM (Red r))
Valida el estado inicial del algoritmo, asignando un valor inicial a sus atributos.

Precondiciones: La clase debe ser invocada con una red.
Postcondiciones: Deja una representacién de la red que cumple con lo siguiente:

1. Cada red tiene asociada dos grificas, la red original que es la representacién iricial

de la red, o sea con flujo igual a cero, y la red residual que es una red auxiliar para
ir incrementando el flujo. En un principio son equivalentes.

2. Cada vértice de la red tiene asociada su lista de adyacencias.
3. Cada arco tiene asociada una capacidad entera no negativa.

4. Cada arco tiene asociado un flujo, inicialmente cero.
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Es Posible Incrementar el Flujo

(protected abstract boolean esPosiblelncrementarElFlujo ())
Este método revisa si es posible incrementar el flujo de la red, ya sea por medio de una
trayectoria aumentante, o a través de un empuje, segiin sea el caso.

Precondiciones: Ninguna.

Postcondiciones: El método regresa false si el flujo actual es méximo; en caso contrario
regresa true,

Incrementa el Flujo

(protected abstract void incrementaFlujo())
El método aumenta el flujo del vértice origen al vértice destino.

Precondiciones: Es posible incrementar el flujo; es decir, el flujo actual no es maximo.

Postcondiciones: Sea flujoMazimo' igual al valor de r.fluyjoMaximo antes de que el método
fuera invocado. Una vez que el método fue ejecutado tenemos:

r.flujoMaximo > flujoMazimo'.
Valor del Flujo Maximo

(protected abstract int valorDelFlujoMaximo ())
Este método actualiza el valor del flujo maximo y regresa dicho valor.

Precondiciones: Ya no es posible incrementar el flujo en la red.

Postcondiciones: El valor de r.flujoMaximo es el valor del filujo miximo que se encontrd, que
a su vez es el valor que regresa el método.

Inicializa

(protected abstract void inicializa ())
En la versién abstracta no hay necesidad de ningin preproceso.

Precondiciones: Ninguna

Postcondiciones: Ninguna

Algoritmo Genérico de Flujo Méximo

(protected int algoritmoGenericoDeFlujoMaximo ()) :
Este método revisa si es posible incrementar el flujo en la red, y mientras sea. posible, lo
aumenta. El método termina cuando no es posible seguir aumentando el flujo.

Precondiciones: Ninguna.

Postcondiciones: Una vez terminado el algoritmo, se cumple que

flujoMaximo > | f| Vf un fiujo de la red.
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2.1.2 Correctez de AGFM

Para demostrar que el Algoritmo Genérico de Flujo Maximo es correcto, debemos probar las
siguientes condiciones:

1. Siempre termina.

2. Dada una red, el algoritmo siempre encuentra el flujo méximo que puede ser enviado
desde s hasta t.

Suponiendo que cada uno de los métodos abstractos: inicializa, esPosiblelncrementarElFlujo,
incrementaFlujo y valorDelFlujoMaximo siempre terminan y ademds devuelven el resultado co-
rrecto, esto es, se cumple las precondiciones correspondientes, podemos demostrar lo siguiente:

e Siempre Termina.

Para demostrar que AGFM siempre termina, basta con demostrar que el ciclo while
termina. La condicién para que el while se ejecute es que sea posible aumentar el flujo,
esto es equivalente a decir que existe una trayectoria del vértice origen al vértice destino.

Como el valor de cualquier flujo siempre es mayor que cero y el flujo que atraviesa un
arco no puede exceder su capacidad, podemos observar lo siguiente:

=2 fs0) =3 f(v,8) €D els,v)

vEV veV vevV

De lo anterior, podemos concluir que el valor del lujo maximo esté acotado por un nimero
entero, y dado que en cada iteracién del while se incrementa el valor del flujo, en algin
momento ya no existird una trayectoria aumentante del vértice s al vértice ¢, y por lo
tanto no se cumplird la condicién del while y se termina el ciclo. Por lo tanto, concluimos
que algoritmo siempre termin.

e Dada una red, el algoritmo siempre encuentra el flujo méximo que puede ser
enviado desde s hasta t. Podemos ver que el algoritmo tinicamente termina si no es
posible aumentar el flujo actual, lo cual significa que no existe una trayectoria aumentante
en la red residual y por el Teorema del Flujo Mdximo y Corte Minimo (pdgina 16 ), el
flujo actual es méximo.

2.1.3 Complejidad de AGFM

La complejidad de AGFM depende del tamaifio de la red y de la complejidad de los métodos
abstractos. Como a este nivel no se tiene mas informacién acerca de los métodos no pode-
mos definir la complejidad exacta del algoritmo por lo que definimos la siguiente funcién de
complejidad para AGFM.

Sea p el mimero de veces que se ejecuta el ciclo while —el valor de p es diferente para cada

una de las especializaciones concretas de AGFM, por lo que serd determinada en cada una de
ellas— y
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finic-inli:a: feaPoAiblelncfcmentarElFlujm fincfemen!n)-‘lujo y funlorD:lFlujoMazimn

son las funciones de complejidad de los métodos abstractos inicializa, esPosibleincrementarEIFiujo,
incrementaFlujo y valorDelFlujoMaximo, respectivamente. Entonces, la complejidad del algorit-
mo estd dada por la siguiente “ecuacién general”.

q
fAGFM = finicializn —+ § (fcsPaaiblelncrementurElFlujo -+ fincrementaFlujo) -+ fvnlm-DelFlujoMazimo-
i=1

Para cada especializacién de AGFM se determina el valor de cada una de las funciones de
complejidad de los métodos abstractos y se obtiene la complejidad del algoritmo concreto. Para

el algoritmo genérico es todo lo que podemos definir ya que lo dema4s se define en cada una de
las especializaciones de AGFM.
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Capitulo 3
Algoritmos de Trayectoria Aumentante

En este capitulo presentaremos un algoritmo genérico basado en la idea de encontrar el fiujo
ma&ximo a través de trayectorias aumentantes. Este algoritmo es una extensién de AGFM, con
la peculiaridad de que verificar si es posible incrementar el lujo es equivalente a revisar si existe
una trayectoria aumentante del vértice origen al vértice destino, e incrementar el flujo equivale
a obtener la capacidad de la trayectoria aumentante que encontrdé y aumentar las unidades de
flujo correspondientes por dicha trayectoria.

En secciones posteriores del capitulo presentaremos las versiones concretas del Algoritmo
Genérico de Trayectoria Aumentante (AGTA).

3.1 Algoritmo Genérico de Trayectoria Aumentante

La idea principal del algoritmo es aumentar el flujo a través de una trayectoria aumentante del
vértice s al vértice ¢; por lo tanto, mientras le es posible busca dicha trayectoria, incrementa
el flujo y actualiza la red residual correspondiente a la red original y al flujo actual. Una vez
que no existe ninguna trayectoria aumentante, el algoritmo termina asegurando que el flujo
encontrado hasta el momento es un flujo mdximo. Este resultado serd demostrado para cada
versién concreta del algoritmo genérico.

El ejemplo mostrado en la figura 3.1 en la pagina 26 nos ilustra este algoritmo; a continuacién
se explica un poco el procedimiento que se sigue para encontrar el flujo méiximo: sea la red
inicial presentada en la figura 3.1(a). Supongamos que el algoritmo elige la trayectoria 1—2-—5
con capacidad igual al min{c(1,2), ¢(2, 5)} = 4. Este aumento reduce ¢(1, 2) = 0 lo que provoca
que el arco (1,2) sea eliminado de la red residual. El resultado de este aumento se presenta
en la figura 3.1(b). La siguiente trayectoria por donde incrementamos el flujo es 1 — 3 — 5,
con capacidad igual al min{c(1, 3), ¢(3,5)} = 1; este incremento reduce la capacidad de (3, 5)
a cero y por lo tanto (3,5) desaparece. Hasta este momento se han enviado 5 unidades de
flujo, el resultado del incremento se muestra en la figura 3.1(c). El siguiente incremento es a
través de la trayectoria 1 — 4 — 5, cuya capacidad es igual al min{c(1, 4), ¢(4,5)} = 4; por lo
tanto, las unidades de flujo enviadas desde el vértice origen al vértice destino hasta el momento
son 9 y los dos arcos (1,4) y ¢(4,5) se eliminan de la red residual. El siguiente aumento se
hace por medio de la trayectoria 1 — 3 — 2 — 5, la capacidad de esta trayectoria es igual al
min{c(1, 3), ¢(3, 2),¢(2,5)} = 1, este aumento elimina los arcos (1, 3) y (2,5) de la red residual
resultante. El total de flujo enviado hasta este momento es de 10 unidades; el resultado de



26 Algoritmos de Trayectoria Aumentante

este incremento se presenta en la figura 3.1(b). Dado que ya no es posible construir ninguna
trayectoria del vértice origen, en este caso el vértice 1, al vértice destino, vértice 5, concluimos
que el flujo actual es méximo y su valor es de 10 unidades. .

.nH

OO

f=10

Figura 3.1: (a) red inicial. (b) resultado de incrementar el flujo a través de la trayectoria
1 — 2 — 5 cuya capacidad es 4. (c¢) resultado de incrementar el flujo en una unidad a través
de la trayectoria 1 — 3 — 5. (c) red después de incrementar el flujo en una unidad a través de
la trayectoria 1 — 4 — 5, con flujo= 4. (d) resultado del dltimo incremento de flujo realizado a
través de la trayectoria 1 — 3 — 2 — 5. Valor del flujo maximo: 10 unidades.

En la implementacién del algoritmo la red es r, la representacién inicial de la red est4 alma-
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cenada en r.redlnicial, el incremento del flujo en cada iteracién del algoritmo estard almacenado
en la variable flujoMaximo, y la red residual correspondiente a este flujo es r.redResidual.

La implementacién del algoritmo se presenta a continuacién:

Listado 3.1.1 Algoritmo Genérico de Trayectoria Aumentante
1 public abstract class AGTA extends AGFM {

2

3 protected LinkedList trayectoria;

4 protected int cTrayectoria;

5

6 public AGTA (Red r¢) {

7 super (r):

8 trayectoria = new LinkedList ();

9 cTrayectoria = 0;

10 }

11

12 protected boolean esPosibleincrementarEiFtujo () {
13 return encuentraTrayectoriaAumentante ():

14

15

16 protected void incrementaFlujo () {

17 encuentraCapacidadMinimaDeLlaTrayectoria ();

18 actualizaRedResidual ();

19 aumentaFlujo():

20 }

21

22 protected int valorDelFlujoMaximo {){

23 return flujoMaximo;

24

25

26 protected void encuentraCapacidadMinimaDelaTrayectoria () {
27 Vertice u = (Vertice) trayectoria.get (0):
28 Vertice v = (Vertice)trayectoria.get(1l);
29 int i, tmp;

30 cTrayectoria = u.capacidad(v);

31 for (i = 1; i < (trayectoria.size() — 1); i+4+4) {
32 u = (Vertice)trayectoria.get(i);

a3 v = (Vertice)trayectoria.get(i+1);

34

35 tmp = u.capacidad(v);

36 if (tmp < cTrayectoria)

37 cTrayectoria = tmp;

38 }

39 }

40

41 protected void aumentaFlujo (){

42 flujoMaximo = cTrayectoria;

43 LinkedlList verticesRedResidual = r.redResidual{).obtenVertices():
44 LinkedList verticesRedlnicial = r.redlnicial ().obtenVertices():
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(continuacién)
45 int i = 0;
46 for (i = 0: i < (trayectoria.size(}=1): i++) {
a7 int indicelU = )
48 verticesRedResidual .indexOf (( Vertice)trayectoria.get(i)):
49 int indiceV =
50 verticesRedResidual .indexOf(( Vertice)trayectoria.get(i<+1));
51 Vertice u = r.redlnicial ().obten(indiceU);
52 Vertice v = r.redlinicial ().obten(indiceV);
53 Arista a = u.obtenArista(v);
54 if(a '= null) {
55 a.incrementaFlujo(cTrayectoria);
56 } ecise {
57 a = v.obtenArista (u);
58 if (a !'= null)
59 a.decrementaFlujo(cTrayectoria);
60 }
61 }
62
63
64 protected void actualizaRedResidual () {
65 int i = 1;
66 Vertice v1, v2;
67 for (i = 0: i < trayectoria.size()~1; i++) {
68 vl = (Vertice)trayectoria.get(i):
69 v2 = (Vertice)trayectoria.get(i+1);
70 vl.decrementaCapacidad(v2,cTrayectoria);
71 if (v2.estaConectadoCon(vl))
72 v2.incrementaCapacidad (vl,cTrayectoria);
73 else
74 v2.conectaCon(vl,cTrayectoria);
75 }
76
77
78 protected void construyeTrayectoria(){
79 VerticeEtiquetado v = (VerticeEtiquetado)r.verticeDestino ();
80 trayectoria.add (v);
81 while (v t= r.verticeOrigen()) {
82 v = v.obtenPadre ();
83 trayectoria.addFirst(v);
84
85
86
87 protected abstract boolean encuentraTrayectoriaAumentante ();
88 }
3.1.1 Precondiciones y postcondiciones de los métodos de AGTA
Constructor

(public AGTA (Red r)):
Valida el estado inicial del algoritmo, asignando un valor inicial a sus atributos.
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Precondiciones: La clase debe ser invocada con una red.

Postcondiciones: Deja una representacién de la red que cumple con las mismas condiciones
expuestas en AGFM. Incluyendo las siguientes condiciones:

e Injicializa la trayectoria aumentante como vacia (es decir, trayectoria = null) y la
capacidad de ésta la inicializa en cero, cTrayectoria = 0.

e Cada vértice tiene asociado un vértice padre que es el vértice desde el cual se exploré.
Inicialmente es nulo.
Incrementa Flujo

(protected void incrementaFlujo ()) )
Dada una trayectoria aumentante desde el origen hasta el destino en la red residual, el
método aumenta el flujo a través de ella y actualiza la red residual.

Precondiciones: Existe una trayectoria aumentante (trayectoria 7 nuil).

Postcondiciones: Sea flujoMazximo' igual al valor de flujpMaximo antes de que el método
fuera invocado. Una vez que el método fue ejecutado tenemos:

flujoMazimo' < flujoMaximo.

Es Posible Incrementar el Flujo

(protected boolean esPosiblelncrementarElFiujo ())
Dado que este método tinicamente llama a encuentraTrayectoriaAumentante, las precondi-
ciones y postcondiciones son las mismas.

Encuentra una Trayectoria Aumentante

(protected abstract boolean encuentraTrayectoriaAumentante ())

El método busca una trayectoria aumentante en la red de residual; si la encuentra, actualiza
la variable trayectoria con los vértices de la trayectoria que encontré. Si encuentra la trayectoria
aumentante regresa true, y regresa false en caso contrario.

Precondiciones: Ninguna.

Postcondiciones: Si el método regresa true: trayectoria es una trayectoria aumentante. Si el
método regresa false: no existe una trayectoria aumentante (trayectoria = null).

Construye Trayectoria Aumentante

(protected void construyeTrayectoria (})
El método construye una trayectoria aumentante siempre y cuando el padre del vértice
destino esté definido.

Precondiciones: padre(t),padre(padre(t)), ..., padre(...padre(t)...) # null

Postcondiciones: trayectoria es una trayectoria aumentante del vértice s al vértice ¢.
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Encuentra la capacidad minima de la trayectoria aumentante

{protected void encuentraCapacidadMinimaDelLaTrayectoria ())

El método actualiza el valor de cTrayectoria, le asigna el valor de la capacidad minima de
los arcos (u, v) que pertenecen a la trayectoria, esto es, encuentra la capacidad de la trayectoria
aumentante, siempre y cuando ésta exista.

Precondiciones: Existe una trayectoria aumentante (trayectoria 7% null).
Postcondiciones: Si § = min{z.capacidad|z = (u,v) y = € trayectoria }, entonces

cTrayectoria = 6.

Incrementar el flujo en la Red

(protected void aumentaFiujo ())

El método aumenta el flujo a través de la red e incrementa el valor del flujoMaximo, siempre
v cuando exista una trayectoria aumentante.

Precondiciones: Existe una trayectoria aumentante (trayectoria # null) con capacidad igual
a cTrayectoria.

Postcondiciones: Una vez que aumentaFlujo fue ejecutado se cumplen las siguientes condi-
ciones:

e Sea flujoMazimo' igual al valor de flujoMaximo antes de que el método fuera invo-
cado. Una vez que el método fue ejecutado tenemos:
flujoMaximo = flujoMaximo'-+ cTrayectoria
e Para los arcos (u, v) € trayectoria se cumple una de las siguientes opciones:

1. Si(u,v) € r.redlinicial entonces se incrementa el flujo de (u, v) cTrayectoria unidades.

2. Si (u,v) € r.redlnicial entonces se decrementa el flujo de (u,v) cTrayectoria
unidades.

Actualizar la Red Residual

(protected void actualizaRedResidual ())
Dada una trayectoria aumentante y un flujo mayor que cero, el método actualiza la capaci-
dad residual de los arcos (u,v) tales que u y v estdn en la trayectoria.

Precondiciones: Existe una trayectoria aumentante (trayectoria 7 null).
Postcondiciones: Sea z = (u,v), con (u,v) en los arcos de la red r, definimos z.capacidad’

igual al valor de x.capacidad antes de que el método fuera invocado. Una vez que el
método fue ejecutado se curnple la siguiente condicidn:

Para todo arco z = (u,v) se cumple:
e x.capacidad < zicapacidad’ si (u,v) € trayectoria.

o x.capacidad > z.capacidad’ si (u,v) ¢ trayectoria pero u,v € trayectoria.
e Xx.capacidad = z.capacidad' en cualquier otro caso.
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3.1.2 Correctez de AGTA

Antes de demostrar la correctez del Algoritmo Genérico de Trayectoria Aumentante, demostraren:
que los métodos aumentaFlujo y encuentraCapacidadMinimaDelaTrayectoria cumplen las post-
condiciones. Las demostracién correspondiente al método abstracto se hardn mds adelante en
cada una de las especializaciones concretas del algoritmo AGTA, que es donde se implementan
estos métodos.

Lema 3.1 S% ewiste una trayectoria aumentante (trayectoria # null) con capacidad cTrayectoria
> 0, al terminar de ejecutarse el método aumentaFiujo se cumple lo siguiente:

1. El valor de flujoMaximo se incrementa cTrayectoria unidades.

2. Para los arcos (u,v) € trayectoria se cumple una de las siguientes opciones:

e Si (u,v) € r.redinicial entonces se incrementa el flujo de (u,v) cTrayectoria unidades.

e Si no estd, y exziste el arco (v,u) € r.redlnicial, entonces se decrementa el flujo de
(v, u) cTrayectoria unidades.

e En cualquier olro caso, la capacidad del arco (u,v) permanece igual.

Demostracién:

Para demostrar 1 basta que observemos en qué lugar del método se ve modificado el valor
de flujoMaximo, y esto solamente ocurre una vez (linea 42), cuando al valor de la variable se le
suma el valor de cTrayectoria.

Por demostrar 2. Sea trayectoria ! = vp,v;,V2,...,Un—1,Un. Veamos que el for se repite
a lo mds el tamano de la trayectoria aumentante trayectoria. Observemos que el contador
empieza desde cero; entonces, en la primera ejecucién del ciclo obtenemos los vértices u y v
que corresponden al primer vértice(linea 51) y segundo vértices (linea 52) de la trayectoria,
respectivamente. Después obtenemos el arco correspondiente a los vértices u y v (linea 53). Si
(u,v) € r.redlnicial (lfnea 54), aumentamos el flujo de el arco cTrayectoria unidades (linea 55). Si
no, verificamos que el arco (v, u) € r.redInicial() (linea 57 y 58); si est4, decrementamos el flujo
del arco cTrayectoria unidades (linea 59). Posteriormente, se incrementa el valor del contador i
y se verifica si el arco (vi,v;+1) pertenece a r.redlnicial; si es asi, se incrementa el flujo; en caso
contrario se decrementa. Este proceso se repite para cada una de los arcos formado por los
vértices (vi,vi4+1) con 0 < 7 < n. En ningin momento se modifica la capacidad de cualquier
otro arco. Por lo tanto, se cumple la condicién 2.

[ ]

Lema 3.2 Si trayectoria # null, al terminar de ejecutarse el método encuentraCapacidadMini-
maDel aTrayectoria(() el valor de cTrayectoria es igual a la capacidad de trayectoria, es decir

cTrayectoria = min{z.capacidad|z = (u,v) y z € trayectoria }.

1A partir de este momento nos referiremos a una trayectoria como una secuencia de vértices, es decir, si la
trayectoria es: vg, (Vo,v1), Y14+ .+ 3 ¥n=1, (Vn-1,Un), Un €ntonces sélamente listamos los vértices que la forman en
el orden correspondiente, esto €s: Yo, vi,...,Un—1,Yn
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Demostracién:
Sea

trayectoria = Vg, U1, V2, .3 Un,
Yy (v, Vg41) € trayectoria, con 0 < k < n la arista con capacidad minima, esto es,
c(Vk, Urs1) = min{c(v;, Vis1)|(vi, Vi) € trayectoria con 0 < 7 < n}.

Si existen mds de una arista con capacidad minima tomamos a (v, Vk+1) igual a la primera
arista que aparece en trayectoria, sin pérdida de generalidad.
P.D. cTrayectoria = c(vk, Vk41)-

Las dnicas veces que el valor de cTrayectoria es modificado son las siguientes:

e Cuando es inicializado, que se le asigna la capacidad de la primera arista en la trayectoria,
es decir, cTrayectoria = c(vg, 1) (linea 30).

e Y cuando alguna arista (v, vi41) con 1 < | < n tiene capacidad menor que el valor actual
de cTrayectoria (linea 36 y 37).

Dode gque clalgeiinns tompratba le copueidad e wolus o ursso que portenenan oottt ol
¥, ademds, lo hace en orden (linea 31), en alguna de las iteraciones del for comprobara la arista
(vk,vk+1) y como ésta tiene capacidad minima se cumple la condicién del if (linea 36); por
lo tanto, el valor de cTrayectoria es modificado y es igual a c(vx, vx+1). Por hipétesis tenemos
que la capacidad de la arista (vg, vx+1) es minima, lo cual implica que para los arcos (vj, vj41),
I < j < n, la capacidad debe ser mayor o igual que la capacidad de (vi,vis+1), es decir,
c(vj, Vj41) = (v, Uis1). Por lo tanto no se cumple la condicién del if (linea 36) en ninguna de
ellas lo cual implica que el valor de cTrayectoria no vuelve a ser modificado. De donde podemos
concluir que cTrayectoria = c(vk, Vk41)-

Lema 3.3 Sean s = ug, u1,uz,...,ux =t los vértices de una trayectoria aumentante del vértice
s al vértice t. Para todos los arcos (ui,ui41) con 0 < i < k, al terminar de ejecutarse el método
actualizaRedResidual su capacidad se habrd decrementado, y para los arcos de la forma (uis1, u;)
se habrd incrementado, y la capacidad de cualquier otro arco cuyos vértices no estén en la
trayectoria aumentante permanecerd igual.

Demostracién:

Para cada arco (u;,ui+1) € trayectoria con 0 < i < k se decrementa su capacidad (linea 70).
Para los arcos de la forma (u;+;,u:) la capacidad se incrementa (linea 72) si es que éste existe
en la red residual; si no, se crea el arco con capacidad igual a la de la trayectoria (linea 74).

-

Lema 3.4 Si se cumple que padre(t),padre(padre(t)), ..., padre(...padre(t)...) # null en-
tonces podemos garantizar que al terminar de ejecutarse el método construyeTrayectona la va-
riable trayectoria contiene una trayectoria aumentante dada por:

s = padre(padre(. .. (padre(t))...)),...,padre(padre(t)), padre(t), t.
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Demostracién:

El método inicializa el valor del vértice v=t (linea 79), introduciéndolo en trayectoria (linea
80). Después se ejecuta el ciclo while, donde se asigna a v el vértice padre(v) (linea 82) y después
lo agrega al inicio de trayectoria; observemos que en la primera iteracién se incluye el vértice
padre(t), en la segunda se agrega el vértice padre(padre(t)) y asi sucesivamente hasta llegar al
vértice s.

-
Teorema 3.1 El algoritmo AGTA encuentra un flujo mdzimo.

Demostracién:

Si en cada una de las especializaciones concretas de AGTA el método encuentraTrayecto-
riaAumentante cumple con las invariantes expuestas entonces aseguramos que no existe una
trayectoria aumentante del vértice s al vértice ¢ en la red residual. Por lo tanto, no es posible
incrementar el valor del flujo. De lo anterior concluimos que el flujo encontrado es un flujo
maximo.

3.1.3 Complejidad de AGTA

En la siguiente tabla se muestran la complejidad? de aquellos métodos definidos en AGTA, la
complejidad de los métodos abstractos es definida en cada algoritmo concreto de AGTA.

Método Complejidad | Justificacién

aumentaFlujo o(n) Actualiza el flujo de todos los
arcos de la trayectoria y a lo
mas son n

encuentraCapacidadMinimaDeLaTrayectoria O(n) Revisa todos los arcos de la

trayectoria y a lo mds son n
Es la suma de la complejidad
de los métodos encuentraCapaci-
dadMinimaDelaTrayectoria, au-
mentaFflujo y actualizaRedResi-
dual

Unicamente se regresa el valor
de flujoMdximo

Actualiza el flujo de todos los
arcos de la trayectoria en la red
original y a lo mds son n.
actualizaRedResidual O(n) Actualiza la capacidad de los
arcos de la trayectoria.
Construye la trayectoria re-
visando los vértices padre, ini-
ciando con el padre del vértice
t; a lo més revisa n vértices.

2La complejidad de cualquier método o algoritmo presentado en este trabajo cs evaluada en el peor de los
casos

incrementaFiujo O(n)

valorDelFlujo o(1)

aumentaFlujo O(n)

construyeTrayectoriaAumentante O(n)
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Sustituyendo las complejidades de los métodos definidos en AGTA en la ecuacién general
dada en el Algoritmo Genérico de Flujo Miximo obtenemos lo siguiente:

fAG‘FM = finicializa -+ E (faaPosib(:lncf:mcntarE(Fluju -+ f\‘ncrementaFlujo)
i=1

+fvalarDch‘lujol\fa.zimo

q
= finic‘l'all':n + Z(f:sPa.liblelncremznlarElFlujo + O(ﬂ)) -+ O(l)

i=1

q
= f icializa + Z(fﬂ! aTrayectoriaAumentante -+ O(Tl))

Nue\'amente, la compl

1dad emacta del algoritmo depende de los métodos abstractos En-

L-3 B R as ST

. h e T e
1Lt el TOCLLG )

una funcién de comple_]xdad para aquellos algontmos que sean especxahzacxon de AGTA.

In e o Te Al sarfe o nndeon os Jefnir

q
fAGTA = finicinlizn + Z(f traTr ia A tante + O(Tl))

Dada la funcién anterior, en cada uno de los algoritmos concretos basados en AGTA
unicamente hay que revisar la complejidad de los métodos abstractos inicializa y encuentra-
TrayectoriaAumentante para definir la complejidad de la especializacién concreta.

3.2 Algoritmo de Flujo Maximo Etiquetado

El Algoritmo de Flujo Mdzimo Etiquetado (AFME), presentado en [15], es una implementacién
concreta del Algoritmo Genérico de Travectoria Aumentante (AGTA). En cada iteracién del
algoritmo, el método encuentraTrayectoriaAumentante etiqueta todos los vértices u € V' para
los cuales es posible construir una trayectoria del vértice origen s al vértice u. Al finalizar la
ejecucién de este método el conjunto de vértices habrd quedado partido en dos subconjuntos de
V'; en uno de ellos quedardn los vértices etiquetados, es decir, aquellos vértices para los cuales
fue posible construir una trayectoria del vértice origen a ellos; y el otro conjunto estara formado
por los vértices no etiquetados, aquellos para los cuales no existe una trayectoria desde el vértice
origen.

Si en algin punto de la ejecucién del método encuentraTrayectoriaAumentante el vértice ¢ se
etiqueta entonces podremos construir una trayectoria aumentante del vértice s al vértice t por
medio de la cual incrementamos el flujo, ¥ actualizamos la red residual. Este procedimiento
se repite mientras sea posible construir dicha trayectoria, es decir, mientras el vértice t sea
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etiquetado. Una vez que el vértice ¢t no puede ser etiquetado, el algoritmo termina regresando
el valor del flujo maximo.
La implementacion del algoritmo AFME se presenta a continuacioén.

Listado 3.2.1 Algoritmo de Flujo Mdximo Etiquetado

1 public class AFME extends AGTA {

pubtic AFME (Red r) {
super(r);

protected void inicializa () {

}

Grafica residual = r.redResidual ():
int numVertices = residual.numeroDeVertices ();
trayectoria = mew LinkedList ():
cTrayectoria = 0;
int is
for (i = 0; i < numVertices; i++) {
VerticeEtiquetado ve = (VerticeEtiquetado)residual.obten(i);

ve.desetiqueta ();
ve.definePadre(null);

}

public boolean encuentraTrayectoriaAumentante (){
VerticeEtiquetado s = (VerticeEtiquetado)r. verticeOrigen ():
VerticeEtiquetado t = (VerticeEtiquetado)r.verticeDestino ();:
LinkedList lista = new LinkedList ();

inicializa ():
s.etiqueta ():
lista.add(s);
while (lista.size() > 0 && !(t.estaEtiquetado())) {

VerticeEtiquetado i=(VerticeEtiquetado)lista .get(lista.size()—1):
lista .remove(i);

LinkedList ady = i.obtenAdyacencias():

int k;

for (k = 0; k < ady.size () k++) {
VerticeEtiquetado v =
(VerticeEtiquetado)(( Arista)ady.get(k)). obtenVertice ():
if (!v.estaEtiquetado()) {
v.definePadre(k);
v.etiqueta ();
lista .add(v):

}

if(t.estaEtiquetado ()){

construyeTrayectoria();
return true;

} else
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Listado 3.2.1 Algoritmo de Flujo Maximo Etiquetado (continuacién).
48 return false;
49 }
50 }

3.2.1 Precondiciones y postcondiciones de los métodos de AFME
Constructor

(public AFME (Red r))
Valida el estado inicial del algoritmo, asignando un valor inicial a sus atributos.

Precondiciones: La clase debe ser invocada con una red.

Postcondiciones: Deja una representacion de la red que cumple con las mismas condiciones
dadas en AGTA. incluvendo la siguiente: cada vértice tiene una variable booleana que
indica si el vértice esta etiquetado. Inicialmente es falsa.

Preproceso

(protected void inicializa ())
Inicializa el estado de los vértices y de la trayectoria aumentante.

Precondiciones: Ninguna.

Postcondiciones: Al terminar de ejecutarse el método inicializa() se cumplen las siguientes
condiciones:
1. Todos los vértices de r.redResidual estaran no etiquetados.
2. Ningin vértice de r.redResidual tiene asociado un vértice padre.
3. La variable trayectoria no tiene asociada ninguna trayectoria aumentante.

4. La variable cTrayectoria es igual a cero.

Encuentra una Trayectoria Aumentante

(protected boolean encuentraTrayectoriaAumentante ())

El método etiqueta todos los vértices para los cuales es posible construir una trayectoria del
vértice origen a ellos. Si el vértice t es etiquetado actualiza la variable trayectoria con los vértices
de la trayectoria que encontré y regresa true. Si no es posible etiquetar al vértice ¢ durante la
ejecucién del método entonces no es posible construir ninguna trayectoria aumentante, por lo
que el método regresa false.

Precondiciones: Ninguna.

Postcondiciones: Siel método regresa true: trayectoria es una trayectoria aumentante. Si el
método regresa false: no existe una trayectoria aumentante (trayectoria = null).
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3.2.2 Correctez de AFME

Para demostrar que si se cumplen las precondiciones, de cada uno de los métodos, entonces se
cumplen las postcondiciones, demostraremos los siguientes resultados.

Lema 3.5 Al terminar de ejecutarse el método inicializa() se cumplen las siguientes condi-
ciones:

1. Todos los vértices de r.redResidual estardn no etiguetados.
2. Ningin vértice de r.redResidual tendrd asociado un vértice padre.
8. La variable trayectoria no tendrd asociada ninguna trayectoria aumentante.

4. La variable cTrayectoria = 0.

Demostracién:

El for se ejecuta n veces, donde n es el nimero de vértices que tiene la red. Por lo tanto,
para cada vértice u en la red residual (linea 14) el vértice es desetiquetado (linea 16) y el
padre de cada vértice es null (linea 17), es decir, no tiene asignado ningin vértice padre. Por
tltimo, la variable trayectoria es inicializada con una trayectoria vacia y con capacidad igual a
cero(linea 10 y 11). De donde, al terminar de ejecutarse el método inicializa las postcondiciones
se cumplen.

n

Observemos que siempre que el método encuentraTrayectoriaAumentante se ejecuta, lista
contiene a los vértices que ya fueron etiquetados pero ain no han sido examinados. Esta lista
es inicializada con una lista vacia e inmediatamente se introduce a s; el método no termina
hasta que el vértice t estd etiquetado o la lista se haya vaciado. El ciclo while se ejecuta por lo
menos una vez dado que en un principio la lista contiene al vértice origen. En cada iteracién
del ciclo se examina un vértice u de la lista, esto quiere decir que verificamos cada arco del cual
u es el primer componente (esto es (u,v)), e incluimos a la lista de vértices etiquetados aquel
vértice v que ain no ha sido etiquetado y para los cuales existe un arco de u a v. Ademads de
incluirlos a la lista los etiquetamos y les asignamos como vértice padre a u, dado que éste es el
vértice desde el cual fueron descubiertos.

Lema 3.6 Para todo vértice v € V para el cual eziste una s ~» v trayectoria en la red resi-

dual, al terminar de ejecutarse el método encuentraTrayectoriaAumentante estos vériices estardn
etiquetados.

Demostracién:

La demostracién de este lema seré realizada por contradiccién. Supongamos que existe un
vértice v para el cual existe una trayectoria desde el vértice origen y ai terminar de ejecutarse el
método el vértice no estd etiquetado. Sea s = ug, u;, u2,...,Ur—1,Uxr = v la 8 ~» v trayectoria.

Antes de entrar al ciclo (lineas 27 y 28) el vértice s es etiquetado e introducido a la lista,
ademds de ser el dnico vértice que contiene lista en este punto; por lo tanto, en la primera
iteracién del while se revisan los arcos donde s es el primer componente, 10 cual implica que se
examina el arco (s,u:1) (linea 32); asi que el vértice u; es etiquetado (linea 39) y se le asigna
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como vértice padre a s (linea 38), es decir, padre(u;) = s. Ademds se introduce a la lista (lfnea
40), por lo que en algiin momento se revisan los arcos adyacentes a u;, dado que el vértice
uy forma parte del arco (u;,u2); entonces en el momento de examinar a u; se etiqueta us y
se le asigna como padre el vértice u;. Este procedimiento se repite para cada arco y vértice
de la trayectoria. Por lo tanto, cuando estemos revisando los arcos adyacentes al vértice ug_;
etiquetaremos al vértice t. Y dado que dentro del método un vértice que ha sido etiquetado no
se desetiqueta, t estari etiquetado.

Lema 3.7 Si el vértice t es etiquetado en el método encuentraTrayectoriaAumentante entonces
es posible construir una trayectoria cumentante del vértice s al vérticet de la siguiente manera:

s = padre(padre(. . . (padre(t))...)), ..., padre(padre(t)), padre(t), t.
Demostracion:

Por el lema anterior podemos asegurar que si el vértice t es etiquetado entonces existe una
trayectoria del vértice s a t; sélo nos falta demostrar que esta trayectoria se puede construir a
través de los vértices padres, yéndonos en reversa a partir de t. '

Cada vez que un vértice es descubierto se le asigna su vértice padre, el cual es el vértice
desde el cual fue descubierto (linea 38). Por lo tanto, existe el arco (padre(u), u) para cualquier
vértice u € V que ha sido etiquetado. Dado que t es etiquetado entonces existe el arco
(padre(t),t) y como t fue descubierto desde el vértice padre(t) entonces éste también es un
vértice etiquetado (porque fue introducido a la lista); por lo tanto también existe el arco
(padre(padre(t)), padre(t)), y asi sucesivamente hasta llegar al vértice origen, s. De esto, pode-
mos construir una trayectoria de la siguicnte manera:

s = padre(padre(. .. (padre(?)) ...)),...,padre(padre(t)), padre(t),t

Lema 3.8 E! método encuentraTrayectoriaAumentante() regresa verdadero unicamente si existe
una trayectoria aumentante del vértice s al vértice t, y los vértices que la forman estdn en la
lista trayectoria.

Demostracién:

El método sélo regresa true si el vértice ¢ estd etiquetado (lineas 44-46); por el lema 3.7
podemos construir una trayectoria aumentante del vértice s al vértice ¢ a partir de los vértices
padres, comenzando con ¢, y dicha trayectoria es construida y almacenada en la variable trayec-
toria (linea 45) —por el lema 3.4.

n
Corolario 3.1 E! método encuentraTrayectoriaAumentante() regresa false tdnicamente si no e-
Tiste una trayectoria aumentante del vértice s al vértice t.
Demostracién:

La demostracién de este corolario es inmediata del lema anterior: el método sélo regresa

false si t no esta etiquetado (linea 48), en cuyo caso no existe una trayectoria del vértice s al
vértice t.
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Lema 3.9 Si el método encuentraTrayectoriaAumentante() regresa falso entonces el conjunto de
vértices etiquetados y el conjunto de vértices no etiquetados forman un s — t corte.

Demostracién: .

Sea S = {v € Vv estd etiquetado} y T = {v € V|v no esta etiquetado}. EIl método
solamente regresa false si el vértice ¢ no ha sido etiquetado; esto significa que ¢t € T', y dado
que s es etiquetado al inicio entonces s € S. Por lo tanto, [S,T] es un s — ¢ corte.

]

Teorema 3.2 Al terminar de ejecutarse el Algoritmo de Flujo Mdzimo Etiquetado, flujoMaxi-
mo es el valor del flujo mdzimo.

Dado que el algoritmo algoritmoGenericoDeTrayectoriaAumentante() de AGTA sélo termi-
na si el método encuentraTrayectoriaAumentante regresa falso, esto sucederd si no existe una
trayectoria aumentante del vértice s al vértice ¢ en la red residual. Y por el teorema 1.1 (pagina
16) podemos asegurar que el flujo obtenido es méximo.

»

3.2.3 Complejidad de AFME

A continuacidn se presenta una tabla con la complejidad de cada método del algoritmo AFME.

Método Complejidad Justificacién

inicializa O(n) Dado que desetiqueta y
asigna el padre como nulo a
cada vérticeu e V
encuentrarayectoriaAumentante] O(m) Para cada vértice u € V re-
visa todos sus arcos

Sustituyendo las complejidades de los métodos en la ecuacién general del Algoritmo Genérico
de Trayectoria Aumentante, obtenemos lo siguiente:

)
facra = finiciatiza + P _(f traTr iaA tante + O(n))

i=1

q
O(n) + Y _(O(m) + O(n)))
i=1

Como las capacidades son mimeros enteros entonces la capacidad méaxima U es también un
nidmero entero, lo cual implica que la capacidad de cualquier s — ¢ corte es a lo mas nU; por
lo tanto el flujo mdximo es a lo méis nU. Suponiendo que el algoritmo aumente en una unidad
el valor del flujo por cada incremento entonces ¢ < nU. Sustituyendo en la ecuacién anterior
obtenemos el siguiente teorema:
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Teorema 3.3 E! Algoritmo de Flujo Mdzimo Ftiquetado resuelve el problema de flujo mdzimo
etiqguetado en O(nmU), donde U es la capacidad mdrima de los arcos.

Demostracién:
La complejidad de AFME este definida por la siguiente ecuacién:

q
. fAFME = fivu'cinliza + -2- (fencuentraTrayecton’aAummuznte + O(n))
i=1

: nU
O(n) + > _(0O(m) + O(n)))

d=1

= O(nmU) + O(n?U)

Como para cualquier redes que proviene de una gréfica 2 — conexa se cumple que n < m
(para los arboles el problema es trivial), la complejidad de AFME se reduce a O(nmU).

3.3 Implementaciones concretas polinomiales

En la seccién anterior presentamos la implementacién genérica del algoritmo que resuelve el
problema de flujo méximo a través de trayectorias aumentantes. Ademais revisamos una im-
plementacién concreta de éste, el algoritmo AFME. La desventaja de este algoritmo es que
su complejidad depende de la capacidad de los arcos, lo cual implica que si tenemos una red
cuyas capacidades son muy grandes el algoritmo AFME se llevard en principio mucho tiempo
en resolver el problema.

En esta seccién presentaremos varias implementaciones concretas del algoritmo AGTA, las
cuales, a diferencia del algoritmo AFME, resuelven el problema de flujo méximo en tiempo
polinomial independientemente de la capacidad mdéxima de los arcos. La idea bdsica para
reducir la complejidad de los algoritmos estd en decrementar el niimero de aumentos necesarios
para encontrar el flujo maximo. Las formas como alcanzaremos esta meta son las siguientes:

o La primera de ellas consiste en enviar 1a mayor cantidad de flujo a través de una trayectoria
aumentante, es decir, en cada aumento se enviard una fuerte cantidad de flujo desde el
vértice origen hasta el vértice destino.

e La segunda es condicionar el tipo de trayectorias aumentantes; en este caso pediremos
que la trayectoria aumentante sea de longitud minima, esto es, una trayectoria del vértice
s al vértice t con el minimo nimero de arcos posibles.

e Y laiiltima es permitiendo que no se cumpla la condicién de conservacién de flujo en cada
paso intermedio del algoritmo, lo cual nos permitird aumentar el flujo a través de cada
arco, es decir, no serd necesario aumentar el flujo a través de una trayectoria (no todo
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el flujo que sale desde s tiene que llegar a £, en cada aumento). Solamente necesitamos
que al final del algoritmo dicha condicién se cumpla: como es una condicién de flujo y el
objetivo es encontrar el flujo mdximo, al terminar el algoritmo la conservacién de flujo en
cada vértice v € V — {s,t} debe cumplirse.

El 1ltimo método lo estudiaremos en el siguiente capftulo; por ahora sélo nos dedicaremos
a ver algoritmos que utilizan las primeras dos ideas con el fin de reducir su complejidad.

3.4 Algoritmo de Escalamiento de Capacidad

La idea de querer aumentar el flujo en grandes cantidades nos sugiere que debemos incrementar
el flujo a través de una trayectoria con capacidad miéxima, aunque para ello tendriamos que
revisar cudl de las trayectorias aumentantes del vértice origen al vértice destino tiene la mayor
capacidad; para evitar esto se sugiere aumentar el flujo a través de cualquier trayectoria con una
capacidad “suficientemente” grande. Esta es la idea principal del algoritmo de escalamiento de
capacidad (AEC) [14] , el cual incrementa el flujo a través de una trayectoria aumentante del
vértice s al vértice t con capacidad muy grande (no necesariamente capacidad madxima). Para
poder explicar cémo trabaja el algoritmo AEC introducimos un pardmetro A, y definimos
A—red residual con respecto a un flujo f como la red que contiene los arcos con capacidad
residual mayor o igual que A, denotada por G;y(A). Llamamos fase de escalamiento al tiempo
en que el valor de A permanece constante durante la ejecucién del algoritmo, y A—fase de
escalamiento a la fase en que A tiene un valor especifico.

Al inicio del algoritmo asignamos A = 26V donde U es la capacidad méxima de los arcos
de la red; una vez definido este valor se actualiza la A—red residual correspondiente a A y
entonces procedemos a buscar trayectoria aumentante del vértice origen al vértice destino, si la
encontramos incrementamos el flujo a través de ella y actualizamos la A—red residual. Mientras
que sea posible encontrar una trayectoria aumentante, se repite este procedimiento. Cuando ya
no es posible encontrar una trayectoria, se actualiza el valor de A y A—red residual, repitiendo
nuevamente el procedimiento. El algoritmo termina cuando A = 1 y no es posible construir una
trayectoria aumentante. Observemos que la red G;(1) es igual a la red residual correspondiente
al flujo f y a la red G dado que en la red residual 1inicamente estdn los arcos cuya capacidad
€S mayor a cero.

El método que este algoritmo utiliza para encontrar la trayectoria aumentante es el mismo
usado en AFME. La implementacién del algoritmo se presenta a continuacién:

Listado 3.4.1 Algoritmo de Escalamiento de Capacidad
1 public class AEC extends AFME {

Delta = (int)(Math.pow(2,(int){Math.log(cMaxima)/Math.log(2)))):

2 private int Delta;

3

4 public AEC (Red r) {

5 super(r):

6 int cMaxima = defineCapacidadMaxima ():
7

8
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Listado 3.4.1 Algoritmo de Escalamiento de Capacidad (continuacién)
9 public int algoritmoDeEscalamientoDeCapacidad () {
10 int flujo = 0;
11 while (Delta >= 1) {
12 flujoMaximo = O;
13 actualizaRedResidualMayorQueDelta ();
14 flujo 4+= algoritmoGenericoDeFliujoMaximo ():
15 Delta = Delta /2;
16
17 flujoMaximo = flujo;
18 * return flujoMaximo;
19
20 private void actualizaRedResidualMayorQueDelta () {
21 r.copiaRed!nicialEnRedResidual ():
22 Linkedlist vertices = r.redResidual().obtenVertices();
23
24 int i
25 for(i = 0; i < vertices.size (): i++){
26 Vertice u = (Vertice)vertices.get(i):
27 Linkedlist ady = u.obtenAdyacencias();
28 int j;
29 for(i = 0: j < ady.size (); j++ ){
30 Arista aristaUV = (Arista)ady.get(j):
31 int capacidad = aristalUV.obtenCapacidad():
32 int flujo = aristaUV.obtenFlujo ();
33 Vertice v = (Vertice)(aristaUV.obtenVertice ()):
34 if( (capacidad — flujo) < Delta ){
35 u.desconectaDe(v);
36 j——:
37 } else
38 aristaUV .defineCapacidad(capacidad — fiujo);
39 if(flujo >= Delta)
40 v.conectaCon(u,flujo);
41
42 }
43 }
44 }
45
46 private void actualizaRedResidual () {
47 Vertice vl, v2;
48 int i
49 for (i = 0; i < trayectoria.size(}~1; i+4+) {
50 vl = (Vertice)trayectoria.get(i):
51 v2 = (Vertice)trayectoria.get(i+1);
52 vl.decrementaCapacidad(v2,cTrayectoria):
53 Arista a = vl.obtenArista (v2);
54 if{(a t= null)
55 if(a.obtenCapacidad() < Delta)
56 vl.desconectaDe(v2):
57 if (v2.estaConectadoCon{(vl))
58

v2.incrementaCapacidad (vl,cTrayectoria);
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. Listado 3.4.1 Algoritmo de Escalamiento de Capacidad (continuacién)
59 else if(cTrayectoria >= Delta)
60 v2.conectaCon(vl,cTrayectoria);
61 }
62 }
63
64 private int defineCapacidadMaxima () {
65 int i, tmp = 0;
66 for(i = 0; i < r.redResidual().numeroDeVertices() ; i++)}{
67 Vertice u = (Vertice)r.redResidual (). obten(i);
68 Linkedlist ady = u.obtenAdyacencias();
69 int j:
7 for(j = 0; j < ady.size (): j++ ){
71 if( ((Arista)ady.get(j)).obtenCapacidad() > tmp)
72 tmp = ((Arista)ady.get(j)).obtenCapacidad():
73 }
74 } '
75 return tmp;
76 }
77}

3.4.1 Precondiciones y postcondiciones de los métodos de AEC

Constructor

(public AEC (Red r))
Valida el estado inicial del algoritmo, asignando un valor inicial a sus atributos.

Precondiciones: La clase debe ser invocada con una red.

Postcondiciones: Deja una representacién de la red que cumple con los mismas condiciones
dadas en el algoritmo AFME. Ademads inicializa el valor de las variables cMaxima y Delta
con los siguientes valores:

cMaxima = max{c(xu, v)|(u, v) € E}Delta = 2\°¢V,

Algoritmo de Escalamiento de Capacidad

(public int algoritmoDeEscalamientoDeCapacidad ())

Este método encuentra el flujo maximo en la red residual correspondiente al valor de Delta,
utilizando el algoritmoGenericoDeTrayectoriaAumentante() de la clase AGTA. Una vez que se ha
encontrado el flujo maximo en la red residual correspondiente a Delta, es decir, que no existe
una trayectoria aumentante en ésta, se disminuye el valor de Deita y se repite este procedimiento
mientras que Delta > 1.

Precondiciones: Delta> 1.

Postcondiciones: Al terminar de ejecutarse el método, éste encuentra el flujo maximo que
puede ser enviado desde el vértice origen al vértice destino, y se cumple Delta< 1.
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Actualiza lIa Red Residual Correspondiente a Delta

(private void actualizaRedResidualMayorQueDelta ())
Obtiene la red residual correspondiente al flujo actual f y al valor de Delta. Es decir,

unicamente estdn los arcos cuya capacidad residual es mayor o igual al valor de la variable
Delta.

Precondiciones: El valor de la variable Delta debe ser al menos uno.

Postcondiciones: En r.redResidual sélo estdn los arcos a = (u, v) tales que a.capacidad>Delta.

Actualiza Red Residual

(private void actualizaRedResidual ())

Dada una trayectoria aumentante del vértice origen al vértice destino, el método actualiza
la capacidad residual de los arcos (u,v) tales que u,v estdn en la trayectoria; ademds elimina
aquellos arcos cuya capacidad residual sea menor que Delta.

Precondiciones: Las mismas que en el algoritmo genérico AGTA.

Postcondiciones: Ademds que las de AGTA, se incluye la siguiente condicién: cualquier arco

a = (u,v) € r.redResidual cumple a.capacidad> Delta, donde Delta corresponde a la fase
actual.

Define Capacidad Maxima

(private int defineCapacidadMaxima ())
Devuelve la capacidad maxima de los arcos de la red original.

Precondiciones: Ninguna.
Postcondiciones: Sea max el valor que regresa el método defineCapacidadMaxima entonces se
cumple:

max = max{c(u,v)}(u,v) € A}

3.4.2 Correctez de AEC

Lema 3.10 E! método defineCapacidadMaxima() regresa el valor de la capacidad mdzima de los

arcos de la red original. En otras palabras, si max es el valor que regresa defineCapacidadMaxima
entonces

max = max{c(u, v)|(u,v) € A}

Demostracién:

En un principio se inicializa el valor de tmp=0 (linea 64); después, para cada vértice (linea
66) revisa los arcos correspondientes a éste (linea 68) para encontrar el que tiene mayor capaci-
dad. Esto ultimo lo realiza de la siguiente manera: si en el momento de revisar la capacidad de
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una arista el valor de ésta es mayor que el de tmp entonces se asigna el valor de la capacidad a la
variable tmp. Una vez que tmp es igual a la capacidad maxima, este valor no vuelve a cambiar
porque la tnica forma en que el valor de la variable cambia es si existe un arco con capacidad
mayor que tmp (linea 71). De lo anterior, tenemos que el método regresa la capacidad mixima
de los arcos de la red (linea 75).

-
=

Lema 3.11 Al terminar de ejecutarse el método constructor AEC, Delta = 28V donde
U = max{c(u,v) : c(u,v) = 0 y (u,v) € A}.

Demostracién:
El valor de Delta es inicializado en la Iinea 7; por el lema 3.10 tenemos que cMaxima tiene
asignado el valor de la capacidad maxima (linea 6). Por lo tanto, Delta = 2198V,
n

Lema 3.12 La A—red residual, Gy(A) correspondiente a unc red G y un flujo f, cuando A =1
es equivalente la red residual Gy corresporuiciic « G y .

Demostraciéon:
Por definicién de red residual tenemos, que en G estdn todos los vértices de G, o sea V,
y solamente estdn los arcos cuya capacidad residual es mayor que cero (¢;(u,v) = 1). Ahora
bien, Gs(1) es igual a la red formada por los vértices de G, y los arcos cuya capacidad residual
es mayor o igual a uno. Por lo tanto, Gy(1) = G;.
=

Lema 3.13 Sean s = ug, Uy, Ug,..., Ui 03 vériices de una trayectoria aumentante del vértice
s al vértice t al terminar de ejecutarse el método actualizaRedResidual en la A—fase de es-
calamiento. Entonces se cumnplen las siguientes propiedades:

1. Para todos los arcos (ui, ui+1), 0 < i < k su capacidad se habrd decrementado y para los
arcos (ui4+1,ui) Se habrd incrementado. Para cualquier otro arco cuyos vértices no estén
en la trayectoria aumentante su capacidad permanecerd igual.

2. En r.redResidual sélo estdn los arcos (u,v) tal que c(u,v) = A.

Demostracién:

Para cada arco (u;, ui41) € trayectoria con 0 < ¢ < k, se decrementa su capacidad (linea
52); ademds, si ¢f(us, ui41) < A lo borramos (linea 56). Para los arcos de la forma (u;+1, 4:)
se tienen dos casos: si el arco ya estaba en la red residual entonces sélo incrementamos la
capacidad residual de éste (linea 58); si no estaba, lo incluimos solamente si cy(uig1, u:) = A
(linea 60). Por lo tanto, actualizamos la capacidad residual tinicamente de los arcos de la
trayectoria y quitamos aquellos cuya capacidad residual sea menor a A.

n

Lema 3.14 Una vez ejecutado el método actualizaRedResidualMayorQueDelta, en r.redResidual
sdlo estdn los arcos cuya capacidad es mayor o igual que Delta.
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Demostracién:
Observemos que en la primera linea en r.redResidual copiamos la red original (linea 26);

después, para cada vértice u de la red (linea 25) se obtiene su lista de adyacencias (linea 27).
Para cada arco (u,v) se tiene uno de los siguientes casos:

e Si ¢;(u, v) = Delta entonces incluimos el arco (u,v) en la red residual.
e Si ¢s(u,v) < Delta, borramos el arco de r.redResidual.

e Si f(u,v) = Delta agregamos el arco (v, u) a r.redResidual con capacidad residual ¢y (v, u) =

f(u,v).

Con estas condiciones aseguramos que r.redResidual inicamente contiene arcos (u,v) tal que
¢y (u, v) = Delta.

Teorema 3.4 Al terminar de ejecutarse el método algoritmoDeEscalamientoDeCapacidad, el
valor de la variable fluyjoMaximo es el valor del flujo mdzimo.

Demostracién:

Demostrar que el método termina se reduce a probar que el ciclo while termina. Por el
lema 3.14 aseguramos que el método actualizaRedResidualMayorQueDelta termina. Ademads, por
3.13 sabemos que el proceso de actualizar la red una vez que ésto se ha incrementado también
finaliza. Y dado que AEC utiliza el mismo método que el algoritmo AFME para encontrar
la trayectoria aumentante, podemos asegurar que ¢l método algoritmoGenericoDeTrayectoriaAu-
mentante también finaliza. Asimismo, una vez que se ha encontrado el flujo maximo en la
A—red residual correspondiente se decrementa el valor de la variable Delta (linea 15). Por lo
anterior, Delta< 1 en un nuimero finito de pasos, dado que Delta es un niimero entero. Por lo
tanto, el método termina.

Ahora solamente nos falta demostrar que regresa el valor del flujo maximo. Por el lema 3.12
tenemos que si Delta = 1 la A—red residual asociada al flujo actual f es igual a 1a red residual
correspondiente a f (G;(1) = Gy). Por lo tanto, en la dltima ejecucién del ciclo, es decir en la
1—fase de escalamiento, la red residual en la que aumentamos el flujo f es Gy. Por lo anterior
y por el lema 3.2 concluimos que el valor que regresa el método algoritmoDeEscalamientoDeCa-
pacidad es el del flujo méximo, dado que AEC hereda los métodos de AFME.

3.4.3 Complejidad de AEC

Antes de demostrar la complejidad del algoritmo probaremos que en una red existen a lomas m
trayectorias simples del vértice origen al vértice destino con flujo distinto de cero. A los flujos
que son trayectorias, en otras palabras, linicamente circulan por una trayectoria aumentante

del vértice origen al vértice destino, les llamamos flujo de trayectoria. La definicién formal es
la siguiente:

Definicién 3.1 Un flujo de trayectoria en una red G, es un flujo f que toma valores distintos
de cero inicamente en algunas trayectorias simples (trayectorias no dirigidas), del vértice s al
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vértice t. En otras palabras, eziste un nimero é y una trayectoria simple P = ug, U1, U2, - . -, U
con ug = s, ux =t tal que

é  si(u,v) € Py es un arco de avance
flu,v) = —6 si(u,v) € P y es un arco de retroceso
0 en cualguier otro caso

Lema 3.15 Cualguier flujo f en una red G = (V, A, ¢, s,t) puede ser expresado como la suma
de a lo mds m flujos de trayectorias en G y un flujo en la red residual cuyo valor es cero, donde
m es el nimero de arcos en G.

Demostraciéon:
Sea f un flujo en G con |f] > 0 (en el caso en que |f]| = 0, el lema se cumple trivialmente).
Definimos ¢/, una nueva funcién de capacidad de la siguiente manera:

¢ (u,v) = max{f(u,v), 0}

y sea G' = (V, A’,c,s,t). Entonces f’ es un flujo en G’ y dado que ¢/(u, v) £ c(u, v) cualquier
flujo en G’ es un flujo en G. Por el teorema 1.1 G’ deberia tener una trayectoria aumentante
del vértice s al vértice ¢; por construccién de G', cualquier arco en la trayectoria estd saturado
por f. Sea p un flujo de trayectoria cuyo valor es la capacidad del arco que juega el papel de
cuello de botella, es decir, el arco (u,v) en la trayectoria aumentante tal que tiene la menor
capacidad. Entonces los flujos p y f — p son flujos en G’, por los lemas 1.3 y 1.4, y al menos un
arco de la trayectoria se satura; por lo tanto, en la red residual correspondiente a este nuevo
flujo ese arco desaparece. Lo anterior nos garantiza que hay un arco menos en la red residual.
Repetimos este proceso con el fluyjo f — p para obtener ¢'(u,v) < (u,v), donde ¢’(u,v) se
define de manera similar a ¢'(u,v), y G" = (V, A”,c",s,t). Observemos que G" tiene menos
arcos que G', ya que al menos un arco fue saturado y por lo tanto eliminado de 1a grifica. Este
procedimiento puede repetirse a lo mds m veces. Por lo tanto, el flujo original f es la suma de
un flujo con valor cero y la suma de los flujos de trayectorias encontradas en cada paso.

]

Lema 3.16 El Algoritmo de Escalamiento de Capacidad realiza O(mlogU) aumentos de flujo.
Demostracién:

Sea f un flujo en la red G y f* el flujo maximo de la misma. Si aplicamos el lema anterior a
la red residual, aseguramos que podemos encontrar 7 o menos trayectorias dirigidas del vértice

origen al vértice destino cuya suma de las capacidades residuales sea | f*| — | f|. Entonces existe
una trayectoria con capacidad al menos J_f_]’%!ﬂ Consideremos una secuencia de 2m aumentos

consecutivos con capacidad méxima cuyo flujo inicial es el flujo f. Cada uno de estos aumentos
incrementa el valor del flujo en al menos '2; unidades, lo cual implica que en 2m aumentos o
menos alcanzaremos el flujo maximo. Observemos que si alguno de estos aumentos incrementa el
flujo en una cantidad menor que '2; unidades de flujo, entonces del flujo inicial f reducimos
la capacidad residual de la trayectoria aumentantes a la mitad, por lo menos. Por lo tanto,
en 2m iteraciones consecutivas el algoritmo establece un flujo méaximo o reduce la capacidad
de la trayectoria aumentante por lo menos a la mitad. Ya que la capacidad residual de una
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trayectoria aumentante es a lo mas 2U y al menos 1, después de mlog U aumentos, el flujo es
maéaximo. La eficiencia de este algoritmo se debe a que realiza 2m aumentos por cada A -fase y
el nimero total de fases que lleva a cabo es O(logU). Por lo tanto, en total realiza O(mlogU)
aumentos. -

A continuacién se presenta una tabla con la complejidad de cada método del algoritmo AEC.

Método Complejidad | Justificacién
actualizaRedResidualMayorQueDelta O(m)

Revisa todos los arcos para
verificar que su capacidad
residual sea mayor o igual
que Deilta. Si alguno de ellos
no cumple esta condicién, es
eliminado en la red residual.
Actualiza la capacidad de
los arcos pertenecientes a la
trayectoria aumentante en-
contrada, y borra aquellos
cuya capacidad residual sea
menor

que Delta.

Revisa todas los arcos para
ver cual de ellos tiene la ca-
pacidad maxima.

actualizaRedResidual O(n)

defineCapacidadMaxima O(m)

Recordemos que el algoritmo AEC esta basado en el algoritmo AFME expuesto en la seccién
anterior, por lo que, la compiejidad del método encuentraTrayectoriaAumentante es la misma y
la complejidad de actualizaRedResidual también es igual a la del método definido en AGTA. Y
ya se demostrd en el teorema anterior que el niimero de aumentos es a 1o més mlog U, entonces

g = mlogU. Sustituyendo los valores en la ecuacién general de AGTA obtenemos el siguiente
teorema.

Teorema 3.5 El Algoritmo de Escalamiento de Capacidad resuelve el problema de flujo mdzimo
etiqguetado en O(m2logU).

Demostracién:

La complejidad del Algoritmo de Escalamiento de Capacidad estd dada por la siguiente
ecuacién:

q
fAEC = finiciatiza + Z(f traTrayectoriagAumentante + O(n))
i=1

mlogU

O(n) + > (O(m) +0O(n))),

i=1

= O(n) + mlogU(O(@m) + O(n)))



3.5 Distancias Etiquetadas 49

Dado las redes cumplen con n < m3, la complejidad de AEC es O(m?logU).

3.5 Distancias Etiquetadas

Una funcién de distancia d : V — Z+U {0} con respecto a la capacidad residual, es una funcién
del conjunto de vértices a los enteros mayores o iguales que cero. Decimos que una funcidn de
distancia es vdlida con respecto a un flujo f si cumple con las siguientes condiciones:

e La distancia del vértice destino es cero, es decir, d(t) =0

e Para cada arco (u,v) en la red residual inducida por el flujo f se cumple que
d(u) < d(v) +1.

Nos referimos a d(u) como la distancia etiquetada del vértice u; en este caso particular, es
la distancia del vértice u al vértice destino ¢.

Ei sigulente resultado nos mnuesira que dicha GistaliClia COrieSponde a Uba Cota lniuila ae
la longitud de la trayectoria mas corta del vértice u al vértice destino. Por ejemplo, para el
vériice ¢ la weyectoria mas coiva & €1 nuismo es de longitud cero, y para 10€0s 108 VEILUICE W pald
los cuales existe una arco (u,t), d(u) = 1.
Lema 3.17 Si las distancias etiquetadas son vdlidas, la distancia etiquetada del vértice u es
una cota minima de la longitud de la trayectoria mds corta del vértice u al vértice t, en la red
residual Gy.
Demostracién:

Sea

DU = Ug, UL, U2y ey Uk—1, Uk = T

una trayectoria del vértice u al vértice destino ¢t. Y sea d la funcién de distancia valida. Como
existen los arcos (u;—1,u;), con 0 < i < k tenemos:

d(ux-1) < d(ux)+1 =1
d(ug-2) < d(uxk1)+1 =2
d(’u.o) < d(u;) +1 =k

Dado que no dimos ninguna restriccién de la trayectoria p, se cumple que para cualquier
u ~- { trayectoria d(u) es menor o igual que la longitud de esta trayectoria.

n
Lema 3.18 Si la distancia etiquetada del vértice s es mayor que el nimero de vértices en G,
entonces la red residual Gy no contiene una trayectoria del vértice s al vértice t.
Demostracién:

Por el lema anterior tenemos que d(s) es una cota minima de la longitud de la trayectoria
m4ds corta del vértice s al vértice t. Ademas, ninguna trayectoria puede tener mas de (n — 1)
arcos. Por lo tanto, si d(s) = n no existe ninguna trayectoria de s a £ en la red residual.

]

3Dado que son grificas 2—conexas, y para los drboles el problema es trivial
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3.6 Arcos y Trayectorias Admisibles

Una vez definido el concepto de funcidn de distancia vdlida podemos dar la definicién de arco
admisible. Un arco (u,v) es admisible si d(v) = d(u) + 1. Ya hemos demostrado que la
distancia de un vértice u» es una cota minima para cualquier u ~»+ ? trayectoria. Podemos
observar que si un arco es admisible entonces dicho arco pertenece a una trayectoria del vértice
u al vértice t. Ademds, una trayectoria que estd formada \inicamente por arcos admisibles.es
llamada trayectoria admisible. Mas adelante demostraremos que dicha trayectoria es de longitud
minima. A continuacién se presenta la definicién formal de arco y trayectoria admaisible.

Definicién 3.2 Un erco (u,v) es admisible si se cumple:

d(u) = d(v) + 1;

en caso contrario, decimos que el arco (u,v) no es admisible.

Definicién 3.3 Una trayectoria del vértice s al uertwe t es admisible si todos los arcos que la
forman son admisibles.

Lema 3.19 Si p es una trayectoria admisible entonces p es una trayectoria de aumento de
longitud minima del vértice s al vértice t.

Demostracién:
Sea

P:S=1Ug, UL, U2y... U1, Ux = L.

Para cada arco (u;_1,u;), 0 < 7 < k, se cumple que ¢;(u;_1,u;) > 0 (por definicién de red
residual, \inicamente estan los arcos que cumplen con esta condicién). De esto podemos concluir
que la trayectoria p es una trayectoria aumentante. Ahora bien, como p es una trayectoria
admisible entonces d(u;—1) = d(u;) + 1. Por lo tanto, d(s) = k y d(s) es una cota minima de
las trayectorias aumentantes del vértice origen al vértice destino. Por lo anterior, concluimos
que p es una trayectoria con longitud minima.

3.7 Algoritmo de Trayectoria Aumentante de Longitud
Minima

El Algoritmo de Trayectoria Aumentante de Longitud Minima (ATALM), presentado en [14], es
una especializacién concreta del Algoritmo Genérico de Trayectoria Aumentante, (AGTA). Por
lo tanto, también incrementa el flujo a través de una trayectoria aumentante, con la peculiaridad
de que dicha trayvectoria es de longitud minima (como su nombre lo indica). Ademds, la
trayectoria aumentante es una trayectoria admisible.

El algoritmo ATALM inicialmente asigna las distancias etiquetadas a cada vértice de la
red, con el fin de construir trayectorias admisibles a los vértices u para los cuales exista dicha
trayectoria. Si en algin punto se ha construido una s ~- ¢ trayectoria admisible se aumenta el
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flujo a través de ella. Y se repite el procedimiento. La manera en la cual el algoritmo construye
las trayectorias es la siguiente: en cada iteracién un vértice u es examinado; a este vértice
le llamamos vértice actual. Cuando un vértice estd siendo examinado se realiza una de las
siguientes operaciones:

e Se hace una operacidén de avance si para el vértice actual existe una arco admisible, esta
operacién consiste en avanzar un arco, es otras palabras, actualizar el vértice actual con el
vértice correspondiente a la segunda componente del arco por el cual estamos avanzando.

s En caso contrario, es decir, que el vértice actual no contenga ningin arco admisible, se
realiza una operacidn de retroceso, la cual consiste en retroceder un arco, reetiquetar el
vértice actual y sustituir el vértice actual con el vértice al cual retrocedemos.

Este iltimo procedimiento se ejecuta mientras que ¢ no sea el vértice actual. Una vez que
llegamos al vértice destino habremos encontrado una trayectoria aumentante del vértice s al
vértice t. Como en el algoritmo AGTA, todo el procedimiento se repite mientras sea posible
encontrar una trayectoria de s a t.

La implementacién del algoritmo se presenta a continuacidn:

Listado 3.7.1 Algoritmo de Trayectoria Aumentante de Longitud Minima
1 public class ATALM extends AGTA{

2 public ATALM(Red r){

3 super(r);

4

5

6 protected boolean encuentraTrayectoriaAumentante (){

7 VerticeEtiquetado s = (VerticeEtiquetado)r.verticeOrigen ();
8 VerticeEtiquetado t = (VerticeEtiquetado)r.verticeDestino ();
9 VerticeEtiquetado i = s;

10 int numeroDeVertices = r.redResidual{). numeroDeVertices():

11 do{

12 Arista a = i.aristaAdmisible ();

13 if( a l= null)

14 i = (VerticeEtiquetado)avanza(i,a);

15 else

16 i = (VerticeEtiquetado)retrocede(i):

17 }while( (i != t) && (s.obtenDistancia() < numeroDeVertices) );
18 iF (i == t){

19 trayectoria = new LinkedList ();:

20 cTrayectoria = 0;

21 construyeTrayectoria();

2 return true;

23

24 else

25 return false;

26 }
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Listado 3.7.1 Algoritmo de Trayectoria Aumentante de Longitud Minima (continuacién)
27 protected void inicializa (){
28 Grafica tmp = r.redlnicial {).inversa ();
29 Vertice tR = r.verticeDestino ():
30 LinkedList vertices = tmp.obtenVertices();
31 LinkedList verticesR = r.redResiduval (). obtenVertices();
32 Vertice t = (Vertice)vertices.get(verticesR.indexOf(tR));
33 BFS bfs = new BFS(tmp,t):
34 bfs . busquedaPorAmplitud ():
35 int i;
36 for( i = O0: i < vertices.size (): i++){
37 VerticeEtiquetado v = (VerticeEtiquetado) vertices.get(i);
38 VerticeEtiquetado vR =
39 (VerticeEtiquetado)verticesR.get(vertices.indexOf(v)):
40 vR.defineDistancia(v.obtenDistancia ()):
41 }
42 }
43
44 protected Vertice retrocede(VerticeEtiquetado v){
45 int d = v.distanciaMinimaDeLosVerticesAdyacentes ();
46 if(d == —1)
47 d = v.obtenDistancia ();
48 v.defineDistancia (d+1);
49 if(v I= r.verticeOrigen{())
50 return ((Vertice)v.obtenPadre ()):
51 else
52 return v;
53 }
54
55 protected Vertice avanza(VerticeEtiquetado u, Arista a){
56 VerticeEtiquetado v = (VerticeEtiquetado)a.obtenVertice ():
57 v.definePadre{u);
58 return v;
59
60 }

3.7.1 Precondiciones y postcondiciones de los métodos de ATALM
Constructor

(public ATALM (Red r))
Valida el estado inicial del algoritmo, asignando un valor inicial a sus atributos.

Precondiciones: La clase debe ser invocada con una red.

Postcondiciones: Deja una representacién de la red que cumple con las mismas condiciones
dadas en AGTA, adema4s de la siguiente: cada vértice tiene una variable para almacenar
la distancia etiquetada que le corresponde; inicialmente dicha distancia es cero.

Preproceso

(protected void inicializa())
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El método asigna las distancias etiquetadas véilidas a cada vértice de la red de flujo.
Precondiciones: Ninguna.
Postcondiciones: Al terminar de ejecutarse el método las distancias de los vértices son
vilidas.
Encuentra una Trayectoria Aumentante

(protected boolean encuentraTrayectoriaAumentante ())

El método construye trayectorias admisibles del vértice s a los vértices u para los cuales sea
posible construir dicha trayectoria; si en algin punto el vértice actual es ¢ el método termina
regresando true. Sien algin punto no es posible realizar ninguna operacién de avance el método
termina y regresa false.

Precondiciones: Ninguna.

Postcondiciones: Si el método regresa true, trayectoria es una trayectoria aumentantie de lon-
gitud minima. Si el método regresa false no existe una tra\ectorla aumentante (trayectona

= null).
Avanza un Arco Admisible

(protected void avanza ())
Si el vértice u tiene un arco admisible (u, v), entonces al terminar de eJecutarse el método
el vértice actual serd v.

Precondiciones: El vértice u tiene un arco admisible (u, v).

Postcondiciones: Al terminar de ejecutarse el método se cumplen las siguientes condiciones,
e padre(v)=1u
e El vértice actual es v.

Retrocede un Arco

(protected Vertice retrocede ())
Si el vértice actual u no tiene ningin arco admisible entonces retrocedemos un arco, es decir,
el vértice actual serd padre(u).

Precondiciones: El vértice actual u no contiene un arco admisible.
Postcondiciones: Al terminar de ejecutarse el método se cumplen las siguientes condiciones:

e La distancia de u se habri incrementado, es decir: sea d(u) la distancias antes de
ejecutar el método y d’(u) la distancia una vez que fue ejecutado el método; entonces
se cumple d(u) < d'(u). Ademads las distancias siguen siendo vilidas.

e El vértice actual es padre(u).
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3.7.2 Correctez de ATALM

Lema 3.20 Una vez que el método inicializa fue ejecutado todos los vértices de la red tienen
distancias etiguetadas vdlidas.

Demostracién:

Dado que el método ejecuta BFS sobre la red inversa, es decir voltea los arcos y el vértice
del que parte es t, el algoritmo siempre encuentra la distancia de la trayectoria m4s corta de
cualquier vértice u en la red al vértice destino ¢t. Para cualquier arco (u,v) se cumple que
d(u) < d(v) + 1. Si el arco estd en la trayectoria mds corta del vértice u a t, la demostracién es
inmediata. El caso interesante es cuando el arco no estd en la trayectoria, en cuyo caso, existe
el arco (u,v’') el cual estd en la trayectoria mds corta del vértice u al vértice t y d(v') < d(v);
en este caso también se cumple la desigualdad porque d(u) = d(v') +1 < d(v) + 1.

-

Lema 3.21 Una vez que el método avanza fue ejecutado las distancias etiquetadas siguen siendo
vdlidas. )

Demostracion:
La demostracién es inmediata. El método nunca redefine la distancia etiquetada de ningin
vértice.
u

Lema 3.22 El método retrocede mantiene las distancias etiquetadas vdiidas después de ser
ejecutado. Mds ain, incrementa la distancia etiquetada del vértice.

Demostracidn:

Este métode modifica la distancia del vértice v (linea 48) y por lo tanto debemos asegurarnos
que esta nueva distancia es vilida. Tenemos que verificar que para todos los arcos en los cuales
v es el primer componente, es decir, para los arcos (v,u) tenemos d(v) < d(u) + 1. Veamos
porque es asi. El método sélo se ejecuta cuando el vértice v no tiene ningin arco admisible
(linea 16); entonces para cualquier arco (v, u) tenemos d(v) < d(u) + 1. Y definimos la nueva
distancia de v, digamos d'(v), como d'(v) = min{d(z) + 1|{(v,u) € A(v) ¥ ¢s(v,u) > 0} (linea
45). De lo cual se sigue que d'(v) < d(u) + 1 para cualquier arco (u,v). Ahora solamente
nos falta probar d’'(v) es valida para los arcos donde v es el segundo componente (esto es
(u,v)). Por hipétesis tenemos que las distancias eran vilidas al entrar al método, y por lo
tanto d(u) < d(v) +1 < d'(v). De lo anterior concluimos que una vez que el método retrocede
es ejecutado las distancias siguen siendo validas.

-

Lema 3.23 Elmétodo encuentraTrayectoriaAumentante preserva las distancias etiquetadas vdlidas.

Demostracién:

Dado que los métodos avanza y retrocede conservan las distancias etiquetadas validas, y
el método construyeTrayectoria no modifica las distancias de los vértices, el método encuentra-
TrayectoriaAumentante preserva las distancias etiquetadas validas.
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Lema 3.24 El método actualizaRedResidual mantiene las distancias etiquetadas vdlidas después
de ser ejecutado.

Demostracion:
Este método no modifica las distancias de los vértices pero crea nuevos arcos: si aumentamos
4 unidades de flujo a través de un arco (u, v), entonces se crea el arco (v, u) en caso que no exista,
que es justamente el caso que nos interesa, dado que si el arco ya existia por hip6tesis tenemos
que las distancias son vilidas. Entonces, un aumento de flujo en el arco (u,?) crea un nuevo
arco (v, u) tal que ¢;(v, u) > 0 y se cumple d(v) < d(u) +1. Como hubo un aumento de flujo a
través del arco (u,v) entonces éste era un arco admisible, lo que significa que d(u) = d(v) + 1.
Por lo tanto, se cumple la desigualdad d(v) < d(u) + 1.
-

Lema 3.25 Al terminar de ejecutar el método encuentraTrayectoriaAumentante éste regresa
false solamente si no existe una trayectoria admisible del vértice origen al vértice destino en la
red residual inducida por G y el flujo actual f.

Demostracién:

El método regresa false solamente cuando d(s) > n (linea 25), dado que el ciclo do ... while
tnicamente termina cuando hemos llegado hasta el vértice ¢ o no se cumple que d(s) < n (linea
17). Y en el primero de los casos el algoritmo regresa true (lineas 18-22). Ahora bien, por el
lema 3.18 garantizamos que no existe una trayectoria aumentante en la red residual G;.

]

Lema 3.26 Al terminar de ejecutar el método encuentraTrayectoriaAumentante éste regresa
Verdadero solamente si eziste una irayectoria admisible del vértice origen al vértice destino.
Ademds, trayectoria almacena dicha trayectoria.

Demostracién:

Observemos que el método Unicamente regresa true si el vértice actual es igual a %, en
cuyo caso t tiene asignado un padre que es el vértice desde el cual se descubrié. Lo mismo
se sigue para el vértice padre(t): si se revisaron sus arcos adyacentes antes debié de habérsele
asignado un vértice padre. Y asi sucesivamente hasta llegar al vértice s que es el vértice del
cual partimos. Dado que si se cumple la condicién i = t, es decir, el vértice actual es el vértice
destino se cumple: padre(t), padre(padre(t)). ..., padre(...padre(t)...) 7 null, entonces, una vez
ejecutado el método construyeTrayectoria (linea 21) el lema 3.4 nos garantiza que trayectoria es
una trayectoria aumentante.

L]

Teorema 3.6 El Algoritmo de Trayectoria Aumentante de Longitud Minima ATALM encuen-
tra un flujo mdrimo.

Demostracién:

El algoritmo sélo termina si el método encuentraTrayectoriaAumentante regresa falso. Por el
lema 3.25 garantizamos que no existe una trayectoria aumentante del vértice s ‘al vértice t. Y
el teorema 1.1 nos garantiza que el flujo encontrado hasta el momento es un flujo méaximo.

=
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3.7.3 Complejidad de ATALM

Los siguientes resultados serdn de gran utilidad en la demostracién de la complejida de algoritmo
ATALM.

Lema 3.27 Suponiendo que el algoritmo ATALM reetiqueta un vértice v a lo mds k veces,
entonces el tiempo total que tarda en encontrar los arcos admisibles y reetiquetar todos los
vértices es O(km).

Demostracion:

Recordemos que cada vértice u tiene asignada una lista de adyacencias, denotada por Ad(u),
entonces el algoritmo busca en la lista de adyacencias un arco admisible revisando uno por uno
en el orden en que estin en Ad(u); en el peor de los casos encuentra el arco al final de la
lista, lo cual nos toma |Ad(u)] pasos. En el caso que la lista de adyacencias del vértice « no
contenga ningun vértice, se hard una operacién de retroceso y dicho vértice serd reetiquetado;
esta operacién también se lleva |Ad(u)| pasos, dado que tiene que revisar todos los arcos para
obtener la distancia minima de los arcos adyacentes. Por lo tanto, si un vértice es reetiquetado a
lo mas k veces el algoritmo tarda O(k 3_ ., [Ad(u)]) en reetiquetar todos los vértice y encontrar
los arcos admisibles. De lo anterior concluimos, el tiempo total que nos lleva encontrar los arcos
admisibles y reetiquetar los vértices es O(km).

]

Lema 3.28 Entre dos saturaciones consecutivas del arco (u,v) las distancias de los vértices
pertenecientes a dicho arco se incrementan por lo menos en dos unidades, es decir, si d es la
funcion de distancia antes de realizar las saturaciones y d' es la funcidn de distancia después
de dichas saturaciones, podemos asegurar gue:

du)=2du)+2 y d@) =dw)+2

Demostracién:
Supongamos que un incremento del flujo satura el arco (u,v), esto significa que el arco era
admisible y por lo tanto se cumplia:
d(u) =d(v)+1
Dado que cy(u,v) = 0, necesitamos enviar flujo del vértice v al vértice u para que (u,v)
tenga capacidad residual mayor a cero y pueda ser saturado nuevamente. Sea d'(u) y d'(v) las
distancias de los vértices una vez que fue saturado el arco (u, v) la primera vez, debe cumplirse:
d'(v) =d'(u) +1
Ya que utilizamos el arco (v, u) para enviar flujo dicho arco debe ser admisible. Si saturamos
nuevamente el arco (u,v) también debe cumplirse:
d’(u) = d"(v) +1

donde d"(u) y d”(v), son las distancias de u y v respectivamente una vez que se incrementé el
flujo utilizando la arista (v, u).
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Por el lema 3.22 y lo anterior podemos concluir:

d’'(u) =d"(v)+1
> d'(v)+1
=(d'(u)+1)+1
> d(u)+2
Para el vértice v se demuestra de manera andloga.
-

Lema 3.29 Si el algoritmmo ATALM reetiqueta cualguier vértice a lo mds k veces entonces el
km

algoritmo realiza a lo mds ¥ saturaciones de arcos.
Demostracién:

Por hipétesis tenemos que un vértice es reetiquetado a lo més k veces; ademais por el lema
anterior tenemos que después de dos saturaciones consecutivas de un arco las distancias de los
vértices correspondientes se incrementan en dos unidades; entonces un arco puede ser saturado
a lo més £ veces. Por lo tanto, el niimero total de saturaciones es a lo mas 2.

-

Lema 3.30 El algoritmo ATALM incrementa distancia de un vértice a lo mds n veces. Con-
secuentemente, el numero total de reetiquetamientos de los vértices es a lo mds n?.

Demostracién:

Por el lema 3.22 sabemos que después de que el método retrocede fue ejecutado, la distancia
del vértice u se ve incrementada por lo menos en una unidad. Supongamos que dicho vértice es
reetiquetado n veces; después de esto el vértice no se vuelve a reetiquetar porque d(u) < d(s) <
n. Por lo tanto, el algoritmo reetiqueta un vértice a lo mds n veces y el total de operaciones
de reetiquetamiento (retroceso) es a lo més n2.

-

Corolario 3.2 El nimero total de operaciones de aumento es menor o igual ¢ %

Demostracién:
Por el lema 3.29 y el lema anterior tenemos que el nimero total de saturaciones es Z2. Y
dado que cada aumento de flujo reduce la capacidad residual de por lo menos un arco a cero,

es decir, lo satura, el nimero total de aumentos es a lo mds &,

L]
Corolario 3.3 El tiempo que lleva encontrar todos los arcos admisibles es O(nm).
Demostracién:
La demostracién es inmediata de los lemas 3.27 y 3.30.
]

La siguiente tabla nos muestra la complejidad de cada uno de los métodos definidos en
ATALM.
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Método Complejidad| Justificacidén

avanza 0Q) Solamente tiene que actuali-
zar el vértice actual.

retrocede O(1) Unicamente reetiqueta la dis-
tancia del vértice u.

inicializa O(m + n) Es la complejidad de BFS
mis el nimero de vértices.

encuentraTrayectoriaAumentante O(n) Revisa los wvértices para

realizar una operacién de
avance.

Teorema 3.7 El orden del algoritmo ATALM es O(n®*m).

Demostracién:

El tiempo total que lleva encontrar los arcos admisibles y reetiquetar los vértices es O(nm).
El nimero de aumentos es a lo mds O(nm). Y dado que cada aumento requicre O(n), el tiempo
total que se llevan todos los aumentos es O(n?m). Por otro lado, el niimero total de operaciones
de retroceso es a lo mds O(n?). Ahora bien, cada operacién de retroceso elimina un arco de la
trevecisria parcial que se construye, mientras que cada operacidn de avauce agrega Ul arco a
ésta. Como cualquier trayectoria aumentante del vértice s al vértice ¢t no puede ser mayor que
n—1, entonces el nimero total de avances es O(n?-+n?m), donde el primer término corresponde
al nimero total de retrocesos y el segundo al nimero de aumentos. Por lo tanto, la complejidad
del algoritmo es O(n?m).

Observemos que sucede con nuestra ecuacién general. Dado que el nimero de aumentos es
a lo mds nm, el valor de g = nm.

q
fararm = finiciatiza + Z(f traTrayectoriaA + O(n))

i=1

fi

O(m +n) + :V_"‘,(O(n) +0(n))
=1
= O(m -+ n) + mn(O(n) + O(n)))

Como las redes 2—conexas * n < m , fararm = O(n’m).

3.8 Algoritmo Dinic

El Algoritmo Dinic (ADinic) [11], es un algoritmo que extiende a AGTA, por lo que, también re-
suelve el problema de flujo miximo incrementando el flujo a través de trayectorias aumentantes.
Este algoritmo construye una red de capas a partir de las distancias etiquetadas. Intuitivamente,
una red de capas es una grédfica dirigida formada por las trayectorias mds cortas del vértice
origen a cada uno de los vértices v € V. Formalmente

4Nuevamente, para el caso en que la grafica correspondiente a 1a red sea un drbol el problema es trivial.
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Definicién 3.4 Definimos una red de capas V con respecto a un flujo dado f de la siguiente
manera: une vez determinadas las distancias etiguetadas d en Gy, la red de capas consiste de
aguellos arcos (u,v) en Gy que satisfacen la condicién d(u) = d(v) + 1. Ademds el conjunto
de vértices es particionado en clases V,, Vi, ..., V. El conjunto Vi contiene a todos los vértices
cuya distancia etiquetada es igual a k; ademds, para cada arco (u,v) en la red de capas, u € Vi
y v € Vi_1 para alguna k.

Como ya mencionamos, el algoritmo ADinic construye una red de capas y aumenta el
flujo en la misma mientras exista una trayectoria aumentante en ésta. Cuando la red de
capas no contiene ninguna trayectoria aumentante se establece un flujo blogqueado. Después de
establecerse dicho flujo se recalculan las distancias etiquetadas para volver a construir una nueva
red de capas y repetir el mismo procedimiento. El algoritmo termina cuando en una red de
capas recién construida no es posible encontrar una trayectoria aumentante. Cada construccién
de una red de capas se le conoce como una fase. _

El algoritmo ADinic es semejante a ATALM ya que también construye trayectorias ad-

misibles del vértice s a los vértices u para los cuales exista dicha trayectoria. Pero tiene las
siguientes diferencias:

1. En la operacién de retroceso no cambiamos la distancia etiquetada del vértice u, sélo
marcamos al vértice como bloqueado. Una vez que un vértice ha sido bloqueado garan-
tizamos que éste no tiene una trayectoria admisible al vértice ¢, esto es, no existe una
u ~+ t trayectoria en la red de capas actual.

2. Definimos un arco (u,v) admisible si d(u) = d(v) + 1, ¢s(u,v) > 0 y el vértice v estd
bloqueado.

3. Cuando el vértice s ha sido bloqueado, volvemos a calcular las distancias etiquetadas de
todos los vértices.

Observemos que el tamaiio de la trayectoria m4s corta es d(s) y esta distancia se incrementa

cada vez que establecemos un flujo bloqueado y formamos una nueva red de capas correspon-
diente al flujo actual.

El siguiente lema formaliza este resultado.

Lema 3.31

a). Sea p una trayectoria aumentante de longitud minima en G, sea G' la grdfica residual

obtenida al aumentar el flujo a través de p, y sea g una trayectoria aumentante de longitud
minima en G'. Entonces |q| > |p|.

b). Podemos aumentar el flujo a través de trayectorias aumentantes de la misma longitud a
lo mds m veces.

Demostracién:
Sea p cualquier trayectoria de s a t en la red de capas a través de la cual incrementamos

el flujo. Dado que ¢, es la minima capacidad de los arcos que la forman, al menos un arco es
saturado y desaparecerd de la red residual. Ahora bien, a 1o mads son afiadidos a la red residual
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|p| arcos, los cuales son arcos de retroceso y no pueden contribuir para que exista una trayectoria
mas corta de s a t mientras ¢t sea alcanzable desde s en la red de capas. Este procedimiento
se repite mientras sea posible encontrar una trayectoria aumentante en la red de capas, lo cual
es posible hacer a lo méas m veces dado que en cada aumento desaparecen los arcos de p con
capacidad minima, y hay al menos uno de éstos. Una vez que ¢ ya no es alcanzable desde s en
la red de capas, cualquier otra trayectoria deberia usar los arcos de retroceso o los arcos que
no estaban en la red de capas, en cuyo caso la longitud de esta trayectoria se incrementa.

La implementacién del algoritmo se presenta a continuacién:

Listado 3.8.1 Algoritmo Dinic
1 public class ADINIC extends AGTA{

2 public ADINIC(Red r){

3 super(r);

4

5

2 yiliewensd  5COTLEA L LZeliiti [ L - S

7 VerticeEtiquetado s = (VerticeEtiquetado)r.verticeOrigen();
8 VerticeEtiquetado t = (VerticeEtiquetado)r.verticeDestino ():
9 VerticeEtiquetado i = s;

10 int numeroDeVertices = r.redResidual (). numeroDeVertices():
11 do{

12 Arista a = i.aristaAdmisible ():

13 if(a !'= null)

14 i = (VerticeEtiquetado)avanza(i,a);

15 else

16 i = (VerticeEtiquetado)retrocede(i);

17 if(i == s && s.estaEtiquetado ()){

18 inicializa (); .

19 s = (VerticeEtiquetado)r.verticeOrigen();

20 t = (VerticeEtiquetado)r.verticeDestino ();

21 i=s;

22 }

23

24 }while{{i !'= t) && (s.obtenDistancia() < numeroDeVertices));
25 if(i == {

26 trayectoria = new LinkedList ();

27 cTrayectoria = 0;

28 construyeTrayectoria();

29 return true;

30

31 else

32 return false;

33 }

34

35 public void inicializa (){

36 creaRedResidual ();

37 Grafica tmp =r.redlinicial (). inversa ();

38 Vertice tR = r.verticeDestino ();

39 LinkedlList vertices = tmp.obtenVertices():

40 LinkedList verticesR = r.redResidual().obtenVertices():
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Listado 3.8.1 Algoritmo Dinic (continuacién)
41 Vertice t = (Vertice)vertices .get(verticesR.indexOf(tR)):
42 BFS bfs = new BFS(tmp,t):

43 bfs . busquedaPorAmplitud ():

44 int i

45 for( i = 0; i < vertices.size (); i++){

46 VerticeEtiquetado v =

47 (VerticeEtiquetado)vertices.get(i);

48 VerticeEtiquetado vR =

49 (VerticeEtiquetado)verticesR.get(vertices.indexOf(v)):
50 vR.defineDistancia(v.obtenDistancia ()):

51 vR.desetiqueta ():

52 vR.definePadre(null);

53

54 VerticeEtiquetado s = (VerticeEtiquetado)r.verticeOrigen();
55 if(s.obtenDistancia() == -1)

56 s.defineDistancia (vertices.size ()):

57 creaRedDeCapas():

58 }

39

GO public void creaRedResidual () {

61 r.copiaRedlinicialEnRedResidual ();

62 LinkedList vertices = r.redResidual().obtenVertices():

63 int i;

64

65 for(i = 0: i < vertices.size (): i++){

66 VerticeEtiquetado u = (VerticeEtiquetado)vertices.get(i);
67 LinkedlList ady = u.obtenAdyacencias();

68 int j;

69 for(j = 0: j < ady.size(): j++){

70 Arista aristaUV = (Arista)ady.get(j):

71 int capacidad = aristaUV .obtenCapacidad ();

72 int flujo = aristaUV.obtenFlujo ():

73 VerticeEtiquetado v =

74 ( VerticeEtiquetado)aristaUV .obtenVertice {);
75 if( (capacidad — fiujo) <= 0 ){

76 u.desconectaDe(v};

77 j——

78

79 }else

80 aristaUV .defineCapacidad(capacidad — flujo);
81 if(flujo > 0)

82 v.conectaCon(u, flujo);

83 }

84 }

85 }

86

87 public void creaRedDeCapas () {

88 LinkedList vertices = r.redResidual().obtenVertices();

89

90 int i

91 for(i = 0; i < vertices.size();: i++ ){

92 VerticeEtiquetado u = (VerticeEtiquetado) vertices . get(i);

a3 tinkedList ady = u.obtenAdyacencias();
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Listado 3.8.1 Algoritmo Dinic

(continuacién)
94 int j;
95 for(j = 0: j < ady.size(): j++ ){
96 Arista aristaUV = (Arista)ady.get(j):
97 VerticeEtiquetado v =
98 (VerticeEtiquetado)aristaUV .obtenVertice ():
99 if(u.obtenDistancia() != (v.obtenDistancia()+1) )
100 u.desconectaDe(v);
101 }
102 }
103 }
104
105 public Vertice retrocede(VerticeEtiquetado v){
106 v.etiqueta ();
107 if(v !'= r.verticeOrigen()})
108 return ((Vertice)v.obtenPadre()):
109 else
110 return v
POy j
112
ARK) nehtic Vo-eloe porese Vo ratorn ety ite 0 Mtitg 2]
114 VerticeEtiquetado v = (VerticeEtiquetado)a.obtenVertice();
115 v.definePadre(u):
116 return v;
117
118 }

3.8.1 Precondiciones y postcondiciones de los métodos de ADinic
Constructor

(public ADinic (Red r))
Valida el estado inicial del algoritmo, asignando un valor inicial a sus atributos.

Precondiciones: La clase debe ser invocada con una red.

Postcondiciones: Deja una representacién de la red que cumple con las mismas condiciones
dadas en AGTA, ademds de las siguientes:

e Cada vértice tiene una variable para almacenar la distancia etiquetada que le co-
rresponde; inicialmente dicha distancia es cero.

e Cada vértice tiene asociada una variable booleana que indica si el vértice est4 blo-
queado o no.

Crea Red Residual

(private void creaRedResidual ()) El método construye la red residual r.redResidual a partir de
la red original y el flujo actual.

Precondiciones: El vértice s ha sido bloqueado.
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Postcondiciones: Si el arco (u,v) € r.redResidual entonces se cumple una y sélo una de las
siguientes condiciones:

o (u,v) € redOriginal y c(u,v) — f(u,v) >0
e (v,u) € redOriginal y f(v,u) >0

Crea Red de Capas

(private void creaRedDeCapas ()) El método actualiza la red residual r.redResidual dejando
unicamente los arcos que son admisibles.

Precondiciones: Estdn definidas las distancias etiquetadas de los vértices.
Postcondiciones: Si el arco (u,v) € r.redResidual entonces se cumple:

d(u) =d(v)+1

Encuentra una Trayectoria Aumentante

(protected boolean encuentrairayectoriaAumentante ())

El método construye trayectorias admisibles del vértice s a los vértices u para las cuales
sea posible construir dicha trayectoria; si en algin momento no es posible avanzar desde el
vértice actual, éste se bloquea, indicando con ello que no existe una trayectoria admisible de
este vértice al vértice destino. Cuando el vértice s ha sido bloqueado se vuelve a asignar las
distancias etiquetas a los vértices. El método regresa true en el momento en que el vértice
actual sea ¢, y regresa false una vez d(s) = n lo cual implica que no existe una trayectoria de
sat.

Precondiciones: Ninguna.

Postcondiciones: Si el método regresa true, trayectoria es una trayectoria aumentante de lon-
gitud minima. Si el método regresa false, no existe una trayectoria aumentante (trayectoria
= null).

Avanza un Arco Admisible

(protected void avanza ())
Si el vértice u tiene un arco admisible (u, v), entonces, al terminar de ejecutarse el método,
el vértice actual serd v.

Precondiciones: El vértice u tiene un arco admisible (u, v).
Postcondiciones: Al terminar de cjecutarse el método se cumplen las siguientes condiciones.

» padre(v) = u.

e El vértice actual es v.
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Retrocede un Arco

(protected Vertice retrocede ())
Si el vértice actual u no tiene ningiin arco admisible entonces retrocedemos un arco, es decir,
el vértice actual serd padre(u).

Precondiciones: El vértice actual u no contiene un arco admisible.
Postcondiciones: Al terminar de ejecutarse el método se cumplen las siguientes condiciones:

e El vértice u es etiquetado, es decir, bloqueado.

e El vértice actual es padre(u).

Preproceso

(protected void inicializa())
El método asigna lus distan-ias etiquetadas vdlidas a cada vértice de la red y la red residual
r.redResidual es una red de capas.

Precondiciones: Ninguna.

Postcondiciones: Al terminar de ejecutarse el método las distancias de los vértices son
validas. Ademads, r.redResidual es una red de capas.

3.8.2 Correctez de ADinic

Lema 3.32 El método creaRedResidual() construye la red residual r.redResidual a partir de la
red original y el flujo actual, donde el conjunto de arcos estd formado por todos los arcos (u,v)
tales gque:

e (u,v) € redOriginal y c(u,v) — f(u,v) > 0 y ¢s(u,v) = c(u,v) — f(u,v), o bien
e (v,u) € redOriginal y f(v,u) >0 y ¢cs(u,v) = 0.
e Unicamente se debe cumplir una de las condiciones anteriores.

Demostracién:

Lo primero que hace el método es copiar la red original en la red residual; después revisa
la lista de adyacencias de todos los vértices (lineas 66-70) para definir la capacidad residual
de ellos. Si algin arco (u,v) cumple con c(u,v) — f(u,v) < 0 lo elimina (lfneas 76-77); en
caso contrario actualiza su capacidad en la red residual ¢;(u, v) = c(u,v) — f(u, v) (inea 80).
Ademas, crea los arcos (u, v) si el arco (v, u) € r.redOriginal y f(v,u) > 0 con ¢p(u,v) = f(v,u)
(lineas 81 y 82). El método solamente realiza lo anterior.

-

Lema 3.33 El método creaRedDeCapas() actualiza la red residual r.redResidual dejando tnica-
mente los arcos gque son admisibles.
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Demostracién:

El método revisa la lista de adyacencias de todos los vértices de r.redResidual (lineas 91-95),
y elimina los arcos (u,v) para los cuales no se cumple d(u) = d(v) + 1 (lineas 99 y 100 ), es
decir, elimina todos los arcos que no son admisibles.

Lema 3.34 Si el vértice actual u no tiene ningin arco admisible entonces retrocedemos un
arco, es decir, el vértice actual serd padre(u).

Demostracién:

El tnico momento en el que el método se llama es cuando el vértice actual u no tiene un
arco admisible (linea 16), y el método.tinicamente regresar el vértice (padre(u)) (linea 108)
siempre y cuando el vértice actual no sea s (linea 107); este vértice es el asignado al vértice
actual (linea 16).

Lema 3.35 Si el vértice u tiene un arco admisible (u,v), entonces, al terminar de ejecutarse
el método, el vértice actual serd v.

Demostracién:

El método sélo se ejecuta si el vértice actual tiene un arco admisible a = (u,v) (lineas 13
y 14) y lo dnico que hace es regresar el valor del vértice v (linea 116) una vez que establecié
padre(v) = u (linea 115).

Lema 3.36 En cada fase del algoritmo, es decir, cada vez que se forma una red de capas, d(s)
es estrictamente incrementada.

Demostracién:

Por el lema 3.31 tenemos que después de aumentar el flujo a través de una trayectoria p
cualquier trayectoria aumentante en la red residual, inducida por p, tiene longitud al menos
|p|. Ahora bien, el inico momento en el cual las distancias son asignadas es en el método
inicializa (linea 56) y éste unicamente se ejecuta cuando no existe una trayectoria aumentante
del vértice origen al vértice destino en la red de capas actual, que es lo mismo que decir que s esté
bloqueado (lineas 17-18). Entonces, se actualiza la red residual y se reetiquetan las distancias de
los vértices de la misma para obtener la nueva red de capas. Por lo tanto, cualquier trayectoria
en esta nueva red debe tener longitud mayor a las anteriores. Dado que d(s) es la longitud de
la trayectoria més corta en la red, podemos concluir que d(s) se incrementa después de cada
fase.

]
Corolario 3.4 FEl! algoritmo ADinic ejecuta a lo mds n fases.

Demostracién:
La demostracién es directa del lema anterior, dado que en cada fase la distancia de s es
incrementada por lo menos una unidad y la condicién del algoritmo para continuar iterando
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es que exista una trayectoria aumentante del vértice origen al vértice destino; en este caso, es

equivalente a decir que d(s) < n. Entonces, podemos concluir que el algoritmo realiza a lo mds
n fases.

Teorema 3.8 FEl algoritmo ADinic encuentra un flujo mdzimo.

Demostracién:

Por el lema 3.36 y el corolario anterior podemos ver que que en la dltima fase la distancia
de d(s) = n. Y por lema 3.18 sabemos que no existe una trayectoria aumentante del vértice s
al vértice t en la red residual. Por lo tanto, el flujo encontrado es un flujo maximo.

3.8.3 Complejidad de ADinic

Los siguientes resultados serdn de gran utilidad en la demostracién de la complejida del algo-
Cito sdaboa,

=
Lema 3.37 El numero total de llamadas al método avanza en cada fase es O(mn).

Demostracién:

Podemos hacer a lo mads 2mn avances en cada fase, porque podemos realizar a lo mas n
avances por cada aumento o retroceso, y existen a lo mds m aumentos y m retrocesos. Dado
que el método se ejecuta en tiempo constante, el tiempo total que toma realizar todas las
operaciones de avance es O(mn).

[ ]

Lema 3.38 El tiempo total que toma realizar todas las operaciones de retroceso durante una
fase es O(m + n).

Demostracién:

Existen a lo mds n retrocesos por cada fase, porque al menos un vértice es eliminado en
cada retroceso. Dado que el tiempo que me lleva retroceder es constante, s6lo nos fijamos en

los arcos que se pueden borrar, que a lo mds son m. Por lo tanto, el tiempo total que lleva
hacer todos los retrocesos es O(m -+ n).

[ ]
Lema 3.39 FEl tiernpo total que me lleva realizar los aumentos de flujo en una fase es O(mn).

Demostracién:

Hay a lo mads m aumentos en cada fase, porque un arco es borrado en cada aumento.
Cada aumento toma O(n), dado que se tienen que actualizar las capacidades de los arcos de la
trayectoria aumentante. De lo anterior, podemos concluir que el tiempo total que se requiere
para realizar todos los incrementos de fiujo en una fase es O(mn).

]
La siguiente tabla nos muestra la complejidad de cada uno de los métodos de ADinic.
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Método Complejidad| Justificacién

avanza o) Solamente tiene que redefinir
el vértice actual.

retrocede o(1) Unicamente reetiqueta la dis-
tancia del vértice u.

inicializa O(m + n) Es la complejidad de BFS
mds el nimero de vértices.

creaRedResidual Oo(m) Revisa todos los arcos, para

ver cuales tienen capacidad
residual o flujo mayor a cero.

creaRedDeCapas O(m) Revisa todos los arcos, para
eliminar las que no son ad-
misibles.

encuentraTrayectoriaAumentante O(n) Revisa los vértices para

reclizur una operacidn de
avance, y a lo mas son n.

Teorema 3.9 La complejidad de ADinic es O(n?m).

Demostracién:

Dado que cada fase requiere O(mn) para incrementar el flujo durante esa fase y el mimero
de fases es a 1o m4s n, la complejidad de ADinic es O(n?m).

Observemos que sucede con nuestra ecuacién general. Como que el niimero de aumentos es
a lo mds nm, el valor de ¢ = nm.

9
fADinic = finiciatiza + O _(J. traT iaa +0(n))

i=1

= O(n+m)+ Y _(O(n)+ O(n))

= O(n+ m) +mn(O(n) + O(n))

Como las gréficas asociadas a una red son conexas n < m , fapinic = O(n?m).
-]
Con esto damos por terminado el capitulo correspondiente a los algoritmos concretos del
Algoritmo Genérico de Flujo Maximo basados en la idea de aumentar el flujo a través de
trayectorias aumentantes. ’
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Capitulo 4

Algoritmos de Preflujo

En el capitulo anterior se mencionan tres diferentes formas por medio de las cuales se puede
reducir la complejidad de los algoritmos de flujo mdximo. Las dos primeras se estudiaron en
el mismo; recordemos que éstas consistian en encontrar travectorias aumentantes del vértice s
al vértice t con capacidad lo “suficientemente grande” y la idea de la segunda es enviar flujo
a través de trayectorias de longitud minima. Por lo tanto, tinicamente nos falta explicar en
qué consiste el tercer método; la idea bdsica de este método es enviar la mayor cantidad de
flujo posible del vértice origen al vértice destino empujdndolo por cada una de las aristas de
forma individual. Observemos que cuando incrementamos el flujo a través de una trayectoria
aumentante lo que realmente estamos haciendo es empujar flujo a través de cada uno de los
arcos que pertenecen a dicha trayectoria, y esto lo repetimos con cada una de las trayectorias
aumentantes. Los algoritmos que presentaremos en este capitulo resuelven el problema de flujo
méaximo empujando flujo a través de los arcos de manera individual, de tal forma, desde el
principio enviamos todo el flujo que sea posible por los arcos de la forma (s, v) intentando que
la mayor cantidad de flujo que enviamos no sea regresada al vértice origen y llegue al vértice
destino. Una vez enviadas la mayor cantidad de flujo a los vértices adyacentes al vértice s, éstos
envian todo el flujo posible a través de los arcos que son adyacentes a ellos {esto es, (v,v')), ¥
asi sucesivamente, hasta que la mayor cantidad de flujo llega el vértice destino. La cantidad de
flujo que no pueda ser enviada desde un vértice v hasta el destino es regresada al origen.

Observemos que en este método se permite que un vértice u reciba més flujo del que envia; a
esta cantidad la llamaremos el ezceso de u. Por lo tanto, no se satisface la conservacién del flujo
en cada paso intermedio, pero como todo el flujo que no puede ser enviado al vértice destino
se regresa al origen, al final del algoritmo dicha condicién siempre se cumple. Al hecho de
enviar flujo a través de arcos de manera individual le llamamos prefiujo, y la definicién formal
se presenta a continuacién:

Definicién 4.1 Un preflujo es una funcion f : A — R gue satisface las siguientes condiciones:

1. Restriccién de la capacidad: El flujo de una arco (u,v) € A nunca debe ezceder su
capacidad:
V(u,v) € A f(u,v) < c(u,v)

2. Para cualquier vérticeu € V — {s,t} se cumple:

S rwu) -5 flu,v) 20

veEV veV
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Dado un preflujo f, definimos el exceso de cada vértice u como el flujo que es enviado al
vértice u y que éste no envia. Formalmente tenemos:

Definicién 4.2 El exceso de flujo de un vértice u, denotado por e(u), se define como:

e(w) = flv,u) = > fu,v)

vev vevV

En un preflujo el exceso de todos los vértices u € V — {5, t} es un nimero entero no negativo
(e(u) > 0). Dado que ningun arco tiene como segundo componente al vértice ¢, el exceso del
flujo de t es mayor que cero. Por lo tanto, el vértice s es el inico vértice que tiene exceso
negativo.

Decimos que un vértice u estd activo si e(u) > 0

4.1 Algoritmo Genérico de Preflujo

El Algoritmo Genérico de Preflujo (AGP) [19], se relaja la ley de conservacién de flujo y se
permite que en iteraciones intermedias se “viole”, pero al final de la ejecucién todos los vértices
v € V — {s,1} deben sc:isfacerla. Mientras un vértice no cumple con la ley de la conservacién
de flujo se etiqueta como activo. La idea principal del algoritmo es encontrar un vértice activo
y deshacerse del exceso empujando el flujo a través de los arcos adyacentes a éste; en otras
palabras, trata de eliminar el exceso envidndolo a sus vértices vecinos. La idea que sigue para
encontrar el flujo maximo es la siguiente: sea u un vértice activo; como el objetivo es enviar el
flujo al vértice ¢, entonces z empuja el exceso de flujo a través de un arco (u,v) tal que v sea
el vértice mds cercano a t, lo cual es equivalente a enviar el flujo a través de un arco admisible.
Si el vértice activo que estamos considerando no tiene ningin arco admisible, incrementamos
su distancia etiquetada hasta que tengamos al menos uno. El algoritmo termina cuando la red
residual no contiene ningin vértice activo.

Observemos que un empuje de & unidades de flujo de un vértice activo u a un vértice v
decrementa el exceso del vértice u y la capacidad residual del arco (u,v) en § unidades, e
incrementa el exceso del vértice v y la capacidad residual del arco (v,u) en é unidades. De lo
anterior tenemos la siguiente definicién:

Definicién 4.3 Decimos que un empuje de flujo es saturado si las unidades de flujo que se
envian son igual a la capacidad residual del arco; en caso contrario decimos gue es no saturado.

Observemos que un empuje no saturado al vértice u reduce el exceso de flujo a cero, mientras
que un empuje saturado no logra deshacerse de todo el exceso del vértice activo.

El algoritmo AGP realiza las siguientes tareas: lo primero que hace es enviar flujo a los
vértices adyacentes a s y definir d(s) = n. Por lo tanto, para cualquier vértice u adyacente a
s se cumple e(u) > 0 garantizando que existe al menos un vértice con exceso positivo, de lo
contrario no habria ningin arco adyacente a s. Después, empuja flujo desde un vértice activo
u a un vértice v para el cual existe un arco admisible (u,v) en la red residual, y repite este
procedimiento mientras exista un vértice activo u distinto de s y t. Cuando ya no hay ningin
vértice activo podemos asegurar que el preflujo actual es un flujo, dado que para cualquier
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vértice excepto s y t se cumple la conservacidn de flujo, y también garantizamos que no existe
ninguna trayectoria aumentante desde el vértice s al vértice ¢, ya que d(s) > n —el algoritmo
nunca decrementa las distancias y en un principio se definié d(s) = n. Por lo tanto, el algoritmo
encuentra un flujo maximo.

Antes de presentar la implementacién del Algoritmo Genérico de Preflujo, ilustraremos su
funcionamiento con el siguiente ejemplo.

(@)

e=0,d=2 =0.d=0

Figura 4.1: Ejemplo del funcionamiento de AGP
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Revisemos la figura 4.1. La red inicial se muestra en la figura (a); en la figura (b) se muestra
el preflujo determinado por el preproceso, es decir, después de enviar flujo a través de los arcos
admisibles adyacentes a 1 . Supongamos que en la primera iteracién del algoritmo el vértice
activo seleccionado es 2, entonces, realizamos un empuje saturado a través del arco admisible
(2,5) de § unidades de flujo, donde § = min{e(2),c(2,5)} = 4. El resultado de este empuje
saturado se muestra en la figura (c). En la siguiente iteracién el vértice seleccionado es 1,
empujando 6 unidades de flujo a través del arco (3,5) con § = min{e(3),c(3,5)} = 1. El estado
de la red después de realizar este empuje saturado se muestra en la figura (d). Supongamos
que el siguiente vértice que elegimos es 4; entonces realizamos un empuje saturado a través de
(4, 5) de 6 unidades donde 6 = min{e(4), (4,5)} = 4; el resultado de esta operacién se presenta
en la figura (e). Ahora, el \inico vértice activo es 3 pero como no tiene ningiin arco admisible
realizamos un reetiquetamiento; el resultado de éste se muestra en la figura (f). En la figura
(g) se muestra el resultado después de hacer un empuje no saturado a través del arco (3,2).
Y por 1ltimo en la figura (h) se muestra el estado final de la red, después de hacer un empuje
saturado del vértice 2 al vértice destino 5. Dado que la red no contiene ningin vértice activo,
excepto 5, el algoritmo termina. Observemos que el preflujo final es un flujo dado que se cumple
ia propiedad dae conscrvacion de fluju. Ademus, oo wis; = 1 0O Cusle lulGUNA Wfayectoria
aumentante de 1 a 5, por lo tanto, el flujo actual es maximo.

e el i iiad GID eigeln it w enian ameiiid

Listado 4.1.1 Algoritmo Genérico de Preflujo
1 public abstract class AGP extends AGFM{

2

3 public AGP (Red r){

4 super (r):

5 asignaDistanciasEtiquetadas ():

6 }

7

8 protected boolean esPosiblelncrementarEIFlujo (){
9 return contieneVerticeActivo ():

10

11

12 protected void incrementaFlujo (){

13 VerticeEtiquetado u = seleccionaVerticeActivo ();
14 Arista a = u.aristaAdmisible ():

15 if(a t= null){

16 empujaFlujo (u.2):

17 } else

18 reetiqueta(u);

19

20 }

21

22 protected int valorDelFlujoMaximo (){

23 VerticeEtiquetado t == (VerticeEtiquetado)r.verticeDestino();
24 flujoMaximo = t.obtenExceso ();

25 return flujoMaximo:

26 }




4.1 Algoritmo Genérico de Preflujo

73

Listado 4.1.1 Algoritmo Genérico de Preflujo

(continuacién)

27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80

protected void asignaDistanciasEtiquetadas (){

Grafica tmp = r.redlinicial ().inversa ():

Vertice tR = r.verticeDestino ():

Vertice t = (Vertice)vertices.get(verticesR.indexOf(tR)):
LinkedlList vertices = tmp.obtenVertices();

Linkedlist verticesR = r.redResidual().obtenVertices():
Vertice t = (Vertice)vertices.get( verticesR.indexOf(tR) );

BFS bfs = new BFS(tmp.t);
bfs.busquedaPorAmplitud ():
int i:
for( i = 0; i < vertices.size (); i++){
VerticeEtiquetado v =
(VerticeEtiquetado)vertices.get(i);
VerticeEtiquetado vR =
(VerticeEtiquetado) verticesR.get(vertices .indexOf(v)):
vR.defineDistancia(v.obtenDistancia()):

protected void inicializa (){

VerticeEtiquetado s (VerticeEtiquetado)r.verticeOrigen ():

LinkedList ady = s.obtenAdyacencias():

int na = ady.size ();

int i

for(i = 0: i < na; i++){
Arista sv = (Arista) ady.get(0);
VerticeEtiquetado v = (VerticeEtiquetado)sv. obtenVerthe()
int c = sv.obtenCapacidad();
s.decrementaCapacidad(v,c):

v.aumentaExceso(c):
s.disminuyeExceso(c);
agregaVerticeActivo(v);
if(v.estaConectadoCon(s))

v.incrementaCapacidad (s.c):
else

v.conectaCon(s.c);
actvalizaFlujoEnRedOriginal(s,v,c):

s.defineDistancia(r.redResidual(). numeroDeVertices()):

protected void empujaFlujo ( VerticeEtiquetado u, Arista a){

VerticeEtiquetado v = (VerticeEtiquetado)a.obtenVertice ():

int delta = u.obtenExceso():
if (delta > a.obtenCapacidad())
delta = a.obtenCapacidad():
else
eliminaVerticeActivo(u); .

if(v !'= (VerticeEtiquetado)r.verticeDestino ()
&& v = (VerticeEtiquetado)r. vertlceOrlgen() )
agregaVerticeActivo(v);
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Listado 4.1.1 Algoritmo Genérico de Preflujo (continuacién)
81 u.decrementaCapacidad(v, deita}:
82 v.aumentaExceso(delta);
83 u.disminuyeExceso(delta);
84
85 if(v.estaConectadoCon(u))
86 v.incrementaCapacidad (u,delta);
87 else
88 v.conectaCon(u, delta);
89
90 actualizaFlujoEnRedOriginal(u,v, delta);
91 }
92
93 protected void reetiqueta (VerticeEtiquetado u){
94 LinkedList ady = v.obtenAdyacencias();
95 if(ady.size() > 0){
96 eliminaVerticeActivo(u);
97
98 Arista uv = (Arista) ady.get(0);
99 VerticeEtiquetado v = (VerticeEtiquetado)uv.obtenVertice ():
100 int d = v.obtenDistancia ():
101 int i;
102 for(i = 1; i < ady.size (): i++){
103 uv = (Arista) ady.get(i);
104 v = (VerticeEtiquetado)uv.obtenVertice ();
165
106 if(v.obtenDistancia() < d)
107 d = v.obtenDistancia();
108 1
109 u.defineDistancia (d+1);
110 agregaVerticeActivo(u);
111 }
112
113 }
114
115 protected void actualizaFlujoEnRedOriginal(Vertice vu,Vertice v,int delta)
116
117 Linkedlist verticesRedResidual = r.redResidual().obtenVertices():
118 LinkedlList verticesRedlnicial = r.redlnicial().obtenVertices();
119 int indiceU = verticesRedResidual.indexOf(u);
120 int indiceV = verticesRedResidual.indexOf(v);
121 Vertice ul = r.redlnicial ().obten(indiceU);
122 Vertice vl = r.redlnicial().obten(indiceV);
123 Arista a = ul.obtenArista(vl);
124 if(a 1= null)
125 a.incrementaFlujo(delta);
126 else{
127 a = vl.obtenArista (vl);
128 if (a != null
129 a.decrementaFlujo(delta);
130 - }
131 }
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Listado 4.1.1 Algoritmo Genérico de Preflujo (continuacién)
}32 protected abstract VerticeEtiquetado seleccionaVerticeActive ():

122 protected abstract void eliminaVerticeActivo (VerticeEtiquetado u):

igg protected abstract void agregaVerticeActivo (VerticeEtiquetado u);

igs;} protected abstract boolean contieneVerticeActivo ();

4.1.1 Precondiciones y postcondiciones de los métodos de AGP
Constructor

(public AGP (Red r))
Valida el estado inicial del algoritmo, asignando un valor inicial a sus atributos.

S S R TE R L S S SRR )

Postcondiciones: Deja una representaciéon de la red que cumple con lo siguiente:

1. Cada red tiene asociadas dos gréficas, la red original que es la representacion inicial
de la red, o sea, con flujo igual a cero, y la red residual que es una red auxiliar para
ir incrementando el flujo. En un principio son equivalentes.

. Cada vértice de la red tiene asociada su lista de adyacencias.
Cada vértice tiene asociada una distancia etiquetada vélida.
Cada vértice tiene asociado un exceso de flujo, inicialmente cero.

. Cada arco tiene asociada una capacidad entera no negativa.

o o b W N

. Cada arco tiene asociado un flujo cero.

Incrementa Flujo

(protected void incrementaFlujo ()) ‘
Este método empuja flujo desde un vértice activo u a través de un arco admisible (u,v),
siempre y cuando exista dicho arco, en caso contrario incrementa la distancia de u.

Precondiciones: Existe un vértice activo.

Postcondiciones: Si el vértice activo u contiene un arco admisible e se cumplen las postcondi-
ciones del método empujaFlujo(u,a). Si no es asi entonces d(u) se habrd incrementado.
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Define el Valor del Flujo Maximo

(protected int valorDelFlujoMaximo ())

Este método asigna el exceso del vértice t a la variable flujoMaximo, dado que éste es el
valor del flujo méximo de la red r, y regresa dicho valor.

Precondiciones: No existe ningiin vértice activo en la red residual r.redResidual.

Postcondiciones: El valor flujoMaximo es el valor del lujo méximo encontrado.

Asigna Distancias Etiquetadas

(protected void asignaDistanciasEtiquetadas ())
Este método ejecuta BFS sobre la red inversa a r; por lo tanto, asigna la distancia de la
trayectoria mais corta de cada vértice al vértice destino.

Precondiciones: Ninguna

Postcondiciones: Al finalizar la ejecucién del método las distancias etiquetadas de cada
vértice son validas.

Preproceso

{protected abstract void inicializa ())

Este método realiza un empuje saturado de flujo desde el vértice s a los vértices v tales que
existe un arco de s a v.
Precondiciones: Ninguna

Postcondiciones: Al salir del método, se cumple que:

e Para todos los vértices v para los cuales existe un arco de s a ellos, se cumple
e(v) > 0.

e La distancia del vértice origen cumple: d(s) = n.

Empuja Flujo A Través de Arcos Admisibles

(protected void empujaFlujo (VerticeEtiquetado u))

Sea u un vértice activo para el cual existe un arco admisible (u,v); entonces el método
empujaFlujo envia flujo a través de (u,v).

Precondiciones: Existe un arco admisible (u,v) y u estd activo.

Postcondiciones: Supongamos que que el empuje es de § unidades de flujo. Al finalizar la
ejecucién se cumple: el exceso del vértice u fue decrementado en § unidades al igual que
la capacidad residual del arco (u, v), mientras que el exceso del vértice v y la capacidad
residual del arco (v, u) fueron incrementados en § unidades de flujo. Ademds, si § = e(u)
el vértice u es quitado de la lista de vértice activos.
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Reetiqueta un Vértice

(protected void reetiqueta (VerticeEtiquetado u))
Sea v un vértice activo, el cual no contiene un arco admisible; el método reetiqueta incre-
menta el valor de la distancia actual en al menos una unidad.

Precondiciones: El vértice activo u no contiene ningtin arco admisible.

Postcondiciones: d(u) se incrementa por lo menos en una unidad.

Contiene Vértice Activo

(protected boolean contieneVerticeActivo ())
El método verifica si la red contiene algtin vértice con exceso mayor a cero, en caso afirmativo
regresa true y devuelve false en caso contrario.

Precondiciones: Ninguna.

P JUNE. T Y

Tusicomaliddones 2Tl
e(u) > 0.
En caso contrario, el método regresa false.

Selecciona un Vértice Activo

(protected VerticeEtiquetado seleccionaVerticeActivo ())
El método regresa un vértice cuyo exceso sea mayor que cero.

Precondiciones: Existe un vértice activo en la red.

Postcondiciones: El método regresa un vértice v tal que e{(v) > 0 .

Agrega un Vértice Activo

(protected void agregaVerticeActivo (VerticeEtiquetado u))
El método agrega el vértice activo u al conjunto de vértices activos, siempre y cuando u no
sea el vértice destino o el vértice origen.

Precondiciones: e(u) > 0, u#ty u#s.

Postcondiciones: Si L es el conjunto de vértices activo, al terminar de ejecutarse la funcién
u € L.

Elimina un Vértice Activo

(protected void eliminaVerticeActivo (VerticeEtiquetado u))
El método elimina un vértice u del conjunto de vértices activo.

Precondiciones: El vértice u tiene exceso igual a cero.

Postcondiciones: Si L es el conjunto de vértices activo, al terminar de ejecutarse la funcién,
u& L.
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4.1.2 Correctez de AGP

Lema 4.1 Una vez que el método constructor AGP fue ejecutado todos los vértices de la red
tienen distancias etiquetadas vdlidas.

Demostracién:
La demostracién de este lema es andloga a la del lema 3.20.

Lema 4.2 Una vez que el método inicializa() fue ejecutado se cumple:

Vu € V tal que (s,u) € A, e(u) > 0.

Demostracién: .

El método obtiene la lista de adyacencias del vértice origen (linea 48) y para cada uno de
los arcos (s,u) se obtiene la capacidad del arco (linea 55); recordemos que la capacidad de
cualquier arco que estd en la red siempre es mayor a cero. El método satura todos los arcos
(s,u) (linea 56), lo cual provoca que el exceso del vértice u se incremente (linea 57). Por lo
tanto, después de la ejecucién del método inicializa() se cumple:

Vu € V tales que (s,u) € A, e(u) > 0.
L]
Lema 4.3 Si para un vértice activo u eziste un arco admisible (u,v), al terminar de ejecutarse
el método empujaFlujo() con 6§ = min{e(u), c(u, v)} se cumplen las siguientes condiciones:

e e(u) es decrementado en § unidades.

e c(u,v) también se decrementa en § unidades.

o e(v) se incrementa en & unidades.

e c(v,u) también se incrementa en § unidades

e Si el empuje es no saturado se elimina de la lista de vértices activos a u.
e El vértice v es agregado a la lista de vértices activos.

Demostracién:

Si u contiene un arco admisible el método incrementaFlujo llama al método empujaFlujo el
cual verifica cuantas son las unidades de flujo que va a enviar, es decir, el valor de la variable
delta; delta es inicializa en la linea 72 con el valor del exceso del vértice u; después se verifica si
c(u,v) <delta (linea 73); en caso de que se cumpla dicha condicién se actualiza el valor de delta
= c¢(u,v). Por lo tanto, § = min{e(u),cs(u,v)}. Una vez definidas las unidades de flujo que se
van a empujar, se procede a realizar lo siguiente: el exceso del vértice u es decrementado en &
unidades (linea 83) al igual que la capacidad residual del arco (u,v) (linea 81), mientras que el
exceso del vértice v y la capacidad residual del arco (v, u) son incrementados en é unidades de
flujo (lineas 82 y 86); si el arco (v, u) no estd en la red entonces se crea con capacidad igual a
é (linea 87). Ademds se agrega el vértice v a la lista de vértices activos (linea 80), siempre y
cuando v € {s,t}.
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Lema 4.4 Si para un vértice activo u existe un arco admisible (u, v), al terminar de ejecutarse
el método incrementaFlujo(u) ocurre lo siguiente: el exceso del vértice u es decrementado en §
unidades al igual que la capacidad residual del arco (u,v), mientras que el exceso del vértice
v y la capacidad residual del arco (v,u) son incrementados en § unidaedes de flujo. Donde
6 = min{e(u), ¢;(u, v)}-

Demostracién:
La demostracién se sigue del lema anterior.
m

Lema 4.5 St para un vértice activo u no ezxiste un arco admisible (u,v), al terminar de ejecu-
tarse el método reetiqueta() la distancia de u se habrd incrementado en al menos una unidad.

Demostracién:

Recordemos que las distancias etiquetadas son vélidas, por lo que para cualquier arco (u, v)
se cumple d(u) < d(v)+ 1. Ademsds, por hipétesis tenemos que no existe ninguin arco admisible,
Io cual sxgmﬁca que para cualquxer vértice v advacente a u tenemos d(u) < d(v). Sea d el

T e Ainraesin da T gfreinag ol -inicteteiante o) méiedo asiena el

\alor de d 1g’ual a.l leor del primer vértice que apar(.ce en la lista de adyacencias de u (linea
100). Después, revisa todas las distancias de los vériice adyacentes a u y si alguna es menor
actualiza el valor de d (lineas 106-107). Por lo tanto, al terminar el ciclo for (linea 102) el valor
de d = min{d(v)|(u,v) € E}. Por lo anterior, podemos concluir d(u) < d + 1, que es el valor
con el que se actualiza d(u) (linea 109). Por lo tanto, d(u) se incrementa después de ejecutar
el método reetiqueta().

-
Lema 4.6 Al finalizar el algoritmo AGP el preflujo ezistente es un flujo.

Demostracién:

Para demostrar que el preflujo es un flujo inicamente es necesario revisar que se cumple
la condicién de conservacién del fiujo, lo cual es inmediato del hecho que el algoritmo termina
cuando el método contieneVerticeActivo() regresa false, y estc ocurre Unicamente si no hay
ningin vértice en lista. De lo anterior y por el lema 4.12 podemos concluir que el preflujo
obtenido, una vez ejecutado el algoritmo, es un flujo.

=

Lema 4.7 En cualquier estado del AGP, para cualquier vértice activo v erisie una s ~~» v
trayectoria dirigida en la red residual.

Demostracién:

Si v estd activo es porque empujamos flujo desde otro vértice que estaba activo, llamémosle
v;. Siv; = s, ya terminamos porque en red residual existe el arco (v, s), que seria una trayectoria
dirigida de longitud igual a uno; si v; # s entonces, dado que empujamos flujo desde v, hasta
v, en algiin momento v, estuvo activo y por lo tanto existe un vértice v, desde el cual enviamos
filujo a v;; si v2 = s ya terminamos, en caso contrario repetimos el procedimiento hasta llegar
a s. Podemos asegurar que en algin momento llegamos a s porque es el vértice desde el



80 Algoritmos de Preflujo

cual empezamos a empujar flujo, por lo tanto ningin vértice puede ser activo a menos que
reciba flujo desde s. Entonces, para cualquier vértice activo existe una trayectoria dirigida
v,v;,2,-..,V% = S, en la cual para cada arco (vk, Uk+1) en algin momento del algoritmo el
vértice viy1 empujd flujo al vértice vg.

n
Lema 4.8 Para cualquier vértice v € V se cumple que d(v) < 2n.

Demostracién:

La 1ltima vez que el algoritmo define la distancia de un vértice v, éste tiene e(v) > 0. Por
lo tanto, en la red residual tenemos una trayectoria p del vértice v al vértice origen s. Sea
p = v,v1, V2, ..., = S dicha trayectoria, cuya longitud es estrictamente menor que n — 1
(k < n—1); adema4s, para cada arco (vk, vk+1) se tiene que d(vk) < d(vk41), tomando en cuenta
esto Gltimo y que d(s) = n podemos deducir lo siguiente:

di~j; < d(vn,)+1
< (d(v2) +1)+1

A -

d(s) + |pl < 2n

]
Cada vez que reetiquetamos un vértice la distancia de éste siempre se incrementa en al menos

una unidad. El siguiente resultado nos muestra una cota méaxima para el nimero de aumentos
que podemos realizar a la distancia de un vértice, en otras palabras, el nimero mdximo de
operaciones de reetiquetamiento que se hacen en total.

Corolario 4.1 El nimero mdzimo de operaciones de reetiquetamiento es 2n2.

Demostracion:

Por el lema anterior tenemos que cualquier distancia etiquetada se incrementa a lo més 2n
unidades. En cada operacién de reetiquetamiento la distancia del vértice se incrementa, en
el peor de los casos uinicamente en una unidad. De lo anterior y del hecho que el mimero de
vértices es n podemos concluir que a lo mds podemos realizar 2n? reetiquetamientos.

]
Para demostrar que el Algoritmo Genérico de preflujo es correcto deberemos probar que:

1. Siempre termina.

2. Dada una red, el algoritmo siempre encuentra el fluyjo miximo que puede ser enviado
desde s hasta t.

Suponiendo que cada uno de los métodos abstractos son correctos, es decir, que siempre

terminan y cumplen con las postcondiciones dadas en la seccién anterior, podemos demostrar
lo siguiente:
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e Siempre Termina. La condicién para que el Algoritmo Genérico de Flujo Maximo
termine es que no sea posible incrementar el flujo; en AGP esto es equivalente a decir que
no exista un vértice activo. Podemos garantizar que en algin momento no hay ningin
vértice activo en la red por lo siguiente: supongamos que en el preproceso enviamos desde
s un total de § unidades de flujo, dado que 6 es un nimero finito y como ningin vértice es
etiquetado més de 2n veces, entonces en algiin momento toda la cantidad de flujo enviada

desde s llega a ¢, o bien, las cantidades que no sea posible enviar hasta ¢ son regresadas
a s.

e Encuentra un flujo maximo. Para demostrar que el algoritmo encuentra un flujo con
valor méximo enunciaremos el siguiente teorema:

Teorema 4.1 FEl algoritmo AGP encuentira el flujo mdrimo.

Demostracién:

El algoritmo termina cuando el preflujo actual es un flujo, lema 4.6. Ademads, como
d(s) = mn, la red residual no contiene ninguna trayectoria aumentante del vértice s al
vértice t. Como esta condicién es la que se utiliza para el AGFM, el exceso que esti en
el vértice t es el valor del flujo.

De lo anterior podemos concluir que AGP es correcto.

4.1.3 Complejidad de AGP

Para analizar la complejidad del algoritmo, analizaremos los siguientes resultados:
Lema 4.9 El elgoritmo realiza a lo mds nm empujes saturados.

Demostracion:

Por el lema 3.29 podemos asegurar que si un vértice es reetiquetado a lo més 2n veces
entonces el nimero total de empujes no saturados es O(nm).

=
Ahora tinicamente nos falta demostrar el mimero de empujes no saturados que realiza el

algoritmo, siendo esto lo que define la complejidad del algoritmo; suponiendo que mantener la
lista de vértices activos nos tome O(1):

Lema 4.10 E! AGP realiza O(n?*m) empujes no saturados.

Demostracidn:
Para esta demostracién vamos a introducir las siguientes definiciones. Sea

I = {v{v es un vértice activo}

y denotamos por A la suma de las distancias de los vértices activos, es decir,
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A= Z d(v).
vEl

Observemos que el valor de A después de la ejecucién del método inicializa siempre es menor
a 2n? unidades. Ahora bien, cuando realizamos una operacién de empuje o reetiquetamiento
ocurren cualquiera de los siguientes casos.

El primer caso ocurre cuando el vértice u que estamos examinando no tiene ningin arco
admisible; entonces se procede a reetiquetar el vértice, es decir, se incrementa la distancia de
éste. Como consecuencia inmediata el valor de A también se incrementa.

En el segundo caso el vértice u si contiene un arco admisible (u,v) por medio del cual
empujamos flujo. El valor de A se incrementa o decrementa dependiendo del tipo de empuje
que se haga. Si el empuje es saturado el valor de A se incrementa, dado que el vértice v ahora
es activo y u también sigue estando activo, pero como la distancia de cualquier vértice no es
mayor a 2n entonces el valor de A se incrementa a 1o mads 2n unidades. Suponiendo que en
cada arco se realiza un empuje saturado, el incremento total de A por empujes saturados es
2n?m. Analicemos qué pasa con el valor de A si el empuje de flujo a través del arco (u,v) es
no saturado: en este caso v también se vuelve activo, pero como el exceso de u se disminuye a
cero, u deja de estar activo y ya no forma parte del conjunto J. Entonces tenemos dos casos: Si
v estaba en I antes de enviar flujo a través de (u, v) el valor de A se decrementa d(u) unidades,
pero si v no estaba activo el incremento es de una unidad porque d(u) = d(v) + 1. Podemos
concluir que después de realizar un empuje no saturado el valor de A se decrementa por lo
menos una unidad.

De lo anterior tenemos que A a lo mas vale 4n? + 2n%m unidades, resultado que obtenemos
al sumar el nimero total de incrementos de A durante la ejecucién del algoritmo, mas el valor
de A después de ejecutar el método de preproceso. Como al terminar la ejecucién del algoritmo
A = 0, dado que el tinico vértice activo es el vértice t y d(t) = 0, y cada empuje no saturado

decrementa el valor de A en por lo menos una unidad, concluimos que el nimero de empujes
no saturados es O(n?m).

m
Teorema 4.2 La complejidad de AGP es de O(n’m).

Demostracion:

La complejidad del algoritmo se reduce al nimero de empujes no saturados y al costo total
de mantener la lista de vértices activos. La primera parte ya demostramos que es O(n?m) y
sabemos que podemos implementar una lista en donde sacar y meter un elemento sea O(1).
Por lo tanto, AGP tiene O(n®m).
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La siguiente tabla muestra la complejidad de cada uno de los métodos definidos en AGP.
Método Complejidad Justificacion
asignaDistanciasEtiquetadas | O(m) Es la misma complejidad de BFS
inicializa Se definird en | Depende de los métodos abstrac-

cada versién
concreta del
algoritmo

tos agregaVerticeActivo

valorDelFlujo

o)

Unicamente revisa el exceso de t
y se lo asigna a flujoMaximo

empujaFlujo

Se definird en
cada versidén

Depende de los métodos abstrac-
tos agregaVerticeActivo y elimi-

concreta del | naVerticeActivo
algoritmo
reetiqueta O(n) Tiene que verificar todos los
vértices adyacentes al vértice ac-
tual, y a lo mds son n.
alieziizally; ey Tiric Lnrosotuslizn ol fhazic en

i un arco de la red criginal

Sustituyendo las complejidades de los métodos definidos en AGTA en la ecuacién gener‘al
dada en el Algoritmo Genérico de Flujo Maximo obtenemos lo siguiente:

facp =

=1

+fvolorD=lF‘lujoMuima

m
= E : fagregnVertiuActiuo -+

=1

q
finiduh’:u + E (f:sPaaiblelncremzntarElFlujo -+ .fincremcntuFluja)

q
E : (fcmtienchrticeAcliuo
i=1

+(faelecionaV¢rtic¢Activo -+ f:mpujnFluja + frc:tiqu:la)) + 0(1)

i=1

iz=]

m q
= _S_ fngregnVerzichctiuo + 2 (fcon(igch:rﬁceActiuo + (fsel:cionu\’ertiuActiva

+(fngrega"erliceAch’uo -+ feliminaVcrtiuAcliuo) =+ O(n))) <+ 0(1)

Nuevamente, la complejidad exacta del algoritmo depende de los métodos abstractos. En-
tonces, para cada especializacién concreta de AGP la complejidad varia, podemos definir una
funcién de complejidad para aquellos algoritmos que sean especializaciones de AGP.
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m q
fAG‘P = E fngregaVerticeAdiuo + E (fcontieneVerticeActiuo -+ (fs:lec-iamnVerh‘uAcﬁuo

i=1 i=1
+(fngregnVerh‘ceAc!iva -+ fcliminnV:rticcAcu‘uo) + O(n)))

Dada la funcién anterior, en cada uno de los algoritmos concretos basados en AGP tnica-
mente hay que revisar la complejidad de los métodos abstractos agregaVerticeActivo, contien-
eVerticeActivo, selecionaVerticeActivo, empujaFlujo y reetiqueta para definir la complejidad de la
especializacién concreta.

4.2 Implementaciones concretas del Algoritmo Genérico
de Preflujo

En esta seccién presentamos tres implementaciones concretas del algoritmo AGP: el Algoritmo
de Preflujo FIFO (APFIFO) [32], el Algoritmo de Preflujo de Distancia Mdzima (APDM) [6]
y el Algoritmo de Preflujo de Escalabilidad en el Ezceso (APEE) [1]. La diferencia entre cada
uno de ellos estd concretamente en la manera cémo seleccionan el vértice activo que van a
examinar. La idea béasica de cada uno de ellos es la siguiente.

e El Algoritmo de Preflujo FIFO examina todos los vértices activos en el orden en que los
va activando, es decir, el primer vértice que revisa es el primero que examina.

e E) Algoritmo de Preflujo de Distancia Mdzitna siempre realiza un empuje de flujo a un
vértice activo cuya distancia etiquetada sea la mds grande.

e Y por tltimo, el Algoritmo de Preflujo de Escalamiento de Ezceso empuja flujo de un
vértice con exceso muy alto a un vértice con exceso muy pequefio.

En las siguientes secciones revisaremos tanto la implementacién como la complejidad de los
tres algoritmos.

4.3 Algoritmo de Preflujo FIFO

El Algoritmo de Preflujo FIFO es un algoritmo concreto de AGP. Recordemos que este tipo
de algoritmos eligen un vértice que esté activo para deshacerse de su exceso, envidndolo a los
vértices vecinos a través de arcos admisibles. El método que sigue para elegir cudl vértice activo
escoger es el siguiente: en una lista L va introduciendo los vértices cuyo exceso sea mayor a cero
en el orden en que dichos vértices van estando activos. La lista L se mantiene como una cola,
el primero que entra es el primero que sale (First-In First-Out), de ahi ¢l nombre del algoritmo.
Entonces, el algoritmo APFIFQO examina los vértices activos en orden de una cola. Selecciona
un vértice u de la lista L y realiza un empuje de este vértice, y agrega los nuevos vértices activos
a L; el algoritmo examina al vértice u mientras que éste esté activo, o bien, mientras que no se
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reetiquete. El algoritmo termina cuando la lista L no contiene ningiin vértice, lo cual implica
que no hay mas vértices activos, salvo el vértice destino ¢.

En cada iteracién del algoritmo AGP se elige a un vértice activo para hacer un empuje de
flujo, el cual puede ser saturado o no saturado. En el primer caso, si el empuje es saturado
implica que agotamos la capacidad del arco por el cual enviamos flujo; pero el exceso del
vértice activo no necesariamente se redujo a cero, entonces este vértice permanece activo. En
el algoritmo APFIFO una vez que un vértice activo es elegido éste se mantiene realizando
empujes hasta que su exceso se reduce a cero, es decir, dejé de estar activo; o el vértice es
reetiquetado, lo cual ocurre cuando éste no tiene ninguin arco admisible. Consecuentemente,

el algoritmo desarrolla varios empujes saturados seguido de un empuje no saturado o de un
reetiquetamiento.

Definicién 4.4 Un vértice es examinado si después de una secuencia de empujes dejé de estar
activo, o bien fue reetiquetado.

La implementacién del algoritmo APFIFOQO se presenta a continuacién.

Listado 4.3.1 Algoritmo de Preflujo FIFO
1 public cltass APFIFO extends AGP {

2 protected lLinkedlist lista:

3

4 public APFIFO (Red r) {

5 super(r);

6 lista = new LinkedList ();

7 }

8

9 protected void agregaVerticeActivo (VerticeEtiquetado u){
10 if(lista.indexOf(u) == -1)

11 lista .addFirst(u);:

12 }

13

14 protected void eliminaVerticeActivo (VerticeEtiquetado u){
15 lista.removelast ();

16

17

18 protected VerticeEtiquetado seleccionaVerticeActivo O{
19 VerticeEtiquetado v = (VerticeEtiquetado)lista.getlLast();
20 return v;

21

22

23 protected boolean contieneVerticeActivo (){

24 int i = lista.size();:

25 return (i > 0);

26

27 }

4.3.1 Precondiciones y postcondiciones de los métodos de APFIFO
Constructor
(public APFIFO (Red r))
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Valida el estado inicial del algoritmo, asignando un valor inicial a sus atributos.
Precondiciones: La clase debe ser invocada con una red.
Postcondiciones: Son exactamente las misma que en AGP, sélo que ademds, se inicializa la
lista que contiene a los vértices activo (lista = null)

Contiene Vértice Activo

(protected boolean contieneVerticeActivo ())
El método verifica si la red contiene algiin vértice con exceso mayor a cero, en caso afirmativo
regresard true y devuelve false en caso contrario.

Precondiciones: Ninguna.

Postcondiciones: Si el método regresa true entonces existe un vértice u tal que e(u) > 0. En
caso contrario, <l método regresa false.

Selecciona un Vértice Activo

(protected VerticeEtiquetado seleccionaVerticeActivo ())
El método regresa un vértice cuyo exceso sea mayor gue cero.

Precondiciones: Existe un vértice activo en la red.

Postcondiciones: El método regresa un vértice v tal que e(v) > 0

Agrega un Vértice Activo

(protected void agregaVerticeActivo (VerticeEtiquetado u))
El método agrega el vértice activo u al conjunto de vértices activo, siempre y cuando u no
sea el vértice destino.

Precondiciones: El vértice u tiene exceso mayor a cero. Y ademds, u es distinto de t.

Postcondiciones: Si lista es el conjunto de vértices activos, al terminar de ejecutarse la
funcién, u € lista.

Elimina un Vértice Activo

(protected void eliminaVerticeActivo (VerticeEtiquetado u))
El método elimina un vértice u del conjunto de vértices activo.
Precondiciones: e(u) = 0. )

Postcondiciones: Si lista es el conjunto de vértices activo, al terminar de ejecutarse la funcién
u & lista.
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4.3.2 Correctez de APFIFO

Lema 4.11 Una vez que el método constructor APFIFO fue ejecutado todos los vértices de la
red tienen distancias etiguetadas vdlidas.

Demostracién:
La demostracién de este lema es similar a la del lema 3.20.
-

Lema 4.12 En lista estdn todos los vértices que esidn activos en cada iteracidn, respectiva-
mente; asimismo no contiene a ningin otro vértice.

Demostracién:

Observemos que los tinicos momentos en los que lista es modifica es cuando ejecutamos
el método empujaFlujo(v,a) del algoritmo AGP, en el cual, agregamos un nuevo vértice activo
(linea 80 de AGP). en este caso el vértice v que se afiade a lista cumple e(2) > 0 va que delta> 0.
Un vértice es eliminado de lista cuando e(x) = 0 (linea iv ue AGP). Ademads ae este mewodoy, se
elimina y agrega el mismo vértice en e! método reetiqueta(u) del algoritmo AGP en ese orden,
por lo tanto, una operacién anula a la otra. De lo anterior concluimos que en la lista de vértices
activos estdn todos y \nicamente los vértices que hasta ese momento estdn activos.

[

Lema 4.13 El método contieneVerticeActivo inicamente regresa true si la red contiene un
vértice activo.

Demostracién:

Este método tnicamente verifica que lista tenga al menos un elemento. Por lo anterior y
por el lema 4.12 podemos asegurar que el método tnicamente regresa true si existe un vértice
activo.

| ]

Lema 4.14 El método seleccionaVerticeActivo regresa un vértice activo, respetando el orden en
que los vértices fueron activados. El primer vértice que fue activado es el primero que regresa.

Demostracién:

El método regresa el primer vértice que se agregé a lista (linea 19). Esto lo podemos asegurar
porque el método agregaVérticeActivo(u) agrega un vértice al inicio de lista (linea 11) y el método
seleccionaVerticeActivo regresa el 1ltimo elemento de la lista (linea 19).

=

Teorema 4.3 El algoritmo APFIFO encuentra el flujo mdzimo.

Demostracién:
Dado que se cumpler las precondiciones de los métodos abstractos, podemos asegurar por '
el teorema 4.1 que el flujo actual es maximo.
-
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4.3.3 Complejidad de APFIFO

Para poder demostrar la complejidad del algoritmo dividiremos la ejecucién del algoritmo en
fases. En la primera fase examinamos todos los vértices adyacentes al vértice origen. En la
segunda fase examinamos los adyacentes a los vértices de la primera fase. De esta manera, en
la k—ésima fase examinamos lo vértices adyacentes a los vértices de la fase k — 1.

Como la complejidad del algoritmo depende del niimero de empujes no saturados que se
realizan, podemos ver que el nimero total de empujes no saturados es la suma de los empujes
no saturados que se hacen en cada fase. Por lo tanto, basta con acotar el nimero de empujes

no saturados que se realizan en cada fase y saber cudl es el nimero maximo de fases que se
realizan.

Lema 4.15 En cada fase el nimero total de empujes no saturados es O(n).

Demostracién:

En cada fase cualquier vértice activo que esté en la fase es examinado una \inica vez. Y una
vez que se realiza un empuje no saturado el vértice examinado deja de estar activo, y es sacado
de la lista. Por lo tanto, en esta fase no se realiza ningtin otro empuje de flujo desde el vértice
en cuestion. De lo auterior, podemos concluir que en una fase inicamente se realiza un empuje
no saturado por cada vértice. Por lo tanto, el nimero de empujes no saturados en cada fase es
a lo més n.

-
Lema 4.16 APFIFO realiza a lo mds n? fases.
Demostracién:

Consideremos la siguiente funcién ® = max{d(u)lu es un vértice activo }, la cual se ac-

tualiza en cada fase del algoritmo. Definimos el mimero total de cambios de la funcién ®
como la diferencia entre el valor inicial y el valor final de la misma. Consideremos los siguientes
casos: el primer caso es cuando el algoritmo realiza 2l menos una operacién de reetiquetamiento
durante una fase; en tal caso el valor de & se incrementa tanto como el incremento miximo
que pueda sufrir cualquier distancia, el cual es a lo mds 2n. Tomando en cuenta que en cada
fase el incremento es maximo, el incremento total de ® en todas las fases es O(n?). Ahora
supongamos que el algoritmo no realiza ninguna operacién de reetiquetamiento; en este caso el
exceso de cualquier vértice activo es enviado a otro vértice con menor distancia, por lo que el
valor de ® se decrementa en al menos una unidad, dado que para todos los vértices de la fase
actual el exceso se reduce a cero.

De lo anterior podemos concluir que el nimero total de fases es a lo mas el valor inicial de
®, el cual es a lo mds n, msés el incremento maximo que puede sufrir ® durante todas las fases
del algoritmo. Por lo tanto, el nimero de fases es a lo mas 2n? + n.

n
La siguiente tabla nos muestra la complejidad de los métodos definidos en APFIFO.
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Método Complejidad | Justificacién

agregaVerticeActivo o) Unicamente debemos agregar un
vértice a la cola.

eliminaVerticeActivo | O(1) Unicamente sacamos un vértice
de la cola.

selecionaVerticeActivo | O(1) Elegimos el idltimo vértice de la
cola.

contieneVerticeActivo | O(1) Verificamos si la cola contiene un
elemento.

Sustituyendo las complejidades de los métodos de APFIFO en la ecuacién de complejidad
de AGP y asignando ¢ al nimero de fases obtenemos la siguiente ecuacién:

m q
fAPFIFO = § fagr:gaVertiuActivo + E (fconlien:VerliczActiuo -+ (f:eledma\’erticcActiun

i=1 i=1

+(fngrcgnVcrh’c:Actiua + fcliminnVerticcActivo)) + O(n))

= SSom+3 (o) + (0 + (O(1) + OV))) + O))
=1 i=1

= O(m)+ O(n®)
El siguiente teorema nos asegura que la complejidad del algoritmo tinicamente es O(n?).
Teorema 4.4 El tiempo de ejecucion de APFIFO es O(n?).

Demostracién:

Dado que la operacién de la cual depende la complejidad del algoritmo es el niimero total
de empujes no saturados, por los lemas 4.15 y 4.16 podemos garantizar que la complejidad de
APFIFO es O(n?).

n

4.4 Algoritmo de Preflujo por Distancia Maxima

El Algoritmo de Preflujo por Distancia Mdxima, como su nombre lo indica, empuja el flujo
desde un vértice activo cuya distancia es maxima a través de un arco admisible. Sea d* la
distancia maxima de los vértices activos. El algoritmo primero envia flujo desde los vértices
con distancia igual a d* a los vértices con distancia igual d* — 1, y a su vez envia flujo desde
estos vértices a los vértices con distancia d* — 2. Este procedimiento se sigue mientras ningin
vértice sea reetiquetado. Una vez que se realiza una operacién de reetiquetamiento se calcula
nuevamente el valor de la distancia méaxima y se actualiza d°. Repetimos el procedimiento
hasta que no exista ningin vértice activo, excepto el vértice destino. Para seleccionar el vértice
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activo con mayor distancia desde el cual empujaremos flujo, utilizamos la siguiente estructura:
para cada k = 1,2,...,2n — 1 mantenemos una lista de vértices activos cuya distancia sea igual
a k, es decir:

L(k) = {u | u es un vértice activo y d(u) = k}

Cada una de estas listas serd definida como una pila o una cola!. Ademds, mantenemos
una referencia, llamada nivel, a la lista con el maximo valor de k para el cual ia lista L{k) no
sea vacia. Entonces, la operacién de elegir un vértice con distancia méxima se reduce obtener
un vértice de la lista a la cual se refiere la variable nivel. Si en algin momento se reetiqueta
el valor del vértice con distancia mdxima, entonces se actualiza el valor de nivel con la nueva
distancia. Observemos que el nimero total de incrementos de la variable nivel es a lo mas 2n?
( por el lema 4.1), entonces el nimero total de decrementos es a lo més 2n? + n.

La implementacién de APDM se presenta a continuacién.

Listado 4.4.1 Algoritmo de Preflujo de Distancia Mdxima
1 public class APDM extends AGP {

2 private LinkedlList listasL ;

3 private int nivel ;

4

5 public APDM (Red r) {

6 super(r);

7 listasL = new LinkedList ();

8 nivel =0;

9 crealistasDeDistancias ():

10 }

11

12 protected VerticeEtiquetado seleccionaVerticeActivo (){
13 Linkedlist ! = (LinkedList)listask .get(nivel);
14 VerticeEtiquetado v = (VerticeEtiquetado)!.getLast();
15 return v,

16

17

18 protected boolean contieneVerticeActivo (){

19 if(nivel>0)

20 return true:

21 return false;

22

23

24 private void crealistasDeDistancias (){

25 LinkedList wvertices = r.redResidual().obtenVertices();

No importa cudl de las dos, siempre y cuando se garantice que tanto meter como sacar a un elemento de la
lista sea O(1).
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Listado 4.4.1 Algoritmo de Preflujo de Distancia Mdxima

(continuacion)

1 listasl = new LinkedList ();

2 int i;

3 for(i = 0; i.-<= (2«r.redlnicial (). numeroDeVertices()):
4 LinkedList | = new Linkedlist();

5 listasL . addLast(1):

6 }

7 }

8

9 protected void agregaVerticeActivo (VerticeEtiquetado u){
10 int d = u.obtenDistancia ():

11 Linkedlist | = (LinkedList)listaslL.get(d):

12 if(l.indexOf(u) == —~1){

i3 I.addLast(u):

14 if(d > nivel)

15 nivel = d;:

16 }

17 }

18

19 protected void eliminaVerticeActivo (VerticeEtiquetado u){
20 int d = u.obtenDistancia ():

21 LinkedList | = (LinkedList)listasL.get(d);

22 i .remove(u);

23

24 if(l.size() == 0){

25 int i

26 boolean band = true;

27 for(i = nivel; i > 0 && band ; i—=){

28 if (((LinkedList)listasbL .get(i)).size() > 0){
29 nivel = i;

30 band = false;

31

32 }

33 if(band == true)

34 nivel = 0;

35 }

36

37}

P++){

4.4.1 Precondiciones y postcondiciones de los métodos de APDM

Constructor
(public APDM (Red r))

Valida el estado inicial del algoritmo, asignando un valor inicial a sus atributos.

Precondiciones: Las mismas que para la superclase.

Postcondiciones: Son las mismas del constructor de AGP, incluyendo que la estructura listasL

también estard inicializada, es decir, no contiene ningin vértice activo.
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Contiene Vértice Activo

(protected boolean contieneVerticeActivo ())
El método verifica si la red contiene algin vértice con exceso mayor a cero, en caso afirmativeo
regresard true y devuelve false en caso contrario.

Precondiciones: Ninguna.

Postcondiciones: Si el método regresa true entonces existe un vértice u tal que e(u) > 0.

En caso contrario, el método regresa false.

Selecciona un Vértice Activo

(protected VerticeEtiquetado seleccionaVerticeActivo ())
El método regresa un vértice cuyo exceso sea mayor que cero.

Precondiciones: Existe un vértice activo en la red.

Postcondiciones: Si el método regresa un vértice v, entonces e(v) >0y
d(v) = max{d(u)|u es activo}.

Agrega un Vértice Activo

(protected void agregaVerticeActivo (VerticeEtiquetado u))
El método agrega el vértice activo u al conjunto de vértices activos, siempre y cuando u no
sea el vértice destino.

Precondiciones: e(u) > 0y u # s.
Postcondiciones: Si L es el conjunto de vértices activos, al terminar de ejecutarse el método
u€ L.

Elimina un Vértice Activo

(protected void eliminaVerticeActivo (VerticeEtiquetado u))
El método elimina un vértice u del conjunto de vértices activos.

Precondiciones: e(u) > 0.

Postcondiciones: Si L es el conjunto de vértices activo, al terminar de ejecutarse el método,
uée& L.
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Crea Estructura de Vértices Activos basiandose en su Distancia

(protected void crealistaDeDistancias ()) )
Crea una estructura donde va a almacenar los vértices activos. Dependiendo de la distancia
del vértice, es la lista que le corresponde.

Precondiciones: Ninguna.

Postcondiciones: Al terminar de ejecutarse el método se habra creado la estructura listasl,
que es una lista de listas L(i), como se definieron anteriormente.

4.4.2 Correctez de APDM

Lema 4.17 Una vez que el método constructor APDM fue ejecutado todos los vértices de la
red tienen distancias etiquetadas vdlidas.

Dermostracién:
La demostracién de este lema es andloga a la del lema 3.20.

Lema 4.18 En listal estdn unicamente los vértices que estdn activos en cada fase.

Demostracién:

La demostracién de este lema es similar a la demostracién del lema 4.12, con la sutil dife-
rencia de que la estructura en donde almacenamos los vértices activos no es lista sino listal. Por
lo tanto, cuando agregamos un vértice cuya distancia es d, éste es introducido a la lista L(d)
(linea 28).

]

Lerna 4.19 La variable nivel guarda la posicion de la primera lista listal que contiene un vértice
activo u tal que

d(u) = max{d(v)|v es activo}.

Demostracién:
En los inicos método donde se modifica la variable nivel son los siguientes:

1. En el constructor, en donde se inicializa con valor cero.
2. En el método agregaVerticeActivo(u) en el cual si agregamos un vértice u tal que,
d(u) > nivel
entonces actualizamos el valor de la variable nivel= d(u). Por lo tanto, en este caso nivel

almacena la posicién de la lista de listaL que contiene un vértice activo con distancia
maxima.
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3. Por iltimo también se modifica la variable nivel en eliminaVerticeActivo(u), en donde se
verifica si u tiene distancias maxima y en tal caso se revisa si era el Ginico vértice en la
lista a la cual se referia nivel; si la respuesta a esta pregunta es afirmativa entonces se
busca cudl es la lista en listal. que contiene un vértice activo y con distancia mixima y se
actualiza el valor de nivel con la nueva posicién.

Lema 4.20 El método contieneVerticeActivo iunicamente regresa true si la red contiene un
vértice activo.

Demostracién:

Recordemos que tenemos una variable llamada nivel la cual guarda la posicién de la primera
lista en la estructura listal que no es vacia y que contiene a los vértices activos con distancia
mixima. El método contieneVerticeActivo verifica si nivel > 0, dado que el Wnico vértice u
cuya d(u) = 0 es t, y las distancias nunca se decrementan, si se cumple la condicién anterior,
podemos asegurar que existe un vértice activo.

-

Lema 4.21 FEl método seleccionaVerticeActivo siempre regresa un vértice u con e(u) >0 y
d(u) = max{d(v)|v es activo}.

Demostracién:

Los argumentos son los mismos que en la demostracién anterior: nivel se refiere a la primera
lista no vacia que contiene los vértices con distancia méxima. Y por el lema 4.19 el método
seleccionaVerticeActivo unicamente regresa un vértice que pertenezca a la lista que se refiere
nivel.

-

Teorema 4.5 El algoritmo APDM encuentra un flujo mdrimo.

Demostracién:
Dado que se cumplen las precondiciones de los métodos abstractos, podemos asegurar por
el teorema 4.1 que el flujo actual es maximo.

4.4.3 Complejidad de APDM

Antes de demostrar la complejidad del algoritmo definimos un drbol como una grafica conexa y
aciclica con un vértice distinguido llamado raiz. En un arbol cualquier vértice, excepto la raiz,
tiene asignado un tnico vértice padre, es decir, es un drbol enraizado.

Sea F el conjunto de todos los arcos admisibles actuales, es decir, lo arcos por medio de
los cuales empujamos flujo en un estado del algoritmo. Observemos que en cualquier estado
un vértice tiene a 1o mds un arco admisible actual por donde empujar flujo. De lo anterior
podemos asegurar que |F| < n — 1 porque cualquier vértice es el primer componente de a lo
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mas un arco y ademds podemos asegurar que no hay ciclos. Estas dos tdltimas condiciones nos
llevan a definir a F como un bosque con los arcos invertidos, es decir, un conjunto de arboles
en el cual la rafz corresponde al vértice que no es la primera componente de ningin arco en F'
dicho de otro modo, del vértice raiz no sale ningin arco.

Para cada vértice © mantenemos una lista D(u) con los vértices descendientes de u en el
conjunto. Y decimos que un vértice activo es mdzirnal si el Uinico descendiente es él mismo.

Denotamos por M al conjunto de vértices activos maximales. Introducimos un nuevo
pardmetro K cuyo valor éptimo serd definido més adelante. Ademds definimos la funcién
& de la siguiente forma:

@ =3 "o

vEM

donde ®(u) = max{0, K + 1 — |D(u)|}. Notemos ®(u) < K dado que para cualquier vértice se
cumple que €] mismo es un descendiente.

La razdn por la cual introducimos la funcién & es porque si analizamos la forma en la cual se
afecta el valor de la funcién cuando realizamos una operacién de reetiquetamiento o empuje de
flujo, podemos obtener una cota maxima del nimero de empujes no saturados. Los resultados
presentados a continuacién nos muestran las consecuencias de estas observaciones.

Lema 4.22 Un empuje no saturado de un vértice activo mazimal no incrementa el valor de
®. Al contrario, si|D(u)| < K el valor de ® se decrementa por lo menos una unidad.

Demostracién:

Sea u un vértice activo maximal y (u,v) el arco por el cual empujamos flujo; una vez
realizado un empuje no saturado a través de este arco el exceso de flujo del vértice u es enviado
al vértice v, de tal forma que ahora el vértice v se convierte en un vértice activo maximo
mientras que u deja de serlo. Como |D(u)| < |D(v)| se cumple lo siguiente: ®(u) + ®(v) se
decrementa si |D(u)] < K en cualquier otro caso permanece igual.

Lema 4.23 Un empuje saturado de un vértice activo mazimel incrementa el valor de ® a lo
mds K unidades.

Demostracién:

Si realizamos un empuje de flujo desde el vértice maximal u hasta un vértice v, a través del
arco (u,v), ocurre lo siguiente: el arco deja de pertenecer a F' dado que su capacidad se reduce
a cero, mientras que el vértice v se convierte en un vértice activo maximal al mismo tiempo que
u también lo sigue siendo. Por lo tanto, v se agrega a M lo cual provoca que P se incremente
en ®(v) unidades; recordemos que este incremento no puede ser mayor que K.

Lema 4.24 Cuando un vértice activo mazimal es reetiquetado el valor de ® se incrementa a
lo mds K unidades. :
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Demostracién:

Un vértice u es reetiquetado tinicamente cuando no contiene ningin arco admisible por el
cual pueda empujar flujo; lo anterior implica que u es la raiz de un drbol en el bosque actual.
Ademds ninguno de sus descendientes es un vértice activo. Después de que el vértice u es
reetiquetado cualquier arco donde u sea el segundo componente deja de pertenecer al Arbol
actual. Por lo tanto, |D(u)] = 1 dado que el inico descendiente de 1 es él mismo. Esto dltimo
implica que el valor de ®(u) es a lo més K. Podemos concluir que el valor de & se incrementa
a lo mas K unidades después de realizar un empuje saturado.

Lema 4.25 Introducir un arco al drbol actual no incrementa el valor de ®.

Demostracién:

Si introducimos el arco (u,v) al bosque actual no afiadimos ningiin vértice activo maximal.
Msis bien, incrementamos el nimero de descendientes de algunos vértices, lo cual puede provocar

que algunos vértices activos que eran maximales, dejen de serlo. Por lo tanto, el valor de @ no
se incrementa. )

=
La siguiente tabla muestra la complejidad de los algoritmos definidos en APDM.
Método Complejidad | Justificacion
seleccionaVerticeActivo| O(1) Unicamente regresa un vértice de
la lista L(nivel).
contieneVerticeActivo | O(1) Solamente verifica que nivel > 0
crealistasDeDistancias | O(n) Crea a lo mas 2n + 1 listas.
agregaVerticeActivo O(1) Sélamente agrega un vértice u a
la lista L(d(u)).
eliminaVerticeActivo O(n) Tiene que actualizar el valor de
la variable nivel para lo cual a lo
mds hace 2n + 1 comparaciones.

Sustituyendo las complejidades de los métodos de APDM en la ecuacién de complejidad de
AGP obtenemos la siguiente ecuacidén:

m q
fAPDM = E fngrcgaVarliceActivo -+ E (fcnnti:n:VcrliceActiuo -+ (fl:lccioﬂﬂV:rticzAch'uo
=1 §=1

+(fagregaVcrtic=Acn‘uo <+ feliminaV:rliccActiuo)) -+ O(n))

= > o+ (0 +(00) +(0Q) +Owm)) +0(m))

i=1 i=1

m q B (BN
= > 0+ >_0(n) '

i=1 =1
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En la ecuacién anterior ain falta determinar el valor de g, por lo que, el siguiente resultado
nos demuestra la complejidad del algoritmo.

Teorema 4.6 El tiempo de ejecucion de APDM es O(n®*m¥).

Demostracién:
Para analizar la complejidad del algoritmo definamos lo que ¢s una fase. Sea

dmez = max{d(u)| u es un vértice activo}.

Definimos un fase como una secuencia de empujes en la cual dpe, no cambia. El nimero
de fases es O(n?), y la demostracién de esto es similar a la del lema 4.16.

Llamamos a una fase econdmica si el niimero de empujes no saturados en la fase es menor
a "%, en cualquier otro caso decimos que la fase es costosa.

El nimero de empujes no saturados realizados en todas las fases econémicas es a lo més
O(nzi‘;—?). Para encontrar el nimero de empujes no saturados realizados en las fases costosas,
observamos lo siguiente: una fase costosa realiza mas de 232 empujes no saturados. Como la
red contiene a lo mds % vértices con K descendientes o mds, entonces al menos ¢ empujes no
saturados deberian ser de un vértice con menos de K descendientes.

El algoritmo APDM realiza una operacién de empuje saturado, no saturado o un reetique-
tamiento en un vértice activo maximal. De los lemas anteriores podemos concluir lo siguiente:
un empuje no saturado reduce el valor de ®, mientras que las operaciones de reetiquetamiento
y empuje saturado incrementan su valor, y este incremento es a lo mds O(nmK). Por lo tanto,
el nimero de empujes no saturado es a lo mds O(nmXK). Ahora si llegé la hora de encontrar
un valor éptimo para K: balanceemos los empujes saturados con los no saturados. Entonces
tenemos que

n3
K
de lo cual podemos concluir que K = ——'—‘;—

=nmK

Por lo tanto, la complejidad del algoritmo es O(n?m%).

4.5 Algoritmo de Preflujo por Escalabilidad de Exceso

El Algoritmo de Preflujo por Escalabilidad de Exceso APEE, como su nombre lo indica, estd
basado en la idea de empujar todo el flujo posible desde el vértice origen s a los vértices
adyacentes, y después empujar el fiujo desde dichos vértice a los vértices adyacentes a ellos, y
asf sucesivamente. El algoritmo selecciona el vértice que contenga el mayor exceso y envia flujo
a través de los arcos adyacentes a éste.

Como ya es costumbre, introducimos la funcioén emax, la cual se define de la siguiente manera:

€emax = maz{e(u)|u es un vértice activo}

Definida la funcién ahora sélo nos resta verificar de qué manera sera de utilidad. Observemos
que durante la ejecucién del Algoritmo Genérico de Preflujo no es posible ver ningiin patrén
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particular en el valor de emax, €xcepto que su valor se reduce a cero al finalizar el algoritmo.
En el algoritmo APEE intentamos reducir el valor de la funcién de una forma mds sistemdtica.

Luego entonces, el algoritmo APEE asegura que cada empuje no saturado envia una cantidad
de flujo lo suficientemente grande, de tal forma que el nimero de empujes no saturados se
reduzca a la menor cantidad posible.

Denotamos con A a la cota méxima que puede alcanzar la funcién emax. Decimos que un
vértice tiene ezceso muy alto si e(u) = %, Yy es un vértice con exceso pequerio en cualquier otro
caso.

De lo anterior podemos decir que el algoritmo APEE empuja flujo desde un vértice con
exceso muy alto intentando que el flujo llegue al vértice destino. El algoritmo nunca incrementa
el valor de A, evitando realizar empujes innecesarios, los cuales suceden cuando varios vértices
envian flujo a un mismo vértice; si éste dltimo no puede enviar este flujo al vértice destino
tendri que regresarlo a los vértices que se lo enviaron.

El algoritmo selecciona de entre todos los vértices con exceso muy alto a aquel cuya distancia
sea menor que la de los demds.

El algoritmo APEE procede de la misma manera que el algoritmo AGP con la siguiente
diferencia: § = min{e(u), cs(u,v), A — e(v)}. Recordemos que § son las unidades de flujo que
vamos a empujar del vértice u al vértice v, en el algoritmo genérico el valor de § se define como
sigue: § = min{e(u), ¢;(u,v)}. Con esto podemos asegurar que el exceso de un vértice nunca
es mayor que A.

Definimos una A—fase de escalamiento como una secuencia de empujes realizados mientras
que el valor de A permanece constante. El valor inicial de A = 26V donde U es el valor de
la capacidad maxima de todos los arcos en la red. Notemos que U < A < 2U. Durante una
A —fase de escalamiento se cumple que % < €émax < A; el valor de ey puede incrementarse y/o
decrementarse durante la fase, pero una vez que dicho valor es menor que 52‘- empezamos una
nueva fase donde el valor de A se reduce a la mitad. Una vez que el algoritmo realiza logU + 1

fases, el valor de enax se habra decrementado a cero y habremos obtenido un flujo méximo.

Para seleccionar el vértice activo con mayor exceso y distancia minima desde el cual empu-
jaremos flujo, utilizamos la siguiente estructura: para cada k = 1,2,...,2n — 1 mantenemos
una lista de vértices activos cuya distancia sea igual a &, es decir:

L(k) = {u le(u) 2

—?— y d(u) = k}

Cada una de estas listas estard definida como una pila o una cola. A diferencia de la
referencia nivel de la estructura correspondiente al algoritmo APDM, la cual se referia a la lista
con el maximo valor de k para el cual la lista L(k) no sea vacfa; en este algoritmo nivel se refiere
a la lista con el minimo valor de k, tal que L(k) no sea vacia.

A continuacién presentamos la implementacién del algoritmo APEE.
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Listado 4.5.1 Algoritmo de Preflujo por Escalamiento de Exceso

1 public class APEE extends AGP {

2 private int Delta ;

3 private boolean bandera;

4 private LinkedList listaslL ;

5 private int nivel ;

G

7 public APEE (Red r) {

8 super(r);

9 listast, = new LinkedList();

10 nivel=2«r.redResidual (). numeroDeVertices() + 1;

11 crealistasDeDistancias ():

12 bandera = true;

13 int cMaxima = defineCapacidadMaxima ();

14 Delta=(int)(Math.pow(2,(Math. ceil (Math.log(cMaxima)/Math.log (2))))):
15 }

16

17 public int algoritmoDeEscalamientoDeExceso () {

18 inicializa ();

19 while (Delta >= 1) {

20 flujoMaximo = 0;

21 while(esPosiblelncrementarEIFlujo ()){

22 incrementaFlujo ();

23 }

24 Delta = Delta /2;

25 actualizalListaDeVerticesActivosConExcesoGrande ();
26 }

27 return valorDelFlujoMaximo ()

28 }

29

30 protected VerticeEtiquetado seleccionaVerticeActivo (){
31 LinkedList | = (LinkedList)listasL .get(nivel);
32 VerticeEtiquetado v = (VerticeEtiquetado)!l.getLast ();
33 return v;

34

35

36 protected boolean contieneVerticeActivo (){

37 if( nivel <= 2xr.redResidual().numeroDeVertices() && nivel>0)
38 return true;

39 return false;

40 }

41

42 private void crealistasDeDistancias (){

43 LLinkedList vertices = r.redResidual().obtenVertices(};
44

45 listasL = new LinkedList();

46 int i;

47 for(i = 1; i <= (2=r.redinicial (). numeroDeVertices()); i++){
48 LinkedlList | = new LinkedLlist ();:

49 listasL .addbast(1);

50 }

51 }
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Listado 4.5.1 Algoritmo de Preflujo por Escalamiento de Exceso (continuacién)
52 protected void agregaVerticeActivo (VerticeEtiquetado u){
53 if (u.obtenExceso()>=(Delta /2) && ul=r.verticeDestino() && Delta /2>0){
54 . int d = u.obtenDistancia ():

55 LinkedList 1 = (LinkedList)listasL .get(d);

56 if(1.indexOf(u) == —1){

57 |.addLast(u);

58 if(d < nivel)

59 nivel = d;

60 }

61 }

62 }

63

64 protected void eliminaVerticeActivo ( VerticeEtiquetado u){
65 int = u.obtenDistancia();

66 LinkedList | = (LinkedList)listasL.get(d):

67 | .remove(u);

68 if(l.size(}) == 0){

69 int i;

70 boolean band = true;

71 for(i = nivel; i < listasbL .size() && band ; i++){
T2 RO i el iz ) et ne L get MY (gire () > 0
73 nivel = i;

74 band = false;

75 }

76 }

77 if(band == true)

78 nivel = 2«r.redResidual (). numeroDeVertices() -+ 1::
79 }

80 }

81

82 protected void empujaFlujo (VerticeEtiquetado u, Arista a){
83 VerticeEtiquetado v = (VerticeEtiquetado)a.obtenVertice ():
84 int delta = wu.obtenExceso();

85 if (delta > a.obtenCapacidad())

86 delta = a.obtenCapacidad():

87 if(v != (VerticeEtiquetado)r. verticeDestino() &&

88 delta > (Delta — v.obtenExceso())

89 delta = Delta — v.obtenExceso();

90

91 if((v.obtenExceso() — deita) < (Delta/2))

92 eliminaVerticeActivo(u):

93

94 if(v != (VerticeEtiquetado)r.verticeDestino () &&

95 v != (VerticeEtiquetado)r.verticeOrigen() )

96 agregaVerticeActivo(v);

97 u.decrementaCapacidad(v, deita);

98 v.aumentaExceso(delta);

99 u.disminuyeExceso(delta);

100
101 . if(v.estaConectadoCon(u))

102 v.incrementaCapacidad (u,delta);

103 else

104 v.conectaCon(u, delta);
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Listado 4.5.1 Algoritmo de Preflujo por Escalamiento de Exceso (continuacién)
105 actualizaFlujoEnRedOriginal(u,v,detta);

106

107

108 private void actualizaListaDeVerticesActivosConExcesoGrande (){

109 LinkedList vertices = r.redResidual().obtenVertices():
110

111 int i;
112 for(i = 0; i < vertices.size(): i4-+)

113 agregaVerticeActivo((VerticeEtiquetado) vertices.get(i)):
114

115 }

116

117 private int defineCapacidadMaxima () {

118 int i, tmp = O:

119

120 for(i = 0; i < r.redResidual().numeroDeVertices() ; i--+){
121 Vertice u = (Vertice)r.redResidual().obten(i);
122 Linkealist aay = u.obtenAdyacencias();

123
124 int j;
125 for(j
126 i
127

128 }

129 }

130 return tmp;
131

132 }

= 0; j < ady.size(): j++ ){
£( ((Arista)ady.get(j)).obtenCapacidad() > tmp)
tmp = ((Arista)ady.get(j)).obtenCapacidad();

4.5.1 Precondiciones y postcondiciones de los métodos de APEE -
Constructor
(public APEE (Red r))

Valida el estado inicial del algoritmo, asignando un valor inicial a sus atributos.

Precondiciones: La clase debe ser invocada con una red. Mismas que para la superclase.

Postcondiciones: La red estard inicializada cumpliendo con las mismas condiciones de AGP.
Se inicializa el valor de A = 2!°8U.

Contiene Vértice Activo

(protected boolean contieneVerticeActivo ())

El método verifica si la red contiene algiin vértice con exceso mayor a cero, en caso afirmativo
regresard true y devuelve false en caso contrario.

Precondiciones: Ninguna.
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Postcondiciones: Si el método regresa true entonces existe un vértice u tal que e(u) = %.
En caso contrario, el método regresa false.
Selecciona un Vértice Activo

(protected VerticeEtiquetado seleccionaVerticeActivo ())
El método regresa un vértice cuyo exceso sea mayor que cero.

Precondiciones: Existe u € V tal que e(u) > 0.

Postcondiciones: El método regresa un vértice v tal que e(v) > £ ademis
. A
d(x) = min{d(v)|e(v) = 5

Agrega un Vértice Activo

(protected void agregaVerticeActivo (VerticeEtiquetado u))
El método agrega el vértice activo u al conjunto de vértices activo, siemp- = -~ 1 1 no
sea el vértice destino y e(u) > 2.

Precondiciones: e(u) > 2,y u & {s,t} .

Postcondiciones: Si L es el conjunto de vértices activo, al terminar de ejecutarse la funcién,
u € L. .

Elimina un Vértice Activo

(protected void eliminaVerticeActivo (VerticeEtiquetado u))
El método elimina un vértice u del conjunto de vértices activo si e(u) < 4.

Precondiciones: e(u) < 4.
Postcondiciones: Si L es el conjunto de vértices activo, al terminar de ejecutarse la funcién,

ué€lL.

Crea Estructura de Vértices Activos basdndose en su Distancia

(protected void crealistaDeDistancias ())
Crea una estructura donde va a almacenar los vértices activos. Dependiendo de la distancia

del vértice, es la lista que le corresponde.

Precondiciones: Ninguna.

Postcondiciones: Al terminar de ejecutarse el método se habrd creado la estructura listasl,
que es una lista de listas L(i), definidas anteriormente en esta seccién.
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Actualiza Listas de Vértices Activos con gran Exceso

(protected void actualizaListaDeVerticesConExcesoGrande ())
Actualiza la lista de vértices activo con exceso al menos %, después de que se decrementd
el valor de A

Precondiciones: El valor de A se redujo a la mitad.

Postcondiciones: Al terminar de ejecutarse el método, listasl contiene iinicamente a los

vértices activos con exceso mayor o igual que %.

4.5.2 qurectez de APEE

Lema 4.26 Una vez que el método constructor APEE fue ejecutado, todos los vértices de la
red tienen distancias eliguetadas vdlidas.

Demostracién:
La demostracién de este lema es andloga a la del lema 3.20.

Lema 4.27 En listal estdn todos y unicamente cada uno de los vértices u tal que e(u) > 4.

Demostracién:

Nuevamente, la demostracién se realiza de manera similar que la demostracién del lema
4.12, sélo que en este método Unicamente agregamos vértices activos u cuyo e(u) > %—. Y una
vez que e{u) < £ el vértice u es eliminado.

L]

Lema 4.28 La variable nivel guarda la posicién de la primera lista listal que contiene un vértice
u tal que e(u) > 4 y d(u) sea minima.

Demostracién:

Por el lema anterior aseguramos que cualquier vértice que esté en listal cumple con e(u) > -2—.
Entonces sélo nos falta verificar que nivel guarde la posicién de la lista que contiene por lo menos
un vértice activo con distancia minima. Los inicos método donde se modifica la variable nivel
son los siguientes:

1. En el constructor, en donde es inicializa con valor 2n + 2, que es la cota méaxima del
incremento de la distancia de cualquier vértice.

2. En el método agregaVerticeActivo(u) en el cual si agregamos un vértice u tal que

d(u) < nivel

actualizamos el valor de la variable nivel= d(u). Por lo tanto, en este caso nivel almacena
la posicidn de la lista de listal que contiene un vértice activo con distancia etiquetada
minima.
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3. El 1iltimo método donde se modifica la variable es en eliminaVerticeActivo(u) en el cual se
verifica si u tiene distancia minima y se revisa si hay otro vértice en la lista a la cual se
referia nivel; si la respuesta a esta pregunta es negativa entonces se revisa cudl es la lista
en listal que contiene un vértice activo con distancia menor se actualiza el valor de nivel
con la nueva posicién.

Lema 4.29 FEl método contieneVerticeActivo tnicamente regresa true si la red contiene un
vértice activo con exceso al menos %—.

Demostracién:

Recordemos que tenemos una variable llamada nivel, la cual almacena la posicién de la
primera lista en la estructura listal que no es vacia y que contiene a los vértices activos cuya
distancia es minima. El método contieneVerticeActivo verifica si nivel > 0 y nivel < 2n + 1, en
tal caso podemos asegurar que existe al menos un vértice activo.

Lema 4.30 El método seleccionaVerticeActivo regresa un vértice activo u con e(u) > £ y
. A
d(u) = min{d(v)|e(v) = ?}.

Demostracién:

El lema 4.29 nos asegura que en listal Gnicamente estdn los vértices u tales que e(u) > 2.
Y por el lema anterior tenemos que existe un vértice activo u tal que e(u) > £. Ademdis nivel
almacena la primera lista con al menos un vértice activo de distancia minima. Por lo anterior
y verificando que el algoritmo regresa un elemento de la lista a la cual se refiere nivel. Podemos
asegurar que el método regresa un vértice activo cuyo e(u) = 4.

Teorema 4.7 El algoritmo APEE encuentra el flujo mdzimo.

’
Demostracion:

Dado que se cumplen las precondiciones de los métodos abstractos, podemos asegurar por
el teorema 4.1 que el flujo actual es méximo.

4.5.3 Complejidad de APEE

Lema 4.31 El algoritmo satisface las siguientes condiciones:

1. Cualquier empuje no ‘saturado envie al menos % unidades de flujo.

2. Ningun eTceso es mayor que A.
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Demostracién:

Primero demostraremos la primera condicién. Supongamos que realizamos un empuje no
saturado del vértice u al vértice v a través del arco (u, v). Como el arco es admisible entonces
se cumple que d(u) > d(v), y como el algoritmo selecciona un vértice con distancia minima
podemos asegurar que e(u) > A mientras que e(v) < '3, dado que el empuje es no saturado
é = min{e(u), A — e(v)}. Por lo tanto, § > £ unidades, con lo cual se cumple la primera parte
del lema. Para la segunda parte observemos lo siguiente: el exceso e’'(v) del vértice v después
del empuje estd definido de la siguiente manera:

e'(v) = e(v) + min{e(u),A —e(@)} <e(w)+ (A —e(¥)} <A

Lema 4.32 El algoritmo APEE realiza O(n?) empujes no saturados por cada fase y O(n2log U)
empujes no saturados en total.

Demeostracién:

Una vez demostrada la primera parte del lema, la segunda es consecuencia inmediata de la
primera y del hecho de que el algoritmo realiza a lo mds O(logU) fases, entendiendo por fase
el periodo de tiempo que A permanece constante.

Para la primera parte del lema consideremos la siguiente funcién: sea & = 37, . e(u)22;
el valor inicial de ® en una A—fase de escalamiento estd acotado por 2n? dado que e(u) es
una cota para A y la d(u) < 2n. Ahora bien, mientras empujamos flujo ocurre una de las
siguientes situaciones: en el primer caso consideramos que el algoritmo no encuentra ningiin
arco admisible para el vértice activo u por el cual podamos enviar flujo; entonces el vértice u
es reetiquetado, es decir, su distancia se incrementa, lo cual implica que el valor de & también
se incrementa; pero como la distancia de cualquier vértice estd acotada por 2n entonces el
incremento es a lo mds de 2n unidades en cada A—fase de escalamiento. En el otro caso,
cuando si existe un arco admisible para el vértice activo u, realizamos un empuje de flujo del
vértice u al vértice v, donde v es la segunda componente del arco admisible. Si realizamos un
empuje no saturado enviamos al menos 4 unidades de flujo del vértice u al vértice v, y dado
que d(u) > d(v) entonces el valor de ® se decrementa en al menos } unidad. Dado que el valor
inicial de ® es 2n? cuando comenzamos una fase, y el incremento de & en la fase es a lo méas
2n?, entonces el nimero de empujes no saturados es a lo mds n2.

-

La siguiente tabla muestra la complejidad de los algoritmos definidos en APDM.

Método Complejidad Justificacién

seleccionaVerticeActivo | O(1) Unicamente elegimos un vértice
de la lista L(nivel).

contieneVerticeActivo 0(1) Verificamos si nivel > 0 y
nivel < 2n+ 1.

crealListasDeDistancias | O(n) Crea 2n+1 lista, dado que el crear
una lista es O(1).
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Método Complejidad [ Justificacién

agregaVerticeActivo o(1) Unicamente agregamos un vértice
a la lista correspondiente.

eliminaVerticeActivo O(n) Debemos actualizar el valor de
nivel para lo cual realizamos a lo
miés 2n + 1 comparaciones.

empujaFlujo O(n) Depende de la complejidad de
eliminaVerticeActivo y agregaVer-
ticeActivo.

actualizalistaDeVertices| O(n) A lo mais revisa todos los vértice

ActivosConExceso- para saber cual de ellos estd acti-

.Grande vo.

defineCapacidadMaxima | O(m) Revisa la capacidad de todas las
aristas para saber cual de ellas
tiene capacidad minima.

Sustituyendo las complejidades de los métodos de APEE en la ecuacién de complejidad de
AGP obtenemos la siguiente ecuacién:

fagp =

q
fl'nim'ah':a -+ E :(fesPasiblelncrementarElFlujo + fx‘ncrcm:ntaFlujo)
i=1

+ fuater Det FlujoMazimo

m q
E : fagrcgnVerticeAcHuo -+ _S_ (fcontieneVertiuAcliua

i=1 i=1

+(f‘=l¢donaV¢rtic¢Activo + fcmpujaFluja + frezliquem)) + 0(1)

m g
So o +3 (0Q) + (0 + (0) + O() + O(m))) +OQ)

=1 =1

o(m) + i O(n)

i=1

Ya que ain no hemos determinado el valor de g, por lo que, el siguiente resultado nos
demuestra la complejidad del algoritmo.

Teorema 4.8 El tiempo de ejecucién de APEE es O(nm + n%logU).

Demostracién:

Por el lema anterior teneinos que el nimero de empujes no saturados es O(n%logl) y
como el nimero de empujes saturados y operaciones de reetiquetamiento estd acotado por
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O(nm), el tiempo total que el algoritmo APEE necesita para encontrar el flujo méximo es
O(nm + n?logU).
-
Con este iltimo algoritmo damos por terminado el capitulo correspondiente a las imple-
mentaciones concretas de AGFM basados en preflujo, las desventajas y ventajas de cada uno
de los algoritmos expuestos en este trabajo se analizardn en las conclusiones.
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Conclusiones

Los algoritmos genéricos cuentan con varias ventajas, aunque como en todo lo concerniente a
las ciencias de la computacién, también ofrecen ciertas desventajas.?

Algunas de las ventajas que obtenemos al abstraer las caracteristicas comunes de una misma
clase de problemas y desarrollar un algoritmo genérico que resuelva, de forma abstracta cada
uno de estos problemas son las siguientes: una vez que detectamos cuéles son las caracteristicas -
que tienen en comin todos los algoritmos pertenecientes a una misma clase, podemos enten-
der el funcionamiento de cada uno de ellos con una visién m4s general, podemos olvidarnos
del cémo cada algoritmo resuelve el problema y enfocarnos a probar que si se cumplen ciertas
precondiciones, también se cumplen las postcondiciones dadas para cada una de las funciones
que abstraimos. Suponiendo lo anterior, podemos demostrar que el algoritmo genérico es co-
rrecto, para lo cual se definen invariantes que se extenderan a cada especializacién concreta del
algoritmo genérico, ahorrdndonos la latosa tarea de demostrar que estas invariantes también
se cumplen en cada uno de los algoritmos concretos. De esta manera, en las implementaciones
concretas del algoritmo genérico inicamente nos resta verificar que se cumplan las postcondi-
ciones dadas para los métodos que abstraimos. Por ejemplo, en el Algoritmo Genérico de
Trayectoria Aumentante demostramos que si no es posible encontrar una trayectoria aumen-
tante del vértice origen al vértice destino, el flujo encontrado es un fiujo maiximo, para lo cual
asumimos que el método abstracto encuentraTrayectoriaAumentante regresa true si es posible
construir una trayectoria aumentante y regresa false en caso contrario. Por lo tanto, en los
algoritmo concretos de AGTA tuvimos que demostrar que dicha condicién se cumple, pero una
vez demostrado esto probar que el algoritmo concreto resuelve el problema de flujo méximo
era algo muy trivial. Otra de las ventajas que nos proporcionan los algoritmos genéricos esta
relacionada con la implementacién, donde nos evitan tener cédigo repetido, esto es, una vez
definidos los métodos que son iguales en cada algoritmo concreto iinicamente tenemos que
definir en cada algoritmo concreto los métodos abstractos.

Si a estas ventajas le sumamos el hecho de que una vez entendido el funcionamiento del
algoritmo genérico, sélo nos resta entender cémo resuelve las operaciones abstractas cada uno de
los algoritmos concretos, podemos ver que la idea de utilizar algoritmos genéricos para resolver
algiin problema no solamente cumplen su objetivo sino que también nos ahorran trabajo.

También se mencioné que tenian ciertas desventajas. El algoritmo genérico por si mismo
no resuelve el problema, dado que asume que se cumplen las invariantes para los métodos
abstractos, lo cual no garantiza que esto ocurra: no da métodos concretos para llevar a cabo
las operaciones bésicas del algoritmo.

En el caso de redes, las ventajas obtenidas al utilizar algoritmos genéricos para resolver

2Por un lado ganamos y por otro perdemos.
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el problema de flujo méximo fueron varias. Una vez demostrada la correctez de cada uno
de los algoritmos genéricos, demostrar cada especializacién concreta de estos se redujo a de-
mostrar que las invariantes expuestas en la versién abstracta se cumplieran en cada una de las
implementaciones concretas. Ademads se evité la duplicacién de cédigo.

Las siguientes tablas nos muestra las implementaciones concretas de los algoritmo genéricos
AGTA y AGP, su complejidad y la idea que siguen para resolver los métodos abstractos.

Algoritmos Concretos de AGTA

En el caso de los algoritmog concretos del Algoritmo Genérico de Trayectoria Aumentante,
el método abstracto principal es encuentraTrayectoriaAumentante, la tabla siguiente nos da un
breve resumen de como cada algoritmo encuentra la trayectoria aumentante.

Algoritmo | Complejidad Idea principal del algoritmo

AFME O(nmU) Encuentra la trayectoria aumentante etiquetando to-
dos los vértices u para los cuales existe una trayec-
toria dirigida de s a u. Si t es etiquetado entonces
existe una trayectoria aumentante.

AEC O(m?logl) Utiliza la misma idea de AFME con la peculiari-
dad de que en cada fase el algoritmo intenta encon-
trar una trayectoria con capacidad “suficientemente
grande”.

ATALM O(n*m) Encuentra una trayectoria aumentante del vértice s
al vértice ¢ con longitud minima. Para encontrar
dicha trayectoria se utilizan las distancias etique-
tadas de los vértices de la red.

ADinic O(n?m) Este algoritmo también busca trayectorias aumen-
tantes de longitud minima, pero crea una red de ca-
pas para lograr su propésito. ’

De los algoritmos presentados en la tabla anterior podemos observar que si la capacidad de
los arcos de la red en cuestién es pequeiia el algoritmo AFME podria ser una buena eleccién,
dado que la implementacién de este algoritmo es muy sencilla. Pero si los arcos de la red tienen
capacidades muy grandes entonces la mejor opcién son los algoritmos ATALM 6 ADinic. Las
desventajas de estos ultimos recaen principalmente en la implementacién, dado que se vuelve
mas compleja; sobretodo ADinic, el cual mantiene una red de capas en cada iteracién. Pero
en lo concerniente al tiempo de ejecucién son mds eficientes. La complejidad de AEC podria
reducirse a O(nmlogU) si utilizamos el método encuentraTrayectoriaAumentantes() usado en
ATALM, pero ain asi, si la capacidad de las aristas es muy alta es mds conveniente utilizar
ATALM o ADinic.

Algoritmo Concretos de AGP

Ahora bien, para los algoritmo basados en el Algoritmo Genérico de Preflujo la operacién
abstracta principal es elegir el vértice activo. La siguiente tabla nos muestra una breve idea
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de c6mo cada algoritmo elige el siguiente vértice activo para ser explorado y la complejidad de
cada uno de ellos.

Algoritmo | Complejidad Idea principal del algoritmo

APFIFO o(n?) Este algoritmo mantiene una lista de vértices activos
en forma de cola, es decir, el primer vértice que entra
es el primero que sale (First-In First-Out).

APDM O(nzﬁ) Elige el vértice activo con distancia etiquetada
maxima, para lo cual, mantiene una estructura de
listas L(k) donde cada lista contiene los vértices ac-
tivos u con d(u) =k, paracada k=1,...,2n+1
APEE O(nm-+n®logU) | Elige un vértice activo con exceso muy grande, para
lo cual mantiene una estructura de listas L(k) donde
cada lista contiene los vértices activos u con e(u) >
2 yd(u) =k, paracada k= 1,...,2n+ 1, donde A
es un parametro definido al inicio del algoritmo con
2198V v actualizado en cada fase del algoritmo.

I.zs ventajas de los algoritmos presentados en la tabla anterior, obviamente, es que la com-
plejidad de cualquiera de ellos cs menor que la de los algoritmos basados en AGTA cuando el
nimero de aristas no es lineal con respecto al nimero de vértices. Para cualquier problema
donde la red es muy extensa utilizar un algoritmo basado en AGP es la mejor opcién. De los
algoritmos presentados en la tabla anterior el mejor es APDM. La tinica desventaja de este al-
goritmo es que mantiene una estructura de listas L(k) con & = 1, 2,...,2n. Cada L(k) contiene
a los vértices activos con distancia igual a & y ademds mantiene una referencia a la lista no
vacia con distancias maximas, asi que mantener y almacenar esta estructura es mds complicado
y costoso que mantener una cola de vértices activos, que es una de las ventajas del APFIFO.

Comparando todos los algoritmos presentados, podemos concluir que en la préictica el mejor
algoritmo en términos de complejidad es APDM, ya que la complejidad es menor que la de los
otros algoritmo, excepto APEE, y no es dificil de implementar.
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