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Introduccion

El término autoorganizacion se aplica a sistemas complejos donde se percibe al-
guna clase de actividad, patrén o dindmica coordinados. En este sentido, podemos
decir que un sistema se autoorganiza, cuando a través de algiin comportamiento
complejo surgen correlaciones de largo alcance, ya sean éstas espaciales o tempo-
rales.

La formacion de patrones es una consecuencia muy llamativa del fenédmeno de
autoorganizacion. Los podemos encontrar tanto en sistemas fisicos como biolégicos
y quimnicos, dando lugar a una gran riqueza de formas y estructuras. El fenémeno
mismo de la vida se sustenta y recrea en procesos complicados de autoorganizacion
donde surgen una gran variedad de patrones que contienen parte de la belleza y
complejidad de las formas vivientes.

Resulta sumamente interesante tratar de comnprender los mecanismos intrinsec-
os que producen que un sistema salga del aparente desorden y se autoorganice. Es
necesario hacer notar que este proceso se da en sistemas abiertos y fuera del equi-
librio. Se han observado una gran variedad de sistemas que pasan del desorden a un
régimen de autoorganizacion al modificarse algin pardmetro o cantidad fisica. Esto
permite el estudio de dichos sistemas en el laboratorio, donde el cientifico es capaz
de controlar ese pardametro, e identificar ¢l dominio donde aparece el fenémeno.

En este trabajo abordamos el ¢studio de la formacion de patrones en dos sis-
temas principalmente, que aunque provenientes de distintas dareas del conocirniento
cientifico, la Fisica y la Biologia, presentan aspectos geomédétricos y dindimicos en
comun. Estudiamos por un lado, el fendmeno de morfogénesis en un tipo de filotaxis
plana, y por otro, analizamos la formacién de los patrones convectivos de Bénard.
Ambos procesos de autoorganizacidn estan relacionados por varias razones, y ello
se puede observar a simple vista; los patrones en los dos sistemas son muy similares.
La causa mds importante de esta similitud es que ambos pueden ser considerados
como soluciones a un problemna variacional: el Hamado empaquetamiento de discos.
En este contexto, dichos patrones son la estructura resultante del acotnodo de cel-
das, con tamanos y formas aproximadamente iguales, en una regién espacial plana,




Introduccidén

de tal manera que dos condiciones geométricas son satisfechas: los centros de las
celdas se alejan unos de otros tanto como es posible, al mismo tiempo que el patrén
estd constituido por el mayor namero de celdas posibles. En el caso de la filotaxis
que estudiamos, las celdas representan pétalos u otros érganos presentes, por ejem-
plo, en la corola de una f{lor, como la margarita o el girasol. En el caso del sistema
hidrodindmico, el patrén esti constituido por celdas de convecciéon. Aunque abor-
damos iinicamente el caso plano, varios de los resultados que obtenemos pueden
ser generalizados a la formacion de filotaxis cilindrica.

Podemos emplear varios enfoques en ¢l estudio de la formacién de filotaxis, los
cnales clasificamos en dos tipos hasicos: aquellos que buscan explicar el fenémeno
a partir de primeros principios, y aquellos que lo describen a partir de sus carac-
teristicas globales. En este trabajo presentamos arabos enfoques al estudiar primervo
los aspectos geométricos para después proponer un mecanismao quimico, basado en
procesos de reaceion y difusion como responsable de su morfogénesis. Estos procesos
generan una dindmica tipo Turing, en donde la difusién es el factor de desestabi-
lizacion local. Esta propuesta se fundamenta en resultados recientes ([5]. [G] y [19])
que demuestran la existencia de estados en sistemas de reaccion-difusion, carac-
de zonas muy localizadas de alta concentracién de uno

terizados por la exister
de los reactivos, conocidas como manchas o picos, cuya configuracion obedece el
principio variacional mencionado arriba. Por otro lado, las simulaciones realizadas
por Meinhardt, Koch y Bernasconi [11] muestran como el mecanismo morfogenético
que hace posible Ia ubicacion de nuevos drganos en el meristemo, puede ser resulta-
do de 1a dindmica de un sistema de reaccion-difusion compuesto de tres sustancias;
dos de ellas interactuan entre si como activador e inhibidor, mientras que la tercera
funciona como marcador en un mecanisino de memoria. Nuestra propuesta senala
a un sistema de tipo activador-inhibidor, con dos sustancias dnicamente, como re-
sponsable de a formacion de filotaxis plana, no solo ¢n el me ¢mo, sino en toda
la corola. La ubicacion de nuevos drganos en el meristemo es consecuencia, bajo
esta propuesta, del principio variacional inherente a la dindmica de nuestro sistema
¥y no de un segundo inhibidor como proponen Meinhardt et al (vease [11]).

Este trabajo estd organizado como sigue. En el primer capitulo presentamos
aspectos generales del fenémeno de autoorganizacion y algunos ejemplos del mismo,
con el objetivo de familiarizarnos con el tema. En el segundo, establecemos los
conocimientos preliminares de los sistemas de reaccion-difusion y la inestabilidad
de Turing que empleamos en el tercer capitulo, donde exponemos nuestra propuesta
central para explicar la emergencia de filotaxia en flores. En el cuarto capitulo
hacemos un estudio global de los patrones convectivos de Bénard y establecemos
Ia similitud entre ellos y los patrones en filotaxis.

Nos gustaria utilizar este espacio para hacer énfasis en la importancia que tiene




para la Fisica y las Matemadticas el estudio de filotaxis. En primer lugar, la filotaxis
puede considerarse como un tipo de cristalografia, y desde los inicios de esta rama.
de la ciencia, aquella a jugado un papel muy relevante, pues muestra regulari-
dades y condiciones geométricas propias de la formacién de redes cristalinas. Por
otro lado, la filotaxis muestra procesos dindmicos complejos, v su estudio es un
cruce de caminos de diferentes disciplinas como la botdnica, la teoria de ecua-
ciones diferenciales parciales y el cilculo de variaciones. Por ultimno, la formacién
de filotaxis es un ejemplo fascinante de la capacidad de autoorganizacién de los
sistemas vivientes. El estudiar y describir los mecanismos encargados de este pro-
ceso puede conducir, eventualmente, a una mayor comprension de la emergencia

de simetrias en organismos vivos.




Capitulo 1

Nociones basicas

En este primer capitulo hacemos una descripcién conceptual del fenédmeno de
autoorganizacion, y presentamos una coleccién de ejemplos en el que éste se da.
Este fendmeno es sumamente vasto, tanto en los miltiples enfoques y teorias que
se usan para su deseripcidn, como en la evidencia empirica que de él tenemos
disponible. Por supuesto que no pretendeinos abarcar todas las facetas de este
fascinante tema, pero esperamos que lo expuesto en este capitulo sea un buen
punto de partida para el desarrollo posterior, y dé una idea de la profundidad que

puede alcanzar su estudio.

1.1. Sistemas termodinamicos fuera del equilib-
rio

Debido a que el estudio de la formacion de patrones hace uso en gran medida
del andamiaje que provee la termodindmica, gran parte del vocabulario que se
emplea proviene de esta. En esta seccién pretendemos hacer un repaso general muy
breve sobre algunos conceptos clave de la termodindmica que estaremos usando

constantemente! .

Cuando queremos estudiar algo tendemos a aislarlo del medio que lo rodea -
generalmente esto lo hacemos en nuestra mente- y enfocarlo de manera exclusiva.
En la Fisica como en otras ciencias, llamamos sisteinas a aqucllas regiones acotadas
del espacio o aquellas porciones finitas de materia, que son sujetos de estudio. Por
ejemplo, podriamos escoger como nuestro sistema a una neurona del cerebro lo

!Gran parte de los conceptos presentados en esta primera seccién pueden encontrarse y revis-

arse en [20]
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mismo que al fluido que se encuentra dentro del pistén de un automdévil. Aislar el
sistema de sus alrededores implica reconocer o establecer sus fronteras.

Una vez que hemos delimitado nuestro sistema, el paso siguiente es definir cier-
tas cantidades (variables fisicas, quimnicas, etc.) que nos permitan hacer una descrip-
cién de él. Aqui encontramos dos diferentes tipos de enfocques: el macroscépico y el
microscépico. Si queremos analizar al sistema desde un punto de vista macroscépi-
co, entonces las cantidades mediante las cudles lo describamos deberdan provenir,
hasta cierto punto, de nuestra percepcion sensorial; mientras que desde el punto
de vista microscépico esa condicion no se cumple. Asi por ejemplo, las cantidades
macroscépicas que describen al fluido en el pistén pueden ser su presién, volu-
men y temperatura. Estas cantidades tienen como importante caracteristica que
son medibles. NMicroseopicamente consideramos al sistema como el conjunto de una

gran cantidad de moldculas interactuando entre si. La descripeion microscopica en-
:ada moléceula, por

tonces, requicre una gran cantidad de variables (la velocidad de
ejemplo), que dificilmente serin medibles; mientras que en el nivel macroscdpico
las variables son pocas, ¥ ticnen la caracteristica de que representan promedios de
las variables microscdpicas.

La Termodinamica se concentra principalmente en encontrar y describir las
relaciones que existen entre aquellas variables que representan el estado interior de
un sistema. Para tener una mejor idea de qué queremos decir cuando hablamos del
estado interior, tomemos como ecjemplo el pistén de un antomdévil. Este sistema en
su totalidad (el pistén y col fluido contenido) tiene la misma velocidad promedio
que ¢l auto, pero tiene una temperatura promedio diferente. La velocidad a la que
se mueve no tiene relacion con su estado interno, mientras que la temperatura si.
Es por ello que la temperatura es una variable termodindamica mientras que la

velocidad del auto no lo es.

Equilibrio termodindmico

Hemos visto que para poder describir a un sistema de manera interna, es nece-
sario especificar un cierto nttmero de variables termodinamicas. Cuando un sisterna
alcanza un estado tal, que dichas variables tienen un valor que no cambia con el
tiempo, siempre que las condiciones externas al sistema no cambien, se dice que el
sisterna estd en equilibrio.

Tomemos como ejemplo de sistema al café contenido en una taza. Algunas
posibles variables termodindmicas son su temperatura, masa, presién y volumen.
En este caso, todos hemos percibido como nuestro sistema alcanza un estado de
equilibrio: dejandolo reposar, el café termina por enfriarse. Si midieramos su tem-
peratura una vez que se enfrié, observariamos que no cambia (al menos de manera
significativa), siempre que la temperatura de la habitacién en la que estamos tam-
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bien se mantenga constante.

Existen diferentes tipos de equilibrio. El equilibrio mecdnico se alcanza cuando
no existe ninguna fuerza sin balancear en el interior del sistemna, ni entre el sistetna y
sus alrededores. Aun cuando dentro del sistema existan diferentes tipos de fuerzas
actuando, estas fuerzas se pueden anular unas a otras, teniendo come resultado
global una fuerza total nula. Por ejemnplo, un puente estd en equilibrio mecdnico
aun cuando actua sobre él la fuerza gravitacional. Dicha fuerza se anula con otras
de reaccién propias de la estructura rigida del puente. Su estado de equilibrio se

refleja en el hecho de que no se cac.

Por otra parte, si el sistema ademas de estar en equilibrio mecanico, no sufre
ningtin cambio en su estructura interna, ya sea por alguna reaccién quimica o por
flujo de material en un proceso de difusidn, entonces se encnentra en equilibrio
quimico.

Una tercera clase de equilibrio es el térinico. A diferencia de los anteriores,
este se define para dos o mads sistemas. Cuando hablamos de dos sistemas que
interactuan entre si, es necesario determinar el tipo de frontera que los separa. Las
fronteras adiabdticas son aquellas que no permiten ningiin tipo de interaccién entre
los sistemas. En el caso de la taza de café, los sistemas pueden ser el café mismo y
el aire contenido en la habitaciéon, mientras que la frontera es la taza (suponiendo
que tenga tapa). Dicha frontera no puede ser considerada adiabdtica, debido a que
permite el paso del calor, dando como resultado que el café se enfrie. De hecho,
las fronteras adiabdticas son ideales, aunque es posible conseguir algunas buenas
aproximaciones como puede ser un recipiente térmico costoso que mantenga al cafe
caliente. A las fronteras que permiten el paso de calor de un sistema a otro, se
les lama diatérmicas. Estas son mucho mads comunes que las anteriores. Cuando
mica, algunas variables

tenemos dos sistemas separados por una frontera diaté
termodindmicas cumenzarin a cambiar de valor -la temperatura del café disminuye-
hasta alcanzar un valor estable -café frio-. En ese momento ambos sistemas alcanzan
un equilibrio térinico. Por lo tanto, un sistema alcanza un estado de equilibrio
térmico cuando, aparte de satisfacerse las condiciones de equilibrios mecdnico y
quimico, no hay cambio en el valor de las variables termodinamicas cuando se
encuentra separado de los alrededores por un frontera diatérmica.

Cuando en un sistema se cumplen las condiciones de equilibrio mecdnico, quimi-
co y térmico, entonces decimos que ha alcanzado un estado de equilibrio ter-

modindmnico.

Sistemas abiertos y fuera del equilibrio
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Es un hecho comprobado experimentalmente que todos ? los sistemas presentan
una tendencia hacia los estados de equilibrio. El ¢jemplo de la taza de cafe es muy
ilustrativo. Es por ello que, para que un sistema se mantenga fuera del equilibrio, es
necesario que exista algiin factor externo que lo empuje, con lo cual es necesario que
sus fronteras le permitan algin tipo de interaccién con el exterior. A los sistemas
que cuentan con ese tipo de fronteras se les conoce como abiertos.

La mayoria de los sistemas que encontramos de manera natural son abiertos. Un
cjemplo muy familiar es nuestro propio organismo, el cual, para nuestra fortuna,
se encuentra fuera del equilibrio terinodindinico. Los sistemas abiertos y fuera del
equilibrio son especialmente relevantes, pues en ellos se presenta el muy interesante
fendmeno de autoorganizacién., Mas adelante damos una definicién compacta de
este concepto, pero antés de hacerlo preferimos introducirlo a partir de ejemplos
particulares.

1.2. Conveccion térmica de Rayleigh-Bénard

El sistema convectivo de Rayleigh-Bénard ha sido uno de los mas estudiados y es
un fendmeno prototipico de la formacidon de patrones. Gran parte del entendimiento
que de cllos se ha aleanzado se debe a este sistema [3].

En 1900, Henri Bénard descubrié que al calentar por debajo un fluido (dejando
la superficie libre), se formaba un patron mds o menos regular de celdas convec-
tivas hexagonales. Posteriormente en 1916, John William Strutt Lord Rayleigh
explicod dicho fenémeno como el resultado de la inestabilidad generada en el sis-
tema, debido a la fuerza de tHlotacion que sufren las capas inferiores del fluido al
aurmentar su temperatura. Actualmente, el fendmeno convectivo descubierto por
Bénard no se explica nada mas mediante la inestabilidad generada por la fuerza de
flatacion, sino se agregan otras fuerzas que estan relacionadas con la tension superfi-
cial v Ia temperatura. Sin embargo, al proceso convectivo generado por la fuerza de
floLacion se le conoce como conveceion térmica de Rayleigh-Bénard, mientras que
al inducido por la tension superficial se le conoce como conveceién de Marangoni.

En su forma ideal, la conveceion de Rayleigh-Bénard consiste de un fluido entre
dos placas paralelas, infinitas y perfectamente conductoras de calor (ver fig.(1.1)).
Cuando la temperatura de las placas es idéntica -AT = T, — Ty = 0,- el sistema
alcanza un estado de equilibrio térmico, donde el fluido es homogéneo e isotrépico.
Este estado es estable, dado que si se aplica una pequefia perturbacién al sis-
tema (elevando ligeramente la temperatura de la placa inferior por un intervalo de
ticmpo corto), eventualmente el sistema regresa al estado de equilibrio [16]. Hasta

2Salvo que se descubra alguno que no lo haga.



1.2 Conveccién térmica de Rayleigh-Bénard 5

aqui, el sistema descrito es muy aburrido pues todos los clementos del fluido se ven
idénticos en todos los puntos. Las condiciones cambian cualitativamente cuando
elevamos la temperatura de la placa inferior 73 progresivamente y empujamos al
sistema fuera del equilibrio. Para AT cercana a cero, el sistema se mantiene en
reposo 3 y una diferencia de temperaturas surge entre las placas (la temperatura
va disminuyendo confornie nos acercamos a la placa superior). Este estado recibe
el nombre de estado de conduccién. Ahora vemos condiciones claramente distintas
a las del equilibrio térmico, pues encontramos un rompimiento de homogeneidad.
Debido a la expansion térmica que sufre el fluido cuando aumenta su temperatura,
la densidad de las capas inferiores es menor, situacion que puede derivar en inesta-
bilidad puesto que ¢l sistema estd sumergido en un campo gravitacional: aparece
una fuerza de flotacion Fy que empuja las capas inferiores hacia arviba. El sistema
s¢ vuelve inestable cuando esta fuerza es capaz de superar los efectos disipativos
derivados de la conduccién térmica y la viscosidad [3].

Podemos definir entonces un parametro * de control R como el cociente de la
fuerza de flotacion entre la fuerza estabilizadora consecuencia de Ia disipacion. Se
puede verificar que R e¢s directamente proporcional a AT debido a que si aumen-
tamos la temperatura de la placa inferior, la fuerza de flotacion se inerementa. Se
ha observado que la inestabilidad se presenta cuando R oaleanza el valor critico
R, =~ 1708 independientemente del fluido que se tenga [3]. Cuando el sistema cruza
el umbral, determinado por ese valor critico, el sistema se autoorganiza formando
células de conveccién, donde el ealor es transportado mediante regiones de material
caliente que sube y regiones donde el material frio baja.

La formacidn de este patron convectivo nos sirve para ilustrar los aspectos Lipi-
cos del proceso de autoorganizacion. El sistema se mantiene fuera del equilibrio
mediante la inyeccion de energia, generiindose asi la inestabilidad para determina-
do dominio de un paramectro de control. La inestabilidad encierra un proceso de
retroalimentacidn: cuando el parametro de control cruza el umbral del valor critico,
los clementos de fluido en las capas inferiores necesitarin de una pequena pertur-
bacion (quizd el choque entre dos moléculas) para comenzar a subir empujados por
la fuerza de flotaciéon. Esta perturbacion, que en cl régimen de equilibrio tenderia
a desaparecer, crece y da paso 4 un patrén de conveccién, rompiendo la homo-
geneidad. Vemos finalmente que el sistema pasa de un régimen de comportamiento
simple, donde lo relevante son las interacciones moleculares de orden microscépi-
co, a un régimen con orden y coherencia, donde ciertas correlaciones de alcance

3Refiriéndose a que no hay movimiento en escala macroseépica aunque a nivel atémico las
moléculas estén en continuo movimiento.

1Este pardmetro tiene la forma adimensional R = ""2;”: con a como el coeficiente de ex-
pansion térmico, g la aceleracion gravitacional, d la distancia entre las placas, x el coeficiente de
difusién térmico y  la viscosidad cinemadtica.
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Figura 1.1: Sistema Convectivo de Benard, en el que podemos observar la formacidén
de celdas convectivas.

macroscopico juegan un papel muy importante en la dindmica: Cuando una célula
convectiva gira en ¢l sentido de las manecillas del reloj, las adyacentes lo hacen en
sentido contrario. TPor otra parte, el sistemna no tiene un tinico estado posible para
cl mismo valor del pardmetro. El estado mads sencillo ¢s el que presenta células
convectivas cuadradas. Sin embargo, la superposicién de ellas forinando hexdgonos
también es posible [3].

Es importante resaltar que el rompimiento de una simetria espacial, caracteri-
zada por la homogeneidad e isotropia del sistema, para dar lugar a otras con mayor
complejidad, encierra en si el proceso de formacion de patrones.

1.3. Reaccién Belousov-Zhabotinsky

Existe una gran variedad de sistemas quimicos que presentan el fenémeno de
la autoorganizacion. Estos sistemas han sido ampliamente estudiados, particular-
mente con mucha intensidad a partir de la década de los ochentas del siglo pasado,
debido a la interesante diversidad de estructuras y comportamientos que en ellos
observamos. En particular, uno de los aspectos que los hace muy atractivos para
el estudio ¢s que presentan, con mucha frecuencia, comportamientos oscilatorios
andlogos a los observados en la mayoria de los sistemas bioldgicos. Dado que en el
estudio de estos 1iltimos, el entendimiento de los fendimenos oscilatorios es funda-
istemas quimicos cobran especial relevancia.

mental, dichos

Pensemos por ejemplo en el corazén. Este drgano estd constituido por una gran
cantidad de células musculares especializadas. Cada una de las cuales, realiza una
funcién relativamente simple: al recibir determinado estimulo externo la célula se
contrae, y después de cllo, permanece inactiva un corto periodo de tiempo en el cudl,
vuelve al estado previo a la contracciéon. Dos cosas debemos notar en este ejemplo:
en primer lugar, las contracciones ritmicas, del corazén en su conjunto, son el
resultado de la accién concertada de un nimero grande de elementos constitutivos
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simples, y ¢n segundo, cada célula se contrae en respuesta a un estimulo (eléctrico)
que viaja a través del tejido cardiaco. Ambos fenéinenos, tanto las contracciones
globales del corazdn comno el estimulo viajero que las produce, son oscilatorios,
y pueden ser modelados por comportamientos andlogos, observados en reacciones
quimicas como la de Belousov-Zhabotinsky (B-Z). Mis adelante profundizaremos
en este ejemplo, pero por lo pronto estudiemos brevemente algunos aspectos de las
reacciones en general.
Consideremos un sistema quimico representado por la ecuacién

A+B 5 C+ D,

donde A y B son dos tipos de moléculas que interactuan para formar otros dos
tipos C y D. £ es una constante que representa el ritmo al que se lleva a cabo la
reaccion. Mientras mayor es &, mas rapido se estdan produciendo los elementos C
y D, y disminuyendo las concentraciones de los reactivos A y B.

Si el sistema se mantiene cerrado (no entra ni sale energia pero tainpoco ma-
teria), después de un tiempo suficientemente largo el sistema alcanza el equilibrio
quimico, situacién andloga al sistema de Raleigh-Bénard cuando la temperatura
de las placas es la misma. Esto sucede como consecuencia de la existencia de una
reaccién inversa:

o
A+ B &~ C+ D,

que compensa la accién de la directa:

A+ B C + D.

K
—
—
E,
Cuando se alcanza el equilibrio quimico, la velocidad (V;) de la reaccién directa
es igual a la velocidad (1}) de la inversa. En donde, por la ley de accién de masas
(ver apéndice A), Vi = s[A][B] y V; = #'[C][D]; donde denotamos por [X] a la
concentracién del reactivo .X. Por lo tanto, el equilibrio quimico estd caracterizado
por la aparicién de un cociente (a) de concentraciones constante. Es decir, como
Vi = V4, entonces

_ & _ [€lD]
o= o= [T][F] (1.1)

Coino en el caso del sistema convectivo, buscamos sacar al sistema del equilibrio
para buscar comportamientos complejos y mds interesantes. Esto se logra abrien-
do el sistema. En este caso en particular, una manera de hacerlo es inyectando

b
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moléculas del tipo A y B o extrayendo moléculas del tipo C y D, de tal forma que
la condicién de equilibrio dada por la ecuacién (1.1) no se cumpla:

ol ,
[4]1B] )

En estas condiciones un fenoémeno tipico es el de autocatdlisis, andlogo al proce-
so de retroalimentacion del sistema convectivo, donde la presencia de una sustancia
aumenta su produccidn de manera indirecta. Nuevamente, en el estado de equilib-
rio, cualquier pequeiia perturbacién tenderia a disminuir. El fenémeno de auto-
catalisis se caracteriza por que dichas perturbaciones se amplifican -este fendémeno
hace posible, por ejemplo, el almacenaje y transmision de la informacién genética
en las células, debido a que el material genético se sintetiza gracias a la presencia
de proteinas, sintetizadas a su vez por material genético-.

Reaccién Belousov-Zhabotinsky

La historia del descubrimiento de esta reaccion es memorable, pues en ¢lla no
solo encontramos el hallazgo de uno de los paradigmas de la formacion de patrones
en sistemas quimicos, sino que ademas podemos observar como el escepticismo
natural del medio cientifico en ocasiones puede producir actitudes muy cerradas,
que incluso pueden obstruir el propio avance de la ciencia.

El primero en descubrirla fué el cientifico soviético Boris Pavlovich Belousov
[15] a mediados del siglo pasado, quien estaba interesado en obtener una reaccién
con una cinética aniloga a la observada en el ciclo del dcido citrico (conocido como
ciclo de Krebs), Este ailtimo consiste en una sucesion de reacciones quimicas de
vital importancia para el metabolismo de los organismos aerdbicos. La idea de Be-
ia en oxidar el Acido eitrico mediante iones metédlicos, y no mediante

lousov consis
enzimas cataliticas como sucede en los organismos vivos. Para este propésito uti-
o, el cudl presenta dos estados (Ce?t v Cett),
5n el cerio

liz6 iones de bromato (BrOy5), v ce
como catalizador. El resultado fue inesperado: a lo largo de la reac
alternaba entre sus dos estados, y el periodo de tiempo que duraba en cada uno
de ellos era aproximadamente de un minuto. Visualinente el proceso era espectac-
ular, pues cada estado de la sustancia le conferia un color particular a la solucién:
amarillo e incoloro. En diferentes ocasiones, Belousov intentd publicar los resul-
tados obtenidos, y sus articulos fuceron rechazados repetidamente. El argumento
principal para ello se basaba en una de las leyes de la termodindmica, mediante
la cudl se decia que todo sistema quimico tendia al equilibrio, y que por lo tanto
las oscilaciones eran imposibles. No entendian los editores, que un sistema puede
tender al equilibrio de manera oscilatoria, como de hecho sucede con esta reaccién.
Tal fue la frustacién de Belousov, que incluso decidié retirarse de la investigaciéon




cientifica. Pasaron varios afios hasta que Anatoly Zhabotinsky continuara con los
estudios de Belousov, y por fin la reaccion fuera conocida bajo el nombre de estos
dos cientificos.

La cinética de la reaccién B-Z c¢s complicada y varios modelos se han propuesto
y estudiado. En el apéndice A mostramos brevemente el modelo Field-Noyes cuya
cinética es una buena aproximacién. En este espacio solo haremos una descripcién
cnalitativa del comportamiento, y de algunos fendmenos observados. A grandes
rasgos, el proceso de la reaccion puede separarse en dos partes [15]. Cada una
de cllas determinada por el comportamiento de la concentraciéon de los iones de
bromato. En la primera, dicha concentracion va disminuyendo, hasta llegar a niveles
relativamente pequeiios, mientras que en la segunda, vuelve a incrementarse, como
consecuencia de la accién de los iones de Cett. La presencia de de estos, promueve
la produccién del bhromato, al mismo tiempo que se descompone en Ce*. Una vez
que el bromato se restituye a sus niveles iniciales, ¢l proceso comicenza de nuevo.

i Por qué la cinética de la reaccién B-Z puede servir como modelo quimico de lo
que sucede en algunos sistemas bioldgicos, en particular en el corazén? La respuesta
a esta pregunta proviene de dos propiedades muy immportantes que presenta dicha
reaccion, las cudles son caracteristicas de los sistemas bioldgicos: la excitabilidad y

2

la autoorganizacion.

Para hablar en términos abstractos, la excitabilidad es Ia caracteristica que
presenta un sistema cuando a partivr de determinado estimulo, su estado cambia
dristicamente, para después de cierto periodo de tiempo®, regresar nuevamente
al estado inicial. Podemos ilustrar esta propicdad pensando nuevamente en una
célula del tejido cardiaco. Para que esta se contraiga necesita recibir un estimulo
eléctrico, -el cudl, de hecho, necesita ser de intensidad superior a cierto umbral;
de no ser asi, la respuesta celular no se da.- Una vez que ello ha sucedido, pasa
determinado lapso de tiempo para que la célula esté nuevamente en condiciones
apropiadas para contraerse. El mmisino tipo de comportamiento es observado en la
reaccion B-Z: una disminucion ¢n la concentracion de iones de bromato, -siempre
que sea suficientemente grande,- origina ¢l ciclo de reacciones mencionado. Cuando
ello sucede, el sistema pasa por muchos estados, antes de volver al inicial.

La otra propicdad, la autoorganizacidén, puede por el momento concebirse co-
mo la capacidad de generar estructuras espaciales y temporales organizadas, como
consecuencia de la dindmica interna del sistema, -o de la interaccién entre los ele-
mentos constitutivos-. En el caso del corazén, el impulso que genera la contraccién
se transmite como una onda viajera. Lo mismo sucede en la reaccién B-Z, con las
perturbaciones en las concentaciéon de iones. Estas tltimas han sido estudiadas en
reacciones llevadas a cabo en peliculas delgadas, buscando que el dominio espacial

A Conocideo como periodo refractario.
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Figura 1.2: Frentes de onda cireulares y espirales en la reaccién Belousov-

Zhabotinsky.

sea aproximadamente bidimensional. Las ondas generadas pueden estudiarse con
cierta facilidad, debido al cambio de color de la sustancia. Cuando el sistema es
perturbado en una pequena region, una onda circular es generada. Si esto se realiza
en forma periddica, se pueden observar ondas circulares concéntricas (ver imagen
1.2). Por otro lado, cuando una onda circular se rompe, -lo cudl puede suceder
por la presencia de pequeiias inhomogeneidades en el medio-, los extemos giran
en sentidos opuestos; la perturbacién se transmite con la forma de dos espirales
rotando (ver imagen 1.3). Este tipo de estructuras ordenadas (ondas circulares y
en espiral) son observadas con mucha frecuencia en sistemas excitables. Para seguir
con nuestro ¢jemplo, diremos que las ondas en espiral en el tejido del corazén son
¢l presagio del fendmeno conocido como fibrilacion, que generalmente antecede al
paro cardiaco.

Estos ejemplos nos han servido para delinear una caracteristica esencial del
proceso de autoorganizacion, y de la emergencia de patrones espaciales: ambos son
consecuencia de factores endégenos del sistema. Mds adelante volveremos a este

punto.

1.4. Mecanismo de Turing

El fenémeno de la vida engloba multiples procesos de autoorganizacién que
se caracterizan por su complejidad y riqueza de formas y patrones. Dentro de
la biologia, y en particular en embriologia, existen procesos que su comprensién
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Figura 1.4: El fenomeno de Ia vida engloba una gran variedad de procesos de
autoorganizacion y algunas de sus simetrias saltan a la vista

representa un reto para la ciencia. Desde los patrones y simetria que se encuentran
en el pelaje de un leopardo o la piel de un reptil, hasta el proceso de diferenciacién
espacial que requieren las células de un embrién para formar los distintos érganos
y sistemas, la autoorganizaciéon juega un papel sustancial en la creacién de las
formas vivientes. En esta seccion analizaremos sélo uno de los modelos propuestos
para explicar la morfogénesis de ciertas estructuras biolégicas, que ha servido para
disparar y encauzar la investigacién en formacién de patrones. Dicho modelo se
conoce como mecanismo de Turing.

Después de la fertilizacion, las células en un embrién comienzan a multiplicarse.
En esta parte del proceso, todas las células son idénticas; el embrién es una masa
homogéneca pluricelular. Cuando se alcanza un niimero determinado de células,
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estas comienzan a diferenciarse -en un sentido biolégico-, dependiendo del lugar en
el que estén. Este proceso de diferenciacion implica el surgimiento de determinado
patrén espacial y los mecanismos que lo hacen posible aun no estan completamente

descritos.

Otro ejemplo bioldgico de surgimiento espacial de patrones, lo encontramos en
la piel de algunos mamiferos como los leopardos o jirafas, donde la simetria espacial
es cvidente a simple vista. En general, el mecanismo (o mecanismos), que genera
tal o cual patrén en las formas vivientes no esid completamente determinado. Se
sabe que Ia informacién necesaria se encuentra alinacenada genéticamente, pero no
se sabe el proceso especifico que sigue la célula para, a partir de dicha informacion,
convertirse en parte del sistema nervioso y no del corazon, o tenirse de negro y no
de blanco.

Como base para entender ¢l modelo propuesto por Turing, ¢s necesario hacer
referencia a Lewis Wolpert, quién propuso la forina en que las células “podrian
saber como comportarse” a partir de su posicién espacial [15]. El sugirié que las
células estarian programadas, a partir de su informacion genética, para reaccionar
ante algunas sustancias quimicas presentes en el medio ambiente inmediato. La
presencia de alguna de estas sustancias, Hamadas morfégenos por su supuesta par-
ticipacion en la creacion de los patrones, provocaria que la célula actuara de alguna
forma determinada (comportindose como célula del corazon o del higado, segiin el
caso). Por lo tanto, el patrdon espacial estaria predeterminado por la distribucion
espacial de los morfogenos. Fsta teoria ha sido corroborada hacia finales del siglo
pasado, pues se ha logrado comprobar que, en general, ciertos productos genéticos
(proteinas o enzimas) son responsables de la morfogénesis en organismos vivos.

Sin embargo, aun cuando en un sistema podamos identificar plenamente la
existencia de morfégenos, la pregunta que surge ces relativamente la misma que se
tenia al principio: ;Cémo son los mecanismos mediante los cudles estas sustancias
se autoorganizan y forman un patrdn espacial, que sirve de mapa guia para las
células del embrion? Un mecanisimmo plausible fue propuesto por Turing (1952)
[15], quién mostré que la interaccion de dos fendmenos quimicos, Ia reacciéon y
difusion de dos (0 mds) sustancias, puede conducir a la creacién de patrones y
simetrias espaciales. Este proceso seria seguido por los morfégenos al momento de
auntoorganizarse espacialmente.

En el siguiente capitulo estudiaremos con detalle los modelos cinéticos de sus-
tancias que se difunden e interactian. Por lo pronto, nos limitaremos a mostrar de
manera intuitiva céio los procesos de reaccién y difusion de dos sustancias pueden
propiciar la formacién de un patrén espacial.

Como hernos visto en secciones anteriores, la formacién de patrones se tiene en
sistemas que se encuentran fuera del equilibrio. En los sistemas de recaccidn-difusién
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propuestos por Turing, ¢l elemento de desestabilizacién proviene del proceso de di-
fusién seguido por los reactantes. Esta es una idea que se contrapone a nuestro
sentido comiin pues, estamos acostumbrados a concebir a la difusién de una sus-
tancia como una tendencia estabilizadora. Pensemos por ejemplo en una gota de
colorante vertida en un recipiente con agua: después de determinado tiempo toda
¢l agua termina por colorearse. Proponemos la siguiente analogia como explicacion
intuitiva, de cémo el proceso difusivo actiia como agente desestabilizador del sis-
tema. Imaginemos un extenso bosque después de una prolongada sequia, donde
Ias condiciones son tales que alguna chispa puede desencadenar un incendio. En
determinado momento esto sucede y las Namas comienzan a dispersarse dejando
a su paso zonas quemadas y negras. Cuando los bomberos locales se dan cuenta
del incendio, deciden sofocarlo con agua, tierra y explosiones, ademsds de cortarle
el paso tirando arboles y abriendo bLrechas despejadas de maleza, Existen varios
posibles desenlaces: si los bomberos no se mueven con la suficiente rapidez, el fuego
puede llegar a consumir todo el bosque -esto podria pasar incluso si los bomberos
se mueven a la misma velocidad que el fuego-. Si por el contrario, los bomberos son
extremadamente veloces, las dreas quemadas serdn pequeiias, lo cual seria el caso
mds afortunado. Lo mds realista esti entre esos dos extremos, cuando las dreas
quemadas no son Lan pequenas pero los bomberos han logrado salvar buena parte
del bosque.

. Qué tiene que ver esto con un sistema de reaccion-difusiéon? Es posible es-
tablecer la similitud imaginando tanto a los bomberos como al fuego como dos
sustancias reaccionando entre si - el fuego activa a los bomberos y estos lo inhiben
sofociandolo- y dispersandose (difundiéndose). Los patrones espaciales en este sin-
gular sistema sc¢ perciben como dreas quemadas y dreas verdes. Ahora imaginemos
lo que sucederia si el fuego se encendiera en mas de un punto y de manera periédica
en ¢l tiempo. Es claro que si las sustancias no se dispersaran, el sistema tenderia a
un estado de equilibrio -el busque totalimente quemado o sin quemar-. También es
necesario notar que las velocidades de difusion de los reactantes deben ser distintas
para propiciar la formacion de simetrias espaciales.

1.5. Autoorganizacién

Hemos ya mencionado que el fendmeno de autoorganizacion es muy vasto; puede
ser encontrado en una gran variedad de sistemas, y estudiado desde distintos en-
foques. Aunque no pretendemos dar una definicién adabada del concepto, pues
corremos el riesgo de dar una iimagen muy parcial e incompleta, creemos perti-
nente delinear una idea general, asi como de enlistar algunas de sus caracteristicas

esenciales.
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A lo largo de los ejemplo que hemos presentado, podemos observar con cierta
claridad dos condiciones fundamentales que acompaiian a este proceso: el sistema
en el que se presenta estd fuera del equilibrio, lo cual implica que existe un continuo
flujo de materia y energia, -el sistema es abierto-. Por ejemplo, nuestro organismo
requiere continuamente de alimento y oxigeno para mantenerse vivo.

Como el término mismo lo sugiere, este fenémeno exhibe dos caracteristicas
esenciales: el sistema presenta cierto grado de organizacién interna, -lo cudl se
manifiesta, por ¢jemplo, mediante ¢l mantenimicento de estructuras espaciales or-
denadas, a las que llamamos patrones-, y clla es consecuencia, como hemos dicho,
de factores endégenos. Ton esta tésis estudinmos una consecuencia del fenomeno de
autoorganizacion: la emergencia de cierta filotaxia en plantas, y sus analogias con
los patrones convectivos de Bénard.




Capitulo 2

Sistemas de reaccién y difusion

En este capitulo presentamos, con formalidad, un acercamiento teérico que bus-
ca explicar los mecanisinos de formacion de patrones espaciales. Dicho acercamien-
to se basa en modelos matemdticos de sistemas compuestos por sustancias que se
difunden y reaccionan entre si. El surgimiento de simetrias espaciales serd con-
secuencia de la dindmica de esos sistemas. Los sistemas de reaccién-difusién han
demostrado tener caracteristicas muy similares a muchos sistemas biolégicos, en
donde la formacion de patrones ¢s sumamente importante en la concepceién y de-
sarrollo de los organismos vivos.

En la primera scecion analizaremos cémo los mecanismos de reaccion-difusion
explican la formacion de patrones bioldgicos. En la segunda, presentamos algunos
tipos de sistemas de reaccidon-difusién y su forma adimensional general. En la ulti-
ma, hacemos un andlisis lineal de cllos. La deduccién de la forma gencral de una
ecuacién de reaccién-difusién, asi como una descripeion del proceso difusive me-
diante caminatas alcatorias, pueden verse en el apéndice B.

2.1. Formacion de patrones en biologia

Autocatilisis local e inhibicién global

Muchos de los patrones observados en los organismos vivos pueden ser explica-
dos a través de modelos matemadticos basados en sistemas de reaccién-difusién. Es-
tos modelos deben su eficacia a un mecanismo clave que presentan dichos sistemas:
autocatdlisis local acompaiiada de inhibicién global. La formacién de patrones co-
mo consccuencia de ese mecanismo es comiin en la naturaleza, atin en sistemas no

organicos.

(9



16 Sistemas de reaccidn y difusién

Figura 2.1: La formacion de patrones en un desierto como este puede ser explicada
mediante mecanismos de autocatdlisis local ¢ inhibicién global

mplo en la formacién de dunas en los desiertos. Una duna
pequefia ofrece mas resistencia al aire que una zona completamente llana, lo cual
induce que mds arena se acumule sobre ella. Conforme la duna va creciendo, mas
resistencia al aire ofrece, y por lo tanto miis arena se acumula. Como podemos ver,
este es entonces un cjemplo prototipico de proceso autocatalitico. Sin embargo, la
cantidad de arena en el desierto es finita, lo cual propicia que la acumulacién en
ciertas regiones implique la ausencia en otras. Esto quicre decir que la presencia de
cierto ndmero de dunas inhibe la formacion de otras. Gracias a esta competencia
entre antocatilisis ¢ inhibicidn -procesos contrarios pero complementarios- emergen
formas ondulantes en ¢l desierto, que tal vez recuerden la coloracién del pelaje de

Pensemos por cj

algunos animales como el lepardo.

Ciertos sistemas de reaccidn-difusion presentan procesos andlogos al descrito a-
:as interactian de tal forma que una

rriba. En estos sisteinas, dos sustancias quimi
de ellas, a la cual Namaremos activador, se produce a si misma, al mismo tiempo
que promueve la produccion de la otra sustancia, que Hamaremos inhibidor. El inhi-
bidor, por otro lado, detiene la produccién de la primera sustancia, de tal manera
que su presencia tiende a disminnir la concentracién de activador. Este proceso,
igual que en el caso de las dunas en el desierto, mantiene un equilibrio global del
sistema. Cualquicer aumento en la concentracién del activador se compensa por
un aumento cn la concentraciéon del inhibidor, que a su vez reduce nuevamente la
cantidad de activador.

Hasta aqui, todavia no ¢s claro cémo se han de formar patrones espaciales
de ningtin tipo ¢n el sistema que estamos considerando, pues como hemos dicho,
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2.1 Formacién de patrones en biologia

nuestro sistema hipotético mantiene un equilibrio global. Hemos entonces de incor-
porar otro factor importante que subyace en la formacién de patrones en el desierto.
Supongamos por un momento que inicialmente no hay una sola duna. Luego, todas
las regiones contienen la misma cantidad de arena y por lo tanto, ninguna regidén
ofrece resistencia al viento. Sin embargo, esta situacién es localmente inestable.
Cualquier pequeiia acumulacién de arena, provocada por alguna inhomogeneidad
ambiental (alguna depresién natural o algun cambio en la humedad del suelo) es
capaz de iniciar el proceso autocatalitico. Entonces, ¢l factor importante que pro-
picia la emergencia del patrén es que la inhibicién de formacién de dunas es global,
mientiras que el proceso autocatalitico es local.

LDe qué mancera se produce, en los sistemas de reaccion-difusion, autocatdli-
sis local sumada a inhibicién global? En el sistema activador-inhibidor delineado
previamnente, la concentracion de activador aumenta por autocatdlis mientras que
el proceso de inhibicidon se debe a la presencia de la otra sustancia. Luego, para
obtener las condiciones de inestabilidad local con inhibicion global, es necesario que
el inhibidor se difunda en los alrededores mucho mas ripidamente que el activador.
De contar con esta diferencia en las velocidades de difusion, un pequefio anmento
en la concentraciéon de activador tenderd a crecer por autocatalisis, aumento que
no es detenido por el aumento consecuente de inhibidor, pues éste se dispersa a
los alrededores. La estabilidad se alcanza nuevamente, sélo cuando la cantidad de
inhibidor es suficienternente grande para cubrir todo el dominio.

El proceso descrito puede ser modelado matematicamente mediante el sigu-
iente sistema de ccuaciones diferenciales parciales (ver apéndice B), propuesto por
Meinhardt, para las concentraciones del activador (a) y del inhibidor (h):

6 2
L pna + DoAa + pg,

EI)

(2.1)
al .
B_Ll = pa? — vh + DyAh + py,

donde a aumenta autocataliticamente gracias al término pa?/h, y promueve el au-
mento de /i, a través de pa®. Denotamos con A el operador de Laplace!, con lo cuél
los términos DaNa y DAl toman en cuenta el proceso difusivo de las sustancias
(ver apéndice B); el valor de las constantes D, y Dy es una medida de la rapidez
con que se difunden (difusividad). Dado que esperamos que el inhibidor se difunda
con mayor velocidad, es necesario que Dy > D,. Al incorporar los términos —ua
y —wvh estamaos suponiendo que ambas sustancias desaparecen continuamente del
sistema, consecuencia de su descomposicién quimica. En el modelo, estos términos

#1(8%a)/(8+3), donde

ISi la reaccién se lleva a cabo en tres dimensiones, entonces Aa = 35,
x; representa la i-ésima coordenada espacial.
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ademis hacen posible la existencia de un estado de equilibrio diferente a aquel
donde las concentraciones son nulas en todo punto. Las constantes po y p; indican
la generacién continua de ambas sustancias en ¢l medio.

Meinhardt hace un andlisis muy simple para mostrar cémo en el sistema des-
crito por (2.1), encontramos autocatdlis local e inhibicién global. Si el inhibidor
se diflunde muy rdpidamente, su concentiraciéon local se mantiene constante, aun
cuando existe un pequeiio ammento cn la concentracién de activador. Esto, unido
a la autocatdlisis del dltimo, ¢s el principio de la inestabilidad local. Esto puede
observarse en las ecuaciones tomanto 1 constante e igual a uno. Ignorando por el
momento el término difusivo y tomando todas las constantes iguales a 1, buscamos

equilibrio en la concentraciéon de activador, dado por Z——'L‘- = 0:

%:0::12—11.

(2.2)
Por lo tanto, ese equilibrio se alcanza cuando a = 1. Este es inestable pues si a
es ligeramente mayor que 1, a? — a es posilivo, con lo cual la concentracién de
activador aumenta.

Por otra parte, la estabilidud global del sistema se observa cuando dejamos de
tomar i constante. En ese caso, bajo las mismas simplificaciones tenemos que:

dh

- (2.3)

=a%—h.

Ello implica que ¢! punto de equilibrio, para ambas concentraciones, se obticne
cuando a? = A. Ahora suponiendo que nos encontratnos cerca del equilibrio, y
que un cambio en la concentraciéon del inhibidor es equilibrada rapidamente por
el inhibidor, podemos escribir el cambio en la concentracidn del activador como
funcién de ella misma, es decir:
2 2

da a a

——= e — —a=1-—a. 2.4

dt h a? 249
Por lo tanto, las concentraciones alcanzan un equilibrio cuando ¢ = 1. Este estado
es estable pues si @ > 1, 1 — a es negativo, y la concentracién disminuye hasta
alcanzar nuevamente uno.

Como vemos, la accién del inhibidor tiende a estabilizar globalmente al sistema,
mientras que su difusién y el proceso de autocatdlisis son factores de desestabi-
lizacion local.

Del andlisis anterior podemos extraer condiciones necesarias para que un sis-
tema de reaccién-difusién presente autocatdlisis local e inhibicién global. Supon-
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gamos que ¢l sistema en’ cuestién tiene alguna dindmica expresada a través del
siguiente sistema de ecuaciones: L : .

o i
5 =/@m,

(2.5)
Oh
i y(a, h).

Suponiendo que el inhibidor se difunde ripidamente, podemos suponer que
su concentracién es funcién de la concentracién promedio del activador. Con ello

obtenemos que
da
o2 = hia
= = J(a, (@),

donde con & denotamos la concentracién promedio del activador. Suponemos en-
tonces que el activador alcaza un equilibrio cuando a = ay, de tal forma que

(3., =

Para que dicho equilibrio sea inestable, es necesario que
af
= > 0. . 2.6
(Ba )..,, (2:6)

Por otro lado, para que la accién del inhibidor produzca cstabilidad global es
necesario que 5 o

J/ af oh
(aﬂ a ah Oa ao 0. (2.7)

Morfogénesis e informacién posicional

En la concepcién y desarrollo de los organismos vivos s¢ observan complejos
procesos de autoorganizacion, donde las simetrias y los patrones surgen y evolu-
cionan de mancra sorprendente. Ya hemos hablado de cémo un embrién pasa, de
manera cspontdnea pero precisa, de ser una masa homogénea pluricelular, a un
organismo de células diferenciadas. Este es un ¢jemplo donde los mecanismos de
autoorganizacién pueden ser explicados a través de los mecanismos descritos a-
rriba ([12] y [13]). Procesos como este, donde la generacién de patrones y formas
refleja autoorganizacién de los sistemas, son prototipicos en biologia, aunque se
encuentran también de manera abundante en fisica y quimica.

Cuando hablamos de formacién de patrones en un embrién, estamos pensando
cn la emergencia de zonas en el tejido celular que se diferencian unas de otras.
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Esta diferenciacién es el resultado de las diversas caracteristicas y tipos de fun-
cionamiento que de pronto adquieren las células en las deferentes regiones. Uno
de los principales objetivos de la embriologia es proponer y explicar mecanismos
que hacen posible la generacién de estos patrones, generacion que se realiza de
manera muy precisa y estable en la naturaleza. Esto es muy importante pues fi-
nalmente, estos patrones embrioldgicos son aquellos que predeterminan la forma y
caracleristicas corporales de los organismos.

El mecanismo delineado arriba, basado en inestabilidad local e inhibicién global,

es capaz de explicar ampliamente y con detalle muchos aspectos de la morfogénesis
stemas de reaccién-difusion ha logrado un
i6n de estos
ional. Para

embrional. En particular, el estudio de
gran alcance en ese propésito. El concepto que facilita la incorpor:
sistemas en los modelos de morfogénesis, es el de informacién posic
que una célula adquiera determinadas caracteristicas distintas a las de células en
otra region, aquélla debe de algnna manera, conocer en qué region se encuentra.
Expliquemos esto con mis detalle. El sitio especifico en el embrién donde una célula
se ubica, es determinante de las caracteristicas que debe adquirir y las funciones
que debe realizar, con el objeto de que el embrién se desarrolle adecuadamente.

Por cjemplo, las células neuronales no se deben desarrollar junto a las células
gdstricas, sin que medie algin tipo de interface. Luego, toda célula debe contar
con ciertos mecanismos que le permitan identificar el lugar donde se encuentra, y

como consecuencia, adoptar cierta identidad.

Algunos de los primeros y mas comunes procesos de diferenciacion celular que
un embrién presenta, son los que inducen ciertos rompimientos de simetria. Por
ejemplo, ciertos embriones se doblan sobre si mismos en una especie de bolsa
(gastrula), de tal manera que las células que quedan afuera se comportan de dis-
tinta manera que las células interiores. En otros embriones, en cierto momento de
su desarrollo, la parte superior se diferencia de la inferior, y en un extremo aparece
Ia cabeza. Es claro que la informacién posicional de las células es muy importante.
i Como explicar este fendmeno, si en la mayoria de los embriones todas las célu-
las son idénticas, ain a nivel gendtico? Mids aun, cuando algunos experimentos
demuestran que la asimetria por invaginaciéon que presentan ciertos embriones al
inicio de su desarrollo, es importante pero no indispensable para los posteriores
desarrollos asimétricos.

La propuesta tedrica, sobre la cual descansa la explicacién que sefiala a los
mecanismos de inestabilidad local aunada a estabilidad global como generadores
de estas asimetrias y patrones, indica que previamente a la formacién de zonas
diferenciadas, el embrién estd sumergido en una especie de mapa quimico. El cual
funciona de manera andiloga a los mapas topogrificos, que muestran las diferentes
alturas de un terreno, salvo que en este caso no se trata de alturas sino grados
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de concentracion de sustancias quimicas. En este contexto, cada célula reacciona
ante la presencia local de las sustancias o reactivos que conforman el mapa. Estas
sustancias son conocidas como morfégenos. La cualidad de la reaccién celular a
los morfégenos depende, no sélo del tipo de sustancia presente, sino de su grado
de concentraciéon. Entonces, el encargado de generar el patrén espacial, que des-
pués determinard estructuras celulares diversas, es un proceso quiinico, como el de
activador-inhibidor descrito arriba.

Pongamos un ejemplo simple para aclarar la idea anterior?. Supongamos que
en cierta ctapa de un embridn de células idénticas, éste necesita un rompimiento
de simetria elemental: el extremno superior, donde se ubicard la cabeza, debe dis-
tinguirse del inferior. Adem:is supongamos que el embrién tiene simetria cilindrica,
con lo cual sélo nos interesa considerar una coornenada espacial. Por otro lado,
imaginemos que dos sustancias, los morfégenos, permean ¢l embrién y reaccionan
entre si, de mancra andloga  sistema representado por (2.1). Una de ellas actia
como inhibidor y la otra como activador. Lo importante, en todo caso, es que el
sistema presente autacatilisis local ¢ inhibicion global. Dadas las condiciones ante-
riores, debemos notar que la formacién de gradientes asimétricos de concentracion
es tipico de un sistema de esta naturaleza, y estos emergen cuando el dominio (el
embrién) tiene cierto tamaiio critico. Demos una explicacion intuitiva de cémo esto

sucede.

El embridn es un dominio que crece. Si este es relativamente pequeiio, la concen-
tracién homogénea de morfégenos es estable, pues el inhibidor cubre rdpidamente
todo el espacio, impidiendo al apariciéon de una alta concentracion local de acti-
vador. Conforme ¢l embrion crece esto deja de ser posible, pues el inhibidor ticne
mdés espacio para dispersarse. Sin embargo, es poco probable que el activador se
concentre en el centro, pues ain no hay suficiente espacio para los consiguientes
gradientes creciente y decreciente que acompaiian a una alta concentacion central.
Una zona de alta concentracion debe estar suficientemente alcjada de una zona
de baja. Esto sélo se logra, cuando el dominio no es muy grande, si la primera
aparece en un extremo del dominio®. La asimetria se genera entonces de la siguien-
te manera: el embricon va creciendo, hasta que aleanza un tamaiio critico. Este se
caracteriza por ser lo suficientemente grande para permitir una zona de activador

2Lo que sigue fue tomado en gran parte de Meinharde ([12] y [13])

3fste es s6lo un argumento heurfstico para explicar la aparicién de zonas de alta concentracién
en la frontera de un dominio relativamente pequeno. Encontramos el sustento teérico de esta
idea en los resultados de Wei-Aing [19]. En su trabajo demuestra que ciertos tipos de sistemas
de reaccién-difusion, entre los cuales estd incluido el representado por (2.1), presentan estados
caracterizados por zonas localizadas de alta concentracién del activador (picos) que cumplen un
principio variacional de minima energia. La energia de dichos estados se concentra en estas zonas,
lo cual imnplica que los primeros picos en aparecer estin situados en la frontera, pues estos tienen
menor encrgia que los que se encuentran enteramente contenidos en el dominio.
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en un extremo, pero no tanto cotno para permitir una en el centro. Esta zona de
alta concentracién crece por autocatdilisis, hasta que la cantidad global de inhibidor
es significativa y suficiente para frenarla. Las células entonces reaccionan a la fuerte
presencia de activador y se diferencian de las demds.

Como causa adicional de la generacién de la asimetria, suponemos que las
células embrionales producen ellas misinas los morfégenos. Con ello, las pequeiias
inhomogenecidades, responsables de desencadenar el proceso, pueden provenir de
pequciios descensos o aumentos en esa produccién. Este hecho tiene implicaciones
muy importantes en la manera como describimos el desarrollo embrional, pues
apunta a que la generacién de estos y otros patrones, y por ende las posteriores
estructuras embrionales, no necesita estimulos especificos. Cunalquier cambio am-
biental, ya sea en la acidez, temperatura o cantidad de oxigeno prescnte, puede
desencadenar el proceso autocataitico.

Patrones periédicos

Los patrones periddicos son comunes en la naturaleza; basta observar la piel
de algunas serpientes o algunos felinos para obtener algunos vistosos ejemplos. El
mecanismo de inestabilidad local puede generar estos patrones tal como se vio en el
caso de las dunas en el desierto. En los sistemas de reaccién-difusion, el tamafo del
dominio juega un papel muy relevante en el tipo de patrones que se forman. Este
hecho se vera con detalle en la cuarta seccién del capitulo. Por lo pronto, podemos
darnos cuenta que la generacion de patrones periddicos necesita de dominjos rela-
tivamente grandes. Esto se debe a que zonas de alta concentracion requieren zonas
de baja concentracion, suficientemente lejanas, para mantencer estabilidad global.

Regeneracion de patrones

Se ha observado que la separaciéon en mitades de algunos embriones puede
conducir a la formacion de dos embriones completos. En nuestro modelo, dicho
fendmeno se explica observando como el retiro de una zona con alta concentracién
de activador elimina también una fuente de inhibidor. Las concentraciones entonces
decaen hasta que otra fuente de activador aparezca. La particién del embrién sélo
imnplica una reduccion de las dimensiones del dominio, que eventualimmente vuelve
a crecer.

Como conclusién, decitnos que el mecanismo de formacién de patrones, medi-
ante autocatilisis local e inhibicién global, constituye un buen modelo para la ex-
plicacién de fendmenos como el de diferenciacién celular, o periodicidad de formas.
Este éxito puede corroborarse a través de simulaciones numéricas, en donde sis-
temas de reaccidn-difusién generan patrones muy similares a los observados empiri-

camente.
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2.2. Algunos sistemas de reaccién y difusién

El sistema de activador e inhibidor (2.1), propuesto por Meinhardt, es un ejem-
plo de un sistema de reaccién-difusion, que exhibe formacion de patrones bajo
ciertas condiciones. En general, los sistemas de ecuaciones que modelan la reaccién
y difusién de dos o mas sustancias pueden escribirse como (ver apéndice B):
ge = f(¢) + DAGE, (2.8)
ot
donde & ¢s un vector cuiyas componentes son las coucentraciones o densidades de
los reactivos, y por lo tanto 8¢/3t representa el cambio de éstas conforme el tiempo
pasa. La funcién f : R® — R", que en la mayoria de los casos es no lineal, engloba
toda la cinética de la reaccién. A es el operador laplaciano y DAGE es un vector
columna, dénde cada entrada corresponde con el laplaciano de cada concentracion.
D e¢s una matriz diagonal cuyas entradas son los coeficientes de difusion de los
reactlivos.

Algunos de los sistemas que estudiamos aqui estan compuestos por dos reac-
tivos, y pueden ser representados de la siguiente manera:

%% = F(A, B) + D.AA,
(2.9)
%—’13 = G(A, B) + D AB.

Recordemos, de secciones anteriores, que la formacién de patrones en general se
tiene en sistemas que se encuentran fuera del equilibrio, y que en el caso de sistemas
de reaccién-difusion, el elemento desestabilizador es el proceso de difusion. También
es importante recordar que, para obtener patrones espaciales, los reactivos deben
difundirse a diferentes velocidades. Estas dos condiciones se expresan en (2.9) al
tenerse D, diferente de Dg, diferentes ambas de cero. Sin embargo, el que en
dicho sistema emergan patrones espaciales depende en gran medida de la forma
que tomen las funciones F v G, que representan la cinética de la reaccién. A
continuacién presentamos algunos sistemas que, bajo ciertas condiciones de los
pardmetros, pucden desarrollar algunas simetrias espaciales.

Un sistema muy estudiado es ¢l de Schnakenberg, en el que los térmminos que
expresan la cinética de la reaccidon son

F(A,B) = ki—keA+k3A®B
Y
G(4, B)

(2.10)

i

ks — k3A%B,
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donde las k's son pardainetros constantes positivos, cuyos valores son determinantes
en la generacién de patrones. Nétese que el término k3 A?B representa un proceso

de autocatilisis de la sustancia 4.

Otro sistema, que presenta una cinética de reaccién con un activador y un in-
hibidor como reactivos, es el propuesto por Gicrer y Meinhardt (1972). Los términos

de reaccién estdn dados por las expresiones:

3 2
F(A,B) = ky—keA+ i"l‘;i
y (2.11)
G(.4, B) = ,C4A2 et k5B,

donde A juega el papel de activador y B el de inhibidor.

Los sistemas anteriores han sido estudiados predominantemente de manera
tedrica. Sin embargo, existen otro tipo de sistemas, como el de la reaccién Belousov-
Zhabotinskii, cuyo estudio se hace mas factible de manera experimental. Ese es el
caso del siguiente sistena, estudiado por Thomas (1975), cuya cinética la definen

las funciones:

F(A,B) = ky—kadA—~ H(A, B),

G(A,B) = kz—k4B— H(A, B) (2.12)
y

3 _ ksAB

H(A,B) = kg + k7. A + kg A2’

Dado que H aparece con signo negativo tanto en F como en G, este término implica
la reduccién de las concentraciones. Sin embargo dicha reduceién pucede ser inhibida
por una alta concentracién de A mediante el término kg42.

Antes de iniciar el andlisis de cualquiera de los sistemas anteriores, es conve-
niente adimensionarlos. El hacerlo reduce ¢l mimero de parametros involucrados,
ademas de que permite dilucidar con cierta facilidad algunos pardmetros impor-
tantes de la cinética. Mis adelante quedari mas claro a que nos referimos con
esto. Realizaremos dicho proceso con detalle para el sistema dado por (2.10) y el
resultado podra ser generalizado a cualquier sistema de reaccién-difusion. Para ello
consideremos el siguiente cambio de variables:

*=€x, '=7¢, u=ad, v=pB.
Con lo cual el sistema (2.9), siendo F y G definidas por (2.10), se transforma en:

2
3 A'u,

T

Ou _ raky ke ks o
at ( T 7'u+ aﬁru v) + Da
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(é.k_“ - ﬁ- 21)) + Dg{;_—zA'v.

Donde A* es el operador del laplaciano con respecto a la variable z*. Esto implica
que si tornamos :

1 D,g k3..
=3, T=43 ¥ o=f= (=

el sistema anterior se transforma en:

= (B[R v o

= (ZE) (i)t o] + Do

Y, finalmente, definiendo S
_ Dg _ L? = k.’!) ,1 i __kd ka)%
._DA, ’7—DA’ ’vz Y _kz s
nuestro sistema toma la forma: ‘

uy = y(a — u+u? ‘U)+Au—'yf(u v)+Au,:

(2.13)
v = 'y(b < u?v) + dAv = n,_q(u, v) + div.!
En general, un sistema adimensional puede escribirse como
u; = vf(u, v) + Au,
(2.14)

v, = vg(u,v) + dOwv.

De su construccion, ')"'i tiene dimensién de longitud. Se observard en la siguiente
seccion que este parametro es de gran relevancia, pues su valor seri determinante
en la estabilidad del sistema. Por otro lado, de la inspeccién directa del sistema
(2.14), es posible darse cuenta que v regula la intensidad de la reaccién, al ser
factor de los términos reactivos.

La formacidn de patrones cn el sistema (2.14) depende crucialmente de la forma
particular de las funciones de reaccién f y g. Como ejemplo de ello, vimos en la
primera seccién de éste capitulo como la desigualdad (2.6) expresa una condicién
necesaria para que el sistema presente inestabilidad local, mientras que (2.7) ex-
presa una condicidn equivalente necesaria para obtener estabilidad global. En la
siguiente seccién descubriremnos la importancia de los parametros v y d.
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2.3. Analisis lineal

Los sistemas de reaccién-difusién, como se ha visto en secciones anteriores,
pueden exhibir estados estables ante perturbaciones cuando el término difusivo es
omitido. Cuando se toma en cuenta el proceso de difusién, dichos estados se pueden

volver inestables y simetrias mds complejas pueden llegar a surgir.

El objetivo de esta seccién es profundizar en el andlisis matemadtico de estos
sistemas para encontrar las condiciones necesarias para que la inestabilidad de
Turing (inestabilidad generada por difusién) se presente. La mayor parte del andlisis
que aqui se presenta fue tomado de Murray [15]).

El problema al cual nos avocaremos, tal como se presenté en la seccién anterior,

estd dado por:

uy = vf(u,v) + Au,
(2.15)

v = vg(u,v) + dAv.

Ademisis de las ccuaciones que expresan la cinética de la reaccidn, es necesario
incluir condiciones iniciales y de frontera, con las cuales el problema estd planteado
adecuadamente. Por ejemplo, podemos tomar las siguientes:

(i) w(z,0)=4%Z); v(z0)=v°Z) y
(ii) n-V(:f) =0, en 099,

con u® y v° dadas. Hemos denotado con 952 a la frontera del dominio espacial donde
se lleva a cabo la reaccidn y, por simplicidad, el flujo a través de ella igual a cero.

Siguiendo un razonamiento andlogo al empleado en la seccidn 2.1, buscamos un
estado (ug, ve) que sea estable en ausencia de variaciones espaciales. Dicho estado,

debe cumplir las ecuaciones:
S(uo,v0) =0, g(ue,vo) = 0.
El sistema, en ausencia de difusidn, estd gobernado por las ecuaciones:

u, = vf (u,v), :
(2.16)

v = vg(u, v).
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g Una fox ma de estudiar la estabilidad del estado (uo, vg) es a.na.hza.l su estabili-
dad lineal.. Para ello es necesario linealizar las ecuacioncs anteriores, alrededor de

»d_ncho punto de equilibrio. Tornando entonces

U —
w= 0
v — v
(2.16) se transforma, cuando la norma de w es pequeiia, en el sistema lineal:

a (e fu), B "(2.1.7)"

wy = yAw con
t 7 £ Gu Ju

donde las derivadas parciales de las funciones f y g, en esta expresién y a partir de
aliora en adelante, estdn evailuadas en el punto (ug,vp). Las soluciones al sistema

(2.17) estdin dadas por
w = et

donde A representa a un cigenvalor de A y « cs constante. El estado w = 0 serd li-
nealmente estable si cualquier perturbacion tiende a desaparecer con el tiempo.
Esto ocurre cuando ReM < 0, lo cual impone condiciones sobre la cinética de la
reaccion que derivamos a continuacién. Los eigenvalores A2 son raices del poli-

nomio caracteristico y por lo tanto cumplen la ecuacién:
det(yA — AT) =0,

es decir,
2= (fu + 90)A + ¥ (fugo — fogu) = 0. (2.18)
Resolviendo para A obtenemos:
1 '
Ma = 57[(fu +9) & ((Ju +9)% = 4(fuge — fugu))?]- (2.19)
Por lo tanto, para que (ug, v) sea asintSticamente estable, es.necesario que Rel; <
0, para 7 = 1,2. A su vez, para que esto ocurra se requieren el siguiente par de
condiciones:
trd= fu+g9,<0 (2.20)
y
det(A) = |A| = fugy — fugu > 0; (2.21)

las cuales son evidentes cuando pensamos en la forma diagonal de la matriz A.
Estas condiciones reducen la familia de funciones f y g para las cuales se asegula
la estabilidad lineal.




Sustltuyendo (2. 23) en (2 22), obtenemos

(1) (3) ().

donde al sustituir las formas explicita.s de A y D se obticne:

( X =y fu + A2 —1fs ) ( a ) —o. (2:29)

—YGu A — Yo + dk?

Como buscamos soluciones no triviales a (2.22), el determinante de la matriz en la
ecuacién anterior debe ser igual a cero, lo cual nos proporciona la relacién:

A2 AKP(1 + d) — (fu + gu)] + R(K?) =0, (2.26)

donde
h(k?) = dk* — vi2(df. + gu) + 7% |A] = 0. (2.27)

Observemos que cuando k& = 0, equivalente a la ausencia del término difusivo,
recuperamos (2.18) como era de esperarse. La ecuacién que acabamos de deducir
nos abre Ia posibilidad de obtener condiciones para la inestabilidad lineal de Turing.
Lo que buscamos, siguiendo su propuesta, es que el estado (ug,tp) sea inestable
bajo el efecto difusivo. Para ello es necesario que ReA(k) sea positiva para algunos
valores de & distintos de cero (recordemos que para k = 0, ReA(k) < 0). Dada la
relacién (2.26G), ReA(k) podria ser positiva si su coeficiente en (2.26) es negativo o
si el término independiente h(k2) os negativo para alguna k 5 0 (estas condiciones
son necesarias pero no suficientes). Sin embargo, £%(1 + d) es siempre positivo y de
(2.20), tenemos que (fu + g») < 0, con lo cual:

(£*(1 +d) —7(fu + 90)] > 0.

Por lo tanto, para que ReA(k) sea positiva para algin valor de %, la Gnica posi-
bilidad que nos queda es que el término independiente sea negativo. Nuevamente
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recordamos (2.20) y (2.21), de donde']4| debe ser positivo. El término dk? es siem-
pre positivo. Por lo tanto, la inestabilidad de Turing se presentard si df, + g, es
positivo, pero como f, + g, < 0, entonces d debe ser distinto de 1 y los signos
de fu y go distintos. Observemos que en el caso del sistema (2.1), propuesto por

Meinhardt, fy, > 0, g, < 0 y d es mmucho mayor que 1.
Podemos encontrar el niimero de onda critico (k,,) para el cual A(k?) es minima
(y negativa), diferenciando respecto a k% en (2.27) ¢ igualando a cero. Esto es:

2dk2, — v (dfy 4 gu) = 0 — k2, = M%—;L") (2.28)

k., serd pues el mimero de onda para el cual la inestabilidad es mayor, si el minimo
de B (Rpin = n(k2)) es negativo. Pero,
Bonin = dkyln. - ’kazll(dfu + gu) -+ 72,‘4'1

por lo tanto

dfu + gv)°
Ropin = '72 ('Al - (_.f_4(72£_) ) (2'29)
¥y con lo cual, l,;, < 0 si
2
pellu )7 4. (2.30)

4d

Un dato importante que también se puede rescatar de este anilisis, es el coe-
ficiente de difusién critico (dy), que marca la bifurcacién entre el comportamiento
linealmente cstable para toda k, y la inestabilidad lineal de Turing para algunos
valores del niimero de onda. Dicho coeficiente critico se obtiene cuando /i es

exactamente cero, cs decir
2 _— (dfu + 90)2 —
v (IAI ad ) =0
(2.31)
A2f2 + do(4fugu — 2fuge) + 92 = 0.
Cuando My,in < 0, existe un intervalo (ki, k2) para el cual A(k2) es negativa.

Para este intervalo de nimeros de onda, las soluciones a (2.22) serdn inestables. &
y k3 se pueden calcular igualando a cero h(k?) para d > d., de donde obtenemos:

(Wt gv) = [(dfu+ 9u)° = 4d]A|]F

2d
Y (2.32)
.2 (dfu + gu) + [(dfu + 9.)% — 4d]A[)F cee
ke v 2d .
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Dado que la ecuacién (2.22) es lineal, por el principio de superosicién su solucién
general estd dada por Ia suma: .

wrt) = w (2.33)
3

donde los coeficientes a y by en (2.23), son determinados a partir de las condiciones
iniciales. Es importante recordar que cl dominio de las funciones « y v c¢s finito,
y ello induce que el espectro de valores del ndmero de onda sea discreto. Por lo
tanto, ag y b son los cocficientes de Fourier de las condiciones iniciales.

Finalmente para tiempos largos, ¢l comportamiento de las soluciones a (2.22)
serd dominado principalmente por los térininos en (2.33) cuya A sea positiva. Es

decir

K2
w(r,t) =~ Z Wi t>>1. (2.34)
Ky

Las funciones propias linealmente inestables que estin expresadas en (2.34)
crecen de manera exponencial. Por ello la suposicién central del comportamiento
lineal, la norma de w pequeia, pronto deja de ser vilida y los terminos no lineales,
en la expansion de Taylor, se vuelven relevantes. De esta manera, el sistema puede
alcanzar un estado estable, espacialmente inhomogéneo, conformando un patrén

espacial.

En la seccién (2.1) se hizo incapié en la importancia del tamafio del dominio
para el crecimiento de alguna inhomogencidad. Este importante hecho se hace
patente al resaltar que la inestabilidad se presenta para ky < bk < kp. Donde &y
y k2 estdn dados por (2.32). Tres importantes hechos debemos enfocar: i) En esas
expresiones, el parimetro v es determinante en la longitud del intervalo (&, k2).
ii) El valor de 7 estd dircctamente relacionado con las dimensiones del dominio,
como se observo al deducir las ecuaciones adimensionales en la seccion anterior. iii)
Dado que los valores de & en (2.34) son discretos, sélo existe un nidmero finito de
cllos que caen en el intervalo de inestabilidad. Todo lo anterior lleva a la conclusién
de que si v es suficientemente pequena (que equivale a un dominio pequeiio), no
habra valor de & dentro del dominio (A1, &2) y 1a inestabilidad no surgird.

Esta tltima conclusion puede ser ligada directamente con la discusién relativa al
crecimiento del embrion en la seccion (2.1). Para que los primeros rompimientos de
simetria embrional se lleven a cabo, es necesario que el organismo haya alcanzado
un tamaiio pertinente, que permita el surgimiento de la inestabilidad. Una vez
que dicho tamafio se ha alcanzado, el estiimulo que desencadene el crecimiento
exponencial (autocatalitico) puede ser cualquier inhomogeneidad. Sin embargo,
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auhcglle el estimulo-es illespeciﬁco" el patrén resultante estd bien determinado.
"Esto s¢ debe a que la perturba.cxon que prevalece es aquella cuyo niimero de onda

col‘responde a.l exgcn\'alor mas grande.‘ .







Capitulo 3
Filotaxis

La formacion de patrones ¢n plantas es un ejemplo prototipico de los procesos
de autoorganizacién cn los seres vivos. Ejemplo ampliamente estudiado, donde la
complejidad de los modelos propuestos para su explicacién contrasta con la belleza
y riqueza de sus formas.

Filotaxis es el nombre que se le da a determinados patrones observados en una
gran variedad de plantas, particularmente en flores y frutos, que son generados
como consecuencia de cierta regularidad en la posicion u ordenamiento de hojas,
pétalos o alguan otro tipo de érganos componentes.

Un mismo tipo de filotaxis puede ser observada en diferentes estructuras orgdni-

as, (ue no necesariamente pertenecen a una sola especie. Por otro lado, la obser-
vacion ha demostrado la existencia de ciertas constantes numéricas caracteristicas
de los patrones. Lo anterior hace suponer que los mecanismos empleados por las
plantas en la generacion de estos patrones siguen ciertas reglas simples que pueden
:amente mediante algoritmos relativamente sencillos.

ser modeladas matemat

El crecitniento de las estructuras orgdnicas sigue, en altima instancia, la in-
formacién gendética codilicada en el ADN. Sin embargo, dada la complejidad de
los procesos de decodificacion de dicha informacion, el estudio de la formacién de
filotaxis parte preferentemente de un enfoque holistico (concentrindose en des-
cubrir procesos que simulen mejor la formacion de los patrones) que de primeros
principos (donde se buscaria entender las reacciones moleculares que la gobiernan).

En este capitulo estudiamos un tipo de filotaxis plana (observada en flores como
la margarita y girasol) cuya cstructura es andloga a los patrones convectivos de
Bénard. Comenzamos con una descripcién geométrica de la filotaxis en la margari-
ta, lo cual nos lleva a construir un modelo geométrico en la primera seccién. En
la segunda, mostramos como los mecanismos de generacién y crecimiento estable

B
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Figura 3.1: La formacion de patrones en plantas refleja procesos de autoorgani-
zacidn caracteristicos del fenémeno de la vida.

de este patrén pueden ser consccuencia de la dindmica de un sistema de reac-
cién-difusiéon. Para sustentar este modelo, mostramos como la dindmica de estos
sistemas obedece un principio variacional de minima energia, equivalente al prin-
cipio de empaquetamiento de discos. En este argumento son muy importantes los
resultados de Wei-Ming [19], que muestran como un tipo de sistemas de reaccién-
difusion, al cual pertenece el que aqui proponemos, presentan estados con miiltiples
picos, cuya configuracion cs equivalente al principio variacional mencionado. En la
tercera seccion, presentamos la formacion de filotaxis como un proceso dindmico
en un sistema compuesto por un conjunto finito de particulas, sumerjidas en un
potencial con simetria radial, las ales se repelen unas a otras. El objetivo en esta
seccidn es enfatizar el caracter variacional del proceso mediante el cudl este patrén

cmerge.

3.1. Modelo geomeétrico

Descripcién de la filotaxis en la margarita

El estudio con perspectiva geométrica de 1a filotaxis ha sido motivado por ciertas
regularidades geométricas y numéricas observadas en los patrones. Por ejemplo, en
los tallos, de una gran cantidad de especies de plantas, el dngulo que guardan las
hojas entre si es generalmente constante e igual a la seccion durea de 27 (360°(1 —
771) =~ 137,5°, donde 7 = (1 4+ V5)/2). (Ver fig.(3.2)).

La filotaxis que buscamos modelar es la observada en ciertas flores como la mar-
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Figura 3.2: En un tallo, el Angulo z que guardan las hojas entre si es aproximada-
mente igual a la seccién aurea. En (b) observamos el tallo, representado en (a),

desde arriba.

garita o el girasol. Ella estd formada por pétalos de formas similares que cubren la
parte central de la corola. Estos pétalos cubren todo el espacio, que podemos consid-
erar como bidimensional, sin traslaparse unos en otros. A simple vista, los pétalos
parecen alinearse en espirales que parten del centro de la estructura a la perife-
ria, convergiendo estas cn el centro. En general se observan dos tipos de espirales,
dependiendo del sentido de giro. Esas espirales son conocidas como parastiquios.
Los parastiquios son pues cadenas de pétalos adyacentes. (Ver fig.(3.3))

Un descubrimiento interesante nos lleva a encontrar una misteriosa relacién
numnérica entre ¢l niimero de parastiquios que giran en un sentido y en otro: en
la mayoria de los casos resultan ser dos miimeros conscecutivos de una sucesion de
Fibonacci [18]. Esta sucesion estd dada por el conjunto:

{fu}io,=1{1,1,2,3,5,8,13,...}.

Los nimeros de esta sucesién se obtienen sumando los dos niumeros anteriores,
partiendo de f; = f, = 1.

En un primer andlisis, nuestro principal interés es explicar, a partir de consid-
eraciones puramente geomédétricas, esta singular distribuciéon de pétalos. Es impor-
tante observar, que aunque los pétalos aumentan de tamano conforme se alejan
del centro, su forma no cambia sustancialmente. Ello sugiere que lo determinante
en el patron, no es la forma particular de cada pétalo, sino su ubicacién respecio
del centro. La forma de los pétalos es consecuencia, en iltima instancia, de otros
factores como la condicién de no traslape entre pétalos o la necesidad de cubrir



36 Filotaxis

Figura 3.3: Las pinas de pino presentan la filotaxis que buscamos modelar en este
capitulo. En esta imagen podemos apreciae los dos tipos de parastiquios convergien-

do al centro de la estructura.

todo ¢l espacio?!.

Una iltima observacién importante esta relacionada con transiciones en el
ntiimero de parastiquios en la estructura. El patrén estid subdividido en regiones
circulares concéntricas, que se distinguen unas de otras por el par de nimeros de
Fibonacci que caracterizan a los parastiquios. Las zonas de transiciéon son ani-
llos concéntricos constituidos por defectos o, como se les conoce en cristalografia,

dislocaciones.

Fracciones continuadas y razén aurea
En el estudio geométrico de filotaxis, la teoria y propiedades de las fracciones
continuadas juegan un papel muy relevante. En este apartado presentamos de ma-
nera breve algunos conceptos preliminares que usaremos mds adelante?.
Para todo nitmero z, en el intervalo (0, 1], existen ndmeros naturales ag, con
k=1,2,.., tales que = puede ser como sigue (ver [7]):
1

_—
a, + Frrvn o

T =

ViZsta condicién parte de un razonamiento teleolSgico: "los petalos en la flor deben tener la
forina necesaria para cubrir todo el espacio”. Siendo mds rigurosos en un pensamiento causal
deberiamos decir: ” La forma de los pétalos es tal, que todo el espacio es cubierto”.

2Para una descripcién mids detallada de las propiedeades de las fraccioues continuadas ver

Khinchin [7]
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La, expres:o antenor lecnbe el nombre de flaccmn contmua.da de x, y puede es-
crlbu‘se con notac:on mas “sencilla de la forma.. : a2 :

T = [ah az, ag, ..

Es interesante resaltar que la fraccién continuada mds simple corresponde al
inverso de la seccién durea [7]:
| 51
~1=[,1,1,.] = —‘/__,— = 0,6180...

. Es posible obtener sucesiones de racionales que aproximen a =z, truncando la
expansién de la fracién continuada. La sucesién entonces, estd formada por niimeros
de la forma: .

7 P2 Pa
— =[a1], = =[aj,az, .., = =]l[a1,az,...;a4].
. 131 qz In
-A las fracciones anteriores se les conoce como convergentes principales de = y los
numeradores y denominadores cumplen con las relaciones recursivas[10]:

Po=0, p1=1, pm=amPm-1+Pn-2
(38.1)

g =1, gm = amfm-1 + qm—2-

Por otra parte, podemos rclacionar las sucesiones de Fibonacci y Lucas, -esta
iltirna se obtienc de la misma manera que la de Fibonacci, salvo que sus primeros
dos elementos son 1 y 3,- con los convergentes principales del inverso de la seccién
Aurca. Los convergentes principales de 7! estdn dados por la sucesién:

0 1 1 2 3
1’ 1’ 97 5, gy (L
donde los denominadores son precisamente mimeros de Fibonacci. Si por otra parte
consnderamoa la fraccion continuada:

7w =[3,1,1,1,..]=1/(83+771),
los convergentes principales asociados estdn dados por la sucesion:

0 1 1 2 3

T3 3 7 oar

donde los denominadores son los nimeros de Lucas.
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El mimero 71, pertenece al conjunto de nimeros conocidos como nobles. Los
niimeros nobles, relevantes en el estudio de filotaxis, son aquellos cuya expansién
en fracciones continuadas admite tinicamente ”1’s”, a partir de cierto momento, es
decir, si ¢ es un niimero noble, entonces

a=[a;, az, ... ,on, 1, 1, 1, ... ],
para cierto valor de k. Los niimeros nobles se pueden escribir como [7}:

a+ br-t

@= c+dr—1

con |ad — be| = 1.

Modelo geométrico

Para la construccién del modelo geométrico®, idealizamos a los pétalos que
forman la filotaxis como celdas circulares cuyos centros descansan como puntos
nodales de una red. Dos cantidades son entonces determinantes en la estructura
del patrén: el radio de cada circulo y la ubicacién de su centro; estamos dejando

de lado la forma especifica de cada celda.

A partir de las observaciones de la filotaxis en la margarita, cualquier modelo
geométrico que propongamos debe cumplir con dos condiciones muy importantes:
las celdas deben ser tangentes entre si y no deben traslaparse.

Siguiendo la construccion de Van Iterson (1907), tomemos una espiral logaritmi-
ca en coordenadas polares:

7(8) = ro R4, (3.2)

Los puntos nodales de la red (los centros de la celdas) son elementos del conjunto
Ly ={P: = (r,0)| k € z}, donde :
e =roRk, Oy =kd; (kez). . : 3.3)

(Ver fig.(3.4)).

Esta construccidn tiene la ventaja de mostrar explicitamente los pardmetros d
y R, conocidos como dngulo de divergencia, o simplemente divergencia, y razén
plastécrona respectivamente. Sus significados geométricos pueden deducirse facil-
mente si observamos que

Tk41
R="Ef

d = Orq1 — b, _~

3Gran parte de lo que aqui se muestra fue tomado de Koch y Rothen [10]
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Figura 3.4: En linea gris punteada observamos la espiral ontogénica. Los puntos en
negro representan los puntos nodales de la red, que han sido numerados a lo largo
de la espiral empezando por un puto arbitrario. Al unir estos puntos obtenemos los
dos tipos de parastiquios, representados por lineas negras, continuas y punteadas.
Es importante notar que ¢l ndmero de parastiquios girando en determinado sentido
corresponde a la diferencia de indices de dos discos contiguos en uno de ellos. En
esta figura se tienen parastiquios de tipo 3 y 5.
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La divergencia es el dngulo entre los radiovectores de dos puntos nodales adyacentes
en la espiral ontogénica. En la mayoria de los patrones observados, esta se mantiene

constante.

Una vez determinada la ubicacién del centro Pi del disco Dy, el otro dato
relevante en la descripcién es el radio de la celda, que donotamos comno pi. Es claro
entonces que cada celda, en nuestro modelo, estd completamente caracterizada por
la terna (74, 05, px). Como hemos visto, el tamaiio de los pétalos aumenta conforme
estidn mas lejos del centro. Esta observacion se puede introducir directamente en
el modelo, suponiendo que el radio de la celda es proporcional a la distancia entre
¢l centro de la celda, y el centro del patrén. Esto conduce a la ecuacién:

ke
e = poRE, (3.4)

donde py es la constante de proporcionalidad.

Entonces, tomando en consideracion las expresiones(3.3) y (3.4) es inmediato
concluir que nuestro modelo queda determinado a partir de los parametros rg, po,

Ryd.

Ahora estamos en condiciones adecuadas, para poder analizar las consecuencias
que sobre nuestro modelo tienen las dos condiciones geométricas arriba expresadas.
La condicién de tangencia se incorpora suponiendo que la distancia entre los centros
de discos que se tocan es igual a la suma de sus radios. Es decir, si los discos Dy y
Dy estan juntos y, pr ¥ Pran son sus radios respectivos, entonces

ro(1 4+ R?" — 2R" cos nd)'? = p,(1 + R")

Observenos que li relacidn anterior no involucra ol indice 4. Esto implica que
ta condicion de tangencia es valida para cualesquiera dos discos con diferencia de
indices igual a n, stempre que se cumpla para alguna pareja con la misma diferencia.
Este hecho, tiene como consecuencia la formacion de cadenas de discos tangentes
entre si, ya que el disco Dy es tangente tanto al disco Dig, como al disco Di_y,.
Esas cadenas son ol andlogo de los parastiquios en la filotaxis real. Por otro lado,
empiricamente se ha verificado que cada pétalo se encuentra junto a otros cuatro.
Para la tangencia del disco Dy con otro par de discos, tenemos otra expresion

similar.
Por lo tanto, la condicién de tangencia queda expresada en forma general a
través de las expresiones:
(R — 2R"cosnd + 1)1/2  pg (3.5)
1+ R» T 1o i

(R* — 2R™ cos md + 1)1/2 =
14 R™ o

(3.6)
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Figura 3.5: Red espiral de discos donde se satisfacen las condiciones de tangencia
y no traslape.

De esta forma, cada parastiquio en nuestro modelo (cadenas de discos tan-
gentes) puede caracterizarse por la diferencia de indices de sus discos tangentes.
Tenemos entonces dos tipos de parastiquios: los de tipo mn y nn. Es pertinente re-
saltar que los nmiimeros naturales mn y n, dadas las condiciones de tangencia, son

primos relativos (s6lo tienen al ntmero 1 como comiin denominador).

Es posible condensar las ecuaciones (3.5) ¥ (3.6) en una sola, y para ello defi-

nimos: (R? e ; yirz
R*Y — 2Rfcossd 4+ 1
Fu(d,R) = o .
Entonces, la condicion de tangencia se expresa como:
Fi(d, R) = F2(d, R). 3.7)

A partir de la ecuacién anterior, uno puede deducir al cociente pg/ro y. & R
como funciones de d y de los primos relativos m y n. :
La segunda condiciéon geométrica, que debe cumplir el modelo, implica que los
discos no se traslapen. Entonces, tomando dos discos cualesquiera Dy y. Diq.j, se

tiene: .
(R¥ — 2RJ cos jd + 1)1/? S P
14 RJ ~ 70

(3.8)

La desigualdad anterior tiene como consecuencia una relacién entre d 'y los
nimeros naturales m y n, de tal forma que ya no son independientes. Sea x un
numero real en el intervalo (0, 1] tal que d = 27z. A continuacién enunciamos el

teorema que establece tal relacién (véase [10]).

Teorema 1 Sean m y n dos naturales primos relativos, 0 < m < n, y x € (0,1}
(d = 2rx), tal que x = [a1,aq, ... |. Entonces, la construccion de una red espiral
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L,, cuyos nodos son cenlros de discos que no se traslapan y tangentes aquellos que’
se tocan, es posible para un rango continuo de x si y solo si : )

m=qr, N={r41

M=qr, N=~(0r42 CON Qppo=1
donde q,, qr41 Y Gra-2 Son denominadores de lres convergentes principales sucesivos

de x.

Por razones de espacio, no presentamos aqui la demostracién de este teorema,
misma que se puede encontrar en [10]. Por lo tanto, para alguna d = 27z fija,
todas las parejas (71, 1), para las cuales se tiene una red espiral como la que se
menciona en el tcorema, estin dadas por las relaciones recursivas (3.1). Por otro
lado, si fijamos los naturales m y n, los posibles dngulos de divergencia se obtienen
mediante las mismas relaciones con ¢, = m, ey = N 6, g = TN, Qry2 = 7L CON
Apgp = 1.

Por otro lado, se ha vertlicado empiricamente que, en un gran nimero de ca-
so0s, los niimeros naturales 7 vy n son dos niimeros consecutivos de la sucesion de
Fibonacci. De acuerdo con el Teorema 1, ello implica que x tiene que ser aproxi-
madamente igual al inverso de la razon aurea. ;[ Cémo se explica este hecho a través
de nuestra construccioén geomédétrica?

Conforme los discos se alejan del centro de la estructura, su tamaiio se incre-
menta. Al escribir la ecuacion (3.4) establecimos que la razon de este cambio es
igual a la razén plastécrona:

Prtl B
Pr
Sin embargo, esa suposicidn no es realista, pues en los patrones reales observamos
que ¢l crecimicento de los pétalos no es exponencial. Es por ello que, para que nuestro
modelo represente de manera adecuada lo observado en las flores, necesitamos
suponer que I va decreciendo conforme nos alejamos del centro. De hecho, esto
es lo que sucede cn la filotaxis real. Otro hecho muy importante que debemos
resaltar, es que buscamos que la divergencia se mantenga constante a lo largo de la
estructura, tal como observamos que sucede. En lo que sigue omitiremos los detalles
del andlisis y solo expondremos los aspectos mais relevantes. Una exposiciéon mis

detallada se encuentra en [10)].
El decrecimiento de la razon plastéerona induce transiciones en el par de ntimeros
que caracterizan las familias de parastiquios visibles, transiciones que son de la for-

ma:
{m,n} — {m/,n’}.
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Figura 3.6: Este es un dibujo de la filotaxis en la margarita. Una transicién en el
conjunto de parastiquios es visible con la forma {13,21} — {21, 34}. Los pétalos
marcados con o se tratan de dislocaciones pentagonales, mientras que aquellos con

+ son dislocaciones heptagonales.

A continuacion explicamos como se lleva a cabo dicha transicién en nuestro modelo.

En nuestro andlisis, hemos utilizado la suposicién de que cada disco es ad-
yacente a otros cuatro, implicando con ello la exisiencia de sélo dos familias de
parastiquios -Dy es adyacente a los discos Dyy,,, ¥ Dian-. Sin embargo, bajo cier-
tas circunstancias que pronto presentaremos, cada disco puede ser tangente a otros
seis. Esta configuracion en la red espiral es conocida como empaquetamiento com-
pacto de discos. Cada vez que tenemos una configuracién de esta naturaleza, una
transicidn en los mimeros que determinan a las familias de parastiquios toma lugar.

Las condiciones que determinan un empaquetamiento compacto de discos en la
red espiral estdin dadas por el siguiente teorema [10}.

Teorema 2 IZn una red espiral L, emmpaquetlamiento compacto de discos toma
lugar si y sdlo si
mez==qr, N=(qry1, M +7=¢qrq2

donde ¢,, gr41 Y Grip2 son denominadores de (res convergentes principales del dngulo
de divergencia x. En cuso de que dicho empaquetamiento comnpacto tome lugar, los
valores del angulo de divergencia x y de la razon plastdcrona R estan tnica y

totalmente determinados por los nimeros m y n.

;,C6émo se dan entonces las transiciones en la red espiral de discos? Al encon-
trarnos inicialmente en una region donde las familias de parastiquios visibles estdan
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relacionadas al conjunto de niimeros {m,n}, la reduccién paulatina de R conduce
eventualinente a la aparicién de una zona de transicién, donde ahora tres fami-
lias de parastiquios son visibles. Esto sucede pues un empaquetamiento compacto
de discos ha tomado lugar. Esas tres clases de parastiquios se relacionan con el
conjunto {m,n,m + n} y caracterizan al anillo de transicién. Al continuar la re-
duccién de R, una de las familias desaparece, dando lugar a una mieva zona en la
estructura, con solo dos familias de parastiquios visibles. Esta transicion puede ser
de dos tipos. La que Hamaremos transicién regular, la cual tiene la forma:

{m,n} — {n,m+n}. (3.9)

Y la que llamaremos transicion singular, de la forma

{mn,n} — {m,mn + n}. (3.10)

En los patrones reales observamos un serie de transiciones conforme nos ale-
jamos del centro. En la tnayoria de las plantas donde encontramos este fenémeno,
las transiciones son casi exclusivamente de tipo regular. En nuestro modelo sin
embargo, nada impide que ambos tipos de transiciones ocurran con la misma
frecuencia. Por otro lado, las series infinitas de transiciones regulares conducen
necesariamente a un ndmero noble como valor de la divergencia [10]. Esto quiere
decir, que en la mayoria de las plantas donde observamos este tipo de filotaxis, la
divergencia es cercana a un nimero noble.

;. Como justificamos, a partir de nuestro modelo geomdétrico, que en las plan-
tas se observen preferentemente transiciones regulares, que conducen a un nimero
noble como dngulo de divergencia? Aunque no tenemos razones concluyentes que
expliquen este fendmeno, podemos exponer un par de argumentos que sugieren su
factibilidad. En primer lugar, las transiciones regulares modifican menos las cel-
das componentes de la filotaxis, que las transiciones singulares [9]. Entonces, dado
que las celdas en realidad son pétalos de la flor -t otro tipo de organos similares-,
podemos imaginar que una transicion regular genera menos tensiones por contacto
entre celdas. El segundo argumento estd relacionado con la invariabilidad del valor
de la divergencia. Las condiciones de tangencia y no traslape hacen que el conjunto
de valores, que el aAngulo de divergencia puede tomar, esté determinado por el con-
junto de nimeros {m, n}. Por otro lado, si R disminuye, ¢l dngulo de divergencia
permisible tiende a variar. Sin embargo, se ha demostrado a partir de considera-
ciones numéricas, que si la divergencia  toma algun valor cercano a 7!, entonces
una secuencia de transiciones regulares, inducidas por el decremento de R, dejan
mids o menos invariante a x {10]. Por lo tanto, si # es cercano a 7-!, y una serie
de transiciones regulares toma lugar, entonces la filotaxis necesita reordenamientos

estructurales menores.
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3.2. Filotaxis como sistema de reaccion y difusion

En el capitulo 2 vimos como un sistema de reaccién-difusién, del tipo activador-
inhibidor, es capaz de generar patrones espaciales, a partir de condiciones de homo-
geneidad, cuando el inhibidor se difunde mas rdapidamente que el activador. Nuestro
propdsito en esta seccion es mostrar como dichos sistermnas son compatibles con los
modelos geométricos de filotaxis vistos en la seccién anterior. Para lograr este ob-
jetivo, mostramos que la generacion de patrones en un sistema de reaccion-difusion
sigue principios variacionales que resultan equivalentes a las condiciones geométri-
cas presentes en filotaxis.

Partimos del supuesto que el crecimiento de estas estructuras orgdnicas estid re-
gulado por reacciones quimicas que serialan la ubicacion de nuevos érganos (primor-
dia), generando una especie de mapa quimico. El mecanismo seria relativamente
simple: una alta concentracién del activador promoveria el crecimiento de un pri-
mordium, dado que el t¢jido circundante es capaz de reaccionar a dicha sustancia.

Reduccién del sistema de Meinhardt

Consideremos un sistema andlogo al (2.1):

da a’
T D,,An+aT—ﬁa+J,

(3.11)
% = DpAh + va®* — 6h + &,

donde a y I son las concentraciones del activador y el inhibidor respectivamente.
Vemos que el activador promueve su produccién y la del inhibidor, como estd ex-
presado por los términos aa™ /I y ya® con r y s exponentes mayores que 1. Las
letras griegas son todas constantes.

Una forma de estudiar el comportamiento del sistema (3.11) es aproximar
numéricamente las soluciones para distintes valores de los pardmetros. Simula-
ciones de este tipo se pueden encontrar en la literatura.

Por simplicidad supongamaos que las constantes § y « son iguales a cero. Estas
constantes representan una produceién constante de las sustancias que aseguran
que ninguna de ellas desaparezca del medio. En el andlisis que efectuaremos, es-
tamos interesados principalmente en la interaccién quimica entre las sustancias.
Dicha simplificacion, por lo tanto, no afecta significativamente los resultados, siem-
pre que busquemos estados estables.

Nuestra suposicién permanente, base de la inestabilidad de Turing, es que el
inhibidor se difunde mas rdpidamente que el activador. Esto, aunado a que partimos
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inicialmente de un estado homogéneo, nos permite suponer que la concentracion
del inhibidor es constante espacialmente, es decir, Al = 0; las pequefias variaciones
del inhibidor desaparecen rapidamente cuando D) > 1.

Finalmente, si nos enfocamos en soluciones estacionarias, podemos suponer
que ambas concentraciones se mantienen constantes a lo largo del tiempo, esto es
Oh/Ot = Oa/dt = 0. Todas las suposiciones anteriores nos permiten despejar h
como funcién de a a partir de la segunda ecuacién en 3.11, asi tenemos que

ya®
7

h =

Sustituyendo en la primera ecuacién, obtenemos:

DyAa + Aa""* - Ba =0,

para alguna A constante.

Por otro lado, suponiendo que el inhibidor se difunde lentamente entonces pode-

mos tomar D, = g, con € muy pequeia. El sistema (3.11) se reduce entonces a la

ecuacion:
ela+ Aa? — Ba =0, (3.12)
donde p =7 — s.

La funcién a en la ecunacién anterior no depende del tiempo. Si en un acer-
camiento ligeramente distinto, suponemos que la presencia del activador cataliza
su propia produccién en una escala mucho mayor que la produccién del inhibidor,
lo cual sucederia si » > &, entonces, durante un intervalo relativamente corto de
tiempo, la concentracion del inhibidor se mantendria constante, aun cuando hu-
biera cambios en la concentracion del activador. En ese caso, podemos entonces
suponer que nada mads 94 /9t = 0 durante intervalos cortos de tiempo, con lo cual

obtendriamos la ecuacién:

eAa+ Aa? — Ba = 8a/dt. (3.13)

Estructura variacional de la ecuacién reducida
Consideremnos el funcional:

[rwvae @

donde
ST e

T _E 2_2—
F(u, Vu)‘f— 2IVu.I + U /\p———’_,_l, (3.15)
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y Q es el dommlo sobre el cual se forma el patron estudiado.
: Nuest.ro interés es caracterizar a la funcién ( o funciones) que minimice E(u)
Es dec:r buscamos up tal que
E(up) = min{F(u)|ueU}, - -.(3.16)
donde U es el conjunto de funciones de clase C? cuyo dominio es 2. '
Supongamos que conocemos g dada por (3.16), consideremos entonces otrn
- funcién u elemento de U, escribiendo: .
U(&) = Us(®) + € n(2),
con € pequena y 77 cualquier funcién de clase C* y dominio en £2. Sustltuyendo 1
en (3.14) obtenemos E como funcién de € dada por:

E(e) = A F(ug + € n, Vug + eVn)dz.

Como ug, en caso de existir, minimiza a E, entonces se tiene que

%E(E)lmo =o. 3.17)
La ecuacié‘n anterior se reescribe como:
/‘;[E(Vuo)(Vn) + Buon — Aufn)dz = 0.
Entonces si ©p minimiza al funcional (3.14) tenemos que,
A[E(VTID)(V7I) -+ Buon — Auln]dz = 0. (3.18)

Por otro lado, del teorema de Green, se tiene que
e/ Vug - VndE = E/ W Vug - n)ds — s/ nAupdi,
2 91 Q

donde 30 es la frontera del dominio € y n es el vector normal a ella.

Nuestro andlisis se centra en buscar formacidon de patrones como consecuencia
de un proceso de autoorganizacién del sistema. Ello nos obliga, como hicimos en
el capitulo 2, a considerar un flujo nulo en la frontera del dominio. En ese caso, el
primer término del lado derecho en la ecuacidn anterior es ccro. Por lo tanto, la

ecuacién (3.18) se transforma en:

/ N[~eQuy + Bug — Aubldz = 0.
«



s L Filotaxis

Como la ecuacién anterior es vidlida para toda 7, no es dificil demostrar que la
expresiéon que multiplica a 7 debe ser idénticamente cero. Por lo tanto, si una
funcién u minimiza a E(u) entonces satisface la ecuacién:

—eAuy + Puy — Al = 0, (3.19)

que es idéntica a (3.12).

Si, por otro lado, consideramos la dependencia temporal de la concentracién
(u = u(l)), entonces es posible recuperar la ecuacién parabélica (3.13), mediante
similares consideraciones variacionales. Presentamos aqui una explicacién intuitiva
del razonamiento.

Timaginemos por el momento que el funcional £ = F(wu) es una funcién con do-
minio en R", ¢s decir v = (uy, ua, ..., u,). En ese caso, nuestro problema consistiria
en encountrar los puntos estacionarios (minimos) de ella. Si ademds buscamos incor-
porar cierta dependencia temporal de los puntos del dotninio, ello nos conduciria,
en nuestro problema, a buscar aquella parametrizacion v = u(t), que minimice, o
tienda a miuimizar, a IZ. Una condicién necesatia para que esto suceda es que el
vector tangente a dicha parametrizacién apunte en la direccidn de mayor cambio,
en sentido inverso al vector gradiente de . s decir,

du
— = —~VE.
dt v
Multiplicando por un vector arbitrario 7 = (m1, 72, ..., 7,) obtenemos:
du
22y = —(VE)-
T (VE)-n,

donde el lado derecho es la derivada de E en la direcciéon de h. Esta derivada
diveccional es andloga a aquella que se igualé a cero en la ecuacién (3.17). Sin
embargo, la ecuacion anterior no es del todo correcta. Debemos recordar que =
se relaciona con u, a través de la integral de F sobre todo el dominio €. En este
sentido, lo que buscamos minimizar es una cantidad global, y por lo tanto, la
condicién necesaria para que ello suceda es espresada de la siguiente manera:
du _
(-——- - 7/)(1:1: = —(VE)-n.
a \ Ol
Finalimente, siguiendo un proceso similar al que se desarrollé arriba, obtenemos:

a
/ n[—elup + Bug — Aulb)dz = / -7 auo dz.
! n t

La expresion anterior es viilida para toda 7, y para toda regién £, lo cual implica

que
a’llu

eAug — Bug + Aul = TR
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ecuacién equivalente a (3.13).

Como conclusién tenemos que las soluciones a la ecuacién eliptica (3.12) deben
satisfacer un principio variacional: deben ser extremos del funcional dado por (3.14)
y (3.15). Por otro lado, las soluciones a la ecuacién parabdlica (3.13) no cumplen
propiamente esc misto principio, pero deben ser tales que tiendan a minimizar el
mismo funcional, conforme el ticmpo transcurre.

Compatibilidad entre el modelo geométrico y la estructura variacional
del sistema activador-inhibidor.

En el capitulo anterior explicamos ¢cémo los sistemas de reaccion-difusién, en
particular el de activador-inhibidor, son capaces de generar patrones similares a
los observados en ciertos sistetnas fisicos y bioldgicos. Especificamente estudiamos
algunos mecanismos capaces de explicar la morfogénesis embrional. Recordemos
tiene como consecuencia que las

bLrevemente, que el fendomeno de autocatdli
zonas de alta concentracion de activador estén tan juntas como la cantidad de
inhibidor, que aumenta debido a la presencia de cllas, lo permita. La dindmica
resultante, entre el acoplamiento de autocatdlisis local e inhibicion global, produce
por tanto mecanismos cquivalentes al proceso de empaquetamiento de discos. Es-
ta equivalencia cucuentra sustento tedrico en el principio variacional inherente a
las soluciones a la ecuaciéon reducida (3.12). A continuacidén exponemos a grandes
rasgos ¢l razonamiento que nos permite sustentar la afirmacién anterior.

Consideremos el siguiente problema con condiciones de frontera:

eAu—u+u’ = 0 con u>0 en £
(3.20)
Ju
—— = 0 2
57 en 09,

donde el dominio € es un subconjunto acotado de R® y 92 es la frontera. Se puede
demostrar que este problema, cuando € es pequeiia, exhibe soluciones constituidas
por miiltiples picos -llamamuos picos a zonas radialinente simétricas donde el valor
de u es mucho mayor que en los alrededores-. Mds aun, estas soluciones, por su
estructura variacional, resuelven un problema de empaquetamiento de esferas -
discos, en el caso de R*-. Es decir, los picos se acomodan de tal manera que sus
centros se alejan unos de otros tanto como es posible. La demostracion de estos dos
hechos se puede encontrar en [G]. En el caso que nos concierne, los llamados picos
corresponden a zonas de alta concentracion de activador. Por lo tanto, el principio
de empaquetamicento de discos inherente en nuestro modelo geométrico, es andlogo
al principio variacional de las soluciones a (3.12).
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Por otro lado, de acuerdo a los resultados de Wei-Ming [19], los estados estables
del sistema 3.11 -con flujo nulo en la frontera- estdn muy relacionados con las
soluciones estables de (3.20), de tal manera que el estudio de los primeros se reduce
esencialmente al estudio de este problema. A continuacién nos basarmos en este
hecho para proponer un mecanismo morfogenético que ofrece una explicacién al
crecimiento de filotaxis, basado en un sistema de reaccién-difusién.

Filotaxis como sistema de reaccién-difusién

En la literatura se pueden encotrar varios modeclos de reaccién-difusién aplica-
dos al crecimiento de filotaxis. En este apartado exponemos a grandes rasgos los
conceptos mds relevantes sobre los cuales se construyen la mayoria de ellos.

Las caracteristicas que en gencral presentan dichos modelos son basicamente
dos: La primera es que la filotaxis se genera a partir del mapa quimico que provee
un sistema de reaccidon-difusion, el cudl exhibe propiedades morfogendticas como
aquéllas que hemos deserito en el capitulo anterior. Las sustancias quimicas com-
ponentes del sistema, estin presentes en el meristemo, que es ¢l érgano donde se
generan los pétalos que constituyen la estructura; primordia es el término usado
para referirse a estos organos en su primera etapa de desarrollo. En la mayoria de

cular, con lo cual el dominio

lus casos, el meristemo es idealizado como un anillo ¢
en donde se estudia la dindmica del sistema s unidimensional, y las condiciones
de frontera son consideradas periddicas. La segunda caracteristica es que estos sis-
iamente se generd un primordium,

temas manticnen memoria de la zona donde pre
con lo cual se asegura que durante cierto tiempo, no aparczcea otro en el mismo

lugar.
Ejemplifiquemos brevemente estas caracteristicas con el siguiente sistema de

reaccion difusion [11]:

% = D, —32” + ——-—(12 — Maa + O,

8t Ttz T h(ka + 8) Ha e

oh 2h

E = DI‘F 4+ a? — nh (3.21)
Os O%s

N = D,— 5T +a — s;

las constantes D,, D, y D, son los coeficientes de difusién de cada una de las
sustancias, o, representa una fuente constante de activador y &, es conocida como
término de saturacion. Los términos (—p.a), (—ppht) y (—s) dan como resultado el
decaimiento de cada sustancia. Las sustancias a y /i interactuan entre si como acti-
vador e inhibidor respectivamente, reproduciendo una dindmica andloga a aquella

del sistema (2.1).
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Lo que hace particularmente 1itil al sistema anterior para modelar el crecimiento
de filotaxis, es la presencia de la sustancia s, la cual juega el papel de marcador
de los lugares donde previamente hubo una alta concentracién local de activador.
Esto se logra de la siguiente manera. Cuando Dy, > D, y pta > ps, la dindmica
entre el activador y el inhibidor produce altas concentraciones locales del primero.
Cada una de estas concentraciones, que decae ripidamente, produce a su vez, tal
como esta expresado por la tercera ecuacion del sistema, un aumento local en la
concentracion de la sustancia s. Si ademds tenemos que D, < 1, esta concentracion
endose ¢n una huella duradera de la

decae y se dispersa muy lentamente, convin
existencia de la concentracion de activador que la precedié. Por otro lado, como se
puede apreciar en la primera ccuacién, la sustancia s también actiia como inhibidor
de a. Por lo tanto, la aparicion de un nuevo pico en la concentracion de activador se
dard cuando s se reduzca suficientemente, y en zonas donde recientemente no hubo
otros picos. Las propiedades morfogendticas del sistema (3.21) recaen por lo tanto,
en la dindmica entre el activador a y el inhibidor /i, mientras que el mecanismo de
memoria corre a cargo de la sustancia s. Simulaciones numéricas, de la dindmica
de este sistema en una dimension [11], muestran como éste es un buen modelo del

crecimiento de filotaxis.

Nuestra propuesta tiene las mismas caracteristicas salvo en el mecanismo de
mermoria. El sistema que proponemaos para la morfogénesis de la filotaxis estd re-
presentado por (3.11), cuyo estudio, de acuerdo con los resultados de Wei-Ming
[19], se reduce en esencia al estudio de la ecuacion reducida (3.12). Esta ecuacién
posee determinada estructura variacional, lo cual implica que sus soluciones estén
constituidas por picos o manchas cuya ubicacién resuclve el problema de empa-
quetamiento de discos propio del patron. En lugar de considerar un dominio unidi-
mensional, correspondiente a la idealizacién del meristemo, tomamos un dominio
bidimensional acotado, que representa el lugar donde se acomodan los discos. En
lugar de afadir una tercera sustancia, como ¢l componente que mantiene la in-
formacion de los lugares donde previamente han aparecido concentraciones locales
de activador, nos hasamos en la estructura variacional del sistema causa de las
condiciones de empaguetamiento, para que a partir de estas condiciones, los pri-
mordia aparezan en los lugares donde deben aparecer. Es decir, el meristemo es el
unico lugar de la estructura capaz de generar nuevos pétalos, pero éstos una vez
presentes, continuan siendo lugares donde la concentracion de activacdor es alta, y
por lo tanto el tejido del meristemo es sensible a ellos. De esta manera, los pétalos
cercanos al centro de la estructura ticnen mayor influencia sobre el meristemo, de
tal manera que los primordia aparccen en el lugar disponible mds lejano a aquellos.
De hecho, cada vez que aparece un primordium, debe correr cierto intervalo de
tiempo para que aparezca cl siguiente. Justo en el intervalo de tiempo necesario
para que el empaquetamiento de discos sea posible.
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Por lo tanto, en nuestra propuesta de generacién y crecimiento de filotaxis, tan-
to el mecanismo morfogenético como el de memoria, estin dados por la dindmica
variacional de la eccuacién (3.12). Esta propuesta es an:idloga al estudio experimental
que llevan a cabo Douady y Couder [4], donde estudian la formacién de filotaxis co-
mo un sistema dindmico fisico autoorganizado. En la siguiente seccién exponentos
los resultados de su experimento, pero podemos adelantar que ese trabajo mues-
tra la factibilidad de nuestro modelo, al demostrar que la eleccion de los sitios
donde aparecen los primordia, puede ser resultado de la interaceidn y presencia
de los pétalos que ya se encuentran en el patron. Nuestra propuesta abre la pers-
pectiva de futuras investigaciones donde, eventualmente, se tendra que determinar
la sensibilidad del patron a determinados parimetros. Por ejemplo, creemos que
los coelicientes de difusion de los recativos determinan el periodo de tiempo que
transcurre entre la aparicién de dos primordia consccutivos. En este andlisis los

métodos numéricos jugardn un papel muy relevante.

3.3. Filotaxis como sistema dinamico

En esta seccidn exponemos un sistema fisico autoorganizado, capaz de repro-
ducir el patrén de filotaxis estudiado en este capitulo. Tomamos como ejemplo guia
el sistema experimental construido por Douady y Couder [4], mediante el cuil se re-
producen los patrones espirales. En este sistema, y en la generalizacion tedrica que
hacemos de ¢él, los elementos constitutivos del patrén son idealizados como particu-
las que interacttian entre si, debido a un potencial que cada una de ellas genera.
El sistema dindmico que asi obtenemos tiene también cierta estructura variacional,
analoga a aquella que observamos en el sistema de reaccién-difusion estudiado en
Ia seccién anterior. Procedemos a la descripeién general de dicho sistema.

Imaginemos un sistema de N particulas (py, p2, ..., p,) inmersas en un potencial
con simetria radial, dado por la ecuacién:

V(r) = 7”,,- (3.22)

en la cual r es la coordenada radial, g algin ntimero natural y g una constante.
Cada particula a su vez repele a las demds al generar un potencial de la forma:

Vi(r) = Wf_r— (3.23)

donde los subindices ¢ y j distinguen a las particulas; s es un nimero natural. En el
crecimiento de filotaxis, los primordia son generados en el dpice del meristemo re-
gularmente, para después desplazarse hacia la periferia de la estructura. Esto puede
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ser implementado en el sistema fisico, si las particulas aparecen de mmanera periédica
en una circunferencia de radio rg situada en el centro del patrén, para después ser
empujadas en direccién radial, gracias al potencial en que estdn sumerjidas. El
potencial (3.23) que cada particula gencra, asegura que ésta se mantenga alejada
de las demds tanto como sea posible. Por otro lado, el punto de la circunferencia
donde las nuevas particulas van apareciendo debe ser aquel donde la energia total

es minima.

El sistemna que acabamos de presentar tiene la ventaja de que pucde ser estudia-
do tanto experimentalmente, mediante un sistema fisico real, como nuinéricamente,
a través de simulaciones por computadora. La manera mads sencilla de hacer esto
iiltitno, es considerar la interaccidén entre particulas sélo cuando se trata de decidir

donde aparecerd la siguiente.

Ahora pasemos a la desceripeion del sistema experimental estudiado por Douady
y Couder. Las particulas componentes del sistema son gotas de fluido ferromagnético,
con volimenes aproximadamente iguales. Estas gotas son vertidas periédicamente
en intervalos de tiempo de longitud T, en un recipiente circular leno de aceite
de silicon. Todo el sistema estd a su vez inmerso en un campo magnético H(r)
perpendicular a la superficie donde se mueven las gotas, el cudl polariza estas ¢lti-
mas, convirtiéndolas en pequeiios imanes que se repelen unos a otros; la fuerza de
repulsion entre las gotas es proporcional a |r; — ri| =1, Ademds, ¢l campo magnético
presenta un gradiente de potencial que apunta en direccién radial; en la parte cen-
tral, donde las gotas son vertidas, ¢l campo magnético es mayor que en la periferia,
ocasionando que aquellas se muevan hacia afuera con velocidad »(r), gracias a la
fuerza que sienten debido al caunpo. El dpice del meristemo es modelado por un
pequedio cono truncado de radio rg, colocado en ¢l centro del recipiente, de tal ina-
nera que las gotas vertidas sobre @l se deslizan riapidamente hacia el perimetro de
Ia base. Los resultados de los experimentos realizados con este sistema muestran,
que el pardmetro que determina las cualidades del patron obtenido es

G = voT/ro, (3.24)

donde vy es la velocidad inicial de las gotas.

Cualitativamente sucede lo siguiente. Cuando G es grande, las particulas se
alejan rdapidamente del centro ¥ en cse caso, cada nueva particula interactiia casi
exclusivamente con la anterior, ubicindose sobre la circunferencia en el extremo
opuesto a ésta . El patrén resultante, en este caso, consiste de particulas moviendose
en direcciones opuestas. Conforme G va decreciendo, el efecto sobre las particulas
emergentes es la suma de la interaccion de estas, con un cada vez mayor niimero
de particulas anteriores. Un rompimiento de simetria toma lugar cuando son dos
las particulas que interactiian con la tercera: Por debajo de algin valor G = G, 4,
el punto donde aparece la tercera particula se aleja de las dos anteriores, hacia uno



54 - ' Filotaxis

Figura 3.7: Diagrama del arreglo experimental de Douady y Couder.

u otro lado de la linea que las une. Este evento determina, de una vez por todas,
la direccién de rotacién de la espiral ontogénica. El decremento del parametro
ocasiona un decremento continuo del valor del angulo de divergencia, de tal manera
que poco a poco se alcanza un régimen estable, caracterizado por un valor constante
¢ de dicho Angulo, y dos familias visibles de parastiquios. Reduciendo aun mads
el valor de G, las particulas emergentes interactuan con un nimero mayor de
particulas anteriores. El patrén es s compacto cada vez, y varias transiciones en
el par de familias de parastiquios visibles toman lugar. El dingulo de divergencia
converge a cierto valor constante @, conforme G tiende a cero.

El patréon obtenido mediante este sistema experimental modela con gran pre-
cision los patrones en filotaxis plana. Estos resultados confirman nuestra hipotesis,
manejada implicitamente on la seccién anterior, de que el crecimiento de filotaxis es
consecuencia de correlaciones de largo alecance entre los elementos componentes, e.g.
pétalos ¥ meristemo. Mis aun, dicha interaccién tiene cierta estructura variacional
inherente, la cual os responsable en mayor medida de la morfogénesis, posibilitando
la generacién y crecimiento estable de los patrones.




Capitulo 4

Patrones Convectivos

En este capitulo presentamos algunos aspectos generales del proceso de for-
macion de patrones convectivos de Rayleigh-Bénard. Estos patrones, como hemos
dicho en la introduccién, presentan caracteristicas similares a los observados en
filotaxis, debido a que ambos surgen como consecuencia de una dindamica sujeta al
principio variacional de empaquetamiento de discos.

En la primera seccion deducimos las ecuaciones que describen la dinamica de los
fluidos que estamos considerando; las de Navier-Stokes entre ellas. En la segunda,
presentamos un an:dlisis lineal de esas ecuaciones para estudiar el sistema convectivo
de Bénard. En particular buscamos conocer el punto donde surge la inestabilidad
en este sistema, que abre paso a la formacion de los patrones convectivos.

4.1. Ecuaciones de Navier-Stokes

Empezamos imaginando que tenemos cierto fluido dentro de una region £ en
el espacio, donde (%, t) = (u(F, t), v(Z,t), w(T, t)) es la velocidad en todo punto Z
en £, al tiempo ¢ (Ver figura (4.2)). Nuestro objetivo es describir su dindmica, a
partir de los siguientes postulados fisicos: .

Postulado 1 Conservacion de masa.
Postulado 2 Conservacidn de momento.

Postulado 3 Conservacion de energia.

Ademids de los postulados anteriores, también suponemos que existen un par

de funciones escalares, p, 0 : R® x R — IR, que representan la densidad de masa

LY

Ut
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Figura 4.1: Patrén resultante de un sistema convectivo de Rayleigh-Bénard. El
patrén es casi perfecto, salvo por las dislocaciones que podemos observar en el
centro de la circunferencia pequena.

Figura 4.2: (&, 1) es la velocidad del elemento de fluido que pasa por  al tiempo
t.
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y energia respectivamente, en todo punto £ = (z,¥y,2) en £, al: Llempo t Las.
ecuaciones que eventualmente deducnemos son la llamada ecuacnon de contmmdad :

@y

dt +d2'u(pv) =0,

que es consecuencia de.la conservacién de masa, las ecuaciones de Na.vner-Stokes,
representadas en su forma vectorial: .

pop = =V + A+ W)V (div )] + uAT] + p7, (4.2)
y la ecuacién de conservacién de energia:
Du Do
5 . 4.3
5 Br =0 » (4.3)

P1l. Conservacién de Masa

Dada la existencia de la funcién de densidad (p(Z)), podemnos calcular la can-
tidad de masa contenida en una subregién del espacio w a través de la integral:

[ rwvav.
donde dV = d« dy dz.

Dado que suponemos que la masa se conserva, ¢l cambio en la cantidad de masa
contenida en w debe ser igual a la cantidad de masa que sale o entra por su frontera

dw, es decir:
%/p(f,l)er: _/ plo - fi]dA,
L o

donde 7i es el vector normal a dw apuntando hacia el exterior de w. El signo negativo
del término de la derecha implica que la masa en w aumenta cuando el fluido entra.

Haciendo uso del teorema de la divergencia, la integral de la derecha se trans-
forma en una integral de volumen, con lo cual obteneimnos:

i/ p(Z, t)dV = -/diu(pﬁ)dv,
at /, A

es decir
T / p(E, 1) + div(pt)dV = 0.

La ecuacion anterior es vilida para cualquier subregién del espacio w, y eso
sucede si y sélo si se cumple que

dp
Frisa div(pT) = 0.

La ecuacion anterior es la ecuacién de continuidad.
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P2. Conservacién de Momento

En la derivacién de la ecuacién (4.1), se considersé una regién w fija en el espacio.
Sin embargo, cuando se trata de obtener una ecuacion andloga para la conservacién
de momento, es necesario enfocarse en porciones de fluido en movimiento. Esto
sucede pucs la trayectoria de cualquier particula de fluido esta determinada por
la fuerza aplicada sobre ella. Como consecuencia hemos de considerar un marco
de referencin que se mueva con el fluido, es decir, tomando en consideracién la
dependencia temporal de las coordenadas espaciales Z(t) = («(8), y(£), =(1)).

En ese contexto, la velocidad de una particula depende no sdlo del tiempo, sino
también de su ubicacién espacial:

b= (u,v,2) =0(z(t)y(t),=(1), 1)
Entonces la aceleracién de la particula estd dada por:

_ v 95, Ov,., OIb.
a([‘)=‘—=ax+5—’l/+£2+

d 9o
dt y” at’

Por otro lado, tenemos por definicion que

7 = (u,v,w) = (i, 7, £)-

- Definimos entonces la derivada naterial como el operador

D =
7 m=a¢+ 'V,
donde - 8
al‘——a)
y
ﬁ.@—— i.{_u.i_'_ Uﬁ-
“Bz Jy Waz
Por lo tanto,
at) =28 — 5,5+ (0. V)5 (4.4)
a = Dt = Ot v V. o

Antes de proceder a la derivacion de una ecuacién que exprese el postulado de
conservacion de momento, es necesario introducir algunos conceptos que ayuden a
calcular el cambio de momento para una porcién de fluido en movimiento.

Sea @(F,t), la trayectoria seguida por una particula que se encuentra en I
al tiempo ¢ = 0, para toda punto Z en 2. Si denotamos como ¢; el mapeo que
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transforma a T en $(Z,t) entonces definimos la subregién w, como w; = @, (w),
para toda w subregiéon de Q. . :
Dado lo anterior, la razén de cambio del momento de la porcién de fluido

contenida en w; esti dada por:
d
P / pT dV,

donde tomamos la integral siguiendo el flujo.
Para derivar adentro del signo de integracién hacemos uso de nuestro conocimien-
to de la trayectoria @(F, t) seguida por todas las particulas contenidas en w;:

PO dV = /(pﬂ)(@(m, t),t) J(z, t) dV,

donde J(Z, t) es el jacobiano de la transformacién w,.
Como w esta fija en el espacio, podemos derivar adentro del signo de integral:

Z v av / 2 1oo) (2, 1), 1) 3@, O)}aV.

Antes de seguir adelante, enunciamos una férmula que nos pex’mlte ca]cula.r la
derivada del jacobiano: .

{;—LJ(:T:, &) = (div §) J. ; S (4.5)
Deduciremos esta ecuacién en el apéndice.
Entonces . )
d . D . _ o Npmrm o
= [ paav = [[(5e0)(@(F 0,0 + div 5 (p9)(&(z, ), )] Iz, )aV
dat J., " :

]

/ [( o) + (p div v)u] dV.

Finalmente, usando el hecho de que la masa se¢ conserva, tenemos que

o 2{7 +pdivo= -(% + div(p?) = 0,
con lo cual obtencmos:
d [ Do ‘ '
217/ p5 dV =/ Bt V- | (4.6)

El resultado anterior se conoce, en su forma mas general, como el teorema del
transporte [2]:
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Teorema 3 Para cualesquiera funcidn f = [(F,1) y porcién de fluido w:, tenemos

la siguienle ecuacién:

d Df
— S = — dV.
dt S, pJdv ,/w“ Dt av.

La conservaciéon de momento se expresa a través de la segunda Iey de Newton,
que establece que el cambio en el momento de cualquier cuerpo es proporcional a la
fuerza aplicada sobre ¢él. Tomemos en consideracién la porcién de fluido contenida
en w,. Sobre esa porcién de materia actiian dos clases de fuerzas: aquellas que
son resultado de la presencia del fluido circundante y aquellas de cardcter externo,
como la gravedad. Llamaremos esfuerzos a aquellas fuerzas que el fluido circundante
ejerce sobre la porcidn de fluido en cuestion. Los esfuerzos pueden descornponerse
a su vez, en una componente normal a la superficie (esfuerzos normales) y otra
tangente a ella (esfuerzos tangenciales).

En este punto, es necesario establecer cémo los esfuerzos actian. Al hacerlo
estarcemos definiendo, una clase particular de fluido. En nuestro estudio, nos enfo-
camos ¢n aqudéllos que se conocen como fluidos newtonianos, los cuales han sido
ampliamente estudiados y dentro de los cuales se encuentran ¢l agua y el aire. Los
fluidos newtonianos son aquellos que satisfacen las siguientes condiciones:

1. Cuando el fluido estd en reposo, los esfuerzos que actiian sobre una porcién
de fluido w, son resultado tinicamente de la presién hidrostitica. Esto quiere
decir que cuando el tluido estd en reposo, la componente tangencial de los

esfucrzos es nula.
2. Los esluerzos dependen tinicamente de los gradientes de velocidad V4. Dicha
dependencia es lineal.

Los esfuerzos tangenciales son invariantes ante rotaciones de cuerpo rigido.

4. El fluido es isotrépico. Esto quiere decir que no existen direcciones preferen-

ciales.

Si denotamos con F,, la suma de todos los esfuerzos actuando sobre wy, la
primera condicion de los fluidos newtonianos implica que
R, = / pidAa+ [ Tada, “.7)
By Owe

donde p es la presién hidrostdtica, y i es el vector normal a la superficie Ow;.
El segundo término del lado izquierdo representa los esfuerzos tangenciales, que
se presentan cuando el {luido esti en movimiento. Analicemos cada término por

separado.
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donde T es una matriz de 3x 3 y 7 es el vector normal a la superficie Juw,. La forma
especifica que adquiera I' determina las caracteristicas de la fuerza tangencial.
Antes de proceder a describir esta matriz, exponemos algunos hechos importantes
de los campos vectoriales que ayudarin mads adelante en ese propésito.

Teorema 4 [2] Sea & un cainpo vectorial en R®. Definimos el vector € como el
rotacional de 0 (€ = V x ). Enlonces ¥ puede descomponerse localmente como la
sumna de una traslacion, una deformacidn D y una rotacion rigida S alrededor del

eje &.

La demostracion de este teorcina se basa en ¢l teorema de Taylor, segiin el cual
T(E + ) = 8(z) + Va-h+ O(®),

donde V@ - & denota la multiplicacién matricial entre V3 y el vector (columna) h

y h2 es la norma de /i al cuadrado. Definimos la deformacién D como

= —(Vu + wat),

donde el superindice { significa tomar la transpuesta. De manera andloga def‘mmos

la rotacién S como 1
S = E(Vﬁ — V')

No eos dificil verificar que Vo = D+ S y que S-h = (1/2)(€ x R). Luego,
sustituyendo estas dos igualdades en la expansién de %, obtenemos: )

5(E + 7) =1“)(:I')+D-l_l+%(f>< R) + O(R2), 9

con lo cual el teorema queda demostrado.
Notamos que la matriz D es simétrica y por lo tanto diagonalizable. Sea {&,, &, é2},
la base canénica de IR® en donde D es diagonal:

d 1 0 0
D= 0 dz Q -
0 0 d;

Para entender qué representa esta matriz en el caso de un fluido en movimiento,
recordemos que la velocidad de éste estd dada por @. Ignorando todos los términos
de la expansion en Taylor (4.9) exceptuando D - & y dejando Z fija, obtenemos que
Ia dindmica del Hluido esta dada por:
dh

— =D-h.
dl h
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Esta ecuacién vectorial se desacopla en la base {61,32,62}, dando lugar a tres

ecuaciones diferenciales lineales de la forma:

dh, = dihs,

donde 4 1,2,3 y hi es la componente de & en la direccién del vector &;. Por lo
tanto, el campo vectorial D - It se expande o contrae en la direccién de los vectores
&;. Otro hecho importante es que la tasa de cambio del volumen de un cubo con

lados paralelos a los vectores é; es

d .~ - - . .
a(h, <hy - hy) = (dy + da + d3) (- he - ha).

Por otro lado, sabemos que la traza de una matriz
maciones ortogonales, lo cual implica que

(dy + da + d3) = Tr[D] = div &.

queda invariante bajo transfor-

Esto quiere decir que los elementos de volumen cambian a un ritmo proporcional
a la div @.

Ahora nos encontramos listos para poder definir T', de tal manera que exprese
el transporte de momento debido al proceso de difusién de las particulas en el
fluido. De acuerdo con la segunda condicién de los fluidos newtonianos, I'" depende
linealmente de Va. Ademds, segin la tercera condicion, I’ debe ser invariante ante
rotaciones de cuerpo rigido, lo cual implica que depende inicamente de la parte
simétrica de Vo, es decir de la deformacién D. La cuarta condicién impone requeri-
mientos de simetria sobre T' que no trataremos en detalle aqui, pues ello necesi-
taria de un analisis tensorial mucho mis profundo que queda fuera del objetivo de
esta seccidn. Sélo diremos que para satisfacer las cuatro condiciones de los fluidos
newtonianos, la matriz de esfuerzos tangenciales debe ser de la forma:

T = A(T+[D]T + 2uD,

donde I es la matriz identidad. Las constantes A y g son parametros que miden la
viscosidad del fluido en cuestién y su valor debe ser determinado empiricamente.
Entonces, los esfuerzos tangenciales, que actiian sobre una porcién de fluido wy,
estdin dados por:
=] (div )i dA + p [VE + V&t] - n dA.
Duwe Bws .
Usando el teorema de la divergencia obtenemos que

FT = ,\/ V(div 3) dV + ;Lf (AT + V(div 7)] dV- (4.10)
we Wt
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: Usando las ecuaciones (4.6), (4.7), (4.8) y (4.10), conclulmos que la conservaclon
de momento en fluidos newtonianos se expresa a tra.ves de ]a sngulente ecuacién: -

S Dv
) av = - Vp dV +

+ / (A + )|V (div )] + u[Av]] dv’ + / gdv,.

donde hemos incluido, por completez, la accién de la gravedad, dada pon el 1iltimo
término;

La ecuacién anterior es vdlida para cualquier subregién w, y por lo tanto es
equivalente a la ecuacién de Navier-Stokes:

/J%?— = —Vp+ (A + p)[V(div 8)] + p[AF] + pF. (4.11)

P3. Conservacién de Energia

Completamos nuestra descripeidn, haciendo uso del postulado de conservacién
de energia, de donde deducimos una tercera ecuacion. :

La energia total (F;) presente en el fluido puede descomponerse en la suma
de la energia cinética total mds un término de energia interna, dando lugar a la

ecuacion: 1
Et=-—//)]5|2r1\/+/pgdv,
2Ja a

donde ¢ es la densidad de energia interna. Tal como en el caso de p, establecer la
existencia de g supone una aproximacidn macroscépica en el estudio de la dindmica
del fluido. Dado que la energia se conserva, y usando el teorema del transporte,

obtenemos: dE¢ —o— / Dv DQ] v,
= T - Dt ¢

Esta ecuacidn es valida, sin importar como se mueva el fluido, y por lo tanto es

equivalente a: s D
L 2_o. (4.12)

D e — —
Dt Dt

En las siguiente seccién centraremos nucstra atencién en una clase particular
de fluidos: aquellos que se conocen como incoinpresibles. Estos fluidos presentan
la caracteristica de que su volumen se mantiene constante aun cuando la presién
varia dentro de un amplio rango. Matemdticamente la invariabilidad del volumen

se escribe:
d

— /S o=
zl,
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Usando (4.5) tenemos que:

d d
Z/J‘dv = mLJdV

= /diu‘ﬁ Jav

w A )
/ div ¥ dV'=
we .

Lo cual es vdlido para cualquier porcién w, de fluido. Por lo tanto la incompresi-
bilidad de un fluido equivale a que div 7 = 0.

4.2. AnaAlisis lineal

El sistema que estudiaremos en este capitulo consiste de un fluido contenido
entre dos placas paralelas conductoras de calor. Cuando existe una diferencia de
temperaturas entre las placas, ¢l calor se transmite a través del fluido. En nuestro
estudio, supondremos que el sistema se encuentra inmerso en un campo gravita-
cional, donde la placa con mayor temperatura estd por debajo de la placa con
menor temperatura.

Las observaciones empiricas indican que existen al menos dos mecanismos me-
diante los cuales se Heva a cabo la transiisién térmica. El calor puede transmitirse
por conduccidon y por conveceion, sin que estos fenémenos scan excluyentes. Cuan-
do la diferencia de temperaturas entre las placas es pequeiia, la transmision se
realiza exclusivamente por conduccion. Al aumentar la diferencia de temperaturas
eventualmente llegamos a un punto eritico, a partir del cual el proceso convectivo
se inicia. La conveccion tdérmica se caracteriza por transporte de materia; porciones
de fluido con mayor temperatura se mueven (suben) a las regiones de menor tem-
peratura, mientras que porciones con menor temperatura se mueven (bajan) en

sentido inverso.

En esta seccidon haremos un analisis lineal de las ecuaciones de Navier-Stokes,
para determinar el punto de inestabilidad del sistema que da inicio al proceso de
conveccion térmica, en el cual se observan los patrones convectivos de Bénard.

Nuestro punto de partida es enunciar las ecuaciones de Navier-Stokes, las cuales
describen la dindmica del fluido contenido entre las placas:

D 5-V)e= —%+§+VA1';. (4.13)
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Ademas de la ecuacién anterior, enunciamos otra, satisfecha por la temperatura

T(%):

ar '
W -+ (’5 - V)T = AAT. (4.14)
Al conjunto de eccuaciones anteriores hay que agregar condiciones de frontera que
completen el problema. Por lo pronto, sélo supondremos que la temperatura en la

placa inferior es 77 y en la placa superior es T, donde T} > Tb.

Parte de la cuestion de las condiciones de frontera s¢ resuelve tomando las
dimensiones de las placas como infinitas. Para fijar imdgenes, supongamos por
otro lado que la separacién entre las placas se encuentra en la direccién del vector
(0,0, 1). El estado del sistema, en donde cl calor se transmite exclusivamente por
conduceidn, es estacionario. Ello quiere decir que la velocidad del fluido es cero en
todo punto y que la temperatura no depende del tiempo. Dadas las condiciones
anteriores, ¢l gradiente de temperaturas apunta en direcciéon paralela al vector
(0,0, 1) y, por lo tanto, la ecuacién (4.14) se reduce a:

o°T
/\——,6—:‘3 = (.
Entonces, en ¢l estado estacionario de conduccidn, la temperatura presenta un
comportamiento lineal dado por:

T —T,
— (4.15)

T(z) =T, +

donde d es la separacion entre las placas.

Hemos visto ya como la evidencia empirica demuestra que el estado estacionario
de conduccién cs estable cuando la diferencia de temperaturas entre las placas es
pequeiia. Cuando esa diferencia crece, y cruza cierto umbral, ¢l estado estacionario
deja de ser estable y se inicia el proceso convectivo. El punto de transicién entre
ambos estados, caracterizado por algiin valor fijo de la diferencia de temperaturas
puede ser determinado tedricamente mediante un andlisis lineal de las ecuaciones
(4.13) ¥ (4.14), que gobiernan la dindmica del sistema.

Lo anterior se logra considerando una pequeia perturbacién del estado esta-
cionario; perturbacién que a su vez esti gobernada por una versién lineal de las
ccuaciones (4.13) y (4.14). Mediante este nuevo sistema lineal, es posible determi-
nar si las perturbaciones crecen o tienden a desaparecer, y para qué valores de la
diferencia de temperaturas entre las placas lo hacen. El primer caso corresponderia
a un estado de conduccidén inestable, dando lugar a la conveccidén térmica, y el
segundo a un estado de conduccién estable.

Sean Ty, Ty, po ¥ po el conjunto de funciones que definen el estado estacionario
de conduccién. Este estado se caracteriza por la ausencia, a nivel macroscépico,
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de transporte de materia. Es por ello ‘quc 7y = 0. Consideremos ahora.el conjunto
de perturbaciones §3, 6T, §p, y dp.-Con cllas, el sistema estd descrito loca]mente,
alrededor del estado estacionario, por el conumto de variables:

. v=’6v, T =Ty + 6T,
(4.16)

p=pp+bp, p=po+dp.

Sustituyendo las funciones 7, py p de (4.16) en (4.13) obtenemos:

(V(po + dp)

re+dp )+§.

(ﬂ — v )85 + (80 - V)58 = —
at

El segundo término del lado izquierdo es despreciable pues las perturbaciones son
pequeiias. Con el propdésito de encontrar la ecuacién lineal que describe el compor-
tamiento de las perturbaciones, hacemos uso del teorema de Taylor para aproximar
el primer término del lado derecho:

a 1 Sp _
¥ :/A)Ovo = —\m- E) V(po +6p)+ 3

(4.17)
\4C )
_~¥G6n 6/1\'2"110 + t?p'\fi P _ Vo +7
Po Pa Po fo

De acuerdo a la ecuacién (4.13), en el estado estacionario tenemos la relacién:

Yo _ 5o, (4.18)
4]

que cancela los dos iiltimos términos de la ecuacion (4.17).

El proceso de conveccién se inicia y se mantiene debido a la fuerza de flotacién
que actita sobre las porciones de fluido con temperatura mds alta, respecto a por-
ciones superiores. Esta fuerza es un efecto indirecto de la accién de la gravedad que
empuja las porciones mis frias, y por ende mds pesadas, hacia abajo. En el fondo
de todo ello se encuentra la suposicién de que el fluido se compresible. Es decir,
las porciones de fluido mds calientes ticnen una menor densidad que las porciones
mas frias.

Sin embargo, podemos simplificar la ecuaciéon (4.17) considerando las compre-
sibilidad del fluido de manera selectiva. Para ello tomamos a dp igual a cero en
todos aquellos tériinos que no involucran la accién de la gravedad, y que por lo
tanto no estin relacionados directamente con la fuerza de flotacién. De esa forma,
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podemos establecer el comportamiento aproximado de las perturbaciones a través
de la ecuacién :

a _ _ _N(ép) , _bp
(E—UA)JUQ = _—/)T +_l]7);, (4.19)

donde nuevamente hemos hecho uso de (4.18).

La aproximacién descrita arriba establece la incompresibilidad del fluido -salvo
al momento de considerar la fuerza de flotacién-. Por otro lado, la condicién de
incompresibilidad es equivalente a que la divergencia de la velocidad sea cero. Esta
tiltima condicién debe ser satisfecha también por 69, con lo cual se tiene que

V.55=0. (4.20)

Tomando entonces la divergencia en ambos lados de la ecuacién (4.19) y apli-
cando la condicién (4.20) tenemos que
a(s,
Adp=(7-9)5p = —208,
donde g denota la comnponente vertical de la gravedad, la cual es negativa pues la
tltima apunta hacia abajo. Derivando ahora respecto a z obtlenermos:

ddpy 8%(5p)
A(E-) = -9 (4.21)

.., Dada la simetria de nuestro arreglo, estamos interesados principalmente en la
componente vertical de 47, a la cual denotamos como dw. La ecuacién (4.19) nos
describe su comportamiento lineal, de tal manera que

(% — uA)Jw = —plo(%b'p—f-gép).

Si tomamos el laplaciano en ambos lados y aplicamos (4.21), la ecuacién anterior

obtiene la forma: 5 5
= _9 -
af 5 — vA)sw = z (o 622)5/). (4.22)

La densidad, por otro lado, depende de la temperatura. Aunque no conocemos
la forma explicita de esa dependencia, si podemos establecer que ’

adp
dp = —0T.
=BT
Definimos a continuacioén el coeficiente de expansién térmica a: como:
19, i
a=—=22 (4.23)
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Luego, ‘reeé{:rilﬁiﬁl&s (4,22) como:
A(a - VA) bw = ag (bﬁ ayz)dT. (4.24)
Por otro lado, la versién lineal de la ecuacién (4.14) se escribe:

(% - AA)JT = —(6v-V)Tp
AT - o
= — . 2

Jw ra ‘ ‘ (4.25)
donde hemos AT es la diferencia de temperaturas entre las placas superior e infe-
rior. .
Podemos simplificar significativamente las ecuaciones (4.24) y (4.25) si reescala-
mos las variables adecuadamente. Esto lo hacemos definiendo las siguientes canti-
dades adimensionales:

== =Y 1 _
l\“d’ )—tl' Z_d’ T
(4.26)
0= sT w = Swd _v
=ar =X 7T X
que al sustituirlas en (4.24) y (4.25), obtenemos:
A(L - a)w= (e ) (2
y
a
(0'-5; ~28)o=w, (4.28)

donde el laplaciano se toma respecto a las nuevas variables y R denota el mimero

de Rayleigh, dado por: s
a(AT)gd
_A—,}—. (4.29)

R =

La simetria del sistema, nos lleva a pensar que las soluciones a las ecuaciones
(4.27) y (4.28) deben tener un comportamiento periédico en direcciones paralelas a
los vectores (1,0,0) y (0,1, 0). Esta conjetura estd apoyada en la evidencia experi-
mental que muestra patrones convectivos periédicos. Con estos argumentos parece
razonable proponer como soluciones a (4.27) y (4.28), el siguiente par de funciones:

w(X,Y, Z,7) = W(Z)e'kerthyvytrr (4.30)
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O(X, Y, Z,7) = O(Z)e'k==+kyv)trr (4.31)

La estabilidad del estado estacionario de conduccién estd determinada por el
valor que tome la constante de relajamiento . Si la parte real de r es negativa,
las perturbaciones w y 8 tienden a desaparecer conforme el tiempo transcurre. Por
otro lado, si la parte real de 7 es positiva, entonces las perturbaciones se magnifican
conforme el tiempo transcurre, y su comportamiento eventualmente deja de ser
lineal.

Al sustituir las funciones (4.30) y (4.31) en (4.27) y (4.28), aparecen dos ecua-
ciones que deben ser satisfechas por 17" y ©:

o2 2 @ 2 2
(;lz—z—a)(m—a —7)"V—Ra Q, (4.32)
Y
e,
LU = -,
( Sz ar)@ w, (4.33)
donde a = (k2 + &2)d? es el niimero de onda adimensionado.

Procedemos ahora a establecer las condiciones de frontera necesarias para re-
solver el sistema descrito por las ccuaciones (4.32) y (4.33). Dos tipos de fron-
tera podemos considerar dependiendo del esqueimna experimental que tengamos en
mente. Por un lado, podemos pensar que la presencia de las placas induce in-
movilidad en las porciones de fluido que se encuentran mds prdoximas a ellas. Por
otro, podemos considerar fronteras s libres, en el sentido de que las porciones
proximas a ellas se mueven libremente. Al primer tipo las llamaremos fronteras
estacionarias.

Supongamos que la perturbaciéon adimensional de la velocidad estd dada por
el vector (u, v, w). En ¢l caso de tener fronteras estacionarias, las velocidades tan-

gentes a las placas son cero, y ademas,

du _ 9 _
ax a8y 7

cuando Z =0 y Z = 1. Por otro lado, la ecuacién de continuidad (4.1), obtenida
en la seccién anterior, implica en este caso que

u oo dw_

ax Yav * oz ,
en Z =0y Z =1. Por lo tanto, para las porciones de fluido adyacentes a las placas

tenemos que
dw

5z =0.
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Adicionalmente, si suponermos que las placas presentan una alta conductividad
térmica, entonces podemos suponer que la temperatura se mantiene constante en
ellas. En ese caso, la perturbacién de la temperatura también se anula en las
porciones de fluido adyacentes a las placas. En resumen, si considerainos fronteras
estacionarias y alta conductividad térmica podermos establecer las condiciones:

div
W=-—"n=0=0;, Z=0,1. (4.34)
dz

Despejando © de (4.33) y sustituyendo en (4.32) obtenemos una sola ecuacién
para W:

oy — a?) ( -~ r)( ~a? = or)W = —Ra*W.
dZ dzZ dz?

Como dijimos al inicio de la seccién, estamos interesados en caracterizar el punto
de inestabilidad que da origen al proceso de conveccién. Ese umbral se alcanza
cuando r = 0 y en ese caso la ccuacidn anterior se transforma en:

a? 2\3
(555 — @®) W = —Ra*w. (4.35)
dZzZ

Ademads de tomar r = 0, buscamos ¢l menor valor posible de R en el cual se
ticnen soluciones convectivas, pues ese valor es el que se puede medir experimen-
talmente. Las soluciones a (4.35) pueden darse en términos de senos y cosenos
hiperbélicos. Sin embargo, las soluciones simétricas respecto al plano Z = 1/2 co-
rresponden a valores menores de R, que las soluciones antisimdétricas. La solucién
simétrica a (4.35) puede escribirse como:

W = Acoshn(Z — %) + Agcoshy(Z — %) + Agcoshyz(Z — %), (4.36)
donde 4, con i = 1, 2 y 3, debe satisfacer la ecuacién:
(vF—a?P+ Ra® =0. (4.37)

Las constantes 41, A2 y Az deben ser determinadas por las condiciones de frontera
(4.34), a las cuales de debe aiadir una tercera condicién que es consecuencia de la
ecuacion (4.32) al ser evaluadaen Z =0y 1:

(—dz— —a )2VV =o. (4.38) -

dz?

En lo que sigue, omitiremos algunos detalles del anélisis que nos llevan a en-
contrar el valor critico de R, con el cual se inicia el proceso convectivo. En parti-
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cular, omitimos algunos pasos algebraicos que resultan demasiado engorrosos para
la lectura. Empleando las condiciones (4.34) y (4.38) encontramos tres ccuaciones
homogéneas para las constantes A,, A2 y Asz. Usando la condicién algebraica que
garantiza que este sistema tenga solucién, encontramos a /2 como funcién de a. Por
ultimo, buscamos el minimo de dicha funcién que resulta ser:

R, = 1708, (4.39)

el cual se alcanza cuando

a; =~ 3,12. (4.40)
Sélo nos resta decir que estos valores son muy cercanos a los obtenidos experimen-

talmente.

4.3. Patrones convectivos y filotaxis

En esta secciéon hacemos una breve descripcion de un tipo muy particular de
patrones convectivos, los llamados patrones de Bénard-Marangoni, desde el pun-
to de vista de la cristalografia. Nos restringimos a patrones con simetria radial
(cilindrica), lo que nos permite establecer analogias con los patrones de filotaxis
estudiados en el capitulo anterior. Nuestro propdsito es mostrar que, aunque la
descripcion geométrica de los patrones es muy precisa, ésta es insuficiente para
describir los mecanismos morfogenéticos; situacion que también encontamos en los

modelos geomdétricos de filotaxis.

Descripcion del patrén convectivo

Nuestro andlisis se centra en los patrones convectivos de Bénard-Marangoni con
simetria radial. Estos son generados al calentar un fluido por debajo, contenido en
un recipiente (circular) de poca profundidad relativa al didmetro de su base. Lo
que diferencia al sistema de Bénard-Marangoni dol sistema de Bénard, es que en
el primero la superficie superior del fluido estd libre, micentras que en el segundo
estd en contacto con una placa conductora de calor. Ambos patrones son generados
de la misma manera: la difcrencia de temperaturas entre la parte inferior y la su-
perficie induce una fuerza de flotacidn en las capas inferiores. Cuando esa diferencia
es mayor que determinado umbral, el calor se transmite por conveccién generando

celdas.

En los experimentos podemos observar que la mayoria de las celdas convec-
tivas tienen forma hexagonal, mientras que la minoria restante son generalmente
pentagonales o heptagonales. Jamads han sido observados patrones convectivos con
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_estructura hexagonal perfecta. Esto nos lleva a pensar que estas celdas son requi-
sito estructural del patrén. El fluido con mayor temperatura asciende por la parte
central de las celdas, para después descender por la periferia. Un punto impor-
tante debemos enfatizar: debido a la dindmica del fluido en conveccién, las celdas
se repelen entre si. Esta observacién, aunada a la evidencia empirica obtenida en
el experimento de Douady y Couder donde las particulas tainbién se repelen, nos
motiva a suponer que esta fuerza de repulsién es responsable, no exclusivamnente
pero en gran medida, de la generacién y mantenimiento del patréon. En filotaxis
podemos suponer, sin necesidad de argumentos muy elaborados, que entre pétales
existe repulsion debido a la tension mecdnica generada por el crecimiento de la
estructura. Sin embargo, no creemos que esta tensién mecdnica sea responsable, al
menos no exclusivamente, de la ubicacion de nuevos érganos en el meristemo.

Continuando con ¢l patrén convectivo, otro aspecto debemos mencionar: en
los experimentos podemaos observar que todo el patrén estd girando, y el periodo
de rotacion es igual al periodo del péndulo de Foucoault. Cada celda también gira
alrededor de su propio eje con el mismo periodo. Este movimiento rotacional puede
ser ocasionado por la fuerza de coriolis, aunque la causa no es lo mas relevante
en este momento, sino ¢l efecto que produce en la forma: debido a la rotacién,
esfuerzos cortantes son generados a lo largo de toda la estructura. Las celdas penta
y heptagonales son necesarias entonces para disipar la energia generada por estos

esfuerzos [17].

Defectos, elemento estructural del patrén

Hemos dicho arriba como, en los patrones convectivos, invariablemente aparecen
celdas pentagonales y heptagonales. Estas celdas, que en un primer acercamiento
parecen ser defectos en la estructura, resultan ser elementos indispensables. Esto
s debido en parte a que la red hexagonal generada es finita; las condiciones de
frontera imponen la presencia de dichos defectos. Lo anterior es consecuecia del
teorema de Euler, que relaciona el niimero de vértices (V), aristas (E£) y celdas
(F), que componen una red. Segun este teorema

F—E+V=1 (4.41)

Por otro lado, supongamos que V, y E, son respectivamente el nimero de vértices
y aristas en la frontera, y que F,, es ¢l nitumero de celdas con n lados (aristas).

Entonces tenemos que
S o nF,=2E— E,. (4.42)

ki3
Esto sucede pues cada arista es lado de dos celdas, salvo aquellas que se encuentran
en la frontera. De la misma forma podemos relacionar el mimero de vertices y aristas
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mediante la ecuacidn:

2E =3V -V, (4.43)
observando que cada arista une dos vértices y que en cada vértice convergen tres
aristas, salvo en la frontera, donde cada vértice une sélo dos aristas.

De (4.41), (4.42) y (4.43) podemos obtener:
GF = nF, =6+ E, — 2V,

Pero sabemos que E, = 21/, con lo cual
GF —~> nF,=6 (4.44)

n

Estailtima ecuacién implica que en una malla hexagonal finita, no todas las celdas
pueden ser hexagonales. Deben existir, por lo menos, seis celdas pentagonales.
Empiricamente podemos concluir que los patrones convectivos presentan siempre
mis celdas pentagonales que las seis requeridas por el razonamiento anterior. Los
estudios de Rivier et al {17] muestran que las celdas penta y heptagonales disipan
la energia gencrada por esfuerzos cortantes. Esto mismo ocurre en filotaxis, donde
las celdas no hexagonales ayudan a disipar la tension generada por el crecimiento

radial ce la estructura.

Similitudes entre patrones convectivos y filotaxis

La similitud que consideramos mis relevante entre los patrones convectivos
y filotaxis, radica en que ambas estructuras resuclven un problema de empaque-
tamiento de discos, -problema que por cierto has sido resuelto desde hace mucho
tiempo por las abejas, en la construccion de panales-. Lo interesante en ambos casos
es que, considerando los sistemas en donde emergen estos patrones, los mecanis-
mos morfogenéticos que los producen pueden - emulados mediante algoritmos
o cddigos relativamente simples. En filotaxis esta condicion es necesaria para la
codificacion genética, que hace posible Ia reproduccién precisa de la estructura
en diversos organismos, incluso pertenccientes a distintas especies. En el caso del
sistetna convectivo, Rivier et al [17} han mostrado como a partir de algoritmos
simples se pueden simular munéricamente los mecanismos morfogendticos, a partir
de consideraciones geométricas, y siguiendo analogias de la estructura convectiva

y filotaxis.

Sin embargo, consideramos que el hecho de contar con algoritinos capaces de
emular el crecitiento de los patrones, no implica necesariamente una descripcién
de los mecanismo fisicos o quimicos que los generan. En el caso de filotaxis nues-
tra propuesta, que seiiala a un sistema de reaccidén-difusién como responsable de
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Ia- morfogénesis, tiene como objetivo esbozar una descripcién de esa naturaleza.
No contamos con algo similar para los patrones convectivos, aunque creemos que
todo intento de desarrollar una descripcién de primeros principios, debe tomar en
consideracién principalmente los aspectos variacionales del problema.




K/



Conclusiones

Hemos visto como ¢l patrén de filotaxis en la margarita, -c¢l cudl puede ser
encontrado en una gran variedad de estructuras orgdnicas [18),- guarda grandes
similitudes geomnétricas con el patron convectivo de Bénard. Ambos patrones, como
hemos repetido en varias ocasiones, resuelven un problema de empaquetamiento
de discos, y esto es resultado de un proceso de autoorganizacion.

Los modelos geométricos han logrado mostrar, con buenos resultados, un con-
junto de relaciones numédéricas intrinsecas a estos patrones. Esto ha hecho posible
la construccién de algoritmos capaces de generar las estructuras observadas ([9],
[10] y [17]). Sin embargo, los mecanismos (dindmicos) morfogenéticos involucrados
todavia no han sido completamente explicados. En este sentido, el experimento de
Douady y Couder [4] da mucha luz sobre Ia dindmica que dichos mecanismos deben
presentar.

Por otro lado, se ha propuesto un mecanismo de reaccidn-difusion con tres sus-
tancias [11], para explicar la emergencia de filotaxis en la margarita. En este traba-
Jjo proponemos un mecanismo andlogo, con un sistema tipo activador-inhibidor, en
donde participan sdlo dos reactivos. Tsta propuesta se fundamenta en resultados
recientes ([5], [6] y [19]), donde se demuestra la existencia de estados en esta tipo de
sistemas, caracterizados por manchas, cuya configuracién es solucién al problema
de empacquetamiento de discos.
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A. Ley de accién de masas y
modelo Field-NNoyes

Ley de accién de masas.

En el capitulo 1 mencionamos la ley de accion de masas y una consecuencia
de la misma, cuando una reaccién quimica alcanza un equilibrio termodindmico.
En este apéndice enunciamos formalmente esta ley, y mostramos su utilidad en un
modelo de la cinética de la reaccion B-Z.

La ley de accién de masas pucede enunciarse de la siguiente manera [15]: "La
velocidad a la que se realiza una reaccién quimica es proporcional al producto de

las concentraciones de los reactivos™. Supongamos por ejemplo que tenemos una
reaccion ddénde dos sustancias, A y B, interactiian de tal manera que se tienen dos

productos, C y D, representada mediante la ecuacion:
A+ B -5 C+ D.
Segiin la ley de accién de masas, la velocidad (14) de esta reaccion estd4 dada por:
V. = s[A][B],

donde s es una constante de proporcionalidad, y hemos denotado por [X] a la
concentracién de la sustancia JX.

Modelo Field-Noyes.

En este apartado presentamos, de manera muy breve, un modelo relativamente
simple de la cinética de la reaccién B-Z: el inodelo Ficld-Noyes (F-N). El propésito
de esta exposicién es mostrar algunas implicaciones de la ley de accién de masas
en el estudio de las reacciones quimicas.

En el modelo F-N se consideran cinco reactivos [15]: X' = HBrO,, Y = Br-,
Z = Ce*t, A = BrOy y P = HOBpr. La cinética del modelo estd dada por el
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’ conjuntb ‘de ecuhciones:
A4+Y
X +Y
A+ X
2X
z

Bl

X+ P,
2P,
2X + 22,
A+ P,
Y.

(45)

En el curso de la reaccién, podemos considerar como constante la concentracion de
A, e ignorar la de P. De acuerdo entonces con (45), ¢ incorporando la ley de accién
de masas, la cinética de la reaccién B-Z puede aproximarse mediante el siguiente

sistema de ecuaciones:

X jlAlY] - malX][V] + ol AILX] — malXT?,

dit
d[Y]
dt

= —m[Al[Y] = mofX][V] + frs[Z],

azj _ 2r3[A][X] — #6[Z].

dt




B. Deduccién de las ecuaciones de
reaccion y difusién

Carminatas aleatorias

En el capitulo 2 virnos como el proceso de difusién juega un papel muy relevante
en la formacién de patrones, dentro del contexto de autocatadlisis local ¢ inhibicién
global. Uno de los primeros en proponer este mecanismo fue Turing (1952), con base
en un concepto audaz: el proceso difusivo como generador de inestabilidad local.
Esta idea, inovadora en su tiempo, contraviene nuestras espectativas intuitivas,
pues tendemos a pensar en la difusién como proceso homogeneizador. Es dificil
imaginar, al menos en primera intencién, que cl rompimiento de simetrias sea
consecucencia de ese proceso.

En este apéndice deduciremos la ecuacion de difusién mediante el estudio de
particulas que se mueven de manera aleatoria. Dado que por simplicidad se con-
sideran movimientos no continuos, estas particulas son conocidas como caminantes
aleatorios. Este andlisis nos permitird entender el proceso difusivo como el resultado
macroscopico del movimiento azaroso de estas particulas. Por razones de simpli-
cidad, supondremos que cl movimiento se realiza en una sola dimensién espacial,
aunque los resultados son generalizables a dimensiones superiores.

Consideremos una particula que se mueve en una dimensién de manera aleato-

ria. Su movimiento es discreto, de tal manera que recorre un distancia Az en un

tiempo Al « representa la coordenada espacial, cuyo dominio son los reales, mien-
tras que { representa ol tiempo, con dominio en los reales positivos. Supongamos,
sin pérdida de generalidad, que cunando ¢ = 0, Ia particula se encuentra en x = 0.
Nuestra pregunta central es: ;Cudl es la probablilidad p(z, t), de que la particula
s¢ encuentre en x al tiempo ¢?

Antes de contestar la pregunta anterior, hagamos una observacién importante.
Si la probabilidad de que la particula se mueva a la derecha es «, mientras que la

el
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plobabllldad de que‘se mueva a Ia |zquxerda cs. ﬁ, cntonces
"(:z:, t) =c (:L N At) + Bl + Az, = At) : (46)

A(lemas, por el teotema de Taylor:

3p ap
:f:A L~ AL = , Az = — At —
. p(z' 4 ::?, t) = p(z,t) £ Az e e -+
: o%p 9%p
2 2
+ 3[@ae2 g5 7 20580 22 4+ (A az2] +
Tomando « = 8 = 1/2 y sustituyendo lo anterior en (4G), obtenemos:
Op _ 1 2 9% 2 O%p
A= [(A:n) S + (8D '672‘] + ...
Finalmente, haciendo tender Az y At a cero, y suponiendo que
2
(Azx) — D, cuando Az -0y At — 0, (47)

24t
donde D es constante, obtencinos una ccuacién para la distribucién de probabilidad
plz, t):
ap 9%p
= = D—=. (48)
ot a2
D es el coeficiente de difusién, el cual es una medida de la eficiencia con que las
particulas se mueven de zonas de alta concentracion a zonas de baja. Esta constante
puede ser determinada experimentalmente. Es importante notar que la suposicién
expresada en (47) se basa en observaciones empiricas.

Ahora podemos enfocarnos en deducir una expresion analitica para la probabi-
lidad de encontrar a la particula en determinado lugar. Regresemos al sistema
discreto y supongamos que al tiempo ¢ = nAl la particula se encuentra en =z =
mAz. Denotemos con a, el miimero de pasos tomados a la derecha, y con &, el
nimero de pasos a la izquierda. Entonces mt = a — b y n = a + b. Lo anterior
implicaquen=(m+n)/2y b=n—a.

El nimero total de caminos posibles para llegar a 2 = mAz, con a pasos a la
derecha y b pasos a la izquierda, estd dado por:

n! 7!

alt!  al(n—a)’
mientras que el nimero total de caminos con n pasos es 2" Esto nos permite
afirmar que si denotamos con p(m,n) la probabilidad de encontrar a la particula
en z = mAx al tiempo ¢ = nAt, entonces

n! C(49)

pOn,n) = 21 al(n — a)!



Cuando n es muy grande se puede establecer cl comportamiento asmtohco del

factorial como sigue:

nl == (27n)'/?

Este resultado se obt,lene aplicando el metodo asintético de Laplace [14] en la
integral que derne a la ﬁmcxon gama:

‘oo
nl=Tm+1)= / e t¢tdt.

0

Usando (50) en (49) encontramos que
2

p(m, n) >~ [ﬂ_i"] 1klze:a:p[ - '72%],

cuando m y n son muy grandes.

Las variables espacial y temporal continuas pueden definirse tomando el limite
de & = mAzx y t = nA¢, cuando m y n tienden a infinito, pero Az y At tienden
a cero. Sin emnbargo, en ese caso p(m, n) tiende a cero, pues el niimero de puntos
donde se puede encontrar a la particula tiende a infinito. Por lo tanto, la cantidad
que nos interesa es la probabilidad 4« de encontrar a la particula en el intervalo
(z,z + Az), donde u = p/2Azx.

Tenemos entonces que

i [ o 2
pEE =) [ At ]1/26:[])[ _E_At ]
2Ax 2rt(Ax)? 2t (Ax)?
Tomando el limite cuando Az y At tienden a cero y suponiendo la validez de la
ecuacién (47), entonces

[~ 2] &

1 1/2
wa ) = (gp7)  eor| ~ 2y

El resultado anterior de alguna manera satisface nuestras expectativas intuitivas.
Entre mas lejos nos encontremos del punto de partida de la particula, mds impro-
bable serd encotrarla. La distribucién de probabilidad encontrada es similar al perfil
de concentraciones, que se puede observar al arrojar una gota de colorante en agua.

Ecuaciones de reaccién-difusién

Sea 2 una regién acotada del espacio. Supongamos que en en ella se lleva a cabo
una reaccién quimica en donde se produce (o desaparece) cierta sustancia 4, a una

n"e~"  cuando n — oo. o (50) .
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asa f. Dicho ritmo de produccién puede depender de la variable espacial, el tiempo,
o incluso de la propia concentracién de la sustancia. Sea a esta tltima. Deduciremos
en este apartado la forma general de las ccuaciones de reaccién-difusién:

da
En
donde D denota la difusividad de la sustancia, y A representa. el op(,rador de

Laplace. )
De acuerdo a la ley de conservacion de masa, para toda reglon ‘w contemda. en

£2, podemos escribir: : -
i/a(:ﬁ,l)dV:—/ j-ds4—'/’fdv,
dt J, Bur S -

donde dw representa la frontera de w y J el flujo de material por difusién. Ha-
ciendo uso del teorema de la divergencia y suponiendo que a es continua, podemos
reescribir la ecuacién anterior como: :

= f+ DAa, i (52)

/[gt +adivn(J) - ] av = 0.

Como lo anterior es vilido para toda region w, entonces tenemos que:

af 2 div(J)~ f =0.

Si suponemos adema.s que el flujo de la sustancia es plOpOl‘ClDﬂal al gradlent.e de

la concentracién:
= —DVa,

donde el signo negativo indica que la sustancia se mueve en la dlreccmn hama donde

a disminuye, entonces :

da
oL o
~ Finalinente suponiendo que la difusividad es la misma en . todo el espacio (por
_homogeneidad), entonces la ecuacién anterior equivale a (52).

= f + div(DVa).
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