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INTRODUCCION.

Sea G una gréfica finita, donde el conjunto de vértices se denota por V(G)
y E(G) denota el conjunto de aristas, donde lazos y aristas multiples son per-
mitidos.

En esta tesis trabajaremos con grdficas aplanables signadas, es decir, asignare-
mos a cada arista de una grédfica el signo + 6 —, a la arista con signo + la
llamaremos arista positiva y con signo —, arista negativa. Sea ; f'_j una arista
« que une el vértice ¢ con el vértice j, denotaremos por sgn(a) el signo de «
donde, sgn(a) = +1 si @ es positiva y sgn{a) = —1 si a es negativa.

Sea G una grdfica signada con m vértices, asociaremos a G, la forma en-
tera cuadritica @Q(z) en n indeterminadas z = (xi,...,zn), dada por: Q(z) =

3 sgn{a)(z; — z;)2. Entonces existe una tnica matriz simétrica L(G),
i o JEE(G)
para la cual Q(z) = zL(G)z" y la llamaremos la matriz Laplaciana de G.

Las matrices laplacianas y su forma cuadrédtica asociada han tenido en los
tiltimos aiftos mucha importancia, pues tienen interesantes aplicaciones en dife-
rentes dreas de las matemdticas (dlgebra, topologfa, teorfa de nudos, teorfa de
grdficas, entre otras) asi como en la quimica, ver {B], [Ch], [K], [K. II], [G M
W, (K P).

En [B], Berman estudia las matrices laplacianas de grdficas planas y sus
graficas duales. En el artfculo Dual graphs and knot invariants, de Lien y
Watkins [LW] se extienden los resultados de Berman en dos direcciones, una
es que obtienen sus resultados pero para gréificas signadas y la otra es que
encuentran relaciones mas fuertes entre L(G) y L(G¢), las matrices laplacianas
de G y su grifica dual GY, pues son esencialmente congruentes unimodulares.

Lo que Lien y Watkins demuestran es lo siguiente:

Teorema 2. Si G es una grafica plana signada y G¢ es la gréfica plana
signada dual de G, entonces las matrices laplacianas L(G) y L(G%) son Goeritz
congruentes, es decir existen matrices diagonales con entradasen {0, 1, —1}, A,
y Aa y una matriz unimodular U tales que: A; &) L(G) = U(A2 o L(G4))U.

Para esto usan, de manera muy bonita, teoria de nudos, en particular la
equivalencia de diagramas regulares de nudos por medio de los movimientos
llamados de Reidemeister y el hecho de que si tenemos una matriz simétrica A
y U una matriz unimodular, entonces A y UAU' (salvo un cambio de variable)
definen la misma forma cuadratica.

Goeritz [G], utiliza esto para hallar nuevos invariantes ¢n nudos.

A un diagrama regular D de un nudo o enlace / se le asocian las grifi-
cas siguientes: la gréafica de sombra denotada por G, la grdfica interior de D,
denotada por G**(D) y la gréfica exterior de D, denotada por G°*¢(D).




Ejemplo:

Asociando a estas graficas las matrices laplacianas respectivas L(G™(D)) y
L(G°**(D)), se demuestra el siguiente teorema que es sfntesis del trabajo de
Goeritz [G], Kneser y Puppe [KP] y Kyle [K]:

Teorema 1. Sean D y D’ diagramas regulares tales que D’ se obtiene
de D aplicdndole una serie finita de movimientos de Reidemeister, entonces
L(G™ (D)) es Goeritz congruente a L(G'™(D')) y L(G°“t(D)) es Goeritz con-
gruente a L(G°%(D’)). De hecho también se demuestra que L(G*(D)) y
L(Ge¥t(D)) son Goeritz congruentes.

Ahora, como a toda grédfica plana signada G se le puede asignar un enlace
K tal que G es la grafica interior de D, diagrama regular de K y la grédfica dual
de G, G4, es la grifica exterior de D, en notacién G = G**(D) y G = G°%*(D).
Entonces sus respectivas matrices laplacianas L(G) y L(G9) son Goeritz con-
gruentes.

Observermnos que la definicién que aquf usamos de matriz laplaciana no toma
en cuenta los lazos. Por ejemplo, vearnos las gréficas siguientes:

G: G,:
) 7 2 7 2
( > —— o
c® : G;i:



1 -1
Z1 1 | =L(G1) = L(G%), L(GY) = [ 0 ], pero
para definir la dual, sf se toma en cuenta.

Si vemos lo que significa un lazo en la grdafica de un nudo, este hecho con-
cuerda con que el nudo que nos queda al quitar el lazo es equivalente, pero si lo
vemos desde el punto de vista algebraico este hecho es insélito.

Tenemos que L(G) = [

Nuestro trabajo consistié en aprender lo necesario de teoria de nudos y de
teoria algebraica de grdficas para leer y completar los detalles del articulo de
Lien y Watkins. Dos de los puntos tnds importantes a completar fueron los
siguientes: En la demostracion del teorema 1, los autores no dan erplicitarnente
las matrices unimodulares, hecho que remiten a los articulos [K], [KP]. Al ver
el articulo de Kneser y Puppe y tratar de entenderlo nos dimos cuenta que le
faltaban casos, sélo ven el caso de nudos no de enlaces, es decir dice que la
matriz diagonal es de 1,-1's, pero en caso de enlaces es necesario usar Q’s y
tampoco dice de manera erplicita la construccidn de la matriz unimodular que
resulta de hacer los distintos movimientos Reidemeister. Entonces nos fuimos
a ver el articulo de Kyle, él st se da cuenta del uso del cero pero tampoco
define explicitumente las matrices unimodulares. Nuestro trabajo en esta parte
de la tesis fue construir explicitamente las matrices unimodulares, cosa no
trivial pues en el movimiento Reidemeister II la matriz unimodular es muy
dificil de encontrar. De hecho creimos en algin momento que no tbamos a
lograrlo, entonces le escribimos directarnente a los autores y ellos tampoco tenian
la construccion, nos dijeron que les diéramos ejemnplos concretos y ellos nos
daban las matrices respectivas. Nosotros demostramos el teorema dando la forma
general y explicita de esta matriz en todos los casos.

También contestamos algunas pregquntas que surgieron a lo largo de la lectura
del material y dernostramos el siguiente:

Corolario 2. Scan G una grifica planasignada y G, y G2 dos aplanamientos
de G. Entonces L(GY) y L(G¥) son Goeritz congruentes.

Para leer esta tesis se necesita el curso de dlgebra lineal 1.

Nuestra tesis estd organizada de la siguiente manera: en el capitulo 1 damos
las nociones necesarias de teoria de nudos para entender este trabajo; el capftulo
2 contiene los preliminares de la teorfa algebraica de gréaficas y construccién de
las grdaficas interiores y exteriores asociadas a un nudo o enlace y en el capitulo
3 se define la equivalencia de Goeritz para las matrices laplacianas asociadas a
gréificas signadas, también se dan ejemplos de diagramas regulares de enlaces
Goeritz congruentes y otros que no lo son (para esta parte, se define un grupo
abeliano asociado al enlace, que nos ayudard a probar cudndo dos diagramas
regulares de enlace no son Goeritz congruentes) y se demuestran los teoremas 1
y 2 y sus corolarios.




' Capitulo I. Nudos

1.1. En esta primera parte de la tesis trabajaremos con nudos. Hablando intuitivamente si tomamos
un pedazo de cuerda, la anudamos y unimos sus extremos obtendremos un nudo.

Si podemos deformar un nudo continuamente (sin romper la cuerda) hasta obtener otro diremos que
los nudos son equivalentes. Ahora si nos fijamos en la sombra del nudo al alumbrarlo con una ldmpara
de mano es claro que la sombra del nudo cambia al mover la ldmpara y también al deformar el nudo, nos
gustaria saber qué tienen en cormin estas sombras y cudles nos dan mayor informacién sobre el nudo. Enf
la figyra 1 veremos un ejemplo de nudos equivalentes.

Ejemplo:

Figura 1.

Definamos un nudo de una manera mas precisa:
Definicién 1.1.1. Un nudo es un subconjunto de R® homeomorfo a un circulo.

Definicién. 1.1.2. Un enlace es una coleccién de nudos que no se intersectan.
Ejemplo: s

Figura 2.



Definicién 1.1.3. Dos nudos Ko, K son equivalentes, si existe una deformacién continua de R3, que
lleve Ko a K (tal deformacién de R?, también llamada isotopia, es una funcién continua H : R3? %[0, 1] =
R3® que restringida a cada R® x t es un homeomorfismo y que H(Ko,0) = Ko y H(Io,1) = K1).

1.1.4. Notemos que si Ko, /; son nudos en R® y Ko y K1 son equivalentes, es decir existe una isotopfa
H de R® que lleve Ko a K entonces existe un homeomorfismo que conserva la orientacién del espacio y
que lleva Ko a K, (el homeomorfismo es H restringida a R3 x1).

El Teorema de Alexander dice que todo homeomorfismo de R® que preserva la orientacién es isotépico
a la identidad, asi que si hay un homeomorfismo de R® que preserva la orientacién y lleva Ko a K
entonces hay una deformacién continua de R® que lleva Ko a K.

De esta manera para mostrar que dos nudos Kp, K son equivalentes, basta con encontrar un
homeomorfismo f : B3 — R? que conserve la orientacién del espacio, tal que f (Ko) = K.

Definicién 1.1.5. Un nudo es poligonal si estd formado por un nidmero finito de segmentos de recta
(aristas) A; 42, AxAs, A3zA,,..., AnA;. De aqui en adelante, todos los nudos que consideraremos serin
poligonales. :

Ejemplo:

Figura 3.

1.2. Movimientos elementales de nudos o enlaces. Existen varias maneras naturales de modificar.

un nudo o enlace poligonal para obtener otro equivalente, una de ellas es la siguiente:
Dado un nudo o enlace K podemos realizar las siguientes cuatro operaciones:

(1) Podernos dividir una arista 4B, en dos aristas AC, CB, eligiendo un punto C sobre la arista AB. e

(1)* (El opuesto a (1) ). Si AC y CB son dos aristas adyacentes de K tales que A, B y C estan
alineados, entonces podemos remover el punto C y pensar en AB como una sola arista.

(1)
—_

\o———o/*——'\._._./

A B (1) A C B

Figura 4.




(2) Supongamos que C es un punto en el espacio que no pertenece a K, si el tridngulo ABC formado
por la arista AB y C no intersecta ¥, con excepcién de la arista AB, entonces podemos remplazar la
arista AB por las aristas AC y CB.

(2)'(El opuesto a (2)). Si existe en el espacio un tridngulo A BC que contenga dos aristas adyacentes
AC y CB de K y este tridngulo no intersecta X excepto por las aristas AC y CB, entonces podremos
borrar las aristas AC y CB y remplazarlas por la arista AB.

/*\ 2)
// \\\ —_—>
4 =B € — 4 B

Figura 5.

Las cuatro operaciones (1), (1)’, (2) y (2)’ son llamadas movimientos elementales de nudos o
enlaces. o s

Definicion 1.2.1. Un nudo o enlace K se dice A-equivalente a un uudo o enla.ce I{ ‘- sx podemos
obtener K’ de K, aplicando a K un ntimero finito de movimientos elementa.les.~

Observacién 1.2.1.1. Dos nudos o enlaces K, K son A- eqmvalentes, si y sélo si e)nst:e un homeo—
morfismo o una isotopia de R3, que lleva Ky a K;.

Demostracidn.

Para ver esto supongamos que K se obtiene de Kjp aplicdndole un movimiento elmental (2)’. Para
los demdas movimientos, ¢s facil dar el homeomorfismo requerido.

Sea A = vouv v el tridngulo que intersecta a /(o en las dos aristas vgvi, vov2 ¥ que es remplazado en
K, por la arista vywvs.

Sean IT el plano que contiene a A y vg el punto medio de la arista vy va.

Tomemos dos puntos v, vy en Il tales que vz esté cerca de vy y v4 esté cerca de vo, de modo que
el cuadrildtero C' = wvzwmwvyv; intersecte a Ky en las aristas vovy, vove y los puntos va, vj, vo, v4 estén
alineados. Elijamos un punto vs por arriba de Il y un punto vg por debajo de IT suficientemente cerca de
este plano, de tal forma que los tetraedros 7 = vsv,v2v3, To = UsU1Vavg, T3 = vst1v4V2, Ty = VeV Vav3,
Tn = vgvivevg ¥y T = vev1v4v0, intersecten a Ko en los vértices vg, v1 ¥y v2. Veamos la figura 6.

Sea h : R® — R?* una funcién, tal que A (v;) = v;, con i = 1,..,6, h(ve) = v} ¥ que es lineal en cada
tetraedro y /i es la identidad fuera de la unién de los tetraedros, entonces i es un homeomorfismo del
espacio que manda A en K, y por la observacién en (1.1.4) se puede mostrar que h es isotépico a la
identidad, asi existe una isotopia de R® que lleva K en K.

Para la otra implicacién de la observacién 1.2.1.1 ver ( Proposicién 1.10 [B Z]).



1.3. Proyecciones de un nudo o enlace.

1.3.0. Sea v un vector unitario en R® y sea p, : R? — E la proyeccién de R? en la direccién de v hacia
un plano F perpendicular a v. Si K es un nudo o enlace diremos que p, (K) = K, es la proyeccién
de /K en la direccién de v, que algunas veces sélo la denotaremos por K. Hay tantas proyecciones para
K como vectores unitarios en R?, es decir como puntos en la esfera S$2, donde los puntos antipodas dan

proyecciones iguales.

1.3.1 Proyecciones regulares. Si fies la proyeccién de un nudo o enlace K que satisface lo siguiente:
i) La preimagen de cada punto de /X consiste de cuando mucho dos puntos de K. -
ii) Los vértices de K no se deben proyectar sobre ningiin otro punto de K.
Entonces diremos que K esuna proyeccién regular de K.
La condicién i) dice que los puntos de autointerseccién de la proyeccién de K son puntos dobles, es
decir, ninguna arista puede proyectarse a un punto y no puede haber puntos miiltiples como el que se
muestra en la figura 7. ’ ‘

Figura 7.

La condicidn ii) dice que ningiin vértice es punﬁo doble de K. Loscasosdela figura 8 no son permitidos.



Figura 8. -

El siguiente es un ejemplo de proyeccion regular.

Figura 9.

Cuando la proyeccién de un nudo o enlace /{, no satisface i) 6 ii), entonces diremos que ésta es una
proyeccién no regular de K.

Si /" es una proycccién regular de un nudo o enlace K y en ésta se especifica la arista que pasa por
debajo y la arista cue pasa por arriba en cada punto de autointerseccién de K, entonces llamaremos a
esta proyeccién diagrama regular de un nudo o enlace K. Observemos que si proyectamos K en la
direccién del vector v y del vector —v, éstos producen la misma proyeccién para X, excepto que todos los
cruces cambian. El siguiente ejemplo muestra el diagrama regular de la proyeccién regular de la figura 9.

Figura 10.
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1.3.2." Analizaremos las condiciones en las que se obtiene una proyeccién no regular de un nudo o enlace

K.

Caso 1.3.2.1. Alguin vértice de X es un punto doble de la proyeccién de K.

Sean b un vértice de KX, B una arista de X que no contiene a b y I el pla.xio que los.contiene. Sea
{ una linea que pasa por b e intersecta en un punto p; a la arista B, tomemos un vector v; unitario,
en la direccién de ! y proyectemos K en la direccién de v, entonces b es un punto doble de K,,, » con

preimigenes b y p1 en K. Veamos la figura 11. o

Figura 11.

Observaciones 1.3.2.1.1. i) Si proyectamnos i con vectores en las direcciones de las lineas que con-
tienen a b e intersectan en algin punto a la arista B, éstos producen proyecciones para K en las que el
vértice b es un punto doble, estos vectores estdn representados por un arco de circulo C en S2.

ii) Elijamos los externos de C' y proyectemos K en estas direcciones, entonces obtenemos un punto

doble en b como el que se muesta en la figura 12.

Figura 12.




iii) Las direcciones de proyeccién bajo las cuales alguna dec las aristas de /4 que contiencn a b cs
proyectada a un punto, estdn representadas por dos puntos de C.

iv) Ya que K tiene un numero finito de vértices y aristas, hay un mimero finito de pares de éstos,
para los cuales obtenemos un numero finito de arcos de circulos en S*? que producen proyecciones en las
que alguno de los vértices de /' es un punto doble de la proyeccién.

Caso 1.3.2.2. La proyeccién de /K, tiene una infinidad de puntos dobles.

Sean A y B dos aristas de K, tales que existe un plano I1, que las contiene.

Sean [, una linea que intersecta a la arista A en un punto p; e intersecta a la arista B en un punto 'p.'z
¥ w2 un vector unitario en la direccién de l2. Proyectemos X en la direccién de w2, entonces la proyeccién
de cada punto de la arista 4 es un punto doble para K,,. Veamos la figura 13. .

Figura 13.

Observaciones 1.3.2.2.1. i) Si elegimos los vectores en las direcciones de las lineas que intersectan a
las aristas A y B y proyectamos /i cn estas direcciones, obtendremos una infinidad de puntos dobles para
las proyecciones de K y los vectores que las producen estdn representadas por un arco de circulo en S2.

ii) Ya que K tiene un numero finito de aristas, hay un nimero finito de pares de éstas, para los
cuales obtenemos un mniimero finito de arcos de circulos en S2, cuyos puntos representan direcciones que
producen proyecciones para / con una infinidad de puntos dobles.

Caso 1.3.2.3. La proyecciéon de /i, tiene un punto multiple.

Veamos que las direcciones que producen proyecciones con puntos multiples corresponden a las lineas
que cruzan a tres o mds aristas de K.

Scan 4, B y C tres aristas de /X y [, l», {3 las lineas en R? que las contienen. Podemos suponer
que ningun par de estas aristas estd en un mismo plano, ya que si I’ es una linea que intersecta a dos de
estas aristas y éstas estdn contenidas en un mismo plano, por el andlisis del caso 1.3.2.2 obtendriamos
una infinidad de puntos dobles al proyectar K con un vector en la direccién de !’.

Si I’ es una linea que intersecta a las lineas {1, l» y {3, en los puntos p;, p2 y p3 respectivamente y
ningtin par de estas lineas estdn contenidas en un mismo plano, entonces proyectemos estos puntos con
un vector unitario vz en la direccién de I’, de esta manera la imagen de p;1, p2 y ps bajo la proyeccién es
un punto, es decir, obtenemos en K,, un punto muiltiple.




S ==

Figura 14.

Observaciones 1.3.2.3.1. i) Afirmamos que las lineas que intersectan a las tres aristas estdn para-
metrizadas por los puntos de {; (por cada punto de !; pasa a lo méis una linea que intersecta a l» y
13).

Para ver esto, tomemos p; € {; y consideremos al plano que contiene a p; y a l>. Este plano intersecta
a lo méas en un punto a la linea l3, asi que en ese plano hay a lo mas una linea que intersecta a l;, lo y
l3. Veamos la figura 15.

Figura 15.

Esto muestra que las direcciones que proyectan puntos de tres aristas al mismo punto forman un arco
de curva en S2.

iii) Como / tiene un ntmero finito de aristas, hay un nimero finito de termas de aristas, para las
cuales obtendremos un niimero finito de arcos de curvas en S2, cuyos puntos representan direcciones que
producen proyecciones con puntos muiltiples. ) .

1.3.3. Por el andlisis en los casos 1.3.2.1, 1.3.2.2 y 1.3.2.3, los subcon_]untos_de S? que representan
direcciones que producen proyecciones no regulares para un nudo o enlace 'K, son un conjunto finito
de curvas, por lo tanto podemos concluir que el conjunto de proyeccxones regulares forma un conjunto
abierto y denso dentro del conjunto de todas las proyecciones para K :
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1.3.4. Paraun nudo o enlace existen proyecciones no regulares que son malas para nuestros propdsitos,
mas adelente verernos porqué. Las proyecciones malas son las siguientes:

i) Algin par de vértices de K son proyectados a un punto. Esta proyeccién se obtiene al elegir uno
de los extremos del arco de circulo del caso 1.3.2.2.1. i y al proyectar una arista de &, con el vector en la
direccién de la linea que la contiene, entonces como en 1.3.2.2.1. ii) obtuvimos un nidmero finito de estos
arcos en S? y K tiene un nimero finito de aristas los puntos en S? que representan tales proyecciones
son un numero finito.

ii) Un conjunto de al menos cuatro puntos de K es proyectado al mismo punto. Estas proyecciones
estdn representadas en S? por los puntos de interseccién de los arcos de circulos que se obtienen en
1.3.2.1.1. iv y de los arcos de curvas que sc obtienen en 1.3.2.3.1.i. Como hay un numero finito de
arcos de circulos y arcos de curvas entonces hay un mimero finito de puntos en S? que producen tales
proyecciones.

Por lo anterior podemos concluir que las proyecciones no regulares malas para un nudo /i estdn
representadas por un conjunto finito de puntos en S2.

1.4. Movimientos de Reidemeister.

1.4.1. Los rmmovimientos de Reidermneister, son movimientos locales aplicados al diagrama regular de
un nudo, que producen diagramas de nudos equivalentes al original.

Cada uno de los movimientos de Reidemeister se obtiene al variar continuamente: la dlreccuSn de
proyeccién para un nudo esquivando el conjunto finito de proyecciones malas de 1 3.4.

1.4.1.1. Movimiento de Reidemeister del tipo I. Nos permite agregar o supi'irhir un bucle.

YA,

Figura 16.

1.4.1.2. Movimiento de Reidemeister del tipo II. Nos permite agregar o remover dos cruces,
corno se miestra’en la figura“17. . D ;

Figura 17.



1.4.1.3. Movxmxento de Re:demexster del txpo III.  Nos permxte deslizar una a.rlst:a del nudo desde
un lado del cruce al otro lado del cruce, corno se muestra en la Figura 18. R

Figura 18.

1.4.1.4. Consideraremos un movimiento m4s, que llamaremos del tipo 0 que se muestra en la figura 19
¥y que permite deslizar el diagrama por una isotopia del plano sin cambiar los cruces. ;

\é/__,

Figura 19.

1.4.2. Veamos un ejemplo de lo que puede hacerse con una sucesién de movimientos de Reidemeister.

‘Figura 20.
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Definicién 1.4.3. 8i D y D’ son diagramas regulares y podemos cambiar D a D’ usando un nimero
finito de movimientos de Reidemeister, entonces D y D' son equivalentes. Denotaremos csta equivalencia
por D =~ D’.

Proposicién 1.4.4. Sean K un nudo o enlace, P, P, dos proyecciones regulares de K, entonces los
diagramas regulares D; y D, que obtenemos de las proyecciones P, y P, respectivamente, son diagramas
equivalentes.

Demostracidn.

Sean p; y p2 puntos de S* que representan las direcciones de proyeccién de P, y P, respectivamente.

Como las proyecciones no regulares estdn representadas por un nimero finito de arcos de curvas en 52
y las proyecciones no regulares malas son los extremos y puntos de interseccién de estos arcos, entonces
hay un camino [ en S? que va de p; a p2 que pasa por un niimero finito de proyecciones no regulares y que
no pasa por proyecciones rmalas. Cuando ! cruza cada una de las curvas que representan las proyecciones
no regulares, el diagrama D, serd modificado por algin movimiento de Reidemeister y como [ sélo las
cruza un nimero finito de veces, entonces los diagramas regulares D; y D2 son diagramas equivalentesl

Teorema 1.4.5. Sean /{ y I’ nudos o enlaces y D y D’ sus diagramas regulares respectivos. Entonces
K y I{' son A-equivalentes < D ~ D',

Demostracion.

Sean K.y K’ nudos o enlaces y supongamos que /' se obtiene de K al aplicar a éste un nimero
finito de movimientos elementales. Para la demostracién nos basta analizar los cambios en los diagramas
regulares 2 y D' que se obtienen de K y K’ respectivamente, al aplicar un solo movimiento elemental a
K.

Supongamos que K’ se obtiene aplicando a K un movimiento elemental (2), es decir si AABC es
el tridngulo determinado por la arista AB de K y el punto C, talesque C ¢ Ky AABCNK = AB,
entonces ' se obtiene de K remplazando la arista AB por las aristas AC y BC. (Para el caso de los
movimientos elementales (1) y (1)’ es claro que los diagramas regulares D y D’ son equivalentes).

Elijamos un vector en R® tal que bajo la proyeccién ortogonal p de R? en la direccién de éste, obtenemos
proyecciones regulares para Ky K' y sean D y D’ sus diagramas regulares.

Sean A = Aabcla proyeccién del AABC y A° el interior de A. Observernos que D —ab = D' —(acUcb).

Consideraremos el siguiente caso para A.

Caso 1.4.5.1.

Figura 21.
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En el caso de que algunos arcos de D — ab crucen a 4, diremos que el arco « cruza por arriba a & y
el arco # cruza por abajo a A, si se ven como en la figura 22 a) y se ven la figura 22 b) respectivarnente.

Figura 22 a) Figura 22 b).

Lema 1.4.5.2. Los arcos de D — ab que cruzan a A°, son arcos que cruzan por arriba o cruzan por
abajo. Si la interseccién del arco a y el arco f que cruzan por arriba y por abajo a A° repectivamente
estd contenida en A°, entonces « siempre pasa por arriba de 8 ( y no existen arcos de D — ab que crucen
a A° como se muestra en la figura 23).

Figura 23.

Demostracion.
Comnsideremos p~1(A), la imagen inversa de A, ésta es un prisma triangular infinito 7" en R3, que estd

dividido por el AABC en un prisma superior 77 y un prisma inferior 7%, veamos la figura 24.
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Figura 24.

Sea @ un arco de D —ab que cruza a A° y a el arco de K que se proyecta a a. Ya que aNAABC = 0,
a C Ty 6 a C Ta, entonces se cumple una de las siguientes:

1) a € T} si y sélo si @ cruza por arriba a A°.

2) u C 75 si y sélo si a cruza por abajo a A°. :

Sean a 3 B arcos de D — ab tales que A° contiene alguna de sus mterseccnones yay B cruzan por
arriba y por abajo a A° respectivamente.

Si a y b son los arcos de K que se proyectan a o y £, entonces por 1) y 2) a C T y b C Tz, por lo
tanto « siempre pasa por arriba de S.

Vearnos la figura 25.

a/ J
%

Figura 25.

Usando los movimientos de Reidemeister de (1 4 1) y (1.4. 2) se demost;raré que se puede remplazar
W = ac U cb por el segmento ab. :
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1.4.5.3. Considererios el caso en el que (1D —ab) N A° = (D entonces aphcando un mov1m1ento del mpo
0 a W obtenemos el segmento ab, veamos la figura 26. - :

Figura 26.

1.4.5.3.1. Consideraremos el caso en el que A° contiene arcos de D pero que éstos no se intersectan en
A°, es decir que Aabe se ve como en la figura 27 a). Usando movimientos del tipo 0, Aabc se ve como
en la figura 27 b).

Figura 27 a) Figura 27 b).

De esta manera podemos usar un nimero finito de movimientos de Reldemelster y obtener de W el
segmento ab.

1.4.5.3.2. Consideremos el caso en el que A° contiene arcos de D que se intersectan en A°.

Elijamos un arco en D — ab que intersecte a A° y sigamos éste en A° hasta su primer cruce con otro
arco B, denotaremos por a el arco que se obtiene de hacer lo anterior.
. SeaT una vecindad pohgonal en A que rodea a a, como se ve en la figura 28. ( de manera que nmgun
otro arco de D la cruce) y sea I el disco poligonal en AABC que se proyecta a I'. -
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Figura 28.

La frontera de T* consiste de un arco Ty en la frontera de AABC, y un arco poligonal % en el interior
de AABC. Observemos que « cruza por arriba (por abajo) a -y si y sélo si « cruza por arriba (por abajo)
a A y lo mismo sucede con #. Asi que en cada una de las posibles configuraciones ( la figura 29 ilustra
tres de ellas) para «, 8 y -y, podemos mover el arco zy hasta convertirlo en el arco v usando movimientos
de Reidemei<ter de tipo 0, 2 y 3.

Figura 29.

De esta manera si tenemos n cruces de D — ab contenidos en A° entonces de la figura 29 observemos
que éstos han disminuido en n — 1, entonces usando un nimero finito de los movimientos de Reidemeister
de 1.4.1 y 1.4.2 podernos pasar W por cada uno de estos cruces y remplazarla por el segmento ab.

Falta analizar los casos siguientes:

Caso 1.4.5.4. La proyeccién de A se ve como en la figura 30.

c

.

Figura 30.
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Cuando (D —ab — bd) N A° = usamos los movimientos ilustrados en la figura 31.

Figura 31.

Para los cruces de los arcos de D —ab contenidos en A° nos fijaremos primero en los que se forman con
bd y pasaremos W por estos cruces haciendo lo mismo que en el caso 1.4.5.3.2, de igual forma pasaremos
W por el resto de los cruces que se foman sélo entre los arcos de D — ab — bd y finalmente para pasar W
por los arcos contenidos en A® y que no se intersectan haremnos lo mismo que en el caso 1.4.5.3.1, de esta
manera podemos llevar W al segmento ab.

Caso 1.4.5.5. La proyeccién de A se ve como en la figura 32.

Figura 32.

Este caso lo podemos reducir a dos de los anteriores. Veamos la figura 33.
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- trivial:

Figura 33. o
Por el andlisis de los casos 1.4.5.1, 1.4.5.4 y 1.4.5.5 conchjimbs que D ~ D'M.

1. 5. Averiguar si dos nudos son equivalentes o no puede ser. muy d1f1c11 alin en el caso de que uno sea

El problema es que no hay forma. de sa.ber a priori cuantos y cudles mowmlentos de Rexdemelster
podrian hacer falta para ir de uno al otro :




Capxtulo II. La gréﬁca 1nter10r y exterxor de un: enlace y sus matrlces lapla-
cianas. : L

2.1. Sea G una grifica finita (es decir, el conjunto de vértices V(G) y el con_)unto e a.rlstas L‘(G) son
finitos), donde aristas multxples y lazos son permitidos. Denotaremos por il 1
vértice 7 con el vértice 7. o

Definicién 2.1.1. Si ; & ; es una arista de una graﬁca G, diremos que i 'y j.son ,uertzces adyarentes.
Ademds, si 7 es vértice de a entonces se denotard por 7 € V(a).

Definicién 2.1.2. Dos aristas de una grafica G son llamadas aristas incidentes si éstas tienen al menos
un vértice en comnun.

Definicién 2.1.3. Una grafica es aplanable si puede dibujarse en el plano sin cruzar aristas. Para ser
més precisos, consideremos una funcién f : G = R? que manda cada vértice de una grafica G a un punto
en el plano, donde vértices distintos irdn a puntos distintos del plano y cada arista de G a una curva
continua que no se intersecta a sf misma en el plano y que une los vértices asociados a esta arista. Esta
funcién es llamada Fncaje plano si curvas correspondientes a aristas no incidentes no se encuentran y
curvas correspondientes a aristas incidentes se encuentran sélo en el punto representado por su vértice
comtin. Diremos que la gréfica G es aplanable si y sélo si podemos asociarle a G un encaje plano. Una
grafica plana es una grdfica encajada en el plano.

Observacién. Una grafica aplanable puede tener dos o mds encajes planos distintos.

Ejemplo:

Figura 34.

Ejemplos:
a) Todas las grificas que tienen menos de cinco vértices siempre son aplanables. Como ejemplo:

oD

Figura 35.
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b)Algunas grificas bla.i:a.s dé cinco vértices son:

Figura 36.

c)La grifica K no es una grifica plana.

Flgura. 37

Definicién 2.1.4. Un lazo en una gréfica G es una arista en la’‘que ambos puntos finales son un mismo
vértice. X . .

Definicién 2.1.5. Una grifica signada es una grafica G, con la estructura adicional en la que a cada
arista se le asigna el signo + 6 —. A la arista con signo + se le llamar4 arista positiva y con signo —,
arista negativa. Cualquier grédfica se puede ver como gréfica signada definiendo el signo de todas sus
aristas como positivas. Sea a € E(G), denotaremos el signo de a por sgn(«) donde, sgn(a) = +1 si o
es positiva y sgn{a) = —1 si a es negativa.

Definicién 2.1.6. Sean G una gréfica y & € V(G). El grado signado de k denotado por deg(k) es la

suma de. todos los signos de las aristas que contienen a k. Es decir, deg(k) = 3= sgn(a).
. aEE%G)
keV(a)
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Sean G una gréafica signada que puede contener lazos y aristas miiltiples, V(G) = {1, ...,n} el conjunto
de sus vértices y E(G) el conjunto de aristas de G. Asociaremos a G la forma entera cuadratica, Q(xz)

en 7 indeterminadas £ = (xy, ..., £n,) dada por: Q(x) = 5 sgn(a)(x; — ;)%. Entonces existe una
i & EE(G)

tinica matriz simétrica L(G) = (lij)ij, para la cual Q(z) = zL(G)z" y la llamaremos la matriz Laplaciana
de G. Se construye L(G) de la siguiente manera:

lij =deg(i)— > sgn(a) sii=j
i = €E(G)
lij = — Z sgn(a) sii# j
i 2 GEE(G)

L = 0 siPa € E(G) con ;& ;.

Ejemplos:
Figura 38.

Q(z) = —(z1 — 22)? — (21 — x5)% + (2 — 23)? + (T3 — 24)? — (T3 — 75)2 + (T4 — m5)?

= —2z% + 2z 13 + 23125 + xF — 22322 — 23374 + 2waTs + 227 — 2T4T5 — TZ.

-2 1 0 0 1
1 0 -1 0 O
L= 0 -1 1 -1 1
0 0 —-1 2 -—1
1 0 1 -1 -1

2.1.6.1 Observaciones.
1. En la definicién de la forma cuadratica y la matriz laplaciana no cuentan los lazos de la gréifica G.
2. Si se numeran los vértices de G en otro orden, la forma cuadritica Q’(z) que se obtiene difiere de
Q(x) por una permutacion de las variables, y la matriz laplaciana L'(G) es L'(G) = PL(G)P~! donde
P es la matriz de permutacién correspondiente (por lo que P~! = Pt).

Para conocer mas sobre matrices laplacianas, ver [Ch].
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2.2 La grifica dual de una grifica.

2.2.1. Sean G una grifica plana, V(G) = {v;,...,un} el conjunto de vértices y "E(G) el conjunto de
aristas. Dada G podemos formar otra grdfica plana llamada la grdfica dual de G y la denotaremos por
G4, La griafica dual, G* se construye de la siguiente manera:

Sean Ry, ..., R, 1n € N, las regiones conexas en las que G divide al pla.no Dibujemos un tnico punto
¥, contenido en cada una de las regiones R, con s € {1,...,m}. Como un ejemplo de lo anterior veamos
la figura 39. :

G

/V\i T’\Z Vs

Figura 39.

Los vértices de G serdn los puntos 7. Para las aristas B(G?), observemos que cada arista o € E(G)
con « sin sus puntos finales, une exactamente dos regiones R,, R;, s,t € {1 . m}. Definamos & € E(G9),

P 5 - Como un ejemplo de lo anterior veamos la figura 40.

Vs

\Z} Ve~ Ve P

Figura 40. -

Observaciones 2.2.2." -1.-Dada una graﬁca plzma, entonces su grifica dual est4i bien deﬁmda “en abs-
tracto”, salvo por el enca_]e en el p]ano . -
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Ejemplo 2.22.1.

Figura 41.

2.-Sea G una gréfica aplanable, entonces para distintos encajes, la grafica dual puede ser distinta.

El ejemplo siguiente muestra la grifica del ejemplo 2.2.2.1 con dos encajes planos distintos y sus
respectivas grdficas duales que no son isomorfas (como gréficas).

Ejemplo 2.2.2.2.

Gf: Ge:

Figura 42.
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3.-La grafica dual, G¢ de cualquier grafica G es conexa. :
4.-Dos regiones en G pueden compartir mas de una arista, en ese caso G"‘ tendra arlstas o Iazos
muitiples. B
5.-Si G es una grafica plana conexa entonces se ticne que (G%)4 es isomorfa a G. En la ﬁgura 11,
veremos un ejemplo de una grifica G que no es conexa y G% % G. .

G :

Figura 43.

Para conocer mas propiedades sobre grificas duales ver [M], [G R].

2.2.3. Recordemos de (1.3), que podemos proyectar un nudo o enlace X en un plano, de tal forma que
la proyeccién de K, denotada por K sea una proyeccién regular y cuando ésta contiene informacién sobre
Ia arista que pasa por debajo y la arista que pasa por arriba en cada punto de autointerseccién de K, la
llarnaremos diagrama regular de I, que denotamos por D (y sino hay confusién se denotara como D).

Definicién 2.2.3.0. Sean D un diagrama regular de un nudo o enlace K y K la proyeccién regular de
K. _

Podemos pensar a / como una “grifica” en el plano, donde los vértices corresponden a los puntos de
cruce de /. Ponemos gréfica entre comillas pues /' puede contener al nudo trivial, que no es propiamente
una grifica pues no contiene vértices. A la grifica que obtenemos la llamaremos la sombra de D y la
denotaremos por Gp (y si no hay confusion, sélo se denotari como GG). Entonces G es una grifica plana
4-regular, (es decir, todos sus vértices tienen grado 4).
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Ejemplos:

Figura 44.
2.3 Las graficas interior y exterior de un emnlace.

Definicién 2.3.1. Sean X una grifica y m € N. Diremos que X se puede bien colorear con m colores
si3 P : V(X)) > {l,..,m} funcién tal que si , &, es arista de G, con s # t, entonces ¥(s) 7% ¥(¢).

Definicién 2.3.2. Una grafica X es llamada bipartita si para el conjunto de vértices V(X) podemos
dar una particién en dos conjuntos 4 y Btal que V(X) =AUB, ANB=0ysi %, € B(X),seA,
entonces t € B, o viceversa.

Lema 2.3.3. Una grafica G es bipartita si y s6lo si G se puede bien colorear con a lo mds dos colores.
(Proposicién 10.1.7. [G Y]).

2.3.4. Sea G una gréfica, V(G) = {vy,...,v,} el conjunto de vértices y E(G) el conjunto de aristas.

Definicién. Un ciclo es un camino cerrado. Denotaremos un ciclo por C = (4, 2! ., --epy, _, It ,,n)

con v; = vy,. También denotaremos por E(C) el conjunto de aristas de C y V(C) el conjunto de vértices
de C. Diremos que un ciclo C es un ciclo par si el nimero de aristas de C denotado por |E(C)| es un
nimero par y C es un ciclo impar si |E(C)| es un nimero impar. Denotaremos por |[V(C)| el mimero de
vértices de C'.
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Definicién 2.3.5. Un ciclo simple es un ciclo C = (.,, 1‘_,,2,...,,,“_‘ Sn-t u,.) para el cual U =vny
paratodos 1 <i#j<n-—1, v;;é'u, ’

Proposicién 2.3.6. Sean D diagrama regular de un nudo o enlace K y &G la sombra de D entonces G*
es bipartita. ) S ‘ ‘ - .
Demostracion.
Usaremos el siguiente hecho conocido:

2.3.6.0. Sea F una grafica sin lazos, H es bipartita si y sélo si todo ciclo de. H es par.

Afirmacién 2.3.6.1. Todos los ciclos simples de G son pares. En particular, G4 no tiene lazos.

Demostracidn. . .

Sean C un ciclo simple de G? y vy, ..., Uy, los vértices de G' contenidos en C.

Denotaremos por degg(v;), el grado del vértice v; que se obtiene al contar el niimero de aristas que
contienen a v; y que no cruzan C y por deg;(v;), el grado del vértice v; que se obtiene al contar el mimero
de aristas que contienen a v; y que cruzan C. Entonces deg(v;) = deg;(v;) + degg(v:). Ya que V 7, v;
tiene grado par tenemoe lo siguiente:

2k = Z: deg(vi) = 2 deg;(vi) + Z deggz(vi), para algin k£ € N.

&
m

Sean t = 3 deg,;(vi)y s = 2 degp(v;), entonces

i=1 =1

t = 2(ntmero de aristas de G contenidas en C) y como 2k = s+ ¢, se tiene que s es un nimero par, es
decir el mimero de aristas de G que cruzan C es par, por lo tanto C es un ciclo simple de longitud par.R

Afirmacién 2.3.6.2. Como G no tienc lazos. Demostraremos que si todos los ciclos simples de G
son pares entonces todos los ciclos de G son pares.
Sea C ciclo de G¥. Se demostrara que C = U C}, con C; ciclo simple 1 <t <m,m e N.

t=1
Demostracidn.

Sea C = (4, 2L gy cemrpn, 2070, ) se demostrard por induccién sobre n.

2 n— n .
Base de induccién n = 2, entonces C : v v2 es simple. Por (2.3.6.1), C es par.
Sea C un ciclode G, C = (o, 21 101 eerry,_, S22 u,.): con v = Un. :

Supougarmos vilida la afirmacién paran — 1.
Si C es ciclo simple, entonces C es unién de ciclos simples.
Si C no es simple entonces existe 1 < r < s < n tal que v, = v,.

C = ("l -‘—‘LIY’.‘""Y"F—I m—_’u,.r---w-—x :'__‘v. 1 Wn—1 Gn—t un): .

Si ¢ = (,,,, O g ey 22T, ), C’ es un ciclo ya que v = v, y por hipétesis de induccién
tenermos que: .

C'=uUC{ 1<l <m,m €N, con Cj ciclo simple.

Sea

C!’ = (‘,, Q1 ey X0t v, &2 fn-1 ,,n), es otro ciclo y |V (C"”)| < n. Entonces

L uue=v, Ly 1R

por hipétesis de induccién C" =UCY 1 < k <t,t € N con C} ciclo simple.
m t
Como C =C'UC" = (U C,’) U(U ¢, conm, teN
1=1 k=1

Eutonces C es unién de ciclos simples.

2.3.6.3. Veamos ahora que todo ciclo de G¢ es par:
Sea C un ciclo de G, entonces por (2.3.6.2), C = U Ci, con Cj ciclo simple y 1<1 < m;meN,y
por (2.3.6.1),V 1 <1i <, meN, C; es ciclo par. Por lo tanto, C es un ciclo par.m
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2.3.7. Sean K la proyeccién regular de un nudo o enlace /i, D un diagrama regular de K y & 1a sombra
de D. Eun (2.3. 6) demostramos que G es una gréafica bipartita y usando el lema (2.3.3.), podemos bien
colorear a G" con a lo mas dos colores, digamos blanco y negro. Ya que cada vértice de leld representa una
regién de &, entonces se obtiene un coloreado para las regiones en las que K divide al plano. Asociemos
a D, diagrama regular de /(, dos graficas signadas con las siguientes convenciones:

2.3.7.1. Asignaremos el color blanco a la regién no acotada de D, y llarnaremos regiones erteriores a
las regiones blancas y regiones interiores a las regiones negras. Ejemplo:

Figura 45.
2.3.8. Definimos la grdfica signada interior, G** (D), de D de la siguiente manera:
2.3.8.1. Representaremos los vértxces de Gin (D) con un punto por cada regién interior de D.

2.3.8.1.1. Para e_]emphﬁcar lo antenor veamos la ﬁgura 46.

Figura 46.
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2.3.8.2. Si dos regiones interiores R; y R; con vértices v; y v; respectivamente, se intersectan en puntos
de cruce de D, digamos ¢y, ¢a, ..., Cx, uniremos los vértices v; y v; por curvas Cj, 1 < h < k de tal forma
que Cp, pasa por cp, y si h 7 [ entonces C, N C; = @. Siguiendo con el ejemplo (2.3.8.1.1):

Ve

Figura 47.

2.3.8.3.  El signo para cada arista segiin el tipo de cruce de D, serd como se muesta en la figura 48 a)
y 48 b). Por abuso del lenguaje y si no hay confusién, llamaremos cruce positivo al cruce de la fig. 48 a)
y cruce negativo al cruce de la fig. 48 b).

+ —_—
Figura 48a). Figura 48b).

2.3.8.3.1. Finalmente asignamos el signo a cada arista usando la convencién de (2.3.8.3) y obtendremos
una grafica interior signada asociada a D. Para el ejemplo (2.3.8.1.1) obtenemos la grafica interior de la
figura 49.

Figura 49.
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2.3.9. La grdfica signada exzterior, G°* (D), de D es la siguiente:
2.3.9.1. Representaremos los vértices de G°#t(D) con un punto por cada regién exterior Vdé':D y uti-
lizaremos las mismas convenciones de la construccién de la gréfica interior para obtener las aristas de

Gour (D)

2.3.9.1.1. Para ejemplificar lo anterior veamos la figura 50.

Figura 50.

2.3.9.1.2. Finalmente asignamos el signo a cada arista segiin la convencién antes mencionada y obcen-
dremos una grédfica exterior signada asociada a D:

D: c*(D): G™ (D).

Figura 51.

2.3.9.2. Denotaremos por L(G* (D)) y L(G°*(D)), las matrices laplacianas asociadas a la grédfica
mtenor ¥ exterior, respectivamente. ‘
Observacién 1. Si G™*(D) y G°*(D) son grificas conexas, entonces G°“¢(D) = (G**(D))®.
"Observacién 2. La grifica interior o exterior, puede no ser conexa, veamos el e_]emplo de la figura
52.
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Figura 52.

2.3.10. Observacién. A toda grafica signada y plana G se le puede asociar un nudo o enlace K. M4s
atn, st G es una grafica plana signada y G su grafica plana signada dual, entonces existe un diagrama

de enlace D tal que G = Gi*(D) y G*% = G°4¢(D). A saber:

2.3.10.1. Sea G una grifica signada y plana, el método que seguiremos para asocxarle un nudo o enlace
es el siguiente: .

2.3.10.2. Dibujemos una “x” en el centro de cada arista de G.

2.3.10.2.1. Para ejemplificar lo anterior veamos la figura 53.

Figura 53.

2.3.10.3. Por cada punto final de cada una de estas “x” dibujemos una curva que siga por las aristas
de G, sin cruzar aristas de G, hasta encontrar un punto ﬁnal de un vecino “x”(este vecino puede ser la
misma “x") y sin cruces de estas nuevas aristas salvo en su punto de interseccién, es decir en la “x”.

Siguiendo con el ejemplo (2.3.10.2.1):

Figura 54.
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2.3.10.4. Continuando este proceso para cada “x”, obtenemos la proyeccién regula.f de un nudo pero

sin informacidén sobre cémo van los cruces.
2.3.10.5. Dada la proyeccién regular de un nudo podemos bien colorear con a lo mds dos colores las

regiones en las que ésta divide al plano, ver (2.3.7). Elijamos la misma convencién que en (2.3.7.1) para
colorear dichas regiones. Siguiendo con el ejemplo (2.3.10.2.1):

+ A -+
+
Figura 55.

2.3.10.6. La convencién para asignar el tipo de cruces, negativo o positivo, a la proyeccién regular de
un nudo es la siguiente:

Figura 56.

2.3.10.7. Asignando los ¢ruces negativos y positivos a la proyeccién regular que obtuvimos en (2.3.10. 5),
tendremos un dxagrama regular de nudo K asociado a la gréfica signada G. Siguiendo con el ejemplo

(2.3.10.2.1):

Figura 57.

30



2.3.10.8.

Ahora tenemos G grifica plana signada y G su graﬁca dual pla.na (es decir fijamos un
encajamiento plano).

Entonces hay un método mds sencillo que el anterior para encontrar un dlagra.ma. de enlace D tal que
G = G"(D) y G* = G°*(D). A saber:

Tenemos dibujadas G' y G9 en el plano. Vedmoslo en el ejemplo sxgmem:e‘

¢ c®

- - ———
e

~—— <
—_ .
,, 7 \\\ * A
1 ! \ L@ 7 ®
[} v See
\ }
.o /
+ el
Figura 58.

1.-Ponemos una ”x” en cada cruce de una arista de G con una de G%

o ————
- -~
- ~, _"\ . \\
4 SN 0N
’ ] N \‘ +
i + \ ek —e
\ \ ~?
\ 1
N ’
~- ’/
-~ 7‘_—‘

Figura 59.

2.-Seguimos el método anterior para dibujar las aristas y asignar signos. Entonces del eJemplb resulta:
Figura 60.
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Observacién 2.3.11. No toda gréﬁca 4—regula.r es plana, y por: lo tanto no t:oda gré.ﬁca 4—regular es
proyeccién de un nudo o enlace ST i L SR A
Ejemplo: . ; T : : : s ‘,; SR A

Figura 61.

2.3.12. Proposicién. Sean D un diagrama regular de nudo o enlace K y G (D) y G°“¢(D) las
graficas interior y exterior asociadas a DD. Entonces existe D' diagrama regular de nudo o enlace K’ tal
que D y D’ son equivalentes, satisfaciendo Gi*(D) = G°u¥(D') y Gou(D) = G (D’).

Demostrarion.

Sea D un diagrama regular de un nudo o enlace K. Asignemos la coloracién de (2.3.7.1) para las
regiones de D, entonces las regiones blancas serdn las regiones exteriores de D y las regiones negras serédn
las regiones interiores de D. Elijamos un arco @ de D que esté entre dos cruces ¢; y c2 ¥y que limite con
la regién no acotada de D, como ejemplo de lo anterior veamos figura 62.

Ejemplo 2.3.12

Figura 62.

Usando movimientos de Reidemeister del tipo II ver (1.4), agreguemos cuatro nuevos cruces en c. Sea .
«' el arco que se obtiene de « como en la figura 63 a).

Recorramos D pasando o' por cada uno de sus cruces, esto lo podemos hacer usando movxmxentos
de Reidemeister. Observemos que '’ cambia la coloracién de las regiones de D, SIgulendo con el e_]emplo
2. 3 12 veamnos la figura 63 b).
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Figura 63.

Sea D' el diagrama regular equivalente a D que se obtiene al recorrer D pasando el arco o’ por cada
uno de sus cruces hasta que «' no lo intersecte en nuevos puntos y al deshacer los bucles de &, entonces las
regiones interiores de D son regiones exteriores en D’ y viceversa. Siguiendo el ejemplo 2.3.12. tenernos
la siguiente figura:

Figura 64.

Verifiquemos que G (D) = GoU(D') y G°* (D) = G'”'(D’)

Sea & la sombra de i, por (2.2.3.0) sabernos que & es una gr'iﬁca 4-regular plana, entonces podemos
proyectarla en la esfera S? C K%, de esta manera sus regiones en S* son discos. Asociemos a D su gréifica
interior G (D) y su grifica exterior G°*(D) en S?, para la construccién de éstas ver (2.3.8) y (2.3.9).
Cada una de las aristas que unen los vértices de G (D) y G°*(D) estd bien definida por los discos en
52 que representan las regiones interiores y exteriores de D. Elijamos un arco de circulo de D que esté
entre dos cruces de tal forma que pasando esté detrds de $? ¢ K3, deformemos D a D’. Siguiendo con el
ejemplo 2.3.12,
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Figura 65.

Al deformar D a D’ con el arco de circulo gue elegimos notemos que la grifica interior y exterior

asociadas a D son las mismas gréficas asociadas a D', por lo tanto G (D) = G°“(D') y G°*¢(D) =
Gi™(D').m

Resumiendo: Si tenemos K un (nudo o) enlace, tenemos definidos los siguientes:
1.- Diagrama de KK, D = Dy, ver (1.3. 1)

2- La sombra de Dy (o de K), G := Gp, ver (2.2.3.0). Y su gréfica dual, G¢, ver (2.2.1). Estas se
utilizan para definir:

3.- Las gréficas signadas interior y exterior de Dg. Ejemplo:

Figura 66.
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Figura 67.

2'~ G4 nos da una bicoloracién de las regiones de D.

Figura 68.

‘Figura 69.
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Capitulo III. Equivalencia de Goeritz.

3.0. En este capitulo se demostrard que las matrices laplacianas asomadas a las. }:l dﬁ(,ds mtenores y
exteriores de diagramas de nudos o enlaces equivalentes son Goeritz congruentes._

3.1. Para lo anterior necesitainos de las siguientes definiciones.

Definicién 3.1.1. Llamaremos a una matriz entera invertible U, con det U = =1 matriz unimodular.
IZjemnplos: ) .

U=[? :],(lenU=

1 ,
—1 |, detU = 1.
L ~

-
]
_-0 =
=0

( :’:‘l l)];z » I)13 oo llln
1.0 :bl 1)23 e Il-_zn ) :
DR e l s det U = +1.

0 +1 bp_in
S0 .. 4] *1

OO

Definicién '3.1.2. ° Sea & un campo y M € A«I,,(k) matriz de n X 7 con coeficientes en k. Supongamos
que M tiene la siguiente forma' ;

M,y 0o ... 0 ',
(o} My oo 0
M = . . A B y M; € My, (k),n= 3 n;.

) 0 .- M,

Sntonces direnos que A es la suma directa de My, ..., M,. En este caso se denotard, M = M, eb...ed M,.

Definicion 3.1.3. Sean 4 y B matrices enteras de tamafio nn X 1y m X mn, respectivaimente. Diremos
que 4 y B son Goeritz congruentes si existen r € N, r > n, m, matrices diagonales con entradas en
{0, 1, =1}, A7 y As de tamano (r —n) X (r —n) y (r — ) X (r — m), respectivamnente y una matriz
unimodular U de tamafio r x 7, tales que: Ay @ A = U(A: & B)U*. Donde A; b A denota la matriz de

s g s R B R ¢
lxr,AlebA—[() .‘-\]'

IZjemnplos:

-1 1 =1 1
5 2 2
A=12 3 0 p=| ! 4 3 1
2 0 3 -3 21
] 1 12
Ay I3 son Goeritz congruentes pues,
1..-0.:.0:-0:.0
1 00 .0 1 o
st U = 0 1 “1.7070],; con l]cf.U=l,A|=[, 0 —l] y
0 =1 010
(¢} 1 0.0 -1




‘Ay = [—1]. Entonces, A, A = U(A2 & B)Ut.
3.1.4. La congruencia de Goeritz es una relacién de equiValencia.

3.2. Recordemnos de (1.4.3) que si D y D', son diagramas regulares de nudos o enlaces K y K’ respec-
tivamente, y se puede obtener D’ de D aplicando un niimero finito de movimientos de Reidemeister a D,
entonces D y D' son equivalentes, esta equivalencia se denoté por D ~ D/,

Teorema 1. Sean D y D' diagramas regulares de nudos o enlaces K y K’ respectivamente, tales que D
y D’ son equivalentes, entonces L(G'* (D)) es Goeritz congruente a L(G™"*(D')) y L(G°%*(D)) es Goeritz
congruente a L(G°" (D')).

La demostracién de este teorema se verd mds adelante.

Como consecuencia del Teorema 1 y de (2.3.12), tenemos el siguiente:

Corolario 1. Sea D un diagrama regular de un nudo o enlace K. Entonces L(G"(D)) y L(G°ut (D)) ‘
son Goeritz congruentes.

Demostraciin. :
Por (2.3.12), existe D’ diagrama regular de enlace tal que D =~ D', G**(D) = G""‘(D') ¥ G""‘(D) =
Gin(D") y por el teorema 1, L(G°"“(D)) = L(G"*(D')) es Goeritz congruente a L(G*(D)).M:

También usando el Teorema 1, se demuestra el siguiente teorema:

Teorema 2. Sean G una grifica plana signada y G la grifica signada dual de’ G’ Entonces L(G’) y:
L(G?) son Goeritz congruentes. ;

Demostracidn. .
Sean G una grédfica plana signada y G¢ la grafica signada plana dual asociada a ésta, ver- (2 2) Por
(2.3.10.8), podemnos construir D diagrama regular de nudo o enlace tal que G = G"‘(D) y: G’d = G"“‘(D)’
¥ por corolario 1, se tiene que L(G) y L{(G%) son Goeritz congruentes.m : o .

Corolario 2. Sean G una grdfica aplanable signada y G y G2 dos aplana.m1entos de G Entoncesf,/"
L(GY) y L(GY) son Goeritz congruentes. M
Ejemplo: Por Corolario 2 y por el ejemnplo 2.2.2.2,

Figura 70.
son Goeritz congruentes.
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3.2.1. La siguiente pregunta seria: jEzistirdn diagramas regulares de nudos que no sean Goeritz con-

gruentes? La respuesta es st.
Ejemplos: Los siguientes diagramas regulares de nudos D y D’ no son Goeritz congruentes.

a) D: @

Para demostrar lo anterior, necesitaremos de lo siguiente:

3.2.2. Sea A = (ai;) una matriz entera e invertible de tamaiio n x nn. Definimos G 4 el grupo abeliano en
n generadores (g1, ..., gn) que satisfacen las siguientes relaciones: Para toda i € {1,...,n}, ZJ. a;j9; = 0.

apy; - ain a1 0
Es decir, : .. : : =
Qpny Qnn In 0

En la literatura a Ga se le denota también como G(A4A—1).

Ejemplos: 1) Sea A= [ 31 ;1

[8]=[2 2 ][a]-[2%.]

Entonces, g = 2g; ¥y 3g;1 = 0.

] . Entonces G'»4 =‘Za. A saber,

2) Sea A = (—2). Entonces G4 = Za.

3.2.3. Observaciones: 0) Sea A matriz entera e invertible. Entonces el grupo G 4 no cambia al hacerle
a A operaciones elementales de renglones y columnas. Esto es porque el grupo abeliano definido por un
conjunto de generadores y relaciones no cambia al hacer las siguientes operaciones:

0.1) A un generador (a una relacién) le sumamos una combinacién lineal de los (las) restantes.

0.2) Cambiar el orden de los generadores (de las relaciones).

0.3) Multiplicar por —1 cualquier generador (cualquier relacién).

Estas operaciones estin definidas por la cornposicién de las siguientes matrices:

r1 o 00 00 ... 0 .
1 0 0
0 1 1 8 0 - 00 0 O 0
oo 00 00 10 0
- T 0o|l. . _(0o0o or o o0 0
Bii=19 00 1 0| ®=]oo0o 1 - 00 :--0
oo Do 0-0 -0 - 0 1 0
000 O 1 P R B AT IR
.0 0 SHRE B o RRESUEES B
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Por lo tanto, si /7 es una matriz unimodular (ie., P = M, - -+ M, con M; € {E\, £, E3}), G'p,q > G,
T
Mads ain, si @ es matriz unimodular, entonces Gprag = Ga, pues Q [g1,.- gn]” = [9}, ...,_/"] es sélo
un camnbio de variable.

3 .. _ a b 91 _ 0 . - . .
LFjemplo: Sea A = [ c d ] y A [ g2 ] = [ 0 ] . Es decir, el conjunto de relaciones de

Ga es {r1 = ag + bga,r2 = cg1 +dge}. Ahora, sea « € Z, tomemos el conjunto de relaciones
{r1 + ars,r2}, que esti definido por la matriz:

1 1] e 8] _[1 «a a b | _[a+ac b+ad
0 1 c d] |0 1 e d| |e d )

i) Sea A _natriz cutera e invertible, entonces Ga es un grupo abeliano finito.

ii) Sea A matriz enter a, no nula, simétrica, entonces existe U matriz unimodular tal que UAUT =
[0] &6 A, con 4 inatriz invertible (entera, simétrica).

jii) Sean A, I3 matrices enteras, no nulas, simétricas y Goeritz congruentes. Scan 4, B tales que
UAUT = [0 A 3y U BUT = [0 @ 3, como en (ii). Entonces 4 y B sou Goeritz congruentes.

iv) Scea A4 matriz entera, simnétrica ¢ invertible. Sea A natriz diagonal con entradas en {1, —1}.

intonces los prupos Gy Gaga son isomorfos.

v) De hecho, la definicidn (3.2.2), se puede extender a matrices enteras, sitnétricas, no necesariamente
invertibles. Sea A matriz enter a, no nula, sirnétrica, entonces existe U matriz unimodular_tal que UAUT =
[0 = 5 A, con A matriz invertible. Sea G[A] el grupo definido por los renglones de 4, al igual que en
3.2.2. Entonces G »l] = Z"H G, Siod= [O],,x,,, entonces G[A] = Z". Por lo que podemos definir G 3
como la parte de torsion de G[A]. Entonces si A 5 [0], se tiene que Gz=Gay G = {0}

Demostracion:

i) s conocido que existen £, Q matrices unitmodulares tales que PAQ =: D = diag(d,,...,d,) es
dingonal. Como A es invertible, Vi d; # 0. Por (0), se tiene que G 4 es isomorfo a Gpao.

ii) Como en (i), sean P y @ unimodulares tales que PAQ es diagonal, entonces

c 0
0o 0

Entonces QT AQ = RPAQ = [

flor Ras

]. Como QT AQ es simétrica, R2C = 0; mds atin, R1,C es

I’_:l'(,_) = [ ], donde C es invertible. Sea Q7 P~! =: R = [

¢ 0
RayC O

Ry R ]

invertible pues su rango y el de A son el mismo.
iii) Se sigue de que la congruencia de Goeritz es transitiva y las tres parejas A y 43 B y B,y A ¥ B
son parejas de macrices Goeritz congruentes.

iv) Sea A inatriz diagonal de entradas en { 1,-—-1}. Veamos qué relaciones del brupo Gaga genera
A
0 1 0 0 173 om . o )
=10 . o : = | : |-“No agregan nada a G,,.R
0 0 0 —1 Gm ~8m L

Cou lo anterior se demuestra la siguiente proposicién.
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3.2.4. Proposicién: Sean A, I;*‘: matrices enteras, simétricas y Goeritz congruentes. [Entonces los
grupos de torsién G5 y G de G(A) y G(13), respectivamente, son isomorfos.

Damostracion: Con la notacidn de (iii), se tiene que 4 y 13 son Goeritz congruentes. Entonces existen
I atriz unimodular y A; y As matrices diagonales con entradas en {0, 1, —1} tales que W(A @ A)W7T =
Ao b 3.

Por (v), podemos suponer que las matrices Ay, As tienen entradas sélo en {1,~1}; por (iv) y (0),
Ga=Gapny Gp =Gapon-M

Ejemplos: Sean D : 6 D D:
2 —1 -1

Sean L; := L(G™(D))= | —1 2 —1-}|,
=1:=1" "2

Lo i= L(G™ (D)) = [ A ] y Ls := L(G™(D)) = o)

Ahora, )
1L L) 2 -17[f1 0 0] [o o .0
o 1 o |} 1 -1 11 ol=10 "2 -1]};
v L= 2 |10 1] o —1 2

0 0

17172 —2][1 0]_[0 o
10 =2 2| [T e 22 )
Por lo tanto, por los ejernplos en (3.2.2), se tiene que D, D, D no son Goeritz equivalentes.

De hecho, en la proposicién anterior vale el si y sélo si.

Teorema [KP]: Sean .4, B matrices enteras y simétricas. Entonces A y B son Goeritz congruentes si
ysblosi Gy =2Gp.R

Demostraciéon del Teorema 1.

Recordemos del capitulo 1 que dos diagramas regulares D y D' son equivalentes si y sélo si podemos
cambiar 2 y D' usando un mimero finito de movimientos de Reidemeister. Entonces para la demostra-
c¢ién del Teorema 1, nos basta analizar ¢6mo cambian las grificas asociadas a dos diagramas regulares
equivalentes £ y D' y sus respectivas matrices laplacianas (ver 2.1.6) aplicando un solo movimiento de
Reidemeister.

Recordemos (ver cjemplo en la demostracién 2.3.1.2), que las regiones interiores de D se pueden ver
cotno regiones exteriores y viceversa, aclaramos esto por las designaciones arbitrarias que hicimos de las
regiones para la demostracion siguiente.

3.3. Movimiento de Reidemeister tipo I. Sean D y D; diagramas de nudos o enlaces tales que
12, se obticne de DD aplicando a éste un movimiento de Reidemeister del tipo I.
Localmente Dy [2) se ven de la siguiente forma:
Dyl




Donde el cruce marcado asf { )puede ser positivo o negativo y la parte sombrea.da corresponde alas
regiones interiores y la blanca a las regiones exteriores.
Ejemplo 3.3.

Se analizardn los cambios en las gréficas interiores y exteriores Yy en sus respectivas matricesvlap]acial-‘
nas. : i . )

Caso 3.3.1. - Veamos primero las regiones interiores. Numerémoslas 1 T D D;, G"‘(D) y G"‘(Dl) k
Iucen localmente de la siguiente maneras:




Obsecrvaciones 3.3.1.1. i) La grifica intervior G‘"(D,) que obtendremos tendri un vér'tici; menos, el
vértice 1. ‘
if) La arista que une a los vértices 1 y 2 en G'" (D), desaparecerd en G"(D,).

Observaciones 3.3.1.2. Sean L(G™ (D)) = (anw)ne y L(G(Dy)) = (ale)ue-

1) Por (3.3.1.1.-1); B(G¥™ (D)) = {y 2L ,,...} y B(G™" (D)) = 2982 ;,.0), con i e(2, L n)y
2) Por (3.3.1.1. i), L(G™ (1)) tendra una colurmna ¥y un renglén menos que L(G""(D))."
3) 1 &L, desaparece en G(Dy), entonces ayy = ase — sgn(y 2L ,). T

—_

Las respectivas matrices laplacianas son: (dependiendo del tipo de cruces + & —)

*+1 =1 0 e 0

Fl wse azz -+ sy,
L(G’i" (D)) = [¢] oz (5% L fizn

0 oy 3n -+ lUpp

axF L oy e aay,

: 23 figz -+ ©d3zp
L(G™" (D)) = . . . -
fLap Uan .+ Onpp

Sea U la matriz entera de n x n, con det U = 1, dada por:

D=0
il eNe)
OO0

1
1
Uu=|0

0. 0

c e
—ee

Entonces U L(G™(D))U* es 1a signiente matriz:

10 0 e 0

O aox F 1 onag oo agy
0 oy (25 R (1
0 aay, 3n ' Uyp

Por tanto UL(G™(D)WU' = A, & L(G™(Dy)), con Ay = [£1].
Concluitnos por ¢l andlisis del caso 3.3.1 que L(G*™(D)) y L{(G"*(D,)) son Goeritz congruentes.
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Caso 3.3.2. Ahc')riaré.nalicemos las fegiénes exteriores. Numerémoslas 1,..,m.
D, D1, G°%(D)y G°%*(D;) lucen localmente de la siguiente manera: - -

G (D) |

o (D) :7
e

Observaciones 3.3.2.1. i) El lazo en el vértice 1 desaparece en Gout(D,).
Observaciones 3.3.2.2. Sean L(G°¥(D)) = (ap)ip ¥ L(G°“t (D)) = (arg)rq-

1) Por (3.3.2.1. 1), B(G**(D)) = {, &1 ,,..} y E(G°%(D,)) = {1 2 e, .}, con k € {2, ...,m}.
2) Por (8.3.2.1 1) y (2.1.6.1), L(G°“¢(D1)) y L(G°“t(D)) son matrices iguales.
Las respectivas matrices laplacianas son:

ay a2 e Qim

L(Goa.:(D)) = L(gout(D,)) == :a.u ?22 ) :azm

Qm Gam " Ay
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Sea U'la nrxa:ti'izkidéntidad den x n, »

B0 Y o JRESURY ; Wiy

0 1-.... 0"
U=1.". - s
0.0 e 1

Entonces U’L(G°“¢(D))U" = L(G°ut(D,)).

3.3.3.° quxtinua.ndo con el ejémplo 3.3 tenemos lo siguiente:

Dy

™Dy ) .
(Br):

1°-1 "0 .0 0
=135 =10 Ly

LG™D)y=| 0 -1 0 1 0o |,
e 01 0 -1
0 ~-1.0 -1 2

44




L(G™(Dy)) = R
1.0 0.0 0
110 0 0
U=[0 0.1 00
000 1 0
0.0-0-0 1

Entonces L(G* (D)) y L(G™(D;)) son Goeritz congruentes,
Por el caso 3.3.2 obtenemos lo siguiente:

L(G*(D)) = L(G**(Dy)) = [ PO ] con U’ = [é (1) ]

Entonces L(G°**(D)) y L(G°**(D,)) son Goeritz congruentes.
3.4. Movimiento de Reidemeister tipo II. Sean D y D2 diagramas de nudos o enléces tales que

D, se obtiene de D aplicando a éste un movimiento de Reidemeister del tipo I1.
Localmente D y D, se ven de la siguiente forma:

Donde los cruces de la izquierda en D tienen signos opuestos, la parte sombreada corresponde a las
regiones interiores y la blanca a las regiones exteriores.
Ljernplo 2.4,
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Se anahzarén los cambios en las graficas interiores y ext.erlores ¥y en sus respectwas matnces laplacxa.-
11a8. .

Caso 3.4.1.. Veamos primero las regiones interiores. Numerémoslas 1,..,n. D, Dg, G"‘(D) y G'"'(Dz)
lucen localmente de la siguiente manera:

Observaciones 3.4.1.1. i) Notemos que la grafica interior Gi”(D;), que obtendremos tendri dos
vértices menos que G** (D), el vértice 1 y 2 desaparecen.
ii) La arista que une los vértices 1 y 2 y la arista que une los vértices 2 y 3, tienen signos opuestos.
iii) Los vértices adyacentes al vértice 1 en G'*(D), serdn adyacentes al vértice 3 en G*(D,) y las
aristas muiltiples que unen los vértices 1 y 3 en G**(D), se convertirdn en lazos miiltiples en G*"*(D,).
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Observaciones 3.4.1.2.  Sean L (G™M(D)) = (ni5); ¥ L (G™(D2)) = (aly),,-
1) Por (34.1.1), B(G (1)) = {1 80 40 224, 83,4,  y B(G™(D,) = {:x LAl "_=r}
2) Por (3.4.1.1. 1), L {(G*(132)) tiene dos renglones y dos colutnnas menos que L (G ().
n kL3

3) Las aristas | 205, 2 22 4 desaparecen en G (Dy). Por tanto, af, = — > arg— 3 asj.
j j=a

- =4
4) Por (3.4.1.1. iii) ahy =y g0 g s Yy aly = ayqn g con 2 < g Sn—-2y2<t<n-—2.
Las respectivas matrices laplacianas son:(dependiendo del tipo de cruces + é —-)

13

bt Z;’i‘::) g *1 Fi (/3] lin
Fl1 0] © k1 0 0
. 3 +1 -z — Z;;d az; F 1 aza 3n
(GY(D)) = (730 0 o ugy L1y Lin
fLin 0 L3y Gan Unn
- Z};. [ F Rt Z}'___‘l 35 @ra + agq Qin + 23n
. iy + g,y Ly L Cgn
L(G™ (D)) = .
yn -+ agn fyn Unn
Sea Uy la matriz de (n+ 1) x (ne+ 1) con det U, = =F1, dada por:
ri1o1 a 11 17
0 1 2 1 1 1
E- | =z 0 0 0
1"
U, = [¢] 1 ¥F Z g+ 1 1 0 0 ,
d=a
0 0 :f:(l.|4 0 1 0
L O 0 B2 0 O 1 J :
Entonces Uy ([1] & L(G™(D))) Ui! es la matriz siguiente:
r 1 0 z4+1—gq 0 0 0 ]
0 0 -1 0 0 0
n
w+l—gqg —1 a2+l —3 a;—2z 0 0 0
J=4 " i3
4] 0 0 - Z nyj — Z azjy 14 + agq 1y, -+ iz,
d=a F=4
0 0 0 g -+ azq a4 an
| 0 0 -0 1 + dan Uan - fUnn |
1 0 0 0 0
O 0 1 0 0
01700 a0 - -
Sea P =1 g p 0o 1 0 |l matriz de permutacién de (7. -+ 1) x (5 - 1), .
00 00 1
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o
0
0

n I o .
Sit=ua2+1= 3 a;; ~2z y 2 =q-— |, tendremos los siguientes subsubcasos:
. J=a . Co

o

0

0

) 0
0 o 0
noo st R
0, =X az— 3 ag; aja-+aay
R = I F=
a1a + /7] /27
0 “lin +azn Lyn -~

Subcaso 3.4.1. a). Si't es iinpar, r.énémps lo siguiente:

Sea Ua la matriz de (n + 1) x (n 4 1), con det U = —1 dada por:
L 0.0 - 0 0 0
0 1 (1+¢t)/2 070" 0
o- 1 (t—1)/2 0 0 0
U, =10 0 0 10 o,
g 00 0 0 1 0

o

0

Eutounces Ua

Por tanto U - (A2 & L(G™(D))) - U! = Ay & L(G"(D2)), donde Ay =[], A = [ 0

" 1 0
0 —1
0 0
0 0
00
0.0

0
0
1
!
0

0

0

“(Paa(Uy ([1) &0 LG (D)) Ut)Po3) - Uat es la matriz siguiente:

0

0
(o]
0

n
2 a

=

g + gy

L1y + tizn

"
- Z f3j 1y + 34
J=a

0

7 =Uy - Paz - Uy, condetlU = x1.

—e

0
0
0

gy

Lin

0 g -
0
0

in + d3n

an

Unn

Subcaso 3.4.1. b). - Si t es par, tenewmos lo siguiente:

Sea Us In matriz de (i + 1) x (n+ 1), con det Uz = —1 dada por:
1 -1 —t/2 0 o0 0
I -1 —t/2—-1 0 0 0
—-1.0 I 0 0 0
Us= |0 0.0 1.0 0-
0 6 .0 01 o’
0 0 o 00 1
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Entonces U3 T(Pz’a’((j} ([1] GBVL(G;"(D))) U ‘)ng) JUf es lamatnz siguiente:

jo g+ azq e Qin + a3n

-0 o ook

00 Jnldlg Hagae . dag Ceull Ctdn

L LIRS I - PO S .J

o U3n: L

- Por lo tanto, U'~ (& & L(G™ (D)) U™ = A, ® L(G™ (Dz)), con Ay =[1],

Ay =. 0. -1 .0 )"U’:Uav-Pg;{f U],de.U':zFl.
: 00 1] AR :

Caso 3.4.2. Las regiohés 1 ¥ 3 son iguales. D, Dq, G'"(D) y Gi"( D3 lucen localmente de la siguiente
nianera: ’ CLa ) , T ) : 3

.'1“,’&
G -(vl.( D): _




"Obscrvaciones 3.4.2.1. i) Observernos que Ias dos aristas queé unen los vértices 1 = 3 y.2, en Gin(D),
tieuen signos opuestos y éstas desaparecen en G**(D.), por tanto las matrices laplacianas’ son iguales.
Las respectivas matrices laplacianas son las siguientes: PR ; ' ;

rooen . ' . : ST . B
— X ay 0 4 . g e e gy
=4 : ol - s X
0 0 0 ‘0 0
[P 0 —~apy — 3 aq5 ags e in
: X i=6 : o T .
L(G"(D)) = o ;
¢ (o aig 0 45 —p — a5 = 3 ag5G. e : Ugn
=6 . - R
. o n—1
gy - 0 flan asy e —agp— 3 Wi
L i . = i
n
- Z (L,j [{ANW] e Ain
d=4 i
7
. (3P —fy — 3 gy - Gan’
LGN (Dy)) = =2
n—1""
tin SCan ce S, =3 g
= ;

Sea U la matriz de (1 + 1) x (1 + 1) con det U = 1, dada por:

11 q t L |

01 Y 0 - 0

00 1 0 <. 0
U=1.00 .am 1 - 0]

0 a0 el

Entonces U ([1] & L(G"‘(D))) U' es la matriz siguiente:

r.1 0 0- 0 cee 0 ]
H
0 =30 0 37 o din
d=4
0 0 0 0 e 0
b i3 N
0 [{TW} 0 —etyq — Z fLyj ees in
i=5
; ‘n—l
0 o 0 fgp e =i — D Ojn
L s . J=A4 .
1 0.0 O «+- 0
0 0 1:0 .0
- 0 1500 wie 0| o e S -
Sea P = | o 0 0 1 <. 0 | la matriz de permutacién de (n + 1) x (n + 1),

0 0 0 0 v 1



' Pyg(U ([1]63L(G'“(D)))U‘)P23es la matriz siguiente:

[ 1.0 o }
00 0
00 o
00 .
0 70 A1 Qan —a1n Z am

Por tanto U’ - (As @L(Gin(D))) SUt=A, @L(G‘"(bg)), donde A; = 1], 4y = [ (1) g ] -
U' = Py3 - U, con det U’ = — }

Concluimos por el andlisis del caso 3.4.1y el subcaso 3.4.1.1 que L(G" (D)) y L(G"‘ (Dz)) son Goentz
congruentes.

Caso 3.4.3. Ahora analicemos las regiones exteriores. Numerémoslas 1,...,m.
D, D2, G°%t(D) y G°%(D3) lucen localmente de la siguiente manera:

s
d 1
[ ]
_GQ“‘(.D;):
/
2 ‘T 2
e o

O
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Observaciones 3.4.3.1;: -Las aristas que unen a los vértices'1 y 2 en G°u¢(D) menen mgnos opuestos ¥y
éstas desaparecen en G°“t(D,).

Observaciones 3.4.3.2. Sean L (G°*“*(D)) = (ars),, ¥ L (G (D2)) = (a};)ps-
1) Por (3.4.3. 1), E(Gm‘t(D)) = {12022 224,..} ¥y B(G(D2)) = { X, S,

2) Ya que | &', y » &2 | desaparecen en G°%¢(D;) y tienen signos opuestos, entonces L(G""‘(Dz)) y
L (G°*(D)) tienen el mismo mimero de renglones y columnas y son iguales.
Las respectivas matrices laplacianas son:

by b1z -+ bin

by by e a
L(Go(D)) = LG (D)) = | . . o
' bln b2n b bnn

Sea U la matriz identidad de n x n,

U= . . M . ’
0 0 can 1

Entonces UL(G°¥(D))Ut = L(G°%(D3)).
Concluimos por el andlisis del caso 3.4.3 que L(G°% (D)) y L(G"“‘(Dz)) son Goeritz congruentes.

3.4.4. Continuando con el ejemplo 3.4.
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Por el caso 3.4.1 obténermnos lo siguiente:

0 . -1 0 0 1 0
170 1 0 0. o0
. 0 1 =31 .1 0.
i _ :
ME™MN =106 o 1 20 1 |
J1 o 1 o3 1
AR TR S TR R
~1'0 0 o0 0 0
0 1 0 0 0 0
_{ 0o 0o -3 1 2 9
IA(G‘"(I)2)) = 0 0 : 1 - _2 0 | ‘ )
00 2 0 -3 1
oo o —2
Lotgi1 1101 1.0 00 0G0 O
0 1 2 1 1 11 - 0010000
# 1L z 00 00| 01 00000
Uy=|0 1 0 10 0 0|,Ps=|000 100 0
0 000 0 1 0-0 0000100
0 01001 0 000 O0O0T1°0
00000 O0°1 : 0060000 1

Si =0y z=1 eutonces t = —2. Por el subcaso 3.4.1. b) -obtencmos lo siguiente:

-1 —2/2
1Lo—2/2-1

Si t os par, Uy =

coocoo)
cooo -

coomo0O0O
co~ocoOO
-2 =-X-1=)

cCC oo -
o~ocoococo

Por el subcaso 3.4.1. 'b), concluimos que L(G"(D))) y L{G"(Ds)) son Goeritz congruentes pues
tenemos lo siguiente: h . : . . .

: S 10 o
V(1) @ LG (DNUDU = B4 & L(G™(Ds)), con Ay = [0 ~1 0o ];
. 0 0 1

Y U= Uy PoglUy, con det U''= —1.



Para las gréficas exteriores obtenemos,

SRR SR I SR B
G (D) = LG (D2)) = | =1 2 —L |,
L -3 -1 4
' P@r kel‘,c:'éso‘~i'3.r4.3 ‘concluimos que L(G°v¢(D)) y‘L(G"“‘(Dz)) son Goeritz congruentes, pues tenemos
lo siguiente: )
o
01,
1

3.5. Movimiento de Reidemeister tipo ITII. Sean D y D3 diagramas de nudos o enlaces tales que
D3 se obtiene de D aplicando a éste un movimiento de Reidemeister del tipo III.
Localmente después de girar los diagramas D y D3, éstos se ven de la siguiente forma:

UL(G°* (D))Ut = G**(D5), con U = [

oo~

0
1
0

Donde el cruce marcado -’:_'; puede ser positivo o negativo y la parte sombreada corresponde a las’
regiones interiores y la blanca a las regiones exteriores. ' . : .
jemplo 8.5:

- ‘D’b:
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Observemos que el movirmiento de ReidemeiStef'de‘tipo'III y su inverso se ven loéélfnenté'igllélés,
pero con las regiones sombreadas y blancas intercambiadas. Por lo tanto basta analizar los cambios en "
las graficas interiores y en sus respectivas matrices laplacianas. .

Caso 3.5.1. Numeremos las regiones interiores 1,...,n y supongamos que las regiones 1, 2, 3 y 4 son
distintas D, D3, G (D) y G*™(D3) lucen localmente de la siguiente manera: L

Observaciones 3.5.1.1. i) Notemos que la grifica interior Gi"(D3), que obtendremos tiene un vértice

menos que G (D), el vértice 1 desaparece.
ii) La arista que une los vértices 1 y 4 y la arista que une los vértices 1 y 3, tienen signos opuestos en
G (D). La arista que une los vértices 2 y 4 y la arista que une los vértices 2 y 3, tiene signos opuestos

en Gir(D3).



Observaciones 3.5.1.2.  Scan L(G™ (D)) = (axt)y y L(G™(D3)) = (aly),,-
1) Por (3.5.1.1.1), Z(G"(D)) = {l Qg 82 23,...} y
(G (Da)) = {2 8%y 2540 o8 .,...} '
2) Por (3.5.1.1.1), LG (Dy)) tiene una columna y un renglén menos que L(G"(D)).

.
'3) 1 8% 5 es remnplazada en G'n(D';) por dos aristas, s & 5 ¥ 2 ©3 ., entonces, ajs = aa3 — sgn(a ~,)
Y iy = asy — sgn(a 23 ) ¥y por (3.5.1.1. i) se tiene que a}, = naa — sgn(y 2L ,).

’ ’ ; :
4) \.\ que | 83 5 es xmnpl.\z.\d.\ por dos arlstas, 22t 4y 3824 en G'(Dg3), entonces, hy = ngq —
sgn(s 22 4), ¥y por (‘% 5.1.1. i) ab, = aga + sgn (1 34).

5) 1 22 es remplazada por dos aristas, 3 22 , y 2 23 , en G"(D3), entonces by = ayq —sgn (i} &3 4) +
syn(s O ) + sgn(e 05 ).
LLas respectivas matrices laplacianas son: (dependiendo del tipo de cruces + 6 —)
F1 %1 ~1 1 0 LR 0
1 non anz  wug  aag s+ dop

—1 ra3 agz aza d3s v+ Az
flog  flzq gy gg o st Can

LGy =| 1 _
0 aps  azs  G4s s c . Obn
0 ftop f3n  fin  Ogn  *°° Unn
st 1l sy — 1 a1 asg - asn
maz— 1 azz 1 azFLl azs -+ asn
. 34 F 1 gy =1 [/ X SR Ly

L(G™M(D3)) = o 3y ftys ags v+ Osn’

flap t3n lan asy 0 Onp

Sea U la matriz de 1 X n con detU = 1 dada por:

i o 0 0 0 .- 0
1 1 0 0 0 0
F1- 0 1.0 0. 0

U = =1 0 0710 0 "
0 00 0 1. 0

0 0 0 0 0 .-

5 Voo

Entonces U L(G™(D))U? es 1a siguiente matriz:

FI 0 0 0 0o ... 0
0 oy 1 aon—~ 1 wog 41 axs - oy
O gy —1 nagatl azgF! azgs -+ ag
0 (tag + 1 sq F 1 gy 1 ey - flyn
[¢] ag Ly ftas (73 R L5
0 oy (25 tin fisn. finn

Por lo tanto, U L(GM(DY))UL = Ay @ L(Gi™(D3)), con Ay = [F1].



Caso 3.5.2. Las regiones 3 y 4 son iguales. D, Ds, G.".,"(D),vy Gin(D3) lucen localmente de la siguiente
manera: e e npaety :

G™(DX: 423 G:w(?,?-
- + 423
1 +
..z _ v
2

Observaciones 3.5.2.1. i) Notemos que la gréifica mtenor G‘" (D3), que obtendremos tiene un vértice
menos que G (D), el vértice 1 desaparece:

ii) Observernos que las dos aristas que unen a los vertlces 1y 3 = 4 tienen signos opuestos en G"‘(D)
y las dos aristas que unen a los vértices 2 y 4 = 3 tienen 51gnos opuestos én Gin(D;).

Obscrvaciones 3.5.2.2. 1) Por (3.5.2.1.i), E(G'"(D)) = {1 oo 52 g “_.3._4, -}y E(Gkn(Ds)) =
{2 i B 02 l,‘_ 3=4:3=+1 i =49 :
Sean L(G"(D)) = (ahk)/u y L(G""(Ds)) = (a.'st)sl

2) Por (3.5.2.1. i), L(G*(D3)) tiene una columna y un renglén menos que L(G"‘(D))

3) 1 &, es remplazada en G*(D3) por dos arlsras, a _3 4y 2 _3__4, por (3. 5 3.1.ii) se tiene que
rl.“_u,z—s_/nﬁﬂz) .
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. .
4) Obtenemos un lazo, 34 %3 3_, en G (D). .
Las respectivas matrices laplacianas son: (dependiendo del tipo de cruces + 6 ) Lo S B

*+*1 F1 0 0 o0
Fl oaze azy azs - aay
vin 0 a3 (33  lgs  ccc Oap
L(G (I))) = 0 fLog figs gs A flgn

0 flan  A3an - Ugn * - lpp-
aze Fl apy ass - asy,
a23 flzz (g5 -+ A3p
L(Gi"(Da)) _ [/ DY ongs ({533 vl asn
ay g as rer flpn

3.5.2.8. Sea U = (ny;),; obtendremos una wmatriz U’ = (u},,),,, dada por las entradas de U como sigue:
Borrando las entradas wu,,4 con 1 < +n < n, sumando las siguientes:
uy =uy+uysil KU<3yuyy=wugp1 +ug sida<i<n—1,y para las demas u:-j = nuj.

Sea U’ la matriz que se obtiene de la matriz U del caso 3.5.1 dada como en 3.5.2.3. Entoces U’ es la
siguiente matriz de (n — 1) x (n — 1) con det U’ = 1:

OO0 = =
QO =0
oO—~0oC
=0 Q0
[eNeRoNal

0-0-0 0 -+ 1
U L(G™M(D))U' es la siguiente matriz;

+1 0 0 0 e 0]
0 e F 1 ez asg v ey,
0 a3 agzz 035 vt gp
0 g 035 . fisg . fi5n
0 Loy, A3 gy *°°  lnpn

Por lo tanto, U'L(G™ (D)U' = Ay & L(G"(D3)), con Ay = [%1].

A3

&




Caso 3.5.3. Las rchones 2 y 3 6 2 y 4 son 1guales, y los dxagra:nas D D3 lucen localmente de la )
bl;,mente manera: . - ST TR S ST 3 P e

En este caso, los cambios en las grificas y sus matrices laplamanas sonlos mismos que en el caso 3.5.2,
pero permutando los renglones y las columnas correspoudlentes a lso ‘vértices 2 y 4.

Caso 3.5.4. Las regiones2y 362y 4 son igﬁxélgﬁ, y los ‘Vdiagr‘ams lucen localmente de la siguiente
inanera: S ’ : )

ESTA TESIS NQ SAT.™
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Observaciones 3.5.4.1. i) Notemos que la grifica interior G**(D3), que obtenemos tlene un vértice
menos que G (D), el vértice 1 desaparece.

Observaciones 3.5.4.2 Sean L(G™(D)) = (aij)i; y L(G™(D3)) = (ahi)ns-
1) Por (3.5.2.1. 1), E(G'"(D)) = {12 ooy B2y g 22,0}y
E(Gin(DS)) = { 2=4 _.3y2—l “_ 222413 :._ PV PRI
2) Por (3.5.2.1. i) L(G'™(D3)) tiene una columna y un renglén menos que L(G‘"(D)).

3) 1 8L o-4 ¥ 1 22 4.4 son remplazadas en G"(Ds3) por tres arlStaS, N Y 2=4 —2~4’
entonces aj; = azz — (sgn (1 SLoy) + sgn (i1 22 524)) + sgn (2=4 ) + sgn (3 &3, 4) ¥ als = aps —~

(sgn (3 o3 ._,=,1) + sgn (2:., at 3)).

4) Ya que ; 22 ;5 es remplazada por dos aristas, 2_4 3Y3Ss 2=4 €n G*"(D3), se obtiene lo siguiente:
ahy = agz — sgn (1 23 ,) + sgn (4= )+sgn(3 =4 S -
Las respectivas matrices laplacianas son: (dependiendo del tipo de cruces + 6 —)
F1 +£2 =¥l 0 -0
+2 ay ax axs -+ aszn
. F1 as aszs ass -+ dazn
L(G"I(D)) = 0 flag fl3s ass e dsn
0 An  G3n dsn - Unn

ax» k4 axF2 azs -+ don

. a3 F2 azztl ass. - daan
L(G*™™(D3)) = azs ags ass c-c o Qsn
a2n Qzn asp <+t Qpn
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- 3.5.4.8. Sea U = (uyp),,, obtendremos una matriz U' = (u;.,),, dada por las entradas de U como sigue:
Borrando las entradas u,4 con 1 < r < n, sumando las siguientes:
Uhy = Uz +Uas, S1 1 S E <3y ub =241 +Uses1 85i 4 <t <n— 1y paralas demds uj, = ur;.

Sea U’ = (u},),, la matriz que se obtiene de la matriz U del caso 3.5.1 dada como en 3.5.4.3. Entoces

U’ es la siguiente matriz de (n — 1) x (n — 1) con det U’ =

1 0 0 O 0
2 1 0 0 o
-1 0 1 0 0
U=to o0 0 1 0>
0o 00 0. 1

U’ L(G'™(D))U'* es la siguiente matriz: -
F1 0 0 0w 0
0 axkd4 axF2 azxs:*-- ‘a2
0 axF2 asskl ags - asn
0 a5 ass ass et asa

0 az2n agn ldgpn (R . anr;
Por lo tanto, U'L(G™(D)U’t = A, aaL(G"" (D3)), con A, = [F1].

Caso 3.5.5. Las reglones 2 3 y 4 son iguales y los dlagramas D, D3, G"‘(D) y. G"‘(D") lucen localmente
de la siguiente manera: ’

’D'-\ 1/
— <y

1

2=3:=4

Observaciones 3.5.5.1. i) Notemos que la grifica interior G**(D3), que obtenemos txene un vértxce

rmenos que G (D), el vértice 1 desaparece. -
ii) Dos de las aristas que unen los vértices 1 y 2 = 3 = 4 tienen sxgnos opuestos en G"'(D) y en

Gi*(D3) son lazos para el vértice 2 =3 = 4.
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OB{Sch‘\'?-ioneS 3.5.5.2. 1) Por (3.5.3.1.1), B(G™" (D)) = {1 2L s_3=4n1 :‘.’-2:3:4“‘ (‘_3;_)=3=4; -}y E(Gi'i(D:x)) ="
2= ig:n:.] y2==Ba=a i‘,!i2=3=4"2=3=4 ‘_"12=3=4,"_}. - B L i

Sean (G (D)) = (ank)pe ¥ LG (DI3)) = (aly) -

1) Por (3.5.5.1), L(G"(D3)) tendra una columna y un renglén menos que’ L(G"‘(D))}.

— 2z=8=d41l — 2

2)1 & &3 ,_4=4 tienen signos opuestos en Gi" (D), entonces por (3.5.5.1) a}; = azs—sgn (1 2% y_3-,)-

Las vegpectivas magrices laplacianas son: (dependiendo del tipo de cruces)

F1 £l 0 .- 0 ' : e
+1 a2 ass - an . ‘-
(G (D)) = 0 apxs wss -+ agn

0 L2y - Ogn - finn

ags =1 asg .- (22179

R azs [22:1- T asn
L(Gin(D3)) = . .. .
on f5n  * finn

3.5.5.3. Sea U = (ny;),; obtendremos una matriz U’ = (u},),,, dada por las entradas de U como sigue:

Borrando las entradas 1,3 ¥ las entradas u,,4 con 1 < m < n, sumando las siguientes:
My = qpor 4 gt F gy sil =1y uly = ug 4o +1uq 142 si 2 <! € n— 2,y para las demds ny; = g

Sea U7 1a matriz que se obtiene de la matriz U del caso 3.5.1. dada como en 3.5.5.3. Entoces U’ es la
siguiente patriz de (n — 2) x (n — 2) con detU’ = 1:

| 0 O -0
Fl 1 0O 0

U = 0 o Lt ... 0
0 0.0 ...

+1 0 20 e 0
O Tase k]l asg s oy
O 7 awg fgs "+ dsn
(VI Loy, g, "'t fOnn

Por lo tauto, U'L(GH(D)U' = Ay & L(G™(D3)), con A= [F1].
Counclyimos por el apdlisis de los casos 3.5.1, 3.5.2, 3.5.3, 3.5.4 y 3.5.5 que L(G'™(D)), L(G"™(D3)),

(G (D3)) ¥ L(G°*(D3)) son Goeritz congruentes.
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3.5.6.

Continuando coh el ejeinplo 3.5, tenemos los siguiente:
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“1 0 o
LSl 0 0
AN T [0 e 2 g 0
Be™mn=1_1 09 o 0o 1 o |
‘ : 01 .0 1 =20
0 110 0 =2
<2 1 —-11 -1
SRR RO Y SO SR SN O NS O
LGDy = =070 TETTT e T,
LR 197071 =270

Por el caso 3.5.1 obtenemos

OQC | k==
-
o—-CSOO;O :
i—‘OOb—‘OO
SO~ 00C
C=OCOO
-00COoO0C

L(G™(D)) y L(G*(D3)) son Goeritz congruentes ya que U L(G™(D)U* = [1] & L(G™ (D3)).

2 -3 1
L(Gom(D)y =41 -3 =2 1 |,
1 =2

5 =2 2 ~1
vor : L2300 —1 ]
- R E

Por ¢l caso-3.5.2 obtenernos® =~

e
0 15021
U=lo o1 1 |
0:0 0

L{GoM (D)) ¥ L(G°*(D3)) son Goeritz congruentes ya que U L(G°" (D3)) Ut = [1]@ L(G°* (D))d[—1].
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