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INTRODUCCIÓN. 

Sea G una gráfica finita, donde el conjunto de vértices se denota por V(G) 
y E(G) denota el conjunto de aristas, donde lazos y aristas múltiples son per­
mitidos. 

En esta tesis trabajaremos con gráficas aplanables signadas, es decir, asignare-
1nos a cada arista de una gráfica el signo + ó -, a la arista con signo + la 
llamaremos arista positiva y con signo - , arista negativa. Sea i .'...'.. j una arista 
et que une el vértice i con el vértice j, denotaremos por sgn(a) el signo den 
donde, sgn(o) = +l si °'es positiva y sgn(a) = -1 si °'es negativa. 

Sea G una gráfica signada con n vértices, asociaremos a G, la fonna en­
t.era cuadrática Q(x) en n indeterminadas x = (x 1 , ••• ,x,.), dada por: Q(x) = 

¿::; sgn(n)(x; - x 1 )2
• Entonces existe una única matriz simétrica L(G), 

, ::.,EE(G) 

para la cual Q(x) = xL(G)x' y la llamaremos la matriz Laplaciana de G. 

Las matrices laplacianas y su fonna cuadrática asociada han tenido en los 
últiinos años 1nucha importancia, pues tienen interesantes aplicaciones en dife­
rentes áreas de las matemáticas (álgebra, topología, teoría de nudos, teoría de 
gráficas, entre otras) así como en la química, ver (BJ, (Ch], (K], (K. 11], (G l'vl 
W], (KP]. 

En (B], Berman estudia las matrices laplacianas de gráficas planas y sus 
gráficas duales. En el artículo Dual graphs and f..--not invariants, de Líen y 
vVatkins [LvV] se extienden los resultados de Berman en dos direcciones, una 

es que obtienen sus resultados pero para gráficas signadas y la otra es que 
encuentran relaciones más fuertes entre L(G) y L(Gd). las matrices laplacianas 
de G y su gráfica dual Gd, pues son esencialmente congruentes unimodulares. 

Lo que Líen y Watkins demuestran es lo siguiente: 

Teorema 2. Si G es una gráfica plana signada y Gd es la gráfica plana 
signada dual de G, entonces las matrices laplacianas L(G) y L( Gd) son Goe1'itz 
congruentes, es decir existen 1natrices diagonales con entradas en {O, 1, -1}, .ó. 1 
y t>.2 y una matriz unimodular U tales que: ll. 1 <!J L(G) = U(ll.2 r11 L(G"))U'. 

Para esto usan, ele manera muy bonita, teoría de nudos, en particular la 
equivalencia de diagranias regulares de nudos por medio de los movimientos 
llamados de Reidemeister y el hecho de que si tenemos una matriz simétrica A 
y U una matriz unimodular, entonces A y U AU1 (salvo un cambio de variable) 
definen la 1nisn1a fonna cuadrática. 

Gocritz !GJ, utiliza esto para hallar nuevos iuvariantes en nudos. 
A un diagraina regular D de un nudo o enlace I< se le asocian las gráfi­

cas siguientes: la gráfica de sombra denotada por G, la gráfica interior de D, 
denotada por Gi"(D) y la gráfica exterior de D, denotada por Gºu'(D). 

I 



Ejemplo: 
K: D: 

G"'(D): c-(D): 

e 
Asociando a estas gráficas las matrices laplacianas respectivas L(Gin(D)) y 

L(Gºu'(D)), se demuestra el siguiente teorema que es síntesis del trabajo de 
Goeritz [GJ, Kneser y Puppe [KP] y Kyle [K]: 

Teorema l. Sean D y D' diagramas regulares tales que D' se obtiene 
de D aplicándole una serie finita de movimientos de Reidemeister, entonces 
L(Gin(D)) es Goeritz congruente a L(Gin(D')) y L(G0 u'(D)) es Goeritz con­
gruente a L(Gºu'(D')). De hecho también se demuestra que L(Gin(D)) y 
L(Gºu'(D)) son Goeritz congruentes. 

Ahora, como a toda gráfica plana signada G se le puede asignar un enlace 
I< tal que Ges la gráfica interior de D, diagrama regular de K y la gráfica dual 
de G, Gd, es la gráfica exterior de D, en notación G = a•n(D) y Gd = G 0 u'(D). 
Entonces sus respectivas matrices laplacianas L(G) y L(Gd) son Goeritz con­
gruentes. 

Observemos que la definición que aquí usamos de matriz laplaciana no torna 
en cuenta los lazos. Por ejemplo, veamos las gráficas siguientes: 

G 

··.~ 

TI 

Gt 

1 
• 

d. 
Gt: 

2 
• 

o 



Tenernos que L(G) = [ ~l ;:-
1 J = L(Gi) = L(Gd), L(Gt) = [ O ], pero 

para definir la dual, sí se torna en cuenta. 
Si vernos lo que significa un lazo en la gráfica de un nudo, este hecho con­

cuerda con que el nudo que nos queda al quitar el lazo es equivalente, pero si lo 
vernos desde el punto de vista algebraico este hecho es insólito. 

Nuestro trabajo consistió en aprender lo necesario de teoría de nudos y de 
teoría algebraica de gráficas para leer y completar los detalles del artículo de 
Lien y Watkins. Dos de los puntos más importantes a completar fueron los 
siguientes: En la demostración del teorema 1, los autores no dan explícitarnente 
las matrices unimodulares, hecho que remiten a los artículos (Kj, {KP}. Al ver 
el artículo de f(neser y Puppe y tratar de entender/o nos dimos c:uenta que le 
faltaban casos, sólo ven el caso de nudos no de enlaces, es decir dice que la 
rnatriz diagonal es de 1,-1 's, pero en caso de enlaces es necesario usar O's y 
tampoco dice de manerri e:1:plícita la construcción de la rnatriz unimodular que 
resulta de hacer los distintos 1novi11iientos Reiderneister. Entonces nos Jui7nos 
a ver el artículo de f(yle, él sí se da cuenta del uso del cero pero tampoco 
define ci71lícitmnente las rnatric:es unimodulares. Nuestro trabajo en esta parte 
de la tesis fue construir explicitarnente las rnatrices unirnodulares, cosa no 
trivial pues en el movimiento Reiderneister JI la matriz unirnodular es muy 
difícil de encontrar. De hecho creimos en algún momento que no íbamos a 
lograrlo, entonces le escr·ibimos directarnente a los autores y ellos tampoco tenían 
la construcción, nos dijeron que les diéramos ejernplos concretos y ellos nos 
daban las matrices respectivcis. Nosotros demostramos el teorema dando la forma 
general y explícita de esta rnatriz en todos los casos. 

También contestamos algunas preguntas que surgieron a lo largo de la lectura 
del material y demostramos el siguiente: 

Corolario 2. Sean G una gráfica plana signada. y G 1 y G2 dos apla.nan1ientos 
de G. Entonces L(G'f) y L(G~) son Goeritz congr·uentes. 

Para leer esta tesis se necesita el curso de álgebra lineal l. 
Nuestra tesis está organizada de la siguiente manera: en el capítulo 1 da1nos 

las nociones necesarias de teoría de nudos para entender este trabajo; el capítulo 
2 contiene los preliminares de la teoría algebraica de gráficas y construcción de 
las gráficas interiores y exteriores asociadas a un nudo o enlace y en el capítulo 
3 se define la equivalencia de Goeritz para las matrices laplaciana.s asociadas a 
gráficas signadas, también se dan eje1nplos de diagramas regulares de enlaces 
Goeritz congruentes y otros que no lo son (para esta parte, se define un grupo 
abeliano asociado al enlace, que nos ayudará a probar cuándo dos diagran1as 
regulares de enlace no son Goeritz congruentes) y se demuestran los teoremas 1 
y 2 y sus corolarios. 

fil 



Capítulo l. Nudos 

1.1. En esta primera parte de la tesis trabajaremos con nudos. Hablando intuitivamente si tomamos 
un pedazo de cuerda, la anudamos y unimos sus extremos obtendremos un nudo. 

Si podemos deformar un nudo continuamente (sin romper la cuerda) hasta obtener otro diremos que 
los nudos son equivalentes. Ahora si nos fijamos en la sombra del nudo al alumbrarlo con una lámpara 
de mano es claro que la sombra del nudo cambia al mover Ja lámpara y también al deformar el nudo, nos 
gustaría saber qué tienen en común estas sombras y cuáles nos dan mayor información sobre el nudo. En 
la fig\,lra 1 veremos un ejemplo de nudos equivalentes. 

Ejemplo: 

Figura l. 

Definamos un nudo de una manera más precisa: 

Definición 1.1.1. Un nudo es un subconjunto de IR3 homeomorfo a un círculo. 

Definición. 1.1.2. Un enlace es una colección de nudos que no se intersectan. 
Ejemplo: 

Figura 2. 
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Definición 1.1.3. Dos nudos K 0 , I<1 son equivalentes, si existe una deformación continua de JR3 , que 
lleve I<o a I< 1 (tal deformación de IR3 , también llamada isotopía, es una función continua H : JR3 x (O, 1) -t 
IR3 que restringida a cada JR3 x tes un homeomorfismo y que H(Ko, O)= Ko y H(J<o, 1) = K1). 

1.1.4. Notemos que si K 0 , K 1 son nudos en IR3 y Ko y K1 son equivalentes, es decir existe una isotopía 
H de IR3 que lleve 1(0 a K 1 entonces existe un homeomorfismo que conserva la orientación del espacio y 
que lleva Ko a 1<1 (el homeomorfismo es H restringida a IR3 xl). 

El Teorema de Alexander dice que todo horneomorfismo de IR.3 que preserva la orientación es isotópico 
a la identidad, así que si hay un horneomorfisrno de IR3 que preserva la orientación y lleva K 0 a K 1 

entonces hay una deformación continua de IR3 que lleva Ko a K1. 
De esta manera para 1nostrar que dos nudos I<o, Ki son equivalentes, basta con encontrar un 

horneornorfisrno f: IH:.3 -t IR3 que conserve la orientación del espacio, tal que f (Ko) = K 1 • 

Definición 1.1.5. Un nudo es poligonal si está formado por un número finito de segmentos de recta 
(aristas) A 1 A2, A 2A3, A3A4, ... , AnA1. De aquí en adelante, todos los nudos que consideraremos serán 
poligonales. 

Ejemplo: 

Figura 3. 

1.2. Movimientos elementales de nudos o enlaces. Existen varias maneras naturales de modificar 
un nudo o enlace poligonal para obtener otro equivalente, una de ellas es la siguiente: 

Dado un nudo o enlace I< podemos realizar las siguientes cuatro operaciones: 
(1) Podemos dividir una arista AB, en dos aristas AC, CB, eligiendo un punto C sobre la arista AB. 
(1)' {El opuesto a (1) ). Si AC y CB son dos aristas adyacentes de /( tales que A, B y C están 

alineados, entonces podemos remover el punto C y pensar en AB corno una sola arista. 

(1) 

A B (1) A e B 
Figura 4. 
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(2) Supongamos que C es un punto en el espacio que no pertenece a J(, si el triángulo ABC formado 
por la <trista AB y C no intersecta J<, con excepción de la arista AB, entonces podernos remplazar la 
arista AB por las aristas AC y CB. 

(2)'(El opuesto a (2)). Si existe en el espacio un triángulo ABC que contenga dos aristas adyacentes 
AC y CB de J( y este triángulo 110 intersecta J< excepto por las aristas AC y CB, entonces podremos 
borrar las aristas AC y C B y remplazarlas por la arista AB. 

e 
(2) 

(2) 

Figura 5. 

Las cuatro operaciones (1), (1)', (2) y (2)' son llamadas movimientos elementales de nudos o 
enlaces. 

Definición 1.2.1. Un nudo o enlace J( se dice ~-equivalente a un nudo o enlace 1(1 ·si podemos 
obtener J(' de J(, aplicando a K un número finito de movimientos elementales; 

Observación 1.2.1.1. Dos nudos o enlaces K 0 , K 1 son ~-equivalentes, si y sólo si existe un homeo­
morfismo o una isotopía de IH:3 , que lleva 1<0 a K 1 • 

Deniostracirín. 
Para ver esto supongamos que K 1 se obtiene de 1(0 aplicándole un movimiento elmental {2)'. Para 

los demás movimientos, es fácil dar el homeornorfismo requerido. 
Sea ~ = v 0 v 1 v, el tri<ingulo que intersecta a J( 0 en las dos aristas v 0 v 1 , v 0 v 2 y que es remplazado en 

1<1 por Ja arista v 1 v 2 • 

Sean 11 el plano que contiene a .t:. y vb el punto medio de la arista v 1 v 2 • 

Tomemos dos puntos v:i, v.1 en n tales que v 3 esté cerca de vb y v 4 esté cerca de v 0 , de modo que 
el cuadrilátero C = v 3 v2 v.1v 1 intersecte a 1(0 en las aristas v 0 v 1 , v 0 v2 y los puntos v 3 , vó, v 0 , v 4 estén 
alineados. Elijamos un punto v 5 por arriba de 11 y un punto va por debajo de 11 suficientemente cerca de 
este plauo, de tal for111a que los tetraedros T1 = V5V1V2V3, T2 = vsv1v2vo, T3 = V5V1V4V2, T4 = v 6 v 1v2v3, 

T;, == vov1 v2v0 y '/'ti = vnv 1 v.i V·2, i11tersecten a I<o en los vórtices v 0 , vi y v2. Veamos la figura 6. 
Sea h : IH:3 -r [~" una fuución, tal que h (v;) = v;, con i = 1, .. , 6, h (vo) = vb y que es lineal en cada 

tetraedro y li es la identidad fuera de la unión de los tetraedros, entonces h es un horneornorfismo del 
espacio que manda /\0 en K 1 y por la observación en (1.1.4) se puede mostrar que hes isotópico a la 
identidad, así existe una isotopía de IR3 que lleva /(0 en /(1 • 

Para la otra implicación de la observación 1.2.1.1 ver ( Proposición 1.10 (B Z]). 
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1.3. Proyecciones de un nudo o enlace. 

Vs 
Figura 6. 

1.3.0. Sea v un vector unitario en !R3 y sea Pv : IR3 -t E la proyección de IR3 en la dirección de v hacia 
un plano E perpendicular a v. Si K es un nudo o enlace diremos que Pv (K) = Kv es la proyección 
de J< en la dirección de v, que algunas veces sólo la denotaremos por R. Hay tantas proyecciones para 
I< como vectores unitarios en IR3 , es decir como puntos en la esfera S 2 , donde los puntos antípodas dan 
proyecciones iguales. 

1.3.1 Proyecciones regulares. Si Res la proyección de un nudo o enlace J< que satisface lo siguiente: 
i) La preimagen de cada punto de K consiste de cuando mucho dos puntos de K. 
ii) Los vértices de K no se deben proyectar sobre ningún otro punto de J<. 
Entonces diremos que K es una proyección regular de J<. 
La condición i) dice que los puntos de autointersección de la proyección de K son puntos dobles, es 

decir, ninguna arista puede proyectarse a un punto y no puede haber puntos múltiples como el que se 
inuestra e11 la figura 7. 

Figura 7. 

La condición ii) dice que ningún vértice es punto doble de R. Los casos de la figura 8 no son permitidos. 

4 



Figura 8. 

El siguiente es un ejemplo de proyeccion regular. 

Figura 9. 

Cuando la proyección de uu nudo o enlace !(,no satisface i) ó ii), entonces diremos que ésta es una 
proyección no regular de !(. 

Si ¡( es una proyección regular de un nudo o enlace !( y en ésta se especifica la arista que pasa por 
debajo y la arista que pasa por arriba en cada punto de autointersección de R, entonces llamaremos a 
esta proyección diagrama regular de un nudo o enlace J(. Observemos que si proyectamos K en la 
dirección del vector v y del vector -v, éstos producen la misma proyección para!(, excepto que todos los 
cruces cambian. El siguiente ejemplo muestra el diagrama regular de la proyección regular de la figura 9. 

Figura 10. 
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1.3.2. Analizaremos las condiciones en las que se obtiene una proyección no regular de un.nudo o enlace 
T<. 

Caso 1.3.2.1. Algún vértice de K es un punto doble de la proyección de K. 

Sean b un vértice de J<, B una arista de K que no contiene a by 111 el plano que Jos.contiene. Sea 
una línea que pasa por b e intersecta en un punto Pt a la arista B, tornemos un vector. vi ~nitario, 

en Ja dirección de l y proyectemos J< en la dirección de v1, entonces bes un punto doble de J<.,,, con 
preimágenes by p 1 en J<. Veamos la figura 11. 

Figura l l. 

Observaciones 1.3.2.1.1. i) Si proyectamos K con vectores en las direcciones de las líneas que con­
tienen abe intersectan en algún punto a la arista B, éstos producen proyecciones para K en las que el 
vértice b es un punto doble, estos vectores están representados por un arco de círculo e en S 2 • 

ii) Elijamos los externos de C y proyectemos I< en estas direcciones, entonces obtenemos un punto 
doble en b como el que se rnuesta en la figura 12. 

Figura 12. 
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iii) Las direcciones de proyección bajo las cuales alguna do las aristas do J< que contienen a. b os 
proyectada a un punto, están representadas por dos puntos de C. 

iv) Ya que I< tiene un nümero finito de vértices y aristas, hay un número finito de pares de éstos, 
para los cuales obtenemos un número finito de arcos de círculos en S 2 que producen proyecciones en las 
que alguno de los vértices de I< es un punto doble de la proyección. 

Caso 1.3.2.2. La proyección ele J<, tiene una infinidad de puntos dobles. 

Sean A y E dos aristas de I<, tales que existe un plano 0 2 que las contiene. 
Sean l 2 una línea que intersecta a la arista A en un punto P2 e intersecta a la arista E en un punto p~ 

y v 2 un vector unitario en la dirección de l2. Proyectemos J< en la dirección de v2, entonces Ja proyección 
ele cada punto ele la arista A es un punto doble para R,,,. Veamos la figura 13 . 

• / ___ ,_>--_-_ -_----.. _,:,_"..,,h.,ª 
Figura 13. 

Observaciones 1.3.2.2.1. i) Si elegimos los vectores en las direcciones de las líneas que intersectan a 
las aristas A y E y proyectamos I< en estas direcciones, obtendremos una infinidad de puntos dobles para 
las proyecciones de I< y los vectores que las producen están representadas por un arco de círculo en S 2 • 

ii) Ya que I< tiene un nümero finito de aristas, hay un número finito de pares de éstas, para los 
cuales obtenemos un nürnero finito de arcos de círculos en S 2 , cuyos puntos representan direcciones que 
producen proyecciones para I< con una infinidad de puntos dobles. 

Caso 1.3.2.3. La proyección ele 1\, tiene un punto mültiple. 

Veamos que las direccioues que producen proyecciones con puntos múltiples corresponden a las líneas 
que cruzan a tres o más aristas de I<. 

Sean .4, B y C tres aristas de I< y l 1 , l2, l 3 las líneas en IR3 que las contienen. Podemos suponer 
que ningún par de estas aristas está en tm mismo plano, ya que si l' es una línea que intersecta a dos de 
estas aristas y éstas están contenidas en un mismo plano, por el análisis del caso 1.3.2.2 obtendríamos 
una infinidad de puntos dobles al proyectar I< con un vector en la dirección de l'. 

Si l' es una línea que intersecta a las líneas l1, l2 y l3 , en los puntos PI, p 2 y p 3 respectivamente y 
ningún par de estas líneas están contenidas en un misrno plano, entonces proyectemos estos puntos con 
un vector unitario v 3 en la dirección de l', de esta manera la imagen de PI, P-i y p 3 bajo la proyección es 
un punto, es decir, obtenernos en Kv3 un punto mültiple. 
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~A . 1c-----B 

....___/_7-<C:_/ 
Figura 14. 

Observaciones 1.3.2.3.1. i) Afirmamos que las líneas que intersectan a las tres aristas están para­
metrizadas por los puntos de 11 (por cada punto de l1 pasa a lo más una línea que intersecta a '2 y 
b). 

Para ver esto, tomemos p 1 E 11 y consideremos al plano que contiene a P1 y a '2- Este plano intersecta 
a lo más en un punto a la línea 13 , así que en ese plano hay a lo más una línea que intersecta a 11 , l2 y 
13 • Veamos la figura 15. 

Figura 15. 

Esto muestra que las direcciones que proyectan puntos de tres aristas al mismo punto forman un arco 
ele curva en 5 2 • 

iii) Como J< tiene un número finito de aristas, hay un número finito de tercias de aristas, para las 
cuales obtendrernos un número finito de arcos de curvas en 8 2 , cuyos puntos _representan direcciones que 
producen proyecciones con puntos nnUtiples. 

1.3.3. Por el análisis en los casos 1.3.2.1, 1.3.2.2 y 1.3.2.3, los subconjuntos.de 8 2 _que representan 
direcciones que producen proyecciones no regulares para un nudo o enlace :K, son un conjunto finito 
de curvas, por lo tanto podemos concluir que el conjunto de proyecciones regulares forma un conjunto 
abierto y denso dentro del conjunto de todas las proyecciones para K. · 
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1.3.4. Para un nudo o enlace existen proyecciones no regulares que son malas para nuestros propósitos, 
m;í.s adelente veremos porqué. Las proyecciones malas son las siguientes: 

i) Algún par de vértices de K son proyectados a un punto. Esta proyección se obtiene al elegir uno 
ele los extremos del arco de círculo del caso 1.3.2.2.1. i y al proyectar una arista de/(, con el vector en la 
dirección de la línea que la contiene, entonces como en 1.3.2.2.1. ii) obtuvimos un número finito de estos 
arcos en 5 2 y I< tiene un nümero finito de aristas los puntos en 5 2 que representan tales proyecciones 
son un número finito. 

ii) Un conjunto de al menos cuatro puntos de I< es proyectado al rnismo punto. Estas proyecciones 
están represent.adas en 5 2 por los puntos de intersección de los arcos de círculos que se obtienen en 
1.3.2.1.1. iv y de los arcos de curvas que se obtienen en 1.3.2.3.l.i. Como hay un número finito de 
arcos de círculos y arcos de curvas entonces hay t111 número finito de puntos en S 2 que producen tales 
proyeccio11cs. 

Por lo anterior podernos concluir que las proyecciones no regulares malas para un nudo /( están 
representadas por un conjunto finito de puntos en 5 2 • 

1.4. Movimientos de Reidemeister. 

1.4.1. Los movimientos de Reidemcister, son movimientos locales aplicados al diagrama regular de 
un nudo, que producen diagramas de nudos equivalentes al original. 

Cada uno de los movimientos de Reidemeister se obtiene al variar continurunente la dirección de 
proyección para un nudo esquivando el conjunto finito de proyecciones malas de 1.3.4. 

1.4.1.1. Movimiento de Reidemeister del tipo I. Nos permite agregar o suprimir un bucle. 

Figura 16. 

1.4.1.2. Movimiento de Reidemeister del tipo II. Nos permite agregar o remover dos cruces, 
como se rnúestra en lá figura·17. 

Figura 17. 
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1.4.1.3. Movi~iento de Ileidemei~ter del tipo III. Nos permite deslizar una ari~ta del nudo desde 
un lado del cruce al otro lado del ,cruce, corno se muestra en la Figura 18. · 

V > 0 
~ 

I l\ \ I / \ \ 

Figura 18. 

1.4.1.4. Consideraremos un movimiento más, que llamaremos del tipo O que se muestra en la figura 19 
y que permite deslizar el diagrama por una isotopía del plano sin cambiar los cruces. 

> 

Figura 19. 

1.4.2. Veamos un ejemplo de lo que puede hacerse con una sucesión de movimientos de Reidemeister. 

I 

11 
I 

r---1 
Figura 20. 
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Definición 1.4.3. Si D y D' son diagrarrias regulares y podemos carribiar D a D' usando un número 
finito de movimientos de Reidemeister, entonces D y D' son equivalentes. Denotaremos esta equivalencia 
porD""D'. 

Proposición 1.4.4. Sean K un nudo o enlace, P 1 , P 2 dos proyecciones regulares de K, entonces los 
diagramas regulares D 1 y D 2 que obtenemos de las proyecciones P 1 y P 2 respectivarriente, son diagramas 
equivalentes. 

Demo.~tracirín. 

Sean p 1 y p 2 puntos de 8 2 que representan las direcciones de proyección de P1 y P 2 respectivamente. 
Como las proyecciones no regulares están representadas por un número finito de arcos de curvas en 8 2 

y las proyecciones no regulares malas son los extremos y puntos de intersección de estos arcos, entonces 
hay un camino l e11 8 2 que va de p 1 a p 2 que pasa por un nttrnero finito de proyecciones no regulares y que 
no pasa por proyecciones rnalas. Cuando l cruza cada una de las curvas que representan las proyecciones 
no regulares, el diagrama D 1 será modificado por algún movimiento de Reidemeister y como l sólo las 
cruza u11 uúmero finito de veces, entonces los diagramas regulares D 1 y D 2 son diagramas equivalentes• 

Teorema 1.4.5. Sean /\ y [(' nudos o enlaces y D y D' sus diagramas regulares respectivos. Entonces 
/{ y !<' son Á-equivalentes <=> D "" D'. 

Dernostra.ción. 
Sean !(. y !(' nudos o enlaces y supongamos que !<' se obtiene de K al aplicar a éste un número 

finito de movimientos elementales. Para la demostración nos basta analizar los cambios en los diagramas 
regulares D y D' que se obtienen de /\y I<' respectivamente, al aplicar un solo movimiento elemental a 
K. 

Supongamos que K' se obtiene aplicando a K un movimiento elemental (2), es decir si AABC es 
el triángulo determinado por la arista AB de K y el punto C, tales que C rf:. K y AABC n K = AB, 
entonces [(' se obtiene de K remplazando la arista AB por las aristas AC y BC. (Para el caso de los 
movimientos elementales (1) y (l)' es claro que los diagramas regulares D y D' son equivalentes). 

Elijamos un vector en IR3 tal que bajo la proyección ortogonal p de IR3 en la dirección de éste, obtenemos 
proyecciones regulares para /\ y /{' y sean D y D' sus diagramas regulares. 

Sean!::;.= 6abc la proyección del AABC y!::;.º el interior de Á. Observemos que D-ab = D'-(acUcb). 
Considerarc111os el siguiente caso para 6.. 

Caso 1.4.5.1. 

e 
A ,, ' , ' , ' ,, ' , ' 

I ' 
I ' 

I ' , ' , ' 
cx.~-"~~~~~~~~~-'->...b 

e 

Fibrura 21. 
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En el caso de que algunos arcos de D - ab crucen a D., diremos que el arco a cruza por arriba a D. y 
el arco f:J cruza por abajo a 6, si se ven como en la figura 22 a) y se ven la figura 22 b) respectivamente. 

/\ -----........ 

I \ 
Figura 22 a) Figura 22 b). 

Lema 1.4.5.2. Los arcos de D - ab que cruzan a 6°, son arcos que cruzan por arriba o cruzan por 
abajo. Si la intersección del arco a y el arco f3 que cn1zan por arriba y por abajo a 6° repectivamente 
está contenida en 6 º, entonces a siempre pasa por arriba de f3 ( y no existen arcos de D - ab que crucen 
a 6° como se muestra en la figura 23). 

Figura 23. 

DerriostnicirJn. 
Consideremos p- 1 (6), la imagen inversa de 6, ésta es un prisma triangular infinito Ten JR3 , que está 

dividido por el ilABG en un prisma superior T1 y un prisma inferior T2, veamos la figura 24. 
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z 

X 

Figura 24. 

Sea o un arco de D - ab que cruza a !:::,. º y a el arco de K que se proyecta a o. Ya que a n D..ABO = 0, 
a e T 1 ó a e T 2 , entonces se cumple una de las siguientes: 

1) a e T 1 si y sólo si o cruza por arriba a !:::,. º. 
2) a C T 2 si y sólo si o cruza por abajo a !:::,. º. 
Sean o ) {:J arcos de D - ab tales que 6 º contiene alguna de sus intersecciones y a y f3 cruzan por 

arriba y por abajo a !:::,. 0 respectivrunente. 
Si a y b son los arcos de K que se proyectan a o y /3, entonces por 1) y 2) a C T 1 y b e T2, por lo 

tanto a siempre pasa por arriba de {:J. 
Veamos la figura 25. 

e 

/ 
/ 

b 

Figura 25. 

Usando Jos movimientos de Reidemeister de (1.4.1) y (1.4.2) se demostrará que se puede remplazar 
W = ac U cb por el segmento ab. 
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1.4.5.3. Consideremos el caso en el que (D - ab) n .6.º = 0, entonces aplicando un movimiento del tipo 
O a W obtenemos el segmento ab, veamos la figura 26. 

e 

b 

Figura 26. 

1.4.5.3.1. Consideraremos el caso en el que .6.º contiene arcos de D pero que éstos no se intersectan en 
.6.º, es decir que .6.abc se ve como en la figura 27 a). Usando movimientos del tipo O, .6.abc se ve corno 
en la figura 27 b). 

~~----( 
Figura 27 a) Figura 27 b). 

De esta manera podemos usar un número finito de movimientos de Reidemeister y obtener de W el 
segmento ab. 

1.4.5.3.2. Consideremos el caso en el que .6.º contiene arcos de D que se intersectan en .6.º. 
Elijamos un arco en D - ab que intersecte a .6. º y sigamos éste en .6. 0 hasta su primer cruce con otro 

arco /3, denotaremos por a: el arco que se obtiene de hacer lo anterior. 
Sea r una vecindad poligonal en .6. que rodea a a:, como se ve en la figura 28. ( de manera que ningún 

~tro arco de D la crnce) y sea f el disco poligonal en D.ABC que se proyecta ar. 
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Figura 28. 

La frontera de f consiste de un arco xy en la frontera de D.ABC, y un arco poligonal -:Y en el interior 
de .ó.ABC. Observemos que a cruza por arriba (por abajo) a -y si y sólo si a cruza por arriba (por abajo) 
a 6. y lo mismo sucede con {J. Así que en cada una de las posibles configuraciones ( la figura 29 ilustra 
tres de ellas) para a, f:J y -y, podemos mover el arco xy hasta convertirlo en el arco -y usando movimientos 
de Reidemei.,ter de tipo O, 2 y 3. 

~
··, 

1 '-.. .. ~ 

'0< 
Figura 29. 

De esta manera si tenemos n cruces de D - ab contenidos en 6. º entonces de la figura 29 observemos 
que éstos han disminuido en n - 1, entonces usando un número finito de los movimientos de Reidemeister 
de 1.4.1 y 1.4.2 podemos pasar W por cada uno de estos cruces y remplazarla por el segmento ab. 

Falta a11alizar los casos siguientes: 

Caso 1.4.5.4. La proyección de 6. se ve como en la figura 30. 

e 

Figura 30. 

15 



Cuando (D - ab - bd) n .6 º~ = 0 usamos los movimientos ilustrados en la figura 31. 

Figura 31. 

Para los cruces de los arcos de D - ab contenidos en .6 º nos fijaremos primero en los que se forman con 
bd y pasaremos 1'V por estos cruces haciendo lo mismo que en el caso 1.4.5.3.2, de igual forma pasaremos 
W por el resto de los cruces que se fornan sólo entre los arcos de D - ab - bd y finalmente para pasar W 
por los arcos contenidos en 6.º y que no se intersectan haremos lo mismo que en el caso 1.4.5.3.1, de esta 
rnanera podetnos llevar 1'V al segmento ab. 

Caso 1.4.5.5. La proyección de 6. se ve como en la figura 32. 

Fibrura 32. 

Este caso lo podemos reducir a dos de los anteriores. Veamos la figura 33. 
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Figura 33. 

Por el análisis de los casos 1.4.5.1, 1.4.5.4 y 1.4.5.5 concluimos que D ~ D'•. 

1.5. Averiguar si dos nudos son equivalentes o no puede ser muy difícil, aún en el caso de que uno sea 
trivial: 

El problema es que rio hay forma de saber a priori cuántos y cuáles movimientos de Reiclemeister 
podrían hacer falta para ir de uno ál otro: 

En este ejemplo es imprescindible usar ÚÍdos)osnu:~vimientos de-R.eidemieáter 0pái~ irde\.m _diabrrarna 
a otro y es necesario empezar por complicar el _diagrarn'a antes de pcíder/simplificarlo. -
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Capítulo 11. La gráfica interior y exteJ:ior de~u:í:i" enIB:<::e y sus matrices lapla­
cianas. 

2.1. Sea G una gráfica finita (es decir, el conjunto de vértices V(G)--y el c~~junt~de.-aristas E(G) son 
finitos), donde aristas múltiples y lazos son permitidos. Denotaremos por-:, ~j la arista.:'?':· que une al 
vértice i con el vértice j. 

Definición 2.1.1. Si i ~ 1 es una arista de una gráfica G, diremos que i y j son vért1.ces adyacentes. 
Además, si i es vértice de a entonces se denotará por i E V(a). 

Definición 2.1.2. Dos aristas de una gráfica G son llamadas aristas incidentes si éstas tienen al menos 
un vértice en co1nún. 

Definición 2.1.3. Una gráfica es aplanable si puede dibujarse en el plano sin cruzar aristas. Para ser 
más precisos, consideremos una función f : G -t IR2 que manda cada vértice de una gráfica G a un punto 
en el plano, donde vértices distintos irán a puntos distintos del plano y cada arista de G a una curva 
continua que no se intersecta a sí misma en el plano y que une los vértices asociados a esta arista. Esta 
fi.mción es llamada Encaje plano si curvas correspondientes a aristas no incidentes no se encuentran y 
curvas correspondientes a aristas incidentes se encuentran sólo en el punto representado por su vértice 
cornün. Diremos que Ja gráfica G es aplanable si y sólo si podemos asociarle a G un encaje plano. Una 
gráfica plana es una gráfica encajada en el plano. 

Observación. Una gráfica aplanable puede tener dos o más encajes planos distintos. 
Ejemplo: 

Figura 34. 

Ejemplos: 
a) Tocias las gráficas que tienen menos de cinco vértices siempre son aplanables. Como ejemplo: 

Figura 35. 
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b)Algi.mas gráficas planas de cinco vértices son: 

Figura 36. 

c)La gráfica K 6 no es una gráfica plana. 

Figura 37. 

Definición 2.1.4. Un lazo en una gráfica G es una arista en la que ambos puntos finales son un mismo 
vértice. 

Definición 2.1.5. Una gráfica signada es una gráfica G, con la estructura adicional en la que a cada 
arista se le asigna el signo +.ó -. A la arista con signo+ se le llamará arista positiva y con signo-, 
arista negativa. Cualquier gráfica se puede ver como gráfica signada definiendo el signo de todas sus 
aristas como positivas. Sea o: E E(G), denotaremos el signo de o: por sgn(a) donde, sgn(a) = +1 si o: 
es positiva y sgn(a) = -1 si o: es negativa. 

Definición 2.1.6. Sean G una gráfica y k E V(G). El grado signado de k denotado por deg(k) es la 
suma de todos los signos de las aristas que contienen a k. Es decir, deg(k) = E sgn(a). 

oEE(G) 
kEV{o) 
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Sean G uua gráfica signada que puede contener lazos y aristas múltiples, V(G) = {1, ... , n} el conjunto 
de sus vértices y E(G) el conjunto de aristas de G. Asociaremos a G la forma entera cuadrática, Q(x) 
en n indeterminadas x = (x 1 , ••• , Xn) dacia por: Q(x) = 2:: sgn(a)(xi - x;) 2. Entonces existe una 

¡ .!:..;EE(G) 

única matriz simétrica L(G) = (l;;);;, para la cual Q(x) = xL(G)x1 y la llamaremos la matriz Laplaciana 
de G. Se construye L(G) de la siguiente manera: 

Ejemplos: 

l;; = deg(i) - L sgn(a) si i = j 
;~¡EE(G) 

l;j = - L sgn(a) 
; ~;EE(G) 

l;j = o 

4 

Figura 38. 

si i 'f. j 

si 1J a E E(G) con;'.:..;· 

Q(x) = -(x¡ - x2)
2 

- (x1 - xs) 2 + (x2 - x3) 2 + (xa - x4) 2 - (xa - xs)2 + (x4 - x 5 ) 2 

= -2x'f + 2x1X2 + 2x¡X5 +X~ - 2X3X2 - 2X3X4 + 2x3X5 + 2x~ - 2X4X5 - X~-

l
-2 

L(G) ~ ! 1 o o 
o -1 o 
-1 1 -1 
o -1 2 
o 1 -1 

2.1.6.1 Observaciones. 

J.] 
-1 

l. En la definición de la forrna cuadratica y la matriz laplaciana no cuentan los lazos de la gráfica G. 
2. Si se numeran los vértices de Gen otro orden, la forma cuadrática Q'(x) que se obtiene difiere de 

Q(x) por una pennutacion de las variables, y la matriz laplaciana L'(G) es L'(G) = PL(G)P-1 donde 
P es la rnatriz ele permutación correspondiente (por lo que p-l = P 1 ). 

Para conocer m:is sobre matrices laplacianas, ver [Ch). 
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2.2 La gráfica dual de una gráfica. 

2.2.1. Sean G una gráfica plana, V(G) = {v 1 , ••• ,vn} el conjunto de vértiCes y E(G) el conjunto de 
aristas. Dada G podemos formar otra gráfica plana llamada la gráfica. dual de G y la denotaremos por 
Gd. Ija gráfica dual, Gd se construye de la siguiente manera: 

Sean R 1 , •.. , Rm, m. E N, las regiones conexas en las que G divide al plano. Dibujemos un único punto 
v;, contenido en cada una de las regiones R. con s E {1, ... ,m}. Como un ejemplo de lo anterior veamos 
la figura 39. 

G 

Figura 39. 

• -v, • Vs 

Los vértices de Gd serán los puntos V';,. Para las aristas E(Gd), observemos que cada arista a: E E(G) 
con a sin sus puntos finales, une exactamente dos regiones R., Rt, s, t E {1, ... , m}. Definamos éi E E(Gd), 
,;;. ~ ;;; . Como un ejemplo de lo anterior veamos la figura 40. 

Figura 40. 

Observaciones 2;2.2. 1.-Dada una gráfica plana, entonces su gráfica dual está bien definida "en abs­
tracto", salvo por el encaje en el plano. 
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Ejemplo 2.2.2.1. 

G: 

I><I • • 

Figura 41. 

2.-Sea G una gráfica aplanable, entonces para distintos encajes, la gráfica dual puede ser distinta. 
El ejemplo siguiente muestra la gráfica del ejemplo 2.2.2.1 con dos encajes planos distintos y sus 

respectivas gráficas duales que no son isomorfas (como gráficas). 
Ejemplo 2.2.2.2. 

Figura 42. 
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3.-La gráfica dual, G" de cualquier gráfica G es conexa. 
4.-Dos regiones en G pueden compartir más de una arista, en ese caso Gd tendrá aristas o lazos 

múltiples. 
5.-Si G es una gráfica plana conexa entonces se tiene que (Gd)d es isomorfa a G. En la figura 11, 

veremos un ejemplo de una gráfica G que 110 es conexa y Qdd ~ G. 

e 

6 • • 

Gd 

~ 
Cdd: 

V • 

Figura 43. 

Para conocer más propiedades sobre gráficas duales ver [M), [G R). 

2.2.3. Recordemos de (1.3), que podemos proyectar un nudo o enlace K en un plano, de tal forma que 
la proyección de /\,denotada por R sea una proyección regular y cuando ésta contiene información sobre 
la arista que pasa por debajo y la arista que pasa por arriba en cada punto de autointersección de R, la 
llamaremos diagrauw r·egular de I<, que denotamos por D K (y si no hay confusión se denotará como D). 

Definición 2.2.3.0. Sean D un diagrama regular de uu nudo o eulace J< y R la proyección regular de 
/C 

Podemos pensar a 1? co1no una "gr{ttica" en el plano, donde los vértices corresponden a los puntos de 
cruce ele f(. Ponernos gráfica entre cmnillas pues /\ puede contener al nudo trivial, que no es propiamente 
una gráfica pues no contiene vértices. A la gráfica que obtenernos la llamaremos la sombra de D y la 
cleuotaremos por G;; (y si no hay confusión, sólo se denotará como G). Entonces Ges una gráfica plana 
4-regular, (es decir, todos sus vértices tienen grado 4). 
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Ejemplos: 
D· 

K· 

Figura 44. 

2.3 Las gráficas interior y exterior de un enlace. 

Definición 2.3.1. Sean X una gráfica y Tn E N. Diremos que X se puede bien colorear con Tn colores 
si 3 •Ji : V(X) ~ { 1, ... , m.} función tal que si 8 ~ t es arista de G, con s ~ t, entonces \Jl(s) ~ 'l'!(t). 

Definición 2.3.2. Una gráfica X es llamada bipartita si para el conjunto de vértices V(X) podemos 
dar una partición en dos conjuntos A y B tal que V(X) = A U B, A n B = 0 y si 8 ~ t E E(X), s E A, 
entonces t E B, o viceverna. 

Lmna 2.3.3. Una gráfica Ges bipartita si y sólo si G se puede bien colorear con a lo más dos colores. 
(Proposición 10.1.7. [G Y]). 

2.3.4. Sea G uua gráfica, V(G) = {v1 , ••• ,vn} el conjunto de vértices y E(G) el conjunto de aristas. 

Definición. Un ciclo es un camino cerrado. Denotaremos un ciclo por O= (v, ~ vo• ···•vn-• ~ vn) 
con v 1 = vn. También denotaremos por E(G) el conjunto de aristas de O y V(G) el conjunto de vértices 
de C. Diremos que un ciclo O es un ciclo par si el número de aristas de O denotado por IE{G)I es un 
número par y O es un ciclo impar si IE(G)I es un número impar. Denotaremos por IV(G)I el número de 
vértices de C. 
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Definición 2.3.5. Un ciclo simple es un ciclo C 

para todos 1 $ i #- j $ n - 1, v; #- v;. 
(v1 ~ 11~, ... ,Vn-t ~vn.) para e] Cual Vt Vn Y 

Proposición 2.3.6. Sean D diagrama regular de un nudo o énlace ]( y G la sombra de D entonces é')d 
es bipartita. 

Demostración. 
Usaremos el siguiente hecho conocido: 

2.3.6.0. Sea H una gráfica sin lazos, H es bipartita si y sólo si todo ciclo de H es par. 

Afirmación 2.3.6.l. Todos los ciclos simples de é}d son pares. En particular, é}d no tiene lazos. 
Demostración. 
Sean C un ciclo simple de éJd y v 1, •.• , Vm los vértices de G contenidos en C. 
Denotaremos por degE(v;), el grado del vértice v; que se obtiene al contar el número de aristas que 

contienen a v; y que no cruzan C y por deg1 (v;), el grado del vértice v; que se obtiene al contar el número 
de aristas que contienen a v; y que cruzan C. Entonces deg(v;) = deg1 (v;) + degE(v;). Ya que V i, v; 
tiene grado par tenmnos lo siguiente: 

rn rn Tn 

2k = L:: deg(v;) = L:: deg1 (v;) + L:: degE(v;), para algún k E N. 
i=l i=l i=l 

n1 n1. 

Sean t = ¿ deg 1 (v;) y s = ¿ dege(v;), entonces 
i=l i=l 

t = 2(número de aristas de G coutenidas en C) y como 2k = s + t, se tiene que ses un número par, es 
decir el número de aristas de G que cruzan Ces par, por lo tanto Ces un ciclo simple de longitud par.• 

Afirmación 2.3.6.2. Corno éJd no tiene lazos. Demostraremos que si todos los ciclos simples de é')d 
son pares entonces todos los ciclos de éJct son pares. 

Sea e ciclo de G''· Se demostrará que e= o Ct, con Ct ciclo simple 1 :5 t :5 m, m EN. 
t=l 

De1nostrac.irín. . 
Sea e= (t11 ~ 1'2' ... ,,,n-1 ~ Vn) se demostrará por inducción sobren. ' 
Base de inducción ::: = 2, entonces e : V1 <=> V2 es simple. Por (2.3.6.1), e es par. 

Sea e un ciclo de G", e= (vi~ t1:1:' ººº'Vn-1 ~ tln), con V1 = Vn. 

Supongarnos válida la afirmación paran - l. 
Si C es ciclo simple, entonces C es unión de ciclos simples. 
Si C no es simple entonces existe 1 :5 r < s < n tal que Vr =Va· 

e= (111 ~1''2'"º 0 1t1,._¡ ~11,.1•••1t'•-l ~v .. 1··•1Vn-l ~v,.,)t 
Si C' = ( "·· '.'...::. ""+' , ... ,.,._, ~ "• ) , C' es un ciclo ya que Vr Va y por hipótesis de inducción 

tenernos que: 
C' = UC{ 1 :5 l $ ·m, rn E N, con Cf ciclo simple. 
Sea 
C" = (,11 ~,,2 , ... ,11,._ 1 ~11r,v,.=v. ~u.+i , ... ,vn.-i ~11"'),esotrocicloy IV(C")I <n. Entonces 

por hipótesis de inducción C" = UCí: 1 $ k :5 t, t E N con Cí: ciclo simple. 

Como C = C' U C" = (Q
1 
Cf) LJ(k~t Cí:), con m, t E N. 

Eutonces C es unión de ciclos simples. 

2.3.6.3. Veamos ahora que todo ciclo de Qd es par: 
7n 

Sea e llll ciclo de G", entonces por (2.3.6.2), e= u C;, con C; ciclo simple y 1 :5 i :5 m, rn E 
i=l 

por (2.3.6.1), V 1 :5 i :5 1n, m EN, C; es ciclo par. Por lo tanto, Ces un ciclo par.• 
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2.3.7. Sean i? la proyección regular de un nudo o enlace I<, D un diagrama regular de F< y G la sombra 
ele D. Eu (2.3.6) demostramos que G" es una gráfica bipartita y usando el lema (2.3.3.), pode1nos bien 
colorear a G" con a lo más dos colores, digainos blanco y negro. Ya que cada vértice de 8" representa una 
región de G, entonces se obtiene un coloreado para las regiones en las que R divide al plano. Asociemos 
a D, diagrarr1a regular de F<, dos gráficas signadas con las siguientes convenciones: 

2.3.7.I. Asignaremos el color blanco a la región no acotada de D, y llamaremos regiones exteriores a 
las regiones blancas y regiones interiores a las regiones negras. Ejemplo: 

D· 

Figura 45. 

2.3.8. Definimos la gráfica signada interior, Gin (D), de D de la siguiente manera: 

2.3.8.1. Representaremos los vértices de Gin(D) con un punto por cada región interior de D. 

2.3.8.1.1. Para ejemplificar lo anterior veamos la figura 46. 

D: 

Figura 46. 
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2.3.8.2. Si dos regiones interiores R; y R; con vértices v; y v; respectivamente, se intersectan en puntos 
de cruce de D, <ligarnos C¡ 'C2, ••• , Ck, uniremos los vértices V; y Vj por curvas ch, l :::; h:::; k ele tal forma 
que e,, pasa por Ch y si h ~ l entonces ch n C1 = 0. Siguiendo con el ejemplo (2.3.8.1.1): 

> 

Figura 47. 

2.3.8.3. El signo para cada arista según el tipo de cruce de D, será como se muesta en la figura 48 a) 
y 48 b). Por abuso del lenguaje y si no hay confusión, llamaremos cruce positivo al cruce de la fig. 48 a) 
y cruce negativo al cruce de la fig. 48 b). 

+ 

Figura 48a). Figura 48b). 

2.3.8.3.1. Finalmente asignamos el signo a cada arista usando la convención de (2.3.8.3) y obtendremos 
una b't'áfica interior signada asociada a D. Para el ejemplo (2.3.8.1.1) obtenemos la gráfica interior de la 
figura 49. 

Figura 49. 
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2.3.9. La gráfica signada exterior, Gº"t(D), de D es la siguiente: 

2.3.9.1. Representaremos los vértices de Gº"t(D) con un punto por cada región exterior de D y uti­
lizaremos las mismas convenciones de la construcción de la gráfica interior para obtener las aristas de 
Gº"1 (D). 

2.3.9.1.1. Para ejemplificar lo anterior veamos la figura 50. 

Figura 50. 

2.3.9.1.2. Finalmente asignamos el signo a cada arista según la convención antes mencionada y obten­
dremos una gráfica exterior signada asociada a D: 

D: cou1 (D): 
+ 

e 
Figura 51. 

2.3.9.2. Denotaremos por L(Gi"(D)) y L(Gº'"(D)), las matrices laplacianas asociadas a la gráfica 
interior y exterior, respectivamente. 

52. 

Observación l. Si Gin(D) y G 0 " 1 (D) son gráficas conexas, entonces aout(D) = (Gin(D))d. 
Observación 2. La gráfica interior o exterior, puede no ser conexa, veamos el ejemplo de la figura 
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Figura 52. 

2.3.10. Observación. A toda gráfica signada y plana G se le puede asociar un nudo o enlace J<. Más 
aún, si G es una gráfica plana signada y Gd su gráfica plana signada dual, entonces existe un diagrama 
de enlace D tal que G = Gin(D) y Gd = Gºu'(D). A saber: · 

2.3.10.1. Sea G una gráfica signada y plana, el método que seguiremos para asociarle un nudo o enlace 
es el siguiente: 

2.3.10.2. Dibujemos una "x" en el centro de cada arista de G. 

2.3.10.2.1. Para ejemplificar lo anterior veamos la figura 53. 

+ 
Figura 53. 

2.3.10.3. Por cada punto final de cada una de estas "x" dibujemos una curva que siga por las aristas 
de G, sin cruzar aristas de G, hasta encontrar un punto final de un vecino "x" (este vecino puede ser la 
misrna "x") y sin cruces de estas nuevas aristas salvo en su punto de intersección, es decir en Ja "x". 
Siguiendo con el ejemplo (2.3.10.2.1): 

:U--~--A 
+ 

Figura 54. 
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2.3.10.4. Continuando este proceso para cada "x", obtenemos la proyecdón regular de un nudo pero 
sin inforrnación sobre cómo van los cruces. 

2.3.10.5. Dada la proyección regular de un nudo podemos bien colorear con a lo más dos colores las 
regiones en las que ésta divide al plano, ver (2.3.7). Elijamos la misma convención que en (2.3.7.1) para 
colorear dichas regiones. Siguiendo con el ejemplo (2.3.10.2.1): 

A + 
' 

' 

' 

+ 

Figura 55. 

2.3.10.6; La: convención para asignar el tipo de cruces, negativo o positivo, a la proyección regular de 
un nudo es la siguiente: 

+ 

Figura 56. 

2.3.10. 7. Asibri1ando los cruces negativos y positivos a la proyección regular que obtuvimos en (2.3.10.5), 
tendremos un diagrama regular de nudo K asociado a la gráfica signada G. Siguiendo con el ejemplo 
(2.3.10.2.1): 

A--
Figura 57. 
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2.3.10.8. Ahora tenemos G gráfica plana signada y Gd su gráfica dual plana (es decir fijamos un 
encajamiento plano). 

Entonces hay un método más sencillo que el anterior para encontrar un diagrama de enlace D tal que 
G = Git'(D) y Gd = Gº"t(D). A saber: 

Tenemos dibujadas G y Gd en el plano. Veámoslo en el ejemplo siguiente: 

d e.e : 
0-- ------. , ... --..... , ,t,.;,.-....... .. ....... 

~ 'f"--, ........ , ,, 

/~1 ',\.~ r \ • / 
' I ' "--\ I 1 
'-. I J ...... _ ,' 

-+ .... _"!:._ ... 

Figura 58. 

• 

1.-Ponemos una "x" en cada cruce de una arista de G con una de Gd: 

-- .... -----...... ....._ .,,,..- -, .. p--......, ' 
, r-, ' ' 

, I '-."\'-t-{ ~ \ ..... * .... ··--=--· ' ' ...... _.. 
\ / 1 
'-., I / - ,,. 

+ +-,,,. 

Figura 50. 

2.-Seguimos el método anterior para dibujar las aristas y asignar signos. Entonces del ejemplo resulta: 

Figura 60. 
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Observación 2.3.11. No toda gráfica 4-regular es plana, y por lo tanto no toda gráfica 4-regular es 
proyección de un nudo o enlace. 

Ejemplo: 

Figura 61. 

2.3.12. Proposición. Sean D un diagrama regular de nudo o enlace J( y G 1"(D) y aout(D) las 
gráficas interior y exterior asociadas a D. Entonces existe D' diagrama regular de nudo o enlace K' tal 
que D y D' son equivalentes, satisfaciendo Gi"(D) = aout(D') y aout(D) = Gi"(D'). 

Demostrar.ión. 
Sea D un diagrama regular de un nudo o enlace K. Asignemos la coloración de (2.3. 7.1) para las 

regiones de D, entonces las regiones blancas serán las regiones exteriores de D y las regiones negras serán 
las regiones interiores de D. Elijamos un arco o de D que esté entre dos cruces c 1 y c2 y que limite con 
la región no acotada de D, como ejemplo de lo anterior veamos figura 62. 

Ejemplo 2.3.12. 

Figura 62. 

Usando movimientos de Reidemeister del tipo II ver (1.4}, agreguemos cuatro nuevos cruces en o. Sea 
et' el arco que se obtiene de o como en la figura 63 a). 

Recorramos D pasando o' por cada uno de sus cruces, esto lo podemos hacer usando movimientos 
de Reidemeister. Observemos que o' cambia la coloración de las regiones de D, siguiendo con el ejemplo 
2.3.12 veamos la figura 63 b). 
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Figura 63. 

Sea D' el diagrama regular equivalente a D que se obtiene al recorrer D pasando el arco cr.' por cada 
uno de sus cruces hasta que n' no lo intersecte en nuevos puntos y al deshacer los bucles de a, entonces las 
regiones interiores de D son regiones exteriores en D' y viceversa. Siguiendo el ejemplo 2.3.12. tenemos 
la siguiente figura: 

Figura 64. 

Verifiquemos que G'" ( D) = Gº"1 (D') y G 0
"

1 (D) = Gi"(D'). 
Sea G la sombra de /\, por (2.2.3.0) sabernos que G es una gráfica 4-regular plana, entonces podemos 

proyectarla en la esfera 5' 2 e IH:3 , de esta tnanera sus regiones en 8 2 son discos. Asociemos a D su gráfica 
interior Gin(D) y su grúfica exterior Gº"1(D) en 8 2 , para la construcción de éstas ver (2.3.8) y (2.3.9). 
Cada tllHl de las aristas que 1111e11 los vértices de Gi"(D) y Gº"t(D) está bien definida por los discos en 
8 2 que represeutau las regioues iuteriores y exteriores de D. Elijamos un arco de círculo ele D que esté 
entre dos cruces de tal forrna que pasa11do esté detrás de 8 2 C IR:3 , deformemos D a D'. Siguiendo con el 
ejemplo 2.3.12, 
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.,,,,-------...... 
/.... ...., 

( ', 

..... __ _ 
Figura 65. 

\ 
\ 

1 

-- \--
' 1 
.1 
1 

1 
I 

Al deformar D a D' con el arco de círculo que elegimos notemos que la gráfica interior y exterior 
asociadas a D son las mismas gráficas asociadas a D', por lo tanto G'n(D) = aout(D') y Gº"t(D) = 
G;,,(D').• 

Resurniendo: Si tenemos I< un (nudo o) enlace, tenemos definidos los siguientes: 
l.- Diagrama ele K, D = D1<, ver (1.3.1). 
2- La sombra ele Dg (o de K), G := G;, ver (2.2.3.0). Y su gráfica dual, éJd, ver (2.2.1). Éstas se 

utilizan para definir: 
3.- Las gráficas signadas interior y exterior ele DJ<. Ejemplo: 

K: D: 

~ 

Figura 66. 
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2.-

D: C.: 

t?- t?-· 
Figura 67. 

2'.- éit nos da una bicoloraci6n de las regiones de D. 

D: 

Figura 68. 

3.-

C'"(D): C-(D): 
- + 

+ CJ-8 
+ 

Figura 69. 
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Capítulo 111. Equivalencia de Goeritz. 

3.0. Eu este capítulo se dctnostraréÍ que las 1natrices laplaciauas asoCi3.das a las gr<í.ficas interiores y 
exteriores de diag;ramas de 11udos o e11laces cquivale11tes so11 Goeritz conbrruentes. 

3.1. Para lo auterior 11eccsitan1os de las siguicutcs defiuiciones. 

Definición 3.1.1. Llm11aremos a u11a matriz e11tera i11vertible U, con detU = ±1 matriz unimmlular. 
Bjeutplo.~: 

u= [ ~ , der. U l. 

[ 1 o ~ 1 ] , det U = l. U= o l 
1 

u~[ 
±1 b12 '113 '11,. 

l o ±1 '123 h2u 

, detU =±l. 

o o ±1 bn-ln. 
o o o ±1 

Definición 3.1.2. Sea k un campo y IV/ E i'vf,.(k) matriz den x n con coeficientes en k. Supongamos 
que 1H tie11e la sib'"l.liente forma:. 

[ 

A'/1 

M= ~ 
o 

E11to11ces dire1nos que A/ es la suma directa rfo i\11 , ••• ,A,!,. En este caso se denotará, M = A-11 (f) ••• ffiM,. 

Definición 3.1.3. Sca11 A. y 13 1natrices e11teras de ta1nafio n x ·11. y ·1n x rn, respectivatnente. Diretnos 
que A y /J so11 Goeritz cortfJT-itentes si existe11 r E N, r 2: n, 111., matrices diagonales co11 e11tradas en 
{O, 1, -1 f, Ll. 1 y ~2 de ta111aiio (r - n) x (',. - n) y (r - 1n) x (r - n1.), respectivamente y u11a 1natriz 
1111it11odular U d" tamaiio 1· x 1·, tales que: Ll. 1 $A = U(Ll.2 ffi B)U'. Do11de Ll. 1 Ea A denota la nmtriz de 

r X r' '3. 1 HL4 = [ * 1 ~~ J. 
Bjemplos: 

A [ ; ; g] 
2 () 3 

-1 

-1 
4 
3 
1 

A y /3 so11 Goeritz co11grne11tes pnes, 

u~[ 
o o o o l ·'º""º'u~ o 1 o o o 

si () 1 1 o o 1, Ll.1 
u -1 o 1 o 
o () o 1 

3G 

-1 
3 
2 
1 ~ l 

-1 
o 

o 
] y -1 



~2 = [-1]. Entonces,~. EB A= U(~2 EB B)Ut. 

3.1.4. La congruencia de Goeritz es una relación de equivalencia. 

3.2. Recordemos de (l.4.3) que si D y D', son diagramas regulares de nudos o enlaces K y I<' respec­
tivamente, y se puede obtener D' de D aplicando un número finito de movimientos de Reidemeister a D, 
entonces D y D' son equivalentes, esta equivalencia se denotó por D ~ D'. 

Teorema 1. Sean D y D' diagra?Tlas regulares de nudos o enlaces K y I<' respectivamente, tales que D 
y D' son equivalentes, entonces L(Gin(D)) es Goeritz congruente a L(Gin(D')) y L(G0 ut(D)) es Goeritz 
congruente a L(Gº"'(D')). 

La demostración de este teorema se verá más adelante. 

Como cousecueucia del Teorema l y de (2.3.12), tenemos el siguiente: 

Corolario l. Sea D un diagrama regular de un nudo o enlace I<. Entonces L(Gin(D)) y L(G0 ut(D)) 
son Goeritz congruentes. 

Derrtostración. 
Por (2.3.12), existe D' diagra?Tla regular de enlace tal que D ~ D', Gin(D) = aout(D') y aout(D) = 

Gi"(D') y por el teorema 1, L(Gº"t(D)) = L(Gin(D')) es Goeritz congruente a L(G'n(D)).• 

También usando el Teorema 1, se demuestra ·el siguiente teorema: 

Teorema 2. Sean G una gráfica plana signada y Gd la gráfica signada dual de G. Entonces·L(G) y 
L(Gd) son Goeritz congruentes. 

Demostración. 
Sean G una gráfica plana signada y Gd la gráfica signada plana dual asociada a ésta;.ver (2.2). Por 

(2.3.10.8), podernos construir D diagrama regular de nudo o enlace tal que G = Gin(D) y Gd ='= aout(D) 
y por corolario l, se tiene que L(G) y L(Gd) son Goeritz congruentes.• 

Coroht.rio 2. Sean G una gráfica aplanable signada y G 1 y G 2 dos aplana?Tlientcis de G. Entonces 
L(Gí1) y L(G~) son Gocritz congruentes.• 

Ejemplo: Por Corolario 2 y por el ejemplo 2.2.2.2, 

Figura 70. 

son Goeritz congruentes. 
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3.2.1. La siguiente pregunta serla: ¿Existirán diagramas regulares de nudos que no sean Goeritz con­
gruentes? La respuesta es si. 

Ejemplos: Los siguientes diagramas regulares de nudos D y D' no son Goeritz congruentes. 

a) D: 6 D: o 
b) D: 

Q) 
!Y: cm 

c) D: D: 

GD o 
Para demostrar lo anterior, necesitaremos de lo siguiente: 

3.2.2. Sea A = (aij) una matriz entera e invertible de tamaño n x n. Definimos G A el grupo abeliano en 
n generadores (g1 , ••• ,!In) que satisfacen las siguientes relaciones: Para toda i E {1, ... , n }, ¿:;3 ª•i9i = O. 

[ 

au 
Es decir, ; 

llnl 

En la literatura a G A se le denota también como G(A-1 ). 

Ejemplos: 1) Sea A= [ !i --;_1 
] . Entonces GA = Z 3 • A saber, 

2g1 - g22 ] . 
-g1 + g2 

Entonces, g2 = 291 Y 391 = O. 

2) Sea A = (-2). Entonces G A = Z 2 • 

3.2.3. Observaciones: O) Sea A matriz entera e invertible. Entonces el grupo G A no cambia al hacerle 
a A operaciones elementales de renglones y columnas. Esto es porque el grupo abeliano definido por un 
conjunto ele generadores y relaciones no cambia al hacer las siguientes operaciones: 

O . .l) A un generador (a una relación) le sumamos una combinación lineal de los (las) restantes. 
0.2) Cambiar el orden ele los generadores (de las relaciones). 
0.3) Multiplicar por -1 cualquier generador {cualquier relación). 
Estas operaciones están definidas por la composición de las siguientes matrices: 



o 

±1 

o 

Por lo ta11to, si Pes tilla matriz unimodular (ie., P = M 1 • • • IVft, con M; E {E1 , Ei, Ea}), G PA e! G A. 

JV!ás mí11, si Q es matriz uuimodular, entonces G PAQ ~ G A, pues Q [g1, ••• , !Jn]T = [!Jl, ... , u;.JT es sólo 
1111 carnbio de variable. 

Ejemplo: Sea A - [ ; ~ J y A [ ~~ J [ g J . Es decir, el conjunto de relaciones de 

G;1 es {r1 = rtfJI + b!J2, r 2 = c!J1 + rl!J2}. Ahora, sea a E Z, tommnos el conjunto de relaciones 
{ r 1 + ar:!, r 2 } , que está definido por la matriz: 

[ I l]"[a 
O 1 e 

b + arl J rl . 

i) Sea A matriz e11tera e i11vertible, ento11ces GA es u11 grupo abeliano finito. 
ii) Sea .4 1natriz entera, 110 11ula, simétrica, entonces existe U matriz unimodular tal que U AUT = 

[O] Ef) .-1, co11 A 1natriz i11vertible (entera, simétrica). 
iii) Sea11 .4, 11 matrices e11teras, 110 nulas, simétricas y Goeritz congruentes. Sean A, B tales que 

U X.uT = [O] r!) .-1 y U' HU'T = [O](!) 13, c:olllo en (ii). Entonces A y B son Goeritz congruentes. 
iv) Sea A 111atriz <!lit.era, sitnétrica e i11vertiblc. Sea .ó. tnatriz diagonal cou entradas cu { 1, -1}. 

E11t.011ces los grupos (iA y G'~wA so11 iso111orfos. 
v) De hl!d10, la defi11icic111 (3.2.2), se puede cxtcuder a 111atriccs enteras, sirnétricas, uo neccsaria1nente 

i11vertihles. Sea .4 1natriz e11tera, 110 nula, sitnétrica, c11to11ces existe U u1atriz unhnodular tal que U AuT = 
[O],,, x,,, r¡, .-1, c:o11 .-1 matriz iuvertible. Sea G(A] el grupo definido por los renglones de .4, al igual que en 
:-1.2.2. E11to11c:"s G[.:\J = Z"' l!l G,i. Si .4 = [D]nxn, entonces G[AJ = Z". Por lo que podernos definir G,1 
como la pan" d., trn·sicí11 de G[.4]. Ento11ces si .4 o¡6 [O], se tiene que Gx = GA y G¡o( ={O}. 

I )f~uto ... tntei ,;u: 

i) Es co11oc:ido que existen P, Q 1natrices u11ünodulares tales que PAQ =: D = rlia!J(ri1, .•. , rl,.) es 
diago11al. Corno .-1 es iuvertihlc, Vi rl; o¡6 O. Por (O), se tiene que G,1 es isornorfo a GPAQ· 

ii) Corno"" (i), sean P y Q unimodulares tales que PAQ es diago11al, entonces 

, -1- [ e [) ] 1 e . "b s QT -1 R [ R11 R12 J / .· Q = 0 0 
, done e es mvert1 le. ea P =: . = n

21 
n

22 
• 

E:11touces C/r.:tQ = HP .4Q = [ ~~: g g ] . Como QT AQ es simétrica, R21 C = O; más atín, R 11 C es 

i11Yerti ble pues su ra11go y el de A so11 el mismo. 
iii) s., sigue de que la congruencia de Goeritz es tra11sitiva y las tres parejas A y A; B y 13; y A y B 

son parejas de utatrices Gocritz coug:rucutes. 
iv) s.,a ~ 1uatriz diago11al de eutraclas en { l, -1}. Vemnos qué relaciones del grupo G 6 mA ge11era 

~= 

() 

o 

o 
o 

-J l [ !JI l [ !JI l . No agregan nada a GA.• 

Um -om 
Co11 lo m1tedor se demuestra la si¡,,rttiente proposición. 

3!) 



:.S.2.4. Proposición: Scau A, Í] ruat.rices cut.eras, sitnét.ricas y Goeritz congrueutes. Eutouccs los 
grupos de torsión G,1 y G¡¡ de G(A) y G(ll), respectivmne11te, son isomorfos. 

Dm11ostracióri: Co11 Ja 11otació11 de (iii), Sl! tim1e que A y /3 son Goeritz congruentes. Entonces existeu 
JV 111atriz uni111odular y .ó. 1 y .ó., matrices diagonales co11 e11tradas e11 {O, 1, -1} tales que W(.ó. 1 ©A) ¡,¡;T = 
.ó., Fj-; f3. 

Por (v), podernos supo11er que las matrices .ó. 1, .ó., tie11en entradas sólo en {l, -1}; por (iv) y (O), 
c:..i :::::'. GA,ro...t y c;F:l ~ aó2í0H·• 

Bj<!111TJios: Sean D : Q 

Sean L 1 

i-\l1ora, 

[ l l 

~] [ 2 
o l -1 
o o ...'.... f 

: ] [ 2 -2 
o -2 2 

-1 
2 

-.1 

][ 1 

[ !1 
-1 

-1 
2 

-1 

y La 

-1 ][ l 
-1 l 
2 

o ] [ o 
o 

D: 

o 
-1] -1 , 
2 

L(Gin(D)) =(O). 

o o ] [ o o o ] 1 o o 2 -1 
o l o -1 2 

o ] . -2 

Por lo tanto, por los ejemplos en (3.2.2), se tiene que D, D~ D no son Goeritz equivalentes. 

De hecho, en la proposición anterior vale el si y sólo si. 

Teore1na (KP]: Sean A, B matrices enteras y simétricas. Entonces A y B son Goeritz congruentes si 
y sólo si G,i """Ga.• 

Dernostración del Teorema l. 
Hecordemos del capítulo 1 que dos diagrarnas regulares D y D' son equivalentes si y sólo si podernos 

cambiar IJ y IJ' usando un rnírnero finito de rnovirnientos de Reiderneister. Entonces para la dernostra­
ciü11 del 'l\~ore111a 1, 11os hasta a11alizar cóu10 carnbian las gráficas asociadas a dos cliagrarnas regulares 
equivalm1tes D y D' y sus respectiwts matrices laplacianas (ver 2.1.6) aplica11do un solo rnovirniento de 
Heid.,111eistf!I'. 

Becordm11os (Y<ff ejemplo e11 la dc111ostració11 2.3. l.2), que las regiones interiores de D se pueden ver 
co1110 r<~~iones exteriores y viceversa, aclararnos esto por las desiguacioues arbitrarias que hicirnos de las 
ro~io11es para la dt~rr1ost.ració11 siguicutc. 

3.3. Movirniento de Reiderneister tipo I. Sean D y D 1 diagramas de nudos o enlaces tales que 
/J 1 Hl! ohtimw de D aplic:mdo a éste 1111 movirnionto de Reidemeister del tipo l. 

/,m;tl/meute D y D1 se ven de Ja siguiente forma: 

D ..... -.. 
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Donde el cruce marcado así l) puede ser positivo o negativo y la parte sombreada corresponde a las 
regiones interfores y la blanca a l~ regiones exteriores. 

Ejemplo 3.3. 

D·· ······p· 

o) 
Se analizarán los cambios en las gráficas interiores y exteriores y en sus respectivas matrices. laplacia­

nas. 

Caso 3.3.1. Veamos primero las regiones interiores. Numerémoslas 1, ... , n. D, D 1 , (;;in(D) y Gin(D
1

) 
lucen localmente de la siguiente manera: 

p: 

1 
• 

1 
• 
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Observaciones 3.3.1.1. i) La gnífica i11tcrior Gi"(D1 ) que obtendremos teuclrá uu vértice me11os, el 
vértice l. 

ii) La arista que tt11e a los vértices J y 2 e11 Gi"(D), desaparecerá e11 Gi"(D
1
). 

1) Por (3.3.J.l. i), E(Gi"(D)) = {1 .'.:..'.. 2 , ••• } y E(G1"(Di)) = {:?~J•···}, con j E {2, ... ,n}. 
2) Por (3.3.1.1. i), L(Gi"(D1 )) te11dní u11a columna y un renglón menos que L(Gi"(D)). 
3) 1 ~ 2 desaparece cu Gi"(D1 ), c11to11ccs a~ 1 = r.t22 - sgn( 1 ~ 

2
). 

Las rnspcctivas matrices laplaciauas so11: (clepe11die11do del tipo de cruces + ó -) 

r ±l 

:¡:I o 

~,.. J ::¡::I ft22 rt23 

L(G;"(D)j = o rt23 rt33 fl3n 

o fl2u fL311 í.lnn 

[ 
rt22 :¡: l fL23 

ª'" ] L(G;"(D1 )) = a2a rt33 lt3n 

íL:?n rtan "nn 

Sea U la 111at.riz eutera de n. x n, COll det U = 1, dada por: 

rt 

o o 

n 1 o 
U= o 

o o 

Eur.011ces U L(Gir'(D))U1 es la siguie11te matriz: 

l '\ () () 

o 1 rt22 :¡: 1 tt2a ª"n 
() rt2a fL:J:J 

~'ª" ' 
() fl".?.,, fL:Ju. flun 

Por t.a11to Ul-(G1"(D))U 1 = .ó. 1 EB L(Gi"(Di)), cm1 .ó. 1 = [±1]. 
Co11clui111os por el awílisis del caso 3.3.1 que L(Gi"(D)) y L(G1"(D¡)) so11 Goeritz congruentes. 
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Caso 3.3.2. Ahora analicemos las regiones exteriores. Numerémoslas 1, ... ,ni. 
D, D 1 , aout(D) y G 0 ut(D1 ) lucen localmente de la siguien_t13 manE!ra: 

6 

G'"' (D): 
+ 

CY 

.o,:]) 
. . . . 

1 

Observaciones 3.3.2.l. i) El lazo en el vértice l desaparece en aout(D1). 

Observaciones 3.3.2.2. Sean L(Gout(D)) = (a1p)lp y L(Gºut(D1)) = (a~q)rq· 

1) Por (3.3.2.1. i), E(Gºu
1
(D)) = {i ~ 1 , ... } y E(G0

" 1(D1)) = {1 "; ,."'1, ... }, con k E {2, ... ,ni}. 
2) Por (3.3.2.1 i) y (2.1.6.1), L(G0 ut(D1)) y L(aout(D)) son matrices iguales. 
Las respectivas matrices laplacianas son: 
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Sea U' la matriz identidad de n x n, 

r o n U'= r 1 

o 

Entonces U'L(Gº"t(D))U1t = L(G0 ut(D1 )). 

3.3.3. Continuando con el ejemplo 3.3 tenemos lo siguiente: 

]) : 
·~ 

º~
. 
~-, . .. . - . 

p: . 
a.:i • 

~ ~D . 

Gº,;. (JJ) : 

3 

2~ 
~ 

o '~ !JE) 

a'~(;DiJ: . 

A_ 
s~!l 

+ 

. G ... ' (D.,): 

i ~ 2 es positiva entonces obtenemos lo siguiente: 

L(G'"(D)) ~ [ 

1 
-1 
o 
o 
o 

-1 
3 

-1 
o 

-1 

o 
-1 
o 
1 
o 

o 
o 
1 
o 
-1 

~l] o 1 

-1 
2 
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[ 2 -1 o -1 

l L(Gin(D1 )) == -1 o 1 o 
o .... 1 o -1 

.::.1 o -'-1 2 

[' ·º o o 

!1 u~ t 1 o o 
o 1 o 
o o 1 
o o o 

Entonces L(Gin(D)) y L(Gin(D1)) son Goeritz congruentes. 

Por el caso 3.3.2 obtenemos lo siguiente: 

L(Gº"t(D)) = L(Gº"1 (Di)) = [ -.} !2 J, con U'= [ ~ ~· J. 
Entonces L(Gº"1 (D)) y L(G0 " 1 (D 1 )) son Goeritz congruentes. 

3.4. Movimiento de Reidemeister tipo II. Sean D y D2 diagramas de nudos o enlaces tales que 
D 2 se obtiene de D aplicando a éste un movimiento de Reidemeister def tipo II. 

Localmente D y D2 se ven de la siguiente forma: 

"]),..: 

Donde los cruces de la izquierda en D tienen signos opuestos, la parte sombreada corresponde a las 
regiones interiores y la blanca a las regiones exteriores. 

Ejemplo ~·.4. 

D: .D2= 
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Se analizarán los cambios en las gráficas interiores y exteriores y ei1 sus respectivas. matrices laplada-_ 
11as. 

Caso 3.4.l. Veamos primero las regiones interiores. Numerémoslas 1, ... ,n. D, D 2 i Gin(D) y Gin(D2 ) 

lucen localmente de la siguiente manera: 

ó 

J): 

CE~
-~~;i·.· .. ::· ~~ 
--~~ + - :-.·~¡- ~ ...... . 

G'"(D): 

Observaciones 3.4.1.1. i) Notemos que la gráfica interior Gin(D2), que obtendremos tendrá dos 
vértices menos que Gin (D), el vértice 1 y 2 desaparecen. 

ii) La arista que une los vértices 1 y 2 y la arista que une los vértices 2 y 3, tienen signos opuestos. 
iii) Los vértices adyacentes al vértice 1 en Gin(D), serán adyacentes al vértice 3 en Gin(D2 ) y las 

aristas múltiples que unen los vértices 1 y 3 en Gin(D), se convertirán en lazos múltiples en Gin(D2 ). 
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Ohscrvacioues a.4.1.2. Srnt11 /, (Gi"(D)) = (rt¡;)iJ y¡, (G;"(D2 )) = (rt~ 1 ). 1 • 

1) Por (3.4.1.1), E(Gi"(IJ)) = {1 ~ 2 ,2 .'.:..:.:1,i º";¡, ... }y E(Gi"(D2)) = {:1 o; 4 ,:1 o; r,, •.• }. 

2) Por (3.4. 1 .1. i), /, ( Gi" (/.J2 )) t.im1e dos re11glo11cs y clos c:olmrmas menos que /, ( Gi" ( D)). 
n n 

:1) Las aristas l ~°.!.'".!.~a desaparecen Cll c..;iu(D2). Por tauto, a) 1 = - L fl.Jj - L ª3J· 
J=·• i=" 

4) Por (3.4.1.1. iii) n\ 1 = "' 1+2 + rt:1 1+2 y n~ 1 = "•+2 1+2 co11 2 :S s :S n - 2 y 2 :S t :S n - 2. 
Las respectivas matrices laplacia11as so11:(depe11diendo del tipo de cruces + ó - ) 

- Lj'=:J ª11 ± 
:¡::I 
fl.13 

fl¡.¡ 

fL¡ 11 

[ 
"'" "'" - L-J=·I ll.Jj - L-j=4 rL3¡ 

n1-1 + aa.1 

"·In + fLan 

:¡::1 r.t13 

o ±1 
±1 -íl13 - :L:j= .. ªªJ ::¡:: 1 
o 

o 

'-Lt •I + '-'34 

ri., .• 

f.L.Jn 

f.L3.1 

fLln + aan l 
ª·In 

Unn 

a1-1 

o 
(.l3.1 

a.1.1 

"~ .. ] 
fl3n 

<L.J71 

<Lnn. 

Sea U, la matriz ele (n+ l)x(n+l) COll det.U1 = :¡::l, dada por: 

() 

;1: 

u, u 

o 

o 

E:11t.011ces U 1 

() 

:i:+ 1 _,, 
() 

() 

() 

Sea 1~".!.a 

r 

r¡ 
1 2 

±1 :: o o o .. 
::¡:: ¿:; "'J + 1 o o 

J=•I 
o ±rt14 o o 

() ±rt1n o o 

([1) EfJ /,(G;"(D))) u,1 es la matriz siguiente: 

(J :i:+I -r¡ o 
() -1 o .. 

-1 "'" ± 1 - ¿:; fL]j - 2:: o 
J=•I .. .. 

(J o ¿:; fLlj - ¿:; ªªJ 
J=4 J=4 

o o n1.1 + ªª" 

() o "In+ f.l3n 

o 
o 
o 

a¡.1 + a.34 

ª·•·• 
U4n 

o 
o 
o 

ª•In 

() o () o 

] , 1,. """"',. do p ocm u <ad óu do 

() o 1 o o 
() () o o 
() () () o (n+l)x(n+l), 

() () o o 
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/':!:i . (l.11 ((1) ffi D(Gi"(D))) Uf)· P2:1 es la matriz siguiente: 

:1:+ 1 - '7 o o o o 
" :1:+1 -q :r.2 ± 1- E rJ.1) - 2z -1 o o o 

J=4 
o -1 o o o o 

" " o o o - ¿: í1.1j- ¿: í1.3j íJ.14 + íJ.3.1 f.LJn + f.L3n 
j=•I J=4 

o o o íJ.J•I + íJ.3.1 r.L.14 f.l.-tn 

o o o <LJn + fL3n <L.an '-l.nn 

.. 
Si t = :i:

2 + L - ¿: a 1J - 2z y :i: = q - 1, tendremos los siguientes subsubcasos: 
J=•I 

Snbcaso 3.4.1. a). Si t es in;par, tenemos lo siguiente: 

Sea U2 la matriz de (n + 1) x (n + 1), con det U2 = -1 dada por: 

1 o o o o o 
o 1 (1 + t)/2 o o o 
o l (t - 1)/2 o o o 

l.12 = o o o 1 o o 
o o o o J o 

o o o o o 

E11to11ces U2 · (P23(1/1 ([l) Ea L(Gi"(D))) Ut}P23) · 1/2 1 es la matriz sibri.1iente: 

o o o o o 
o -1 o o o o 
o o o o o 

n .. 
() o o ¿: a1; - 2:: "3J íL l •I + íL3.1 f.Ltn +.<.Lan 

J=·I J=·I 
o o o ftJ •I + íl3.¡ rt.14 r .. i.in 

o o o rt1 n +flan "'·In fl.nn 

l! = l.12 · P2:1 · U1, con detU =::¡:l. 

Snbcaso 3.4.1. b). Si tes par, tenemos lo siguiente: 

Sea U 3 la matriz de (n + 1) x (n + 1 ), co11 clet 1/3 = -1 dacia por: 

-1 -t/2 o o o 
1 -L -t/2- l o o o 
-1 o 1 o o o 

Ua = o o o 1 o o 
o o o o 1 o 

() () o o o 
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- 1 o-
o -1 
o o 
o o 
o o 

o o 

~¡ = [ g 

Caso 3.4.2. 
n1anera: 

ó 

o cí - eº - ----- o 
o o. o o 
1 o o o .. n o - ~ a13 _e¿; 

3=4 -j=4 
aa; aí4 +aa4 a1n +aan 

o a14 +a34 a44 a4,. 

.. 
o a1n.+ asn ª·ha. r..Lnn 

-1 '·o_ yU'=Ua·P2a··U¡,detU'=::¡:l. 
o º]- - -
o 1 - -_ --

Las regiones 1 y 3 son iguales. D, D 2 , Gi"(D) y Gi"(D2 ) lucen localmente de la siguiente 

G'"())): 

2~~ 
~ 

+ 
Q 

G'"( .D) : 

2C» ·G'"(D,_): 

49 



Obscli-mciories 3:4:2.i. i) Ohscrver11os que las dos aristas que 1inei~ las· vé;;tices -1 ·;;· 3- y: 2, e11 Qin(D), 
r.ic11c11 sig11os opuestos y éstas desaparece11 en Gin(D2 ), por tanto las-rrÍatrices laplacianas s011 i¡.,'1.tales. 
Las respectivas 1nat.riccs laplaciaua.s sou las SÍb,rttieutes: ., 

.. _· ¿:; fLlj o fLJ •I f.L15 

L(G;"(D)) 

.i=4 
o 

fLt •I 

<Lt ú 

f: f.LJJ 
i=·I 

fL] tl 

o o 
" o -n1.1- ¿:; fl4j 

i=5 

o f1.45 

o 

íLJ.1 .. 
-rt14 - 2: r.L4J 

j=5 

f.L.1n 

o 
f.L45 

n 
-a1s - a.is.- L: fL5j 

j=O 

<1.tn 

n-1 
-lttn - -L:·ajn 

i=" 
Sea U la matriz de (n + l) x (n + l) con det U = l, dada por: 

u~[f 
1 r¡ 

n 
l y o 
o 1 o 
o rt¡.1 1 

o fLJ,, o 

E11to11ces U ((l] (f-) L(G;"(D))) U 1 es la matriz sib'ltiente: 

o o o o 
11 

o ¿ "•i () n1.1 í.Lt n. 
;i=·I 

o () o o o 
" () tt¡.¡ ll -fLJ•I - ¿:; "·•i ª·•n. j=ú 

() ft¡ u o 
n-1 

ft.1n -<l.1n - E Uju 
J=•I 

[ 

o o o o 

l 
o o o o 
() 1 o o o 

Sea r~2:i o o o 1 o la matriz de permutación de (n + 1) 

() () () o 
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a1n 

o 

n-1 

-r..i1u - L: fl.ju 
J=•I 

X (n + l), 



1 o o o o -o o -----,-

ó 
--

ó o 
n 

o o - E a13 a14 U¡n 
i=4 

•n 
o o U14 -a14-- E a43 a4n 

-3=5 

n-1 
o o U¡n U4n -a1n - E ªin 

i=4 

[<l. o _] o o· 
U'= P23 ·U, con det U'= -1. 
Concluimos por el análisis del caso 3.4.1 y el subcaso 3.4.1.1 que L(G'n(D)) y L(G"'(D2 )) son Goeritz 

congruentes. 

Caso 3.4.3. Ahora analicemos las regiones exteriores. Numerémoslas 1, ... , ?n. 

D, D2, Gº"t(D) y Gº"t(D2) lucen localmente de la siguiente manera: 

ó 

G<ilL(D): 

o 
1 
• 

Jl'. 
/. .. 

cfi.j .. 
~> 

~-= 

G .. 'C.D): 

o 

;DJ.: 

1 
• 

Pa.: 

~e 
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Observaciones 3.4.3.1. Las aristas que unen a los vértices 1 y 2 en aouL(D) tienen signos opuestos y· 
éstas desaparecen en Gº"t(D2 ). 

Observaciones 3.4.3.2. Sean L (Gº"L(D)) = (ars)rs y L (Gº"L(D2)) = (al.k)i.k· 

1) Por {3.4.3.1), E(Gº"t(D)) = {1 ~ 2 ,2 ~ 1 , ... } y E(Gout(D2)) ={1 a; 2,1 o; 3 , ... }. 
2) Ya que 1 ~ 2 y 2 ~ 1 desaparecen en Gº"t(D2 ) y tienen signos opuestos, entonces L (Gº"t(D2 )) y 

L (Gº'"(D)) tienen el mismo número de renglones y columnas y son iguales. 
Las respectivas matrices laplacianas son: 

Sea U la matriz identidad de n x n, 

o 
1 

o 

Entonces U L(Gº"t(D))Ut = L(Gº"t(D2)). 
Concluimos por el análisis del caso 3.4.3 que L(Gºut(D)) y L(Gº"t(D2 )) son Goeritz congruentes. 

3.4.4. Continuando con el ejemplo 3.4. 

G°"'(])j: "f 

-@ 
2 ... :5 
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Por el caso 3.4.1 -obtc11ernos lo sigufonf.c: 

[l 
-l o o 

!} o 1 ó o 
f,(G 1"(D)) = 1 _3, l l 

o J -2 o 
o 1 o ___ -3 
o o 1 -2 

l 
-J o o o o q o 1 o o o 

/,(G;,.(lh)) = o o -3 1 2 
o o l - -2 o 
o o 2 o -3 
o o o 1 1 -2 

[~ 
r¡- l L 1 

fl.F_.~ [j 
o o o 

o o o l 2 l l l o 1 o o o o 
l z o o o J o o o o o 

U1 1 o l o o o o 1 o o o 
o o o 1 o o o o 1 o o 
o 1 o o 1 o o o o J o 
o o o o o o o o o o l 

Si :i: =o y z = I entonces t = -2. Por el subcaso 3.4.1. b) obtenemos lo siguiente: 

-1 -2/2 o o o o 
-1 -2/2 - 1 o o o- o 

-1 o 1 o o o o 
Si t es par, Ua = o o o l o. o o 

o o o o 1 o o 
o o o o o 1 o 
o o o o o o l 

Por el s11bcaso 3.4.1. b), concluimos que L(G"'(D))) y L(G1"(D2)) so11 Goeritz conbrruentes pues 
t.e11e111os lo siguie11ta: 

//'([I] (-j? f,(G'"(D))U{)U" = 61 Ef.) L(Gir'(D2)), COtl 61 = 

y U' = U:i P:?.3 ll1 , c011 det. U' = -1. 
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- -

Para las gráficas exteriores obtenemos, 

;1 =~]. 
-1 4 

Por el casó 3.4.3 concluimos que L(G0 ut(D)) y L(G0 ut(D2 )) son Goeritz congruentes, pues tenemos 
lo siguiente: . 

o 
1 
o 

3.5. Movimiento de Reidcmeistcr tipo III. Sean D y D3 diagramas de nudos o enlaces tales que 
D 3 se obtiene de D aplicando a éste un movimiento de Reidemeistcr del tipo III. 

Localmente después de girar los diagramas D y D3, éstos se ven de la siguiente forma: 

/.:. 

/ ... 
/ "· .. ···- ... , . . 

Donde el cruce marcado () puede ser positivo o negativo y la parte sombreada corresponde a las 
regiones interiores y la blanca a las regiones exteriores. 

Ejemplo S.5: 
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Observemos que el movimiento de Reidemeister de-tipo III y su inverso se ven localmente igu~Jes, 
pero con las regiones sombreadas y blancas intercambiadas~ Por lo tanto basta analizar los ·cambios en 
las gráficas interiores y en sus respectivas ~atrices laplacianas. 

Caso 3.5.1. Numeremos las regiones interiores 1, ... ,n y supongamos que las regiones 
distintas D, D 3 , Gin(D) y Gin(D3 ) lucen localmente de la siguiente manera: 

6 

J>-.i' 

:::X;· .. f.; 
.. :. <:¡: '. ·~ : . 

. ~:: ··+ • 

/ 
..... , 

: ·: 2:: =. ·." 

-;p .. : 

~ .. ··:.·.:. 
I • e• • .·• ~ ...... ': .. "'• 
-~--- ""-"--
/:" •;_--.·~ 

1, 2, 3 y 4 son 

Observaciones 3.5.1.1. i) Notemos que la gráfica interior Gin(D3 ), que obtendremos tiene un vértice 
menos que Gin (D), el vértice 1 desaparece. 

ii) La arista que une los vértices 1 y 4 y la arista que une los vértices 1 y 3, tienen signos opuestos en 
Gif'(D). La arista que une los vértices 2 y 4 y la arista que une los vértices 2 y 3, tiene signos opuestos 
en Gin(D3 ). 
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Observaciones 3.5.1.2. Semi L(Gi"(D)) = (nk1h1 y L(Gi"(Da)) 

1) Por (3.5.1.1.i), E(G;"(D)) = {1 ~ 2 ,i '" 4 ,1 ~3, ••• } Y 

E(Gi"(D3)) = {2 o;ª'ª a; ·1•2 o; ·l•···}· 

2) Por (3.5.1.l.i), L(Gi"(D:i)) t.icme mm columna y u11 renglón menos que L(Gi"(D)). 

3) 1 ~ 2 es re1nplazada en G'n(D3 ) por dos aristas, 2 ni 3 y:.? 0 3 .1, entonces, ai 2 = a23 - S.'}ri.(2 °Í 3 ) 

y "~:1 = rt2.1 - Hf/1L(2 "~• .1) y por (3.5.1.1. i) se tie11e que "~t = ri22 - syn(1~ 2 ). 

'"I) ''ª que 1 ~ 3 es rmnplazada por dos aristas, 2 °'1 3 y a o;., en Giº(D3), entonces, n~3 
.~y11.(:. n; .1 ), y por (:l.5. 1. 1. ii) "~2 = rt:13 + S!Jn ( 1 ~a)· 

5) 1 ~ .1 es rcn1plazada por dos aristas, 3 o; .1 y 2 º~ 4 en G'n(Da): entonces rl33 = "·M - S[IIL (1 ~.a)+ 
S!f/l.(a n; ·l) + Hf/1t(2 o; ·I ). 

Las respectivas 1natrices lapladanas son: (dependiendo del tipo ele cruces + ó -) 

:¡: l ±1 -1 o o 
±1 fl22 rt23 rt:M f..t:,?5 f.L!,?n 

-1 ft2:J fL3:J fl34 fl.35 f.l.3n 

L(G;"(D)) = l ft:.M fL3.1 fl .•. , (t.¡5 f.L.:&n 

o fl:,?!j ft:Hi rt.15 f.l55 r.t5n 

() "2n rt3n fL,Jn flfin f.Lnn 

fL";!."2 ± rt23 - "2·1 + 1 a2r; 

fL:.?:~ - rt33 ± 1 fL3.1 :¡: 1 í.L35 

l..(G;,'(fJ:i)) = 
rt2.1 + ,,,,.. :¡: 1 "·l·l ± 1 ª·•5 

rt2r, fL35 lt.15 í..L55 

Sea U la matriz de n x n con clet U = 1 ciada por: 

U= 

() o 
1 o 

:¡:) o 1 
±1 o o 
() o o 

o () 
o o 
o o 
1 o 
o 

() 0000 

o 
o 
o 
o 
o 

E11t.ouces U L(Gi"(D))U1 es la siguiente matriz: 

:¡: 1 ll () o o o 
() fL:.!2 ± ft:J:l - fL~M + 1 rt2& tt2n 
() fL:Ja - ft3:¡ ± fL34 =¡= 1 a:m ªª" 
() fL:.M + ft3.1 :¡: fL .•.• ± 1 rt.15 rt.1n 

() fl2r. rt:u:; fL45 fLñfi r.t51, 

() fl"..!.11 rtau ft.1n '-Lfiu flnn 

a2n 

aan 

ª·•n 
asn 

í.Lnn 

Por lo tamo, u D(Gi"(D))U' = Á1 m L(Gi"(D3)), COll Át = (:¡=l). 
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Caso 3.5.2. 
rnanera: 

ó 

Las regiones 3 y 4 son iguales. D, D 3 , Gin(J:J) y,Gir•(D3 ),lucen localriiente de la siguiente 

G"'CD9); 4a3 

- .. 
1 

2. 

G;,..9(P): of•S 

+ 
:1 

2 

rd\ 
-\J+ 

2. 

G;"(D,.): 

Observaciones 3.5.2.1. i) Notemos que la gráfica interior Gin(D3 ), que obtendremos tiene un vértice 
menos que G'n(D), el vértice 1 desaparece. 

ii) Observemos que las dos aristas que unen a los vértices 1y3=4, tienen signos opuestos en Gin(D) 
y las dos aristas que unen a los vértices 2 y 4 = 3 tienen signÓs opuestos én Gin(D3 ). 

Observaciones 3.5.2.2. 1) Por (3.5.2.1.i), E(Gin(D)) = {1~ 2 ,¡ ~ 3 =4 ,¡ ~ 3 =4 , ••• }y E(Gi"(D3)) = 

{ '2 o; 3=·1 ''2 .:_~_ 3=•113=4 a; 3=4, ···} · 

Sea11 L(G'" (D)) = (ahk)¡,k y L(Gi"(D3)) = (a~t)st. 
2) Por (3.5.2.1. i), L(Gi"(D3)) tiene una columna y un renglón menos que L(Gin(D)). 

3) 1 ~ 2 es remplazada en Gin(D3) por dos aristas, 2 ~=4 , 2 ª~ 3 =4 , por (3.5.3.1.ii) se tiene que 
a~ 1 = rt22 - sgn (1~2). 
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4) Ohte11emos llll lazo, :l=·I o; :l=·I e11 Gi"(D3). 
Las respectivas tnatrices laplacia11as sou: (depe11diendo del tipo de cruces + ó -) 

[ ±• 
:¡=J o o 

~ .. ] :¡= 1 rt22 fL23 rt25 

o ft2:1 fL33 ft35 ft3n 
L(Gi"(D)) = o rt25 fL35 fl55 rtsn 

o rt2n '-"an ftún <.Lnn -~ 

[ l 
ª22 :¡= l fL23 rt2ü r.L2n 

ª:rn ft33 <L35 '-l.an 

l,(G;,. (/.Ja)) íL25 fl35 ft5r; r..tsn 

<L2n fl3 <L5 flun 

3.5.2.3. Sea U= (u.iJ);· obtemlremos una matriz U'= (11;,.1)m1 dacia por las entradas de U como sigue: 
Borrauclo las e11tradai( U.m.i co11 1 $ m. :5 n, sumando las siguientes: 
u[" = 11:11 + 11.11 si l :5 l $ 3 y 11;1 = .,,3 t+t + 11.1 1+ 1 si 4 $ l :5 n - .1, y para las demás u¡1 = 11;¡. 

Sea U' la matriz que se obtie11e de la tnatriz U del caso 3.5.l dada cotno eu 3.5.2.3. Entoces U' es la 
siguieute matriz de (n - 1) x (n - 1) c011 det U'= 1: 

[ ' 
o o o 

n 
.1 1 o o 

u'~ ~ 
o o 
o o 1 

o o o l 
U' L(Gi11 (D))U 11 es la siguie11te rnatriz: 

[ ±• 
o o o 

'~" l o rt22 =F 1 f.L23 fl.25 

o ft23 ªªª rt35 rtan 
o a:.m a35 <L55 <tsn 

o fl2u ªª" fl.5u fLnn 

Por lo ta11to, U'L(Gi"(D})U11 = ~ 1 EB L(Gi"(D3 )), co11 ~ 1 = [±1]. 
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Caso 3.5.3. Las regiones 2 y 3 ó 2 y 4 son iguales, y los diagrrunas D,, Da lucen localmente de la 
::;iguiente manera: 

ó 

En este caso, los cambios en las gráficas y sus matrices,laplacianas ,son los mismos que en el caso 3.5.2, 
pero permutando los renglones y las columnas correspondientes a lso vértices 2 y 4. 

Caso 3.5.4. Las regiones 2 y 3 ó 2 y 4 son iguales, y los diagrama lucen localmente de la siguiente 
1nnuera: 
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<p, .. 

-~· ·/:_ . 
. :·· .: . .. +-/: ··.> .. : 
·.:·._'.· / ~ --~ . 

.. · /.·_·.-- - ··:·:.~ 
·· . . ::.~:~ ~ ·: :.· , 

o 

G'n(.o): Gª~ LDs)~ 

4~ 
-t-1.)-4-

532 ~· 
':l. 

Observaciones 3.5.4.1. i) Notemos que la gráfica interior Gin(D3 ), que obtenernos tiene un vértice 
menos que Gi"(D), el vértice 1 desaparece. 

Observaciones 3.5.4.2 Sean L(Gin(D)) = (ai¡);¡ y L(Gin(D3)) = (aí,k)hk' 

1) Por (3.5.2.1. i), E(Qin(D)) = {1 ~2=4•1 ~2=4•1 ~3•···} Y 
E(Gi"(Da)) = {2=·1 a; 3>2=•1 o; 2=4>3 a; 2=4>""} 

2) Por (3.5.2.1. i) L(Gi"(D3 )) tiene una columna y un renglón menos que L(Gin(D)). 

entonces a\ 1 = a22 - (sgn(¡ ~ 2=4 ) +sgn(1 ~ 2=4 )) + sgn (2=4 °';a) 
(sgn (a o; 2=4) + sgn (2=·1 n; a)). 

3) 1 ~ 2= 4 y 1 ~ 2 = 4 son remplazadas en Gin(D3) por tres aristas, 2=4 o; 
3

, 3 a; 2 =
4 

y 2=4 a; 
2

=
4

, 

( a' ) ' . + sgn 3-=. 2=4 Y ª12 = a23 -

4) Ya que 1 ~ 3 es remplazada por dos aristas, 2=4 a; 3 y 3 a; 2 = 4 en Gin(D3 ), se obtiene lo siguiente: 
ª~2 = a33 - sgn(1 ° 3 

3 ) +sgn (2=4 a; 3 ) + sgn (3 a; 2 = 4 ). 

Las respectivas matrices laplacianas son: (dependiendo del tipo de cruces+ 6 -) 

[ 

::¡:l 
±2 
::¡:I 
o 

o 

±2 

r 
a22 ±4 
<L23 ::¡: 2 

a2s 

f..L2n 

o 

asn 

a23 ::¡: 2 
a33 ± 1 

f.L35 

~2n j a3n 

asn 

~nn 

E:j 
Unn 
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3.5.4.3. Sea U= (u 1v) 1 , obtendremos una matriz U' = (u~drt dada por las entradas de U como sigue: 
Borrando las entrad~ ur4 con l $ r $ n, sumando las siguientes: 
ufu = 1121 +u..,, si l $ t $ 3 y uf!t = 112 1+1+u4 1+1 si 4 $ t $ n - 1 y para las demás u~1 = Urt· 

Sea U' = (11~ 1 )r 1 la matriz que se obtiene de la matriz U del caso 3.5.1 dacia como en 3.5.4.3. Entoces 
U' es la siguiente matriz de (n - 1) x (n - 1) con det U' = 1: 

[ f l 
o o o 

n 
l o o 
o 1 o 

U'= o o 1 

o o o l . 

U' L(Gin(D))Ult es la siguiente matriz: 

[I 
o o o o 

1 

ª22 ±4 a23 ::¡: 2 a25 a2n 
a23 ::¡: 2 a33±1 aas aan 

a25 Ua5 a55 a5n 

a2n aan ªsn ann 

Por lo tanto, U' L(Gin(D))U1 t ;= .ó. 1 Ea L(Gin (Da)), con .ó.1 = (::¡:1]. 

Caso 3.5.5. Las regiones 2, 3 y 4 son iguales y los diagramas D, Da, Gin(D) y Gin(Dª) lucen localmente 
ele la siguiente manera: 

Observaciones 3.5.5.1. i) Notemos que la gráfica interior Gin(D3 ), que obtenemos tiene un vértice 
menos que Gi»(D), el vértice 1 desaparece. 

ii) Dos de las aristas que unen los vértices 1 y 2 = 3 = 4 tienen signos opuestos en a•n(D) y en 
Gi"(D3 ) son lazos para el vértice 2 = 3 = 4. 
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ObscrVitcioncs a.5.5.2. 1) Por (3.5.3.1.i), E(G'"(D)) = { 1 ~ 2 = 3=4 ,1 ~ 2=3 =·••' ~ 2 =3 =4 , ••• }y B(G'"(D:i)) 

_{ 2=a::;:;::tl ~ 2=:1=·1 ,2=!1=·1 c.t~ 2=3=4 ,2=3=4 o; 2=3=4, ···} • 

1) Por (3.5.5.1), L(Gi"(D3 )) tendrá una columna y un renglón menos qüe L(G'"(D)). 

2) 1 ~ 2 =3 =4 ,1 ~ 2 =:i=·• tienen signos opuestos en G'"(D), entonces por (3.5.5.l) a~ 1 = a 22 -s!Jn ( 1 ~ 2 =3 =4 ). 

Las t·espect.ivas 1natrices laplacianas son: (dependiendo del tipo de cruces) 

r ~, ±1 o .. :. l ::1:: l fL22 rt25 

r,(Gi"(D)) o f.L25 (L55 r.L5ti 

o r.L2n asn fLnn 

[ 
'"22 ::l= 1 fL:.?ú r.t2n 

l r,(Gi"(D:i)) = 
r.t25 í.L55 <.Lsn 

a.211 fL5n fLnn 

3.5.5.3. Sea U= (n;j)ij obtendremos una matriz U'= (11; 11 ,)ml ciada por las entradas de U como sigue: 
(3onn11do las entradas 1lrn3 y las entradas 11.m·I con 1 $ n1. $ n, smnando las siguientes: 
u~1 :::::: u 21+·1131+11,11 si l = 1 y 11~1 =11.31+2 + 1L.1 1+2 si 2::; l $ n - 2, y para las detnás uii = u.;3. 

Sea U' la 111at.riz CJue se obtiene de la 1natriz U del caso 3.5.l. dada como en 3.5.5.3. Entoces U' es la 
siguiente wat.riz de (n - 2) x (n - 2) con cletU' = 1: 

' 

r , 
o o 

=F 1 1 o 

U'~ ~ o 1 

() o r l 
l:':t1to11ces U' L(G"' (D))U 11 es la siguiente matriz: 

r ~, o o .. :.. l o <L22 ± 1 ''2s 
() fL25 (l.55 <tsn 

() fL2u ''5u <Lnn 

por lo t;rnto, U'L(c;i11 (D))U" = ó. 1 Ea L(G'"(D3 )), con ó.1 = [=FI]. 
C<>Hclui111os por el análisis de los casos 3.5.1, 3.5.2, 3.5.3, 3.5.4 y 3.5.5 que L(G'"(D)), L(G'"(D3 )), 

IJ(Gº"1 (D:1)) y IJ(Gº"'(IJa)) sot1 Goerit.z congruentes. 
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3.5.6. Continuando con el ejemplo 3.5, tenemos los siguiente: 

D: 

- --- - -, ........ 
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[ ~1 
-1 -1 o 

¡ J. 
-1 o o 1 

r.,(G;;'(D));,,,; 
1 - o --~2 o o 
-1 o o o l 
o 1 o 1 -2 
o J J o o -2 

l ~· -1 J +l -3 ~l o 
L(Gi"(D:i)) = -1 l -1 i 

1 o 1 -2 
1 o o -2 

Por el caso 3.5 . .l obte11et11os 

u~ [ ¡ 
o o o o 

n 1 o o o 
o 1 o o 

-1 o o l o 
o o o o l 
o 1 1 o o 

L(Gi"(D)) y L(Gi"(D:1)) so11 Goeritz congrue11tes ya que U L(G¡,.(D))Ut = [1] E0 L(Gin(D3 )). 

L(Gº"1 (/J)) = [ ~3 

[ 

5 

L(Gº"1 (Da)) = . - 2
_­

-2 
- - .::..1-

-3 
-2 

~-2 

3. 
o 
-1 

Por el caso 3.5.2 obtcmetnos 

[ 

l o o 

u= o .1 _º o o 1 
o o o 

~I l 1 ' 
l -. 

~ ] ' 
-2 

-2 
o 
J -11 -1 

l ' 
l 

IJ(Gº"1 (/J)) ~- f,(Gº"1 (D3 )) son Goeritz congrue11tes ya que U L(Gº"t(D3 ))U1 = [l]E0L(Gº"1 (D))ES[-1]. 
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