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I. Introducción 

Eu Ja vida cotidiana Ja.s redes est.üu pn·st~ntt~~ por to<hLo.; partPs. B_<•des clt~ctrie;L"i nos 
proporcionan luz en nuest.nL'i ClL'ins. BeclPs t<~l«~fclniea . .., no!' pcrrnit<~u cornunicar no stllo 
en nuestras cornunidadcs Jocnlt~s, sino en todo el país y a cualquier parte del n1urulo. 
La red de carrctcrlL"i, Ja red del ruet.ro, así cor110 hL'i redrs de sPrvirios de ac•rolíne<L~ 
nos proveen la runucra dt~ viajar de un lugar a ot.ro. Las recfp~ clt~ con1putadonL"ii hau 
carnbiado Ja fornia en <JU<~ co1uparti111os la iufonuadcJu, Ja ruarwra t•n qut~ dirigirnos 
negocios e incluso nuestra vida personal. 

En algunos de cst.os cjcrup)os, .v 111uc:hos ni:i..o.;, d<':-;Pa111os 111ovf'r al~una eutidad (en. 
1110 clcct.ricidad, sciinlcs, persoua.s, vehículo:-;, produc·tos de roustuno, datos, rn<·nsajes 
etcétera.) de un punto a otro y q1u•n•rr1os hacer esto tan pficit•nte11u.·11t<• corno spa po
sil>le. Dichos ejemplos involucrnn problemas, 111od1•lados corno 1111 problt•ma cfp flujo 
en redes, donde se pretende r11axirui:1.ar el <'ll\'ÍO <fp Pllt idadr-s dP un pu u to a otro en 
la red. En particular, a esta cllL'-'e se le! de11or11ina Prohlc·n1a de Flujo i\l1ixir110. 

Dado un prol>lcrua, un algc>rit.1110 µ.eru;rico nos proporciu11a 1111a P.st rat<·gia J.!.«'fl<'ral 
de solución para el prohlerua, siu detallar alg1111os uu;todos involucrados t~ll Ja solu
ción. La clave de disertar un algoritrno g-enérico co11sistt• «'11 idt•ntificar los nu;todos 
que generalizan la solució11. 

A partir de un nlgoritrno genérico, la cspecifiraeicju de sus uu;todos proporciouaní una 
especialización del algoritmo. El objl'tivo de 1111 algoril 1110 ge111'rico es proporcionar, 
n partir de él, diferentes algoritmos (cspPcializacio11<'s) qu<' sol11cio111'11 un 111ismo pro
blema con la estrategia general propuesta. 

Este enfoque genérico facilita tanto la justilil'acicin como t•I diseiin de nlgoritmos, 
ademá.., de que el cálculo del desempeiio compulacional de lns algoritmos resulta me
nos com piejo. 

El problema ele /lujo ma.'\'.llllO en redes co11sislt' c•n c11viar el mayor flujo posible a 
lo largo de una red. Los algoritmos que resueh·t•n cstl' prohlt•11Ht se puede11 cla.,ilicar 
e11 dos tipos: 

(1) los algoritmos basados en rutas aumcutantl'S y 
(2) los algoritmos basados en la estrategia de P111p11jt•-prPll11jo 

Para cada una de estas clasificaciones presentaremos 1111 algoritmo genérico. 

A lo largo de este trabajo iremos presentando tamhic'n t$pecializacioncs de los algorit
mos genéricos, las cuales justificaremos y calcularemos su descmpeiio computacional 



1nc11cionando adcnuis sus vcnt.ajn. .. 'i y desv<"ntaja.s. 

El objetivo de este trabajo es que sirva co1110 1uaterial de apoyo cliclcictico ¡u1ra cursos 
avanzados del Aruilisis de? Redes tanto a nivPl lit'Pnriat.ura c·o1110 a uivc•l posAraclo. f-:stc
document.o est1I. basado principalmc11t.c en los lihros "Network flows: Tlll'ory, Algo
rit.hms, ancl Applicntions", Almja, ll.K., l\lagnati, T.L. y Orli11 .• J.B. p]; y "Applietl 
ami Algorithmic Graph Theory", Chartra11, G. and Oell1•rnm1111. ll. [21 

El presente trabajo esLIÍ orga11izado en la sig11i<·11t<' forma: 

E11 el Capítulo 1 mostramos 1111 pa11orama g<'111•ral dPI prohl<'11m a <'Sltrcliar. 

En el Capítulo 2 se da 1111n brc\'" i111rodu<"ei<·m al :\11;í)isis el<' algori1111os <'I .-11al .,s 
parte fu11clamc11tal ele l'Slc trabajo ya que .-on li;L~<' "" PI alllílisis d<'I ¡><'or d<' los ca
sos se cornpara la eficiencia de los algorit1uos prPSt"ut.ados. E11 P!"tt• 1uis1110 capitulo 
recordarnos algunos conceptos y clcfi11icio1u~s de 'rt•oria dt• Ht.•dps las euah·s nos ayu
danín a la co111prcnsii>n dr.I tPxto. Una vez dc•finiclos rstos cu11n·ptos, pn•st.•11tan•11H1s Pi 
problcn1n dP Flujo ~'híxitno y dar('tllOS los SllJHH'Stos sobn• lus cuales va111os a trabajar. 

Eu C!) Capítulo :3 se presenta uuo dp los tP<JrP1tH1s fu11da11u•11t alt.·s para la ~lt.·oria cit.' 
flujo en r"clPs, d Tcon•ma d1• Flujo :'vli\ximo - Cort<' :\li11i1110. Dura11tl' la d<'mostral'iti11 
de este teorPllH\ sr <lcclucc un algorit1110 qur rPsUPlvP rl pruhlt.•111a dP flujo tuüxitno. 
tal algorit1no es analizado y su cotnplt.•jidacl t.•s t.'akulada. 

En el Capítulo ~I se preosentn el algorit1no gPtu;rico dP Hutas .-\11111t·nta11tt."!-l y trPs dt." 
sus especializaciones. Cada uno de estos algorit111ns sPnÍ dPscrito con dt•talh~. ad.-nHi.."" 
de ser analizados y de calcular su dt•sc1npefio co1111n1tacio11al. 

En el Capítulo 5 mostramos el <>nfoque dl' los algoritmos d<' t•mpujl' - prdlujo. Como 
inicio, pn~se11ta1nos y nnaliza111os el algorit1110 ~c·uc;riro dP prt.~tlujo. Lo antc·rior nos 
llc\·aní a la prcsPnt.nción de sus <!spc~cializaeionrs las cuah·s la111hit.'•n son dPtalladas, 
analizadas y para tocias ellas se dctcnnina su desPrnpPÜn co111p11La<·ioné1l. 

Al final y con ba .. o.;c cu este trabajo co11cluirt•1tHlS quP los al~orit 111os ha .. -;.ados en l'l en
foque df' prPflujo son nuis eficientes <¡lit.' Jos algorit111os hasatlos en rutas antnentatttt's. 

Paralclanwnte a la. elaboración de este doc:11111r.nto se rt.•alizú, t.•n una hoja d~ l·álcu
lo, la sirnulaeión de los algoriunos descritos durantt~ cstP t.rahajo. ·ral lu•rratnienta 
pretende mostrar cómo trnl>ajnn los algoritmos. En el Capítuh1 G pres1•11tamos talC's 
si1nulaciones. 
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1. Panorama General 

El problema de /lujo 1wiximo p1wcle •wr planl<•aclo de la sig11i1•11tt• forma: En una r<'d 
con capacidades <!11 los arcos, querctnos <~nviar tanto flujo c:o1110 Sl!a po:.;ihlP entre dos 
nodos especiales, un nodo origen ·' y 1111 nodo destino t, sin c•xel'der la capacidad de• 
cada arco. Existen varios algorit.111os para resoh•c-r el problPtna dt• flujo 11uixi1110 los 
cuales se dividen en dos t.ipos: 

l. Algoritn1os de rutas ;1111ut•1Jt.ant<l.'-i: suporu•n la <·ons••r\·aciúu d.- flujo t•u 
cada nodo de la red l'XCt>plo l'll el nodo origpu y PI uodo dPst ino. Estos 
nlgoritrnos van enviando flujo a lo largo dt~ rutas C(Ut' van clPsdP PI nodo 
origen al nodo destiuo. 

2. Algoritmos de c111p11jc - pref/ujo: estos algorit111os sulin· sal urau la n·cl 
ele t.al fonna. que algunos nodos tieneu <'Xcraso <'11 etapas it1tPn11Pdia ....... Estos 
algoritrnos liberan flujo incrcn1e11talrne11te desde los 11odos <~on PX<:Pso. ya 
sea hacia el nodo destino {hacia adclnnlt~) o al nodo ori~l'll (hacia atni....,). 

Para cada una de estas clasificarioues prC'sP11t.an'1nos 1111 alJ!.orit 1110 J!.t•1ti•rieo. 

El algoritrno genérico de rut.a._<.; autnl'ntantcs PS el algorit.1110 111:is int uili\'o para n·solver 
el probletna de flujo tn;:ixirno, siu e1nbargo, ,·ere1nos q1u~ tic.'IH' li111it aciotu•s eo111p11t a<·io
nalcs irnportantcs. La cornplejiclad ele este algorit.1110 (•S JHH'<> at ral't i\'a t'll la pniet.ica 
para problcrnas con capacidadt's 1uuy graneles y, adP1nci.s para prohlt•nuL-., con l'apaci
daclcs irnicionn/<?S el algorit1no podría eon\·prgt•r a una solucit°Jn 110 <)pt irna. 
Con hase Pll l'St.as li1nitacio11Ps 111ostrarrtnos rnétoclos qlll' st• han clPsarrollado con al
guna .. "" adecuaciones que buscan tllt'jorar PI dc.se1npt~1io dPI algorittno gPnt~ril·o d<' ruta."'i 
aumcnt.antcs. Es posible 111<•jorar PI tiempo de <'jc•.-nción dc•I al~orit1110 gen,;ri.-o d<· 
rutas aun1entantcs. En gt-nt'ral. considcrarc1no!-i las siguit.•nt<·s idt•tL": 

l. A11n11•11t.ar flujo en grandt•s cant.idm!C's. 

2. Litnitar el t.ipo de rutas que pueden ser ntilizathL" Pll cada a11111P11to. 

Co1uo ,·cre1110.s, el algorit.1110 gpnérico de rutas aunu'ntantPs ¡uu•dp llPgar a srr 1nuy 
lento porque podría ejecutar 1111 gran nthnero de aumentos c·m·iando en cada uno de 
ellos un flujo de valor 111uy pcc¡uc.-10. Esto sugicrt.' una est ratt'gia para rnejorar rl algo
ritn10 de ruta .... " aun1cntantcs: atuncntar flujo a tnl\·és ele una ruta de tal fonna que(') 
aunu~nto sea uuixin10, con esto t~l rnintcro de ;:nuucntos rt'stantt>s S<'ria rPlat.iva111entr~ 
peqncüo. El a/gorir.mo de rutas a11111c11ta11tcs de 1111ixi11rn c<1¡mcicl:td utiliza esta idea: 
sicrnprc au111cnta flujo a lo largo de rutas con la nuixin1a c:apariclad. 



En este trabajo n1ostrare111os una variac1011 dl' est<~ algorit1110 cuyos auruent.os de 
flujo son a través de rutas que pcrr11ita11 1111 a11111e11to suficiPtJtl'llJt'llff! J{I'11tult\ no 11r
ccsariarncntc el nu.Lximo 1 el cual tarnbi<~n se PjPcuta l'll un t.iPrnpo clel 111isr110 orden 
que el anterior, aderná.s es nuís fiícil de i111plt~1nentar. Est1~ alg,orit.1110 es conocido coruo 
algoritmo de capacidades escalables. 

Otra estrategia que discutircrnos para rnejorar 1~l algorit.1110 de ruta __ .., aut11Pnta11tes 
es una irnplcrnentación que es tot.alrnent.e i11d1~p1~11dicnt1~ dP la capacidad de los arcos. 
Por eje1nplo, restringir la elección de rutas por las cuales aunH•uta1nos flujo, sie1nprP 
au1ncntar flujo a. través de una ruta 11uís cort.a dPsde PI nodo ori~c-n al nodo destino, 
definiendo ruta nuís corta corno una ruta. dirigida que consiste del 1nc11or tuhnt•ro <lC" 
arcos. Si aun1enta1nos flujo por la ruta nuis corta, l'l ta111aiio de cualqui1•r ruta uuis 
corta o se rnant.icne igual o se incrcrnenta. Adetniis, en 111 au111cntos, donde 111 es t•I 
n1ín1ero de arcos en la red, el tn1na.fio de la rut.a tná .... corta es st•guro que se incrPnu~ntr. 
l'a que ninguna ruta tiene nuí..,,;,; de n - 1 arcos, dondr- ri es PI uünu•ro de nodos en la 
red, este resultado garantiza que el n{1111cro de au111pntos PS a lo nuis (11 - 1 )111. A f'sl.t• 
algorit.1110 lo lla1na1nos: algorit1110 ele rut.a .. o.; auuu•utJuJtt•.s uui.. ... cortas. 

Una vez analizadas estas rncjora.s al algorit 1110 gl'nt;rico dP rutas aurncntanlPs, ex
plicarctnos dcta1Jada1ucntc el otro tipo de al~orit.1110, que PS nui....,, n•cienft\ conocido 
cotno algorit111os ele cuipujc - pre/lujo. Este ha surgido co1110 la tt"·cnica nui..._. poderosa 
tanto teórica canto cornputacionaltnl'nt.P para la solución de prohh·nu\S de llujo nHixi-
1110. El algoritmo de empuje - flujo usa la si~uit•nt.t• idea: 

Tener flexibilidad respecto al principio de co11spn·ación ele flujo durante p:Lo;os in
termedios del algoritmo, lo qne implica qu<' eada cambio de flujo no 11ecesaria111<•11te 
significaría un au1nento que inicia en el nodo origen y tennina en t>I no<lo destino. 

A.unquc este nlgorittno identifica la ruta nuis corla, no t>nvía flujo a lo largo de rutas 
del nodo origen al nodo desti110, e11 su lugar, <'11\"Ía flujo por arcos i11clividualt•s. Por 
lo que el algoritmo logra u11a rapidez superior a la obtenida por cualquiera de los 
algoritmos de rutas aumentantes. 
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2. Conceptos Básicos 

En este capítulo vcrerr1os una introclucci6n sobre el Aruilisis dt.' alAorittnus PI cual e.s 
fundamental para este trabajo, también cll'finircmos y cxplil"an•mos alguuos conceptos 
básicos de la teoría de redes los c11alrs nos scrvinin para facilitar la comprensión dt'l 
texto. 

2.1. Análisis de Algoritmos 

Un nlgorit.1110 es un conjunto de regla._-; o iustruc<"iont•s hit>11 delinidas para n•sol\'l'r 
un problcnta pa .. c;o a ptL."iO <'U un tiP111po finito. Por un proh/t•1ua nos rt!fl'rin1os a 
una cuestión a resolver; por ejemplo ••l probl<•ma dl' !lujo m:iximo, el probl••um cl1• 
ordenamiento, el problema de lnísqueda, el proh!Pma d•• ruta rrnis corta. Un problc
rna gencrahncntc posee panírnct.ros por Pjcrnplo, para t'I prohlPllH\ dP luisquPda los 
pariímetros sou el elcment.o a buscar y la lista dondl' buscar. 

Un cjcn1plar es un caso particular dP los pani111etros, PS dt•cir, son datos Pspt'cíficos 
para todos los ¡mnímct.ros <lcl prohh•ma. Entonn•s. un 1rl~orit1110 rrsuph·•· un problema 
P si cuando lo aplicarnos n cualquier Pjf'nlplar dP [>. p) algorit.1110 garantiza Pncont rar 
una solución para />. 

Ejemplo. Consiclcrcmos el problema d<' ••rwont rar Pl máximo Pl•·m••nto dr un nrnjunto 
ele ntírncros . . ~\ continuacui>n defi11an1os fon11ahuP11tt• <'Slc prohlP111a. 

Problcn1n: E11conlrar el 111Axi1110. 

Dado un conjunto S de 11\'11ncros rcalP:-i, con S no varío y finito. Encontrar .z: E S 
tal que para toda y E S~ x 2:: y. 
Parátnctros. S un conjunto no vacío y finito de ulinien1s n•al<~N. 
Alguno~ eje111plarcs para este problPIIH\ son: 

E 1 = {3Í4, 2,27, 318. !132} 

Er = {500, 1,25, 1!176,30) 

Complejidad de los algoritmos 

Gcnr.raln1cntc estamos interesados en l~ncontrar los algorit 111os nuis "'eficientes'' para 
resolver 1111 problema. En este trabajo nos basaremos en el tiempo ele ejecución del 
algorit1no corno la rnétricn para detcnninnr su pficicncia. 

El 111ímcro de pasos que ejecuta un algoritmo podría ser diferente d<' un ejemplar 
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a otro <lel mismo problema. Por lo que un nlgorit1110 podría rPsolvt•r, algunos ejc111-
plares "buenosº de manera rápida rnic!ntras que algunos otros t-jP111plan•s u1nalos,. 
los resolvería torniindosc má..c.; ticrupo. Con esto, surge la pn·~unta: ¡,cl'>1110 pod(•1nos 
seleccionar el mejor algoritmo de entre todos los algoritmos que ws1wlv<'n un mismo 
problcrnn? Para. contestar a esta pregunta, en PSt(~ trabajo, utilizarPrnos lo que t•n la 
literatura se denomina: 

A111í/isis del peor d" los casos. EstP arnilisis provee una rota su¡><'rior para ••l 
ntítncro de pasos que un algoritruo put•de npc·Psitar para eualquiPr PjP111plar 
del prohlc1na. En este atuílisis se cuenta PI nü111l'r<J 11uixi1110 dl• pa .. o..;os posihh .. s; 
en consecuencia ofrece una garantía t~H PI 1uírru•ro dl· JHL">os qtttt un al~oritruo 
ncccsitani para cualquier cjernplar de uu prohh•nH\.. 

Utilizando cstu análisis tencnios que uu algorittno es 111Pjor que otro si n•quien• nu•uos 
número ele pasos para resolver el problema en l'l peor dl' los casos. El arnilisis dl'I JH'or 
de los casos tiene In desventaja de pcrrnit.ir que l'jcruplnn·s upatohl~iC"os" dPtt'frtliIH~ll 

el tiempo de ejecución de un nlgoritrno, a1in euando Pstos Pjetnplan•:-i st.~an t>xt n•nuula
tnentc raros en la práctica. r\ pesar de cst.a dPSVPntaja. t>StP ancllisis PS PI 11uis rornün 
para medir el tiempo ejecución de los algoritmos. 

El ticrnpo que requiere un algoritrno para rPsol\'Pr un prohll•rna. al cual lla11HuP111os 
también tiempo de ejecución del algoritmo, dPpP1tdr tanto de la naturalt·za romo dd 
tarnnño de los da.tos de entrada, cjcrnplart.•s gratules n•quiPrPn nuis t iPtnpn. Divt•rsos 
ejemplares del mismo tamaiio pueden requerir difen•nt" t il'mpo d<•liido a la vari<·dacl 
entre sus datos. 

Una función de complcjic/;id para un algoritmo, 1•s una función snbrl' .. 1 tamaiio del 
ejemplar y especifica el tiempo máximo quP neeesita el algoritmo para n•solvt•r cual
quier ejemplar de un problema de un tamario dado. E11 otra.~ palabras. la función 
de complejidad mide la razón de crecimi1·nto del t.iPmpo de soluciún 1·11 h:L~•· al in
crctncnt.o en el tarnnño del cjc1nplar. Nos referirPn1os a Psta funcit',11 c.lP cn111plPjidad 
simplemente como la complejidad o clcscm¡><'lio compur11cio1111/ dt•l algorit mu. 

Para definir la complejidad de un algoritmo de n1>u1<•ra rrnis t•ornpll'ta. dt•scrihin•mos 
la not.ación "0 grandc11

• 

Definición 2.1 Se dice que un algoritmo se ejecuta cu tiempo O(/(n)) si para alg1in 
flltmero real positivo C y Ufl entero 110 negativo 110, e/ tit"Tl]JO rt:C/Ut:rido ¡mr d algorit
mo, digamos g(n), cumple: 

g(n) $ e. f(n) pan1 toda 11 > 110 . 

Se escribe y(n) es O(J(n)) y se dice que /(11) es una cota superior pam 9(11). 
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Auuque hemos menciouado esta definició11 en términos de un simple parámetro 11, 

que es el tamaño del ejemplar, podemos irworporar f1íci1111e11t.e la definición ele rrnís 
parátnctros. 

Por cjctnplo, para una gráfica con n vértices, 111 arcos y costos sobre los arcos, el 
tiempo de ejecución de u11 algoritmo podría depender clt• "'· 11, U, dondt• U es una 
cot.a superior para el costo de cualquier arco y lo denotaríamos eomo O(y(n, rn, U)). 

La cotnplcjidad ele un algorit1no es una cota sup<'rior sohn~ su t iP111po de ejecución 
cuando los valores de n son n1uy grandes. Esta caraeterístil·a l'S just.ificahlt• ya qul' 
uucstro interés cst¡i enfocado en el co111porta111iento dl! los algorit111os cuando el ta
nuulo de la cut.rada de los datos es grande, porqur esto det<~rniina los li1nitr.s ele la 
aplicabilidad del algoritmo en la pnictica o la implantación d1•I mismo cu una com
putadora. 

La notación O grande sola1ncntc indica el ténnino nuis do111iua11te l'll PI til'rnpo <h• 
ejecución, porque para valores de n. suficientt.~n1cnte grandes, los t t~nninos con una 
razón de crecirnicnto rnenor llegan a sPr insignilicantes. Por Pjen1plo, si PI t ie111po de 
ejecución de un algoritmo es lOOn + 11 2 + 0.000111 3 , entom·1·s para t.oda 11 ~ 100, el 
segundo término domina al primer término, y para toda 11 ~ 1 O, 000, el t.etTPr tt'mino 
domina al segundo término. Así pues, la complejidad de !'Sil' algoritmo es O(ri3

). 

Algoritmos con tiempo de ejecución polinon1ial y expouencial 

En años reciente se ha aceptado In idea dP que un alg:orit1no PS •1bue110" si su corn
plejidad para el peor de los casos está acotada por una función polinomial sobre los 
panimetros del problema, es decir, una función polinomial dP ri, m y log U. Tales 
algoritmos son llamados algoritmos de> t icm¡'° de ejcc11ció11 po/i110111i11/. 

Algunos ejemplos de cotas de tiempo ch• ejecución polinomial son O(n2 ). O(r11ri). 
0(111 + n log U), O(mn log(n2 /m)) y O(nm + 112 log U). Notemos qm• log 11 esta aco
tado polinorniahncntc porque su razón de crecin1icnto es Ill("llnr que 11. 

Se dice que un algoritmo tiene tic•mpo de• c:iecucicíIJ cxpo1J<'1Jci11l si su tiempo de ejecu
ción en el JH"or de los casos crece co1110 una funcit.)n que no ¡na~dt• ser polino111iahnc~ntc 
acotada por el tamaiio de la entrada. Algunos ejl.'mplos dr cota.~ de tiempo exponen
cial son 0(11U), 0(2") y O(n!). Obse,·emos que nU puede no srr acotada por una 
función polinomial de n y log U, U podría ser una función rxponencial en n. 

Existen varias razones para preferir un algoritmo de t.irmpo de t•jecución polino1nial a 
uno de t.iempo exponencial. Cualquier algoritmo de tiempo polinomial es asintótica-
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tncnt.c superior a cualquier algoritnio de tictnpo exponencial, a1in t.~11 ca.sos extrcrnos. 
Por cjcrnplo, n 4·ººº es rncnor que nº•11ºK" si y sólo si 11. es sufici<·nlt!llH!llll! p;nuult~. t~ 
decir, n ~ 2'1º·"º' · 

Las funciones de cornplcjidacl exponencial tienen una raztln <h• rrecirniPnto explosivo, 
en general, los algorittnos con esta co1nplcjidad son capactts de resolver solanu.•nte 
problemas ele tamaii.o pequeii.o. 

Una breve exploración de los efectos de nwjora tecnoh)J.{ica <'11 al~orit ruos t'S a\Íu nuis 
relevante para entender el irupacto de varia. .. " funciot1Ps de coruplt·~jidad. Considcren1os 
1111 algoritmo cuya complejidad es O(n.2

). Suponp;amos que "' alp;oritmo <'S capaz dt• 
resolver un ejcn1plar de tn1nniio u 1 en 1 hora en una co111putadora t·on vPloridacl de 
s 1 instrucciones por segundo. Si incren1enta1110.s la \'clocidad dP la co1uputadora a 
s 2, entonces (n2/n 1 )

2 = s 2/s 1 espPcifica PI t.a111af10 11-i dt•I <'jPntplar quP PI al~orit1110 
puede rcsolvPr <'ll el rnis1no tie111po. En consPclH'ncia, un inrn•uu.·nto dP 100 \'l'<'C'S en 
la velocidad clr la co1nput.adora nos podría pPnnit ir n•solvl'r 1111 prublt•JlHl q1u• fuera 
10 VC'ces niayor. J\hora considcre111os un al~orit.1110 con ti<'111po dt> Pjt>cuei<'Jn t>xpon<'ll
eial de con1pl<'jidad 0(2°). Igual que antt•s. span u 1 y 11 2 t•I ta111aiio dP los prohl(•JlUL~ 
re8ucltos cou cornputadoras con V<'lncidad<'s s 1 y .-.'.! fPSJ>t'<'l iva11u•ntt•, <'11 1111 t it•n1po 
de 1 hora. Ent.oncr.s s 2/s 1 = 2""'/'2,. 1 • :-\lll•rnativa111t>nlt.•, 11'.! = 11 1 +lo~(s~/s 1 ). En est< .. 
ca.so, 1111 int"l"<'tnento de 100 veces f'll la \'docidad dt• la l'Otnputadora podría pt•nnit.ir 
resolver problPtua..s que son solanwnte 7 uuicl¡ulc·s 111ayor <'11 t•l 111is1110 t iP1npo. 

Complejidad Valores de 11 

2 8 32 fi·I 
log 11 1 seg. 3 seg. 5 seg. fi st•p;. 

11 2 seg. 8 seg. 32 seg. 1.07 min. 

n log 11 2 seg. 24 seg. 2.67 min. fi.-1 min. 

712 4 seg. 1.07 rnin. 17.07 min. 1.14 hrs. 

Tl;\ 8 seg. 8.53 rnin. 9.1 hrs. 3.03 día .. ~ 

2" 4 seg. 4.27 min. 1.36 centurias 5.86 X 109 centurias 

n! 2 seg. 4.2 hrs. 8.34 X 1025 centurias 4.02 X 1079 centurias 

Figura l: Comparación de funciones de complejidad. Tiempos aproximados (1) 
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La discusión anterior rnucstra que un incrcrncnto substancial Pll la v(•lorida.cl de la 
computadora nos permite reimlver problemas con algorit.mos de tiempo polinomial 
que son rnayorcs por un factor n1ultiplica.tivo; 111icntra .. '-; qu<- para los al~orit111os d<
ticmpo exponencial solarncntc obtcneruos rnejoras del ordm1 dt• una su11u1 en t~I ta
maño del ejemplar. Con lo que, la mejora en hL'i capacidadl's el<' l:L'i comput.adorm; 
puede tener solamente un impacto marginal en la soluci<Ín d1• prohlcmm; d1• tiempo 
exponencial. 

En rcsun1en, nuestro objetivo es obt<~ncr algorit1nos de t.iP111po poli110111ial y den
tro de este dominio debemos buscar un algoritmo con la raz<Í11 de crccimi1•11t.o mcuor. 
Por ejemplo, preferimos O(logn) a O(nk) para k >O, y prcforimos O(n~) a O(u"). 

La jerarquía de algunas funciones de complejidad se muestra a 1·onr in11ació11: 

0(1), O(logn), O(n), O(nlogn), O(n2
), O(n'), O(nk), O(a"), 0(1/'). 0(11!) 

donde k > j > 2 y b >a> l. Si una función de complejidad f(11) está a la izquierda 
de otra g(n) entonces la razón de crecimiento de f(n) es menor quP la dP y(rz) para 
una n suficientemente grande. 

En la Figura 1 se muestra el tie1npo de ejecución (aproximado) dP \"arim; f11ncion1•s 
de complejidad para algunos valores de n. 
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2.2. Teoría de Redes 

En esta sección daretnos alguua.s <le las defi11icio11Ps IHisicas ch~ Teoría ele fl_t~dt-:-; y ot.ros 
conceptos relacionados que s<'nin usados durante el resto del documento. 

Gráfica. Una gráfica es una pareja de conjuntos G = {1V, A) donde N es 1111 conjunto 
no vacío de elctnentos denominados nodos o vértices y A es un conjunto de pares no or
denados de nodos. La Figura 2 muestra una gráfica, en la cual N = { 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} y 
A = { { 1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {2, 4}, {2, 6}, { 3, 4}, { 3, 5}, {-1, 6}. { 4, 5}, { 5, 7}, (6, 5}, { 6, 7} }. 

Figura 2: Ejemplo ele una gnifica no dirigida. 

Gráfica dirigida. Es una gráfica G = (N, A) donde N es el conjunto de nodos, 
N i= </>y A \;;; V x V, es decir, A es 1111 conjunto ele parejas ordenadas n lo .. '< cuales 
llamaremos arcos. Una gnifica dirigida también es llamada digráfica. En In Figura 
3 se muestra una gráfica donde el conjunto de nodos es N = { 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} y 
A = { (1, 2). (1, 3), (2, 3), (2, 4), (2, 6), (3, 4), (3, 5). (4, 6), ( 4, 5), (5, 7), (6, 5), (6, 7)} es el 
conjunto de arcos. 

Figura 3: Ejemplo de una gnifica dirigida. 

Red. Es una gráfica dirigida con funciones sobre los arcos o los nodos. Para este 
material consideraremos redes con una función de capacidad u sobre los arcos y dos 
nodos distinguidos denominados nodo origen .s, ). nodo de.stino, t. 
A tal Red la denotamos G = (N, A, u, s, t). con: u : A ----? JR+, donde u,1 representa 
la capacidad del arco (i,j). La Figura 4 muestra un ejemplo de una Red, el valor 
asociado a cada arco se refiere a su capacidad u¡,. 
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Red 

Figura 4: Ejemplo de una Red. 

Extre1nos. Un arco (i,j) tiene dos pu11tos extremos, i y j. Nos referimos al nodo i 
como el nodo inicial del arco (i,j) y al nodo j como el nodo final. Un aren (i,j) 1•s 
incidente n los nodos i y j. El arco (i, j) es 11n arco .'Wlielll<' 11<•1 nodo i y es un areo 
entrante para el nodo j. Si 1111 arco (i,j) E .4, decimos qui' d 11odo j 1•s ;u/yact•ut<' al 
nodo i. 

Lista de Adyacencia. La lista de ;rdy;1ccncia dl' 11rcos .·1(1) de un nodo i es p) 

conjunto de arcos que emanan de ese nodo, esto 1•s .·l(i) = { (i.j) E ..1 : j E ;\'}. La 
listn de ndy;1ccncia de nodos r1(i) es el conjunto de nodos acl~·ace11tl'.s a P.SP nodo; Pll 
este caso, A(i) = {j E N : (i,j) E A}. 

En el ejemplo de la Figura 3 la lista de 11dyacc11cia de an·os para l'I nodo 2 <'S 

.-\(2) = { (2, 3), (2, 4), (2, 6)} y la lista de adyacencia de nodos para el mismo 11odu 
2. cst;i definida como .-1(2) = {3,·l,6}. 

Arcos paralelos. Los arcos paralelos son dos o 111;\s ;treos ron Pl 111isn10 nodo inicial 
y el mismo nodo final. 

inicio fin 

(D.__ ___ _.:@ 
e 1. 2 1 

Figura 5: Ejemplo de arcos para)p)os. 

Subgráfica. Una gráfica G' = (JV', A') es una s11bgl'iífic;1 de G = (N, A) si N' ~ N y 
A' ~ .·l. La Figura 6 ilustra esta definición. 

Cainino. Un camino en una gr.Uica dirigida G = (N, .-1) l'S una subgráfica de G 
que consiste de una secuencia de nodos y arcos i 1 - a1 - i2 - a 2 - • • • ir-t - ar - i,. 
que satisface que para toda 1 S k :5 r - 1, Uk = (iko ik+d E A o ak = (ik+1' ik) E A. 
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Gráfica G Subqrtl!ica G' 

Figura G: Subgnífica. 

Alternativamente, podemos hacer referencia a un camino simplcm<•nte romo una se
cuencia de nodos. 

Para ilustrar esta definición, en la Figura 7 se muestran dos ejemplos d<' caminos. 
el (a) : 1 - 2 - 4 - 3 - 5 - 6 - 7 y el (b) : 1 - 2 - 3 - 5 - G - 4 - 5 - 7. 

(a) (b) 

Figura 7: Ejemplos de caminos. 

Camino dirigido. Un cmnino dirigido es una vers1on "orientada" de un camino 
en el sentido de que para dos nodos consecutivos Ík e Ík+I en el camino, (ik, ik+,) E .-1. 
El camino de la Figura 7(a) no es dirigido mientras que el ele la Figura 7(/J) si lo cs. 

Ruta. Una ruta es un camino que no tiene repetición d1• nodos. El camino de la 
Figura 7(a) es una ruta, en cambio el de la Figura 7(/J) no lo l'S porque r<•pit.e PI nodo 
5. 
Podemos particionar los arcos de una ruta en dos grupos: 11rl'os /111ci11 aclt'lantc y arcos 
lu1cin atnis. Un arco (i,j) en la ruta es un arco lutcia 11clcl;111tt' si la ruta ptL°'a por el 
nodo i antes de pasar al nodo j, y es un arco lu1cia atni..-, en otro c:L"º· 

Ruta dirigida. Una ruta dirigida es un camino dirigido sin repetición de nodos. 
En otras palabras, una ruta dirigida no tiene arcos /rncfo atrás. 
Ciclo. Un ciclo es una ruta i 1 - ; 2 - ••• - i, dónde i 1 = i,. 
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Figura 8: Ejemplo de una ruta dirigida. 

Predecesores. Definimos el predecesor prccl(j) para cada nodo j <'n la rut.a, de la 
siguiente forma; si i, j son dos nodos consecutivos en In ruta, pn•r/(j) = i. Por couvt•n
ción, el predec••sor del nodo inicial es cero. Para In ruta dirigida dP la Figura 8 te1u•111us 
que: ¡wcd(I) =O, prcd(2) = 1, pred(3) = 2, prcd(5) = 3, ¡wn/(G) = f>, prcd(-1) = G. 

Cortadura. Una cortadurn es una partición del conjunto dP nodos :V "" dos partPs, 
S y S = N \S. Cada cortadura define un conjunto de arcos qu<' consiste Pn aq11Pllos 
arcos que tienen un cxtrc1110 en S y el otro en S. Nos f('ft•rirP111os a PStP conjunto d(' 
arcos por la notación (S, S). 

Figura 9: Ejemplo de una cortadura. 

S = {l,2,3,4,5} y (S,S) = {(2,G),(4,G},(G,5),(5, 7}} 

Conectividad. Decimos que dos nodos i y j cst1in concctmlos si la gnifica conticnl' 
al menos una ruta del nodo i al nodo j. Una gnifica es cmwxn si cada par de nodos 
Psta conectado: en otro caso, la grtificn no es conexa. 

Fuertemente Conexa. Una gnifica conexa l's fuertcm1•11t.t· con!'xn si contiPtte al 
menos una ruta dirigicln entre cualquier par de nodos de la gnitica. 

Árbol. Un árbol es una gráfica conexa qul' no tiene ciclos. La Figura 10 muestra 
dos ejemplos de árboles. 
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Figura' 10: Ejemplo de dos árboles. 

Bosque. Un bosque es una colección de árboles. En la Figura 11 se observa un 
ejemplo de un bosque. 

~ 
4 

Figura 11: Ejemplo de bosque. 

Árbol con raíz. Un árbol con raíz es un árbol con un nudo especial, llamado raíz, 
podemos ver a un árbol con, raíz como si colgara de su raíz. La Figura 12 muestra un 
árbol con raíz; en este ejemplo, el nodo 1 es la raíz del lirbol. 

Figura 12: Ejemplo de árbol con raíz. 

Algunas veces poden10s ver los arcos de un 1írbol con raíz definiendo relaciones de 
predecesores-sucesores (o ele pudres- hijos). Por ejemplo, en la Figura 12, el nodo 5 es 
el predecesor del nodo 6 y 7, y el nodo 1 es el predecesor de los nodos 2, 4 y 5. Cada 
nodo i excepto el nodo raíz tiene un tínico predecesor, el cual es el siguiente nodo en la 
ruta que va de ese nodo i al nodo raíz, adcnuL<> dicha ruta es única. Los dcsc<>ndientes 
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ele 1111 nodo i consisten en el nodo 1nis1110 1 sus sucesort's y los succ•sorPs dP sus sucPson•s 
y asi succsivarncntc. Por cjc1nplo, en la Figura 12 el conjuuto f1,(i,7,8 r•s el coujunt.o d<• 
dcsccndinntcs de 1 nodo 5. Decirnos que uu nodo t"s un u11n•.st.ro <fp todos sus nodos 
descendientes. En la 1nisn1a. figura, el nodo 2 e:; 1111 anc·cstro dP t."•I 1nis1uo y cl<"I nodo :1. 

Representación de una Red. Una de hL~ reprPsPntaciom•s rrnb popular<'s de una 
red es la. 111atriz de Adyaccnci;i ele 110</os, o si1nple111ent<~ 111at.riz dP adyacencia, quP 
ahnaccna. las redes con10 una 111at.riz 1l = { h 11 }. La rnat riz 1.iP1tP un r<~llJ.d<ln y una 
colun1na para cada nodo, y la. ij-ésinta entrada /r,1 es igual a 1 si (i, j) E .-\ e i~ual 
a O cu ot.ro caso. En la Figura 13 tcne111os la n•pn~st•ntacil)n dl· la n·d dt• la Figura. 9 
corno una matriz de Adyacencia de nodos. 

1 o 1 o o o o 
2 o o o 1 o 
3 o o o o o 

1l = .¡ o o o o 1 1 o 
5 o o o o o o 
6 o o o o 1 o 1 
7 o o o o o o o 

Figura 13: Representación de una red con unn matriz dt• Adyacencia. 

Representación de una lista de Adyacencia. Anteriorrucntl' dPfinirnos una /ist11 
de 11dy11ccncia de arcos A(i) de un nodo i como el conjunto dt• arcos que <'rnatmn dt• 
ese nodo, esto es, el conjunto de arcos (i,j) E A. Sirnilarn1t•nte, dclinirnos la lista rlt• 
11dy11cc11cia de nodos del nodo i como t•I conjunto de nodos .i para los cualt·s (i, j) E .·\. 
La rcprcscntnción de la list.a de ;ulyncc~ucill alrnacena la lista dt> adyacencia dt." uodos 
de cada uodo corno una lista ligada. Una lista ligada c•s una colt•c-citln dt• celda .. -.; cada 
una de las cuales puede contener uno o 11uí.s can1pos. La lista dP adyarf'nria tlt.~ nodos 
para el nodo i sera una lista ligada qnP te11~a l44(i)I ct>lclas ·" cada c<"lda corn"spon
dcni a un arco (i,j) E .A. Las ct'l<las eorrespondientt•s a uu arco (i.J) podrían tt•ner 
tantos can1pos con10 infonnación dcsea111os al111acenar. L~n ea1npo puPdP ahnaccnar al 
nodo j. Podrían1os usar otro ca111po adicional para ahnact>11ar la capacidad del arco. 
U.ij· :-\dcnHÍ!->, cada celda contiene un can1po adicional. lla1nado liga, c~l cual ahnaccna 
nn puntero a la siguiente CC'lda en la lista de adyan~neia. Si una l"Plda es la últi111a en 
la lista de adyacencia, por convcnci6n hacernos el valor dt• su liga igual a NULL. 

\-·a que ncccsita.rnos ser capaces de ahuaccnar y acccsar 11 lista .. ~ ligadas. una por cada 
nodo. tarnbién necesitamos un arreglo de punteros que apunten a la pri1ner celda de 
cada lista ligada. Para esto, definirnos un arreglo n-dintl"nsional, prirucro cuyo ele-
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[IT3--NULL 

~[IT3-NULL 
(}]3--NULL 

[IT3-NULL 

NULL 

12I3--NULL 

Figura 14: Represcnt.ncicin de lista de adyarencin ele una red. 

mento ¡n·imc1·o(i) almacena el puntero a la primer celda de la lista de adyaci>ncia del 
nodo i. Si la lista de adyacencia del nodo i cst1í vacía, hacemos primcro(i) =:-.IULL. 
La Figura 14 muestra la representación en forma ele lista de adyacencia dP la r<'d de 
la Figura 9. 
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2.3. Problema de Flujo Máxhno 

Sea G(N, A, u, s, t) y definamos U = n11ix(•J)CA {u,,}. Para ddinir 1•1 prohll'ma de flujo 
1n1íximo distinguircrnos los dos nodos cHpeciales en la red. t'I nodo origen .~ y , .. ¡ uodu 
destino t. Adenuis tenemos que INI = 11 y IAI = 111. 

Un flujo en una red Ges una función :i· que a cada arco (i, j) li• a.~igna un ntimero 
real positivo x;1 , llamado flujo r.n el arco (i, j) tal que PI flujo t'n cada arco t'S numor 
o igual a su capacidad. De 1na11era nuis forrual : 

:i:: A --t m+ tal que O :'.S ;t:,1 :'.S "•i V(i,j) E A. I E Dl"'. 

El ílujo que llega a un nodo i se define como: 

así mismo el ílujo que sale de un nodo i se define como: 

El valor t1 de un flujo x en una red G, es igual al flujo qm• ll<'ga al nodo destino 1. 

El probletna de Flujo Máximo en redes consiste en enrontrar el flujo rmiximo que 
puede ser enviado del nodo s al nodo t que satisfaga las capal'idadt•s dt• los arcos y 
además garantice que todo el flujo que llega a un nodo salt• dd mismo. con excepción 
de los nodos distinguidos s y t. 

Formalmente, el problema de flujo má..ximo se dl'fine n11no ,.¡g11<•: 

l'vl!Lximizar t1 (flujo) 

sujeto a: 

E X¡;- E X;¡ 

{j:(ij)EA} (j:{j,i)EA) 
{ 

v para i = .... 
O para tocia i E :V 
-u para i =: t 

OS x;; Su;; para cada (i,j} E A. 

(1) 

(2) 

(3) 

Nos referiremos al vector x = {x;1 } que satisface las Comlieiones (2) y (3) como un 
flujo factible y a su correspondiente valor u como el rn/or clt'l flujo . .-\ la Condición (2) 
se le conoce como Ley de Conservación de flujo que intuitivamente indica que todo 
lo que llega a un nodo es igual a lo que sale de él, excepto para los nodos s y t. 
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2.4. Supuestos 

A continuaci6n definimos y describimos los supuestos que utilizaremos para el pro
blema de flujo máximo. 

Supuesto 2.1 Todas las capacidades son entm·os no ncyalitm.,. 

Esta restricción para lns capacidades de los arcos de ser (•u teros no <.~s lll'Cf!Saria para 
algunos algoritmos, sin embargo para otros sí, los algoriL111os cuya cota c)p «ompl<'ji
dad involucra U a.surncn que las capacidades son <.•ntera:;. 

En realidad, el supuesto <le que los elatos SPan entPros no <'S rPstrictivo ya qu« las 
cornputadora..q ahnaccnnn datos con10 ntí111eros raciona.les y sir-111prP podernos trans
forrnar un ntírncro racional a entero rnultiplictindolo por 1111 ent.Pro aclPcuado. 

Supuesto 2.2 /," red 1w contiene n•tas diriyitlas cid nodo s 11/ nodo / rom¡>w?stas 
solamente ele arcos c01t cCL¡mciclatl infinita. 

Si cada arco de una ruta dirigida l', que'"ª eles a t, t.Í<'llP caparidacl infinita. t•ntoncPs 

podc1nos enviar una cantidad infinita de flujo a tn\\'l~S de c•sta ruta. y por lo tanto el 
flujo máximo es infinito. 

Supuesto 2.3 /,a red 110 contiene a1"cos ¡mralclos. 

Si permitiéramos arcos paralelos tendríamos dificultades cn cuanto a la notaci6n, ya 
quc (i, j) no podría identificar a un arco de manera única. Por lo que esll' supuesto 
PS escncialtncnte por notación. 
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3. Teorema de Flujo Máximo - Corte Mínimo 

En esta sección varuos a ver el t.Poren1a qtu• (~S el funda111P1tt.o para la justificación dP 
uno ele los algoritmos chisicos que rrsuelve .. 1 problema de flujo máximo. Antes de 
entrar ele lleno al tcorcn1a, dcfinarnos algunos conct~ptos y 111ostn•1nos algunos resul
tados que nos ayuda.nin rnñs adelante. 

0--x-º~·u_,~, -•CD 

v-5 

Figura 15: Ejemplo de 111111 (s, t)-cortadura. 

(s,t)-cortadura. Una (s,t}-cort.ndura es 111111 c-ortadura que está definida con res
pecto a dos nodos, s y t; y nos referiremos a ella si s E S y t E S. Además, a un 
arco (i, j) con i E S y j E S le llamaremos un arco lwci11 11</<•la11re dl• la cortadura 
[S, $]y un arco {i,j) con i ES y j ES seni un nrco /wcia ;1t.r<ís de la cortadura [S, S]. 

Denotaremos (S, S) al conjunto de arcos lwcia mlc/1111te y (S, S) al conjunto dt• ;1r
cos hacia atr;is de la cortadura [S, S]. La Figura 15 ntut•stra 1111 ejPntplo dt~ una 
(s, 1.)-cortadura, en la cual S = {s, 1, 2, 3, 4} y S = { 5, t}. Adenuis lc1ll'111os que 
(S,S) = {(1,5),(3,5),(4,t)} y (S,S) = {(5,·I)}. 

Capacidad de una (s,t)-cortadura. Definimos la rapacidad u[S, S] dr una cor
tadura [S, S] como In suma de las capacidades de los ¡¡reos /111ci11 adt•/1111t" <'11 la 
cort.adura1 c..c.; decir: 

u[S, $] = L u,J 
(•J)E(S,S) 

Por ejemplo, la capacidad de la cortadura ele In Figura 15 es u[S, $] = G + 7 + 1-1 = 27. 
Claramente, la capacidad ele una cortadura es una cota superior para el //ujo uuiximo 
que puede ser enviado de un nodo en S a un nodo en S. 

Cortadura mínima. Es una cortadura que tiene la mínima capacidad de entre 
todas las (s, t)-cortaduras: 

u[Sº, $•] ~ u[S, S] para todas las (s, t)-cort.adurns en G. 
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Propiedad 3.1 ( Flujo a través de una (s,t)-cortadura ) Sea x un flujo Jacti· 
/Jle de valor u en lu red y [S, SJ cualquier (.s, /.)-r.ortaduru. culo"c"·' tc11n11os que: 

v = L :r,1 -

(iJ)E(S,.~) 

(el flujo de S a S) 

'L x,, 
(•J)E(S,S) 

(el ]lujo tlc S a S) 

Demostración. Aplicando In ley de consl'r\'l\CÍÓn de flujo para los nodos cu 
S tenemos que: 

Podemos simplificar esta expresión si notamos que: 

• siempre que dos nodos 1' y q pertenezcan u S y (p, q) E .-\, la \'ariabl" 
Xpq cu el primer término, para i = ¡1, cancela a la variable -xpq 1h•l 
segundo término, para i = q. 

• siempre que dos nodos JJ y l/ pertencl.CIUI ambos 11 S' entonces .r1,0 no 
aparece en la expresión. 

Por lo tanto, lo anterior se simplifica a: 

V= L X¡j 

(i,j)E(S,S) 

'L _,.,, 
(•J)E(S.S) 

(·l) 

La primer suma de la expresión representa la cantidad dt• !lujo qtH' "ª dt> 
los nodos en S hacia los nodos en S, y la s1•gunda la eantidad dt• flujo que 
regresa de los nodos en S a los nodos en S. Entonrc•s. la parte den•cha d1• 
la ecuacióu representa el flujo total (neto) a trm·l>s d1• la cortadura, lo qm' 
implica que el !lujo a través de cualquier (.s. t)-eortadura es igual a ''·o 

Propiedad 3.2 El valor de cuol<¡uicr flujo factible es mcuor o i!lt1<1l u lu capacidnd 
de cuolqui1!1" cortadura en la 1·cd, c.,to es: 

u :S mi1i{11[S, S)} ¡wru cualquier (.s. t)-t·orltldum 
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Demostración. Sustituyendo X;; :$ U;j eu la expresióu (4) y tomando eu 
cuenta que X;j ;:::: O se tiene que:. 

V$ L u;; = u[S, S) (5) 
(i,j)E(S,S) 

Lo anterior indica que el valor de cualquier flujo es menor o igual a la 
capacidad de cualquier (s, t)-cortadura en la red. 

Cualquier flujo del nodo s al nodo t debe p1L~ar a trm•t;s de cada (s, t)
cortadura en la red, porque cualquier cortadura divide la red en dos con
juntos ajenos, y así que el valor del flujo no puede exceder la capacidad 
de la cortadura. o 

Esta propiedad implica que si descubrimos un flujo x cuyo valor t•s igual a la ca
pacidad de nlguua cortadura [S, S] entonces x es uu /lujo máximo. Supongamos que 
[S, S] = [{s}, N - {s}] es una (s, t)-cortadura. Entonces, existe uua cortadura mí11i-
11u1. A.dcuuís, si definirnos x = {x¡1 } = O, flujo de ,·alor cero, entonces J: satisface las 
ecuaciones (2) y (3), por lo tanto es un flujo bien definido. Con lo que concluimos que 
el flujo nuíximo existe. 
Ejemplo. Para la red de In Figura 15, podemos \"erilicar que: 

• El valor v de un flujo factible es igual ni flujo a travt\s de una cortadura, de la 
Ecuación 4, tenemos: 

v = L X;j - L x,1 = 3 + O + 2 - O = 5 
(i,j)E(S,S) (iJ)e(S.s¡ 

• El valor v de cualquier flujo factible es menor a la capacidad de cualquier (s, t}
cortadura en In red, en este caso, para la Propiedad 3.2, 1.1•11t•mos: 

v = 5 :$ 27 = u[S, S] 

En la Figura lG tenemos la solución del ejemplo que t•stamos trabajando. En ella 
podemos ,·er que el valor del flujo 1n1b:imo es v = 14 :S 27 unidades, este ,·alor se 
refiere a la capacidad de la cortadura que se muestra en la Figura 15. 
Si observamos, la capacidad de In cortadura generada por S = { s, 1, 2, 3, 5} y $ = 
{4, t} es igual al valor del flujo v, esto es, u[S, S] = 2 + 4 + 5 + 3 = l·l =v. 
Con lo anterior y por la Propiedad 3.2 verificamos que el flujo es máximo y la corta
dura es rnínirna. 



Aod original 

Figura 16: Solución del ejemplo trabajado 

Como mencionamos anteriormente, un flujo íactible x• de valor u• en una red G, 
es rmbdmo si v· 2: V para todo flujo factible X de valor ti en G; una cort.adura [s·. s·1 
es mínima en G si u[S•, S') :5 u[S, .5'] para cualquier cortadura u[S .• 5']. 

En los siguientes resultados utilizaremos la notación x(i, j) para referirnos a .r,1 c¡m• es 
el flujo que va del nodo i al nodo j y u(i,j) para u;1 que es la capacidad dt•I arco (i, j). 

Recordemos que una ruta P del nodo i 1 al nodo i,., P(i 1 , i., ), en G <'S una s<'cuencia 
finita de nodos, que empieza con el nodo i 1 y termina con l'I nodo i., tal <Jllt' nin¡\Ílll 
nodo en P se repite y ele tal forma que (ik, ik+d es un arco de G con i :S k :S 11. 

Lo podemos expresar como: 

Sea x un flujo en una red, una ruta i 1, i2 , ..• , i,. se dice que e .. ..; no s;tt ur.ad:i si para 
cada k, 1 :S k :S n - 1 ocurre alguno ele los dos casos: 

(a) para un arco de la forma (ik, ik+I) tenemos que x(ik, ik+I) < u(ik, ik·• •) 

(b) para un arco de la forma (ik+I •id tenemos que x(iH 1 • id > O 

lntuith·amente, si tenemos la condición (a), entonces podemos incrementar l'I flujo di' 
;ka ik+I• mientras que si ocurre la condición (b). entonces podt'mos rt>grcs11r llujo de 
ik+l a ik. Si Pes una ruta no saturada que va del nodo ori~Pn .... al nodo destino t. se 
dice que Pes una ruta aun1cntantc. 

En la demostración del Teorema 3.1 mostraremos que una rut.a aunientante puede ser 
utilizada para incrementar el valor ti de un llujo x. Antes dt• presentar y dt•mostrar el 
tcorcrna ilustrcrnos con un cjc1nplo las ideas que usarc1nos parn su dernostración. 

Consideremos la red de la Figura 17 como ejemplo. Veamos q11P: P : s, l, 5. -1, t es 
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Figura 17: Ejemplo de red. 

unn ruta numentnnte. 

Sen i 1 = s, i 2 = 1, i 3 = 5, ·i4 = 4, i 5 = t, si (ik,ik+i) satisface In condición (a), 
entonces .ó." = tt(ik, ik+I) - x(i", i"+il· En otro caso, Cik+i. ik} satisface In condición 
(b) y hacemos .ó." = x(ik+• • ik). 

Definamos .ó. = mín{.ó.k 1 1 $ k $ 4}. Notemos que, en este ejemplo, .ó. 1 G . 
.ó.2 = 3, .ó.a = 5, .!'.!1.4 = 12, por lo cual .ó. = 3. 
Ahora, definamos un nuevo flujo x· como sigue: 

l. si (i,j) es un arco que no pertenece a P, entonces x'(i,j) = x(i,j); 

2. si (i,j) es un arco que si pertenece a P y cumple con la condici<in (11), (•ntonccs 
:i:º(i,j) = x(i,j) + .ó.; 

3. si (i, j) es un arco que si pertenece a P y cumple con la con<licit\n (/,), entonces 
:i:'(i,j) = x(i,j) - .ó.. 

0 __ x_"""'-u-'"--• <D 

Figura 18: Ejemplo de un flujo aumentado. 
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Aplicando estas reglas obtenemos un nuevo !lujo de valor v· 
como se muestra en la Figura 18. 

u+ó.=5+3 8, 

El siguiente teorema muestra una relación entre las rutas a11111entantcs y el flujo 
111.;Í.."Xin10. 

Teorema 3.1 (Rutas aumentantes) Sea G una 1·cd, 1111 flujo factible :1: en G es 
11uiximo si y sólo .,i no existen n1tas aumentantc.• cu G 

Demostración. Sean s y t el nodo origen y el nodo destino en G. Primero 
supongamos que G contiene una ruta aumcntante 

P : s = i 01 i 1 , i 2 , ••• , i,. _ 1 , i,. = t 

Entonces, para cada k, 1 ::;; k ::;; n 

(a) si el arco es de Ja forma (ik-lt ik) tenemos que x(i,._ 1 , ik) < u(ik_,, ik) 
o, 

(b) si el arco es de la forma (ik, Ík-d tenemos que .1·(ik, h-d >O 

Para cada k, el incremento ó.k se define como: 

- si es de In forma (ik-lt ik), hacemos ó.k = u(ik-1> id - :r(ik_,, ik) 

- si es de In forma (ik,ik_,), hacemos ilk = x(ik>i,,,_i) 

Declaramos ó. = mín{ó.k 1 1 ::;; k ::;; n}, observemos que ~;::: l. 

Definamos un nuevo flujo x• de la siguiente forma: 

{ 

x(i,j) + ó. si 
x"(i,j) = x(i,j) - ó. si 

x(i,j) si 

i = Ík-1 ~· j = ik para alg1i11 
i = ik y j = ik-t para al~ün 
(i,j) 't p 

::;; k ::;; 11; 
:5k:511; 

Con esto, falta demostrar que x• es un flujo bien dC'finido y que 11• > v. 

Por como está definido el nuevo flujo x· tenemos que O ::S .r'(i,j) ::S u(i,j) 
para cada arco en N, por lo que x• satisface la Condición (3). Ahora mos
traremos que también satisface la Condición (2). 

Sea i E N \ {s, t}, si·i no pertenece a P, entone-es x"(i. j) = x(i, j) para el 
conjunto de nodos A(i) = {j E N: (i,j) E .4} y además, .1·

0 (j, i) = x(j, i) 
para A'(i) = {j EN: (j, i) E .4}. Ya que 

L x(i,j) - L x(j, i) =O 
jEA(í) jEA'(i) 
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entonces en este cnso, deducimos que 

L x'(i,j) - L x'(j, i) =O 
. jEA(i) 

Con lo que concluimos que x' satisface la Condición (2) para cualquier 
nodo que no pertcí1ece a P. 

Ahora bien, supongamos que i sí pertenece a P, entonces i = ik para 
algún k, 1 ::=; k ::=; n - l. Consideremos los siguientes tres casos. 

~ 
~~ 

Figura 19: Primer caso. 

Caso l. Supongamos que tenemos los arcos (ik,Ík-i) y (ik,ik+d. como 
se ilustra en In Figura 19:. 
Entonces 

L x'(j,i) = L x(j,i) 
jE,\'(i) jEA'(i) 

Posteriormente, 

L x~(i,j) = x~(ik; ik-d + x'fü, Ík+i) + L:x(i,j) 
jEA(i) jET 

donde T "= Á(i)\ {ik-1> ik+d· 

Como 

tenemos que -

x'(ik,ik'-1) +x"(ik,ik+d = x(ik,ik-1) +x(i.1,,ik+1) 

y, de ahí 
L x'(i,j) = L x(i,j) 

jEA(i) jEA(i) 

Además, como x es un flujo, la Condición (2) se cumple. 

L x'(i,j) - L x'(j, i) = L x(i,j) - L x(j, i) =O 
jEA(i) jEA'(i) jEA(i) JEA'(i) 
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Dn rnanera sirniJur, pode111os rnostrar qttt! 

¿ ,,,·c;,j¡ - ¿ x·u.i> =o 
JEA(o) jEA'(iJ 

en carla uno de los dos casos restantes. 

Caso 2. Supongamos que Cik-t. ik) y (ik+I • Ík), In Fig_ura 20 muestra este 
caso. 

~~~ 
~ 

Figura 20: Segundo cnso. 

Caso 3. Supongamos que (ik-i. i¡..) y (ik, ik+il o (ik. Ík-d y (ik+i. i..J, la 
Figura 21 muestra este caso. 

~.~ 
~~ 

~:_~,,_-_ll.~ 
~ 

Figura 21: Tercer cnso. 

De esta fórma si i = ik pertenece n P, después del incremento, sif'mprt• 
satisface la Condición {2), es decir, cumple con la Ley de Con:>er\'ación de 
flujo. 
Por lo tanto x• es un flujo en G y 

v· = L x·(s,j) - L xº(j,s) 
jE.-1(.•) jEA'(•) 

Ahora falta mostrar que v• > u. 
Sea (s, ii), entonces 

x"(s,ii)=.r.(s,i¡)+il, y xº(s,j)=.r.(s,j) paratoda jEA(s)\{i1 }. 

También, x•(j, s) = x(j, s) para toda j E A'(s). Por lo que conduimos 
que, en este caso, 11• = v + ~~ 

\'can1os el otro, sea (i., s), entonces 

xº(ia.s) = .r.(i 1 ,s)-:~. y xº(j,s) = .r.(j,s) para toda j E A'(s}\{ii}. 
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También, xº(s,j) = x(s,j) para t.o<la j E A(.«). Una """ miis, tcn<•mos 
que v• = v + .6.. Así que, t1• = v + il en a111bos ca.o.;os. lo rual ituplica qtu~ 
,,. > v y por lo tanto :i: no'~" un !lujo m;iximo. 

luvcrsarncntc, supongan1os que en la red no hay ruta:-; aun1P11tantP.s. Co-
1nenccrnos rnostra.ndo que en este ClL"º' PXiste una cortadura [S, .i;·J tal 
que 

x(i,j) = u(i,j) para cada (i,j) E (S,.5) 

y 
x(i,j) =O parn cada (i,j) E ($, S) 

Sea S el conjunto de nodos i para los cual<'s cxistc una ruta no saturada 
s - i. Entonces s E S y, por hipótesis, t '1c S. Con esto t<•ncmos que [S, $] 
es una cortadura.. 

Supongamos que (j, w) E (S, $), ya que j E S, existe una ruta no sa
t.uracla P de s - j. Por lo que x(j, w) = u(j, w); <h' otra forma. la ruta 
p• : P. w es una ruta no saturada s - w, lo cual contradice PI hecho de 
que 111 '1c S. Similarmente si (j. w) E ($, S). cntoncps .r(j, w) =O. 

Con lo anterior y la Propiedad 3.1 concluimos que, 

11 = E x(i,j) - E x(i,j) E x{i.j) - O= u[S,$] 
(•J)e(S,S) (iJ)e(.'°l,S) (•J)E(S,.'I) 

Si ;r.º es un flujo má.ximo y (T, T) es una cortadura minimn, entonces por 
la Propiedad 3.2 tenemos que, u· :5 u[T, 1']. Entonces. 

11 :5 u• :5 1t[T, 1·¡ :5 u[S, $] = v 

esto quiere decir que v = 11·. es decir, x es un llujo nuiximo. o 

Con tocio lo anterior, estamos listos para enunciar el teornma de Flujo :-.hi..ximo
Cortadura ;\linima de Ford y Fulkerson. 

Teorema 3.2 (Teorema de Flujo Máximo - Cortadura lVIínima) 
En toda red, el valor del flujo máximo es igual a la ca¡Jacidad de """ corludum 111í11i· 
7TLU. 

Dcmost.rnción. Sea x un flujo nuLx11110, por el Teon•ma 3.1 no existen 
n1t;L~ anmentantes. Sin embargo, In 1lcmostración d<•I Teon•11111 3.1 implica 
la existencia ele una cortadura minima [S, $] t.al que ••I finjo ele cada arco 
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3.1. 

en (S, S) es igual a su capacidad, y C'I flujo <'ll cada arco de (S, S) es O. 
Esto es, 

Por lo que, 

¿::; x(i,J> =o. L x(i,j) = u(S, SJ y 
(iJ)e(S,S) l•J)E(S,S) 

v = E x(i,j) - L x(i,j) = u(S,S]. 
(i.j)E(S,S) (iJ)E(S,S) 

Como en la clemostracióu del Teorema 3.1, si (T, T) es una cortadura 
rnínirnn, entonces 

u(T, t'] S u(S, SJ = u S u[T, '.t] 

Con lo que, v = u[T, '.t]. o 

Algoritmo de Flujo Máximo - Cortadura Mínima 

La demostración del Teorema 3.1 sugiere un algoritmo que rPsuel\'c "1 prohl<>nm dt• 
flujo 11uixi1110. En este trabajo presentaremos un algoritmo ruya idea h:i..'<il"a de '"' dnr 
un n1étoclo sistcrnñtico para encontrar rula .. "i au1nenta11tPs l'n 1111a red part it'ndo de nu 
flujo fact.ihle dacio. 

El algorit1110 busca las rutas aurnentantcs 11111..s cort<L""· l'S decir. la .. " que lit~nen t•I 
1nc11or n(11nero de arcos. La validez del algorit1110 sP hasa tanto PU la dt•n1ostraritln 
del 1l~orc1na 3.1 corno en la del siguiente teore1na: 

Teore1na 3.3 Sea G una red con nodo origen s, nodo destino 1 11 ""}lujo fac:tibfr .r. 
Sea G' un<l red con el mismo conjunto de nodos 11 el cc>rljunlo d1• ur·ros deji111do como 
sigue. 

A'= {{i,j) 1 (i,j) E A, u(i,j) > x(i,j) o (j.i) E .-1. r(i,j) >O}. 

Entonces, G' contiene una nda dirigicla s - t si y sólo si e; coulit:nc una ndu au1ncu· 
tau.te. Adcniá.s, una ruta 111ás co1·ta s - t en G' licue el 11n.•n110 lt111u11io c¡ut: una 1,1.tu 

<rnmc11t<mte 11&ás corta en G. 

D<'mostr:ición. Supongamos que G' contiene una ruta de s - t 

P' : S = io, ii, ... in = f 

para cada k, 1 :::; k $ n-1, ya sea que tengamos arcos dC' la forma (ik-1> iA:) 
o (ik, Ík-1), estos arcos también pertenecen a A. Con lo que podemos decir 
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que P: s = i 0,ii, ... i,. =tes una ruta en G. 

Nos falta demostrar que P es una ruta no saturada. S1•a Uk- 1 , ik) un arco 
en P, entonces también es un arco en G' y adenuís u(ik-h ik) > ;i·(ik-i. ik)
Por otro lado, sea (ik, ik_,), entonces :r.(ik, ik-1) > O. De aquí que, /> es 
una ruta no saturada de s - t y por consecuencia una ruta au1nrntantc. 
Además las rutas P y P' tienen el mismo tammio. 

lnvcrsatnente, suponga1nos que G contiPnc una ruta aurnentante 

Entonces, para cada 1 $ k $ 11 - 1: 

•si un arco en Pes de In forma (ik-i.ik) y u(ik_,.ik) > x(ik-i,ik), 
entonces (ik-lo ik) E A' 

• si un arco en P es de In forma (ik, ik-d y x(ik, ik-d > O, entonces 
(ik-i. ik) E A' 

entonces, 
~' :' S = io,ih•••tin-tin = t 

es una ruta s - t en :a•. Adem1í5, P y P' tienen el mismo tamaño. 

Con lo anterior podemos concluir que una ruta nuí..~ corta s - en G' 
tiene el mismo tamaño que mi ruta aumentnnte más corta en G. o 

Sea x un flujo en G, si x no es n1áxin10 1 entonces G conticn1~ una ruta aun1cntantc, 
digamos 

Definimos 
u(ik-1, ik) - x(ik-1. ik) si ak = (ik-I· ik) 
x(ik, ik-1) si ak = (ii.. ik--tl 

y hacemos ~ = mín{ó.(ak) 1 1 $ k :5 11}. Si a; es un arco de P tal que .ó.(a;) = .ó., 
entonces n; es llamado un arco saturado ele G con respecto al flujo x y a la ruta 
nutncntantc P. 

Sea x• un flujo obtenido a partir de x como describimos en el Teorema 3.1: 

{ 

x{i,j) + 6. 
x"(i,j) = x{i,j) - 6. 

x(i,j) 

si i = ik-1 y j = ik 
si i = ik y j = ik-1 
si (i,j) f/_ P. 
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Algoritmo 3.1 Algoritmo de Plujo M1iximo - Cortadura Mínima. 
l. Construir la gráfica G' con los nodos N' = N y un conjunlu de arcos dcfiuidn c-01110 

sigue: 
A'= {(i,j) I (i,j) E A y u(i,j) > x(i,j) o (j,i) E A y x(j,i) >O} 

2. Aplica.r el Algoritn10 de JJ1~1squcda n. G' pa.ra. dctttrn1i1tiLr si Pxistt• una ruta. (uui.'i corta) 
de.? $ a t. Si no existe, entonces ir a ptLo;o 5; cu otro ca ..... o, sc.-a 

P': ~.., = iu 1 i1 1 •••• ir= t. 

P es una. ruta nut.~ corta .._.., - t cu G', continuar 

:J. Ejecutar un a.u1nu11to. Sea P: s = i 0 , i 1, ... , ir = t, donclt? C"ada arco dt~ la t•adt~ua. es 
dt! la. forn1a. 

(h-i.id 
(ik, ik-d 

Para. k = 11 2, ... , r sea 

y tt(ik-h ik) > x(ik-1 • ik) 
y x(ik,' Ík- al > O 

º· 

si t?S de In fornu\ 
si us de la fo1·111;1\ 

(ik-1.id 
(ik, ik-al 

Hacer 6. +-- min{ók 1 l :5 k :5 r}. Pnra k = 1,2,. ..• r, si uu arco es de la forma 
(ik-i.ik) hacer: 

para los <h!tnñ.s arcos, (ik,Ík-i), hacer: 

·l. Regresar al Paso 1 

5. Ohhmcr el flujo nuixhuo y detcrininnr la corta.durn 1nínitna. 
Mostrar x(i,j) para todo (i,j) E A. Sea Sel conjunto de nodos i de G' que redbienm 
etiquetas finitas eu el Paso 2 dr.spués de nplica.r t.!l .AlAorit1uo dt.! 13\Jsqucda. a G'. 
Entonces [S'~ S) es una cortadura. ntíninu\. 

EutonC"es decitnos que a;• fue obtenido nurncntnndo .1· a tn\\'t;s dt." la ruta au1nc-ntantt." 
P. El 111<•1.odo descl'ito queda especificado en el Algoritmo"" Finjo i\hi."imo - Corta
dura mínima, Algoritmo 3.1. Este algoritmo partt• dt• 1111 flujo iuieial, que pu<•<h• s<'r 
<•I flujo cero. 

El Algorit.mo de Búsqueda utilizado en el paso 2 se dPscrilw "" PI Apéndice B. 
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3.2. Complejidad del algoritmo 

Analicemos ahora la complejidad de PSlt' al~orit.1110. Sea G una grMica con 11 nodos y 
rn arcos. Podernos observar que el Paso 1 d(•I Algnrit1110 3.1 rcquir.re rt!visar 111 arcos. 
En consecuencia, la complejidad cid Pa.~o l es di' 0(111). 

En el Apéndice 13, mostramos <¡lit' la compl<•jidad del Paso 2 t'S de 0(111). 

Para el Paso 3, prirncro calcula111os ~,..., para 1 :; k S r. Esto n·qnit•r<" n lo nui.o.;. 
n - 1 c<tlculos ya que 1" :5 n - l. Por lo c¡ut• hacPtt1os n - 1 ro111paral"io1u•s para 
encontrar ~- ;\dc1n1ís, en t.~stc pa .. o.;u, actualizarnos ('} flujo Pll racla uno dt• los arcos 
que pertenecen a F' pnra producir un nuPvo flujo. Ya <lll<' p:-;to ta111bit··11 n•q11il'rt' 1· 

operaciones, donde r :5 n - l :5 m, la complPjidad di' todo PI Paso 3 l'S 0(111). 

Con lo anterior, podemos concluir que la eompll'jidad para los Pasos 1-:1 <'S di' 0(111). 
Se puede dcn1ostrar que estos pa .. o.;.os son ejecutados a lo t1HÍ..""' A · 11 • 111 Vt't:t>s, lo qut• 

significa que si cada nun1cnt.o en el algorittnn de tlujo 111áxi1no : eortadura 111íni1na t~s 
h~cho a través de rutas nuís cortas s - t, entonet.':-> ohtt•1u•111os t>l flujo 1uúxi1110 a lo 
nuí.s después de ~ · n · 111. autncnt.os. Con lo quP se roncluye qut' la co111pl('jidad dP todo 
el algoritmo PS de O(n · m 2 ). 

La de1nostración en el ntítnero de aunu•ntos se ha.-.;a en t>l hPcho dt• qut> rada quP 
un 1nisn10 arco interviene c~n una ruta au1ncntante cotno an·o saturaciún, Pl tan1afio 
de la ruta tIHÍ..~ corta de s - t aurncnta en al tnenos 2 unidadPs. ('<uno (•l ta111aúo dt' la 
rut.a aun1cntantc tnás corta tiene tnn1año de al n1e11os 1 y a lo uuls 11 - l. s.- ti('tH' qu.-

l + 2(w - 1) :5d •. (w,1) :5 11 - 1 

donde, w es el ntimero de la 1iltinrn ruta amnPntant.l' <'n la cual apan•ri• d an·o (i,j) 
o el arco (j. i), d.,(s, t) es la distancia de -' n t dPsp11<;s dPI n·-<'simo a111m•nt.o. 

Con lo anterior tenemos que w :5 n/2, por lo qlll' un mismo arco (ya '"'ª (r, j) o 
(j, i)) puede aparecer a lo nuis en n/2 rutas aun1Pntantt•s 111:\..-.; cortas cotno un arco 
saturación. Cada ruta aurncntantc nult.1 corta tiPnP al tuf'nos un arco sat uraei(ln. En
tonces se necesitan a lo 1n1is 7l • ni/2 rutas au111Pntantf's nuis eorlas para t_•1u·ontrar t~l 
flujo 1rníximo. 

Este argumento muestra que para este Algoritmo de Flujo l\liiximo - Cortadura 1\líni
ma su complejidad l'.S del O(n · m 2 ). 
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4. Algoritmo genérico para rutas au1nentantes 

E111pPzarnos con uno clu los algorit.1nos nuLo.; si1nples t• intuit ivu:-i para rPsolvt•r C'l pro
hle1na dl~ flujo 11uixi1110. Este algorit.ruo t!s couocido c-01110 alµ.orir uio de~ l"llt a .. 'i ;uu1u·u-
111111.!·s. Pero antes definamos algunos conceptos y rcto111c111os algunas propil'<lacl1·s dl'l 
capítulo anterior. 

Red residual. Dado un flujo x, la capacidad rrsiclual 1·,1 dP n1alquic•r arco (1,j) E ..1 
es el nuixi1no flujo adicional que puede ser c11\•iado dP i a J usando los arc:os (i~J) y 
(.i. i). La capacidad residual r;; tiene dos componl'ntt•s: 

l. u,1 - .r.,1 , que es In capacidad no utilizada en el arco (i,j) y 

2. x;,. qne se refiere al flujo actual de (j, i) el cual pu1,.h• sc•r ram·dado para incn,
ment.ar el flujo de i aj. 

Por consecuencia, r,i = 11 1; - x;J + :z:J .. 

Nos r<'fcriremos n In red G(x) constituidn por arcos con <0 apm·idad n•sidual positi
''ª como la red residual respecto ni flujo x. 

Rod original Rod residual 

Fig,ura 22: Ejemplo de una red residual a partir d1• un flujo·'" 

En la Figura 22 podemos ver un ejemplo de una red con un flujo de \'alor 1· = 5 y su 
respcet.iva red rt'sidual. Por ejemplo, In capacidad n•siclual dPl par clr 11ndos ·'· l, t•s 
decir r.-; 1, la calculan1os así: r..,1 = u$1 - Xst + .r 1_. = 9 - 3 + O = G. DP iµ;ual fonna. 
para calcular r1.'li 1 tenernos r 1_. = ui.. - xh +x.~ 1 =O- O +3 = 3. ,. aplicaudu la 111is111a 
fórmula podemos calcular las capacidades residuales para cada par de nodos. 

Capacidad residual de una (s,t)-cortadura. Definamos la capacidad r<'sidual 
r[S, S] de una (s, t)-cortadura como la suma de las capiH'idadPs n•siduah•s dP los 
111·cos IH1d11 addante de la cortadura. Esto es: 
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r[S, $] = E r;; 
·c;.,;¡ecs • .<:¡ 

Red residual 

Figura 23: (s, t)-corlnclura en una red residual. 

Propiedad 4.1 Para cualquier flujo x de valor v en ur1tJ n,d, !'/ jlu;o 111Jicionnl que 
¡mede ser crrniado del nodo origen al nodo 1lcstino c.• mc1w1· o igual " la cn¡iacidad 
residual de ctmlquicr (s, 1.)-cortadurti. 

Dcn1ostració11. Supongarnos que.Les un flujo de valor 11. Adl'tnéÍs supon~a
mos que x' es un flujo de \'alor v + 6v para algtin 61• 2'.: O. La DPsigualdad 
(5) del capitulo anterior implica que: 

v+6v S E u;; 
(•,j)E(S .. ~) 

Restando la Ecuación (4) ele la Ecuación (G) tenemos que: 

6v::; E (u,1 - x;;) + E x,1 
(i,j)E(S,.'I) (•,j)E(.'1,S) 

Usando el hecho de que 

E X¡j 

(i,j)e(S,S) 

la desigualdad anterior. nos queda: 

E Xji 

(i,j)E(S,S) 

lli.v S E (u;; - X;; + x 1;) = E r;; o 
(i,j)E(S,S) (S,S) 
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Utilizando el ejemplo <le la Figura 23, en la cual tenemos una (s, /)-cortadura con 
r[S, Sj = 3 + 7 + 12 = 22, podemos obs.,rvar que dado uu flujo .r d•· ,·alor '" 1·1 flujo 
adicional que puede ser enviado del nodo origen ni uodo d1•stino es lll<'IHJr o igual a 
la capacidad de cualquier (s, t)-cortadura. En e$tC caso para la l'ropit•dad ·1.1. 

Av :5 22 = r(S, Sj 

Lo que implica que 22 es una cota para el flujo adicional que pu<'d<• s<'r ••nviado a 
partir del flujo actual y entonces el flujo m;lximo para uucst ro rj1·mplo no ¡>11<'<1<• ser 
mayor a 5+22=27 unidades. 

Nos referiremos a una ruta dirigida que va del nodo origrn al nodo destino en la n•d 
residual corno una ruta nruncntantc. Dcfinitnos la t•apacidad rPsidual c5 d«• una ruta 
aurncntantc con10 h1 n1íni1na capacidad residual dl' entn~ los arcos que pPrlPnPCPll a 
dicha ruta. 

Red residual 

Figura 2 1l: Ruta autnentantP con á = 3 

Por definición, la capacidad ó siempre es positiva. Consecuentemente, si la red con
tiene rutas aumcntantes podemos enviar un flujo adicional del noilo origen al nodo 
destino. El algorit.tno genérico ele rutas au111Pnta11tes Pstci ha.~ado c>sencialnti-ntf' t~n 

esta observación, identifica rutas au1ncntantes y au111Pntn el flujo a trav~s ch~ t~sta..~ 

hasta que la red ya no contenga rutas aumcnt.anlPS. El al¡?;oritmo 1•st•i dt•stTito en el 
Algoritmo 4. 1. 

Relación entre la red original y la red residual 

Una ruta anrncntantc en la red original G es una ruta F'. no llC'C(•sarian1cnt<- diri
gida, de .s a t tal que X¡j < u¡; en cada arco hacia adl•lant.e (i, j) y x 1, > O en cada 
arco hacia atrás (i,j). 

Supongamos que actualizamos las capacidades r<'sidualcs en algt'm punto del algo-

32 

1 



Algoritmo 4.1 Algoritmo ele rutas aumentantes 

bcgin 
X t- O; 
whilc G(x) contenga rutas dirigidas del nodo s al nodo t do 

Identificar una ruta awnentante P del nodo s al nodo t: 
li <- mín{rij: {i,j) E P}; 

aumentar li unidades de flujo a lo largo de P; 
actualizar G(x); 

cnd whilc; 
cnd; 

ritrno. ¿Cuiíl sería el efecto en X¡j? Rccor<lcruos que 1·11 = u,1 - .r11 + ~=J•• esto irnplica 
que un flujo adicional de t5 unidades en el arco {i, j) en la rPd residual corresponde a: 

1) 1111 incremento en X¡j por c5 unidades en la red original; o 
2) un decremento en Xj; por c5 unicladt•s en la n•d origiual; o 
3) u11a combinación de las anteriores. 

:\hora. bien, una vez <lados los nuevos valores 1·11 de la red residual, ;. eó111n podernos 
dctcnninar el ,~alor del flujo X¡/! '"ªque para r,1 = u,1 -x,1 -t-x1 , 1nueha.s co111binncin11t-s 
de :i;,1 y x 1 , corresponden a un tnistno valor dr. 1·11 dcl>cruos tt•ner una rt1~la para Pscoger 
una ele estas cornbinaciones. 
Veamos que podemos reescribir 

corno 
X¡j - X 1 ¡ = U¡j - r¡;. 

Ahora, si tlij ~ T;j entonces hacemos 

x;; =O 

si ll¡J < 1·1j hacernos 

En In Figura 25(a) obsen-amos la red ele la Figura 24 después de aplicar el aumento 
ó = 3 a través de la ruta señalada. Así mismo en la Figura 25(b) obst'rvamos el re
sultado en la red original. 

Existen diferentes formas de identificar una ruta aumentante en una red residual. 
La especificación de dicho procc.«o nos proporcionaní una versión o rspecialización 
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Red residual 

(3,3) 

3 (3,5) 1 V• 8 

0,8)_~~4) 
(2,2) 

(a) ( b) 

Figura 25: Red residual y red original acl ualizadas. 

del algoritmo genérico. 

En las siguientes secciones vamos a ver especializaciones d1• ""'"algoritmo. Empezare
mos presentando el algoritmo de etiquetamienlo y realizan•111os un análisis detallado 
del mismo. 
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4.1. Algoritmo de etiquetan1iento 

El n/gorit1110 de ctiquctnrniento es una i111plerncntación del al~orit1110 gen«;rieo dP ruliL'i 

aumentantes. Este algoritmo usa una t<;c11ica de búsqueda para identificar ••n G(x) 
una ruta dirigida de s a t, crnpicza desde el nodo origen y encuentra todos los nodos 
que son alcanzables desde el nodo s a lo largo de rutas dirigidrn; "n la re•l n-sidual. 
En cada paso del algoritrno se ticru~ una partici6n Pn la rl'd: /os uoclos f•tiquruulos y 
/os 110 cti<¡uet1u/os. 

Los nodos etiquetados son aquellos que PI algoritn10 ha alean~aclo en t•l proct•so d.
btisqucdn y para. los cuales se ha det.ern1inado una ruta dirigida del nodo origPn a 
dichos nodos. Los no etiquetados son aqtu~llos que el algorit1110 no ha alca11zado a\111. 

El algorit.1110 selecciona it.crativa1nc11t.c un nodo Ptiqur-tado y revisa sus arcos ad
yacentes, en ln. red residual, para alcanzar y et.iqtll't.ar uut~vos nodos. Evf•ntuah1u·nt<", 
el nodo destino llega a ser ctiqtu~t.ado y el algorit1no Pnvia l'I 1n~ixi1no flujo posihlP a 
través de la ruta encontrada de s n t. Se borran las etiqlll'lit..o.; y se rl'pitt· PSll· proct•so. 
Este algoritmo termina cuando se hati re\•isado todos los nodos <'tiq11Ptados y •·I 110<10 

destino pcnnanccc sin etiqueta, lo que itnplica qut• el nodo ori~Pn uo t•st;:i co1u~etado 
al nodo destino en la red resiclual. 

El código de una versión del Algorit1110 de Etiq11ctm11i<'nto Sl' mm•st ra <'11 <'I :\ l¡.;orit 1110 .1.:1 
111ie11tras que en el Algoritmo <1.2 tenemos el pron•di111ic11to auxiliar qu•• utiliza. 

Algoritmo 4.2 Procedimiento au111enta 

begin 
con las etiquetas de pred(j) obtén una ruta aumentante P de ~ a t; 
.S <- mín{r,1 : (i,j) E P}; 
aumenta 8 unidades de flujo a lo largo de P; 
actualiza las capacidades residuales; 

cnd; 

Justificación del algoritmo de etiquetamiento y resultados 

Para realizar una justificación al algoritmo de ctiquctamic11to, notemos que en cada 
iteración el algoritmo encuentra una ruta aumentante o termina al no poder etiquetar 
el nodo destino t. 
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Algoritmo 4.3 Algoritmo de etiquetamiento 

begin 
etiqueta nodo t; 
while t esta etiquetado do 

desetiqueta todos los nodos; 
for ench nodo j E N do pred (j) <- O; 
etiqueta nodo .-4; 

agrega s a LISTA; 
while LISTA ~ 0 o t no esta etiquetado do 

remueve un nodo i de LISTA; 
for cnch arco (i,j) en G(x) que emana del nodo i do 
if (r;1 > 0) y (nodo j sin etiqueta) then 
pred(i) <- i; 
etiqueta nodo j; 
agrega i a LISTA; 

end if; 
cnd for; 

end while; 
if t está etiquetado thcn aurucnta; 

cnd while; 
cnd; 

En el último ca.-;o delwriamos tnostrar que el flujo actual .r es el flujo m1Lx11110. Su
pongamos en esta etapa que Ses el conjunto de nodos ctiq1wtados y S = ,y\ S l'S 

.. 1 conjunto de nodos no etiquetados. Claramente, s E S y t E S. ·ya qul' el algoritmo 
no puede etiquetar ningún nodo en S desde cualquier nodo l'U S, r,1 = O para cada 
(i,j) E (5, S). :\denuís, ya que r 11 = (tt;1 - X 1j) + .10,,, .r,, $ u,1 y .r1 ,;::: O la comlici(>n 
r,, = O implica que X;j = u,, para cada arco (i. j) E (S, S) y .r,1 = O para l'ada arco 
(i,j) E (S,S). 

Sustituyendo PI \•alor <le este flujo en la Ecuación (.1), <'nront ra111ns qu<': 

V= L X¡j 

(iJ)E(S.S) 

¿::: x,, 
(i,j)E(S,S) 

L 11,1 = u[S, S] 
(•J)E(.'i.S) 

Esto muestra que el valor del flujo actual x es igual a la rapacidad de la cortadura 
[5, $]. Por la Propiedad 3.2 tenemos que x es un flujo máxi1110 y [S, S] l'S una cortadu
ra mínima. Esta conclusión establece que el algoritmo dl' t•tiqul'tamicnto es COIT<'ct.o 
y deja como resultado el siguiente teorema <le flujo múxi111n cortadura-mínima. 
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Teorema 4.1 (Flujo Máxin10 - Cortadura Mínirna) El valor 111tíxiuw dt: rm flu
jo desde un nodo origen ,o; a un nodo dc.<1ti11.o l en tnu1 red <~011. ca¡Jac:idtidt! ... c ... i!}ttal o 
fo capacidad mí11i11w de entrn todas fos (s, 1 )-cortadura.•. o 

Este tcorcnia indica que cuando el a)goritrno de et.iqueta111iento tenuina, t.a1nhi(!11 
encuentra una cortadura mínima. Del algorit.mo también se obt.iPnc el sil.\uicnlC n•
sult.ado. 

Teore1na 4.2 (Rutas Aumentantes) Un flujo x• e.• un flujo máximo .•í y .'<Ho ·" 
fo red residual G(x•) rw contiene n1tas aumentantes. 

Dmnostración. 
=>)Si la red residual G(x•) contiene una ruta aumentan!.<', clara11w11t" .1·· 

no es un flujo 1rníximo. 
-:=) Ahora bien, si la red residual G(x•) no co11ticnc rutas au1111•11tant1•s 
el conjunto de nodos S etiquetados por el algoritmo delin•• u11a (.s, t)· 
cortadura [S, $] cuya capacidad es igual ni flujo, lo qt1l' implien que el 
!lujo es máximo. o 

Red original Red residual 

0--x_.~;._U~·•--.. (D 0--r-"-'(!) 

v-o 

Figura 26: Ejemplo del algoritmo de ctic¡uetamiento. 

Teoren1a 4.3 Si todas las capacidades ele los arcos son enteros, el problema de }lujo 
11iáxi1no tiene unu solución en.tero. 

Denwstr:ición. Este resultado se sigue por un argunwnto de inducción apli· 
cado al rnírncro de nun1cntos. ). ... a que el algorit.tno dt' ctiquctatnicnto inicia 
con un flujo cero y todas la .. ~ capacidades de losan-os son enteras, las capa
cidades residuales iniciales también son t.odas cnt<>ras. El flujo aumentado 
en cualquier iteración es igual a la n1ini1na capacidad residual de alguna 
ruta, la cual por hipótesis de inducción es cut.era. Consecuentemente, la 
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capacidad residual en la siguiente iteración SPféi de uuPvo t•ntt~ra. Co1no 
las capncidaclcs residuales r 1; y las cnpacitladt•s de los arcos u.1 son toda .... 
nntcra.s, el flujo de los arcos :r 1; scnin valorPs ent<~ros ta111hic.;1t. :\dernci..~. 

si la .. "i capacidades son entera .. ..,, cu cnda auntPnto st• a~rPv,a al 1uenos una 
unidad al valor del flujo; ya que d flujo máximo 110 ptu•dl• ••xcedcr la ca
pacidad de cualquier cortadura, el algorit.1110 t<~rtnina PU un nütnero finito 
ele iteraciones. o 

Veamos un eje1nplo aplicando el Algorituio d<> Etiq11<'la111i<'nt.o. Tomemos la r<'d d1• la 
Figura 26. 

Ejecutando los pasos del algoritmo de etiq1ll'ta111it•11tn 1•11 la , ... ,¡ n·sidual, prinwro 
etiquct.atnos el nodo t, con10 t cst<i ctiquct.:Hlo quit:unos las <'l iquet.;Ls a todos los no
dos, y a.sig1uunos O a todn....; las r.t.iquetn.."i ele pn~de<.'Psnn•s <h• cada nodo. Etiqut>ta1nos 
el nodo s y lo agregamos a LISTA, LISTA = { ·'}. Como LISTA o/ 0, sa<"amos 
de L/ STA el nodo s y revisamos los nodos c¡11<• salen di' s, ,.¡ no< lo 1 emana d1• ·' y 
no tiene etiqueta adcnuís 1·~ 1 > O, entoncPs Pt.iqlwtcunos l, hal"Ptnos ¡11·1·d( 1) = . ..;., y 
aµ;rcgmnos l a /,/STA, LISTA = { 1}. Postcrior1111•nt<' s1• 1•tiq1wta11 los nodos como 
se muestra en la Tabla 27. 

Nodo en revisión Nodo etiqut•taclo prC'<let·t•sor LISTA 
s 1 s 1 
s 2 s l •) ·-
1 3 1 2,3 
1 5 l 2,3,5 
2 4 2 3,5,4 
5 t 5 4,t 

Fiµ;ura 27: Primera fose del algoritmo d<> l'tiquctamiento 

El tíltimo et.iquetamicnto de la Tabla 27 significa que hemos 1•ncontrado una ruta 
autnentantc P que va desde s a. t, entonces cjccutatnos <'1 proccdi1nit•nto au11Jt>11ta. 

Con las etiquetas de predecesores rccuµera1nos la ruta de 8 - t, l''ll este ca .. o.;.o, la rut.a 
que t~ncontran1os es P : s, 1, 5, t. Cotnparatnos la .. -.; t~apacic.ladt.>s <lP lo~ arcos rt~lacio
nados con P y obtcncn1os el 1níni1no, d = tnin{9, 2 .. 9} = 2. El siguiente pa .. -.;o sería 
aumentar 8 unidades de flujo a travt;,, de P y acualizar las «apacidades rcsiduall•S. El 
resultado ele estos pa.<;os lo podemos ver en la Figura 28. Hasta 1•ste paso el valor del 
flujo es v = 2. 

Siguiendo los pasos del algoritmo de etiquetamiento. El sigui1•nte pa .. «o l's des<>tiquctar 
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Red residual Red residual 

~ ~'(í) 

Figura 28: Ejemplo del algoritmo de etiquetamit•nto. 

los nodos y volver a iniciar la büsqtwda de otra ruta au11w11t.n11tP. En la Tahla d1• la 
Figura 30 1nostnunos las rutas auntcntantcs suhsccucntPs, así con10 t~I valor dPI llujo 
e11 cada momento, la Figura 29 y la Figura 31 ilust.ratt la red resultante dPs¡n11•s di' 
cada uno de estos aurncntos. 

Red residual Red residual 

Figura 29: Aumentos del algoritmo de 1•t.iq11etamic11to. 

Para este cjcrnplo, observarnos que se rcqu1ncro11 seis Ht11ncntos o rutas nurncntan
tes para alcanzar el flujo 1111ixi1no v = 14. Ade1111is podemos verificar <•l T<'Orema 
de Flujo Máximo - Cortadura l\1í11ima. En la Figura 32 se muestra la solució11 del 
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Ntímcro de ruta Ruta autncntante \'alor de aunu•nto Valor del Flujo 
encontrada (J) 

2 s,2,4,t 2 4 
3 s,1,3,4,t 2 6 
4 s, 2,3, 4, t 5 11 
5 s,2,3,5,t 1 12 
6 s, 2, 3, 5, t 2 l·I 

F'igura 30: Rutas que encuentra el algoritmo dl' <'lic¡uetamit•nto 

Red residual 

Figura 31: Aumentos del algoritmo dt• l'tiqm•tamit•uto. Continuación. 
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Rod original 

~<!:.>''') 

v-14 

Figura 32: Soluci6n ni ejemplo. 

ejemplo, donde el flujo má.ximo es v = 14 y la cortadura mínima es S = (s, 1, 2) con 
u(S, S) = 2 + 2 + 8 + 2 = 14. 

Complejidad del Algoritmo de Etiquetamiento 

Para estudiar el peor de los casos en el algoritmo de <'liquctamicnto reconh•nws q111• 

en cada iteración, excepto en la tíltitna, el algorit.1110 ('.iPcuta 1111 au111ento. Es Íéicil 
observar que cada aumento requiere tiempo de 0(1n) porque t•l 111(,todo busca la can
tidad ó de una cadena nu1ncnta.11tc, cxn1nina11do cualquit•r arl"o dP cualqui<'r nodo a lo 
1111\.~ una vez. Por lo tanto, la complejidad del algoritmo <'S 0(111) \'<'l'l's t•l ntimpro d•· 
au1ncntos .. Ahora bien, ¿cu;:intos aurnentos ptu•d<• f'jl'<'Utar PI al~orit.1110'! Si tod.:u~ t.L~ 

capacidades de los arcos son enteras y acotadas por un 11ú11H·ro finito lJ, la capacidad 
d<' la cortadura (s, N \ {s}) es a lo 1111\.~ 11U. Por lo 'I'"' "' \'alor dt•I !lujo má.ximo 
t•st á acotado por 11U. El algoritmo ele ctiquet.ami<•nto incr<'nwnta t•l ,·alor dt•l llujo por 
al 111cnos una unidad en cualquier autnento. Const'l"t1PlltP111PtltP. <J(11111ll) ('S una cota 
para el tictnpo de ejecución de este algorittno. l~on lo a11tPrior. tt·1u·111os t>l si~uit"lltl' 

n·~ultado. 

TPore1na 4.4 El algoritmo de ct.iq11cta111ic11tv rcsuduc t'/ ¡irnbfrma de flujo máximo 
1·11 1m ticm¡io de O(nmU), en el peor de los cn.-c1s. 

Desventajas del Algoritino de Etiquetamiento 

El nlgorit.n10 de etiquctarnicnto es posihlcn1enh" el alµ,orit llH> nui..o.; si1nple para re
solver el problema de flujo máximo, sin embargo en 1•1 ¡wor "" los casos el número 
dt~ iteraciones no es n1uy satisfactorio para valorl'S de IJ 1nuy grandes. Por ejctnplo, 
si U = 2", la cota es exponencial para el 11\in1cro dP nodos .. .\de1nás, el algorittno 
podría ejecutar innccesaria1ncnte 111ucluu; iteraciones co1no nos sugiere el ejemplo de 
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(a) (b) (C) 

Figura 33: Caso patológico del algoritmo de "tiqm•t.amieuto 

la Figura 33. La Figura 33(a) muestra una red con flujo cero; en la Figura 33(b) 
\"emos la red residual después de un aumento de 1 a lo largo d" la ruta s - " - b - t 
y la Figura 33(c) muestra la red residual dei;pués de un m11111•11tu ch• 1 a lo largo de 
s - b - a - t. Con lo que podemos ver que el algoritmo, como elige cualquier nodo 
para etiquetar, podría elegir In peor opción y así ejecutar aunaPutos innPePsarios. 

()tra desventaja del algorit1no es que si ta~ capacidades de los HITOS son irrat·ionalc.-s, 
el algorit.1110 podría no tenniuar .. Aunado a esto, el alg:orit1no 110 t.iPnc• nu•111oria. en 
cada iteración genera etiqueta..<.; de nodos que contienen infonnación sohn~ las posihlPs 
rutas auntcntantes desde el nodo origen n otros nodos. En <-Sta itnplc11u•11taci611 quc
lu·uaos descrito se borran la .... c:.t etiquetas en cada itcraci{>n, perdiendo a.si inforn1acic)11 
<(11<? podría ser tít.il para la .. o.; siguientes iteraciones. 

En resu111en, el algorit1110 gcnCrico de rutas au1ncntantcs tiene dos lirnitacionPs co111-
p11tacionalC's muy importantes: 

l. en el peor de los casos la complejidad ele O(nmU) es poro pr1ictil"a para ejem
plares con capacidades 1uuy grandes, y 

2. para ejemplares con capacidades irracio1111Jes el algoritmo podría ronvcrgcr a 
una i;olución no óptima. 

l'or tal motivo se han clcsarrollaclo métodos con algunas ad1•cuaciones para PI mejor 
desempeño del algoritmo para el peor caso. En las sig11i1•11ws scccion1•s tratan•mos 
;tlguna.s rncjora ... o.:; o rcfinarnicntos del algorittno genérico dP rutas au1ncnta11tes. 
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4.2. Algoritmo de capacidades escalables 

\'ca.naos ahora el u/gorit1110 ele rutn."'i 1111111t•11t.:1ut.cs d1~ 11uixi111;, <:JJf'ilC"i</11.d. Estr• algorit
n10 siernprc aurncnla flujo a través de una ruta con 111üxi111a capacidad n-sidual. 

Sea x cualquier flujo y 11 el valor del flujo. Si 11• es d \'alor dl'I flujo max11110, por 
la propiedad ele descomposición de flujo aplicado a la n•d rPsidual G(.d implira <(U<' 
podernos encontrar 111 o rncuos rut.as cliri~idas d<·sde t•I nodo ori~en al nodo dt>st iuo 
cuyas capacidades n~sicluales s111nen (u• - 11). Ento11cPs la ruta au111enta11tl' dt> 1uiixi111a 
eapacidnd t.it•1u• capacidad residual al tnPnos dP (11• - '')/111 uuidad.-s . 

. ~\hora considere1nos uua sec11<"11cia «OnsPrut iva de 21u a11111t•11tos dl' n1áxi111a capacidad 
P111pezando del flujo x. Si cada uno de t•sos a11111rutos sou al Jlll'llOS dt> (r·· - r•)/'2111 
1111idacl('S de flujo, eutoncPS dentro de 2111 o 11u•11os itt•raeionPs tP1ulría11tos uu lluju 
11ub.:i1no. Sin etnhargo, si alp;:uno de esos "2111 auuu•nt.os const'("lll ivus carga 11u·1u>s dt· 
(11º - 11)/2111 unidades de flujo, e11t01H'<'S partiendo cl<'I \'Prior dt• tlujo inicial .r. IH'mos 
r<'dt1r.ido la capacidad de la ruta au11u•11ta11IP el(_• 111éixi111a <"apacidad pnr un fartor dt> 
al tnenos 2. Este argu11u!nto 111uest.ra que dPntro dt! '2111 itt·raeiont>s t·o11st>t·11tivas. ••I 
algoritnto Pstahlc•ct• 1111 flujo 11uixi111u o n•duct• la ('élJHU"idad n·sidual dt> la ruta a111ut·n
t.a11t.r de 1uüxin1a capacidad por un fa(·tor dt• al n11•11os :?. Ya q11t• la t·apaC'idad n·sidual 
de cualquic~r ruta a11111enlant.e ('S a lo 11uis :!.{} y al nu·nos 1. dt•s¡ntl•s dP ( J(11t loµ. l ") 
itf'raciones, el flujo d~bt•ria ser 11u\xi1110. 

Co1110 hernos visto. t~l al~oritnto de rutas autnPntantPs <h~ 111ax1111a l'apal'idad rt>du~ 
re el ntín1Pro de au111t•11tos con respecto al alAorit 111u dl" t•tiq11t>t.a111it•11t o dt• ()( ul ·) 
a 0(11t log Ll). Sin ctnbarp;o, el algorit1no Pjl'cuta nHi.."' Céilculos por itt'radt.,11 ya qt1t' 
lll'Ccsita identificar una ruta aurncutante· con la 11uixi111a capa<·idad n·sidual. 110 cual
quier ruta :u1111t•11tant.t•. En su lugar vcrcn1os una variacitln dt•I al~oritrno dP ruta~ 
aurucntantes de nuixi1na capa.ciclad <¡U(' no l'jPct1ta nuís l'()111¡n1tos por itt·1-.acit.,11 y 
altn a ... o..;i l'StahlPct• 1111 flujo 1u~ixin10 en tit•111po (J(111 log l.-·). Estt• alJ!..orituu> Ps cono('i
(lo co1110: ;i/~ol'it 1110 dP c;tpncic/;1dt"S t•srn/ah/Ps. El cual t•s ilustrado <'ti l'I .-\lgorit 1110 ·l.·l. 

La idPa esP1u·ial l'll l'l algorit.1110 dt• capal'idadt•.s t•sealablPs t•s cnnt'l'ptualnu•ntt• 1nuy 
sintple: a11111Pnt :u11os flujo a tnt\'l~S de una ruta t'Oll l'apacidad r<"sidual s1diciPntt•11u·11tt• 
µ.randc, en luµ.ar de una con nui.xitna capacidad au111PntantP. t•sto PS porq1u• pndt•111os 
ohtt.~nPr t1na ruta con capacidad rPsidual suficit.'llh'nu·nt(• Arandt• d(_' una rnanera St'nci
lla. en un li.,mpo d<' 0(111). Para definir el algorilmo ch· capal'idad<•s esl'alabl<'s i11tro
duzca1nos 1111 par:i.nu•t.ro ~ y, con rcspl'Cto a un flujo .1". dPti11an1os la ~-n•tl n_•sidu;1/ 
corno la red qur enntk~ne arcos cuya capacidad residual PS al tnl•nos ~- SPa G(..r, ~)la 
~-red residual, obsPr\·emns que G(.r., l) = G(:r) y G(;:, ~) <'S una subgrüfica de G(:r). 
En la Figura 3·1 ilustramos esta definición. Para la r<•d residual de la Figura 3·1(a), la 
~-red residual con ~ = 8 se muestra en la Figura 3·1(b). 
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Rod residual ,t,. Red residual 

~<U 

(a) (b) 

Figura 34: Ejemplo ele una .:l-rcd Rl.'sidual. 

,\ la fase del algoritmo durante la cual .6. se mantiene constante l<' lla111an•1110s fo.'<' 
ele escn/n1uicnt.o y a una rase de cscalan1iento con un valor espl•cifi.<·o ~ <'oruo ~-Íi1Sf' 
ele csc;1/n1nic11t.o. Obscrvun1os que en una ~ .. rase de escala111i•~nto cada an111t•t1to Ps tlP 
al menos .6. unidades ch! flujo. El algoritmo empieza con .6. = 2ll0~1:1 y divid<' su valor 
en cada fa.se de cscahunicnto hn..c;;tn que ~ = 1. En consccut~n«ia PI algorit uu> t'.it'l't1la 
l + LlogUJ = O(logU) ra.~('S de escalamiento. En la 1ílti11111 fasp "" ('Sl"alami1•111n, 
.6. = l, entonc<'s G(:r, .6.) = G(x), lo que muestra que el algoritmo t<·nnina con un 
!lujo m:iximo. 

Algoritmo 4.4 Algoritmo ele capacidades escalables 

begin 
:e<- O; 
~ ~ 2Lto9UJ; 
while .6. 2: l do 

whilc G(.r., .6.) contiene rutas de s a t do 
identifica una ruta P en G(;i:, .6.); 
8 ~ min{ r,1 : (i, j) E P}; 
aumenta 8 unidades de flujo por P; 
actualiza G(.r., .6.); 

end while; 
.6. i-- il/2; 

end while; 
end; 



La eficiencia del algoritrno dcpcnd(~ d<~I lu•d10 de qut• ejPt"Uta a lo 11Hís :!111. a11111c-11tos 

por fase de escalamiento. Considm·pnws <'I flujo al final .¡., la ~-fasp d<' Pscala111i1•11to. 
Sea x' este flujo y v' su valor, sea S rl l'onj1111to el<.• nudos akauzal>IPs <lt·I uodo .o; t•u 
G(x', il). Ya que G(x', ~) no cout.iene n11 a~"i au11u•nta11t.l~s dPI nodo origt•1t al nodo clc·s· 
tino, t <t S, entonces (S, $] íorrna una (s, /)-cortadura. La defi11icit'n1 dt• .':) i111plica que 
la capacidad residual de cada arco Pll (S, Sq t•s Pstrict.an1.-11te 111P11or qu« ~, por lo qlH' 
la capacidad de la cortadura (S, S} es a lo 111üs 111~. Por coust•c1u•1u·ia, v· - 1•' ~ ru~. 
En la si~uicntc fase de cscala111ic11t.o <"ada au11u•11to lkva al 11tP11os ,:)¡,/'2 unidadPs dP 
flujo, entonces esta fu.se de e.scala111iPt110 put>dl' PjPcut.ar a lo 111:L-.; 21u a111111•utos. 

El algoritmo <le et.iquetamicnto r<>qui<'r<' un t it•111po d .. 0(111) para idc•nt ificar una 
ruta aunu.?ntant.c, y la actualización de la red rr-sidual ta111bit;n n·qui(•n· un t it.~tnpo dP 
O(m.). Est.os argumentos nos lleva a eslaull-c·•·r ,.¡ sigui••ntP r<'stiltado. 

Teorema 4.5 El algoritmo de ca¡mcidatlcs c.,cr1/ablt:., 1·,,sud1ic d pni/1/1·11rn ,¡,. }lujo 
máximo en O(rn log U) at1me11tos y se cjt'.cutu "" 1111 tic11111u rfr O( 111' loR U), "'' d 
JU!o1· de los ca,c;o,o; o 

Ahora bien, a manera de comparación t1Lilizare111os el mismo prohl<'rna dt'I <'jP111plo 
del algorit1110 de ctiquctamicnto para e.i<'rnplificar y coniparar PI al~nril 1110 dl' capal'i
da<les e><calables. 

lnicia1110.s el algorit1no partiendo de uu ílujo :.r: =O, y asignarnos PI valor~= :?llvsUJ. 
Para la red de la 34(a) t:l. = 2llog14J = 8, ~·ntoncl'S generamos la ~-n•d n'><idual G(J·, 8) 
resultando la subgráfica de la Figura 3-l(h) . 

.d · Red residual .á. Aod residual 

~<D 

(a), (b) 

Figura áii': :A~tualÍzación de G(x, ~) para~ = 8 

El siguiente paso es encontrar .. u.na ruta de .~ a t en G(x, 8). Utilizando el algorit
mo de etiqnetamiento de la' sección anterior encontramos la primer ruta p de s 11 t, 
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/
7 

: s - 2 - 3 - 5 - t y hacemos ó = mín { 8, 8, 8, !) } = 8. Co11 lo que el au111<'11to que 
podernos eícctuar es ele 8 unidades. AcLuali:.mmos G(x, 8), q1wdando como en la Fip;u
ra 35(a). Como puede observarse, al actualizar G'(;r, il) d1·sp111.,s dl!l auuwnto "" PSt<' 
ca.o.;o, no cxisteu ruttts <lirigida. .. o,; des a t, lo q11<~ significa qu<- hP111os t.t•rn1i11aclo una ~
fase de es<'ala1nicnto. Haceruos U= il/2 = ·1, y buscarnos 1111a ntu•va ruta dP s a t t'll 
G(:r,·I), Figura 35(b). Nuevamente, podemos ver que Pn G(x, ·I) no hay rutas ch· sal 
por lo que clcheremos actualizar ele nuevo el valor el<' il y por lo ta11tn eamhiar <1., ÍIL'<<'. 

Ahora, hacemos il = il/2 = 2 y actualizamos G(J·, ~). Fip;ura :IG(a). Otra \'l'Z, 

utilizando el algoritrno de ct.iquctarnicnto t.rat.a111os ele •·11co11t.rar uua ruta dt> 8 a/. La 
SPp;111ula ruta encontrada es P: s - 1 - 2 - 4 - t, para la eual e\ = 111íu {!J. 8, 2, 1·1} = 2, 
aumeutamns dos unidades de flujo por P y actualizamos G(:r, ~).PU la Fip;ura 3G(h) 
tc1wrnos G(J·, ~) para il = 2, después de est" au1111•nt.o el<' flujo d1• dos unidacl!'s. 

_á. Red residual 

~ "!.)'' ···~ 

(a) 

6 

14 

á- Red residual 

'~~·~--" 6~ 
--- 4 

2 

(b) 

Figura 3G: Actualización de G(x, il) para il = 2 . 

.-\plican1os d<- rnw,·o el algorit1no para encontrar otra ruta au1ne11t.a11tt~. La siguiPnte 
ruta es P : s - 1 - 3 - 4 - t con 6 = mín{7, 2, 7, 12} = 2 y munentamos PI flujo 
a t rm·í,s de P. quedando la red como en la Figura 37(a). La úllima ruta aumen
t ante en Psi e Pjemplo es P : s - 1 - 5 - 4 - t con In cual ohtenemos un aunwnto 
ci = mín{5. 2. 5. 10} = 2. Al actualizar G(:i:, 2) ckspués tic a111111•11t.ar pstl' flujo y apli
car el algorit.1110 de ct.iqucta1nicnto vcrifica1nos que ya no existen n1t.iL'-' dt' s a t, por lo 
<¡11<' ht>mns t1•r111inado otra fase, la red de In Figura 37(b) nos 1111u•stra G(.r, ~) para 
~ = 2 <'11 ""'" p>L~o. Hacemos il = il/2 = l. En este punto G(J:, 1) = G(:r) y t•n el 
t•jen1plo, t•n particular, ya no existen ruta .. " de s a t en la rPd rPsidual. lo qu<" indica 
que 1•1 !lujo t•s máximo. 

Corno p11di1uos observar, este algoritn10 encuentra rutas autnl•ntantl's c·on eapaci<lad 
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,t.. Red residual J!,.. Red residual 

~ ~ 

(a) (b) 

Figura 37: Otra actualización ele G(x, ~) para ~ = 2. 

residual suficientemente grandes, intcntnndo enviar grandl!s eantidades de• flujo y tra
tar de llegar al !lujo m1\ximo en un tiempo 1111L~ corto. Comparando ron "1 algoritmo 
de ctiquctan1icnto, en este algorittno se requiriPron sola1n<-nt.P cual ro au11u•ntos para 
llegar al flujo ruáxhno, en cn1nbio en el algurittno cll' etiqtH~ta111iPnto Sl' requiri<-ron 
seis aumentos. Por lo que podemos darnos Cll<•nta ele qu<' PI algoritmo .i,. raparidad<•s 
escalables es tncjor que el de ctiquetaniiento para estt• L"a .. 'to; y Pll µ,,eut•ral así Ps. 
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4.3. Algoritino de rutas aurnentantcs rnás cortas 

El a/gorit1no e/u rut.a."i. 1111n1c11t,t111t,cs nuis corlé1s siP1npre au11u~11ta flujo a t.ravt:~H dP 
rutas nu\s cortas del nodo origen al nodo destino en la red residual. Ant.es de v<•r 
una descripción del algoritmo, delinamos algunos conrept.os que utilizaremos 1111í.-; 

adelante. 

Una fuIJción de distancia el : N -to z+ U {O} con rpspect.o a la. .. o.; eapaciclaclt·s rc·sidualcs 
1"ij es una función que va del conjunto ele nodos a los Puteros no nt•~ativos. Dire111os 
que una función de distancia. es válida con res¡wcto al flujo :1: si satisfarp l:u; siguientes 
condiciones: 

d(t) = O; 

d(i) ::; d(j) + 1 para todo (i,j} en la red residual G(x) 

(8) 

(9) 

Nos referiremos a d(i) como In etiqueta de distancia del nodo i y a las condiciones 
(8) y (9) como co11dícío11es de w1/íd11dcfo. 

d(i) r dUl d(i) dül 

~ Red residual ~ J 1 

o o 2 

o o 2 o 

o o 2 
(a) (b) 

Figura 38: Red residual con etiquetas de distancia.. 

En la. red residual de la Figura 38 tenemos que el = (O, O, O, O, O, O, O) <'S un arreglo 
de etiquetas de distancia válidas ya que cumple con las condiciones 8 y 9. También 
el= (2, 2, 2, 2, 1, 1, O) es válido, en cambio el = (2, 2, 2, 2, 2, 1, O) no representa. etique
tas de distancia. válidas ya que 2 = el(4) > cl(t) + 1 =O+ 1 para el arco (4, t). 

Propiedad 4.2 Si las etiqueta.• ele distancia son vcílida.<, la etiqueta d(i) es una cota 
inferior en el tamaño de la ruta dirigida mcís corta del nodo origen al nodo destino 
en la red 1·e.<idual. 
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Dcmostr11ció11. Sea i·= i 1 ·- i 2 - i 3 - ••• - ik - Ík+I = t cualquier rut.a de 
t.nmaiio k desde el nodo i al nodo t en In red rc-'iidual, por las condiciones 
clu validación tcncruos que: 

d(ik) :5 d(ik+I) + 1 = d(t) + 1 = 1 
dCik-1) :5 d(ik) + 1 :5 2 

d(ik-2) :5 r/(ik-1) + 1 :5 3 

d(i) = d(i1) :5 d(i2) + 1 :5 k o 

Corno k, que es el tnmniio de In ruta, cumple que d(i) :5 k y ademús In ruta que 
utilizamos en la demostración es cualquiera, se aplica n la ruta 1111i." corta, lo que 
significa que el t.anuu1o de una ruta nuis cort.a que vn ele un nodo i a t, <'S ruayor o 
iµ;ual al valor de la etiqueta d(i), siempre que las etiquetas '""111 válida.<;. 

Eu la Figura 39 tenemos una red residual en donde al lado dl' cada nodo se en
cuentra su etiqueta de distancia, la cual representa el t.amaiio de la rut.a 1111i." corta 
dPSdl' ese nodo al nodo t, d(3, 2, 2, 2, 1, 1, O). Como podernos vl'r las etiqueta.<; dc dis
tancia vc:ílida.s de las dos redes de la Figura 38 son n1enort>s o ip_ualPs una a una con 
las t~t iquctm;; ele la Figura 39, la red PS In 111is111a en a tu has fi~uras. 

3 o 

2 

Figura 39: Red residual con etiqueta.'< de distancia exactas. 

Propiedad 4.3 Si d(s) ;:=: n, entonce.• la red 1·csidual no contfruc rufos dirigidas de 
s ti f .• 

Just.ificación. Lo anterior se sigue del hecho de quc d(s) <'S una cota inferior 
para el tatnalio de la ruta nuis corta desde s a t cu la rPd residual, y ya 
que ninguna ruta dirigida puede contener 1111\s de (11 - 1) arcos, entonces 
si cl(s) ;:=: n, la red residual no contiene rutas dirigidas desde el nodo s al 
nodo t. 
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Notación adicionn.1. Decitnos que las et.iqueta .. o.; de distancia son <'X11ctas si para rada 
uodo i, d{i) es igual al tanuulo de la rut.a uuí.s corta qtu• ,.a dt•sde PI nodo i ha..o.;ta el 
nodo t en la red residual. Podc111os <lcterruinar ''t iquttt a.s ch· di~t atu:ia ('Xa<·ta .. "i para 
todos los nodos en un tiempo de 0(11•) <'lllP<'zatulo desdP 1•1 11udo 1. 
Dr aquí en adclant<~ al hablar de et.iquet.a.s nos n•ft•rin•111os a t•t iqueta .. 'i de distanria 
c~xacta.s. 

Arcos y rutas admisibles 

Dir<'ntos que un arco (i, j) <~n la red rcsiclual es :ult11isihll" si sat isfac..- la c·o1ulici{u1: 
d(i) = d(j) + l; nos referiremos a torios los demiis arros romo 110 ."1</misih/1•s. Uua ruta 
d<! s a /. que consiste Holntncnt.<~ dü arcos ndtnisihll•s t•s uua n1tn ;1d1uisih/t•. 

Propiedad 4.4 U11a r11ta admisible c.• 1111a r11ta cu1111r:11tcmtc 111.is corla del 1wdo ori
!J"" al 110<10 clcsti110 en fo rcrl rcsiclual . 

.111stific11ciá11. Ya c¡ue cada arco (i,j) en una ruta ndmisihlt• P l'S admisible, 
la capacidad residual de estos arcos y las etiqu<'lns di' distancia dC' sus 
uodos satisfacen que: 

J. 1·,í > O, esto implica que P es unn ruta aumt•utatll<' 

2. d(i) = cl(j) + 1, implica c¡ue si P contiene k arcos. <'11to11ccs cl(s) = k 

Ya qne cl(s) es una cota inferior sobre el lammio dt• n1alqt1il'r ruta desde 
el nodo origen al nodo destino en la red residual. la ruta P dclw sl'r una 
ruta au1ncntnnt.c 1nás corta. 

Descripción del algoritmo 

Las rutas a través ele la ... .;; cuales (•l nlgorit.1110 autnenta Hujo son ruta!-1 :uhuisih1Ps, 
1•st.a~ se construyen incrcrncntnhnPnte a~regandn un atTn a la n•z. El alµ.oritn10 <0 011-
scrva una ruta ad111isiblc parcial, es dPdr, una ruta d(~ ... a alµ,ún nodo 1 quto <'lUtsistt• 
sohuuent.c de arcos adn1isiblcs e itcrntivan1C"nt.P ejf'euta una opPracicin dl' avance o 
rctrocP.so desde el tíltirno nodo de la ruta adtnisihlt.1 parc:iaL nos rcfPrirf'lnos a dicho 
nodo como 11odo 11ct.11a/. 

Si el nodo actual i tiene un arco ad111isihlc (i,j), l'jt•cuta111os una opt•raeit)n dt• avance 
y agrcga1110H el arco (i,j) a la ruta adtuisible parcial; si 110 contiPllt' un aren incidente 
que sea adtnisihlc entonces t~jecutarnos una operación dP l'l't nH'PSO y regrcsatnos un 
arco. H..epctinlOR CSa operación ha. .. c.;ta <}UC la TUt.a adntisihh' parcial alcanza l'l nodo 
t, en ese 1non1cnto aurncnta1nos el flujo. Lo anterior se rPpitP hasta que el finjo es 
11uixi1110. En el Algoritmo 4.5 mostramos el psP11doeódign tlP PSl<' algoritmo y en el 
Algoritmo 4.G los procedimientos que utiliza. 
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Algoritmo 4.5 Algoritmo de rutas a11111cnt.1111lcs más cortas 

begin 
X<- U; 
obtenga las etiquetas de distancia exactas d(i); 
i .-- s; 
while d(s) < n do 

if i tiene un arco admisible thcn 
avanza(i); 
if i = t then 

au.1ncnta; 
i ~ s; 

end if; 
else 

rctroccdc(i); 
end if; 

end whilc; 
cnd; 

Algoritmo 4.6 Procedimientos para el algoritmo de rutas aumcntantes m¡\s cortas 

Procedimiento avanzC1(i); 
begin 

sea (i,j) un arco admisible en A(i); 
1'rccl(j) <- i; 
i ~- j; 

cnd; 

Procedin1iento retrocede(i); 
bcgin 

d(i) <- min{d(i) + l : (i,j) E A(i) y r;i >O}; 
if i 'i= s thcn i <- prcd(i); 

cnd; 

Procedin1iento atnnenta; 
begin 

usa las etiquetas pred(j) para obtener una ruta aumentante P desde s a t; 
ó <- mín{r·;¡ : (i,j) E P}; 
aumtenta ó unidades de flujo a lo largo de P; 

end; 
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- Justificación al algoritmo 

Veamos que el algoritmo verdndera111ente resu<•lv1• "1 prohh•111a de [lujo 11uixi1110. 

Lenia 4.1 El al!Joritrno dt! nitu.o; u.u11tculault~ .... 11ui.-. c:ortu.o; cou_..,.,-uo ctit¡u1•tcis ele di.-.
tancic1 válitla.'i en. ctttla 7u1.<Jo. Afcjor tui.u. cada o¡Jf'racicíu tlt~ n~-t~lit¡1u·larnie11to {o n:
troceso) incrementa la ctiqudu de c/i.,l.u11r.iu de un 1wtlo. 

Dc111ostr11cióu. tvlost.rare111os qut• l'I algoritt110 ('OllSl'f\'a l'liquPtas dP dis
tancia viílid1L."i en cada paso, ya s<'a Pll una npt•rad<lu ch• a.un1ento o n•
ctiquet.atnicnto. En la opPración ch· avaru:t' no se afPcta lo ad111isihl<' dP 
ning1i11 arco porque éste no c:unbia ninguna ("apaddacl n·sidual o <~tiquP
ta de distancia. lnicialrnent.P, el nl~orit.11u1 runst ruyP Pt iqul't.CL"'i dt> distan
cia v¡ilidas. Sl' a. .. ~u1nc, iuduct.iva1neut.e, qup las etiq11<'t.as d<' distauria son 
Véilidas antes dt• una operaci6n, es decir, qtu• sat isfncPn b1s l'o11dicio1u".s cit.• 
validez. Ncccsitatnos verificar si esas coudicion<'.s s<• 111a11t il'n<'n v4\li<la.'-' en 
los siguientes casos: 

1. Despuc\s de una operación de aumento; y 

2. Después de una opernción ele re-etiquPtamiPnto (o n·tnll'Pso). 

l. Un numento de flujo en el arco (i,j) podría elimi11arlo dP la n•<l resi
dunl, esta 111odificació11 no are.eta la validez dl' las Pt iq1u•tas de distancia 
para este arco. Sin c1nhargo, un aun1e11t.o l'll t•l arco (i.j) tatuhit.~n podría 
crear un arco adicional (j, i) con ,.J• > O y cntoncps c:rPal' una desigualdad 
adicional d(j) :S tl(i) + 1 que las etiquetas d<• distancia dt'lwrían satisfacer. 
Las etiquetas de distancia satisfacc11 esta concliei<ín, ya q11<• d(i) = d(j) + 1 
por que In ruta au1ncntantc es ad1nisihle. 

2. La operación de re-etiqul'tami<·nto (o n•t n><'<'sn) 111udilica d(i); por lo 
tanto dt'he111os rnostrnr que cada nrco que t."nt ra y sale lh•I nodo 1 !"at isfae<' 
las condiciones de validación con rc•spect.o a las nnevas l•tiqu<'tas dl• distan
cia, d'(i). El algorit1110 ejecuta una operacilln de n•-etiqu<'tarniento al nodo 
i cuando ya no tiene arcos ad1nisibles; Psto es niugtin Cln·o (i. J) E ,.\ satisfa
ce la.~ condiciones: c/(i) = rl(j) + 1 y r,1 > O. Esta ohsl'1Taci.ln, <'n t<'rnlinos 
de condiciones de validación 1/(i) :S d(j) + 1, implica q11<' c/(1) < d(j) + 1 
para tocios los arcos (i, j) E .-\ con capacidad residual positiva. Por lo que 
rl(i) < mín{d(j) + 1 : (i,j) E A, r,1 > O} = rl'(i). la cual l'S la nueva eti
queta de distancia después de la operación dl' rc-Pliqul'tan1iento. 1-lenios 
rnostrado entonces que el rt'!-t•tiqnetarnicnto prPser\'a las co1ulicionPs de 
validación para todos los arcos que c1na11an del nodo i. y que <·ada opP

ración de re-etiquetamiento incremc•nt.a el valor el<' rl(i). Fi11alment<'. cada 
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nodoeútrante·Ú:, i) .. sntisfnce d(k) S d{i) + 1, por hip(1t.,sis de inducción. 
Ya que d{ir.< 

0

d'(i).;:CI rc-etiquetamiemo una w'z 111'lS pn•s<'rVa las condi
ciones Cle vnlidación para el arco (k, i). o 

El algoritmo de rutas aumcntantes nuis cortas termina cuando tl(s) 2: " indicando 
que la red no contiene rutas aurncntantPS del nodo orip.eu al nodo dPstino. Por con
secuencia, el flujo obtenido al final del algoritmo es 1111 flujo rrniximo. Oht .. 111•111ns, 
entonces, el siguiente resultado: 

Teorema 4.6 El alyorilrno de rutas uu1111~nt1u1lt\<; 11ui.r; cor/u.r.t culculu corn!rlcuuc1llt• 

d flujo máxi11w. o 

Complejidad del algoritmo 

El algoritmo de rutas aunientantes nuis l'nrtm; se ej<'cllta en un tiempo de 0(11'111). 
Para rnostrar lo anterior varnos a describir una Pst.ruc-t.ura de.• cintos usada para Sf'l(•('w 

cionar un arco achnisihlc proveniente de un nodo dacio. Lla111an.•111os a Psta est.ruet ura, 
f!struct11r11 de datos c/e/ 11rco act1111/. Tenemos la lista de ar<'os .-\(z) la cual co11ti•·11P 
los arcos que salen de i, podernos ordenar arhitrarianu!ntl• los arcos PH Psa lista. 1111a 

ve:l establecido el orden se 1nanticnt~ sin ca1nbios durantP l'l alµ;orit1110. (~ada uodo z 
tiene un ;1rco .actunl, el cual tanibiéu pt'rtPucc<' a .-\(i) y ('S PI prllxitno candidato a 
la prueba de admisibilidad. lnicialment<' el arco actual dPI nodo i <'S PI prim<'r arco 
<'11 A(i). Sil'1npre que el algoritlno intt'ntf' encontrar un arco adnlisiLlt~ quP t•1ua11a dl'l 
nodo i, prueba si el arco actual del nodo l'S ad1nisihh•. Si no, dPsi~na PI sip,uil'ntl' arco 
<IPnt.ro A(i) con10 el arco actual. El algorit 1110 repitP Pst.P proct>so hasta quP P11c11t•nt ra 

1111 arco ad111isiblc o alcanza el final ele la lista. 
ConsidPrcrnos <~I caso en el que rl algorit 1110 alcanza t•l final dl' la lista dt• arcos sin 
<'lll'Ontrar 1111 arco ad111isihlP. ;,Pode111os dl•cir qnl' .·\(i) no t it>ne HITOS ad1nisibl1•s? Sí. 
porqlH~ PS posible 1nostrar que si un an~o (i,j) no <'S ad1nisible t.•n it1~rarionPs antPrio
rt.•s, siguP siendo 110 adtnisiblc ha .. 'it.a que tl(i) se inen•nit•ntl". EntoncPs, si alcauzarnos 
PI final de la lista de arcos, cjccuta1nos C'l rc-(•tiquetan1ir11to (o r<'trocl'so) y dP 1nu•vo 
pone1nos con10 arco actual del nodo i el pri1ncr arco de la lista A(i). La op<•racidn 
d<? rP-etiquctaniicnto tatnbién cxa1nina uua \"l"Z cada arco en . ..\(i) para calcular 1.as 
1uu~\·a .. 'i etiqncta."i de distancia, lo cual gasta el 111isn10 t Í<'ntpo que en identificar arcos 
admisibles en el nodo i en una revisión de la Iist.a de arcos. De lo antrior se obt iem• 
la siguiente propiedad. 
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' ,·' ·,. :· ... ,' •L 

Propiedad 4~s··:Si er ~ly'~i-it;no de rr~ta.• aumcnt<mtes mci.• r.ortu ... • elic¡ur.lc1 cualquier· 
nudo •a· 10 :.incís .k :vecC.9;' el tOtal . de liem710 utilizado "" eucoutrnr arr.os admi.•ibfrs ¡¡ 
re"etiquctar nodos es. · 

o (k. E IA(i)I) = O(k. 111) 
tEN 

Lema 4.2 Si. el a(qoritmo re-etiqueta cualquier nodo u lo mti.• k •wc·c.•. ,.¡ ulgoritmo 
satti.ra ·aTcol~, es tlccir, reduce su cu71acida1l n.:.-.itlu.al u c:cru, n lo 11LtÍ."t (k · 111/2) vece.-.. 

Dc111ost.r;1ción. l\1ostrarcrnos que <-nt.rP dos saturaciont>s l"onseeut ivas dt> un 
arco (i,j), tanto rl(i) y d(j) deben incrcnwntars<' al nu•nos dos 1111idad<'s 
cada una. Ya que por hipótesis el al~oritmo inrr<'llH'nt a cada etiq11<'ta dl' 
distancia a lo 1n1i..c;; k veces, este resultado i111plica quP PI algoritn10 podría 
saturar cualquier arco a lo nuís k/2 veces. Por esto PI ttt'unPro dr satura
ciones ele arcos podría ser [k · 111/2] como dire el lema. 

Supongamos que un aumento satura un arco (i,j). Como el arco (i,j) 
es admisible, tenernos que, 

d(i) = d(j) + l. ( 10) 

Antes de que el algoritmo sature este arco de nuevo, deberín enviar flujo ele 
regreso del nodo j ni nodo i. En este momento, las etiquetas de distancia 
ti' ( i) y ti' (j) satisfacen la ecuación 

d'(j) = d'(i) .+ l. (11) 

En la siguiente sat.uración'.del arco (i.j), deberíamos tener 

d"(i) = d"(j)+ l. (12) 

Usando las Ecuaciones (10) 'y (11) en (12) obsen·muos q1w: 

d"(i) = d"(j) + J ?: cf(j) + l = d'(i) + 2 ?: d{i) + 2. 

Similarmente es .posible mostrar que tl"(j) ?: cl(j) + 2. 

Como resultado, entre dos saturaciones consecutivas del arco (i,j), tanto 
d(i) y d(j) incrementan al menos dos unidades. Con lo que se concluye la 
demostración del lema. o 
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Lema 4.3 

1. En el algoritmo de rutas llumentantes mcís corlus cadll etiqueta de distancia 
incrementa a lo mcís n veces. P01· consecuencia, el total de re-ctiquetarnientos 
(o retrocesos) es a lo mcís n 2 • 

2. El número de operaciones de aumento es a lo rnás 11 • 111/2. 

Dc1nostrnción. Cada operación de re-etiqu~t.atnicnto a.I nodo i incrcrncnta 
el valor de d(i) ni menos en 1 unidad. ))psp1u•s de que el algoritmo ha rc
etiquetado el nodo i a lo 1111ís n vec<'s, cl(i) 2'. 11. En 1•st.e punto el algoritmo 
no vuelve a seleccionar el nodo i durant.t? uua operación de avance ya que 
para cada nodo k en la ruta parcial admisible, d(k) < d(s) < 11. Entonces 
el algoritmo rL~etiqueta un nodo a lo rrnís 11 veccs y el t.otnl de operacionps 
de re-etiquctamicntos está acotarlo por 11 2 • Utilizando el Lema 4.2 y éste, 
tcnctnos que el algoritn10 satura a lo nu'is n · 111/2 arcos. 'Ya que cndn 
au1ncnto satura al tncnos un arco i111nediata1nc11tc se tiene que el nt'uncro 
de aumentos está acotado por 11 • m/2. o 

Teorema 4. 7 El algoritmo ele nita.' amn1"11ta11te., mtis c01·tas se cjcculll en un tiem7Jo 
de O(n2 rn), en el veor de los casos. 

Demostración. Utilizando el Lema .a.a y la Propiedad ·1.5 encontramos que 
el esfuerzo requerido en encontrar arcos admisibles y en re-etiquetar los 
nodos es de O(nrn). El Lema 4.3 implica que el número total de aumen
tos es de O(nni}. Ya que cada aumento requiere tiempo 0(11), el tiempo 
total para una operación de aumento es de 0(11'111). Cada opC'ración c!C' 
retroceso re-etiqueta. un nodo, por lo que el 1ní1ncro total de operaciones 
de retroceso es de O(n2 ). Por otra parte, cada operación de avance agrega 
un arco a la ruta achnisiblc parcial y cada operación de retroceso borra 
un arco de ésta. Corno cada rut.a ad1nisihle pardal t.iPne hunaito n a lo 
tnás, el a.lgorit1110 requiere a lo nuis O(n2 + u"l111) operaciones d(! avance. 
El primer término proviene del número de operaciones de retroCC'$O (re
etiquetamiento}, el segundo término se refiere al número de operaciones 
de autncnto. La con1binación de esas cota .. " establece el tcorcn1a. o 

Veamos ahora un ejemplo utilizando este algoritmo de rutas aumentantcs más cortas. 
Utilicemos la red de la Figura 40. 

Iniciamos el algoritmo partiendo de un flujo x = O y obtenemos las etiquetas de dis
tancia exactas, d(i)'s, Figura 40, derecha. Hacemos i = s, como la etiqueta d(s) = 3 
es menor que n, buscamos si s tiene un arco admisible. El arco {s, 1} es admisible, 
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Red original Aod rosidual 

0 __ X=1¡,'-'U'-'u'--_..• (!) d(i) r,, d(j) 

~ 
2 

v-o 3 

2 

Figura 40: Ejemplo para el algoritmo de rulas aunwnt.antes 1111ís cortas. 

ya que r.i > O y d(s) = d{l} + 1, entonces lo agregamos a la rnt.a parcial admisible 
mediante el procedimiento avanza(i) haciendo prccl(l) = s y lomando al nodo 1 como 
el nodo i. Como 1 #- t y d(s) < n = 7, revisamos si el nodo 1 tiene areos admisibles, 
el arco {l, 5) es admisible entonces ejecutamos el procedimiento avc111.zn(i), con esto 
¡>red(5) = 1 y i = 5. 

Red residual Rod residual 

d(il ru dO) 
~ 

d(il r., dUl 
©--'-"---'(!) 

2 3 

3 v-a 3 V•28 

2 2 
(a) (b) 

Figura 41: Actualización de Redes resiclualrs. 

Nuevamente, como 5 #- t y d(s) < 11, buscamos si rs que el nodo 5 tiene arcos ad1ni
sibles. Sí, el arco {5, t) es admisible, el cual también será agregado a la ruta parcial 
mediante el procedimeinlo numenta(i). Entonces ¡>rcci(t) = 5 y i = t. Observemos que 
hemos alcanzado el nodo t por lo que debemos ejecutar el procrso aurncnta, primero, 
con las etiquetas de predecesores reconstruimos la ruta de s a t que encontramos, 
P : s, 1, 5, t y calculamos ó = mín{25, 8, 38} = 8. Aumentamos 8 unidades a través 
de P, actualizamos la red residual. La Figura 4l(a) muestra la red residual después 
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de este primer aumento de 8 unidades. Hacemos i = s y empezamos de nuevo. 

i Arco Proceso Operaciones ci(s} Valor del 
admisible flujo 

s (s, 2) avanza(i) 7Jrcd{2} = s , i = 2 3 8 
2 (2,4} avanza(i) 7Jrccl{4} = 2 , i = 4 3 8 
4 (4, t) avanza(i) vrcd(t} = 4 , i = t 3 8 
t -- aumenta i = s 3 28 
s (s, 2) avanza(i) prccl{2) = s , i = 2 3 28 
2 -- rctorccdc(i) d{2} = 3, i = prccl(2) = s 3 28 
s -- rctorccdc(i) d(s) = 4 4 28 
s (s, 1) avanza(i) prccl{l) = s , i = 1 4 28 
1 {l, 3) avanza(i) prccl{3) = 1 , i = 3 4 28 
3 (3,4} avanza(i) prcrl(4) = 3 , i = 4 4 28 
4 (4, t) avanza(i) 71rcd(t) = 4 , i = t 4 28 
t --- aumenta i = s, Figura 43(a) 4 30 
s (s,l) avanza(i) prcd(l) = s , i = 1 •I 30 
1 {l, 3) avcmza(i) prccl(3) = 1 , i = 3 4 30 
3 {3,4) avanza(i) prcrl{4) = 3 , i = 4 4 30 
4 -- retorccdc(i) cl{4) = 3, i = prccl{4) = 3 4 30 
3 {3,5) avanza(i) prcrl{5) = 3, i = 5 4 30 
5 (5, t) avanza(i) prcd(t) = 5 , i = t 4 30 
t --- au1nenta i = s, Figura 43{b) 4 36 
s (s,l) avanza(i) prcd( 1) = s , i = 1 4 36 
1 --- retorceclc(i) cl(l) = 4, i = prcrl{l) = s 4 36 
s (s, 2) avanza(i) 1Jrcd(2) = s , i = 2 4 36 
2 {2,3) avanza(i) ¡wcd(3) = 2 , i = 3 4 36 
3 (3,5) avanza(i) prerl(5) = 3 , i = 5 4 36 
5 (5, t) avanza(i) prt:d(t) = 5 , i = t 4 36 
t -- a1t11lC1l.tl.I. i = s, Figura 44(a) 4 39 

Figura 42: Iteraciones para el ejemplo. 

Como d(s) < n, veamos si s tiene un arco admisible. El arco (s, 1) es admisible, por 
lo que ejecutamos una operación de avanza(i), con lo que hemos agregado este arco 
a la ruta parcial y además prccl{l) = s, i = l. Ya que i # t entonces no hay ruta de 
s a t, cl(s) sigue siendo menor que n. Ahora toca el turno del nodo 1 para verificar la 
existencia de arcos ad1nisiblcs. Encontramos que el nodo 1 no tiene arcos admisibles y 
entoccs ejecutamos un proceso retroccdc(i). Esto nos lle,·a a modificar la etiqueta de 
distancia del nodo i = 1, hacemos d(l) = mín{3+ 1, 2+ l, 2+ 1} = 3 que corresponden 
a las etiquetas de distancia de los nodos ¡mm los cuales r 11 > O, en este caso, son los 
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nodos s, 2 y 3 respectivamente. Como 1 ~ s, entonces i = ¡1rctl( 1) = .•con lo <1uc nos 
regresamos un nodo. 

En la Tabla 42 mostramos las siguicmtes ejecuciones del algoritmo de rulm; aumentan
tcs más cortas. La red residual desput's del segundo aunwnlo de flujo esta ilustrado 
en la Figura 41(b). El aumento al final de la Tabla -12 <'S el ültimo que ejecuta d 
algoritmo. 

Red residual Rod residual 

d(I) r.¡ d(j) 

~ 
d(il r., dUl 

0----'-'"-<i) 
3 3 

4 4 

3 3 3 

(a) (b) 

Figura 43: Red residual, 3a y 4a itcraci<111. 

Red residual Red rostdual 

d(I) ni d(j) 

~ 
d(i) r dUl 
0--'-'-<D 

4 6 

4 y.39 7 

3 3 7 5 
(a) (b) 

Figura 44: Últimas redes residuales 

La Figura 43 muestra las redes residuales después de (a) la tercera iteración y (b) 
la cuarta iteración. En la Figura 44 tenemos las últimas redes residuales generadas 
por el algoritmo. En la Figura 44(b) podemos observar que d(s) = n por lo que el 

58 



algoritmo termina. 

i Arco Proceso Operaciones d(s} Valor del 
admisible flujo 

s (s, 2} avanza(i) vred(2) = s , i = 2 4 39 
2 (2,3} avanza(i) vrcd(3) = 2 , i = 3 4 39 
3 --- 1·ctorccde( i) d(3} = 4, i = vrcd(3} = 2 4 39 
2 --- rctorccdc( i) d(2) = 5, i = vrcd(2} = s 4 39 
s -- retorcede(i} d(s) = 5 5 39 
s (s, 1} avanza(i) 71rcd( 1) = s , i = 1 5 39 
1 --- rctorccde(i) d(l} = 6, i = 71rcd(l} = s 5 39 
s --- retorccde( i) d(s) = 6 6 39 
s (s, 2} avanza(i) 71rcd(2) = s , i = 2 6 39 
2 (2, 3} avanza(i) vrcd(3) = 2 • i = 3 6 39 
3 (3,4) avanza(i) 71rcd(4) = 3 , i = 4 6 39 
4 --- rctorccdc(i) d(4} = 5, i = ¡1rcrl(4} = 3 6 39 
3 --- rctorccde( i) d(3} = 6, i = ¡1rcd(3} = 2 6 39 
2 -- rctorccdc( i) d(2) = 7, i = vrccl(2) = s 6 39 
s --- rctorccdc( i) d(s} = 7 7 39 

Figura 45: Continuación 

En la Tabla 45 se muestran los siguientes pasos, en los cuales ya 110 se genera ning\111 
aumento en el flujo, es decir, que ya no existen rutas aumentantcs en la red residual. 
En la última fila de esta tabla tenemos que la etiqueta d(s} = 11 = 7; el cual es el 
criterio que usa el algoritmo para decidir que ha t.l•nninado. 

Con este ejemplo podemos observar que aunque el algoritmo ya ha encontrado el 
flujo rmlximo, éste continúa su ejecución hasta que la etiqueta cl(s) 2: n. 

U na mejora práctica 

El algoritmo de rutas aumentant<>.s nuís cortas termina cuando cl(s} > 11. Este criterio 
es satisfactorio para el peor de los casos pero podría no ser eficiente en la pníctica. 
El algoritmo gasta mucho tiempo en re-etiquetar nodos y una gran parte de este 
esfuerzo es realizado después de que el algoritmo ha establecido un flujo má..ximo. 
Esto sucede porque el algoritmo no sabe que ha encontrado un flujo má..ximo. Una 
tl~cnica propuesta es capaz de detectar la presencia de una cortadura n1ínilna y por 
lo tanto la existencia de un flujo máximo mucho antes de que la etiqueta del nodo s 
satisfaga la condición d(s} 2: n. Incorporando esta técnica al algoritmo, éste mejora 
substancialmente en la práctica. 
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Para implementar esta técnica debc1nos tnantcner uu arreglo u - di111cnsioual 1 u11111h, 

cuyos índices varían de O a (n - 1 ). El valor nurnb(k) es el mí mero de nodos cuyas 
etiquetas de distancia. son iguales a k. El algoritrno da valores iniciales a este~ arreglo 
1nicntras calcula las etiqueta ... -; de distancia inicial usando una htísquPda. En c~ste pun
to, las entradas positiva .. .:.; del arreglo son consecutivas, <~s decir, la..'i entradas 1n1.1nb(O), 
nurnb(l), ... , nurnb(l) serán positivas para algün índice l y el resto de las cnlradas 
ncrán cero. Subsccucntc111cntc 1 sic111pre que el algoritn10 incrc1ne11ta la Pliqueta de 
distancia ele un nodo de k 1 a k,, éstP s11strae 1 <IP 11utnb(k1 ), agr<'ga 1 a 1111ml•(k2 ) y 
revisa si nurn.b(k 1 ) = O. Si nurnb(ki) es cero, el algoritmo termina. Para vpr porque 
est.e crit.erio funciona, sea S = { i E N : d(i) > k 1 } y S = { i E N : d(i) < k 1 }. Es f:icil 
ver que s E S y t E S. Ahora consideremos la (s, t)-corlad11ra, [S, S]. La dPfinición ele 
los conjuntos de S y S implican que d(i) > d{j) + 1 para lodos los arcos (i, j) E [S, S]. 
La Condición (!>) de validación implica que 1·;, =O ¡mrn cada arco {i, j) E [S, S]. Por 
lo tanto [S, S] es una cortadura mínima y el flujo actual es el máximo. 

60 



5. Algoritmo genérico de preflujo 

En este capítulo hablaremos de una cla.«e de algoritmos para rt-solvl'r el problema de 
flujo máximo conocidos como: algoritmos de empuje - preflujo. Este tipo de algorit.
mos son más generales, más poderosos y mús flexibles que los algoritmos de ruta.« 
aumentantes. Actualmente el mejor algoritmo de empuje - preflujo supera al mejor 
de los algoritn1os de ruta.e;; au1ncntant.cs tanto en la. l<'oría corno en la práctica. 

La desventaja. de los algorit.rnos de ruta .. ~ au1ne11tantt~s es el tienipo que se requie
re cuando se envía flujo a. lo largo de una ruta, que t'll t-l pPor de los ca .. 'ios reqniPre un 
tiempo de O(n). Los algoritmos ele empuje - preflujo 110 tienen esta cl1•svcntaja. Para 
entender esto mejor, veamos el ejemplo (extremo) de la Figura ·Hl. Si aplicamos a 
este cjcrnplo cualquier nlgoritrno de ruléL"i au1nr.ntantc.s, estos cncontranín si<~tP rut1L"i 

aurncntantcs cnda una de ta1nafio :-;ictc que a su vez aunH~ntarían una unidad de flujo 
cada una de ella .. -;. Notcnios cada una de esas rullL"i ticnPn en connjn los pritneros 
cinco arcos y cada una ele ellas recorre cada uno de estos arcos. Si JHHlieran1os llevar 
siete unidades del nodo 1 ni nodo 6, y luego l'nviar una unidad a través de sil'l.e rutas 
distintas de tanuuio dos, podríatuos evitarnos operaciones repetitiva .. "' al recorrPr un 
conjunto de arcos en com1ín. Esta es la id<'a rsencial dP los algoritmos de prnflujo. 

Red residual 
1 0, 

0~-ru ___ , <D 1 ~ 8 1 

1 9 

1 ---f 2 __. 3 4 -t 5 ___. 6 -+ 10 14 

1 @ 1 

Figura 46: Desventaja del algoritmo de rutas aumentantcs. 

La operac1on básica para los algoritmos de rutas aumentantes es aumentar el flu
jo a lo largo de rutas que van de s a t, esta operación se puede dcsco1nponer en 
operaciones aún más elementales como enviar flujo a través de arcos individuales. 
Por ejemplo, enviar flujo de t5 unidades a lo largo de una ruta de k arcos se puede 
desco1nponcr en k operaciones básicas enviando un flujo de t5 unidades a lo largo de 
cada arco de la ruta. Nos referiremos a cada una de esas operaciones como un empuje. 
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Los algoritmos de empuje - preflujo envían flujo por arcos individuales en lugar d<' 
hacerlo por rutas aun1cnt.antcs, lo que provoca quP, <'n etaptL<.; intenn~clia..~ del algo
ritmo, no se satisfaga la ley conservación de flujo. De hl'cho, se permite que "1 flujo 
que entra a un nodo exceda al flujo que sale del mismo nodo. 
Un preflujo es una función x : A -t R que satisface: 

¿ X3¡

¡;,(j,i)EAJ 

L :r,J 2: O para i EN - {s,t} 
{j<{>J)EA) 

O$ x;; :5 u;J para cada (i,j) E .A 

El algoritmo de empuje - preflujo mantiene un preflujo en cada etapa intermedia. 
Para un preflujo dado definimos el exceso de cada nodo i E N como: 

e(i) = L XJ,- L X,J 

(j,LJ,i)EA) (J,(•J)EA) 

En un preflujo, c(i);:: O para cada i EN {s,t}. Incluso, como no hay arcos que 
emanen del nodo t en el algoritmo de preflujo, tambic'n c(I) 2: O; por lo que el nodo 
s es el único nodo con exceso negativo. 

Nos rcfcrircn1os a un nodo con exceso cstrictan1entP pos1t avo corno uu nodo .-1cti\·o 
y por convención tanto el nodo origen s como l'l nodo destino 1 nun<"a son activos. El 
algoritmo de rutas aumentantes siempre mant.ie11<• la factibilidad de la solucitín y bus
ca la optimalida<l. En contraste, el algoritmo de preflujo busca lograr la factibilidad. 
En el algoritmo de preflujo, la presencia dt• nodos activos indica qm• la solución no es 
ractiblc. Conftccucntcn1cntc, la operacil>n hcisica del algorit1no PS self•ccionar un nodo 
activo y tratar de clirninar su exceso t•nviando llujo a los nodos vPci1u1s que l'St~n 
1ná...-:; cerca del nodo destino ya que lo <¡HP dt•sp;unos t'S t.>uviar llujo dP s a t . . ·\l igual 
que en el alp;orit1no de rut.a.s aurnentanll's, po<l«'tuos rnPdir lo rt•rea q1u• l'St;i nn nodo 
con }a..<.; ct.iquet.a.s de distancia, por lo quP l'H\'iar tlujo a travl;S th" uodus c..-rcanos al 
uodo destino es equivalente a enviar flujo a t ravt•s dt' arcos adrnisihlcs. Por lo ant~rior, 
Pnviarnos flujo solatncntc a través de arcos ad1nisihh·s. Si PI nodo ac~tual qul' l~starnos 
considerando no tiene arcos ad1nisibh•s, i11cn•1nenta1nos su ..-t iqul'ta <ll' distant~ia de 
tal fonna que se genere al rncnos un arco adntisihlc. El algorit1no tl'nnina cuando la 
red no contiene nodos activos. 
El algoritmo de empuje - preflujo usa las rutinas de prepron-so y empujp/re-ctiqucta 
las cuales se muestran en el Algoritmo 5.1. 

Un envío de r5 unidades del nodo i al nodo j provoca un decremento en c(i) y en 
r;; de r5 unidades y al mistno tiempo, un incremento en c(j) y r;; de r5 unidades. 
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Algoritmo 5.1 Rutinas utilizadas en el algoritmo genérico de prellujo. 

Procedimiento pre¡troccso; 
bcgin 

X i-0; 
calcula las etiquetas de distancia exactas d(i); 
Xaj - u.; para cada arco (s,j) E A(s); 
d(s) - n; 

end; 

Procedimiento empuje/re - ctiqucta(i); 
begin 

if la red contiene un arco admisible (i,j) titen 
envia li - mín{c(i),r;;} unidades de flujo del nodo 

else 
d(i) - mín{d(j) + 1 : (i,j) E A(i) y r;; >O}; 

end if; 
end; 

al nodo j 

Decimos que un envío de ó unidades de !lujo en un arco (i,j) es un envío que satura 
si ó = r;; y que no satura en otro caso. Un envío que no satura hecho desde del nodo 
i reduce e(i) a cero. Nos referiremos a la operación de incrementar una etiqueta ele 
distancia como una operación de rc-etiq11ct11111icnto. El propósito ele la operación de 
rc-etiquetamiento es crear al menos un arco admisible en el cual el algoritmo ¡nwcla 
realizar futuros envíos. La versión genérica del algoritmo de empuje ele prellujo se 
muestra en el Algoritmo 5.2. 

Algoritmo 5.2 Algoritmo genérico de prellujo 

begin; 
preproceso; 
while 1a red contiene un nodo activo do 

selecciona un nodo activo i· 
empuje/re-etiqueta(i); 

end 'While; 
cnd; 

La operación de preproceso realiza varias tareas importantes. Primero, le da un ex
ceso positivo a cada nodo adyacente al nodo s, por lo que el algoritmo bien puede 
empezar seleccionando alguno de estos nodos con exceso positivo. Segundo, ya que 
el preproceso satura todos los arcos que inciden en s, ninguno de ellos es admisible, 
y además asigna d(s) = n, lo que satisface la Condición (9) de distancia v1ilidas. 
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Tercero, como d(s) = n la Propiedad 4.3 implica que la red residual no contiene rutm; 
dirigidas del nodo s al nodo t. Ya que hL~ etiquet.1L~ de distancia son no decrecientes, 
podemos garantizar que en it.cracioues suhsPcucnt.Ps la rr.d n•sidual 110 tendni rutlL'i 
dirigidas de s a t, por lo que no .se <~nvianí flujo d1~ s a t de nu~vo. 

A manera de ilustrar el algoritmo, veamos el ejemplo de la Figura ·17(a). En la Figura 
47(b) se muestra el prellujo generado por la operación el<• pn•proceso, lodos los arcos 
que salen del nodo origen han sido saturados y para pl)os se ha gent•rado un cxce .. "io, 
además d(s) = •I = n. 

:~T/r 
4 8 5 

e(2)•0 ©---:->© 
d(2)•1 5 

(a) 

:~,::0 
4 8 5 

e(2)•4 2 1 
d(2)•1 5 

(C) 

:~.Y2!· 
.,,, .. ~. ·----d(2)·1 4 

(e) 

Red residual 

~'(i) 
e(l)•O 
d(l)•I 

e(t)•O 
d(t)•O 

e(l)•I 

d{l)•I 

e(tJ-5 
d(l)•O 

e(IJ-0 
d(l)-2 

e(t)•9 
d(l)•O 

(b) 

(d) 

0(1)•6 
d(l)•I 

e(tJ•O 
d(IJ-0 

e(l}•I 
d(l)•2 

e(l)-9 
d(t)-0 

::·121:~ 
d(2)• I 5 d(t)•O 

(1) 

Figura 47: Ejemplo del algoritmo genérico de empuje - prellujo. 

64 



En la siguiente iteración supongamos que el algoritmo selecciona al nodo 1 de entre 
los nodos activos y ejecuta una operación de empuje / re-etiqueta sobre este nodo. 
El arco (1,t) es el único arco admisible, por lo c¡ue enviamos ó = mín{c{l),r 11 } = 
mín{6, 5} = 5. Este es un envío que satura. Figura 47{c). 

Observemos que el nodo 1 aún continua con exceso, supongamos que el algoritmo 
selecciona de nuevo el nodo 1 y ejecuta la operación de empuje / rc-etfr¡ueta. Como 
el nodo 1 no tiene arcos admisibles, se actualiza su etiqueta dr. distancia (operación 
de rc-etiquetamiento), d(l) = mín{rl(s) + l,d(2) + l} = mín{5, 2} = 2. El resultado 
<le esta operación sólo cambia la etiqueta del nodo 1, lo dcnuís se conserva igual. 

Ahora supongamos que el algoritmo elige al nodo 2, c¡uc es activo. El ünico arco 
admisible del nodo 2 es (2, t), entonces realizamos un envío de ó = mín{c(2), 1·2 .} = 
rnín{ 4, 5} = 4. Este es 1111 envío que no satura, y el nodo 2 deja ele ser activo. El 
resultado de este envío lo vemos en la Figura 47(d). 

En el siguiente paso, el algoritmo toma l'l nodo 1 que se qut'dó atín como nodo activo. 
Veamos que podemos enviar un flujo a través del arco (1,2) de ó = mín{c{1),r 12 } = 
mín{ 1, 8} = 1, el cual es un envío que no satura y el nodo 1 deja ele ser activo. Que
dando la red como en la Figura 47(c). 

El algoritmo toma entonces el nodo 2 que se volvi.S activo y ejecuta un envío sa
turante sobre el arco admisible (2, t) de valoró = mín{c(2), r 2t} = mín{ 1, !} = l. 
Como se muestra en la Figura 47{f). En este momento ya no existen nodos activos 
en la red, por lo que el algoritmo termina s11 ejccuci.Sn. 

Suponiendo que el algoritmo genérico ele empuje de ¡>reflujo termina, podemos mos
trar que se ha encontrado el flujo nubdmo. El algoritmo termina cuando los excesos 
se ubican en el nodo origen o en el nodo destino, lo que implica que el preflujo actual 
es un flujo. Como d(s) = n, la n•d residual no eonticne rutas dirigidas de s a t. Esta 
condición es el criterio para finalizar el algorittno ele rutas autncntantcs, y entonces 
el exceso en el nodo destino es el valor del flujo má..ximo. 

Con1plejidad del algoritmo 

Para analizar la complejidad del algoritmo, empezaremos por establecer un resulta
do Ílnportantc: las etiquetas de distancia se tuanticntcn válidas y no se incrc1ncntan 
"muchas" veces. La primera de estas conclusiones se sigue del Lema 4.1, porque, al 
igual que en el algoritmo de rutas aumcntantes nuís cortas, el algoritmo de prcflujo 
solamente envía flujo a través de arcos admisibles y solamente re-etiqueta un nodo 
cuando no hay arcos admisibles que emanen de él. La segunda conclusión se sigue del 
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siguiente lema. 

Lema 5.1 En cualquier etapa del algoritmo dc c111¡1uje - ¡.rc}lujo, cada nodo i r..on 
exceso positivo es conectado al nodo s ¡10r una ntta dirigida ,¡,, i a s en la red residual. 

Demostración. Veamos que para un preflujo x, e(.,) :5 O y t:(i) 2: O para 
toda i E N-{s}. Por el teorema de descomposici<in de• flujo, podemos des
componer cualquier preflujo x en la red original G <'n llujos no rwgativos 
a través ele: (1) rutas del nodo s a t; (2) rutas cid nodo ·' a nodos activos; 
y (3) flujo alrededor de ciclos dirigidos. Sea i un nodo activo relativo al 
preflujo x en G, la descomposición de flujo de :1· dt•lw contener una ruta 
P de s n i, ya que lns rutas de s a l. y los flujos aln•dedor de ciclos no 
contribuyen al exceso del nodo i. La rPd residual co11t.it'llC" la inversa de 
P, es decir, P con la orientación de cada arco invertida. pnr lo tanto una. 
ruta dirigida de i a s. o 

Este lema implica que durante una operación de re-etiquctamil'nlo, el algoritmo no 
trabaja sobre un conjunto vacío. 

Lema 5.2 Para cada nodo i E N, r/(i) < 2n. 

Demostración. La última vez que el algoritmo re-etiqueta un nodo i, el 
nodo tenía un exceso positivo, por lo que In red residual contenía una 
ruta P a lo más de tamaño de n - 2 del nodo i a s. El hecho de que 
d(s) = n y que d(k) :::; d(l) + 1 para todo arco (k, /) <'n P implica que 
d(i) :5 d(s) + IPI < 2n. o 

Ya que cada vez que el algoritmo re-etiqueta un nodo i. d(i) incn•mcntn al menos una 
unidad, tenemos el siguiente resultado. 

Lema 5.3 Cada etiqueta de disl<lncia i11crcmc11ta u lo más ":!11 tocccs. Consecuente
mente el 11tímero total de operncione.< rlc rc-ctiquctamiento "·' 11 lo má., 2112

• o 

Lema 5.4 El algoritmo ejecuta a lo má., (n · 111) saturaciones. 

Demostración. Este resultado se sigue directamente de los Lemas 4.2 y 
el 5.2. Por el Lema 4.2 si el algoritmo re-etiqueta un nodo a lo más k 
veces, entonces se saturan arcos a lo 1ná.."l k · 111/2 vcc·c.s. ~·\dcnuis el Lctnn 
5.2 menciona que la etiqueta de distancia se incrementa a lo más a 2n 
. Combinando estos dos Lemas concluimos que el algoritmo ejecuta a lo 
más (211 · ni/2) = n · 1n saturaciones. o 
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Tomando la Propiedad 4.5, el Lema 5.3 implica que el total de tiempo <¡ue se n•qui<•
rc para identificar arcos adn1isihles y ejecutar operaciones de re-etiqueWunit•nto es 
0(11.1n). Ahora vcrc1nos el tnírncro de envíos que 110 saturara qu<" t~jecuta t•l a.lgoritruo. 

Lema 5.5 El algoritmo de empuje ele preflujo ejecuta del 0(112 111) envíos q1w no 
saturan, en el peor de los casos. 

Dc1nostrac:ió11. Para dcn1ostrarlo 11tilizan~1nos un argun1cnto basado <!U 
potenciales. Sea I el conjuuto de nodos activos. Consideremos la íunción 
potencia •I• = EiE/ ci(i). Como III < 11, y cl(i) < 2n para toda i E /, 
el valor inicial de <l>, dcspu(~s dr la operación de prPproccso, es a lo nuis 
2n2 • Cuando el algoritmo termina •I• es cero. Durante PI algoritmo pued<' 
suceder uno de los siguientes casos: 

Caso l. El algoritmo no es capaz de encontrar un arco admisible por 
el cual pueda enviar flujo. En este caso la etiqueta <le distancia del 
nodo i se incrcn1cnta por t: ~ 1 unidades. Esta operaciün incrrnienta 
<!> por a lo nu\s ' unidades. Ya que el iucremento total en rl(i) para 
cada nodo i durante la ejecución del algorit 1110 l'st.;\ acotado por 211, 

el total ele incremento en •I• que se debe al incremento en las l'tiquetas 
de distancia est1\ acotado por 21'2 • 

Caso 2. El algoritmo es capaz de identificar un arco por el cual p111.•de 
enviar flujo, y este cu vio pucd..- ser que sature o que no satur~. Un 
envío que satura sobre un arco (i, j) podría cr<'ar un nuevo exceso 
en el nodo j, con lo que se incrt-1nentaria PI nti1nt•ro de nodos activos 
en 1 y también aumentaría <J.• en d(j), donde d(j) es a lo 1rnis 2n por 
saturación, dando un incremento total de 211 2 111 unidades por todos 
los envíos que saturan .. Ahora \•ca1nos, un Pll\"Ío que 110 satura sobre 
un arco (i,j) no incrementa lll. Uno de estos envíos disminuye el 
valor de <!> en d(i) ya que i deja de ser activo, pero al mismo tiempo 
crece el valor de <J.• en d(j) = d(i) - 1; si el envío causa que el nodo j 
se convierta en act.ivo el decrenwnto total en <l• se vuelve l. Si el nodo 
j ya era activo antes <le el eiwío, •I• disminuye en d(i). En conclusión, 
la disminución total en <I> es al menos 1 por cada envío que no satura. 
Sumando los resultados anteriores, el ,·alar inicial de <J.• es a lo más 
2112 y puede incrementar como má."Ximo 2n2 + 2112 • 111. Cada envío que 
no satura disminuye a <I• en al menos una unidad. Por lo anterior, 
el algoritmo puede ejecutar a lo más la siguiente cantidad de envíos 
que no saturan 2112 + 2112 + 2n2 • m = O(n2 

• 111). o 
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Finahncntc, veamos corno es que el algoritrno nutnlil•nc pista de los nodos ~tetivos 
para la operación de re-etiquetamento. El algoritmo puede mantener un conjunto 
LIST de nodos activos. Agrega a LJST los nodos que se conviPrt<·n en nodos acth·os 
después de un envío de flujo y que no estaban en LJST, y horra dP LIST Jos nodos 
que dejan de ser activos debido a un envio que no satura. Varia .. c.; estructura ... ~ dl• datos 
(por ejemplo, lista.<; doblemente ligadrn<) p11Pdc11 ser utilizadas para LIST y a.<;Í que el 
algoritrno pueda agregar, clirniuar, o srlccccionar l .. le111entos <IP la list.a en un tiernpo 
0(1 ). Con lo que podemos decir que <'I algoritmo de <'111p11j<' dt• prdlujo corre <·n un 
tiempo de O(n2 • 1n). Estableciendo el siguiente teorema. 

Teorema 5.1 El lllgaritma genérico de empuje ele 1""}lujo st· cjeculu en un ticm¡w 
ele O(n2 • rn), en d 71cor ele las ctlsas. o 

Varias modilicacioncs al algoritmo gcnt;rico de cmpujP d1• prdlujn podrían nH'jorar su 
desempe11o computacional. 

In1plernentaciones específicas del algoritmo genérico de c111pujc de prc
flujo 

El tiempo de ejecucmn del algoritmo genenco de 1>r<'f111jo es comparable <'On el del 
algoritrno de rutas aurncntantes nuis cortas. Sin c1nhargo 1 PI algorit.1110 de c111puje de 
preHujo es más flexible. Especilicanclo <liíerentl's reglas para sl'IPccio11ar 11odos activos 
para la operación de c1npujc/rc-ctiqueta111iento 1 podl·tnos ~l'nerar varios algorit1nos 
diferentes con una complejidad diferente al del algoritmo gern;rico. El c11cllo dP bote
lla en el algorittno genérico es el ntí1nero de envíos quP no saturan y usa1ulo alguna .. -.; 
reglas específicas para cxa1ninar nodos acth·os podrian1os rl'dueir Pl ntítncro df' f'nvios 
que no saturan. Considcrcrnos la .. "'i siguit•nles tn•s ilnplenu•ntaeiunes: 

l. Algoritmo de empuje de prellujo PEPS. Este algoritmo t•xamiua los nodos ac
tivos en orden PEPS, {pri111cro en l'Ht.rar, prina·ro l'll salir). EstP alAoritino se 
ejecuta en un tiempo de 0(11"). 

2. Algorit.mo de empuje ele ¡>reflujo de etiquetas m1i.ximw<. Este algoritmo siempre 
envía flujo de un nodo activo a un nodo que cuenta con la nuLxitna Ptiquct.a de 
distancia. Este algoritmo se ejecuta en un tiempo de 0(11 2 • "' 112 ). 

3. Algoritmo de excesos cscalabl<'s. Este algoritmo cn\"Ía flujo dP un nodo con 
exceso suficientemente grande a u11 nodo con exceso s111ici<•nte11wnte pequeño. 
Este algoritmo se ejecuta en un tiempo de 0(11 · 111 + n 2 • log U). 

Estas implementaciones son descritas y justificadas en las sig11i<•ntes secciones de t>ste 
capítulo. 
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5.1. Algoritmo de preflujo PEPS 

Antes de describir la implcmcnt.ación PEPS definamos "1 conc<'pt.o de re••isión ele no
do. En una iteración, el algorit.1110 genérico de preflujo selecciona un nodo, <ligarnos i, 
y ejecuta un envío de flujo que puede ser que sature o que no sature, o re-etiqueta el 
nodo. Si el algoritn10 ejecuta un envio que satura, PI nodo i podría rnantcncrsc activo, 
pero esto no obliga al algorit1no a !-iclcccionar est.c nodo de nuevo para la sig:uicnll• 
iteración. El algoritrno podría seleccionar otro nodo para la siguiente operación de 
cnvío/rc-ctiquctarnicnto. Sin c1nhargo, t>S f<idl incorporar la n•gla ele que cuando el 
alg:oritrno seleccione un nodo activo lo 111ant.c11ga para t!nviar flujo ha. .. -.;ta que el exceso 
del nodo sea cero o el algorit.1110 re-etiquete el uodo. En co11sPct1cncia t!I algoritnto 
podría ejecutar varios envíos que saturan SPA;Uidos por 1111 envio que no satun~ o una 
operación de rc-ctiquctarnicnto. Nos referircn1os a t'Sta Sl'<"llt~ueia dP 0¡1eracio11cs c.01110 
una cxaminación de nodo. A partir de e.st.c 1110111ento a.st1111irP1uus que cada algoritn10 
de prcflujo adopta esta regla para sclt•ccionar nodos <'ll la operacil-,Il dP t•11,•ío/re
etiquct.a1nicnto. 

El algoritmo de prcílujo PEPS examina los nodos activos l'n orden PEPS (primero 
en entrar, pri1ncro en salir). Mant.ir.nc 1111 conjunto LIS'l':\ t·ou10 una cola, seh•cciona 
un nodo i del inicio de LISTA, ejecuta envíos desde este nodo y agn·ga nodos activos 
al final de LISTA. Examina un nodo i hasta que dPja de sPr activo o es n•-ctiquetado, 
en el último caso, se agrega este nodo al final d<' LISTA. El algoritmo termina cuamlo 
la lista de nodos activo.; LISTA cst.;i. vada. 

1-\ n1ancrn de ilustrar esta especialización del algorit1110 p.r-nt'nco de c1npujr- - prl'
ílujo, veamos el ejen1plo de la Figura 48(a). La operal'ión dl' pr<'proc-t•so genera un 
exceso en los arcos adyacentes al nodo origen (nodo 1 ). 

e(IJ-25 
d(l)-3 

e(2)-10 
d(2J-2 

3)----+ 

<1(3)-15 
d(3)·2 

fa) 

e(4J-o 
d(•J-1 

Aod residual 

e{2J•O 
d(2}·2 

(bl 

e(<IJ-S 
d(<l)•f 

Figura 48: Ejemplo del algoritmo PEPS ele empuje - prcllujo. 
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Supongamos que la lista que contiene los nodos activo es LISTA= {2,3} en este 
momento. El algoritmo saca el nodo 2 de In lista y lo examina. Supongamos que el 
algoritmo hace un envío que satura de 8 unidades <•n el arco (2, ·I) y 11110 que no satura 
en el arco (2, 5) de 2 unidades. En la Figura 48(b) podemos ver la rt•d dr--;pués de esl<L<; 
operaciones. Como resultado de estos envíos, los nodos 4 y 5 se convierten en activos 
y los agregamos a la lista en ese orden, resultando LISTA = {3, 4, 5 }. Podemos ver 
en la tabla de la Figura 4!J los siguientes pasos del algoritmo. 

i Arco Proceso 
admisible empuje/re-etiqueta LISTA 

3 (3,4) envía ó = G unidades al nodo 4, •·(3) = !J, c(4) = G •1,5 
3 (3,5) envía ó = !) unidades al nodo 5, c(3) = O, c(5) = 11 4,5 
4 (4,G) envía ó = 14 unidades ni nodo G, c(4) = O, c(G) = 14 5 
5 -- d(5)=3 5 
5 (5, G} envía ó = 10 unidades al nodo G, c(5) = 1, c(6) = 24 5 
5 (5,2) envía ó = l unidades al nodo 2, c(5) = O, <'(2) = l 2 
2 --- d(2)=3 2 
2 (2,3) envía ó = 1 unidades al nodo 3, c(2) = O, c(3) = 1 3 
3 --- d(3)=•1 3 
3 (3,2} envía ó = 1 unidades al nodo 2, c{3) = O, c(2) =1 2 
2 --- d(2)=4 2 
2 (2,5} envía ó = 1 unidades al nodo 5, c(2) = O, e( 5) = l 5 
5 --- d(5)=5 5 
5 (5, 2} envía ó = 1 unidades al nodo 2, c(5) = O, c(2} = l 2 
2 -- d(2)=5 2 
2 (2,3} envía ó = 1 unidades al nodo 3, c(2) = O, c{3) = 1 3 
3 -- d(3)=6 3 
3 (3, 2} envía ó = 1 unidades al nodo 2, c(3) = O, c(2) = 1 2 
2 -- d{2)=G 2 
2 (2, 5) envía ó = 1 unidades al nodo 5, c(2) = O, c(5) = l 5 
5 --- <l(5}=7 5 
5 (5,2} envía ó = 1 uni<lades al nodo 2, c(5) = O, c(2) = 1 2 
2 --- d(2}=7 2 
2 (2, 1) envía ó = 1 unidades ni nodo l, c(2) = O, e( 1) = -24 

Figura 49: Pasos del algoritmo PEPS de t•mpnje - prcílujo 

Por lo que el valor de flujo máximo del ejemplo es u = 24 y la red resultante la 
podemos ver en la Figura 50. 

Para analizar la complejidad del peor de los casos del algoritmo de preflujo PEPS, 
particionaremos el número de examinación de nodos en diferentes fases. La primera 
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e(2)•0 
d(2J-7 

Aodreaidual 

tJ(3)-15 
d(3}·6 

e(<l}•B 
d(4}-1 

t1(5)-2 
d(SJ-7 

11(6)-24 
d(6}-0 

Figura 50: Algoritmo PEPS de empuje - preflujo, resultado. 

fase consiste en la exan1inación de los nodos q1w se convirrtcn en acitvos duranll• la 
operación de preproceso. La segunda fo.~c consiste l'n la examinación de los nodos 
que están en la cola después de que el algoritmo ha examinado todos los nodos de 
las pritncr fase. Sin1ilnr1ncntc, la tercera fase consiste <·n la PXarninacidn de todos los 
nodos que están en la lista después de que el algoritmo ha ••xaminaclo los nodos <lP la 
segunda fase, y así sucesivamente. En d ejemplo anterior, la primera fase consistió en 
la cxatuinación del conjunto de nodos {2,3}, y la segunda fase Pn la t~x;uninación ch•l 
conjunto { 4,5}. Obscrvc1nos que eualc¡uicr nodo c-s cxatninado por el algoritrno n lo 
m¿L_c; una vez en cada fase. 

!Vlostraremos que el algoritmo ejecuta a lo nuís (2112 + 11) fasl's. Cada fase exami
na cualquier nodo a lo nHi...c;; una ,·ez y cada cx:uninación dt~ nodo ejecuta a lo nuis un 
envío que no satura. Por lo que, la cota ele (2112 -t-n) en el nlma•ro total <l<' fa.~es implica 
una. cota de O(n3 ) de envíos que no saturan. Este resultado tarnhit~n podría itnplicar 
que el algoritmo ele preflujo PEPS se ejecuta en un tiempo dl' O(n3

) porque el cuello 
de bol.ella ele las operaciones en d algoritmo g••ní,rico d1• prPtlujo es pn•cisamentc el 
n(uncro de envíos que no saturan. 

Para acotar el ntímero de fases en el algoritmo, consideraremos el cambio total en 
la función potencia <I• = máx{<l(i) : i es activo} en una fa.~e completa. Por "el cambio 
total" nos referimos a la diferencia entre el valor inicial y el valor final de la función 
potencia durante una fase. Consideremos los siguientes dos Cl\$OS: 

l. El algoritmo ejecuta al menos una operación de rc-ct.iquctamiento durante una 
fase. Entonces <I> podría incrementar tanto como el incremento má.ximo ele cual
quier etiqueta ele distancia y entonces por el Len1a 5.3 el incremento total de <I> 
es a lo más 2n2 • 
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2. El algoritmo no ejecuta ninguna operac1on de re-etiquetamiento durante una 
fase. En este caso el exceso en cada nodo activo al inicio de la fase se mueve 
hacia los nodos con menor etiqueta de distancia, por lo que •1• dccn•ce al menos 
una unidad. 

Combinando los casos 1 y 2, encontramos que el n1ímcro total de f1L<;es es a lo más 
{2n2 + n); el segundo término corresponde al \'alor inicial de •I>. Con lo que tenemos 
el siguient.c teorema. 

Teorema 5.2 El algoritmo de prcflujo PEPS ·'" ejecuta en un tiempo de O(n3
), '"' 

el peor de los casos. 

o 
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5.2. Algoritmo de preflujo de etiquetas más altas 

El algoritmo de preflujo de etiquetas 1111ís altas siempre· envía flujo d1•sde el nodo ac
tivo con la etiqueta de distaucia nuis alta. Es f¿\cil ver que una cota para los envíos 
que no saturan es O(n3 ). Sea ft• = nuix{d(i) : i es activo }. El algoritmo primero 
cxa1nina los nodos con etiqueta de distancia igual a h. y envía flujo a nodos con eti
queta de distancia igual a (ft• - 1 ), y estos nodos, cuando les llegue su turno, enviarán 
ílujo a nodos con etiqueta .. '; de distancia igual a (Ji.• - 2), y ¡L..,Í suc:Psivarnentc ha .. 'ita 
que el algorittno re-etiqueta un nodo o se a~otan todos los nodos activos. Cuando 
se ha re-etiquetado un nodo, el nlgorit1110 r<~pitt~ el 111is1110 proceso. Notcrnos que si 
el algorit1110 no re-etiqueta ning\Ín nodo en 11 exa1ninaeiones consecutiva. .. 'i, todos los 
excesos llegan al nodo destino (o al nodo origPn) y ,~¡ al~oritrno tennina. Con10 t~l 

algoritrno cjt!cula a. lo nuis 211.2 operaciones de rc-cliquctarnicnto, por el Lenta 5.3, 
inmediatamente obtenemos una cota de 0(113 ) para el nünwro dP examinadoncs. Ya 
que cada exan1inación <le nodos supone a lo nuis un envío que no satura, <"I algoritn10 
d" preflujo de etiquetas nuis alt1L'< ejecuta 0(113 ) envíos que no saturan. 
En la discusión anterior no hemos mencionado un detalle importante: ¡,Ct'mto SPlec
cionan1os un nodo con la etiqueta de distancia nuis alta sin gastar rnuchn ticrnpo'? 
Utilicemos la siguiente estruetnra de datos. Para cada k = 1, 2, ... , 2n - 1 manten
dremos una lista ligada. 

LISTA[k) = {i: i ps activo y d(i) = k}. 

Definimos una variable nivd que es una cota superior del m1is alto d1• los valores de 
k para los cuales LI STA[k] es no vacía. Para determinar el nodo con la etiqueta 
de distancia nuis alta, examinamos las listas LI ST .A[niucl), /,/ STA[11ivd - l ], .. ., 
hasta que encontramos una lista no vacía, digamos LI STA[p]. Hacemos nivel igual 
p y seleccionamos cualquier nodo de LI STA[p]. :\dem¡ÍS, si la etiq1wt.a de distancia 
de un nodo se incrcn1cnta n1icntra.s el algoritrno lo estii exatninanclo. hacernos ni\"el 
igual a la nueva etiqueta de distancia del nodo. Obsérvese qne el total de incremento 
en nivel es a lo 1nás 2n2, por el Len1a f>.~l. por lo que PI ck·crcrnento total es a lo rn~is 
de 2n2 + 11. En consecuencia, revisar liL'< lisl:L'< /,/ STA[nivclJ, Ll STA[nivd - I], .. ., 
para encontrar la prirncr lista no \•acía no PS uua operación pr-sada. 

El algoritmo de preflnjo de etiqueta .. -< nuis alt:L" "" muy eficient<' en la práctica ya 
que ejecuta el 1nenor n1hncro de envíos que no saturan. Para ilustrar intuiti\'amcntc 
porque el algoritmo es eficiente en la pr:ict ica, consideremos el problema de flujo máxi
mo que se muestra en la Figura 51 (a). La operación de preproceso genera un exceso de 
1 unidad en cada uno de los nodos 2, 3, ... , 11 - l, en la Figura 5\(b) se muestra este 
hecho. El algoritrno de etiquetas nuís altas cxan1ina el nodo 2, 3 . ... , n - 1, en este 
orden y envía el todo el exceso al nodo destino. En cambio, el algoritmo de preflujo 
PEPS podría ejecutar muchos nuis envíos. Supongamos que al final de la operación 
de preproceso la lista de nodos activos es LISTA= {n - 1, n - 2, ... , 3, 2}. Entonces 
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el algoritmo podría examinar cada uno de esos nodos en la primera fm;e obtenien
do la solución de la Figura 5l(e). En este punto, LISTA = {n - 1, n - 2, ... , 4, 3}. 
Con esto podemos decir que todo el algoritmo podría !ljccutar (11 - 2) fases y usar 
(n - 2) + (n - 3) + · · · + 1 envíos que no saturan. 

2 

o 

2 

d(I) Rod rresidual d(j) 

© " ·<D 

e(j) 
--O-..-+•G) 

Figura 51: Mal ejemplo para aplicarle el algoritmo de prellujo PEPS. 

Aunque el ejemplo anterior es un caso extremo, ilustra la ,·entaja de enviar flujo 
desde nodos activos con etiquetas de distancia más grandes. En este ejemplo el al
goritmo PEPS selecciona un nodo con exceso y en,·ín el cxcPso por todo el camino 
rumbo al nodo destino. Selecciona otro exceso y lo cm·ía al nodo destino, y repifr 
este proceso hasta que ninglin nodo contenga exceso. Por el otro lacio, c>l algoritmo ele 
etiquetas mlÍs altas empieza en el nivel más alto y envía todos los excesos de c>.ste nivel 
al siguiente nivel inferior y repite este proceso. Corno c>l algoritmo l'Xamina nodos con 
etiquetas de distancia cada vez rncnor, acurnula los excesos y envía esta acurnulación 
ele flujos hacia el nodo destino. Por consecuencia, el algoritmo de prellujo de etique
tas de distancias nuis altas evita envíos 1·cpctitivos en arcos cargando una pcquctia 
cantidad de flujo. 

Esta característica del algoritmo de prellujo ele etiqueta..~ más altas también se traduce 
en una cota n1ás pequeña en el nti111ero de envíos que no saturan. ~-tostrarctnos que 
la cota de O(n3 ) puede ser mejorada con un poco de análisis y que c>n realidad el 
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algoritmo ejecuta O(n2 • rn112 ) envíos que no saturan. 

En cada etapa del algoritmo de prellujo, cada nodo distinto del nodo destino tie
ne a lo más un arco actual el cual, por definición, debe ser admisible. Denotamos 
esta colección de arcos actuales como el conjunto F. Este conjunto tiene a lo m1is 
n - 1 arcos, tiene a lo m1\s un arco saliente por nodo y no contiene ninglÍn ciclo. Estas 
características implican que F define un /Josquc, al cual nos referiremos, de ahora en 
adelante después de cada actualización, r.01110 el bos<¡ue actual. La Figura 52 1nucstra. 
un ejemplo de un bosque actual. Notemos que cada árbol en el bosque es un 1\rbol 
con raíz, In raíz es el nodo del cual no salen arcos. 

<"(i) e(J) 
G)-->(j) 

o 5 

Figura 52: Ejemplo de un bosque actual. 

Antes de continuar, introduzcamos notación adicional. Para cualquier nodo i E N, 
definimos a D(i) como el conjunto de descendientes de ese nodo en F. Notemos que 
las etiquetas de distancia de los descendientes de cualquier nodo i son mayores a 
d(i). Nos referiremos a un nodo activo sin descendientes activos, diferentes a él mis
mo, como un nodo activo ma.xima/. Definamos JI como el conjunto de nodos activos 
rnaxitnalcs. Vca1nos que dos nodos activos 111axirnalcs tienen distintos dcsc<~ndicntcs. 
Tan1bién notc1nos que el algorit.1110 de preflujo de etiquetas tn:is alt.a..'"i sien1prc envía 
flujo desde nodos activos ma..ximales. 

Verifiquemos la cota de O(n2 ·ni112 ) para el algoritmo de prellujo de etiquetas nuis altas 
utilizando un arguntcnto de funciones potencia. El argurncnto se basa en un pan\tnctro 
!(,cuyo valor óptimo veremos después. Nuestra función potencia es <I> = LiEll <l>(i), 
donde <l>(i) = max{O, [( + 1 - ID(i)I}. Observemos que para cualquier nodo i. <l>(i) es 
a lo más [((porque ID(i)I ~ 1). También veamos que <l> cambia siempre que cambia el 
conjunto de nodos activos mnximales H o cuando ID(i)I cambia para un nodo activo 
ma.ximal i. 

Estudiemos el efecto en la función potencia <I> ocasionado por varias operaciones del 
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algoritmo de preflujo. El algoritmo cambia el conjunto d" arcos actuales, ej<•cutando 
envíos que saturan y que no saturan, y r<!-eliquetancio nodos. ~lbtla .. ~ t.~"L.o,; operaciones 
tienen efecto en el valor de •J•. Mediant.<• la observación de cada uno d., <,,;tos .,foctos 
sobre <I>, cncontrarcrnos una cota para el ntirnr.ro de i-nvíos que no saturan. 

Prirr1ero consideremos un envío c¡ue no satura sohw d arco (i, j) q111• emana de un 
nodo activo 1na.xi1nal i. Notcrnos que un envío que 110 satura ocurre eu un arco actual 
y no cambia el bosque actual; simplcmcnt" 1111wv•• l'I exceso d<'I nodo i al nodo j. La 
Figura 53(a) ilustra un envío que no satura cn el arco (.1,·1). Como rl'sulta<lo dl'I 1•nvio 
el nodo i deja de ser activo y j podría. conv<•rt.ir~c en un nuP\'o nodo n<'tivo 11ia ... xi1nal. 
Ya c¡ue ID(j)I > ID(i)I, est" envio disminuye •l•(i) + •l•(j) por al 111.,nos 1 unidad si 
ID(i)I :5 !\si no <J•(i) + <l•(j) no cambia. 

(•) (el 

l 4 3 5 >
o )¿~ 

:?~-: ·7 
o o o o 

(b) (di 

Figura 53: Operaciones a un bosque actual. 

Ahora consideremos un envío que satura en un arco (i, j) qu" emana de un nodo 
activo ma .. ximal i. Como resultado del envío, el arco (i,j) deja de ser admisible y 
queda fuera del bosque actual. La Figura 53(b) muestra un erl\'Ío que satura en el 
arco (1,3). El nodo i se mantiene como activo maximal y el nodo j podría convertirse 
eñ un nodo activo maximal. En consecuencia, esta operación podría incrementar el 
valor de <I> hasta por K unidades. 
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Vcarnos el rc-ctiqucta.rnicnto de un nodo activo 111axi111al i. lle-etiqtl(~tarnos un nodo 
cuando éste no t.icnc arcos ad111isihlt>s; por lo que 110 hay arcos actualPs qll(~ PllHlUPn de 
él. Co1no consecuencia, el nodo i debe ser una raíz en PI bosque actual. ?\.·lcis atin, ya 
que el nodo i es un nodo activo nHL"(itnal, ninguno de sus propios descPndit~ntcs puede 
ser activo. Después de que el algoritn10 ha re-etiquetado t~I nodo i, todos los arcos 
que entran al nodo i se dejan de ser admisibles; por ello todos los arcos act.ual<•s que 
entran al nodo i dejanin de perten<'c"r al hosqu" actual. La Figura f>3(c) lo ilustra. 
Claramente, este carnbio no crea ningtín nodo activo n1axi1ual, sin en1bargo ('( ntínu~ro 
de descendientes del nodo i disminuye hasta uno. Con lo que •l•(i) puc•de increm.,ntar 
a lo más K. 

F'inalrncntc, considcrc111os la incorporación de nuevos arcos actualt•s L~n el bosqut• 
actual la cual no crea ningtín nuevo nodo activo n1axi1nal. Esto podría, de hecho, 
clitninnr algunos nodos activos nuLxi111alcs P i11cre1ncntar el ntírnero d1· des<·erulientes 
de algunos nodos. Ln Figurn 53(d) ilustra este caso. En amhos casos la funcic"m <I• nn 
se incrc1ncnta. Para rc...,urnir lo autcrior tenctnos el siguiPnt.l~ resultado: 

Propiedad 5.1 

(a) Un envío que no satura, dcsclc un nodo activo 111trr.irnul i, no incn~rucnlu 'll. 
Si ID(i)I $ /( entonces <l• disminuye u/ mc11os una u11idud. 

(b) Un enuío que satura, desde uu nodo acliuo 111uxir1u1l i. ]Jucdc incrc111c11tar 'fl a lo 
más K unidades. 

(e) El rc-etiquetamiento de un nocla activo maximu/ i puede i11cn:mn1tur •I• u lo 111ás 
I< unidade.•. 

(d) Agregar arcos actuales no incrementa •I>. 

Para analizar el peor de los casos, definimos el concepto de fost• como una secuencia 
de envíos entre 2 operaciones consccuti,·as de re-etic¡uetamicnto. El Lema 5.3 implica 
que el algoritmo contiene O(n2 ) fases. Nos referiremos a una fase ligt>ra si ejecuta a 
lo rnás 2n/ [( envíos que no saturan y pt•s;id;i en otro caso. 

Claran1cntc, el núrnero de envíos que no saturan cu fa..~cs ligeras P-~ a lo nuis O(n.2 · 
2n/ /() = O(n3 

/ I<). Para la cota en el caso de etwíos pesados usaremos un argumento 
basado en funciones potencia <l>. 

Por definición, una fase pesada ejecuta al menos 211/ K envíos que no saturan. Ya 
que la red puede contener a lo m:is n/ /( nodos con /( descendientes o más, al menos 
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n/ /( envíos que no saturan deben ser de nodos con menos de 1\- descendientes. El 
algoritrno de preflujo de ctiquct~L'i nuixinHL'i sie111pre ejc.•cuta la operación de envía/re
ctiqucta sobre un nodo activo rnaxirnal, en conscctH~ru.:ia, la Propiedad 5.1 (a) lo que 
irnplica que cada uno de esos envíos que no saturan proclucc11 un dccrcn1cnto en ~ de 
al menos l. Entonces la Propiedad 5.l(h) y (e) implican q111• PI incremento total en •I> 
debido a envíos que saturan y re-ctiquetamirietos es a lo más 0(111111\). Por ello, el 
algoritrno puede ejecutar O(nni/\) envíos que no saturan en una fa.se pesa.da. 

Para rcsurnir, notcrnos que lLL~ fiu;es ligera .. ,;,; ejt~cutan (J(u:' / ¡,·) envíos que no satu
ran y la .. c.; fauit?S pesadas ejecutan O(n.1111\) envíos que no saturan. ()htcnr•rnos t•I \ 0alor 
óptimo <le ]( igualando los términos: n" / ]( = 1111111.· o 1\- = 11/111 112. Para este valor de 
1\, el número de envíos que no saturan es 0(112111 112). Con lo q111· pod1·mos l'stahlecl'r 
el siguiente resultado: 

Teorema 5.3 El algoritmo de prcflujo 1fo etir¡1wta.• mtis alta.< realiza del 0(112 111 112) 
envíos que no saturan y se ejecuta en el rnisrno ticrnpo. o 
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5.3. Algoritmo de excesos escalables 

El algoritmo genérico de pre!lujo permiw flujo que en cada paso intermedio se viole 
la ley de conservación de flujo. Mediante envíos desde nodos activos, el algoritmo 
intenta satisfacer dicha ley. La función Cmar = miíx { c(i) : i •~« un nodo activo} nos da 
una medida de la no factibilidad ele un preflujo. Durante una ej<'cución del algoritmo 
genérico, podría1nos no ver ningth1 pat.rón en particular en los valore." de c,na..r excepto 
que su valor decrece eventualementc 111L~ta llt•gar a ser O. El algoritmo de cxcc•sos c~-;
calablcs desarrolla una técnica para que sistc11uitican1cnte el valor de c,,.0 .r dis111inuya 
hasta ser O. 

En el algoritmo genenco de preflujo los envíos que 110 saturan que llevan un flujo 
pequeño son los que forman el cuello d<' botella del algoritmo en la tPoría. El al
goritn10 de exceso escalable :L..,t!gura qur. en cada envío que no satura, se lleva una 
cantidad de flujo "sufucicntcrncnte grande" y c_~ntoncPs el ntítnr-ro de envíos que 110 

saturan sería "sufucicntcnu~ntc pcqtu~üo." 

Sea el exceso do1nilu111t.e il una cota superior de Cmaz· Nos rl'fcrircrnos a un nodo 
i con cxcc..c;o grande si cu111ple que c{i) ~ ~/2 ~ Cmu.r/2 y corno un nodo con poco 
exceso en otro caso. El algorit.1110 <le excesos cscnlablPs sir.in pre envía flujo dt.•sdc no
dos con un exceso grande, lo que a ... o;;cgura que Pll rnvíos que no saturan se lleve ~ran 
cantidad de flujo cerca del nodo destino. 

Además, el algoritmo no permite que el maxuno de los excesos crezca m:is alla d<' 
LI.. Esta estrategia algorítmica es títil por la siguiente razón; supongamos que varios 
nodos envían flujo a un solo nodo j, creando un ,;ran excPso. Es probable que el nodo 
j no pueda enviar el flujo acumulado cerca del nodo dt•stino, y entonces el algoritmo 
necesitaría incrc1ncntar su etiqueta de distancia y regresaría nn1cho tic su exceso a los 
nodos de los cuales vino. Así que enviar demasiado flujo a cualquier nodo podría ser 
un esfuerzo desperdiciado. 

Las dos condiciones que hemos discutido -que cada envío que no satura debe lle\•ar 
por lo menos Ll./2 unidades de flujo y que el exceso no debe ser mayor a LI.- impli
can que necesitamos elegir con cuidado los nodos para la operación de empuje/n.~ 
etiquetamiento. La siguiente regla de elección asegura que se logran estos objetivos. 

Regla de selección de nodo. De entre todos lo.• nodo.• co11 exceso grande, se
lecciona un nodo c.on la etiqueta de distancia más pcqucr'ia, rompiendo los empat~• 
arbitrariamente. 

El algoritmo de exceso escalable usa la misma operac1on de envia/r<-~etiqueta(i) 
que usa el algoritmo genérico, pero con una pequeña diferencia. En lugar de enviar 
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¡; = mín{c(i),r;;} unidades de flujo, este envía 6 = mín{c(i), ru, A - c(j)} unidad<~-.. 
Este cambio asegura que el algoritmo no ¡wrmit.e que el exceso sea mayor a A. 

El algoritmo ejecuta foses de escalamiento disminuyendo el valor del exceso domi
nante Ll. fase a fase. Nos rcfcrircrnos a una fa.se específica de escalatnicnto con un 
valor particular A como una A-fiL~c <lc f!scnlamit•nto. Inicialmente, A = 2flog u¡. Co
mo el logaritmo ~<; base 2, U :5 A :5 2U. DurantP mm .ó.-ÍIL~c <11· <'sc11/amil'11to, 
.ó./2 < Cm11x ~ Ll.; el valor <le Cmar podría increrncntars<' o disnlÍnuir duranlP la fa
se. Cuando Cmar :5 6/2, se inicia una nueva f:L.,.e. [)c•s¡>1u•s <h· que l~I algoritrno ha 
ejecutado flag Ul + 1 fases de cscalarnicnto, Cma.r disniinuyt.~ a o. ohlPniendo el flu
jo máximo. El Algoritmo 5.3 muestra el pscudoc6digo d1•J algoritmo de prellujo de 
excesos escalables. 

Algoritmo 5.3 Algoritmo de Excesos Escalables 
begin 
preproceso; 
A ._ zílog 111 ; 

while A;::: 1 do 
whilc la red contiene un nodo i con exceso grande do 

de entre todos los nodos con exceso grande. selecciona un nodo 
con la etiqueta de distancia mAs pequeña; 
ejecuta envia/re-otiquota(i) mientras so asegure que el exceso 
del nodo no supera a 6..; 

cnd whilc: 
A.- A/2; 

end while; 
end; 

Lema 5.6 El algodtmo .. atisfacc las .•iguicntes condiciones: 

(a) Cada envío que no .•aturo lleva al meno.• .ó./2 unidades de flujo. 

(b) Ningún exceso e.• mayor que .ó. 

Demostración. Consideremos un envío que no satura l'll el arco (i,j). Como 
(i,j) es admisible d(j) < d(i). Adem:\s, i es un nodo con la menor de las 
etiquetas <le distancia de entre todos los nodos con exc••so grande por lo 
que e(i) ;::: .C:../2 y c(j) < A/2. Ya que este envío no satura, las unidades 
de flujo a enviar son mín{e(i), A- c(j)} 2: .ó./2, dando como reo;ultado In 
primera parte del lema. Esta operación de envio solamente incrementa el 
exceso del nodo j. El nuevo exceso de j es 

e(j) + mín{e(i),.C:..- c(j)} ::S c(j) + p, - c(j)} ::S .ó. 
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Por lo que los excesos de t.odos los nodos permanecen menores o iguales 
a A. o 

Lema 5. 7 El algoritmo de excesos cscalllblcs ejecuta 0(11') envíos c¡uc no suturnn 
por fase de escalamiento y O(n2 log U) envíos en total. 

Demostrnción. Considernmos la función potencia •I> = LoEN c(i) · d(i)/ ~. 
Utilizando esta función, estableceremos la primera afirmación del lema. 
Como el nlgoritn10 ejecuta O(log U) fases de cscalnmi<'nto, la segunda 
afirn1ncióu es consccucncia de la pri1nera. 
El valor inicial de •l> al inicio del la .C. - fase de escalalllicnto estii aco
tado por 2n2 porque c(i) estli acotado por .C. y cl(i) Psl<Í acotado por 2n. 
Durante una operación de envín/re-etiqucta(i) uno cl1• los sigui<·ntes dos 
casos sucede: 

Caso l. El algorittno 110 es capaz de encontrar un arco adrnisihh.' por el 
cual pueda ser enviado flujo. En este ca..~o la etiqueta de distancia 
del nodo i incrementa en < 2: 1 unidades. Esto incrclllenta Pl valor 
de <l> n Jo miís en < unidades porque e(i) ::; ~ . Ya que para ca
da i el incremento total en d(i) durante la l'jPcución del algoritmo 
está acotado por 211, por el Lema 5.3, el incrPmento total en •l> debido 
al rc-etiquetamiento de nodos esta acotado por 2112 en la Ll-fase de 
escalamiento. 

Caso 2. El algorit.1110 es capaz de identificar un al"l'o por d cual puede 
ser enviado flujo, esto provoca un envío ya sPa que satura o que no 
satura. En a.n1bos casos, (I> distninuye. Un t~nvio quP no satura en un 
arco (i,}} envía al menos Ll/2 unidades de !lujo dd nodo i al nodo 
j y ya que d(i) = d(i) - 1, depués el<• esta operación •I• disminuye 
al menos en 1/2 unidad. Como el valor iuicial dP •l• al inicio de la 
il-fasc de escalan1iento es a lo nuis 2n2 v el inerc1ncnto en <l., durante 
esta fase de cscala1nicnto su111a a lo 11uL~ 2n:? (<h~l (~a:-;o l), rl tnhncro 
de envíos que no saturan est¿\n acotados por Sn-i. o 

Este lema implica una cota de O(nm+n2 log U) para el algoritmo de excesos escalables 
ya que co1110 hcn1os visto antcrionncntc la...., otras operaciones -tales con10 envíos que 
saturan, operaciones de rc-etiq11eta1nicnto y encontrar arcos adtnisil>lcs- requieren un 
tiempo de O(nm). 
Con esta observación podemos resumir todo lo anterior en el siguiente rC'.sultado: 

Teorema 5.4 El algoritmo de excesos escalables se ejecuta "" un tiempo de 
O(nm + n 2 logU), en el peor de los casos. o 
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6. Simulación 

En este' Capítulo presentaremos la simulación de los algoritmos, descritos durante 
este trabajo. 
Esta herramienta consiste en la representación gráfica ele la ejecución de algunos ele 
los algoritmos que mostramos a lo largo de r.stc trabajo. Est.a aplicación no intenta 
ser una. hcrnunicnta para solucionar problcrnas dr. Flujo l\:1¡ixi1no en redes sino nuis 
bien una ayuda para la prcscnt.acitln de este tcrua. 

6.1. Descripción de la aplicación. 

A continuación describimos la herrami<•nt.a desarrollada l'll Excel para ilustrar los 
algoritmos. 

Matriz de adyacencia 
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~ *! Representación gráfica 
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Código del algoritmo 
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Figura 54: Pantalla de la aplicación de Excel 
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La pantalla de la aplicación consta ele las siguientes parles. Figura li4. 

Región 1 En esta región tenemos clos matrices, la de la izquierda representa la ma
triz de adyacencia de la gnífica en cuestión y cada entrada i. j representa la 
capacidad de cada arco. La matriz de la derecha también PS una matriz de acl
yaccncia, sólo que la entrada i, j de esta 1natriz representa el flujo que se va 
generando en cada arco a lo largo de la ejrcución del algoritmo. 

Región 2 En esta región tcnen10H la representación gráfica de los datos de las dos 
1natriccs de la Rcgi6n 1, una a la \'ez. Se alternan con un holl)n de la harra de 
hcrra1nicntas que vcrc1nos un poco nuís adelante. 

Región 3 En esta región tenemos el c<lcligo del algoritmo que tratamos d" simular, 
n1ostramos In rutina principal y, en sn e;Lo..;o, la .. o..; suhrutitHL"' quP utiliza. 

Como habían1os dicho, la aplicación cuenta con una barra de hcrra.rnicnt¿L'-'. La cual 
se rnucstra en la Figura 55. 

Barra de herramientas 

2 3 4 
5 

Figura li5: Barra de herramientas de la aplicación de Excel 

La barra cuenta con 5 botones: 

Botón 1 Con este botón generamos los nodos de la grMica, según el número de nodos 
que hayamos escrito en la celda, arriba de la primera matriz. 

Botón 2 Con este botón generamos los arcos de la gnifica, según los datos que ha
yamos escrito en la matriz de capacidades, matriz izc¡ui<>rda. Además de que 
limpia los datos para iniciar una ejecución del ritmo. 

Botón 3 Con este botón podemos ejecutar paso a paso cada línea del algoritmo 
mostrado en la Región 3, cada click ejecuta un paso del algoritmo. 

Botón 4 Con este botón podemos ejecutar el algoritmo hasta una linea determinada, 
simplemente nos situamos en la linea dond<! queremos que se detenga y damos 
click al botón, el código se ejecutará y S<! detendrá en esa linea. 
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Botón 5 Con este botón podemos alternar de griífica entre la red residual y la red 
original. La gráfica se calcula con base a las matrices en ese momento. 

Los algoritmos implementados en esta herramienta fueron: 

• Algoritmo ele etiquetamient.o 

• Algoritmo de capacidades escalables 

• Algorit1no de rutas autnentuntcs rni:is cortas 

• Algoritmo de prefiujo PEPS 

• Algoritmo de prefiujo de etiquetas nuís altas 

• Algoritmo de prefiujo de excesos escalables 

En las siguientes secciones se ilustran pantallas de la simulación de algunos de los 
distintos algoritmos implementados. 
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6.2. Simulación para el Algoritmo de Etiquetamiento. 

Veamos la simulación para el ejemplo del Algoritmo de Etiq1wtamiento de la Figura 
26 de la página 37. 

La simulación funciona de la siguiente 1nanera, en cada entrada ij de la rnatriz de la 
izquierda de la Región 1 debemos <~~cribir hL~ capacidades ele cada uno de los arcos 
(i, j) de la red. Mientras que In rnatri~ de la derecha se encuentra en ceros ya que 
el flujo con el que inicia111os t•s l'I flujo ~: = O, esta ült.in1a 1natriz se ini actualizando 
automáticamente. 

Una vez que tenernos la .. ,;; capacidades de los arcos alrnact~nada .. ~ Pll la 111atriz 1 es
cribimos en la celda "12" el número ele nodos q111• va a te1u•r la red y damos un elick 
sobre el prirncr botc.>n d<• la barra de hcrnunicut.as para generar los nodos, corno se 
muestra en la Figura 56. 

.... , o. • 
l .,? o ••• ' •• 
1•o~•1••11 

•• •la ••••• 
1Dto:.t•1o1 
1 ••• ·~ •• 1 
11111lii:,JI1 

.lil • • • t 1•e~1 
t:!S 1 1 1 1 1 1 1 U!: . . 

... -.... .,_.,. ____ ..... 
··;:.:';.'..---

: _-:-•H'f.' 

.,, 
t! 
~ 

~ 
l~ 

j 
:1 

!l . --. 
1 ··-----... . --·- ~ 
-- ~ :-=--··--·----... 1 ·-...... - .... ...... :--·-· ...... -..... ~.---· 

Figura 56: Simulación para el Algoritmo de Etiquetamiento 

Los nodos generados los acomodamos a lo largo <le la pantalla, st•g1ín el diseño de 
la red. Para generar los arcos entre cada nodo damos click al segundo botón de la 
barra de herramientas. En la Figura 57 observamos la red residual con sus arcos y 
capacidades residuales. 

Ya que tenemos construida la red residual, para empezar a ejecutar el algoritmo 
tenemos el tercer y cuarto botón de la barra de herramientas. Un click al tercer botón 
ejecuta una línea de código del algoritmo y un click al cuarto ejecuta el código hasta 

85 



una línea determinada. La Figura 57 nos 11111estra el resultado de la ejecución de la 
primera línea del código del Algoritmo de Etiquctamicntn. 

0 
0· l • . ' 

--·-
. ---. _ .. _._ 
. -""·---··---. -... - ....... . .._ .. _.,_,. ____ . -........ __ _ 
--. 4·----

·-. ---·-----···· :_-;=:-== .. -· .. ·----·~· 

Figura 57: Primer paso del Algoritmo de Etiq1wtamie11to 

En la Figura 58 tenemos la simulación después d.-1 primer aumento que hace el algo
ritmo. Como podemos observar, la matriz del lado izquierdo indica los arcos a través 
de los cuales pasa el flujo encontrado. 

Figura 58: Primer aumento del Algoritmo de Etiquet.amiento 

En cualquier momento de la ejecución riel algoritmo podemos ca1nbiar de la rerl re
sidual a la red original mostrando los arcos por los cuales se ha mandado flujo hasta 
ese momento. Esto se obtiene ciando click al 1íltimo botón ele la barra. 
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Figura 59: Resultado del Algoritmo de Etiquet.amicnto 

Por t'iltimo, en la Figura 59 podemos observar el flujo máximo encontrado para es
te ejemplo. En la red que observamos tenemos los arcos por los cuales pasa el flu
jo máximo que encontró el algoritmo. Además podemos observar qtu• el algoritlno 
etiquetó algunos nodos (nodos coloreados). Estos nodos definen la partición de la 
cortadura rnínin1a que el algorit.1110 pudo encontrar. 

6.3. Simulación para el Algoritmo de Capacidades escalables. 

Prcscntarcn1os la sinu1lnció11 para PI al~orit.1110 de Capacidades e:-;.calahh~s to1nnndo el 
ejemplo de la Figura 34 de la página -14. 

. . - ,. -- ~.-.. -~~: ... :.-:~ 
1•u•11111•1 
• • • ·::-~ • 1 1 ; 1 ' • • ... ,.¡ • ~ 1 1 
••••• •!:.•• • • 
• 11 ••• •.::.O-•• 
• • • 1 ••• ~;.- • ' ........ ... 
-~ 

0··· D 

0 

-----·-' :-O·t ..... 

1 -""·----····-
. ___ ....... -. --....... .. . ---·-··-·"'·--.. ·-
··-----._ .. ___ .. 
·-·· ...... -. -·-·----··---· . -... -..... 
t ---..----··· . ····"··---. -·-· 
·- •. 

·, 

Figura 60: Simulación para el Algoritmo de Capacidades escalables 

87 



Una vez que hcn1os ingresado las capacidades <le los arcos Pll la 111atriz dP la izquierda 
de la Región 1 y hemos puesto el utÍ111ero de nodos de la n•d t•n la celda "12". Da
mos click al boton "Nodos", de la barra, para generar los nodos los cuales deht•rnos 
acomodar n lo largo de la pantalla. Igual que en la sirnulacié>n ant(•rior, para ~eucrar 
los arcos darnos click en el botcín uLi111pia11 de la barra. Para ver la , .. jt•cuci<'ln del 
algorit.n10 darnos click al botón ''Paso a p:L~o11 , Pll la Figura GO podernos observar la 
primer ti.-red residual para ~ = 8. 

" .... . :i ... . 
! :m~.:.,.~ 

" .. 
.: • •• . .. 

• •• ·~ . •• 
: . • 0) . 

. -----' _.,... ___ .... ___ _ 
' ___ ........ . '' ___ ,, .... ____ .... 
' ······----. --. . . .. . 

Figura 61: Aumeut.o para l'I Algoritmo di' Capacidadt•s escalables 

Como podemos ver en el código, este algoritmo utiliza l'll :-;u <'jPcucic>n una red llamada 
~-red residual y en ella busca rut.a.s que van desde r.l nodo origc•n al nodo dPstino. En 
la Fi~ura 61 1nost.ra111os In sin1ulacil'l11 cuando el al~oritn10 ha Pnrontrado la prirnera 
ruta aumentante sobre la 21.-red n•sidual con .::l. = 8. 

:~ 
~ ;¡ 
~ 
~ 0 J-.:l 

' • ... 
:1 

~\· 0 '].:) •:' \'. .. • :¡ i ~ ·-.. .. .. .. 
'.:i ~ ., 

:1 
:1 
Bl -· (OJ -· (b) 

Figura 62: ~-red residual 
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Evidentemente, el algoritmo ya no encuentra rutas nurnentantrn.; en esta A-red resi
dual. Por lo que recalcula la A-red residual con A = 4, Figura 62{a). Pero encuentra 
que tan1poco hay rutas aun1cntantcs, lo que lleva al algoritrno a calcular la nueva 
A-red residual con A = 2 y encuentra la ruta aurnentante P : 1, 2, 3, 5, 7 que se 
muestra en la Figura 62(b). Lo que origina un aumento en dos unidades de flujo. 

Esta implctncnt.ación del algoritrno utiliza la 1nisrna rutina dr 1u·1squeda de rul.iL~ 

que el algoritmo de etiquctamient.o. 

La tílti1na pantalla de la para Pst.c rjernplo SP 1nu<-stra Ptl la Figura 63, a la dere
cha la red residual y a la izquic·rda la red original con el flujo máximo. 

6.4. 

Figura 63: Red residual y red original. Resultado. 

Simulación para el Algoritmo de Rutas aumentantes más 
cortas. 

Prescntarc111os la siinnlación para el alg:orittno de Ruta..'i au1nc11tantcs nuis cortas to
mando el ejemplo de la Figura ·10 de la página 56. 

Una vez que hemos generado la red con sus arcos y sus capacidades residuales, pode
mos ejecutar el algoritmo con la simulación. En la Figura 64 podemos ver la ejecución 
del algoritmo después de que ha encontrado las etiquetas de distancia exactas. En In 
columna "X" de la ventana podemos observar dichas etiquetas. Como podemos ver 
en el código, el algoritmo inicia con el nodo 1, nodo origen, y va buscando los arcos 
que son admisibles buscando alcanzar el nodo destino. Una vez que logra alcanzarlo 
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significa que ha encontrado una ruta aunu~11ta11te nuis cort.a., la cual es construida. con 
las etiquetas de predecesores que gt~nera en cada p~L"iO. En 1uu•st.ro tüernplo, la pri1ner 
ruta aurnentantc se puede observar en la Figura fif,, el aunu~nto «"S dt~ tS = 8 y la red 
residual se encuentra encuentra actualizada.. 

Figura 64: Simulación para Algoritmo de Rutas aumentantcs nuis cortas 
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Figura 65: Primera ruta aumentante 1111\s corla 

Después de que el algoritmo ha ejecutado un aumento, \'t1clw• a iniciar con el nodo 
origen para emprender la búsqueda de arcos admisibles. En su camino, puede ser que 
en el nodo actual no haya arcos admisibles que incidan en ,;(, en este caso el algorit
mo hace dos cosas: primero modifica la etiqueta de dicho nodo, de tal forma que se 
genere 1111 arco adtnisible para etapas posteriores y segundo regresa al último nodo 
que tenia un arco admisible. En la Figura 66 podemos ver como la ••tiqueta del nodo 
2 es incrementada por el algoritmo al no encontrar arcos admisibles incidentes en él. 
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Figura 67: Resultado del algoritmo de Rulas aumenlanll'S más cortas 

El algoritmo termina cuando la etiqueta de distancia del nodo origen es mayor o 
igual al ntímcro de nodos de la red. En nuestro caso, son 7 nodos. En la Figura 67 
tenemos la tíltima red residual y la red original con el flujo máximo encontrado. 
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6.5. Simulación para el Algoritmo de preftujo PEPS. 

Presentaremos la simulación para el algoritmo el" Prdlujo PEPS tomando <'I ejemplo 
de la Figura 48 de la página G9. 

Este algoritmo, al igual que todos los de prellujo, ti""" un procedimiento llamado 
preproceso, en el cual se calculan la .. " etic¡ucta.s de distancia exact1L<.; 1 se saturan los 
arcos que salen del nodo origen y se re-etiqueta el nudo origt'n con <-1 ntína!ro de 
nodos. En la Figura 68 poclen1os ver la red residual clesput~s de estl" preproceso. 
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Figura 68: Simulación para el Algoritmo dl' prcllujo PEPS 

Notemos que al saturar los arcos que salen del nodo origen, ~encramos nodos con 
exceso o nodos activos, e) algorittno se ejecuta 1nicnt.ra ... o;; haya Pxcrso t~n los nodos. La 
existencia de nodos activos significa que el flujo actual no l'S factible ya que no se 
<!SI.aria cumpliendo con la ley de conservación de flujo. 

A graneles rasgos, el algoritmo trabaja ele la siguirnte forma: sPIPcciona nodos acth·os 
y distribuye el flujo envhínelolo a través ele areos aelmisihlPs tratando de eliminar el 
exceso del nodo, en caso de no tener arcos admisibles, el nodo l'S re-etiquetado ele tal 
forma que se genera al menos 1111 arco admisible. De esta forma PI flujo es distribuido 
ya sea hacia el nodo destino o el nodo origen. El algoritmo termina cuando ya no 
existen nodos activos. 

La forma en que el algoritmo selecciona los nodos activos es la que le da su nom
bre. Cada que se genera un nuevo nodo activo, es agregado a una list;1 por orden de 
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apar1c1on lo que genera una cola de nodos activos y se van salPecionando (~ll orden 
PEPS (primero en entrar, primero en salir). 

En la Figura 69 podemos ver que el nodo 2, que C'ra activo dPspu(-s del pn•proce
so y tenía un exceso de 10, ha dist.rihuido PI flujo hacia los nodos ·I y 5, por 8 y 2 
unidades respectivarncnt.e. Los nodos ,¡ y 5 se convierten t'U activos y son agregados 
en la lista para ser seleccionados posteriorrn<'nt.e. 

•• 

' ...... , .. _____ , 
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' -·--·-""' __ , .. __ 
·-......... .._ ___ ,. __ _ 
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~-------·--
_______ .. 

Figura 69: Algorit lllO de prdlujo PEPS. 

La ültima red residual y el flujo máximo encontrado lo podl'mos \'<'r en In Figura 70 . 
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Figura 70: Resultado del Algoritmo de preflujo PEPS. 
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7. Conclusiones 

Haciendo un recuento de los terna.~ nuis itnportantes en l'Slc- t rahajo, recordt.•n1os el 
Capítulo 4 en el cual virnos el algoritn10 gcnl~rico dP rut;Lo; c11111u•1Jt.c11ites, rncncionando 
una de sus cspccia.lizacioncs nHÍ.."i fcícilcs de irnple111cntar, c•l alµ,oritrno ele t•t ic¡uet.u11Jir1J
to. Este algoritn10 n1anticnc, a lo laq~o de su ejecución un llujo factible, sn 111L•c.1inic·a 
es identificar ruta .. ..:; dirigida .. o.; del nodo origen al nodo dt>stiuo en la red n·sidual y 
aurucnt.a.r el nuíxirno flujo posible a tnlvc~s de Plli:L"t. Sin enthaq.~o. al111 r.uauclo su idt•a. 
es rnuy si1nple1 nos dirnos cuenta que su t.iPrnpo dP <0jc·c·1a·i(">11 PU el f>POr ch• lo ciLo.;os 

es pseudopolinomial, ya que 110 se t.iem· 1111 co11t.rol sohr" la •·a11t iclad d., flujo <'11viado 
en cada ruta y podrían ejecutarse- envíos <h• cantidades 11111y pt-qut-fl:L-;, lo c¡nP lo hace 
poco eficiente en la priictica. 

l\tlotivados por esta desventaja en la eficiencia ch•I alp_oritnu, dt• <'tiquct.a1niPnto, rP\'i· 
sarnas una especialización de este al~orit 1110 lla1nacla alv,nrit 1nu de cnp:1ci<laclvs c-scJt· 
la bles. La propuesta de c.st.c algorit.1110 Ps, al igual qt1<' PI nlgorit 1110 dP Pt ic¡ut~ta1nit"'nto, 

a111ncntar ílujo a través ele rutas dirigidas que van dt•I nodo origt•u al nodo destino, 
con la diferencia de que «~ligr! las que t <'ll~cu1 una capacidad n•sidual suficit~lllP111P11t«• 
grande, lo que nos asegura que los envíos qtu~ se hacPn através ch~ Psta.s rutas son 
rclativarncnte grandes. rvtostran1os CJUC' su t.iP11lJlO dt• ejt•ruci<°Hl l'll PI pPor de los ca .. 'iOS 
es mejor que el del algoritmo de et.iq11etamiP11to J>Pro ati11 a~i 1•11 la pníl"tica 1•ste algo
rit1110 tan1poco era n1uy cficientt.• en la pn\ctica. Lo a11tt•rior St' df'ht' principahnPnt.«• 
a que su dcsernpciio cornput.acional esui t•n funcit:ln. t'llt n· otras costLio;.;, dl'l ta111af10 d«' 
las capacidades de sus arcos. 

Por {iltin10, ¡1ara c....,tc tipo de algorit.1nos, 1nostra1no:-> PI alµ,orittno dP ruté.L'i ;1u111v1J

ta11tcs más cortas, que es otra especialización del algorit 1110 dt' Et iq11etamic11t.o. Est<' 
aJgoritrno se basa, co1no su nornbrc lo indica, en localizar las ruta .. <.; nui...'i corta .. "i dPl no· 
do origen al nodo destino y por ella..~ a111nentar el 11uixi1no tlujo posible. Para lograrlo, 
utiliza las etiquetas de distancia para identificar las rutas 111.;\ cortas, ron lo que su 
implc1ncntación es rclativa1nentc fücil. Este alAoritrno PS <'fit:iPntc en la pnictica.. Su 
tic1npo de ejecución no cst~\ en funcilin de la.s capacidadl~s de los arcos sino sirnplt~ 
tncnt.e en el tarnaño de los datos. 

En el Capítulo 5 prcsentatnos el otro tipo de al~orit.tnos utilizados para solucionar 
el problema de flujo máximo, el algoritmo genérico ck e111¡>1J.i<' - prPflujo. Este nuevo 
enfoque para resolver los problemas de:<ccha la idc-a de a1111u•ntar llujn sólo a través de 
rutas que van desde el nodo origen al nodo destino, la prnpuPsta de «"'stos algoritrnos 
es enviar flujo a través de arcos individuales, lo cual se puPdt• \"<'r co1110 auincntar flujo 
a través de varias rut;:u; a la vez. Esta técnica pro\'oca qtu.• t~n Ptapas intcnncdia..."i del 

94 



algorit1no se rnantcngn un pscudoflujo, ya que pennite que existan nodos i11tern1Pdios 
en donde el flujo que entra es mayor al flujo que sal" d" "llos, llamados nodos con 
exceso. Es sobre estos nodos que el a.lgorit1110 <~jecuta sus op<.!racion<'-""'· Este alAorit1110 
genérico es flexible ya que 110 existe 1111 orden especifico para Pxa1ninar nodos con 
excesos. El tiempo de ejecución en el peor de los casos es comparah!t• al del algoritmo 
de Rutas aurnentantes más cortas. 

En este rnisrno capítulo, 1nostra111os tn•s rspt.•cializac:iones clP <'st t' al~orit1nn ~(·néoricu 
de empuje - preílujo (o simplement" de prcllnjo). El algoritmo l'I::l'S dr• pr"//ujo y •·l 
algorit1110 de ctiqueta ... 'i n11ís 11Jt;.L.o.; son es1u·cinlizacio11rse en las cualt~ sP t•specifica un 
orden por el cual se cxarniuan los nodos con l'xceso. Este ordt•n <>s irnportante ya que 
hace la diferencia. cut.re los tic111pos de Pjrocucitln en PI peor dt~ los ca .. -;os. El algorit1nn 
PEPS de preflujo, selecciona los nodos ron exceso 1•n onl"n PEl'S, mi<'nl.ras que el 
de ctiqucta .. 5 de distancia 111a.s alt.a.s lo hace Pn lnLo.;e a sus et.iquPt.iL"'i. En atnbos r..tL~os 
el tiempo <le ejecución en el peor de los CIL~os sup<'ra al del al~oritmo ~er1t'rico d" 
pre!lujo. Ambos son muy eficient."s <'n la pnict.ica. 

Con10 tilti1na especialización de este tipo de algorit.n1os prPsP11tan1os rl alg,orit.Jno cJp 
excesos c.-;culablcs, el cual elige los nodos con gran cantidad dP <>xc·pso ~· d<• Pntr<-' los 
cuales elige los que tienen etiqueta de distancia nuis pcqtu•fu1. Est.P algorit1110 alcanza 
un buen tic1npo en el peor de los c-asos, aclt'llHÍs es rPlat.ivanH'lllt' féieil dt' i1nplP111entar. 

Hicirnos notar que los algorit1nos de ruta .. " at11ncnt.a11tPs Ptnph·an 111ucho <Ir su es
fuerzo computacional en enviar !lujo a t.rav1\s d1• rut.iL~ qm• van dl'sd1• 1·1 nodo origen 
al nodo destino, ya que estos algorit1nos podrían Pnviar llujo Pll n'pPt idas ocasiones 
a lo largo de scgn1cntos de ruta con11incs. Esta desventaja no Sl' t it.'llP enn los algorit
mos de empuje-preftujo. Ot.ra diferencia entre estos dos tipos de algoritmos t•s que d 
a)goritn10 de rutas nu1ncntantcs busca la opti1nalidad, n1il'nt.ras que t."'I al~orit1110 de 
empuje-prellujo busca In factibilidad. 

En la tabla de la Figura 71 se muestran los tiempos de ejec11eió11 dl' los al~orit
mos presentados a lo largo de este documento. 
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Figura 71: Resumen de algoritmos d" flujo máximo (! J 

Tipo de Algoritrnos 'I'iernpo de 
Algoritmo t~jccucil)n 

De Et.iquctan1icnto O(nmU) 

Rutas 
De Capacidad<!.'< c."calablcs O(nm log U) 

Aurucntantcs 

De Rutas nuis cortn..<i O(n2 m) 

Genérico de preflujo O(u2 m) 

De Preflujo PEPS O(n3 ) 

Empuje - Preflujo 

De Prellujo de etiquetas nuis altas O(n2 vml 

De Excesos Escalables O(nm + u 2 log U) 

Podemos concluir entonces que, los algoritmos el" cmpuj1•-pref111jo son 111:\s n\pidos 
que los algoritmos de rutas aumentnntl'.s, siendo los mejores algoritmos, pnrn rutas 
aumentnntcs: el algoritmo de rutas aumentantes mlis corlas y para los de cmpujc
prellujo: el algoritmo de etiquetas de distancia más altas. 

96 



Referencias 

(1) Ahuja, R.K., Magnanti, T.L. and Orlin, J.B., 
Network jlows: TheonJ, Algodthms, and Application..~, 
Prentice Hall, 1993. 

(2) Chartran, G. and Oellermann, R., 
Applied and Algodthmic Gmph TliconJ , 
Me. Graw Hill, 1993. 

[3) Rockafellar, R. T., 
Network jlows a11d /Honotropic Optimization, 
.John \Viley & Sons, 1984. 

97 



Apéndice A. Descomposición de flujo 

En la formulación de problemas de flujo en rcd1·s podemos 1!t•finir flujos en arcos o 
definir el flujo a travr_'l de rutas y ciclos. Por ejemplo en la Figura 72(a} se muestra 
un flujo en arcos que envía 7 unidades ele flujo del uoclo 1 al nodo 6. En la Figura 
72(b} se muestra el mismo flujo pero ahora a trav1>s de rut1Lo.; y ciclos. 
En el flujo a través ele rutlL'l y ciclos enviamos 4 unidad1•s a lo largo d1• In ruta 1-2-4-6, 
3 unidades por In ruta 1-3-5-6, y 2 unidnd1•s por el ciclo 2-·l-5-2. En 1•stc documento 
utilizamos la representación ele flujo en arcos. 

2 unid dos 6 

~ 
3 untdados 

(a) (b) 

Figura 72: Red residual 

Por un "flujo en un arco" nos referimos a un \'ector X 

siguientes condiciones: · 
{.r,1 } que satisíac-c las 

2: X;j - L Xji = e(i} para tocia i E N (a} 
{j,(i,j)EA} {;:U,i)EA} 

O$ X;j $ u;j para tocio (i,j} E A. (b} 

donde ¿;'.,,0 e(i) = O. Nos referiremos a e(i} como el desequilibrio del nodo, y repre
senta el flujo que entra menos el flujo que sale del nodo 1. Si el !lujo que entra es mayor 
al flujo que sale, e(i) > O y decimos que el nodo es un nodo con exceso. Si el flujo que 
entra es menor al flujo que sale, e(i) < O y decimos que el nodo i es un nodo con défi
cit. Si el flujo que entra es igual al flujo que sale, dC'cirnos que el nodo est1i equilibrado. 

En la representación de flujo a través de arcos, l:L'> ,·ariahles de decisión son flujos 
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X;j en el arco (i,j) E A. La representación de !lujo en rutas y ciclos inicia con la 
enumeración de todas las rutas dirigidas P entre cualquier par de nodos y todos los 
ciclos dirigidos 11' en la red. Sea P la coh,ccic>n de de todas las rut;L<; y W la colección 
de todos los ciclos. Las variables de decisión en la repn·scntación de !lujo en ruta y 
ciclos son J(P), el !lujo en P, y /(H'), el flujo en <'I cielo IV; definimos eS<L'< variables 
para todas las rutas dirigidas P en P y para cada ciclo dirigido H' en W 

Notemos que el flujo en cada conjunto de rutas y dt• ciclos puede ser representa
do de mauera (mica por flujo sobre arcos. El flujo x,, Pn l'I arco (i, j) es igual n la 
sumn de los flujos /(P) y /(11') de lod1rn las ruUL<; P y ciclos IF que• coutit•rien este 
arco. Forrnalizarc1nos esta OÜf;ervacitln definendo al~una .. <.; notadoucs uucva.s: o.,(P) e:-; 

igual a 1 si el arco (i, j) está contenido <'n la rula P, y O t•n otro caso. Similarmente, 
Ó;j(l·V) es igual al si (i,j) est1i contenido en el cido IF, y O t•n otro CIL<;O. Entonces 

x;1 = L c5,, · J(P) + L .S,, · /(11'). 
\\'ElV 

Por lo tanto cada !lujo en rullL'< y ciclos determina un flujo en arcos uruco. 
Ahora veamos lo contrario, es decir, como representar un flujo Pn arcos como un flujo 
en rutas y ciclos, si es que esto es posiblC'. Con el siguil'nte tcon•11ul n•sponderctnos la 
pregunta. 

Teoren~a Apéndice A.1 (Teorema de descomposición de Flujo) ClJdajlujo c:r
presaclo corno ni.tas y ciclos tiene uua rcprc.o;cntación tínir.a corno }lujo ... no negativo.'{ 
en arcos. lnvcr.<amente, cada }lujo en lJrcos JJUcdc ,,er rr·¡ircscutuclo como un }lujo " 
través ele nllas y ciclos (aunque no 7H!CC.'turia111..cntc e~" rínicu} con la .. lf ~"'iyuicntt;s ¡nn· 
¡Jicclacles: 

(a) ClJda 1-utu dirigid" con flujo ¡wsiti110 conec/lJ " un nodo """ cléjicit " un nodo 
con exceso. 
{b} A lo mcís n + rn nitas y ciclos tienen }lujo clifcrenlt: ele """" y " lo má.' 111 ciclo.< 
tienen }lujo diferente de cero. 

Dcn1ostración. La pritnera parte dt"l teorf'nut se oht.il'lll' dP l:t .. '; ohst•rva
cioncs previas, por lo que sólo nos falta de1nostrar la se~t111da nfinnacil)n. 
Dare1nos una prueba algoritrnica para rnost.rar co1110 dPsco1nponer cual
quier flujo a través de arcos ~r. a un flujo a lo largo de> ruta.s y ciclos. 
Supongamos que i 0 es un nodo con déficit. Entonces algún arco (i0 , ii) 
lleva un flujo positivo. Si i 1 es un nodo con exceso, nos detenemos; en otro 
caso, la condición (a) sobre el nodo i 1 implica que algtin arco (i 1 , i 2 ) lleva 
1111 flujo positivo. Repetimos estr argumento ha~la que encontramos un 
nodo con exceso o hasta que 1lt~gan1os un nodo prcviarncnte cxan1inado. 
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Noternos que uno de C..'iOS casos ocurrt~ t!n u p<L'iOS. En <-1 prirner C4L"iO ohtP
nemos una ruta clirigicln P desde un nodo cou déficit iu hasta un nodo con 
exceso ik, mientras que en el segundo caso obtrncmos un ciclo dirigido 1 V. 
En arnbos casos la ruta o el ciclo consistr!n solarnente dP arcos con flujo 
positivo. 
Si encontramos una ruta dirigida, hacemos: 

J(P) = mín{-c(i0),c(ik),mín{;r,1 : (i,j) E P}}, 

c(io) = c(io) + f(P), c(iA-) = c(ik) - f(I') y 

x;; =X;; - f(P) para cada (i,j) E />. 

Si obtenemos un Ciclo dirigido H', hacemos: 

J(W) = mín{x;; : (i,j) E W}, 

X;;= x;; - f(ll') para cada (i,j) E 11·. 

Repetimos este proceso con el problema n•dt>finido hasta qur el dt•spquili
brio de tocios los nodos sea cero. En ese momeuto st>h·c-riouamos cualquil'r 
nodo con al rncnos un arco saliente con rlujo positivo co1110 t•l nodo inicio, 
y repetimos el procedirniento, en estP CCL'-'O dt-ht•111os t•ucontrar un ciclo 
dirigido. Terminamos cuando x = O para t•l prohlrma rt'ddinido. Clara
mente, el flujo original es la suma de los flujo a t rm·•'s dl' las rutas y los 
ciclos encontrados por este rnétodo. t\hora ohservt•111os que cada vez qtu• 
identificamos una ruta dirigida, reducimos la oft•rta/dPmanda el<' un nodo 
a cero o el flujo de un arco a cero, y cada \'t'Z que t>ncont ran1os un ciclo 
dirigido, reducirnos el flujo de un arco a cPro. En const.~c-ueneia, la n~pre
scntación de flujo a lo largo de rutas y ciclos de un flujo r dado eont.ic1w 
a lo UHÍ.."> n + 1n rutas dirigidas y ciclos, y a lo nHÍS rn de f'llos son ciclos. 
o 
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Apéndice B. Algoritmo de búsqueda 

Los algoritmos de búsqueda son técnica.-; para encontrar todos los nodos ele una red 
que satisfacen una propiedad particular. 

Para ilustrar las ideas bá5icas de los algorittuos de lnisqueda, supongarnos que quere
mos encontrar todos los nodos en 1111a red G(N, A) que son alcanzables a lo largo de 
rutas dirigidas desde un nodo especial s, llan1ado origen. El algorit1110 hace un barrido 
desde el origen e identifica los nodos que son alcanzables desde el origen. En cada 
punto intermedio de su ejecución, el algoritmo designa a tocios los nodos de la red uno 
de dos estados: etiquetado o 110 etiquetarlo. Los nodos etiquetados son nodos que ya 
han sido alcanzados por el nodo origen, los no etiquetados son Jos qtu~ atin no se han 
deterininado. Notemos que si un nodo i est1i etiquetado, un nudo j no 1·stá etiquetado 
y la red contiene el arco (i,j). podemos etiquetar al nodo j; ya que est<' nodo es 
alcanzable desde el nodo origen vía una ruta dirigida del origen a i 11uis el arco (i, j). 
Nos referiremos al arco (i,j) como un arco admisible si el nodo i est1i 1·tiquetaclo y el 
nodo j no lo cst.r.i, y nos rcfcrircrnos corno 1Jo ;u/1uisiblP en ot.ro ca..o;o. 

Iniciahncntc, ctiquetan1os sólo el nodo s. Luego, exa111i11a11do arcos adruisibles, t!l 
algoritrno etiquetani nodos adicionales. El algoritmo termina cuando ya no hay arcos 
admisibles en la red. En la descripción algorítmica, LISTA repn•senla el conjunto de 
nodos etiquetados que el algoritrno va a exan1inar en PI sc.~nt.ido de qttP algunos arcos 
admisibles podrían emanar de ellos. Cuando el algoritrno t1•rmina. Psl1• ha 1•t.iquet.ado 
todos los nodos en G que son alcnn~nblcs dcsdt' s via una ruta diri~ida. 

En el Algoritmo Apéndice 13.1 mostramos una Yl'rsión dl' 11n algoritmo de htísqueda 
el cual genera las etiqueta..'°' de distancia exactas para cada nodo. En c.•sta variante, el 
nodo origen es el nodo t y la definición de arcos adrnisiblcs ca.rubia un poco; en vez de 
ser arcos de la fonna. (i,j) donde i es un uodo etiquetado y j un nodo no etiquetado, 
11n arco (i, j) l'S ;u/misib/c si i no eslli etiquetado y j si lo est1i. Ad1•1rnis, el conjunto 
Ll STA lo guardamos como una cola, y siempre tomamos el primer nodo de la cola. 
Es decir, el algoritmo selecciona los nodos etiquetados en orden PEPS. Estos cambios 
son los que nos dan corno resultado un algorit.1110 para detenninar la .. <.; ctiquc-tas de 
distancia exactas, d( i). 

Este algoritmo se ejecuta en un tiempo O(m + n) = O(m). Cada iteración del ci
clo while encuentra un arco admisible o no. En el primer ca.so, el algoritmo etiqueta 
un nuevo nodo y lo agrega a Ll STA, y en el otro caso borra un nodo de LISTA. Ya 
que el algoritmo etiqueta cualquier nodo a lo nuis una vez, el ciclo while se ejecuta a 
lo más 2n veces. Ahora consideremos el tiempo que se necesita para identificar arcos 
admisibles. Por cada nodo i, el algoritmo revisa los arcos en A'(i) = { (j, i) : (j, i) E A} 
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Algoritmo Apéndice B.l Algoritmo de búsqueda para etiquetas de distancia exac
tas. 

begin 
desetiqueta todos los nodos; 
etiqueta el nodo t; 
cl(t} i- o 
LISTA= {s} 
while L!STA~0 do 

selecciona el primer nodo i en Ll STA; 
if el nodo i es incidente a un arco admisible {j, i) titen 

etiqueta j; 
cl(j} = cl(i} + 1 
agrega j al final de LISTA; 

elsc 
elimina i de LISTA; 

end if; 
end whilc; 

end; 

a lo nuís una vez. Por lo que, el algoritmo examina 1111 total de Líe.V IA(i)I = marcos 
y entonces termina en un tiempo de O(m). 
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