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INTRODUCCIÓN 

Dentro de la educación superior se encuentran diversas áreas de estudio, una· de· ellas es la fisico­

matemática; en la cual se tienen asignaturas que suelen presentar un alto indice de reprob.aciÓn y éstas se 

imparten durante los primeros semestres. Un caso particular es et Álgebra Une.al .que se ·estudi'.I_ e~ las 

carreras de: Matemáticas Aplicadas y Computación (MAC). Actuarla e lnge.nierla Civil; ein la.Escuela 

Nacional de Estudios Profesionales Acatlán. 

En un afán de apoyar el proceso enseñanza-aprendizaje de esta disciplina y c:Omo propósito general 

del presente trabajo, se elaboró una herramienta que sirva de refuerzo para el· .. estudio . de . las 

transformaciones lineales de IRm a IR". Cabe aclarar que sólo se trabaja en el campo.de los.númerm; re~les; 
y consiste fundamentalmente en la creación de un "package" en el sistema Mathematica™, el cual se 

encarga de obtener: la matriz de transformación, la imagen. el núcleo, el rango y la nulidad de . una 

transformación lineal. Además, de explicar paso a paso como se obtienen los resultados antes mencionados. 

Esta obra se encuentra estructurada por cuatro capítulos (donde tos dos primeros integran el marco 

teórico), conclusiones, glosario y su respectiva bibliografía. 

El primer capitulo trata sobre los conceptos fundamentales del Álgebra Lineal, por lo que se analizan 

los temas de espacios vectoriales y transformaciones lineales, se muestran ejemplos tomados de ta 

bibliografla que comúnmente es utilizada para ta enseñanza del curso de esta asignatura. El propósito del 

capitulo, es el de dar ta pauta para conocer tos espacios vectoriales y tas propiedades que to caracterizan, al 

igual que las transformaciones lineales se muestran ejemplos que pretenden ser claros y sencillos. 

Et segundo capitulo tiene como propósito desplegar una visión general sobre la estructura del sistema 

de Mathematica, donde se especifican tas características generales así como su inteñaz, la sintaxis, las 

funciones predefinidas que tiene tanto para vectores como para matrices. Además, se proporciona una idea 

general del porqué este software ha sido tomado para la creación del paquete. 

Et tercer capitulo, que es la médula espinal del trabajo tiene et propósito de mostrar la elaboración del 

paquete didáctico que ayuda a resolver las transformaciones lineales. Aquí se explica cómo debe ser 

invocado desde el sistema Mathematica, es decir, que tipo de archivo es, en que directorio debe encontrarse 

para ser ejecutado. Además, de especificar la estructura que caracteriza a tos paquetes o packages (llamada 

en el sistema "skeletor"), de tal manera que sea reconocida como tal. En esta sección se expone parte del 

código fuente con et fin de ejemplificar un package y se presentan algunas de las funciones propias del 

sistema que se utilizan para su funcionamiento. 



El cuarto capitulo. comprende la creación y diseño de una guía para el manejo del paquete, a través de 

ejemplos sencillos algunos de ellos tomados del primer capílulo. con el propósito de mostrar que se obtiene 

el mismo resullado. Se especifica el uso del Lenguaje Eliquetado de HiperTexto (HTML) asl como las 

características generales que sirven para la construcción de la página web. Su contenido principal de la guía 

es la descripción de las funciones que integran el paquete, es decir. determinar cuales son los parámelros 

que debe proporcionar el usuario con la finalidad de que se ejeculen las operaciones correctamenle. Esta 

guía se encuenlra en Interne!, para ser visilada por lodos aquellos inleresados en el tema. 

Por último, la metodología que se empleó para este trabajo, fue la investigación bibliográfica sobre el 

estudio de las transformaciones lineales, asl como el aprendizaie del sistema Mathematica en los aspectos 

de programación, funciones definidas por el sistema, construcción de la paquetería y aplicaciones del 

paquete creado. Además del estudio sobre el HTML y las características generales que lo conforman. 
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PRIMER ,. 

CAPITULO 

EL ÁLGEBRA LINEAL 
Objetivo. Analizar conceptos importantes del álgebra lineal para aplicarlo en 

las transformaciones lineales. 

"Nada parece.en el universo, c:Uanto en él acontece 

no pasa de meras transformaciones" 
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lntroduci:ión El Álgebra Lineal 

·INTRODUCCIÓN 

El álgebra es una rama de las matemáticas cuyo objeto es simplificar, representar y generalizar las 

operaciones de' problemas numéricos los cuales se representan mediante letras, de tal modo que facilite 

, .la obtención de su solución aplicando leyes; teoremas y propiedades. 

El emplee:> de letras es con el fin de tener una representación simbólica; un ejemplo usual es el de k 

donde se especifica un cttupú 1, para el conjunto de. los números reales se encuentra representado por 

IR y el conjunto de los números complejos por C. 

El rilgebr<l' lineal- "es una parte del álgebra abstra~ta que se ha especializado en el estudio y 

análisis de los espacios vectoriales y las .aplicaciones lineales. Nace básicamente con el aprendizaje de 

los sistemas de ecuaciones lineales, el desarrollo de la geometrla analltica y el análisis de la resolución 

de las ecuaciones diferenciales; enfocándose en problemas lineales, tales como: la construcción de una 

base para un espacio lineal, la construcción de una matriz que represente una transfonnaclón lineal, 

valores y vectores propios, diagonalizaclón, entre otros". [Apunics del cur.ml 

El estudio de vectores y matrices es el corazón del álgebra lineal. El desarrollo vectorial se Inició 

con la invención de los cuaternos de Sir William Halmiton, y éstos se desarrollaron como herramientas 

matemáticas para la exploración del espacio flslco. 

Esta noción condujo a lo que hoy se conocen como vectores. Los cuaternos se constituyen por una 

parte escalar y uná parte vectorial, de ahl su dificultad para manejar ambas al mismo tiempo, su análisis 

comienza con el estudio de la parte vectorial por separado, trabajo realizado por Josiah Willand Gibbs. 

Por lo que respecta a este capitulo se enfocará a temas especificas como son: los espacios 

vectoriales y las transfonnaciones lineales. 

1 Conocido tambi~n ~ campo, el cual es un conjunto num~rico que se caracteriza por la existencia de las operaciones de: adición y producto 
por un escalar, las cual~ cumpl,c~ con ciertos axiomu. 



1.1 Espacios Vectoriales El Álgebra Lineal 

Vectores en ol espacio 

Uno de los principales coriceptósqu~esne~~i~riod~fi~ires ~I d~'vector, debido a sú importancia 

dentro de este tema. Un ve~tor es un ele,'.,,a'~io' de lirí e
0

~p~~io vectorial el cual. se representa como el 

conjunto ordenado de "n" component~s; ~scdt~~a 1rávés de una lista secUenclal (finita o Infinita), con 

frecuencia se simbolizan mediante letras minú~<i~1as: A~~tinuaclÓ~ se ~xpresa al vector llamado u de la 

siguiente forma: 

U= (U1 1 U2, U3, ~ •. ,Un) 

~ 
vector renglón 

o u = 

u, 
ui 

Al elemento U1 se le c<Ínoce como el primer ele~ent() d~Í Vector u;a U2 como el segundo elemento 

del vector u Yasl sueeslvamente hasta llegar al n:éslrno 'e1erienÍC> -del vector u, a esle conjunto se le 

denoml~a "n-ada ordenada". El orden de un Vect~r es irnp~rt~nte ·ya que al cambiar algún elemento se 

refiere a otro vector. 

Los vectores pueden ser escritos mediante c:io's formas como: vector renglón o vector columna y 

ambas resultan ser equivalentes. Entre los vectores· existen algunos que son representativos, como es el 

caso del vector unitario; denotado por e;, cuya i-éslma componente es uno y las demás son iguales a 

cero. 

e, = (1, Q, .... 0), e,= (O, 1, ... , O), . . .. en= (0, O, ...• 1) 

Al referirse a u como un vector, sus elementos u1, u,, u3, ••• , Un se les conoce como componentes. 

Por cierto u dentro de la geometrla es un punto, el cual tiene cierta posición en el espacio o-dimensional; 

sin embargo u,, u,, u3, ••• , Un se llaman coordenadas de u, en consecuencia componente y coordenada 

son sus respectivos nombres algebraico y geométrico del elemento de la n-ada. 

El número de coordenadas que posea el punto, corresponde a la dimensión en que se encuentra 

ubicado y para los números reales se denota con IR n, siendo asl el conjunto de todas las n-adas 

- ordenadas resultando ser una sucesión de n escalares llamado espacio n dimensional. 

Para el caso de IR 1 queda conformado por una coordenada u = (u1) siendo un punto sobre la recta 

"x" (eje de las abscisas) y se escribe sencillamente como IR y gráficamente se muestra de la siguiente 

manera: 

.-------..----- eje x 
o u, 

2 



1.1 Espacios Vcctorinlcs. ,~ -•····"" Ét ,\1icbra Lincnl 

Los vectores se pueden representar geométricamente como segmentos de recta dirigidos en el 

plano bidimensional, esto se rnfiere cuando.se tiene ,a la ~~rej~ ordenad~ (:X,J\) denot~do por IR2 dentro 

del sistema coordenado por los e¡;;s ;; y; cu~nd-o se .habla del espacio ÍMdimensiori~I ~e' refiere a la terna 

ordenada (a, 11, y)~ está si~bolizad~ por .ni~ c~h s~{re~pectÍv~s ej~s X, y:z~ A c0ntinuaclóri se observa 

como se representa 9eométrica~ente a ami>o~. 1va1cl'll1 

y 

(O, J\) ~ u/ Punto (a, 11) 

(0,0)/ ._ 

origen (a,O) 

Fig.1 El punto (a, Pl se encuentra en el espacio 
de IR 2 y el vector está representado por un 
segmento dirigido del origen a este punto. 

(O, 0,y) 

X 

Flg.2 El punto (a, p, y) se encuentra en el espacio 
de lR 3 y el vector está representado por un 

segmento dirigido del origen a este punto. 

A los puntos formados por (a., J\) y (a, J\, i..) algebraicamente se les denomina punto generalizado y 

a las rectas dirigidas u y v confomnadas por estos puntos se denomina vector generalizado. 

Dirección y Longitud de un vector 

La dirección se refiere al ángulo que se forma con respecto a dos o más componentes. La longitud 

o magnitud de un vector u= ( u1, u,. u,, ..• , Un) en IR" se obtiene de la siguiente forma: ('Iñompson) 

,------------
11 u 11 = '\/ u,2 + u,2 + u,2 + ... + u.2 

Si 11 u 11 = 1, entonces el vector u se llama vector unitario (la longitud siempre será positiva). Los 

vectores que tienen la misma dirección y longitud se llaman equivalentes. De acuerdo con lo antes 

mencionado se obtiene lo siguiente: 

Teorema 1. Vector unitario en la dirección v. Si v es un vector en IR" diferente de cero, entonces el 
vectores: 

V 
U= 

11 VII 

su longitud es uno y tiene la misma dirección que v, y u se conoce como vector unitario en la dirección de 

v (el proceso para encontrar al vector unitario en la dirección de v, se llama normalización del vector v). 

3 



El Álgebra Lineal 

Espacio Euclidiano 

Si n es un.entero positivo, entonces una "n-ada" ordenada es una sucesión de n números reales 

'(u,, Uz, U3, •• ., Un). El espacio euclidiano o espacio de n dimensiones, se define como un conjunto de 

: todas las n-adas ordenadas, donde estas cumplen con las operaciones de: adición y multiplicación por un 

escalar, conocidas también como operaciones normales sobre IR". [Hownrd) 

Dos vectores: u= (u1, u2, u3, •• ., Un) y v = (v1, v2, v3, ••• , Yn) en IR" son iguales si 

La primera operación és',1a s~made s~~ el~mentos,~orrespondlentes; la segunda es el produ~to por 

un escalar. Para el prOd~~to ~~~j~;'J6r eÍ~~ctoVu:'~~ multipli~ l.. (número cualesquiera del conjunto de 
' ,. . .. ~ •. ' .:... : ,. -· ' 

los reales) por cada un~ de 10'$ elelllentos'de u. A este espacio se le denota generalmente con la letra IE" 

donde n indica la dimensión d~ I~ ~ú~Í ~'e ;;ata. 

donde 

Producto Escalar:· 

JJ=1 i - ésima posición 

e,= (0, O, .. ., 1, .. ., O) 

Sea u ,;; (u;,''~~; u3, • ::.;·~~)::, •{';( = (v1. v,, v,, .. ., Vn) dos vectores en IR", entonces el producto 

Interno (punto) ~uclÍd~an'o, ~ prod~cto escalar de u y v, denotado por u. v se define como: 

U • V = U1 V1 + U2 V2 + U3 V3 + . . . + Un Vn 

por consigulent~ éi ~e~ultado del producto escalar de dos vectores n es un escalar. 

La Idea que se ha generado sobre un espacio n-dimensional hace referencia a un concepto 

abstracto, que se enfoca al espacio de vectores (siendo el vector nulo o vector cero el origen para 

cualquier espacio n-dimenslonal). A continuación, se muestra la siguiente definición, en la cual se 

generaliza un espacio vectorial. 

DEFINICIÓN DE ESPACIO VECTORIAL 

"Sea V un conjunto cualesquiera no vaclo de elementos, sobre el que están definidas dos 

operaciones la adición y la multiplicación por un escalar. Por adición se entiende, la regla que asocia a 

cada par de elementos u y v que pertenecen a V, donde se asocia un elemento único u + v que también 

están en V. Y la multiplicación por un escalar se entiende como la regla que asocia a cada escalar l.. y 

cada elemento u en V, un elemento único /..u en V denominado múltiplo escalar de u por l..". [Howard) 

l T fSJS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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1.1; 1 Definición 

·«,··,t-J~'.;;: 

Los elementos que conforman aVson'i~s ~s-2; y para su rei;ireseritación seempiearén'.letras 

minúsculas en negrita, ~~r ~jempl() U, V,W,:z: '' ' . •·· 0. ·,> 
·.",.·;.·· ··-.' 

El espacio vectori~I se repr~se~ta~á con ;las letras \', ~'.para el. i:iso de los ~sealares (rió;meros 

:::~::~:.~::.:·1~t:.;:~~~*~,aj~r:~~f ;1t~~,;:1~~:; 
• •> .\,-,»/".¡_:·- ; . .' • ' 

Los espacios vectoriales en ei área d~I Cáicul(;,• se expresan a' Ías fúnciones de la siguiente forma: 

C[a, b], donde C esp~CiHc~ u~ ~6~j¿ntÓ'ile'i~ncib~e~ q~e se e~~uentran~eniro'del carnpo de los réales y 

son continuas en el lnt~;.;,a·1dierr~d~· [~; bJ:·o~'tal modo ~ue los vectores son las 'fun~lones en e (a, b) y 

la operación de surna en las' fÍuicloiiés queda' definidá del siguiente modo: 

:.'<-

; {f + g) (x) = f(.~) + g(x) 

para toda x én el, inte;,;,~lo f;.~ bJ;\¿»Í>~serva que la nueva función. f + g es un elemento de e [a, b), 

puesto que la· resultante de ia s¿ma· de las funciones continuas es continua. Por lo que respecta a la 

multiplicación ~~I eseal~rX ·~u~ p~rt~n~ce a.IR para la función en e [a, bJ queda del modo siguiente: ,_ .. ,·,!-;:,- - . - _, ' .. . - . 
-,-;_' 

{i.f) (x) = i.f(x) 

para toda x en el lni~f'l~í6 [~:· b) resulta' una función continua por ser el escala;;. una constante. (León) 

Nota. 
1) Se observa que un espacio vectorial consta de cuatro entes: 

a) Un conjunto de vectores 

b) Un conjunto de escalares 

c) La operación de adición 

d) El producto por un escalar. 

2) La definición de un espacio vectorial no especifica la naturaleza de los vectores y por ello 

cualquier tipo de objeto puede ser un vector. 

3) Algunos autores emplean la notación: del slmbolo © para la adición vectorial y del slmbolo 0 

para la multiplicación por un escalar; el molivo de emplear dicha notación es el distinguir a 

estas con las que comúnmente se usan (+, · ). Por lo que respecta a éste material sólo se 

empleará el slmbolo de suma {+) para la adición y un espacio en blanco entre los elementos 

(por ejemplo i.u) para el producto por un escalar. 

2 Tll!nnino que proviene de la palabra latina vei:tus. que significa "llevar". La Idea es llevar algo al origen en el punto (a. b). entonces él 
recorrido put'dc representarse por un segmento de (0,0) a (a. b). 

5 



1.1.2 Propiedades _ El Álgebra Lineal 

La suma vectorial y la multiplicación por un escalar revelan que muchas cantidades matemáticas 

comparten propiedades; tal es el caso de matrices, polinomios, funciones entre otras. SI los siguientes 

axiomas se cumplen para t~do u, v, w que pertenecen a V y todo escalar a, JI que pertenecen a IR, 

entonces V se denomina espacio vectorial. Dentro de los axiomas que nos permiten determinar si es o no 

un espacio vectorial se encuentran los siguientes: (Grossman] 

Sea V un espacio vectorial (donde u, v, w e V). 

Propiedades para la adición: 

1) Cerradura bajo la suma 
si U, V E V entonces u + v e V 

2) Asoclativldad 
Para todo u, v, w e V entonces (u+ v) +_w = u+( v + w) 

3) Existencia del elemento neutro (Idéntico aditivo) 

La 3 del vector 0 = (O, .. ., O) e V _tal que para todo u E V 
entonces-u+Ó~O+u= u 

-4) Existencia del Inverso aditivo 

si u e v' y -3 el_vector -u e V entonces u + (-u) = O 

5) Conmutativldad 
sluyveV entonces u + v v+u 

Propiedades para el producto por un escalar: 

6) Cerradura bajo la multiplicación 
si u e V y a es un escalar entonces au E V 

7) Primera ley Distributiva (con respecto a la suma de vectores) 
si u, v e V y a es un escalar entonces a(u + v) = au + av 

8) Segunda ley Distributiva (con respecto a la suma de escalares) 
si u E V y a, ll son escalares entonces (a+ ll) u = au + pu 

9) Asoclatividad de la multiplicación de escalares 
si u e V y a, JI son escalares entonces a(pu) = alJ(u) 

10) Elemento idéntico de existencia 
Para cada vector u e V tal que 1u =u= u1 

6 



1.1.2 Propiedades · El Álgebra Lineal 

La gran Importancia que tcima ja definición .de las propiedades antes mencionadas, se debe al 
: '.'· . :·. ·.·'· 

hecho de establecer en que' mcir:nento se trata' de un espacio vectorial y para englobar lo anterior se 

muestra lo siguiente.: 

·afsr entonces u + v e V 

b),~i, de'v Y, u E IR, entonces au e V 
.. 

Nota. El conjunto ~~clo. no' ~~ecl~ c~nsldérariíe como espacio vectorial puesto que no cumple con las 

propiedades de e~lstenda. 

Ejemplo 1.1.2: 1 

Se'pid~:d~~ost~~r,'que el conjunto M de todas las matrices de orden nxn (M""" con elementos 

reales) es un espado vectorial de v. si la adición se define como la suma dematrices y el producto por 

un escalar se define coino la multiplicación escalar matricial. 

Solución. 
Al tener la representación matricial de u y v se expresa de la siguiente manera: 

Se verifica el axioma de cerradura baJo. ·la suma, con el objetivo de que. la nueva matriz u + v es un 

elemento de V y se obtiene: 

U11+V11 

u+v 

Un1-f:'Vn1 Unn + Vm 

De este modo u .+ v es una .matriz de nxn y por ello es un elemento de V. Ahora se mostrará el 

axioma de cerradura bajo la multiplicación por el es.calar).: 

u= entonces 
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l. 1.2 Propiedades El Álgebra Lineal 

De este modo A.u es una matriz de nxn y 'por ello es un elemento.de V. 

u +v 

Un1 

u,, u,,; 

[ ".'..·.· .. +. . 

·- Vn1 

V1n 

' ':• ' . 

La propled.~d asociativa t.anto enla adición como en ~I pn~duct~, asl '6om'o el de distribuciones, se 

comprueba su v~racÍdad con la ~xl~tencla de la con;:.,ut~Ílvldad d~ m~trl~~. . 

Con ei element~ neutro es necesario encontrar un eleinent~ O en V. Tal que O+ u = u + O= u: para 

ello se define a O como: ·. 

Con la existencia ·de esta matriz se prueba que el axioma del elemento neutro se cumple, y nos 

Indica que' u + O= u. Pa'ra el' Inverso aditivo se sabe que cada elemento de u en V tiene al elemento -u 

talque u + (-u) = O y s.e muestra lo siguiente: 

u+ (-u)= 

Un1 • •Unn 

u,, 
U1n l ¡-U11. 

u~ + -in,: º'" ·l 
OM 

Para el axioma de existencia: 

1. u 
[ 

:" . . . U1n l [ U~1 
Un1 Unn Un1 

U1n 

u 
Unn 

En conclusión. 
Se demuestra que las M.un e V 
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1.1.2 Propiedades El Álgebra Lineal 

Ejemplo 1.1.2.2 

Muestre que P2 es un espacio vectorial de todos los polinomios de.grado menor o igual a 2. Si P2 es 

el conj~nto él~ tod~~1ci~: polino!Tlici~ de la forma: p(x) '.' á2~ 2 + a;:~ + aci .. Donde x y~ e IR. 

' :·:·.·.' :-.,·/ : · .. : .... ·'-<··. ,,·;:.-. -·-. :;.' . '. <--:~--· ... ·: __ :·_: 
S~l~clÓn. Lá~u~a de po;i~cimios p(x) =~:ix2 + a,:~+ a~ Y,9Cx) ~ b2x 2+ i:i,x'+ ti0 se define de la 

forma siguiente: ·· ':' '/ ;l·/ ¿ ·. :/. : >' : : . '/ 

·F:?:\-~p¡i)/~i;í~"c~2t:.~>l.i~+c~;·~ .. ll1lx,\Cao+_bo) •. 

y lá multiplicación dei escalar A. en p~~Í s~definé: '!':';: i(,: 

. ~ p(xr~ ~;~~~·;~,,'~~~.1-;:+ x:ª• . 
La comprobación de los demás· axlomás.ciue\lefin~n alespaéio vectorial, es una aplicaclón directa 

de las propiedades de los números re~le~; d~d'ci éj¡'i~·~t a>r,jJ'~!o es cerrado bajo la suma se concluye que 

ª• + b •• ª' + b,, y ªº + bo pertene~n a 11:>~ reaíesy ~demás: 

p(x)+q(;)~·Ca2+ll~)l 2 + (a1+b1)x +(ao+bo) 

pertenece al conjunto de P2 porque se. trata de un polinomio de grado menor o igual que 2. De tal manera 

se puede observar que el conjunto ·de: los ·números reales es cerrado bajo la multiplicación, para 

demostrar que P2 cumple con ello, se muestra lo siguiente: 

p(x) + q(.~) = (a2x2 + a,x + a0) + (b,.~ 2 + b,x + b0) 

(a2 + b,) x 2 + (a1 + b1) x + (a0 + b0) 

(b, + a,)x 2 + (b1 + a,)x + (bo+ ao) 
(b2x 2 + b, x + b0) + (a2x 2 + a,x + a0) 

q(x) + p(x) 

: • P2 pertenece al espacio vectorial puesto que es cerrado bajo la suma y bajo la multiplicación. 

El procedimiento usado para comprobar que P2 es un espacio vectorial, se puede generalizar para 

demostrar que P0 , es un espacio vectorial. Ya que es el conjunto de todos los polinomios de grado menor 

o igual que n (junto con et polinomio cero denotado por O(x) =O). 

Nota. Et conjunto nulo no es et mismo que el conjunto vaclo, ya que el primero tiene como único 

componente at elemento O, por ello se le define al vector cero O= (O, O, .... O) como un espacio vectorial 

por cumplir con los axiomas ya mencionados. 
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· 1 .1.3 subcspiicios · m Álgebra Lineal 

SUBESPACIOS 

Cuando se habla de espacios vectoriales se hace referencia a un conjunto, el cual se encuentra 

integrado :. por •subconjuntos; por lo tanto se caracterizarán por cumplir con las propiedades antes 

mencionadas, respectivamente al espacio vectorial al cual pertenecen y estos subconjuntos son llamados 

subespaclos, y comúnmente se denota con la letra s. 

Definición 

"Se llama subespaclo de un espacio vectorial V,·ª aquellos subconjuntos de V que son, a su vez, 

espacios vectoriales respecto de lás ml~mas. operaciones de V"; [Burgos) · 

Teorema 2. SI S es un ct'njunto tÚ~aclo p~~u~o ~.más ·v~ctores de un espacio vectorial. V, entonces S 

es un subespaclo de V~I y~Ó1~ si;~ ~~~ple I~ ~Í~~lerite: ····• 
-- . ,- :-.:: ~ ~··· ·::~_: . ,·.,_: '~ \:~ 

a) SI u y v'son vectores'~n S,.entonÍ:es ~ f v están en S.· 
. b) SI~ e lR y~.e~cualquier ved~i~~ s'. entiin.;~ ).u está en S. ,·, . - •.·· - ·.-·-. . . ,.··. . .;. ' 

Se veriflea que S:e; ~"ri· sub~~paclo. :ecto;ial dé V, si· s~- cu~plen las operaciones de: adición y 

multi~lieaclón p~¡une~c:li1~i. ~s d~clr, para la suma de dos ele~entos de S debe obtenerse siempre un 

eteriiento de s·v.con ;~specto a1p.roducto por un escalar de1 elemento de s. et elemento resultante debe 

estar co~teñicJ~ ~~ s. 
Al ~~be(~!ié.:s es un subespacio vectorial de V cuando las operaciones de V. son a la vez, 

operacio.n.~s cl~''s y ;I cumplirse se obtiene que S es un espacio vectorial sobre V. [Grossman] 

··.De acuerdo con lo anterior se observa que ambas condiciones (la adición vectorial y la 
'"-."; . ,• 

multlpllcaclón_por un escalar) pueden sustituirse por una nueva, que debe cumplir con lo siguiente: 

,Teore~a. 3. La condición necesaria y suficiente para que un subconjunto V ' ~ V sea un subespacio 

vectorial que para todo escalar a, ll e lR y u, v e V sea cxu + (lv e V '. Et vector au + (lv será una 

cmnln:naa:tfn,lútea/, 3 de los vectores u y v, por cierto los escalares podrán adquirir cualquier valor. 

Ejemplo 1.1.3.1 

Sea S = {u e M2x2 I u12 = -u2,}, donde se pide mostrar que el conjunto S es un subespacio de M2x2. 

Solución 
a) SI u, v e S y a, (l, y,µ, p, ip e R, al aplicar la propiedad de cerradura bajo la suma resulta: 

1 Es la manera en como se representan los vectores y los escalares a tra\'Cs de una suma finita. 
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1.1.3 Subcspacios El Álgebra Lineal 

con ello resulta 

u=[_;~] y 

u+v=[a+µ 
-(11 + p) 

V = [ -~ : ] 

ll + p ] 
y +ljl 

Asl que u + v e S y cumple con la propiedad de cerradura bajo la suma. 

b) Si u e S y ..l. e JR, ahora al aplicar la propiedad de cerradura bajo la multiplicación se obtiene: 

u=[.;~] por lo tanto 

el elemento con posición (2, 1) de A.u es el inverso aditivo de (1,2) por ello se.dice que A.u e S. 

En conclusión: Se obtiene que S es un subespacio de M2,.,. 

Intersección y Suma da subaspaclos 

Dados dos subespaclos S1 y S2 de un espacio vectorial. V sobre los números reales se denomina: 
[Larsonl 

a) Subespacio de Intersección 
S1 n 5 2 ={u e V 1 u e S1 y .. u e 52} 

b) Subespaclo de suma 
S1 + S2 ={u E V 1 u = Ú1 +u,, U1 e S1 y U2 e S2} 

Ejemplo 1.1.3.2 

SI V5 es el espacio vectorial de todas las funciones (de cálculo infinitesimal) definidas sobre el 

intervalo [O, 1] y sean V1, v,. V3 y v. funciones que se definen de la siguiente manera: 

V 1 representa el conjunto de todas las funciones polinómicas 
V 2 representa el conjunto de todas las funciones diferenciables en [O, 11 
V 3 representa el conjunto de todas las funciones continuas en [0,1] 
V 4 representa el conjunto de todas las funciones integrables en [O, 11 

Se pide determinar que V1 e V2 e V3 e v. e V5 (donde V, es un subespacio de V; entonces 1 ~ j) 

Del cálculo se sabe que toda función polinomial es diferente en (0,11. Por consiguiente, V1 e V,. 

Ademas, V2 e V3 porque toda función diferenclable es continua, V3 e v. porque toda función continua es 

integrable y \14 e V5 porque toda función integrable es por supuesto una función. 
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l. L3 Subcspacios El Álgebra Lineal 

En conclusión. 
· : ResÚlta que V1 e V2 e V3 e ·Y• e V5 • Por lo tanto V5 es el espacio vectorial de todas estas 

funciones .. · · 

Ejeniplo).1,3.3 ·• • . : .... ·. . 
Determinación de subespaci~~ en JR3

, ·¿Cuál de los siguientes subconjuntos es un subespaclo de 
JR3? 

a) Sea S = {{a, JI, Ú . 1 
.·;·. 

S~lucl6n: . . . . .···• . . •. · . . . . • . .. · .• 
Como el vectorº =Jo;o; ~) no.está en S, entonces se determina que S no es un subesp.aclo de JR 3

• 

b)SeaW:;{(c{a+JI, p)t'~.ll e IR} 
·,_ . ,•. ,· ... ·, 

Soluci~~~ --:. . ,_,;,:-.;_·;:_,..; _ .... __ .. · < ... -:.-. · ... ·.· 
Sean v = (v1; v,· + v,; v,¡ y u= (u1, u; + u1, u,) dos vectores en W y"- cualquier número real, donde 

~ =_ v1 +u,-: Y_.~·-~--~3·.~·¡¡3. ~~t~l1~S::. ~ ~-:·~- es~_á ~n W y se ?bUe~~n: );_{- . -~·, ··:,,.~;-

. V~·: "'(V1 + U1, V1 + V3 + U1 + U3, V3 + IJJ) 
;' {~_: (v1.f.'~·· (v1_·_+ -U1)"+_ (y3 :f:_UJ~,-·_y3 t. U3). 
: = .(v1 + u,,.,v,•.+ v3·.+ :.·u(+·ú,,·· v, + u3) 

. '.\= (a, a°,'!' p;.· Pl ... ' 
,,. . ·:":· 

el conjunto W es cerrado bajo la súm~: Con' réspectoa la'mu1Íiplicaci6n por un escalar: - \ - ·' __ ,;,::;-~:-' ,. 

.. ~·:;.: (i.:~1: X (v1+ ;;,,¡,~{v,¡ 
:"Y •> <"-v,; 'A.v1+ iv~. ;.v,¡ 

• .. · '"'··(a;· a,+ p,· P> 
donde a= "-V1 y p = A~3 , ~~i~n:s· ~~··~st~ en "w. al ser cerrado bajo la suma y la multiplicación por un 

escal¡¡r •. se concluyeq'iJe si~~ ~·ii i~be~~aclode IR3• A continuación se muestra gráficamente a cada 

subconjunto en un pÍanii en JR3, sin embarg.o el único subespacio es aquel representado por el plano que 

pasa por él origen. 

S= (a,Jl, 1) 

(0,0,1) 

y 

(a,0,0) 

X 

Flg. 3 El segmentos no parte del origen, por ello 
el conjunto S no contempla al vector (0,0,0). 

W = (a, a+ p, JI) 

El punto 
(O, O, Pl (a, a+ p, p) 

X 

Fig. 4 Hay una recta que pasa por el origen en éste 
plano y el conjunto W contempla al vector (0,0,0). 
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1.1.4 Combinación Lineal El A lgcbra Lineal 

En general, se puede observar que la segunda gráfica pertenece al· subespacio de IR3 si y sólo si, 

tiene alguna de las siguientes caracterlsticas: 

a) W consta sólo del punto (O, o, O) 
b) W consta de todos los puntos sobre una recta que pasa por el origen. 
c) W consta de todos los puntos en un plano que pasa por el origen. 
d) W consta de todo JR 3

• 

Nota: El espacio vectorial V tiene como subespaéios cuando menos al conjunto O = {O}, llamado 

vector nulci que se le a~i~na el nombre d~ sube~paclo nÚ,lo. ~I pr~pio ~~pacio V.es un subespa~io de si 

.rnis~o y a los dem.ás p~slbles se IÍama subespaclos propl~s; El vector nulo O= (O, O, O, .•. ;.O) pert~nece 
a todos los subespaclosd~ un espacio V, La i~t~rse'dción ~e ~ubespaclos de un espacio vectorial V, es a 

. su vez, un subespaclo de v. 

Definición . . 
Sea w = (u,, u2, u3, • ·, ., Un) un vector en l!n esp_aclo .vectorial V, donde ..l1, ..l,, ..l3, •• ., ..lo son 

escalares reales, entonces la expresión dé ·1a' forma·· ' 

f { ,A.u,+ ~,u,:+iu3 l.;,-+ ..lnun (1) 

se denomina cornl:Jiníi~ÍÓn IÍ~e~I d~\i,; uf u;; . : ., Un puesto que se puede mostrar como una suma 

vectorl~lfinita (1) corÍl~~~~_;;n-1~i~s Á,; -:l>·''.,t;/.'.,,, ..lo {no lodos cero). (Kolman, Grossman] 

Si n = 1, e~ton~s l~-~~p;~~i~rl(1) se r~uce a w = ..l1u 1, es decir, w es una combinación lineal de 
·' . •"· '." ... ., . ·' 

un solo v~cto~'u,; slendoasl múltiplo de u1• Un caso especifico de vectores en IR3 es el siguiente: 

Ejemplo 1.1.4.1 
U V W 

Sea el conjunto S = { (1, 3, 1 ), (O, 1, 2), (1, O, -5) }. Si se aplica la multiplicación del escalar tt con el 

vector v más la multiplicación del escalar p con el vector w, donde los escalares tt = 3, Jl = 1 se observa 

que u es una combinación lineal de v, w: 

u= ttV + pw 
u= 3v + w 
u= 3(0; 1, 2) + (1, o, -5) 
u=. (0,3, 6) + {1, o, -5) 
u= (1, 3, 1) 

En conclusión: 
Se observa que u es una combinación de los otros dos vectores v, w. 
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1.1.4 Combinación Lineal El Álgebra Lineal 

Ejemplo 1.1.4.2 

c.onsiderar los vectores u= (1, 2, -1) y v = (6, 4, 2) en IR3
• Demostrar que w = (9 •. 2, 7) es una 

combinación lineal de u, v y que z = (4, -1, 8) no es una combinación lineal de u y v. Para la existencia de 

dicha combinación lineal deben existir los escalares a, Jl tales que w = au + pv: 

(9, 2, 7) = a (1,2, -1) + ll (6, 4, 2) 
(u, 2a, -a) + (6p, 4[1, 21\) 

d'(a+6[1,2a+ 41\, "1+2[1) 

igualando componentes:' 
u+6fl.=9 

2it + 4Jl = 2 
-a+' 2[1: = 7' 

se obtienen los val'ores de los e~C:Slares 'a lra~ésd~· Íos :métodos, de ecuaciones simultáneas. La solución 
:··,; 

(9. 2,1{~~3(1,2:-1i + 2(a,4,2¡ 
,, ,,,;(-3;-6,.c3)+.(12,8,4) 

i=(9,'2,7)' ' ' 
. - ·'>· 1 -'i·.· .. 

Con eÍlo sé comprueba que w e~ ~na ccí~~J~~~ióh,'une~I de los vectorés u y v; Para que z sea una 

combinación lineal de u' y v debe e~i~tir los esClOl~r~s ~. ~tales, q~~ z ~.~u:+ Jlv.: 

(4, "1, 8) · = a (1,2,-1) +. ll (6,4,2) 
· . (ci, 2a, ~) + (6Jl, 41\, 2Jl) 
=.(a+6Jl,2a,+ 4Jl,'-a+.2Jl) 

igualando componentes: 
a+ 6Jl = '4 

2a+ 4Jl =-1 
-a+ 2Jl =,: 8 

este sistema es inconsistente de modo que. no hay escalares a, JI y por ello z no es una combinación 

lineal de u y v. 

Conjunto Generador 

Sea S el conjunto generador• de V si ,todo vector u que pertenece a V, se puede expresar como 

una combinación lineal de Mm" vectores de S, es decir, que para todo u que pertenece a S existen 

escalares A; donde i = 1, 2, 3, ... , n (no todos ceros) tales que: 

u = ;.,u, + J.2U2 + ;.,u, + ... + A.,u. 

y por ello se determina que S genera a V. 

" En R" todo conjunto de n v«tores que es linealmente independiente es un conjunto generador. 
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. El Álgebra Lineal 

Ejemplo 1.1 ;~'.3. 

Solución. Sea n. = (a, iX) ~J~1qJi~r ~ect~r~n ~·~. Se Lscan los escalares .!1, .!2, y ,¡, tales que: 

·. (ci, p/y) - (.!,~ 2,!Jo. u, + ,¡,, '3,¡, + .2A2 + ,!,) 

de la ecuación anterior re~ulta 
,¡, -2,!,=a 

2,¡, + ,¡, 11· 
3,¡, + 2.!2 + A3 = y 

El determinante asociado a la matriz de coeficientes de este sistema, es .diferente de cero y la 

solución es única (a este tipo de matriz se le conoce como no singular). por lo que cualquier vector en JR3 

puede expresarse como una combinación lineal de los vectores de A. Se concluye que A genera a IR3
• 

Ahora con el conjunto B = {(1, 2, 3).(0, 1, 2).(~1; O, 1)} f~~ado por los vectores: u, v, w respectiva: 

mente, no genera a IR3 porque el vector l1l =·(1, ;2,2) esté·e~ IR3 y no puede expresarse como una 

combinación lineal de los vectores d~I conj~nt~B y s~ ct~beq~e e~tos ve~to~esqu'a conforman a B, son 

ccpUuuu-es-5. en cambl~ en A no i~son yp6rk;1osl generan a lR3 
•. Ensegulda se ob~e~<I gréfi~!Tlente· 

a ambos conjuntos. 

Conjunto A 

z 
u 

Fig. 5 Los vectores de A no son coplanares 
U V W 

A= { (1, 2, 3), (O, 1, 2), (-2, O, 1)) 

5 Se refieren puntos o lineas que son trazadas y se encuentran en un mismo plano. 

Conjunto B 

Fig. 6 Los vectores de B son coplanares 
U V W 

B = {(1, 2, 3), (O. 1. 2). (-1, O, 1)) 

1f~IS c::N 
FALLA PE OR1GEN 

u 
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' ',. . 
·· 1: 1.4 Crimbina~iónÚneal · . ·· .. ~ ~ ElAlgcbrll Lineal 

Au~que~I c()njunto B ~;,genera a t~do ~3, si ~~n~ra un subespaclo ~e JR 3 ~Ón dl~~~s Jectores de 
.··-...... ' ··- '· -' ,•_, . ·.. . ' . - .. -·. ,, . '.' .,, ·'" . ·. 

B. Este sUbespacio se denomina espacio lineal ge~erado por Ei ~ el conjunto d~ las combinaciones 

iineáles de IÓs vect<>;és del conju~to A se deno~ina esp~~lo g~ne~~do p()r A; [B~i~os, i.:.;r.i:n) .. 

Espacio Generador 

Sea S = (u 1, u,, ... , Un) un conjunto de vectores en Ún espacio ve~tórial V, entonces el subespacio 
. ''·.;_. ;-·,;:~~.!-_ .,··'.::." .. .<:_'. ·.,:: 

W de V que consta de todas las combinaciones lin.eales de lós'vectores'de S, por u1, u2, ••• , un donde 

estos vectores generan a W. Para indicar que W es el esp.,;;;¡¡~ 6 (subespacio de V) por los 

vectores del conjunto S se escribe: 

W = lin (u,, uz, u3, ••• , Un) 

Teorema 4, Si u,, u,, u,. ... , Un son vectores del espacio vectorial V entonces: 

a) El conjunto W de todas las combinaciones lineales de u,, u2, u,, ... , Un es un subespacio de V. 

b) W es el menor subespacio de V que contiene a u,, u2, u3, , •• , Un en el sentido de que cualquier 

otro subespacio de V que contenga a u1, u2 , u3,., ,, Un debe contener a W, 

DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL 

Los conceptos que ayudan a comprender sobre la estructura de los espacios vectoriales, son por 

medkl de la dependencia e independencia lineal lo cual es originado por medio de la combinación lineal. 

Dependencia Lineal 

Sea un conjunto de vectores u,, u2,u3, ••• , Un que pertenece al espacio vectorial V es linealmente 

dependiente, si existen escalares A; E lR ( i = 1, 2, 3, . , . ) no todos iguales a cero donde se satisface la 

ecuación vectorial: 

A1U1 + A,u2 + AJU3 + , , . + A nUn = O 

Esto implica que al encontrar un conjunto de vectores linealmente dependiente, los escalares se 

caracterizan por ser no todos Iguales a cero, tales que al multiplicar a cada vector por su correspondiente 

escalar y sumar los vectores resultantes de como solución el vector nulo. 
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.·.-::·{ 
l -· .·~, 

L L¿;,(;'~c~~~Lincal . 

En. todÓ cónjunto .linealrnenté. d.;pendiente, existe por lo menos un vector que s"E.. puedá. escribir 
.,. 1 • • •• • ••• ' • .-,.-, •• \ •• •• • 

· corno una combinación lineal .. de los demás·· vectores• del espacio, ·vectorial:·:. Entre; las· principales 

caract¿rlsticas que ~yudan a determinar si es linealnÍ.;nt~ dep~ndieñte; e e~· j).;f la ~xisÍ¿~da de: ~actores 
múltiplo~. la exlstencia d¿¡ veétor c~ro; ser mayor el núrneró d¿ inC:Ógnit~s que el ~tlrner~ d¿ ééu~clones, 
lo cual indica una i~flnidad de -~oluclones. 

tndependencla.Lineal 

Cuando se habla de independencia lineal, se refiere a la ecuación vectorial que forman los vectores 

u,, u2, u3, , •• , Un los cuales pertenecen al espacio vectorial V, donde todos los escalares At, A2, Aa. • .. , 

A. deben ser Iguales a cero, y la ecuación se expresa de la siguiente forma: 

En un espacio IR n cuando mucho tiene n vectores, ninguno de los vectores se pueden escribir como 

una combinación lineal de los demás, entonces es linealmente independiente. SI un conjunto de vectores 

es linealmente independiente, entonces cualquier subconjunto de él, también lo es. 

El vector nulo no es linealmente independiente de cualquier otro vector o conjunto de escalares 

puesto que Ou1 + Ou2 + Ou3 + .•. + Oun =O, este vector nulo es dependiente en relación con cual_quier otro 

vector y ningún conjunto de vectores linealmente independiente puede tener el vector nulo. (Hadléy G.f 

Comprobación para la Independencia y dependencia lineal 

Sea S = {u1,u2,u,. .. ., Un} un conjunto de vectores de un espacio_ vectorial V; para detenrnlnar si S 

es linealmente independiente o dependiente, se efectúa lo siguiente: 
- . . . ' 

1) Mediante la ecuación vectorial se expresa un sistema de ecuaclo~~.s'llneales:· 
homogéneo con sus respectivos escalares (A1, A,, A3, ·:_ .. :A..(.: 

U11 A1 + U12 Az + ... + Utn A. =O 

Unt A1 + Un2 Az + ... + Unn An =O 

2) Aplicar algún método para resolver el sistema de ecuaciones (igualación). 

3) Al obtener una solución trivial donde todos los escalares A; ( i = 1, 2, . ., n) son igual a O, 

se habla de que es linealmente independiente, de lo contrario es linealmente dependiente. 
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El Álgebra Lineal 

. BASE y DIMENSIÓN 

Cualquier conju":to~Úe ~en~rea.~n e~~acio.vectori.aÍ V y a su vez contenga el menor número 

posible de vectores, d;.be .. ~e/li~~~i;i\~~t~jlldep~AdÍenÍ~, dd tal manera que si se elimina uno no se podrá 

expresar ~ cadá vecÍ~r d'~·V ~;;'~()~~~·;~6~bÍ~á~iÓ~ lin~al de los demás. Cualquier conjunto de vectores 

1inea1níente inde~;riétientéq~~i~~"ª·ra ª vs-~11am¡: b~ªª dav. (Lans•1 . : :· ;< .. ·:-. ~.::'.·', ,,-.:.:(-:':::.<~-:~¡-' :·:·.'.~-~~~·._,-F~:-~:: ;_:.,,-..;-.: > :·:.:_--:--. .·.:.:: . :. · ;-, . -
:-<• .•;: . • ~-· '~(,_~~ • ,.,;: •', ,· . . ·:; ,::; o/~~\/.: :· --; .. 

Definición .. ·.· ¡· ·~·;· .).v,·.'~\°' .. ,·~:r;¡;.,: .... ••.> ~··• · ,.,,· .. :. ."' / "·· 
El conjunto de vectores 'úT.' u2;u~:{'.·.,ú'~ en Un espacio vectorial V, forma una base para Vsl cumple 

con las dos pro~fedadés sigJi'éril;~:¡sJi~ósfr " .· •.. 
:~·'·i ,i-, -:... ,'. i·: '.</.:~~:-~~-·~ ·:'.·; · ·se · '": 

a) Los vectore-~'~·,; u;., ~i.::·.';unson linealmente Independientes; 
- ~<· .. -:\:~·{- ~ ·<,;;r-(" :; ¡..- ·• :· 'i ".'.•·'. 

·~n~tfl~s·~[·~;!~/~~~~uf!~:~·~~ '~l~{': >~jsº 
b) Los véctore~ J;;~J2 , J3;.):'. Ú~~~ u~ ~6nJ~~to ft~it~ ~~i ~en~r~r/~ V, todo u e V, 

es de la fornía;•• · r· ; ,. ;: \ _'··,<·. 'i, 

,'!" l.1U1 + l.2U2 + )._~~~;,? .. : + ~~'!.~ , • .. 

Una base Yes ~n subconjunto déV linealmente lndep'e~d;:nie qÚe'genera todo el espacio. SI u1, 
,,.- --~::.~;;; -... ·"' 

u2. u,, .•. , un fomian una base para un espacio vecicirlal \(entonces deben ser distintos entre si y no 

nulos, de ·mod~· qu~ se escriba como un conju.nto; .. 

B" {u,, Uz, u,, ... , Un} 

donde . B se caracteriza por la no-existencia de vectores múltiplos, poder escribirse como una 

combinación lineal, ser linealmente independiente, tener solución única, tener suficientes vectores para 

generar a V. Los n vectores unidad e,, ez, e,, ... , en forma una base de V y ellos son linealmente 

independientes debido a que; 

l.181 + /.282 + ).383 + . . . + A.nen " O 

implica que 
/.1 "O, l.2 "O, /.3 "O, ... , A,," O 

Cualquier vector u e V se puede escribir como combinación lineal de los e,, como se muestra a 

continuación; 

entonces los vectores unidad forman una base (denominada base canónica) para V. 
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1.1.5 Base y Dimensión El Álgebra Lineal 

La representación de cual'lu.ier vector en términos de un conjunto de vectores base es única, 

debido a que cualquier vector ·en· V, se puede escribir como combinación lineal de un conjunto de 

vectores base de.una sola'·manera. El tener dos bases del mismo espacio tiene el mismo numero de 

vectores. Todo conjunto.da.·11.~Éii:to.~es linealmente independiente en IR" es una base para IR". 

Coordenadas respecto a'una ea.se 
: .. «"···· .\-"·' ·.;l ,. ',.' 

Sea B = {~1.~u2:0'~3, :';;,; ~~u~~ base del espacio vectorial V, U; vectores e V tales que: 
;:_. ".:, 

f,'.,-:---~' ::·.·u» =).tUt -+ ~2u2· + l..3U3. + .... + ÁnUn 

A los esd1~res: (;.;,·;~,; i~ .. ·.: .; i.n) se les denomina ~;del vector u con respecto a 

la base B, dond~ el ~~~to;¡;-~ V depende linealment~ d~ los vectores (u,, u,~ u,, , > .. un). el vector de 
,. '· . - _. - .... : ... ' .,, ,. . . ' ···:~- ; " . . .,. . . . . . - ' 

coordenadas de u con\especto a la baseB esel veCtordenoÍádop'oi:;: 
·:_, :·-

.. ; 

> , ./)'(u)á=C'-1.':X2, ;.3, .:.;.>:;.) 

Considerando una ~~siº~ (ll;;; ú;;•;u;,};. :~;Un),;ios ~actores ~e denota~ dir.ectamente por sus 

coordenadas u' ,; (i.,;. ;.;, ~3;·; '. .. i;,i;; Cié' esta' manará se rli'ánÍfiesta una de lás ventajas de establecer 

bases ~n un e~pacio .ve~to~i~i:c~~iesqui~ra V s~~r~ R, ;;onde ~~ ~ued~' id~~tifi~r lo~ vectores con 

elementos IR". Se tiene 1~::i~p;r~sIÓ~; 

(u1, u,. u,, ... , Un) 

1 .. 

empleando el convenio de escribir como vector renglón las bases de vectores y como vector columna las 

coordenadas de los vectores. El orden de los vectores en la base es importante ya que la representación 

de coordenadas B = (u1, u,, u,, ... , Un) se le ha denominado base ordenada. 

Ejemplo 1.1.5.1 

Sea el conjunto M:!.<2 = { E11 , E1,, E21 , E:W 8 donde 

- .-·- :/-: 

entonces I~ éo~bi~a~i¿~:lineal e~ta representada por: ..l1 E11 + ..l2 E12 + ..l3 E21 + -4 E 22 .•• .. •.,· ... -·-,0.· - .. 

7.Tambl~R se le-~ d~~omi~ad~~~,~~~;~-~~1- ve~~ u respecto de la base B a los n vectores de (a.1u1o a1~2.a1u,. •••• a.u.). 
1 'Ri:preséntan las mátricCS CtenlC:niales''y' cllu se utilb.an com6nmente por facilitar su manejo en diversas operaciones. 

;~_, , .. :::}.~<;~::'.:. . -. ~,· 

/';:\. \~~y:;\~~?~:~~.::;~ ,/.::;:i 
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l. 1.5 nuse y Dimensión El Álgebra Lineal 

de manera que ,¡, = ,¡2 = ,¡,=A.,= o. PCÍ; lo iant~. Et,; EL~.,.i2 .Úri nne'almente lnd~pendientes. 
Si A e M,d 

" :·:::::::_. 
entonces·· 

';-· ' 

Por lo tanto E;,, E,., É.;, E:!i se exti~nde 811 M;z;,; y e~ ca'nseé:uenciá forma una ÍÍá~e' pa;a M,,.,. 
. ~::l\· _, .... :·<-·,.:. -... :·· . ·'- ' ---,, -'--.-- _. ·:-'. 

- . '' '. : .-.·-· '. . ' 

Dimensión .· · :. .. · ' 
La dimensión de un espaéio vectorial V, denotada por dim(\I) se define como et número de vectores 

qúe hay-en llnabase·de V, ~~ton~s V tiene dimensión "n". La dimensión anterior permite observar 

acerca_ de las dimensiones de algunos espacios vectoriales conocidos. En cada caso la dimensión se 

determina contando el número de v_ectores que hay en la base canónica. [lloward, Kotmnn] · 

1) La dimensión de Mm,., corresponde a mxn. 
2) -La dimensión de JR" corresponde a n. 
3)la dimensión de Pn corresponde a n+1. 

Un espacio-vectorial.Ves de dimensión finita, si existe un conjunto finito de vectores u,, u2, •• ., Un 

que forman una base de 'V, al no ser de dimensión finita será de dimensión infinita. El espacio cero no 

pued.e consldera-~e ·C:~mo-~n~base por ser linealmente dependiente, pero si tiene una dimensión finita la 

cUal es cero: - ..... >-·,-

Teorerna_s •. :~i una 
0

b~s~ de un espacio vectorial tiene un número finito de vectores, entonces todas sus 

bases tienen ese mismo número de vectores. Este número se le denomina dimensión finita del espacio 

vectorial. SI Ves un espacio vectorial de dimensión n > O: 

a) Cualquier conjunto de n vectores linealmente independientes genera al espacio V. 
b) Donde n vectores que generan a V son linealmente independientes. 

Teorema 6. Si Ves un espacio vectorial de dimensión n, entonces: 

a) Ningún conjunto de menos de n vectores puede generar a V. 
b) Cualquier conjunto de menos de n vectores linealmente independientes puede ser 

extendido para formar una base para V. 
c) Cualquier conjunto de generadores que contenga más de n vectores puede reducirse 

para formar una base para V. 
d) Cualquier conjunto S e V de n vectores linealmente independientes, forma una 

base de dicho espacio. 

Nota. Se sabe que una base cumple con dos condiciones, en que S genere a V y sea linealmente 

independiente, al saber de su dimensión n no es necesario comprobar ambas, basta con una de ellas. 
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l. 1.·6 Cumbio de Base El Álgebra Lineal 

CAMBIO DE BASE 

Si B es una base de un espacio vectorial V, todo vector u en V puede expresarse en una y solo una 

forma como una combinación lineal de vectores en B, de tal modo que los coeficientes son las 

coordenadas de u con respecto a B y IR n las coordenadas de u con respecto a la base canónica S de IR n 

donde: 

S = {e1, e,, e,, .. ., en} es la base canónica de IR" 
entonces 

es decir, si se cuentan con dos bases B1 y B2 en un mismo espacio vectorial V, todo vector u en V tendrá 

dos sistemas de coordenadas, uno respecto a cada base y al conocer una base acerca de la otra, se 

podrá relacionar las coordenadas y éstas se les deno.mlr:ia comúnmente ~ecuaciones del cambio de 

coordenadas". [Lruson] 

Se le denomina catnl>íu~ba4e-1 ~ las.coÓrdenádas de un vector u con respecto a una base B,, 
' :· • 1 - •• 

para encontrar las coordenadas· con respecto a otrá : llama.da · B,. Las coordenadas del vector u en 

términos de la base B1, se denota como: 

(U)e, =' 

Ejemplo 1.1.6.1 . , '·· .· '(.. . . 
Determinar el vector de coordenad~s ?~ z =;. (1, 2i.·1) en IR3 con respecto a la base B,: 

s, ={ ú;\i~}1.;;.'cc1'fo.1). có;~ú>: c2. 3,5) }· 

Para encontrar el vector se comienza p~~ d;~o:t~ ~·;;~mó un~ 'ecuación vectorial, con respecto a los 
.' :.: .~:,' :/"\"·>. .;y;:,: __ · \fr.,·;~·,'.~:~-~>)<:, 

escalares ..t,, A,, ,l3 los cuales forman al vectc;>r(z)0i' y lo~ v~~or"'.s.u; v, w donde resulta lo siguiente: 

(1, 2, -1) = -l1(1'.~.'~·l~f)}c6.J1:2){k(2, 3, 5) 
';'.;:~.: 

Al Igualar las componentes se obtiene el siguié'nte"sistema de ecuaciones 
-·-.· .,.:····'- "~Yi -< 

..t, -~li:;~;~t}, 
A.+ 2A;-';' 5..l3 ".' -1/ 

·,--,-- '\.'.'· 

Al tener el sistema se emplea algún méi~do par.; otÍÍe~er lo~ valores de: A,, ..l2 y A,. 
<.e::._ ~-·-{-

[ ¿b ...•. ~ ~ . :.~ .·l •.•.·.·•.[ .. ··. :~··.· .. :_:.··_;] ; 
1 .2 -5 "3 

e <z>e; 

9 Se puede considerar a (x)11 como Un .. nombre" para x donde es' una lista que.·sc usa" Pan consuuir •_ 1 como una combinación lineal de los 
vi:ctorcs de la base ll. 
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- El Álgebra Lineal 

La solución del sisÍema es: A1= 5, -!2 =" -8 y·-!,= -2. Por lo tanto el vector de coordenadas de z éon ''.: . . ·.' -,' . . , . . " 

respecto a 8 1 es ( 5,~B.-2); 

Matriz de Tránsi~1Ó~ -

Séa 8 1 = {u1, u,: u,, ... , · ~J y 82 = {v1, v., v,, .. ;, vn) dos basés del espacio vectorial V de 

dimensión n, y se~ u Ún ~~ctÓr e~ •V, entonces ~ se puede escribir en 1ém11nos de a,;,bas base~: [Lim~c] 
' - ·-,-:- ' . . . , .... ·. . ·. ._:: 

' ' 

(UJ{~ ('.21• ci2;a,; ,:; , a_nl -y 

son los vectores de ~éior~~nadas de u con re~pectó a 8, ~ ~ .. :nton~s los vec~ore~ de ~oÍdenadas de 

u con respecto a 8, y 82 ~sÍá~ delÍnido;· como: -

(Ule,-= 

Definición _ . __ _ . ... , - __ ,_ -,. , _ .. , __ . 
"Es una matr,iz re_g~lar o lnvertibl!! (d,e~ nxn); su inversa es la matriz del cambio de coordenadas 

inverso, esto se Óbtie'~e ál. p~~a; de'1'a ba;e de B2 a ia b~se 81 ~. 'º. [Burgos] 
·.:..::.' .. ·_::_.~/::~ ,->i: _:·,~ ~,,. :~~\'.;_. '~-~~ -~·;./" 

Teorema 7. Sea las ba~~~ 0;'~' B2c~~-~~ ~~:~ci:_\•ectorial y. séá A la matriz de transición de 82 a 8 1, 

entonces u perle ne~ a ~ ' ; ; r; r < > 

ca'mbiÓ de base de 8 2 a 81 / 1 !'(u¡~ ':' A (UJe, ' 1 

Al multiplicar por la matriz de transición A, se cambia ei'~~~r'de'éo~rcienadas con respecto a 82 en 
.-, .,·_, 

una matriz de coordenadas con respecto a 8k ·•: --~h- ·:)~· >-·-
_:,,u.)::-_:. 

v',·• 

Teorema B. Sea A la matriz de transición de 81 a 8~, ~~tÓn~s p;'-es'I~ m~triz _de transición de 82 a 81 es 

decir: •. . ". ·. ~-· - . 

cambio de base de 8 1 a 82 · ··, (UJe, = A-' (UJe, -1 

Por lo tanto la matriz A'1, es la matriz· de transición de 8 1 a 82• 

10 A esta matriz. se le ha nombrado tambim como matriz. de cambio de coordenadas. 
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1.1.6 Cambio de liase 

Se observa en el ejemplo 1. 1.6.1, la base canónica es 82 y el vector de coordenadas a encontrar de 

z = (1, 2, -1) con respecto a la base 8 1 se transforma el problem~ a resolv~r_para ,t;,..t;y A:i ~n la 

ecuación matricial. 

A (Ula, (Ula, 

A se denomina matriz de transición de 8 2 a 8 1• 
' ~'' ·-"- ' :. 

CUls, es el vector de coordenadas _de u con _respecto a Bz. 

(u)a, es el veétor de coord:nada's de u con respecto a 8 1 • 

. , . ··.'· '. 

Lo que significa. que el problema d~ cambio ~~ ~a~e .cCJn re~pectó al ejemplo 1.1.6.1 se puede 
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·1. l. 7 Ortogonalidad . El Álgebra Lineal 

ORTOGONALIDAD 

La ortogonalidad es la relación de existencia dé· perp'endicularidadO donde. al efectuar el producto de 

dos vectores el resultado será cero. Por lo tanto el_ ve~tor ~~lo ,;-5 ortogonal·~ cúaiq~i~r v~~tór. 

Seas es un subéspa~iC> de Vy u E V, u és ortogonal a S, si es oitog~nal,a cada vector de s. El 

conjunto de tOcto~ los -~~ciares 'en V que son ortogonales·. a todos· los'. v~~tores' .de : s se. llama 

"compl~m~nto.6rt~~onat;; d~ ~en V y se denota S1 (S ortogonal). 

Cuando los vectores u .,. o y V "' o son ortogonales si y sólo si se forma un ángulo recto, es decir, 

son perpendiculares dando como resultado de su producto el valor cero. [lladlcy G.) 

Cuando se habla de que un vector es unitario o normallzado, es porque se ha efectuado el 

producto sobre el mismo vector, siendo el resultado el número uno y se representa como: 

Si u= (u 1, u,. u,, ...• un>. entonces <u· u¡ = <U:+ U:+ U:+ .. · +U:l. Lo cual significa que (u· u);, o 

y (u • u) = O si y sólo si u = O . 

. Teorema 9. Los conjuntos ortogonales son llnealmente Independientes. Si S = {u 1, u,. u,, ." .. ,un} es un 

conjunto ortogonal de vectores· diferentes de cero en un espacio V, entonces S es linealmente 

lndeperidient~: Dain:~tja~iÓn: 
,:: .. - Á.1U1 .- ,+. -,t~1.i2 + A.3U3 + ... + A. nUn = 0 

·- ·- ':,>' .... _ :.' '".-

implica que .l1 = A,= A;".·.•.:, .· = ·,t n ;._O. Para llevar acabo lo anterior se tiene la siguiente ecuación con 

cada uno de los vectores eri S, para tC>da i: 

• ( (l,iu,\. A2U2 + ... + A¡u¡ + ... + A.un). u¡) = (0, u¡) 

.t,(u,, u;) + i..(u,. u;)+ ... + A¡(u;, u;) + ... + ,t.(un. u) = o 

Ahora, como S es ortogonal, entonces (u,, u;) = O. Para cada j .,. i y por lo tanto, la ecuación se 
reduce a: 

A¡ (u;, u;) =O. 

Pero como cada uno de los vectores en S es diferente de cero, resulta: 

( u1, u;) = 11 u;ll .,. O 

Asl toda A¡ debe ser igual a cero. En conclusión el conjunto S es linealmente independiente. 
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· 1.1.R ·nasc Ortononnal El Á lgcbra Lineal 

BASE ORTONORMAL 

Al tener n vectores que son linealmente independientes conforma una base en V. Un claro ejemplo 

es la base estándar o canónica que se represenÍa i:o<Tiúnmenti!'co~ci:IE¡;:= {e,, e,. e,. ...• en). Además 
' ~-- . " . 

se caracteriza por ser un sistema ortogonal y.ortononÍl~I, lo.cual se describe· a iravésde lo siguiente: 
~-. -.:'~:~:_:. 

·1: 

a) SI (e,, e,) = 
.'.. - ' ··_,,:.> 
o i para todo. i. ,.; j, \:entó~ces: esortog.onal 

.~·:. ~1;.itÜ~¿ ·• 1\·¡,Y~·~t61i;;~-'~~ci~ón'orma1 b) SI (e,, o;) 
-. ·¡-· ' .. ~ ·' ·:;:2..' . . 

., : . :-·. d~:~d-e ·:·-1·."; j ::_? :j~:.~;~.~-: i?:;: .:. ·;:":-~ ·; · ;· :~- :<:· ,, 
.-.··- ' ·- , -· -- . - '~-}:.': , .. ·. '-: '.'::;. ·~·:·~:..-..~· :·~/<-: ·:._"'·'~·- ·'.'.: ·,:-, ~-, 

' --~· ... ' . - .,., " _-,:-~.;-:-.;. 
~- . :· .":"· -, .' ... : :--·: '; . .',._ . . ::~ .. ·, ·'.<·.; ·', '.o"r."1'-.. ~--· :-··' ' .. ···.'·. 

Definición del conjunto ortonormal ;¡nV/Se dice que un c~nj~nto de vectores S = (u,, u,, .. ., Un} es una 

base ortonormal siempre ~ue ¿e~ 6rtog~~~(y s~~unÍ;I~ lo'~Ígul~nte: • 
,/. .·,".- -~- -;.:. ··::; 

Si (u;, UJ) = 1 > . para todo i = J 

donde i, J = 1, 2, 3, .. :• n 

Cuando un sistema es ortonormal se· caracteriza por ser unitario, tener la misma dirección y el 

mismo sentido. Una base de V que sea sistema ortogonal u ortonormal se le nombrará respectivamente 

base ortogonal o base ortonormal de V, donde Ves un· espacio vectorial de dimensión finita. [Thompson] 

Los vectores unidad e1, o,. e,. ... , e0 forman una base ortonormal para V puesto que cualquier 

conjunto de vectores no nulos de n-componentes y mutuamente ortogonales. es linealmente. 

independiente, ya que no es posible tener n + 1 vectores no nulos mutuamente ortogonales en V. 

Coordenadas con respecto a una Base Ortonormal 

Si B = {u1, u2 , u3 • • . . • un} es una base ortonormal de un espacio vectorial V con producto interno, 

entonces la representación de coordenadas de un vector w con respecto a B es: 

w = (w, u 1) u, + (w. u,) u2 + ... + (w, Un) u0 
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·l. t. 9 Proyecciones en R" ~El Álgebra l.incul 

PROYECCIONES EN Rn 

Sea s = {u,,, u,, U3, . . .. Un}.un subespacio vectorial de V con un'a base ortonormal,. donde V 

pertenece a V entonces la proyección ortogonal de v sobre S (d~notado por proys v), do~de la proys v 

pertenece a Vesta dado por: 

v = (v, u 1) u 1 + (~.u,) u2 +_(v, ~J) u3 .~ +' (v, Un) Un 

~nÍorí".'3s V,; ~j§~~ < •. , 
La pro~ección nos proporéi~f1a'1a foimá converde~te para. escribir un vector en V, en términos de 

~:::::::;:~:',~~~~~~~k~"~~~Mt~;· :,:,:.· .... ~ , .... ,,, ... '"~-
A la proyección ortogonalJamblén se le.~onoc~ com,o:' '1A. la mejor aproximación de v mediante 

v~ct6res de'.S": ·~:se' d~be.'a 11.r ~~il ~~ í;,',;;.:,~6i;~~' i~~'>i\6rmas ¡¡'~ ~ w 11 para w recorriendo s. La 

proyecclÓri orto~onalde V so'b;;;s ?iop~~éi.;ií~'ü~a''~;;,l~Í,;;a ciist~~cla'' d~ V a s. [Burgos, León) 

z 

Plano S 

r-1 
y 

X 
Fig. 7 Proyección ortogonal de ven el plano S. 

Subespaclo Ortogonal 

Al tener a V como un espacio vectorial se sabe que dos subespacios de V son ortogonales, si 

cualquier vector de uno de ellos, es ortogonal a todos los vectores del otro se llama "subespacio 

ortogonal''. El complemento ortogonal de S se denota por S', donde se obtiene un subespacio S del 

espacio vectorial V, siendo el conjunto: 

S' = { i. e IR 1 A.u = O, V u E S} 

Cuando S es un subespacio de S y ;.. e IR se dice que hay un par único de vectores de u y v tales 

que u e S y v e S', donde w = u + v donde resulta que u = proy5 u y v = proy5 v lo cual lleva a 

determinar que S n S' = O. 

Por lo tanto dim (S') = n - dim (S). 
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L2 Trunsfonnacioncs Lineales· El Á lgcbra 1.incul 

TRANSFORMACIONES LINEALES 

Una función f es una· regla que asocia a cada elemento de un conjunto A, uno y sólo un elemento 

de un conjunto B. Si f asociá el eÍemento b. con e·l .elemento a, entonces se escribe b = f(a) donde se 

tiene que. b es la irnagel1 de-' a b~jo f. El conjunto· A se denomina d~minio de f ~ el conjunto B 

contradominio de f. El subconjunto: de B que consta de todos los valores posibles de f cuando a varia 

sobre A se denominarecorrld~d~ f[Kol~an,.Valcm) 
- . - . . . . ' 

si el dciminio de una funcl;~n f e~:~" y ~I contfadominlo R m, entoni:eÚ se denci~in~ t~ansformación 
. . .- ,·· .. - .. · ... ·· ... 

de IR" a IRm y se denota por f: ÍR" .:..+ Rm. L~s transformaci~nes pu~cieri ¿urgir com() funciones f,, ... , fm 

con valores de n variables: 

wt = f1 --(x1; ·~2, ~3; 
Wz = f:2. (x1i X2, 'X3, 
W3·= f3 ( X1o X2, X3,_ 

1 x~). 
, Xn)···· 

'x~) 

Las m ecuaciones asignan un punto únicÓ.(w1 , w,, • , ;, w~) en IR m a cada punto (x,, x,, . . ., x0) en 

IR" y por tanto da una transformación de IR."~- R~denotado_ coriT, enton~s 1.-.: IR"-> IR.mes decir: 

La transformación detennlnada por las ecuaciones. se conoce como· transformación lineal y se 

define matriciahnente por w ,; Ax y se representa del siguiente mod.o: 

A 

ª'" a2n 

ª"" 

Xt 

X2 

Xn 

w, 
W2 

Wn 

w 

La ma,triz A = (a;¡) se conoce. como 1;;¡ matriz estándar de la transformación lineal. 

SI A es la matriz están~ar'.~~i~ ~. ent?~ciis la transformación lineal T: IR"--> IR.m se expre"<a por 

TA : IR"--> IR. m. Asl TA(x) = 'A(x) ·¿lend~ la ~atriz estándar de la transformación lineal T : IR" --> IRm se 

de~ota por T(x). SI .las n-adá~ s~ co~slde~~- v~ctores, el efecto geométrico de un operador T : IR."--> IR." 
. -· '._, . 

es transformar cada v~ctor en IR." en algúl1 nuevo vector como se muestra a continuación: 
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1.2.1 ··- Dclinición El Álgebra Lineal 

Sean V, W dos espacios vectoiiales. Sea:T:·.V:~)Jl/una función de un espacio vectorial Va un 
: ,,:::.-·•' .. , -.;:.:e:·~·. ~ ·<> . :., 

espacio vectorial W, entonces tse Uáina)ransfornÍación. de .V a W si para todos los vectores u, v 
'.· . , .... _.:'· .. _?_ -.:;<'::'_,.:i~:·}> \~\~;-:. i::,i~:~ ...::_\".; ->: 

pertenecen a Vy cualquier escalar real .t cumpl~. con lo siguiente: 
. ·. ,~ _·_::_.::r2 ''=-.··::/ 

n) TÚÍ:l:-v)=T(u)+T(v) 
;.-b) :T (Aú) •;;,rr (u) 

.· -:.--.-;-,-,.-_-;:--··- . 

a) 1 s:;:;<I ;.1~st5j~1t:·y• b) 

T (u+v) • T(Úl+'T(~) T (.tu) .tT (u) 

La ecuación sÍguie.nt~':esta~1-ec2·1~ conservación tanto de la adición como de la multiplicación por 

los escalares .<,, .t2• 

·· T(.t,u+.t2v)=.t1T(u)+.t2T(v) 

T(u+v) = T (u)+ T (v) · 

La. transformación conserva la adición: SI se toma a -.t, ,;; O 'resuÍta: 

T (.t1u) = .t,T.(u) . 

es decir, que la transformación. conser-va'..1a multi~ncii~lón por un escalar. Cualquier transformación 

matricial es - una transformación· lineal -_en . base. á ·las _reglas para las operaciones matriciales que 

establecen: 

A (.t,u + .t,v) = .t, A (u).¡. .t2 A.M 

En general, .tomar la forma T(u) = v es un conjunto de variables o parámetros conocidos por la 
• " > 

transformación T; ·donde Tes el operádor que transforma de u en v. [León) 
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1.2.1 Dclinición • _ElÁlgcbraUrienl 

Ejemplo 1.2.1.1 
Demostrar que la función dad_a es una transformación de IR2 en IR2. T (v1, v2) = (v1- v2;_v1 + 2vz) 

Solución 

Sean ú =(u1, uz) y v ~-¡~; . .¡;¡do~ ~actores en IR 2 y sea A. cualquier ml~~ro r~a( entonces con l~s 
propiedades de la sum~ v~ci~i1ai y ia rTl~ltiplicaclón por un escalar, se ob~erv~ lo ~lg-~ie~t~: 

i·(u:v)=T(u1+v1,u2+vz) -·-_ , '• ;;-
- > =-T-((u, ,+ V1) - (U2 + V2). (u,+ V1) +- 2(u,-+ v,))' 

= T ((u1 ~ uz) + (vi ~ vz), (u¡ + 2Úz) '+ (v1 + 2v2)) 

= T_((u1 - u,, u,+ 2uz), (v1 - v2; v,-+ 2v2)-- -
:= T (u) +T (v) -

Dado que A.u= A.(u1, uz) se tiene:: 
-. T (.tu) = T (A.u1, -tu2) 
· -,;, ¡.tu, -.tú,, A.u;+ 2A.u~> 

= ~ (u1 ~_u2 , Ü1+ 2Úz) 
= A..T(u) 

En conclusión T_ es una transformación lineal. 

Ejemplo 1.2.1.2 

Sea $ = {w,; Wz, •• ., wn} una ba~e del espl!cio vectorial V, de dimensión n y sea (V),= (a1, a2, .•. , a,,) el 

vector de coordenadas con respecto a S de un vector ven V, asl: 

a2-~;_~~·+-~3-~j~-~-'. .--._-.-·. >+~~,Cln~~L 

se define a T: V -t IR" como lafunclÓnque ma~ea .~ en·s~ llE!ctorde~oordenadas con respecto a S; es 
decir: ' - , - : -- - :'.:: \:,L•?'' ,-_ :_ -- --. - -

T (v) ;,-(v),j,(;,,; d;, ~/-;,f;' :; a,..>> 
La función Tes una transformaci6~ linea{~¡ tener-~~~ ~~J~cin ~~ádr~~ de V: 

• • • .'' • ••• .'~'-" ~ ,.: • • ,. ,·_.'."-'!' ' ·- .- "·- - ., 

asl 

u= 1l1W1+ P2~2t:~j~~~.!1:'.>,-~1l~Wn_--
v_~_a1w_1_''. a·2·:~2t.~3W_3~. ,;_; ." :.+anwn 

(u),= (Jl1, ll:i; p,/, • '; , lln) 
(v),=(a1, ª"a,.;. ;_. - , a,,) 

_-_. 

u+ Y= (J\1 + a1) w,, (P2:.. a~) Wz, (-Jl,+a,) ;,;...; , 
.tu = (A.1l1) w, _+ (-t1l2) W2 + (A.p,¡ w~ + 

• •• (IJn+ Un) Wn 
• • + (Apn) Wn 

de modo 
(u + v), = (ll1 + 'á,~ Jl2 _¡. a2.- p, +a,,-_ . ..• Jln +Un) 

(A.u), = (A.1l1 , "P2 • Ap3; • ;. -., A.IJn) 
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1.2.2 Propiedades El Álgebra Lineal 

Por consiguiente:: 

(u + v), = (u),+ (v), y (..!u), = ..!(u), 

En conclusión, al expresarlo en términos· de T: 

a) :'('(u + v) = T (u) +T (v) 

b) • T (..!~) ,;;· ..!T (u) 

Transformación cero 

Sean V, W do~·espacios vectoriales y T: V-> W por T(v) =O para todo v que pertenece a V, 

entonces: T (v1 ~~2) ='o~ T(~v)= ~. 
Transformacl6¡;; l~d~:~d~d · • ··~·· 

Sea' Vun'~!lp~¿¡o ~~ctoil~I dcinde 1: V ->V por lv = v para toda v e V se asume que 1 es una 
-- • ' ' ' .. - e '·~ • '· ' . - • • 

transfoimadón IÍ~eal; Ía cual se llama transformación de Identidad u operador Identidad. 
:"' "- ··.:,;;: ~ ~-:·,, -

Nota.; Las' ira.~sfoini'aclones lirie~les con frecuencia se llaman operadores lineales. El hecho de 

escribl; -J· : V ~ W ~~ ~ir~ i~dicai que T toma ~I espacio vectorial real V y lo lleva al espacio vectorial 

real W, .esto es,T ~s:·un~· f~riclón .;,n ~como su dominio y un subconjunto W como su imagen. 

PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES 

Sea T : V-> W una transformación lineal, entonces para todos los vectores u, v E V y todos los 

escalares ..!. [Grossmnn) 

a) T (O) =O 
b) T (-v) = -T (v) 
c) T (u - v) = T (u) - T (v) 
d) T (..!v) = ..l. T(v) 

'<! V E V. 
'<! U,V E V. 

El O de la Izquierda es el vector cero en V, mientras que el O de la derecha es el vector cero de W. 

Para la propiedad cuatro se comprende el siguiente teorema. 

Teorema 10. SI T: V-> W es una transformación lineal, entonces para vectores cualesquiera u, v que 

pertenecen a Vy escalares cualesquiera ..!, y ..!2 se tiene: 

T (A.,u + ..!zv) = T (J.1u) + T (..lzv) 

T (..l.1u + ..!zv) = ;., T(u) + .<2 T(v) 
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1.2.3 . Dominio, Núcl~o e Imagen 

De manera general si el vector u= (u,, Uz, ...• Un) pertenece a Vy los escalares A, al~~ iR.'·~,,¡~~ce~ 
:·.·: ,!_ ~- /' 

T (.<,u,+ A.2u2+ ... + ..tnun) = .<,T(u,) + .<2 T(Uz) + • , . + An T(un) 

Con esto se observa que las transformaciones lineales conservan la estruct~ra .~~ u~~ c~·,:¡,b\n~clón 
lineal. Las transformaciones lineales se caracterizan por tener: dominio, núcleo, Ímag~~. ll~lidad.Y rango. 

DOMINIO. NÜCLEO. IMAGEN. RANGO Y NULIDAD :. 

Sea V, W dos espacios vectortales y T : V -> W una transformación .·lin'eal . ent¿n·ce.s: 

Dominio. El dominio de una tiansformaciÓn se; deÍi~e co~~ ~I co~]Jnt~;de Íodos los ele~entos 
sobre los cuales actúa. la transf~~m8~i6Íl·:.- ". · · ', ·· : .. · >·:--: ~··': 

Núcl~o. Es el conjunto de todris l~s v~ctor~~ ~~ ~ (d~l~o~in16);quil,ti~n~~ como Imagen al vector 

cero, e~ decir. T M ~·.o (T t¡a'nsforma o ~áp~~ en o;:'~n~J~a.tr~nsf;~a6'i6~ 'une~i ~¡ núcle~ nunca es 

vaclo; Siendo asl el IÍO~le~ u~o de los 
0

s~be~p~ci~g ~e·~~a t~~~~tci~~Cíón lineal. (Hownrd] · .. ':·-:·; ,,¡~.~, \ <.-;-r:-", ':l1·: ·· :\"t. ·, '· · · · 

El nÚcleo deT se denota phr: nú( T) = {ve v: TCv) =O} 
.- .--.--,---· :· ::': 

Ejem.ple 1.2~3.1_ .,,." .. ·:·:>- -- :-.· .- ·-·· '/:· '~~··: 

Determinación del ~~~f~o de u~a t;a~Úor~a~lii'n Üneal. Se pide encontrar el núcleo de una 

transformacÍ6n lineal. T : lR2 _; R 3 definida por: . . . . 

T(x,'y) = (x-2y, O, -x) 

Solucl6n. Para enconir'ar~I nú~leo de ( T) es .. necesaíio determinar todos losx,y E R 2 tales que: 

T (x,y) - (x-2y, O, -x) 
= (O, O, O) 

Lo cuál lleva a un sistema homogéneo: 
·x·-2y=O 

o = o 
-x = o 

cuya única solucl6n es la trivial (x, y) = (O, O) 
:. El nu ( T) = { O, O } 7 { O } . . . 

Ejemplo 1.2.3.2 ~: . . . . _ . . 
Sea T; lR5 -> R 4 definida por T(x) = A(x), donde :i: está en 1R5

• Donde A esta formada por: 

2 o 1 -1 

A= 2 3 1 o 
-1 o -2 o 
o o o 2 8 

l TESlr CON 1 
: FALLA ~E ORiG:N : 
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t:2.3 ___ • El Álgchra Lineal 

Se pide _dete~lnar una_ base dei_ núc_leo de ( T) col11o subespaci~ de R ~. 
Solución. El_ núcleodel: es.el conjurito d~ lod?S lo~i= (.~ •. x,; x,, ·-'•· X5) en IR 5 ·~les que: 

<Tc.~ •. -x;;.!,;;x~. xs) :-.<o. o, o,~· o> · 

Entonces 
:x.~.i-.=o 
x, = o· 
'.-+_xo=O 

2x,+-ai:. =o 
- " · .. ,/> ,, . 

Al escribir la matriz aumentada de este_ sisÍe,,:¡a en forma escalonada reducida se obtiene 

[l 
o 2 o "'] -1 o -2 o x, = -2x3 + X5 
o o 4 o X2= X3 + 2.1;5 

. <~· - 4xo o o o o o 

Con .i:,= sy• . .:5~t,'se obtiene 

-2 

+ 

o 
o. 

'' 

¡-~« X1 

X2 s + 21 
:c = ; X3 = s 

x. 
'.4t' x. 
·t 

Por lo tanto, una base ~imi el nú~leo esté dada por: 

e= < c-2. 1; ~.o. o;, c1. 2, o. -4. 1i > 

1 
2 

o 
-4 

1 

Corolario. -Sea T : IR"--+ IR m la transformación lineal definida por T (:e) = Ai:. entonces el núcleo de 
Tes Igual al espacio solución de Ai: = O. [Langc) 

El núcleo es uno de los dos subespacios crlticos asociados con una transformación lineal. El 

segundo es la Imagen (alcance o recorrido) de T. 
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1.2.3 Dominio, Núcleo e Imagen -· El_Álgcbrn Linda! 

- ' -
Imagen. Es el conjunto de todos los elementos obtenidos al operar la 'transformación _sobre los 

element_os del dominio. También nombrado alcarce. el cual es el segundo subespacio asoc_iado a una 

lransformación lineal. La imagen de T se denota por: ,-

imagen T = ( w e W : w = T(v), \;f V E V} 

La imagen de una transformación lineal definida sobre V es un subespacio de' V, en términos de 

transformaclone~ matriciales: siAesuna matriz de mx~entonces el <'.OnjÚnto de los puntos y= Ax (para 

todo x q~e pertene~ a V) es un s~bes~~cio ~á JI. [l ;~c1;¿~ 6.í : < . 
'/ ',., ··' . }~~. >'·· ,·. :;, .. -,-:.._., 

cualqulerniairÍ~A Í:lemiinpJecie~sC:r1liii~e'C:onio~ná fiía de vectores columna, A= (a1, a,. .... a0 ) 
' - ¡ ' ~-:~· -· .•• , 

asl cuando una matriz A aplica ioooV a·ó w. ;é5U118: 

A.~ = ( x,a, + x2a2 ~+ . 
i:y ~.(x1a;·+ x2a2 ·+··'; 
Ax;. y ., 

. +_xna~·) 
• +_ x0 a0 ) 

donde las x; pueden tomar lodos los posibles valores. La imagen de _la transformación, es un subespacio 

generádo por la y, es entonces el subespaclo de W generado por las columóa's -de A. Para encontrar una 

base respecto a la imagen de una transformacló-n lineal deflnldapor T(:'<) = Av:, se observa que éste 

consta de todos los vectores b tales que el sistema Av: = b es conslsí_ente: e 

[ ...... ª'" l 
x, b,· 

821 822 a2n X2' b2 

8m1 8m2 amn Xn bn 

A ·" b 

ª" a12 

~[ ª" 

]· 
ª'" b, 

a21 a22 a23 a2n b2 
Ax= x, + -"2 + •.. + Xn 

8m1.' ~m2 amJ amn bm 

Por lo que b pertenece a la Imagen de T si y sólo si b es una combinación lineal de los vectores 

columna de A. P~; lo_ ta~to; eÍ espacl~ generado por ,las colum.nas de A es el mismo que el contradominio 

de T. 
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1 :2.3 Dominio, Núcleo e Imagen·· 

Rango o caraéterlstica . . . . ·::: .' • .. · ·,· ' 

Es el número méximo de columnas linealmente independientes de A.-.La dimensión del ~ecorrido de 

una transformación lineal está representada por A. (Valcm] 

El rango de T denotada por: dim imagen .T = p(T) 

Nulidad 

Si T: V --> W es una transformación lineal, entonces la dimensión del núcleo de T se denomina 

Nulidad de T. 

La nulidad de T denotada por: dim nu T = Y(T) 

Ejemplo 1.2:3.3 

Determinación del rango y de la nulidad de una transformación lineal. Sea T : R 4 --> R 4 una 

transformación lineal definida por la mátriz 

A 

o 7 
3 

o 
o o 

Mediante el siguiente proceso se encuentra el rango y la nulidad de A. 

Solución. 

Dado que A est'á en forma escalonada y contiene tres renglones diferentes de cero, su rango es 

Igual a tres. Asl, el rango de Tes 3 y la nulidad de Testé dada por: 

Nulidad = dlm(domlnio) - rango = 4 - 3 = 1 

Nota. Al establecer una correspondencia entre las matrices mxn y las transformaciones de lR" --> lR m a 

cada matriz le corresponde una transformación lineal TA y a cada transformación lineal T : lR"--> lRm le 

corresponde una matriz [Tln=· Entonces el rango de T es Igual al rango de A. 
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L2.4 Rcprcscntución Matricial 
. . .. 

REPRESENTACIÓN MATRICIAL DE UNA TRANSFORMACIÓN LINEAL 

Sea A una matriz de m.n y T: IR" -• IRm esta definida por T(x) =cAi:, entonces "r ·es una 

transformación line.al. Por ello toda transformación lineal de IR" en IRm existe.una m~triz de n:ixn tal que 

T(.\'.).=A\'. para todox e IR". (Grossmnn) 

Si T (x) = A>: entonces: 
El núcleo nu en = NA y la Imagen ·i·=·IR;; · 
La nulidad dim nu (T) = v (A) y dim imágen ,. := p<Á> 

Toda transformación lineal desde un espacio vectorial. de dimensión "n" en un espacio de 

dimensión "m" es esencialmente una matriz de mxn. 

· ·. Sea T : U -'-> W una transformación lineal 

Bu= {u1, u 2; .u,, •L.; u·J ·base de U 
. Bw = {w1, w 2, w¡~ ~· '! ,wm} base _de W, 

Un vector se puede representar en fo~manum.éri(;¡¡ pormedlo de sus coordenadas con respecto a 

•. cierta bas.e. Si v ~ j: (u) ento~ces u~~ tie~~n é:~~~d~n~das·X: := Cul ~"'·y~ (~) B,;. ·.· 
.- ~- :· .. '-··.: , :,;·F 't::..>~-. 

SI T •es una 'iransformáclón JinéaÍ e~ta'nces y ·=. Ai.pa;~;~ierta matriz A: . Está. matriz. A se llama: 
~- ·-' . "'· . '¡.. . ' • • . ' • ~ --·-·· "' . - .. -" -·- -- --- . '· --· ·'" ., . - - • • •. 

matriz que represe rita ~T eón respeció'a las bá~es :~·U y W dadas denotáda por: . 
,, ;- ..•. ·,' -.•• • 1' - ···-. -

Por lo que T ~s una transformación U~ea1'. 
U=T(U) 

El tomar las coordenadas de la igualdad y consid.e~arlas como la combinación lineal de vectores, 

resulta la combinación lineal de coordenadas de los vectores como se muestra a continuación: 

y= (U) . 

n 

= ~ x;.(T ( U1)) 

= ( [T(u.J) [T(U.J) [T(U.l) ... [T<u.>) ).>: 

=Ax 
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L:?.4 -Rcprcscrilllción Mntriciul - -
- , . , ' ' - ,.. . 

, .. ,. - - - '. . ;· ·-·:; :: ::_ .: 

es decir, la matriz que representa a T tiene como Í:olumna j-~slma a .las coorden~das de T (Uj) en W. 

·A =_('f)iiu.•w 

-~·~;;:~- ~. ,.< 

Nota. La Representación Matricial de laTran~f~rmaciÓn Lineal: 

a) La columna i'.ésima deA'son-Í~~·~;;;;',d~~~da~de'T(~:¡ ~ri r~sp~cto a 1.a base dada en W. 

:: :: ~~::;: d:e ::3~ª:.iJ~~lr~~~}~~~t~~;~:. -. - . . 
.,,_. ·:.·>: ~:/;\·:.·:i:)·:-:,· ;/~.~- ·j -~;:~;, '" < (,:, - ' 

--': ·. ;·_:·;:··, -:~·: -/~~~:;f' '.-->-.. :~·;:,:-

Teorema· 11. Sea .T :. lR~---i:r Tlina transtC>rm~~IÓn lineáí,ení;Jrices existe una matriz única de mxn Ax 

tal que: T ('.~)=A~. ~nrn t~~a~f,:e-~J.~(;;'E~·.:;;~l('J/ •'.•; ,( ,· 
De modo qUe, el Féslmo vector' cciüm~ii'de Ax ~~té dado por: ? .. 

-/(::.. ¡-,: ·_,.-. ;:.:- - ~.';,", ::>!: ,:¡\; __ .;. 

- ...•.. , ... ,_. . ..• -.-,'..~ ,'a(=~,-~ei~·f/~'.~:}:,~'.· •. ,/. 
De esté.manera se muestra·.que.cada tránsforrriacl_ón lineal de lRm a lR" puede representarse en 

.· -·> ,, • ",: . . ~ . ,, '. . . '· .. ' ·-~'-';v .. 'f; ~·; .. ; :·-"· ,,., .. ',.- _,: :'. .. . . . . ' 

términos de una matriz de. mxn. Como los elernentosde base ordinarios O¡, e,, B3, ••• , Bn se utilizan para 

lR", se co~sldera a A" ~orno la represeníaélÓn ~~~ri~j~ e~~~~d~r de T. . 

Matriz Estándar 

La clave para representar una transtorriia61Ó~ iiñeai T ; V-> W por unll matriz, es determinar como 

actúa T sobre una base d.e V. Una ve;q~~ s~,~~~ce 1'~1magende ;oda vector de la base es posible 

aplicar propiedades de las transtoriTI~~i6n~~'liJ;;i;,¡eftar~ d~te~ln~r T(v) para t~do v e V. [Thompson) -

:/,,\~ <:;:._: . '~./~: ·:<.',\" . ;\-~; 
La base estándar de R" está defi~1i:ii'po~\ · 

' . .' ·.~-··-.. ';).:":~.·~·.¿,~;\_:··-\·~.'.:~·'.··:'e·.· ., ! 

~-·:.-.~81~:·~~·~1>.·,,. D;e2 ... - ... ._'e2 
. B.= ((1, O,:; ~'.':'.O),'éi(O,J;';. ;;o), (O, O, 1, ... , O), 

Teorema 12. Matriz' Es:~nda~'3L;~;a~¡;o~:ción Lineal. 

Sea T: lR"-> lRm una}ia~~fornl:~~l6~ 1A~~I iaí que 
-. ,,..., -~-);· ;?_::· 
;·<-~-~~~:--~-~.-o:,- ;:;r_a,2 

'.\)fü)= . ~~ T(e,) 

am. 
. .. 

: . •'> <:··' : : 

T(en) 

entonces la matriz mxn.cuyas n eolumnas corresponden a T(e1) es: 

º" (O, O, ... , 1)} 

amn 
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1.2.4 Rcprcscntnción Mutricinl EIÁlgclirn Lineal 

[ ...... ª'" 

l 
A 

821 822 ª'" 

Bm1 Bm2 · Bmn 

tal que T (v) =Av para todo ven IR". A se denomina ".1.atriz estándar de T. 

Ejemplo 1.2.4.1 
Determinar la matriz estándar de la transformación lineal T : IR 3 

__. IR' definida por 

T( .<,y, Z) = (X~ 2y, 2x +y) 

Solución. Se encuentran las imágenes de e,, e2 y e;. 

Notación vectorial Notación Matricial 

T(e1) = (1, O, O)= (1,2) T(e1) , TI o l [ ] 2 o 

.o l . (-~] T(e2) =(O, 1, O)= (-2,1) T(e1) =T. 

·.o 

•. ['] [ o ) T(e.) = (O, O, 1) = (0,0) T(e3) =;T :'.'o· .•. o ' ~ '<{· J 

'· .. · .·1;. ·. 
;,... -' ' ~. 

Las columnas de A constan deT(e1),T(e,J, T(e3) pó~t~qu~ ~~;tl~n~: 

A = • [T(a,¡ 1 ·rc8l1ica3)J 

Como verificación, se observa lo ·siguiente:<.· 

Lo cual es equivalente a T t~. y, z) = (x - 2y, 2x +y) 
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-1 :z.5. · Müiriz íJc TrunsformaCión "~ ·- --
~ 

: El Álgebra Lineal 

.La matrit Ai se 11ama
0

matriié!etransformaclÓncorre~pondiente aT ~representación matricial de T, 

esta definida usancio 1~· hase-esí~~dar íaiíio eri IR• como !Rm; (L.arsonl 
" . . ·• .. i • • ,, ~ ·« .:. ~ .. - ·. ,, /' . . ~ .'' . .... '. . ' " ·. . ' "' ·.. . . 

e¡erflplo1.2.'s.1 ,' < , : . <: ,, , ,; . 4 '. 

Representación mátrlcial de una .transform.~clón lin_eal IR3,en IR . Definida la T: R
3

-> IR
4 

por: 

2;) 

Se pide encontrar Ar • nu (T); I~ imag~n 'J".:nulld9,d V(T) y rango p. (T).' ·. 
. . ' ;_:: >~' ':> ¡:: . < , 

5oiuc1ón, con la regla de transformaclóny la ~~~e·~stá~dar se obtiene: 

·'.":.:..· 

i:l. nócleo A, es: {g> y 'su Imagen. _sori'¡os vectóres que forman la matriz Ar- Al llegar a la forma 

esCaionada se Obtiene. tres pivotes de mcido qu~; 

·El rango p(A) = 3 y La nulidad V(A) = 3 -3 =O 

38 



- -i:2:s -Matriz de Transfommción El Á lgcbra Lineal 

El nu T = {O} , la imagen T 
" { 

En concluslón: 

El rango p(T} = 3 y la nulidad v (T} = O 

Ejemplo 1.2.5.2 

Representación matricial de una transformación cero: si T es la transformación· de IR" -> IR m, 

entonces Ar es la matriz cero de mxn, de igual modo, si Tes la transformación Identidad de IR"-> IR", 

entonces Ar = In. 

Ejemplo 1.2.5.3 

Transformación Lineal de Mm,., en Mn,.,.· Sea T : Mm,.,,-> M..m la función que transforma una matriz 

A mxn es su transpuesta. Es decir T (A)= A;. Se requiere dem~sÚa_r que Te; unatra~sformación lineal. 

Soluclón. Sean A y B dos matrices de mxn, de acuerdo _C:on las propiedades de matrlees se obtiene: 

T (A+B) = (A+B)1 = A1+ B t ~ T(Al+T(B) 

v> :./-_ 
T(cAl =,(cAl' cicA'l ~ cT-CAl' 

-. 
Teorema 13. Sea V un espacio vecto~al de''dimensiÓfÍ"k•W un'·e~p~ci~ vectorial de dimensión ,;,, y 

• • • < '• ,• '· ') .<• • •."• •• > .. -:·,~~·, • 0 .fr- ;,· • - , • " ' .:- -- H -

donde T: V-> W es una transformación Íineal [Giossmh'nJ: Se; ef;; {v1'. v2:'v., · •• • ., v,,} una _base para Vy 
-.. ,-, . ----· ···¡._·· ' ' 

sea 82 = {w,. Wz, w., .• ., w,,} una base pa-ra W, ent~ncesexlste Úna matriz-única Ar de mxn tal que 
• ,; r ,;.-;· "-",~;e·~ .-._';,. - .·.,', 

--, (rx¡~~Af~í:;_¡( '·' 
si .<e V - y 

entonces 
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t.2.5 · Matriz de Trniisrónnación El Álgebra Lineal 

Sea a entonces (Ar. u) es un m-veclor que se denota por A = 

entonces 
(T.l:)e, 

es decir, (T.~)= .<1w1 + ..<,w:i + .<3w3 + . . . + A.nwm 

Teorema 14. Sea V y W espacios vectoriales de dimensión finita con dim V = n. Sea T: Y.-+ W una 

transformación lineal y sea Ar una representación matricial de T respecto a las bases B1 en V y B2 en W 

entonces: 

a) dim imagen = p(l) = p(Arl 
b) dim nu = v{'I) = v(Arl 
c) dim V= p(T) + v(T) = v(T) + p(T) = n 

Ejemplo 1.2.5.4 

Determinar la representación matricial de una transformación lineal respecto a la base no estándar 

en JR 3
• Se define la T: IR 3 -> JR3 por T (x, y,=> (x +y+ z, x - y - z, x - y+ z); se pide calcular Ar. 

Matricialmente 
X ["'.'] T y ;r - y - z 

z ;r - y+ z 

Usando las bases 

B1= -1 I · ···[ H ··-[ l l 1 

Solución. Al sustituir los valores de las respectivas Bases en T se obtiene 

-1 

3 

-1 

y T, [ _: l -3 
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- t .2.6 Semejanza --

entonces: 

o 
4 

6 

-1 

1 

-3 

. . -- - . 

Por lo tanto la repre~entación ma.tricÍal es: 

SEMEJANZA 

l 
~ [ .: l 

EIÁlgehra Lineal 

La matriz de_ la transformación lineal T : V-> V, depende de la base de V. En otras palabras, la 

matriz de T con respecto a .una base 81 es diferente de la matriz de T con respecto a otra base 82. 

La matriz de uria transformación lineal con respecto a dos bases diferentes resultan las siguientes 

matrices cuadradas: 

a) Matriz de T con respecto a 8 1 es: A 1 

b) Matriz de T con respecto a 8 2 es: A2 
c) Matriz de Transición de 8 2 a 8 1 es: P 
d) Matriz de Transición de 8 1 a 8 2 es: p·• 

Hay dos formas de llegar a la matriz de coordenadas (v) 82 a la matriz de coordenadas [ T (v) e, ]. La 

primera forma es directa: 

A,(V)e, = [ (T v>e,] 

La segunda forma es indirecta, por medio de las matrices P, Al y p·• para obtener: 

p-1 A, P (V)e, = [ (T V)e, ] 
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1 .2.6 Semejanza El Álgebra Lineal 

Entonces al tener dos matrices cuadradas A1 y A2 de orden n, se di.ce qu~ A 2 es ~"'mejante a.A1 si 

existe una matriz P invertible tal que: 

Az = P'1 A 1 P 

Ejemplo 1.2.6.1 

Determinar la repreS0ntalci6n matricial con respecto al~i<;!f11PIO ,1 .. 2.5.4 me.ciianÍe los' siguientes 

vectores: -~ -~ . ~ que se expr~sa~entémilncís d~ la base ~~tándar. 
1 • ·2. • .. · . . :;;. '., ' . 

esto es 

·' { r: H:l : } 
-1 

1 
, !': F: .. :H l · , ! : 1 

' -... -· ~· 

[ ~ 1 ' [ : l • ,~;¡ :] . ' [ :] 
¡ _; l B 1 : l : ·; 1 : 1 • (->) [ : l 

es: 
donde la matriz A.=! :~ 

.1 
J: Y] rapre""'" '"moa"'''-'''°'~""''~'" a,. C. moID• A"' 

Por lo tanto A"' es la matriz de tr~nslclón de S a B1 de manera semejante la matriz A es la matriz de 

transición de 8 1 a S. Donde Ax es el mismo vector en términos de S. 

TESIS CON 
FALLA DE OR!GEN 
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1.2.6 Semejanza El Álgcbru 1.incul 

Sea P = [ ~ -1 -~ ] 

1 -1 

entonces PA ·'" = T ·(Ax) es la imagen de Ax escrita. en términos de S. 

. . 

Al buscar a T (A\") en términos de' 81 se premultipÍica por ia matriz de transición A"1 para obtener 
. . ,.<,, "'' .. . •" . . . 

(T ... )
81 

= (A"'PA) (x)
81 

por IÓ qué se Óbtien~lo s'lgui~nte: · 

"' 

[-1 
4 2 
3 .3 

[ l Ar = 2 ·1 1 2 
3. -3 

·2 :1 _J 1 -1 -1 -1 -3 
. 3 ·3 3 .1 -1 

ó 

-2 

Aº' p A 

En conclusión Ar es: 

A, = [-: :1 -¡ l 
Ejemplo 1.2.6.2 

SI la transformación lineal T de Pz en Pz esté represenlado por la matriz: 

1 2 2 

A -2 3 -4 

-2 .2 

Con respecto a la base canónica {1,·x., • .-2} de.Pz:' Determinar ·la matriz que representa a T con 

respectoalabase{ 1+x, 1-x, 1+x+x2
}. 

Solución. Puesto que 

,, = .. X -[ : I · "' = ' X -
-1 

o 
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-1.2.6 - Scrncjaiizu ·El Álgebra Lineal l 
la matriz, cambio de base es: 

p 

[ o ; ; l 
y por lo tanto la matriz que representa a P con respecto a la nueva base es: A= p·1 A P 

A·[ 
1 1 

-·w ][ ; l 2 2 2 2 1 
1 1 o -2 3 -4 -1 2 2 
o o 1 1 -2 2 o o 

A·H 
1 -:w -1 5 

] 2 
-1 -5 -3 -2 
o 1 -1 3 

En conclusión: 

A,.¡_~ : n 
Esto significa, que al tener a P = 2u1 - u2 + 3u,. entonces T (P) = 12u1 + 12u2 - 2u,. puesto que: 

3 -6 

~ 1 

2. 

! 
12 l p 2 ~1 12 

-1 3 3 -2 

[ 
12 l .P 12 

-2 
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SEGlTNDO 
~ 

CAPITULO 

EL SISTEMA MATHEMATICA 

Objetivo. Analizar la estructura del sistema Mathematica"". 

.; ., "La ciencia es la clasificación sistemática de la éxperiencia" 

George H. Lewes 



2.1 Introducción El Sistema Mathcmnticn 

Mathematfca® es .:i~ mundo totalmente co~stituido aÍ ambiente' d~I ~esarróllo del s~ftware. Ha 

tenido un gran l~pacio eO, est;ftuea, de ~aneia q~e sÜ ~serse h~ Ínte~~¡fÍ~do ~ri muchos campos tanto 

técnicos como cientlficos. ;. 1 .--·· ·:-'.-"}· 

' . . . - -- ·'_' :' ,- . , ; ,,- ' _.:,~· -

_Es.un_enio~o formado para el cálculo.técnico y simbólico. La primera versión apareció en el ai'lo de 

1988 y tuvo un gran Impacto en el mundo de. ias CÓmputadoras asl como en el campo técnico y 

universitario. La segunda versión fue liberada en enero de 1991. Ya desde 1960 los paquetes 

. individuales hablan existido para las tareas numéricas, algebraicas, gráficas y otras. Pero el concepto 

visionario de este software era crear un solo sistema que se pudiera ocupar de varios aspectos de la 

Informática. ["ww.ifm.ethz.ch] 

Es un sistema interactivo para realizar cálculos matemáticos. Maneja cálculos numéricos. 

simbólicos y gráficos, e incorpora un lenguaje de programación de alto nivel. Lee las lineas de entrada, 

espera hasta que la expresión se ha completado de acuerdo a su sintaxis, entonces evalúa la expresión 

para Imprimir los resultados. Produce gráficos en el formato Post Script, usa documentos interactivos y 

tiene una buena posibilidad de comunicación con programas externos (Mathlink). 

El adelanto Intelectual hizo esto posible, constituyendo la creación de un nuevo tipo de Idioma en la 

computación, para que pudiera por primera vez manipular una gran cantidad de objetos. Fue la clave que 

hizo posible la invención de una nueva clase de lenguaje simbólico, para la manipulación de un amplio 

rango de elementos Implicados en la computación. 

Su Impacto fue originalmente dentro de las ciencias de la flslca, las matemáticas y la lngenierla. 

Con el transcurso de lo!i ai'\os, se ha colocado en una labor importante; actualmente su uso se enfoca en 

diversos campos como: las áreas sociales, la biologla, la economla y otras. 

Se considera ampliamente como una gran aportación para la ingeniarla de software. Ahora es uno 

de los programas para el desarrollo de aplicaciones más grande y contiene una inmensa serie de 

algoritmos y de innovaciones técnicas importantes. Entre éstas el concepto de documentos interactivos, 

conocidos como notebooks. 

El desarrollo de Mathematica se ha llevado a cabo por Wolfram Research siendo un equipo de 

calidad mundial dirigido por Stephen Wolfram. El éxito ha alimentado el crecimiento continuo de la 

investigación de Wolfram, y ha permitido una comunidad de grandes negocios. En la actualidad se 

encuentran varios paquetes comerciales especializados y disponibles para Mathematica, asl como 

revistas y más de doscientos libros consagrados al sistema. [Wolfrrun2] 
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2.1. I Carnclcríslícus Generales El Sislcnm Malhcmalic¡1 

CARACTERISTICAS GENERALES 

Es un software de propósito general a su vez un lenguaje para la ciencia de las matemáticas y otras 

aplicaciones. Se puede considerar un entorno integrado para el cálculo técnico· 'y. cientlfico. Las 

principales caracterlsticas y funciones de este sistema son las siguientes: 

a) Cuenta con alta capacidad de cálculo: se puede trabajar con fórmulas de cualquier 

longitud, números de cualquier tamano, resolviendo problemas que r~~Úierá~ ;nu·cho 

tiempo, números con precisión arbitraria, númaros 

matrices, funciones con matemáticas avanzadas, 

programación lineal etc. 

complejos, op~raclone~ .·con 

. lransfor~áciá~·· d~i F~urier, 
:f .. -.:~; 

.: '.·~-- . 

b) Calculo símbólico: simplificación algebraica,. factori~aciÓn d~. P~J~;n:o~;;s; ·.resolución 

de ecuaciones algebraicas, procesamiento de Í~~t~s.::· ·· : :¿; , . :.:/" · \:.·~·~'··· 
·f· •;, , -/:;.-;:. - ~:.'· ' - ·:;;;; _ .. ""·. .. .• 

c) Sistema de visualización de funciones de datos:.• 1ncÍ~ye ;:e;emplos') par~' co~struir 
gráficos complejos en 20 y en 30, gráficos animados;~'há~~ún~niue~tÍeÓ .. de.sonido 

desde funciones y datos, salida en el lenguaje de desc¡i¡;6i6~·éle'pég\~~~ P~st S~ript. 
" o'.'~' :~, ; '~ ·~-~>··~· ~.-.~~; .. :.;:~:;_ , '.-:. ::~.:-~-~~.:~:>·-- . . 

' f, ~ 

d) Se crean documentos interactivos: (notebooks) que ccÓ'.mblna-n Í~~o<gr~fÍcos,' tablas, 

cálculos, imágenes y otros elementos. \',':);ti: 

Se puede utiÍlzar como un lenguaje de programación de alto n'ivei ~ue:D~~4·~~ª ~~-.rango de paradigmas 
' ' ' :\<·~-- ~;_., de programación: -.'.'.: . ~e: .. '\·:~~:·:·"'..,>'.,• 

1) Programación funcional: definición de fundo~~~ ~J;~~,;~·.;P~;~dores funcionales. 
' .. ., • - ·;¡ ' ,--.. " ,(. - ·' ~~-- ... 

2) Programación procedural:est;~ct~r~~ r;~~titi~a~.·~~d~~l~ló;,, y recursividad. 

3) Prográmaclón .basada en c~ét~na d~ :i:i;a~t~re¿:' funciones y operadores para su 
manipu}~clón. ! ; :; ;:\ :. ;:. ; ::·:. · <.;;e 

4) Prog~ámí1<:Íón basaciá' eil ~ieglas: · sürninlstra numerosas reglas para operar y 
transformar expresi.o.nes ~lmbóHc:as y _fu~ciones. 

5) ProgramaciÓ~ orientada ~ ~bj~t~~: d~fi~i~IÓn de objetos y métodos. 

6) Progra;nación ~l~a: co~;bln~biÓn:d~ lo~ anteriores paradigmas de programación. 
; ... .-: ,· - ' ---- ~- .· .. ~,:> ·:)~:·;/~~: 

Los cálculos se div.iden en tres clases prinéipales: numéricos, simbólicos y gráficos; estos tres tipos 

se manejan de uná mane;a u~ificada: Usa. las expresiones simbólicas para proporcionar o facilitar una 

representación general de las estructuras- matemáticas. Con las expresiones simbólicas se cubren una 

amplia variedad de aplicaciones en diversas áreas.[Cnrrillo) 
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:?: 1.2 lntcrfuz.dc Mnthcmuticu El Sistc.mu Muthcmaticu 

INTERFAZ DE MATHEMATICA 

Soporta una inteñaz basada en documentos. los cuales se denominan notebooks: Un documento 

interactivo o notebook es una combinación mixta de gráficos. texto. sonido, paletas u .otros objetos. Se 

debe tener presente que la arquitectura de Matllematica se compone de dos partes:· 

a) El kernel (núcleo): es la parte encargada de realizar las 'operaciones· de los 

cálculos. Normalmente se accesa cuando se encuentra en ~I froní''end o cua.ndo se 

hace doble clic con el ratón en el icono del MathKernel.' 

b) El front end (inteñaz gráfica): es la parte donde se 
• :.~:...' '<> 

interactúa con el usuario. 
; .r· : ··.-

El front - end cuenta con ·un ·menú para hacer· cambios· con el estilo del . texto que existe 

originalmente, asl como obtener.formas de moverse ·fácilmente en el notebook a través de comandos 

abreviados, tambiéndentro de cada 'celda se puede asignar un estilo particular del notebook. Permite 

modificar sus propiedades, asl como celdas completas o parte de ellas. (K11ufmann , Rodrigucz) 

En .el documento se puede mostrar una barra de herramientas, seleccionando del menú general 

Formal y Show Too.IBar. Con ella se puede aumentar la escala de visualización para que las fórmulas y el 

texto se vean ·de mayor o menor tamal\o asl como el tipo de letra. 

Cuando se Inicia una sesión se crea un documento vaclo donde el usuario escribe las órdenes de 

entrada en una o varias lineas y se pulsa la combinación de las teclas SHIFT + INTRO para ejecutar las 

operaciones. 

Con esta combinación de teclas se envlan las órdenes al núcleo para ser procesadas: después de 

enviar éstas al kernel, se etiqueta la entrada con el Indicador ln[n[:= para saber que se está leyendo la 

n-é~lma entrada. Una vez que el us.uario da la orden de ejecutar la linea, se procesa y se visualiza el 

resultado etiquetándolo con. el Indicador de_ salida Out[n ]=; . 

Ejemplo 2.1.2.1 

La obtención de la ralz cuadrada de 2345 con una precisión de 22 dlgitos decimales, y se pulsa 

SHIFT + ENTER: 

ln[I!:= Nl ,/2345, 22] 
Outi 1!=48.4252000512t300477207 

En general, para revaluar una celda de entrada o para visualizar una determinada celda de salida 

se puede hacer con las siguientes Instrucciones: · 

Reevalúa la n;éslma entrada: Inlnl 
Se obtiene el valor de la n-éslma salida: °Ion ó Out[ ni 

47 



2.1.2 Interfaz de Mnthcmuticn El Sistema Mnthcmaticu 

Los Notebooks 

Los notebooks se estructuran como documentos interactivos que son organizados en una suces.lón 

de celdas. Además de ser una parte muy importante, pues en ellos se realizan y ejecutan los cálculos, al 

. mismo tiempo sirven como documentación. 

Programas donde se ejecutan los notebooks: 

a) El kernel: Para pod.er hacer cálculos dentro del notebook. 
b) El front - end: Es donde se revisan y crean los notebooks. 
c) El MathReader: Que.permite solo la revisión de los notebooks. 

Los documentos son organizados como una secuencia de celdas en la que cada uría contiene 

texto, gráficos, sonido o expresiones: una vez que se ha preparado o escrito una expresión en la celda, 

se envla al nucleo para su cálculo y asl mandar lo que se ha creado como la entrada al kernel. El nucfeo 

realiza el cálculo y crea una celda de salida. 

La sucesión de lineas de entrada y salida deben aparecer una después de la otra. Sin embargo, 

habrá algunas ocasiones que necesitará regresar a una ·parte del notebook, por lo que se requerirá 

reevaluar la entrada para actualizar el cálculo. 

Por ejemplo, si se ha cerrado un notebook donde se efectuaron algunas operaciones y se decide 

abrir uno nuevo, el numero de linea continuará donde se quedo el cálculo anterior. Esto significa que el 

reglstro:del kernel no se ha borrado, sólo cuando se haya cerrado por completo Mathematica. [Wolfmml]. 

Tipos de Paréntesis 

Como en la notación algebraica, Mathematica emplea diferentes tipos de paréntesis, segun .sean 

para poder agrupar las expresiones, delimitar los argumentos de una función o Indicar un elemento de. 

una lista. Los tipos empleados son los siguientes: 

PARÉNTESIS DESCRIPCIÓN 

() Agrupa expresiones u otros elementos. 

f[x] Los corchetes para los argumentos de las funciones. 

{a, b, •.• } Llaves para agrupar los elementos de una lista. 

c [[ ¡]] Dobles corchetes para Indexar una lista. 
. . Tabla 1. f1pos de paréntesis • 
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El Sistema Malhcmatica 

Es recomendable el uso de los paréntesis como tos espacios en blanco en· las. expresiones 

complejas, con el objeto de que aparezcan más legibles. Normalmente cada cálculo se escribe· en 'uria 

linea diferente .del documento; en cambio, si se quiere realizar varios pasos en la misma linea; sólo basta 

con separarlos con et° carácter u;". 

Solicitud de Ayuda 

Al estar trabajando se puede requerir información sobre alguna función en particular o de un tema 

es.pecifico. Des~e '1.í inopl~ celda del documento en la inteñaz basada en téxto; se puede· .solicitar ayuda 

de la slg~ie~t~ ma~~r~: ' 

? Notnbre 
??·Nombre 
? N 

Muestra la Información sobre el tema Nombre. 
Da información extra sobre Nombre • 
. Muestra Información sobre los objetos que comienzan con la letra A. 

Las listas son objetos muy generales que representan colecciones de expresiones. Con frecuencia 

en 1.os cálculos se requiere coleccionar a varios objetos en una sola entidad. El objetivo de las listas es 

reallzár las agrupaciones de los diversos objetos. 

Definición 

Son objetos que generaliza el concepto de colección de elementos; siendo una estructura de datos 

que sirven para reunir varias expresiones de cualquier tipo: numéricas, simbólicas, gráficas, etc. Cada 

elemento está separado por comas, y todos ellos están encerrados entre llaves: 

{elemento,, elemento,. elemento,. .... elemento.,} 

Una lista como (a, b, c} es una colección de tres objetos. Sin embargo hay muchas maneras para 

representar una lista entera como un solo objeto. Por ejemplo, asignando la lista entera para ser el valor 

de una variable. 

Las funciones matemáticas que se construyen son principalmente fijas a ser el listado para que 

actúen separadamente en cada elemento de una lista. Además, cada elemento puede ser a su vez otra 

lista, por lo que tiene que estar encerrada entre llaves. (Wolfnun3] 

Ejemplos 2.2.0.1 

Una lista de números: 
ln(I ]:= {2, 3, 4) 

Out[1]=!2, 3, 41 
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Una lista de expr~siones simbólica: 
1nl2i:= X - l. 

2 
] 

Ouq:!J=l-1 • x, -1.,<, -1 • x4
} 

Lista de variables: 
lnlJJ:= lista= (s, t, u, v/w~·x, y, z) 

Outf31= {s, t, ~, v, w., x, y, z} 

Lista de expresiones: 
7 4 

. · · ... 

ln[4J:= list:a2= {2x, a -7z, 9a+ lOb} 
., 4 

OutJ4J= (2x, a -7z, 9a• lOb} 

Listas como tabla de valores 

Las listas se pueden usar como una tabla de valores, almacenando los datos en una o varias . , . : . 

dimensiones, mediante el empleo de la función Tabla. El resultado que devuelve está función es una lista, 

evaluando una expresión con una secuencia de p~rámetros en la expre~lón cie· Table, o bien utilizando la 

notación de iterador. 

Ejemplos 2.2.0.2 

a) El cuadrado de los¡rimeros 10 enteros. 
ln[S]:= Table(i , ¡i, 10¡] 

Out[S J= l 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100) 

b) Se crea una lista formada por listas que contienen un número natural, utilizando la notación del 
iterador {i, Inicia, termina}, { j, Inicia, termina}, Integrada poi 7 filas y 5 columnas. 

ln[6):= listam.mm:os = Tahl.e[10 i+ j, (i, 1, 7), (j, l, 5)) 11 Tablei'mm 

Outi6J 1rrablcFom1= 
11 12 13 14 15 
21 22 23 24 25 
31 32 33 34 35 
41 42 43 44 45 
51 52 53 54 55 
61 62 63 64 65 
71 72 73 74 75 

Elementos de las Listas 

Los elementos de las listas se pueden procesar extrayéndolos de uno en uno, a través de la función 

Part o estableciendo el nombre de la lista seguido del doble corchete con la posición que ocupa el 

elemento, como se observa a continuación: se obtiene el séptimo elemento de la siguiente lista. 

ln[7]:= el.anmttos • (x, y, 2x, 7 z, 9y, 10 z, 20x, 15y, 7 z); 

.U-tos[ [7) 1 

Out[8)= 20 x 
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Otra manera de obtener el séptimo elemento dé la lista es con la función Parl. 

1nl9!:=elementos = {x, y, 2x, 7 z, 9y, 10 z,. 20x, 15y, 7 z:); 

Part[elanentos, 7] 

Outp 01= 20 X 

Con las siguientes funciones se manipulan los elementos de una lista, ya sea en forma individual o 

en grupo, de este modo se elige un elemento de la lista anidada, cualquiera que sea la posición que 

ocupe. 

FUNCIONES DESCRIPCIÓN 

First [lista] Se obtiene el primer elemento de la lista. 

Last [lista] Se pide el último elemento de la lista. 

Part[lista, -n]. listall-n]] Devuelve el n-ésimo elemento iniciando del final de la lista. 

Take [lista. n] Devuelve una lista con los primeros n elementos. 

Take [lista. -n] Da una lista con los n últimos elementos. 

Rest [lista] Devuelve una lista sin su primer elemento. 

Drop [lista. n] Borra los primeros n elementos de la lista. 

Tabla 2. Manejo de los elementos en una hsta. 

Ejemplo 2.2.0.3 

Se crea una lista llamada L y se borra el segundo elemento. 
[n(l I]:= L= (10, 20, 30, 40, SO, 60); 

ln(l2):=1kq>(L, (2)) 

Out[12!= 110, 30, 40, 50, GOJ 

Manejo de listas 

Al manejar las listas, en ocasiones es necesario saber cuantas veces se repite un valor u ocurrencia 

determinada y en qué lugares, asl como conocer si la expresión forma parte de una lista determinada. 

Esto se logra con las funciones Counl para contar. Posilion para determinar la posición, y los predicados 

lógicos como: MembetO que indica si el valor se encuentra en la lista. (Wolfmm2] 

Ejemplo 2.2.0.4 

Dada una lista de expresiones se desea saber cuántas veces aparece una ocurrencia y además si 

una expresión es o no elemento de la misma. Se cuenta el número de veces que aparece la expresión 7x 

en la lista m. La expresión 4z si pertenece, en cambio, 4xz no es un elemento de la lista m. 
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1nl13J:= m= (x, y, z, 7x, 3y, 4z, 7x, 4y, 3z); 

c:o.mt(m, 7 X) 

Heni>e%Q[m, 4 z) 

Heni>e%Q[m, 4 xz¡ 

Outi 141~ 2 

Out! 1s1~ True 
Out! 161~ False 

El Sistema Muthcmutica 

Toda lista puede ser gestionada con las funciones que anaden. eliminan, insertan nuevos 

elementos, contando desde el inicio de la misma o desde el final. Esto es posible gracias a las funciones 

Append, lnsert, o Dele/e, fundamentalmente. Asl como modificar uno o varios elementos por otros, 

reemplazándolos con las diferentes variantes de la función Rep/acePart. A continuación se describen 

algunas funciones: 

FUNCIONES DESCRIPCIÓN 

Append [lista, elemento] Anade un elemento al final de la lista. 

Prepend [lista, elemento] Se agrega un elemento al inicio de la lista. 

De/eta [lista, i] Se borra el i-ésimo elemento de la lista. 

Delate [lista, {i, j, k, . . }] Se borran los elementos indicados en la posiciones i, j, ... 

lnserl [lista, elemento, i] Inserta al elemento en la i -ésima posición. 

lnsert [lista, elemento. {i, j, ... }] Inserta un elemento en las posiciones indicadas: i, 

Rep/aceParl [lista, elemento, i] Remplaza un elemento por el indicado con i. 
.. 
1 abln 3. Agregar y horror elementos en u1m ltsta . 

Ejemplos 2.2.0.5 

La función Append anade el elemento 1000 al final de la lista. 
In[ 17]:= Jl¡:lpend[ (1, 2, 3, 4}, lOOOJ 

Out(l7)= (1, 2, 3, 4, 1000¡ 

La función lnsert agrega al elemento den la cuarta posición de la lista. 
In[ 18):= :Insert[ {a, b, e, e, f, g), d, _4) 

Out[ISJ={a, b, e, d, e, f, g) 

j, ... 

Con ReplacePart se sustituye a la primera d por e en la tercera posición de la lista quedando los 
demás elementos intactos. 

ln[l9):= :Rep.laoePart[{a, b, d, d, e, f, g¡, e, 3) 

Out( 19)= {a, b, e, d, e, f, g) 
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VECTORES Y MATRICES 

Un vector en Mathematica se representa mediante una lista, donde se escribe directamente sus 

elementos encerrados_ entre llaves y separados por_.comas es decir: 

Una matriz, consiste enuna lista ~e vect~r~s. doridese/~irésenta a cada ~na de.sus filas. Para 

ser una matriz válida, todas la¿ filas deben s_er ~-~·-la rii1~111'a',Í~nglti1d ~~r~ q~e 1.os elementos de la matriz 

cumplan con está estructura:. En otras palabras.-se··ieprésénta-'comó.ÍirÍa listas de listas, o lo que es 
( •• '•, • • '· • "> .V'/,, ·'"" - • •'-. .. •' ·• • 

equivalente como una lista anidada, -de tal modo que la matiiZ se representá por_ la lista de listas: 
: - ; ,_; ,. - '"" ": •••• ~: '.- '< -

matriz= { {U11, U12o ••• , U1n}, {U21; U22o :'?, ~~~: . i ':¡ {~nÍi u;;.O Ú~,, ... , U~} 
. «':;·-~:-:> ·>:· ::- ·:'.::'.:_'.·, -·. /,' , ~; _,_ -~~;-; ¡:. ·. : <:~\;t ~ 

El uso de listas anldadás, listas cÚyos'elém'éritos sean a su vez otras lisias, las cuales representan 

matrices o tablas multidimensionales.'óDada_ la' lmportanci~ de)a;'~strÜ~turéde~datos en vectores y 

matrices son necesarias, las· funclonés' qÚe reorganicen 'y· fransforméii :este lipÓ de lista anidadas. 

[Kaufmann) 

Ejemplos 2.2.1.1 

La lista (2,4,7,5} tiene la estructura de 'un vector. 
ln(2Q(:=V= (2, 4, 7, 5) 

Out[20]= (2, 4, 7, 51 

Este objeto se toma como una matriz porque sus filas son de longitudes iguales. 
ln[21):= Mo.b:i>cQ[({3, 4, s¡, ¡1, 3, 2¡, ¡4; 3, 1111 

out)21]= True 

Para desplegar a una lista de listas en forma de mafriz es con la- función MatrixFonn 
ln[22[:=Mo.t:ri.xFozm[{2x+ 3y, 7x:+ 9y}J -

out[22 ]t/MatñxFonn= 

(
2X+3y) 
7 x+ 9y : 

La función Table es la más generaly p~·~ite construir una matriz o un vector de forma explicita y su 

sintaxis es: Table[f, {i, m}, U, n}) siendo f(i;-H1~ función generatriz de los elementos de la matriz. 

Se crea una matriz de dos columnas por_cúatro renglones: 
ln(23]:= m= Tabla[x+y, {x, 1, 4¡, {y, 1, 2)) 

Out(23)= ({2, 3), (3, 4¡, !4, 5), {5, 6)) 

Una vez construida una matriz mxn, cada uno de sus elementos se seleccionan con la notación 

olemonto[[i, j)), indicándose entre los corchetes los sublndices para la dimensión. Una fila determinada se 

indica con m([ij), siendo la 1 la i-éslma fila. La columna J corresponde con la j-ésima columna. Como se 

muestra en el siguiente ejemplo 2.2.1.2: 
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11112-11:= &• Table[i, ¡i; 3, 6} 1: 
b:Table[2i, {i, 3, 6}]; 

c. Table[l'Cml>[i]. (i, 3, 6}]: 

Mat:rixFoml [Table 

[SWi.tc:h[i- j, -1, a( [i] J , O, b[ [i] J , 1, e( [i]}, _, O] , (i, 4}, (j, 4¡ J J 

( hHl271 ttMa1ri.ü\1n11 ~ 
( 6 3 o o\ 

7 8 4 o 
o 11 10 5 

\o o 13 121 

En el ejemplo 2.2.1.2 se realiza una matriz de dimensión de 4x4, la cual es tridiagonal, la tabla a 

genera los números del 3 al 5, la tabla b el doble de la tabla a, y la .tabla c los números primos (del 7 al 

13). 

La función Falten convierte una lista en otra en la cual no existen niveles de anidamiento, esto es, 

allana los niveles en uno sólo. SI se requiere intercambiar las filas por c61umnas .º vice.versa, se dispone 

de la función Transpose. 

Mathematica cuenta con numerosas funciones para operar ·eon vectores· y matrices, algunas de 

ellas se muestran a continuación: 

Funciones para Vectores 

FUNCIONES DESCRIPCIÓN 

Table [expresión, {i, n}) Crea un vector de longitud n al evaluar la expresión desde 1 a n. 

Array[a, n] Crea un vector de longitud n de la forma {a(1], a[2], ... , a[n]}. 

lista [(i]], Part (lista. i] Devuelve el i-ésimo elemento de la lista. 

Length [lista] Devuelve el total de elementos de la lista. 

Ranga [n] Crea la lista de números que va de 1, 2, 3, 4, ...• n. 

ColumnForm [lista] Visualiza los elementos en una columna. 

c vector Multiplica el escalar "e" por un vector. 

U.V Producto punto de dos vectores u, v. 

Cross [u, v] Producto cruz de dos vectores u, v . 
.. 
1 abln 4. Alguna-; funciones para el uso Je vectores. 
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Funciones para Matrices 

FUNCIONES DESCRIPCIÓN 

Table [expresión {i, m), {j, n)J Crea una matriz de mxn donde i = 1 a i = m y ¡ = 1 a j = n. 

Array [u, {m, n)J Crea una matriz mxn. El elemento (i, j) se denota por u[i, j]. 

Lista [[i]], Part[lista, iJ Muestra el i-éisma renglón de la matriz lista. 

Lista[(I, jJJ, Part [lista, i, j] Regresa el elemento (i, j}. 

Dimensions [listaJ Regresa la dimensión de la matriz representada por lista. 

/denlityMatrix (nJ Genera la matriz identidad de nxn. 

Diagona/Matrix [lista¡ Matriz cuadrada, donde la diagonal se forma por los elementos 
de la lista. 

.. 1 abla 5. Algun;.L<; tunc1oncs para el uso de matrices . 

Ejemplos 2.2.1.3 

Se muestra el produclo de una matriz m por un escalar;\.. 
ln(28J:= MatrlxFoml[m= ((7, 4, lJ, (2, 9, 6), (2, 13, lOJJl 

r~ ! ~ l 
\ 2 13 10 

Out(28J i1Matrixfom1 = 

lnj29]:= MatrixFo:cn[ (m) (J.) 1 

Out( 29 J 1/Matrixl'onn = 

(

7}. 4J. 
2.1. 9.1. 
2), 13,\ 

Se muestra la dimensión de la matriz m 
ln[30j:= Dimensicns[m] 

Out[30J= (3, 3) 

Con la función Length da como resultado el número de elementos de la lista. 
ln[31]:= La>qth¡¡2x+3y+Sz,x+Sy+2z, 7x+y+2z¡¡ 

Out[3 l)= 3 

La función Position retorna la posición en la que se encuentra el elemento "a" de la lista. 
lnl32]:= Positi.an¡ es, i, ... t, e, m, a}, a] . 

Out[32J= ! Pl l 
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FORMAS DE PROGRAMACIÓN 

Lenguaje de Pr~gramaclón 

·1=; .un pi:Jderoso '1;,nguaje de programación (de alto nivel) que soporta varios estilos de 

programación. '1nciorpma un amplio rango de paradigmas de programación: procedural. funcional, basada 

en listas, 6ri~ntad~ a objetos, reglas de transformación y mixta. 

·como.' le~~uaje. de programación, difiere de otros en la forma de representar las funciones y 

expresiones tanto numéricas como algebraicas. Utiliza una notación matemática. de tal modo que los 

argumentos de cualquier función se encierren entre corchetes en lugar de paréntesis. Los paréntesis se 

reseNan para agrupar términos. Además, se utilizan nombres largos para las funciones; ya que la 

convención general es denominar a éstas por su nombre completo en inglés, salvo en los casos en los 

que exista una abreviación matemática estándar para las mismas. (WotframJ] 

Se pueden escribir y definir funciones con gran flexibilidad ·al especificar los argumentos·. Una 

función se define a través de un nombre con sus respectivos argumentos entre corch.etes, erl"oca~lones 
se hace uso del guión bajo ( _ ) después de cada argumento. Los ñ'ornbres. de la~ f~:ncÍones son 

slmbolos, por lo que se ti~nen que evitar que comiencen con letras mayúsculas' par~'.qu¿. no exi~ta 
confusión con las ya predefinidas. :.:;:~: ;/•' .. '_,':' ···5 . e 

~ '. ;'2•_ 

Cuando se ha definido una función con el argumento x_ se Indica que puede .ser i:'ualquier 

expresión, el c'ual será utilizado en la propia definición y cuya expresión seré la que se s~stituirá en el 

lugar donde aparece la x. 

EXPRESIONES Y VARIABLES 

Definición de Expresiones 

Las fórmulas matemáticas, las listas, los gráficos son representados de una fonma unificada, 

mediante expresiones; éstas se escriben de la fonma f(e1, e,, e,, ... ], donde f es la cabecera y las e" 

son los elementos que pueden ser a su vez otras expresiones. La parte especifica de una expresión se 

hace referencia a través de los Indices. La cabecera tiene el Indice O y el elemento e¡ tiene el Indice i. Las 

fónmulas de expresión ll i 11 o Port l expresión, i ) dan el i-ésimo elemento. 

Definición de variables 

Una variable es un slmbolo usado para almacenar un valor de cualquier tipo, numérico, simbólico, 

gráfico, o una expresión cualesquiera. Normalmente, las variables son globales, lo que significa que su 

ámbito y nombre sirven para toda la sesión de trabajo. Es decir, que una variable global representa el 

mismo objeto a lo largo de la sesión. [Wolfrom2) 
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Al ir realizando diversas operaciones, es necesario utilizar nombres para los cálculos intermedios, 

de igual modo como se llevan acabo en los lenguajes de programación o en la notación matemática. Asl, 

el resultado de una operación se puede acumular en una variable. 

Ejemplo 2.3.1. 1 

1nl331:= 7x+ 9y 

O u ti 33 i= ? X•. 9 Y 
Significa que x, y son las variables. 

Cuando se escriben programas, puede requerirse que un mismo slmbol.o lo pueda representar 

diferentes v~riables,' cad~: Jna de ellas en un ámbito diferente. Por esta rázón; se defi~en a las variables 

locales; cuyos ~alor~~ y decla;aciones afectan al programa. 

El mo~o de declarar variables locales en un programa o procedimie~tÓ, 'es atia~és de módulos, el 

cuál consiste en. una· zona del programa que permite declararlas y son trai~
0

da~·-c~m~ tales, quedando sin 

valor fuera de él y su estructura es la siguiente: _-,__ :.°"' 
~-<· 

- -~ . ' 
Module[{x,y. :,. .. ), argumento; condiciones]:· . . . ..· 
Module[{:r =:r 0,y = y 0,: =z 0, ••• }; argumento; condicio.ries]; 

(1) 
(ll} 

"·:, ...... ,.·. ·, ·_ ··.·:'·: · ... ; __ .,.. ,• .. 

donde las variables :r, y, i:, .... son locales al módulo, el argumento represénia 'el .conju~_to de sentencias 

y funciones utilizadas en está . zona de código, seguidas del operador.";". pai~ lás: sentencias . de 

condición que se le asignan ~ l_as variables. -'•- • J)-, -

La segunda ln_st_rucción es válida para establecer los valores iniciales de las variables locales :r, y, z , 

de modo que ellas se pueden usár de forma simbólica cuando no están inicializadas: -

·El siguiente ejemplo utiliza variables locales (la variable t se maneja como local), donde la expresión 

se elevará a la ~uarta potencia y se mostrará el resultado de una manera explictta: 

Ejemplo 2.3.1.2 

ln[34]:= f[v_J :. Modul.e[{t}, t. (v) 4
; t. Elcpllnd[tJ] 

ln[35)= f[X+ y] 

Out[35J= x4
• 4 x3 y. 6 x2 .¡ + 4 X y3 

+ y4 
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ASIGNACIÓN DE VALORES 

Sentencias de Asignación 

Una asignación es una sentencia de la forma lizq = ldcr en la que se almacenan valores en una 

expresión o en un patrón. A continuación se indican las formas de asignar un valor a una variable, y el 

modo de eliminar una asignación: 

ASIGNACIÓN DESCRIPCIÓN 

X = valor Asigna a x un valor o expresión 

f [var] = valor n Asigna a una función un valor o expresión. 

X = Elimina el valor asignado a x . 
fuhla 6. Lu as1gnac1ón de un vnlur u un s1mbolo. 

Cuando se asigna un valor determinado a una variable permanece de modo permanente hasta que 

se elimina expllcitamente por el usuario o al salir de la sesión por completo. Los nombres de las variables 

tienen que cumplir lo siguiente: 

a) Pueden tener una longitud ilimitada (por ejemplo: a, radio, volumen_ del _cubo, 
vector, matriz, etc.). · 

-
b) Pueden tener letrasmlnúsculas o mayúsculas aunque es recomendable' que no 

comiencen ·por mayllscula; puesto· que· todos-los :objetos de_ Mathamatica asl 
inician.-. _ .. ,.::.- ·¡·:~~<,:~·;,. ·.~~;~·, ·-

c) No puedeií.éÓrnerizar con un núrnero'ü:7 es 'una variable; 1: no 10 es, ya que 
significa 1•z).-.'''·-· · · · · · 

Hay dos formas de realizar la asignación de un valor a una variable, las cuales son: 

a) lizq = ldcr 
b) lizq := ldcr 

Asignación Inmediata. 
Asignación diferida. 

La diferencia entre estas dos formas es la siguiente: la expresión que ocupa el lugar de la derecha 

(ldcr) en la senlencia de asignación inmediata ( lizq = ldcr ), es evaluada al mismo tiempo que es 

asignada; mientras que en la asignación diferida ( lizq := ldcr) la expresión lder no es evaluada_ cuando 

se realiza una asignación, sino cada vez que el valor de la variable lizq lo requiera. 

El operador := se usa con mayor frecuencia a diferencia de la asignación inmediata (=) para la 

definición de funciones, ya que en este caso, se trata de realizar una serie de órdenes que se deben 

ejecutar o evaluar cada vez _que se llama a la _funció_n. [Rodriguez] 
. . . 

Los valores_ asignados· a uná · expre~lón,· salvo aquellos que se encuenlren dentro de las 

instrucciones de Jn B!Óck o Module,: sonpermanentes en la sesión. 
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Regla de Transformación 

El proceso para transformar una expresión, consiste en aplicar una sucesión de reglas de 

transformación, éstas incluyen reglas estándar del álgebra, junto con olras más complejas que implican 

funciones matemáticas. Mediante la regla de transformación se reemplaza a cada variable (x, y,:, ... ), 

la cual se trata de una forma simbólica por un valor numérico. Para aplicar la regla de transformación a 

una expresión algebraica se puede utilizar alguna de las expresiones siguientes: 

a) Expresión /. x -• valor 
b) Expresión /. { x -> valor x, y-> valor y} 

Reemplaza el slmbolo x por el valor en la expresión. 
Se aplican dos reglas de transformación. 

La regla de transformación de la forma x -• valor; reemplaza el slmbolo o variable x por el valor 

especificado, esta regla de transformación es válida no sólo para un sfmbolo, sino para cualquier 

expresión. 

Ejemplos 2.3.2.1 

Se especifica la regla de transformación g[x_J -> s, en la cual se sustituye la función g(x] por s 
siempre que se mantenga la misma estructura. 

lnl36J:= ci.....rc9]; ·. >J . 
9g[x)~l7g[y+2J 3 +Sf[y] /. g[xJ ~ s 

Out)36]~ 9 s • S f[yJ +Ú g[~ • Yl 3 

A continuacló~; g[x_j.:.~ ~'0,,.es la regla de transformación en la que indica a g[x_J como un 
patrón, donde el argumento x puede ser cualquier expresión y el argumento se eleva a la 

décima potencia. 

Cn[37):= Claar[gJ : 

9g[x] + 17 g[y+ 2] 3 
+ 5 f[y] /. g[x_J -> n 1ª 

Out[37)= 9n
10 

• 17 n30 • 5 flyl 

Patrones· 

Los patrones representan una clase detennlnada de expresiones; sirven para buscar o realizar 

d.etermln.adas acciones sobre aquellas expresiones matemáticas que concuerden con el modelo. Donde 

la expresión puede ser una variable, una función, un objeto indexado (vectores y matrices). Un ejemplo 

de patrón es la expresión x_. [Carrillo] 

La Importancia de los patrones procede del hecho de que cualquier operación se pueda realizar 

tanto con expresiones como con ellos. Algunos ejemplos son los siguientes: 
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PATRONES DESCRIPCIÓN 

- Representa cualquier expresión simple. 

X - Representa una expresión simple cuyo nombre es x. 
------

X -- Secuencia de una o más expresiones. 

x_ + y_ Suma de dos expresiones. 

n_lnteger x_ Entero diferente de 1 multiplicado por x. 

x"n_ Variable x elevada a cualquier potencia con un valor n. 

x_"n - Expresión elevada a cualquier potencia, con valor n "'de O y 1. 

·rubia 7. El manejo de patrones. 

El patrón concordará con una expresión, si ésta tiene la misma estructura. Si dos expresiones son 

matemáticamente iguales pueden no representar el mismo patrón, a menos que represente la misma 

estructura. Por ejemplo, el patrón (1 - ..:_j2 es representante de la expresión (1-a)' y de la expresión 

( 1 - b2
)', puesto que tienen la misma estructura. 

Ejemplo 2.3.2.2 

El patrón x_ +y_ concuerda con la expresión 3a + 3b, pero no con la expresión 7bc, ni con 1. 

ln[JS]:;.. (3 a+ 3 b, 7 be, 1) /. x_ +y_-+ (x" i3) 
3 3 Out(38]= (729a b, 7bc, l) 

La existencia de alternativas en un mismo patrón x_ o x•_ es la que se muestra enseguida: 

ln[39]:= {l;x, xA2, xAJ, yA2} /. {xt xA .J-+ q 

Out[39]= ( 1, q, q, q, y2¡ 

Nota. La diferencia que hay entre una regla de transformación y una asignación; en que la primera 

sustituye al slmbolo por el valor de la expresión. mientras que las asignaciones almacenan valores en 

una expresión. Los patrones, las asignaciones y reglas de transformación son mecanismos esenciales en 

cualquier paradigma de programación. 
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2.3.J Pfrigrari.1rición PrOCcdtiral - El Sistema Mathematica 

PROGRAMACIÓN PROCEDURAL 

La ejecución de ün programa, . implica la evaluación de una serie de expresiones;· comúnmente 

éstas se pue.den encontrar s~paradas por el carácter punto y coma(;), realizando las operaciones de una 

manera secuencial. Las sentencias de control básicamente son: 

.. a) ·Las condicionales, como: lf, Switch y \\'hkh. 
· b). Las estructuras repetitivas Do, For y While. 

c) Las funciones para el control de flujo del programa 

Estr,:;cturas Condicionales 

Especifican las expresiones que se van a evaluar, sólo en el caso de que se cumpla una 

determinada condición; ésta puede ser una expresión relacional, una expresión lógica, cualquier 

predicado o combinación de ellos con los operadores lógicos. Los constructores de sentencias 

condicionales se explican a continuación. [Rodrigucz} 

La estructura lf es un mecanismo para especificar dos posibles alternativas, donde se escriben las 

expresiones que se evaluarán si la condición es cierta (True) se lleva acabo las operaciones, en caso 

contrario resultará ser falsa (False), llevando acabo el proceso que se indique en esta alternativa. Cu_ando 

la condición no es ni True ni False, entonces se realiza la expresión alternativa. A continuación se 

muestra la sintaxis: 

lf(condición, expresión True, expresión False, expresión nltemntivn] 

Ejemplo 2.3.3.1 

Se muestra la condición que consiste: si x es mayor a O, se imprimirá una gráfica de la función 

i:oseno en el Intervalo .de (-1O,1'01. e~ caso contrario se imprimirá el valor de cos(1t }. 

ln[40]:= x. eosCO! 
Out[40];;;, l. ·... · 
ln[4 I]:.:. If[X> OiPlot[COs[i]. (i, -10, 10). Axes~ J\utxmatic]. X•"; Pcint[COs[x]J] 

l. 

\ / 
\ 

' ' --1o---,<------1-----1----i---\-------1- -

\j 

Out[4 I ]~. Graphics -

\ /º·5 
\.j -1 

TESIS CON 
FALLA fE OR'.GEN 

10 
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2.3.3 Programación l,roccdurul El Sistema Muthemutien 

Con dos o más Alternativas 

La ·función Switch ejecuta la expresión, luego compara . el resultado con . cada· una de. las 

condiciones hasta que coincide con una de ellas, donde evalúa y regresa .el' valor correspondiente. La 

sintaxis es: . ··.. .· 
Switch 1 expresión, condieión I, vulorl, condición2, vulor2 ..... condiciónk, vÚlork 1 

Ejemplo 2.3.3.2 

Se crea una función llamada "Determinaques" donde se especifica ~I tipo d~ ·da!~ (ya sea un 

número complejo, un real, un racional, un producto o una cadena) q~e·s~.ha incorporado a una 

lista y se le aplica la condición establecida. 

ln[42]:= 
lletax:minaques (X _J : • SWi tch [X, 

_Ca!plex, Im[x], 

_Rat:i.onal., N[x], 

_Peal., Raticnal.ize[x] , 

_Tinas, X( [l) J , 
_Synbol, l+x2, 

_, '"lhe Head. is 11 <>ToString[Haad[x]] ~>º."] 

ln[43]:= 
1 . •· . 

Detax:minaques/0{12, 11x, 2.1, '3, z,-9.1,_4+2i, n,· 11cina"} 

Out[43]= 

{'The Head is Integer., 11, ~. 0.3333:33, 1> z2, _92, 2, l +n 2, 'The Head is String.) 
10 ... . . . . 10. 

La estructura Which evalúa consecutivamente las condiciones 1, 2, ... , n hasta encontrar una 

verdadera y devuelve el valor de la expresión ·a~~~ia.da. La slntaxi~ de es.ta sentencia es: 

Which [ condiciónl, exprcsiónl, ..• , eondiCión n, expresión n] 

Ejemplo 2.3.3.3 

Se hace uso de la función con tres condiciones, donde el tercer caso es el valor True. 
ln[44]:= h[x_J := MU.ch[x< O, xA2, x> 5, xAJ, True, O] 

Se cumple la tercera condición. 
!n[45j:= h[S) 

Out[45[= O 

Se cumple la segunda condición. 
ln[46J:=h(lOJ 

O u ti 46 j= 1000 

Se cumple la primera condición. 
ln[47]:=h(-lJ 

Ou1[47)= 1 
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2.3.3 l'rogrumación Proccdurul El Sistema Mathcmatica 

Bucles 

Los bucles (iteradores) indican el número de veces que se debe realizar una operación. Resultando 

ser una lista de 1 a n elementos. 

a) Ejecuta Ja función n veces: 1 n l 
b) Ejecuta Ja función desde var = 1 a var = vmax incrementando en 1: ( vur, vmax 1 
c) Ejecuta Ja función desde var = vmin a var = vmax incrementado en 1: { var, vmin, vmax l 
d) Ejecuta la función desde var = vmln a var = vmax incrementado en vpaso: {var, vmin, 

vmax, vpaso l 

Los ciclos permiten que un conjunto de expresiones sean evaluadas en un determinado número de 

veces, mientras se cumpla la condición o Ja expresión condicional se cumpla. 

La estructura Do evalúa las·, expreslon.e~ !:!º un ·.cierto número de veces, permitiendo .repetir las 

operaciones con diferentes v~Jo(es. par~ las iiárlables .de Iteración las cuales se incrementan o 

decrementan cada vez ~ue .se iepita el proé:esii: y s~ utilizan p~ia controlar Ja ejecución del éiclo. La 

· Do[éxp~csiÓn; {n} J 
o 

O~( exprésión, {i, inicio, fin, aumento} ] 
: --: . , ··'. ~:::'.-.·.~-;/. .. . : ' 

Evalúa repetidamente J~ expresión especificada para cada uno de Jos valores de "i;; comenzando 

en "inicio'' h·ast~ . ''fi~~:· iri8;;.;.;~ntá.ndose con "aumento" sucesivamente en el valor .. de "i''. Al. no 

especifiear las opciones ~'inicio", "a.umento" se toma por defecto el valor 1. El bucle Do puede contener 

~ás de ~~ iter~d6i. 

Ejemplo 2.3.3.4 

Se mándan ~ Imprimir los primeros 1 O números enteros (iniciando en 1) elevados a la cuarta 
potencia.. · 

ln[48]:= [)o (Print[iA4J' {i, 10)) 

Out[48]= 1 
16 
81 
256 
625 
1296 
2401 
4096 
6561 
10000 
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2.3:3 ProgrumaciónPr~c~durul e- . m Sis1c1nu Muthemaiica 

Con el· ciclo For las _expresiones del argumento son evaluadas repetitivamente hasta que la 

expresión lógica o relacional cumpla la condición. La sintaxis es: 

For [expresión inicial, condicit\n, incremento, expresión! 

Se evalúa la expresión inicial y procede evaluando consecutivamente la expresión especificada e 

incrementando hasta que la condición sea cierta. 

Ejemplo 2.3.3.5 

a) Se determina el factorial de siete a través de un cl~lo fer. 

In[49]:= For (mm= l; i. • 2, is'.}; i•.~· ~.~:il i J11ml 
Out[49]= 5040 . . .- , ; • • . ·-· .. 

l>l El siguiente ciclo muestra q&~ la ~ari~IÍle t s~ ~~nd~ ~-Ua:riar cada vez que se ejecute el 
proceso hasta cumplir la condiclón_de que l elevado.al cuadrado sea menor a 20, mientras 
tanto se imprime el número más la variable x. -.... - · · · ... 

. - . ,. 

ln[SO]:= For[:i.• l; t • x, i 2 
< 20·: i++, t = t+ i.; PJ:intCtJ) . 

Out[50]= l+ x 
3+X 

6•x 
10+ X 

El ciclo Whilc, evalúa la expresión especificada mientras la condición sea cierta. La sintaxis es: 

While (co~dicÍón; expresión] 

Ejemplo 2.3.3.6 

Se imprimirá el término Independiente de una lista con los monomios de un polinomio de cualquier 
grado. 

ln[S I ]:= i. (4xAJ, SxA2, 3x, 9); i .1; 

'Nhil.a(i s Length (l] • If( tblbu:Q(l[ (i) 11. Print (l( (i] 11 1; i++ 1; 

Out(SJ]= 9 

Con los bucles For y Oo, siempre se evalúa la condición antes de evaluar el argumento, y tanto no 

se cumpla la condición finaliza el proceso. El argumento del ciclo se evalúa únicamente en aquellos 

casos para los cuales satisface la condición. 

En la programación procedural, las estructuras secuencial, condicional y repetitiva sirven para 

establecer el control de flujo de un programa. En los ciclos el control de flujo, generalmente no depende 

de los valores de las expresiones dadas en el argumento, sino en las expresiones condicionales. Cuando 

se tiene que modificar el control de flujo de un bucle en un procedimiento, se tienen las siguientes 

funciones: Break, Return, Continuc y Goto. (Wolfram2] 

1 
TESIS CC'N 

FALLA DE OR:GEN 
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2.3.4 El Sistema Muthcmutica _ 

RECURSIVIDAD 

Tlomp~ do vÍd~ do u~a varlablo · 

El Ue~po de vid~ se-r~~ere al intervalo d~ ti~mpo-_que trascurre desde qUe se crea la variable hasta 

que se dest;uyé.una v~ri;ble se cr~a en el móníénto que-se_ ejecúta slJ decla~~ciórí y se destruye 

cuando finaliza el blo~~e de instrucciones en dond~ fue d~clarada: Por eje,:,,plo: : -

:..(, :~;:.::·. ·,. 

lf(n ,; Z, ·:'.: i :: > !• . • .. 

• Pri11t [n =.123] •.:;, • ic(a) 
prlnt ( n =213] ·· · ·: ( b) 

d-7:c .f·: 'tc:y •\(e)_ 
La variable.nse ere~ en ~I ~orn~ntó'~~-~j~cut~r 1li'f~sínicclÓn (a) y se destruye al encontrar el final 

del bloque de in~trucclon~~-en. (e). En (bl'~~,a~i~n~'u~"ñuevovalor a la variable n, que ya existla. Un 

mismo idenÍifÍ~dor se p~e~e'us~rp~ra•~d~biai ~--d¡f-;ir~~t~s v~riábÍés. :Pór ejemplo en el siguiente 
código: - :·;:;: ---, -~ -" .. · ·- '' ":;_ -·::,;· . 

-, "-:.5:. ,";;::. .;··X" <- .. 

X . ~ ~". ~ ~-; ;:~-:~¿ ~~;~:) 
X = fÚ~ciÓ~(~, .bi . ' -' 

-( _.·:_.~:.,·: ':'", ~: " .... > 
La variable X del primer bloque no tiene nlngunl! rela_cl6n-·con la' variable X del segundo bloque. Se 

trata de do_s 'v~riables que se identifican por el ml~m;;-:;;'ombre. Se_ podrfa renombrar la variable x del 

segundo bloque, por z sin cambiar en nada la ejecución del programa. 

Incluso, la declaración de una variable puede aparecer una sola vez en el programa, pero aún asl 

servir para identificar varias variables durante la ejecución del programa. Los parámetros de una función 

· 'también s.on variables. Se crean en el momento que la función es Invocada y se destruyen al finalizar la 

ejecución de la función. 

· Alcance da una variable 

Es el conjunto de instrucciones en la que esa variable es visible por medio de su identificador. El 

alcance está delimitado por la primera instrucción que sigue a su declaración en el programa, hasta el 

final del bloque en donde fue declarada. 

Definir Funciones 

El definir una función es generalmente por medio de la expresión f ( _ J • por ejemplo ( 2.3.4.1) se 

pide crear una función que eleve al cuadrado el argumento, quedando de la siguiente manera: 

ln[52J:= f[x_] := x"2 

ln[53]:= f[a+ b+ e] 

Out[53]= ca+ b • C) 
2 

La definición de f [x_J:= x 2. se especifica que al encontrar una expresión que coincide con el modelo 

f (x_J , debe reemplazase ésta para elevarla al cuadrado. 
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·2.3.4 Recursividad ··~ .. m Sistema Muthcmutica 

-, .--· ' 

Con respecto a la función de flx_J = puede compararse con la 'definición de: f [a) = b para variables 

que se manejan a través de un Indice;· donde f (a) = b especifica .~ue: ~ie;,:,~re .. que· oc~rra f (a], será 

reemplazado por b. Sin embargo ésta no indica nada sobre las ·expi,esion~s com.o f. ll'f, donde f aparece 

con otro Indice (v). 

La diferencia entre definir una variable puesta en un Indice y en upa funcióf1 es la siguie.nte: 
;.-.. · 

a) f[x) 
b) f (x_J 

Definición para una expresión que es exdusiva .de x.· 
Definición para cualquier expresión referenciada coma x_. 

Función Recunilva · 

Una función es recursiva cuando se invoca a si misma; y se caracteriza por: 
• . ' •. .• •• '1 

a) La axistencla de una condición de salida para que la. recursividad no se cicle hasta 
marcar stack overflow. 

b) Se reclJ1ere Incluir parámetros (puede utilizarse variable~ giobales; pero esto no es 
recomendado). · 

c) La condición .de salida y los parámetros e:stári relac;~n~dos. · 

d) Son llamadas recursivas (a si misma) ya que ~educen el taniáño del problema 
(convergen al caso base). · ·•· · ·,:···•·.,/:>;·•\'.'<··! .• .. •<. · 

:,.-,·: 1 · 

e) Las llamadas recursivas van quedando pencÍiení~s .hasta' Íl~g~; '81. ~so base.· Al 
llegar a la condición de salida (el caso base) se.des'encadena.'el.cálculo· de los 
resultados pendientes. 

Ejemplos de recursividad: Los números naturales, los r~corrido~'~e.·árÍ:>ale~(ejempld AVL),.la Torre de 

Hanoi, la potencia de un número, el factorial, el número de Fibona~cl, el. interés CC>mpuesto, entre otros. 

Funciones que llaman los valores 

Al realizar la definición de una función y el usar una asignación." := ''. el valor de la función es 

llamado cada vez por la misma hasta terminar el proceso. En algunos casos puede finalizar, solicitando 

el mismo valor de la función muchas veces. 

Mathematica realiza automáticamente procesos donde una función es llamada asl misma para 

ejecutar. un ciclo hasta que este termine, lo que permite que funciones como el factorial se realicen. 

Ejemplo 2.3.4.2 

Se define una función para el factorial. 

ln[54 ]:= el.factori.al.(n_Xn~?NonNegative) : = neliactoriA.1. (n - l) 

ln[55]:= el.factori.al.[OJ = l: 

ln[56]:= elfactori.al.[lOJ 

Out[56]= 3628800 

66 



2.J.4 · Rccursividud El Sistema Mathcmutica 

La definición matemátlea para· el factod~I se emplea de manera directa, donde el modelo a seguir 

es: f[n..J:=f[n-1)(n)yf!OÍ='f[11=1. . 
. . 

· Esta'definicib~ espJcifica·que>para cualquier.f [~)~elle reemplazarse por: f [n_J:= f [n-1](n), sólo 

cuando n =; 1 o n "='o el re;ultado ciJilerá ser 1: 

Ejemplo 2.3.4.3 

Se aplica la condición de la función factórial para que sea 1; 
lnf57):=f[OJ.• f[1] • 1 . . 

Out[571= 1 

Se muestra la relación de la recursividad para la función factorial. 
ln[58I:= f¡n_J :. f[n-1) (n) 

Se usa la definición para encontrar el valor del factorial 1 O. 
ln[59):= f(lOJ . 

Out[ 59)= 3628800 

Se solicita información para la función f[n). 
ln[60I:= ?f 

Global"f 
f[OJ = 1 
f[ 1) = 1 

f[n_J := f[n- lJ n 

Número de Flbonaccl 

Otro ejp.mplo de recursividad es la función de Fibonaccl dada por: f (x) = f (x -1) + f (x -2), Hay un 

intercambio involucrado recordando los valores; por lo que es más rápido enconÍrar un val~r en' pa~icular, 
pero requiere más espacio en memoria para guardarlos. Normalmente se definen fun'ciones sólo para 

recordar los valores. 

Ejemplo 2.3.4.4 

Definición del número de Fibonacci: 
ln[61 ]:= nunfibo2(0J •O; 

nunfibo2(1) • l; 
rmnfibo2(n_Xn~?NanNegativeJ == 
nunfibo2(n) = mafibo2(n-1) + nunfibo2[n-2J 

ln[64]:= rmnfibo2ClOJ 

Out[64)= 55 

Se condiciona la función recursiva numfib. 
(n[65):= runf.ih[OJ = m.nf.ib[1) = 1 

Out[65)= 1 
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El Sistema Muthcmuticn 

Se define una función numfib que almacena todo los valores que encuentra. 
ln[66[:= mmfib[x_J :. mznfib[x) = nunfib[x-1) + mznfib[x-2) 

Información sobre la definición original de numfib. 
111[67[:= ?mmfib 

Global "numfib 
numfih[OI = 1 
numfib[ 11 = 1 
m.nnfib[x_I := numfiblxJ = numfib[x-11 • numfib[x-2) 

Se ejecuta la función con numfib[1 O]. 
ln[68I:= mmfib¡lOJ 

Out[68]= 89 

Se guardan todos los valores de numfib encontrados hasta ahora expllcitamente. 
ln[69[:= ?mmfib 

Global· nurnfib 
numfib[ O] = 1 
numfib[ 11 = 1 
numfib[21 = 2 
numfib[3] = 3 
numfib[4] = 5 
numfib[ 5] = B 
numfib[ 6] = 13 
numfib[ 7] = 21 
numfib[ 8] = 34 
numfib[ 9] = 55 
numfib[ 10] = 89 
numfib[x_I := numfib[x] = numfib[x- l] • numfib(x-2] 

SI se pide el valor de numfib[10] de nuevo, simplemente busca el valor. 

ln[70):= mmfib[lO] 

Out(70]= 89 

El numfib[x_J se define para el "programa" numfib[x]: = numfib[x - 1) + f [x - 2). Cuando pide un 

valor de la función numfib, este se ejecuta. El programa· calcula el valm de numfib[x - 1) + numfib[x e 2), 

entonces almacena el resultado como numfib[x): 

Es a menudo usar funciones ·que· guarden· los valores, para que· lleven a cabo la acción de 
recursividad. 
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2.3.5 Funcional El Sistema Mathcmatica 

FUNCIONAL 

El paradigma de programación funcional es uno de los fundamentales conocida también como: 

programación declarativa o aplicativa. Como tal, permite aunar los componentes de especificación y 

programación en las tareas de solución automática de problemas. Han sido muchas las personas que 

han aportado elementos para lo que ahora se llama programación funcional. En el siglo XIX George 

Cantor, Leopold Kronecker, y en el siglo XX Giuseppe Peano, los Markov, Kleene, Turing, Hoare, John 

Backus, y muchos más. 

Mathamalica ha sido creado para una programación funcional, esto significa que las funciones son 

anidadas unas con otras. Permite que los argumentos de una función predefinida o creada por el usuario 

admita como argumento otra función Este mecanismo facilita la utilización y la creación de nuevas 

funciones empleando las ya existentes. 

Programación funcional 

Suministra funciones para la manipulación de los datos, el modelo de ejecución de los. programas 

funcionales puede ser capturado por el proceso .de reescritura de términos. Es conocida también como 

programación orientada al valor donde,,existe.n"alguna.s .razones por las que es importante: 

[\\ww.doccntcs.up.cdu.pc] 

1) Prescinde de operación de asignación. 

2) Alienta a pensar en altos niveles de abstracción. 

3) Provee de un paradigma para programar en paralelo. 

4) Es ampliamente aplicada en la Inteligencia Artificial. 

5) Es bastante útil para el desarrollo de prototipos. 

6) Esta fuertemente conectada a la teorla de la computación. 

Las funciones definidas en un programa funcional se pueden ver como un conjunto de reglas de 

reescritura, es decir, pares de ténminos 1 --> r, donde 1 es la parte izquierda de la regla (lhs, left-hand-side) 

y r la parte derecha de la misma (rhs, right-hand-side). Su interpretación operacional es: una instancia 

(llamada redex) de una lhs puede ser reemplazada o reescrita a la instancia correspondiente de la rhs. 

Esto sucede en cada paso de reescritura. El dato de entrada es un ténmino sobre el que se aplican 

pasos de reescritura. El proceso de evaluación del dato de entrada concluye cuando ya no es posible dar 

más pasos de reescritura. 

Ejemplo 2.3.5.1 

a) Las siguientes reglas de reescritura definen la función factorial. 
fact(O) --> 1 
fact(n) --> n•fact(n-1) 
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b) La elÍalu~ción ·del término fact(2) procede como sigue: 

ta6~2) j 2;fact(1) ->~;·1~f~ct(~)_, 2·1·1.= 2 

'' .: .... 
Los lenguajes fund~nales ofrecen ;;I pr0gramador. un buen número de recursos expresivos que 

permiten resolver problemas com;plejos m~diante p;~gram~s peq~eños y robustos. . .. -·· -· _ .•.. · ..... , ,- ·. ' '· 

En este paradig~~. u~-,~rog'r~·~~ ~º~~ta de: 
:·¡·;-,- i.:::t·: 

a) ·un C:ónjunio cíe; Óperáciones primitivas cuyo significado está predeterminado en el 

siste~~. Por e]e;;,pÍo, 1a suma de números enteros, 1a resta, e1 prod~cto, etc. 

b) Un co~junto d~ :definiciones de función, establecidas. por el ~rogramador,· que 

eve~t~almente emplearán las operaciones primitivas. Por ejemplo, la función 

Fact~r1á11.' 
;_>.... ·.· ··.- _·.·.·.-·:>:~> .... . 

e) . Un dáto de entrada (entendido como la aplicación de una de las fundones ;derlnÍdas' 

sobr~ ótros datos). ''- · :\:' ' ;' 

. "' -. , -< -~~::' -... ·~. 

Evaluación -· 

La ejecución de un programa funcional consiste e~ el Cálculo del_,valor asoC:Íadó'al d?Ío de entrada 

de acuerdo con.'las definiciones dadas para las funciones en el,pr~g~~~a~ Un d~to 'de entrada es una 

lla.mada a u~a f~nclón f, sobre un conjunto de argumentos t1 ~ : .. : ~ .'qÜe ~e-~~présa ~mo f (t1, .•. , tn). 
:·---:-··--·~_-: : _:-· - . -_'. - -.. _·~:-_.· ._-, ... ·.·; ·'"< _'_-~·.,_.:::.:/.' ,.,:;,, -.. -~~!- -.. - . 

El. proceso de. cálculo de dicho valor se conoce corn-º evaluación_ del :dato de e,ntrada. Dicha 

evalua~ló~ puede: realizarse de varias formas, pero hay dós' e~t¡:atigi~s j;:Jrid~~e~tales para llevarla a 
cabo: . ' ....• ;•_ ... ' .. ,., .· . 

a) La estrategia voraz (eager): evalúa todos los argumen.tos antes'de .evaluar 

la función en si. 

b) La estrategia perezosa (lazy): solo evalúa los argÚmer:itos, si es necesario 

hacerlo para evaluar la función. 

Comportamiento Operacional 

La evaluación de un dato de entrada t a su valor s, puede descomponerse en una serle de pasos 

simples de evaluación t = 11 --> 12 -->. ''· -->In= s. Esto describe la ejecución del programa sobre el dato de 

entrada como una relación entni.términos que contiene pares 11 --> 12, t2--> 13, ... , tn-1 -> tn pasos de 

cálculos Involucrados en _la eval_uaci6n completa del dato de entrada. 

·., ._·,·_:··_,. 
Los programas'se. estructuran como formas y funciones. Una Fonna es una expresión simbólica en 

posición de ser evaluada. 

TESIS CON 
FALLA PE ORIGEN 
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2.J.s 'rüncional 

El proceso de valores, se realiza mediante la evaluación de una Forma; todas ellas tienen valor, 

sean estas constantes numéricas, átomos literal,es o expresi~nes simbólicas. Uno de los errores más 

tlpicos al programar es el de tratar de evaluar una forma que no tiene valor. El valor es el resultado de 

evaluarla. 

Argumentos Funcionales 

Una función es además un objeto de dalos que puede ser suministrado a otra función como 

argumento. Esta posibilidad contribuye a la facilidad con que se puede adaptar a las necesidades de 

cualquier programa mediante la incorporación de nuevas funciones, que en su comportamiento resultan 

idénticas a las primitivas. 

Funciones Primitivas 

Se describe una serie de funciones "primitivas" en el sentido de que están definidas en la norma 

del lenguaje, para distinguirlas de las funciones creadas por el usuario. 

FUNCIONES DESCRIPCIÓN 

App/y{función, expresión] Reemplaza la parte central de la expresión por medio de una 
función. 

Cases[ {lista}, patrón] Da una lista de todas las partes de la expresión que coincide 
con el patrón. 

Distribute[funo, [ x,, xz, . ll Distribuye sobre la función funo la suma de los elementos x. 

Fold [función, x, lista] Muestra el último elemento de la función. 

/nner[funo, lis1, lis2, fdos] Se agrupan las listas lis1 y lis2 de acuerdo con las funciones 
funo y fdos. 

Map[función, expresión] La expresión se aplica a la función para cada elemento en el 
primer nivel. ,. 
Aplica a todas las partes de la expresión en los niveles Mep/ndexed[f/expre, nivel] especificados de la función f. 

Outeitfuno, lis1, lis2. 1 
Combina cada elemento de list1 con cada elemento de list2. .. Esto da todos los posibles pares de ambas • 

Select [lista, condición] Selecciona los elementos de la lista que cumplen con la 
condición. 

Thread[función[argumento]] Agrupa a la función sobre cualquier lista que aparece en el 
argumento. 

Tubla 8. Algunas de las d1\'crsas func1oncs de Mathcmut1ca. 
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e 2.3.5 Funcional El Sistcrmi Mnthcmutku 

Ejemplos 2.3.5.2 

a) El Map es generalmente más rápido que un ciclo Do, pero para las expresiones largas un Do 

puede tomar menos memoria. Invierte cada uno de los pares en la lista. 

ln(71 (:= Reverse/OC (a, b¡, (e, d}, {e, fJ ¡ 

Oul(71(-" ((b, ªl• ¡d, e¡, ¡f, e¡¡ · 

b) Con Apply, la parte central de un producto es Timos. Se da originalmente una lista que se 

convierte en producto. 

ln(72(:=T:imes oo ¡x, y, z¡ 

Out(72(= xyz 

c) Con Fold, es una definición de la función factorial en un estilo funcional. 

ln[73(:=factor[n_l := Fold[Tines, 1, Range[n]) 

cn¡ 74 ¡:= factor[10J 

Out(74(= 3628800 

ln[ 75 (:= cr.-r¡factor] 

d) Los Cases también pueden realizar un reemplazo arbitrarlo en las condiciones que coinciden con 

el modelo dado. Se toma todos los múltiplos de tres, mientras se reemplazan por sus cuadrados. 

[n[76j:= L= Array[Ranclan[J:ntagar, 10] &, 15]; Prlnt[L]; 

cases[L, x_? CMxl[#1, 3J ==o &J .. x2] 
es, s, 1, io, s, 6, 6, 9, 10, 2, 3, 2, 1, G, 1r 

Out[77[= { 36, 36, 81, 9, 36¡ 

e) Con lnner, se consigue el producto de una matriz por_ un vector. 

ln[78]:= :Innar[TimBs, ((1, 2, 3), (4, 5, 6), (7, 8, 9) ¡, v = {x, y, z}, P1usJ 

Out[78]= (X+ 2 y+ 3z, 4 x + 5y+ 6z; 7 x+ 8 y+ 9 z¡ 

f) Con Outer, se efectúa la suma de dos listas. 

[n[79]:=0Ul:er[l'1us, (x, y, z¡, ¡2, 3, 4¡] 

Out[79J=CC2+x, 3+x, 4+x¡, (2+y, 3+y, 4+y), ¡2+z, 3.z, 4+z)) 

g) Se crea la función suma lista; y da todas las posibles sumas de las sublistas de la lista. 

ln[SO]:=smalista[l._J :. Sort[Dist:r:il:uta[~[{O, lJJ, List, List, List, Pl.us]J 

Slmlll.ista[ (1, 2, 3) 1 
Out[80(= ¡o, 1, 2, 3, 3, 4, 5, 6J 
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2.3.6 Modular El Sistema Mathcmuticu 

MODULAR 

Módulos y Variables locales 

Mathematica normalmente asume que todas las variables son globales; esto significa que cada vez 

que se usa un nombre como x, se asume que se está refiriendo al mismo objeto. Cuando se escriben 

programas, probablemente no se requiera que todas las variables sean globales. Por ejemplo, se puede 

necesitar el nombre X para referirse a dos Variables totalmente diferentes en dos programas diferentes. 

En este caso, se necesita que x' sea· tratado como una variable local en cada programa. [Wolfram3] 

La programación modular permite la descomposición de un problema en un conjunto de 

subproblemas independleníe·s"· entre· si, más sencillos de resolver y que pueden ser tratados 

Los paráioetro,s s~~ ~na les de· comunicación para pasar datos entr~ programas y. subprogramas 

e~ ambo~ s~~tld~s. Los pafá~etros va~ asociados a variables, constantes, expresiones, etc., y por tanto, 
. . .. .. _. .- ' ·, . . . '·. '. '·. 

se Indican mediante los correspondientes identificadores o ~xpresiones: [Camilo] 

. ProcedlmlentL~ ; .. "/ · ..• ·. e . ·:'~ 
. ·: ~;· 

Los subprogramas se. declaran inmedia'Íame'nte'despÚ~s :de las variables del programa principal, 

teniendo la precaución de que si un subpro!irama llama'iofro; 'ei referénéiado o llam.ado .debe declararse 
pri~~~~. ·- -.. - - . . .. . ·>-----:~·:·~ .. ~,-.\·:--_<,-·-;<:,: 

Es conveniente crear variables locales dentro de l~s procedimientos, con el fin de que 'no afecten 
. ···. ··. 

sus valores . a las variables declaradas fuera del propio procedimiento. Para declarar estas variables 

locales en una función se emplean módulos con la siguiente sintaxis: 

Module [{a, b, c, •.. }, procedimiento] 

donde el procedimiento es una secuencia de expresiones. 

Ejemplo 2.3.6.1 

Se define una función que extrae el coeficiente del término de mayor grado de un polinomio, 

utilizando un procedimiento (conjunto de expresiones a evaluar ) con variables locales . 

. ln(SI):= 
DlllXim:>coefi.cimlta[ p_J : = M:d.lla[ { ooafi ,mcpo¡ , mcpo= ~t[p,x) ; 

ooefi= Coeffici.ent[p, x, mcpo( 1 
f n[82):= naxim:>ooafi.cimlta( x

4
+17 x

6 
+20 x

7 
+10 x 9 +100] 

Out[82]= 10 
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-2.3.6 Modular . _El Sistc,;,a M~thcmatica 

La manera más común en que se usan los módulos, es a través de va;iab¡;¡¡ t~~porales o 

intermedias dentro de las funciones que se definen. Es importante asegurarse que t~les ._v_ariables se 

guardan como locales. Si no es asl, entonces se encontrará el problema que los nombres de dichas 

variables puedan coincidir con los nombres de otras. 

Ejemplos 2.3.6.2 

La variable temporal t se especifica para ser local al módulo. 

ln[83]:= f[v_J :.Hodule[Ct), t. (l+v¡ 2
; t=Expen:i[tJ] 

Esto ejecuta la función f. 

ln[84 ]:= f[a+ b] 2 2 

Out[84[= 1.2a+a +2b. 2ab· b 

Se pueden tratar a las variables locales simplemente dentro de los módulos como un objeto más. 

Por ejemplo, al utilizar los nombres para las funciones locales se les asignan los atributos a estos, para 

ejemplificarlo enseguida se muestra un módulo que define una función local f. 

ln[85]:= gfaclO[k_J :=Mxlule[(f,n¡ ,f[1J=1; f[n.:,J :=k+n_ f[n-11; f[10J J 

Efectuando lo anterior: 

ln(86]:= gfacl.O[O] 

Out[86]= 3628800 

Se especifica a t como una variable local, con un valor Inicial u. 

fn[87]:= g[u_J :. Modul.e[(t= u), t+• (ti (1+u)) J 

Usando la definición de g. 

ln(88]:= g(a+ b] 
Out[88]= 

a+b 
a+b+ ------

1 +-a ... b 

Se puede definir los valores iniciales para cu~lesquiera de 1~!> v~rÍable~ lo~ies"e~ Ün' mÓdÜlo. Los 
' . · .. ' '.·'. · .. ' 

valores iniciales siempre se evalúan antes de que el módulo se ejecute.· Como resultado, aun cuando un 

slmbolo x este definido como una variable local en elm6dulo: x se usa;á co~~ global ~I ap~rece en una 

expresión con un valor Inicial. 

función:= Module [variables, argumento/; condiciones] 
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- 2.3:6 - Modular El Sistema Mothemoticn 

Cuando se definen las condiciones /; se necesita a menudo introducir las variables temporales. En 

muchos casos, es necesario compartir a estas con la definición del argumento del lad-o derecho. 

Se define una función sujeta a una condición_ 
lnlK91:= h[x_l ==Modula( {t), t?-1 t; (t= x-4) > l] 

Se comparte el valor de la variable local t entre el argumento y la condición del lado derecho. 
lnl90j:= h[lOJ 

Outj90i= 35 

Constantes locales 

El módulo -permite preparar variables locales para asignar cualquier sucesión de valores. Sin 

embargo, con frecuencia se necesitan constantes locales en donde se asignan una vez el valor. 

With [tr = x o. y = y 0, = = zo • ... }, argumento ] 

Ejemplos 2.3.6.3 

Esto define un valor global para la variable vglobal. 
ln[9 l j:= vg1cbal. • 20 

Outj91 j= 20 

Se define una función donde vglobal se ocupa como una constante local. 
lnj92J:= w[x_l :. With( (vgl.d:lal = x+ l), vg1cbal. + vqld:•u.3] 

Se usa la definición de w con el argumento (a + b + c). 
ln[93]:= w[a+ b+ e] 

Out[93 J= 1 +a • b •e+ ( 1 • a+ b • e) 
3 

Se observa que vglobal conserva su valor original. 
ln[94j:= vg.Lcbal 

Out[94J= 20 

En el Module,_ los valores Iniciales se definen y se evalúan antes de que se ejecuten. La expresión 

vglobal + 1 da el valor de la constante local vglobal donde se evalúa con el valor global. 

lnJ95J:= With[{vgldlal• vqlcba1+ lJ, vglabal.
2

] 

Out[95]= 441 

Con la funcló~ With [x = , ... , argumento] se trabaja tomando el argumento y se reemplaza en él 

cada ocurrencia de x. Se puede pensar que With como una generalización del operador I , conveniente 

para la aplicación de codificación en lugar de otras expresiones. 

Se reemplaza x por b. 
ln[96J:= With[{X• b¡, x.101 

Out(96]= 10 
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2.3 .6- Modular 

Después del reemplazo,:-~¡ argumento es b = 10, por c~nsigUien.te ei'valor.global es 10._ 
1111971:= b - - - - " - -

Out[971.;, 10 

Algunos veces With está como ún caso especial de Module, en donde cada variable local se le 

asigna una vez el valor .. 

Una de las principales razones para usar With en lugar de Module, es para entender_ fácilmente lo 

que se escribe en los programas. En un módulo, si se requiere saber de la variable lo-cal ~ ... en un 
·, .. 

momento dado, se tiene que remontar a través de todo el código del módulo para saber el valor de x. Sin 

embargo, la estructura de With se puede averiguar de un modo fácil el valor de una constante local, es al 

observar la lista inicial de valores, sin tener que remontar a través de todo el código.-

Se pueden utilizar las funciones Module y With al mismo tiempo. La regla general consiste, en que 

entre más Interno se encuentre ia'variable, su valor estará en vigencia hasta terminar su uso. 

Anidado las estructuras con With, el más interno es el actual. 

ln[98I:= With( (vglcbal.= 10), With( (vglcbal.= 15), vgl.cbal.
2 11 

Out[98I= 225 

Se pueden mezclar las estructuras de Module y With. 

ln[99I:= Modul.e( (vgl.cbal.= 10¡' With( (vglcbal. = 15¡' ~211 
Out[99]= 225 

Variables en funciones puras 

El Module y With permite _dar una lista especifica de slmbolos _cuyas variables se tratan como 

locales, en ~lguna·s ocaslonlls_s_e re_qUiere tratar cierto slmbolo de_ manera automática como local_. SI se 

usa una función pu;a coníoFúllction(Cx}, i~ aj, se requiere que X sea tratado como local, cuyo parámetro 

es especifico; ademés ~~n~e x a~a~ece como regla de: f [x_J -> x 2 o como definición de f Í..:-1:= x 2
• :.; , ... ,... " ' . . 

Matheníatic~-;-~sa· ~-n ~squema uniforme, para asegurarse que los nombres de las variables que 

aparecen en -·la~ estr~cturas, se guardan en funciones puras o reglas de transformación. (Carrillo, 

;-, WolfrnrÍ13] 

-Ejemplo 2.3.6.4 

Una función pura anidada. 

ln(IOO]:= Funct:ion((x¡, li\Jnctian[(y), x+y]] 

Out( 100 ]= F\Jnction [ { xJ, F\Jnction [ {y} , x • y] J 

76 



El Sistema Muthcmatica 

Cuando se mezclan las estructuras de alguna for~a, se: efectúan los cambios de nombre para evitar 

conflictos. Las reglas de transformación, son estructuras-par¡¡_los nombres que se asignan a los slmbolos 

que representan las variables locales. 

La variable x es asignado en h y se considera como local a la regla que va con .~_. 

lnflOlf:= With[(X= S¡, q(x_, X) ~h¡x¡¡ 

Outf 101 f= g(x_, 5) ~ h[xl 

Bloques y Valores locales 

Los módulos 'permiten tratar a los nombres de variables _como valores locales. Sin embargo, a 

veces, se necesita que estos puedan ser globales, pero se asignan como local. Estci se puede hacer en 

la función Block. A continuación se observa la preparación d_e valores locale~; 

Block[{.\', y, ... ), argumento] Evaiuaclón_d~I aigum~nio co~ v~Í~res locales x: y, ... 
Block [{x = x o. y =Yo .. ... ) argumento] . Se ·a-signan valores ln_lclales ax; y, ... 

En el Block la variable x se describe_com~:-, B:~~ck[:-/.arg~m~nto]. Sin embargo, toma un valor 

global; el bloque hace que_elyalordex3e~;_1()ciit.'E1:11~1()/~ue}tenla ~ntes de que se insertará en el 

bloque, se restaura.cuando se terrTIÍ~a láeJ~~ucÍóri d~:ést~'y durante el proceso X puede asumir algún 

•valor.· 

' --· - -·... "·"~-' -~ 

Al slmbolo prueba se le asigna la cantidad de 15. 

ln[I02]:= prueba • 15 
Out(I02)= 15 

Las variables locales en los módulos tienen nombres únicos. 

ln[I03):= Mx!ul.e!(pruabaJ ,l?rint[pnmblJ 1 
prueba$11 

El slmbolo prueba se le asigna un valor local dentro del bloque. 

ln(I04]:= Bloc:k[ (prueba) .<pxuebl = 61 prueba¡ 
4
• 1) 

Outfl 04 )= 1297 

Cuando la ejecución del bloque ha terminado, el valor anterior del slmbolo prueba se restaura. 

ln(I05):= prueba 

Out[ 105 J= 15 
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TERCER ,, 

CAPITULO 
DISEÑO Y CONSTRUCCIÓN DEL PAQUETE 

PARA EL MANEJO DE CÁLCULOS DE LAS 

TRANFORMACIONES LINEALES 

Objetivo. Elaborar un paquete para las transformaciones lineales de IR m a IR" 
de tal modo que pueda ser manipulado por Mathematica. 

"Todo gran avance en la ciencia es resultado de_ 

una nueva audacia de la imaginación" 

Anónimo 



3.1 l'nqudcs en Mnt~iiúlticn - -• Diseño y Construcción del Paquete 

Contextos 

El uso de "contextos", ~i;;,en 'paiá organizar los·_ no~~;~s de .•. ~lmbCllos. · Los·_ cuales son 

particularmente importantes en los paquetes, p~~sto Aue Íntrod~~e~·-~1m~o1o<cuyi>,~ rio~bres no deben 

coincidir con los del sistema. SlernPrEI es bÚenÓ:saber. sobre.él cóntenido dei contexto, para facilitar la 

comprensión del programa. [Wolfmm2) '· ":-: ;_::; ,:_·r- .,_, <:"· •::-' 

El nombre del contextó; es ~~~adó a tr~~é~ d~I ~c~~\~ 1~J9~\~() ( • );'~e ~~ta 111~ne'r~ se predefine el 

nombre de un paquete. Existen- dos tipoS de 6ori~~·Xto'ya·,est'abl~Cid<is:::.:;:·i:, .. 
~t·' : ·(:'-i:i~~·.,,~-~h:i" · .. }~~- ."::<;., .·;·· 

a) Global • contiene los nom_bres definld~s p~r el us_1iário durante la sesión. _ 

b) Systcm • contiene los nombres est~~i~cl~C>~ d~sd·~~I k~rne1\ ' .-: ·_ .. · · · ·. · . 
- ··: .~ ;~-.\~'-··_ ,·--.~~-:. ;~·\:'_:-.:/ ·' ·',,' 

La idea general, es que el nombre de cualqÚler.slmbÓlo é'stá di~ldldo en.dos partes: el contexto y el 

nombre. La sentencia es escrita como context'nC>nibre dd~ci~'-~1 ~~nió'1nvertido es el backquote ( · 
(código ASCII 96). ..- · -" . :;''·-

.··•.:, -- ' 

Se muestra un slmbolo con el nombre corto!MaÍriz ~el ~on~éxt~ Álgebra. 
ln[I06J:= Al.gebra'Mlltriz 

Out[ 106]= Algebra 'Matriz 

Es común tener todos los slmbolos que se _relacionan en un sólo contexto. Por ejemplo, los objetos 

que representan las unidades flslcas podrlan tener un contexto UnldadesdeFislca'. Tales slmbolos 

podrlan tener los nombres completos como UnidadesdeFisicas'Joule o UnldadesdeFisica'Mole. Aunque 

en general puede dirigirse a un slmbolo por su nombre completo 

Ejemplos 3.1.0.1 

El contexto predefinido para la sesión Global ·. 
ln[I07J:= $0ontaxt 
Out[107J= Global. 

Los nombres cortos son suficientes para slmbolos que están en el contexto actual. 
1 n [ 108 J := {Mllt:riz, Global. 'Mllt:rizJ 

Out[ 108)= {Matriz,Matriz) 

Los contextos se trabajan de manera similar a los directorios de archivo de los sistemas operativos. 

Se puede especificar un archivo en particular dando su nombre completo, incluyendo su directorio. Por lo 

que hay un directorio de trabajo actual, análogo al contexto. 

Cuando se empieza una sesión, el contexto actual predefinido es Global ·. Los slmbolos que se 

Introducen nonn&lmente estarán en este contexto. Sin embargo, los sfmbolos incorporados como Pi 

están en el contexto del sistema' puesto que son propios de Malhematica. 
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·Diseño y Construcéióndcl l'uquctc-

· La ruta del conteXto predefinido puede Incluir a otros, los·. c.uales pueden tener slmbolos del propio 

sistema. 

lnl 1091:= $Context:Path 
Clut1Hl91= ¡Global·, SystE<n.) 

Al leclear Pi, Malhemalica lo interpreta como el slmbolo con el nombre completo de System'Pi. 

lnil IOf:= Cont:eKt[PiJ 

Outfl IOJ= System' 

En general, al teclear un nombre corto para un slmbolo, se asume q·~e se necesita el slmbolo con 

ese nombre, cuyo contexto aparece de un modo. i.nmedlato. Como resultado, se sombrean los slmbolos 

con el mismo nombre corto, cuyos contextos aparecen después en el trayecto de la büsqueda. 

Paquetes 

Un paquete o package es un árchiÍlo con una cierta estructura, donde se especifican un conjunto de 

funciones con su respectiva .tarea. Existen dos formas para mandar llamar un paquete: 
.'. -¡. 

a) Se Indicar expllcitamente. la. lectura en cualquier momento usando el comando: Gel 

<<"Contexto•u. Sin embargo, a· veces se requiere prepararlo para que el paquete en 

particular sólo se lea cuando se le solicita. La sintaxis es: 

<< "Contexto'NombreDelPaqueto"' 

b) La instrucción Needs ("Contexto '") indica que se lea un paquete si el contexto 

asociado con él ya no está en la lista de $Packages. Se carga el paquete indicado en el 

contexto una sola vez. La sintaxis es: 

Needs["Contexto'NombreDelPaquete'") 

Cuando se requiere que un paquete sea llamado pero éste requiere para su ejecución de uno o 

más paquetes diferentes, es necesario hacer la declaración de éstos, los cuales son llamados 

automáticamente y es por medio de la siguiente instrucción: 

DeclarePackage ["Contexto'NombreDelPaquete'",{"nombre1", ••• }] 

Ejemplos 3.1.0.2 

Se manda a llamar al paquete con el nombre y ruta (si es necesario) que se le asignó originalmente: 

ln[l 11 ]:= « "calcul.us'Fouri.exTransfcmn"' 

Fouri.m:Transfmm( 
1 ,t,w] 

ln[l 12]:= l+t• 
Out(l12]= 
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3 .1.1 El Skclctor Diseño y Construcción del l'a4uctc 

In! 1131:= -.i1"statistics"Des=iptiveStatistics"'J 

In! 1141:= c:lata.=(7 ,6. 9,2.1, 7. 7 ,9. 7 ,4,1.4,S.3,B,9.0) 

Oul! 114)= (7, 6.9,2.1, 7. 7, 9. 7, 4, 1.4, 5.3,B, 9.) 

In! 115 l:= Looati.a>Report(da.taJ 
Outf 1151= (Mean~G.11, Harrncnic:Mean~4.19109,Median~6.95) 

La ventaja del Needs frente al Gel ( << ) ·conslsle, en caso de estar cargado el mismo paquete ya 

no se volverá a cargar, puesto que basta con una sola .vez hasta salir de la sesión por completo; asl se 

evitan problemas que se producen al estar llamando varias veces el mismo contexto en la misma sesión. 

Es recomendable cargar al principio de la se~lón t~~s los pa.quetes que vayan a ser utilizados. 

ELSKELETOR 

Instalar Packages 

En el package o paquete es donde se definen las funciones, que son por lo general nuevos 

elementos o slmbolos, donde se especifican los parámetros, las variables y otros que sé utilizan en el 

mismo. El propósito es agregar todos ellos en el contexto Package"Private•, el cual se agrega en el Path 

de contexto cuando se lee. [Wolfram2, Wolfrnmt) 

Se usan contextos para especificar que los paquetes son de alguna manera Independientes del 

sistema, debido a que solo se ejecutan cuando estos sean cargados por el usuario. El cargar un paquete 

es simplemente una manera de hacer una función especifica disponible. 

La variable global $Packages da una lista de los contextos que corresponden a todos los paquetes 

que se han cargado en la sesión actual. 

Los paquetes puede ser instalados en dos formas: 

a) Cuando sólo se quiere usar internamente dentro de Malhematica. 

b) Cuando se quiere exportar para el uso fuera del sistema. 

Para el uso Interno de slmbolos en el sistema, el contexto del paquete tendrá que ser con: 

Package"Private• por lo que el paquete ya no se agrega a una ruta. 
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La forma usual de colocar los slmbolos para la exportación de un paquete corresponde a su nombre 

. y siempre que el paquete se agregue al contexto y a la ruta especifica. se podrá enviar por los slmbolos a 

, través de su nombre corto. 

Para la construcción de paquetes (uso interno en Mathematica), se utiliza la siguiente es.tructura: 

BeglnPackage [" Nombre· ") 

Nombre : : usage ="Información 

de los parámetros", .. 

Se Inicia el paquete asignando un nombre y quedando en el 

contexto del sistema 
. . . 

S~ introduce una de~cripción tíreve del paquete, donde el 

·. u;u~riÓ 'ob~erv~rá 1b~. pa;~met;os del mi~mb, al solicitar 

1á ayu.da cÓn el slgrió'de interr~~ción seguido del nombre 

de dicho paquete. 

Begln [" Prívate"" ) Se agrega en el contexto de Privado. 

Nombre [argumento):= valores, ... Se define toda la estructura del paquete, es.decir, se 

Nombre [argumento]:= valores, ... establecen los argumentos y valores del mismo para 

Nombre (argumento]:= valores, ... su ejecución. 

End [ ) Fin de los argumentos en un contexto previo. 

EndPackage [) Fin del paquete, donde éste se agrega al contexto dai 

sistema Global y es asociado a la ruta de búsqueda 

(Path). 

Ejemplo 3.1.1.1 

A continuación se muestra una parte del Package para la obtención de la solución de las 

transformaciones lineales de Rm a R". 

(• Mathcmatica .Versión : 4.0•) 

(•Copyright: Copyright ;9~9- t999, W~lfram Research, !ne.°} 

(• Contcxt: AÍgcbral..in~aÍ·TransfonnacionesLincales'•) 
(•Titulo: Resolver laúmnsfonnacioncs lineales") 

(• Resumen·: Este paquete provee de funciones para la obtener los datos principales de las 

transfonnacioncs lineales.•) 
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BcginP11ckllgc ["/\igebraLineal'TransformacionesLineales'"I 

MntrizTrunsforma::usagc= 
"MutrizTrunsformn[matri1, variables, pasos, base] se introduce la regia de transformación en fom1u 
de matri1~ lista de variables en cuso de ser simbólica, el numero i ó 2 para mostrar los pasos 
rcaiiz¡¡dos pura in obtención de: matriz /\T. núcleo, rungo y nulidad ó el número 3 para mostrar 
únicamente /\t y por ultimo lu base." 

Bcgin ( "/\ lgcbmL incai • Trunsformac iones Lineales· Private • "] 

MutrizTmnsforma[m_?MutrixQ, v _: {},pa_?lnteger, b_:(} ]:= 
Module[ {mntcoli=( },lnlitcrul=( },iitcrnles={ },mul/\T={ },base={ },resu={ }. 

resultado=(}, soiucion=( },matrizbastrans=(} }. 
luliterai=v; 

simplcmat=Flallen[m]; 
lf[lalitcrnl = List[], 

matcoli = Coeflicicnt[#, Variables[simplemat]] & I @simplemat; 
literales= Variablcs(simplcmnlj, 
matcoli = Coeflicicnt[#,laliteral] & I@ simplemut; 
literales = lalitcml; 

]; 
numvariu = Lcngth[litcmlcs]; 
renco(= Dimcnsions[matcofi); 
renglones= rencol[[ l )]; 
columnas= rencol[(2]]; 
original= MntrixForm(simplemat); 
base= b; 
pasos= pa; 

(•••••••••••••••••••••Es Lineal•••••••••••••••••••-•••••) 
funo = simplemat /. lnncr[Rule, lilcrnles, \[Liunbdá)(litcrales), List); 
fdos = Expand[\[Lambdn](simplcmnt)]; eslineal = (fdos = funo); 

lfleslineal =True, 

(••••••••••••••••••••Inicia el Proceso++++++++++++++••••) 
1 flllcnd[pasos )=lnteger, 

1 flpasos =I 11 pasos =2 ll pasos =3, 
lflbase = List[], 

base= ldentityMntrix[numvaria] 
); 

basebien=Transposc[basc]; dibasc=Dimcnsions[basc]; 
rebas=dibnse[(J )); colbas=dibnse[[2)); 
1flpnsos=1 [[ pasos =2, 

Print[StyleForm["\n\t\t\tCON ESTOS DATOS SE DEFINE", 
FontWeight \(Rule] "Bold")); 

Print["\t\tlt\tT: R""eolumnas," \(Rule) R""rcngloncs]; 
Print("\t\t\tLn Regla de Transformación:"]; 
Print("lt\t\tT(",litcrales, ") = ", MntrixForm[originnl]]; 
Print["lt\t\tLn Base: \n\t\t\t\t\t", Subscript[MatrixForm[bascbicn], rebns, colbns]); 
Print[StyleForm["\n\n\t\t\t\tSOLUCION: ", 

FontWeight \)Rule] "Bold"] 
]; 

]; 
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lí[pasos = I, 
l'rinl["lnltn) Se sustituyen los valores de In Base en la . 

Rcglu de Trunsfomrnción,"J; 
Print[ 11\t para obtener los respectivos vcctorcs." I; 
[; 

lf[rencol= dibase, 

Do[ 

mntbuse = (base.literales); 
basctrnns = Transpose[bit,e[; 
mntrizbastrans = (basetrans.litcrales); 

lflLength[basellnJI) = numvuria. 
rcsu = (mntcofi.busc[[nllJ; 
resultado= Append[resuhudo. resu[; 

l flpnsos = 1, 
l'rint["lnltltllAplicnndo los valores", base[[n]), 

11 respectivamente puru: ", literales]; 
l'rinl["ltlllt T ". base[[n)) // MatrixFonn, "= ", 

original," = ", resu // MatrixForm); 
); 

,Print["Es incorrecta la dimension "); 
Break(]; 

); 
,{n,Lcngth[basc]} 

); 
lf (pasos= 1, 

Prinl["lnltb) Se rcnli7.a In multiplicación de la Dase con 
respecto a ",literales); 

Prinl["ltltltlt", malrizbastrans /1 MatrixFonn]; 
Print["lnltc) Con la nueva matriz y el respectivo vector resulta 

un sistemaº); 

Diseño y Construcción del Paquete. 

Prinl["lt de ecuaciones a resolver, donde se oblendra un nuevo 
vector."); 

l'rint["lnltltltResolvicndo el sistema de ecuaciones: "); 
); 
Do[ 

lf[Lcngth[rcsuhado[[n)]] = colbas, 
vee = LincarSolve[basctrnns, rcsuhado[[n]]); 
solucion = Append[solucion, vcc]; 
lf!pasos= l. 

Print["ltltlt ", matrizbastrans /1 MatrixForm, "='', 
resultado[(n)) /1 MalrixFonn, "lt entonces lt'', 
solucion[[n)] /1 MatrixForrn); 

Print)"ltltltltvector: ", solucion[[n)]]; 
); 

,Prinl["Dimension lncorreclu"]; 
Break[]; 

); 
, {n, Lcnglh[rcsultudo]} 
); 
mulAT = Transpose[solucion); 
dimenmalA T = Dimensions[malA T]; 
rcnmalA T = dimenmalA T[[ l )); 
colmalA T = dimenmatA T[[2)); 
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ll'fpasus = I, 
l'rint[ "ln\td) Con estos vectores se obtiene: " [; 
f; 

l'rint["\tlt\tLA MATRIZ ",Subscript[A,TJ, " : lnlt\t\t\tlt", 
Subscript[MatrixFonnf mntAT).rcnmatA T,colmatATJ f; 

(•••••••••••••••••••••Matriz Aumentada••••••••••••••••••••••••) 
matrizaumcntadu = { ) ; matrizaumcntudu = matA T; 
Do[ 

matri7.aumentadu = lnsertf matrizaumcntada,O, {n,colmatA T+ 1) J 
, (n,Lcngth[matA T]) 
); 

(••••••••••••••••••••••Proceso de Rcduccion••••••••••••••••••••) 
triangular = {}; triangularReal = { ) ; 
triangular= RowReduce[matrizaumentuda); 
triangularReal = RowReduee[matAT); 
matri7.redueida = DotftriangularRcal,literalcs); 

(•••••••••••••••••Proceso de Rcduccion Sin Ceros•••••••••••••••••) 
lista = {); renccros = {}; matri7.rc<luci<lasinceros = {); 
matri7.reducidasinceros= matrizrc<luci<la: 
matriucducidasinccros= DclcteCuscsfmaLri7.rcducidasinccros,O); 

(•••••••••••••••rroccso de Rcduccion Sin Letras••••••••••••••••••) 
mntsincerosletrns=matrizrcducidasinccros; 
letras borrar={}; 
Do[ 

1f[Length[maL•inccroslctrasfln111> I, 
mutsinceroslcLras=DclcLc[maLsinceroslcLrus,{n,l} ), 
lctrasborrnr=Appcnd[ lctrnsborrar ,mntsinccrosletras([ n J 11; 

]; 
, { n,Lcngth[ matri7.reducidasinceros]) 
]; 

rango= Length[matri7.rcducidasinccros]; 
nulidad= Abs[(colmatAT-rango)]; 
imagen={}; 
transmatcoli = Transposc[matcoli]; 

Do[ 
imugcn=Appcnd[imagen,Lransmutcoli[[n]]J; 
,{n,rnngo} 
); 

imagen=Transposc[imagcn]lfMatrixFonn; 
Ir[ nulidad!= O, 

c·············•••rroccso obtención del sistema••···············> 
matsinccroslctras=((matsinccroslcLras)•(-1 )); 
nuevaslcLr.1s=Vnriublcs[maLSinccroslctras]; 
vamrbitrariu=nucvuslctras; 
lf [Lcngth[lctrasborrar]>O, 

Do[ 
nucvasletrns=DclctcCascs[nucvaslcLrns,lctrasborrar[[i]]]; 
,{i,Lcngth[lctrnsborrar]} 
]; ); 
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J 

(• • •• •• • ••••••••*Proceso resultado de sistema•~••~•••••••••••) 
matdcfinitiva=mntsinccroslctrus: 

Do( 
posi e ionucvalclru =Pos ilion ( I itcrales,nuevas le Iras( ( n ) ) ); 
matdc fin il ivu= l nscrt[ mutdelin i 1 i vu,nuevus lctrus [ ( n ) ) • 
posicionuevalclra): 

,{ n,Length[Variables[nuevusletrns) 11 
J; 

); 
If(pusos=I, 

Print["lnltc)La mulriz ", Subscript[A,T) ,"se reduce."); 
Prinl['~l\t\IAumentuda: ",ma1rizuumentado//MutrixFom1); 
l'rint["\1\1\1Esculonadu: ",triangular //MatrixForm); 
l'rint["\1\1\1Sc reducc:",mntrizrcducidasinceros//MatrixForm); 

J; 
lf(pnsos = 1 JI pasos ==2, 

l'rint("lnltf) El rungo se obtine con el número de pivotes de la 
matriz cscalonnda. "1; 

Print("ln\1\1\1\IEI RANGO es: ",rungo); 
lf[nulidad ==O && renglones= rungo, 

Prin1("\1\1\1\1La IMAGEN es: R"Arnngo], 
Print("\1\1\1\11.a IMAGEN es: ",imagen]; 

); 
Print["lnltg) Lu nulidad se obtinc con: dim(dominio) - el rango."]; 
Print["\1\1\1\tLa NULIDAD es: ",nulidad); 

If[nulidad ==O, 
Print["\1\1\1\tEL NUCLEO es: {O}"), 
If[nulidud = 1, 

Prin1["\1\1\1\1EL NUCLEO es: ",malde!inilivo//Matrixl'orm]; 
Prin1["\1\1\1Las variables arbitrarios son: ",vararbilruriu], 
Prinl["\1\1\1\1EL NUCLEO es: ",matde!initivo//MatrixFom1]; 
l'rint("\1\1\tLns variables arbitrarias son: ",vararbitraria); 
Matcoeticientcs = Coeílicient[ #, Variablcs[matde!initiva )]&/@ 
matdc!iniliva; 
l'rint["\tltlt\tUna BASE para el NUCLEO: " 

matcoe!icicntcs//MatrixForm]; 
]; 

]; 
); 
Print["NOTA: La matriz "Subscripl[A,TJ," se llama mal"]; mat = nrnlAT, 
Print["\1\1\tNo se cfcctun ninguna opcrncion, error de dimension"]; 

], 
Print["No es el curacter correcto"]; 
h -

l'rint["No es el cnracter correcto" Ji·--- _ .- - • _ 
]. > ·< .. : - -

Print["No es Lineal yu que: T(l[Lumbdu]u) l[NotEqunl] l[Lnmbda]T(u)"]; 
l'rint["\t\t\111", funo, "l[NotEqual] ", fdos] -
]; -

End[] 
Endl'nckage[ ] 
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i 1 ;, .;.' "."' • 

: ··Di~cño·r·co~j1j~:¡ó~,·~~1•11uqu~1c ·3.1. i El Skclctor 

;,'.y/i- ;i-.·': .-: .';": ~~ ;:~·.:~;~'-~.:>'. ::-: 
Al utilizar BeglnPackage ["Paquete""] con' un solo argu'mento, se establee~ qÚe e~·¡,¡ Path de 

búsqueda, los slmbolos de Mathematica sean i~corporadosen el:~~t~xtc2sÍla~.·d~rlnicii~~~s;C:readas en 

el paquete involucran otras funciones d0 otrbs p~qu~Í~s. se debe ~seg~rar q~~ lo~có~'t~'xtci~ para éstos, 

sean incluidos. 

Al ejecutarse la función B~gin[ ], se: manipÜl~n ios ca~~jo~,d~ los'cont~xtos de manera que 

Mathematica interpreta los nombres qÚe s~ definler~~: Sin embargo, s~ d~t,;; ~Ómprénder que el cambio 

sólo es eficaz en las expreslones.s'ub~e~uent~s del conteXÍó.•'· 

El punto es leer e,n un~ expresión la éntráda co~pletae interpretar 'ios nombres en él, antes de que 

se ejecute cualqule.i parte de la:'expreslón:· Como resultado, cuando Begln se ejecute en una expresión 

en particular, ya se ha i~'teÍpret~dc; l~s nombres'~·rí ¡¡¡ expresión y es demasiado tarde para detener el 

proceso, 
. ·. . 

, De h~cho la ~ani~~laclón de funciones del contexto, no tiene efecto hasta que la próxima expresión 

se lea por completo; esto significa que las funciones deben estar separadas al igual que las expresiones. 

La manipulación de funciones da contexto es principalmente una caracterlstica de los paquetes del 

propio sistema. Los parámetros y las variables temporales en la función están tlpicamente en un contexto 

privado asociado al paquete. Desde que este contexto no está en el Path, Mathematica mostrará que los 

slmbolos no existen. 

Cuando se prepara una colección grande de paquetes, es a menudo una buena idea crear un 

"archivo de los nombres" que contenga la secuencia de instrucciones: DeclarePackage, especificando 

los paquetes para cargar cuando se usan los nombres particulares. Dentro de una sesión, se puede 

necesitar cargar sólo uno. Entonces todos estos se cargarán automáticamente solo, cuando se les 

necesite. 

Se puede usar DeclaroPackage["Nombre del Paquete" ], para dar los nombres de slmbolos que 

están definidos en un paquete en particular, entonces cuando se usa uno de estos slmbolos; se cargará 

el paquete dónde el slmbolo está definido. En la siguiente sentencia se declara automáticamente los 

nombres que se usan en un paquete: 

DeclarePackage[" contexto' •• { "nombre1", "nombre2","nombre3", ... }) 

Ejemplos 3.1.1.2 

In[ 116 ]:= Decl.arePa.r:Jcl l'ca.J.culus-Vecto%Analysi..s- 11, C ''Div'', ''G:cad'', l'OJ.r1''} 1 
Out( i 16(= calculus ·vectorAnalysis · 
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lnlllXI:= $~ 
Outl 11 XI~ (<:alculus ºVectorAnitlysis., Global., Systern"} 

OeclarePackage trabaja creando los slmbolos inmediatamente con l~s nombres especificados, 

pero dando a cada slmbolo un atributo especial. Siempre que MathematÍca e~cuentre 'un sln;bolo con 

dicho atributo, cargará el paquete que corresponde al contexto del slmboio, e~ ún. e~f~eiz~ p~r enco_nlrar 

la definición del slmbolo automáticamente. [Wolfrwnl, Wolfmm2] 

Al no preparar ningún contexto adicional, entonces todos los slmbolos que se Introducen· en la 
. . . ' . ' 

sesión se pondrán en el contexto Global'. Sin embargo, _se. pueden quitar usando la función Remove 

["Global· • "), (remueve por completo todos los slmbolos_del contexto Global). Los objetos propios del 

sistema se encuentran en el System' del contexto, por lo cual estos se mantendrán. 

El definir mensajes al inicio de un paquete, es principalmente, para dar a conocer los nuevos 

slmbolos que se requiere exportar en el contexto apropiado. Estos slmbolos se crean e~~ el Paq~eÍe del 

contexto • que es entonces el actual. 

Hay una sucesión estándar de instrucciones que se usan para preparar. _los Aontextos': de. un 

paquete;.con éstas el sistema establece los valores $Context y $ContextPath para qu·e ·se creen los 

nuevos objetos que se introducen en el contexto apropiado. 

Ejemplos 3.1.1.3 

El paquete que se manda a leer: Algebralineal 'Transformacioneslineales' . 

ln[ll,9]:= «"~'Tzan.sfo~·n 

El End Package es el comando que agrega al contexto en el Path. 

ln[l20):= $CaltmctPath 
Out[l20J= (AlgebraLineal "TransfoIIMcionesLineales', Global·, System') 

La función MatrizTransforma ha sido creada en el contexto AlgebraLinearTransfomacionesLlneales·. 

1 n [12 1 ) := eont:mct¡ Hat:riz'l'J:ansfomlll} 

Out( 121 ]= AlgebraLineal "TransfoIJMcionesLineales · 

Se solicita información sobre la función MatrizTransforma. 

1 n [ 122) := ? MatrlzTransfonna 
Out[l22] = 

M3triz'l'ransfoma. [rmtriz, variables, prco?_so, l"U.Se) se intro:h.lre la regla 00 transfomacitn en 

fome ch rmtriz, en caso de rmnejar valores s.inb'.:>licns se agrega la lista re variables 
o:n respecto a la regla re tran.sfonrecién, seguioo ool númro 1 ¡:era desplegar el 
pro:eso paso a paso ó en caso ch requerir solammte la solucién an el 2 ó el 3 para 

rrostrar únicarente la nutriz AT y p:ir últino los valores ch la rase en fome ch nutriz. 
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En el paquete de AlgebraLineal"TransformacionesLineales', las funcione~ ·que: ~stá~ ·'definidas 

dependen sólo del propio sistema Malhematica . Sin embargo, con frecuencia las funclcines"cj.eÍinidas en 

un paquete, pueden depender de otras. Por lo que debe considerarse lo siguiente: 

a) El paquete que contiene las funciones que son utilizadas por otro, détien leerse . 

primero para que las funciones requeridas estén disponibles. 

b) El Path de búsqueda de contexto debe incluir el nombre del paquete, donde 

están las funciones. 

Es útil cargar automáticamente varios paquetes si se está intentando minimizar la cantidad de 

memoria usad'a o si se está en una fase temprana de desarrollo del paquete. Sin embargo, en algunas 

, ocasiones ~e requiere usar a menudo un juego particular de paquetes y cargarlos una sola vez. 

SI frecuentemente se usan muchas funciones de los diferentes paquetes en el mismo directorio del 

paquete principal, será conveniente cargarlo , en el directorio del sistema de Malhematica 

·~(AddOns/StandardPackages), donde se actualice cada vez que inicie. Después de cargar éste, se puede 

usar cualquiera de las funciones contenidas en paquetes Incluidos en el directorio (no se necesitará 

cargar a cada uno en forma individual). 

Por ejemplo, para <<Graphics', las i::argas del paquete de Inicialización es: Graphics"Kernel"lnit • 

hace que todas las funciones proporcionadas en .los paquetes, estén disponibles en la sesión actual. 

Tf :: IS CON 
FALLA f'E OR~GEN 
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LA CONSTRUCCIÓN 

Para .la construcción del Package de AlgebraLineal'TransformacionesLineales· se utilizan funciones 

propias del sistema; por lo que se describen algunas de ellas: 

La función Coefflclent (expresión, forma]. En esta función se requiere la expresión a evaluar. asl 

comci el patrón que cumpla este modelo. 

Ejemplo' 3.1.2.1 

Se obtienen los .coeficientes que cumplan con_ x•. . 
. ' ' ' ' [ 4 . 3 ... . 3 4 ·1 
ln[l23]:=.Coefficlent.a +7.b x,+4xa +7_b ,x 
. ' .• 3 ' ' . 

Out[l23]=.7b . ·. ·. .. . . · 
' . . . -. 

La función Dlmenslons[expresión]. Cor:i .ella se puede saber la dimensión de una matriz o de una 

lista. 

ln[l24]:=I>imensi.oñaC{{~, b, e), (e, f, e;¡))( 

Out[t2.i[=(2,.3¡ 

Con la función Dot [a, b, c]. Se.estable~ eÍ producto de matrices y vectores. Cuando expllcitamente 

a, b, c son listas con apropiádás dimensiones: Las aplicaciones para Dot son: 
' , . , , , ·.:~·:',<' .· C' ,.,'v • • ' ' ·. ' : 

> ~; •• • -

Producto es~lar d~'los v~~t~r~s: ;( · {a1, 'a:z} • {b1,bz} 

Productoéfe un vector yuna.ínatrlz: •. >{a,, az}; {{mu', m1~}. {m21, ..;,,,}} 

PPrroodd. uu· cct
1
o
0

,dd_ eeud:n0.ªs···,mrr¡a~·ttrr.1izce)s,;~. n ~ector:•: : { { Íli11, m12), { 1112,, ni2'} ¡ { ai, a,} 
· { { m 11 , m1:i}. { ..;,,,; m2z}} .·• { {ml1; m12}, { m2,, m,2}} 

Ejemplo 3.1,.2.2 

El producto de Ílos ;,¡_eetores:• ·• · 
, 1n[T2s¡;;;.'.caii:ai,(&3J ~c1>1; t>:z,b3¡ 

.· Out[l25);,;i!l~ltª2b:z• a3b3 

La función l~~~-~e [matriz]. Da la inversa de una matriz cuadrada. Se puede trabajar tanto valores 

numéricos como' simbólicos. 

Ejemplo· 3.1.2,3 

La inversa de una matriz de 2x2. 

ln[l26]:= :Inversel(: ~) J 
Out[l26]1/ MutrixFonn= 

( 

11 MltrixFonn 

d 
-b C+-a d 

b 
-b--c:a -d 1 

e ~-- -- 1 
\ - -b c;a d -b e.a d J 
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3.1.2 - La Construcción Disci'o y Construcción del l'aquctc 

La función LlnearSolve[matriz, valores de b). Encuentra los valores de las x's de la ecuación 

m.x == b'.·5¡, trabaja tanto de forma numérica como simbólica. 

Ejemplo 3.1.2.4 

La solución lineal del sistema m.s ==v. 

ln[l27):= m= ((1, 2¡, (1, 3)); v= (5, B); s= Li.neuSol.velm, v) 

Out[l27)= !-1, 3) 

La función RowReduce[matriz¡: Se reduce la matriz a través del procedimiento: eliminación 

Gauss-Jordan. 

Ejemplo 3.1.2.5 

Se resuelve el sistema de ecuaciones. Obteniendo asl, la solución del sistema lineal: 

{x+y-= =1, x.+2y+5:=1, 2x +y +3z=-2} 

tn[l28):= ~[({1,1,-1,-1) ,(1,2,5,-1) ,(2,l,3,2))J//Ho.trixF=m 

Out[ 128]// MntrixFoni1 = 
(1 o o 17 

ii : 24 o o 
11 

\º o 4 
11 

La función Varlables(expresión]. Con ella se obtienen las variables de una expresión. 

Ejemplo 3.1.2.6 

Da las variables de un polinomio. 

ln[l29]:= Vatiabl.es(~Y4 + 4 z] 
Out[l29)= ¡x, y, z) 

Directorio de Actualización 

Mathematica incluye paquetes estándar de complemento en el subdirectorio de AddOns/ 

StandardPackages: donde se pueden guardar los programas creados por el usuario. Otros subdirectorios 

son: 

a) Directorio de Aplicaciones de Librerlas: AddOns /Apllcations / nombre 

b) Directorio de Actualización al iniciar Mathemal/ca: Adonis/ Autoload /nombre 
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--3.-1.2 La Construcción Diseño y Construcción del Paquete 

Tipos de Archivos 

Las extensiones· con las cuales se trabaja los archivos son: 

a) Archivo con ·formato de DumS_ave: 

b)Archivo con formato para ser un package: 

c) Directorio particular que inicializa el kernel: 

nombre.mx 

nombre.m 

nombre I Kernel I init.m 

d) Directorio particular que inicializa por default: riombie / lnit.m 

Escribir y Leer archivos 

Los archivos de entrada pueden contener cualquier número de expresiones. Sin embargo, cada una 

debe empezar en una nueva linea; las cuales pueden continuar en. diversas lineas como sean 

necesarias. Asl como en una sesión interactiva, las expresiones se procesan' en cuanto ellos estén 

completos. Sin embargo, si en el archivo es diferente a la sesión, se puede déjar ~na urié~ en t!Ían~o en 

cualquier punto sin efecto. 

Cuando se lee un archivo con «nombre, devuelve la última expresión q;;e ~e ev~lúa.' Se p~~de 
evitar recibir cualquier resultado visible del archivo, al final de la última expresló;,' .~on'' un ~~nti> /co~a o. 

agregando un Null expllcitamente después de esa expresión. 

SI el sistema encuentra un error de sintaxis mientras l~e un arch¡~6. lnfo~~ eii{io/~ s~iia el;resto 

del mismo, entonces regresa un $Failed. Si el error de sintaxis ocurre en medio ~él paquete que usa 

BeginP_ackage la manipulación del contexto funciona y entonces Mathematica Intenta restaurar el 

contexto. 

Una de las razones más comunes para usar los archivos, es guardar definiciones de objetos, para 

poder leerlos de nuevo en una sesión distinta. Los operadores >> y>>> permite guardar las expresiones 

en los archivos. Se puede usar la función Save para guardar definiciones completas de objetos. 

La función Save busca a través de las definiciones de los objetos y los guarda automáticamente, 

también salva todas las definiciones de otros objetos que dependen de éstos. Sin embargo para evitar 

salvar una cantidad demasiado grande e innecesaria, no guarda las definiciones de los slmbolos que 

tienen el atributo Protected. [Wolfram2] 

Guardar definiciones en Mathematlca: 

a) DumpSave ("file.mx", Simbolo] Se guarda el slmbolo internamente en Mathematica. 

b) DumpSave ("file.mx", "Contexto"] Se guardan todos los slmbolos en el contexto. 

c) DumpSave ["file.mx", {objeto1, ... }] Se guardan las definiciones de los slmbolos o contextos. 

d) DumpSave ["Package"',objetos] 

e) DumpSave ["Package"] 

Se guardan las definiciones con un nombre especial. 

Se guardan todas las definiciones del package. 
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3: 1.3 Otros Paquetes Disci\o y Construcción del Paquete 

OTROS PAQUETES QUE TRAE MATHEMATICA PARA EL ÁLGEBRA LINEAL 

Entre algunos de los paquetes que se incluyen para el álgebra lineal se encuentran los siguientes: 

a) LinearAlgebra"MatrixManipulation· 

b) LinearAlgebra"GaussianElimination· 

En el primero incluye las funciones que agregan las filas, columnas y submatrices. Todas las 

definii:lones involucran combinaciones simples de funciones incorporadas; asl como las ·funciones por 

construir una variedad de matrices especiales. 

Alg.una.s .funciones para la combinación de matrices son; 

a) AppendColumns[m,. m2 , ••• ] une las columnas de las matrices m1 y m, 

b) AppendRows [m,, m2 , ••• ) une los renglones de las matrices m, y m, 

c) BlockMatrix [blocks) une los renglones y columnas en submatrices 

o bloques para formar una nueva malriz 

Ejemplos 3.1.3.1 

Se carga el paquete: 

1 n [ 130] := << '' LinaarAl.gebra 'HatriJ4Honipulatian • '' 

Se define una primera matriz de 2x2: 

ln[l31]:= zm.tl= {{a11, al2), (a21, a22¡¡ 

Out[l31]= ({all, a12), (a21, a22}} 

Se define una segunda matriz de 2x2: 

ln[l32]:= uat2= !{bll, bl2), {b21, b22¡¡ 

Out[132]= ! (bll, bl2!, ¡b21, b22! ¡ 

Se construye una nueva matriz con la comb.inaclón de las 2 primeras columnas de las matices 

mat1y mat2. 

ln[l33]:= ~i.mns(uatl, uat2] 

Out[l 33]= ( (all, a12), (a21; a22), (bll, bl2), (b21, b22) ¡ 

ln[l34]:=*~[%J 
Out[ 134] // ~t~trÍxForin = 

all a12 
a21 a22 
bll bl2 
b21 b22 
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3.1.3 Otros 1'114uc1cs QJsc~o y ConsirucciÓn del Poquctc 

Se construye una matriz con la combinación de renglones con las matices mat1 y mat2. 

,lnll351:c~ ~J.uins[matl., nat2J 

Out! 1351= {(all, al2, bll, bl21, (a2l, a22, b2l, b22J J 

11111.1r.1:= Mo.triJ<Foxm[%] 

Out! 1 Júl ff ~t111ri.,Fnr111 = 
( all al2 bll bl2 ) 

a21 a22 b21 b22 

Otras funciones que se encuentran en el paquete son las siguientes: 

a} TakeRows(mat. n): Toma el n-ésimo renglón de la matriz. 

b) TakeRows(mat, -n]: Toma el renglón n, iniciado con el último renglón. 

c) TakeRows(mat, {m, n}): Toma los renglones que van de m a n. 

d) TakeColumns(mat, n]: Toma la n-ésimo columna de ta matriz. 

e) TakeColumns[mat, -n]: Toma la columna n, iniciado con la últlma columna. 

f} TakeColumns[mat, {m, n}): Toma las columnas de m a n. 

Ejemplos 3.1,3.2 

Se construye una matriz mal de 4x4. 

In( 1371:= mot= Array[m, (4, 4)]; Mo.trixFOJ:m ( Dll t] 

Out( 137111 MatrixForm = 
{ mil, lJ 
! m(2,1J 
i m(3, lJ 
t m(4, lJ 

m(l.21 
m(2,2J 
m(3,2J 
m[4,2J 

m(l, 3J 
m(2, 3J 
m[3,3) 
m[4,3) 

Se toma los dos últimos renglones de la matriz. 

ln[l38f:= '.l'aloaR<-.l(nat, -2¡ /1 HlltrixFol:m 

Out[ ( 38 f /I MatrixFonn = 

m[l, 4) 
m(2, 41 
m(3,4J 
m[4,4J 

( 
m(3,1J m[3,2J m(3,3) m(3,4J 
m(4, 11 m14,2J m[4,3J m(4,4J 

Se toma las tres columnas de la matriz mat 

ln[t39J:= TakeCol.ums[nat, 3] // HlltrixForm 

Outfl 39 j // Mu1rixFon11 = 
{ m(l, l] 

m¡2, lJ 
, m(3, lJ 
t m¡4, 1J 

m¡l,2J 
m(2,2J 
m¡J,2¡ 
m¡4,2¡ 

Las funciones para las matrices especiales son: 

m¡l,3¡ 
m¡2,3] 
m¡3,3¡ 
m¡4,3¡ 

a) Crea una matriz triangular superior de nxn: UpperDJagonalMatrix (f, n] 

b) Crea una matriz triangular inferior de nxn: LowerOiagonalMatrix [f, n) 

c) Se crea una matriz de ceros de nxn: ZeroMatrlx [ n J 

------~---
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3. 1 .3 · Otros Paquetes· ·· · 

_-:_ . - ,' ;-~ ·.·.:.<> ~ :·.~::-'- . -_.' ;. 

Se construye una matriz con la combinación de renglones con las matices mat1 y mat2. 

lnl l J5 J:= A¡:penc:Col.umslmatl, mat2) 
Oútl 1351= ({all, al2, bll, b\2), (a2l, a22, b21, b22)) 

lnJ l.l61:= Hat:riJclib=[%J 

Out! 1J6J11 MairixFurm = 

( all al2 bll bl2 ) 
a21 a22 b21 b22 

Otras funciones que se encuentran en el paquete son las siguientes: 

a) TakeRows[mat, n): Toma el n-ésimo renglón de la matriz. 

b) TakeRows[mat, -n]: Toma el renglón n, iniciado con el último renglón. 

c) TakeRows[mat, {m, n}]: Toma los renglones que van de m a n. 

d) TakeColumns[mat, n]: Toma la n-ésimo columna de la matriz. 

e) TakeColumns[mat, -n]: Toma la columna n, Iniciado con la última columna. 

f) TakeColumns[mat, {m, n}]: Toma las columnas de m a n. 

Ejemplos 3.1.3.2 

Se construye una matriz mal de 4x4. 

lnJ137J:= lllllt=Al:ray[m; (4, 4¡]; 

OutJ 137111 MutrixForm = 

Hat:rixFol:m [ nat) 

( mil, 11 

1 
ml2, 1J 
m[3, 1J 

\ m[4, l] 

m[l,21 
m[2,2J 
m[3,2J 
m(4,21 

m[l,31 
m[2,3) 
m(3,3) 
m[4,3J 

Se toma los dos últimos renglones de la matriz. 

lnJ138J:= Takelbm¡uat, -2) /1 HatrixFo= 

Out[ 138 J // MntrixFonn = 

m[l, 4] 
m[2,4J 
m[3,4J 
m(•l,4) 

( 
m[3,l) m[3,2J m[3,31 m[3,4] 
m[4,l] m[4,21 m[4,3) m[4,4] 

Se toma las tres columnas de la matriz mat. 

ln[l391:= 'nllceColums[imt, 3] /1 Hat:rixFo= 

Outl 1391 // MutrixFonn = 
( m[l, l] 

m¡2, l] 
m[3, l] 
m14, ll 

m[l,2] 
m[2,2J 
m[3,2J 
m14,2J 

Las funciones para las matrices especiales son: 

mil, 3] 
m¡2,31 
m[3,3] 
m(4,3] 

a) Crea una matriz triangular superior de n•n: UpperOlagonalMatrlx [f. n] 

b) Crea una matriz triangular inferior de nxn: LowerOlagonalMatrlx [f, n] 

c) Se crea una matriz de ceros de nxn: ZeroMatrlx [ n ] 
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3 .1.3 Otros raquctcs Diseño y Construcción del Paquete 

Se construye una matriz triangular superior de 4•4. 
1 n ¡ 1 40 ¡ := q:pa:d>iagcnalMs tr:ix [ f, 41 /1 loht:r.ixFozm 

Out¡ 1-10111 M:itrixFonn = 
{ fl 1, 11 

o 
o 
o 

fl 1.21 
fl2,2J 

o 
o 

fl J, 31 
fl2, 3J 
fl 3, 3J 

o 

fl 1, 41 
fl2,4J 
fl3, 4J 
fl4, 41 

Otro Package para el Álgebra Lineal es: LlnearAlgebra'GausslanEllmlnatlon'. Usando el proceso 

de eliminación gausslana se obtiene la solución del sistema lineal. Sus funciones básicas son: 

a) Da la descomposición LU de la matriz mat: LUFactor [mal J 
b) Resuelve el sistema lineal representado por LU: LUSolve [lu,.·b] 

c) Regresa los datos de LUFactor pero con los 

primeros argumentos de LUSolve. 

LU[a, pivotes] 

Esto permite güardar ambas matrices en forma triangular (superior e inferior), en ér' espacio de una 

sola matriz cuadrada. El arreglo del almacenamiento es aún más complicado que esto, porque las filas· 

normalmente se permutan para obtener la solución numérica. 

Ejemplo• 3.1.3.4 

Se carga el paquete: 
1n[141 J:= << ''LinearAJ.gebra 'GaussianEl.imintion · '' 

Se tiene la matriz de coeficientes en un sistema. 
ln[l42J:= Mtb:i><Fo=[nat= ¡¡s, 3, o¡, ¡7, 9, 21, !-2, -B, -llll 

Out[ 142] // Mntrixl'om1 = 

r ; ~ ~ 
-2 -8 -1 

Se desarrolla la factorización LU. 
ln[l43J:= l.u= WFactor[nat] 

Out[143J= 

[{{ 5 12 22} { 2 38 3}} J w 1' -19· -19 . (7, 9, 21, -::¡• --=¡· -::¡ '[2, 3, 1) 

Se establecen valores para b. 
ln[l44J:= b= ¡6, -3, 7J 

Out[144J= ¡G, -3, 7¡ 

Se utiliza LUSolve para obtener la solución del sistema. 

In[ 1451:= UlSol.va[l.u, bl 

Out[l45J= 

{~~·· - ~:' -~~} 
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CUARTO ,, 
CAPITULO 

CONSTRUCCIÓN DE LA PÁGINA WEB 
Objetivo. Diseñar una guia sobre el uso del sistema Mathematica aplicado a 

las transformaciones lineales de JRm a JR" mediante un sitio WEB. 

"El conocimiento es, por si mismo, una potencia" 

Francis Bacon 
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4.1 DÓlinición dt.iJJTML Construcción de Ja Página 

Introducción 

Un documento de html, es un archivo que. se compone de texto, el cual se relaciona con otros 

documentos. Con el paso del tiempo este concepto se .ha ampliado aún más, haciendo que los enlaces 

no sólo sean únicamente texto, sino que s.e co']1pl!lmenten con Información en otros formatos, como 

gráficos, sonidos, video, etc. El resultado.es un documento que combina muchos elementos multimedia y 

que permite su difusión por medio de la web. 

En 1989, Tim Berners Lee propuso diseñar un sistema de unificación del acceso a todos los datos 

que posela el Centro Europeo pára la inv~stigaclón Nuclear (CERN). Se comenzó asl a desarrollar una 

plataforma de tipo hipertexto y. un ·protocolo de comunicaciones que se denominó HTTP (Protocolo de 

Transferencia de Hipertexto); que permitirla a todos los clentlficos del CERN, consultar cualquier 

información de cualquier tema, aunque se encontrase distribuida en los diferentes ordenadores, tanto del 

propio centro.,como en .las di.versas instituciones que colaboraban con el CERN. El sistema alcanzó un 

éxito enorme, tanto es asl. que· se comenzó a definir un lenguaje de creación de documentos 

estructurados que vino.a llamarse HTML. [gias720.dis.ulpgc.esJ 

DEFINICIÓN DEL HTML 

El HTML ( "Lenguaje Etiquetado de Hipertexto" ) es un sistema para estructurar documentos; los 

cuales pueden ser mostrados por los navegadores como: Netscape, Microsoft Explorer, entre otros. La 

caracterlstica principal en estos documentos es la de poder referirse a otros documentos, estén donde 

estén, bien en un equipo local o en uno remoto. Estos enlaces pueden ser palabras, frases e Incluso 

Imágenes. [Y.ww.wcbcstilo.com , www.desnrrolloweb.com) 

Al seguir un vinculo, lo hacemos para aumentar una información, ver una imagen o reproducir un 

sonido o video. Esta capacidad de ir uniendo páginas con otras, es lo que le da a Internet su dinamismo; 

la Información es la esencia de Internet, o mejor dicho, la transferencia de esa información. En si, el 

concepto del Hipertexto fue uno de los más Importantes detonantes de lo que ahora llamamos World 

Wide Web que podrla ser definido llanamente como un conjunto casi infinito de vlnculos. 

El lenguaje HTML se caracteriza básicamente por introducir las Instrucciones o etiquetas llamadas 

"Tags o Directivas" que indican al navegador como se debe visualizar el documento en la pantalla. Por 

medio de estas etiquetas se definen los distintos elementos que componen la imagen. El formato general, 

de estos "tags" es el siguiente: 

<Nombre_del_Tag> Inicio de un comando o "lag". 

</Nombre_del_Tag> Cierre de ese mismo comando o "tag". 

La Instrucción puede estar en: mayúsculas, minúsculas o su combinación, siendo indiferente cuál 

de ellas se utilice. 
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4.2 El uso del l ITML Construcción de lu Página 

EL USO DEL HTML 

Este lenguaje permite aglutinar textos, sonidos e Imágenes y combinarlos al gusto del autor; 

además, es aqul donde reside la ventaja con respecto a libros o revistas, permite la intrÓducción de 

referencias a olras páginas por medio de los enlaces hipertexto. 

Las directivas de HTML pueden ser de dos tipos, cerradas o abiertas:, Las directivas-cerradas son 

aquellas que tienen una palabra clave que indica el principio de la directivá y otra'·tj~'a l~«J.i~~~I fü1~1. Entre 

la directiva inicial y la final se pueden encontrar otras directivas (anldamlento).':Las directivas abiertas . .. -, ·,:.. . 
constan de una sola palabra. Estos comandos se escriben entre los slmbolo_s ",<~'-y._",.'": trabajando en 

parejas usualmente.[www.macslrosdclwcb.com, W\\.·w.icspana.csl 

Las directivas cerradas incluyen el carácter "/ " antes de la palabra clave ~ara '1ndi~/e1 final de la 

misma. Una directiva puede contener "parámetros". Estos parámetros se indican en segulda de la 

directiva. 

Ejemplos 4.2.0.1 

a) Directiva cerrada 
<Contar> Crear la página Web </Cantor> 

b) Directiva abierta 
<Hr> 

c) Directiva con parámetros, 
<Body bgcolor = "#OFFOOO"> Información que se muestra en la página </Body> 

ESTRUCTURA BÁSICA DE UN DOCUMENTO HTML 

. ' ' ' . . 

El nombre de los ~réhivos éscritos:.en HTML deben tener como extensión .html, en el sistema 

operativo DOS su eXtenslÓn 'es• .ht~ •• r~~ó~ · po~' la , cual se encuentran los documentos con ambas 

extensiones. Un documenio-éscrit~'éri,:H:rMC~onti~ne por lo menos las siguientes directivas. 

a) El documento deb~ est~rd~:¡i~itacÍo,entre las siguientes dos etiquetas: 

<html> 
Contenido del documento 

</html> 

b) Todo documento HTML se divide en dos áreas principales: la primera la confonma el encabezado 

y la segunda el cuerpo. El encabezado se encuentra encerrado por las etiquetas: 

<head> 
Contenidos del encabezado 

</he ad> 
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4.2. I Estructura básica - Construcción-de la Página 

Dentro de la cabecera del documento se pueden incluir etiquetas adicionales. La directiva <Meta> 

indica al navegador las palabras clave y contenido de la página. Muchos de los buscadores de páginas 

Web de Internet como son: Yahoo, Altavista, etc., utilizan el contenido de esta directiva para incluir la 

página en sus bases de datos. La directiva <Meta> lleva generalmente dos parámetros, name y content. 

La directiva <Base> indica la localización de los archivos, gráficos, sonidos, etc. a los que se hace 

referencia en la página, sin especificar su dirección URL. Si no se incluye esta directiva el visor entiende 

que tales elementos se encuentran en el mismo lugar que la página principal. 

Ejemplo 4.2.1.1 
<Base href ="http://www.unam.mx"> 

c) Dentro del encabezado se incluye el titulo de la página, que se muestra en la barra del titulo del 

navegador. Esta dirección también identificará a los archivos en los bookmarks'~ favo;itos. El titulo debe 

ser breve pero descriptivo. Este titulo deberá ir encerra'do entre las etiqí.J~t~s: 
~ .'---. - -. ' :: '.' '. . ::~: __ :;·: :::_ :.-:· . 

<tltle>_ Este es el tlt~lo de la' página <mtii; < '- . 

d) En el cuerpo del documento, va encerrado toifo .aquelÍÓ~ qu~ _se requl0ra que aparezca en _la 

pantalla del navegador: texto, Imágenes, bo_iónés/ dire~lo~es, ét6.:~ El c:ué,Po dl'.I .documento estaré 

encerrado entre los siguientes "tags": - _,'"_._-=-· '.-=-,: 
,,.,, 

<body> , L:::·:, .. 
El contenido defdoeunienté:> aparecerán en el navegador. 

</body> · ···•> "<•--- · · - - ·· · ' · -

Estableciendo el inicio y final _de la pégina. Esia_dlrectiva Íiene:una serie de parámetros opcionales 

que permiten Indicar la "aparienclé global del' dÓcum'ento; 

Ejúmplo 4.2.1.2 

El siguiente tag Indica el nombre de una imagen que ~'.ervirá como "fo~do~ _de la página. 

SI la imagen no completa todo el fondo del do~umento: ella seré_ replicada tantas veces 

como sea necesario. 

Background = "escudo.gir' 

Bgcolor: Indica un color para el fondo del documento,_ignorando el parámetro background. 

bgcolor = "#OOOOFF"' 

Text: indica un color para el texto que se Incluya en el documento, por lo general es negro. 

text = ~céídigo de eolor" 

Link: Indica el color de los textos que dan acceso a un Hiperentace, regularmente es azul. 

llnk = "código de color" 
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4.2.1 Estrüi:tura básicn - _ Construcción de I~ Página 

Vllnk: Indica el color de los textos que dan acceso a un Hiperenlace que ya se han visitado. 

comúnmente se le asigna el color púrpura. 

vlink ="código de color" 

El código do color es un número compuesto por tres pares de cifras hexadecimales que Indican la 

proporción de los colores "primarios", rojo, verde y azul; el código de color se antecede del slmbc)lo #. 

El primer par de cifras indican la proporción de color rojo, el segundo par de cifras la pro¡:iÓrclón de color 

verde y las dos ultimas la proporción de color azul. Cada par de cifras hexadecimales permiten un rango 

de O a 255. Combinando las proporciones de cada color primario se obtienen las diferentes 

combinaciones. 

Ejemplo 4.2.1.3 

Número Hexadecimal 

#000000 
#FFOOOO 
#OOFFOO 
#OOOOFF 
#FFFFFF 

Color 

Negro 
Rojo 
Verde 
Azul 
Blanco 

Por lo tanto ya se tiene la estructura básica de un documento HTML, quedando de la siguiente 
forma: 

DIRECTIVAS DESCRIPCIÓN 

<htrnl> Etiqueta de Inicio del documento HTML. 

<hoad> Etiqueta de inicio del encabezado. 

<litio> Titulo </tille> Etiquetas de principio y final de titulo rodeando al titulo de la página. 

</hoad> Etiqueta del final del encabezado. 

<body> Etiqueta de inicio del cuerpo. 

En este espacio Irán los contenidos del documento. .. 

</body> Etiqueta de final del cuerpo del documento. 

</htrnl> Etiqueta del termino del documento 

Tabla 9. hstruclum bást~u de una pagina lllml. 

Comentarlos 

Los comentarios no se muestran por el navegador y son útiles para realizar anotaciones en el 

documento HTML que indiquen lo que sé este haciendo en una determinada parte de éste. Lo cual 

facilitará el mantenimiento posterior (modificación, actualización, eliminación de Información). Para incluir 

comentarlos en la página Web se utiliza la directiva <1- Texto->. [www.geocilies.com] 
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4.2.2 f'omiutos Construcción de la Página 

FORMATOS 

Encabezados 

Hay seis niveles de encabezados que se especifican con las directivas <H~> texto' </Hn>;·donde n 

equivale a un número entero comprendido entre 1 y 6. Siendo 1 el de mayor.tamano'. es decir, el cuerpo 

de letra es el más grande y al utilizar 6, la letra es muy pequena. 

Slrve.n ·para delimitar las diferentes secciones de un documento estableclendó una jérarqula de 

niveles. Es importante resaltar que éstas son directivas de formato lógico, y por tanto, cada visualizador 

las mostrará de forma diferente en función de la plataforma. 

Lo que puede ser Arial Negrita de 1 O puntos en un sistema, puede ser Symbol de 11 puntos en otro 

sistema. En ocasiones, la cabecera principal suele repetirse el tltulo del documento; esto es importante 

cuando se imprime el documento ya que asl aparecerá impreso. [klcin.usal.es) 

Ejemplo 4.2.2.1 

<H1>Cabecera tipo 1</H1> 

<H2>Cabecera tipo 2</H2> 

<H3>Cabecera tipo 3</H3> 

<H4>Cabecer~'tipo 4</H4> 

<H5;Cabei;;¡ra tipo 5</H5> 

<H6>Cabecera tipo 6</H6> 

Cabecera tipo 1 
Cabecera tipo 2 

Cabecera tipo 3 

Cabecera tipo 4 

Cabecera tipo 5 

Cabecera tipo 6 

Los textos marcados como "cabeceras" provocan automáticamente un retorno de carro sin 

necesidad de incluir la direcliva <Br>. 

Párrafos 

Los retornos de carro, las tabulaciones y los espacios en blanco múltiples son Ignorados por los 

visualizadores, debido a que éstos soportan diferentes formatos ocasionando que la edición del 

documento no se puede prever el aspecto que tendrán las lineas cuando se visualicen por parte de un 

usuario eventual; por tanto, el navegador ajusta las lineas en la ventana. Sin embargo, existen "tags" 

para indicar cuando se deben usar los retornos de carro y otros elementos de formato en los párrafos. 

La directiva <Pre> texto </Pre> respeta el bloque de texto, tal y como se ha escrito con espacios, 

tabuladores y cara'cteres utilizados en instrucciones HTML. 

Ejemplo. 4.2.2.2 

<Pre> 
Este es un ejemplo con cierto formato, él cual se muestra 

tal cual, como esta en el código. 
</Pre> 
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4.2.2 Formatos -- Construcción de la Página 

El texto se visualiza: 

Este es un ejemplo con cierto formato, él cual se muestra 
tal cual, como esta en el código. 

Para indicar un salto de linea se utiliza la directiva <Br> y para un cambio de párrafo se utiliza la 

directiva <P>. La directiva <P> puede usarse también como directiva "cerrada" <P> Texto </P>, en este 

caso tiene el parámetro allgn que indica la forma de "justificar" el párrafo. Los valores posibles de este 

parámetro son Left, Rlght y Center. 

Ejemplo 4.2.2.3 

<P allgn = rlght> 
Con este ejemplo se muestra un párrafo 
justificado a la derecha. 

</P> . 

El texto se visualiza: 
Con este ejemplo.se múestra- un párrafo 

· justificado a la derecha . 
. " , ' - ' ' ' ' 

Los_ parámetros· Center,. L~ft.';Rl~t,'t también_ se utilizan como directivas cerradas, por ejemplo 
. . ·- . '· ' . 

<Center> Texto </Ceritár>;. centra todo lo qué ésté dentro de ella, Independientemente que sea texto o 

imágenes: sin embargo, no I; ~opo~~~'l~~-s l~s na~~gadores aunque si los más conocidos. 

La directiva <Blockq'úote>, Te>Cto ,·</Blockquote> hace que el texto colocado entre estas marcas 

aparece espaciado C0°,;,-o:Ú~~'~11~.; • . . 

La· dÍréctiva. <Hr~ ~~-~~~;ra una linea horizontal de laman'> deterrnina'bl~; :Tiene los siguientes 

parámetros ·opci~~ai~~::'. ·~/~'.' /:\: :/ 

Allng: Determi~a ~n~ll~~a a la Izquierda (left) o a la derecha (r;ght) oc~ntracla (center). 
,, ~·-' 

"' allgn = valor 

Slze: Indica el gros~r d~~la linea e~ pi;els.' .. 

· sÍze ;;; núméro .. 

Wldth: Indica el ancho de 1~'11n-e~ e~'ta~to po; cie.nto en función del ancho de la ventana del 

visor, también se puede espf!cifid.r u~ ~ú~~ro q~e Indica ~I ancho de la linea en pixels. 

wldth = número % 

Nota. La directiva <Hr> sin ningún parámetro muestra una linea horizontal que ocupa todo el ancho de la 

página. 
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4.2.2 Fommtos Construcción de la Página 

Formato para los caracteres 

Hay dos tipos de formato de caracteres, el flsico y el lógico. Con el flsico, el navegador, muestra 

exactamente el texto como el autor lo especifica, si es posible. Con el lógico, el visor muestra el texto en 

función de las fuentes establecidas para los diferentes formatos lógicos, dentro de cada tipo ,hay varias 

clases. Con el siguiente cuadro se muestran las directivas para enriquecer al texto. [www.wcbcstilo.com) 

ATRIBUTO TIPO ETIQUETAS RESULTADO 

Cita Lógico <cite> cita </cite> cita 

Cursiva Flsico <i> cursiva </i> cursiva 

Fuerte Lógico <strong> fuerte </strong> fuerte 

Negrita Flsico <b> negrita </b> negrita 

Parpadeo Flsico <bllnk> parpadeo </bllnk> parpadeo 

Pequena Lógico <small> pequel\a </small> pequci\a 

Sublndice Lógico <sub> sublndice </sub> sublndicc 

Subrayado Lógico <u> subrayado </u> subraya!!o 

Superfndice Lógico <sup> superlndice </sup> supcrfndicc 

Tachado Lógico <s> tachado </s> taehade 

Teletipo Flsico <tt> teletipo </tt> teletipo 

labia 10. Atributos para los caracteres. 

Por otro lado la directiva <Font> Texto </Font> permite variar el !amano y color de un texto 

determinado; utiliza para ello los parámetros sfze y color. 

slze = valor Da al texto un !amano en puntos determinado., 

sfze =+/-valor: Da al texto un tamano tantas veces sUperio,r (+)~Inferior(-) como indique el valor. 

color = "código de color": Escribe el texto en el color cuyo código se especifica. 

Tablas 

Las tablas permiten representar cualquier elemento de la página (texto, listas, imágenes) en 

diferentes columnas y filas separadas entre si. Es una herramienta muy útil para "ordenar" contenidos de 

distintas partes de la página. La tabla se define mediante la directiva <Table> </Table>. Los parámetros 

opcionales de esta directiva son: [ww.mucstrosdclwcb.com) 

bordar = número. Indica el ancho del borde de la tabla en pixels. 
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-1.2.3 Constn1cción de la f>¡igina 

. . -

cellspaclng .".'_número. 1.ndica el esp~cio en pixels que separa las celdas que están dentro de la 

::.tablá; 

cellpad1Í°ing =numero: Indica el espacio en pixels que separa el borde de cada celda y el 

~on,tenidode esta. 

wldth = número ó %. Indica el ancho de la tabla en pixels o en porcentaje en función del ancho 

de la ventana del navegador. Al no indicar el parámetro, se adecuará al 

!amano de los contenidos de las celdas. 

helght = número ó %. Indica la altura de la tabla en pixels o en porcentaje en función del alto de la· 

ventana del visor. Al no indicar la altura se adecuará a los con.tenidos de las 

celdas. 

Para definir las celdas que componen la tabla se utilizan las directivas <T.O>·_:.;;.,.J~;Y.J+H>.::CrrH> . 
. ·'--. - '"···<'···;.:'· -,, .' 

La primará directiva: lndlCá una celda normal, y la segunda indica una celda· d~'"cabeeera'','es decir, el 

contenido será ;es~.Ít~do~en ~egr\Í~. y en un taman°o ligeramente supedcir á,tno;;;.¡'~I. L()S parámetros 

opcionales ele ambas é!iiedivas sori: . \. 
2 ,,: .. -:.·' <~ ·L~>-;-. .... . .. ····'. · .. .',,·. 

·:·~ - ; .-, ' 

allgn = LefÍ I Right/Cenier/J~sÍify; fndica,como se debe ~linear el contenlclci'de la celda, a la 

iz~~ierd~,·~ 1:,defecllá_;~c~tad~ éi t~~tifi"'.i~o; ·.· ;(. ':·g ..•.. ·i ··~········· 
vallgn =Top i Elottom I Middle'.,lndÍca la aline~ción vertical cieÍ cÓritenldo de la célda;en la parte 

superior;· o inferior o en ei ceníro. 
',· -

-· -- ··:~::·. ''·'.:::.:;,_·...,- • ' ,_ :· --~:-·,: ·.·~,-~'- f - .> 

rowspan ".'..11úm~ro: 111~.i<:a el n,ú_mero de. filas que.ocupará la "c.el~a, P.º'.,def~ct~ ocup~ una sola 

fila.. · •·· ·-.·.•.• .. ·.·. ._., ·, · , .:'. .. •·.'• . ' ' . : ' ',- ~i'. ':,:-\'.;; . 

colspan = núníeró. Indica el número de columnas que ocupará 1~''6eicia. Por defecio ocupa una 

s~I~ ~~l~mna: ' · _·, :· ·: ·<~ '.''. ;; : ';, 
Las directivas <TO> y <TH> son cerrad~s según·~;e~t~'~d~t·cj~\·~.,:~~.esdecir, que un elemento 

de·tabl~ <TO> deberla cerrarse con un ~fTD>;' sin'~;r;~~;~¿','¡~;i~~~~1ci~~~~~~~m~n que un elemento 

de la tabla, queda automáticamente "cerrado'; cua
0

ndo_s~:.;~'¡¡--¡-¡.,':~I ~fgulenté. ·' 

USO DE LISTAS 

Existen diferentes tipos de listas: numeradas, sin numerar, de menú y de directorio. Para el caso de 

las numeradas, representan los elementos de la lista numerando cada uno de ellos según el lugar que 

ocupan en está. Para ello se utiliza la etiqueta <OL> </OL>. Cada uno de los elementos de la lista va 

precedido de la directiva <LI>. La etiqueta <OL> puede llevar los siguientes parámetros: 
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.· '·· c'on~trÚc~iÓ~ de la Página 

start = número . 

Indica quem:im!"ro es el primero de la lista. Al no hacerlo se entiende qu_~inicia· por el n~mero 1. 

type =tipo 

lndiea el tipo de ~~meración utilizada. Si no se hace, será una lista ordenada numéricamente. 

Los tipos posibles son; 

1 = Num.éricamente. (1, 2, 3, 4, •.• etc.) 

a = Letras minúsculas. (a, b, c, d, .•• etc.) 

A.= Letras mayúsculas. (A, B, C, O, ... etc.) 

1 = Números romanos en mlnúscul.as. (i, 11, iii, iv, v, ..• etc.) 

1 = Números romanos en mayúsculas. (1, 11, 111, IV, V, ... etc.) 

Ejemplo 4.2.3.1 

Se muestra una lista numérica: 

<OL> 
<Ll>Vector 
<Ll>Matriz 
<Ll>Base 
</OL> 

El texto se visualiza como: 

1. Vector 
2. Matriz 
3. Base 

Las listas sin numerar representan los elementos con un carácter gráfico que antecede a cada uno 

de ellos. Se utiliza la etiqueta <UL> </UL> para delimitarla, y <LI> para indicar cada uno de los 

elementos. La directiva <UL> puede contener el parámetro type que indica la forma del carácter gráfico 

que antecede a cada elemento de la lista. Los valores de type pueden ser dlsc, clrcle o square, es 

decir, un disco, un circulo o un cuadrado. 

Las listas de menú o de directorio se comportan igual que las listas sin numerar. Las de menú utiliza 

la etiqueta <Menu> </Menu> y los elementos se anteceden de <LI>. El resultado es una lista sin numerar 

más "compactatt, es decir, con menor espacio interlineal entre los elementos. La lista de directorio utiliza 

la directiva <Dlr> </Dlr> y los elementos se anteceden de <LI>. 

Nota. Internet Explorar de Microsoft no reconoce el atributo type. 
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4.2.4 Muncju de Imágenes Construcción de la Páginu 

MANEJO DE IMÁGENES 

Para incluir imágenes en las páginas se utiliza la directiva <lmg>. Hay dos formatos de imágenes 

que todos los navegadores modernos reconocen, son: jpg y glf. El primero obtiene una relación de 

compresión muy elevada, lo que facilita la carga de la página. El segundo tiene una relación de 

compresión inferior, si bien presenta algunas ventajas que lo diferencian del jpg: [www.ctsit.upm.es] 

a) Permite insertar una secuencia de imágenes que producen animación (gif animado). 

b) Se puede definir uno de los colores presentes en la imagen como transparente 

(atributo de transparencia), lo que mejora su integración con el fondo elegido para 

la página. 

c) Cualquier otro tipo de gráfico o de Imagen (pcx, cdr) no será mostrado por el visor, 

a no ser que disponga de un programa externo que permita su visualización. 

La directiva <lmg> cuenta con varios parámetros los cuales son: 

src ="nombre de la imagen": Indica el nombre del gráfico (entre comillas) a mostrar. 

alt ="Texto": Mostrara el texto indicado en el caso de que el navegador utilizado para ver la 
página no sea capaz de visualizar la Imagen. 

lowsrc ="Imagen": Usando este atributo es posible usar dos imágenes en el mismo espacio. 

Por ejemplo al tener la sintaxis: 

<lmg src = "imagen1 .gif" lowsrc = "imagen2.jpg" > 

Algunos de los visores que no reconocen el atributo lowsrc lo ignoran y simplemente cargan la 

primera Imagen ("imagen1.gif "). Para el caso de Netscape carga primero la Imagen "imagen2.jpg" y 

cuando ha realizado una primera presentación de la página con todas sus imágenes, realiza un segundo 

recorrido y carga la Imagen "imagen1 .gir• generando una segunda presentación. 

Imágenes con fonmato gif y jpg se pueden intercambiar libremente usando este método. Ambas 

imágenes se redimensionan de acuerdo a los valores especificados para los atributos wldth/helght 

presentes en la directiva <lmg>. Si las imágenes son de diferente tamano y no se especifica el ancho ni 

la altura, la segunda imagen se redimensiona al tamano de la primera (lowsrc). 

Con el siguiente parámetro se indica como se alineará el texto que siga a la imagen. Top alinea el 

texto en la parte superior de la imagen, Middle en la parte central, y Bottom en la inferior. 

allgn =TOP I MIDDLE I BOITOM 

Con border indica el tamano del "borde" de la Imagen. A toda imagen se le asigna un borde que 

será visible cuando la imagen fonme parte de un Hiperenlace. 

border = tamai'lo 
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4.2.5 llipcrclllaccs Construcción de lu l'úginn 

HIPERENLACES 

Lacarai:terlstica principal de una página Web son los hiperenlaces. Un hlperenlace es un elemento 

de la página que hace que el navegador acceda a otro recurso, otra página Web, un archivo, .etc. 

Para incluir a este elemento se utiliza la directiva <A> </A>. El texto o imagen .que se encuentre 

dentro de los limites de esta. directiva .será sensible, esto quiere decir, q~e al pulsar con et ratón sobre et 

enlace, se realizará la función de hiperenlace Indicada por la directiva <A> .</A>, 

Si éste· esta Indicado por un texto, aparecerá subrayado y en distinto color, 
0

si se trata de una 

imagen, esta aparecerá con un borde rodeándola. Esta directiva tiene el p~rárna"tro href que indica el 

luga~ a donde se envla al ser pulsado. (www.webcstilo.com. www.desarrollow~iié~ni] 

Ejemplo 4.2:5.1 

Al pasar,. el ratón ~mclma de .. la frase y pulsar, el navegador accederá a la página Web indicada por 

el parámetro hr;,f,' es decir, se tendrá ácceso al sitio de http://www.yahooo.com/. 

<A. href ~';•http:/~.yahoo.coml"> 
</A> 

Pu.lse pi:ira ir a la página de Yahoo 

Se mr:is.trará en el navegador como: 

Pulse para ir a la página de Yahoo 

Lo mismo se realiza con un gráfico. 

<A href = "http://www.yahoo.comr'> 
<lmg src = "yahoo.gif "> 
</A> 

Se mostrará en el navegador como: 

Pulsando so.bre la Imagen se arriba a la página situada en http://www.yahoo.com/. 

El hlperenlace también puede direccionar a una zona especifica de la página; para ello se debe 

marcar en la. págln.a las secciones en las que se divide y es con el parámetro na.me. 

Ejemp-lo 4.2.5.2 .:e: 
, <A n8ifn9 = "seccion1"> 

</A>. -
''·· .. -· . . 

Esta instruc~lónmarca el inicio de una sección dentro de la página; la cual se llamará secclon1; 

para ha.cer. el enlace se realiza de la siguiente forma: 
. .•·. 

<A llref = .''#secclon1 ">Primera Parte</A> 
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4:2.6 ·caracteres· en el documento Construcción de la l'ligina 

CARACTERES EN EL DOCUMENTO 

un·a página· web se muestra en diverscis paises, que usan conjuntos de caracteres distintos. El 

le~guaje HTML ofrec~ uri !necanismci por el qÚe se puede estar seguro que la serie de caracteres no muy 

usuales. se ~erá.ri b.1en. en .t~dos 1as eclG1pcis. independientemente de su Juego de caracteres . 

. Todo~' losvi~ores:de'pági~as Web.'actuales·saportan todos los caracteres y gráficos. De cualquier 

f<írma' .los ;¡~tei;;á's: tÍen:~n· di;Úntos ju~gos :de caracteres ASCII, se han definido dos formas de 

re~res~ntar ~ra.cteres' especi~les usando solamente el código ASCII . [www.etslt.upm.es] 

Para• hacer referencia a estos caracteres se les asigna un código numérico o un nombre de 

"o.ntld~d". Asi~Ísmo hay caracteres que se utilizan para las directivas de HTML, por.ejemplo"'<''.Y ">", 
estos caracteres pueden ser representados por un código numérico o una entidad cuando se requiera 

que aparezcan en el documento "tal cual''. Las entidades comienzan por el slmbolo & (ampersand) y 

terminan con el slmbolo ";"(punto y coma). A continuación se muestran algunas entidades: 

CARÁCTER cODtGO ENTIDAD CARÁCTER 

&#180; &acule; 11 

~ &#182; &para; 

&#184; &cedil; 1 

o &#186; &ordm; )) 

v. &#188; &frac14; '!, 
'!. &#190; &frac34; ; 

A &#192; &Agrave; Í\ 
;.. &#194; &Acirc; A 
i\ &#196; &Auml; Á 

1F. &#198; &AElig; e 
F. &#200; &Egrave; I;, 

r~ &#202; &Ecirc; I~ 

i &#204; &lgrave; 1 
Tabla 11. Algunos de los eametcrcs y su código en lltml. 

Por lo tanto la palabra página se escribe como: 

página 
p&aacuto;gina 
p&#225;gina 

C0DIGO ENTIDAD 

&#181; &micro; 

&#183; &middot; 

&#185; &sup1; 

&#187; &raque; 

&#189; &frac12; 

&#191; &iquest; 

&#193; &Aacute; 

&#195; &Atilde; 

&#197; &Aring; 

&#199; &Ccedil; 

&#201; &Eacute; 

&#203; &Euml; 

&#205; &lacute; 
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4.3 ~ Guío sohre el sistema Construcción de In Pagina 

GUIA SOBRE EL SISTEMA 

Al tener ya instalado el package "Transformacioneslineales", en la carpeta Álgebralineal y 

esta a su vez debe encontrarse en la carpeta StandardPackages de Malhemalica; con el objetivo 

de que en cada ocasión que se mande a llamar éste o cualquiera otro paquete en general podrá 

hacerlo sin inconvenientes. A continuación se muestra la descripción de cada función. 

Se abre una sesión de trabajo o notebook de Mathemalica, en el cual se manda a llamar por 

primera vez al paquete. 

l n 111:= « "AlqebJ:aLi.naal • TransfoJ:JllllCi.onesL · " 

Siempre al Invocar un paquete con la función Gel (<<), este debe ir entre comillas y el 

contexto entre las comillas invertidas. El nombre de Álgebra Lineal corresponde a la carpeta donde 

se encuentra el package de las Transformaciones Lineales. Una vez que se ha cargado el paquete 

se puede hacer uso de las siguientes funciones: 

• MatrizTransforma 
• MatrizTransformaBases 
• Transforma 
• ObtenerCoordenadas 

MatrlzTransforrna 

Con la aplicación de esta función se contempla: la obtención de la matriz de transformación, el 

núcleo, la nulidad y rango de una transformación lineal. Al obtener la matriz Ar. esta se puede 

manipular para operaciones posteriores y el nombre temporal que recibe es: mat. 

En ella se puede operar de manera tanto numérica como simbólica. Para su proceso se 

requiere de cuatro elementos de entrada o parámetros, de los cuales uno es opcional. El orden en 

que se manejan los datos de entrada deben respetarse, en caso contrario no procesara nada y son 

los siguientes: 

1. Regla de transformación. La cual deberá ser proporcionada como una lista 

anidada, es decir, como una matriz (tanto ella como la base deben tener una 

dimensión de nxn).En caso de trabajar en forma simbólica las literales deberán ir 

seguidas de un asterisco y posteriormente la variable. 

2. Lista de variables. Se trata de las variables de la regla de transformación, es 

requerido para el caso simbólico y es opcional en el caso numérico. Con el 

objetivo de distinguir las variables con respecto a sus literales. 
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4.3 Guía sobre el sistema .•. • Constrii~ci~i1 d~ In \•ñgina . 

3. Proceso. Este dato se refiere a un solo número, ~I cual puede ser:;1. :Í,·í:Í 3. con 

este se Indica la forma de desplegar la inforni~ciÓ~~·.El::•.1•i!mo;t~rá:~odo el. 
' ,.,_.,._ ,,.,, .. --::--.· ,_ .. •'" ','" 

proceso realizado paso por paso. el "2" solo Íos re~uiiados°{el .i·3•: mÓst'iariÍ la 
- •' .. -.. ; .. ; -· ,-:'.-'~. ,:,:;;;:· ::." _-. -

~-; matriz de transformación. 

4. La Base. Puede ser opcional, ya que alno int~od~cÍr~.~té~lé;.;~nto ~e considera 

que se trabaja con la ba.se canónica, encas¡:;Conii~iio"~1 dato deb~rá ser escrito 
como una lista anidada, es deéir, ~¡; ió~a de

0 

rri;~;¡~~::{ · · . · .. •. . · · 
A continuación se muestra el siguiente ejemplo (1·.·2.s)1). 

lnl21:= 
H!lt:ri.z'l'J:llnsonna[{(X+y+z,x-y-z,x-y+zÚ, 2, ((l, -l,l),°(2, -3, l), (0, l, -2))) 

a:N ESTClS DM'OS SE IEFLNE 

T: R3 .., R3 

La Regla de Transfo:cmación: 

T({x, y, Z}) 

La Base: 

(X+ y.+ Z \ 

X- y- Z 

\x-y•zl 

1 1 2 o \ 
: -1 -3 1 : 
\ 1 1 -2J3,3 

IA MATRIZ Ar 

1-:2 

l.!! 
3 

_Ji 
3 
2 
j 

f) El rango se obtine con el núrrero de pivotes de la rriatriz escalonada. 

E:l RANGO es: 3 
La IMIV3EN es: R3 

g) La nulidad se obtine =n: dim(daninio) - el rango. 

L.:l NlJLIQl\O es: O 
E:L NUCLEO es : {O) 

NOI'A: La matriz Ar se llama mat 
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. 4.3. ' . Conslru~ciÓn de la Página 

En este ejemplo solo se proporcionan tre~ datos, la regla. de transforriiació~ (lista anidada), el 

número 2 con el cual se muestra la solución y por último la ba~e. 

MatrlzTransfonnaBases 
-.. ' . . . 

Con lo que respectaa esta ·función, es muy semejante a la .ant~rior, puesto que tr~b~ja con 

matrices de mxn (regla de' tra'nsformaclón), utilizandó dos bases, .;,~·decir, que el nú~eró de 

parámetros será de cl~cci, con ti~s de ellos a ser opcionales: la lista d~ vafr~·bles (soÍo para el caso 

numérico), la primer~ y segunda base. Por lo tanto el ord~n de los paráriiet;~s e~k1 sÍgui~nte: . 

1. R~gla de transformación. 

2. Lista de variables (para el caso simbólico es necesaria): 

3. El proceso o dato numérico. 

4. La primera base. 

5. La segunda base. 

Al no proporcionar los datos para alguna o ambas bases se estableee el manejo' de la base 

canónica: Por cierto el proéeso de dichas oper.iciones será~ediante la aplica~ión de la matriz de . 

transición, es decir, aplicand? la fórm~Ía: A.; = Bi' A 0 1• Á coi:itinuacló~ se muestra el ejemplo 

1.2.6.2. 

ln[3l:=· -~~,,,,;'.i2;,..,,[((x+ 2y+ 2 z), (-2x+ 3y- 4 z}, (x-2y+2 z}), 1, 

((l·, l; 0) .. (1, -1, 0)' (1, 1, l}}' ((1, 1, 0)' {l, -1, 0}' ¡1; 1, l}) l 

La Regla de Transfoll1'8ci6n: 

T({x, y, Z)) 

Prirrera Base: 

'1 1 
l -1 

\o o 

Segunda Base: 

( X•2y•2Z \ 
'-2x•3y-4z 
\ X-2y•2Z J 

r i _\ i 1 
\O O 113,3 1rs1s coN 

FALLA PE ORIGEN -1 
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4.3 Gula sobre el sislcma Conslrucción de la Página 

a) D3 acuerdo con la dirrensi.on de cada rratriz se real i~d el siguiente proceso: 
Se obtiene la inversa de la pri.rrcra Base, se multiplica p.Jr la m:-itriz de 
la regla de tranfonració11, y después p::>r la segunda Rlse, es decir, se sigue 
a través de la fortrula: Ar~ B"(-l)A B. 

Proceso: 

1 1 1 11 1 1 2 2 \ 1 l 1 
Ar= ¡ 1 -1 1 "-1 -2 3 -4 1 -1 

1 o o 11 \ 1 -2 2 1 \o o 

l l -1\ -2 2 1 1 2 2 \ 1 1 1 
Ar= l l o -2 3 4' 1 l -1 - 1 

2 2 \ 1 -2 2 1 1 o o o o 

1- ~ 9 - 3 \ 2 ¡ 1 1 \ 
Ar= 3 l 3 . 1 -1 1~ 

2 2 \O o 1) 
1 -2 2 

1 3 -6 O\ 
La Matriz AT 1 2 4; 

\-1 3 ilJ,3 

b) La natriz Ar se reduce. 

( 3 
Aumentada: i 1 

\-1 

-6 o º' 
2 4 o 
3 1 O) 

11 o 2 º1 
Escalonada: 1 O 1 1 O · 

\o o o oi 

Se reduce:(x' 2 z) 
Y• z 

l \ 
1 
11 

1 \ 
1 
11 

e¡ El rango se obtine con el núrrero de pivotes de la natriz escalonada. 

El RANGJ es: 2 

1 1 231 
La IMAGEN es: l -

1
2 

-21 

d) La nulidad se obtine con: dim(daninio) - el Rango. 

La NULIDAD es : 1 
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4.3 Guía sobre el sistema Construcción de In Pñginu 

1 -2 z \ 
EL NUCLEO es: ·· z 

\ z 1 
Las variables arbitrarias son: { zJ 

NOfA: La matriz Ar se llama m'lt 

En está como en las demás funciones se explica paso a paso el proceso para obtener cada 

resultado. Estas dos prímeras funciones muestran una representación matricial de las 

transformaciones lineales. 

Transforma 

El objetivo de esta función. es el obtener un vector de transformación con respecto a una 

matriz Ar- Al tener ya la matriz de transformación (ver ejecutado al menos una de las dos funciones 

anteriores), la función Transforma puede ejecutarse; debido a que opera con dicho elemento; es 

decir, realiza la multiplicación entre la matriz Ar y un "vectorn; siendo este último el parámetro para 

esta función de tal manera que se obtiene asl un vector de transformación. Enseguida se muestra el 

siguiente ejemplo 11
• 

ln(4(:= Mat:rizTJ:ansf'0 nneBe-es({{x}, (2x+3y}, {Y)}, 3] 

11 o' 
La Matriz Ar = 2 3 . 

\o 1) 3,2 

NOI'A: La ootriz Ar se llama mat 

ln[5 (:= Tl:ansfoma[ {S, -7) J 

Se obtiene: T(v) =(5, -11, - 7) 

NOI'A: El resultado se llama tvector 

ObtenerCoordenadas 

A través de esta función se obtienen las coordenadas de L(X) con respecto a una base. Los 

parámetros requeridos son los siguientes: 

1. La regla de transformación. La cual deberá estar como una lista anidada. 

11 Ejemplo tomado del Hl:tro: ,\lt,;c:bra l.incal. Grossmnn StanlC)· l. página -'BO. 

111 



4.3 

,'.,.'..: .. 

Gula solirc el sistema.-- ·Construcción de la Página 

2. Proceso: se· proporciona uno de los siguientes números:· 1;·:2 o .3 'para el 

despliegue de la información. 

3. Las coordenadas de x. Se introduce como una lista sencilla. · 

4. Base. Se sigue las normas de las anteriores, ser opcional y como una lista 

anidada. 

Ahora se muestra el siguiente ejemplo. 

ln[6):= 
Cbtenw:Coordena({(xl-x3+2x4}, {x2-x3+x4¡, {-2xl+x2+3x4}, {2xl+2x3-x4)), 1, 

(1, 2, -1, 3), {(1, O, O, 1¡, (1, O, O, -1), (0, 1, 1, 0), (0, 1, -1, O}} J 

La Regla de Transfomiación: 

T( {xl, x2, x3, x4J) 

Matriz Ar: 
( 1 o 
1 o 1 
i-2 1 
\ 2 o 

La Base: 

r1 1 

,g o 
o 

\ 1 -1 

Coordenadas de (X) 

Las (Xi) 

saux::rar: 

t xl - x3 • 2 x4 
x2-x3 .. x4 

; - 2 xl .. x2 + 3 x4 1 

\ 2 xl + 2 x3 - x4 ) 

-1 2 \ 
-1 1 ; 
o 3 ! 

2 -1J4,4 

o o l 
1 1 ! 
1 -1 
o o j 4,4 

con respecto a la base: 

( l \ 2 : 
-1' 
3 j 

a¡ Se detenninan las ooordenadas de x·s a través del producto entre las 
=lUTmSs de la Base y las respectivas variables, realizando la 
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4.3 Gula sobre el sistema Construcción de la rngina 

suma de este prcducto e igualando con ello los valores de x: 

x4 
' l ' ' l \ 

1 o \ 
1 

- l 

1 O\ 

• x3 i. 
\ 01 

o o 
• x2 , O • xl O 

\ o 1 

' o \ 
x3 · 
x3: 

\ o ¡ 

' o \ x4 ¡ 
-x4 ¡ 

\ o ¡ 

\ -11 \ 11 

¡ xl \ x2 \ 
i o o 1 ' l o : + ! o ! 

xl) \-x21 

1 1 \ 
2 
-1 

\ 3 1 

l \ 
2 

- l 
\ 3 1 

b) Se obtiene un sistema de ecuaciones a resolver: 

f xl, x2 l ¡ l \ 
¡ x3 • x4 _ ¡ 2 ! 
' x3 - x4 . - 1 - 1 ! 
\ Xl- X2 j \ 3 ) 

e) ta solución obtenida del sistE!M anterior es: 

¡ xl \ 1 2 
¡ -1 

; x2: l 
: x3 2 
\ ><41 3 

2 

d) Entonces, el valor de las coordenadas de XL es: 

{2, -1, ~-, ~} 

e) Ahora se d<>tennina las coordenadas de L(x), pri..rrero se 
producto de la ITl'!triz A y el vector de coordenadas Xi 

r ~ o -1 
2 r 21 1 

~ \ 

-1 ; l ~~11 o 
Ax 

\ -22 o 1--~ . 
o 2 -11 \ i \ 7 

i 

Se obtiene asi un nuevo vector: 

{ i' O, - -~, ; } 

realiza el 

f) Con este nuevo vector se realiza el producto con las repectivas 
colUITinas de la Base, para obtener = resultado las coordenadas de L(x) 
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4.3 - Gula sobre el sistema Conslrucción de Ja Página 

las Coordenadas de LCXI: 

NCII"A: Donde Lpq se llama CoordeLx 

Estas son las funciones que conforman al paquete, el cual puede ser instalado en cualquier 

sistema operativ~>, s_lempre y cuando se tenga et software.de Ma_lhematica. 

· Come> s~' ~a-(lbse~ado, en el término del proceso de cada función aparece una nota, en la 

cual sé indica et nombre temporal que se le asigna al resultado obtenido, con ta finalidad de realizar 

oper~~ioné~ l~de~endientes a este proceso. Cada parámetro debe ser seguido de una coma, para 
- . ' . - ' 

que se ejecute la fúnci6n. 
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4.4 · Moni!ljc de la página - C~nstrueción de la Página 

La estructura · URL · 

Para 'indicar; la ubicación de un documento· en HTML, es a: través de una dirección (URL 

Localizador el~ Recur~os Uniforme): El URL es una dirección 'o camino·'que ha de seguir el navegador a 

t~avés de la ';~d pára acceder a ull d~Íerminado rec~rso'. bien sea Úna ~áglna Web, un fichero, etc.; es 

de.cir; lo ~·Je : h~ce es acceder a 'un archivo situado en un equipo que este conectado a la red. 
" ,' ' ' - . ~- . . , 

. ·'La e~trÚctura del URL para una página Web suele ser del tipo http://domlnlo/dlrectorlo/archlvo, 

donde el ·dominio indica el nombre del equipo al que se accede, el directorio es el nombre de la ruta de 

un ordenador y el archivo el nombre del documento que contiene la página Web escrita en HTML. 

Ejemplo 
http://www.lnel.gob.pe/cpi-mapa/bancopub/llbfree/lndex.html 

donde 

http:I/ 
www.inei.gob.pe 
/cpl-mapa/bancopub/llbfree/ 
lndex.html 

Indicador de la página Web. 
Dominio (nombre) del ordenador. 
Directorio dentro del ordenador. 
Archivo que contiene la página Web. 

MONTAJE DE LA PAGINA EN INTERNET 

Una forma de publicar páginas WEB, es a través de FTP que son las iniciales en Inglés del 

protocolo de transferencia de archivos. Para ello lo primero que hay que hacer es contactar un espacio en 

cualquiera de los servicios que se ofrecen hoy en dla, como son: hispavista, yahoo, etc. 

Algunos de estos servicios suelen ser muy sencillos' de utilizar, puesto que algunos de ellos se 

caracterizan por solo insertar la documenia~Íó~·~ m.ostrar en la Web, como pueden ser : imágenes, texto 

u otros elementos, sin embargo, es recomend~ble' ¿tilizar un programa de ftp; el cual al tenerlo ya abierto 

solicitará al ISP el nombre del host, no~bre d~I usuario, asl como el password, donde se guardará la 

documentación • [www.mat.put.el.www.tcrrn.es] 

Si los datos son correctos, en unos instantes se abre la siguiente pantalla donde se muestran dos 

ventanas: 

115 



4.4 Montaje de la página 

r:J CO•plele vav 
f:'I connect wav 
!:) error wav 
fiW prorder vri 
f:l re.ove exe 
f:l vhatsnev txt 
(',¡) VS_FTP.hlp 
r:1 VS_FTP. in1 
f:'I VS_FTP95. e .. e 
!im llSFTPJ2 .dll 
fil (-o-] 
lil [-e-) 

980907 16 40 
980907 16 40 
980907 1& 40 

980907 16 'º 
980907 16 40 
'JBD907 1& 40 
980907 16 40 
1000613 20:11 
'JB0907 lft: 40 
980907 16 40 

Construcción de la Página 

-10Ji! 
- R.motoSyat.m 

:::J .... o .. . .. 
! O iaages 1000314 16 33 Bl'il 
! =i_blnk 91f 1000404 20.26 5 
1 ~ ª""" ht• 1000404 20. 26 120 

' JO_ I! 11:1 adunl in ht11. 1000404 20: 2E. 2611 
!~ c:lcabecfon hh 1000315 16:07 379 
1 -~ ¡1 ~ coaerc10 ht. lOOOJH 16: JJ 2'JD8 
l_:!JI l:lco•erc102 hh 1000316 15·01 3108 

1 

e=! fraa~tor.. bh 1000314 16: 34 60 
=gesuon ho 1000316 15·01 2757 
f;H inde• ht.l 1000314 16: 34 440 
l:l 1D1c1ac1on bt- 1000314 16:34 316 

! 4 aed.10 ht. tOODJH--1~-- - ---~..a=-. --- -- ~ 
r "'º - ----------i: 

-l,od.<lnd---~ H.-, U..... _. EJl -¡ 

La ventana de la izquierda corresponde a la ruta donde se encuentra actualmente la información 

que se requiere subir a Internet; y el de la derecha corresponde al destino donde se enviarán los archivos 

de la página; luego se selecciona la flecha que va de Izquierda a derecha y listo, comienza a subir la 

infonnación a la web. 

Por cierto, se requiere mantener el mismo esquema que tiene en la página. Por ejemplo, si las 

Imágenes se encuentra dentro de una carpeta habrá que situarlas en, la misma con igual nombre. 

Si no se respeta el mismo esquema no funcionará bien la página, porque el código html remitirá a 

un lugar que si no se llama igual y no está en el mismo nivel mostrará un mensaje de error. 

Una vez que el pr~rama lnd.lque que se han pasado correctamente los archivos de un lado a otro, 

ya se pueden ver publicados en Internet. Cada vez que se haga algún cambio en una página habrá que 

subir la página completa. 

Todo lo correspondiente a la gula de este material mostrado en lineas anteriores, se encuentra en 

.. un sitio WEB. La dirección electrónica es http://galeon.hispavista.com/feraaVPagWeb/lndex.htm 
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CONCLUSIONES 

Gracias al vln,culo generado entre la educación y la tecnologla, se han alcanzado cambios 

favora,bles ,para un mejor desarrollo dentro del proceso ensenanza-aprendizaje. Esta tecnologla a la que 

,nos referimos y que en la actualidad goza nuestro pals, es el mundo de la computación; el cual se ha Ido 

ádentrando cada vez más en el área de la educación. 

La relación que existe entre la ensenanza y el área computacional; se ha ido desarrollando bastante 

rápido, sin embargo muchos de estos programas (ensenanza-aprendizaje) no están al alcance de todos, 

puesto que en algunas ocasiones tiene altos costos o las instituciones educativas no cuentan con él, 

Esto ocasiona que no se puedan adquirir, ya sea por los motivos anteriores o porque aún no 

existen, por lo que se puede tener la alternativa de crear sus propios materiales; como lo muestra este 

trabajo, donde se logra realizar la construcción del paquete llamado "Transformaciones Lineales". con el 

cual se resuelven problemas que están en espacios rectangulares (en el campo de los números reales). 

obteniendo asl una herramienta que pretende servirá de apoyo didáctico para el aprendizaje de este 

tema, en la asignatura del Álgebra Lineal; de tal modo que sea accesible para todos aquellos que 

requieren involucrarse con este tema, en donde se mostraron ejemplos prácticos para obtener su 

solución. El paquete puede ser modificado para resolver problemas en cualquier tipo de espacio 

[Valadéz], pero se deja para otro trabajo de investigación. 

Por otra parte, se Involucró sobre temas especlficos del Álgebra Lineal (espacios vectoriales y 

transformaciones lineales) como del sistema Mathematica, los cuales se requirieron para la construcción 

del paquete. Por lo que respecta al sistema, se ahonda sobre temas especlficos y se pretende que esta 

información sea clara y sencilla; de tal forma que lector puede comprenderlo, puesto que no se necesitan 

conocimientos previos sobre el mismo: de tal manera que se consigue una visión general de lo que 

conforma el sistema. 

Al mismo tiempo, se introduce de una forma práctica al lenguaje HTML. Se diseM la gula sobre el 

uso del paquete aplicando algunos ejemplos; por lo que al involucrarse con el uso del HTML, se consigue 

construir la página para la gula del package, de tal manera que se encuentra en un sitio Web en Internet 

para que este a disposición de cualquier usuario interesado en esta información; obteniendo con ello una 

mayor difusión de la misma, logrando con todo esto cumplir con los propósitos planteados. 

Sin embargo, no es una tarea terminada, cada dla avanzan las técnicas de estudio asl como la 

construcción de herramientas que sirven como un auxiliar en el aprendizaje, por lo que se debe trabajar 

aún más, para estar actualizados conforme a las necesidades que se vayan presentando. Por lo que 

hago una invitación a todos aquellos alumnos de MAC para que le den continuidad a este tipo de 

investigaciones con la finalidad de enriquecer las técnicas de estudio. 
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. • 

GLOSARIO 

Álgebra: Es la ciencia cuyo objeto es simplificar, representar y generalizar las operaciones de problemas 

num.éricos los.cuaies se representan mediante letras, de tal modo que facilite la ~~ten.ción de su solución 

aplicando leyes. y· teoremas. 

Álgebra Llneai: Es una parte del álgebra abstracta que s.e ha especializado·~,; el estudio y análisis de 

los espacios vectoriales y las aplicaciones lineales de.finÍdas ~ntre é~tds!:'Na~~·b~~l~~~nte'en el estudio 

de los sistemas de ecuaciones lineales, el. desarrollo cÍ~:··¡~· g~gn;e;';¡.;ii.'~alltl~a ~~ 'el.:~náli~is de la 

resolución de las ecuaciones diferenciales. Su avance. dieron Í~gar:·p·~rá ~·estabiec~i' la defi~ición del 
"-,:; )'.:·: ~ .. :/~,-,:· _.,~-'-~·:~·>\-'-· '7~<-, >:' espacio vectorial (Peano 1 BBB). 
~-<¡ '' -~>:~:··,, :· , . ._,-~~~:- .. ;':~ \-~-~: .. 

Ángulo: Es un conjunto de puntos que cd~sl~t~:: en dos lineas (rayos) procedentes del mismo punto. El 

punto se llama vértice del ángulo y los ráyost:~é canocen como lados. Cualquiera de los lados puede 

llamarse rayo inicial y el otro rayo t~¡.;,,¡~~( ;_ ,.. ·_·, 

Ángulo de.dos vectores:,Es aqu~1;éC~g~io;qu~~e forma a partir de un origen común de dos semirectas y 

siguen el. sentido y la dirección dé 'ia.\es vectores. 

Anillo: Un ~onjunto Atiene··~.~~ ~~toictura de anillo si tiene dos operaciones denominadas suma (a, b) tal 

que a.+ by ~Íprbduéto,'. (~~bi iaí'Ciu~ á:b y se verifican las siguientes propiedades: 
·- .-,_ . - ._.,, ,·.,i:·· 

1) A es un gru~o ri6;nmutativo respecto a la suma. 

· 2) El produéto ~s lisdciativo (ab)c = a(bc) 

3) El produetci'~istrÍb&ye la suma a(b + c) = ab + ac 

p~ra ~ual~~q~l~~ii de los ~lamentos a, b, c de A 
- ; é ~--: ·_,: " 

·- -~,':..· -\' 

Base: Un cof'1Ju.~t~df~~étd~e~(e1, e2, e3, •• .,e0) de un espacio vectorial IE sobre un cuerpo k forma una 

base si ~s: U~ea'1~~~i;Índep~~dl~nte y un sistema generador. 
' -- - \::i.:_-,'.-·. ·A' . ."t?r~-,, ·>;_,_:,:_-"' .• .. _-·:,.--·,·.~·'·~<· .. ~-;~~;- -_,~·,_;F:_.·> i- · ··. 

Bas~ C~~ó~Í~a: ~e ·;~fier~ ~ la ~a~i'e;; ~i. e;'.> .. i,e0 de Kº definida por: e1 = (611, 6 12, 613, .• ., 6.,) con 
.. ' . . .. ' .. ,' ' ,, ··- ·- ' ' ; 

6¡ = o si 1 i J y con 6¡ = 1 . si : 1 =¡;"siendo ~Un c~erpo conmutativo. 

.. ··'· ,·~.\ ·./.'' /.;-· '·,~>·:·:"< . 
Base Ortogonal: Dado un subespaclo .vectorial IE, en el cual se ha establecido una forma hermllica, 

alternada o simétrica y donde f se define como la base ortogonal a cualquier base (u,, u,, u,. .. ., un) 

del subespacio vectorial IE, en la que cada pareja de vectores es ortogonal respecto de f 

Coeficiente: Es el elemento alfanumérico que multiplica a la variable de un monomio. 

Collneales: Los puntos que pertenecen o están sobre la misma recta. 
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Componente: Cada uno de los valores que constituyen cualquier par, terna, cuaterna, etc., ordenada de 

números. El primer elemento contando por la izquierda se denomina primer componente; el siguiente 

segundo componente y asl sucesivamente. 

Constante: Función, letra o número que adopta el mismo valor en cualquier purito, o.~ú.;·n·o c~m~ia. 
Coordenadas: Se denomina asl, a los números reales dados en un cie.rto orden.y·_qÚe···deÍerminan la 

posición de un punto. ;; ,, .. 

Copla nares: Son los:.~unÍ~s· y iéctas qu¿ p~~~necen o están sobre ei ,n{~~:o'¿l:no.:' · · 
:ir··-· ~-·.·>'.',:<:::~: \- >:::: -.. :;;«: . _,., '.-:;/\· ·~\:~( \<:: · -,. './.· 

Cuerpo: . Es ~n' aríillÓ 'co~muiatí~o. con Unidad en' el •. qUe t~do eleméntd no\ n~lci iíe'ne Tnverso para el 

..•. g;,:~:!II~~t,tWÍi~1~~~f lf 11~~:7: 
Escalar: MagnÍtud cuyó v~i~r q~~d~:d~t~in,;~:diii·~~r ~~:~~iii~ro0 rea1/: • ... 

Espa~Í~; A"1bi;~n~di~~~f¡~¡Hdb~~:·:~·~bl~n{g~ c~;p~¿; ··,,. ·'•• . 

.. _ : ... _:. ~-> _ j~;.~ .. . -' .. :~-~:· __ ·---~·::~>:~~:e~~.~ 3~-~{~ft~~!~~~/,p;_~:~-~~~~:5r~.· ;~(,:~. :-~~;: · __ . ~" . ,,.,~, _ _ _ , 
Espacio Afin: Se dice que. e' es un .espacio afln relativo a IE; partiendo de un conjunto e' y de un espacio 

¡. ;\ '• ,i ~· • ,, ._ •. ,. 

vectorial 1E ~ob~é Un i:Uérpotsi ·.~~iste'uná aplicabló~ dé ~,/e. é~ IE,e~dondesl la .Imagen del par (A, 

B) se escrib~ AB, eriionde;'~·~,,~~mple: · [Espinosa) , 

1) AB + BC = AC , ·para cualqúler A, B; C pertenecen a e. 
2) Para todo P que pertenece e .. la aplicación e-> IE es Inyectiva. 

Espacio Euclideo: Se refiere a un espacio vectorial real que se conforma por la estructura de un espacio 

vectorial euclldeo, por lo tanto se ha considere en él un producto escalar, y por consiguiente, una métrica. 

Espacio Vectorial: Sea k un cuerpo, cuyos elementos se denominan escalares. Un k-espacio vectorial 

(o un espacio sobre k) es un grupo conmutativo (IE,+), cuyos elementos se denominan vectores, dotado 

de una operación k x E _, IE, que permite. as.ociar a una pareja (]-,, e) donde l.. pertenece a k y e 

pertenece a IE, y un vector A.·c pertenece a IE. 

j.·:. 

Espacio Vectorial Euclideo: Un espacio vectorfál real denotado con IE en el cual se encuentra definida 

una forma bilineal positiva y simétrica, denomln~·da j, que permite asociar a cada vector x que pertenece 

a IE su norma mediante la fórmula 11 x 11 = ~\", x) 112 y a cada par de vectores x e y un ángulo e. 
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Estructura matemática: Conjunto de elemenlos entre los que se definen una.-o más operaciones y sus 

propiedades (ejemplos anillo, cuerpo, grupo, semigrupo). 

Estructura Algebraica: Se denomina asl a un conjunto en :e'1 que:·esttin.,defi~idas .unas .leyes de 

composición que cumplen determinados axiomas (anillo, cuerpo;· espacl.o v1ú:torial, grnpo).· 

Expresión Algebraica: Es el conjunto de .letras, e.x.pone~tes y· coeficientes· lig~dos ·por los signos 

aritméticos. • ·"· 

FTP: Protocolo de transferenéla dedatos e~peclalmeríte dise~~do ~;.-ra t~ansrríÍllr archivos a través de 

una conexión remota entre di~tintas computad~r~~ .. En l~tem'eí'e~i~Í~n'i=Tp~ ~nónimos y otros a los 
' ' . '., ·- '· ' ' ,,. ' - . .. . . -

cuales se accede mediante una.contraseila._ Esteproto'coio es ún estándar en los sistemas UNIX. 

Función: Es una correspondencia entre- conjuntós'. de'.riúmeros: Una variable y se dice función de otra 
' · ... ·e,'· .. ·-,,.,. . . ·. .. 

variable x si a cada valor de,\'. le corre~ponde u~Ó y' sólo un .J'.-Se expresa y=/(.\'.) en la que.\'. es la 
'. ' '. ~'-. ' . '' . " ·- . -

variable independiente e y es. la de.p'encli~~t~; Entre conjuntos, una función asocia un conjunto de valores 

a otro conjunto de valores. Lalnve~a d.e una función relaciona los elementos x a los y. 

Función Lineal: Si la gráfica·~~·el ~l~n~ cle-Úna fu~ción dispone sus puntos sobre una recta, se trata de 

una función lineal o afln.: Cua~cld li;i _disposlc.lón es sobre una parábola, se trata de una función cuadrática 

y cuando se disponen sob.re una hipérbola, se trata de una función de prciporclÓnalidad inversa. 

GIF:' Es ~no d: los:.formatos de archivos gráficos de imágenes, más populares en Internet. Es muy 

utHlza_~o pa;a I~ ·f:o~~tr~cción d~ páginas web, porque permiten usar un fondo transparente en la imagen. 

·. HTML:·Juego de comandos y slmbolos (tags) que se usan para crear archivos HTML, es decir, páginas 

· }.-'ek>: Cua~cÍo el usuario escribe una URL en el navegador, éste recibe el archivo en texto plano con todo 
'•">'.'_ .. -.:.-.·, ? 

· · .el código HTML. El navegador lo interpreta y muestra la página formateada tal como indica dicho código. 

HTTP:,Protocolo de transferencia de hipertexto, en el que los servidores del www utilizan para mandar 

doclÍmentos html. 
<. _, ' _' 

HOSTi Unidad, software o persona que "hospeda" un servicio y donde lo~ usupri"• ,,.. les 11,..,,,. guests o 

Invitados. 

Internet: Red mundial de computadoras o red de redes. Se utiliza una porción de las redes públicas de 

telecomunicaciones, y lo que distingue del resto es el hecho de que se usa la suite de protocolos TCP/IP. 

Lista (Malhema/ica): Son colecciones de objetos (elementos) que constituyen una sola unidad. En 

Mathematica se indican llaves y separado con comas sus elementos. 
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Matemáticas: A;ea del conocimiento que estudia determinados entes abstractos y las relaciones entre 

ellos. Actualmente las matemáticas son una suma de disciplinas interrelacionadas: aritmética, conjuntos, 

álgebra, análisis, lógica, probabilidades, geometrla, topologla, computación, etc. 

Matriz: Disposición rectangular de elementos, distribuidos en filas y columnas de igual longitud entre si. 

Matriz (Mathematica): Son listas dobles, es decir, tablas con dos entradas, horizontales (filas) y vertical 

(columnas), por lo que se considera que una matriz es una lista de vectores (las filás de la matriz). . . .. . - . - . . . --·· 

Matriz Aumentada: es la matriz que se obtiene cú~ndo se.incluyen los térml~os lndependie~tes. 
"· , •' '•· , .. , .. ' -, ·- - ' 

... .,-., "·>¡; 

Matriz Inversa: Una matriz cúadrada M.s13 ~iée qUe tiéne matri~ Inversa c,¡ándo es Ínvertibl.e ó regular, es 

decir, cuando S!J determlnanÍ~ 'e¿'dl.stl.~tode'cer~. e'! ~só conti~rio se dicii q~~ la matriz es singular. La 

matriz Inversa es cuadrada y en ca'sode.exÍ~tlr es Úniá.. 
· ·• • ..... • :..1 ~:~.;.- __ f·~~-'._:'.·:v·;--', :-~'- : · "'--:' 

Matriz Singular: Es.una'matriz c~adrad'a ~o regular: o' lo que es lo mismo, aquella matriz cuadrada que 

carece de Inversa Y, el deterrni~ante es Igual a ce;o, 

Navegador: Es el programa qué ofrece acceso a Internet, debe ser capaz de comunicarse con un 

servidor y comprender el lenguaje de todas las herramientas que manejan la Información del WEB. 

Protocolo: Conjunto de disposiciones o reglas para establecer una comunicación entre dos o más 

dispositivos. 

Servidor: Se encarga de proporcionar al navegador los documentos y medios que este solicita. Utiliza un 

protocolo http para atender las solicitudes de archivos por parte del navegador. 

Sitio: Lugar de la World Wide Web representado por una dirección electrónica, en el que se encuentra 

ubicada toda información relacionada con una institución. 

Subespaclo Vectorial: Dado un espacio vectorial·IE sob;~ Un cuerpo k, un subespaclo vectorial de un 

subgrupo IE' \;; IE que es cerrado para el producto por, esi:alares. 

Término: Es aquella expresión algebraica en la que no aparecen cantidades separadas por signos. 

URL: Es el Localizador Uniforme de Recursos, es decir, la dirección que localiza una información dentro 

de Internet 

Variable: Es un slmbolo que puede representar a cualquiera de los elementos de un conjunto dado. Un 

conjunto cuyos elementos son los valores de una variable, es llamado universo de la variable. Los 

elementos Individuales del universo, tales como O, 1, 2, 3, •.• son llamados los valores de las variables. 
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