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INTRODUCCION

Los recursos naturales originalmente se dividian en recursos renovables y no
renovables; la diferencia radica en que ¢l proceso de regeneracidon ocurre mas rapidamente
en los recursos renovables. Como ejemplo de los recursos renovables se sefiala la flora, la
fauna, el agua, etc. y como no renovable los combustibles convencionales como el
petréleo.

La regeneracion del recurso necesita que existan las condiciones neccesarias para su
desarrollo. El problema se origina cuando el hombre considerando de rapida regeneracién
los recursos renovables los explotd, en muchos casos lo sigue haciendo, en desmedida
ocasionando un deterioro o un agotamiento que los pone en peligro de extincién al
enviarlos por debajo de los limites donde la renovacion no sea posible o ésta no sea tan
rapida, de ahi que surja la preocupacioén de tomar todas las medidas necesarias (tanto
politicas, sociales y econdmicas) para utilizar el recurso y cumplir las necesidades del
hombre sin decremento del recurso.

El objetivo del presente trabajo es presentar un analisis de un problema de optimizacién
dinamica para las decisiones de explotacion, inversion y financiamiento de una empresa
que tiene la concesién monopodlica de explotaciéon de un recurso renovable, tal como la
pesca de alguna especie marina, ademas de que en todo momento evitara la explotacién
desmedida del recurso para evitar su extincion.

El problema planteado matemaiticamente, se lleva a uno de control éptimo, donde las
variables de estado son el tamaifio de la poblacion a explotar y el capital invertido a la
empresa por los socios, mientras que las variables de control del problema son los
dividendos de la empresa y el esfuerzo que se realiza para capturar la especie.

Jorgense et al (1997) obtuvieron una secuencia de trayectorias optimas a través de un
procedimiento de sintesis y caracterizacion cualitativa de curvas asi como de las
condiciones necesarias de optimizacion. En este trabajo, se muestra que el problema de
control 6ptimo nos lleva a una ecuacion diferencial algebraica al menos de indice tres.

El trabajo se inicia analizando, en el Capitulo 1, la dinamica de poblacién con y sin
explotacion asi como los supuestos financieros que debe cumplir la empresa que va a




. explotar los recursos, es decir, son las bases que permiten presentar el modelo. El Capitulo
2 contiene una descripcién de los problemas de optimizacién lo cual permitira analizar las
condiciones necesarias que debe cumplir la solucién a un problema de control 6ptimo. En
el Capitulo 3 se aplican las técnicas vistas en cl Capitulo 2 para obtener las condiciones
necesarias de la solucion al modelo del capitulo 1. Finalmente en cl Capitulo 4 se muestra
que el modelo, del presente trabajo, es una ccuacién diferencial algebraica (EDA) por lo
que se analizan las dificuitades matematicas y numéricas a las que se debe se enfrentar al
tratar de solucionar una ecuacion de este estilo.




Capitulo 1
EL PROBLEMA

El problema que se presenta en este trabajo trata sobre la explotacién de un recurso
renovable. La explotacidn debe ser tal, que permita el crecimiento sustentable de la especie,
es decir, evitar la sobreexplotacion a fin de asegurar que ésta no se extinga.

Se supone que las condiciones ambientales del habitat de la especie no son tan extremas
que pueda extinguirla o mermar cl nimero de individuos que la conforma de una forma
brusca. Los fenémenos que alteran ¢l medio ambiente pueden ser, por ejemplo,
metereoldgicos como “El Nifio™ o ecoldgicos como la contaminacion excesiva.

Ademas, se supondri que una sola empresa tiene los derechos exclusivos de
explotacién del recurso', de esta manera se tendra un mayor control del niimero de medios
o activos con los que se realiza la captura del recurso, como puede ser ¢l niimero de redes,
barcos, arpones, rifles, ctc., asi como de una sola estrategia para la utilizacidn del recurso.

Los procesos de captura utilizados por la compaiiia que aprovechara el recurso, deben
cumplir cabalmente con las normas dictadas por las autoridades locales asi como los
tratados que se hayan firmado al respecto con otros paises, con la finalidad de no explotar

Los economistas argumentan que la comercializacion de una especie usualmente esta asociada con su
extincion como resultado de que el recurso sea de libre acceso o de libre explotacion, es decir, que puedan
introducirse un niimero ilimitado de participantes para la explotacion del recurso. Esto influye en la
sobreexplotacién del recurso debido a que los derechos de explotacién no existen o no estan bien definidos,
por ejemplo, si ¢l recurso a explotar es un pez donde su hibitat es de libre acceso para la comercializacion y
es capturado por cierta cantidad de botes, en ¢l momento que entre otro pescador, sus botes estaran
compitiendo con los que ya existian previamente, lo que originara que aumente el esfuerzo por conseguir el
bien, que se divida menos pesca entre mais botes y por ende que se reduzca la poblacion de peces.

Por lo tanto, si los derechos de explotacion del recurso se definen correctamente o si existe una regulacion
para la explotacion del recurso, la especie no seria sobreexplotada o en peligro de extincioén, una de esas
medidas es conceder derechos exclusivos o monopdlicos para la explotacion del recurso a un solo participante
o a un conjunto limitado de participantes que tendran una misma estrategia en comun (véase [AEDE
531D,2000)]).




excesivamente el recurso natural. Aunado a esto, la empresa no debe escatimar esfuerzos .

para evitar la captura de otras especies no aprovechables en el comercio o, en su’defecto,
que no esté autorizada en su utilizacion, asi como evitar dafios ecoldgicos al ambiente. -

Con las medidas previas, la compaiiia evitard ser sancionada -econémica o-

administrativamente, y en su defecto, perder la concesién sobre la explotacnon del recurso;
y con ello, poner en riesgo el futuro de la empresa.

Asi mismo, se supondrd que el recurso es altamente demandado por lo que la venta del
bien capturado es inmediata.

El objetivo de la compaiiia es hacer un buen uso del capital invertido por los socios
obteniendo la mayor tasa de dividendos posible; ya que de otra manera, si los inversionistas
consideran que la actividad no es rentable podrian retirar su capital en cualquier momento y
poner en riesgo la existencia de la empresa.

Dentro de los supuestos financieros se encuentra que la empresa tiene acceso ilimitado a
financiarse por medio de un préstamo para activar o reactivar la explotacién del recurso
como puede ser la compra de los insumos necesarios o reponer los que hayan sufrido de

depreciacion, lo que no podra hacer, sera invertir la cantidad prestada para algun fin distinto

al giro de la empresa.

Si la compaiiia considera prudente, puede invertir el excedente de capital propio en’

activos financieros, la anica restriccién al respecto es que si previamente decidié pedir
prestado, debera pagarles a sus acreedores.

En forma resumida, el problema por estudiar es de optimizaciéon dinamica de la
explotacién del recurso, donde las politicas de la empresa estaran basadas en decisiones de
dindmica de inversion de capital en el esfuerzo y estructura de financiamiento de la
compaifiia. A continuacidon se enunciaran los supuestos que debe cumplir el modelo de
forma analitica.

1.1. DINAMICA DE LA POBLACION

Sea P = P(t) cl tamaiio de la poblacién en el instante ¢ donde todos los-individuos son
idénticos y los unicos factores que afectan el tamaiio poblacional son las tasas intrinsecas
de nacimiento y muerte {3], ademas debe cumplir con las siguientes hipétesis (vease 33,
[{AEDE 531D,2000] y {Miller, 1991]):

i. La poblacién es tal que presenta nacimientos continuos y generaciones superpuestas
para considerar que la funcién de poblacién P: 9" — % es continua y dlferencmble para
toda .




ii. La poblacnon crece.en un- ambiente. sin cambios bruscos que ongme alteraciones
v101entas en el nimero de integrantes de la poblacion.

iii. La poblaclon se dlslnbuye umformemenle sobre su habitat.

iv. El crecimiento de la poblacion estara limitado por los recursos de su ambiente, por lo
.'que los individuos competiran entre ellos para obtener los requerimientos minimos
para sobrevivir, como espacio territorial, alimentacién o energia solar.

v. La razén instantidnea de cambio de l1a poblacién en el tiempo ¢ dependera del nimero
de individuos que existan en ese momento multiplicado por una tasa variable, dicha
tasa esta sujeta a la vez al numero de integrantes de la poblacién P. Es decir, que el
crecimiento de la poblacion se comportara de acuerdo a la siguiente ecuacién:

ar
dt
8t = r(pP),
d - 1(p)
y de ésta ecuacidn se tiene
. ‘1’.)=pf(p) ’ ' _ S (lk.yl.l)

debera cumphr con los sngmcnles puntos‘

Vii. I'(P) >0, donde P(l) € (0, Puax): es decnrj(P) > 0 si P(l) 53 (O VPMAx)
Viii. F(P)< 0 donde P(r) € (Parax, =); es decir AP) < 0 si P(l) e (PMAX, w) -

Resumiendo, en una primera etapa por ¢l punto vi y vii, 1a tasa de crecimiento sera
positiva hasta que la poblacion alcance el tamaiio Py , debido a que en ese periodo
la tasa de mortalidad es menor que la tasa de natalidad ya que existen los recursos
necesarios para el desarrollo y crecimiento de la poblacién.

Cuando la poblacién rebase el punto de maxima capacidad sustentable de su
hébitat, Puav, la tasa de mortalidad se incrementara debido a que el ambiente no




podra proporcionar a todos los individuos de la poblacién los requerimientos minimos
para su sobrevivencia obllgando a la poblacnon a: retomar al ‘nivel ; anx ‘que su
entorno puede soponar :

ix. I‘(O) F(PM,‘,\') 0 es demr /(0) -—_f(PMAx) = o ‘

Es decnr que la tasa de crecnmlento de la poblacnon sera |;_,ual acero en dos puntos
cuando no existan individuos en’el ambiente y cuando la poblacién en estudxo alcance
el nivel maximo de sustentablhdad de su habxtat )

: decnr

F'(P)>0, Pe(o,PMé)'
F'(P)<0, Pe(Pyc.,=)

Recordando el punto /v anterior, los recursos donde vive la poblacion son finitos, por
ejemplo: el alimento, el espacio territorial, etc. y las alteraciones que la poblacién realice al
habitat, como la contaminacién, influird negativamente en el incremento de la poblacién
cuando ésta sobrepase el nivel Pyc ya que no todos los individuos tendran las mismas
oportunidades de conseguir alimento o de sobrevivir; aiin asi la tasa de crecimiento sera
positiva, hasta que la poblacion alcance el punto de maxima capacidad sustentable Pagqy,
donde la tasa de mortalidad es igual a la tasa de natalidad y con ello el crecimiento de la
poblacidn sera igual a cero por el punto ix.

Si la cantidad de individuos de la poblacién fuera mayor a Py, la funcidn F(P) seriav
menor que cero por el punto por el punto viii; significando que la tasa de mortalidad serd .




mayor que la tasa de reproduccnon obhgando ala poblacxon a retroceder hasla los mveles
de Py : :

Ba_|o estas caractensucas, la forma de la o2 _c‘d’dé‘lzi:f"unciév_ﬁ F(P) es rep}eéentada’pp;

medio de la ﬁgura 1.

Tasa dc;‘cnchdgnh de 1a poblacién

la
CF(P)

Figura 1

La gréfica de la funcién solucxon de P(1) con condiciones iniciales Py, siendo 0< Py < P\” X
tiene la forma de “S™ como se muestra en la figura 2 (vease [Mlller.l999] y [lel l997])
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v

Figura 2




1.2.DINAMICA DE EXPLOTACION

Considérese una poblacién cuya velocidad instantanea de cambio en condiciones de no
explotacidn crecimiento cumple con la ecuacién (1.1.1)

(1.1.1): ‘gf_pf(p)

si, ademas se supone que esta sujeta a comercializacién por parte de una compaiiia’ que
tiene los derechos exclusivos para la captura de la especie en cuestion, otorgados por una
autoridad competente, y que evitara en todo momento la explotacién excesiva o extincién
del recurso, y con cllo el fin de la actividad comercial.

Entonces, el crecimiento de la poblacién estara afectado no sélo por factores naturales
F(P), sino que también se vera influenciado por la cantidad de individuos capturados por
parte de la empresa a lo largo del tiempo. ’

En base a lo anterior, sea A la razdén instantanea de extraccion del recurso boi“ la
empresa. Para fines del modelo se supondra que:

H:92 - RN, tal que si (P,.E) € 9%, entonces:
H=®(P,E) -

Donde:

l div dela poblacxon en: el lnsta.nte ' a exp otar y cuyo L

: Ios supuestos indicados en Ia seccnon 1. l

,P(t) es. el nimero
crecnmlento cu ple <

E(t) es el esfuexzo por reahzar la caplura ‘como el nimero de bar os redes u otros
insumos utilizados para tal fin. La f‘unclon de esfuerzo debe m: yor Jue:cero y
contmua en todo tiempo. ‘ -

AP, E) la funcién de captura debe ser continua y diferenciable en O,EB)x(O,' ). e
Para mayor referencia véase [AEDE 531D, 2000] y [Jorgensen. 1997] S

Un caso particular de @&(P.E) es el modelo de Schaefer, en el que ¢ depende dc P y £
bajo la S|gu1ente expresion o ; :

WAP.EY =qEW0)P(1),

es decir, el producto del esfuerzo y del nimero de mdlwduos de la poblacuon en el instante
t (véase [AEDE 531D, 2000]).




Por lo tanto, la razén instantinea de cambio considerando la cxplotacnon del recurso
tendra la siguiente representacién - . :

{IP

o = AP -o@.E) a2

1.3. DINAMICA FINANCIERA

Sea P(7) una poblacién con un crecimiento natural definido como en:(1.1.1) sujeta a
explotacién y comercio determinado por la funcién @(P.E) por parte de una compaﬁla que
cumple con los supuestos indicados en la seccién 1.2.

Ademas la empresa debera cumplir con varios supuestos que enunciaremos a continuacién:

Supuestos sobre la utilidad de lo capturado:

Aunque el precio esté regulado por la ley de la oferta y la demanda o en su
defecto por la autoridad correspondiente, se supondra que la compania vendera lo
capturado a un precio unitario constante igual a p, por lo que la entrada de
efectivo derivado de la actividad estara dada por .

PIP.E). el (1.3.1)

El costo de operacién de la empresa sera igual a cE(), donde ¢ es el costo
unitario del esfuerzo realizado en la captura.

Los costos deben incluir los gastos directos como son lo referente a equipo,
medios de transporte, reparaciones, combustibles, retrasos, gasto en
infraestructura, por ejemplo, costos de muellaje especializado o puertos, enseres
de captura, almacenamiento de la captura, personal calificado e impuestos entre
otros; asi como gastos indirectos que estin relacionados con la administracién'y
gastos de venta del producto. :

Por lo tanto la utilidad derivada de la captura y venta del producto puede‘_ .
expresarse de la siguiente manera

PP EYCE . 32

Supuestos financieros:

La compahla tendra acceso a una lmea de crcdxto excluslva para la exp]olac:on
del recurso 6 podra invertir en acuvos f‘nanCIeros, pero no las dos altemauvas ‘al




mismo tiempo, es decir, no podra pedir prestado e invertir sus recursos.en una:
actividad distinta a la de fomentar o incrementar la captura de la especie de la cual:
tiene la concesién para su aprovechamiento [Jorgensen, 1997].

Si la empresa determina solicitar el préstamo al que tienc derecho, la tasa.del ;..
crédito por la linea concedida se incrementardi en funcién del grado- de’.
endeudamiento de la empresa; mientras que si la firma decide invertir en activos.:
financicros, la tasa de rendimiento se mantendra constante independientemente de
la cantidad de recursos invertidos. ;

Por otro lado, la compaiiia debera tener la capacidad de liquidar la deuda asi
como los intereses generados por ésta, dichos intereses estaran vinculados a la™
tasa lider del mercado, riesgo sistematico, y del riesgo propio de la empresa.

En otras palabras, sca B el nivel de endeudamiento o de inversién [Jorgensen,
1997]:

Si B < 0, se cntendera que la empresa ha decidido invertir en activos
financieros y en ese caso la empresa obtendra una tasa constante de ganancia rg;
mientras que si B es mayor que cero, la compaiiia ha determinado utilizar su linea
de crédito y entonces debera pagar a sus acreedores la misma tasa constante rp
mas un premio derivado del riesgo de pérdida o insolvencia por parte de la
empresa.

Para fines de este trabajo, definase »(8) como la funcidn rasa de interés ligada
al nivel de endeudamiento o inversiéon B, de manera que tenga el siguiente
comportamiento

(B)-— o B <=0 133
NE =1 +kB B>0,yk>0 - ° v (,. 3)

Donde rg es la tasa ofrecida a la compaiiia al destinar sus recursos en una
inversion financiera y & es el grado de riesgo de la empresa por  incumplimiento
de pago y se aplicara linealmente al nivel de deuda de la empresa, cumpliendo
con el supuesto de que a medida que se incremente el préstamo, la tasa de interés .
respectiva también aumentara. . i

Dependiendo de la decisidn de la empresa, B representara uné ge'mam':‘ia oun.
costo para la firma que serd medido por medio de la funcién de ganancia —.costo”
financiero representado por medio de C(B), dicha funcnon tomara los slgunentes e
valores - o

10




roB S B <=0

C(B) = (1.3.4)
: roB+kB? B>0,yk>0

Cuando B < 0, C(B) significara un incremento en los-activos:de:la empresa
como resultado de los intereses generados de la inversion financiera por un monto
B ysi B >0, la empresa tendra una deuda igual a rgB+kB>.

La empresa deberid ofrecer a sus inversionistas una tasa de ganancia o de
utilidad /, que debera ser competitiva en el mercado, ya que si dicha tasa resulta
ser menor que la tasa rp prometida por invertir en instrumentos financieros, los
socios determinaran destinar sus recursos en activos financieros que les
proporcionara una mayor ganancia; si la tasa i es igual a la tasa rp, a los
empresarios les sera indiferente invertir en activos financieros o destinar sus
recursos en la empresa, por lo que la tasa de ganancia se supondra mayor que la
tasa libre de riesgo para que los posibles socios estén interesados en invertir o
conservar su capital en la firma, es decir;

P> (1.3.47)

La compaiiia debera de contar con un capital K(¢) que le permita comenzar o
realizar la actividad de captura, este capital puede ser por gjemplo la cantidad de
barcos o de redes y podra incrementarse en cualquier momento por medio de las
inversiones /(r) de los socios. Ademas, el capital estard sujeto a depreciacién a
una tasa constante d, por lo tanto, el cambio en el capital se expresara como:

K = I(t) — dK(¢), K(0)=Kp>0. (1.3.5)

Asi mismo, los socios de la firma podran invertir o descapitalizar la empresa
sin ninguna restriccion, sdlo dependera de la estrategia a seguir por parte de los
miembros de la firma y de que la compaiiia cuente con una estructura de costos
rentables, es decir, la funcién de inversién de los socios /(r) podra tomar los
siguientes valores

—o<I(t) <. B H(l.3.6)”

El significado que tiene el signo de (1.3.6) es como sigue, si /() <.0,
signiﬁcaré que los socios han decidido retirar parte del capital. K(¢) de.la
compaiiia; mientras que si /()>0 que han decidido realizar una nueva inversién en
la empresa. )

Es decir, la condicion (1.3.6) admite la venta o compra de cabital. de forma
instantanea y sin ninguna restriccidon originando cambios inmediatos en la
cantidad de capital debido a la ecuacién (1.3.5).




Si el esfuerzo en el momento ¢ es igual a E(l)‘y siz
(K= E(:)) > o : e 1.3.7)

donde el lado izquierdo de'la desngualdad (l 3 7) es la‘cantidad de capital que la
firma no esta utilizando y- supomendo que.la empresa no desea mantener capital
ocioso [Jorgensen, 1997] el excedente se _podra retirar debido al comportamiento
de la funcién de i mversxon (l 3. 6), de manera que

(1.3.8)

para toda ¢, por lo que la empresa evitara de esta manera el exceso de capital, y
por ende, todo el capxtal ‘que posea'sera utilizado en su maximo para la captura del -
recurso. . L ; =

Por otro lado, contablemente se debe de cumphr con la s1gu1ente igualdad

K(r) X(1)+ B, - (1:3.9)

donde, X{(r) es el capital neto de la empresﬁ;

Del supuesto (l 3.8), arriba descrito, se. tlene ‘que’El K(t) éen todo instante 'z, por lo ‘
tanto, la igualdad (1.3.9) en términos del esfuemo tleda expresada de la siguiente manera

E@y= X(1)+VB(1) L as. 10)
Considerando los flujos de entrada y sahda de la empresa [Jorgensen, 1997], denvados
de la comercializacion de 1a captura, se obtiene la siguiente ecuacién :

pD(P, E) —cE(t) ~ dK(t) — C(B) = D(t) + X*(£). ) '(i.'3.1 1)

donde D(7) son los dividendos pagados a los socios de la firma y por ende es I6gico pedir
que sean mayor o igual a cero para toda t. En otras palabras, la ecuacidén (1.3.11) nos dice
que los dividendos D(¢) y el incremento o decremento en el capital neto X(¢) debe ser igual
a la utilidad proveniente de la comercializacién de la captura p®(P, E)-cE, considerando
costos derivados de la depreciacién del capital dK(r) y de la ganancia por la inversién.en
activos financieros o bien del costo de la deuda adquirida por la empresa C(B). e

Asimismo la empresa en ningin momento estara interesada en conservar efectivo, por lo
que se debera igualar el flujo de entrada con el de salida [Jorgensen. 1997] Dicho de otra

manera

p(‘D(P,E)—cE(I)=D(l)+C(B)‘—B'(l)+I(1),' ,‘ o ‘(1.3.1'3)
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.donde la utilidad de la venta de la captura pd(P,E)-cE sera igual a los dividendos pagados

D(r) a los socios después de considerar las ganancias o costos derivados de la inversion o
‘de la deuda C(B) de la empresa, asi como la reduccion del préstamo o incremento en la
- utilizacién de activos financieros 8' y en la inversién dlrecta de capital por parte de los
socios /(1). .

1.4. EL MODELO

El objetivo principal de la empresa es optimizar los dividendos de la firma durante el
tiempo en que la empresa se dedique a la captura de la especie a la que tiene autorizacion,
suponiendo que el limite de vencimiento de la concesion otorgada es hasta el tiempo 7, y
que la estrategia de explotacién de la compaiiia cumpla con los puntos de la seccion 1.2.

Bajo los supuestos financieros de la seccion 1.3, los socios potenciales estaran
interesados en saber cual es la ganancia posible al dia en que inician la inversion para la
explotacidn del recurso; es decir, desearan conocer todos los flujos de dividendos a valor
presente ¢D(r), donde i es la tasa de ganancia que la empresa debe ofrecer a sus socios
como se menciono anteriormente.

Por lo anterior y definiendo a J como la funcional de flujo de dividendos a maximizar,
se obtiene la siguiente expresion:

, ,
J= j'e""D(:)dr. e v (1.4.1)

Es loglco suponer que

‘compaiiia preveré' que el q’apita"] 'néto}\’sign;ipre sea mayor que .
cero. N R L A mayo :

Despejando a X de la ecuacnon de ﬂu_]OS (l 3 11) y uuhzando la expresnén E(t) = K(t)jr '
(1.3. S) se obnene la sngulente 1gualdad : : )

>X ,p¢v(P E) (c+d)E C(B)—D(l)

,.,'(1,.4,2) -

Ademas se supondra que Ia g

n mstanlanea de cambxo de la poblacxon sea lgu

d—P—F(P) CD(P E), L f' A(1.4.3)~

o dt

-=.donde F(P) reprcsenta el crec miento’ natural de la poblacién Py la funcnon ¢(P E) cumple,'
- con lo-indicado en’ la secclon ] .2'relativo.a la funcién de captura. - Es decxr que la razén
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" instantanea de cambio de la poblacién , dependera de la razén mstamanea de camb|o .

‘nalural de la poblamén'_'y e la forma en que ésta sea explolada

A

’ Resumnendo ‘el problema de control optimo que se estudiarad eneste trabaJo era el dc'

- resolver a (1.4.1) obedecnendo (1 .4.2) y (1.4.3), es decir:

T
MaxJ = Max [e™" D(t)dt

sujetaa:

P'= F(P) - ®(P,E)

; pcb(P E)y- (c+d)E c(B) - D(:)
= D(t) >0
Eet

P(to) = Py o

R X((o) =’Xo : .

O E(o)=Eg.

(1.4.4)

donde P(¢) yX(l) son vanables de estado con D(t) y E(t) como vanables de control

El tipo. de problemas al que penenece el modelo (l 44) “dsi ‘como las “condiciones

‘necesarias que debe cumplir éste se analizaran en el capitulo siguicnte.




Capitulo 2

PROBLEMAS DE CONTROL
OPTIMO

El modelo obtenido en el capitulo anterior no ¢s sino un caso particular de los llamados
problemas de control éptimo, en los que se desea optimizar ciertas cantidades (funcién
objetivo), que dependen de los valores de variables que cambiaran en el tiempo (variables
de estado) de acuerdo a la eleccion de ciertos parametros o variables que pueden
manipularse (variables de control).

Un ¢jemplo tipico de optimizacion es el siguiente:

1
MaxJ = Maxli[ Ifo (x, u,l)dl]
V]

sujeto a:
x = flx.a,1)
y condiciones inicﬁlésﬁ k
A 7 x(a) = x; .

Antes de entrar a analizar los problemas de control dptimo, vcremos primero dos
cuestiones relacionadas: los problemas de optimizacion y los problemas de control

2.1 PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Los problemas de optimizacién han sido muy estudiados en Matematicas j-’}s'u's
procedimientos se han aplicado en otras areas como la Economia, Sociologia,. Demografia,
Industria, ctc.
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Para aplicar los resultados de la teoria de optimizacidén hay que reconocer primeramente
las necesidades a resolver y hacer una imagen de la realidad por medio de' un modelo
matematico para obtener, posteriormente, la solucién al problema en cuestidn.

El modelo que describe el problema debe estar gobernado por reglas de operacion o
restricciones, dichas reglas pueden ser fisicas, econdmicas, ambientales. El sistema recibira
datos provenientes del ambiente para que una vez procesados muestra los datos de salida
bajo las reglas de operacion del sistema.

El objetivo sera encontrar los datos de entrada que optimicen la salida del sistema bajo
las restricciones impuestas, es decir, dada una medida de funcionamiento del sistema, hallar
la solucion 6ptima al modelo, en otras palabras, sera aquella solucién que cumpla con las
restricciones o reglas de operacion y maximice (minimice) la medida de funcionamiento
del modelo, véase [Borell, 1985].

Uno de los factores que ha influido notablemente en el crecimiento de la teoria de
optimizacion, ha sido el auge de las computadoras a partir de la segunda mitad del siglo
pasado pues la aplicacidén de técnicas computacionales en la solucidon de los problemas ha
agilizado el tiempo de respuesta y facilitado la implementacion de nuevos métodos
numéricos. L

Cabe mencionar que se ha utilizado al calculo variacional para resolver problemas de
optimizacion, por lo que en las siguientes secciones se analizaran algunos resultados de
dicho calculo y posteriormente aplicarlos al estudio del sistema (1.4.4).

2.1.1. Calculo Variacional

Una de las ramas de las matematicas que es muy util para resolver problemas de
optimizacion es el calculo de variaciones o calculo variacional. Los comienzos de dicho
calculo datan desde los grandes pensadores griegos pero es hasta el siglo diecisiete cuando
se comienzan a dar los avances sustanciosos en este campo. Por ¢jemplo 1. Newton usé
principios variacionales para determinar la forma que debe tener un cuerpo en el aire para
presentar la menor resistencia a éste. Asi mismo, en 1696 Iohanis Bemoulli publicé una
carta donde planted el problema en la que dados dos puntos 4 y 8 en el plano que no
estaban conectados por una recta vertical ni horizontal se buscaba la trayectoria que ha de
seguir un objeto de 4 a B si ¢l movimiento se efectuara exclusivamente bajo el efecto de la
gravedad, de manera que el tiempo empleado sea minimo. Al problema anterior se le
conoce como cl problema de la braquistécrona o el problema del deslizamiento rapido
[Kirk, 1970].

Es necesario introducir la definicion de fincional para sefialar cual es el objetivo del
calculo variacional.




Definicién  2.1. [L. Elsgoltz,1977): Una _jfuncional J =J[t)] es una regla de
correspondencm que asigna a cada funcion f(t), que pertenece a una cierta clase D de
JSunciones fi[to.ty] —» N un unico numero real. D es llamado el dominio de la funcional y al
conjunto R de numeros reales asociados con las funciones en D es denominado el rango de
la funcional. Es decir:

J[/(l)]=r,dondej(l)e‘D——J—) reRc®R -

Hay que notar que la funcional difiere de una funcién f; en que ésta asigna un valor “y" a
cada.valor de “‘r’” que pertenezca a su dominio, es decir, en el caso de- que ! fuera un nimero
real le correspondena un nimero real y; mientras que la funcional asigna a una funcién de
su dominio un numero real, por lo que se podria pensar que una funcional es una funcién
de funciones.

Bajo la definicién anterior, el objetivo del cilculo variacional es.el estudio de los
métodos que permiten hallar los valores maximos y minimos de las funcionales y a los
problemas en que se pide hallar dichos puntos criticos se les conoce.como problemas
variacionales, véase [Kirk, 1970].

Con el fin de obtencr las condiciones necesarias que deben cumplir los valores criticos
de una funcional es necesario definir otros conceptos, entre ellos el significado de que dos
funciones scan cercanas, para ello sera necesario definir la norma de una funcién.

La norma de una funcién es una regla de correspondencia que asigna a cada funcidn f{r)
que pertenezca a D definida para ¢ € [#0.¢], un nimero real no negativo y se denota como

i, (2.1.1.1)
y tiene las siguientes propiedades:
.- fi>=0y f"=0siysolosif=0, : (2.1.1.2.3)
2-af = a-.fiparatoda @e RN, - . (@112.b)
3- i+ 2 SIAL+LAL ‘ 7(2.1’.1.2.’:;),‘ :

Por lo que las funciones f; y /> serdn cercanas si la norma de la ﬁmcnonf defmda como
S=/1 — /2, seca pequefia y no seran cercanas cuando la norma defsea grande. S

También sera atil introducir el concepto de incremento. de la funcxonj(t), mismo que se
anuncia a continuacion. EEA

Definicién 2.2. [Kirk, 1970]: El incremento de Iafuncféhf(t) se define como: B
Af=f+AD - ), S @113y




donde t+At y 1 “son elemenlos para los cuales la funcmn esta def mda,

-se debe notar que el
mcrememo de j' depende tanto de t como de I+Al es dec:r i R

AL Ar)

Antes de representar de forma analoga el mcremento de la funcional 7
definir la variacién del argumento f{r) de la funcional J[/(t)], nolado or Sf como la
diferencia entre dos funciones que pertenezcan al domlmo D de la: uncxonal

Definiciéon 2 3. [L. Elsgoltz,1977): Si f. f1 e D y ¢ esta en el do: in

de eslas funcwnes .
entonces: e

1) =M -f,(:). R - @.1.1.9)
Usando esta expresion nos permite definir el incremento de la funcional.
Definicion 2.4. [L. Elsgoltz,1977]): Se define al incremento de IaﬁmcxonaIJcamo

AJ = JIfi+8N] - JIA]- o (2 1 l 5)

Es interesante analizar la variacién de la funcional J ya que juega el mismo papel que
desempefia la diferencial para encontrar los valores miaximos y minimos de una funcién.

Antes de seguir adelante hay que recordar que el incremento de una; funcxon de n
variables, Af, puede representarse en la siguiente forma s

Aflx, Ax) =df{x.Ax) + g(x, Ax) Ax , (2.1.1.6)

donde df{t.A?) es una funcidn lineal de Ar. Si limo{g(l,Al)}=0 entonces se dice que la
AL -
funcion fes diferenciable en r y df es la diferencial de fen el punto ¢ (véase [Kirk, 1970] y

[L. Elsgoltz,1977]). En particular si / es una funcién diferenciable de n variables, la
diferencial df esta dada por

o o of '
= Al AL e - At, =VfeAr, 2.1.1.7
i an 1+61 2¥ g Bin 4 . .( e )

n

donde » denota el producto escalar. De forma similar, si el incremento de una: funcxonal
determinado por (2.1:1.5) puede representarse de la siguiente’ forma S ’

(2.1.1.8)

donde sx dl es hneal en é]’y si élrxm {g(f zY)} 0 :se dlce entonces queJ es dlferencmble

enf y &J es la variacién de J evaluada para la funcmnf [erk 1970]

18




Una forma de calcular la vanaclon de J consiste en calcular la dcnvada de la funcnon
H@=Jir)+ad)) con respecto a’'@,"para-a = 0 [L. Elsgoltz, 1977]). En efecto ‘escribiendo el
incremento de la funcional (2.1:1.5) en termmos de 2.1 18 es decir

) ‘JJ[f(t)] ~&(, ao}')+g(f aay}aaju', V.‘(z;yl.i;‘g)

kespecto a a, para a=0es igual a

&)+ a(f.a8 Vo] _

lim Al lim

a—0 a a—0 @

. (2.1.1.10)
= im Y aéf) m Y- e

< ar—»0 a—»O a

Al utilizar las propiedades de linealidad de &/ y la propiedad de norma (2.1.1.2.b) a la
, expresnon (2 1.1 10) se obtiene la siguiente expreswn

1571
a—0 a—»o (-4 ; .
de ahi que Vv: - e : ‘ ’ ‘
lim &/(f,5)+ lim g(f,ad)&i=&(/, ), (2.1.1.12)
a—0 R a—0 . )
yaque’ lim ‘g(j,ééf')—> 0 cuando a—> 0.
Por lo tanto:
iJ[f(z)+ adr] =&, ). (2.1.1.13)
el a=0

Cabe mencionar, que si J tiene primera variacién en el sentido "(2.1‘.1.'8), entonces se le
puede calcular usando (2.1.1.13). Dicho de otro modo, & en sentido (2.1.1.8) es mas fuerte
que &/ como aa~-.l[f(t)+ a&f]

a =0

Por otro lado, no hay que olvidar que &I es la aproximacion lineal de la dlferencna enla
funcional J aplicada a dos curvas . Sx las curvas estan cercanas, ([]6/’ pequeﬁa) entonces la
variacion debe ser una buena aproximacién al incremento.
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El procedimiento habitual para localizar puntos maximos o minimos en las funciones nos
indica que hay que hallar los puntos criticos de la mlsma, es decir, aquellos puntos donde la
diferencial de la funcidn es igual a cero. : s

Ahora bien, sera necesario introducir la la definicién de un maximo o un mmlmo de una
funcional J.

Definicién 2.5. [Kirk, 1970]: Se dice que la funcional J con dommlo D nene un’extremo
relativo en f* si existe una £> 0, tal que para todas las funciones fen D ¢ que cumplan con
que { ()~ S * (1) < &, el incremento de J tenga el mismo signo. : )

De ahi que si:

AT =JAD] - JS@D] 20, o (2.1.1.14)
entonces se dice que J[/*(#)] es un minimo relauvo, mlentras que si

AT =J)] - J[/*(t)] <o, (2.1.1.15)

entonces J[/*(¢)] es un maximo relativo.

Si la expresion (2.1.1.14) se cumple para cualquier g, entonces se dice que J[/*()] es un
minimo absoluto o global, de la misma forma, si la condicién (2.1.1.15) se cumplen para
cualquier €, entonces se dice que J[/*(¢)] es un maximo absoluto o global.

De forma analoga a la condicion de que las derivadas deben ser igual a cero cuando una
funcién tiene un maximo o un minimo en un punto 7; en los problemas variacionales, el
teorema fundamental del cdlculo de variaciones senala las condiciones necesarias para que
una funcional alcance su maximo o su minimo. Dicho teorema se anuncia a continuacién

Teorema 2.1. (Tecorema fundamental del calculo variacional [Kirk, 1970]): Si /* es un
mdximo o un minimo, la variacion de J debe ser igual a cero en f*, en otras palabras:

@ & = 0. (2.1.1.16)

la condicion anterior se debe cumplir para toda & admisible, esto es, que [ + & sea un
miembro de la clase D.

Demostraciéon: El teorema anterior se demuestra por contradiccion, se supone quej" es un
extremo de la funcional y que la variacién para dicha funcién es distinta de cero, &I(/" K-7)
# 0. Recordando la expresién para el incremento AJ a partir de (2 1. 1 5) se tiene -

&= J[/(l)+5/)] O

y por (2.1.1.8)




El signo de AJ.y & es

- mismo que el signo

M(f,¢5f)=<i/(f,t5f)+g(f,f>f)fuc5f1l.

donde g(/*, 8/) — O cuando |§]— 0. De ahi que debc existir una vecindad [of] < €, donde
(/. bf) &1 sea suficientemente pequeﬁa tal que 8./ domme la expres:on para AJ.

Seleccionando la variacién Jcomo T

SF=ag’ o @i
y suponiendo que . G . o | -‘
5,(/* ag’)<o T (2.1.1.1;8)

ya que &J es una funcién lineal de & del pnncuplo de homogcnexdad s& tiene '

wd‘aﬂ’)—a&l(/‘éfko S ; ;~~;(_2“.1.1.19)‘

‘mismo para l]éf§< £es decxr i

Al(f"‘ aay') <o. ' L (2.1.1.20)

Al considerar la variacién !

5= -mr

-'(21121)

obtlene la i gualdad

“&I(f"‘ aé'f")>0
y ay su v’éz ‘ge:$ighe dé @ ‘
AJ(/" -ag’) >0, ‘ : § (21 1.24)

Resumxendo, al’ suponer “8)(f*. &) = 0 se obtuvo que para cualquier vecmdad de tamaﬂo
£> 0 paraj"‘ el incremento de A.lsatlsface la siguiente desngualdad

N aé/’) <0,
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AJ(/"‘ m_s/) >0,

contradiciendo la suposicion dc que f* es un cxlremo de acuerdo a la deﬁmcnon de minimo
o maximo, segiin sea el caso, ya que no se cumple la desigualdad (2:1:1:14) o en su casola
desigualdad (2.1.1.15). Por lo tanto, si /* es un punto extremo de la fu nal es necesano

que &J(/*. &) = 0 para cualquier &

Enla proxlma seccion se hara uso del teorema fundamental del calculo vanaclonal , vnsto
en ésta seccidn para encontrar los puntos maXImOS

2.1.2 Problemas de optimizéclon,con~condlclones:enféXtEe_'mos,.~ ]

En la seccién anterior  se’ defnleron,‘ vari onceptos i importantes.. del calculo -
variacional, asi como el teorema fundamental ‘para obtener’ extremos en funcxonales. En'esta
seccién se hara uso de dichos conceplos para encontrar el punto maximo de una funcional

J[x]: L F(x,x';))(iz. @.1.2.1)

Mas especificamente, se plantea el siguiente problema.

Problema: Se quiere encontrar la trayvectoria x(t), que pertenezca al dominio D de la
JSuncional J, tal que maximice a la funcional J, definida por la igualdad (2.1.2.1), donde se
supone que el integrando F(x, x't) tiene primeras y segundas derivadas parciales
continuas con respecto a todos sus argumentos, ademds, se deben cumplir las siguientes
condiciones en los extremos (iniciales y finales):

X (a) =x!, x (T) =

es decir, que en el instante t = a, lu trayectoria x (1) debe ser igual a x' y en el momenio
t =T debe valer x".

Para resolver el problema anterior sera necesario suponer que xp (¢) es una solucmn al
problema anterior, por lo lanto ademas de satisfacer (2.1.2.1) satisface

xo(a) =x yxo(T)= £

definiendo al con)umo de sus lrayeclonas vecinas que penenezcan a D y que cumplan con
las condiciones-en los extremos ‘como

xR+ XD XY, T @2y
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donde ¢ > 0, nétese que cuando & =0 se obticne la curva solucxon al problema y cuando &
‘sea igual a uno se tiene la curva x(7). . - . .

Observe ademas que (x(f) - xo(f)) no ¢s otra cosa sino: dva (venﬂque la exprcsxon
(2.1.1.4)), por lo quc, la lgualdad (2.1.2.2) toma la sngulente f'orma .

xc( 0) =xo(t) + ’

Si ahora se substltuye (2 1.2. 3) en (2 1.2.1), se puede expresarJ en té
curva x(f)

S "'fF(x‘,x,,:)dz, (2.1.2.4)

por lo que la funcién objetivo quedara expresada asi -

“F(xp (¢) + £dxp, x"g+£8x"g )/

Esta funcional, en la familia de curvas (2.1.2.2), depende exclusivamente Vde"é:.,es decir -
una funcién de variable real y como supusimos que ' x, es solucién-al problema’de;
optimizacién, enloncesj(s) alcanza un maximo en £=0. : Rt - :

Al aplicar el teorema fundamental de! cilculo de variaciones, vnsto en la seccxon
anterior, j alcanza un punto extremo en xg si RO

F(xo, &) =

Utilizando la igualdad (2.1.1.13), se puede obtener la variacién de la funcxonal como la
derivada de/ con respecto a £ y evaluando en &= 0.En signos matematicos esto sugmfica

.————_/‘ . =O‘, . s V-v' o
ae. oo 0 :

Debido a que j depende excluswamente de &, - la expresion antenor toma el senctllo aspecto

Por lo tanto, se necesita haltar la siguiehte derivada °
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d(F(xO(I)-f'E&o,X()"'S&o,I)):Idt
: . 'd@'; ;

F
. ==, 5S¢ tiene
o axo -

se obtiene la sigﬁiénté expx;esiéh" B
v_dF ;_‘&OFX (‘)+a"0 Fe (D),
‘dé‘ e e 0 o Al e

de ahi que o sera igual a
de

L[é'on (t)+8on (t)]dt ' 12

) dJ
por el Teorema 2.1, es necesario que Az sea lgual a cero para que la func:onal alcance un
£

maximo, lo que implica que la mtegral del lado derecho de la igualdad: (2.1. 25) sea
también igual a cero. . ;

(2.1.2.6)




e

' Recorvdahclvoy "qﬁ_é\ Bxo(t)= (x(D) -

Es decir:

[ Browre, @+ a0 0F, Ok =a0oMZ) - ao@Z, oy
L e 0'li=r 0't=a (2.1.2.7)

O D d(F, .
o +;yf|:&d»(l)Fx“ () — 8xo(0) ——Q:%—)Jdt.

xo(f)), entonces se tiene

de ahi que lé\:'intevgi-al (212 :

[ Bowr, 0+ &0 0r, . ©

Aplicéndo el Lema A.2. (véase el ’Apéndice) se.t
solo si : ECCPE C R

@1 .2.9)

“A la igualdad (2.1.2.9) se le conoce como la ecuacién de Euler — Lagrange y es una
condicién’ necesaria que debe cumplir una trayectoria que maximice (2.1.2.1) bajo
condiciones en los extremos (véase a [Burghes,1980] para mayor referencia).

2.1.3. Problemas de optimizacién con condiciones libres en
extremos

En la seccién anterior se concluy6 que la trayectoria 6ptima de (2.1.2.1), sujeta a x(a)=x"
y x(T)= x" debe cumplir con la Euler - Lagrange (2.1.2.9). Lo que se desea en esta seccion
es ﬁeneralizar (2.1.2.9) cuando (2.1.2.1) no esté sujeta-a condiciones iniciales y/o finales x/
ox N
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. Haciendo-un anilisis sxmllar al de la’ seccién 2. l 2 suponga que xa es la trayectonar
6ptima de (2.1.2.1) con condlcnoncs inicialesy/o finales libres, por lo’ ‘que cl conjunto de
las trayectonas vecinas de xp queda expresado de forma sxmllar. :

: x;(t) —xo(l)+ 8&0

Slgunendo los mxsmos pasos que en: (2 1.2 4), (2 l 2 5) y (2 1.2.6) obte

emos dé nuevo .
la ecuacién (2 1. 2 7) : .

&o(?’)g; ‘ —&o(a)—-

(7x )] :
dt (2.1.3.1)
I=7' 60

+L[

pero, ‘en este caso no podemos utilizar la condicion &xg(a) —Sto(T) = 0, ya que no se
especificaron condiciones en los extremos.

La trayectoria éptima al problema con condiciones libres en los extremos, xp, sera
también solucién a un problema con condiciones en extremos predeterminadas, justamente
el que tiene condiciones en los extremos coincidentes con los valores que toma xp en dichos
extremos. Por lo tanto, xo debe satisfacer la ecuacién de Euler — Lagrange (2.1.2.9)

d(Fx')
¢ e N A e o
* dr

Substituyendo (2.1.2.9) en la ecuacién (2.1.3.1) se obtiene

oF 7
&xo(T)=— —é'xo(a)-——'| : =o, (2.1.3.2)
TN e, N,

que debe cumphrse para cualquxer funcmn Sxo y en pamcular para aquellas donde .

axo(a)=o, S ’ o (2:1.3.3)
de ahi que -

&O(T)-—' =0, A(2.i.3.4)

laigualdad (2.1.3.4) se cdmpie para 8x0(7) arbi;paria, por lo tanto:

(2.1.3.5)
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de forma similar para 8xo(T) = 0 se obtiene

9—5 =0 parat=a. (2.1.3.6)
ax'

Concluyendo, la trayectoria éptima que maximiza a (2.1.2.1) con condiciones libres en
los extremos debe de cumplir con la ecuacién de Euler — Lagrange (2.1.2.9); ademas si no
hay condiciones iniciales, con (2.1.3.6); o en el caso que no haya condiciones finales, con
la ecuacién (2.1.3.5).

En la seccidn 2.1.2 se considerd que la funcional debia estar sujeta a condiciones en los
cxtremos, en la seccién 2.1.3 se analizé el caso en el que existen restricciones x’ o x* en los
extremos; sin embargo existen otros casos que es conveniente mencionar pero que no seran
analizados en este trabajo (para mayor referencia véase [Burghes, 1980] y [Kirk, 1970]):

« Funcionales en las cuales x* esta especificada, mientras que tres libre
e Funcionales en las cuales X’/ esta especificada, mientras que ; es libre
' .Funcionales en las cuales tanto x como ¢ son libres.

o ,Cab:é sefialar que el andlisis descrito tanto en esta seccién como la anterior se referian a

“.una: sola - funcién.. El caso en que las funcionales involucran mas de una funcién
independiente sera estudiado a continuacidn.

2.1.4. Geheralizaci(m de la ecuacion de Euler — Lagrange a %"

Suponga que un sistema depende de n variables independientes, representadas por el
vector x y se desea maximizar la siguiente funcional

J= fF(x,x',z)dx, xe®". 2.1.4.1)

Haciendo un analisis similar al de las dos secciones anteriores, se obtienen n ecuaciones
de Euler — Lagrange, es decir, la trayectoria 6ptima que maximice (2.1.4.1) debe satisfacer

oF d{ oF )
— | =0 i =1,2,3, .00 2.1.4.2
ax,- dt ( 6x’,~ ) ! " ¢ B )

y donde existan condiciones libres de extremos (iniciales o finales) con

oo 2.1.4.3)
e o @2.1.43)
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Como antes (2.1.4.2) y (2.1.4.3) son condiciones necesarias pero no suﬁctentes que

‘debe cumpllr una trayectoria que maximice (2.1.4.1).

2.1.5. Multiplicadores de Lagrange

En calculo diferencial existen problemas de optimizacién de una funcxén su_;eta a un'
conjunto de restricciones.

Suponga que se quiere maximizar la funcién

;«‘(i ‘1 5.1)

SX1s e s Xns Uty ool Um),

queta a n restricciones para las vanables, dlchas restnccnones se representaran de la
siguiente forma

: (21_1;5.2)

Como n variables deben cumplni

2), entonces se tiene
que exnsten(n+m)—n—mvan bles : i

Considérese la funcién aumemada\
Si(X oo Xns Uity ee U, P .p,.) —-/(xl, -

que dependera de (n# + m + n) variables, donde los valores de las variables p, ain esta por
determinarse. . : )

Noétese que la funcién aumentada (2.1.5.3) se consxgmo S|mplememe simando ceros a la
funcion (2.1.5.2); por lo que satisfaciendo las restnccxonesV 2. 2) Y] maxnmlzando af; los
puntos criticos de f'serian encontrados.

A las variables p; donde i = 1, ... , n. }se,ylésf,gygnqgjci, omo’ los multiplicadores de
lagrange. = et S

Para encontrar los puntos extremos de'la func:on (2 1 5 3) se debe cumplir la siguiente
condicion: .

- df (XI,A‘-.’,x,.‘, m;' “ve Uy Placess Pn) =0, (2.1.5.4)

es decir
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L =14 ., A% A on af
dfy =Llaxy v Zlpe, s Dlpuy oo+ Ll pu; + L1 cxlpp, . (2:1.5.5
if1 axy |,+, ES n.t 5 | + Y Upy 3p, Apy + + ap, Ap, . ( )

Xy oo O E ]

al substituir cada ~——’[£ or a; x,, e s Xy u,,
/ ap; p
B 8 B i 3

afy .
dfy === Ax;
1f ) L=, A% +:

um) se tlene

/A By + af" Au, R

* 5 L 'Au,,_grf},‘A,}, +e et @y, (2.1.5.6)

Ouyy
Ahora bien, si las restricciones (2.1.5. 2) seyéu‘ﬁ'iblen;""entéﬁcés los coeficientes de Ap;
deben ser igual a cero. Por lo tanto, se deben elegir, las_ i bles pi-tal que los coeficientes

de Ax; (i =1, 2, ..., #) sean igual a cero. Las restante: Auj son mdependxentes y para de
sus coefcnenles debe desaparecer. ;e

Por lo tanto, una de las condiciones necesanas que debe sausfacer el punto maxnmo es el
siguiente sistema de ecuaciones. ; R

ai(xl,'"'x,,,‘;ﬁ.’_"',’lll,‘-;-ll,")=0, (2 1 57a) - "

(2157b)

#(2.1.5.7.c). i
parai = 1,2,..,nyj=1,2,..,m

Para mayor referencia véase [Marsden,1988]

2.2. PROBLEMAS DE CONTROL |

El modelo matemitico de un problema de comrol consxs(c en un sxstema de ecuacnones -
dlferencmles que satlsface la vanable de estndo x' .‘13’—)./? Ia cual estara determmada por la

donde f: 97 "*" — 97 " . Escrito expllcnamente, este sistema es
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X (’) ﬁ(x(')-"(lll)
; x,, (’) fn(x(')'“(l)o’)

Ademas, el S|slema estara su_]eto a las sngulcmes condlcnones

con0<r<T.

(2.2.2)
(2.2.3)
le denomma subconjunto ‘admisible.

Lo qL;e se prétéhde éﬁ los 'prbblemzis’de éontrol es encontrar la funcién u(ty: 97— UC e
tal que ba_jo (2:2.1) y satisfaciendo a (2.2.2) y a (2.2.3), la funcién de estado x(¢) sxga una
lrayectona Xx(7)* preestablecida.

2.3 PROBLEMAS DE CONTROL OPTIMO

En la seccidn 2.1 se introdujeron algunas ideas del calculo variacional que utilizaremos
para el estudio de problemas de control éptimo. Estas nos permitirdin analizar las
condiciones que debe cumplir la solucion al problema de control éptimo que, como
dijimos al inicio de este capitulo, consiste en encontrar u# que bajo las siguientes
restricciones

x'=flxu1), (2.3.1)
y condiciones iniciales
x(a). =X, (2.3.2)
maximice a la funcional ’
J= j fo(x,u; (23.3)

Es decir, determinar el control uby* tal que el sistema’ (2, 3 1)‘_)unto con’ las condlClones
iniciales (2.3.2) siga una trayectonax* que maximice la’ funcién ob_)etlvo (2 3 3) ’

En otras palabras, aplicando Ia deﬁmcnén de maximo_ de Ia seccién 2. l se debe cumphr
con la desigualdad (2.1.1.15) - =% S ) :

D] - ST 0,
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es decir

’J.(x‘,u.,l)ZJ(x,u,l); _Efo(x;u,t)it, SR : - ' (2.3.4)

para toda u € U que haga que el sistema siga una trayectoria x [Bensoussan, 1974].

2.4. EL HAMILTONIANO

En las secciones 2.1.2 y 2.1.3 se obtuvieron las condiciones necesarias para obtener los
puntos criticos de una funcional sujeta a condiciones en los extremos. Sin embargo, en los
problemas de control 6ptimo la situacién es un poco mas complicada ya que, como se
menciond en la seccién 2.3, la trayectoria de estado x estd determinada por una ecuacién
diferencial que depende de w. De tal manera que si x: 97> 97 y u: 97— 97" la funcional
dependera de (n+m) funciones, de las cuales m (los controles) son independientes, mientras
que las otras n variables (las variables de estado) tienen una dinamica dependiente de las
anteriores (los controles).

El problema de control éptimo planteado en la seccién (2.3)

T
max.J = max J.fo (x,u,t)dt , .
o]
sujeto a:

x'=fixur) xe 97, -
x(a) =x,
puede equipararse a un problema de optimizacion con restricciones como los analizados en
la seccion 2.1 y aplicar los multiplicadores de Lagrange vistos en la seccién 2.1.5. El
analisis, para resolver el problema de control 6ptimo, se realizara inicialmente cuando sélo

exista una variable de estado, es decir cuando x sea una funcién real, por lo que aplicando
un multiplicador para (2.3.1) en (2.3.3), obtenemos la siguiente funcional:

r ‘
J7 = [folxa,0) + AL (x,u 1) = x))dr . L @any
o ‘

Renombrando el integrando como

Fa,0,4) = fo(xu0) + A/ (xou0) = x') e “(.4:2)
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las ecuaciones de Euler — Lagrange dedumdas en la seccnén 2.1 para xyu, de la igualdad
(2.4.2) tendréan la siguiente forma

o _ i(aF) (24.3)

ox  dt\ox !

or _ i(a—’f-) Zo= (2.4.4)

on - di\ow .
ﬁ_o enl—T R (2.4.5)

ax e
por lo tanto, 1a trayectona épuma al problema (2 3.3) con una sola variable de estado x,
sujeta a la ecuacién diferencial (2.3.1) y a las condiciones iniciales (2.3.2) necesariamente
debera de cumplir con (2 4.3), (2.4.4) y (2.4.5).
Definase la funcién H: 92 "*"*'*" 5 97 " de la siguiente forma: o
H(x,u,t,2) = folx,u, t)+2f(x ut), (2.4.6)
a dicha funcién se le conoce como el Hamtltomana [Burghes 1980]

En términos del Hamxltomano el problema y las ecuacmnes (2 4.3) y (244) quedan
expresadas como:

(2.4.7)

- 4.8)
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2.5. GENERALIZACION DEL HAMILTONIANO

En las secciones anteriores se trat6 el caso de optimizacion de un proceso con una sola
variable de estado, veamos ahora ¢!l problema de optimizacién cuando hay mas de una.

Problema. Hallar u tal que:
" MaxJ = Max[fﬁ,(x;xz,z)d:], conx e N yue ", @5

donde cada una de las componentes X de X, salzsﬁzce umz ecuaczon diferencial, es decir,
_/;(x,u r) i= I 2 ey . (2.5.2)
v con las SIgulenles condwlones en los extremos:
) x(a)=x,

ii) x (T)= x" donde sélo (T con k =q+1, ... ,'n con q 0 uene
condiciones finales libres. :

De forma andloga a como se hizo en la seccién 2.4, mtroducxremos os. muluphcadores
de Lagrange, pero en este caso sera necesario introducir »# muluphcadores a (2 S. l), uno por.

. cada ecuacion de estado que por (2.5.2), por lo que. se debera ptxmlzar aila sxgulcnle'

funcion-

J,'[ﬁ,+zz(f-—x,

(2.5.4)

. La funcién (2 5 4) depende de X, u
toman la forma

-—J =0 coni=1,2 ....m C T 2ss)y
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(2.5.6)

2.5.7)
Luego, tencmos -
@258
sdeH, sl‘e kcxpres}aréh como
. (zb."s.49)' 3
(2.5.10) ’

conk=gqg+l, ..., nyqg>0 cuando en los puntos fi f'na]es ho se espemﬁquen condlcmnes para
la variable de cslado correspondiente. et

Es decir, que la trayectoria optima que maximice (2. 5: 1) rdebe de. satlsfacer (2 5 9),
(2.5.10), (2.5.11) y el sistema de n - ecuaciones dlferencxales (2 5.2).: 3

Al conjunto de ecuaciones (2.5.11) se le conoce como qondlcmnes de. frnnkif'efsalidad,
a cada uno de los multiplicadores de Lagrange A se les denomina variables adjuntas y por
ende, a las ecuaciones (2.5.9) se les llama ecuaciones adjuntas véase [Burghes 1980].

Resumiendo, la trayectoria que maximiza a .I(x u l) debe cumpllr con las ecuamones»
adjuntas, con el conjunto de ecuaciones (25 10) , 3 —0. y: el snstema de “ecuaciones
u

diferenciales (2.5.2).

Las técnicas analizadas en este capitulo serin de uu ida para'oblener las’ condlcnones

necesarias que debe cumplir la trayectoria que malelce el modelo (1.4:4). En el siguiente -

capltulo se muestran los resultados oblemdos al aphcar dxchas tecmcas "al modelo de la
seccion 1.4. . ;
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Capitulo 3
APLICACION AL MODELO

Hay que recordar del Capitulo 1 que el objetivo principal de la empresa es obtener la
mayor cantidad de dividendos para los socios al explotar el recurso natural del cual tienen
la concesion.

Ademas, la dinamica de poblacién debe cumplir una serie de supuestos indicados en las
secciones 1.1 y 1.2 asi como supuestos financieros descritos en la seccion 1.3 los cuales son
las restricciones al modelo de la seccién 1.4. Asi mismo, como se menciond, el modelo es
un problema tipico de control éptimo.

Por lo tanto, se pueden aplicar las herramientas presentadas en el capitulo 2 y obtener,
de esta manera, las condiciones necesarias que debe cumplir la solucién éptima al modelo.

3.1. CASO GENERAL

Para obtener la solucién al problema de control dptimo (1.4.4), sera necesario utilizar la
metodologia estudiada en la seccidn 2.5; donde las variables de estado seran la poblacion P
y el capital invertido X, mientras que las variables de control son los dividendo D y el
esfuerzo £ realizado en la captura.

T
MaxJ = Max j'e“'D(z)dz
0

sa:
P'=F(P)—D(P,E)
(1.4.4): X'=p®d(P, E)— (c +d)E - C(B) — D(1)
D@>0 -

PUo)=Fy
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Nétese que el modelo (1.4.4), es_similar al sistema (2.5.1) sujeto al sistema de
ecuaciones diferenciales (2.5.2), por lo que el Hamlltomano al modelo anterior tendra la:

forma
H= ﬁ»*,z,lf,,.. ) | @11y
es decir | | » s
H =e " D(t)y+ 4 [F(P) - (P, E)]+ Aébcb(P, Ej —(c+ d)E -c® - bl o (3.1.2)

Las ecuaciones adjuntas provenientes del Hamiltoniano (3.1.2) seran las siguientes:

i) Para P(¢)

=My ead
donde o ,' 0 ' v
A= {(F (P)——~)ﬂﬂ +A[p%§]} R R
if) Para X(t) ST v
Z =-H,,, SR L B1S)
»porio tanto )
‘k 'f‘%;éé'{B) SR A :(3JI6)~

Como en la seccién 2. 5, el Ha.rnlllomano debe cumpllr con las siguientes ecuaciones
para las variables de control .

i) Para el esfuerzo E@)
He=0, (.1.7)

donde
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De (3.1.9) yy(3.'.1_.10>)‘ se bbtieﬁg élyl,yaloxj’é'xplici/@p para Az, ya que

"De (1.3.4):’

(Hp ==X — +Az[p@—(c+d) C'(B)] G.1.8)

o
8E oE
ii)v En el caso dg los dividéndoé D

| FHD-=°":_s - o . (19)
donde

CHp=et<a. C o (3.1.10)

@3.1.11)

'(3.1'.12)

se sigue

.dB r0+2kB.3>O,yk>0,
de ahn que - b L
‘ i‘=rra 6 lvij= ra +2kB.

‘ Al;lora bien, del s.upuesto (1.3. 4%) ;]e qiie i>ro ée reélﬁxzay ix';rl;lec:l'ial'amente ia posibilidad

de que ./ sea igual a rg y por lo tanto, se obuene que B debe ser una constante posmva La
cual, al despejarse de i=ry +2kB, se tiene que ’
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T e ot B e e e e e e

'B="‘;—/:g" B R R B L)

Es decir, la empresa utlhzara el prestamo al que llene derecho Yy éste sera por una cantxdad
igual a (3.1. 13) - :

Por otro lado, remplazando el’ valor ‘de’ (3 1: ll) en (3 1 4) se. obuene la sxguxcme
ecuac:én ad_] unta' : : 7

(3.1.14)

Y. substi;_uyendp (3.1 iene " la ‘.’sigﬁiénte * condicién de -

lransygrsalida‘d
(3:1.15)
j"2";‘(‘3';1.13):
13.8):
3.9y K
(13.10) ¢ e :
se infiere que . - : »
(G.1.17)
con lo que la ecuacxén (1.4.2), al utlhzar (3 l 17) se reduce a ‘ _
=X'= pCD(P E) (c+d)E C(B) b(t) ! 3 Vl 18)

En forma genecral, la ecuaciones adjuntas 3. 1.14) la condncnon de transversablhdad
(3.1.15), la igualdad (3.1. 18) yel modelo de: crecxmlento poblac:onal (1 4. 3), forman el
siguiente sistema de ecuaciones = : i

: (3.’1.19La)_

= /i(P.E). {
E X'= f,(PED) 0 (3.1:19.b)

A =APEAY, L @90
0=G(P.EAy). L @119.4)
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Donde

Ji = F(P)—-®(P,E),
J2 = p®(P,E)y—(c+d)E—-C(B)- D(1),

(i 25

P
_ aq>(P, E), _uf o®(P,E) o
G((é, E A4)=—4 TE e P (f+d_) il

Por otra parte, si

(3.1.20)

3.1.21)

el conjunto de ecuaciones (3.1.21) e's'i.m 'p'robléma'dé control don trayectoria prescrita:

Sistemas en los que apa.recen ecuaciones diferenciales y algebralcas, snmllares a(3.1.21)
son conocidos como Ecuaciones Diferenciales Algebraicas (EDA’'s)."

3.2. CASO PARTICULAR

Si el crecimiento de una poblacién esta regido por la ecuacién diferexicialv )

9P P(a—bP), con a,bem+ RS (3.2.1)

La ecuacion (3.2.1) es conocida como ecuacion Iog:suca y si la razon de captura es Ia
S|gu1entc

<1>(P E)—qPE i : i (3:2.2)
entonces la dinamica de la poblacxén de la ecuacién diferencial queda’ expresada de la
stgmcnle forma . .
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ar =Pl ,—'va) ;—'<1>(P, 5.
ar : ‘ ;

El sistema (3.1.19) de la seccxon 3;1 qucd ' exprcsado, a.ra el .caso pamcular de la
siguiente manera IO :

>(3.2.3.a) :

ﬁ(P E),
= f2(PED) T : - :(3.2.3.b)
'..3-'1=f3(P./E,111),' T T B239
0=G(P.4)." S : (3.2.3.4)
Donde » c
i =Pla—bP)-—-qEP,
S2 =[paP0)~c-d]E@) - C(B)—D(o.
f3= {(qE a+2bPY) —e” pqE}
G(P.4)=-1gP +e  [pgP—(c+d)-i].
De forma similar a la seéciélfi anferipr, siz -
E |, _ (3.2.4)
el sistema (3.V2.3)'se escribiria de 1a forma (3.2.5).
=f(¥,D),
. 2.
0=G(P, A4). (3.2.3)

Nuevamente, el conjunto de ecuaciones (325) ‘es un problema de control con
trayectoria prescrita y un sistema de EDA’s )

Noétese que, para el caso particular, la parte algebralca del’ sxs'“m. (325) dé];}éhdé -
solamente de P y A, a diferencia de la parte algebralca del ‘sisterna (3.1 21) que en.
principio dependeria del vector Y= (P, E, ant :

El analisis de las EDA’s, su 1mportancla y sus comphcacnones numencas seran
estudiadas en el Capitulo 4 v L L
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Capitulo 4

ECUACIONES DIFERENCIALES
ALGEBRAICAS

Cuando se tiene un sistema de la forma
Alx, )= f(x.1),

y si la matriz A(x,t) es no singular, la solucidn se podra entonces obtener como

x'= A(x,l)_lf(x,l). Los problemas surgen cuando no existe la inversa de la matriz A(x.7),
es decir cuando el sistema a resolver se trate de una ecuacicn diferencial algebraica
(EDA ’s) cuyas caracteristicas y dificultades numéricas al tratar de resolverlas seran objeto
de estudio en este capitulo.

4.1. DEFINICIONES

Los modelos que dependen del tiempo ¢, frecuentemente adqu:eren la. forma . del
siguiente sistema "

F(y y,!) 0, ' o (4.1.1')

donde el dominio de F es un sqbconjunto ablerto contenido en 9"xRN " xR y la funcwn F es
continuamente dlf‘erenc:able . PRI Ch .

81 la inversa de la matriz gy—' existe, es decir si el determinante de F)- es dxstmto de cero.

cerca de una solucién dada, entonces el sistema (4.1.1) define localmente a un’ s:stema de
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO’s) como el conjunto de ecuaciones : :

y= 1) R e )
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Cuando gy—p es singular, el sxstema (4 l 1) no podra rescnbxrse como en (4 1 2) En este

caso se le denominari sxslema de Ecuacnones leerencnales Algebralcas (EDA'S)

El caso mas comiin: de EDA s es el de EDA s semxexphcxtas representado por el
sistema ! S

y'= f(y,z,r), , (4.1.3.a)
0 =h(y,z,1), S (A13D)
donde f:DcRH"xR?xR>R" y A: DR xRN x9N > N7 es un sistema de
EDA’s porque existen restricciones algebraicas explicitas en el conjunto d€ ecuaciones

(4.1.3.b). Si se rescribe el sistema anterior de forma similar al del sistema (4.1.1), es decir

F(x',x,1)=0,

con x"=(37,2"), se tiene que

4.1.9)

Denvando el
lgualdad

3. b) con respecto a 1 se obuene la sngu:ente

S i - _f(y z”) -
y(y z,l)y+h,(_v,z,!), =~—h,(y,z,f), L

“(4.1.5.2)
“C(4.1.5.b)

.y si'la matriz &, es no singular, es inmediato obtener una expresion para z

y=slOnze), ~ (415;)
2= n(n. 2, :)‘( (y zt)— y(y,_.!)f(y,.,,r)) | (4 1. 5b)

por lo que derivando una vez el sistema (4.1.3) se lransformo a un snslema de- EDO's. se!
dice entonces que la EDA (4.1.3) es de indice uno.

Definicién 4.1. [Velasco,2002): El indice de un sistema dé EDA s es el miiii;r);é hiffné‘rb dé
veces que hay que derivar (parte o todo) el sistema (4.1.1) para transformarlo en un
sistema de EDO''s. Bajo esta definicion las EDO''s se consideran EDA’s de t'ndice cero..

Otra de las diferencias entre las EDA’s y las EDO’s es que no todas las condxc:ones

iniciales son vilidas para las EDA’s.
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. del sxstema lmeal

Ejemplo:

'x', =X3 . 8
x'z =x i o ’ (4.1.6)
x3 = g(l)

dicho sistema tendra como solucxén umca ’
xa =g(t)
=g'(0)
=g"(),

donde las condiciones iniciales estin totalmeme determinadas’ Yy relacmnadas entre si yaque
exlsten restnccxones algebralcas implicitas en el snstema (4 1.6).

Algunas de las ca.ractensucas de los SIstemas de EDA s se puede venf'car por- medlo

(4. L7

B (4.1.8)

dkonderDv é; el 6pef§:dor dxfcrehc_ial % yla solﬁxmon al sistema (4.1:8) esti:determinada por

S ST
v=WD+ 1)) =S 1) Ny . . (4.1.9)
i=0

De (4.1.9) y de la solucién a (4.1.6) se deduce que las soluciones pueden depender de las
derivadas del término de fuerza o no-homogéneo ¢(f) (6 de g(f))en contraste con las EDO’s
que dependen de la integracion del término g(r); también como consecuencia de (4.1.9) las
soluciones a (4.1.7) pueden ser discontinuas, véase [Velasco,2002].
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4.2. DIFICULTADES NUMERICAS

Una cierta clase de EDA’s se pueden considerar como el caso. limite-de algunas
ecuaciones diferenciales rigidas. Por ejemplo, un sistema de ecuaciones con penurbacxones
singulares : .

x'= f(x,,1)

: 4.:2.'1 ;
&'=g(x,y,1), ‘. ( 2.1)

cuando € — 0, se obtiene un sistema acoplado de ecuacuones dlferencnales y algebraxcas, es
decir: :

e
0= g(x.y.t) :

Por lo que al tratar de resolver (4 2. 2) numencamente se tendran que enfrentar problemask )
de establlldad £ - . ; ; ) A

4.2.1. Métodos en diferencias

) Una forma comiun de resolver las EDO’s eé por medio de los métodos de una pierna,
por su nombre en inglés “‘one leg*,'y los métodos lineales multipasos [Velasco, 2002].

Considérese la siguiente ecuacién diferencial

.v= g(t.y). 4.2.1.1)

El método de una pier_ﬁa para resolver la écuacion (4.2.1.1) sera el siguiente

Za_,y,,__,—hg(Zﬁjl,, ,,Zﬂ,y,, ,J (4.2.1.2)

Jj= Jj=0

Es decir, que en los métodos de una pierna se realiza una sola evaluacion de la funcién
g(.y), donde los parametros de entrada serin aproximaciones lineales apropiadas, o
promedios de s+1 puntos anteriores, del tiempo ¢ y del campo vectorial, en otras palabras,
el paso & se dara en base a un punto promedio de s+1 evaluaciones del valor del campo
vectorial de la funcién g(t.y), véase [Henrici, 1964] y [Velasco, 2002].

En cambio, el método lineal multipaso aplicado a la ecuacion diferencial (4.2.1.1) es el
mostrado por medio de
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~ (4 2.1 2) utilizando método de unasolay

Z"‘J—"

. L) B _ .
=h Zﬁjg(nfj;yn—j ) i (4.-2-1-3)

En este método, la solucién dependera de un promedxo de evaluaclones de la funcxon
£(¢,y) en contraste al metodo de una sola pi rm que sélo r qumo de una sola evaluacxon det
campo vectorial.

Por cuestiones  de normahdad “se’pideique. o

]ﬂsl 0 - para dar
efectivamente los pasos reque id Seein

Cabe hacer notar que si la ecu ion diferencial (4.2.1,1) fuera auténoma, es decir:

y si ademas la funcién g(y) fuera h de una sola piéma :

o el método lineal multipaso. -

Los métodos anteriores se pueden
el caso general, es decir a ecuaciones

véase [Velasco, 2002].

De esta forma se obtiene un snste
| (4.2.1.5)

expreswn

(4.2.1.6)




'De'la " igualdad (4.2.1.6) se obtiene un sistema lineal en funcién de las y,; , donde j
tomara valores desde.]l hasta *s™, con el que se podra calcular y,. El sistema para obtener y,, -
se muestra a continuacién.; :

ij’n—jJ [ Za,y,.-,] [iﬂm,_,] ('4.‘,2.'1..'7)}‘

_/-0

El cuil tendré solucién si y solo si Ja matri
(4.2.1.9)

es no singular,

Recordando que 4 es singular, el sistema (4.2.1.8) no tendra, en general, solucién al.no ser
que Gp = 0, con lo que quedan excluidos los métodos explicitos y se debera unllzar los
métodos implicitos para la soluciéon de EDA’s [Velasco, 2002].

Para ejemplificar lo anterior tomemos un sistema de la forma (4.1.7) , es decxr sea

 _(42110)"

Nv'+v =¢q(t),

con N e R"™; v, g(t) € N" y donde N es ademas una matriz dlagonal por bloques de’

Jordan, es decir
[Jl] o . . . o
0 .. -

N=| 0T T T (4.2.1.11)

_5} o [
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donde si-J% € R *Mes 1a submatriz k- ésima que penenece ala dxagonal de la matriz N -
sera de la siguiente fomm :

sngulenle expresnon
(4.2.1.12)

donde v

th ?"Zﬁj’n‘—j'-

De forma snmllar a (4 2. 1 8)1la solucton al sisterna se encuentra calculando a v,. del
S|stema lineal (4.2.1. 12) por medlo de la’ 1gualdad (4 2.1.13). :

(Zajv,,_JJuZﬂ,v,,_J L (4.2.1.13)

qu o que la solucidn al sistema (4.2.1.10) dependera de que la matriz (% N+ ﬁolj sea

“no singular. Lo cual bastara, como se vio anteriormente, que f, sea distinta de cero.

Existen otras condiciones que deben de cumplirse para resolver las EDA’s, que salen a
la luz al aplicar el método implicito de una sola pierna a sistemas de la forma (4.2.1.10),
cuando la matriz V es igual a cero. En ese caso se tiene la siguiente ecuacion en diferencias
de la‘igualdad (4.2.1.12)

iﬁ,v,._, (t:) (4.2.1.19)

es decir
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e e

LPovn +...+ﬂ,v,,__,'=q[l,,). : R (4.2.1.15)

El sistema auténomo de la ccuacnon (421 15) es el—representado pb; medio de la
igualdad = DI

(4.2.1.16)

(4.2.1.17)

Asociado a:la ecuacnén -endiferencias (421 17) se tiene un.polinomio denominado
polmamm caracterisuca del método, el cual esta representado por medio de

: ~Bs-14 = Bs. (4.2.1.18)
véase [Velasco,

Ahora blen, sea ¢' que pertenece al ampo, comple,:jo,‘x"élz‘ del polmomid (4.2.1.18), y.si
se define a u, = ;" esta sera soluclon ‘dela’ ecuacion (4 2.1. 16) ya que .

(4‘.2.1.19)

C@z2121)

La ecuacién anterior tiene como solucione

i Latrivial §= 06 e
ii. Cualquxer raiz & del pohnoml

aracteristico p(4).

E£n general si :f,- con i = 1, 2, son las raices distintas del polinomio caracteristico
asociado a (4.2.1.17) cualquier solucion a’qicho sistema se podra expresar en términos de
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‘donde m=0,1, ...,m,yt—l 2

una combinacidén lineal unica de sus raices, es dec1r :si u,, es soluclon a (4 2 1. 17) esta se
podra escnblr como ) e e e : T e T

-“Cabe mencionar que si se deﬁne a u,. - § solucnén a la homogenea (4 2 1.16) y si v,,
es una solucién particular al (4 2.1 15) Ia combmacnon .

' {{;,.é}i,,*+u,,, & o (4.2.1.23)
también serd solucién a la ecuacién (4.2.1.15).

Por otro lado, supdngase que & es raiz fuera del circulo unitario, entonces de la
combinacién lineal (4.2.1.19), al substituir el valor de u,=£", = muestra que existe
inestabilidad en el método en el segundo término de la igualdad (4.2.1.23).

Es decir, si
Wo=v,* + &, (4.2.1.24)
cuando n > = £" — .
Ademas, si de las raices & con i ='1; 2, k k"delk bolin‘omio (421 18) son ralt:es

distintas de muluphcndad (m; + 1)y, uullzando el Teorema A 3 (vease el Apendxce), se .

tiene que la secuencia definida por

Xn —n(n—l)' G-

k forma un'sistema de sblucnonés.

Por lo que cuando existen & raices mi tiples en:el po anmIO caractensnco asocnado a
(4.2.1.17), se tiene que x,, = n&f'~ - también sera solucnon al polmomlo caractensnco de ahi
que si &= 1, se tendra que cuando

n— o = x, =,
es dcc1r, el método sera inestable.
Por lo anterior, es necesario, para que el metodo sea estable, que las raices del polmomno

caracteristico (4.2.1.18) sean de norma menor o igual a uno.y en el caso de que existan
raices de norma uno, estas deberan ser simples.
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A estos metodos se les conoce como Back Dxfferentna 1 nombre en

mgles [Velasco 2002].

4.2.2. Método de Runge — Kutta para la resolucl n de ED

Olra forma de resolver EDO’s por medio de métodos numeéricos_son-los metodos de :
Runge-Kutta y de éstos el mas comiin es el método clisico de orden cuatro

Suponga la siguiente ecuacion diferencial
y=s, S @22
con condiciones iniciales

(0) =yo.

El método de Runge - Kuna clasnco de 4° orden cons:ste en avanzar de y,.; a _y,, mediante

n .vn 1+hK4(r y,h) : A (4.2.2.2)
con
Ka(@yih)= é(lq '+gk2 +2k3 +kq), (4.2.2.3)
= flen- 1,y,._1) ' (4.22.4.2)
ky ?f(’n-l +: ;,Yn-l +%7"x),‘ R (4,-'2“.2;4.b)
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-h o
k3 —f( nol ¥ = Y ,y,. 1 kz) (4.2.2.4.c)
ks = f(’n 1 +/1 .Vn 1 +hk3) o (4.2.2.4.d)

véase [Burden,1985] y [Hennm 1964]

En general un método de Runge Kulta es un metodo des pasos donde Yn S€ obtiene al
resolver el sistema siguiente

.y,.,=yn-r+bZﬂj,kj¢ L P T .. (4.2.2.5)
: L jar : )
donde
k" = f ty-1 +Cil1,y"‘__l +hZA{.jkj “eoni=1,2 .8, " (4.2.2.6)
! L J= : !
B=Br B Y . L @227
c=(cps--mrc4). ‘ '(4.2.2.8)

Por ejemplo, en el caso de Runge — Kutta clasico de orden 4 deﬁmendo a ﬂ como el
vector de los coeficientes de las &;'s de la igualdad (4.2.2.3), éste tlene : . -

1221 : " o~
. : ©(4.2.2.9
A= (6 6°6° 6) ; ) S _,( . )
a ¢ como el vector
: 11 . '
=10,--,-,1]. . 4.2.2.10
€ ( 22 ) , ( )

Definiendo a la matriz A como la matriz del método de Runge—Kutta de la forma
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0.0.0.0
Lo-oof
A=|2 s (4.2.2.11)
1o+l ool
o 2 DA
00 1.0
y finalmente al vector & como : )
,k (kl,kz,k3,k4) o ,' : (422'12_)

. Por lo que la lgualdad (4 2 2 2) bajo 4

2 2. 3) y (4 2 2 9) quedara expresado de la forma

¥n y,, ,+Ixﬂk (42213)

donde por:(4.2. 2 10) y (4 2. 2 11), los componentes del mdlcados en (4.2.2.4)

estaran dados por el sxgulente sistema
S = fltn-1.781)
kz = fltnor + 2 yny +"Azlkl)
k3 = f(tnoy +e3h, Yn-1 +hA32k2)
kg = fltaor +cahyna +’1A43k3)

(4.2.2.14)

Notese que este método de orden cuatro descrito por medio de (4.2.2.2), (4.2.2.3) y
(4.2.2.4) es un método explicito debido a que substituyendo (4.2.2.4.a) en (4.2.2.4.b) se
obtiene una expresién de k& la cual al substituir en (4.2.2.4.c) se genera una férmula para k;
la que posteriormente se substituira en (4.2.2.4.d) para obtener el valor correspondiente a
k.

El método de Runge-Kutta de orden s, con A, BY c generales, se indica por medio de la
siguiente expresion .

c‘i]A “

R el (4:2.2.15)
A ’

Dicho método de orden s, serd explicito si'y s6lo si

de otra forma sera lmphcuo

Ahora bien, conS|derese la S|gu1ente EDA lmeal con coeﬁcnentes constantes
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Ay‘+By q(r) e , . (4.2.2.;6)

donde 4, Be RNy e N conA smgular i

Al usar el metodo de Runge-Kutta,de orde : para obtencr "‘prommaclones a la solucnon

@2218)

- (4.2.2.19)

Ay |+ aly+ch),~coni=1,2,...s. (4.2.2.20)

En realldad la |gualdad anterior es Véhda lndependlenlemente de que exista la inversa .
de la matriz A del snstema lmeal Por 1o que e]"melOdo de” Runge—Kutta para la EDA

Ahora bien, las matrices (A, B) del sistema lme’a] (4.’2.2;16)f/$‘e'" ;;ﬁéden.tiansfonnar en su
forma canénica normal de Kronocker (véase [Mirz; 1999]) de tal forma que

donde
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A= EAF":"'dmg'(i N) .'~ . ('4 2221

B= EBF dlag(W 1)

con E, F.e 97" [ W, eJt*"" Y N e.‘?i("' *”‘('" s una: matnz mlpolenle como la descrita en
(4.2.13) es decir una matriz dlagonal por bloques de Jordan Entonces el s1stema (4 2 2.16)
se lransforma en el sistema - : -

(422210

(4.2.2.22)

(4.2.2.23)

con w, q?) et y v q;(l) e.‘?t’("' o ; se tiene:como consecuencia que el sistema hneal '

(4.2.2.16) al aplicarle la transformacnén (4 2.2, 21) se desacopla en las ecuacnones

5. (4.22.26)

con el paso
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'El lado izquierdo de ‘labexprcs
:Kutta coni= 1 2, e S, multlphc d

. s .
Uy =uply w3 By (4.2.2.27)
B = R, : L
con respecto al método aplicédo ‘a la parte algebraipa se teﬁdr&

J+q2(z Iy h) coni=1,2,...s (4.2.2.28)

asi como ‘
(4.2.2.29)

De 1a ecuacién (4.272.28)'se ;iéﬁe o

Nv +[v,,_1 +hZA, v,) qz(t 21 +c,h) coni=12..5 (42230)

la matriz N 1dent|camente 1gual a [O]M. (vease [Mirz,
30) queda como : .

qz(l,,_l + c,h) - .con 1= 12,508, 2 (4.2.231)

lo qﬁe imélica qué .

h}_’_‘, v qz(l,,__l+c,h)—v,,_| c’roni=1.‘2,.’;.‘.s".”f (4.2.2.32)
=the T I ,

(4.2 2 32) es la ﬁla de la mamz A del metodo de Runge-
rel tor y por Ix

- (4.2.2.33)

por lo que el sistema (,4'2',2",3-2) q;ie a e‘kpvrfe'séd"o’cor‘no
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hAv'= qz(l -1 +c,h)— Va1 . coni=1, 2, .5 .. (42.234)

Definiendo al vector .1y de la sxgu:ente manera'

. (4.2.2.35)

el sistema del metodo de Runge-Kuua a resolver juntb con el pasé (4.2.2.29), es el
mostrado por I S U

(4.2.2.36)

donde

VYn-1

V¥ =\ >
e T
. o (a2t ah)
q2 Qn—l)’ + cTh)= i .
92@n1 +Cs")}|
y ¢” es el vector (4.2.2.8) transpuesto.
Del sistema (4.2.2.36) se desprende que la matriz A del método de Runge-Kutta
(4.2.2.15) debe ser no singular para que dicho sistema tenga solucion, razén por la cual los
métodos explicitos quedan excluidos para resolver EDA’s, lo que implica que queda sélo

por utilizar métodos implicitos [Miirz, 1999].

Definiéndose a A~ como la inversa de la matriz 4 del método de Runge-Kutta
(4.2.2.15) la expresion obtenida en (4.2.2.36) se transforma en

vl:’;liA—l("Z((n-l)’ +°T")“‘*q-1)- (4.2.2.37)

Por otro lado, retomando el paso final (4. 2.2. 29) y utilizando la representacion vectonal
de B=(4, ... ﬁ,) indicado por (4.2.2.7), se txene la igualdad . : :
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(4.2.2.29):

; v('42225)que o

(42 2.38)

Al substituir la expresion para v mdxcada por (4 2 2 37) en la ecuacién (4 2.2. 38) ésta
se puede reescribir como

Vi = Vot +h/3T(~,l ' (4:2.2.39)

es decir
(4:2:2.40)
v, = Va1 (4.2.2.41)

con u e 97° tal que

. (4.2.2.42)
(4.2.2.43)

- (4.2:2.44)




y i vy €s la aproximacion a v(z,), la igualdad (4.2:2.44) se rescribé cémd’ ]
n )"

por lo quc reemplazando la expresnén(4 2 2. 42) de Vn
que . : :

| (4.2.2.45)

en la aproximacion nterior se obtiene

Py_1+ oA 1q2((,, ,)z+c h) : (4‘.;2.‘."2..;6")
Dicha aproximacion se vera afectada si lAl>1; por lo que -para que exlsta 'establhdad enel’
método de Runge-Kutta (4.2.2.15) se requiere que - Sl

lol<t, 0 u o L = (472.2.47)
véase [Mirz, 1999]. . ’ ' o :

Un caso particular, para que se cump‘la la i'cs'lhcycxvorik'(4 2. 247), ‘ocurre: cuando - P sea
lgual a cero, para ello, de 1a igualdad (4.2.2. 43) se t\ene que esto ‘es posnble sio

ﬂTA—-l =1, ‘, S | ~'(4.2 .2.‘:18)

se premulupllca la mamz A" or la’ ﬁla 1 de la' ! :

Como A(A_‘)= LonssE sigué qix:

matriz A se genera un vector en .‘If : con la caracteristlca de tener cero en todas sus entradas,‘

de ahi que al postmultlphcar
lgualdad

.. (4.2.2.50)
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‘ahora bien, si e;.€ 97" esel 5-

BT =q; paraalgunai coni=1,2,..5), o (4.2.2.51)

en particular para

(4.2.2.52)
(4.2.2.53)
(4.2.2.54)
y utilizando la iguald‘ad_( 225 ip
o (42:2.59)

como
£ (4.2.2.55)
es decir_
(4.2.2.56)
(4.2.2.56)
(4.2.256)
es dgcir_que la aproximacién v, és; igﬂdal“al» valor de v(2,)
Ve =wen)=a2(t). - (4.2.2.56)
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Resumiendo, el método apropiado de Runge — Kutta para EDA’s de indice uno sera el

que cumpla con que A sea no singular asi como con las igualdades (4.2.2.52) y (4.2.2.53).
Esto es, un método de Runge-Kutta implicito.

4.3. DIFICULTADES NUMERICAS EN EDA’S DE
INDICE DOS Y TRES.

- En la seccién anterior se analizaron las dificultades numéricas que presentan las EDA’s
de indice uno (para lo cual se tomé como ejemplo a la matriz N idénticamente igual a
[O]lxl del sistema Nv'+v =gq(1)).

Analizaremos ahora las diferencias adicionales que presentas las EDA’s de lndlce 2y3,
para lo cual se tomara la siguiente EDA semiexplicita

. .
vaiv = q‘}. “.3.1)

V2 —-‘lz

E! sistema ‘anterior se puede escribir de la forma Mv'+v =g(s), donde 1a matriz N serd
dos — nilpotente y tendra la siguiente expresion

o A e L
N=[0 0]. _ : 7 (4.3.2)

" Nétese que el sistema (4.3.1) es una EDA de indice dos, pdr lo que, utilizando el método
BDF implicito (4.2.1.6) explicado en la seccién antenor y la- condlcmn de las betas
(4.2.1.25), es decir, fo=1, f1= ... = =0 se uene

&lv-“

s - vt
Z "Zn—_/'*"’ln.

qx( )
qz(t )

donde n>s. (4.3.3)

Del sistema anterior se sigue que -
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1.$ - .
Vip=q1¢y)—~ QiVy p_ ’
1n =01) hgo J72nI L gonden > 5. (4.3.4)

Van =492 (’n)

Si para dicho sistema existieran valores iniciales inexactos, asi como errores de
redondeo en la ecuacidn lineal del sistema(4.3.4) al resolver para v, se da origen a una

inestabilidad débil, ya que los errores son amplificados por el factor }l .
d

Ahora bien, si la matriz N es tres — nilpotente, el sistema Nv'+v = g(t) sera una EDA de
indice tres. e

Definiéndose a N de la siguiente manera

(4.3.5)

Nuevamente utilizando el método i
Po=1. fr= .. = [ =0 se¢ tiene

) dondenmzs. - (43.7)

Del sistema anterior se sigue que
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. 1 s 5 . ] ..
ql( )— - Z & iq2,.n-j T;I‘z— Z(U‘j’%ai"s.n—j] :
i=

/—0 < j=0
=q20s )——-Za V3, j . 1 donden>s. - (4.3.8)

qs(l ).

Notese que para el sistema (4.3. 8) se tiene que las componentes v,,, y vz,. estan
afectadas por inestabilidades del tipo 1/4? y 1/h respectivamente. B

4.4. INDICE DEL MODELO

Aplicando la Definicion 4.1. de indice de una ecuacion d('feféhéial algebraica de la
seccion 4.1. al modelo (3.1.21) se verifica que esta es mayor que uno como se muestra a
continuacién :

Y D
(3.1.21): f( )
0= G(Y) :

Donde hay que recordar que Y = (P, E./’ll)r asi cdmb la expresién de la derivada de
dicho vector para cada una de sus entradas quedé descrita por medio del sistema (3.1.19)

=f(P.E)

(G.1.19): = /2(P.ED)
r A= Sf3(P,E, 4)
0=G(P,E,A)

Por lo que si’la parte” algebralca G(Y) del sistema (3.1. 21) es de clase C’ entonces
denvando con respccto a''r’se obtlene la sngulente expresxén ’

'fo',, PAGEE+Gs

_dt_ a4

" Aplicando (3.1.19) en la expre51v (4.4.1),; ésta’ quedard ',eXpré_ys(:;i('lg‘;tlzq los_ivsiglvxient‘es

lermmos

0= Gk}i (ﬁ, E)+Gefs(PED)* G /3(P.EL). (442)
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Al substituir el lado derecho dc la ecuacxon (4 4 2) por medio de una funcxon r(Y,D) se
llega a la igualdad:

r‘o’ = r(y.’ P),= ‘ ; ;(4'4-3);

siémpre y cuando Gg # 0.

ahora bien, si 8 pI" = 3G 5 ta ;rp,’_esﬁdéc"i’f,‘ si 1650} = 0 y Onf2# 0 se sigue
que TR S iR
(CpPHTEST, 4)

e ~(4.4.5)

Utilizando nuevamente la representac:on de las denvadas mdlcada por medlo de (3 1 19) se
tiene .

EACIACED TN, s

. Renombrando. ¢l lado derecho como ‘W(Y, D), se obuene que el snstema (3 1.34) queda

expresado como

= f(Y.D) . (4.4.7)
=¥({,D)

De lo anterior se desprende que la EDA (3.1.34) es de al menos de indice dos, ya que al
menos se tuvo que derivar dos veces la parte algebraica de dicho sistema, la primera vez
para obtener (4.4.3) y la segunda vez para llegar a (4.4.6) y con ello se transformé el
modelo en un sistema de EDO’s representado por (4.4.7).

Siguiendo el procedimiento arriba expuesto para obtener ¢l indice de la EDA obtenida
para el caso particular analizado en la seccidn 3.2 es conveniente recordar que se definid a
Y de la siguiente manera:
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R e (P)
(324 - 0 y=lEy
: A

con lo que se obtuvo la expresnon (3 2 5) para el s15!ema

f(Y D)

-(3'2’5»),3 o - G(P. EOR

Recordando que cada una de las entradas del vector Y quedé expresado de la forma (3 2. 3)

f:(P E)
£ —fz(P,E,D)
Ay=S3(PE )
0=G(P,4)

C G

donde

J1 =P(a-bP)—qEP,

f2=[paP(t) —c-dlEW)-C(B)- D),
f3 = qu—a +2bP)11 —E—ilpqE},
G(P,A))=-4qP + e " [pgP = (c +d) - i].

" Lo anterior nos permitird seguir sin ninguna complicacién los pasos reahzados para
obtener el indice de 1a EDA del caso general. -

Nuevamente, hay que hacer notar, que la parte algebralcé del svlys:té‘h'lé" (3 23) depende
exclusivamente de las variables P y A, en contraste con la parte algebraica del modelo
@a3.1. 19) donde, en principio, G también depende del esfuerzo E.

Por lo que si G(P ,A,) del sistema (3.2.3) es de clase c! y denvando con respecto a ¢ se
obtiene la siguiente igualdad

L

dG(P; A ) = GPP"*"GA (4.4.8)

La expresion anterior después de substituir. las_ denvadas por medxo de la correspondlente
igualdad perteneciente al s1$lcma (3 2. 3), se tlene

0= prl(P E)+G,1 f;(PE)L‘) B XX
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Supongamos que se puede reemplazar el lado derecho de la ecuacton (4 4 9) por medxo de-
una funcién y(Y) para obtener la expresion (4 4 10)

'nO=.r(Y)¥*i»“j., L., L @aa0)

..Derivando a (4;4. 10) con réSpécio ¢, baj

1 supuesto ‘de que Ges de C’ y lasf de C se
llega a'la siguiente igualdad ; 8 :

YydeD queda como

(44 13)

Ahora blen, si G es de C’y lasf} on de clase. C’ y v v1endo a denvar con respccto a l
por tercera ocasnon pero en : a (4 4 13), se obuene . .

. do(t.D) .copef+¢EE'+m,al'+¢bD}=ﬁ6-"'? S @aas

Finalmente, si la derivada_ de. gp existe y es distinta de cero se sigue

ppProgE 2, A1')
®p ’

Cip=a ' @a.15)

Al rempla.zar nucvamente las correspondientes expresiones para las denvadas de P'E y /1/,
la 1gualdad antenor queda como . -~

lep i (P.E)+ e f2(P.E, D)+m /3 (P E, z. ))
[45)

2 bif (4.4.16)»

Para sxmpllfcar la expresién anterior, se substltuxra el lado’ derecho por una func:on que
dependa deY y de'D, es decir: . L

=aw(¥,D).. . 8 (4;4.1'7)
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Finalmente el sistema (3.2.3) crluedaré'tran;‘fdﬁnadé en’'el modelo: ;.

Y= .0y aa s
L 4.4.18
D'=w(Y.D) ¢ )
Para llegar al sistema (4.4.18) fue necesario derivar en tres ocasiones la parte algebraica
del modelo (3.2.3), de ahi que el caso particular de la seccién 3.2 sea una EDA de indice al
" menos igual a tres.

Hay que notar que el indice de la EDA (3.2.5) dependera del nimero de veces que sea
necesario derivar a la ecuacién (4.4.10) con respecto a ‘/” para hallar E’, ya que al
substituir su respectiva expresion de (3.2.3), E'= f5(P, £, D), se podra obtener una funcion
que dependa también de la variable D; por lo que al volver a derivar con respecto a ¢ se
obtendra un sistema de EDO.
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Capitulo 5
CONCLUSIONES

El modelo de optimizaciéon dinamica para la toma de decisiones ' de explotacmn,
inversién y financiamiento de una empresa que tiene la concesidn para explotar un recurso -
analizado resulté ser un sistema de ecuaciones d1ferenc1ales algebralcas (EDA s)

Un sistema:

F(x',x,1)=; 0,

. . . OF .
sera una EDA si la matriz e resulta ser singular.
x

El indice de una EDA serd el minimo numero de veces que se tenga que derivar el
sistema F(x'.x ,f) o parte de dicho sistema para transformarlo en un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias.

El modelo desarrollado es un ejemplo tipico de EDA’s semi-explicitas, es decir,
sistemas que se pueden representar de la siguiente manera:

y'=s(nz1)
0=h(y,z.t),

El indice del modelo resultd ser al menos igual a dos, en el caso general, y al menos de
indice tres para el caso particular lo que dificulta la solucién analitica o numérica. El
aumento del indice del modelo radica en la existencia de la derivadas parciales de la
funcion de captura &(P,E) con respecto al esfuerzo y de la diferenciabilidad de las
restricciones al modelo.

Al tratar de resolver las EDA’s numéricamente, los métodos numéricos se tienen que
enfrentar a problemas de estabilidad. Asi mismo se vié que los métodos implicitos o Back
Differential Formulae (BDF) son los mas adecuados para la resolucién numérica a este tipo
de sistemas. Cabe mencionar que para problemas con indice muy alto todavia no se tiene
un método numérico estable y robusto, por lo que es ain una tarea pendiente en el campo
de las matematicas aplicadas junto con teorias generales para las EDA’s.
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'Si

APENDICE

En los apéndices se encuentran varios teoremas y resuitados que se utilizaron en el
cuerpo del trabajo, los cuales son: el teorema que nos permite conmutar la derivacién y la
integracién aplicadas a una funcién, el lema fundamental del calculo variacional, y
finalmente cl teorema que nos permite obtener un sistema de N soluciones linealmente
independientes.

TEOREMA A.l.

El siguiente teorema es utilizado en la seccién 2. l .2 para obtener las ecuaciones de
Euler-Lagrange.

Si en el rectangulo cerrado o < x< 3, y @ < y< b, la funcién f{x. y) es continua y tiene una
derivada continua con respecto a x, puede derivarse la integral con respecto al pammetro
bajo el signo integral, es decir: . ;

d_’;..(;f). (J:fix ,V)i") ~ ffx (. v)dy ,

véase [Courant, 1974].

LEMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO VARIACIONAL A.2.

“En'la seccnén 2. l 2'se utilizé este: lcma para poder obtener las condiciones necesarias
que debe cumphr una funcxonal para al

\ 'Jf,"f‘(i)'n(r)‘dr
para toda n(r). funcnon dlferenclable en [a b] tal que r{a) = n(b) =

Emonces

% TSTA TESIS NO SALF
LA BIBLIOTRC A




Sx)=0 Vi1t elabd],
véase [L. Elsgoltz,1977].
TEOREMA A.3.

El siguiente teorema permnte encoritrar cuando un metodo numenco es mestable al tratar
de resolver una EDA, véase la seccxén 4.2 AL

Sea p(X) el polmomxo caractensuco de la ecuacién 'de orden N

con k dxstmtas raices deno das po
de la raiz v, tal que g

Entonces la secuencxa deﬁmda por

. ~-n(n-1} (n-—m+l)z : . (A3.2)

donde m 01 ..,m,y_z=l,2,...,k

es decir:
PO
(2) - —1
(3)—n(n l)z" S coni=1,2, .k

('" )—n(n—l) (n—m+l)z"f'f'

forma un sistema de N soluclones lmealmeme mdependxentes de (A. 3 l) [Hennc1 1964]
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