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INTRODUCCIÓN 

Los recursos naturales originalmente se dividían en recursos renovables y no 
renovables; la diferencia radica en que el proceso de regeneración ocurre más rápidamente 
en los recursos renovables. Como ejemplo de los recursos renovables se señala la flora, la 
fauna, el agua, etc. y como no renovable los combustibles convencionales como el 
petróleo. 

La regeneración del recurso necesita que existan las condiciones necesarias para su 
desarrollo. El problema se origina cuando el hombre considerando de rápida regeneración 
los recursos renovables los explotó, en muchos casos lo sigue haciendo, en desmedida 
ocasionando un deterioro o un agotamiento que los pone en peligro de extinción al 
enviarlos por debajo de los límites donde Ja renovación no sea posible o ésta no sea tan 
rápida, de ahí que surja Ja preocupación de tomar todas las medidas necesarias (tanto 
políticas, sociales y económicas) para utilizar el recurso y cumplir las necesidades del 
hombre sin decremento del recurso. 

El objetivo del presente trabajo es presentar un análisis de un problema de optimización 
dinámica para las decisiones de explotación, inversión y financiamiento de una empresa 
que tiene la concesión monopólica de explotación de un recurso renovable, tal como la 
pesca de alguna especie marina, además de que en todo momento evitará la explotación 
desmedida del recurso para evitar su extinción. 

El problema planteado matemáticamente, se lleva a uno de control óptimo, donde las 
variables de estado son el tamaño de la población a explotar y el capital invertido a la 
empresa por los socios, mientras que las variables de control del problema son Jos 
dividendos de la empresa y el esfuerzo que se realiza para capturar la especie. 

Jorgcnse et al (1997) obtuvieron una secuencia de trayectorias óptimas a través de un 
procedimiento de síntesis y caracterización cualitativa de curvas así como de las 
condiciones necesarias de optimización. En este trabajo, se muestra que el problema de 
control óptimo nos lleva a una ecuación diferencial algebraica al menos de índice tres. 

El trabajo se inicia analizando, en el Capitulo 1, Ja dinámica de población con y sin 
explotación así como los supuestos financieros que debe cumplir Ja empresa que va a 



explotar los recursos, es decir, son las bases que pem1iten presentar el modelo. El Capítulo 
2 contiene una descripción de los problemas de optimización lo cual permitirá analizar las 
condiciones necesarias que debe cumplir la solución a un problema de control óptimo. En 
el Capítulo 3 se aplican las técnicas vistas en el Capitulo 2 para obtener las condiciones 
necesarias de la solución al modelo del capítulo 1. Finalmente en el Capitulo 4 se muestra 
que el modelo, del presente trabajo, es una ecuación diferencial algebraica (EDA) por lo 
que se analizan las dificultades matemáticas y numéricas a las que se debe se enfrentar al 
tratar de solucionar una ecuación de este estilo. 
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Capítulo 1 

EL PROBLEMA 

El problema que se presenta en este trabajo trata sobre la explotación de un recUrso 
renovable. La explotación debe ser tal, que permita el crecimiento sustentable de la especie; 
es decir, evitar la sobreexplotación a fin de asegurar que ésta no se extinga. 

Se supone que las condiciones ambientales del hábitat de la especie no son tan extremas 
que pueda extinguirla o mermar el número de individuos que la conforma de una forma 
brusca. Los fenómenos que alteran el medio ambiente pueden ser, por ejemplo, 
metereológicos como .. El Niño" o ecológicos como la contaminación excesiva. 

Además, se supondrá que una sola empresa tiene los derechos exclusivos de 
explotación del recurso 1, de esta manera se tendrá un mayor control del número de medios 
o activos con los que se realiza la captura del recurso, como puede ser el número de redes, 
barcos, arpones, rifles, cte., así como de una sola estrategia para la utilización del recurso. 

Los procesos de captura utilizados por la compañia que aprovechará el recurso, deben 
cumplir cabalmente con las normas dictadas por las autoridades locales así como los 
tratados que se hayan firmado al respecto con otros paises, con la finalidad de no explotar 

1 Los economistas argumentan que la comercialización de una especie usualmente esta asociada con su 
extinción con10 resultado de que el recurso sea de libre acceso o de libre explotación. es decir, que puedan 
introducirse un número ilimitado de participantes para la explotación del recurso. Esto influye en la 
sobreexplotación del recurso debido a que los derechos de explotación no existen o no están bien definidos, 
por ejemplo, si el recurso a explotar es un pez donde su hábitat es de libre acceso para la comercialización y 
es capturado por cierta cantidad de botes. en el momento que entre otro pescador, sus botes estarán 
compitiendo con los que ya existían previamente, lo que originará que aumente el esfuerzo por conseguir el 
bien, que se divida menos pesca entre más botes y por ende que se reduzca la población de peces. 

Por lo tanto, si los derechos de explotación del recurso se definen correctamente o si existe una regulación 
para la explotación del recurso, la especie no seria sobrcexplotada o en peligro de extinción, una de esas 
medidas es conceder derechos exclusivos o monopólicos para Ja explotación del recurso a un solo participante 
o a un conjunto limitado de participantes que tendrán una misma estrategia en comün (véase [AEDE 
53 t D,2000)). 

3 

I 



excesivamente el recurso natural. Aunado a esto, la empresa no debe escatimar esfuerzC:,s 
para evitar la captura de otras especies no aprovechables en el comercio o, en su ·defecto, 
que no esté autorizada en su utilización, así como evitar daños ecológicos al ambiente. 

Con las medidas previas, la compama evitará ser sancionada económica o. 
administrativamente, y en su defecto, perder la concesión sobre la explotación del recurso; 
y con ello, poner en riesgo el futuro de Ja empresa. 

Así mismo, se supondrá que el recurso es altamente demandado por lo que la venta del 
bien capturado es inmediata. 

El objetivo de la compañía es hacer un buen uso del capital invertido por los socios 
obteniendo Ja mayor tasa de dividendos posible; ya que de otra manera, si los inversionistas 
consideran que Ja actividad no es rentable podrían retirar su capital en cualquier momento y 
poner en riesgo la existencia de la empresa. 

Dentro de los supuestos financieros se encuentra que la empresa tiene acceso ilimitado a 
financiarse por medio de un préstamo para activar o reactivar Ja explotación del recurso 
como puede ser la compra de Jos insumos necesarios o reponer Jos que hayan sufrido de 
depreciación, lo que no podrá hacer, será invertir la cantidad prestada para algún fin distinto 
al giro de la empresa. 

Si la compañía considera prudente, puede invertir el excedente de capital propio en· 
activos financieros, la única restricción al respecto es que si previamente decidió pedir 
prestado, deberá pagarles a sus acreedores. 

En forma resumida, el problema por estudiar es de optimización dinámica de Ja 
explotación del recurso, donde las políticas de la empresa estarán basadas en decisiones de 
dinámica de inversión de capital en el esfuerzo y estructura de financiamiento de la 
compañía. A continuación se enunciaran los supuestos que debe cumplir el modelo de 
forma analítica. 

1.1. DINÁMICA DE LA POBLACIÓN 

Sea P = P(t) el tamaño de la población en el instante 1 donde todos los individuos son 
idénticos y los únicos factores que afectan el tamailo poblacional son las tasas intrínsecas 
de nacimiento y muerte [3], además debe cumplir con las siguientes hipótesis (véase [3], 
[AEDE 531 D,2000] y [Miller, 1991 ]): 

i. La población es tal que presenta nacimientos continuos y generaciones superpuestas 
para considerar que Ja función de población P: ,, ... -+!JI es continua y diferenciable para 
toda 1. 

4 



ii. La población crece en un ambiente sin cambios bruscos que origine alteraciones 
violentas en el número de integrantes de la población. 

iii. La población se distribuye uniformemente sobre su hábitat. 

iv. El crecimiento de la población estará limitado por los recursos de su ambiente, por lo 
. que los individuos competirán entre ellos para obtener los requerimientos mínimos 

para sobrevivir, como espacio territorial, alimentación o energía solar. 

v. La razón instantánea de cambio de la población en el tiempo t dependerá del número 
de individuos que existan en ese momento multiplicado por una tasa variable, dicha 
tasa está sujeta a la vez al número de integrantes de la población P. Es decir, que el 
crecimiento de la población se comportará de acuerdo a la siguiente ecuación: 

vi. 

y de ésta ecuación se tiene 

dP 

~L =f(P), 

"!:_ = Pf(P). 
. dt 

(1.l.1) 

Por el punto i, anterior es nátural suponer qüe: P,(r) > O,. para toda t en Yl; en otras 
palabras, no se considera que~lif pobláción puedá extinguirse de manerá 'natural en 
algún punto del tie~po. · ''."···':'< ... -;,•··' · '·. ·· · ···•.• .. :·. ,;,,··· · ·· · ' ).•• · · · 

Existirá un nivel n1ruc'i~~·:<l~~;¡~~i\Tid~~s '~ue ~i;m~~Ú)~•p~edi;¿~;t~ll~i¡~·;~¡a.\:ima 
capacidad suste11table, a ese nivel lo denotaremos como.PM'Áx.(véas_e .[Miller, 1999] 
y [Zill,1997]). . . .· . . . . \" , . . · .• ;::¿;_., ... 

deberá cumplir con los siguientes puntos: 

vii. F(P) >O, donde P(t) e (O, PMAx}; es decirj(P) >O, si P(t) e (O; PMAx} 

viii. F(P) <O, donde P(t) e (PMAX• oo); es decirj(P) <O, si P(t) e (PMAX• oo) 

Resumiendo, en una primera etapa por el punto vi y vii, la tasa de crecimiento será 
positiva hasta que la población alcance el tamaño PMAX, debido a que en ese periodo 
la tasa de mortalidad es menor que la tasa de natalidad ya que existen los recursos 
necesarios para el desarrollo y crecimiento de la población. 

Cuando la población rebase el punto de máxima capacidad sustentable de su 
hábitat, PMAX· la tasa de mortalidad se incrementará debido a que el ambiente no 
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podrá proporcionar a todos los individuos de la población los requerimientos mínimos 
para su sobrevivencia obligando a la población,, a ·retornar al nivel.·PMAX que su 
entorno puede soportar. 

ix. F(O) = F(PM.<x) = O; es decir,j{O) = J{PM.<x) =O 

X. 

Es deéir, que la ta.Sa de crecimiento dé la población será igual a cero en dos puntos, 
cuando no existari'individuos erfel ambiente y cuando la población en estudio alcance 
el nivel máximo de sustentabilidad de su hábitat. 

'-"':e~,· 

F(P) é Ci·,,, 

xi. F"(P} < Q;{¡ P(t) 
' . - .. · _. 

Por el p~~to :;:' aritéri6r, en el intervalo de [O, PM..x]. F(P) es continua y di ferenciable 
sobre (O, Pú,<x ); :del punto U-. F(O) = F(PM.<X) = O y al aplicar el teorema de Rolle se sabe 
que existe una P,./i:: que pertenece a (O, P1.w;) tal que: 

::'F(P1.1i:) =O . 

.• Debido aqüé F~'(p}'.:{Q;~1i tgda),;i~::füri~ión F(PJ tiene ~n valormÓxi~o en el punto 
PA,c,é!ondelavé1oéictaé!iiéaumeriióióinas·uva1órmáximo. · · '.· · · , · , · · 

~:- . :< . - -'"·~. e·. ' ~-> 

Por lo tanto, F(Pfes creCiénte en el intervalo (O, P,.,c )y' d~crééienÍc .en (P.\fc , ro), es 
deci~:· · · - .·- ·-- - · · - ·· -- •, · ·· -· · - · · -

F'(P) >O, Pe (O, PMc) 

F'(P) <O, Pe (PMc,ex>) 

'. 

Recordando el punto iv anterior, los recursos donde vive la población son finitos, por 
ejemplo: el alimento, el espacio territorial, etc. y las alteraciones que la población realice al 
hábitat, como la contaminación, influirá negativamente en el incremento de la población 
cuando ésta sobrepase el nivel PMc ya que no todos los individuos tendrán las mismas 
oportunidades de conseguir alimento o de sobrevivir; aún así Ja tasa de crecimiento será 
positiva, hasta que la población alcance el punto de máxima capacidad sustentable PM.<x. 
donde la tasa de mortalidad es igual a la tasa de natalidad y con ello el crecimiento de la 
población será igual a cero por el punto ix. 

Si la cantidad de individuos de la población fuera mayor a P,., .. x, la función F(P) seria 
menor que cero por el punto por el punto viii; significando que la tasa de mortalidad será 
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mayor que la tasa de reproducción, obligando ·a la población a retroceder hasta los: niveles 
de PMAX· 

Bajo estas éaracterístlcas; la forma de lá gráfica de la funcíó'n F(P) es rep~esentacla por 
medio de la figura L · · · 

Tasa decrecbnlonlo de b pobbcLin 

F(P) 

p MC 
P(I) 

Figura 1 

La gráfica de la función solución de P(I) con condiciones iniciales Po. siendo O< P11 < P.11,i." 
tiene la forma de "S" como se muestra en la figura 2 (véase [Miller, 1999] y [Zill, 1997]). 

P(t) 

p -------------------------·~-~-~--~~~~~~~~~~ 
MAX 

o 

Figura 2 
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1.2.DINÁMICA DE EXPLOTACIÓN 

Considérese una población cuya velocidad instantánea de cambio en condiciones de no 
explotación crecimiento cumple con la ecuación ( 1.1.1) 

(1.1.1): 
dP dt = Pf(P), 

si, además se supone que está sujeta a comercialización por parte de una compañia que 
tiene los derechos exclusivos para la captura de la especie en cuestión, otorgados por una 
autoridad competente, y que evitará en todo momento la explotación excesiva o extinción 
del recurso, y con ello el fin de la actividad comercial. 

Entonces, el crecimiento de la población estará afectado no sólo por factores naturales 
F(P), sino que también se verá influenciado por la cantidad de individuos capturados por 
parte de la empresa a lo largo del tiempo. 

En base a lo anterior, sea H la razón instantánea de extracción del recurso por . la 
empresa. Para fines del modelo se supondrá que: 

H: 91 2 
-Jo 91, tal que si (P,E) e 911

, entonces: 
H=<t>(P,E) 

Donde: 
-, ; ': .: :;.· <o;·;"." - ; ." - -

P(t) es. el nÓmero 'el~ intlividiios de la población en· el instante t a explotar y cuyo 
crecimiento étimple' con los -supuestos indicados en la sección 1.1. . . . - . - . .. - . 

E(t) es el esfuerzo por realizar fa captura, como el número de barcos, redes u otros 
insumos utilizados para tal fin. La función de esfuerzo debe.ser, mayor.que cero y 
con.tim.ia en todo tiempo. .. .- - · - · · · 

<P(_P,E) la función de captura debe ser continua y diferenciable éi;i'(O,i:io)x(O;a;:i). 

Para mayor referencia véase [AEDE 531 D, 2000] y [Jorgensen, 1997]. 

Un caso particular de <I{P.E) es el modelo de Schaefer, en el que ,</J deperíd7 de P y E 
bajo la siguiente expresión 

</{P.E) = qE(t)P(t), 

es decir, el producto del esfuerzo y del número de individuos de la población en el instante 
t (véase [AEDE 531 D, 2000]). 
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Por lo tanto, la razón instantánea de cambio considerando la explotación del recurso 
tendrá la siguiente representación 

'::: = Pf(P)- <t>(P, E) ( 1.2.1) 

1.3. DINÁMICA FINANCIERA 

Sea P(t) una población con un crecimiento natural definido como en: (l. J.1) sujeta a 
explotación y comercio determinado por la función <P(P.E) por parte de una compañía que 
cumple con Jos supuestos indicados en Ja sección 1.2. 

Además la empresa deberá cumplir con varios supuestos que enunciaremos a continuación: 

Supuestos sobre la utilidad de Jo capturado: 

Aunque el precio esté regulado por la ley de la oferta y la demanda o en su 
defecto por la autoridad correspondiente, se supondrá que la compañía venderá lo 
capturado a un precio unitario constante igual a p, por 10· que"· la entrada de 
efectivo derivado de la actividad estará dada por · 

p<P(P,E). (1.3.1) 

El costo de operación de la empresa será igual a cE(t), donde e es el costo 
unitario del esfuerzo realizado en la captura. 

Los costos deben incluir los gastos directos como son lo referente a equipo, 
medios de transporte, reparaciones, combustibles, retrasos, gasto en 
infraestructura, por ejemplo, costos de muellaje especializado o puertos, enseres 
de captura, almacenamiento de la captura, personal calificado e impuestos entre 
otros; así como gastos indirectos que están relacionados con la administración y 
gastos de venta del producto. 

Por lo tanto la utilidad derivada de la captura y venta del producto puede 
expresarse de la siguiente manera 

p<l>(P,Ej_;_cE, (J.3.2) 

Supuestos financieros: 

La compañía tendrá acceso a una línea de crédito exclusivapara la expl~tación 
del recurso ó podrá invertir en activos financieros, pero no las dos alternativas al 
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mismo tiempo, es decir, no podrá pedir prestado e invertir sus recursos en una 
actividad distinta a la de fomentar o incrementar la captura de la especie de la.cual• 
tiene la concesión para su aprovechamiento [Jorgensen, 1997]. 

Si la empresa determina solicitar el préstamo al que tiene derecho, la tasa.del 
crédito por la linea concedida se incrementará en función del grado de 
endeudamiento de la empresa; mientras que si la firma decide invertir en activos 
financieros, la tasa de rendimiento se mantendrá constante independientemente de 
la cantidad de recursos invertidos. 

Por otro lado, la compañía deberá tener la capacidad de liquidar la deuda así 
como los intereses generados por ésta, dichos intereses estarán vinculados a la · 
tasa lider del mercado, riesgo sistemático, y del riesgo propio de la empresa. 

En otras palabras, sea B el nivel de endeudamiento o de inversión [Jorgensen, 
1997]: 

Si B :::; O, se entenderá que la empresa ha decidido invertir en activos 
financieros y en ese caso la empresa obtendrá una tasa constante de ganancia r0 ; 

mientras que si B es mayor que cero, la compañía ha detem1inado utilizar su linea 
de crédito y entonces deberá pagar a sus acreedores la misma tasa constante ro 
más un premio derivado del riesgo de pérdida o insolvencia por parte de la 
empresa. 

Para fines de este trabajo, definase r(B) como la función tasa de interés ligada 
al nivel de endeudamiento o inversión B, de manera que tenga el siguiente 
comportamiento 

r(B) = {
ro 
ro +kB 

B<=O 

B>O,yk >0 
(1.3.3) 

Donde ro es la tasa ofrecida a la compañía al destinar sus recursos en una 
inversión financiera y k es el grado de riesgo de la empresa por incumplimiento 
de pago y se aplicará linealmente al nivel de deuda de la empresa, cumpliendo 
con el supuesto de que a medida que se incremente el préstamo, la tasa de interés 
respectiva también aumentará. · · 

Dependiendo de la decisión de la empresa, B representará una gananCia o. un 
costo para la firma que será medido por medio de.la función de ganancia - costo 
financiero representado por medio de C(B), dicha función tm~1ará los i¡igui~ntes .. ,. 
valores 

,_,,:-:.;-
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C(B) ={roB 2 
r0 B+kB 

B<=O 
B >0,yk >0 

(l.3.4) 

Cuando B ::: O, C{B) significará un incremento en los activos de la empresa 
como resultado de los intereses generados de la inversión financiera por un monto 
B y si B > O, la empresa tendrá una deuda igual a roB+kB2

• 

La empresa deberá ofrecer a sus inversionistas una tasa de ganancia o de 
utilidad i, que deberá ser competitiva en el mercado, ya que si dicha tasa resulta 
ser menor que la tasa r 0 prometida por invertir en instrumentos financieros, los 
socios determinarán destinar sus recursos en activos financieros que les 
proporcionará una mayor ganancia; si la tasa i es igual a la tasa r0 , a los 
empresarios les será indiferente invertir en activos financieros o destinar sus 
recursos en la empresa, por lo que la tasa de ganancia se supondrá mayor que la 
tasa libre de riesgo para que los posibles socios estén interesados en invertir o 
conservar su capital en la firma, es decir: 

(l.3.4') 

La compañia deberá de contar con un capital K(t) que le permita comenzar o 
realizar la actividad de captura, este capital puede ser por ejemplo la cantidad de 
barcos o de redes y podrá incrementarse en cualquier momento por medio de las 
inversiones /(t) de los socios. Además, el capital estará sujeto a depreciación a 
una tasa constante d, por lo tanto, el cambio en el capital se expresará como: 

K' = /(1) - dK(t), K(O) = Ko >O. (l.3.5) 

Así mismo, los socios de la firma podrán invertir o descapitalizar la empresa 
sin ninguna restricción, sólo dependerá de la estrategia a seguir por parte de los 
miembros de la firma y de que la compañia cuente con una estructura de costos 
rentables, es decir, la función de inversión de los socios /(t) podrá tomar los 
siguientes valores 

-oo</(t)<oo. (l.3.6) 

El significado que tiene el signo de ( 1.3.6) es como sigue, si /(t) :;: . O, 
significará que los socios han decidido retirar parte del capital K(t) de. la 
compañia; mientras que si /(t)>O que han decidido realizar una nueva inversión en 
la empresa. 

Es decir, la condición (1.3.6) admite la venta o compra de capital de forma 
instantánea y sin ninguna restricción originando cambios inmediatos en la 
cantidad de capital debido a la ecuación (1.3.5). 
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Si el esfuerzo en el momento tes igual a E(t) y si: 

(K(t)'.:...E(t)) >O , (1.3. 7) 

donde el lado izquierdo de la desigualdad (L3.7) es la cantidad de capital que la 
firma no está utilizando y··suponiendo:qúe la··empresa no desea mantener capital 
ocioso [Jorgensen, 1997], el excedente se podrá retirar debido al comportamiento 
de la función de inversión (l.3;6),«de manera que 

·' ,-<E(t) = 'K(t); (1.3.8) 

para toda t, por lo que la empresa evitará de esta manera el exceso de capital, y 
por ende, todo el capital que pciseá será utilizado en su máximo para la captura del 
recurso. 

Por otro lado, contablemente sé debe de cumplir con la siguiente igualdad 

K(t) = X(t) + B(t), (L3.9) 

donde, X(t) és el capital neto de la empresa; - ~/>/:;, . · ~~I> ;i·_-,: .. '.·. 

,)U;:::_:·,, 
Del supuesto (1.3.8), arriba descrito, se tien~·qti'e E(i> ,,;K(t) en todo instante t, por lo 

tanto, la igualdad (1.3.9) en términos del esfuerzo c¡'ued_a expresada de la siguiente manera 

E(t) = XCI)+ B(t'). (1.3.1 O) 

Considerando los flujos de entrada y salida de·la empresa [Jorgensen, 1997], derivados 
de la comercialización de la captura, se obtiene la siguiente ecuación 

p<l>(P,E)-cE(t)-dK(t) - C(B) = D(t) + X'(t). (1.3.11) 

donde D(t) son los dividendos pagados a los socios de la firma y por ende es lógico pedir 
que sean mayor o igual a cero para toda 1. En otras palabras, la ecuación (1.3.11) nos dice 
que los dividendos D(t) y el incremento o decremento en el capital neto X(t) debe ser igual 
a Ja utilidad proveniente de la comercialización de la captura p<l>(P.E)-cE, considerando 
costos derivados de la depreciación del capital dK(t) y de la ganancia por la inversión en 
activos financieros o bien del costo de la deuda adquirida por la empresa C(B). 

Asimismo Ja empresa en ningún momento estará interesada en conservar efectivo, por lo 
que se deberá igualar el flujo de entrada con el de salida [Jorgensen, 1997]. Dicho de otra 
manera 

p<l>(P, E) - cE(t) = D(t) + C(B)- B'(t) + I(t), (1.3.13) 
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donde la utilidad de la venta de la captura p<l:>(P,E)-cE será igual a los dividendos pagados 
D(l) a los socios después de considerar las ganancias o costos derivados de la inversión o 
de la deuda C(B) de la empresa, así como la reducción del préstamo o incremento en la 
utilización de activos financieros B' y en la inversión directa de capital por parte de los 
socios /(1). 

1.4. EL MODELO 

El objetivo principal de la empresa es optimizar los dividendos de la firma durante el 
tiempo en que la empresa se dedique a la captura de la especie a la que tiene autorización, 
suponiendo que el límite de vencimiento de la concesión otorgada es hasta el tiempo T, y 
que la estrategia de explotación de la compañia cumpla con los puntos de la sección 1.2. 

Bajo los supuestos financieros de la sección 1.3, los socios potenciales estarán 
interesados en saber cual es la ganancia posible al dia en que inician la inversión para la 
explotación del recurso; es decir, desearán conocer todos los flujos de dividendos a valor 
presente e"'D(t), donde i es la tasa de ganancia que la empresa debe ofrecer a sus socios 
como se mencionó anterionnente. 

Por lo anterior y definiendo a J como la funcional de flujo de dividendos a maximizar, 
se obtiene la siguiente expresión: 

T 
J = Je-ir D(t)dl. (l.4.1) 

o 

Es lógico suponer ~ue la compañía prevera que el capitál neto X siempre sea mayor que 
cero. . . ..·.. ·- . 

Despejando a X' de la ecuació~ de flujos (l.3.11) y utilizando la expr~sión E(t);,,, K(l)' 
( 1.3.8) se obtiene la ,siguiente igualdad: · · · 

·X'= p<l:>(P,E)-(c+d)E- C(B)-'-D(t). (1.4.2) 
. . ·-

Además s,e supondrá que:: lá razón insta11tánea de cambio de la población sea igi:tal a:. 
' ' -

•·.dP .· .. ·· •·.· -·• 
di.= F(P)-Cf>(P,E), . (l.4.3) 

donde F(P) representa el crecimiento natural de la población P y la función <P(.P,E) cumple 
con lo_indicado en la sección :J.2·relativo· a la función de captura. Es decir que la razón 
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instantánea de cambio de Ja población, el!:. • dependerá de la razón instantánea de cambio 
- dt -- -

n~~ural _de la población y de lafo~a en que ésia sea explotada. 

Resumiendo, el problema de control óptimo que se estudiará.en este trabajo'sen\:eJ de 
resolver a (1.4.1) obedeciendo (l.4.2) y (1.4.3), es decir: · · · · · 

T 
MaxJ = Max fe- 11 D(t)dt 

o 
sujeta a: 

P,'= f'(P) -<l>(P, E) 

X'=. p<l>(P, E) - (e+ d)E-: C(B) - D(t) 

- D(t) >O 
. E(t) >Ó 

P(to) :=-Po 

X(t0 ) = X 0 

E(to) = E 0 ._ 

donde P(t) y X(t) son variables de estado con D(t)_y E(t) como _v:a,riabies de control. 

(1.4.4) 

El tipo de problemas al que pertenece el modelo (1.4.4),'·:lsi"corno la5-condiciones 
necesarias que debe cumplir éste se arializarán en el_ capítulo siguiente. 
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Capítulo 2 

PROBLEMAS DE CONTROL 
ÓPTIMO 

El modelo obtenido en el capítulo anterior no es sino un caso particular de los llamados 
problemas de control óptimo, en los que se desea optimizar ciertas cantidades (función 
objetivo), que dependen de los valores de variables que cambiarán en el tiempo (variables 
de estado) de acuerdo a la elección de ciertos parámetros o variables que pueden 
manipularse (variables de control). 

Un ejemplo típico de optimización es el siguiente: 

MaxJ = Max[[Jfo(x,11,t)clt] 

sujeto a: 

x · = f{x.u.t) 

y condiciones iniciales: 

x(a) = x 1 • 

Antes de entrar a analizar los problemas de control óptimo, veremos primero dos 
cuestiones relacionadas: los problemas de optimización y los problemas de control 

2.1 PROBLEMAS DE OPTIMIZACIÓN 

Los problemas de optimización han sido muy estudiados en Matemáticas y: sl.ls 
procedimientos se han aplicado en otras áreas como la Economía, Sociología. Demográfia, 
Industria. cte. 
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Para aplicar los resultados de la teoría de optimización hay que reconocer primeramente 
las necesidades a resolver y hacer una imagen de la realidad por medio 'de un ri1odelo 
matemático para obtener, posteriom1ente, la solución al problema en cuestión. 

El modelo que describe el problema debe estar gobernado por reglas de operació11 o 
restriccio11es, dichas reglas pueden ser fisicas, económicas, ambientales. El sistema recibirá 
datos provenientes del ambiente para que una vez procesados muestra los datos de salida 
bajo las reglas de operación del sistema. 

El objetivo será encontrar los datos de entrada que optimice11 la salida del sistema bajo 
las restricciones impuestas, es decir, dada una medida de funcionamiento del sistema, hallar 
la solución óptima al modelo, en otras palabras, será aquella solución que cumpla con las 
restricciones o reglas de operación y maximice (minimice) la medida de funcionamiento 
del modelo, véase [Borcll, 1 985]. 

Uno de los factores que ha influido notablemente en el crecimiento de la teoría de 
optimización, ha sido el auge de las computadoras a partir de la segunda mitad del siglo 
pasado pues la aplicación de técnicas computacionales en la solución de los problemas ha 
agilizado el tiempo de respuesta y facilitado la implementación de nuevos métodos 
numéricos. 

Cabe mencionar que se ha utilizado al cálculo variacional para resolver problemas de 
optimización, por lo que en las siguientes secciones se analizarán algunos resultados de 
dicho cálculo y posteriormente aplicarlos al estudio del sistema (1.4.4). 

2.1.1. Cálculo Variacional 

Una de las ramas de las matemáticas que es muy útil para resolver problemas de 
optimización es el cálculo de variaciones o cálculo variacional. Los comienzos de dicho 
cálculo datan desde los grandes pensadores griegos pero es hasta el siglo diecisiete cuando 
se comienzan a dar los avances sustanciosos en este campo. Por ejemplo l. Newton usó 
principios variacionalcs para determinar la forma que debe tener un cuerpo en el aire para 
presentar la menor resistencia a éste. Asi mismo, en 1696 lohanis Bcrnoulli publicó una 
carta donde planteó el problema en la que dados dos puntos A y B en el plano que no 
estaban conectados por una recta vertical ni horizontal se buscaba la trayectoria que ha de 
seguir un objeto de A a B si el movimiento se efectuara exclusivamente bajo el efecto de la 
gravedad, de manera que el tiempo empleado sea mínimo. Al problema anterior se le 
conoce corno el problema de la braquistócrona o el problema del des/izamie11to rápido 
[Kirk, 1970]. 

Es necesario introducir la definición de jimcional para señalar cual es el objetivo del 
cálculo variacional. 

16 

,. ·~ ...... ---.---~·=--..--------~--......... .,...,.,~-..,,.=-·---~·---·------=-----



Definición 2.1. [L. Elsgoltz,1977): Una jimcional J =J[/{t)] es una regla de 
correspondencia que asigna a cada función f{t). que pertenece a una cierta clase D de 
jimdonesf:[to.lf] -> ~H 1111 IÍnico número real.Des llamado el dominio de lafimcional y al 
conjunto R de números reales asociados con las jimciones en D es denominado el rango de 
la jimcional. Es decir: 

.J[/{t)) = r, donde j{t) e D --:!.....+ r e R e 91 

Hay que notar que la funcional difiere de una función¡; en que ésta asigna un valor •y• a 
cada valor de "t" que pertenezca a su dominio, es decir, en el caso de que t. fuera un número 
real le correspondería un número real y; mientras que la funcional asigna a unafimción de 
su dominio un número real, por lo que se podría pensar que una funcional es una función 
de funciones. 

Bajo la definición anterior, el objetivo del cálculo varíacional es el estudio de los 
métodos que permiten hallar los valores máximos y mínimos de las funcionales y a los 
problemas en que se pide hallar dichos puntos críticos se les conoce.como problemas 
varíacionales, véase [Kirk, 1 970). 

Con el fin de obtener las condiciones necesarias que deben cumplir los valores críticos 
de una funcional es necesario definir otros conceptos, entre ellos el significado de que dos 
funciones sean cercanas, para ello será necesario definir la norma de una función. 

La norma de una función es una regla de correspondencia que asigna a cada funciónf{t) 
que pertenezca a D definida para t e [to.lf], un número real no negativo y se denota como 

y tiene las siguientes propiedades: 

1.- 'I .:'.: O Y f =O si y solo síf= O, 

2.- ef = a · fl para toda a e 91, 

3.- Ji+ h $ !Ji.i!+!h1. 

(2.1.1.l) 

(2.1.1.2.a) 

(2.1; 1.2.b) 

(2.1.1.2.c) 

Por lo que las funciones Ji y fi serán cercanas si la norma de la. funCiónf. definida como 
f= Ji - fi, sea pequeña y no serán cercanas cuando la norma defsea grarÍde. · 

También será útil introducir el concepto de incremento de la funció~A~). ~l~mo qu'e se 
anuncia a continuación. ..· -· · , ' 

Definición 2.2. [Kirk, 1970): El incremento de lafunció",f(t) s.e defi;,~co;110: 
óf= f{t+ót) ·~ JC.i}; ,».· (2.1.1.3) 
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donde t+Llt y t son elementos para los cuales la función está definida; se débenotar que el 
incremento dcifdepende tanto de t como de t+Llt. es decir: · 

: ,_. '-~ 

t>.f(t,t>.t). 
,. ,•_ ".',·.'.>~: ·, 

Antes de representar de forma análoga el incremento· de la funcional "J: es necesario 
definir la variación del argumento j{t) de la funcional J[f(t)J, denótado ·par of, como la 
diferencia entre dos funciones que pertenezcan al dominio D de la._funciónal. 

Definición 2.3. [L. Elsgoltz, 1977]: Si f. Ji <= D y t está en ~; dominj~.d~ estas funciones. 
ento11ces: 

of{t) = fi.1) - Ji(1). (2.1.1.4) 

Usando esta expresión nos permite definir el incremento de la funcional. 

Definición 2.4. [L. Elsgoltz, 1977]: Se define al incremento de lafi111cio11al J como:. 

M = .JJJ(1)+0J)J - .JJJ(t)J. (2.1.1.5) 

Es interesante analizar la variación de la funcional J ya que juega el mismo papel que 
desempeña la diferencial para encontrar los valores máximos y mínimos de una función. 

Antes de seguir adelante hay que recordar que el incremento de una función de /1 

variables, óf, puede representarse en la siguiente forma 

ófl.x.t!t.x) =dj{x.t>.x) + g(x. óx) t!.x , (2.1.1.6) 

donde dj{1.61) es una función lineal de 61. Si lim {g(t, t>.t )} =O entonces se dice que la 
'¡).t -.o 

función fes di ferenciable en t y df es la di fcrencial de f en el punto t (véase [Kirk, 1970] y 
[L. Elsgoltz, 1977]). En particular si f es una función diferenciable de /1 variables, la 
diferencial dfcstá dada por 

df = af ót¡ +O/ ótz +···+ é}f ótn =Vf•ót, 
8t¡ ª'2 ª'" 

(2.1.1. 7) 

donde • denota el producto escalar. De forma similar, si el incremento de una· funcional 
determinado por (2.1.1.5) puede representarse de la siguiente' forma 

t>.J(f,óf) = ó.J(f.óf)~ g(f,óf).:óff¡. (2.1: 1:8) 

donde si ó.J es lineal en ófy si lim {g{f ,óf)} =O; se dice entonces que J es diferenciable 
. '<Vl-+0 . '. . . . - --

enf y liJ es la variación de J evaluada para la función} [Kirk, 1970]. 
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Ulla form~ d~·calcular la ~arlació.'.i di: J consiste en calcular la derivada cie la función 
j(a)5'.lfl{1)+a0')] con respecto a a, para a= O [L. Elsgoltz, 1977): En efecto, escribiendo el 
incremento de la funcional (2. 1.1.S) en términos de 2.1.18, es decir 

·~:0.JÍ/(t)+~Sj))-.J[f(t)] =ó.l{f,aOf)+ g{f,a0f))a<?f1, 

entonces l~ derhi¡;_(i~·d¿(2'.i'.1':9)'BoJ~espe~t~ a a, para a= o es igual a 
• '. '" ·' ; "· _ · ·'e • • ~-·":,.- .•• ·.e•.•:;.>,· ._ _. • 

lil l;(lim .ÁI ::' lim ó.l{f,aOf)+ g(f'.a0f)p<?f1 = 
.O.a-+0 t:.a a-+0 a a-->0 a 

l
. ó.l{f,aOf) 

1
. g(f,aOf).aOfP; 

= 1m + 1m · • 
a-+0 a a-+0 a 

(2; 1.1.9) 

(2.1.1.10) 

Al utilizar las. propiedades de linealidad de óJ y la propiedad de norma (2.1.1.2.b) a la 
expresión (2.1.1.1 O) se obtiene la siguiente expresión 

l
• aó.J(f,o¡-) 

1
. g{f,aOf)a!Wü 

tm + 1m , 
a-+0 a a-+0 a 

,(2.1.1.l 1) 

de ahí que 

lim ó.J(f,o¡-)+' lim g{f,aOf)WI = ó.J(f,o¡-), 
a-+0 a_,.o 

(2.1.1.12) 

ya que lim g(J,aOf)-+ O cuando a-+ O. 
a-o · · . 

Por lo tanto: 

i!....J[r(t)+aOf]' =ó.J(f,Of). aa a=O 
(2.1.1.13) 

Cabe mencionar. que si J tiene primera variación en el sentido (2.1.1.8), entonces se le 
puede calcular usando (2.1.1.13). Dicho de otro modo, ó./en sentido (2.Ll.8) es más fuerte 

que ó./como ª--J[r(t)+aOf]' 
aa a=O 

Por otro lado, no hay que olvidar que óJ es la aproximación lineal de la diferencia en la 
funcional J aplicada a dos curvas . Si 'las curvas están cercanas, { i§f~ pequeña) entonces la 
variación debe ser una buena aproximación al incremento. 
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El procedimiento habitual para localizar puntos máximos o mínimos en las funciones nos 
indica que hay que hallar los puntos críticos de la misma, es decir, aquellos puntos donde la 
diferencial de la función es igual a cero. · 

Ahora bien, será necesario introducir la la definición de un máximo o un mínimo de una 
funcional J. · 

Definición 2.5. [Kirk, 1970]: Se dice que la funcional J con dominio D tiene. un 'extremo 
relativo enf"' si existe una e> O, tal que para todas lasfimcionesf en ·D.qúe·cíúnplan co1í 
que ¡:f(t )- f • (t).; < & , el incremento de J tenga el mismo signo. · 

De ahí que si: 

6.1 = J[flt)] - J[f"(t)]::: º· (2.1.1.14) 

entonces se dice que J[f"(t)] es un mínimo relativo, mientras que si 

6.1=.JUlt)]-J[f"(t)] ~o. (2.1.1.15) 

entonces J[f"(t)] es un máximo relativo. 

Si la expresión (2.1.1.14) se cumple para cualquier E, entonces se dice que J[f"(t)] es un 
mínimo absoluto o global, de la misma forma. si la condición (2.1.1.15) se cumplen para 
cualquier e, entonces se dice que J[f"(t)] es un máximo absoluto o global. 

De forma análoga a la condición de que las derivadas deben ser igual a cero cuando una 
función tiene un máximo o un mínimo en un punto t; en los problemas variacionales, el 
teoremafi111dame11tal del cálculo de variaciones señala las condiciones necesarias para que 
una funcional alcance su máximo o su mínimo. Dicho teorema se anuncia a continuación 

Teorema 2.1. (Teorema fundamental del cálculo variacional [Kirk, 1970]): Si f"' es u11 
máximo o 11n mínimo, la variación de J debe ser igual a cero en f"'. en otras palabras: 

OJ(f*. e'!/)=º· (2.1.1.16) 

la condición anterior se debe cumplir para toda t!ff admisible, esto es. que f + lff sea 11n 
miembro de la clase D. 

Demostración: El teorema anterior se demuestra por contradicción, se supone quef".esun 
extremo de la funcional y que la variación para dicha función es distinta de cero, aiu-. lj) 
~ O. Recordando la expresión para el incremento 6.1 a partir de (2.1.1.5) se tiene 

6.1 = JUlt)+oJ> J - J[flr)J. 

y por (2.1.1.8) 
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t!.J (J. t5.f) = áJ (f. t5.f) + g (f. t5.f). ~t5.fl • 

donde g(f", oj) --+ O cuando ~~1-+ O. De ahí que debe existir una vecindad llóf11 < & , donde 

g(J,t5.f)• ~ó.fij sea suficientemente pequeña tal. que o./ domine la expresión para t!../. 

Seleccionando la variación ey'"como 

ey'"= aóf1
• (2.1.1.17) 

y suponiendo que 

iif(f*. aó/) < O, (2.1.1.18) 

ya que áJ es una función lineal de q del principio de h~mogeneidad se tiene 

á.l(f*,aó/) = aá.l(f*,q/) <o. (2.1.1.19) 

El signo de M y áJ es elmismo para ~t5.fi <e~· es decir 

t!.Jif*. aó/> < o. (2.1.1.20) 

Al considerar la variación 

(2.1.1.21) 

claramente, si: !a<VI!< e ini~úd.a ~ue Fat5.fi~< ~; po~ lo tanto el signo ?e t!..IV:·-.cx~) es el 

mismo qu~ el sign;; de 8fcr~~aó/): Us~do nuevamente el prin~ipio. de homogen~icÍ~d. se 
obtiene la igualdad .. · . · . . · · 

· ~; á.IJ..~::Xóf1> = ~a&!(f*.qn: · · c2.1~i.22) 
·:~. 

De la d~sigualdad á.1.1.20) s~ ii~~; ~~~ ~(f*. at5.f1
) < O, de lo cual i~fier~ que 

•' '"- - -
; ·:::.·.- ·;¡.;.,;,,,~y .. ~1--:-«<<·~ ...... OJ(f*.-a/if1

) >O, . . (2. l. 1.23) 

y a su vez se sigue de (2; (¡ .22) 

t!.J(f*,-a/if1
) >O, (2.1.1.24) 

Resumiendo, al supon~r ·8.J(f*, éf) * O se _obtuvo que para cualquier vecindad O.e tamaño 
& > O para f" , el incremento de t!.J satisface la siguiente desigualdad 

6.J(f*, a¿¡/) <O, 
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y 

6.1(/"'.-a,Y) >O, 
'·- . . .. ; - - . :;-· . 

contradiciendo Ja suposición de quef"' es un extremo de acuerdo a Ja definición de mínimo 
o máximo, según sea el caso, ya que no se cumple Ja desigualdad.(2.LL14fperi.su caso Ja 
desigualdad (2. 1. 1. 1 5 ). Por lo tanto, si./"' es un punto extremo de Ja· funcióriaJ; es necesario 
que QJ(f"', t5j) =O para cualquier lff. · .. , ·· ' · · . 

En Ja próxima sección se hará uso del teore;,.;a fu~darfi~~t~l cl6i cálc~Jo va~acional, vi~to 
en ésta sección para encontrar los puntos máximos que debe cumplir úna rú:ricio'nal. . . 

. -• . - ·- . • '·• .:;;,~ :·;··::•!..- • • '·· ,.e";...· ' - . 

2.1.2 Problemas de optimizaciÓ~:1~~n·c~hd~~ionesel1,exfremos. 
• _·: _· ;:_··~'{~:;:,e::~.-·~;··._;_,,•- .•. ··:·; ,._. '' :,' ., ·: ' 

En Ja sección anterior se. defü1ienm.•.\iarios:1c()rieeptos: importantes .di:J cálculo 
variacional, así como el teorema fundamental' para obtener extremo·s en funcionales. Eri esta 
sección se hará uso de dichos conceptos para encont~ el punto m'í1ximo de una funcional 

J[Y]={ F(x,x',t)dt. (2.1.2. 1) 

Más específicamente, se plantea el siguiente problema. 

Problema: Se quiere e11contrar la trayectoria x(t), que perte11ezca al domi11io D de la 
funcio11al J, tal que maximice a lafimcio11al J. definida por la igualdad (2. 1.2.1), donde se 
supone que el integra11do F(x. x ',t) tiene primeras y segundas derivadas parciales 
continuas con respecto a todos sus argumentos, además, se deben cumplir las siguientes 
condiciones en los extremos (i11iciales y finales): 

X (a) =x'. X (T) =xF. 

es decir, que en el insta11te t = a, la trayectoria x (t) debe ser igual ax 1 y en el momento 
t =Tdebe valerxF. 

Para resolver el problema anterior será necesario suponer que x 0 (t) es una solución al 
problema anterior, por Jo tanto, ade'más de satisfacer (2.1.2. l) satisface 

xo(a) =x1 yxo(T>=.<. 

definiendo al conjunto de sus trayectorias vecinas que pertenezcan a D y que cumplan con 
las condiciones.en Jos ex.tr~mo·s como 

x.{t)=x0(t)+ L'( x(t) - x0(t))~ (2.1.2.2) 
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donde e;::: O, nótese que cuando e =O se obtiene la curva solución al problema y cuando· e 
sea igual a uno se tiene la curva x(t). 

Observe además que (x(t) - x 0(t)) no es otra cosa sino :a-.:(} (verifique la expresión 
(2.1.1.4)), por lo que, la igualdad (2.1.2.2) toma la siguiente forma 

Si ahora se substituye (2.1.2.3) en (2.1.2.1), se p~ede expresar.Je~ té~i~6~' de :cüii'iciuier 
curva x.(t) , _ 

J =[ F(x, ,x', ,t')di ', (2.1.2.4) 

por lo que la función obje~ivo :q~ed~á ex~~es~da así 

j(&}= {fVÓ(t) + c&o.x'o+cáX'o ,t}it. 

Esta funcional, en la familia de curvas (2.1.2.2), depende exclusivamente de ¿;.es decir 
una función de variable real y . como supusimos que x 0 es solució·n _.al. problema 'de 
optimización, entoncesj(c) alcanza un máximo en c=O. 

Al aplicar el teorema fundamental del cálculo de variaciones, visto .en la sección 
anterior,j alcanza un punto extremo en x 0 si 

c'fj(xo. &o) = O. 

Utilizando la igualdad (2.1.1.13), se puede obtener la variación de la funcional como la 
derivada dej con respecto a e y evaluando en e= O.En signos matemáticos esto significa 

Debido a quej depende exclusivamente de e, la expresión anterior toma· el sencillo aspecto· 

Por lo tanto, se necesita hallar la siguiente derivada 
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d.I = d([ F(xo(t)+e&o;x'o+e&'o,t)t~J. 
de de 

;.t 

para lo cual, a su vez; es necesario:u.tilizarel :reoreiria .A.l (vélÍseeI Apéndice). Su uso ricis 
penniteºderivar.la integral con réspectoº·a1 parametro bajo el.signo de·integral como se 
muestra a: continuadón ' :,:•:.,;: ;, . ' . . .. 

d.I = rT[d(F(x0 (t)+;áXo.x'o+e&'o,t}}]<Ít; 
de .b · · de ·.. . 

derivando a F(xo(t), 
oF .. 

t, e). con respecto a e por. medio de la regl_a de. la, cadena, donde 

Fx = -- , se tiene 
• oxo 

dF oF dxo iJF dx'o -=----+----. 
de éko de ox'o de 

se obtiene la siguiente. expresión" 

de ahí que d.I será igual a 
de 

(2.1.2.5) 

por el Teorema 2.1, es necesario que dJ ~ea igu¡I a cero para que la funcional alcance un 
de · 

máximo, lo que implica que la integral del lado dérecho de la igualdad (2.1.2.5) sea 
también igual a cero. . .... 

(2.1.2.6) 

Integrando el segundo término de lá integral anté'rior por pártes se llega a 

f ¡,.,"'F" "' + °'º"gF,. "';Ju~ °'·''.l;:~f~Zl~i·r,;g>,-'.".?"~ d(=::}· 
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Es decir: 

' ~ : ·. 

Recordando. que· 'ax~(i),;. (x(t) ~.xo(t)), entonces se tiene 
•, . ;,· ,\-",;: .. "'.-·.:· >--.-. . 

·axo(b} .:,;_;(t).-xo(t),.;; ~~i•~ O:•Y l>xo(7) ;,,x(t) ~xo(t) =/:../=O, 

de ahí que la integral(2: Ú. 7{s~ t~irol~ en I~ ;ex~iesió~ 

( ~o(t)F~. (t)+áx~'(t)Fx.·<tj]ti:.Ef f ~(;)~/c1i~~~0(t) d(~;·· )}1. 
. . . ..... ;:.: ,:.·;{ ... ·.-.,; ,<;· .::.-.~ .:'· "•·"' . . 

Por lo tanto, para que se cumpla la ígualdad (2. l .2:6) será necesario que . 

. r[~:;;;~jJ/E~{J~~¡~:}.r.. .. . .. 
;·;.~:~- ,"_: . 

(2.1.2.7) 

(2. l.2.8) 

Aplicando el Lema A.2. (_;éase eÍ Apé~iilc~) ~~ tl~;¡~ q~e la igu~ldad anterior es posible si y 
sólo sí .. ;;s;•:.J,:·· 

' . dlFx ·) · .· _· 
F (t) - --•- = O .. · 

x, . . 'dt (2.1.2.9) 

A la igualdad (2. l .2.9) se le conoce como la ecuación de Euler - Lagrange y es una 
condición· necesaria que debe cumplir una trayectona que maximice (2. l.2.1) bajo 
condiciones en los extremos (véase a [Burghes, 1980) para mayor referencia). 

2.1.3. Problemas de optimización con condiciones libres en 
extremos 

En la sección anterior se concluyó que la trayectoria óptima de (2.1.2.l), sujeta ax(a)=~ 
y x(7)= /debe cumplir con la Euler - Lagrange (2.1.2.9). Lo que se desea en esta sección 
es J.eneralizar (2.1.2.9) cuando (2.1.2.1) no esté sujeta a condiciones iniciales y/o finales~ 
ox • 

25 



Haciendo un análisis similar al de la sección 2.1.2, suponga que :xo es la trayectoria 
óptima de (2. i.2: 1) con condiciones iniciales y/o finales libres,: por lo qu'e el conjunto de 
las trayectorias vecin.as .dex0 'queda expresado de foima similar," es dec}.r· · ''':" · ··• · : · 

x,.(t)=xo(l)+ clixo. 

Siguiendo los mismos pasos.que en (2.1.2.4), (2.1.2:5) y .(2.1.2.G) obtenemos d~ nuevo 
la ecuación (2.1.2. 7) "" :1;_' 

·. · aF 1 · .· aF 1 rr[ . · ... ·· · . . .· dlFx · )] 
lixo(T)-·.. . -&o(a)-, +l. &o(t)Fx

0
(t)'--'&o(t)-··-'--- dt,(2.1.3.1) 

. axo t=T . axo t=a : dt 

pero, en este caso no podemos utilizar la condición ox0(a) =oxo(n = O, ya que no se 
especificaron condiciones en los extremos. 

La trayectoria óptima al problema con condiciones libres en los extremos, xo, será 
también solución a un problema con condiciones en extremos predeterminadas, justamente 
el que tiene condiciones en los extremos coincidentes con los valores que toma xo en dichos 
extremos. Por lo tanto, x0 debe satisfacer la ecuación de Euler- Lagrange (2.1.2.9) 

d(Fx·) 
Fx---·-=O. 

dt 

Substituyendo (2.1.2.9) en la ecuación (2.1.3.1) se obtiene 

aF¡ . oFI á\"o(T)- -&o(a)-1 =0, 
iJx' t=T . fu'tt=a 

(2.1.3.2) 

•••• - < ,.-·.-- - ( •• -- _.-._ .- • 

que debe· cumplirse pru:a cualquier fünciói:i ox0 y en particular para aqueUas donde 

de ahí que 

Bxo(a) =O, 

aF¡ &o(T).- . =0, . ébc'' .t=T 

la igualdad (2.1.3.4) se cumple para oxoCn arbitraria, por lo tanto: 

.,,· 

. aF=O 
ox' 

;_·, 

·parat= T, 
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de forma similar para 1ix0 (1) = O se obtiene 

?!: =0 
ox' 

para t =a. (2.1.3.6) 

Concluyendo, la trayectoria óptima que maximiza a (2.1.2. J) con condiciones libres en 
los extremos debe de cumplir con la ecuación de Euler - Lagrange (2.1.2.9); además si no 
hay condiciones iniciales, con (2. 1 .3.6); o en el caso que no haya condiciones finales, con 
la ecuación (2. 1 .3.5). 

En la sección 2.1.2 se consideró que la funcional debía estar sujeta a condiciones en los 
extremos, en la sección 2.1.3 se analizó el caso en el que existen restricciones x' o/ en los 
extremos; sin embargo existen otros casos que es conveniente mencionar pero que no serán 
analizados en este trabajo {para mayor referencia véase [Burghes, 1980] y [Kirk, 1970]): 

• Funcionales en las cuales/ está especificada, mientras que lf es libre 
Funcionales en las cuales x' está especificada, mientras que t1 es libre 

• Funcionales en las cuales tanto/ como y son libres. 

, .Cabe señalar que el análisis descrito tanto en esta sección como la anterior se referían a 
una sola función. El caso en que las funcionales involucran más de una función 
independiente será estudiado a continuación. 

2.L4. Generalización de la ecuación de Euler - Lagrange a 91' 

Suponga que un sistema depende de n variables independientes, representadas por el 
vector x y se desea maximizar la siguiente funcional 

J = [ F(x,x' ,t)dt, x e 9l". (2.1.4.1) 

Haciendo un análisis similar al de las dos secciones anteriores, se obtienen n ecuaciones 
de Euler - Lagrange, es decir, la trayectoria óptima que maximice (2. 1.4.1) debe satisfacer 

oF _!!...( aF )=o ; =l,2,3, ... ,n . 
Ox¡ dt ox'¡ 

y donde existan condiciones libres de extremos (iniciales o finales) con 
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Como antes (2.1.4.2) y (2.1.4.3) son condiciones necesarias pero no suficientes que 
debe cumplir una trayectoria que maximice (2.1.4.1 ). 

2.1.5. Multiplicadores de Lagrange 

En cálculo diferencial existen problemas de optimización de una función suj.eta a uri 
conjunto de restricciones. 

Suponga que se quiere maximizar la función 

(2.1.5.1) 

sujeta a n restricciones para las variables, dichas restricciones se representarán de la 
siguiente forma 

a,{x¡ • ••• ,xn. U/, ••• "u,;,) =O:· con i e,{1,·; .. "; n}. . . (2.1.5.2) 

Como n variables deben ~urrtplircio~ el sistema: de'restricciones (2.1.5.2), entonces se tiene 
que existen ( n + m) -·11 = m variables indeperidierítes~ · · ··.:·' · " 

Considérese la función aumentada 

. n 
Ji_(X¡, ... ,Xn, U¡, ... llm, p¡, ..• , Pn) = j(x¡, •.. , Xn. U¡, •.•. un.)+Lp;a;(xi···•Xn •"1•.···"m ), (2.1:5.3) 

·, i=I :-.·, '_¿ ·:.>', ·,. 

que dependerá de (11 + m + 11) variables, donde los valoresde. las .villiables p; aún .está por 
determinarse. · .·.. ; {C;:.J,: /.;. . . . 

Nótese que la función aumentada (2.1.5.3) se consiguió simplemente sumando ceros a la 
función (2.1.5.2); por lo que satisfaciendo las restricciones· (2: 1 :5:2) y maximizando afi_ los 
puntos criticos defserán encontrados. · · ·· 

A las variables p; donde i = l, ... , /1 

lagrange. 
se .les c~~~~~--~omo los ,;,,,/tiplicadores de 

Para encontrar los puntos extremos de la función (2: 1.5.3) se debe cumplir la siguiente 
condición: · 

dji_ (X¡,;;;,xn, U¡; ••• Um, p¡, ••. , Pn) =O, (2.1.5.4) 

es decir 
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al substituir cada i][L por a,(x1, ••• , x., 111, ••• 11.,) se tiene 
8p¡ 

afL afL af¿ - af¿ - -
df¿ = ---· óx¡ +···+ --ÓXn +---6111 +···+ ------6.un +a1Ó/J1 +···+anApn. (2.1.5.6) ax. axn 811¡ 811;, -

Ahora bien, si las restricciones (2.1.5.2) se cu;nplen; ·entonces los coeficientes de Ap¡ 
deben ser igual a cero. Por lo tanto, se deben elegir las variables p; -tal que_ los coeficientes 
de & 1 (i = 1, 2, ... , n) sean igual a cero. Las restantes n1 '.ó;;¡ son independientes y para dfL 
sus coeficientes debe desaparecer. - -

.:?J •i 

Por lo tanto, una de las condiciones necesaria~- qu6 d~b~ satisfacer el punto máximo es él 
siguiente sistema de ecuaciones. - - · · 

a;(x1,-··xn,llt····.,u1,···u111 ) =O. (2.1.5.7.a) 

(2.1.5.7.b) 

- (2.1.5.7.c) 

para i = 1, 2, ... , /1 y j = 1, 2, ... , m. 

Para mayor referencia véase [Marsden, 1988] 

2.2. PROBLEMAS DE CONTROL 

El modelo matemático de un problema de control consiste en un· sistema de ecuaciones · 
diferenciales que satisface la variable de estado x: in~!lr; la cual estará dete011inada por la 
función 11:!/l-> U e: !ll "', denominada co11trol, por medio -del.siguiente 'sistema de 
ecuaciones diferenciales: - - - - '.<'f'· ,:., - . -

x' (1) = f(x(1 ~"~(i ).1) (2.2.Í) 

donde f: !ll n+m ~ !ll n • Escrito explícitamente, este si.stema es 
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x1 '(1) = fi (x(11u(I1 I) 
con O ::;1::; T. 

x,, '(i )=f ,,(x(t )u(t)1) 
,-,,,' 

Además, el sistema estará sujeto a ta5 slg~ientes condlciones 

x(O),;;xo.< 

;x1(T)p,~1;,::• ~()~/"'.'1,,2, ... ,q. con q :;s.11. 

Cabe ~encionarqu~ a.1,~U~CCl~jú~i6' CJ~ gr.: s1i°I~ den~inina s~bconjunto admisible. 
. ·. ,· - . ~<': _': ,/ -,, ·_-_ '-''_ "- ··' . --' ··''.··' .. ,, . 

(2.2.2) 

(2.2.3) 

Lo que se pretende en .los probl~mas de control es encontrar la función t1(t): 9i'-+ Uc 91" 
tal que bajo, (2.2.1) y satisfaciendo a (2.2.2) y a (2.2.3), la función de estado x(t) siga una 
trayectoria -"(t)* preestablecida. · 

2.3 PROBLEMAS DE CONTROL ÓPTIMO 

En la sección 2.1 se introdujeron algunas ideas del cálculo variacional que utilizaremos 
para el estudio de problemas de control óptimo. Éstas nos permitirán analizar las 
condiciones que debe cumplir la solución al problema de control óptimo que, como 
dijimos al inicio de este capítulo, consiste en encontrar u que bajo las siguientes 
restricciones 

X• = j{x.11,I), (2.3.1) 

y condiciones iniciales 

x(a) = x1, (2.3.2) 

maximice a la funcional 
t 

J.= f/o(x,t1,1}dt; 
. o' ' ; • 

. ~ '·" 

(2.3.3) 

Es decir, determinar el control u*, t~I que ~i si~'tema (2.3. Í) junte; cori lás condiciones 
iniciales (2.3.2) siga una trayectoriax* que maximice la funCiéin objetivo (23.3) ... 

.... · .. · . - ... -, ... ,.,,+·,···-"'" ·,,·,-_ ··- ,:·. __ , ·. '. 

En otras palabras, aplicando la definl~lón\!e mrucÍÍnc; de Ja se6ción 2.1 se debe cumplir 
con Ja desigualdad (2.1.1.15) · •:"·•· .. ·•:ii' ;,'}.>·;\;; ;-. ·.,;"~ :_;{::. :'.·) 

LV= Jr¡{;,Ít,1)] -J[r(x)] ~O, 
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es decir 

(2.3.4) 

para toda u e U que haga que el sistema siga una trayectoriax [Bensoussan, 1974]. 

2.4. EL HAMILTONIANO 

En las secciones 2. 1.2 y 2.1.3 se obtuvieron las condiciones necesarias para obtener los 
puntos criticas de una funcional sujeta a condiciones en los extremos. Sin embargo, en los 
problemas de control óptimo la situación es un poco más complicada ya que, como se 
mencionó en la sección 2.3, la trayectoria de estado x está determinada por una ecuación 
diferencial que depende de 11. De tal manera que si x:97-4 9{' y 11:97-4!lt" Ja funcional 
dependerá de (n+m) funciones, de las cuales 111 (los controles) son independientes, mientras 
que las otras /1 variables (las variables de estado) tienen una dinámica dependiente de las 
anteriores (los controles). 

El problema de control óptimo planteado en la sección (2.3) 

sujeto a: 

T 

maxJ = max ffo(x,u,t)dt, 
o 

x'=j{x,u,t) xe!lt', 
x(a) = x 1

, 

puede equipararse a un problema de optimización con restricciones como Jos analizados en 
la sección 2.1 y aplicar los multiplicadores de Lagrange vistos en la sección 2.1.5. El 
análisis, para resolver el problema de control óptimo, se realizará inicialmente cuando sólo 
exista una variable de estado, es decir cuando x sea una función real, por Jo que aplicando 
un multiplicador para (2.3.1) en (2.3.3), obtenemos Ja siguiente funcional: 

T 
J• = f[fo(x,11,t)+A(f(x,11,1)-x')]dt. 

o 

Renombrando el integrando como 

F(x,u,t,A.) = f 0 (x,u,t) + A(f(x,u,t)-x'), 
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las ecuaciones de Euler - Lagrange deducidas en la sección 2. 1 para x y u, de la iguaidad 
(2.4.2) tendrán la siguiente forma: .. 

aF _!!__(aF)=O= ~fo +Á.af +j¡,'=O 
ax dt ax• ' .. · 'ax ' ' ax . • 

C:-:1 (:,)~o= ~\J..!=o, 
aF =0 en t =T. 

.ax•_ ~ 

(2.4.3) 

(2.4.4) 

(2.4.5) 

por lo tanto, la trayectoria ,óptima al problema (2.3.3) con una sola variable de estado x; 
sujeta a la ecuación diferencial (2.3.1) y a las condiciones iniciales (2.3.2) necesariamente 
deberá de cumplir con (2.4.3), (2.4.4) y (2.4.5). 

Definase la función H:!ll n+m+J+n ~!ll •de la siguiente forma: 

H(x,u,t,J..) = fo(x,u,t) + .ilf(x,u,t), (2.4.6) 

a dicha función se le conoce como el Hamiltoniano [Burghes, 1980). 

En términos del Hamiltoniano el problema y,,Jas ·ecuaciones (2.4.3) y (2.4.4) quedan 
expresadas como: 

J..'=_:caH 
ax • 

O=aH • 
ª" 

y cuando existan.condiciones finales libres: 

BF ~ O cuando t =T, 
ax· 

.«:·.-"· - .·. . ' 

es decir que J.. =O en t = T, para aqu~llas compón~nteS-de x(n Ubres 

(2.4.7) 

(2.4.8) 

(2.4.9) 

Las ecuacfones (2.4.7), c2.4.8), (2.4.9) y i~ ecuacicSnx';"."f(x.11,t) (2.3.1);,gobieman la 
l 

trayectoria que maximiza a la función objetivo (2'3.3), ~~ de~.ir a,:. j =jfo(x,u,t)dt. 
o 
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2.5. GENERALIZACIÓN DEL HAMILTONIANO 

En las secciones anteriores se trató el caso de optimización de un proceso con una sola 
variable de estado, veamos ahora el problema de optimización cuando hay más de una. 

Problema. Hallar u tal que: 

MaxJ = Max[[ f 0 (x,11,t)dt]. conx e 9l"yue g¡m, (2.5.1) 

donde· cada una de las componentes x 1 de x, satisfa.ce una ecuación diferencia/, es decir, 

x'1 = f,(x,u;t) i = /, 2, ...• n; (2.5.2) 

y con las siguientes condiciones en los extremos: 

i) x(a)=x', 
ii) x (T}= xF donde sólo x(T)[ con k =q+/, ... , n con q ?. O tiene 

condiciones finales libres. 

De forma análoga a como se hizo en la sección 2.4, introduciremoslos.multiplicadores 
de Lagrange, pero en este caso será necesario introducir 11 multipliéadorés a (2.5.1 ), uno por 
cada ecuación de estado que por (2.5.2), por lo que se deberá optimizar:a la siguiente 
función · · ·· · 

J° = f[fo + :t..t,(f, _;., >]tÍt. ·· 
, .. ,_ . 

(2.5.3) 

. ~~[J. +:t~,(f, ~x',)l 
. ·-:· .-:~ ~~.;.:.:·~~~~·;'.;~~-'·,.· ·:~· _¿;';_, .• 

(2.5.4) 

La función (2.5.4) depende de x, u. y t, pÓr: lo ·que .las ecuaciones de Euler - Lagrange 
toman la forma · · · · · · · · · 

~f -!!...( BF) =·O con i= l. 2, .... n; 
a:c, dt a:c·, ' (2.5.5) 
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. aF 'd( ai') ·:- . ·:· .. ·· >.-
___ .. - - ------ =.O conJ=l,2, ... m; 
au¡ di ª"'; -

.-..:,. 

y en los puntos donde existan condiciones fináles libres, se debe cumplir 

aF · ·· - . - . · -
---=O en t = Tcon k=q+l,..:. ;•11.y q>O, 
ax.. . ·-· . 

,-·;:. 

definiendo el hamiltoniano de u~afonna ~imiia~ a (2A6): Luego, tenemos 
·- ~· ";:;··: ·'; .. - :···· 

Por lo que las ecuaciones (2.5.5) y (2.5.6) en términos de H, se expresarán como 
; . / 

- ;.·,~-:~. 
~;;;;º· > 

mientras que la ecuación (2.5. 7) rio se álterará, quedando 

J.,=OenT, 

(2.5.6) 

(2.5.7) 

(2.5.8) 

(2.5.9) 

(2.5.10) 

·~(2.5'.l l) 

con k = q+J, .... /1 y q>O cuando en los puntos finales no se;especifi~uen condiciones para 
la variable de estado correspondiente. 

' , ,, 

Es decir, que la trayectoria óptima que maxtmtce (2.5.1) -debe de satisfacer: (2.5.9), 
(2.5.1 O), (2.5.11) y el sistema de /1 - ecuaciones diferenciales (2.5:2).- ,, ,. 

Al conjunto de ecuaciones (2.5.11) se le conoce como condiciones-de· transversalidad, 
a cada uno de los multiplicadores de Lagrange A. se les denomina variables adjuntas y por 
ende, a las ecuaciones (2.5.9) se les llama ecuaciones adjuntas, véase [Burghes, 1980]. 

Resumiendo, la trayectoria que maximiza a J(x. 11 ,t) debe· cumplir córí las. ecuaciones 
adjuntas, con el conjunto de ecuaciones {2.5.10) ,éJH =O• y ~l.sistema de ecuaciones 

éJu. 
diferenciales (2.5.2). 

Las técnicas analizadas en este capítulo serán de utilidad. paÍ-á' ·i:,btener las condiciones 
necesarias que debe cumplir la trayectoria que maximice.el modelo (1.4.4). En el siguiente 
capitulo se muestran los resultados obtenidos· al 'aplicar ·dichas técnicas al modelo de la 
sección 1.4. - -- · · 
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Capítulo 3 

APLICACIÓN AL MODELO 
Hay que recordar del Capítulo 1 que el objetivo principal de la empresa es obtener la 

mayor cantidad de dividendos para los socios al explotar el recurso natural del cual tienen 
la concesión. 

Además, la dinámica de población debe cumplir una serie de supuestos indicados en las 
secciones 1.1 y 1.2 así como supuestos financieros descritos en la sección 1 .3 los cuales son 
las restricciones al modelo de la sección 1.4. Así mismo, como se mencionó, el modelo es 
un problema típico de control óptimo. 

Por lo tanto, se pueden aplicar las herramientas presentadas en el capítulo 2 y obtener, 
de esta manera, las condiciones necesarias que debe cumplir la solución óptima al modelo. 

3.1. CASO GENERAL 

Para obtener la solución al problema de control óptimo (1.4.4), será necesario utilizar la 
metodología estudiada en la sección 2.5; donde las variables de estado serán la población P 
y el capital invertido X, mientras que las variables de control son los dividendo D y el 
esfuerzo E realizado en la captura. 

(1.4.4): 

T 
MaxJ = Max: Je-;1 D(t)dt 

o 
s.a: 

P'= F(P)-<l>(P, E) 

X'= p<l>(P, E)- (e+ d)E - C(B) - D(t) 

.D(t) >O 

E(t) >.O 

P(to) =Po~· 
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Nótese que el modelo (1.4.4), es similar al sistema (2.5.1) sujeto al sistema de 
ecuaciones diferenciales (2.5.2), por lo que el Hamiltoniano al modelo anterior tendrá la 
forma 

H =fo + f,:t,f, • (3.1.1) 
l•I 

es decir 

H = e-it D(t) + A.1 (.F(P)-<l>(P, E)]+ A.2 IP<t>(P,E)-(c + d)E - C(B)- D(t)]. (3.1.2) 

Las ecuaciones adjuntas provenientes del Hamiltoniano (3.1.2) serán.las siguientes: 

i) Para P(t) 

A; =-Hp. (3.1.3) 

donde 

A; =-{(.F .. '(P) _ !!!E_);i, +A, [p a<I>]}; ·. . aP . . aP (3.1.4) 

ii) Para X(t) 

X2 =-H.r• (3.1.5) 

. por lo tanto 

A:, =-A.,C'(B). (3.1.6) 

Como en la sección 2.5, el Hamiltoniano debe cumplir con las siguientes ecuaciones 
para las variables de control: 

i) Para el esfue..Zo E(t) 

H"=O, (3.1.7) 

donde 
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HE =-A.1 a<!> +A.2[Pa<I> -(c+d)-C'(B)]; ae ae 

ii) En el caso de lÓs dividendos D 

H 0 .=0, 

donde 

De (3.1.9) y (3:1.10) ~e ~btie!1e el.valor explícito para A.2 , ya que 

O= e-" -A..·= A.,= e-", 
. . 

y al substituir (3.1.11) en (3.1.6) sé obti~·ne la'siguient~igualdad 
. A.'2~ ~A.2~:(8;, ·. 

;-;e-:!~:= :::~--!1.C:ce>. 

de donde es posible obtener la siguie~te e~pr~~ió~ an~litica para C ·; 
. . ,,·~- '~:\ ''> . - . , :- .·t~~ 

~;(B)5(. 

(3.1.8) 

(3.1.9) 

(3.1.10) 

(3.1.11) 

(3.1.12) 

Así mismo, de la iguildad (l:J.4fsepuéCl~ o~fenerotraexpr~sión para la derivada de C 

:.~~ :•4 :•~tro • ooo<iri=•:;B) -{nn •.. oo, BB·.:.+;·kB·. '.:; B < O 
.·B>.0,yk>O, 

. . :_; 

se sigue 

dC(B) ={ro ·· .. 
dB r0 +2kB 

8:5.0. 

B >0,yk >0, 

de ahí que 

i=ro ó i=ro+2kB. 

Ahora bien, del supuesto (1.3.4 ') de. que i >ro se rechaza inmediatamente la posibilidad 
de que i sea igual a ro y por lo tanto, se obtiene que B debe ser una constante. positiva. La 
cual, al despejarse de i =ro +2kB, se tiene que · 
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B=i-r0 • 

2k 
(3.1.13) 

Es decir, la empresa utilizará el préstamo al que tiene derecho y éste será por una cantidad 
iguala(3.l.13) · ·' . ·' ··· · · .. ·, .. ' 

'• ' 

Por otro lado, remplaz¡¡r;do ·~1 valor. de (3.1.11) e~ (3.1.4) se obtiene la siguiente 
ecuación adjunta · · ·· '· · ·· 

.·"', 

(3.1.14) 

.'·:.*,;~.-,e\ ¡, >< ':··~-~ '• ·; 

y substituyendo. (3.1.11) y (3.1~12) en. (3.1.8), se tiene la .siguiente condición de 
transversalidad · · · ' " •,:-: -·. ·~~--~~:- ·._ ;:~.: _: ... 

Al considerar a la ecuació~ (3.J.13) y~tm~Jo (1.3.8),(1.3.9) y (1.3.10) 

se infiere que 

(3.1.13): 

(1.3.8) : 

<8~¡~;·; ' 
E(t) =Emax = K(t), 

(1.3.9):· .. "K(t)=X(t)+B, 

(1.3.1 O) : E(t) =X(t) + B, 

X'=E': 

con lo que la ecuación (1.4.2), al utilizar (3.1.17) 'se reduce a 

E'= X'= pct>(P,E)-(c-i-d)E.,-C(B)-'- D(t). · 

(3.1.15) 

(3.1.17) 

(3.1.18) 

En forma general, la ecuaciones adjuntas:(3;I.J4}, la condición de transversabilidad 
(3.1.15), la igualdad (3.1.18) y el modeló.de creéimiento poblacional (1.4.3), forman.el, 
siguiente sistema de ecuaciones · · 

P'=f,(P;E), 

E'=X'=f,(P,E,D); 
A.'¡= /J(i'.E;A.1), :. 

O=G(P,E,J..1). 
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Donde 

f, = F(P) - ct>(P, E), 

fi = pct>(P, E)- (c + d)E - C(B) - D(t), 

f3 ,;,-{( F'(P)-a<i>~E))A.i +e-i'[p a<i>~E)]}, 

G(p E , ) , a<i>(P, E) -it[ act>(P, E) ( d) ·] , ,,..1 =-..... 1 aE +e p~-- c+ -1 • 

Por otra parte, si 

Y=[~} 
el sistema (3.1.19) se escribiría de la siguiente manera: 

Y'='=f(Y,D), 

O=G(Y). 

(3.1.20) 

(3.1.21) 

el conjunto de ecuaciones (3.1.21) es un problema de control con trayectoria prescrita. 

Sistemas en los que aparecen ecuaciones diferenciales y algebraicas, similares a (3.1.21) 
son conocidos como Ecuaciones Diferenciales Algebraicas (EDA 's). , 

3.2. CASO PARTICULAR 

Si el crecimiento de una población está regido por la ecuació~ diferencial 

dP , 
- = P(a-bP), con a,b e m+. 
dt 

(3.2.1) 

La ecuación (3.2.1) es conocida como ec11ació11 logística y si la razón de ca~,tura e~ 1~ 
siguiente: 

<JJ(.P,E)=qPE. (3.2.2) 
entonces la dinámica de la población de la ecuación diferencial queda' expresada' de la 
siguiente forma 
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dP_ =P(a -bP)-ct>(P,E). 
dt 

. ._ ' " 
El sistema (3.J.19)de la sección 3~1 queda.expresado, para el caso particular, de la 

siguiente manera '; .. ,: •.. ;- ·. · ' 

Donde 

Ji =P(a-bP)-qEP, 

P'=J;(P,E), ' 
E'=fz(P,E,D). 

A.'¡= fJ(P,E,A.¡), 

O=G(P,A.1)-

fz = (pqP(t)- e - d]E(t)- C(B) - D(t), 

f3 = {0E-a+2bP}i1 -e-il pqE}, 

G(P, A.1 )= -A.1qP + e-it fpqP- (e+ d)- i]. 

De forma similar a la sección anterior, si: 

el sistema (3.2.3) se escribirla de la forma (3.2.5). 

Y'=f(Y,D), 

O=G(P,.A.1). 

(3.2.3.a) 

(3.2.3.b) 
(3.2.3.c) 

(3.2.3.d) 

(3.2.4) 

(3.2.5) 

Nuevamente, el conjunto de ecuaciones (3.2.5) es un problem~ ·de .control ;·cc;ri 
trayectoria prescrita y un sistema de EDA's 

Nótese que, para el caso particular, la parte algebraic~ del' sistema (3:'2.5) depende 
solamente de P y A. 1, a diferencia de la parte algebraiéa del sistema (3.1.21). que en 
principio dependería del vector Y= (P, E • .A.1)r. ' 

El análisis de las EDA's, su importancia y sus complicaciones· numéricas serán 
estudiadas en el Capitulo 4 · , ,·,,,.-,.· \ ~ 
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Capítulo 4 

ECUACIONES DIFERENCIALES 
ALGEBRAICAS 

Cuando se tiene un sistema de la forma 

A(x,tk= f(x,t), 

y si la matriz A(x,t) es no singular, la solución se podrá entonces obtener como 

x' = A(x, t t 1 f(x, t ). Los problemas surgen cuando no existe la inversa de la matriz A(x,t), 
es decir cuando el sistema a resolver se trate de una ecuación diferencia/ algebraica 
(EDA 's) cuyas características y dificultades numéricas al tratar de resolverlas serán objeto 
de estudio en este capítulo. 

4.1. DEFINICIONES 

Los modelos que dependen del tiempo 1, frecuentemente adquieren la. forma del 
siguiente sistema 

F{y',y,t)= O, (4.1.1) 

donde el dominio de Fes un subconjunto abierto contenido en 9t"x9t • x9t y la función Fes 
continuamente diferenciable. 

Si la inversa de la matriz .:, ex~ste, es decir si el determinante de Fy• es dist~nto de e.ero, 

cerca de una solución dada, entonces el sistema (4.1.1) define localmente aún sistema: de 
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO's) como el conjunto de ecuaciones · 

y'=f{y,1). (Ú.2) 
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Cuando ::: es singular, el sistema (4.1.l) no podrá rescribirsc como en (4. 1.2). En este 

caso se le denominará sistema de Ecuaciones Diferenciales Algebraicas (EDA's). 

El caso más común ·de EDA's es el de EDA's semiexplícitas representado por el 
sistema 

y'=f(y,z,t), 
O=h(y,z,t), 

(4. 1.3.a) 
(4.1.3,b) 

donde f: De m·· X m·· .x 91 -+ m·· y ":De 91"0 X 91"' X 91-+ 91°' ; . es un sistema de 
EDA's porque existen restricciones algebraicas explícitas en el conjunto de ecuaciones 
( 4.1.3.b). Si se rescribe el sistema anterior de forma similar al del sistema ( 4.1.1 }, es decir 

F(x',x,t)=O, 

(4.1.4) 

donde (4.1.4) es una matriz singular [Vel~co,2002). · 
'. . . .. ··.. ·---.~ ":' ·--: : . 

Derlvándo el conjuntó de ecÜaciories '(4;fJ.bfcon respecto a { se obtienela siguiente 
igualdad 

y'=f(y,z,t), 
hy(y,z,t )y'+h,,(y, z,t )z'= -h1 (y, z,t )~ 

y si la má;rlz h, es no singular, es inmediato obtener una exprcsiÓrí ~~r~z; 

y'=f(y,z,t), 

z'= hz(y,z,t ) 1 (-h1(y,z,t )'_ hy(y,z,t )f(y,z,t )); 

. (4.1.5.a) 
(4.1.5.b) 

(4.1.5.a) 

(4.1.5.b) 

por lo que derivando una vez el sistema (4.1.3) se transformó a un sistema ·de EDO's, se 
dice entonces que la EDA (4.1.3) es de indice uno. · 

Definición 4.1. [Velasco,2002): El indice de un sistema de EDA 'ses el mínimo ·numero de 
veces que hay que derivar (parte o todo) el sistema (4.J.I) para transformarlo en un 
sistema de EDO s. Bajo esta definición las EDO 's se consideran EDA 's de indice ~ero. 

Otra de las diferencias entre las EDA's y las EDO's es que no todas las condiciones 
iniciales son válidas para las EDA's. 
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Ejemplo: 

·x'1=X3 

x'i=X1 

xi= g(t), 

dicho sistema tendrá como solución única 

xi = g(t) 

X) = g'(t) 

X3 = g"(t). 

(4. l.6) 

donde las condiciones iniciales están totalmente determinadas y relacionadas entre sí ya que 
existen restricciones algebraicas implícitas en el_ sistema (4:1.6). 

. ,·.; 

Algunas de las características de los sistemas de EDA 's se puede verificar por medio 
del sistema lineal 

Nv'+v = q(t); 

donde N es Uná matriz k-nilpotente, v.q E!R~y iE9l._ 
' .-· ·'·~,.::_·. -::.~.<-:.:' · ~·,:-~--- ,;"_· --. .::::;<. ~..._:1- -~· .. -r :: ,_ · i'"· .. _. .:·--,;_;;.r.,·. 0:->'.>-. ~ .. 

En partiéü1aJ.; ~escrii>iendo'elsísí6rli:a cú :7>~~;ti~n;:­

.,.__ ----'.-.: cJ..r~'+ iJ;,·==-¡<1> ;: 

(4. I.7) 

(4.1.8) 

donde Des_- el opera_:dor diferenci-al ;d ; la s~l~ción al sistema (4.1.8) está determinada ~or 
dt - --· -

k-1 
v= {ND + I)1q(t) = _L(-1); Niq(i)(t). (4.t.9) 

i=O 

De (4.1.9) y de la solución a (4.l.6) se deduce que las soluciones pueden depender de las 
derivadas del término de fuerza o no-homogéneo q(t) (ó de g(t))en contraste con las EDO's 
que dependen de la integración del término q(t); también como consecuencia de (4.1.9) las 
soluciones a (4. I. 7) pueden ser discontinuas, véase [Velasco,2002]. 

43 

_.;, ...... ,,_,_ _______ _ 



4.2. DIFICULTADES NUMÉRICAS 

Una cierta clase de EDA's se pueden considerar como el caso limite de algunas 
ecuaciones diferenciales rígidas. Por ejemplo, un sistema de ecuaciones con perturbaciones 
singulares : · 

x'= f(x,y,l) 

zy'= g(x,y,l), 
(42.1) 

cuando & -+O, se obtiene un sistema acoplado de ecuacione~ diferenciáles )..'alg~braicas, es 
decir: · · · 

x'=f(x,y,l) 

O= g(x,y.1). 

Podo que al tratar de resolver (4.2.2) numéricamente se tenclrán'-que enfrentar problemas 
de estabilidad. 

4.2.1. Métodos en diferencias 

Una forma común de resolver las EDO's es por medio de los métodos de una pierna, 
por su nombre en inglés "one /eg", y los.métodos lineales multipasos [Velasco, 2002]. 

Considérese la siguiente ecuación diferencial 

'y'= g(t,y). (4.2.1.1) 

El método de una pierna para resólver la ecuación ( 4.2.1. 1) será el siguiente 

(4.2.1.2) 

Es decir, que en los métodos de una pierna se realiza una sola evaluación de la función 
g(t,y), donde los parámetros de entrada serán aproximaciones lineales apropiadas, o 
promedios de s+ 1 puntos anteriores, del tiempo / y del campo vectorial, en otras palabras, 
el paso h se dará en base a un punto promedio de s+I evaluaciones del valor del campo 
vectorial de la función g(t,y), véase [Henrici, 1964] y [Velasco, 2002). 

En cambio, el método lineal multipaso aplicado a la ecuación diferencial (4.2.1.1) es el 
mostrado por medio de 
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±a jYn-:-j = h f.pjg~n-j•Yn-j). (4.2.1.3) 
j=O j=O. . 

En este método, la solución dependerá de un promedio de. ¿valuacicines de la función 
g(t,y} en contraste al método de una sola pierna que sólo requirió de una sola evaluación del 
campo vectorial. :'. / \ ~; :<·: · · 

Por cuestiones de normalidad se,: pi~e '(ji.Je· .<Xo ·· = 

efectivamente los pasos requéridos.'<::::·:::. :,::;;:p.>:· .. _,_-: 
Y que lasl+!Psl ;e O para dar 

:- .',:·,;: ~~'-~ ,; ," 7 ., :_ • • 

Cabe hacer notar que si la ecuadón cÜferen'Ciá((4.2.Í.l)'fuera autónoma, es decir. 

· · ''.,~3J»1i~i<Y>~~, .. + L, ·· , <:\.,:/ : -, · 

y si además la función g(y) fuera lineal; serla 1~ ;:¡.¡¡~mO' utiÚ~ai'.'ei ro°étocÍo de una sola pierna 
o el método lineal multipaso. :>/ · '.,~~-' ._:~·Y~:J:\,~~·~h~:l'\~,:c-}: !~~:·/~~~.·:~·::~ ;::,,:v~\.;~'.i\;·~~)~:;.;~.,,·.:·.'..::..i.",.: :. :. ;;:'~ · 

Los métodos anteriores se pueden ~xtehC!é~ ~llia C>biener Ía ~ci1~ciÓn 'a EDA ·~·incluyendo 
el caso general, es decir a ecuaciones dela fonna (4.1'.I}; ::· · .. :_;;,' ·· -· · · ·. '·· · · · 

Por lo que, aplicando el método de iu~iíi'sciÍ~:iici~~:-~:~DA's'i~ilíc;t~;-~sia;¡ obtendrán 
la forma representada por la ecuación · · '"· · ':> ' <:". ,-:r. ':} : "' ' 

1¡1t.ª JY•-J·;~,P1~1~~;~~;J~1t) ~~t>~;• ,!: ' 
"'' -.'.<< ;;,. :.:· .. :,_.:··:· 

<if~,·' .o,· .. :.· 
'· ·- ~-:~·:;'. >-{·.: :.·:·,._,:_ t' -. 

(4.2.L4} 

véase [Velasco, 2002]. 
- . - : .. ' .. ~- . "._ . ·-,_·: _:~'( -: ... -"-.- . : - .. · . -. 

De esta forma se obtiene un sistem~ ¿O' láS '.Yn;}¡:i;6~éniente~ de I~ s~lución m~strada en 
(4.2.1.2) utilizando método de uná sófa piérná y del cual sepuedeobteriér Yn. 

·,. .: ,:-' ·~::_:!:f;.:.~,:!>?·:~:.:-~'{.::;,<V)'.~/i~:::\--_:'.··:~·\.:·:~·.·>e:::f.> ·:-- .-._··-. 
Ahora bien, considérese la siguienteEDA lineal_' de coeficientes constantes , ' 

ºÁy:+:n;:,.I(1),ó• 
donde A, B e mm•m, y ~ 91'" ~ ccm~ si~ktru:;. , 

(4.2.1.5) 

Aplicando el método.de una> sola pierna a la: ecuación (4:2.l:S} se obtendrá la siguiente 
expresión · · · · · · · · ' · · 

(4.2.1.6) 
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De la igualdad (4.2.1:6) se obtiene un sistema lineal en función de las Yn-J , donde j 
tomará valores desde (hasta "s", con el que se podrá calcular Yn· El sistema para obtener Yn 
se muestra a continuación 

Recordando I~ ~¡;;,di.diÓ~. de, normalidad impuesta a exo = 1, permite rescribir el sistema 
(4.2.1.7) de la siguienteTonna · · 

, "- ·.-'; .. ::.;-
- .. - . -

(¡,A+PoB)Yn =;C~!)'n-jJ~A(*tlªjYn-j J-s(tlPjYn-j J· (4.2.1.8) 

¡' ~" •,: f.f .. \"·:.-.-, 

El cuál tendrá solución sí y sol~ sf 1~ ~atrlz : 

(4.2.1.9) 

es no singular. 

Recordando que A es singular, el sistema (4.2.1.8) no tendrá, en general, solución al no ser 
que Po* O, con lo que quedan excluidos los métodos explícitos y se deberá utilizar los 
métodos implícitos para la solución de EDA's [Velasco, 2002). · 

Para ejemplificar lo anterior tomemos un sistema de la fonna (4.1.7), es decir~ sea: 

Nv'+v = q(t), {4,2.1.10) 

con N e 91""" ; v. q(t) e 9ln y donde N es además una matriz diagonal. p~r bloqu.es de 
Jordan, es decir 

[JI] o o 
o 

N= (4.2.1.11) 

o 
o o [Jn] 

46 



donde si Jk e 9ln• xn, es la submatriz k- ésima que pertenece a la diagonal de la matriz N, 
será de la siguiente forma ' · 

Aplicando el método de una sola pierna al~~~t~~a· (4~2.Uorse tendr~ como en (4.2.1.6) la 
siguiente expresión ·· · · , ». 

(4.2.1.12) 

donde 

De forma similar a ( 4.2.1.8) la solución al sistema se encuentra calculando a v. del 
sistema lineal (4.2.1.12), por medio de lá igualdad (4.2.1.13). 

(4.2.1.13) 

Por lo que la solución al sistema (4.2.1.10) dependerá de que la matriz (i N +Poi) sea 

no singular. Lo cual bastará, como se vio anteriormente, que Po sea disti.nta de cero. 

Existen otras condiciones que deben de cumplirse para resolver las EDA 's, que salen a 
la luz al aplicar el método implícito de una sola pierna a sistemas de la forma (4.2.1.10), 
cuando la matriz N es igual a cero. En ese caso se tiene la siguiente ecuación en diferencias 
de la igualdad ( 4.2.1.12) 

(4.2.1.14) 

es decir 
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(4.2.1.15) 

El sistema autónomo de la ecuación ( 4.2. 1.15) es el representado por medio de la 
igualdad 

. . 

. Povn + ... +Psvn-s =0, (4.2.1. 16) 

y de la igualdad anterior se tiene que 

Póvn ;,,;pl;,;,~¡-···-Psvn-:s '· (4.2.1.17) 
-:.:~·-

Asociado a la ecuacióri e~· dif~rerÍ¿i~s (4.2:1.17) se tiene un polinomio denominado 
po/itiomio caracterlstico del método_, _el ·cual esta representado por medio de 

véase [Velasco,_2002]. · 

Ahora bierÍ, s~á .;, que pertC:rÍ~ce-aÍ ~ampo complejo, .raíz del polinomio (4.2.1.18), y si 
se define a u.= ~.ésta será solución de tá eéuación (4.2. J. 16) ya que 

. . 

·. ftoun-+·:·-t p;un'-s =O, 

(4.2.1.19) 

. .-,. ·, 

faclori~ando a 1;. de la ecuación anterior sé obtiene Ja siguiente igualdad 

.gn-s(p0 .;s +p1.;s-I +:.:~+ fJs-l~¡p~)~o. · (4.2.1.20) 
. . . ' . . . . :: .. _,;~:¿> \;_)_:;;.::;-~.:_._.\: :»-~- _-_ . ., 

y al substituir el segundo factor por el polinon:ii°'· (4:2, 1 -~~)s~ consigue la expresión: 
<:":>··~·-:;._, -

.gn7s/J(G);,/o. y .. (4.2.1.21) 

La ecuación anterior tiene como soJJcio~~~:< 
i. La trivial.;= O ó . . ,· <' :·, • 

ii. Cualquier raíz .; del polinomió'_ ~aracierístico p(A.). 
'. . <·. ··:·> .. ::· .· -

En general si 9 con i = 1, 2, .oJ, s ·,son tas' ráíc~s distintas del polinomio característico 
asociado a ( 4.2.1. J 7) cualquier solución a dicho sistema se podrá expresar en términos de 
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una combinación lineal Única de SUS raices, es decir, si IÍn es solución a (4.2.1.17), ésta SC 

podrá escribir como 

" s 
lln = 'L,b;;;t. (4.2.1.22) 

. i=l ' . ·~:. 

Cabe mencionar que, si se defin~ ~ lln. ¡;n. solució~ ~la homogé~e~ (~u:1~1'6) y~¡ vn* 
es una solución particular al (4.2.1.15). la. combinación 

(4.2.1.23) 

también será solución a la ecuación (4.2.1.15). 

Por otro lado, supóngase que i; es raíz fuera del circulo unitario, entonces de la 
combinación lineal (4.2.1.19), al substituir el valor de lln=l;n. muestra que existe 
inestabilidad en el método en el segundo término de la igualdad (4.2.1.23). 

Es decir, si 

(4.2.1.24) 

cuando n--> ce = 1; n -->ce. 

Además, si de las raíces ;;1 con i = J, 2 • ... , k del polinomio (4.2.1.18) son raíces 
distintas de multiplicidad (m1 + 1) y utilizando el Teorema A.3 (véase el Apéndice), se 
tiene que la secuencia definida por 

I'. )···· /'. ' .. ~n~;,, 
Xn =n\n-1 ···\.n_.-ni-:J-1.h; :,- ~ 

donde /11 = º· 1 •...• m;y i = 1. 2, ...• k forma'uii sistemadesolÚciorles~ 

Por lo que cuando existen k raíces m61tipl~s·~;¡ el tiolinomio característico asociado a 

(4.2.1.17). se tiene que Xn = n;;r-1 también será ~olución al polinomio caracterí~tico de ahí 

que si ;;,::. 1, se tendrá que cuando 

es decir. el método será inestable. 

Por lo anterior. es necesario, para que el método sea estable, que las raíces del polinomio 
característico (4.2.1.18) sean de norma menor o igual a uno.y en el caso de que existan 
raíces de norma uno, estas deberán ser simples. 
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La condición más sencilla para que las betas; aseguren la .estabilidad del polinomio_ 
característico asociado a ( 4.2.1.1 7), es la siguiente 

Po = 1. P1 = .... == p, =O . (4.2.1.25) 

Por lo que, substituyendo la condición (4.2.i-:2.S)enJa;iplica~ÍÓ~ d~I mét6dode_i.t~a s6Ía 
pierna a EDA's implícitas en el modelo (4.2.1.4), este presentara la fornía general _._ · - --

.· -. -:>;· ¡. ;:~-;~;'¿ .·:~,:-,·: .~· .<r.'!., ;;-r-;~'-'·/<. :>.~~}.:-,; <'Y:'-::-·J:¡i._ ···~ .. -

F(ijtO ~~f :~_:j~.'.~r:,_~~h~::º_}.'· ~~) i-('"!i· < ,.;,¿,.:«4.2.1.26) 

) -: . :·~·, 
A estos métodos se les conoce como Ba~k Differi:riti~Íf-ci~~l'.~;C~D~); ~~'r iii: nombré en 
inglés [Velasc,o, 2002]. - : .: ,. -

:·.; ~; {- ' ~;, 

4.2.2. Método de Runge - Kutta para la resolución de EDÁ;s 
, r• ~ ,. • • ;::,; ' 

Otra forma de resolver EDO's por medio de métodos numéricos son los métodos de 
Runge-Kutta y de éstos el más común es el método clásico de ·arden cuatro. 

Suponga la siguiente ecuación diferencial 

y'=f(t,y), (4.2.2.1) 

con condiciones iniciales 

y(O) =:YO· 

El método de Runge - Kutta clásico de 4° orden consiste en avanzar de Yn·I a Yn mediante 

con 

y 
k1 =f(tn-l•Yn-1), 

ki = f(tn-1 +~ • .Y~-1 '..:.~ki). 
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k (
. h . ,, k ) 

3 = f ln-1 + 2-.Yn-I + 2 2 • (4.2.2A.c) 

(4.2.2.4.d) 

véase [Burden, 1985] y [Henrici, 1964]. 

En general un método de Runge - Kutta és un método de s pasos donde Yn se obtiene al 
resolver el sistema siguiente · · 

donde 

s 
.Yn =Yn-1+h"'L,Pjkj, 

j=I , 

k; = f(1 11 _1 + c¡h,yn'-1 + h t Aijk j) · con i =l. 2, .... s, 
J=I 

(4.2.2.5) 

(4.2.2.6) 

(4.2.2.7) 

(4.2.2.8) 

Por ejemplo, en el caso de Runge - Kutta clásico de orden 4, definiendo a p como el 
veclor de los coeficientes de las k 1's de la igualdad (4.2.2.3), éste tiene 

(4.2.2.9) 

a e como el vector 

(4.2.2.10) 

Definiendo a la matriz A como la matriz del método de Runge-Kutta de la forma 

51 



(4.2.2.11) 

y finalmente al vector k como 

(4.2.2.12) 

Por lo que la igualdad (4.2.2.2),bajo'(4:2;2.3)y (4.2.2:9) quedará expresado de la forma 

Yn =Yn-1 +hP.'k, (4.2.2.13) 

donde, por (4.2.2.10) y (4.2.2.11), los componentes del .vector k indicados en (4.2.2.4) 
estarán.dados por elsiguiente sistema 

k1 = f(tn-l•Yn-d 

k2 = fVn-1 + c2h.Yn-I +.hA21k1) 

k3 = fVn-1 + c3h,Yn-I + hÁ32k2) 

k4 = f(tn-1 +c4h,Yn-I +liA43k3) 

(4.2.2.14) 

Nótese que este método de orden cuatro descrito por medio de (4.2.2.2), (4.2.2.3) y 
(4.2.2.4) es un método explícito debido a que substituyendo (4.2.2.4.a) en (4.2.2.4.b) se 
obtiene una expresión de k 2 la cual al substituir en (4.2.2.4.c) se genera una fórmula para k 3 
la que posteriormente se substituirá en (4.2.2.4.d) para obtener el valor correspondiente a 
k,. 

El mélodo de Runge-Kutta de orden s, con A, p y e generales, se indica por medio de la 
siguiente expresión 

e ¡A 
jpT 

Dicho método de orden s, será explicito si y .sólo sí 

de otra forrna será implícito~ 

Ahora bien, considérese la siguiente EDA lineal con coeficientes constantes 
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Ay'+ By = q(t), (4.2.2.16) 

Al usar el método de Runge-Kutt;;: de 'orden's p~ra obtener aproxim~ciories a la sol~ción 
de ( 4.2.2.16) y suponiendo que A es nó singular por elmomeritci; se sigue que · . 

- ' : e ·.;·. ' 

•.<.::":''•:Y:.:':':•(/:.::::::..-.:;· .,.c .. , .... ·. 

ky'=A~ .. (-,By+i¡(/_)) ,, .. 
· -_··:~>:'~', -~~~~-~'.- ':~:~.t;':\;~:::.; '.)/\:.:;~-,;-d•o;~~ ~:'}\_,_; ;..,:;'_' 

(4.2.2.17) 

la igualdad anterior. tiene la fo~a'·d~': la ~cuadóri (4.Ú; t) 
( 4.2.2.15) _se· tiene· de man·era ·general tjúe>.',:: ~ ··.,,· 

y ,al· aplicarle el. método 

~- ..... __ "···::\:·:¡[/¡:¡~~'!:{i:;:_~:T_~~~-~::_ ._ '· 
. y~ '=y,;::_¡.f.l~"'f:JljY'f•. 

J,=1.•, 

(4.2.2.18) 

y de.forma similar a (4.2.2.6) s~ obtiene la exp;e~i·ó~ 

y¡= k¡ = A-I[;_ B[Yn~I +~ tA.,·ij~;;J. + qV.i-1 +c;h)l, 
. J-L ·. J 

(4.2.2.19) 

con i = 1, 2, .; .. s .. · 

Al premultimplicar el sistema.·( 4.2.2: 19) poi-A se tiene .' •· 

Á:Yi = -::B(~n,-1 +11$;Aij)jJ~q~1.·.-.1+ ~;h), con. i.= 1, 2, .... s. (4.2.2.20) 
J=I.. . .... 

En realidad, la igualdad anterior es .válida· independientemente de que exista la inversa 
de la matriz A del sistema lineal. Por lo que el método de Rt.inge-Kutta para la EDA 
( 4.2.2. 16) estará descrito por el sistema ( 4.2.2;20) .y ( 4;2.2; 18). 

Ahora bien, las matrices (A, B) del siste~~ lineaÍ{ 4:2.'z: 16) se pueden transformar en su 
forma canónica nonnal de Kronocker (véase [Marz;· 1999]) de tal forma que 

donde 
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~ = EAF;,,·diag(l,N)¡~'. 
B = EBF = diag(W,!) 

con E, F .e !Jt"~m, W: e gf~• ·y Ne g/m}l•<n:~•?.; es una matriz nilpotente ~orno la descrita en 
(4.2.13) es decir una matriz diagonal por bloques de Jordan. Entonces el sistema (4.2.2.16) 
se transforma en el sistema . . . . . 

(4.2.2.21.b) 

donde Fz ~; y 71(1) ~· Eq(1): 

Por lo que si se define a z y a ·71(1) de la siguiente forma 

(4.2.2.22) 

(4.2.2.23) 

con u. q 1(1) efllk y v. q~(I) efll·cm·•>; se tiene como consecuencia que el sistema lineal 
(4.2.2.16) al aplicarle la transformación (4:2.2.21) se desacopla en las ecuaciones 

u'+JVu = q 1 (1 ), · 

Nv'+v "= q2 (1 ), 

(4.2.2.24) 

(4.2.2.25) 

que se refieren, respectivament~;'·a<la:parte.diferencial y algebraica del sistemalin~al en 
cuestión. · · · · · .· · · 

Al obtener la solución numéric~ de·ia ecúación (4.2.2.24), usando el método de Runge­
Kutta definido por (4.2,2. l 5);se obtendrá et siguiente sistema de ecuaciones \«' '·· 

con el paso 
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s 
Un =Un-1 +h"2,Pju'j; 

j=I 

con respecto al método aplicado a la parte algebraica se tendrá 

así como 

De la ecuación (4.2.2.28) se tiene 

~" . ¡. 

s 
Vn ;,,; vn..:.1 + h 2.Pjv'j. 

, j=I 

(4.2.2.27) 

(4.2.2.28) 

(4.2.2.29) 

Nv';+(vn-1 + ht. A¡¡v'j.·J = qzVn-1 + c;h) con i = /, 2, .... s; (4.2.2.30) 
. J=I 

' . 

y suponiendo nuevamente q~~· Ia mafriz N idénticamente igual a [o]1" 1 • (véase [Mlirz, 
1999]), entonces el sistemii. (4.2.2.30) quedacoino 

s- . 

. vn-1 +h 2, A¡¡v'j = qz (tn-1 + c;h) 
j=I 

con i ".:' /, 2 •.... s. _ (4.2.2.31) 

lo que implica que 

s . . 
h 2, A¡¡v'j = qz (tn-1 + c;h )- Vn-1 - con i = /, 2, .: .. s. 

j=I 
(4.2.2.32) 

El lado izquierdo de la expre~lón {4~2.Z.32)-~s la fila id~ la matriz A del método de Runge­
Kutta con i = 1, 2 . . ; .. s multiplicada por el vector y pÓr h 

. '"~ ' - . 

(4.2.2.33) 

por lo que el sistema (4.2.i~2) qu~da ~xpres~do como 
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lzÁ¡v' = q2 (t n-1 _+ c¡h )- Vn-1 con i = l. 2, .... s. (4.2.2.34) 

Definiendo al vector <n-1)1 de Ja siguiente manera 

(4.2.2.35) 

el sistema del método de Rungé~Kutta a resolver. junto con el paso (4.2.2.29), es el 
mostrado por 

hÁ v' = q2 ((n:-1}'.+ CT h )- V• n-1 • (4.2.2.36) 

donde 

y cr es el vector (4.2.2.8) transpuesto. 

Del sistema (4.2.2.36) se desprende que Ja matriz A del método de Runge-Kutta 
(4.2.2.15) debe ser no singular para que dicho sistema tenga solución. razón por Ja cual Jos 
métodos explícitos quedan excluidos para resolver EDA's, Jo que implica que queda sólo 
por utilizar métodos implícitos [Marz, 1999]. 

Definiéndose a A-1 como Ja inversa de Ja matriz A del método de Runge-Kutta 
( 4.2.2. 15) Ja expresión obtenida en ( 4.2.2.36) se transforma en 

(4.2.2.37) 

Por otro lado, retomando el paso final (4.2.2.29) y utilizando Ja representación vectorial 
de P= (p1, •••• p,), indicado por (4.2.2.7), se tiene la igualdad 
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(4.2.2.29): 
s 

Vn = Vn-1 +lz "2,fJjv'j, 
j=I 

(4.2.2.38) 

Al substituir la expresión para v' indicada por (4.2.2.37), en la ecuación (4.2.2.38)' ésta 
se puede reescribir como 

(4.2.2.39) 

es decir 

vn = vn-1.+ P~1~ 1n2((L'i)l'+~rh)-~~"-1). (4.2.2.40) 

Al distribuir los factores p y )l del ;~eli~nd~ té~in~; se sigue que 
.. ·, .· ·.·. "> ... ·.·· '. - _-·. '•'"- '' . .:' :.---,/· -· '" . . ,.. ' 

(4.2.2.41) 

conµ e !ll' tal que 

µ=[J 
Simplificando la expresión ( 4.2.2.41) por medio de iá factorización de v •. ;, la expresión 

para v. será · · 

Vn =pv~ _¡'+¡JTA--l<[~((n~-1~ +éT1z ). (4.2.2.42) 

donde p, que pertenece a !JI, está deflttidá ele la sigu;~~t¿'manera 
' ~ • . ,. .·.' ''. . '•;--,/-' 1 ' ".e[ (' . ; :. ;-," !-'l J • -:.• ·,<~ •.. A;., .• ; ., ~ ·• • ~:··. 

•:,,. 

(4.2.2.43) 
. ·_ .. ·__ . ":~ ' ... ·_>.).~-,;:i-.~-~. ::.,·· 

Siguiendo en el caso de que N es idénticamente igual a· la matriz cero de 1x1 se tiene de 
(4.2.2.25) que · ' · 

. (4.2:2.44) 
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y si vn es la aproximación a v(tn). '·ª iguat(iad (4.2.2.44) se· rescribe como 

Vn . .,, v(tn }= q2(tn ), 
. ' - .-, -

(4.2.2.45) 

por lo que reemplazando la expresión(4:2.2~42)'dé ~nen la aproximación anterior se obtiene 
' ' . ' . . . ~ í- . , o . : .; ' 

que ,:;·( .. ·.-_'· 

(4.2.2.46) 

Dicha aproximación se verá afectada si !Pi > 1 ; por 1~ que, p;ITa q~~ exlsta est~billdad en el 
método de Runge-Kutta (4.2.2.15) se requiere que 

(4.2.2.47) 

véase [M!irz, 1999]. 

Un caso particular, para que se cumpla la restricción (4,2.2A7), ~c'urre duand~ p sea 
igual a cero, para ello, de la igualdad (4.2.2.~3) se tiene que esto es posible si 

'(4.2.2.48) 

. . . ' . 

Como A(A- 1
) = lsxs, se sigue que_si;~e pre~ultiplica la matrizA-1 ~,or lafilai de la 

matriz A se genera un vector en !Ji• con la-~aracterlstica de tener cero ·é'n todas sus entradas, 

excepto en la i-ésima c¡ue será igual·~ uncí; es decir; ~i 
matriz A se tiene que 

(4.2.2.49) 

de ahí que al postmultiplic~r'et' v~cto~ c4.2.:i:49)''.~~~ é;;,:vectci~ µse óbtié~é Ja siguiente 
igualdad · '; 

'' 

-·~cA:.!}.==1~ .. (4.2.2.50) 

por lo que comparando (4.2.2.50)ton (4.2.2.49) S_f'. tiene que p= O si: 

58 



T " p =a¡ paraalgunai coni=l.2, .... s, 

en particular para 

Ahora bi-en. riara que efectivamente se dé el Pasº ~~~~quiere que 

Cs=-J, 

por lo tanto. si p= O, se tiene de la igÚ~ldad {4:2~2A2) 

• _Vn = pv,, ~I+ ~;'14'1~; (cn-1)' + CT h) 
: • ~-PD~;-¡.1 q}~~~1y~fT;h).., .· · ... 

y utilizando la igualdad (4.2.2.S2) piJa .Ó}isé;;bHene. : · .. 

· vn•=_a:,1~J~i((n-1y+cT h). 

(4.2.2.51) 

(4.2.2.52) 

(4.2.2.53) 

(4.2.2.54) 

(4.2.2.54) 

ahora bien. si e~ e !ll'"'1 es el s-esimo vect~r--~~~~ici>.· la expresión anterior queda denotada 
. - -, - ,\';• ·-_i. •• ·,.-- -- '~ . .... ., ,., . -

como 
º.:'¡__:.-...-~~ '~ / -- :-,-- :.. 

(4.2.2.55) 

es decir 

(4.2.2.56) 
-:•. 

recordando de (4.2.2.53) que e, = 1 se tiene 

(4.2.2.56) 

para finalmente lle~~;~· 
:··--·''" 

(4.2.2.56) 

es decir que la aproximaciór{ v. es igual al valor de v(t.) 

(4.2.2.56) 
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Resumiendo, el método apropiado de Runge - Kutta para EDA's de índice uno será ~I 
que cumpla con que A sea no singular así como con las igualdades (4.2.2.52) y (4.2.2.53). 
Esto es, un método de Runge-Kutta implícito. 

4.3. DIFICULTADES NUMÉRICAS EN EDA'S DE 
ÍNDICE DOS Y TRES. 

En la sección anterior se analizaron las dificultades numéricas que presentan las EDA's 
de índice uno (para lo cual se tomó como ejemplo a la matriz N idénticamente igual a 
[o ]1x 1 del sistema Nv'+v = q(t)). 

Analizaremos ahora las diferencias adicionales que presentas las EDA's de índice 2 y 3, 
para lo cual se tomará la siguiente EDA semiexplícita 

(4.3.1) 

El sistema anterior se puede escribir de la forma Nv'+v = q(t), donde la matriz N será 
dos - nilpotente y tendrá la siguiente expresión 

l] o . (4.3.2) 

Nótese que el sistema (4.3.1) es una EDA de índice dos, por lo que, utilizando el método 
BDF implícito (4.2.1.6) explicado .en la sección anterior y la condición de las betas 
(4.2.1.25), es decir, Po= 1, P1 = ... = p, =O se tiene 

j; ta jv2.~- j + v¡,~ ;,. q¡ ((~ ).¡ 
1=0 . . 

V2,n = q2 Vn) 

donde n .:::_s. (4.3.3) 

Del sistema anterior se sigue .que 
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donde n 2:. s. (4.3.4) 

Si para dicho sistema ex1st1eran valores iniciales inexactos, así como errores de 
redondeo en la ecuación lineal del sistema(4.3.4) al resolver para VJ.n se da origen a una 

inestabilidad débil, ya que los errores son amplificados por el factor !. 
/¡ 

Ahora bien, si la matriz N es tres - nilpotente, el sistema Nv'+v = q(l) será una EDA de 
índice tres. 

Definiéndose a N de la siguiente manera 

(4.3.5) 

. . ,• ·,. ' :,7 ·, } . '• 

el sistema Nv'+v = q(t) queda expresado de la forma 
.. "'.·' 

v'r+vt ;,;qt ·¡· 
• v'3+~~ :4i { .··. (4.3.6) 

Nuevamente utilizando el método i1T1plícito (4:2; 1.6) y la condición de las betas ( 4.2.1.25) 
Po=l. P1 = ... = Ps =O se tiene ·. 

donde /1 .:::.s. (4.3.7) 

Del sistema anterior se sigue que 
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donden ~s. (4.3.8) 

Nótese que para el sistema (4.3.8) se tiene que las componentes v1.n y v1.n están 
afectadas por inestabilidades del tipo 111.1 y Jlh respectivamente. 

4.4. ÍNDICE DEL MODELO 

Aplicando la Definición 4.1. de índice de una ecuac1on diferencial algebraica de la 
sección 4.1. al modelo (3.1.21) se verifica que esta es mayor que Uno como se muestra a 
continuación 

(3.1.21): 
Y'=f(Y,D) 

O=G(Y) 

Donde hay que recordar que Y=(?.E,A.1 )1' así como la expresión de la derivada de 
dicho vector para cada una de sus entradas quedó descrita por medio del sistema (3.1.19) 

(3.1.19): 

P'=f¡(P,E) 

E'= fi(P,E,D) 

A.'¡= fJ(P,E,A.¡) 

O= G(P,E,A.¡) 

Por lo que si la parte algebraica G(Y) del sistema (3.1.21) es de clase C 1 entonces 
derivando con respecto a '.'t" se obtiene la siguiente expresión 

dG(Y) .. · . , ... • 
--=GpP'+GEE'+G., A.t'=O:· 

dt .... ·.·,., 
(4.4.1) 

Aplicando (3.1.19) en la expresión (4.4.1), )sta qued~ ~l{presada en los. sig':1ientes 
términos 

(4.4.2) 
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Al substituir el lado derecho de la ecuación- (4.4.2) por medio de una función r(Y,D) se 
llega a la igualdad: · 

O=C(Y,D), (4.4.3) 

siempre y cuando Ge~ O. 

Derivando por segunda vez conrespecto a"t", b~jo:elsupuesto que Ges c2 y.Ji son C 1 

pero en esta ocasión a la expresióri (4A.l); se obtiene lá siguiente expresión parar·: 

(4.4.4) 

. . . ' •. 

. . . ,; P+r E'+r A •) . 
D'= ..;;.~---·· E .t, 1 • 

ro 
(4.4.5) 

. ' . . . 
Utilizando nuevamente la representación de las derivadas indicada por_me~io_ de (3.1.19) se 
tiene 

. lrpf¡(P,E)+ rEfi(P,E,D)+r.i,3(P,E,..li)} 
D=---------- .. 

ro 
(4.4.6) 

Renombrando el lado derecho como '-l'(Y,D), se obtiene _que. el sistema (3.1.34) queda 
expresado como: 

Y'=f(Y,D) 

D'= '-P(Y,D) 
(4.4.7) 

De lo anterior se desprende que la EDA (3.1.34) es de al menos de índice dos, ya que al 
menos se tuvo que derivar dos veces la parte algebraica de dicho sistema, la primera vez 
para obtener (4.4.3) y la segunda vez para llegar a (4.4.6) y con ello se transformó el 
modelo en un sistema de EDO's representado por (4.4.7). 

Siguiendo el procedimiento arriba expuesto para obtener el índice de la EDA obtenida 
para el caso particular analizado en la sección 3.2 es conveniente recordar que se definió a 
Y de la siguiente manera: 
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(3.2.4): Y=[~]• 
con lo que se obtuvo la expresión (3.2.5) para el sistemá :. 

(3.2.5): ' 
Y'=f(Y,D) 

O=G(P.A.t) 

Recordando que cada una de las entradas del vector Y' quedó expresado de la formá (3.2.3) 

(3.2.3): 

donde 

f¡ =P(a-bP)-qEP, 
fi = (pqP(t) - e - d}E(t) - C(B) - D(t), 

fJ ={0E-a+2bP}l1 -e-i1pqE}, 

G(P,A.1 )= -A.¡qP +e-ir fpqP-(c + d)-i]. 

P'=}j(P,E) 

E'=fi(P,E,D) 

A.'¡= fJ(P,E,A.¡) 

O=G(P,A.¡) 

Lo anterior nos permitirá seguir sin ninguna complicación los pasos realizados para 
obtener el índice de la EDA del caso general. 

Nuevamente, hay que hacer notar, que la parte algebraica Cléi sistema (3;2.3) depende 
exclusivamente de las variables P y A.1 en contraste con la parte algebraica del modelo 
(3.1.19) donde, en principio, G también depende del esfuerzo E. 

Por lo que si G(P ,A.1) del sistema (3.2.3) es de clase C 1 y derivando con respecto a "t" se 
obtiene la siguiente igualdad 

_,'1 

dG(P,A.¡} _ G p• G. , '-O· 
- p + A.•'"! - •. dl • . . •. 

(4.4.8) 

La expresión anterior después de substituir.las derivadas por medio de la correspondiente 
igualdad perteneciente al sistema (3.2.3), se iiene·.: · ·· 

(4.4.9) 
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Supongamos que se puede reemplazar el lado derecho de la ecuación (4.4.9) por medio de 
una función y( Y) para obtener la expresión ( 4.4. 10). 

O=; y(Y). (4.4.1 O) 

Derivando a ( 4.4.10) con respecto a t, bajo el ~upuesto de qué G es de C1 y las Ji 
llega á la siguiente igualdad 0 _ - - -_ _ - . _ _ - -_- , _ - , -

-~~~Y)= YPP.::+.reE,'tr;., ~1 ·~-º-'._ < (4.4.11) 

Nuevamente su'bstituyendo fa repre~eriiaciói-i de P. E. y A.r-éori l:lasi:'alsistetna -(J.2;.3) se -
tiene ._'~,~'::·~ :.·\·>L.__.. .~~·:·. ~~,.;., ,,;··::~_:·;~(:..:.::,::( 

';·: '."i~·~1:1_:~::; \,<:';.~: ;.<7•" -

o"" rpfi (P.E)+ reh(P,E.iJ)+r..i''J3(~;E:)1.1). _-_ 
. . ' ' ··" •.. . • - ' .. .. i ·: - - . - .: .. ~- ,• - . 1. .. - ., ,. .. · .• ;;· . ·-· :. 

(4.4.12) 
- :, -., ·~ 

Al suplir el lado derecho ele la expresión ant~riC>I' P()r tnedié/cl~- u~'a' füri~ión que deperida de 
YydeDquedacomo - - · · , ._:_ ';} - ' -

-.•o,;;'q;ci;-bf" (4.4.13) 

Ahora bien, si G es_de c1_ y lasf¡son de 61ased y volvl~ndoa derivar con respecto a t_ 
por tercera ocasión pero enci;tecasO, a (4.4.13_),'se obtiene · -

- ( -- ) -
drp Y,D --~f/J'P'+rp E'+-qJ A. '+<p D'=O. dt __ _ __ P E ..t, 1 D (4.4.14) 

Finalmente, si la derivada dé_ <po existe y es distinta de cero se sigue 

(4.4.15) 

Al remplazar nuevamente las correspondientes expresiones para las derivadas de P, E y A.1, 

la igualdad anterior queda como 

l<ppf¡ (P, E)+rpef2(P,E,D)+rp,.i fJ(P,E,A.¡ )) 
D'= - ---·----!. . . (4.4.16) 

'PD 

Para simplificar _la expresión anterior, se substituirá el _lado derecho por· una función que 
dependa de Y y de D, es decir: 

D'=w(Y.D). (4.4.17) 

65 



Finalmente el sistema (3.2.3) quedará transformado eri el modelo: 

Y'=f(Y,i:J) 

D'=w(Y,D)° 
(4.4.18) 

Para llegar al sistema (4.4.18) fue necesario derivar en tres ocasiones la parte algebraica 
del modelo (3.2.3), de ahí que el caso particular de la sección 3.2 sea una EDA de índice al 
menos igual a tres. 

Hay que notar que el indice de la EDA (3.2.5) dependerá del número de veces que sea 
necesario derivar a la ecuación (4.4.1 O) con respecto a .. , .. para hallar E', ya que al 
substituir su respectiva expresión de (3.2.3), E'= fi (P, E, D), se podrá obtener una función 
que dependa también de la variable D; por lo que al volver a derivar con respecto a t se 
obtendrá un sistema de EDO. 
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Capítulo 5 

CONCLUSIONES 

El modelo de optimización dinámica para Ja toma de decisiones de explotación, 
inversión y financiamiento de una empresa que tiene la concesión para explotar un recurso 
analizado resultó ser un sistema de ecuaciones diferenciales algebraicas (EDA's). 

Un sistema: 

F(x',x,t)= O, 

será una EDA si Ja matriz éJF resulta ser singular. 
éJx' 

El índice de una EDA será el mínimo número de veces que se tenga que derivar el 
sistema F(x ·.x ,1) o parte de dicho sistema para transformarlo en un sistema de ecuaciones 
diferenciales ordinarias. 

El modelo desarrollado es un ejemplo típico de EDA's semi-explícitas, es decir, 
sistemas que se pueden representar de Ja siguiente manera: 

y'= f{y,z.t) 
0 = h(y,z,I ), 

El índice del modelo resultó ser al menos igual a dos, en el caso general, y al menos de 
índice tres para el caso particular lo que dificulta la solución analítica o numérica. El 
aumento del índice del modelo radica en la existencia de Ja derivadas parciales de la 
función de captura </{P.E) con respecto al esfuerzo y de la diferenciabilidad de las 
restricciones al modelo. 

Al tratar de resolver las EDA's numéricamente, los métodos numéricos se tienen que 
enfrentar a problemas de estabilidad. Asi mismo se vió que Jos métodos implícitos o Back 
Differential Formulae (BDF) son los más adecuados para la resolución numérica a este tipo 
de sistemas. Cabe mencionar que para problemas con índice muy alto todavía no se tiene 
un método numérico estable y robusto, por lo que es aún una tarea pendiente en el campo 
de las matemáticas aplicadas junto con teorias generales para las EDA's. 
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APÉNDICE 
En los apéndices se encuentran varios teoremas y resultados que se utilizaron en el 

cuerpo del trabajo, los cuales son: el teorema que nos permite conmutar la derivación y la 
integración aplicadas a una función, el lema fundamental del cálculo variacional, y 
finalmente el teorema que nos permite obtener un sistema de N soluciones linealmente 
independientes. 

TEOREMA A.l. 

El siguiente teorema es utilizado en la sección 2.1.2 para obtener las ecuaciones de 
Euler-Lagrange. 

Si en el rectángulo cerrado a. 5 x5 p, y a 5.V::: b, la funciónj(:i:, y) es continua y tiene una 
derivada continua con respecto ax, puede derivarse la integral con respecto al parámetro 
bajo el signo integral, es decir: 

véase [Courant, 1974]. 

LEMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO VARIACIONAL A.2. 

En la sección '.;u,.2 sé ~tiHzÓ este lema para poder obtener las condiciones necesarias 
que debe cumplirüna_ funcional álcanzar un máximo. 

' ·/~ 

Si 

t f(t)17(t)dt ;,, o •. 
',:: ... "·' . . . 

para toda '7(t). función diferenciable en 'ra,b], tal que '7(a) = '7(b) =O 

Entonces: 
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f{x)=O V't, t e[a,b], 

véase [L. Elsgoltz,1977]. 

TEOREMA A.3. 

El siguiente teorema permite encontrar cuando un método numérico es i~estable al tratar 
de resolver una EDA, véase Ja sección 4.2. · · ... ·. · 

Sea p(A.) el polinomio caract~rístic~ de la ecuaciÓnde orden N.: . 

(A.3.1) 

con k distintas raí~es d~notadálÍpo~z1,z2,. '. ., i~ donde k ~Ny se~ (m; +l) Ja multiplicidad 
de Ja raíz.z1 tal que: · ·· · .. 

Entonces, Ja secuencia definida por:· 

'k 

Lm; =N-c:k 
i=l 

donde m =·o, 1, ... ,·m,y i= 1, 2, ... , k 

es decir: 

x~1 ) = i;' 
x~2) = nz;-1 

xff > ~ n(n -1)?;-'1 con i = 1, 2, ... , k 

(A.3.2) 

forma un sistema de N soluciones linealmente independientes de (A.3.1) [Henríci, 1964]. 
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