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Capitulo 1

El Sistema Inmunolégico y el
Transplante de Rindén

1.1 El Sistema Inmune

El sistema inmune es una compleja red de células y érganos especializados
cuya funcién principal radica en la defensa del cuerpo contra ataques de
"extrafios” invasores. Es tan complejo como el cerebro o el sistema nervioso;
una de sus principales caracteristicas es que puede distinguir entre materia
extrafa invasora, que debe ser atacada, y materia que pertenece al cuerpo,
que no debe ser atacada. El sistema inmune puede producir moléculas y
células para cotrarestar el ataque de invasores. El éxito del sistema en de-
fender al cuerpo radica en una elaborada y dinamica red de comunicaciones,
millones y millones de células, organizadas en grupos y subgrupos, pasan la
informacién hacia adelante y hacia atrds. Este método de reconocimiento
provoca que el sistema inmune ataque tejidos transplantados que tienen dife-
rentes a.nt:i'genos1 porque no tiene forma de distinguir entre invasores dafinos
y benéficos.

Las células destinadas a convertirse en células inmunes son producidas
en la médula espinal. Aqui se generan dos subgrupos de células inmunes, los

1Antigeno(s): Substancia que puede inducir una respuesta inmunitaria localizable
cuando es introducida en un animal. Los antigenos de transplante son aquellos que se
manifiestan sobre la superficie de virtualmente cualquier célula y que induce el rechazo de
tejidos transplantados de un individuo a otro genéticamente diferente.




limfocitos y los fagocitos o células blancas.

En un adulto pueden encontrarse cerca de 10*? linfocitos y aproximada-
mente un 2% de estas células se encuentran en la sangre, el resto se encuentra
en los érganos del sistema inmune como el Timo, el tejido linfitico, la médula,
etc[5]. Las dos clases principales de linfocitos son las células B, que comple-
tan su crecimiento y maduracién en la médula, y las células T, que migran
al Timo donde se multiplican y maduran capaces entonces de producir una
respuesta inmunolégica, en éste aprenden a distinguir entre células invaso-
ras y no invasoras, las células T que reaccionardn contra las éstas 1ltimas,
pertenecientes al cuerpo, son eliminadas. En la Figura 1.1 se muestra la
interaccién de una célula T activando una célula B para destruir a una bac-
teria.

Antigen Processing

Bacteria

Figura 1.1 - El Macréfago digiere a la bacteria mostrando los péptidos que
reconoce la célula T activando asi a la célula B que genera los anticuerpos
especificos.



Todos los componentes inmunolégicos (citocinas, quenocinas, factores de
crecimiento, interferones) tienen un rango muy amplio de efectos biolSgicos[8]
va que tienen influencia en el comportamiento de muchas células y pueden
actuar tanto como estimuladores 6 como inhibidores dependiendo de las cir-
cunstancias en que se encuentren. Aunque dicho sistema tiene espacio para
almacenar suficientes células que sean equivalentes a los millones de posi-
bles invasores, sélo almacena pocas células de cada especifidad. Cuando un
ant;i'geno aparece, las pocas células especializadas son estimuladas y se multi-
plican para crear un ejército entero. Después, mecanismos supresores evitan
que éste ejército crezca demasiado, como un céncer.

1.1.1 Células T

Las células T son generadas en el Timo; los inmunologistas subdividen a éstas
en 2 grupos: las CD8 positivas, llamadas ”killer cells” o células asesinas y,
las CD4 positivas, llamadas ”helper cells” o células de ayuda. Los simbolos
CD4 y CDS se refieren a algunas proteinas en la superficie de éstas, llamadas
receptores.

Como se menciond anteriormente, para que el sisterna inmune pueda com-
batir a los anti'genos invasores tiene que ser capaz de distinguir entre la ma-
teria perteneciente al cuerpo y la que no. Las células T son las responsables
de hacer esta distincién.

Cada célula del cuerpo tiene un complejo mecanismo por medio del cual
expone parte de las proteinas que contiene en la superficie de la misma,
a estas partes se les conoce como péptidos. Es aqui donde interviene el
llamado complejo mayor de histocompatibilidad (MHC) del cual se hablara
mas adelante, ya que los péptidos estdn relacionados con el MHC-I (tipo
I). Las células CD8, llevan en su superficie una protefna llamada receptora
designada a acoplarse con el complejo de péptidos-MHC. Este acoplamiento
se realizara si y sélo si la célula con el complejo de péptidos-MHC pertenece
al cuerpo. ;

Durante la generacién de células CD8 en el Timo existen dos procesos de
seleccién de éstas. La negativa, la cual consiste en permitir solamente la en-
trada en la sangre a aquellas células asesinas CD8 que no se relacionaron con
las moléculas MHC en asociacién con péptidos pertenecientes al cuerpo. Este
tipo de seleccién se basa en la hipdtesis de que todos los péptidos presentados
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en el Timo son péptidos pertenecientes al cuerpo y por tanto cualquier célula
T que reaccione contra algin complejo de péptidos-MHC de estos, es elimi-
nada. La seleccién positiva, en la cual, la célula T es generada en el Timo a
partir de un complicado mecanismo genético consistente en combinar muchas
partes de la célula T receptora para producir una amplia variedad de difer-
entes moléculas de células T receptoras. En el Timo sobrevivirdn solamente
aquellas células T que tienen alguna capacidad de acoplarse con las moléculas
MHC existentes y aquellas que no puedan acoplarse serdan eliminadas. Los
anticuerpos son generados de forma similar a este tipo de seleccién. Es im-
portante hacer notar que si un virus lograse infectar al Timo durante la
generacién de células T, el sistema inmune podria entonces considerar a los
péptidos de las células virales como pertenecientes al cuerpo y por tanto no
atacarlo. En la Figura 1.2 se puede observar como una célula T ataca y de-
struye a aquellas células no pertenecientes al cuerpo, sin importar el tamano
que éstas puedan tener.

Figura 1.2 - Célula T (flecha) atacando y matando a un virus de influenza.

La seleccién positiva y la negativa trabajan en conjunto dando como
resultado una poblacién de células T capaces de acoplarse con las moléculas
MHC correctas de una persona sin causar respuesta inmune a los péptidos
pertenecientes a su cuerpo.

Si una célula CD8 con la proteina receptora correcta se encuentra con

z » = = ’ -
un antigeno o célula infectada por un virus, se acoplard con su complejo
de péptidos-MHC. Entonces se activa y comienza a producir quimicos que
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matan dicha célula infectada. Después de haber eliminado a dicha célula,
la célula CD8 permanece activada en busca de otras células infectadas a su
alrededor. Incluso puede que esta célula se divida dando lugar a dos nuevas
células hijas con la misma especificidad listas a matar a otros antigenos.

Las células de ayuda o CD4 no matan por si mismas a los antfgenos o
células infectadas. Estas ayudan tanto a las células B como a las CD8 a llevar
 a cabo una respuesta inmune efectiva. Las células CD4 tienen una proteina

receptora similar a la de las células CD8 a diferencia de ésta, las células
helpers reconocen péptidos asociados con moléculas del complejo mayor de
histocompatibilidad de tipo II (MHC-II). Estas moléculas se encuentran en
la superficie de ciertas células especificas como las células B y los macréfagos.

Una vez que las células CD4 se han encontrado con péptidos extrafios o
ajenos, como se menciond, envian una sefial de activacién a distintos compo-
nentes del sistema inmune, algunos especificos como las células asesinas CD8
y las células B, y otros no tan especificos como los macréfagos.

Es importante notar que la distincién entre material perteneciente y
no perteneciente al cuerpo, nunca es absolutamente perfecto. Un sistema
inmune altamente activado puede reaccionar contra células no infectadas
pertenecientes al cuerpo y causar una inflamacién daifina para el individuo

(5] ¥ [10].

1.1.2 Células B

Como ya se menciond, las células B son producidas en la médula espinal y
en su superficie se encuentran anticuerpos extremadamente diversos debido
a un ingenioso mecanismo genético. Tedricamente para cada molécula que
entre al cuerpo existe un antigeno especifico para contrarestarla. Cuando un
antigeno entra al cuerpo, éste se encuentra con las células B, la mayoria de
las cuales no cargan con los anticuerpos receptores especificos a este antigeno,
pero algunos de éstos cuentan con proteinas similares a algunas de las del
antfgeno. Las células B que cuentan con esta especificidad reciben una sefial
de activacién lo que hace que éstas se dividan y multipliquen aumentando asi
la cantidad de células B con dicha especificidad. A éste proceso se le conoce
como ”seleccién clonal” ya que la célula B que mejor se ajuste al antigeno es
la que se multiplica(8].

Durante esta multiplicacién de células B se introducen ciertas variaciones
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a los anticuerpos, algunos de los cuales tendrian una mejor especificidad al
antfgeno. Las células B que producen estos anticuerpos mejorados recibirdn
una fuerte serial de activacién y se multiplicardn a una mayor tasa, este
proceso se continia hasta que después de un tiempo la respuesta de las células
B tendr4 anticuerpos especificos para atacar a los antigenos invasores. A este
proceso se le conoce como la respuesta humoral del sistema inmune. En la
Figura 1.3 se muestra el proceso de activacién de una célula. B por una célula
T helper para la formacién de los anticuerpos.

B-cell
receptor,

(BCR) S

I

Antibodies

1

f Secretion

Iy

Mitosis and

Differentiation

Lymphokines
L]

Figura 1.3 - Proceso de activacién de una célula B y generacién de las
células plasmdticas que secretarian a los anticuerpos especificos.

Las células B dejardn los anticuerpos especificos en la sangre, los cuales
marcarén a los antigenos como agentes extrafios o invasores para ser eli-
minados. Las células del sistema inmune llamadas macréfagos tienen como
tarea digerir las estructuras extrafias adheridas a los anticuerpos[10]. En la
Figura 1.4 se muestra un macréfago humano ingiriendo bacterias extraiias al
cuerpo.



-

Bacteria

Figura 1.4 - Macréfago humano ingiriendo una bacteria de streptococus
pyogenes.

1.2 El Complejo de Histocompatibilidad (HLA)

El complejo de histocompatibilidad es un conjunto de gen&e que contienen
la informacidn codificada genéticamente para formar protema.s cuya funcién
principal es ser receptores para el reconocimiento especifico de antigenos.
Existen 5 locus® genéticos que forman el complejo, HLA-A, HLA-B, HLA-C,
HLA-D y HLA-DR. Este iltimo se encuentra relacionado con el HLA-D. En
cada uno de los locus pueden encontrarse una de varias formas alternativas
o alelos de un gen.

Con base en su distribucién tisular y en su estructura, los a.ntfgenos se
dividen en: Antigenos de clase I o tipicos de histocompatibilidad, incluyen
a los antigenos HLA-A, -B y -C y se encuentran en practicamente todas las
células humanas (ver Cuadro 1). Son reconocidos por el huésped durante el
rechazo del injerto tisular; antigenos de clase II o de las células B, incluyen
a los antfgenos HLA-D, -DR, MB, MT, Te y SB. Se encuentran principal-
mente en las células inmunocompetentes, macréfagos, linfocitos, linfocitos
T, linfocitos B (ver cuadro 1). Se cree que los antigenos HLA-D son los

2Gen: La unidad bisica de la herencia. Son estructuras ultramicroscdpicas capaces
bajo ciertas circunstancias de dar forma a un nuevo cambio o caracter en el individuo. A
dicho cambio se le llama mutacién.

3Locus: Lugar fisico de un gen sobre un cromosoma.



principales responsables en la reaccién injerto-contra-huésped; antfgenos de
clase III, incluyen a los componentes BF, C2 y C4 del complemento.

La tipificacién de los antigenos HL A se emplea, en particular, para de-
terminar la compatibilidad HLA antes de realizar un transplante. Los resul-
tados obtenidos de transplantes de donadores vivos idénticos con el receptor
en uno o ambos haplotipos son mejores que los obtenidos de transplantes de
donadores muertos no idénticos[2].

Cuadro 1 - Comparacién de antfgenos declaseI y II

Clase I Clase 11
Antigenos HLA -A, -B, -C HLA -D, -DR; MB,
incluidos MT, Te; SB.

Restringida a células
Distribucién Amplia - Virtaulmente inmunocompetentes

tisular en todas las células particularmente
células B y macréfagos.
Blanco de CML? MRL3, PLTS; Antigenos
Funciones reconocida durante el D/DR importantes para
rechazo de injertos la presentacién del antigeno.

4+CML - Transformacién blédstica in vitro (aparicién de linfoblastos y de mitosis) de
linfocitos en presencia de linfocitos alogénicos (genéticamente diferentes). Se distinguen
las MILR bilaterales en las cuales las dos poblaciones linfocitarias reaccionan una contra la
otra, y las reacciones unilaterales en las cuales en una de las dos poblaciones (la poblacién
"estimulante” ) se inactiva la sintesis de ADN por irradiacién o tratamiento con mitomicina.

5MRL - Respuesta de linfocitos mixtos

SPLT - Tipificacién de linfocitos preparados, es una variacién de la MRL en la cual
las células son preparadas.mediante estimulacién alogénica (genéticamente diferente) y
expuesta de nuevo a células estimulantes recientes.




1.3 El Transplante Clinico

Los procesos inmunolégicos son los responsables del rechazo de los injertos
de tejido (aloinjertos), aunque en algunos casos se ha logrado evitar dicho
rechazo mediante tratamientos drésticos de inmunosupresores.

En el transplante renal, la hemodiilisis crénica? ofrece una superviven-
cia prolongada a los individuos con enfermedad renal terminal, aunque esta
técnica es inconveniente y consume mucho tiempo. La terapéutica de la
dialisis® no rehabilita plenamente, en tanto que los receptores que han lo-
grado aceptar los aloinjertos de rifién, a menudo logran una rehabilitacién
notable.

La creciente frecuencia de enfermedad cardiaca y cerebrovascular, pade-
cimientos pulmonares y cdncer puede excluir a algunos individuos ancianos
como candidatos al transplante renal. Otros individuos que suelen excluirse
son aquellos que tienen antecedentes recientes de cédncer y aquéllos con in-
feccién crdnica que puede reactivarse por el tratamiento con corticosteroides|2].

Es muy importante la compatibilidad de los antigenos ABH, de los e-
ritrocitos entre donador y receptor, ya que estos antigenos se encuentran en
todos los tejidos. Por lo que, los anticuerpos anti-A y anti-B preformados
naturalmente constituyen un factor importante para la aceptacidén del injerto.

Al parecer la compatibilidad de los antigenos del locus HLA-DR es maés
importante que la de los demds antigenos, ya que aumenta hasta un 15% la
supervivencia del injerto cuando existe esta compatibilidad{2]. Esto puede
deberse a la capacidad que tienen los antigenos de los loci HLA-D/DR para
estimular a los linfocitos T cooperadores, los cuales, estimulados por las in-
compatibilidades HLA-D/DR generan rutas citodestructivas, tanto celulares
o citotéxicas como humorales.

7Hemodidlisis: Método que permite el funcionamiento de los rifiones al circular sangre
a través de tubos hechos de membranas semipermeables.

8Didlisis: Proceso de difusién de la sangre a través de membranas semipermeables para
rermover materiales téxicos y mantener el flujo normal.
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1.3.1 La Transfusiéon Sanguinea en los Transplantes de
Rinén

Con base en estudios clinicos se ha logrado ver que el uso de sangre es-
pecifica del donador en tres ocasiones diferentes antes del transplante resulta
en una supervivencia superior del injerto. La utilidad de las transfuciones
sangufneas en el transplante de rifién se clasifica en dos: la primera, al ex-
poner al receptor a un gran niimero de antigenos HLA, éste selecciona aque-
llos con los que puede haber histocompatibilidad; la segunda, al exponer al
receptor a un gran nimero de antigenos HLA puede no inducir una respuesta
especifica al antigeno|2].

1.3.2 Rechazo del Injerto

Rechazo Hiperagudo Se llama rechazo hiperagudo a aquel en que los
receptores rechazan rdapidamente al injerto. Cerca del 80% de los enfermos
que tienen anticuerpos citotéxicos preformados contra los linfocitos T del
donador, rechazan inmediatamente después del transplante [2]. Algunos de
los rechazos hiperagudos se deben a la presencia de anticuerpos dirigidos
contra antigenos endoteliales® no HLA. En este tipo de rechazo no funciona
la terapéutica inmunosupresora.

Rechazo Agudo El Rechazo Agudo es aquel que se da entre los 7 y 21
dias después del transplante, sus principales sintomas son fiebre, escalofrios
é inflamacién del injerto. Tanto la inmunidad humoral como la inmunidad
citotéxica intervienen en éste tipo de rechazo [2]. El grado de actividad
citotéxica estd en funcién de la intensidad del rechazo celular.

El dano al injerto ocasionado por células se debe a los efectos combi-
nados de las células citotéxicas y de formas de inmunidad semejantes a las
reacciones de hipersensibilidad. La inmunoterapia con corticosteroides puede
detener el rechazo e incluso para dosis elevadas revertirlo.

S Antigenos endoteliales: Antigenos que se encuentran en la superficie de los vasos
sanguineos.

11



Rechazo Crénico Se considera rechazo crénico cuando el funcionamiento
del rifion disminuye sin ningiin sintoma de rechazo, ya sea meses o afios des-

pués del transplante renal. En esta forma de rechazo la inmunidad humoral

es la mds importante [7]. Es resistente a la terapéutica inmunosupresora

tradicional por lo que se utilizan corticosteroides para su tratamiento.

Pruebas Inmunolégicas para Identificar el Rechazo El diagnéstico
se basa en la aparicién de signos, sintomas é indices bioquimicos alterados
que sugieren una reduccién en la funcidén renal. El seguimiento inmunolégico
que se le déd al receptor después del transplante consiste en dos tipos de
analisis:

1) Los que miden la activacién inmunolégica especifica del huésped.

2) Los que miden la activacién inmunolégica inespecifica del huésped.

Los anticuerpos antidonador estan presentes antes de los episodios de
rechazo. La persistencia de estos anticuerpos después del tratamiento in-
munolégico destinado a detener el tipo de rechazo del injerto que se esté
presentando, es un signo de pronéstico pésimo, aun cuando se observe una
mejora en la funcién del injerto después de la terapéutica[2].

Otras pruebas titiles que no valoran dlrectamente la respuesta antido-
nador son, la medicién del indice espontaneo de sintesis de ADN, debido a
que un aumento importante en la sintesis de ADN se asocia con rechazo &
infeccién; y cuando la proporcién normal de 2:1 de células T cooperadoras a
células T supresoras se mantiene a pesar de la terapéutica inmunosupresora,
entonces existe alta probabilidad de rechazo.

1.3.3 Terapéutica Inmunosupresora

Debido a las diferencias de histocompatibilidad existentes entre el donador
y el receptor, la respuesta inmunitaria es modificada por medio de los llama-
dos inmunosupresores, de forma que el injerto aumente su probabilidad de
ser aceptado. La Terapéutica Inmunosupresora se utiliza tanto antes como
después del transplante renal, de forma que se prepare al receptor inhibiendo
su respuesta inmunitaria antes de hacer el transplante renal y después de
llevarse éste a cabo se puede mantener inhibiendo la respuesta inmunitaria.
Los agentes inmunosupresores que se utilizan comiinmente en el transplante
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renal son la Azatioprina, Corticosteroides, Globulina Antilinfocitica(ALG) y
Globulina Antitimocitica(ATG)[2)].

Azatioprina La Azatioprina ha sido el principal agente en el tratamiento
antirechazo para el transplante renal. El principal efecto de la azatioprina
es prevenir el rechazo, pero no aborta el rechazo ya activo, por lo que es
un inmunosupresor para el pre-transplante. Requiere aproximadamente 48
horas de tratamiento previo. Es posible que el aumento en la frecuencia de
cdncer que se observa en los receptores de transplantes se deba a un efecto
téxico de este agente.

Corticosteroides Los corticosteroides son auxiliares importantes en el
tratamiento inmunosupresor, disminuyen la aloinmunidad!® mediada por cé-
lulas. Los corticosteroides, invierten los episodios de rechazo. El efecto de los
corticosteroides sobre la inmunidad humoral es menos profundo. Los efectos
colaterales de los corticosteroides, en particular la alteracién para que sanen
las heridas y la predisposicién a una infeccién, implican la reduccién de la
dosis tan pronto como sea posible.

1.3.4 Pretratamiento para el donador

Basdndose en aloinjertos de ratas, Elkins y Guttman, lograron determinar
que el rechazo de injertos renales se debia a la presencia de leucocitos pre-
sentes en el injerto y que pasaban al huésped, ocasionando asi el rechazo
del injerto. Posteriormente se encontré que la supervivencia del injerto era
mayor si el tejido del donador era compatible con el del huésped[8]. Los
siguientes son agentes que se utilizan en la presensibilizacién del tejido en el
donador.

Ciclosporina A La Ciclosporina A actia directamente sobre las células
T cooperadoras y reduce su capacidad para elaborar €l factor de crecimiento
para la célula T. Suprime eficazmente los episodios clinicos de rechazo en
los seres humanos. Como en el caso de la Azatioprina, la Ciclosporina A

10Aloinmunidad: Condiciones bajo las cuales los anticuerpos atacan a los tejidos del
mismo cuerpo.
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se emplea en la terapéutica de mantenimiento de la inmunosupresién més
que como agente para contrarrestar el rechazo agudo. Este agente aiin se
encuentra en observacidn.

Prostaglandinas Las prostaglandinas inhiben la capacidad de los lin-
focitos T citotéxicos para lisar las células blanco, por tanto prolongan la
supervivencia de los aloinjertos, su potencial es limitado debido a su vida
media biolégica corta. Normalmente se utilizan derivados de las prostaglandi-
nas con vidas biolégicas mads largas.

Interrupcion de la Inmunoterapia Actualmente no se ha podido de-
terminar en que momento es éptimo interrumpir el tratamiento inmuno-
supresor. En algunos pacientes la interrupcién de los inmunosupresores no
ha afectado el funcionamiento del rifién e incluso en algunos casos, ha mejo-
rado su funcionamiento, aunque no se sabe con exactitud durante cuanto
tiempo pueda darse esta mejora.
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Capitulo 2

Un Modelo Citotéxico

En este capitulo construiremos y analizaremos un modelo matematico que
representa una simple aproximacién para describir la reaccién citotéxical del
sistema inmune.

2.1 Construccién del Modelo

Para poder llevarlo a cabo, necesitamos hacer distintas suposiciones que se
ir4n mencionando a lo largo del capitulo.

Suponemos primeramente que el organismo es capaz de producir una
respuesta inmunolégica inmediata.

En este modelo las células del rifién seran los antigenos, debido a que la
presencia de éstas provoca que el sistema inmune se active tratando de des-
truirlas; consideramos por tanto a las células del rifién como si fuesen células
virales para el organismo y se denotaran por R. Andlogamente a las células
provenientes del sistema inmune se les denotard por T,., que representan a
los linfocitos T killers de la respuesta inmunoldgica.

En el momento del transplante el rifién contiene un cierto nuimero de
células iniciales, debido a que éste es un érgano sano removido de un organ-
ismo vivo. Denotaremos por A, > 0 la tasa a la cual se renuevan las células

1Los linfocitos T "helpers” Th, estimulados por las incompatibilidades HLA-D. pro-
liferan (respuesta de mezcla de linfocitos-MLR) y producen senales de amplificacién que
desencadenan el desarrollo de linfocitos citotéxicos a partir de células precursoras 7. y
también desencadenan la produccién de anticuerpos provenientes de las células B.
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del rifién por unidad de tiempo.
Cada una de las células del rifién tiene una vida bioldgica propia, es decir,
tiene una mortalidad natural per cdpita u,, con p,. > 0.

El Sistema Inmune reconoce al rifién como un érgano externo y prepara
su respuesta; a éste tiempo de preparacién de la respuesta inmunolégica lo
denotaremos por 7. El cambio en R depende de la probabilidad de encuentro
de las células T, y las células R. A ésta probabilidad la denotamos por -.
Suponemos también que al ocurrir dicho encuentro las células del sistema
inmune neutralizan a las células del rifién, es decir, las células R mueren.

Usando las hipétesis anteriores obtemos la ecuacién que describe el cambio
de la poblacién de células del rifién:

%1?2 = A, — p,R—vRT (t — T) (2.1)

A éste tipo de ecuaciones se les conoce como ecuaciones con un retardo T,
y debido a la dificultad para resolver estos sistemas supondremos que 7 = 0,
lo que en términos biolégicos significa que la respuesta del sistema inmune
es inmediata, es decir, es transmisible a velocidad infinita.

Para completar el modelo nos falta describir el cambio de la reaccién
citotdxica del sistema inmune. Como ya mencionamos esta reaccién es in-
mediata y se produce en el momento en que se reconoce a un érgano extraiio
al organismo.

Supondremos que la formacién de células T, se estimula a partir de los en-
cuentros con las células del rifién, con constante de proporcionalidad k.

Una vez que el antigeno es neutralizado, las células T, son inhibidas o
suprimidas por el mismo organismo para evitar una sobrepoblacién de dichas
células. Denotaremos por u la tasa a la cual las células T, son suprimidas.

El cambio en el sistema inmune solo depende de los supuestos anteriores
por lo que a partir de estas hipdtesis obtemos la ecuacién que modela el
cambio de la poblacién de células T,.

a7,

dt

Como el cambio en las células R interactia con el cambio de las células

T, formamos entonces el sistema de ecuaciones que modela la respuesta
citotéxica en el transplante de rifndn:

= kRT, — uT, (2.2)
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dR

= = Ar—pR—7RL. (2.3)
dT.
prellie kRT, — uT,

2.2 Algunas Definiciones y Teoremas Matematicos

Revisaremos primero algunos resultados matemadticos que nos ayudaran a
realizar el an4lisis cualitativo del modelo (2.3).

Definicién 1. Punto de equilibrio{6].
Se dice que (z,y) es punto de equilibrio del sistema

7 = fl=z),
g(m__y),

Deﬁnxcxon 2. Estabxhdad[l] »
' Sea D C R",’ y f ar D F—r vR", consxderemos la ecuacidn diferencial
autonoma. g ; ’ .

| ' = f(a). (2.4)
La solucwn a:(t) = <p(t) de la ecuacidn diferencial (2.4) es estable si cualquier
solucién (t) de (2.4) que empieza suficientemente cerca de (t) en t = 0
permanece cercana de ¢(t) para todo instante posterior ¢. La solucién (t)
es inestable si hay al menos una solucién ¥(t) de (2.4) que empiece cerca de
<p(t) ent= 0 pero no perma.nezca. cerca de ¢(t) para todo instante posterior
t. Dicho con més precisién, la solucién ¢(t) es estable si para toda € > 0
existe § = 6(¢) tal que
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[%;(2) — w3 (8)| <'e'si [¥;(0) ¢ ';I(O)I < 5(6), i=1.
para toda solucién () de (2 '4) s
Definicién 3. Estabxhda.d Asmtotlca.[l]

Una solucién z(t) = <p(t) de (2.4) es asintdticamente estable si es estable
y si toda solucién ¢¥(t) que empieza suficienternente cerca de ¢(¢) tiende a
©(t) cuando ¢ tiende a infinito. Dicho con maés precisién,

[¥;(t) — wi(®)] — 0 (t — o0)

En particular, una solucién de equilibrio z(t) = z( de (2.4) es asintSticamente

estable si toda solucién z(t) = ¥ (t) de (2.4) que empieza suficientemente
cerca de xp en el instante £ = 0 no sélo permanece cercana a xg para todo
instante posterior, sino que tiende a xg cuando t tiende a infinito.

Definicién 4. Valores Caracteristicos[12].

Sea A una matnz real de n x n. A las soluciones \;eC,i = 1..n del
polinomio caracteristico p(A) = det(A — A\I ) = 0 se les llama los valores
caracteristicos de la matriz cuadrada A.- T

Definicién 5. Conjuntos Invariantes([6].

Considere la ecuacién (2.4) ‘en una regién D c R". El conjunto M C D
es invariante si la solucién z(t) = (t) con z(0)eM estd contenida en M
para toda t, —oco < t .< “+o00..Si esta propiedad es vélida solo para t >
0(t < 0) entonces a M se. le llama un conjunto positivamente (negativamente)
invariante. :

Definicién 6. Puntos .o — lémites[6].

P, es un punto w — limite de la érbita solucién (t) del sistema z’ = f(x)
si y solo si existe una sucesidén creciente g < £t; < t2 < -+- < t, < --- NO
acotada tal que

Jim () = Fo

El 51gu1ente ‘teorema nos da la caracterizacién de la estabilidad de una
solucxon de equ.lhbno de un sistema de ecuaciones lineales a través de los
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valores propios de la matriz que define el sistema.

Teorema 1.2 Estabilidad de un sistema lineal[1].
Sea A una matriz real de nx n y sea

z' = Az (2.5)

un sistema lineal de ecuaciones diferenciales.

(a) Toda solucién z(t) = ¢(t) de (2.5) es asintSticamente estable si todos los
valores caracteristicos de A tienen parte real negativa.

(b) Toda solucién z = ¢(t) de (2.5) es inestable si al menos un valor carac-
teristico de A tiene parte real positiva.

(c) Supéngase que todos los valores caracteristicos de A tienen parte real < 0
¥y A\ = i0q, ..., Ai = i0; tienen parte real igual a cero. Supdngase ademdés que
A; = io; tiene multiplicidad k;. Eso significa que el polinomio caracteristico
de A se puede factorizar como

p(A) = (A —io)*t ... (X —don)*ig(N)

donde todas las raices de g(A) tiene parte real negativa.. Entonc& toda :
solucién =z = ¢(t) de (2.5) es estable si A tiene k; vector% cara i:enstncos )
linealmente independientes para cada valor caracterlstlco /\-‘ 3 De otro
modo, todas las soluciones (¢) son inestables. :

Por medio del siguiente teorema podemos aproximar un 31stema. de ecuaciones
no lineales con un sistema de ecuaciones lineales. :

Teorema 2.3 Aprox.imacién lineal de un sisterna de ecuaciones(6].
Sea £ = zo + y una perturbacién del estado de equilibrio z(t) = zp del
sistema : ) :
d
dt

donde F = (f1,f2,.. ,f,,) es de clase C? y = = (z1, T, ...,x,,)

2L,a Demostracién del Teorema se realiza en el Apéndice A
3La Demostracxon del Teorema se realiza en el Apéndice A

2 — F(z) . (26)
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Desarrollando F en series de Taylof alrededor de zo hasta orden uno se
obtiene

% = F(zo + y) — F(zo) = DF(zo)y + R(y)

donde R(y) lamado el residuo denota términos de segundo orden y mds, y
DF denota la derivada de F'. Ademas

IR(y)]

si lyll — O
Tl il

Al sistema
d

—y =
. dt
" 'se le llama el sistema linealizado de (2.6) alrededor del punto fijo zo.

DF(zo)y (2.7

El siguiente teorema nos da la caracterizacién de la estabilidad de la
'solucién de un sistema de ecuaciones no lineales a través de las raices carac-
teristicas de la matriz definida por el sistema lineal asociado.

Teorema 3.1 Estabilidad de un sistema no lineal[4].

“1.'Sila solucién y(t) = 0 del sistema linealizado (2.7) es asintéticamente
estable, entonces la solucién z(t) = z¢ de (2.6) es localmente asintéticamente
estable. -
el s Al soluc1on y(t) = 0 del sistema linealizado (2.7) es inestable, en-
,tonces ‘Ia'solucién z(t) = zo de (2.6) es inestable.

""“En términos de los valores propios de DF(xp) se tiene que

y a.) Si‘todas las raices caracteristicas de DF(z,) tienen parte real neg-
'atwa. ‘entonces la solucién de equilibrio :z:(t) = zg de (2.6) es localmente

= ';'asmt:otwamente estable.

B hnea.les

- 'b) Si al menos una raiz caracteristica de DF'(z,) tiene parte real positiva
’ entonces la solucién de ethbno z(t) = = To de (2.6) es inestable.

V'tlkcu.lar del Teorema 3, en el que se

El: sxgmente teorema es un
ucién de un sistema de 2 ecuaciones no

caracteriza la estabxhdad de

- “La Demostracxc’m del Teorema se realiza en el Apéndice A



Teorema 4. Estabilidad de un sistema de 2 = 2 no lineal[3].
Considere el sistema no lineal

' = P(z, y)a
¥ = Q=)

(2.8)

Sea (:z:o,yg) un punto de ethbno del .'s1stema. (2.8), y sean P(:z: vy

‘(2.9)

dondeu—m—mo,v=y—yo,a—P(z‘o,yo), b—P(Zo,yo) C-—Qx(zo,yo)"

d= Qy (:Co, yo)

La estabilidad del sistema se d&scnbe en la sxg‘ulente tabla:

Valores Propios Sistema Lineal (2.9) Sistema no lineal (2.8) - ‘
M =a+Fi= A Espiral Espiral
a<0,8#0 Asintéticamente estable Asintéticamente estable
Asintéticamente estable ey gas
A1 =X <0 Nodo Estrella Asintéticamente estable
A < A <0 Asintéticamente estable Asintéticamente estable
1 2 Nodo Impropio Nodo Impropio
A = 7,,8 = ,\2 - Estable La Estabilidad depende de P y
B A0 Centro Centro, espiral o centro-espiral
Inestable Inestable
<0< ’\2, Punto Silla Punto Silla
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Teorema 5. ° Poincaré - Bendixon[1].

Sea ~* una drbita cerrada, positiva, del sistema de ecuaciones diferen-
ciales (2.8) en R?, si el w — limite w(vy™*) contiene solo puntos ordinarios,
entonces w(y") es una Srbita periédica. Siw(y*) # v* la 6rbita periddica

es llamada ciclo limite. Un resultado andlogo se da para una drbita cerrada,
negativa. e

Como qiltimo teorema, tenemos un cnteno que nos permite en algunos
casos determinar la no ex.lstencxa. de solucxones periddicas.

Teorema 6.8 Solucxones Perlod.lca.s, Cnterlo de Dulac-Bendixon[S]

Sean Py @ funcmnes contmua.rnente diferenciables en la regién simple-
mente conexa D. Si'existe una funcién B{z,y) continuamente diferenciable,
no idénticamente cero, ‘en D tal que

o o
%(BP) -+ 'a—y(BQ)

no cambie de signo en D, entonces el sistema 2.8 no contiene érbitas cerradas
en D.

2.3 AnaAalisis del modelo citotdéxico

En ésta seccién haremos el andlisis cualitativo del modelo 2.3, es decir, es-
tudiaremos el cambio de las distintas poblaciones de células a través del
tiempo, encontraremos los posibles puntos de equilibrio y el comportamiento
de dichas poblaciones cerca de éstos puntos. Este andlisis nos permitird des-
cribir la relacién de las distintas poblaciones en el tiempo y hacer algunos
supuestos acerca de lo que podria pasar con dichas poblaciones al variar los
pardmetros A,, 4., v,k y p involucrados en el modelo.

5La Demostracién del Teorema no se realiza debido a la complejidad del material que
utiliza.
6La Demostracién del Teorema se realiza en el Apéndice A
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Encontramos los puntos de equilibrio del Sistema 2.3 resolviendo el si-
guiente sistema de ecuaciones algebraicas de acuerdo a la Definicién 1 de la
seccién anterior:

A —pR—~yRT. = O, (2.10)
kRT, —pT. = O

De la primera ecuacién obtenemos que:

R= A /(e + VT2 (2.11)

De la segunda ecuacién del Sistema 2. 10 se obtiene queT,=0o0
kR — p = 0 lo cual implica R = u/k.’
Si T, = 0, obtenemos el punto de ethbno en el espacio (R, T,);

P1 = (Ar/l-"ﬂo)

SiR= %, entonces sustituyendoyel v\a.lorv de Ren la Ecuacién 2.11 obtenemos:

lo cual implica

: por lo que

BiolSgicamente podemos di ‘el pu.nto P1 = (A,./u,,O) representa
el estado en que el sistema inmun encuentra inactivo y la propormon 5‘—*:

representa la maxlma cantlda.d‘ ) elula.s:dél rmén es dec1r, R < = El punt;o
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Py = (u/k, (kA, — pp,)/1y) representa la proporcién de células del rifién y
la proporcién de células citotéxicas cuando el sistema inmune se encuentra
activado. En éste punto el organismo no acepta por completo el transplante,
pero tampoco destruye totalmente a las células del rifién. El dafio a las
células renales y por lo tanto el buen funcionamiento del rifién, dependera
de la. magnitud

Observemos que el punto de equilibrio P; tiene sentido bioldgico, esto es,

0< R'< A'yT'>OsinOIOSf%_2yAk ppe = 0. Las dos 1dltimas

desigualdades son equivalentes y en caso de no cumplirse entonces T; <Oyal

igual que el caso en que R*> — no serdn analizados por no tener importancia
T
biolégica.

Con lo anterior de hecho hemos demostrado el siguiente Teorema:

Teorema 1, de la Regién Biolégica.
El Sistema 2.8 tiene un punto de equilibrio Py = (A,./;u,.,O) el cual se
encuenira siempre en la region de interés bioldgico

A= {(RT)|0<R<2—T>O} S

SiCy = Ak 1, se encontrard otro punto de equzlzbrzo P n/k, (kA —
- 2

uir)/ py) en dicha region.

Observemos que la condicién de no rechazo Cp < 1 se puede expresar
Ack
“como £2- < 1, que bioldgicamente se interpreta como la tasa de crecimiento

‘de las células citotéxicas menor que el 1 llamado el umbral. A la condicién
B_ A Ak

& 177
una b/fhrcacion, es decir, la dindmica del sistema cambia cualitativamente.
Es en esta condicién umbral en donde la inmunosupresién interviene, ya que
al inhibir el crecimiento de células T, por medio de inmunosupresores que
actiien sobre el inhibidor natural £ haciendo que el valor de éste aumente, el

nimero de células R* = £ aumenta. Fijandonos en los puntos de equilibrio

se le conoce como condicién umbral, la cual representa

Py y Py, al decrecer k por medio de inmunosupresores de tal forma que la

condicién umbral Cp tienda a uno, entonces % —_— %—f y se dice entonces que

24




el punto de equilibrio Py se aproxima al punto de equilibric Py, esto es, a la
condicién donde no hay rechazo.

A continuacién analizaremos la estabilidad de éstos puntos para saber
como se comportard cualitativamente nuestro sistema en el tiempo.

Para empezar demostraremos que el sistema esta bien planteado, esto es,

todas las soluciones que comienzan en la region A =7, > 0,0< R < ;"-
-

permanecen ahi en el tiempo.

Veremos que la regién biolégica A es positivamente invariante de acuerdo
a la Definicién 5 de la seccién anterior. Para ésto demostraremos que el
campo vectorial definido por el Sistema 2.3 no apunta hacia el exterior.

i) Primero observemos el comportamiento del sistema en

A . :
1.=00< R < —L} En dicho eje el Sistema 2.3 se reduce a:

~

R = Ar—l‘rRr
T =0,

de donde las solucxones son

.g llr

ARG + (Ro = —) exp(—prt),

T. (t)

Por tanto d1cho eje R es 1nvana.nte bajo el Slstema. 2. 3 y toda. solucmn que

empieza dentro de la regién {T =0, 0 < R < ——} tlende en la. solucxon al]

.
punto (—= 0) cuando t — oco. S . '
ii) Observemos que sucede en el ¢ eJe Tc, €es decu‘ en la regién R = 0,7, > 0
 Tomemos el vector exterior 7 = ( -1 0) sobre dicho eje, haciendo el producto
punto
(—1,0) - (B, T)) = —A, <0,

lo cual implica que el campo vectorial apunta hacia adentro y no cambia de

signo.
iii) Por ﬁltimo, observemos que sucede en la recta {R = —r- 2y Te > 0},
tomemos 7 = (1, O) un vect;or exterior a dicha recta, hac1endo el producto
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Figura 2.1: Figura 2.1 - Campo Vectorial del Sistema 2.3 con Cp<l1.

punto :

(1,0)- (R, TY) =
por lo que ‘el campo vectorial apunta hacia adentro de la regién A.
En la Figura 2.1 se muestra éste a.na.hs1s con el comportarmento del campo

vectorla.l del Slstema. 2.3 enla reglon {T > O 0 < R < :}

Porix), u) y u1) hernos probado que la regio(n A= {7, >0,0< R < —}

T Er
es' pos 1va.mente invariante bajo el flujo inducido por el Sistema 2.3; es decir,
luciones del sistema no saldrin de la regién A en el tiempo.

contmﬁacxon demostraremos que las soluciones estdn acotadas. Por i)
: A,
a.bemow_que R(t) < =T para toda t > 0.

\leremos demostra.r que Te (t) estd acotada para todat > 0 y toda condicién
’1mcxa.l T (0) dentro de la. regién A.
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Analizando el Sistema 2.3 podemos ver

Rl

< O
> A,—u.R-— 7RT<0
A — p-R .
’yR

=T

g En la. Flgura. 2. 2 mostra.mos el' ca.mblo en el signo de la denvada. y el com-
: portarmento del ca.mpo vect:orlal en la region A.
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Figura 2.2 -Comportamiento del Campo Vectorial en la regién A.
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Supongamos que Cp < 1 de donde

L
Hrpt
por lo que
A _p
Lope T kS

De aqui podemos inferir que T < 0 para toda t > O. Por lo que T% (t) < T.(0) .

y las soluciones (R(t), Tc(t)) permanecen acotadas para toda. cond.lcxon 1m01a1 _
(R(0),T:(0)) dentro de la regién biolégica A. :

Solo nos fa.lta. -ver que sucede cua.ndo Co > 1, esto 1mphca que '

*

‘ o o /—Lr + yT.
regresando entonces a’ la. misma’ sﬂ;uacxon del comlenzo ~Con lo anterior

hemos demostrado que las solucmn&s con T(O), ‘R(0) > 0 oscilan alrededor
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Usando el Teorema 6 de la seccién anterior demostraremos que las solu-
ciones no son peridédicas.
Encontraremos una funcién B que cumpla las condiciones tal que
a o
—(BR —= (BT,
or BA) + 5 (BT2)

no cambie de signo en A = {T. = 0, 0<R<—r-}

Sean
R = A, ;L,-R(t) —7R(t)T @) = F(R, T)
T! = kR()T.(t) — uTu(t) = G(R, T0)
y sea T SRR
entonces
BF
BG
derivando
o9BF (z + 1)R‘T""1




Sean to,tl, t,.los tiempos en los cuales (R(t), T'(t)) cruzan la nuloclina
para T,

R = %’ y seé, T —-.T(t,,) entonces

Ar _ T

T, < Lk
T -

T; - Ark“l—‘/-"r’:.

Ty <

-8t T(t) no es acotada., ést
"Ty. Por.unicidad de'1
Tg,, > 0. Por ‘tantc {Tz,,
j cero, es dec1r :

>'[

esto 1mpl1ca. que ( 0) es

una contradiccién ya. que ( 0) ‘ 0 es un pu.nto de equlllbrxo. Por tanto T'(t)

es acotada.

Con ésto hemos demostrado que la regién A es invariante y que las solu-
ciones que empiezan dentro de la regién A estan acotadas; y usando el Teo-
rema de Poincaré-Bendixon podemos asegurar que toda solucién del sistema
(3) con condiciones iniciales (R(0), 7:(0)) dentro de la regién A tenderd a un
punto de equilibrio dentro de dicha regidn.

Cuando Cp < lexiste un iinico punto de equilibrio P, = (&, 0) en la

regién A y, por lo anterior, todas las soluciones tenderin a este lgunto. En
la Figura 2.3 mostraremos graficamente éste resultado, en donde el punto de
equilibrio es P, = (10, 0).
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S e e

0 10 20 , 30 40 50
Figura 2.3 - Solucidn del sistema (2.3) con Te(0)=0

Si Cy > 1 existen dos puntos de equilibrio P,y FP. En este caso, las
. soluciones tendréin al punto de equilibrio P, 6 al punto de equilibrio . Para
conocer el comportamiento de las solucmnes a.na.hzaremos la estabilidad de
dichos puntos.

De acuerdo a la Deﬁmmon 2 de la seccién ant:enor decimos que un punto
de equilibrio de una ecuacion diferencial es estable si a pequefios cambios
o perturbaciones en la condicién inicial conducen a pequefios cambios en la
solucién del sistema. Si los cambios en la solucién son grandes entonces se le
denomina inestable.

Por el Teorema 2 de la seccién anterior, podemos linealizar el sistema (2.3)
cerca del punto P;. La Jacobiana del sistema (2.3) en (A,/u,,0) estd dada
por:
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dR’ dR
J(Ar/pr,0) = dTEciﬁ dT'¢ ¢ (Ar/pr,0)
—+R .
= ( B - ) (Ar/br,0)

kT, kR—pn

ntonces por un cono-
iagonal, ‘de donde:

Como la ma».i:i'iv'zv (!
- cido resultado ;los‘yal

De acuerdo a es _ecthAhemos demostrado la sigu-
1ente proposxclo
- o ;Lu.,. < 0 por tanto Ay y A2 son

= nega.twos yPp= (A,/ ey 0) e ‘localmente asintéticamente estable. Si Cp > 1
»entonces Al > 0 y por tantorP e conme'rte en un punto inestable.

i Lmeahzaremos ahora. el 51stema. (2 3) cerca del punto P,. La Jacobiana
hen d.lChO punto esta dada por o :
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dR’ dR' IO _
A ) @ s

T A
J(%,WEIJ—)
- R c

(i ™7 A2 ) (4 M)

kA,

v )
la parte real Re) < 0 y esto sucede si y solo'si t-r(A) <0y det(A) > 0.
- Observemos que. la. t'r(A) = '_EA:; <0 y el det(A) > 0 s1 y solo si

kA, —ppr >0y esto sucede si y solo s Cp > 1.

Observemos también que si det(A) < O entonces ‘existe un valor propio pos-
itivo y otro negativo de donde P seria un punto inestable, aunque en este
caso P, no tiene interés biolégico ya que no estd en A.

Como caso especial observemos que si tr2(A) < 4det(A) entonces los valores
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propios serian complejos, 1o cual implica que las soluciones tienden de forma
oscilatoria al punto de equilibrio.

Por otro lado para Cy > 1, P, es un punto silla y toda solucién que
empieza fuera del eje R se aleja de P; acercidndose al punto P, y, toda solucién

A . . irens
que empieza en este eje con 0 < R < — tiende a dicho punto de equilibrio.

Hr
Con todo lo anterior hernos demostrado la siguiente Proposicién

Proposicién
Si Cy > 1 entonces el punto Py = (u/k, (kA — pp,)/py) es globalmente

asintéticamente estable en la region ¢ (R, T.)I0 < R < /—f,Tc > 0}.
T

-Como mencionamos al principio de la seccién, los innunosupresores actiian
sobre los pardmetros, por lo que un inmunosupresor que actie decrementado
k de tal forma que Cp, < 1, obtendremos que cualquier estado inicial del
sisterma tendera al equilibrio P, y por lo tanto no habri rechazo.

Claramente éste resultado se cumple tedricamente ya que en el modelo no
toma en cuenta enfermedades o ataques posteriores de cualquier indole que
pudiera sufrir el cuerpo y que afecten a su vez al rifién al romper el equilibrio
de células del sistema inmune o de células del rifién.

2.4 Simulaciones numeéricas del modelo citotdxico

En ésta seccién presentamos un andlisis cuantitativo del modelo, es de-
cir, supondremos el valor de las constantes que intervienen en el modelo
y analizaremos los respectivos resultados.

Suponemos que el niimero de células de rifién se reproducen a una tasa
constante de 0.8 células R/mm3 cada hora, las cuales cuentan con una mor-
talidad natural de 0.03 células R/mm?3 cada hora, y que la probabilidad de
que al ocurrir un encuentro de las células citotéxicas con las células de rifién
éstas tltimas sean neutralizadas es de 1/2, suponemos también que mueren
0.04 células T./mm3 cada hora, y que la constante de proporcionalidad que
estimula el desarrollo de las células citotéxicas es de 0.5 células T,/mm?3 por
hora, por lo que el modelo queda establecido de la siguiente formas:
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4R

= = 0.8 —0.03R — 0.5RT, (2.12)
dT. S e
G = OOSRT.—00MT..

Las condiciones iniciales del modelo; k decu', a.l tlempo t = 0 o momento
del transplante, estan dadas por las 51gu1entes ecuacxonm,

R(0).
T.(0)

(2.13)

debido a que el nimero de celul T. %pemﬁcas ‘al momento del trans—
plante es muy pequeno tomamos a.rbx r: émente que d.mha. cantldad es de
0.05 células T./mm3. : .

En este caso los puntos de ethbno P:
son: :

',(c‘elula.s; _R/ mm3, "cvelul'qs Tc / mma)_ :

*_(26'667*0);
(08,1, 94)

P .
P

Resolviendo el sistema como se ’mdma. n’ 1
valores: G :
para P, = (26.667, 0) HREPR

secc1on 2 3, encontramos los

por lo que el punto P1 es mesta.ble
y, para P2 (O 8, 1. 94)

A =—0.959565,
A2 '-0.040434,

e
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por lo que el punto P, es globalmente asintéticamente estable.

Para este caso, observemos Cp = kA- _ 33.33 > 1 lo que confirma nuestro

. Bftr
andlisis.
Debido al tipo de estabilidad de los puntos P, y P, podemos decir que las
soluciones con T. # 0 tenderdn asintéticamente’a P,. En las Figuras 2.4 y
2.5 se muestra éste andlisis por medio de las curvas temporales de R y de T,
respecto del tiempo.

a 10 200 , 30 40 50

Figura 2.4 - Curva temporal de R con constante de proporcionalidad k=0.05
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1.8
1.6
1.4
1.2
Te 1
0.8
0.6
0.4
0.2

0 20 40 , .8D. .. .. 8b  ~ 100
Figura 2.5 - Curva temporal de T; con constante de proporcionalidad
k=0.05

. Biolégicamente podriamos decir que al momento del transplante el primer
estado tenderd con mayor o menor rapidez al punto de equilibrio P depen-

- -‘diendo de la produccién de células citotéxicas. En éste ejemplo hipotético,

" como se puede ver en las Figuras 2.4 y 2.5, el tiempo en que se llega a
este punto de estabilidad de rechazo del transplante se encuentra entre las
primeras 50 y 100 horas, es decir, entre el segundo y cuarto dia, lo cual
corresponde a un rechazo hiperagudo (ver seccién 1.3.2).

Como se menciond en la seccién anterior los inmunosupresores intervienen
para disminuir la constante de proporcionalidad k& asociada al desarrollo de
células citotéxicas.
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k=0.05

Flgura. 2.7 - Pla.no Fase de R vs T, con constante de proporcionalidad k=0.2
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Figura 2.8 - Plano Fase de R vs T, con constante de proporcionalidad

k=0.85

‘En las Figuas 2.6, 2.7 y 2.8 se muestran los retratos fases del modelo con
distintas constantes de proporcionalidad k.

1.84
1.6
1.44
1.2
Tc 9
0.81
U.G:
0.4+
0.2

e S T e B e e P e P e s T, T e P T e W, W,

0.

1 2 3R 4 5

Figura 2.9 - Retrato Fase de R vs 7, con CI={R(0) = 0.8,
T.(0) = 0.05},{R(0) = 0.8,T-(0) = 0.8},{ R(0) = 0.8,7.(0) = 0.6}
. ~En la Figura 2.9 se puede ver que a distintas condiciones iniciales la
solucién tiende al mismo punto de equilibrio tal como esperdbamos ya que si
Co > 1, P; es globalmente asintdticamente estable.
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Recordemos que P> = (u/k, (KA, — pp)/1y), por lo que al disminuir
k por medio de los inmunosupresores aumenta la proporcién u/k, es decir,
aumenta la proporcién de células del rifién R. Por otro lado la proporcién
(kA, — pu,) /1y disminuye al disminuir &, es decir, disminuye la cantidad de
células T,.
Observemos también que al decrementar & por medio de los inmunosupresores

la proporcién %fg disminuye, es decir lograremos hacer que la condicién
umbral Cp < 1.

0.6 A T e ke e et el e e et et i

0.5 A A e

0.4 j L T e e e et gt e e e et e et et

Teg.a; N\ Lo =

'0.2] v T

’ L
© 0.1 N | & e e,
) Eh__ O e e I N e o

e N, [

0 2 4 6 8 l:(‘1i:| 12 14 16 18

Figura 2.10 - Plano Fase de R vs 7. con constante de proporcionalidad
k=0.0005, con CI de la Figura 2.9

Médicamente podemos decir, dado que para Cj < 1, todas las soluciones
del sistema tienden a P, el estado ”sano”, entonces al reducir el pardmetro
"k por medio de la aplicacién de inmunosupresores lograremos asegurar el no
rechazo del transplante. En la Figura 2.10 se puede observar este resultado al
disminuir la constante de proporcionalidad k£ = 0.0005 las soluciones tienden
al punto de equilibrio P, = (26.6,0) el cual es globalmente asintéticamente
estable debido a que la condicién umbral Cy = 0.333 es menor a uno.

40




Capitulo 3
Un Modelo Humoral

En éste capitulo desarrollamos y analizamos el modelo matematico que re-
presenta la respuesta humoral del sistema inmune frente a un transplante
de rifién. Para este modelo nos basamos en el trabajo de Marchuk[9] sobre
la respuesta inmunolégica a la Hepatitis. Recordemos que cualquier proceso
inmune en el cual intervengan anticuerpos se denomina de tipo humoral.

3.1 Construccion del Modelo

En primer lugar suponemos que el organismo tiene los suficientes recursos
para generar una respuesta inmune adecuada. Las células provenientes del
rifion denotadas por R serdan los antigenos y la respuesta inmune de tipo
humoral sera denotada por F'; es decir F' representa a los anticuerpos prove-
nientes del sistema inmunolégico.

Llamaremos células no activadas a las células B que no han tenido en-
cuentro con ningin antigeno, denotandolas por C, y, células activadas si lo
han tenido, éstas se denotan por C,. Suponemos que el mimero de células C,
es constante debido a la generacién continua de células B en el organismo.
En cambio, el niimero de células activadas C, es generado a partir del en-
cuentro de las células no activadas con los antigenos; estas células activadas
provocan la cascada celular la cual genera los anticuerpos.

Fl rinén contiene en una primera instancia un cierto mimero de células
iniciales debido a que éste se supone que es un érgano sano proveniente de
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un organismo sano.Denotaremos por A, > 0 la tasa a la cual se renuevan las
células del rifién por unidad de tiempo.

Las células R cuentan con un inhibidor natural, es decir, un mecanismo
de control de crecimiento el cual denotaremos por z,. > 0.

El cambio en el nimero de células R por unidad de tiempo depende
también del nimero de células neutralizadas por los anticuerpos del sistema
inmune, denotando por -y la probabilidad de encuentro de una célula R y un
anticuerpo F. Suponemos que de darse éste encuentro la célula R es neutra-
lizada por los anticuerpos. A partir de las hipétesis anteriores construimos
la. ecuacién diferencial que describe el cambio de la poblacién de las células
del rifién: d B

5 = B — e R(E) —7FR)R() (3.1)

Construiremos ahora la ecuacién que modela el cambio en el crecimiento
de células plasmadticas en el tiempo. Como se vié en la seccién 1.3, los
antigenos de los loci HLA-D/DR estimulan a los linfocitoes B que junto
con los linfocitos T cooperadores inician la casacada poblacional de células
plasmaticas o proceso de formacién de células que sintetizan anticuerpos ca-
paces de neutralizar a los antigenos del mismo tipo. En nuestro modelo
llamamos anticuerpos a la respuesta humoral del sistema inmune capaz de
neutralizar a los antigenos R, los cuales son generados a partir del encuentro
de las células B con los antigenos R. En el sistema inmune real, la formacién
de la cascada celular debida a la presencia de antigenos no es inmediata por
lo que tiene un cierto tiempo 7T en su preparacién, asi como al tiempo de
formacién de anticuerpos. Denotaremos por « > 0O a la tasa de reproduccién
de células no activadas en activadas a partir del encuentro de éstas con los
antigenos. Al igual que las células citotdxicas del capitulo 2, las células acti-
vadas cuentan también con un sistema inhibidor que regula el crecimiento de
éstas de acuerdo a la fuerte o débil presencia de antigenos, a éste inhibidor
lo denotamos por g, > 0.

Con las hipd6tesis anteriores, la ecuacién que modela el cambio en el cre-
cimiento de las células activadas o plasmaticas en el tiempo es:

peCal(t) (3:2)

. Pa.ra terrm a.r con la. construccién del modelo humoral, sélo nos falta cons-
s trmr la. ecua.cmn que modela el cambio en el crecimiento de los anticuerpos en
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el tiempo. Como ya se explicd, los anticuerpos son generados a partir de la
cascada celular de las células B activadas a una tasa de reproduccién p > 0,
los a.nt;xcuerpos también cuentan con un inhibidor natural u; > 0. De acuerdo
a la ecuacién (3.1) los antigenos son neutralizados por los anticuerpos con
una probabilidad 4. Suponemos que 7 anticuerpos neutralizan a un antigeno.
Con estas hipdtesis la ecuacién que modela el cambio en el crecimiento de
anticuerpos en el tiempo es:

L2 pCa(t) — s () — n7REVF () (3.3)

La respuesta humoral del sistema inmune relaciona a las tres ecuaciones

anteriores, por lo que el siguiente sistema de ecuaciones no lineales con
retraso, representa al modelo -humoral del sistema inmune:

(34)

= =  aC;, R(t —7') - F«:C (t)
% = pCat) — uyF(t) — nYREF ()

Debido a la dificultad de resolver o analizar una ecuacién diferencial con
retraso, en ésta tesis solamente mencionaremos este modelo y analizaremos el
sistermna de ecuaciones diferenciales no lineales sin retraso, es decir, analizare-
mos el siguiente sistera:

L o A ~wR—~FR (3.5)
dCa

e aC’ R ucCa

E

d—,= pC’ — iy F = n—yRF,

Por 1ltimo suponemos que l neh R(t) F(t) ¥ C (t) son de clase C*° en
~el tiempo y que las const;a.ntes Ar, u,., .’y, a, ,uc, P ,u £+ 1,Cr son no negativas.
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3.2 AnaAalisis del Modelo Humoral

Asi como en el capitulo 2, analizaremos la estabilidad de los puntos de equi-
librio del sistema. Hay que tomnar en cuenta que algunos de los Teoremas
mencionados en el capitulo anterior no pueden ser aplicados a un sistema
de 3 ecuaciones, por lo que el andlisis de estabilidad de dichos puntos sera
solamente local.

Resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones encontremos los puntos de
equilibrio

Ar —u,R—~FR = 0, (3.6)
aC’nR - /chca = 01

pCa — psF —nyRF = 0.
Despejando a R de la primera ‘ecuacién obtenemos

(3.7)? -

' Sustituyendo y’
(3.8)
. Sustltuyendo 37 y 3 8.en L ter‘ : éhébntrétm'os la siguiente

ecuacwn de segundo gra

satisfacer-las ecuamo

cién’cuadritica 3.9.
,Observemos que T

CrA, < 0,
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(apC ALY, apCLA,
(‘L"—.r' ﬂ-‘f= (uc#f'Y) L——
HfHeltr: ; Mg e /.l.,-
S L _ az 202A2
TR fMeHE o .

“por lo tanto existe una tinica raiz -

La otra. raiz de la ecuamon 3.9‘es sxempre negatlva. por lo que no tlene 1nter&s
biolégico. : ST
De las ecuaciones 3 7 y 3 8 podemos encont
y C;, es decu:

k:las cotas superiores para R*

A o e
R" = ——— = R" <, ' 3.10
Hr +F Br ( )
c: = aCrA, =C < aC’nAr_
pe(ptr + vF)  HeHr

Con lo anterior de hecho, hemos demostrado el sigﬁiénter-i‘edrérna‘

Teorema de la Region Biolégica S

- El Sistema 8.5 contiene un punto de eqzhbrzo'
region de interés bioldgico A
Eq—{(R,C.,,F)IOSRsp—',osa;sﬁ——

,.

*,C3,F*) enla*

= u'f,ur;tc'

Para analizar la estabilidad de los puntos de equilibrio ana.hzaremos el
polinomio caracteristico asociado al sistema 3.5, p(A) = det(A—AI), donde A
es la matriz de derivadas o matriz Jacobiana del sistema 3.5 e I es la matriz
identidad " s

— U —yF — A —~vR
p(A) = det(A — AI) = det aC, 5y | 0 ’
- F P mpr—mYR— A




resolviendo

p(A) = A+ (uc +4l-4 :
+lprps -+ nYR- R+
+pe(ptr + 'rF + uf‘ +: n'vR)]
+pc(ptepts + 7R + 'rufF) + ap'yC',.

(3.11)

Para determinar la estabilidad del- punto de ethbrlo usaremos el si-
guiente criterio: S VA

Criterio de Routh-Hurwitz[11]1.
Considere la ecuacidén caracteristica

real A de nxn, donde I
tienen todos parte real

Observemos que para el caso de un sxstema. de‘3><3 el criterio se reduce’
a probar que A > OB > OC > 0 Y AB >“C' donde AB y C son los

A = #=+ur+#f+'7F+7rvR> 0
B = pepr+ MY R+ YRi F + pepty + peYF + popis + ponyR > 0,
CC = peprpgt #cner + pevps F + apyCoR > 0.

‘La demostracxon del Criterio se realiza en el Apéndice A
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Solo falta probar que AB > C; al multiplicar el primer término de A4, p., por
B, obtenemos

Helirlif + PVl R + pevps F,
con lo que se cancelan los 3 primeros términos de C. Para el iltimo término
apyCr R, despejando C,, de la segunda ecuacién del sistema 3.6, obtenemos

_ #Ca
Cp = B (3.12)
despejando ahora Ca de la tercera ecuacién del sistema 3.6, obtenemos
F
 Ca— M‘%’ﬁ_ (3.13)

de donde sustituyendo 3.12 y 3.13 en el 1ltimo término de C, obtenemos
apYCaR = popyvF + pe1v’RF

el cual se cancela al multiplicar el tercer término de A, py, y el quinto
término 7y R, por el quinto término de B, p.vF respectivarnente. Quedando
asi probada la desigualdad AB > C.

Con lo anterior hemos demostrado que se cumple el Criterio de Routh-
Hurwitz, por lo que sabemos que las raices del polinomio caracteristico 3.11
tienen parte real negativa y, de acuerdo a los Teoremas del capitulo 2.2,
sabemos entonces que el punto de equilibrio (R*,CZ, F*) del Sistema 3.5 es
localmente asintéticamente estable dentro de la regidn de interés biolégico.

3.3 Simulacién Numérica del Modelo

En ésta seccién analizamos numéricamente al Sistema 3.5, es decir, dare-
mos valores a las constantes que determinan al modelo, estos valores son
determinados de acuerdo con la experiencia de inmundlogos y médicos.

Supongamos que el nimero de células del rifién se reproduce a una tasa
constante de 0.8 células R/mm? cada hora, como las células del rifién actidan
como invasores en el cuerpo supongamos por tanto que su inhibidor natural
estd poco activado, es decir, u, = 0.03 células R/mm? cada hora, y supong-
amos también que la probabilidad que al ocurrir un encuentro de un antigeno
con un anticuerpo éste sea neutralizado es v = 0.5.
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Dado que al darse el encuentro de las células del rifién con las células B,
éstas se activan para producir los anticuerpos especificos suponemos que el
nimero de células activadas C, se reproduce a una tasa de a = 0.8 células
C,/mm3 cada hora, y por la misma razén que las células del rifién el inhibidor
natural de las células activadas serd p. = 0.03 células C,/mm3 cada hora,
supongamos que el niimero de células no activadas que contienen anticuerpos
con cierta especificidad contra antlgenos R es una proporcién constante C), =
0.5 células C,,/mm3 cada hora.

Como la especifidad de los anticuerpos se mejora en el tiempo a partir de
la generacién de éstos por la cascada celular, supongamos que el nimero de
anticuerpos se reproduce a una tasa constante p = 0.5 anticuerpos F/mm?3
cada hora, los cuales cuentan con un inhibidor natural gy = 0.03 anticuerpos
F/mm?3 cada hora, y que el nifimero de anticuerpos necesarios para neutralizar
a un antigeno es 7 = 0.03 anticuerpos.

De acuerdo con los valores anteriores el modelo para la respuesta hurmoral
del sistema inmune seré:

3¢ = 08— 003R—05FR (3.14)
4% _ '(0.8)(0.5)R — 0.03C,
dt
o E‘Z—f = 0. 5Ca — 0. 03F (0.03)(0 5)RF

: '-‘P == {celulas R/mma, células C’a/mm ) celulas F/mm3} del Sistema 3.14

e ;. obtenemos S
P = {R-= - _0. 104689, F = —15. 3433 C. 0 72410},
P o= { 110016 F = 14.4833, C’" 916801},

observemos que el u1_1_t’oAP1 no se encuentra en la. reglon de’interés biolégico
por lo que solament : allza.remos al Sistema 3.14 alrededor del punto P, de
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acuerdo a lo visto en la seccidn anterior, este punto es localmente asintdticamente
estable, es decir, para pequefias variaciones en una vecindad de este punto el
sistema permaneceri estable alrededor del punto Ps.

2.2
2
1.8
1.6
1.4
R 1.2
1
08
0.6
0.4
0.2

i] 10 20 , 30 40 50
Figura 3.1 - Curva temporal de R

"En las Figuras 3.1, 3.2 y 3.3 se muestran las curvas temporales de los
. antigenos R, células activas C, y los anticuerpos F respectivamente, a dis-
tintas condiciones iniciales. Como puede observarse en las mismas, en este
ejemplo hipotético, el sistema se encuentra en el punto de equilibrio donde
se rechaza el transplante alrededor de las 170 horas, es decir, los primeros 7
dias, lo que corresponde a un rechazo agudo (ver seccién 1.3.2).
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200 40 60 80, 100 120 140 160
Figura 3.2 - Curva tempora de C,
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20 . 40 60 80, 100 120 140 160
Figllfa 3.3 - Curva temporal de F'

En la Figura 3.4 se muestra el comportamiento de la solucién del Sistema
3.5, con distintas condiciones iniciales.
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Figura 3.4 - Soluciones del sistema con distintas condiciones iniciales.

Dado que todas las soluciones de las simulaciones numéricas del sistema
3.5 con condiciones iniciales dentro y fuera de la regién Fg tienden al punto
de equilibrio P, podemos sugerir entonces que la estabilidad del punto P,
no es solo local sino global, es decir, para cualquier condicién inicial positiva
del sistema, la solucién de este tenderd en el tiempo al punto de equilibrio .
Ps.

Observemos que un inmunosupresor que actiie sobre el inhibidor natural
I, haciendo que éste aurmente ocasionard que disminuyan las células acti-
vas C,, teniendo come consecuencia que disminuya la generacién de anti-
cuerpos especificos F, por tanto la respuesta humoral serd de menor efecto.
Andlogamente, inmunosupresores que actiien sobre la tasa de generacién de
células activadas « haciendo que ésta disminuya, ocasionaria que disminuya
la produccién de anticuerpos especfﬁcos capaces de neutralizar a las células
R, provocando también que la respuesta humoral sea de menor efecto, no
rechazando asf el transplante.
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Capitulo 4

Conclusion General

En ésta seccién ampliamos las conclusiones biolSgicas de los resultados de los
modelos desarrollados en los capitulos 2 ¥y 3. Recordemos que la condicién
umbral para que exista rechazo en el modelo citotéxico del capitulo 2 es
Co = %#Llf > 1. Como vimos en dicho capltulo, al disminuir k£ por medio de
inmunosupresores se logra hacer que Cp < 1. Observemos también que una
terapia inmunosupresora que actiie sobre el inhibidor natural gz, de forma
tal que éste aumente da lugar al mismo resultado; ademds al aumentar u,
la proporcién de células del rifién 1,:‘- aumenta y dado que Cp < 1, por la
proposicién del capftulo 2, solo existe el punto de equilibrio P;, es decir, el
estado ”sano”.

Por tanto, una terapia conbinada de inmunosupresores que actue sobre
k, la constante de proporcionalidad de generacién de células T, a partir del
encuentro de éstas con los antigenos R, y sobre g, el inhibidor natural de
las células T, haciendo que k disminuya y aumente g, da lugar a un efecto
multiplicativo logrando hacer que la condicién umbral Cp disminuya hacia
un valor menor a uno con mayor rapidez y como consecuencia, todas las
soluciones del sistema tiendan al estado "sano”. De acuerdo a la seccién
1.3.3 y 1.3.4 un inmunosupresor que tenga el efecto de aumentar p podria
ser la Azatioprina ya que éste aumentaria la muerte de células especificas T¢,
mientras que el efecto de aumentar & podrla ser dado por los corticosteroides
ya que éstos disminuyen la aloinmunidad mediada por células ocacionando
que a partir del encuentro de los antigenos R con las células T, la generacion
de éstas sea menor; mismo efecto tendra el pretratamiento para el donador
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por medio de los inxnuénosiipréﬁor&s Ciclosporina. A y Prostaglandinas.
Recordemos que en el capitulo 3 se obtuvo que el punto de equilibrio del
modelo humoral satisface las desigualdades

o< RS &10S CaS aanr,OS F< apC’,,A,
e Hebr Helrily

de las cuales se concluye que al aumentar y. o disminuir e, disminuye la ge-
neracién de anticuerpos F, provocando asi una respuesta humoral de menor
efecto. Observemos que una terapia combinada de inmunosupresores que oca-
sione estos efectos obtendrd, un resultado multiplicativo en la disminucién de
los anticuerpos especificos F. Anilogamente, inmunosupresores que provo-
quen la disminucién de la cascada celular de las células B y por tanto la tasa
de reproducién p de los anticuerpos al igual que un aumento en el inhibidor
natural ur, dardn lugar al mismo resultado en el tipo de respuesta humoral.
De acuerdo a la seccién 1.3.3 y 1.3.4, la Azatioprina funciona como inmuno-
supresor que actia sobre el inhibidor natural u. haciendo que éste aumente,
mientras que los corticosteroides provocan la disminucién de «, la tasa de
generacién de las células no activadas C, en activadas a partir del encuentro
de éstas con los antfgenos R; este inmunosupresor no es tan efectivo en la re-
spuesta humoral como lo es en la respuesta citotéxica debido a que disminuye
la aloinmunidad mediada por células.

De acuerdo a lo visto en la seccién 1.3.2, la respuesta humoral interviene
principalmente en el rechazo crénico y en menor grado en el rechazo agudo,
mientras que la respuesta citotSxica interviene en el rechazo hiperagudo y en
el agudo, por tanto una terapia inmunosupresora que logre controlar eficas-
mente la respuesta citotdxica evitando el rechazo agudo tendra como resul-
tado un mayor tiempo en la supervivencia del transplante.

Ademas de los hipotéticos ejemplos, podrfan realizarse conjuntamente con
médicos ciertos experimento clinicos que ayudaran a estimar los pardmetros
utilizados en los modelos asi como la aplicacién de los inmunosupresores,
obteniendo asi una mayor aplicacién de los modelos mencionados en este
trabajo. g




Apéndice A

Teorema 1. Estabilidad de un sistema lineal

Sea A una matriz de nx n y sea

= Az (A.1)

un sistema lineal de ecuaciones diferenciales.

(a) Toda solucién z = ¢(t) de (A.1) es asintéticamente estable si todos los
valores caracteristicos de A tienen parte real negativa.

(b) Toda solucién = = (t) de (A.1) es inestable si al menos un valor carac-
teristico de A tiene parte real positiva.

(¢) Supédngase que todos los valores caracteristicos de A tienen parte real < 0
Yy A1 = {01, ..., \; = i0; tienen parte real igual a cero. Supéngase ademads que
Aj =1i0; tlene multiplicidad k;. Eso significa que el pohnormo ca.rax.:temstlco
de A se puede factorizar como

solucién x = (¢) de (A.1) es establ ;
linealmente 1ndepend,1entes pa.ra ca.d

'z,b(t) = eAt(0). Sea ¢;j (t) el: elemento ij-de:la matnz e““,. y sean %2, ...y2
las component&s de 1,/)(0) Entonces la. componente ide 'z,b(t) es
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Ui(t) = pa (Y + oo + in ()R = D 615 (%]

J=1

Por hipétesis supongamos que todos los valores caracteristicos de la matriz
A tienen parte real negativa. Sea —c; la mayor de las partes reales de los
valores caracteristicos de A. Sabemos que para cualquier mimero —¢, con
—ay < —a < 0, puede encontrarse un nimero K tal que |¢;;(t)] < Ke™2¢,
t > 0 (la demostracién de éste resultado se hace al final de este inciso).

De modo que

(i) < ZKe"‘" |¢°l = Ke—acz I"»bo

_1—1

para un par de constantes posn:lvas K y e Com |'¢v§’| l|z/)(0)|| Por lo

Demostracmn s
Cada coordenada en la solucxon xz(t) del problema de valores iniciales A.1
es una combinacién lineal de ﬁ;nc;on&s de la forma

" tke%t cos bt,
tke®t sin bt
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si todos los valores propios de A tienen parte real negativa, entonces puede
verse que existen constantes positivas a, m, My y k = 0O tales que

m[t|* e |zo] < |eMzo| < Ma(1 + [t]F)e* |zo]

para toda teR y zoeR™. Pero la funcién (1 + [t|¥)e~(@—9)¢ esta acotada
para 0 <'c <‘a y por tanto para este intervalo existe una constante positiva
’M tal que pa.ra todo zoeR™ y teR

m |tk e7% |zo] < |eM'wo| < Me™* |zo] .

b) Sea ‘A un valor caracteristico de la matriz A con parte real positiva
y sea v un vector caracteristico de A con valor caracteristico A. Entonces
1 (t) = ce*v es una solucién de &’ = Az para cualquier constante c. Si A es
real, entonces v también lo es y || (¢)|| = |c| €* ||v|]. Puede verse que ||2(2)||
tiende a infinito cuando ¢ tiende a infinito, para cualquier ¢ # 0. Por lo tanto
z(t) = 0 es inestable.

Si A = «a + Bi es complejo, entonces v = v! + iv2 también lo es. En tal
caso

+stenﬁt) (v* + iv?)

e 1 )
o ﬂt —v sen,Bt) + i(o? senﬂt + Y

2 cos ,Bt)]

COmpleJOS de = A:z:. Por lo ta.nto e 5

- “es una solucién con’valor

ce"‘('u cos ,Bt —v senﬁt)

es una. soluc16n con valores rea.l&s de z' = A:z:, para. cualqmer constante c.
- Como . |[$!(2)|| no estd acotada . cua.ndo t ‘tiendeta’infinito si ¢ y al menos
“uno de los vectores caractenstlcos 'u1 y v? .es d1ferente ‘de cero. Por lo tanto
...z(t) = 0 es inestable. Pt S :

c) Si la matriz A tiene k; vectores ca.ra.ctenstlcos lmela.mente independi-
entes para cada valor caracteristico Aj = io0; de multiplicidad kj;, entonces
puede encontrarse una constante X tal que |(eAt);; | € K (la demostracién de
este resultado es andloga al del inciso (a) ). Entonces ||¢¥(¢)]|] < nK [|¢(0)||
para toda solucién 3 (t) de '’ = Az. Por la demostracién de (a), entonces
z(t) = O es estable.
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Por otro lado, si A tiene menos de k; vectores ca.ractenstlcos linealmente
independientes con valor ca.ra.ctenstlco A; = za’,, entonces '’ = Az tiene
soluciones de la forma

(t) = ce'®st [u + t(A — i;f,-z)u]

donde (A — io;I)v # 0. Sio; = 0, entonces ¥(t) = ¢(v + tAv) toma valores
reales y ||¥(¢)|lno estd acotada cuando t tiende a infinito, para cualquier
¢ # 0. Analogamente, tanto la parte real como la imaginaria de ¥ (t) no estan
acotadas en magnitud para ¥(0) # O arbitrariamente pequeifio, si o; # 0. Por
lo tanto, la solucién de equilibrio xz(¢) = 0 es inestable.

Si todos los valores caracteristicos de A tienen parte real negativa, entonces
toda solucién z(t) de * = Ax tiende a cero cuando t tiende a infinito.
Esto se sigue inmediatamente de la estimacién ||z(¢)|| < Ke~*t||x(0)||, de
la demostracién del inciso (a). Por lo tanto, no sélo es estable la solucién de
equilibrio z(¢t) = 0, sino que toda solucién ¥(t)tiende a ella cuando t tiende
a infinito, por lo que es asintéticamente estable.

Teorema 2. AproXimacién lineal de un sistema de ecuaciones

Sea z = o + y una. perturbacmn del estado de ethbno zo del sistema
no lineal

SRUIIAT (A-w_,I)v se le conoce como el método para genera.r vectores caracteristicos para un
; exgenespacno deﬁcxente i
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Al sistema d
7Y = DF(z0)y

se le llama el sistema linealizado del sistema no lineal alrededor del punto
ﬁjO Zg.

Demostracién
Sea £ = xy + y entonces y = x — xo

dx

ar = F(x)

Desarrolando a F'(zx) en sene de Taylor alrededor de xo ¥ hac1endo el cambio
de variable . : .

F(xo) + DF(IEQ)(ZZ} —_ .’L‘Q) +

’0 + DF(-’L‘o)y + Ollyll"’
El sistemna- © -

‘es el smterna lmea.hzado Observemos que y(t) = 0 es solucxon del sxstema.,
porloque : : EEEE S o :

entonc&s, xg es soluc1on del sxstema no hn a

Teorema 3. (Establhdad de un s1stema no hneal)
Sea = : ' T :

! ——Aa:-i-f(:c) AN (A9)
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dénde A es una matriz real y f continua para |z| — 0, y f(z) = o (Jz|)
entonces:

1. Si todas las raices caracteristicas tienen parte real negativa entonces la
solucién cero del sistema linealizado por desarrollo de Taylor es asintéticamente
estable, de donde, la solucién de equilibrio zg del sistema no lineal es local-
mente asintSticamente estable.

2. Si al menos una raiz caracteristica de A tiene parte real positiva
entonces la solucién cero del sistema linealizado es inestable de donde la
solucién zo del sistema lineal es también inestable.

Demostracién
Demostracion de 1

El hecho de que las raices caracteristicas de A tengan parte real negativa
asegura que la solucidn trivial del sistema lineal 3y’ = Ay es asintéticamente
estable.

Sea ¢(t) solucién de A.2, entonces (t) estd dada por

o+ / ’

so(t) = et ,‘f""’"f(cp(s))ds (A.3)

como la pa.rte rea.l ’ ‘de Aes negatlva entonces por
el inciso (a.) del Teorem

que L

e ' (A.4)
puc (A3) y (Ad)

) £ (p(s))] ds

Por ser f continua p

par S0 existe § tal que
|f(@)| < e lz]/K para|a '



Entohc&s, ;hient.ras l(p(t)l 5 6, y por el desarrollo anterior se sigue que
el < Kfl«é(o)"l e+ K [ e | f(p()]ds

lo que implica ‘ : ;

f&k@néxme+K/¥"uw@n@

-

porvlo que .

(A 5)

,‘vao

et (1) < KI<P(0)| +e

"Lema (la demostracién del Lema se rahz‘ N »
Sean &, 9, x funciones reales contlnu <t <b. Sea. X(t) >0
en I, y para tel SRR L

£(t) < v,ze(t) +‘

entonces s
6B < B(e) + /

para toda ¢t que pertenence a I
Luego aplicando este Lema. a.
K |(0)|, se tiene que 7

- eve) =

et o) <




—.de dondé R
lo(®)| < K |¢(0)] e= @ (t=0) (A-6):

Si escogemos ¢ tal que £ < o, entonces (A.6) implica que ()| < K [¢(0)]. '

Entonces, si [¢(0)]| < ]‘%, se sigue que (A.6) es vélida para toda t > 0, es
decir, que la solucién cero es asintéticamente estable, lo que completa la’
prueba del inciso (1) del Teorema. '
Demostraciéon del Lema
Sea .
o®) < w(®) + [ x()pls)ds

por demostrar

o®) v + [ X8 e [ x(wduas

Sea :
R
 entonces S .
LR = x(9)e(s) < x(O%(E) + XORE)

ciespeja)’ndd FL
e <xwe  an




) ya. que R(a) =0, despeJa.ndo ahora. a.

R < elixtos / x(s)‘t,b(s)e 1 e

IA

de donde obtenemos

(A.10)

Demostracién de 2.

Para demostrarlo sea =z = Py una t;ransformacién, con P una matriz
constante, entonces !

de donde

Py = A(Py)+ f(Py)
' - P"IAPy + P“f(Py)

‘ "donde B —
“de la. forma.
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f B, O
: B = 0 B ) (A.12)
donde B; es una matriz de kx k con todos sus valores caracteristicos te-
niendo la parte real positiva, mientras que B; es una matriz con sus valores
caracteristicos con parte real no positiva.

Aquellos elementos fuera de la diagonal principal que no sean cero, pueden
suponerse que son vy > 0, donde v puede hacerse un nimero positivo tan
pequeiio como se quiera de acuerdo a como se escoge P. Mientras que y
que corresponda a z reales puede ser complejo, Py serd real. Entonces la
siguiente ecuacién queda definida

g(y) = P71 f(Py)

Sea ¢ la solucién de (A.11) con componentes ¢;, definamos

k
R? = Z lo:|?

i=1

e
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de (A:13) obtenemos que

FE -2 > [(Re() —€) |so, ]

i=1

Tomemos € < %, entonces o

lo cual se sale del dom.lmo deﬁmdo, contrad.101endo ||(p|| < 17
Por lo tanto, la soluclon cero es inestable..
Teorema 6. (Soluc1ones Periddicas, genera.hzac1 "I’Cfiterio de Dulac-
Bendixon) - RN '
Sean P y @ funciones continuamente difefénéiaﬁl n 1 reglon simple-
: 1) cor ente diferenciable,

no cambie de signo en D, entonces el 51ste 8 ntiene érbitas cerradas
en D. g
Demostracién -
Supongamos que ' : z = z(¢) T, es una érbita cerrada del
sistema 2.8 contenida en D 81 S denota el mtenor de T, aplicando el Teorema
de Green se sigue que :




/ (dt dt o dt dt

lo cual es una contradaccxon, ya que si V f no es idénticamente cero y no
cambia de signo en S, entonces por continuidad, la doble integral es siempre
positiva o negativa.

Criterio de Routh - Hurwitz
Considérese la ecuacién

f(x) = po + p1& + p2z® + - - - + ppz™ =0 (A.16)

Todas las raices de la ecuacién (A.16) tienen parte real negativa \inicamente
si los n determinantes '

pip O
P2 P1se s

Dy = psDp= BP0 Dy =
: 5 . PaP3

p3 ;,Pz :



tiene raices con parte real negativa. Suponiendo que el criterio sea vilida
para ecuaciones de grado n — 1, vamos a demostrar que continmia siendo
cierto para ecuaciones de grado n. Seguiremos un método simple y elegante
de 1. Schur.

Puede establecerse sin reparos la siguniente proposicién:

Si todas. las raices de f(x) tienen parte real negativa y & es un ndémero
complejo, serd

£ > |f(—&)] si RE>0, (A.17)
IfEN = |f(=8)| siRE=0,
17 < If(=&)I si RE<O.

Consideremos la descomposmxon fac ona.l de f (:z:)

> z,+5i§rrﬁ: ",a-s =y =15, v <0;6>0
Ié - arl = (a = %)2 + (b - «s )2 ; |e a,| = (a+7)%+ (b+6,)2,

I—/Z—ari —(a+~rr)2+(b+«5)2 |—§—_as| (a+~rr)2+(b—6)2-

- ";Pero U SR
‘ (a_’Yr)2>(a+’Yr) :

: segun s_ea. as 0.:.

66



En consecuencia - : S o g
(¢ — a,)’(g‘k_ o)l E 1(—€ — or)(—€ — o) (‘A.‘;Q) o
yaQueesREzO. S k

Las desigualdades (A. 17) se deducen facilmente de (A 18) y (A 19)
Si hacemos

¥ =propr + W(Plpg — poP3)x + popsz’ + w(p1pa — PoI{s);Bg + e ,(A-20) :
es fédcil comprobar que . »

o (1= ) +m] £ [po ‘<1—‘,‘_f""’"f”>"f"‘ “”'T‘_

Ir

:c'l,bj=

;7@:>:0 'y sea z un nimero complejo

acotadas si @ estd eacotado, 'p <
como es ficil comprobar, es: de ‘las rec1proca.s de sus raices
satisfacen a la ecuacién .

cuyos coeficientes estan
tan pequeno como sea necesa.no,de
sea '

),-7o. puede tomarse positivo y
do 'que para. todas las raices de ¢ =0




e :z:por .(—"-a:), tenemos

w
R— < 1.
T
Entonces, las partes reales de todas las raices de ¢ = 0 serdn negativas si las

partes reales de las raices de f(x) = O son negativas. Porque, suponiendo
que para alguna raiz £ de ¢y =0

RE > 0.
Entonces, segiin (A.21)

A(E)f(E) B(E)f( £,
y segiin (A.22) . :
TEmEE el

Spor.ser i

-En consecuencia: .. -

o B@l, |
(&)I iae! 1F(— E)l <.If( £)I,, :

mlﬁo cua.l "‘eS'i;'_r:ip ”xble smndo R§ >0.

: zw(m)

—A@V@5
=Y(—z) = B(—2)f (=)
resolviendo para f (:z:) '

_zA(-) L sB@ .
1) = A A=) - BB Y~ A@ACD) - BB A

,A'(—'z)f(—m>,
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Pero U
A(z)A(—x) .
Yy entonces

4popre £ () —f-'r (@) Y(—2 (A.22)
Supongamos ahora que § # 0 es ] ‘v que-RE > 0.
Se desprende de (A.22) que SO
(A.23)

Haciendo £ = a + bi, tene'k'”"
A(=€) -
Bg)

) +p1w] +i)0b2w 3
pr]2 + pb*=?,

R e e e IA( E)l > IB(E)l
. Entoncés,»d“e"(A.23)’”_ .
S |B(§)|

(&) = TA(=2)| l¢( )| < (- §)I,

. y ésto es imposible siendo R = 0, porque todas las ralcos de ¥ = 0, por
hipdétesis, tienen parte real negativa.

En correspondencia con los determxnanteﬂ Dl,Dz, ... para la ecuacién
3 = 0 tenemos los determinantes S :

Ay = w(pi1p2 — pops)

2 = SR ;
W(P1P4 Pops)

W(P1P2 Pops)"fv“ op1- 0
A3z =  @(p1pa — Pop5) Pops . w(p1p2 — Pops)
- w(pivs — Pop-r) - Pops . @(p1pa — Pops)

ESTA TESIS NO SALR
DE LA BIBELIOTE A



Ahora bien,

A, = wDa,,: . R ‘
' ' L P 0 .- 0
A, = (p1p2 — Popa) P =w SRS ‘
2 Po (p1p4 = pops) o P0P1 p3 (P12 —Pop3) p1

. ps’ (P1pa—Pops) Pz -

Por lo tanto, suponiendo que el criterio va.lga para. ecuaciones de grado n— 1
la ecuacién 9 = 0 tendra todas las raices: con pa.rte real negativa y entonces
por lo anterior también para f(x) = 0. =

Las condiciones

D; >0; D; > 0',; ’..'. 3 D, >0,

son también necesarias. Porque si f(z) = O tiene todas las raices con parte
real negativa, el polinomio f(z) consta de factores lineales z+a con a positivo
y factores cuadrdticos £2+28x 4y con B y v positivos. Por lo tanto, todos los
coeficientes de f(x) son del mismo signo, y suponiendo que pg > 0, tendremos
también D; = p; > 0. Teniendo la ecuacién 1 = 0 todas las raices con parte
real negativa, por lo anterior, es necesaro que

‘A1>0;A2>0; SN ;An_1>0,
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por hipétesis; en consecuencia también

D;>0;D3>0

Entonces: L s ‘
Dy, >0;D2>0; 05y D> 0,

si todas las raices de f(z) = O tienen parte real negativa, supuesto pp > O.
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