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Introduccion

Introduccioén

Una de las materias de mayor indice de reprobacion ianto a nivel medio
superior como superior es Calculo Diferencial, debido entre otras causas a que los
cursos se desarrollan bajo un enfogue operativo, dejando de lado el aspecto
conceptual y de aplicacion. En este campo se deben realizar aplicaciones de fa -
derivada a problemas de optimizacion y con frecuencia el profesor agota el fiempo
del programa en el uso de reglas de derivacion, quedandose asi truncade unc de

ios temas mas importantes del curso.

E| propdsito de este trabajo es contribuir en el procese de
Ensefianza-Aprendizaje en esta materia y que el estudiante adquiera un
conocimiento mejor integrado tanto en el aspecto procesal como en &l conceptual,
teniéndose asi la posibilidad de disminuir e nivel de reprobacién,

El trabajo de esta investigacidn se inicia con el planieamiento de un
problema como proyecto de accion practica que nos permitira tender los puentes
cognitivos entre ios esquemas que el estudiante posee, para abordar problemas
de aspecto conceptual a través de la simulacién y la manipulacion practica sobre
un problema de aplicacién de la derivada en el tema de Maximos y Minimos. Para
realizar y facilitar lo anterior se utiizaran diversos recursos como fijeras, papel,
regla y diversos programas (software} de Geometria Dinamica, implementados en

una computadora.

Se revisaron varios libros de texto de Calculo Diferencial y se hizo una
seleccion de problemas de optimizacion de los cuales se escogié uno de volumen,
el cual se plantea en la pagina 2. Por otro lado cuando se dieron los primeros
pasos en su desarrolic se presentaron fuertes obstaculos epistemoidgicos
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{dificultad que tuvieron los alumnos para percibir la variacion de volumen) sobre el
concepto de variacion que subyace al de volumen del cual los estudiantes no lo

percibieron, ante esto se hizo una reflexion planteando la siguiente pregunta:

¢ Qué sentido tiene para los estudiantes buscar los puntos maximos y
minimos de un problema donde la variable {variacidn de volumen) que se

quiere optimizar no cambia?

Ante esta pregunta, este trabajo de tesis se enfocd a la basqueda de estos
obstaculos a través de la experimentacion en el aula, con el propésitc de que
éstos sean tomados en cuenta en la implementacion didactica de los futuros

CUrsos.

En seguida se hace una breve descripcidn de los capitulos que conforman

este trabajo de investigacion.

En el capitulo | se justifica el problema de investigacidén, del porqué se
enfocd dnicamente en el concepto de variacion, se plantea el problema, la
hipétesis, las . variables del probiema, los instrumentos de medicion, las
delimitaciones de investigacion, la justificacion y ia clasificacién de la investigacion
educativa segin Kline (1980, pp. I-20 - 1-31).

En el capitulo |l se estabiece la importancia gque tienen los conceptos de
variacion y forma como elementos fundamentales de las. matematicas; se
menciona el informe de “Science All Americans” de a Asociacién Americana para
el Avance de la Ciencia, donde sugiere que los estudianies deberian ser sensibles
al menos a las siguienies clases de relaciones enfre variables: variacion directa e
inversa, variacion acelerada, variacion convergente, variacién ciclica y variacion
escalonada. También se menciona el estudio de la forma, tema que tiene un papel
importante en uno de los obstacuios epistemolégicos del concepto de variacion en
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este trabajo de investigacion. Ademas, se ubica el concepto de variacion en el
programa de matematicas | del Plan de estudios Actualizado (PEA) del Colegio de
Ciencias y Humanidades, asi como la descripcién de un ambiente computacional
para la simutacién del problema en la computadora teniende como soporte el
programa de Geometria Dinamica (Sketchpad).

E! capituto |l se refiere al marco concepiual, el cual se desarrolla en tres
paries:

« La psicologia, donde se abordan conceptos como el de los esquemas;

» | as operaciones efectivas, donde se menciona la importancia que éstas
tienen segin Piaget {1980), Aebli (1995) y Churchill (1988).

¢ La computadora como herramienta y como un laboratorio, donde se
propone incorporar a ta computadora y/o calcutadora en el auta, con la cual
el alumno podra interactuar con un ambiente computacional, visualizando
en forma simultanea los diversos registros de representacion semidtica
asociados, con el propésito de explorar el concepto de variacién en un

problema de optimizacién.
En el capitulo [V se describe la metodologia y el reporte de investigacion.

En el capitulo V se realizan las conclusiones, los comentarios por parte de
los estudiantes y las sugerencias que se hacen al concluir este trabajo.

Al final se integran dos apéndices y la bibliografia. En los apéndices se
muestran aigunas imagenes documentadas del trabajo desarroliado en las aulas y
en los laboratorios o salas de computaciéon, durante la investigacion y los

cuestionarios apiicados a los estudiantes.
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Capitulo |

Planteamiento del problema de la Investigacion Educativa.

El presente trabajo de investigacién se inicia con ei planteamiento de un
problema de optimizacién en un curso de Calculo Diferencial de nivel medio
superior del CCH UNAM del plantel Naucalpan, en el cual se buscd que fuera
interesante para el estudiante donde los conceptos de maximos y minimos se
pudieran desarrollar mediante actividades gue dieran jugar a las operaciones
concretas (efectivas como las llama Piaget, 1980} dentro del aula y se extendiera
el analisis 2 la simulacién de estas en la computadora con apoyo del programa de
ja geometria dindmica:

El plan de accion inicial que se habia planteadc para su desarrollo se
describe a grandes rasgos en seguida;

a) buscar en los libros de texto de Calcuie Diferencial un problema que
pudiera ser de interés para el estudiante clasificado en el contexto de las
aplicaciones de la Derivada.

b) Disefio de las actividades para el desarrollo de las operacionas concretas

c) Diseno y construccion de un micromundo para la simuiacion de las
operaciones concretas en la computadora con apoyo del programa de la
Geometria Dinamica

d) Ampliacién de las acciones concretas mediante la articulacion de cinco
registro de representacion en la Geometria Dinamica (Duval, R. 1988).

e) Planteamiento de conjeturas respectc a los datos arrojados por las
variables que dan lugar a los punfos mé&ximos y minimos del problema,
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f) Validacién de las conjeturas mediante la aplicacién del Calculo Diferencial

con los criterios de la primera y segunda derivada.

El proposito de la investigacion era determinar la importancia gue ias
operaciones concretas pudieran tener como antecedente en la solucidn de
problemas y observar ia infiuencia en el estudiante de la percepcidén de los
elementos involucrados en el problema de optimizacién, asi como las variables y

sus relaciones.

Sin embargo, al desarroliar el proyecto se presentaron fueries obstacuios
epistermologicos en los estudiantes al realizar las operaciones concretas sobre la
percepcion de la variacidn del volumen del problema planteado, concepto que es
de fundamental importancia y que ie da sentido al problema de optimizacion.

En seguida se& menciona en forma breve como surgic unc de estos

problemas.
Se plantet el siguiente problema:

Determinar las dimensiones de los cuadrades de las esquinas
que se deben de cortar, de una lamina cuadrada de 13 cm de lado,
para construir una caja de base cuadrada sin tapa, que tenga volumen

maximo,

Con el propésito de conocer los conocimientos previos que los alumnos
tienen de los conceptos que subyacen en el problema se realizaron las siguientes
actividades.

Se pidid a un grupo de estudiantes de Caiculo Diferencial que construyeran
cajas de 1 cm, 2 cm, 3cm, 4 cm, 5 cm y 6 cm de aliura.
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A cada uno de los grupos se les dotd del siguiente material:
» Seis cartulinas cuadradas de 13 cm de lado
s Unaregla
o Unas fijeras
+ Cinta adhesiva

e Un cuestionario

Cuando terminaron se les pidié gue contestaran el siguiente cuestionario:

1} ¢ Qué variables consideras que estan inmersas en el problema?

2} ¢ Cudles consideras que son independientes?

3) ¢ Cudles consideras gue son dependientes?
-4} Con relaciéon a todas las cajas construidas ;consideras que varia el
volumen ¢ se mantiene constante? esto es, si se llenaran con agua las

cajas, ¢la cantidad de agua es diferente en cada caja ¢ es la misma?

Para esto, se supone que €l alumno sabe 10 que es una variable, ya que es
unc de los temas que se dan en el primer semestre en matematicas |.

Se hizo un estudio registrado en un video, de comentarios de los
estudiantes durante el desarrollo del problema.

De las respuestas, la que mas nos interesd fue de Ia pregunta 4 donde el
80% de los estudiantes respondieron gue el volumen no variaba dando
diferentes argumentos,

Esta respuesta nos obligé a reflexionar sobre la continuacién del proyecio,
debido a que se guedaba sin fundamento el problema, esto es, no se percibio la
variacion del volumen y nos hicimos la siguiente pregunta ; Qué sentido fiene para
los estudiantes buscar los puntos maximos y minimos de un problema donde ia
variable que se quiere optimizar no cambia?
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Se vaiord esta situacién donde se cuestiond la continuaciéon del proyecto,
esto es, continuar o desarrollar una investigacién donde se contemplara
Gnicamente el concepto de variacion, tomar ia decisién no fue facil porgue si se
consideraba la primera opcidbn sin hacer una reflexidon de la situacion,
consideramos que estdbamos cayendo en el esguema de la ensefianza
fradicional, esto es, exponer un tema y continuar con el siguiente sin llevar a cabo
una exploraciéon y una reflexion que nos permitiera saber si el estudiante habia
comprendido el problema, y si habia sido capaz de; identificar las variables, haber
percibido las relacion entre ‘ellas y hacer la clasificacion en dependientes e

independientes.

:Si se continuaba con la segunda opcién se consideré que el tiempo y el
arduc trabajo que se habia invertido en la construccién de los objetos para la
creacion del micromundoe en la computadcra no serian aprovechados. Sin
embargo, la decisidn gue se tomd fue darle prioridad a la segunda opcion, esto es,
enfocar la investigacion hacia el concepto de variacion en el problema planteado y
continuar con la simulacion con la Geometria Dinamica.

Definicién del problema de Investigacion.

Tomando en cuenta lo anterior, del estudio previo y del enfoqﬁe qgue se
tendria en el seguimiento de este frabajo, se define el problema de investigacion
de la siguiente forma:

Para que los estudiantes integren el concepto de volumen en el contexto de
la solucidén de problemas de optimizacidn, entre otras cosas se requiere, efectuar
un estudio para conocer los problemas epistemologicos que se presentan en los
estudiantes de un curso de Calculo Diferencial al abordar la solucidn de problemas
de optimizacion donde un factor importante es el concepto de variacion.
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Es importante destacar que io que se pretende con la investigaciéon para
fines aplicados es establecer un diagnéstico que nos permitira detectar problemas
concretos, descubrir relaciones entre ellos y jerarquizar los problemas, todo elio
con ! propdsito de contar con elementos que sean de utilidad en el aprendizaje de
ias matematicas.

1. Planteamiento de! problema,
Una vez que se han detectado los elementos fundamentales de la
investigacion, planteamos el problema de trabajo con la siguiente pregunta.

Como perciben los estudiantes el concepto de variacion de
volumen en un problema de opfimizacién en los contextos de las
operacijones concretas (Piaget, 1980) y en la simulacién de éstas en la
Geometria Dinamijca?

.2. Hipotesis de Investigacién.
La hipdtesis gue guiara el presente trabajo de investigacion es la siguients:

Hipotesis:
Los estudiantes no perciben la variacion en el volumen sobre un
problema de méximos y minimos en los contextos de las operaciones

concretas y la simulacién de estas con la geometria dinamica

Dentro de la tecnologia de ta investigacion la hipotesis anterior se clasifica
como descriptiva por lo que los datos que arrojara la investigacion tendran este
caracter y bajo este enfoque, se identificaron las variabies y los instrumentos de
medicion.

I.3. Variable del probiema de Investigacién,
La variable de! problema es,
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l.a percepcioén de la variacién en el volumen,

Instrumentos de medicidn.
Los instrumentos de medicién que serdn considerados son los siguientes:

e (Cuestionarios » Entrevistas + Videos

I.4. Delimitaciones de| problema de investigacion.

Esta investigacion sera realizada con estudiantes del nivel medic superior y
superior, del CCH Naucalpan y con los de UIICSA IPN que cursen la materia de
Calcuio Diferencial. Habia que recurrir a un registro de representacion que pusiera
en conflicto jos esguemas con los cuales estaban interpretando los estudiantes el
concepto de variacion del problema y asi continuar en la busqueda de los puntos
méaximos y minimos con apoyo del micromundo disefiando en la Geometria
Dinamica,

L5. Justificacién,
La justificacion de la investigacién se realiza tomando en cuenta la siguiente
problematica:

A pesar de que el estudio de las matematicas ocupa uno de ios primeros
Jugares en ia vida escolar de los estudiantes, es en esta asignatura donde se tiene
el mas alto indice de reprobacion e incluso es una fuerte causa de desercion,
llegando a ser asi un obstaculo para gue muchos estudiantes puedan concluir sus
estudios.

Tradicionalmente los porcentajes de reprobacién que se obtienen en un curso
de calculo diferencial son muy altos, esto es palpable en las carreras de ingenieria
de la Universidad Autonorma Metropolitanz Aze. donde se tienen porcentajes de
reprobacidn de hasta 72 % (lnforme de Actividades de la Div. de CBI. 1997,
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UAM-Azc), asi como también en muchas otras instituciones. A este respecto Tall
(1996, pag. 173) menciona citando a Anderson & Loftsgarden (1987) y a Peterson
(1987), “A pesar de que los alumnos se someten a un régimen pesado de
ejercicios de caiculo, el porcentaje de fracasos en este tema oscila entre el 30 % v
50 %",

Un problema muy concreto es el que se tiene en e} dltimo afio del ciclo escolar
de la ensefianza media superior y superior de nuestro pais, donde este problema
se torna crifico y el indice de reprobacion de los alumnos que cursan la materia de
calculo diferencial liegan a ser del 75% al 85% (Verdiguel, A. 1998). Este
problema no sélo tiene repercusion escolar, también afecta el dmbito familiar,
donde ios padres ven frustrados sus anhelos de ver concluir @ sus hijos el ciclo

escolar.

Son muchas las razones que dan lugar a esta problemética entre las cuales
podemos mencionar:

¢ La masificacion en la ensefianza que da lugar a grupos extremadamente
numerosos con lo cual la atencidn personal o asesoria es practicamente
imposible para un docente.

+ bna imparticién de fipo tradicional que fundamentalmente sigue al pie de la
letra algunos de los textos usuales sin ninguna refiexién.

» La improvisacion en la ensefianza. Es decir, el docente carece de cursos de
pedagogia y matematicas actualizadas que lo preparen para ensesfiar.

e La diversidad de profesiones que tienen los profesorés que integran la
pianta docente del area de matematicas.

+ El sentido abstracto de ia materia que sin lugar a dudas son las matemati-
cas en general,

+ Antecedentes para ef curso; digebra, geometria, efc.
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Por otro lado, se tiene una gran preocupacion a escala mundial acerca de la
educacién matematica por el poco éxito que ha tenido la ensefianza de las
matematicas. Esto se refleja en la propuesta educativa de los estandares del
curriculo y evaluacion en matematicas del NCTM (1991a, 1991b y 2000)

Luego, ef uso de la tecnologia de este trabajo de investigacion se
fundamenta en lo siguiente: el vertiginosoc desarrollo de la tecnologia y la
informacién ha influido en todos los aspectos incluyendo el ambito social v
educativo, donde, el crecimiento exponencial en el desamrolio tanto de “hardware”
como de “software” ha afectado la ensefianza, dejando a estos ia realizacién de
muchas de las tareas que frecuentemente un profesor proponia a sus estudiantes.
Por ejemplo: derivar & integrar simbolicamente; realizar graficas sofisticadas de
manera sencilla y rapida; realizar dlgebra simbdlica; aritmética de racionales efc.,
Estas tareas se pueden realizar ahora en programas de computadora, e incluso en
calculadoras, con lo cual la ensefianza tradicional de las matematicas se ve

cuestionada.

Como una repercusion de lo anterior, actualmente en nuestro pais se ha
dado una gran importancia a las reformas de los planes y programas de estudio, vy
al uso de la computadora y a la calculadora como apoyo a la ensefianza e
investigacién educafiva, por lo que se ha otorgadc en los centros escolares
apoyos para ia formacién de iaboratorios de computo (programas de estudio del
CCH UNAM, 1986) Sin embargo muchas veces no se cuerta con un programa de

ios cursos que muestre un uso racional de esta tecnologia.

De esta forma, se considera que la computadora ofrece una gran
oportunidad para reconsiderar, la ensefianza del Calculo a través de un
planteamiento didactico adecuado. Este medio (computadora) permitiria

proporcionar al estudiante lo mismo que al maestro Ia posibilidad de: visualizar los
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concepios fundamentales de la materia, ejercitar mediante la resolucion de
problemas para adquirir el manejo y destreza necesarios, y de esta forma

promover una mejor comprension de los mismos.

I.6. Investigacién Educativa.
Una vez planteado vy justificado el problema de investigacion consideramos
necesario ubicario en un esgquema que la tecnologia educativa tiene ya

contemplado.

Considerando que la investigacién puede definirse como un preceso
sistematico para responder a ‘algunas preguntas. Podemos establecer que la
investigacion educativa €s un proceso sistematico para responder a preguntas
relacionadas con la educacién. Kline (1980, p. 1-10) ha dado una definicién mas
amplia al respecto:

‘Definimos la investigacion y evaluacion educativa como el analisis
sistematico de fendmenos educativos, con el propdsito de describir,
explicar las causas y los efectos de, y/o entender los factores que abarcan o
predicen el acontecimiento de un suceso educativo especifico”

En general los pasos basicos del proceso sistermético son:
1) Formular pregunta(s). Es decir, plantear un probiema.
2) Formuiar hipdtesis u objetivos.

3) Disefiar un estudio.

4) Analizar los resultados.

5) Sacar conciusiones.

Es necesario insistir en la cuestién de un proceso “sistematico” porque asi
es mas probable que se obtengan resultados y se liegue a conclusiones que sean
validas y que puedan duplicarse.




Capitulo | Planteamientc det problema de la Investigacion Educativa

Aunque el proceso de investigacion es sistematico en su concepcion
absfracta y esa concepcion debe guiar al investigador en gran parte de su labor,
esto no quiere decir que el proceso sea siempre formal y que ef investigador no
pueda usar su intuicion. La imaginacion y las corazonadas del investigador tienen
que combinarse con los métodos sistematicos para que sus labores florezcan.

L.7. Tipos de investigacion educativa.
Kiine (1980, pp. -20 - I31) probablemente ha sugeridc uno de ios
esquemas de clasificacién de investigacién educativa mas completos que existe,

de los cuales se presenta un esquema y se describen a continuacion.
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1.8. Clasificacidn segan el propoésito.

El debate sobre la distincion y la importancia relativa de la investigacion
bésica y la investigacion aplicacia ha durado muchos afics. La definicion de la
evaluacion como un tipo de investigacion es mas reciente.

Investigacién Basica. La invesfigacion basica tiene como fin el desarrollo
de la teoria; para ello es necesario descubrir o comprobar generalizaciones y
principios, y a la vez contribuir al crecimiento del conocimiento fundamental. El
desarroilo de ia teoria bbliga al investigador a considerar laé estructuras vy los
procesos fundamentales y a tratar de comprenderios, como la investigacion pura,
ia investigacién fundamental o la investigacion tedrica.

Investigacion Aplicada. La investigacion aplicada, si se realiza fieimente,
tiene muchas de las caracteristicas de ia investigacion basica. Sin embargo, su
propdsito es mas inmediato y se retaciona con el mejoramiento de un proceso o un
producto. Por lo tanto se comprueban ios conceptos iedricos en situaciones
reales. Como ya se menciond, fiene un propésito mas inmediato que la
investigacion basica, pero siempre conlieva la intencion de generalizar los
resultados a otras situaciones. Aunque el propésite principal de la investigacion
aplicada es proporcionar resultados de uiilidad practica para educadores, en vez
de ser el desarrollo de teorias.

investigacion Evaluativa. La investigacion evaluativa (evaluacion
educativa) puede definirse como un fipo de investigacion aplicada. Tiene la misma
funcion de resolver un problema practico, perc se relaciona mas con el
cumplimiento de las metas u objetivos de un programa especifico de educacién.
No se preocupa en obtener resultados que puedan generaiizase. En vez de buscar
conclusiones, la investigacidn evaluativa conduce mas bien a la toma de
decisiones.

11
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Investigacién de Accién. La investigacion de accién es un término que no
se presenta especificamente dentro del esquema de Kline. Puede considerarse
como un tipo de invesfigacion evaluativa que un profesor puede utilizar para
comprobar [a eficacia de su programa y los métodos que emplea dentro de su

propia aula.

1.9, Clasificacion segun el Método.
Existen varias maneras de clasificar los métodos de la investigacion

educativa. El sistema de Kiine es uno de los mas completos.

Investigacidon Histérica. La investigacion historica es un proceso
sistematico para estudiar documentos y otrés fuentes de informacién para respon-
der a preguntas sobre la significacidon del pasado. El estudio de una reforma
educativa en un pais, o ia influencia de un movimiento pedagogico, son ejempios
de la investigacion histérica. La investigacidn histérica puede contribuir a que haya
una comprension de los hallazgos y errores del pasado, y por lo tanto, hasta cierto
punio gue se explique el porqué de una situacion actual y las posibles tendencias

del futuro.

Investigacion de tipo Encuesta. Los cuestionarios y las entrevistas son
los instrumentos principales de la investigacion de tipo encuesta, Sirven para
recabar datos semejantes sobre grupos de individuos. Si el grupo de individuos es
toda una pobiacion, a la encuesta se le denomina censo. No obstante es mas
comin seleccionar una parie de la poblacién, a la cual se le llama muestra. Si la
investigacién de fipo encuesta dura varios afos y si los datos se recogen
periddicamente, es un estudio longitudinal. Si ios datos son recabades sélo una
-vez, éste es un estudio transversal. A veces las encuestas no ofrecen nada mas
que informacion descriptiva, y a veces se usan para averiguar algo sobre la

relacion entre las variables.
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investigacién Experimental. Con la investigacion experimental es posible
inferir posibles relaciones de causa y efecto al comparar los resultados de uno o
mas grupos que hayan recibido un tratamiento especial, con uno o mas grupos de
control que no hayan recibido tal tratamiento. Por ejemplo si aleatoriamente se
seleccionan dos clases y aleatoriamente se asigna una para recibir un curriculum
nuevo de matematica mientras la oira recibe el curriculum fradicional, con
mediciones apropiadas antes y después de recibir los curficula, es posible inferir
algo sobre el efecto causado por el nuevo curricuium. Existen varios niveles de
disefios experimentaleé. Los disefios experimentales proplamente dichos
requieren que se empieen controles rigurosos que son dificiles de lograr fuera de
un jaboratorio, pero que permiten mas seguridad en las inferencias de causa y
efecto.

Investigacion por Indagacion Naturalistica. El estudio de personas en
sus ambientes naturales distingue a la investigacién por indagacion naturalistica,
de otros métodos. La observacién, la enirevista informal y el andlisis de
documentos son las técnicas de la investigacion naturalistica. Un ejiemplo seria un
investigador dentro del aula con el profesor y los alumnos registrando
observaciones sobre el comportamiento.

A continuacion se describen los elementos que intervienen en la investigacion
educativa. ‘

Teniendo en cuenta la clasificacion anterior, el trabajo de investigacion
educativa que se efectuara en el presente frabajo de tesis lo ubicamos por su
propésito en el rubro de Investigacion aplicada y por su método en la

Investigacion de tipo Encuesta.
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Capitulo I

Los conceptos de Variacibn y Forma como elementos
fundamentales de las Matematicas.

Considerando que los concepfos de Variacidn (cambio) y de Forma son
fundamentales en el desarrollo de las matematicas, en seguida se hace una
descripcion breve de estos términos en el contexto histérico.

Nada en el mundo es inmune al cambio. La roca mas dura en el mas seco
de los desierios se dilata o se contrae con el cambio de la luz solar. Los biogues
de acero, estan sujetos a fluctuaciones estacionales en su longitud donde una de
las tantas causas puede ser por la radiacion producida por tas paredes. Todo cre-
ce o se contrae, se calienta o se enfria, cambia de posicion, de color, de composi-
cion e incluso tal vez hasta de lugar. Aunque el proceso de cambio (variacion) es
inevitable y vital para comprender las leyes de la naturaleza, es dificil de analizar.
Por ser continuo no ofrece ningln punto sencillo que la mente pueda aislar y
controfar. Durante siglos desconcerté a los matematicos. Algunos primeros pasos,

ciertamenie, se dieron hacia una matematica del movimiento.

Los griegos 1o hicieron asi cuando se imaginaron las curvas como trazos
realizados por punics en movimiento, y cuando analizaron las lineas curvas, paso
a paso, por medio de ia técnica de dividirlas en segmenfos infinitamente
pequenos. Asi io hizo Descartes cuando pensd en los términos de una ecuacion
como funcidn entre variables y, sobre todo, cuando facilité una posibilidad para
representar figuras graficas de las situaciones y reiaciones fluidas. Pero en su
mayor parte el mundo de las matematicas se pobld de figuras de formas y

14




Capltulo !l - El Concepto de Variacion

nimeros que permanecian absolutamente invariables. Posteriormente, en 1665 y
1668, isaac Newton, de inglaterra, realizd una prodigiosa creacidbn mental,
denominada en la actualidad célculo, que, por primera vez, permitié el analisis

matematico “de todo” movimiento y cambio (Variacion).

En el calculo, Newton combind la técnica de la divisidn en partes pequefias
de los griegos y' el sistema grafico de Descartes para crear un maravilloso y
automatico instrumento mental con &l fin de operar en una ecuacién para llegar a
jos infinitésimos. El céli:ulo probd su efectividad tan rapidamente que en unos
cuantos afcs su creador lo ufilizé para establecer las leyes del movimiento y de la
gravitacidon. Debido a su habilidad en probar, los misterios del movimiento, el
calculo en la actualidad se ha converiido en el nexo principal entre la ciencia
practica y el conjunto de pensamientos matematicos. Todo avidn, todo aparato de
television, todo puente, toda computadora, toda nave espacial le deben parte de

su existencia.

Las distintas clases de cambio que puede analizar el calculo son muy
diversas. Si los factores que comprenden cualquier situaciéon fluida pudieran
ponerse en términos de una ecuacién, entonces el céiculo puede abarcarios y

descubrir las leyes a que obedecen.

Otro tema donde también el concepto de variacion es fundamental es en los
probiemas de tasas de variacion relacionadas. En aplicaciones del mundo real que
implican tasas de variacion relacionadas, las variables tienen una relacion
especifica para valores de t, donde t es una medida de tiempo, en general esta
relacion se expresa mediante una ecuacion, la cual representa un modeio

matematico.

Asi, la lista se haria interminabile si se mencionaran todo los campos de las
ciencias en donde se encuentra el concepto de variacion sea explicito o implicito.
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iL.1. El concepte de variacién en términos del concepto de funcién

Los usos elementales de los nimeros se enfocan en descripciones e
inferencias respecto a hechos cuantitativos, el costo de 5 barras de dulce gue
valen 50 pesos cada una, el area de un campo que mide 50 metros de largo y 30
metros de ancho, o la velocidad promedio de un automévil que recorre 300
kilbmetros en 5 horas. El dominio de los conceptos requeridos en tales tareas es
sin lugar a dudas una empresa central y formidable de las matematicas escolares.
Sin embargo, para que el razonamiento cuantitativo produzca resultados de
mayores alcances que los hechos numéricos llanos es esencial que dicho
razonamiento se encuentre enraizado firmemente tanto en los patrones generales
de los numeros como en los calcuios asociados. El patrén tipico es una refacién
entre dos o mas cantidades variables. Por ejemplo:

+ Conforme transcurre el tiempo, la profundidad det agua de un embalse
formado por la marea aumenta y disminuye siguiendo un patrdn periédico.

« Cuando las tasas bancarias de ahorro aumentan, los intereses devengados
por un depédsito mensual fijo también aumentan.

e Si una coleccion de cuadrados tiene lados 1, 2, 3, 4, 5,..., las areas de los
mismos son 1, 4, 9, 16, 25,...

» Para cualquier rectangulo de base b y altura h, &l perimetro p es 2b + 2h.

Las ideas matematicas claves requeridas para hacer razonamientos acerca
de tales patrones son los conceptos centrales del algebra elemental; variables,
funciones, relaciones, ecuaciones, desigualdades y razones de cambio.
Actualmente en las matematicas escolares los estudianties dedican mucho tiempo
a ftrabajar con variables en la forma de literales para denotar numeros
desconocidos y con ecuaciones o desigualdades que establecen condiciones
sobre dichos nimeros. La instruccion algebraica se enfoca en los procedimienios
formales para transformar expresiones simbolicas y resolver ecuaciones a fin de
encontrar el valor oculio de la variable.
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Pero esas habilidades son tan sélo una reducida parte del potencial ofrecido
por el algebra. En cada uno de los ejemplos anteriores, asi como en muchos otros
problemas similares, el nicleo conceptual de la cuestién es la comprensién de las
relaciones existentes entre varias cantidades cuyos valores varian. La nocidon de
variable gue los estudiantes deben comprender no es simplemente "una letra que
representa un numerc” o "el valor desconocido en una ecuacion”. Debe incluir
asimismo la consideracién de las variables como cantidades mensurables que

cambian cuando las situaciones en ias que ocurren cambian.

En general, las variables no tienen significacion en si mismas sino sblo en
refacién con otras variables. En aplicaciones mas reales del algebra, la farea,
fundamental del razonamiento no es enconfrar un valor de x que satisfaga una
condicion particular, sino analizar la relacion entre x & y "para toda x". La idea
algebraica mas conveniente para considerar las relaciones de este tipo es sl
concepto de variacion en el contexto del concepto de Funcion.

A fin de fomertar la comprension requerida para aplicar el algebra de
manera eficaz, los estudiantes necesitan encontrar y analizar una ampiia variedad
de situaciones estructuradas por relaciones entre variables. Es necesario que
comprendan adecuadamente frases relacionales tales como "y depende de x*, "y
es una funcién de x", “una variacion en x, produce una variacién en y” o "el cambio
en x produce un cambio en y". Seria deseable que desarrollaran un reperiorio de
criterios para caracterizar, por estructura, las relaciones que encuentran y
clasificarias en funciones. Por gjempio, el informe “Science for All Americans” de la
Asociacidn Americana para el Avance de la Ciencia sugiere gue los estudiantes
deberian ser sensibies al menos a las siguientes clases de relaciones entre

variables (ver figuras 1)

» Variacion directa e inversa, cuando una variable se incrementa, la ofra
también se incrementa (o decrementa) en una razén similar.
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+ Variacion acelerada, cuando una variable se incrementa uniformemente,
una segunda variable se incrementa en una razon creciente.

¢ Variacion convergente, cuando una variable se incrementa sin limite, otra
se aproxima a un valor limite.

« Variacion ciclica, cuando una variable se incrementa uniformemente, ia otra
se incrementa y decrementa en cierto ciclo que se repite. Variacion
escalonada, cuando una variable se incrementa, otra cambia a saltos.

T

Variacion Directa Variacién inversa

=

Varacion acelerada Variacion Convergente

18




Capitulo il - El Concepto de Variacion

1

2 4 6

Variacion Ciclica - Variacién escaionada
Figuras 1

.2, Forma.

La forma es un tema vital, creciente y fascinante de las matematicas que
fiene estrechos vinculos con la geometria clasica pero que la rebasa por mucho en
contenido, signiﬁcacién y metodo. Desarrollado adecuadamente, el estudio de la
forma puede constituir un componente central de la educacidn matematica, un
componhente que incida y contribuya no so6lo en las matematicas sino también en
las ciencias y las artes.

La forma es uno de los conceptos esenciales que se expicran en este
trabaio de investigacidn a través de las operaciones efectivas, tanto con

estudiantes del nivel medio superior como del superior.

Pero, como muchos ofros conceptos importantes, "forma” es un término
indefinible. No es posible precisar el significado de "forma", debido en parte a que
siempre se estan descubriendo nuevos tipos de formas. Damos por sentado que
sabemos qué son las formas, mas o menocs: podemos reconocer una forma
cuando la vemos, sea con los ojos o con la imaginacién. Pero sabemos mucho
mas que esio. Sabemos que las formas pueden ser semejantes en ciertos
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aspectos y diferentes en otros. Una peiota de futbol no es una pelota de
basquetbol, pero ambas son superficies cerradas uniformes; un tridngulo no es un
cuadrado, pero ambos son poligonos. Sabemos que las formas pueden poseer
diferentes propiedades: un triangulo hecho con popotes es rigido, pero un
cuadrado hecho con popotes no lo es. Sabemos que las formas pueden cambiar y,
no cbstante, ser en cierto modo tas mismas: mi sombra sera siempre la mia, aun
cuando cambie de tamaiio y contorno a lo largo del dia.

En el estudio de la forma nuestras metas no son muy diferentes de las de
los filosofos griegos de la antigliedad: descubrir las semejanzas y diferencias de
los objetos, analizar los componentes de la forma y reconocer formas en
diferentes representaciones. La clasificacion, el andlisis y la representacion
consfituyen nuestras tres herramientas principates. Desde luego, estas
herramientas guardan una esirecha interrelacion, por to que Ias distinciones entre
ellas son hasta cierto punto artificiales. ¢lLa simetria es una herramienta para
clasificar patrones o una hemamienta para analizarios? De hecho, es ambas
cosas. Sin embargo, resuita conveniente estudiar cada una de estas herramientas
por separado.

Uno de los grandes logros de los matematicos de la antigiedad fue el
descubrimienio de que existen exactamente cinco formas convexas
tridimensionales cuyas superficies se componen de poligonos regulares, con el
mismo numero de poligonos que se cortan en cada vértice. Estas formas son
conocidas como los poliedros reguléres.

I.3. Representacion,

Una herramienta importante en el estudio de la forma es la representacion.
En la vida cotidiana asi como en las ciencias, las matematicas y el arte, no sélo
fratamos con las formas en si mismas, sino también con varios tipos de
representaciones de las formas, modelos, fotografias, dibujos. Las herramientas
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de representacion incluyen la capacidad para comprender modelos a escala; para
icer mapas; para entender las sombras, las secciones y las proyecciones; para
reconstruir formas a partir de sus imagenes; para dibujar con precisioén, y para
usar graficas de computadora. El punto subyacente es el mismo en cada caso,
determinar la relacion entre una forma y su imagen o entre diferentes imagenes de

la misma forma.

1IL.4. Eiestudio de la forma como un tema de laboratorio

El estudio de la fbrma es un tema de laboratorio. Todos los nifios y adultos,
aprendemos acerca de las formas haciéndolas y estudiando modelos. Como reza
un antiguo proverbio: "Escucho y olvido; veo vy recuerdo; hago y aprendo.”

Si queremos construir una forma, un cubo, una casa a escala o un poliedro
estrellado puntiagudo, es necesaric que sepamos recortar y ensamblar piezas de
los tamaiios correctos. Esta es una de las razones por las que la geometria basica
(medicion de anguios, rectas paraielas, etc.) ain es indispensable. Construir
modelos, en este sentido muy concreto, es una de ias mejores maneras de unificar
ia teoria y ia practica (ver figura 2).

La experimentacion manual es esencial. Por ejemplo, cuando hacemos un
cubo con nuestras manos se obtiene un conocimiento mucho més profundo de sus
propiedades métricas, combinatorias y de estabilidad que si nos limitames a
mirarlc. Si en lugar de usar cuadrados de carton hacemos el cubo con popotes de
piastico pegados en bolitas de cera de Campeche o en malvaviscos, el cubo no
sera rigido. Si bien menos elegante, el cubo tambaleante no es un "mal" modelo.
Por el contrario, es dtil porque ensefia algo acérca de la rigidez y la flexibilidad.
También ensefia algo acerca de las formas en las que el cubo puede
transformarse pero sin perder su estructura combinatoria.
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 TESISCON
FALLA DE ORIGEN

FIGURA 2. El eminente geémetra H.S.M. Coxeter (1998} estudiando un modelo.
Coxeter ha dedicado su vida a descubrir los patrones presentes en las formas.

El estudio de la forma es divertido. |.os estudiantes disfrutan trabajar con
formas, como todos io hacemos. En la ensefianza de la forma, particularmente en
un ambiente de taller, no es probable que un profesor se encuentre la faita de
motivacion o la resistencia que en ocasiones surge en los cursos de geometria,
Una manera efeciiva de responder al cuestionamiento del valor educativo de la
exploraciéon de la forma es hacer del laboratorio de formas una casa abierta para
todos, para que aquellos que dudan puedan convertirse involucrandose con los
propios materiales.

El estudio de la forma es abierto. En una época de cambios acelerados, el
estudio de la forma facilita las estrategias de aprendizaje abiertas. Asi como Ia
supercomputadora estda cambiandc los métodos de investigacion, asi las
computadoras ordinarias estan proporcionando imagenes que la mayoria de
nosotros no hubiéramoes podido imaginar hace una década.
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Muchos profesores dicen que el software de computadora ha cambiado por
complefo la manera en que ensefian. Ya no sienten que deben tener fodas las
respuestas; mas bien, se vuelven compafiercs de los estudiantes en la exploracion
de las propiedades de la forma. Estos profesores son muy entusiastas acerca de
su nueva manera de ensefiar. Tanto su entusiasmo como fa nueva "pedagogfa del
comparierismo" pueden esfimularse mediante planes de estudio imaginativos que
planteen la exploracion de la forma a lo largo del plan de esludios completo.
{Steen, 1998)

I.6. El Concepto de Variaciéon en el programa de matematicas | del Plan de
Estudios Actualizado (PEA) del Colegio de Ciencias y Humanidades.
(Programas de estudio, 1996)

En esta seccidn se hace referencia del Concepio de Variacién en el
curriculum escolar. Dicho concepto se encuentra contenido en a Primera Unidad
del curso de Matematicas |, del Plan de Estudios Actualizado del Colegio de
Ciencias y Humanidades (PEA). Semestre en el cual se inicia con un desarrollo de
conocimientos que ira gradualmente ensanchandose en extension y compigjidad,
hasta llegar al qqinto y sexto semestre con los temas del Calculo Diferencial e
integral.

Debido a su importancia, en el estudio de las matematicas dicho concepto
ocupa un importante iugar de la ensefianza en los diferentes niveles escolares, por
tal razdn esta ensefanza se mantiene a lo largo de todo el ciclo del bachilieraio.

(Programas de estudio, Julio 1996).

También se sabe, que uno de los propésitos fundamentales del PEA es la
formacién de los alumnos, para que estos sean capaces de aprender a aprender y
que adquieran los conocimientos matematicos basicos, propios de cada uno de ios
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cursos del bachillerato de! Colegio y hacer que puedan aspirar a cursar estudios

superiores exitosarmente,

En seguida se hace una breve descripcién del desarrollo del concepto de
variacion que se imparte en el primer semestre del colegio de Ciencias y
Humanidades.

Se inicia por saber lo gque significa la palabra variacion:
Variacién es la accién de variar, cambiar. En matematicas significa, cambio
de valor de una canfidad o de una magnitud.

{Pequefio Diccionario Larousse 1992 pag. 1051)

Actualmente, con el avance tecnolégico de las computadoras han surgido
ofras ramas de las matematicas a las cuales se les designa como matematicas del
cambio, donde estudian los sistemas dindmicos como los fractales o los atractores
como los de Lorenz, de Ueda, de Rossler, etc.

{Stewart,|. 1995)

Desde el punto de vista de Ila matematica La Variacion puede ser Directa o
Indirecta de acuerdo a la relacidn de las variables.

Cuando los valores de una variable x son proporcionales a los de otra variabie y,
se tiene una ley de Variacion Lineal Proporcional Directa. Si tales valores son
Inversamente Proporcionales, la Variacion es Indirecta.

( Zaragoza, R.J.G. 2000 p.14)

En otras palabras, se puede decir que, cada y varia directamente en
funcién de x, & ia constante de variacion es positiva, las variables x & y crecen o
decrecen juntas. Hay ofros casos en los gue una variable aumenta y la ofra
disminuye, a esto se le llama Variacién Inversa.
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Entonces se puede decir, que la variacion es una relacion funcional porgue.

¥y =¥ e x define a y como funcion de x. Cuando. y= k , ¥ varia inversamente a
X

X, entonces x tiene una variaciéon inversa.
{Sobel, M.; Lernel, N. 1996-pag.210).

Para esto es necesario que el profesor haga énfasis en los programas,
enfoques, métodos y temas e incluya en el plan de estudios el emplec de las
computadoras, el uso dé paquetes computacionales necesarios y adecuados para
la ensefianza y el aprendizaje de los alumnos.

" (Zaragoza, R.J.G. 1997 pag.66-69).

Los conceptos anteriores nos permitiran realizar una investigacion de tipo
experimental, la cual nos proporcionara informacién de los conocimientos previos
gue tienen los alumnos con los cuales interpretan y resuelven un probiema dado,
como la construccion de la caja de maximo volumen; esta informacion es
importante para establecer los puentes cognifivos que menciona Ausubet (1997, p
115) para hacer significative el conocimiento de! estudiante.

El informe estadistico de caracter cuantitativo que se obtendrd de esta
investigacion sera importanie, como también lo sera el analisis cualitativo como se
ha descrifoc en los comentarios anteriores de la forma en que los estudiantes
responden, donde se tratara de encontrar una légica a sus respuestas con el
proposito de ver si éstas presentan patrones o regularidades para ser tomadas en

cuenta para fa ensefianza de las matematicas.

En el contexto de la simulacion se tiene contemplado el desarrolio de
actividades que permitan al estudiante utilizar la computadora como un laboratorio
donde pueda experimentar e interactuar en los diferentes registros (Duval 1998)
identificando las variables del problema, percatandose asi mismo de las relaciones
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gue guardan entre ellas y de los efectos que se tiene al modificarias, para elio se

disefid un ambiente computacional, el cual se describe a continuacion.

IL.6. Simuilacion de las operaciones con el apoyo de la computadora en
diferentes registros semiéticos de representacion.

En la justificacién del presente proyecto se puso de manifiesto la
importancia que han adguirido en la actualidad las calculadoras graficadoras y en
especial la computadora en la ensefianza y la investigacién en las diferentes areas
de ias ciencias, en particular en el campo de las matematicas

La simulacién de fenomenos naturales con el uso de la computadora hace

de-esfa Ultima un elemento importante en la educacién. El énfasis que se le ha
dado al disefio de actividades con relacién a fenémenos fisicos para el
desarrollo de conceptos en las (itimas décadas, se ha visto impulsado con la
creacion de software en donde se simula un fendmeno. El estudiante, en este
ambiente, incluyendo lapiz v papel, estad en posibilidades de reflexionar y
matematizar ante el fendmeno. A lravés de la simulacion, se puede ir
construyendo un puente entre ideas intuitivas y conceplos formales
(Hitt, F. 1994, pag. 1).

En el marco conceptual se menciona la importancia que da Duval (1998) a
la construccidn de varios registros de representacion semidtica para la
comprension y el aprendizaje conceptual. Asi, aprovechando Ios recursos que
proporciona la computadora se simularon diversos registros semiodticos para la
solucion del problema que se menciond en el capitulo | y 'que dio lugar a la
presente investigacion. |

Es nuestra creencia que la visualizacién de la forma de la caja y la
construccidn de diversos registros permitirdn plantear diferentes situaciones
didacticas encaminadas a establecer los puentes cognitivos gue menciona
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Ausubel (1997 p.120), logran que el aprendizaje sea una actividad significativa
relacionando el conocimiento nuevo con el que ya posee el estudiante.

Se construyeron diferentes objetos en la computadora con el programa
Gedmetra, con la intencidn de simuiar una serie de acciones gue dieran lugar a la
realizacién de jas operaciones para promover la articulacion de diferentes registros
semidticos de representacion.

Para conseguir este objetivo se confinué con el prebiema de la caja, el cual
se refoma en seguida:

Determinar las dimensiones de los cuadrados de las esquinas que se
deben de cortar, de una lamina cuadrada de 13 cm de lado, para
construir una caja de base cuadrada sin tapa, que tenga volumen
maximo,

En el ambiente computacional que se elaboré para la simulaciéon se
construyeron ios siguientes objetos:

¢ E! dibujo de un cuadrado para construir l2 caja con ia alternativa de
modificar el tamafio (figura 1).

1 L-2x

Lado de la LaAmina = L.

Figura 3
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Cuadrados en las esquinas de la figura anterior para simular el corte de
éstos, originando la magnitud de la altura de la caja (figuras 4).

X

Lado de la Lamina=L Lado de la base=1-2x

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

Lado de laLamina =L Lado de la base=-2x

Figuras 4
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Aqui el alumno puede realizar el corte en la lamina mediante el
movimiento de un punto X, que aparece en la esquina de la misma,
dibujandose al lado y en forma simultanea la caja que se construye con el
recorte propuesto al mover x (el punto x se desplaza moviéndolo con el puntero

0 “Mouse”),

» También se puede visualizar en forma simultanea y en ofra ventana
adyacente los diversos registros numéricos que al interactuar en forma
dinamica proporcionen: las medidas de la iongitud de la lamina, el area de
la base, la altura (corte de las esquinas de la lamina) de la caja, y el
volumen (figura 5) de la caja que se construye con cada corte,

¢ Construccion de registros numéricos que también en forma dinamica
interactiien proporcionando las medidas de la longitud de la lamina, el area
de Ia base vy la altura (corie de las esquinas de la lamina) de la caja, asi

como el volumen (figura 5).

Datos
Lado de la {amina = 13.0 cm
Lado de} corte x = 4.0 cm
Lado de la base = 4.9 cm

Avea GDHI = 24.3 cm?
volumen=98.21

Figura 5

+ Se proporciona ademas, una tabla, que puede retener valores de los
registros anteriores que se consideren de interés {figura 6).
Tabla de valores retenidos:
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Lado del 4,03 3.46 5.05 6.11
corte x
Voiumen 96.90 128.50 42.96 3.91
v(x)
Figura 6

Es posible también visualizar un sistema cartesiano con la grafica
correspondiente a la funcidn del voiumen de la caja (figura 7) indicando en
cada punto de Ia grafica el volumen obtenido correspondiente al corte dado.

7518 CON
FALLA DE ORIGEN

16

VI IR IO R T
L

Figura 7
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Capitulo Hl

Marco Concepfual.

El objetivo de este trabajo de invesfigacion es explorar el concepio de
variacion en el contexto de volumen en un problema de maximos y minimos
mediados por las operaciones concretas y por la computadora a2 través de la
Geometria Dindrnica. '

Para elioc se toman en cuenta concepios y comentarios de investigadores
representantes de algunas teorias del conocimiento y de la didactica como Piaget
(1980), Vygotsky (1985), Ausubel (1997), Aebli (1995), Duval (1998), etc., los
cuales han permifide establecer el marco conceptual para ia investigacion del
problema planteado en la presente tesis.

La investigacion se enfoca sobre dos ejes principales que son las
operaciones concretas o efectivas como las lama Piaget (1980) y ia simulacién de
estas en la computadora mediante la Geometria Dindamica sobre el concepto de
variacion.

De esta forma, se inicia con la descripcion de algunos de los problemas que
se presentan en el proceso de Ensefianza-Aprendizaje, como la improvisacién,
que en la ensefianza da lugar en la mayoria de las veces a que e docente no
tenga claro qué didactica emplear al ensefiar las matematicas y por elio en
general, repite el proceso de ensefianza al que él mismo fue sujeto, y que en una
gran parte sigue el proceso de lo que llamamos ensefianza tradicional o discursiva
(Aebli, 1995).
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Sin embargo existen numerosas reflexiones (Aebli, 1995, Pags. 327-332,
Ausubel, 1997, pags. 23-45) que corroboran lo ineficaz de la ensefianza
tradicional.

Asl, el profesor al desarrollar un tema determinado en clase realiza tareas
concretas, emplea métodos especificos porque fiene la conviccion de que
funcionan, pero por lo general, tales actividades estan basadas en su propia
experiencia e intuicion, las cuales estan limitadas y no dan respuesta a Ios
procesos que estan inmérsos en el aprendizaje.

De esta manera, es preciso que el docente tenga en cuenta las diferenies
teorias del aprendizaje para lograr el objetivo de la ensefianza, como lo sefiala
Child {1986).

La innovacién y la especulacion en el aprendizaje tienen mas
probabilidades de triunfar cuando estan fundadas por sélidos marcos
tedricos”,

Resulta fundamental, para un profesor contar con una teoria psicolégica
que le permita interpretar, y evaluar ef proceso de Ensefianza-Aprendizaje. Esto
permitiria al docente proponer planteamientos didacticos que mejoren el
aprendizaje del estudiante v a la vez ie dan la posibilidad de evaluar de manera
objetiva el resultado de su ensefianza.

Es importante tener en cuenta las consideraciones anteriores para no caer
en el empirismo y la falta de apoyos tedricos.

Para tener una mejor comprension del marco conceptual que se ufifizara,
enseguida se mencionan aiguncs aspectos de dichas teorias y su relacion con la
el concepto de variacion.
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liL.1. Parte Psicoidgica

Para Piaget es muy importante promover actividades que desarrollen un
sistera operatorio que nos fieven a estructuras cada vez mas completas y que
permitan el manejo y comprension de conceptos matemdéticos cada vez mas
compigjos.

El resultado mas claro de nuestras investigaciones en elgampo de la
psicologia de la infeligencia, es que las esfructuras e incluso las mas
necesarias, en el espintu adulto, tales como las estructuras
logico-matematicas, no son imitaciones en el nifio: se van construyendo
poco a poco (Piaget, 1980. p. 215).

Asi pues, el individuo debe construir su conocimiento a partir de su propia
experiencia. Sin embargo, este propdsito es sdlo el inicio, el pasoc siguiente
consiste en la creacion de los medios concretos que permitan alcanzar ese
objetivo. Es necesaric promover un marco didaciico gque promueva nuevas
estructuras cognifivas en el estudiante gue le permitan el reconocimiento y
comprension de los conceptos matematicos.

Por ofro lado, la escuela actfiva sostiene que el conocimienio no es una
copia de la realidad, como lo sostenia la escuela fradicional, sino una construccion
del ser humano a través de la accion.

La escuela activa medianfe sus representantes: Lay, De Wey, Decroly,
Kerschensteiner efc. notaron la importancia que tiene para el aprendizaje, que ef
individuo efectué acciones concretas {gue posteriormente refoma Piaget como
acciones efectivas) para la adquisicién de conceptos ¢ nociones que se prefenden
ensefiar (Aebli, 1958 p. 51}
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A parte de la accion ofro de los conceptos fundamentaies que estaran
presentes en el proyecto es el de esquema que es el instrumento del cual se vale
la persona para construir su conocimiento.

De esta manera, la construccion que realizamos en casi todos los contextos
en los gue se desarrolia nuestra actividad depende sobretodo de dos aspectes a
saber:

+ De la representacion inicial que tengamos de la nueva informacion.
» De la actividad interna y/o externa que desarrollemos al respecto, utilizando
los esquemas con que se cuenta.

El término esquema se considera en este proyecto como lo define Carretero
(1985): '

Un esguema es una representacién_ de una situacion concreta o de un
conceplo que permite manejario internamente y enfrenfarse a situaciones iguales
0 parecidas en la realidad. (Carretero, 1985, Pags. 21 y 22).

Consideremos un problema de tipo escolar en el que pueda entenderse
mejor esta nocién de esquema. Por ejemplo, el que consiste en determinar a qué
combinacion de causas se debe |a caida libre de un cuerpo, tanto el alumno de
siete afios come el de doce manipularan los elementos del problema y obtendran
determinados resultados, sin embargo mientras que el primero de elios sdlo
realizara clasificaciones de elementos con los datos que obtiene, el segundo vera
en esos mismos datos comprobacion de determinadas hipStesis que se formul6 al
respecto.

De este modo los esquemas son comparables a las herramientas, es decir,
son instrumentos especificos que por regia general sirven para una funcion muy
determinada y se adaptan a ella y no a ofra.
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Entonces, podemos hacer una analogia de un esquema con cualquier
trabajo mecénico. Por ejempio, si se tiene que colocar un tornillo de una
determinada dimensién, resultara imprescindibie un determinado tipe de
destornillador, si no se tiene en el almacén de herramientas se tendra que
sustituir por algin ofro instrumento que pueda reafizar la misma funcidén en forma
aproximada, esta accién vendria a ubicarse en la psicologia de la inteligencia de
Piaget, en ia aplicacion de la propiedad asociativa de la operacion. De la misma
manera, para entender la mayoria de las situaciones de la vida cotidiana se tiene
que tener una representacién de los diferentes elementos que estan presentes.

Asi, en el contexto matematico se podria ejemplificar lo anterior con el
siguiente problema:

Obtener los maximos y/o minimos locales de ia funcién f(x) = X° — 3x.

Para promover la construccién del conocimiento por medio de los
esquemas que ya posee el estudiante y teniendo en cuenta que dicho problema se
presenta en un curso de caiculo diferencial en el que han cubierto los temas
conducentes, se podrian plantear en primer término las siguientes acciones:

+ Dar el dominio de f(x)

+ Calcular ios limites a -0 y +w

+ Calcular ia 1® derivada de f(x)

+ Dar los intervaios de monotonia de f(x)

+ Con ios datos anteriores hacer un bosquejo de la grafica de f(x)
« Sefalar y calcuiar los puntos maximos y minimos locales de f{x)

Por ofra parte, en forma equivalente se pueden plantear las siguientes
acciones.

« Con €l criterio de la primera derivada encontrar los puntos criticos de f{x).
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+ Con el criterio de la segunda derivada determinar los maximes y minimos

locales de f(x)

Con lo anterior, se pueden construir dos o mas esquemas o formas de
obtener los punfos maximes y/o minimos de una funcion, esta caracteristica de
poder utilizar distintos esquemas para solucionar un problema se conoce en la
psicologia genética como “asociatividad”

Los esquemas pueden ser desde muy simples hasta muy complegjos, muy
grandes a muy especializados. Desde luego hay esquemas gue pueden servir
para muchas funciones, mientras ofros solo sirven para actividades muy

especificas.

Uno de los propésitos de este frabajo de tesis es investigar los esgquemas
con los cuales ios estudiantes interpretan el concepie de variacién en el contexio
de las operaciones efectivas y en el de simulacién con la computadora donde se
utiliza un programa de Geometria Dindamica.’

Por ofro lado, el estudiante posee una serie de esquemas bien definidos
que resultan esenciales en su comprensién de la reaiidad, sin olvidar que es su
propia concepcion y, que puede ser una concepcién errdnea y que muchas de las
veces dificulta la ensefianza de conceptos matematicos que requieren a su vez de
conceptos anteriores.

Es frecuente en matemétibas que los estudiantes tengan o se formen una
mala interpretacion o concepcién de hechos matematicos (Tall y Vinner, 1981,
Dreyfus y Vinner 1989) sin embargo con ellos interpretan la realidad, entonces
;como se modifican l0os esquemas?, es decir, ;jcomo pasamos de una
interpretacion incorrecta a una correcta?. Esto se podria lograr al poner en
contradiccion dichos esquemas, esto es, el profesor puede piantear diferentes
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sifuaciones didacticas encaminadas a introducir nuevos conceptos y contradecir
las ideas de los alumnos, favoreciendo el conflicto cognitive y con elio favorecer el
aprendizaje.

Otro aspecto basico que se toma en cuenta en este frabajo, es el social,
este es muy importante para el desarrolio cognitivo y es en este campo donde
Vygotsky (1985) realizé una de sus mayores contribuciones al concebir al indivi-
duo como un ser eminentemente social. En este sentido para nosotros es esencial
que al realizar los problemas planteados los estudiantes lo hagan en colaboracion.

La contribucion de Vygotsky {1885) ha significado que el aprendizaje no sea
considerado como una ‘actividad individual, sino mas bien de colaboracion.
Ademas en la Glfima década se han desarrollado numerosas investigaciones que

muestran la importancia de la interaccién social para el aprendizaije.

Considerando io anterior, se& ha comprobado que el estudiante aprende en
forma mas eficaz cuando lo hace en un contexto de colaboracién e intercambio
con sus companeros, igualmente se han precisado algunos mecanismos de
caracter social que estimutan vy favorecen el aprendizaje, como son las
discusiones en grupo v el poder de la argumentacion en la discrepancia enire los
alumnos que poseen distintos grados de conocimientos sobre un tema,

Después de lo anterior nos hacemos la siguiente pregunta ;coémo hacer
significativo el aprendizaje?

Uno de los investigadores en el campo educaiivo que mas ha influido es
‘Ausubel, cuya aportacion fundamental ha consistido en la concepcion de que el
aprendizaje debe ser una actividad significativa para la persona que aprende y
dicha significatividad esta directamente estructurada con la existencia de
relaciones entre el conocimiento nuevo y el que ya posee el estudiante,
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La critica fundamental de Ausube! (1997) a la ensefianza tradicional reside
en la idea de que el aprendizaje resulta muy poco eficaz si consiste simplemente
en la repeficion mecanica de elementos que el alumno no puede estructurar
formando un todo relacionado. Esto solo serd posible si el estudiante utiliza los
conocimientos que ya posee, aunque éstos no sean tofalmente correctos.

Una vision de este tipo no sélo supone una concepcion diferente sobre la
formacion del conocimiento, sino también una formulacion distinta de los objetivos
de la ensefanza.

Para Ausubel, aprender es sindnimoc de comprender. Por elio lo que se
comprenda serd lo que se aprende y se recordara mejor, porque quedara
integrado en nuestra estructura de conocimientos.

Asl la idea central de Ausubel la resume en las siguientes palabras:

Si tuviera que reducir toda la psicologla educativa a un solo principio
enunciaria éste: el factor mas importante que influye en el aprendizaje es lo
que el alumno yva sabe. Averigiiese eslo y enséfiese en consecuencia
(Ausubel, ef al., 1997 Pag. 1)

Entonces, resulta fundamental para el profesor no solo conocer las
representaciones que poseen los alumnos sobre io que se les va a ensefiar, sino
también analizar el proceso de interaccion entre el conocimiento nuevo y el gue yva
poseen. De esta manera no es tan importante el producto final que emite el
alumno como el proceso que lo lleva a dar una determinada reéspuesta, esto
puede aplicarse a las situaciones de examen ¢ de evaluacioén, a menudo los
profesores s6lo prestamos atencién a las respuestas correctas de los estudiantes,
para otorgar una caiificacion, sin embargo, no consideramos los errores que son
precisamente los que nos informan sobre coémo se estd reelaborandc el
conocimiento que ya se posee a parlir de ia nueva informacion gue se recibe.
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Efectivamente, la mayoria de los profesores sabemos que los errores que
cometen los aiumnos tienen una clara reguiaridad y se deben a procesocs de
comprension inadecuada que se suceden curso tras curse, y se hace muy poco o

nada por poner remedio.

De todos ios conceptos que propone Ausubel, quizd el mas conocido es el
gque se refiere a los denominados organizadores previos. Estos son
presentaciones que hace el profesor con € fin de que sirvan al estudiante para
establecer relaciones adecuadas entre el conocimiento nuevo y el que ya posee,

En palabras de Ausubsel:

Para mejorar la facilitacion proacfiva implica el uso de materiales in-
troductorios (organizadores) apropiadamente pertinentes e inclusivos que
sean, al mismo tiempo, todo lo claros y estables que sea posible. Estos
organizadores normalmente se presenian antes que el malerial de
aprendizaje en si y se emplean para facifitar el establecimientc de una
actitud favorable hacia el aprendizaje significativo. Los organizadores
previos contribuyen a que el alumno reconozca que fos elementos de ios
materiales de aprendizaje nuevos pueden aprenderse significativamente
relacionandolos con los aspecfos especfficamente pertinentes de la
estructura cognoscifiva existente (Ausubel, et al., 1997 Pag. 157)

Pensando en ello, se disefiaron hojas de trabajo que los alumnos tendran
previamente a la realizacién de la exploracién del concepto de variacion en la
computadora donde estos puentes cognitivos que a fravés de los diferentes
registros de representacion permitan pasar de un conocimienio menos elaborado
o incorrecto a un conocimienic mas elaborado. Dichos organizadores previos
tienen como finalidad facilitar la ensefianza receptivo-significativa que defiende
Ausubel,
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Es decir, esta postura argumenta que la exposicion organizada de
contenidos puede ser un instrumento bastante eficaz para conseguir una
comprension adecuada por parte de los alumnos. La mayoria de los profesores
creemos estar utilizando este proceso al aplicar el método mayéutico, pero
generalmente no se foman en cuenta los conocimientos previos de los alumnos ni
se estructura una didactica adecuada con el consiguienie y evidente fracaso
escolar sefalado por los altos indices de reprobacién gue existen en la materia de
matematicas.

La concepcidn de Ausubel concuerda con la de Piaget en cuanto a que es
imprescindible tener en cuenta los conocimientos que posee el alumno. Pero su
teoria también ha tenido el mérito de mostrar que la transmisidn de conocimiento
por parte del profesor tambien puede ser un modele adecuado v eficaz de producir
aprendizaje, siempre y cuando tenga en cuenta los conocimientos previos del
alumne y su capacidad de comprension.

lil.2. Operacicnes efectivas.

La necesidad de la realizacion de las operaciones concretas o efectivas
para la interiorizacion y asimilacién de un concepto matematico se consideran
fundamentales en esta investigacion y al respecto Aebii nos menciona:

Las desventajas de Jla ensefianza que consiste sblo de
demostraciones y definiciones se agravan porque nio es posible verificar la
participacion de fos alumnos sino muy limitadamente (Aebli, 1958 p. 61).

Y confina:

Se nos presenta asf un problema didactico muy preciso: debemos
haltar formas de realizar operaciones que sean mas faciles e inferesantes
que la imitacion interior de las demostraciones del maestro. A modo de
anficipo, diremos que la bisqueda de las operaciones mediante
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manipulaciones efectivas Je experiencias concretas, podrian ser una
solucion para este problema (Aebli, 1958 p. 61).

Pero nos cuestionamos ¢hasta qué estadio del desarrolic de ia inteligencia
o hasta qué nivel de escolaridad del estudiante el desarrollo de las operaciones

efectivas sigue siendo significativo?

En este aspecto nos dice:

En todos los niveles de la educacion, e incluso el universitario, atn los
mas brillantes necesitan experiencias significativas a un nivel concreto para
poder resolver los problemas en el plano del razonamiento formal (Churchill,
E., 1988, Pag. 31).

Asi, teniendo en cuenta gue el conocimiento no es una copia de la realidad
como io sostenia la escuela tradicional, sino una construccién del ser humano a
traves de la accion como lo plantea la escuela activa y se menciona enseguida.

La escuela activa mediante sus representantes: Lay, De Wey, Decroly,
Kerschensteiner etc. nofaron la importancia que tiene para ef aprendizaje, que
el individuo efectué acciones concretas (que posteriormente refoma Piaget
como acciones efectivas) para fa adquisicion de concéptos © nociones que se
pretenden ensefiar (Aebii, 1995, Pags. 327-332)

De acuerdo a esto, y tomando en cuenta que [as operaciones efaectivas son
fundamentales para la construccidn cognitiva de los estudiantes, se desarrolld una
investigacion experimental de un estudio preliminar que mas adelante se
menciona.

Piaget (1997) describe en &l libro Sefs estudics de psicologia las
iimitaciones de las operaciones concretas y la importancia que fienen las
operaciones formales diciendo:
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- ¢Cuéles son las condiciones de construccion del pensamiento formal? Se
trata, no ya sblo de aplicar unas operaciones a unos objetos, o, dicho de otro
modo, de ejecutar con el pensamiento unas acciones posibles sobre dichos
objefos, sino de ‘reflexionar” estas operaciones independientemente de los
abjetos y de reemplazar a €stos por simples proposiciones. Esta “reflexion” es,
por consiguiente, como un pensamiento de segundo grado: El pensamiento
concreto es la representacion de una accién posible, y el pensamiento formal la
representacion de una representacion de acciones posibles. No es, pues,
sorprendente gue é! sisterna de las operaciones concretas tengan que
perfeccionarse. (Piaget 1980, Pag. 97 y 98).

Asi, también encontramos que:

Las operaciones formales aportan al pensamiento un poder complefamente
nuevo, que equivale a desligario y liberarlo de lo real para permitirle edificar a
voluntad reflexiones y feorias. La inteligencia formal marca, pues, el primer
vuelo del pensamiento (lbidem, Pag. 118).

Y continda diciendo:

' Las operaciones logico-matematicas derfivan de las acciones mismas, va
que son el producto de una abstraccion, y no a parlir de los objefos (ibidem,
Pags. 117 y 118).

I3, L.a computadora como herramienta y como un laboratorio.

Una parte importante de la propuesta reside en ef hecho de incorporar a la
microcomputadora y/o calculadora en el aula. La incomporacion que se propone se
realizara mediante ia elaboracidén de practicas que simuien problemas fisicos
como Ja construccidén de cajas de volumen maximo, en donde el alumno podra
interactuar con el sistemna, visualizando en forma simultanea los diversos registros
de representacion semidtica asociadoes, con el propésito de explorar el concepto
de variacion en un problema de optimizacion.
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También se pretende plantear problemas en donde los diversos sistemas
puedan ayudar en la parte de revisién de Jos ejercicios propuestos,

Para revisar lo anterior hemos seleccionado los programas Derive y
Geometra (The Geometer's Sketchpad)

Conforme el siglo XX llega a su fin y se inicia el nuevo milenio, emerge
un nuevo estito de matemadticas, un estilo cuyo rasgo distintivo es la variedad.
Las matemdticas se desarrollan de nueva cuenta en estrecha conjuncion con
sus aplicaciones en las ciencias, fisicas, bioldgicas, conductuales y sociales.
Gran parte de las matemélticas son inspiradas por experimentos de
computadora... (Steen, 1998, Pag. 196),

En efecto, la apariciéon de programas de geometria dindmica como et Cabri
y Gedmetra nos permiten realizar disefios para simular ia ejecucién de acciones
sobre las figuras que representan los objetos, donde se pueden articular varios
registros abriendo un camino de gran riqueza para el desarrolio de los procesos de
Ensefianza-Aprendizaje en e campo de las matematicas.

La importancia que tiene construir varios simbolos para un mismo concepto
nos io hace ver Skemp (1993) en su fibro “la Psicologia de las Matematicas”, a los
cuales Duval los designa como registros de representacion semiética, y en un
estudio mas detallado menciona la importancia que estos registros tienen para la
comprension y el aprendizaje conceptual. Al respecto Duval menciona:

Frecuentemente se hace énfasis en que el conocimiento matematico
se puede representar bajo diferentes formas semidticas. Pero muy pocos
estudios se centran en la operacion de cambiar fa forrna semidfica mediante
la cual se representa un conocimientc. Sin embargo, esta es una operacion
cognitiva basica irreducible a cualquier patrén de procesamiento, parece
estar muy relacionada con los lratamientos de comprension y con las
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dificultades del aprendizaje conceptual. Esto causa obstaculos que solo Ia
coordinacion de varios registros de formas semioticas ayuda a remontarios.
(Duval, R. 1998, Pags. 173-201).

Asi, también uno de los propodsitos como se ha mencionado en el presente
frabajo es el de aprovechar las nuevas tecnologias que apoyen la investigacion y
el aprendizaje, en sl gue los estudiantes exploren, experimenten y construyan su
conocimiento en el mayor ndmero de registro posibles, permitiende con ello
inferiorizar y asimilar Ioshconceptos matematicos en juego.
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Capitulo IV

Metodologia de la Investigacion.

En este capftulo describiré la metodologia y el reporte de la investigacion
efectuada en el aula y en uno de ios laboratorios de coémputo del Colegio de
Ciencias y Humanidades plantel Naucalpan (Grupo 613 de quinto semestre del
CCHN-UNAM) asi como en la sala modelo del Ciencias Basicas de la Unidad
Profesional Interdisciplinaria de ingenieria y Ciencias Sociales y Administrativas del
IPN (Grupos 1AV1-1AV2 de primer semestre de la carrera de Lic. en
Administracion industrial de la UPIICSA - IPN).

El problema a investigar se planteé en el capitulo |, el cual se retorna

enseguida;

;Cémo perciben los estudiantes el concepto de variacién de volumen
en un problema de optimizacién en jos contextos de las operaciones
concretas y en la simulacién de estas en la geormnetria Dindmica?

Se buscé un problema de interés para el alumno en el que los conceptos de
maximos y minimos, se pudieran desarroliar mediante actividades que dieran lugar
a la formacion de operaciones concretas, esto con el propésito de percibir las
variables y las reiaciones que guardan en la integracion del modelo matematico y
fundamentalmente la variacion de la funcién volumen.

El problema de trabajo elegido fue:
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Construir una caja de base cuadrada sin tapa que contenga el maximo
volumen recortando un cuadrado en cada esquina de una iamina (de
cartulina) cuadrada de 13 ecm de lado.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

Lado de la Lamina = L Lado de i{a base=|.-2x

Figura 8

Otro propbsito de este estudio fue identificar que procedimienios y
esquemas conceptuales utilizan los estudiantes al resolver el problema planteado.

Asi, el probiema se desglosé en los siguientes subproblemas y ejercicios
come actividades parciales.

Construir cajas de 1, 2, 3, 4, 5 y 6 cm de altura,

» Idenfificar y clasificar las variables que subyacen en el problema en
dependientes e independientes.

o identificar si el estudianie reconoce la variacion del volumen al comparar ias
cajas construidas. .

s Verificar si el estudiante posee el concepto de méximo y minimo volumen sin
utilizar derivadas.

« Calcular el volurmen de cada una de |as cajas anteriores,

s Construir una tabla con los valores anteriores del corte conira el volumen.

o Graficar los valores anteriores en un sistema cartesiano,

+ Construir el modeio matematico de la funcién voiumen.
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+ Plantear la necesidad de utilizar los criterios de la primera y segunda

derivada para obtener los puntos maximos y minimoes de fa funcion volumen.

El proyecto de solucion del problema se llevé a cabo mediante un plan de
accion en las etapas siguientes:
» Desarrollo de las operaciones efectivas o concretas (Piaget 1980).
o Desarrollo de las operaciones intelectuales. '
» Simulacién de las operaciones con el apoyo de ja computadora en
diferentes registros semidticos de representacién, para promover la
articutacion.

Enseguida se describe el proceso realizado en cada una de |as etapas.

Tomando en cuenta que las operaciones efectivas son fundamentales para la
construccion cognitiva de los estudiantes, se desarrollé una invesfigacion
experimental de un estudio piloto del problema en dos etapas bajo la siguiente
metodologia:

V.1. Primera etapa.

Se consideraron dos grupos, uno de nivel medio superior (grupo 613 del
CCH—N), y otros de nivel superior de la carrera Lic. en Administracion industrial
(1AV1 y 1AVZ de UPICSA-IPN). Después se pidic a ios estudiantes que
construyeran cajas de 1cocm, 2 cm, 3 cm, 4 cm, 5 cmy 6 cm de aitura.

A cada uno de los grupos se les dotd del siguiente material:
» Seis cartulinas cuadradas de 13 cm de lado

» Unaregla e Unas tijeras * Cinta adhesiva + Un cuestionario

Cuando terminaron se les pidié que contestaran el siguiente cuestionario
(apéndice 2a):
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Se hizo un estudio registrado en un video, de comentarios de los estudiantes
durante el desarrolio del problema.

Esta exploracidon se hizo con el propdsitc de saber los conocimientos
previos que los alumnos fienen de los conceptos que subyacen en el probiema.

Cabe mencionar que los alumnos del grupo 613 del CCH-N estaban
cursando la materia de Calculo Diferencial, la cual se imparte en el quinto
semestre (nivel mediohsuperior), y los de la secuencia (1AV1 y 1AV2) de
UPHCSA-IPN que también estaban cursando dicha materia pero en &l primer
semestre (nivel superior) de la carrera de Lic. en Administracién industrial.

« A continuacién se describen los resultados hasta esta parte de la
investigacion empezando con los estudiantes del grupo 613 del CCH-N.

Respecto a al pregunta 1 del cuestionario (se tiene variacion de volumen o

- se manfiene constante):

E! 83.8 % contestaron que si habia variacion en el volumen.
El 16.12 %, contesto que no se tenia variacion det volumen.

Algunos de los argumentos que dieron los alumnos con respecio a la
variacion def volumen son:

- Si varia, porque caiculando el voiumen de fas cajas, éste va
presentando diferentes medidas, porque tanto su base como la altura es
diferente en cada una,

- Todas las cajas tienen diferente volumen.

- 8ivaria, no se pero ya o comprobé

- El volumen varia, porque la forma de las cajas son diferentes.

No varia, porgue la longitud de la lamina de! cartoncillo es la misma.
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- No varian, porque conforme aumenta de tamario y se llenan de agua, es
la misma cantidad aunque sean de distinto tamafio.

Para la pregunta nimero 2 (qué forma tienen las esquinas de la caja
que se tiene que recortar):

El 80 %, contestaron que la forma de la esquina debe ser cuadrada.

El 9.6 %, contestd que la forma de la esquina es de forma triangular.

Algunoes de los argumentos que dieron los alumnos fueron:
- la altura de la caja debe ser igual por un lado y otre, sino la caja estaria
incompleta
- Debido a que la base de la caja es cuadrada y la lamina también, por io
tanto las esguinas a cortar deben ser cuadradas.
- El alumno. que expresd que deberian ser trianguiares, no dio ninguna
argumentacion, '

Respecto a la pregunta # 3 del cuestionario (podrian ser las esquinas
rectangulares).
- K 709 %, contestaron que las esquinas no podian ser de forma
rectanguiar.
- El 28 %, contesto que las esquinas si podian ser rectangulares.

La argumentacion que dieron algunos de ios alumnos fueron;
- No podian ser rectangulares, ya que la base y la lamina son cuadradas.

Si la caja no fuera cuadrada, por ejemplo que fuera rectanguiar, las
esquinas quedarian rectangutares.

Si las esquinas fueran rectanguiares, a ia caja le faltaria un pedazo.

No pueden ser rectangulares, porgue es la misma medida por ambos
lados, asi que siempre se forma un cuadrado.

No pueden ser rectangulares porque na se formarian las cajitas.
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Si pueden ser rectangulares, ya que la altura esta determinada por la
misma figura.

Si puede ser rectangular, porque mientras mas grande esta la caja, se
va convirtiendo en un rectangulo.

Si puede ser rectanguiar, si la base de la caja fuera rectangular.

Para la pregunta # 4 del cuestionario (varia ef volumen de acuerdo a la

altura de las cajas).

El 87 % de los alumnos, contestd que el volumen de acuerdo a la altura
de la caja si varia,
El 12.9 %, dijo gque no habia variacion del volumen de acuerdo a la

altura de las cajas.

Las argumentaciones fuero las siguientes.

Si aumenta el tamano de ia caja, aumenta el volumen.

Si varia, porque no es la misma base por lo fanto el volumen no es el
mismo.

Si varia, porque entre mas altura hay menos volumen.

Primero empieza con un valor especifico, despugs llega a un punto
maximo de volumen vy luego comienza a disminuir.

No varia, porque la lamina es del mismo tamano.

No varia, porque en todas las cajas es el mismo volumen, ya gue todas
tienen la misma capacidad, para que entre la misma cantidad de liquido.

.

Para la pregunta # 5 (para gqué valor de los proporcionados no es posibie

formar la caja), las respuestas fueron:

El 96.7 %, respondieron que la altura era de 7 cm.
El 3.2 %, contestd que x = 6.5 cm.

La argumentacion que dieron ios alumnos para esta pregunta fueron muy

diversas, de entra las cuales se tiene:
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Para 7 om, porque este rebasa el limite maximo de la base.
De 7 cm, porque se necesitaria un cartdn mas grande, ya que con 13
cm no se cubren las medidas.

Para la pregunta # 6 del cuestionario (maximo valor que se puede cortar de

las esguinas), se tiene:

El 67.7 % respondié que x =6 cm.
Ei 6.8 % respondio que x = 6.9 cm.
El 29 % respondid que x=6.4 cm.

La argumentacion de algunos alurmnos fue: -

Para que la caja tenga una base cuadrada, debe ser de x=6.4 cm.
x debe ser de mas de € cm, pero menus de 7 cm.

Para la pregunta # 7 del cuestionario (minimo valor gue se puede cortar de

las esquinas), se tiene:

El 54 %, contestaron que x = 1 cm.
El 13 %, contestaron que x = 0.5 cm.
Ei 16 %, contestaron que x =1 mm. .
El 13 %, contesté que x = 0.1mm. -
El 3 %, contestd que de 3 a2 5 mm.

Algunos de los argumentos que dieron ios alumnos son:

Debe ser mayor que cero, podria ser 0.00001 porgue tendria la altura
del tamafic del cuadrado que se cortara de la esquina.

De 1 cm fue la menor que armamaos, pere creo que puede ser mayor
gue cere cm.

Para 1 mm, mas pequefio seria muy dificit de recortar el cuadrado que
se forma y casi seria imposible formar la caja.
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- De 1 cm, porque si es mas peguefic no se podria formar Ja caja y no se

apreciaria su volumen.

Para la pregunta # 8 (cajas con el mismo volumen pero de diferente
tamario).

- El 54.8 %, respondi6 que ninguna.
El 16 % , respondi6 que 6 cajas.

El 3 %, respondié que 8 cajas.
El 6.4 %, respondid que una infinidad de cajas.

1

- El 6.4 %, respondid gue 3 cajas.
Ei 3 %, respondio que 6 o mas que no lleguena 7.
El 11.7 %, no respondi6 la pregunta.

1

l.a argumentacion de algunos alumnos fue ia siguiente:

t

Las cajas se diferencian por su volumen, por Io cual no puede haber dos
cajas diferentes con el mismo volumen.

Una infinidad, debido a que de! nimero 1 al 2 debe haber muchas, por
decir, una caja cuya altura sea de 1.1, 1.5, 1.7, efc, hasta llegar a 2, asi
sucesivamente,

Todas las cajas varian de acuerdo a su base y altura.
- Muchas, siempre y cuand¢ no pasen de 6.4 cm.

Para la pregunta nimero 9 (qué variables consideras que se encuentran
inmersas en la construccion de la caja) .
- EI'71 %, consideraron que la altura.

- El 38 %, consideraron que la base.

- El 25.8 %, consideraron que la anchura.
- El 38.7 %, consideraron que el volumen.
- El 32 %, considerd que el area.

- El 6.5 %, considerd que el largo.
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- EI&.5 %, considers gue ninguna.

Entre la argumentacion para esta pregunta se tiene:

- Las variables son, la altura, la base y el largo, ya que estas pueden
aumentar o disminuir (unas dependen de otras).

- Ninguna variable, porque todas las conocemos o podemos conocer.

- Las variables son: la altura, el ancho de la caja, su respectivo volumen y
la base.

Las respuestas para la pregunta numero 10 (qué variables consideras
dependientes y cuales independientes), son:

“Variables dependientes: Variables independientes:
- La anchura 38 % - Laaltura25%

- Laaltura 54 % - Labase35%

- Elarea3 % - Elarea 16 %

- El volumen 35 %

De entre las argumentaciones para esta pregunta-se tienen: -

- La variable independiente es la altura, porque de ella dependen la
anchura y el largo.

- Todas las vanables son independientes, porque en este casc ia altura
depende del volumen.

Sobre la ultima pregunta # 11 (para gué valor de x se tiene volumen cero)
se tienen las siguientes respuestas:

- x=0cm(Et48 %).

- x=7cm(E 29 %).

- x=13cm(El 3 %).
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- x=865cm(El 3 %)
- El 6.4 %, contestd que, cuando la altura sea la mitad de la figura.

De entre los argumentos de los alumnos se tienen:

- Cuando x =7, ya gque no es posible construir la caja.

- Xx= 6.5, porgue quedaria plana.

- Para x =0, no se tendria una caja, solamente se tendria una base.

- Pienso que no llega a cero, se aproxima pero no es cero, seria limite
cuando x fiende a cero.

De las preguntas del cuestionario y por el tipo de respuestas, considero gue
las preguntas 1, 4, 9, 10, para nuestra investigacién son las que nos pueden
proporcionar mas informacion sobre |la variacién de la funcion volumen, de las
diferentes cajas que se ies dijo que construyeran.

Al analizar las respuestas que dieron los aiumnas, cabe destacar que el
83 % considerd que si se tenia variacion del volumen en las diferentes cajas
construidas, y solamente el 16 % considerd que el volumen permanecia
invariante.

Por otro lado, identificaron las variables gue consideraron que se
encontraban inmersas en la construccion de las cajas son las siguientes: La altura
de la caja, el volumen, el area, la base, el ancho y el largo de la caja, inclusive
uno de los alumnos dibujd una de las cajas, indicando dichas variables. (ver figura
siguiente).
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y = Altura

/ L = Largo

X = Ancho

De entre las cuales consideraron Dependientes: la altura (54 %), el
volumen (35 %), el area (3 %), y la anchura de la caja (38 %). Como variables
Independientes consideraron: Ia base (35 %), el drea (5 %), y la altura (25 %).

» - Ahora se tendrén a continuacion las respuestas que dieron los alumncs

del grupo 1AV2 para el cuestionario apéndice 2c.

Desarrolio de ias Operaciones Concretas (Efectivas) en un problema de

Maximoas y Minimos.

Las respuestas de los alumnos para la pregunta # 1. Las varables

inmersas en el problema son:

-

-

" El 44 % para la base de la caja

El 11 % para la arista de la caja.

El 19 % pare el ancho de la caja.

El 63 % para el volumen.

E! 37 % para el area de| cuadrado.

El 67 % para la altura.

E! 11 % para la capacidad de la caja.
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- El 3.7 % respondié que la masa.
- El 3.7 % respondié que el tamano de ia caja.

Las respuestas que dieron los alumnos para la pregunta # 2. Las variables
independientes son:

- Volumen: el 22 %

- Ancho: el 3.7 %

- Area de la base: el 30 %

- Altura: el 71 %

- Peso:el7.5%

- Ninguna: 3.7 %

- Masa el 3.7 %

Las respuestas gue dieron los alumnos para la pregunta # 3. Las variables
dependientes son:

- Area: el 30 %

- Volumen: el 44 %

- Masa:7.5%

- Altura: el 30 %

- Base:el30%

- Ancho: el 3.7 %

Las respuestas que dieron los alumnos para la pregunta # 4. El volumen
varia o se mantiene constante.

- No varia {se mantiene constante): el 56 %

- Sivaria: el 44%

Para la pregunta # 5, ;enire mayor es el material que se recorta en las
esquinas, es menor &l volumen de la caja construida?, las respuestas son:
- Noesmenor e 59 %
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- Siesmenor: el 41 %

Para la pregunta # 6, ;entre menor es el material que se recorta en las
esquinas, s mayor el volumen de la caja construida?, las respuestas son:

- Noes mayor: el 59 %

- Sies mayor: el 41 %

Para la pregunta # 7, ;qué pasa con el area de la base si la altura de las
cajas aumenta?, las respuestas son:

- El area de la base disminuye: el 81 %

- El area de la base es la misma: el 7.5 %

- No contestd la pregunta: el 11 %

Para la pregunta # 8, ;qué pasa con la altura, si el area de la base de las
cajas aumenta?, las respuestas son:

- La altura disminuye: el 70 %

- La altura aumenta: el 19 %

- No respondié ia pregunta: el 11 %

En ia pregunta # 9, ;varia el volumen de acuerdo al area de la base de las
cajas?, las respuestas son:

- No varia: et 48 %

- Sivara: el 41 %

- No respondieron la pregunta: el 11 %

Las respuestias para la pregunta # 10, el minimo valor que se puede

recortar de las esquinas, para formar ia caja es:

- Temei30% - Tmmel15%
- 05cmel14% ~ 05mm el 11 %
- Bomeld7% - infinito: el 7.5 %

- PocomenosdeScm: el 3.7 % - No respondié: el 11 %
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- No existe un minimo: el 3.7 %

Las respuestas para la pregunta # 11, el nimero de cajas que contengan el
mismo volumen, pero diferenie tamafio, que se puedan construir con las
laminas dadas, son:

- 130 cajas; el 7.5%

- 120 cajas: el 3.7 %

- 10caas: el 3.7 %

- 45 cajas: el 3.‘7 %

- bScajas:el22%

- 12cajas: el 3.7 %

- Infinito nGmero de cajas: 18.5 %

- 55caas: eld 7%

- 2cajas.el75%

-~ ninguna caja: el 3.7 %

- B cajas: el 7.5 %

- No contestaron la pregunta: el 15 %

Ahora expresaré algunas de las argumentaciones que dieron los alumnos
del grupo 1AVZ al resolver el cuestionario:

 Las variables independientes son las dimensiones de cada lamina.

« L a variable independiente es la altura, ya que se construyeron diferentes
alturas y esto nos puede dar diferentes resultados.

» La altura y la base scn variables independientes, estas pueden adoptar
cualquier valor, para dar un resultado al area o volumen.

» Todas las variables son dependientes.

+ La base de la caja es la variable independiente, ya que es la que le da
forma a la caja y no depende de las aristas ni del ancho.

» La base es la variable que depende de ia altura.
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« La alura de ias cajas es la variabie dependiente, ya que depende del
tamario de los cuadrados.

e La dimension de los cortes que se le hacen a las laminas, son las
variables dependientes, ya que segun el corte de la lamina es la forma de
ia caja.

» Todas las variables son dependientes, porque dependen o se derivan de
una misma dimensién, que 13 cm.

« El volumen en ias diferentes cajas no varia, ya que la medida inicial de las
laminas es la misma, 13 cm,

- « Si varia el volumen en las diferentes cajas, porque si se llenan con agua el
cortenido es diferente,

» El volumen no es el mismo, porque a las cajasde 1cmyde Scmnole
entra la misma porcién de agua.

* Yo piensc que el volumen se mantiene constante, porque al reducir la
caja de un extremo, ésta tiende a hacer mayor en su altura, esto es, la
cantidad que reduce al recortar el cuadrade hace aumentar Ila misma
pero en altura,

« Si varia el volumen de las cajas, porque se recortd material y por lo tanio
es menor el material, luego disminuye el voiumen.

« E! volumen no permanece constante, porque entre mas altura, menos
volurmen.

« Ei volumen permanece constante en cada caja, ya que parten de |la
misma dimension (area de 13 cm por lado).

« Varia el volumen en las diferentes cajas, por el tamafio.

+ El volumen es el mismo, ya que tnicamente varia la forma, pero se
mantiene ! mismo volumen de las cajas. .

+ El volumen no varia en las diferentes cajas, ya que las medidas de ias
iaminas son las mismas, porque si la de 1 cm cortado es muy baja de
altura, la de 5 cm con poca base es muy alta.

c
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+ El volumen no varia, porque lo que se les recoria es lo que tiene de
altura.

+ El volumen si varia en las caias, porque entre menor material recortado y
desperdiciado, mayor sera el volumen obtenido por la caja.

Al analizar las respuestas de los alumnos (1AV2 UPIICSA de nivel
superior), para este cuesfionario, s@ observa un hecho que considerc muy
significafivo, que solamente un 44 % considerd que si habia variacion de volumen
en las diferentes cajitas, a diferencia del 83 % de los alumnos del grupo 613
{CCH-N nivel bachilierato). Por otro lado el 56 % manifestd .que el volumen

permanecia invariante.

También identificaron las variables que consideraron inmersas en la
construccion de las cajitas, siendo estas: la base de la caja, el ancho, la altura, el
volumen, las aristas de la cgja, el area de la base,

De entre las cudles consideraron como Independientes, el volumen (22 %),
el ancho (3.7 %), el area de la base (30 %), la altura (31 %), Ninguna (3.7 %).
Como variables Dependientes, el area (30 %), el volumen (44%), la altura (30 %),
la base (30 %), el ancho (3.7 %) ‘

Ante estas respuestas se puso en duda que ios alumnos fuvieran bien
formalizado el concepto de volumen, vy por consecuente se les hicieron entrevistas
(preguntandoles directamente) las cuales fueron filmadas con el propésito de
hacer un analisis de ellas.

En general, los alumnos consideraron que el volumen si variaba y el

argumento fue el siguiente: “El volumen varia dabido a que Ja forma de las cafas
cambian porque Ia altura de éstas también cambia”.
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La argumentacion gue dieron los alumnos que expresaron que ef volumen
permanecia invariante fue; “El volumen no varia, porque al cambiar el area de la
base, se compensa con el cambio de la altura ya que la longitud de la lamina de la
cartulina, (13 cm por lado) es la misma en todas las cajas.

La gran mayoria de los alumnos identificaron dos variables, la base de la
caja y su altura
+ Algunos respondiendo en la siguiente forma: &rea de la base y Ja aftura
y otros Unicamente, base y altura ' ‘
» El 80% identifico la variable dependiente como la base de la caja y la
independiente como ia altura.
+ ElI 20% consideré la altura como la variable dependiente y la base como la

independiente.

Hasta esta parte de la investigacién ningun alumno considerd que el
volumen pudiera ser una variable del problema.
= FEl 80% de los alumnos contestaron que el volumen no variaba y el 20%
consideraron que si habia variacion (ver graficas 1 y 2).

& El volumen Si
varia

M El volumen No
varia

Grupo 813 Del CCH

TESIS CON
Sriron FALLA DE ORIGEN
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TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

Grafica 2

Detalles importantes sobre el desarrollo en la solucion del problema

Algunos alumnos reflexionaron sobre la forma de realizar los dobleces y los
recortes de las esquinas de las cartulinas para construir las cajas, realizando un
esquema del problema en hojas de sus cuadernos (ver figuras del Apéndice 1)

Al inicio preguntaron si los recortes de las esquinas de la cartulina podrian
ser rectangulares. La respuesta llegé sola al hacer los trazos y los dobleces que
dieron forma a la caja, dandose cuenta que éstos deberian ser cuadrados.

Los estudiantes utilizaron y seriaron las cajas para percibir las variables

-~

inmersas en el problema.
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A pesar de comparar los tamafics de las cajas, un gran porcentaje de
estudiantes mantuvieron la creencia de que el volumen se mantiene constante en
" todas ellas.

En el apéndice 1 se muestran algunas imagenes capturadas del video.

Como una primera conclusion, se puede decir que los estudiantes se dejan
guiar por sus intuiciones e interpretan erroneamente la variacion de volumen a
pesar del grado escolar en el que se encueniran.

Ofra de las cosas que se tuvieron en ia entrevista con los alumnos a
pregunta directa, fue lo siguiente;

JPor qué los alumnos no consideran al volumen como una variabie al
construir las diferertes cajas?

¢Por qué ante una pregunta directa los alumnos contestaron que el
volumen permanece invariante en las diferentes cajas? Aun cuandc un gran
porcentaje de elios habia contestado en el cuestionario escrito, que si se tenia
variaciéon del volumen en las diferentes cajas construidas.

En estos momentos, aigunos alumnos les preguntaban a ofros
companeros que “Cual era la férmula para calcular el volumen de la caj@’, v
comenzaron a realizar operaciones para verificar si con ios diferentes valores que
le daban a los lados de cada una de las cajas, les daban diferentes resultados
para el volumen.

Una posible respuesta y que se deriva de las observaciones es que los

estudiantes separan el mundo real del mundo matematico. Es decir, dentro de un
contexto matematico los estudiantes realizan operaciones, sin embargo -no
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relacionan esfo con el volumen de un probiema concreto. Una posible respuesta
se da en la didactica de Cuevas, punto (3) en donde menciona

Una vez resuelto el problema presentado, el estudiante debe de
comprobar sus resultados, verificando gue tengan un sentido logico, de
acuerdo af problema planteado (Cuevas, A. 1999).

De este modo, para que ios estudiantes percibieran que el volumen si
variaba, se pensd en realizar los célculos del volumen de cada caja, pero se
estimé que esta forma salia del registro semidticoc en el que realizaron las
acciones por ko cual se considerd modificar sus esquemas de interpretacion a
través de acciones concretas con las cuales pudieran explorar la validez de sus
hipétesis.

Por lo tanto, se les dotd de una cantidad determinada de azl(car para lienar
las cajas con el propésito de que al vaciar ios contenidos se pudieran comparar los
diferentes volimenes, y solamente por medio de esta accién elios admitieron ia

variacién del volumen.

Al hacer un andlisis de las respuestas y las entrevisias nos percatamos que
para la altura y la base de las cajas se tiene manera de medir estas variables, no
asi para el volumen donde no se tiene un patron de medida, por lo que fue
necesario contar con otros recursos que permitan percibir su variacion como el
realizado con el azicar.

IV.2. Segunda etapa.

Tomando en consideracion los resultados anteriores de que la mayoria de
los alumnos no percibieron ia variacién del volumen en las cajas, se realizd un
experimento similar en dos grupos del CCH-N que estaban cursando el primer
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semestre, se aclara gue estos estudiantes no tenian antecedentes del tema de
funciones y menos del caiculo diferencial.

Los grupos en los cuales se realizé la investigacion fueron el 102 y 104
{Alumnos de aproximadamente 15 afios de edad del primer semestre del CCH-Ny
gue no han visto el tema de calculo diferencial). En el grupo 102 se realizaron
actividades similares a las antes descritas en la primera etapa.

Los resultados que se obiuvieron fueron los siguientes:

» El 100% de los alumnos identificaron la altura y el area de la base como las
variables que subyacen en el problema. '

+ El 100% no percibieron ef volumen como una variable del problema.

¢ Ante la pregunta directa de si habia variacién del volumen, el 85%
consideré gue si habia vanacién en ias seis cajas construidas y el 15%
percibio que permanecia invariante.

Cuando se hizo una confrontacion de los datos obtenidos en los grupos 613
de sexio semestre y al grupo 1AV2 de UPIICSA con el 102 de primer
semestre, se obtuvc un resultado sorprendente al observar que se invirtieron
tas estadisiicas: Esto es, el 90% de los alumnos que estaban cursando ia
materia de Céiculo Diferencial no percibieron la variacion del volumen y el 85%
de alumnos del primer semestre si (confrontar-las estadisticas mostradas en
las graficas 1y 2 con la 3),
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El volumen Si
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A primera vista y muy superficialmente esto podria interpretarse que el
curso de Calcule Diferencial modificd los esquemas de percepcion de los alumnos
de sexto semestre (grupo 613) y del primer semestre del nivel superior {(grupo
1AV2), al no permitiies establecer la variacion del volumen. Sin embargo, al
revisar los argurnentos que dieren los alumnos de primer semestre fue gue:

“El volumen varia porque la forma de las cajas es diferente”.
Con este andlisis y las entrevistas se llegd a la siguiente conclusion, los .
aglumnos del primer semesire no relacionan el concepto de volumen,

confundiéndolo con la forma y no con la capacidad que las cajas pudieran
contener.
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De este modo, se estabieci6 {a hipétesis de que:

“I.os alumnos de primer semestre def CCH confunden la capacidad
de volumen que pueden tener Ias diferentes cajas con la forma que
presentan la superficie externa de las cajas”.

Tomando en cuenta lo anterior, se realizé un experimento en el grupo 104
bajo una metodologia similar para vaiidar la hipotesis anterior. El material que se
proporciont a cada alumna fue el siguiente;

+ Ocho cartulinas cuadradas de 13 cm de lado
+« Unaregla '

» LUnas tijgras

+ Cinta adhesiva

+ Un cuestionario

Se pidid a los estudianies que construyeran de dos en dos cajas que
tuvieran las siguientes alturas 1cmy 3.6ecm 2cmy 23 cm; 3cmy 14cm; 4 cmy
0.8 cm. Estas medidas fueron distribuidas en forma alternada.

Los pares de medidas antes mencionados fueron determinados de ante
mano para que las dos cajas tuvieran el mismo volumen. Lo anterior se realizo
esperando que los alumnos se guiaran por ia forma diferente de las dos cajas y
llegaran a la conclusion del grupo anterior, esto es:

.

El volumen varia porque la forma de las cajas es diferente,

jPero nuevamente nuestra hipotesis falid!, el 85% de los estudiantes
respondieron que el volumen no variaba (en cada par de cajas) esto es, que la
capacidad de las cajas era la misma vy e 15% opiné que si era diferente
(ver grafica 4).
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El volumen Si
varia
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varia
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El argumento que dieron los alumnos de |la no variacion del volumen en las

Grafica 4

dos cajas se fundamentd en que:

“Las cajas fueron construidas por lédminas de cartulina que poseian las
mismas medidas, esto es, 13 cm por cada lado y que al no variar estas
dimensiones no tenia porque cambiar la capacidad de las cajas”.

Otros comentaron que:

“no variaba el volumen por provenir del mismo tamano del cartoncillo”,

esto es similar al fundamento anterior

l.os que consideraron que si variaba el volumen argumentaron de que:
“si la forrna de las cajas variaba también lo hacia el volumen”,
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Luego, como se menciond en el marco conceptual, los estudiantes poseen una
determinada concepcién que resulta esencial en su comprension de la
reafidad, por lo tanto, tendréa un valor importante para si mismos. Esto constituye
una gran dificuitad para cambiaria porque de hacerio supone admitir un error.

Entonces, para modificar sus esquemas de interpretacion, es decir, para
pasar de una representacién incorrecta a una comrecta se hizo poniendo en
contradiccion dichos esquemas, al pedirles que validaran sus hipotesis también en
un contexto concreto de la siguiente manera;

A los alumnos de los grupes 613 (CCHN - UNAM) y 1AV2 (UPHCSA - IPN)
se jes doté de una determinada cantidad de azicar para lienar ias cajas donde
compararon ia capacidad de cada una, favoreciendo de esie modo el conflicto
cognitivo con lo cual llegaron a la conciusion de la variabilidad del volurmen.

Después, en ofra sesion se repifié el experimento anterior en el grupo 102
para determinar si ios alumnos mantenian la hipétesis que habian establecido
sobre las seis cajas, de que: “ef volumen variaba porque la forma de la caja
también variaba’.

Las estadisticas fueron iguales, el 85% siguié considerando que “si fa forma
de las cajas variaba también variaba el volumen” y el 15% restante de que no
variaba el volumen debido a que “e/ tamario del cartoncilio con el que fueron
hechas era de las mismas dimensiones”.

Esto es, “los estudiantes mantuvieron sus creencias iniciales”.

Asimismo, para modificar sus esquemas de interpretacion se llenaron las
cajitas con azhear, y de esta forma percibieran la iguaidad del volumen adn
cuando éstas tuvieran diferentes formas.

‘
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Sdlo cuando los esquemas de los alumnos se pusieron en confradiccion
como se realizé en los grupos anteriores, surgié otra etapa del problema. jlLos
estudiantes empezaron a preguntarse por la formula del volumen! evocando asi
las operaciones Iégico-matematicas con las cuales pudieran cuantificar la
capacidad de cada caja y validar de esta forma sus hipbtesis; de este modo
caicularon e volumen de cada una permitiéndoles liegar a las mismas
conciusiones de las obtenidas en la realizacion de las operaciones concretas, al
vaciar azGcar en las cajas y establecer un proceso de comparacion. De esta
forma no sélo percibierén la variacién o la no variacion del volumen, sino también

el valor del volumen de cada caja.

Lo anterior motivo que se hiciera una revision de ia literatura que nos podria
permitir interpretar los procesos que estaban ocurriendo v que fue integrada en el
capitule del marco conceptual.

Asi, regresando a nuestro problema sobre el desarrolio de las operaciones
concretas, ahora estas se desarrollaron enh un ambiente de simulacion en la
computadora.

IV.3. Simulacién del problema de investigacion en ia computadora.
Por elio y de acuerdo a nuestro esquema didactico derivamos las acciones
también en varias etapas con los siguientes objetivos:

1. De un problema discreto en un contexto natural el estudiante percibira el
concepto de variaciéon de volumen en un problema de maximos y-minimos.
2. Extender este concepto a un segundo probiema de construccién de cajas,
utilizando para ello ia computadora y el programa geémetra, con el fin de:
a) Reducir la dificuliad de las operaciones aritméticas involucradas y qus
pueden ser un distractor hacia el logro de la comprension de! concepto
de la variacién en un problema de maximos y minimos
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b) Simuiar mediante el usc de la computadora las acciones realizadas con
tijeras, papei y lapiz
c} Poder visualizar en forma simultanea, jos diversos registros de

representacion semidtica asociadas

Para el 'Iogro de estos objetivos se realizé con los alumnos del grupo 613 la
actividad siguiente, se les llevo a uno de los laboratorios de computo para que se
efectuara el desarrollo de las actividades en la simulacion de las operaciones
cohcretas, con e! uso de las computadoras.

Para esto se les doté de los cuestionarios siguientes (Apéndice 2b):

» A continuacién se expresan las respuestas que dieron los alumnos para
cada uno de ios cuestionarios del Apéndice 2b.

PARA EL CUESTIONARIO 1 SE TIENEN LAS RESPUESTAS SIGUIENTES:
1. £ Cual es el minimo valor de x que se puede recortar de las esquinas,
para formar la caja?

- El 46 % de los alumnos respondio que casi x = 0 cm.
- EI15 % respondié que x= 0 cm.
- EI7.6 % respondio que x = 0.001 cm.
- EI'7.6 % respondié que x =0.01 cm.
- EI7.6 % respondit que x = 0.05 cm.
- El7.6 % contesid que x =1 cm.
El 7.6 % respondi6 que para x < 1.

Para ésta pregunta, algunos de los argumentos que dieron los alumnos
sorn:

- Que la altura sea minima, para un valor de x casi de cero.

- Puede sef para valores de x menores de 1 mm.
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Para valores de x muy pequefios, pues la altura de la caja se va

disminuyendo

2. ¢Cuél es e} maximo valor de x que se puede recortar de las

esquinas, para formar la caja de maximeo volumen?

El 7.6 % de los alumnos respondié x = 15 cm.
El 7.6 % respondi6 que x = 13 cm.

El 7.6 % respondid que x = 11.52 cm.

EI76% resp(;ndié gue X =7 cm.

El 7.6 % respondid que x =4 cm.

E} 7.6 % contestd que x = 2.9 cm.

El 7.6 % respondié que para x = 2 cm.

El 7.8 % respondié que casi x = G cm.

El 15 % respondié que x = 0.

El 15 % no respondieron & la pregunta.

Algunos de los argumentos dados por los alumnos se expresan a

- gontinuacion:

El maximo valor que se puede recortar s cuando la base sea cero

Para que se forme la caja de mayor volumen el valor de x debe ser cero.
X =T cm, pues al recortar ios lados, se puede cbservar que inclinado
(esquinada), se forma una caja.

Cuando la base se torme como cero, la caja es de mayor volumen,

Para x = 2.9, porque hay suficiente area y altura, se forma un cubo.

3. ¢Qué variabies consideras que se encuentran inmersas en ia

construccidén de |a caja?

El 69 % respondit que la altura,
El 69 % contestd gue la anchura de la caja.
El 46 % confesto que el largo,
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- El 23 % contest6 que al area,

- El 53 % respondio que la base,

- El 15 % respondié que el perimetro.
- EF23 % respondit que &l volumen.

Algunos alumnos contestaron que, las variables son, las medidas de la caja
y sus lados. Ofros que las variables son cada uno de los lados.

. ¢Qué variables consideras que son dependientes y cuales

independientes?

oVariables dependientes.

El 7.6 % contest6 gue el largo

El 7.6 % contestd que el lado.

El 23 % coniesté que el ancho.

El 7.6 % contesit que el perimetro.
El 46 % contesté que la altura.

El 15 % contestd que el drea. ~

El 23 % contestd que la base.

El 15 % contestd que el volumen.

sVariables independientes.

El 23 % contestt que &l largo.

El 7.6 % contesto que la altura.
El 15 % contesté que el area.

El 15 % contestd que el ancho.
El 15 % contestd que los lados.
El 30 % contestd que el volumen.

Para ésta pregunta algunos alumnos argumentaron que:

- La base y la altura dependen del vaior de las esquinas gue se recorten.

- La variable independienie es el volumen o capacidad de la caja.

- Las variables dependientes son: los lados, el perimetro y el area ya gque

dependen de x.

- El volumen es dependiente del area y el drea es dependiente del lado.

5. ¢ Para qué valor (es) de x {corte de [a esquina de la lamina), se tiene

volumen cero?
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- El 7.6 % de los alumnos respondic que casix =0 cm.
- El 15 % respondid que x =0 cm.

- El 7.6 % respondié que x = 0.001 cm.

- El 30 % respondid que x =0.1 cm.

- E1 7.6 % respondié que x = 0.5 cm.

- El 7.6 % contesto que x = 1 cm.

- El 23 % no respondié a la pregunta,

Para esta pregt;nta los argumentos expresados por algunos de los

alumnos son:

En la caja 7, donde depende del perimetro de la caja, hasta que ias
esquinas desaparecen.
La mitad del cuadrado, porque enfonces sélo se tendria una recta.

| Si el lado es de 13 cm, entonces seria de 13 cm.

Para x = 7 cm, el perimetro dependiendo del volumen no pueda

formarse ninguna caja.

PARA EL CUESTIONARIO 2 SE TIENEN LAS RESPUESTAS SIGUIENTES:
1.- ¢Cual es of minimo valor de x que se puede recortar de las

esquinas, para formar la caja?

El 7.6 % de los alumnos respondié que casi x = 0 cm.
Ei 15 % respondi6 que x = 0 cm.

El 7.6 % respondié que x = 0.001 cm.

El 30 % respondi6 gue x =0.1 cm.

El 7.6 % respondié que x = 0.5 cm,

El 7.6 % contesté que x = 1 cm.

El 7.6 % no respondié a la pregunta.

L.a argumentacion que dieron algunos alumnos para esta pregunta son:
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- Para x = 1 mm, porque si este es més pequefio, ya no seria una caja sino

sblo serfa una base.

- El valor es cero, cuando la base es mayor.

- El valor debe ser de casi cero, para que la altura sea minima.

2. ;Cull es ol maximo valor de x que se puede recortar de las

esquinas, para formar la caja de maximo volumen?

El 7.6 % de los alumnos respondié x = 15 cm.

El 7.6 % respondi¢ que x = 13 cm.

El 7.8 % respondié que x = 12.9 cm.

El'7.6 % respondié que x =6.5 cm.

£l 7.6 % respondié que x=6.4 cm,

£l 7.6 % contesid que x= 4.3 cm.

£l 7.6 % respondié que para x=2 cm.

£l 7.6 % respondié que x =0 cm.

El 7.6 % no respondieron a la pregunta.

El 15 % respondieron que el valor maximo de la caja es cuando la caja '

tiene mayor volumen.

Para esta pregunta, aigunas de las argumentaciones fueron:

Para x = 4.3 porque al cubo es al que le cabe mayor volumen.

El valor maximo de la caja es cuando la caja tiene mayor volumen.

Para x = 0, se forma la caja de mayor volumen.

Para x = 6.4, de ofra forma se cortaria a la mitad y no existiria la forma
de hacer una caja tan angosta.

3. ¢Qué variables consideras que se encuentran inmersas en la

construccion de la caja?

El 61 % respondit que la altura.
El 46 % contestd que la anchura de la caja.
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El 38 % contestd que el largo.
El 23 % contestd que al area.
El 7.6 % respondid que ia base

Algunos de los argumentos son:

El 30 % respondid que el volumen.
Ei 7.6 % respondi¢ que el perimetro.

Las variables son, el area y el volumen; El area de los pedazos cortados

y el volumen de la caja que se forma.

esquinas cortadas.

medidas de esa caja

4
independientes?

JQué variables consideras

Las variables son cada uno de los lados.
Las variables son: fa base y la altura de ia caja, y el tamafio de las

-Puede variar el ancho y la altura de la caja, conforme se aplique las

que son dependientes y cuales

«Variables dependientes.

El 15 % coniesto que &l largo

El 38 % contestd que el ancho.
El 53 % contesté que la altura.
El 16 % contesto que &l area.

Et 38 % contesto que la base.

El 23 % contestd que ef volumen.

sVariables independientes.
El 15 % contestd que el area.

E! 1& % contestd que el ancho.

Et 15 % contestd gue la longitud.

El 156 % respondi6 que la base,

El 38 % contestd que el volumen.

El 7.6 % respondié que no se tienen
variabies independientes.

Los argumentos son los siguientes:
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El volumen es dependiente del drea y el area es dependiente de uno de
los {ados de la base.

Son variables dependientes ios lados y la base, no hay variables
independientes ya que todo el papel se toma, ni la base ni la altura son
constantes.

Variables dependientes es cuando cambia el ancho de la base y la
altura. Independientes es cuando cambia la capacidad del volumen de la
caja.

5 ¢Para qué valor (es} de x (corte de la esquina de la lamina), se tiene

volumen cero?

El 7.6 % de los alumnos respondié que casi x=0 cm.
El 15 % respondis que x = 0 cm.

El 7.6 % respondié que x = 0.001 cm,

E! 30 % respondid que x =0.1 cm.

El 7.6 % respondié gue x = 0.5 ¢m.

El 7.6 % contesté que x = 1 cm.

El argumento para esta pregunta es:

Para x = 0, porque solo asi se seguiria tendiendo la iamina que es
plana. _

La contestacion de un alumno fue: No se cuanto vale x, por es¢ no io
puedo dar.

LLAS RESPUESTAS PARA EL CUESTIONARIO 3 SON LAS SIGUIENTES:
1. ¢ Cual es minimo valor de x que se puede cortar de las esquinas, para

formar la caja?

Ei 30 % de los alumnos respondié gue casix =0 cm.
El 23 % respondid que x = 0.1 cm.
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Ei 7.6 % respondio que x =0.12 cm.

El 7.6 % respondid que x = 0.03 cm.
El 15 % contestd que x = 1 cm.

El 7.6 % contestd x = 13.06 cm.

El 7.8 % no respondi6 a la pregunta.

De entre los argumentos gue dieron los alumnos se fienen:

Ei valor debe ser casi x = 0, porque asi se puede tener una altura y por
lo tanto, el volﬁmen para formar una caja.

El valor debe ser casi x =0, por ser €l {ado de una de jas esquinas, ya
gue estas son cuadradas.

Para x = 1 mm, de otras forma el area seria cero.

El minimo valor se obtiene dandole valores mayores a X,

El valor seria de x = 0.1 cm, para alcanzar el minimo debido a gue si
pones cero no hay lados.

2. ;Cual es el maximo valor de x que se puede rocortar de las

esquinas, para formar la caja de Maximo Volumen?

El 23 % respondié que x = 12.9 cm.

El 30 % respondié que x = 6.5 cm.

El 7.6 % respondié que x=6.4 ¢m,

El 7.6 % respondid que x = 13.29 cm.

El 7.6 % contesté que x=3.5cm.

El 7.6 % respondid que para x <[4, 6.5] cm,
El 7.6 % no respondieron a la pregunta.

Para ésta pregunta se tienen algunos de ios argumentos'.

Dandole un valor medio al valor de la variable x.
Las esquinas son mayores, porque el volumen disminuye.
Que el lado tenga un rango entre (4 cm , 6.5 cm).
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Para x = 3.5 cm, porque se forma un rectangulo con area distribuida.

3. (Qué variables consideras que se encuentran inmersas en la

construccién de la caja?

El 61 % respondié que la altura.

El 38 % contestd que la anchura de la caja.
El 38 % contesto que el largo.

El 15 % contestd que al area.

El 38 % respondié que la base.

E! 7.6 % respondio que los iados.

El 30 % respondid que el volumen.

El 7.6 % respondi¢ que el perimetro y érea,
El 7.6 % respondid que la longitud.

Sdio se tiene un argumento para esta pregunta:

Las variables son el area de la base, la altura y el area de los pedazos

que se tienen que cortar.

4, ;Qué variables consideras que son  dependientes y cuales
independientes.

-«Variables dependientes, s\ariables independientes.

El 15 % contest6 que &l largo El 15 % contestd que el area.

E! 23 % contestd que e ancho. El 15 % contestd que el ancho.
Et 46 % contesté que la altura. El 7.6 % contestd que la iongitud.
El 15 % contestd que el area. El 7.6 % respondid¢ que la base.
El 30 % contesio que la base. El 23 % contesté que el volumen.
El 7.6 % respondi6 que ninguna. E[ 16 respondié que ios lados.

El 7.6 respondié que todas las variables | El 15 % respondio6 que la altura.
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son dependientes. El 15 % respondié que la capacidad.

£l 15 % contesté que &l volumen.

Algunos de los argumentos son los siguientes:

5.

Considero que iodas son dependientes, menos el lado de la iamina,
Independientes: la x porque conforme al de ésta varian las deméas.
Dependientes: la L porque ésta varia segun la x.

La independiente es el corte de las esquinas porque la altura y la base
dependen de esta.

Las dependientes, es cuando cambia el ancho y ia altura de sus
medidas. La independiente es cuando varia el volumen de su
capacidad.

No hay ninguna dependiente, ya gue no hay ninguna constante, no hay
aigln valor que no cambie, pues todas cambian.

El volumen depende de!l area y la altura, y el area depende del lado de
la base.

¢Para qué valor (es) de x (corte de ja esquina de la [amina), se

fiene volumen cero?

El 23 % de los alumnos respondié que casi x=0cm.
El 7.6 % respondié que x = 0.01 cm. -

El 15 % respondié que x = 0 cm.

El 30 % respondié que x = 6.5 cm.

El 16 % respondié que x = 13 cm.

El 7.6 % contesté que x ¢[1.09, 0.11].

El 7.6 % no respondio la pregunta.

Algunos de ios argumentos que dieron para esta pregunta fueron:

Cuando el area de la base tienda casi a los 169 cm® o bien .cuando la
altura sea casi de cero y de lado 13 cm,
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El valor de x tiende a cero o medidas muy pequefias de centimetros.
Para cero, porque asi no se cortaria nada de la lamina, serfa sélo un
cuadrado 0 x = 6.5, porque se cortaria sdlo en 4 el cuadro.

6. ¢Cuantas cajas que al llenarse con algun contenido contengan el
mismo volumen y ftengan diferentes tamafios, se puedan formar de
laminas cuadradas de 13 ¢m de lado?

El 23 % respondi6 que 13 cajas.

El 7.6 % respondié que 7 cajas.

El 7.6 % respondio que 2 cajas.

El 23 % respondié gue una infinidad.

El 7.6 % respondié que no sé.

El 23 % no respondid a la pregunta.

El 7.6 % respondid que ninguna caja.

Los argumentos para esta pregunta son:

13 porque es el maximo valor de los lados.

13 cajas con el mismo volumen, ya que sélo lo que aumenta es el area
de cada una, pero el volumen sigue siendo igual.

No sabria exactamente, pero pueden ser varias.

Se pueden formar dos cajas en diferentes medidas para los valores de x
& y.

Una infinidad, ya que hay medidas que tan sélo por unos cuantos
milimetros cambia el area, pero si lo redondeas se puede tener un poco
menos.

Un numero infinito, ya que cada centimetro fiene un namero infinito
dentro de &l y por lo tanto se pueden formar una infinidad de cajas  (ca-
jas de 12.1 cm, 12.101 cm, eic).

LAS RESPUESTAS PARA EL CUESTIONARIO 4 SON LAS SIGUIENTES.

Il
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1. §Cual es minimo valor para x que se¢ puede cortar de las esquinas,

para formar la caja?

El 15 % respondio que x = 0.

El 15 % respondid que casix=0.

El 7.6 % respondit que x = 0.02 cm.
El 7.6 % respondi¢ que x = 0.13 cm.
El 7.6 % respondié que x=0.03 cm.
El 7.6 % respondio que x = 0.01 cm.
El 15 % respondié que x = 0.05 cm.
El 7.6 % respondid que x=0.1 cm.
El 7.6 % respondid que x = 6.44 cm.

l.os argumentos para las preguntas del cuestiohano namero 4 son:

Para la pregunta 1:

Segun la computadora x = 0.02, esto es casi cero.

El valor del corte puede ser cero o también x puede formar la caja con
medidas muy peguenas.

Para x = 0.1 cm, porgue asi se podria tener una altura de un milimetro
para formar la caja.

2. (Cull es el maximo valor de x que se puede recortar de las

esquinas, para formar la caja de Maximo Volumen?

El 7.6 % respondié que x = 0.05 cm.
El 7.6 % respondit que x=1.73 cm.
El 7.6 % respondié que x=2.18 cm.
El 15 % respondié que x = 2.19 cm.
EI7.6 % respondio que x = 2.2 cm.
El 7.6 % respondit que x=5,22 cm,
El 15 % respondid que x = 6.44 cm.
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El 7.6 % respondit gue x = 15 cm, el argumento que dio el alumno:
para que saiga el maximo volumsn, se puede cortar inclinada.

El 7.6 % contestd que: El maximo valor es mayor cuando se puede
formar la caja con medidas pequefias en la base y la altura.

El 7.6 % respondid gue: Cuando la caja tiene mayor volumen.

Para esta pregunta se tiene:

De 15 cm, para que saiga el maximo voiumen, la lamina se puede cortar
en forma inclinada.

El méximo valor es mayor, pero si se puede formar una caja con
medidas mas pequefas en ia base y en la altura.

3. ¢Qué variables consideras que se encuentran inmersas eh la

construccion de la caja?

El 68 % respondié que la altura.

Ei 46 % contestd que la anchura de la caja.

Ei 30 % contestd que el largo.

El 23 % contestd que al area.

El 53 % respondid que la base. |

El 38 % respondi6 que el volumen.

El 7.8 % respondid gue el recorte de las esquinas.
El 7.6 % respondid que ias medidas de la lamina.

Para esta pregunta se tienen los argumentos siguientes:

Las variables son Iz altura, el ancho y el volumen de las esquinas de la
caja.

Las variables son: la aliura, el area de la base, el area del pedazo que
se corta del fado de la lamina.
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4. ;Qué variables consideras que son dependientes y cuales

independientes.

«Variables dependientes.

El 30 % contestd que el largo

El 15 % contest6 que el ancho.

El 38 % contestd que la altura.

Ei 7.6 % contestd que el‘érea.

El 7.6 % contestd que la base.

El 7.6 % respondié que no entiendo.

El 23 % contestd que el volumen.

El 7.6 % respondid que todas las
variables son dependientes

sVariables independienies.

El 7.6 % contest6 que el largo.

El 38 % contestdé que el ancho.

El 38 % respondit que la base.

El 15 % coniestd que el voiumen.

El 46 % respondié que la altura.

El 7.6 % respondi6 que el area.

El 7.6 % respondid que los datos de la
caja.

Aqui ios argumentos son:

- Todas las variables son dependienies, y la independiente es et lado de

la lamina.

- Un alumno contestd “No entiendo”.

- ~La altura depende de el corle de las esquinas (independiente) y entre

mas alta sea la caja, la base sera menor.

- Todas ias variabies son dependientes.

- Dependientes es cuando cambia el ancho y la altura de sus medidas.

independientes, es cuando varia el voluman de su capacidad.

i

6. ¢Para qué valor (es) de x (corte de la esquina de la lamina), se tieno

volumen cero?

- El15 % de los alumnos respondid que x=0cm.

- El 7.6 % respondié que x= 0.001 cm.

- E}7.6 % respondié que x=0.01 cm.

- EI7.6 % respondib que x = 5.22 cm.
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El 23 % respondi6 que x=16.5 cm,

El 7.8 % contestd que x =6.53 cm,

El 15 % respondid que x= 13 cm.

El 7.6 % respondié que: el valor de x daria la medida de la mitad y no
habria volumen porque es cero.

Para esta pregunta se tienen algunos de los argumentos:

Para x = 5.22, porque es la mitad de el largo de ia lamina.

El valor de x daria la medida de la mitad y no habria volumen porque es
cero.

Para x = 6.5, porgue asi se cortaria la lamina en 4 paries.

6, ;Cuantas cajas que al llenarse con algin contenide contengan el

mismo volumen y tengan diferentes tamafios, se puedan formar de

laminas cuadradas de 13 cm de lado?

Ei 30 % respondié que 2 cajas.

El 15 % respondio que 12 cajas.

El 15 % respondid que una infinidad.
Ei 30 % no respondi6 a la pregunta.
El 7.6 % respondid que ninguna caja.

Algunos de los argumentos son:

12 cajas tienen el mismo volumen, ya que la 13 no tiene volumen.

2 cajas, porque observé gque cuando el corte de la esquina es menor,
empieza el volumen bajo, y conforme el corte de la esquina va haciendo
mayor, sube para después volver a bajar el volumen.

Pueden ser 2 para cada volumen, porque hay un punto donde los
volimenes van de menos a mas y después de llegar al maximo éste
regresa a vollimenes paquefios.
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- Van a ser varas, ya que los volamenes de Ja lamina de 13 cm son, para
cada caja existira otra que contenga el mismo volumen que la otra, pero
con medidas diferentes, (a excepcion cuando el volumen es de 0 cm® o
de 10 cm®).

- Al parecer ninguna, porque depende de los lados de la caja, a menos
gue el valor de x se le da al ancho de la caja, y el valor del anche de la
caja sea el valor de x, es decir, gue se intercambien papeies.

LLAS RESPUESTAS PARA EL CUESTIONARIO 5 SON LAS SIGUIENTES:
1. ¢Cudl os minimo valor de X que se puede cortar de las esquinas, para
formar ia caja?
- EI 7.6 % respondié que x = 0 cm.

El 15 % respondié gue x = 0.1 cm.
« El 15 % respondi6 que x = 0.001 cm.
- El 15 % respondio gue x = 0.007 cm.

El 7.6 % respondio que x = 0.03 cm.

T

El 7.6 % respondid que x=0.5 cm.

El 23 % no respondio a la pregunta.

La argumentacién que dieron fue:

- El valor minirmo que dio la computadora fue para el valor de x = 0.05

- El valor es para x = 0.1 cm, porque asi se obtendria una altura de 0.1 cm
antes de sblo tener la lamina. .

- E! minimo valor es de cero, si s& puede formar una caja con medidas mas
peguenas, pero no es facit construir la caja.

2. ¢(Cual es el maximo valor de x que se puede recortar de las
esquinas, para formar la caja de Maximo Volumen?
- EI 7.6 % respondié que x = 0.06 cm.

86




Capitulo IV Metodologia de la Investigacion

t

E! 15 % respondid que x = 0.03 cm.
- E1 7.6 % respondio que x = 0.97 cm.
- E1 7.6 % respondié que x=0.11 cm.
El 7.6 % respondid que x = 1.71 cm.
El 7.6 % respondid que x=2.19 cm.

El 7.6 % respondi6 que x = 2.2 cm.

1

El 7.6 % respondid que x=2.3 cm.

t

El 15 % respondid que x= 6.5 cm.

El 15 % no respondio a la pregunta.

El argumento fue el siguiente: El valor maximo es de 6.5 cm, pero tendré
una pequefa medida para formar una caja de un volumen pequefio.

3. ¢Qué variables consideras que se encuentran inmersas en la
consfruccion de la caja?
- El 46 % respondid que la altura.

t

El 30 % contestd que la anchura de la caja.

El 23 % contestd que el largo.

El 69 % respondit que la base.

El 53 % respondit que el volumen.

El 38 % respondid que los lados.
- Ei 7.8 % respondié que las coordenadas del punto P.

Para esta pregunta el argumento fue el siguiente: Puede variar el ancho y Ia
altura de la caja, conforme se aplique las medidas de la caja.

4. :Qué variables consideras gque son dependientes y cuales
independientes,
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oVariables dependientes.

El 15 % contesté que el largo

El 30 % contestd que el ancho.
El 38 % contesto gue la altura.
El 23 % contesté que el area.

El 38 % contesté que ia base.

El 38 % contestd que el volumen.

sVariables independientes.

El 15 % contestd que el largo.

Ei 7.6 % contestd gue el ancho.
El 15 % respondi6 que la base.

El 7.6 % contestd que el volumen.
Ei 23 % respondio que la altura.
El 15 % respondié que ios lados.

Algunos de los arg:;umentos que dieron los alumnos fue:

- Las variables dependienies son cuando cambia el ancho de la base vy la
altura; las independientés es cuando cambia la capacidad del volumen de la
caja.

- La altura depende del corte de las esquinas (variable independiente), y la
base serd o mas grande o mas pequefia segun la altura,

- Todas las variables son dependientes, debido a que conforme cambian
su base cambian todo io demés.

- Las dos son dependientes (el volumen y el drea de ia base).

- La altura x es independients, el largo y el ancho son dependientes de x,
porque ella les asigna valor.

5. ¢ Para qué valor (es) de x {corte de la esquina de la lamina), se tiene
volumen cero?

- El 7.6 % de los alumnos respondié gue x = 0.01 cm.

- E1 7.6 % respondié que x = 5.08 cm.

- E1 53 % respondié gue x=6.5 cm.

- El 15 % respondi6 gue x = 6.53 cm.

- EI 15 % no respondi6 la pregunta.

Aqui los argumentos fueron:

- El valor es para x = 5.08 cm, porque es la mitad de lo que mide la
lamina.
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- El valor para la x debe ser de x = 6.5 cm, porque asi sélo se cortaria en
cuatro partes.

6. ;Cuantas cajas que al llenarse con algin contenide contengan el
mismo veolumen y tengan diferentes tamafios, se puedan formar de
laminas cuadradas de 13 cm de lado?

- El46 % respondié que 2 cajas.

- EI 76 % respondid que 1 cajas.

- EI23 % respondié que una inﬁnidad.

- EI7.6 % no respondid a la pregunta.

- EI7.6 % respondi¢ que ninguna caja.

- EI7.6 % Respondi6 que el doble.

Algunos de los argumentos que dieron ios alumnos son:

- Por cada caja que se consiruya, hay otra caja que va ha contener el
mismo volumen, pero medidas diferentes a excepcion del intervalo de
volumen (0 cm® a 10 cm®), donde hay una sola caja con el volumen propio.
- Se pueden formar dos cajas para cada volumen que se tenga, porque la
gréfica forma una curva y hay dos puntos gue coinciden.

- Se pueden formar dos cajas, porque se muestra que primero sube el
volumen, pero hay un punto en el cual vuelve a bajar.

- Se pueden formar dos cajas, porque af llegar al volumen de 161.700 cm®,
empieza a bajar y formar las cajas.

- Ninguna, porgue depende de las variables o jados de las cajas, a menos
gue se intercambien los papeles de las variables.

LAS RESPUESTAS PARA EL CUESTIONARIO 6 SON LAS SIGUIENTES:
1. ¢Qué variable representa la absisa del punto P en el problema?
- EI7.6 % respondié que x es la absisa y representa ia altura.
- EI61 % x representa el lado del corte de la caja.
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El 7.6 % respondié que x es la absisa y representa la base,
El 23 % no respondié a la pregunta.

Algunos de los argumentos que expresaron los alumnos son:

La absisa es el valor de x o la altura.

Ei corte de las esquinas, porque el valor que toma el corte es marcado
con el punto en la grafica,

l.a coordenada x, en la recta tangente.

. £ Qué variable representa la ordenada del punto P en el problema?

El 46 % respondié que la ordenada es el volumen.

EI 7.6 % respondid que x yague “p(x) & qgly)’ son las coordenadas
del punto P.

El 7.6 % respondié que, la aliura representa a la ordenada.

El 15 % respondid que, el volumen de ia caja es la que representa a ia
ordenada.

El 23 % no respondio a |z pregunta.

Algunos de los argumentos son:

El volumen de la caja.

El valor de x ya que *p(x}) & q(x}" son las coordenadas de !a
tangente.

El valor de la ordenada es el volumen.

El volumen que se obtiene, ya que este es igual al punto marcado en las
coordenadas.

. ¢En donde mas aparece el valor de la absisa?

El 69 % respondi6 que, la absisa x aparece en el corte de la esquina.
El 16 % respondié que, la absisa aparece en el volumen de la caja,
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El 7.6 % respondi® que, aparece en las coordenadas del punto P(x, y),
por gjempio P(0.97 , 14.61).
EI 7.6 % respondit que, el valor de la absisa aparece en la altura.

Algunos de los argumentos son los siguientes;

-

En el lado de la base.

En el corte de la esquina.

Donde muestra la caja ia base en el lado del corte x = n cm o en el lado
de la base.

¢En donde mas aparece el valor de la ordenada?

El 46 % respondié que, el valor de ia ordenada aparece en el volumen
de la caja.

El 15 % contesté que, el valor de la ordenada aparece en las
coordenadas del punto P por ejemplo, P{2.91 , 0.0).

El 7.6 % respondi® que, el valor de la ordenada aparece en la
altura,

El 7.6 % respondié que, el valor de la ordenada aparece en el area de
ia base.

El 23 % no respondieron la pregunta.

La argumentacion fue la siguiente:

-

5.

En el volumen igual a n cm 3,

En el volumen y en el punto P = (p(x) & qly) ).
La capacidad de la caja que tenga el volumen
En el volumen de la caja.

En los lados.

Si trazamos una linea horizontal ;en cuantos puntos podria cortar a

la grafica de la funcién?
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- El 69 % respondié que, la linea corta a la grafica en dos puntos.

- EI 7.6 % respondio que, la linea corta a la grafica en un punto,

- El 23 % no respondié a la pregunta.

Algunos de los argumentos expresados por los alumnos sorn:

- En dos puntos, porque ia grafica tiene un maximo.

A

- >
‘ X4 Xz\

Grafica 5

- En dos puntos puede cortar la recta a la grafica de la funcion.

- En dos puntos, casi en su totalidad, porque llega el momento en que la

curva termina antes del otro punto para coincidir.

€. :¢Qué interprotacién le das al hacho de que al trazar una recta

horizontal, ésta corte en dos puntos a la grafica de la funcion?

El 15 % respondié que, debe haber dos cajas de diferentes
dimensiones, pero que fienen el mismo volumen.

El 15 % respondid que, no es funcién ya que no corta a la grafica en
dos puntos, solamenie en uno.

El 7.6 % respondié que, la recta corta a la grafica en unpuntox &uny.
El 7.6 % respondié que, las veces que la recta corta a la grafica, es el
namero de volimenes que se pueden hacer.

El 15 % respondié que, la recta corta a la grafica en dos puntos, porque
en la grafica hay dos volimenes iguales en cajas diferentes.

El 15 % respondié que, probablemente forma una curva.

Algunos de los argumentos que expresaron los alumnos son:
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- Que se pueden formar dos cajas que contengan el mismo volumen, pero
con medidas diferentes.

- Porgue no es funcién, ya que una funcion no corta en dos puntos,
solamente en uno. '
- Porgue la grafica se representa en los puntos de x & y, en donde *x” es la
absisa & vy es la ordenada.

- La recta corta a la grafica en un punto x & en un punto y.

- Las veces que la recta corta a la grafica es el nimero de volimenes que
$€ pueden hacer.

- Que ia corta en dos puntos, porque en la grafica hay dos valores iguales
en cajas diferentes.

- Que no es funcion, ya que no la debe cortar en dos puntos.

- Que probablemente forma una curva.

- Al trazar la linea, los puntos por ios que cruza son los valores
{volimenes), de dos cajas con diferentes medidas, pero mismo voiumen.

- Que debe haber dos cajas de diferentes dimensiones gue fienen un
mismo volumen.

7. Moviendo el punto x, observa los valores del punto P y escribe dos

valores de x que tengan aproximadamente el mismo valor del

volumen.
x=3.37 & x=0.46 para el mismo valor del volumen de v = 39.40
x=0.83 & x=2.77 para el mismo valor del volumen de v=59.10
x=12.10 & x=0.48 para el mismo vaior del volumen de v=70.78
x=423 & x=4.41 para el mismo valor def volumen de v=70.78
x=0.56 & x=0.56 para el mismo valor del volumen de v = 80.258
x=436 & x=4.38 para el mismo valor def volumen de v=80.825
x=0.54 & x=4.54 para el mismo valor de! volumen de v=81.23
Xx=0387 & x=0.91 para el mismo valor del volumen de v=119.81
x=221 & x=2.35 para el mismo valor del volumen de v=2.20
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x=140 & x=2.35 para el mismo valor del volumen de v=2.91

x=4 & x=0.8 para el mismo valor del volumen de v =100

x=3 & x=1.4 para el mismo valor de! volumen de v=144
Xx=367 & x=0.95 para el mismo valor del volumen de v =118
x=083 & x=2.77 para el mismo valor del volumen de v=130

x=0.83 & x=3.9 para el mismo valor del volumen de v =105

x=236 & x=2.01 para el mismo valor del volumen de v=161

x=25 & x=1.85 para el mismo valor del volumen de v =160

x=15 & x=2. para el mismo valor del volumen de v =150

x=38 & x=1.4 para el mismo valor del volumen de v = 148.064

x=47 & x=04 para el mismo valor def volumen de v =60.567

8. Determine los valores de x para dos cajas que tengan un

volumen de 42 cms.

Para x=5.09, elvolumen resuttade v =42.243 cm’.

Parax=0.27, el volumen resultade v =42.220 cm’.

Parax=508, el volumenresultade v=42cm’.

Parax=51, elvolumenresultade v=41.9cm’.

Parax=0.3, elvolumenresultade v=42.9cm®

3

Parax=5.1, el voiumen resuitade v=41.1cm".
Parax=3.1, elvolumenresultade v=41.1cm’
Parax=52, elvolumenresultade v=43.826cm’.
Parax=5.1, el volumen resultade v =41.9 ecm®.
Para x = 0.3, el volumen resultade v =42.9 gm’.

Para x=5.07, el volumen resultade v=42cm®.

Parax =0.29, el volumen resultade v =42 cm®.

Parax=5.02, elvolumenresultade v=42cm°

Parax=504, elvolumenresultade v=42cm’.

Parax=0.3, elvolumenresulfade v=429cm’
Parax=5.1, elvolumenresutade v=41.9cm’.
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4 alumnos no contestaron la pregunta.

Por otro lado la exploracién aplicada a los alumnos de los grupos 1AV y
JAV2 de la UPIICSA, como se menciond anteriormente es saber con qué
conocimiéntos basicos de los que estan contenidos en el problema cuentan, pero
principalmente el de ta variacién de la funcién volumen. Es importante mencionar
que dichos grupos estan cursando la materia de calculo diferéhciai en el primer
semestre de la carrera de Lic. en Administracion Industrial.

Para esto se tiene la siguiente actividad, desarrollo de las actividades en la
simulacién de las operaciones concretas en el contexto de la geometria dinamica,
aplicado a los alumnos del grupo 1AV1 de la (UPIICSA - IPN).

+ A continuacion se expresan las respuestas que dieron Jos alumnos
(grupo 1AV1) para cada uno de los cuestionarios del Apéndice 2b.

PARA EL CUESTIONARIO 1 SE TIENEN LAS RESPUESTAS SIGUIENTES:
1. ¢Cudl es el minimo valor de x que se puede recortar de las esquinas,
para formar la caja?

- El22 % de los alumnos respondié que x = 0.5 cm.
- EI'49 % respondié que x = 0.1 cm.

- El 16 % respondié que x = 1.5 cm.

- El5.5 % respondié que x = 6.5 cm.

- E15.5 % contesté que x = 4.5 cm.

2. ¢Cual es el méximo valor de x que se puede recortar de las
esquinas, para formar la caja de maximo volumen?

- El 27 % de los alumnos respondié x = 6.5 cm.

- El 11 % respondi6 que x =12.8 cm,

- EI 22 % respondi6 que x = 0.5 cm.
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- El 16 % respondio que x = 4.302 crm.

- El 11 % respondio que x= 5 cm.

- E15 % respondié “no entiendo ia pregunta”.

3. ¢(Qué variables consideras que se¢ encuentran inmersas en la

construccion de la caja?

- ElI 5 % respondi6 que “el corte maximo o minimo que se le puede hacer

a la lamina.

- El 16 % contestd que los lados x & .

- El 33 % contesto el lado x.

- El 5.5 % respondi¢ que las dimensiones del corte.

- ElI 5.5 % respondié que el nimero de lados y el voiumen.

- El 5.5 % respondié que &l area y el volumen.

- El 5.5 % respondié que la medida es la variable x & el volumen es la

variable y.

- El 5,5 % respondio que, el volumen es la variable x & las medidas (largo

y ancho)

- EF 5.5 % respondid que, el perimetro, x asi como su volumen.

4. ;Qué variables consideras que son dependientes y cuales

independientes?

El 16 % de los alumncs no contestd ia pregunta.

sVariables dependientes.

El 22 % contestd que y.

El 5.5 % contestd que el volumen.

El 27 % contestd que x.

El 11 % contestdé que los lados de la
caja (largo y ancho).

+Variables independientes.
El 38 % contestd que x.

E! 55 % contestd que el nimero de
tados

El 11 % contesto que y.

El 11 % contestd que el contorno de la
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caja.
El 5.5 % contesté que el &rea.
El 5.5 % contesté que L = 13 cm.

5. ¢Para qué valor (es} de x (corte de la esquina de la lamina), se tiene
volumen cero?

- El 16 % de los alumnos respondi6 gue casi x = 13 cm por lado.

- El 11 % respondid que x =0 cm.

- E1 5.5 % respondié que x = 12.2 cm.

© - El 11 % respondi6 que x = 2 cm.
- El 11 % respondié gue x = 6.5 cm.
- EI 5.5 % contestd que, para el centro.

El 27 % no respondid a la pregunta.
- E15.5% respondi6 que, cuando x = 90°,

]

El 5.5 % Cuando liega al limite de la caja.

<+« Aqui
(Limite de la caja)

PARA EL CUESTIONARIO 2 SE TIENEN LAS RESPUESTAS SIGUIENTES:
1.- ¢Cual es ol minimo valor de x que se puede recortar de las
esquinas, para formar la caja?

El 11 % de los alumnos respondié que x=1cm.
- El 59 % respondidé que x = 0.2 cm.

- El 16.6 % respondio gque x= 6.5 cm.

- El 5.5 % respondid gue x=4.5cm.

- Ei 5.5 % contestd que x =2.5 cm.
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2. ¢Cual es el miximo valor de x que se¢ puede recoriar de las
esquinas, para formar la caja de maximo volumen?

- El 5.5 % de los alumnos respondid x=3.3 cm.

- El 27 % respondid que x = 4.32 cm.

- El 5.5 % respondié gque x = 8.3 cm.

- E!} 5.5 % respondié que x =0.5 cm.

- El 16.6 % respondid que x = 6.5 cm.

- EI 1686 % conte;sté que x=12.9 cm.

- El 11 % respondid gue para x = 13 cm.

- El 11 % respondid que x =5 cm.

- El 5.5 % no respondieron a ia pregunta.

- El 11 % respondieron que x= 0.1 cm.

3. ¢Qué variables consideras que se encuentran inmersas en la
construccién de la caja?

- EI 33 % respondid que la medida de los lados,

- El 33 % contesté que la x es una variable.

- El 11 % no contestd la pregunta.

- ElI16.6 % contesio que el volumen.

- El 11 % respondid que el drea.

- El 11 % respondio que el largo.

- El 5.5 % respondiod que el perimetro.

- ElI 5.5 % respondi6 gue todas las y.

- El 11 % respondié que e ancho.

- El 5.5 % respondi6 que la x & la distancia de y.

4. ; Qué variabies consideras que son dependientes y cuales indepedien-
tos?
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Eli 5.5 % no respondié la pregunta.

E! 5.5 % respondié “no entiendo ia pregunta”

sVariables dependienies.

E! 5.5 % contestd que el largo

Ei 5.5 % contestd que el ancho.
Ef 38 % contestd que la y.

El 11 % contestd que ios lados.
El 33 % contestd que fa x.

El 5.5 % contesté que el volumen.

+Variables independientes.
El 49 % contestd que la x.

El 5.5 % contesté que el volumen.

El 5.5 % contesto que la y.

El 5.5 % respondié que L =13 cm.

El 5.5 % contestd que el perimetro de la

1 caja.

5 ¢Para qué vaior (es) de x (corte de la esquina de la lamina), se tiene

volumen cero?

- EI11 % respondid qus x=0cm.

- El 27 % respondié que x = 13 cm.

- K1 38 % respondié que x = 6.5 cm.

- E 5.5 % respondid que x = 3 cm.

- El 5.5 % respondi6 que “en el centro”.

- El 5.5 % contesté que “cuando llega al limite de sus extremos”.

LAS RESPUESTAS PARA EL CUESTIONARIO 3 SON LAS SIGUIENTES:
1. ;Cual es minime valor de x que se puede cortar de las esquinas,

para formar la caja?

- ElI'72 % respondi6é que x=0.2 cm.

- El5.5 % respondid que x = 1 cm.

- El5,5 % respondié que x = 2.9 cm.

- ElI 5.5 % respondi6 que x = 3 cm.
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- ElI 6.5 9% respondid que “el minimo valor de x dependerd de cuando
este aumenta en su base de la caja”.
- FEl 5.5 % no respondio a la pregunta.

2 sCuédl es el maximo valor de x que se puede recortar de las
esquinas, para formar la caja de Maximo Volumen?
- EI 5.5 % respondi6 que x = 6 cm.
- El 18 % respondid que x =4 cm.
- El 5.5 % respondio que x = 7 cm.
- El 11 % respondié que x = 2 cm.
- El 33 % contesté que x=6.5 cm.
- El 11 % respondié gue para x = 0.1 cm.
- El11 % no respondié a la pregunta.
- ElI 5.5 % respondid que “el valor de x dependerd de cuando este dismi-
nuya en su base de la caja”.

3. ¢(Qué variables consideras que se encuentran inmersas en la
construccion de la caja?

- El 22 % respondié que ia altura.

- El'16 % contestd que la base.

- El 5.5 % contestd que al drea.

- El 16 % respondié que la medida de los lados.

- El 5.5 % respondio que el perimetro de ia base.

- EI 27 % respondid que el volumen.

- El 44 % respondi6 que el vaior de x es una variable,
- El 22 % respondio que el valor de y s una variable.
- El 11 % no respondio a ia pregunta.

4. (Qué variables consideras que son dependientes y cuales
independiontes.
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El 11 % no respondi6 a la pregunta.

El 5.5 % respondi6 que no es clara la pregunta.

«Variables dependienties.

El 11 % contesté que el largo

El 11 % contestd que el ancho.

El 16 % contestd que el valor de x.
El 5.5 % contesté que &l volumen.
El 33 % contesté que el valorde y.
El 5.5 % respondioé que &l area.

El 5.5 % contestd que la base.

El 15 % contestd que el volumen.

sVariables independienies.
El 16 % contesto que el voiumen.

El 5.5 % contestd que el largo.

El 11 % contesté que el valorde y.

El 16 % respondié que la medida de los
lados.

El 27 % contestd que el valor de x.

El 55 % respondi6 que el lado
L =13cm.

El 5.5 % respondi¢ que la altura.

5, ¢Para qué valor (es) de x (corte de [a esquina de la lamina), se

tiene volumen cero?

- ElI16 % de los alumnos respondio que x=0cm.

- EI 11 % respondi6 que x = 12.9 cim.

- El11 % respondié que x = 4.02 cm.
- E! 55 % respondid que x = 6.5 cm.

- EI5.5 % respondié que x =5 cm

- EI5.5 % no respondit la pregunta.

- EI5.5 % respondié “cuando llega a su limite hacia la derecha”.

6. ;(Cuantas cajas que al llenarse con algin contenido contengan el

mismo volumen y tengan diferentes tamafios, se puedan formar de
laminas cuadradas de 13 em de lado?

- El 11 % respondid que 2 cajas.

- El11 % respondié que una infinidad de cajas.
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- EI5.5 % respondi6 que 9 cajas.

- El11 % respondié que 3 cajas.

- EI'11 % respondié que no una caja..

- EI5.5 % respondié 4 cajas.

- EI38 % no respondid a la pregunta.

- E! 5.5 % respondié que “no podria contestar puestc que se necesita
saber gue capacidad fiene la caja.

LAS RESPUESTAS PARA EL CUESTIONARIO 4 SON LAS SIGUIENTES.
1. ¢Cual es minime valor para x que se puede cortar de las esquinas,
para formar la caja?
- EI5.5 % respondi6 que x = (.
- EI83 % respondic que x=10.1
- EI55 % respondié que x=6.5cm.
- ElI5.5 % respondit que x = 2.9 cm.
- EI7.6 % respondié que x = 3.9 cm.
- EI7.6 % respondio que x=12.8 cm.

2. ;Cudl es el maximo valor de x que se puede recortar de las
esquinas, para formar la caja de Maxime Volumen?

- EI7.6 % respondié gue x=2 cm.

- ElI5.5 % respondié que x=1 cm.

- EI5.5 % respondi6 que x = 163.462 cm’.

- El111 % respondi6 que x =4 cm.

- EI5.5 % respondié que x=4.9 cm.

- EI55 % respondié gue x=0.1 cm.

- EI27 % respondié que x = 6.5 cm,

- EF 11 % respondio que x = 12.899 cm,
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3. ¢Qué variables consideras que se encuentran inmersas en la
construccion de la caja?
- ElI5.5 % contestd que la anchura de la caja.
- El'11 % contesté que el largo.
- F122 % contestd que al area.
- El 5.5 % respondi6 gue la base.
- El 38 % respondid gue el volumen.
- El 11 % respondid que el recorte de las esquinas.
- El 27 % respondid gue las medidas de los lados.
- El 22 % respondié que x & y son variables.
- ElI5.5 % respondié que X, y, Z, son las variabies.

4. ;Qué variables consideras que son dependientes y cuales
independientes,
El 11 % no respondié la pregunta.

+Variables dependientes. +Variables independientes.

£l 22 % contestd que el volumen El 22 % contestd que el vaior de y.

El 38 % contestd que el valor de x. El 33 % contestd que el valor de x,

E! 22 % contestd que el valor de y. El 22 % respondid que los lados de

El 11 % contestd que el lado de corte. corte.
El 55 % respondié que todas las|El5.5 % respondié que el area.
variables son dependientes El 5.5 respondit que el perimetro.

§ ¢Para qué valor {(es) de x (corte de la esquina de la lamina), se
tiene volumen cero?

- El16 % de ios alumnos respondié que x =0 cm.

- &1 55 % respondid que x = 6.5 cm.

- El11 % respondid que x =4 cm.
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- ElI 5.5 % respondid que x = 13 cm.
- EI'11 % respondié que x=12.8 cm.
- Ei 5.5 no respondio a la pregunta.

6. ¢Cuantas cajas que al flenarse c¢on algan contenido contengan el
mismo volumen y tengan diferentes tamaros, se puedan formar de
laminas cuadradas de 13 cm de lado?

- El16 % respondié que 2 cajas.

- EI5.5 % respondi6 que 13 cajas.

- ElI 16 % respondid que una caja.

- E)33 % respondio 4 cajas.

- EI 55 % respondid que 40 cajas aproximadamentie.

- E! 5.5 % respondié que una infinidad.

- EI38%no respondieron a la pregunta.

LAS RESPUESTAS PARA EL CUESTIONARIO & SON LAS SIGUIENTES:
1. ¢Cudl es minimo valor de x que so puede cortar de las esquinas, para
formar la caja?
- El 44 % respondio que x = 0.1 cm.
- E1' 5.5 % respondid que x=2.4cm.
- Ei 11 % respondié que x = 0.05 cm.

El 38 % no respondio a la pregunta.
2. (Cual es ol maximo valor de x que se pued; recortar de las
esquinas, para formar ia caja de Maximo Volumen?

- El' 11 % respondid que x=0.1 cm.

- El 16 % respondié que x= 2.2 cm.

- El 22 % respondi6 que x = 6.5 cm.

- E15.5 % respondi6 que x = 5.9 cm.
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- El 38 % no respondio a la pregunta.
- EI 5.5 % respondi6 que x = 163.4 cm”.

3. (Qué variables consideras gue se encuentran inmersas en la
construccién de la caja?

El 22 % respondio que los lados de corte.

El 16 % contestd que el valor de la x es una variable.

- El 5.5 % contestd que las medidas de la caja es una variable.
- El 5.5 % respondid que el volumen.

- El 5.5 % respondio que el vaior de y es la variable,

- El1 5.5 % respondi¢ que el lado de la base.

- ElI 50 % no respondid a la pregunta.

4. ;Qué variables consideras que son dependientes y cuales
independientes,

El 55.5 % no respondieron a la pregunta.
El 5.5 % contestd que no es clara la pregunta.

¢ Variables dependientes. « variables independientes.

El 16 % contestd que el lado de la base | El 27 % cOntestdé que lcs lados de la
El 11 % contestd que el valordey. . |lamina.

El 5.5 % contestd que el volumen. El 11 % coniesté que el valor de x.

5. ¢ Para qué valor (es) de x (corte de la esquina de la lamina), se tiene
volumen cero?

- El 16 % de ios alumnos respondié que x=0cm.
- EI 38 % respondi6 que x = 6.5 cm.
- EI 50 % no respondid a la pregunta.
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8. ¢Cuantas cajas que al llenarse con algdn contenido contengan el

mismo volumen y tengan diferentes tamafios, se puedan formar de |a-

minas cuadradas de 13 cm de lado?

El 11 % respondi6 que 2 cajas.

El 5.5 % respondid gue 1 caja.

El 5.5 % respondi6 gque 22 cajas.

El 5.5 % no respondio 4 cajas.

El 5.5 % respondi6 que ninguna caja.
El 72 % no re:spondic‘) a la pregunta,

LAS RESPUESTAS PARA EL CUESTIONARIO € SON LAS SIGUIENTES:

1.

& Qué variable representa la absisa del punto P en el problema?
El 11 % respondio que x es €l largo. y representa la altura.

El 5.5 % x representa el volumen.

El 11 % respondié que x es €l lado de la idmina.

El 60 % no respondié a la pregunta.

£l 5.5 % respondié que la distancia.

2. ¢ Qué variable representa la ordenada del punto P en o] problema?

Ei 5.5 % respondio que la ordenada es la altura,
El 5.5 % respondié que y es el lado de la base.
El 5.5 % respondi¢ que, el volumen.

El 66 % no respondid a la pregunta.

El 11 % contesto que 161.1 cm®.

(En donde mas aparece el valor de la absisa?

El 5.5 % respondi6 que, en el corte de la esquina de ia caja.

El 11 % respondio que, la absisa aparece en el lado x de la caja.
El 66 % no respondié a la pregunta. |

El 16 % respondit que no entendié |a pregunta,
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ZEn donde mas aparece el valor de la ordenada?

El 5.5 % respondid gue, en la grafica.

El 5.5 % contestd que, y el valor de Ia ordenada aparece en la aftura
El 5.5 % respondié que, aparece en &l volumen.

El 11 % respondié gue, en x el lado de la caja.

E1 66 % no respondieron {a pregunta.

Si trazamos una linea horizontal en cuantos puntos podria cortar a

la grafica de la funcién?

6.

El 5.5 % respondié que, si es arriba de 80 en dos puntos.

El 5.5 % respondid que, si es debajo de 30 en cuatro purtos.
El 16 % respondio que en dos puntos.

El 5.8 % respondi¢ que en un infinito de puntos.

El 5.5 % respondid que si es arriba de 30 en dos puntos

El 5.5 % respondid que si es debajo de 30 en un punto.

El 66 % no respondid a la pregunta.

;Qué interpretacién le das al hacho de que al trazar una recta

horizontal, ésta corte en dos puntos a la grafica de la funcién?

7.

El 6.5 % respondi6 que, se dan los dos puntos de las coordenadas &
esto hace que se corte en dos.

El 5.5 % respondié que, en la interseccion de los puntos.

El 5.5 % respondi6 que, es una funcién uno a uno.

El 7.6 % respondio que, es una funcion.

Ei 77 % no contestd la pregunta.

Moviendo el punto x, observa los valores del punto P y escribe dos

valores de x que tengan aproximadamente el mismo valor del

volumen.
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x=6.0 & x=6.3 parael mismovalor y=7

x=3 & x=35 paraelmismovalor y=5

x=00 & x=0.0 para el mismo valordey =0
x=05 & x=0.0 para el mismo valordey =0
X=x & x=x para el mismo vaiorde y =x

x=0.1 & x=0.1 para el mismo valordey = 15.22
x=18 & x=1.8 para el mismo valordey = 160.8
El 82 % no contesto la pregunta.

Cabe hacer la siguiente observacion que me parecio muy importante,
al levar a Jos alumnos det grupo 1AV1 a la saia de computo para visualizar
la simulacién de las operaciones concretas con el gedmetra (J. Piaget Seis
Estudios de Psicologia, 1980 Pag. 85), dichos alumnos estaban
confundidos porgue no entendian el problema y no sabian cual era el
cuadrado que se tenia que recortar en cada una de las esgquinas para
construir las diferentes cajitas, ya que a éstos alumnos no se les dio la
clase en donde se tenia que manipular la construccion de cada una de las
cajitas con una lamina de cartulina cuadrada de 13 cm por lado.

108




Capitulo V Conclusiones Comentarios y Sugerencias

Capitulo V

Conclusiones comentarios y sugerencias.

Para concluir se retoma la hipbtesis que ha guiado este trabajo de
investigacion la cual se planteo en el capitulo | y gue es la siguiente:

Hipotesis: ‘
Los estudiantes no perciben ia variacién en el volumen sobre un pro-
blema de maximos y minimos en los contextos de las operaciones
concretas y la simulacion de estas con la geometria dinédmica

Y tomando en cuenta los resultados que arrojé la experimentacion, se
pueden elaborar las siguientes conclusiones referidas a ios estudiantes promedio.

En el contexto de las operaciones concretas, los estudiantes no perciben ia
variacién del volurnen en un problema de maximos y minimos, esencialmente por
tres obstaculos epistemologicos que se presentan en el desarrollo dei problema y
gue son:

1)} Las dimensiones constantes de la [Amina con que se construyen
las diferentes cajas. En este caso los alumnos percibieron que al
construir diversas cajas recortando cuadrados congruentes en las
esquinas de las laminas de 13 cm de lado, el volumen no deberia de
variar de una caja a ofra porque las cajas provienen de [aminas
congruentes, esto es, que tienen la misma medida, vy la misma forma.

2) La forma de la caja. Los alumnos que si percibieron la variacion del
volumen, la asociaron con la forma de la caja, esto es, no percibieron
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que pudieran construirse cajas de diferentes formas que contuvieran el
mismo volumern,

3) El caso discreto. La discretizacion de la variable x (corte de las
esquinas) al construir cajas de 1, 2, 3, 4, 5 y 6 cm de altura, los
estudiantes manifestaron que no variaba el volumen a excepcién de la
caja de § cm en la que si variaba respecto a las anteriores. Cabe aclarar
que este fue el chstacule que mas frecuentemente se presenio,

También cabe hacér notar que ofro aspecto importante en el desarrollo de
esie trabajo fue el factor tiempo, es decir, el tiempo no fue el suficiente para el
desarrolto de la investigacion, sobre todo para los grupos de fa UPIICSA, porque
las fechas de los examenes departamentales son establecidas desde el inicio del
semestre por las autoridades y se fiene que cubrir el material designado para cada
uno de los examenes,

Por otfro lado, y después de haber terminado la presente investigacién, asi
como de haber hecho el analisis de los resultados obtenidos, mencionaré ios
comentarios expresados por aigunos de los estudiantes, tanto de las operaciones
concretas como de la simulacion de éstas con la Geometria Dinamica.

Comentarics:
* Me guslo la practica, ya que se plantea el problerna y se ve en la realidad.
Alumno, Martinez Amador Osvaldo ~ Grupo 613 — CCH-N.
» £s muy importante hacer practicas de este tipo, porque sirve para razonar
y reflexionar cuestiones que en un momento parecen insignificantes.
Alumna, Rojas Jiménez Carolina — Grupo 613 — CCH-N.
» Es inferesante fener este fipo de actividades porque asi fenemos
variaciones reales en el curso.
Alumno, Lucero Jiménez Abel | - Grupo 613 — CCH-N.
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« Me parecié inferesante la forma de sacar cajas de 7 cm de lado.

Alumno, Méndez Reséndiz Julio C. — Grupo 613 -~ CCH-N.
» Me parecid interesante porque se me ocurrieron cosas que no habia
pensado antes, lo que me falta es contestarias.

Alumno, Rocha Nieto Carios E. — Grupo 613 — CCH-N.

» Me parecio inferesante y sobre todo novedoso el poder confar con una
herramienta como es el programa Gedémetra, ya que sirve para el anélisis y
comprobacion directa de lo que vamos a realizar deriro del programa, ya
que las matemadticas dentro de lo tedrico no respaidan el conocimienio que
en muchos ¢asos no se tiene, y eslo porque las matemalicas deben ser
para nosotros como alumnos una herramienta de analisis, que nos permifa
hallar conclusiones. | .

Asi que realmente me gustd mucho esta herramienta, que se podré
ufilizar més adefante para que futuras generaciones no tengan tantas
lagunas © problemas que resolver, y asi lleguemos a un equilibrado
desarrollo mental correlacionado con herramientas y software de este fipo.

Alumno: Aguilar Salamanca Pedro.
Boleta: 98041897 Grupo 1AV1
Escuela; UPIICSA-IPN,

Me parece interesante e importante los comentarios que hicieron algunos

de los alumnos ¢on respecto al planteamiento del problema, ya que éste se les

plantea y lo ven en la realidad, desde el punto de vista de las operaciones

concretas, los hace razonar y reflexionar sobre la variacion de la funcion volumen

al construir las diferentes cajitas, asi como la visualizacién que hacian en el

laboratorio o en la sala de computo, donde velan en la computadora la simulacién

de dichas operaciones por medio de la Geometria Dinamica.
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En ta actualidad el profesor puede tener el Iz computadora una herramienta
de apoyo muy fuerte para su desarrolio docente y puede ser para el alumno un
laboratorio, donde pueda explorar, hacer conjeturas y lievarlas a 1a
experimentacion para una mejor integracion de su conocimiento, y no séle como
estudiante sino como futuro profesionista o investigador en las diferentes dreas
donde su uso puede ser indispensable, ya sea en areas como: Biologia, Quimica,
Fisica, Matematicas, Sociales, etc.

Por fodo lo anterior, y como una sugerencia importante, es que el profesor
debe tener en cuenta, como io sugiero en el capfiulo 1112 sobre las operaciones
concretas y la computadora con la implementacion de ia Geometria Dinamica para
la simulacién de éstas, e uso de la computadora como una herramienia
indispensable en la ensefianza, para asi compiementar el aprendizaje de los
alumnos, ya gue el 80 % o mas de ellos tanto del CCH-N como de ia UPHCSA
cuentan con una en casa, O bien pueden utilizar ios iaboratorics o salas de
computo de sus respectivas escuelas.
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Apéndice 1

Apéndice 1:

Fotos e imagenes sacadas de un video tomado a los
alumnos cuando estan trabajando sobre las operaciones
concretas y en la simulacion de éstas en la computadora, tanto
en las aulas como en el [aboratorio de computacién dei

CCH-N o en la sala modelo de Ciencias Bésicas de la
UPIICSA-~PN,
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£n esta imagen se obhserva a los alumnos cuando construyen las cajas.

los alumnos comprenden mejor el problema cuandc se tienen las
operaciones concretas, es decir, los objetos tangibles que pueden ser
manipulados y sometidos a experiencias efectivas reales, razén por la cual se les

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

pidid que construyeran {as cajitas.

114




Apéndice 1

Alumnos dibujando un esquema, para determinar el corte de las esquinas

de las cartulinas de 13 cm por lado.

Algunos alumnos reflexionaron sobre la forma de realizar los dobleces y ios
recortes de ias esquinas de las cartulinas para construir las cajas, realizando un
esquema del probiema en hojas de sus cuadernos

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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TESIS CON

FALLA DE ORIGEN

Cuando ios alumnos terminaron de construir las cajas, se pusieron a

resolver el cuestionario, de entre las preguntas se tienen:

¢ Consideras que varia el volumen o se mantiene constante en todas ellas?
¢ Varia el volumen de acuerdo a la altura de las cajas?

¢, Qué variables consideras que estan inmersas en la construccion de las
cajas? Etc.
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Alumnos seleccionando las cajitas

- Cuando terminaron de construir las cajas, algunos alumnos, las seriaron
para comparar el tamafo y |la forma, para asi determinar si se tenia variacién de
volumen ¢ permanecia constante en todas elias.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Alumnos observando la forma y el tamafio de las cajas

En pregunta directa gue se ies hizo a los alumnos si se tenia variacién de
volumen en las diferentes cajas, éstos comparaban los tamanos y las formas,
como se observa en las imagenes

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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TRSIS CON
FALLA DE ORICEN

Alumnos, efectuando los calculos matematicos

Un alumno le pregunta a su compafiero ¢ Cual es la férmula para calcuiar el
volumen de una caja? Para asi efectuar los calculos matematicos con las
diferentes alturas que se le daba a cada una de las cajitas, y obtener sus
correspondientes volimenes. Los estudiantes separan el munde real con el
mundo matematico.
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Una vez resuelto el problema, €| estudiante debe de comprobar sus
resultados. ‘

Como se puede observar en las imagenes, los alumnos  estan
comprobando con el azicar que les fue entregada, al vaciar el contenido de una
cajita a otra y se pudieran comparar los diferentes volimenes, verificando asi la

variacion de volumen en las cajitas, TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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TESIS CON
| PALLA DE ORIGEN

Alumnos trabajando en la sala modelo, la simulacién de las operaciones
concretas en la computadora con el apoyo de la Geometria Dinamica.

Los alumnos tuvieron dificultades para visualizar cual era el cuadrado que
se tenia que recortar de las esquinas de cada cartuiina de 13 cm por lado, porque

antes no se les dio la practica de las operaciones concretas.
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Apéndice 2a

Apéndice 2:

Cuestionarios elaborados para el problema
de investigacion que se aplicara a
los alumnos de los grupos

asignados de antemano
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Apéndice 2a

Apeéndice 2a.

Cuestionario elaborado que se aplicara a los alumnos.

DESARROLLO DE LAS OPERACIONES CONCRETAS PARA LA EXPLORACION
DEL CONCEPTO DE VARIACION DE LA FUNCION VOLUMEN EN UN PROBLE-
MA DE MAXIMOS Y MINIMOS

NOMBRE DEL ALUMNO

MATERIA » ESCUELA FECHA

Determinar fas dimensiones de los cuadros de las esquinas que se debe de
cortar, de una lamina cuadrada de cariulina de 13 cm de lado, para construir una
caja de base cuadrada sin tapa, gue tenga volumen maximo. '

CUESTIONARIQ.
Contesta las siguientes preguntas, argumentando las respuestas.
1. Con relacién a todas ias cajas construidas ¢ consideras que varia el volumen
0 se mantiene constante? Esto es, si se llenaran con agua las cajas,
¢ia cantidad de agua es diferente en cada caja o es la misma®?
Respuesta:
i Porqué?
2. :{Qué forma tiene la parie de las esquinas de la lamina, que se tiene que
recortar para formar ia caja?
Respuesta:
iPorqué?
3. ¢Podrian estas esquinas, ser de forma rectanguiar?
Respuesta: '
¢ Porqué?
4. ¢Varia el volumen de acuerdo a la altura de ias cajas?
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10.

11.

Respuesta:

¢ Porqué?

¢Para qué valor de la altura, de los proporcionados anteriormente no se
puede formar la caja?

Respuesta:

¢ Porqué?

& Cuél es el maximo valor que se puede recortar de las esquinas, para formar
la caja?

Respuesta:

& Porqué?

. Cudl es el minimo valor que se puede recortar de las esquinas, para formar
la caja?

Respuesta:

¢ Porqué?

;Cuantas cajas que contengan el mismo volumen y tengan diferentes
tamafios, se pueden construir con la Jamina de 13 cm?

Respuesta:

¢Porqué?

¢ Qué variables consideras que se encueniran inmersas en la construccion
de las cajas?

Respuesta:

i Porqué?

¢ Qué variables consideras que son dependientes y cuales independientes?
Respussta:

¢ Porqué?

¢Para qué valor (es} de x {corte de las esquinas de la lamina), se tiene
volumen cero?

Respuesta:

¢ Porqué?
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Apéndice 2b.

Cuestionario elaborado para aplicar a los alumnos.
DESARROLLO DE LAS ACTIVIDADES EN LA SIMULACION DE LAS
OPERACIONES CONCRETAS EN EL CONTEXTO DE LA GEOMETRIA

DINAMICA,

NOMBRE DEL ALUMNO

MATERIA ESCUELA FECHA

Abre el archivo CAJA_1.GSP vy realiza las siguientes acfividades:
L Lee el problema y reflexiona en ia posible solucion.
Contesta ias siguientes preguntas argumentando las respuestas.

CUESTIONARIO 1.
1. ¢Cual es el minimo valor que se puede recortar de las esquinas, para
formar {a caja?
Respuesta:
¢ Porqué?
2. ;Cudl es el maximo valor que se puede recortar de las esquinas, para
formar la caja de maximo volumen?
Resbuesta:
i Porqué?
3. ¢Qué variables consideras gue se encuentran inmersas en la
construccion de la caja? ‘
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Respuesta:
4, ;Qué wvariables consideras que son dependientes y cuales
independientes?
Respuesta:
5. ¢Para qué valor (es) de x (corte de la esquina de la lamina), se tiene
volumen cero?
Respuesta:

il. Selecciona y desplaza el punto x de ia figura que representa la idmina
cuadrada de 13 cm de |ado.

Contesta las siguientes preguntas argumentando las respuestas.

Cuestionario 2.

1. ¢Cuél es el minimo valor que se puede recortar de las esquinas, para
formar la caja?
Respuesta:

2. ¢Cual es el maximo valor que se puede recortar de {as esquinas, para
format ia caja de maximo volumen?
Respuesta;

3. ¢Queé variables consideras gque se encuentran inmersas en la construccion

de la caja?
Respuesta:

4. ;Qué variables consideras que son dependientes y cuales independientes?
Respuesta:

5. ¢Para qué vaior (es) de x {corte de la esquina de la lamina), se tiene
volumen cero?
Respuesta;

lil.  Abre el archivo CAJA_2.GSP & realiza las siguientes actividades ;
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a)
b)

c)

d)

selecciona y da doble clic en el icono mostrar caja.

Selecciona y desplaza el punto x de la figura que representa la lamina
cuadrada de 13 cm de lado. '
Selecciona la figura de la caja y empalmandola con la lamina para
comparar las dimensiones de la base & la altura cuando cambia la posicion
de x.

Observa los cambios que ocurren en la figura de la caja y contesta las
siguientes preguntas argumentando Iés respuestas.

Cuestionario 3.

1.

v,

¢ Cudl es minimo valor gue se puede cortar de las esquinas, para formar ia
caja?

Respuesta:

¢Cual es el maximo valor que se puede recortar de las esquinas, para
formar la caja de Maximo Volumen?

Respuesta:

¢ Qué variables consideras que se encuentran inmersas en la construccién
de la caja?

Respuesta

¢ Qué variables consideras que son dependientes y cuales independientes.
Respuesta:

¢Para gqué valor (es) de x (corte de la esquina de la lamina), se tiene
volumen cero?

Respuesta:

¢Cuantas cajas que al lienarse con aligin conienido contengan el mismo
volumen y tengan diferentes tamafios, se puedan formar de ldminas
cuadradas de 13 cm de lado?

Argumenta tu respuesta:

Abre el Archivo CAJA_3.GSP y realiza las siguientes actividades:
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a)
b)

)]

Selecciona y da dobie clic en el icono Mostrar Datos.

Selecciona y desplaza el punto x de la figura que representa la lamina
cuadrada de 13 cm de lado.

Observa los cambios que ocurren en la figura y los datos de la caja.
Contesta las siguientes preguntas argumentando {as respuestas.

Cuestionario 4.

1. ¢ Cual es minimo valor que se puede cortar de las esquinas, para formar la

b}

caja?

Respuesta: ‘ .

(;Cuéll es el maxime valor que se puede recortar de las esquinas, para
formar la caja de Méximo Volumen?

Respuesta;

¢ Qué variables consideras que se encuentran inmersas en la construccion
de la caja?

Respuesta

¢ Que variables consideras que son dependientes y cuales independientes.
Respuesta:

iPara qué valor (es) de x (corte de la esquina de la lamina), se tiene
volumen cero?

Respuesta:

¢Cuantas cajas que al llenarse con algin contenido contengan el mismo
voiumen y tengan diferentes tamafios, se puedan formar de iaminas
cuadradas de 13 cm de lado?

2

Argumenta tu respuesta:

Abre el Archivo CAJA_4.GSP vy realiza las siguientes actividades:
Selecciona y da doble ciic en el icono Mostrar Grafica.
Selecciona y despiaza el punto x de la figura que representa la idmina
cuadrada de 13 cm de iado.
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¢} Observa el punto P y sus coordenadas y contesta las siguientes preguntas

argumentando las respuestas,

Cuestionario 5.

1. ¢ Cuél es minimo valor que se puede cortar de las esquinas, para formar la
caja?
Respuesta;

2. (Cudl es el maximeo valor que se puede recbrtar de las esquinas, para
formar la caja de Maximo Volumen?

Respuesta: _

3. (Qué variables consideras gue se encuentran inrnersés en la construccién
de la caja?
Respuesta

4. ;Qué variables consideras que son dependientes y cuales independientes,
Respuesta:

5. ¢Para qué valor (es) de x (corte de la esquina de la lamina), se fiene
volumen cero?

Respuesta:

6. ¢Cuantas cajas que al lienarse con algin contenido contengan el mismo
volumen y tengan diferentes tamafios, se puedan formar de laminas
cuadradas de 13 cm de lado?

Argumenta tu respuesta:

Vi. Observa el punto P y el cambio de los valores en sus coordenadas y
contesta las siguientes preguntas argurnentando las respuestas.

Cuestionario 6.
1. ¢Qué variable representa la absisa del punto P en el problema?

- Respuesta;
2. ¢Qué variable representa la ordenada del punto P en el problema?
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Respuesta:

. (En donde més aparece el valor de la absisa?

Respuesta:

. ¢En donde mas aparece et vaior de la ordenada?

Respuesta: _

. 8i tfrazamos una linea horizontal ;en cuanios puntos podria cortar a
la gréfica de la funcion? |

Respuesta:

. Qué interpretacién e das al hacho de que al trazar una recta
horizontal, ésta corie en dos puntos a la grafica de la funcion?

. Moviendo el punto x, observa los valores del puﬁto P y escribe dos
valores de x que tengan aproximadamente el mismo valor del

volumen.

Respuesta:

X= & x= para ef mismo valor del volumen (y = __ )
x= & x= para el misimo valor del volumen (y = __ )

Determine los valores de x para dos cajas gue tengan un volumen
de 42 cm’.
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Apéndice 2c.
Cuestionario elaborado para aplicarto & los alumnos.

DESARROLLO DE LAS OPERACIONES CONCRETAS (EFECTIVAS) EN UN
PROBLEMA DE MAXIMOS Y MINIMOS.

De las laminas cuadradas cuyas medidas son 13 om por lado, recortar cuadrados
es |as esquinas para construir cajas de base cuadrada sintapade 1,2, 3,4,y 5
cm de altura. '

Contesta el siguiente cuestionario argumentando lo mejor posible tus respuestas.

Con relacion a las variables:
1) ¢Qué variables consideras que estan inmersas en el problema?
Respuesta:
2) ¢Cudles consideras que son independientes?
Respuesta:
3) ¢Cuales consideras que son dependientes?
Respuesta:

Al comparar todas las cajas construidas;
4) ;Consideras que varia €l volumen o se mantiene constante?

Esto es, si se llenaran con agua las cajas, ¢ la cantidad de agua es diferente
en cada caja o es la misma? Recuerda que las cajas se construyeron de
laminas con las mismas dimensiones de 13 cm por lado.

Respuesta:

Al comparar el material que se recorta de las esguinas (material que se
desperdicia).
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S)

€)

7

8)

9)

Entre mayor es el material que se recorta de las esquinas jes mayor el
volumen de la caja construida?

Respuesta:

Entre menor es el material que se recorta de las esquinas ;es mayor el
volumen de la caja construida?

Respuesta:

Si la altura de las cajas aumenta, ;qué pasa con el area de la base?
Respuesta:

Si el area de las cajas aumenta, (qué pasa con la altura?

Respuesta:

¢Varia el volumen de acuerdo al area de la base de las cajas?

Respuesta:

10)¢Cudl es el minimo valor que se puede recoriar de las esquinas, para

formar la caja?

Respuesta:

11}¢Cuéntas cajas gue contengan el mismo voiumen y tengan.-diferentes

tamanos, se pueden construir con las laminas dadas?
Respuesta:
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