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| TESIS CON ?
0.1 Intr.oduccién FALLA DE ORIGEN

Si una digréfica D tiene sus flechas coloreadas y se han empleado m colores, diremos
que es una digrafica m—coloreada. Un conjunto N de vértices de una digrafica D

mn—coloreada es un nicleo por trayectorias monocromaticas si entre los vértices

_del conjunto no existen trayectorias dirigidas monocromaticas y desde cualquier vér-
tice v de I que no esté en IV existe una trayeétoria dirigida monocromética hacia -

" algiin vértice de V. En este trabajo presentamos varios resultados sobre la existencia
de nticleos por trayectorias monocromiticas en clertas digréficas, la mayor parte de
éstos es sobre digraficas finitas pero algunos resultados incluyen digréficas infinitas.
Los conceptos basicos de gréfica y digraficas que utilizamos a lo largo del tra.bajo se
encuentran en el Capitulo 1.

El concepto de niicleo por trayectorias monocrométicas es una generalizacién del
concepto de nucleo introducido por Von Neumann y Morgenstern [32] en el contexto
de Teorfa de Juegos. Un miicleo N en una digrafica D es un conjunto independiente de
vértices de D tal que para cualquier vértice v € V (D) \ N existe en D una flecha desde
v hacia algdn vértice de N. Una digréfica es niicleo perfecta si toda subdigrafica
inducida tiene nticleo. .Con respecto a esto uno de los problemas que se estudian
en la actualidad es el de establecer condiciones suficientes para que exista nicleo
en una digrifica, entre los trabajos realizados destacan los hechos por Richardson
(33, 34], Duchet y Meyniel [12], Duchet [9, 11], Galeana S. [13], asf como Galeana. S.
y Neumann L. [19, 20]. Estos han dado lugar al desarrollo de muchos resultados ms.

En [35], Sands, Sauer y Woodrow demuestran que para una digréfica 2-coloreada
sin trayectorias monocrométicas infinitas exteriores siempre existe un conjunto de
vértices tales que cualesquiera 2 de ellos no estdn conectados por medio de trayecto-
rias dirigidas monocrométicas, y desde cualquier vértice fuera del conjunto siempre
existe alguna trayectoria dirigida monocromédtica hacia algin-vértice del conjunto.
En este mismo articulo prueban en particular que todo torneo 2-coloreado 7' tiene un
vértice v tal que desde cualquier otro vértice z de T existe uha- trayectoria dirigida
monocromatica hacia v. También. plantean el siguiente problema: Sea T un torneo-
m—coloreado tal que no tiene ciclos dirigidos de longitud 3 tricolores. jEntonces T°
tiene un vértice que satisface lo anterior? ' o '

"En [31], S. Minggang prueba que si en el problema planteado por Sands, Sauer -
y Woodrow se pide ademds que no tenga subtorneos transitivos tricolores entonces
existe tal vértice, ademés muestra qﬁe ésto es lo mejor posible para m > 5.

Més adelante en [15], H. Galeana Sanchez introduce el concepto de niicleo por
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trayectorlas m@nocromé,tlca.'s, establece condiciones suficientes para la existencia de -
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micleos por tra.yectorla.s ‘monocromaticas en torneos m— —coloreados. Otros trabajos
realizados por H. Galeana Sénchez sobre la existencia de micleos por trayectorias
monocromaticas en clertas digraficas m—coloreadas son [16, 17, 18, 25].

Existe una relacidn muy estrecha entre los conceptos de nticleo y nticleo por
trayectorias monocromaticas y estd dada por la cerradura transitiva de una digrafica
m—coloreada. Dada una digréfica m—coloreada D, se define la cerradura tran-
sitiva de D, denotada por €(D) como la digrdfica tal que: V (€(D)) = V(D) ¥y
A(e(D)) = A(D)U{(u,v) de color ¢ / existe en D una trayectoria dirigida de color 4
desde u hacia v}. No es diffcil ver que para cualquier color 7 la subdigrafica de €(D)
inducida por todas las flechas de color ¢ es una digrafica transitiva. También tenemos
que D tiene nticleo por trayectorias monocromdticas si y sélo si €(D) tiene micleo.

Tomando en cuenta lo anterior el resultado de Sands, Sauer y Woodrow puede
establecerse como sigue: si [ es una digrafica que es unién de 2 digréficas transitivas
tales que ninguna de ellas tiene trayectorias infinitas exteriores, entonces tiene micleo.
En el Capftulo 2 damos generalizaciones de este resultado considerando digréficas
que son unién de una digrifica pretransitiva derecha y una digrifica pretransitiva
izquierda asi como digréficas (jue son unidn de digraficas quasitransitivas. En este-
capitulo también inclufmos un resultado sobre graficas que se pueden orientar como
una digréfica pretransitiva derecha o izquierda y un resultado mds sobre niicleos por
trayectorias monocromaiticas de digraficas quasitransitivas.

En el Capitulo 3 mostramos que el problema planteado por Sands, Sauer y Woodrow
no es vilido para m = 4, y probamos que si T es un torneo 3—coloreado tal que todo
ciclo dirigido de longitud 3 estd coloreado con 2 colores v para cada vértice ¢l niimero
de colores asignados a las flechas que inciden en é! es a lo mds 2 entonces 7' tiene
nticleo por trayectorias monocromdticas.

En el Capitulo 4 establecemos condiciones suficientes para la existencia de nticleos
por trayectorias monocromaéticas en torneos bipartitos. -

En el Capitulo 5 presentamos Va.rias operaciones en digrdficas m-coloreadas que
preservan la propiedad de poseer niicleo por trayectorias monocromaticas.aunque.en
algunas de ellas-la d'igréﬁ'carr_esul_tap‘c_e‘siempre tiene micleo por trayectorias monocro-
" maéticas independientemente de que la digrafica original tenga. Fn este mismo capitulo
deﬁmmos una.-extensién de-digraficas m—coloreadas que preserva.la existencia.de
11ucleos por trayectorias monoczomatlcas esta extensidn estd basada en la definida
por H. Galeana Sédnchez y V. Neumann Lara en [21] para digrdficas micleo perfectas.
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Conceptos Basicos

En esta parte presentamos los conceptos y resultados bésicos de Graficas, Niicleos y
Nucleos por Trayectorias Monocromédticas que emplearemos a lo largo del trabajo.

Para algunos teoremas no hemos incluido su demostracién pero puede consultarse [4].

1.1 Graficas

Definicién 1.1 Una grifica G es una pareja (V (G), A(G)) tal que V{(G) es un
conjunto no vacio de elementos llamados vértices y A(G) es un conjunto de parejas -
no. ordenadas de vértices distintos llamadas aristas. Decimos que una gréfice es de

orden n st tiene n vértices.

Definicidn 1.2 5iq es una arista de G y a = (u,v) conu y v vértices de G dectmos
que u y v son los extremos de a, quew y v son adyacentes, y que u y v inciden en

a.

Definicién 1.3 Una grdfica completa G es una grifica tal que cualesquiera 2 vér-

tices de G son adyacentes.

L Deﬁmcmn 1.4 Una subgrdfica H de una g?‘ciﬁc'q__- G, eé_ Unag grdﬁca.tal que V (H) C
V(G y A(H)C A(G). | |
“ Definicisi 1.5 Ung subgrdfica H de una grifica G es una subgraﬁca generadora”™

deG‘sz V(H) (G')

Definicion 1.6 Sea G une gmﬁca, 81 B C A( ) deﬁmmos la subgraﬁca de G
inducida por B como la grifica que tiene como vértices a los extremos de las aristas

en B y a B como conjunto de aristas.




Definicién 1.7 Sea G una grdfica, si U C V(G), definimos la subgrdfica de G
inducida por U como la grifica que tiene o U como conjunto de vértices y como -

congunto de aristas o todas las aristas de G que tienen ambos extremos en U.

Comunmemte nos referlremos a las subgréficas inducidas por un conjunto de vér-
tlces Smelemente como suboraﬁcas inducidas, en caso de que hagamos referencia a

wna. subgraﬁca 1nduc1da por un conjunto de aristas asf lo especificaremos.

Definicion 1.8 Sea G una grdfica, un conjunto U C V (G) decimos que es un con-

Junto independiente si cualesquiera 2 vértices de U no sen adyacentes en G.

Definicién 1.9 Una grifica G es una grdfica bipartita si eziste una biparticion
{U, W} de los vértices de G tal que cualgquier arista de G tiene un extremo en U y

otro en W.

El siguiente teorema caracteriza a las gréficas bipartitas y es de mucha utilidad

en Teorfa de Graficas.

- Teorema 1.10 5i.G es una grdfica bipartita entonces no tiene ciclos de Zongitud

impar.

1.2 Digraficas

Definicién 1.11 Una digrafica D es una pareja (V (D), A(D)) tal que V (D) es un
conjunto no vacto de elementos llamados vértices y A (D) és un conjunto de parejos
ordenadas de vértices distintos llamadas flechas. Decimos que una digrifica es de

orden n si tiene n vértices.

Definicion 1.12 Si f es una flecha de D y f = (u,v) con u y v vértices de D
decimos gue'u y v son los extremos de f; w el extremo inicial de fy v el extremo
final. También decimios que f se dirige de w a v y que u es adyacente haciav yv- ..

es adyacente desdeu.:

Definicién 1.18 5i D es una digrifica y f = (u,v) es una flecha de D, decimos que

f es una flecha simétrica si (v, u) también es una flecha de D. .

Definicién 1.14 Si D es una digrifica y f = (u,v) es una flecha de D, decimos que

f es una flecha asimétrica si {v,u) no es flecha de D.
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Definicién 1.15 Dada una-digréfica D y v un vértice de D, definimos el ingrado
o grado interior de v en D como el ndmero de flechas de D que tienen a v como
extremo final. Denotamos por grp(v) al ingrado de v en la digrdfica D, en el caso de
que solo tmbajemos con una digrifica podemos omitir el subindice en Za notaczdn

Definicién 1.16 Dada una digrifica D y v un vértice de D, definimos el exgrado
o grado exterior de v en D como el numero de flechas de D que tzenen av como
extremo inicial. Denotamos por g5 (v) al exgrado de v en la digrifica D, en el caso

-de que sélo trabajemos con una digrifica podemos omz’tir el subindice en la nomcz’o’n.

Definicién 1.17 Decimos que una digrifica D es una digrdfica completa 8t entre

cualguier par de vértices distintos de D eziste alguna ﬁecha

Definicién 1.18 Una subdigrdfica H de una digrafica D es una digrdfica tal que
V(H) C V(D) y A(H) C A(D). Decimos que H es una subdigrifica propia si
VI{H)C V(D)o A(H) S A(D).

Definicién 1.19- Una subdigrifica H de una digrifica D es una subdigrifica ge-
neradora de D stV (H) =V (D).

Definicién 1.20.Sea D una digrifica, si B C A (D), definimos la subdigrdﬁéa de
D inducida por B como o digrdfica que tiene como vértices a los extremos de las

flechas en B y a B como conjunto de flechas.

Definicién 1.21 Sea D una digrdfica, si U C V' (G), definimos la subdigrifica de
D inducida por U como la digrdfica que tiene a U como conjunto de vértices y
como conjunto de flechas a todas las flechas de D que tienen ambos estremos en U.
St U C V(D) denotarnos por D [U} a la subdigrdfica de D inducida por U.

Aligual que en gréficas, comtinmente nos referiremos a las subdigraficas inducidas
por un conjunto de vértices simplemente como subdigrificas inducidas, en caso de
que hagamos referencia a una subdigréfica inducida por un conjunto de ﬂech_a__s asflo.
especificaremos. - o | ' | S
Definicion: 1.22 Dada una digrifica D definimos su parte simétrica denotada por:
Sym(D), como la subdigrifica generadora de D cuyo congunto de flechas es el con-'r

junto de ﬂechas szm{,tncas de D

Definicién 1.23 Dada una dzgmﬁca D definimos su parte asimétrica denotada

por Asym(D) como la subdigrifica generadora de D cuyo conjunto de flechas es el

confunto de flechas asimétricas de D, . ’
ER FALLA DE ORIGEN




Definicién 1.24 Decimos que una digrifica D es una digrdfica simétrica si todas -

sus flechas son flechas simétricas.

Definicién 1.25 Decimos que una digréifica D es una digrafica asimétrice si todas

sus flechas son flechas astmétricas.

Definicién 1.26 Un camino en una digrifica D es una sucesion de vertices (u, us,
Ug, ..., Un) tal que para cadat € {1,2,...,n — 1} se tiene (u;, uir1) € A(D) o (w1, ) €
A (D). En este caso decimos que u, y u, son los extremos del camino y que el camino

€s UN U Upp1—camino de la digrific.

Definicién 1.27 Una trayectoria en una digréfica es un ecamino (u1, us, us, ..., Un)
tal que u; # uj s11# 7.

Definicién 1.28 Un camino cerrado en una digrifica es un camino (uy, s, Ug, ..., Un)
tal que U1 = uy,.

Definicién 1.29 Un ciclo en una digrifica es un camino cerrado (uy, Uy, us, -.., Un; 1)
tal que u; # u; Si 1 F 7.

Definicién 1.30 Un camino dirtgido en una digrdfica D es un camino (uy, ug, ug, ..,

u,) tal que para cada i € {1,2,...,n — 1} se tiene (u;, usa) € A(D).

Definicién 1.31 Una trayectoria dirigida en una digrifica es un camino dirigido

que ademds es una trayectoria.

'Definicién 1.32 Un camino dirigido cerrado en una digrifica es un camino di-

rigido que ademds es un camino cerrado.

Definicién 1.33 Un cicle dirigido en una digrifica es un camino cerrado dirigido

que ademds es un ciclo. Denotamos por C,, al ciclo dirigido que consta de n vértices.

Definicién .1.84- Dada una digrdfica D y C = (ug, t1, ..., un) uncaming.en D deci-
mos que i es la longttud de Cy la denotamos por 1 {C).
Notacion 1:35 5i-C = (w1, ..., un) s un caming. enuna digrdfica D, si:1.<4< j < o
n denotamos por (u;, C,u;) al uu;—camino contenido en C, es decir (us, Couy) =
(ui"a Uit1, --'1uj—lauj)' .

Los siguientes teoremas son. resultados bdsicos de digrdficas que empleraremos a

Io largo de la tesis.




Teorema 1.36 Todo uv—camine dirigido en una digréfica contiene una wv—trayecto-

. Tia dirigida.

Teorema 1.37 Todo camino dirigido cerrado en una digrifica contiene un ciclo di-

rigido.

Teorema 1.38 Todo camino cerrado dirigido de longitud impar en una digrdfica con-

tiene un ciclo dirigido de longitud impar.

Definicion 1.39 Una digrafica D es una.dz’gﬁiﬁca bipartita st existe una biparti-
cion {U, W} de los vértices de D tal que cualquier flecha de D tiene un extremo en
U yotro en W.

Teorema 1.40 St D es una digrifica bipartita entonces no tiene ciclos de longitud

mpar.

1.3 Nticleos

Definicién 1.41 Sed D una digrifica y N C V (D), N es un conjunto indepen-
diente de la digréfica D si para cualesquiera u y v elementos de N no existen flechas

entre ellos en D).

Definicién 1.42 Sea D una digrifica y N CV (D), N es un conjunto absorbente
de lo digrifica D si para cualquier v € V (D)\N tenemos que u es adyacente hacia

algiin elemento de N.

Definicion 1.43 Sea D una digrdfica y N CV (D), N es un nicleo en la digrifica

D siesun éonjunto independiente y absorbente de D.

Definicion 1:44 Una digrdfica D es llamada una digrdfica nicleo perfécta 51 toda

subdigrifica inducida de D tiene nicleo.

Definicion 1.45 Una digrdfica D es llamada una digrdfica niicleo imperfecta eriti--

ca si mo tiene nilcleo pero toda subdigrifica propia de D si tiene nideleo. .. -

No todas las digréficas tienen nicleo, por ejemplo los ciclos dirigidos de longitud

impar no tienen micleo. El siguiente teorema dado por Duchet en 1980 es uno de

los resultados cldsicos sobre la existencia de miicleos en digréficas y nos es de mucha

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

utilidad en los capitulos posteriores.
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Teorema 1.46 [9] Si una digrdfica satisface que todo ciclo dirigido tiene al menos

una flecha simétrica entonces es nicleo perfecta.

Fl siguiente teorema lo usaremos a lo largo de la tesis para la construccién de

ejemplos de digréficas que no tienen ntcleo.

Teorema 1.47 Sean Dy Yy D, digréficas tales que V (Dl) nv (f)g) = ¢ y Dy no
tiene nicleo. Sea D una digrifica tal que: :

v (f)) v (f)l) LV (Dg) y A (i)) — A (bl) UA (Dg) U A donde

AC {(u,’u) S uE v (f)l) yvevy (.Dg) } Entonces f? no tiene nicleo.

Demostracién. Procederemos por contradiccion. Supongamos que NV.C V (Jj)
es un niicleo de D. Como desde los vértices de f)z no hay flechas hacia.los vértices
de D, v N es un conjunto absorbente, entonces N NV (f)g) oy NNV (b2>
debe ser un conjunto absorbente en Dy. Como NNV (f)g) C N y N es un conjunto

independiente de D entonces NNV (ﬁ)g) es un conjunto independiente de 132. Por

lo tanto NNV (Dg) es un niicleo de f)g, pero esto es una contradiccion pues por

hipétesis Dy no tiene ndcleo. Concluimos que D no tiene nicleo. ®m

1.4 MNicleos por Trayectorias Monocromasticas

Una generalizacidn del concepto de niicleo es el concepto de micleo por trayectorias
monocrométicas dado por H. Galeana Sanchez [15)], en donde se consideran digréficas
donde a cada flecha se le ha asiguado w color, si para las flechas de una digréfica D

se han empleado m colores diremos que I es una digrifica m—coloreada.

Definicion 1:48 Sea D una digrdfica m—coloreada, una trayectoria dirigida mo-
nocromdticaien una digrifica D es una trayectoria dirigida tal que todas sus flechas

tienen asignado el mismo color.

- Definicién: 1.49 "Sea-D-iina digrifica m—coloreada y N.C V (D),. N es-un conjunto
independienté por: trayectorias monocromidticas dela digrifica.D-+5i para cua-
lesquiera u y v elementos de N no existen en D trayectorias dirigidas monocromdtices

entre u Y v.

Definicién 1.50 Sea D una digrifica m—coloreada y N CV (D), N es un conjunto

absorbente por trayectorias monocromdticas de la digrifica D si para cualguier
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u € V(D)\N tenemos que existe una wv—trayectoria dirigida monocromdtica para

algin v € N.

Definicién 1.51 Sea D una digrifica m~coloreada y N C V (D), N es un nicleo
por trayectorias monocromdiicas en la digrifica D si es un conjunio indepen-
diente por trayectorias monocromdticas y absorbente por trayectorias monocromaticas
oD, . -

El concepto de micleo por trayectorias monocromdéticas es una generalizacion del
concepto de niicleo va que a cualquier digrafica podemos asignarle a cada flecha un
color diferente y entonces un conjunto de vértices es un niicleo de la digrafica si y sélo
si es un micleo por trayectorias monocrométicas.

Notemos que la definicién’ de digrafica no permite que existan dos flechas o mds
con los mismos extremos y en la misma direccién, en una multidigrafica es posible
tener este tipo de flechas llamadas flechas miltiples.

Eixiste una relacién muy estrecha entre los conceptos de nticleo y miicleo por‘trayec-
torias monocromaéticas, esta relacidn estd dada mediante el concepto de cerradura

transitiva de una digrdfica coloreada.

Definicién 1.52 Sea D una digrdfica m—coloreada, la cerradura transitiva de D,
denotada por € (D), se define como la siguiente multidigrdfica:
V(E(D)=V(D)y ' '

A(e(D)) = A(D)J{(u,v) con colori / existe una vv~trayectoria dirigida monocro-

mdtica de color i en D}.

A continuacidn demostramos algunas propiedades de la cerradura transitiva de

una digréfica coloreada.

Teorema 1.53 Si D es una digrdfica m—coloreada y € (D) la cerradura transitiva
de D entonces € (D) es transitiva por colores, es decir si en € (D) existen flechas de

color i-de w'a v y de v'a w entonces existe flecha de color i de w a w. Mds aiin
C(C(D))="2(D). |

. 'Deinos.t-l_'"acic‘)n. - Supongamos que en € (D) existen ﬂQC-haS'.d_E{,COlQT,i deuaw
yde v aw entonces por la definicién de cerradura transitiva, en D existen 73 y Ty
trayectorias dirigidas de color ¢ de v a v ¥ de v a w respectivamente, la unidn de estas
dos trayectorias es un carnino dirigido de color ¢ de u a w el cual por el Teorema 1.36
contiene una uw—trayectoria dirigida y es de color 4, esto implica que en € (D) existe

una flecha de color 7 de u a w. Por lo tanto € (D) es transitiva por colores.
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Ahora para demostrar que €(€ (D)) = € (D), basta con probar que si existe |
alguna uv—trayectoria dirigida 7 monocromaética de color i en € (D) entonces existe
una flecha de color ¢ de u a v en €(D). Procederemos por induccién sobre I (T) la
longitud de la trayectoria. Si /(") = 2, el resultado es precisamente la propiedad
de ser transitiva por colores, Supongamos que el resultado se cumple si [ (T) = n, ¥
probémoslo ahora para [{T) =n+ 1. SiT = (u= 2y, 21, ..., Zn, Zney = v), entonces
T" = (u = 2q, 21, .-y 2n ), €5 Una uz,—trayectoria dirigida monocromética de color i en
€ (D) de longitud n, por hipétesis de induccién existe una flecha de color ¢ de u a
z, en € (D). Como € (D) es transitiva por colores y existen flechas de color ¢ de u a
z, y de z, a v entonces en €{D} existe una flecha de color i de u a v. Por lo tanto
c(E{D)=¢(D). m

Finalmente el siguiente teorema muestra la relacién entre micleos y niicleos por

trayectorias monocromaticas.

Teorema 1.54 Sea D una digrifica m—coloreada, D tiene micleo por trayectorias
monocromdticas si y solo si € (D) tiene micleo. Mis ain el nidmero.de niicleos por

trayectorias monocromdticas de D es igual al nimero de nicleos de € (D).

Demostracién. Sea N C V (D) un micleo por trayectorias monocrométicas de
D. Como V (D) =V (€(D)) entonces N C V (€(D)). Probaremos que N es nicleo,
de €{D).

1. N esindependiente en € (D). Seanu,v € N, supongamos que (u,v) € A(€ (D)),
por definicién de la cerradura transitiva tenemos que en D existe alguna uv—tra-
yectoria dirigida monocromédtica pero esto no es posible va gue N es indepen-
diente por trayectorias monocromaticas en D por ser N nicleo por trayectorias
monocrométicas de D. Por lo tanto entre los elementos de /N no existen flechas

enn € (D), es decir NV es un conjunto independiente en € (D).

2. N es absorbeite en € (D). Sea u € V (€{D))\N. Como V.(¢(D)).= V(D)
-y N es micley por‘»'trayec‘torias‘ monocromdticas de. D entonces existe-en L) una
wy—trayectoria-dirigida monocromatica con v € N. Por la definicién, de la

** cerradura transitiva hay flecha desde u hacia ven €{D) de color 4::Por Jo tanto

N es absorbente en € (D).

Por 1 y 2 N es niicleo de € (D). L .
Abora sea N C V (€ (D)) un nicleo de € (D). Como V (D) =V (€(D)) entonces

N C V(D). Probaremos que N es niicleo por trayectorias monocromaéticas de D,
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3. N es independiente por trayectorias monocromdticas en D." Sean u,v € N,

. supongamos que en D existe alguna wv—trayectoria dirigida monocromatica,

_por definicién de la cerradura transitiva tenemos que (u,v) € A(€ (D)), péro
esto no es posible ya que N es independiente en € (D) por ser N miicleo de

@ (D). Por lo tanto entre los elementos de NV no existen trayectorias dirigidas

monocrométicas en D, es decir N es un conjunto independiente por trayectorias

monocromdticas en D.

4. N es absorbente por trayectorias monocrométicas en D. Sea u € V (D)\N.
~Como V(€(D)) = V(D) y N es micleo de ¢ (D) entonces existe en € (D} una
| flecha desde u hacia v con v € N. Por la definicién de la cerradiira transitiva

existe una wv—trayectoria dirigida monocromaética en’ D. Por lo tanto' N es

absorbente por trayectorias monocrométicas en D.

Por 3y 4 N es micleo por trayectorias monocromdticas de D.

Por lo anterior todo nicleo por trayectorias monocromaticas de D es un nucleo de
¢ (D) y todo micleo de € (D) es niicleo por trayectorias monocrométicas de D, por lo
tanto el nimero de micleos por trayectorias monocrométicas de D es igual al nimero

~ de micleos de €(D). =
El siguiente teorema es andlogo al Teorema 1.47 para micleos por trayectorias
monocroméaticas y serd Gtil para la construccién de ejemplos de digrificas coloreadas

que no tienen nicleo por trayectorias monocromaticas.

Teorema 1.55 Sean D1 y D, digrificas coloreadas tales que V/ (ﬁl) M V(ﬁg) = ¢
y Dy no tiene nicleo por trayectorias monocromdticas. Sea D una digréfica coloreada

tal que:
() vV (D) =V (f)l) v (bg),
(i) A (f)) = A (-m)m (f)2>uﬁ1 donde A C {(u,u) JuEV (f)l) yuevV (52) },

(i) st {u,v) €A (DJ para alguna i € {1,2} entonces el color de la flecha (u,v) en

D es el mismo que tiene asignada en D; y
“(iv) las flechas en A estdn coloreadas en forma indistinta.
Entonces D) no tiene nicleo por trayectorias monocromdiicas.

Demostracién. Procederemos por contradiccion. Supongamos que V C V (ﬁ)
2

es un nicleo por trayectorias monocromdticas de D. Como desde los vértices de
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no hay flechas hacia los vértices de D, entonces desde los vértices de Dp no hay
trayectorias dirigidas monocromdticas hacia los vértices de Dy, como ademds N es

un conjunto absorbente por trayectorias monocromdticas, entonces N NV (f)g) # o
y NNV (]:)2) debe ser un conjunto absorbente por trayectorias monocromédticas
én Dy, Comeo NNV (f)g) CNyN res un conjuhto independiente por.'trayecto-
rias monocrométicas de I entonces N NV (]:72) es un conjunto independiente por

trayectorias monocromdticas de Dg. Por lo tanto NNV (Dg) es un nicleo por trayec-
torias monocrométicas de D, pero esto es una contradiceién pues por hipétesis D,
no tiene nicleo por trayectorias monocromaticas. Concluimos que D no tiene ndcleo
por trayectorias monocromaticas. ® ‘

Algunas de las condiciones que se presentan en este trabajo para que una digré-
fica coloreada tenga nicleo por trayectorias monocromdticas se refieren a que en la
digrifica clertas subdigrdficas tengan una coloracién especial a la que llamaremos

casimonocromdtica y que definimos a continacion.

Definicién 1.56 Sea D una digrifica m— coloreada, decimos que D es casimonocro-

mdiica st todas sus flechas son del mismo color excepto a lo mds una.




'O

Capitulo 2

Digraficas Pr_et_ransitivas -y |

Quasitransitivas

En este capitulo consideramos digréficas posiblemente infinitas. Sands, Sauer v
Woodrow, demuestran en [35): una digréfica que €s unién de 2 digréficas transiti-
vas tales que en ninguna de ellas existen trayectoi"ias :inﬁnita.s exteriores tiene miicleo.
En este capitulo, con respecto a digréficas pretransitivas, demostramos una generali-
zacién de este resultado: si D es una digrdfica que es unién de una digréﬁcé pre-
transitiva derecha con una pretransitiva izquierda tal que en ninguna de ellas existen

trayectorias infinitas exteriores, entonces D tiene micleo.

Por otro lado usando la técnica de Sands, Sauer y Woodrow en el resultado men-
cionado antes, C. Champetier demuestra en (8] que si G es una grafica de comparabi-
lidad (grdficas que tienen alguna orientacion transitiva) entonces toda orientacién de
@ donde todo tridngnlo divigido tiene al menos 2 flechas sirétricas tiene micleo, aqui
demostramos -un resultado similar para gréficas infinitas: si una grafica G tiene al-
guna orientacién pretransitiva derecha o izquiefda que no tenga trayectorias infinitas
exteriores ni interiores enftonces toda orientacidén de G donde todo tridngulo dirigido
tiene al menos 2 flechas simétricas tiene ntcleo. También hacemos notar que este.

resultado para el caso finito incluye gréficas que no son perfectas.

Con respecto -a digrdficas. quasitransitivas, también demostramos una genera-
lizacion del resultado de -Sands, Saner y Woodrow: si D es una digrdfica donde

todo tridngulo dirigido tiene al menos 2 flechas simétricas y es unidén de 2 digréficas,

. quasitransitivas entonces..D tiene ntcleo. También incluimos un resultado sobre la

existencia de micleos por trayectorias monocromadticas en digréificas quasitransitivas

coloreadas donde todo tridngulo dirigido es monocromético.
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2.1 Digraficas Pretransitivas

Definicién 2.1 Una digrifica D es transitive si para cualesquiera u, v, w vértices -
ae D tales que (u,v) € A(D) y (v,w) € A(D) se tiene que (u,w) € A(D).
Gmlerallzazlpnes dé_a este concepto son los de digrifica pretransitiva derecha y pre-

3

transﬁwa {iz;ﬁﬁierd ‘,"-ﬁ@dnceptos dados por P. Duchet [9].

Deﬁnlclon 2.2 (P. Duchet (9]). Una digrifica D es llamada pretransitiva derecha
(resp. pretransitiva tzquierda) si cualquier subcongunto no vacio B de V. (D} posee
un vértice ¢ (B) = b tal que: (z,5) € A(D) y (b,1) € A(D) implica (z,y) € A(D)
o (y,b) € A(D) (resp. (z,0) € A(D) y (b,y) € A(D) implica {z,y) € A(D) o
(b,7) € A(D)). | o

Claramente tomando B = {b} para cada.b c V (D) (tomando todos los posibles
subconjuntos de un solo elemento de V (D)) en la definicién anterior obtenemos que
ésta es equivalente a la Definicidn 2.3 (resp'. ala definicién 2.4} que damos en seguida.

Por razones técnicas usaremos a lo largo del capitulo las definiciones 2.3 'y 2.4

Definicién 2.3 Una digrifica D es pretransitiva derecha si pare cualesgquiera
u,v,w vértices de D tales que (u,v) € A(D) y (v,w) € A(D) implica (u,w) € A(D)
o (w,v) € A(D). | ‘ |

Definicion 2.4 Una digrifica D es pretransitiva izquierda ‘si para cualesquiera
u, v, w vértices de L tales que (u,v) € A(D) y (v, w) € A(D) implica (u,w) € A(D)
o (v,u) € A(D).

En este capitulo consideraremos ciertas digraficas posiblemente infinitas que no
tienen trayectorias infinitas exteriores, este tipo de trayectorias las definimos a con-
tinuacidn. '

Definicién 2.5 Sea I una digrdfica, decimos.que una sucesidn de vértices, (u;);n,
© es una-trayectoric infinita exterior. de-Drsizpara cade { € N se tiene que (U, Uiy )
- € A(D) y para cualesquiera, ©.J €N tales gue i3 j se tiene que u; # ;.

‘El siguiente teoremnia se tefiere ala existencia:de micleos en-digrdficas pretransitivag
derechas e izquierdas, : ' | "

Teorema 2.6 (P. Duchet [9]). Una digrifica pretransitiva derecha (resp.. pre-

transitiva izquierda) tiene nicleo.
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Sands, Sauer y Woodrow, demuestran el siguiente resultado en [35].

Teorema 2.7 (Sands, Sauer y Woodrow [35]). Sea D una digrafica 2-coloreada. Si
[} no contiene trayectorias moﬁoéﬁ"omdticds z’nﬁm'ms e:mferiore.s, entonces eriste un
conjunto S de vértices de D tal que ningtin par de vértices de S estdn conectados por
una troyectoria dirigida monocmmatzca Y, ‘para cualquier vértice T que no estd en S

existe una trayectoria dirigida monocromdtica desde = hacia algin vértice en S.

Notemos que el teorema anterior queda establecido en términos de nticleos como
sigue: Si D es una digréfica 2-coloreada tal que no contiene trayectorias monocromti-
cas infinitas exteriores entonces la cerradura transitiva de-D, € (D), tiene micleo, més

ain € (D) es nucleo perfecta. Asi el teorema anterior puede ser establecido como

sigue:

Teorema 2.8 Sea D) unao digrciﬁca,- sean Dy y Ds subd-igrdﬁcas transitivas de D tales
que D = D1UDs, A(D1)NA(D;) = ¢. Sipara cadai € {1,2} D; no tiene trayectorias

infinttas exteriores entonces 1) tiene nicleo.

2.2 Nicleos y Digréficas Pretransitivas

El resultado prinicipal de esta seccién es el Teorema 2.11 que es una generalizacion de
los teoremas 2.6 y 2.8, la demostracién de este teorema sigue una técnica simila,r a la
empleada por Sands, Sauer y Woodrow en [35]). Antes de demostrar el Teorema 2.11
mencionamos 2 lemas ttiles para dicha demostracién que se refieren a propiedades de

las digrdficas pretransitivas.

Lema 2.9 Sea DD una digrdfica pretransitiva izquierda o derecha y sea (v1,vz, ..., Un)

una sucesion de vértices tal que (v;,vic1) € A(D) y (Viy1,w) € A(D) para toda

i € {1,...,n— 1}. Entonces lo sucesion es una trayectoria dirigide y pare cada i €
{1,.on =1}, (w,v5) € A(D) y (vj,w) € A( ) para toda j € {i+1,...,n}.

* Demostracién.  Procederemos por ‘indiceién’sobre n. -El resultado es in:
‘mediato para n < 2. Supongamos que el resultado es vélido para una sucesion de
n vértices que satisface las condiciones del 1ema Consideremos ahora una suce-
sibn T = (v1,v9, - vn,vnH) de n+1 vértices tal que para cada i € {1 ‘},‘
(vi,vi1) € A(D) ¥ (vig1,v) € A(D). Notemos que la sucesién 7" de los n primeros
vértices de 7 satisface las hipdtesis del Lema 2.9 entonces por hipotesis de induc-

cién 7" es una trayectoria dirigida y para cada i € {1,...,n — 1}, (v, v;) € A(D) ¥
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(vj,1;) € A(D) para toda j € {i+1,...,n}. Por lo tanto solo falta probar’'que para -
cadai € {1,..,n — 1} v % Uns1, (U5, 1) € A(D) ¥ (Ung1,v:) & A(D). '

Procediendo por contradiccisn SUpONEAMOS qUE Upp1 = ¥; paraalglini € {1,...,n—
1}, por hipétesis de induccion (v;, v,) € A(D), es decir (Une1,v,) € A(D) lo cual con-
tradice la hipétesis'que se tiene de 7, por lo tanto 7' es una trayectoria dirigida. Por
otro lado, para cada i € {1,...,n — 1} considerando las flechas (vi,vn) ¥ (Un, Vns1),
como la digrdfica es pretransitiva izquierda o derecha, y en D no existen las flechas
(¥, v;) Dl (Unpr, v,) entonces (v, vny1) € A(D), figura 2.1. Por ltimo, si suponemos
que (vp+1, ;) € A(D), entonces tendrfamos que (vnr1, %) € A(D) o (vn,v) € A(D),
considerando las flechas (vn,vhe1) ¥ (Unt1,%) s D es una digréfica pretransitiva
izquierda, o considerando las flechas (va11,v:) ¥ (5, v,) s1 D es una digréfica pretran-
sitiva derecha, figura 2.2, pero esto no ocurre, por lo tanto (vny1,%) ¢ A(D). Con-
cluimos que T es una trayectoria dirigida y para cada i € {1,...,n}, (v,v;) € A(D} ¥
(v;,v;) & A(D) paratoda j € {i+1,..,n+ 1}. = '

m
&——>0——>9 > 8 > 09— ,'%B >
W . . Un U1

Figura 2.1

L‘m
e —>—>0— 20— >0 —S0—>0

v; Un Tt
Figﬁra 2.2
Lema 2.10° Sea D una digrifica pretransitiva izquierda o derecha tal que no tiene

trayectorias infinitas exteriores. SiU C V(D) y U # ¢ entonces existe z € U tal que:
(z,y) € A(D} cony € U implica (y,z) € A(D). o

<o Pemostracion. Procederemos por contradiceion. - Supongamos que:para cada
z € U, existe y € U tal que (x,7) € A(D) y (y,z) € A(D). Sea z; € U entonces
“existe -wp-€ U tal que (zy,;z2) € A(D) ¥y (TQI,C_E]_) ¢ A(D). Asi; para cada n € N, -
dado 7, € U, existe Znp1 € U tal que (Zn,Znsr) € AD) Y (Tpe1,2n) ¢ A(D), por
el Lema 2.9, Thyy = (1,20, ..., Zny1) €5 una trayectoria dirigida. Consideremos la
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sucesion T = (%n), oy, para cada n € N tenemos @, € V (Topy) v Tnyy € V {(Thit),
como T,.; es una trayectoria dirigida entonces (2, Zn+1) € A(D), por .otrb lado,
sean n,m € N, n # m, supongamos sin pérdida de generalidad que n < m, entonces
T, Zm €'V (Trm), como Tpy es una trayectoria dirigida entonces x,, # ., por lo tanto
T' es una trayectoria infinita exterior en D, lo cual es una contradiceién. Conclufmos

que existe el vértice z con la propiedad pedida. ®

Teorema 2.11 Sea D una digrdfica que es union de dos digrificas Dy, Dj tales que
en ninguna de ellas existen trayectorias infinitas exteriores. Si Dy es una digrdfica
pretransitiva derecha y D, es una digrdfica pretransitiva izquierda entonces D tiene

niicleo.

-Demostracién.  Denotamos por z — y si (z,y) € 'A(D). Por  —D1 y s
(z,y) € A(Dy), z -»Pr y si (z,y) ¢ A(D,), si S C V(D) denotamos por z —2 3 si
existe alguna flecha en D, desde z hacia algin vértice de S, y z -»©1 S si no existen
en [); flechas desde z hacia S. Andlogamente para la digré,ﬁca Ds.

Si 8y T son conjuntos independientes de vértices de D, decimos que S < T si
para cada s € S existe £ € T tal que |

s=t6 (s =P tyt-»Ds).
Observermnos que si S y T son conjuntos independientes con S C T, entonces 5 < 7.

1. Veamos que < es un orden parcial en la familia de conjuntos independiéntes de
N , _

1.1 < esreflexiva. Como § C S, de la observacion anterior se sigue § < § para
cualquier coujunto independiente de vértices .S C V(D). Por lo tanto < es
reflexiva.

1.2 < es transitiva. Sean S, T'y R conjuntos de vértices independientes tales

- queS<TyT <R, veamos que S < R. Seas € 5, como S < T entonces

. existe ¢t € 7" tal que '
s=t6(s="tyt-»Crs) (D)
t=r6@—-"r yr-="te) (1)

Si s =tot=r, por (I} ¢ (I) respectivamente, tenemos s = r 6 {s —P1 ¢
y r P 5) con r € R. Supongamos que s £ t y ¢ # r, entonces (s —71 ¢
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yt-»Ps)y (=P ryr-»P1t) como Dy es una digréfica pretransitiva;
derecha, por el Lema 2.9 aplicada a la sucesién (s,¢, ) se tiene que s =P r

y r -»D1 g, Por lo tanto § < R. En consecuencia < es transitiva.

1.3 < es antisimétrica. Sean S y T conjuntos de vértices independientes tales
que S < Ty T < 5 veamos que § = T. Sea s € 5, veamos que 3 € T.
Como S < T entonces existe t € T tal que s =1t 6 (s =Pt t y t =1 ).
Supongamos que § # ¢ entonces § —571 ¢y ¢ -»P1 s, Como T < S, para
texiste 8 € S, tal que t = &' 6 (t =Pt &'y & »P1 t). Sit = s’ entonces
s =P 5’ pero esto es una contradiccién pues 5,8’ € Sy S es un conjunto
independiente, entonces ¢ # s’ y por lo tanto t =71 s’ y &' -« t. Como
Dy es una digrdfica pretransitiva derecha, por el Lema 2.9 aplicada a la
sucesién (s, t,s’) tenemos que s —D1 ¢/ lo cual contradice que S sea un
conjunto independiente. Por lo tanto ¢t = s, ¥ en consecuencia s € T'. Por
lo tanto S C T. Andlogamente tenemos la otra contencién. Concluimos

que < es antisimétrica.

Por 1.1, 1.2 v 1.3 < es un orden parcial.

Sea J la familia de todos los conjuntos no vacios de vértices 5 independientes,

tales que S —2  implica i — &.

9. Veamos que (7, <) tiene elementos maximales.

2.1 J# ¢. Como D, es una digrifica pretransitiva izquierda y no tiene trayecto-
rias infinitas exteriores, por el Lema 2.10 (tomando D = Dy y U =V (Dy)),
existe un vértice = tal que x —P? y implica ¥ — z, asi {z} € J.

2.2 Toda cadena en (7, <) estd acotada superiormente. Sea € una cadena en
(3,<). Sea S ={se [J 5/existe S € € talques € T paratodo T € €,

Sec¢
T > 5}, veamos que S es cota superior de € .

2.2.1 5% &gun conjunto independiente. Sean si, $2 € S veamos que en D
“rio ekisten -flechas entre s; y s1. Como sy, 82 € S entonces existe 5) y
S, eni €-tales'que 8; € T, para todo T € € tal que T.> S, 7 € {1,2}.
- :Sea Sz :attak { Sy, Sp },: €ntonces Sy382.€ Sy como S.es:unsconjunto
independiente entonces en I no existen flechas entre s; y s3. Por lo

~ tanto S°% es un conjunto independiente.
222 5% £ dgyparacada S € €, §% > 5. Sea § € (‘jyseato S

veamos ‘que existe t € 5% tal que tg = t 6 (tg =Pty t »P1 4).
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Si fp € S entonces tomamos ¢ = ¢, Supongamos que ty & S,
procederemos por contradiccidn, supongamos que si para ¢ € V(D)
se tiene (fy —P1 ¢ y ¢ wD fo) entonces t ¢ S, Sey Ty = 8, como
fo € S esto implica que %y ¢ 7] para algin 7, ¢, Ty > T, de
esto Wtimo tenemos que existe i € 7y tal que ¢y —21 ¢ ¥ty =Dy
bor nuestra suposicién ¢ ¢ S°. BEntonces t1 & Ty para algin ecg,
Ty > T, esto Implica que existe tz € 15 tal que ¢; — by y g =& ¢,
como [ es una digréfics, pretransitiva derecha, aplicando el Lema 2.9
a la sucesién ry = (fo,t1,23) tenemos que Ty es una trayectoria dirigida,
Yito =Pty vty oaDi %o, POT nuestra suposicién tz & 8. Asi, para
cada n € N, dados ¢, y Tn, tales que T, € ¢, th € Ty tyy —D1 g
by P4ty D by o =51 8 v 2 # 5%, entonces tenemos que
tn: & Tyy1 para algtin 7}, ; €& T 1 >T,, deesto iltimo tenemos que
existe ¢, € Ther tal Que t, —D1 tnt1 ¥ tﬂ.H D tn. Como D es
una-digrdfica pretransitiva, derecha y (t, =D bntl ¥ tpyq =51 tn) para
todo n € N, por el Lema, 2.9, 7oy = (to, 1, calnal) €8 una trayectoria,
dirigida en D, y (to P14,y tns1 P 1), por nuestra suposicién -
tre1 € 8. Consideremos 1a sucesién T = (tﬁ)new: para cadan € N .
tenemos ¢, —P1 ¢, porotro lado, seann, m ¢ N,n#m, supongamos
sin pérdida de generalidad que n < m, entonces ¢,,, tm €V (1,), como
Tm €8 Una trayectoria dirigida en Dy entonces ¢, # tm, por lo tanto 7
€8 una trayectoria infinita exterior en Dy, lo cual es una, contradiceidn.
Por lo tanto existe t € §% ta que {f; —=P1 ¢ y ¢ a2 t3). Con esto
hemos demostrado que §% > g Y que 8% £ '

a

3 5% € 7. Suponganmns que 5% D2y s decir 4 D2 y para algin

5 € 5% veamos que y — 5%, Sea § € ¢ ta) que s € T, para todo
T'et&,T>8 ComoSecr Y § € .5 entonces y — 5, es decir y — ¢
para algins"e S, Supongamos que s* € 5. Tenemos dos posibilidades.

Prgloy P g analizaremos cada una de ellag. ¥y =25 como

-8 =Py 5 B es uma digrafica pretransitiva izquicrda entonces s —» P2 g,
0y =5, .como S es un conjunto independiente ¥ 8,8"€ 5 entonces. -

s ~»¥F2:50 por-lortanto v — 5 en consecuencia.y — §%, figura 2.3(a).: .
Sty —Pv 8 como § < 5%y s ¢ 5 entonces existe t & 8% tal
que §'.= t-o (s'—aP1t gt _uD '), como & ¢ g entonces s # oy -
en consecuencia (s’ 21 ¢ y ¢ LD s'), con esto wltimo y considerando
que y =1 5" aplicamos que £ es una digrafica p;etransiti%a derecha
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y tenemos y —P' ¢, figura 2.3(b), por lo tanto y — S, Conclufmos

que 5% € 7.

DZ DZ ‘DZ Dl -Dl .
L2t ———>0—>0—>9
D, Y 8 L yu_/‘ t
H
(a) ' (5)
Figura 2.3

Por 2.2.1-2.2.3 S* es cota superior de € y por lo tanto toda cadena de

(3, £) estd acotada superiormente.

Por 2.1 y 2.2 y aplicando el Lema de Zorn, (3 , <) tiene elementos maximales.

Sea S un elemento maximal de (7, <).

3. -.5’ -en un micleo de .

31 Sesun éoﬁijto independiente. Como S € J, se sigue que es un conjunto

iﬁdepéndiénte.

3.2 S es absorbente. Procederemos por éontradiccién. Supoﬁgamos quezr = S

~para algin vértice z ¢ S, de estos vértices elijamos zp como sigue: sea
U= {zeV(D)\S/z =8} si U # ¢, sea xp el vértice que existe al
aplicar el Lema 2,10 a Dy y U , s1 U = ¢ entonces z - S para algin vértice
z € V{D\ (SUV (Ds)), sea x5 alguno de estos vértices. Notemos que si

U # ¢ entonces z, satisface: zg —P2 y e y -+ S implica y —

D2 Zg.

SeaT ={se 8 /s-»" 2y} Sobre T U {z;} tenemos lo siguiente:

3.2.1

v gt S, perodestores una contradiccién. Por le tanto entre Ty Zg-no. -, .

T P2 g4 como: F:€ S ‘entonces. § —

T'U{zq} es un conjunto independiente. Como T C Sy S es un conjunto

independiente pues S € J, entonces T es un conjunto independiente, - -
solo falta ver-qué.entre Ty xg no hay flechas. Como zg - Sy T-.C:85 - . -

entonces zp +» L Porda definicion de T, T -~ x5, Supongamos.que ..; . . -

Do

hay flechas. Concluimos que T°U-{z5} es un conjunto independiente.

Ty {zg b€ Supongamos que T U-{zy} —P2y, veremos que.y.—- .7 o

TuU{rs}. Supongamos quey -» T v probemos que y -+ zg. La siguiente

- observacién serd de utilidad.

2 zg; como S € J entonees. i
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- Observacién. Bajo las condiciones anteriores, veremos que si y —D1

Caso a.

‘. Caso b,

(S\T) entonces y —P' z,. Sea s €. (S\T) tal que y — s, por
la definicién de T tenemos que s —5 Zo, aphcando que D; es una
digréfica pretransitiva derecha tenemos y—P1 250 To. —P1 5. como 2o

~ 5 entonces y —P g, figura 2.4.

D, D,

D,
Figura 2.4

Ahora procederemos considerando los siguientes dos casos.
Supongamos que T —2 y. Como T' 'C S entonces S — D Y, COmo
S € J entonces y — 5. Como y - T entonces y ~— (S\T), de esto

“tenemos dos posibilidades, y —22 ‘(S’\T) oy =P (S\T). Siy =P
- (S\T), como T —P2 y aplicando que D es una digrafica pretransitiva

lzquierda tenemos y —2 T o T —D2(S\T), como S es un COII‘]thO‘
independiente y 7" C S entonces T -»©2 (S\T) y en consecuencia Y —D
T, figura 2. 5(a), pero esto contradice que Yy - T, por lo tanto y —HD?
(S\T), es decir y —}Dl (S\T) y por la observacion anterior y ~P1 g,
Suponga,mos que zg —D2 3, para. Y tenemos dos p051b111da.des y =396
Yy — S analizaremos cada una de ellas. Supongamos que y - S, como

gy D2y entonces zo € V (D) es decir z ¢ V(Dlj\(SUV(Dg))

en consecuenc1a la eleccion de z fue determinada por el hecho de que
U # ¢, por lo tanto 2y —D2 y ¢ T 1mpl1ca y —"2 g, Supongamos
ahora que y — 9. Como y - T entonces ¥ — (S\T), tenemos dos
posibilidades: y —P2 (S\T) o y —Dr (8\T). Sty —Dz S\T como
zo —P2 aphcando que [y es una dlglafica pretransitiva lzqmerda.

-entonces zp = S\T o y =22 g, como zy -+ S entonces z; —HD?- S’\T-

y en consecuencia y —2 gy, figura 2.5(b). Siy =P (5\T) por la .

observasion hecha anteriormente, y —%1 .

Por 1ltimo veamos que S < T U {zo}. Para cualquier ¢ € S tenernos
qﬁe seT 6sgT. Sisé&T, pordefinicién de T, s =1 34 por otro
lado como zp -» S entonces Zg -+ &, en particular :éco_ =D s Ast para
cualquier s € S tenemos que {s € 7)) 6 )6 (s =Przyy 2y -0 D s), por lo tanto
existe £ € TU{zo} tal que (s =£) 6 (s =Dt ¢ y ¢ -2 's) Conclulmos que
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- D, D
?%’ﬂé?esm | n'\?:;)fﬁﬁz'sesm
@ o (5)
Figura 2.5
S <TU {zp}.

Como zp ¢ S entonces S < T U {zg} pero esto contradice que 5 sea un
elemento maximal de (J, <). Por lo tanto S es un conjunto absorbente.

Por 3.1 y 3.2 5 es un niicleo de la digrafica D.

-

A continuacién hacemos notar que la hip6tesis de que no existan trayectorias
infinitas exteriores en Dy ni en- Ds es necesaria para el resultado anterior. También
mostramos que el resultado no es vélido si Dy y Ds son ambas digraficas pretransitivas

derechas o pretransitivas izquierdas.

Nota 2 12 Si en el Teorema 2.11 se elimina lo hipdtesis de que no existan trayec-
torias znﬁmtas e:rtemo*res en D, nien Dz, el resultado no es vdlido. Consideremos
la siguiente digréfica D: V (D Y= {u, /n €N} y AD) = {(tt, um) /7,m € N'y
‘n < m}, figura 2.6, Sea Dy = D y Dy = D. D esla union de Dy y Dy. En D
tenemos que st (tn, Um) € A(D) Y (tm, w) € A(D), por la definicion de D, n < m
ym <[ esto implica que n <l y en consecuencia (U, u;) € A(D), por lo tanto D
es tanto pretransitiva derecha como gjretmnsitiva tzquierda, ast D es unidn de dos
digraficas pretransitivas, una devecha y otra izquierda. La sucesion (tUn),ey €5 unG
trayectoric infinita exterior. Veamos que D no tiene micleo, de lo definicidn de D
se desprende que es una digrdfica completa, es decir cualesquiera dos vértices de D
son adyacentes, esto implica que en case de tener D nicleo éste constaria de un solo
elemento, pero és claro que para cualquier u, € V (D) (2, un) ¢ A( ) sim>mn, es
decir {un} mo es nitcleo de D, por lo tanto D no tiene nicleo. '

- Ahora veamos que existe una familia mﬁmta de digrificas que satz’sface lo enterior,
es decir que no tienen nicles y cada una de ellas es union de una digrdfica pretran-
| sitiva derecha y una pretransitiva izquierda, donde alguna de ellas tiene trayectorias
infinitas exteriores. Sea H cualguier digrdfica pretransitiva derecha (resp. pretran-
sitiva izquierda) tal que V (H)NV (D) =@, existe una familia infinita de digrdficas
pf:et'ransz'tz'vas derechas (resp. izquierdas) por ejemplo las dz'g‘lv‘ifiﬁcas' simétricas somn
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Figura 2.6

tanto pretransitivas derechas como izquierdas. Sean Dy y Dy la siguientes digrificas:
V(D) = V(H)UV (D), A(Ds) = A(H) U{(w,v) /ueV(H) yveV (D)} (igu
ra 2.7) y Dy = D. Como ya hablamos mencionado Ds es una digréfica pretransitiva
izquierda (también pretransitiva derecha) que tiene trayectorias infinitas exteriores.
Veamos ahora que Dy es una digrifica pretmnsitz'va derecha (resp. izquierda),-_sean
u,v,w € V(D) tales que (u,v),(v,w) € A(D;), veamos que (u,w) € A(D1) o .
(w,w) € A(Dy) (resp. (u,w) € A(Dy) o (v,u) € A(DY)) Siw € V(H), por
la definicion de Dy, uw,v € V (H), como H es una digrifica pretransitiva derecha
(resp.  pretransitive izquierda) entonces (u,w) € A(H) o (w,v) €-A(H) (resp.
(u,w) € A(H) o (v,u) € A(H)), esto implica que (u,w) € A(D1) o (w,v) € A{D;)
(resp. (u,w) € A(D1). 0 (v,u) € A(D1)). Siw ¢ V{(H) entonces w € V (D), por la
deﬁm’cz’dn'de D,veV(H) yen consecuencia u € V (H), considerando nuevemente
la definicidn de Dy, tenemos que (u,w) € A(D1) (igualmente para el caso en que H
-es pretransitiva izquierda). Conclufmos que Dy es una digrifica pretransitiva derecha
(resp. izquierda). Consideremos la digrifica Dy la unidn.de Dy y Dy, figura 2.8, Dy
es. una digrdfica pretransitiva derecha (resp. izquierda) y-D_gl una digrifice pretransi-
tiva tzquierda (que también es derecha) con trayectorias infinitas exteriores. Veamos
que Dy no tiene niicleo. Aplicando el Teorema 1.47 tomando bl = H, Dy = D Yy
A= {{(u,v) /u € V (H), v E V (D)} tenemos D = Dy y por lo tanto Dy no tiene

nilcleo.
- Antes de las siguientes notas probamos un Lema 1itil para éstas. .

Lema 2.13 i D es una digréfica pretransitiva derecha (resp. '-pretmnsitz'v&‘izquz’e-rda)
entonces la digrifica H definida o partir de D aumentando un nuevo vértice z y todas

las flechas desde 2 hacia los vértices de 1), también es pretransitiva. derecha (resp.
TESIS CON
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Figura 2.7: Las flechas gruesas indican que todos los vértices de H son adyacentes hacia el

D, /—\
Y7
*—>8 ..

vértice indicado.

Figura 2.8: Las flechas gruesés indican que todos los vértices de H son adyacentes hacia el

vértice indicado.

- Demostracién. © Sean uy, ug, ug € V (H) tales que (uy,uz), (ug,us) € A(H),
veamos que (ui,us) € A{H) o {ug,us) € A(H) (vesp. (ui,u3) € A(H) o (ug,u;) €
A(H)). 8i z ¢ {uy,us,us} entonces {ur,us, uz} C V(D) y (u,u2) € A(D) asi como
(ug,u3) € A(D) como D es una digrafica pretransitiva derecha (résp. pretransitiva
izquierda) entonces (u1,ug) € A(D) o (us,uz2) € A(D) (resp. (w1,u3) € A(D)
o (ug,ur) € A(D)), como A(D) ¢ A(H) entonces (u,uz) € A(H) o (ug,uz) €
A(H) (resp. -(ug,us) € A(H) o (ug,u;) € A(H)). Si z € {u1,us,us} entonces
por la definicién de H, z tiene ingrado 0 en H, por lo tante z = uy, asf {ug, ug} C
V (D), considerando nuevasmente la definicion de H, tenemos que (2= w1, us) € A (H)
' (igualmente para el caso en que D es pretransitiva izquierda). Por lo tanto (uy,us) € -
A(H) o (us, ts) € A{H) (vesp. (uy,u3) € A(H) 6 (ua, 1) € A(H)), conclufmos que
H es una digréfica pretransitiva derecha (resp. pretransitiva izquierda). m

No,:t_a _2.,_14.,,15_@: unidn_de dos digrdficas pretransitivas derechas' no necesariamente

N e
ti T




27

tiene nicleo. Sean Dy y Dy las siguientes digrificas:

V(D) =V (Dq) = {u,’u,w,m}, A(Dl) ={(z,u), (u,w), (w,u) Jv,w)t y A(Dy) =
{(w,v),(z,v), (v,z),(w,z)}. Es facil ver que Dy y Dy son digrificas pretransitivas
derechas, sea D la union de estas dos digrificas, figura 2.9. Como D es una digrdfica
completa es decir cualesquiern dos wértices son adyacentes, si hubiera nicleo en D,
éste constaria de un solo vértice el cual deberia tener grado interior 3, pero en D

ningun vértice cumple con esto, por lo tanto D) no tiene nicleo.

Figura 2.9: Las flechas marcadas con el nimero 1 corresponden a la digréfica Dy, y las

flechas marcadas con el nimero 2 corresponden a la digrdfica Dy.

A partir de D podemos construir una familia infinita de digrdficas sin nicleo que
son unidn de dos digrdficas pretransitivas derechas sin trayectorias infinitas exteriores.
" Sea Dy = D. Ahora para cada entero positivo n y dada Dp—q digréfica sin nicleo que
es unidn de dos digrdficas pretransitivas derechas D11 y Dy_y0, consideramos un
| nuevo vértice z, y definimos Dy la t_zm‘"o’n de Dy y Do, donde Dy = D11,
V(Dn2) = V (Dno12) U{za} ¥ A(Dng) = A{Dna2) U {(zn, 1) /ue V(Daor2)},
figura 2.10. Claramente D, 1 es una dzgmﬁca pretransitiva derecha y por el Lema 2.13
D,z también lo es. Ahora veamos que Dy no tiene nicleo. Aplicando ¢l Teorema 1.47
tomande Dy = Dy [{z1,., 20, Do = D y A = {(zv) /1 €{1,..,n}, v € V (D)}
tenemos D = D, y por lo tanto D, no tiene micleo. Ast{Dy /n € N} es una familia
infinita de digrdficas sin nicleo que son union de dos digrdficas pretransitivas derechas

sin trayectorias infinitas exteriores.

Nota 2.15 La union de.dos digrdficas pretmnsztwas tzquierdas no necesarzamente“ E
tiene nucleo Sean Dn y Dy las siguientes digrdficas-~ . - . -
V(D) = V(Dg ={u,v,w,z}, A(D1) = {(v,v), (v, w), (w,w), (w,z)} ¥ A(Dg) =
{(z,w),(z,v), (v,2),(v,w)}, figura 2.11. Es facil ver que D1 y Dy son digréficas

pretransitivas izquierdas, lo unidn de ellas es la dzgrdﬁca D -dela Nota 2.14 que como, -~

ya vimos no tiene niucleo.
A partir de-D podemos construir una familia infinita de digrdficas sin nicleo que

son unidn de dos digrdficas pretransitivas fzquierdas sin trayectorias infinitas exte-
TESIS CON -
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Figura 2.10: Las flechas marcadas con el nimero 1 corresponden a la digrdfica D;, y las
flechas marcadas con el nimero 2 corresponden a la digrafica Da. Las flechas gruesas indican
que los vértices 21, 22,..., 2n 50n adyacentes hacia los vértices u, v, w y .

'u(_zﬁ__?.:l?
: . I

Figura 2.11: Las flechas marca.das con el niimero 1 corresponden a la digrafica D1, y las

flechas marcadas con el nimero 2 corresponden a la digréfica Da.

TioTES. Seq Dy = D, Dy1 = Dy, Dop = Do. Ahora para cada entero positivo n Yy
dada Dy digrdfica sin miicleo que es unidn de dos digrificas pretransitivas izquier-
das Dn_11 ¥ Dn_12, consideramos un nuevo vértice z, y definimos Dy .la unidn
de Dp1 y Dna, donde Dny = Dp11, V{(Dna) = V(Door2) U {zn} ¥ A(Dng) =
A(Dyp_12YUA{(znyu) /u €V (Dp_15)}, figura 2.12. Claramente Dp1 es una digrd-
fica pretransitive zzqmerda y por el-Lema 2.18 Dy o tambzen lo es. Notemos gue

{Dn /n €N} es la misma famzlza mﬁmm de dzgraﬁcas sin nicleo obtenidus en lai""r”

nota antemor que tambzen son umon de dos dzgmﬁcas pretmnsztwas zg,quzerdas

2.3 M-Orientaciones

Definicidn 2.16 -Sea-D.una digrifica, la grdﬁéa subyacente de D es la gréfica que

se obtiene al reemplazar cada flecha de D por la correspondiente arista (no dirigida).
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- Figura 2.12: Las fechas marcadas con el nimero 1 corresponden 2 la digrafica Dy, y 1as
flechas m‘wcada,s can el niimero 2 corresponden & 1a digréfica Do. Las flechas gruesas indican

que los vértices 21, 22, 2z, son adyacentes hacia los vértices u, v, Wy T

Definicion 2.17 Sea G ima gréfica, und orientacion D de G es una digréfica tal

gue Su grafica subyacente es G.

Definicion 2.18 Una grifica G se dice que €S de comparabilidad s eriste und

omentaczon asmmétmca D de G que seo unt dzgmﬁca transiliva.

Deﬁmcmn 2.19 Sea G wune grifica, una omenmcwn D de G se dice que es una
orientacion de Meyniel o und M -omentaczdn si todo tridngulo dirigido de. D,

siene ol mencs dos flechas simétricas.

. Dada una gréfica G se define el nimero cromatlco de G, x (G), como el minimo
aimera de colores Necesarios para colorear los vértices de G de tal forma que si 2
vértices son adyacentes entonces tengan asignados dlfelentes colores, por otro Iado
se define el mimero. de clan de G, w (@), como &l méximo entero v tal que G
tiene una subgrafica con: 7 vértices que es una grifica completa. Una grifica G es
perfecta si para’ sualquier subgréfica inducida H de G se tiene X () =wl{H) E
pr oblema de conocer la estructura de las graﬁcas perfectas ha, motlvado el desarrollo
de traba;os 1mportantes, puede consultarse {5]. Berge demostm que-las: graficas de
comparabilidad.son gréficas perfectas [3]; estas gréficas son de las llamadas graficas
perfectas cldsicas, en [10] se presenta una recopﬂamon de resultados importantes
acerca de estas graficas. _ |

Usando la técnica de. Sands Sauer y Woodrow en 135}, C. Chanipetier demuestra .

en [8] ¢l sigulente resultado
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Teorema 2.20 Toda M—orientacidn de una grdfica de comparaobilidad tiene nicleo.

Decimos que una digréfica D es una orientacién por pozos de una gréfica G
si toda subdigréfica completa de D tiene nicleo. Una gréﬁca G es nucleo soluble
si cualquier orientacién por pozos de GG tiene micleo. En 1996 [7], E. Boros y V.
Gurvich demuestran el Teorema 2.21 que habfan establecido como una conjetura

Berge y Duchet en 1983.
"Teorema 2.21 Toda gréifica perfecta es niicleo soluble.

El Teorema 2.20 es un caso particular del Teorema 2.21 ya que no es dificil probar

que una M —orientacién de una grdfica es una orientacién por pozos.

2.4 Niicleos, M-orientaciones y Orientaciones Pretransitivas

En esta seccién demostramos un resultado similar al Teorema 2.20 para gréficas in-
finitas enunciado en el Teorema 2.24. Este Teorema para el caso finito, Teorema
- 2.25, es una generalizacién del Teorema. 2.20 pero ademds abarca gréficas que no son

perfectas.

Definicién 2.22 Sea D una digrdfica, decimos que una sucesidn de vértices, (U;);oy,
es ung trayectoria infinita interior de D si para cada i € N se tiene que (Uiy1,U;)
€ A(D) y para cualesquiera i, j € N tales que i # j se tiene que u; # u;.

Definicién 2.23 Dada una digrifica D definimos D71 la inversa de D como la
digréfica que tiene los mismos vértices que D y (u,v) es una flecha de D™ si y solo

si (v, u) es una flecha de D.

Observemos que D es una digréfica pretransitiva izquierda si y solo si D™ es

pretransitiva derecha.

Teorema 2.24 Sea G una grafica (posiblemerite infinita)y sea D una M~ orientacion  + -
de G. Si eziste alguria orientacion T de G qué sea una digrifica pretransitiva tzquicr- -~

da o derecha que no terign trayectorias infinitas exteriores ni interiores y-tal que oo

Sym(T) = Sym(D) entonces D tiene nicleo.
Demostracién. Sea T una orientacién pretransitiva izquierda o derecha de G
tal que no tiene trayectorias infinitas exteriores ni interiores y Sym(T) = Sym/(D).

Podemos suponer-que Tes una digrifica pretransitiva izquierda, entonces T—! es una
i I R S TR et 3 ‘

IE T
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orientacién de G que es una digréfica pretransitiva derecha, notemos que tanto T como
T no tienen trayectorias infinitas exteriores. Observemos que Sym(T) = Sym(T™)
y por lo tanto Sym(T~*) = Sym(D). _ :

Denotamos por = — y si (z,y) € A(D). Supongamos que = — ¥, si (z,y) € A(T)
escribimos © —7%° y y si (z,4) € A(T!) escribimos z —** y. 81 § C V(D)
denotamos por © — S si existe alguna flecha en D desde z hacia algin vértice de
S, y & - S sl no existen en D flechas desde hacia S. Denotamos por z 7 y si
(z,y) € A(T), si S C V(D) las notaciones z —T §y z »" § son andlogas a las
anteriores. De la misma forma se tiene la notacion para la digrédfica 771

Notemos que si £ — y entonces z —rede o ¢ —¥¥ ¢ por otro lado si (z,%)
es una flecha simétrica de D entonces TOI0 g g 2% gy TI0
finalmente st z —7 y (resp. = T2 y) y o ="y (resp. z - y) entonces
y a2l 1 (regp, y _,rojo z). _

Sea 2 la familia de conjuntos independientes de vértices S de G tales que S —7oJ0

azul T,

implica z — 5. Definimos en % la siguiente relacién <:
S < R siy sélo si para cada s € S existe 7 € R tal que

s=r6(s=>""ryr »7 s).

Observemos que si S y R son conjuntos independientes con S & R, entonces S<R.
1. Veamos que < es un orden parcial en 2.

1.1 < es reflexiva. Como S C 5, de la observacion anterior se sigue 5 < S para

cualquier S € %1, Por lo tanto < es reflexiva.
1.2 Si S, @ y R son conjuntos en 2A tales queS<RyE@<R ent'on'(‘:és S < R
Sea 5 € S entonces existe ¢ € ¢ tal que

T 1

s=g6(s— Ygy g7 8)..(D

y entonces existe r € R tal qué L : 1. TESIS CON L

FALLA DE ORIGEN

g=ro(g—=" ryr=""g.(I)

Sig=g¢qogq=r,por (II) 6 (I) respectivamente, tenemos s =1 6 (s =Ty

y r »T7' s),.con r € R. De otro modo, tenemos (s T gy g =T s)

q T yr »T7" ), como T~! es una digréfica pretransitiva derecha
M
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1.3

por el Lema 2.9 aplicada & la sucesién (s,¢,7) se tiene que s =7 ry r

=»T™! 5. Por-lo tanto S < R. En consecuencia < es transitiva.

< es antisimétrica. Sean Sy R conjuntos en 2 talesque S< Ry R< S

veamos que S = R. Sea s € §, veamos que s € R. Como 5§ < R entonces

existe r € R tal que satisface (I). Supongamos que s 5 7 entonces s =7 r

yr-»T " 5. Como R< S, parar,existes' € S, tal quer =356 (r =7 &

. —1 . =1
y s =77 7). Sir = s entonces s —7T

pues 5,5 € § v S es un conjunto independiente de G, entonces r # s' v

8’ pero esto es una contradiccién

porlotantor =T &'y »T 7, como T~ ! es una digréfica pretransitiva
derecha, por el Lema 2.9 aplicada a la sucesién (s, r, s') tenemos que s —7

sy s »77" s, lo cual contradice que S sea un conjunto independiente de
(G. Por lo tanto r = s, es decir S C R, andlogamente tenemos la otra

contencién,

Por 11,12y 1.3 < es un orden parcial.

2. Veamos que (2, <) tiene elementos maximales.

21

A # ¢. Como T es pretransitiva izquierda y no tiene trayectorias infinitas

exteriores, por el Lema 2.10 (tomando D'= T y U = V (T)) existe un

2.2

L2

2

s

vértice ¥ tal que y —7 x implica que z —7T y, en este caso (z,y) es una
flecha simétrica de T. Si y —"%° z entonces ¥ T
(z,9) € Sym(T) y como Sym(T) C Sym(D) entonces (z,y) también es

una fecha simétrica de D. Asf, existe un vértice y tal que y —™° z

z, por lo anterior

implica que z — y, entonces {y} € U por lo tanto U # ¢.

Toda. cadena en (U, <) estd acotada superiormente. Sea € una cadena en

(A, <). Sea S = {s e [JS/existe § € Qﬁ tal que 5 € R para todo
See
Re €, R> 8}, veamos que 5 es cota superior de €.

2 1 S°° es un conjunto independiente. Sean s;, 52 € 5% veamos que en D
nof existen flechas entre s; y s». Como 51, 53 € 5% entonces existe S y
_,__2_5'_en @-tales que s; € R, para todo R € € tal que R >.5;,1 € {1,2}.
Sea S = max {51, 52}, entonces 51,50 € § y como S es un conjunto

independiente entonces en:D no existen flechas entre s; y s2.. Por lo

tanto 5% es un conjunto independiente.
2.2 S”"#éyparacada&'&@ 5% > G, SeaSe (’Jyseatg € .5 veamos
que existe t € 5 tal que tg =t 6 (tg =7 "t y t =T 0).. Sity € 5%
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entonces tomamos ¢ = tp: Supongamos que tg & S, procederemos por
contradiccién, supongamos que si para t € V (D) se tiene (to T ¢
y t »T7" ty) entonces ¢t ¢ 5. Sea Ry = S, como fp ¢ 5% esto
implica que tp ¢ R; para algin R, € €, Ry > Rp, de esto dltimo
tenemos que existe t; € R tal que tp T ty yi; T iy, por nuestra
suposicién &, ¢ 5. Entonces t; ¢ Rp para algin R; € €, Ry 2 Ry,
esto implica que existe to € Ry tal que t; =T by y 1o »T7 ¢, como
T-! es una digréfica pretransitiva derecha, aplicando el Lema 2.9 a la
su(;esién Ty = (t[},tl,tg) tenemos que T4 es una trayectoria 'dirigida ¥
g =T tg y tg =7 ' o, por nuestra suposicién ty ¢ S°°. Asf, para
cada n € N, dados ¢, vy R, tales que R, € €, i, € Ry, ta—1 ST ¢,
ity T bt =T ey te Tty to & 5%, entonces tenemos
que tn ¢ Rnui para algin Rog € € Hpyy 2 R,, de esto ultimo
tenemos que existe t,11 € Fny1 tal que i, T 1 ¥ g AT
Como 7! es una digrafica pretransitiva derecha y (t, STy
tor1 T ) paratodon € N, por el Lema 2.9, 7r41 = (f0yt1sees Enaa)
es una trayectoria dirigidaen 7' y (tg T totl ¥ tns T to), por
muestra suposicion t,+1 € S. Oonside_remos la. sucesion 7 = (tn)pems
para cada n € N tenemos ¢, —T7 4,1, por otro lado, sean n,m € N,
n £ m, supongamoé sin pérdida de' generalidad que n < m, entonces
tprtm €V ('rm) como Ty, e una trayectoria dirigida en 7! entonces
tn 7 tm, POT lo tanto 7 es una trayectorla infinita exterior en 71 lo
cual es una contradiccion. Por lo tanto existe 7 € 5% tal que (to -1 ¢

yt-»T ™ 45). Con esto hemos demostrado que S > S v que S* F# ¢.

2.9.3 §%° ¢ 2. Supongamos gue 5% —790o 4 yeamos que y — 5%, Pro-
cederemos por contradiccidn, supongamos que ¥ -+ S, Sea s € gee
tal que § —»"° y, ahora sea S; € € tal que s € R para todo R € €,

R > S;. Primero probaremos lo siguie’nte-

:2.'2.3.'1 Siy —+““l §' para a.lgun s’ € Reon REC R > Sl entonces existe

IE

teii tfmlque o T TESIS CON
@ ioios FALLA DE ORIGEN

(iiy St R € es tal que R' > Ry t € R entonces para algin's” € A

tenemos &~ g ¢ _,QT sy y = g

 Para (i), como.estamos suponiendo:que y. - 5% entonces g’ ¢ 5%, por
!

222S°°>Rentoncesexlstet€Smtalques—a "tyt T s,
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L

g1 a3 una digrafica pretransitiva derecha y que 5" -»

]

por hipétesis éste tridngwlo tiene al menos 2 flechas simétricas; como -

veamos que t satisface (i) y (ii). Para (i); como y —°* s entonces
y =T &, aplicando que 7! es una digréfica pretransitiva derecha
y que t =T s tenemos y —T  t, figura 2.13(a). Como y -» S
entonces y %% t entonces t —"? y. Si s’ — ¢ entonces (y,s',t,v)
es un tridngulo dirigido en D, figura 2.13(b), por otro lado (s',%) no
es flecha simétrica de 7! y por lo tanto no lo es de D y y =% { es
decir (¢,y) tampoco es flecha simétrica de D, asi este trigngulo a lo m4s
tiene una flecha simétrica pero esto contradice la hipétesis de gue todo
tridngulo dirigido de D tiene al menos 2 flechas simétricas, por lo tanto

s -»t asi 8’ »°¥ { y en consecuencia t —"9° &, figura 2.13(c).

® 7! >e Tl >.t a...ul> . azul . rejo t
Y 5 - Y Y o7
(a) - {6) (c)
Figura. 2.13

Para (ii) Sea R' € € tal que "> Ry t € R’ como t —"%° &’ entonces -
R —™° ¢ como R & il entonces s — R, es decir s’ — 5" para

T §" y como t =7

algtin s” € R'. Si 8 —7™4° 5" entonces tenemos §' —
‘l » . - ’, [ » -
s' aplicando que T es una digrdfica pretransitiva izquierda tenemos

t =T 5" 08 =Tt comot s’ € Ry R es un conjunto independiente

. entonces t -»7 s” por lo tanto s’ —7T ¢, figura 2.14(a), como t —7 &'

entonces (¢, 5') es una flecha simétrica de T y por lo tanto de D pero
esto es una contradiccidn pues en (i) tenfamos s° - ¢, por lo tanto
s’ -»"?° ¢" y en consecuencia s’ —%% s”. Ahora supongamos que
s" =77 & entonces (s,s”) es una flecha simétrica de 7! y por lo
tanto de D esto implica qu‘e: s —T%9° g pero esto es una contradiccién

T

ues va tenfamos 5' 7998 por lo tanto §7 -» ' . Por tiltimo como
P Y

-1 .
ezl of o of azul o eneanees y —T " g v 5! =TT 5% aplicando-que
Y ¥ ‘ ] 7 ? - _

T7' & tenemos
y —T 7 g", figura 2.14(d). . ‘Aqui tenemos 2 posibilidades y ~+ s o

" sy, Sis” — y entonces {y, 8, 8", y) es un tridngulo dirigido de D,

-1 . o h e -1 =
5" -»T7" o entonces (s”, s') no es flecha simétrica de T-1 ¥ por lo tanto

. tampoco es flecha simétrica de .D, en consecuencia (y, &') vy (s",y) son

flechas simétricas de D. Asi en cualquier caso tenemos y -~ " y como
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y-—T7! s" entonces y =27 " fgura 2.14(c); con esto concluimos la
prueba de 2.2.3.1 (ii).

Figura 2.14

Ahora, como s =™ y v s € §, entonces S; —™1° 4 como S; € € entonces
51 € %, esto implica que Y — 51. Sea s, € 5 tal que ¥ — s1. Supongamos
que y —"° 55, como s —™%° y entonces y =T 51 y5~Ty, comoT es una
digrdfica pretransitiva izquierda entonces s —7 51 0y —7 &, como 51 es un
conjunto independiente y s, 51 € S entonces s -7 s, por lo tanto y —7 s,
asf (v, 8) es una flecha simétrica de 7' y en consecuencia, de D, por lo tanto
Y — sy como s € 5% tenemos y — S% lo cual es una contradiceidn, figura
2.15(a). Por lo tanto y —e# s1- Por 2.2.3.1 tomando 8’ = 5, y R = S
existe ¢, € 5% tal que: '

2.2.3.2 (I) tl —Tojo 51

Ahora, como ¢, € §% existe 2 € €talque ty € R paratodo B € & tal que
R Z-5, podemos suponer que S, > S1, entonces por 2.2.3.1 (i) tomando
R =5y t=1t tenemos:

2.2.3.2 (ii) existe 52 € S, tal que 5; —o2u g, 83 #T " g ¥y y —" sy, figura
2.15(0).

weul

T 5o T 3o

(@)

- Figura 2.15 : ‘. TESIS CON

FALLA DE ORIGEN
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Anslogamente a lo anterior, por 2.2.3.1 tomando s' = so y R = S, existe
tp € 5% tal que:

2.2.3.3 (1) 2 —sToge 83, ﬁgura 2.16.

e Se— 2 9%
&

Y 8y t

Figura 2.16

Como t; € 5 existe S; € € tal que £ € R.para todo R € € tal que
R > 85, podemos suponer que S; > S y por lo tanto S; > S, entonces

- . por 2.2.3.1 (ii} tomando R' = S3 y ¢ = 2 tenemos:
2233 (i) existe s3 € S5 tal que sy —%% g3, 55 T 55y y =% g5 fioura 2.17.

Figura 2.17

Asi, st suponemos que paran € N se tienen {ti, ta,...,fn} < 5%, {S1, 52, ...\
i Gpf C€ceon S £ 5 < € S, {81, 820008001 € V{D) tales que
para cada i € {1,..,n}:
2.2.34 (i) t; =90 g

e L . ll T—l !
(i) {t:, 801} C Sip1,y 85 =% 8421, 8141 =1 Sy y =% 3,,.

Entonces por 2.2.3.1 tomando 8" = s,41, B = S, existe t,.; € 5 tal

que:

1 2.23510) tan =T spae
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Como ., € ™ existe Sure € Ctal que thy, € R para todo R € € {al que
R > 8,2, podemos suponer que Sn+2 2 Spy1 y por lo tanto S, +2 > S,
-entonces por 2.2.3.1 (ii} tomando s = sn+1, R= Sn+1, R =80yt =tny,

tenemos:

. . . ' : -1
(i) existe sniz € Spi tal que sypq 2924 Snsy Snyy 2T Spuq ¥y —0

Sn+2, flgura 2.18.

Figura 2.18

Ast (Sn)nEN e una sucesion de vértices de D tal que s,,, —7 " s, 2y
Snsa =1 5ppa; como T"* es una digrdfica pretransitiva derecha entonces
por el Lema 2.9, para cada k € N la sucecidn (81, 82,..., 55) es una trayec-
toria dirigida en T 1, esto implica que (anHEN es una trayectoria infinita
exterior en 7% lo cual es una contradiccién. Por o tanto'y — S™ y en

consecuencia § g 4I.
_P01 2.2.1-2.2.3. 5 eg cota supenor de ¢ y por lo tanto toda cadena de” -

(Q{ <) estd acotada superiormente.
Por 2.1 ¥ 2.2 v aplicando el Lema de Zorn, (A, <) tiene elementos maximales.

Sea S un elemento maximal de (%, <).

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

3. § en un ndcleo de D.
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3.1 S es un conjunto independiente de G. Como S € 2 | se sigue que es un

conjunto independiente de G.

3.2' S es absorbente. Procederemos por contradiccidn. Supongamos que = - §
para algun vértice 2 ¢ S, de estos vértices elijamos xy como sigue: sea
U= {xeV(D)\S/z-» S}, por nuestra suposiciéon I/ # ¢, sea x; el
vértice que existe al aplicar el Lema 2.10 (tomando D =T y U). Notemos

que zp satisface: zg —7 y e y - S implica y —

T Tp.

Sea P={s €S /s-»¥ g} Sobre PU{zy} tenemos lo siguiente:

3.2.1

P {zy} es un conjunto independiente de G. Como P C Sy § es un
conjunto independiente de G pues S € LI, entonces F es un conjunto

independiente de G, solo falta ver que entre P y zp no hay flechas en

- D. Como zg - Sy P C § entonces zp -~ P. Por la definicién de-

3.2.2

Caso a.

P, P 9% g, Supongamos que P —"° gy, como P C 5 entonces S
—799° 7o como S € il entonces z; — S, pero esto es una contradiccién, |
entonces P -~"%° x;. Por lo tanto entre Py zp no hay flechas en D.
Concluimos que P U {zy} es un conjunto independiente de G.

P U {xy} € 2 . Supongamos que P U {zy} —"° 3, veremos que
y — P U {zs}. Supongamos que y - P y probemos que ¥ — Zo.
Procederemos considerando los siguientes 2 casos. L
Supongamos que P —7° y. Como P C S entonces S —"%° y, como
Sed,y— S Comoy -» P entonces y — (S\P), de esto tenemos
dos posibilidades, y —° (S\P) o y —*=% (S\P). Siy —™° S\P
como P —"7° yosea p € P tal que p —+"° y aplicando que T es una
digrafica pretransitiva izquierda tenemos y T pop—T (S\P), figura
2.19(a), como S es un conjunto independiente de G y P C S entonces
p »T (S\P)asiy —T py esto implica que (p,y) es una flecha simétrica
en T y porlo tanto también lo es en D, as{ y — P, pero esto es una
contradiccién; por lo tanto g =90 S\P. Siy —»%* S\ P, sea s € S\ P

' tal que y—°* 5, por la definicién de P tenemos:s =% z;, comq T~

- es unta digréfica pretransitiva derecha entonces zy —

-1 : -1 -
T so0y =77 gy

figura 2.19(b), si zp —»77" s entonces (2g,s) es una flecha simétrica de

- T, pero las-flachas simétricas de 77! también son flechas:simétricas

de D entonces zg — s pero esto es una contradiccion ya que s € Sy

-1 .
v g« S, por lo tanto y —T zp. Entonces y — 1y 0 Tg — Y, 51 Tp — ¥

/' entonces (zo, ¥, 8, 2y) es un tridngulo dirigido en D, por hipétesis debe
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tener este tridngulo al menos dos flechas simétricas en D, como zg - S

entonces (zg,y) es una flecha simétrica de D y por lo tanto y — ;.

rajo roja gl azul

—>® ——>0—>»
r y 8P ¥ $ Ty
() {b)
Figura 2.19

Caso b. Suﬁongamos que o —™%° y. Para. y tenemos dos posibilidades y —» §
é y — S, analizaremos cada una de ellas. Supongamos que y - S, por

T 14, entonces (zg,y) es una flecha

la eleccién de zg tenemos que y —
simétrica en T y por lo tanto en D, as{ y — z¢. Supongamos que y
— 8, como y - P entonces y — S\P, sea s € S\P tal que y — s,
por la definicién de P s -->_‘”"f zg asi tenemos un tridgngulo dirigido
| {z0,y,8,20) en D, andlogamente al caso anterior este tridngulo tiene al
menos dos flechas simétricas en D, como zg - S entonces (zg,y) es
una flecha simétrica de D y por lo tanto y ~ xp.

Conclulmos que PU {zo} €A .

Por ultlmo veamos que S £ PU {:::D} Para c:ualquler s € S tenemos que
s€P6s¢ P Sisé P, por definicion de P, s —** 1, por otro lado
como xp ~+ S entonces zy -+ s, en particular zg %% 5. Asi, para cualquier
T—l

s € 5 tenemos que (s € P) 6 (s -7 g y xg =" §), por lo tanto existe

t € PU{x} tal que (s =1) 6 (3 STyt T s). Conclufmos que
S S Ty {SEo}
Como zy ¢ S entonces S < T'U {xo} pero esto contradice que S sea un

_elemento .maximal‘de (3, <). Por lo tanto S es un conjunto absorbente.
Por 3.1y 3.2 S es un micleo de la digréfica D.

H
Observemos que la hipdtesis Sym(1") = Sym(D) del tedrema anterior sélo se usa-
en la demostracidn en la parte donde se prueba que toda cadena de (%, <) estd acotada
superiormente, en el resto de la demostracién solo se usa la contencién Sym(T) -
Sym(D), esto implica que para el caso de graﬁcas ﬁmtas basta pedlr dicha contencién,

quedando asi el siguiente teorema
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Teorema 2.25 Sea G una grifica finita y sea D una M— orientacion de G. Si existe
alguna orientacion T de G que sea une digrdfica pretransitiva izquierde o derecha tal

que Sym(T') C Sym{D) entonces D tiene micleo.

A continuacién hacemos notar que las hipétesis del Teorema 2.24 son necesarias.

Nota 2.26 Si en el Teorema 2.24 se elimina la hipdiesis de que la digrifica T no
tenga trayectorias infinitas exteriores ni interiores entonces no necesariamente D
tiene micleo. Sea G la grifica con vértices {u,/ n € N} y con aristas {(un, um)/
n,m € N, n # m}, figura 2.20. Sea D la orientacidn de G tal que A(D) =
{{n, ) [ mym € N, n < m}, la digrafica D es la misma a la que se refiere la Nota
2.12 y mostrada en la figura 2.6. D es una digréfica transitiva, asimétrica y no tiene
tridngulos dirigidos, asi D es una M —orientacion de G. Otra consecuencia de que D
es transitiva es que es tanto pretransitiva derecha como pretransitiva izquierda, por lo
tanto consideremos T = D. La sucesion (Un),en €5 una trayectoria infinite exterior

en T. Como ya vimos en la Nota 2.12 D no tiene nicleo.

Figura 2.20

Ahora veamos que existe una familia infinita de grdficas que satisface lo ante-

rior, es decir que tienen olguna M-—orientacidn que no tiene nicleo y tienen una
orientacion pretransitiva derecha o izquierda con la misma parte simétrica que posee -
trayectorias infinitas exteriores o interiores. Sea H cualquier ciclo de longitud par
vy, va, ooy Vo, 1) tal que V (H) N V(G) = ¢. Sen H' la siguiente grifica: V (H') =

VUV (G), A(H)= A(HYUA(G)U{{u,v) /u€V(H) yveV(G)}. Sea D’

la. stguiente orientacidn de H', figura 2.21: - :
A(DY) = {(vs,vi4) /i € {1,.,2m} i = 1 (mod 2} U
(e v) /1€ {L,..,2m}, i=0 (mod 2)} U A(D)U L
Alu,v) fue V(H) yveV(G)} o suma es tomada mddulo 2m. . Veamos que D' es
una digrdfica transitiva,-sean u,v,w € V (D) tales que (u,v), (v, w).€.A{D'), veamos

que (u,w) € A(D"). Siw € V(H), por la definicidn de D', u,v € V (H) pero en



41

D' los vértices de H inducen una subdigrifica que no tiene trayectorias dirigidas de
longitud 2 por lo tanto w ¢ V (H), entonces w € V(G), siu € V (H) por la defini-
-cidn de D', (u,w) € A(D'), siu & V (H) entonces u € V(@) y por la definicicn
de D', v € V(G), es decir {u,v,w} C V(D) y como D es una digrifica transiti-
‘va entonces (u,w) € A(D) y por lo tanto (u,w) € A(D'}. Concluimos que D' es
una digrdfica transitiva, como ademds D' es asimétrica entonces no tiene tridngulos
dirigidos y por lo tanto es una M-orientacion de H'. Otra consecuencia de que I
sea una digrifica transitiva es que es una digrdfica pretransitiva derecha y también
izquierda, consideremos T' = D', entonces Sym (17) = Sym (D). En T’ la sucesion
(Un) ey €S Una trayectoria infinita exterior. Veamos que D' no tiene nicleo. Aplican-
do el Teorema 1.47 tomando Dy = D'V (H)|, D =D y A = {(u,v) /ue V(H),
T € V (D)} tenemos D = D' y por lo tanto D' no tiene nicleo.

D7
u, Ua//_/%‘s\ﬂun |

P el '-5 Ao TAr
Figura 2.21: La flecha gruesa indica que todos los vértices de H son"-adyat:éﬁtéswh%.‘_élailos SN

vértices de D.

Nota 2.27 5i en el Teorema 224 se elimina la hipdtesis de que la digrifica D seq .~ .
una M —orientacidn entonces:mo.necesariamente D liene micleo. Sea G la grafi-. . -
" ca complela con 4 vértices.: St V (G) = {u,v,w,z} sea D la orientacicn de G tal-

que A(D) = {{w,v); {v,w), (wiz), (z,0), (v,w),(w,u), (v,z), (z;v)}, D-es lamis- - .
ma digrdfica mostrada en lo figura 2.9, gue como vimos en la Nota 2.14 no tiene

micleo. En D -todo -tridngulo: dirigido tiene una sola ﬂecha simétrica -es decir-D . .
no es una M—orientacion de G.  Sea T la siguiente orientacion de G: A(T) =

{(w,v) (wiv) fw,2), (u,2) (wsw), (w,n), (v, 2),{z,v)},. figura 2.22. No es.difcil

ver que T es una dz’gmﬁm tanto pretransitiva derecha como izquierda.y Sym (T) =

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Sym (D).
' T
u. i /.\E
Jj——l
’U. w
Figura 2.22

Ahora veamos que a partir de G podemos construir una familia infinita de grd-
ficas donde cada una de ellas tiene alguna orientacidn que no tiene nicleo y no es
una M—orientacion y ademds cada grifica de la familia tiene alguna orientacion pre-
transitiva derecha que no tiene trayectorias infinitas exteriores ni interiores, ambas
orientaciones con la misma parte stiméirica. Sean Gy = G, Dy = D y Ty = T, para
cada entero positivo n y dadas Gn_1, Dp_1, Th-1 que sotisfacen lo anterior, consi-
deramos un nuevo vértice 2 y definimos G, D,, Ty como sigue (figuras 2.83 y 2.24):

V(Gn) = V(Gn1) U{za} ¥ A(Gn) = A(Ga1) U {(zn,u) /u €V (Gnor)}s
V(Dn) =V (Dp_1) U{za} y A(Dn) = A(Dn1) U{(2n,u) /u€V (Dna)}y
V() =V (To1) Uz} vy A(T) = A(T) U {20, u) /u eV (Tha)}

TESES CON
| LA DE ORIGER

' Flgma 2.23: Las arlstas gruesas mdman que los vertlces zl, 22, zﬂ son adyacentes hacia

ios vértices w, U, w y .

Es claro que .D;, y Th..q son orientaciones de Gp. Como D es subdigrdfica de Dy,

y D tiene tridngulos dirigidos con solo una flecha simétrica entonces D, no es una
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Figura 2.24: Las flechas gruesas indican que los vértices zi, 22,..., 2, son adyacentes hacia

los vértices u, v, w ¥ .

M —orientacion de G,. Por el Lema 2.13 T,, es una digréfica pretransitiva derecha y-
como es finita no tiene trayectorias infinitas exteriores ni tnteriores. Como las flechas

que se anaden o D,_y (resp. Th_1) para obtener D, (vesp. T,) son asiméiricas,

entonces Sym (Dy) = Sym{(D,_1) v Sym (L) = Sym (Tn-1), ¥ como Sym{(D,_1) =

Sym (Th-1) entonces Sym (D,) = Sym (1},). Por dltimo veamos gue D, mno tiene:

“ntcleo. Aplicando el Teorema 1.47 tomando Dy = D, [{z1, vy Z }; Dy=D y A=
{(z;,v) /i € {1,..,n}, v € V(D)} tenemos D = D, y por lo tanto D, no tiene
niicleo. Ast{G, /n € N} es una familia infinita de grdficas donde cada una de ellas
tiene alguna orientacion D, que no tiene nicleo, D, no es una M —orientacion yGn
tiene alguna oricntacién 1, pretransitiva derecha gue no tiene tfr'ayectOT'ias infinitas

exteriores ni interiores.

Nota 2.28 Parn el caso finito, si se elimina la hipdtesis Sym (T) < Sym (D) el

resultado puede fallar. Sea G cualquier ciclo de longitud impar mayor o igual que 5.
-+ Sea D el ciclo dirigido correspondiente, D no tiene tridngulos dirigidos, por lo tanto

D es una M—orientacion de G pero no tien&mﬁcko. StV (G) = {v,va, ..., Vang1 -

sea T la siguiente orientacidn de G -

A(T) = {{v1,v2), (v2,v1)} U {{voia1, v9)y (Uaien, Vosae) /¢ € {1,2,..,n} la suma es -
- tomada mod 2n+1}, figura 2.25. No es.dificil ver que T' es una digrdfica pretransitiva.. | . .

derecha y Sym (1) € Sym (D).

Por tltimo veremos que el Teorema 2.25 generaliza al Teorema 2.20 probado por- - -

C. Champetier, pero ademds el Teorema 2.25 abarca graficas que no son gréficas de
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comparabilidad, es decir graficas que no estdn consideradas en el Teorema 2.20, més

ain abarca grificas que no son perfectas.

Nota 2.29 Sea G una grifica de comparabilidad y- D cualquier M —orientacion de
G. SiT es una orientacidn transitiva de G entfonces T es una orientacidn pretran-
sitiva derecha de G vy también izquierda, como G es finita, T también lo es y no
tiene entonces trayectorias infinitas exteriores ni interiores. Yo que T es una digrd-
fica asimétrica, entonces Sym{(T) C Sym (D). Por todo lo anterior y aplicando el
Teorema 2.25 D- tiene niicleo. Por lo tanto el Teorema 2.25 generaliza al Teorema

2.20.

Nota 2.30 Consideremos la grifica Gp, n > 2, mostrada en lo figura 2.26, Gy, no es
una grifica de comparebilidad, Gallai (26, mas ain no es perfecta pues para Cons1
el ciclo de longitud 2n + 1 se tiene X {Cony1) = 3 ¥ w (Cons1) = 2. Sea D, lo
orientacion de Gy, tal que: A(Dy,) = {{vi,v1) /1 € {1,2,...,2n+ 1} la suma es
tomada mod 2n + 1} U {(usw) /1 € {1,2,...,2n 4+ 1} la suma es tomadae mod
2n + 1} U {(van;usn1), (V2,01 ), (Uon, vi) }, figura 2.27. El dnico -tridngulo dirigi-
do de Dy es (vy,vnyton, ¥1) que ttene 2 flechas simétricas, por lo tanto. D, es una
M —orientacidon de G,,. Sea T, la orientacion de Gy, tal que: :

A (T} = { (on, v1) P {{v1, v2) , (ve, v1) JU{ (Vaig1, v2i) 5 (Vais, nige) /4 € {1 2, . n}}U
{(uan=1, tan) » (Uan, Usro1) } U { (e, Uns—1) (uai, unipr) /1€ {1,2,..,n - 1}}U
{(vons1,Uzn) \ (Uons1, u1)}, la suma es tomada mod 2n + 1, figura 2.28. No es dift-
&l ver que T, es una orientacion pretmnsiti'ua derecha de G, y es "z'nmedmto que
SJm (Tn) = S’ym (Dy). P07 lo tanto G es una gmﬁca que no es perfecta y a Ja, cual

puede aplzcarse el Teorema 2 25
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2.5 Digréficas Quasitransitivas FALLA DE ORIGEN
Otra“genéralizacién del concepto de digrafica transitiva es el de digréfica 'quasitre-mSi-
tiva dada por Ghomlé—HDun [27].

Definicion 2.31 Una d@gmﬁca D es quasitransitiva si para cualesqm@qﬁd‘fu,v,w'
- vértices de D tales.que.(uv) € A(D) y (v,w) € A(D) tmplica (u,w)e A(D} o
(w,u) € AD). & : IO -

Las d1graﬁcas q11a51t1a1151t1vas ‘han 51d0 estudla.das en [1 28 29 36] Las di-
graﬁcas quasmransmnas son 1mportantes por su estrecha relacion con las gxaﬁcas
de comparablhdad (graﬁcas que fienen wna orientacién tlanSLtwa.] Espemﬁcamente
Chouils-Houri [27] demaostrd que una gréfica puede ser orientada como una digrafica
. quasitransitiva si'y s6lo. si es una grafica de comparabilidad, para mayor. informacién
de las gréficas de comparabilidad se puede recurrir a (26, 30]. También son de interés
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las digrdficas quasitransitivas ya que comparten muchas de las propiedades de los
torneos [2], un torneo es una digrafica tal que entre cada par de vértices existe una y
solo una flecha, debido a esto los torneos tienen una estructura muy rica. Claramente

los torneos son digraficas quasitransitivas.

2.6 Niicleos'y Digréficas Quésitransitivas |

Ein esta seccién probamos que si D es una digrifica tal que todo tridngulo dirigido
tiene al nenos 2 flechas simétricas y que es unidn de dos digrificas quasitransitivas

) "L‘f=-"-:-;tales que en mnguna de ellas existen trayectorias infinitas exterijores entonces D tiene .

.-nucleo Este resultado es una generalizacion del Teorema 2.8 y en la demostracion se
usa, una Jﬁecmca. similar a la dada en [35]. Como un corolario al resultado obtenido
tenemos que loda digrdfica quasitransiliva bal que todo tridngulo dirigido tieue al
- menos 2 flechas simétricas y que no tiene trayectorias infinitas exteriores tiene nticleo.

Andlogamente a las propiedades de digraficas pretransitivas mencionadas en los
lemas 2.9 y 2.10 tenemos dos propiedades para: digréi.ﬁcas quasitransitivas donde cada
tridngulo dirigido tiene al menos 2 flechas simétricas, estas propiedades se enuncian -

en los lemas 2.32 y 2.33.

7+ Lema 2.32 Seq D una dzgmﬁca tal que cada, tmangulo dzmgado tiene al Tenos dog.

flechas simétricas, si Dy es una subdzgmﬁca de D que es quasztmnsztwa v (v1, V2, .0 Un)

es una sucesion. de vértices: de Dy tal que (v,,,fuﬂ_l) € A(Dy) pero (’Uq,}.l,?.") ¢ A(D) .-

entonces lo sucesion es una trayectoria dirigida en Dy y para cada i = 1,..,n — 1,
(v, v;) € A(D1) ¥ (v5,0) € A(D) para toda j € {i+1,...,n}.

Demostraciéon. Procederemos por inducecién sobre n. El resultado es inmediato.
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para n = 1. Supongamos que el resultado es vélido para una sucesion de n vértices
que satisface las condiciones del Lema 2.32. Consideremos ahora una sucesién T =
(v1, U2y ...y Un, Upy1) de n + 1 vértices tal que para cada i € {1,...,n}, ('Ui,"UH.l-) €
A(D1) ¥ (vig1,w) € A(D). Notemos que la sucesion 7" de los n primeros vértices
de T satisface las hipdtesis del Lema 2.32 entonces por hipétesis de induccién 7" es
una trayectoria dirigida y para cada i € {1,..,n — 1}, (v.1;) € A(‘Dl) v (vy,v;) ¢
A(D)i para toda 7 € {i+1,..,n}. Por lo tanto solo falta probar que para cada
i€ {1,..on—1} v # Upy1, (Wi, Uns1) € A(DL) ¥ (vpa1,v) € A(D). Procediendo por
contradiccién supongamos que vn.1 = v; para algin i € {1,...,n - 1}, por lo anterior
(i, vn) € A(Dy), es decir (Ung1,v,) € A(D)) esto implica que (VUni1,vn) € A(D)
lo cual contradice la hipétesis que se tiene de 7', por lo tanto T' es una trayectoria
dirigida. Por otro lado, para cada ¢ € {1,...,n — 1} considerando las flechas (v, vy)
¥ (Uny Unt1), como Dy es una digréfica quasitransitiva entonces (v, Un+1) € A(D1) 0
(Un+41, %) € A(D:). Supongamos que (ve+1,v) € A(D), entonces (v;, Un, Uns1, V1) €5
un tridngulo dirigido en D que por hipétesis tiene al menos dos flechas simétricas pero
esto no es posible pues por hipétesis (vo11,vn) & A{D) v por hipétesis de.induccién
(0n, ;) & A(D) por o tanto (Un.1,v;) € A(D), esto implica que {(Vnt1, 1) t{ ADy) y
por lo tanto (v;, Uet1) € A(D1). Concluimos que T es una trayectoria dirigida y para
cadai € {1,...,n}, (v;,v;) € A(D1) v (vj,v) € A(D) para toda j € {i +1,...,n+1}.
Lema 2.33 Sea D una digrifica tal que cada tridngulo dirigido tiene al menos dos
Aechas simétricas y sea D, una subdigrdfica de DD que es quasitmnsitiva Y no tiene
trayectorias infinitas exteriores. §i U ¢ V(D1) y U # ¢, entonces existe x € U tal
que i (z,y) € A(D1) cony € U, entonces (y,z) € A(D).

Demostracién. Procederemos por contradiccidn. Supongamos que para cada

z € U, existe y € U tal que (z,y) € A(Dy) v (y,z) ¢ A(D). Sea z; € U entonces
. existe 23 € U tal que (71,29} € A(D1) vy (z2,31) € A(D). Asi, para cada n € N,
. dado -z, € U, existe zn.1 € U tal que (Tn, Tni1) € A(D1) ¥ {ZTny1, Tn) ¢ A(D), por el

© - Lema 2.32, Tiyy = (21,22, ..., Tns1) €5 una trayectoria dirigida en Dj. Consideremos
. la-sucesion T = (Tn)pen, para cada.n €N tenemos Ty, Tny1 € V (The1), como Thyy
es una trayectoria dirigida en Dy entonces (Zn, Tny1) € A(Dy), por otro lado, sean
' "n','m. € N, n # m, supongamos sin pérdida de generalidad que n < m, entonces
Tr, Tm € V (1), como 15, es una trayectoria dirigida en Iy entonces x, # T, por
< lo tanto T es una trayeetoria infinita exterior en.D;, lo cual es una contradiceion.

Concluimos que existe el vértice z con la propiedad pedida. =
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‘Teorema 2.34 Sea D una digrifica que es unidn de dos digrificas quasitmnsit’ivaé
Dy y Dy tales que en ningune de ellos existen frayectorias infinitas exteriores. Si

en D cada tridngulo dirigido tiene-al menos dos flechas simétricas entonces D tiene

nicleo.

Demoétran_:idh. Denotamos por & — y si (i,y) € A(D) y porz = y sl
(z.y) ¢ A(D). Por z =P y si (z,y) € ADy), T »P ysi (z,y) € AD), si
sc V(D) denotamos por = —"* § si existe alguna flecha en D) desde z hacia algtin
vértice de S, y z -»P1 S si no existen en D, flechas desde z hacia 5. Anslogamente

"para la digréfica D,.
Si S y I son conjuntos independientes de vértices de D), decimos que S5 < T si

para cada s € S existe ¢ € T tal que
s=t6(s ="t tyt-»s).
Observembs que si §' y 7" son conjuntos independientes con & C 1, entonces 5 < 7.

1. Veamos que < es un orden parcial en la familia de todos los conjuntos indepen-

dientes de D.

- 1.1 < es reflexiva. Como S C S, de la observacién anterior se sigue S < S para -
cualquier S C V(D). Por lo tanto < es reflexiva.

1.2 < es transitiva. Sean S, T'y R conjuntos de vértices independientes tales. -
que S<TyT <R, veamos que S < R. Sea s € S, como § < T entonces
existe t € T tal que '

s=to6(s=Drtyt-»s) (I
ycomoT < R paraestat &€ T existe r € R tal que

t=ré({t—="1ryr=t) (I)

Sis= tot= r, por.(II} 6 (I) respectivamente, tenemos s.= r6 (s =P

y r —s) conr € R Supengamos que.s # ¢y ¢ # r, entonces (s —Plty e

t-=s5)y ({t—=P1ryr-»t), como D, es una digréfica quasitransitiva, por -

Por lo tanto .S < R. En consecuencia < es transitiva.

1.3 <.es anfisimétrica:r-Sean Sy T conjuntos de vértices independientes tales -
que S < Ty T < Sveamos que S = 7. Sea 5 € S, veamos que s € T

el Lema 2:32 aplicada a la sucesién (s,f,r) se tiene que s =PLiryr = g -~ 0
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- Como § < T entonces existe t € T tal que s =t 6 (s =P tyt» 3).
Supongamos que s # t entonces s —PL ¢t y t -w 5. Como T < S, para t
existe s’ € 5, tal que t = &' 6 (t =P &' y &' t). Sit = s entonces
s =P 5" pero esto es una contradiccion pues 5,8 € Sy S es un conjunto
independiente, entonces ¢t # s vy por lo tanto t —21 4 y s = ¢t. Como
D1 es una digréfica QHasitransiti{ra, por el Lema 2.32 aplicada a la sucesidn
(8,2, 8") tenemos que s —P* ¢, lo cual contradice que S sea un conjunto
independiente. Por lo tanto ¢ = s, ¥y en consecuencia s € T. Por lo tanto
ScT. Anslogamente tenemos la otra contencién. Concluimos que < es

antisimétrica.

Por 1. 1 1.2 y 1.3 £ es un orden parcial ‘en la familia de todos los conjuntos

. independientes de D.

Sea J la familia de todos los conjuntos no vacfos de vértices S independientes

de D tales que S —P* y implica y — S.

2. Veamos que (7, <) tiene elementos maximales.

2.1 J % ¢. Como D, es una digréfica quasitransitiva izquierda y no tiene trayec-
torias infinitas exteriores, por el Lema 2.33, existe un vértice = tal que
z —P2 y implica y — x, asf {z} € J.

2.2 Toda cadena en (7, <) est4 acotada superiormente. ‘Sea @ una cadena en

(3,<). SeaS°°— {s€ | S/existe S € € tal que s € T para todo T & e,
Sec
T > S}, veamos que S es cota superior de € . '

2.2.1 5% es un conjunto independiente. Sean §1;87 € 5% veamos que en D
no existen flechas entre 5, v s5,. CQQJO 81,82 € 5% entonces existe Sty
Sz en € tales que s5; € T, para todo T € € tal que T' > &, 1 € {1,2}.
Sea § = max {5),.5:}, entonces s;,55 € § Yy como S es un conjunto
independiente entonces en D no existen flechas entre s, y 53. Por lo

tanto S es un conjunto: independiente. -

2.2.2 §%:£ ¢ y para cada’ S € €, §%° > 9. Sea 5 € €yseaty € §veamos

que existe t € S tal que tg =1 6 (tg =P1 Ly ¢ = tp). Sity € §°

entonces tomamos ¢= ="tg. Supongamos que ty & 5, procederemos por -

contradiccidn, supongamos que si para ¢t € V (D) setiene (t; —™1 ¢
sy b #tg) entonces #.¢.5%. . Sea Tp.=..5, como. to-& S -esto-implica -
- que tp ¢ T para algin 7y € € con Ty > 7, de esto dltimo tenemos

TESIS CON_
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que existe £ € T} tal que tp —7* 1 y t; - &y, por nuestra suposicién
t1 ¢ S*. Entonces t; ¢ T» para algiin Ts € €con Ty > Ty, esto
implica que existe t; € Ty tal que t; — &y y {9 - ¢, como D
es una digrafica quasitransitiva, aplicando el Lema 2.32 a la sucesién
To = {ty, t1,12) tenemos que 72 es una trayectoria dirigida y ¢g -—>‘?1 ts
y ta -~ tg, por nuestra suposicién ¢ ¢ 5. Asf, para cada n € N,
dados t, y T, tales que 7, € €, ¢, € Ty b1 =P by, tn - tpe,
tg —D1 b, bty - to ¥ty ¢ S, entonces tenemos que 4, € T,,1 para
alg{mrTwr;l € € con Ty = Tn, de esto tltimo fenemos que existe
tner € Toysr tal que tn =™ t,01 y the1 » tn. Como D) es una
digréfica quasitransitiva y (t, —7% tny1 ¥ the1 =-1,) para todo n € N,
por el Lema 2.32, Tp11 = (fg, %1, .. fns1) €S una trayectoria dirigida
en Dy y (tg = tai1 ¥ tnp1 = fo), POT nuEStra suposicion .1 & 5%
Consideremos la sucesion T = (t,), oy, para cadan € N tenemos ¢, —
tne1, por otro lado, sean n,m € N, 1 # m, supongamos sin pérdida
de generalidad que n < m, entonces {t,,tm} C V (Tm), como. 7, €8

una trayectoria dirigida en I entonces &, # tm, por lo tanto 7 es una -

_ trayectoria infinita exterior en Dy, lo cual es una contradiccién. Por

2.2.3

‘1o tanto existe ¢t € 8 tal que (f; =71 t y ¢ -» #3). Con esto hemos

demostrado que S > S y que Gee # .

§% ¢ 3. Supongamos que S® —? y, es decir s —"? y para algin
s € 5% veamos que y — 5% . Sea S € € tal que s € T, para todo
T e € tal queT'ZS. Como S €J,5€S5ys—"yentonces y — 5,

es decir y — ¢’ para algin §' € S, supongamos que §' ¢ S*. Tenemos

~ dos posibilidades y —7* ' 0.y —P1 &', analizaremos cada una de ellas.

~ quasitransitiva y tenemos y — t o t =Py, Si y-—D1 ¢ entonces - -

Siy —P2 ¢, como s —2 y, figura 2.29(c), v Dy es una digrafica .
quasitransitiva entonces s —7% s’ 0 5/ =2 5, pero esto no es posible

pues S es un conjunto-independiente y s, s’ € S, por lo tanto y »2 &'

v en consecuencia y:=%71s', como § < 5% y s’ € S entonces existe..
t € 5% tal que & = 't":oi-(s’-"wﬂDl Lyt-» S’), como s ¢ S entonces .. .

s’ # { y en consecuencia (s’ =71 ¢yt = s'), figura 2.29(b), con esto... - .,

ultimo y considerando que y —** &' aplicamos que D es una digrafica

y — S%..8it - y entonces (y,s',t,y) es un tridngulo dirigido en

=) que por hipGtesisitiene al menos dos flechas simétricas, como t - ¢’

" entonces & =y yy— t, asi y - 5. Concluimos que 5% € 7.
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Por 2.2.1-2.2.3 §% es cota superior de C.

y 2.2 toda cadena de (J, <) estd acotada superiormente. Por el Lema de

<) tlene clementos maximales. Sea S un elemento maaumal de (3, <).

3. .5 en un nricleo de D.

3."1 S es un conjunto independiente. Como S € J, se sigue que es un conjunto

independiente.

3.2 S es absorbente. Procederemos por contradlccmn Supongamos que .- 5 - -

para algin vértice x ¢ S, de estos vértices elijamos zp como sigue: sea.
U= {zeV(D)\S/z-=S} siU# ¢ sea zg el vértice que existe al
aplicar el Lema 2:33 & Dy y U, si U = ¢ entonces z -~ S para algin vértice:
z € V(Di)\(SUV (Dy)), sea zo alguno de estos vértices. Notemos que si

U # ¢ entonces zy satisface: Zg —D2 gy ey - S implica y — zp.

Sea T = {s €8 /8 »P zp}. Sobre T'U{zp} tenemos lo siguiente:

321

Tu{zo} esun conjunto.independiente. Como T €'S'y S es un conjunto
independiente pues S € J , entonces T’ es un conjunto independiente;

solo falta ver que entré Ty p no hay flechas. Como zg - Sy T C5

- entonces Ty - T. Por 1a definicién de T, 7 -»* zq. Supongamos que

3.9.2

T —D2 gy como T C S entonces S —2 zp, como S € J entonces
zo — 9, pero esto es una contradmcmn -Por lo tanto entre T' y xg no

hay flechas!“Concluimos que TU {zp} es un congunto independiente. -

T U {zg} €-F . Supongamos que T U {zo} _Ds 1, VEICITOS que -y —

- TU{zp}: Supongamos que y - Ty probemos que y — zg. Lasiguiente ;-

‘observacidn serd de-utilidad. =

Observacion. Bajo las condiciohes anteriores, veremos que si gy =P

“(S\T) entonces y —P* zp. Sea s € (S\T) tal que y —D1 g “como -

s.¢ T tenemos que s —P1 gy, aplica.ndo que D; es una-digré,ﬁca qua-

“.gitransitiva® tenemos y 2 g0 Ty —D si- Lo —D Aigura 2.30,
ey, By

. entonces (y,s,x5,y) es un tridngulo dirigido-en L) que por. hipétesis
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FALLA DE ORIGEN




52

tiene al menos 2 flechas simétricas, como zy - S entonces s = y e
y —P1 5. Ahora procederemos considerando los siguientes dos casos.

[ Dl b Dl Sy
D

1

Figura 2.30

Caso a. Suponga,mos que T —P2 . Como T C S entonces S —2 g, como S €

Caso b.
| -y = §, analizaremos cada una de ellas. Supongamos que y -» S, como

N N y entonces zg € V (Dy) es decir x ¢ V (Di)\(SUV (Dq)) ¥

“en consecuencia la eleccidn de zp fué determinada por el hecho.de que

.U # ¢, por.lo tanto z; ﬁDQ y ey -» S implicay —P2 zy por lo tanto

.y — zg. Supongamos ahora que y — 5. Como y - T entonces y

J entonces y — S. Como y - T entonces y — (S \T"), de esto tenemos
dos posibilidades, y —22 (S\T} oy —»P1 (S\T). Siy —22*(S\T), como
T —P2 y, figura 2.31, aplicando que D; es una digréfica quasitransitiva,
tenemos T —2 (S\T) o (§\T) =72 T, pero esto 10 es posible pues
S es un conjunto independiente y T C S, por Io tanto y -7 (S\T),

‘es decir y —P* (S\T) y por la observacién anterior y 21 z;.

D
o —21 > 139 ,
teT Y se\T
Figura 2.31

Supongamos que Ty 2 y, para y tenemos dos posibilidades y - S 6

— (S§\1"), tenemos dos posibilidades: y —72 (S\T) o y —%* (S\T).

Sty —P2 S\T como zp —*2 y, aplicando que: D, es una digrifica

 quasitransitiva entonces 2g —D2 S\T 0 S\T —Ds Ty, COMO Tg = S

. .entonces zg 7% S\T y en consecuencia S\T ——>D2 Zg, ﬁgura 2.32,

=i estor nnphca que S —P2 x4, como Sed entonces Ty S pero esto no

es posible, por lo tanto y -2 S\T Ast tenemos que Y —Dr (S\T)

. por la observacién hecha anteriormente y —D ! To. .-

- Por dltimo veamos.que .S < T U {xp}. Para cualquier s € 5 tenemos que-
el Os §é T. Si s¢:T, por definicién de T; s =2% zg, por otro lado como- -

x5 - S entonces'zg — 5. Asi, para.cualquier s € S tenemos que (s €.7).
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- Figura 2.32

4] (.s =Dt g0 vz - s), por lo tanto existe £ € TU {zg} tal que (s =1¢) 6
(s =P by t-»s). Conclumos que S < T U {z¢}-. '

Como 2o ¢ S entonces S < T U {z¢} pero esto contradice que S sea un
elemento maximal de (J, <). Por lo tanto .S es un conjunto absorbente.

Por 3.1 y 3.2 5 es un micleo de la digréfica D.

- Corolario 2.35 Si D es una digrifica quasitransitiva tal que todo tridngulo dirigido.
tiene al menos 2 flechas simétricas y no tiene trayectorias infinitas exteriores entonces

D tiene ndeleo.

A continuacién hacemos notar que la hipétesis de que no existan trayectorias in-
finitas exteriores en D, ni en D, es necesaria para el resultado anterior, asi como la
hipdtesis de que todo tridngulo dirigido de D tenga al menos 2 flechas simétricas.

* También mostramos que el resultado es diferente al Teorema 2.11 probado anterior- -
mente, es decir existen digréficas que son unién de una digrafica pretransitiva derecha -
con una pretransitiva izquierda y no son unién de 2 digrdficas quas_ltransmzvas, ¥
Vi.ceversa, existen digréficas donde todo tridngulo dirigido tiene al menos 2 flechas
simétricas, son unién de 2 digréficas quasitransitivas y no son unién de una digréfica

pretransitiva derecha y una pretransitiva izquierda. -

-+ Nota 2.36 Si en el Teorema 2.3/ se, elimina la hz’pdtesis de que no existan frayec-

¢ torias infinitas exteriorés en Dy ni en Dy el resultado no es. vdlido. Consideremos..

v la dzgraﬁca, D de la Nota 2.12.-D. e.s UnG d?,grdﬁca transitiva y por lotanto es qua~ .

7 sitransitiva; - ast D es union de-dos digrdficas- quasitransitivas. D o tiene trzdngulos;

dirigidos, por lo tanto todo tridngulo dirigido de D satzsface que tiene al menos 2
" felchas simétricas. La sucesion (un).oy €5 una trayectoria infinita exterior y como
se vid anteriormente D no tiene nicleo. Andlogamente a lo hecho en lo Nota 2.12,
existe una familia infinita de digréficas donde ‘cada una de -ellas no-tiene-nicleo, to- -

do' tridngulo dirigido tiene ol mends 2 flechas simétricas y es unidn. de 2 digrdficas: .
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quasitransitivas donde alguna de éstas tiene trayectorias infinitas exteriores. Sea H
.- cualquier.digrafica quasitransitiva V (H) NV (D) = ¢, existe una familia infinita de

" dzgraﬁ:cas"qqasztmnsztwas por ejemplo las orientaciones quasitransitivas de grificas
Ak cc;;ﬁpt’lmbzlzdad Sean Dy y Dy la siguientes digrificas: V (D) = V (H)UV (D),
AD)=AH)U {(u,v) /ueV(H) yveV (D)} y Dy=D. Como ya habiamos

mencionado Dy es una digrifica quasitransitiva que tiene trayectorias infinitas exte-

riores. Veamos ahora que D, es una digrifica quasitransitiva, sean u,v,w € V (D)
tales que (u,v), (v,w) € A(D;), veamos que (v, w) € A(D;) o (w,u) € A(D1). Si
w € V (H), por la definicion de Dy, u,v € V{(H), como H es una digréfica quasitran-
sitiva entonces (u,w) € A(H) o (w,u} € A(H), esto implica que (u,w) € A(D;)
o (w,u) € A{Dy). Siw & V (H) entonces w € V (D), por la definicion de D,
v € V(H) y en consecuencia u € V (H), considerando nuevamente la deﬁm’ddﬂ de
Dy, tenemos gue (u,w) € A(Dh). Conclufmos que Dy es una digrifica guasitransi-
tiva. Consideremos la digrafica Dy la wnidn de Dy y Do, Dy y Dy son digrificas
quasttransitivas y Do tiene trayectorias infinitas exteriores. Veamos que Dy no tiene -
nicleo. Aplicando el Teorema 1.47 tomando Dy = H, Dy = D y A = {(u,v) /-
ueV (H),veV(D)} tenemos D = Dy y por lo tanto Dy no tiene nicleo. |

-Antes de las siguientes notas probamos un lema 1itil para éstas, este lema es .

andlogo al Lema 2.:13 probado para digrdficas pretransitivas.

Lema 2.37 Si D es una dz'grdﬁca quasitransitiva entonces la digrdfica H deﬁm’da
a partir de D aumentando un nuevo vériice z y toda.s las ﬁecha,s desde z hacia los.

vértices de D, también es quasztmnsztwa

Demostracion. Sean:uy,us,uz € V (H) tales que (uy,ua), (up, uz) € A(H),
veamos que (u1,us) € A(H} o (u3z, 1) € A(H}. Si z-¢ {ur,ua,us} entonces.
{ug, uz,us} C V(D) y (u1,u2), (ua,u3) € A(D} como D es una digrafica quasitran-
sitiva entonces {(ui,us) € A(D) o (uz,u1) € A(D), como A(D) C A{H) enfonces
{u;,u) € A (H) o (u?,,u]) € A(H) Si z € {uy, us, u3} entonces por la deﬁmcuﬁn de

H, z tiene mgra.do 0en-H, por lo tanto z = wuy, asf {uQ,U3} C V{D), Considerafi--

- do nuevamente la deﬁmclon de H, tenemos que (z = ul,u;;) €A (H ). Por lo tantalﬂ
(uy,uz) € A(H ) (ug,ul) e A( ) conclufmos que H es una dlgraﬁca, qua.smranSltl—‘

va. H#

Nota 2.38 Si-en el Teorema £.54 eliminamos la -hipdiesis de que.todo tridngulo di-
rigido de. D) tenga al'menos dos flechas simétricas,. entonces D no. necesariamente.

" tiene nucleo. Sea Hy el'tridngulo dirigido (u;v,w,u), y sea Hy lo digrdfica-vacta con
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vértices {u,v,w}. Hy y Hy son digrificas quasttransitivas finitas y por lo tanto no
tienen trayectorias infinitas exteriores. Sea D la union de Hy y Hs, es decir D es el
tridngulo (u,v,w,u) que no tiene flechas simétricas y no tiene nicleo. A partir de
D podemos construir una familia infinite de digrificas tales que: no todo tridngule
dirigido tiene al menos dos flechas simétricas, son unidn de dos digrificas quasitransi-
tivas sin trayectorias infinitas exteriores, y no tienen micleo. Sea Dy = D, Dy, = H)
y Dgo = Hy. Ahora para ceda entero positivo n y dada D,y digrdfica sin nicleo
que es unidn de dos digrdficas quasitransitivas D, ¥ Dn_12 que no tienen trayec-
torias infinitas exteriores, consideramos un nuevo vértice z, y definimos D, la unidn
de Dy y Dyg, donde Dyy = Dy, V (Dyg) = V(Dac12) U{zn} y A(Dpp) =
A(Dp_12) U{(zn,u) /u€V (Dy12)}, figura 2.33. Claramente D, ; es una digrd-
fica quasitransitiva y por el Lema 2.37 Dy » también lo es. D, contiene al tridngulo
(u,v,w,u) que no tiene flechas simétricas. Ahora veamos que D, no tiene micleo.
Aplicando el Teorema 1.47 tomando Dy = Dy [{z1, ..o z}], Do =D y A = {(z,v) /
i e {1,..,n}, ve V(D)} tenemos D = D, y por lo tanto D, no tiene nicleo. Asi
{D,. /n € N} es una familia infinita de digrdficas sin nicleo donde no todo tridngulo .
tiene al menos dos flechas simétricas y que son unidn de dos digrdficas quasitransiti- |

vas sin trayectorias infinitas exteriores.

TS CON
FALLA DE ORIGEN

'-Figulﬁa- 2.33: Las ﬂech‘as -mgr-cadas con el mimero 1 cor_:espor_iden,'ﬁ:-la‘digr:—iﬁca_L_:Dﬂ;,l v las

" "fiéchas marcadas con el mimero 2 corresponden a la digrafica Dyo.

Nota 2.39 Existen digrificas donde todo triangulo dirigido tiene al menos 2 flechas
simétricas que son unidn de une digrdfica pretransitiva derecha con una-pretransitiva.

“izquierda sin trayectorias infinitas exteriores y no son unidn de £ digrificas quasitran-
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sitivas. Sea D un ciclo de longitud impar mayor o igual que 5, simétrico, sea V (D} =

{uy, ug, oy Uant1, U1} B D no existen tridngulos dirigidos, por lo tanto satisface por
vacuidad que todo triangulo dirigido tiene al menos 2 flechas siméiricas. D es union
de las stguientes digrificas Dy y Dy donde D, es pretransitiva derecha y Dy es pretran-
sitiva izquierda. V (Dy) = V(D) = V(D), A(D1) = {(uni—1, ), (s, usi_1) /i €
{1, n} U {(tany1, u1) , (U1, Uona1)} ¥ A(Da) = {(tos, ugi1) , (Uaisa, us) fi € {1, ..,
n}}, en la figura 2.34 se muestra el caso n = 3. '

Figura 2:34: Las flechas marcadas con el mimero 1 corresponden a la digrifica Dy y las

"flechas marcadas con el mimero 2 corresponden a la digriafica Ds.

No es dificil ver que si una digrdfica es simétrica entonces es tanto pretransitiva
rderecha como pretransitiva iequierda, como Dy y Ds son digrificas simétricas en-
tonces D es union. de una digréfica pretransitive derecha con una pretransitiva izquier-

- da. Veamos que. D no es union de dos digrificas quasitransitvas. Procederemos por

iy contmdzccwn supongamos que D es la union de Hy y Hy donde Hy y Hs son digré-

" fleas quasitransitivas. Sin pérdida de generalidad supongamos que (uy,up) € A(H),

“como H, es una digrifica quasitransitiva, {uy,us) ¢ A(Hq) vy (us, %) € A(H,) en-
© - tonces (ug,uz) € A(H)) y en’ consecuencia (up,us) € A (M), andlogamente como
“Hy es und digrafica quasitransitiva; (us, ug) @ A(Hy) vy (ug, us) & A (Hy) entonces
(us,uq) € A(Hs) y por lo tanto {us, us) € A{H,), asi sucesivamente {us_1,Us) €
A[H,) para toda i € {1,...,n}, (Uanyi,u1) € A(H1) y (usi, usie1) € A(Ho) para toda
i € {1,...,n}, entonces {(tgns1, i), (w1, u2)} C A(Hy), aplicando que H{ es una di-

grifica’ quasitransitive tenemos que (Uanii, o) € A(H1) o (uz, uons1) € A(Hy) pero -

esto no ocurre, por-lo tanto D mo es unidn'de dos digrificas quasitransitivas.  Ast el
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Teorema 2.11 abarca digréficas que no estdn incluidas en el Teorema £.54.

Nota 2.40 Egzisten digrificas donde todo triangulo dirigido tiene al menos 2 flechas
simétricas que son union de 2 digrdficas quasitransitivas sin trayectorias infinitas
 exteriores y no son unién de una digrdfica pretransitiva derecha con una pretransitiva
izquierda. Sea D la digrdfica mostrada en la figura 2 5’5 D es union de las dzgniﬁcas

Dy oy D2 mostmdas en la misma ﬁgum

TESTS CON
FALLA DE ORIGEN

‘Figara 2.35

- En D:los dnicos tridngules dirigidos son (a: Y 2 ,x) y{(s,y,2,5) y cada uno: de ellos
tiene 2 ﬂechas simnétricas:-No es dificil ver que Dl y Dy son dzgmﬁcas quagitransitivas.
Veamos que D no es unidn de una digrdfica pretransitiva derecha con una izquierda.

. Procederemos por contradiccidn, supongomos que D es la union de Hy y Hy donde
Hy es una digrafica pretransitiva derecha y Hy es una digrdfica pretransitiva izquier-
da; como- {{y,v), ‘av‘w)} c A(D).y {(v,y) ,(w,v), (yyw}} 0-A(D) = ¢.entonces
{{yv) (v w)} & A(H;) parai €.{1,2}. Sea H; € {Hy, Hp} tal que(y,v) € A(H]{)
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y sea Hy € {Hy, Hy} tol que (v,w) € A(Hj). Entonces:

e (z,y) € A(HL). Como (y,v) € A(H]), H. es una digrdfica pretransitiva y
{{y,z), (v,9), (z,v)}NA (D) = @, entonces (z,y) &€ A{H}), porlo tanto (z,y) €
AH) | I

o (w,z) € A(H]). Como (v,w) € A(H3), Hy es una digrdfica preiransiﬁm Yy
{(z,w),(w,v),(v,2)} N A(D) = ¢, entonces (w,z) ¢ A(H,), por lo tanto

A A

{iai (z, s), eiA (Hé) Como (w,z) € A(H7), H] es una digrifica pretransitiva y

{(s,2),(z,w), (w, )}NA(D) = @, entonces (z,5) ¢ A(H}), porlo tanio (2,5) €
A (Hy). .

e (s,t) € A(H}). Como (z,8) € A(H)), Hj es una digrdfica pretransitiva y
{{t,8),(s,2),(z2,)} N A(D) = ¢, entonces (s,t) § A(H;), por lo tanto (s,t) €
A(H]). ‘

o (t,u) € A(H;). Como (s,f) e A(H]), H{ es una digrdfica pretransitiva y
{{u,t),(t,8), (5,u)} NA(D) = ¢, entonces (t,u) € A(H}), por lo tanto (t,u) €
A (Hy).

. (ru, z) € A(H}). Como (t,u) € A(H;), Hy es una digrdfica pretransitiva y
{(z,w), (u,t), (&, 2)}NA (D) = ¢, entonces (u, z) ¢ A(H}), por lo tanto (u, z) €
A(H) - -— | |

o (w,q) € A(H)). Como (v,w) € A(H)), H) es una digrifica pretransitiva
y {{g,w), (w, v}, (v, )} N A(D) = ¢, entonces (w,q} ¢ A(H;), por lo tanto
(w,q) € A(H}).

e (q,7) € A(H}). Como (w,q) € A(H;), H| es una digrifica pretransitiva y
{(r,q), (g;w) ,{w, 1)}NA(D) = ¢, entonces (q,7) & A(H]), por lo tanto (g,7) €
A(Hy). 2 |

.(z,q)EA(H{)Como '(g,};)ie A(Hy), -Hé. es yﬁa .dz:ga‘".c.iﬁ.:clq--?retmgé;’tiva yoo
{(g,2),(r,0),{2,7)} N A(D) = ¢, entonces (2,q) ¢ A(Hj), por.lo tanto (z,q) €
AE). o | |

€

o (z,y)€ A (H}). Procediendo por contradiccion supongamos que(z,y) € A(H).. . .
U eonio(a z) € A(Hi ), Hi es una digrifica pretransitiva, (wy) € A(D)yy (y.2) € -
- A(DY, entonces Hy es pretransitiva derecha, aplicaiido esto wdltimo a las flechas -
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(z,9) y (y,v), ambas en HY, tenemos que (z,v) € A(H}) o (v,y) € A(H]) pero
esto no es posible ya que {(z,v), (v, ¥)} VA (D) = ¢, por lo tanto (z,y) ¢ A (H!)
y en consecuencia (z,y) € A (H}). ' S ' |

o (y,2) € A(Hp). Como (z,q) € A(Hi), H{ es una digrdfica pretransitiva,
A(g,2), (w9} N AD) = ¢ y (z2,y) & A(H]), entonces (y,z) & A(H]), por
lo tanto (y,z) € A{H;). :

En la figura 2.36 se indican con el numero 1 las flechas que pertenecen o H y con

el ndmero 2 las flechas que pertenecen a Hs.

Figura 2.36

Continuamos ahora con los siguientes.dos casos. .

Caso (a). Supongamos que (y,s) € A(HS). Como (z,y) € A(HY), H) es una digréfica
pretransitiva, {(y, z) , (z, 8} }NA(D) = ¢ y (s,y) € A(D) entonces Hj es pretransitiva
derecha, no es pretransitiva izquierda,; y (s,y) € A(Hj}). Esto implica que H} es
pretransitiva izquierda. Ahora (z;z) € A(H{) pues de lo contrario (z,z) € A(H}) v

como (z,s) € A(Hy); aplicando que H}.es prétransitiva derécha tenemos que (@, 8) € { o

A(H) 0(5,2) € A(H) péro{(z,s),(s,2)}NA (D) = b, por lo tanto (z,2) ¢ A(Hy)
y en consecuencia (z,z) € A(H)). También tenemos (z,z) € A(H]). pues de lo
contrario (z,z) € A(H}} y como (y,2) € A(H)), aplicarido que Hy es pretransitiva
derecha tenemos que (y,x) € A{H}) o (z,2) € A(H;) pero(y,z) &€ A(D) ¥ por lo
anterior (z,2z) ¢ A(H}), por lo tanto (z,2) € A(H]). Ahora aplicando que HY es

pretransitive izquierda y que {(u; z), (z,2)} C A (H{) tenemos que-(u,z)-€ A(H]) o

(z,u} € A(H]) pero esto no es posible pues {(u;z); (2,u)} VA (D) = ¢. Por lo tanto
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(v:8) & A(H;). | | |
Caso (b). Supongamos que (y,s) € A(Hy). Como{(y,2),{z,s)} C A(H}), H} esuna
digrifica pretransitiva, (y,s) & A(HY) y(2,y) € A(H}) entonces H) es pretransitiva
izquierda, no es pretransitiva derecha, y en consecuencia H es pretransitiva derecha.
Ahora (s,y) € A(H]) pues de lo contrario (s,y) € A(H]), como (y,z) € A(H)) y
H} es pretransitiva izquierda entonces (y,s) € A(HS) o (s,2) € A(H}) pero por el
caso anterior (y,s) € A(HY) y (s,2) ¢ A(D), por lo tanto (s,y) € A(Hy). Ahora
aplicando que Hi es pretransitiva derecha y que {(s,y), (y,v)} C A(H])} tenemos que
(s,v) € A(H!) o (v,y) € A(H!) pero esto no es posible pues {(s, 0}, (v, ) }NA (D) =
¢. Por lo tanto (y,s) & A (H;). B

Como ninguno de los casos anteriores es posible, concluimos que D no es union
de una digrdfica pretransitiva derecha con una izquierda. Ast el Teorema 2.34 abarca
digrificas que no estdn incluidas en el Teorema 2.11. A partir de D podemos cons-
truir una familia infinita de digréficas inclutdas en el Teorema 2.8/ pero no en el
Teorema 2.11. Sea Dy = D, Dy = H, y Lo = Hy. Ahora para cada entero
positivo n y dada D,,_y digrdifica donde todo tridngulo dirigido tiene al menos 2 flechas
simétricas, que es unidn de dos digrdficas quasitmnsitivas Dpy1 y Dn1p que no
tienen trayectorias infinitas exteriores, y que no es unidn de una digrdfica pretransitiva

“derecha y una pretransitiva izquierda, consideramos dos nuevos vértices Zn Y Wn, -

definimos Dy, la unidn de Dy 1 § Dpa, donde V (Dp1) =V (Dp_11)U{2n}, A(Dpi) =0

A(Dnor,)) U{(20,u) /u €V (Dpan)}l, ¥V (Dag) =V (Daog2) U {wa}, A(Dyp) =
A(Dpa12) U {{wn,u) /ueV{(Dy12)}, figura 2.37. Por el Lema 2.37 Dy y Dpo
son digrdficas quasitransitivas y no tienen trayectorias infinitas exteriores. D es una.
subdigrdfica ‘inducida de D,. Los unicos tridngulos dirigidos de Dy son los que tiene -

D, los cuales tienen 2 flechas simétricas. Por otro lado D, no es unidn de una

digrdfica pretransitive derecha don una pretransitive szquierda ya que si lo fuero toda . .
subdigrifica inducida de D, también tendria esta propiedad en particular la digrdfica. -
D, pero esto no es posible. Por:lo tanto {D, /n € N} es una familio infinita de -5 ..

digraficas para las cuales se-puede aplicar el Teorema 2.34 pero no el Teorema 2.11.. 2 <. ..

2.7 Nucleos por Trayectorias Monocromadticas y Digraficas
:  Quasitransitivas '
“En esta seccién ‘consideramos. digréficas finitas y probamos:el siguiente resultado-so- .

-bre:digrdficas quasitransitivas coloreadas y nicleos por trayectorias monoeromdticas:
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Figura 2.37: Las flechas gruesas indican que los vértices z1, zs,..., 2, son adyacentes hacia

los vértices de -Dy,..11, ¥ los vértices W1, Woyer.y Wy SON adyacentes hacia los vértices de

Dr10.

Si D es una digréfica quasitransitiva m—coloreada tal que todo tridngulo dirigido es
monocromdtico entonces la cerradura transitiva de D es niicleo perfecta y en conse-

cuencia D tiene niicleo por trayectorias monocromadticas.

Lema 2.4) .  Sea D una digrifica quasitransitiva m— coloreada tal que todo tridn-
gulo dirigido es monocromdtico. Si u,v-€ V (D) son tales que existe T en D una
wv—trayectoria dirigida monocromdtica y no eziste ninguna vu—trayectoria dirigida

monocromdtica, entonces (u,v) € A(D).

‘ ‘Demostracién. Sin pérdida de generalidad supongamos que T' es de color 1.
Procederemos por induccién sobre { la longitud de T. Sl = 1, entonces (u,v) e
LALD). 'Sufpongamos que el resultado es valido si l < . Supongainos‘ ahora que
=t lyique T = (w=up, U1, ..., uny1 = v). Como D es quasitransitiva entonces

para-cada.i € {0, 1,...,n— 1}, (ui, uH_g) cA (D) O,(’Ui_}_g'-, ui):e_fA (D)

4. Primero probaremos:gue el resultado se cumple si {u;,v).€ A{D) para-alguna

i€ {0,....,n—1} |

“Procediendo . por' contradiccién supongamos 'quet {u,v) ¢ - A (D). «Sea- 5. =

»min{i € {0,...,n =1/ (u,v) € A(D)}, como (u = up,v) ¢ A(D)entoncesig >

TRSIS CON l
FALLA DE ORIGEN
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1, como (us_1,u,) € A(D) aplicando que D es quasitransitiva tenemos que
(51,7} € A(D) o (v,u;_1) € A(D), pero por la eleccién de 4, tenemos que
(v, Usy—1) € A(D). Ahora, 19— 1 no puede ser 0 pues no existen yu—tirayectorias
monocrométicas en I, por lo tanto i > 2, figura 2.38. Entonces (Uip—1s Uig, ¥,
Uiy—1) €5 un tridngulo dirigido de D que por hipdtesis es monocromaético, co-
mo (uj—1,%s,) €s una flecha de T es de color 1, asf el tridngulo es de color 1.
Sea 77 = (1, Ty ugy ) U gy, v), T ' €5 una uv—trayectoria monocromética de lon-
gitud menor que 7', por hipétesis de induccién (u = ug,v) € A(D) pero esto
contradice que 7p > 2, por lo tanto ip = 0 y asi (u,v) € 4 (D).

o—:-o—~—>o—*->o~—>o—>l—‘—9.
Ui Uy

Figura 2.38

Ahora analizaremos los siguientes. dos casos.

E Caso (a) Supongamos que para alguna i € {0, 1,..,n— 1} (us,ui00) € A(D). Sea jy =
max{j € {i +2,....,n+ 1}/ {u;, ;) € A(D)}. Sijo =n+1, entonces (u;,v) €
=y A(D), por (1) ténemos que {u=1ug,v) € A(D). Supongamos que jy < n.
AR Como {uyq, uj0+1)7 € A(D) y D es quasitransitiva entonces (u;,ujo+1) € A (D)
0 (Ujr1sts) € A{D), por la eleccion de u;, tenemos que (uj41,u;) € A(D),
figura 2.39. Entonces (u;, 1o, Ujot+1, %) €8 un tridngulo dirigido de D que por
-hip6tesis es monocromaético, como (uj,, %j,+1) €s-una flecha de T es de color 1,.
ast el tridngulo es de color 1. Sea T = (u, T\ uy) U {us, ujy) U (g, 7, ’Uj T ' es

S una wy— tra.yectorla monocromatlca de longitud menor que T, por hlpéteSJS de

. mduccmn (u, v) c A{D).

* . Casd: (b} Supongambos! que para toda i :e..{()],-fl-,' il (iae,w) € A(D). Entonces
- (24, Wie1, Uite, U;) €5 un tridngulo dirigido de D que por hipétesis es monocromati-

por lo tanto (.0, u;) es una flecha de color 1 para toda i € {0,1,...,n — 1}. Si

" co, comio (i;]4;11) es una flechia dé T es de color 1, asf ¢l tridngulo es:de color 1. -+ -

- n4+1 = 0mod 2, entonces (v =iy, Wn1,..., By, Ug. = U) €S W& vu—trayectoria.. ... .

monocromética en D, contradiciendo la-hipdtesis, figura 2.40.. Sin#+1 = 1.mod
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A
N o—_%u—%»%—a-o—':—o%o—':-o'ﬁov

i g Ju+1

Figura 2.39

2, entonces (V= Uns1,Un—1,Un—3, -, U3, U1, Uz, Ug = U) €S una vu—trayectoria
monocromética en D, contradiciendo la hipétesis, figura 2.41. Por lo tanto

este caso no sucede.

U=y 1 2 n-l n
Figura 2.40
6 S Pulpe—>0—>0—' >0 — e -6l e
u :HQW uz . Us un—l Uy U_u'rri-l
Figura 2.41
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Por lo tantb sil=n+1,(u,v)e A (D) Con esto se concluye la prueba. . H

Teorema 2 42 Sea D una. digrifica quasitransitiva m— coloreada tal que todo tridn-
qulo dzmgzdo es monocromatzco entonces Q(D) es nicleo perfecta y por-lo tanto D

tzene nucleo por tmyectom&s monocromdtzcas

Demostracién.i~Wtilizaremos el Teorema 1.46 asf que probaremos primeroe que
todo ciclo dirigide:de-¢: () tiene al menosuna flecha simétrica. Procediendo: por.con-
tradiccion; supongamosique = (ug, Uy, ...
tiene flechas simétricas. Sea i € {0,1,...,n}, como {u;, w1} € A(C€{D)) (la suma es
tomada médulo n #1)-entonces existe en D alguna u;u;. ~trayectoria: monocromati-
ca, como C no tiene flechas simétricas‘entonces en D no éxisten U;11U; —trayectorias
monocromdticas;por. el Lema 2.41 (u;, uzy1) € A (D), entonces C-es-un ciclo dirigi-

do de D. 81 n'=:2, entonces C es un tridngulo dirigido de D, por hipétesis C es

, Un, Ug) €5 un ciclo dirigido de € (D) queno,
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monocromatico y por lo tanto es simétrico en €({D) lo cual es una contradiccién.

Supongamos que 1 > 3 entonces tenermos:

1. (up,uz) € A(D). Como (up,u) ¥ (u,us) son flechas de D y D es quasitransitiva
entonces (ug, uz) es una flecha de D o lo es (us, uo), 8 (uz, to) € A (D) entonces
{ug, 11, Uz, Ug) €s un tridngulo dirigido de D que por hipétesis es monocromstico
y esto implica que en € (D) es simétrico, asi tenemos que (g, u1) es una fecha
simétrica de C en € (D) countradiciendo nuestra suposicién, por lo tanto (ug, ts)

E'A(D).r

2. (un-1,%) € A (D). Como (un_1,U,) ¥ {Un, uo) son flechas de D y D es quasitran-
sitiva entonces {u,—y, tg) -5 una flecha de D o'lo es {(uy, Un—1), 81 {ug, Un_1) &
A (D) entonces (Up, Un—1, Un, Up) €S un'triangﬁld dirigido de D que.por hipéte-
sis es monocromético y esto implica que en & (D) es simétrico, asi tenemos que
{in, up) s una flecha simétrica de C en € (D) contradiciendo nuestra suposicion,

por lo tanto (u,-1,ug) € A{D).

3. n> 4 Si'r = 3, por-1 tenemos que (ug, ug, 3, tp) €5 un tridngulo-dirigido de
D que por hlpote51s s monocromitico y esto 1mp11ca que en € (D) es stnétrico,
as1 tenemos que (us,u3) s una fecha simétrica de €' contradiciendo nuestra

suposicién por lo tanto n > 4.

Seadp =min{i € {2,...,n — 1}/ (us,u) € A(D)}, 4o existe por 2, y por 14y > 3,
wﬁgura 2.42. Asf (um,uo) € A(D), como (uy_1,u;,) € A(D), aplicando que D es
quasitransitiva y por la eleccién de 4y tenemos que (ug,u;-1) € A(D), entonces

H
::

(g, Uig—1, Uiy, o) €5 un tridngulo dirigido de D que por -hipétesis'es monocromatico
y esto implica que en €(D) es simétrico, asf tenemos que (us—1, Uz, €8 una flecha
simétrica de Cen -Gf(D) contradiciendo nuestra suposicién. Por lo tanto.todo ciclo di-
rigido de-€ () tietieuna flecha simétrica; por el Teorema, 1.46 ¢ (12)gstucleo, perfecta

* y-eif'consecuenicia Por €l Teorema 1.54 D tiene niicleo por: trayeQt,oria;s_.amqmjcromé,ti—

cas. ® a0 . & . TR

' 3Lt"".;r"'"'Ahora;':'Véi'erﬁdé*éc':mé' en el Teorema 2:42 las hipétesis:de que-la .digréfica.sea qua- -
sitransitiva asi como la de gue todoe tridngulo dirigido sea monocromatico son esen-.. . .

- clales, es:decir; si se elimina cualquiera de estas hipdtesis no: necesariamente existe ...

nticleo por trayectorias monocromaticas.... -
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?.Ll U,

Figura 2.42

Nota 2.43 Si en el Teorema 2.42 eliminamos la hipdlesis de que D se una di-

gréfica quasttransitiva entonces D no necesariamente tiene micleo por trayectorias

monocromdticas. Sea D cualquier ciclo dirigido de longitud fmpar mayor o igual que -
5 y supongamos que cada flecha tiene asignado un color diferente. D no tiene tridn- |

gulos dirigidos_por lo tanto todo tridngulo dmgzdo de D es monocmmatzco D 7o

tiene ndcleo por trayectorias monocromdticas pues como cada ﬂecha tzene un color
diferente, tener micleo por tmyectomas‘monocmmamcas es eqqulent_e a_que tener

nticleo, pero se sabe que los ciclos dirigidos de longitud tmpar no tienen nicleo.. .

‘Nota 2.44 Si en el Teorema 2.42 eliminamos la hipdtesis de que todo tridngulo dirigi-
do de D sea monocromdtico entonces I no necesariamente tiene nicleo por trayecto-

Tias monocromdticas, mds atn no se puede cambiar dicha hipétesis a que todo tridngu-

lo dirigido sea bicolor, esto se muestra con la digrifica de la figura 2.43, esta digrdfica

aparece en [31] y nos refertremos a ella en el Captiulo 3. No es dificil ver que D es
quasitransitiva pues es una digrdfice comple'ta. Los tnicos tridngulos dirigidos de D
son: (vi,ve,va,v1), (V2,vs, s, v2), (Us,Va, UL, v3), (U4, Us,V2,V4) ¥ (v5,vl,v3,v5)' todos
ellos son bicolores. D) no tiene nicleo por-trayectorias monocmmatzcas Ya que como
es una digrifica completa, cualquzer nicleo-de:D deberta constar de un solo vértice,
pero para cada i € {1,2,3,4,5} no existe ninguna vy 1v;— trayectoria monocromgtica

en D (la suma es tomada modulo 5)un. 00

A partir de D podemos construir una familia-infinita de digrficas coloreadas que son
quasitransitivas donde todo tridngulo. dirigido es bicolor Y sin nicleo por trayectorias

monocromdticas. Sea Dy = D, para cada-entere positivo n y dada Dy, -digrdfice qua-

sitransitiva que satisface lo anterior, sea z, un nuevo vértice y-definimos la digréfica -
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Figura 2.43: El nimero que aparece en cada flecha representa el color asignado a la flecha.

Dy, tal queV (D) =V (Dn-l)u{zn} yA(Dn) = A(Dp1)U{(2n,u) /u €V (Dn)},
los colores de las flechas de D,_1 quedan igual en D, y a la flecha {z,,u) le asig-
namos color 1, figura 2.44. Por Lema 2.37 D, es una digrdfica quasitransiliva, los
dnicos tridngulos dirigidos de D, son los mismos que tiene D que som bicolores.
Por diltimo vedmos que D, no tiene micleo. Aplicando el Teorema 1.55 tomando
Dy = Dy [{z1, vz}, Da=D, A= {{z;,v) /i€ {l,...,n}, v e V(D)} donde las
flechas de Dy y las que estin en A todas son de color 1 y las flechas de D, quedan
con el mismo color que tienen en D, tenemos ‘que D = D, y por lo tanto D, no tiene

. nicleo por trayectorias monocromdticas. Asi {D, /n € N} es una familia infinita -

' de digrificas coloreadas que son quasitransitivas tales que todo tridngulo dirigido es

. bicolor y no tienen nicleo por trayectorias monocromdticas.

PLITETIT U

R

e AT T S TR s e R A

Sermfawuiss. o o ¥

+
Figura 2.44: Las flechas griesas indican que los vértices i, zs,..., 2, son adyacentes hacia

- 1o vértices vy, v, v, 14 ¥ vs; todas estas Sechas son de color 1.
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2.8 Problemas Abiertos

1. En el Teorema 2.24 ;no basta que Sym (T') C Sym (D) para el caso infinito?

2. (5i G es una grifica infinita y es de comparabilidad entonces cualquier M —orien-

tacién de G tiene micleo?

3. jQué otras digréficas coloreadas, ademds de las quasitransitivas, satisfacen que
si todo tridngulo es monocromdtico entonces tienen micleo por trayectorias

monocromaticas?
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Capitulo 3
Torneos Coloreados

Un torneo es una digréfica tal que entre cada par de vértices existe una y sélo una
flecha. .Consideremos 7' un torneo m—coloreado tal que todo ciclo dirigido de longitud
3 es casimonocromético. En este capitulo mostramos que si m = 4 entonces no nece-

- sariamente 1" tiene nicleo por trayectorias monocrométicas. Si mn = 3 demostramos

el siguiente resultado: si en T para cada vértice el niimero de colores que aparecen en

las flechas que inciden en él son a lo mds 2, entonces T’ tiene micleo por:trayectorias.- .

monocromaéticas.

Denotamos por 73 al torneo transitivo de orden 3 y por Cj al ciclo dirigido de-

orden 3, no es dificil ver que T3 y Cs son los Unicos torneos de orden 3 que no son
isomorfos.

En [35] se prueba que cualquier digrafica D 2-coloreada tiene nicleo por trayec-
torias monocrométicas. En particular se prueba que cualquier torneo.T’. 2-coloreado
posee uni vértice v tal que para cualquier otro vértice z-de T existe una trayectoria
monocromética dirigida desde z hacia v, (es decir {v} es un nticleo por trayectorias

monocrométicas de. T). En este mismo articulo se plantea el siguiente problema:

Probléma 3.1 Seal'un-torneo m—coloreado tal que todo Ci es casimonodremdtico.

sDebe T tener nicleo por.trayectorias monocromdticas?

Con respecto al problema anterior, en {31], Shen Minggang demuestra, el siguiente

resultado: -

- Teorema 3.2 814" ~.es un torneo m— coloreado tal que todo Cs y todo. Ty es casi-

monecromidtico entonces T' tiene nicleo por trayectorias monocromdticas.

69
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También Shen Minggang muestra que para m > 5 si s6lo se pide que todo Cy
sea casimonocromdtico entonces no necesariamente 7' tiene nticleo por trayectorias
monocromdaticas, figura 2.43, deja como problemas abiertos los casos m =3 ym =4.

En la seccién 3.1 presentamos un contracjemplo para el caso m = 4 y en la seccidn
3.2 se demuestra el caso m = 3 para ciertas coloraciones, Teorema 3.7. :

Otros resultados sobre nicleos por trayectorias monocromdticas en torneos son los
obtenidos por H. Galeana Sénchez (15, 16, 17, 18]. De estos resultados algunos involu-
cran condiciones similares a la mencionadas en los teoremas 3.2 y 3.7. A continuacion

mencionamos estos resultados.

Teorema 3.3 [15] Sea T un torneo m—-coloreado. Si todo ciclo dirigido de T de

longitud a lo més 4 es casimonocromdtico entonces €(T') es nicleo perfecta.

Teorema 3.4 [15] Sea T un torneo m—coloreado tal que todo ciclo dirigido de lon-

gitud 8 contenido en T -es monocromdtico. Entonces €(T) es nicleo perfecto.

Para el tecrema siguiente necesitamos la siguiente definicién.

" Definicién:3.5 Sea D una digrifica m— coloreada y 7y, = (ug,%1,. 0 Un1, Up) Un

ciclo dirigido de.D. Decimos que vy, es €{D)-monocromético si eziste un. conjun-
to{fi = (ws, uipa) € A(EC(D)) /i€ {0,1,..,n — 1} notacidn mod n} de flechas colo-

readas con el mismo color.

Teorema 3.6 [15] Sea T' un torneo m— coloreado tal que todo ciclo dirigido de lon-
gitud 3-contenido en T es € (T )-monocromdtico. Entonces €(T') es micleo perfecta.

-Al final de la-Seccidén 3.2 vemos que el Teorema 3.7 es un resultado diferente a los

‘antes mencionados que involucran hipétesis parecidas (teoremas 3.2, 3.3, 3.4 y 3.6).
3.1 Torneos 4-Coloreados

-En esta séccién mestramos un-contraejemplo al Problema 3.k para.el caso m = 4, es-

idécir presentamosiun torneo 4icoloreado donde: tode €y es casimonperématico y sin::

micleo por trayectorias monocrométicas.

v+ Sea T™el torneo de la figira-3:1; el nimero en cada flecha representa el coler .-

- asignado a la misma, asf el torneo est4 coloreado con 4 colores.

Sl

T satisface lo siguiente: - -



71

~ Figura 3.1

1. Todo Cj de T es casimonocromético. Sea C ¢l ciclo dirigido (vy, va, vs, vy, Us, Vs, U1)

conténidoren 7. Es inmediato que todo Cs de T’ contiene alguna flecha que no
estd en €. Porlo tanto para cada una de las 9 flechas que no estdn en C veremos

que todos los Cs que la contienen son casimonocromé&ticos.

“(a) Flecha (v1,v3). v3 es adyacente hacia vs ¥ vs. Como {(vs,v1), (v, v)} C

 A(D), entonces (v1,v3) pertenece a los siguientes tridngulos dirigidos:

i Tridngulo (vy,vs,vs,v1). Como las flechas (v1;vs) v (v3, vs) son de color
4, éste Cy es casimonocroméatico. ' C '
ii. Tridngulo (v1,vs,vs,v;). Como las flechas (vs, vg) ¥ (vg, v1) son de color

1, éste Cy es casimonocromdtico.

(b) Flecha (v1,v4). v4 es adyacente hacia vs y vg. Como { ('05.; 1), (g, 1)} C
= A{D), entonees (v;,v4) pertenece a los siguientes tridngulos dirigidos:
{. Tridngulo (v, vy, vs, ;). Como las flechas (wy, vs)' ¥ (vs,v;) son de color
- 3, éste (5 es casimonocromatico. ' '
ii. Tridngulo (v1, vy, vg,v1). Como las flechas (vy;v4) ¥ (vg, v1) son de color

1, éste Cy es casimonocromaético:

dirigido:
woivzei, Tridngulo (s vg:vs, vg). Como las flechas:{vayv4). ¥ (vy, vg) son.de color
4, éste Cy es casintonocromdtico.
o= {d) Flecha (vq,vs). 15 es adyacente hacia vg y v1.+Como {(vs, va) (v, v3)} C
A (D), entonces{vq,v5) pertenece a los siguientes. tridngulos dirigidoss « ..+
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.. {(c) Flecha (vg,vs). vy es adyacente hacia vs y:we: . .Como (vs,v2) & A(D)
:':".;y‘—s("'zngi,vg) ‘€ A{D), entonces (v, vy) s6lo- pertenece al. siguiente tridngulo
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i. Tridngulo (vs, vs, vg; v2). Como las flechas (vs, vs) ¥ (vs, v2) son de color
2, éste 'y es casimonocromatico.
ii. Tridngulo (vg, vs, v1,v2). Como las flechas (vs, 1) ¥y {(v1,v2) son de color
3, éste C; es casimonocromatico.
(e) Flecha (vs,vs). wvs; es adyacente hacia vg y v;. Como (vg,v3) ¢ A{D)
y (v1,v3) € A(D), entonces (v, vs) sélo pertenece al siguiente tridngulo
dirigido: o

i. Tridngulo (vs, vs,v1,v3). Por 1(a)(i) éste C’; es casimonocromdtico.

(f) Flecha (vs,vs). ve es adyacente hacia v1 y vo. Como {(v1,vs), (vs,v3)} C
A (D), entonces (v3, vs) pertenece a los siguientes tridngulos dirigidos:
i. Tridngulo (v, vg, v1,vs). Por 1(a)(ii} éste O3 es casimonocromatico.
ii. Trisngulo (vs, vg, Uz,‘?)g).. Como las flechas (ves; v2) ¥ (v2, v3) son de color
2, éste C3 es casimonocromatico. . |
(g) Flecha (v4,vs). vs es adyacente hacia vy y va. Como {(v1,ve}, (v2,v4)} C
- A(D), entonces {vs,vs) pertenece a los siguientes trié,ngulos dirigidos:
i. Tridngulo (vg, vs, v1,v4). Por 1(b)(ii) éste Cy es casimonocromdtico.
ii. Tridngulo (vs, vg, Uz, v4). Por 1(c)(i) éste Cy es casimonocromdtico.
(h) Flecha (us,v1). vy es adyacente hacia v, vs y v4. Como {(vg,vs), {vs,vs),
(va,us)} C A(D), entonces (vy,vs) pertenece a los siguientes tridngulos
dirigidos:
| i Triéﬁgulo (vs, 1, U2, vs).. Por 1{d)(ii) éste (3 es casimonocromatico.
ii. Tridngulo (us, vy, vs, vs). Por 1(a)(i) éste C3 es casimonocromético.

iii. Tridngulo (vs, v1, vy, vs). Por 1(b){i). éste C3 es casimonocromético.

(i) Flecha (vs,va). v2 es adyacente hacia v3,.v4.y vs. Como {(vs, vs), (v4,s),
(vs,v6)} C A(D}, entonces (ve, v2) pertenece: a los siguientes trigngulos.

_ dirigidos:

i. Tridngulo (ve,vs, vs,25). Por 1{f){ii). éste C3 es casimonocromdtico.

cEeet Trigngulo (ve, vz, vi, vs). Por 1(c)(i) éste C3 es casimonoeromético.

iii. Triangulo. (ve, v2, vs, Us).. Por.1(d)(i) éste. Cs es.casimonocromdtico.

+

2. T no tiene-niicleo por trayectorias-monocrométicas. Como T es-una-digréfica

completa, entoncesicualquier micleo por trayectorias monocromadticas de Thde= = . o v

berfa constarrdenm solo vértice. La figura: 3.2 muestra la cerradura transitiva
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¢(T) de T. En ¢(T) el ciclo dirigido C es asimétrico, esto implica que para
caulquier v;, {v;+1} no absorbe por trayectorias monocrométicas a v; (la suma
es tomada modulo 6), por lo tanto ningun vértice de T' puede formar un niicleo

por trayectorias monocrométicas de 7.

Figura 3.2

A partir de T podemos construir una familia infinita de torneos 4-coloreadas donde
todo (5 es césimond’cromético y sin micleo por trayectorias monocromdticas, Sea
T? = T, para cada entero positivo n v dado T, torneo que satisface ldzanterior,
consideramos un nuevo vértice 2, ¥ definimos el torneo T, tal que 1 (T) =V (T._)u
{2}y A(TL) = A (T2 0{{zn,u) /w €V (Th_;)}, los colores de las flechas de'T/_,

quedan igual en 7} y' ala flecha (2,,u) le asignamos color 1, figura 3.3. Go’Iﬁb-T,’z_l :

es un torneo y z, es:adyacente hacia todos los vértices de 7 -, entonces:-T%. es un

torneo. Las tinicos: Cy:de: Tiison los mismos que tiene 7' que sofrcasimonecromaticos.

Por .dltimo. veamos ‘que.Fyxno tiene micleo, . Aplicando el Teorema 1.55-tomando

Dy =T Wi, . Zi}), Das Ty A = {(z50) /i € {1,...,n}, v € V (D)} donde las

flechas de D, y las que estdn en A todas son de color 1 y las flechas de D, quedan con
el mismo color que tienen eHT, tenemos que D= 7, v por lo tanto T;u notiene micleo
por trayectorias monocromaticas. Asf {7} /.n € N} es una familia infinita de torneocs
4-coloreadas donde todo €3 es casimonocromiédtico y no tienennicleo por trayectorias

monocrométicas,:
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Figura 3.3: Las flechas gruesas indican que los vértices z1, 23,..., 2, son adyacentes hacia

los. vértices vy, v, U3, V4, ¥5"y Ve; todas estas flechas son de color 1.

3.2 Torneos 3-Coloreados

T e N A TS

Sea T un torneo m-~coloreado, si v es un vértice de 7', denotamos por ¢(v) al conjunto

e
de colores a&gna,dos a las flechas que inciden en v. Decunos que en 7' un vértice v tiene

vecindad a lo-mas bicolor si |¢(v})| £ 2. En esta seccién resolvemos en el Teorema 3.7 el
problema 3.1 para ciertos torneos 3«00191 eados donde todo (5 es casimonocromatico.

.Observemosrq-ue,como T es un torneo entonces €(T) es una multidigréfica com-
pleta, es decir-entre cualesquiera dos vértices de €(T") existe alguna flecha. Usaremos:. -

la siguiente riotacién en la demostracién del Teorema 3.7:
o u—2y si (u,v) €A (T) y es de color a,
Arery =% hesienC( T existe alguna flecha de'w a v de.color ajewaii oy
e u eff'“l v si‘. en (ftT) no héy ﬁechas de v a v de color a, y

e =%y stur—% vy en €T )-todas las flechas de u de a v son de color a.

i De acterdo -a-lo anterior v —% v implica u —¢ v, también tenémos'que si 4 =%v.. -
H

© oy (u;v) € A(T) entonces u —2 v: En-a-demostracién del Teorema 3.7 usaremos que' .o
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la cerradura transitiva de una digrédfica coloreada es transitiva por colores, propiedad

probada en el Teorema 1.53, asf u —=%v y (v —* w 6 v =% w) implica u —* w.

Teorema 3.7 Sea T' un torneo 3-coloreado _tal gue todo C3 es casimonocromdtico
y cada vértice de T tiene vecindad a lo mds bicolor. Entonces (1), la cerradura
transitiva de T, es micleo perfecta y por lo tanto T tiene micleo por trayectorias

monocromdtlicas.

Demostracion. Supongamos que T estd coloreado con los colores 1, 2y 3
Observemos que si en un vértice de 7" sélo inciden flechas de colores @ y b eﬁt_onces las
trayectorias monocromdticas que contengan a dicho vértice solo pueden ser de estos
dos ccﬂores, asf también se cumple que en €(T') todo vértice tiene vecindad a lo més
bicolor y més atin para cada vértice las vecindades en 7' y €(7T') son iguales.

Demostraremos que todo ciclo C' de €(T') tiene al menos una flecha simétrica para
luego aplicar el Teorema 1.46 y concluir que €(7T') es micleo perfecta.

Si € es un ciclo dirigido de E(T) y no es un ciclo dirigido de 7" entonces alguna
flecha (u,v) de C es flecha de €(T") pero no de T, entonces la flecha (v,u) es flecha

del torneo y por lo tanto también de su cerradura. -Asf (' tiene al menos una flecha

simétrica.

-Supongamos entonces que C es un ciclo dirigido del torneo, procederemos por,

induccidn sobre n la longitud de C.
Para n = 3, C es un C3 en T que por hipdtesis es casimonocromético, en-
tonces al menos dos de sus flechas deben ser del mismo color. Supongamos que

C = (ug, u1, U2, up) y sin perder generalidad que (up, uy) y {(us, u3) son del mismo co-

lor, esto huplica que (uy, U, u) e en 17 uia upue—trayectoria dirigida monocromdti- .

ca, por lo tanto (ug,up) € A{&(T)), asf C tiene al menos una flecha simétrica en
e(T). '

Supongamos que si C' es de longitud a lo més n, entonces tiene al menos una flecha
simétrica en €(7). |

Ahora supongamos que G- tiene longitud n+ 1, n > 3. Sea C = (ug, u, ....,-um_-ug).
Procedéremos por contradiccidn. Supongamos que en €(1"), Ci1io tiene flechas simétri-

cas. Entonces:

1. En ¢’ aparecen al menos-dos colores. Pues si ' es monocromadtico entences. es

simétrico en &{T) lo cual es una contradiccidn.

~ TESIS CON
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- 2..Para cualesquiera-dos- vértices © y v.no consecutivos-envel cicle {u;v) s una - -~

flecha simétrica en'€(7")~Si w y v son vértices no consecutives en €l ciclo.como . /..
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son vértices adyacentes en el torneo, supongamos sin pérdida de generalidad que
(u,v) € A(T), entonces esta flecha junto con la parte del ciclo que va de v a
1 es un ciclo dirigido del torneo de longitud menor que n + 1, por hipédtesis de
induccién este ciclo tiene al menos una flecha simétrica en (7). Como C no

tiene en €(7T) fechas simétricas entonces {u, v) es una flecha simétrica en €(T).

3. Sipara algini € {0,...,n}, w1 —% u; y u; —° w1 @ 7 b entonces u;y; = u;_q
Y %o, =% uspp con ¢ # a y ¢ # b (las sumas son tomadas médulo n + 1). Por 2
(1;-1, %ix1) €s una flecha simétrica en €(7'), si w1 —* U1, COMO Ujg —* u; Y
C(T) es transitiva por colores tenemos que u;y; —® u; y por lo tanto (ug, wir1)
es una flecha simétrica en €(7), lo cual no es posible. Si 1;,1 —° u;_1, como
u; —° w1 y €(T) es transitiva por colores tenemos que u; —° u;_; y esto implica
que (u;_1,%;) es una flecha simétrica en €(T), lo cual tampoco es posible. Por
lo tanto u;y; = u;_y conc # ayc # b Asf tenemos ((u;_) = {a,c} v

C{usy1) = {b,c} v como a # b entonces u;—; =>° Uit1.

Por 1 existen en T dos flechas consecutivas en el ciclo con diferente color, sin

pérdida de generalidad supongamos: .
4. un =" ug y ug =% 1.

Entonces:

5.ty =2 uy y uy =3 tn. Por 4 (1, =t wo ¥ ug —2 uy) esto implica (1, —* up y-
ug —+2 1y ), aplicando 3 para i = n-concluimos que Uy, =3 Uy ¥ UL =2 Uy

Asi tenemos:

6. C(un‘). = {1,3}, .

7. C{uo) ={L, 2}y

8. ({w) =1{2,3}.

Como ¢ (uli) = {2;3} eﬂfﬁﬁcés:ﬂiﬁiirf%k? 1 6 U7 > Uy, analizaremos estos dos CASOS 1 i

Caso a. u; —3 us. Sea jo = min{j = 2,..,n / w; -* uj;1 (la suma es tomada mod. -

w4 1) Fyeomo <& (ug) = {1, 2} entonces uy, -3 gy por .lo tanto g existe: Asfw . o

tenemos las afirmaciones 1{(a}-9(a): .-

C1(&). wg - ueiTparatodat € {1, .., 50— 1} ¥ uj, =141 Esto es por la eleccién



2(a).

Sy =1 uy. Por 4 up —? u; v por nuestra suposicién en este caso uj
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u; —° u; para cada’l <7 < j < j5. Esto es por 1(a) y aplicando que &(T) es

transitiva por colores.

. Jo £ n~ 2. Procediendo por contradiccidn supongamos que jy > n — 2, es

decir jo > n — 1 entonces por 1(a) w1 —3 u,_1, COMO U, =3 u; por by €(T)
es transitiva por colores tenemos que u, —* uy—1. Asl (un_1,u,) €8 una flecha
simétrica de C en €(T'), lo cual no es posible. Por lo tanto jp < n — 2.

. Ujgr1 = Un. Por 6 ((u,) = {1,3} entonces tjo41 —! up 0 U1 —% u,.

Supongamos que Uj41 —° Ug; COMO Uy = vy POr 5 y u; —3 wuy, por 2(a),
aplicando que €(T') es transitiva por colores tenemos que uj,4; —° uj,. Esto
implica que {uy, 1j,+1) €s una flecha simétrica de C en €(T'), pero esto contradice

nuestra suposicién. Por lo tanto wj,41 = u,.

.ty =% uj,. Por 7 ¢ (up) = {1,2} entonces ug —' u;, 0 up —? uj,. Supongamos

que g —* Uy, COMO 1 =" Un por 4(a) ¥ u, —* ug por 4, aplicando que ¢(T')

‘es transitiva por colores tenemos que wj,41 —' tj,. AsT (U, Ujo+1) €5 una flecha

simétrica de C' en €(T7), pero esto es una contradiccién. Por lo tanto up =2 ug,.

3
U2,

aplicando 3 para ¢ = 1 tenemos ug =" ug.

. Jo = 3. Por 1a) uj—1 —° uj, ¥ por 5(a) ug =* uy, entonces ((u;,) = {2,3},

- por otro lado por 6(a) 1 € ((ua) entonces uj, # ug, asf jo > 3.

9(a).

D Cltggn) = {1,2}. Por lo anterior ((u;) = {2,3} ¥ por 1(a) uj, =2 wjon
sentonees 1y, =% uj,41. Por 4(a) 1 € ((ug1), por lo tanto ¢(ruy,.4) = {1,2}.

Uy =1 1. Por 6(a) up ="' up y por nuestra suposicién en este caso u; —3 ug

_entonces ({us) = {1,3}, por 8(A) ¢(ujo1) = {1,2} entonces ug = uj11. _

Por 6(a) uy = ug, por 9(a) ug = ujp1°y por 4(a) w1 = uy, aplicando que
€(T3 es-transitiva por colores tenemos que ug —' wu,. - Por lo tanto (u,,up) ‘es una
flecha’simétrica de C en-€(T), pero esto qontradice nuestra; sup,os_icic')n:, figiira: 3.4.

Por lo tanto este caso no es posible.

-~ .Caso b, -

ug ++2ug. Sea jp = min{j = 2,..,n —.1./ u; »% u;1}, por 6 ¢ {u,) = {1,3},
entonces U,— »~ U, ¥ por lo tanto j, existe. Asf tenemos las afirmaciones 1(b)

yo):

1(15).

u; —2 ugy para todad€.{0,1, ..., jo — 1} ¥ uj, =2 wj+1. Por la elecién de ;|
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Figura 3.4

+, 2(b). u; —* u; para cada 1 < i < j < jo- Esto es por 1(b) y aplicando que ¢(T) es

~ transitiva por colores.
1Subcaso b.1 75 > 3. Entonces tenemos las afirmaciones 1(b.1), 2(b.1) v S(b.l):'

() €(o) = {1,2) pares € oL o). Por T glus) = 1,2} 881 € (jo—1,5},
entonces u; —* g 0 u; —2 ug. Supongamos que u; —2 ug, por 2(b) u; —2
3, aplicando que €(7') es transitiva por colores teniemos que u; —?2 g, pero

esto implica que (ug, u1) es una flecha simétrica de C' en €(T") lo cual es

una contradiceién. Por lo tanto wu; —-»2 Up ¥ Ui =1 up, asi 1 E ¢(u;). Por

1(b) 11 —? u; entonces {(u;) = {1,2}. |
2(b.1). 2 = ujq1. Por 1{b.1) ((uy,) = {1,2}, por 1(b) uj, -#* uj,+1 entonces
gy = Ut ' ' '
3(b.1}. ujp—1 =53 w4, Por 1(b) ujy—; —2 gy y por 2(b.1) ujy = ujy,, aplicando

3 para i = jo tenemos wj_; =" w1t

Por S(b 1) tenemos que 3 €-((ujo-1): pelo esto. contradlce a l(b 1), figura 3.5..

Por lo tanto este subcaso no.es posible: -

‘Subcaso b.2 jp = 2 entonces tenemos las afirmaciones 1(b.2) y 2(b.2):

LS

1(b.2). up ' ug, wy -3 Ugy u;g,-;k-é-,ui- yi€ (ug) = {1,3}. Comeo jp-= 2 entonces por- .

1{b) uy =% uy, sea a€{1,3} tal que us —* uz, por nuestra suposiciémen .,

estécaso; —2 uo; aplicando 3 para i = 2 tenemos uy =% s youg =>C €0
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Figura.3.5

c#ayc2 por8((u) = {23}, estoimplica que c = 3 y en consecuencia
a = 1. Por lo tanto ug —' ug, vy = ug, uz =7 w1 y ( (u3) = {1, 3}.
2(b.2). n > 4. Procederemos por contradiccién, supongamos que n = 3 por 1(b.2)
u; =3 uz y uz =% uy. Por otro lado (u1,u3) € A(T) 6 (us,u) € AT,
Supongamos que (u1,us) € A(T) entonces u; —3 uy, por 4 uz ! uy y
up +—2 u;-lo que implica que (ug, u, u3, up) s un Cy tricolor en T, pero esto
s una contradiccién. Supongamos que (us, u1) € A(T) entonces ug >
U1, pdr nuestra suposicién en este caso — g, POT 1(b.2) us —! ug
lo que implica que (us,us2, u3, u1} es un Cjtricolor en T, lo cual es una

contradiccion. Por lo tanto n > 4.

Por 1(b.2) ¢ {ug) = {1,3} entouces ug —* ug 6 uz —* uy. Siug —° uy, por
nuestra suposicién en este caso u; —2 uy y por 1(b.2) us ' us entonces se
tienen en 7" tres flechas consecutivas en el ciclo de diferente color y la prueba se

reduce al caso (a), por lo tanto podemos supomer:
C3(b.2). ug =t g

- Entonces tenemos las aﬁrmaeiones.:,c_l:(b.,Q),- 5(b.2) v 6(b.2):.. _
4(b.2). un, =! us. Por nuestra suposicién en este. caso u; —*2 uy y por 1(b.2)
] , :

Ty ksl entonces C{up) = {1,2}, por 6 {enemos: que ¢ {u,) = {1,3} porlo: .-

. tanto wu, =1 Uz,

- B(b2) e 2-5. Sin.= 4, por 3(b.2} uz. r+tuy v por4d(b.2) ug = uy, aplicando

- que €(T) es transitiva por colores tenemos-que ug —!
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(ts, u3) es una flecha simétrica de C en &(T) lo cual no es posible, por lo
tanto n > 5.

6(b.2). ug =3 u,. Por 6 {(u,) = {1,3} entonces ug —' U, 6 uy —° u,. Supon-

! uy y por 4(b.2) u, =! u; entonces

gamos g —' Un, POT 3(5.2) Us —
aplicando que €(T) es transitiva por colores 3 —s1 45, esto implica que
(12, us) es una flecha simétrica de C' en €(T) lo cual es una contradiceidn.

Por lo tanto wug =2 u,.

Finalmente por 6(b.2) ugs =3 u,,, por 5 u, =2 u; y por 1(b.2) u; =% u3 entonces
aplicando que €(7T') es transitiva por colores tenemos que uy —° u3 lo que implica
que (u3,u4) es una flecha simétrica de C' en €(T'), pero esto contradice nuestra

suposicidén, figura 3.6. Asf este subcaso no es posible.

[
2
: 3
. \-'uzzu?-'
v ‘o

Figura 3.6

Por lo tanto no es posible el caso (b). Por lo tanto C tiene al menos una flecha

simétrica en €(7")...Con esto concluimos que todo ciclo dirigido de €{T') tiene al menos -

una flecha simétrica, lo que implica aplicando el Teorema 1.46 que:€(7") es micleo - -

monocromaticas: . ®- v - . B R R
< A'continuacion’ derfostramos en el Teorema 3.9 que para >4 ésrsuficiente la

perfecta. Aplicando:el. Teorema 1.54 concluimos que 7' tiene nicleo por trayectorias - - - -

- condicion de vecindades a lo mds bicolores para la existencia de nticled portrayectorias -

.. monocroméaticas-en-un torneo m—coloreado, mas atin esta.condicién:implica que todo. ...

Cyy T3 es casimonocromatico y por lo tanto el Teorema 3.9 se sigue del Teorema 3.2.

Tema 3.8 ST es un torneo m—coloreado con m =4, tal que para todo vértice v de - -

T setiene gue |C (v)]| £ 2,entonces-enTutodo Ca g Ty res casimbnocromdtico. Ademds v ieii
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bajo esta hipdtesis tenemos que ewiste un color que pertenece a todas las vecindades.

. Demostracién. Observemos que para cualesquiera dos vértices u, v de T, como
en T hay flecha entre ellos, entonces el color de esta flecha pertenece tanto a ¢ (u)
como a ¢ (v), es decir, ¢ (w) N ¢ (v) # ¢. N

- Supongamos que los vértices u, v, w inducen un Cy & un 73 que no es casi-
monocromdtico. Supongamos sin perder generalidad que la flecha entre w y v es de
color 1, la flecha entre v y w es de color 2 y que la flecha entre w y u es de color 3,
entonces ¢ (u) = {1,3}, {(v) = {1,2} y ¢ (w) = {2,3}. Sea z un vértice de T tal que

4 € {(z), por lo mencionado al principio, { () N¢(u) # ¢ ¥ ¢ (z) N ¢ (v) # ¢, asi

1.€ ¢ (z) y por lo tanto { (z) = {1,4}, pero entonces ¢ (z) N ¢ (w) = ¢ lo cual es una . -

contradiceidn, por lo tanto en T todo Cy y T3 es casimonocroméatico.

Para la segunda parte, consideremos u y v vértices de 7', tales que ¢ (u) # ¢ (v),
como ¢ (u)N¢ (v) # ¢, supongamos sin perder generalidad que ¢ (u) = {1,2} y { (v) =
{1,3}. Supongamos que existe un vértice w tal que 1 ¢ ¢ (w), como ¢ (w) N ¢ (u) # ¢

y ¢ (w)N¢(v) # ¢ entonces ¢ (w) = {2,3}. Sea z un vértice de T tal que 4 € { (z), .

como {{z) N ¢ (u) # ¢y C{x)N{v) # ¢ entonces { (&) = {1,4}, pero esto implica

que ¢ (z) N ¢ (w) = ¢ lo cual es una contradiccidn, por lo tanto el color 1 pertenece a

toda vecindad. m

Teorema 3.9 5i T es un torneo m—coloreado con m > 4, tal que para todo vértice v

de T se tiene que € (v)] < 2, entonces T' tiene miicleo por trayectorias monocromdti-

cas.
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Fn las notas 3.10 v 3.11 vemos la importancia de la hipdtesis de ias vecindades a -+

lo méds bicolores para los teoremas 3.7 y 3.9. Por ofro lado si eliminamos del Teorema.

3.7 Ia. hipo’tesis_sobre las vecindades a lo mds bicolores obtenemos el Problema 3.1. -

que sigue siendo un problema abierto. Por ultimo en las notas 3.12;3.19 hacemos ver. . ;...

que el teorema 3.7 es.diferente a-cada uno. de los teoremas 3.2, 3.3, 3.4 y 3.6.

Nota 3.10 En el teorema 3.2 no. podemos eliminar la thotesms de que en- el tome@ chwisg e |

todo C3 sea caszmonocmmatzco pues 51T es un Gg tricolor cumple con tener todasr:::»;.f.‘ ST

las vecindades a lo mas bicolores y no tiene micleo por trayectorias monocromdticas.

‘A partir de T podemos ‘construir-una familia 'inﬁnita‘ de torneos 3-coloreados tales -+ -

que. no todo Cy sea:casimonocromdatico, todo vértice tenga vecindad a.lo mds bicolor

1. sirt -micleo . por trayectorias monocromdticas. . Supongamos gue V (T)r=:{u;vyw}

g AT = {(w,v): (vyw); (wiw)} donde (u,v) es de. color I, ('u,w).-..-esA-._de:-coEor,-2
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y (w,u) es de color 3, figura 3.7(c). Sea Ty = T. Ahora para cada entero po-
sitivo n y dado T,_, torneo 3-coloreado sin nicleo por trayectorias monocromdticas
y tal que todo vértice tiene vecindad o lo mds bicolor, consideramos un nuevo vértice
zn y definimos T, como sigue: V(Th) = V (T,_;) U{z} y A(T) = A(T,_) U
{(zn,2) /2 €V (T;_1)}, los colores de las flechas de T,,_, quedan igual en T) y
asignamos color 2 a todas las flechas que salen de z, excepto a la flecha (z,, 1) que le

asignamos color 1, figura 8.7(b).

T

@ @
Figura 3.7

Claramente 'T,,’L"e.s un torneo 8-coloreado donde cada vértice tiene vecindad a lo mds -
bicolor. Veamos que T no tiene nicleo por trayectorias monocromdticas. Aplicando
el Teorema 1.55 tomando Dy la digrifica que solo consta del vértice Zn, .fJg = T
y A= {(za,v) /v eV(TE)} tenemos D = T.. y por lo tanto Ty, no tiene nicleo
por trayectorias monocromidticas. Ast {T! /n € N} es una familio infinita.de torneos
9-coloreados sin nicleo por trayectorias monocromdticas y lo vecindad de cada vértice

es a lo mas bicolor.

Nota 8,11+ En el Tervenin 3:9-n0 podemos cambiar la hipdteis ide que todas:las: vecin-
dades sean:ia lo mds-bicolores por la hipdtesis de que las vecindades seania dowmias
tricolores pues puede no-existir nicleo por trayectorias monocromdticas, un ejem-
plo de-esto es el torneo T-de la figura 8.1 qie como ya vimos no tlene nicies por
trayectorias- monecromdticas y no es diffcilb-ver que fodas. las-vecindades son a lo
mds tricolores. A partir de T podemos construir-una-familia infinita de torneos

4-coloreados sin-micleo por trayectorias menocromdticas’ tal-que’ cada:wértice tenga
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vecindad a lo mds tricolor. Observemos primero que para cualquier vértice u de
T tenemos que 1 € ({u) 02 € ((u). Sea Ty = T, para cada entero positivo n
y dado T _, torneo 4-coloreado sin nilcleo por frayectorias monocromdticas tal que
para cada vértice u se tiene que |C(u)] € 3 y {1,2} N{(u) # ¢, consideramos dos
nuevos vértices z, y deﬁm’mos el torneo T}, tal que V (Ty,) = V (Ti ) U {2, wn}
JA(T’):A( L) V(20 u), (wn,u) /ue V(T )} U{{z,wn)}, los colores de
las flechas de T, _, quedan zgual en T, , a las flechas (zn,u) y (wn,u) le asignamos
color 1 si 1 € ((v) o color 2 en caso contrario, a la flecha (z,,w,) le asignamos
cualguiera de los 4 colores, figura 8.8. Ast T es un torneo 4-coloreado tal que para
cualquier u € V(T},) se tiene que I((u)] < 3 y {1,2} N{(u) # ¢. Veamos que T, no
tiene ntcleo por trayectorias monocromdticas. Aplicando el Teorema 1.55 tomando
Dy =T a1 zmwi, o wn}], Da =T, A={(z,v) /i€ {l,.,n},ve V (D)},
los colores de las flechas son los descritos antes. Ast D = T' y por lo tanto T,
no tiene micleo por trayectorias monocromdticas. Por lo tanto {T}, /n € N} es una
familia infinita de torneos 4-coloreados sin nicleo por trayectorias monocromdticas
donde cada vértice tiene vecindad a lo mds tricolor. También podemos obtener tor-
neos m-coloreados para cualquier m > 4 con las caracteristicas anteriores si vamos
agregando cada vez un color nuevo entre 2, y wn. Por dltimo observemos que estos
torneos ademds cumplen que todo Cs es casimonocromdtico, pues los tnicos Cy de

estos torneos son los gue ya existion en 1.

Nota 3.12 FEuristen torneos 3-coloreados que satisfacen las hipdtesis del Teorema 3.7

- pero.no los hipdtesis del Teorema 8.2, por ejemplo sea T un torneo transitive de orden

3 tricolor. A portiv de T podemos construir una familic infinita de torneos con las’

caracteristicas anteriores. Supongamos que V(T) = {u,v,w} y que (u,v) es una
- flecha de color 1, (w,v) es una flecha de color 2 y que (w,u) es una flecha de color
3. figura 8.9(a). Sea Ty = T. Ahora para cade entero positivo n y dado T),_, torneo
3-coloreado tal que todo Cy es casimonocromdiico y todo vértice tiene vecindad o lo
.mids- bicolor, -sea T, :el torneo que se obtiene aumentando a3 ; un nueve vértice z,
y-las-flechas entre z, y V (T4_,) como sigue: siv. € V(Tixy)\ {w} ponémos una
" flechu entre 2, y v en: cualquier sentido y-de color 1, entrew' y z, ponemos la flecha
(w, z,) de color 2, figura 8.9(b). Ast en el torneo obtenido se tiene que ¢ (u) = {1, 3},

() = {12} C(w) ={2,3) v ((z) = {1,2} para € {1,..,n}, es decir todo

vértice de T! tiene vecindad bicolor. Como la tnica flecha T, ‘que tiene- color 3 es

{w,u) entonces cualguier Cy de'T), que no sea casimonocromdtico debe contener dicha -

-~ flecha, pero como a w no:entran flechas, w no petenece a ningin ciclo, por lo tanto

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




84

Figura 3.8

en T, todo Cy es casimonocromdtico. Por tiltimo T) contiene ¢ T que es un T que.
no es casimonocromdtico. Ast {T, /n € N} es una familia infinita de torneos que

satisface las hipdtesis del Teoremua 3.7 pero no lus del Teorema 8.2. -

Nota 3.13 Ezisten torneos 3-coloreados:que satisfacen las hipdtesis del Teorema B Bu i
perd no las hipdtesis del Teorema 3.7.:Sea T' el ‘siguiente- torneo transitivo cbn cuatre:
vértices: V. (T} = {vi, vy, v3, 0 ) ifechas (va,v1) de-color 1, (vs,y) dé color 8, iy n
(u3, vo) de color 2, (114,1)1)' de color 3, (v4,v2) de color 8y (ug,v3) de color 3, figura

310(¢). Las vecindades de 01y vy son m'_colo'res, T ‘no tiene ciclos lo ‘que implica-u"o
'-q'ize: todo Cy es castmenocromdtico, por otro lado, todas las flechas de color 8 en T

’S‘c‘zfe'n' de vy; po“r""lo"fanfo"c_'uafqm"er Ty que 'contené@ ‘a.wy tiene dos flechas -de--coldr

“B'es decir es casimonotromidtico-y los Ty que mo contienen a vy teren colores 1-y
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Figura 3.9

2, en consecuencia también son casimonocromdticos. Por lo tanto todo Ty de T es
casimonocromdtico. Asi T satisface las hipdtesis del Teorema 8.2 pero no los del
Teorema 3.7. A partir de T podemos construir una familia infinita de torneos con las

caracteristicas anteriores. Sea T, = T. Ahora para cada entero positivo n > 5 y dado

T _, torneo 8-coloreado fal que todo Cs y I3 es casimonocromdtico y.no todo vértice

tiene vecindad a lo mids bicolor, sea T!, el torneo que se obtiene aumentando a T _
un nuevo vértice v,y las flechas entre v, y V- (2_,) las ponemos cualquier sentido y
de color 1, figura 8.10(b): De esta forma las vecindades de vy, vy y vg.s0n. tricolores,
y stu, vy y v son tres vértices del torneo con i < j < I, entonces las flechas entre
o y los otros dos vértices son del niismo color, es decir esios bres vértices inducen un
Cs 6 un Ty casimonocromdtico. Asi {T. /n > 4} es una familia infinita de torneos

que satisfacen las hipdiesis del Teorema 3.2 pero no las del Teorema 3.7, .

Nota: 3.14 -Euistentorrieos 3-coloreados que satisfacen las hipdtesis: g@e@;ﬂ?@q;@ma 3.7
i pero* no Jaé-hiﬁdtesi.’s.-’ del- Teorema 3.3. Sea T el torneo co_n‘-vértz"c:_e.;s;_._vi_,,_,vg,i t_)g}:vg. y las
',ﬂéchasr (?Jll, ’Ugl'i) “de color 1; (vg,v3) de color 2, '(V'L’g, vy)- de. color 2, (2 ,vl)de -color 8,
{vg,v2) de color 2 y .('-Ul,’Ug) de color 8, figura 8.11(a). T es un torneo §-coloreado

*tal que g‘(pl)'-":'{—.1,-13}7,-.-@'(1;2) = {1,2}; C(vs) = {2, 3}y C(va) = {2, 3} ,es.decir toda

vecindad es bicolor, ademds en T todo Cs es casimonocromdtico, pues (vy,vs) gque es

“la itnica flecha de color 1 no pertenece-a ningin.Cs...Por otro.lado (v, v, vs, Us, v1) -

es-un-ciclo-dirigido de longitud 4 queino.es casimonocromdtico. Asi T es un torneo

TESTS CON
PALLA DE ORIGEN




86

(a)

Figura 3.10: Las aristas gruesas indican que hay flechas entre cada v; con i > 5 y cada v;
con 1 <7 < 4, estas flechas pueden ir en cualquier direccién. Las aristas entre los v; con

i > 5 indican flechas eri cualquier direccidn.

3-coloreado que satisface las hipdtesis del Teoremna 3.7 pero no lus hipdtesis del Teo-

rema 8.8. - A portir de T podemos construir una familia infinita de torneos con las

caracteristicas anteriores. Sea Ty = T. Ahora para cada entero positivo n > 5 y do-
' " do T!_y torneo 8-coloreado tal que todo Cs contenido en T, - es casimonocromdtico,
' todo wértice tiene vecindad a lo mds bicolor y no todo ciclo dirigido de longitud 4 es
casimonocromdtico, sea T el torneo que resulta de T),_, ol aumentar un nuevo vértice
U, Y los ﬁecfms. (vn,v1) de color 1y parai € {2,...,n — 1} (vn,v;) de color 2, figura
3.11(b).- En T'-todas las vecindades son bicolores. Las tnicas flechas de color 3-en T,
son (vy,v3) ¥ (va, 1), por otro lado el unico Cs que tiene a la flecha (v1,vs) también
es el inico Cs que contiene a la flecha (vy,v1), es decir el dnico Cy donde aparece
el-color 3 es casimonocmmdtibo, por lo tanto en T todo.Cj-es. casimonocromdtico.
Por dlfimo: ('1)1,?)2,’[)3,?.)4,’01) -sigue szendo en T un czclo dmgzd.’o de longztud 4 que
noes- caszmonocroma,tzco Asi {T: /n> 4} es una familia. infinita de torneas que

sabisfacen: las’ thoteszs del Teorema 3. 7 pero ne-las théteszs del. Teorema 3.9.

Nota8.15" Eristen tornébs 3-coloreados ‘que satisfacen las hipdtesis del Teoremia 8.9
-perg-no las hipdtesis del Teorema 5.7. Sea T eltorneo.con vértices vy, U2, Vs, va--y-las.
- fléchas (s, vy) de color 1, (vg, ) de color & (viyvi) de color 8, (vq,v;) de color1 para

o dedl, 2,3}, figura 3.12(d): Thies un torneo. 8-coloreado tal que ¢ (vs) = {1, 2,3} wdt.
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Figura 3.11

no tzene czclos ‘dirigidos entonces todo Cs y todo C'4 €3 caszmonocromatzco Asz T es
un torneo 3~coloreado que safzsfacen las hipotesis del Teorema 8. 3 PETO MO las hipdtesis

del _Temcma 3.7. A partir de T' podemos construir una familia infinita de torneos con

lus caracteristicas anteriores. Sea Ty = T'. Ahora pare cada entero positivo n 2 5

y-dado T} _, torneo 8-coloreado tal que todo ciclo dirigido de Zongztud a Zo mas 4
contenido en T,_; es caszmonocroma.tzco y no todo. vértice tiene Uecmdad alo mas
+ - bicolor, sea T, el tomeo que resulta de T._, al aumentar un nuevo vertzce Un Y pam
g E~-{-2,-..-.,n — 1} -las flechas (vq, v;) de color 1, ﬁgum‘3.12(fb). En T JG wvecindad de

w3 es tricolor, por otro lado T no-tiene ciclos dirigidos asi-que todo ciclo dirigido de. - -

s longitid a lo mads4-es casimonocromdtico. Por -lo--taﬂtd...{T,’L-' /n >4} _--e,s:-.y'r.zq. familia ...

infinita de torneos que satisfacen las hipétesis del Teorema 5.3 pero no las hipdiesis

del Teorema 3.7

- Nota-3.16 Existen-torneos §-coloréados que satisfacen las hipdtesis del:Feorema 3.7

pero no las hipotesis del Teorema-3.4.La: familia de torneos {T! / n> 4} mostrada
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Figura 3.12

en la Nota 3.14, como se vid en dicha nota, es una familia de torneos que satisfacen
las hipdtests del Teorema 8.7. Por otro lado en cada T}, el ciclo dirigido (vy, vz, us, v1)
es un Oy que fo 'es monocromdtico, ast la familia de fnmem {17/ m >4} no satisface

las hipdtesis del Teorema 3.4.

~Nota 3.17::Eristen torneos §-coloreados que satisfacen las hipdtesis: del Teorema 3.4

pero no lashipdtesis del Teorema 3.7, La familia de torneos {7 n >-’4} mostrada en
la Nota §.15; ‘comaose vid en dicha nota, es una familia de tomeos que no satisfacen
~las hipdtesis: deﬂ Teorema 3.7.. Coma ya mmo.s en {a nota 3. 15 caafa T L es un tomeo ‘
que ney tzene czcl@s dzmgzdos por lo tanto todo Cg contemdo en T’ €s: monocromdtwo e

“por lo banto la famzim de tomeos {T'/n> 4} satzsface las thoteszs ‘del Teorema 3.

- Nota 3718 Eristen torneos .?-coioreados que satzsfacen las thoteszsf del Teorema oY SR
-pero no-las hipdtesis del Teorema 3.6. La familia de torneos {I),/n > 4} mostrada:. ...
“en laNota 3.14, como se vid“en dicha nota;es una familia de torneos que satisfacen -

‘-'Jas'--"h%fpcitesis del Teorema 8.7~ Cotme ya vimos en la.nota 3,16 en cada T, el ciclo.: .
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dirigido C' = (v1,vs,v3,11) es un Cy que no es monocromdtico, como ¢ (v;) = {1,3},

(e} = {1,2}, ¢ (us) = {2,3} entonces ¢ (v1) N¢ (va) N ¢ (vs) = ¢ entonces en € (T
no puede existir algin ciclo dirigide monocromdtico de longitud 3 que contenga a
estos tres vértices, es decir C no es € (1) —monocromdtico, ast la familic de torneos
{1/ n = 4} no satisface las hipdtesis del Teorema 3.6.

Nota 3.19 Luisten torneos 3-coloreados que satisfacen las hipdtesis del Teorema 3.6
pero noe las hipdtesis del Teorema 8.7. La familia de torneos {T. / n > 4} mostrada en
la Nota 3.15, como se vid en dicha nota, es una familia de tornecs que no satisfacen
las hipdtesis del Teorema 8.7. Como ya vimos en la nota 3.15 cada T) es un torneo
gue no tiene ciclos dirigidos. Si en C(T)) existiera algin ciclo dirigido, este ciclo
induciria un camino dirigido cerrado en T, por el Teorema 1.87 T, tendria un ciclo
dirigido lo cual no es posible. Por lo tanto para cade n > 4 tenemos que C(77)
no tiene ciclos dirigidos, ast todo Cs contenido en T, es € (7)) —monocromdtico, en

consecuencia la fomilia de torneos {1,/ n > 4} satisface las hipdtesis del Teorema

3.6.

3.3 Problemas Abiertos

1. ;En qué otro tipo de digrificas m~-coloreadas tales que todo vértice tiene vecin- -

dad a lo méds bicolor y todo C'y es casimonocromdtico existe micleo por trayec-

torias monocromaticas?

Digraficas muy parecidas a los tornees son los torneos menos una arista y las
digraficas quasilransilivas, asi podewnos planlearnos la preguua anterior para esle
tipo de digrdficas. . '

2. Sea D. una-digréfica m—coloreada que resulta de eliminar una arista de un

-torneo, sl en-D todo vértice tiene vecindad a lo més bicolor y todo €5 es casi-

monocromdtico entonces jexiste micleo por trayectorias monocromadticas?

3. Sean[¥.unacdigrdfica quasitransitiva m—coloreada, si en.D todo vértice tienme-.

vecindad a-lo més bicolor y todo €3 es casimonocromético.entonces jexiste: -

micleo por trayectorias monocrométicas?

“TRSIS CON
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A)

Capitulo 4
Torneos Bipartitos

Una digréfica D es un torneo bipartito si existe una biparticién {V3, Va} de V (D) tal
que toda flecha de D tiene un extremo en V] y el otro en V3, y entre cualquier vértice de
Vi v cualquier vértice de V3 existe una y solo una flecha. Los torneos bipartitos tienen
cierta similitud con los torneos debido a la gran cantidad de flechas que poseen. Como
mencionamos en el Capftulo 3 la existencia de micleo por trayectorias monocromaéticas
en torneos ha sido estudiada por varios autores: Sands, Sauer y Woodrow [35]; S.
Mingang [31], H. Galeana Sénchez [15, 16, 17, 18]. El tipo de condiciones en algunos

de estos resultados (teoremas 3.2, 3.3, 3.4, 3.6) son sobre la coloracién de ciertas -

"subdigraficas pequefias como-son los ciclos dirigidos de longitud a lo mds4 y torneos
transitivos de orden 3. '

~ En la Seccién 4.1 de este Capftulo probamos .que si D es un torneo bipartito

donde todo ciclo dirigido de longitud 4 es monocromstico entonces D tiene niicleo

por trayectorias monocromdticas, también mostramos que este resultado es le mejor

posible. En la demostracién del resultado anterior se implementa una técnica que -

también es utilizada en la seccién 4.2.

En la seccion 4.2 probamos la existencia de nicleo por trayectorias monocromdticas

" TESES GO
FALLA DE ORIGEN

en torneos bipartitos que cumplen:ciertas condiciones de coloracién en los ciclos dirigi+ « -

dos de longit'ud.él.y 6 pero. ademds también pedimos-condiciones similares para ciertos: -

todo Cy es casimonocromdtico, todo subtorneo ciclicamente 4-partito de orden 5 to-

-~ . subtorneos bipartitos de orden.5.llamados torneos cfclicamente-4fpa.1'.-titos,‘quedarido:::,u.:-:*f-"--

- el resultado-de la. siguiente:manera:.Sea D un torneo bipartito m—coloreado tal.quersi- .

das sus flechas tienen el mismo color salvo'a lo méds 2 y todo Cy es monocromatico, - -~

. entonces [ tiene micleo por trayectorias monocromaéticas.

A continuacién demostrames algunas propiedades .de los torneos bipartitos que-

usaremos en las secciones siguientes.
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Lema 4.1 Sea D un torneo bipartito, si C = (ug,u1,...,U,) €8 un camino en D
entonces para i € {0,1,..,n} yi € {0,1,...,n}, (us,u;) € A(D) d (uj,w) € A(D) si
y s6lo st § —1i =1 (mod 2). o

Demostracién. Sea {1}, V2} una biparticién de V (D) tal que:

1. toda flecha de D tiene un extremo en V) y el otro en Vg, ¥

2. entre cualquier vértice de V) y cualquier vértice de Vi existe una y sélo una
flecha en D.

Supongamos sin pérdida de generalidad que ug € V). Entonces:

3. Para cada i € {0,1,..,n} v; € Vi sii =0 {mod2) 6 u; € Vp si 1 = 1 (mod?2).
Procederemos por induccién sobre 7. : |
Para i = 0, por hipétesis ugy 6. Vi
Supondmos que para i <7, u; € V) st =0 (mod2) 6 u; € Vo sii=1 (mod?2).
Para 1+ 1, como (u;, 1) € A{D) 6 (wi1,u;) € A(D), por hipétesis de

“induccién y por 1 4y € Vasit = 0 (mod2) 6w € Visii =1 (mod2), es
decir uip, € Vasii+1=1 (mod2) 6u; € Vi sii=0 (mod 2).

“Por lo tanto para cualquier i € {0,1,...,n} w € V{ 51 i =0 {mod 2) 6 u; € Vs si
i=1 (mod?2).

. Ahora sean i € {0, 1,7...',n} y 7 € {0,1,...,n}, supongamos que (u;,u;) € A(D) 6 -
(us,) € A(D), por 1 (i; € Vi yu; € V4) 6 (u; € Vo y uy € V4), por 3 (i = 0 (mod 2)
vi=1(mod2) )6 (i=1{mod2)yj=0(mod2)), es decir j —i = 1 (mod2).
Inversamente supongaznoé que j —¢ = 1 (mod2) esto implica que (¢ =0 (inod 2y

ji=1 (mod2) ) 6 (=1 {mod2) y =0 (mod2) ), por 3 (u; € Vi-y u; € V2) 6

Colup € Vay uy € V1), por 2 (us,uy) € A( ) 6 (uj,us).€ A(D). Asi (us,u;) € A(D) 6
‘(u‘j;'ui) e A(D)siysolosij—i=1{mod2}. m: . v

vidinTietna 4.2 Sea Dt in torneo bipartito entonces todo- caminb dirigido cermdo de lon- ..

7 gitud a lo mds 6 contemdo en D 'es uniclo dirigido.

~. Demostracién.’ - Séa C un camino dirigido cerrado-en D de longitud alo més 6,
como D) es un torneo. bipartito, por:los-teareimas:1.38 v 1.40 tenemos gue.flalongitud ..o
" de ¢ es par: Sea-{V;;Va} una biparticion de.V+(D)-que corresponda conla:definicicn - > s o

de torneo bipartito.: -« -



-+ :En el Teorema 4.4 demostramos que un torneo bipartito coloreado donde todo cicl
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Si [ = 2 esto implica que D tiene una flecha simétrica pero esto no es posible por
la definicién de torneo bipartito.

‘Supongamos que { = 4, sea &' = (uy, ug, Ug, U, Y1), como D es un torneo bipartito

podemos suponer sin pérdida de generalidad que {u1,us} C Vi y {us, u4} C Vo, esto
implica que u; % u; parat € {1,3} y 7 € {2,4}. Si wy = ug, como (u;,us) € A(D) y
(u2, us) € A(D) entonces tendrfamos que (uy,us) es una flecha simétrica de D, pero
esto ‘contradice la definicién de torneo bipartito, por lo tanto u; # us. Andlogamente
uz # u4. Por lo tanto C' es un ciclo dirigido de D.
. Supongamos que { = 6, sea C' = (u1, Uz, Us, U, Us, Ug, U1 ), como D es un tor-
neo bipartito podemos suponer sin pérdida de generalidad que {u,us, us} C Viy
{ug,us,us} C V2, esto implica que u; # u; y (us,u;) € A(D) para i € {1,3,5} ¥
~ j€1{2,4,6}. Andlogamente al caso anterior tenemos: | o

D) 'implica Uy 7 ug,

—i

B
&
L)

) € A(

) € A(D) implica us # us,
us,u1) € A(D) implica u; # us,

) € A(

) € A

3. (us ug) € )y (

4. (us,ug) € A(D) y (us, uq) € A(D) implica uy # ua,
5. (ug,u5) € A(D) v (us, us) € A(D) implica ug # ug y
6. (ug,u;) € A(D) y (uy,us) € A(D) implica us 7# us.

Por lo tanto C' es un ciclo dirigidode D. =&

4.1 Torneos Bipartitos m—Coloreados con Ciclos de Longitud

- 4 Monocromaticos

- +de longitud 4 es monocromdtico tiene nicleo por trayectorias monocromaticas. En el
+ : “Lema 4.3 mostramos una propiedad de los torneos ‘bipartitos.coloreados:que hace &mej‘

.+ éstos se parezcan aclos torneos: si 2 vértices son:adyacentes (en sélo un: sentldo) en

TESIS CON
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o rlay cerradura transitiva de un torheo bipartito entonces-estan’ conectados:en el t01 neor_‘ Hooloa,

bipartito por una trayectoria dirigida corta (en el mismo sentide de la flecha).

~Lema 4.3 Sea D untorneo bipartito m—coloreado tal qué todo Cy es monocromdtico.

Siu.v € V (D) son-tales que existe I' en D una-uv—trayectoria dirigide monocromati- .

" cay mo. existe. ningune vu~—frayectoria: dirigida monocromdtica,  entonces {u,u) € o

A (D) o existe en D una wv—trayectoria dirigida de longitud 2.
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Demostracidén. - Sin ipérdida de generalidad supongamos que 7' es de color 1.
Procederemos por induccion sobre [ la longitud de 7. Sil < 2, entonces (u,v) € A(D)
o T es una uv—trayectoria dirigida de longitud 2. -Supongamos que el resultado es vili-
dosi3 < < mn. Supongamos ahoraquel =n+1yque T = (1 = ug, Ui, -y Uppl = V).

Entonces tenemos: . .

1. Si4,j €{0,1,...,n+ 1} entonces {us,u;) € A(D) 6 (uj,u;) € A(D) si y sélo si
i y j tienen diferente paridad. Esto es por el Lema 4.1.

Observemos que:

9. El resultado se cumple 8i {1, ) = A(D) para alguna i € {0,..,n —2}. Sea
ig = min{i € {0,...,n — 2} /{u;,v) € A(D)}, por Lig y n+ 1 tienen diferente
paridad. Siip = 0 entonces (u,v) € A(D),‘Si ip = 1 entonces (u = ug, U1, v)
es una uv-—trayectoria dirigida en D de longitud 2. Supongamos entoﬁces que
ip € {2,...,n — 2}, en particular (u,v) € A (D), asf que probaremos que existe
en D una uv—trayectoria dirigida de longitud 2. Como i e ig— 2 tienen la misma.
paridad entonces 49 — 2 y n+ 1 tienen diferente paridad, por 1 (w;,_2,v) € A (D)
0 (v,us-2) € A (D), pero por la eleccién de 4 tenemos que (v, uy—3) € A (D),

notemos que por hipétesis i; — 2 no puede ser 0 asf 7> 3, figura 4.1. Entonces

i
1

(Uig—2y Wig—1, Uig, Vs Uip—2) €8 un Oy de D que por hipdtesis es monocromético,
como (-1, ;) €5 una flecha de T, es de color 1, asf el Cy es de color 1. Sea
T = (u,T,uy) U {u,,v), T ' es una uv—trayectoria dirigida monocromética
de longitud menor que T', por hipdtesis de induccidén y.como (u,v) ¢ A(D)

- entonces existe en D una uv—trayectoria dirigida de longitud 2.
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Figura 4.1 -

e wt e Ahora, como i e .- 3utienen diferente:paridad,.por.1 (u;, u;es) € A{D).6.

(tixa, ;). € A(D), parattoda-d € {0,174, n'— 2} Analizaremos los siguientes-dos.. - -

€asos.
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- Caso a. Supongamos que para alguna 7 € {0,1,...,n — 2} (w;,u4s) € A(D). Sea jy =
max{j € {i +3,..,n+ 1}/ {w,u;) € A(D)}, en particular por 1 tenemos que

i v jo tienen diferente paridad.

. Subcaso a.1 j3 = n + 1. Entonces el resultado se sigug de 2.
Subcaso a.2 jp =nei = 0. Entonces (up = s, Ujy = Un, Un41 = V) €5 Una uv—trayectoria
dirigida de longitud 2 en D. ' _
- Subcaso a.3 jo = nei > 1. Como ¢ y jo tienen. diferente paridad entonces i—1y
o Jo+ 1 =n+1 tienen diferente' paridad, por 1 (ﬁiql,un+1 =v) € A(D)
6 (tuny1 =v,uim1) € A(D). Si (ﬂi—l,ﬂna =v) € A(D) el resultado se
sigue de 2. Si (upt1 =v,ui—1) € A(D) entonces (U;—1, Uy, sy = Up, Unsy =
v,4;—1) es un Cy de D que por hipétesis es monocromstico, figura 4.2, co-
mo (u;_1,u;) es una flecha de T', es de color 1, asf el Cy es de color 1. Sea
T = (1, Ty} U (ui,ujc; = Up) U (Un, Uny1 = v), T" es una uv—trayectoria

R

dirigida monocromdtica de longitud menor que T, por hipdtesis de indug-.

cién (u,v) € A(D) o existe en-D) una vv—trayectoria dirigida, de longitud:

Figura 4.2

Subcaso a4 jy <mn— 1. Como iy jo tienen diferente paridad eﬁtonces 1Y Jo + 2-tienen .-
diferente paridad, por 1 (4, ujo+2) € A (D) 6 (ujyr2,1;) € A (D), porlaelec-.-
cion de jp tenemos: (ujrz; %) € A(D). Entonces (Ui, Ujy, Ujor1, Ugpros i)
~es un Cy de D que-por hipétesis es monocromaético, como (uj,, tj+1) €s
una flecha de. T, es de color 1, asi el Cs es de color 1, figura 4.3.. Sea.: - -
T =(a, T, w) Ui ug) U {ug, T,v), T es una uv—trayectoria. dirigi- -
‘da monocromética :de longitud menor. que T, por lipdtesis de-induccion + =

(u,v) € A(D) o existe en D una uv—trayectoria dirigida de longitud 2. -

. -(Jaso b. Supongamos que para toda i € {0,1,...,n— 2} (us3, u) € A{D). . Entonces
o {ug uiE i Uy U esun.Cy de D quepor hipdtesis es monocromético; coma. .

(ug, usy1) es una flecha de T, es de color 1;.asi.el Cy es de color.l.iPor lo tanto,
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S >e——w/'>/'_\:i¥ + 10! ‘
w

i U

; : H
j42 t

Figura 4.3
para toda ¢ € {0,1,...,m — 2} (usr3,%;) es de color 1. Sea & € {1,2,3} tal que
k=n+1(mod3), entonces (v = Upt1, tin-2, Un—s, -.., Ux) U {t, T, uz)U(ug, ug) es
una vu—trayectoria dirigida monocromdtica en D, lo cual es una contradiccién
figuras 4.4, 4.5 y 4.6. Por lo tanto este caso no es posible.

Concluimes que existe en D la flecha (v, ‘U) o una wv—trayectoria dirigida de
longitud 2. &

St k=1.

TESIS CON

Figura 4.4

=

cr) . ] /—l—\l/'l\l I I

E—I:.' C—> @t @ >0 > > >0 > > e—>01 >0

< U=ug ui u? Uy Loa Uy - Uy V=)
T

=y

<1

=

e

=r+1

Figura 4.5

Teorema 4 4 Sea D un tomeo bipartito m— colareado ta[ gue todo 6'4 es monocmmatz—

co. Entonces QI(D) es nucleo perfecta y por-lo tanto D ttene nucleo por tmyectoma.s
monocromdaticas.

< ‘ .

Demostracién. A lo largo de.la demostracion. ¢gda vez.que aparezca un camino. ..
“dirigido cerrado-en D de longitud a lo mds-6; inmediatamente. nos referiremosia €l
~eomo-un ciclo dirigido, esto-en virtud del Lema 4.2:-. 7 -
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Figura 4.6

Demaostraremos que todo ciclo dirigido de € (D) tiene al menos una flecha simétrica
para luego aplicar el Teorema 1.46 y concluir que €(T) es micleo perfecta. Procede-
remos por contradiccién, supongamos que C = (g, Ui, -.-, Un, Ug) es un ciclo dirigido

de € (D) que no tiene flechas simétricas. Entonces:

1. Paracadat € {0;1,...,n} (u;,u41) € A{D) oexiste en D una u;u;,, —trayectoria
dirigida de longitud 2 (la suma es tomada médule n + 1). Seat € {0,1,...,n},
como (ui, U1} € A(€(D)}) entonces existe en D alguna uzqu—trayectorla
dirigida monocromdtica, como C no tiene flechas simétricas tenemos que en
D no existen w;yiu;—trayectorias dirigidas monocrométicas, por el Lema. 4.3

' (uiyuir1) € A (D) .o exdste en D una uu;4 —~trayectoria dirigida de longitud 2.
Continuamos analizando los siguientes casos:
(aso a. n-= 2. Como- D-es un torneo bipartito entonces por el Teorema 1.40 no tiene
ciclos de longitud impar, esto implica que para alguna ¢ € {0,1,2} (u;, uiy) €
A (D) {la suma es tomada mddulo 3). Supongamos sin pérdida de generalidad

que (ug, uy) & A{D), entonces por 1 existe vy vértice de D tal que (ug, vg, u1) s

una ugu; —trayectoria dirigida de longitud 2 en D, figura 4.7. .

A VA

FALLA DE ORIGEN

Figura 4,7

Caso-a.l (ur;us), (uz,up) € A (D). Enténces (ug, vo; u1;ug, up) es un Cp de I que por
-hipétesis es monocromdtico, asi (uy, us, Ug) es.una uiuy--trayectoria dirigida, .. ... .. -
- .monocromatica en D lo-que implica que (ug; uy) es una flecha simétrica de -+

- Chen €(D), contradiciendo nuestra suposicidm. = o
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Caso .2 (u;,us) ¢ A (D). Entonces por 1 existe vy vértice de D tal que (uy,v;,us)
es una ujup—trayectoria dirigida de longitud 2 en D. Si (ug,up) € A(D),
figura 4.8(a), entonces (ug, v, Uz, V1, Uz, Up) €s un ciclo dirigido de longi-
tud 5 en D pero esto no es posible por el Teorema 1.40, por lo tanto
(g, up) & A (D). Entonces por 1 existe vy vértice de D tal que (u2,va, ug)
es una u;uz—trayectoria dirigida de longitud 2 eh,D, figura 4.8(b). Asf
(ug, Vo, U1, V1, Uz, V2, Uy) €s un ciclo dirigido de longitud 6 en D, por el Lema
4.1 tenemos que (ug,v;) € A(D) 6 (vi,u) € A(D). Si (ug,v1) € A(D)
enﬁonces (ug, v1, Uz, V2, ug) es un Cy de D que por hipdtesis es monocromati-
co, asf (up, v1, uz2) es una upup—trayectoria dirigida monocromaética en D lo
que implica que {ug,%p) es una flecha simétrica de C en € (D), contradi-
ciendo nuestra suposicién. Si (v;,up) € A (D) entonces (ug, v, u1, v1, ug)
es un Cy de D que por hipétesis es monocromético, asf (uy, v, ug) es una
uyug—trayectoria dirigida monocromdtica en D lo que implica que (up, 1)
es una flecha simétrica-de C en € (D), asf obtenemos la contradiccién final

para este caso.

v oy 7 U
e g / | S —
uU u2 G 2
¢
%,
(a) (&
Figura 4.8

4

o "Caso b, n 23 e élr-"’r‘es:‘tb"‘de;la-:"prueba las sumas serdn tomadas médulo n: 415 5 5oy

Por 1 para bada’-i:»-e;{[);,»l,,=;-.--., n} podenics definir

T = { (g, i) st (ug,usp1) € A(D)

urd g, i — trayectoria de ldllgittld 2 si(ug, wisy) € AED) -t

~Sea G = |} T3,,C".es un camino dirigido cerrado en .. Sea Cl.= (29, 21,..., 24, 20).
: i=0 . _ A
¥ definamios lafuncién ¢ : {0, 1, ..k} sV (C) de la sigulentewmanera: si
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u; = 2z, entonces @ (ig) = 2, ¥ @ (ip+ 1) = 2, si la longitud de 7} es 2. De-
cimos que el indice 4 del vértice 2; de-C" es principal si z; = ¢ (), denotemos
por [, al conjunto de fndices principales. .Supongamos sin perder generalidad
que Uy = 2. Como D) es un torneo bipartito entonces por los teoremas 1.38
y 140 k = 1 (mod2).” Por otro lado, por el Lema 4.1 para i € {1,.., 53},
(29, z2i41) € A (D) 6 (22441, 20) € A(D). Tenemos los siguientes subcasos.

Subcaso b.1 Supongamos que (23, 29) € A (D). Entonces (zg, 21, 22, 23, 2p) es un Cy de D

que por hipdtesis es monocromatico, figura 4.9. Por la construccién de ¢’
tenemos que z; = uy 6 2o = uy. Siz; = u; entonces (u; = 2y, 29, 23, 25 = Up)
es una u1ug—trayectoria-dirigida monocromatica en D lo que implica que
(ug,u;) es una flecha simétrica de C' en € (D), contradiciendo nuestra su-
posicién. Porlo tanto z; # u; y en consecuencia z; = uy, asi (u; = 23,23,

zo = up) €5 una ujup—trayectoria dirigida monocromdtica en I 1o que im-

plica que (ug,u:) es una flecha simétrica de C en € (D), contradiciendo . .

nuesira suposicion.

Subcaso b.2

" 29) es un Cj de Dique -por hipétesis es monocromdtico. Por construceién

" TESS CON
| FALLA DE ORIGEN

Figura 4.9

P

Supongamos que {zg,.2¢..2) € A (D}, figura 4.10. Entonces (zq, 2.2, zk_l,,fz;

de C' tenemos. quierz; =y, & Zp_1.7 Un. Si 2 = Un entonces:{ug

20, Zk_d, Zr—1, 2 'ENT,); €8 UNA Ugli,—tTayectoria dirigida monocromatica;
en' D Toque-implicd que (u,, up) ©s vuna flécha simétrica de C -en €(D);

contradiciendo nuestra suposicién. Por lo tanto z, # u, v en consecuencia

Zp1 = U, BST (U0T= 20y Zh—2, 251 7= Up) €5 UNA Uglly,—trayectoria dirigida- -~

monocromética-en D lo que implica que(un, ug) s una. flecha simétrica de

~Clen € (D), contradiciendo niuestra suposicién. - -




100

T

/

w *

U=z, 4
\\ /
o)

ket
2}

Figura 4.10

Subcaso b.3" Supongamos que (zg, 23) € A (D} ¥ que (zk—2, 20) € A(D). Entonces k—2 >
' 5y por lo tanto k > 7. Sea 49 = min{i € {1, ..., %—'é}/ {20, 20i41) € A(D)
v {23123, 29) € A(D)}. Entonces C = (2g, 22141, 22ig2, 22ip+3, 20) € un Cy
de D que por hipdtesis es monocromdtico, supongamos que es de color 1.
Si 2ig +'1 € I, entonces z3;,+1 = v; para algin j € {2,..,n —2}, figura
4.11{a). Por comstruccidn de C” tenemos que zzy42 = Uji: 6 Zojgrg =
Ujir. S1 Zygi2 = ujr1 entonces (Ujp1 = Zoigr2, 22ip+3, 20, Z2ipgrl = Uj)
es una w;.1u;—trayectoria. dirigida monocromdtica en D lo que implica
que (25, u;41) s una flecha simétrica-de C' en € (D), contradiciendo nues-
tra suposicién. Por lo tanto zgi,42 3 %41 ¥ en consecuencia 2,43 =
g1y, 881 (Ujr1 = Zaig43, 20 Z2ig41 = U;) €8 UNA w4 u;—trayectoria dirigida

monocronmdtica en D lo que implica que (uj,u;41) s una flecha simétri-

8 de"Chen €{D), contradiciendo nuestra suposicién. Supongamos que
210 + 1 ¢ I, entouces por construceion de C' tenemos que {24y, 2ig + 2} €
Iy, es'decir zpi, = Uj-1 ¥ Zaigr2 = Yy para algin j € {2,..,n—2}. por
el Lema 4.1 tenemos-que (zai,, 22i+3) € A (D) 6 (221943, 201,) € A(D). Si

(221p+3, 22ip) €A (D) entonces(zgia, 224041, Z2ig+2; 22ip43, 22i) €5 UN C4 de D IR

... que por hipdtesis es monocromdiico, figura 4.11(b}, esto implica que (u; = L aar
U 9102, Z2ig4 3y 22ig = Uy-1) €9 UNA uyis;_1 —Lrayectoria-dirigida monocromati-

- ¢a en D lo quesimplica que (51 44)- 88 una flecha simétrica de C en € (D),

+ eontradiciendoi nuestra- suposicion:Supengamos. que {2y, zai-3) €-A (D);-
por la eleccion de 7y tenemos que {zp, z0;-1) € A(D), figura 4.12, en-
" tonges C? = (20:251,74, Zaiy; Zoigaa,20) €s w1, Cy de D qué-por hipétesises -
i+ TONOCTOMACO; -comd: (20413720 ) €8 una.flecha comin en Ct y C? entonees. ..o
..*CY'y C* son del mismo-color, asf (u; = Zoig 2, 201543y 207 22ip 19 22ip = Ugi 1) F ot

“egtlina ujug_g —trayectoria dirigida monocromatica en D lo que implica que.. i
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(wj—1, ;) es una flecha simétrica de C en € (D), llegando a la contradiccién
final de la prueba. '

Por.lo tanto todo ciclo de € (D) tiene una flecha simétrica, lo que implica por el
Teorema 1.46 que € (D) es miicleo perfecta y de aqui se 51gue por &l Teorema 1.54 que

D tiene micleo por trayectorlas mOnocromatlcas |

e | | oy,
/‘ \. o /'/%\’\
Zin+2 .

/zZH-]
\-—oe-/‘-

(@ | W

Figura 4.11

Figura 4.12

Por ult;mo mostramos que si en ei Temema, 4.4 camblamos la 111p0t9515 de que todo
g C4 Se& MONoCromatico por que todo Cy sea casirmonocromdticd entonces:la cerradura

transitiva de D no necesariamente es niicleo perfecta. . .

- Nota 4.5 Sea D el torneo bipartito .3-coloreado. tal que V (D) = {u,v,w,z,y,2} v
A{D) = ((u,z), (=), (Vi) ,:(‘y,,w) ,(w, z) iz, u), (2, w), {y,u},{(2,v)).:Las flechas
de D estdn coloreadas como sigue: son de color 1 las flechas (z,w), (wiz) (2, u),
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son de'color 2 las flechas (y,u), (u,z) y (z,v), son de color 8 las flechas (z,v), (v,y) ¥
(y,w). Los inicos Cy que posee D son {u, z,w, z,u), (v,y,u,z,v) y{w, z,v,y,w) y son
casimonocromdticos. En € (D) se tiene el tridngulo dirigido (u, v, w, u) y:es una subdi-
grifica inducida de € (D) que no tiene nidcleo, por lo tanto € (D) no es niicleo 'perfécta,
figura 4.13. A partir de esta digrifica construimos la siguiente familia infinita de tor-
neos bipartitos Dy, tales que en ellos todo C, es casimonocromético y cuya cerradura
transitiva no es micleo perfecta. Para cadan € N, sea D, la digréfica que se obtiene a
partir de D ol aumentar n vértices nuevos z;, 2o, ..., 2, y las flechas de color 3 desde és-
tos vértices hactau, v y w, figura 4.14. D, es un torneo bipartito donde la biparticion
correspondiente es {Vi, Vo} con Vi = {u,v,w} y Va = {z,y,2, 21, 22, ..., 2.}, al tgual
que D, los tnicos Cy que posee D son (u, z,w, z,u), (v,y,u, z,v) y (w, 2,v,y,w) y son
casimonocromdticos. Asi como € (D), €(D,) contiene como subdigréfica inducida al
tridngulo dm’gido (u,v,w,u) que no tiene nicleo, por lo tanto € (D,) no es nicleo

perfecta.

IGEN
K
Y
\‘ = »
)

Figura 4.13

L3z D o

..4.2. 'Otra Condicién para la Existencia de INiicleo por Trayec~.

+ i*itorias Monocromaticas en Torneos Bipartitos -

. En‘esta seccidén p1 esentamos en el Tem ema: 49 otla condicidn que lmphca, ia ex1sten(:1a o

sicle nucleo por tlayectoxlas monocmm&tlcas en. un t01 neo bipartito.
c A 10 largo de'esta seccion, cada vez gque aparezca un camino dirigido cerrado en D g

: de-lo-11g1tud a lo més 6, inmediataimente. nos referiremos a ¢l como un. ciclo dirigido, . .« wu . ...

estd en virtud del_ Lema 4.2.

- - Definicién 4.6 ¥nd digrifica D es unrtorneo ciclicamente 4-partito st eriste ung T o
particién {1, Vo, Va\ Vi de V (D) tal qué para-toda i € {1,2,3,4} cualguser vértice - .o o
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Figura 4.14

de V; es adyacente hacia cualquier vértice de Vi (la suma es tomade mddule 4), y

toda flecha de D es de lo forma anterior.

‘Definiciérn 4.7 Una digrafica D m—coloreada decimos que es k-casimonocromdti-

ca §itodas sus flechas son del mismo color salvo a lo mds k de ellas.

" Lema 4.8 . Sea D un torneo bipartito m— coloreado tal que todo Cy es I-casimonocro-:
mdtico y todo Cy es monocromdtico. Siu,v € V (D) son tales que existe T en D una
uv—trayectoria dirigida monocromdtica y no eziste ninguna vu—trayectoria dirigida.

monocromdtica, entonces se tiene alguna de las siguientes pasibilidadeé
(i) (u,v) € A(D),
(zz ) e:mste una ww— trayectoria dmgzda de Zongzt'u,d 2,

( il ) em.ste Una UY— tmyectoma dzrzgzda monocmmatzca de longitud 4.

NOD.SISEL |

. [NEOM0 40 VTTvE

Demoatracién Sin pérdida de gener alidad SUPONZAMOS que T esdecolor 1. 81

'V-z-:'-_jT es de Jongitud | nnpa,r por el Lema 4. 1 tenemos que (u, 'u) €EA(D ) ¢ (v u) € A(D),

o {u, ) e A(D). Asi suponga,mos que [ 1a longitud de T es par y procederemos por

"'-;u“-como “por hipGtesis no existe vu— trayectorla, chrlglda monocr omatlca en: D, entonces i

" induccién sobre 1. El resultado es 1nrnec11ato sil <4 Suponoa.mos que el resultado

es vilido si 6 < [L.< 2n. Supongamos: ahora que { = 2(n+1) y que:T = (u =

Up, U,y Mafnr1)- ==V ): Por el Lema 4.1 para cada #-€ {0,1,...,2 (n +.1)= 5} teremog™ e

que (s, %) € A{D) 6 (u;, usr5) €A (D): Analizaremos 2 casos.
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Caso a. Supongamos que para toda i € {0,1,...,2(n + 1) = 5} (w5, u;) € A(D). En-
tonces (s, Uirl, Usrns Uiis, Yicq, Usrs, U;) €8 un Oy de D que por hipétesis es
monocromético, como (u;, uiy1) es una flecha de 7'. es de color 1, asf el Cp
es de color 1. Por lo tanto, para toda 7 € {0,1,...,2(n + 1) — 5} (usss,u;) €s
de color 1. Sea k € {1,2,3,4,5} tal que k = 2 (n + 1) (mod 5), entonces (v =
Un(n-+1)> U2(n 1) -5 Ua(n+1)—10) - Ug) U {1, T, us) U (us, 15} es una vu—irayectoria
dirigida monocromatica en D, io cual es una contradiccién (la figura 4.15 mues-

tra el caso en el que k= 1). Por lo tanto este caso no es posible.
/—\/—\ N
|

o 1 P _,._,g_;,._)HHHQ—Xaa—:-G—}O—L).—]%HI
=1y U, Us Uaint1)-5 V=i 1y

1
Figura 4.15

Caso b. Supongamos que para alguna ¢ € {0,1,...,2(n+1) — 5} (ui,uws):e A(D).
Notemos que por el Lema 4.1 en. D existe flecha entre u; ¥y ugpy1y asi co-
mo entre Uy v Uspp1. Oi (ul,,-a',g(nﬂ)) € A(D) o (uo,usnt1) € A(D) entonces

. obtenemos en D una wv—trayectoria de longitud 2. Supongamos entonces. que

(u2(n+1),u1) € A(D) y (uans1:,u0) € A(D). Observeros que si para alguna i € = .

£

| i % {1,...,2(n+1) -5} (u;:(nJrl),u,;) € A(D) y las ﬂechasr (ug(nﬂ):ui) ¥ (Uope1, uo)
‘ ' % = son de color 1, entonces (v = ugnt1y, U} U (Ui, T Ugni1) U (Uzng1,up = u) es -
s UC) . una vu—trayectoria dirigida de color 1 contradiciendo la hipétesis. Por lo tanto-
- %g tenemos:
| é o (aysiie{1,.,2(n+1) =5} ¥ (uspnin), ) € A{D) entonces (upp1y, ;) DO
— P es de color 1, 0 :

(Ugns1, Up) NO es de-color1. ..

Analizaremos estos subcasos: i i

Subcaso b.1 Supongamosique 1 :€uf{lps2{r + 1) — 5} y (tsnany, ui) € A (D) implizs
ca (Usgn+1), Us) DO es de coior 1.: Como ('Ug(n.f_}_) 1) € A{D) entonces. .
(wani1), U1 ) 0o es dé color-1: Por el Lema 4.1, (ug(nﬂ),ug(n_-"l')_‘g)-e A(D) v

6 (’ibg(.ﬁi,.l)"_a’"."uJ(n;lj)'-'--E A{D): St (ugnaryiUiran—s) € A(D). entonces:-

-(‘m(naui) 1t9(n+1 A47U9(n«1) 3 Udfn+1)—2 u2{n-§—l) 1,ﬂ2(n+1),u2(n_1) 5) €5 1un Oﬁ

it en D oquerpor-hipdtesis es monocromatico, - eomo(tainit)—5; Using 1y} €
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V (T') entonces este ciclo es de color 1 y por lo tanto (Ugmi1), Us(nt1)-5) €5 de
color 1 contradiciendo nuestra suposicién, por lo tanto (us(41), Uain+1)-5) &
A(D) es decir (tUopns1)-s5, Yamnrny) € A(D). Como (ugpnrry, u1) € A(D)
podemos elegir ip = max{7 € {0,1,...,2(n + 1) —7}/ (ugm+n), us) € A(D)},
entonces (Unpnrt)s tig) € A (D) ¥ (Uigs2, Uatni1y) € A(D), ademds (Us(ns1y,
ui,) no es de color 1, esto implica que ((Uagn1): Uips Uig+1y Uig+2, Un(nr1))
es un Oy que por hipétesis es 1-casimonocromstico, como {{tig, Uipe1),
(Uig41, Uig+2)} € A(T) entonces son flechas de color 1 y como (us(n1), Uig)
no es de color 1 entonces (U, +2, Usim=1)) 8 de color 1. Asi (u = ug, T, uiy12)U
(Usp 42, Ua(my1) = U) €5 una uv—trayectoria dirigida de color 1 de longitud

menor que Iy por hipdtesis de induccidn se sigue el resultado, figura 4.16.

|
! 0 >0—>.——>Hl——>0—~}l—>’——)0—>0 Lrelseloels >ol 59 -
o Miw V=ligier)

Figura 4.16

:Subcaso b.2 (ugnt1, o) N0 es de color 1. Sabemos que para algunas € {0,1, ... ,2(n +1) .
5} (U, uirs) € A(D). Sea {30130} < {0,1,. 2(n+1)} tal que Jo — ’40 -

max{j—1¢/ {i;7} €4{0,1,...2(n+ 1)} ¥ (um,um) € A(D)}, por lo ante- ~
rior jo —4p > 5. Supongamos que ig > 2y Jp < 2n, como {u;,, uy,) € A (D)
entonces por el Lema 4.1 §y — g = 1 mod2, asf (jp+2) — (i — 2) =.1 S
mod 2, aplicando nuevamente el Lema 4.1 tenemos que (uzo_g,uJUJrg‘)E-...:__;é
A(D) 6 (Ujgray Uig—2) € A(D), por la eleccion de {ip, o} tememos que o
(jpr2, Uig—2) € A(D). Entonces (1g_9, Uig—1, Uig, Wiy, Yo 1, Ujg-r2, Yig—2) €5

un C-de D que-por hipdtesis es monocromético, lo que implica que (u, uz,).
es de color 1. Asf (u.= ug, T, uip) U (1ig, Ujg) U (Wi, T, Usny1) = v) €S una.

uv—trayectoria dirigida de color.1 de longitud menor que 7 y por hipdtesis: :

Pl de induccidn se 51g,ue €l resultado,.figura 4.17. ‘
Supongamos que i¢ < 1 0 jy > 2n + 1, es decir 7y e {0,1} o 55 € {2n +

:1,2n 4.2}, Analizaremos los 4 casos posibles.

b.2.1.45 = 0. Supongamos. que.jp < 2n — 3. Ya habfamos mencionado.que. .-

g —=dp =.1 mod 2 entonces {fo + 4) =iy = 1 mod 2, aplicando el Lema4.1+ -~
Lo tenemos que {Ugitora) € A (D) 6 (Ujyra, uy) € A{D), pero porlaelee~ .o <
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TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

U:'u,u

b2

m
HHI—)Q—)H.—).—)'—).—}H.—)O—)‘T—}H. ”
j U=Ua(n+1)

Figura 4.17

cién.de {ig, jo} tenemos que (ujo+a, %y, = up) € A (D). Entonces (ug =
Uiny Uy r Ugjo+1; Ugp+2, Ugo+-3» Ujybds ui,) €s un Cg de D que por hipétesis es
monocromatico, lo que implica que (uy;u;,) es de color 1. Asi (u =
ug, T, tig ) U (Ui, Uso ) U (tig, T, a1y = ¥) €8 una uv—trayectoria dirigida
de color 1 de longitud menor que 7"y por hipdtesis de induccidn se sigue
el resultado, figura 4.18. Supongarnos que jg = 2n—1, como jp—ip = 1
mod 2 e ip = ( entonces jp € {2n —1,2n + 1} como (tgni1, o) € A (D)
entonces Jp = 2n—1. Asf (ug = Uig, Ujp = Uan—_1, Uzn, Usne1, Up) €5 un Cy
de D que por hipétesis es 1-casimonocromaético, como (ugn11, Ug) 1O €8
de color 1 entonces (ui,, u;,) s de color 1. Por lo tanto (v = uy, uj, =
Ugn-1, Uan, Uoni1, Uonrz = V) €8 una uv—trayectoria dirigida de color 1
de longitud 4, figura 4.19. '

1
o> HHO—)HHQ—)G—).—)D—)HO—)O—)O—)B

U '

1y

‘Figura 4.18

1

01>HH.—>H.——>O >0——>.—>0——>0—%H.—>H. o
U=tz nr1).

Figura 4:19 -

2% = .- -Supongamos que.jg- < 2n — 2, por los mismos argumentos
. usados en:el subcaso anterior. tenemos que:.ﬁ(rujp-_% Uiy = U1)- € A(D)
centonees (U .= Uy, Ujg, Ujprls Ujg2: Lo +3: Usjg 44 U,) esun- Og de D

+ que por;hipdtesis es monocrqmaitzi?co_,- lo que implica que-(us, us) €5



=1 fu,lﬁ'
0

U=uy Uj)

b.2.3 jo = 2n + 1.. Supongamos que ig > 4. Como jy —ip = 1 mod2 en-

107

de color 1. Asi (u=1wuq, T, ui,) U (Wi, tj,) U (uia,T,‘ug(nH) = v) es

una uv—trayectoria dirigida de color:1 de longitud menor que T ¥
por hipétesis de induccidn se sigue el resultado, figura 4.20. Supon-
gamos que jg = -2n, como jp —ip = 1 mod2 e iy = 1 entonces
jo € {2n,2n + 2}, como (ugnia,u:) € A(D) entonces jp = 2n. Asf
(U1 = Uiy, Ujg = Unp, Uant1, Ug, ¥1) €s un Cy de D que por hipétesis es 1-
casimonocromético, como (g1, ug) no es de color 1 entonces (g Uio)
es de color 1. Por lo tanto {(up, w1 = iy, Ujy = Uon, Usnt1, Usnta = U) €8
una uv—trayectoria dirigida de color 1 de longitud 4, figura 4.21.
B
o'>e e else e e e S >ereloey0 delse

, 1!.;,0 [N

i U=Uatne)

Figura 4.20

s> e >e-belre- e e ve v e e lre e e el ve
- ‘ o MUty Uspey V=Ua(ney
f

! Uj, -

Figura 4.21

TS CON
|parLa D ORiGEN |

tonces jy — (ip ~4) = 1.mod?2, aplicando el Lema 4.1 tenemos que
(Uig_a, Uj,) € A(D) 6 (uj,,us—-1) € A{D), pero por la eleccién de

{70, Jo} tenemos que (Usricr = gy, Uip—a) € A (D). Entonces (g, 1y, =

Ugpr1, - Uig_a} Uig—3; Uig2sip—=1,Uig) €5 ul Cp de D que por hipdtesis . -

es monocrométice, lo que implica que (i, uj,) €8 de color 1. As{ . -von

(v = up, Tyuig) Uiy, i) U i(uio, T\ Us(rgly = v) es una yv—trayectoria ... v, .

dirigida de color 1 de longitud menor que 7"y por hipétesis de induc-

cién se sigue-el reswltado, -figura 4.22. Supongamos que 4p <42y como = xinnis

Jo—ip=1mod2y jp = 2n+1 entonces i €.{0,2}, como (ugpe1:ug) €. .

L A (D) entonces ig=.2. Asl (Uz = Ui UjG= Uanr1, Ugs 15 1) €5 -un Gy

de' D que por hipétesis es. 1-casimonocromatico, oMo (Ugyr1; o) NO €S <=
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W= U‘D uz4 . J.

de color 1 entonces (uy,uj,) es de color 1. Por lo tanto (ug,uy,us =
Uiy, Ujy = Uani1; Uont2z = V) €5 una uv—trayectoria dirigida de color 1
de longitud 4, figura 4.23.

‘—).-)HHHHQ—)‘—>.—>H.—}HU—>.—>.
Usy Ugpe) V=Upney
o oy

IR

Figura 4.22

HHQ—‘%MHHHFMM»—»—).—)HH:;

U=y Uu; Uyl 'U—'ﬂ-z(nq.])

0
Il
'LLjﬂ

Figura 4.23

b.2.4 jo = 2n + 2. Supongamos que 7o > 5, por los mismos argumentos u-

- sados en el subcaso anterior tenemos que (uopyo = ujy, Ujy—s) € A(D)

entonces (U, Uj, = Usnta, Uig—4, Uig—3, Uig—2, Uig—1, Uiy} €5 un Cs de D
que por hipétesis es monocromético, lo que implica que {u;,, u;,) es
de color 1. Asi {u=1up, T, ui) U (g, uj) U (i, T, Unns1) = V) €8

‘una uv—trayectoria divigida de color 1 de longitud menor que T y

por hipdtesis de induccién se sigue el resultado, figura 4.24. Supon-

gamos que iy < 3, como jg —ig = 1 mod2 ¥ jo = 2n + 2 entonces

“ip € {1,3}, como (usn-2, 1) € A(D) entonces iy = 3. Por lo tanto
v (g = Uig, Uy = Uonaa, Ur, Uz, Uz) €8 un Cy de D que por hipdtesis es 1-
- scasimonocromético. Si (ug,, usnqa) es-de color 1entonces (ug, Uy, tg, Uz =

Uy, Usne = V) BS una uv—trayectoria dirigida de color-1 de longitud 4,

e figura 4.25. Supongamos que-{u;,, U1z ). no-es:de color 1, entonces las

otras tres flechas del Cy son de color 1, en particular (#ani2,u1) es de

. cblor 1. Si pard-alguna i € {3,...;2n + 1} (us,ug) € A (D) v (uy, ug) es

~de color 1 entonces- (’U = Up(nr1)s ) U (u1. Tyw;) U (ug, 0 = u) es.una |

vu—trayectoria dirigida de'¢olor'1 contradiciéndo la hipdtesis. -Por lo

tanto'si7 €320 + 1}y (unug) € A (D) entoﬁces'(ui;ug) 1o es-de-:-
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color 1. Si (ug,up) € A (D) entonces (ug, %1, Uz, Uz, Us, Us, ug) € un Cj
de D que por hipdtesis es monocromético, entonces (us, ug) es de color
1 lo cual es una-contradiccién. Por lo tanto (us,up) ¢ A (D) es decir
(uo,us) € A(D). Sea kg = max {1 € {5,..., 2n — 1} / (ug,w;) € A(D)},
entonces (ug, ug,) € A{D) ¥ (uko_,.g,uo) € A{D) ademds (uku+2,ug) no
es de color 1, esto implica que (uq, Uiy s Uko+1 Lko +2; uD) es un Cy que por
hipétesis es 1-casimonocromatico, como { (g, , Ukg+1) s (Ukgs1s ikgr2)} C
A (T') entonces son flechas de color 1 y como (ﬂ_kﬁg, ug) 10 es de color 1
‘entonces (up, Uy, )} €5 de color 1. Asf (v = ug, ug,) U (k0> Ty Ungna) = v)
es una uy—trayectoria dirigida de color 1 de longitud menor que 7'y

por hipétesis de induccion se sigue el resultado, figura 4.26.

HHHHHHHHHQ—)HQ—)O——)HD
U=, Ui4 U;, ”2(:;—1)

Fo

Figura 4.24

: HHG—)HHHHG—)B—}MD }Hﬁ—)%—)ﬂ
L=1uy “i Ui V= "l"lz(-nﬂ)

Iéjn
Figura 4.25

{

° e UHHHO—)HC—)HH@—)HHQ )9—-)0—-%0 u
0 U=Uaiqery

Figura 4.26

-Teorema 4.9 Sea -Dun:torneo bipartito m—coloreado: tal que todo €y-es' b-casimono-.

cromdtico, todo subtorneo: ciclicamerite 4-partito de-orden 5 es 2-casimonocromdtico
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y todo Cg es monocromdtico. Entonces ©(D) es nicleo perfecta y por lo tanto D tiene

niicleo por trayectorias monocromdticas.

Demostracién. Demostraremos que todo ciclo dirigido de € (D) tiene al
menos una flecha simétrica para después aplicar el Teorema 1.46 y concluir que
€ (D)} es wicleo perfecta. Procederemos por contradiccion, supongamos que ¢ =
(g, U1y ooy Un, Up), ™ 2> 2, €s un ciclo dirigido de € (D) que no tiene flechas simétri-

cas. Sea i € {G,‘l,...,n}, como (u;, ui1) € A{C(D)) (la suma es tomada médu-
lo n + 1) entoces existe en D alguna uiqu—trayectofia dirigida monocromatica,
conio C no tiene flechas simétricas entonces en D no existen u;4:u;—trayectorias
dirigidas monocromadticas, por el Lema 4.8 (u;,%;41) € A(D) o existe en D una
u;u;, 1 —trayectoria dirigida de longitud 2 o existe en D una w;u;., —trayectoria dirigi-
da monocromética de longitud 4. En el resto de la prueba ia suma sobre los indices
de los vértices de ' serdn tomadas médulo n+1

Para cada i € {0,1,..,n} sea

(uis uiy1) s (wi, ui41) € A(D),
una u;U;41 — trayectoria dirigida de longitud 2 si (u;,u) ¢ A(D) vy
. existe tal trayectoria,

|- uma u;u4 — trayectoria dirigida monocromética de longitud 4, en otro caso.

Sea C1.= | J T;, C! es un camino dirigido cerrado en D. Sea C* = (z, 21, ..., 2x, 20
i=0

v definamos la funcién ¢ : {0,1,...,k} — V(C) de la siguiente manera: si T; =

(1 = Zigy Zigels vees Zigar = Uir1) cOn T € {1,2,4} entonces ¢{j) = z;, para toda j €

429,70 + 1, ..., ip + 7 — 1}. Decimos que el indice 7 del vértice z; de C! es principal

si z; = @ (i), denotemos por I, al conjunto de fndices principales. De acuerdo a la

..definicién de C! y de indice principal tenemos la siguiente afirmacién.

. ' I. Para cualquicr ¢ € {0,1,...,k} se tiene {¢,i + 1,1+ 2,1+ 3} NI, # &, es decir,
. .en C! no puede haber 4 vértices -consecutivos sin que el indice de ninguno de

ellos sea prinicipal.

Supongamos sin perder generalidad que 0 € I, ¥ que 2y = ug, de aquf en adelante

-l suma sobre los indices de los vértices de C' serdn tomadas médulo & + 1. Como

D es un torneo bipartito por los teoremas 1.38 y 1.40 tenemos que k > 4y bk =1

~(mod 2):y para ciialesquiera.i,j & {1y, &k} talesque 5 = ¢ = 1 (mod 2) poriel Lema v st e

4.1 tenemos que (zjj:2;) €A (D) 6 (2, 2;) €A (D). Tenemos los siguientes casos.
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Caso a. Supongamos que & = 3. Entonces C! es un Cy de D que por hipétesis es

casimonocromético y como n > 2 entonces uy € {21,22} v un € {23, 22}, figura
0.13.

T Subcaéo a.1

[

Uy =2 )

Figura 4.27

Si C* es monocromdtico 6 la flecha que es de diferente color que el resto del

- cielo es (zg, 21), como u; € {z1, 2z} entonces existe una u;uy—trayectoria di-

Subcaso a.2

©ov i s Subiedso a.3

rigida monocromética en D lo que implica que {(ug, u3 ) es una flecha simétri-

ca de ¢ en € (D) contradiciendo nuestra suposicion.

Supongamos que la flecha que es de diferente color que el resto-del ciclo es
(21, z2), entonces (23, 23, zg,zl)'es una. trayectoria dirigida monocromatica
en D, Siw, = zl entonces ue € {22-, 23}-, en cualquier caso t'enemos que
existe una ety —trayectoria dirigida monocromética en' D lo gue implica
que (u;;ug) s una flecha simétrica de ¢ en €(D) contradiciendo nues-
tra suposicidn. Siuy; = z; entonces existe una uyug—trayectoria dirigida
monocromédtica en’ D lo que implica que. (up, ©1) es una flecha simétrica. de

C en € (D) contradiciendo nuestra suposicién,

Supongamos que la flecha.que es de diferente-color que el resto del ciclo es

(22, 23), entonces (zg, zp, 21,22) €s.1na trayectoria dirigida monocrométi-

ca en-D. Si u, =iza entonces existe una u,u,_;—trayectoria dirigida

monocromética en D lo que implica que (tp-1,,) es una flecha simétrica

de C en € (D) contradiciendo nuestra suposicién. Si w, = 2z; entoncesn =2 - -~

y existe una ugue—trayectoria dirigida monocromadtica en: 2 lo.que implica -

~gue {2, 1) es una-flecha simétrica-de C en € (D) -contradiciendo. nuestra~ -

- - suposicién.
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Subcaso a.4 Supongamos queé la flecha que es de diferente color que el resto del ciclo es

- (23, 20), entonces (zg, 21, 22, 23) es una trayectoria dirigida monocromética

en D. Como u, es z3 & 22 entonces existe una ugu,—trayectoria dirigida
monocromética en D lo que implica que (un, uo) es una flecha simétrica de

C en € (D) contradiciendo nuestra suposicién.

Caso b. Supongamos que k = 5. Entonces C' es un Cy de D que por hipétesis es

monocroméatico, esto implica que C' es simétrico en € (D) contradiciendo nuestra

suposicion.

Caso ¢. Supongamos que k& > 7. Entonces tenemos lo siguiente:

1(c) Sea i € {0,...,k} NI, entonces (2, z;45) € A{D). Como (i+5)—i=1

mod 2, entonces (2, zi5) € A(D) 6 (245,2;) € A(D). Procediendo por
contradiceidn, supongamos que (zs,2) € A(D), entonces (2, 211, 2ita,
243, Zitd, Zits, 2;) €s un Cg de D que por hipdtesis es monocromdtico, sea
7 €{0,...,n} tal que u; = z entonces por la definicién de fndice principal,
Ujr1 € {Ziy1, %it2, Zid ), esto implica que exdste una ;. u;—trayectoria di-
rigida monocromdtica en D y por lo tanto (u;, u;41) es una flecha simétrica
de C' en €(D) contradiciendo nuestra suposicién. Por lo tanto (2, z45) €
A(D).

Sea 1 € {0,...%k} tal que i+ 5 € I, entonces {z;, z45) € A(D). Pro-

- cederemos por contradiccién, supongamos que (2;.5,2;) € A(D), entonces

25y Zid 15 Zitny Zitd, Zita, Zies, 2) €5 un Cg-de D que por hipdtesis es monocro-

méatico, sea § € {0,...,n} tal que u; = zy5 entonces por la definicién

- de indice principal, uj_1 € {zi41, Ziy3, 2i+a}, esto implica que existe una

3(c)

- Procederemos. por contradiccion, supongamos que (2, 2p)-€ - A(D) para

ujuj_ ~~trayectoria dirigida monocromética en D y por lo tanto {u;_1, u,)
es una flecha simétrica de C en € (D) contradiciendo nuestra suposicion.
Por lo tanto (z;, zi15) € A (D).

(29, zi) €2 A(D)-para cualquier 1 € {5,...,k — 2} tal que iv=:1 (mod4}. -

i+ algunarices {5y, k — 2} tal que ¢ = 1 (mod4). ~Como 0 € I, por 1(c)

(zp,25) € A(D), entonces ¢ > 9. Sea ip = min{i € {5 ...,k —6}/i =

- 1(mod4) v {2z, 20) € A(D)}, entonces (25, 2i521) € A(D), (20, 2;) €

o A(D)y (zig+4:20) € A(D). - Sea c*? = (20 Bigy Zig+1s Zigh2s Zig+s: Zigtd,
“rzg)y @2res un Cg -de” D que por hipdtesis' e monocromadtico, supongamos

- que es de color 1, figura 4.28. Si 4y € I, entonces z;, = u; para algin
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7 € {5,...,n—6} y por construccién de C* ujr1 € {2zig41, Zig42, Zigra}, €0
cualquier caso C? contiene una u;+1U;—trayectoria dirigida monocromati-
ca en D lo que implica que (u;, % 4+1) es una flecha simétrica de C en
€ (D), contradiciendo nuestra suposicién. Supongamos que iy ¢ I, por 1
{io — 3,ip — 2,ip — 1,4} NI, # &, entonces {ig — 3,40 — 2,90 — 1} N L, # ¢,
sea l € {ig—3,ip—2,ip~1} N1 ¥ sea u; € V{C) tal que u; = z, en-
tonces por 1((::)- (2, 2105) € A(D) y 1 +5 € {io+ 2,40 + 3,1 + 4}, esto im-
plica que C° = (254, C", 21) U (21, 2125) U (2145, O, Ziga) U (Zigra, 20, 2ig—4)
es un Cg de D pues {zi,—4, C*, 2ig+a) U (Zig+4, 20, 2ip—s) €5 Un camino di-
rigido cerrado de D de longitud 10, por hipétesis C® es monocromatico, -
como (2,44, 20) € A(C?) N A(C?) entonces C® es de color 1 {en la figu-
ra 4.29 se muestra el caso en el que | = %5 — 3). Ahora por construc-
cién de C' i1 € {241, Zie2, Zipat © {Zig—2 Zig—1s Zigs Zigt1, Zig+2, Zig+a }r
st w1 € {Zi: Zigk 1, Zig42, Zigya} entonces (2y, C7,20) U (20,C%, 21 = uy)
contiene una uﬁlu;—trayectoria dirigida monocromdtica en D lo que im-
plica que (u;, u;41) es una flecha simétrica de .C en € (D), contradiciendo -
nuestra suposicién. Supongamos entonces que i € {zg9, 251}, sea
i1 € {io—2,% — 1}-tal que ujy; = z;, entonces por 1c) (2, z,.5) €
A(D) donde 2,45 € {zigas, Zigra}, ast C* = (24,0, z,) U (Ziy5 2i,45) U
(21,45, O Zig4a) U (Zig1a, 20, 2ig-a) €8 un Cg de D pues (z,—y, Ct, 2;500) U
(Zig+4; 20, Zig—a) €8 Un camino dirigido cerrado de D' de longitud 10, por
hipétesis C* es monocromdtico y como (zy44,25) € A(C*) N A(C?) en-
tonces C* es de color 1 (en la figura 4.30 se muestra el caso en el que i; =
~ fg — 1 con:t = dp — 3). Notemos que u; € V (C%), por lo tanto- existe
- una U4 u;—trayectoria dirigida monocromdética en D lo que implica que
1y, uj41) 65 una ﬂe_cha_sinﬁétrica de C en.€ (D), contradiciendo nuestra
.. suposicién. _ ‘ o : L
4(c) (21,29) & A (D) para cualquier™ & {3,...,k — 4} tal que i.= &k mod4.
- -8i i =ik {mod4), como k= 1 mod2 entonces 1 — 0.=-l.mod?2, por
L cel Lems 4. 1-tenemos que (29, %) € A(D) 6.(z;2). €. ALD).;. Proce
.;'?1?:diéndb‘:f;p’_cir:z.:.écmtradiccién, supongamos que (2p;2;) - €. ALE); para. algu-
.nai € {3,.,k—4} tal que ¢ = k mod4. . Como (z44,2) € A(D)
- ‘entorices-i: <k — 8. Sea 49 = max{i € -{7,...;k—4}/i.=:k (mod 4)
¥ {20,2i-4) € A(D)}, entonces (zo,2;,-4) € A(D), (2,20) € A(D) ¥
' ..(Zio+4~;:§o)v-€~f1,(D)-- Sea C? = (20, 2ig—4, Zi-3+ Fig- 21 Zig~1, Zigr 20)s C° €8 i

e Gy derD que por hipdtesis es:monocromético, supongamosique.es de color 1,
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40-3
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- Figura 4.29

fipura 4.31. Siig € J, entonces ¥, = i, para algin j € {3,...,n — 4} y por
construccién de Ctuj_y € {235, z;d';g;zi0_4}5 en cualquier caso C? con-
tiene una wju,_1—trayectoria dirigida Tmonocromética en D lo que implica
que (uj—1,u;) es una flecha simétrica de C' en € (D), contradiciendo nuestra

suposicién. Supongamos que i & T,, éntonces por I {ig — 3,4p — 2,15 — 1}N

L # ¢ seal € {ip = 3,4y~ 2,40 =1} Ny, es decir u; = z para algin u; €
=V {C), entontes por:1{c) (z),.ziy5) € ALD) y 1+ 5-€{ip + 2,40 + 3,40 + 4},

westo implica due CF= (2,57 CYyz) Wiz, 2us) U (2ies;, O, 2igaa) U (25504, 26,

zip_4) esun Cy de D pues (2,4, C, Zip4a) U (24,44, Z0, Zip—4) €8 un camino

cerrade de P de-lomgitid 10, por hipétesis € esmonocromdtico, ‘como
coizy, 4y _g) €0 ALCEEN A(CP) entonces C® es dé «color 1, la figura 4.32
* “anuestra el caso en el que {'= iy — 3. Ahora uJH € {ziv1: 248,204 C

] {"2‘,‘2-0-_‘;'2, Zig—1, Zipy Zigia ,.Z{'U;.Q,Zid+3}: 81 Uja € {Z«j_b'_gn,n Zib;lj,,-z-io} entonces (G5
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Figura 4.30

contiene una w;;1u;—trayectoria dirigida monocromética en D lo que impli-
ca que (u;,u;+1) es una flecha simétrica de C en € (D), contradiciendo nues-
tra suposicidon. Supongamos entonces que wji1 € {Zig41, Zigt2, Zigr3 }; 568
i1 € {io + 1,15 + 2,7 + 3} tal que u;11 = z;,, entonces por (2) (2;,-5,2;,) €
A (D) donde z;,—5 € {zig—a, Zig—3: Zig—2 }» 881 C* = (2494, C1, 25,5} U (21,5,
23 )U (23, CF, 2ig+4) U{ 2ig 14, 20, 2ig—4) €5 un Cg de D pues (2,_g, C?, 2i524) U
(Zip+4: 20, Z4g—-4) €8 un camino dirigido:cerrado de I} de longitud 10, por
hipétesis C* es monocromdtico, como (zg, 7;,-4) € A (C*)MA (C?) entonces
C* es de color 1, la figura 4.33 muestra el caso en el que i, = iy + 1 con
| = ig — 3. Entonces (uj+1 = 2, C% 2iy..a) U (2552, C%, 21 = u;) contiene
una uj4.1u;—trayectoria dirigida monocromdtica en D lo que implica que
(j,;541) es una flecha simétrica de C' en €(D), contradiciendo nuestra

suposicion.

Figura 4.31
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Figura 4.33

- Ahora analicemos los siguientes casos:
- Subcaso c.1-Supongamos que & = 1 (mod4). Como 0 € I, por 2(c) (zp_4, 20) € A(D),
- porotro lado k — 4 =1 (mod 4) entonces por 3(c) (20, 2zx_4) € A (D) pero
" ‘esto es una contradiccién pues D es un torneo bipartito y por lo tanto no
tiene flechas simétricas.
<1 Subeasotc.2 Supongamos que k = 3 (mod4). Entonces tenemos:
S BeR) (Brz) € A (DY para cualquier i €.{3,...,k — 4} tal que i = 3 (mod 4). Si
o ¢ = 3 (mod4) como k = 3 (mod4) entonces i = k (mod4), aplicando e}
4(c) tenemos que (z;,20) € A (D). _
Andlogamente a:lo demostrado para z, en los incisos 3(c) y 5(c.2) tenemos:

- 6(c.2) (2i ;) € A(D) paré cualesquiera i, j € {0,...,k} talesquei € [y j—i=1

S = T (mod 4). Sea ri@ {01, ...,n} tal que u, = z, renombramos los vértices
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de C de tal forma que el ciclo inicie en u,, uniendo las correspoﬂdientes
trayectorias entre los vértices de C obtenemos un camine dirigido cerrado
CT = (%0, Z1, -, 2, Z0) que es igual a C'con los vértices renombrados de la
siguiente manera: para cada t € {0,..., k} tenemos z; = z;44, asi Zp = z;.
Aplicamos 3(c) y obtenemos que (%0,%:) € A(D) sit =1 (mod4). Sea
j €40,...k} tal que j — ¢ = 1 (mod4) entonces (%, %;_;) € A(D), como

Zo = 2 Y Zj—i = 2; entonces (2;,2;) € A(D).

7(c.2) (2;,2) € A(D) para cualesquierai,j € {0, ..., k} tales quei € I,y j~i =3
(mod4). Procediendo de la misma manera que en 6{c.2) para obtener
C* y aplicando 5(c.2) obtenemos (Z;, %) € A(D) si t = 3 {(mod4). Sea
7 €{0,...k} tal que j — i = 3 (mod4) entonces (Z;_;,%) € 4(D), como
Zo = 2; ¥ Zj—; = #; entonces (z;,z;) € A(D). ‘

Ahora probaremos:

8(c.2) (z,2-3) € A(D) para cualquier ¢ € {0,...,k}. Procederemos por con-
tradiccién, supongamos que (z-3,2) € A(D) para algin ¢ € {0,...,k}.
Como 7 — (i — 3) = 3 (mod 4) por 7(c.2) i —3 ¢ 1, y como (i —3) —i=1.

" (mod4) por 6(c.2) i ¢ I. Ahora por I{i—3,i~2,:1— 1,4} N1, #¢, por
~ o anterior {i—2,i —1} N I, # ¢, de aqui se desprenden 2 casos.

" Caso 8(¢.2)a. Supongamos que i — 2 € I, Sea j € {0, ,n} tal que z-9 = u;. Co-
mo i+ 1~ (i —2) = 3 (mod4) entonces por 7(c.2) (2zi11, 22 = uy) €
~A(D), por otro lado (5 —5) — (i — 2) = 1 (mod4) entonces por 6(c.2)
(2i_9,2i-5) € A(D). Sea C? = (Uy = 22, Zi_5, Zi—ay Zi-3s Zi» Zig1, Zied =
25}, €% cs un Cg de I que por hipétesis es monocromdtico supongamos
que es de color 1. Por construccién de CF wuyy € ‘{Z-L'_B,Zir_Li,z-,:_g}. ]
Como 1 — 3 ¢ I, entonces u;—; # 2j-3. 'Si u;; = z;_4, entonces )

{uj 1,1} C V{(C?) y por lo tanto existe una w;u;_—trayectoria di-

rigida monocroniética en D y en consecuencia (u;.1,1;) es una flecha

simétrica de C' en € (D), conttadiciendo nuestra suposicién, figura 4.34.

* . Entonces u;_; = z;_g, como (i * 1) ~ (i — 8) =3 {mod 4) entonces por
7(c.2) (2is1, Zimg = uj_1) € A (D). Sea C3 = (w1 = 2i-q; 2ii5: Zi_g, Zi-3,

Ziy Zitl: Fieg = uj—1), C* es un Cg de D que por hipétesis es monocromaéti-

co, y como-(z.3,2) € A(C%) N A{C? entonces C* es de:color 1,

. figura 4.35.. Entonces (u; = 29,07 2i41) U (2301, g = Ujo1) es
una i;u;oy—irayectoria-dirigida -monocromética en L)y por.lo tanto-.

(u;.1,u;) es-una flecha simétrica de C en € (D), contradiciendo, nuestra

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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suposicién, por lo tanto este caso no es posible.

Zia 2=l

Figura 4.35

Caso 8(c.2)b Supongamos que ¢ — 1 € I,. Sea 7 € {0, ...‘, n} tal que z_; = u;. Co-

mo i 4 2 — (i — 1) = 3 (mod4) entonces por 7(c.2) (ziz0,21 = u;) €
A(D), por-otrolado (¢ —4) ~ (i~ 1} = 1 (mbd 4) entonces por 6(c.2) -
(zi—1,2i—4) € A(D). Sea C% = (uj = 2i1, Zi—s, 2i-3, 2, Zisls B4, Zic1 =
u;), C* esun Cg de D que por hipétesis es monocromético supongamos
que es de color 1. Por construccién de C! wjpy € {2, 2zi41, 243}, Como
i ¢ I, entonces uj.1 # 2. Sitj41 = 241, entonces {u;, uj .1} C V()
y por lo tanto.existe una wu;41%;—trayectoria dirigida monocrométi-
ca.en D vy en consecuencia (uj u;y;) es una flecha simétrica de C

en €(D), contradiciendo nuestra suposicién, figura 4.36. Entonces

ey = Ziyasicomo (i—4) — (i +3) = 1 (mod4) entonces por 6(c.2)

o ,-(ﬂj+1 = Zj:y, ?i,—:;) € A(D). Sea 3 = (tjs = Zit3, Zimdy Zi-3y. 2y Ti+l,

2y Zipy = ), C2es un Cg de D que por hipétesis es monocromati- ..

co, ¥y eomoi{z_3,2) € A(C*)N A(C?) entonces C* es de color 1, .

~figura 4.37..; Entonces (uj,1 = 243, Zi-a) U (2ing, C? zjey - = ;) €9

=

una uj.1u;—trayectoria dirigida monocromdtica en D) y por lo tanto

vty Uyag ) es.una-flecha simétrica.de C'.en € (D), contradiciendo nuestra |
...suposicidn, por lo tanto este caso-tampoco es pds.ible. Concluimos que

(25 2i-3). € A (D) para cualquier £ € {0, kb

FRETE IR

Terminamos la prueba con los siguientestincisos,” "+ * " oo
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Figura 4.37

En C! debe existir algiin cambio de color, es decir para algin i € {0, ..., k},

(241,21) ¥ (2, 2+1) son de colores distintos. En caso contrario C! seria

monocromético y per lo.tanto todas las flechas de C serfan simétricas en

¢ (D), contradiciendo nuestra suposicidn.

Sii e {0,..,k} yson de colores distintos (z;_1,2) ¥ (2 201) entonces]

i€l Por I {i = 3,4—2,i— 1,2} NI, # ¢, sea rg = min{r € {0,1,2,3} /
i—r € I,}. Seaj € {0,1,..,n} tal que z_,, = u;, tenemos entonces

u; € {23,202 %-1,%}. Por construccién de C* tenemos qﬁé Ujii €

{Zicrgt1; Zimrprds Zimrgea} C {2i22, 2io1, Zi, Zir 1y Zivd, Zinvs, Ziya ). Considére~

mos { € {5 —rq 1,7 =15+ 2,7 — g -+ 4} tal que uj41 = 7, por la'alécdidn

=1

deryy comol € I 9_5 {1 —2,i— 1,1} es decir u;41 € {zi41, ZI+2,21+3,21+4} »

~ Sila trayectorm T es de longltud 4 entonces es monocromsatica ¥ en Corse:

* cuencia ‘no puede’ contene_z a la vez a las flechas (73, 2) v (2, %y%) es-

“to.implica quez; = ‘u; ¥ Ziia = Uj41, POT lotanto ¢ € . " Si"T; es

TS CoN
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. de longitud T entonces z = ujy es decir'i € I, Supongamos que Ty

es “de longltud 2 entonces 'u,J = {z:1 1,2}, 8l uj = 374 entonces u3+1 =

ziit, por=8(c.2)’ (zl+o 4i4) € A(D), sea o = (uy = zz,l,zz,zHl T

CUing, Zita, Zie1 = i), C% esun Oy que por hi otesm es 1- caszmonocromatlco
FH1r<it+2y < 1 ' 4 3

“tonces (= 241, Zim) ¥ (2i32, Zim1 = ) son del mismo color; esto 1111ph—

“eaqueexiste una uyg u;—trayectoria monocromética en D y por-lo tanto

() es' una flecha mmetnca de:€ en C(D), contradiciendo nuestra

Crifidira 4L38‘;7-Céiﬁ0:'ilas fechas (zz 112 Y (2, 2541) son’ de dlferente color ens
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suposicién, por lo tanto #; = 2; y en consecuencia 1 € I,

2 5 BT Us
/'—m\
] -
Uj=2.; 0z ®Zu
Figura 4.38

Supongamos que (2z;-1,2;) ¥ (2i, 2;+1) son de colores distintos digamos 1 ¥
2 respectivamerte, entonces:

11{c.2) {i—1,i+1} NI, = ¢. Por 10(c.2) i € I,, supongamos que z = u;
para algiin 7 € {0,1,...,n}. Supongamos que ¢ — 1 € I, entonces por
construccién de C! z_; = u;_;. Por 8(c.2) {z9,2i.1) € A{D), sea
C? = (z) = W1, % = Uj, Zip1, Zig2, Zi1), O° €s un Cy que por hipéte-
sis es 1-casimonocromadtico, como las flechas (z;1,2) ¥ (2, 2z41) son de
color 1 y 2 respectivamente, entonces (2.1, zip2) ¥ (Zi4o, zi_lj son del mis-
mo color a con a € {1,2}, figura 4.39, si @ = 2 entonces (2z; = u;, 241, Zit2,
éz‘-1 = uj_l) es una .ﬁjuj'_l——trayectoria dirigida monocromética en D y por. 3
lo tanto (uj_1,u;) es una flecha simétrica de C' en € (D), contradiciendo - -
nuestra suposicic’m,- por lo tanto @ = 1, por 10(c.2) ¢ + 1 € I, entonces 'pbr

* construccion de C ziy = uji1, entonces (Ujr1 = 21, Zigo, Zi—1, % =.U5) 1
es una uji1u;—trayectoria dirigida monocromética en D y por lo tanto
{u;, uj11) €s una flecha simétrica de C en € (D), contradiciendo nuestra su--
posicién, por lo tanto #—1 ¢ I,. Supongamos ahora que i+ 1 € I, entonces -
por construccién-de Cl .z = wuye1. Por 8(c.2) (2zi41.2i2) € A(D), sea.
C? = (249, 2i—1, 7 =y, Zix1' = Uj41, Zima); C° es un Cy que por hipStesis es- -

1-casimonocromdtico, como as flechas (z;1,2;) ¥ {2, zi21) son de color 1y~ - .-
2 respectivamente entonces: (2,41, zi-2) ¥ (Zi-2, 2i—1) son del mismo color b ey -
con b € {1,2}, figura 440,551 b = 1 entonces {141 = Ziy1, Zilo, Zi—1, 2 = Uj) &

es una’ uj+'1uj~t-raye‘ctoria»‘difigida monocromdtica en Dy por lo tanto

- (uy,ujs) es'una flecha simétrica de €' en'€(D), contradiciendo nuestya.:-
" suposici6n,por lo tantoh =-2spér 10(c.2) =21 € I, pero esto noses posibles i,
pues acabamos de obtenér que i—1 & I, por lo tanto {i — 1,1+ 111, =¢. -

- 12(c.2) (zi11, Zis) eside color-2.4En:caso contrario (z;; zip1) ¥ (2ie1; 2ixs) serfan-derv s
' diferente color y por 10(c.2) tendrfamos que i + 1.€ I, pero esto contradice
11(c.2). - ' '

13(e.2) (zt-_gl,";zi-_-lz) .es'de color 1. En caso contrario. (Zi—dy2i-1) ¥ (Zi1,2 ) serfan de

rA
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Figura 4.40

diferente color y por 10(c.2) tendriamos que i — 1 € I, pero esto contradice
11{c.2).
El subtorneo H generado por-el. conjunto de vértices {z;_s, 221, 2, Zig1,

zi42} es un torneo ciclicamente 4-partito: Sean Vi = {z_g, 2142}, Vo =

Az h Va={a}y V= _{z,;+1}. Por definicién de C! existen en D las

flechas: (2-2,2-1), (212 %)y (2, 2i41) ¥ (2ix1, 242). Por otro lado por
8(c.2) existen en Drlas flechas: (2.2,21) ¥ {241, 2i—2). Entonces todo

- vértice de 1} es adyacente hacia todo vértice de Vi, la suma es tomada -

médulo 4, por-lo tanto H. es un torneo ciclicamente 4-partito. = -

Finalmente observemos que s 1a unién de los ciclos 02 v C® mencionados
en 11(c.2). En C? tenemos que (zi_1, 2;) es de ‘color 1 y son de color 2 las
flechas {2;, zi21) ¥ (Zi41, Zi42), como C? es 1-casimonocromatico entonces la

flecha (z;19;2,.1) es de color 2. Por otro'lado en C° tenemos que (2;, Ziy1)

es de color 2 v.son de color 1 las flechas (zz“a, zi—1) ¥ (zi21,2), como C%es - -
1-casimonocromético entonces la ﬂecha (Zz+1, Zi 2) es de color 1, ﬁgma 441, 5

" Asi H tiene 3 flechas de‘color 1 y 3 ﬂechas decolor 2, pero esto contiadice la - s
hipétesis. de que todo subtorneo mchcamente 4-partito de orden 5.de I es=i-ee

9-casimonocromético. Con esta contradiccion finalizamos la prueba; por lo#s v o

tanto todo ciclo de €{D) tiene al menos una flecha simétrica y esto implica

que € (D) es nucleo perfecta. Aplicando el Teorema 1.54 obtenemos que D

tiene micleo p01 trayvectorias monocromatlcas
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Figura 4.41

Por 1ltimo mostraremos la importancia de las hipdtesis del Teorema anterior,

algunas de ellas resultan ser esenciales.

Nota 4.10 Fl siguiente torneo bipartito muestra que st en el Teorema 4.8 eliminamos
la hz’bo’tesis de que todo Cy sea 1-casimonocromdtico entonces la cerradura transiti-
va de D no necesariamente es nicleo perfecta. Sea D el ciclo dirigido (u, v, w, z,u)
donde las flechas (u,v) y (v, w) tienen asignado el color 1, lu flecha (w, ) el color 2y
la flecha (z,u) el color 8. D es un Cy que no es 1-casimonocromdtico y satisface por
vacuidad que todo -subtorneo ciclicamente 4-partito de orden § es 2-casimonocromdtico
y todo Cyg es monocromdético. € (D), la cerradura transitiva de D es igual a D unidn
la flecha (u,w) de color 1. El tridngulo dirigido (u,w,z,u) es una subdigrifica in-
" Hucida de € (D) que no tiene nicleo, por lo tanto € (D) no es micleo perfecta, figura
i.42. A partir de esta digrdfica construimos la siguiente familia infinita de torneos
bipartitos Dy, tales que en ellos todo subtorneo ciclicamente 4-partito de orden 5 es
2-casimonocromdtico, todo Cg es monocromdtico v cuya cerradura transitiva no es
nticleo perfecta. Para cada n € N, sea D, la digrifica que se obliene a partir de
L} al aumentar n vértices nuevos z,za, ..., 2, ¥ las Jlechas de color 3 desde éstos
© wértices hacia w y 1w, figura 4.43. D, es un torneo bipartito donde la biparticién
correspondiente es {V1,Va} con Vi = {u,w} y Va = {z,v,21,22,..., 2}, D es el dnico
Cy que posee Dy, y no es 1-casimonocromdtico ademds Dy satisface por vacuidad que
‘todo subtorned ciclicamente 4-partito de orden & es 2-casimonocromdtico y todo Cy es
--nm?iq_t:rﬁmd-ti-c:o: La cerradura transitiva de Dy contiene como subdigréfica inducida
al trigngulo dirigido (v, w,z,u) que no tiene nicleo, porilo-tanto C{D,) no es nicleo

perfecta. ~

~ Nota . 4.11 En esta nota mostramos que si en el Teorema 4.9 eliminamos la hipdtesis
~de’ que todo Cs sea monocromdtico, entonces la cerradura transitiva de D no nece-

‘sdriamente es nicleo perfecta. Sea D el torneo bipartito 3-coloreado considerado en la
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Figura 4.43

Nota 4.5. En D el ciclo (u, z,v,y,w, z,u) es un Cy que no es monocromdtico. Todo Cy
de D es 1—casimonocromdtico. Es fdcil ver que los torneos ciclicamente 4-partitos no
. contienen torneos bipartitos transitivos de orden 4 (1T es un torneo bipartito transitivo
51 {(vi,va), {va,vs), (vs, 04} C A (D) dmplica (v, vg) € A(D)), en D tencmos que la
eliminacidn de cualguier vértice produce un subtorneo bipartilo de orden 5 que posee
un torneo bipartito-transitivo de orden 4 y por lo tanto no es ciclicamente 4-partito,
- ast, por vacuidad tenemos que todo subtorneo de D ciclicamente 4 -partito de orden §
- e 2-easimonocromdtico. Como vimos en la Nota 4.5:C (D) no es micleo perfecm La

: famzlm infinita de torneos.bipartitos Dy, descritos en dicha nota también safzsface gue

©cencellos todo Cy es 1- caszmonocmmataco todo subtorneo de D cfclzcamente 4- partzto =

ide orden 5 es 2-casimonocromdtico, no-todo Cg es monocromdtico v cuya cermclum
transitiva no es nicleo perfecta.

Nota 4.12 FEi siguiente torneo bipartito muestra que si en el Teorema 4.9 elimi-
" namos la hipdtesis-de . que todo subtorneo- ciclicamente 4-partito de orden 5 seq-2-

casimonocromdtico entonces no todo ciclo dirigide de la cerradura transitiva de D
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tiene elguna flecha simétrica por lo que no es posible demostrar que €(D) sea nii-
cleo perfecta usando el mismo procedimiento que en la demostracion del Teorema 4.9.
As? queda como una pregunie abierta si las condiciones de que todo Cy en D sea
" I-casimonocromdtico y todo Cg en D sea monocromdtico son suficientes para con-
cluir gue €{D) es nicleo perfecta. Sea D el torneo ciclicarnente 4-partito tal que
V(D) =WVUVoaUVWsUVy, para cade it € {1,2,3,4} V; = {u;, v} v desde cualquier
vértice de V; existe flecha hacia cualgquier vértice de Vi.,, la suma es tomada mddulo
4. A las flechas de D les asignamos los colores 1 y 2 como se muestra en la figura
4.44. No es dificil ver que en D todo Cy es 1— casimonocromdtico y como en [} no hay
ciclos dirigidos de orden 6 entonces por vacuidad todo Cg de D es monocromdtico. £l
subtorneo de D generado por {uy,us, us, ua, v} s un torneo ciclicamente {-partito
‘ ”.c'ie;orden 5 que tiene 3 flechas de color 1 y 8 flechas de color 2, pb'r lo tanto no es 2-
,,‘_caszmonocmmdtzco Ahora, en € (DY el ciclo dirigido C' = (uy, uz, v1,v3) €5 asiméiri-

'co Andlogamente a los contraejemplos anteriores es posible construir una fomilia

s .--.mﬁmta de torneos bipartitos D, tales que en ellos todo Cy es 1— casimonocromdtico,

) ;ogio Cg de D es monocromdtico, no todo subtorneo ciclicamente 4-partito de orden &

;m‘és 2-casimonocromdtico y no todo ciclo dirigido de € (D) tiene al menos una flecha

v szmetm_ca.

el

Figura 4.447-En la- ﬁgum s’ muestra. en (L(D la subdigrafica inducida por V(C’) donde

C= (1’1,1’3,u1u3,v1) B
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Problemas Abiertos

L Qué otras digraficas coloreadas, ademds de los torneos bipartitos, con todo €}

monocromético satisfacen que su cerradura transitiva es micleo perfecta?

. Qué otras digréficas coloreadas, ademds de los torneos bipartitos, bajo las
hipétesis del Teorema 4.9 satisfacen que su cerradura transitiva es nutcleo per-

fecta?

Si D es un torneo bipartito m—coloreado tal que todo Cy es casimonocromético

y todo Cs es monocromdtico, jentonces € (D) es micleo perfecta?

Para los torneos bipartitos coloreados y tratando de usar una técnica similar

- a la empleada en los teoremas 4.4 y 4.9 jqué otras condiciones pueden pedirse

sobre sus ciclos dirigidos pequefios y/o subtorneos pequefios que impliquen que

su cerradura transitiva sea niicleo perfecta?
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Capitulo 5

Operaciones en Digraficas
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En este capftulo presentamos varias operaciones en digréficas m-—coloreadas y sn

relacién con la existencia de micleo por trayectorias monocromaéticas. En la mayoria

de los casos, la existencia de miicleo por trayectorias monocromaticas se preserva bajo

la operacién, en algunos casos existe miicleo por trayectorias monocromadticas aiin
cuando la digrédfica original no lo tiene. '

En (37], J. Topp estudia la ex1sten01a de nucleos en dlgra,ﬁcas obtenlda.s a partir
de otlas aphcando ciertas operaciones. Las operaciones que contempla dicho articulo
son: la digrafica subdlvlsldn la digrdfica media, la digréfica total y la dJD‘raﬁca de
Iineas.

En [25], H. Galeana Sa’mchez v L. Pastrana Ramlrez definen para la dlo‘ra_ﬁca de
lineas de una digrafica m—coloreada un tipo de m— —coloracion v prueban que bajo
ciertas condiciones de la digréfica, el nimero de niicleos por trayectorias monocromdti-
cas de la digrafica de Ifmeas bajo esa m—coloracion es igual al mimero de micleos por

trayectorias monocromdticas de la digrdafica original..

En la seccién 5.1, a partir :de una digrdfica m—coloreada D - (p051b1emente in- -

finita) definimos la digrafica subdivisién de D, 5(D), y probamos que la digrafica .

subdivisién siempre tiene micleo por. trayectorias monocrométicas si /2 no contiene .. : .

‘trayectorias infinitas exterioes...En-la seccién 5.2 generalizamos el concepto de di= i -

grafica subdivisién obteniende: lar-digre’nﬁca, S§'{D), y en la seccion -5.3 a partiride ..« -

S’( ) deﬁmmos la digréfica:m=coloreada R’ (D), probamos que ambas- digraficas: ;5. .

tienen nucleo p01 tla,yectorlas monocromaticas si D no tiene trayectorias infinitas

" exteriores usardo el primer resultado. En las secciones 5.4 y 5.5 definimos las digrafi-« . -

cas m—coloreadas digrédfica.media y digrdfica total respectivamente de una digrdfica

- um—coloreada; probamos que el mimero de nicleos por-trayectorias menoeromdticas:

‘de'una digrifica m—coloreada es menor o igual al nimero de nicleos por-trayectorias:
127
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monocromdticas de la digréfica media y la digrafica total. Ademds damos condiciones

suficientes para que estos mimeros sean iguales.

__En [21] H. Galeana Sdnchez y V. Neumann Lara prueban que cualquier grafica
m{'icleo perfecta es una subdigrafica inducida de una digréfica nicleo imperfecta critica

(ghoréﬂca sin niicleo pero que toda subdigréfica propia inducida tiene nucleo) mé&s

.{.:LUIl de un ntmero infinito de ellas. Tomando como referencla el trabajo anterior,

en la seccién 5.6 definimos una extension de digraficas m—coloreadas que preserva

cleos por trayectorias monocromdticas.

T ¢ Varios autores mds han estudiado operaciones con digrdficas y su relacién con

 la existencia de ntcleos como son: M. Blidia, P. Duchet, H. Jacob, I. Maffray v
H. Meyniel [6]; H. Galeana Sénchez [14] v H. Galeana Sénchez y V. Neumann Lara
22, 23, 24].

5.1 . .La Digrafica Subdivis_ic’rn de una Digiﬁéﬁca m-Coloreada

En [37] se demuestra que la digrafica subdivisién de Cua.lquier digrafica siempre tiene
nucleo ien esta seccién definimos la digrafica subdivisién de una digrafica m-coloreada |
¥ pzobamos que tiene miicleo por trayectorias monocromaticas si la dxgréﬁca. original
no contiene trayectorias dirigidas monocrométicas infinitas exteriores.

Si D= (V(D),A(D)) es una digrafica m-coloreada, definimos las funciones I'p,
Tps Tpl, Tph de V(D) a P(V (D)) (conjunto potencia de V (D)) de la siguiente
forma: ‘

para dﬁdlquiér u €V (D),

Tp(u) = {veV(D)/(uv)eAD)} .

Tpi(u) = {veV(D)/(u,v) € A(D) y (u,v) es de color i}
T () = {veV(D)/(wweAD)} ..

I'ps(u) = {veV(D)/(v,v) € A(D) y{v,u) esdecolori}.

JEINER) :otemos que una: dwraﬁca D queda totalmente deﬁmda descrlblendo su conJunto
de veértices y la funcién T p 6 la funcidon r p.enelcaso en que la dlgré.ﬂca esté coloreada
| SiUcVv(D), deﬁmmos FD(U) U FD( e

uEU

T

w Definicidn 5.1 Dada:D una digrdfica m-coloreadan, definimos la digrdfica subdi-
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wistdn.S (D) de D, como la digrifica m-coloreada tal que. '

V(S(D) = V(IDUAD) v
{ {2} x Tpy(z) siz eV (D),

Fso)i(z) = {v} siz=(u,v) € A(D) yve 'og (1)

Observemos que si 2 es un vértice de la digrafica subdivisién y x corresponde a
un vértice de D entonces z es adyacente hacia las flechas que inciden desde z en D
conservando el color de éstas, y que si z corresponde a una flecha de D entonces = solo
es adyacente hacia el vértice que es el extremo final de z en D conservando el color
de x. Considerando la representacién grifica de D podemos considerar que S (D)
se obtiene a partir de D cambiando cada flecha por una trayectoria de longitud dos
del mismo color que la flecha, es decir cada flecha se divide en dos flechas del mismo

color, en la figura 5.1 mostramos un ejemnplo.

D v S(D) v '
2]
A A
/N
; : (v (v,w)
\ /N
L Oe———@ .<_*'_°<—,0 .
(1 2 1 U 3 (w,'ﬂ-) R T
Figura 5.1
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En e] ejemplo anterior vemos que [ es una digrifica que no tiene micleo por

fieiy

traycetorias monocromdticas sin embargo, la digrdfica subdivisién de D, 5 (D), s
tiene micleo por trayectorias monocromdticas, mds avin A (D) es el tinico nicleo por

trayectorias monocromiticas de S (D).

5.1.1 Relaciones de Equivalencia y: Ordenes ;.

Para la prueba de nuestro?resﬁltado‘=pri11Cipa1~-hacemos uso de los concept.os de or- - ¢

den parcial, a continuacién: mecionamos las-definiciones y-resuitados necesarios. con

respecto a esto, algunos de los resultados se incluyen sin demostracién por-ser de uso

comun.

Definicidén 5.2 Una relacion binaric R en A, que es una relacion refleziva, . anti-

stmétrice, y-transitiva es {lamada un orden parcial de A.- Bl par (A; R)-es-llamado - .

un conjunto. parcialmente ordenado.
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aRb puede leerse "a es menor o igual que b”, o "b es mayor o igual que a” en el
orden parcial E. Asi, todo elemento de A es menor o igual que el mismo. Si @ es
menor o igual que b, vy, al mismo tiempo & es menor o igual que a, @ = b. Finalmente,
si a es menor o ignal que b v b es menor o igual que ¢, a tiene que ser menor o igual
que c.

Los simbolos < o = se usan frecuentemente para denotar ordenes.

En algunos casos es conveniente una descripcién diferente de orden. Por ejemplo,
en lugar de la relacién < entre ntmeros, preferimos la relacién < (menor estricto).

Cualquier orden puede ser descrito en cualquiera de estas dos formas.

Definicién 5.3 Una relacidn binaria S en A es asimétrica si para cualesquiera
a,be A, aSh implica que bSa no se cumple en A. Esto es, aSbh y bSa nunca pueden

ser ambas verdaderas.

* Definicién 5.4 Una relacidn binaria S en A, es un orden estricto si es asimétrica

y - transitiva.

El siguiente teorema, establece relaciones entre 6rdenes y 6rdenes estrictos.

T(l:aorema 5.5

1

gt R T Tl T BTN n t

(a) Sea R un orden parcial de A; entonces la relacion S definida en A por
aSh si y solo si aRb ya#b
es un orden estricto de A.
(a) Sea S un orden estrictb de A; entonces la Teiacié'd R deﬁnﬁda en A j)or
aRb sz'yso’lp siaSboa=1"5 |
es un -‘OT'dQTL pq*f"cia{ d.e. A
' Decimos' que 1 ‘orden estricto S corresponde al orden R y viceversa: ¢ -

El siguiente teorema hace uso del Lema de Zorn.

+

Teorema 5.6 Sea (X, <) un congunto parcialmente ordenado tal que toda cadena
estd acotada-inferiormente, entonces X ‘tieiie elementos minimales y para- cualquier

z € X, existe y un elemento minimal tal qgue y < z.
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Demostracidén. - Definimos < la 81gu1e11te relacién entre los elementos de X,
sean z,y € X, decimos que z < y si y solo si y < z. Veamos que = es un orden
parcial en X. Como < es un orden parcial en X, entonces < es una relacién reflexiva,

antisimétrica y transitiva.

1. % es reflexiva. Como < es reflexiva entonces £ < z para todo z '€ X, entonces

por definicién de <, z < z para todo z € X, por lo tanto < es reflexiva.

2. < es antisimétrica. Sean z,y € X tales que z < ¥y ¥ ¥ < z, por definicién de =,
y<zvyzry, como < esantisimétrica, entonces ¥y = z, es decir z = y, por lo

tanto = es antisimétrica.

3. < es'transitiva. Sean z,y,2z € X tales que v < ¥ ¥ ¥ < z, por definicién de < ,
y<zxyz<y, esdecirz<yyy <z como < es transitiva, entonces z < z,

por definicién de <, z < z, por lo tanto < es transitiva.

Asf, por (a), (b) y (c) ‘es un orden parcial en X.

Ahora veamos “que toda cadena de (X, x), estd acotada superiormente. . Sea C

una cadena de (X,=), sean z,y € C entonces z X ¥ 0 ¥ < z, por definicién de <
tenemos que y < z o T < y, esto implica que C' también es una cadena de (X, <),
' por hipdtesis ¢ est4 acotada inferiormente, es decir, existe y € X tal que v < z.para
todo z € C, por definicién de <, z < y para todo x € C, esto implica que ¥ es una

cota superior de C. Por lo tanto toda cadena de (X, %), estd acotada superiol"ment.e;

Con lo anterior y'por el Lema de Zorn, (X, =) tiene elementos maximales. Sea

y un elemento maximal de (X, =), esto es, no existe © € X tal que y < 2, porila

definicién de <, tenemos que no existe z € X tal que z <y, entonces y es un elemonto

minimal de (X, <). Por lo tanto en (X, <) existen elementos minimales. '
Ahora sea v € X, veamos que existe un elemento minimal y de (X, <) tal que

y <z Sea B = {zeX:/z<2}, (B,<) es un conjunto parcialmente ordenado.

Sea C' una cadena de:(B;<); C también es una cadena de (X, <), entonces C'-éstd | *

acotada 111fer10rmente en- Xy sea ’L‘ cX una cota mfcnm de C) esto es :r: < ¢para

todo ¢ i C . como peua todo ceC, ¢ < 2, por la tradsitividad de < z < 7; esto"

implica que ' € B, por lo tanto ¢ estd acotada inferioemente en B. Entonces toda
cadena de (B, <) estd acotada inferiormente, por la primera parte de este teorema,

B tiene:elementos minimales, sea ¢ un elemento minimal. de-8:.-Supongamos que y

10 es_elemento mimmal .de X, entonces existe 2" € X tal que ™ < y; como.y € B,.-

entonces y < z; por-la transitividad de <, 2z’ < z, entonces.z”.€ B, péro esto es una

TESIS CON
FALLA DE QRIGEN
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contradiccién pues 2 < y e ¥ es un elemento minimal de B, por lo tanto y es un

elemento minmal de X tal quey < z. ®

5.1.2 Nucleos por Trayectorias Monocromaiticas de la Digrafica Subdi-

visién de una Digrafica m-Coloreada.

En esta parte consideramos digréficas posiblemente infinitas. También hacemos refe-
rencia a la definicién de trayectoria infinita exterior dada en el Capitulo 2, Definicién

2.5. El siguiente lema resulta ttil para la demostracién del Teorema 5.8.

Lema 5.7 Sea D una digrdfica m—coloreada y sea S (D) la digrifica subdivision de
D. Seana,b,c € V(5(D)) tales queb € A(D), a # b y b # ¢, supongamos que existen
en S(D), Ty una ab—trayectoria dirigida monocromdtica y To unae be—trayectoria

. dirigida monocromdtica, entonces T y T3 son del mismo color.

. Demostracién. Supongamos que b es la flecha (u,v) de D. Por construccién
S de S(D),—fg(%D)'(b) = {u} y I'sip) (b) = {v}, como a # by b # c, entonces T} y T3
B "7 son de longitud positiva, entonces (u,b) € A(T}) v (b,v) € A(Ty), por definicién de
0 “ S{D} ambas flechas son:del mismo color , entonces 71 y T3 son del mismo color. &

Teorema 5.8 Sea D una digrdifica m— coloreada y sea S (D) la digrifica subdivision

de D. Supongamos que en D no existen trayectorias dirtgidas monocremdticas infini-

y tas exteriores, entonces S (D) tiene nicleo por trayectorias monocromdticas.

Demostracién. * Primero demostraremos gue en S {D) no existen trayectorias
monoeromdaticas infinitas exteriores. Procederemos por contradiceidn, supongamos
que T = (x,), oy €5 una trayectoria infinita exterior de color ¢ de S (D): Por definicién .-
de S (D), T és una sucesion alternada de vértices y aristas de D, por lo tanto T
contiene una subsucesién de vértices de I y una subsucesién. de aristas de:D. Sea.

={n e Njzie &(D)Y} v sea TV:= (T\ {z,/n € J}),; T es la subsucesién de T

TESES CON
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-quecontiene st V(TR0 (D), que como ya dijimos es infinita, v:como:por-definicion
+:de S(D) para‘cadan€ J, n > 2 x; es'la fecha (2,_y,m;41) de: Dty es-de color 4,

entonces 7' es una trayectoria infinita exterior de color ¢ de 1, lo cual no es posible.

Por-lo tanto ‘ens8-(2) no existen trayéctorias monocromiticas infinitas exteriores.

zivEmvel resto‘de la prieba nos encontraremios frecuentemente-conuniones de trayec-

“torias qiie résultan wi-camino dirigido, por el Teorema 1.36:€l cual dice que todo.; =+ -

“Luw=caminosdirigido contiene una uwu—trayectoria dirigida; itenemos que tal camino «.::
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dirigido contiene una trayectoria dirigida que conecta a sus extremos, este hecho lo
mencionaremos sin tanto detalle diciendo que. la union' de trayectorias de este tipo
contiene una trayectoria dirigida. _

Supongamos ahora que A(D) # ¢. Definimos en A (D) las siguientes relaciones

binarias, =3 y ~. Sean a,b € A(D), decimos que @ X b si en S (D) existe alguna,

ba--trayectoria dirigida monocromatica, y ¢ ~ bsta 2 by b 32 a, es decir si en
. §(D) existe alguna ba—trayectoria dirigida monocromdtica y alguna ab—trayectoria
dirigida monocromdtica. Demostraremos que 3 es reflexiva y transitiva, y que ~ es

una relacién de equivalencia en A (D).

1. Zesreflexiva. Seaa € A(D), (@) es una ca—trayectoria dirigida monocromética

en S (D), por lo tanto o 2 a, es decir 3 es reflexiva.

- 2. 3 esitransitiva. Sean a,b,c € A(D), talesquea Zbyb3c Sia=bob=c

entonces a 3 c. Supongamos que ¢ % by b # ¢, entonces existen en S (D),

11 una ba—trayectoria dirigida monocromatica y 15 una ch—trayectoria dirigida - _
monocromética. Por el Lema 5.7, Ty y T3 son del mismo color. Por lo tanto”

75U Ty contiene una ca—trayectoria dirigida monocromadtica, lo que implica que:

a 3 ¢, por lo tanto 3 es transitiva.

3. ~ es reflexiva. Sea g € A(D), como 3 es reflexiva, entonces a 3 a, asi'a ~.a,.

por lo tanto ~ es reflexiva.

4. ~es simétrica. Sean a,b€e A (D), tales que a ~ b, esto implica que a 3 by que

b= a,entonces b 3 aya b, asi b~ g, por lo tanto ~ es simétrica.

5. ~ es transitivae. Sean o, b, € A (D), tales que a ~ b y b ~ ¢, esto implica que

a3bbZa,b3layed b, como 3 es transitiva, a T by & = ¢ implican que

@ 3¢, por otro lado.¢c 30y b 3 a implican que ¢ 3 a, asf por definicién:de ~

tenemos que a ~ ¢ Por lo tanto ~ es transitiva.

Por 3, 4 y'5 ~ e una relacidn de equivalencia

Consideremos ahora el-conjunto A4 (D) / ~ de todas las- clases de: eqmvalenm&

TESIS CON
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de A{D) maodulo ~;:denotaremos por 7 & la clase de equwalenma de a modulo T

Definamos la mgmente relacién binaria < en este conjunto
@< bsiysolosiadb.

Es decir @ < b si y-solo si existe en S (D) una ba—trayectoria dirigida menoeromética.
Veamos que esta relacidn.estd bien definida (es decir no-depende de los representantes

de las clases que se tomen) ¥ que es un orden parcial.en A (D) /v i
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6. < estd bien definida. Supongamos quea 3 bysead, b talesquea’ ~ay b ~b.
Como b ~ b, entonces b 3 b’ y como a 3 b, por la transitividad de =5, a 3 V.
Como a’i~ o entonces a' 2 a, esto dltimo junto con @ 3 ' y la transitividad de

3 implican que o’ 2 . Por lo tanto < estd bien definida.

7. < esreflexiva. Seaa € A(D)/ ~, 2 es reflexiva, es'decir a 3 a, entonces @ < @,

por lo tanto < es reflexiva.

8. < es transitiva. Sean @,5,¢ € A(D)/ ~, tales que @ < by b < C entonces
a 2byb = ¢ como 3 es transitiva, ¢ 3 ¢, entonces @ < ¢, por lo tanto < es

transitiva.

9. < es antisimétrica. Sean @,b € A(D)/ ~, tales que @ < b y b < @, entonces

a 3 byb 3 a, por definicién de ~, @ ~ b, entonces @ = b, por lo tanto < es -

antisimétrica,.

-Por 7, 8 y 9 < es un orden parcial en A (D). _
' Denotamos por < al ordenestricto correspondiente a <. Es decir @ < b siy

;‘;‘-SplO si@ <byad+#Db esto es si y sdlo si existe en S (D) una ba—trayectoria di- -

S ‘::‘r‘.igida monocromatica v a ~ b, es decir existe en S (D) una ba—trayectoria dirigida

moenocromatica y no existen ab—trayectorias dirigidas monocromdticas.

i - Ahora probaremos que toda cadena en A (D) / ~ estd acotada inferiormente, més
aun tiene minimo. Sea C' una cadena en A (D ) ] ~, procederemos por contradiccién.

',..‘Suponffa,mos que C' no tiene minimo. Sea @ € C, entonces existe a; € C tal que
i1 < @, como C no tiene minimo existe @z € C tal que @3 < @y, asf existe una sucesién
(@) ,en €0 C tal que para cada n € N, @y < @, y @7 < @, esto implica que para
cada n € N, existe T, en 5 (D) una a,a,4;—trayectoria dirigida monocromdtica
y 1] una aa;—trayectoria dirigida monocromatica. Probaremos primero que todas

‘estas trayectorias son del mismo color. Como @7 < @ entonces @; # @ y esto implica

‘que a; # a, andlogamente para cada n € N Tyl ;é ap, como ademds a, es el vértice
ﬁnal de T;, y el.vértice inicial de T}, 1 entonces para cada n € N por el Lema 5.7,
T’ y T7 ., son del mismo colcn Por 10 tanto todas las trayectouas T’ son del mlsmo
Color

Supongamos que 1 es el color de las trayectonas T’ Probaremos por indueccién

TESIS CON |
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que para cada n € N se tiene:

:10.' ex1steynEV (5 (D)) .Y exlsten en S( ) n } wa+1 tales que .

(a) Ty es una ay 'n—trayectoria" 'dirig-ida de color i,
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(b) T, es una ynan4—trayectoria dirigida de color 4 contenida en 7., ;,
(¢) yn €V (T) NV (T}),
(d

) T,U T, esuna trayectorla dirigida ,
(e) sin 22, yp # vy paratodajgn—ly
)

(f) sin > 2, T, contiene a Tp,_1.

Para n = 1, supongamos que T, = (61 =211,212, -, 216, = Q) ¥ S€& 1] =
max{j € {1,2,...,k1} /21, € V(T]) }. Seay; = z1,, figura 5.2.

o/. 4y

' Tll, : ylf H.l ‘

HWH"’%H.’% \"e\

¢ ®
/

Tl‘ e"--... 4-'—0

Figura 5.2

Sean T4 = (a,7{,1n) y T3 = (w1, T3, a2), figura 5.3,entonces

(a) 71 es una ay:—trayectoria dirigida de color 7. Por definicién 7] es una
trayectoria dirigida que estd contenida en 7} y como 77 es de color %, en-
tonces Ty es nna oy, —trayectoria dirigida de eolor 4.

(b) T4 es una yjas—trayectoria dlrlﬂ'lda de color i contemda en 15, Esto es por

deﬁmmon de T

(c) v € V(T NV (T]). Estoes .pof la eleccién de y, ¥ por la definicién de 77.

- TESIS CON
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A{d) Ty UTY es una trayectoriadirigida. -Esto es por la-eleccién de 91, . como Ty i o ium

“estd contenida en' T} v T, :6std contenida en T3, 71U 73 es una trayectoria

dirigida de color 7. .

Para n = 2, supongamos que T3 = (a2 = 2o, 13 22,2, 001 22y =
. max{j €{1,2,.... ka} [y € V( 2} SeR Yo = 224, ﬁgura, 5.4.

Sean To = T1 U (y1, T3, yo) ¥ 15 = (¥2,13, as), figura 5.5, entonges . .- -

as) y sea iy =
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Figura 5.3

/N

1 T.
T 2
\
T f' * -
S>> 78> 51 17 "%o%
Figura 5.4

{a). T3 es ama ay,—trayectoria dirigida de color 7. Como 71 U TY es una trayec-
(a) na ay ?

toria dirigida de color 1 por el caso n = 1, entonces 75 es una trayectoria

dirigida de color 1.

(b) T3 es una ysas—trayectoria de dirigida color ¢ contenida en 73. Esto es por

{e)

deﬁnlcuin de T7.

pevV (Tz) s (T3). Por la eleccion de ya, y2 € V (17), pbf (b) del caso
n = 1, T} estd contenida en T3, por otro lado, por la definicién de T3,
y2 €V (13), por lo tanto yy € V (Ly) NV (43).

(d) ToU:Ty es una trayectoria dirigida . Por la eleccidén de ya, V (y1, Tz”l, y2) N

V{Ty) = {y2}. Supongamos que V(T) NV (13) # ¢, sea z € V(T1) N

- V(TY), entonees (as, T3, y2) U (v, T4, 2) U (2, 11,41} U (31, T4, @1) contiene

.+ -una ‘apa)—trayectoria dirigida de color 7, pero esto ¢s una contradiccion
.1+ 1pues@z < @y, por lo tanto V (Ty) NV (T3) # ¢ y en consecuencia ToUTY es

" -iuna.trayectoria dirigida y de color %, pues 73 y 73 son trayectorias dirigidas

(f)

de color 1.

yr # 1. Supongamos que y; = yg, entonces {as, 75,42 = 1) Y (v1, 75, a1)

contiene una asa;-—trayectoria dirigida de color i, pero esto es una con-
tradiccién pues @3 < @1, por lo tanto y1 # ys- -

T5 contiene a T1. Esto es por definicién de 75! -
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Figura 5.5

Supongamos ahora que si n > 2 entoncés para toda j = 1,..,n, existe y; €
V (S(D)) y existen en S (D) T; y T, tales que (figura. 5.6):

(a) T; es una ay;—trayectoria dirigida de color 1,
(b) T}, es una y;a,.—trayectoria dirigida de color ¢ contenida en 7

© w eV TNV (1) |
(

)
d} T3U T3, es una trayectoria dirigida,
(e)sij>2,y; #yprparatodak<j—1y
)

(f) sij = 2, T contiene a Tj_;.

Y, Y Y , a
e 50060 5030700 L g g lre g 500"

v vy ooy !
A ;
i AR 1
‘e ‘L.’, o %
o, a 3 ¢

1
a

Figura 5.6

Probaremos lo: correspondiente para 1 + 1.

Supongamos que TM2 (Bri1 = 200110 2012 oo Zndl oy = an-+9) v sea in+1 =04

max {j e {1, '2,-‘... n+‘1} /Zn-r1 5 S V (T )} Sea gy = er-I":n.H ﬁgura 5 7.

Sean Tni1 = T’“ Y (y”*’ ?ﬂﬁl'z'ynf'%).' _y.Tw = ‘(ym&l; Tn-h2=@n+2) ﬁv‘ura D. 8 en-,f- B
- tonces ' S o —

~ {a) Thyr-es una ay,q—trayectoria dirigida de color i. Como T, U T g esir e

una trayectoria dirigida de color i, por (d) de la hipétesis de induccién
-para-j-=:n-tenemos-que Iny es una trayectoria dirigida: de coler:¢ yiper
definicién va de ¢ a Ypr1- :
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Figura 5.7

(b) T%., es una yn+1an+g—trayectoria dirigida de color ¢ contenida en 7,

Esto es por definicién de T/ ,.

() Yn+1 € V {Lp41) N V( Y .1). Por la eleccién de Ynits Yns1 € V ( n+1) por
(b) de la hipdtesis de induccién 777, estd contenida en T;,.1, por otro lado
por la definicion de Ty, Yne1 € V (Tnat), por lo tanto gy, € V (Tt N
V( r,1+1)‘ '
- (d) ThsU T, es una trayectoria dirigida.. Por.la eleccién de yny1 tememos
C que V (yanH,ynH) NV (TY,) = {1} Supongamos que V (T,,) N
V(TI,) # ¢, seaz € V(T)NV (T,;’Tz) entonces (i1, Tpog Ynr1) U
(yn+1,Tn e z) U (2, T, ¥n) U (Yn, T2, @) contiene una an,.ia,—trayectoria .
dirigida de color i, pero esto es una contradiccién pues @,11 < @n, por-lo
tanto V (T, )NV (T}, ,) # ¢y en consecuencia T, ;1 UTY, 5 o5 una trayectoria

dirigida y de color ¢, pues T,,.; v T,/ son trayectorias dirigidas de color i,

(€} Ynr1 # y; para toda j§ _<; n. Procederemos por contradiccion; supongamos
que y; = Yn+1 Para alguna j < n. El inciso (f). de la hipétesis de induccién .
implica que T, contiene a TJ por {¢) de la hipotesis de induccidn y; € V {T})
v yn €.V (I), entonces y;iyn € V-(Ty). - Ast (an+11Tn+zuyn+1 = yJ) U

- (Wi, Toiya) U (Y, 0 ,a;,) contiene wna any10,—trayectoria dirigida de color. :
i, pero esto es una contradiccion pues @asT < @n, POr lo tanto Yi F Yntl

para toda j < n.

(f) Thye1 contiene a T,. Esto es.por definicién de T,,44.

Por lo tanto para toda n € N, se satisface 10.
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Sea I' = U Ty, T es una trayectoria dirigida de color ¢ en S (D) que contiene a yy,

T :
para toda n € N, es decir una trayectoria monocromética exterior infinita en S (D),

lo cual es una contradiqcibn. Conclufmos que C tiene elemento minimo. Por lo tanto
toda cadena de A (D)/ ~ tié_ne elemento minimo. Una consecuencia de esto y del
Teorema 5.6 es la existencia de elementos minimales en A (D) / ~.

Gonsideremos los elementos mif_iimales de A(D)/ ~ en el orden parcial <, y sea
N’ el conjunto formado por un representante de cada una de estas clases. Sea N =
fveV (D }/Tp (v) =¢yu{a€ N'/T'p (Tspy (a)) # ¢}, es decir V. estd formado por
todos los vértices que. son terminales en D (y por lo tanto en S (D)) unién el conjunto

de elementos de N* cuyos vecinos exteriores en S (D ) no son vértices terrinales de - -

. D. Mostraremos que .V es un nucleo por trayectorias dirigidas monocromédticas de
S(D)}.
Observemos primero que:

11. Sia € A(D)yT'p (Tspy (a)} = ¢ entonces @ = {a} y‘deslminimallde A{D) /[ ~.

Sea a € A(D) y supongamos que existe en S (D), T nna (mw—tr?yc(‘tm'ia rlirigida 3

monocromética de longitud al menos dos. Por definicién de S{D ‘I‘g )l =
1y Uspjlay C V (D), sea v € V (D) tal que T'sp; (a) = {v}, como.la longitud
. de T es al menos dos entonces 7' contiene internamente a v; esto implica que
" |Ps(oy (W)} 2 1; entonces [Tp (v)] = 1, es decir I'p (Tg(p) (@)} # ¢. Por lo
++ tanto st @€. 4 (B)) es tal que I'p (T's(py (a)). = ¢ entonces en.S(D):no existen

"~ TESTS CON
FALLA DE ORIGEN

‘< desdera trayectorias dirigidas monocrométicas deflongitud -mayor que dos, en  :

«+ particularsi:b-e-A (D) y b # @ entonces no“existen ab—trayectorias dirigidas

monocromaticas, por lo tanto @ = {a} y @ es minimal de A (D) / ~.

Por definicién de IV, tenemos que N CV{DYUA(D)=V(5(D)).

© 12 N -es ‘independiente por trayectorias dirigidas “monocrométicas.- Sean x,y £ -

- N, veamds que no existen en ${D) zy—trayectorias-dirigidas monocromdticas. - .-
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Tenemos 3 casos para e .

Caso 12(a) z,y €: A(D). Eneste caso z,y € N’ entonces T e I son elementos minimales
de A(D )/ ~ y son diferentes clases de equivalencia. Si existiera alguna
Ty—trayectoria dirigida monocromética en S (D), esto implicarfa que 7 < Z,
como T es minimal entonces T = 7 lo cual es una contradiecién, por lo tanto

no existen zy—trayectorias dirigidas monocromdticas en S (D).

Caso 12(b) z € V{D). Por definicién de N, I'p (z) = ¢, esto implica que I'gipy (z) = ¢.
Entonces no existen en S (D) trayectorias dirigidas que salgan de z, por lo

tanto no existen en S (D) zy—trayectorias dirigidas monocrométicas.

Caso 12(c) z € A.( D)eye V(D). Comoy e NNV (D) entonces FD( ) = ¢. Supon-
gamos que en S (D) existe T una zy—trayectoria dirigida monocrométi-
ca, T = (:c = 1, T2, ..., Iy = Y), por definicién de S (D), como y € V (D),

zy—1 € A(D) ademds Tgip) (ze-1) = {¥}, entonces T'p (Tspy (2x-1) =
é, por 11, Tgr = {ax_1} y TioT es un minimal de 4(D)/ ~. Aho-
ra, (z, T, mk 1) es una zzx.. 1 —trayectoria dii‘igi'da, monocromatica entonces
Zr—t < T, como T es un minimal de A( )/ ~pues z € NN A(D), en-
tonces :ck = T oMo mk 1= {wk 1} tenemos qué Tp_, = . Entonces
Tp (Ispy () = j) = ¢ pero esto es una contradlccnﬁn pues x € N
y por lo tanto I'p (PS( D){ z)) # ¢. Concluimos que no existen en S( )

xy—trayectorias dirigidas monocromadticas.

- Por lo tanto N es independiente por trayectorias dirigidas monocromdticas.

13. N es absorbente por trayeciorias dirigidas monocroméaticas. Consideremos z€

- V(S {D))\N veamos que existe alguna zN tra.yectorla, dlrlglda monocromatica

en S (D). Tenemos dos casos para z:

/" Caso 13(a) z € ‘A(D). Si Z es minimal de A (D}/ ~, 'pi:)r,‘deﬁnic.ic")‘nE de N', existe
noe s a €ZMNN'L Sia € N, entonces z 36 a y.icomo z ~ g entonces existe

B R en S'(D) una za—trayectoria dirigida.monocromdtica y por lo tanto una
ittt b 2N —trayectoria dirigida monocromatica. Si-a ¢ N, entonces por definicién
de N I'p (FS(D} (a)) = ¢, por 11 @-= {a}, por lo tanto z = a. Sea v €

V(D) tal que I'gipy (@) = {v}. Por definicién de N, v € N y por otro

lado:(z:= a, ) es una trayectoria dil'igida monocromdtica en S (D), por lo

tanto existe en S (D) una zN—trayectoria dirigida monocromdtica.” 81 Z

i no es‘minimal de. A{D)/ ~, por el Lema 5.6 existe a € A( ) a # 2z,
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tal que @ es minimal de A{D)/ .~ y @ < Z, esto implica que existe T
en S (D) una za—trayectoria dirigida monocromaética, si a € N_, entonc:es,g
T es una zN-—trayectoria dirigida monocromética en S (D). Sia ¢ N;
argumentando como en el paso anterior 7' = (a,v) es una aN —trayectorial .
dirigida monocromdtica en S (D) donde v € V' (D) y es tal que Igpy (a) = .
{v}, en particular a # v. Por el Lema 5.7 T'y T" son del mismo color, POI;:

lo tanto T'U 7" contiene una zN—trayectoria dirigida monocromatica en
S(D). N
Caso 13(b) z € V(D). Como z ¢ N por definicién de N, I'p(2) £ ¢ ¥ esto i-mplicé;” R
que Ig(py (2) # ¢. Sea a € I'gip) (2}, por definicién de S{D), a € A (D).
Sia € N entonces (z,a) es una zN —trayectoria dirigida monocromatica
en S (D). Supongamos que a ¢ N, por el caso anterior existe T en S (D)
una ar—trayectoria dirigida monocromética para algin z € N, I;-otemos
que @ # z. Por ¢l Lema 5.7 T' v la trayectoria (z,a) son del mismo color en
S (D), asf (z,a).U' T contiene una z:c—-trayectdria dirigida. monocromstica.
en S(D)conz € N. .‘ | |

-~Por lo tanto V es absorbente por trayectorias monocromaticas.

Concluimos que N es un nicleo por trayectorias monocrométicas de S (D). ®

A continuacién mostramos que no todo micleo por trayectorias monocromaticas
de la digrdfica subdivision es de la forma descrita en la demostracién del teorema
anterior. Sin embargo una condicidn suficiénte para que-esto ocurra, Teorema 5.10 es
que la digrédfica I no tenga ciclos dirigidos monocromaéticos, mds atin en este caso el

micleo de .S (D) es tnico.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

Nota 5.9 Consideremos un ciclo dirigido de longitud n monocromidtico como la di-
gmﬁca D, 5(D) la digrifica subdivision correspondiente es un ciclo dirigido de lon-
gz'zfuc_?:n monocromdtico. El nimero de micleos en S (D) que se obtienen segin la
demdstmcz’én del Teorema: 5.8 es 3, -uno-por. cada flecha de D, ya que todo el conjunto = 2.0+ .
A (D) es la dnica clase de :equz‘mieném mddulo ~. Sin embargo el nidmero total de' vves
niicleos de S (D) es'n pues cada vértice de S (D) forma un nicleo. En la figura 5.9 -+ -

se muestra el caso n = 3.

Teorema 5.10 Sea D una-digrdfica m—coloreada y sea S.(D) la digrifica subdivision - -~

de D. Supongamos gque en D) no existen trayectorias monocromdticas infinitas- exte-
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Figura 5.9 -

riores ni ciclos dirigidos monocromdticos, entonces S (D) tiene un Unico nicleo por

trayectorias monocromaticas.

Demostracién. Consideremos las relaciones ~ y < definidas en la demostracién
del Teorema 3.8. | | o

Veamos primero que toda clase dé equivalencia de A médulo ~ tiene exacta-
mente un elemento. Procederemos por contradicéién, supongar:llos que existen g, b €
A(D) tales que a # by a ~ b, entonces existen en S (D), T} una ab—trayectoria
monocromdtica y 7» una ba—trayectoria monocromética, por el Lema 5.7 Ty y To
tienen el mismo color; entonces 17 U735 es un camino dirigido cerrado monocromatico

o amsee+aque por el: Teorema:1.37 contiene un ciclo € dirigido que es monocromdtico. Sea

O=(C\eeV(@/acADY) U (Tshy(@) x T @),
: eV (CYNA(D)

es.decir a ' le quitamos todos los vértices que corresponden a flechas de D, quedando
asf solo los extremos de estas flechas y afiadimos para cada a la flecha desde el

" vecino interior de o en § (D) hacia su vecino extorior, ésta flecha del wnismo color

Que a, resultando asi C' un ciclo dirigido monocromatico en D. Con esto obtenemos
" una contradiccién. Por lo tanto cada clase de equivalencia de A médulo ~ tiene
exactamente un elemento. ‘

Lo anterior implica que se obtiene un tnico micleo por trayectorias monocromati-
icas de §(P) sigiiéndo la técnica de la demostracién del Teorema 5.8, sea N éste
aticleg. » i o e ‘ : o LT ‘
++ - Supengamos:que-N' también es micleo por trayectorias monocromsticas de S (D),
probaremos que N’ = N. Observemos primero gue:

1. Si-v es un vértice de D tal que I'p (v) = @, entonces v pertenece a cualquier

- omicleo de S (D). Como.Tp{v) = ¢ entonce Tgpy(v) = ¢ ¥ por lo tanto:o'.
-pertenece a cualquier micleo de S (D). | o
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Sea z € N. 8iz € V(D), como N es un nicleo de S (D) obtenido como se
describe en el Teorema 5.8, entonces I'p (z) = ¢, por lz € N'. Siz € A (D), par la
construccién de N, T la clase de equivalencia de x mdédulo ~, es una clase minimal
de (A(D)/~,<). Supongamos que z ¢ N', como N’ es niicleo por trayectorias
monocrométicas de S (D), existe una zz’—trayectoria monocromdtica en S {D)} para
algin 2' € N', esto implica que 2' < Z, como T es una clase minimal de (A (D) / ~, <),
entonces 7 = T, como cada clase de equivalencia solo tiene un elemento, entonces
z' = z, pero esto es una contradiccién pues habiamos supuesto que = ¢ N'. Por lo
tanto z € N'. Con esto concluimos que N < N,

~ Ahora sea &' € N'. Supongamos que 2’ ¢ N, entonces existe una z'z—trayectoria
monocromatica en S (D) para algin z € N. Como N C N’ entorces z € N', asf
tenemos que z, 2’ € N’ pero esto no es posible pues V' es independiente por trayecto-
rias monocrométicas en .S (D) por ser nicleo por trayectorias monocromdticas. Por
lo tanto ' € N. Conclufimos que N C N.
“ Por lo tanto N = N.

El siguiente contraejemplo muestra que €l regreso del teorema anterior no es vilido.

Nota 5.11. La-digrdfica D de la ﬁgum 5.10 contiene un ciclo dirigidé monocromdtico.
* Veamos que la digrifica subdivision correspondiente tiene un dnico nicleo por trayecto-
rias onocromdticas, a saber {{v, ), {z,v)}. No es dificil ver que N = {{v,z), (z,v)}
es nicleo por trayectorias monocromdiicas de S (D). Supongamos que N' es cualquier
otro micleo por trayectorias monocromdticas de S (D). Si N' no contiene o (v, T),
como la Unica trayectoria dirigida monocromdiica desde (v, ) es hacia T, entonces
debe pertenecer a-N'. Como desde cualquier vértice del ciclo hay trayectoria dirigi-
da monocromatica hacia z, y desde  hay trayectoria dirigida monocromaética hacia
- (z,v) entonces N’ = {z}, pero N' no es absorbente por trayectorias monocromidti-
cas pues desde (z,v) no hay trayectorias dirigidas monocremdticas hacia x. Por lo

tanto N" debe contener a (v,z). {(v, z)} absorbe por trayectorias monocromdticas o

todos los:vértices.de S (D) excepto a x y (z,v). £ & N pués hay trayectoria dz’fz'gz‘da
-+ monoeromdtica desde (v, ) hacia z. (z,v) debe pertenecer a N' pues l.:ié:'otm modo. N

no absorberia por trayectorias monocromaticas a x. For lo tanto' N' = "= N. Conclut-
mos que S (D) tiene un tnico nicleo. Por lo tanto la condicion de la no existencia

de r'zclos dirigidos TOTOCTOTALICOS en D en el Teorema .10 no es necesaria pare que

S (D) tefnga un Unico nucleo por trayectorias monocmmatzcas
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5.2 Una Generalizacién de la Dlgraﬁca Subdivisién de una
Digrafica m-Coloreada

En esta parte presentamos una generahzacmn de la digréfica subdivisién de una
digrafica m—coloreada y demostramos que siempre tiene micleo por trayectorlas
monocrométicas si la digrafica orlgmal no tlene trayectorlas monocromaticas mﬁmtas

exterlcres

Definicién 5.12 Sea D una digrdfica m—coloreada y sea S (D) la digrafica- subdi-
wsion de D. Definimos la digrdfica m—coloreada 5’ (D) como sigue:

(DY =8 (D)\ {(u,a) Ja € A(D) yu es extremo inicial de a}U |J B,
| | acA(D)

donde {f8,/a € A(D)} es un sistema de trayectorias. dirigidas monocromdticas tales
que sia € A(D) ya = {u,v) entonces: | ‘

- (i) B, es una ua—itrayectoria del mismo color de la flecha (u,a) en S{D),

(%)( B\ {u) N V(s ( {u a} y
.(m} sib#a, (V (8 )\{u})ﬂV(ﬁb) ¢

Es decir S (D) se obtiene a partlr de S (D) eliminando para cada a € A(D) lal |
"ﬂec;ha que incide haeiad o yen-su 1uga1 pPOonemos una trewectorla dlrlcuda del mismo
color que la flecha. elmunada ‘Esto es lo mismo que a partir de D se Sustltuya cada
" flecha de D por -una;trayectorlcm chrlglda de longltud al menos dos del mismo color

- que la flecha, en el caso de que cada una de estas trayectorias sea de longitud dos, se
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obtiene la digréfica S(D). La figura 5.11 muestra un ejemplo de una digréfica S’ (D)
correspondiente a la digrdfica D de la figura 5.1, La definicién de S (D) la hemos

pregentado de la forma anterior para facilitar su manejo.

S1D) (1,0)

T o7

-
LA
Y
S

(wu)

. Figura 5.11
Teorema 5.13 Sea D una digrifica m—coloreada. Si D no tiene trayectorias mono-
cromdticas infinitas exteriores, entonces la digrifica §' (D} tiene nicleo por trayecto-

rias monocromdticas.

Demostracién.: .+ Por el Teorema 5.8 la digréfica. subdivisién de D, S.(D), -
tiene nicleo por trayectorias monocromdticas. Sea N un ntcleo por trayectorias:
| monocromadticas de S (-D)-.‘ Probaremos que N es un micleo por trayectorias monocro- -
mdticas de §' (D). Sia.= (u,v). € A(D) y lalongitud de §, es al menos dos, definimos

la trayectoria 3, = 8,\ {u, a}, notemos que V (5,) NV (S (D)) = ¢.

1. NV es independiente por trayectorias monocromaticas en S’ (D). Sean x,y € N,

- supongamos.que exite 7% en S’ (D) una zy—trayectoria dirigida monocromdtica. =

Como N es independiente-por trayectorias monocromdticas en.S { D), entornices: -

7" no es una trayectoria: dirigida en § (D), entonces existe a = (u,v) € A(D),
tal que la longitud de f,-es.al menos dos y V (7'} NV (8,) # ¢. Como {z,y}C *
V (S (D)) entonces-(V.(T)\ {z,y)}) NV (6,) # 6. Sea z € (V (T")\ {z,y}) Fr-s.
V (3,) #'¢, comozi ¢ {z;y} entonces [1";1.(3” =1 =|PT:(z)],de la. definicién. .+
de S’.’(D)-'te_memos:que‘e(I‘g,I(b'),(z)‘ = \FEWz)\ =1= T, (z}\ = l[-‘-s-;;.(f;)-{z)"“..{;sv
entonces P‘g: (2) UTg (2} € V(T"), esto implica que toda la trayectoria 8, =

estd contenida en 77.-Sea A" = {a € A(D)/ la longitud de-.3, es al menos.. -

dosy V(T') NV (B.) # ¢} ysea T = _(T”\ ( Uv (ﬁ;))) U {{x,a) de color

o ac A’

i) e = {uyv)-€:Ale d.es el color de 55}, T .esiina ay—trayectoria-dirigida -

. monocromatica en 5.(D), lo cual es una eontradiccién pues ¢,y € :Noy:IV es un .
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micleo por trayectorias monocrométicas de S (D). Entonces en S’ (D) no existen
zy—trayectorias dirigidas monocromdticas. Por lo tanto N es independiente por

trayectorias monocromaticas en S’ (D). .

2. N es absorbente por trayectorias monocrométicas en $’ (D). Consideremos z €
V (8" (D)) \N, veamos que existe alguna zN —trayectoria dirigida monocromdti-
caen S’ (D). Siz & V(S(D)}), entonces por ser V un nicleo por trayectorias
monocrométicas de S (D) existe T una z/N —trayectoria dirigida monocromati-

caen S(D). Sea TV = T\{{u,b)/ b € A(D} nV(T)} U U B, T

: bEA(DINV(T)
es una zIN~trayectoria dirigida monocromdtica en 5'(D). Supongamos en-

tonces que z ¢ V (S (D)), entonces existe a = (u,v) € A(D), tal que la lon-
- gitud de S, es al menos dos y z € V (8,). Tenemos que a € V (S(D)), si
a € N, entonces (z,0,,a) es una zN—trayectoria dirigida monocromética en
5'(D). Sia ¢ N, como N es nicleo por trayectorias monocromdticas de S (D),
‘entonces existe 7' una ‘alN--trayectoria dirigida moenocromatica en S (D), sea

T =T\{(u,0) /b€ A(D)NV(T) }U U B, T es una aN—trayectoria
7 bE ANV (T . .
- :dirigida monocromética en 8’ (D), entonces (z, 8,, a)UT" es una zN —trayectoria

i dirigida monocromdtica en 5 { D). Por lo tanto N es absorbente por trayectorias

- monocromaticas.

Conclufmos que /N es un niicleo por trayectorias monocromticas de S’ (D). m
'Anglogamente al Teorema 5.10, una digrédfica S’ (D) tiene un unico micleo por

. trayectorias monocroméaticas si D no tiene ciclos dirigidos monocromaticos.

Teorema 5.14: Sea L) una digrifica m—coloreada. 51 D no tiene trayectorias mono-

‘cromdticas infinitas exteriores ni ciclos dirigidos monocromdticos, entonces S’ (D)

- tiene un dnico nicleo por trayectorias monocromdticas.

“ -1 Demostracién.  Mostraremos primero que si D no contiene ciclos dirigidos

. F inenocromdticos; entonces S' () tampoco. Procedéremos por contradiccion, supon-

v Cgames que C' es un ciclo dirigido monocrométics en S (D). Sea

C= (c_'\ y V(ﬁ;J) U (Tl (@) % Tsmy (@)

o agV(CNA(D) / eEVIGINA(D)- * -

donde 3% = 8,\usi a'= (u,v) para alginv € V (D), es decir, si a = (u,v) € V (0N

" A(D), a C! le quitamos la trayectoria §; excepto el vértice inicial, quedando.asi.sélo ...

u y'v, y anadimios una flecha’ desde u hacia vi7ésta flecha del mismo.color que §,, -
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resultando asi C un ciclo dirigido monocromdtico en D, lo cual s una contradiccion,

por lo tanto S’ (D) no contiene ciclos dirigidos monocromaticos.

- Por el Teorema 5.10 S (D) tiene un tinico micleo por trayectorias monocromaéticas

N. Por el Teorema 5.13 NV también es nticleo por trayectorias monocromdaticas de

S'(D).

Primero mostraremos que:

1. Todo nticleo por trayectorias monocromaticas de S’ (D) también lo es de S (D).

Sea N’ un nicleo por trayectorias monocrométicas de S'-(D).

L1 N'CV(S(D))=V(D)UA(D). Supongamos que existe z € N'\(V (D)U

1.2

A (D)), entonces existe a = (u,v) € A(D), tal que z € V (8,) \ {v,a}. Sea
iel color de a en D, entonces G, es de color . Sea Ty = (z,8,,a), 71 es una
za—trayectoria dirigida de color 7 en S' (D), como . € N' y N es un niicleo
por trayectorias monocrométicas de S (1)), entonces a ‘¢ N'. Entonces
existe 2’ € N’ y Ty una az’—trayectoria dirigida monocromética en S' (D),

en particular a # ', .como gpy (a) = {v} entonces.(a,v) € A(Ty) y ésta .

-flecha es de color 7, asi 13 es de color 4. Siz = z' entonces 73 U T es un

camino dirigido cerrado monocromédtico que por el Teorema 1.37 contiene

amn ciclo dirigido y éste es monocromético, pero esto es una contradiceidn.

Supongamos que = # z’, entonces 73 U 75 es una camino dirigido que por

.el Teorema 1.36 contiene una zz’'—trayectoria dirigida y ésta es de color'i,

pero esto es una contradiceidn pues z € N, z' € Ny N’ es'un micleo por
trayectorias monocromaticas de 57 (D). Por lo tanto N' C V(D) U A (D).

-N' es ihdependiente por trayectorias monocrométicasen S (D). Seanz,y &

- Niy supongamos que existe T una zy—irayectoria dirigida monocromati-

ca en S(D). Sea T' = T\{(u,a)/ac A(D) NV (T)}Uu U Bay

. REA(DINV(T)

: ET és una 1y Y= trayectorla dmglda monocromética en "§(D ) ‘pero esto no

L es p081ble pues N'- es mdependlente poz trayectorlas monocromatlcas en:‘ \‘

1.3

= VS (DDAN, comoV(S.(D)) € V(S (D)) vy N' es absorbente por trayee- - -

's'(D).

N' es’ absorbente por trayectorias monocromdticas en §(D). Sea z €

_torias monocromadticas en S’ (D} entonces existe 7" una z/V'~trayectoria

. «irigida monocromgtica en S’ (D). Sea. T\ = ( e ( 1 V8 )) U {(usa).

ac A’

~ “decolor i / a = (u,v)-€ A’ e es el color de 3;}; Tres una zN'—trayectoria
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dirigida monocromética en S (D). Por lo tanto N es un conjunto absorbente

por trayectorias monocrométicas en S (D).

Por 1.2 y 1.3 tenemos que N’ es miicleo por trayectorias monocromaticas de
S (D). Es decir todo niicleo por trayectorias monocromaticas de S’ (D) también
lo es de S (D). '

Ahora, como N es el dnico micleo por trayectorias monocromdticas de S (D)
entonces cualquier miicleo por trayectorias monocromadticas de S’ (D) es igual a V.

Por lo tanto S’ (D) tiene un dnico micleo por trayectorias monocromaticas. m

5.3 La Digréafica R (D)

En {37] se define a partir de una digréfica D, una nueva digrifica denotada por R (D)
y se prueba que siempre tiene micleo. En esta parte definimos la digréfica R' (D) que

es una generalizacién de la digréfica anterior para una digrafica’ I) m—coloreada y

probamos que tiene nicleo por trayectorias monocromaticas si ) no contiene trayec- - ::

torias monocromaticas infinitas exteriores, esto como una consecuencia inmediata del - :

Teorema 5.13.

Definicién _5.l.1.5._Sea D una digréfica.m—coloreada. Dada una digrifica S’ (D) de s

D, d'eﬁmmos la ccrr*respoﬁdi_ente digréfica R/ (D) de I, como la digrifica m-coloreada

tal que

R(D)=S(D)UDU | A,

a€A(D)

donde para cada o € A{D) sia ={u,v) y es de color i entonces A, es un conjunto -

de Bu—flechas de color i donde B =V (8,) \ {u, a}.

- Es decir R’ (D) se obtiene a.partir de.S' (D) afiadiendo una copia de’D, y si- 2w

a € A(D), a = (u,v) y.es:de color 4; se afiaden algunas flechas de color ¢ o:ningunai:
desde los vértices He lairespectivatiayectoria 4,\ {w,a} hacia v. En la figura 5.12
mostramos un ejemplo:de -una.digréfica. 4 D) obtenida a.partir de la digrédfiea .5 (D

de la figura 5.11.

- Mostraremos que-la-cérradura-tramsitiva de la digrdfica R/ (D) es isomorfa a la- o e

cerradura transitiva de la.digrdfica S’ (D) de la cual se.obtiene y por lo tanto.si Dina:s, - - -

- ‘tierte travectorias- monoecromadticas-infinitas exteriorégientonces R’ {(P)-tiene nicleds
W > H

por. trayectorias monocrométicas:. -
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Figura 5.12

Teorema 5.16 Consideremos una digrdfica ' (D) de una digrdﬁba m—coloreadn D.
Si R (D) es obtenida a partir de S' (D} entonces € (5 (D)) = €(R' (D)).

‘ Demostracién. Como: R’ (D) =8(D)uDuU |[J A, entonces €(5 (D)) es
: acA(D)

u;‘.ﬁa.‘subdigrél.ﬁca de € (R (D)), Ahora veamos que €(R' (D)) es una subdigréﬁcéh: de

€(5'(D)). . A
Mostraremos primero que R'(D) es una subdigréfica de €(5'(D)). De la defini-

cién de R’ (D) basta mostrar que A U - U A, € A(€(S'(D))) donde A = {a € |

aeA{D)
A(R'(D))/a € A(D)}  Sea a € A(R'(D)) tal que a € A(D), SUPONgAmos que

"a = (u,v)es dé colors, y.que A, = (u'=zq, .., =a), sea 7 € {0,.5% =71},

entonces (zj,0,,a) U-{a,v) es una z;u—trayectoria dirigida de color i en S’ (D},

por lo tanto-(z;,v) € A(C(S"(D))), en particular {a} UA, C A(C(S'(D))), asi

AU | A CA(C(S (D)) Porlo tanto R’ (D) es una subdigréfica de € (5" (D)).
acA(D) :

Por el Teovema 1.53 la carradura trausitiva de la cerradwa transitiva de uoa diged-

fica m—coloreada es igtlal‘a. la-cerradura transitiva de la digrifica, esto implica que
¢ (R (D)) es una subdigrifica de € (S’ (D). Por lo tanto € {5’ (D)) = C(R' (D)) =

Corolario 5:17 Seq Duna -digréﬁca m—coloreada. St R'(D) es.obtenida o :partir de

S (D), ento?zées S (D)yR’ (D) tienen el mismo nimero de niicleos pp%"_- tmyectomas ,_

monocromidticas. ‘En particular:si D no tiene trayectorias infinitas exteriores entonces -

R/ (D) tiene nicleo por trayectorias monocromdticas.

Demostracién. . De acuerdo al Teorema 1.54 el nimero de nicleos por trayecto-

rias mnonocrométicas-de: una- digréfica coloreada es igual al' mimero dé-niicleos de:su

cerradura-transitiva.y: dado que € (5" (D))= € (R’ (D}) por el Teorema 5:16, entonces.

S (D) iy RY{D)tienen el thismo mimero de niicleos por-trayectorias.monocromdti-

cas. Ahora, si-12 no-tiene trayectdfias infinitas exteriores, por.el Teorema 5.13 S (D)

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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' tiene micleo por trayectorias monocromsticas, por lo anterior R’ (D) tiene miicleo por -
trayectorias monocromdticas. m 7
Por dltimo, otra consecuencia del Teorema 5.16 es la unicidad del micleo por
trayectorias monocrométicas de una digrifica R’ (D) cuando D no tiene ciclos di-
: rigidos monocromaticos ademas de no tener trayectorias monocromdticas infinitas

exteriores.

Corolario 5.18 Sea D wuna digrifica m—coloreada. Supongamos que D no tiene
trayectorias monocromdticas infinitas exteriores ni ciclos dirigidos monocromdticos.
Consideremos una digrdfica S'(D) de la digrifica D, si R' (D) es obtenida o partir
de S’ (D), entonces R' (D) tiene un dnico micleo ;bqr trayectorias monocromdticas.

Demostracién. : Por el Teorema 5.13, 5’ (D) tiene un tinico micleo por trayecto-

‘rias monocrométicas entonces por el Corolario 5.17 R’ (D) tiene un.tinico micleo por

.-« ‘trayectorias monocromsgticas. =

54 La Digrafica Media de una Digrafica m-Coloreada -

“En [37] se demuestra.que la digréfica media de cualquier digrafica siempre tiene nicleo,

“en esta seccién definimos la digréfica media de una digréfica m-coloreada y probamos

que tiene-niicleo por:trayectorias monocrométicas si la digréfica original lo tiene.
En [25] se define la-digrdfica de lineas de una digréfica y la coloracién interna de

la digrdfica de lineas de una digrifica m—coloreada.

Definicion 5:19 Lo d’ibmﬁca' de lineas de une digrdfica D es la digrifica L (D) tal
que V (L (D)) (D) ‘¢ para cualesquiera h,k € V (L (D)) existe la flecha (h, k) en
L(D) siy “s6lo si lo cowespondwntes arcos h y k inducen una- tmyectoma, dirigida

en D £s deczr et ea:tremo ﬁnal de h es el ‘extremo inicial de'k.

D‘eﬁﬁicién‘f-5.20‘?Sezi"D‘s-ﬂﬁa:f'd-igrdﬁcd mi-coloreada y L (D) st digrdfica:de.lineas;
la m-coloracion interna de L (D) es la coloracion de flechas de L (D) definida a
S coptinuacidn: - i hessina flecha de D de eolor ¢ entonces: cualquier flecha de L (D)
de la forma (z;h) -en L (D) también tiene.color c. ‘ '

Definiciéii-5.21% Dada D una digrdficami-coloreada, definiimos'la - digrafica media
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@ (D) de D, como la digrifica m-coloreada tal que

V@QW) = V(DUAD) y -
{z} xTp;(z) siz eV (D),

Towpyi(z) = {v} siz=(u,v) € A(D) yvelp;(u)
{o} xTp;(v) siz=(u,v)c A(D).

Gréficamente podernos_ considerar que ¢} (D) se obtiene a partir de la digréfica.
subdivisién S (D) de D, definida en la seccion 5.1, aniadiendo sobre los vértices de
S (D) que corresponden a flechas de D la digréfica de lineas de. D> con la coloracién

- interna. En la figura 5.13 mostramos la digrdfica media de la digi'éﬁca D de la figura
5.1, '

(D) o

] il
, /N -
>0 (v w) o
o
/e__. o 54
< o
(wu) * ¥ =

Figura 5.13

| FALLA DE ORIGEN

En el ejemplo anterior. vemos que D y @ () no tienen nicleo por trayectorias
- monocromaticas. En el Teorema 5.26 demostramos que si D tiene niicleo por. trayec-
torias monocrométicas entonces @ (D) también. Para la demostracién de éste teore-
ma resultan ttiles los 51gu1e11tes lemas que se refieren a algunas’ relamones entre una
: dzglaﬁcn m—coloreada vy su digréfica media.

Lema 5.22 Sea .D.jzl'dna'digrdﬁca m—coloreada. Sia,be A(D)y T.e"s und ab—irayec-
toria-dirigida-de-color i+ de longitud minima en Q (D) entonces V ( ) C A (D)

- Demostracién.: Procederemos por contradiccién, supongamos que 7

:(

o= I,

Tay s Zp = b)yrquepara algin § €2, ..,k — 1} a; ¢ A(D), es decit TV (D).

Por definicién de @ (D), xj_1 ¥ %41 corresponden a flechas de D de color ¢ y para

algunos u, v &V (D)t = (u,2;)y i = (z,v), nuevamerite:por-definicién
de Q (D) tenemos que {(Tjl1,2441) ‘es una fecha de Q {D) de color-i. Por lo tanto

T = (TN\wj)U (21, Tj41) €s una ab~trayectoria dirigida de colorden @ (D ) de menor

longitid qué T'lo cual es una contradiccion. Por lo tanto V(I3 A (D). .
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Lema 5.23 Sea D una digrifica m—coloreada y sea T una ab—trayectoria dirigida
de color i en Q (D). Supongamos que V (T) C A(D), a = (u,s) y b= (t,v) entonces

emiste en D una sv—trayectoria dirigida de color 1.

Demostracién.  Supongamos que. T = (a = ay,ay, ..., az = b), entonces para
cada j € {2, ..., k} tenemos que a; € L'o(py,i (aj-1), asi por definicicn de ¢ (D) a; es de
color ¢ en.D. Por otro lado, aplicando nuevamente la definicién de ¢ (D) tenemos que
para cada [ € {1,2,....k — 1}, existe v € V (D) tal que para cada j € {2,....k ~ 1}
a; = (vj_1,v;). Como a; = a = (u,s) entonces v; = s y como ax = b = (t,v)
por la definicién de @ (D) i)k_l = t. Por lo tanto (s = w1, v, ..., U = £,v) es en D
un sv—camino dirigido de color 4 el cual, por el Teorema 1.36, contiene en D una

su~trayectoria dirigida de color . =

- Lenia 5.24 Sea D una digrdfica m—coloreada y sea T uno wv—trayectoria dirigida

de célori en D, entonces existe en Q (D) una wv—trayectoria dirigida de color 1.

__:Demostracién Supongamos que I = (u = vy, Vs, ..., U = v), para cada .j €
ik} como (vj_1,v5p€ A{D) sea a; = (vj_1,v;). Por definicién de Q (D) tenemos
Ty :(a,g, ...y Gi) €8 UNA& trayectoria dirigida de color i en Q (D) asf como (u, a2) ,{ax, v) €

A (Q (D)) y.-son flechas-de color i, por lo tanto (u,as, ..., ax, v) es una wv—trayectoria

: :""iﬂi.di?igida; de color i en Q{D). w

Lema 5.25 Sean u,v € V (D) y T una uv—trayectoria dirigide de color i en Q (D),

entonces existe en D una uv—trayectoria dirigida de color 1.

Demostracion. -Su’pongamos que T = (u = 2, T3, Tk = v), por definicién
de @ (D) tenowos que wy ¥ &g ciorrcsponden a flechas de color @ de Dy exis-
ten s,t € V(D) tales .que zo. = (u,8} y 25-1 = {¢,v). Como (z2, T, mk_l)‘ es unai
Zal,_1—trayectoria dirigida de-color 4, podemos considerar 77 una Tozg_1 —tlra.yec—toria
dirigida de: color ¢ de longitud minima en @ (D}, por el.Lema 5,22 V (T").C A (D),
por el Lema.5.23 existe. 7 .en: [} una sv—trayectoria dirigida de: color i, entonces en .
D tenemosique {4 S)}WUTY es uil uv—camino dirigido que por el Teorema. 1.36 contiene

una uv— trayectona dnlglda, de‘color 7. m "
_ Teorema’ 5 26 Sea D una dzgmﬁca m— coloreada Y seq Q( ) la’ digrdfica media de .
D. Fnitonces el mimero de:-nilcleos por trayectorias monocromdticas de D -es menor
o igual al nimero de niicleos por trayectorias monocromdticas de @ (D).
Demntostracién:: Sea N un'nicleo por trayectorias monociéinsticas de D, pro-

baremos quie V-e8'in nicleo por trayectorias monocromaticas de @ (D)
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1: N es independiente por trayectorias monocromdticas en ¢ (D). Sean u,v € N,

supongamos que existe en @ {D) una uv—trayectoria dirigida monocromaética.

Como NV es niicleo por trayectorias monocromdticas de I entonces u, v € V (D},

por el Lema 5.25 existe en D una uv—trayectoria dirigida monocromética, lo

cual es una contradiccion pues u,v € N y N es independiente por trayectorias

monocromdticas de D. Por lo tanto no existen en ¢ (D) uv—trayectorias dirigi-

das' monocromadticas. Asf N es independiente por trayectorias monocrométicas

en (D).

2. N es absorbente por trayectorias monocromdticas en Q (). Consideremos z €

V{@Q (D)) \N, veamos que existe alguna zN—trayectoria dirigida monocrométi-
caen @ (D), tenemos dos casos z € V (D) 6 z € A{D).

: baso (a)

Siz € V(D), como N es nicleo por trayectorias monocrométicas de D
tenemos que existe en D una zv—trayectoria dirigida monocromaitica para

algin v € N, por el Lema 5.24 existe en @} (D) una zv—trayectoria dirigida

" monocromética. Por lo tanto existe en ¢ (D) una zN—trayectoria dirigida

- Caso (b}

- Por lo tanto'existe'en Q{D) una:z N —trayectoria dirigida monocromética. -~

monocromatica.

Si oz E‘A(D), sean u,'d ‘€ V(D) tales que z = (u,v). -Supongamos que +

v € N, por definicién de Q (D) tenemos que (z,v) € A {Q (D)), por lo tanto

(z,v) es una zN-—trayectoria dirigida monocromdtica en @ (D). Supon-

gamos que v ¢ N, por el caso (a) existe T" en @ (D) una vw—trayectoria

dirigida monocromaética para algin w € IV, sea ¢ el color de T". Supongamos
que T = (v=um,22,...,% = w), por definicién de @ (D), z» € A(D),
xo = {v,5) para algin s € V (D) y z; es de color é. Como z = (u,v),
entonces por definicién de @ (D), (2,22} € A(Q (D)) y es una flecha de

color 7. Por lo tanto (z, 25) U (a:g T, w) es un camino dirigido en Q (D) que

TRGS CON

por el Teorema 1.36 contiene una zw—trayectoria dirigida que es de color 4;- ‘-

Ast'N es absorbente por trayeetorias monoerométicas en @ (D).

Concluimos que N es un niicleo por trayectorias monocrométicas de @ (D). Por

lo tanto todo micleo por-trayectorias monocrométicas de D es.micleo por trayectorias - e

monocromdticas de Q (D), asf el nimero de nicleos por trayectorias monocromdticas . ..

| FALLA DE ORIGEN

de D es'menor o igual-que el nimero:de, micleos por trayecteorias monocrematicas-de ... = -

QD). =
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En la siguiente nota mostramos qué la desigualdad mencionada en el teorema
anterior puede ser estricta, es decir el niimero de niicleos de una digrdfica m—coloreada
puede ser menor estrictamente que el mimero de nicleos de su digrafica media. Sin
embargo una condicién suficiente para que se dé la igualdad es que D no tenga ciclos

dirigidos monocromaticos, esto es el Teorema 5.31.

Nota 5.27 Consideremos a D un ciclo dirigido monocromdiico de longitudn, en esta
digrifica cada vértice forma un nicleo por trayectorias monocromdticas, por lo tanto
tiene n nicleos por trayectorias monocromdticas. Su digrdfica media Q) (D) consta
de 2n vétices y como contiene un ciclo dirigido monocromdtico de longitud 2n, cada
uno.de sus vértices también forma un nicleo por trayectorias monocromdticas, figura
5.14. Por lo tanto el ndmerc de micleos por trayectorias monocromiticas de D es

estrictamente menor que el nimero de micleos por trayectorias monocromdticas de

o).
D ooy
| /’
T/ v
; ; | l:‘,\ A
\‘/—’ | e‘\—‘% lz,o/?.

Figura 5.14

Los siguientes lemas resultan utiles para la demostracién del Teéorema 5.31.

~..Lema 5.28 Sea D una digrifica m—coloreada y sea Q (D) la digrifica media de D.
{8 Ches un ciclo dirigido de eolor ¢ de longitud minima . en @ (D) entonces V (C) G

A(D).

i+ Demostracién. Procederemos por-contradiceién: Supongamos que C' = (zg, 27,
o Th-1, %) ¥y que V(C) € A(D). Si k = 2, supongamos sin perder generalidad que

witgy-@ A(D); es deeir 25 € V (D ) por-definicién’ de @ (D); 'z, corresponde auna flecha "
de D de color 4. Como (xg,z:) €-A(Q(D})y (zyyzo) € A(Q (D)) entonces para’ .
algunos u, v € V-(D), x; = {zgru)y oy = (vizs), entonces oy = (z4,2) lo-cual noes: =« i

posible, por lo tanto V (C) C A(D). Supongamos que k > 3 y seaj'€ {0, ..., k= 1} v o
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tal que z; € A(D), es decir z; € V (D), por definicién de.Q (D) tenemos que z;-;
y z;4+1 corresponden a flechas de D de color ¢ (la suma en los indices es tomada
médulo k) y para algunos u,v € V{D), ;-1 = (4, ;) ¥ Tj41 = (z;,v). ‘Nuevamente
aplicando la definicién de @ (D) tenemos que {z;_;, z;+1) s una flecha de Q (D) de
color 4. Por lo tanto C7 = (C\z;)U{z;_1,Z;41) es un ciclo dirigido de color i en @ (D)
de menor longitud que C, lo cual es una contradiceién. Por lo tanto V (C)c A(D).

Lema 5.29 Sea D una digrdfica m—coloreada y sea (@ (D) la digréfica media de D.
Si D no tiene ciclos dirigidos monocromdticos entonces Q (D) tampoco tiene ciclos

dirigidos monocromdticos.

Demostraciéon. Procederemos por contradiccién. Supongamos que @ (D) tiene
"‘é';algtm-éiclo dirigido monocromaético, sea de C uno de longitud minima y sea 1 el color
de C. Por el Lema 5.28 V (C) C A (D), supongamos que C = (ag, a1, ..., Gx—1, Go)-
Por definicién de @ (D), para cada | € {0,...,k}, existe v, tal que para cada j €
0, k= 1) ey = (v vi) Y or = vp. Como aj+1 € ooy, (a;) entorices ey es de
color i en D (la suma en los indices es tomada médulo &) para toda j € {0,....k — 1}.-
Entonces (vp, i, ..., ¢ = ¥g) € en D un camino dirigido cerrado de color 7 el cual por
el Teorema 1.37 contiene un ciclo dirigido de coler i, péro esto es_'uﬁa ‘contradiccidén
‘ pues D no tiene ciclos dirigidos monocrométicos. Por lo tanto @ (D) no tiene ciclos

dirigidos monocromdticos, ®| -

Lema 5.30 Sea D una digrifica m—coloreade y sea @) (D) la digrifica media de D.
Supongamos que D no tiene ciclos dirigidos monocromdticos, si N es un nicleo por

trayectorias monocromdticas de ¢} (D) entonces N C 'V (D).

Demostracion: - - Procederemos por contradiccicjn.' Supongdmos’ que existe
o€ NN A(D),: sean u,v € V(D) tales que a = (u, v). Por definicién de Q (D)
tenemos que (a v €A (Q (D)) entonces v ¢ N, Como N es nucleo por trayectorlas

* monocromdticas de: QD) existe T una-vz—tr ayectoria dlrlvlda monocromatica en

Q (D) para‘algin z €N Supongamos que T’ = (v = %1, T3, .., Ty'7.2) Y. .que T es de

v colori. Comowie V(D) por definicion de @ (D) tenemos que gy €id(D)iws = (v, w)

para algin w € V (D) y es de color ¢, entonces aplicando nuevamente la definicién

de"@ (D) tenemios que-(a,12) € A{Q (D)) y es una flecha de color i figura 5.15. Si -

-z # entonces (g, z2) U (22, T, z).es un camino dirigidowen @ (D). de color ¢ que por .=

- el"Tedrema 1.36 contiene una az~trayectoria dirigida gue es decolor.i, pero esto.no. *~ -

#--gs posible pues @,z € N, y N esindependiente por trayectorias: monocroméaticas. Si- i
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z = a, entonces (a = z,23) U (xy, T, z) es un camino dirigido cerrado en Q (D) de

color

i que por el Teorema 1.37 contiene un ciclo dirigido que es de color ¢, pero por el

Lema 5.29 @ (D) no tiene ciclos dirigidos monocrométicos. Por lo tanto N ¢ V(D).

Teor

Fn Q(D):
(v,w)

v=z, . |

. 1 35'2 3 ,
@:(ts,v)@‘%zt/h’.\i\')?.\ibffz
z .
Figura 5.15

ema 5.31 Senx D una digrdfica m—coloreada y sea Q (D) la digrifice media de

D. Supongamos que D no tiene ciclos dirigides monocromdticos, entonces el nimero

de micleos por trayectorias monocromdticas de D es igual al nimero de nicleos por

trayectorias monocromdticas de Q) (D).

D

emostracion: - En virtud del Teorema 5.31 basta demostrar que tode micleo por

trayectorias monocrométicas de @ (D) es un micleo por trayectorias monocromaticas

de D. Sea N un micleo por trayectorias monocromaticas de (D), por el Lema 5.30

N C

1.

V(D).

N es independiente por trayectorias monocromaticas en L. Procederemos por
contradiccion.  Suponganos que existe una uv—trayectoria dirigida monocromati-
ca en D con u,v € .N , por Lema 5.24 existe en @ {D) una uv—trayectoria
dirigida monocromdtica, pero esto no es posible pues N es independiente por
trayectorias  mondcrométicas en @ (D). Por lo.tanto N es indeperdiente por

trayectorias mionocromaticas en 2.

N:és absorbente: poi-irayectorias monocromaticas eniD. Sed w-&vV (D) \N,

veamos qite’existe alguna ulN —trayectoria monocromatica en Di:Como Nies ab-

sorbente por trayectorias monocrométicas en @ (D) entonces existe en @ (D) una

s uvitrayectoria dirigida monoeromiética para algun’ i €N, conle u,v-€ V (D)

- @plicandoiel Tema, 5.25 existe en:D-una uv—trayectoria-dirigida monocromética,

““hor lo tanto existe en D una ulNe=trayectoria dirigida monocromaética. Asi N

“gs-absorbente por trayectorias monocroméaticas enD.. et
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Concluimos que N es un miicleo por trayectorias monocrométicas de D. Por lo
tanto todo nicleo por trayectorias monocromaticas de @ (D) es niicleo por trayectorias
monocrométicas de D, esto y el Teorema 5.26 implican que el niimero de nriclecs por
trayectorias monocromdticas de IJ es igual .que el nimero de nicleos por trayectorias
monocrométicas de ¢ (D).

5.5 La Digrafica Total de una Digréfica m—Coloreada

En [37] se define a partir de una digrafica D la digrifica total de D, denotada Ipor
T (D), y se dan algunos resultados sobre la existencia de micleos para esta nueva di-
grafica. En esta seccién definimos la digréfica total para una digrdfica D m—coloreada

y probamos que el numero de micleos por. trayectorias monocromaticas de esta di-

gréfica es igual al nimero de micleos por trayectorias monocroméaticas de D si D no .

contiene ciclos dirigidos monocromaéticos.

Definicidn 5.32 Sea D uno digrifica m-coloreada. Definimos la digrdfica total
de D como la digrifica T (D) m-coloreada tal gue '

T(D)=Q(D)uD.
En la figura 5.16 mostramos la digréfica T (D) correspondlente a la dlgraﬁca D
de la figura 5.1.

T(D)

/—“‘_:l@—"'““

. ~Figura 516

TESIS CON
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Mostraremos que la-cerradura-transitiva de la digrdfica-T (D) y la eerradura - ==iuwe - o

transitiva de @ (D) son.iguales para asf tener una relacidn entre el nimero.de. mi- .. ..

cleos por trayectorias:menocrométicas de Dy el mimero de niicleos por trayectoriag--

mornocrométicas de T (D) usando los teoremas 5.26 y 5.3L..
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Teorema 5.33 Sea D una digrdfica n— coloreada, -entonces €(T (D)) = €(Q (D)).

Demostracién. Como T'(D) = Q (D} U D entonces €(Q) (1)) es una subdi-
grafica de € (T (D)). Ahora veamos que € (T'(D}) es una subdigrdfica de €(Q (D)).
Mostraremos primero que 7 (I3) es una subdigréfica de € (@) (D)). De la definicién
de T (D) y como V (D) C V(Q (D)) basta mostrar que A (D) C A(€(Q(D))). Sea
a € A(D), supongamos que a = (u, v} es de color 4, por definicién de @ (D), (u, g, v) es.
una uv—trayectoria dirigida de color ¢ en Q (D), entonces g = (u ) € A(C @ (D)))
y es de color 7. Asf A(D) C A(€(Q (D))) y por lo tanto T'{D) es una subdigrafica
de €(Q (D)). Esto y el Teorema 1.53 implican que € (T (D)) es una subdigréfica de
¢ (Q(D)). Por lo tanto ¢ (T (D) =¢{Q(D)). = :

Corolario 5.34 Sea D una digrifica m~ coloreada. El nidmero de nicleos.por trayec-
torias monocromdticas de D es menor o igual al mimero de nicleos por trayectorias
monocromdticas de T (D). Y si D no tiene ciclos dirigidos monocromdticos entonces

T (D) y D tienen el mismo numero de nicleos por trayectorias monocromdticas.

Demostraciéon. = Por el Teorema 1.54 el nttmero de niicleos por trayectoﬁas
'5monocrométicasfde @ (D) es igual al nimero de nicleos de € (¢ (D)), entences por
: ‘f el Teorema 5.33 este nimero corresponde. al nimero de nicleos de C(T (D)) yporlo

. tanto; apllcando nuevamente el Teorema 1.54, corresponde al nimero de nicleos por
b i;- trayectorias monocrométicas de T (D), por lo tanto Q (D) y T (D) tienen el mismo.

" miimero de nicleos por trayectorias monocromaticas. Asi, aplicando el Teorema 5.26

. tenemos que el mimero de micleos por trayectorias monocromaticas de 'D-es menor
"0 igual al nimero de micleos por traycetorias monocromdticas de T (). Por otro
“lado, si D no tiene ciclos dirigidos monocrométicos entonces aplicando el Teroema

5.31 T (D) y D tienen el mismo mimero de nicleos por trayectorias:monocromaticas.

5.6 Extensiones de Digréficas m-Coloreadas.. s 106y 00

« Enzf21] H.:Galednai-Sdnchez y V.»Neumann Lara prusban qiie-cialguier-digréfica
niicleo perfecta es una subdigrdfica inducida de una digrafica micleo imperfecta critica,

TS alin dé nninanero infinito de ellas: Tomando como referencia ek¢rabajo anterior,

enavseecion- 5.6 definimos una extensién de digréficas.mn=—coloréadas que preserva . ...

“rniicldos ot trayectorias ‘monoctomdticas. Otro trabajo-de“extensiones de digraficas - --.-

" ficled petfettas a digraficas niclesimperfectas criticas es {14]. de.-H: Galeana Sanchez. & .«
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5.6.1 Sistemas y Extensiones -

Deﬁmclon 5.35 Sea Dy una dzgmﬁca m—coloreada. Una cuadmpla Sg (€ (Do) U,

U, U_) és Zlamada un sD-szstema (sobre Dy) si satisface:

(i) U, U, y U_ son conjuntos de Uértz'ces con la misma cardinalidad y U CV (Dq),

(15} V (DD) U+ y U_ son conjuntos mutuamente ajenos,
(111) €(Dq) es la cerradura transitiva de Dy,

(iv) Siwu € U, no existen ciclos monocromdticos en Dy que contengan a wu.

Con respecto al tltimo inciso de esta definicién es equivalente pedir esta condi-

cién en.Dy que en € (Dp).como se muestra en los siguientes lemas. Por esto ultimo

utiliza,l_femos la propiedad en Dy 6 en € ([g) segiin nos convenga.

Lema 5 36 Sea D una dzgmﬁca y sea C' un camino dz’rzgado cermdo dmgzdo en D
Entonces para cada u € V- (C‘) eziste un ciclo dirigido contenido.en C que pasa por

.

" ‘Demosti‘acién;'ﬁ“" Sea u € V {C), procederemos por 111ducc10n Sobre l(C’) Ia'

- longitud de C. '.Si l"(G‘._). = 2.entonces C es el ciclo dirigido que andamos buscando
Supongamos que el resultado se cumple si [ (C) < n. Supongamos ahora, que ! (C’) =
n + 1. Podemos con51derar aCcomo C = (u= 2y 21..., Znpy = ), sl zJ # z, para
cualesqulera Jy ke {1,2,...,n+ 1}, tales que j # &, entonces C es el c1c10 d1r1g1d0
buscado Supongamos que e\mten B ke{l,2,..,n + 1}, tales que 7 ?é A y zj = zy.
Sea jo = mm{g /1< <j <y z = 2 para algun k> i} sea k> g tal que Zj = Zks
entonces C” = (u = zu, i 1, Zjo = Zhy Zhaly eey Zn = u) es un cammo cerrado d1f1g1do
~ contenido en - vde 10n0‘1tud menor que la Iongltud de C’ por 111p(5te51s de 1nducc1én
C*:contiene -un ciclo d1r1g1_donque pasa Por u y este mismo ciclo estéd cor_ltemdo en .

Lema 5. 37 Supongamos que D es una dzgmﬁca m— coioreada Y QI(D) s cermdum
tmnsztzfua Sea eV (B) entonces eviste en D un ciclo dmgzdo de* éolor z e pasa

por u st y solo si existe en €(D) un czclo dmgzdo de cofor 1 que pasa por u.

Demostracion:.  Supongamos que.existe en D un qiclo:_gl;i;j‘i.-g;idgi.e_dg., color 4 que

.. pasa-por i entonces . por la definicién de. € (D). este mismoscielo-dirigido- existe. en

€ (D).:-Ahorasupongamos que existe-en. € (D) -un. ciclodirigido..G:.de color. i - que -

TESES o
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pasa por u. Si C = (u = 2g,21,.. = u), entonces por definicién de la cerradura
tran51t1va para cada 7 = 1,2,...,n existe en I una z;_ Izj—trayectorla dirigida de
color 7, la union de todas estas trayectorlas es un camino cerrado dirigido de color 1
en D que pasa por u, por el lema 5.36 este camino contiene un ciclo dirigido de color
i que pasa por u. ® o

Si Sy = (€ (Do), U, Uy, U-) es un Sp—sistema denotamos por u4 (resp. u_) el
vértice en U, (resp. U_) que'cor'responde au € U para cﬁa,lquier biyeccién ﬁja de U
a Uy (vesp. de U a U_).

Definicién 5.38 Si S, = (€ (Do) , U, UL, U_) es un Sy—sistema, donde Dy es una
digrifica m- coloreada, definimos la multzdzgmﬁca m-coloreada sy (Sg) oMo sigue:
14 (50 (Sﬂ)> = ( (D) \U) U U+_ UU_, ydez aw hqy_ﬂecha de color i 51y sdlo
8% ' '
(z) zZ,W € V (Dg) \U y existe una ﬁecha de z a w en €(Dg) de color i, 6
(i) z € V (Do) \U, w=v_ para algun v e U y existe una ﬂecha, de z aven (’_‘(Dg)

.de color i, & .

<1 (1) 2 = uy. para.alginu € U, w € V(Do) \U y existe una flecha de u.a.w en € (Do)

de colori, ¢

R (iv) z = us yw = v_ pare algunos u,v € U y existe una flecha de u a v en €(Dp)

" de color 1. |
Definicién 5.39 Un §-sistema es una cuadrupla S = (5’"0, B,,;?(;,i?_) donde:

(i) Sy = (¢ (Dyp) ‘U Uﬂ'IU_) es un So—sistema y U, y U_ son multzdzgmﬁcas m-
coloreadaa tales queV(U) u.,v (L{+) Uu,,

< () B = { Bju € O } es un conjunto de trayectorias dirigidas, mutuamente aje-

‘nas, donde. cada /3 ‘es una u_uy —trayectoric dirigida coloreada de- longztud par
posatwa mz que 1% ({3’ ) ny (sg (SO)) = {u_,u.},

-(ii1) “para cada’u- €U ciialesquiera dos flechas consecutivas de B, tieren diferente
color y la flecha de la trayectoria ﬁu que mczde desde u_ (resp. hacza Uy tiene

color d;ferente de las que mcaden hacza u (Te.sp desde & ) en DG

~Notemos e "pds_iblem'ente seari necesarios m +"'1"c0'lﬁ‘ré5'- para I—as"-tra,yectorias emn -

8. para vite se satisfaga la condicién'del inciso (iii)" de 1a:definicion-de 3—sistema.
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Definicién 5.40 Seq Dy una digrdfica m— coloreada. 5% S = (§g,5,ﬁ+,ﬁ_) es un
3-gtstema definimos la multidigrafica coloreada g(g) COmo:

~

5 (S) =3 (50) U UnepB, UL, U
A la multidigréfice ( ) le llamaremos una ea:tenszon de Dy.

Notemos que si U = ¢ entonces 5 (SD) =35 (S) 2= €(Dyp). Y con respecto al
inciso (iii) de la definicién de F—sistema, en E(S) tenembos que para cada u € U la
flecha de la trayectoria Bu_ que incide desde u_ (resp. hacia wu.,) tiene color diferente

de las que inciden hacia u_ (resp. desde u.).

5.6.2 Extensiones y Nucleos por ’If[_‘ayéctorias Monocromaticas

En esta.parte demostramos que bajo ciertas condiciones, una extension de una digrs-

fica —coloreada tiene micleo portrayectorias monocromaticas.

Definicién 5.41 Diremos que la -'multz'dz’gmﬁca‘é“(g) satisface la condicion (A) si:

de u,. a v, existe flecha de color i en L{+ o deu_ a v_ existe ﬂecha de color i en Z/{_,

implica gue desde u hacia v existe flecha de color ien (‘:(DO)

Definicion 5.42 Definimos una funcicn g que nos regresa los vértices de.la e:ctenswn

a los vértices de Dy, es decir:

g V(5(3) — V(Dy), donde
{ usiz=u-6z=1uy

z) =
g() zsazﬁUUU_

Nota 5.43 Notemos .gu:e 515 :57 satisface lo condicion (A) y f es una zw-ﬂecha en. .

3(5) de color i; con z,wgﬁf(uuegv (Eu) \ (UL U U_)) (es decir z,w € V(SO(SO))): )

entonces existe en €(Dp) una flecha desde g (z) hacia g (w) de color. 1y por lo tanto,--; s

en Dg una g(z) g{w )—tmyectorm dmgzda de cotor i.

Algunas probiedades de 'la multidicTaifica s (S) con respecto a trayectonas d1r161~

das monocromaéticas se enuncian-en la siguiente proposicién.

Pr oposwlon 5 44 Sea S (So 4, L{+,ZA’_) ”sz'sﬁema dondegoz(@(Dg),UJ U,

U_}. SiprﬂgG{mQS‘;QUB_' 5 (S) satisface la condzcwn _(A) ETEOTICES ¢ o " iy
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1. Cualquier U_U, —trayectoria dirigido en § (S") contiene una trayectoria Eu pam;r

alginu e U. .
2. 51 T es una zw-trayectoria dirigida monocromdtica en E(g) de longitud al

menos dos, e'ntonce.s VN (UueUV (Eu) \(U. U U_)) = ¢.

3. Para cualquier uw € U no existen trayectorias dirigidas monocromdticas en s (g)

entre Uy Y U-.

4. 8i T es una zw-trayectoria dirigida de color i en E(g) de longitud al menos
dos, entonces z,w € V (é’o (gg)) y existe una g (z) g (w) —trayectoria dirigida
de color i en Dy. : .

5. 8iT es und u_z-trayectoria dirigida monocromdtica en s (:57) y'ﬁu = (u. = 2,
Z, e 2y = Uy ), entonces z =2 6V (T) C U_.

6. SiT és una zw-trayectoria dirigida de colori en’s (§ ) talquez e V ('50 (§0)) \
U_ entonces'V (TN (UuEUV (E”) \ (UL U U_)) = @ y existe una g (2) g (w)-tra-
yectoria dirigida de color i en Dy. : S e

Demostracion.

1. Sea T una vv'—trayectoria dirigida en §(§) conv € U_yv € Uy, supon~
gamos que 7 = (v = 20,21, ..., 2, = V'), s€a jo=min{j / 251 ¢ U_} y sea j; =
min{j >jo / 2; € Uy}, asi, 2, € U_, 241 € U, y 2;; € Uy. Consideremos
ahora Ty = (25,1, 25 ). Sea u € U tal que 2, = u_, por construccién de la
multidigrdfica 5 (5) lag dnicas adyacencias desde w_ son hacia vértices en U y
hacia el vértice correspondiente en la trayectoria 4, como zj,41 € U_ entonces
ziop1 EV (ﬁu) y como z; € U., 3, estd contenida en Tj. Por la eleccidn del

vértice.z;; , éste-debe ser uy y por lo tanto Ty = Bﬂ Asf E’ﬂ-est-a’; contenida en T

2. Supon'gamo_:sffque-T es una. ziw-trayectoria dirigida de color4-en.s. (S") de longitud . -

al menos 'dCS;-éE?L"SC IS (UUE’};V (Eu) \ (U U U_)) , €8 déc_ir. eV (Eu)\ {uy, u-
- parasalginiuse /. Como las tnicas flechas que inciden en:z pertenecen a -

; .

la trayectoria Eu y éstas son de diferente color, entonces z no puede ser un
vértice -intertio de 7. Si z* fuera el vértice:z, el siguiente vérticé a z en la -
trayectoria T seria wu.,-el.inciso (iil) de la definicién de 5—sistema implica..
- que el color dela fAecha(#; 1) es diferente 4l de las-demss fechas que ificis -

" den desde u., pero estoicontradice que la:trayectoria’T sea monocromética. -
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Si z fuera el vértice w, el anterior vértice a z en la trayectoria T serfa u_,

el inciso (iii} de la definicién de s—sistema implica que el color de la flecha

(ﬁ;, z) es diferente al de las flechas que inciden hacia u_, y esto contradice

qué-la trayectoria T sea monocromdtica. Por lo tanto z no pertencce a I
trayectoria 7', v esto es para cualquier z € (UuegV (ﬁu) \ (U, U U_)), es decir :"_; L

V()N (Uuew (B) \ (W UU)) = ¢.

. Procederemos por contradiccion. Suponcramos que existen en E(S) trayecto—;y-_,_,_,._ N

rias de este tipo y sea Tp una de estas trayectorias de longitud minima, es dec1r_‘" N

1{(T3) = min{l (T") / T es una trayectoria dirigida monocromética en 3 (S) entre'_:--_‘_i_‘ N

uy y 4. para algin u € U}, donde {{T) denota la longitud de la trayectoria 7.
Sea i € U, tal que @, y 7. son los extremos' de Tp. Como T es una trayectoria

dirigida monocromstica, digamos de color 7, por la construccién de la multidi-

;

gré.ﬁitia ] (S") , esta trayectoria debe ser de longitud al menos dos, entonces por el

inciso énterior V{To)N (_UueUV (E’u) \(U+U U_)) = ¢, esto implica que la fun-
| - ci6n g estd definida para todos los vértices de 7p. Ademds Ty no contiene a ningu-
na trayectoria 3, asf, por (1} Th 1o es wna U1, —trayectoria, por lo-tanto es
una trayectoria dirigida de %, a %_. Por las caracteristicas de TD, para cualquler
u € N\{B};, {us,u_} €. V( Tp), asf la funcién g lestunglda a V(TQ)\{U Jes

una funcién inyectiva. Si Tp-= (u+ = 20,21, Zn = U_ ) por Ia forma de cons-

truir la multidigrdafica 3 (go), para cada j = 1,..n existe en € (D) una flecha
de color @ de g(z.1) a g{z), as{ C = (v = g(20),9(21),..., 9 (2:) = u} es un

TESIS'-_ CON
FALLA DE ORIGEN

ciclo dirigido monocromético en € (D) que contiene a u, pero esto no.es posible *

va que Sp = (¢ (€(Dg), U, UL, U cs un Sp-sistema. Por lo tanto para cualguier

u € U/ no existen trayectorias monocromadticas entre u, y u_.

. Suponcramos que T es una zw- -trayectoria dirigida de color i en’s (S ) de longltud;: S

* al menos dos- por {2} V’(- )M ( wer V' (5 ) V(U U U—)) = ¢, asf V(T) €

V (Eo (go» entonces Ia funcmn g estd definida para todos-los vértices- de T :

Si T = (2 = zp,21, ;% 'w) por la foima de construir la multldlgraﬁca.-;.tf.;.:.

30 (§0>i para; cada j 3'?‘.—75,1,,._.-.'-,71,‘81\{18*68 en €{Dg) una flecha de.coler i de g(z,_l) .

a g(z;), as T = {g(z),9{z1), ... g (z2)) s un g{(2) g (w) —camino dirigido de

color i en (D). De aqui tenemos que para cada j = 1,..n existe’'en Dj una -+~

g {2:-1) g {z;) —trayectoria dirigida de color-i, la unidn de estas. trayectorias es

-un g {z)g{w) —camino dirigide-de color ¢y éste por: el-Teorema 1:36 ‘contiene -

una g.(z) g (w) —trayectoria dirigida y es de color 7.
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5. Supongamos que T es una u_z-trayectoria dirigida monocromstica en 3’(§ ) y .

que B, = (u_ = 20,21, ..., z,'= u). Por definicién de § (S) , las Uinicas adyacen- -

SIS CON
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cias desde u_ son_'ha,cia 2 0 hacia vértices en Z/_. Como enﬁu ningtin par de
flechas consecutivas tiene el rrﬁsrrio color entonces la tnica trayectoria dirigida :
monocromatica desde u_ pasando por 2; es (u_ = zp, 21). Supongamos que T no
es la trayectoria anterior y que V (T') g U_. Sea T = (u_ = wy, W1, ..., Wy, = 2,
entonices wy € U... Sea jo = min{j /w1 ¢ U_}, asl jo > 1, wy € U_ para
toda 0 < k < fo v Wiy € U_. Seav &€ U tal que wy, = v_, entonces wjyi,

es el vértice que le sigue a v_ en la trayectoria §3,, pero el inciso (iii) de la

definicidn de 5--sistema implica que el color de la flecha (Wjy. = Uy Wig+1) €8
diferente al de la flecha (w;,-1,w;, = v-) lo que contradice que la trayectoria T
“sea monocromdtica. Por lo tanto z =2, 6 V(T) C U-.. '
6. Supongamos que T es una zw-trayectoria dirigida de color ¢ en s (g) tal que
zeV (30 (gg)) \U_. Sila longitUd de T es al menos dos, entondes-el resultado
" se'sigue de'los incisos (2) y {4) de esta proposicidn. Sila longitud de la trayectoria
" s uno, es decir T es la flecha de z a w, Como z € v '(Eg (gg)) \U- efitonces w ¢
v (Bu)\ {u_} para cualquier u € U, entonces w ¢ (UueUV(Bu) N (Uy U U_)) :
7 Como. z € V ('S"D (:S’-g)) entonces V (T) N (U%UT‘/V (Eu) \(Uy WU )) = ¢. Lo
anterior implica que la funcién g estd definida para 2z y w, entonces por definicién
de 3 (gg) existe una flecha de color i de g(z) a g(w) en €(Dy), por lo tanto

existe una. g (z) g (w) —trayectoria dirigida de color i en Dy;

B

Nota 5.45 La- condicion (iv) de la definicidn de 8p-sistema. sdlo: es utilizada en la

prueba del inciso (3) de esta proposicion y los demds incisos no.dependen de éste.

Teorema 5.46-5¢a S — (g@-,ﬁ, Uy, ﬁ_) un 5-sistema donde Sy :.-(:(E.(DD')', U U, U

Supqngamo'.zs‘:(jué E(S) satisfdce:-_la. condicion '(A). Bntorices 'ST(S) tiene micleo por -

trayectorias monocromdticas si y sélo si Dy tiene niicleo. por trayectorias monocromdti= -

CC_?,S.

" ¢ Demostracién. Supongamos que U # ¢. Supoiiganios que Dy tietie micleo por .

trayectorias monocromdticas Ny Para cada v € Uy sea + 7

g N { ~ - miicleo por trayectorias monocromaéticas de-G,sl u € Ny
u 8

niicleo por trayectorias monocromédticas de 3, —{uy} st u & Ng -
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'Observemos que como cada B, es una u_u, —trayectoria monocromdtica de lon- '

gitud par positiva tal que cualesquiera dos flechas consecutivas tienen diferente color

entonces:
1. El micleo por trayectorias monocrométicas de 3, contiene a {u_,us}, v -
2. El nticleo por trayectorias monocromaéticas de 3, — {u.} no contiene a u_.

Probaremos que N = (Ny — U)UUyep Ny, €5 un nticleo por trayectorias monocromsa-
ticas de § (g)

3. Parau € U , u € Ny siysolosi {u_,u.} C N. Supongamos primero que
u € Ny, Por la definicién de IV, tenemos que N, -es nicleo por trayectorias
monocromaticas de Em por 1 {u_,u.} C N,, por la definicién de N tenemos que
N, C N, porlotanto {u_,uy} CN . Inversamente, supongamos que {u_,uy} C
N,.puor la definicién de N v como las trayectorias en 8 son mutuamente ajenas
tenemos que {u_,us} C N, entonces por 1, 2 N; es nicleo por trayectorias

monocromdticas de 8,,, por la definicén de NV, concluimos que u € Ny,

4. N es independiente por trayectorias monocrométicas en 3 (5) Sean z,w € Ny

supongamos que existe alguna zw-trayectoria dmglda. monocromatlca T entre

zywens(g)

Caso 4(a) T es una trayectoria dirigida de longitud al menos 2 6 es de longitud 1 NG

z,w €V (73'0 (gg) ) Aplicando (4) de la Proposicién 5.44 en el primer caso
v la Nota 5.43 para el seguﬁdo tenemos que z,w € V' (3’"0 (g(])) v existe -

en Dy una g () g (w) —trayectoria dirigida. monocromdtica. Como z,w €

_4 TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

NNV ('S"g (gg)), entonces z,w € (Ny— U)U ({(UyerNy) 1 (U, U U_)).

Analizaremos los siguientes tres subcasos.

Subcaso 4(a.1) Supongamos que z;w € (Ny — U). Entonces g(z) =7z, g{w) =w'y
- entonces existe en DU una zw—trayectoria dirigida monocromatica lo.. - ;

:que contradice-que Ny sea nitcleo por trayectorias monocromdticas de.. - = .

Dy.

Subcaso 4(a.2) ‘Supongamos’ quez e(Ng - U)yw e ((UuegN )N (U U U_)) (aﬁé’{-{j&g;ﬁ_}f Do

mentesiz €U, UU_yw e (Ny—U)). Entonces w = uy 6 w = u_

para algin we .y w € N,. Por 1 v 2 {u_,uy} c N, por lo tanto.--: -

{te,u } CN,; y asi u € Nyp. Entonces g (z) = 2, g (w) = «.y existe.en .
- Dy una zu—trayectoria di11 ida monocromaética. lo que- contradice que ‘

Ny sea nticieo. por trayectorias monocmmzitlcas de Dg. .
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Subcaso 4(a.3) Supongamos que z, w € ((UMEUN;) N (U, UU.)). Por argumentos

andlogos a los anteriores g (2) = u, g (w) = v para algunas u,v € NyNU.
Si u = v entonces {z,w} = {u_,u;} y entonces existe en E(g) una
trayectoria monocromdtica entre u_ y uy, lo cnal no es posible por
(3) de la Proposicién 5.44. Asi v # v y entonces en Dy existe una
uv—trayectoria dirigida monocromdtica con u, v € Ny lo que contradice

que Ny sea niicleo por trayectorias monocromaticas de Dy.

Caso 4(b} Supongamos que T es de longitud 1 y {z,w} € V ('s"g (gg)) Entonces

z,w € UgerNy ¥ {z,w} ;C_ U, uU_. Como cada N, es un micleo por

trayectorias monocromdticas, entonces z € N, y w € Ny conu,v € U y

u # v. Estoimplica que z € V (Eu) ywelV (Ev) Supongamos que z #

U_ 7y z 7 u3., entonces la iinica flecha que incide desde z estd en 3, entonces
w eV (Bu_) lo cual es una contradiccién pues V (Bu) nv (BJ = ¢.

- Supongamos ahora que w # v_ ¥ w # vy, entonces la tnica flecha que

incide:hacia-w estd en 3, entonces z € V (51;) Io cual es una contradiccién

pues V (B,) v (B,) = 6.
Por lo tanto:entre los elementos de IV no existen trayectorias monocrométicas.

b N es independiente por trayectorias monocromaéticas. Sea x € V(ﬁs’ (g)) \V

probaremos que existe una zz—trayectoria dirigida monocromética. para algin

z € N. Consideraremos los siguientes cuatro casos:

Kla) Si x-¢ V-"(.?g (gn)) \ (UL U ), entonces g{z) = x, asl = € ¥V (Dy)\IJ,

Como ademds z ¢ N entonces ¢ ¢ Ny. Como Ny es nicleo por trayectorias
monocrométicas de Dy entonces existe en Dy una zy—trayectoria dirigida

monoeromatica para algin y € Ny, esto implica queren €(Dy) existe una

- flecha desde x hacia y. Siy ¢ U entonces en § (g ) existe'esta flecha desde

" 5(b)

- A= {us ), entonces existe lina rz—trayectoria dirigida monocromdtica para

z hacia-y;, v por la definicién de N, y € N, por lo tanto existe'en§ (§) la

x7-—trayectoria dirigida requerida donde z = y.-Si y € U entoncesen § (§ )

existe-una flecha desde z° hacia y, y como ¥y €N entonees-y--€ N por lo

tant'o.existe en s (S’ ) la zz—trayectoria dirigida requerida donde z.= y_.

SizeV (Bu)-\{za_. v, } para algin u & U, como z.¢ N entonces z €

“ N7 Como N, es el nticleo por trayectorias’ monocromdticas de &, ¢ de
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algin z € N, Por definicién de IV, 2 € N y por lo tanto existe la trayectoria
‘requerida. |

5(c) Siz € Uy, es decir & = u, paraalgin u € U, como z ¢ N entonces u ¢ N,
Como Ny es micleo por trayectorias monocromaticas de Dy entonces existe
en Dy una uy—trayectoria dirigida mo,noc‘romé,ticéb para algin y € N, esto
implica que en € (Dy) existe una flecha desde u hacia y. Si y ¢ U entonces
en E(g) existe una flecha desde uy hacia y, y por la definicién de N,

y € N, por lo tanto existe en 5 (g) la zz--trayectoria dirigida requerida

donde z = y. Siy € U entonces en E(S) existe una flecha desde u,

hacia y_, vy c()mo y € Ng enfonces y_ € N por lo tanto existe en E(g) la
‘asz trayectorla dmglda requerlda donde z = y..

(d) Sl zel_, es decir z = U pa.ra algin u € U como x ¢ I, por la defincién
de N,z ¢ Nu, es decir. u ¢ N,. Entonces I\f no puede ser el niicleo

por trayectorlas monocromdticas de B y por lo tanto lo es de ﬁ {u+}

Como u- € V' (}3 )\{u } entonces existe una u.z—trayectoria dlrloflda
monocromética para-algin z € N,. Por definicién de ¥, z € N y por lo

tanto existe en § (§> la zz—trayectoria dirigida requerida.

Por lo tanto N . es nticleo por trayectorias monocromdticas de 5 (g) v

Inversamente, supongamos que N es niicleo por trayectorias monocrométicas de |

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

E(S) Primero probaremos: - . .

6. uy € Neiysolosiu_ € N. Supongamos queuy € Nysea, = (u_ = 2y, 2q,...,
2y = 'u,+) como ﬁu es tuiéi tra'yectoi'ia dirigida de iongitud par positiva' y=5atisfat:e

N es niicleo por tlayectorlas mbnocromaéticas de s (S ) entonces emste'T una

'\

U_Z— trayectoua dlrlglda Horioctomdtica en 3 (S) para.’ algun z € N, coms
z1 € N, por-{5).de la- Pmposzcmn 5.44 V{(T) C U_, entonges-1a funcién g’ "
restringida a.V {T') es;:inyectiva;: asi tenemos por la condicién (A). que. existe
una g(u)g (z) -tr&yééﬁ.di‘ia_"dirigida monocromética en € (Db), por-el Teoremia i+ i
1.53 (’Z(Dﬂ) es- transitiva. par colofes, entonces existe una ﬂecha.desde g(ul)

 hacia g(z ) en @: (Do) y por constriiccidn de § (S ) tenemos que existe una flecha,

desde U hacxa 'u_ en 3 (S) donde U E U y z = T._. Es decu‘ ex1ste una

ﬂecha desde U hama Z en g (S ) v uL, ZE N lo cual €5 una COlltlELdlCCl(jn pues
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N es nicleo por trayectorias monocromsaticas Idé"g(g), por lo tanto u_ € N .
Inversamente, supongamos que u_ € IV, si E = (1u_ = 25, 21, 2 = Uy ), COMO -
N es independiente por trayectorias monocromdticas en § (S ) entonces z; € N,
como ﬁ' es una tra,yectona dirigida de longitud par positiva y satisface el inciso
(iii) de la definicién de —sistema entonces z; € N y asi sucesivamente tenemos

que uy € N. Por lo tanto u;, € N si y sélo si u_"& N.

- Ahora probaremos que Ny = {g (2) /Jz € N\ (UﬁeUV (Bu) V(U U U_)) }-es nii-
cleo por trayectorias monocrométicas de D. o

7. Np es independiente 'por trayectorias monq‘cromé.t'icas en Dy, .S‘ea‘_n T,y € N,
veamos gue entre estos vértices no hay trayectorias monocromdticas en Dy.
Sean z,w € N\( ueUV(ﬁ )\(U+UU_)) tales que g (2) = zy g(w) = .
‘Supongarnos que en Dy éxiste alguna zy—trayectoria dirigida monocromética, -

esto implica que en €{Dy). e*clste una flecha desde z hacia y. Analizaremos los. -

51ou1entes cuatro casos:

7(a) Supongamos que z,y.& U, entonces z = T y w = y. Por la construccidn...
des (S), tenemos que existe una flecha desde z hacia y en § (§ ), es decir -

una flecha desde z hacia w con z,w € IV, lo cual contradice la deﬁ_nic’iéh de

micleo por trayectorias monocrométicas.

7(b) Supongamos.quex € Uey ¢ U, entonces w = i y por 6 podemos considerar . -
a z como z4. Porla .construccién de 5 (§ ) tenemos que existe una.flecha .

desde z haciay en s (S) es decir una flecha desde z hacia w con zaweN, -

- 1o cual contradice la definicién de micleo por trayectorias monocrométicas. =

7(c)Supongamos que z:¢.U e y € U, entonces z = z y por 6 podemos considerar .
-a w como y_. Porla. construccién de § (S), tenemos que existe unaflecha  *-

- sdesder ha:c:'ia-‘y-u"én@"(g) es decir una flecha desde z hacia w con zw-.€ Ny

~lo cual contladlce o definicion de nucleo por tlayectorlas monocmmatlcas i

7(d) Supongamos que 33 ¢ U e y ¢ U, por 6 podemos con51dela,r a z como T |
“y A w como .. ~Por.la construcmon de s (S) ten.emos que,emste..;‘unaf_-.--‘-w

..ﬂecha desde .- hacia y_ en 3 (5) .es de<31r una flecha debde - hacia w
“cotr z;w €N, lo cual COl’ltI‘EldlCB la deﬁmcmn de nucieo por tlayectorla,s

“monocroingticas.
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Por lo tanto entre los-elementos de Ny no existen en Dy trayectorias dirigidas
monocromaéticas, es decir Ny es independiente por trayectorias monocromaticas

en Dy.

8. Ny es absorbente por trayectorias monocrométicas en Dy. Sea z € V (Dp) \ Ny
probaremos que existe una xy—trayectoria dirigida monocromética en Dy para

algin y € Ny. Consideremos los siguientes casos:

8(a) Supongamos que z ¢ U, entoncesz € V (’5‘0' (go)) \NULUUL), asfg(z) =
z. Como z ¢ Np entonces z ¢ N y como N es nicleo por trayectorias
monocromaéticas de s (S) tenemos que existe 7' una :r:wﬂtrayectoria di-

rigida monocromética en § (S) para alginw € N. Comoz ¢ U_, por el (6)

de la Proposicién 5.44 V' (T)“ ( wet V (E ) \ (U U U_))‘ =¢ y‘exjste una
g (z) g (w ) —trayectoria dirigida monocromdtica en Dy, pero g( ) =z, en-

:tonces existe una zg (w) —trayectorla dirigida monocromatica en Dg Oomo _ :
'w € N entonces g (w) € Ny, por lo tanto existe en Dy una zy~—irayectoria

dirigida monocromética en Dy.con y € N, y = g {w).

8(b) Supongamos que x €.U. Como x ¢ Ny, entonces z.,z_ ¢ N. Co-ov 200

mo NV es nticleo por trayectorias monocrométicas de E(g),”tenemos que
~existe T en § . g) una :x;;w;trayectoria dirigida monocromatica para al- 7-

gin w € N. Como z, ¢ U, por el (6) de la Proposicién 5.44 V (T) N~
(UuE{;V (E,J \ (U U U_)) = ¢ y existe en Dy una g (z,) g (w)-trayectoria
dirigida monocromaética, pero g {z,) = z, entonces existe uﬁa zg (w)-trayec-
toria dirigida monocromética en Dy, Como w € N entonces g(w ) € My,
por lo tanto existe en Dg una Ty —trayectoria dll‘lglda monocmmatlca en:‘l'j .

Dg con y € No, 'y = g(ur)

Asi para cualquier x € V (Dg)\ /Ny existe una zy—trayectoria monocromatica '«

Dy para aigiin 3 € =N0-._-uEs,deg-i\r;.f_\fgl,.es, absorbente por trayectorias monocromdti-. .- = . o

Por lo tanto Ny es micleo por trayectorias monocromdticas de Dy. =

- Nota 5.47 Notemos que en {a-prueba del Teorema 5.46, el inciso (3) de la Proposi- ..
.gidn solo es usado para probar la exsitencia del nicleo por trayectorias monocromdti-

cas de la extensidn o partir de la existencia del nicleo en la digrifica original, ast
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la condicién de que los elementos del conjunto U no estén contenidos en ningin ci-

clo monocromdtico de la digrifica no es necesaria para la prueba de lo implicacidn

inversa.

Para definir la extensién de una digrafica m—coloreada nos hemos basado en su
cerradura transitiva, ademds de dar condiciones de longitud y coloracién sobre las
trayectorias que se afaden para hacer dicha extension, el propdsito de las siguientes
notas es mostrar que estas condiciones son necesarias para que el resultado principal
de este trabajo, Teorema 5.46, sea vilido.

.Si los pasos de la extensién no se hacen a través de la cerradura transitiva de
la digrdfica entonces puede.resultar una digrifica coloreada sin micleo. por trayec-

torias monocromaticas aunque la digré.ﬂca .original si posea micleo por trayectorias

1nonoc10matlcas Nota 5.48, e inversamente. podemos tener una dlgraﬁca sin nticleo -

por trayectorias monocromatlcas y que la extensmn resulte con micleo por trayectorias

monocromé,tlcas 5. 49

Nota 5.48 Consideremos a Dy un ciclo dirigido de longitud impar (v, uy, Us, ..., Usn, U) -

con la siguiente 2-coloracion: las-flechas (ugn,u) ¥ (u,u1) con color 1; para cada - -

i € {1,..,n} la flecha (uz_y,uz) con color 2; y para cada © € {1,..,n—1} la

fecha (tg;, usia) con color 1, figura 5.17. Dy es una digréfica 2-coloreada- con nal- -

cleo por trayectorias menocromdticas, de hecho N = {ugi1/ i €{1,..,n}} es un

nilcleo por trayectorias monocromdticas de Dy. Sea U = {u} y sea § = {;éu} donde

={u_ =Ty, L1, .0, Toy = uo} conm > 1 es una u_u,—trayectoria de longitud par -

con la siguiente coloracion: para cadat € {0, ...,m—2} la flecha (2o, a1} con color

2,y para cada ¢ € {1, ...om} lo flecha (Zo—1, ) con color 3. J, sutisfuce lus condi-

ciones (i) y (i) de la definicion de 5-sistema. § (§ ) representada en la misma figura:

es una extension de la digrifica Dy que considera a U y (. definidos anteriormente -

y que estd.defintda a partz’rl- cfé.DD--y no de su cerradura transitiva, ademds 5 (g) c

satisface la condicion (A ): s( ) ‘e¢ una digrifica 3— - coloreada -que no tiene micleo” .
por trayectorias monecromdticas; pues como es-un ciclo dirigido de-longitud impar: -
donde cualquier-par de flechas consecutivas tienen diferente color, el poseer nicleorpor .

trayectorias monocromdticas-es-equivalente a poseer nicleo y sabemos-que los ciclos di=+ =

migidos de Jongztud impar no.-tienen nicleo. Observemos que se.obliene una extension.

con las mzsmas camctemstzcas 81 conszdemmos como ﬂ rualqmev U_ u+—z‘m JECtO’.’ ia -

szstema
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Nota 5 49 Consideremos a Dy un ciclo dirigido de longitud par (u UL, Uy wory Uanp1, 1)

con la dmgonal (von,u), n > 1, con lo siguiente 3-coloracion: las flechas (Ugny1,u)

y {u,u;) con color 1; para cada i € {1,...,n} la flecha (ugi 1, uz;) con color 2; parg

cada i € {1,..,n} la flecha (ugi,Um'_E_l) con color 3; y la flecha (ugn,u) con. color
8 ﬁgum 5.18. Dy es una digrdfica 3-coloreada y mo es dificil ver que Mo tiene ni-
cleo por tmyectorzas monocromdticas. Sea U = {u} y sea g = {6 } donde ﬁ

. (u_ = 2o, Z1, ey Tom = u+) conm > 1 es una u_ u+—tmyectorm de longitud par con

la siguiente coloracidn: para cadai € {0,...,m—2} la ﬂecha (T3, Tair1) con color 2; g

para cada 1 € {1,...,m} la flecha (z9;_1, ZEgz) con color 3. [j‘ satisface las condiciones

(it) y (iiz) de la definicion de 3- szstema 0 (S) representada en la misma ﬁgma es

una eztensidn de la digrifica Dg gue canszdem al y B definidos antemormente Y que

cald deﬁruda a partis de Dy y uo de su cerradur transitive, ademds § (5) satisfuce o .

condicidn (A ) F; (S ) £s UNG dzgmﬁca 3 coloreada que s7 tzene micleo por trayectorias

'monocmmatmas de hecho N = {u21 o/ 1Ee{lL,n+ 1} U {zaa/ i€ {1,..,m}}.

'es niicleo por trayectorias monocromdlicas de § (S Observemos que se obtzene

-- TESIS _*CON
FALLA DE ORIGEN

“una extensidn con las mismas caracteristicas isi- consideramos como 3, cualquier - .

gy —trayectoria dirigide de: longztud par: que satisfaga las candzcwnes (i) v (m}-

| 'de la definicion de 3-sistema

Si algin element-o del conjunto U utilizado para ‘extender una digrifica estd con-

- tenido en algitin ciclo monocromatico-de ésta, puede suceder que la extensién no tenga

nticleo . por trayectorias monocromatlcas aunque la, digréfica original si posea, esto se.. -

muestra en lanota 5.50. Como ‘ya se menciond en la nota 5.47 esta condicién noes . - -

necesaria para.que la digrdfica original tenga nticleo por trayectorias monocrométicas: -+
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Figura 5.18

., si la extensién lo tiene.

Nota 5.50 Consideremaos un ciclo dﬁmgzdo de color 1 C = (u,uy,Us, ..., Un, U} ¥

'sea Dy la digrifica que resulta a partir de C anadiendo un nuevo vértice w y las
»-ﬁechas (u;,w) de color'® para i € {1,2,..,n}.” BEn la figura 5.19(a) se muestra
:' Dy y su cerradura transitiva. En la figura 5 19(b) 5 (5) representa una extension

de la digrifica Dy donde U= {u} Yy ﬁ = (u_ = - 20, T1, oy Do = Ug) cdn m > 1

. .ies una u_u,—trayectoria de longztud par con la siguiente coloracion: para cada
i€ {0,....m — 2} la flecha (To;, T2e1) con color 2; y para cada i € {1,._..,m} la

" flecha .($gi_i,$éi) con color 3. Eu satisface los condiciones (ii) y (#i) de la definicion

de s-sistema y fs“(g) satisface la condicion A. Tenemos que el vértice u estd con-

tenido en el ciclo C de Dy que es monocromdtico. {u,w} es nicleo por irayectom‘as
monocromdticas de Dy, 5 (§) no tiene nicleo por tmy'ectorz'as mohocromdéticas ya
© que cualquier nicleo por trayectorias monocromdticas deberfa contener al vértice w y
entonces ya ningin vértice u;, 1 € {1,2,...,n}, podria pertenecer al nicleo, asf uy de-
beria estar en el nicleo:y por las caracteristicas de Eu u_ también deberfa pertenccer
ol micleo pero dewy a v existen trayectorias de color 1 lo-que serfu:una contradiccion

© con la propiedad-del micleo de ser independiente por trayectorias momocromdticas.

.'Si en'la extension-nose consideran a las trayectoriasen 3 de longitud par positiva,
nuevamente podemos tener digraficas con su extensién donde una de las dos tiene
miicled 'pbr"“tf'ayectOrias‘-monocromaticas y la otra-no, esto se muestra en las notas
551y 5:52.° S SR
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Figura 5.19. -

- Nota 5.51 Consideremos a Dy un ciclo dirigido de longitud impar (i, u, ug, ..., Ty 1)

- con la. siguiente 3-coloracion: para cada i € {I,..;n} la flecha (tig- 1, u2) con color

. D: pam cadat €{1,..,n— 1} la flecha (tﬂgz,uﬂ-z_Fl) yla ﬂecha (u, ul) con color 1; yla

TESTS CON
FALLA DE ORIGEN

o ﬁecha (uon, u) de color 3, ﬁgum 5. 20 3 (S) 'repfresenta una ea:tenszdn de la dzgmﬁca B

donde U B {u} J B, = (u-=as, L1, Tomoy = = ty) es Cﬂalqmer U u;—trayectorm o

de longztud impar con lo siguiente 2-coloracidn: para cadet € {0,1,...,m—1} la flecha

- (Zag, Tazr1) com color 2 y para écadai-&{1,...,m—1} la ﬂecha (:z:g1 1. :cqz) con color1.-A .. -

excepcion de la condicion sobre la longitud dejla trayectoria Bu, se satisfacen las condi-.. ...

ciones de la definicion de §-sisterna y la.condicidn A. Claramente Dy-no tiene niieléo o o

por trayectorias monocromdticas-y {uzi-1/ 1 € {1,...n}}U{zs;/ 7 €{0.1,...,m}} es.+
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nicleo por trayectorias monocromdticas de § (§)

D, 5(5) T, | I
'1.%.
1
. Zy o/ ‘T
3 1 2in-2
Uz g7 O w 7 ' \2
7 .\ 2 .
1 2 ~f
thz 1/ ' ~d Zp=T. @ Ut =T
2- ; .uz 3/’\ ll
. : v
‘o : Yo R “
Us w / 2 2
N ? ) Nr
("‘T‘. Uzp.1 ® Uy

Figura 5.20

!‘Nota 5.52 Consideremos a Dy un ciclo dirigido de longitud par (u, u;, us, ...,. Ugn—1, U)

' ; econ lo siguiente 2-coloracion: para cada i € {1,...,n — 1} lo flecha (up1,u0;) vy la
L L':ﬁ{ﬁecﬂha-(u%_l,u) con color 2; para cada i € {1,...,n — 1} la flecha (ug;, ugy,) v la

L '?'*flecha (u,u1) con color 1, figura 5.21. E(g) representa una extension de la digrifica

donde U = {u} y B, = {(u_ =20, %1, ..., Tom—1 = uy) es cualquier u_u,—trayectoria

e longitud impar conla siguiente 2-coloracidn: para cadai € {0,1,...,m~1} la flecha

(22, Taip1) con color 3 y para cada i € {1,...,m — 1} la flecha (T2u_1, 79} con color
1. A excepcion de la condicidn sobre la longitud de lo trayectoria Bu, se satisfacen
las condiciones de-la definicion de s-sistema y la condicidn A. Dy tiene niicleo por
tmyectarz’as‘mondcﬂfmﬁcit’écas, {ug;iy/ i € {1,..,n}} es uno de ellos.y E(g) no tiene

niicleo. por trayectorias monocromdticas.

Si:en la extensmn 10:3¢ cumple las COI’ldlClOlleS Soble 1a coloramon de las tlayecto-
‘rias en’d marcadaien el i mc150 (iii) de 1a definicién de 5 515tema nuevamente podemos
tener digrificas con suw extension donde una de las dos tiene micleo por trayectorias

monocmmaticas y la otra no, esto se muest1a en las notas 5 53 5. 54 5. 55 y 5.56.

Nota 5.53 (Consideremos la digrdfica coloreada Dy de:la Nota 5.51. En la figu-
g5 2878 (S) represente ‘une extensidn de lo digrdfica -donde U. = {u} y ﬁu =
(e ="2p; Ti; . Tom = ux) 8 cualquier u_u.,—trayectoria de longitud par positiva
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D, 5(S) z. z,
- 3
. ’1.—':,.
U 1
. |
uzﬂ;].%o\) Il L310-2
A QU 7 3
;N -* ;
' / To=u 0 U, =T,
Uzn2 @ ~ Us: 0 '1 +=L2n1-1
/1. 2 v
\ ' Uryy .ul

Figura 5.21

donde dos flechas consecutivas tienen el mismo color, digamos las flechas (zg, z1)
y (z1,zs) ttenen color 2, en las flechas (xj-1,z;) con 3 < j < 2m se van alternando
" los colores 8 y 2. A excepcidn de una de las condiciones sobre la coloracion de Eu
marcada en el inciso (i) de. lo definicion de 3-sistema,. esta extensidn satisface las
condiciones de la definicidn de s5-sistema y la condicidn A. Dy no tiene nicleo por
. tmyectam’&s monocromdticas y el nicleo por trayectorias monocmmdﬁicas des (g) es

| {1'211/ = {1,2,...,2?’)’1}} L {’ngi/ i€ {1,2, ,27?,}}

~TESIS CON
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Nota 5.54 Consideremos a Dy un ciclo dirigido de longitud par (u, uy, v, ..., Ygnp1, U)
con la diagonal (usni1,%1), n > 1, con la siguiente S-coloracion: para cada i €
{1,..,n} la flecha (ug;.1,uz) v la flecha (Uant1, u) con color 2; para cada i € {1, ...,n}
la flecha (g, ugie1) v la flecha (u,u1) con eolor 1; y la flecha (uony1,u1) con color
3, figura 5.23. Dy es una digréfica 3-coloreada y {u} U {ug:/ t € {1,2,...,n}} es un
niicleo por trayectorias monocromdticas de Dy. Sea U = {u} y sea 8 = {Eu} donde
Bu = (u_ = Zp, L1, ..., Tom =Uy) CON M > 1 es una u_ﬁ+—-tmyectorm de longitud
par con la siguiente coloracion: las flechas (u—,xy1) y (21,22) con color § y para
las demds flechas se van alternando los colores 2 y 3. La extensién correspondiente
'E(g) se satisfacen las condicz'ohes de ln definicion de s-sistema y la condicion A
con excepcion de la condicion sobre la coloracion de Eu que flechas consecutivas de
la trayectoria tengan diferente color inchuida en el inciso (iti) de la definicion de -
sistema. 5{S) no tiene micleo por f:myectoﬁas monocromdticas, esto lo veremos a
confz‘nuacz’o‘n. Procediendo por com‘mdz'ccz’dn, supongamos que N es un nicleo por

trayectorias monocromdticas de g(g) Supongamos que uy, € N entonces por las

caracteristicas de 3, tenemos que {Zg, Ta. Tom—2,Tam = U4} C N, como las flechas -

(u_,x1) y (T1, z2) tienen color 3, entonces {u..,z1} NN = ¢. Por otro lado como

Uy € N oy {up,ur) € A(Dy) entonces wy ¢ N, como la tnica flecha que sale de uy es
hacta yus, entonces-uy € :N, asi sucesivamente tenemos que {Usg, Uq__Usn_3,Us} C N -
Y Usmpr & N. Como {u_,uy,usmmn} NN = ¢ y las dnicas flechas que salen de
Uona1 SOM hacia u-. y.uy tenemos que N no absorbe por trayectorias monocromdti-

cas @ Usma1 lo cual es una contradiccidn. Supongamos que u. ¢ N, entonces por

~ las caracteristicas de [, tenemos que {1,735 Tom-3,Tom-1} C N yu_ ¢ N, como

coolus flechus (uo, 1) y (wg; ) Genen color 5, endonces {u., 21} NN = ¢. Por otro .

: -‘l‘,'_lado como uy ¢ N y la tinica flecha que sale de v, es hacia u; entonces u; € N,

-;";C'omo {(uzns1, wr), (w1, )} C© A(Do) entonces {usnsr,u2} € N. Como la dnica
: ﬂec_ha que sale de uy es hacia uz, entonces uz € N, ast sucesivamente tenemos que
{ug, Usi Usno1} C Ny tgn ¢ N. Como {ugn, tigner} NN = ¢ y las tinica ﬂecim que
- sale deiuy, es hacia usyiq:tenemos que N no absorbe por trayectorias.monocromdticas

b a Uon lo cual esvunt contrudiccidn. Por lo tanto s (S) no tiene nicleo por trayectorias

monocromdticas.

Nota 5.55 Consideremos la digrdfica. coloreada Dy de lo-Nota 5.51. En la figu-

m524'§(§) representa una extension de la digrdfica donde U = {u} y B, =

(L =Ty, T7, 5y Tom = uy) €8 cualquier u_ug—trayectoria de longitud par positiva
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U .3/1 '-'
| .
u2n+,.y’.\\_.> . I @21
—_— ;

Figura 5.23

donde la flecha (u_ = xq, z,) tiene color & gue es el mismo color que la flecha (ugn, u_)
y en las ﬂec}ms (zj_1,2;) con 2 < j < 2m se van alternando los colores 2y 3. A
eTCepCion de la, condacwn sobre la colomczon de ﬁu que pzde que la flecha de ﬁu que
incide dede u_ tenga color diferente que todas las ﬁechas que mczden hacia u en Dy

incluida en el inciso (4ii) de la: deﬁmcwn de § 8- szstema esta extension satisface las

condiciones de la deﬁmczon de s-sistema y la condzczon A Du no tiene nucleo por

‘ tmyectomas monocromdticas y-el micleo por tmyectorzas monocromdticas de 5 (5’ )
{2251/ 7= 1,...,m}U{ug;_1/ j =1, ...,n}. Andlogamente se puede obtener una ez-
tension con nicleo por trayectorias monocromdticas donde lo flechu de lo trayectoria

~

8, que incide hacia u,. tenga el misme color gue (14, uy).

Nota 5.56 Consideremos a Dy un ciclo dirigido de longitud par (, U1, Uz, ...y Uppr1, U)
con {a diagonal (Uan, us), 1 > 2, conda siguiente S-coloracidn: pare cade i € {1,...,n}
lo flecha (ugiy,us) y la flecha (Usper;u) con color 2; para ceda i € {1,...,n} la

fecha (usi, usizq) ¥ la flecha (u, "u,l)‘-“con color 1; 4 lo flecha (’ti.gn,'ug) “con color 3,

figura 5.25. Dy es una digrdfica 3-coloreada y {usiy1/ i€ {1,2,..,n}} es un nu- s
cleo por tmyectovms monocmmatzcas de-Dy. Sea U = {u} ¥ seil 8= {,8 }“donde T

[

con la siguiente coloracién: la flecha (u- 3,1) con color 2 y para las demds ﬁechas se
van alternando los colores+8 y 2. La extension cor'respondzente 5 (S’) “se-satisfacen -
las condiciones de la. deﬁmcwn de §-sistema y la condicidn A con ea:cepcwn de o

cond&czon sobre. la colomcwn de /3 que.pide que la flecha de ﬁ’ que incide dede: YL

= (4.. = Tg, T1, i T2 -‘,»_ Uy ). conm 2.1 es una u_u, —tmyectom de lowgzt’ud DA i

tenga color diferente.que todas las flechas gue inciden hacio u en Dy incluida en-el: -
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Figura 5.24

nciso (m) dela deﬁmcwn de 3- szstema esta extension Satzsface las condzczones de
la deﬁmczon de 3-sistema Y la condicion A. Por un argumento andlogo al usado en
la Nota 5. 54, (S) no tzene niicleo por tmyectomas monocmmdtzcas Andlogamente
se puede obtener una extension sin miicleo por trayectorias monocromatzcas donde la

fecha de la trayectoma /5’ q'ue mczde hacw Uy tenga el mzsmo color que (u+,u1)

n, o E) 'r

-".'.D : . i/-’ . .')0‘

. 2
u2n+l/’.\ " A
1 / ;
1A e\1 2 Y
than .~—"——“——>. Uz .
e \ Zl ;l
|4 U (1
' Zntl !
NKZQ IA JJ
LI 4
‘ Uy, T 4 Q'L!-g
. - . 1
¥ i .-T o /‘
S 1\. ol
e ¢ |
Figura 5.25

--En las' notas 5.57 y 5.58 muestran que si-la extensién no satisface la condicién
-+{A)-entonces la digréfica:original o su extensién puede tener fidcléo por trayectorias

" monocdrométicas aunque la- otra no tenga. il T
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Nota 5.57 Consideremos la digrifica coloreada Dy de la Nota 5.54. FEsta dz’grdﬁéa
como se vid en la nota 5.54 tiene nicleo por trayectorias monocromdticas. - En la
figura 5.26, §(§> representa una extension de la. digrifica donde U = {u,v = uy},
Bu = (U = By, By ey Do = Ug ), Ev = (V= = Y0, Y1, - Yok = Uy) ¥ Se van alternando
los colores 8 y 2 en las flechas de ambas trayectorias, la digrifica I no tiene flechas
y la digrdfica U, solo tiene la flecha (vy,u.). Se satisface la definicion de 3-sistema
DETO En Z:{—ﬁ_hno se cumple la condicidn (A) pues aﬁarece la flecha (v, uy) ¥ en Dy ne
hay flecha de v a u. Andlogamente a los argumentos usados en lo nota 5.54 se puede

ver que E(S) no tiene micleo por trayectorias monocromdticas. Andlogamente se

puede obtener una extension s (S) sin niicleo por trayectorias monocromdticas donde

enU_ mo se satisfaga la condicion {A).

§(5)
T 3, Tam-1
Fy 33@0—>@ .- 3
i/-’ °\-3 U =T3)
11 .
% N
T 9 Uy
A 7 .
:/ 2
) . ~
=
o R elY,=U
2 I \LJ
Urn1 @ © y 1
i Ik
1
uZn.aL J?'
3
. ) L4
) -
N\ J
I'x °
. D
‘-2\' «—® &9%
[ 27 W2
U=
Figura 5.26

Nota 5.58 (onsideremos la digrifica coloreada Dy de la Nota 5.51. ‘Como se wid
en la Nota 5.51 Dy no tiene micleo por trayectorias monocromdticas. En la figura
527 §(§> representa uno extensidn de la digrifica donde U = {u,v.= ua}, Bu =
(u_ = Zp, 21, -, Tom = Uy} con los colores 2 y 3 alterndndose en sus flechas yﬁb = .
(= = Yo. Y1y - Yok = Vi) conlos colores § y 2 alterndndose en sus flechas, la-digrifica

U no tiene flechas v la drgrdfica Z:{v+ solo tiene la flecha (vi,v.). Se satisface la
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definicion de S-sistema pero en ZZ. no se cumple la condicion (A) pues aparece la
flecha (v, ve) v en Dy no hoy flecha de uw av. s (§ ) st tiene nicleo por trayectorias
monocromdticas, N = {vy} U {un/ i € {2, .. ,n}} U {zyu1/ i € {1,2,.,m}} U {y/
i €{0,1,....,k —1}}. Andlogamente se puede obtener una extension g (§) con naicleo

por trayectorias monocromdticas donde en U no se satisfaga lo condicion (A4).

§(5)
Ty . Lzl
Iz : 7.—J> ° e 3
°/ .\.! U =T 29
- [
4
T @
A
2
Ta=U.
0= A
’
Uan

1 /
po 3
2 — ge—@ .
2 5
ta : V= Yz ka-]

Figura 5.27

5.7 Problemas Abiertos
1. ;El mimero de micleos por trayectorias monocromdticas de una digrifica m—colo-
- reada Dg-es igual al nimero de nicleos por trayectorias.monocrométicas de

cualquier extension 5 (S ) ?

De laextensiones que existen para digréficas que preservan nticleo jcudles pueden - .

)

-+, generalizarse:a digraficas m—coloreadas y que preserven micleo‘por trayectorias: -

monocromaticas?
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ABSTRACT

A Lkernel in a digraph D is a set N of vertices just that every pair of them isn’t
adjacent and for every vertex v not in NV there is an arc from v to some vertex in V.
If the arcs of D) are coloured with m colours we call thé digraph D an m-coloured
digraph. A set N of vertices of D is called a kernel.by monochromatic paths if for every
pair of diferent vertices there is no monochromatic directed path between them and for
every vertex v not in /V there is a monochromatic directed path from v to some vertex
in N. In this thesis I studied the problem of the existence of kernels by monochromatic
paths in some kinds of digraphs. I obtained sufficient conditions for the existence of
this kind of kernels in digraphs just like quasitransitive digraphs, tournaments and
bipartite tournaments. I also obtained some generalizations of results about kernels

and kernels by monochromatic paths.






