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0.1 Introducción

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

Si una digráfica i?.tiene sus flechas coloreadas y se han empleado m colores, diremos

que es una digráfica m-coloreada. Ün conjunto N de vértices de una digráfica D

m-colóreada es un núcleo por trayectorias monocromáticas si entre los vértices

del conjunto no existen trayectorias dirigidas monocromáticas y desde cualquier vér-

tice v de D que no esté en N existe una trayectoria dirigida monocromática hacia

algún vértice de N. En este trabajo presentamos varios resultados sobre la existencia

de núcleos por trayectorias, monocromáticas en ciertas digráficas, la mayor parte de

éstos es sobre digráficas finitas pero algunos resultados incluyen digráficas infinitas.

Los conceptos básicos de gráfica y digráficas que utilizamos a lo largo del trabajo se

encuentran en el Capítulo 1.

El concepto de núcleo por trayectorias monocromáticas es una generalización del

concepto de núcleo introducido por Von Neumann y Morgenstern [32] en el contexto

de Teoría de Juegos. Un núcleo N en una digráfica D es un conjunto independiente de

vértices de D tal que para cualquier vértice v e V (D) \N existe en D una flecha desde

v hacia algún vértice de N. Una digráfica es núcleo perfecta si toda subdigráfica

inducida tiene núcleo. Con respecto a esto uno de los problemas que se estudian

en la actualidad es el de establecer condiciones suficientes para que exista núcleo

en una digráfica, entre los trabajos realizados destacan los hechos por Richardson

[33, 34], Duchet y Meyniel [12], Duchet [9, 11], Galeana S. [13], así como Galeana S.

y Neumann L. [19, 20]. Éstos han dado lugar al desarrollo de muchos resultados más.

En [35], Sands, Sauer y Woodrow demuestran que para una digráfica 2-coloreada

sin trayectorias mono cromáticas infinitas exteriores siempre existe un conjunto de

vértices tales que cualesquiera 2 de ellos no están conectados por medio de trayecto-

rias dirigidas monocromáticas, y desde cualquier vértice fuera del conjunto siempre

existe alguna trayectoria dirigida monocromática hacia algún-vértice del conjunto.

En este mismo artículo prueban en particular que todo torneo 2-coloreado T tiene un

•vértice'-u tal que desde cualquier otro vértice x de T existe una-trayectoria dirigida

monocromática hacia v. También-plantean el siguiente problema: Sea T un torneo

m-colóreado tal que no tiene ciclos dirigidos de longitud 3 tricolores. ¿Entonces T

tiene un vértice que satisface lo anterior?

. ' En [31], S. Minggang prueba que si en el problema planteado por Sands, Sauer

y Woodrow se pide además que no tenga subtorneos transitivos tricolores entonces

existe tal vértice, además muestra que ésto es lo mejor posible para m > 5.

Más adelante en [15], H. Galeana Sánchez introduce el concepto de núcleo por



trayectorias mpnocrbmática&,-y; fes.tablece condiciones suficientes para la existencia de

núcleos por trayectorias monocromáticas en torneos m—coloreados. Otros trabajos

realizados por H. Galeana Sánchez sobre la existencia de núcleos por trayectorias

monocromáticas en ciertas digráficas m—coloreadas son [16, 17, 18, 25].

Existe una relación muy estrecha entre los conceptos de núcleo y núcleo por

trayectorias monocromáticas y está dada por la cerradura transitiva de una digráfica

m—coloreada. Dada una digráfica m—coloreada D, se define la cerradura tran-

sitiva de D, denotada por <£(£>) como la digráfica tal que: V (t(D)) = V (D) y

A (£(£>)) = A{D) U {(tí, v) de color i / existe en D una trayectoria dirigida de color i

desde u hacia v}. No es difícil ver que para cualquier color i la subdigráfica de £(D)

inducida por todas las flechas de color i es una digráfica transitiva. También tenemos

que D tiene núcleo por trayectorias monocromáticas si y sólo si £(£>) tiene núcleo.

Tomando en cuenta lo anterior el resultado de Sands, Sauer y Woodrow puede

establecerse como sigue: si D es una digráfica que es unión de 2 digráficas transitivas

tales que ninguna de ellas tiene trayectorias infinitas exteriores, entonces tiene núcleo.

En el Capítulo 2 damos generalizaciones de este resultado considerando digráficas

que son unión de una digráfica .pretransitiva derecha y una digráfica pretransitiva

izquierda así como digráficas que son unión de digráficas quasitransitivas. En este •

capítulo también incluímos un resultado sobre gráficas que se pueden orientar como

una digráfica pretransitiva derecha o izquierda y un resultado más sobre núcleos por

trayectorias monocromáticas de digráficas quasitransitivas.

En el Capítulo 3 mostramos que el problema planteado por Sands, Sauer y Woodrow

no es válido para m = 4, y probamos que si T es un torneo 3—coloreado tal que todo

ciclo dirigido de longitud 3 está coloreado con 2 colores y para cada vértice el número

de colores asignados a las flechas que inciden en él es a lo más 2 entonces T tiene

núcleo por trayectorias monocromáticas.

En el Capítulo 4 establecemos condiciones suficientes para la existencia de núcleos

por trayectorias monocromáticas en torneos bipartitos. : ••• •, . . .

En el Capítulo- 5 presentamos varias operaciones en digráficas m—coloreadas que

preservan la propiedad deposeer núcleo por trayectorias rnonocromáticas:aunq.ue.en

algunas de ellasla. digráfica resultante siempre tiene núcleo por trayectorias monocro-

máticas independientemente de que la digráfica original tenga. En este mismo capítulo

definimos ima extensión de-digráficas m—coloreadas, que-preserva.la existencia-:.de

núcleos por trayectorias monocromáticas, esta extensión está basada en la definida

por H. Galeana Sánchez.y V. Neiunann Lara en [21] para digráficas núcleo perfectas.



Capítulo 1

Conceptos Básicos

En esta parte presentamos los conceptos y resultados básicos de Gráficas, Núcleos y
Núcleos por Trayectorias Monocromáticas que emplearemos a lo largo del trabajo.
Para algunos teoremas no hemos incluido su demostración pero puede consultarse [4],

1.1 Gráficas

Definición 1.1 Una gráfica G es una pareja (V (G) ,A(G)) tal que V(G) es un

conjunto no vacío de elementos llamados vértices y A (G) es un conjunto de parejas

no. ordenadas de vértices distintos llamadas aristas. Decimos que una gráfica es de

orden n si tiene n vértices. . ,

Definición 1.2 Si a es una arista de G y a = {u, v) con u yv vértices de G decimos

queu y v son los extremos de a, que.u y v son adyacentes, y que u y v inciden en

a.

Definición 1.3 Una gráfica completa G es una gráfica tal que cualesquiera 2 vér-

tices de G son adyacentes.

Definición 1.4 Una subgráfica H de una gráfica G, es una gráfica tal que V (H) C
V(G) yA(H)CA(G). . '

Definición 1.5 Una subgráfica H de una gráfica G es una snbgráficá generadora7

deG siV{H) = V(G). •

Definición 1.6 Sea G una gráfica, si B C A(G), definimos Ja subgráfica de G

inducida por B como la gráfica que tiene como vértices a los extremos de las aristas

en B y a B como conjunto de aristas.



Definición 1.7 Sea G una gráfica, si U C V (G), definimos la subgráfica de G

inducida por U como la gráfica que tiene a U como conjunto de vértices y como

conjunto de aristas a todas las aristas de G que tienen ambos extremos en U.

"' ' Comúnpe.iijevnos referiremos a las subgráficas inducidas por un conjunto de vér-

tices simplemente como Subgráficas inducidas, en caso de que hagamos referencia a

üñá.su'bgráfi'ca-iñ'd'iici-d-á-por un conjunto de aristas así lo especificaremos.

Definición 1.8 Sea G una gráfica, un conjunto U C V (G) decimos que es un con-

junto independiente si cualesquiera 2 vértices de U no son adyacentes en G.

Definición 1.9 Una gráfica G es una gráfica bipartita si existe una bipartición

{U, W} de los vértices de G tal que cualquier arista de G tiene un extremo en U y

otro en W.

El siguiente teorema caracteriza a las gráficas bipartitas y es de mucha utilidad

en Teoría de Gráficas.

Teorema 1.10 Si.G es una gráfica bipartita entonces no tiene .ciclos de longitud

impar.

1.2 Digráficas

Definición 1.11 Una digráfica D es una pareja (V (D), A (£>)) tal que V (D) es un

conjunto no vacío de elementos llamados vértices y A (D) es un conjunto de parejas

ordenadas de vértices distintos llamadas flechas. Decimos que una digráfica es de

orden n si tiene n vértices.

Definición 1.12 Si f es una flecha de D y f = (u^v) con u y v vértices de D

decimos queú y v son los extremos de f; u. el extremo inicial de f y v el.extremo

final También decimos que f se -dirige de u a v y que u es adyacente;hacia v y v

es adyacente desden. . . . . .

Definición 1.13 Si D es una digráfica y f = (u,v) es una flecha de D, decimos que

f es una flecha simétrica si (y. u) también es una flecha de D. . , . . •

Definición 1.14 Si D es una digráfica y f — (u.v) es una flecha de D, decimos que

f es una flecha asimétrica si (v, u) no es flecha de D.



Definición 1.15 Dada una digráftca D y v un vértice de D, definimos el ingrado

o grado interior de v en D corno el número de flechas de D que tienen a v como

extremo final Denotamos por gr~¿(v) al ingrado de v en la digráfica D, en el caso de

que sólo trabajemos con una digráfica podemos omitir el subíndice en la notación.

Definición 1.16 Dada una digráfica D y v un vértice de D, definimos el exgrado

o grado exterior de v en D como el número de flechas de D que tienen a v como

extremo inicial. Denotamos por grp(v) al exgrado de v en la digráfica D} en el caso

de que sólo trabajemos con una digráfica podemos omitir el subíndice en la notación.

Definición 1.17 Decimos que una digráfica D es una digráfica completa si entre

cualquier par de vértices distintos de D existe alguna flecha.

Definición 1.18 Una subdigráfica H de una digráfica D es una digráfica tal que

V (H) C V (D) y A(H) C A(D). Decimos que H es una subdigráfica propia si

V{H)CV{D) oA{H) CA{D).

Definición 1.19- Una subdigráfica H de una digráfica D es una subdigráfica ge-

neradora deDsiV (H) = V (D).

Definición 1.20. Sea D una digráfica, si B C A[D), definimos la subdigráfica de

D inducida por B como la digráfica que tiene como vértices a los extremos de las

flechas en B y a B como conjunto de flechas.

Definición 1.21 Sea D una digráfica, si U C V (G), definimos la subdigráfica de

D inducida por U como la digráfica que tiene a U como conjunto de vértices y

com.o conjunto de flechas a todas las flechas de D que tienen ambos extremos en U.

SiU C.V (D) denotamos por D [U] a la subdigráfica de D inducida por U.

Al-igual que en gráficas, comúnmente nos referiremos a las subdigráficas inducidas

por un conjunto de vértices simplemente como subdigráficas inducidas, en caso de

que hagamos referencia a una subdigráfica inducida por un conjunto de flechas así lo

especificaremos. . . . . . . . . . - - . . .

Definición 1.22 Dada una digráfica D definimos su parte simétrica denotada por

Sym(D), como la subdigráfica generadora de D cuyo conjunto de flechas es el con-

junto de flechas simétricas de D.

Definición 1.23 Dada una digráfica D definimos su parte asimétrica denotada

por Asym(D) como la subdigráfica generadora de D cuyo conjunto de flechas es el

conjunto de flechas asimétricas, de D.

' '
¡ !

- " \ '• ' • ' • . . ! . '•
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Definición 1.24 Decimos que una digráfica D es una digráfica simétrica si todas

sus flechas son flechas simétricas.

Definición 1.25 Decimos que una digráfica D es una digráfica asimétrica si todas

sus flechas son flechas asimétricas.

Definición 1.26 Un camino en una digráfica D es una sucesión de vértices (nllt¿2)

i¿3, ---j^n) tal que para cadai 6 {1,2, ...,n — 1} se tiene (V>Í,ÚÍ+I) G A (D) o (UÍ+I,K¿) E

A (D). En este caso decimos que u\ y un son los extremos del camino y que el camino

es un UiUn+i — camino de la digráfica.

Definición 1.27 Una trayectoria en una digráfica es un camino (i¿i, «2,^3, . . . A )

tal que u¿ =£ Uj si i =£ j .

Definición 1.28 Un camino cerrado en una digráfica es un camino (i¿lf n2; ti3,..., un)

tal que U\ — un.

Definición 1.29 Un ciclo en una digráfica es un camino cerrado (ui, u2, «3,..., un,Ui)

tal que % y¿ Uj si i ^ j . • •

Definición 1.30 Un camino dirigido en una digráfica D es un camino (i¿i, i¿2r^3,...,

un) tal que para cada ¿6{l ,2 , . . . ,n— 1} se tiene (U¿,ÍÍÍ+I) £ A(D).

Definición 1.31 Una trayectoria dirigida en una digráfica-es un camino dirigido

que además es una trayectoria.

Definición 1.32 Un camino dirigido cerrado en una digráfica es un camino di-

rigido que además es un camino cerrado.

Definición 1.33 Un ciclo dirigido en una digráfica es un camino cerrado dirigido

que además es un ciclo. Denotamos -por Cn al ciclo dirigido que consta de ñ vértices.

Definición 1.34- Dada una digráfica D yC= (i¿o,t¿i,..., un) un ¿camino ..en D deci-

mos que n es la longitud de C y la denotamos por I (C). - • • .

Notación 'l;35SiG'=.(ui, ...,fín) es un camino, .entina digráfica.D, si.l<-i:< j <

n denotamos por (UÍ,C,UJ) al u^u^—camino contenido en C¡ es decir (UÍ,C,UJ) =

{u^ui+1,...,uj-uuj).

Los siguientes teoremas son. resultados básicos de digráficas que empleraremos a

lo largo de la tesis.
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Teorema 1.36 Todo uv~camino dirigido en una digráfica contiene una uv~trayecto-

ria dirigida.

Teorema 1.37 Todo camino dirigido cerrado en una digráfica contiene un ciclo di-

rigido.

Teorema 1.38 Todo camino cerrado dirigido de longitud impar en una digráfica con-

tiene un ciclo dirigido de longitud impar.

Definición 1.39 Una digráfica D es una digráfica bipartita si existe una biparti-

ción {U, W} de los vértices de D tal que cualquier flecha de D tiene un extremo en

U y otro en W.

Teorema 1.40 Sv'D es una digráfica bipartita entonces no tiene ciclos de longitud

impar.

1.3 Núcleos

Definición 1.41 Sea D una digráfica y N C V (D)} N es un conjunto indepen-

diente de la digráfica D si para cualesquiera u y v elementos de N no 'existen flechas

entre ellos en D.

Definición 1.42 Sea D una digráfica y N C V (D), N es un conjunto absorbente

de la digráfica D si para cualquier u £ V (D) \N tenemos que u es adyacente hacia

algún elemento de N.

Definición 1.43 Sea D una digráfica y N C V (D), N es un núcleo en la digráfica

D si es un conjunto independiente y absorbente de D.

Definición l.;44 Una digráfica D es llamada una digráfica núcleo perfecta si toda

subdigráfica inducida, de D tiene núcleo. . . .;, -: -:. ..

Definición 1.45 Una digráfica D es llamada una digráfica núcleo, imperfecta criti-

ca si no tiene núcleo pero toda subdigráfica propia de D sí tiene núcleo.-. ..••.-.-...

No todas las digráficas tienen núcleo, por ejemplo los ciclos dirigidos de longitud

impar no tienen núcleo. El siguiente teorema dado por Duchet en 1980 es uno de

los resultados clásicos sobre la existencia de núcleos en digráficas y nos es de mucha

utilidad en los capítulos posteriores.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Teorema 1.46 [9] Si una digráfica satisface que todo ciclo dirigido tiene al menos

una flecha simétrica entonces es núcleo perfecta.

El siguiente teorema lo usaremos a lo largo de la tesis para la construcción de

ejemplos de digráflcas que no tienen núcleo.

Teorema 1.47 Sean Dx y D2 digráficas tales que V ( Di) D V í D2) = <j> y D2 no

tiene núcleo. Sea D una digráfica tal que:

V (D) = V ( ¿1 ) U V (f)2\ y Á(D\=A ( ¿1 ) U A (D2) U Á donde

Á C i (u,v) /uEV (DA y'v e V f ¿ 2 ) \- Entonces D no tiene núcleo.

Demostración. Procederemos por contradicción. Supongamos que N C V í D

es un núcleo de D. Como desde los vértices de D2 no hay ñechas hacia.los vértices

de Di y N es un conjunto absorbente, entonces N n V í D2 J 7̂  <p y N C\ V í D%)

debe ser un conjunto absorbente en ¿2- Como N H V f ¿2) C N y N es un conjunto

independiente de D entonces NHV [D2J es un conjunto independiente.de D2. Por

lo tanto N (1 V í D21 es un núcleo de D2, pero esto es una contradicción pues.por

hipótesis D2 no tiene núcleo. Concluímos que D no tiene núcleo, n

1.4 Núcleos por Trayectorias Monocromáticas

Una generalización del concepto de núcleo es el concepto de núcleo por trayectorias

monocromáticas dado por H. Galeana Sánchez [15], en donde se consideran digráficas

donde a cada Hecha se le ha asignado un color, si para las flechas de una digráfica D

se han empleado m colores diremos que D es una digráfica m ~ coloreada.

Definición 1:48 Sea D una digráfica m—coloreada, una trayectoria dirigida mo-

nocromática; en uña digráfica D es una trayectoria dirigida tal que,todas sus flechas

tienen asignado el mismo color.

ÍDefiinicióii'-Í'.49';5eá!D-í¿7ia digráfica m—coloreada y N. C V {D)y:N es -un conjunto

independiente :por trayectorias monocromáticas de-la digráfica.D:\simpara cua-

lesquiera u y v elementos de N no existen en D trayectorias dirigidas monocromáticas

entre u y v.

Definición 1.50 Sea D una digráfica m—coloreada y N C V (D), N es un conjunto

absorbente por trayectorias monocromáticas de la digráfica D si para cualquier
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u € V (D) \N tenemos que existe una uv—trayectoria dirigida monocromática para

algún v G N.

Definición 1.51 Sea D una digráfica m~coloreada y N C V (D), N es un núcleo

por trayectorias monocromáticas en la digráfica D si es un conjunto indepen-

diente por trayectorias monocromáticas y absorbente por trayectorias monocromáticas

deD.

El concepto de núcleo por trayectorias monocromáticas es una generalización del

concepto de núcleo ya que a cualquier digráfica podemos asignarle a cada flecha un

color diferente y entonces un conjunto de vértices es un núcleo de la digráfica si y sólo

si es un núcleo por trayectorias monocromáticas.

Notemos que la definición'de digráfica no permite que existan dos flechas o más

con los mismos extremos y en la misma dirección, en una multidigráfica es posible

tener este tipo de flechas llamadas flechas múltiples.

Existe una relación muy estrecha entre los conceptos de núcleo y núcleo por trayec-

torias monocromáticas, esta relación está dada mediante el concepto de cerradura

transitiva de una digráfica coloreada.

Definición 1.52 Sea D una digráfica m—coloreada, la cerradura transitiva de D,

denotada por €{D), se define como la siguiente multidigráfica:

V{€(D)) = V{D) y

A (£ (D)) = A (D) U {(u, v) con color i / existe una uv~trayectoria dirigida monocro-

mática de color i en D}.

A continuación demostramos algunas propiedades de la. cerradura transitiva de

una digráfica coloreada.

Teorema 1.53 Si D es una digráfica m—coloreada y £(D) la cerradura transitiva

de D entonces <t (D) es transitiva por colores, es decir si en <t (D) existen flechas de

color i de uavydevaw entonces existe flecha de color i de u a w. Más aún

• • • Demostración. .Supongamos que.en <£-(D) existen flechas-.de.color.¿ de u a v

y de v a w entonces por la definición de cerradura transitiva, en D existen T\ y Ti

trayectorias dirigidas de color i d e u a u y d e u a w respectivamente, la unión de estas

dos trayectorias es un camino dirigido de color i de u a w el cual por el Teorema 1.36

contiene una IÍIÜ—trayectoria dirigida y es de color i. esto implica que en C(D) existe

una flecha de color i de u a w. Por lo tanto £ (D) es transitiva por colores.

FALLA DE ORIGEN
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Ahora para demostrar que <£(£.(£>)) == £(D), basta con probar que si existe

alguna uv—trayectoria dirigida T monocromática de color i en £ (D) entonces existe

una flecha de color i de u a v en £ (D). Procederemos por inducción sobre I (T) la

longitud de la trayectoria. Si / (T) = 2, el resultado es precisamente la propiedad

de ser transitiva por colores. Supongamos que el resultado se cumple si I (T) = n, y

probémoslo ahora para I (T) = n -f 1. Si T = (u = zOí zi,..., zn: zn+í = u), entonces

T' — (u — ZQ.ZI, ..., 2n), es una uzn—trayectoria dirigida monocromática de color i en

£(Z?) de longitud n, por hipótesis de inducción existe una flecha de color i de u a

zn en £ (£>). Como £ (Z?) es transitiva por colores y existen flechas de color í d e n a

zn y de zn a .u entonces en C(JD) existe una flecha de color i de u a v. Por lo tanto

£(£(!?)) = £(!?). B

Finalmente el siguiente teorema muestra la relación entre núcleos y núcleos por

trayectorias monocromáticas.

Teorema 1.54 Sea D una digráfica m—coloreada, D tiene núcleo por trayectorias

monocromáticas si y sólo si <£(D) tiene núcleo. Más aún el número de núcleos jwr

trayectorias monocromáticas de D es igual al número de núcleos de (£(.D).

Demostración. Sea N C.V (D) un núcleo por trayectorias monocromáticas de

D. Como V (D) = V (€ (D)) entonces N C V (£ (£>)). Probaremos que N es núcleo,

de £(£>).

1. N es independiente en €(D), Sean u, v G N, supongamos que (u,v) e A(£(D)),

por definición de la cerradura transitiva tenemos que en D existe alguna m;—tra-

yectoria dirigida inonocromática pero esto no es posible ya que N es indepen-

diente por trayectorias monocromáticas en D por ser TV núcleo por trayectorias

monocromáticas de D. Por lo tanto entre los elementos de N no existen flechas

en £ (£>),-es decir N es un conjunto independiente en £ (D).

2. JV es absorbente en C(D). Sea u e V{€{D))\N. Como V,(e(.D)).= ^ (D)

-y iV es núcleo' por; trayectorias monocromáticas de. D entonces existe en D, una

'uv—trayectoria dirigida monocromática con v G Ar. Por. la .definición, de la

'••' cerradiü-atransitiva hay flecha desde u hacía v en £(D) de color'í.: Por .-lo. tanto

N es absorbente en (í (D).

Por 1 y 2 iV'es núcleo de £ (D). . •

Ahora sea N C V (£(£>)) un núcleo de £ (D). Como 7 (_D) = V (£{D)) entonces

N C V (Z?). Próbai'emos que A" es núcleo por trayectorias monocromáticas de D.
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3. N es independiente por trayectorias monocromáticas en D. Sean u,v e N,

supongamos que en D existe alguna uv -trayectoria dirigida monocromática,

por definición de la cerradura transitiva tenemos que {u,v} e A(t(D)), pero

esto no es posible ya que N es independiente en £ (D) por ser N núcleo de

£ (D). Por lo tanto entre los elementos de N no existen trayectorias dirigidas

monocromáticas en D, es decir N es un conjunto independiente por trayectorias

monocromáticas en D.

4. N es absorbente por trayectorias monocromáticas en D. Sea u E V(D)\N.

Como V (£ (D)) = V(D) y N es núcleo de £ (D) entonces existe en £ (D) una

flecha desde u hacia v con v E N. Por la definición de la cerradura transitiva

existe una m>-trayectoria dirigida monocromática en D. Por lo tanto'• N es

absorbente por trayectorias monocromáticas en D.

Por 3 y 4 TV" es núcleo por trayectorias monocromáticas de D.

Por lo anterior todo núcleo por trayectorias monocromáticas de D es un núcleo de

€ (D) y todo núcleo de £ {D) es núcleo por trayectorias monocromáticas de D, por lo

tanto el número de núcleos por trayectorias monocromáticas de D es igual al número

de núcleos áe€(D). B

El siguiente teorema es análogo al Teorema 1.47 para núcleos por trayectorias

monocromáticas y será útil para la construcción de ejemplos de digráficas coloreadas

que no tienen núcleo por trayectorias monocromáticas.

Teorema 1.55 Sean Di y D2 digráficas coloreadas tales que V [Dij n V [p2j = <p

y D-2 no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. Sea D una digráfica coloreada

tal que:

(i)

(ü) A(D\ = A^D^UA^D2^UÁdondeÁC^{u,v) /u G V. ( A ) ..V v € V

(ni) si (u.v) e'A Í A ) Vam alguna i G {1,2} entonces el color de la flecha (u,v) en

D es el mismo que tiene asignada en Di y

(iv) las flechas en Á están coloreadas en forma indistinta. • .

Entonces D no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas.

( " YDemostración. Procederemos por contradicción. Supongamos que N C V i^DJ

es un núcleo por trayectorias monocromáticas de D. Como desde los vértices de D2

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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no hay flechas hacia los vértices de Di entonces desde los vértices de D2 no hay

trayectorias dirigidas monocromáticas hacia los vértices de ¿>i, como además JV es

un conjunto absorbente por trayectorias monocromáticas, entonces N C\V ID2) ^ (p

í " \

y N n V í D2 j debe ser un conjunto absorbente por trayectorias monocromáticas

D2) C N y N es un conjunto independiente por trayecto-

rias monocromáticas de D entonces 'N n V (D2) es un conjunto independiente por
trayectorias monocromáticas de D^ Por lo tanto NnV í D21 es un núcleo por trayec-

torias monocromáticas de D2, pero esto es .una contradicción pues por hipótesis D2

no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. Concluímos que D no tiene núcleo

por trayectorias monocromáticas, H

Algunas de las condiciones que se. presentan en este trabajo para que una digrá-

fica coloreada tenga núcleo por trayectorias monocromáticas se refieren a que en la

digráfica ciertas subdigráficas tengan una coloración especial a la que llamaremos

casimonocromática y que definimos a contiuación.

Definición 1.56 SeaD una digráficam—coloreada, decimos que D es casimonocro-

mática si todas sus flechas son del mismo color excepto a lo más una.

V . . ' : '•" •

" V • . • . • • • ! . • .

i'*i ¡
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Capítulo 2

Digráñcas Pretransitivas y

Quasitransitivas

En este capítulo consideramos digráficas posiblemente infinitas. Sands, Sauer y

Woodrow, demuestran en [35]: una digráfica que es unión de 2 digráficas transiti-

vas tales que en ninguna de ellas existen trayectorias infinitas exteriores tiene núcleo.

En este capítulo, con respecto a digráficas pretransitivas, demostramos .una generali-

zación de este resultado: si D es una digráfica que es unión de una digráfica pre-

transitiva derecha con una pretransitiva izquierda tal que en ninguna de ellas existen

trayectorias infinitas exteriores, entonces D tiene núcleo.

Por otro lado usando la técnica de Sands, Sauer y Woodrow en el resultado men-

cionado antes, C. Champetier demuestra en [8] que si G es una gráfica de comparabi-

lidad (gráficas que tienen alguna orientación transitiva) entonces toda orientación de

G donde todo triángulo dirigido tiene al menos 2 flechas simétricas tiene núcleo, aquí

demostramos un resultado similar para gráficas infinitas: si una gráfica G tiene al-

guna orientación pretransitiva derecha o izquierda que no tenga trayectorias infinitas

exteriores ni interiores entonces toda orientación de G donde todo triángulo dirigido

tiene al menos 2 flechas simétricas tiene núcleo. También hacemos notar que este-

resultado para el caso finito incluye gráficas que no son perfectas.

Con respecto-a digráficas, quasitransitivas, también demostramos una genera-

lización del resultado de Sands, Sauer y Woodrow: si D es una digráfica donde

todo triángulo dirigido tiene al menos 2 flechas simétricas y es unión de 2 digráficas,

quasitransitivas entonces- D- tiene núcleo. También incluimos un resultado sobre la

existencia de núcleos por trayectorias monocromáticas en digráficas quasitransitivas

coloreadas donde todo triángulo dirigido es monocromático.
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2.1 Digráficas Pretransitivas

Definición 2.1 Una digráfica D es transitiva si para cualesquiera u,v,w vértices
de D tales que (u,v) g A(D) y (v,w) g A{D) se tiene que («,„,) e A(D).

g de este concepto son los de digráíica pretransitiva derecha y pre-
; transitiva .izquipi-d^cqnceptos dados por P. Duchet [9].

-Definición 2.2 ¡P. Duchet [9]). Una dignifica D es llamada pretransitiva derecha
(resp. pretransitiva izquierda) si cualquier subconjunto no vacío B deV (D) posee
un vértice t(B) = b tal que: (*,&) e A(D) y {b,y) g A{D) óptica {x,y) 6 A(D)
o (y,b) 6 A(D) (resp. (x,b) e A(D) y (b,y) e X {D) implica {x¡y) 6 A{D) Q

Claramente tomando i? = {6} p a r a c a d a b e y ( í ) ) ( t o m a n d o t o d o s ^ p o s i b l e g

subconjuntos de un solo elemento de V (D)) en la definición anterior obtenemos que

esta es equivalente a la Definición 2.3 (resp. a la definición 2.4) que damos en seguida

Por razones técnicas usaremos a lo largo del capítulo las definiciones 2.3 y 2.4.

Definición 2.3 Una dtgráfica D es pretransitiva derecha si para cualesquiera
u,v,w vértices de D tales que („,«,) S A(D) y („,„,) g A(D) implica (u,w) s A(D)
o (w,v) € A(D).

Definición 2.4 Una ^gráfica D es pretransitiva izquierda Si para cualesquiera
u,v,W vértices de D tales que (u,v) S A(D) y („,„,) g A(D) implica („,„) 6 A(D)
o (v,u) e A{D).

Bu este capítulo consideraremos cierta, digráficas posiblemente infinitas q u e no
teñen trayectorias infinitas exteriores, este tipo de trayectorias las definimos a con-
tinuación.

Definición 2.5 SeaD una digráfica, Úeovmos.que una sucesión de vértices (u-)

es una trayectoria infinita exterior M: Depara cada ítNse tiene que ( t ^ j

€¿( i?) V Pa™ cualesquiera ij eN tales, que i :¿.j se tiene.que UÍ^UJ,-

El siguiente teoíema se refiere ala existencia de-núcleos endigráficas pretraiisitims'
derechas e izquierdas. ' , ,- •

Teorema 2.6 (P. Duchet [9J). Una digráfica pretransitiva derecha (resp.. pre-
transitiva izquierda) tiene núcleo. , . . • . .

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Sands, Sauer y Woodrow, demuestran el siguiente resultado, en [35].

Teorema 2.7 (Sands, Sauer y Woodrow [35]). Sea D una digráfica 2-coloreada. Si

•D no contiene trayectorias monocromáticas infinitas exteriores, entonces existe un

conjunto S de vértices de D tal que ningún par de vértices de S están conectados por

una trayectoria dirigida monocromática y, 'para cualquier vértice x que no está en S

existe una trayectoria dirigida monocromática desde x hacia algún vértice en S.

Notemos que el teorema anterior queda establecido en términos de núcleos como

sigue: Si D es una digráfica 2-coloreada tal que no contiene trayectorias monocromáti-

cas infinitas exteriores entonces la cerradura transitiva deD, £ (D), tiene núcleo, más

aún £ (D) es núcleo perfecta. Así el teorema anterior puede ser establecido como

sigue: .

Teorema 2.8 Sea D una digráfica, sean Di y D2 subdigráficas transitivas de D tales

queD = D1UD2, A(Di)C\A{D2) = 4>. Si para cadai £ {1, 2} D¿ no tiene trayectorias

infinitas exteriores entonces D tiene núcleo.

2.2 Núcleos y Digráficas Pretransitivas

El resultado prinicipal de esta sección es el Teorema 2.11 que es una generalización de

los teoremas 2.6 y 2.8, la demostración de este teorema sigue una técnica similar a la

empleada por Sands, Sauer y Woodrow en [35]. Antes de demostrar el Teorema 2.11

mencionamos 2 lemas útiles para dicha demostración que se refieren a propiedades de

las digráficas pretransitivas.

Lema 2.9 Sea D una digráfica pretransitiva izquierda o derecha y sea [v\^ v2,..., vn)

una sucesión de vértices tal que (i>¿,fi+i) £ A(D) y (VÍ+I,VÍ) §É A(D) para toda

i £ {l,-...,n — 1}. Entonces la sucesión es una trayectoria dirigida y para cada i €

{ l , . . . , n - 1}, (VÍ,VJ) €Á(D) y (VJ,VÍ) í A(D) para toda j G {i + l , . . . , n} .

Demostración. Procederemos por'inducción'sobre n. -El resultado es nv

mediato para n < 2. Supongamos que el resultado es válido para una sucesión de

n vértices que satisface las condiciones del lema... Consideremos ahora una suce-

sión T = {vi,V2,...,vn,vn+i) de n + 1 vértices tal que para cada i e { l , . . . ^ } ,

(VÍ,VÍ+I) € A(D) y (vi+i,v~i) f A(D). Notemos que la sucesión T' de los n primeros

vértices de T satisface las hipótesis del Lema 2.9 entonces por hipótesis de induc-

ción X" es una trayectoria dirigida y para cada i e {1, ...,n — 1}, (u¿, u¿) e A(D) y
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(vj,Vi) £ A(D)' para toda j £ {i 4- 1, .. . ,n}. Por lo tanto solo falta probar'.que para

cada i e {1, ...,n - 1} v* T¿ wn+i, (i^tVi-i) £ A(L») y (vn+i,Vi) <£ A(D).

Procediendo por contradicción supongamos que vn+i = u¿ para algún ¿ 6 {1,.. . , n—

1}, por hipótesis de inducción (vi,vn) £ A(D): es decir (vn+i}vn) £ A{D) lo-.cual con-

tradice la hipótesis que se tiene de T, por lo tanto T es una trayectoria dirigida. Por

otro lado, para cada i € {1, ...,n — 1} considerando las flechas (vi,vn) y (vn,vn+i),

como la digráfica es pretransitiva izquierda o derecha, y en D no existen las ñechas

(vn,Vi) ni (vn+itvn) entonces {vi,vn+i) € A(D), figura 2.1. Por último., si suponemos

que (yn+uVi) € A(D), entonces tendríamos que {vn+uvn) € A(D) o (vn,Vi) & A(D),

considerando las flechas (un)Vn+i) y (^n+ii^t) si D es una digráfica pretransitiva

izquierda, o considerando las flechas (un+ii vi) Y {ví¡ vn) si D es una digráfica pretran-

sitiva derecha, figura 2.2, pero esto no ocurre, por lo tanto (vn+i,Vi) £ A(D). Con-

cluímos que T es una trayectoria dirigida y para cada i £ {1, . . . ,n}} {VÍ:VJ) € A(D) y

(VJ,VÍ) $ A(D) para t o d a ; £ {i + l,...,n + 1}. B

Figura 2.1

Figura 2.2

Lenaa 2.10 Sea D una digráfica pretransitiva izquierda o derecha tal que no tiene

trayectorias infinitas exteriores. Si U C V(D) yU^4> entonces existe x £ U tal que:

[x.y) £ A(D) con y £ U- implica (ytx) £ A(D). .'•••-

•- Demostración. '. /Procederemos por contradicción.-Sup.ongamos quevpara cada

x 6 77, existe y £ U tal que (x,y) € A(D) y {y:x) ^ A(D). Sea Xi E U entonces

existe xo-E U tal que' (xi.xo) e A(D) Y-('X<>,ZI) é A(D). .AsiVpara cada n E N.

dado"xn £ U, existe xn+\ £ U tal que (xn)'xn+l) G A(D) y (xn+i,xn) f. A(D), por

el-Lema' 2.9, Tn+\ = (xi,Z2*----,Xn+i) es una trayectoria'dirigida. Consideremos la

| •' .*.'••: ¡'
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sucesión T = (xn)neN, para cada n eN tenemos xn e V (Tn+1) y xn+1 e V(Tn+1),

como Tn+i es una trayectoria dirigida entonces (xn,xn+1) € A(D), por otro lado,

sean n,m € N, n T¿ m, supongamos sin pérdida de generalidad que n < m, entonces

2n,zm G V" (Tm), como Tm es una trayectoria dirigida entonces xn ^ xm, por lo tanto

T es una trayectoria infinita exterior en D, lo cual es una contradicción. Concluímos

que existe el vértice x con la propiedad pedida. H

Teorema 2.11 Sea D una digráfica que es unión de dos digráficas Dí} D2 tales que

en ninguna de ellas existen trayectorias infinitas exteriores. Si D\ es una digráfica

pretransitiva derecha y Di es una digráfica pretransitiva izquierda entonces D tiene

núcleo.

. Demostración. Denotamos por x —> y si (x,y) G A(D). Por x -^Dl y si

(s, 2/) € A(-Di), x - ^ y si (x,y) £ A(D±), si S C 1/(_D) denotamos por a: ^ D l 5 si

existe alguna flecha en Di desde a; hacia algún vértice de S, y x -»Dl S si no existen

en Di flechas desde x hacia S. Análogamente para la digráfica D2.

Si S y T son conjuntos independientes de vértices de D, decimos que S < T si

para cada s G S existe í G T tal que

s = í ó ( s ^ D l tyt^Dl s).

Observemos que si S y T son conjuntos independientes con S C T, entonces S <T.

1. Veamos que < es un orden parcial en la familia de conjuntos independientes de

1.1 < es reflexiva. Como 5 C Si de la observación anterior se sigue 5 < S para

cualquier conjunto independiente do vértices S C y(JD).Por lo tanto < es

reflexiva.

1.2 < es transitiva. Sean S,T y R conjuntos de vértices independientes tales

que S <T yT < R, veamos que S < R. Sea s e 51, como S <T entonces

. existe í £ T tal que

•: s = tó(s^Dl t.yt^Dl s) (I) . , .

'..••.•'.-.:•••'•;•;•••y-.icom.Q T < R p a r a e s t a í e í e x i s t e . . r G i í , t a L q u e : ; i . : - - ; . - . ^ : . • ; , - , • •-• -.-.

t = ró (t-*Dl
 TJT-»DI t) (II)

Si s = t o t = r, por (II) ó (I) respectivamente, tenemos s = r ó (s —>Dl r

y r -¿+Di 3) c o n r ^ _ñ. Supongamos que s .^ t y t ^ r, entonces (5 —>Dl t

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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y-t -t*Dl s) y (t —>Dl r. y r -&Dl i), como Di es una digráfica pretransitiva;

derecha, por el Lema 2.9 aplicada a la sucesión (5, í, r) se tiene que 5 —>Dl r

y r -^Di Si p o r ] 0 tanto 5 < R: En consecuencia < es transitiva.

1.3 < es antisimétrica. Sean S y T conjuntos de vértices independientes tales

que S < T y T < S veamos que S = T. Sea s £ 5 , veamos que s G T.

Como S < T entonces existe í € T tal que s = t ó (s —>Dl t y t -&Dl s).

Supongamos que s.^t entonces s —>Dl t y t -&Dl s. Como T < S, para

t existe s' € S, tal que t = s' ó (í —>Dl s' y s' -^Dl t). Si t = s' entonces

s ~^Dl s' pero esto es una contradicción pues s, s' 6 S y S es un conjunto

independiente, entonces t =£ s' y por lo tanto t —>-Dl s1 y s1 ^>Dl t. Como

L>i es una digráfica pretransitiva derecha, por el Lema 2.9 aplicada a la

sucesión (s,í, s') tenemos'que s —^Dl s', lo cual contradice que S sea un

conjunto independiente. Por lo tanto t = 5, y en consecuencia s e T. Por

lo tanto S C T. Análogamente tenemos la otra contención. Concluímos

que < es antisimétrica.

Por 1.1, 1.2 y 1.3 < es un orden parcial.

Sea 3 la familia de todos los conjuntos no vacíos de vértices 5 independientes,

tales que S -^°2 y implica y —> S.

2. Veamos que (0, <) tiene elementos maximales.

2.1 3 7̂  <p. Como D2 es una digráfica pretransitiva izquierda y no tiene trayecto-

rias infinitas exteriores, por el Lema 2.10 (tomando D ~ Di y U — V (D2)),

existe un vértice x tal que x —*-D2 y implica y —> x. así {x} G 3.

2.2 Toda cadena en (3, <) está acotada superiormente. Sea £ una cadena en

p , <). Sea S°° = {s E U 5 / existe 5 e í tal que s € T para todo T e <£,
SEC

T > S}., veamos que 5°° es cota superior de <C .

' 2.2.1 £M;es:un,conjimto independiente. Sean s\,.$o € 5"°° veamos que en D
:-rio;existén'flechas entré s\ y so. Como sj, 2̂ £ S<x> entonces existe S\ y

S2 "en G:tales:que a¿ G T, para todo T G £ tal que T.> 5^ f e .{1.2}.
:::Séa •5'=ltiax{i5ri, S2},'entonces S1V.S2.G S--.y. como' 5:es:un.-:conj,unto

independiente entonces en D no existen flechas entre s\ y S2- Por lo

••••••' t a n t o 5 ° ° . e s u n c o n j u n t o i n d e p e n d i e n t e , : • . •

2.2.2 5°° / 0 y para cada S € £ ; S°° > S. Sea S G £ y sea t0 e S

veamos que existe í € 5 M tal que t0 = í ó (ÍQ — ^ í y í ^•"Dl tQ).
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Si ío 6 S - entonces tomamos t = í , Supongamos que t0 i 5 -

procederemos p o r contradicción, supongamos que si para t eV(D)
se t iene (tn -~^Dl f v f __Ü-DI •+ > J. , ^ '

^ u h y l ~^ toj entonces í f? ,9°° í o a T O
+ tt 000 4. • *~ ' d J o — o , como
fo ^ ¿ esto implica que í0 ¿ Ti nara alm'm ^ r- ^ m ^ m

esto ultimo tenemos que existe U € Ti tal OHP / _ A + ^ n'
por nuestra suposición U ¿ S™ E n t o n a t d T 1

1 ! t o ' ^ntonces íi ^ T2 .para algún T2 e £
^2 > iXí esto implica que existe t2 e T2 tal que £: - . ^ t2 y t ^ ¿ '

como A es una digráfica pretransitiva derecha, aplicando el Lema 29

a la sucesión r2 = (¿0; tl, í2) tenemos que
62 y c2 -^ í0? por nuestra suposición t2

cada n a , dados tn y Tn; tales que Tn € £ ¿ G

" é T
 n~U ° T *"' *» ̂  ' *o y *™ t 5», entonces tenemos que

'- ^ 'n+i para ale;ún Tn j . 1 p f T -s T1 J J. „ .
7 fi n + 1 e L ' J«+i ^ Tn, de esto último tenemos que
•n+i ^ -Tn+i tal que ^ y ^ ^ ^ ^

una dzgxa&a pretransitiva derecha y (tn - . * i n + 1 y

tod e N l 9, rn+1 = fín Í, f .
n + : ( o ' t u - • W i )
y " + 1 í o ) • P ° r n u e s t r a suposición

l i

y (n i n + 1 y ^ ^ f l l } r a

todo n e N , por el Lema 2.9, rn+1 = fín Í, f . , ' P

,. . . , „ . „ n + : (o'tu - •Wi ) es mía trayectoria
dirigida en D, y (<„ - J O I / , ,, + D, N

 J

! y " + 1 )f í ? » ! o ) • P ° r n u e s t r a supo
Wi i S . Cederemos la sucesión r = ( í f l U i p a r a c a d f t n

^ n < ™. ronces t n , í m e V ^ c o m o

rm es una trayectoria dirigida en A entonces tu ¿ tm, por lo tanto r

es una rayectoria infinita exterior en Du lo cual es una contradicción

Por lo anto existe t S S - t a l que (í0 ^ t y t ^ }_ C o n ^

hemos demostrado que 5'°° > S y que 5» ^ 0.

2.2.3 S - 6 a. Supongáis ^ ,?oo ^ ^ e s ^ ^ _ ^ ^ "

e ; > T s r v r S e a s e c tai que s
-Í fc^,i > ¿. Como 5 e a y s E 5 e n t o n a 7/ _, c j •, J ^monees 2/ -»• ¿ f es decir

n . , e 5, supongamos que S ' * fi-. T e n e m o s d o s

° ^ l s ' analizaremos cada una de ellas. Si y ->^y . c o m o

A eS una digráfica pretransitiva izquierda entonces s I * s'
S,como -5 es un conjunto, independiente y a,^e S entonces

- P e r i a n t o „ ^ s¡ e n c o n s e c u e n d a y ^ ^
S l ! / ; S ' C°m° S ^ S - y s ' ¿S entonces existe í E S «
q U e S = í ° ( ^ * y * ^ A como,' t S- entonces,' , , ; .
en consecuencia (a' -*Di ¿ v í -«°i «'1 „„ 4 -,.-

\ ! y t " s J. ^ n esto ultrmo y considerando
que y -> 5 apheamos que Dl es una digráfica pretransitiva derecha

- • '

-
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y tenemos y -^Dl £, figura 2.3(£>), por lo tanto y —> 5°°. Concluímos

que S°? e 3.

Figura 2.3

Por 2.2.1-2.2.3 5°° es cota superior de £ y por lo tanto toda cadena de

(3, <) está acotada superiormente.

Por 2.1 y 2.2 y aplicando el Lema de Zorn, (3 , <) tiene elementos maximales.

Sea S un elemento maximal de (3, <).

3. 5 en un núcleo de D.

3.1 S es un conjunto independiente. Como S € 3 , se sigue que es un conjunto

independiente.

3.2 S es absorbente. Procederemos por contradicción. Supongamos que x -*> S

. para algún vértice x $. S, de.estos vértices elijamos £o como sigue: sea

[ / - { . • c e V (A>) \S I x -» S}, si U / 4>, sea XQ el vértice que existe al

. aplicar el Lema 2.10 a D2 y U , si U = (j> entonces x -» S para algún vértice

x E V (Di) \(SUV (Aa))j s e a ^o alguno de estos vértices. Notemos que si

U 7̂  <j> entonces xo satisface: XQ -^D- y ey -» S implica y — °̂2 XQ.

Sea T = {s 6 5 / s -&Dl aro}- Sobre T U {^o} tenemos lo siguiente:

3.2.1 T\J{XQ\ es un conjunto independiente. Como T C. S y S es un conjunto

independiente pues 5 6 3, entonces T es un conjunto independiente,

solo falta ver qué' entre T y XQ no hay flechas. Como X-Q ~¿* S y T-C.;S •

entonces x0 ,-^ZV Porcia definición.de T, T ~».Dl XQ.' Supongamos,que

•:.•' .T-^-¥D2 XQ\-:como:71.•€.• :S.-entonces S -^D- XQ,^ como S € 3 entonces,
: •-•'••' • XQ;'1** S. • péroí esto¡- es-una contradicción. Por lo. tanto entre T y •.aio-.'no.,

hay flechas. Concluimos que TU {XQ} es un conjunto independiente.

• 3'.2'.2- XHIJ {a;0}- E-3'-. -Supongamos que T U {XQ} ^D2-y. veremos que:2/':T^-

• • 7"U{.To}. Supongamos que y -»Ty probemos que y -^ XQ. La siguiente

observación será de utilidad.

'• í



23

Observación. Bajo las condiciones anteriores, veremos que si y - ^

(S\T) entonces y - ^ XQ. Sea s € . (S\T) tal que y - ^ s, por

la definición de T tenemos que s - > * x0, aplicando que Dx es una

digráfica pretransitiva derecha tenemos y - ¿ * xQ o x0 ->Dl s7 como x0

-** S entonces y -^Dl x0, figura 2.4.

D,

Figura 2.4

Ahora procederemos considerando los siguientes'dos casos.'

Caso a. Supongamos que T - > ^ v. Como TC S entonces .S - ^ y, como

S £ 3 entonces y "-> S. Como y -» T entonces y ~> (S\T), de esto

tenemos dos posibilidades, y ^D2'(S\T) o y - ^ ( 5 \ r ) . Si y - ^

(S\T), como 7? ^-°2 2/j a p i i c a n d o que D2 es una digráfica pretransitiva

izquierda tenemos y ^ T o T - ° 2 ( 5 \ r ) ) como 5 es un conjunto,

independiente yTCS entonces T ^ (5\T) y en consecuencia y ->*

T, figura 2.5(a), pero esto contradice que y -» T, por lo tanto y -»Di

{S\T), es decir y ->Di (S\T) y por la observación anterior y ~+°i XQ.

Caso b. Supongamos que x0 -*D* y, para y tenemos dos posibilidades y •* S ó

V^S, analizaremos cada una de ellas. Supongamos que y-»'S, como

• x0 ->D* y entonces xQ e V (D2) es decir x $ V (Dx) \ (S VV (D2)) y

en consecuencia la- elección de x0 fue determinada por el hecho de que

U ± & por lo tanto x0 - . ^ y e y ^ S i m p H c a y ^D2 XQ^ S u p o n g a m o s

ahora que y-> S. Como y ^ T entonces y -> (5\r ) ," tenemos dos
posibilidades: y - > ^ ( 5 \ r ) Q y ^ ^ ( 5^T )_ g . y _^O2 ^ ^ ^ ^

x0 -*£'2 y, aplicando que D2 es una digráfica pretransitiva izquierda

- entonces xQ - . ^ S\T o y ^ ^ - 2;Oj como x0 -» S entonces x0 ^D* S\T

y en consecuencia y ~>D* x0, figura 2.5(6). Si y -^D^ (S\T) por la

observaeión hecha, anteriormente y -^Dí x0. . . .

Por último veamos que S < T U {x0}. Para cualquier s e S tenemos

- que s eT-ó s £ T. Si 5 i Typor.definición de T, s ^ D i XOj p o r otro

lado como z0 -^ 5 entonces x0 ^ s? en particular a:0 -^D^ s. Así, para

cualquier s & S tenemos que (a e T) ó (s -+*>.XQ y a;0 ^ d 5) j : p o r l o ' t a n t o

existe í . e T U W tal que (* = í) ó (a ^ t y t ** s). Concluímos que
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seS/T

(a) • (b)

Figura 2.5

S<TU{x0}.

Como XQ f S entonces S < T U {xQ} pero esto contradice que S sea un

elemento maximal de (3, <). Por lo tanto S es un conjunto absorbente.

Por 3 .1y3 .2 iSesun núcleo de la digráfica D.

. •

A continuación hacemos notar que la hipótesis de que no existan trayectorias

infinitas exteriores en D\ ni en Di es necesaria para el resultado anterior. También

mostramos que el resultado no es válido si D\ y D<¿ son ambas digráficas pretransitivas

derechas o pretransitivas izquierdas.

No ta 2.12 Si en el Teorema 2.11 se elimina la hipótesis de que no existan trayec-

torias infinitas exteriores en Di ni en D2, el resultado no es válido. Consideremos

la siguiente digráfica D: V (D) = {un / n G M} y A{D) = {{un,um) / n}m G N j /

n < m), figura 2.6. Sea D\ — D y D<¿ = D. D es la unión de Di y Di- En D

tenemos que si (un,um) G A(D) y (um,ui) G A(D), por la definición de D, n < m

y m <l esto implica que n < I y en consecuencia (un,ui) G A(D), por lo tanto D

es tanto pretransitiva derecha como pretransitiva izquierda, asi D es unión de dos

digráficas pretransitivas, una derecha y otra izquierda. La sucesión {un)n&l es una

trayectoria infinita exterior. Veamos que D no tiene núcleo, de la definición de D

se desprende qUé es una digráfica completa, es decir cualesquiera dos vértices de D

son adyacentes, esto implica que en caso de tener D núcleo éste constaría de un solo

elemento, pero es claro que para cualquier un € V (D) {umi un) ¿ A (D) sim > n, es

decir {un} ño es núcleo de D, por lo tanto D no tiene núcleo.

Ahora veamos que existe una familia infinita de digráficas que satisface lo anterior,

es decir que no tienen núcleo y cada una de ellas es unión de una digráfica pretran-

sitiva derecha y una pretransitiva izquierda, donde alguna de ellas tiene trayectorias

infinitas exteriores. Sea H cualquier digráfica pretransitiva derecha (resp. pretran-

sitiva izquierda) tal que V (H) H V (D) =ip, existe una familia infinita de digráficas

pretransitivas derechas (resp. izquierdas) por ejemplo las • digráficas simétricas son
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D

Figura 2.6

tanto pretmnsitivas derechas como izquierdas. Sean Di y D2 la siguientes digráficas:

V(Dl) = V(H)UV(D),A(D1)=A(H)U{(u1v) /ueV(H) yveV(D)} (figu-

ra 2.7) y D2 = D. Como ya habíamos mencionado D2 es una digráfica pretransitiva

izquierda (también pretransitiva derecha) que tiene trayectorias infinitas exteriores.

Veamos ahora que Dx es una digráfica pretransitiva derecha (resp. izquierda), sean

u,v,w e V (Di) tales que (u,v), (v,w) G A(Di), veamos que (u,w) £ A (Di) o

(w,v) £ A (DÍ) (resp. (u,w) G A(DX) o (v,u) e A(D1)-}. Si w £ V(H), por

la definición de Di, u,v G V(H), como H es una digráfica pretransitiva derecha

(resp. pretransitiva izquierda) entonces (u,w) G A(H) o (w,v) e-A(H) (resp.

(u.w) £ A(H) o (v,u) G A(H)), esto implica que (u,w) e A(D{) o (w,v) e A(Di)

(resp. (u,w) € A(Di). o (v,u) £ A(D{)). Si w £ V (H) entonces w E V(D), por la

definición de Di, v G V (H) y en consecuencia u £ V (H), considerando nuevamente

la definición de Di, tenemos que (u}w) £ A (Di) (igualmente para el caso en que H

es pretransitiva izquierda). Concluímos que Di es una digráfica pretransitiva derecha

(resp. izquierda). Consideremos la digráfica DQ la unión .de Di y D2l figura 2.8, Di

es. una digráfica pretransitiva derecha (resp. izquierda) y Di una digráfica pretransi-

tiva izquierda (que también es derecha) con trayectorias infinitas exteriores. Veamos

que DQ no tiene núcleo. Aplicando el-Teorema 1.47 tomando Di = H, ¿>2 = D y

Á = {(u, v) / u G V(H), ye V (D)}. tenemos D = Do y por lo tanto DQ no tiene

núcleo., • . .

Antes de las. siguientes notas probamos un Lema, útil para éstas. . . . ,;••... :•:• .

Lema 2.13 Si D es tina1 digráfica pretransitiva derecha (resp. ••pretransitiva-izquierda)

entonces la digráfica H definida a partir de D aumentando un nuevo vértice z y todas

las flechas desde z hacia los vértices de D, también es pretransitiva. derecha (resp.

pretransitiva izquierda). . . • • .
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Figura-2.7: Las flechas gruesas indican que todos los vértices de H son adyacentes hacia el

vértice indicado.

Figura 2.8: Las flechas gruesas indican que todos los vértices de H son adyacentes hacia el

vértice indicado.

Demostración. • Sean Ui,u2,v,3 G V (H) tales que (ui,u2) ,{u2)u^) G A(H),

veamos que (ux,u$) G A(H) o (U^VQ) £ A(H) (resp. (uitu$) G A(H) o (T¿2,UI) €

A(H)). Si z £ {^,142,W3} entonces {^1,^2,^3} C V(/?) y (^1,^2) G MP) así como

(ii2,t¿3) G A(D) como D es una digráfica pretransitiva derecha (resp. pretransitiva

izquierda) entonces (ui,u5) 6 A(D) p (U3,ZÍ2) € ^(-D) (resp. {úi,u$) G" A(Z?)

o (u2)wi) £ ^(-D))j comov4(D) C A(i í ) entonces (U11U3) 6 .4(ií) o («3,^2) ^

A(i í ) (resp. ••(ui,U3) 6 A(H) o («2,^1) € A(H)). Si 2 € {ui,u2,u3} entonces-

por la definición de H, z tiene ingrado 0 en H, por lo tanto z = Í¿I, así {-¡¿2,1*3} C

V (D)i considerando nuevamente la definición de- H, tenemos que (z;= ÍÍI, U3)1 G A (íf)

(igualmente para el caso en que D es pretransitiva izquierda). Por lo tanto (ui,u¡) G

^á(ií) 6 (u3,"í¿2)"G A (H) (resp: {111,113) e A(H) ó (ua>wi) G ^4(ií)'), concluímos que

í í es una digráüca pretransitiva derecha (resp. pretransitiva izquierda). •

Nota 2-14.,,/ííí- unión_ de. dos digráficas pretransitivas derechas'no necesariamente
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tiene núcleo. Sean Di y D2 las siguientes digráficas:

V(Dl) = V(D2) = {u,v,w,x}} A(Di) = {(x,u) ,(u,w) ,{w,u) }(v,w)} y A{D2) =

{(u, v), (x, v), (v, x), (w, x)}. Es fácil ver que Dx y D2 son digráficas pretransüivas

derechas, sea D la unión de estas dos digráficas, figura 2.9. Como D es una digráfica

completa es decir cualesquiera dos vértices son adyacentes, si hubiera núcleo en D,

éste constaría de un solo vértice el cual debería 'tener grado interior 3 ; pero en D

ningún vértice cumple con esto, por lo tanto D no tiene núcleo.

Figura 2.9: Las flechas marcadas con el número 1 corresponden a la digráfica Di, y las

flechas marcadas con el número 2 corresponden a la digráfica D2.

A partir de D podemos construir una familia infinita de digráficas sin núcleo que

son unión de dos digráficas pretransüivas derechas sin trayectorias infinitas exteriores.

Sea Do = D. Ahora para cada entero -positivo n y dada Dn_i digráfica sin núcleo que

es unión de dos digráficas pretransüivas derechas Ai-i,i V Ai-i,2; consideramos un

nuevo vértice zn y definimos Dn ¡a unión de Dn¿ y Dn¡2, donde Dnii == Dn-n,

V (Ax,2) - V (A.-1.2) U \zn} y A {Dn¿) = A (Dn_i,2) U {(zn, u) /ueV ( A ^ a ) } ,
figura 2.10. Claramente Dn¡ i es una digráfica pretransüiva derecha y por el Lema 2.13

Dn¿ también lo es. Ahora veamos que Dn no tiene núcleo. Aplicando el Teorema l.j.7

tomando Ó2 ='Dn [{zu :..,zn}]y D2 = Dy A = {(zi}v) /i e {l,...,n}, v e V (D)}

tenemos D — Dn y por lo tanto Dn no tiene núcleo. Así {Dn / n € N} es una familia

infinita de digráficas sin núcleo que son unión de dos digráficas pretransüivas derechas

sin trayectorias infinitas exteriores. .

Nota 2.15 La unión de dos digráficas pretransüivas izquierdas no necesariamente'

tiene núcleo. Sean Di y D2 las siguientes digráficas:- - • , • • :

V{DX) .== V(D2) ={u,v,w,x}, A.(Di\-= {(u,v), (u,w), (w,u), (w,x)} y A(D2) =

{{x,u), (x,v), (v,x) ,(v,w)}, figura 2,11. Es fácil ver que Di y D2 son digráficas

pretransüivas izquierdas, la unión de ellas es la digráfica D de- la Nota 2.Í4 que como,

ya vimos no tiene núcleo. ' •

A partir de D podemos construir una familia infinita de digráficas sin núcleo que

son unión de dos digráficas pretransüivas izquierdas sin trayectorias infinitas exte-
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Figura 2.10: Las flechas marcadas con el número 1 corresponden a la digráfica £>i, y las

flechas marcadas con el número 2 corresponden a la digráfica Di- Las flechas gruesas indican

que los vértices zi, Z2^—> zn son adyacentes hacia los vértices tí, v, w y x.

2

Figura 2.11: Las flechas marcadas con el número 1 corresponden a la digráfica £?i, y las

flechas marcadas con el número 2 corresponden a la digráfica Z>2-

riores. Sea DQ = D, D$t\ — Di, A),2 = -^2- Ahora para cada entero positivo n y

dada Dn~\ digráfica sin núcleo que es unión de dos digráficas pretransitivas izquier-

das £?n_i,i y Dn-i2, consideramos un nuevo vértice zn y definimos Dn.la unión

de Dn¡l y Dn}2, donde Dn¡1 = Dn_i,i, V(Dn¡2) = V (Dn_il2) U {zn} y A{Dn¿) =

A(Dn-i¡2) U {(zn-,u) /u 6 V{Dn-\ti)\, figura 2.12. Claramente Dn¡\ es una digrá-

fica pretransitiva izquierda y por el Lema -2.13 Dn¡2 también lo es. Notemos que

{Dn / n £ M} es la misma familia'infinita de' digráficas éin núcleo obtenidas en la-

nota anterior que también son unión'de dos digráficas pretransitivas izquierdas:

2.3 M-Orientaciones •

Definición 2.16. Sea-D,una digráfica, la gráfica subyacente de..D es la gráfica que

se obtiene al reemplazar cada flecha de D por la correspondiente arista (no dirigida).
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>:;' "*

, . . . . , * son adyacentes hacia los
que los vértices 21, 22,-1 z* sou ^

Definios M T . t a G una ^ una ortentacitn D de G es una ^fica

que su gráfica subyacente es G.

Deñnici6n Mür» ^ O se ** **
orientación aSimétnca D deG que sea una digréfica transía.

una

tiene al menos dos flechas simétricas.

, f i n-<* define el número cromático de G, X (G), «™o el mínimoDada una gráfica G se define el n u m ^ 2

n ú m e r o de colores necesarios para colorear los v e t de G ^

vérticeS son ;^:ZZ
s e define el número de clan de G, ( ) ,
tiene una s u b g r t t o ^ r vértices que es una *afca « « ¥ b «
perfecta si par. cualquier .ubgrafica inducía tf d e ^ ^ « ^

problema de conocer la ^ ^ £ ^ ^
d e trabajos

G

son de las Ufadas gr
resultantes

en

Sands, Sauer y ^ o d r o w en [35], C. C ham Pe t ier demuestra

[8] el siguiente resultado: -•
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Teorema 2.20 Toda M—orientación de una gráfica de comparabilidad tiene núcleo.

Decimos que una digráíica D es una orientación por pozos de una gráfica G

si toda subdigráfica completa de D tiene núcleo. Una gráfica G es núcleo soluble

si cualquier orientación por pozos de G tiene núcleo. En 1996 [7], E. Boros y V.

Gurvich demuestran el Teorema 2.21 que habían establecido como una conjetura

Berge y Duchet en 1983.

Teorema 2.21 Toda gráfica -perfecta es núcleo soluble.

El Teorema 2.20 es un caso particular del Teorema 2.21 ya que no es difícil probar

que una M—orientación de una gráfica es una orientación por pozos.

2.4 Núcleos, M-orientaciones y Orientaciones Pretransitivas

En esta sección demostramos un resultado similar al Teorema 2.20 para gráficas in-

finitas enunciado en el Teorema 2.24. Éste Teorema para el caso finito, Teorema

2.25, es una generalización del Teorema 2.20 pero además abarca gráficas que no son

perfectas.

Definición 2.22 Sea D una digráfica, decimos que una sucesión de vértices,

es una trayectoria infinita interior de D si para cada i EN se tiene que (

e A(D) y para cualesquiera i,j E N tales que i / j se tiene que v* =fi Uj.

Definición 2.23 Dada una digráfica D definimos D " 1 la inversa de D como la

digráfica que tiene los mismos vértices que D y (w, v) es una flecha de D~l si y solo

si (v,u) es una flecha de D.

Observemos que D es una digráfica pretransitiva izquierda si y solo si D-1 es

pretransitiva derecha.

Teorema 2.24 Sea G una gráfica (posiblemente infinita) y sea D una M'—orientación

de G. Si existe alguna orientación T de G que sea una digráfica pretransitiva izquier-

da o -derecha que no teriga trayectorias infinitas exteriores ni interiores y -tal que

Sym(T) = Sym(D) entonces D tiene núcleo.

Demostración. Sea T una orientación pretransitiva izquierda o derecha de G

tal que no tiene trayectorias infinitas exteriores ni interiores y Sym(T) = S.ym(D).

Podemos suponer-.que-T->es una digráfica pretransitiva izquierda, entonces T"1 es una
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orientación de G que es una digráfica pretransitiva derecha, notemos que tanto T como

T~l no tienen trayectorias infinitas exteriores. Observemos que Sym(T) = Sym(T-1)

y por lo tanto SymiT'1) = Sym(D).

Denotamos por x -» y si (ar, y) € A(D). Supongamos que x -+ y, si (x, y) 6 ¿(T)

escribimos a; ->r(*° y y si (x,y) € ¿(T""1) escribimos x ^azul y. Si S C V(¿>)

denotamos por a? -> 5 si existe alguna flecha en D desde x hacia algún vértice de

S, y x ^> S sino existen en L> flechas desde x hacia 5. Denotamos por x ~*r y sí

(x,y) e A(T), si 5 C V(D) las notaciones a; -+T S y x - ^ r S son análogas a las

anteriores. De la misma forma se tiene la notación para la digráfica T"1 .

Notemos que si x -> y entonces x ^rojo y o x -^azul y, por otro lado si (x,y)

e s u n a flecha s i m é t r i c a d e D e n t o n c e s x ^rojo y , x - > a z u l y , y ^rojo x y y - > a z u i x t

finalmente si x -*T y (resp. x -+T~i y) y x -»rojo y (resp. x ^azul y) entonces

y _•"*"* x (resp. y -

Sea 21 la familia de conjuntos independientes de vértices S de G tales que. S -*TO3° x

implica x —?• S. Definimos en 21 la siguiente relación <:

S < R si y sólo si para cada s G S existe r e R tal que

5 = r ó (s —>T r y r ^ s).

Observemos que si 5 y R son conjuntos independientes con S C R, entonces $ < R.

1. Veamos que < es un orden parcial en 21.

1.1 < es reflexiva. Como S CS,de la observación anterior se sigue S < S para

cualquier S € 21. Por lo tanto < es reflexiva.

1.2 Si S, Q y R son conjuntos en 21 tales que S < Q y Q < R entonces S < R.

Sea s € S entonces existe q 6 Q tal que

s = q ó (s -*T q y q ^ s)...{T)

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

y entonces existe r G R tal qué ..

Si 5 — q o q ~ r, por (ÍI) ó (I) respectivamente, tenemos s — r ó (s ->T r

y r _¿T~1
 s),,con r E R. De otro modo, tenemos (s —>T q y q--»T s)

y {q _>^"1
 r y r v+r^ : q), como T~l es una digráfica pretransitiva derecha
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por el Lema 2.9 aplicada a la sucesión (s,q,r) se tiene que s —>T r y r

-&T~ s. Por lo tanto S < R. En consecuencia < es transitiva.

1.3 < es antisimétrica. Sean S y R conjuntos en 21 tales que S < Ry R < S

veamos que S = R. Sea s & S, veamos que s € R. Como S < R entonces

existe r E R tal que satisface (I). Supongamos que s / r entonces s —>T r

y r -&T~ s. Como R< S, para r, existe s' £ S, tal que r = s' 6 (r -+T~ s'

y s' -^T~ r). Si r = s' entonces s —yr~ s' pero esto es una contradicción

pues s,s' £ S y S es un conjunto independiente de G, entonces r =fc s' y

por lo tanto r —>T~ s' y s' -»T r, como X"1 es una digráfica pretransitiva

derecha, por el Lema 2.9 aplicada a la sucesión (s, r, s') tenemos que s —>T

s' y s' ^>T 5, lo cual contradice que 5 sea un conjunto independiente de

G. Por lo tanto r = s, es decir S C R, análogamente tenemos la otra

contención.

Por 1.1, 1.2 y 1.3 < es un orden parcial.

2. Veamos que (21, <) tiene elementos maximales.

2.1 21 T¿ (/>. Como T es pretransitiva izquierda y no tiene trayectorias infinitas

exteriores, por el Lema 2.10 (tomando D = T y U = V (T)) existe un

vértice y tal que y —>T x implica que x —>T y, en este caso (x,y) es una

flecha simétrica de T. Si y -*TOi° x entonces y —*T x, por lo anterior

(x,y) 6 Sym(T) y como Sym(T) C Sym(D) entonces (x,y) también es
una flecha simétrica de D. Así, existe un vértice y tal que y —*T°te x

•implica que x —> y, entonces {y} E il por lo tanto Ü ^ 4>-

2.2 Toda cadena en (21, <) está acotada superiormente. Sea (£ una cadena en

(21, <). Sea £°° = {5 € \J S / existe 5 G £ tal que s € i? para todo

R E £, R> $}, veamos qué S°° es cota superior de £ .

..v: :. ;'2.2.1: 5°^' es -un. conjunto independiente. Sean s-[,s2 £ 5°° veamos que en D

' / '• ' .'. jio^existen flechas entre Si y 52- Como Si, S2 E 5°° entonces'existe 5*1 y
f i ••/¡"i j', : '• ''''''i ;

lJ..J'.:.rL.'i..!:".'.-*fí2í-en £ tales que s¿ £ i?, para todo R E £ tal que R >.Si, i E {1,2}.

Sea S ~ max{5i,52}, entonces si,$2 £ 51 y como 5 es un conjunto

• independiente entonces en-D no existen flechas entre, si y S2-• Por lo

tanto S°° es un conjunto independiente.,

2.2.2-5°° ^ y para cada. 3 e £, S100. > 5. Sea 5 € •<£ y sea í0 E .5 veamos

que existe ¿ € 5°° tal que tQ = tó (í0 -^ r~1 í y í -^T~1 í0). Si í0 e 5°°
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entonces tomamos t = t0: Supongamos que t0 g S°°, procederemos por

contradicción, supongamos .que si para t E V (D) se tiene (¿o —* *

y ¿ ^ T - 1
 ÍQ) entonces í £ S°°. Sea -ñ0 = 5, como í0 £ 5°° esto

implica que t0 £ Ri P a ra ^gún. Ri E €, Ri > Ro, de esto último

tenemos que existe íx G Ri tal que tQ ->T~1 ¿i y:¿i ^ T ~ ¿o, por nuestra

suposición íx £ 5°°. Entonces ¿i ^ i£2 para algún ñ 2 G £, ñ 2 > #i>

esto implica que existe í2 G Ü2 t a l Que ¿i - * r ¿2 y ¿2 -^T ¿i, como

T~l es una digráfica pretransitíva derecha, aplicando el Lema 2.9 a la

sucesión r2 = (¿o, ̂ ,¿2) tenemos que r2 es una. trayectoria dirigida y

..¿0 -+T~l t2 y ¿2 ^ T - 1 ¿o, por nuestra suposición í2 ^ 5°°. Así, para

cada rz G N, dados tn y Rn, tales que iv¿ G £, ín ^ -^nj ^n-i "^ *ni

¿n ^ r - 1
 ¿ I I _ 1 ) ¿0 ^ T - 1 ¿nj ¿^ ^ T - 1 t0 y tn £ S°°, entonces tenemos

que tn i Rn+i para algún i^+i G £, -ñn+i > -ñn, de esto último

tenemos que existe ín + i G Í2n+i tal que ín —> ín + i y tn+i -^ tn.

Como T1"1 es una digráfica pretransitiva derecha y (tn ->T ín + i y

¿n+i ^•T~1 tn) para todo n 6 N, por el Lema 2.9, rn+1 = (ío,íi, ••-, W i )

( 1 TI— 1 \

¿0 —^T W l y *n+l *^ ¿0 ) J P ° r

nuestra suposición tn+1 £ S°°. Consideremos la. sucesión r = (¿n)n€NJ

para cada n € N tenemos tn -*T~1 tn+u por otro lado, sean n, m E N,

n 7¿.m, supongamos sin pérdida de generalidad que n < m, entonces

¿njím ^ V'frm), como Tm e s . u n a trayectoria dirigida en 71"1 entonces

¿n T¿ ími P o r 1° tanto r es una trayectoria infinita exterior en T""1, lo

cual es una contradicción. Por lo tanto existe t G £°° tal que (¿0 —
J>T ¿

y ¿ ̂ T1"1 ¿0). Con esto hemos demostrado que S°° > S y que 5°° ^ 0.

2.2.3 S°° E 2t. Supongamos que S™ -*rojo y, veamos que y -+ 5°°. Pro-

cederemos-por contradicción, supongamos que y -» S°°. Sea s € 5 0 0

tai que s •~^ro-ÍD y: ahora sea 6*i G £ tal que s E R para todo R E <£,•

f£ > Si- Primero probaremos lo siguiente: •

:2.2.3.1- Si y ->azul s! para algún s' eR'con R E £, R > Sy entonces existe

t e S°° tal que • "- • '

( i) t ~>ro->0 s1.
TESIS CON
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.(ii) Si H e £ es tal que RL > R y t-e R! entonces.para a l g ú n V € K

t e n e m o s s ' ~->azul s " , s " ^T~l s'y y ^azul s " .

... -, Para (i), como, estamos suponiendo que y.-n S°° entonces s'•£ 5°°, por

2.2.2 5°° > R entonces existe t E S'°° tal que s1 -*T~1 t y t -&T s',
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veamos que t satisface (i) y (ii). Para (i), como y —>azul s' entonces

y —>T~ s', aplicando que T" 1 es una digráfica pretransitiva derecha

y que i -&T~ s' tenemos y —>T t, figura 2.13(a). Como y -& S°°

entonces y -&azvX t entonces t — ^ ° y. Si s' —> t entonces (y, s', t, y)

es un triángulo dirigido en D, figura 2.13(6), por otro lado (s',¿) no

es flecha simétrica de T"1 y por lo tanto no lo es de D y y -&azul t es

decir (t, y) tampoco es flecha simétrica de D, así este triángulo a lo más

tiene una flecha simétrica pero esto contradice la hipótesis de que todo

triángulo dirigido de D tiene al menos 2 flechas simétricas, por lo tanto

5' -* i así s' -»azul í y en consecuencia t -+ro¿0 s', figura 2.13(c).

rojo

(a) . . (b) (c)

Figura 2.13

Para (ii) Sea ñ ' e C tal que R' > R y í e R' como t -+rojo s' entonces

R -*TO3° s', como R' £ it entonces s' —> R',.es decir s' —> s" para

algún s" G R!• Si s' ~>r°i° s" entonces tenemos s' -±T s" y como t -+T

s' aplicando que T es una digráfica pretransitiva izquierda tenemos

t —>T s" o s' —^T í, como ¿, s" e R! y R! es un conjunto independiente

entonces t -»T s" por lo tanto s' ~>T t, figura 2.14(a), como t —^T s'

entonces (í, s') és una flecha simétrica de T y por lo tanto de D pero

esiiu es una contradicción pues en (i) teníamos s' -& ¿, por lo tanto

sf ~&TQi° s" y en consecuencia s' —±azul s". Ahora supongamos que

s" -^T~1 5',entonces (s',s'r) es una flecha simétrica de T"1 y por lo

tanto de D esto implica que s'.—*T°i°' s" pero esto es una contradicción

pues ya teníamos s' ~^T0Í°s'r^ por lo tanto s" -&T s'. Por último como

y _+azui s> y. sf _^azui g// e n t o nces y —*T~ s' y .s' ~^T~ s", aplicando.que

-T~l es una digfáfica1 pretransitiva derecha y que s" -*>T~ s' tenemos

y —>T~1 s"7 figura 2.14(¿J). : Aquí tenemos 2 posibilidades y —>: :s'r o

s'1 —> y. Si s" —> y entonces (y, s', s'', y) es un triángulo dirigido de D,

por hipótesis este triángulo tiene al menos 2 flechas simétricas;-como

s" -&T~' s' entonces (s", s') no es flecha simétrica de T - 1 y por lo tanto

tampoco es flecha simétrica de •D) en consecuencia (y, s') y (s",y) son

flechas simétricas de D. Así en cualquier caso tenemos y —> s" y como
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V-+ -* entonces y

prueba de 2.2.3.1 (ii).
5", figura 2.14(C), con esto concluímos la

7>

s' r
V
- •

azvl

y T

rojo

(b) (c)

Figura 2.14

Ahora, como s ->«*• y y s e S, entonces S\ - > ^ y , c o m o 5 l € £ entonces

Si € 31, esto implica que y - ft. Sea fll e 5X tal que y - S l . Supongamos
rOJO jy ^ e

digráfica pretransitiva izquierda entonces 5 -*T
 Sl o y ~>T s, como S, es un

conjunto independiente y s, Sl G 5L entonces 5 ^ r
 5 l p o r lo tanto y ^ r s,

así (y, s) es una flecha simétrica de T y en consecuencia de D, por lo tanto

y-^sy como s e 5 - tenemos y -^ 5 » lo cual es una contradicción, figura

2.15(a). Por lo.tanto y ~ > - ^ fil. P o r 2.2.3.1 tomando s'= Sl y R = 5L

existe íL e S100 tal que:

2.2.3.2 (i) ^

Ahora, como ¿1 € 5~" existe 52 e C tal que fc € * para todo ü 6 € tal que

ü! >-S2, podemos suponer que 52 > Su entonces por 2.2.3.1 (ii) tomando

Rl = 52 y t = t\ tenemos:

2.2.3.2 (ii) existe s2 G 52 tal que

2.15(6). •
7 S2 Slyy

azul

, azul S2, figura

(a) (b)

Figura 2.15

FALLA DE ORIGEN
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Análogamente a lo anterior, por 2.2.3.1 tomando s' ~ S2 y R ~ S2 existe

¿2 e 5°° tal que:

2.2.3.3 (i) ¿2 -^
rojo s2, figura 2.16.

azul

Figura 2.16

Como í2 £ S°° existe S3 G € tal que t2 € R.para todo i? e C tal que

R > S3, podemos suponer que S3 > 52 y por lo tanto 63 > 5i, entonces

• • por 2.2.3.1 (ii) tomando R' = S3 y t = ¿2 tenemos:

2.2.3.3 (ii) existe s3 e S3 tal que s2 -^azui s3j ss ^T~1 s2 y y ~^azul ss, figura 2.17.

azul

u

Figura 2.17

; •; Así, si suponemos que p a r a n e N s e tienen {i¿,¿2,-...,¿n} C 5°°, {5i, S^, •••)

• Sn+i] C £ con Si < S2 < ... < Sn+i, {si,S2i:»-í.¿n+i} C ^(J9) tales que

para cada i £ {1, . . ,n}: . •

2.2.3.4 (i) ti-*™*0* • • • '

(ii) .{íf, 5 í+i} C 5 i +i , SÍ ̂ azul si+li si+1 ^ r " 1
 Si y y - ^ s i+1.

Entonces por 2.2.3.1 tomando s' = sn + i , iü = IS^J-I existe ín + 1 G 5°° tal

que:

sn+l.
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Como ín + 1 6 5°°.existe Sn+2 e £ tal que tn+1 e R para todo i í e £ tal que

R > Sn+2, podemos suponer que Sn+2 > Sn+l y por lo tanto Sn+2 > Slt

entonces por 2.2.3.1 (ii) tomando s> = sn+u R = $n+u R< « Sn+2 y * = tn+[

tenemos:

(ü) existe sn+2 G Sn+, tal que s n + i

+2, figura 2.18.
S n + 2 , 5 n + 2

y

azul

Figura 2.18

A s í (sn)nGN es una sucesión de vértices de D tal que sn+1 -^T~1
 Sn+2 y

Sn+2 -»1 sn+1; como T"1 es una digráfica pretransitiva derecha entonces

• por el Lema 2.9, para cada ke N la suceción (sus2,.., sk) e s una trayec-

toria dirigida e n ? " 1 , esto implica que (sn)^N es una trayectoria infinita

exterior en T'1 lo cual es una contradicción. Por lo tanto y •-» 5°° y en

consecuencia 5°° € 11.

Por 2,2.1-2.2:3 5 M es cota superior de £ y por lo tanto toda cadena de-:
(21, <) está acotada superiormente,

. Por 2.1 y 2:2 y aplicando el Lema de Zorn, (2t , <) tiene elementos maximales.

Sea S luí elemento maximal de (21, <).

3. S en un núcleo de D. TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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3.1 S es un conjunto independiente de G. Como 5 6 21 , se sigue que es un

conjunto independiente de G.

3.2 S es absorbente. Procederemos por contradicción. Supongamos que x -& S

para algún vértice x £ S, de estos vértices elijamos XQ como sigue: sea

U = {rr. G V(.D) \S / x -» 5} , por nuestra suposición U =£ <p, sea £0 el

vértice que existe al aplicar el Lema 2.10 (tomando D = T y £/). Notemos

que £o satisface: XQ —>T y e y -& S implica y —>T XQ.

Sea P = { s £ 5 / s _»azui XQy^ Sobre P U {XQ} tenemos lo siguiente:

3.2.1 P U {2:0} e s u n conjunto independiente de G. Gomo P C S y 51 es un

conjunto independiente de G pues 5 € íl, entonces P es un conjunto

independiente de G, solo falta ver que entre P y xG no hay flechas en

D. Como £0 -*»• 5 y P C £ entonces rc0 -^ P. Por la definición de

P, P -&azui xQ. Supongamos que P -*™-3'0 a;o, como P C $ entonces S

—>T°i° 3?0, como S £ íl entonces XQ —> 5, pero esto es una contradicción,

entonces P W°i° xQ. Por lo tanto entre P y XQ no hay flechas en D.

Concluimos que P U {ZQ} es un conjunto independiente de G.

3.2.2 P U {x0}. £ 21 . Supongamos que P U {x0} —•rty"° y, veremos que

1/ —* P U {£[>}• Supongamos que y -» P y probemos que 7/ —*• a;o-

Procederemos considerando los siguientes 2 casos.

Caso a. Supongamos que P —>™J'° y. Como P C S entonces S -*TOi° y, como

S £ 21 , y —> 5. Como y -& P entonces y —> (S\P) , de esto tenemos

dos posibiUdades, y ~>rojo (S\P) o y ^a*ul (S\P). Si y ^Tojo S\P

como P —>r '̂f> y, sea p G P tal que p —>rojo y aplicando que T es una

digráfica pretransitiva izquierda tenemos y —>T pop —>T ( 5 \P ) , figura

• 2.19(a), como S es un conjunto independiente de.G y P C S entonces

p -&T (S\P) así y -^T p y esto implica que (p, y) es una flecha simétrica

en T y por lo tanto también lo es en D, así y —*• P, pero esto es una

contradicciónf
::por lo tanto y ^rojo S\P. Si y ^>azul S\Pr sea s £ S\P

• tal que.y—±azuh 5, por la definición de P tenemos;s —>azul XQ, como T'1-

es una digráfica pretransitiva derecha entonces 3:0 -^T s.o-y >T'

figura 2.19(6). si XQ -^T~ S entonces (XQ}S) es una flecha simétrica de

• " T " 1 , pero las flechas simétricas de T"1 también son flechas: simétricas

de D entonces XQ —> s pero esto es una contradicción ya que s 6 5 y

..,_, XQ ^ g^ p O r \0 tanto y —>T XQ, Entonces y —> XQ O XQ —*• y, si XQ —> y

'' entonces (xo,y,s,x$) es un triángulo dirigido en £>, por hipótesis debe
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tener este triángulo al menos dos flechas simétricas en D, como XQ -& S

entonces (XQ, y) es una ñecha simétrica de D y por lo tanto y —* XQ.

rojo rojo azul azul

SIP y s

(b)

Figura 2.19

Caso b. Supongamos que XQ -*r°i° y. Para y tenemos dos posibilidades y -t* S

ó y —• S, analizaremos cada una de ellas. Supongamos que y -** S, por

la elección de XQ tenemos que y ~>T XQ, entonces.(xo,y) es una flecha

simétrica en T y por lo tanto en D, así y —• x0. Supongamos que y

—* S, como y -* P entonces y —> S\P, sea s G S\P tal que y —*• s,

por la definición de P s ~*azul XQ así tenemos un triángulo dirigido

(x0, y, s, XQ) en D, análogamente al caso anterior este triángulo tiene al

menos dos flechas simétricas en D, como x0 •*> S entonces (xo,y) es

una flecha simétrica de D y por lo tanto y —> XQ.

Concluímos que P U {xo} G 2t . '

Por último veamos que S < P U {XQ}. Para cualquier s € S tenemos que

s e P ó s £ P. Si 5 fi P, por definición de P, s -^azul x0, por otro lado

como xo -& S entonces x0 -» s, en particular x0 -&azul 5. Así, para cualquier

s £ S tenemos que (s G P) ó ís —>T %o y XQ -^T" S ). por lo tanto existe

£ £ P U {XQ} tal que (s = t) ó ís —>T t y t -¿+T s). Concluímos que

.Como XQ f S entonces S < T U {XQ} pero esto contradice que S sea un

elemento maximal de (3, <). Por lo tanto 5 es un.conjunto absorbente.

Por 3.1 y 3.2 S es un núcleo de la digráfica D. ' '

' Observemos que la hipótesis Sym(T) = Sym(D) del'teorema anterior sólo se usa-

en la demostración en la parte donde se prueba que toda cadena de (21, <) está acotada

superiormente, en el resto de la demostración solo se usa la contención Sym(T) C

Sym(D), esto implica que para el caso de gráficas finitas basta pedir dicha contención,

q u e d a n d o a s í e l s i g u i e n t e t e o r e m a . ••• • . . . . •• -••••• .
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Teorema 2.25 Sea G una gráfica finita y sea D una M—orientación de G. Si existe

alguna orientación T de G que sea una digráfica pretransitiva izquierda o derecha tal

que Sym(T) C Sym(D) entonces D tiene núcleo.

A continuación hacemos notar que las hipótesis del Teorema 2.24 son necesarias.

Nota 2.26 Si en el Teorema 2.24 se elimina la hipótesis de que la digráfica T no

tenga trayectorias infinitas exteriores ni interiores entonces no necesariamente D

tiene núcleo. Sea G la gráfica con vértices {un¡ n e N} y con aristas {(un,um) /

n,m G N, n T¿ m}, figura 2.20. Sea D la orientación de G tal que A(D) =

{(wm wm) ¡ n,m G N, n < m}, la digráfica D es la misma a la que se refiere la Nota

2.12 y mostrada en la figura 2.6. D es una digráfica transitiva, asimétrica y no tiene

triángulos dirigidos, así D es una M—orientación de G. Otra consecuencia de que D

es transitiva es que es tanto pretransitiva derecha como pretransitiva izquierda, por lo

tanto consideremos T — D. La sucesión {un)nm es una trayectoria infinita exterior

en T. Como ya vimos en la Nota 2.12 D no tiene núcleo.

Figura 2.20

Ahora veamos que existe una familia infinita de gráficas que satisface lo ante-

rior, es decir que tienen alguna M'—orientación que no tiene núcleo y tienen una

orientación pretransitiva derecha o izquierda con la misma parte simétrica que posee

trayectorias infinitas exteriores o interiores. Sea H cualquier ciclo de longitud par

(vuvo, ...,V2miUi) tal que V (H) D V (G) = <j>. Sea H' la siguiente gráfica: V (Hr) =

V(H)UV(G), A(H') = A(H)UA(G)U{{u,v) /ueV(H) yvGV(G)}. Sea D'

la siguiente orientación de-fí', figura-2.21: . ; . . . - . - . • . .., ..

A(D') = {{vitvi+l)/i E {l,...,2m},¿ = l(mod2)}U . , .

{ ( u s + i ) u i ) / ¿ 6 { l l . . . , 2 m } 1 ¿ ~ 0 (mod2)}UA{D)U • . .

{(u, v) / u EV (H) y v € V ((?)} .la suma es tomada módulo 2m. Veamos que D' es

una digráfica transitiva,.sean u,v,w G V (Df) tales que (u, y) , (v, w). E-¿A(jR'\t veamos

que (u,w) € A(D'). Si w G V(H), por la definición de D', u,v G V (H) pero en



41

D' los vértices de H inducen una subdigráfica que no tiene trayectorias dirigidas de

longitud 2 por lo tanto w £ V (H), entonces w € V (G), si u e V (H) por la defini-

. don de D', (u,w) e Á(D'), si u f V (H) entonces u 6 V (G) y por la definición

de D', v e V{G), es decir {u, v,w} C V(D) y como D es una digráfica transiti-

va entonces (u,w) e A(D) y por lo tanto {u,w) e A{D'). Concluímos que D' es

una digráfica transitiva, como además D' es asimétrica entonces no tiene triángulos

dirigidos y por lo tanto es una M-orientación de H'. Otra consecuencia de que D'

sea una digráfica transitiva es que es una digráfica pretransitiva derecha y también

izquierda, consideremos T — D'', entonces Sym{T') = Sym(D'). En V la sucesión

(un)n€N es una trayectoria infinita exterior. Veamos que D' no tiene núcleo. Aplican-

do el Teorema I.47 tomando A = D'[V (H)], D2 = D y A = {(u,v) /u<S V(H),

v e V (D)} tenemos D — D1 y por lo tanto D' no tiene núcleo.

Figura 2.21: La flecha gruesa indica que todos los vértices de H sonadyacenfes,.liaciaílos L:V>.

vértices de D.

Nota 2.27 Si en el.Teorema 2i£4'.se elimina la hipótesis de que la digráfica D sea-v.

una M—orientación entonces;.no..necesariamente D tiene núcleo. Sea G la gráfi--..••••

ca completa con 4 vértices.-. Si V {G) = {u,v,w,x} sea D la orientación de G tal •

que A(D) = {{u,v)\ (v,w), {w¡x), {x, u) , (u,w), {w,u), (v, x), (x,v)}, Des la.mis- • .

ma digráfica mostrada en la figura 2.9, que como vimos en la Nota 2.14 no tiene

núcleo. En D todo 'triángulo-, dirigido tiene una sola flecha simétrica-es decir-D' . ••

no es una M-orientación de G. ' Sea T la siguiente orientación de G: A{T) =

{(u,v) y(w.;v) ,.(w,x) ,(u,x) ,(u,w) ,(w,u) ,{v,x).,(x,v)},_.figura 2.22. .No es .-.difícil .

ver que T es una digráfica tanto pretransitiva derecha como izquierda, y Sym(T) =

TESIS CON
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Sym(D).

T

Figura 2.22

Ahora veamos que a partir de G podemos construir una familia infinita de grá-

ficas donde cada una de ellas tiene alguna orientación que no tiene núcleo y no es

una M — orientación y además cada gráfica de la familia tiene alguna orientación pre-

transitiva derecha que no tiene trayectorias infinitas exteriores ni interiores, ambas

orientaciones con la misma parte simétrica. Sean GQ ~ G, D$ = D y T$ = T, para

cada entero positivo n y dadas Gn-i, Dn-\, Tn-i que satisfacen lo anterior, consi-

deramos un nuevo vértice zn y definimos Gn, Dn; Tn como sigue (figuras 2.23 y 2.24):

V(Gn) = V(Gn_l)U{z7l}yA(Gn) = A(Gn.1)u{(zn,u) /ueV{Gn-i)},

V(Dn)-= V (£>„_!) U{zn} VA(Dn) = A{Dn.1)u{(zn,u) / u € V(I>n_i)} y

V {Tn) = V ( r n _0 U {zn} y A [Tn) = A (Tn_0 U {(zn, u) /ueV (rB_x)}.

Figura 2.23: Las aristas gruesas indican que los vértices zi, 22,..., zn son adyacentes hacia

tos vértices u, v, w y x.

Es claro que-Dn y T^-i son orientaciones Áe Gn-' Como D es subdigráfica de.Dn

y D tiene triángulos dirigidos con solo una flecha simétrica entonces Dn no es una
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* l *

Figura 2.24: Las flechas gruesas indican que los vértices zi, Z27--, zn son.adyacentes hacia

los vértices u, v, w y x.

M—orientación de Gn. Por el Lema 2.13 Tn es una .digráfica pretransitiva derecha y

como es finita no tiene trayectorias infinitas exteriores ni interiores. Como las flechas

que se añaden a -Dn-i (resp. Tn-\) para obtener Dn (resp.. Tn) son. asimétricas,

entonces Sym {Dn) — Sym{Dn-{) y Sym (Tn) = Sym (Tn-i); V- como Sym (Dn_i) =

Sym(Tn-i) entonces Sym(Dn) = Sym(Tn). Por último veamos que Dn no tiene

núcleo. Aplicando el Teorema Ufl tomando Di — • Dn[{zi, ...,zn}]} D2 = D y A =

{(ZÍ,V) / i G {l,...,n}, v G V(D)} tenemos D — Dn y por lo tanto Dn no tiene

núcleo. Así {Gn / n E N} es una familia infinita de gráficas donde cada una de ellas

tiene alguna orientación Dn que no tiene núcleo, Dn no es una M — orientación y Gn

tiene alguna orientación Tn prciransitiva derecha que no tiene trayectorias infinitos

exteriores ni interiores.

Nota 2.28 Para el caso finito, si se elimina la hipótesis Sym (T) C Sym(D) el

resultado puede fallar. Sea G cualquier ciclo de longitud impar mayor o igual que 5.
rSea D el ciclo dirigido correspondiente, D no tiene triángulos dirigidos,.por lo tanto

D es una M'— orientación de G pero ño tiene-núcleo. Si V (G) = {v\,V2,...,V2n+i}:

sea T la siguiente orientación de G: ••

A(T) = {(vltv2) ^vz.vi)} U {{v2u-i1V2i);(v2i+i1vvi+2) / * G {1,2, ...,n} la suma es

tomada mod 2n+ l} ? figura 2.25. No es.difícil ver que T es una digráfica pretransitiva..

derecha y Sym (T) £ Sym (D).

Por último veremos que el Teorema 2.25 generaliza al Teorema 2.20 probado, por

C. Champetier, pero además el Teorema 2.25 abarca gráficas que no son gráficas de '
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Figura 2.25

comparabüidad, es decir gráficas que no están consideradas en el Teorema 2.20, más

aún abarca graneas que no son perfectas.

Nota 2.29 Sea G una gráfica de comparabüidad y D cualquier M'— orientación de

G. Si T es una orientación transitiva de G entonces T es una orientación pretran-

sitiva derecha de G y también'izquierda, como G es finita, T también lo es~ y no

tiene entonces trayectorias infinitas exteriores ni interiores. Ya que T es una digrá-

fica asimétrica, entonces. Sym (T) C Sym{D). Por todo lo anterior y aplicando el

Teorema 2.25 D tiene núcleo. Por lo tanto el Teorema 2.25 generaliza al Teorema

2.20.

Nota 2.30 Consideremos la gráfica Gn, n>2, mostrada en la figura 2.26, Gn no es

una gráfica de comparabilidad, Gallad [26], más aún no es perfecta pues para C2n+i

el ciclo de longitud 2n + 1 se tiene xi^in-hi) — 3 y w (Can+i) ~ 2. Sea Dn la

orientación de Gn tal que: A(Dn) — {(VÍ,VÍ+I) / i £ {1,2, ...,2n + 1 } la suma es

tomada mod 2n + 1} U {(t¿i,i¿¡+i) /i G {1,2,..., 2n + 1} la suma es tomada mod

2n + 1} U {(u2n,-i¿2ñ-i) i (w2iüi), (i¿2¿i,i>i)}, figura 2.27. El único - triángulo dirigi-

do deDn es \v^v^Xíin,V\) que tiene 2 flechas simétricas, por lo tanto, Dn es una

M—orientación de Gn. Sea Tn la orientación de Gn tal que:

A(Tn) •=-{(W2n,WlO}ü{(ulí
u2))(^íUi)}U{(u2i+i)V2i)) ( ^ + 1 , ^ + 2 ) / * «= {l, 2, ..., 7l}}U

AU2n,U2TI;-l)} U {(u2i,U2i-l) ,(U2UU2Í+1) /% € {1 ,2 , . . . , 7 l ~ 1}}U -

( > (^2n+ii^i)}; ¿a suma es tomada mod 2n + 1,, figura 2.28. No es difí-

cil ver que Tn es una orientación pretransitiva derecha de Gn y es inmediato que

Sym (Tn) = Sym (Dn). Por lo tanto Gn es una gráfica que no es perfecta y a la cual

puede aplicarse el Teorema 2.25.
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G.

2n+\

Figura 2.26

D.
• ' • v.

2«

' 2 71+1

Figura 2.27 TESIS CON
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2.5 Digráficas Quasitransitivas

Otra generalización del concepto de digráfica transitiva es el de digráfica quasítransi-

tiva dada por Ghouilá-Houri [27].

Definición 2.31 Una digráfica D es quasitransüiva si para cualesquiera u,v,w

vértices de D talss^e^v) S A(D) y {v,w) £ A{D) implica iu^^AiD) o

{w,u) e A ( D ) . •• ••. - • f ' • • • • -• ••'• : ' ; ; '

Las'digráficasr;qüásitr:ansitivas han sido estudiadas en [1, 28, 29, 36].

gráficas quasitransitivas son importantes por su estrecha relación con las gráficas

de cómpárabilidad^ (gráfica, que tienen una orientación transitiva). Específicamente

Ghouilá-Houri [27] demostró que una gráfica puede ser orientada como una digráfica

quasitransitiva si y sólo si es una gráfica de contabilidad, para mayor in formad

de las gráficas de contabilidad se puede recurrir a [26,30], También son de mteres
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Figura 2.28

las digráficas quasitransitivas ya que comparten muchas de las propiedades de los

torneos [2], un torneo es una digráfica tal que entre cada par de vértices existe una y

solo una flecha,, debido a esto los torneos tienen una estructura muy rica. Claramente

los torneos son digráficas quasitransitivas.

2.6 Núcleos y Digráñcas Quasitransitivas

•En esta sección probamos que si D es una digráfica tal que todo triángulo dirigido
L • tiene al menos 2 flechas simétricas y que es unión de dos digráficas quasitransitivas

;';• •;•;•; tales que en ninguna de ellas existen trayectorias, infinitas exteriores entonces D tiene

..' '.' núcleo.- Este resultado es una generalización del Teorema 2.8 y en la demostración se

::.'.:ÍV'--usa una técnica similar a la dada en [35]. Como un corolario al resultado obtenido

tenemos que toda digráfica quasitransitiva Lal que todo triángulo dirigido tiene al.

menos 2 flechas simétricas y que no tiene trayectorias infinitas exteriores tiene núcleo.

Análogamente a las propiedades de digráficas pretransitivas mencionadas en los

lemas 2.9 y 2.10 tenemos dos propiedades para.digráficas quasitransitivas donde cada

triángulo dirigido tiene al menos 2 flechas'.simétricas, estas propiedades se enuncian.

en los lemas 2.32 y 2.33. . . .

: ' ; L e r a a 2.32 Sea D una digráfica tal que-cada,triángulo dirigido tiene al menos dos:.,

flechas simétricas, si D\ es una subdigráficá de D que es quasitransitiva y (uj, w2i •••,
vn)

es una sucesión.-de vértices.-de Di tal que-(VÍ,VÍ+1) £ A{D{) pero (^+l,u¿) f A(D)

entonces la sucesión es una trayectoria dirigida en D\ y para cada i = 1. ...,n — 1,

(VÍJVJ) G A(Di) y {vj.Vi} $. A(D) para toda j e {i + l , . . . .n} .

Demostración. Procederemos por inducción sobre n. El resultado es inmediato
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para n = 1. Supongamos que el resultado es válido para una sucesión d e n vértices

que satisface las condiciones del Lema 2.32. Consideremos ahora una sucesión T =

{vijV2,—,vn,vn+i) de n + 1 vértices tal que para cada i E { l , . . . ,n} , (f¿,t>i+i) €

-A(Z?i) y (vi+ijVi) £ A{D). Notemos que la sucesión X" de los n primeros vértices

de T satisface las hipótesis del Lema 2.32 entonces por hipótesis de inducción T' es

una trayectoria dirigida y para cada i E {1, ...,n — 1}, (V¿.ÜJ) E A(D\) y (VJ,VÍ) $•

-A(-D) para toda j E {i + 1, . . . ,n}. Por lo tanto solo falta probar que para cada

i E {1, ...,n - 1} Vi T¿ un + l í (vi,un+i) £ i4(A) y ( ^ + i ? ^ ) $ A(D). Procediendo por

contradicción supongamos que vn+i = v¿ para algún i € {l,...,n — 1}, por lo anterior

(ü¿,un) E ^(£>i), es decir (vn+1)vn) E A(Di) esto implica que (vn+i,vn) e A(D)

lo cual contradice la hipótesis que se tiene de T, por lo tanto T es una trayectoria

dirigida. Por otro lado, para cada i G {1, ...,n - 1} considerando las flechas (vi,vn)

y (vn,vn+i), como Di es una digráfica quasitransitiva entonces (vitvn+i) £ A(Di) o

(vn+liVi) e A(D1). Supongamos que (vn+i,Vi) e A(D), entonces ( ^ , ^ ^ + 1 ^ 1 ) es

un triángulo dirigido en D que por hipótesis tiene al menos dos flechas simétricas pero

esto no es posible pues por hipótesis (vn+i,vn) £ A{D) y por hipótesis de-inducción

(vn,Vi) <P A(D) por lo tanto (vn + l íu i) $ A(D), esto implica que (un+i,u¿). ^ A(D{) y

por lo tanto (v¿, u^+i) € J4(£?I). Concluímos que T es una trayectoria dirigida y para

cada i G.{1, ...,7i}, (t/j,^-) 6 4(-Di) y (VJ}VÍ) £ A(D) para t oda ; E {i + l,. . . ,n.+ 1}.

Lema 2.33 ^ea D una digráfica tal que cada triángulo dirigido tiene al menos dos

flechas simétricas y sea Di una subdigráfica de D que es quasitransitiva y no tiene

trayectorias infinitas exteriores. Si U C V{D\) y U ^= <j>, entonces existe x E U tal

que si (x,y) E A(D{) con y EU, entonces (y,x) € A[D).

Demostración. Procederemos por contradicción. Supongamos que para cada

x E U, existe y € U tal que (x.y) E A(Di) y (y,x) ^ A(D). Sea Xi 6 U entonces

existe x<¿ £ U tal que (xi,xo) E A[D\) y (2:2,^1) ^ A(D). Así, para cada n E. N,

dádo-^n G Í7, existe xn+i 6 U tal que (a:n,a;n+1) G A(-Ci) y (xn+1,xn) f.A(D), por el-

Lema 2.32, Tn+i = (ari,^) —, %n+i) es".una trayectoria dirigida en D{. Consideremos

la sucesión T = (xn)neN, para cada.n € N tenemos xn,xn+i E V(T n + i ) , como Tn+1

es una trayectoria dirigida en Di entonces (xn,xn+i) E A(Di)t por otro lado, sean

n,m E N, n ^ m, supongamos sin pérdida de generalidad que n < m, entonces

xn,xm 6 V (Tm), como Tm es una trayectoria dirigida en Dx entonces xn ^ xmj por

lo tanto T es una trayectoria infinita exterior enDi , lo cual es una contradicción.

Concluímos que existe el vértice x con la propiedad pedida, á
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Teorema 2.34 Sea D una digráfica que es unión de dos digráficas quasitransitivas

Di y D2 tales que en ninguna de ellas existen trayectorias infinitas exteriores. Si

en D cada triángulo dirigido tiene al menos dos flechas simétricas entonces D tiene

núcleo.

. Demostración. Denotamos por x —> y si (a;, y) £ A(D) y por x -& y si

(x,y) <£ Á(D). Por x - ^ y si (x,y) E A(Di), x -»* y si (x,y) i A{D1)i si

S C V(D) denotamos por x ~^Dl S si existe alguna flecha en Di desde x hacia algún

vértice de S, y x ~^Dl S si no existen en Di flechas desde x hacia S. Análogamente

para la digráfica D%.

Si S y T son conjuntos independientes de vértices de D, decimos que S < T si

para cada s £ S existe t E T tal que

s-tó(s - » D l tyt^s).

Observemos que si 5 y T son conjuntos independientes con S C T, entonces S < T.

1. Veamos que < es un orden parcial en la familia de todos los conjuntos indepen-

dientes de D.

: 1.1 < es reflexiva. Como 5 C 5,' de la observación anterior se sigue S < S para

cualquier S C V{D). Por lo tanto < es reflexiva.

1.2 < es transitiva. Sean 5, T y R conjuntos de vértices independientes tales

que S <T y T < R, veamos que S < R. Sea s S S} como S <T entonces

existe t £ T tal que . .

s = tó(s -^Dl tyt^s) (I)

y como T < R para esta t e T existe r £ R tal que

Dt = ró(f-^Dlryr^t) (II)

Si s = t o í— r, por (II) ó;(I) respectivamente, tenemos 5..= r ó (s —>D±.r

y r -rt-í)..cpn r £ R.. Supongamos que.5 j¿ ¿y í ^ r , entonces (s —>Dll¿;y

í ^* 5) Y (* ~*í?1 r y r -& t), como .Di es una digráfica quasitransitiva, por

,; el Lema2;32 aplicada a la sucesión (s,í, r) se tiene que s- r-*Pl'T- y r -& s.-

Por lo tanto $ < R. En consecuencia < es transitiva.

.1.3 <-,.es:antisiinétrica/'Sean 5 y T- conjuntos-de vértices 'independientes tales

que S < T y. X <• ¿'rveamo'S' que 5 = T: Sea se S, veamos qué s £• T.
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Como S < T entonces existe t G T tal que s = t ó (s -+Dl t y't -» s).

Supongamos que 5 ^ í entonces 5 ^Dí tyt-»s. Como T < S, para t

existe s! G S, tal que t = s> ó (í - > ^ s' y s' -/» í). Si i = s' entonces

5 -^D l s' pero esto es una contradicción pues s,sf £ Sy S es un conjunto

independiente, entonces t =£ s' y por lo tanto i ->D^ s' y 5' -» ¿. Como

A es una digráfica quasitransitiva, por el Lema 2.32 aplicada a la sucesión

(s,í (s') tenemos que s - ^ s ' , lo cual contradice que S sea un conjunto

independiente. Por lo tanto t - s, y en consecuencia s 6 T . Por lo tanto

S CT. Análogamente tenemos la otra contención. Concluímos que < es

antisimétrica.

Por 1.1, 1.2 y 1.3 < es un orden parcial en la familia de todos los conjuntos
. independientes de D.

Sea a la familia de todos ios conjuntos no vacíos de vértices S independientes
de D tales que S ^D- y implica y -* S.

2. Veamos que (0, <) tiene elementos maximales.

2.1 3 T¿ <j>. Como D2 es una digráñca quasitransitiva izquierda y no tiene trayec-

torias infinitas exteriores/ por el Lema 2.33, existe un vértice x tal que

x -5--°3 y implica y -* x, así {a:} G 3. •

2.2 Toda cadena en (a, <) está acotada superiormente. 'Sea £ una cadena en

(7, <). Sea 5°° = {5 e \J s / existe 5 e € tal que s e T para todo T 6 £

T > 5} , veamos que S°° es cota superior de £ .

2.2.1 5°° es un conjunto independiente. Sean sus2 e 5°° veamos que en D

no existen flechas entre si y 52. Como fllj s2 e 5^°'entonces existe 5j y

S2 en £ tales que s¿ G T, para todo T E £ tal que T > Si} i e {1,2}.

Sea S = max {51,52}, entonces 5i,s2 G S y como 5 es un conjunto

independiente entonces en D no existen flechas entre si y s2. Por lo

tanto 5°° es un conj.unto.dndepéndient'e.

2.2.2 5°° # 0 y para "caita •£ G í,-^00 > 5. Sea S e € y sea ¿0. e 5 veamos '

que existe t G 520 tal que í0 = t ó (í0 ->^i í y ¿ ^ ¿D)., Si tD £ S™

entonces tomamosí = ¿0. Supongamos que í0 £ S°°, procederemos por •

contradicción, supongamos que si para t e V (D) se tiene (¿0 ->°i t

- -.= • -"*-y £ •^•••ÍD) entonces ¿^..5°°., Sea T o . ^ 5 , c o r n o . í ^ 5*»-esto-implica- •

•• que ¿o Í Tx para algún r t 6 £ con 7\ > To, de esto último tenemos

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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que existe ¿i G T\ tal que £o —*Dl h y ¿i -^ ¿o, por nuestra suposición

íi ^ S°°. Entonces tx ^ T2 para algún X2 G £ con T2 > Ti, esto

implica que existe £2 € T2 tal que ¿i — ^ í2 y ¿2 -^ íi , como Di

es una digráfica quasitransitiva, aplicando el Lema 2.32 a la sucesión
T2 — (¿OjíijÍ2) tenemos que r2 es una trayectoria dirigida y ío — ^ ¿2

y í2 -̂ > íoj por nuestra suposición ¿1 ^ S°°. Así, para cada n G N,

dados £„ y Tn, tales que Tn € £, ín 6 Tn, £n_i —»Dl £„, £n -/> £n_1}

¿o ~+I?1 ¿TU ¿n -^ ío y *n ^ 5°°! entonces tenemos que ín ^ T^+i para

algún T n + i 6 £ con Tn+i > Tn, de esto último tenemos que existe

tn+i G Tn+i tal que ín ~-^Dl tn+í y tn+\ -^ tn. Como Di es una

digráfica quasitransitiva y (ín —>Dl ín + 1 y tn+i -&-tn) para todo n EN,

por el Lema 2.32, rn+i — (¿Oiíij •••1ínti) e s u n a trayectoria dirigida

en Di y (¿o —*Dl ín+i y ¿n+i "^ ¿o) ? P°r nuestra suposición £n+1 ^ 5°°.

Consideremos la sucesiónr = (¿n)neN> P a r a ca<ia n € H tenemos tn -^
Dl

tn+í, por otro lado, sean nym e N, n ^ m, supongamos sin pérdida

de generalidad que n < m, entonces {tnjtm} C V(rm), como. r m es

una trayectoria dirigida en Z?i entonces tn 7̂  tm, por lo tanto r es una

. trayectoria infinita exterior en Di, lo cual es una contradicción. Por

. lo tanto existe t G S00 tal que (í0 —>Dl í y í ^ í0). Con esto hemos

demostrado que S°° > S y que 5°° T¿ 0.

2.2.3 5TO e a. Supongamos que 5°° ^°2 y, es decir 5 —>D2 y para algún

s G S°° veamos que y —> 5°° , Sea 5 G £ tal que s e T, para todo

T e £ tal que T > 5. Como 5 e 3, s € 5 y 5 ^ ^ 2 y entonces y ->• 5,

es decir y —> 5; para algún s' G 5, supongamos que s' ^ 5°°. Tenemos

dos posibilidades y —>Ü2 s- o-y —+Dl s', analizaremos cada una de ellas.

Si y —>°2 s', como s —>D2 y, figura 2.29(a), y Í?2 es una digráfica

quasitransitiva entonces 5 ̂ D 2 s' o 5' —s-̂ 2 s, pero esto no es posible

pues S es un conjunto-independiente y s, s' G S1, por lo tanto y -rt--02 s'

y en consecuencia' y.'H-*^1'S', como 5 < :59° y s' € 5 entonces existe.,

t e 5°° tal'que sí '= í 'o^s ' -^-^ 1 £ y í ••+> s'), como s' ^ 5*°° entonces :

s' ^ ¿ y én consecuencia•:(s';-*01 i y-É-^.s'):, figura 2.29(6),;.con esto,

último y considerando que y -^Dl s' aplicamos que Di es una digráfica

quasitransitiva y tenemos'y -*Dl t o.í —>Dl y. Si y—*D;í t entonces

y —> 5°°.- Si t -*0-1 y entonces (y,s',t,y) es un-triángulo dirigido en

• -••• •••D que por hipótesis'tiene al menos dos flechas simétricas, como t -&• s'

• ' entonces s''• —*• y y y -^ í, así y —>• 5°°. Concluímos que S°° € CT.
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A -A•—=^«—=->•

(a)

Figura 2.29

Por 2.2.1-2.2.3 S°° es cota superior de £.

Por 2.1 y 2.2 toda cadena de (3, <) está acotada superiormente. Por el Lema de

Zorn, p , < ) tiene elementos maximales. Sea S un elemento maximal de(3, <).

3. S en un núcleo de D,

3.1 5 es un conjunto independiente. Como S G 3 , se sigue que es un conjunto

independiente.

3.2 S es absorbente. Procederemos por contradicción. Supongamos que x..-» S

para algún vértice x $. S, de estos vértices elijamos x0 como sigue: sea.

U = {x G V {D2) \S I x - ^ -5} , si £/ ^ <£, sea x0 el vértice que existe al

aplicar el Lema 2.33 & D2y U , siU = <p entonces x +> S para algún vértice:

x e V {Di) \{S\JV (A) ) , sea ZQ alguno de estos vértices. Notemos, que si

U T¿ 4> entonces x0 satisface: x0 -^°2 yey-^S implica y-* x0.

Sea T = {s G 5 / 5 ^ D l a;0}- Sobre. T U {a;0} tenemos lo siguiente:.

3.2.T TU{x0} es un conjuntoindependiente. Como T CS y S es un conjunto

. '" . independiente pues 5 e d , entonces T es un conjunto independiente,

solo falta ver que.entre T y xQ no hay flechas. Como x0 -^ S y T C 5

• entonces z0 v* T. Por la definición-de X, T ~^Dl a;0. Supongamos que

y _^2 ^Q) c o m o r c 5 entonces S ->°2 ^o, como 5 G a entonces

^ • • - j . 5} pero'esto es una contradicción. Por lo tanto entre T y xQ. no

hay flechas;'.Concluimos que T U {x0} es un conjunto independiente.: •

3.2.2; T U {xo}--'e'-3-:: Supongamos que -T U {xQ} -^°2 y, veremos :que y -^

TU{i0}"-' Supongamos que y ^Try probemos que y -> a;0VLa:siguiente.-:

o b s e r v a c i ó n s e r á d e ' U t i l i d a d . ' '.-• • •••-•••••.

Observación. Bajo las condiciones anteriores, veremos que si.y.-*Dl-

" (5\T) entonces y ~^Dl x0. Sea s € {S\T) tal que y -+Dl s, -como

• • 5 ^ T tenemos que s ^ D l rc0; aplicando que Di .es- una digráfica qua-

- '•- •-• - •: •.sitransitiva 'tenemos y<-*Dí xQ'oxQ^Di -y. sixo^Dl-y). figura 2.30,

•• entonces (y,s,XQ,y) es un triángulo dirigido -en. D que por hipótesis

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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tiene al menos. 2 flechas simétricas, como x0 -» S entonces s -^Dl y e

y —*Dl XQ. Ahora procederemos considerando los siguientes dos casos.

El
yK. se ¿Ai' _^~Xr

Figura 2.30

Caso a. Supongamos que T -^°2 y. Como T C S entonces S —>°2 y, como 5 €

0 entonces y —* S. Como y -**T entonces y —> (S\T), de esto tenemos

dosposibilidades, y ->°2 (S\T)oy -^Dl (S\T). Si y -^D2'(S\T), como

T —J--°2 y, figura 2.31, aplicando que Di es una digráfica quasitransitiva

tenemos T -s--°2 (S\T) o (S\T) -*D2 T, pero esto no es posible pues

S es un conjunto independiente y T C S, por lo tanto y -&D2 (5\T),

es decir y ~^-Dl (S\T) y por la observación anterior y -^Dl XQ.

. A . . A . .

Figura 2.31

Caso b. Supongamos que XQ —>D2 y, para y tenemos dos posibilidades y -& S ó

y ^-+ S, analizaremos cada una de ellas. Supongamos que y -& 5, como

xQ -^?2 y entonces x0 e V {D2) es decir x $ V{D1)\{S\JV{D2)) y

en consecuencia la elección de XQ fue determinada,por el hecho-de que

U 7̂  (f>, por. lo tanto £o —>Dl y e y -& S implica y -^-D2 XQ por lo tanto

•••*/—• ^o- Supongamos ahora que y —»• S. Como y -** T entonces y

• ^ (S\T), tenemos dos posibilidades: y ^D2 (S\T) o y ~>Dl {S\T).

••-. • - •:. Si y -^°2 S\T como XQ ~^D2 y, ap l i cando que-,P2 es u n a digráfica

;• ' quas i t r ans i t iva entonces XQ_—>D2 S\T O,S\T -*D'¿ X0, como xó -^ S

..; •- . / e n t o n c e s XQ ^ S\T . y en consecuencia ' S\T. • ~>D* XQ, figura 2.32,

' . '.• • : . e s to ; impl i ca que S ~*°2 x0, como S E3 en tonces x0 ^ S pe ro esto .no

es posible , p o r lo t a n t o y ~»D2.S\T . Así t enemos que y —>Dl (S\T)

-. ; •, p o r la observación hecha an te r io rmen te y ^Dl XQ. ... -•...•••.

Por ú l t imo veamos , que )£ < TU{XQ}. P a r a cualquier S É 5 t e n e m o s que-

• •• • S'£-T ós g T. Si- s'^-T-, po r definición-de T,.s —J-^1 X 0 , po r o t ro lado como

37o -^ S entoncesx'ó -» s. Así,.para cualquier -s '£ 3 tenemos que (s 6-T).
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• Figura 2.32

ó (5 -+Dl XQ y x0 -n s), por lo tanto existe í e T U {x0} tal que (s = t) ó

(s —>Dl i y t -» s). Concluímos que S < TU {x0}.

Como xQ £ S entonces S < T U {x0} pero esto contradice que 5 sea un

elemento maximal de (2f, <). Por lo tanto S es un conjunto absorbente.

Por 3.1 y 3.2 S es un núcleo de la digráfica D.

•Corolario. 2.35 Si D es una.digráfica quasitransitiva tal que.iodo triángulo dirigido,

tiene al menos 2 flechas simétricas y no tiene trayectorias infinitas exteriores entonces

D tiene núcleo. . .

A continuación hacemos notar que la hipótesis de que no existan trayectorias in-

finitas exteriores en Di ni en D2 es necesaria' para el. resultado anterior, así como la

hipótesis de que todo triángulo dirigido de D tenga al menos 2 flechas simétricas.

' También mostramos que el resultado es diferente al Teorema 2.11 probado anterior-

mente, es decir existen digráficas que son unión de una digráfica pretransitiva derecha

con una pretransitiva izquierda y no son unión de 2 digráficas quasitransitivas, y

viceversa, existen digráficas donde todo triángulo dirigido tiene al menos 2 flechas

simétricas, son unión de 2 digráficas quasitransitivas y no son unión de una digráfica

pretransitiva derecha y una pretransitiva izquierda.

• No ta 2.36 Si en el Teorema 2.34 set,elimina la hipótesis de que no existan trayec-

' ••': toñas infinitas exteriores, en Di ni en D2¡[ el resultado no es. válido. ' Consideremos-.

'•' la digráfica:D de la Nota 2.12.' D. es una digráfica- transitiva y por lo tanto es qua-:.

• süransitiva,asíD es unión de-'dos digráficas quasitransitivas. D-no tiene triángulos:,

dirigidos, por lo tanto todo triángulo dirigido de D satisface que tiene al menos 2

felchas simétricas. La sucesión (un)n€n es una trayectoria infinita exterior y como

se vio anteriormente D no tiene núcleo. Análogamente a lo hecho en la Nota 2.12,

* existe una familia infinita -de'digráficas donde-cada-una de -ellas no -tiene- núcleo, to~-

do "triángulo dirigido tiene ál menos '2 flechas simétricas y es unión: de 2 digráficasv
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quasüransüivas donde alguna de éstas tiene trayectorias infinitas exteriores. Sea H

f" ,: cualquier* $igráfióa quasitransitiva V (H) C\V (D) = <\>, existe una familia infinita de

5 -.'• .: ')rdigraficds. quasüiansüivas por ejemplo las orientaciones quasüransüivas de gráficas

l,.:^lLl^;áá-.cómphmb'ilida!d. Sean Di y D^ la siguientes digráficas: V (Di) ~ V (H) U V (D),

A(Di)=A(H)V{(u,v) /u€V(H) y v EV (D)} y D2 = D. Como ya habíamos

mencionado D^ es una digráfica quasitransitiva que tiene trayectorias infinitas exte-

riores. Veamos ahora que Di es una digráfica quasitransitiva, sean u,v,w E V (Di)

tales que (u, v), (v,w) G A(Di), veamos que (u,w) E A (Di) o (w,u) G A (Di). Si

w EV (H), por la definición de Di, u1 v G V (H), como H es una digráfica quasitran-

sitiva entonces (u,w) E A(H) o (w,u) € A(H), esto implica que (u^w) 6 A-(D\)

o (w,u) G A (Di)-. Si w £ V (H) entonces w £ V (D), por la definición de Di,

v G V (H) y en consecuencia u G V (H), considerando nuevamente la definición de

Di, tenemos que (UjW) £ A (Di). Concluímos que Di es una digráfica quasitransi-

tiva. Consideremos la digráfica DQ la unión de Di y D<¿, Di y D2 son digráficas

quasüransüivas y D<¿ tiene trayectorias infinitas exteriores. Veamos que DQ no tiene-

núcleo. Aplicando el Teorema 1.47 tomando Di ^ H, D2 ~ D y A = {(u,v) /

u 6 V (H), v EV (D)} tenemos D = DQ y por lo tanto DQ no tiene núcleo.

Antes de las siguientes notas probamos un lema útil .para éstas, este lema es .

análogo al Lema 2.13 probado para digráficas pretransitivas.

Lema 2.37 Si D es una digráfica quasitransitiva entonces la digráfica H definida

a partir de D aumentando un nuevo vértice z y todas las flechas desde z hacia los.

vértices de D, también es quasitransitiva.

Demostración. Sean:z¿i,U2,?¿3 G V (H) tales que (?¿i,i¿&), (wg, u3) G A.(H),

veamos que (t¿i,n3) 6 'A(H) o (U 3 I Í Í I ) € A(H). Si z-$ {u^u^u^} entonces..1

{^1,^2,^3} C V (D) y (t¿i, -Í¿2) > (v-i^uz) E A(D) como D es una digráfica quasitran-

sitiva entonces (ui,tí3) &A(D) o. (̂ £3,̂ 1) E A(D), como A (D) c A(H) entonces.

(ui, U3.) E A (H) o (w3-,u\)• -G" A (H). Si z 6 {ui,v,2,uz} entonces por la definición dé

H, z tiene ingrado O;-éri-í?Vpbr lo-tanto z = ui, así {^2,^3} C V (D), consideran-1

• do nuevamente la dénnicióii-déií,- tenemos que (z = ui,Us)..£ A.(H). Por lo;tanto;

(ui,uz) G A (H) o (u3,u'i) G A (H), concluímos que H es una digráfica quasitransiti-

va. • • ; ' . '
* • ' •

Nota 2.38 Si en el-Teorema 2.34 eliminamos la hipótesis de que-todo triángulo di-

rigido de D tenga al'menos dos flechas simétricas,', entonces• D' no: necesariamente

' •. tiene núcleo. Sea Hi el1 triángulo dirigido (u;vt w^u)., y sea H2 la digráfica-vacía con
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vértices. {u, v,w}. üf1( y H2 son digráficas quasitransitivas finitas y por lo tanto no

tienen trayectorias infinitas exteriores. Sea D la unión de #1 y H2, es decir D es el

triángulo (u,v,w,u) que no tiene flechas simétricas y no tiene núcleo. A partir de

D podemos construir una familia infinita de digráficas tales que: no todo triángulo

dirigido tiene al menos dos flechas simétricas, son unión de dos digráficas quasitransi-

tivas sin trayectorias infinitas exteriores, y no tienen núcleo. Sea DQ = D, £0,1 — #1

y £)02 = H2. Ahora para cada entero positivo n y dada Dn-i digráfica sin núcleo

que es unión de dos digráficas quasitransitivas Dn-i¿ y Dn_i¡2 que no tienen trayec-

torias infinitas exteriores, consideramos un nuevo vértice zn y definimos Dn la unión

de Dn¿ y Dn>2, donde Dn¡l = Dn.lfl, V (Dn¡2) = V (Dn.1¡2) U {zn} y A(Dnt2) =

A (Dn-i¡2) U {(zn, u) /u€V {Dn~i,2)}, figura 2.33. Claramente Dn)1 es una digrá-

fica quasitransitiva y por el Lema 2.37 Dn¡2 también lo es. Dn contiene al triángulo

(u,v,w,u) que no tiene flechas simétricas. Ahora veamos que Dn no tiene núcleo.

Aplicando el Teorema 1.47 tomando Di = Dn [{zi,..., zn}], D<¿ = D y A = {(ZÍ,V) /

i £ {1,.. . , n}, v G V (D)} tenemos D = Dn y por lo tanto Dn no tiene núcleo. Así

{Dn / n £ N}- es una familia infinita de digráficas sin núcleo donde no todo triángulo

tiene al menos dos flechas simétricas y que son unión de dos digráficas quasitransiti-

vas sin trayectorias infinitas exteriores.

D.
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•Figura 2.33: Las flechas marcadas con el número 1 corresponden, a-la digráfica. -Dn¿ y las

"fiedlas' marcadas con el número 2 corresponden a la.digráfica Dn¿.

N o t a 2.39 Existen digráficas donde todo triangulo dirigido tiene al menos 2 flechas

simétricas que son unión:de'una digráfica pretransitiva derecha con unapretransitiva

izquierda sin trayectorias infinitas exteriores, y no son unión de 2 digráficas quasitran-
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sitivas. Sea D un ciclo de longitud impar mayor o igual que 5, simétrico, sea V (D) =

{ui¡U2, ...,U2n+i,Ui}. En D no existen triángulos dirigidos, por lo tanto satisface por

vacuidad que todo triangulo dirigido tiene al menos 2 flechas simétricas. D es unión

de las siguientes digráficas D\ y D2 donde Di es pretransitiva derecha y D2 es pretran-

süiva izquierda. V(-Di) = V (D2) = V(D), A (Di) = {(U2Í-UU2Í) , (u2itu2i-i) ¡i G

{l,...,Tl}}U{(l¿2n+l)U1),(l¿iíU2n+l)} V A(D2) = {(u2i,U2i+i) ,(u2i+i,U2i) /i 6 {l, ...,

n}}, en la figura 2.34 se muestra el caso n = 3.

Figura 2;34: Las flechas marcadas con el número 1 corresponden a la digráfica D\ y las

flechas marcadas con el número 2 corresponden a la digráfica D2.

No es difícil ver que si una digráfica es simétrica entonces es.tanto pretransitiva

derecha como pretransitiva izquierda, como Di y D2 son digráficas simétricas en-

'•tpñces'M¿es uniónde una digráfica pretransitiva derecha con una pretransitiva izquier-

da. Veamos g-up\D no es unión de dos digráficas quasüransitvas. Procederemos por

"contradicción; supongamos que D es la unión de Hi y H2 donde H\ y H2 son digrá-

ficas quasitransitivas. Sin pérdida de generalidad supongamos que (u^u2) G A(Hi),

como Hi es una digráfica quasitransüiva, (ui:.,.u3) £•. A(Hi) y («3,^1) ^ A(H{) en-

tonces (W21Ú3) ^ ' A(Hi) y en'consecuencia (u2,Us) € A (H2)," análogamente eom:o
:H2 es una-digráfica quasüransitiva^^uo.u^} :f£ A\Hi)-'y (u±¡u2) ^ ;A(i/2) entonces

(113,114) ^ A(H2) y por lo tanto (̂ 3,1x4) G A(Hi), así sucesivamente (i¿2j_1)-i¿2¿) G

A{H{) para toda i G {1, . . . ,n}, (u2ri+uu{) € A(Hi) y(u2i,u2i+i) G A(H2) para toda

i G {1, . . . ,n}, entonces {(u2n+i^i) i ( ^ i ; ^ )} C A (Hi), aplicando que Hi es una di-

gráfica quasitrü,nsitiv a tenemos que (tizVí-i-i)̂ 2)' G'A(Hi) o (u2,tí2n+i) E-A(Hi) pero

esto no ocurre, parlo tanto D no es unión de dos digráficas quasitransitivas.' Así el
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Teorema 2.11 abarca digráficas que no están incluidas en el Teorema 2.34-

Nota 2.40 Existen digráficas donde todo triangulo dirigido tiene al menos 2 flechas

simétricas que son unión de 2 digráficas quasitransitivas sin trayectorias infinitas

exteriores y no son unión de una digráfica pretransitiva derecha con una pretransitiva

izquierda. Sea D la digráfica mostrada en la figura 2.35. D es unión de las digráficas

Di y D2 mostradas en la misma figura.

D
TESIS CON

FALLA DE ORIGEN

w

s x

Figura 2.35

En D:los únicos.triángulos dirigidos son (x, y, z, x) y (s, y, z, s) y cada uno\ de dios

tiene 2 flechas simétricas,-• .No es difícil ver que D\ y. D2 son digráficas-quasitransitivas.

Veamos que D no es unión de una digráfica pretransitiva derecha con una izquierda.

Procederemos por contradicción, supongamos que D es la unión de Hi y H2 donde

Hi es una digráfica pretransitiva derecha y H2 es una digráfica pretransitiva izquier-

da, como* {(y,.4, faw)}.. - c A (£>):.y :{{v, y), {w, v), {y,w)}n.,A{D) = </>....entonces

{{yt-v)t{vvw)}.$-A{Hi) parai £.{1,2}. Sea Hí e,{HuH2} tal que\y,v) e A{H[)
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y sea H2 €-.{Hi,Hi} tal que (v,w)£ A{H'2). Entonces:

• ipiV) £ ^( i í j ) . - Gomo (y,v) G A(Hi), H[ es Una digráfica pretransitiva y

{(y,x), (vty), (x,v)}nA(D) ~ <j>-} entonces (x,y) £ A{H[), por lo tanto (x,y) G

A(H'2).

• (WjZ) £ A(H[). Como (v,vj).& A{HI
2)) H2 es una digráfica pretransitiva y

{(z,w), (w,v), (v,z)} íi A(D) = <j>, entonces {w,z) ^ A(H2}) por lo tanto

2)- Como (IÜ,Z) € J4(iíí) J üT{ es una digráfica pretransitiva y

{{SfZ), (^,ui), («J, s)}r\A(D) = <p, entonces (z,s) £ A(H[)} por lo tanto (z,s) G

A{H'2).

(s, í) e A(HÍ). COTOD (-e, S) G ^(iíg)^ -̂ 2 e s 'Lína digráfica pretransitiva y

{(í, s) , (s ,^) , (^,í)} n A(D) = 0, entonces (s,í) £ -¿(Üfá), P07" ̂  ¿anío (s,í) G

A(ífJ).

(í,u) e A(iÍ2-)- Como (s,t) G ^4(^0, ifj es una digráfica pretransitiva y

{(u,t), (¿, s), (.5,^)} ñA(D) = 4>, entonces (t,u) ^ A(H[), por lo tanto (t,u) e

A(H>2).

(Ujz) e A(H'i). Como (í,u) e A(H'2), H'2 es una digráfica pretransitiva y

{(z,u), (u,í), (tiz)}nA(D) = 4>, entonces (u,z) $. A(H'2), por lo tanto (u,z) e

A(H[). • . • • '

(wtq) €-A(H{). Como (v,w) G A(H2), Hí¿ es una digráfica pretransitiva

y {(q,w) :(w,v) ,(v,q)} H A{D) = 4>} entonces (w,q) f A(H2), por lo tanto

(w,q)eA(H'1).

(q,r) G A(H2). Como (w,q) G A(H[)} H[ es una digráfica pretransitiva y

{(7-, 5), (g^itr), (vJ; r)}f)A (D) = <p} entonces (q, r) £ A {&[), por lo tanto (q, r) G

A{H'2). . . \ .

g,r) € .A(i?2)í -̂ 2 e 5 ü n a digráfica pretransitiva y

{(q\z)*{Tiq)¡{z1r)}C\A{D) ~ (p,.entonces (z,q) f A(H2), por.lo tanto (z,q) e

A(H[). ' . •' . ' ' . ' : ' . "

i'ziy) '€-A (íT¿)'. Procediendo por contradicción supongamos que (z, y) £ A {H[).

'cómó:{u\z)eA(H{)yH/
l es una'digráfica pretransitiva, {u;y) $• A(D) y (y,z) e

• A'(&)>• entonces H[ es pretransitiva derecha, aplicando' esfo último a las flechas
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(ziV) V (2/)^); am6a5 en H[, tenemos que (z,v) G A(H[) o (v,y) G A(H[) pero

esto no es posible ya que {{z,v), (v,y)}nA(D) = <j>, por lo tanto (z,y) ^ A(H{)

y en consecuencia (z, y) G A {H'2). ' • •

• {Viz) ^ A(H2). Como (z,q) G A(H[), H[ es una digráfica pretransüiva,

. {{q,z),(yíq)}nA{D) = <j> y (z,y) i A{H[), entonces (y,z) i A{H[), por

lo tanto (y,z) eA(H'2). . •

En la figura 2.36 se indican con el número 1 las flechas que pertenecen a H[ y con

el número 2 las flechas que pertenecen a H'%.

Figura 2.36

Continuamos ahora con los siguientes dos casos.

Caso (a). Supongamos que (y, s) G A {H'2), Como (a;, y) G A {H!
2), H'2 es una digráfica

pretransüiva, {(y, x), (x, s)}V}A (D) = <p y (5, y) e A (D) entonces H'2 es pretransüiva

derecha, no es pretransüiva izquierda,: y (s, j/). 6 A(H2). Esto implica que H[ es

pretransüiva izquierda. Ahora (x,z) 6 A.(H[) pues de lo contrario (x,z) & A(HÍ¿) y

como (z,s) € ^(ií^)? aplicando que H2.es pretransüiva derecha tenemos que.(x,:s)•€

A{H'2) o (s,z) G A{H2) pero{(x,s),,(s,z)}r\A(D) = (j>, por lo tanto (x,z) £ A{H!¿)

y en consecuencia (x,z) e Á(ií().. También tenemos (z,x) é A {H\)-pues.de lo

contrario (z,x) E A(H2) y como (y,z) £ A(H'2), aplicando que H2 es pretransüiva

derecha tenemos que (y}x) ' € A(H2) o (x,z) E A{H'2) pero (y, x) ^ A(D) y por lo

anterior (x,z) ^ A(H2), por lo tanto (z,x) G ^ ( i / J ) . Ahora aplicando que H[ es

pretransüiva izquierda y que {(u; z), (z,-x)}: C A {H[)- tenemos que(u, x) e A (•}{[) o

(z,u) G A (H[) pero esto no es posible pues {(u,x) ,<(z,u)} f)A{D) — 4>. Por lo tanto



6.0

Caso (b). Supongamos que (y, s) G A (!![). Como {(y, z), (z, s)} C A(H2), H'2 esuna

digráfica pretransüiva, (y,s) £• A(H2) y (z,y) G A{H'2) entonces H2 es pretransitiva

izquierda, no es pretransitiva derecha, y en consecuencia H[ es pretransitiva derecha.

Ahora {s,y) € A(H[) pues de lo contrario {s:y) G A(H2), como (y,z) e A{H'2) y

H'2 es pretransitiva izquierda entonces {y,s) G .A (#2) ° isiz) ^ A(H2) Pero Por e¿

caso anterior (y,s) ^ A(.H2) y (s,z) f A(D), por lo tanto (s,y) G A(iíJ). Ahora

aplicando que H[ es pretransitiva derecha y que {(s,y), (y¡^)} C A (H[) tenemos que

{s,v) E A(H[) o {v,y) G A(i í l ) pero esto no es posible pues {(s,^), (v,y)}í~]A (D) =

<t>. Por lo tanto {y, s) £ A (H[).

Como ninguno de los casos anteriores es posible, concluímos que D no es unión

de una digráfica pretransitiva derecha con una izquierda. Así el Teorema 2.34 abarca

digráficas que no están incluidas en el Teorema 2.11. A partir de D podemos cons-

truir una familia infinita de digráficas incluidas en el Teorema 2.34 Vero no en el

Teorema 2.11. Sea DQ ~ D, Do,i = #1 y ^0,2 = #2- Ahora para cada entero

positivo n y dada A1-1 digráfica donde todo triángulo dirigido tiene al menos 2 flechas

simétricas, que es unión de dos digráficas quasüransitivas Dn-i,i y A»-i,2 que no

tienen trayectorias infinitas exteriores, y que no es unión de una digráfica pretransitiva

derecha y una pretransitiva izquierda, consideramos dos nuevos vértices zn y wn,

definimos Dn la unión de Dn¿ y Dn>2, donde V (-Dn,i) — y ( j^n-i,i)U{^n}) A (Ax,i) =?-.

A {Dn-itl) U {fa, u) /ueV (r»n_i,i)}, y V {Dn¡2) - V (Dn^1>2) U{wn}, A (Dn,2) =

A (-Dn-1,2) U {{wniu) /u£V (Dn-i,2)}, figura 2.31. Por el Lema 2.37 Dn± y Dno

son digráficas quasüransitivas y no tienen trayectorias infinitas exteriores. D es una

subdigráfica inducida de Dn. Los únicos triángulos dirigidos de Dn.son los que tiene

D, los cuales tienen 2 flechas simétricas. Por otro lado Dn no es .unión de una

digráfica pretransitiva derecha con una pretransitiva izquierda ya que si lo fuera toda,

subdigráfica inducida de Dn también tendría esta propiedad en particular la digráfica

D, pero esto no es posible. . Porfío tanto {Dn / n G N} es una familia infinita, dej

digráficas para las cuales se-puede aplicar el Teorema 2.34 Pero n0 e¿ Teorema 2.-11.:..-..

2.7 Núcleos por Trayectorias Monocromáticas y Digráficas

Quasitransitivas

En esta sección consideramos, digráficas finitas y probamos •.©! siguiente- resultado' so-

bre-digráficas quasitransitivas coloreadas y núcleos,por,trayectorias.monocromáticas:
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D
11,2

Figura 2.37: Las flechas gruesas indican que los vértices zi, Z2,..., zn son adyacentes hacia

los vértices de Dn^iti, y los vértices w\, ÍÍ/2 ? • - - 5 Wn son adyacentes hacia los vértices de

Si D es una digráfica quasitransitiva m—coloreada tal que todo triángulo dirigido es

monocromático entonces la cerradura transitiva de D es núcleo perfecta y en conse-

cuencia D tiene núcleo por trayectorias monocromáticas.

Lema 2.41 . Sea D una digráfica quasitransitiva m— coloreada tal que todo trián-

gulo dirigido es monocromático. Si u, v € V (D) son tales que existe T en D una

uv—trayectoria dirigida monocromática y no existe ninguna vu~ trayectoria dirigida

monocromática, entonces (u,v) £ A(D).

Demostración. Sin pérdida de generalidad supongamos que T es de color 1.

Procederemos por inducción sobre / la longitud de T. :Si I '= 1, entonces (u,v) G

Á.(D). Supongamos que: el resultado es válido si I '•< .n.. Supongamos ahora que

•/ — -?v+ I1 y que T — (u == UQ,UI, ...,un+i = v). Gomo' D es quasitransitiva entonces

para cada.? G {0,1. ...,n - 1}, (UÍ, ¿̂1+2) ^ A (D) o.(ui+2} Ui)'^ A (D).

'•• -i. Primero probaremos: que el resultado se cumple si (UÍ,V) ,e A{D) para alguna

i G {0,.,.,n- 1},

"•""• • Procediendo por' contradicción supongamos que' {u/u);- ^ A(D). ;vSea- ¿0 =

• min{¿ G {0, ..'.,n—ljr/-.i(i¿¿-,u) G A(D)}:, como (u = uD,v) £ A (D) entonces iQ >
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1, como (UÍ'Í-IJWÍQ) € -4 (Z?) aplicando que I? es quasitransitiva tenemos que

(UÍO-I,V) G A(D) o (u,Uio_i) € A(D)t pero por la elección de ÍQ, tenemos que

(v, •UÍQ-I) € A (D). Ahora, ¿o — 1 n 0 puede ser 0 pues no existen vu—trayectorias

monocromáticas en D, por lo tanto ¿0 > 2, figura 2.38. Entonces (uio_i,Ui0,v,

Uio~i) es un triángulo dirigido de D que por hipótesis es monocromático, co-

mo (uiQ-i,v,i0) es una flecha de T es de color 1, así el triángulo es de color 1.

Sea T' = (tí,T, u¿0) U (u¿0, v), T ' es una uv—trayectoria monocromática de lon-

gitud menor que T,. por hipótesis de inducción (U = UQ,V) € A(D) pero esto

contradice que ÍQ > 2, por lo tanto io = 0 y así (u, U ) G A ( £ ? ) .

Figura 2.38

! 3 -: Ahora analizaremos los siguientes, dos casos.

vGaso (a) Supongamos que para alguna i € {0,1, ...,n — 1} (UJ,U¿+2) £ -^(-D)- Sea J'Q =

:-•„. ! ' max{j e {i -r 2,...,n + 1 } / ( U Í , I Í J ) € A(D)}. Si j 0 = n + 1, entonces (ui}v) €
; A(D), por (1) tenemos que. ( u ^ U c t ; ) G -^•(•D). Supongamos que jo < -n.

• •-•; Como {UJO,UJO+1) G A ( J D ) y D es quasi t ransi t iva entonces («$,1^+1) E A (Z?)

•o ( U J O + I , I Í Í ) £ A(D)t por la elección de Uj0 tenemos que (WJO+I.,UÍ) G -^(•£?))

figura 2.39. Entonces ( ^ , ttj-0 T UjD+i, u¿) es u n t r iángulo dirigido de D que por

hipótesis es monocromático, como (UJQJUJQ+I) es •una flecha de T es de color 1,.

' • así el t r iángulo es de color 1. Sea T ' — (u,T,Ui) U (u¿,u¿0) U (UJQ,T,V)} T ' es

*-.'<:-••'•• ;- • u n a uv—trayectoria monocromática de long i tud 'menor que T , po r hipótesis de

inducción (u,v) G A(D). . •" • ' :

Gaso::(b)'Supongamos''que para toda i ,G-{0,, ir.---/Tt--l}'. .fe-i-2, ^¿) € Aí(p). Entonces-

(iii, Ui+i,Ui+2iUi) es un triángulo dirigido de D que por hipótesis es monocromáti-

"' '"''"'"' V" : co. coriio '(üii'Úiii) es una flecha'dé T es dé color 1.,- así el triángulo, esr de color-ly

por lo tanto (ui+2:Ui) es una flecha de color 1 para toda i G {0,1,...., n — 1}. Si

• n -h l '= O'mbd"2,-entonces"(f =^--uTí^i'yUü^iji....,.U2\úo.= u) es una -uu<-trayectoria.

monocromática en D, contradiciendo la-hipótesis, figura 2 .40. .5Í . Í Í^- .1 = 1 mod
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Figura 2.39

2, entonces (v = un+i,un-i,un-3, • •-, ^3,^1,^2,^0 — u) es una tm-trayectoria

monocromática en D, contradiciendo la hipótesis, figura 2,41. Por lo tanto

este caso no sucede.

Figura 2.40

Figura 2.41

Por lo tanto si I — n +• 1, .(u, v) € A- {D). Con esto se concluye la prueba. : B ...

Teorema 2.42 Sea D una digráfica quasitransitiva m—coloreada tal que todo trián-

gulo dirigido es monocromático entonces £(£>) es núcleo perfecta y por-lo tanto D

tiene núcleo por trayectorias monocromáticas.

Demostración. ̂ -Utilizaremos el Teorema 1.46 así que probaremos1"prirnero que

todo ciclo dirigido-dé'(í:{D^ tiene al menos;.una flecha simétrica.; Procédieridoíppr con-

tradicción;supongamos que-G'= (uQ,ui, ...,un, uQ) es un ciclo dirigido de-£.(£?.).que.,110.

tiene flechas simétricas. Sea i e {0,1, . . . ,n}, como {uhui+i) e A{£(D)) (la suma.es

. tomada"'módulo rí^ 1)¡entonces existe en- D alguna UÍUÍ^I^trayectoria monocromáti-

ca, como C no tiene flechas simétricas:entonces en D no existen u^iUi—trayectorias

monocromáticasv-poi'-elLema 2.41. (UÍ.UÍ^) G..A (D),-entonces Ces-un .ciclo, dirigi-

do de D:\[Si n =.2, entonces C es un triángulo dirigido de Dypor hipótesis C es
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monocromático y por lo tanto es simétrico en £ (D) lo cual es una contradicción.

Supongamos que n > 3 entonces tenemos:

1. (u0, u2) G A (D).' Como (u0, Ui) y (^1,^2) son flechas de D y D es quasitransitiva

entonces (u0,112) es una flecha de D o lo es (u2, Í/0), si (^2,^0) 6 A (£)) entonces

(uo, ^1,^2, «0) es un triángulo dirigido de D que por hipótesis es monocromático

y esto implica que en £(-£?) es simétrico, así tenemos que (UQ,IÍI) es una flecha

simétrica de C en £ (D) contradiciendo nuestra suposición, por lo tanto (u0, ̂ 2)

eA(D).

2. (wn_i, lio) £ A (D). Como (un-i, un) y (un, UQ) son flechas de.D y D es quasitran-

sitiva entonces («^-1, i¿o) es "una flecha de I? o lo es ^ 0 , ^ - 1 ) , si (uo,un_i) E

J 4 ( P ) entonces (uQ,un-i,un,uo) es un triángulo dirigido de D que<por hipóte-

sis es monocromático y esto implica que en tí (D) es simétrico, así tenemos que

(un, IÍO) es una flecha simétrica de C en £ (D) contradiciendo nuestra suposición,

por lo tanto (1^-1,^0) € A (D).

3. -n > 4. Sin = 3̂  por 1 tenemos que (UQ,U2ÍUS,UO) es un triángulo dirigido de

D que por hipótesis es monocromático y esto implica que en £.(D) es simétrico,

así tenemos que-(^,«3) es una flecha simétrica de C• contradiciendo nuestra

suposición por lo tanto n > 4.

\ Sea ¿o = min j iG {2,'.,.)n - 1 } / (tx^^o) £ -^•(^)} ) ¿o existe por .2, y por.l «o > 3,

•—figura 2.42. Así (UÍQ,:UQ) 6 A(D), como (z¿Í0_L,t¿¿0) E A(D), aplicando que t) es

quasitransitiva y por la elección de ÍQ tenemos que (T¿O,Z¿¿0_I) € 4̂ (D) , entonces

(wo,ú¿0_i, Í¿Í0,ÚO) es'un triángulo dirigido de £> que por hipótesis es monocromático

y esto implica que en £(D) es simétrico, así tenemos que (ÍÍÍ0_I,T^0,) ; es una flecha

simétrica de O-étL £ (£?)• contradiciendo nuestra suposición. Por lo tantO;todo ciclo di-

rigido de £ f£?):;tÍGne;una ñecha simétrica,- por el Teorema..!.46 £ (^-eS'núcleo.perfecta

' y eh^consecúéñciapo'r'él Teorema :1.54 D tiene núcleo por- trayectorias,monocromáti-

cas. • • .-..•-.• •. .-• ;. . . . ,.: ,• .. '•. Vv :f. •• ,.. •

•t;Vj''íAhorá:Véremtis-;ique'eri el Teorema 2:42 las hipótesis'"de que la.digráfica:sea qua-

sitransitiva así como la de que todo .triángulo, dirigido sea monocromático son esen-.:

ciáleSj-esxlecbj.si se elimina.cualquiera..de estas hipótesis no.necesariamente existe

núcleo por trayectorias monocromáticas.,: .. , ^ . •••.:.
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Figura 2.42

Nota 2.43 Si en el Teorema 2-42 eliminamos la hipótesis. de que D se una di-

gráfica quasitransitiva. entonces D no necesariamente tiene núcleo por trayectorias

monocromáticas. Sea D cualquier ciclo dirigido de longitud impar mayor o igual que

5 y supongamos que cada flecha tiene asignado un color diferente. D no tiene trián-

gulos dirigidos por lo tanto todo triángulo dirigido de D es monocromático. D no

tiene núcleo por trayectorias monocromáticas pues como cada flecha tiene un .color

difer&nte, tener núcleo por trayectorias monocromáticas es equivalente a que tener

núcleo., pero se sabe que los ciclos- dirigidos de longitud impar no tienen núcleo.

Nota 2.44 Si en el Teorema 2.42 eliminamos la hipótesis de que todo trianguló dirigi-

do de D sea monocromático entonces D no necesariamente tiene núcleo por trayecto-

rias monocromáticas, más aún no se puede cambiar dicha hipótesis a que todo triángu-

lo dirigido sea bicolor, esto se muestra con la digráfica de la figura 2.43, esta digráfica

aparece en [31] y nos referiremos a ella en el Capítulo 3. No es difícil ver que D es

quasitransitiva pues es una .digráfica completa. Los únicos triángulos dirigidos de D

son: (vi,V2>v4,v1), [v2,v3,v5,v2), {v3,v^VuV3)} {v4,v5,v2,v4) y (vñ7Vi,v3,v5); todos

ellos son bicolores. D no tiene núcleo por--trayectorias monocromáticas ya que como

es una digráfica completa, cualquier núcleo:de,.D debería constar de un solo vértice,

pero para cada i E {1,2/3,4,-5} no existe ninguna vi+iVi—trayectoria monocromática

en D (la suma es tomada módulo 5/..-.T". • • .' • . ...-••

A partir de D podemos construir una familia infinita de digráficas- coloreadas que son

quasitransitivas donde todo-triángulo ..dirigido es bicolor y sin núcleo por trayectorias

monocromáticas. Sea Do =- D, para, cada entero positivo n y dada Dn--i digráfica qua-

sitransitiva que satisface lo anterior, sea zn un nuevo vértice^ y definimos la digráfica
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Figura 2.43: El número que aparece en cada flecha representa el color asignado a la flecha.

Dn tal que V (£>„) = V (A»-i)U{zn} y A {Dn) - A (Dn-i)u{{zn, u) /utV (Ax-i)},

los colores de las flechas de Ai- i quedan igual en Dn y a la flecha (zniu) le asig-

namos color 1, figura 2.44- P°T Lema 2.37 Dn es una digráfica quasitransitiva, los

únicos triángulos dirigidos de Dn son los mismos que tiene D que son bicolores.

Por último veamos que Dn no tiene núcleo. Aplicando el Teorema 1.55 tomando

Di = Ai [{¿i,->•*«}], Í>2~D}Á = {(zhv) / i e {l,...,n}, v e V(D)} donde las

flechas de'Di y las que están'en A todas son de color 1 y las flechas de D2 quedan

con el mismo color que tienen en D, tenemos que D = Dn y por lo tanto Dn no tiene

núcleo por trayectorias monocromáticas. Así {Dn / n GN} es una familia infinita

de digráficas coloreadas que son q'uasitrahsüivas tales que todo triángulo dirigido es

bicolor y no tienden núcleo por trayectorias'monocromáticas.

Figura 2.44: Las flechas gruesas indican que los vértices z{, Z2,.--, zn son adyacentes hacia

los vértices vi, v¿, v^, v^ y v$: todas estas flechas son de color 1. ' ' • • . .



67

2.8 Problemas Abiertos

1. En el Teorema 2.24 ¿no basta que Sym (T) C Sym (D) para el caso infinito?-

2. ¿Si G es una gráfica infinita y es de comparabílidad entonces cualquier M—orien-

tación de G tiene núcleo?

3. ¿Qué otras digráficas coloreadas, además de las quasitransitivas, satisfacen que

si todo triángulo es monocromático entonces tienen núcleo por trayectorias

monocromáticas?
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Capítulo 3

Torneos Coloreados

Un torneo es una digráfica tal que entre cada par de vértices existe una y sólo una

flecha. Consideremos T un torneo m—coloreado tal que todo ciclo dirigido de longitud

3 es casimonocromático. En este capítulo mostramos que si m = 4 entonces no nece-

sariamente T tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. Si m = 3 demostramos

el siguiente resultado: si en T para cada vértice el número de colores que aparecen en

las flechas que inciden en.él son.a lo más 2, entonces T tiene núcleo por'trayectorias;

monocromáticas.

Denotamos por T3 al torneo transitivo de orden 3 y por C3 al ciclo dirigido de-

orden 3, no es difícil ver que T3 y C3 son los únicos torneos de orden 3 que no son

isomorfos.

En [35] se prueba que cualquier digráfica D 2-coloreada tiene núcleo por trayec-

torias monocromáticas., ;En particular se prueba que cualquier torneo.iT.2-color.eado

posee un vértice v tal que1 para cualquier otro vértice x~áe T existe una trayectoria

monocromática dirigida desde x hacia v, (es decir {v} es un núcleo por .trayectorias

monocromáticas áe.T). En este mismo artículo se plantea el.siguiente problema:

Problema 3.1- SmTmn-;torneo m~ coloreado tal que todo C5 es casiruonocromático.

¿DebeT.tener núcleo por. trayectorias monocromáticas? ... ::• ,••• . . .••,;••

Con respecto al problema anterior, en [31], Shen Minggang demuestra.el siguiente

resultado:

Teorema 3.2 Si'T -es un torneo m—coloreado tal que todo C3 y todoTz es casi-

monocromático entonces T tiene núcleo por trayectorias monocromáticas.

69
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También Shen Minggang muestra que para m > 5 si sólo se pide que todo C3

sea casimonocromático entonces no necesariamente X tiene núcleo por trayectorias

monocromáticas, figura 2.43, deja como problemas abiertos los casos m = 3 y m = 4.

En la sección 3.1 presentamos un contraejemplo para el caso m = 4 y en la sección

3.2 se demuestra el caso m — 3 para ciertas coloraciones, Teorema 3.7. i

Otros resultados sobre núcleos por trayectorias monocromáticas en torneos son los

obtenidos por H. Galeana Sánchez [15, 16, 17, 18]. De estos resultados algunos involu-

cran condiciones similares a la mencionadas en los teoremas 3.2 y 3.7. A continuación

mencionamos estos resultados.

T deTeorema 3.3 [15] Sea T un torneo m—coloreado. Si todo ciclo dirigido de

longitud a lo más 4 es casimonocromático entonces £ (X) es núcleo perfecta.

Teorema 3.4 [15] Sea T un torneo m—coloreado tal que todo ciclo dirigido, de lon-

gitud 3 contenido enT es monocromático. Entonces £ (T) es núcleo perfecta.

Para el teorema siguiente necesitamos la siguiente definición.

Definición'3.5 :Sea D una digráfica-m—coloreada y ^n = (u$,iL.i,:.,,,un~i,uo) un

ciclo dirigido de D\ Decimos que fyn es £(D)-monocromático si existe un. conjun-

to {fi = (m, UÍ+I)' E A (£(D)) / % £ {0,1, ...,n — 1} notación mod n] de flechas colo-

readas con el mismo color.

Teorema 3.6 [15] Sea T un torneo m— coloreado tal que todo ciclo dirigido de lon-

gitud 3 contenido en T es £(T)-monocromático. Entonces <¿(T) es núcleo perfecta.

Al final de la-Sección 3.2 vemos que el Teorema "3.7 es un resultado diferente a los

antes mencionados que involucran hipótesis parecidas (teoremas 3.2? 3.3, 3.4 y 3.6).

3.1 Torneos 4-Coloreados .-:

•En está ̂ sección--mostramos uncontraejemplo al Problema 3.lepara, el.caso m = 4, es

•decir preseiitamos-vim: torneo 4-coloreado donde: todo .C3 es casimonp.crómático y sin.'

núcleo por trayectorias monocromáticas. . .

•••• Sea^'T-'-ehtorneo' de la figürav3;l,'el número en cada flecha representa el color,

asignado a la misma, así el torneo, está coloreado con 4 colores. . .

satisface lo siguiente:
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Figura 3.1

1. Todo Cs de T es casimonocromático. Sea C el ciclo dirigido (vi, w2, vs, Ut, ^5, ^6, ^1

contenido-en T. 'Es inmediato que todo C3 de T contiene alguna flecha que no

está en C. Por lo tanto para cada una de las 9 flechas que no están en C veremos

que todos los C3 que la contienen son casimonocromáticos.

" (a) Flecha .(t?!,^). v$ es adyacente hacia i/5 y vG. Como {(v5vvi), (v6,vi)} C

A (.D), entonces (^1,^3) pertenece a los siguientes triángulos dirigidos:

i. Triángulo (Vi, ^3.1^5, v\). Como las flechas (v 1,-113) y (.̂ 3, u5) son de color

4, éste' C3 es casimonocromático.

ii. Triángulo (ui,V3, ve, Vi). Como las flechas (^3,^) y (^6,^1) son de color

1, éste C3 es casimonocromático.

(b) Flecha (^1,1/4). V4 es adyacente hacia v5 y v$. Como {(v5-, v'i), (VQ,VI)} C
1 •• •••' A(D), entonces (vi,v,{) pertenece a los siguientes triángulos dirigidos:

i. Triángulo ( ü i , ^ . ^ , ^ ) . Como las flechas (^4,^5) y (v5,vi) son de color

3, 'éste-C^ es casimonocromático.

. . ii. Triángulo (^1,^4,^6,^1). Como las flechas (V^-VÍÍ) y (ve,vi) son de color

. :. 1, éste C3 es casimonocromático. . •

;. (c) ^Flecha (V2.U4)./ Ú4 es adyacente hacia v5 y- VQ. . Como (^5,^2) ^ -A{D)

^•¿'s. •••'-y ?(ve \v2) € A-{D), entonces (^1,^4) sólo-.pertenece-:al, siguiente triángulo

dirigido:

• A'->;---;r 'i.- Triángulo. (VÍ;V4\-VQ, V2). Como las flechas.^;^);/ (^4,^6) soixde color

4, éste C3 es casimonocromático.

- •- (d) Flecha (u2,%)-" üg"'es adyacente hacia ^e y vi .-¡Gomo {(wg,^), ( •^L,^)}- C

A(D), entonces.r(u2.^5) pertenece a los siguientes, triángulos dirigidos:-: ••.•>

CJ>

S
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i., Triángulo ( i ^ i ^ u s ) ^ ) - Como.las flechas (^5,^) y (^6,^2) son de color

2, éste C3 es casimonocromático.

ii. Triángulo (V2, v5: ifj, i^). Como las flechas (^5, f 1) y (^1,^2) son de color

3, éste C3 es casimonocromático.

(e) Flecha (v3,v5). ^5 es adyacente hacia vQ y v±. Como (v&iV$) £ A(D)

y (vi,v$) € A(D), entonces (^3,^5) sólo pertenece al siguiente triángulo

dirigido:

i. Triángulo (^3,^5,^1,^3). Por l(a)(i) éste C3 es casimonocromático.

(f) Flecha (173, VQ). VQ es adyacente hacia v\ y V2- Como {(v\, V3), (t^, v^)} C

A(D), entonces (V3,VQ) pertenece a los siguientes triángulos dirigidos:

i. Triángulo (^3,^,^1,^3). Por l(a)(ii) éste C3 es casimonocromático.

ii. Triángulo (1/3, v$, 172,̂ 3). Como las"flechas (v6i ^2) y (̂ 2> ^3) son de color

2, éste C3 es casimonocromático.

(g) Flecha (v4,v&)- v6 es adyacente hacia vi y v2. Como {(^1,^4), (^2,^4)} C

. 4̂ (I?), entonces (u4,^e) pertenece a los siguientes triángulos dirigidos:

i. Triángulo (^4,^61^1,^4). Por 1 (b)(ii) éste C3 es casimonocromático.

ii. Triángulo (V^VQ,V2,V4). Por l(c)(i) éste C3 es casimonocromático.

(h) Flecha (v^^vi). vx es adyacente hacia v^ V3 y v±. Como {(^2,^5), (^3,^5),

(^4,^5)} C A(D), entonces (^4,^5) pertenece a los. siguientes triángulos

dirigidos:

i. Triángulo (^5,^1,^2,^5). Por l(d)(ii) éste C$ es casimonocromático.

ii. Triángulo (^5,^1,^3,1/5). Por l(a)(i) éste C3 es casimonocromático..

iii. Triángulo [v$,vuv±¡vs). Por l(b)(i).éste C3 es casimonocromático.

• (i) Flecha (^6,^2)- V2 es adyacente hacia v^^v^.y V5. Como.{(^3. v6), ( i ^ , ^ ) ,

• (^5)^6)} C A(D)t entonces" (ug)?^) pertenecerá los siguientes triángulos,

dirigidos:'

•.:"• ,••': i. Triángulo (^6)^2)^3)^6)- 'PQr Í(f).{:ii). éste 6*3 es casimonocromático. •:

-•.'-••'' ii. Triángulo (VGIV2,VÍ,V&).POY l(c)(l)éste G3 es casimonocfómático.

iii. Triángulo. (^6)^2, tte, Ve)v?Qr..l(d)(i) éste.C3 es.casimonocromático.

2. T no tienevnÚGleopor trayectorias >mono cromáticas. Como T es-una. digráfica

•completa, entonces-'cualquier núcleo por trayectorias monocromáticas de^íF de-'

bería constar^de'^'mi solo vértice.1 La figura.3.2 muestra la cerradura-transitiva
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£(T) de T. En <t(T) el ciclo dirigido C es asimétrico, esto implica que para

caulquier Vi, {u¿+i} no absorbe por trayectorias monocromáticas a u¿ (la suma

es tomada módulo 6), por lo tanto ningún vértice de T puede formar un núcleo

por trayectorias monocromáticas de T,

Figura 3.2

A partir de T podemos construir una familia infinita de torneos 4-coloreadas donde

todo C3 es casimonocromático y sin núcleo por trayectorias monocromáticas. Sea

T¿ = Tj para cada entero positivo n y dado T¡1_1 torneo que satisface 16-.anterior,

consideramos un nuevo vértice zn y definimos el torneo T'n tal que V (T¿) =';V'.(J^_1) U

{zn} yA{T^) =A (T^i}ü{(zn, u) /uEV ( T ^ ) } , los colores de las flechas-de T ^

c-uedan igual en T^ y a l a flecha (zni u) le asignamos color 1, figura 3.3. Gomó T^_x

es un torneo y zn es adyacente hacia todos los vértices de T'n_^ entonces'.:^ • es un

torneo. Los únicosi^déCT^soii los mismos que tiene T que sonxasimOnoGrómáticos..

Por .última'.veamos. •quévT^no tiene,núcleo... Aplicando, el Teorema 1.5.5d}.omando'

¿ 1 ^Tn[{zi1...i-z^^éi-MT;'Á = {{z^v) I i 6 {l,...,n},.ve V{D)}-. dondé.;ias-

flechas de Di y las que están en A todas son de color 1 y las flechas de D2 quedan con

el mismo color que tienen eixT, tenemos que D = T^y por lo tanto T'n no tiene núcleo

por trayectorias monocromáticas. Así {T'n. j-.-n E N} es una familia infinita de torneos

4-cólóreadas;donde~todo'>C3 es casimonocromátieo y no tienen^núcleo'por trayectorias

m o n o c r o m á t i c a s . .••' . . • • • • . • ' • - ••••••• . • . i v
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Figura 3.3: Las flechas gruesas indican que los vértices z\, zi-,----, zn son adyacentes hacia

los.vértices vi-, v?, t>3, i>4, vs'y VQ] todas estas flechas son de color 1.

3.2 Torneos 3-Coloreados

; Sea T un torneo m-coloreado, si v es un vértice de T, denotamos por £(i>) al conjunto

' """ de colores asignados alas flechas que inciden en v. Decimos que en T un vértice/u tiene

vecindad a lo mas bicolor si \£(v) \ < 2. En esta sección resolvemos en el Teorema 3.7 el.

problema 3.1 para ciertos torneos 3-coloreados donde todo C3 es casimonocromático.

Observemos: que como T es un torneo entonces £(T) es una multidigráfica com-

pleta, es decir entre: cualesquiera dos vértices de £(T) existe alguna ñecha. Usaremos-

la siguiente notación en. la demostración del Teorema 3.7: • : ; • , • •

• u 1—>° v si (u, u ) e A ( T ) y e s d e co lor a , = •, . • .. .

• i\mM;u ^i"'-'v-'si en ; £(3^) e x i s t e a l g u n a flecha' d e ' w a v d e . c o l o r ai-'w-r:^-'•••.•.•,.::.-••.'

« • • *

o u -&a v si en £(T) no hay flechas d e u a u de color a, y

u =4>a- v si-u—>"-v~y en £(-X)--todas-las flechas de u de a v son de color a.

' : -"De1 acuerdo a;lo anterior u

•y (ú.v) € 'A(T) entonces u \-^

implica u —>a ü, también tenemos'que si u =5>a- v

-la demostración del.Teorema 3.7 usaremos que;
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la cerradura transitiva de una digráfica coloreada es transitiva por colores, propiedad

probada en el Teorema 1.53, así u —>a v y (v —»a w ó v =$-a w) implica u —»a w.

Teorema 3.7 Sea T un torneo ^-coloreado tal que todo C3 es casimonocromático

y cada vértice de T tiene vecindad a lo más bicolor. Entonces €(T), la cerradura

transitiva de T, es núcleo perfecta y por lo tanto T tiene núcleo por trayectorias

monocromáticas.

Demostración. Supongamos que T está coloreado con los colores 1, 2 y 3.

Observemos que si en un vértice de T sólo inciden flechas de colores ayb entonces las

trayectorias monocromáticas que contengan a dicho vértice solo pueden ser de estos

dos colores, así también se cumple que en £(T) todo vértice tiene vecindad a lo más

bicolor y más aún para cada vértice las vecindades en T y £(T) son iguales.

Demostraremos que todo ciclo C de C(T) tiene al menos una flecha simétrica para

luego aplicar el Teorema 1.46 y concluir que €(T) es núcleo perfecta.

Si C es un ciclo dirigido de £(T) y no es un ciclo dirigido de T entonces alguna

flecha (u\ v) de C es flecha de £(T) pero no de T, entonces la flecha {v,u) es flecha

del torneo y por lo tanto también de su cerradura. Así C tiene al menos una flecha

simétrica.

Supongamos entonces que C e s un ciclo dirigido del torneo, procederemos por,

inducción sobre n la longitud de C.

Para n = 3 , C es un C3 en í1 que por hipótesis es casimonocromático, en-

tonces al menos dos de sus flechas deben ser del mismo color. Supongamos que

C = {UQ, t¿i, u2, UQ) y sin perder generalidad que (t¿0, ui) y (Í¿I, u2) son del mismo co-

lor, esto implica que (ÍÍU, UÍ} U^) es en T una UQU2—trayectoria dirigida mono cromáti-

ca, por lo tanto (Í£OJ^2) £ ^(^CH)) aS1' O tiene al menos una flecha simétrica en

£(T).

Supongamos que si C es de longitud a lo más n, entonces tiene al nienos una flecha

simétrica en £(T).

Ahora supongamos que C^tiene longitud n + 1, n > 3. Sea C ^ ( ^ • " í ' ...,-um*¿o)-

Procederemos por contradicción. Supongamos que en £(T), Q no tiene flechas simétri-

cas. Entonces:

1. En<7 aparecen al.menoS'doscolores;'Pues si C es monocromático entonces, es

simétrico en €(T) lo cual es una contradicción.

.. 2.. Para cualesquiera-dos vértices u y u . n o consecutivos -en<: el ciclo.. (u\v) es', una

flecha" simétrica en £(T)v--Si uy v son vértices no consecutivos en el ciclo,, cornos
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son vértices adyacentes en el torneo, supongamos sin pérdida de generalidad que

(u,v) € A(T), entonces esta flecha junto con la parte del ciclo que va de v a

u es un ciclo dirigido del torneo de longitud menor que n + 1, por hipótesis de

inducción este ciclo tiene al menos una flecha simétrica en €(T). Como C no

tiene en C(T) flechas simétricas entonces (u, v). es una flecha simétrica en

3. Si para alguna 6 {0, . . . , n} , ÍÍ¿_I —>a u¡ y u¿ -+b ui+i a=£b entonces i¿¿+1 =>c i¿¿_i

y u¿_i =»c u i + i con c^ ay c^b (las sumas son tomadas módulo n + 1). Por 2

(u¿_i, Wi+i) es una flecha simétrica en £(T), si t¿¿+i —»a
 Í Í Í - I , como u¿_i —>a u¡ y

Í ( T ) es transitiva por colores tenemos que u¿+j ^ - a u¿ y por lo tanto (u¿,ní+i)

es una flecha simétrica en £{T), lo cual no es posible. Si u¿+i —>b UÍ-I, como

Ui -^b Ui+i y £(T) es transitiva por colores tenemos que u¿ —J-6 i¿¿_a y esto implica

que (zz¿_i,tii) es una flecha simétrica en <£(T), lo cual tampoco es posible. Por

lo tanto ui+i =^c iii_i con c / ' a y c 5¿ 6. Así tenemos C(ui-i) = {ai c ) y

- • "s C( u i+ i ) = {&)c} y c o m o a T¿ & entonces u¿_i ^> c tif+i.

Por 1 existen en T dos flechas consecutivas en el ciclo con diferente color, sin

., : \ pérdida de generalidad supongamos:..

•••';; \ 4 . un \-^1 ua y UQ i->2 ui. • • -

| Entonces:

5. un =r-3 ui y u\ ^ 3 un- Por 4 (un H-J-1 no y u$ ^>2 u{) esto implica (un —i-1 ti0 y

w0 —>2 u i ) , aplicando 3 para i = n concluímos que un =>3 Ui y ui =>3 í/n.

Así tenemos:

6- Cfrn) = {l,3},

7. f(txo) = { l , 2 } y . • .

S. C(wi) = {2,3}. . .: : : .

Como f (i¿i:) = {2,3} eñton'Ges^ir-^^ ?¿2 ó i¿i i—>3: u^ analizaremos estos'dos casos;:.'.:
;

Caso a. u\ i-̂ -3 i¿2- Sea j 0 = miñ{j = 2. ....n / û - -^ Uj+1 (la suma es tomada mpd:

-••• • ; -7i+ l)}!j"!eorriD -^(«cfH^ {•1,2}1,; en tonces -^ ^>3--ÍÍ0 ŷ por lo tanto, jq existe.; .Así-.-

tenemos las afirmaciones l(a)-9(a):. •

l(a), Ui —^3 Ui+[''pax'&,-tód&'i e {1, .../jo - 1} y ujo •**3*UjQ+i', Esto es por la elección

• • • d e j o - ' • • • • • • - ^ : • • • • •



77

2(a). Ui —>3 Uj para cada'l < i < j < jQ. Esto es por l(a) y aplicando que (£(T) es

transitiva por colores.

3(a). jo < n ~ 2. Procediendo por contradicción supongamos que j 0 > n — 2, es

decir jo > n — 1 entonces por l(a) u\ —>3 un-\, como v^ =^>3 ui por 5 y <£(T)

es transitiva por colores tenemos que un —s-3 un_i- Asi (*£„_!,«„) es una ñecha

simétrica de C en £(T), lo cual no es posible. Por lo tanto jQ < n - 2.

4(a). Wj-0+1 =^ un . Por 6 ((un) = {1,3} entonces ujo+1 -+L un o ujo+1 ->3 i^.

Supongamos que Uj0+i —>3 tíra! como un =i>3 i¿i por 5 y m ™+3 Uj0 por 2(a),

aplicando que €(T) es transitiva por colores tenemos que Uj0+i —̂ 3 Uj-0. Esto

implica que (UJ0 , Wj0+i) es una ñecha simétrica de C en <E(T), pero esto contradice

nuestra suposición. Por lo tanto UjQ+i =>l un.

5(a). IÍO ^ 2 ujo- P ° r 7 C(no) — {1*2} entonces -UQ —>1 %• o.^o ~*2 UjQ. Supongamos

que UQ —í-1 i¿j0. como Uj-0+1 =J>X ura por 4(a) y un ^ u0 por 4, aplicando que <£(T)

. es transitiva por colores tenemos que u¿0+i —í-1 tíj0- Así (UJO,UJQ+I) es una flecha

simétrica de..C en £(T), pero esto es una'contradicción. Por lo tanto UQ.^2 UJ0.

6(a);-i¿o =>1 ' Í¿2. Por 4 Uo f->2 ui y por nuestra suposición en este caso u\ \—^3 «2»

aplicando 3 para i~\ tenemos UQ ^ u2.

7(a). jo > 3. Por l(a) ujo_i ->3 ujo y por 5(a) ^o =^2 ^ 0 entonces Cfeo) = Í2 '3}>

• por otra lado por 6(a) 1 E C(u2) entonces UjQ / t¿2, así jo > 3.

8(a): CKo+i) = {1,2}. Por lo anterior {(ujo) = {2,3} y por l(a) ujo -^3 i¿j0+1

: entonces Í/.JQ =^2
 W^H-I. Por 4(a) 1 G C(UJO-Í-I)J P o r 1° tanto C(7%o+i) =

 {1J ^}-

9(a). Í¿2 =^: Uj-u+i. Por 6(a) tío ^ U2 y por nuestra suposición en este caso u\ i—>3 U2

entonces C(U2) = {1}3}, por 8(A) £(UJ0+I) = {1,2} entonces u2 =3-1 Ujo+\.

Por6(a) uo =̂ >1 u2, por 9(a) t¿2 =>l Ujo+i y por 4(a) Í¿J¿+I ;=>:1 un, aplicando que

£(T-)* es -transitiva por colores tenemos que UQ -+l un. Por -lo tanto (un,uo) ;es una

flecha ^simétrica de C en-£(T)t pero esto contradice .nuestra, suposición, figura 3.4.

Por lo tanto este caso no es posible. ' . . ••

.Gaso b. •• xii^U2- Sea jo = min{.j = 2, ...,ri — Ij-Uj -^i
2.uJ-+1.},. por 6 C(^n) — {l¡-3}>

entonces 7ín-i ^^2 ^n y por lo tanto j0 existe. Así tenemos las afirmaciones l(b)

y2(b): \ '

• l-(b'). Ui -*2 Uj+i para todá-:i;G,,{0,1,..., jo •— 1} Y- uj0 ~^2 ujo+i- Por la eleción de. j 0 ;
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Figura 3.4

• •• • •. 2(b). Ui —»2 Uj para cada 1 < i < j < JQ. Esto es por l (b) y aplicando que <£(X) es

;-'::. ; transitiva por colores.

O.Subcaso b . l j 0 > 3, Entonces tenemos las afirmaciones l(b.li), 2(b.l) y 3(b. l ) :

" • '.:^ ]'••• - l (b . l ) . C(«i) = { i , 2} pa ra s G {JQ-IJO}. Por 7 C(w0) = {1,2}, sea i G Ü o - l ^ o } ,

;£~; •. ;: 6 • entonces u¿ —»x Í¿O o û  —>2 UQ. Supongamos que m —»2 UQ, por 2(b) u± —>2

í^-ü • . Ui, aplicando que £(T) es transitiva por colores tenemos que'Ui —i-2 UQ, pero

esto implica .que (uo,Ui). es una flecha simétrica de C en <£(T) lo cual es

una contradicción. Por lo tanto i/¿ -¿±2 UQ y Ui ^ uo; así 1 e C(u*)- P ° r

l(b) u¿_i —*2 I¿Í entonces C(w¿) — {̂ i 2}-

2(b.l). Uj0 ^ Uj0+i. Por l(b.l) f(uj0) = {1,2}, por l(b) ^ -̂ >2 UjO+i entonces
. . i

U',"JO ^

3(b.l). í¿io_i =>3 uJQ+1. Por l(b) i£io_i ->2 tiio y por 2(b.l) ujo ^ ujo+u aplicando

3 para i = jo tenemos u¿0_i =^3 u-

•:•••:?> •:: :..'.. , Por 3(b:.l) tenemos que 3 E:.Q(uj0-.í;)&ei6 esto, contradice, a . l (b . l ) , figura 3.5.-

Por lo tanto este subcaso no-es posible: : '•'•"-,'. . •/ ' .. \

Subcaso b.2 jo = 2 entonces tenemos las afirmaciones l(b.2) y 2(b.2):

l(b.2). v.2 e-+.1-u-3í Ui ^>3 i¿3, u& =$>?•.ui y<-(~ [u2) = {1, 3}. Como j Q - ~ 2 entonces por-

• l(b)' U2 ~^2 i¿3. sea a ' € { l , 3 } tal que uo H-s-a ̂ 3 , por nuestra suposición en

esté'caso;i¿i i—>2 i¿2-;- aplicando 3 para i — 2 tenemos Ui =4>- U3. y,i¿3 =̂ >c IÍI-con-
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Figura 3.5

c T¿ a y c y¿ 2, por 8 f (^i) = {2,3}, esto implica que c = 3 y en consecuencia

a = 1. Por lo tanto u2 "-*-1 u3, Ui =>3
 ÍÍ3J u3 =^3 t¿i y C fe) =-.{1» 3}.

2(b.2). n > 4. Procederemos por contradicción, supongamos que n = 3 por l(b.2)

t¿i =^3 i¿3 y u3 =»3 «!• Por otro lado (ui,u3) € i4(T) ó (t¿3,i¡i) E ^(T1).

Supongamos que (^1,7/3) G ^(T1) entonces i¿i i—>3 u3) por 4 U3 1—Í-1 UQ y

UQI-^2 uilo que implica que (UQ,UI, U3,V,Q) es un C3 tricolor en T, pero esto

es una contradicción. Supongamos que (i¿3,Ui) G -A(^) entonces u3 H^3

WI, por nuestra suposición en este caso u\ >—>2 t¿2, por l(b.2) u^ H^1 ^3

lo que implica que (^1,^21^3,^1) es un C3 tricolor en T, lo cual es una

contradicción. Por lo tanto n > 4.

Por l(b.2) Cfe) — {1 j 3} entonces U3 i—̂1 u4 6 u3 H^3 u4. Si ?¿3 1—>3 'u4, por

nuestra suposición en este caso U\ 1—̂  u% y por l(b.2) u% H-^ 1 . ^ entonces se

tienen en T: tres flechas consecutivas en el ciclo de diferente color y la prueba se

reduce al caso (a), por lo tanto podemos suponer: . . •• .

3(b.2). u3^
lu4-;

Enttínces-.tenemos las afirmaciones ,4.(b.,2), 5(b.2) y 6(b.2,):.. ;••.-. ..̂ .̂.

4(b.2). un =$>l uo. Por nuestra suposición en este, caso ui i-^2 u2 y por l(b.2)

' -•: •uo'^'Us entonces í(w2)' — {1, 2}, por 6 tenemos que Q{un)- = {1, 3} por lo;

tanto Un =>x uo- . .

5(b.2), n >-5. .Si ri:= 4, por 3(b,2) ^ 3 . . ^ u4 y por 4(b.2) u^=>^ u2, aplicando •

•-:- • • •.••• que €(T) es transitiva por.colores tenemos-que uz:-*1 i£2 esto implica que.:
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(Í¿2, W3) es una flecha simétrica de C en C(T) lo cual no es posible, por lo

tanto n > 5.

6(b.2). U4 =í>3 un. Por 6 ({un) — {1,3} entonces u4 —^ un ó uA —>3 un. Supon-

gamos UA —^ un, por 3(b.2) t¿3 1—** U4 y por 4(b.2) un ^ u<¿ entonces

aplicando que €(T) es transitiva por colores u^ —^ U2, esto implica que

(«2, W3) es una flecha simétrica de C en <í(T) lo cual es una contradicción.

Por lo tanto U4 =>3 un.

Finalmente por 6(b.2) U4 =»3 un, por 5 un =^>3 u\ y por l(b.2) ni =í>3 ̂ 3 entonces

aplicando que £{T) es transitiva por colores tenemos que u^ -^3 u?, lo que implica

que (u-¿, U4) es una flecha simétrica de C en £(T), pero esto contradice nuestra

suposición, figura 3.6. Así este subcaso no es posible.

Figura 3.6

Por lo tanto no es posible el caso (b). Por lo tanto C tiene al menos una flecha-

simétrica en £(T)., .Con.'esto concluimos que todo ciclo dirigido de £(T) .tiene.al menos

una flecha simétrica, .lo que implica aplicando el Teorema 1.46 que.¡,í(T) es núcleo

perfecta. Aplicando-.el.Teorema 1.54 concluímos que T tiene-núcleo-.por.-trayectorias

m o n o c r o m á t i c a s . • • • • : •. •• ¡ • • • - • a : •!-'1-. ••

;:A'continuación: demostramos en-el Teorema 3:9 que para W^-^.ési suficiente la

condición de vecindades a lo más bicolores para la existencia de núcleo'poFtráyectorias

monocromáticas-en-uix torneo m—coloreado, más aún esta.condición-implica que todo-

C3 Y T$ es casimonocromático y por lo tanto el Teorema 3.9 se sigue del Teorema 3.2.

'8"5'¿ :r es un torneom—coloreado conm>'A,M que-para todo vértice v de

T-se 'tiene'-que \Q{v)\ < 2, entoncesen%Éodo C3 yT^.-es-casimohocromático. Además
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bajo esta hipótesis tenemos que existe un color que pertenece a todas las vecindades.

•-. Demostración. Observemos que para cualesquiera dos vértices u, v de T, como

en T hay flecha entre ellos, entonces el color de esta flecha pertenece tanto a f (u)

como a ( (v), es decir, f (u) O ((v) 7̂  (f>.

• Supongamos que los vértices u, v, w inducen uri C3 ó un Z3 que no es casi-

monocromático. Supongamos sin perder generalidad que la flecha entre u y v es de

color 1, la flecha entre v y w es de color 2 y que la flecha entre w y u es de color 3,

entonces ((u) = {1,3}, ( (v) = {1,2} y ( (w) = {2,3}. Sea x un vértice de T tal que

4 6 C (x)i P o r 1° mencionado al principio, C ix) n C (u) ^ 0 y ((x) n C (w) / c¿, así

1.6 C W Y P o r °̂ t a n t o Cí^) = {1>4}, pero entonces C, (x) n£(w) = 0 lo cual es una

contradicción, por lo tanto en T todo C3 y T3 es casímonocromático.

Para la segunda parte, consideremos u y v vértices de T, tales que C (u) 7̂  C (u)i

como f (tí)nf (f) T¿ 0, supongamos sin perder generalidad que f (w) = {1, 2} y f (v) =

{1,3}. Supongamos que existe un vértice w tal que 1 ^ ( (w), como £ (u>) fi C (u) 7̂  ^

y f (w) n C (v) T¿ 4> entonces ((w) — {2,3}. Sea x un vértice de T tal que 4 e f (a;),

como C (2) H C (u) ¥" 4> y C (^) n C (^) 7̂  ^ entonces ^ (a;) = {1,4}, pero esto implica

que ( (x) fi ( (w) = 4> lo cual es una contradicción, por lo tanto el color 1 pertenece a

toda vecindad. •

Teorema 3.9 Si T es un torneo m~ coloreado con m > 4; tal que para todo vértice v

de T se tiene que \((v)\ < 2, entonces T tiene núcleo por trayectorias monocromáti-

cas.

En las notas 3.10 y 3.11 vemos la importancia de la hipótesis de las vecindades a

lo más bicolores para los teoremas 3.7 y 3.9. Por otro lado si eliminamos del Teorema.

3.7 la hipótesis sobre las vecindades .a lo más bicolores obtenemos el Problema 3.1.

que sigue siendo un problema abierto. Por último en.las notas 3.12-3.19 hacemos ver.

que el teorema 3.7 es.diferente a cada uno.de,los teoremas 3.2, 3.3., .3.4 y 3.6. . . '

N o t a 3.10 En él teorema 3.2 no podemos--eliminar la hipótesis de que en-el torneo.,

todo C3 sea casimonocromátÍGO;--puessiT es un C3 tricolor cumple con tener todas .

las vecindades a lo más bicolores y no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas.

A partir de T podemos -construir una familia infinita de torneos 3-coloreados tales

que: no todo C3 sea-casimonoaromático, todo vértice tenga vecindad alo más bicolor

y. sin núcleo -.por trayectorias monocromáticas,.. Supongamos- que V (T)r=:{u-,v;-iü} ~

y A(T) = {(UiV)\(vr.w))(w-{u)} donde (u,v) es de. color 1, (v,w)- es-.de -color; 2



82

y (w,u) es de color 3, figura 3.7(a). Sea T¿ = T. Ahora para cada entero po-

sitivo n y dado TJ_1 torneo 3-coloreado sin núcleo por trayectorias monocromáticas

y tal que todo vértice tiene vecindad a lo más bicolor, consideramos un nuevo vértice

zn y definimos T'n como sigue: V (Tn) = V ( T ^ ) U {zn} y A(Tn) = A{Tn^) U

{(znix) /x E V (T^-i)}, los colores de las flechas de T¡1_1 quedan igual en T'n y

asignamos color 2 a todas las flechas que salen de zn excepto a la flecha (zni u) que le

asignamos color 1, figura 3.7(b).

T

(a)

Figura 3.7

Claramente T^es un torneo- 3-coloreado donde cada vértice tiene vecindad a lo más

bicolor. Veamos que T¿ no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. Aplicando

el Teorema 1.55 tomando D\ la digráfica que sólo consta del vértice zn, -D2 = T'n_1

y A — {(zn,v) / v 6 V-(Tn-\)} tenemos D — T'n y por lo tanto Tn no tiene núcleo

por trayectorias monocromáticas. Así{T^ / n G N} es una familia infinita.de torneos

3-coloreados sin núcleo por trayectorias monocromáticas y la vecindad de cadu-vértice

es a lo más bicolor. . • • •

Noto.- S.l^ Eiv el 'Sjeroema-SiSrno podemos cambiar la hipóteis'ide 'que todas ¿las: vecin-

dades sean•-ti lo mashbicGlof.es-por la hipótesis de que las- vecindades- sean:-cu.lo-más

tricolores pues puede no-existir núcleo por trayectorias monocromáticas,- un- ejem-

plo de'esto es él iorñ-eo "T de- la figura 3:1 que corno ya vimos no tiene'núcleo--por

trayectorias-monocromáticas y no es difícil-ver que todas >-las-> vecindades son a lo

má's'tricolores'."-'A'partir de T- podemosyconstruir-una-familia infinita de torneos

^-coloreados;• sin'núcleo por trayectorias monocromáticas'-tal-que cada^vértice tenga
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vecindad a lo más tricolor. Observemos primero que para cualquier vértice u de

T tenemos que 1 € C{u) o 2 e ((u). Sea T¿ = T, para cada entero positivo n

y dado T'n_l torneo J^-coloreado sin núcleo por trayectorias monocromáticas tal que

para cada vértice u se tiene que |C(IA)| < 3 y {1,2} n C,{u) ^ $, consideramos dos

nuevos vértices zn y definimos el torneo T'n tal que V (Tn) = V (ZÜ_j) U {znjwn}

yA(Tn) = A {T^_x) U {(zniu), (wn,u) /ueV (T^).} U {{zn,wn)}, los colores de
las flechas de T!ri_1 quedan igual enT^ , a las flechas (zn,u) y (wn,u) le asignamos

color i s i l 6 ((v) o color 2 en caso contrario, a la flecha (zn,wn) le asignamos

cualquiera de los 4 colores, figura 3.8. AsíT'n es un torneo 4~coloreado tal que para

cualquier u GV (T¿) se tiene que \({u)\ < 3 y {1,2} D ((u) / <fi. Veamos que T'n no

tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. Aplicando el Teorema 1.55 tomando

Dx =rn[{2lu...tzníwit...,wn}]l D2 = T, Á = {{zuv) /i G {I,...,?*}, vEV(D)},

los colores de las flechas son los descritos antes. Así D — T1 y por lo tanto T'n
no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. Por lo tanto {T^ / n € N} es una

familia infinita de torneos 4~coloreados sin núcleo por trayectorias monocromáticas

donde cada vértice tiene vecindad a lo más tricolor. También podemos obtener tor-

neos m-coloreados para cualquier m > 4 con las características anteriores si vamos

agregando cada vez un color nuevo entre zn y wn. Por último observemos que estos

torneos además cumplen que todo C$ es casimonocromático, pues los únicos C^ de

estos torneos son los que ya existían en T.

Nota 3.12 Existen torneos 3-coloreados que satisfacen las hipótesis del Teorema 3.7

pero.no las hipótesis del Teorema 3.2, por ejemplo sea T un torneo transitivo de orden

3 tricolor, A partir de T podemos construir una familia infinita de torneos con las

características anteriores. Supongamos que V (T) = {u,v,%y} y que (u,v) es una

•flecha de color 1, (w,v) es una flecha de color 2 y que (w,u) es una flecha, de color

3. -figura 3.9(a). Sea T¿ = T. Ahora para cada entero positivo n y dado T^_x torneo

3-coloreado-tal que todo C3 es casimonocromático y todo vértice tiene vecindad a lo

• más bicolor, sea T^.el torneo que se obtiene aumentando a-T^i un nuevo vértice zn

y las flechas entre zn. y V (T^i) como sigue: si v.. 6 V (T^\) \ {w} ponemos una

' flecha entre zn y v en-cualquier sentido y de color 1, entrew y zn ponemos la flecha

(w, zn) de color 2, figura 3.9(b). Así en el torneo obtenido se tiene que ( (u) = {1,3} ;

•f-(u) - {1,2},-CW =-'{2,3} y t(zj) = {1,2} para,-je {!,..., n], es decir todo
vértice de T¿. tiene, vecindad bicolor. Como la única flecha T'n que tiene- color 3 es

'(wyu) entonces, cualquier C3 cíeT¿ que no sea casimonocromático. debe contener dicha

flecha, pero como a w no- entran flechas, w no petenece a ningún ciclo, por lo -tanto



84

Figura 3.8

en T'n todo C3 es casimonocromático. Por último T'n contiene a T que es un X3 que

no es casimonocromático. Así \T'n /n€ N} es una familia infinita de torneos que

satisface las hipótesis del Teorema 3.7 pero no las del Teorema 3.2. •

Nota 3.13 Existen tómeos 3-coloreados-que satisfacen las hipótesis del Teorema.3.-.2'

pero no las hipótesis del'Teorema :3.7; "Sea T el siguiente torneo transitivo con cuatro-}

vértices: V {T)' = { ^ w ^ ^ A } •••y':-flechas (^2,^1) d& color 1, (v^.vi) de color 2-,.,

(u3,tl2) de color '2, (^4,^1) de color 3, (i^.t^) de color 3 y {v^vz) de color 3, figura

J.'lO(á). Las vecindades de v^yv^ son tricolores, T no tiene ciclos lo':que implica-

• que- todo C3 es casimonocromático, por otro lado, todas las flechas de color 3-en T.

"salen dé'v±, por:lo tanto cualquier T$ que contenga- a.V4 tiene dos flechas de color

"•3 'es'1'decir es casimonocromático y los T3 que no contienen a v± tienen colores ly
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T

(a) (b)

Figura 3.9

2, en consecuencia también-son casimonocromáticos. Por lo tanto todo T3.de T es

casimonocromático. Así T satisface las hipótesis del Teorema 3.2 pero no las del

Teorema 3.7. A partir de T podemos construir una familia infinita de torneos con las

características anteriores.. Sea Ti =.Z\ Ahora para cada entero positivo n > 5 y dado

2^-1 torneo 3-coloreado-tal que todo.Gz yT% es casimonocromático y,no todo vértice

tiene_ vecindad a lo más bicolor, sea T¿ el torneo que se obtiene aumentando a 7J_a

un nuevo vértice vn-y las-flechas entre vn y V {T^-i) ^as ponemos cualquier sentido y

de color 1, figura 3.10(b): De esta forma las vecindades de vi, vi y v%:son tricolores,

y si Vi, Vj y vi son tres vértices del torneo con i < j < I, entonces las flechas entre

Vi y los otros dos vértices son del mismo color, es decir estos tres vértices inducen un

C3 ó ün X3 casimonocromático. Así {X¿ / n > 4} es una familia infinita de torneos

que satisfacen las hipótesis del Teorema. 3.2 pero no las del Teorema 3.7. ...

Nota ; 3.14 Existend'orneos 3-coloreados que satisfacen las hipótesis/,del,.Teorema 3.7

pero no las-hipótesis, del Teorema 3.3. Sea T el torneo con vértices. VÍ,,V.%VSVV4. y las

.flechas (vi, V2)'"de.'color ,1; (v2,v3) de color 2, (v3,V4)- de color 2-, ip^Vx)- Ae-color 3,

(v4,v2) de color 2 y (vi,v^) de color 3, figura 3.11(a). T es un torneo 3-coloreado

talque CM = {•1,:3};-C(Í;2) = {1, 2}; -(-(vs) = {2,3} y (;{v4) = {2,3},,,es:.de£Ír toda

vecindad es bicolor, además en T todo C3 es casimonocromático.. pues (^1,^2) que es

la'única flecha- de color 1 no pertenece-a ningún C3. .Por otro.-lado -{vi.v^v^^v^vi)

es :Un ciclo dirigido de longitud,4 que •no,es casimonocromático. ••, Así T es un torneo
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(a) (b)

Figura 3.10: Las aristas gruesas indican que hay flechas entre cada f¿ con i > 5 y cada Vj

con 1 < j < 4, estas flechas pueden ir en cualquier dirección. Las aristas entre los u¿ con

i > 5 indican flechas en cualquier dirección.

3-coloreádo que- satisface las hipótesis del Teorema 3.7 pero-no las hipótesis del Teo-

rema 3.3. -A partir de T'podemos construir una familia infinita de torneos con las

características anteriores. Sea T[ = T. Ahora paro, cada entero positivo n > 5 y do-

do X¿_y torneo 3~coloreado tal que todo C3 contenido en T¿_L- es-casimonócromático,

todo vértice tiene vecindad a lo más bicolor y no todo ciclo dirigido de longitud 4 es

casimonócromático, sea T'n el torneo que resulta de T^_l al aumentar un nuevo vértice

vn y las flechas: (vnivi) de color 1 y para i G {2, ...,n— 1} {vn,Vi) de color 2, figura

S.llfb): En T£ todas las vecindades son bicolores. Las únicas flechas de color 3 en T'n
son (vi,v-¿) y (v^vj), por otro lado el único C3 que tiene a la flecha (v\,v3) también

es el único C$ que contiene'a la flecha [v^vi), es decir el único C3 donde aparece

el color 3 es casimonócromático, por lo tanto en T'n todo C¿ -es ca'simonocromático.

Pór:último:{vtiV2iV3,Vi, Vi) -sigue siendo-, en T^-un cicló dirigida• de. longitud^-que

no"'és •casiráoñocromáticov Así {T¿ / n > 4} es una familia, infinita de torneos-que

satisfacen-ías; hipótesis del Teorema 3.7 pero no-las hipótesis'•• del -.Teorema 3.3.-''•

fNótá-3.1S>:'"Eiisten torneos• 3-coloreados 'que satisfacen las hipótesis del Teoréfná :3:3

•perú-no las hipótesis del Teorema 3.7. Sea % ehtomeo-con vértices v\, V2,v^ v^-yAas

flechas (vi, vi)*de color 1; ^^2) ^e color12;1 (^sV '̂i) de color 3, (v^Vi) de color 1 para

¿-£"{1,2,3}, figura 3.'12(&fi T^-es'un torneo. 3-coloreado^'tal que•£ (v3) = {1,2. 3}-$W
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(a) (b)

Figura 3.11

no tiene ciclos dirigidos entonces todo 0% y todo C4 es casimonocromático. AsíT es

un torneo 3-coloreado que satisfacen las hipótesis del Teorema 3.3 pero no las hipótesis

del Teorema 3.7. A partir de T podemos construir una familia- infinita- de torneos con

las características anteriores. Sea T'A — T. Ahora para cada entero positivo n > 5

y. dado Tn-i torneo 3-coloreado tal que todo ciclo dirigido de longitud a lo más 4

contenido en Z^_: es casimonocromático y no todo, vértice tiene vecindad, a. lo más-

bicolor, sea T¿ el torneo que.resulta de T^_i al.aumentar un nuevo vértice vn y para

i ,e-{2,'.,.,77 — 1} las flechas (vniVi) de.color 1, figura 3.-12(b). En T^ la vecindad de
j#3-es- tricolor, pop otro lado T'n no'tiene.ciclos dirigidos- así.que todo ciclo dirigido de-: -

longitud a lo más.Jf-es casimonocromático. Por lo • tanta....{T¿ / n > 4}-escuna familia ..:
infinita de torneos que satisfacen las hipótesis del Teorema 3.3 pero no las hipótesis

d e l T e o r e m a 3.7:•'••"'••• . •••

N o t a 3.16 Existen-torneos 3-coloreados que satisfacen las hipótesis del;~Teorema-3.7-

pero no las hipótesis del Teorema.3.4. '-La- familia de torneos {T¿/n;>.A}-mostrada'



(<*) (b)

Figura 3.12

en la Nota 3.14, como, se vio en dicha nota, es una familia de torneos,que satisfacen

las hipótesis del Teorema 3.1. Por otro lado en cadaT^ el ciclo dirigido (vi,V3,v2^Vi)

es un C3 que ño es monocromático, asi la familia, de. torn.e.os {T¿/ n > 4} no satisface

las hipótesis del Teorema 3.4. - . . . . -

•Nota 3.17:-Existen torneos 3-coloreados que satisfacen las hipótesis;del Teorema 3.4

pero no las'ñipótasis del Teorema 3.1. La familia de tórneos {X¿/ n >^4.} mostrada en

-la Nota 3.í5'r-como::se vio en dicha nota, es una familia de torneos queno satisfacen

las hipótesis':4el. Teorema 3.1.- Gomo ya vimos'en la nota S.-ÍS-.cada-T^ es un torneo

'"'que nú'tiene citíós"dirigidos por lo tanto todo G3 contenido en/T^ es--monocrómátieo,...

'por lo tanto íafáríiiiia de torneos {T'n/' n > 4} satisface las hipótesis'del Teorema S-.4-

• ;Nota 3¿1:8 'Existen torneos 3-eoloreados que satisfacen las hipótesis' del Teorema 3/í-

pero no'-las hipótesis del Teorema.-3.6. La familia de-torneos {T^/n > 4} mostrada,,

'en la" Nota,3.14, como_ se vio::en dicha, nota,-es una familia de .torneos que satisfacen-

las hipótesis del. Teorema 3.1.--:Go'mo ya vimos en: la. .nota •$:. 16 en cada T'n el ciclo-



dirigido C = (vi,v3,V2,vi) es un C3 que no es monocromático, como C(^i) = {1,3};

. C (t/3) = {1,2}, C (vs) = {2,3} entonces ( (Vl) n f (v2) n C (v3) = 0 eníonces en £ (r¿)

no puede existir algún ciclo dirigido monocromático de longitud 3 que contenga a

estos tres vértices, es decir C no es € (T¿) —monocromático, asi la familia de torneos

{T'n/ n > 4} no satisface las hipótesis del Teorema 3.6.

Nota 3.19 Existen torneos 3~coloreados que satisfacen las hipótesis del Teorema 3.6

pero no las hipótesis del Teorema 3.1. La familia de torneos {T¿/ n > 4} mostrada en

la Nota 3.15, como se vio en dicha nota, es una familia de torneos que no satisfacen

las hipótesis del Teorema 3.7. Como ya vimos en la nota 3.15 cada T^ es un torneo

que no tiene ciclos dirigidos. Si en £(T£) existiera algún ciclo dirigido, este ciclo

induciría un camino dirigido cerrado en T'n! por el Teorema 1.S1T tendría un ciclo

dirigido lo cual no es posible. Por lo tanto para cada n > 4 tenemos que C(X')

no tiene ciclos dirigidos, así- todo Cz contenido en T'n es <£(T¿) —monocromático, en

consecuencia la familia de torneos {T'n/ n > 4} satisface las hipótesis del Teorema

3.6.

3.3 Problemas Abiertos

1. ¿En qué otro tipo de digráficas m—coloreadas tales que todo vértice tiene vecin- -

dad a lo más bicolor y todo C3 es casimonocromático existe núcleo por trayec-

torias monocromáticas?

Digráficas muy parecidas a los torneos son los torneos menos una arista y las

digráñcas quasilraiiüiLivas, así podemos plantearnos la preguna anlerior para esle

tipo de digráficas.. • • . " . .

2. Sea D. ima • digráfica m—coloreada que resulta de eliminar una arista de un

• torneo..si en\D todo vértice tiene vecindad a lo más bicolor y .todo C3 es casi-

monocromático .entonces ¿existe núcleo por trayectorias, monocromáticas? .• •

3. Se&'-D '..una:.digráfica quasitransitiva m—coloreada, si en :.p :todo., vértice tiene"

vecindad, a-.-lo más bicolor, y todo C3 es casimonocromático entonces ¿existe'

núcleo por trayectorias monocromáticas?
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Capítulo 4

Torneos Bipartitos

Una digráfica D es un torneo bipartito si existe una bipartición {Vi, V%} de V (D) tal

que toda flecha de D tiene un extremo en Vi y el otro en T/2, y entre cualquier vértice de

Vi y cualquier vértice de V2 existe una y solo una flecha. Los torneos bipartitos tienen

cierta similitud con los torneos debido a la gran cantidad de flechas que poseen. Como

mencionamos en el Capítulo 3 la existencia de núcleo por trayectorias monocromáticas

en torneos ha sido estudiada por varios autores: Sands, Sauer y Woodrow [35], S.

Mingang [31], H. Galeana Sánchez [15, 16, 17, 18]. El tipo "de condiciones en algunos

de estos resultados (teoremas 3.2, 3.3, 3.4, 3.6) son sobre la coloración de ciertas

subdigráficas pequeñas como• son los ciclos dirigidos de longitud a lo más'4 y torneos

transitivos de orden 3. .

En la Sección 4.1 de este- Capítulo probamos -que si D es un torneo bipartito

donde todo ciclo dirigido de longitud 4 es monocromático entonces D tiene núcleo

por trayectorias.monocromáticas, también mostramos que este resultado es lo mejor

posible. En la demostración del resultado anterior se implementa una técnica que

también es utilizada en la sección 4.2. ' :

En la sección 4.2 probamos la existencia de núcleo por trayectorias monocromáticas

en torneos bipartitos que cumplen:ciertas condiciones de coloración en los ciclos dirigí-. ¡

dos de longitud 4.y 6 pero, además también pedimos condiciones similares para.ciertos

subtorneos bipartitos de .orden; 5,llamados torneos cíclicamente-4-par.titos, quedando-^...

el resultado-de la siguiente:manera;,.Sea D un torneo bipartito-m—coloreado.taL.que^.-,

todo C4 es casimónocromático. todo subtorneo cíclicamente 4-partito de orden 5 to-

das sus flechas tienen el mismo-color salvo'a lo más 2 y todo CQ es monocromático, •-

entonces D tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. • •• :• -.••.•

-••A continuación demostramos algunas1 propiedades de los torneos bipartitos:que-•

usaremos en las secciones siguientes. • • '
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Lema 4.1 Sea D un torneo bipartito, si C = (uQ,v.i^...,un) es un camino en D

entonces para i G {0,1, ...,n} y j £ {0,1, . . . ,n}, (i¿¿,u¿) G A(Z?) o (ÜJ,UÍ) E A (I?) s¿

y sd/o si j — i = 1 (mod 2).

Demostración. Sea {Vj, V2} una bipartición de V (D) tal que:

1. toda flecha de D tiene un extremo en Vi y el otro en V ,̂ y

2. entre cualquier vértice de V\ y cualquier vértice de V% existe una y sólo una

flecha en D.

Supongamos sin pérdida de generalidad que uQ £ V\. Entonces:

3. Para cada i G {0,1. ...,n} z¿¿ G Vi si i = 0 (mod2) ó u% 6 V2 si i = 1 (mod2).

Procederemos por inducción sobre i. ••

Para i = 0, por hipótesis i¿o G Vi-

Suponamos que para ¿ < n, u¿ E Vi si i = 0 (mod 2) ó i¿¡ e y2 si ¿ = 1 (mod 2).

Para i + 1, como (u¿,i¿j+i) € ^.(-D) ó (UÍ+I,UÍ) G J 4 ( D ) , por hipótesis de

inducción y por 1 ui+í G Vi si i ~ 0 (mod 2) ó Uj+i G Vi si Í = 1 (mod 2), es

• decir u i + I G V2 si i + 1 s 1 (mod2) ó m G Vi si Í = 0 (mod2).

•Por lo tanto para cualquier i G {0,1,..., n) t¿¿ e V7i si ¿ = 0 (mod 2) ó u» G V2 si

¿ = 1 (mod 2).

• Ahora sean i £ {0,1, ...,n} y j G {0,1, . . . ,n}, supongamos que (u.¿¡Uj) G A(/?) ó

(ujYiti) e A(D), por 1 (úi G \4 y i/.j € V2) 6 (w¿ G K2 y Wj G Vi), por 3 (i = 0 (mod2)

y j = 1 (mod 2) ) ó (i = 1 (mod 2) y j = 0 (mod 2) ), es decir j - i ~ I (mod 2).

Inversamente supongamos que j — i = 1 (mod 2) esto implica que (i = 0 (mod 2) y

• • j •=••! (mod 2) ) ó (i = 1 (mod2) y j = 0 (mod2) ):, por 3 (m G Kr y uj G V2) ó

:- :(UÍ\E V2 yuj EVi), por 2-(ui}Uj) G ̂ (-D) ó (uj,Ui).e A.(D). Así (u¿,Uj) G A(D) ó

' (UJ',UÍ) E A(D) si y soío si j - i = 1 (mod2). • .. .•

¡•'••ó-.Iiemá:'4i2 5ea D Un torneó bipartito Entonces-.todo'••ctimiñ'o dirigido cerrado de lon-

•'' -gitud'a lo más 6 contenido en D 'es un:ciclo dirigido.-' r••'-.•• •• :

t. Demostración." -S'éá C un camino dirigido cerrado en <D de longitud aló.más 6,

• como D es un torneo.bipartito, por-los-'teoremas;:l-.38 y 1.40 tenemos que,Lla:longitud
!l de G es par.- Sea-ÍV^yT^} una bipartición de. V^(í?)-que corresponda con-la-definición-

d e t o r n e o b i p a r t i t o . ' ••.•••'• <• • • -. • \ ••:•••: ^'.\:\-
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Si I = 2 esto implica que D tiene una flecha simétrica pero esto no es posible por

la definición de torneo bipartito.

Supongamos que I = 4, sea C = (ui,u2, u3, u^ ui), como D es un torneo bipartito

podemos suponer sin pérdida de generalidad que {ui,u^} CVi y {ÍÍ2,U4} C V2, esto

implica que u¿ ^ Uj para i G {1,3} y j 6 {2,4}. Si ux = t¿3, como (wi, «2) G A(D) y

(u-2: u3) G 4(D) entonces tendríamos que (ui, ug) e s u n a flecha simétrica de D, pero

esto contradice la definición de torneo bipartito, por lo tanto u\ ^uz- Análogamente

f¿2 7¿ w4. Por lo tanto C es un ciclo dirigido de D.

Supongamos que I = 6, sea C = (ui,U2, W3,U4,íig(tí6,wi), como Ẑ  es un tor-

neo bipartito podemos suponer sin pérdida de generalidad que {ui, 1*3,̂ 5} c V\ y

{u2,u^u^} C V2, esto implica que u¿ ^ û  y (u¿, uy) G 4 (D) para Í G {1,3,5} y

j G {2,4,6}. Análogamente al caso anterior tenemos:

1. (uiiUz) G 4(Z?) y (1̂ 21̂ 3) ^ ^(-^) implica u\ 7̂  u3,

2. (u3j i¿4) G 4(L>) y (t£4j u5) G A{D) implica uz + u5,

3. (?¿5, w6) 6 4(Z?) y (í¿6, iti) G 4(i?) implica u± ^ u5)

4. (u2,us) e 4(Z?) y (w3lu4) G i4(D) implica v.2 ^ u4, . . .

5." (í¿4,n5) G 4(D) y (usjite) G 4(1?) implica tí4 7̂  ̂ 6 y

6. (u6)ui) € 4(D) y (uL,u2) G 4(/?) implica u2 7̂  w6.

Por lo tanto C es un ciclo dirigido de D. E • .

4.1 Torneos Bipartitos m—Coloreados con Ciclos de Longitud

4 Monocromáticos

lEn- el-Teorema 4.4 demostramos que un torneo bipartito coloreado donde todo cicló.-;

;de longitud 4 es monocromático tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. En¡el>r:>

.Lema 4:3 mostramos una propiedad de los torneos bipartitos.coloreados:q,ue hace 4ué" ;-:.

..éstos se parezcan a los torneos: si. 2 vértices son. adyacentes (en-sólo un/sentido) en %/

la cerradura transitiva de un torneo bipartito entonces estánxonectados: en el torneó, '-. '

bipartito por una trayectoria dirigida corta (én el mismo sentido de la flecha). ¡ • •'•'••

Lema 4.3 Sea D un torneo bipartito vi— coloreado tal que todo C4 es monocromático.

Si u. v 6 V (D) son-tales- que existe T. en D una uv—trayectoria dirigida monocromáti- .

ca y no: existe-ninguna uu—írayfeci ovia. dirigida monocromática,, entpnces- (-it, v) .£•:••• -

A(D) o existe en D una uv—trayectoria dirigida de longitud 2. . .
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Demostración. Sin ¡pérdida de generalidad supongamos que T es de color 1.

Procederemos por inducción sobre I la longitud de T. Sil < 2, entonces (i¿, v) E A (D)

o T es una uv^trayectoria dirigida de longitud 2. Supongamos que el resultado es váli-

do si 3 < / < n. Supongamos ahora que / = n + 1 y que T = (u = uQ, UU >•••, un+i = v).

Entonces tenemos: . •

1. Si i,j € {0,1, ...,n + 1} entonces (UÍ,UJ) G -A(Z)) Ó [UJ,UÍ) 6 A(.D) si y sólo si

i y j tienen diferente paridad. Esto es por el Lema 4.1.

Observemos que:

2. El resultado se cumple si (UÍ,V) £ A(D) para alguna i € {0, ...,n — 2}. Sea

¿o = min{ í6 {0, ...,n — 2} f (v,i,v) € A(Z))}, por l i o y n ' + l tienen diferente

paridad. Si ¿0 — 0 entonces (u,v) G ^4(D),'si ¿o = 1 entonces (u = uo,Ui,v)

•'. es una uw.—trayectoria dirigida en D de longitud 2. Supongamos entonces que

. ; 20 £ {2,....,n — 2}, en particular (u,v) 0 J 4 ( D ) , así que probaremos que existe

': i en D una wt;—trayectoria dirigida de longitud 2. Comoi0 e ¿o — 2 tienen la misma

paridad entonces ¿o —2 y n + 1 tienen diferente paridad, por I (^0_2j^) G-J4(£Í)

; ; o (v,Uio¿.-2) E'A(D), pero por la elección de i0 tenemos que (i;, uío:_2) € A (i?),

- notemos que por hipótesis ¿0 — 2 no puede ser 0 así ÍQ > 3, figura 4.1. Entonces

(uio-aj^io-ií^íoi^j^o-a) e s u n ^4 °̂ e -^ Que P o r hipótesis es monocromático,

como (X¿Í¿-;L}ÚÍ0) es una ñecha de T, es de color 1, así el C4 es de color 1. Sea

T' •= (u,T,Ui0) U (uio,v), T ' es una m;—trayectoria dirigida monocromática

de longitud menor, que T, por hipótesis.de inducción y. como {u,v) ^ A(D)

entonces existe en D una uv—trayectoria dirigida de longitud 2.

Fisura 4.1'

•= .Ahora, como ¿ e1 i + 3¡ •• tienen diferente .paridad,;,por 1 • (14^1^+3) e •

(tt/i3.Ui)'€ A(i9). para-'toda- ¿- e {6, .I,--...,™1- 2}..- Analizaremos los siguieiites-dos.

casos. ••. ' • .
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Caso a. Supongamos que para alguna i G {0,1,..., n — 2} («$, ^+3) 6 A (.D). Sea jo =

max {j 6 {i + 3,..., n + 1} / (u¿, Uj-) G i4 (£>)}, en particular por 1 tenemos que

i Y jo tienen diferente paridad.

Subcaso a.l JQ = n + 1. Entonces el resultado se sigi^ de 2.

Subcaso a.2 jQ = nei = 0. Entonces (UQ = w¿, Uj0 = un, un+\ = v) es unauv—trayectoria

dirigida de longitud 2 en i?.

Subcaso a.3 jo = n e i > 1. Como ¿ y j 0 tienen diferente paridad entonces i — 1 y

jo + I — n + 1 tienen diferente paridad, por 1 (t¿¿_lltin+1 = u) G A(Z))

ó (un+i =u,t¿í_1) G ^ ( D ) . Si (ííi-ijUn+L = v) G 4̂ (D) el resultado se

sigue de 2. Si (un+1 = V,?Í¿_I) G A(D) entonces (UÍ-UUÍ}UJ0 = un,un+i =

Vjiii-i) es un C4 de I> que por hipótesis es monocromático, figura 4.2, co-

mo (ui-\,Ui) es una flecha de T, es de color 1, así el C4 es de color 1. Sea

T = (U.T.UÍ) U (Ui,UjQ - un) U (un.un+1 — v), V es una uv—trayectoria

dirigida monocromática de longitud menor que T, por hipótesis de indu¿-,~--

ción (u,v) e A(D) o existe en D una uv—trayectoria dirigida de longitud'iv-

2. • • . Ü- í

Figura 4.2

Subcaso a.4 jo Ú n— 1. Como i y jo tienen diferente paridad entonces i y jo + 2-tienen .

diferente paridad, por 1 (^,^0+2) 6 A(D)ó(ujo+2,ik) G 4 (D), por la elec-

ción dejo tenemos^ (UJO+2JUÍ) G ^-(-D)- Entonces (TÍ^ÍÍ^JIÍ^+ÍJUJO^I IH)" '•

es un C4 de D que por hipótesis es monocromático, como (ujo,UjQMi)-es

una flecha de.í1;. es de1.color 1, así el C4 es de color 1,-figura 4.3.-.Sea. -:

T' =.'(u}T,ui) U-(ui,iLj0) U (UJO,T,V), T' es una itu—trayectoria;- dirigí-: .-

d a monocromát i ca : de. longi tud m e n o r . q u e T , p o r hipótesis, de --inducción '•- ••-

[u.v) E A(D) o existe en D u n a mz—trayectoria dir igida de longi tud 2. •" •

Caso b. Supongamos.que .para toda i 6• {0,1,.... n-.~ 2} , . ( Í / ¡ + 3 Í Í Í Í ) . G A(D). • Entonces

Í---. •.(Ui;.ui+i^uii2,;ií¿^3,'1i/i}:'esi-un-C4 de D que por hipótesis es-monocromático, como ••

• - •:
 (UÍ,UÍ+I) esuna flecha de T, es de color Iv.así.él C4 es de, color.-I; i Por lo tanto.
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Figura 4.3

para toda i G {0,1, ...,n — 2} (ui+3,Ui) es de color 1. Sea k e {1, 2, 3} tal que

k = n + 1 (mod3)} entonces (v = ziT¿+1,un_2)wn_5, ...,Ufc)U(i¿fc,rfU3)U(u3juo) es

una •¿m—trayectoria dirigida monocromática en D, lo cual es una contradicción,

figuras 4.4, 4.5 y 4.6. Por lo tanto este caso no es posible.

Concluímos que existe en D la flecha (u,v) o una iru-trayectoria dirigida de

longitud 2. B

Figura 4.4

Si

u =

Figura 4.5

Teorérná: ;4.4. Sea D un torneo bipartito m— coloreado tal c[u&t<)doC±[e$ monocromáti-

co. Entonces <¿{D) es núcleo perfecta y por lo tanto D tiene?núcleo por trayectorias

monocromáticas. . . .

• • • .Demos t rac ión . A lo largo ¿de.-la demostración. c;ada ;vez-;que aparezca un camino;

dirigido cerrado en D de longitud a lo más.-6,- inmediatamente nos •referiremosv.aél-

comorun ciclo dirigido, esto-eii virtud del Lema..4.2::--¡ {• ..... • •.:••.



Si k=3
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Figura 4.6

Demostraremos que todo ciclo dirigido de £ (D) tiene al menos una flecha simétrica

para luego aplicar el Teorema 1.46 y concluir que £(T) es'núcleo perfecta. Procede-

remos por contradicción, supongamos que C = (uo,ui, ...,un\uo) es un ciclo dirigido

de C(-D) que no tiene flechas simétricas. Entonces:

1. Para cada i e {0,1,..., n} (ui} ui+i) 6 A (D) o existe en D una Ujti¿+i—trayectoria

dirigida de longitud 2 (la suma es tomada módulo n + 1). Sea i £ {0,1, ...,7i},

como (W¡,Í¿Í+I) £ A(€(D)) entonces existe en D alguna UÍUÍ+I— trayectoria

dirigida monocromática, como C no tiene flechas simétricas tenemos que en

D no existen Ui+1U{—trayectorias dirigidas monocromáticas, por el Lema. 4.3

' (U«,I¿Í+I) e A (D) o existe en D una •u^+i—trayectoria dirigida.de longitud 2.

Continuamos analizando los siguientes casos:

Caso a. n-= 2. Como D .es un torneo bipartito entonces por el Teorema 1.40 no tiene

ciclos de longitud impar, esto implica que para alguna i € {0,1,2} (i¿¿,u¿+i) £•

• A (i?) (la suma es tomada módulo 3). Supongamos sin pérdida de generalidad

que (UQ, UI) ^ A (£>), entonces por 1 existe VQ vértice de D tal que (u0-, VQ, t¿i) es

una UQU-Í —trayectoria dirigida de longitud 2 en D, figura 4.7.

Figura 4.7

Castra.l (ui,v,2), (^'i ^¿o) £ A (£>). Entonces (t¿o; ̂ o; ̂ i ^ 2 , uo) e s u n C4-de D que por

.. - > • hipótesis es monocromático, así (u1; uo, lio).es.una ^i%~trayectoria dirigida

:.-..'• ••-'•;monocromática en D 16 que implica que (ÍÉQ-,^^) es una-flecha simétrica de

••.-• •: • • O en £{D), contradiciendo.nuestra suposición..; • ¡ -..•-:
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Caso a.2 (i¿i,U2) ^ A(D). Entonces.por 1 existe fi vértice de D tal que (ui,i>i,U2)

es una «i«2—trayectoria dirigida de longitud 2 en D. Si (ua,t¿o) £ A(D),

figura 4.8(a), entonces (uo,Wo)uijVi,W2,i¿o) es un ciclo dirigido de longi-

tud 5 en i? pero esto no es posible por el Teorema 1.40, por lo tanto

(tf2, UQ) $. A (D). Entonces por 1 existe v<¿ vértice de D tal que (i¿2, ^2, UQ)

es una U\Ui—trayectoria dirigida de longitud 2 en D, figura 4.8(b). Así

(UQ, VQ, ui, vi, u2) v2, UQ) es un ciclo dirigido de longitud 6 en D, por el Lema

4.1 tenemos que (uOii>i) £ A (D) ó {vx,u0) e A(D). Si {uQ,vi) G A(D)

entonces (ÍÍQ, VI, U2> ^1 uo) es un C4 de X̂  que por hipótesis es monocromáti-

co, así (UQI üii ^2) es una UQU2—trayectoria dirigida monocromática en D lo

que implica que (i¿2,i¿o) es una flecha simétrica de <7 en £(£)), contradi-

ciendo nuestra suposición. Si (VI,UQ) 6 A(D) entonces {UQ,VQ1V,I,VI,UO)

es un C4 de O que por hipótesis es monocromático, así (wi,vi,i¿o) e s u n ^

•uiUo—trayectoria dirigida monocromática en D lo que implica que (UQ,UI).

es una flecha simétrica• de C en £ (£)), así obtenemos la contradicción final-

para este caso.

(a)

Figura 4.8

Caso b. n >'3:'-"Bn-el 'fesío'deja:prueba las sumas serán tomadas mó

Por 1, para cadai.e,{.0j-l^:v.,n} podemos definir -•:

UÍ,U Í + 1 ) si (UÍ,UÍ+ 1) eA(D)
T,=

+i — trayectoria dé longitud 2 si A £D)

G' —. {J&is-C'-es un camino dirigido cenrado en-Q..,.Se.a.G''.=í..(^o, #i,.. í :, ^ :
£-0

y définairios ;la;-'función Í/? : {0,1, .:'.-,ife}:¡s-?»;:1vV(C) de da siguiente1 ¡manera: si
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Ui = Zi0 entonces <p (¿o) — ZiQi y tp (¿o + 1) = zio si la longitud de 7} es 2. De-

cimos que el índice i del vértice z\ de C es principal si Zi — tp (i), denotemos

por Ip al conjunto de índices principales. .Supongamos sin perder generalidad

que UQ == ZQ. Como D es un torneo bipartito entonces por los teoremas 1.38

y 1.40 k ~ 1 (mod2)/ Por otro lado, por el Lema 4.1 para i 6 { l , . . . , ^ } ,

(ZQ, Z2Í+I) G A (D) ó (z2i+1,zo) £ A (D). Tenemos los siguientes subcasos.

Subcaso b.l Supongamos que (23, z0) G A (D). Entonces (zOt z^'z^ 23,^0) es un C4 de D

que por hipótesis es monocromático, figura 4.9. Por la construcción de C

tenemos que z\ = ui ó z% = Ui. Si Z\ — u\ entonces (ui = Zi, Zo,z3, ZQ = UQ)

• es una UIUQ—trayectoria dirigida monocromática en D lo que implica que

(uo,fJi) es una flecha simétrica de C en £(i?), contradiciendo nuestra su-

posición. Por lo tanto z\ / ui y en consecuencia z2 = tzj, así (ui = ^ J ^3,

^0 = no) es una ^¿i^o~trayectoría dirigida monocromática en D lo que im-

plica que (UQ,UJ) .es una flecha simétrica de C en <£(£>), contradiciendo

nuestra suposición. ,

Figura 4.9

Subcaso b.2 Supongamos que {^^-2) ^ A (D), figura4.10. Entonces (zO !^_2 , ^ - i ^ ¿ / .

ZQ) es un C4 de jD--qúe-pbr hipótesis.es monocromático. Por construcción-;•••'

de O tenemos ' q u e ' ^ ==•••un ó Zf¡-i-~ un. Si Zk .=• un entonces:{UQ-;¿= '• ••

• ZQ, Zk-i, Zk-i,z'k-'^.:íLn)-. es una u^un—trayectoria dirigida
: en 'D'-lo ;que:implica'que {un, u0) es una flecha'simétrica de C eri

contradiciendo nuestra suposición. Por lo tanto z^ =£ un y en consecuencia

'z¡¡-i —' un. así (i¿ólV== zú,-Zk-2; Zk-i ~'un) es una u$un—trayectoria dirigida

••• • monocromática en D lo que implica que'(un,x¿o) e s una.flecha simétrica de

' '" "• • • "-'C e n ' £ ( £ ? ) , c o n t r a d i c i e n d o n u e s t r a s u p o s i c i ó n . - •• -••••-• -'-.;• •••• •
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u=z

Figura 4.10

Subcaso b.3" Supongamos que (ZQ, Z3) G A (D) y que (z/._2, 2o) £ A(D). Entonces k—2 >

5 y por lo tanto k > 7. Sea ¿0 = min{z G {1,.. . , ^ p } / (¿o, ¿2*+i) G A (D)

y (22Í+3)^O) ^ A (£>)}. Entonces C 1 == (20,22*0+1,2210+2,2210+3,20) es un C4

de D que por hipótesis es monocromático, supongamos que es cié color 1.

Si 2¿o -f 1 G /p entonces ^0+1 — uj P a r a algún j .€ {2, .„, n — 2}, figura

4.11(a). Por construcción de C tenemos que 22¿0+2 — uj+i ó ¿2*0+3 ~

I ÍJ+I . Si 22ío+2 = w i+i entonces ( ^ + i = 2:2*0+2,22*0+3, ¿o, 22¿0+i = u -̂)

es una ztj+iUj— trayectoria, dirigida monocromática en D lo que implica

q\ie'(ujtUj+i) es una flecha simétrica de C en £(!?), contradiciendo nues-

tra suposición. Por lo tanto £2*0+2 7̂  Uj+i y en consecuencia 22*0+3 —

Uj+i, así (tíj+i = 22io+3,^o, 22¿0+i = Uj) es una Uj+iUj—trayectoria dirigida

monocromática en D lo que implica que (UJ,UJ+I) es una flecha simétri-

:;:;-;̂ a de'C^-en €(D), contradiciendo nuestra suposición. Supongamos que
:-1^2¿Ü + 1 ^ 7P, entonces por construcción de C tenemos que {2?0, 2ÍQ + 2} C
!- ip. es'Üecir 22*0 = «j-i y 22ÍO+2

 = ^ P a r a a l g u n 3 ^ {2,...,n - 2}. por

el Lema 4.1 tenemos-que {z2io, 22^+3) 6 A (D) ó (^2*0+3,22Í0) G Í 4 ( D ) . Si

(22*0+3,22*0) G A(.D) entonces (¿2íb,22*0+1,^2*0+2,22*0+3,^0) es un C4 de D

que por hipótesis es monocromático,, figura 4.11(b), esto implica que (UJ~

"¿2io+2,22ío+3i 22¿d — %-i) es una 'wjitj-i— trayectoria dirigida monocromájt.i-

ca en D lo queimplica.que('Uj'ui.,;^).í.e.s una fiecha simétrica de C e

por ia elección de %Q tenemos que (20,22¿0_i) G - ^ ( - ^ ) J figura 4.12, en-

tonces C'2 = (2bf"
lié¿iD

!'-l-i122íoi22io+
i3)

>-2o)-es U11.C4 d e D que-por hipótesis-"es
i-.'A-iHionbcromático;v-Gomói/(22t043.v-'2o) es una.flecha común en Cl y C2 entonces.,

•. C1 y C2 son del mismo- color., así (u-j = ^2*0+2, ¿2*0+3,2Ol 22i0-i'i-22í0 = ^ j - i )

"" eŝ -úñ'a UjUj_i—trayectoria-dirigida monocromática en,i? lo, que implica que.
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(z¿j_i, Uj). es una flecha simétrica de C en € (D), llegando a la contradicción
final de la prueba.

Por. lo tanto todo ciclo de £ (D) tiene una flecha simétrica, lo que implica por el
Teorema 1.46 que £ (D) es núcleo perfecta y de aquí se sigue por el Teorema 1.54 que
D tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. •

2i+2

2?>3

(a) (b)

Figura 4.11

l i +-•

Figura 4.12

-•••••• JPor.último mostramos que si en el Teorema 4,4-cambiamos la hipótesis de que todo

G% sea m o n o c r o m á t i c o po r que t o d o C\ sea cas imonocromát ico en tonces la ce r radura

t rans i t iva de D no necesa r i amente es núcleo perfecta. . . . . . .

Nota 4.5 Sea D el,torneo bipartito 3-coloreado, tal que V (D) = {u,v,w,x.,y,z} y

A{D) = ((u)-x-).,{xvv);, (u,'í¿), {y,w), {wyz)^z,u}: {x,w)., (y,u) ,(z,v)}.-:Las flechas

de D están coloreadas como sigue: son de color .1 las flechas {x,w), '{w^z) .:y.,{z,u),
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son de color 2 las flechas (y,u), (u,x) y (x:v), son de color 3 las flechas (z,v), (v-,y) y

(y,w). Los únicos C4 que posee D son (U,X,VJ,Z,U), (v,y,u,x,v) y{w,z,v,y¡w) y son

casimonocromáticos. En £ (D) se tiene el triángulo dirigido (u, v, w, u) y-.es una subdi-

gráfica inducida de £ (D) que no tiene núcleo, por lo tanto £ (D) no es núcleo perfecta,

figura 4-13. A partir de esta digráfica construimos la siguiente familia infinita de tor-

neos bipartitos Dn tales que en ellos todo C4 es casimonocromático y cuya cerradura

transitiva no es núcleo perfecta. Para cada n EN, sea Dn la digráfica que se obtiene a

partir de D al aumentar n vértices nuevos Z\^zi,...,zn y las flechas de color 3 desde és-

tos vértices hacia u, v y w; figura 4-14- Dn £$ un torneo bipartito donde la bipartición

correspondiente es {Vi, Va} con Vi = {u,v,w} y Vi = {x,y,z,ziJZ2^..nzn}, al igual

que D, los únicos C4 que posee D son (u,x,w,z,u), (v,y,u,x,v) y (w,z,v,y}w) y son

casimonocromáticos. Así como <t(D), C(Dn) contiene como subdigráfica inducida al

triángulo dirigido (u,v,w,u) que no tiene núcleo, por lo tanto €(Dn) no es núcleo

perfecta.

Figura 4.13

4.2 Otra Condición para la Existencia de Núcleo por Trayec-

:^ ^¡torías Monocromáticas en Torneos Bipartitos

; En esta sección presentamos en el Teorema;4.9 otra condición que implica la existencia

:-:de núcleo por trayectorias monocromáticas en•taír.torneo bipartito. •:••:.-..:

• •• •• A-lo largo de' está'sección, cada vez que aparezca- un camino dirigido cerrado en D

delongitud a lomas 6,. inmediatamente nos referiremos a él como un ciclo.dirigido,

esto en virtud del Lema 4.2.

Definición 4.6 Whd.digráfica D es un torneo cíclicamente J^-partito si existe -una

partición {Vi, V2 ;•¥&•&$ de V (D)':t'alqué para toda i € {1,!'2, 3,4} cualquier vértice
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Dr

Figura 4.14

de Vi es adyacente hacia cualquier vértice de Ví+t(la suma es tornada módulo 4), y

toda flecha de D es de la forma anterior.

• Definición 4.7 Una digráfica D m— coloreada decimos que es k-casimonocromáti-

ca si-todas sus flechas son del mismo color salvo alo más k de.ellas.

Lema 4.8 • Sea D un torneo bipartito m— coloreado tal que todo G± es 1-casimonocro-.

mático y todo C$ es monocromático. Siu,v 6 V (D) son tales que existe T en D una

uv—trayectoria dirigida monocromática y no existe ninguna vu—trayectoria dirigida,

monocromática, entonces se tiene alguna de las siguientes posibilidades

(i) (u,v)eA(D)!

(ii) existe una uv—trayectoria dirigida de longitud 2,

. (iii) existe una uv—trayectoria dirigida monocromatica.de longitud 4-

.; ?•. ••• Demostración. Sin pérdida de generalidad supongamos que T es ..de color 1. Si

••F"-es de.longitud impar por el Lema 4.1 tenemos que (u, v) e A (D) ó {v) u) £ A (D), :
;;como;p'or hipótesis no existe vu—trayectoria dirigida monocromática esi'- D, entonces .

(u,v) G A(D). Así supongamos que / la longitud de T es par y procederemos por

inducción sobre /. El resultado es inmediato si I < 4. Supongamos que el resultado

es válido si 6 <-l.< 2n. Supongamos ahora que I — 2(n + l) y q u e T = (u =

uo;-ui,-...f.v,2{n+i) —:v)- P ° r & Lema r4l ; para cada ¿••e{0!vl, ...,2 (n + -1) •—.;§}• tenemos-1

q u e ( U Í + 5 , W Í ) 6 A(D.)ó.(ui,Ui+5)e
:A(D)í A n a l i z a r e m o s 2 c a s o s . : •••• .•...;.•;,.
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Caso a. Supongamos que para toda z G {0, l , . . . ,2 (n + 1)"— 5} (U¡+S,UÍ) e A(D). En-

tonces (UÍ, ^+11^1+2)^+3,^+4,^+5,^) es un CQ de D que por hipótesis es

. monocromático, como (t¿¿, u¿+i) es una flecha de T. es de color 1, asi el Ce

es de color 1. Por lo tanto, para toda i G {0,1, . . . ,2(n+ 1) — 5} (u¿+5,«¿) es

de color 1. Sea k E {1,2,3.4,5} tal que k = 2 (n + 1) (mod5), entonces (u =

u2(n+i), W2(n+i)-5, U2(n+i)-i0í - i *¿fc) U (ufc3 T, u5) U (u5,u0} es una im-trayectoria

dirigida monocromática en Z), lo cual es una contradicción (la figura 4.15 mues-

tra el caso en el que k — 1). Por lo tanto este caso no es posible.

u=u
>• > • >»-L»« > • > •

Caso

Figura 4.15

b. Supongamos que para alguna i E {0,1, ...,2 ( n + 1) — 5} (UÍ,UÍ+5) e A(D).

Notemos que por el Lema 4.1 en D existe flecha entre ux y u2(n+i) así co-

mo entre UQ y u2n+i- Si (u^ u2(n+i)) € A [D) o (UO,W2TI+I) G X(i?) entonces

. obtenemos en D una uv—trayectoria de longitud 2. Supongamos entonces que

(i¿2(n+i)) ui) £ ^ (i?) y («2n+iVUo) G A (D). Observemos que si para alguna i €

{ l , . . . , 2 ( n + l ) - 5 } (^(n+i) ,^) G A(L>) y las flechas ( ^ ( n + i ) ^ ) y (tí2n+i>uo)

son de color 1, entonces (v.= U2(n+i), Ui) U (wi,T,U2n+i) LJ(u2n+ii^o = w) es

una vii—trayectoria dirigida de color 1 contradiciendo la hipótesis. Por lo tanto

tenemos:

(a) si i E {l , . . . ,2(n + l ) - 5 } y (u2{n+i),u¿) E A{D) entonces (u2(n+1),Ui) no

es de color 1, o

( í ¿2n+i i l i o) n o e s d e s c o l o r í . . ••••• •• " . . . .

: A n a l i z a r e m o s e s t o s , s u b c a s o s v . ;•:;••••:•:•:. • '• : •.. . . . .

Subcaso b.l SupongaanosÁque i ¿GK^^^ÍTL + 1) — 5} .•y.1'(u2(n+i)í w¿

. • ca (w2(n+i)i ui) 110 e s dé color l . : Como (•u2(n+i).'Ui) G A(D) entonces

' e • •'-• {u2(n+i),úi)'nó es dé color-1.: Por el Lema 4.1, "(^¿(n+iií^fn-ij-sO'G A (L>)

. • . • • J ' M - • - . • • : ' ó (t¿2(ñ+ii)'-5i^2(n4i-i)v"^ A.(L>). Si (i¿2(n+ii)'» ̂ (n^i j -ó) G 4.(.í?), entonces

en Ẑ  que: por hipótesis es monocromático, -como;
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V (T) entonces este ciclo es de color 1 y por lo tanto (^2(^+1), ̂ 2(n+i)~s) es de

color 1 contradiciendo nuestra suposición, por lo tanto (i¿2(n+i)i U2(n+i)-s) £

A(D) es decir (u2(n+i)_5,u2(n+i))-e A(D). Como (u2(n+i),ui) € A(D)

podemos elegir ¿o = max{¿ e {0,1, ...,2 (n + l ) - 7 } / (1*2(71+1)7̂ *) € A (£>)},

entonces (u2(n+i))^0) G A (D) y (uio+2,i¿2(Tl+i)) £ A(D), además (u2(n+i),

u¿0) no es de color 1, esto implica que ((ti2(n+i),««,, I¿ÍO+1J u¿0+2,u2(n+i))

es un C4 que por hipótesis es 1-casimonocromático, como {(^1

(wío+i, Uto+2)} C J4 (21) entonces son flechas de color 1 y como (u2(n+i),

no es de color 1 entonces (1^+2, «2(ÍI+I))
 e s ¿ e color 1. Así (u = u0) ^

•(U¡0+2,U2(TI+I} — v) e s u n a •wu—trayectoria dirigida de color 1 de longitud

menor que T y por hipótesis de inducción se sigue el resultado, figura 4.16.

V^Xn+l)

Figura 4.16

:S.iibcaso b.2 (u2n+i,uo) no es de color 1. Sabemos que para alguna ¿ G {0,1, ... ,2(n^. l^— ]

5} (WÍ,U Í + 5) e ^ ( ^ ) . Sea {¿o,io} C {0,1,. . . , 2 (71 + 1)} tal quejo -.¿p--== . r . 1.

m a x { j - 2 / {z,;} C {0,1, ...,2 (n + 1)} y (n¿01Uj0) e A(D)}, por lo ante- •:• .•

rior jo —¿o > 5. Supongamos que ¿ o > 2 y jo < 2n, como {uio,UjD) G A (£>) ..; .

entonces por el Lema 4.1 jG — ÍQ ~ 1 mod2. así (j0 + 2) — (íD — 2) =...,1 ,•-:.)

mod2, aplicando nuevamente el Lerna 4.1 tenemos que (u¿0-2, Í¿ÍO+2;);'"6

Vi (D) ó (TÍJ-0+2JW:0_2) .6 i4(Z3),. por la elección de {¿o, jo} tenemos.que ;

(UJO+2,^0-2) eyl(-D).. Entonces (u í o _ 2 í . ^ -1 ,^0 ,^0 ,^0+1 ,^0+2 ,^ -2 ) es

un Cg-de i? que por hipótesis es •monocromático, lo que implica que (^0, u3-0). •

es de color 1. Así (u.= Uo,T,uio) U:(uio,Uj0) U (uio,T,t¿2(n+i) = v) es una. •

.=•.;:: i uv—traj'ectoriaidirígida de color.1 de-longitud menor que T y por hipótesis-: .;

'> •: .-' de inducción se sigue :el resultado,^figura 4.17. ¡. . . . : . . • • •

Supongamos que ?0 < 1 o j 0 > 2n + 1, es decir ¿o G {0,1} o j 0 G {2n +

.- • ,1, 2n + 2}. Analizaremos los 4 casos posibles. •• . • .\ ;. \. •

b.2.1 .¿o .= 0. Supongamos, que. jo < 2n — 3 . Ya hab í amos menc ionado .que-.. . .

.. .. .••-: •'••.•• .'í/o— -Í'O -=-1 mod'2• entonces :(jo + 4) — ¿0 = 1 m o d 2, aplicando, el L e m a 4.1 •••

••: -.:/. t e n e m o s que (ii¿D-;:uy0+4) £ ,4 (D) ó ( U J O + 4 , ' U Í O ) ' 6 1 J 4 (JD)-, pe ro por l ae l ec - . • •-•
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u=u
»' >»

Figura 4.17

ción.de {¿o. Jo} tenemos que (UJ0 + 4 )IÍÍ0 = u0) e A(D). Entonces (n0 =

uio,uJQ,uJQ+l,ujo+2,uJQ+2,ujo+/í,Uio) es un C& de D que por hipótesis es

monocromático, lo que implica que {uÍQiUjQ) es de color 1, Así (u =

UOJT, ?íio)U.(^0,i¿:,'o)U(uí0,T, U2(n+i) — v) es una nw—trayectoria dirigida

de color 1 de longitud menor que T y por hipótesis de inducción se sigue

el resultado, figura 4.18. Supongamos que ja >2n—l. como jo —¿o — ^

mod2 e?o = 0 entonces j 0 6 {2n — 1, 2ñ + 1}, como (í¿2n+i1i¿o) G A (D)

entonces jo = 2TÍ - . 1 . ASÍ (tx0 = uio,ujo = i¿2n-ii ^¿n, W2TÍ+I, «O) es un C4

de D que por hipótesis es 1-casimonocromático, como (u^n+i, uo) n o e s

U UJQ =ÍQ)UJQ
de color 1 entonces (UÍ0,UJ0) es de color 1. Por lo tanto (u =

U2n~i1U2niU2n+uu2n+2 = v) e s u n a uv~trayectoria dirigida de color. 1

de longitud 4, figura 4.19.

u=u

Figura 4.18

u =u

Figura 4LÍ9

b.2.2' ?'o' = 1.- Supongamos queJQ-'<-2rí— 2. por los' mismos argumentos1

. .. . . .usados, en:el subcaso anterior, tenemos que.,(UJQ-+$, UiQ- .^ Ui}- € A(D)

. ••.•. .entonces (-ui .= uio,uJQ,ujo+i, iíyOTÍ.2) W J O + ^ ^ O + Í Í ^ Í O ) es-un C?6 de. D

';••••••• : que por.;hipótesis es monocromático., lo que. implica que'{u\Q,Uj0) es
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de color 1. Así (u — u0,T,uio) .U {uio,ujo) U {uÍQ,T,u2(n+i) =v) es

una uv—trayectoria dirigida de color .1 de longitud menor que T y

por hipótesis de inducción se sigue el resultado, figura 4.20. Supon-

gamos que jo > 2n, como jo — ¿o = 1 mod2 e iQ = 1 entonces

jo G {2n,2n + 2}, como (i¿2n+2,Wi) 6 A(D) entonces j 0 = 2n. Así

(ui = Uio,UjQ = u2n, U2n+i, UQJ U{) es un C4 de D que por hipótesis es 1-

casimonocromático, como (í¿2n+ii ^o) no es de color 1 entonces (t/¿0, Uj0)

es de color 1. Por lo tanto (UQ, T¿I = UÍO,UJO — U2n, Uin+u u2n+2 = v) es

una uv—trayectoria dirigida de color 1 de longitud 4, figura 4.21.

Figura 4.20

u=u

Figura 4.21

b.2.3 jo = 2n + 1.. Supongamos que ¿o > 4. Como jo — ¿o = 1 mod2 en-

tonces jo —.'(¿o ™ 4) = 1 .mod2, aplicando el Lema 4.1 tenemos que

(UÍÜ-4,UJQ) £• A(D) ó (UJO,UÍO-<Í) € A(D)y pero por la elección de

{¿O;io} tenemos que {uin+i =WJD , I Í Í 0_4) E ̂ 4(i^). Entonces (UÍ01UJ0 =

U2n+i>uio^4\uio-3iuÍQ^2-Aka-iiuiQ) e s u n Ce. ¿e Ẑ  que por hipótesis.,

es monocromático,'lo.-que.implica que (uio,Uj0) es de color 1, Así

(i¿ = UQ,T;UÍ¿-) W-[UÍO\uj-Q) U:(tiiO,T,ti2(n+i) — ^J e s u n a uv—trayectoria -

dirigida de color 1 de longitud menor que T y por hipótesis de induc-

ción se sigue él resultado.-figura 4.22. Supongamos que ÍQ <-2-> como-11-

• : .jo —¿o ^ 1 mod2.y j 0 = 2n + l entonces Í ' 0 6 . { 0 , 2}? como (u2n+i¡ua) £•

."..• A(D) entonces • ¿u =.2-. Así {u-2.— uÍQ¡Uj¿. — U2n^i^o:ruviu2) -es-un C±-

v'r " deD que por-hipótesis es-.l-casimonocromático, .com'o.^h'-Fii u0):no.es.
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de color 1 entonces (uÍQ1Uj0) es de color 1. Por lo tanto (uo,ui,U2 =

uio,UjQ = u2n-i-i,U2n+2'= v) es una uv—trayectoria dirigida de color 1

de longitud 4, figura 4.23.

u=u

Figura 4.22

Figura 4.23

b.2.4 jo = 2n + 2. Supongamos que ¿o > 5, por los mismos argumentos u-

• • sados en el subcaso anterior tenemos que (u2n+2 = Uj0,Í^0_4) £ A(D)

entonces. (uÍQ,ujo — u2n+2 es un de D
.• ' que por hipótesis es monocromático, lo que implica que {UÍQ,UJQ) es

de color 1. Así (u = u0,T,uio) U {uio,ujo) U (uÍQ,T, u2(n+i) = v) es

una ni'—trayectoria dirigida de color 1 de longitud menor que T y

por hipótesis de inducción se sigue el resultado,, figura 4.24. Supon-

gamos que ¿o < 3, como ja — ¿o = 1 mod2 y jo — 2n + 2 entonces

. • "¿o £ {1)3}, como'(w2n+2,í¿i.) É ^4(1?) entonces ¿Ó = 3. Por lo tanto

;'h'- {u-¿ — uÍQ,UjQ = i¿2n+2)íii 1^2)^3) es un C4 de -D.que por hipótesis es 1-

'.-s- rcasimonocromático. Si (1*10,̂ 271+2) esdecolor.1'entonces (UQ,UI,II,2\.U3 =

• •••- •'lujüj, U2n+2 — v)"és una uu—trayectoria dirigida "de- colorí- de longitud 4,

k••'•figura 4.25. Supongamos que -(uj^ 445̂ +2). no ••és.de. color 1, entonces'las

otras tres flechas del C4 son de color 1, en particular (u2n+2j ̂ i) es de

• •-" color 1. Si para alguna i € {3,...,2n + 1} '(-U^UQ) € A(D) y (ui,uo)"és;-

. de color 1 entonces (v = t¿2(ra+i):) í£i.) U (ui-.T,Ui) U (u¿,t¿o = w) es.una

..• mí—trayectoria'dirigida de*color11 contradiciendo la hipótesis. Por lo

.tanto'siz E -{3f..:\";%n + l}'y'(uiyuo) £ A(D) entonces (u¿;uo) no .eS:'de-:.
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color 1, Si (US\UQ) € A(D) entonces {UQ,ÚUU2,U3,U4¡,U5,UO) es un CG

de D que por hipótesis es monocromático, entonces (U5,UQ) es de color

1 lo cual es una contradicción. Por lo tanto (US,UQ) í A(D) es decir

{u0:u6) e A(D). Sea k0 = max{i e {5,1 . . . ,2n- 1}/ (UQ\UÍ) € A(D)},

entonces (uOiuko) G A0) y (^+2*^0) £ ^ ( -^) además (^+2,^0) no

es de color 1, esto implica que (7x0,^,^0+1,^0+2,1*0) es un C4 que por

hipótesis es 1-casimonocromático, como {(ukQ, t¿fcD+i), {uko+u ^ko+2)} C

A (T) entonces son flechas de color 1 y como ( ^ + 2 , UQ) no es de color 1

entonces {uo,uko) es de color 1. Asi (u = uo,uko)U (uko,T,u2(n+i) = v)

es una uv—trayectoria dirigida de color 1 de longitud menor que T y

por hipótesis de inducción se sigue el resultado, figura 4.26.

Figura 4.24

y—u• 2 ( B + L )

Fisura 4.25

Figura 4.26

Teorema '4.9 -Sea Di-untorneo bipartito m—coloreado: tal que. todo S^-es 1-casimono--

cromático, todo • subtovneó 'cíclicamente. 4-partito de -orden 5 es 2-casimonocromático



110

y todo CQ es monocromático. Entonces £(£>) es núcleo perfecta y por lo tanto D tiene

núcleo por trayectorias monocromáticas.

Demostración. Demostraremos que todo cicló dirigido de £ (D) tiene al

menos una flecha simétrica para después aplicar el Teorema 1.46 y. concluir que

£ (D) es núcleo perfecta. Procederemos por contradicción, supongamos que C —

(uo,wi)...,unií¿o)) n > 2, es un ciclo dirigido de £(£>) que no tiene flechas simétri-

cas. Sea i G {0, l , . . . ,n} , como (UÍ,UÍ+Í) G. A(C(D)) (la suma es tomada módu-

lo n + 1) entoces existe en D alguna Uim+i— trayectoria dirigida monocromática,

como C no tiene, flechas simétricas entonces en D no existen UÍ+\UÍ—trayectorias

dirigidas monocromáticas, por el Lema 4.8 (UÍ,UÍ+I) G A(D) O existe en D una

UiUi+i—trayectoria dirigida de longitud 2 o existe en D una UiUi+i—trayectoria dirigi-

da monocromática de longitud 4. En el resto de la prueba la suma sobre los índices

de los vértices de C serán tomadas módulo n + 1.

Para cada i 6 {0,1, ...,n} sea

(UUUÍ+Í) si (UÍ,UÍ+1) e A(D),

una UÍUÍ+I — trayectoria dirigida de longitud 2 si (u^ui+i) £ A(D) y

existe tal trayectoria,

una UiUi+i — trayectoria dirigida monocromática de longitud 4, en otro caso.

n .
Sea C1 •= |J Ti, C1 es un camino dirigido cerrado en D. Sea C1 = [ZQ,ZI1 ..., Zk-, ZQ)

¿=o
y definamos la función tp : {0,1,..., A;} —> V (C) de la siguiente manera: si X¿ =

(i¿i — Zio,zio+í,...,ZiD+r — UÍ+I) con r G {1,2,4} entonces ^( j ) = zt-0 para toda j G

.{¿Oi"¿o + 1) -'->2'o + r— 1}. Decimos que el índice i del vértice Z{ de C'1 es principal

si z¿ = <p(i), denotemos por Ip al conjunto de índices principales. De acuerdo a la

. definición de C1 y de índice principal tenemos la siguiente afirmación.
• - *

• .• I. Para cualquier i G {0,1,..., k} se tiene {i, i + 1, ¿ + 2, i + 3} C\ Ip ^ <j>, es decir,

-i- ..;en C1 no puede haber 4 vértices consecutivos sin que el índice de ninguno de

ellos sea prinicipal. •

Supongamos sin perder generalidad que 0 G Ip y que ZQ = UQ, de aquí en adelante

la'suma sobre los índices de los vértices de C1 serán tomadas módulo k + 1. Como

D es un torneo bipartito por los teoremas 1.38 y 1.40 tenemos que k > 4 y k = 1
i(mod2);-y para cualesquiera, i. j e-{ivv.[.,-fc}-tales:qiie j'.— i = 1 (mo'd2|) -por:;eliema •

4.1 tenemos que foif,:Zj):G¿A(D) ó [z^-Zi)'E-A(-D}: Tenemos los siguientes casos.
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Caso a. Supongamos que k = 3. Entonces C1 es un C4 de D que.por hipótesis es

casimonocromático y como n > 2 entonces u\ G {zj,z2} y U n € {23; 22}/figura

0.13.

Figura 4.27

Subcaso a.l Si Cl es monocromático ó la flecha que es de diferente color que el resto del

• • ciclo es (zo;2i), como u\ £ {zi,z2} entonces existe .una «ii¿o—trayectoria di-

rigida monocromática en D lo que implica que (u0, ui) es una flecha simétri-

ca de C en £ (D) contradiciendo nuestra suposición.

Subcaso a.2 Supongamos que la flecha que es de diferente color que elresto-del ciclo es

(zi,z2), entonces {Z2>ZS,ZQ1ZI) es una.trayectoria dirigida monocromática

en D. Si ui = z\ entonces u2 E {^2,23}, en cualquier caso tenemos que

existe una 7/2^1—trayectoria dirigida monocromática en D lo que implica

que (ui,i¿2) es una flecha simétrica de C en £(D) contradiciendo núes-

= • tra suposición. Si u\ = z<¿ entonces existe una uiu$—trayectoria dirigida

• • - monocromática en' D lo que implica que. (uo, u\) es una flecha simétrica- de

C en €(D) contradiciendo nuestra suposición.

Subcaso a.3 Supongamos que la flecha: que es de:diferente;color que el resto del ciclo.es
!-••"••'••'••••' {z2vz$)i entonces (z¿,ZQ,zi,:z2) escuna trayectoria dirigida monocromáti-

.•.•::••, ca en-D. Si un =-;z$ entonces existe una, unun-i-~trayectoria dirigida

monocromática en D lo que implica que (un-i,un) es una flecha simétrica

• •-• •• - de C en C (D) contradiciendo nuestra suposición. Si un = ¿2 entonces n = 2 - •

y existe una t¿o U2~ trayectoria dirigida monocromática en D- loque implica

.,;.:.•.. .qué (^.íio) es. una flecha 'simétrica -de C en £{D) -contradiciendo, nuestra1"

, •suposición. . / . . . • • . . . . ' • • . ' . . - . -
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Subcaso a.4 Supongamos qué la flecha que es de diferente color que el resto del ciclo es

• (Z3IZQ)I entonces (ZQ,ZÍ}Z2,Z$) es una trayectoria dirigida monocromática

en D. Como un es 23 ó 22 entonces existe una Uoun—trayectoria dirigida

monocromática en D lo que implica que (un,uo) es una flecha simétrica de

C en £ (D) contradiciendo nuestra suposición.

Caso b. Supongamos que k = 5. Entonces Cl es un Cg de D que por hipótesis es

monocromático, esto implica que C es simétrico en € (D) contradiciendo nuestra

suposición.

Caso c. Supongamos que k > 7. Entonces tenemos lo siguiente:

l(c) Sea i € {0, ...,&} DJP entonces (ZÍ,ZÍ+5) e A(D). Como (i 4- 5) — i = 1

mod2, entonces (ZÍ,ZÍ+5) € A(D) ó (zi+5,Zi) e A(D). Procediendo por

contradicción, supongamos que (2í+5,^i) e A(D), entonces (ZÍ, z ¡ + l l 2rí+2,

^Í+3>ZÍ+4J 2¿+5J 2¿) e s u n Ce de iP que por hipótesis es monocromático, sea

j & {0,..-, n} tal que u^ = Zi entonces por la definición de índice principal,

. . uj-i-i G {̂ í-i-ij ̂ i+2'j -Si-i-̂ }) es*° implica que existe una Uj+iUj—trayectoria di-

rigida monocromática en i? y por lo tanto (UJ, Uj+i) es una flecha simétrica

de C en-C(jD) contradiciendo nuestra suposición. Por lo tanto {z^ zi+5) e

• A{D).

2(c) Sea i G {0,...,fc} tal que ¿ + 5 € Ip entonces (ZÍ,ZÍ+5) e -4(-D)- Pro-

cederemos por contradicción, supongamos que (zi+5,,2¿) £ ^(-D), entonces

•(ZÍ,Z¡+I, ZÍ+2,-2¿+3, £¿+4, ^i+5,2¿) es un Ce de D que por hipótesis es monocro-

mático/- sea j £ {0, ...,n} tal que Í/7- = z;+5 entonces por la definición

• • de índice principal, t¿j_i € {^+1,^1+3,^+4}, esto implica que existe una

ÍÍJUJ_I—trayectoria dirigida monocromática en D y por lo tanto (v,j-i,Uj)

'• es una flecha simétrica de C en C(D) contradiciendo nuestra suposición.

Por lo tanto (zi: zi+5) € A (D).

• 3(:c) (20;2v).;-6-:;A:(S};para cualquier i e {5,.... k - 2}.- tal que-¿.' = '!l'.-(mod4).

". • •;••'.• Procederemos..por contradicción, • supongamos que (ZÍÍZQ).:-G-A(D) para

••'•• . ;-; - algunaHi-6.;{5;.';., k — 2} tal que i = 1 (mod4). • C o m o O e Iv- por l(c)

(zo,^) G A(_D), entonces i > 9. Sea 20 = min{? e {5j ...,-fc — 6}/i =

; •••• l (mod-4 ) ; y•^+•4,^0") e- A(D)};-entonces (z0, zÍQ-.A) G A(•£)), (z0)zio) e

• - •• ' . . : A(D),.y. (ZÍD+Í:ZD) G -4(L)). - S e a - C 2 - = ( ¿ O í 2 i o ! z ¿ 0 + 1 ; ^ i d+ 2 f ^ Q + 3 l ZÍQ+4,

• : •••"••••^•i""z(j);-'C
r2-:iea -im Cfí -de 79 que por hipótes is ' es monocromát i co , s u p o n g a m o s

• •'•••: ••'.-•': que es de color 1. figura 4.28. Si io & Ip entonces zio =UJ p a r a a lgún
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j £ {5, . . . ,7 i -6} y por construcción de C1 uj+1 € {^0+1,^0+2,^+4}, en

cualquier caso C2 contiene una Uj+iUj~trayectoria dirigida monocromáti-

ca en D lo que'implica que (UJ,UJ+I) es una flecha simétrica de C en

£(D), contradiciendo nuestra suposición. Supongamos que ÍQ f Ip, por I

{?o — 3,ÍQ — 2,z0 — l,io}n Jp / <j>, entonces {i0 -3,io~ 2,.¿0 - l } n / P 7 ¿ < p ,

sea ¿ G {¿o — 3, ¿0 — 2, ¿O - 1} O / P y sea uy 6 V (C) tal que tíj- = zu en-

tonces por l(c) (zi, zl+s) £ A (D) y I + 5 € {¿o + 2, z0 -f- 3. i0 + 4}, esto im-

plica que C3 = (z¿0_4) C
1, z¡) U (2,, ^ 5 ) U (^+5) C

1, zÍQ+i) U (2¿0+4, z0, zio_4)

es un C6 de í? pues (zÍQ-4, C1, z.io+íí) U (^+4,-20,^0-4) es un camino di-

rigido cerrado de D de longitud 10, por hipótesis C3 es monocromático,

como (zio+tl.zo) E A(C2) n A(C3) entonces C3 es de color 1 (en la figu-

ra 4.29 se muestra el caso en el que I = iQ — 3). Ahora por construc-

ción de Cl Uj+i £ {^(+1,^+2,^+4} C {^-2,^0-11^01^0+1»^+2,^0+3},

si Uj+i e {^,^,,+1,2^+2,^+3} entonces (zÍQ1 C
2,zQ) U (zQ, C3,z¡ = uj)

contiene una uj+iUj—trayectoria dirigida monocromática en D loque im-

plica que (u¿, t£j-+'i) es una flecha simétrica de C en € (£)),. contradiciendo

nuestra suposición. Supongamos entonces que Uj+\ 6 {^0-2,^0-1}, sea

ii £ {¿o-2 , ¿o - l} - t a l que uj+1 = zh, entonces por l(c) ( ^ , ^ + 5 ) 6

A{D) donde zil+5 £ {z¿0+3j^0+4}3 así C4 = ( ^ ^ j C S ^ J U (2^,2^+5) U

C1-,^¿+4-) U (2^+4^0,^0-4) es un C6 de Z? pues (2^-4-, CI,zio+4) U

o,2¿0_4) es im caimno dirigido cerrado de D de longitud 10, por

hipótesis C4 es monocromático y como (2^+4,20) £ A(C4) n A(C3) en-

tonces C4 es de color 1 (en la figura 4.30 se muestra el caso en el que i\ =

• ?'o — 1 con'i- = ¿o - 3). Notemos que v,j £ V(C4), por lo tanto- existe

• - - una Uj+iUj—trayectoria dirigida monocromática en D lo que implica que

(uj,Uj+i)iés una flecha simétrica de C e n - í (D)¡ contradiciendo nuestra

. . suposición. ' . • • . . . . . .

4(c) (?Í}ZQ) €• A(D)--. para cualquier"z £•• {3, ...,k — A] tal que , i .= k mod4.
1 ; . Si v =•': k;••(m'od-4),, como k = 1 mod2. entonces i — 0; s/.l^mod^, por

:.. ; ei Lema./4.1-..--.tenemos q\ie-{zo,Zi) e 4̂ (£í) ó...(-2i1'Zo).-£.vA(^-:;i.--Proce-

..• -.diéndó^;.p:om.contradicción, .supongamos que (2o:,-.2¿) .€;..,4:{-S).::.pára-algu-

-. na i € {3..... k - 4 } tal que i = k mod4, . Como (2^-4,20) £ A(D)

• ' ;•'•' entonces--i- <• k - 8. Sea ÍQ =• max{¿ E \{7,-...:k—4}/i:< = ::k(mod4)

'•• y -{ZQ, 2 Í _ 4 ) £ ^ ( ^ ) } : entonces..(.20,2^-4) G ,4 [D), .(zio,z0\ €, A{D) y

'•: . Xzio+4;ZO) :eA{D),, ,Sea C2. •= (20,2^-4, 2 ío_3,-2Í0^2,12ÍQ^1).^ í20) l í C2 es un

••' '•'ir¿?6"!de'iD.que por.hipótesis es-monocromático, aupongamos'-que-.es de color 1,
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L-2

Figura 4.28

Fisura 4.29

figura 4.31. Si ?o £ h cntouces z'¿0 —'iij para algún j 6 {3,...,??, - 4} y por

construcción de Cl Uj-i 6 {^¿0_i,^Q_21^¿0-4}5 en cualquier caso C2 con-

tiene una UjUj-]_—trayectoria dirigida monocromática en D lo que implica

que (UJ-I,UJ) es una flecha simétrica de C en £(.D), contradiciendo nuestra

suposición. Supongamos que i0 ^ Tj,, entonces por I {i0 — 3, ¿o ~ 2, ÍO — 1}H

/p ¿̂ 0, sea / g {̂ o T 3, ÍQ — -2, ¿0^—l}n i"p, es decir -UJ- = z¡ para algún iij e

V (C), entonces póFil(c) (^V^+s) £-4 (-^) y I + 5-G-{«0 + 2, z0 -h 3, ¿0 + 4},
;ésto implica que C3-= (z^-^Gl- zi)W^zh z¡+5) U (z^\ C1, zÍQ+íí) U {zio+4,;z0,

^0-4) e s u n CG ^e I? pues (^0-.4, C
1, ¿¿0+4) U (zÍQ+i, 20,2¿0_4) es un camino

-cerrado de _D:de'lon'gitüd 10,. por hipótesis C3 es monocromático, como

'{ZQ. ¿ÍO_4) e^ ' ÍCr J i r i y4(C .̂) entonces O3 es de ••color- 1. la figura 4.32

ihuestra el caso'eil el que V = ?'o — 3. Ahora uj+i'£' {zi+i,-zi+2.zi+4} c

^0^ t£ í o_i, '2¿oV :^m;^o-2,^^3}r si ^+1 e {^ió-ssV-^Viií-^o} entonces C2



115

v+i

Figura'4.30

contiene una Uj+iUj—trayectoria dirigida monocromática en D lo que impli-

ca que (uj, Uj+i) es una flecha simétrica de C en <t (D), contradiciendo nues-

tra suposición. Supongamos entonces que i¿j+i G {^ÍO+1I^ÍO+2,'^ÍD+3}Í sea

¿i G {io + l,«o + 2 , Í 0 + 3} tal que.uj+i — zixí entonces por (2) (zil-5,zh) G

A (D) donde 2^.5 G {s¿D_4, ̂ 0 - 3 í ^0-2}, así C4 = (z¿0^4! C
1, á:¿1_5) U.(z^ 5 j

^Í!)U (^¿1, C
1, ^0 + 4)U(^0 +4,^0 l ^0-4) es un C& de D pues (zÍQ-^ Cl,zÍQ+4)U

(^0+4)^0,^0-4) e s un camino dirigido'.cerrado de D de longitud 10, por

hipótesis O4 es monocromático, como.(^0j zio^) G A {CA)C\A (C2) entonces

C4 es de color 1, la figura 4.33 muestra el caso en el que it = %$ + 1 con

/ = i0 — 3. Entonces (uy+1 = z¿1, C
4, ^ - 4 ) U (-2io_4,C2,^ = Uj) contiene

una Uj+iUj—trayectoria dirigida monocromática en D lo que implica que

(ujjUj+i) es una flecha simétrica de C en £(/?), contradiciendo nuestra

suposición.

*0 Ü ~fc? . 1

í > 2

Figura 4.31
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Figura 4.32

Figura 4.33

Ahora analicemos los siguientes casos:

Subcaso el-Supongamos que k = l (mod4). Como 0 G Ip por 2(c) (zfc-4i^o) € A(D),

. por otro lado A; — 4 = 1 (mod4) entonces por 3(c) (20,^-4) £ A(D) pero

•• : • esto es una contradicción pues D es un torneo bipartito y por lo tanto no

tiene flechas simétricas.

SubcáSó:G/2 Supongamos que k = 3 (mod4). Entonces tenemos:

• 5fc:-2)- {sH'izoYe A (D):- para cualquier i e. {3,..., k - 4} tal que i = 3 (mod4). Si

•'¿ = 3 (mod4) como k = 3 (mod4) entonces i = k (mod4), aplicando el

4(c) tenemos que {zu ZQ) E A (D). •••

- ''•••'•• Análogamente a:-lo demostrado para z0 en los incisos 3(c) y 5(c.2) tenemos:

'.'' - •• 6(c.2) \zfoZj] €'A{D) para .cualesquiera i.j G {0,..., k} 'tales que i E Ip y j . — i = 1

••' "- : ' (mod.4). Sea 'r-G^O-, 1, ...,n} tal que u r = ^ , renombramos los vértices
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de C de tal; forma que el ciclo inicie en ur, uniendo las correspondientes

trayectorias entre los vértices de C obtenemos un camino dirigido cerrado

C1 = (^ot^ij •••,Zk,~Zo) que es igual a CLcon los vértices renombrados de la

siguiente manera: para cada t £ {0, ...,&} tenemos ~zt- = zt+i, así ¿o ~ zi.

Aplicamos 3(c) y obtenemos que (zoj^t) E A(D) si ¿ = 1 (mod 4). Sea

j E {(),...,&} tal que j — i = 1 (mod4) entonces(zo,^-.;) G A(D), como

ío = 2¿ y 2¿-Í = Zj entonces (zi: z¡) E A (D).

7(c.2) (zj,Zi) G -A (i?) para cualesquiera í , j G {0, ...,&} tales que i Elpyj~i = S

(mod 4). Procediendo de la misma manera que en 6{c.2) para obtener

Cl y aplicando 5(c.2) obtenemos (it^o) G A{D) si í = 3 (mod4). Sea

j E {0,..., k} tal que j — i = 3 (mod4) entonces (^^,20) G A (D), como

^0 — Zi y 2;_Í = ̂  entonces (ZJ,ZÍ) € ^

Ahora probaremos:

8(c.2) (ZÍ,ZÍ-Z) G i4(D) para cualquier i G {0, ...,fe}. Procederemos por con-

tradicción, supongamos que (^_3,2¿) G A (í?) para algún z G {0, ...,&}.

Como ¿ — (i — 3) = 3 (mod 4) por 7(c.2) ¿ — 3 ^ /p, y como (i — 3) — i = 1

. (mod4) por 6(c.2) « ̂  7p. Ahora por I {i — 3,i -^ 2,i ~ 1,%} D Ip ̂  <p, por

• lo anterior {i— 2, ¿ — 1} D ip ̂  ̂ , de aquí se desprenden 2 casos.

Caso 8(c.2)a.- Supongamos que i — 2 E Ip. Sea j G {0, ...,n} tal que z¿_2 = u^. Co-

mo i + 1 - (i — 2) = 3 (mod4) entonces por 7(c.2) (^4. l !^_2 = Uj) €

y4 (D), por otro lado (i — 5) — (i — 2) — 1 (mod 4) entonces por 6(c.2)

. (ZÍ-2,ZÍ-5) € A(D). Sea C2 = (wj- = 2:^2,^-5,^-4,^-3,^,^+11^-2 =

Uj)t O2 es un CQ de I? que por hipótesis es monocromático supongamos

que es de color 1. Por construcción de C1 Uj-i € {Z^Q^Í-^ ^ - 3 } .

Como i — 3. f. Ip entonces Uj-i 7̂  ¿¿-3. -.Si Uj-»i = ^-4 , entonces

• ' - • " .{uj-ijüj-} C V (C2) y por lo tanto existe una UjUj~\—trayectoria di-

i ..-"• ¡ • rígida monocromática en D y en consecuencia (XLJ^I.UJ) es una flecha

. •-• -•:•;:-!. ••• L . simétrica de C en £ (I?), contradiciendo, nuestra suposición, figura 4.34.

• ;.: "• •• . Entonces Uj-i — Zi-6, como (i 4-1) —" (i -.6) ~ 3 (mod4) entonces por

•:..••-,•=:•,•.'•• . 7(c.2) (zi+i.ái-Q = Uj-i)'€ A(D). Séa,C$-=:(u^i = ^ - 6 , ^ - 5 , ^ - 4 , 2 ^ 3 ,

J2¿, Zi+i,Zi-Q = Uj-i), C3 es un C$ de D que por hipótesis es monocromáti-

• . '•••••• co, .y como-(2^3, ¿¿) e A (O2-) D A{C3) entonces .C3 es de.color 1,

: figura 4.35.:. .Entonces (UJ, = Zi^^C2,-ZÍ+I) U (2j^1;Zj_6. := .Wy_i) es
:i -. .. . una Uj-Uj-i—trayectoria dirigida ••monocromática, en U.j. p.or.:lo tanto-.

(uj-ii"u,$ -es-una. flecha simétrica de Cen £.(£?), contradiciendo, nuestra
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suposición, p o r lo t an to este caso no es posible.

¿-3 ZJ-Í =

zi-b0

Figura 4.34

Figura 4.35

Caso 8(c.2)b Supongamos que i — 1 £ Ip. Sea j € {0, ...,n} tal que z¡_! = Uj. Co-

mo i + 2 — (i — 1") = 3 (mod4) entonces por 7(c.2) (Z¡+2,JZÍ_I = ^j) G

i4 (£>). por otro lado (i - 4) — (i — 1) = 1 (mod4) entonces por 6(c.2)

' • (^_i,2fí_4) € 4,(^)- Sea C2 = (^ = ^_-i,^_4')^_3l^)íi+1,^+2)2;i_1,==

i¿j), C2 es u n C6 de D que por hipótesis es monocromát ico supongamos

que es de color 1. Por construcción de C1 Uj+i G {21 ,^+1 ,^+3} . Como

i ^ Ip entonces Uj+i / 2¿. Si u3-+i — z¿+i, entonces { U J , U J + I } C V" (C 2 )

•y por lo tanto ' .exis te u n a Uj+\iij—trayectoria dirigida monocromát i -

ca , en D y. en consecuencia (UJ,UJ+I) es una flecha s imétr ica de C

. . en £(-D), contradiciendo nues t ra suposición, figura 4.36. Entonces

(¿ — 4) — (i + 3) = 1 (mod4) entonces por 6(c.2)

) € ^4(-D). Sea C 3 = ((w í + i = ^¡+3 ,^-4 , z¿_3).2i :z i+1.,

':, C 3 e s un C*6 de £> que por hipótesis es monocrpmát.i-

: . co, y c ó m a t ^ - a , z¡) G A (C2) .0 .4 (C 3 ) entonces C 3 es de color 1,

.figura 4.37.;/JEntonces (UJ+I ..== -2^+3,^-4) U (Z¿_4 ,C- 2 ,Z Í J_I •= , i¿j.) ..es

u n a új+iUj—trayectoria dirigida monocromát ica en D y por lo t a n t o

;... ;:[¡:.v::(uj,Uj+.i)- es.una-flecha s imétr ica .de .C.en Z(D), contradiciendo nues t ra

' -.. :isupbsíció.n,,por lo t a n t o este caso t a m p o c o es posible. Concluímos que

. ..... .(¿i...z¿_3;)..e,-'4(.D) p a r a cualquier i.e {Ojpl../,'fc};.,:... , . . , , . , . .• , . . , , ,.,

•Terminárnosla p rueba con los siguienfes'.incisos.' '• .••"••-.•
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Zu.i=U j i l

Zi-4 Ó

Figura 4.36

Figura 4.37

. 9 ( G . 2 ) E n C 1 debe existir algún cambio de color, es decir pa r a algún i G {0, . . . ,&},

• (2j-i,2¿) y (ZÍ,ZÍ+I) son de colores dis t intos. E n caso contrario C 1 sería

monocromático y por . lo. tanto t o d a s las flechas de C serían simétricas en

£(£>), contradiciendo nues t ra suposición. . .. :••

10(c.2) Si i G {0, ...,&} y . son de colores dis t intos (-2¿_i?¿¿) y ( ^ , ^ Í + I ) entonces

: ¿ 6 / p . Por I {i ~ 3,i - 2 , i - l,i} (1 Ip ^ <j>, sea r0 = m i n { r € { 0 , 1 , 2 , 3 } /

i — r € J p } . Sea j G { 0 , 1 , . . . , n } t a l que 2¿_ro — Uj, t enemos entonces

Uj G • {zi-3yZi-2¡z¡^i}Zi}. Por construcción de C1 tenemos que Uj+i'€

\zi-ro-i-iizi-ro+2izi-ro+4}' C \Zi-2,zi-i, Z{, ^i-j-i, 2¿+2) 2 Í+3J ZÍ+AJ• Considere-

• mos / e .{¿ - r0 + :TI 'i - r'o -\- 2, Í" - yQ 4- 4} tal que i¿¿-+1 = ^ , por la elección

der 0 y como/ G lv I % '{i - 2,i - 1,?} es decir uj+í € {ZÍ+I,ZÍ+2,ZÍ+3,ZÍ+4}.

• • Si la trayectoria : í) es de longitud 4 entonces es monocromática y én coiísé-

cuencia'no .puede contener a la vez a las flechas (ZÍ-Í^ZÍ) y1 ( ¿ Í / ' ^ I ) es-

to-implica y , por lo ' tan to i G Iv. '•' Si- es
• • - de longitud' i "éjitohbés z¿ = üj';'es decir ¿ G Iv. Supongamos:'qué'-rTf

••' es.de longittid:2,-."entonces i¿j £{ZÍ_I7ZÍ},S\ UJ =. z¡li entonces'tíy+i '^ '

•./• zi+ú pór=:.8(c.2)."!(^2Í"'¿i-i) £ ^ ( ^ í ) ! sea' C2 '= -(uf-= ¿¿¿f,'^, 2S1 v = '

• Uj+i, Zi+2, Zi^x — Uj), C2 es un C4 que por hipótesis es 1-casimonocromático,
:< ' • ''figura 4.3S;éomLo:'lás:fiechas (ziii] ZiJ y [zi, zi+i) son' de •••difereiite'-color' éii-

•tonces (-Uj>r = z i+ i ;^-2) y {ZÍ^I^Í-\— UJ) son del mismo color, esto impli-

•• i"'ii;cá'"que existe una Uj+iUj—trayectoria monocromática en D y por lo tanto

••' •'••. .':(it:j/Uj:
+i)::es una flecha simétrica áe-.C en £( !? ) ; contradiciendo nuestra
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suposición, por lo tanto Uj = Z{ y en consecuencia i G Ip.

ui =H\ ü£ > • zm

Figura 4.38

Supongamos que (z¿_i,.z¿) y (2¿.2¿_¡_i) son de colores distintos digamos 1 y

2 respectivamente, entonces:

ll(c.2) {i — 1,2 + 1} n Ip = (p. Por 10(c.2) i € / p , supongamos que Z\ = Uj

para algún j £ {0, l , . . . ,n}. Supongamos que i — 1 G / p entonces por

construcción de C1 z¿_i = u¿_i. Por 8(c.2) (zí+2l2¿-i) € ^4(1?), sea

C2 = (ZÍ^I = UJ-I,ZÍ = Ujizi+iJZi+2iZi-i)t C2 es un C4 que por hipóte-

sis es 1-casimonocromático, como las flechas (JK¡_I,^) y {ZÍ,ZÍ+I) son de

color 1 y 2 respectivamente, entonces (^+1,^+2) y (¿¿+2) ̂ ¿-1) son del mis- ,

mo color a con a G {1, 2}, figura 4.39, si a = 2 entonces (^ = uy. ̂ +1, zi+2,

Zi-i = Uj-i) es una UjUj-i—trayectoria dirigida monocromática en D y .por.

lo tanto (UJ-I,UJ) es una flecha simétrica de C en £(!?), contradiciendo :

nuestra suposición, por ló tanto a = 1, por 10(c.2) i + 1 € Ip entonces'por

c o n s t r u c c i ó n d e C1 z^i — t i j + i , e n t o n c e s - (i¿j+i = z ¿ + i , Z j + 2 , ^ _ i , ^ ==.t¡j) !.• •

es una Uj+iiij—trayectoria dirigida monocromática en. D y por lo tanto

(UJ\ Uj+i) es una flecha simétrica de C en £ (£?), contradiciendo nuestra su- • • ••

posición,'por lo tanto i^. 1 ^ Ip. Supongamos ahora que i + 1 G Ip entonces •

por construcción-de C1 -z-¡+i •= u-¡+i- Por 8(c.2) (A;+1I ^ -2 ) G J4 ( JD) , sea.

C 3 = (zi-2, z¿-i, Zi = UJ,ZÍ+I= «j+i, ^1-2)1 C 3 e s UIi C4 q^e por hipótesis es- .

1-casimonocromático, como las flechas (¿¿.-i, 2¡) y (z¿, ̂ ¿+i) son de color 1 y • :

2 respectivamente entonce3:;(z¿+i, z¿_2) y (2i_2,^_i) son del mismo color.6.-;'<•..•••.••?•':

con ¿J G {1,2}. figura 4:4D.,:si•£> = 1 entonces (iij+i = ¿¿+i, ^ - 2 , ZÍ-Í,ZÍ ~ Uj) vi..••••.:, .

es una Uj+ittj—trayectoria-dirigida monocromática en £> y por lo- tanto '%.< i.-.>v .-,;;:

(uj,ují+i) escuna ñeehai simétrica de C e n ' € ( / ? ] , contradiciendo nuestra^•^••^•i;

'% suposición,;por lo tántb-6 ^4f:pór 10(c.2) f--:l € Jp pero esto noi.es posible;;/•>/•• ^r.

pues acabamos de obtener que i~ 1 ^ Jp, por lo tanto {? — 1, ¿ + 1}D/P = ^.'.

.1-2(G.2) (zí+i,'¿¿+
:á-i)'es;:de"color--2.^Eñ caso contrario {.Zi\-zi+i) y (ZÍ+IJ2^2-)-serian é&c-ir',--'^..-:

diferente color y por 10(c.2) tendríamos que. i + 1.6 Ip pero esto contradice

I3(.c;2) (^_2,'.2i-i:)-es:dé::coloi; 1. En caso contrarió. ( z^ 2 ! ^- i ) y (-Zi-iy-zi.)serían de- •
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'U>j-\-zi.\ U<

Fisura 4.39

Zi+\ Uf\r\

Figura 4.40

diferente color y por. 10(c.2) tendríamos que. i — 1 € Ip pero esto contradice

14(c.2) El subtorneo H generado por-el conjunto de vértices {ZÍ-2,^Í~I7ZÍ,

ZÍ+2} es un torneo cíclicamente 4-partito. Sean Vi — {¿¿-2, ̂ +2}, Vi =

{¿¿-i}, Vs = {ZÍ} y V4 = {zi+i}. Por definición de Cl existen en D las

flechas: (^-2,^-1), (^_i ,^) , fe, ZÍ+I) y (#_|_i,zi+2). Por otro lado por

8(c.2) existen en />las flechas: (^+2,^-1) y (^m?-2^)- Entonces'todo

vértice de V¿ es adyacente.hacia todo vértice de V¿_¡_i, la suma es tomada

módulo 4, por-lo tanto H es un torneo cíclicamente 4-partito.

Finalmente observemos que H es la unión de los ciclos C2 y C3 mencionados

en ll(c.2). En C2 tenemos que (z¡_i, ^ ) es de color 1 y son de color 2 las

flechas (zi} 2i+1) y 1(^¿+1,^+2), como C2 es 1-casimonocromático entonces la

flecha (ZÍ+2, z¿_i) es de color 2, Por otro"lado en C3 tenemos que (¿¿, 2t-+i)

es de color 2 y son de colorí las flechas (2i_2",2t-i) y (ZÍ- I I^Í ) , como1 C 3 es

1-casimonocromático entonces la'flecha (ZÍ+I, ^-2) es de color 1,'figura 4.41.

•' •;.: Así H tiene 3. flechas: de'.colór 1 y 3 flechas de color 2, pero esto'contradice la .

'•• hipótesis, de que todo subtorneo cíclicamente 4-partito de orden 5.de D es.-

. : • 2-casimonocromático.-'Con1 esta contradicción finalizamos la:pruebai--por lo ::

tanto todo ciclo de £ (D) tiene al menos una flecha simétrica y esto implica

que C(-D). es núcleo perfecta. Aplicando el Teorema 1.54 obtenemos que D .

-. '• tiene núcleo por.trayectorias monocromáticas.•• •. .
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Figura 4.41

Por último mostraremos la importancia de las hipótesis del Teorema anterior,

algunas de ellas resultan ser esenciales.

N o t a 4.10 El siguiente torneo bipartito muestra que si en el Teorema 4-9 eliminamos

la hipótesis de que todo CA sea í-casimonocromático entonces la cerradura transiti-

va de D no necesariamente es núcleo perfecta. Sea D el ciclo dirigido (u,v,w,x,u)

donde las flechas (u¡ v) y (v, w) tienen asignado el color 1, la flecha (w, x) el color 2 y

la flecha (x,u) el color 3. D es un C4 que no es 1-casimonocrornático y satisface por

vacuidad que todosubtorneo cíclicamente 4-partito de orden 5 es 2-casimonocromático

y todo-CQ es monocromático. £(D), la cerradura transitiva de D es igual a D unión

la flecha (u,w) de color 1. El triángulo dirigido (u,w,x,u) es. una subdigráfica in-

ducida, de <£'(£)) que no tiene núcleo, por lo tanto £ (£>) no es núcleo perfecta, figura

•i.42. A partir de esta digráfica construimos la siguiente familia infinita de torneos

bipartitos Dn tales que en ellos todo subtomeo cíclicamente 4~Vwrt>ito de orden 5 es

2-casimonocrom&bico, todo Ce es monocromático y cuya cerradura transitiva no es

núcleo perfecta. Para cada n € N, sea Dn la digráfica que se obtiene a partir de

D al aumentar n vértices nuevos zi,Z2,...,zn y las flechas de color 3 desde éstos

vértices hacia u y w, figura 4-4$- Dn es un torneo bipartito donde la bipartición

correspondiente es {Vi, V2} con Vi = {tí, w} y V¿ = {z, v, zí} Z2,..., zn}, D es el único

C± que posee.Dn y no es 1-casimonocromático además Dn satisface por vacuidad que

todo sübt'o'meo cíclicamente 4-p^tito de orden 5 es 2-casimonocromático y todo C$ es

monocromático. La cerradura transitiva de Dn. contiene como subdigráfica inducida

aVtriángulo dirigido (u,w,x,u) que no tiene núcleo, 'por-loianto £(Dn) no es núcleo

p e r f e c t a . ••'• •'•' • •• ' . •• •. . .•• • . • • , • . - • .-•• . • . , : .

Nota 4.11 En esta nota mostramos que si en el Teorema 4.9 eliminamos la hipótesis

de que todo'CQ sea monocromático, entonces la cerradura transitiva de D no nece-

sariamente és núcleo'perfecta. Sea D el torneo bipartito 3-coloreado considerado en la
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D t(D)

w

Figura 4.42

Figura 4.43

Nota 4-5. EnD el ciclo (u, x, v,y,w, z, u) es un CQ que no es monocromático. Todo C4

de D es 1—casimonocromáiico. Es fácil ver que los torneos cíclicamente 4-pa'rtitos no

• contienen torneos bipartitos transitivos de orden 4 (T es un torneo bipartito transitivo

si {(^1,^2), (^2,^3) , (vztVt)} C A (D) implica (VI^VÍ) 6 A [D)), en D tenemos que la

eliminación de cualquier vértice produce un subtorneo bipartito de orden 5 que posee

un torneo bipartito transitivo de orden 4 V por lo tanto no es cíclicamente 4-po>rfátOj

así, por vacuidad tenemos que todo subtorneo de D cíclicamente 4~partito de orden 5

•es-%-casi7nonocromático. Como vimos en la Nota 4-5'-£(D) no es núcleo perfecta. La

' fdmilia infinita de torneos .bipartitos Dn descritos en dicha nota también satisface que

en-ellos todo C4 es l^casimonocromático. -todo subtorneo de D cíclicamente 4-partito

'de orden 5 es 2-casimonocromático, no todo C& es monocromático y cuya cerradura

transitiva no es núcleo perfecta.

Nota 4.12 El siguiente torneo bipartito.muestra que si en el Teorema- 4-9 elimi-

namos la hipótesis de .que todo subtorneo cíclicamente 4'rpariito de orden-5-¡sea'2-

casimonocromático entonces no todo ciclo dirigido de la cerradura transitiva de D
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tiene alguna flecha simétrica por lo que no es posible demostrar que £(D) sea nú-

cleo perfecta usando el mismo procedimiento que en la demostración del Teorema 4-9.

Así queda como una pregunta abierta si las condiciones de que todo CA en D sea

1-casimonocromático y todo C§ en D sea monocromático son suficientes para con-

cluir que £(D) es núcleo perfecta. Sea D el torneo cíclicamente J^-partito tal que

V (D) = Vi U V2 U K3 U V4, para cada i e {1,2,3,4} Vi = {UÍ,VÍ} y desde cualquier

vértice de V¿ existe flecha hacia cualquier vértice de V¿+i) la suma es tomada módulo

4- A las flechas de D les asignamos los colores 1 y 2 como se muestra en la figura

4-44- No es difícil ver que en D todo C± es 1—casimonocromático y como en D no hay

ciclos dirigidos de orden 6 entonces por vacuidad todo C& de D es monocromático. El

subtomeo de D generado por {^1,^2,^3^4,^1} es un torneo cíclicamente 4-po-rtito

desorden 5 que tiene 3 flechas de color 1 y 3 flechas de color 2, por lo tanto no es 2-

casimonocromático. Ahora, en €(D) el ciclo dirigido C = (ui,«3,^1,^3) es asimétri-

co' Análogamente a los contraejemplos anteriores es posible construir una familia

infinita de torneos bipariitos Dn tales que en ellos todo C4 es 1—casimonocromático,

,tp^o CQ de D es monocromático, no todo subtorneo cíclicamente 4-partito de orden 5

es. 2-casimonocromático y no todo ciclo dirigido de £ (D) tiene al menos una flecha

simétrica.

EnC(D): u

Figura 4.44V En la figura'se; muestra en £(£?} la subdigráficá inducida por V(C) donde
O = ( v i , v s y U - i u 3 , v i ) : • • • • • • • • • • • • < • . . ; . .
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4.3 Problemas Abiertos

1. ¿Qué otras digráficas coloreadas, además de los torneos bipartitos, con todo C4

monocromático satisfacen que su cerradura transitiva es núcleo perfecta?

2. ¿Qué otras digráficas coloreadas, además de los torneos bipartitos, bajo las

hipótesis del Teorema 4.9 satisfacen que su' cerradura transitiva es núcleo per-

fecta?

3. Si D es un torneo bipartito ra—coloreado tal que todo C4 es casimonocromático

y todo Ce es monocromático, ¿entonces C (D) es núcleo perfecta?

4. Para los torneos bipartitos coloreados y tratando de usar una técnica similar

• a la empleada en los teoremas 4.4 y 4.9 ¿qué otras condiciones pueden pedirse

sobre sus ciclos dirigidos pequeños y/o subtorneos pequeños que impliquen que

„ su cerradura transitiva sea núcleo perfecta?
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Capítulo 5

Operaciones en Digráficas

En este capítulo presentamos varias operaciones en digráficas m-coloreadas y su

relación con la existencia de núcleo por trayectorias monocromáticas. En la mayoría

de los casos, la existencia de núcleo por trayectorias monocromáticas se preserva bajo

la operación, en algunos .casos existe núcleo por trayectorias monocromáticas aún

cuando la digráfica original no lo tiene.

En [37], J. Topp estudia la existencia de núcleos en digráficas obtenidas a partir

de otras aplicando ciertas operaciones. Las operaciones que contempla dicho artículo

son: la digráfica subdivisión, la digráfica media, la digráfica total y la digráfica de

líneas.

En [25], H. Galeana Sánchez y L. Pastrana Ramírez definen para la digráfica de

líneas de una digráfica m—coloreada un tipo de m-coloración y prueban que bajo

ciertas condiciones de la digráfica, el número de núcleos por trayectorias monocromáti-

cas de la digráfica de lincas bajo esa m—coloración es igual al mí mero de núcleos por

trayectorias monocromáticas de la dígráfica original.

En la sección 5.1,. a partir :de una digráfica m—coloreada D (posiblemente in-

finita) definimos la digráfica subdivisión de D, S(D)t y probamos que la digráfica

subdivisión siempre tiene núcleo •por. trayectorias monocromáticas si D no contiene ;

-trayectorias infinitas exterioes,-• En• la sección 5.2 generalizamos el concepto de'd*--

gráfica subdivisión obteniendo la: digráfica S' (D), y en la sección-5.3 a partir :de-

S'(D) definimos^ la digráfica:•m.^.coloreada R'(D), probamos que ambas digraficas..;:

tienen núcleo por trayectorias monocromáticas si D no tiene trayectorias infinitas

exteriores usando el primer resultado. En las secciones-5.4 y 5.5 definimos-las digráfi--

cas m—coloreadas digráfica.media y digráfica total respectivamente de. una digráfica

•m—coloreada, probamos1 que el 'numero de núcleos por trayectorias monocromáticas--

de una digráfica .'m—coloreadles menor o igual al número de núcleos-por--trayectorias
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monocromáticas de la digráfica media y la digráfica total. Además damos condiciones

suficientes para que estos números sean iguales.

En [21] H. Galeana Sánchez y V. Neumann Lara prueban que cualquier gráfica

i r"^; nútleo perfecta es una subdigráfica inducida de una digráfica núcleo imperfecta crítica

: riti ....(fligráfica sin núcleo pero que toda subdigráfica propia inducida tiene núcleo), más

'•'.'.':.'- v-aiin de un número infinito de ellas. Tomando como referencia el trabajo anterior,

;' ••-•-:- ;: fiíí la sección 5.6 definimos una extensión de digráficas m—coloreadas que preserva

I ;•;•• . '^núcleos por trayectorias monocromáticas.

.-:..:. • Varios autores más han estudiado operaciones con digráficas y su relación con
i •; -y i

..„.':. ...la existencia de núcleos como son: M. Blidia, P. Duchet, H. Jacob, F. Mafíxay y

H. Meyniel [6]; H. Galeana Sánchez [14] y H. Galeana Sánchez y V. Neumann Lara

[22, 23, 24].

5.1 La Digráfica Subdivisión de una Digráfica m-Coloreada

En [37] se demuestra que la digráfica subdivisión de cualquier digráfica siempre tiene

núcleo^en esta sección definimos la digráfica subdivisión de una digráfica m-coloreada

y probamos que tiene núcleo por trayectorias monocromáticas si la digráfica original

no contiene trayectorias dirigidas monocromáticas infinitas exteriores.

Si D = (V (D), A (D)) es una digráfica m-coloreada, definimos las funciones TQ,

FD,Í, r^1 , r ¿ ¿ de V(D) a V (V (D)) (conjunto potencia de V (D)) de la siguiente

forma:

para cualquier u EV (D),

TD(u)' = {vEV(D)/(uyv)sA{D)} "•••

••••'•.•' TD¿ (u) •= {v e V(D) /(u,v) E A(D) y (i£,u) es de color i}

• .- ; . . T ^ H = {veV(D)/{v7u)EA{D)} '..

Fd \1I\ r i : ' í i ! £- 1 / I D \ / ( i ) tt\ ^ A \ V) l JJ • í*?I II 1 P ^ H P P n l o T 1 \

.-• i.v.i;; Notemos que una^digráfica D queda totalmente definida .describiendo su conjunto

de vértices y la función TQ 6 la función T^.i en el caso en que la dígráfica esté coloreada

, -. Si U CV{D), definimos VD (U) = \J TDM,-,.. . .. . . . •, .........

• Definición 5.1 D'üdá'v'D una digráfica m-coloreadá, definimos la digráfica subdi- .
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visión S (D) de D, como la digráfica m-coloreada tal que '• - . . .

V(S(D)) = V(D)UA(D) y

M x ?D,Í '(x) sixeV(D),

{v} si x = (u, v) e A (D) y v G Vo,i (u) .

Observemos que si x es un vértice de la digráfica subdivisión y x corresponde a

un vértice de D entonces x es adyacente hacia las flechas que inciden desde x en D

conservando el color de éstas, y que si x corresponde a una flecha de D entonces x sólo

es adyacente hacia el vértice que es el extremo final de x en D conservando el color

de x. Considerando la representación gráfica de D podemos considerar que S (D)

se obtiene a partir de D cambiando cada flecha por una trayectoria de longitud dos

del mismo color que la flecha, es decir cada flecha se divide en dos flechas del mismo

color, en la figura 5.1 mostramos un ejemplo.

D S(D)

(w,u) 3 w

Figura 5.1

En el ejemplo anterior vemos que D es una digráfica que no tiene núcleo por

trayectorias monocromáticas sin embargo, la digráfica subdivisión de D}_S(D), sí

tiene núcleo por trayectorias monocromáticas,, más aún A (D) es el único.núcleo por

trayectorias monocromáticas de S (D),

5.1.1 Relaciones de Equivalencia y Ordenes ;

Para la prueba de nuestro1 resultado principal- hacemos uso de los conceptos de or-

den parcial, a continuación:mecionamos las-definiciones y-resultados necesarios,con

respecto a esto, algunos de los resultados se incluyen sin demostración por-ser de uso

común.

Definición 5.2 Una relación binaria R en A. que es una relación reflexiva,..anti-

simétrica. y-transitiva es llamada un orden parcial de.A:- El par. i.A¿R) es llamado

un conjunto parcialmente ordenado. ..••> ..• •••• ..-.-
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aRb puede leerse "a es menor o igual que 6", o "6 es mayor o igual que a" en el

orden parcial R. Así, todo elemento de A es menor o igual que el mismo. Si a es

menor o igual que b, y, al mismo tiempo 6 es menor o igual que a, o = b. Finalmente,

si a es menor o igual que b y b es menor o igual que c, a tiene que ser menor o igual

que c.

Los simbolos < o =<í se usan frecuentemente para denotar ordenes.

En algunos casos es conveniente una descripción diferente de orden. Por ejemplo,

en lugar de la relación < entre números, preferimos la relación < (menor estricto).

Cualquier orden puede ser descrito en cualquiera de estas dos formas.

Definición 5.3 Una relación binaria S en A es asimétrica si para cualesquiera

a,b E A, aSb implica que bSa no se cumple en. A. Esto es, aSb y bSa nunca pueden

ser ambas verdaderas.

•••• • • Definición 5.4 Una relación binaria S en A, es un orden estricto si es asimétrica

• •'• y transitiva.

.'..,.• :'-'-. \ El siguiente teorema establece relaciones entre órdenes y órdenes estrictos.

-.,_.., ^Teorema 5.5

\S: (a) Sea R un orden parcial de A; entonces la relación S definida en A por

aSb si y sólo si aRb y a^b

es un orden estricto de A. •

(a) Sea S un orden estricto de A; entonces la relación R definida en A por

aRb si y sólo si aSb o a — b

es un orden parcial de A. . . . , . . - .

Decimos-que uri orden estricto 5 corresponde al orden R y-viceversa1. : :. v.: ••• ;

El siguiente teorema hace uso del Lema de Zorn.

Teorema 5.6 Sea {X,<) un conjunto parcialmente ordenado -tal que toda cadena

está'acotadá'inferiormeníe, entonces X'tiene elementos minimales-y'para-cualquier

x £ X, existe y un elemento minimal tal que y < x. • ;' " ••"• ! "':•
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Demostración. Definimos ^ la siguiente relación entre los elementos de X,

sean x,y G X, decimos que x =4 y si y solo si y < x. Veamos que =4 es un orden

parcial en X. Como < es ún orden parcialen X, entonces < es una relación reflexiva,

antisimétrica y transitiva.

1. ^ es reflexiva. Como < es reflexiva entonces x < x para todo x € X, entonces

por definición de ^4, x =4 x para todo i £ l , por lo tanto ^í es reflexiva.

2. 4 es antisimétrica. Sean x, y € X tales que x =4 y y y =4 x, por definición de =4,

y< x y x <yy como < es antisimétrica, entonces y = x, es decir x = y, por lo

tanto ^ es antisimétrica.

3. =4 es "transitiva. Sean x,y,z e X tales que x =4 y y y =4 z, por definición de =4,

y < £ y z < y, es decir z < y y y < x, como < es transitiva, entonces z < x,

por definición de =̂ , x ^4 2, por lo tanto =<! es transitiva.

Así, por (a), (b) y (c), =4 es un orden parcial en X. :

Ahora veamos.que toda cadena de (X, =4), está acotada superiormente... Sea

una cadena de (X, =4), sean x,y 6 C entonces x =4 y o y ^ x, por definición de

tenemos que y < x o x < y, esto implica que C también es una cadena de (X, <),

por hipótesis C está acotada inferíormente. es decir, existe y 6 X tal que y < a:-para

todo x £ C, por definición de =4, x =4 y para todo x € C, esto implica que y es una

cota superior de C. Por lo tanto toda cadena de (X, =4), está acotada superiormente.

Con lo anterior y por el Lema de Zorn, (X, =4) tiene elementos maximales. Sea

y un elemento maximal do (Á". ̂ ) , esto es, no existe x £ X ta.l que y ~< xt por:1a

definición de ^!, tenemos que no existe x e X tal que x < y, entonces y es un elemento

minimal de (X, <). Por lo tanto en (X, <) existen elementos minimales. ' •

Ahora sea x G X, veamos que existe un elemento minimal.y de (X, <) tal que

y < x. Sea B = {z*&X</z < x}, (B,<) es un conjunto parcialmente ordenado.

Sea C una cadena de:fB,.<);•• C también es una cadena de (X, <), entonces- C:éstá

acotada inferiormente en X.; sea x' G X una cota inferior de C, .esto es x' .<c.:para

todo t ie C\:como para todo e e C, c < x, por la transitiyidad de <, .x'.<-xyesto

implica que x' E B, por lo tanto G está acotada inferioemente en B. Entonces toda

cadena'de (Bt <) está acotada inferiormente, por la primera parte de este-teorema.

B tiene elementos.minimales, sea y un elemento minimal,de•••B:-.-Supongamos que y

no es elemento minmal;de X, entonces.existe x"-•& X tal'que. x'L < y, como.y G B,-

entoncesy < ^;:por la transitivídad de <,,x'[ < x. entonces.x":G 5,-pero esto es una
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contradicción pues x" < y e y es un elemento minimal de B, por lo tanto y es un

elemento rninmal de X tal que y < x. •

5.1.2 Núcleos por Trayectorias Monocromáticas de la Digráfica Subdi-
visión de una Digráfica m-Coloreada.

En esta paite consideramos.digráficas posiblemente infinitas. También hacemos refe-

rencia a la definición de trayectoria infinita exterior dada en el Capítulo 2, Definición

2.5. El siguiente lema resulta útil para la demostración del Teorema 5.8.

Lema 5.7 Sea D una digráfica m— coloreada y sea S (D) la digráfica subdivisión de

D. Sean a, b,c eV (S (D)) tales que b E A (D), a =£ b yb y¿ c, supongamos que existen

S en S(D), T\ una ab~trayectoria dirigida monocromática y To una be—trayectoria

..* \ dirigida monocromática, entonces T\ y T<i son del mismo color.

... ; Demostración. Supongamos que b es la flecha (u,v) de D. Por construcción

. •; de S (D)j T ¿ D j (b) = {u} y VS(D) (&) — W> como a ^ b y b ^ c, entonces T2 y T2
;: • son de longitud positiva, entonces (u,b) € A (Ti) y (b,v) E A(T2), por definición de

S (D) ambas flechas.son.del mismo color , entonces Ti y T% son del mismo color, a

Teorema 5.8 Sea D una digráfica m—coloreada y sea S (D) la digráfica subdivisión

de D. Supongamos que en D no existen trayectorias dirigidas monocromáticas infini-

tas exteriores, entonces S (D) tiene núcleo por trayectorias monocromáticas.

Demostración. -Primero demostraremos que en S (D) no existen trayectorias

monocromáticas infinitas exteriores. Procederemos por contradicción,, supongamos

que T = (xn)neN es una trayectoria infinita exterior de color i de S (D)t Por definición

de S(D), T és una sucesión alternada de vértices y aristas de D, por lo tanto T

contiene una snbsucesión de vértices de D y una subsucesión de aristas-de D. Sea.

J ={ne Bfiw¡i:& :A^D}} y sea T!-.= (T\ {xn/n E J}),> T es Ja .subsucesión de T

• que.'eontieñe-ail^T^nvV (D), que como ya dijimos es infinita, yvcomoypor-.definición

de S-('D) •para-'cada-^ni-'g J, n > 2 &ñ es la flecha (2:n_i-,a?,i+i) de •\D:;y .es-de color -i,

entonces T' es una trayectoria infinita exterior de color i de D, lo cual no es posible.

PQÍ'ÍO1 tantoen"6'^(^)"no existen trayectorias monocromáticas infinitas'exteriores.

'•--'.vlkieLr.esto'dela prueba nos encontraremos frecuentemente-con'uniones de trayec-

torias que''•resultan uiV camino, dirigido, por'el Teorema-1.36;.er-cual dice1 que todo,-

••üv—;camino::dirigido contiene una'^wu—trayectoria dirígidaj-iteneínos que tal camino
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dirigido contiene una trayectoria dirigida que conecta a sus extremos, este .hecho lo

mencionaremos sin tanto detalle diciendo que la unión de trayectorias de este tipo

contiene una trayectoria dirigida.

Supongamos ahora que A(V) ^ <fc. Definimos en A(D) las siguientes relaciones

binarias, ;¿ y ™. Sean a,6 G A(D), decimos que a ^ b si en S(D) existe alguna.

ba~ trayectoria dirigida monocromática, ya~b si a^byb^ a, es decir si en

S (D) existe alguna ¿a—trayectoria dirigida monocromática y alguna ab^-trayectoria

dirigida monocromática. Demostraremos que ;¿ es reflexiva y transitiva, y que ~ es

una relación de equivalencia en A (D).

1. ¿ es reflexiva. Sea a e A (D), (a) es una aa—trayectoria dirigida monocromática

en S (D), por lo tanto a ¿ a, es decir ^ es reflexiva.

2. ;¿ es; transitiva. Sean a, b¡c 6 A (.D), tales que a ;¿ b y b ;¿ c. Sia — bob — c

entonces a ¿ c. Supongamos que a ^ b y b =fi c, entonces existen en S(D),

Ti una ba—trayectoria dirigida monocromática y T2 una cb—trayectoria dirigida,

monocromática. Por el Lema 5.7, J i y T? son del mismo color. Por lo tanto

T2UT1 contiene unaca—trayectoria dirigida monocromática, lo que implica que.'

a ;¿ c, por lo tanto ¿ es transitiva. • • .

3. ^ es reflexiva. Sea a £ A(D), como ^ es reflexiva, entonces a ;¿ a, así a ~.a,.-

por lo tanto ~ es reflexiva. " . . .

4. ^ es simétrica! Sean a, be A (_D), tales que a ~ 6, esto implica que a ;¿ & y que

& ¿ a, entonces 6 ¿ a y a ^ 6, así b ~ a, por lo tanto ^ es simétrica. • .

5. ^ es transitiva.. Sean a. b.c G y4 (D), tales que a ^ b y b ™ c, esto implica que

fl¿M¿fli^ á c> y c ^ >̂ como ;¿ es transitiva, a ¿ 6 y 6 ¿ c implican.que

a ¿ c, por otro lado c ¿ & y í» ^ a implican que c ¿ a, así por definición-de ~-

tenemos que a ~ c Por lo tanto ~ es transitiva. • •. .

Por 3. 4 y 5 ~ es una relación de equivalencia. ' • ". . • . ,

Consideremos ahora el conjunto A(D) / ~ de todas las clases de-.equivalencia

de A(D) módulo r->; ̂ denotaremos por a a la clase'de equivalencia' de'; a •inódulo '^;'-

Definamos la siguiente-relación binaria < en este conjunto: : '•-•.• ..,.•- ,••••"• .

a < b s i y s o l o s i a ~¿ b.

Es decir a <H si y solo si existe en S (D) una.6a—trayectoria , dir igida m o n o c r o m á t i c a .

Veamos q u e e s t a relación.está bien def inida (es decir no. depende-de los r ep re sen tan te s

de las. clases q u e se tomen) y que .es u n o r d e n .parcial-en A (D) / ~. ; • • , / , . . .
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6. < está bien definida. Supongamos que a •< b y sea a', b' tales que a' ^ a y 6' ~ 5.

Como b' ~ 6, entonces 6 ^ 6' y como a ~¿ 6, por la transitividad de ;¿, o ^ 6'.

Como a'i~ a entonces a' ¿ a, esto último junto con a '¿b' y la transitividad de

^ implican que a' ¿ 6'. Por lo tanto < está bien definida.

7. < es reflexiva. Sea a E A (D) / ~, ;¿ es reflexiva, es decir a ¿ a, entonces a < a,

por lo tanto < es reflexiva. -

8. < es transitiva. Sean ü,6,c € ^4(1?)/ ~, tales que a < T> y b < c, entonces
a á ^ Y & á c : como ¿ es transitiva, a ;¿ c, entonces a < c, por lo tanto < es

transitiva.

• 9. < es antisimétrica. Sean a,b G A (D) / ~, tales que a <b y b < a, entonces
a ^ ^ y & ^ fli P o r definición de ~ , a ~ í>, entonces a = 6, por lo tanto < es

antisimétrica.

,. • Por 7, 8 y 9 < es un orden parcial en A (D).

: Denotamos por < al orden estricto correspondiente a <. Es decir a < b si y

••;.-splo si a < fi'y a T¿ 6, esto es si y sólo si existe en S(D) una ba—trayectoria di-

."v:rigida monocromática y a ^ b, es decir existe en 5 (D) una ba—trayectoria dirigida

i .^monocromática y no existen'ab—trayectorias dirigidas monocromáticas.

:^"Ú-: Ahora probaremos que toda cadena en A (D) / ~ está acotada inferiorrnente, más

aun tiene mínimo. Sea C una cadena en A (D) / ~ , procederemos por contradicción.

• .Supongamos' que C no tiene mínimo. Sea a £ C, entonces existe ~a{ € C tal que

ai < a, como C no tiene mínimo existe ai E C tal que a¿ <a\, así existe una sucesión

•(^")/Í€PÍ
 e n ^ ^ °íue P83'21 caf '£l n e ^ ' íV+i" < "ññ y W < &> esto implica que para

cada n E N, existe X¿+1 en 5 (D) una anan+i—trayectoria dirigida monocromática

y'T[ una aai—trayectoria dirigida monocromática. Probaremos primero que todas

estas trayectorias son del mismo color. Como ~a{ <a entonces ~aí ^a y esto implica

que ai ^ a,.análogamente para cada n E N an+i / an, como además an es el vértice

.final de T'n y el'.vértice inicial de 7J+1, entonces para cada n G M por el Lema 5.7,

T'n y T^+1 son del mismo color. Por lo tanto tocias las trayectorias T¿ son del mismo

color.

Supongamos que i es el color de las trayectorias T'n. Probaremos por inducción

que para cada n e M s e tiene:

10. existe:¿n e V(S(D)) y existen en S(D)'TnyT£+1 tales que: [

(a) Tn-'es Una ayn—trayectoria1 dirigida de color i, "••'-" •
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(b) T¿'+1 es una ynan+i—trayectoria dirigida de color i contenida en T¿

(c) yneV(Tn)DV(TQ,

(d) TnU T£+1 es una trayectoria dirigida ,

(e) si n > 2, yn ^ y¿ para toda j < n — 1 y

(f) si n > 2, Tn contiene a Tn_i.

Para n — 1, supongamos que T7^ = (ai = ¿1,1, ¿1,2,..., ziifcl = a2) y sea ^ =

max{y g {1,2, ...,fci}/2ij € V"(TÍ)}. Sea 7/a =^1,^ , figura 5.2.

Figura 5.2 . • •

Sean í \ = (a,T{,yi) y T% = (3/1,T^,02), figura 5.3,entonces

(a) Ti es una ayi -trayectoria dirigida de color i. Por definición Ti es una

trayectoria dirigida que está contenida en T[ y como T[ es de color i, en-

tonces T'i es una ayi—trayectoria dirigida de color i.

(b) T2" es una y^—trayectoria dirigida de color i contenida en T!¿. Esto es por

definición de T'{.

(c) yi€.V (Ti) fl V (T[). Esto es por la elección de y± y por la definición de Ti.

(á). Ti U T'-l es una trayectoria^dirigida. * Esto es por la-elección de y\, y como Tx

•-..' • está contenida en'T{ y Tl¡ :está. contenida en Tó, Ti -U T¿' es una trayectoria

dirigida de color i. . . : • .'

Para n = 2, supongamos que T3 = (a2 = 2̂,1»̂ 2,2> •••j'z2,fcs — ^3) y sea Z2 —

max{j e {1,2, •:.1k2}./z2j € V " ^ ' ) } , sea y2 =.22,12̂  figura 5.4. •. . :.

SeánT 2 ^TiU(yi ,T^, í / 2 ) y^T^.- (^2,-^,03),. figura 5.5, entonces,., • .• ., .
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Figura 5.3

Figura 5.4

(a). T2 es .una ay2— trayectoria dirigida de color i. Como Ti U Tl¡ es una trayec-

toria dirigida de color i por el caso n — 1, entonces T2 es una trayectoria

dirigida de color i.

(b) T3" es una 1/20,3— trayectoria de dirigida color i contenida en T3- Esto es por

definición de T37.

(c) y2 eV (T2) n V (T¡).. Por la elección de y2, y2 6 V (T£)t por (b) del caso

n — 1, T!¿ está contenida en Tj, por otro lado, por la definición de T2,

3/2 G V (rÍ2), por lo tanto y2 € V (T2) C\ V {'11).

(d) TgU-TÜ-es una trayectoria dirigida . Por la elección de y2) V foii^')^) H

V(T^) - {í/a}. Supongamos que 7 (Ti) nV{V3
l) / ^, sea 2 e K(Ti) n

y (T^),-entonces (a 2 , ^ ,y 2 ) U (y2 ,T^z) U ^ , ^ , ^ ) U (y^T^ai) contiene

• .- una ¿£2^1—trayectoria dirigida de color i, pero esto es una contradicción

-.;: : pues;a¿- < aT, por lo tanto V(Tj) n.V (T3') ^ 0 y en consecuencia T2 UT% es

." -" una.trayectoria dirigida y de color z, pues T2 y T$ son trayectorias dirigidas

de color i.

(e) '2/2- / Vi-' Supongamos que yx = y2) entonces (a2,T^y2 = yi) U (yi.T^ai)

• "•' contiene una 02^1 —trayectoria dirigida de color i, pero esto es una con-

tradicción pues 02 < oT, por lo tanto yi 7̂  í/2-:

(f) T2 contiene a Ti- Esto es por definición de T2'
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Figura 5.5

Supongamos ahora que si n > 2,entonces para toda j = 1, ...,n, existe yj 6

V (S (D)) y existen en 5 (D) Tj y T¡'+1 tales que (figura 5.6):

(a) Tj es una aj/j—trayectoria dirigida de color i,

(b) 2J+! es una yjdj+i -trayectoria dirigida de color i contenida en T'

(d) 7}LJ Tj'+1 es una trayectoria dirigida,

(e) si j > 2, yj T¿ yfc para toda k<j-ly

(f) si j > 2, Tj- contiene a 3J_i.

->«"»+i

Figura 5.6

Probaremos lo correspondiente para n-\-l. •'"-,' •.•':•:•':

S u p o n g a m o s qué T ¿ + 2 = (án+i = zn+i,u zn+1¡2í..., zn+ljf¡n+1 =.an+2) y sekin+í =¿-

max{j e.{l,2s ...,-kníi}--/zn+ij •€ V (7^-fi) }• Sea 2/rt+1 = zn+iiin+l, 'figura 5.7: '.

Sean Tn+Í - Tn U (yñ.,T^},.yn+i) y T£+2
 =. (Vn+Xt ^+2)^+2) , figura 5.8iVen-.;

tonces i . 1 " . - . . '

(a) Th+r'-es1 una ayn+i— trayectoria dirigida de color i. Como Tn U T^+i es;,

una trayectoria dirigida de color i, por "(d) de la hipótesis de inducción

para-j •= ntenemos--que T̂ -j-i es una trayectoria dirigida-de •color.-i' y :por

d e f i n i c i ó n v a d e a.a u « . i . ; . - • . • ••-.•-,'.. : •.,.-•.••.,-.- r
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Figura 5.7

(b) T¡[+2 es una yn+i0n+2—trayectoria dirigida de color i contenida en

Esto es por definición de

(c) yn+i E V(Tn+1) Pl V (Tn+1). Por la elección de yn+li yn+1 E V (T¿'+I), por

(b) de la hipótesis de inducción 7J'+l está contenida en X¿+1, por otro lado

por la definición de Tn+1, yn+l e V (Tn+Í), por lo tanto yn+1 € V {Tn+1) D

(d) Tn_|_iU T¿'+2 es una trayectoria dirigida.- Por,la elección de yn+\ tenemos

que V (yni^+11yn+l) nV(T^+2) - {¡/n+x}. Supongamos-que V (Tn) n

*, sea ¿ e l/(Tn) n V f e ) , entonces (an + 1 ,T¿+ 2 !yn + 1) U

2i z) U (z,Tni.yn) U (yn:T¡l,an) contiene una On+iOn-trayectoria

dirigida de color i, pero esto es una contradicción pues an+i < a^, por lo'

tanto V (Tn)nV [T"i+2) -/-'• <p Y Gn consecuencia Tn+iUT¡¡+2 es una trayectoria

dirigida y de color í, pues Tn+i y T¿'+2 son trayectorias dirigidas de color i.

(e) 2/n+i 7̂  2/j para toda j < n. Procederemos por contradicción, supongamos

que y y-— yn±i para alguna j < n. El inciso (f).. de la hipótesis de inducción.

. . implica que Tn contiene a Tj-: por (c) de la hipótesis de inducción y$ € V (Tj)'

. y yn e-:V(Tn), entonces y.j..yn £-V{Tn). Así (an+u T^2,yn+i = y¡) U

• ¡ • (yj,Tn;y'n) U (yni T^, an\ contiene una•aTl-+ia^—trayectoria dirigida de' color

i, pero esto es una contradicción pues an+1- •< a¿, por lo tanto y¿ ¿̂ yn+i

para toda j <n. • •• . • : ..

(f) Tn^i contiene a Tn. Esto es,por definición de Tn+i. •

Por lo tanto para toda n E N, se satisface 10.
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flii+2

Figura 5.8

Sea J1 = U Tn, T es una trayectoria dirigida de color i en S (D) que contiene a yn

n=l

para toda n 6 N, es decir una trayectoria monocromática exterior infinita en 5 (D),
lo cual es una contradicción. Concluímos que C tiene elemento mínimo. Por lo tanto
toda cadena de A (D}J ~ tiene elemento mínimo. Una consecuencia de esto y del
Teorema 5.6 es la existencia de elementos minimales en A (D) / ~.

Consideremos los elementos minimales de A (D) / ~ en el orden parcial <, y sea
N' el conjunto formado por un representante de cada una de estas clases. Sea N =

{veV (D) /TD (v) = (p}u{a e N'/VD (rS(D) {a)) T¿ 0}, es decir iV está formado por
todos los vértices que,son terminales en D (y por lo tanto en S (D)) unión.el conjunto
de elementos de N--cayos vecinos exteriores en S (D) no son vértices terminales de
D. Mostraremos que .N es un núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas de
3(D).

Observemos primero que:

11. Si a G A{D) JTD{TS{D) (a)) — 4> entonces a — {a} y a es minimal de A(D) / ~ .

Sea a £ A (D) y supongamos que existe en S (D)} T una. O..T—trayectoria dirigida

monocromática de longitud al menos dos. Por definición de S{D); (a)

1 y ^S(D) {&} C V (D), sea v e V (D) tal que TS{D) (a) .= {^}: como, la longitud
de T es al menos dos entonces T contiene internamente a v, esto implica que

Fs(D) (v) ; 1;•/entonces | ro (u) | > 1, es decir VJJ (TS(D) C£

'• : t a n t o - s i ; &-€..A(lD.) es t a l q u e T& (^S(D) (a))~ 4> e n t o n c e s e n , S:{D).\T\.6 e x i s t e n

• •:• desde- a 'trayectorias dirigidas! monocromáticas de.;:longitud./.rnayor:que dos, en ,

!;:T:••particülar'̂ si-.fc'€:••• J4"(£?) y b ^ :a entonces no'existen ab—trayectorias dirigidas

monocromáticas, por lo tanto a — {a} y a es minimal de A (D) j ~ .

Por definición de TV, tenemos que JV C V (D) UA(D) = V(S (£>)).

12; N "es independiente por .trayectorias'dirigidas •'monocromáticas. • Sean x,y E

• iV, "veamos que no'existen en-S{D) xy~trayectorias- dirigidas monocromáticas.
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Tenemos 3 casos para x e y:

Caso 12(a) x,y &A(D). En este caso x, y E N' entonces x e y son elementos minimales

de A (D) I ~ y son diferentes clases de equivalencia. Si existiera alguna

xy—trayectoria dirigida monocromática en S (D), esto implicaría que y < x,

como x es minimal entonces x = y lo cual es una contradicción, por lo tanto

no existen rey—trayectorias dirigidas monocromáticas en 5 (D).

Caso 12(b) x € V (D). Por definición de N, Y$ (X) = 0, esto implica que YS(D) (Z) = 4>-

Entonces no existen en S (D) trayectorias dirigidas que salgan de x, por lo

tanto no existen en S (D) ^—trayectorias dirigidas monocromáticas.

Caso 12(c) x € A (D) e y e V (D). Como y E NnV(D) entonces VD (y) = <j>. Supon-

gamos que en S (D) existe T una xy—trayectoria dirigida monocromáti-

ca, T — (x ~-Xu ^2- —,Xk = y), por definición de S (D), como y € V (D),

xk-i E A(D) además YS(D) (zk-i) ~ {y}, entonces YD (rS{D){xk-i)) =

(f>, por 11, x~kZi = {x-fc-i} y Xk-i es un minimal de A(D)/ ~. Aho-

. . ra, (x, T, Xk-i) es una xxk-i~trayectoria dirigida monocromática entonces

Xk-i < x, como x es un minimal de A (D) / ~ pues x £ N D A (£)), en-

..; . • tonces x^-i = x, como x~k~í = {xk-i} tenemos que Xk-i — x. Entonces

'•••• YD (ps{D)(%)) — ̂ v{y) — <P pero esto es u n a contradicción pues x £ N

~;"' - - y •• y por lo t an to F£> (YS(D) ix)) ¥" $• Concluimos que no existen en S(D)

'•• \. . rc?/—trayectorias dirigidas monocromáticas.
'i ••~"'- \

.: ,.,.-. . •. . p o r }0 tanto N es independiente por trayectorias dirigidas monocromáticas.

;,j ;••';• 13.- N es absorbente por trayectorias dirigidas monocromáticas. Consideremos z E

:••• -"""r-- ;-.•.. V (S (D)) \N veamos que existe alguna zN—trayectoria dirigida monocromática

." en 5* (D). Tenemos dos casos para z:

/• 'Caso 13(a) z E 'A(D). Si ~z es minimal de A{D)-f ^ , por.definición de N\ existe

'•--1-:1; ••. •'.• : a E ¡z~ fl N1. Si a e N, entonces -z'-j^-'a y-;como z ~ a entonces existe

•u:-j:i. •:.• \M'- en ${D) una za—trayectoria dirigida-monocromática y por lo tanto una

'•• •:• :•.". ¡r • '•• zN—trayectoria dirigida monocromática.: Si a ^ N, entonces por definición

de ./V YQ (YS(D) (O-)) = 4>i por 11 a = {a}, por lo tanto z = a. Sea v E

'•• • ; ',.• V (D) tal que Ys(D) (a) ~ {v}. Por definición de N, v e N y por otro

lado: (z:= a, v) es una trayectoria dirigida monocromática en S (D), por lo

tanto existe .en S (D)~ una zN—trayectoria dirigida monocromática. Si z

í no es-minimal de.A(D)./ ^>, por el Lema 5.6 existe a E. A(D), a T¿ Z,
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tal que a es minimal de A(D) / ~ y a < z, ésto implica que existe T

en S (D) una za—trayectoria dirigida monocromática, si a € N, entonces .'¿.'.]

T es una zN—trayectoria dirigida monocromática en S(D). Si a ^ N¡ '•-:•-.;

argumentando como en el paso anterior T' — (a,v) es una aN—trayectoria -i:r:¡

dirigida monocromática en S (D) donde v eV (D) y es tal que TS(D) (a) ~ _• -?
{Ü}? en particular a^v. Por el Lema 5.7 T y T! son del mismo color, por. '"'

lo tanto T UT' contiene una zN—trayectoria dirigida monocromática en...--

Caso 13(b) z € V (D). Como z £ N por definición de N, Vo (z) ^ <p y esto implica

que TS{D) {z) ^ 4>. Sea a e r§(D) (2), por definición de S (D), a e A (D).

Si a £ N entonces (z, a) es ima 2./V—trayectoria dirigida monocromática

'- en S (D). Supongamos que a ^ N, por el caso anterior existe T en 5 (D)

una ax—trayectoria dirigida monocromática para algún x G N, notemos,

que a ^ x. Por el Lema 5.7 T y la trayectoria (2, a) son del mismo color en

S(D), así (z,a).UT contiene una zx—trayectoria dirigida monocromática

en S(D) con xGN.

' Por lo tanto N es absorbente por trayectorias monocromáticas.

Concluimos que N es un núcleo por trayectorias monocromáticas de S (D). s

A continuación mostramos que no todo núcleo por trayectorias monocromáticas

de la digráfica subdivisión es de la- forma descrita en la demostración del teorema

anterior. Sin embargo una condición suficiente para que-esto ocurra, Teorema 5.10 es

que la digráficaD no tenga ciclos dirigidos monocromáticos, más aún en este caso el

núcleo de S (D) es único; •

Nota 5.9 Consideremos un ciclo dirigido de longitud n monocromático como la di-

gráfica D, S (D) la digráfica subdivisión correspondiente es un ciclo dirigido de lon-

gitud-n monocromático. El número de núcleos en S (D) que se obtienen según, la

demostración del Teorema-5.8 es 3r-.uno por. cada flecha de D, ya que todo el conjunto :

A(D)es la única clase de equivalencia módulo ~. Sin embargo el número total de'

núcleos de S (D) es'-n pues-cada vértice de S (D) forma un núcleo. En la.-figura-5.9

se muestra el caso n — 3.

Teorema 5.10 .Sea D- una digráfica m—coloreada y sea S-(D) la digráfica subdivisión-

de D. Supongamos que en D no existen trayectorias, monocromáticas infinitas- exte-
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D S(D)

• > \ 1
(v,w)

fw,u)

Figura 5.9

vres ni ciclos dirigidos monocromáticos, entonces S (D) tiene un único núcleo por

trayectorias monocromáticas.

Demostración. Consideremos las relaciones ~ y < definidas en la demostración

del Teorema 5.8.

Veamos primero que toda clase de equivalencia de A módulo ~ tiene exacta-

mente un elemento. Procederemos por contradicción, supongamos que existen a, b e

A (D) tales que a ^ b y a ~ b, entonces existen en S(D), Ti una ab—trayectoria

monocromática y T2 una 6a-trayectoria monocromática, por el Lema 5.7 Ti y T2

tienen el mismo color, entonces Ti UX2 es un camino dirigido cerrado.monocromático

.que por el Teorema 1.37 contiene un ciclo C dirigido que es monocromático. Sea

« = (C\{aeV(C)/aeA(D)}) U
aev{C)r\A(D)

(a) x rS(D) {a)

;es decir a C le quitamos todos los vértices que corresponden1 a flechas de D, quedando

así solo los extremos de estas flechas y añadimos para cada a la flecha desde el

vecino interior de a cu S (V) hacia su vecino exterior, ésta flecha, del mismo color

que a, resultando así C un ciclo dirigido monocromático en D. Con esto obtenemos

una contradicción. Por lo tanto cada clase de equivalencia de'A módulo ~ tiene

exactamente un elemento.

Lo anterior implica que se obtiene un único núcleo por trayectorias monocromáti-

icas de '$< (B)\ siguiendo la técnica de la demostración del Teorema 5.8,' sea N éste

n ú c l e o . - - : ' ••' '•"• '••• ' -• • • • • - . • • • . • - , . . . . ! . i . . . . •, . .

•• •" Süpóñgá.mos.ique'iV' también es núcleo por trayectorias monocromáticas de 5 (D)¡

probaremos que N' ~ N. Observemos primero que:

• 1. Si v es un vértice de D tal que TD (U) = (p, entonces v pertenece a cualquier
: • núcleo de- S {D). Como,F D (v) —. (p entonce • F ^ j {v} = <p f por lo tantoW

• pertenece a cualquier núcleo de S (D). . • • • • . • '
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Sea x e N. Si x G V(D), como Ar es un núcleo de S (D) obtenido como se

describe en el Teorema 5.8, entonces VQ (X) = <f>, por l i e N'. Si x £ A (D), por la

construcción deiV, x la clase de equivalencia de x módulo ~, es una clase minimal

de (A(D)/ ~, <). Supongamos que x (. N\ como N' es núcleo por trayectorias

monocromáticas de 5 (D), existe una ara;'—trayectoria monocromática en S (D) para

alguna;' e N', esto implica que a;' < x, como x es una clase minimal de (A{D) / ~, <) ,

entonces x' — 5T, como cada clase de equivalencia solo tiene un elemento, entonces

x1 = x} pero esto es una contradicción pues habíamos supuesto .que x fi N1. Por lo

tanto x G N'. Con esto concluímos que N C Nf.

Ahora sea x1 G N'. Supongamos que x' ^ N, entonces existe una x'x—trayectoria

monocromática en S (D) para algún x £ N. Como N C N'} entonces x € N\ así

tenemos que x,x' E N' pero esto no es posible pues N' es independiente por trayecto-

rias monocromáticas en S (D) por ser núcleo por trayectorias monocromáticas. Por

íb tanto x' € N. Concluímos que NJ C N. . -

"r Por lo tanto N' = N. B

El siguiente contraejemplo muestra que el regreso del teorema anterior no es válido.

Nota 5.11- La.digráfica D de la figura 5.10 contiene un ciclo dirigido monocromático.

Veamos que la digráfica subdivisión correspondiente tiene un único núcleo por trayecto-

rias monocromáticas, a saber {(v,x), (x,v)}. No es difícil ver que N = {(v,x), (x,v)}

es núcleo por trayectorias monocromáticas de S (D). Supongamos que N' es cualquier

otro núcleo por trayectorias monocromáticas de S(D). Si N' no contiene a {v,x)}

como la única trayectoria dirigida monocrom-áfica desde {v}x) es hacia x, entonces x

debe pertenecer a N'. Corno desde cualquier vértice del ciclo hay trayectoria dirigi-

da monocromática hacia x, y desde x hay trayectoria dirigida monocromática hacia

(XjV) entonces Nf — {%}, pero N' no es absorbente por trayectorias monocromáti-

cas pues1 desde {x.,v) no hay trayectorias dirigidas monocromáticas hacia x. Por lo

tanto Nr debe.contener a (v,x\. {{v,x)} absorbe por trayectorias monocromáticas a

todos los-vértices.de S (D) excepto ax y (x,v). x £ N' pues hay trayectoria dirigida

monocromática desde (v, x) hacia x. (a;, v) debe pertenecer a N': pues de otro modo,Nr

no absorbería por trayectorias- monocromáticas a x. Por lo tanto'N' = N. Concluí-

mos -que S (D) tiene un único núcleo. Por lo tanto la condición de la no existencia

de ciclos dirigidos monocromáticos en D en el Teorema 5.10 no es necesaria para que

S (D) tenga un único núcleo por trayectorias monocromáticas.
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D S(D)

(v,x)

x

+(x,v)

i/2

•i

Figura 5.10

5.2 Una Generalización de la Digráfica Subdivisión de una

Digráfica m- Coloreada

En esta parte presentamos una generalización de la digráfica subdivisión de una
digráfica m—coloreada y demostramos que siempre tiene núcleo por trayectorias
monocromáticas si la dígráfica original no tiene trayectorias monocromáticas infinitas
exteriores. - . . • • .

Definición 5.12 Sea D una digráfica m—coloreada y sea S (D) la digráfica subdi-

visión de D. Definimos la digráfica m—coloreada S' (JD) como sigue:

S' (D) = S (D) \ {(•*!, a) /a G A (D) y u es extremo inicial de a] U \J pa

donde {¡Sa/a 6 A (D)} es un sistema de trayectorias dirigidas monocromáticas tales

que si a £ A (D) y a = (u,v) entonces:

. (i) ¡3a es una ua—trayectoria del mismo color de la flecha {u, a) en S (D), . . .

(ü) (V({3a)\{u})nV(S(D)) ={u,a\¡ y ' ' ' '

Es decir 5" (D) se obtiene a partir de 5 (D) eliminando para cada a € A(D) la
flegha'que' incide .'hada a y :en su lugar ponemos una trayectoria dirigida del mismo
color que la flecha eliminada..'Esto es lo mismo que a partir de D se sustituya cada
flecha de D por una.trayectoria dirigida de longitud al menos dos del mismo color
que la flecha, enieLcaso dé que .cada una de estas trayectorias sea de longitud dos, se
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obtiene la digráfica S'-(D). La figura 5.11 muestra un ejemplo de una digráfica Sr (D)

correspondiente a la digráfica D de. la figura 5.1. La definición de S' (D) la hemos

presentado de la forma anterior para facilitar su manejo.

S'(D)

Figura 5.11

Teorema 5.13 Sea D una digráfica rn~ coloreada. Si D no tiene trayectorias mono-

cromáticas infinitas exteriores, entonces la digráfica S' (D) tiene núcleo por trayecto-

rias monocromáticas.

Demostración. Por.el Teorema 5-8 la digráfica subdivisión de ,/>, &•{•&)>

tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. Sea N un núcleo por trayectorias-

monocromáticas de S (.D)-.1 Probaremos que N es un núcleo por trayectorias moirocro-'

•máticas de S" (D). Si a = (u,.v). e A(D) y la longitud de (3a es al.menos dos, definimos

la trayectoria ffa = pa\ {u, a}, notemos que V (pf
a) n V {S (D)) = tj>. .

1. N es independiente por trayectorias monocromáticas en S' (D). Sean x,y e N,

supongamos:que exite Tí.en S1 (D) ima xy—trayectoria dirigida monocromática.

Como N es independiente-por trayectorias monocromáticas en. S (.D), entonces••:

T' no es una trayectoria-.dirigida en S (D), entonces existe a — (u, v) e -A('P), :

tal que la longitud de./?a,.es.almenos dos y V (T') D V (0a) ^ <f>. Como {x¿y\. C

V (S (D)yentonceS,(y-(r) \.{x, y}) n V (ft).V f Sea z e (V (T) \ fa y}.). R,
y Wa) T1'^ comoiz, £ {x,.y} entonces \T^} (z) = 1 = |FT ' (*))•, de la. definición..

de Sr(D) tenemos:que. :

entonces T^1 (2) LJ P

está contenida en X

v T0a(z)\ -
(z) C V( í v ) , esto implica que toda la trayectoria /?

Sea.A' — {a e A(D) / la longitud de\{3a es-, alómenos

dos y V{T') DV(pf
a) ± ó} y sea T - (T>\( \J V (P'j)) U. {(U, a) de. color

i/ a — •(u!w)-E:,i4.'..:e i...es.el color de, /?¿}., 71 .es ¡una x-y—trayectoria "dirigida

monocromática en >S(D), lo cual es una contradicción pues x-yyñ-N--y:N es un
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núcleo por trayectorias monocromáticas de S (D). Entonces en S' (D) no existen

xy—trayectorias dirigidas monocromáticas. Por lo tanto N es independiente por

trayectorias monocromáticas en S" (D). . . •

2. N es absorbente por trayectorias monocromáticas en S' (D). Consideremos z G

V (S' (£))) \JV, veamos que existe alguna zN—trayectoria dirigida monocromáti-

ca en S' (D). Si z e V (S(D)), entonces por ser N .un núcleo por trayectorias

monocromáticas de 5 (D) existe T una zN—trayectoria dirigida monocromáti-

ca en S(D). Sea T = T\{(u,b) / b e A{D) C\V (T)} U |J 0bi T
beA{D)nV(T)

es una ^TV—trayectoria dirigida monocromática en S'(D). Supongamos en-

tonces que z £ V(S(D)), entonces existe a = (u,v) G A(D)¡ tal que la lon-

gitud de Pa es al menos dos y z 6 V (pt
a). Tenemos que a E V (S(D)), si

a G iV, entonces (^,^o, a) es una zN—trayectoria dirigida monocromática en

Sr (D). Si a ^ N, como A/" es núcleo por trayectorias monocromáticas de S (D),

entonces existe T una aN~trayectoria dirigida monocromática en S(D), sea
1 T! = T\ {{u, b)/beA {D) O V {T) } U [J Pbi T es una aiV-trayectoria

b£A(D)nV{T)

• .dirigida monocromática en S! (Z?), entonces (2, f3a, a)UT' es una 2/V—trayectoria

' dirigida monocromática en S' (D). Por lo tanto N es absorbente por trayectorias
• monocromáticas. • .

Concluimos que N es un núcleo por trayectorias monocromáticas de S' (D). m

Análogamente al Teorema 5.10, una digráfica S'(D) tiene un único núcleo por

trayectorias monocromáticas si D no tiene ciclos dirigidos monocromáticos.

Teorema 5.14 Sea D una digráfica m—coloreada. Si D no tiene trayectorias mono-

cromáticas infinitas exteriores ni ciclos dirigidos monocromáticos, entonces S' (D)

• tiene un único núcleo por trayectorias monocromáticas.

'• 'Demostración. Mostraremos primero que "si D no contiene ciclos dirigidos

monocromáticos; entonces S' (D) tampoco. Procederemos por contradicción, supon-

'gá"mós que C es un ciclo dirigido monocromático en S'\D). Sea

c=íc\ u V(P:)) U (r;¿,j (<») x rs(fl) (a)

donde /?* = 0a\u
:si a = (u, v) para alguno e V (D), es decir, si o ^ (i¿, v) E V (C) n

A(-D)\'Á'C' le quitamos-la.trayectoria/5Q-excepto.el vértice inicial, •quedandp-.así.sólo

u y'v, y añadimos1'una flecha'desdé u hacia t i e s t a ñecha del mismo, color que /?
a-r-
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resultando así C un ciclo dirigido monocromático en D, lo cual es una contradicción,

por lo tanto S' (D) no contiene ciclos dirigidos monocromáticos.

. Por el Teorema 5.10 S (D) tiene un único núcleo por trayectorias monocromáticas

N. Por el Teorema 5.13 N también es núcleo por trayectorias monocromáticas de

Primero mostraremos que: .

1. Todo núcleo por trayectorias monocromáticas de S' (D) también lo es de S (D).

Sea 'Nr un núcleo por trayectorias monocromáticas de S'-(D).

1.1 N' C V (S (D)) = V (D)UA(D). Supongamos que existe x e N'\(V (D) U

A (D)), entonces existe a = (u, v) € A (D), tal que x e V (J3a) \ {u, a}. Sea

£el color de a en D, entonces pa es de color i. Sea Ti = (x, ¡3a, a), Ti es una

xa—trayectoria dirigida de color i en S' (D), como x € N' y N' es un núcleo

: por trayectorias monocromáticas, de 5" (D), entonces a ^ N'. Entonces

existe x' e Nf y T2 una da;'—trayectoria dirigida monocromática .en S' (D),

en particular a y¿ x', como TS'(D) (a) — {v} entonces •. (a, v) e AiT^) y esta

flecha es de color i, así T<¿ es de color i. Si x = x' entonces Ti U T% es un

camino dirigido cerrado monocromático que por el Teorema 1.37 contiene

.un ciclo dirigido y éste es monocromático, pero esto es una contradicción.

Supongamos que x ^ x\ entonces Ti U Ti es una camino dirigido que por

•el Teorema 1.36 contiene una EX'—trayectoria dirigida y ésta es de coloré,

pero esto es una contradicción pues x € N', x' € Nr y Nf esun núcleo por

trayectorias monocromáticas de S' (D). Por lo tanto TV' C V (D) U A (D).

1.2 • TV' es independiente' por trayectorias monocromáticas en S (D). Sean x,y e

N': y, supongamos que existe T una xy-~trayectoria dirigida monocromáti-

ca en 5(D). Se&V = T\{(Uia)/aeA(D) f)V(T)}U \J fia,
. . af=A(D)r\V(T) .

. :T"'és una xy—trayectoria dirigida monocromática en 8'(D)., pero esto no

'"-.-•y es ¡posible-pues N':'es independiente por trayectorias monocromáticas :en

• ] S ' ( D ) . - • • • • • ' ' - - • • - • • • • • • • • • • • '

1.3 N' es' absorbente por trayectorias monocromáticas en S(D). Sea z E

..-, T/(6r(LJ))\iV', como-V{S.(D)) C V(S* (D)) y N'. es absorbente por trayec-

torias monocromáticas en 5' (D) entonces existe T' una zN'~trayectoria

\ \a(=A> ' ) J

de color i / a = (u,v)--€ A' e i es el color de P'¿}:.;T-es una zN'—trayectoria
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dirigida monocromática en S (D). Por lo tanto Af es un conjunto absorbente

por trayectorias monocromáticas en S {D).

Por 1.2 y 1.3 tenemos que N' es núcleo por trayectorias monocromáticas de

•: S (D). Es decir todo núcleo por trayectorias monocromáticas de S' (D) también

lo es de S{D).

Ahora, como N es el único núcleo por trayectorias monocromáticas de S (D)

entonces cualquier núcleo por trayectorias monocromáticas de S' (D) es igual a N.

Por lo tanto S' (D) tiene un único núcleo por trayectorias monocromáticas, n

5.3 La Digráfica E! (D)

En [37] se define a partir de una digráfica D, una nueva digráfica denotada por R (D)

y se prueba que siempre tiene núcleo. En esta parte definimos la digráfica R! (D) que

es una generalización de la digráficá anterior1 para una digráfica D TU—coloreada y

probamos que tiene núcleo por trayectorias monocromáticas si D no contiene trayec- " • :•:

tonas-monocromáticas infinitas exteriores, esto como una consecuencia inmediata del • .- .•

Teorema 5.13.

Definición 5.15 Sea D una. digráfica^rn—.coloreada. Dada una digráfica S'{D)-.de :•.-•>"••

D, definimos la correspondiente digráfica R' (D) de D, como la digráfica m-coloreada .

tal que

R'{D) = Sf{D)UDU U Aa
a£A(D)

donde para cada a € A(D) si a — (u,v) y es de color.i entonces Ao es un conjunto •:

de Bv—flechas de color i donde B =. V (0a) \ {u, a}. ••:

• Es decir R' (D) se obtiene a partir: de,.S' (D) añadiendo una copia áe'D, y si .?.•:• •••

a:E A(D), a = (u,v) y.es.de color..if se añaden algunas flechas de color i o-iiinguna^í-v.r

desde los vértices de laí'respectiva;ítrayectoria pa\{u.-a^} hacia v. En la figura b:12tirúi-

mostramos un ejemplo;4ei.una,digráficaiif!::'(Z)) obtenida a-partir de la digráfica S1 (D$&:fc-:r

de la figura 5.11. •

" vMostr:aremos que::la"cerradura-transitiva de la digráfica R' (D) es isomdrfa a' la - ••-• •

.cerradura transitiva de-la.-.:digráfica S1 (D) de la cual se.obtiene y por lo tanto.siX^no.V: •

tiene trayectorias-monocromáticas'infinitas exteriores^1 '-entonces R' (£);)-tiéné 'núcleo1 i-

por. trayectorias monocromáticas;^ : . . . . . .;•;,; ._••-•.• •:.!•.••-..•
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K(D)

Figura 5.12 . .

Teorema 5.16 Consideremos una digráfica S1 (D) de una digráfica m—coloreada D.

Si B! (D) es obtenida a partir de S' (D) entonces €{S' (D)) = £(Rf (D)).

'•' Demostración. Como R' (D) = Sf {D) U D U |J Aa entonces £(S" (D)) es

una subdigráfica de £ (Rf (D))'. Ahora veamos que € (Rf (D)) es una subdigráñca de

Mostraremos primero que R1 (D) es una subdigráfica de €(S' (D)). De la defini-

ción de R'(D) basta mostrar que A U U Ao C A(€(S'(D))) donde Á .= {a .e
.aeA(D)

A{R'(D))/a e A(D)}::. Sea a- e A(R'(D)) tal que a e A(D)) supongamos que
a = (u,v) es dé colorí, y que pa = (u — xQ, ...,a;fc = .a), sea j e {0, .. . ,"/c-Í :},

entonces (xj,0a,a) U (a,v) es una XjV—trayectoria dirigida de color i en S1 (D),

por lo tanto :(^, ' í )) 'e A(£(SfÍD)))} en particular {a} UAa C A (£(S'/ (D))), así

AU U Aa C A (£(5'(£)))•):• Por lo tanto i?' (D) es una subdigráfica de C(5" (£>)}.

Por el Teorema 1.53 la cerradura, transitiva do la cerradura transitiva de una digrá-

fica m—coloreada es igual a la cerradura transitiva de la digráfica, esto implica que

£(Rf(D)) es lina subdigráfica de £(S'(D)). Por lo tanto €{S1 (D)) = £(#'.(£>)).: n

Corolario1 5.17 Sea D-una digráfica m—coloreada. Si R':(D). es.-obtenida o,.partir'de

5" (D), entonces 5" (Dty 'y R! {D) tienen el mismo número de núcleos por trayectorias

monocromáticas. En' particular••si D no tiene trayectorias infinitas-exteriores-entonces

R' (D) tiene micleo por trayectorias monocromáticas. .. ; .• ..'.... .- .-..•._

Demostración. •. De acuerdo al Teorema 1.54 el número de núcleos por. trayecto-

rias monocromáticas;dé-una-digráfica coloreada es igual al:número dé •núcleos.de'su

cerradura^transitiva:)': dado que tí (5 ' (D))-. = £ (R! (D)) por,el Teorema,5.16,; entonces-

5/(Z?)-iy1í2/l(£í)i"itieiieia'..el íiiismo -número de núcleos p.or-trayectonas-'iBonQcromáti-

cas. Ahora, si .D.nd..-tiene trayectorias infinitas exteriores, por, el Teorema. 5.13 Sf-(D)
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tiene núcleo por trayectorias monocromáticas, por lo anterior R' (D) tiene núcleo por

trayectorias monocromáticas. •

Por último, otra consecuencia del Teorema 5.16 es la unicidad del núcleo por

trayectorias monocromáticas de una digráfica R' (D) cuando D no tiene ciclos di-

rigidos monocromáticos además de no tener trayectorias monocromáticas infinitas

exteriores.

Corolario 5.18 Sea D una digráfica m—coloreada. Supongamos que D no tiene

trayectorias monocromáticas infinitas exteriores ni ciclos dirigidos monocromáticos.

Consideremos una digráfica S' (D) de la digráfica D, si R! (D) es obtenida a partir

de S' (D), entonces R' (D) tiene un único núcleo por trayectorias monocromáticas.

Demostración. : Por el Teorema 5.13, S' (D) tiene un único núcleo por trayecto-

rias monocromáticas entonces por el Corolario 5.17 R! (D) tiene un-único núcleo por

- trayectorias monocromáticas. •

5.4 La Digfáfiea Media de una Digráñca m-Coloreada

En [37]'se demuestra-que la digráfica media de cualquier digráfica siempre tiene núcleo,

en esta sección definimos la digráfica media de una digráfica m-coloreada y probamos

que tiene-núcleo por trayectorias monocromáticas si la digráfica original lo. tiene.

En [25] se define la-digráfica de líneas de una digráfica y la coloración interna de

la digráfica de líneas de. una cliE r̂áfica m— coloreada.

Deñnición 5;19 La digráfica de líneas.de una digráfica D es la digráfica L(D) tal

que V (L(D)) = A (É>)::ij para cualesquiera h}k EV (L(D)) existe la flecha (h, k) en

L(D) si y'sólo si los "correspondientes arcos h y k inducen una trayectoria, dirigida

en D; es decir el extremo .final de h es el extremo inicial de'k. . ' "••.'• -- •' •

Definición- 5.20 :$eüD:ühwdigráfica m^-,coloreada y L {D):..su\ digráfica:.dedíneas;

la m-cotoración interna de L (D) es la coloración de flechas de L (D)' definida a

continuación: Si"h-es¿tina-flecha de D de colore 'entonces cualquier'flecha de-L(D)

de la-forma (z i.h)-en-L(D) también tiene; color c. . >. . • /•:.' •..•?<•..• - .

Definición:-b'^áv-!'Dh,Üa D una digráfica m-coloreada, defttiimofr la•< digráfica media
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Q{D) de D, como la digráfica m-coloreada tal que . ' •.

V(Q(D)) = V(D)UA(D) y

{x}xrD¿(x) six£V(D),

{v} si x = (u, v)eA(D) y ve TD¿ (u)

W x TD¡i (v) si x = (u, v) £Á{D).

Gráficamente podemos considerar que Q (D) se obtiene a partir de la digráfica-

subdivisión S{D) de D, definida en la sección 5.1, añadiendo sobre los vértices de

S(D) que corresponden a ñechas de D la digráfica de líneas áe.D con la coloración

interna. En la figura 5.13 mostramos la digráfica media de la digráfica D de la figura

5.1.

QP)

(w,u)

Figura 5.13

En el ejemplo anterior, vemos que D y Q(Z?)..no tienen núcleo, por trayectorias

monocromáticas-. En el. Teorema 5.26 demostramos que si D tiene núcleo por trayec-

torias monocromáticas .entonces Q (D) también. Para la demostración de. éste teore-

ma resultan útiles los siguientes lemas que se refieren a algunas relaciones entre una

digráfica m—coloreada y su digráfica media. • • , • •

Lema 5.22 SeaM.una digráfica m—coloreada. Sia,b € A{D)yT. es.una ab—trayec-

toria dirigida • de'-cóióv- i'•• de longitud mínima en Q (D) entonces V (T)' c:- Á

• Demostración..: Procederemos por contradicción,, supongamos.que/Ti =-•(«. = Xi,

'X2, •••') Xk> — &)<y-'qué-para a l g ú n j € . { 2 , . . . , ^ ; — 1} x¿ ^ A(D); és-.dücii':xy&<¥ (D).

Por definición de Q (D), x¿-i y Xj+i corresponden a flechas de D de color i y para

algunos" u, v e ~V (¿D)y''i¿j-i = {u,Xj)':y Xj+i = {XJ,V)\ -huevamerite; por-definición

de Q{D) tenemos que (xj-^uxj+i) :és una flecha de. Q (D) decolor-¿. Por lo tanto

T' ^"(T\xj)U(Xj-i, XJ+Í) es una ab—trayectoria dirigida de color-i en Q (D) de menor

lorigitüd:qué.7?'-lo cual es una contradicción. Por lo.tanto V,{Z)-:C>A (£>)...•••'•
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Lema 5.23 Sea D una digráfica m—coloreada y sea T una ab—trayectoria dirigida

de color i en Q (D). Supongamos que V (T) C A (D), a = (u, s) y b = (t, v) entonces

existe en D una sv—trayectoria dirigida de color i.

Demostración. Supongamos que. T* = (a = aL) 0,21 •--, Qfc — b), entonces para

cada j 6 {2, ...,k} tenemos que .07 € ^Q(D),Í (aj-i)i así por definición de Q (D) a,j es de

color i en D. Por otro lado, aplicando nuevamente la definición de Q (D) tenemos que

para cada / € {1, 2,..., k — 1}, existe v¡ e V (D) tal que para cada j € {2,..., k ~ 1}

dj = (VJ-I,VJ). Como ai = a = (u, s) entonces ^ = s y como a^ '= b = {t,v)

por la definición de Q (D) Vk-i = t. Por lo tanto (s = v\, v2,..., Vk-\ — í, u) es en D

un su—camino dirigido de color i el cual, por el Teorema 1.36, contiene en D una

su—trayectoria dirigida de color i. m

...LLéma 5.24 Sea D una digráfica m—coloreada y sea T una uv—trayectoria dirigida

¡ '*•?"': de color i en D, entonces existe en Q (D) una uv—trayectoria dirigida de color i.

\\-~ '••-.^Demostración. Supongamos que T = (u = Vi,W2, - - -, vt = v), para .cada -j €

1 i;-'"' {2,1.;., k} como (vj-i,Vj)-.€. A(.D) seaaj- = (VJ-I^VJ). Por definición de Q (D) tenemos

•: ;. cju'e (a2, ...,-ak) es una trayectoria dirigida de color i en Q (£>•) así como (u,a2) ,(ak,v)-&

; •\.;v: A(í j (-D)) y son.flechas.de color i, por lo tanto (u,0,21 --•, a^, v) es una tiu—trayectoria

. '.".dirigida de color i en Q (D). • ' • •:•.

Lema 5.25 Sean u,v EV (D) y T una uv—trayectoria dirigida de color i en Q (D),

entonces existe en D una uv—trayectoria dirigida de color i.

Demostración. Supongamos que T = (u = £1,2:2, •••;£& — v), por definición

de Q (D) Lciiuiiiod que ai2 y -x-k-i corresponden a flechas de color i de D y exis-

ten s.t £ V'{D) tales -que x2. = {u.s) y Xk-i = (í,w). Como (£2, T, 2:^-1) es una

x2Xk-\—trayectoria dirigida de color?, podemos considerar T 'una x2Xk-i—trayectoria

dirigida de. color i de .longitud mínima en Q (D)i por el. Lema .-5.22 V (T1.) ..G A (£>),

por el Lema 5.23.existe.'.?7/' -.en;D una sv—trayectoria dirigida de: color.i, entonces en

D tenemosique (u.-.s^T--^ es umuv—camino dirigido que por el Teorema l.;36:éontiene

una uv—trayectoria' dirigida decolor i. • : ' ' • '• '••;•'. .•.••••••• - •:•-••'•

. Teorema 5¿26 Sea D una digráfica m—coloreada y sea Q (D)'la' digráfica media 'de

D. Entonces.M número desnúdeos por trayectorias monocromáticas de-D es menor

o igual al número de núcleos por trayectorias monocromáticas de Q (D).

Demostración.-1 ' Sea N- un'núcleo por'trayectorias monocromáticas-de D. pro-

: haremos que ~N es-.im núcleo por trayectorias monocromáticas :de-Q(D)r.:
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1. N es independiente por trayectorias monocromáticas en Q(D). Sean u,'v e N,

supongamos que existe en Q (D) una uv—trayectoria dirigida monocromática.
Como N es núcleo por trayectorias monocromáticas de D entonces u} v £ V.(D),

por el Lema 5.25 existe en D una uv—trayectoria dirigida monocromática, lo
cual es una contradicción pues u, v £ N y N es independiente por trayectorias
monocromáticas de D. Por lo tanto no existen en Q (D) uv—trayectorias dirigi-
das'monocromáticas. Así iV es independiente por trayectorias monocromáticas

• enQCD).

2. TV es absorbente por trayectorias monocromáticas en Q (D). Consideremos z £
V'(Q (D)) \N, veamos'que existe alguna zN—trayectoria dirigida monocromáti-
ca en Q (D), tenemos dos casos z € V (D) ó z e A (D).

Caso (a) Si z £ V (D), como N es núcleo por trayectorias monocromáticas de D

tenemos que existe en D una zv—trayectoria dirigida monocromática para
algún v £ N, por el Lema 5.24 existe en Q (D) una zv—trayectoria dirigida
monocromática. Por lo tanto existe en Q (D) una zN—trayectoria dirigida
monocromática.

. Caso (b) Si z € A(D), sean u,v e V (D) tales que z = (u,v). Supongamos-que
v € N, por definición de Q (D) tenemos que (z, v) e A(Q (£>)), por lo tanto
(z,v) es una zÍV--trayectoria dirigida monocromática en Q(D). Supon-
gamos que v £ N, por el caso (a) existe T en Q (D) una vw—trayectoria
dirigida monocromática para algún w £ N: sea i el color de T. Supongamos
que T = (v— xi}X2^..-,Xk =w)i por definición de Q{D), x2 € A(D),

X2 = (u,s).para algún s £. V (D) y x<¿ es de color i. Como z = (u,v),

entonces por definición de Q(D), (z,X2J E A(Q(D)) y es una flecha de

color i. Por lo tanto (z, x2) U {x<¿: T, w) es un camino dirigido en Q (D) que

• por el Teorema 1.36 contiene.una zw—trayectoria dirigida que es de color i;- :'••.
:. • •••• Por lo tanto"existé:en Q{D) uha.-ziV—trayectoria dirigida monocromática. ;•. .

Asi'N es absorbente por trayectorias monocromáticas en Q (D): .-• • . .

Concluímos que N es im núcleo por trayectorias monocromáticas de Q (D). Por

lo tanto todo núcleo por trayectorias monocromáticas de D es.núcleo por trayectorias •

monocromáticas de Q (D). así el número de núcleos por trayectorias monocromáticas .. ,

de D •es-menor, p igual:.que-el-;mimero;-.de, núcleos por trayectorias,monocromáticasde- :-

Q(D). B . , .-.- ,,...,,,-... .. .- ; . ... . : . . , , , ,; ......
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En la siguiente nota mostramos que la desigualdad mencionada en el teorema

anterior puede ser estricta, es decir el número de núcleos de una digráfica m—coloreada

puede ser menor íestnetamente que el número de núcleos de su digráfica media. Sin

embargo una condición suficiente para que se dé la igualdad es que D no tenga ciclos

dirigidos monocromáticos, esto es el Teorema 5.31.

Nota 5.27 Consideremos a D un ciclo dirigido monocromático de longitudn, en esta

digráfica cada vértice forma un núcleo por trayectorias monocromáticas, por lo tanto

tiene n núcleos por trayectorias monocromáticas. Su digráfica media Q (D) consta

de 2n vétices y como contiene un ciclo dirigido monocromático de longitud 2n, cada

uno.de sus vértices también forma un núcleo por trayectorias monocromáticas, figura

5.14. P°r 1° tanto el número de núcleos por trayectorias monocromáticas de D es

estrictamente menor que el número de núcleos por trayectorias monocromáticas de

D Q(O)

Figura 5.14

••• • Los siguientes lemas resultan útiles para la demostración del Teorema 5.31.

Lema 5.28 Sea D una digráfica m—coloreada y sea Q(D) la digráfica media de D.

' SiC-'es un ciclo, dirigido, de color i de- longitud -mínima, en Q (D) entonces V (C) G

A{D).

v¿ : ! Demostración; Procederemos por.contratlicción: Supongamos que C = (xo,Xi,

..^Xk-i^o) y que V (C) <£ A (D). Si k = 2, supongamos sin perder generalidad que

'1-XQ-£-A{D), es d'eeir x'ó € V (D), por-definición de Q{D)-.xi corresponden una flecha

de D de color i-.-. Como (:ro>£i) e -A(Q (D))- y (X^-XQ) e A (Q (D))- entonces para

algunos -u; v 6 V"{D), a*i =-{x^n)iy• x\'=:•(v';xü), entonces-z^ — (xo\-xo) lo cual no es1

posible, por lo tanto V (C) C A(D). Supongamos que k > 3 y sea j e {0, ...,k — 1}
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tal que Xj £ A(D), es decir Xj G V{D), por definición de Q (D) tenemos que XjLi

y Xj+i corresponden a flechas de D de color i (la suma en los índices es tomada

módulo k) y para algunos u,v e V(D),,Xj-i = (u,Xj) y xj+1 = (Xj,v). Nuevamente

aplicando la definición de Q(D) tenemos que (XJ^UXJ+I) es una flecha de Q(D) de

color i. Por lo tanto O = {C\XJ) U {XJ-I,XJ+I) es un ciclo dirigido de color i en Q (D)

de menor longitud que C, lo cual es una contradicción. Por lo tanto V (C) C A (D).

•

Lema 5.29 Sea D una digráfica m—coloreada y sea Q (D) la digráfica media de D.

Si D no tiene ciclos dirigidos monocromáticos entonces Q (D) tampoco tiene ciclos

dirigidos monocromáticos.

Demostración. Procederemos por contradicción. Supongamos que Q (D) tiene

k'algún ciclo dirigido monocromático, sea de C uno de longitud mínima y sea i el color

de C. Por el Lema-5.28 V (C) C A (D), supongamos que C = (oo,fli, .»,ftfc-i", ÜQ).

Por definición de Q{D), para cada / G {0, ...,&}, existe tv tal que para cada j G

{0,,.., k — 1} cij '= (vj,vj+i) y vk = vo. Como aj+i e VQ(D),Í (%) entonces a^+i es de

color i e n U (la suma en los índices es tomada módulo fc).para.toda j . £ {0, ...,k — 1}. •

Entonces (WQ/WÍ,••-., VA — VQ) es en D un camino dirigido cerrado dé color i el cual por

el Teorema 1.37. contiene un ciclo dirigido de color i, pero esto es_una contradicción

pues D no tiene ciclos dirigidos monocromáticos. Por lo tanto Q (D) no'"tiene ciclos

dirigidos monocromáticos, E

Lema 5.30 Sea D una digráfica m—coloreada y sea Q (D) la digráfica media de D.

Supongamos que D no tiene ciclos dirigidos monocromáticos, si N es un núcleo por

trayectorias monocromáticas de Q (D) entonces N C V (D). . •. . • •

Demostración1. .. Procederemos por contradicción. Supongárnos\ que existe

a e N D Á (D)y sean n,y € V (D) tales que a = (u,v). Por definición de Q(D)

tenemos que (a-,v^E A{Q (D)), entonces v ^ N, Como N es núcleo por.-trayectorias

monocromáticas:.de \Q:.^D) existe T. una-vz—trayectoria dirigida.monocromática en

Q (D). para, algún z €vN. Supongamos que T — (v. = x\vx2) ...,^~...^).y,,.que T es de

colorí. Gomo.-,vfE;.V;('D) por definición de Q (D) tenemos que x'2iGiA.{Dty-¿x$ =¿ (v, w)

para algún w .£ V (D) y es de color i, entonces aplicando nuevamente la definición

'de'Q'(D) tenemos .que'(a,xo) € A{Q(E))) y es una flecha de color:i\:-figura 5.15. Si

• z• y¿ a- entonces (a, x%) U (x?. T, z)...es.un camino dirigido ;en Q {.D). de color i que por .

* el Teorema1.36 contiene una oz—trayectoria dirigida, que es • de/color ,¿, pero.pstp.no-

•és. posible pues a.;z G N. y N es independiente por trayectorias, monocromáticas. Si
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z — a, entonces (a = 2, £2) U (x%,T,z) es un camino dirigido cerrado en Q(D) de

color i que por el Teorema 1.37 contiene un ciclo dirigido que es de color i, pero por el

Lema 5.29 Q (D) no tiene ciclos dirigidos monocromáticos. Por lo tanto N C V (D).

• '

En Q(D):

v=x

a—(u,v)

Figura 5.15

Teorema 5.31 Sea D una digráfica m—coloreada y sea Q (D) la digráfica media de

D. Supongamos que D no..tiene ciclos dirigidos monocromáticos, entonces el número

de núcleos por trayectorias monocromáticas de D es igual al número de núcleos por

trayectorias monocromáticas de Q(D).

Demostración;. En virtud del Teorema 5.31 basta demostrar que todo núcleo por

trayectorias monocromáticas de. Q (D) es un núcleo por trayectorias monocromáticas

de D. Sea N un núcleo por trayectorias monocromáticas de Q (D), por el Lema 5.30

NcV(D).

1. N es independiente por trayectorias monocromáticas en D. Procederemos por

contradicción..Supongamos que:existe unami—trayectoria dirigida monocromáti-

ca en D con u}'v €..N , por Lema 5.24 existe en Q(D) una uv~trayectoria

dirigida monocromática, pero esto no es posible pues iV es independiente por

trayectorias • monocromáticas en Q(D). Por lo tanto N es independiente por

trayectorias monocromáticas en D. . . . . •-. . ; •

2. AT;es absorbente>pcíi;;-i3rayectorias •monocromáticas'en^D. Sea íi-^'.I

• ; veamos qüe.-existe'alguna uiV—trayéütoria monocromática en D¡.-r.Qom¡o:-N:\es:ab-

sorbente por trayectorias monocromáticas en Q (D) entonces existe en Q (D) una

t•••-'""ui;1^trayectoria dirigida' monocromática para algún v- E:N, c'onio u;v- eV (D)

,'• ::•• aplicando:elALema 5.25 existe engoma uu—trayectoria-dirigida monocromática,

'•'•••'•póislo' tanto existe en\D una it,N~trayectoria dirigida'monocromática. Así N

••• ^ es absorbente por trayectorias monocromáticas en'D.; .- • • •-. •• ••
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Concluímos que N. es. un núcleo por trayectorias monocromáticas de D. Por lo

tanto todo núcleo por trayectorias monocromáticas de Q (D) es núcleo por trayectorias

monocromáticas de D, esto y el Teorema 5.26 implican qué el número de núcleos por

trayectorias monocromáticas de D es igual que el número de núcleos por trayectorias

monocromáticas de Q (D). *

5.5 La Digráfica Total de una Digráfica m—Coloreada

En [37] se define a partir de una digráfica D la digráfica total de £>, denotada por

T (D), y se dan algunos resultados sobre la existencia de núcleos para esta nueva di-

gráfica. En esta sección definimos la digráfica total para una digráfica D m—coloreada

y probamos que el número de núcleos por. trayectorias monocromáticas de esta di-

gráfiea es igual al número de núcleos por trayectorias monocromáticas de D si D no

contiene ciclos dirigidos monocromáticos.

Definición 5.32 Sea D una digráfica m~ coloreada. Definimos la digráfica total

de D como la digráfica T (D) m-coloreada tal que . •

= Q{D)UD. • :

En la figura 5.16 mostramos la dígráfica T(D) correspondiente a la digráfica D

de la figura 5.1.

T(D)

•A

í< «< O

•Figura 5.16

Mostraremos qite la-cerradura-transitiva de la digráfica:-T1(Z)) y la • cerradura,

transitiva de Q (D) son agúales para así tener una relación entre el núniero.^devnú-.

cleospor trayectorias-monocromáticas.de D y el número de.núcleos.por trayectorias-.

monocromáticas áeT(D) usándolos teoremas.5.26 y 5.31:- • . . .:-... ;v; -,:. .;,.:.;•
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Teorema 5.33 Sea D una digráficam-coloreada, entonces £(T(D)) = €(Q (D)):

Demostración. -Como T{D) := Q (D) U D entonces C(.Q (D)) es una subdi-

gráfica de £ (T (D)). Ahora veamos que £ (T (D)) es una subdigráfica de € (Q (D)).

Mostraremos primero que T (D) es una subdigráfica de £ (Q {D)). De la definición

de T (D) y como V{D)cV (Q (£>)) basta mostrar que A (D) C A (<£ (Q (D))). Sea

a € A (D), supongamos que a = (u, v) es de color i, por definición de Q (/)), (u, a, u) es

una uv—trayectoria dirigida de color i en Q (/?), entonces a = (u,v) £ A (£ (Q (JD)))

y es de color i. Así A (D) C ,4 ((£ (Q (¿?))) y por lo tanto T (£)) es una subdigráfica

de <£ (Q (£>)). Esto y el Teorema 1.53 implican que € (T (D)) es una subdigráfica de

£{Q(D)). Por lo tanto £(T(i?)) = (£ (Q (£>)). •

Corolario 5.34 5ea -D nna digráfica m~coloreada. El número de núcleos.-por trayec-

torias monocromáticas- de D es menor o igual al número de núcleos por trayectorias

monocromáticas de T (D). Y si D no tiene ciclos dirigidos monocromáticos entonces

T (D) y D tienen el mismo número de núcleos por trayectorias monocromáticas.

i Demostración. .Por el Teorema 1.54 el número de. núcleos .-por trayectorias

jmonocromáticas de Q{D) es igual al número de núcleos de <¿{Q {D)}, entonces por

'• el Teorema- 5.33 '.éste número corresponde al número de núcleos de £ (T (D)) y por lo

, tanto, aplicando nuevamente el Teorema 1.54, corresponde al número de núcleos por

/trayectorias monocromáticas de T(D), por lo tanto Q (D) y T (D) tienen el mismo

' número de núcleos por trayectorias monocromáticas. Así. aplicando el Teorema 5.26

. tenemos que el .número de núcleos por trayectorias monocromáticas de D es menor

o igual al número'de núcleos por trayectorias monocromáticas óe'T(D). Por otro

lado,- si D no tiene ciclos dirigidos monocromáticos entonces aplicando el Teroema

5.31 T (D) y ÍP ".tienen el mismo número de núcleos por trayectorias ^monocromáticas.

-* 5 . 6 ; V - E x t e n s i o n e s d e D i g r á f i c a s m - C o l o r e a d a s ;¿-.é-s.w-y, ó.;: ;;

;- ;En-{2£] H.' s^aleátíaíi-SMchez y V.^Neumann Lara prueban qüe,.-c¿áí;qi;uer;-^igi'áfica

núcleo perfecta es una subdigráfica inducida de una digráfica núcleo imperfecta crítica,

""•'m£S"átm dé ú&'tíürneíó'1 infinito de ellas: Tomando como referencia el-trabajo anterior,

•-en.4a/':seGcióii(i5i.6 definimos una extensión de digráficas^m—eoloréadas que preserva

•"••'•' núcltíó^"pór"t"r'ayectorias monocromáticas. Otro trabajo'de'exteñsioñes de digráficas

' núcleo'perfectas a digráficas núcleoimperfectas críticas es {3i.4j.de-H:;' Galeana Sánchez. •
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5.6.1 Sistemas y Extensiones ;

Definición 5.35 Sea DQ una digráfica m—coloreada. Una cuadrupla

U+, U-) es llamada un ^-sistema (sobre DQ) si satisface:

= (£ (DQ) , U,

(i) U, U+ y U- son conjuntos de vértices con la misma cardinalidad y U CV (DQ),

(ii) V (DQ) , U+ y U- son conjuntos mutuamente ajenos,

(iii) C(DQ) es la cerradura transitiva de Do,

(iv) Siu G U, no existen ciclos monocromáticos en.Do que contengan a u. •" • • '

Con respecto al último inciso de esta definición es equivalente pedir esta condi-

ción en-A) que en <£(DQ).corno se muestra en los siguientes lemas. Por esto último

utilizaremos la propiedad en DQ ó en £ (DQ) según nos convenga. . .

Lema 5.36 Sea D una digráfica y sea C un camino dirigido cerrado dirigido en D,

Entonces para cada u 6 V-{C) existe un ciclo dirigido contenido en C que pasa por

u. - . • - . . • . . . . . . . ..í.-, : .

•Demostración. -"••Sea u G V"(C), procederemos por inducción sobre./(C), la

longitud de C. Si l(G) = -2.:entonces C es el ciclo dirigido que andamos buscando.

Supongamos que el resultado se cumple si I (C) < n. Supongamos ahora que / (C) =

n + 1. Podemos considerara C como C = (u~ZQ,zi..^zn+i =u), si Zj =£ z^ para

cualesquiera j,k G {1,2, ...,n-\-1}, tales que j ^ k, entonces C es el ciclo dirigido

buscado. Supongamos que existen j , k 6 {1, 2,..., n + 1}, tales que j =£ k,. y Zj == Zk-

Sea jo — min {j / I < j < n-y.Zj = zk para algún k > j } , sea k > jQ tal que zja — Z&,

entonces G' — (u-= ZQ,,..,'¿J-I,ZJQ = Zk^z^+i, ...,zn —u) es un camino cerrado dirigido

contenido en C y de longitud menor que la longitud de C, por hipótesis de inducción

C1'-contiene •un ciclo dirigido.que pasa por u y este mismo ciclo está contenido en C.

Lema 5¿37 Supongamos'que D es una digráfica fn—coloreada-y £(D) 'su cerradura

transitiva^:Sea'n':é'^::('B)•entonces existe 'en D un ciclo dirigido de'''c'óldrrf'::querpasa

por u. si y sólo si existe en C (D) un ciclo dirigido de color i que pasa-por u.

Dempstración¿ Supongamos que.existe en D un ciclo:.dir-igi4pr,,deicolor i que

,páSa;-por:!íí-/1entonces.,por la definición,;de¿ C (D) este ..inismóv.ciGlp^dirigido existe, en

^(i?):.^.:Alíorá;'siip!pngamos que existe en:;€(Z)) .un. ciclo:.dirigi(d.p¡.,;G
rv,id.e .color.¿:que
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pasa por u. Si C = (u — zo,zi,...,zn = u)¡ entonces por definición de la cerradura

transitiva, para cada j = 1, 2,...,n. existe en I?, una Zj-iZj—trayectoria dirigida de

color ¿, la unión de todas estas trayectorias es un camino cerrado dirigido de color i

en D que pasa por u, por el lema 5.36 este camino contiene un ciclo dirigido de color

i que pasa por u. m . •

Si ¿o = (<£ (DQ) ,£/, [/+, U-) es un ?o~sistema denotamos por u+ (resp. i/_) el

vértice en U+ (resp. UJ) que corresponde aw E U para cualquier biyección fija de U

a U+ (resp. de U a £/_).

Definición 5.38 5? 5o = (£(A)) iU^U^U-) es un 'SQ—sistema, donde Do es una

digráfica m-coloreada, definimos la multidigráfica m-coloreada sQ [SQJ como sigue:

V (so (So ) ) = (V (Do) \ f ) U Í7+ U U-, y de z a w hay flecha de color i si y sólo

si:

(i) z,w eV (Do) \U y existe una flecha de z aw en € (DQ) de color i, ó

. (ii) z EV (DQ) \U., W- == V- para algún v £ U y existe una flecha de z av en€ (DQ)

• de color i, ó ..

.;.-; ; (iii) z — u+_ para algún.u € U, w 6 V.(-^o) \U V existe una flecha de u.a.w .en C(DQ)

_'.- i de. color i, ó , . . - . •

.•) ; (iv) z — u+ y w = v- para algunos u,v G U y existe una flecha de u a v en (t (D$)

••• • de color i. . .'

.. jDefinición 5.39 Un J-sistema es una cuadrupla S = í.5o, 0,-l¿+, W_ 1 donde:

(i) SQ = (£(Z?o) }'U^U+;U-) es un IQ — sistema y U+ yU- son multidigráficas m-

coloreadas tales que V (U-A =Ü~,V \U+\ —U+,

(ii) /? = <pu/ué-U>yes un conjunto de trayectorias dirigidas, muiuam'ente aje-

nas, donde cada $;u'es una u-U+~ trayectoria dirigida coloreada .deíongüud par

positiva tal que V ' í ^uJnVÍSo t 'Sb ) ) ~ {u->u+}) ••. . • • ' • . • . •

-(ni)'para cada:u'é''U:cualesquiera dos flechas consecutivas de ¡3¿;tieriéh:diferente

color y la flecha de la trayectoria ¡3U que incide desde u- (resp.-. hacia v¡+) tiene

color diferente de las que inciden hacia u (resp. desde u) en DQ.

••" ^Notemos'-que posiblemente sean "necesarios m•+"!' coTorés'par'a1 las1 trayectorias en

,8 para 'épjfevsS satisfaga la condición' del inciso (iii)' de lá-définici'óri'-de -7— sistema.
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Definición 5.40 Sea,D0 una digráfica m—coloreada. • Si S = (So.¡3}lí+,U_j es un

J-sistema definimos la multidigráfica coloreada JIS) como:

U UuGUPu U ¿7+ U ¿ L .

la multidigráfica s (S) le llamaremos una extensión de D

S'o) = síSj = £{D0). Y con respecto al

S ] tenemos que para cada u G U la

flecha de la trayectoria /?u que incide desde u_ (resp, hacia u+) tiene color diferente

de las que inciden hacia u_ (resp. desde u+).

5.6.2 Extensiones y Núcleos por Trayectorias Monocromáticas

En estamparte demostramos que bajo ciertas condiciones, una extensión de. una digrá-

fica m—coloreada tiene núcleo por trayectorias monocromáticas.

Def inic ión 5.41 Diremos que la multidigráfica s ÍS) satisface la condición (A) si:

de u+ a t/+ existe flecha de color i .en U+ o deu- a V- existe flecha de color i en U-,

implica que desde u hacia v existe flecha de color i en <£(DQ). . •

Definición 5.42 Definimos una función g quenos regresa los vértices de.la extensión

a los vértices de DQ, es decir:

9 : V{so(So)).-> V{D0), donde

u si z — u- ó z = u+
q{z) =

z

Nota 5 A3. Notemos .que sis í S J satisface la condición (A) yf es una zw-flecha, en

S) de color i i con z,w £.1UúeuV [Pu) \{U+UUJ)) (es decir z,w e.V(?o(<?o)-)^.:

entonces existe en C(DD) una flecha desde g (z) hacia g (w) de color, i y por'ip-'iaúto.-

en Do una g (z) g (w) —trayectoria dirigida de color i. ' . ••'•';•

Algunas propiedades de la.multidigráfica s'iSj con respecto a trayectorias dirigi-

das monocromáticas se enuncian'en la siguiente proposición. • • • •
' " • . s*—, / ^ _ _ _^_ r . _ ^ v . -

P r o p o s i c i ó n 5 . 4 4 ' Sea S. = 150; /?, U+i U_ J .un s~-sistema don,déJSff Í= (C(DQ}_, U; U+¡

£/_). Supongamos;,quesiS) satisface la condición (A) .entonces:- <••••: - ......... ••..,.,:\;
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1. Cualquier U-U^ —trayectoria dirigida en $[Sj contiene una trayectoria 0U para,

algún u 6 U.

S\ de longitud al

3. Para cualquieru £ U no existen trayectorias dirigidas monocromáticas en's [S

entre u+ yu-.

4- Si T es una zw-trayectoria dirigida de color i en s í S) de longitud al menos

dos, entonces z, w G V í So (So)) V existe una g (z) g (w) — trayectoria dirigida

de color i en DQ.

5. Si T es una u-Z-trayectoria dirigida monocromática en 1 f SJ y$u = (u_ = z$,

ZI, .:,zn = u+), entonces z = z\ ó V (T) C Í7_.

6. Si T es una zw-trayectoria dirigida de color i enlls) tal que z G V f So í SQ )) \

Uuei/V [Pu)\ (f-í- U ^ - ) J ~ <P y existe unag (z) g (w)-tra-

yectorias dirigida de colorí en DQ. • :' •• •• *

Demost rac ión . •

1. Sea T una vv'—trayectoria dirigida en s'Í.Sjcon v £ Í7_ y v' € £/+, supon-

gamos que T = (v = zQi zu -•-, zn = v'), sea j0 = min {j / ^-+i ^ C/_} y sea jx =

min{j > jo / Zj e Í7+}, así, zjo e t/_. Zj0+i ^ £/_, y ZJJ e Í7+. Consideremos

ahora TQ = (ZJO,T,Zj±). Sea u € U tal que Zj0 = u_, por construcción de la

5 ] las únicas adyacencias desde v— son liacia vórtices en f/_ y

hacia el vértice correspondiente en la trayectoria 0U, como ZJD+I ^ Í7_ entonces

G V í^íi) y como Zjx G í/^, ftu está contenida en Tq,.-Por la elección del

¿ii éste debe ser u+ y por lo tanto TQ = ¡3U. Así j3¿ está contenida en T.:

2. Supongamos:.queT es una. ¿^^trayectoria dirigida de coloré en.^.fS'Jde longitud

alíñenos'dos,: sea-a; € (uu^i/V (j3u) \ (U+ U U-) Y es decir x.E.V L-^j'
para.:.algún.'íi-:-G Í7. Como las únicas flechas .que inciden .en;x /pertenecen a.

la trayectoria $u y éstas son de diferente color, entonces x. no puede ser un

vértice interno de T. Si x'fuera el vértice;^, el siguiente vértice a x en la

-trayectoria T sería. w+) el inciso (iii) de la. definición de s—sistema implica.

"qiie el-color de la flecha m'{x\u+) es diferente al de'las demás flechas que iñ:ci-;"

den desde u+, pero esto--".contradice que la-trayectoria'í7 sea monocromática.
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Si x fuera el vértice w, el.anterior vértice a x.en la trayectoria T sería u_,

el inciso (üi) de la definición de 7— sistema implica que el color de la flecha

(u-,x) es diferente al de las flechas que inciden hacia u_, y esto contradice

qué"la trayectoria T sea monocromática. Por lo tanto x no pertenece a la-

trayectoria T, y esto es para cualquier x € fu^^K \@u) \ (^+ u V-))} e s

v(T) n (uu^v (pu) \ (u+ u u-)) =

3. Procederemos por contradicción. Supongamos que existen en 7{'S) trayecto--

rias de este tipo y sea 7o una de estas trayectorias de longitud mínima, es decir

l (Tn) = min{¿ (T) / T es una trayectoria dirigida monocromática en 7 i S} entre :

W
u+ y u~ para algún u é U}, donde I (T) denota la longitud de la trayectoria T.
Sea u £ U¡ tal que u+ y n_ son los extremos: de TQ- Como TQ es una trayectoria

dirigida monocromática, digamos de color ¿, por la construcción de la multidi-

gráfica 7 í Sj, esta trayectoria debe ser de longitud al menos dos, entonces por el

Uuet/^ 107,} \ (U+ U U-)) = ó. esto implica que la fuñ-

V / /

ción g está definida para, todos los vértices de To. Además TQ no contiene a ningu-
na trayectoria /?u, así, por (l).To'no es una u-.u+—trayectoria, por.lotanto es
ima trayectoria dirigida de.u+ a U-. Por las características de To, para cualquier
u 6 U\{u}, {u+íu-} £.V(TQ), así la función g restringida a V(TQ) \-{íL}es
una función inyectiva. Si TQ-= (U+ — Zo,zi,..., zn = u_) por la forma de cons-
truir la multidigráfica 5o [So ) , para cada j = 1, ...n existe en £ (DQ) una flecha
de color i de g(z^i) a gfa), así C = (u — g (ZQ) ,g (z{), ...,g (zn) =u) es un

ciclo dirigido monocromático en <£(DQ) que contiene a u} pero esto no.es posible
ya que SQ ~ (€(D0), U, U+,U-) es un Síj-aistcma. Por lo tanto para cualquier
u € U no existen trayectorias monocromáticas entre u+ y u_.

4. Supongamos que T es una ZVJ-trayectoria dirigida de color i en 5 f S. 1 de longitud. •

al- menos dos, por (2) V(T) n (uuGE/K íi§u) \ (Í7+ U C/_)Y = </>; así y (71) b"'•;

So (<S"O ) )i entoncesíla'funcióní/ está definida para todos- los vértices-•de1::7ryV/

Sí T — (2 — ¿0: ̂ í;.---.)-^ •—• w) P o r ^ forma de construirla multidigráfica^-

s"o (5b) para lada j •==;.l,..,\n. existe en í(Z)0) una flecha dé.color i de• g-(-Zii^;\

a g (ZÍ), así f - (g (z0). Í/ (^),... ,(/ (^n)) es un g (z) g (w) -camino dirigido de

•• color i en '£:('Dó). De aquí tenernos que para cada j = 1, ,:.n existe'en Do una -

g (zi-i)g(zi)^trayectoria dirigida de color, i,..la unión de estas, trayectorias.:es

.. • un g{z)g(w) —camino dirigido-de color i.y éste por el-.Teorema 1:36 contiene -

una g.(z) g (w) -trayectoria dirigida y es de color i. ;•".-•:•• • \- • ;":
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5. Supongamos que T es una ^-^-trayectoria dirigida monocromática en 7-1 S\ y

que pu = (u- = ZQ, ZI, ..., zn = u+). Por definición de "síS), las únicas adyacen-

cias desde IÍ_ son hacia z\ o hacia vértices en ti-. Como en J5U ningún par de

flechas consecutivas tiene el mismo color entonces la única trayectoria dirigida

monocromática desde i¿_ pasando por z1 es (u- = ZQ} Z\). Supongamos que T no

es la trayectoria anterior y que V (T) ¡¿ U— Sea T = (i¿_ = WQ,WI1 ...,wm = z),

entonces zui E £7_. Sea JQ = min{j / Wj+i £ U-}, así jo > 1, f̂c € í/_ para

toda 0 < k < jo y wj0+i í U-- Sea 1; E í/ tal que IÜJ0 = v-v.entonces Wj0+i

es el vértice que le sigue a v^ en la trayectoria pví pero el inciso (iii) de la

definición de S"~sistema implica que,el color de la flecha [WJO.= V-,WjD+i) es

diferente al de la flecha (vjjo^i,Wjo = v-) lo que contradice que la trayectoria T

sea monocromática. Por lo tanto z == z\ ó V (T),(Z U-.

6. Supongamos que T es una zw-trayectoria dirigida de color i en s í 5 ) tal que

z e V i so í 5o) 1 \Í7_. Si la longitud de T es al menos dos, entonces el resultado

• se-sigue de los incisos (2) y (4) de esta proposición. Si la longitud de la trayectoria

• es uno, es decirT es laflecha.de z a w, como z G V í JQ (SQJ ) \Í7- entonces w f

V [Pu)'X {u-} P a r a cualquier u eU, entonces w ^ ÍUue£/V;f j0uj \ (.f/+ U £/"_)).•

Como, 2 G T̂  fe Í50)) entonces V (T) n ÍUu€Uy ( /Ü \ {̂ + U C/_):) = <f>. Lo
anterior implica que la función g está definida para zyw, entonces por definición

de So (SQ) existe una flecha de color i de g (z) a g (w) en € (DQ), por lo tanto•

existe una g (z) g (w) —trayectoria dirigida de color i en DQ;

Nota. 5.45 La condición (iv) de la definición de ÍQ-sistema, sólo- es utilizada en la

prueba del inciso (3) de esta proposición y los demás incisos no,dependen de éste. -

Teorema 6A6'-SéaS — (SQ,PM+,U-) uns-sistema donde SQ — .(l£(J9o)', U, U+, U-).

S-upongamos -que 'sis) satisfácela condición (A). Entonces - s \ S \ tiene núcleo por.-

trayectorias monocromáticas si y sólo si Do tiene núcleo, por trayectorias, monocromátú

cas.

f D e m o s t r a c i ó n . Supongamos que U 7̂  $.' Supongamos qué Do tiene núcleo por

•trayectorias monocromáticas N0: Para cada u £'U;sé-&\ • • • •;. ' .

"•• • núcleo por trayectorias monocromáticas1 de-/3¿-si u 6 iV'o

núcleo por trayectorias monocromáticas1 dé•p--¿-—-:{u'+} si u ^ NQ
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Observemos que como cada ¡3U es una .u_u+—trayectoria monocromática de lon-

gitud par positiva tal que cualesquiera dos flechas consecutivas tienen diferente color

entonces:

1. El núcleo por trayectorias monocromáticas de pu contiene a {u-,u+}, y •

2. El núcleo por trayectorias monocromáticas de j3u ~ {u+} no contiene a t¿_.

Probaremos que N = (No ~ U)UUuEt/Nu es un núcleo por trayectorias monocromá-

ticas de s [ S

3. Para u £ U, u € No si y solo si {u-,u+} C Ar. Supongamos primero que

u 6 iV"o, Por la definición de Nu tenemos que TVU-es núcleo por trayectorias

monocromáticas de /?u) por 1 {u-, u+} C NU1 por la definición de N tenemos que

Nu C TV, por lo tanto {u-, u+] C N. Inversamente, supongamos que {v—, u+ } c

N, por la definición de TV y como las trayectorias en 0 son mutuamente ajenas

tenernos que {u~,u+} C Nu, entonces por 1, 2 Nu es núcleo por trayectorias

monocromáticas de'/L, por la defmicón de Nu concluímos que u € No,

4. TV es independiente por trayectorias monocromáticas en s" í S j . Sean z,w G N y

supongamos que existe alguna zw~trayectoria dirigida monocromática

zywen'síS

T entre

Caso 4[a) T es una trayectoria dirigida de longitud al menos 2 ó es de longitud 1 y

5o ( ^ o ) ) • Aplicando (4) de la Proposición 5-44 en el primer caso

y la Nota 5.43 p a r a e l segundo tenemos que z,w e V ll0 (SQ) ) y existe

en D[) una- g (z) g (w) —trayectoria dirigida monocromática. Como z,w G •

NH v(lo(sQ)\ entonces z,w G (N0-U)U ((Uu£UNu) D (U+ U f/_)).

Analizaremos los siguientes tres subcasos. ':. • •

Subcaso 4(a.l) Supongamos que z,w G (TVo ~ U)- Entonces g(z)-= z, g(w) = w y

. entonces existe en•£)ouna. zw~trayectoria dirigida monocromática lo:.

:que contradice-que No sea núcleo por trayectorias monocromáticas de..

Subcaso 4(a.2) Supongamos qiié.z.E (ÑQ-U) yw G1 {(Uu€UNu) D (KV' U G^iJ) (análoga-.'^

mente si z E £/+ U U- y w G (TVQ — Í7)). Entonces tü = ÍÍ+ Ó W = u_

•• ' - para algún w e U-y-w G 7VU. Por 1 y 2 {t¿_.zí+} C Nu, por lo tanto--

{i¿_, ?¿+} CiY. y así u G Aro- Entonces.^ (¿) = z, g (w). =. u, y .existe, en

D o una ^ÍÍ-trayectoria dirigida, monocromática, lo que. contradice-que •

•=.••:• _TVo sea núcleo por trayectorias monocromáticas de DQ-, •.''••
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Subcaso 4(a.3) Supongamos que z, w E ((Uu^uNu)n(U+UU-)). Por argumentos

análogos a los anteriores g (z) =u, g (vi) = v para algunas u, v € NQC\U.

S) una

trayectoria monocromática entre u- y u+, lo cual no es posible por

(3) de la Proposición 5.44. Así u ^ v y entonces en DQ existe una

uv—trayectoria dirigida monocromática con u, v E NQ lo que contradice

. . que NQ sea núcleo por trayectorias monocromáticas de DQ.

Caso 4(b) Supongamos que X es de longitud 1 y {z,w} <¿ V f ?o í So)). Entonces

z,w £ UU£i/Nu y {z,w} $£ U+ U E/_. Como cada Nu es un núcleo por

trayectorias monocromáticas, entonces z E Nu y w E Nv con u,v E U y

A ) Y w ^ ^ (^w) • Supongamos que z ?¿

U- y ^ T¿ u+, entonces la única flecha que incide desde 2; está en j0u-, entonces

ÍÜ E V (/5«.) lo cual es una contradicción pues V Í/?UJ n V Í ^ l = 0.

Supongamos ahora que w / u_ y w ^= v±, entonces la única flecha que

. incide:.hacia-tí; está en ¡3vi entonces z E V í @v j lo cual es una contradicción

; .. . pues v(¡§u).n y (&)=#• . . . :

Por lo tanto: entre los elementos de N no existen trayectorias monocromáticas.

: 5. N es independiente por trayectorias monocromáticas. Sea x € V ¡JÍS)) \N

probaremos que existe una xz—trayectoria dirigida monocromática para algún

z E N. Consideraremos los siguientes cuatro casos:

ñ(a> Si x-e V-híQ (s0)) \(U+UU.\ entonces g (x) - x, así x e V{D(]}\U.

Como además x ^ N entonces x <£ NQ. Como 7V0 es núcleo por .trayectorias

monocromáticas de DQ entonces existe en Do una xy—trayectoria dirigida

monocromática para algún y E NQ, esto implica que:en £(DQ) existe una
; 'flecha'desdé'i-hacia y. Si y ^ U entonces en 's(S) existé'ésta flecha desde

5 ) la

. -• xz—trayectoria dirigida requerida donde z = y.Siy E.U entonces en *s I Sj

-" •• existe una-flecha desde x' hacia y, y como y E NQ entonces-yJ. E-N por lo

tanto existe en.?í Sj la xz—trayectoria dirigida requerida donde z.= y_.

•.. 5(b) Si xE V ¡Pu )-\{u-.u+} para algún u & U., como x.£ N entonces x £=

''•':" •- '"'Nü': Como Nu es el núcleo por trayectorias'monocromáticas de ,8U ó de

• . • ]3U — {U-J.}, entonces existe una ^^—trayectoria dirigida monocromática para
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algún z E Nu. Por definición de TV, z.6,TV y por lo tanto existe la trayectoria

requerida.

5(c) Si x £ C/+J es decir 2;.— u+ para algún u € £7, como x £ TV entonces u $ TV0.

Como NQ es núcleo por trayectorias monocromáticas de D$ entonces existe

. en DQ una u?/—trayectoria dirigida monocromática para algún y £ TVQ, esto

implica que en £ (Do) existe una flecha desde u hacia y. Si y ^ U entonces

en s iS) existe una flecha desde u+ hacia y, y por la definición de TV,

y E N, por lo tanto existe en s í 51 la ^¿-trayectoria dirigida requerida

S] existe una flecha desde u+

5 ) la

xz—trayectoria dirigida requerida donde z = y~.

5(d) Si x € U-, es decir a;.— u_ para algún u GU, como x ^ N, por la definción

de iV, x ^ .TVu, es decir, u- £ Nu. Entonces Nu no puede ser el núcleo

por trayectorias monocromáticas de pu y por lo tanto lo es de /?u.— {w+}..

Como u- e V"l/?tiJ'\_{u+-} entonces existe una u^z—trayectoria dirigida

monocromática para algún z € Nu. Por definición de N: z € N y por lo

tanto existe en 1[S) la a;z—trayectoria dirigida requerida.

Por lo tanto TV. es núcleo por trayectorias monocromáticas, de s í S j :

Inversamente,, supongamos .que TV es núcleo por. trayectorias monocromáticas de

s(Sj. Primero probaremos: • . . • . • .

G. ?¿+ £ N[ si y solo si u- 6 TV. Supongamos que u+ C Nysco.pu — (u_ -- zoiZi,--,

• • Zn — u+), como pu es uña trayectoria dirigida de longitud par positiva y satisface

el inciso (iii) de la definición :de ?—sistema, entonces z1 ^ TV. Si U- ^ TV, como1' ";

TV .es núcleo por-trayectorias monocromáticas de s IS) entonces existe T uña1

• u^z—trayectoria dirigida .monocromática en s[S\ para algún •• z G TV, como'"

Z\ ^ Ar, por-(5);.de lá-Próposición 5.44 V.{T) C £/_, entonces."la función-Yg>"" ':

•• . restringida a,:'V.(T-) .:es^myectiy.a,;;así tenemos .por la condición. (^4),que,: existe..'- ;•'.

una g (úL) g (z) -trayectóriadirigida monocromática en tí (Do), por,-el Teorema'.!: -V

1.53 <£(DQ) es transitiva., por. colores, entonces existe una flecha desde g(u-) ; :

hacia g (z) en £ (Do) y por construcción de J í 5 j tenemos que existe una flecha

desde ü+ hacia ur :en.s(Sj donde u e U y z = «_. Es decir existe una

flecha desde u^.hacia ^ en ? í S) y u+i z £ N lo cual es una contradicción pues
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N es núcleo por trayectorias' monocromáticas dé ;sTSJ, por lo tanto u- € N.

Inversamente, supongamos que u_ € A'', si Pu — (u- — ZQ, Z1} ..., zn = u+), como

5) entonces ^i ^ N,

como 0U es una trayectoria dirigida de longitud par positiva y satisface el inciso

(iü) de la definición de H— sistema entonces zo E N y así sucesivamente tenemos

que u+ E N. Por lo tanto u+ E N si y sólo si u_ •£' iV.

Ahora probaremos que No = ig{z) ¡z E N\(\JueUV (J3U) \ (U+ U U-) J | es nú-

cleo por trayectorias monocromáticas de Do. . . . . .

7. Aro es independiente por trayectorias monocromáticas en DQ. Sean x, y G'iVo,

veamos que entre estos vértices no hay trayectorias monocromáticas en Do.-

Sean z, w 6 JV\ (uuEüV (Pu)\ (^+ U f/-)) tales que 5 (z) = x y 5 (w> = y.

Supongamos que en Do existe alguna xy—trayectoria dirigida monocromática,

esto implica que en €{VQ).existe una flecha desde x hacia"y. Analizaremos los--

• 'siguientes cuatro casos: •. . •

7(a) Supongamos que -x}y:$: U, entonces z = x y w — y. Por la construcción.'

S i, tenemos que .existe una flecha desde x hacia y en s f S), es decir

una flecha desdé z hacia w con z,w £ A7", lo cual contradice la definición de

núcleo por trayectorias monocromáticas.

7(b) Supongamos.que a: 6 U-Q-y ^ U, entonces w = y y por 6 podemos considerar.

a z como x+. Por la .construcción de "sySj, tenemos que existe una.flecha

desde x+ hacia y,en ${'S], es decir una flecha desde z hacia w con z, w €̂ N\

, lo cual contradice la definición de núcleo por trayectorias monocromáticas.-

7(c)'. Supongamos quex:^ U e y E C/, entonces z = x y por 6 podemos considerar

a w como y_-, í?or--lá.construcción de'sfsV tenemos que existe una flecha

1 : >desde x•hatüa:y^1>en¡¿•ir5 J, es decir una flecha desde z hacia ui con•&,'.w-€.-Ny:

lo cual contradi ce :.|a> definición de núcleo por trayectorias monocromáticas.

7(d) Supongamos que x $ U e y f U, por. 6 podemos considerar a z como a v

•: y .a w • como -y^- •' Por l a construcción de 5*Í5J, tenemos que-existe;aina-.

.flecha.desde-iar+-hacia Í/_ en ^ Í S J ^ e s decir una flecha desde z:.hacia w

' coir z:w:-^Nj lo cual contradice la-definición de núcleo por trayectorias

'monocromáticas. ' ' : . . • • • • • •••.,;. •••
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Por lo tanto entre los elementos de No no existen en DQ trayectorias dirigidas

monocromáticas, es decir NQ es independiente por trayectorias monocromáticas

en DQ.

8. No
 e s absorbente por trayectorias monocromáticas en DQ. Sea x £ V (Do) \N0

• probaremos que existe'una xy—trayectoria'dirigida monocromática en Do para

algún y e NQ. Consideremos los siguientes casos:

So (SQ) j \(U+ UÍ/_), asíg(x) =

x. Como x £ NQ en tonces x (JÉ. N y como N es núcleo po r t rayector ias ; .'..;,

monocromát icas de JÍS), t e n e m o s que existe T u n a xw~trayectoria di- -..-•;
. \ . . . . •

Sj para algún w G N. Como x '£ £/„, por el'(6) *'"

''de la Proposición 5.44 V'(T) O (ü u e c , V (]íu) \ {U+ U £/_)) = <p y existe una } ':~~

g (x) g (w) —trayectoria dirigida monocromática en Do, pero g (x) = x, en- •.''••.

tonces existe una xg (w) —trayectoria dirigida monocromática en DQ. Como ;: ;:•;

w € N entonces g(w) G NQ, por lo tanto existe en DQ una xy~trayectoria

dirigida monocromática en DQ con y 6 No, y = g (w).

8(b) Supongamos que'a; G.-..Í7. Como x ^ iVo, entonces x+,x- £ N.A-Cor:,.-.:. ..

mo N es núcleo por trayectorias monocromáticas de s ( 5 1 , tenemos que •-.- ,

existe T en "sLS) una x+w—trayectoria dirigida monocromática para al-

gún w G N. Como x+ ^ UJ, por el (6) de la Proposición 5.44 V (T) n "" ':

ydU£uV [P.uj \ (^+ U f-.)1) = 0 y existe en Do ima^ (E+) # (luj-trayiectoria,

dirigida monocromática, pero (7. (x+) = %, entonces existe una xg (w)-trayec-

toria dirigida monocromática en DQ. Corno w G N entonces g(w) 6 ÍVQ,

por lo tanto existe en .Do.una xy—trayectoria dirigida monocromática en ,

DQ con ye No, y = g(w).

. Así para cualquier x G V (DQ)\NQ existe una xy—trayectoria monocromática én'1'1' "•" •'•

'••••; -Do pai'a algún y-'E •A^-.-.Es.deck.iVoves absorbente por trayectorias monocromáti-,.^,•.•;..;

Por lo tanto No es núcleo por trayectorias monocromáticas de DQ. B

Nota 5.47 Notemos que en la prueba del Teorema .5.46, el inciso (3) de la Proposi- .

Ción solo es usado para probar la' exsüencia del núcleo por trayectorias monocrornáti-'

cas de la extensión a partir'de la existencia del núcleo en la digráfica original.. !así
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la condición de que los elementos del conjunto U no estén contenidos en ningún ci-

clo monocromático de la digráfica no es necesaria para la prueba de la implicación

inversa.

Para definir la extensión de una digráfica m—coloreada nos hemos basado en su

cerradura transitiva, además de dar condiciones de longitud y coloración sobre las

trayectorias que se añaden para hacer dicha extensión, el propósito de las siguientes

notas es mostrar que estas condiciones son necesarias para que el resultado principal

de este trabajo, Teorema 5.46, sea válido.

Si los pasos de la extensión no se hacen a través de la cerradura transitiva de

la digráfica entonces puede.resultar una digráfica coloreada sin núcleo, por trayec-

torias monocromáticas aunque la digráfica original si posea núcleo por trayectorias

monocromáticas, Nota 5.48, e inversamente.podemos tener una digráfica sin núcleo

por trayectorias monocromáticas y que la extensión resulte con núcleo por trayectorias

monocromáticas, 5.49.

N o t a 5.48 Consideremos a DQ un ciclo dirigido de longitud impar (u, ^1 ,^3 , •••, ̂ 2™, u)

con la siguiente 2-coloración: las-flechas (i¿2ni^) y (u,Ui) con color 1; para cada-

i G { l , . . . , n } la flecha {y,2i~i)u2i) _con color 2; y para cada i 6 { l , . . . , n — 1} la

flecha (U2Í,V>2Í+I) con. color 1] figura 5.17. DQ es una digráfica 2-coloreada- con nú-

cleo por trayectorias monocromáticas, de hecho N — {i¿2x-i/ i £ { l , . . . , n}} es un

núcleo por trayectorias monocromáticas de DQ. Sea U = {u} y sea f3 = \$u\ donde

&u — {u- — x0i xi*. •••; 2¡2m — U J . } con 77i > 1 es una U-U+ — trayectoria de longitud par .

con la siguiente coloración: para cada i £ {0,..., m — 2} la flecha (a^íi £2¿+i) con color

2; y para cada i G {!,..., 7?¿} la flccíia (X2Í-L>X2Í) con color 3. ¡3U satisface las condi-

ciones (ii) y (iii) de la definición deJ-sistema. 's\Sj representada en la misma figura'

es una extensión1 de la digráfica DQ que considera a U y 0 definidos anteriormente

y que está.definida a partir-de.DQ y no de su cerradura transitiva, además ¿íl-Sj ••'•

satisface la condición (A); ¡s-l-S')•'• 6s: una digráfica 3—coloreada -que no- tiene- núcleo '•• '

por trayectorias •'monocromáticas', pues como es-un ciclo dirigido de:dongitud:<-impar:! •

donde cualquier-par de flechas consecutivas tienen diferente color, el poseer núcleo:por • •

trayectorias monocromáticas es-equivalente a poseer núcleo y sabemos que los ciclos di-'•-'

rígidos de longitud impar no. tienen núcleo. Observemos que se .obtiene una extensión

cok las mismas características si consideramos como {3U cualquier u-U+—trayectoria •

dirigida de loúgitud par que satisfaga las condiciones (ii) y (iii) déla definición de

I-sistema. ' '. •' •
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Figura 5.17

Nota 5.49 Consideremos a DQ un ciclo dirigido de longitud par (u, Ui, i¡2, ..., i¿2n+iju)

con /a diagonal (u^u), n > 1, con /a siguiente 3-coloración: las flechas (u2n+i,u)

y (u,ui) con color 1; para cada ¿ e {l,...,7i} la flecha (U2Í~I,U2Í) con color 2; para

cada i G {!,..., n} la flecha (U2Í,W2Í+I) con co/or 3; y la flecha (zi2n,u} con color

3, figura 5.18. DQ es una digráfica 3-coloreada y no es difícil ver que no tiene nú-

cleo por trayectorias monocromáticas. Sea U = {u} y sea ¡3 =\pu\ donde pu =

•(ú- — Xo, Xi, ...}x2m = u+) con m > 1 es una u-u+—trayectoria de longitud par con

•la siguiente coloración: para cada i e {0,..., m — 2} la flecha (x^, a;2i+i) c°n color 2; y

para cada i 6 {l,.. . ,m} la flecha ( ÍCSÍ-II^Í) con color 3. ¡3U satisface las condiciones

fii) y (iii) de la definición de s'-sistema. 's(S) representada en la misma figura es

una extensión de la digráfica DQ que considera a U y 0- definidos anteriormente y que

está definida a partir de DQ y no de su cerradura transitiva, además J ÍSj satisface la

condición (A). "s[S¡ es una digráfica 3— coloreada que sí'tiene núcleo por trayectorias

monocromáticas, de hecho N •= {U2Í-I/ i € {1, ...,n + 1}} U {^¿-i/ i £ {1, ...,m}} .

es núcleo por trayectorias monocromáticas de s~(S\. Observemos que se obtiene

tina extensión con las mismas características -si consideramos como pu cualquier

'u^u+—trayectoria dirigida de -longitud- parrque -.satisfaga las condiciones - (ii) y (iii)-

d e l a d e f i n i c i ó n d e ' s - s i s t e m a : _ ,'• • / • > ' . .-...••.•:., • „ . . . .. .,-••..•. . ,

Si algún elemento del conjunto U utilizado para extender una digráfica está con-

tenido en algún ciclo monocromático-de ésta, puede suceder que la extensión no tenga

núcleo por trayectorias monocromáticas aunque la digráfica original si posea, esto se,̂

muestra en la;nota .5.50. .Como'ya se mencionó en la nota 5.47. esta condición no es

necesaria para que la digráfica original-tenga núcleo por trayectorias monocromáticas'.
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si la extensión lo tiene.

Nota 5.50 Consideremos un ciclo dirigido de color 1 C = (t¿, Ui,i¿2, ...,un,u) y

sea DQ la digráfica que resulta a partir de C añadiendo un nuevo vértice w y las

flechas (u¿, u;) de color 2 para i 6 { l ,2 , . . . ,n} . £?TI la figura 5.19(a) se muestra

DQ y su cerradura transitiva. En la figura 5.19(b) síS) representa una extensión

de la digráfica DQ donde U = {u} y $u = (u_ = xQ,Xi,...,X2m = u+) con m > 1

es una U-U+—trayectoria de longitud par con la siguiente coloración: para cada

i € {0, ...,m — 2} la flecha (X2Í,X2Í+I) con color 2; y para cada i G {l, . . . ,m} la

flecha (x2i-iiX2i) con color 3. pu satisface las condiciones (ii) y (iii) de la definición

de s-sistema y'slSj satisface la condición A. Tenemos que el vértice u está con-

tenido en el ciclo. C de-D.Q que es monocromático- {u,w} es núcleo por trayectorias

monocromáticas -de DQ. 'S(S) no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas ya

que cualquier núcleo por trayectorias monocromáticas debería contener al vértice w y

entonces ya ningún vértice U{, i E {1, 2,..., n}, podría pertenecer al núcleo, asíu+ de-

bería estar en el núeleo-ypor las características de ¡3U u~ también debería pertenecer

al mícleo pero \deu± a ÚLL- existen trayectorias de color 1 loque sería.-.uná'^contradicción

con la propiedad:del .núcleo de ser independiente por trayectorias monocromáticas.

•vSréh'la extensióirncrse consideran alas trayectorias en /?'dé longitud par positiva,

-nuevamente'podemos tener digráficas con su extensión donde, una de las dos tiene

núcleo por trayectorias monocromáticas y la otra-no, esto :se muestra en las notas

5 .51 V 5 . 5 2 / • • • : • • i;-:.-='-- ' • •• •• • J " - • '



173

Dr

Un L ^ * ^

A"/ •tin-L

I
V

/ °

—^íy^"

\xsí \

A))

(a)

(b)

Figura 5.19-.

Nota 5.51 Consideremos a DQ un ciclo dirigido de- longitud impar {u\ ui,U2,..., u^ u)

con la siguiente 3-coloración: para cada i G {1, ...,-h}- la flecha (U2Í-I,U2Í) con color

2; para cada i G -{1...., n — 1} la flecha (u2i, u^i+i) y la flecha (u, ui) con color 1; y la

flecha ( % , u) dé color 3, figura 5.20. s í S) representa una extensión de la digráfica

donde U = {u\'--y-¡3u = (u~ = ^OÍ^I» - i ^ m - i — u+) es cualquier UJ.UA.—trayectoria

de longitud impar con la siguiente 2-coloración: para cada i G {0,1...., m —1} la flecha

•{%2Ux2i+\) con coloré y para cadaiñ{l, ...,m—1} la flecha (x2i-i.X2i)'Con color 1.-A--

excepción de. la condición sobre, la longitud, deja trayectoria ¡3U, se satisfacen las condi-..,

clones de la. definición des-sistema y la.condicion A. Claramente D'^-no tiene núcleo •

por. trayectorias- monocromáticas-y ,{u2i~ij'•?' G {!,•..,n}} U {x2j/ j G {0.1, ..,.,m}}- es..-
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núcleo por trayectorias monocromáticas de'slS
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• " 1u2n
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Figura 5.20

Nota 5.52 Consideremos a Do un ciclo dirigido de longitud par (u. Ui, u?, ...,U2n-i,u)

con la siguiente 2-coloración: para cada i e {l , , . . ,n — 1} la flecha (U2Í-I,U2Í) y la

••'flecha-(uon-uu) .con color 2; para cada i € {l , . . . ,n — 1} la flecha ( ^ Í Í ^ Í + I ) V ^a

"flecha (u,Ui) con color 1, figura 5.21. s ( 5 ) representa una extensión de la digráfica

donde U = {u} y Pu — (u_ = xo,a;i, ...,a;2m-i — w+) e 5 cualquier u~u+—trayectoria

de longitud impar con. la siguiente 2-coloración: paracadai & {0,1, ...,m — 1} laflecha

(x2i,X2i+i) con color 3 ?/ para cada i G {!,...,???.— 1} ¿a flecha (£2í-i,£2¿) con coíor

I . J4" excepción tíe ía condición sobre la longitud de la trayectoria ¡3U, se satisfacen

las condiciones de la definición de s~-sistema y la condición A. Do tiene núcleo por

trayectorias monocTomáticas, { I Í2¿ - I / i G { l , . . , n } } es uno de ellos.y 1 (S) :no tiene

núcleo-por trayectorias monocromáticas.

Si;en la exiensióii: iio.se cumple las condiciones sobre la coloración de las "trayecto-

rias en1/3 marcada ¡en el inciso (iii) de la definición de s'-sistema, nuevamente podemos

tener digráficas'con su-extensión donde una de las dos tiene núcleo por trayectorias

monocromáticas y la otra no. esto se muestra en las notas 5.53, 5.54, 5.55. y 5.56.

Nota.5.53 Consideremos la digráfica coloreada Do_..de-:la.- Nota 5.51. En la figu-

ra-• 5:2-2 •'s ISA representa una extensión de la digráfica .•donde U- == {u} y 0U =

•(u±— ••¿ói^it-vi'^iím =u+) es cualquier u-U+ —trayectoria de longitud par positiva
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donde dos flechas consecutivas tienen el mismo color, digamos las flechas (XQ,X\)

y (a?ij a?2) tienen color 2, en las flechas (XJ-I}XJ) con 3 < j < 2m se van alternando

los colores 3 y 2. A excepción de una de las condiciones sobre la coloración de ¡3U

marcada en el inciso (iii) deja definición de 's-sistema,. esta extensión satisface, las

condiciones de la definición de 's-sistema y la condición A. DQ no .tiene núcleo por

trayectorias monocromáticas y el núcleo por trayectorias monocromáticas de 71S1 es

{x2i/ i G {1, 2,..., 2m}} U {u2il i € {1,2,..., 2n}}.

s(S)

A

•it

í í ¡

o
pq
D í

Figura 5.22
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Nota 5.54 Consideremos a Do un ciclo dirigido de longitud par (u, ui, u^,..., U2n+ii u)

con la diagonal {u2n+\,Ui), n "> 1, con la siguiente 3-coloración: para cada i €

{1, ...,rc} la flecha (U2Í~I,U2Í) y la. flecha (u^n+uu) con color 2; para cada i e {l,...,n}

la flecha (i¿2¿5 ^2¿+i) y la flecha (u,ui) con co/or 1; y la flecha (ii2n+ijWi) con co/or

3 ; figura 5.23. DQ es una digráfica 3-coloreada y {u} U {u2¿/ i € {1,2, ...,n}} es im

núcleo por trayectorias monocromáticas de DQ. Sea U = {i¿} y sea /? = -̂  $u > donde

j3u = (u- — x^xu ---i^m — w+) con m > 1 es una u_u+—-trayectoria de longitud

par con la siguiente coloración: las flechas [u-,x{] y (xi,Xo) con color 3 y para

las demás flechas se van alternando los colores 2 y 3. La extensión correspondiente

s [ 3) se satisfacen las condiciones de la definición de H-sistema y la condición A

con excepción de la condición sobre la coloración de @u que flechas consecutivas de

la trayectoria tengan diferente color incluida en el inciso (iii) de la definición de !í-

sistema. 1 (S 1 no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas, esto lo veremos a

continuación. Procediendo por contradicción, supongamos que N es un'núcleo por

trayectorias monocromáticas de 's(S). Supongamos que u+ € N entonces.por tas

características de ftu tenemos que {^2;̂ 4,...,^2m-2):c2m — u+} C N, como las flechas

(u-,Xi) y (X11X2)atienen color 3, entonces {u~,xi} n N = (p. Por otro lado como

u+ E N- y (i¿+,ui;). E A {Do) entonces u\ f. N, como la única flecha que sale de u\ es

hacia U2, entonces:ti2 E-N, así sucesivamente tenemos que {U2, u^.u^-z,^*,} C N-

y u-2n+i £ N. Como {tí_,ui,ií2n+i} C\ N = 4> y las únicas flechas que salen de

U2n+i son hacia u- y.U\ tenemos que N no absorbe por trayectorias monocromáti-

cas a U2n+i lo cual, es una contradicción. Supongamos que u+ £ N, entonces por

las características de 0U tenemos que {^i,a;31...,^2m-31^2m-i} C N y u_ $ N, como

:•'"••las flechas (u-,X\) y (^1,^2) tienen color 3, adance¿> {u^,Xi} <D N — 4>. Por otro .

'• \.lado. como u+ ^ N y la única flecha que sale de i¿+ es hacia u\ entonces u\ 6 N,

• \.Como .{(ií2n+ijWi), (uijU?)} C A {DQ) entonces {u2n+i,U2} % N. Como la única

\ '• flecha que sale de u'2' es- hacia u%, entonces u3 G N, así sucesivamente tenemos que

i -{us, i¿5;...,n2Ti-i} G 'Ar' y U2n- <£• N. Como {u2n, U2n+i} H N = <j> y las única flecha que

': sale de:
:U2n es- hacia-uor¿+%-- tenemos que N no absorbe por trayectorias, monocromáticas

1 a U2n lo cual es\up¡a contradicción. Por lo tanto s ¡S) no tiene núcleo.por trayectorias

monocromáticas. • '•.. •

Nota-5.55 Consideremos la digráfica, coloreada Do de la.-Nota. 5.51. En la figu-

'•rá'5.24^s \S'\ representa una extensión de la digráfica'• donde U = {u} y f3u =

(új.' ±='XQ,XI,V.'Í,X2m — u+) es cualquier u_u+ — trayectoria .de longitud par positiva
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• ; u+=x2n!

u2n

Figura 5.23

donde la flecha (u_ •= #o¡ ^i) ¿«erce co/or 5 que es el mismo color que la flecha (tí2íl, uJ)

y en las flechas (x3--i,Xj) con 2 < j < 2m se van alternando los colores 2 y 3. A

excepción de la condición sobre la coloración de fiu que pide que la flecha de.J3u que

incide dede U- tenga color diferente que todas las flechas que inciden hacia u en DQ

incluida'en el inciso (iii) de la definición de s'-sistema, esta extensión satisface las

condiciones de la definición de s-sistema y la condición A: DQ no tiene núcleo por

trayectorias monocromáticas y el núcleo por trayectorias monocromáticas delfs) es

{%2j~i/ j = 1) . . . ,m} U {IÍ2J-I/ j = 1, •--,.ra}. Análogamente se puede obtener una ex-

tensión con núcleo por trayectorias monocromáticas donde la flecha de la trayectoria

¡3U que incide hacia u+ tenga el mismo color que (W+,T¿I).

Nota 5.56 Consideremos a DQ un ciclo dirigido de longitud par (u, tzj, U2, •••, 2̂nw-i: u)

con la diagonal (^n.wa), n > 2, con la siguiente 3-coloración: para cada i 6 {1,. ...,-n}

la flecha (U2¡-I,U2Í) y la- flecha (uon±i,u) con color 2; para cada i e {l,. . . ,n} la

flecha (UOÍ,U2Í+I) y ia flecha (u,Ui)rcpn color 1; y la flecha (^2,1,^2) con color 3,

figura 5.25. DQ es una digráfica 3-coloreada y {woí+1/ i e {1,2, ...,n}} es un nú-

cleo por trayectorias'monocromáticas de-Di¿. Sea XI = {u} y sea ,8 = < pu >.•• donde

¡3U = (u~ = XQ, xi, -••v^2ni::~ V-+). CGT^-W-^.I es una zt-U+r-rtrayectoria de longitud par

con la siguiente coloración: la flecha (u_, x{) con color 2 y para las demás flechas se

van alternando los colores ¡3 y 2: La extensión correspondiente 's(S) se satisfacen

las condiciones de la,..definición de. 's-sistema y la condición A con excepción..de.la

condición.sobre la coloración de ¡3u.que pide que la.flecha.4e-fi,u que. inciderd'ede'-u'--'

tenga color diferente .que todas las flechas que inciden hacia u en Do incluida:en.-el-
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s(S)

xo=u.

1

Figura 5.24

inciso (iii) de la definición de 's-sistema, esta extensión satisface las condiciones de

la definición de 's-sistema y la condición A. Por un argumento análogo al usado en

la Nota 5.54; s lS\ no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. Análogamente

se puede obtener una extensión sin núcleo por trayectorias monocromáticas donde la

flecha de la trayectoria ¡3U que incide hacia u+ tenga el mismo color que (u+,Ui).

u

¿7
>*U2

s(S)

xo-u, •

Figura 5.25

• --.En1 las'notas 5.57 y 5.5.8.muestran qiie.'sila extensión1 no satisface la condición

•(i4)"eiitonces la digi'áficá-original o su extensión puede tener núcleo por trayectorias

monocromáticas aunque la otra no tenga. "•>•'>'• • • ' • • ' '• ' '
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Nota 5.57 Consideremos la digráfica coloreada D$ de la Nota 5.54- Esta digráfica

como se vio en la nota 5.54 tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. En la

S) representa una extensión de la. digráfica donde U = {u,v•= 112},

0U = (u- —XQJxlí...,X2m = u+), pv = (v- =yo,yi,...¡y2k = v+) y se van alternando

los colores 3 y 2 en las flechas de ambas trayectorias, la digráfica U- no tiene flechas

y la digráfica U+ solo tiene la flecha (v+íu+). Se satisface la definición de 's-sistema

pero en U+ no se cumple la condición (A) pues aparece la flecha (v+,u+) y en Do no

hay flecha dev au. Análogamente a los argumentos usados en la nota 5.54 se puede

ver que siSj no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. Análogamente se

puede obtener una extensión 1 í S) sin núcleo por trayectorias monocromáticas donde

en U- no se satisfaga la condición (A).

Figui-a 5.26

Nota 5.58 .Consideremos la digráfica coloreada DQ de la Nota.5.51. '-Como-se vio

en la Nota 5.51 DQ no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. En la figura

•5\Ul's\'S\ representa una extensión de la digráfica donde U — {u,v — U2}; Pu =

(u- = XQ}xi,.-..,X2m = u-f) con l°s colores 2 y 3. alternándose en sus flechas y¡3 =

(u_. — yQ. yr. ....y2k — vJ) con los colores 3 y 2 alternándose en sus flechas, ladigráfica

U^ no tiene flechas y la digráfica U+ solo tiene la flecha (u+,v+). Se satisface la
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definición de 's-sistema pero en U+ no se cumple la condición (A) pues aparece la

S ] sí tiene núcleo por trayectorias

monocromáticas, Ñ = {v+} U {u$¡/ i E {2, ...,n}} U {ar^-i/ i € {1,2,..., m}} U {j/2í/

i G {0,1,..., fc — 1}}. Análogamente se puede obtener una extensión ^[Sj con núcleo

por trayectorias monocromáticas donde en U- no se satisfaga la condición (A).

s(S)

xn=u

X2m-\

u+=x2m

v+=y2¡,

Figura 5.27

5.7 Problemas Abiertos ; ;

...1. ¿El número de -núcleos por trayectorias monocromáticas de una digráfica m~coló-

: reada D.Q.-QQ igual al número de núcleos por trayectorias'monocromáticas de

cualquier extensión 7[ S)? . ' • ; : : . . .

:2. De lá extensiones que existen para digráficas que preservan núcleo •¿cuáles pueden'

-•> •generalizársela digráficas m—coloreadas y que preserven núcleo por trayectorias.-,

monocromáticas? .
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ABSTRACT

A kernel in a digraph D is a set N of vértices just that every pair of them isn't

adjacent and for every vértex v not in TV there is an are from v to some vértex in N.

If the ares of D are coloured with m colours we cali thé digraph D an m-coloured

digraph. A set N of vértices of D is called a kernel by monochromatic paths if for every

pair of diferent vértices there is no monochromatic directed path between them and for

every vértex v not in N there is a monochromatic directed path from v to some vértex

in TV. In this thesis I studied the problem of the existence of kernels by monochromatic

paths in some kinds of digraphs. I obtained sufHcient conditions for the existence of

this kind of kernels in digraphs just like quasitransitive digraphs, tournaments and

bipartite tournaments. I also obtained some generalizations of results about kernels

and kernels by monochromatic paths.




