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Introduccid6n

El objetivo del presente trabajo, como lo indica el titulo, es presentar
algunas caracterizaciones de las dendritas, asi como algunos ejemplos
relacionados con las mismas; ejemplos que resultan ser atractivos no solo
por su representacion geométrica, sino también por las propiedades que
presentan.

La tesis esta dividida en 3 capitulos y, sin embargo, la esencia de ésta se
encuentra en el altimo capitulo, el capitulo denominado “ejemplos™.

Para la construccién del primer ejemplo (dendrita D cuyo conjunto de
puntos de ramificacion es denso en D) se requiere de cierta herramienta
matemadtica denominada limites inversos. Esta herramienta, aunque resulta
poco atractiva, es muy util en la construccién de continuos, sin embargo
aqui solo utilizaremos lo indispensable para desarrollar el ejemplo antes
mencionado.

Después de analizar un poco el egjemplo anterior nos damos cuenta de
que el conjunto de puntos que no son de ramificacion también resulté
denso. Asi que nos preguntamos si era posible encontrar una dendrita D
donde el conjunto de puntos que no son de ramificacion no fuese denso en
D. La respuesta la encontramos en el mismo capitulo 3, la cual es
enunciada como un teorema y para argumentar la validez de dicho teorema
se recurre a una de las propiedades de las dendritas (el conjunto de puntos
de ramificacién en una dendrita es a lo mas numerable).

El siguiente es un ejemplo de 2 continuos hlc (hereditariamente localmente
conexos), los cuales resultan ser dendritas (toda dendrita es hlc) y cuya
unién resulta que no es hlc (por lo mismo resulta que no es dendrita). En
estas condiciones cabe pruguntarse si existen condiciones suficientes y
necesarias para que la unién de dendritas sea dendrita. La respuesta se
encuentra en el capitulo 3.

También se muestra un ejemplo de 2 continuos regulares (la definicion de
continuo regular se pude encontrar en este trabajo, pero hay una
equivalencia que nos ayuda bastante a simplificar las cosas: Un continuo X
es regular si cualesquiera 2 puntos de X son separados por un numero finito



de puntos de X), los cuales resultan ser dendritas (Toda dendrita es regular)
y cuya unién es un continuo que no es regular.

Un altimo ejemplo, reservado al final por tratarse de de un resultado que va
en contra de nuestra intuicién: se sabe que en una dendrita cualesquiera 2
puntos son separados por un tercer punto y que en un continuo regular
cualesquiera 2 puntos son separados por una cantidad finita de puntos, asi
que resulta “natural” suponer que cualquier continuo regular se puede
expresar como union finita de dendritas. Sin embargo esto no es cierto,
para ello mostramos un ejemplo de un continuo regular que no es unién
finita de dendritas.

Para desarrollar los ejemplos anteriores se requieren de algunas de las
caracterizaciones de las dendritas, las cuales se enuncian en el 2°
capitulo y que para desarrollar las mismas se requieren de ciertos resultados
preliminares desarrollados, claro esta, en el capitulo 1.

En este primer capitulo se encuentran ciertos resultados que quiza para
algunos sea el primer encuentro con los continuos y por lo mismo resulte
un capitulo algo arido, poco “digerible™, sin embargo, para aquellos que
tienen un primer encuentro con los continuos y, en especial con las
dendritas, recomendamos (aunque parezca extrafio) leer de atras hacia
adelante. Quiza esto ayude a motivar al estudiante a involucrarse mas en
esta apasionante area de las Matematicas.

Septiembre de 2002..

JAVIER.



Capitulo 1
PRELIMINARES

En este primer capitulo se desarrollan los conceptos y
resultados necesarios , tanto para las caracterizaciones
que se dan en el siguiente capitulo como para los
ejemplos.

Los conceptos desarrollados, a grandes rasgos, son
los siguientes:

a)Continuos de Peano

b)Arco — conexidad

' c)Continuos de convergencia

s d) Continuos regulares

e) Limites inversos



1.1 Conlinuvos de Peano
1.1 Definicion. Un continuo es un espacio métrico, compacto y conexo.

1.2 Definicion. Un espacio topolégico X es llamado localmente conexo en
peX (LC en p € X) si para cada vecindad N de p existe un subconjunto
abierto y conexo U de X tal que pe Uc N y es llamado espacio de Peano si
cs localmente conexo en p € X, para toda p € X (figura 1). Si ademas el
espacio es un continuo, entonces es llamado continuo de Peano.

Peine “” | |
f— 1
. D? Escoba é

% Arbol

Espacios de Espacios que no
Peano son de Peano

Figura 1

Notemos que un intervalo [a,b] es un continuo de Peano. Llamaremos arco a

cualquier espacio homeomorfo a un intervalo {a,b]. En particular dos de estos
intervalos son homeomorfos entre si.

1.3 Definicion. Un espacio métrico X es llamado conexo en pequeiio en

peX (cik en p) siempre que cada vecindad de p contenga una vecindad
conexa de p.
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Notemos la similitud entre las definiciones 1.2 y 1.3. A prirnera vista da la
impresion de que dicen lo mismo. Sin embargo no es asi, para ello daremos un
ejemplo.

1.4 No todo espacio cik en p € X es localmente conexo en p, tal como se
muestra en la figura 2.

Figura 2

X es cik en p.

X no es localmente conexo en p.

Pues dada cualquier vecindad N de p, podemos encontrar una vecindad conexa
U de p tal que pe Uc N, pero U resulta no ser un conjunto abierto [5,pag.201].

Desde luego , todo espacio X localmente conexo en peX es cik en p.

1.5Teorema. Sea X un espacio topolégico. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
i) X es de Peano
ii) Cada componente de cada subconjunto abierto de X es abiertaen X
iii) X es cik en cada puntop € X.

DEM.

ii)=i). Supongamos que las componentes de todo conjunto abierto son
abiertos.

Sea p € X y N una vecindad abierta de p. Designemos por T a la
componente de N que contiene a p. Entonces T es conexo, TcN, ademas T
es abierto por hipétesis.

.. X es de Peano.

i) = iii). Es inmediato.
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iii) = ii) Sea U un subconjunto abierto y no vacio de X y C una componente
de U. Mostraremos que C es abierto. ’
Como X es cik en toda xe X; dada x €C, existe una vecindad conexa W de

x tal que xeInt Wc Wc U y de aqui, Wc C
Entonces x €lnt C.
..C es abierto.

1.6 Def:inicién. Un continuo X se llama hereditariamente localmente
conexo (hlc) si cualquier subcontinuo de X es localmente conexo.




1.2 Arco-conexidad.

1.7 Definicion. Decimos que un continuo X es arco-conexo si dados
pP.q € X, existe unarco A en Xtalquep, q € A.

1.8 Definicion. Sean X un continuo y pe X. Decimos que X es localmente
arco-conexo en p (ILAC en p) si cualquier vecindad de p contiene una
vecindad arco-conexa de p.

Los siguientes 3 teoremas son fundamentales en la teoria de continuos

localmente conexos. Los enunciaremos aqui sin demostrar.

1.9 Teorema. Todo continuo de Peano es arco-conexo. [1, Teo. 8.23, pag.
130].

1.10 Teorema. Todo continuo de Peano es LAC. [1, Teo 8.25, pag. 131]

1.11 Teorema. Cualquier subconjunto abierto y conexo de un continuo de
Peano X es arco-conexo. [1, Teo 8.26, pag. 132].

1.12 Definicion. Sean X un espacio topolégico, Z c X, p € Z Diremos
que p es arco-accesible desde X-Z si existe un arco en (X-Z)u {p}, con p
como uno de los extremos del arco .

1.13 Teorema. Si X es un continuo LAC y U es un subconjunto abierto de
X, entonces el conjunto de todos los puntos de Fr(U) que son arco-
accesibles desde U es denso en Fr(U).

DEM.

Sea D ={x € Fr(U) : x es arco-accesible desde U}. Sea W, un abierto en X
tal que W, N Fr(U) =¢. Sea W= W, n Fr(U). Demostraremos que
DnW= ¢.

Sea p €W, por ser X LAC existe una vecindad arco-conexa V de p tal que
VcW,. Como p € Fr(U), UnV=¢. Sea q € UnV, entonces existe un arco A
de q a p tal que A c V. Elegimos re AnW, de tal manera que r es el primer
punto del arco de q a p que esta en Fr(U), entonces reD y DNW= ¢.

.. D es denso en Fr(U).



1.3 Continvos de Convergencia

1.14 Dqﬁnicié‘n. Sea X un continuo. Un subcontinuo no degenerado A de
X es llamado continuo de convergencia de X si existe una sucesion
{A,}>, de subcontinuos A, de X tales que A =1lim A, y A NnA,=¢ para
toda /.

1.15 Teorema. Sean X un continuo y N={xeX: X no es cik en x}. Si peN
entonces existe un continuo de convergencia K de X tal que peKcN.
DEM.

Sea peN, entonces existe una vecindad V de p tal que si U es vecindad de p
y Uc V, tenemos que U no es conexo.

Por otro lado peInt(V) por lo que existe un abierto W tal que peWy W cV
(porque X es regular). El conjunto M= Wno es conexo. Sea C la
componente de p en M. Entonces p¢ Int(C), ya que si peInt(C), entonces C
seria una vecindad conexa de p contenida en Mc V.

Se sigue que peM-C, por lo tanto existe una sucesion {p, },.« de puntos de
M- C tal que

lm p,=p ....ccccceeeel (D

o0

Sea C, la componente de p, en M, entonces

CnC,=¢ paratoda/eN. ............... 2)

Esto es porque si CNC,= ¢ para alguna i/, CUC, seria un subconjunto
conexo de M, pero C es una componente de M, entonces tendriamos que
CuC,cCyp,€eC, lo cual es una contradicciéon ya que p,e M- C..

Sea Q una vecindad cerrada de p tal que Qc Int(M). Podemos suponer que
p,€Q para toda i. Sea K, la componente de p,en Q. Es claro que

K,c C, paratoda.i. ............... 3
Asi que {K,},.n tiene una subsucesion {K,, } jen.que converge a un

subcontinuo K de X. Como p,€K,, para todaj, usando 1, y que }Im K,,=K
tenemos que

peK .t @
Dado que K, cQ,Qescerradoen X y }[I:l:lo K,,=K se sigue que



f KcQ‘cimcM) EM. e )

Como K es conexo, usando 4 llegamos a que
KcC ..oueeeees (6)
Por 6,3y 2 Kn K, =¢ para toda j= 1, 2, 3,. .. Por tanto si K es no

degenerado, K es un continuo de convergencia.

Veamos que K es no degenerado. )

Por [1, Teo 5.4, pag. 73] K, N(X-Q) = ¢ para todaj, y como

K=}im K, , KNn(X-Q) = ¢. Como p € Int(Q), entonces pg X - Q, de aqui
tenemos que existe q €X - Q tal que qeK y p=q, Asi que K es un continuo
no degenerado.

Falta mostrar que K ¢ N. Supongamos que existe x € K tal que x ¢ N. Por
5 tenemos que

M es vecindad de x ............... @
y por 6
CeslacomponentedexenM ............... (¢)]

Como x ¢ N, entonces X es cik en x, por 7 existe una vecindad conexa G
de x tal que GcM, y por 8

GcC ..o )

Por 3, x € limsupK,c limsupC, y como x€Int(G)=U.Por definicion de
limsup UNC, = ¢ para una infinidad de indices, entonces GNC, = ¢ para
una infinidad de indices, por 9, CNC, = ¢ para una infinidad de indices, lo
cual contradice 2. Por lo tanto K ¢ N.

1.16 Teorema. SiK es un continuo de convergencia en un espacio X y
x,y € K, entonces ningun subconjunto de K puede separar a x de y en X.
DEM.

Sea K un continuo de convergenciade X, x,y €K y AcK.

Supongamos que A separaax dey.

Entonces existen U,V abiertos, ajenos, no vacios en X—A tales que X—A=
UuV, con x €U, yeV.
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Como K es continuo de convergencia, existe {K,} 2, tal que limK,=K y
KnK,=¢.

Entonces {K,}2, c X—A

Como xeU y U es abierto, entonces UNK, = ¢ para toda i suficientemente
grande, digamos i > ,

De esta forma K, cU paratoda /> #,, ya que K, es conexo.

Anélogamente K, c V paratodai> j,.

Por lo que UNV = ¢. Lo cual contradice que U,V sean ajenos.

1.17 Teorema. Si un continuo X no contiene continuos de convergencia
entonces X es hlc.
Dem.
Sea X un continuo tal que X no contiene continuos de convergencia.
Probaremos que cualquier subcontinuo de X es localmente conexo.
Sea Y un subcontinuo de X

Como Y no contiene continuos de convergencia (pues si los tuviera,

también X los tendria), entonces N={yeY | Y no es cik en v} =¢(Teo.1.15)
Por tanto Y es cik en todo punto peY.
De aqui que Y es localmente conexo (Teo. 1.5)
Asi que X es hlc.
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1.4 Conlinuvos Regulares

1.18

Definicion. Si X es un continuo y peX, entonces X es llamado

regular en p si tenemos una base local £, de p tal que la frontera de cada
miembro de £, es de cardinalidad finita. Un continuo es regular si es
regular en todos sus puntos.

1.19

1.20

1.21

Proposicion. Todo subcontinuo de un continuo regular es regular.
DEM.
Sea A un subcontinuo de un continuo regular X y peA. Sea £, una base
local para peX. Entonces £,={AnNU :Ue£,,}.
Afirmamos que Fr (AN U) es de cardinalidad finita paracada U € £,,.
En efecto:
Fr(AnU)=AnU nAANU) € A" nl0" nA\U)

=ANnT" N(A\U)c U n X\U=Fr, (U), el cual es de cardinalidad finita.

Teorema. Todo continuo regular es hlc.

DEM.

Sea X un continuo regular. Supongamos que X no es hic, entonces X
contiene un continuo de convergencia K (ver Teo. 1.17). De aqui que
existe una sucesion {K;}2, de subcontinuos K; de X tales que K =
limK, y KnK,=¢ paratodai. SeapeK , £, una base local para peX y
U € £,. Entonces KKNU =@ para toda i suficientemente grande,
digamos para toda i > iy, por lo que Fr(U) no tendria cardinalidad finita,

lo cual no es posible. Por tanto X no contiene continuos de
convergencia y por el Teo. 1.17 X es hlc.

Definicion. Sea ¢ una coleccién de subconjuntos cerrados de un

espacio X. Diremos que C es aditivo si C,uC,€C, cuando C,, C,eC.
Diremos que ¢ es hereditario si cada vez que CeC y A es un subconjunto
cerrado de C, entonces A €C. Diremos que C es un sistema aditivo-
hereditario si ¢ es aditivo y hereditario.
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1.22 Teorema. Sean X un continuo y C un sistema aditivo-hereditario de
subconjuntos cerrados de X. Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

i) Cada p € X tiene una base local £, tal que cada Ue £, es abierto en X y
Fr(U) € C.

ii) Cualesquiera 2 puntos de X son separados en X por algin miembro de
C.[1, Teo. 10.18, pag 172]

1.23 Teorema. Un continuo X es regular si y solo si cualesquicra 2 puntos
de X son separados en X por algun conjunto finito.
DEM.
Sea C={AcX : A es finito}
Puesto que C,UC, es finito si C;, C, son finitos y C cs finito si C es
subconjunto de C, € C, se tiene que ¢ es un sistema aditivo-hereditario. Por
el teorema anterior se tiene que cualesquiera 2 puntos de X son separados
por algtin conjunto finito.
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1.5 Limites inversos

Observaciéon. Sea X un espacio. Recordemos que una familia £ de
subconjuntos de X tiene la propiedad de interseccién finita si la interseccién
de cualquier subcoleccién finita de £ es no vacia. Si X es compacto, £ tiene Ila

propiedad de interseccioén finita y los elementos de £ son cerrados entonces la
interseccion de todos los elementos de £ es no vacia. [5, pag. 117, 118].
1.24 Teorema. Sea {X, }=, una sucesion de espacios métricos compactos

tales que X, > X,,, para cada i=1, 2, ..., y sea X=ﬁ X, . Entonces, dado un

=l

subconjunto abierto U de X, tal que U X, existe N tal que UD X, (X, -U=¢)
v i>N.

DEM.

Como {X, } 2, tiene la propiedad de la interseccién finita entonces X== ¢.

Ahora supongamos que para cada i X;-U= ¢, es decir, supongamos que
para cada i existe x, € X,-U c X, -U.

Nétese que la sucesion {X,-U : i e N} tiene la propiedad de interseccién
finita, asi que X\U ={"](X, — U) = ¢. Lo cual contradice que X U.

leN

Para demostrar el siguiente Teorema, recordemos que todo espacio métrico X
es normal, es decir, dados dos subconjuntos cerradas y ajenos A,B de X,
existen abiertos, ajenos U,Ven X con AcU, Bc V.

1.25 TJeorema. Sea {X;} =, una sucesién de continuos tales que X, > X,,,

paracadai=1,2,...,ysea X=ﬁ X; . Entonces X es continuo.

i=1
DEM.
Por la observacion X es un espacio métrico, compacto y no vacio.
Mostraremos que X es conexo. Supongamos, por el contrario, que X no es
conexo. Entonces X=AUB, donde A,B son subconjuntos cerrados, ajenos
Yy no vacios.
Como X, es normal, existen subconjuntos abiertos, ajenos V,W de X, tales
que Ac V,BcW.
Sea U=V UW, entonces por 1.24 U> X, a partir de alguna n.
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Entonces X, =X, nV) u (X,NnW).
Como X, >X=AuB ycomo A= ¢ yB= ¢, tenemosque X, N A= ¢ y
X.NnB= ¢, pero esto significa que X, no es conexo, lo cual es una

contradiccién.
Por tanto X es concxo y por consiguiente continuo.

1.26 Teorema. El producto numerable de continuos es continuo.

DEM.
El producto de espacios conexos ¢s conexo [3, Teo 3.13, pag. 150].

El producto de espacios compactos es compacto [3,Teo. 3.16, pag. 152].
El producto numerable de espacios métricos es métrico [4, pag. 212-213].

1.27 Definicion. Una sucesion inversa es una *“‘doble sucesién™
{X,.f,} 2, de espacios , llamados espacios coordenados, y funciones
continuas f;:X,,, — X, llamadas funciones de ligadura. St {X,,f;}2, esuna
sucesién inversa, entonces el limite inverso de {X,,f, } 52, es el subespacio
del espacio producto ﬁxi definido por:

=1

M{x;,ﬁ}ﬂ1={(x-){fu".°x€nx.3f;(xm)=x. v i}

1.28 Tro_posix:ién Sea {X,,f, } =, una sucesién inversa.
Paracadan =12, .., se define Q, (X,,f,) de la siguiente forma:

Q.(X,.f)= {(x.),_,eHX, f(xm)——x‘ V i<n}. Entonces se cumple lo

siguiente:
D Q. (X,,f)=2 o,,ﬂ(x,,f) v n—1 2
2) Q,,(X,,f)eshomeomorfoa HX,V n—l 2,.

o I=nsl

3) !LL“{XI,f/}fix'-"'QQa(Xufl)-

DEM.
1) Sea (x,)2; € Qu1(X,.f), entonces (x)2; € Hxl » donde f,(x,,,)=x

Iy .
Vv i<n+1<n. Por consiguiente f,(x,,,)=x, y por tanto (x,);z, e Q,(X,,f).
1. Fijemos n, y definamos

h:Q.(X,f) — ][ X como

i=n+1
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h(xl)l-x = (%) lne1
. - Es fécil notar que h es homeomorfismo. - :
: 2 Es inmediato que V n, Q,(X,,f;)> lim {x, ,f },=1 Por consxgmente

n Q.(X,,f)2lim {X,,f}7,.

n=i E : ;
Sea . (x,);’_‘.’x € ﬁQ,(X,,f,) entonces 'V n f(x,)=x, de donde
‘ (xl)l-xe"m{x:af }lax L '

lim X, f)2,= ﬂQ,.(X,,f)

1.29 Teorema. Cualquier limite inverso de continuos es continuo.

DEM.
Sea {X,,f,}:, una sucesién inversa donde cada X, es un continuo.
Para n=1,2,. . . , definimos  Q,(X,,f;) como en la Proposicién 1.28.

Entonces por 1.28 Q,(X,,f;) es homeomorfo a ﬁ xvn=12, ...,y

i=n+1

por 1.26 H X, es continuo. Por consiguiente Q,,(x,,f,) es continuo

{=n+1
v n=1, 2,.
Ademas Q,,(x,,f)D Qm(x,,f) vn=

ﬂQ,,(X,,f) es continuo. Pero ﬂQ.,(x,, ,;k'

n=1

~lim{X,.f,}5, es continu

1.30 Definicion. Sean S, ,S; ',espvaciov‘s topolégicos. Una funcién £:S;, — S,
se llama monétona si fes continua y - (y) es conexo para cada yeS,.

1.31 Teorema. Sea {X,,f,}{2, una sucesién inversa de espacios métricos
con limite inverso X_. Para cada i=1,2,. .., sea =,:X_ — X, la i-ésima
proyeccién. Sea A un subconjunto compacto de X_ . Entonces
{m (A)f|.. @} €s una sucesidén inversa con funciones de ligadura

suprayectivas y ademas lim {m, (A),f; |, (a}72:= A. [1,Lema 2.6, pag. 20].



1.32 Zeorema. Sea X_=lim {X,,f,} ;’:,.t Séqn A,B $ubconjmtos compactos
"de X, y sea C=AnB. Para cada i, sea m,:X_ — X, la i-ésima proyeccion
y G==,(A)N = (B). Entonces C=lim {C,, |, } ;-

DEM.
Por 1.31 se tiene lo siguiente:

A=lim {m, (A)f ], .}

B=lim {m, ®B), f, I:..,(s) 3o,

C=AnB=Iim{x, (AnB), f| mes (ANB) ¥, -

Como =, (AnB) C =, (A)n =, (B), se tiene que

iim {m,(AnB),f, L:,,,(Ana) yr.clim{C,f,| Gz g

Sea x=(x,);2, €im {C,,f | ., } 2, Y fijemos i de tal forma que 4<%,
entonces X, € x,(A)N x, (B) con f,(x,,,)=Xx,,

de donde x,=m,(a,)==(b,) con a,cAy b,eB, entonces

dex, a,)<3<%

d(x, b,)<4 <%, de aqui que

d(a,,b,)<%.

Como A,B son compactos , existen acB y beB tales que 3, —a y b, —b,
para algunas subsucesuines {a, }de {a,} y {b, } de {b,}

de aqui que d(a,b) <2, para n suficientemente grande.

Entonces a=by acAnB.
Ademas d(x,a)< d(x, a, )+d(a, ,a) <2, para n suficientemente grande.

Por lo que, entonces x=a, de donde xe ANB, y entonces x; € w,(ANB) y por
consiguiente x=(x,):1 elim {x,(ANnB),f, l:nx(AnB) YFes-
De esta forma se concluye la igualdad requerida.

1.33 Teorema. Si X=lim{X,,f,},, donde cada X,es un continuo de
Peano y cada f, es una funcién monétona sobre X, entonces X es un
continuo de Peano [1, ejercicio 8.47, pag. 137].
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1.34 Teorema (Anderson-Choquet). Sea (X,d) un espacio métrico
compacto. Sea {X,,f,}2, una sucesién inversa donde cada X, es un
subconjunto compacto, no vacio de X y cada f, es una funcién
suprayectiva.

Sea
fy=fo--eof, 1 X, — X sij>i+l yf,,=f.
Supéngase que:

(1) Para cada € >0, existe k tal que para toda p O X, € X, diam[|_} f5 (P)]
i=1 >k

<E&.
(2) Para cada i y cada 6> 0, existe §*> 0 tal que, siempre que j>iy
P.q€ X, tales que si d(f,(p), f,(q)) > & entonces d(p,q) > 5*.

Entonces, lim {X,,f, } 2, es homeomorfo a ﬁ(U X..). En particular, si

im1 m2l .

X, ¢ X,,, para cada i, entonces lim {X,,f, };2, es homeomorfo a D X
=3
[1,Teo.2.10, pag. 23].



Capitualo =

DENDRITAS

A lo largo del presente capitulo se desarrollan varias
caracterizaciones de las dendritas, asi como de algunas
propiedades de las mismas, para lo cual se hace uso de
los resultados presentados en el capitulo precedente.
Las caracterizaciones son las siguientes:

a) Un continuo X es dendrita si y sdélo si cualesquiera 2
pun'ros de X son sepcrcdos por un tercer punto de X.

b) Un com‘lnuo X es dendm‘c: Si y.s
‘punto terminal.

c) Un conhnuo‘xies dendnf iy sélo si la intersecciéon de
cucllequlerc ‘c njum‘os conexos de X es conexo.

d) Un conhnuo de Peano: X' es dendrita si y sélo si X es
heredl'roncmen'fe ‘nlcoherem‘e.
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2.1 Caracterizacién por puntos de separacién

2.1 Definicion. Una curva cerrada simple es un continuo que es
homeomorfo al circulo unitario S'={(x,y) € R?:x? + y?>=1}.

2.2 Definicién. Una dendrita es un continuo de Peano que no contiene
curvas cerradas simples.

2.3 Teorema. Un continuo X es dendrita si y solo si cualesquiera 2 puntos
de X son separados en X por un tercer punto de X.
DEM.
=)Supongamos que X es dendrita.
Sean p,q €X tales que p=q. Como X es arco-conexo [Teo. 1.9], existe un
arco A en X de p a q. Searc A-{p,q}.Sea U la componente de p en X-{r}.
Afirmamos que q& U.
Supongamos que geU. Notese que X-{r} es abierto y por el
Teorema 1.5 U es abierto. Al ser X un continuo de Peano y por el
Teorerna 1.11 U es arco-conexo, de aqui que existe un arco B en U
de p a q. Claramente A =B puesto que re A y rg B de aqui se sigue
que ANnB no es conexo. Por lo que A UB contiene una curva cerrada
simple.
Esto contradice el hecho de que X sea dendrita.
Entonces q¢g U.
Por consiguiente q debe estar en otra componente de X-{r}.
Asiquer separaapdeq.
<)Supongamos que cualesquiera 2 puntos de X son separados por un
tercer punto de X. Entonces X no contiene continuos de convergencia
(Teo. 1.16). Por consiguiente X es cik para toda xe X (Teo. 1.15). Por lo
tanto X es un continuo de Peano (Teo. 1.5). Claramente X no contiene
curvas cerradas simples pues si las tuviera habria 2 puntos de X que no
pueden separarse por algin otro punto de X lo cual, contradice la
hipétesis.
Entonces X es dendrita.
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2.2 Caracterizacién por puntos terminales y de corte

Para la siguiente caracterizacion de una dendrita se requiere de las siguientes 2
definiciones, asi como de las siguientes 2 proposiciones.

24

2.5

26

2.7

Definicion. Sea X un continuo. Un punto peX es llamado punto
terminal de X si para cada abierto U tal que peU, existe un abierto V tal
que pe Vc U y Fr(V) consiste de exactamente un punto.

Definicion. Sea X un continuo, un subconjunto C de X se llama
conjunto de corte de X si X-C no es conexo. Si C={p} , p se llama punto
de corte.

Proposicion. Sea X un continuo de Peano y peX un punto que no es
de corte. Entonces, para toda € >0 existe Uc X, abierto y conexo tal que
peU, diam (U)< € y X-U es conexo. [2, Proposicion 2.4, pag. 27].
Proposicion. Sea X un continuo,

a) Si G={C_}..; es una coleccion no numerable de conjuntos cerrados

de corte mutuamente ajenos de X, entonces existe Ce € tal que X\C =
U|V donde Un(|JC,) =2y Vn(JC, )= 2.
acl a€l

b) Si K es un continuo de convergencia de X, entonces K no contiene
colecciones no numerables de conjuntos cerrados de corte
mutuamente ajenos de X.

¢) Sea Y={peX : p es un punto de corte de X}. Si Zc X y Z es conexo,
entonces todos los puntos de YNZ (excepto, quizds, una cantidad
numerable de ellos) son puntos de corte de Z.

Demostracion de a) Supongamos que no existe CeC

que satisfaga a), entonces para toda o € I podemos escribir

X-C,=U,|V, donde | JC,cU, 0o | JC V..

1=a J=a
Es decir, para toda « € I, se puede expresar a X-C, como la unién de 2
conjuntos, donde uno de ellos, digamos V, no intersecta a ningin

elemento de C.

Sean o ,0,€ I, oy =, , tales que X-C,=U_|V,, X-C,=U_ ]V, , con

UC.cu,y yc.cu,,.

. ey
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Aﬂrmaclén X= (U, UU‘,‘)U( ,;)

‘3]Esclara

c]SeaxeX, entonces

xe(U, UV, uC, )c(U, UV UU )y

xe(U,, UV, UC HU(U, UV, uU_ )

Asi que xe(U, UV, UU,, )n(U uv*uu )

=((U,uU_ DUV, )n((U,,l uy,, )UV )

=(U,uU DU (V, nV,) :

Por tanto X—— (u,uu,, )U(V nv,).
Observemos que U, ,U, ,V,,V,, son abxertos de X, por lo que V, NV,
es abierto.
Notemos que (U, uU_ )N (V, NV,)
=U, NV, nV,YuU,nV, NV, )z
Por lo que (U, uU,)y (V,nV,) formarian una disconexién de X.
Como X es conexo concluimos que V, NV_ = @ para cualesquiera
ay,a,€I.
Por otra parte, como X es separable, X contiene un subconjunto denso
numerable D. Entonces para cada a«c€ I, DNV, =@, lo cual es una
contradicciéon, puesto que, entonces, D no seria numerable.
Demostracién de b) Sea ¢ como en a). Supongamos que | JC, cK.

acl

Por a), existe CeC tal que X-C=U|V donde Un(JC,)=a y
acl
vn(lJcC.)=wo.

acl

Sean xeUn(|JC,), yeVn(JC,), entonces, como xcU y yeV,
a€l a€l

tenemos que C separa a x de y en X, entonces K no es continuo de
convergencia [Teo. 1.16].

Lo anterior implica que a lo mas una cantidad numerable de puntos de K
pueden ser puntos de corte de X, y entonces, K contiene una cantidad no
numerable de puntos que no son de corte de X.

Demostracion de c).Sea A = {pe YNZ : Z-{p} es conexo}.
Demostraremos que A es numerable. Supongamos, por ¢l contrario, que
A no es numerable. Sea C={{p} : peA}. Entonces ¢ satisface las
condiciones del inciso a). Por tanto existe p, € A tal que X-{p, }=U|V,
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UNA =@ y VNA=o. Por otro lado, Z-{p,} es conexo, entonces
Z-{po}cU o Z-{p,}cV. Supongamos que Z-{p,}c U, entonces
@Z-{po})NV=2 y A-{Po}cZ-{p,}. Por lo que (A-{p.})NV=wo.
Ademas p, ¢ V. Por tanto AnV=@, lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto A es numerable.

Teorema. Un continuo X es dendrita si y solo si todo punto de X es
punto de corte o punto terminal.

DEM.

=)Supongamos que X es una dendrita no degenerada, p un punto que
noesdecortede Xy € >0.

Entonces, por 2.6, existe un subconjunto abierto y conexo U de X tal que
peU, diam (U)< & y X-U es conexo.

Supongamos que [Fr(U)] >2.

Como X es localmente arco-conexo [Teo. 1.10] y U es un subconjunto
abierto de X, existen q,reFr(U),q=r tales que. q,r son arco-accesibles
desde U [Teo. 1.13].

Como U es arco-conexo [Teo 1.11], existe un arco A en Uu{p,q} deqa
r.

Notemos que qreX-U y que X-U es conexo, asi que X-U es un
subconjunto cerrado y conexo de X , por lo que X-U es un continuo de
Peano.

Entonces existe un arco B en X-U de q a r. Claramente AUB es una
curva cerrada simple. Esto contradice el hecho de que X sea dendrita.
~JFr(Ww)] <1. Pero como X es un continuo no degenerado, se sigue
entonces que |Fr(U)|=1, por lo que, entonces, p es un punto terminal.
<)Supongamos que cada punto de X es punto de corte o punto terminal
de X, entonces K={{p} donde p es punto de corte de X} es una coleccién
no numerable de conjuntos cerrados de corte mutuamente ajenos. Se
sigue [Prop. 2.7 b] que X no contiene continuos de convergencia.
Entonces X es hlc. En particular X es un continuo de Peano.

Supongamos que X contiene una curva cerrada simple Z. Claramente
ningun punto de Z puede ser punto terminal de X. Entonces cada punto
de Z es punto de corte de X. Entonces [Prop. 2.7], estos puntos también
son puntos de corte de Z, esto contradice que Z sea curva cerrada simple.
Por consiguicente X no contiene curvas cerradas simples.

..X es dendrita.
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2.3 Algunas propiedades

2.9 Teorema. Toda dendrita es regular.
DEM.
Sea X una dendrita y p,q € X.
Entonces existe z en X tal que z separa a p de q en X [Teo. 2.3]
Como {z} es finito, se tiene que X es regular [Teo. 1.23].
2.10 @qf’inicio’n Un punto p de una dendrita X se llama punto de
ramificacion de X si para cada abierto U tal que pe U, existe un abierto V tal
que pe Vc Uy [Fr(u)|>2.
2.11 Teorema. El conjunto de puntos de ramificacién de una dendrita es a
1o mas numerable [1, Teo. 10.23, pag. 174].
2.12 Teorema. Toda dendrita es hic
DEM.
Sea X una dendrita.
Por 2.3, cualesquiera 2 puntos de X estan separados por un tercer punto
de X, entonces, por 1.16 X no contiene continuos de convergencia y por
1.17 X es hlc.
2.13 Teorema. Todo subcontinuo de una dendrita es dendrita.
DEM.
Sea X una dendrita y Y un subcontinuo de X. Entonces Y es localmente
conexo (Cor.2.4). Claramente Y no contiene curvas cerradas simples,
pues si las tuviera X también las tendria y esto contradice el hecho de que
X sea dendrita. De aqui que Y es un continuo de Peano que no contiene
curvas cerradas simples.
.. Y es dendrita.
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2.4 Caracterizaciéon por conexidad de subconjuntos

2.14 Proposicion. Todo subconjunto conexo de una dendrita es
arco-conexo.
DEM.
Sea C un subconjunto conexo no degenerado de una dendrita X y p,q €C
con p=q. Como C es subcontinuo de X, se tiene que C es dendrita
{Teo.2.13], por tanto existe unarco Aen C depagq.
Mostraremos que Ac C.
Como C es conexo ningin punto de C-C es punto de corte de C y como
C es dendrita, cada punto de C -C es punto terminal de C [Teo. 2.8].
Ahora, los tnicos puntos de A que pueden ser puntos terminales de C
sonpyqy como p,qeC, tenemos que An (C-C)= ¢.
Asique AcC.
... C es arco-conexo.

2.15 Teorema. Un continuo X es dendrita si y sélo si la interseccién de

cualesquiera dos subconjuntos conexos de X es conexo.
DEM.

=>)Sean C,,C, subconjuntos conexos de X.

Supongamos que C, N C, no es conexo.

Sean p,q puntos de diferentes componentes de C, N C,.

Como p,qe C, y p,qe C, entonces, por 2.14,

existe unarco A, en C, depaq, yexisteunarco A, en C,depagq.
Claramente A, N A, no es conexo. Entonces A, U A, contiene una curva
cerrada simple. Lo cual contradice que X sea dendrita.

Por consiguiente C, " C, es conexo.

<=)Supongamos que la interseccién de cualesquiera dos subconjuntos
conexos es conexo .(*)
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Supongamos que X tiene un continuo de convergencia K.

Sea ¢ una familia no numerable de conjuntos cerrados de corte
mutuamente ajenos de K. Entonces [Prop. 2.7 b], existe Ce C tal que X-C
€s conexo.

Entonces por (*) Kn (X-C) es conexo.
Pero esto no es posible, pues KN (X-C)=K-C y C es conjunto de corte de
K. Entonces X no contiene continuos de convergencia, de aqui que X es

hlc [Teo. 1.17].
Claramente la hipétesis implica que X no contiene curvas cerradas
simples.

.. X es dendrita.
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2.5 Caracterizacién por unicoherencia

2.16 Definiciérn. Un continuo X se llama unicoherente si siempre que se
tengan A,B subcontinuos de X tales que AUuB=X, se tiene que ANB es
conexo. Si todo subcontinuo de X es unicoherente entonces X se llama
hereditariamente unicoherente (h.u.).

Este continuo no es unicoherente y por lo tanto

no es hereditariamente unicoherente

. et .

@ oo

Este i es hereditari icoh y
por lo tanto unicoherente

Figura 3. Unicoherencia

2.17 Teorema. Un continuo de Peano X es dendrita si y sélo si X es h.u.
DEM.
= )Sea X dendrita, Y subcontinuo de X y C,,C, subcontinuos de Y tales
que Y=C,UC,.
Como C,,C, son subcontinuos de Y, entonces también lo son de X, asi
que C,,C, son subconjuntos conexos de X. Por consiguicnte C,NC, es
conexo. [Teo. 2.10].
<=)Sea X un continuo de Peano h.u.
Una curva cerrada simple no es unicoherente, por consiguiente X no
contiene curvas cerradas simples.
.. X es dendrita.
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2.18 Teorema. Cualquier limite inverso de dendritas con funciones de
ligadura monétonas y sobres es dendrita.

DEM.

Sea X_=lim {X,,f,} , donde cada X, es dendrita y cada f, es monodtona.

Para probar que X_, es dendrita probaremos 2 cosas:

a) X_ eshu

b) X_ es continuo de Peano.

Asipor el Teo. 2.17 X_, es dendrita.

a) X, eshu

Por 1.29 X_, es continuo.

Sean A,B subcontinuos de X_, y C=ANB

Para cada i=1,2, . . ., Sea C==n,(A)N=,(B) con =,:X_ — X, la i-€sima
proyeccién. Entonces por el teo. 1.32 C=lim {C,,f/ |, } .-

Como =, es continua y A,B son continuos; =, (A), r, (B) son subcontinuos
de X,. Entonces cada C, es continuo y por 1.29 C es un continuo y por
lo tanto conexo.

b) X, es continuo de Peano
Tmnediato a partir del teo. 1.33.



Capitulo 3

E je mplos

Finalmente, en este Ultimo capitulo se desarrolian 4
ejemplos y se demuestran 2 teoremas, todos
relacionados de alguna forma con las dendritas.
Se utilizan las caracterizaciones asi como las
propiedades desarrolladas en el capitulo anterior.

Los ‘“ejemplos” vienen, por decirlo de alguna

forma, agrupados de 2 en 2.

Los primeros 2 ftratan sobre los puntos de
ramificacion y de no ramificacién de una dendrita.

Los siguientes 2 tratan sobre la condicion hereditaria
de conexidad local en la unidbn de dendiritas.

Finalmente los Ultimos 2 tratan sobre la relacidon que
guardan las dendritas con los continuos regulares.



3.1 Ejemplo de una dendrita D donde el conjunto de puntos de
ramificacién es denso en D.

Daremos primero algunas definiciones:

Tf

Observacion: Los T y-T estén formados por3 tri dos, los 1dermﬁcaremos
como el tnodo de la 1zqu1erda, el triodo de arriba 'y’ ‘el tnodo de la derecha.

—— izquierda

l ‘ —_— arriba
-I_ — derecha
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Instrucciones para las ramificaciones:

Si tenemos un T,, las ramificaciones que se afladan, haran que el triodo
de la izquierda se transforme en T,, el de arriba se transforme en T_.y el
de la derecha se transformeen T_.. (T, — T, T_,T.)

Si tenemos un T_, las ramificaciones que se afiadan, haran que el triodo
de la izquierda se transforme en T, el de arriba se transformaen T, y el
de la derecha se transformeen T.. (T, - T, T, T.).

PRIMER PASO
SEGUNDO PASO
: ____l_ 5 Tﬁncsémso ‘
Lf‘l s

’ . CUARTO PASO

—HT

1
!
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Ahora demostraremos que este procedimiento nos lleva a la dendrita buscada.
Consideremos el siguiente diagrama:

EnX, cada uno de los segmentos pa, i = 1, 2, 3, tiene longitud igual a 1.
Obtenemos X, como la unién de X, y 3 segmentos de longitud {, donde estos
segmentos se afladen de tal forma que X, seaun T,, como se indica en el paso 2.
Obtenemos X; como la unién de X, y 9 segmentos de longitud i, donde estos
segmentos se afiaden como se indica en el 3 paso y segun las instrucciones.
Obtenemos X, como la union de X; y 27 segmentos de longitud i, donde estos
segmentos se afiaden como se indica en el 4° paso y segun las instrucciones.
Obtenemos X, como la unién de X, , y 3" segmentos de longitud 3, donde
estos segmentos se afiaden segun las instrucciones.

Como se puede observar, cadaX, es dendritay X, O X,.

Observacién: La menor distancia que existe entre 2 puntos de ramificacion en
X, es zr. Es mas, dado cualquier punto pe X, existe un punto de ramificacion r
tal que d(p.,r)< 2+ (%)

Las funciones de ligadura estan definidas de la siguiente mancra:

fntxi+1 - Xi

£0) X sixeX
X) = J—
. ,’( x, donde x, es tal que el arco xxo N X; = {X,}
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Mostraremos que las funciones de lxgadura son
a) mondtonas y

b) sobres.

Asiporel Teo. 2.18 2, lJ_m {X,,f } 2, es dendrita.

a) Cada f, es mon6tona
Seaye X,
i) £, (y)es conexo
pues £7'(y) = o bien f,"*(y) =yy,, donde y, es tal que el arco
Y¥o N Xpey = {yo} y en ambos casos f,”* (y) es conexo.
ii) f, es continua
Sean x,y €X,,,.Sea €>0
Caso 1. f,(x})=x, f,() =Y.
Tomamos §=€ . Entoncessid(x,y)< §=d (f,(X), f, (y)) d(x, y)<é= €.
Caso 2. f,(x) =x, f,(¥) =Y., donde y, es tal que el arco yyo n {X }= {yo}
Tomamos §<€& - L. i
Sid(x,y)< §= d(f,(), f.(¥)) = d(x, yo)<d(x,y)+d(y, Yo)<6+L<€
Caso 3. f,(x) =x,, donde x, es tal que el arco Xxo N { X, }={%,} ¥
f.(¥Y) =v,, donde y, es tal que el arco Yy, N {X,}={Y.}.
Tomamos §<€ -Zr.
Si d(x,y)<6 = d(f, (), f,(¥))=d(X, Yo ) < (X0, X)+A(x,Y)+A(Y, Yo )<+ 6+ <E.
b) Evidentemente f, es sobre para toda n.
Por el teorema 2.18 se tiene que lim{X,, £}~ es dendrita.

Llamamos D a esta dendrita.

Mostraremos ahora que se cumplen las hipétesis del Teorema de Anderson-
Choquet. [1, Teo. 2.10, pag. 23].

{X,.f,}2, es una sucesion inversa donde cada X, es un compacto, no vacio y

cada f; es un mapeo sobre X, .

fy=fo...of, sij>i+lyf.,=f.

La primera condicién del Teorema de Anderson-Choquet dice:

i) Para cada €> 0, 3 k tal que para toda p € X, , diam [U Qx(p)]<€ .
Pk

Sea £€>0y k tal que 34 < €, pe X,.
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Entonces diam[U f,“k‘(p)] SEtdt. bt =Sk =R <E,
>k =k :

Una equivalencia de la segunda condicién del Teorema de Anderson-Choquet
dice:

if) Para cada i y cada 6> 0, existe §* > 0 tal que si j > i, p,q € X,, se tiene que si
d (p,q) <6* entonces d(f,(p), f,(q)) < 6.

Fijemos i.

Sea 6>0,j>1i.

Sea 6* < 3l <5 y p,q € X, tales que d (p,q) <6*.

Por la observacién (*), se tiene que a lo mas hay un punto de ramificacion r, tal
qued (r,p) <6*y d(r,q) <6*.

Por consiguiente, para todo punto z tal que d (z,p) <é6* y d (z,q) <6 * se tiene
que f, (z) =z o bien f(z) = r. En ambos casos d(f,.,(p) .., (@ ) <6*.

Como la composicién de funciones continuas en wun compacto es
uniformemente continua se tiene que f; es uniformemente continua y por tanto

d(f;(p), (@) <6* <s.

Por el Teorema de Anderson-Choquet D=lim{X,, f},~. es homeomorfo a O X .
=0

Probaremos ahora que cualquier abierto, no vacio U de D, tiene puntos de
ramificacion de D.

Sea U un abierto tal que UnD= ¢. Entonces existe un arco A =[p,q] tal que
AcUnD [Teo 1.11]. Por la observacién (*) existen 2 puntos de ramificacion
a,b tales que d(a,b)< i< d(p,q). Por tanto a,b son puntos de ramificacién que

2
estan en U.
Por lo tanto el conjunto de puntos de ramificacion es denso en D.

Como se puede observar, el conjunto de puntos que no son de ramificacion
también es un conjunto denso. Esto no es casualidad como podra verse en el
siguiente teorema.
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3.2 Teorema. Sea X una dendrita y NR (X) ={xeX: x no es punto de
ramificacién de X}. Entfonces NR es denso en X.

DEM.

Demostraremos que si U es abierto y U= ¢ entonces UNNR= ¢.

Sea U abierto, no vacio y peU. Se sigue por la conexidad por trayectorias que
existe un arco A que contiene a p; asi ANU= ¢ . Mas ain, AnU no es
numerable. Como el conjunto de puntos de ramificacién en una dendrita es alo

mas numerable (Teo. 2.1_5), eijtdxi;:és‘;exjst‘e‘q;ie AnUtalque q.€ NR(X).

Por tanto NR(X) es,déxiso en
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3.3 Ejemplo de 2 continvos D, ,D, hic, donde D, uD, es un confinuo
que no es hlc.

Consideremos A,,={(x,0) e R*: 0 < x < 1}.
Paracadan=1,2,3,... ycadam=0,2,4,...,2™ -2,
Sea A, ={(x,2"') e R®:x € [3%, 25|}
Paracadan=0,1,2,... ycadamtal que 0<m< 2™* —1.
Sea B, ,={(m- 2'*_"1 y) e R2 t0<y< 2'"}

QU]

Finalmente, Sea D, =

-} g;;

Como cualquxer punto xeD .es punto termmal o bxen punto de corte, se tiene
‘ que Dx es dendnta [Teo 2 8] ypor lo tanto D, es hlc fTeo. 2.16].
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Consideremos ahora C,,={(x,0) e R? : O<x< 1}; E

Paracadan=1,2,3,... ycadam=0, 2,4,..'.,2"“._—-2, :
Sea Cnm_{(xlz M")GRz 'XE[Z..; Izwl]} R Gl :
Para cada n = 0, 1, 2, .. 'y cada “m tal que 0<

m<2™ —1. R
Sea E,,={((m+1). 2‘“",y) eR?:0< y < 2‘"}. !

Finalmente Sea D,= U Cnm] l

n=0 m= n=0 m-o ]

diidd

Como cualqmer punto x de D2 s punto termmal o punto de corte se tiene que

D, es dendnta [Teo 2 10]‘ por. lo tanto D es hlc [Teo 2 16]



Unamos ahora D, con D,. '

-

1T
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Obsérvese que este contmuo no es hlc por contener un peine. (este se muestrav‘, o

€n un tono mas ﬁxerte en la siguiente figura).

1 I ! {
fa)

Peine contenidoen D, U D,

Por este motivo nos preguntamos: gbajo qué condiciones la unién de

dendritas es dendrita?
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3.4 Teorema. Sea X un continuo tal que X=D, uD,,D, dendirita, i=1,2.
Entonces, X es dendiita si y sélo si D=D, n D, es conexo, no vacio.

=) Como X es dendrita, entonces X es unicoherente y como D,,D, son
subcontinuos de X tales que X=D, uD,, entonces D=D, nD, es conexo, no
vacio.

< )Primero mostraremos que X es localmente conexo.
Sea peX, N abierto en X tal que peN. Demostraremos que existe U abierto y

conexo cn X tal que pe UCN.

Caso 1. pe D,\D,, entonces N*=Nn D, es abierto en D, y peN*.
Como D, es localmente conexo, existe U abierto y conexo en D, tal que
peUCN*. Como Uc D,\D,, U es abierto y conexo en X.

Caso 2, pe D=D, NnD,.

Sea E, una vecindad conexa de p en D, (i=1,2).

Entonces p¢ D\\E, (Notese que D\E, = \E{(m)

Asi que pg D,\E; UD,\E,.
Ahora D,\E; U D,\E, 2[D,\(E, UE,)]U[D, \(E, UE,)]= (D, UD,)\(E, UE,).
Entonces p¢ (D, UD,)\(E, UE;).=X\(E, UE;)
Por tanto, la vccindad conexa de X=D, uD, que tiene a p en su interior es
E,UE,.

-. X es localmente conexo en p.

Mostraremos ahora que cualesqunera 2 puntos de X estan unidos por un inico
arco.

Sean p,q €X.
Caso 1. p,qeD,. i ST :
Como D, es dendrita, existe un umco arco [p q]Jc D, cX.
Supongamos que existe otro arco’ ‘o en X que une a p con q.
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Como D, es dendrita, o ¢ D,, pues D, tendria una curva cerrada simple. Asi
que anD,\D, =g (digamos que acanD,\D,) ¥ anD=wo (digamos
be anD). Ademas o intersecta a D en otro punto c=b (pues si b=c, entonces
[b,a] u[a,c] es una curva cerrada simple contenida en D,).
Asi que b,ceD. Pero D es dendrita, por ser subcontinuo de D,, entonces
existe un arco [b,c] <D. Pero, entonces [p,q] u[p,b] u[b,c] ufc,q] es una
curva cerrada simple contenida en D, . Lo cual no es posible, pues contradice
el hecho de que D, sea dendrita.
Por tanto {p,q] es el inico arco que une ap con q en X.
Caso 2. pe D,\D,, qe D,\D,.
X=D, uD, es arco-concxo, pucs D, loesy D= 2.
Entonces existe [p,q] en X.
Supongamos quc existe otro arco o que los une.
Ip.qlND»= 2y anD=@.
Ademas [p.q] N a={p.q} o
En efecto. - .
Supongamos que existe rg {p,q} tal querep.q] N .
Si re D,, entonces [p,r] u [r,p] (con [p,rlc a y [r.p] <[p.ql) es una
curva cerrada simple contenidaen D, .
Anélogamente sire D,.
Por lo que existen r,seD, r=s, re [p.q], s€ a.
Como D es dendrita, por ser subcontinuo de D,, existe un arco [r,s] cD.
Entonces, [p,r] u [r,s] U [s,p] es una curva cerrada simple contenida en D,, lo
cual no es posible, pues contradice el hecho de que D, sea dendrita.
Por tanto [p,q] es el inico arco que une ap con q en X.

. X es dendrita.
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3.5Ejemplo de 2 continuos regulares D, ,D, tales que X=D, uD, es

un continuo que no es regular.

Sea A={(x,0) e R* : 05x51}.

Paracadan=1,2,...,ycadak=1,2,...2"*
Sea D, = {(X.v) € IR2 (xJL +y* = 4‘“, cony >0, x <2 }
Paracadan—o 1, 2 ...,ycadak=1,3, , 3"

SeaEnk {(x,y)c:lR2 (x 2"—3,.1) +y? =%~9 ,cony<0 x< —k;}}

o 201

Fmalmente Sea D,=AuU
ne=lkel




42

Sea A={(x,0)eR*: 0<x<1}. o
Paracadan=1,2,...,ycadak=1,2,...2" " o
" Sea F‘F,,_k = {(x,y) € R? :(x-l'z!,,'—l)z +y*=4", con‘by'zko,vi‘ 21;-1}
Para cada n=0, 1, 2, . .-, ycadak=1,3, L3 f .
Sea G, .=~ {(x,y) e R?; (x-Z—l) +y:=14%- 9 ",' con y < o : g—*;_l}

Finalmente, sea D, = AU UUFnI:l UUG,..‘I ;

ne=1k=1 n=0 k=1

D,

D, es continuo, es mds D, es dendrita pues cualesquiera 2 puntos de D, son
separados por un tercer punto de D, [Teo. 2.3].

Por tanto D, es un continuo regular {Teo. 2.13].
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Unamos ahora D, con D,.

D, UD,

Mostaremos que D, UD, no es regular. Para ello mostraremos que existen 2
" puntos en X tales que no pueden separarse con un numero finito de puntos.

" Sean x,ycA.

Sean x,,X,, ..., X, kpuntos en A tales que x <x,<x, <...< X <Y.
Tomemos un punto y, €(D,, UE,, )NA tal que x < y, < x; y cl otro extremo
(Y,,) de la semicircunferencia que contiene a y, seatal que x, <y,, < x,.
Tomamos un punto y, €(D,, UE, , )NA tal que y;, < y, < X, y ¢l otro extemo
(Y22 ) de la semicircunferencia que contiene a y, seatal que y, < y,, < X,.
Continuamos el proceso hasta x, < y,, <y.

A las semicircunferencias obtenidas se les afiaden los segmentos Xy, , Y;,Y5, -
<o VY-

Con esto mostramos que no podemos separar a x de y con una cantidad finita
de puntos.

-. X=D, UD, es un continuo que no ;sil;'egglax.




3.6 Ejemplo de un continuo regular que no es unidn finita de

dendritas.
(Fund. Math. 22. 1934, “Sur la décomposition des courbes régulié¢res en dendrites™. Karol Borsuk).

La construccién de este continuo requiere de la construccién de otros
continuos.

Para construir el primero de éstos, se tomardan en cuenta las siguientes
consideraciones:

— Los segmentos que se tracen, se trazaran a partir de la circunferencia.

— Cuando se trace un scgmento se especificara su longitud.

— También se trazara la prolongacion de dicho segmento hasta formar un
diametro ( a esta linea le llamaremos su linea auxiliar).

Comenzamos con Sl={(x,y) eR?: x2 +y? = 1}, trazamos un radio (linea de

longitud 1) y trazamos su linea auxiliar.

Seccitn

" Seccibn

Cada se(_:cién se divide en 2 partes ti\g‘u‘éles', trazando en cada una de ellas un
semi-radio de longitud %, junto con su linea auxiliar. Se forman 4 secciones.
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Cada seccién se divide en 2 partes iguales, trazando en cada una de ellas un
semi-radio de longitud %, junto con su linea auxiliar.

7 T\>
allFe
Y

~. —

Este proceso se continia indefinidamente. Borramos ahora las lineas
auxiliares.

En cada uno de los extremos de estas lineas trazamos una circunferencia con
el radio adecuado, para que cualesquiera dos de ellas no se intersecten.

A este continuo le llamaremos C,.

aolves

Ory( Q O
@jsv
Dgﬁniciones:

 ' Paleta v(P') :

' 'Ci(cunferencia de paleta c): (\>

S



Circunferencia de paleta que contiene a x (Cox): O i
‘ - X

Arco de paleta (A;):

o 3

Arco de paleta que cohtféne a\:_;: ('Ap,), :

Semipaleta (S;): / \

Observaciones:
1) C, esregular.
Demostraremos que cualesquiera 2 puntos pueden separarse con un numero
finito de puntos. . ; o
Sean x, y eC2 : ol G :
a) Si C,,=C,,, quitamos 2 puntos z,, Z, dlametralmente opuestos tales que» :

d(z, ,X)—d( Z,.y)-

b) Si C,, = C,,, quitamos cualquier punto del A, que mters ctaa.
c) Si A, =A,,, quitamos cualquier punto entre ellos. :
d) Si A,, = A, , quitamos cualquier punto z tal que d (z,Sl )< d(x, S,)

. 2) C, no es la unién de 2 dendritas.

Supongamos que C,=D, UD,, D, dendrita, i=I, 2.

Como S,ND, no contiene curvas cerradas simples, entonces S, ND,
contiene un arco « tal que anND,=2.

Esto implica que para cualquier paleta P , tal que Pna = &, se tiene que
Pc D,. Pero esto no es posible, pues D, tendria curvas cerradas simples y
esto contradice el hecho de que D, sea dendrita.
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3) C,es launién de 3 dendritas. S
Tomemos 3 puntos a,,a,,38, €S, que no sean de ramificacién.
Considerense los 3 arcos stgulentes marcadds' en el sentido de las
manecillas del reloj. : '

Sean A,=aa, e

=43
A;=3;3,

——
A,=2a;a,

Si una paleta P es tal que PNA;=@ y Pn A, = @, entonces P la expresamos
como la unién de 2 semlpaletas una de ellas la pintamos de color K, y la otra

de color K,.

Si una paleta P es tal que ?ﬁ'A; '== 9 y PN A; =<, entonces P la expresamos
como la unién de 2 sermp aletas, una de ellas la pintamos de color K, y la otra
de color K.

Si una paleta P es tal dﬁe Ph A “ =2 yPNA; = @, entonces P la expresamos
como la unién de 2 sermpaletas una de ellas la pintamos de color K, y la otra
de color K;.
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Consideremos ahora a S,= {(x,y) € R?: x2+y?*=1}.
Hacemos la misma construccién que se hizo para C, (salvo'que en este caso
el radio es de longitud {). Obteniendo lo siguiente:




TR e A TETTLAlY LY T T
P R e 5 R

" a8 TRy S
D LA BREIRY N 49

Observaciones:
1) C; esregular.
Se argumenta de la misma forma en que se argumenta que C, es regular.

2) C; no es unidén de 3 dendritas.
Supongamos que C;=D, U D, U D;, con D, dendrita, i=1,2, 3.
En particular S, c D, uD, UD,.
Como S, ND, no contiene curvas cerradas simples, entonces existe un
arco a tal que o c D, UD;.
Por lo tanto. Cualquier paleta P tal que PN a = @, Pc D, UD;.

Es decir, P se puede expresar como la unién de 2 dendritas. Lo cual no es
posible pues en este caso cada C, es homeomorfo a C,.

3) C; es launién de 4 dendritas.
Tomemos 4 puntos a,,a,,8,,a8, €S,. Cosidere los 4 arcos siguientes,
marcados en el sentido de las manecillas del reloj.
Sean A1=5§4 color K,

—_——
A,=a,a, color K,

_—
A,=a,a, color K;

——
A,=a.,a, color K,.
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SiunapaletaPestal que PNA, =@ , PNA, =@ y Pn A, = =, entonces el A,
respectivo lo “pintamos™ de color K,,K,,K; y las C, las expresamos como

union de 3 dendritas, como se hizo con C,.

Andlogamente siPNA, =@ ,PNA, =2 yPNnA, =a.
AnalogamentesiPNA,; =@ ,PNA; =2 yPNA,=3.
Andlogamente siPNA,=@ ,PNnA;=2 yPNA, =2.

De manera analoga se construyen C,,C, ..., C,.
Observaciones:

1) C, esregular

2) C, no es la union de n dendritas

3) C, eslaunion de n+] dendritas.

Consideremos ahora el segmento B=[0,4].
Trazamos C, tangentc a B en 0.
Trazamos C,; tangente a B en 2. )
. n
Para cada n > 3, trazamos C, tangente a B en 2+ " oir.

k=4

Llamameos X=BU(DC, ).

=2

X

Oaa..
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Probaremos que X tiene las propiedades requeridas.

)

2)

X es regular. Probaremos que cualesquiera 2 puntos de X pueden ser

separados por un niamero finito de puntos.

Sean x,yeX

a) Six,y estan en el mismo C,, podemos separarlos, puesto que cada C, es
regular

b) Si x,y estan en distinto C,, quitamos cualquier zeB que se encuentre
entre las C, correspondientes.

c) Six,y €B, quitamos cualquier zeBtalquex <z <y 0 y <z < x, segin
seax<yoy<x

d) Six €B,y € C, quitamos cualquier zeB que esté entre x y C,.

X no es union finita de dendritas.

k
Supongamos que existe k tal que X=U D, , D, dendrita.
-y
Entonces, cualquier subcontinuo de X se puede expresar como la umén de
K dendritas. '

En particular C, se puede expresar como union de K dendritas:’ ‘Lo cual es
una contradiccién. .
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