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Introducción 

El objetivo del presente trabajo, como lo indica el título, es presentar 
algunas caracterizaciones de las dendritas, así como algunos ejemplos 
relacionados con las mismas; ejemplos que resultan ser atractivos no solo 
por su representación geométrica, sino también por las propiedades que 
presentan. 

La tesis está dividida en 3 capítulos y, sin embargo, la esencia de ésta se 
encuentra en el último capitulo. el capitulo denominado "ejemplos". 

Para la construcción del primer ejemplo (dendrita D cuyo conjunto de 
puntos de ramificación es denso en D) se requiere de cierta herramienta 
matemática denominada limites inversos. Esta herramienta, aunque resulta 
poco atractiva, es muy útil en la construcción de continuos, sin embargo 
aquí solo utilizaremos lo indispensable para desarrollar el ejemplo antes 
mencionado. 

Después de analizar un poco el ejemplo anterior nos damos cuenta de 
que el conjunto de puntos que no son de ramificación también resultó 
denso. Así que nos preguntamos si era posible encontrar una dendrita D 
donde el conjunto de puntos que no son de ramificación no fuese denso en 
D. La respuesta la encontramos en el mismo capítulo 3, la cual es 
enunciada como un teorema y para argumentar la validez de dicho teorema 
se recurrre a una de las propiedades de las dendritas (el conjunto de puntos 
de ramificación en una dendrita es a lo más numerable). 

El siguiente es un ejemplo de 2 continuos hlc (hereditariamente localmente 
conexos), los cuales resultan ser dendritas (toda dendrita es hlc) y cuya 
unión resulta que no es ble (por lo mismo resulta que no es dendrita). En 
estas condiciones cabe pruguntarse si existen condiciones suficientes y 
necesarias para que la unión de dendritas sea dendrita. La respuesta se 
encuentra en el capítulo 3. 

También se muestra un ejemplo de 2 continuos regulares (la definición de 
continuo regular se pude encontrar en este trabajo, pero hay una 
equivalencia que nos ayuda bastante a simplificar las cosas: Un cqntinuo X 
es regular si cualesquiera 2 puntos de X son separados por un número finito 
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de puntos de X), los cuales resultan ser dendritas (Toda dendrita es regular) 
y cuya unión es un continuo que no es regular. 

Un último ejemplo, reservado al final por tratarse de de un resultado que va 
en contra de nuestra intuición: se sabe que en una dendrita cualesquiera 2 
puntos son separados por un tercer punto y que en un continuo regular 
cualesquiera 2 puntos son separados por una cantidad finita de puntos, así 
que resulta "natural" suponer que cualquier continuo regular se puede 
expresar como unión finita de dendritas. Sin embargo esto no es cierto, 
para ello mostramos un ejemplo de un continuo regular que no es unión 
finita de dendritas. 

Para desarrollar los ejemplos anteriores se requieren de algunas de las 
caracterizaciones de las dendritas, las cuales se enuncian en el 2° 
capítulo y que para desarrollar las mismas se requieren de ciertos resultados 
preliminares desarrollados, claro está, en el capítulo 1. 

En este primer capítulo se encuentran ciertos resultados que quizá para 
algunos sea el primer encuentro con los continuos y por lo mismo resulte 
un capítulo algo árido, poco "digerible", sin embargo, para aquellos que 
tienen un primer encuentro con los continuos y, en especial con las 
dendritas, recomendamos (aunque parezca extraño) leer de atrás hacia 
adelante. Quizá esto ayude a motivar al estudiante a involucrarse más en 
esta apasionante área de las Matemáticas. 

Septiembre de 2002 .. 

JAVIER. 



PRELIMINARES 

En este primer capítulo se desarrollan los conceptos y 
resultados necesarios , tanto para las caracterizaciones 
que se dan en el siguiente capítulo como para los 
ejemplos. 

Los conceptos desarrollados, a grandes rasgos, son 
los siguientes: 

a) Continuos de Peana 

b)Arco - conexidad 

c)Continuos de convergencia 

d) Continuos regulares 

e) Límites inversos 
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1.1 Continuos de Peano 

1.1 'Definícíón. Un continuo es un espacio métrico, compacto y conexo. 

1.2 'Definición. Un espacio topológico X es llamado localmente conexo en 
peX (LC en p e X) si para cada vecindad N de p existe un subconjunto 
abierto y conexo U de X tal que pe U e N y es llamado espacio de Peano si 
es localmente conexo en p e X, para toda p E X (figura 1). Si además el 
espacio es un continuo, entonces es llamado continuo de Peano. 

o 

Ü s• 

e D' 

~ Arbol 

Peine 

Escoba 

11111 1 

~ 

Espacios de Espacios que no 
Peana son de Peana 

Figura 1 

Notemos que un intervalo [a,b] es un continuo de Peano. Llamaremos arco a 
cualquier espacio homeomorfo a un intervalo [a,b]. En particular dos de estos 
intervalos son homeomorfos entre sí. 

1.3 'Defínícíón. Un espacio métrico X es llamado conexo en pequeño en 
pe X ( cik en p) siempre que cada vecindad de p contenga una vecindad 
conexa de p. 
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Notemos la similitud entre las definiciones 1.2 y 1.3. A primera vista da la 
impresión de que dicen lo mismo. Sin embargo no es así, para ello daremos un 
ejemplo. 

1.4 No todo espacio cik en p e X es localmente conexo en p, tal como se 
muestra en la figura 2. 

X _ ... 0> 
p 

Figura 2 

Xes cikenp. 
X no es localmente conexo en p. 
Pues dada cualquier vecindad N de p, podemos encontrar una vecindad conexa 
U de p tal que peUcN, pero U resulta no ser un conjunto abierto [5,pág.201]. 

Desde luego, todo espacio X localmente conexo en pe X es cik en p. 

1.5 Teorema. Sea X un espacio topológico. Entonces las siguientes 
afinnaciones son equivalentes: 

i) X es de Peano 
ii) Cada componente de cada subconjunto abierto de X es abierta en X 

iii) X es cik. en cada punto p e X. 

DEM 

ü)=i). Supongamos que las componentes de todo conjunto abierto son 
abiertos. 
Sea p e X y N una vecindad abierta de p. Designemos por T a la 
componente de N que contiene a p. Entonces T es conexo, Te N, además T 
es abierto por hipótesis . 
. ·. X es de Pean o. 

i) => iii). Es inmediato. 
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iii)=> ii) Sea U un subconjunto abierto y no vacío de X y Cuna componente 
de U. Mostraremos que C es abierto. . 
Como X es cik en toda xe X; dada x eC, existe una vecindad conexa W de 
x tal que xeint WcWcU y de aquí, WcC 
Entonces x E Int C . 
. ·.e es abierto. 

1.6 'Definición. Un continuo X se llama hereditariamente localmente 
conexo (hlc) si cualquier subcontinuo de X es localmente conexo. 
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1.2 Arco-conexidad. 

1.7 "DefínícWn. Decirnos que un continuo X es arco-conexo si dados 
p,q E X, existe un arco A en X tal que p, q E A. 

1.8 "Definición. Sean X un continuo y pe X. Decirnos que X es localmente 
arco-conexo en p (LAC en p) si cualquier vecindad de p contiene una 
vecindad arco-conexa de p. 

Los siguientes 3 teoremas son fundamentales en la teoria de continuos 
localmente conexos. Los enunciaremos aquí sin demostrar. 
1.9 'Teorema. Todo continuo de Peano es arco-conexo. [l, Teo. 8.23, pág. 

130]. 
1.10 'léorenia. Todo continuo de Peano es LAC. [l, Teo 8.25, pág. 131] 
1. 11 'Teorenia. Cualquier subconjunto abierto y conexo de un continuo de 

Peano X es arco-conexo. [1, Teo 8.26, pág. 132]. 
1.12 VefínícWn. Sean X un espacio topológico, Z e X, p E Z Diremos 

que p es arco-accesible desde X-Z si existe un arco en (X-Z)u {p}, con p 
como uno de los extremos del arco . 

1.13 'Teorema. Si X es un continuo LAC y U es un subconjunto abierto de 
X, entonces el conjunto de todos los puntos de Fr(U) que son arco
accesibles desde U es denso en Fr(U). 

DEM. 
Sea D ={x e Fr(U): x es arco-accesible desde U}. Sea W0 un abierto en X 

tal que W0 n Fr(U) = </>. Sea W= W0 n Fr(U). Demostraremos que 
DnW=</>. 

Sea p eW, por ser X LAC existe una vecindad arco-conexa V de p tal que 
V e W0 • Como p e Fr(U), Un V= </> • Sea q e Un V, entonces existe un arco A 
de q a p tal que A e V. Elegimos re A n W, de tal manera que r es el primer 
punto del arco de q a p que está en Fr(U), entonces reD y D n W = q, . 
. ·. D es denso en Fr(U). 
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1.3 Continuos de Convergencia 

1.14 Vefiníción. Sea X un continuo. Un subcontinuo no degenerado A de 
X es llamado continuo de convergencia de X si existe una sucesión 
{A, } ;:1 de subcontinuos A, de X tales que A = lim A, y A n A,=</> para 
toda i. 

1.15 'I'eore-ma. Sean X un continuo y N={xeX: X no es cik en x}. Si peN 
entonces existe un continuo de convergencia K de X tal que peKcN. 
DEM. 
Sea peN, entonces existe una vecindad V de p tal que si U es vecindad de p 
y U e V, tenemos que U no es conexo. 
Por otro lado pelnt(V) por lo que existe un abierto W tal que peW y W e V 
(porque X es regular). El conjunto M= Wno es conexo. Sea C la 
componente de p en M. Entonces pstlnt(C), ya que si pelnt(C), entonces C 
sería una vecindad conexa de p contenida en Me V. 
Se sigue que pe M-C, por lo tanto existe una sucesión { p,} IEN de puntos de 
M-C tal que 
!~~ p,=p .............. (1) 

Sea e, la componente de p, en M, entonces 

C n C, =<J> para toda i EN . . .............. (2) 
Esto es porque si Cn e,"""</> para alguna i, Cu e, sería un subconjunto 
conexo de M, pero C es una componente de M, entonces tendríamos que 
Cu e, cC y p,eC, lo cual es una contradicción ya que p,e M- C. 

Sea Q una vecindad cerrada de p tal que Qc Int(M). Podemos suponer que 
p, eQ para toda i. Sea K, la componente de p, en Q. Es claro que 

K, e C, para toda i. . .............. (3) 
Así que { K,} IEN tiene una subsucesión { K,, } JeN ,que converge a un 

subcontinuo K de X. Como p,
1
eK,, para todaj, usando 1, y que llm K, =K 

J-oo J 

tenemos que 

peK ............... (4) 
Dado que K, e Q, Q es cerrado en X y lim K, =K se sigue que 

J J-oo J 
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KcQclnt(M) cM ................ (5) 
Como K es conexo, usando 4 llegarnos a que 

KcC ............... (6) 
Por 6, 3 y 2, Kn K,, =tf> para todaj= 1, 2, 3, . . . Por tanto si K es no 

degenerado, K es un continuo de convergencia 
Veamos que K es no degenerado. 
Por [1, Teo 5.4, pág. 73] K,, n (X-Q) = </> para todaj, y como 

K=lim K, , Kn(X-Q) = tf>. Como pe lnt(Q), entonces p\t X - Q, de aquí 
J-oo J 

tenemos que existe q e X - Q tal que qeK y p = q, Así que K es un continuo 
no degenerado. 
Falta mostrar que K cN. Supongamos que existe x e K tal que x <t N. Por 
5 tenemos que 

M es vecindad de x ............... (7) 
ypor6 

C es la componente de x en M ............... (8) 
Como x <t N, entonces X es cik en x, por 7 existe una vecindad conexa G 
de x tal que GcM. y por 8 

GcC ............... (9) 
Por 3, x e limsupK, e limsupC, y como xelnt(G)=U.Por definición de 
limsup Un e, = t/> para una infinidad de indices, entonces G n e, = tf> para 
una inímidad de indices, por 9, Cn e,=</> para una inímidad de índices, lo 
cual contradice 2. Por lo tanto K e N. 

1. 16 'I'eorema.. Si K es un continuo de convergencia en un espacio X y 
X.Y e K, entonces ningún subconjunto de K puede separar a x de y en X. 
DEM. 
Sea K un continuo de convergencia de X, x,y eK y AcK. 
Supongamos que A separa a x de y. 
Entonces existen U,V abiertos, ajenos, no vacíos en X-A tales que X-A= 
U u V, con x eU, yeV. 
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Como K es continuo de convergencia, existe {K,} ;:1 tal que liinK,=K y 
Kn K,=.p. 
Entonces {K, }~, e X-A 
Como xeU y U es abierto, entonces Un K,""" 4> para toda i suficientemente 
grande, digamos i > 10 

De esta forma K, e U para toda i > i0 , ya que K, es conexo. 
Análogamente K, e V para toda i > 10 • 

Por lo que Un V"" </>. Lo cual contradice que U, V sean ajenos. 

1. 17 'Téorema. Si un continuo X no contiene continuos de convergencia 
entonces X es hlc. 
Dem. 
Sea X un continuo tal que X no contiene continuos de convergencia. 
Probaremos que cualquier subcontinuo de X es localmente conexo. 
Sea Y un subcontinuo de X 

Como Y no contiene continuos de convergencia (pues si los tuviera, 
también X los tendría), entonces N={yeY 1 Y no es cik en y} =.p (Teo.1.15) 
Por tanto Y es cik en todo punto peY. 
De aquí que Y es localmente conexo (Teo. 1.5) 
Así que X es hlc. 
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1.4 Continuos Regulares 

1.18 'D~nición. Si X es un continuo y peX, entonces X es llamado 
regular en p si tenemos una base local f. P de p tal que la frontera de cada 
miembro de f. P es de cardinalidad finita. Un continuo es regular si es 
regular en todos sus puntos. 

1.19 Proposicíón. Todo subcontinuo de un continuo regular es regular. 
DEM. 
Sea A un subcontinuo de un continuo regular X y peA. Sea f: P una base 
local para peX. Entonces f.:={AnU: Ue f.P }. 

Afirmamos que Fr (A n U) es de cardinalidad finita para cada U e f. P • 

En efecto: 
Fr (AnU) =A n UA n A\{A n U)A s; AA n OA n(A 'U) 

=An OA n(A 'U)s; O n X\U=Frx(U), el cual es de cardinalidad finita. 

1.20 'I'eorerna. Todo continuo regular es hlc. 
DEM. 
Sea X un continuo regular. Supongamos que X no es ble, entonces X 
contiene un continuo de convergencia K (ver Teo. 1.17). De aquí que 
existe una sucesión { K,} ¡:1 de subcontinuos K, de X tales que K = 
limK, y Kn K,=<J> para toda i. Sea peK, f:.P una base local para peX y 

U e f.P. Entonces K, nU = 0 para toda i suficientemente grande, 
digamos para toda i > i0 , por lo que Fr(U) no tendría cardinalidad finita, 
lo cual no es posible. Por tanto X no contiene continuos de 
convergencia y por el Teo. 1.17 X es hlc. 

1.21 'D~nición. Sea e; una colección de subconjuntos cerrados de un 
espacio X. Diremos que e; es aditivo si C1 u C2 e<;, cuando C1 , C2 e<;. 
Diremos que e; es hereditario si cada vez que Ce<; y A es un subconjunto 
cerrado de C, entonces A e<;. Diremos que e; es un sistema aditivo
hereditario si e; es aditivo y hereditario. 
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1.22 'I'eorema. Sean X un continuo y <; un sistema aditivo-hereditario de 
subconjuntos cerrados de X. Entonces las siguientes afirmaciones son 
equivalentes: 

i) Cada pe X tiene una base local f.P tal que cada Ue f.P es abierto en X y 

Fr(U) e C. 
ii) Cualesquiera 2 puntos de X son separados en X por algún miembro de 

<;.[1, Teo. 10.18, pág 172] 

1.23 7éorema. Un continuo X es regular si y solo si cualesquiera 2 puntos 
de X son separados en X por algún conjunto finito. 
DEM. 
Sea <;={A~X: A es Imito} 
Puesto que C1 u C2 es finito si C1 , C 2 son ímitos y C es Imito si C es 
subconjunto de C1 e <;, se tiene que <; es un sistema aditivo-hereditario. Por 
el teorema anterior se tiene que cualesquiera 2 puntos de X son separados 
por algún conjunto Imito. 
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1.5 Límites inversos 

Observación. Sea X un espacio. Recordemos que una familia e de 
subconjuntos de X tiene la propiedad de intersección finita si la intersección 
de cualquier subcolección finita de e es no vacía. Si X es compacto, e tiene la 

propiedad de intersección finita y los elementos de e son cerrados entonces la 

intersección de todos los elementos de Ees no vacía. [5, pág. 117. 118]. 

1.24 'Teorema. Sea {X, } ;:::, una sucesión de espacios métricos compactos 

tales que X,::::> X,+, para cada i=l, 2, ... , y sea x=nx,. Entonces, dado un ,_, 
subconjunto abierto U de X, tal que U::> X, existe N tal que U::> X, (X, -U=<t>) 
V i;:::N. 

DEM 
Como {X, } ;::, tiene la propiedad de la intersección finita entonces X oc q,. 
Ahora supongamos que para cada i X, -U""' q,, es decir, supongamos que 

para cada i existe x, E X, -U e X, -U. 
Nótese que la sucesión { X1 -U : i E N } tiene la propiedad de intersección 

finita, así que X\U =n (X, - U) oc q,. Lo cual contradice que Xc U. 
l<ON 

Para demostrar el siguiente Teorema, recordemos que todo espacio métrico X 
es norrnal, es decir, dados dos subconjuntos cerradas y ajenos A,B de X, 
existen abiertos, ajenos U,V en X con AcU, Be V. 

1.25 'Teorema. Sea {X, } ;::, una sucesión de continuos tales que X, ::::> x,., 
para cada i=l, 2, ... , y sea X=fl X, . Entonces X es continuo. ,_, 

DEM. 
Por la observación X es un espacio métrico, compacto y no vacío. 
Mostraremos que X es conexo. Supongamos, por el contrario, que X no es 
conexo. Entonces X=AuB, donde A,B son subconjuntos cerrados, ajenos 
y no vacíos. 
Como X, es normal, existen subconjuntos abiertos, ajenos V,W de X1 tales 
que AcV,BcW. 
Sea U=V u W, entonces por 1.24 U::::> X" a partir de alguna n. 
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Entonces X"= (X" nV) u (X" nW). 
Como X" :::>X =AuB y como A=</> y B= </>,tenemos que Xn n A=</> y 
X 0 nB= q,, pero esto significa que X 0 no es conexo, lo cual es wia 
contradicción. 
Por tanto X es conexo y por consiguiente continuo. 

1.26 'Iéorem.a.. El producto numerable de continuos es continuo. 
DEM. 
El producto de espacios conexos es conexo [3, Teo 3.13, pág. 150]. 
El producto de espacios compactos es compacto [3,Teo. 3.16, pág. 152]. 
El producto numerable de espacios métricos es métrico [4, pág. 212-213]. 

1.27 Vefínícíón. Una sucesión inversa es una "doble sucesión" 
{X,, f, } ~1 de espacios , llamados espacios coordenados, y funciones 
continuas f,: X,+i -+ X,, llamadas funciones de ligadura. Si {X,, f1 } ¡:1 es una 
sucesión inversa, entonces el límite inverso de {X,, f, } ;:1 es el subespacio 

del espacio producto fix, definido por: 
1•1 

Um {X,, O ~1 ={(x,);':1 ::1 E frx, : f, (xl+1 )=x1 v i}. 
1•1 

1.28 Proyosíción. Sea { x,, f,} ¡:1 una sucesión inversa 
Para cada n =1,2, ... , se define Q,, (X,, f,) de la siguiente forma: 

Q,,(X,,f,)= {(x,)¡:1 EfrX,:f,(x,.1 )=x, \/ i::;;n}.Entoncessecumplelo 
l•l ! 

siguiente: 
1) Q,,(X,,f,)2 Q,,+i(X,,f,) \/ n= 1, 2, ... 

2) Q,,(X,, f,) es homeomorfo a fi x, V n = 1, 2, ... 
l•n+I 

3) li.m {X,, f,} ~1 =ñ Q,,(X,, f¡). 
n•1 

DEM. 

1) Sea (x,);':1 e Q,,.1 (X,,f,), entonces (x1);:1 e fix1 , donde f¡(x1• 1 )=x1 
1•1 

V i::;;n+l ::;;n.. Por consiguiente f¡(x1• 1 )=x. y por tanto (x1);:.:1 e Q,,(X,, f,). 
l. Fijemos n, y deímamos 

h:Q,,(X1,t;) -+ fI X, como 
l•n+1 



IS 

h(x,>;;:1 = (x1);:n+1 

Es fácil notar que h es homeomorfismo. 
2. Es irunediato que V n, Q., (X,, f,);;;? Um {X, , f, } /:1 • Por consiguiente 

ñ Q.,(X,, f,) 2 U!!! {X,, f,} j..1 • 
n•1 

Sea (x,);::1 e ñ Q.,(X,, f,) entonces V n f,(x1• 1 )=x1 de donde 
n•1 

(X1);:!1 E ll!!! {X,, f1 } /:1 • 

. ·. U!!! {X,, f,} j..1 =ñ Q.,(X,, f,). 
n•1 

1.29 'Teore-ma. Cualquier límite inverso de continuos es continuo. 
DEM. 

Sea {X,, f, } ;:1 una sucesión inversa donde cada X, es un continuo. 
Para n= 1,2,. . . , definirnos Q., (X,, f, ) como en la Proposición 1.28. 
Entonces por 1.28 Q.,(X,,f,) es homeornorfo a fi x, V n = 1, 2, ... , y 

l•n+1 

por 1.26 fi x, es continuo. Por consiguiente Q., (X,, f,) es continuo 
l•n+l 

V n=l, 2, ... 
Además Q.,(X1 ,f1 )2 Q.,.1 (X,,f1 ) V n = 1, 2, .. ., entonces por 1.25 

ñQ.,(X,,f,) es continuo: J:>el"o ñQ.,CX,,f,)==IÍ~JX,,f,}~1 • 
~-~~lm {X,, f,} ;:

1 
es contin~d.'·[; ~~

1 

·,,~e ~;c~'.i J¡: ,,;; 

1.30 'Defínícíón. Sean S.,52 espacios topológicos. Una función f:S1 - 5 2 

se llama monótona si fes continua y r-1 (y) es conexo para cada ye 5 2 • 

1.31 'Teorema.. Sea {X,, f, } /:1 una sucesión inversa de espacios métricos 
con limite inverso X00 • Para cada i=l,2, ... , sea 7r1 :X00

-+ X, la i-ésima 
proyección. Sea A un subconjunto compacto de X~. Entonces 

{ 7r1 (A), f, l ., •. <AJ} /:1 es una sucesión inversa con funciones de ligadura 

suprayectivas y además lim { 7r1 (A), f, l .,.,(AJ} ;:1 =A. [l ,Lema 2.6, pág. 20]. 
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1.32 'léorema.. Sea X
00 

=!Jm { X,, f, } ;:, . Sean A,B subconjuntos compactos 
de X

00
, y sea C=A n B. Para cada i, sea 7r1 : X00 -+ X, la i-ésima proyección 

y c.=7r1 (A)n 7r1 {B). Entonces C=llm {C., f, le;.,};:,. 
DEM. 
Por 1.31 se tiene lo siguiente: 

A=!Jm { 7r¡ (A), f, l .,.,(A)};:. 

B=!Jm { 7r1 (B), f, l ... 1ce1} /:1 
C= AnB= ti.m { tr1 ( AnB), f, l .,.,cAne>} ;:, , 
Como 7r1 (AnB) !;;;; tr1 (A)n tr1 (B), se tiene que 

u.m { 1í¡ (AnB), f, l ,..,(AnB)} ;:. !;;;; Um {c., f, 1 e,,; } ;: •. 
Sea x=( x,) ¡:1 e !.!ID {C., f, 1 e,., } ;:1 y fijemos i de tal forma que t <i, 
entonces x, e tr1 (A)n tr1 (B) con f,(x, • .)=x,, 
de donde x, = tr1 (a,,)= tr1 ( bn) con a,, e A y bn e B , entonces 
d(x, a,,)<-} <t 

d(x, bn)<-}<t, de aquí que 

d(a,..,bn)<*. 
Como A,B son compactos, existen aeB y beB tales que~ -a y b"' -b, 
para algunas subsucesuines { ~ } de {a,, } y { b"' } de { bn } 
de aquí que d(a,b) <*,paran suficientemente grande. 
Entonces a=b y aeAnB. 
Además d(x,a)::; d(x, ª"' )+d( ~ ,a) <.~, para n suficientemente grande. 
Por lo que, entonces x=a, de donde xeAnB, y entonces x, e 7r1 (AnB) y por 

consiguiente x=(x.);: 1 e !.!ID { tr1(AnB), f, l ... ,cAneJ} ¡:,. 
De esta fonna se concluye la igualdad requerida 

1.33 Teorema. Si X=!.!m {X,, f, } ~., donde cada X, es un continuo de 
Peano y cada f, es una función monótona sobre X, entonces X es un 
continuo de Peano [l, ejercicio 8.47, pág. 137]. 
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1.34 "léorema (..'A.náerson-Cfioquet). Sea (X,d) un espacio métrico 
compacto. Sea {X,, f, } ~. una sucesión inversa donde cada X, es un 
subconjunto compacto, no vacío de X y cada f, es una función 
suprayectiva. 
Sea 
f,J =f, o··· o fJ·•: XJ-+ X, sij > i+l y f,1+ 1 =f,. 
Supóngase que: 

(1) Para cada e >O, existe k tal que para toda p Qx, E Xk, diam[LJ f~1 (p)J 
1•1 j>k 

<é. 
(2) Para cada i y cada ti> O, existe ti*> O tal que, siempre quej > i y 

p,qe XJ tales que si d(f,J(p), f,J(q)) > li entonces d(p,qj > li*. 

Entonces, !.!ID { X, , f, } ;:1 es homeomorfo a ñ (U Xm). En particular, si 
1-1 m2t 

X, e X1+ 1 para cada i, entonces !.!ID {X,, f, } ;:1 es homeomoño a Ü X, 

·-· [l,Teo.2.10, pág. 23]. 



DENDRITAS 

A lo largo del presente capítulo se desarrollan vañas 
caracteñzaciones de las dendritas, así como de algunas 
propiedades de las mismas, para lo cual se hace uso de 
los resultados presentados en el capítulo precedente. 
Las caracterizaciones son las siguientes: 

a) Un continuo X es dendñta si y sólo si cualesquiera 2 
puntos de X son separados por un tercer punto de X. 

b) Un contim.ioX:es dendrita ~i /sólo si todo punto de X 
es punto de 'corte·:º bierfes punto terminal. 

-. ,, : ~,: · :; :·::··:ti:~: ::,_:).:i ~ ~;-;; ~'.T~~_.,_! /~:/;:~ ~~-~t/~ ~~t~n;;: ·;: -l . -

· 1 :, .. r~~ ~ ' ·:: ·;· .. z '~ • 

. . .. .· :· ·>E ; \;¡~; ¡\'.< 
c) Un continup ~ ~.~. e;f~í,19.~!qtsi y sólo si la intersección de 

cualesquiera :2·subcdnjuntos conexos de X es conexo. 
:: - ;.·-:, ·-~-;~.;.;.;·:._~---'.: :-~~ ... --,};;.·;··-'":-~-:-

d) Un continuo de 'p~b:n8 X es dendrita si y sólo si X es 
hereditariamente uriicoherente. 
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2. 1 Caracterización por puntos de separación 

2.1 Vefínící.ón. Una curva cerrada simple es un continuo que es 
homeomoño al círculo unitario S'={(x,y) e JR2 :x2 + y 2 =1 }. 

2.2 Vefinícíón. Una dendrita es un continuo de Peano que no contiene 
curvas cerradas simples. 

2.3 Teorema. Un continuo X es dendrita si y solo si cualesquiera 2 puntos 
de X son separados en X por un tercer punto de X. 
DEM. 
=>)Supongamos que X es dendrita. 
Sean p.q EX tales que p..,q. Como X es arco-conexo [Teo. 1.9]. existe un 
arco A en X de p a q. Sea rEA-{p,q}.Sea U la componente de p en X-{r}. 
Afirmamos que q <t. U. 

Supongamos que qeU. Nótese que X-{r} es abierto y por el 
Teorema 1.5 U es abierto. Al ser X un continuo de Peano y por el 
Teorema 1. 11 U es arco-conexo, de aquí que existe un arco B en U 
de p a q. Claramente A""' B puesto que re A y r<:f. B de aquí se sigue 
que AnB no es conexo. Por lo que AuB contiene una curva cerrada 
simple. 
Esto contradice el hecho de que X sea dendrita. 
Entonces q<:f.U. 

Por consiguiente q debe estar en otra componente de X-{r}. 
Así que r separa a p de q. 
<=)Supongamos que cualesquiera 2 puntos de X son separados por un 
tercer punto de X. Entonces X no contiene continuos de convergencia 
(Teo. 1.16). Por consiguiente X es cik para toda xeX (Teo. 1.15). Por lo 
tanto X es un continuo de Peano (Teo. 1.5). Claramente X no contiene 
curvas cerradas simples pues si las tuviera habría 2 puntos de X que no 
pueden separarse por algún otro punto de X lo cual, contradice la 
hipótesis. 
Entonces X es dendrita. 
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2.2 Caracterización por puntos terminales y de corte 

Para la siguiente caracterización de una dendrita se requiere de las siguientes 2 
definiciones, así como de las siguientes 2 proposiciones. 

2.4 'Definición. Sea X un continuo. Un punto peX es llamado punto 
terminal de X si para cada abierto U tal que pe U, existe un abierto V tal 
que p E V e U y Fr( V) consiste de exactamente un punto. 

2.5 Vefínícíón. Sea X un continuo, un subconjunto C de X se llama 
conjunto de corte de X si X-C no es conexo. Si C={p} , p se llama punto 
de corte. 

2.6 Proposición. Sea X un continuo de Peano y pe X un punto que no es 
de corte. Entonces, para toda é >O existe U e X, abierto y conexo tal que 
pe U, diam (U)< é y X-U es conexo. [2, Proposición 2.4, pág. 27]. 

2. 7 Proposición. Sea X un continuo, 
a) Si «;={ C

0 
} 

0
c1 es una colección no numerable de conjuntos cerrados 

de corte mutuamente ajenos de X, entonces existe Ce«; tal que X\C = 
UIV donde Un ( LJ CD ) = 0 y V n (U CD ) = 0. 

ae/ oe/ 

b) Si K es un continuo de convergencia de X, entonces K no contiene 
colecciones no numerables de conjuntos cerrados de corte 
mutuamente ajenos de X. 

e) Sea Y={pEX: pes un punto de corte de X}. Si ZcX y Z es conexo, 
entonces todos los puntos de Y nZ (excepto, quizás, una cantidad 
numerable de ellos) son puntos de corte de Z. 

Demostración de a) Supongamos que no existe CE«; 
que satisfaga a), entonces para toda o E I podemos escribir 
X-CD= UD 1 V0 donde U CJ e UD o U CJ e V0 • 

J-o J-o 

Es decir, para toda°' E I, se puede expresar a X-C
0 

como la unión de 2 
conjuntos, donde uno de ellos, digamos V

0 
no intersecta a ningún 

elemento de e;. 
Sean a.,et2 E I, °'• = a 2 , tales que X-C.., =U.., IV..,, X-e,,, =U.., IV..,, con 

U eº e uu, y U CD e u.., . 



Afirmación: X= (u ... u U0 , )u(V01 n V0 ,) 

2) Es clara 
!;] SeaxeX, entonces 
xe{UD, u v ... u c ... )c(u ... u v ... u u..,) y 
xe{U.., u v.., u c.., )U(U.., u v.., u u ... ), .. 

Así que xe(u ... u v ... u U..,)n(U.., u v.., u u ... ) 
=({UD, u U..,)u v ... )n({UD, u U..,)uV..,) 
= (U0 , U U 0 ,) U (V0 , n V0 , ). 

Por tanto X= (UD, u u.., )u(v ... n V..,). 
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Observemos que u ... , U..,, v ... , V.., son 8biertos de X, por lo que VD, n V.., 
es abierto. 
Notemos que (U.., u U.., )n (V

01 
n V..,) 

=(UD, n VD, n V.., )U(UD, n V
01 

n V.., )=0. 
Por lo que {U ... u u..,) y (VD, n V..,) formarían una disconexión de X. 
Como X es conexo concluimos que v ... n V..,= 0 para cualesquiera 

°'1•º2 E/. 
Por otra parte, como X es separable, X contiene un subconjunto denso 
numerable D. Entonces para cada °'e I, Dn VD= 0, lo cual es una 
contradicción, puesto que, entonces, D no sería numerable. 
Demostración de b) Sea C como en a). Supongamos que LJ C

0 
cK. 

o El 

Por a), existe CeC tal que X-C=UIV donde Un(LJ CD)= 0 y 
DEI 

Vn(LJ CD)= 0. 
oFI 

Sean xeUn(LJ ca), yeVn(LJ CD), entonces, como xeU y yeV, 
o El o El 

tenemos que C separa a x de y en X, entonces K no es continuo de 
convergencia [Teo. 1.16]. 
Lo anterior implica que a lo más una cantidad numerable de puntos de K 
pueden ser puntos de corte de X, y entonces, K contiene una cantidad no 
numerable de puntos que no son de corte de X. 
Demostración de c).Sea A= {pe YnZ: Z-{p} es conexo}. 
Demostraremos que A es numerable. Supongamos, por el contrarío, que 
A no es numerable. Sea C={ {p} : peA}. Entonces e satisface las 
condiciones del inciso a). Por tanto existe Po e A tal que X-{p0 }=UIV, 
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UnA oc0 y VnAoc0. Por otro lado, Z-{p0 } es conexo, entonces 
Z-{ Po} e U o Z-{ Po} e V. Supongamos que Z-{ Po} e U, entonces 
(Z-{p0 })nV=0 y A-{p0 }cZ-{p0 }. Por lo que (A-{p0 })nV=0. 
Además Po 'tV. Por tanto AnV=0, lo cual es una contradicción. Por lo 
tanto A es numerable. 

2.8 7éorerna. Un continuo X es dendrita si y solo si todo punto de X es 
punto de corte o punto terminal. 
DEM. 
=)Supongamos que X es una dendrita no degenerada, p un punto que 
no es de corte de X y € >O. 
Entonces, por 2.6, existe un subconjunto abierto y conexo U de X tal que 
pe U, diam (U)<€ y X-U es conexo. 
Supongamos que jFr(U)j ~2. 
Como X es localmente arco-conexo [Teo. 1.1 O] y U es un subconjnnto 
abierto de X, existen q,reFr(U),qocr tales que q,r son arco-accesibles 
desde U [Teo. 1.13]. 
Como U es arco-conexo [Teo 1.11 ], existe un arco A en U u {p,q} de q a 
r. 
Notemos que q,reX-U y que X-U es conexo, asi que X-U es un 
subconjunto cerrado y conexo de X , por lo que X-U es un continuo de 
Pean o. 
Entonces existe un arco B en X-U de q a r. Claramente AuB es una 
curva cerrada simple. Esto contradice el hecho de que X sea dendrita . 
. ·. jFr(U)j::::; l. Pero como X es un continuo no degenerado, se sigue 
entonces que jFr(U)j=l, por lo que, entonces, pes un punto terminal. 
<=)Supongamos que cada punto de X es punto de corte o punto terminal 
de X, entonces K={ {p} donde pes punto de corte de X} es una colección 
no numerable de conjuntos cerrados de corte mutuamente ajenos. Se 
sigue [Prop. 2.7 b] que X no contiene continuos de convergencia. 
Entonces X es ble. En particular X es un continuo de Peano. 
Supongamos que X contiene una curva cerrada simple Z. Claramente 
ningún punto de Z puede ser punto terminal de X. Entonces cada punto 
de Z es punto de corte de X. Entonces [Prop. 2. 71. estos puntos también 
son puntos de corte de Z, esto contradice que Z sea curva cerrada simple. 
Por consiguiente X no contiene curvas cerradas simples . 
. ·.X es dendrita. 



2.3 Algunas propiedades 

2.9 Teorema. Toda dendrita es regular. 
DEM. 
Sea X rma dendrita y p,q E X. 
Entonces existe z en X tal que z separa a p de q en X [Teo. 2.3] 
Como {z} es finito, se tiene que X es regular [Teo. 1.23]. 

23 

2. 10 Vefínícíón Un punto p de una dendrita X se llama punto de 
ramificación de X si para cada abierto U tal que pEU, existe un abierto V tal 
que pEVcU y JFr(U)J>2. 

2.11 Teorema. El conjunto de puntos de ramificación de una dendrita es a 
lo más nwnerable (1, Teo. 10.23, pág. 174]. 
2.12 Teorema. Toda dendrita es ble 

DEM. 
Sea X una dendrita. 
Por 2.3, cualesquiera 2 puntos de X están separados por un tercer punto 
de X, entonces, por 1. 16 X no contiene continuos de convergencia y por 
1.17 X es hlc. 

2.13 Teorema. Todo subcontinuo de una dendrita es dendrita 
DEM. 
Sea X una dendrita y Y un subcontinuo de X. Entonces Y es localmente 
conexo (Cor.2.4). Claramente Y no contiene curvas cerradas simples, 
pues si las tuviera X también las tendría y esto contradice el hecho de que 
X sea dendrita. De aquí que Y es nn continuo de Peano que no contiene 
curvas cerradas simples. 

: . Y es dendrita. 
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2.4 Caracterización por conexidad de subconjuntos 

2.14 Proposición. Todo subconjunto conexo de una dendrita es 
arco-conexo. 

DEM. 
Sea C un subconjunto conexo no degenerado de una dendrita X y p,q e C 
con p,..oq. Como e es subcontinuo de X, se tiene que e es dendrita 
[Teo.2.13], por tanto existe un arco A en C de p a q. 
Mostraremos que Ac C. 
Como C es conexo ningún punto de e -C es punto de corte de C y como 
C es dendrita, cada prmto de e -C es punto terminal de e [Teo. 2.8]. 
Ahora, los únicos puntos de A que pueden ser puntos terminales de C 
son p y q y como p,qeC, tenemos que An (C-C)= </>. 
Así queAcC . 
. .. e es arco-conexo. 

2.15 'Teorema. Un continuo X es dendrita si y sólo si la intersección de 
cualesquiera dos subconjuntos conexos de X es conexo. 

DEM. 

=>)Sean C1 , C2 subconjuntos conexos de X. 
Supongamos que C1 n C2 no es conexo. 
Sean p,q puntos de diferentes componentes de C1 n C2 • 

Como p,qE Ci y p,qE e, entonces, por 2.14, 
existe un arco A, en C1 de p a q , y existe un arco A2 en C 2 de p a q. 
Claramente A, n A2 no es conexo. Entonces A1 u A2 contiene una curva 
cerrada simple. Lo cual contradice que X sea dendrita. 
Por consiguiente C1 n C2 es conexo. 

<=)Supongamos que la intersección de cualesquiera dos subconjuntos 
conexos es conexo.(*) 
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Supongamos que X tiene un continuo de convergencia K. 
Sea <; una familia no numerable de conjuntos cerrados de corte 
mutuamente ajenos de K. Entonces [Prop. 2.7 b], existe Ce<; tal que X-C 
es conexo. 

Entonces por(•) K n (X-C) es conexo. 
Pero esto no es posible, pues Kn(X-C)=K-C y Ces conjunto de corte de 
K. Entonces X no contiene continuos de convergencia, de aquí que X es 
ble [Teo. 1.17]. 
Claramente la hipótesis ímplica que X no contiene curvas cerradas 
símples . 
. ·. X es dendrita. 
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2.5 Caracterización por unicoherencia 

2. 16 'Definición.. Un continuo X se llama unicoherente si siempre que se 
tengan A,B subcontinuos de X tales que AuB=X, se tiene que AnB es 
conexo. Si todo subcontinuo de X es unicoherente entonces X se muna 
hereditariamente unicoherente (h.u.). 

o 
• 

Este continuo no es unicoherente y por lo tanto 

no es hereditariamente unicohercnte 

Este continuo es tmicoberente. pero no es 

hereditariamente tmicoherente. 

Este continuo es hereditariamente múcohereote y 

por lo tanto unicohercntc 

Figura 3. Unicoherencia 

2. 17 'l'éore-ma.. Un continuo de Peano X es dendrita si y sólo si X es h.u. 
DEM. 
=>)Sea X dendrita, Y subcontinuo de X y C1 , C2 subcontinuos de Y tales 
que Y= C 1 UC2. 

Como C 1 ,C2 son subcontinuos de Y, entonces también lo son de X, así 
que C1 , C2 son subconjuntos conexos de X. Por consiguiente C. n C2 es 
conexo. [Teo. 2.10]. 
<=)Sea X un continuo de Peano h.u. 
Una curva cerrada simple no es unicoherente, por consiguiente X no 
contiene curvas cerradas simples . 
. ·. X es dendrita. 
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2.18 'Iéorenta. Cualquier límite inverso de dendritas con funciones de 
ligadura monótonas y sobres es dendrita. 

DEM. 
Sea X~ =tim {X,. f,} ~. donde cada X, es dendrita y cada f, es monótona. 
Para probar que X~ es dendrita probaremos 2 cosas: 
a) X~ es h.u. 
b) X~ es continuo de Peano. 
Así por el Teo. 2. 17 X~ es dendrita. 

a) X~ es h.u. 
Por 1.29 X~ es continuo. 
Sean A.B subcontinuos de X~ y C=AnB 
Para cada i=l,2, ...• Sea C,=11"1(A)n11"1 (B) con 11"1 :X~-.x, la i-ésima 

proyección. Entonces por el teo. 1.32 C=U!!J {C., f, 1 e,., } ~ •. 
Como 11"1 es continua y A,B son continuos. 11"1 (A),11"1 (B) son subcontinuos 
de X, . Entonces cada C. es continuo y por 1.29 C es un continuo y por 
lo tanto conexo. 

b) X~ es continuo de Peano 
Tmncdiato a partir del teo. 1.33. 



Ejemplos 

Finalmente, en este último capítulo se desarrollan 4 
ejemplos y se demuestran 2 teoremas, todos 
relacionados de alguna forma con las dendritas. 

Se utilizan las caracterizaciones así como las 
propiedades desarrolladas en el capítulo anterior. 

Los "ejemplos" vienen, por decirlo de alguna 
forma, agrupados de 2 en 2. 

Los primeros 2 tratan sobre los puntos de 
ramificación y de no ramificación de una dendrita. 

Los siguientes 2 tratan sobre la condición hereditaria 
de conexidad local en la unión de dendritas. 

Finalmente los últimos 2 tratan sobre la relación que 
guardan las dendritas con los continuos regulares. 
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3. 1 Ejemplo de una dendrita D donde el conjunto de puntos de 
ramificación es denso en D. 

Daremos primero algunas definiciones: 

Tr Te 

Observación: Los T, yTc, están formados por 3 tri~d~~. los identificaremos 
como el triodo de la izquierda, el triodo de arriba y el triodo de la derecha. 

-
izquierda 

arriba 

derecha 
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Instrucciones para las ramificaciones: 
Si tenemos un T,, las ramificaciones que se añadan, harán que el triodo 
de la izquierda se transforme en T,, el de arriba se transforme en Te y el 
de la derecha se transforme en Te. ( T, - T,, Te, Te) 
Si tenemos un Te, las ramificaciones que se añadan, harán que el triado 
de la izquierda se transforme en T,, el de arriba se transforma en T, y el 
de la derecha se transforme en Te. (Te -• T,, T,, Te). 

PRIMER PASO 

SEG.INDO PASO 

TERCER PASO 

CUARTO PASO 
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QUINrOPASO 



32 

Ahora demostraremos que este procedimiento nos lleva a la dendrita buscada. 
Consideremos el siguiente diagrama: 

a,~ª1-•,~~~ 
Xi 

En X, cada uno de los segmentos pa,, i = 1, 2, 3, tiene longitud igual a l. 
Obtenemos X2 como la unión de X1 y 3 segmentos de longitud t, donde estos 
segmentos se añaden de tal forma que X2 sea un T,. como se indica en el paso 2. 
Obtenemos X3 como la unión de X2 y 9 segmentos de longitud -;¡., donde estos 
segmentos se añaden como se indica en el 3er paso y según las instrucciones. 
Obtenemos X4 como la unión de X3 y 27 segmentos de longitud t, donde estos 
segmentos se añaden como se indica en el 4° paso y según las instrucciones. 
Obtenemos Xn como la unión de Xn-• y 3n·t segmentos de longitud ,!. , donde 
estos segmentos se añaden según las instrucciones. 
Como se puede observar, cadaX, es dendrita y X1+ 1 ::::> X,. 
Observación: La menor distancia que existe entre 2 puntos de ramificación en 
X0 es p. Es más, dado cualquier punto p E Xn existe un punto de ramificación r 
tal que d(p,r)< "#> {*) 

Las funciones de ligadura están definidas de la siguiente manera: 

f.:X1+1--+ X¡ 

{

X Si X E X 1 
f.(x) = 1 x0 donde x0 es tal que el arco xxo n X1 = { x0 } 



Mostraremos que las funciones de ligadura son 
a) monótonas y 
b) sobres. 
Así por el Teo. 2. 18 ;::1 Um { X1, f.} ;::1 es dendrita. 
a) Cada f. es monótona 

Sea ye X" 
i) f" -•(y) es conexo 
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pues fn-'(y) = y o bien fn-'(y) =yy0 , donde Yo es tal que el arco 

YYo n Xn+1 ={ Yo} y en ambos casos f" - 1 (y) es conexo. 
ii) f" es continua 

Sean x,y E Xn+1 • Sea é > O 
Caso l. f"{x) =x, fn(Y) =Y· 
Tomamos 15= é. Entonces si d( x, y)< 15 => d (f"(x), f"(y)) = d(x, y)<l5=é. 
Caso2. f"(x)=x, f"(y)=y0 ,donde Yo estalqueelarco yy0 n{Xn}={y0 }. 

Tomamos /5 < é - ;, . 

Sid(x,y)<6=> d(fn(x), fn(Y))=d(x, Yo):Sd(x,y)+d(y, Y0 )<15+'t<e. 

Caso 3. fn(x) =x0 , donde x 0 es tal que el arco XXo n {Xn}={x0 } y 
fn(Y) =y0 , donde Yo es tal que el arco YYo n { Xn }={Yo}. 

Tomamos 6<€" -p. 
Si d(x,y)<ó => d(f"(x),f"(y))=d(x0 , Y0 ):5 d(x0 ,x)+d(x,y)+d(y, Y0 )<'t+6+'t<é. 

b) Evidentemente f" es sobre para toda n. 
Por el teorema 2.18 se tiene que Um{X,, t.};:

1 
es dendrita. 

Llamamos D a esta dendrita. 
Mostraremos ahora que se cumplen las lúpótesis del Teorema de Anderson
Choquet. [l, Teo. 2.10, pág. 23]. 
{ X, , f, } ;:1 es una sucesión inversa donde cada X, es un compacto, no vacío y 
cada f, es un mapeo sobre x, . 
t;J=f. º ... o fJ. 1 sij > i+l y f.1+ 1 =f.. 
La primera condición del Teorema de Anderson-Choquet dice: 

i) Para cada é >O, 3 k tal que para toda p e Xk, diam ¡u f;i'CP>J< é. 
p>k 

Sea e>Oy k talque j:r < e,pex •. 
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Entonces diamfU f).:CP)J :5 #-+*1+. · · ++.r+ · · · =Et,.~-#;< e· 
J>k J-k 

Una equivalencia de la segunda condición del Teorema de Anderson-Choquet 
dice: 
ii) Para cada i y cada li > O, existe li • > O tal que si j > i, p,q E XJ, se tiene que si 

d (p,q) <li* entonces d(f,J(p), f.i(q)) < li. 

Fijemos i. 
Sea li> O,j > i. 
Sea li • < t,:r- <li y p,q E Xi tales que d (p,q) <li •. 

Por la observación(*), se tiene que a lo más hay un punto de ramificación r, tal 
que d (r,p) <ti* y d (r,q) <li*. 
Por consiguiente, para todo punto z tal que d (z,p) <li* y d (z,q) <tí* se tiene 
que f1.,(z) = z o bien fi.,(z) = r. En ambos casos d(f¡.,(p) ,f¡.1 (q)) <li*. 

Como la composición de funciones continuas en un compacto es 
uniformemente continua se tiene que f,¡ es uniformemente continua y por tanto 

d(f.,(p), f,j(q))<li* <li. 

Por el Teorema de Anderson-Choquet D=!Jm {X,, t.};::
1 

es homeomorfo a Ü X, . 
•-o 

Probaremos ahora que cualquier abierto, no vacío U de D, tiene puntos de 
ramificación de D. 
Sea U un abierto tal que U nD""' <P. Entonces existe un arco A =[p,q] tal que 
A e Un D [Teo l. 11]. Por la observación (*) existen 2 puntos de ramificación 
a,b tales que d(a,b)< .; .• < d(p,q). Por tanto a,b son puntos de ramificación que 

están en U. 
Por lo tanto el conjunto de puntos de ramificación es denso en D. 

Como se puede observar, el conjunto de puntos que no son de ramificación 
también es un conjunto denso. Esto no es casualidad como podrá verse en el 
siguiente teorema 



JS 

3.2 Teorema. Sea X una dendrita y NR (X) ={xEX: x no es punto de 
rammcacfón de X}. Entonces NR es denso en X. 

DEM. 

Demostraremos que si U es abierto y U""' </> entonces Un NR""' </> • 

Sea U abierto, no vacío y pEU. Se sigue por la conexidad por trayectorias que 

existe un arco A que contiene a p; así A n U .c </> . Más aún, An U no es 

nwnerable. Como el conjunto de puntos de. ramificación en wta dendrita es a lo 

más numerable (Teo. 2.15), entonces.existe q e AnU,tal<que q E NR(X). 

1::·: 

Por tanto NR(X) es. deruio en X. 
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3.3 Ejemplo de 2 continuos 0 1 , 0 2 hlc, donde 0 1 u 0 2 es un continuo 
que no es hlc. 

Consideremos A0 ,0 ={(x,O) E IR2
: O=::; x $ 1 }. 

Para cada n = 1, 2, 3, ... y cada m =O, 2, 4, ... , 2"• 1 
- 2, 

Sea An,m ={ (x,2·n-i) E IR2 
: X E [~, ~]}. 

Para cada n =O, 1, 2, ... y cada m tal que O=:;m=:; 2°•1 -1. 

Sea B0 ,m={(m· 2·0
•

1 ,y) E IR2
: O 5 Y 5 2-n }. 

Finalmente, Sea D,'=[o >"lf An.m] u¡o ,...LJ1 B0 .m]· 
n-0 m•O n-o m•O 

' ' ' ,1, 

Como cualquier punto XE 0 1 , es punto terminal, o bien punto de corte, se tiene 
que 0 1 es denclrÍta [Teo. 2:8], y por lo tanto 0 1 es hlc [Teo. 2.16). 



Consideremos ahora C,,,0 ={(x.O) e IR.2 : O:::;x:::; l}. 
Para cada n = 1, 2, 3, ... y cada m =O, 2, 4, ... , 2n+1; - 2, 
Sea Cn,m={cx,2·-1

) e R 2 : x e¡~.~]}. 
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Para cada n O, 1, 2, y ·cada m tal que O< 
m:::; 2n+1 -1. 

Sea E,,,m={ ((m+1) · 2·n·•, y) E IR2 : O ::S y :::;; 2·n }. 

Finalmente Sea D2=[0 2"*U
1 Cn.m] u [O ,_..Ü_

1
En,m] 

n•O m•O n•O m•O 

Como cualquier puÍi~() x de D/es punto terminal o ~wito de corte, se tiene que 

D2 es dendrita CTeri. 2.10], y p'orl~ tanto D2 es hlc [Teo. 2.16]. 
' : ' :, ' ' 
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Unamos ahora 0 1 • con 0 2 ' 

Obsérvese que este continuo no es hlc por contener un peine. (este se muestra 
en un tono más fuerte en la siguiente figura). 

1 1 1 1 

Peine contenido en 0
1 

U D
2 

Por este motivo nos preguntamos: ¿bajo qué condiciones la wtión de 
dendritas es dendrita? 
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3.4 Teorema. Sea X un continuo tal que X=D1 u02 ,01 dendrita, 1=1,2. 
Entonces, X es dendrita si y sólo si D=D1 n 0 2 es conexo. no vacío. 

=>) Como X es dendrita, entonces X es unicoherente y como 0 1 , 0 2 son 
subcontinuos de X tales que X=D1 uo2 • entonces.D=D1 nD2 es conexo, no 
vacío. 

<=)Primero mostraremos que X es localmente conexo. 
Sea pe X, N abierto en X tal que pe N. Demostraremos que existe U abierto y 
conexo en X tal que peUs;N. 

Caso l. pE 0 1 \02 , entonces N*=Nn 0 1 es abierto en 0 1 y peN*. 
Como 0 1 es localmente conexo, existe U abierto y conexo en 0 1 tal que 
p E U s; N*. Como U s; 0 1 \02 , U es abierto y conexo en X. 

Caso 2, pED=D1 n02 • 

Sea E, una vecindad conexa de peno, (i=l,2). 

Entonces p ft. o, \E¡ (Nótese que D, \E¡ =o, \E¡ <o.» 
Así que p~ 0 1 \E1 u 0 2 \E2 • 

Ahora D, \E1 U D;\E,2 [02 \(E1 U E2 )]u[D1 \(E1 U E2 )]= (01 U D2 )\(E1 UE2 ). 

Entonces psz' (01 u D2 )\(E1 U E2 ).=X\(E1 u E2 ) 

Por tanto, la vecindad conexa de X=D1 u 0 2 que tiene a p en su interior es 
E1 u E2 • 

. ·. X es localmente conexo en p. 

Mostraremos ahora que cualesquiera 2 puntos de X están unidos por un único 
arco. 
Sean p,q eX. 
Caso l. p,q e 0 1 • _ _ _ _ _ 

Como 0 1 es dendrita, existe un _único arco [p,q] e 0 1 e X. 
Supongamos que existe otro arco a en X que une a p con q. 
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Como 0 1 es dendrita, et st 0 1 , pues 0 1 tendría una cwva cerrada simple. Así 
que a n 0 2 \01 = 0 (digamos que ae et n 0 2 \01 ) y o nD= 0 (digamos 
be et n D). Además o intersecta a D en otro punto c = b (pues si b=c, entonces 
[b,a] u [a,c] es una cwva cerrada simple contenida en 0 2 ). 

Así que b,ceD. Pero D es dendrita, por ser subcontinuo de 0 2 , entonces 
existe un arco [b,c] e D. Pero, entonces [p,q] u [p,b] u [b,c] u [c,q] es una 
curva cerrada simple contenida en 0 1 . Lo cual no es posible, pues contradice 
el hecho de que D, sea dendrita. 
Por tanto [p,qJ es el único arco que une a p con q en X. 
Caso 2. pe D, \02 , qe 0 2 \D,. 
X=D, u 0 2 es arco-conexo, pues D, lo es y D= 0. 

Entonces existe [p,qJ en X. 
Supongamos que existe otro arco o: que los une. 
[p,qJnD""' 0 y a nD= 0. 

Además [p,qJ n o:={p,q} 
En efecto. 
Supongamos que existe r¡t {p,q} tal que re [p,qJ n a. 
Si re D,. entonces [p,r] u [r,p] (con (p,r]c o y [r,p] e [p,qJ) es una 
curva cerrada simple contenida en 0 1 • 

Análogamente si re 0 2 • 

Por lo que existen r,s E D, r= s. re (p,qJ, se et. 

Como D es dendrita, por ser subcontinuo de 0 1 , existe un arco [r,s] e D. 
Entonces, (p,r] u [r,s] u [s,p] es una cwva cerrada simple contenida en 0 1 , lo 
cual no es posible, pues contradice el hecho de que 0 1 sea dendrita. 
Por tanto [p,qJ es el único arco que une a p con q en X . 

. ·. X es dendrita. 
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3.5Ejemplo de 2 continuos regulares 0 1 ,02 tales que X=o1 u 0 2 es 
un continuo que no es regular. 

Sea A ={cx,O) e JR2 
: o :s x :s 1}. 

Para cada n= 1, 2, ... , y cada k= 1, 2, ... 2°·1 

Sea D0 ,k ={(x,y) e llt2 :(x-~)2 + Y2 = 4-n, con y ;:::: O, x s 2~1 } 
Para cada'n=O, 1, 2, ... , y cada k = 1, 3, ... , 3" 

Seai= ={(x y) E IR2 
• (x-~)2 + y 2 = .1.. 9" con y< O .x < ~} -n,k I • 2·3" 4 I - I . - 2·3" 

Finalmente Sea o, =Au [O U º"·k] u [O Ú E...i<J 
n•l k•l n•O k•1 



SeaA={cx,O)eR2
: o::;x::;l}. 

Para cada n= l. 2 •...• y cada k= 1. 2 •... 2°·1 

Sea Fn,k = {cx,y) e R 2 : (x-~)' + y2 = 4 ",con y 2: o, x 2: ~}· 
Para cada n=O, l. 2, ...• y cada k =l. 3 •...• 3° 
Sea G" k={cx,y) e nt2 : (x-.i!:!.)2 +y• = t .9 •, con .. y so; x 2: .i!:l.} · , 2·3" ·. \ . . z.r 

Finalmente, sea 0 2 =Au[OLJF •.• Ju[OÚG •. ~1-· . 
n•1 k•1 n-o k•l 

0 2 es continuo, es más 0 2 es dendrita pues cualesquiera 2 puntos de 0 2 son 

separados por un tercer punto de 0 2 [Teo. 2.3]. 

Por tanto 0 2 es un continuo regular [Teo. 2.13]. 

42 
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Unamos ahora 0 1 con 0 2 • 

-- / -------
Mostaremos que 0 1 u 0 2 no es regular. Para ello mostraremos que existen 2 
puntos en X tales que no pueden separarse con un número finito de prmtos. 
Seanx,yEA. 
Sean x1 , x 2 , ••• , xk, k puntos en A tales que x < x 1 < x 2 < ... < xk < y. 
Tomemos un punto y 1 E(Dn.k u En.k)nA tal que x < y1 < x1 y el otro extremo 
(y11 ) de la semicircunferencia que contiene a y1 sea tal que x 1 < y11 < x 2 • 

Tomamos un punto y 2 E ( Dn.k U En.k) n A tal que y 11 < y 2 < x 2 y el otro externo 
(y22 ) de la semicircunferencia que contiene a y 2 sea tal que Y2 < y 22 < x 3 • 

Continuamos el proceso hasta xk < ykk <y. 
A las semicircunferencias obtenidas se les añaden los segmentos xy1 , y 11y 2 ,. 

• ·, YkkY · 
Con esto mostramos que no podemos separar a x de y con una cantidad Imita 
de puntos . 

. ·. X=D1 u 0 2 es un continuo que no es,reg1.1lar. 



3.6 Ejemplo de un continuo regular que no es unión finita de 
dendritas. 
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(Fund. Math. 22. 1934 ... Sur la décomposition de~ courbes régulieres en dendrites". Karol Borsuk). 

La construcción de este continuo requiere de la construcción de otros 
continuos. 
Para construir el primern de éstos, se tomarán en cuenta las siguientes 
consideraciones: 

Los segmentos que se tracen, se trazarán a partir de la circunferencia 
- Cuando se trace un segmento se especificará su longitud. 
- También se trazará la prolongación de dicho segmento hasta formar un 

diámetro ( a esta línea le llamaremos su linea auxiliar). 
Comenzamos con 5 1 = { (x, y) E IR2 

: x 2 + y 2 = 1}, trazamos un radio (linea de 
longitud l) y trazamos su línea auxiliar. 

L .. -~ Sección 

~- _;;)-- Sección 

Cada sección se divide en 2 partes iguales, trazando en cada una de ellas un 
semi-radio de longitud t,junto ci>n su línea auxiliar. Se forman 4 secciones. 

EB 1 . 



Cada sección se divide en 2 partes iguales, trazando en cada una de ellas un 
semi-radio de longitud t, junto con su línea auxiliar. 

Este proceso se continúa indefinidamente. Borramos ahora las líneas 
auxiliares. 
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En cada uno de los extremos de estas líneas trazamos una circunferencia con 
el radio adecuado, para que cualesquiera dos de ellas no se íntersecten. 

A este continuo le llamaremos C2 • 

Deímiciones: 

Paleta (P): 

Circunferencia de paleta ( CP) : 



Circunferencia de paleta que contiene ax (Cpx): 

Arco de paleta ( AP) : 

Arco de paleta que contiene a x ( Apx) : 

Semipaleta (Sp) : 

Observaciones: 
1) C2 es regular. 
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X 

Demostraremos que cualesquiera 2 puntos pueden separarse con un número 
finito de puntos. 
Sean x , y E C2 • 

a) Si cpx=CPV' quitamos 2 puntos Z1, Z2 diametralmente opuestos, .tales que 
d(z.,x)=d(z1 ,y). 

b) Si C.,x "" CPv, quitamos cualquier punto del AP que intersecta a. C.,~. 

c) Si Apx=APv' quitamos cualquier pnnto entre ellos. 

d) Si Apx .,. APv, quitamos cualquier punto z tal que d (z, 5 1 ) < d(x, 5 1 ). 

2) C2 no es la unión de 2 dendritas. 
Supongamos que c 2 =01 u 0 2 , o, dendrita, i=l, 2. 
Como 5 1 n 0 1 no contiene curvas cerradas simples, entonces 5 1 n 0 2 

contiene un arco a tal que a n 0 1 =121. 

Esto implica que para cualquier paleta P , tal que P n a .,. 0, se tiene que 
Pe 0 2 • Pero esto no es posible, pues 0 2 tendría curvas cerradas simples y 
esto contradice el hecho de que 0 2 sea dendrita. 
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3) C2 es la unión de 3 dendritas. 
Tomemos 3 puntos a 1 , a2 , a 3 e 5 1 que no sean de rmnificación. 
Considerense los 3 arcos siguientes, marcados en el sentido de las 
manecillas del reloj. 
Sean A1 = á.°a3 

/ 
i 
1 

/ 
j 

··· .. 
·~ .. 

/ 'o 
¡' 

Si una paleta P es tal que P n A1 = 121 y P n A2 = 0, entonces P la expresamos 
como la unión de 2 semipaletas, ·una de ellas la pintamos de color K1 y la otra 
de color K2 • 

Si una paleta P es tal que P n A2 = 0 y P n A3 = 0, entonces P la expresamos 
como la unión de 2 sernipaletas,¡ una de ellas la pintamos de color K2 y la otra 
de color K

3 
• · · · · · · · " 

Si una paleta P es tal. que' P n A1 = 121 y P n A3 = 0, entonces P la expresamos 
como la unión de 2 sernipaletas, una de ellas la pintamos de color K1 y la otra 
de color K3 • 
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Consideremos ahora a 5 2 = {(x,y) E IR.2 : x 2 +y2 =t }. 
Hacemos la misma construcción que se hizo para C2 (salvo que en este caso 

el radio es de longitud t ). Obteniendo lo siguiente: 

Dentro de cada e;, se hace la misma construcción. Obteniendo C3 • 



Observaciones: 
1) C3 es regular. 

Se argumenta de la misma forma en que se argumenta que C2 es regular. 

2) C3 no es unión de 3 dendritas. 
Supongamos que C3 =01 u 0 2 u 0 3 , con D, dendrita, i=l, 2, 3. 
En particular 5 2 e D1 u 0 2 u 0 3 • 
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Como 5 2 n 0 1 no contiene curvas cerradas simples, entonces existe un 
arco a: tal que a e D2 u 0 3 • 

Por lo tanto. Cualquier paleta P tal que P n a ""' 0, Pe 0 2 u 0 3 . 

Es decir, P se puede expresar como Ja unión de 2 dendritas. Lo cual no es 
posible pues en este caso cada CP es homeomorfo a C 2 • 

3) C3 es la unión de 4 dendritas. 
Tomemos 4 puntos a 1 ,a2 ,a3 ,a4 e52 • Cosidere los 4 arcos siguientes, 

marcados en el sentido de las manecillas del reloj. 
Sean A1 =~.. color K1 



so 

Si una paleta Pes tal que Pn A1 = 0 , Pn A2 = 0 y Pn A3 = 0, entonces el AP 

respectivo lo "pintamos" de color K1 , K2 , K3 y las e;. las expresmnos como 
unión de 3 dendritas, como se hizo con e2 • 

Análogamente si Pn A1 = 0 , Pn A2 = 0 y Pn A4 = 0. 
AnálogamentesiPnA1 =0 ,PnA3 =0 yPnA4 =0. 

Análogamente si Pn A2 = 0 , Pn A3 = 0 y Pn A4 = 0. 

De manera análoga se construyen e 4 , e5 , ••• , en. 
Observaciones: 
1) en es regular 
2) en no es la unión de n dendritas 
3) en es la unión de n+ 1 dendritas. 

Consideremos ahora el segmento B=[0,4]. 
Trazamos e 2 tangente a B en O. 
Trazamos e 3 tangente a B en 2. 

Para cada n > 3, trazamos en tangente a B en 2+ ~ j.:r-. 
k•4 

Llamamos X= Bu(Qe, ). 
1-2 

X 
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Probaremos que X tiene las propiedades requeridas. 

1) X es regular. Probaremos que cualesquiera 2 puntos de X pueden ser 
separados por un número finito de puntos. 
Seanx,yeX 
a) Si x,y están en el mismo e,, podemos separarlos, puesto que cada C. es 

regular 
b) Si x,y están en distinto C¡, quitamos cualquier zeB que se encuentre 

entre las C. correspondientes. 
e) Si x,y eB, quitamos cualquier zeB tal que x < z <y ó y< z < x, según 

sea x < y ó y < x. 
d) Si x eB, y E e,, quitamos cualquier zeB que esté entre x y C¡. 

2) X no es unión ímita de dendritas. 
k 

Supongamos que existe k tal que X=LJ o, , D, dendrita. 
1•1 

Entonces, cualquier subcontinuo de X se puede expresar como la unión de 
K dendritas. 
En particular~ se puede expresar como unión de K dendritas. Lo cual es 
una contradicción. 
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