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Introduccién

Una de las mayores areas de investigacién en la actualidad es la referente
al genoma humano. A mediados de los afios 80 se inicia el llamado Proyec-
to Genoma como una combinacién de investigacién bioquimica, genética y
biolégica-molecular, con el objetivo de determinar la totalidad de la secuen-
cia de componentes quimicos que integran el genoma humano (asi como el de
animales y plantas). El conocimiento de esta secuencia permitird identificar
los genes relevantes y saber cémo estdn regulados, con lo cual sera posible,
por ejemplo, combatir varias de las enfermedades incurables mas severas del
hombre, que provienen de defectos genéticos (por ejemplo, las mutaciones). ?!

De los avances en esta decodificacion del genoma humano, ha surgido
la posibilidad de medir la evolucidon de la especie humana, rastreando hacia
atras en el tiempo las lineas ancestrales de la poblacién mundial actual a
partir de la informacién de los genes de individuos que la conforman. Esto
ha sido posible gracias a estudios que se basan en:

(1) la propiedad de los genes de presentarse en diferentes versiones o formas
alternativas, lamadas alelos,

(2) la hipétesis de que las mutaciones genéticas se acumulan en las moleculas
de ADN a una tasa gradual y constante, . Lt

lo cual ha permitido comparar secuencias de ADN de cualesqulera dos indi-
viduos y obtener una medida de la relacién que éstos gua entre si, asi
como a qué tiempo pasado pertenece su ancestro comin.

El uso de modelos matemadticos para explicar la evolucxon e una pobla-
cién, permite describir la dindmica de reproduccmn de

1Ver [19].
2Ver [4] y [23).
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factores tales como mutacién, seleccién 3 y migracién, entre otros; estudiar
ciertas caracteristicas de la poblacién y el cambio que sufren a través del
tiempo; y hacer predicciones sobre el comportamiento de la poblacién en el
futuro.

De los modelos matemdticos para describir la evolucién de una poblacién
genética, los mas simples y utilizados son el modelo de Moran y el modelo
de Wright-Fisher. En esta tesis se utilizan versiones de ambos modelos que
tienen su propia dindmica de reproduccxon, pero que comparten la dinidmica
de mutacién.

El primer propésito de esta tesis es utilizar los dos modelos anteriores para:

(1) describir la evolucién de una pbblaciéii genética en la que un gene tiene
dos tipos de alelos (A; y A2), ¥y se permiten mutaciones entre ambos
tipos.

(2) observar el cambio en la composicién de la poblacién respecto a los
tipos alélicos, segiin va evolucionando en el tiempo.

Basandose en una poblacién genética que evoluciona de acuerdo al mo-
delo de Moran, y tomando de ella una muestra en algin momento de su
evolucién, el segundo propdsito de esta tesis es presentar dos procesos que
describen relaciones entre ancestros de los genes de dicha muestra. El pri-
mero de los procesos es el proceso n-coalescente de Kingman, que rastrea el
ancestro comin de la muestra; y el segundo es el proceso de lineas de des-
cendencia, que permite obtener la distribucién de tipos alélicos de los genes
de la muestra, asi como el ancestro comiin de los que poseen el mismo tipo
alélico.

En el Capitulo 1 se presentan propiedades y resultados de cadenas de
Markov en tiempo continuo, y en particular del proceso de nacimiento y
muerte, que servirdn de fundamento para describir el modelo de Moran y
el de Wright-Fisher, asi como el proceso n-coalescente de Kingman y el de
lineas de descendencia.

En el Capitulo 2 se introducen los procesos de difusién y sus propieda-
des, el cdlculo de la distribucién estacionaria asociada y el comportamiento

3Superioridad de supervivencia de unos individuos respecto a otros.
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- de estos procesos en la frontera de su espacio de estados. Posteriormente se
aborda la convergencia de procesos estocasticos a un proceso de difusion.
Este capitulo da la base tedrica de la relacién existente entre el modelo de
‘Wright-Fisher y el modelo de Moran.

En el Capitulo 3 se describen y comparan el modelo de Wright-Fisher
y el modelo de Moran para una poblacién genética en la que se observa, a
medida que evoluciona, el cambio en su composicién respecto a los genes tipo
Aj;. Para el modelo de Moran se calcula su distribucién limite. Para ambos
modelos se demuestra la convergencia a una difusién del proceso que registra
el cambio en la composicién de la poblacién respecto a los genes tipo A;, y
se calcula la distribucién estacionaria de dicha difusién.

En el Capitulo 4 se describen el proceso n-coalescente de Kingman y
el proceso de lineas de descendencia para una poblacién que evoluciona de
acuerdo al modelo de Moran (dada la simplicidad de este modelo y la co-
rrespondencia que guarda con el de Wright-Fisher). Y se observa que, en
ausencia de mutacidn, el proceso n-coalescente de Kingman es un caso par-
ticular del proceso de lineas de descendencia.

En el Apéndice A se presentan resultados relacionados con la convergen-
cia de un proceso estocastico a una difusién, y en el Apéndice B, resultados
requeridos en la Seccién 3.2.2.
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Capitulo 1

Cadenas de Markov en tiempo
continuo

En este capitulo se presentan resultados de cadenas de Markov en tiempo
continuo que serdn utilizados a lo largo de la presente tesis.

En la Seccién 1.1 se muestran resultados bédsicos de la Teoria de Probabili-
dad. En la Seccién 1.2 se definen las condiciones para la existencia de las
probabilidades limite de una cadena de Markov en tiempo continuo y se da
la expresién de dichas probabilidades. En la Seccién 1.3 se da la expresién
de las probabilidades de transicién de una cadena de Markov en tiempo con-
tinuo y las ecuaciones diferenciales que satisfacen estas probabilidades. En
la Seccién 1.4 se describe el proceso de nacimiento y muerte; se da la ex-
presién de las probabilidades de transicién, las ecuaciones diferenciales que
éstas satisfacen y la expresion de las probabilidades limite.

1.1 Resultados preliminares

A continuacién se presentan algunos resultados bisicos de la Teoria de Pro-
babilidad que pueden encontrarse descritos mds ampliamente en Ash(1972),
Bartle(1991), Feller(1973), Grimmet y Stxrzaker(1992) Yy Rudm(1976), entre
otros.

Definicién 1. El conjunto de todos los posibles resulté;d‘os‘ He un fenémeno
aleatorio estudiado, se denomlna espaczo muestral y se denota. usualmente
por . . i T




e ”~Cédénalé de Markov en tiempo continuo

Deﬁnlcxén 2. ‘Sea.’k.'F a2 koleccmn de subconjuntos de un conjunto £2. Se

Definicién 3. Sea €2 un con_]unto Y. .7-' una a-algebra de subconjuntos de 2.
Una medida sobre una a—algebra .7-' "es una funcxén g F — [0, 00] tal que:

(a) u(@)=0
(b) u(A) = 0, para todo A E .7-'

(c) si {Ai}ier es una secuencia de con_]untos disjuntos en F, con T un
conjunto de ‘indices finito o infinito numerable, entonces:

u (U Ai) = u(A).

icT ieT

Si p(2) =1, p es lamada medida de probabilidad y entonces p : F — [0,1], -
y usualmente se denota por P. :

Definicién 4. Un espacio de medida es una terna de la forma (2,.F, n),
donde 2 es un conjunto, F es una o-dlgebra de subconjuntos de Q y u es
una medida en F. Si x es una medida de probabilidad, entonces (2, F, ) se
denomina espacio de probabilidad, y usualmente se denota por (2, F, P).

Definicién 5. Sean 2, 2, dos conjuntos, y sea F; una o-dlgebra de subcon-
juntos de 2;, 7 = 1,2. Sea h: Q; — 2. Se dice que k es medible respecto a
las o-ilgebras F, y 73, si y s6losi h™}(A) € F| paratodo A € 5. SiQ2 =R
(o C) y F; es la o-dlgebra generada por una familia de abiertos en R (o C),
se dice simplemente que & es medible respecto a F;.

Definicién 6. Una variable aleatoria X en un espacio de probabilidad (2, F, P)
es una funcién de 2 en R que es medible respecto a F.



1.1 Resultados préliminai-éé

Definicién 7. Sea (Q .7-~ P) un espacio de probablhdad Sl p
que A € .7-' se dic que A es un evento.

Definicién 8 Sea (Q F, P) un espacio de probabxhdad Nt sea A‘kun evento ‘
Se define la. probdbzlzdad del evento A como: :

P4) =S Pw).

wEA

) A continuacién se presentan resultados relacionados con las cadenas de
" Markov en tiempo continuo. Mayores detalles de estos resultados pueden
" hallarse en Feller(1973), Grimmet y Stirzaker(1992), Karlin y Taylor(1975)
y Ross(1983), entre otros.

Definicién 9. Un proceso estocdstico es una familia de variables aleatorias
X = {X, :t € T} indexadas por el conjunto ordenado de indices 7", definidas
en un mismo espacio de probabilidad (€2, F, P) y con valores en un mismo
conjunto S C R, que se denomina espacio de estados de X.

Definicién 10. Un proceso de Markov en tiempo continuo con espacio de

“estados S, es un proceso estocdstico X = {X; : ¢t € T}con valores en S,
T C R (se tomard en adelante T = [0, o0)) y con la propiedad de Markov,
es decir, dados t,s € T, s < t, la distribucién ! de X; dado {X, : u < s} es
igual a la distribucién de X, dado X,. Formalmente, un proceso estocdstico
X ={X.:t € [0,00)} es un proceso de Markov en tiempo continuo si para
T, €S, u<s, ACS,

P{XgeAIXu=$u,USS}=P{Xg€AIX3=.'E,}.

Cuando el espacio de estados S es finito o infinito numerable, éntoﬁces X
es llamado cadena de Markov. La funcién P{X, = j | X; = ¢} es llamada
probabilidad de transicion de X.

Observacion 1. Un proceso de Markov es un proceso estocdstico tal que la
probabilidad de cualquier comportamiento futuro del proceso, dado que se
conoce exactamente el estado presente del mismo, no se altera si se conoce
su comportamiento pasado.

1La funcién de distribucién de una variable aleatoria Y que toma valores en un conjunto
S C R, se define como Fy(z) = P{Y <y},y€ S.



iempo continuo

4 Cadenas de Markov en

Definicién 11. Un proceso estocdstico X —-'{X,’:“. t> 0} éon espacio de
estados S finito o infinito numerable, es llamado proceso de semz—Markov si,
dado que X estd en el estado Z € S: : : :

(a) el siguiente estado al que accede es el esta.do _7 e S con proba.blhdad
Pij, donde 2 esPii = 1. IR T

(b) dado que el siguiente estado al que: accede ‘es j €5, el tlempo hasta»
que ocurre la transicién de i a. ], tlene dxstnbucxon Fi;. :

Una definicién alternativa de cadena de Markov en txempo contmuo en" ’
términos de procesos de seml—Markov'es la sxgulente. G . :

Definicién 12. Una cadena de Markov en tlempo contmuo ‘X ‘
0} con espacxo de estados S, es'un proceso de seml-Marko t

(a) dado que X estd en el esta.do ie S el 51guxente e tado 'u

el estado j € S, 7 # i, con proba.blhdad p,_,, donde i
C] Si Té
entonces ]

(b) . F;; es una distribucién exponencial con’ param T
es el tiempo que permanece la cadena en ‘antes de pasar. a J,

P{r; > t} = exp (—v;t).

Observacion 2. (a) Desde esta 6ptica, se puede ver'a‘una cadena de Mar-
kov en tiempo continuo como un proceso; estocéstlco que’pasa de un
estado a otro de acuerdo a una cadena de’ Ma.rkov en’ tlempo discreto,
pero tal que el tiempo que permanece’ en cadé. estado tlene distribucién

exponencial.

(b) v; se interpreta como la tasa. a la que el proceso de]a el estado i. De
este modo: » RN '
® si v; = 00, se dice que el estado i es inStaﬁtéﬁqb. SR
e si z; = 0, se dice que el estado i es absorbente. :

(c) En adelante, salvo que se especifique lo conf;rario se tomari 0 < v; <
oo, i €.5. Todo estado i € S que satisface esta condlcmn se denomina

estado estable.
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kVDeﬁnxcuSn 13. La cadena de Markov en tiempo continuo X
'0} con espacxo de estados S, tal que para todo t,s € [0, oo) se ‘tle 1

i pu(s S+t)'—P{At+s—J|X“7'}: ;
~'se dice que es homogénea en el tiempo si pi;(s,s + t) = p;i;(0,t);" ‘es decxr, si
p,J (s, s +1) sélo depende de la longitud del intervalo [s, s+1] ¥ no'del tlempo

. En este caso se denota por p;;(t) a pi; (0, ¢). s

Observacion 3. (a) Se denotard por P(¢) a la matriz cuyos elementos: son , 7,
las probabiliades de transicién p;;(t), ¢,7 € S para toda ¢ > 0. o

(b) En adelante sélo se considerarin cadenas de Markov homogéneas en el
tiempo. e
Proposicién 1. Sea X = {X; : t > 0} una cadena de Markov en tiempq '
continuo con espacio de estados S y probabilidades de transicion p;;(t), i,j €
S, t > 0. Entonces, p;;(t) satisface las siguientes propiedades para toda't > 0
ei,j&€S:
1 sii=j

(a) pi;(0) =6; = {0 siik g
(b)) > pii(t)=1.

j€s
Demostracion. (a) Es inmediata pues, dado que la cadena X estd en el
estado 7 € S, en un lapso de tiempo igual a cero, sélo puede estar en el
estado 7 (es decir, con probabilidad 1 estd en el estado Z), y no puede
estar en ningin otro estado j # i (es decir, con probabilidad 0 estaria

en cualquier estado j # 7).

(b) Sea i € S. Supdngase que : es el estado inicial de la cadena X, es decir,
Xo = i. Considérense los siguientes eventos:

Aj={X.=j|Xo=4i}, JE€S t=0.

Obsérvese que estos eventos son ajenos entre si y que J;esA; ='S.:

Como el espacio de probabxhdad es-de medida 1, es decu' P(S) = 1 o

entonces:

1=P(S)=P UA,!) ;Zp,-,-(t), Ct>0.
jES - .

jE€S



6 Cadenas de Markov en tiempo continuo

Definicién 14. Sea X = {X,; : ¢ = 0} un proceso de semi-Markov con
espacio de estados S. Se denotard por {XZ : n = 0,1,...} a la sucesién
de variables aleatorias donde X registra el estado visitador por X en el n-
ésimo cambio de estado. El proceso estocdstico X* = {X3 :n = 0,1,...}
es una cadena de Markov en tiempo discreto con espacio de estados S y
probabilidades de transicién p;;, ¢,j € S dadas por la Definicién 11; es decir,
para i, 7, %o, . ..in—1 € S, n > 0, se tiene: .

P{Xjn=3|Xd=1d0,..., X5 =tn1, X =i} = P{ a1 =7 | X5 =14}
f pi]
La cadena X° es llamada cadena anidada de X o cadena de saltos de X.

Definicién 15. Sea X = {X, : ¢ > 0} una cadena de Markov en tiempo
continuo con espacio de estados S y probabilidades de transicién p;;(2), i,j €
S,t>0. Sea X°* = {X5:n=0,1,...} la cadena de saltos de X. Se dice que
X es irreducible si la cadena X° es irreducible, es decir, para toda z,5 € §
existe un entero m > 0 tal que:

P{X3m=3|X5=1 =p" >0.

Definicién 16. Sea X° = {X7 : n = 0,1,...} la cadena de saltos de una
cadena de Markov en tiempo continuo X = {X,; : ¢t > 0} con espacio-de’
estados S y probabilidades de transicién p;j, ¢,5 € S, © # . Decxmos que X
es recurrente positiva si para. todo 7 € S, dado que X§ =2 y

R;; = min{n 2 1, X3 =14}
es el tiempo de primer retorno a i, se tiene que:
=F[R;| X{=1] <oc0.2
Definicién 17. Sea X = {X, : ¢ > 0} una cadena de Markov en tiempo
continuo con espacio de estados S como se describié en la Definicién 12. Se

define la tasa de transicion de i a j, i,j € S, j 7 i, denotada por g;;, como:

Qij = ViDij -

2E[] denota la esperanza matemdtica de una variable aleatoria.



" 1.1 RéSuItados preliminares

D‘ebﬁkr'ucxéli 13. La cadena de Markov en tiempo continuo X' = {X,

.0} con espacio de estados S, tal que para todo ¢, s € [0, c0) se: tlene que

pij(s,s+1t) = P{Xy, =35 | X, =1}, e v
se dice que es homogénea en el tiempo si p;;(s,s +t) = p.,(O t), es declr, si
pi; (s, s+t) sélo depende de la longitud del intervalo [s s+ t] y no del tiempo
s. En este caso se denota por p;;(t) a p;;(0, t).

Observacidn 3. (a) Se denotard por P(t) a la matriz cuyos elementos son
las probabiliades de transicién p;;(t), %,5 € S para toda ¢ > 0.

(b) En adelante sélo se considerarin cadenas de Markov homogéneas en el
tiempo.
Proposicién 1. Sea X = {X,; : t = 0} una cadena de Markov en tiempo

continuo con espacio de estados S y probabilidades de transicion p;;(t), i,j €
S, t = 0. Entonces, p;;(t) satzsface las siguientes propiedades para todat > 0

eti,j€S:

1 sii=34
i(0) =6, =
(a) PJ(O) 7 {0 siij

(6) D pilt)=1.
: jes
Demostracion. (a) Es inmediata pues, dado que la cadena X esti en el
estado Z € S, en un lapso de tiempo igual a cero, sélo puede estar en el
estado Z (es decir, con probabilidad 1 estd en el estado i), y no puede’
estar en ningun otro estado j 7 7 (es decir, con probabilidad O estaria
en cualquier estado j # 7).

(b) Sea i € S. Supédngase que i es el estado inicial de la cadena X, es decir,
Xo = t. Considérense los siguientes eventos:

Aj={Xi=7| Xo =1}, JjE€S, t=20.

Obsérvese que estos eventos son ajenos entre si‘y.que U esA S= S .
Como el espacio de probabilidad es de medxda 1, es decu', P(S) = 1
entonces: [ R .

1=pP©S)=P(J Aj) Zp,_,(t),
JES B :

JES




1.2 Probabilidades limite = : 7.

‘Observacién 4. Nétese que por definicién de tasa de transicién de ¢ a j,
i,j:€ S, i # j, se tiene que:

E :Qij = E :Vipij = E Dij = Vi.

F#i F#i J#i

Proposicién 2 (Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov). Sea X = {X, :
t > 0} una cadena de Markov en tiempo continuo con espacio de estados S
y probabilidades de transicion p;i(t), i,7 € S, t = 0. Entonces, parat > 0 e
i,7 € .5 se satisface:

pi; (1) = D> _ P (s)prj(t — s)
kes
para 0 < s <t.

Demostracidon. Sea t > 0 y sea 0 '< s < t. De la Definicién 13 se puede
escribir: - :

ﬂ p',(t) = P{X. =3 | Xo = i}.
}Ahora, por la reg]a de 1a probablhdad total y la propxedad de Markov de X:

;ZP{Xt—j[X —-k}P{X —k|Xo=z}
kes

Entonces 3

p‘] (t) ZP{Xt=j IX.s = k}P{X, 7= k IXO = i}
- keSS '

=" pu(s)pr;(t — 5) (por la Def. 13)
kes

1.2 Probabilidades limite

En esta seccién se presentan las condiciones bajo las cuales existe el limite
tl_xng{X::] | Xo =1},

y se da la forma explicita del mismo.
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Definicién 18. Sea X* = {X7 : n = 0,1,...} la cadena de saltos de una
cadena de Markov en tiempo continuo X = {X, : ¢ > 0}, con espacio de
estados S y probabilidades de transicién p;j, 2,7 € S, © # j. La distribucion
estacionaria de X* es una coleccién de niumeros w*(%), ¢ € S, tal que para
toda 7 € S las siguientes condiciones son satisfechas:

(a) =°(®) =0
(b) s () =1 ;
(e) 7°(%) = Zoges T (K)Pki = Zk;&i 7 (k)Pri-

Definicién 19. Se dice que una variable aleatoria Y es lattice si existe un
- entero d > 0 tal que ;

f_:P{Y=nd}= 1,

n=0

es decir, Y es lattice si toma solamente valores que son miiltiplos de d. .

Teorema 1. Sea X = {X, : t > 0} un proceso de semi-Markov con espacio
de estados S. Sea X° = {X3:n = 0,1,...} la cadena de saltos de X y
supdngase que X°* es irreducible, recurrente positiva y con distribucidn esta-
cionaria w'(i), i € S. Considérese a R;; con distribucién no lattice para toda
21 € S. Sea pu; el tiempo medio de permanencia de X en i € S antes de que
salte a un estado j € S, 7 # 2, es decir, E[r;] = p;. Entonces, la distribucion. '
limite de X, denotada por P(i), estd dada por:

; . e . (2 . :
PE)=1lmP{X,=1] Xg = = 25—, €S 1.2.1
@ = Jim PAXe = 1] Xo =j} = 5~ (.21
Demostracion. Ver [21]. g

Corolario. Sea X = {X, : £ > 0} una cadena de Markov en tiempo continuo
con espacio de estados S y probabilidades de transicion p;;(2), ¢ ,] €S,t=20. .
Sea X* = {X3 : n = 0,1,...} la cadena de de saltos de X, ‘irreducible y *
recurrente positiva con distribucién estacionaria ©w*(i), 7 € S. Enton.ces Ia :
distribucion limite de X estd dada por:

N (i) /v, . B
P(z) = _——_—_Zjes () i€ S N (122)



1.2 Probabilidades limite

Demostracion. Como una cadena de Ma.rkov en. tlempo continuo es un pro-
ceso de semi-Markov con distribucién’ F,_,, %,j. €85, igual a la distribucién
exponencial con pardmetro v; > 0 entonces ,u, =1/vi, i € S y el resultado
sigue por el Teorema 1. L

Observacion 5. Por las condlcxones (b) y (c) de la. Deﬁmcwn 18 y por (1.2. 2)
se desprende lo sxguxente b ;

N=1 jes.

O bien, como g;; = u,p,, (bbr la;Deﬁvnici(én 17)‘, 

v; P(j) = ZP(i)qa'j ¥ S PG)=1, jeSs. ' (1.2.3)

i€s Jjes

La interpretacién de (1.2.3) se da a continuacién:

La expresién v; P(j) representa la tasa a la que el proceso deja el estado j,
y la expresién 3 ;.o P(i)g;; representa la tasa a la que el proceso entra al
estado j. Por tanto, de (1.2.3) se sigue que la tasa de entrada y la de salida
del proceso X al estado j son iguales. Por esta razon, a las ecuaciones (1.2.3)
se les denomina ecuaciones de balance total.

Teorema 2. Sea X = {X, :t > 0} una cadena de Markov en tiempo continuo .

con espacio de estados S y probabilidades de transicion p;;(t), ¢, € S, t > 0.
Supdngase que X es homogénea e irreducible y que satisface las proposiciones
1 y 2. PEntonces:

(1) si eziste una distribucidn estacionaria Il, éste es dnica y pi;(t) — II(t)
conforme t — oo, para toda i,7 € S.

(2) simno existe distribucion estacionaria, entoces p;; (t) —0 conforme t —
oo, para toda i,7 € S.

Demostracion. Ver [21]. R : O
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1.3 Ecuaciones diferenciales de Kolmogorov

Teorema 3. Sea X = {X, :t > 0} una cadena de Markov en tiempo continuo
con espacio de estados S y probabilidades de transicion pi;(t), 1,7 € S, t = 0.
Entonces: :

(a) para cada i € S se tiene que limy,_,o+ 1=pi A) = u; (tasa de salida de i).
(b) para todo i,j € S, i # j, se tiene que limy_,o+ p—"}@ = aj (lasa de

transicion de i a 7).

Demostracion. Ver, por ejemplo, [15]. . |

Observacidn 6. Si S es finito, entonces v;, i € S, no puede tomar el valor oo,
pues como L : R
1=pu(h)+ 3 pi(h),
FES,i#d
dividiendo por h en ambos lados de la igualdad y tomando el limmite conforme
h — 0*, por el Teorema 3 se tiene que v; = D ies i @i < 00.

Definicién 20. Se dice que una cadena de Markov en tiempo continuo X =
{X. : t > 0} con espacio de estados S, tasas de transicidn g;;, i # j, y tasa de
salida v;, i € S, es conservativa si Zjes,j# gij = V; < 0O para toda.. ie S.
En adelante, salvo que se especifique 1o contrario, se considerarin \inicamente
cadenas conservativas.

Observacidn 7. Nétese que por el Teorema 3 se tiene paratoda h >0, 4,5 €
S:
qijh + o(h) sij#1

ii(R) = P{Xn=37 1 X =1
Pis(h) {Xewn =7 | X, z}{l—u,-h+o(h). sij=i1,

donde limj_,o+ %2 =0.
Teorema 4 (Ecuaciones retrégradas de Kolmogorov). Sea X = {X;:
t > 0} una cadena de Markov en tiempo continuo con espacio de estados
S, probabilidades de transicidn p;;(t), 1,7 € S,t = O, tasa de transicion
gij, i # 7, Yy tasa de salida v;. Entonces:

d
5P () = pi;(t) = > .Qikpkj(t) — vipi;(t)- (1.3.1)
kES, ki
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Demostracidn. Por definicién se tiene que:.

d sz (t + h) pu (t)
dtle (t) = llr% h X

.y porla Pfoposiciéx} 2 se tiene: - L :
pij(t+h) = z :Puc (h)pk] (t)

. e . ©okes T
Entonces. . '

‘ p,,(t+h) p.,(t) = Zp.k(h)pk,(t) p,,(t)
. KES . 'jf

: = : Z p,k(h)pkj(t) - [1 e pu(h)]pu .

Pi; (2) » (1.3.2)

y por el Teorem

Para que exista’

(1.3.3)

y es igual a
: (1.3.4)

Sx S es ﬁmto, la. exxstencxé. de (1,3.3) y la. lgualdad con (1.3.4) es inme-
diata, ya que por el Teorema.
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: exxste y ‘es: lgual a qik- Y como en (1.3. 3) se tiene una suma finita (al ser S
ﬁmto) se utiliza el hecho de que si (a,, ),,>o, k=1,2,...; N, son sucesiones
tales' que para cada. k exlste hm,,_",° an ), entonces lim, Zk—l a® también

'exlste. o
Se demostrara ahora que para. S infinito numerable también se tiene:

P k(h)
,Ill_r’rtl, DT FEp@) = D qupei(t)-
- kES, ki kES, ki
Se usaré_‘el-hecho de que por deﬁnic' 6n de limite se tiene:

hm mfa;, < hm ap < < lim supa,,
A h-—0

ysi L
11m sup a,, = hm 1nfa;. -

: : h—)O

entonces existe : . L

lim'supay,.

limas y liminfas =lima
fman v limipfen = fiman
De esta forma, si se demuestra que:
. . ‘! h) S
(a) liminfs o EkeS ki Bik ij(t) = Eke' E;e'

el resultado sigue.
Fijese N < oo arbitraria. Entonces.

Di h s i
h;.n inf Z k( ) J(t) 2 hm inf oS — 5
kES, ks%i kes ki, k<N o

PkJ (t)

- keSk;e:k<N L S

= Z qzkpl:J (t) -

: kbt <N

Como N es a.rbltrana se SIgue que. :

hmxnf }: p‘k(h)p ](t) > Z qtkpk](t) v (1.3.5)

keSkti - o kES kAL
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Por otro lado, se tiene para i < N:

Z pir(h)pi;(t) =

kES k#i

Entonces:

lim sup -1 su p‘k( )ka (t) + hm suP
h=0  peskei e R0 keskikaN , f o
—limsup > pu(h) : TR
keSkEik<N RN RR R PO
@ = 3T
= Z QP (t) +vi — . ¢ ‘. %k ’

kES, kAL k<N ‘ keSk;&:.k<N i
: (1.3.6)

donde: -
(1) porque pxj(t) < 1 para toda k,j € S y t > 0
(2) >kesponPik(h) =1—37, ¢ k<Nplk(h)
"(3) por propiedades de limite. :

(4) pues las sumas son finitas, y lxm,,_.o(l—p,,(h))/h =v y hmh_,o(p k(h)/h)
gix €xisten.

Por la Definicién 20 se supone que la cadena es conservatlva 4. e By i q,]
v; < co. Entonces, haciendo N tender a mﬁmto de (1 3 6) se obtlene

(B SRS Rt A
llmsup Z pk( ) k](t) Z qtkpk](t) +'thuz" :

h—0  es kst kES, k;&z '

¥y, por tanto,

lim sup Z p'k(h) LJ(t) Z q,,,pkj(t) . (1.3.7)

h—0 kESk;h ; KES i




14 Cadéri'éié]de*Méi’lédir"én tiempo continuo

Por (1 .3. 5) y (1'3 7) s 'tlene que'. i

- ‘ p:k(h)
k‘eszk;.q*pw) <tipipr 52 240000

h .
Pk (t) Z q-kpkg(t),
kESksti

. 'por:lo'que C v (h) ‘

c plk

fim Z ~ho P :<t>

. . : kES,k#T ) .

- existe' y es igual a- - M TR
| S qupkilt)- = =
kESk#Ai

Entonces, tomando el hmlte conforme h — 0 en (1. 3 2), se tiene que:

i ‘p, t+ k) ~ pi; (%)
’lllix(l) Y (_ - I)z 5 (1) _ > .qx'kpkj(t) = vpi;(t)-
2 kESK#

;’I‘eorema Vac nes progresivas de Kolmogorov). Sea X = {X::
‘t > 0} una cadena de Markov en tiempo continuo con espacio de estados S y
probabzhdades de transzczon 2:ij(t), 3,7 € S, t > 0. Entonces se tiene que:

1 ‘-;—tp‘ij(t) =pii(t) = D> pu)ae; —vipiit).  (1.3.8)
P kESk]

Demostracién. Aunque similar a la demostracién del Teorema 4, esta demos-
tracién involucra otros supuestos para establecer su validez (ver [15] y [21],
entre otros) y no se presentari aqui. 0O

Observacion 8. La condicién inicial para ambos tipos de ecuaciones es:

1 sii=j
5 (0) =
7i5(0) {o sidisj.
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1. 4 Proceso de nacimiento y muerte

En esta. seccién se presenta un caso particular de una cadena de Markov en
tiempo continuo, el proceso de nacimiento y muerte, y se obtienen algunos
resultados relevantes relacionados con este proceso.

1.4.1 Generalidades

Definicién 21. Sea X = {X, : t > 0}una cadena de Markov en tiempo
continuo con espacio de estados S = {0,1,2,...} y para el cual la tasa de
transicién de 7 a j, 7 % J, 4,7 € S, es tal que ¢g;; = 0 si | — 7] > 1. Tal
proceso se conoce como proceso de nacimiento y muerte. Obsérvese que en
este proceso las transiciones desde el estado i sélo son a sus estados vecinos
t—1,i+ 1.

Observacion 9. Salvo que se especifique lo contrario, a lo largo de esta seccién
se tomara S = {0,1,2, ...}.

Definicién 22. Sean A, u;, 7 € S, dadas por:

LA =qiig1 =0, 1=0,1,2,...

Hi = Giie1 20, i=1,2,...

Los valores {);;¢ = 0,1,...} ¥y {#:,2 = 1,2,...} se denominan, respectiva-
mente, tasas de nacimiento y tasas de muerte de los procesos respectivos. Si
S es ﬁmto, por e_]emplo S ={0,1,2,..., N}, se incluye la condicién Ay = O.

: Obsemacwn 10. Por la Observacién 4 se tiene que des il = Vi, 1 € S,
’de donde se sxgue para el proceso de nacimiento y muerte que:

v; = X; + i, i=0,1,2,...

- y,“p'o'r la Definicién 17, las probabilidades de transicién de la cadena de saltos
. asomada al proceso de nac1m1ento y muerte estin dadas por:

pvee 51_7=z+1 2—012
pi; = FC‘-%Z Sl]-—z—-l z—12

0 en otro casor :




0 T T en otro caso
y pi;(0) = 65, 3,5 €S-

1.4.2 Ecuaciones diferenciales de Kolmogorov

Teorema 6. Sea X = {X, : t > 0} un proceso de nacimiento y muer-
te con espacio de estados S = {0,1,2,...} y probabilidades de transicion
pij(t), 2,7 € S. Las ecuaciones retrogradas y progresivas de Kolmogorov de.

X estdn dadas, respectivamente, por:
e Ecuaciones retrégradas

Po; (t) = Aop1;(2) — Aopo;(2) ;
P (t) = Aipip1;5(8) + pipi—1; (@) — (i + pa)pi(t) = 1,2,... (1.4:1)

sujetas a la condicion inicial p;;(0) = 6,-]-.‘
. Ecuacxones progreswas
P.o(t) = umu @) - /\oP:o(t)

p‘](t) —"Aj—lng—l(t) + #J+1pl_1+l(t) - (A + /‘J)p:J (t) .7 = 1 2
i B A (142)

su]etas ala condzczon znczal p,_, (0) ,,. g

Demostracion. Como un proceso de nacmnento y muert;e es un caso par-
ticular de las cadenas de. Markov en. tlemp‘ 0, se pueden utilizar los
-teoremas 4 y 5. Entonces: .

(a) Del Teorema 4 se l:ieneque:

O = 3 quon(® — urs®,



1.4 Proceso de nacimiento y muerte DL 17

(b)

donde g;; es la tasa de transicién de 7 a k, i # k, k € S, y.v; es la tasa
de salida de ¢, ¢ € S, para una cadena de Markov en tiempo continuo.
Para el caso de un proceso de nacimiento y muerte se tiene que:

Gir =X sik=i4+1,i=0,1,.
ik = Gii-1=p Sik=i—-1,1=1,2,.
0 en otro caso,

y para todo i € S,
: : ’=’\"+I‘|‘

@ Tomando i= 0 se tiene para t > 0 que

PoJ (t) = ¢101P1, (t) - Vo?o: (t)
= /\oplg (t) /\oPOJ (t)

© (ii) Para 4 =1, 2‘ b. . se tlene para. t > 0 que

De (1) (u) y (111) se sigue que las ecuaciones retrogradas para un proceso

de nacimiento y muerte estdn. dada.s po
po, (&) = Aop1;(2) — /\opoj @ ' S
pu () = Aipi15(8) + l"tpt—l.v(t) o (/\ +b lu'i)p‘lJ (t) =1,2,...
sujetas a la condicién inicial p;; 0)= 6,_, '

Del Teorema 5 se tlene que:
@) = D pult)ar; — vipi(t),
keS,k#j

donde gy; es la tasa de transicibonde k a j, k # 7, kK € S, y v; es la tasa
de salida de j, j € S, para una cadena de Markov en tiempo continuo.
Para el caso de un proceso de nacimiento y muerte se tiene lo siguiente:
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(i) Tomando j =

: (u) Paraj —'1 2 .

Pl (t)
= pz]-—l (t)/\j 1 +P:_1+1(t)ﬂ.1+1 - (’\ -+ I-‘J)Pu(t)
(iii) Parat =0y paraﬂtoda Z,J

" = 0, 1,2,... se tiene p,-j(())
que el el caso (a.)(m) S

De (i), (ii) y (iii) se sigue que las ecuaciones progresxvas para un proceso
de nacimiento y muerte estan dadas por: R ot

Pla(t) = mpaa(®) = Aopio(t) BOE =
pu(t) = ’\J—lplj—l(t) -+ ﬂ,7+lpxg+l(t) - (’\J + ﬂJ)piJ(t) i=112,...

sujetas a ]a condicién incial p;;{(0) = 6;;.
O

Ejemplo 1. Considérese una cadena de Markov en tiempo continuo X = {X; :
t > 0} con espacio de estados S = {0,1}. Supéngase que X permanece en
el estado 0 un tiempo con distribucién exponencial de parametro )\, antes de
cambiar al estado 1, donde a su vez permanece un tiempo con distribucién
exponencial de parimetro u, antes de retornar al estado 0. Es decir, v =
A, v1 = u. Como por definicién se tiene que v = g + Ag ¥ o = 0, entonces
A =y = Ag. También, como por definicién v; = ;3 + A; y A\; = 0, entonces
H =V = .

De las ecuaciones progresivas de Kolmogorov (1.4.2), se obtiene para X las
siguientes ecuaciones:

(a) Para:i=j=0:

P'(;o(t) = p1po1(t) — Aopoo(t)
= Hpo1 () — Apoo(?) .
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' Como pm(t) = 1 — poo(t), entonces-

(b)

o bien, -

Integrando esta ultxma cuac
igualdad, se obtiene: .. .

e

Py - exp ((A +,u)t) +c-

exp (A + #)t)Poo (t) =

Ahora, como pg(0) =1, sustltuyendo en la ecuacién’ (1 4 4) Junto con‘ :
t = 0, se tiene que ¢ = A/(A + ). Por tanto, ~ : 5

poo(t) = xhp + x g o (O + )

Parai=j=1: :

P11 () = Aop10(2) — lhpu(ﬂ
= /\Plo(t) #Pu (t)

Como Pio (t) = 1 — (%), entonces B .
Phi() = AL = pua)] —~ upu(t)'
B G PO O S Vi

Pia(®) + (A + u)p<t> =2
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El factor. iﬁtegrante en este caso es el mismo que el caso (a), es de-
cir, exp ((A'+ p)t). Entonces, haciendo un razonamiento andlogo al de
dicho caso, la solucién general de esta ecuacién estd dada por:

exp (A + wW))pi(t) = 5y _"\_ 7 exp (A + u)t) +c,

donde ¢ = p/('}\ + u), pues 711(0) = 1. Por tanto,

Ao
Pn() m+’\+H

exp (—(A+ 1)?)-

1(t),fént{onces:ﬂ! SRR

[1 = exp( (/\ + u)t)] '
[1 - exp( (A + 1)t)].

~- Ejemplo 2. Considérese un proceso de muerte pura X = {X::t> 0}con
espacio de estados S = {0,1,...,N}, N € N, y tasas de muerte {u; : i =
'.0,1,...,N} con go = 0 (es decir, X es un proceso de nacimiento y muerte
con A; = 0 para toda ¢ = 0,1,...,N). Entonces, las ecuaciones progresxvas
- de Kolmogorov (1.4.2) para el proceso X se reducen a:

P (t) = —piipiiv1 () — pipii(t) v
= —u;pii (t) (1.4.5)

pues por ser X un proceso de muerte pura, p;;+1(¢) = 0 para toda t > 0, y:
, pu(t) = #,+1p.,+1(t) — a8, - J<i (1.4.6)

La ecuacién (1 4.5) se reescnbe como: ’
' A +mpa®=0 @4

Esta. ecuacidén multlphcada de ambos lados de la 1gualdad por el factor inte-
grante exp (uit), es igual a: :

exp (p:t)[Pi(t) + é;bii(t)] =0,
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o bien, a:

Como p,,(O) =1; entonces c=1: ‘Po i
' pu(t) = exp( Iht)

La solucién de la. ecuacién (1.4.6) es recursxva. y se obtlene de la Sngente
‘forma reescribiendo (1.4.6) como o ,

ﬂ_7+1p:_7+1(u) p:](u) =+ ﬂgpu(u)a .7 < 7': L

y multxphcando por el factor xntegrante exp (p.,u) a.mbos la.dos de l ig
anterior, se tiene: . : B

exp (u5u) 4541Pi 51 (u) = exp (P‘Ju)[p (u + I‘Jp

J<i.

1.4.3 Probabilidades limite

Sea X = {X, :t > 0}un proceso de nacimiento y muerte con espacio de
estados § = {0,1,2,...}. Sea X* = {X?:n =0,1,...} la cadena de saltos
asociada a X, con probabilidades de transicién p;j, %, j, € S. X° corresponde
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a una caminata aleatoria en tiempo discreto en los enteros mayores o iguales a
cero, con una barrera reflejante en el estado 0. Esta caminata aleatoria es una
cadena de Markov irreducible y recurrente positiva (ver [14]). Entonces, por
el Corolario del Teorema 1, para el proceso X existen probabilidades limite:

lxm p‘_,(t) P(j) >0, para toda ,7 € S,

estin dadas por (1.2.2) y satisfacen las ecuaciones de balance total:
VJP(J) = ZP(Z)q., , ZP(J) =1, jes§ (1.4.8)
w 165 o JES

: : {Xt H t > 0} UN PTOCESO. de naczmzento y muerte con
. espacio de estados S:={0,1,%..} .y tasas de nacimiento y muerte {2i =
0, 1 } y {u., 1, 2, }, respectwamente Entonces, st

o0

' Z Am—1Am—2 - A1 )¢
< 00
MHmMm—1 - * - H2/1

m=1

las ’probab’kilidades limite de X estdn dadas por: »

me=1 HmHm-1---Hap
Am—1Am—2- - A1)g

3
Il'mﬂm—l cee Mot (1 + =i _l\;',:;‘:,\:-r;;‘:;:\o)

param=1,2,...

”mm”

Demostraczon Sea P(%) la probabilidad limite de la cadena X , para cada
teS. Entonces P(i), ¢ € S, debe satisfacer (1.4.8), con:
A siF=i+1, z=0,1,...
gj = $p sij=i—-1,i=1,2,...
0 - --en otro caso, :
Uik;/\ +[1;, ‘i=0,1,..

es declr, se satlsfacen la.s ecuacxones

%Hm—mmn | (1.4.9)
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(1.4.10)

(1.4.11)

es decir,

2P(2) "(1\1 )P ~ AoP(O),

pdr lo que:

P2) = ’\‘—;;“—lp(i): - %P(O)

RN N S S
= —-=-——P(0) - —P(0 -(por (1.4.11
M2 M1 © M2 ©) ) (e ( ))
_ (AL + 1) 2o — Ao PO)
HaHMa L e T
— Ao+ dopsa — Aoy P(O) -‘__;iv.v/\lz\oP(O)_ .
- Hap1 v g THz ! ;

Supéngase que el resultado vale para toda k < l se demostrara ahora que es
vélido para I + 1. Por (1.4.10), ‘para m = l se tlene R

(pe+ /\t)P(l) = #z+1P(l + 1) + /\1—1P(l = 1)
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Entonces,

P+1)= A "‘P(z) "'-‘P(z - 1) :
Myl Hi+ B [EEA
R Bl 2 R e U S /\V\OP(O) L Arly Mi2Ares - /\1/\0 P(O)

Hig1 Hip—1-- - - JUER WY TTaRY T SRy 1))
At A A Ayt A Ag — ﬂl"l—ll\l 2°- A 120
= ~P(0)-
K100 -0 1y ; s ;
- ANA—1 - /\y\op(o)
M1 -0

donde la segunda igualdad se da por la hlpotesxs de mduccxon.ﬁi :
Dado que 3 °_, P(m) = 1, se tiene que: SR

Am—1Amez - - J\‘V\O E
Hmbtmoy s Popy -

1 = P(0) + P(0) Z

m=1

Y, por tanto,

e i
P(0) = 1+Z ,,._y\m_z el
=1 HMmHmeyc - Hop
Entonces:
P(m) = Amotdmoz 2 Mo m=1,2,...

.. 1+2 Am=1Am-2:A1do )’
HmMm—1 ° - K2/ mM=1 " fion i —1B2p1

L . Am—1Am_z::A1) .
Obsérvese que si >_m; ﬁlﬁ’:—l—’ﬁ = o0, entonces necesariamente P(0) =

0 y P(j7) = O para toda j € S. De esta forma, para que P(j) > 0 para toda
j € S, se debe tener:

i Am—1Am—2- " - A1Ag
< oo
Hmim—1 - M2/

m=1

y el resultado sigue.



Capitulo 2

Proceso de difusion

En este capitulo se presentan resultados de procesos de difusién que se utili-
zardn posteriormente en el Capitulo 3.

En la Seccién 2.1 se define un proceso de difusién y se presentan definiciones
relacionadas con él. En la Seccién 2.2 se presentan las ecuaciones diferencia-
les que satisfacen ciertas funciones de los procesos de difusién. En la Seccién
2.3 se define la distribucién estacionaria de un proceso de difusién y se obtie-
ne su forma general. En la Seccién 2.4 se da una clasificacién de las fronteras
del espacio de estados de un proceso de difusién y se calcula la distribucién
estacionaria del proceso para el caso de fronteras de entrada. En la Sec-
cién 2.5 se describe la convergencia de procesos estocasticos a un proceso de
difusién.

2.1 Resultados preliminares

A continuacién se define un proceso de difusién y se presentan definiciones re-
lacionadas, que pueden encontrarse descritas mas ampliamente en Ash(1972)
y Karlin y Taylor(1981).

Definicién 23. Sea (£, F , P?) un espacio de probabilidad: Una familia de
o-algebras {F; : t > 0} es llamada filtracién en (2, F) si:

(i) paracadat >0, F, C F

(ii) para t,t 2'0, si t; < t2 entonces F;, C Foq,.
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Si {.Fg > 0} es una ﬁltracxon se deﬁne .

“"(Uﬂ) -
‘ o \e20 C

es decir, la a-a.lgebra generada por U ;50 Fe El espacxo (Q F
es llamado espacio de probabilidad filtrado. e ;

Definicién 24. Sea X = {X,;:1 > 0}un proceso estocastlco La Sfiltracion
generada por X, denotada por {]-'X t > 0} es definida por:

FrX=0(Xs:551).

Definicién 25. Sea X = {X; : ¢ > 0} un proceso estocdstico definido en
un espacio de probabilidad (€2, 7, P). La variable aleatoria 7 definida en
(2, 7, P) que toma valores en {0,1,...}, es llamada tiempo de Markov o
tiempo de paro con respecto a X si para cada t > 0, {7 < t} C FX, es decir,
el evento {7 < t} estd completamente determinado por {X, : s < t}.

Definicién 26. Sea X = {X; : ¢ > 0} un proceso de Markov con espacio de
estados S y probabilidades de transicién p;;(2), i,j € S, ¢ = 0. El proceso X
es un proceso de Markov fuerte si para cada tiempo de paro 7 con respecto
a X, se tiene que paracada t > 0y A C S, es valido:

P{X1-+¢EAIX.,:Z'S,SST}:P{XT.H‘GAIX-,-=$.,-}

{ft >0

para todo =z, € S.

Definicién 27 (Proceso de difusién). Un proceso de Markov fuerte X =
{X: :t > 0} con espacio de estados S = I C R (donde I es un intervalo de
la forma (I,7), (I,7], [{,7)o[l,7], I <7, y los valores l = —o0 y/o r = co son
permitidos) es un proceso de difusién si:

1. Para cada w € 2, X,(w) como funcién de ¢ es continua por la derecha
y tiene limite por la izquierda.

2. Para cada w € 2, X;(w) como funcién de % es continua por la izquierda
a través de tiempos de paro, es decir, si 1 < 7» < ... son tiempos
de paro y limp,07™ = 7T < o0, entonces lim, o0 X, (w) = X (w)
siempre que 7 < oo. En otras palabras, la igualdad anterior se da casi
seguramente en el sentido de que P{ 7 < oo y lim, 00 X7, (W) # Xr(w)

= 0.
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2.1 Resultados preliminares

3. X, satlsface la. Condicion de Dznkzn, es declr, dada. e > 0
lim P { | Xesn — Xe| > € - | X, —:z:} = o o (2.1.1)
uniformemente respecto a t para toda z en un submtervalo compacto
de S y t en un intervalo [0, N], N < co.

Definicién 28. Sea X = {X, : ¢t > 0} un proceso de difusién con espacio de
estados S = I un intervalo contenido en R. Para z € I, se define el tiempo
T. como el tiempo que tarda X en tomar el valor z por primera vez, es decir,

oo, o si X, #z paratodot>0
Tz = .
inf{t > 0: X, =z}, en otro caso.

Definicién 29. Se dice que un proceso de difusién X = {X; : ¢ > 0} con
espacio de estados S = (I, 7), | < r, es regular si

P{T. <o |Xeg=2z}>0

siempre que !l < z,2z < r. Es decir, partiendo de algin =z € S, cualquier otro
punto z € S puede alcanzarse con probabilidad positiva.

Observacion 11. En adelante sélo se considerardn procesos de difusién regu-
lares.

Definicién 30. Sea X = {X, : ¢t > 0} un proceso estocdstico. Se define el
incremento de X en el intervalo [¢,¢ + k] como:

Ath = Xt+h - Xt-

Lema 1. Sea X = {X, : t > 0} un proceso estocdstico con espacio de estados
un intervalo S, que satisface las condiciones 1 y 2 de la Deﬁnzczan 27 Si X
satisface la condicidn de momento infinitesimal:

1
i — P = = .
'l;m?) hE‘[ AX P | Xe=2]=0, para alguna p > 2.
uniformemente respecto a t para T en cualquier subintervalo compacto de S

y t en un intervalo [0, N], N < co, entonces el proceso satisface la condicidn
‘de Dinkin. .
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Demostraczon'; Ver [15]. L CRRR AR : e a
Definicién 31."‘ ;

‘de estados S.=1I. ‘Para
estan deﬁmdos por

O} un’ proceso ‘de difusién con espacio
, los parametros infinitesimales de X

'40

(5,0 = lim LE[AnXe | X = o] (2.1.2)
0%(z,1) = lim LE[{AX)? | Xe = ] (2.1.3)

Al parametro u(z,t) se le llama media infinitesimal, desplazamiento infini-
tesimal esperado. o pardmetro de deriva. Al pardmetro o2(z,t) se le llama
varianza infinitesimal o perdmetro de difusion.

Observacion 12. 1. El proceso X también satisface:
. 1 : B
}‘%EE[ [AWX:|" | Xe=2x2]=0, r=3,4,... (2.1.}4)
. (ver -[18]).

2. La motivacién para denominar a p(z,t) medla 1nﬁmt.esxmal prov1ene
~de que por deﬁmcxon, se tlene o R DI

E[A,.Xt | X, = :1:] = u(:z:, )h+ ol(h),

; vdonde llm,, 'y —‘—)- =0.
‘Para la va.rlanza infinitesimal o?(x, t) se tlene que

Var[A,,X; ] X, = z) = E[(AnX)? | X = z]— (E[Ath | Xg = :z:])2

= o%(z,t)h + oz(h) [u(z:,t)h + 01 (h)]2
= o?(z,t)h + o3(h),

donde ’o;;(h.) = op(h) — [u(z,t)h + o1 (h,)]2 yes ta.l que hm,,_,0 _J_i.— 0.
3. Para un proceso de difusién regular tlplco se tiene que 0'2(11:, t) >0 para

todaztalquel <z <ryt>O0.

4. Cuando el proceso es homogéneo en el tiempo,'_,entonckesbvse escribe
p(z,t) = p(z) y o2(z,t) = o2(z). En adelante sé6lo se considerarin
procesos de difusién homogéneos en el tiempo.



2.2 Ecuaciones diferenciales 29

Teorema 8. Sea X = {X, : t > 0} un proceso de difusion regular y ho-
mogéneo con espacio de estados S = (I,7), l < r, y pardmetros infinitesima-
les u(z) y o%(z), * € S. Sea g una.funcion estrictamente mondtona en S
con segunda derivada ¢"(x) continua para !l < z < r. Entonces Y; = g(X,)
define un proceso de difusién regular en el intervalo con extremos g(l) y g(r),
yY = {Y;: t = 0} tiene pardmetros infinitesimales:

py () = 50%(2)9" (@) + w(2)g'(2)
%) = 2 @)g' (@)
donde y = g(x).

Demostracion. Ver [15]. : O

2.2 Ecuaciones diferenciales

En esta seccién se presentan ecuaciones diferenciales que son satisfechas por.
ciertas funciones de los procesos de difusiéon. Las demostraciones serdn ‘omi-- -
tidas, pero pueden consultarse, por ejemplo, en Karlin y Taylor(1981) -y
Tudor(1994).

Definicién 32. Sea X = {X, : t = 0} un proceso de difusién regular y
homogéneo con espacio de estados S = (I,7), [ < r, y pardmetros infinitesi- -
males p(z) y o?(z), £ € S. Se define a P, (t), la funcién de distribucién de
transicién de X,, como: "

Py (t) = P{X, 5 v | Xo =z},

sujeta a la distribucién inicial:
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Definicién 33. Sea X = {X, : ¢ > 0} un proceso de difusién regular y
homogéneo con espacio de estados S = (I,7), Il < r, y pardmetros infinitesi-
males p(z) y o2(x), z € S. Se define a p.,(t), la densidad de transicién de
X, correspondiente a la distribucién Pr,(t), como:

Pzy(t) = d xy(t) t>0.

Teorema 9 (Ecuacién retrégrada de Kolmogorov). Sea X = {X; :
t > 0} un proceso de difusion regular y homogéneo con espacio de estados
S = (l,7), l < r, y pardmetros infinitesimales pu(x) y 62(z), z € S. Se define
parat > 0:
u(z, t) = E[g(X;) | Xo = z],

donde g es una funcidn acotada y continua por partes sobre S. Si u(z,t)
es continua y diferenciable respecto a t, dos veces diferenciable respecto a
x y continua por la derecha en cero, entonces u(z,t) satisface la ecuacidn
diferencial parcial '

Ou(z, t) 1 o2 2u(z, d%u(z, t)
at @) =gz dz2
con la condicién inicial u(0+, z) = g(z), donde u(0+, ) = limp_,o+ u(h, x).
En particular, si g es tal que

I

Ou(z,t)
oz

+ p(z) 25 (2.2.1)

0 sin>uy,
< -entonces u(:z: t) = Ppry(t) (ver Definicion 32) En este caso, la ecuacion
(2 2. 1) se transforma en'la’ siguiente ecuacion:
5 S
‘ ‘at ,,(t) = —a"’(:c)a 7Py (t) + u(:z:)a—P,y(t) t>0, z,yeS (2.2.2)

Lyse denomma ecuacién retrégrada de Kolmogorov, y estd sujeta a la condi-

‘cidn zmczal
L 1 sz <y
- Pay(0+) =
3 ”y( ) {0 -8t z > y

La densidad de transicion p,!;
Kolmogorov:

a 1 2. g '
gszy(t) = 502(2:)@1{=g(f)+ ﬂ(z)ap:y(t) L t>0,z,y€S  (2.23)

: atzsface la ecuaczon retrogmda de
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Demostracién. Ver [15]. (]

Observacién 13. No siempre las ecuaciones (2.2.2) y (2.2.3) admiten solucio-
nes tnicas aunque se requiera que P,y () sea una funcién de distribucién en
y&€ Sparacadat € Sy z € S. Esto es debido a que (2.2.2) no considera
el comportamiento del proceso en la frontera del espacio de estados S (ver

[15]).
Existe una segunda ecuacién diferencial parcial satisfecha por la densidad
de transicion p.y(t) = £ P.,(%). Dicha ecuacién puede verse como la dual de

la ecuacién (2.2.3) y las variables a considerar son ¢ > 0 e ¥ € S (es decir, se
toma el estado al tiempo ¢ en vez del estado inicial z € S).

Teorema 10 (Ecuacién progresiva de Kolmogorov o ecuacién de evo-
Iucién). Sea X = {X, : t = 0} un proceso de difusion regular y homogéneo
con espacio de estados S = (I,r), ! < r, y pardmetros infinitesimales p(x)
yoi(z), z € 8. Y sea pzy(t), T,y € S,t > 0, como en la Definicién 33.
Entonces, p.,(t) satisface la ecuacion diferencial parcial:

2 Pn(®) = 3o (W] ~ 2 WP®], 1> 0,5,u,€5.

Demostracién. Ver [15]). O

2.3 Distribucién estacionaria

A continuacién se definira la distribucién estacionaria de un proceso de di-
fusién y se obtendréd su forma genera.l ‘Para mayores detalles, ver. Karhn y
Taylor(1981). :

Definicién 34. Sea X = {Xt > 0} un proceso de dlfusmn regular y
homogéneo con espacio de estados’ S = (¢, 7), I < r, y pardmetros infinitesi-

males u(z) y o2(z), z € S. Se dlge que %(-) es una distribucion estacionaria
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de X si“sat_;isface:'_k

¢(y) / ¢(z)p=y(t) d.z-, o t>0,ye S
(:z:) >0y ' ' rzeS

/¢(§)d€—1

Proposicién 3. Sea X k=;,,{X¢ P 0} un proceso de difusion regular y
homogéneo con espacio de estados S = (I,r), l < r, y pardmetros infinitesi-
males pu(z) y o?(x), z € S. Si existe una distribucidn estacionaria ¥ (y) de

X, entonces ésta satisface la ecuacion diferencial parcial:

0= 325 W] - 2 @G, ves 23.1)

Demostracién. Un bosquejo de la demostracién se encuentra en [15]. ]

2.3.1 Cadlculo de la distribucién estacionaria

A continuacién se describird c6mo obtener la distribucién estacionaria de un
proceso de difusion.

Sea X = {X, : t > 0} un proceso de difusién regular y homogéneo con
espacio de estados S = ({,7), ! < 7, y pardmetros infinitesimales u(z) y
o?(z), z € S. Sea ¥(y), ¥ € S, su distribucién estacionaria. Entonces, por la
Proposicién 3, ¥(y), y € S, debe satisfacer (2.3.1). De esta forma, integrando

dicha ecuacién respecto a y se tiene que:

2 (F2vw) - wwrve = 3o (2:3:2)

donde c; es una constante. Para resolver esta ecuacién diferencial ordinaria,
se multiplica ambos lados de (2.3.2) por el factor integrante

(w) = exp ( - i‘:(‘g ) (233
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con lo que (2.3.2) queda de la forma: : oo .
exp (— _/ ’ -——i‘:gg d§) diy[a"‘(y)dl(y)] — 2exp ( = i’;gg df) ,u(y)'z/)(y)
’ "»”'2,&(6) )
o2(6)

=) exp (

[ep( / i’;égdf) 2(y)?/J(y)

' Por (2 3 3), esta ecuacxon se reescrlbe como

o blen,

v 2#(6)
q?(f) )

l———l .

© (2.3.4)

por lo que

de donde se sigué-

1.0(2") = ’01 -
con e 1
: - mz) = @@

: Las constantes c1.y ¢z se determinan de modo que se garantice que ¥(z) > 0

- en S =(Ur)y j; Y(€)dE = 1. Si esto es posible, entonces existe una

dxstr1buc1qn estacionaria, de otro modo no se puede afirmar su existencia.
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}2.4 Comportamiento en la frontera del
espacio de estados

A continuacién se definirdn sobre las fronteras del espacio de estados de un
proceso de difusién, ciertas funciones que permitiran clasificar dichas fronte-
ras. Posteriormente, para el caso de fronteras de entrada, se obtendrd una
expresion unica para la distribucién estacionaria de un proceso de difusién.
Para mayores detalles ver Karlin y Taylor(1981).

Definicién 35. Sea X = {X, : t = 0} un proceso de difusién regular y
homogéneo con espacio de estados S = (I,7), ! < r y con pardmetros infini-
tesimales u(z) y o?(z), = € S.

(a) Se denomina funcidn escala a la funcién:

s@= [ s@d, =es,

5(§) = exp (_ l: i;;gz)) d‘n)

Y Zg, §o € S son ﬁJOS y arbitrarios.

donde

(b) Se deﬁne la medzda. escala de un intervalo J ' [c,d] C (l r) como:

s (C)

57 = S[c,d] . 5(d) —
donde S(z) es la funcién escala

-Propiedades 1 L
La medida escala satisface las sxgmentes propxeda.des

(i) 0 < S[c,d] <oco paral<ec<d< r, pues como s(§) > 0 para toda
£e€(l,7)yle,d] € (I,7), entonces 0 < f (&) d§ < oo '

(ii) Slc,d] = Slc, 7] =+ S[x,d] para z tal que . < c < z < d < r, por lo
que para d fija, S es monétona en c. Esto es porque como s(f) es una
funcién monétona decreciente en £ y S| [c, d] = f s(f) dg, entonces para
dfijayc < € se tiene que S[cz, d] > S[cl,d]
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Observacion 14. Sea z € [e,d] C (I, r) L < 'r Se utilizard la notacién
dS(x) = s(z) dz. SR e
Definicién 36. Sea X = {X, : t > 0} un proceso de difusién regular y
homogéneo con espacio de estados S = (I,7); I < r, y pardmetros infinitesi-
males u(z) y 0%(z), t € S. Sea J = [¢,d] € (I,7), Il < r. Se define la medida
. velocidad inducida por la densidad velocidad m(z) = 1/[s(z)c?(x)], como:

M[J] = Mc,d] = / ‘(@) dz .

Observacion 15. La medida velocidad de un intervalo J = [¢, d] C S satisface
0 < M[J] < oo paral < ¢ < d < r. Esto es porque como m(zx) es positiva y-
mondtona creciente, y como [c,d] C (I, 7), entonces 0 < fcd m(z)dr < oo .

Observacién 16. Considérese z € (I,7),l < r. Se utilizard la notacién
dM(z) = m(zx) d=z. ’

Definicién 37. Sea X = {X, : ¢t = 0} un proceso de difusién regular con
espacio de estados S = (l,7), ! < r. Sean [ae,b] C (I,7) un intervalo cerrado

y Sla, b] la medida escala de [a, b]. Entonces se define:
S'(l,b]:lur}S[a,b]Soo, Il<a<b<r
a—
Observacion 17. §(l, b] = oo para alguna b € S si y sélo si?(l, 5] = oo para
toda b € S. Esto se debe a lo siguiente: supéngase que S(I,b] = oo para

alguna b € S. Témese z € S tal que = € [b, 7). Entonces, por la Propxedad
1(ii) se tiene que:

Sla, z] = S|a, b) + S[b, z] (2 4.1)
Cuando a — [ el lado derecho de (2.4.1) tiende a infinito y, por tanto::
S(l z] = ; v
Ahora, témese z € [a,b]. Entonces, al igual que antes se tlene que
Sla, b] = S[a, z] + S[z, b] , :
Cuando a —) { el lado izquierdo de (2.4.2) tlende a; mﬁmto,' por lo que
: S S(l o = o SR

De esta forma, si §(1,b] = oo para alguna b € S ‘se. vtlene que’ S(l b] =00 V
para toda b € 5. Y el reciproco de esta aﬁrmacxon es mmedlato o
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;Deﬁnlcuﬁn 38. Sea X = {Xt t > 0} un' proceso de dlfusmn regular con

donde M es la medlda velocxdad y. S la funcxén

Definicién 39. Sea X = {X, > 0} un’ proceso de dlfusxén regular con
espacio de estados S = (l r), l < 7. Se deﬁne T : : i . :

M(l.'z:]—hmM[a,z], , l<a<:z<7' “

N(z)— f 5, ) dM(n) = / M(z £ dS(f)

Observacion 18 1 Sx se considerara la frontera T en vez de 2, los funcxo—
nales analogos para r serian, paral <z < b<r: G :

S[a:, )= hm S[z, b]

S(r) = lim / e, b]m(f) de'
M[x r) = hmM[:z:, b]

N() = / Sz, nlm(n) dn = / M[&f)S(&)df

2. En adelante el desarrollo se hard para la frontera [, siendo anéldgo para
la frontera r.

2.4.1 Clasificacidon de fronteras

Déﬁnicién 40. Sea X = {X; : t > 0} un proceso de difusién regular con
espacio de estados S = (I,r), I < r. Se dice que la frontera ! es atrayente si

5(1, 7] < co, independientemente de la eleccién de z € S.
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Observacion 19. Si la frontera [ es atrayente, no necesariamente pertenece al
espacio de estados del proceso ni el tiempo esperado para que el proceso llegue
a ella tiene que ser finito. Un ejemplo es el caso del movimiento Browniano
con I = —oo , que es una frontera atrayente pero no pertenece al espacio de
estados.

Definicién 41. Sea X = {X, : t > 0} un proceso de difusién regular con
espacio de estados S = (I,7), | < r. Se dice que la frontera [ es:

e alcanzable si (1) < oo
e inalcanzable si (1) = oco.

Lema 2. La relacidn entre las funcwnes S(l :z:] E(l) M(l :z:] Y N(l) es la
stguiente:

(i) 8(l,z) = oo zmplzca. 2(1) o o

(i) () < oo zmplzca 5(,z] < oo, es deczr, sil es alcanzable entonces es
atrayente :

(i) M(l :z:] oo implica N(l) =
" j (zv) N(l) < oo implica M(l,z] < oo

~ (u): Q) + N() = 5@, z] M (L, z).

Demostracidn. Ver [15]. X T o

‘Observacion 20. Para caracterizar totalmente un proceso de dlfusmn,iél com-
portamlento de éste en cualquiera de las fronteras de su espacxo ‘de estados
= (l,7), { < r, debe ser especificado.

Definicién 42. Sea X = {X; : ¢ > 0} un proceso de difusién regular con
espacio de estados S = (I,7),! < r. Se dice que [ es una frontera regular
si S(l,z] < ooy M(l,z] < oo,z € S. Las condiciones son andlogas si se
considera 7 en vez de /.

Observacién 21. Un proceso de difusién regular puede entrar y salir de una
frontera regular.
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Definicién 43. Sea X = {Xt : t >"’ }~un proceso de difusién regular con
espacio de estados S = (I, 7); l <.r::Se dice que ! es una frontera de salida
si Z(l) < oo pero M(l,z] = €S Las condlcwnes son andlogas si se
considera r en vez de L. :

Observacidn 22. Sil es una frontera de salida, una vez que el proceso alcanzé
! no puede producirse trayé a. del proceso desde .

. 0} un proceso de difusién regular con
"', Se dice que ! es una frontera natural .
= oo Las condiciones son analogas si se

Definicién 44. Sea X ——«{X,
espacio de estados § = (I;7);.11. <
(o de Feller) si (I) = co'y. N(l)f
considera r en vez de [.. Ver [15]

Observacién 23. Si I es una frontera natural (o de Feller), no puede ser
alcanzada en un tiempo esperado finito, o bien, no es posible que Xy = [,
por lo que toda barrera natural es excluida de S. Ver [15].

Definicién 45. Sea X = {X, : ¢ > 0} un proceso de difusién regular con
espacio de estados S = (I,7), Il < r. Se dice que [ es una frontera de entrada
si S(,z) = co a la vez que N(I) < oo, z € S. Las condiciones son anélogas
si se considera r en vez de [.

Observacion 24. Si l es una frontera de entrada, no se puede llegar a ella
desde el interior de S, pero es posible considerar que X = {. Ver [15].

2.4.2. Fronteras de entrada y la dlstrlbuc1on
estacionaria

Teorema 11. Sea X = {X, : t > 0} un proceso de dzfu,szén regular con
espacio de estados S = (l,r), l < 7, conl y r ambas fronteras a'e entrada. La
distribucion estacionaria del proceso X estd dada por:
m{z 1
W(z) = 7rk2) _ —
@)%~ 2@s@ I, mim

Demostracion. Como se obtuvo en la Seccién 2.3.1, una distribucién estacio-
naria del proceso X estd dada por:
Pl

¥(2) = m(@)[eS() + ezl

, T €S (2.4.3)
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con e
: e s(a:)a2(:z:) o L
Notese que, por deﬁmcxon 1a funcién escala S(xz).es monotona sobre el espa-
cio de estados S,z € S y como l y 7 son fronteras de entrada. entonces:

:z:ES; k

l’iﬂs(x?é

y

Esto se debe a que si S(1, :z:] ‘00 Eni;ohées;"s @ “,"]k 00 para. toda TE ¢, ).

Ademaés, como:

S, z] = llir} Sla,z] = LLE)I}[S(.’B) S'(a)] s ,7»
entonces para que S(I, ] = co es necesario que lim,_,; S (a)k'= —o00. Anilogamente,

Slz,7) = lim 5=, 8] = limS(®) — S(=)],

y para que §[:z:, 7) = 0o es necesario que limy_,, S(b) = oco. De esta forma,
para preservar ¥ (z) => 0 en S, es necesario que ¢; = 0. Y como por definicién
de distribucién estacionaria se tiene que [ (x)dxz = 1, se debe elegir ¢, de
modo que se satisfaga esta condicién, por lo que ¢z = (] m(&) df)_l. Asi, °
la dnica distribucidn estacionaria de X en este caso es:

m(z) - 1
P(z) = + = T ,T €S
@ = Tm@ % =~ F@e@ |} o
y el denominador es finito ya que [ y 7 son fronteras de entrada. EI

2.5 Convergencia a una difusién

Con}svlderese la secuencia de procesos estocdsticos en tiempo discreto X V) =
{x,§ k = 0,1,2,...}, no necesariamente cadenas de Markov, indexada
por V = 1,2,... y con espacio de estados .S un intervalo cerrado acotado
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: contemdo en ]R y adaptado 1, una secuencia creciente {F{) : k > 0} de

" a-algebra.s ‘Es usual tomar .7-'<N ) = a(X; M.i< lc)
_VSea. AX (N) =X, (N) X ), Supéngase que AXNY) satisface:

= E[AX(”) | FM Y = hyp(XN) + &) ' (2.5.1)
E[(AX(N))2 | FEV) = hyo? (X)) + 5N (2.5.2)
E[(AX(”))“ | FM ] = e(N) ‘(2 5. 3)

; donde hN >0y hy — 0 conforme N — oo, y los términos de error son
suﬁcxentemente Ppequefios de modo que satlsfacen para toda t:> 0: :

z E[IE(N)I] L0 paraz=~1,2,3~,
n<|t/h ] el L SE o R

donde [t/hN] denota el mayor enterd rﬁéﬁdf ) lgual a. t/hN o
) 0 1 2 } son cadenas

de Markov, condxclonar en (2.5. 1) (2 5: 2) y (2'5 3) respecto a Fn { ;) equlva.le
simplemente a condlcwnar sobre el'estado’ de,X (N) . : g .

Abora, si {X; x . t > 0} como. funcmnes de t satlsfacen

(1) para ca.da. we Q ﬁJO son funciones contmuas por la derecha con limite
por la 1zqu1erda,

' (2) para todo conjunto de puntos 0 = % < t; <y < ... < ¢, las distribu-
ciones finito-dimensionales de {Xe, ) » Xo) M » Xy oy ,Xt(,N)} convergen
a las de {X,, Xey, Xitpy---, Xe, } conforme N ——) oo (donde X, para
t=20,1,...,7, es un proceso de difusién con coeficientes de deriva y
varianza pu;(z) y o?(z), z € S, dados por (2.1.2) y (2.1.3), respectiva-
mente),

te. X§V) es medible respecto a F{V), k>0
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entonces para N grande la secuenyci'aide:'prbcesos B's ) _—-_{X ,(cN ) E
0,1,2,...} puede aproximarse por la difusién X = {X, : £-> 0} (ver Apéndice

Sea Y(V) = {YL(N) : t > 0} una sucesién de cadenas de Markov en tiempo
continuo, indexada por N = 1,2,..., y definase el proceso Z™) = {ZM) .
t >0} por:

N N
zM = a(W)[ YR, — e)],

donde ¢(V) es la constante que centra el proceso, a(/V) es la constante que
cambia la escala de los estados y b(/V) la constante que cambia la escala de
tiempo. De esta manera, una unidad de tiempo del proceso Zt(N) corresponde
a un periodo de b(/N) unidades de tiempo del proceso original Yt(N).

Se se eligen adecuadamente las constantes a(N), b(N) y c¢(V), y para toda
t >0, 2™ como funcién de t satisface las condiciones (1) y (2) anteriores,
se tiene que Z(V) converge en distribucién, conforme N -+ co, a un pro-
ceso de difusién ¥ = {¥; : ¢t > 0}. De este modo, propiedades de ciertos
funcionales de las cadenas Y™) pueden obtenerse mediante el cdlculo de los
correspondientes funcionales del proceso Y.

CE=
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Capitulo 3

El modelo de Wright-Fisher y
el modelo de Moran

En este capitulo se describirdn dos modelos matemdticos para la evolucién
de poblaciones genéticas. En ambos modelos se supondrd que la poblacién
es haploide, es decir, cada gene (que en adelante se llamard “individuo™)
proviene de un tnico progenitor. Se observard un tnico locus ! fijo que, por
hipdtesis, tendra dos alelos posibles, tipo A; ¥ tipo As. Se permitird muta-
cién entre ambos tipos de alelos a ciertas tasas de mutacién y se considerard
que la poblacién es neutral, es decir, el tipo alélico de un individuo de la
poblacién no influye en su capacidad de reproduccién. Para ambos modelos
se supondrd que la poblacién mantendrd un tamaifio constante, que se de-
notard por IV; y se tomard X, (con ¢t = 0,1,2,... 6 ¢ > 0) igual al nimero
de individuos de alelo tipo A4; en la poblacién al tiempo ¢t. A medida que el
tiempo transcurre la evolucién de la poblacién serd descrita por el proceso
X={X,:teT},conT = {0,1,...} o T = [0, o0), segiin se trate del modelo
de Wright-Fisher o del modelo de Moran, respectivamente. En ambos casos,
X serd una cadena de Markov con espacio de estados S = {0,1,2,...,/V}.

Se describira primeramente en tiempo discreto el modelo de Wright-
Fisher, posteriormente en tiempo continuo el modelo de Moran, y finalmente

resultados de procesos de difusién para ambos modelos.

Este capitulo se basa en [5], [6], [8], [12], [13], [15], [18] ¥ [20].

li.e. la posicién o localizacién de un gene en un cromosoma.

SR
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3.1 Modelo de Wright-Fisher

3.1.1 Descripcién del modelo

El modelo de Wright-Fisher es un modelo de evolucién en tiempo discreto.
En él, cada evento de reproduccién da origen a una nueva generacién, y de
este modo no hay interseccién de generaciones.

Demografia de la poblacién
Dada la generacién presente, la siguiente generacién se forma de la siguiente
manera: se seleccionan, con reemplazo, /N individuos de la generacién pre-
sente para reproducirse, y dicha seleccién se hace de forma independiente y
uniforme. Asi, la siguiente generacién esta formada por los descendientes de
los individuos seleccionados.

par rep

L J
(o] Individuo no elegido para reproducirse
X

Mutacion

Gi i—esima generacion

Figura 3.1: Dindmica poblacional del modelo de Wright-Fisher

Dinémica de mutacién en la poblacién

S Un 1nd1v1duo con alelo tipo A1 produce un individuo con alelo® tipo
A2 con probabilidad -y, > 0. En otro caso, produce un 1nd1v1duo de su
mlsmo tlpO con probabilidad 1 — +; > 0. :
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e Un individuo con alelo tipo A, produce un individuo con alelo tipo
Ay con probabilidad 2 > 0. En otro caso, produce un 1nd1v1duo de su
mismo tipo con probabilidad 1 — v, > 0.

Observacion 26. La dindmica de mutacién supone que la mutacién del alelo
tipo A; al alelo tipo A, ocurre con probabilidad v, > 0; y del alelo tipo A, al
alelo tipo A; , con probabilidad 2 > 0. .

Supdngase que el estado actual de la cadena X es j € S, es decir, existen
7 individuos tipo A; en la poblacién actual. Entonces, la probabilidad de
que se produzca para la siguiente generacién un descendiente tipo A; es: -

3 N—i
Pj=%(1—')'1)+ NJ’)’z- - (3.1.1)

Esto se debe a que existen dos posibilidades, mutuamente excluyentes, de que
el descendiente producido sea de tipo A; . La primera consiste en seleccionar
de la generacién presente un individuo tipo 4; que produzca un descendiente
no mutante, lo cual ocurre con probabilidad (/N)(1 — m); y la segunda
consiste en elegir de la generacién presente un individuo tipo 42 que produzca
un descendiente mutante, y esto ocurre con probabilidad [(N — j)/Nlvya.
Haciendo un razonamiento andlogo, la probabilidad de que se produzca para
la siguiente generacién un descendiente tipo A, es:

. N— i
q; = %’n + =5 21— ). (3.1.2)

Si se considera como un evento exitoso a la produccién de un individuo tipo
A, , entonces, por la evolucién del modelo, dada la generacién presente, la
asignacién de tipos alélicos en la siguiente generacién puede verse como la
realizacién de NV ensayos Bernoulli con probabilidad de éxito igual a p; y de
fracaso igual a g;. Entonces, la probabilidad de que haya k individuos tipo
A; en la generacién n 4+ 1, dado que en la generacién n hay j, es:

P{Xni1 =k | X = j} = ( k)p,"q," -+ (3.1.3)
Observacidn 27. Aunque se estd considerando una poblacién haploide, podria

considerarse una poblacién diploide 2, en cuyo caso se tendrian 2V individuos
y se tomaria M = 2/N como el tamafio total de la poblacién.

2i.e. cada individuo tiene dos progenitores.
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Por lo anterior, si X, es el nimero de individuos tipo A4, en la n-ésima
generacién, n = 0,1,2,..., entonces {X,, : n = 0,1,...} es una cadena de
Markov discreta con espacio de estados § = {0,1,..., N} y probabilidades
de transicién dadas por la distribucién binomial (3.1.3).

3.2 Modelo de Moran

3.2.1 Descripcién del modelo

Demografia de la poblacién

A cada unidad de tiempo un individuo es seleccionado, de manera uniforme
e independiente, para producir un descendiente; y a la vez, un individuo es
seleccionado, de manera uniforme e independiente, para morir.

Observacidn 28. Nétese que por la descripcién de la evolucién demografica
es posible que el individuo elegido para morir sea el mismo que se elige para
reproducirse, en cuyo caso dicho individuo seria reemplazado por su propio
descendiente.

Dindmica de mutacién en la poblacién
La dindmica de mutacién es la misma que la presentada en el modelo de

Wright-Fisher.

Observacion 29. 1. En este modelo, una generacién equivale a IV eventos
de reproduccién-muerte (aunque no necesariamente los /N individuos
de la poblacién son reemplazados en este lapso. Ver, por ejemplo, [7]).

2. Como la versién del modelo de Moran que se utiliza es en tiempo con-
tinuo, las dindmicas de demografia y mutacién ocurren tal como se
describieron, pero los eventos de nacimiento y muerte de un indivi-
duo suceden en intervalos de tiempo distribuidos exponencialmente con
pardmetro A, independientemente de los eventos pasados. Entonces,
parat > 0O:

(a) Para cada individuo, independientemente de los otros individuos
y de eventos pasados, existe una probabilidad Ak + o(h2) de morir
en el intervalo (¢,t + k), h > 0.

(b) La probabilidad de mds de una muerte en (t,t -+ h) es o(k), h > 0,
donde lim;_,o %2 = 0. '
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Supongase que en la poblacxon actual emsten _7 1nd1v1duos tlpO A1, es
declr, X =7, j € S. Entonces:

P{elegir un individuo tipo A, para morir}

Jj/IN = .
= P{elegir un individuo tipo:A4, para reproducirse},
(N — j)/N- = P{elegir un individuo tipo A, para morir}

P{elegir un individuo tipo A; para reproducirse}.

De este modo, la probabilidad de reemplazar al individuo seleccionado
para morir por un individuo tipo A, , estd dada por (3.1.1); y la probabilidad
de reemplazarlo por un individuo tipo A, , esti dada por (3.1.2).

Observacion 30. Por la demografia poblacional del modelo, y dado X, =
7, 7 € S, los uinicos estados distintos de 7 que es posible visitar en la siguiente
transicién son j + 1, 5 — 1 € S. Entonces, por la Definicién 21, X = {X, :
t > 0} es un proceso de nacimiento y muerte.

Sea h > 0. Las tasas de nacimiento y muerte de X estdn dadas de la
siguiente manera: si al tiempo presente la cadena X estd en el estado 5 € S,

)]
e

}

i

Qnreneed

. G--:-

O individuo que mnﬂ! :

[ J lndivlduoqiclcvepvodm o o

< Mutacion

Figura 3 2: Dmarmca. poblacmnal del modelo de Mora.n
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entonces la probablhdad de que lerox1mo salto sea al estado J+1es:

N—J
pJJ+l = pJ ’

dado que el niimero de individuos tlpo Al solo puede aumentar una umdad
si muere un individuo tipo A, (el cual se elige con probabilidad (VN — j)/N)
¥ nace un individuo tipo A, (lo cual ocurre con probabilidad p;).

Por un razonamiento anilogo se tiene que:

J
Pjji—1 = N q; -

Entonces, dado qﬁe X permanece en el estado j € S una cantidad de tiempo
distribuida exponencialmente con parametro A, se tlene ‘que V,, 7 e S, de la

Definicién 12 es tal que
=, g e S

Por tanto, por las definiciones 17 y 22, las tasas de nac1mxento y muerte de
la cadena X estdn dadas, respectxvamente, por : ;

N—=g\y. .
Aj =Vijj+1 =z\( )Pj, o

ﬂ'—VJpJJ I—I\(N)Q_n )

estin dadas por

PR (A (N- ") th =+ O(h)
: o ) X(F) g+ o(R) :
L { t+h Zl ¢ i} ‘ A (‘LPJ + &qu) h+ o(h) si ‘ "_7 0 1’ . ,N
: ’ 0 . en otro caso. '

“~ Observacidn 31. Si 73 = 0 = =, y la cadena X se encuentra en el estado
J € S al tiempo presente, entonces p; = j/N, g; = (IN — j)/N, y los estados
0.y N son estados absorbentes, es decir, si X, = 0(X, = N) para alguna
s > 0, entonces X; = 0(X, = N) para toda t > s. De esta forma, la cadena
X no es irreducible y, por tanto, no posee una tnica distribucién estacio-
naria. Pero es posible preguntarse, por ejemplo, por el tiempo de fijacién
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de la cadena a un tipo de alelo u otro; es decir, dado el estado inicial de la
poblacién, se pregunta sobre la cantidad de tiempo que transcurre hasta que
todos los individuos son de tipo A; o todos son de tipo A, . Sin embargo,
esta pregunta no es el interés de la presente tesis.

En adelante se considerars solamente el caso y; >0y 72 > 0.

3.2.2 Distribucién limite

Dado que para v; > 0y v2 > 0 la cadena X es un proceso de nacimiento
y muerte irreducible con espacio de estados finito, y la cadena de saltos
X*={X3:n=0,1,...} asociada a X es recurrente positiva, entonces X
" tiene una tnica distribucién estacionaria, que coincide con su distribucién
limite (por el Teorema 2). Entonces, la distribucién limite de X existe y estd
dada por el siguiente teorema.

Teorema 12. Si X = {X, : t > 0} es la cadena de Markov que describe
la evolucion de una poblacion genética de acuerdo al modelo de Moran, con
dos tipos de alelos, A, y As , probabilidad de mutacién de A; a A, igual
ay1 > 0 y de A2 a A igual a 72 > 0, entonces su distribucidn limite
P(k), ke S,5={0,1,...,N}, estd dada por: .

- (s r (2m)

P(k) = (N + 1) 1-11—72 —l;rx-'yz
S e+ 1)I(N —k+1) (1__"_12) 1_’"—2%)
r (e + k) (Té;—j:'%zl - k)
r(f=s) (2
para todo k € S, y donde
I"(a) - {}a ;al_);e dy 71’ ::10,0;:; Zzszntero positivo

Demostmcwn Porw eI Teorema 7 se 1ene que 1 dxstnbucxon hrmte de X estd
dada por: : g S

,\k_ S
k #2#1 v Fh
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o [H;_:(gﬂm)r

dado que el espacxo de estados es ﬁmto y, por.tanto:...

donde

‘Entonces: o - ; e
. Lf k=1 A, \ ‘
P(k) = ‘ P(o) (H#“) -
. ~1 F
= P(O) e pﬂpl .- ‘pk—:l
‘ L CORRRY AR ;
— P(O) DPoPy - - Pk-1 :

e [z(n,,.)] e

N R T
e N! _ popi---Pra )
=11 -+ : .
[' . Z k'(N k)' qilng:.qu AR

D k=1
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de la cadena a un tipo de alelo u otro; es decir, dado el estado inicial de la
poblacién, se pregunta sobre la cantidad de tiempo que transcurre hasta que
todos los individuos son de tipo A; o todos son de tipo Az . Sin embargo,
esta pregunta no es el interés de la presente tesis.

En adelante se considerari solamente el caso «y; > 0y v2 > 0.

3.2.2 Distribucién limite

Dado que para v; > 0y 72 > 0 la cadena X es un proceso de nacimiento
y muerte irreducible con espacio de estados finito, y la cadena de saltos
X*={X::n=20,1,...} asociada a X es recurrente positiva, entonces X
tiene una inica distribucién estacionaria, que coincide con su distribucién
limite (por el Teorema 2). Entonces, la distribucién limite de X existe y estd
dada por el siguiente teorema.

Teorema 12. Si X = {X, : t = 0} es la cadena de Markov que describe :
la evolucidn de una poblacion genética de acuerdo al modelo de Morajri',: con
dos tipos de alelos, A, y Az , probabilidad de mutacion de A, a As igual’
a~vyr > 0 yde Ay a A; igual a 7» > 0, entonces su distribucion limite -
P(k), ke S5,5={0,1,...,N}, estd dada por: el

N(n+y2) N(1—2)
P(k) (N +1) (1—77!1—7122 ) ( -’71:’:2
k+ 1IN —k-+1 N
( ) ( ) P( —‘lx—'rz) r 1—'7111'72)
: N 1—
F(fi%r+k) (t%%%—k)
N2 NQ—v2)
, 1—y1—72 T-7i—7z
.para todo k € S y donde
F (a) (a — 1)' : k st o« es un entero positivo
f 'y"‘—1 —v dy en otro caso

Demostraczon Por el Teorema. 7 sé tiene que la. dlstnbuclén hmlte de X esta
da.da. por. sl ; .

AIAD‘
P ,”2“1

P(k) —'Ptb) *""
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3.2 Modelo de Moran -
A continuacién se demostrari por induccién que:-

r( _7,_,,,+k) (1—71 ’Yz) - (3.2.‘1)1

PoP1 - *Pk—1 =
r (T,f’:v—a)
(1 1_% 1 'Y .
—‘11—’72 — 71— Ve
192 - I‘ (N{I-—-vz} ( ) (3.2.2)
I-1—72
para toda k= 1,2, i..,N.
‘e Prueba de (3.2.1) .
Por la Proposicién 7 del Apéndice B se tiene que:
r (1—71—72 + k) N’Yz +s5(1 — '71 ’Yz) '
H\ 1 (3.2.3)
( : S\ 1—'71 B A
I-m=y2/" S o . _
para toda k=1,2, .. Entonces,«,para. e txene lo mguiente:,

Por la ecuacién (3.1. 1) Do = '72 Por la ecuac16n5(3;2’:,1‘);7 Co

(1—-'11—72 + 1) (1 —")’1

F (1-'71—'12

_ Ny, (1—’)'1 "’72)
1—-m—m7 No)
por lo que el resultado es vilido para 'k:

y se demostrard que vale para r + 1.
Por hipétesis de induccién: ~

r ( l—7y1—72.

PoPi1 ‘" Pr—1 =
( Y ’2
l, ey

~ (por (3:23))

1 Sﬁpéng‘a'sve‘ ql_;é loes parak <,

r—1
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Y por la ecuacxén (3 1 1), ' '?

. N =7\ " N + T 1 —
Entonces:;;‘ B A e . : - : S
S 5 N'yz+s(1-—'n ’Yz)) (N’72+T(1“"71"'72)
Po pr—lpr ;
R s—o N N '
(N'yz + S(1 — 7 — 'Yz)
. a_o N P
=H Ny + s(1 —'71 '72)) (:
=0 1 —n- :
F(x——n + (r+ 1)) (1—’)’1T—ﬂ
r (1—71—‘72 ‘ S

e.Prueba de (3.2.2)
Por la Proposicién 7 del Apéndice B se. tlene que

N(1-—-2)
(1-'71 -‘72) H N@A—y)—s— ’)’1 ’Yz)) (3.2.4)
r (Ngl—'rz! ) 1—')'1 :
1—m—72 !
para toda k£ =1,2,.... Entonces," para. k = 1 se: txene lo siguiente:

Por la ecuacién (3.1. 2)

N - N(l '—'»‘/jz‘)'."— I—m—7)

1~ )

Q= N’)’l -+ (

Por la ecuacién (3.2. 2),

(1&_(}’_1—__%) (1”—"7'1 —'72) (1) N(1 72)
r (Ng1—1,2 _ L :

1—71—-72
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ka'donde (1) es por la igualdad (3.2.4). Por tanto, el resultado es vé.hdo para. o
-k = 1. Supdngase que lo es para k < r, y se. demostrara. que va.le pa.ra. T+ 1.
Por hxpotesxs de induccién: : .

(N(l 2 :
—'n—'rz (1—’)’1 ’)’2)

Q1924 (N(l ¥2) __
: 1—y1—72 - o : .
N(l—'YZ)"'s(l_'Yl ')'2)) ‘(1'"’)'1—’)'2)' o o s
= SN B or (3.2.4
,_1( PSR (552) e oo

(N(l—’)’z) —3(1‘—"

s=1

Y por la ecuacién (3.1.2), -

Entonces,

9192 Gre1 =

'“ (N(l s s<1 —m =
l—=m-—72
T ( N(—vy2)

1—71—72

r(da=7) —(r+1))

1—7y1—72

a—l

Quedan asi demostradas (3. 2. 1) y (3.2. 2) Y de este modo se sigue que:

F(N +1) r (1—‘71—'72 + k) ﬁ;x_—'rz B k)

P(0
()I‘(k+1)1“(N-—k:+1) T (2 ”) M=)
et £ T 1=yy—r2

P(k) =
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Para hallar una expresién para P(0) considérese lo siguiente:
Lema 3. Seanz,y€c RyM e N. Seanv; =z +jy,i=0,...,.N—1, 9y
vi=1l—z—jy,i=1,...,N. Se define:
N N
SN(I, y) = Vs~ UN+ 1 UgV2 * * *Un+ 2 UoUrV3 * * ~UN-+- - ~FUugly - -~ UN_1.
Entonces:

N
Sn(z,y)=1—-9)1-29)---(1—Ny) =[J(@ —kv).

Demostrecién. Ver [18]. - S L O

Si se toma T = 7, -
i=1,...,N

i=0,...,N—1.

Observando que:

N o
: PoP1-""Pr—1 ) __
(1+Zr'(N—r') @92---4r ) -
= e (waw (1) +(3) e
qi---an a1 anN 1 Poq2 gnN 2 PopP193 an

N
+ (3 )P0P1P2¢I4 corgn -+ pop1-- 'PN—l) ’ (3-2.5)

por el Lema 3, la ecuacién (3.2.5) es igual a:

"[ (1— k=) ]
(@ - —rammy |
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Ahora, pdrk la Proposicién 8 del Apéndice Bv»se,t'igng’:

- 'Yi —’72))_ F (1-'71—'12)
. _7;)) (=)

r (1—'71 —72 )

y entonces (3 2. 5) esk 1gual a.

( ) ()
r(3EE0) T ()

1-71—72 1—y1—72
Por tanto, .
(N(‘n +72) ) I ( {V(l—‘rz)
P(O) 1—71—2 -7 =72 N
N
=) T (525)
y el resultado sigue. . a

3.3 Aproximacion por difusiéon

Otra forma de estudiar la evolucién de una poblacién de acuerdo a cualquie-
ra de los dos modelos presentados anteriormente, es utilizando procesos de
difusién en lugar de cadenas de Markov.

Como pudo observarse en la Seccién 3.2.2, obtener la distribucién limite del
proceso que describe la composicién de la poblacién que evoluciona de acuer-
do al modelo de Moran, resulta muy elaborado y se complica aiin mas si la
poblacién evoluciona de acuerdo al modelo de Wright-Fisher. Si se utiliza
un proceso de difusién para aproximar al proceso que describe la composi-
cién de la poblacién conforme ésta cvoluciona, la expresién de la distribucién
limite tiene una forma mads sencilla. De esta manera, si se desea muestrear
valores a partir de la distribucién limite, es mas conveniente usar la versién
del modelo que utiliza un proceso de difusién. Sin embargo, la forma de las
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probabilidades de transxc1on del proceso de Markov que describe la evolucxon": :

de la poblacién, no facilita el cialculo de los pardmetros mﬁmtesxmales del
proceso de difusion. -

Por otro lado, obsérvese que si en el modelo de Moran se normaliza el
tiempo en N? eventos de nacimiento y muerte, y si en el modelo de Wright-
Fisher se acelera el tiempo en N unidades, se obtiene el mismo proceso de
difusién (con la normalizacién apropiada del espacio de estados; ver [7]).

En esta seccién se obtendrin un proceso de difusién que aproxima el pro-
ceso que describe la composicién de la poblacién cuando ésta evoluciona de
acuerdo al modelo de Wright-Fisher, asi como su correspondiente distribucién
estacionaria. Para el modelo de Moran se obtendra igualmente un proceso de
difusién, que resultard el mismo obtenido para el modelo de Wright-Fisher
bajo la eleccién adecuada de ciertos parametros.

Los resultados de esta seccién pueden hallarse en Feller(1951), Karlin y
Taylor(1981) y Rodrigues(2001). .

3.3.1 Difusién para el modelo de Wright-Fisher

Considérese el modelo de Wright-Fisher y sea X, el niimero de individuos
tipo A, en la n-ésima generacién, n =0,1,2,... Sean 7, 72 > 0 tales que un
individuo tipo A; muta a uno tipo A, con probabilidad ,, y un individuo
tipo A, muta a uno tipo A; con probabilidad -y,. Sean «a, 8 > 0 constantes
fijas tales que v, = a/N y v2 = B8/N (por lo que la intensidad de mutacién
del tipo A, al tipo A; en la poblacién es Nv; = «, y del tipo A, al tipo A4, es
Ny, = B).

Considérese el proceso Y™ = {v;™ : ¢ > 0} asociado a X = {Xn:n=
0,1,...}, dado por:
X
v - Xivg >
t N 2 (4 = 0:
donde [INt] denota el mayor entero menor o igual a Nt.
El proceso YY) es un proceso en tiempo continuo que representa la propor-
cién o frecuencia de individuos tipo A4, en la poblacién al tiempo [INt] para
el proceso X.
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Observacién 32. (a) Una unidad ¢ = 1 del proceso Y V) corresponde a un
lapso de N generaciones del proceso X. '

(b) 1 = /N y v = B/N son las probabilidades de mutacién por individuo
para el proceso X.

Teorema 13. Los pardmetros infinitesimales de la difusionY = {Y; : t > 0},
que es el limite de Y) cuando N — oo, estdn dados por: :

p(=) = —az + (1 — 2)8
o?(z) = z(1 — .'Z}) v, s

donde T € [0, b ) PO :

Demostracidon.. Témese h =

es el i;,néremento'del proceso YV =
Y™ :t >0} estd dado pbr;‘ Sy * pr :

Ay(uv) Y(N) Y‘”’ X[Nt1+1—Xr~e1

th) — N
Supéngase que Y(N) = 2 i € S. Entonces, por la dindmica del proceso X
y por la definicién de Y(N ), dado que YV = N Yg_v}) tiene distribucién

binomial con pardmetros N y pi. De este modo,

N N z i
B [av@1v® = 4] = 5 [v0] - v 1% = =]
g [Y"".’ | v = Jiv]— E [y}”’ Y™ = _;\7]

a1 Wy jpm 2]
NE[NY BZ ]

—~

t+4
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- (1), por‘;p’ropieda_d‘esr dela és'pe‘ra.xvitzVé.ﬁdé una Srariable aleatoria. -

: (2) por definicién de p;, dé«flafﬁdr (311) 5

yla cqx‘lvex“géhcid' es uniforme para 0'< :z:Sl(ver [15]) o
Usando nue\brz‘;.me’ntenféxjm
= E |l (y™My2 2Y(") (N) (V)y2'| y (V) ¢
[(Y 1)% — Yoo +(Y 1Y, =+l
@ (V) y2 ) M) (V) | (V) i
E‘[(Y 2y N] 2E[Y YWy =g

4+ B [(Y,‘”’)z [ Yt‘,’f? =7\7] :

ara la distribucién binomial, se obtiene:

[( AV [V 2 [&(N) — Y MYz |y = Jiv]

=‘—p,(1 p-) + ( i “L :




é [ N"z) N(N ¢ :7 72+27172+‘2a72)
+(N) (@ —m ’)’2)+,3'72)]

w7 ()o@ o @an

donde limy_00 222 =0
N

(1) propiedades de la esperanza de una variable aleatoria.

(2) para toda variable aleatoria Z se satisface Var[Z] = E[Z?] — E?[Z], o
bien, F{Z?] = Var[Z]+E?[Z]. Como NY( ) tiene distribucién binomial

con parametros N y p;, entonces E[N (N) ] = Np; y Var [NYS,I_\;),] =

Np:(1 — p:), por lo que E[(NY,L"? )%l = Np (1 —p:) + (Np:)*.

(3) p: estd dada por la ecuacién (3.1.1), y 1 — p; = g; estd dada por la
ecuacién (3.1.2).

(4) pues vy = /N y v2 = B8/N.
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'Entonces, . »

vhm —E[(Ay(g )2|Y(”> =

hm NE[ (A

"gya. que z/N —) T conf rme ,N —) . Yla convergen ia es umforme para

t‘ mblcn se’ satlsface

F ;:Par"_'o{r;s ‘léd :
R ¥ N A R

~(ver [15]). . Lo 'f'axitenor sugiere fuertemente que el proceso. Y( ) c'on'verge:
conforme N — oo a un proceso de difusién Y = {Y; : ¢ > 0} cuyo espacxo ‘de
“estados es § = [0, 1], y cuyos parimetros infinitesimales son:

u(r) = —az + (1 —z)B
S o*(z) = z(1 — x), z € [0, 1] 7 7 S
(ver [15] y [20]). - SR i |

Distribucién estacionaria

A continuacién se obtendra la distribucién estacmnana del proceso de difu-.
sién Y = {Y; : ¢ > 0}, con base en el anilisis de los puntos frontera 0 ¥ 1: del
espacio de estados de Y. : . i

Dado que para Y = {¥;.: t > 0} se tlene que p(:z:) —ar + (1 — :z:),B v
o¥(z) =z(1 —x), z € [0, 1] entonces por deﬁmcmn (Secclon 2 4) se obtlene
lo sxgulente R . : )

[28)
. f 2ﬂ(1§ ar £ - 2a§ dé)

! iik".’kj_exp ( |
il (;2/3/,’% +2a/ < _{._ .

=exp (—2Blogz — 2alog (1 — z))
= exp (log [z~2A (1 — z)~2°]) :
=z —g) 2 woe : (3'.3'2)
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y 7.
1 - 2‘3(1 - :z:)

o? (:p)s(z) z(1 — :1:)

m(z) = = z'-’ﬁ—la z)z-1 (3.3.3)

De esta forma, :
| S(x)f= / s(§) d§ / m a c01,a<z (3.3.4)
dS(f) = 3(5) d'f el ey ery : (335)

M[a .'z:] / m(u) du = / u?ﬁ"l(l —-'u)z"_l‘duv. T (353.6):

A contmuacxon ‘se descrlblra el comportamlento para la’ frontera. 0 smndov
anilogo para la frontera 1 : :

Témense = € (0, 1) y €€ (0 :z:] Por la ecuacién (3.3.4) se tiene:
~'5(o, :z:] = hm Sla, z) = hm[S(:z:) S(a)] 7

 — Iim

Hof W
-/ mao=

Si28> 1y 2x>1,la ecuacién (3.3.7) es infinita, es decir, 5(0, z] =00

(3.3.7‘)’

Por la ecuacién (336) se tiene:

| M(o &l = lim M[a €

= lim 2’3_1(1 — )2t duv
a—»o
= / 25‘1(1 —wpetaw e (3.‘3.8)

Sl2,3—1>0y2a-—1>0 obxen, sx2ﬁ>1y2a>1 1aecuac16n (338)
esﬁmta : '
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Por (3 3. 8) Yy (3 3 -5) se tiene:

N©) = / M, §]dS(£)

— / (/ 25—1(1 — y)2e-! du) 52'3(1 — )m (3.3.9)

Sl ,B > 0 la. ecuacién (3.3. 9) es ﬁmta., es: decxr, N (0) < o0, ¥y es infinita si
B=0.
Por lo antenor, si 28 > 1y 2a = 1 se tiene que S(O z] = o0y N(0) <

- oo, T € (0,1). Y de manera anéloga se obtiene que S[z,1) = oo y N(1) <
oo, £ € (0,1). Por tanto, si 28 > 1y 2« > 1, las fronteras 0 y 1 del espacio

-de estados de Y son fronteras de entrada; y por la Seccién 2.4.2 se tiene que

la tinica distribucién estacionaria de Y estd dada por:

m(y)
j;,l m(u)du
(1 — y)2a—ly2ﬁ—l
Sy u?P-1(1 — u)2e-ldu
(1 —y)?e—ty?t

PY(y) =

= T'(2a) T'(28)/T(2x + 258)
-t t D a— v, yelol, (3.3.10)

que es la densxdad Beta(2a,28), a partlr de la. cual es sencillo muestrear va-
lores. S

Observese quesi2a<ly?28<1, la dlstnbucmn estacionaria del proceso
Y = {¥;:t > 0}, dada por:

v =e (/y ﬁ%—m) (1-9)* 1y#  top(1—-y)*1y? ! (3.3.11)

(ver Seccién 2.3.1), constituye una familia biparamétrica de distribuciones
estacionarias, y para obtener una en particular (si existe) se requiere mayor
informacién sobre el proceso real (ver, por ejemplo, [15]).
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3 3.2 D1fus1on para el modelo de Moran

Considérese el modelo de Moran y sea X, el niimero de mdlvxduos de tipo
A; al tiempo t,t = 0. Sean «;, 72 = 0 las probabilidades de mutacién
de un individuo tipo A; a uno tipo A , y de un individuo tipo A, a
uno tipo A, , respectivamente. Y sean «, 8 > 0 constantes &j'as tales que
v = a/N, v = B/N. Considérese el proceso ZW) = {Z™) : ¢ > 0},
asociado al proceso de nacimiento y muerte X = {X, : £ > 0}, dado por:
vy _ Xt
A N t>0.

El proceso Z (M representa la proporcién de individuos tlpo A; en la. pobla.-
. c16n al txempo t, t = 0, para el proceso X. . :

B Teorema 14. Los pardmetros infinitesimales de la dzfuszon Z = {Zg > 0},
que es el limite de ZW) cuando N — oo, estin dados por. 7

pulx) = —azx+ (1 — a:)ﬂ
2(1:) = :L'(l - m) ’

donde z € [0,1].

Demostracion. Témese h = 1/N y A = N2, Se define el incremento del
proceso Z(M) = {Z™ : ¢ > 0} como: E

N N N) .
Az =z — ,Z(;)""‘

Supdngase que Zt(N) =i/N,i€ 8. Entonces;

~ Ny i Ny
= azi 127 = 5] = 5[z - 2

=.E Xt+h Xt l & - b
N N'NTH|
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lim —E[A Tim NE[AZ("

p "N—)oo

N Z N
(th)) I M=
Ahora,

E [<A«Z<‘Z?>>2;l 2z =2 =5
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.",‘4’=E_[%('X‘+h _ th)2 | X, = z] .

| k( E[(Xt_,.,,—X,) | X, =14]

Nz [(1)2P{X,+,, - Xt =1 1 X: = z} + ( 1)2P{X,+,. — Xt = —1]| X, = i}]




Capitulo 4

E1l proceso n-coalescente de
Kingman y el proceso de lineas
de descendencia

En este capitulo se describira primeramente el proceso n-coalescente de King-
man para una poblacién haploide en la que no se considera dindmica de mu-
tacién. Dicho proceso describe para una muestra de tamaiio n extraida de la
poblacidén, las relaciones familiares entre sus 1nd1v1duos buscando el ancestro

comun a ellos.

Posteriormente se describird el proceso de lineas de descendencia para
una poblacién haploide con dindmica de mutacién tal que cada mutacién
que ocurre es a un tipo alélico nuevo en la poblacién. Tomando una muestra
de la poblacién, este proceso agrupa a los individuos de la muestra en dos
tipos de clases de equivalencia, segilin provengan de ancestros mutantes o de
ancestros no mutantes. Se observard que el proceso n-coalescente de King-
man es un caso particular del proceso de lineas de descendencia cuando no
se considera dindmica de mutacién en la poblacién.

Y dada la simplicidad del modelo de Moran y la correspondencia que exis-
te entre éste y el modelo de Wright-Fisher (segtin los resultados del Capitulo
3), se describirdn ambos procesos exclusivamente para el modelo de Moran,
siendo los resultados igualmente vilidos para el modelo de anht-Flsher
considerando el cambio adecuado en la escala de tiempo.

Este capitulo se basa en los articulos [7], [16], [17] y [25], asi como en [20]
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;-_"4.'_1 El proceso n-coalescente de Kingman

- Considérese una poblacién genética haploide de tamafio V grande, en la que
" existe una relacién de parentezco entre los individuos. Se tomard de ella una
“muestra sin reemplazo de tamaifio n, y se rastreard hacia atrds en el tiempo
. la relacién de parentezco (es decir, los ancestros) de los individuos de esta
muestra. En ese rastreo existird un tiempo en que dos de los individuos en
la muestra tendrian un ancestro comin. Se dice entonces que sus lineas an-
cestrales han coalescido en este ancestro. Avanzando maés atrds en el tiempo
ocurrird una segunda coalescencia, y asi sucesivamente hasta que todos los
ancestros coalezcan en un solo individuo, que serd el ancestro comin mas
reciente de todos los individuos en la muestra.

En adelante se considerari que la poblacién evoluciona de acuedo al modelo
de Moran.

Definicién 46. El n-coalescente de Kingman es_un proceso que describe
las relaciones familiares entre individuos de una muestra sin reemplazo de
tamaifio n, retirada de una poblacién haploide de tamaiio V.

Definicién 47. Sea t; > 0 un tiempo fijo no aleatorio hasta el cual se deja
evolucionar a la poblacién. Témese en ¢y una muestra sin reemplazo de ta-
maifio n de la poblacién. Sea ¢t > 0. Considérese la relacién de equivalencia
entre individuos de la muestra, definida de la siguiente manera: dos indi-
viduos estdn en la misma clase de equivalencia al tiempo t si comparten el
mismo ancestro al tiempo ¢g — ¢.

Sea £, el conjunto finito de las relaciones de equivalencia en {1,2,...,n}.
De este modo, si R € &,, entonces |R| corresponde al niimero de clases de
equivalencia en R. Obsérvese que &, contiene dos relaciones de equivalencia
particulares, la maés refinada y la menos refinada, a saber:

A= {(1)7 (2)7 LR (n)}
o ={@1,2,...,n)},
es decir, A es la clase de equivalencia donde cada individuo est4 relacionado

tnicamente consigo mismo, y © es la clase de equivalencia donde todos los
individuos estan relacionados entre si.

Observacidon 34. (a) Sean £,71 € &,. Se dice que & =< 71 si 77 puede obtenerse
combinando dos de las clases de equivalencia de &.
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(b) Si £ <7, entonces €] = |n| + 1.

Definicién 48. Una cadena de Markov en tiempo continuo R = {R; : t > 0}
con espacio de estados £, es llamada un n-coalescente si:

() Ro=A={(?):i=1,2,...,n}

(ii) tiene tasa de transicién

':—hmﬁP{RH.;,:ant §}

dada para &, 7 € 6',., 5 ;é 77, de Ia. sxguxente forma

Definicién 49. Se define a R; como el conju to de las clases de equwalencza .
al tiempo t, es decir, las clases de equ1va.lenc1a. presentes al txempo to —1,0<

t < 1y, donde Ry = A, es decxr, en Ro cada. mvxdlvuo es su pl’OplO a.ncestro
al tlempo to. S

EJemplo 3 o

to—t T

~

Ry = { (1): (2)7 (3)1 (4)s (5) }
Ry = { (1): (2: 3)7 (4)a (5) }
R, = { (1)7 (27 3, 4)1 (5) }
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Entonces R,— {R; :t > 0} es una cadena de Markov en tiempo continuo con
,estado inicial A, estado absorbente © y tasa de transicién g, dada por (ii)
: de la Deﬁmclon 48

. Obseruaczon 35 “(a) R pasa de A a © a través de una secuencia de estados
de 6'" que guardan entre ellos la relacién “<”.

(b) De la Definicién 12 se tiene que R permanece en: el estado & por un
tlempo exponencxalmente distribuido con parémetro

(c) Si el proceso R estd en el estad
probabilidades de transicién de R

(@) P{Ryn=7n| Re.= §} = ’knh’*' 0(”-2)
(b) P{RH_,, =& Ry = E} =1-— ”6

para h>0 ¥y la probabilidad de cualquxer o a ‘transicién es de’ orden
O(h?), donde limjq J—,—)- = 0.

“Definicién 50. Sea D = {D, : t > 0} donde D, = ]Rgl,.'é decii', Dt es el
niimero de clases de equivalencia al tiempo t. el R

Observacion 36. (a) Sea h > 0. Si R, = &, para anuxia '3 élfn, entonces
el estado 7 € &, tal que R,y = 71 debe ser tal que £ < 75, por lo

que |n| = |£] — 1. De esta forma, si [R,] = k& y ocurre una transicién,
entonces |Ryn| = k — 1. Por tanto, D = {D; : ¢ > 0} es un proceso de
muerte pura con espacio de estados S = {1,2,...,n} tal que si D, = k,

entonces D permanece una cantidad de tiempo 7% en k con distribucién
exponencial de pardmetro

v= ( ) k(k— Ek-1) . (4.1.1)

y después cambia al estado k—1, k= 2,3,.. 2 » 7. De este modo, para el
proceso D la tasa de muerte es pux = k(k—1)/2, y la tasa de nacimiento
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es, cérb. ?As':i, Iés probabilidades de transicién del prq@;@sdf

- mih + O(h)
P{Dz+h=l|Dt=k}= 1-— kh-l-o(h)

(b) Losestadosny 1de D corresponden al estado 1mc1al :
y al estado absorbente © = {(1,2,..., n)} de R, respectlva.mente »

Definicién 51. Se define aT =inf{t = 0: D, = 1} = inf{z > 0: Ry = ©}
como el minimo tiempo de absorcién de D en el estado 1 (o bien; de Rt en
el estado ©). : :

Observacion 37. Notese que T' = 37 7k y los 7%, k = 2,3,...,n, son inde-
pendientes y cada uno tiene distribucién exponencial con parametro yu; dado
por (4.1.1). Se sigue entonces que el tiempo esperado de absorcién de D en
el estado 1 es:

%—i%)= (-2)

k=1 k=2

Entonces, para n grande, E[T] se aproxima a 2. De esta forma, cuando
n es grande, se necesitan 2 generaciones para llegar al ancestro comin de
la muestra de tamafio n. Como en el modelo de Moran una generacién
corresponde a /N eventos de nacimiento y muerte, se tiene que para una
muestra de tamafo N, E[T] es aproximadamente 2N

Definicién 52. Se define a R = {A = R,;,Ru-1,--.,R2,R1 = O} como la
sucesion en £, de los estados visitados por el proceso R hasta su absorcién
en ©.

Observacion 38. Notese que R permanece en Ry un periodo de tiempo 73, ¥
que {Rg| = k, pues si para alguna t > 0, R, = Ry y D; = k, entonces |R;] =
|R:| = D, = k. De esta forma, R es una cadena de Markov discreta con
espacio de estados £,, estado inicial A y estado absorbente O, y corresponde
a la cadena de saltos del proceso n-coalescente R.
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Teorema 15. Para el n-coalescente, el proceso de muerte pura D = {D, : t >
0} y la cadena de saltos R={Rr:k=n,n—1,...,1} son independientes y

Ry =Rp,, t>0.

Ademds, la cadena dé'Markqv R tiene probabilidades de transicion:

(2 . . L
gy = qEE L= (4.1.2)
B 0 -en otro caso,

. szempre que - ‘k Y 2 < k < n. Y la distribucion de Ry, k =
n,n—1,. 1 esta dada por " .

(n— k) E! (k—1)!

P{Rk = 6} - nl{n —1)!

minz!---n! : (4.1.3)"

donde nj,r)z, .. .;nk son los tamarios de las clases de equivaelencia de &.

"Demostracién. Por el Capitulo 1 se tiene para el n-coalescente que si Ry = &
y |é| = k, entonces D, = k y, por tanto, v = v = . Y ademds los
T, kK = n,n — 1,...,2, son independientes con distribucién exponencial de
pardmetro ui, por la Observacién 37. Se sigue entonces que, dado R, la dis-
tribucién de D, para cada t, es la misma que su distribucién no condicionada
¥, por tanto, dado R, las distribuciones conjuntas de D son las mismas que
sus distribuciones no condicionadas. Luego, D y R son independientes.

Por definicién, se tiene que D; = | R}, y si | R;| = k£ también por definicién
Ry = Rg. De esta forma, para todo ¢ > O:

R, = Rp. -
Por la definicién de g¢, y por el Capitulo 1 se tiene que:

L2 para £ <7 .
P{Rk_1=n|7zk=£}={”< para & < u
0 en otro caso.

Entonces, si [£] = k se tiene que vy = k(k — 1)/2 y el resultado se sigue por
1la definicién de gg,, el hecho de que vz = 3, gey ¥ dado que existen (%)
posibles formas en que coalescen dos clases de un total de k.

¢
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: Se probara. 4 1 3) por mduccxén sobre k con el tlempo en reversa. Con-

lfl—k

“'E}, 566" y

Lo antenor concuerda con: (4 1. 3) sustltuyendo k =nytomandon; =1,%=
1, 2,.. ,n por lo que el r ! ultado es vahdo para k = n. Suponga.se que lo

=n} “"Z:P{R,; 7| Ri = E}P(R. = €}

(4.1.4)

(2) por (4 1. 2) f

Sean 1711 7)2, -- ,771—

- tamafios de dos clases dé eqmvalencna. de § .Sea M tal que 1< M<np,—1"
'y sean 7y, .. ,17,,._1,M N = M a1y M1—1 1os tamafios de las clases de
equivalencia en £. Entonces (4 1. 4) equxvale a:

- P{Ri_y =17} e D! MY (7 — M)
(=D =1 et ' ’
TRl = DU, Z 2=t 1A LM O = MOVt

m—l M—-l -

77m!

et (T‘AW
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-1 nm—1
(n—z)'(t—l)'a—z)' o ,
g =l 1! ! m /T 1
- n'(n'—-l)"*4  1 m—1 m +l lmz_llwz_

(n —Die—nie-2 '- et 3

nl(n— 1)’ '

. m=1

;(n—z)'(z—l)'(z-z)" -
- n'(n—l)" ,
@ (n'—l)!(l— 1)!(l—2)!
B nl(n—1)!

LoDl

. wnl(n—1)
(n—l+1)'(l—1)'(l
: n'(n—l)'

y el resultado se 51gue

,(1) pox ]o sxguxente:

en=ll—1=l—-1y1<M<n,—1.

® por hlpOteSlS de induccién, P{R; = lc} = [(n ntal-1)/n! (n—-—
DYl ! M (9 — M) 0aa! - - - 770!

e porque 2( ) es el niimero de posibles maneras, sin importar el

orden, en que pueden formarse un conjunto de tamaiio M y otro
de tamaifio 7, — M, a partir de un conjunto de tamafio n,.

(2) porque la suma de los tamafios de las clases de equivalencia en 17 es '
igual al tamaifio de la muestra, es decir, Zm_, Nm = N.

G =
Proposicién 4. Para l < k, || =k,|n| =1, C 7,

donde 11,72, .- .,k SON. los tamanos de Ias clases de quwalencza de 1) mdu—
cidas por £ én 6'k : : S . -
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Demostracién. Por induccién sobre I. Para { = k= y ‘6biiene'(4‘.1.2),~ pues

£ < 1y, por tanto, 1; = 2 para alguna i ="1 2,...,1.-Se supone cierto el
resultado para l < k — 1 y se prueba para [ — 1 de manera andloga a como
se hizo en el Teorema 15. O

Proposicién 5. Sean R = {R; : t > 0} un 'proceso n-coalescente, R = {Ry. :
k=n,n—1,...,1} la cadena de saltos asociada a R y D = {D, : t > 0}
la cadena que cuenta el nimero de ancestros de la muestra de tamario n, de
una poblacién evolucionando de acuerdo al modelo de Moran. Entonces, para
& € &, tal que |&| = k, se tiene que:

P{R; = ¢} = P{D, = k}P{Rx = £}.
Demostracion. Sea £ € &, tal que [£| = k. Entonces:
 P{R.=¢} 2 P{Rp, = €}
= ZP{Rx €| D= l}P{D, }, ~

@ piR. =¢| D, = k}P{D
, ‘ D PRy = E}P{Dt = k}
(1) pﬁes R; Rp., t =0, por el Teorema. 15 o
(@) pues [£]| = k. : o
(3) pues 'R y D son 1ndepend1entes por el Teorema. 15

Proposxcxon 6.

P{D, .._Ic} P{ Z = <Tt} ‘P{Z,T' < t} -

,1—lc+l

Demostmczon 'El evento {D, = k} equlvale al evento Lo

{to-— E 7'1<t0_t<t0—i‘

i=k B i=k+1 - -
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o bien;-al evento

{ZT,<t<Z7’1}

i=k+1 . i=k

- Entonces:’

4.2 EIl proceso de lineas de descendencia

4.2.1 Generalidades

Considérese para cada tiempo discreto nen {...,—2,—1,0,1,2,...} una po-
blacién de tamaiio /N que evoluciona de acuerdo al modelo de Moran, con
un nimero infinito de alelos; es decir, la demografia de la poblaciéon es la
misma que la descrita en la Seccidén 3.2.1, pero la dindmica de mutacién esta
dada de la siguiente manera: el descendiente producido sera un mutante con
un nuevo tipo alélico (es decir, un tipo alélico que no existié previamente ni
existe actualmente en la poblacién) con probabilidad v, y tendrd el mismo
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tipo q‘u'er su progenitor con probabilidad 1 — .

Témese una muestra sin reemplazo de tamafio m de la poblacién al tiempo
no > 0, y considérese su composicién respecto a una poblacién al tiempo
no—n,n € {0,1,...} C [0,n0], es decir, al tiempo n si se regresa en el
tiempo n unidades contando a partir del tiempo 7ng. Los individuos de dicha
muestra al tiempo n estaran divididos en dos tipos de clases que se definen

como sigue.

Definicién 53. Los individuos en la muestra que descienden de algiin an-
cestro al tiempo ng — n, sin que haya ocurrido una mutacién, se dice que
pertenecen a una clase de equivalencia antigua al tiempo n. Se denotari por
D,, al nimero de clases antiguas al tiempo n, n € {0,1, ...} (ver Figura 4.1).

Definicién 54. Los individuos en la muestra que descienden de ancestros
mutantes al tiempo mads reciente que no — n, se dice que pertenecen a una
clase de equivalencia nueva al tiempo n. Se denotaria por F; al niimero de
clases nuevas al tiempo n, n € {0,1, ...} (ver Figura 4.2).

4 L4 * *
L] 1 .
t 1} 1]
AO—2 o eerceeenneenas > ............ DD deererreneennnd b
. ' '
‘I
; ’ H
! i
: :
no=1 ‘o= ereeeeneenns E .......................................... R
-] [
‘ :
¥ M b
' ]
H '
! H
i : ;.
T e . [ S [ SRR
1 2 3

L

- Clase antigua

Figura 4.1: Los individuos 1 y 2 estdn en una misnia clase antigua_ al tiempo
-1, y los individuos 1,2 y 3 estdn en una misma clase antigua al tiempo 2.
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o3 H i 803 e ceeeeeeereree S S— FI—— > .......
- - \ ? 5 /'_/T "

no-2 ‘ g g no-2 > IS ;

no—-1 ' ' :

& Peecoglocceccnnes
I
13
SREEEY =
N //o

no L T B i no
1 2 3 1 2 3
O Clase nveva . s @  Clase antigua
@ Clasc antigua X Mutacion

Figura 4.2: FEn la figura a la izquierda, los individuos 2 y 8 estdn en una
misma clase antigua al tiempo 1, pero por una mutacion ocurrida entre ng—2
y ng — 3, dichos individuos estdn en una misma clase nueva al tiempo 3.
En la figura a la derecha, el individuo 4 estd en una clase antigua al tiempo
0, pero por una mutacién ocurrida entre ng y ng — 1, estd en una clase nueva
al tiempo 1. Los individuos 1 y 2 estdn en una misma clase antigua al tiempo
2, pero dicha clase se transforma, por una mutacion ocurrida entre ng — 2 y
ng — 3, en una clase nueva al tiempo 3.

Observacidon 39. (a) Los individuos en una misma clase antigua al tiempo
n comparten el mismo ancestro al tiempo ng — n sin que intervenga
mutacién (ver Figura 4.1).

(b) Los individuos en una misma clase nueva al tiempo n son descendientes
de un individuo que al tiempo ng — &, con 0 < & < n, es un mutante
(ver Figura 4.2).

(c) Nétese que el proceso D dado por D = {D, : n = 0,1,...} es una
cadena de Markov con espacio de estados {0,1,...,m} y tal que Dy =
m, ya que un individuo puede ser considerado como su propio ancestro.

.(d) Sedenotard por &;, i = 1, 2,..., Dy, alas clases de equivalencia antiguas
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a.l tlempo n, y por A al numero de individuos en &;, es declr, A= .
IE!I’ = 1 2 D y ‘ ke i

(e) Notese que’ el proces dac.do'f por F = {F, : n- = 0;1 } es una
cadena de Markov con espacm de estados {0,1,.. - m}, tal uevFo =0."

(f) Se denotars. por i =1,2,..., Fn, a las clases de equlvalencxa nuevas
al tiempo n, y por p, al niimero de md1v1duos en 1;_,, es decxr, i =

l’7.1|)-7—12- s P

(g) El orden en las clases de equivalencia antiguas y en las nuevas es irre-
levante, pero es importante hacer distincién entre las clases que son

nuevas y las que son antiguas.

(h) Para cadan = 0,1,... se tiene que:

' Dn Fn
m = Z_;/\,‘ -+ z_; Hi . (4.2.1)

4.2.2 Descripciéon del proceso

Definicién 55. El proceso R = {R, : n = 0,1,...} que a cada tiempo n
representa las clases de equivalencia nuevas y antiguas de la muestra de la
poblacién, se denomina proceso de lineas de descendencia. Si al tiempo n se
tienen las clases antiguas &1,...,&p, y las clases nuevas 7, ..., 77g,, entonces:

Rn= {611{23~'~1£D";771’7721""7,17“} = {g; 7_7}'

e Transiciones del proceso R

A) Unidn de dos clases antiguas
Supégase que R, = {&,€2,---,€p,; My M2y -- -,k } = {&; 7i}, ¥y sean
&, &; € € dos clases antiguas al tiempo n. Supéngase que los individuos
en cada una de estas clases son descendientes sin mutacién de un mismo
ancestro al tiempo no—(n+1). Entonces, el conjunto de clases antiguas:

EON = {£1,6,...,EUE, ..., Ep}
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(B)

- .(C)

es obténido‘alitiefnpo ng — (n+ 1) por la unién de las clases de equiva-
lencia &; y &; de §. Luego,

R,y = RG9) = {£09); 73,
yadema’,s Dn+1 =D, —1 y Fn+1 = Fj,.

Conversién de una clase antigua en una clase nueva B
Supéngase que R, = {£1,62,.--,€D.; M 72,---» R} = {&; 77}. Sea
&; € € una clase antigua al tiempo n. Supéngase que los individuos de
esta clase (presentes al tiempo ng — n) son descendientes mutantes de
un individuo al tiempo ne — (n + 1). ‘Entonces, la clase antigua &; es
reclasificada como clase nueva al tiempo n + 1. Es decir, si:

€V = {1, &, .., &1 i1y - - -2 €D, )
7D = {m,..., 0, E}

entonces {£¥; 7V} es obtenida al tiempo ng — (n + 1) a partir de
{£€; 7}, eliminando la clase &; de £y afiadiéndola a 7. De este modo,

Ross = RO = {£0; 70}
y ademds Dyyy = Dy — 1y Fppy=F, + 1.
No hay cambio o

" Supéngase que R, = {&,&,..., fD,.; M2, -, MF} = {€5 7). Al no

haber cambio, R,;1 = R, y ademids D, = D,, F,;1 = F,.

Y dado que al tiempo n¢ todos los individuos son descendientes de ellos mis-
‘mos y sin mutacién, se tiene que en ng todas las clases son antiguas y, por
tanto, By = {£1,€2,.-.,&m; O} con & = (i), i=1,2,...,m.

Por lo anterior, el proceso R es una cadena de Markov con espacio de
estados el conjunto de todas las particiones de la muestra que son del tipo
{€; 7} (donde £ o 7] puede ser vacia).

Definicién 56. Se define la cadena de saltos de R como R = {R : k =

m,m

—1,...,0} tal que Ry = {&),...,&; m,---,T}, donde: &; es una clase

antigua, ¢ = 1,...,k, 17; es una clase nueva, j = 1,...,ly k =0,1,...,m,
l=0,1,...,m—k.
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- e Proba‘k hdades de transxcxon del proceso R

&:ﬂ‘"jrlR;,—{f M=ol 1Si<is<Dn (422)

": pues 2/N2 es: la probablhdad de que los 1nd1v1duos 2y j sean el padre y su
3 ;descendlente (en cualquier orden) que sobreviven enla siguiente transicién,
-', y 1 — 'y es la. probablhdad de que el descendlente no sea un mutante.

; Z _—_. 1,2,”_’>Dn (4.2‘3)

~ pues 1 /N es la probablhda' k ‘d
" probabilidad de ‘que dxcho mdlvxdu »

‘ : __"'_.__~ D\ 2 D\ 1

PR = (& R = {6 M =1 () =m0 - (T) 27 (429
pues la probabilidad de que haya un cambio de estado es (Dz") 2(1—~v)/N3)+
(5")(«v/N), que corresponde a todas las posibles maneras de elegir 2 clases
antiguas para unirse, por la probabilidad de que se unan, mas todas las

posibles maneras de elegir una clase antigua que se transforme en nueva, por
la probabilidad de que la transformacién ocurra.

4.2.3 Teorema principal

El teorema presentado a continuacién permite obtener la probabilidad de que
exista al tiempo n una cierta particién de la muestra con un determinado
mimero de clases de equivalencia nuevas, dado que a ese tiempo se tiene cierto
nimero de clases de equivalencia antiguas en la muestra, para n € {0, 1,...}.

En el resto de esta seccién se utilizard la siguiente notacién:

gy =z(z+1)---(z+k—1) para k> 0
Ty =z(z—1)---(x—k-+1) para0< k<z+1
.'L‘(o)=1=.’l:[o]
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Teorema 16. SeanB—-N'y/(l—-'Y), =0,1,2,...,myl=0,1,..., m—k.
Entonces, dado Ro, .

(m — k) k! 6! _
P{F,=1, .R,1 —~{§ 7)} ID,, =k} = m/\lll\z! Ar! (g — 1)}

(p2 — 1)t - (g — 1)!
(4.2.5)

paran € {0,1,...} y donde m satisface (4.2.1).

Antes de demostrar el Teorema 16 se harin algunas observaciones:

e Caso sin mutacién
Cuando no existe mutacién, se tiene de los resultados del proceso n-

coalescente de Kingman, que las probabilidades de transicién de R,, a
R,.+1, dadas por (4.2.2), (4.2.3) y (4.2.4), sélo dependen del niimero
de clases antiguas presentes D,,. La cadena de saltos R = {Rx : &k =
m,m —1,...,1,0} del proceso R es tal que si D, = ky R = {£; 77},
se tiene que: :

P{R, = R} = P{Ry = R}P{D, =k},
(ver [25] y [16]).

e Caso con mutacién
En este caso, la cadena de saltos del proceso R alcanza un estado
absorbente Ro = {0; 71,72,..., 7} sin clases antiguas y con I clases
nuevas, para alguna !l = 1,2,..., m. Dicho estado es absorbente pues
las 1inicas transiciones del proceso R donde hay cambio son las tipo (A)
y (B), que dependen de la existencia de clases antiguas en la muestra.

Demostracién del Teorema 16. Sea R = {&,&2,...,&; M, 72, ---,m} = {€; 7}
una particién de la muestra de m individuos en k clases antiguas y [ clases
nuevas. La prueba se hard por induccién:

Témese k = m, por lo que R,, = Ry y R,» consta sélo de clases antiguas con.
un inico individuo y ninguna clase nueva; es decir, A\; = Ay = - -+ = Jp'=""
1,1=0y Ry = {(1),(2),-.., (m); 0} con probabilidad 1. Y obsérvese que: .

(m — m)!m!

=1,
m! (m + 0).(,,,,_,") .

P{FO\.= O,R,,;:{(l),(?.),...,(m);@} lDO:m}=
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por lo que el resultado vale para k = m. : A :
Supéngase que el resultado es cierto para k+1 y se demostra.ra que es vilido

para k. Noétese que:
P{R:=R}= Z P{Ry41 = R’}P{m

}R | "R,V,;'.,'.l = R}.

La probabilidad de transicién P{R; = R l 'R,k.,.l = R’} es dxstmta de cero
cuando uno de los cambios (A) o (B), dados en la Seccién 4.2.2, ocurren en
el proceso R (el caso (C) no se considera dado que se estd tratando con la -
cadena de saltos asociada a R). . R

e Caso 1
Este caso corresponde al cambio tipo (A). Sea:

’ = {‘517627-'-’611a§121"'1€k; m,nN2,-.- 1771}7

donde &;; y &2 son dos clases antiguas tales que &;,8i2 # 0 y &1 Ué',z = & €8,
lftl' = A:l; I§x2| = ’\121 '\tl -+ A£2 = /\ == I€x| 3

Obsérvese que existen (,\') maneras en las que la clase’ {, puede partlrse
en dos subconjuntos no vacios de tamafio A;; ¥ A — i1, ¥ Ai: puede va.na.r, i
entre 1 y A\; — 1. Ademds, 7 puede tomar cualquier valor en {1 2.0k}
Ahora, T R N D

P{&1 y &2 se unan para formar una sola clase an'tiguxa}.w ;

. . k
P{haya cambio} = ( + 1) e — 1 —-7)+ (k +"
g kk+1)A—7)  (k+ 1)7
N2 N .
_(k+1)Q - Ny N
= 2 k4 —— i=5)
_ FE+1)A-N(E+6)
. : - N2
Entonces, como P{'R_k =R | Riy1 = R'} es igual a (4 2. 6) entre (4.2.7), se
tiene: .

P{Ry=R|Rps1 =R} =

(4.2.7)

2(1 — ) /N? L 2 «
kE+1)A-NE+O/N? ~ (k+1)(k+6)
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('rn -_—jk — 1)'(k+ iyl
a m' (k + 1 + 0)(m—k—1)

(JH("’ 1)) (k+1)(k+9)

2PV VI EURD V5 V5 DR W

E el 5y J'(;n”;—‘ k;.‘ifi)!‘fk#ﬂ YR!
=2 2 i Al w14 0),

i=1 =1

£ i (m k—l) k!

e 'z\'z\.
m’(k+0)(m k) ’ 1 2

i=1 ;=1
(m— k— 1)1kl

T mik+ Q)(m—k)‘ B\ —

) ST(a—1) (4.2.9)

77[} ’

‘donde 17J ‘s la clase a.ntxgua que se transformaré en una clase nueva. Entonces,
R es obtenido a partir de' R’ cua.ndo la clase n; se reclasxﬁca como clase nueva.
: APor la ecuac16n (4 2. 3), e S

' P{una. clase antigua 7; se transforme en nueva} = -le'y , (4.2.10)

Como P{Ri = R | Rg41 = R’} es igual a la probabilidad (4.2.10) entre la
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pi'oi;abilidad de que h'a.ya;«(::z;,x'hl):'ib,: dada. por(4 2. 7) T"vsé_‘isigue que:

P{Ry =R | Ris1= R} —,—,

Z(m—k—l)!(k‘l‘l)k.ol_l
2 ml (K + 1+ )k

1)' "f (”j_l.;;;l)! (01 — n!
SRR e
G 1) ?k_fi)—(k‘ﬁT

A S A S | .
- Z%’n‘m}:g 1}31") (Hwa = 1)’) Ho

_ (m—k—1)k! k Censmeen
5 rarm(m—;" (H*) (}_I% - 9') ,Z_?f‘i . 2w

Sumando las contribuciones (4.2.9) v (4 2 11), de los casos 1 y 2, respectlva- '
mente se tiene que: . B R e .

5 o (m—k—1IK

P = ) = (]

_ (m—k—1)1kl
m! (k + 0)(»,,,5“,“)

(m—K) (m—k—
B ml (k+0)(,,._\

y el resu]tado se s;gue

Observacicn 40. (a) Notese__que P{D, 0 'sik.<m oy n (m > n),
1

den p d se: hasta el tlempo n,
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El proceso n-coalescente de Kingman
.y el proceso de lineas de descendencia

(b)

" por. lo que a este tlempo quedan exactamente m — n clases antiguas,
'no menos

Caso partlcular del Teorema 16: distribucién del m-coalescente de
Kingman. Cuando ‘no-hay mutacién, la muestra s6lo puede tener
clases antiguas en cualquier tiempo n. Luego, F, = 0 para toda
n € {0,1,...},’1 = 0.y 8 .= O (pues v = 0). Entonces (4.2.5) se
reduce a: e

(m Ic) k

Al Agl- - Agt
m'k(m—k) MEAZE e Ak

— (m-1/k— 1,

"(m k)'k' = 1)1

7 m' (m - 1)' Al Az "Ak!:”

que corresponde a Ia d:strxbuclon P{'R,k =§—} Tgyifekl‘,m-coyalescente de
Klngma.n.,f : g R TR




Apéndice A

Para mayores detalles de los resultados presentados en este Apéndice, con-
sultar [2], (3], [10], [22] ¥ [24]. ,

Definicién 57. Un subconjunto I de R de la forma [I, 7], I < r, se denomina
un intervalo compacto en R.

Definicién 58. Sea {f, : n = 1,2,...} una secuencia de funciones definidas
en un conjunto E. Se dice que {f,, : n = 1,2,...} converge uniformemente
en E a una funcién f si para toda £ > 0 existe un entero N talque n > N
implica

[fnlz) — f(z)| <€
para toda r € E.

Definicién 59. Sea M un conjunto y sean p,q,€ M. La funcién d : M. x
M — [0,00) que satisface:

(a) d(p,q) >0sip#4q
() dp,q)=0siysdlosip=gq
(¢) d(p,q) = d(q,p)
i (d) d(p,q) < d(p,r)+d(r, q) para toda re M,
es una métrica sobre M. B

Definicién 60. Sea M un conjunto en el que es posible definir una métrica
d. Se dice entonces que M es un espa.czo métrico, y usualmente se denota.
por M o (M,d). :
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_Apéndice A :

Definicién 61. Sean M un espacio métrico con’ mé G | : ‘
Una vecindad de radio r > 0 de un punto p € ‘M ‘es un conjunto’ B,(p) der

puntos g € M tales que d(q,p) <. o o L
Se dice que E es un conjunto abzerto si para. todo pE E
que B, (p) C E. :
Una cubierta abierta de E es una co]eccxon {G } de
en M tal que E C |J, Ga.

Definicién 62. Sea M un espacio metrxco y K un subcon_]unt;o de M. Sea
{G } una cubierta abierta de K. Se dice que K'es compacto si- exlste un
nimero finito de subindices a,, ..., a;, tales que:: :

tal ©

- KCG‘,,U---UG,,,',. i

Definicién 63. Sean M un espacio met.nco A E C: M .
Se dice que p € FE es un punto limite de E 51 toda vecxndad de p contlene .
un punto q¢ # p tal que g € E. S

Se dice que E es denso en M si todo punto de M Jes‘un unto Iumte de E,
o un punto de E (o ambos). : v

Definicién 64. Sea M un espacio metnco Se dxce que. M es separable si
contiene un subconjunto denso numera.ble ‘

Definicién 65. Sean {X,,:n =1, 2 } un con_]un 0.de. vana.bles aleatorias
y X una variable aleatoria. Se dlce que X,, converge -en distribucion (o
débilmente) a X si g ‘
P{X <z} — P{X <

conforme n — oo, para toda x tal que Fx (x)’—" < 'z} es continua.

Se denotari por C(T, R?) al espacxo de las funci nes continuas definidas
en T con valores en R%, y por Pr(C(T, R“)) al onJ nto de todas las funciones
de probabilidad definidas en C(T", ]R”’) . v

Definicién 66. Una familia 4 C Pr(C(T R")) es uniformemente tensa si
para toda £ > 0 existe un congunto’compacto K. c C(T,RY) tal que:

para toda P € A.. o
La familia A4 es relatwamente

ompacta si para cada sucesién {0, : n =
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k 1,2,...} C .A existen una subsucesxon {0,.,‘ lc-— 1,2,...} y una probabilidad
0 e PT(C(T R?)) (no necesarlamente en- .A), tales que para f € C(T,R%)
acotada. se tiene: S .

que se denotard por 0,, = 0 cuand ki~ 00 (para mayores detalles, ver
[3D)- :

Teorema 17 (Teorema de P ohorov) ‘Una famzlza A C Pr(C(T,R?)) es
relativamente compacta sz y 86 / :,4; S umformemente tensa.

Demostracién. Ver [3]. T (]

Definicién 67. Una familia {X®) : n = 1,2,...} de procesos estocdsticos
con distribuciones {Pyny : n = 1,2,...}, respectivamente, es relativamente
compacta si {FP(n) : n=1,2,...} es relativamente compacta.

Teorema 18. Sea (E,d) un espacio métrico separable. Sean X, X, n =
1,2,... procesos estocdsticos definidos en un espacio de probabilidad (2, F, P),
que toman valores en (E, d) y tales que para cadaw € 2, X, (w) th(")(w), te
[0, 00), son funciones continuas por la derecha con limite por la izquierda.
Bntonces, si {X™ :n=1,2,...} es relativamente compacta y existe un con-
junto denso D C [0, 00) tal que para todo conjunto finito {t;,t2,...,tx} C D
es vdlido
(X, X3, X)) = (X, Xy - -2 X))

cuando n — oo, entonces XM == X cuando n — oco.




90

Apéndice A




Apéndice B

Proposicién 7. Sean v, v2 = 0 tales que v, + ')'2 < 1 N un entero mayor

que cero y k=1,2,... Entonces se satzsface
r ( =i k) H Nz + 3(1 - ')’1 '72)) ' (B 0 1) o
( e ) =0 ‘ e o e
l—y1—72 R
{V!l—-m!) k s
— -T2 =TI L (B.0.2)
r (1\{-'171_2'272 ) s=1 R :

Demostracion. Como la funcién Gar
toda « > 0 (ver [9]), entonces:

k—2)..._ S S
— 72 o \XLI=m — 7
N e
_72___,_16_']‘,)-4 e
l—m—m o
Ny,

= ————+k—1) ——+k—2)~-- N2 1),
- l—m =7, l—v—7 . g '1—"/1—’72+

( _Nv “)r‘ N7, )
1f-71—,‘72 Nl =71 — 7
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Por tanto, v
T 1__%;) Yol ;}  1—’71
o N’Yz ; )
) - Yyi=lye 1=y —7
— N'72+(k—1)(1—'71 ’Yz)) (N'Yz+(k—2)(1—’71 ’)’2))
S 1-— Y — - N
N’Yz+(1—’)'x ’Yz)) N’)’z )
1—m-— 1 -"n -
='ﬁ Ny, + s(1 %= 72))
s=0 1- "=

Ly queda. asi demostrada la igualdad (B 0.1). ;
Para probar la igualdad (B.0.2) obsérvese lo sxgmente

r N1 — v2) k+1) N1 —v2) 7 By
Il—7m—7 1—m—v )

Y como

T _M_k_;_z) =
l—71—7

entonces:
1—’71—’72 T

Ahora, como

r(NA-7) k+3)
l—m—"

entonces: )

p(NQA=m) —k+3)
1—mn—m7
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Asi suéesiiraxiiéijté ‘hasta’ el paéo &

Z1%etiene:

r
l—mn—m
_fzﬂ_—ﬂ ) r (NA—y) k)
\l=7m =7 1—’)’1 - Y2 _
_H N(l—-’)‘z) s)‘l" N(l 72) - k)
R =2, 1—7l 72 ‘ 1_71 _72 :
Entonces: S - ’

M_I)F Na—m)
’72_,»

l—m—"7 1-—’71

A NA=7)
1,—71 '72 -
N(l—’)’z)
3_1 1 -—N
*Y como
1—71 1—’}’1
r‘entonces. E ‘ :
r N(l""Yz)) N(l—’)’z) ,s) C
1—m =1 I—-m—7 ‘

de donde se sigue que

r (N(l—qg))

1—71—72

s=1

N(1 =) .
P -) H 1o %vz )

i-7—72

3(1 —’71

N(1

¥ queda asi demostrada la 1guald '/d (B 0. 2)

(Ha-m 4y
SNl —m =72

’ o 72) —ik‘)’ : o
AL =7

'72))
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ProposxcxénVS Sea‘ 'yl, ’)’2 > 0. tales que '71 + 'y">< 1 "IN un entero mayor

o~

F —_'i_—
= ((’}_;,‘i{,)) (B.0.3)
S (NO-72)
R § s
r ( Ao

(B.0.4)

E Demostraczon Utxhzando el hecho de qu
o > 1 se tlene lo s1gu1ente

1—m—72 )
N-—N(1—-—m-— ’Yz))

11—y —7
N(’h+'72)
1’—’)’1

Entonces:

__ﬂ____k> i
71‘—’)'2

H N k(l'— ’)'1 ’72))
k_l l=m — ')'2

-————k
(1—’)'1 ’72 )

Observacion 41.

(@) kII(
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Yy se 51gue entonces Ia 1gualdad (B 0 3) Por otro lado R

1; N(l—’)’z)) _‘(‘N(1 —72) ) (N(l

1—=m 1=y —

N(l—'Yz)

1—71 o
N(l-’)’z)
1=7—72

= H N~ ’72)
k_.l l—=—m-— ’72
‘N1 —2). ’72)
k_l i —— T —
Entonces:

( gl—‘vzl

1-m "‘72

-:(b),H((l—’Yz) '71 72))( | %)N= -

: k-—l ;
(N(l'—’)’z)—k(l—')’l ’72))
l1—m

N(l—’)’z) k)
k_.l gy ——

' y se'sigue entonces la 1gualdad (B.0.4).
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