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INTRODUCCION

El titulo de esta tesis es ‘El formalismo de la mecanica de Nambu aplicado en ecuaciones
no lineales de reacciones quimicas homogéneas’, donde se incluyen dos términos que es
importante definir. El formalismo se refiere a la observancia de formas ¢ normas, y mecé-
nica que se refiere al estudio de las fuerzas y sus acciones. Es decir que la ciencia se apoya
en ciertos formalismos para desarrollar sus conocimientos.

De esta manera podemos aclatar que existen varias teorfas de la mecénica donde cada una
se apoya en su propio formalismo, por gjemplo: la mecanica clasica, que incluye los forma-
lismos de Lagtange y Hamilton, la mecanica relativista, integtada por los formalismos de
grupos de Lorentz y Poincare, la mecéanica estadistica, con los formalismos de Gibbs y
Boltzman, la mecénica cuéntica por los formalismos de Heisenberg y Schroedmger el elec-
tromagnetismo, con el formalismo de Maxwell, etc.

El objetivo de esta tesis es utilizar el formalismo de Nambu en la construccién de una
nueva mecanica, y generalizar la mecanica cldsica para extenderla a la cinética quimica.

Al desarrollarse la mecdnica cldsica surgié €l formalismo de Hamilton y aparecio el con-
cepto de espacio de fases, que establece que un sistema dindmico es dependiente de un ni-
mero determinado de variables coordenadas, y un mimero igual de variables conjugadas de
momentum, todas independientes entre si. Entonces el espacio de fases es un espacio carte-
siano que se forma con este par de variables coordenadas, donde aplicamos la ecuacién de

Hamilton, Amol d [1].

dq”® aH

dr =Eab aqb (1)

En 1973 Yoshiro Nambu [2] propuso la generalizacidn de la dindmica de Hamilton a tra-
vés de la introduccion de un conjunto de 3 variables dinamicas que describen un espacio de
fases tridimensional, y el punto que representa este estado se mueve con el tiempo a lo lat-
go de una curva en el espacio de fases tridimensional Dado que las fases coordinadas estdn
representadas por el triplete ¢,,9,,.4, , ¥ que es necesario para construir las ecuaciones de
dindmica debemos introducir otro triplete H,,H,,t , donde el par H,H, es andlogo al
Hamiltoniano y ¢ ¢s el parametro de tiempo. El par de Hamiltonianos determina las si-
guientes ecuaciones de dinamica:

dg* abe f&H, JH,
dt dq" 3¢°

@

donde se adopta la convencién para la suma y £ es el tensor de Levi-Civita.

En sintesis el espacio de fases es aquel espacio donde se desarrolla un formalismo. Con
base en lo anterior podemos decir que el estado de un sistema se representa por un punto en
el espacio de fases con tres dimensiones, y que se mueve con el tiempo a lo largo de una
curva en dicho espacio.

Muchos autores han investigado la relacién entre el formalismo de Nambu y las ecuacio-
nes mecdnicas de Lagrange y Hamilton. En las referencias, Mukuda [4], Flato [16] se ha
demostrado la posibilidad de encajar la dindmica de un triplete de Nambu en un espacio de



fases candnico de cuatre dimensiones. También se muestra que la estructura del espacio de
fases canénico de cualquier dimensién y que las ecuaciones de movimiento de un sistema
Hamiltoniano puede ser tratado dentro del formalismo de Nambu. En, Bayen [3] se demos-
tré que la dindmica de Nambu contiene la misma informacién dindmrica de una mecdnica
Hamiltoniana singular. En particular, el espacio de fases de 3 dimensiones puede ser li-
nealmente encajado dentro del espacio de fases con 6 dimensiones con tres ligaduras. Ade-
mis ya ha sido apuntado en, Mukuda {4], como un encaje local y no dnico. La formulacién
geométrica de los sistemas de Nambu fue examinada primero por Estabrook {17] y mas
recientemente en Fecko [18], Pandit [19], en Takhtajan [8], Yamaleev [27] se desarrollo
una aproximacién algebraica, donde se postulé una generalizacién del corchete de Nambu,
y también multiples posibles aplicaciones del formalismo de Nambu, las que incluyen la
descripeidn de uipletes de quarks, monopolos magnéticos, ete., que han sido investigados
por los autores Hirayama [5)] v Sucre [22].

Por otro lado en el campo del formalismo de Nambu, recientemente se han desarrollado
contribuciones cruciales Yameleev [23-25], donde se muestra que el formalismo de Nambu
tiene una profunda conexién con la teoria de la relatividad. Podemos afirmar que el forma-
ltsmo de Nambu no es de abstraccién matemdtica pura y que presenta buenas relaciones
con la realidad

Se sugiere que el formalismo de Nambu es wtil para analizar ecuaciones multidimensiona-
ies y no lineales, come las que aparecen en la cinética quimica. Esta tesis se dedica al desa-
mrollo-del formalismo del formalismo de Nambu y a aplicarlo en la generalizacién de la
mecénica clasica y utilizarlo en la cinética quimica.

En el capitulo 1 se Hevan a cabo las transformaciones de coordenadas mediante el uso de
Jacobianos, y se establece la comrespondencia entre las ecuaciones de movimiento de New-
ton, expresadas en el espacio de fases con coordenadas de posicién y momentum, y las del
espacio de fases con coordenadas de energia y tiempo, logrando asi transformar las ecua-
ciones de movimiento de Newton en las ecuaciones de dindmica de Hamilton y viceversa

Podemos apreciar que las ecuaciones de dindmica de Nambu son una consecuencia del
Jacobiano de la transformacidn de coordenadas.

En el capitulo 2 se presentan los principios bésicos del formalismo canénico de la meca-
nica de Nambu, (una generalizacién a la mecénica de Hamilton que esta basada en el con-
cepto del corchete de Nambu, que a su vez generaliza el corchete de Poisson) donde se
efectia una operacién binaria sobre observables cldsicos hasta una operacion multiple de
altoordennz3 .

La dindmica de Nambu se describe por el flujo de fases dado por las ecuaciones de mo-
-vimiento de Nambu-Hamilton (un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que invo-
Jucran »—1 Hamiltonianos), y se introduce la identidad fundamental para el corchete de
Nambu (una generalizacién de la identidad de Jacobi) como una condicién de consistencia
en la dindmica. _

También se muestra que la estructuia del corchete de Nambu define una jerarquia de fa-
milias infinitas de estructuras subordinadas de bajo orden, incluyendo la estructura del cor-
chete de Poisson El concepto de corchete de Nambu nos permite definit los ambientes de
Nambu-Poisson (espacio de fases de la mecanica de Nambu), que es mas rigido que en el
ambiente de Poisson (espacio de fases de la mecanica Hamiltoniana). Y se introduce la ana-
logia pata la forma de accién y el principio de accién de la mecanica de Nambu. ¥ en su
formulacién, aparece en forma natural la dindmica de ciclos. Se anotan varias ventajas de la
cuantizacion de la mecénica de Nambu. basadas en la tectia de deformacion, en una ruta de



" formulacién integral y sobre las relaciones de conmutacién de Nambu-Heisenberg. En el
ultimo formalismo se presenta una representacion explicita de la relaciéon Nambu-
Heisenberg para el caso de n=3 . Y se enfatiza el papel que juegan las operaciones alge-
braicas y estructuras materaticas de tercer y de alto orden, durante la transformacion, de
una representacién dindmica de Hamilton hacia una de Nambu Takhtajan [8].

En el capitulo 3 usamos ¢} formalismo de Nambu como una gufa para construir una me-
cdnica andloga a la mecénica de Newton, en el espacio de fases con tres o mas dimensiones,
dentro de una familia de # Hamiltonianos definidos como

2

2 )
§4 gy
= x = vV k=12, .,n—1 ‘
H 2m~+-V(:c), N, 2M+ (x), n (3)

¥ que utilizamos como guia para la construccidn de nuevas ecuaciones de movimiento por
el procedimiento de la deformacién eliptica del modelo del oscilador.

En la seccidn 2, se conciben las soluciones basicas para la constiuccién de un nuevo mo-
delo de oscilador, se seleccionan un conjunto de funciones {coseno y seno) con las bien
conocidas funciones elipticas de facobi. Al modelo obtenido por éste método o llamamos
el modelo del oscilador eliptico, entonces formulemos una extensién de las ecuaciones de
Newton a la que denominamos ecuaciones elipticas de movimiento, en el espacio de fases
de 3 dimensiones para una funcién de potencial arbitraria.

El nuevo sistema de ecuaciones contiene un pardmetro de escala para la energia, donde el
formalismo de Nambu representa un Hamiltoniano como superestructura de las ecuaciones
elipticas. Posteriormente se aborda el caso de la extensién de las ecuaciones elipticas para
el espacio de fases con 4 y n. dimensiones, y se desarrollan los conceptos energias cinética,
potencial y total Con esto representamos la energia total de sistemas conservativos como el
producto de las constantes de movimiento, que estdn relacionadas con la familia de Hamil-
tonianos. Para el caso de movimiento estacionario, se establece la equivalencia entre [as
ecuaciones elipticas para el espacio de fases con » dimensiones y las ecuaciones de New-
ton con potencial ¥(x).

También se formulan las ecuaciones de movimiento para una particula relativista en un
campo de potencial estacionario mediante y utilizamos el procedimiento de deformacion
eliptica aplicada en el modelo del oscilador, como una guia para la construccion de nuevas
ecuaciones de movimiento

Para construir un nuevo modelo de oscilador sobre la base de soluciones concebidas, se-
leccionamos (preferentemente seno » coseno) el muy bien conocido conjunto de funciones
elipticas de Jacobi, y al modelo obtenido por éste camino lo Hamaremos “El modelo del
oscilador eliptico’, entonces se formulard la extension para las ecuaciones de Newton, en el
espacio de fases con tres dimensiones para funciones de potencial arbitrarias. que lHamare-
mos las Ecuaciones elipticas de movimiento. Este nuevo sistema de ecuaciones contiene
como pardmetro de escala a la energia

En la seccién 3 se ha dado una extension de las ecuaciones elipticas en ¢l espacio de fases
con cuatro y # dimensiones

En la seccién 4 se establecen los conceptos de energia cinética, potencial, v total, donde
se descubre que la energia total de un sistema conservative es el producto de las constantes
de movimiento relativas a la familia de Hamiltonianos, y para el potencial estacionario se



establece una equivalencia entre las ecuaciones elipticas (del espacio de fases de 1 —dimen-
siones con potencial ¥(x)) y las ecuaciones de Newton.

En la seccidén 5 se formula la ecuacidn de movimiento de una particula relativista en un
campo de potencial estacionario como una ecuacion eliptica en el espacio de fases con 3
dimensiones.

En ¢l capitulo 4 se aborda el formalismo la Cinética quimica y se presentan aspectos de la
Cinética quimica formal en los sistemas Lotka-Volterra, de ecuaciones deferenciales ordi-
narias de primer orden, que son aplicados a la descripeién de algunos tipos interacciones no
lineales, en varios campos de la ciencia Histéricamente, los sistemas Lotka Volterra apare-
cieron para modelar interacciones entre especies biologicas interconectivas y para el estu-
dio de la cinética de reacciones quimicas. También se presenta un sistema reaccionante
formal, que es descrito por el sistema Lotka de ecuaciones diferenciales ordinarias. Tratan-
dose asi la correspondencia entre esquemas quimicos vy los sistemas dindmicos de Lotka-
Volterra, se muestra que los sistemas del tipo Lotka-Volterra, que tienen la forma

X=axz-yxy
y=pByz+yyx 4
tm—gzx—fzy

pueden representar un sistema cinético quimico, descrite por el formalismo de ecuaciones
de flechas como

& R
X+y—— 2y
Yz 22y 27 )

Z4x —2 5 2x
donde k, =y, k,=-8, k=0,

y se verifica si dichos sisternas satisfacen el formalismo de Nambu



CAPITULO 1

Formalismo de la Mecénica de Hamilton

1.1.- Ecuaciones de Hamilton directas e inversas

En éste capitulo examinamos algunos aspectos interesantes de la dindmica de Hamilton y
con el fin de simplificar consideremos primero el caso de dos dimensiones ¢ =2, ademas,
restringiremos nuestras consideraciones a los casos en donde las ecuaciones de movimiento

no dependen explicitamente del tiempo Por lo que podemos seleccionar en forma arbitraria
el tiempo inicial como ¢, , el cual es una de las constantes de movimiento. y la otra constan-

te de movimiento es el Hamiltoniano A
Las soluciones de un sistema dindmico estan representadas por el conjunto de funciones
x=x(1.H), p=p(T.H) (1.1)
Y Sus Inversos
T=17(p.x), H=H(px) (12)
Aqui T =7 ( p. '() es la primera integral de movimiento, y la segunda H = H ( p,x) es el
Hamiltoniano o la energia total del sistema, ahora reproducimos las ecuaciones de Hamil-
ton utilizando como guia el principio de invariancia de la integral de Poincare

L= laendy 13

de acuerdo con éste principio [, debe temer la forma invariante bajo el mapeo
(.x’,p]) < (x,p), y obtenemos

ex ndp = e A dp' (14)
demandamos la misma condicion para ef mapeo (H,7) —» (‘x, p) , ¥ obtenemos
e ndp = Y|ant nat ws)

tal que el Jacobiano de la transformacién sea igual a |

éx & Ix & .
det J{(H,7) > (x,p)} = a—Ha—‘;—E},--é—%=l (1.6)

donde J es la matriz Jacobiana
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(dx  ox)
dH 8T

HED) (ol =5, 5] (L.7)
o5 o)

Teorema 1-1

El mapeo (H,7) —>'(x, p) con Jacobiano, obedece la condicién det‘]{(H, 7) - (x, p)} =1
» que es equivalente a dos sistemas de ecuaciones :

dp_dH  dx _OH
éT dx’ eT ép
op_o1  ox_oT

OH ox’ JH dp

(138,a)

(18,b)

Prueba

flaramente la matiiz inversa pata 7 {(H JT) > (‘x, p)} es la matriz adjunia de acuerdg con
(1.6)

o 2
TH(H,T) - (x,p)} = ng ?zl (19)
75 ~58)

y por otro lado ésta matriz debe coincidir con la matriz Jacobiana del mapeo inverso
H{p,x) = (H,7)}

(0H OH)
. g
Hpx) (1)} =| 55 57| (1.10)
5 )

igualando (1.9) con (1.10) obtenemos dos sistemas Hamiltonianos equivalentes, primero
(1 8,a), con el Hamiltoniano H, y segundo , (1.8,b) con el pardmetio de evolucion 7, las
soluciones de ambos sistemas son las funciones p = p(H,7), x=x(H,T ) .

a

A partir de este punto de vista las constantes de movimiento #, 7 tienen un papel simé-
trico en la dindmica de Hamilton, por el mismo camino podemos obtener las ecuaciones de
Hamilton en ¢l espacio de fases para d = 2#, y ¢l siguiente conjunto de funciones represen-
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ta la solucion de un sistema dindmico, moviéndose en el espacio de fases para d = 2n, des-
crito por la ecuaciones de Hamilton

% =x%(6C.CosCop )y P= P (6C1Crn 0y ) (111)

donde C,,C,,.. ,C,,, son las constantes de movimiento, debido a que el Hamiltoniano
presenta una independencia explicita del tiempo, podemos escoger el tiempo inicial ¢, co-
mo una constante de movimiento, y la otra constante es el Hamiltoniano H, identifiquemos
C, con ¢, y C, con H, entonces denotando 7= ¢ — ¢, podemos escribir

=x(1,H.C, ,Ch )y p=p(T.HCy, o) a12)

asumimos que el sistema (1 12) puede ser resuelto con respecto al conjunto
(T, H4,,..,C,, ), por lo que estos valores son expresados en términos de ( P, ,x,), y ob-
tenemos las funciones

7=1(p,x), H=H(p,.x), ¢, =Clp,x), =3 2n (113)
Teorema 1-2

El mapeo {(H \ T) - (x-, P, )} con la condicién para el Jacobiano
dx, ép, &x,20p,
det NHLT) = (5.0} = 2 o =S 5 = (1.14)

nos arroja los sistemas Hamiltonianos directo e inverso

- 8p, JH Jx, SH
- - , = (1.15,a)
2T dx,’ T dp,
c?p, 81 Jdx, T

ToH dx,’ dH Jp,

(1.15.b)

Demostracién

Utilizando la representacién conveniente para las matrices de Jacobi, donde cualquier
elemento de la matriz es un vector de ¥ dimensiones

o o

a7

J{(HT) = (x,p,)} |ap, g‘:gll (1.16)
G 31)
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manteniendo la condicion (1.14) es posible obtener la matriz inversa en la siguiente forma

((2p 2%

- : T ér
JH#D > {(x,p)} =] op  x, .17

| 5% 55

por otro lado ésta matriz coincide con la matriz del mapeo inverso {( 2 x) - (H,7 )}

(o8 o)
J{p,x}—->(H,T)=f?? ?,?J (1.18)
7% dp

comparando (1.17) con (1 18) obtenemos dos sistemas Hamiltonianos equivalentes: prime-
ro (1 15,a) con el Hamiltoniano A y segundo (1.15,b) con el pardmetro de evolucion T .
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t.2.- Teorema de Liouville y Ecuaciones de Evolucion

Asi como se ha indicado anteriormente las soluciones de dos sistemas Hamiltonianos
equivalentes (1.15,a), (}.15,b), se representan por las funciones

X, =x,-(H=T;C3;C4:~-”-;C2n )’ D :pi(H’I’C3’C4’ "C2n) (1]9)
En la seccion anterior ya hemos probado la equivalencia de los sistemas Hamiltonianos

con el principio de invariancia de la integral de Poincare 7,, y dentro de este contexto gene-
1alizamos dicho principio mediante el uso del mapeo

(v.p) (01,0, . ,0,) (120)

este es el mapa del espacio de fases d = 2r con las constantes de movimiento del espacio
d =2n, y la matiiz Jacobiana de este mapeo tiene la forma cuadratica

dx, Ex, ax,
éH &T aac,,
fx, Ox, dx,
éH T aC,,
HNowp) (1.6 SO\ G5 o5 om (121
gH &T ¢,
2p, op,  Op,
dH 2T aac,,
ahora consideramos el teorema de Liouville de acuerdo con la integral
Vo Jaen nde, ndp,n  ndp, (122)
que es de forma invariante dentro del mapeo (1 14), que nos arroja la condicidn
Det 7{{x,,p,) « (H.1,C,,. )t =1 (123)
la cual es suficiente para constiuir las ecuaciones de evolucién.
Ahora es conveniente introducir las siguientes funciones
qi ={xla‘ -5'xn5p|’ -7pn }5 Qr' ={H51)C33 ">C2n }7 1=1: )2n (124)

y utilizando la definicién para la funcidn determinante podemos reescribir (1 23) en la for-
ma
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84, Oy
Det S{{@—>q))=¢, . "a_g_ agf -1 (125)

n

donde €, ; esel tensor de Levi-Civita

4

Dada la condicién (1.23) la matriz adjunta para la matriz Jacobiana J ({Q —>q}) debe

coincidir con la matriz Jacobiana del mapeo ({q - Q}) :

Igualando cualquier elemento de la matriz adjunta con el elemento correspondiente de la
matriz Jacobiana del mapeo inverse obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones de evo-
lucidn

29, —e 8q P4y 9ra 94
aqk R aQ’: ” aQ"e-: 5Qf}ol ” an}f.

(126)

tomemos como original el Jacobiano del mapeo ({Q - q}) y comparemos su matiiz adjun-

ta con la matriz Jacobiana con mapeo ({q -> Q}) como resultado obtenemos otro tipo de
ecuaciones de evolucion

5({,} _ ‘?Qt G‘Qk—-l 4 Qfm é;Q:n

a0, "%wagdq, ~éq, dq,, dq,

(127)

este sistema coincide con las ecuaciones de Nambu en el espacio de fases par, y a los siste-
mas (1.26) v (1.27) los llamamos las ecuaciones de evolucién en el espacio de fases 2n
dimensional, y desde luego en el espacio de fases 2»n dimensional. se pueden construir 2
sistemas de evolucidn que son iguales a las integrales de Poincare en espacio de fases, en
este contexto y en un sentido mdés general las ecuaciones de Nambu del espacio de fases par
estan basadas en el teorema de Liouville.



1.3.- Ecuaciones Dindmicas de Nambu-Yamaleev

15

En relacién a la formulacién de las ecuaciones de Nambu en el espacio de fases impar, se
requiere un postulado adicional, y pata simplificar consideremos el caso n=13

postulamos las siguientes funciones

g, =x(H,,H,,t), %zp(Hz’stt): ‘J’3'__"Q'(H|=Hz’t)

consideramos el mapeo {Q — q} con la matriz Jacobiana

y el Jacobiano del mapeo inverso es

por lo que la matriz adjunta para J({Q - q}) es

GH, JH,
Jp Iq
JH, JH,
dp JIq
at ot

op 44

(o1 r\l aH, &H,
I

~ael g S | aed T8

50 34) \o5 59

ot dt oH, dH

7({@ = g}) =} ~ded foz 0,,5]32 det Z’; 0;?
ox & Ax  dq

g1t oH, S,

op éx | .|dp Ix

~del on sm, Y o o

dp Ix dp  Ix

~ det]

—~det

— det|

2 H,

ép
o H,

dp

FH,

ax
JH,

ax

G H,

ép
d H,
op

JH,

JH,
dq
FH,

dH,
2q
é H,
dx
A H,
x

(128)

(1.29)

(130)

(131)
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esta comparacidén nos arroja tres sistemas, uno de ellos es el sistema de ecuaciones de Nam-
bu

Ox JH GH, JH IH,
dt dp Aq JFq Fp
&p &GH 8H, FH JH,
il - 132
at fg fx Jdx dg (132)
dq JOH JH, JH JH,
3t dx dp Fp Fx

y por el mismo camino podemos encontrar

[(_o:’_g_ é’p\l (__r?"_i a"x\I I(éi c?x\l
dt IH, dt I9H, atr dH,
at OH, a1 a”HZJ Lax a1,
l(&p ap\l lfé’x é’x\l lfo”x &‘x\!
4 _ GH, JH. dH, JH, H, &H, .
7({g - 0}) =|-det| 24 aqzl det| 5q o4 | —det| op op [l (1.33)
2 H, aHJ LaH, o”HZJ LaH, aHEJ
(&p ap) l(o”x ax) (dx  &x)
9H, o1 GH a1 ZH, o1 l
A H, a:J Lo”H, 3t Lah’] arJ

finalmente comparando con la expresién de J( {Q - q}) , encontramos

ox OH, 8t 81 H,
9H, Jq 9x 9q ox (134)
ép @H,dt OtJH,
H, dx ép JFx ép
5q OH, 8t 1 0H,

que constituyen las ecuaciones de Nambu-Yamaleev [25]
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CAPITULO 2

Formalismo de la Mecanica de Nambu

2.1.- Fundamento de Generalizacién

En 1973 Nambu propuso una profunda generalizacién a la mecdnica clésica de Hamilton,
Nambu {2}, en su formulacién presenta un conjunto de tres (o en forma general ) variables
candnicas, que reemplazan al par conjugado del formalismo de Hamilton y con una opera-
¢i6 triple (o generalizando una operacion enésima), donde el corchete de Nambu reempla-
za ¢l usual corchete de Poisson. La Dinamica de acuerdo con Nambu, estd determinada por
las ecvaciones de movimiento de Nambu-Hamilton, que utilizan dos (generalizando n—1)
Hamiltonianos que reemplazan a las ecuaciones candnicas de Hamilton. Asi el correspon-
diente flujo de fases preserva el volumen de fases, por lo que también es vélida la analogia
con el teorema de Liouville, la cual es fundamental para la formulacién de la mecénica es-
tadistica, Nambu [2].

La propuesta de Nambu fue parcialmente analizada en las referencias; Bayen [3] y Mu-
kuda [4], en Bayen [3] se muestra que la mecanica de Nambu puede ser considerada como
un sistema Hamiltoniano degenerado de seis dimensiones con tres ligaduras (coordenadas),
y un Lagrangiano que es lineal para las velocidades. En Mukuda [4] se muestia que se pue-
de utilizar muy bien en el espacio de fases con 4 dimensiones, recientemente no se han en-
contrado intentos de formular los principios basicos de 1a mecanica de Nambu en una geo-
metria de forma invariante similar a la mecédnica Hamiltoniana, Arnol'd [1].

En este trabajo se desarrollan los principios de éste formalismo y presentamos vna estruc-
tura matematica que puede tener algtin significado fisico.

Para comenzar formulemos la identidad fundamental (IF) del corchete de Nambu, como
una condicidn de consistencia en la dindmica de Nambu, que como corolario nos arroja una
analogia con el teorema de Poisson en la integral de movimiento, que en si es otra integral
de movimiento.

Basindose en la IF se introduce el mismo concepto para el caso Nambu-Poisson, el cudl
desempeiia el mismo papel en la mecanica de Nambu dade que el tratamiento de Poisson
actiia dentro de la mecanica de Hamilton

También mostramos que la estructura del corchete de Nambu contiene una familia infini-
ta de estructuras de Nambu subordinadas de menor grado, incluyendo la estructura del cor-
chete de Poisson con condiciones de aplicacién certeras, esto implica que la estructura del
corchete de Nambu es clertamente mas rigida que la estructura del corchete de Poisson, y al
examinarla se puede ver explicitamente que la IF impone solo algunas ligaduras fuertes
sobre las formas posibles del corchete de Nambu. Adicionalmente se introducen ecuaciones
diferenciales cuadraticas en un sistema sobredeterminado de ecuaciones algebraicas cuadré-
ticas del corchete de Nambu tensorial

Esta es la principal innovacién en comparacién con el caso del corchete de Poisson, don-
de tenemos Unicamente restricciones diferenciales. Por otro lado los requerimientos alge-
braicos de la estructura del corchete de Nambu son responsables de su rigidez, en compara-
¢ién con la estructura del corchete de Poisson Podemos especificar, que cualquier antisi-
metria constante del 2 ~tensor nos arrojara un corchete de Poisson, que no serd tan grande
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como el corchete de Nambu. Lo que nos manifiesta un poco, la naturaleza especifica de la
mecénica de Nambu, y consideramos que es una ventaja de ésta teoria.

Ahora desarrollaremos el formalismo candnico de la mecanica de Nambu, bas&ndonos en
la integral invariante de Poincaré-Cartan, que es una forma de accion, con forma diferencial
de grado n~1, extendida sobre el espacio de fases, que tiene propiedades similares a los
espacios usuales e invariantes de Poincaré-Cartan, y que permite formular en la mecénica
de Nambu, el principio de “accién minima’.

Dé todas las formas posibies de un sistema Hamiltoniano, preferimos considerar la del
principio de accién de la mecénica clasica (todas las curvas conectan los puntos inicial y
final en el espacio de configuracién), en la mecénica de Nambu primero deberiamos consi-
derar todas las n—1 cadenas en el espacio de fases extendido cuyo corte de tiempo esté ce-
rrado en # — 2 cadenas, y satisface ciertas condiciones de frontera.

Definamos una accién cldsica, como una integral generalizada, de la invariancia de Poin-
caré-Cartan, sobre n - 1cadenas, y probemos que el principio de la accién minima: ‘hojas-
palabra’ de rn— 2cadenas estd dado bajo el flujo de fase Nambu-Hamilton como extremos
de la accién.

Final y brevemente, discutiremos la cuantizacién de la mecénica de Nambu, este proble-
ma fue primero considerado por Nambu [2], v por ahora estd fuera de discusion Pere indi-
caremos muchas aplicaciones posibles relacionadas con su solucidn, en particular construi-
remos una representacién especial, para las relaciones de ‘conmutacién’ Nambu-
Heisenberg, la cudl es similar en esencia, a la representacién de las relaciones candnicas de
conmutacion de Heisenberg, mediante operadores de creacién-aniquilacion en el espacio de
los estados del oscilador aiménico En nuestra realizacion, los estados estan parametrizados
por una red de enteros algebraicos en un campo ciclico para la raiz ciibica de la unidad,
donde los estados del oscilador arménico son parametrizados por enteros racionales no
negativos

Ahora podemos explicar las principales ideas con mas detalle. Comenzamos con el sim-
ple espacio de fases de la mecdnica Hamiltoniana (un espacic de 2 dimensiones R? con
- coordenadas x, y )y el corchete de Poisson candnico

| 242 262f 2ty -

T dx éy Sy Fx ﬁ(x,y)
el cual satisface la identidad de Jacobi

{rol s al}+ L aslrs pl + U (A 1) =0 @2
y nos da acceso a las ecuaciones de movimiento de Hamilton

df
Zz{'ﬂ’f} (2.3)

donde f es un observable cldsico (funcién monotonica en el espacio de fases) y H es el
Hamiltoniano.
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La generalizacion de este ejemplo nos conduce al concepto del gjemplar de Poisson, don-
de los casos de tipo monotonico equipados con la estructura del corchete de Poisson satis-
facen la condicién de antisimetria, para la identidad de Jacobi y la regla de Leibniz.

El corchete candnico de Nambu [2] estd definido por un triplete de observables clésicos,
dentro del espacio de fases tridimensional R’* y con coordenadas x, y, z mediante la

siguiente bella formula

e a) @4

{1 fas )=

donde el lado derecho se apoya en el Jacobiano del mapeo f = ( Fis fss f,) R 9
Esta fétmula natural, generaliza el corchete usual de Poisson a partir de una operacién bina-
ria a terciaria sobre observables clasicos y aparentemente Nambu introduce éste corchete
con la idea de desarrollar un ‘modelo de juegos’ para quarks considerados como tripletes,
Flato [6]

La generalizacion de las ecuaciones de movimiento de Nambu-Hamilton involucran dos
Hamiltonianos H, y H, y tienen laforma

df <
}_{':{Hlstsf} (2.5)
El correspondiente flujo sobre el espacio de fases estd en libre divergencia y preserva la
forma del volumen estindar dx A dy A dz  andloga al teorema de Liouville para la mecanica
de Nambu [2].
Mas adelante demostramos que el corchete de Nambu satisface la siguiente identidad

fundamental generalizada para el caso enésimo.

{r s i o £ ol s o b Fsd - Uttt Fsll = L e 1l 1 Ao 1)) @26)

Esta férmula puede ser considerada como la generalizacidon mas natural (la menor desde
el punto de vista dindmico) de la identidad de Jacobi.

Esto nos lleva al teorema 2.3 como una analogia del teorema cldsico de Poisson dado que
el corchete de Poisson de dos integrales de movimiento es nuevamente una integral de mo-
vimiento.

La versidn generalizada de IF para el caso enésimo (el Jacobiano del mapeo
¥ =( fis s f,,): R > R" define el corchete canénico de Nambu de orden n) nos permite

introducir los esquemas de Nambu-Poisson como esquemas monédtonos con la estructura
del corchete de Nambu, una operacién enésima sobre observables cldsicos que satisfagan la
condicidn de antisimetria, la regla de Leibniz y la IF - Ademas mostraremos que mediante la
fijacidn de algunos argumentos en el corchete de Nambu de orden » se pueden obtener
corchetes de bajo orden, fos cuales satisfaran la identidad fundamental (son corchetes de
Mambu} y adicionalmente, satisfacer condiciones certeras para la seleccién de diferentes
argumentos predeterminados

La estructuta del corchete de Nambu nos muestra que este concepto es mas rigido que el
de corchete de Poisson. Asi discutiremos las condiciones explicitas IF impuestas en el co-
rrespondiente tensor enésimo del corchete de Nambu.
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Mostraremos que contrariamente al caso de Poisson, la parte algebraica de IF reduce
substancialmente las estructuras posibles de Nambu con antisimetria constante del tensor
enésimo. _

Especificamente, mosttaremos que el corchete de Nambu en el espacio de fases
R = @7 R°, definido en Nambu [2] y usado en Hirayama [5], como la suma directa del

corchete candnico de Nambu sobre R*, no satisface IF y entonces no es un corchete de
Nambu. Posteriormente discutiremos los corchetes lineales de Nambu y mostraremos que
estos dirigen en forma natural hacia un nuevo concepto de gebras de Nambu-Lie, las cuales
generalizan las algebras de Lie para el caso enésimo En la seccién 2 presentamos varios
ejemplos simples de las ecuaciones de evolucién que admiten la formulacién de Nambu.

En la seccidén 2 3 introducimos la analogia de la integral invariante de Poincaré-Cartan
para la mecdnica de Nambu (forma diferencial de grado »~1) en el espacio de fases ex-
tendido. El ejemplo simple de 3 dimensiones descrito arriba estid dado por la siguiente

2 —forma sobre R*
w(z}—_- x‘dy/\dz—H, de Adt (27)

En el teorema 2.6 se demuestra que el campo vectorial del flujo de fases Nambu-
Hamilton en el espacio de fases extendido es un campo lineal de la 3 -forma de ‘?, por lo
jue las curvas de integral son caracteristicas. Definimos la accidn cldsica como una integral
de Poincaré-Cartan actuando sobre las »n— 1cadenas, y en el teorema 2 7 se demuestra el
principio de Ja Ultima accién, donde los estados de #— lcadenas (“tubos” de la integral de
curvas del flujo de fases Nambu-Hamilton ‘pasando a través” de las #n—2 cadenas dadas)
son extremos de la accion Estos resultados generalizan los fundamentos de la mecénica de

Hamiltoniana, Arnol’d [1].

En la seccién 2.4 discutimos los posibles desarrollos para la cuantizacién de la mecénica
de Nambu. Sin embargo tnicamente mencionamos aquellos basados en la teoria de defor-
macién y la ruta integral de Feynman, nuestro primer resultado es la construccidn explicita
de una representacién especial de la relacion de conmutacion Nambu-Heisenberg Para el
caso ternario esta relacidn fue introducida en Nambu (2} y tiene la forma

(A4, 4, = A4y 4, — A A4, + LA A, ~ A4 4+ Ay A4, - Ay 44y =] (2.8)

donde 4,,4,,4, son operadores lineales, ! es un operador unitario y ¢ es una constante.
Consideremos que Z [ p] sea una red de enteros algebraicos en el campo de mimeros cua-

diaticos Q[ p] donde p’=1.
En el teorema 2 8 demosttamos que la relacion Nambu-Heisenberg puede ser representa—

da por los operadores 4, actuando en el espacio lincat H ={ Ia)),a) eZ [ p] } mediante las
férmulas simples

A‘w) (w+1+ p)lo+1), 4, |w)=(e+p)lo+p), 4,]|0}=w|o+o?) (2.9)

Este resultado deberia ser comparado con la representacion canénica de las relaciones
conmutativas de Heisenberg, en ¢l espacio de los estados del oscilador arménico, dado por
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los operadores de creacidén-aniquilacién. Contrariamente al dltimo caso, nuestra representa-

_¢idn no tiene wn vector vacio (como minimo en el sentido convencional) ¥y no sabemos
donde la analogia del teorema de Stone-von Newman (representaciones irreducibles o uni-
tariamente equivalentes) es real.
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2.2.- Entorno de Nambu-Poisson

En la mecédnica Hamiltoniana el entorno monotdnico X se designa como el marco de
Poisson y es una funcién anillo 4= C” (X) (4lgebra de observables) si existe el mapa

{ . }: A® A 4 con las siguientes propiedades
1.- Antisimetria

Uisfah == {1 £} QW
donde todaslas f|,f; € 4

2 - Regla de Leibniz (propiedad de derivacion)

NSRS AUSALIAUNA @11
3 - Identidad de Jacobi

Ul 6+l A =0 212)

paratodaslas /. f,. /; & 4

La correspondiente operacion binaria { , }sobre A es llamada el corchete de Poisson y

juega un papel fundamental en la mecénica clasica Denominada asi, de acuerdo con
Hamilton. la dindmica esta determinada en el espacio de fases X mediante una funcién
distintiva H € 4 llamada el ‘Hamiltontano”. descrito mediante las ecuaciones de movimien-

to de Hamilton.
df

dr—{H,f},/eA (2 13)

Cuando existe una solucion a las ecuaciones de Hamilton para todos los tiempos re R v
todos los datos iniciales (esto es cuando X' es compacta}, se define el flujo de fases de
Hamilton x +> g’(x}, x & X , y el operador de evolucion U,: A+ 4.

U N=1(gx), xex, fe4 (2 14)

La imagen dindmica de Hamtlton se1d consistente si el operador de evolucién U/, es un
isomorfismo del algebra de observables 4 Esto significa que U, es un isomorfismo;

U, ( 5 /3) =, ( f,)U, ( )’2) y adicionalmente, conserva la estructura Poisson sobre 4, es

decicque U, (U, {7, £} )={U. (A). U, (1) }.

Que es fécil de ver (usando el teorema de inequidad estindar para las EDO) tal que la
primera propiedad es equivalente a la regla de Leibniz y la segunda propiedad es equivalen-
te a la identidad de Jacobi. Resumiremos éstos resultados bien conocidos en el siguiente
enunciado
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Teorema 2.1
El operador de evolucidn en la representacidn dindmica de Hamilton es un isomorfismo

del algebra de observables 4 =C* (X) si y solo si el espacio de fases X estd dentro del

marco de referencia de Poisson.
Los ejemplos basicos para el marco de 1eferencia de Poisson estin dados para el espacio

de fases de dos dimensiones X = ®* con coordenadas x, y y el corchete de Poisson.

{ff}_aﬁaﬂ_aﬁaﬁ_a(ﬁJJ
P ox 9y 9y dx - 5 (x,y)

(2.15)

Mediante la generalizacién X =%R*” en coordenadas x,,.. ,x,, ¥, . »¥, ¥ el corchete de

Poisson. :
L (1,8 8181
{ﬁJJ~§(5M§%-§Ma&J (2.16)

Geoméiricamente, el entorno de Poisson X' estd caracterizado por el tensor 7 de Pois-
son, una seccién del exterior cuadrdtico A* 7 X para una tangente del cuerpo 72X de X,
que define la estructura de Poisson mediante la formula

{ffl=nidf. df} 217)

1a identidad de Facobi es equivalente a la propiedad donde 77 tuvo que desvanecerse a si
misma mediante el corchete En coordenadas locales (x‘, R ) sobre A el tensor de

Poisson n estd dada por
3 7 g
”igmﬂﬂéz“a% (218)

fa idlentidad de Jacobi toma la forma

i{h S hy, , Ak, i ah,.;J 0
e G thy 7%, Ty ax, ) 219

paratodaslasi, j,k=1, N

La dindmica de acuerdo con Nambu, consiste en remplazar el corchete de Poisson me-
diante una operacién ternaria {n ésima) sobre el dlgebia de observables A y se requieren
dos (n-1) ‘Hamiltonianos’ H,, H, (H, s Hy _,) para describir la evolucion.

Esta imagen dindmica es consistente si y solo si el operador evolucién es un isomorfismo
del 4lgebra de observables, entonces, proponemos la siguiente definicién.
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Definicién 1

El marco de referencia X es llamado ¢l marco de Nambu-Poisson de orden # si existe un
mapa { yu ‘.,}:AW — A, generalizacién del corchete de Nambu de orden #, que satisface
las siguientes propiedades

1.- Antisimetria

o 3= {Sus oo fot | (220)

pata todas las f,,..,f, € Ay o€ Symm (n), donde Symmm(n) es un grupo simétrico de n
elementos y & (o) es la paridad de la permutacién &

2.- Regla de Leibniz

U1 Fter s huad = B S s tod + 1o { s fone s Fun) (221)
para todas las fi,...,f, € 4.

3 - Identidad fundamental (IF}

{F/TRVAY SR SN B3 /AR PSR A0 00 1 ARy oY
+"'+{fn>""f.2n-2’{f'l!" sf-pfzn-l}}={fl’" "fn—]’{f)ll"‘ ’f2n—l}}

paratodaslas f,. ../;, € 4.

Nota 1

La estructura del corchete de Nambu de orden # en el espacio de fases X" induce una
familia infinita de estructuras de Nambu subordinadas de ordenes #n—1 y menores, inclu-
yendo a familia de estructuras de Poisson, verdaderamente, debemos considerar el caso de

n =23y con cualquier H € A4 se define el corchete { ,} ,, sobre X" como

{v.o},={Hvs} (2.23)

pata todas las w,¢ € 4. Si aplicamos f, = f; = H en la IF, podremos ver dentro de la
identidad de Jacobi una la familia de corchetes {,}H patametrizados por los observables

H. Contrariamente, dado que una familia de corchetes de Poisson nos da una salida para el
corchete de Nambu si las condiciones de funcionamiento certeras son satisfechas, para

cualquier ¢ € 4 definimos

D (f)={s./},, fe4 (2 24)
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la cual se deriva del corchete de Nambu { ,} ., (identidad de Jacobi) Entonces la familia

{.} 4 »H € 4 del corchete de Poisson sobre X' nos conduce al corchete de Nambu, defini-
do como

{firntit={hhi), (225)
siy solo si |
0} ({w.x) ) =(0p(w) 2}, +lw D)), +Hw 2oy oz ed  @29)

Para todas las H|,H, € A es verdaderamente facil de ver en esta ecuacidn, una propie-
dad de derivacién de D} con respecto a toda la familia de los corchetes de Poisson {, } u

que es equivalente a [F (si alguna de las identidades f, =H,, f,=6¢, fy=¥, fi=x Y
Jfs=H,) Ademds que ésta condicién para el caso H, = H, = H es equivalente a la identi-

dad de Jacobi para el corchete { , } HI . Lo mismo es real para el caso general donde de todos
los H,,  ,H

H-

« € A, donde la asignacién
{ oo s hidy =V H s B fio 1) (227)

define la jerarquia para las estructuras subordinadas de Nambu de ordenes k=2, .,n-1
parametrizadas por los elementos en A™* 4. Y todas ellas satisfacen IF (la cual muestia a
partir de IF la estructura basica de orden #) v con condiciones de juego del mismo tipo que

las anteriores.
La dindmica para el esquema de Nambu-Poisson se determina por n-—1 funciones
Hy, .. H,, y esta descrita en las ecuaciones de movimiento generalizadas de Nambu-

Hamilton,
4

~=1H. H ) e (228)

- El correspondiente flujo de fase Nambu-Hamilton g* define el operador evolucion U, ,
UA{f)x)=f(g'x),xe y,paratodaslas f & 4

El siguiente teorema aclara el pensamiento ‘dindmico’ para comprender mejor el concep-
to del esquema Nambu-Poisson

Teorema 2.2
El operador de evolucién dentro de la representacién de la dindmica de Nambu es un iso-

morfismo del lgebra de observables 4 = C*(X} siy solo si el espacio de fases X es un
esquema de Nambu-Poisson.

Prueba
Es necesario probar que

u ({# 1) ={u, (7). .U (1)) (229)
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Dado que (2.30) es obviamente vélida a tiempo ¢ =0, es suficiente mostiar que ambos
lados de la ecuacién satisfacen la misma ecuacién diferencial de evolucién. Denotando me-
diante I e Vecr(x) el campo vectorial para el flujo de Nambu-Hamilton g* , segin la ecua-
cidén

L(fy={H, .H._.f} (2:30)

podemos expresar la ¢ —derivada de (2.30) como

RSV EARAVAR AN FE VYAV NIV E3 VAVASEN 4VA )| SN X 1)

que no es relevante, pero la IF se especializa para las funciones H,,.. ,H,,, fi,.... f, .
O

Nota 2:
La formulacién equivalente de IF utilizada en la demostracién previa, puede ser estable-

cida explicitamente para cualquiera de los elementos H,,. . H _ )y el mapeo
L: A A esunaderivacién del corchete de Nambu.

Definicién 2
El observable F € A es conocido como la integral de movimiento para el sistema de

Nambu-Hamilton con Hamiltonianos H,,.. ,H,_, si

[ H,,.. ,H,_ ,F}=0 (232

L
y como un corolario obvio de IF obtenemos ¢l siguiente resultado

Teorema 2.3
El corchete de Nambu de # integtales de movimiento es una integral de movimiento.

Nota 3 _
Asi como vimos en la nota 1, la estructura del corchete de Nambu de orden n, contiene

una familia infinita de estructuras subordinadas de bajo grado incluyendo la estructura del
corchete de Poisson, manteniendo las condiciones de afinidad entre ellas. se puede asumir
que la estructura de Nambu deberfa ser mas ‘1igida’ que su contraparte de Poisson. Como
va sabemos esto se puede ver en la comparacién de IF de orden r y la identidad de Jacobi
(caso especial donde n =2 ), como ya sabemos, el lado izquierdo de la identidad de Jacobi
considera que mapa desde A® A® dentro de A4, es una derivacion con respecto a cada
argumento Por lo que, para el caso general #= 73 la diferencia entre los lados izquierdo y
derecho de IF, al ser consideradas como un mapa desde el producto tensorial con 2n—1
capas A® . ® 4 dentro de A, constituye Unicamente una derivada respecto a los argumen-
05 f,, . »fm.> YDOData f;, ., £,.. Esto es debido a que cada uno de estos grupos apare-
cen en IF con su propio camino Una vez denominado el andlisis de IF, es facil ver que los
observables del primer grupo aparecen tinicamente en pares bajo ‘el corchete de Nambu
doble’, por lo cual hay # términos para cada uno de los miembros en el segundo grupo,
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esto no es sorprendente dado que de acuerdo con la interpretacién de la nota 2, los miem-
bros del segundo grupo pueden ser considerados como Hamiltonianos de las ecuaciones de
movimiento Nambu-Hamilton, donde los miembros del primer grupo son justamente ob-
servables

Consideremos por ejemplo, aquellos términos del argumento £, _,, denotados por el cam-
po vectorial I, , correspondiente al flujo de fases Nambu-Hamilton con Hamiltonianos

fi» s/, podemos arreglar éstos términos como el conmutadox [].,, aners L1 M]( fz,,_,),
por Io que estaran dados por la accién del campo vectorial. Esto provee la propiedad de
derivacidn con respecto a f,_, (argumentos estndar en la mecénica Hariltoniana, Arnol d
[1]). Los mismos argumentos se aplican a todos los miembros del segundo grupo, pero no a
los del primer grupo, como veremos mas adelante, este enfoque de IF implica fuertes liga-
duras en las formas posibles del corchete de Nambu.

Geométricamente, la estructura de Nambu de orden » puede ser realizada como

o fb=n (d fod ) (233)

Donde 7 es una seccidn de los n—cortes exteriores en A” 7X  de la superficie tangente
TX . En cootdenadas locales (‘x, e X, ) sobre el tensor de Nambu, 7 estd dada por

N f é
= o xX)—A A 234
. 2’7 wax " Tax, ‘
y deberia satisfacer IF. Como mencionamos al principio-IF implica fuertes ligaduras en el
tensor enésimo n
Ahora tomemos en cuenta la nota 3, donde vimos que todos los términos que contienen
las segundas derivadas de f,, . ,/,., deberian desvanecerse  Estos resultados se mues-

tran en el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas cuadréticas

[
LI
in
St

N, +P(N), =0 ¢

que para todos los multindices ={z‘|, .,z‘”} ¥ j={ Joo o e j,,} del conjunto {l, . ‘,N}: don-
de

Nﬁ = TL. IS ?]j + +?]J,f.f, 1, ]]_ L |"+ +

) {236)
+ﬂ}-'2 Lo ’71‘| Lot 'r].'.": '.’7/. Lok
y P es un operador de permutacién que intercambia los primeros indices 7+ (como son §,
y j,) de un 2n=tensor N , y todos los términos que contienen las primeras derivadas de
ft» o fany € deben desvanecer.
Este resultado arroja el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales cuadraticas
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N ﬁﬂh Jn 5?7 Srednila 5?] S utl ] o
Z (77.';2 4y a x{ —+ 77 Afiy 4 axi + "+77 Jully 4y of) x’ - 0 (2 2 7)

=l

para todos los indices i, ..,i,, fi,.0nj, =L . N.

Por lo que el #—~tensor simétrico 77 define el corchete de Nambu de orden » si y solo si
este satisface las ecuaciones (2 35)-(2 37)

Esto muestta una diferencia significativa entre las formulaciones de Nambu y Hamilton,
donde un 7 —tensor antisimétrico 7 que satisface (2.37) para 72 3 y cuando no es mayor,
‘automaticamente’ define el corchete de Nambu, y para hacer esto se deben satisfacer ias
ligaduras algebraicas (2.35)-(2 37). Podemos maravillamos de que existan varias soluciones

del sistemna algebratco diferencial {2.35)-(2 37).
La siguiente interpretacion geométtica del tensor N nos da los siguientes ejemplos sim-

ples. Dejemos que ¥ sea el espacio lineal de N —dimensiones y V" sea su espacio dual
Donde cualquier 7—tensor 77 antisimétrico constante puede ser interpretado como un ele-
mento en el espacio lneal A"V, que también se denota por n, v para cada 77 & A"V se
puede asociar un mapa N:A"' V" > A™W definido por la formula

N, =i {n)rea™V (2.38)

a

que para todos los @ € A™'/* , aqui i,{77) e ¥ esta dado por (z‘a(n),v‘) ={n,anv’) en

cualquier v' e V' vy ( ,) mantiene la paridad entre ¥ y V7, ésta es la bien conocida ecua-
cidn =0 que es equivalente a la condicion donde se puede descomponer el elemento
e A"V | por lo que existe un conjunto v,,. v, € ¥ tal que 7 =v,A . Av,, ¥ es facil el
verificar que en el mapa de coordenadas NV estd representada por el 2n —~tensor N dado por
la férmula (2.36). Con lo cual ya ha sido probado el siguiente resultado.

Teorema 2.4

"Dejemos que V' sea un espacio lineal, donde cualquier elemento descompuesto en A"V y
emuelto en V', con estiuctura del marco de Nambu-Poisson de orden #°.

En particular, consideremos el ejemplo original de Nambu [2], donde X = 1" ¢s un espa-

cio de fases con coordenadas x,, .., x, y el corchete de Nambu canénico esta dado por
A frrsts)
N A 239
{fl f} é’(x,,..,.x,,) (239)

donde el lado derecho se mantiene para el Jacobiano del mapa
/ -~(/,L. . ,fﬂ): R 1> R", y a partir del teorema 2 4 obtenemos

Corolario
El espacio Euclidiano R” con el corchete de Nambu de candnico de orden 7 es un entor-
P

no de Nambu-Poisson.

Prueba
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El corchete de Nambu candnico de orden » esta dado por la totalidad del »—tensor
;, i, =€, ; antisimétrico, el cudl corresponde a el elemento de volumen de R que es

del tipo descompuesto
O

Nota 4
Definimos las transformaciones canénicas, como el dimorfismo en ¢l espacio de fases que

preserva la estructura del corchete de Nambu. Para ef ejemplo de Nambu, las transforma-
ciones lineales candnjcas forman un grupo § £ {1, %)

Nota 3
En (2 28) también se considera otro ejemplo de Nambu, la suma directa de corchetes ca-

nénicos, donde x = R* =@ R’ y el corchete esta dado por los siguientes elementos

=8 Aey A, 8 ANEg ACt. ey, 0 Ay, NEy, en’R” {2 40)

Donde ¢,,i = 1,. .37 es una base para %" (corchete utilizado en (2 36) para escribir las
ecuaciones de movimiento de una particula interactuando con el monopolo SU(2) ) Por lo
que es facil de ver que un tensor »n no satisface el sistema (2.35) y entonces, no define el
corchete de Nambu. Esto explica las observaciones de Nambu [2] y estas transformaciones
lineales candnicas para este corchete desacoplado constituyen el producto directo de »

copias de SZ(3,R), y un hecho que él considero dificil de despreciar.
Para resumir esta discusién, observamos que hay una diferencia significativa entre la me-
canica de Nambu y la de Hamilton, dado que la formulacién de Nambu es mas rigida

Nota 6
Se sabe que en el caso constante podria haber otros ejemplos del corchete de Nambu a un

lado de aquellos dados por tensores que se pueden descomponer. Dado que las ecuaciones
(2 35) no implican inmediatamente que N =0, otros ejemplos de clase estdn dados por
tensores 7 no constantes Como sabemos, la estructura lineal del corchete de Poisson (es-
tructura de Poisson sobre un espacio lineal es tal que el corchete de Poisson de funciones
“lineales es nuevamente lineal) es equivalente a la estructura del dlgebra de Lie en el espacio
dual, con lo que podemos decir que clase de estructura del corchete de Nambu se introduce,

Definicion_3
Un espacio vectorial ¥ es llamado ‘gebra’ de Nambu-Lie de orden # si existe un mapa

(corchete de Nambu-Lie) [ - ] A" vir v tal que

[[V] eV ’vn]’vnﬂ > ""v2n—!] ++[V.~1’[vl e 3V ’vrr+]]’vn+2 > “"v2n-I]+"‘ + (2 41)

+[Vn, 5v2n-2 !{vli V’VM-I’VZH-]” =[VI’ ' "vn—l’[v.n’ “"V2n—l”

patatodos v, ..,v,, €V
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Nota 7
La definicién de ‘gebras® Nambu-Lie pueden estar determinadas en forma equivalente

como una condicién para cualquier v,..,v,,, € ¥ adjunta al mapa [vt,_”.,v,,_,, ]
V > ¥ es una derivacién con respecto del corchete de Nambu-Lie [ - ]

Teorema 2.5 _
Las estructuras lineales de Nambu de orden » estdn en correspondencia uno a uno con las

‘gebras’ de Nambu-Lie de orden 7 en el espacio dual.

Prueba:
La identidad fundamental es despreciable en funciones lineales, pero no lo es en la defini-

cién de las ‘gebras’ de Nambu-Lie. [
La estructura lineal de Nambu de orden n en coordenadas estd dada por n+1 tensores

Ck

[, .x, )= g ct o x, (242)

La ‘estructura de constantes’ Cf satisface el sistema sobredeterminado de ecuaciones
algebraicas cuadraticas que se muestran en (2.35)-(2 37).

Ahora presentaremos ‘varios ej¢emplos de sistemas dindmicos que admiten la formulaciéon
de Nambu,

Ejemplo 2.1
Consideremos las ecuaciones de Euler para el momentum angular de un cuerpo rigido en

3 dimensiones presentadas en Nambu [2]. Dichas ecuaciones admiten también la formula-
¢ién Hamiltoniana con respecto al corchete lineal de Poisson sobre %% = SU(2), donde el
Hamiltoniano esta dado por la energia cinética y la formulacidén de Nambu con respecto al
corchete de Nambu canénico y ternario sobte 3%’ y de los dos Hamiltonianos (energia ciné-
tica y el momentum angular total).

Ejemplo 2.2 .
El sistema Lagrange (sistema de Nahm en la teotia de monopolos estaticos SU(2), (8,9))

sobre R*, estd dado por las siguientes ecuaciones de movimiento:
oy, dx, dx,

T v o PERRIEE (243)

que también puede ser descrito por la forma de Nambu

i‘.
%={H,,Hz,x,. boi=123 (2 44)
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Donde H, =x] —x2, H,=x; —-x] Y lasintegrales H, y H, confinan el flujo de fases
en la interseccion de dos cuadrantes en ®°, que es un foco de una curva eliptica por lo cual
el sistema puede ser integrado para funciones elipticas.

Por lo que existe otro sistema con nolinealidad cuadratica (Hlamado sistema Halpen, refe-
rido al sisterna de Lagrange, Chakravarty [7], Takhtajan [8]). Esto puede ser integrado en
términos de formas modulares, Takhtajan [8], que no admiten integrales globales (por eva-
luacién simple) de movimiento. Entonces, este sistema tiene dos integrales multi-valuadas
que juegan el papel de dos Hamiltonianos en la formulacién de Nambu, Chakravarty [9].

Ejemplo 2.3
Dejemos que X =R" sea el espacio de fases con el corchete de Nambu canénico de orden

1 y permitamos que las funciones simétricas elementales de # variables sean x,,.. ,x,,

para obtener los Hamiltonianos Hy=s,.. H_ =53, donde
(x—x,) (x —-.x,,) =x"-s5x"" *s, son las ecuaciones de movimiento de Nambu-
Hamilton
a¥' .
que puede ser presentada como
dxi énf )
2 _é’.x‘:’ , i=1,. ,n, (2 46)
donde
f(x], ‘ ,x”)=H(x,.—xj) (247)
18ign

que puede sugerir una generalizacion del gradiente de flujos.
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2 .3.- Ptincipio de Accidn v Formalismo Canénico

Aqui para el caso de la mecanica de Nambu extendemos el formalismo canédnico de la
mecanica de Hamilton, basado en la integral invariante de Poincaré-Cartan y en ¢l principio
de la tltima accion, Amol’d [1], e tlustremos las caracteristicas esenciales de nuestra
aproximacion en el ejemplo simple del esquema de Nambu-Poisson X =%’ con el corchete
canénico de Nambu. Haciendo que X =R* sea el espacio de fases con coordenadas x, .z,

Definicion 4
La siguiente biforma o'” sobre X

@ = xdy ndz— H, dH, ndt (2 48)

que conocida como la integral generalizada de Poincaré-Cartan de accién invariante en la
forma de la mecédnica de Nambu, Amol’d [1]
Considerar fas ecuaciones de Nambu-Hamilton con Hamiltonianos H, y H,

8
2Lt 1 )= 1) (249
donde
i 3 3 .
L=[15+I25;+_L35 € Vect{ X) (250}
y
_ola.m) o olaE) o) osh
'oalng) T T alzx) T T Hlxy) i}
desctito por
. 8 .
L=I+— e Vect( X) (2.52)

que corresponde a un campo vectorial sobre el espacio de fases X

Teorema 2.6
El campo vectorial I e Vect (¥ } es un campo lineal de la forma tridimensional de*® tal

que
iy =(do™®} =0 (2 53)
Prueba

Dado que
do' =de Ady ndz—dH, A dH, A dt

do' =dendynds~Lydx ndy ndt+ Lydendzndi— L, dy ndz Adl
3 2 )

el calculo ditecto (2.37) muestra que
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i(do®) =de'™{T. )= Ldy ndz- Ldendz+ Ldx ndy
~L(Ldy ndt— Lydx ndt) + 1,(1,dz ndt = Lyde n )
~1,(L,dz ndt— Ldy ndt) - Lydx ndy+ Lyds Adz
—Ldyandz=10

(2.55)

0
Asi como para el caso de la mecanica Hamiltoniana, éste teorema tiene un importante

corolario, Amol'd [1] A saber, sea ¢ una cadena doble cerrada dentr‘o de X, ysea g'el
flyjo de fases en la cadena triple .J'c = { gesr< t’} con una traza de la cadena ¢ dentro

de la isotopia g'.

Corolario _ _
JCO(Z) — Ja)(Z) (256)

Prueba
Usando la formula 6(J'¢}= ¢~ g'(c), con el teorema de Stokes y €l teorema 2.6, obte-

NEmos

Jo = o = Jao® =0 @ 57)
v 2 le) He

Ahora formuilemos el principto de la ultima accidn, recordando que en la mecanica de
Hamilton éste principio establece. Arnol'd [1] que la trayectoria clasica para la curva inte-

gral ¥ en el flujo de fases con los puntos iniciales y finales ( po,qo,ro), s un exiremo de la

accion funcional
1(7) = N pdq -~ Hett) (2 58)
7
En el caso de que todas las rutas que conectan los puntos inicial y final en los subespacios
dados de n ~dimensiones (f =l 4= qo) y (r =f,q= q,) en ¢l espacio de fases extendido.

Definicion S
Dada la funcionalidad
1(¢,) = Jo (2 59)
¢

que es una integral para la forma de acidn sobre las 2 — cadenas en el espacio de fases ex-
tendido .X. se denomina como la accidn funcional para la mecdnica de Nambu (basado en
Frécht {10} de 1905. y en Volterra [1] ] publicado en 1890).
Dejemos que y sea una 1 - cadenaen X, v que defina una 2 —cadena I en X como una
traza de 7y bajo la isotopla g',f,<¢<¢, . por lo que ST = ¥, —Y, » donde

L=ty 4
Yo =7, ¥, =87"(r)
Ahora presentamos ¢l teorema que establece el principio de la Gitima accién para la me-

canica de Nambu
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Teorema 2.7
Como una 2-cadena T es un extremo de la accidén A(C) en la clase de todas las

2 —~cadenas C cuyas fronteras (1—cadenas ¢, ¥ ¢, ) tienen las mismas proyecciones dentro
de los planos yz como las 1-cadenas dadas v, y v,

Prueba
Como en el caso de la mecédnica Hamiltoniana, ésta declaracién proviene del teorema

previo presentado por Arnol'd [1].
Aqui estd otra prueba, basada en el calculo directo, asumamos que T admite una parame-

trizacién x = x(s,t}, y= y(s,t), z= z(s,r), donde 0<5<1, ¢, <t <1, dado que estos des-
lices del tiempo son curvas cerradas, paia todas las funciones ¢+ se cumple que x,y,z son
periédicas en s con perfodo igual a 1. Las variaciones & x, & v, § z satisfacen las condi-
ciones & y(s,to)-——é‘ y(s,tl)=5‘z(s,to)=5'z(s,t,)=0 para todas las 0L s <1, y explici-
tamente tenemos '

1l oy 8z é’yﬁz] [aﬁ,_@ GH, 2y JH, ﬁzJ
A(C)*”{ (c?sa"{ G10s) M o5 357Gy a5t oz os)|0d Q60

donde []= {0 sl 81 Iz} Que utilizando el teorema de Stokes y las propiedades de
&y ¥ &z, obtenemos la expresion para las variaciones de la accién

A - HM{?I"‘%—H))}% {?i’ ag( :52)}52}5"

([ox ola,m) oz [0z o(u.m,)] o
i{xwm}g—s—{z 5(x,y) }é’s}éy 2ol

{5 Sl deelies) o

ot Blzx) |as |8t Blyz) |ds

La cual muestra que & A{I) = 0 para todas las variaciones admisibles 5 x, 8 v, 8z, si T
consiste en curvas integrales del flujo de fase de Nambu-Hamilton [0

Nota 8
La declaracion inversa es también real: un extremo de [a accién funcional es la ‘hoja de

palabras’ .x‘(s,t), »( s,t), z(s,r) consistente de familias de curvas integrales de Nambu-
Hamilton del fiujo de fases parametrizado por s Claramente éste extremo estd caracteriza-
do por la condicion de que el producto cruz de los siguientes vectores en R*
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17} a 7
_i_{HPHI’xL _}“}-{Hsz,y}, ""'z'-{H;,Hz,Z} (2.62)
gt ot &t
y -
[é‘z 2y éz) .
G5’ ds’ s (263)

son cero, lo cual significa que existe una funcion af( s, ¢ ) tal que

ar” a5 oy,

dy ay o(H,H,)

ar - (1) ds 3zx) 264
Iz ( )52_5(H],H2)

at “Ls ds g ,x',y)

Cambiando la parametrizacion s+ s =s+a{s ), 11 =1, podemos ver que.éste
sistema se reduce a la familia de ecuaciones parametrizadas de Nambu-Hamilton parame-
trizadas por s

Nota 9
Comparando los principios de la ultima accién para las mecanicas de Nambu v Hamilton
_podemos ver que el ‘espacio de configuracién’ de la mecdnica de Nambu de orden 3 cons-
tituye ‘dos tercios’ del espacio de fases. La generalizacion de los resultados presentados
para el caso del corchete de Nambu de orden »  estdn en el camino correcto la analogia
de la integral invariante de Poincaré-Cartan esta definida para la siguiente 7 —1 forma

" = Xy dxy Aconds, — Hy dH A AdH,_ A dt (2 65)

y la accién funcional esta dada por
ale, )= Jomr (2.66)
o, B
v se define sobre las # 1 cadenas en el espacio de fases extendido Deniro de ésta formu-
lacion las variaciones admisibles son aquellas que no cambian las proyecciones de la fron-
tera &C,., sobre los hiperplanos x, x,.. x, . por lo que en este caso la parte del espacio de

configuracion en el espacio de fases es 1—

Nota 10 .
La construccidn de una forma de accién y de una accidn funcional es en forma similar a

la construccién de cociclos ciclicos en conos utilizades en la geometria diferencial no con-

mutativa, Connes [12].

2.4 .~ Cuantizacién
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Existe una gran diferencia {en el sentido certero equivalente) en puntos de vista sobre el
problema de la cuantizacion. Una esta basada en el desarrollo que utiliza la teoria de de-
formacion paia algebras asociativas Esta considera la cuantizacidén como una deformacidn
del dlgebra (conmutativa) de observables clasicos sobre el espacio de fases en la direccién
definida por upa estructura dada de Poisson, Bayen [13].

Dejemos que X sea un esquema de Poisson con el corchete de Poisson { ,} y un algebra
de observables clésicos 4=C"(X), con un parametro de familias { 4, para las algebras
asociativas que se llame élgebra conmutativa de la cuantizacién A4 para los observables
clasicos, si se satisfacen las condiciones siguientes

1. El 4dlgebia A4 estd incluida dentro de la familia

4] =4 (2.67)

bl

{0 en la categoria algebraica formal, A= 4, / h4,)

2 Todas las algebras 4, son isomorficas para A (o en relacion con A[ [ h” para la catego-
ria formal algebraica ) como espacios lineales.

3. Denotemos mediante *, el producto (asociative) en A, (* es producto en la terminolo- '
gia de Bayen [13] ), el cual tiene la expansién.

h
fonn fo= £+ 561 1)+ OF) (2.68)

con la propiedad

Slfu )=l hs ) =1 £ 1) (2.69)

Esta 0ltima propiedad frecuentemente es referida como el principio de correspondencia.

(hofod=tim 5 (hs fu= fo%a £) @ 70)
entre la mecéanica cidsica y la cudntica.

La teotfa desarrollada para la deformacidén puede ser utilizada explicitamente para el caso
de X =%R* (o 9{2") con el corchete canénico de Poisson, y nos arroja el célebre esquema
de cuantizacién de Hexmann Weyl's. Correspondiente al mapa para el producto * (produc-
to *, ) a partir de A& A dentro de A4, dado por la composicion usual del producto punto
conmutativo sobre 4 con el siguiente operador bilineal pseudo-diferencial.

h nfo o))
exp(g{,}J=exp[E{EA‘a—;}J AR A A@ A (27})

Una poderosa aplicacién del mismo desarrollo estd encaminada hacia la cuantizacién de
la mecénica de Nambu. Para denominarla supongamos que podemos tratar de incluir el
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" producto ternario usual (un mapa a partir de A® 4® A dentro de A4}, que ésta dado por la
multiplicacién puntual-inteligente de los observables clésicos, dentro de una operacion ter-

naria nueva ( ’s ) , Ja cuél depende del pardmetro h y satisface certeramente las propiedades

naturales (analogamente a la condicion de asociatividad en el caso binario) y el principic de
correspondencia.

1
{footoo i} =lim < 40 1o 1o 1), @72)

donde A4lt denota una anti-simetrizacién con respecto a los argumentos 13, £, /3
Con lo que podemos facilmente generalizar la térmula de Weyl's haciendo que la nueva

operacion ternaria (,,) , sea la composicién de un punto certero del producto ternario y el

siguiente seudo operador diferencial

p ) (o o } ‘
exp[s{,,}—expté{a Ny ez AR A® Ar> A AR 4 (273)

Esta férmula generaliza al pie de la letta el corchete de Nambu candnico de orden ».

Nota 11
Podemos hacer notar lo siguiente:
(i) Contrariamente al caso usual binario, el punto certero para el producto ternario de ob-

servables clasicos aparece menos natural.
'(11) Las corrientes naturales en operaciones ternarias cuando se generalizan las corrientes
asociativas usuales aparentemente no son bien comprendidas

Pot lo que la deformacion propuesta tiene una atraccidén certera y deberia ser analizada
posteriormente  Esto nos conduce hacia una respuesta (parcial) para el problema dado en

(i1}
Nota 12

Recientemente, R. Lawrence [14] propuso un sistema de axiomas para espacios lineales
con operaciones n— esimas (#- algebras usando su terminologia) Esto aparece como el
producto deformado ( ,,_) y tan bueno como el producto ternario de punto-certero, ef cudl no
los satisface. Uno podria tener en mente que ese desarrollo en Lawrence [14] generaliza
certeramente propiedades combinatorias de operaciones algebraicas (notablemente en el
poliedro Stashetf) que al igual que nuestro desarrollo est4 basado en la dindmica.

Hay otro-desarrollo que utiliza la nita de Feynman para la formulacién integral de la me-
canica cuantica. Para una particula cudntica, descrita clasicamente por el sistema Hamilto-
niano, lo cuél nos da la amplitud de probabilidades de la tzansicién a partir del estado |g,) a
tiempo £ = ¢, dentro del estado |g,) a tiempo 7 =1, como una integral funcional de la expo-
nencial en una accién clésica.

exp{% A(y)} ' (274)

sobre todas las “historias’ con respecto a la ‘medicion de Liouville’
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~D, D, (275)

en el espacio funcional de todas las ‘historias’.

El principio de la minima accién para la mecénica de Nambu puede ser utilizado para
formular una regla simitar. Por lo cual, la forma especial del principio de accién (ver teo-
rema 2.7) requiere que para los estados cudnticos |y(s), z(s) ) deberia ser parametrizado
mediante ciclos ¥(s), z(s) mejor que los puntos en el espacio de configuracién. Esta apa-
riencia natwal de ciclos se ve poco atrayente. Lo cual sugiere que las particulas contienen
una poderosa inmovilidad como puntos que representan objetos de un esquema clasico, y la
dinamica de los ciclos (o generalmente #—2 cadenas cerradas) en una representacioén cuan-

tica,
Finalmente, presentamos otro desarrollo para la cuantizacién (formalismo candnico) Ba-

sado en las relaciones conmutativas de Heisenberg, donde pata el espacio de fases X = R?
con el corchete candnico de Poisson, presentado (en su forma compleja) de la forma si-
guiente :

[a,a*]=aa* ~a‘ta=/ ’ (276)

donde los operadores @ v @ actian en un espacio lineal de estados cudnticos (estados en el
espacic de Hilbert ). Los cuales tienen la siguiente realizacién en el espacic H, con las

bases { ln)} " parametrizados mediante mimeros enteros racionales no-negativos:

’ almy=~n [n=1%a" [W)=vn+1 [n+1) 277

El vector |0) juega el papel de un estado vacio y los operadores a* y @ son ilamados
operadores de creacion y aniquilacion

Las relaciones conmutativas de Heisenberg, inician uno de los principios fundamentales
de fa mecanica cudntica, que tienen propiedades matematicas relevantes Hay una en parti-
cular que tuvo el celebre teorema de Stone-von Newmann que deseribe todas las represen-
taciones de las relaciones conmutativas de Heisenberg y que son unitariamente equivalen-
tes.

Las aplicacion del teorema de Stone-von Newmann en las transformaciones lineales ca-
nénicas nos da una certera representacién proyectiva de un grupo simpléctico, ¢l cual ha
sido mostrado por André Weil [15] que juega el papel fundamental en la aritmética de for-
mas cuadréticas y la reciprocidad cuadratica de campos numéricos.

En [2] Nambu propuso la siguiente generalizacion de las relaciones conmutativas de Hei-

senberg
[A,,A2 . A,] = A A Ay — A A+ A A, - A A A+ A, 4,4 - A, A4, =c] (2.78)

donde A4,, 4,, 4, son operadores lineales, / es un operadot unitario y ¢ s una constante,
llamaremos a (2.78) la relacién de Nambu-Heisenberg

Nota 13
Dado que la relacién de Nambu satisface el principio de correspondencia
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1
2l ] (279

A priori no esta claro que los observables en la mecénica cuantica de Nambu deberian ser
realizados por operadores lineales. Entonces, la forma (2 78) se muestra poderosa, esto tam-

bién fue sefialado por Nambu [2] tal que, contrariamente al conmutador usual [,], el

‘conmutador ternario’ [ , ,] no es una derivacidn con respecto al producto de operadores, lo
cudl crea setios problemas en la formulacion de la dindmica cuantica, Takhtajan [20]. Des-
de nuestro punto de vista, esto se observa como si no hubiera razén para imponer la propie-
dad de derivacion sobre el operador producto El ‘conmutador triple’ [ ,,], podria ser con-
siderado para definir una estructura de ‘gebra’ de Nambu-Lie sobre observables cuanticos.
Esta propiedad de comenzar una derivacion de esta estructura {(definicién 3). Ia cudl implica
la consistencia de la dindmica cudntica de Nambu, aqui presentamos tinicamente la realiza-
cién explicita de la relacién de Nambu-Heisenberg (2.78)

Dejemos que Q[ p] sea un campo de nimeros cuadrdticos con 1+ p+ p* =0 , Yamalesv

[26] |
p= 1”2—‘/3 | (2.80)

y hagamos que z[ p] sea un anillo de enteros algebraicos en Q[ p],
w=m+nmp, eZ[p], m,m, €2

que denotado por el espacio lineal H, sobre la base { |w)} y parametrizado por Z ( p) Ei
cdleulo directo provee el siguiente resultado

Teorema 2.8
La relacién de Nambu-Heisenberg con ¢ = p— 5 =+/—3 admite la siguiente representa-
cidn:

Aloy={e+1+ pllo+1), Alo)=(w+ p)lo+ p), Alo)=v|o+ p®) 281)
en el espacio H,

0
Los siguientes argumentos explican porqué es posible este tipo de representacién Utili-
zando la analogia para el caso n=2 , y considerando la representacién (2.78) de la forma

Alod= fi(@)o+1), A4,|o)=fi(@io+p), 4|w)=flo}o+ o) (2.82)

Asi como que 1+ p+ p? =0, los vectores |@) son vectores propios para todos los pro-
ductos triples posibles 4, .4, ,4, de 4;,4,,4; y la relacién (2.78) de Nambu-Heisenberg
se reduce a la ecuacién funcional de las incognitas £, (@), £, (@), f; (@)

El teorema 2.8 muestia una de estas soluciones, y podemos obtener otras, utilizando el
siguiente artificio; en la ecuacion (2.78) que es invariante bajo transformaciones similares.
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A A=U"4U, i=123 (2.83)

Donde U: H, — H, es un operador lineal invertible. Ahora seleccionemos a U como la
diagonal en la base esténdar de H, .
Ulwy=ulw}w), ulo)=#0, weZ|p] (2.84)

Entonces los operadores A; estan representados por las mismas formulas que las A , con

File) = u'(o+ Dulo) f(@), f(0) =u e+ p)ul®) £,{w)

7;3(60) = N_l(CLH- pz)u(a)) f;(&)) (2 85)

Ahora suponemos que 4, y 4, conmutan y que f,, f, no son cero para todas las
@ € Z[p].

Entonces se puede seleccionar u{w) tal que (@)= f;(@)=1. Por lo que, u(w) puede
ser creado como la solucién del siguiente sistema compatible (por conmutabilidad de 4, y
A,) de la diferericia de ecuaciones:

wlw+1) = f{w) o), u('@.+ 2) = f,(w) ulw) (2 86)

dando condiciones certeras en el infinito a las funciones, entonces f, y f, son satisfechas,
u(@) puede ser dada como un producto semi-infinito sobre la red Z [ p]. Asi la ecuacién
funcional original pata las f, se reduce a la siguiente simple ecuacion

fHlo+rD = flo)=c (2 87)

la cual puede ser resuelta facilmente.
Y ‘renormalizando’ estos resultados con 7, = £, = I obtenemos otras soluciones

La solucion presentada en el teorema 2 8 no pertenece a esta clase, los operadores 4, v 4,
(al igual que otros parés) no conmutan y dado que los operadores 4,4, vy 4, aniquilan los
vectores | p°), |1+ p*) ¥ |0), correspondientemente las funciones f, tienen ceros Esto

implica que en éste caso, no exista el operador invertible U correspondiente
Esto muestra el papel especial de la representacion para el teorema 2.8: por lo cual no hay
un vector vacio en el sentido convencional, con lo que existe un triplete de vectores

| 2% 11+ 7). 10 (2 88)
con propiedades similares

Nota 14
Se puede sefialar que ésta relacion de Nambu-Heisenberg debe ser suplementaria con la
analogia del Hermitico anti-evolucién, el cual en éste caso podria ser un operador de crden

3 (por tratarse de un triplete de pares)
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Finalmente, consideraremos brevemente para el caso de la mecénica de Nambu de orden
7, el que podamos postular la forma siguiente en la relacién de Nambu-Heisenberg

> (D Ay Ay =l (2.89)

g€ Symm(n)

Asumiendo que 7 es un primo (mayor que 2), consideramos la representacién de (2 89)
en el espacio lineal H, sobre la base {]w>} parametrizada por los enteros algebraicos

Z [ p] en el camnpo ciclotémico de la raiz # enésima de la unidad " =1, 0 sea
I+ p+. +p™ =0 (2.90)
Y asumiendo que los operadores 4, estdn representados por un camino similar
Aloy=f (@) w+ p'™), i=1, ,n (291)

se puede tratar de repetir el mismo artificio: ‘fuera normas’ de los coeficientes f,,. ., /.,
asumiendo asi que las £, son tales que el siguiente sistema de ecuaciones

wo+ p7) = fo)ulw), i=1,. ,n-1 (2 92)

es compatible y tiene una solucién que nos da una salida hacia un operador invertible U/

En este caso, los operadores conmutativos Z, =yt AU vpaai=1,. ,n-1, representan
n—1 translaciones bésicas {generadores) de la red Z [ p]‘. Y analizando la relacién (2 89)
para el caso general #, vemos que todos esos términos estin contenidos en el Gitimo par de
A, con i < n~1 para las aproximaciones mas cercanas. Esos términos aparecen doblemen-
te en (2.89) y la conmutatividad de 4, lo cudl implica que se cancelardn mutuamente unos

con otros.
Esto muestra que en el caso de alto orden, la relacion de Nambu-Heisenberg no admite

soluciones simples con #—1 operadores conmutativos 4, por lo que se tiene una solucidn
similar a la del teorema 2 8.
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CAPITULO 3

Extension de la Mecéanica de Newton.

3 1.- Ecuaciones de Dindmica

Las ecuaciones de dindmica representan un fendmeno fisico en forma mas general que las
ecuaciones de evolucién (funciones dependientes del tiempo), es decir que las ecuaciones
de evolucién son una solucién particular de las ecuaciones de dindmica, donde tenemos
toda la informacién concerniente a un sistema particular. En la mecénica de Nambu el con-
junto de ecuaciones de dindmica esta determinado por

dg” ae OH, O H,

dr S 2q" 2q° G 1
Ahora consideremos &l sistema de ecuaciones de movimiento de Newton
dp 2V(x)
dt~  &x
(32)
@ _p
dt  m

donde las variables se definen como

P= momentum
m= masa
X = posicidn
V (x) = funcién de potencial
t = tiempo

calculamos la solucion de éste sistema de ecuaciones diferenciales, multiplicamos los
miembios de la igualdad por dx

d g'g“ dV(x 3.3
xo=— (%) (3.3)

derivamos respecto de la coordenada de posicién

dx

ry dp=-d V(.x? (34)

integramos la ecuacién y obtenemos la constante de integracion
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Jf;d;;:— [aveoy+H (35)

despejando la constante de integracién, también conocida como constante de movimiento y
obtenemos la funcidn de Hamilton :
S
H=2 v (.6)
2m
Derivando ésta funcién podemos transformar las ecuaciones de movimiento de Newton
en las ecuaciones de dindmica de Hamilton

dp JH
dt~ &« 37
dx_»p en
dt m
que en forma abreviada son
dg, M \g
d[ - E(M 6?(];, ( )

donde las variables se definen como

g“ = coordenada de momentum
g® = coordenada de posicion
¢ = tiempo
e“"= tensor de Levi-Civita
H = funcion de Hamilton

Ahora siguiendo el mismo procedimiento podemos extender las ecuaciones de movimien-
to de Newton al espacio de fases con wes dimensiones (o0 mas). dentro de la familia de

Hamiltonianos definidos por

2

P . o . -
H=7—+V{(x). N, = +V({x)., k=123 ,n-1 (39
2m 2u,

L

La siguiente férmula, representa un conjunto de ecuaciones de dindmica, de acuerdo con
el formalismo de Nambu
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dg; oHH, . .
—= 2 €. » i k=123 310
df ; iki aqk 5"‘1; 7 ( )

En éste sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden, se adopta la convencién para
el tensor de Levi-Civita, que esta definida por los siguientes valores

J €,,; = | = permutacién par
Tensor Levi- Civita § €,,, ==1 = pertmutacién impar (3.11)

i

&,,; = 0= dosindices iguales
dejando correr el primer indice, el sistema se define como:

dg, Z JH 0H,

dt Sy aq, a'?q,
dqz dH, JH,
—_— 31
dt ;Eﬂdaﬂ 55]; (9 2)
dg o"H ﬁH
3"2 €3y é’q 56]
& i

y aplicando el valor del tensor Levi-Civita, podemos cancelar los miembros de la suma,
cuyos coeficientes sean cero por tener subindices iguales

di:Z_e OH, 0H, _ OH, GH, |

dl 1 124 aqz (—751,' 13/ aqa\ aql ]

dg, fH, dH, fH G H, ‘
—== 3.13
4 =2 g, 5g T g, aa, G
dg, é H, d H, JH, ¢ H,

dr —Znem 7q, 79, + €5 oq, 94, |

repitiendo el mismo procedimiento, para los demas indices obtenemos:

doy __ OHOH, _ OH OH,
di =% g, 04q; B q; O¢,
dg, _ GH GH, _ JH H,

3.14
@ =¥ 2g, ag, " “ 3q, dq, ¢19
dg, _ OH 0H, _ GH JH,

+ €
dt =g, aq, S oq, day

sustituyendo los valores de los coeficientes
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ﬁ@,ﬂHlﬁHz A H, H,
a éq, q, &4, dq,
iq_gq éH,@H, JH JH,

= - (3.15
da  Jdq, dq, Jgq, &4, )
dg, JH JH, JH JH,
. dq, 29, Jq, g,
Ahora hacemos un cambio de variables para utilizar la nomenclatura de Nambu
¢,=p, ¢=9, g;=x, Hi=H, H=N (3.16)

y obtenemos el sistema de ecuaciones de Nambu, que nos definen la dindmica de un siste-
ma en el espacio de fases tridimensional

A~ dq dx  Ix éq
dg JO6HIN EFHIN
= - ——— (3.17)
di éx 6p Ep fx
de GHIN FHEN

dt  dp g éGq ép

b _GHIN GHIN

derivando este par de Hamiltonianos con respecto a las variables indicadas, obtenemos tres
ecuaciones diferenciales lineales que son las ecuaciones de evolucién del sisterma Yamaleev

(23]

dp O’V(x)i

d~  éx u

dg  SF(x) p

- __ T 31
dt Zx m (3.18)
& _rg

di T omou

estas tres ecuaciones describen las fuerzas de un campe de potencial actuando sobre una
particula en movimiento, con coordenadas generalizadas en el espacio de fases con tres
dimensiones.

Es importante mencionar que siguiendo el camino inverso es posible construir el conjunto
de ecuaciones de la dindmica, a partir de las ecuaciones de evolucion: y ésta es una de las
bondades del formalismo de la mecanica de Nambu, ademas permite transformar las ecua-
ciones de la mecinica de Newton en ecuaciones de la mecanica de Hamilton y generalizar
la mecanica clasica para el espacio de fases con tres dimensiones
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3.2 - Extensidn de las Ecuaciones de Newton

Las funciones elipticas de Jacobi son una extensién natural de las funciones seno y cose-

1o,
Una propiedad muy tmportante de las funciones elipticas de Jacobi es la doble periodicidad
que es contraria a la periodicidad simple de las funciones circulares. Para construir un mo-
delo de oscilador eliptico naturalmente se parte de la formulacidn de la diferenciacion de

las funciones elipticas de Jacobi, Akhiezer [31), cul@,k), sn(g,k), dnlg,k) |

ic-n(;ﬁ,k) =~sn{@,k}dn(g,k)

dg

:i%sn(gé,k) = dn(p,k)en(s,k) (3 19)
d

%dn(;a,k) =-k? sn(¢5,k)cnﬁ(¢,k)

adicionalmente contamos con dos relaciones algebiaicas (en lugar de una para ias funciones
trigonométricas)

cn* (g, k) +sn* (g,k) =1

dn (@, k) + k& sn* (g,k) =1 320)

donde £ es una medida de la deformacién eliptica de las funciones coseno y seno, recor-
dando la correspondencia

dn{p,k) — 1
cn( g, k) — cos{ ) (321)
sn(qfv,k) —> sin(¢)

cuando £ = 0 y la identificacién de modelo del oscilador convencional esta dado por

P
—— =¢os
mpe osf

%: sing (G 22)
¢ =w?

ahora repreducimos las ecuaciones de evolucion a partir de (3.19)
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T ¥ e (323)

Ep_m(opK

donde 2 es la masa, @ es la frecuencia y p amplitud de las oscilaciones y también se ha

k
introducido una variable nueva % referente a la funcidn dn=(¢,%) Comparando (3 19)

con (3 23) obtenemos la siguiente correspondencia de las variables dindmicas con las fun-
ciones de Jacobi

=%: Cn(¢ak)=m_i)p-$ dn(?j:k):'k_ k== (3 24)

Sn(¢>k) K’ K

el valor X (dim (k) =dim( K)) no dependera de ¢ y es un pardmetro de las nuevas ecuacio-

nes de movimiento.
Ahora vamos a reestructurar el sistema (3 23) de la forma siguiente

dp i{ma)zxz} k

drt dx 2 K

dk d 1me®x*| p

arx__ 4, - 32
dt dx{ 2 }wzm (25
CLIN 2.3

dt~ mK

debemos observar que la funcién entre llaves {. . } representa el potencial del oscilador

mea'x?

Vix) = 5

(3 26)

primero formulemos las ecuaciones elipticas para el potencial del oscilador, y podemos
generalizar la ecuacidn (3 25) para el caso de vna funcidn de potencial arbitraria. Con este
proposito definimos las variables £ y K de la siguiente forma

como resultado obtenemos las ecuaciones de movimiento, Yamaleev [23]
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dp ‘dV(x')i

() dt ~ dx J7
& _pg

() Z" my (3.28)
dg __dv(x) p

& =" m

a este sisterna de ecuaciones lo llamaremos ecuaciones de movimiento elipticas. Asi el es-
tado del sistema en tal mecénica esta determinado por el conjunto de coordenadas {x, D, q},
las que constituyen el espacio de fases tridimensional. Notar que 12 variable ¢ y €l parime-
tro de escala z son los valores de la dimensionalidad energética. Esas ecuaciones admiten
dos integrales de movimiento

C,= LA Vix)
2m
g (329)
Cq = E-%- Vix)

notar que cada una de las integrales tiene la forma de la funcién de Hamilton dada (3 6) y

¢xiste una simetria entre dos conjuntos {C b Py m} y { C,s s ,u} Esto nos da idea para inter-

pretar esos tripletes como energia, momentum y masa de las particulas p y ¢ respectiva-
mente. Y si la particula p es una particula fisica entonces la particula ¢ desempefia el pa-

pel de alguna subparticula concomitante a la particula fisica.
Teniendo dos integrales de movimiento C . C, una de ellas puede dentro de este princi-

pio representar una solucion de la ecuacion de la ecuacidn (3.28) por cuadiatura. Conside-
1ando las ecuaciones (3.29) y a partir de la ec. (3 28, b) obtenemos

(-1 = ‘[”-f [ x (3 30)
2 e, v (e, -va)

la cual contiene la funcién x = x(s) en forma oculta.
Para el caso del potencial en el oscilador (3 26) la integral (3.30) es reducida a la integral

cliptica

w 'ﬁ(:—:)={'_dy— (3 31)
Ve YIS0
. ’ . S . y
donde hemos definido y= e xyk'= b Lo que nos permite representar la solucién
r i

(3.28) con las funciones elipticas de Jacobi
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2C,

meo?

con ¢=w(r~r0)1ﬁ% :

Como la funcién Hamiltoniana es usada para construir ecuaciones dinamicas, podemos
usar las funciones (3.29) para obtener las ecuaciones de Hamilton andlogas, es ficil demos-
tzar que el Hamiltoniano como superestiuctura de las ecuaciones elipticas ¢std dado por el
conocido sistema de las ecuaciones de Nambu

X =

sn{g,x), p=.2Cmen(g,x), q={2C,u dni¢,x) (3.32)

dp GHSEN JHIN

dqg GHION GHIN G33)
dt  dx dp Jp Ix 27

dx HEN JFHIN

La correspondencia de las soluciones de las ecuaciones elipticas para el potencial al del
oscilador (3.32) con las soluciones del modelo del oscilador estandar, obviamente es alcan-
zada por el uso de x=0y 2N = g Si consideramos C, =0  (la energia total comrespon-
diente a la particula p es igual a cero) obtenemos x =0 y 2N = ¢z Entonces la amplitud de
las coordenadas ¥ y p serdn igual a cero, por 1o que la amplitud de la tercera coordenada
se convierte en

g=2N u (3 34)

Este valor puede ser interpretado como la amplitud de las fluctuaciones al vacio.
Naturalmente podifamos querer obtener el pardmetro 4 ,como una constante universal de
la teoria y establecer un comportamiento asintético de la dindmica cuando g —+ 0 .

Suponemos que cuando u--> <0 el sistema (3 28) ha sido reducido a las ecuaciones de
movimiento de Newton Esta aseveracién esta basada en el modelo del oscilador, donde
hemos obtenido las soluciones del modelo estandar al considerar x =0

Completemos esta seccion mediante las ecuaciones elipticas en el espacio Euclidiano de
tres dimensiones



dp_ avii) g
dar T & n
dg v(Z)p
dt FF m
df_éi
_T—my

@__2:4

dr rx,u

dg o a
dt -m?( )_- P,
dx _pgq

d¢ mp

donde p, esla componente 1adial del momentum

(3.35)

(3

-

2

6)
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3.3.- Ecuaciones Elipticas de Movimiento

Primero constderemos el caso del espacio de fases con cnatro dimensiones, e introducien-
do el cuarteto {x, D ahs qz} de variables de fase, postulamos las ecuaciones de movimiento

& pgq h

at mou, p,
dp dV(x) q h
dt dx /ug ﬂh

337
dy_ v ph 27
dt = de mu,
dh  dv(x)p q
dt dx m 7
el sistema tiene tres integrales de movimiento
p2 qZ 2
EI’ = 5—;+V(x), Eq = 2 X, + V(.JC'), Eh = 3 % +V(x) (338)

que pueden ser utilizadas para obtener una solucidén de (3.37) en una cuadratura, en ese
caso la solucion x = x(¢} oculta en la cuadiatura est4 dada por

(= 1y =y | ax (3 39)
| 8 7 (e, v, -r0)(E, -r()

para ¢l potencial del oscilador (3 26) ésta integral es reducida a la denominada integral hi-
perbalica

(3.40)

'y ) ' dy ‘
A, m( ) }\/(I—yz)(l-Kf‘yz)(l—xfyz)

me' E E
donde y = |———x k=t g2z-L
“Y7NzE, Y Y MTE M7

la funcion hiperbélica de Jacobi es obtenida al invertir la integral (3 40), estas funciones
obedecen las siguicntes ecuaciones diferenciales (comparar con (3 37))



;%—hcn(gﬁ, ) =—hsnl ¢, k) hr( 8, ) hdml ¢ , k)

Ed;;hsn(g},x'): henl @, x) hdnl ¢, k) hdml ¢, &)

;%hdn(qﬁ, K} = =xihsn(p, k) herl ¢, &) hdm{ @, x)
257 (8.) == hon(, ) el g, )l . ).

(341)

con K= (K',, K'g) Entonces tomamos la solucion de (3 37) e invertimos la integral (3 40), y
la solucidn estd dada por

2F
x= mwg hsn(@, x,,%,)

p=ZmE, hen($,x,, ;) (342)

q, =./2 u, E, hdn[grﬁ,x‘l,x'z)

4, = 2y, K, hdm(¢’xlsK§)

. E

q h

:qu nuh

con ¢=2a>(t—to)

con ¢l procedimiento desarrollado en las secciones antetiores y por induccidn, extendemos
las ecuaciones de Newton sobre el espacio de fases de n—dimensiones, para obtener las
ecuaciones analogas dadas pot el siguiente conjunto de #—elementos

(%, 2y @1s G2s or Goa) (3 43)

y postulamos las siguientes ecuaciones de movimiento

dp  dv(x) 1
TRETCESN
dt dx U4 ia

dx p i
2. 21, (3.44)

M g

%:_ME e 1=2 n—1
dt dx myaH, T

. 14
con p=[1, /. p=n-2
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este sistema de ecuaciones estd formado sobre el espacio de fases con #—dimensiones y
admite #— 1 integrales de movimiento :

P2 q2
S = 2l = - >
E, = 5 +¥(x), B, > +¥(x), 1=1,2, ,n-2 (345)

formando las funciones de Hamilton-Nambu del sistema

H=E,, N=E, I=1, ,n-2 (3 46)
en el ambiente de la teoria de Nambu estas funciones desempefian el papel de generadores
de movimiento, y las ecuaciones correspondientes de Hamilton-Nambu pueden ser escritas

COomo
dg, GHFN, &N

aq, _ Rl (T, 347
df euk !arj alx,k ax! (I: 3 3) L] Ry ( )

considerando el movimiento estacionario. con el potencial independiente del pardmetro
tiempo, ¥ haciendo uso de las constantes de movimiento (3.45) encontramos la primera
integral a partir de la segunda ecuacion de (3.44), que tiene la forma

1=ty = ‘{;E [":0': ch (3 48)
Iz, mtlﬂ(z - }]

20
la solucién de (3 44) x = x(r —ty. B, B EH) se oculta en la integral (3 48), haciendo
uso de la integral (3 48) examinamos la solucién para ¢l potencial del oscilador, bajo las
designaciones

2 R H ’
y e K = =~ (3.49)

la integral (3.48) acepta ta forma siguiente

-] 4 (3 50)

RTINS § (TR

—i-_ in ":'
donde ¢ = (f—-:"o)(z)J; ) TA

como resultado la solucidn estd dada por el conjunto de las funciones hiperbélicas de Jacobi
de orden n



con K, =

7C,

sz

hsn(f &, k; .

X=

p=+2mC, hcn(f, kpoky..
g, =+2m, C, hdn(f .k, k,...

I=1,2,.,n-2

k)

-
k

-2

)
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(3.51)
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3.4.- Los Conceptos de Energia

El punto de partida esencial s la fase coordinada en el maico de las ecuaciones hiperelip-
ticas de fase coordinadas x = x{f) . Sin embargo mantiene la interpretacién como una fun-
cién de trayectoria, La virtud de esta interpretacién nos permite introducir los conceptos de
“momentum cfectivo™ y el de “trabajo de la fuerza efectiva™. De esta forma podemos esta-
blecer la correspondencia con la mecdnica Newtoniana.

Nuestro desarrollo esta basado en el punto de vista natural, donde x = x(#) tiene el signi-
ficado de una coordenada de posicién en la trayectoria de la particula moviéndose de

. dx ?
acuerdo a la ley (3.28). Entonces i es la velocidad y 7

En el marco de la mecédnica Newtoniana y mediante el uso de estos principios ptimero in-
troduciremos los conceptos de fuerza y trabajo realizados por una particula

es la aceleracion de la particula

d2 b
m—g=F, A= | Fae (352)

ahora estamos listos para calcular las energias cinética y potencial de una particula movién-
dose a lo largo de la trayectoria predecida por la ecuacion (3 28), por lo cual tenemos

d’x d(pg) i
]—dx—;l 7 dx=E (x=b)-E {x=a} (333)
entonces la expresion
2.2
: rq -
E, = 2m 4 (3 54

puede ser interpretada como la energia cinética.
Para obtener la parte de un potencial en [a energia debemos calcular la integral milizando
(328,a),(328,b)

e e

oy
- p{é’ 2(c, +¢,)-av)ax= G 55)
=2 L((C‘ + G 0) ~ V() - (V2 (0) - () =

=Ep(x‘=b)-Ep(x'=a)

dado que la energia potencial est representada por
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2 \
E, =—#~(( C, +C, V() =1(x)) 3 56)
la energia total es la suma de las energias cinética y potencial

E,=E,+E =%{%+((q+C2)V(x)—V2(.x))}

2 2 2
q Vi q 2 )
Ty
{ZmZ,u V(2m+2#]+ } (.57)
) .
g 2
¥ I iv|=Zc¢C
[2m+VJ(2ﬂ+ ] uC’Q

de acuerdo con (3 54), (3.57), la diferencial de la energia totat relacionada con la diferencial
del momentum por el camino estandar es

+

2
H
2

vdn =dE (3 58)
de esta manera podemos establecer la correspondencia con las ecuaciones de Newton, y

{ <.
definiendo la cantidad i = p—"~ como el momentum de la particula moviéndose dentro del
K

campo de potencial # =£  Tal que (328, b) expresa una relacién usual entre el momen-
tum ¥ la velocidad Unicndo (3 28, a) con (3 28, ¢) obtenemos

ax_ oW

dr dx (3.59)

por lo que las ecuaciones (3 28) y (3.59) son equivalentes para el caso del potencial esta-
clonario. entonces podemos resumir este resultado con el postulado siguiente

Teorema 5.1

Las soluciones del sistema (3 28) en ¢l potencial ¥(x) y constantes de integracion E,, Eq
coinciden con las soluciones de la ecuacidn (3 59) con potencial

w=2(c,+, V-1 () 360

= e + Gy VL~ T x (3 60)

cntonces primero estableceremos la correspondencia entre las ecuaciones de Newton con el
potencial

W=aV{x)-AVx), (361)
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y las ecuaciones elipticas con el potencial ¥(x). Pero poniendo dentro de la corresponden-
cia de los dos potenciales dados obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones para definir
C,,C, , como las funciones de los parametros ez, A, y la energia total £

2 2 2.
==1 ;‘(Cp-l-Cq):a‘ ;G C=E (3 62)

ED
\
- %)

estas relaciones nos conducen a encontrar el comportamiento de C,, C, bajo el limite

la solucién est4 dada por

I

(363)

il
in

o> o
2N :
lim “—=1, lim H=E, lm q._ L (364
asintéticamente ¢ es representada por seties
:y+Q+%+ (365

en ¢l limite 1 - % la ecuacidn (3 28, ¢) se reduce a la ecuacién para la energia cindtica

dQ _dv(x) p

d & m (3 66)

ahora por el mismo camino vamos a deducir la férmula de las energias; total, cinética y
potencial para el caso donde # =4, y dentro de la ecuacién (3 44) obtenemos

b, 32 b, b
'd i d| pgh
mJ~—Txdx= J——(mdt = Jud:r=E,‘(.x'=b)-E,‘(x=a) (3.67)
/uq' luh ] dt a ’
donde
2 'ZhZ
E =L (3.68)

2m #q Auh



el momentum del sistema esta definido por 7 = p

estd dada por la integral
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y la parte de la energia potencial

q &h

dp { dg d}
= —— |\ gh ==+ ph— =
}dtdx mmhalqh +ph rap s dy =
1 I-aV p'e’ @ PR
- m, mh a ax mq m mh mm, - (3 69)
4 "oV
=- -V -VIH-V}+{H~-V -V =
e -3 LA LR Y (G RIS TR A P
=Ep(x=b)—£.‘p (x=a)
donde
E, =_4_{(N,N2 + N H + NV (N, + N, + V47 (3 70)
yqﬂh
la energia total del sistema esta dada por
Er=Ei4+Eﬂ=
4 1p° ¢ o . a ; }
= — NN, + NS H+HN JV =N+ N+ H)PE +1 (37
#qﬂh{zmzﬂqzﬂh { v ) I) ( I i )
+VI J NN, H
#1#2(2”! Lﬂ. 2 Mﬂ»( M)
donde
W—# {(NN + Ny H+ HNV =[N+ Ny + )Y 417 (3 72)
l
comparando (3.72) con la funcién de potencial que esta dada por
W=aV-a,b?+2}7 (373)

obtenemos las siguientes relaciones



= (N, + N, +H)
4
@ = (NN, + N, H+ HN,) (3 74)
4
E=——(NNH
'u] 2( 171 )

estas relaciones pueden ser comprendidas como la férmula de Vietta para las raices de un
polinomio

s M MGy o KB G MMy q-
q Xt x p E=0 (3.75)

X

las soluciones de ésta ecuacion estan dadas por la férmula de Cardano, a partir de la cual
obtenemos los valores C,,C,,C, como las funciones de £, &, a,.

Ahora utilizaremos la experiencia acumulada para obtener férmulas andlogas en el caso
del espacio de fases con n —dimensiones Y de acuerdo con la segunda ecuacion escribimos

dx 7

&z 376
dr. m (3.76)
donde el momentum efectivo = es
w=p] [ L 3.77)
k=l Hi
v la energia cinética tstd dada por
2 2,
E=Z]]%& (3 78)
2my. ﬂk

para obtener la parte del potencial de la energia total debemeos calcular la integral

a4 o

o

1 %8 1
_—;J x{ ﬁ‘h IKIQ'.&} 379)

mim g M ki

Jzr- V{iﬁ (N, -V) f](N,,-V)}dV:

I=] k=l k=]

=Ep(x:b)—E,,(.x=a)
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donde la E, esta dada por la serie

4

2 "
E, =m{a,V—a2V2 (-0, V7 +(-1) 'V‘“'} (3 80)
7

con los coeficientes

a, =§Nk +£ﬁNkH

I=1 kat

(3 81)
a,= iNk +H
k=t

. estas relaciones reproducen la conocida férmula de Vietta para polinomios.
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3 5 - Ecuacidn de Movimiento Relativista

En esta seccion se deduce la relacidn relativista entre la energia, masa y momentum para
una particula moviéndose en un campo de potencial estacionario, donde se sugiere que el
movimiento de esta particula obedece las ecuaciones de movimiento elipticas. Comenza-
mos con las ecuaciones elipticas escritas de la siguiente forma

d p, "_dV(x‘) P,

(e) dr  dx m, ¢
dx 2 1
(b) _..iz £L£;_ (3 82)
dv mmc
d p, dV(x) P
() e LoD A
dr dx me

La diferencia con las ecuaciones de movimiento elipticas, estriba Yinicamente, cuando
introducimos la constante de la velocidad de la luz, a través de las definiciones
g=p,c, st=m,c’ el sistema (3 82) es de forma completamente simétrica a las variables

{ o s m} ) { P2 mz} , mediante el uso de dos constantes de movimiento

)
]

_ p]— | _ P £ 4 0
= om +V(x), ("2—2m3 +¥(x) (383)
ycon (3 82, a), (3 82, b) obtenemos
d{p, p, 2 i
c——(p—‘fﬁmzi 2E-7Y) (3 84)

dr ax

que con 2 E = C, + (, También podemos introducir los conceptos de momentum y masa

PP 1 oz
P 1\!=5,}nr,m3 (3.83)

2¢ymm,

con estas variables el sistema (3 82) se reducc a las ecuaciones de Newton

=

P { P
p_ M) dx_P 5 36)

{ dx T odt M

el Hamiltoniano de (3 82) est4 dado por :

P? '
H=ot W(x) (387
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combinadas las relaciones

FPPAW=c¢"P? + 28V ~V?

= H,H, = E* ={mc?)’ (3.88)
PL P:
= [Zm, +V(.x)) (2m2 + V(x)]

con 2me’ = H, — H, escogemos la relacion

2P 4 2EV -V = 2 ~(me?)’ (3.89)
la cudl puede ser escrita como sigue

(E-)? =(mc?)" =c?p? (3 90)

Siendo esta la muy bien conocida relacion de la energia, la masa y el momentum, es ne-
cesario hacer notar que en esta relacién los valores de £ y m son las constantes de movi-
miento del sistema (3 82),

Nuesira formulacién contiene dos definiciones de la masa en reposo; m y M, por lo que
para obtener la férmula de Lorentz con dependencia de la energia con la velocidad se debe
identificar m con M , por lo que tomamos

1 }
F(Hz --H,)=m=M=~2- m 1, (391)

ahora sugerimos el parametro de evolucién que setd el tiempo propio de la particula, y para
el caso del movimiento libre escribimos

dc P '
Rl (392)
con las constantes de movimiento
2 2
N EP N & 5
' om G 2, (393)
a partir de (3.88) se muestra que
1
C—z(Hzf'fl)=u2M2=P2 , 2mc*=H,—H, (3 94)

1¢ que nos da
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(H, +m<:-2)2 = M2 +(mc?)’ = E? (395

recordando la definicién del tiempo propio

VZ
dt=dr 1—;5- (3.96)

dx dx
U= -c}";' = . v= -c}-f- (397)

obtenemos

3.98)

Ahota consideremos el problema inverso, que es obtener las ecuaciones elipticas median-
te el uso de la relacion (3.90), y para tal proposito reescribiremos (3.90) como se muestra a

continuacién

P = \/ (E=me* =V(x)) (E+mc? =V(x)) (3 99)

y definimos

2 et —Vix h__ f(p met —V(x ‘
-J=..,/(E V(x)) N J(E+me? -v(x) (3 100}

2m

Ptpé

P=2c,/m1m2 ’
m**-* 2
m\f E mc —-V(

1 dx EVix)

P "
N Jﬂ\/(E+mc2-—V(.x)) dat Jx

M= 2 mm, (3 101)

dx c7V(x)

(3 102)

recordando las definiciones de p,, p, , obtenemos (3 .82), para una particula confinada en
un potencial de oscilador arménico sobre una dimension espacial
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2.2
[E_m”’zx ) =c?p? +{mc?)’ (3.103)

dado que estamos considerando €l caso de movimiento estacionario, es trivial obtener la
solucién de la ecuacién clasica de movimiento x = x{¢), donde ¢ se interpreta como el pa-
rémetro de tiempo propio de la particula, en ese caso

dx

- (3 104)

E LS

mediante la determinacién de p= p(x) y a partir de (3.82) con substitucién en (3 83) en-
contramos la primera integral, que esta descrita como

H=E-mc, N=E+m (3.105)

la integral se reduce a una integral eliptica

T /
(t-‘-f‘)w\/@—r= | & (3 106)
2 J=y)1-k27)

donde hemos utilizado

- }—”m’: AR 3.107
v o=y ey (3.107)
a partir de la integral (3 106) obtenemos la solucidn como una funcion eliptica de Jacobi
2{E - Mc?
X = g sn(wt k) (3.108)

T

sustituyendo esta solucién dentro de (3 104) obtenemos ¢l momentum como el producto de
las funciones de Jacobi

x= (5.3 --( Mcz))z cn(ur.‘ k) dn(ul. k) (3.109)

con lo que podemos hacer una observacion esencial

La solueidn al movimiento relativista para el potencial del oscilador armoénico es doble-
mente periédica, de hecho un analisis simple en las raices (puntos de cambio) de la funcion
muestra, que ¢l intervalo de movimiento es de dos tipos

1 - En el intervalo (-—a, a) la particula se mueve con un movimiento real.
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2- Enel intervalo (~b,~a) y { a,5) el momentum de la particula se convierte en un valor
puramente imaginario, y es posible calcular los perjodos de movimiento
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CAPITULO 4

Cinética Quimica.

4.1- Introduccion

En la cinética quimica aparecen ecuaciones no lineales y multidimensionales, que son
parecidas a las presentadas en los sistemas Lotka-Volterra (SLV), de ecuaciones diferencia-
les ordinarias de primer orden (EDO), que permiten describir algunos tipos de interacciones
no lineales {comportamiento oscilatorio), en varios campos de la ciencia, Dubovik [32]

Histéricamente, los SLV aparecteron al modelar las interacciones entre especies bioldgi-
cas interconectivas, Volterra [33], Lotka [34], y al estudiar la cinética de las reacciones
quimicas, Lotka [34] Posteriormente, SLV despertd gran interés en Jos problemas relacio-
nados con el acoplamiento de ondas de la fisica del laser, Lamb [35]. El interés en SLV fue
revivido en, Zakharov [36], donde se habia establecido que en la estructura fina del espec-
tro de ondas de Langmuir pata ¢l plasma y que fue desciito a través de un SV especial, al
hacer que todos los coeficientes fueran iguales al valor de 1.

Posteriormente L. Brening [37] probé que un conjunto grande de ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO), denominado como la generalizacién de ELV, tiene aplicacion en varios
campos de la fisica, la biologia, la quimica y la economia, y puede ser reducido a ELV me-
diante transformaciones cuasi monomiales de sus variables. Korzukhin reporté lo anterior
en el libro de Ebeling [38]. y demostxé el siguiente teorema:

Si

dc, N |
_dT=E(CJ!C2 . ‘-’Cf)a l=1!23-‘!j @1

donde (; es la concentracidn del reactivo iésimo y F,  es un polinomio (dependiente de
las concentraciones de cada especie) arbitrario de potencias enteras no negativas, y que es
posible transformarlo asintéticamente en uno mas pequefio y equivalente a un sistema qui-

mico reaccionante
Entonces debido a este hecho son permitidas dentro de la cinética quimica las nolineali-

dades arbitrarias
El sistema de reaccién formal de Lotka, en Voltetra [33] estd descrito como un sistema de

ecuaciones quimicas con flechas
A+ X—152X
X+y—252¥ (42)
y—2z
Este mecanismo “Lotka” muestra el comportamiehto oscilatorio, Steinfeld [44], donde

todas las etapas son irreversibles, y los pasos (1) y (2) son autocataliticos. Consideramos
que el sistema es abierto y que [A] se mantiene igual a A todo el tiempo Esto puede set
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realizado, por ejemplo, en un reactor de flujo, donde la especie A es introducida y Z es reti-
rada continuamente, manteniendo los intermediarios X, Y en un estado estable. Las ecua-
ciones cinéticas para estos intermediarios son

X=k A X -k, XY

. 43
Y=k, XY-Fk,Y @3
una solucién para el estado estable (subindices ‘ss’ ) ocurre cuando X =¥ =0, 0
kY =k, Y =k A
2% 2*0 1430 (44)

kZ ‘X's.: = k!'XO = k3

Observar que, cuando {A] se mantiene a un valor constante Ay, las concentraciones del
estado estable dadas por las ecuaciones (4.4) son completamente independientes del tiem-
po.

Ahora veremos que pasa cuando las concentraciones son temporalmente desplazadas de
sus valores en el estado estable. Con la finalidad de dar un tratamiento matematico al pro-
blema, introducimos variables de desplazamiento como en la cinética de relajacién. En éste
€aso son

X=x()+ X
Y=.}((i))+ Y;,O 45
En términos de las variables de desplazamiento. las ecuaciones (4.3) se ttansforman
¥ =k, Ao(.x' + .X'O) — ke (x+ .X'D)(y + Yo)
pkles ) K) -k 1) o
1ealizamos los productos
F=hdgx +h A X —hoxy— kool -k, Xy~ X8
V= ko + Kot 4k Xy + kXY~ k- kY, @7
sustituyendo las ccuaciones (4.4) ¢n (4 6)
Y=k Nx kX, —hyy— k), - kX )y - £ XL
yo=hkoxy + Kovky + h, Xy + 5, X1 ~ Xy =k, X%, “48)
reduciendo términos semejantes obtenemos
=k, Xy -koxy 49)

y=khx+kxy
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- 8i los desplazamientos desde el estado estable son pequefios, podemos despreciar los tér-
minos xy en las ecvaciones (4 9) y obtener un conjunto simple de ecuaciones diferenciates

lineales de primer orden acopladas:

==k, Xy y

e (4 10)
y=khx

Si consideramos i = —ay, ¥ = bx, en las ecuaciones (4 6), derivamos la primera ecuacién

con respecto al tiempo y obtenemos

$=-ap _ (411)

sustituimos la segunda ecuacién en (4.11), y podemos ver que las ecuaciones (4 6) son
equivalentes a una simple ecuacion diferencial de segundo orden,

¥=-ap=—-(ab)x (4.12)

La solucion de las ecuaciones (4.6) o (4.7) corresponde al modelo del oscilador arménico,
donde la variacién del desplazamiento con el tiempo es

(D) =c, @™ +c e 4.13)

Fisicamente, esto significa que si el sistema se desplaza de su estado estable, lo suficiente
para que retorne suavemente a sus valores previos de concentracion de especies, entonces
oscilard y los desplazamientos serdn mayores en magnitud.

Aungue no se conocen sistemas quimicos que sigan exactamente el mecanismo de Lotka
dado en las reacciones (4 2) vatios “osciladores quimicos” han sido descubiertos Uno de
los que mas extensamente se han estudiado es la reaccién de Belousov-Zhabotinsky, que es
la oxidacion de 4cido malénico por bromato, catalizada por iones de cerio.

Ahora consideremos un sistema de 3 componentes de EDO

= ax X~y x %,
F= By Xty X Xy, (4.14)
Ry ==X, Xy ~ax; Xy

El sistema (4.14) es una forma especial del 8V, el cual fue introducido en las referencias,
Ebeling [38], Galpetin [39] las soluciones y las investigaciones detalladas de (4.14) estan
dadas en las referencias Galperin [39], Galperin [40], Dubovik [41].

La peculiaridad de (4 14) es la de presentar una matriz simétrica de los coeficientes Y
como resultado, los términos de la diagonal son iguales a cero y es por esto que los térmi-
nos proporcionales a X, X, estdn ansentes. por otro lado no hay términos lineales en el sis-
tema (4.14). Esto normalmente significa que desde el punto de vista quimico o de la cinéti-
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ca formal, que el lado izquierdo de las ecuaciones de flechas apropiadas no pueden conte-
ner términos como 2., donde las variables X son especies quimicas arbitrarias. Por ejem-
plo, la reaccion 28 — 7 + . .., establece en la correspondiente ecnacion diferencial un ter-
mino proporcional a CZ, donde S y 7 son especies quimicas y €, es la concentracién de
S en la notacidn quimica comun.

Podemos indicar que el SV es un subcaso de las ecuaciones del SLV, Dubovik [32].

=%y, i=1L N, donde y=Adx+b (4.15)

y, es la otra especie quimica presente y que reacciona en forma proporcional (siguiendo la
ecuacion de una recta) con la concentracion de la especie quimica x, , en realidad / toma
valores hasta 3, porque para valores mayores la probabilidad de choque tiende a cero, por
otro lado se cumpliré si existe una B, # 0, tal que f,a, =~p,a,, pero el sistema (4.14) es

un subcaso del tipo ( p=1i=1 N b= 0). Por lo que, en su caso, el sisterna {4.14) es

el caso general del SV en interaccion con matriz antisimétrica, Galperin [40], Dubovic [41].
Esperamos encontrar algin ejemplo de un sistema quimico que este descrito con esas
ecuaciones diferenciales.
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4.2 - Formalismo de la Cinética

El punto de vista de la cinética formal es que en un proceso quimico actual se cumpla lo
siguiente :

1 - El sistema esté descrito por un conjunto de ecuaciones quimicas elementales que repre-
sentan al mecanismo de reaccién, y formuladas con cierta aproximacion a la realidad.

2 - Este sistema produzca un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Después de resolver estas ecuaciones, en muchas ocasiones serd posible estudiar algunas
de las propiedades del sistema y de la reaccion quimica real

Por otro lado el camino inverso para tratar este problema es el de obtener un conjunto de
ecuaciones quimicas (mecanismo de reaccidn) formuladas a partir de un conjunto de ecua-
ciones diferenciales, por lo que las propiedades cinéticas de un proceso quimico real estén
descritas en términos de las soluciones de aquellas ecuaciones diferenciales

También podemos mencionar algo muy importante, ¥ es que si no hay exactamente una
reaccién quimica para esas ecuaciones diferenciales puede ser debido, a que el fendémeno
quimico real sea descrito solo en forma aproximada, por el formalismo que actualmente es
conocido para las reacciones quimicas

Pero desde el punto de vista tedrico es muy importante reconocer que un conjunto finito
de ecuaciones quimicas no es siempre suficiente para tener una descripcién detatlada del
proceso quimico en cuestién. debido a que una reaccién quimica en realidad representa un
conjunto de reacciones quimicas elementales.

No podemos dar una regla regular para obtener una ecuacion diferencial, pero si podemos
enumerar todos los conjuntos de ecuaciones quimicas mediante algin lenguaje formal (pu-
diendo ser alguno de Jos conjuntos de ecuaciones mencionados que pueden sei enconirados,
pero posteriormente estos no conducirdn hacia sus efectos o consecuencias)

a).- Definicion de Clase

Se puede considerar la clase K para un sistema dindmico

p=(1t, P, 0,) (4 16)

donde 4, = { A4, |es un alfabeto: esto es la lista finita de sustancias quimicas y las

. . { - . +
variables de los mismos nombres, £, =/, /.. }es la lista finita de esquemas de reaccio-
nes quimicas elementales de la forma

Poa ra, iy — BLA B A+ 417

donde todas las «,, B,. x; son simbolos diferentes, y representan los coeficientes este-
quiométricos de reactivos, productos y de las constantes de velocidad de cada reaccidn qui-
mica
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O, = {Ql O, } es la lista de EDO en la correspondencia uno a uno para cada vanable del.
alfabeto 4, dela forma

= > &8, -a,)]],., 4™ (@.18)

fiely

Cualquier conjunto de ecuaciones quimicas formales puede ser encontrado come un
miembro de esa clase y viceversa : algunos conjuntos de ecuaciones diferenciales pueden
ser encontrades ahi. Las ecuaciones son consideradas iguales a cualquier otra st ambas son
idénticas después de sustituir alguncs nimeros o expresiones en lugar de los simbolos
a, x;,  Ahota podemos formular cualquier problema concerniente a la existencia (o

g Mo T
no existencia) de algunos esquemas, por lo que la predefinicién de EDO las satisface o pue-
de ser convertido en ellas.

b).- El Problema

El problema se suscita para la existencia de un sistema D enla clase X , tal que sus
componentes O, tengan la forma:

i=kyzx—kxy
y=+k xy-k,yz {419
Z=+k, yz—kyzx

c) - La Solucién

Podemos representar el sistema anterior mediante ecuaciones de flechas, segin ¢l forma-
lismo de la cinética quimica, y obtenemos el mecanismo de reaccidn

x+ yL)Zy
y+z—12z (4 20)
I+ x—22x

d) .- Crecimiento v Desintegracion

Es bien conocido el caso 1.

A, =1x},
Py={pP o x—> px, @21

o, = {Qf e k(ﬁ —62') x"’} .

Si k( B -« ) >( corresponde al crecimiento y el opuesto a la desintegracion
Una ecuacidén mas general es
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x=f ( y) , con laexistencia continua de f (y) =0 (4.22)

es del mismo tipo debido a la conversidn

J
x=¢’V 3y Kp-a)=1 : (423)

Ejemplos: -

Hz (g) » 2H (g)

02(8) >20(g)

20;(g) > 30:(g)

2 H,0 — (H20)2
CL > %Cly+e

Ahora tratemos el caso

.|

L (4.24)
le,-a st g, )

-

Q=0 k=2 k{f,~a)x |

que es para algunos procesos simultdneos de crecimiento y desintegracion

El sistema (4 23) puede tener algunos puntos criticos (donde la parte derecha de EDO
equivale a 0 ), v.g establece, puntos de equilibrio del tipo de un focus. No existen otro tipo
de puntos criticos en el caso unidimensional.

Cualquier ecuacién del tipo

y=f{») (4 25)

cuyo conjunto finito de puntos criticos ( donde f (y) =0 ) es igual al conjunto de ceros

v k(p~a)x% =0 (4 26)

Es del mismo tipo que (4 44) dado que la conversidn satisface la ecuacion

dx dy
" k(B -a)x® ")

(427)
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e) .- El Caso de dos Substancias

Tratemos este caso:

p={xy }

{Prayx+a,y—2sb,x+b, ) (4.28)
Q. x=k (b, «-a,) X yh,
Qy , y =k (b2 __az) xm yaz

A
P,

D

Dy

Es féacil ver que las curvas integrales de aquellas EDO son

y=%:—zz—+c, © @29
i 1

donde C es una constante arbitraria.
El conjunto de puntos criticos de EDO incluyen la unién de los ejes de coordenadas

(‘x=0,0 y=0)

) - Ecuaciones Diterenciales 1 ingales

Ahoia consideremos como una subclase de la clase de sistemas dindmicos, aquetla que
tiene todas las & en (4 8) iguales a 0. o 1 unicamente, pero con solo un coeficiente o) igual

al paracadaecuacion P, ‘
Sabemos que el caso de tas EDO lineales es muy bien conocido. Donde todos los puntos
criticos son subespacios lineales.

g) - Ecuaciones Diferenciales Cuadraticas

Considerernos como una subclase de sistemas dindmicos, aquellos donde todos los . en
(4 8) son iguales unicamente a 0 0 a 1. pero que no en més de dos coeficientes, o sea
igual a 1 para cada ecuacion P,

Esto es que para el caso de los ststemas Lotka-Volterta (SLV). La razén de restriccién es
que el conocimiento correcto del proceso cinético tiene ecuaciones quimicas, el cual puede
contener una, dos o tres substancias ¢n ¢l lado izquierdo. En otros casos aquellas ecuacio-
nes deben estar detalladas con la incorporacién de substancias intermedias

4 3 - Ejemplos

Como se mostrd, las reacciones formales estan usualmente escritas en la forma

ki

—_—
£ ail ‘4!+a12 Az"‘--‘ ﬁil Al+ﬁf2 A2+ v (430)

i
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donde ambas flechas tienen las %,, %, >0 .

Esta es una restriccion a la clase original de los sistemas dindmicos y el problema defini-
do puede no tener solucidn.

En un contexto cinético formal esto significa que ambas reacciones estdn interpretadas
como reversibles y cuasiestacionarias Realmente a cada instante dado ocurren ambas reac-
ciones, la directa y la reversible. Con esto la diferencia mencionada entre las reacciones,
acerca de quien quién gobierna la direccidn del curso de reaccién antes de alcanzar el punto
de equilibrio ya ha sido superada Ahora sugerimos la existencia de alguna correspondencia
entre las ecuaciones (4.17) y las reacciones quimicas reales. En ese caso se puede decir que,
aquellas reacciones pueden ser descritas inicamente en el limite de k,, — 0 {ver ec. (4 30)
}. En otras palabras, estas deberfan ser asintéticamente no reversibles

Fisica del quark

En el caso de la fisica del quark también puede ser aplicado el esquema de razonamiento
anterior Consideremos un quark compuesio de tres substancias con igual mimero quarks
con color, esto es azul (b), verde (g) v amarillo (y), que estan confinados en una bolsa ce-
mrada. A igual proporcion de colores el sisterma considerado como un agujero podemos
asumit que sea descolorido.

Por 1o que Ilamaremos a las colisiones de quarks del mismo color como colisiones elasti-
cas, y a las colisiones de quarks de diferente color como ineldsticas. Entonces, se puede
definir una regla para la transferencia de colores :

El quatk azul cambia su color a verde después de una colisién con uno verde.
El quark verde cambia a amarillo después de una colisioén con uno amarillo, el quatk amaii-
llo se convierte en azul después de una colisidén con uno azul, por lo que tenemos

5+g—>g+g, g+y—>y+y, y+b—>b+b 43

Tomando esta regla de transmisidén de colotes, cuando unicamente hay 3 quarks en la
bolsa, cualquier seleccién aleatoria para que la primera colisidén que tenga lugar inevitable-
mente conducitd a un proceso en cadena casual resultando en un estado final coloreado.
Claramente,

brg—>g+g, g+y—>y+y, g+y—>y+y 432

EI cual corresponde a la siguiente cadena de cambios en los estados internos dentro de la
bolsa:bgy->ggy— gvy— yyy Entonces, el Gltimo quark en entrar al “juego” es el
que “gana”, debido a su antagonismo esta perdido en el primer “combate”.

Cuando en nuestro “hadron” el nimero de quarks de cada color es “muy grande” (el que
corresponda a la representacion cortiente de quarks en la teoria de quarks) y ocurran las tres
reacciones ineldsticas con la misma intensidad, entonces este objeto puede ser considerado
como descolorido durante los periodos de tiempo que sean mayores que el tiempo medio de
colisién. Suponer ahora que, dado que el objeto es absolutamente estable, podemos fijar las
fluctuaciones en su color mediante o por medio de la medicion del pintado aleatorio para el
decaimiento de productos estadisticos.
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Entonces podemos, sobre la misma base, construir un modelo sin ninguna colisién elésti-
ca o inelastica dentro de la bolsa En otras palabras, si las reacciones dentro de un sistema
compuesto forman un ciclo cerrado, y su equilibrio estadistico no puede ser distinguido a
partir de la ausencia de interacciones macroscéopicas dindmicas

La mayor parte de las soluciones en las ecuaciones (4.14) describen el equilibrio estadis-
tico en un sistema de 3 fases aisladas. Es por esto que no podemos tomar las condiciones
iniciales con una de las fases ausentes en orden de alcanzar una solucidn en “equilibtio”, y
el sistema, en términos de “quarks”, e inevitablemente adquiriremos uno de los dos colores
que permanecen

Deberiamos resaltar que dado que las soluciones para el sistema poseidas, mediante las
siguientes notables propiedades. Llamada ésta como la representacién de un punto en un
tridangulo de fases dentro de cualquiera de sus vértices, cuando en cualesquiera 2 de ias tres
fases desaparecen {esto corresponde a la coloracién) Este estado ocurre en un periodo de
tiempo infinito.

En la fisica de los quarks reales tal situacion es imposible sin una condicién adicional

La exclusién del principio de fermiones que prohibe la presencia de 2 quarks con el mis-
mo color (¥ el mismo orden en miumeros cuanticos ) dentro del mismo campo (un hadron
dado), v g. en el campo de accién de su potencial medio generalizado. Por lo que, el punto
esencial en nuestro contexto es que la teorfa de campo cuéntico para el quark-gluon despre-
cia las interacciones quark-quark en general a pequeiias distancias El cual es nombrado ia
libertad asintética ultravioleta del quark

Ahora presentamos algunos sistemas de EDO conocidos, y verificamos si satistacen el
formalismo de Nambu.



4.3 - EJEMPLOS

Sistema Lotka

Con mecanismo de reaccidn, Steinfeld [44]

ecuaciones de movimiento

A+ X¥—Ftsox
X + Yty 2¥
y—hsz

K=k A X - ky XY
Y=k, XY -k,

definimos el cambio de variable dp = k,k, k, 4, XYd!

simpiificando

scparamos variables

dX k4 X kXY
dp ki kA XY ko kA, XY
dl k, XY kY

dp  kikok A XY T Iy A XY

dy 1 1
dp  kky Y kA,
dr 1 1

dp koA, kg AgX

dY

kA, ki, Ay X

igualando términos semejantes, reordenando e integrando

76

(433)

(4 34)

(4 35)

(4.36)

(4 37)
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Y+ H 3
(kkA kkAX}M mkkY kk } * 4.58)

despejamos fa constante de integracion

o= X InXx InY+ Y @39)
T kkidy kA, koks o kA ‘

de acuerdo con el formalismo de Hamilton y considerando el cambio de variable efectuado,
expresamos las ecuaciones de movimiento

SH
-P 5y
. gH
Y=pg‘"}'(-;

Y=
(4.40)

reatizando las derivadas parciales

P P

kY koA,
p___ P
ek, Ay kA, X

Tk
: (4.41)

Y=

sustituvendo el valor de p = k,k,k, A, XY obtenemos

X =k Ay X =k, XY

: 442
Y=k, XY = kY "4D)

que son las ecuaciones de movimiento originalmente planteadas, por lo cual éste sistema
satisface el formalismo de Nambu
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Sistema Fotka (reducido)

Consideremos el sisterna Lotka cuando hay un paso determinante, con mecanismo de
reaccion, Steinfeld [44]

A+ X —to2x
X+Y—292r (4 43)
y—2,7

Como ya se expuso anteriormente en ec (4.8) si los desplazamientos desde el estado es-
table son pequefios, obtenemos un conjunto simple de ecuaciones diferenciales lineales de
primer orden acopladas, expresadas en términos de £,

X=—k, X,y
y= k2 Y;) x (4 44)

Como el sistema consta de dos ecuaciones diferenciales, existir4d una constante de movi-
roiento, hacemos la separacidn de variables

dx ==k, X,ydt , dy=kxdt (4 43)
despejamos la variable independiente en cada ecuacién e igualamos términos

dx dy

= 4 46
-k, Xoy  kx (4 46)
agrupamos variables ¢ integramos
Ve, ¥xax = =Yk, X vy + 1 (4 47)
Despejamos la constante de integracién
L Yxt kX
yotate K oy (4 48)

2 2

Segin el formalismo de Hamilton la dindmica del sistema estd determinada por las ecua-
ciones

. J9H  @H : 449)
%= == e
oy’ y=— _ (

efectuamos las derivadas parciales y obtenemos las ecuaciones de movimiento del sistema
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==k, Xy, y=kYx (4 50)

i

Las ecuaciones obtenidas son idénticas a la ley de velocidad propuesta originalmente, con
lo cual vemos que éste sistema satisface el formalismo de Nambu.
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Sistema Nahm

Este sistema consta de las ecuaciones diferenciales, Takhtajan [§]

X=yz
y=zx (451)

Z=xy

consideramos la tercera ecuacion diferencial, y despejamos sus variables independientes

Z=xy
x‘=£,. y=_z_ (4.52)
¥y x

sustituimos en las dos primeras ecuaciones diferenciales, integramos y despejamos las
constantes de integracion

. Zz .z
xl = > V =
x y
J‘dx = szz + H, Jydy = J.zdz +N (4.53)
R oot
H=775 N=5"2

ahora aplicamos el formalismo de Nambu

OHIN SHON _
x“é’y 2z Z=z ﬁy"yz

__PHON JGHON
poZ222 ZHCE o (4.54)

HEN JFHEN

£= dx dy - gy fx =X

obtenemos el conjunto de ecuaciones de movimiento, inicialmente planteadas

X=yz
p=zx (4.55)
Z=xy

por lo tanto éste sistema satisface el formalismo de Nambu
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Sistema Volterra

Mecanismo de reaccién, Dubovik [32]

z2+x—2y 2y
x+y—L—>2y _ (4 56)

y+z—2—2z

con ecuaciones de movimiento

T=azx—yxy
p==p yz+yxy (4.57)
t=fByz—-azx

Verificamos si este sistema satisface el formalismo de Nambu, considerando que un sis-
tema con # ¢cuaciones diferenciales ordinarias dentro del formalismo de Nambu se re-
suelve para n~ | constantes de integracién (constantes de movimiento), calculamos las dos
constantes de movimiento de este sistema.

hacemeos el cambio de variable dp = xyzdt y obtenemos:

y oz
i} E_z) :
dym[x z dp (4 .38)
_[-E_«
dz_[— x y]dp

sumamos las tres ecuaciones, integiamos y obtenemos la primera constante de mos imiento
H=x+y+z _ (4.59)
ahora calculamos la segunda constante de integracion, dividiendo cada ecuacion entre su

variable dependiente del tiempo y multiplicando por el coeficiente estequiométrico que no
aparece en la ecuacién
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x xy zx
dy ( aff ya)

g = = | e m - 1 4 60
» > vz o (4.60)
dz _{pr ;/aJ

—af ——— d

¥ z (zx * vz P

sumamos las tres ecuaciones, integramos y obtenemos la segunda constante de movimiento
N=pfflnx~¢alny-ylnz (4.61)

cabe resaltar el hecho de que ya calculadas las constantes de integracién (constantes de mo-
vimiento) podemos describir completamente la dindmica del sistema, de acuerdo con el
formalismo de Nambu. La férmula de Nambu que representa las ecuaciones de dindmica
para este sisterna es

éH éN
2 =Z

€ T 462
. Hd apk apl ( )

desarrolldndola para las tres especies y restituyendo el cambio de variable efectuado obte-
nemos

[0”1{ N OH é'NJ
P

8y 6z 9z dy

i [@a_fv Q{é’ﬁ] P
r=r 8z Ox Fx Oz (463)
[@zﬂ ﬁéﬂ]
TP o By dy Ox

efectuando las derivadas parciales y sustituyendo el cambio de variable efectuado, obtene-
mos las ecuaciones diferenciales originales del sistema quimico reaccionate

X = qux — py
v = pyz+pmy (4 64)
i=-fyz-ozx '

que corresponden al sistema de Volterra presentado.
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Sistema de 3 Vortices

El sisterna presenta el conjunto de ecuaciones de movimiento, Makhaldiani [43]

t=ax(y-z)
y=PBy(z-x) (4.65)
Z=yz(x~y) '
elaborando los productos obtenemos
X = oy — ozx
y = Byz— [y (4.66)
i=pEx—-pz
que en la representacion de reacciones quimicas es
X y——p 2t x—2>
y+z—EL syt 467
z4x—Lo ytz—Lo
combinando las ecuaciones y cancelando términos semejantes
Xty zbx—> pyz—Loxpy—Lo zyx-Toyys T, 4 68)
yrz—t sihy—ty zex—Lesyuz—lo  x+y—Eorzix—So
X+ y— 2x y+z—E 52y Z 4+ x—s 2z
obtenemos el mecanismo de reaccidn
X+ y———>2x
¥+ z—£ 2y {4.69)
zhx—2s2z

Ahora procedemos a aplicar el formalismo de Nambu, hacemos un cambio de variable,
donde p = afyxyzt, vy las ecuaciones de movimiento se transforman en

Haciendo la separacién de variables e integrando obtenemos



L‘if_..(!_,_la[ L1 J
dp P \apPrxz apPyxy
dr _Bye=x)_ ( I 1 ]
PR R Py msriay v
ﬁz:_L_yz(x—y): z( 1 B 1 }
dp P \afryz oapfrzx

LY

(1 ! ! !

J x(aﬁrxz - aﬁ;ocyjdp h ] {aﬁm B aﬁw)dp m

]}{ — Jdp +hy, ] [{ R ]dw ,
afwy  afwz B \afmy afpyz

I( 1 1 ]d o dz ( 1 1 JdJ’
Z Ll —_— — n
“\afpz  afx PE s v \afwr  afex P T

sumamos las ecuaciones obtenemos las constantes de movimiento del sistema

& 8%

<18 =& =[5

Sty

Xy z
Hes—+4+—+—

a By
yolnx Iy Inz

a By

Sy 8z Iz dy Brz v p
) (aHo"N ﬁHﬂ]_ (1; i-’_]_ .
V=P 57 Fx ax 0z ) P\yax wyz)tPYETAY
- (aHaN o”fff__f!]_ (11 LL],-. i
2=P\ex ay Gy ox ‘ptaﬁ} pax) TTIY

34

(4.70)

@71

(472)

(4 73)

que es el sistema de ecuaciones de movimiento pianteadas por el sistera de 3 vortices

E=ax() -z)
y=By(z-2)
z=yz{x-y)

(4.74)
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Acorde con el formalismo de la cinética quimica, consideremos la secuencia de reaccién

,
p—>x

las ecuaciones de velocidad de cada especie para este sistema reaccionante son

p=-kp
i=kp
multiplicamos ambas ecuaciones entre si
kpp=-kpx

cancelamos términos semejantes y obtenemos la ecuacién diferencial

dp = —dx
definimos los limites de integracidn
pEpsl
0gx<x
mtegramos
Q, X
]dp = -de
]
y obtenemos
p=x

con lo cual podemos expresar las ecuaciones (4 81) como

p=—kx
f=kp

(4.75)

(4 76)

4.77)

(478)

(4.79)

(4 80)

(4 81)

(4.82)

ahora resolveremos el sistema de ecuaciones (4.87), primero multiplicamos ambas ecuacio-

nes entre si
k pp=~kxx

multiplicamos la igualdad por dr , ¢ integramos

(483



Jkpdp = Jk xdx + H

Despejamos la constante de integracién

k k

LI B
=5p HTx

Ahora presentamos el formalismo de Hamilton en su forma general

lo aplicamos a las variables del problema

86

(4 84)

(4.35)

(4.86)

(4.87)

efectuamos la derivas parciales y obtenemos las ecuaciones de movimiento planteadas por

el mecanismo de reaccion

p=-kp
x=kp

(4.88)

por lo tanto este sistema al cumplir con el formalismo de Hamilton satisface el formalismo

de Nambu.
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Ejemplos de reacciones unimoleculates son:

L.a isomerizacién unimolecular

¢is ~CHCL=CHCI > frans ~CHCL=CHCI

(4 89)

CH;NC —222 5 CH,CN (4 90)
La descomposicién unimolecular

CH;CH, | —— CH=CHy+HI (4.91)
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Eiemplos de reacciones quimicas ciclicas

Formacién de compuestos nitroalifiticos, consideremos la reaccion del dcido Bencil ide-
nitronico, Alliger [45]

CeHsCHNO, M9, CeHsCH-NONa'. (4.92)
Fenil nitro metano ’
CéHSC'H-NOZNa+ L N CeHsCH=N"OHO " (493
Ac Bencil Idetrénico
pf 84 °C
etapa de tautomerizacién inversa
CeHsCH=N'OHO =~ —22y CsHsCHLNO; , (4 94)
Ac. Beneil Idetronico Fenil nitro metane
pf 84°C
Electrélisis de compuestos heterociclicos
Reacciones de Purina y Pteridina
Ac 7,8-dihidrofélico e, Ac 5,6,7,8-tetrahidrofélico
{495
Ac 5,6,7 8-tetrahidrofélico 2 Ac Quinondicodihidrofélico
(4 96)
Ac. Quinonéicodihidrofolico L enermdt y Ag., 7,8-dihidrofolico
(4.97)

Estas reacciones se utilizan como mediadores en reacciones de transferencia electronica
de moléculas biolégicas, Lund [46].

Derivados de Cinnolina, Lund [46]

2e ,+2ZH"

4-hidroxicinnolina > 4-ceto-1,2,3,4-tetrahidrocinnolina

(4.98)



4.ceto-1,2,3,4-tetrahidrocinnolina —22= 20 5 Azo 4-hidroxinolinna
499

Azo 4-hidroxinolinna _twemerizicitn o 4-hidroxicinolinna
(4.100)

89
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CONCLUSIONES

Se han generalizado las ecuaciones de movimiento de Newton, en el espacio de fases con
mas de dos dimensiones, las que han sido denominadas como ecuaciones elipticas de mo-
vimiento, donde la superestructura de éstas ecuaciones estd dada por el formalismo de
Nambu, el cual es una generalizacion del formalismo de Hamilton mediante las ecuaciones
elipticas de Jacobi para el espacio de fases con n-dimensiones, también se describio la
extension de ésta mecanica para el modelo del oscilador.

Para esta nueva mecénica es posible el introducir los conceptos de energia, y momentum;
donde se observo que la energia total para el movimiento estacionario es proporcional a el
producto de las funciones de Hamilton-Nambu, y de esta manera se ha establecido la co-
rrespondencia entre las ecuaciones Newtonianas y las elipticas, formuladas con los teore-
mas 1-1y I-2, presentados en el capitulo 1.

Se aprecian conexiones entre el formalismo de Nambu y los sistemas dindmicos reales;
como la dindmica relativista, dado que se presentd una correspondencia entre las ecuacio-
nes elipticas y la expresion relativista de la energia, masa y momemtum, y el problema de la
cuantizacién al desarrollar la formulacion presentada para la mecénica en el espacio de
fases con n~dimensiones y a la investigacion realizada con los teoremas 1 -1 y 12

Se demostrd que los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, de: Lotka, Voltera,
Nahm. 3-Vértices, admiten la formulacion de Nambu

Sistema Ecuaciones Constantes de Mecanismo
Diferenciales movimiento de reaccidn

A+ X2 50x

X =k Ay X = ky XY X WX Wy Y K
Lotka | ) He= - - + X+7V-——232Y
Y=k X¥~ k1Y kiksdy  kiky Ay ks Kk A, B

Y¥—az
. . 2 A+ X5 50x
Y=k, X,y k,Y,x kX
Lotka simple e e e 2 oY K hy—t oy
y=hktx 2 2 &
Y————Z
2 2
i=yz H=2 i ytz—>x
. 2 2
Nham y=2zx s 4 Z+x =y
Z=xy N='-y2——"? x+y oz
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Z+x——2x

I ;fzaZX‘—}“y H=x+y+z ,
Volterra }.:-ﬁj)z+;ocy N=fBlnx-ainy-ylnz X+ y—Lt32y
2=—fyz - oux y+z—E 27
x =y —2z) H=f-+~g-+-§- X+ y——>2x
ars o _ 2
3-Vortices y Dz —x) nx Iny Inz y+z~—-.——>2y
t=p(x~y) Ne gt v, z+x—L52z
: . PRy L ;
unimolecular b= e = + 7 p-——-—-'>x

Vemos claramente 1a similitud que tienen todos los sistemas con los sistemas Lotka-
Volterra, tanto en las ecuaciones de movimiento {ley de velocidad) como en el mecanismo
de reaccion.

Con lo cual apreciamos que los SL'V representan diversos aspectos de la cinética quimica
En sintesis se ha demostrado que el sistema Lotka-Volterza de ecuaciones diferenciales
ordinarias, puede representar un sistema cinético-quimico formal escrito en el formalismo
usual de ecuaciones de flechas, Sobre la suposicién de la existencia de alguna correspon-
dencia entre las ecuaciones del SV y las reacciones quimicas reales, podemos decir gue
esas reacciones pueden ser descritas Unicamente en el limite de &,, — 0 (constante de velo-
cidad paia la reaccién reversible, ver ec (4 30)), lo que significa que deben ser asintética-
mente no reversibles.

El sistema Voltera, tiene peculiaridad de que la matriz de los coeficientes estequiométri-
cos es simétrica, Por ello pensamos que serfa muy promisorio hacer la clasificacion com-
pleta de las soluciones a las ecuaciones SV, e investigar si satisfacen el formalismo de
Nambu.

Podemos concluir que las ecuaciones de la cinética quimica pertenecen a la categoria de
ecuaciones de evolucion (descripeidn empirica de un cierto fendmeno), y en esta tesis trans-
formamos algunas ecuaciones de cinética en ecuaciones de dindmica, para lo cudl se requie-
re utilizar un formalismo més genéral que el de Hamilton, tal es el caso del formalismo de
Nambu. y gracias a éste formalismo podemos reformular como ecuaciones de dinamica los
sisternas de; Lotka, Volteria, Nahm, 3-Vértices, etc,

El uso de un formalismo apropiado en la cinética quimica, aportaria una perspectiva ted-
1ica pata desarrollar mejores conocimientos, y constituir asi una ciencia formal.

Finalmente pensamos que es muy importante seguir investigando el formalismoe de la
mecdnica de Nambu, y su relacidn con los mecanismos de las reacciones quimicas, para
enriquecer el formalismo de cinética quimica.
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