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Introducción. 

Supongamos que una masa puntual se mueve sin fricción en una región 
acotada de JRd. La partícula choca elásticamente con los bordes o cuando 
se encuentra algunos obstáculos. En dos dimensiones estas colisiones se 
describen por una bien conocida ley de óptica geométrica: el ángulo de 
incidencia es igual al ángulo d e reflexión . Así Ja teoría de billares y la teoría 
de óptica geométrica tienen muchas características en común. 

El movimiento es muy complicado y las trayectorias no varian con con
tinuidad (si ellas son tangentes a uno de los bordes) o no están definidas 
para todo tiempo (si ellas encuentran un vértice de Ja mesa de billar). Ahí 
el comportamiento puede ser mas inesperado; por ejemplo trayectorias que 
tienen un número infinito de rebotes en un tiempo finito o trayectorias que 
se acercan tanto corno se quiera al borde de un billar convexo en un tiempo 
infinito. Aún más, podemos construir billares con bordes razonablemente 
regulares (C1, por ejemplo) que no verifican buenas propiedades globales 
para casi todas sus trayectorias. 

Para evitar el último caso debemos añadir una fuerte condición de regu
laridad en los arcos del borde, y si no queremos tornar en cuenta trayectorias 
anormales debemos usar teoría de la medida y así entrar en el campo de la 
teoría ergódica. 

Hay motivaciones muy diferentes para estudiar billares y sus aplicacio
nes, ya que están en un proceso acelerado de expansión. Las razones mas 
significativas para buscar el primer resultado en billares son: 

a) Estudio del movimiento periódico en billares convexos, como aplica
ciones de la geometría teorema de Poincaré. 

b) Estudio de las propiedades ergódicas del modelo de gases de Boltzrnann
Gibbs [17] . 

En esta tesis se presentan resultados conocidos de propiedades ergódicas 
de billares planos no poligonales. Los resultados en billares poligonales (to
dos los arcos del borde son segmentos de línea) son menos explícitos: está 
probado que en el conjunto de polígonos convexos con n lados (considera-
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dos como un conjunto de JR!.2 n) hay un subconjunto denso, intersección de un 
número numerable de conjuntos abiertos, tal que su transformación de billar 
es ergódica; pero no se conoce la descripción de cualquier billar poligonal 
ergódico. Billares de más dimensiones fueron estudiados solo en el caso de 
billares semidispersores cuya geometría esta basada en el modelo' de gases 
de bolas duras. La prueba final de la ergodicidad de tal modelo no ha sido 
obtenida todavía, pero hay resultados parciales muy importantes. 

Todo lo anterior se presenta en este trabajo en el capítulo 3, el capítulo 1 
contiene definiciones básicas así como teoremas importa ntes relacionados con 
T eoría de la medida, Teoremas de Convergencia, Teorema de Recurrencia 
de Poincaré, etc. y el capítulo 2 esta dedicado a diversos fundamentos de la 
Teoría Ergódica, demostración del Teorema ergódico de Birkhoff, así como 
ejemplos de transforn1aciones ergódicas, transformaciones n1ezclantes, etc. 
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Capítulo 1 

N ocion.es Preliminares 

En este capítulo introduciremos nociones básicas de Teoría de la medida, 
que serán de utilidad para los siguientes capítulos (Lema de Fatou, Teorema 
de la Convergencia Dominada, Teorema de R.ecurrencia de Poincaré, etc.). 
Las demostraciones pueden ser consultadas en: (22] y (29] . 

1.1 Teoría de la Medida. 

Definición 1.1 Si X es cualquier espacio, A es un álgebra de conjuntos de 
X si: 

i} X E A; 
ii) A, B E A implica A U B E A; 
iii}A E A implica Ac(relativo a X) E A; 

00 

Si además A, E A i = 1, 2, ... ;implica U Ai E A, entonces decimos que 
i=l 

A es una u-álgebra. 

Proposición 1.2 Dada una colección C de subconjuntos de X, existe una 
u-álgebra A la cual contiene a C y tal que si B es cualquier u-álgebra que 
contiene a C, entonces A e B. A es llamada la u-álgebra generada por C. 

Definición 1.3 Si A es un álgebrv. de subconjuntos de X, decimos que una 
función µ : A --+ (O, oo] es una medida sobre A si µ(0) = O y µ (UiAi) = 
¿:µ(A;) para cualquier familia de conjuntos disjuntos A; E A, i = 1, 2, .... 

Si µ(X) < oo se dice que la medida es finita y podemos definir una nueva 
medida dada por: v (A) = µ(A)/µ (X) para todo A E A. 
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Si µ(X) = 1 se dice que µ es una medida de probabilidad o simplemente 
una probabilidad. 

Si X es un espacio topológico, llamamos, u-álgebra de Borel de X, a la 
u-álgebra generada por la familia de subconjuntos abiertos de X . A esta u
álgebra la denotaremos por .B(X) y a los elementos de .B(X) los llamaremos 
Borelianos . 

Definición 1.4 Sean A una u-álgebra de conjuntos de X y µ una medi
da en A tal que µ(X) =1, entonces se dice que (X,A,µ) es un espacio de 
probabilidad. 

Teorema 1.5 (de Extensión de Hahn-Kolmogorov) Sea Ao un álgebra de 
conjuntos de X y v una medida de probabilidad. Entonces existe una única 
medidaµ definida sobre la u-álgebra A generada por Ao tal que µ(A) = v(A) 
para todo A E Ao (µ es una extensión de v: µIAo = v ). 

Definición 1.6 a) Dos conjuntos A1,A2 C X son equivalentes (mod O) si 
su diferencia simétrica A1 6. A2 = (A1 \A2) U (A2\A1)es un conjunto de 
medida cero. 

b) Si S es una familia de subconjuntos de X decimos que AES (mod O) 
si existe A 1 E S equivalente (mod O) a A. 

c) Decimos que S1 = S2 (mod O) si para cualquier A1 E S1 y A2 E S2 
tenemos A1 E S2 (mod O) y A2 E S1 (mod O) . 

d) Finalmente, S (mod 0)-genera O si O =S (mod O) donde S es la 
u-álgebra generada por S 

Definición l. 7 Sean X, Y dos conjuntos y sean A y .B u-álgebras de sub
conjuntos de X y Y respectivamente. f :X--+ Y es medible con respecto a A 
y .B si ¡-1 (B) E A para todo BE .B. 

Teorema 1.8 (Lusin) Sean X y Y espacios métricos separables, .B los bo
relianos de X y (X,13 ,µ) un espacio de probabilidad. Dado e > O, para cada 
A E l3 existe K e A, compacto, tal que µ(A\ K) <E:. Si f : X--+ Y es 
medible (respecto de los borelianos de ambos espacios) 3 I<1 compacto, tal 
que µ(I<1) > 1 - E: y f restringida a K1 es continua. 

Definición 1.9 Sean (X,A,µ) un espacio de medida y T :X--+X. Decimos 
que T preservaµ o queµ es T-invariante si para todo A E A, r-1 (A)E A 
y µ(A) = µ(T- 1 (A)). 

Recordemos que una propiedad se dice que se cumple en casi todo punto 
(c.t.p.) si el conjunto de puntos donde falla la propiedad es de medida cero. 
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Definición 1.10 Decimos que dos transformaciones Ti; i = 1, 2 de espacios 
de medida (Xi, 8;, µi) i = 1, 2, respectivamente, son equivalentes, si existe 
F que preserva medida de (Xi, 81, µi) en (X2, 82, µ 2 ) que satisface: 

a) F es invertible, i. e. 

tal que G o F(x) = x c.t.p. x E Xi y Fo G(x) = x c.t.p. x E X2 

Definición 1.11 b) T2 o F =Fo Ti c.t.p. 

Observación 1.12 a)=> G preserva medida de 

y 
b) ~ G o T2 =Ti o G c.t.p. 

1.2 Espacios V(µ). 

Sea p 2".: 1, denotamos por LP(X,A,µ) o simplemente LP(µ) al conjunto de 
todas las funciones f :X--> lR medibles tales que J lflP dµ < oo, identifican
do las funciones que coinciden salvo en un conjunto de medida O. En LP(µ) 
definirnos la norma ll·llP de J como: 

También definimos L 00 (X,A,µ) o L 00 (µ) al conjunto de funciones f :X--> 
lR tales que existe K > O tal que lf(x)I < K para casi todo punto x EX, . 
identificando las funciones que coinciden salvo eu un conjmito de medida O. 
Al ínfimo de tales K le llamamos la norma infinito 11·11 00 • 

1.3 Teoremas de Convergencia y Teorema de Re
currencia de Poincaré. 

Recordemos que una función f :X- lR es simple si se puede escribir de la 
N 

forma f = ¿: >.;XA.,>.i E lR A; E A, i = 1, ... ,N. Decimos que una función 
i=l 
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N 
simple es integrable si ¿::; Aiµ(Ai) < +oo en este caso definimos la integral 

i=l 
de f como: 

N L fdµ = ~Aiµ(Ai). 
Se puede probar que este número es independiente de la forma de expresar 
f como una combinación lineal de funciones características. 

Teorema 1.13 (Lema de Fatou): Sea fn :X--> IR una sucesión de funcio
nes integrables positivas tales que lim inf f x fndl-t < +oo y convergente 

n-+oo · 
c . t .p. a f :X--> IR . Entonces f es integrable y lim inf fx fndµ 2: fx fdµ. 

n-+ex> . 

Teorema 1.14 (Teorema de la Convergencia Monótona): Sea fn :X--> IR 
una sucesión de funciones integrables tales que para casi toda x la sucesión 
{fn(x)} es monótonamente creciente y sup fx fndµ < oo. Entonces la 

n 
función f(x) = lim fn(x) es integrable y lim fx fndµ = f x fdµ. 

n-+~ n-+~ · · 

Teorema 1.15 (Teorema de la Convergencia Dominada): Sea fn :X--> IR 
una sucesión de funciones integrables dominada por una función integra
ble f :X--> IR, i. e. lfn(x)j :5 f(x) para toda n y c.t.p. x. Entonces 
si la sucesión fn(x), n 2: 1 converge para casi toda x, la función límite 
f(x) = lim fn(x) satisface r f dµ = lim J fndµ. 

n-+~ · n-+~ 

Lema 1.16 Las siguientes proposiciones son equivalentes: 
1. µ es una medida T-invariante. 
2 . .f fo T d¡_t = .f fdµ para cualquier f E L 1 (X,A,µ) . 

Demostración 
2)=>1) Sea B E A y tomemos f = Xn la función característica de B, 

entonces 

µ(B) = J Xnd¡_t = J X 8 o Tdµ = µ(T- 1 (B)), 

es decir µ es una medida T-invariante. 
1)=>2) Si µ es T-invariante entonces 

j Xn oTdµ = j Xndµ, 

para todo boreliano B E A. Puesto que cualquier función f E L 1 (X,A,µ) 
se puede aproximar mediante sumas finitas de funciones características ob
tenemos el resultado. • 
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Definición 1.17 Si µ y v son dos medidas de probabilidad en (X,A}, de
cimos que µ es absolutamente continua con respecto a v y lo denotamos 
µ << v si A E A tal que v(A)= O implica que µ(AJ= O. Decimos que las dos 
medidas son equivalentes si µ << v y v << µ. 

Teorema 1.18 (Radon-Nikodym): Sean v yµ dos medidas de probabilidad 
en (X,A). Entonces v << µ si y sólo si existe f E L 1 (µ) tal que f ~ O, 
.fx fdµ = 1 y tal que v(B) = J8 fdµ para todo B E A. Esta función 
es única, cualquier otra función que lo cumpla difiere de ésta sólo en un 
conjunto de medida cero. 

A esta función la llamaremos la derivada de Radon-Nikodym de v con 
respecto a µ y la denotamos por: ~~ . 

Teorema 1.19 (Teorema de Recurrencia de Poincaré}: Sean (X,A,µ) un 
espacio de probabilidad y T:X--+X que preserva la medidaµ. Para cualquier 
conjunto medible B E A el conjunto 

Bo = {b E B :{n E N:T"(b) E B} es infinito} pertenece a A y µ(Bo) = 
µ(B). 

Demostración 
Sea 

Cn = {b E B: Tk(b) <f. B para todo k ~ n}. 

Es claro que Bo = B\ U Cn. Por lo tanto el teorema estará demostrado 
n 

si probamos que Cn E A y que µ(Cn) =O para todo n ~l. 
Para todo n observemos que 

Cn = B\ U T-k(B) 
k2::n 

Lo que prueba que Cn E A y como 

Cn = B\ U T-k(B) e U T-k(B)\ U T-k(B) 
k2::n k2::0 k2::n 

resulta 

Más aún 

de modo que 

µ( U T-k(B)) = µ(T-n( U T-k(B))) 
k2::n k2::0 

lo que implica µ( Cn) = O. • 
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1.4 Existencia de Medidas Invariantes. 

En esta sección empezaremos por demostrar la existencia de medidas in
variantes. Sea X un espacio métrico completo, cabe señalar que se hará 
uso de la estructura topológica del espacio, dicha demostración incluirá la 
demostración de que M(X) es un espacio métrico completo. 

Donde M(X)={JL E (X,A) : µes una probabilidad}. 
Dada una función continua denotamos Mr(X) a el conjunto de probabili

dades T-invariantes (Tes una transformación continua en espacios métricos 
completos). 

Proposición 1.20 l\llr(X) es no vac{o. 

Antes de probar la proposición introduciremos una topología en M(X) y 
probaremos algunos lemas simples pero importantes 

Sea la topología en M(X), definida por la siguiente base de vecindades: 

V.:,<1>(µ) = {v E M(X): l.l <J.>dv - .l <I>dµ\ :Se} 

donde e> O y <J.>: X--+ lR es continua. 
Sea Cº(X) el espacio de funciones continuas con la norma 

11/11 =sup lf(x)l -
:z:EX 

Lema 1.21 M(X) es un espacio rnétrico cornpleto. 

Como X es métrico completo 3{gn : n E N} denso en la bola unitaria 

B := {!E C°(X) : llJll :5 1}. 

Consideremos en M(X) la métrica: 

d(µ, v) = f ;j 11 gjdµ - { gjdv\ 
J=l X Íx 

No es difícil verificar que efectivamente des una métrica: 
Demostración 
i)d(µ, v) 2: O. Esto se cumple ya que estamos sumando números mayores 

o iguales a O. 
ii)d(µ, v) = 0 <=>µ=V 
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d(µ, v) =O<=> f: i;- IJ.x 9idµ - .fx 9idvj =O<=> l.fx 9idµ - .fx 9idvj =O 
j=l 

para cada j 
<=> .fx 9idµ - .fx 9idv =O<=> .fx 9idµ = fx 9idv <=>µ=v. 
iii)d(µ, v) = d(v, µ) 
También es claro, ya que l.fx gidµ - .fx Yidvl = IJx gidv - .fx 9idµI para 

cada j. 
iv)d(µ, v) :$ d(µ, a)+ d(a, v) 

d(µ, v) 

~ ;j 1 r 9idµ - r 9id°' + r 9jda - r 9idvl 
3 = 1 Íx Íx Íx Jx 

:$ t ;j 11 9idµ - r 9idal + ~ ~ I+ r 9jdCX - r 9idvl 
3 =1 x Íx i=l Jx Jx 
d(µ, a)+ d(a, v) 

Para la prueba del Lema 1.20 probaremos antes los siguientes Lemas. 

La demostración de este Lema nos permite probar que M(X) es metriza
ble, la idea es demostrar que la métrica d(·, ·) genera la topología de M(X) 
arriba descrita. 

Lema 1.22 Sea {µn) una sucesión en M(X) las siguientes proposiciones 
son equivalentes: 

a) lim d(µn,µJ= O. 
n-oo 

bJJ.!._,~ fx9idµn = fx9idµ para toda j ~l. 
cJJ.!._,~ fxgdµn = f,y:gdµ para toda g E Cº(X). 

Demostración 
a)=>b) se cumple, ya que 

119jdµn - 19jdµI :S: 2Íd(µn, µ). 

b)=>c) llYll =O es inmediato. 
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Dados g E Cº(X) y e > O 3j tal que 

llgi - 11:1111 $ 3 lf gll. 
Sea N tal que n 2: N => 

l.l 9idµn - .l. 9idµI $ 3 lf gll · 
Entonces para n 2: N 

c)=>a) Sea jo tal que f :J, $ ~ entoces paran 2: N 
i=io+l 

d(µn,µ) :=:; t ~ l l 9idµn - .l. 9idµI 
i=l . X X 

+ jí.1 ~c.[ IY;I dµn +.l. IY;I dµ) 

::; t ~ l.f. g;dJ.Ln - .f. g;dµI + 2¡ 
J=l X X 

como µn satisface c) podemos encontrar N tal que n 2: N => 

entonces para cualquier j tal que 1 $ j $ io implica que para cualquier 
n 2: N tenemos: 

• 
Para probar que es completo, utilizaremos el siguiente teorema llamado 

Teorema de la representación de Riesz. 
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Teorema 1.23 Sea cp : Cº (X)-> lR lineal tal que cp(f) ;?: O si f ;?: O y 
cp(l) = 1 {donde 1 es la función constante 1). Entonces 3µ EM(X) tal que 
.fxfdµ = cp(f) para todo f E cP(X). 

Como M(X) es metrizable, probar la completes de M(X) equivale a pro
bar que toda sucesión en M(X) tiene una subsucesión convergente. 

Lema 1.24 Toda sucesión en M(X) admite una subsucesión convergente. 

Demostración 
Sea {µn} una sucesión en M(X) y sea P.n: N-> [-1, 1] definida por: 

P.n (j) = .fx 9jdf.Ln. 
Como [-1,l]N provisto de la topología producto es un espacio métrico 

compacto 3 una subsucesión {µn,.,.} tal que {P.n,.,. (j)} converge para toda 
j ;?: 1 o sea que {.fx gjdµn,.,.} converge para todo j ;?: 1 y así {.fx gdµn,.,.} 
converge para todo g E Cº(X). 

Definamos cp : Cº (X)--+ IR mediante cp(g) =~~00 .fx gdµn,.,.. 

Por el Teorema de Riesz y d ado que cp es una función real positiva 3µ E 
M(X) tal que cp(g) = .fx gdµ para todo g E Cº(X), o sea que {d(µn, µ)} 
converge a O. • 

Demostración de la Proposición 1.19: 
Sea µ E M(X) la medida de Dirac concentrada en xo E X, 

Sea 

µ(A) = {1 s~ xo E A} 
O s1 x 0 </:.A 

1 ( T-1 T-n+i) µn=;;µ+µo + ... +µo . 

Por el Lema 1.23, existe una subsucesión convergente {µnm} . Llamamos 
v = rJ~00 µn,.,., entonces: 

voT-i 1 lim -(µoT-i + ... +µoT-n"") 
171-+00 ~ 

lim 2._ (µ + µo T-i + ... + µo T-n,,.. - µ) = v. 
Tn-+00 nrn 

• 
Puede pasar que un mapeo continuo de un espacio métrico completo 

tenga exactamente una probabilidad invariante. Tales mapeos son llamados 
únicamente ergódicos. El ejemplo más común es la traslación irracional de 
T"' = si x ... x si. 
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Vamos a introducir el concepto de ergodicidad. Sean (X,A,µ) un espacio 
de probabilidad y T : X -+ X que preserva la medida. La órbita de un punto 
x E X es la sucesión x, T(x), T 2 (x), .... Si f: X-+ IR es una función integrable 
consideremos sus promedios sobre los segmentos de órbita x, T(x), ... , T"(x), 
esto es los números: 

-
1
-EJ<Ti(x)). 

n + 1 j=O 
(1) 

Uno de los resultados fundamentales de la teoría ergódica, es el teorema de 
Birkhoff (que se demostrará en el siguiente capítulo), que establece que la 
sucesión (1) de los promedios de funciones integrables sobre segmentos de 
órbita converge c.t.p. x E X, a un número denominado promedio orbital de 
f en el punto x, y que la función j: X -+ IR definida por 

es integrable y 

fcx) = lim _!_l ~ f(Ti(x)). 
n-..oo n + L..,¿ 

j=O 

jfdµ= J fdµ. (2) 

X X 
Un caso especialmente interesante es cuando f es la función característica 
XA de un conjunto A E A. Entonces es inmediato ver que: 

- 1 . 
XA(x) = lim -#{O :'.S j :'.S n - 1: T 3 (x) E A}. 

n-oo n 

Este valor se denomina tiempo promedio de estadía de x en A y es el por
centaje de órbita que se encuentra en A. Por (2) 

J XAdµ = J XAdµ =µ(A). (3) 
X X 

Decimos que T es una transformación ergódica si para toda función f : X 
-+R. vale 

f(x) = j fdµ. (4) 

X 

para c.t.p. x E A. Es fácil ver que esto equivale a exigir que j sea constante 
en casi todo punto: (2) implica que esta constante tiene que estar dada por 
la igualdad (4). Si aplicamos (4) a la función característica XA obtenemos: 

XA(x) =µ(A) c.t.p. x E X. 
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Ahora daremos un resultado que caracteriza las transformaciones conti
nuas únicamente ergódicas en términos de promedios orbitales. 

Teorema 1.25 Sea X un espacio métrico completo y T : X-.X una trans
formación continua. Entonces las siguientes propiedades son equivalentes: 

1) T es únicamente ergódica. 
2) Para cualquier f E Cº(X) el límite: 

1 n . 
lim --

1 
""f(T3 (x)). 

n-oo n + ¿__, 
j=O 

existe para cualquier x y no depende de x. 
3) Para cualquier f E Cº(X) la sucesión de funciones: 

1 n 
--2:JoTí 
n + 1 j=O 

converge uniformemente a una constante. 

Demostración 
1)=>3) Si 3) no se cumple entonces 3f E C°(X) tal que la sucesión 

1 n 
--2:JoTí 
n + 1 j=O 

no converge uniformemente a J fdµ, dondeµ e5 el único elemento de Mr(X). 
X 

Entonces existen e> O, una sucesión divergente de enteros {nih>1 y una 
sucesión {x•h;::1 de puntos de X tal que -

1 

1 n; ¡ 1 - .-Lf(Ti(x.)) - fdµ 
n, +1. 

0 J= X 

para cualquier i. Sea µn, E M(X) tal que: 

J 
1 n; 

gdµn · = --
1 

""g(Tí(xi)) . ~+ ~ 
X J=O 

para cualquier g E Cº(X); la existencia de esta medida es garantizada 
por el teorema de la representación de Riesz. 
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Como M(X) es espacio métrico completo, podemos suponer que la su
cesión {µnJ converge a v E M(X). Ahora probaremos que v E MT(X). Sea 
g E Cº(X); entonces: 

.!(g oT)dv 
X 

n~!.Too .! (g o T)dµn; 
X 

1 n& • 

lim --Lg(T3 + 1 (xi)) 
n;-oo ni + 1 j=O 

lim .!gdµn-- lim ~1g(xi) n¿-+00 ' n¡.-oo ni + 
X 

+ lim -
1
-g(rn•+i(xi)) 

n¿-oo ni+ 1 

.! gdv. 
X 

-así que v E MT(X). Pero 

I! f dµ - [ fdvl = n~!.Too I! f dµn; - [ f dµI 

lim 1~l ~ f(Tj(xi))-.f Jdµl 2:: e 
ni-+00 ni+ ~ 

J=O X 

=> v =f. µ contradiciendo el hecho de que T es únicamente ergódico. 
3)=>2) Trivial. 
2)=>1) Sea <P : Oº(X) --+ lR una función definida por: 

1 n . 
</J(f) = lim --

1 
~ J(T3 ). 

n-oo n+ ~ 
j=O 

Entonces siµ E MT(X) 

! fdµ= -1-~f(foTi)dµ 
n+l. 

0 X J= X 

porque 

.! f dµ = J (fo Ti)dµ 
X X 
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para cualquier j. 

Como la sucesión n.!..i E f(Ti) es acotada por llfllo se sigue por teorema 
i=O 

de la convergencia dominada que: 

J fdµ 
X 

1 n ¡ . 
lim -- '°"" (fo TJ)dµ 

n-oo n+ 1 ~ 
J=Ox 

J 
1 n . 

lim (--'°"'U o TJ))dµ 
n-oo n + 1 L._¿ 

X J=O 

J cp(f)dµ = <P(f) 
X 

Así el único elemento de MT(X) es la medida asociada con la función 
lineal positiva cp. • 

.. \ . 

·;. , 

. . ·"·.} 
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Capítulo 2 

Ergodicidad. 

2.1 Teorema ergódico de Birkhoff. 

En este c a pítulo se demostrará el teorema ergódico de Birkhoff y se darán 
ejemplos de mapeos ergódicos una referencia para estecapítulo es [22] . 

Teorema 2.1 (ergódico de Birkhoff ): Sean {X,A,µ) un espacio de probabi
lidad y T: X->X que preserva medida. Entonces: 

1} Si f E L 1 (µ), el siguiente límite existe para µ-casi todo x E X: Iim 
n-oo 

n-1 
!; :E fo Tj(x). 

j=O 

2} Si f E LP(µ), 1 :S p < oo, la función definida por ] (x) = lim 
n-oo 

n-1 
.!. :E f oTj(x) pertenece a LP(µ) y satisface: 
n j=O 

i) lim 11] - -!:; "f:,
1 

fo Tj (x) 11 =O 
n-+oo j=O P 

ii}] (T{x)) =] (x) c.t.p. 
3)fx] dµ = fx fdµ para toda f E LP(µ). 

La propiedad i) es la mas importante y difícil de probar, ya que las otras 
dos se deducen de propiedades de integrabilidad. 

Para hacer la demostración recurriremos al siguiente Lema conocido co
mo el Teorema ergódico ma.ximal. 
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Lema 2.2 Sea f E L 1 (µ) y definirnos: 

n 

E(f) = {x :sup "2:,f oTi(x) >O} 
n2:0 j=O 

entonces J fdµ 2:: O. 
E(f) 

Demostración 
Definim.os la siguiente función: 

como 

Tn 

fn(x) = ma.x {"""' f oTi(x)} 
O<m.<n ~ 

- - j=O 

00 

E(f) = LJ {x : fn(x) > O} 
n=O 

basta demostrar que para toda n E N 

Sea 

J fdµ 2:: o. 
{x:/n(x)2'::0} 

E= {x : fn(x) 2:: O}. 

Observemos que si O :::; rn :::; n entonces 

es decir: 

Tn 

fn(x) 2:: "2:, fo Ti(x) 
j=O 

m+l 

fn(T(x)) + f(x) 2:: max {"""' fo Ti (x)}. 
O<m.<n L,_¿ 

- - j=O 

En particular, si 
f n(T(x)) + J(x) 2:: J(x) 

entonces 
Ín(T(x)) + f(x) 2:: fn(x). 

De hecho, esto se cumple cuando fn(T(x)) 2:: O. 
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Dado que 

J fdµ(x) = J fdµ(x) + J 
E En{fnoT(x)<O} En{fnoT(x)~O} 

fdµ(x) 

y como 
fn(T(x)) + f(x) 2:: fn(x)sifn(T(x)) 2:: O, 

entonces 

J fdµ(x) 
E 

2: j f dµ(x) + j fdµ(x) 

En{/noT(x)<O} En{/noT(x)~O} 

J Un o T)dµ(x). 

En{/noT(x)~O} 

Afirmamos que 

fn(x) 2:: Oyfn(T(x)) <O~ fn(x) = f(x)yf(x) > O. 

Por definición, si fn(T(x)) < O equivale a 

Tn+l Tn ¿ f oTi(x) = ¿¡ oTi+1 (x) <O, 
j=l j=O 

para toda O :::; Tn :::; n. 
Además, si fn(x) 2: O 3m E {l, ... , n} tal que 

m. 

¿¡ oTi(x) 2: O. 
j=O 

Por lo tanto 
Tn 

f(x) 2:: Oyfn(x) = max {:L::J o Ti(x)} = f(x). 
0:5m:5n j=O 

Entonces: 

J fdµ 2: 
E 

J fdµ+ J fdµ 
En{fnoT(x)<O} En{/noT(x)2:0} 

J CfnoT)dµ 

En{/noT(x)~O} 

19 



;::::: J fdµ- J Un oT)dµ 

E En{fnoT(x)'=:O} 

J Un O T)dµ - J Un O T)dµ. 

T-'(E) En{fnoT(x)'=:O} 

Pero como 

T-1 (E) =Un o T;::::: O} e En Un o T(x) ;::::: O}, 

entonces 

J Un oT)dµ- J Un oT)dµ.;::::: O 

T- 1 (E) En{fnoT(x)'=:O} 

Por lo tanto, para cada n EN JE fdµ;::::: O.• 

Corolario 2.3 Si A e E(f), A E A y r- 1 (A) =A entonces: ÍA fdµ;::::: O. 

Demostración Como r- 1 (A) =A, entonces E(f o XA) =A, y por el 
T.E.M. 

0 :'5 f fo XAdl-t = f fo X Adµ= f f dµ. • 
E(foXA) A A 

Demostración (Teorema de Birkhoff): Supongamos que se cumple 1) 
para demostrar 2) y 3) 

Dem. 2): Observemos que 

n-1 

'

j (x)I :'5 lim ~"'""""' IJ o Tj(x)I en c.t.p.x E X. 
n-oo TL .L.J 

j=O 

y por tanto, si f E .LP(µ) y 1 :'5 p < oo 

{1). 

Como IJIP es una función positiva, para demostrar que es integrable 
basta mostrar que el límite define una función integrable, que por el Lema 
de Fatou, se reduce a que 

lim infj 
n-->oo 

X 
( 

n-1 ) p 

~ L f o Tj dµ < oo 
n j=O 
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Pero 

J (~ r= 1 o Tj) P dµ 
X 3=0 

\\; ~ I/ º T;(x)i\[ 

( ~ ~ llf o Tj llP) P 

( ~ ~ 11111p) p = 11111~ 
Ya que 111 o TjllP = 11111~ por que T preserva medida. 
Por lo tanto el líii'iite: 

lim (~ ~ 11 o Tj(x)l)P 
n-oo n L-J 

i=O 

define una función integrable cuya integral es menor o igual que 11111~

Por lo tanto IJ (x)IP es integrable ]E LP(µ) y su integral también es menor 

o igual que 11111~- En particular 

(2). 

Por lo tanto ]E LP(µ). 
Para probar el inciso i) de 2), consideremos el caso en que 1 E L 00 (µ). 

Por 1), la sucesión de funciones: 

\ ](x)-~¡:1o Ti(x)\P 
3=0 

(3). 

converge a O en casi todo punto x E X. Además en casi todo punto: 

_ l n-1 . l n-1 

11 (x)I SJ_i3;.,:;:;: L 11° T3 (x)I SJ!_.~:;; E 11111 00 = 1111100 

j = O i=O 

Entonces: 

\](x)-~~1o Ti(x)\P S \!IJIL +;~1110 Ti(x)l1 00 \P 

$ 2P 1111100 
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Por lo tanto, la sucesión definida en (3) está dominada por una constante 
y por el teorema de la convergencia dominada, concluimos que: 

1 l

p 
_ l n-1 . 

J!_.~f f--:;;,'L,fo T 3 d¡.t=O 
X J=O 

Esto demuestra i) para f E L 00 (µ). 
Si tomamos f E LP(µ), dado e:> O tomamos fo E L 00 (µ) tal que 

y N E N tal que: 

(4). 

Entonces: 

111-; ~f 0 Tt ,; 11/-/oll,+ lllo -; ~fo 0 T'll. 
+ 11; ~(/-fo) o 2"11. 

Pero ] - ] 0 = (f - fo), entonces por (2). 

También: 

11 
l n-1 11 1 n-l 

-:;;, ~(! - fo) o Ti P::; -:;;, ~ llf - follv = llf - follp ::; i 
por ( 4) si n 2: N implica 

22 



Por lo tanto si n ;:::: N 

por lo tanto i) está demostrado. 
Demostraremos primero 3) y luego la propiedad ii) de 2). 

n-1 _ 

Como-!; ¿:: Jo Ti converge en L 1 (µ) a/, luego 
i=O 

n-1 n-1 

J] dµ = lim .!. '°"' j fo Tidµ = lim 2:. '°"' j fdµ = j fdµ. 
n-oo n L.-! n-oo n L-t 

X i =0 x i=0 x X 

Ya que T preserva medida. 
Finalmente probare mos la propiedad enunciada en ii) J (T(x)) =] (x) . 

En c.t.p. x E X (i.e. J es T-inva riante) , esto se sigue de: 

l n-1 . 

J (T(x)) ni.!_.~-;;: L fo T 3 (T(x)) 
i=O 

(
1 n . 1 ) lim - '°"' foTl(x)- -J(x) 

n-oo n~ n 
i=O 

lim n + 1 - 1- ~fo Ti (x)- lim .!. J(x) 
n-oo n n + 1 ¿__, · n-oo n 

j=O 

1 Ln . -
lim --

1 
J oT1 (x) =f (x). 

n.-oo n + 
i=O 

Finalmente demostraremos 1). Si f E L 1 (µ) definimos: 

E-¿;(J) 

E-¡;(J) 

Observemos que: 

E;;(J) 
E-¡;(J) 

x :limsup- Lf oTl(x) >a: 
{ 

1 n . } 

n-oo n j=O 

{ 
1 n . } x :limsup - Lf oTJ(x) <a: 

n-oo n j=O 

EriCJ - a:) 
E!a(-f) 
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Entonces, es cierto que: 

ya que: 

y como 

! fdµ 2: aµ(E-;!;(f)) 

E;t(f) 

(7) 

! fdµ 

E;t(f) 

f (! - a)dµ + aµ(E-;!;(f)) 

E;t(f) 

! (! - 0t)dµ + 0tµ(E-;!;(f)) 

E¡j(l-o) 

T- 1 (E6Cf- a)) e Eti(f- a)yEó(f - a) e E(! - a) 

entonces, por el corolario anterior 

Por lo tanto: 

J (f - a)dµ 2: O 

E;j(f-o) 

! fdµ 2: aµ(E"j;(J)) 

Et(!) 

Entonces, si A E A, tal que T- 1 (A) =A. 

! fdµ 
A 

! foXAdµ= ! foXAdµ 

A Et(foXA) 

2: aµ(E-;!;(f o XA)) = aµ(A) (8). 

De manera análoga podemos concluir que si A E A, tal que A e E-¡i (!) 
y T-1 (A) = A, entonces: 

! f dµ = [3µ(A) (9). 

A 
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Sean a < {3. Si tomamos A = E-¡t (f) n Ei (f) y aplicamos la desigualdad 
(8) obtenemos, 

j fd¡.i 2: aµ(E";!;(f) n E¡(f)) 

Et (f)nEµ (/) 

y si aplicamos la desigualdad (9) 

j fdµ ~ {3µ(E";/;(f) n E¡(f)) 

E;t(f)nEµU> 

como a < {3, por lo tanto 

(10) 

Tomemos {an E IR} una sucesión densa en IR, entonces: 

a x :limsup - LÍ oT3 (x) >liminf - LfoTJ(x) 
({ 

¡ n-1 . 1 n-1 . }) 

n-oo n j=O n-oo n j=O 

ya que 

=O 

{
x :limsup ..!:. ~f oTJ(x) >liminf ..!:. ~f oTJ(x)} 

n--+oo n j=O n--+oo n j=O 

LJ E,tn (!) n E;:;m (!) 
crn>om 

que por (10) es la unión de conjuntos de medida O. 
n-1 

Por lo tanto el límite de -!; L::: fo TJ (x) existe en c.t.p. x E X.• 
j=O 

2.2 Ergodicidad. 

Definición 2.4 Si (X,A,µ) es un espacio de probabilidad y T : X--+X 
una transformación que preserva medida, decimos que T es ergódica si paro 
cualquier A E A, T-invariante, resulta que: ¡.i(A) =O ó l. 
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Proposición 2.5 Las siguientes propiedades son equivalentes: 
i) T es µ-erg6dica. 
ii)Si fo T = f, f E L 1 (µ) entonces f es constante c.t.p. x E X. 
iii)Si fo T = f, f E LP(µ) entonces f es constante c.t.p. x E X. 
iv) Para cualquier A, B E A tenemos: 

l n-1 . 

lim - '°' µ(T-3 (A)nB) = µ(A)µ(B) 
n-oo n ~ 

j=O 

v) Para cualquier f E L 1 (µ) tenemos: 1= J fdµ, la 1 definida en el 
X 

teorema de Birkhoff. 

Demostración 
i)=>ii) Si suponemos que existe f E L 1 (µ) no constante tal que fo T = f, 

entonces podemos encontrar alguna c E lR de tal manera que el conjunto B 
= {x E X : f(x) > c} tiene medida O < µ(B) < l. Ahora fo T = f 
implica que Bes T-invariante, es decir T- 1 (B) =B. Por lo tanto µ(B) =O 
6 1 lo cual es una contradicción, por lo tanto f es constante casi donde 
quiera. 

iii)=>i) Si A E A es T-invariante su función característica XA es T
invariante y esta en LP(µ). Por hipótesis XA es constante casi donde quiera 
i.e. µ(B) = O 6 l. Por lo tanto T es µ-ergódica. 

ii)=>v) Como demostramos antes 1 E L 1 (µ) y es T-invariante, entonces 
tiene que ser una función constante. Por lo tanto 

1= J ldµ= J fdµ. 
X X 

v)=>iv) Por el teorema de Birkhoff 

lirn .!. ~ XA oTi(x) = XA = JxAdµ =µ(A) 
n-oo n~ 

j=O X 

casi donde quiera. Por el Teorema de la Convergencia Dominada 

µ(A)µ(B) 
n-1 

J lim .!_ '°' XA o Ti(x) o Xsdµ 
n-oo n L-J 

X j=O 

l ¡n-1 . 
lim - '°' XA o T 3 (x) o Xsdµ 

n--+oo n L.-J 
X j=O 
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ces: 

l n-1 . 

lim - '°' µ(T-3 (A) nB). 
n-+-oo n ¿_, 

j=O 

iv)=>i) Si A es T-invariante, aplicamos iv) a el conjunto A y Ac. Enton-

así µ(A) = O ó l. 
i)=>iii) Es claro ya que LP(µ) e L 1 (µ). • 
Sea (X,A,µ) un espacio de probabilidad y T : X->X una transforma

ción que preserva medida, tal que existe un conjunto B, T-invariante, es 
decir r-1 (B) = B, de hecho, también es cierto que su complemento es T
invariante, entonces podemos estudiar la dinámica de la transformación por 
separado TIB y Tj3c. Esto nos lleva a analizar aquellas transformaciones que 
no se pueden descomponer de esta forma, las transformaciones ergódicas. 

Por esto, podemos interpretar las transformaciones ergódicas como aque
llas que, dado un conjunto A E A no trivial (µ(A)> O), su órbita 

{T-n(A)};:='=l se esparce por todo el espacio X. 

Teorema 2.6 Si T es erg6dica respecto a µ y v otra medida T-invariante, 
las siguientes propiedades son equivalentes 

i) V =faµ 
ii) v no es absolutamente continua con respecto a µ 
iii)3A E A T-invariante tal que µ(A)= O y v(A) >O 

Demostración 
i)=>ii) Si v << ¡t, entonces ~~ es una función T-invariante, puesto que v 

es T-invariante. Como Tes ergódica entonces ~ es constante. Por lo tanto 
v=µ. 

ii)=>iii) Si v no es absolutamente continua con respecto aµ, existe Ao E A 
tal que µ(Ao) = O y v(Ao) > O. Entonces el conjunto A= LJ T-n(Ao) es 

nEN 
T-invariante y satisface iii) 

iii)=>i) Si 3 A E A, tal que µ(A) = O y v(A) =F O, es claro que v =F µ. • 
Dado un subconjunto convexo C de un espacio vectorial topológico V 

definimos el conjunto de puntos extremos de C como. 
Ext(C) ={u E V: u= (1 - a)x +ay, a E [O, 1], x =F y=> a= O, 1}. 
Si C =I 0, entonces Ext(C) =fa 0. 

Lema 2. 7 Los puntos extremos de Mr (X) son las medidas T-erg6dicas. 
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Demostración 
Sea µ punto extremo de Mr(X) y supongamos que 3 A E A tal que 

T-1 (A) =A y µ(A) =I= O, l. Definamos µA y µAc mediante 

(B) = µ(BnA) 
µA µ(A) , 

µ(B \A) 
µN(B) = 1 - µ(A), 

entonces µA , µAc E Mr(X) y 

µ = µ(A)µA + (1 - µ(A))µA c 

Contradiciendo el hecho de queµ es punto extremo de Mr(X) 
Recíprocamente supongamos que µ es ergódica y µ = (1 - a)µ 1 + 0tµ2 

con O < 0t < 1, µ¡, µ 2 E Mr(X). Entonces µ(A) = O ~ µ i (A) = O, es decir 
µi « µ y así 3fi E L 1 (µ) tal que Íi 2: O y µi(A) = J f,dµ como T preserva 

A 
µ y µi se tiene que ¡,o T = fi · Corno µes ergódica fi es constante y así 
µ=µi .• 

Donde (µ + v)(A) = µ(A)+ v(A) paraµ y v probabilidades. 

2.3 Ejemplos de transformaciones ergódicas 

Lema 2.8 Sea {X,A,µ) un espacio de probabilidad, con X espacio métrico 
compacto y A la u-álgebra de Borel, tal que µ(U) > O para todo abierto no 
vacío U. Sea T: X-+X continua y ergódica. Entonces la órbita {T"'(x) : 
rn E N}es densa para casi todo x E X. 

Demostración Sea {Um}base numerable para la topología de X. 
{T"'(x) : m E N}es densa<:=> \;/ m 3 nm con T""'(x) E Um <===> x E 

n LJ T-n(Um) · 
mENn~O 

Sea Bm = LJ T-n(Um) es abierto y T-n(Bm) e Bm. 
n>O 

Como Tes ~rgódica, µ(Bm) =O ó l. En efecto sea B;,. = n T-n(Bm), 
n~O 

entonces T- 1 (B:'n) = B;,. y µ(B:'n) = lim T-n(Bm) = µ(Bm)· 
n-oo 

Como µ(Bm) 2: µ(Um_) >O, µ(Bm) = 1 y así Brn. es denso. 
Por inducción Ak = n BTn. es abierto no vacío y T-1 (Ak) e Ak. 

m~k 

Así µ(Ak) = 1 y 

µ ( n BTn.) = lim µ(Ak) =l.• 
mEN n-oo 
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Proposición 2.9 Consideremos la rotación Ra rn ---+ Tn definida por 
Ra(x+ zn) =X+ a+ zn. Son equivalentes: 

a) Ra es ergódica. 
b) La órbita {R:;'(Zn) : rn E N} es densa. 
c) Vk E zn \{O} (k,a) <f. Z. 

Demostración Utilizaremos series de Fourier: Para k E zn definimos 
'Pk : rn ---+ S 1 mediante 

'Pk(x+ zn) = exp(27ri (k, x) ). Entonces 'Pkº Ra = exp(27ri (k, a) )cpk 
a)=>b) Es consecuencia del Lema anterior. 
b)=>c) Si (k,a) E Z, entonces 'Pkº R:;'(Zn) = exp(2rn7ri(k,a)) = 1 

Vrn E N. Como 'Pk es continua y {R:;'(Zn) : rn E N} es densa, 
'Pk = 1 y así k = O. 

c)=>a) Sea f E L 2 (rn) entonces f = L: bk'Pk 
kezn 

Si /o Ra = f entonces bk = exp(27ri (k, a) )bk Vk E zn 
Si bk #- O entonces (k, a) E Z, luego k = O y así f es constante. • 

Una aplicación sencilla del teorema ergódico es la siguiente: 
Tomando f = XB para B E A (Recordemos que si Tes µ-ergódica en

n-1 
tonces lim l. L: fo Ti(x) = J fdµ) tenemos que si T: X--+X es ergódica 

n-oo n j=O 

entonces para casi todo x E X 
ra(x) = lim 1.#{0:::; j:::; n - 1: Ti(x) E B} = µ(B) 

n-oo n 

Ejemplo 2.10 Para casi todo x E [O, 1) (con respecto a la medida de Lebes
gue) el número promedio de ceros en la expansión decimal x = O.x1 x2 ..... es 

1
1
0 • En efecto, consideremos T: S 1 ---+ S1, T(z) = z 10 • Tes ergódica. Sea 

B = { e2 rrix: x E [O, 1
1
0 )) Xi= O~ Ti( e 2 7Ti:z:) E B y µ(B) = 1

1
0 • 

2.4 'I'ransformaciones Mezcladoras. 

Definición 2.11 Un automorfismo T : X---+X es mezclador si para todos 
A, B E A se tiene que: 

lim µ(T-n(A) n B) = µ(A)µ(B). 
n-+OO 

Lema 2.12 Las transformaciones mezcladoras son ergódicas. 

Demostración 
Sea A cualquier conjunto medible T-invariante, entonces r-n(A) =A. 
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Puesto que si r-n(A) =A, para toda n EN se cumple que: 

Por lo tanto µ(A) = O ó µ(A e) = O. • 
Recordemos que en L 2 (µ) está definido un producto interior de la si

guiente manera: 

(f,g) = J f -gdµ 
X 

y por lo tanto para cada transformación T : X--+X, está asociado a T 
el operador UT : L 2(¡L) --+ L 2(µ), definido por Ur(f) = fo T. Puesto que 
T preserva medida resulta que UT es una isometrfa de L 2 (µ) 

llUr(f) 11~ = j lf o Tl2 
dµ = J 1/12 

o Tdµ = j 1/12 
dµ = 11/11~. 

X X X 

A este operador se le llama el operador espectral asociado a T . 

Definición 2.13 Sean (X;, A;,µ) , i = 1, 2, espacios de medida y '.li : X; --+ 
X; tra.nsforrnaciones que preservan medida con operadores lineales asociados 
Ur, . Decimos que T1 y T2 son espectralmente equivalentes si existe una 
isometrfo invertible L: (X1,Ai,µ)--+(X2 , A 2,µ) tal que LUT2 = Ur1 L. 

Si T 1 y T2 son equivalentes, son espectralmente equivalentes ya que el 
mapeo F : X1 --+X2 dado por la definición de equivalencia permite defi
nir una isometría Up: L 2(X2,A2,µ) --+ L 2(Xi,A1 ,µ) la cual satisface la 
condición U pUr2 = Ur1 UF· 

Teorema 2.14 Un automorfismo T es mezclador si y sólo si 

lim (U:;.J,g) = (!, 1) (g, 1) {11} 
n-oo 

para toda f,g E L 2(µ) (11) 

Demostración <=) Si T satisface (11), entonces tomamos XA y XB las 
funciones características de A y B E A y obtenemos: 

lim µ(T-n(A) n (B)) 
n-->oo 

lim (Ur(XA), Xs) 
n-+oo 

(XA, 1) (XB, 1) = µ(A)µ(B). 
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=>) De la misma manera, si T es mezcladora, obtenemos que: 

lim (U!}J,9) = (J,l) (9,l) 
n-oo 

(12) 

para f, 9 funciones características. 
Puesto que Ur es un operador lineal, (12) se cumple para funciones 

simples (combinaciones lineales de funciones características). Y el conjunto 
de estas funciones es denso en L 2 (µ) . Así que, dados e:> O y f y 9 E L 2 (µ), 
existen fo y go funciones simples tales que: 

a) llf - foll2 <e: 
b) 119 - 9ol'2 <e: 
c) ni!_,~ (W}fo,go) = (fo, 1) (90, 1) 
Entonces: 

(U!}f,9) = (U!}fo,90) + (U!}f,9 - 9o) + (U!}(J - fo),90) 

De manera que: 

l<UTJ,9) - u, 1) (9, 1)1 :'.S 
l<UTJ,9) - U, 1) (g, 1)1 :'.S 

:'.S 

ya que: 

l(U!}fo,90) + (U!}f,9 - 9o) + (UT(J- fo),90)1 
l(U!}fo,go) + (U!}J,g - 90) + (U!}(J - !0),90)1 
l(U!}fo,go) - (fo, 1) (go, 1)1+11!1'2119 - 9ol'2 
+ ll9oll2 llf - fol'2 + l(Jo, 1) (90 - 9, 1)1 
+ 1 (fo - f, 1) (go, 1) 1 (13) 
l(U!}fo,go) - Uo, 1) (90, 1)1 

+e <llflb + 119 + el'2 + llf + elb + 1191'2) 

<UTJ,9 - 90) 
(UT(f - fo),go) 

(fo, 1) (90 - 9, 1) + Uo - f, 1) (go, 1) 

:'.S 11!1'2119 - 9ol'2 
:'.S ll9ol'2 llf - foll2 

(fo, 1) (90, 1) - (f, 1) (9, 1) 

y si n es suficientemente grande, el primer sumando de (13) es menor 
que e. 

Por lo tanto 
IWTf,9) - (J,1) (g,l)I < ke 

donde k solo depende de llflb y llBl'2. • 
De hecho, la igualdad (11) se cumple para: f una función característica 

y 9 E L 1 (µ), dado que está bien definida y L 2 (µ) es denso en L 1 (µ). 

31 



Teorema 2.15 Sea {X,A, µ) un espacio de probabilidad y T : X--+X un 
automorfismo mezclante respecto a µ. Si existe v otra medida de probabili
dad, absolutamente continua respecto a µ, entonces: 

,!!._.~ v(T-n(A)) =µ(A), para todo A E A. 

Demostración Sea A E A y f =~~.donde f E L 1 (µ), entonces 

j fdµ = juº rn)dµ = j xAU º rn)dµ 

~·W A X 

(XA, Ul}f} --> (XA, 1) (!, 1) =µ(A) . 

• Este es un resultado muy importante, ya que muestra corno las medidas 
mezcladoras son límite de las medidas que son absolutamente continuas. 

Definición 2.16 Si X es un espacio topológico, una transformación T 
X--+X es topológicamente mezcladora si para cuü!quier par de conjuntos 
abiertos, U, V e X existe N E N tal que T-n(U) n V f' 0 para cualquier 
n:O:: N. 

Proposición 2.17 Sean X espacio topológico yµ una medida de probabi
lidad sobre los borelianos de X tal que µ(U) > O para todo U abierto no 
vac{o. Supongamos que T : X--+X preservaµ y es mezcladora. Entonces 
T es topológicamente mezcladora. 

Demostración Sean U, V abiertos no vacíos, entonces 

lim µ(T-n(U) n V) = µ(U)µ(V) > O 
n-oo 

Así que existe N tal que µ(T-n(U) n V)> O paran> N. Por lo tanto 
T-n(U) n V,¡, 0 paran> N. • 

2.5 Entropía. 

En esta sección se presentan solo los enunciados de los resultados que per
miten definir entropía. 
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Definición 2.18 Sea (X,A, µ) un espacio de probabilidad. 
a} Una partici6n de (X,A, µ) es una familia P C A de conjuntos de 

medida positiva tales que X= LJP (mod O) y µ(A n B) =O si A,B E P, 
A =/= B. En tal caso P es una familia numerable. Los elementos de P se 
llaman átomos. 

b) Si P y Q son particiones decimos que Q es un refinamiento de P lo 
que denotamos P :::; Q si todo átomo de Q esta contenido en un átomo de 
P (mod O}. Esto implica que todo átomo de P es la uni6n de átomos de Q 
{mod O} . 

Definición 2.19 Sean P y Q particiones finitas del espacio de probabilidad 
{X,A,µ). Sea </>(x) = xlogx si O< x :5 1, </>(O)= O. 

a} Definimos la entropía de P como: 

H(P) = H,,(P) = - L </>(µ(A)). 
AEP 

b) Definimos la entropía condicional de P dado Q como: 

H(PIQ) = L µ(B)</> (µ(AnB)). 
AeP,BEQ µ(B) 

c) <P es convexa y <P(x) <O si O < x < l. 
b} Si i es la partici6n trivial {X} entonces H(Pli) = H(P) 

Proposición 2.20 Sean P,Q,lvl particiones de {X,A,µ). Denotamos por 
PVQ la partici6n cuyos átomos son los conjuntos AnB con medida positiva 
y A E P, BE Q. Entonces: 

a) H(P V QIM) = H(PIM) + H(QIJVI V P) 
b} Si P :5 Q, H(MIP) ~ H(MIQ) y H(Pl!vl) :5 H(QIM) 
c) H(Q):::; H(P) + H(QIP) 
d) H(P v QIM) :::; H(PIM) + H(QIM) 
e) Si T : X--+X preservaµ entonces H(T- 1 PIT-1 Q) = H(PIQ) 
f) H(PIQ) =o<=> P:::; Q 

Definición 2.21 Supongamos que T: .}(-+X preserva medida y sea Puna 
partici6n, definimos la entropía h(T,P) de T respecto a P corno: 

h(T, P) = lim 2._H(P V r-1 P V ... V T-(n-l) P) 
n-+oo n 

Proposición 2.22 Se tiene que: 
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Definición 2.23 a) h(T,P) - h(T,Q) :::; H(PIQ) 
b} Si P:::; Q entonces h(T,P) :S h(T,Q) 
c) h(T, T-1 P) = h(T,P) 
d} Vn ~O, h(T,PV r- 1 p V ... vT-nP) = h(T,P) 
e) h(T,P) = lim H(PIT- 1 P V ... V r-n P). 

n-oo 

f) La sucesión {~H(PV r- 1 P V ... V r-(n-I) P)} es decreciente 

Definición 2.24 La entropía de una transformación 
T : (X,A, µ}---+ (X,A, µ) que preserva medida se define como: h(T) 

hµ(T) = sup{h(T,P) : P es partición finita} 

Observación 2.25 h(T) = sup{h(T,P): H(P) < oo} 

00 

Definición 2.26 Si An es una familia de subconjuntos de XVn EN, V An 
n=l 

es la u-álgebra generada por LJ~=l An 

Teorema 2.27 Sean P1 :::; P2 $ ... y sea Puna partición con H(P) < oo. 
Entonces P C V~1 Pi (mod O) si y sólo si lim H(PIPn) =O. 

n-oo 

Corolario 2.28 Si P1 :S P2 :S ... es una sucesión de particiones con entro
pía finita tal que A= V:'=l Pn, entonces 

h(T) =sup h(T,Pn) 
n 

Definición 2.29 Sea (X,A, µ) un espacio de probabilidad supongamos que 
T: X->X es invertible y preservaµ. Una partición P con H(P) < oo se 
llama T-generador si V:'=l rnP =A 

Corolario 2.30 (Kolmogorvv-Sinai} Si P es T-generador entonces: 
h(T, P) = h(T) 

Corolario 2.31 Si p es una partición tal que H(P) < 00 y V':'=l rn p = A, 
entonces h(T, P) = h(T). 

2.6 Exponentes de Liapunov. Teoría de Pesin. 

2.6.1 Exponentes de Liapunov. 

Sea p un punto fijo del difeomorfismo f : A -> A, de un conjunto abierto 
A C Rd. Queremos estudiar el comportamiento de ¡n (n E Z) en una vecin
dad de p. Como una primera aproximación a f consideremos su parte lineal 
(es decir, la derivada) (!)~: Rd-> Rd. 
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Sean °'I, 0:2, ... , O:r, °'r+l • Or+I, ... ,as, Os todas las rafees distintas del po
linomio característico de (!)~- En esta secuencia suponernos que a:1 , •.. , °'r 
son números reales y las rafees conjugadas complejas (como a 8 ,a8 ) apare
cen con el mismo subíndice. Sean también iñj, 1 :S j ::; s sus respectivas 
multiplicidades. El teorema de Jordan (en su forma canónica real) esta
blece que estas rafees (eigenvalores de (!)~) están asociadas a eigenespacios 

generalizados (!)~-invariantes Ej, 1 :S j :S s, cuyas dimensiones son iñj res
pectivamente para 1 :S j :Sr y 2iñj parar < j :S s (en este último caso el 

espacio Ejesta asociado al par °'i•°'i)- Además JR!.d = EB Ej. Note que como 
i=l 

f es un difeornorfismo, entonces det (!)~ =f O, de aquí tenemos que °'i :/= O 
para toda j. 

Si Vi es un eigenvector de Ei entonces (fn)~ Vi = afvi, y de esto tenemos 

lag ll(F)~ Vill = nlog '°'"+lag llvill 

para todo n E Z. Esto no es cierto para cualquier vector Vi E Ei, pero es 
cierto que 

lim 2:.1og jjCF)~ v•ll = log lail n-±oo n 
(1) 

para cualquier O =f Vi E Ei- Esto muestra que cuando la:il > 1, el vector 
(fn)~ Vi crece con rapidez exponencial cuando n _,. oo y decrece exponen
cialmente cuando n _,. -oo. Si la:il < 1, entonces se cumple lo contrario. Si 
la:•I = 1, entonces no hay crecimiento o contracción exponencial, pero puede 
haber crecimiento o contracción de una forma moderada del vector (fn )~ v;. 

La ecuación (1) sugiere que no estudiemos los eigenvalores n;, pero sí el 
logaritmo de sus módulos, >.i = log la:il los cuales son llamados exponentes 
de Liapunov del mapeo f en el punto fijo p. Notamos que algunos eigen
valores distintos °'i :/= °'i corresponden al mismo exponente de Liapunov si 
la:•I = la:il. En este caso cada vector no cero de la suma directa del espa
cio correspondiente Ei E0 Ej satisface (1). Así, tenemos una descomposición 
de JR.d corno una suma directa de subespacios E1 E0 · · · E0 Em{p) tal que si 

O :/= vi E Ez, entonces 

(2) 

donde ).¡ (p) es el exponente de Liapunov asociado a p. 
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Además, si no hay exponentes de Liapunov nulos en el punto fijo p (dire
mos que tal punto es hiperbólico), podemos sumar todos los subespacios con 
exponentes de Liapunov negativos y todos los subespacios con exponentes 
de Liapunov positivos para obtener, respectivamente, subespacios Eu y Es, 
tal que: 

l)Rd = Eu EB E·•, 
2) J;(Es) = Es Y J;(Eu) = Eu 
3)Existe >.. > O y no ~ 1 tal que para todo jnj ~ no 

llvll = 1 

y 

llvll = 1 

Esto significa que los vectores de Es son contraídos por iteraciones hacia 
adelante de J; y se expanden por interaciones hacia atrás de J;. Y vicever

sa para los vectores de Eu. Notamos que puede pasar que Eu = {Ci} o 
Es = {Ci}. Estaremos primeramente interesados en el estudio de puntos 
hiperbólicos. 

El teorema de Grobman-Hartman (28] asegura que en un punto fijo hi
perbólico el comportamiento de f es similar a su parte lineal. Precisamente, 
para subespacios (!;)-invariantes Eu , E 5 les corresponden subvariedades 
W 5 (p), wu(p) e A !-invariantes (inmersas diferenciables en A) tales que: 

l)TpWs(p) = E 5 y TpWu(p) = Eu, 
2) Hay una vecindad U(p) C A tal que 

y 
3) Tenemos: 

lim ¡n(y) = p 
n-oo 

y 

Es necesario para nuestro estudio subsecuente especificar la velocidad 
de convergencia en 3). Denotemos por dist( · , ·) la distancia en la variedad 
Riemanniana !'VI. Sea >.. > O tal que no hay exponentes de Liapunov en el 
intervalo (->.., >.). Así podemos especificar 3) como: 

3') Tenemos 

dist(J"(y),p) :S Cexp-.\n 
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y 
y E Wu(p) 

para todo n 2".: o y alguna constante e> o. 
Si p no es un punto fijo, pero sí periódico, con periodo k, todos estos 

resultados se aplican al mapeo Jk : A -+ A. 
Si p no es un punto periódico, podemos definir exponentes de Liapunov 

de m a nera similar. 

Definición 2.32 Sea el mapeo ¡n diferenciable en un punto p E M para 
todo n E z. Supongamos que el espacio tangente Tplvl es una suma directa 
de subespacios E1 E9 · - - E9 Ern(p) tal que si O i= Vi E E., entonces 

Entonces los valores A; (p) son llamados exponentes de Liapunov en el punto 
p , cuyas multiplicidades son dim E;. 

Para un punto hiperbólico p E !vl, tenemos Tp!vl = E; E9 E;, donde 

y (4) 

Definición 2.33 Sea lvl una unión finita de variedades Riemannianas com
pactas lvii, 1vl2, . . . , lvl8 , todas de la misma dimensión d 2".: 2, pegadas a lo largo 
de un número finito de C1 subvariedades de codimensiones positivas. Estas 
subvariedades están contenidas en G, la unión de un número finito de C1 

subvariedades compactas de codimensiones positivas en !vf¡, lvl2, ... , M 8 • En
tonces V = !vl\G es un subconjunto ab'ierto denso de !vl. Por último, sea 
N C V un conjunto abierto y f : N -+ V un C- difeomorfismo (r 2".: 1) 
entre N y su imagén, es decir, un difeomorfismo inmerso de N sobre V. 
Llamamos a f un mapeo suave con singularidades. 

Note que el mapeo inverso ¡-1 está bien definido en el conjunto abierto 
J(N). De aquí, ¡-1 es también un rnapeo suave con singularidades. Denote-

oo 
mos por H = n ¡n N el conjunto de puntos donde todas las iteraciones 

n=-oo 

de f están definidas. 

Teorema 2.34 (Oseledec)Supongamos que el mapeo f : N -+ V preseroa 
la medida de probabilidad Borel µ en lvl y µ(H) = L Si 

1 log+ ll<n~ll dµ(p) < oo 

37 



y 

1log+11u-1 )~ll dµ(p) < oo 

donde log+ s = max{log s, O}, entonces existe un conjunto E CH 
!-invariante, µ(E) = 1, tal que para cualquier punto p E E todos los 

exponentes de Liapunov existen. 

2.6.2 Teoría de Pesin. 

El teorema de Oseledec implica que JL-c.t.p. x E H tiene todos sus expo
nentes de Liapunov >.1(x) < · · · < >.m(:z:)(x). El conjunto de todos los puntos 
hiperbólicos en N son a menudo llamados región de Pesin de f : 

'E(!) = {x E H : >.i(x) '#O, para cualquier i = 1, .. . , m(x)}. 

Notamos que la región de Pesin Z:.(f) es invariante bajo f. En cualquier 
punto x EH tenemos los subespacios usuales E:;, y E-:; definidos por (4), y 
sea 

>.+(x) = min{>.i(x) >O} y >.-(x) = ma..'<{>.i(x) <O} 

el más pequeño (en valor absoluto) exponente positivo y negativo, respecti
vamente. 

Agregando algunas condiciones técnicas que no explicaremos en este tra
bajo se puede probar: 

Teorema 2.35 Para µ-c.t.p. x E Z:.(f) existe una ó(x) E (0,r(x,N)) tal 
que para cualquier E: > O pequeña y una vecindad V el conjunto 

es una variedad O- diferenciable (estable). Similarmente. 

es una variedad O- diferenciable {inestable). También tenemos 

y TxWu(x) =E'!: 
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Notamos que estas variedades son transversales en x, es decir, ellas se 
intersectan en el punto x y el ángulo entre ambas es positivo. 

Las variedades estable e inestable, W 8 (y) y W"(y), son transversales una 
a la otra en cualquier y E E(J), (y, de hecho, su límite esta lejos de cero en 
una vecindad de x). Note también que dim W s (y) + dim W" (y) = dim Jvl 
por hiperbolicidad. 

Teorema 2.36 (Pesin) Sea µ(E(J)) >O. Entonces existen conjuntos E; C 
E(J), i =O, 1, 2, ... , J (J :::; +oo) tal que 

i) Ei n Ei = 0 para i '# j y U Ei = E(J); 
ii) µ(Eo) = O y µ(Ei) > O para i > O; 
iii) J (Ei) = E; para i ?: O; 
iv) f l:i::, es ergódica con respecto a µ:i:;, para i >O. 
Además, para cualquier i > O tenemos Ei = E;,1 LJ ---LJ E;,J(i) con algún 

1 :::; J(i) < oo tal que 
v) Ei.i n Ei,k = 0 para j '# k; 
vi) J(Ei,j) = Ei,j+l para 1 ::5 i < J(i) y J(Ei,J(i)) = Ei,1; 
vii) el mapeo JJ(i) restringido a Ei,j es mezclador para cualquier 1 :::; 

j < J(i). 

Definición 2.37 Si µ(E(J)) = 1, esto es, si la región de Pesin tiene medida 
total en N, diremos que el mapeo f es hiperbólico no uniforme, o que tiene 
comportamiento caótico. 

Agregando algunas condiciones técnicas que no explicaremos en este tra
bajo se puede probar: 

Teorema 2.38 {Fórmula de Pesin) Supongamos que la medida µ es abso
lutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue en N, y supon
gamos que existe C3 > O y e > O tal que para cualquier x E N tenemos 
llJ~ll < C3d(x,s)-c. Entonces la entrop{a de f con respecto a la medidaµ es 

hµ(J) = 1 L Ai(x) dimEi(x)dµ 
H >.i(x)>O 

es decir, la entropía es igual a la suma promedio de todos los exponentes de 
Liapunov positivos, contando sus multiplicidades. 
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2.6.3 Caos y Orden. 

Finalmente discutiremos las relaciones entre las tres propiedades mas im
portantes en la teoría de sistemas dinámicos suaves. 

l. Hiperbolicidad (todos los exponentes de Liapunov son no nulos, cuan-
do µ('L.(!)) = 1). 

2 . Entropía positiva: hµ.(f) > O; 
3. Ergodicidad (y su versión fuerte mezclador). 
Cada una de estas propiedades de alguna forma representa caos en sis

temas dinámicos. Sin embargo no hay una definición común adoptada para 
el término caos, cada una de las propiedades arriba mencionadas se puede 
ver como una posible definición formal de caos. 

Aunque estas propiedades no son equivalentes, y de hecho, ninguna de 
ellas implica lógicamente a ninguna de las otras dos (bajo algunas condi
ciones, la hiperbolicidad implica entropía positiva, como en el teorema de 
Pesin). Pero es mas importante para nuestros propósitos que estas tres 
propiedades caractericen aspectos diferentes de comportamiento caótico de 
sistemas dinámicos. La entropía positiva es la característica mas local de 
todas -un pequeño subconjunto E e l\II !-invariante de medida pequeña, 
µ(E) > O, puede ser usado para hacer hµ.(f) > O, mientras en el resto del 
espacio JH\E el mapeo f puede no ser caótico en algún sentido. La hi
perbolicidad es también una condición local (esto caracteriza la separación 
de trayectorias próximas), pero por lo menos debe mantenerse casi donde 
quiera, ya que se requiere µ("L.(f)) = l. Sin embargo no hay garantía de que 
un mapeo hiperbólico J sea crgódico o mezclador, la región de Pesin 'L.(!) 
puede ser descompuesta hasta en un número numerable de subregiones que 
no se intersectan. 

La ergodicidad es la propiedad mas global de las tres. Aún así, sólo 
ergodicidad no implica hiperbolicidad, o caos para esta materia. 

Una observación final. El fracaso de la ergodicidad en sistemas con en
tropía positiva y región de Pesin grande es un fenómeno bastante común 
en sistemas Hamiltonianos. Esto fue extensamente estudiado por Kolmo
gorov, Arnold y Moser, cuya teoría es ahora llamada teoría KAM. Ellos 
descubrieron que para mapeos Hamiltonianos típicos f : lvl---+ M, hay al
gunas regiones D CM !-invariantes de medida positiva donde la dinámica 
es muy estable. Esto significa que todos los exponentes de Liapunov en D 
son cero y cada región D contiene un subconjunto de medida positiva, el 
cual es la unión de curvas !-invariantes, una característica que hace a la 
dinámica dentro de D casi integrable. Tal región estable ocurre alrededor 
de un punto periódico p E JVI, ¡n(p) = p, cuando el espectro de la derivada 
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(fn)~ : TpM -+ Tp!vI está situado en el círculo unitario (hay algunas otras 
condiciones técnicas que omitiremos). Tales puntos periódicos son llamados 
elípticos (opuestos a hiperbólicos), y las regiones estables alrededor de estos 
puntos son llamadas islas elípticas o islas estables. En un sistema Hamilto
niano típico, las islas estables coexisten con grandes regiones de Pesin L:.(f) 
de medida positiva. La región de Pesin es algunas veces llamada mar caótico. 
En este mar, uno puede encontrar pequeñas islas estables separadas de "2:.(f) 
por algunas curvas !-invariantes. Tal ilustración es típica como muestran 
varios experimentos númericos. El fenómeno de coexistencia de comporta
miento estable y caótico en sistemas dinámicos no está muy bien entendido 
todavía, y éste es uno de los mas intrigantes asuntos en la física-matemática 
moderna. 

En este sentido (existencia de regiones estables), presentaremos una ver
sión del teorema de KAM en dimensión 2. Empezamos definiendo la rota
ción de una función en JR2 : en coordenadas polares tienen la siguiente forma 
(r, B) -> (r, () + °'º + a¡r), ao, a1 =/= O constantes reales. Así corno la rota
ción de la función mantiene invariantes las circunferencias r = constante, y 
produce rotación de ángulos que dependen der. 

Ahora sea r 2': 4, xo un punto fijo elíptico (los eigenvalores de ¡:,,
0 

son 
complejos conjugados, Ai, A2 que satisfacen A¡ A2 = 1), no degenerado 
( arg A¡ = ao, + O,+ 7r /2, 7r, + 3n /2), y f localmente conjugada a un mapeo 

de la rotación. La última condición significa que existe una vecindad U de xo, 
y un difeomorfisrno C 4 , h : U-> JR2 , h(xo) = O tal que (h o fo 1i-1 ) (r, B) = 
(r, B+a0 +a1r)+F, donde (r, B) son las coordenadas polares de h(Un¡- 1 (U)) 
y las derivadas de F hasta el tercer orden, en O, son nulas. La expresión del 
segundo miembro es conocida como la forma normal de Birkhoff. 

En estas condiciones el teorema de KAM establece que dado e > O, existe 
una vecindad V de xo y un conjunto Vo C V tal que µ(V\ Vo) :::; eµ(V). 
Vo es la unión de curvas invariantes simples de clase cr-1 , x 0 E intV0 y 
la restricción de f para estas curvas es topológicamente equivalente a una 
rotación irracional. 

En resumen, el teorema de KAM establece que si f es C 4 y x 0 es un 
punto fijo elíptico no degenerado (recuerda que fesµ- invariante), entonces 
existe una familia de curvas invariantes, que cubre a un conjunto de medida 
positiva. En esta región hay exponentes de Liapunov que se anulan: f no es 
ergódica ya que Vo contiene conjuntos invariantes de medida positiva y no 
totales. 
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Capítulo 3 

Billares. 

3.1 Billares Planos. 

Un billar plano es un sistema dinámico descrito por el movimiento libre de 
una masa puntual en el interior de una región acotada Q (que llamaremos 
"mesa del billar" )contenida en el plano, la cual choca elásticamente con el 
borde. Éste consiste de un conjunto finito de arcos cerrados 8Q, que son de 
clase C 3 sin curvatura nula, o segmentos de recta. En ambos casos el va
lor absoluto de la curvatura IKI es acotada: Las componentes regulares del 

o 

borde 8Qi= 8Qi'-.... Uj;éi 8Qj pueden tener curvatura positiva (componente 
focalizador), negativa (dispersor) o cero (neutral). La dirección de la para-

º metrización de 8Qi y el signo de I< son determinados por el vector normal: 

si n(q) es el vector normal unitario interior a 8Qi en q, entoces q(s) es la 
o 

parametrización de 8Qi mediante la longitud de arco tal que q"(s) = K, 
n(q) = Kiq'(s) donde i es el ope rador 7r/2-rotación, q(s) = q. 

La referencia estándar acerca de la formalización de la teoría de billares 
es (9] cap. 6. 

La forma más simple de parametrizar el espacio de fase es medir la 
longitud de arco de 8Q y considerar el ángulo (} que forma el vector de 
salida con la normal n(q) a 8Q en q, que será el mismo que el de entrada. Si 
L es la longitud total de 8Q resulta que el espacio de fase es el rectángulo 
(O, L] x (-7r /2, rr /2] al que hay que sacarle las verticales que corresponden a 

o o 

los vértices aQi n 8Qj . 
En esta sección probaremos algunas propiedades de la transformación de 

billar (diferenciabilidad, medida invariante, Teorema de Oseledec). 
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Definimos el conjunto 

M1 = { (q,v): q E8Q;, llvll = 1, (v,n(q)) >O} 
de parejas formadas por un punto en una componente regular y un vector 
unitario interior. Dado x1 = (q¡,v1) E lvii, Tx1 (si está definido) se obtiene 
con un movimiento hacia adelante en la tabla de billar, en la dirección v1, 

una distancia (tiempo) ti hasta la intersección con 8Qi en q2. Formalmente 
Tx1 = (q2,v2) donde v2 =V¡ - 2 < n(q2), V¡ > n(q2). Ver fig.1. Sean si, s2 

o o 
las longitudes de arco de 8Q;, 8Qien una vecindad de q¡, q2, respectivainente: 
q2(s2) = q1(s1)+t1(s1)v1(s1): Kj(sj) la curvatura en qi(sj); Oj(sj) el ángulo 
de Vj(si) con n(%(sj)),j = 1, 2. 

Si la variable (-) no está indicada, significa que estamos en un punto 
base, por ejemplo K2 = K2(s2(0)). 

Teorema 3.1 Si x¡ = (q¡,v¡) E lvf¡, Tx1 = x2 = (q2,v2) E lvl1 y qi, q2 
están en una componente regular de clase c;r+1 del borde (r 2:: 1), entonces 
T es un dif eomorfismo local de clase C" en alguna vecindad de X¡. 

Demostración 
Sea (F1(s1),G1(s1)), (F2(s2),G2(s2)) la representación paramétrica de 

o o 
8Q;, 8Qj, respectivamente, en una vecindad de q1 = q1(s1) y q2 = q2(s2) en 
un sistema cartesiano ortogonal xOy. 

Sean a, -y1 , -y2 como en la fig.1. 

-- eje x eje x 

n(q2) 

Figura. l. 
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Los ángulos son medidos empezando en el eje positivo x. Esto resulta 

01 °' - ')'¡ - 7r /2, 
02 ')'2 - °' - 7r /2 

Si es necesario podemos rotar Q en el plano; entonces podemos suponer 
que F{(s1), F2(s2) =/= O en una vecindad suficientemente pequeña de q1, q2, 
y 

tga 

G~(si) . = 1 2 
Ff (si) i ' ' 

G2(s2) - G1(s1) 
F2(s2) - F1(s1) 

(omitimos variables Si), y así 

G2 - G1 G' 7r 
Arctg F

2 
_ Fi - Arctg F{ - °2 = L(s1, s2) 

G2 G2 - G1 7r 
Arctg Fí -Arctg 1'"2 _ Fi - 2 = ..l\!J(s1,s2) 

Estas dos funciones definen la transformación de billar T de clase cr, de 
X¡ =(si, 01) a x2 = (s2, 02), con H(xi, T(x1)) =O si (teorema de la función 
implícita) 

donde 

y 

(oH) det {)x
2 

=I= O 

H = e L(s1, s2) - 01 =O ) 
1VI(s1, s2) - 02 =O 

-Ls2 = - ---- (
G2(F2 - F1) - F2(G2 - G1)) cos02 

(F2 - F1)2 + (G2 - G1)2 - t1 
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Ya que q2 i= q1, el denominador es diferente de cero y cos 02 será diferente 
de cero si el vector tangente (F2, G2) en q2 y el vector de la trayectoria 
v1 = (F2 - F1, G2 - G1) f, son linealmente independientes; esto sucede ya que 
estamos suponiendo x2 E .J'vf¡ y entonces las trayectorias no son tangentes a 
las curvas del borde. 

Un argumento similar prueba que T-1 , definida en una vecindad de x2 

es tambien una función cr - • 
Derivando H tenernos 

de aquí 

(ºH)-1 (-ºH) = ( 
1 o )C ) T'(x1) L.2 -Ls, 1 8x2 8x1 1·2 -1 -.J'vI81 o 
•2 

( -2 1 ) •2 La2 
_ M. 2 L., + lvI Ms2 

L32 31 La2 

y 

(-ºH)-1 (ºH) = (O 1 ) ( Ls2 ) · (T'(x1))-1 -;w;;- o 8x1 8x2 1 -~ Ms2 -1 .. 
(-~ 1 ) AflJ 1 /v/a 1 

_M.2L., + L ~ 
1\11111 s2 Al,. 1 

por lo tanto tenemos el siguiente teorema. 

Teorema 3.2 Si en alguna vecindad de Q1, q2 E lvI1, las curvas del borde 
son d2, entonces para todo (s1, 01) en una vecindad del valor correspondiente 
de x1, es válido 

)-
Teorema 3.3 Si en la hipótesis del teorema anterior consideramos una ve
cindad suficientemente pequeña U de X1, entonces T restringida a U preserva 
la medida definida por dµ = cos OdsdO. 
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Demostración Tenemos que 

detT' = _ Ls1~s2 lvls2 Ls1 l'vls 1 M 81 cosB1 
L

82 
+ L';

2 
- Ls

2 
= - Ls

2 
= cosB2 

De aquí, cambiando las variables de integración , tenemos 

µ(T(S)) { cos fhds2dB2 = { cos 02 cos ~1 ds1 dB1 
.f r(S) .f S cos u2 

is cosO¡ds1dB1 = µ(S) 

Para todo conjunto de Borel S e U. • 

Observación 3.4 a) Darnos el misrno nornbre a la medida normalizada {si 

dµ = cos OdsdO entonces µ = .C~~2 cos OdsdO = 2ds, µ( lvl1) = J0L 2ds = 2L 
por lo tanto la medida de toda la frontera es 2L donde L es la longitud de 
arco y con esto encontra1nos la medida normalizada), y de aquí ésta será 
usada: µ(lvli) = l. Esta rnedida es absolutarnente continua con respecto a 
la rnedida de Lebesgue en lvf¡. 

b) En vez del difeomorfismo T podernos considerar el flujo Tt, que actúa 
en el conjunto lvlo de las parejas (q,v), q E Q, llvll =l. Se define corno Tt 

(q, v) = (q + tv, v) si q + sv <f_{)Qi para O < s :$ t y Tt (q, v) = (qt, Vt) 

si hay únicos tal que q + sv EoQ., con Vt = v - 2 (n, v) n, n = n(q + sv) 
y qt = q + sv + (t - s)vt. Entonces si (q, v) E lvlo, sea 'Y > O tal que 
x = T--Y(q,v) E lvli; podemos introducir coordenadas en lvlo tomando el 
núrnero -y y las coordenadas de x en lvf¡. Entonces dv = dµd-y es una medida 
invariante para Tt : 

v(Tt(A)) = v(A) 

para cualquier conjunto de Borel A de lvlo. Ver {9}. 
c) H+ es el conjunto de puntos de lvI1 tal que Tk está definida y es 

continua para todo k E N. Este no incluye los puntos que en un futuro van 
a un vértice o cuyas trayectorias son tangentes {dispersoras) a una curva 
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del borde (ver fig.2). Definimos H-, tornando k negativa en Tk. 

Figura 2. 

d} p+- es el conjunto de puntos cuyas trayectorias tienen infinitos rebotes 
en tiernpo finito. 

Sea Nii el conjunto de elementos (q,v) de l'vfi tal que q+tv e8Qi n 8Qi 
para algún t E IR, y C el conjunto de elementos x1 = (q1,v1) E l'vli tal que 
Tx1 = (q2, v2) verifica (v2, n(q2)) = O (observe que en este caso v1 = v2). 
Resulta que U;;éjNij U C = D es la unión de un conjunto numerable de 
curvas en !vf¡. Así su medida de Lebesgue es cero, y µ(D) = O. 

Teorema 3.5 Sea V= Uk>oT-k(D) yF+ = {x EH+= l'vli".V: L:ti(x) < 
oo} donde ti(x) = d(T'+ 1 x-;-Tix). Entonces µ(V) = µ(F+) =O. (d es la dis
tancia euclideana en JR2 ). 

Demostración 
V tiene medida nula por que es la unión numerable de conjuntos de 

medida cero. 
Si t(x) = d(x,Tx) resulta que t(x) >O µ-casi todo x E l'vfi. Sea Arri = 

{x EH+: t(x) > 1/rn}, rn = 1,2, .... El conjunto de puntos x E A,.,.. que 
regresan a A,.,. infinitas veces (teorema de recurrencia de Poincaré) tiene 
medida total. Ellos satisfacen ¿::: t(T'x) = +oo, pero U~=1Am = H+". p+, 
entonces en un conjunto de medida nula se verifica que 2::; t(T'x) <<X>.• 

Corolario 3.6 En H = (H+nH-)". (F+uF-), que tiene rnedida total, T 
es biyectiva, medible y preserva µ. Adernás, T es un difeornorfisrno de clase 

G" (si los arcos 8Qi son de clase a-+1 ) en un conjunto abierto de lvfi que 
contiene H. De aquí en adelante consideraremos T : H -> H. 
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Teorema 3. 7 Si la longitud total del borde de un billar es finita, sus arcos 
o 

8Q; son cJ3 y el valor absoluto de la curvatura es uniformemente acotado, 
entonces el teorema de Oseledec puede ser aplicado a la transformación de 
billar. 

Demostración De la observación pasada y del hecho que 

llT'(x1)ll ::; 11 c~~)-l1111e-:~)11 
11 ( ~ ~1 ) 1111 ( 

-Ls1 1 )JI -Ms1 o 

::; e 
cos82 

y 

llCT'(x1))-111 ::; 11 (- ~~)-lll 11(~!)11 

11 ( ~ =~ ) 1111 ( 
Ls2 o )JI Ms2 -1 

::; C1 
cos 81 

ya qu la curvatura y t1 son uniformemente acotados, basta probar que 

l log+ llT'(s,8)11 cos8dsd8 < oo (log+ s = max{O, log s}) 

(el caso para JH lag+ ll(T'(x1))-1 11 cos8dsd8 < oo es analogo). Entonces 

L lag+ llT'(s,8)11 cos8dsd8 ::; { lag+ ( _2_
9 

) cos 8dsd8 
ÍH COS 2 

{ llog ~8 1 cos 8dsd8 
ÍH COS 2 

jlog CI L cos 8dsd8 

-L log cos 82 cos 8dsd8 
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Ya que J H cos ()dsd() = µ(H) = 1, debemos probar que el otro término 
es tan grande como -cx:i. Comoµ es T-invariante 

f log cos 8 2 cos ()dsdB = f log cos () cos ()dsd() 
}H Jn 

y esta integral es acotada por que 

J_
7r/2 

log cos ()CDS ()dsdB = log 4 - 2, 
-7r/2 

y la longitud de la curva es finita.• 

Observación 3.8 a) En {15], parte V, es dado un ejemplo de un billar 
simplemente conexo cuyo borde es C1 (todavía mas es ~ excepto en un 
punto}, que verifica 

{ log+ llT'(s, ())11 cosOdsdB = +cx:i. 
jH 

b) Muchas propiedades geométricas y ergódicas para difeomorfismos en 
variedades compactas son deducidas de la no anulación de los exponentes 
de Liapunov aplicando teoria de Pesin. Para deducir estas propiedades para 
nuestra transformación de billar podemos probar algunas condiciones en las 
derivadas de T. Como fue observado al principio de esta sección omitiremos 
tales consideraciones . 

Una trayectoria que hace un número infinito de rebotes en un intervalo de 
tiempo finito, puede ocurrir igual para un billar plano estrictamente convexo 
cuyos bordes son tres veces diferenciables (pero esta tercera derivada es no 
acotada). Un ejemplo tal fue construido por B. Halpern. Su construcción 
mas bien involucra estimaciones meticulosas, su idea es, de cualquier modo, 
completamente transparente. 

Consideremos una sucesión de puntos Pn del círculo unitario que conver
gen monótonamente a un punto del círculo (en el ejemplo las coordenadas 
angulares de Pn son iguales a n 112 ) . Los puntos Pn son los puntos conse
cutivos de la reflexión de una trayectoria de billar en la curva de billar 7 
construída. Uniendo los puntos Pn obtenemos una trayectoria poligonal. La 
ley de reflexión determina la dirección de 7 en los puntos Pn· Uno construye 
porciones pequeñas 'Yn de 7 a través de cada punto Pn y entonces uniendo 
'Yn en forma suave obtener 7. Omitimos los detalles; pero se puede consultar 
en (13]. Vale la pena mencionar que, en un sentido, el ejemplo de Halpern es 
el mejor posible. A saber, Halpern probó el siguiente teorema: si una curva 
de billar tiene una tercera derivada acotada y en ninguna parte se anula la 
curvatura, entonces el flujo de billar está definido para todos los tiempos. 
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3.2 Medida invariante y función generadora para 
billares planos. Formulación variacional. 

Esta es otra prueba de la invarianza de la medida. 
Sea Q una mesa de billar plana acotada. Considera la variedad V de 

vectores tangentes unitarios ( q, v) con la dirección de v hacia adentro y 
el punto base q en el borde 8Q. Si el borde consiste d e una componente 
entonces V es el anillo S 1 x I. Ahora definimos la transformación de billar 
T de V. Un vector (q, v) se mueve a lo largo de la línea a través de q en la 
dirección d e v a el próximo punto q1 de su intersección con 8Q, y entonces 
v reflejado en 8Q a un nuevo vector v1: T(q,v) = (q1,v1). 

Una propiedad muy notable de la transformación de billar Tes la exis
tencia de una forma de área invariante. Parametrizamos 8Q por la longitud 
del parámetro s y sea (} el ángulo entre v y la dirección del borde en el punto 
q( s). Use ( s, <P) como las coordenadas en V, <P E (O, 7r]. 

Lema 3.9 La forma de área sin <f>d<f> /\ ds es T - invariante. 

Demostración Sea T (s, </>) = (s1, </>1). Uno quiere probar que 

sin </>1 d</>1 /\ ds1 = sin <f>d<f> /\ ds. 

Sea f (s, s 1) la distancia entre los puntos q(s) y q(s1) que es lo que 
venimos llamando. Se sigue de geometría elemental que 

a¡ (s, s1) a¡ (s, s1) 
as =-cos<f>y =cosrf>1 

8s1 

de aquí 

a¡ (s, s1) a¡ (s, s1) 
cos 4>1 ds1 - cos <f>ds = a ds1 + a ds = df 

s1 s 

y tomando derivadas 

sin </>1 d</> 1 /\ ds1 - sin <f>d<f> /\ ds = O • 

Consideremos tres puntos consecutivos T(s,O) = (s1,</>1), T(s1,rf>1 ) 

(s2, </>2). Se sigue de la prueba previa que 

8f(s,s1) A. 8f(s1,s2) 
8s1 = cos 'f'l • 8s1 = - cos </>1 
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De aquí 
af (s, si) + aj (s1, s2) =o 

8s1 8s1 
Esta fórmula tiene la siguiente interpretación. Supongamos que uno 

quiere comenzar la bola de billar en el punto q si después de reflejar en el 
borde en algún punto q1 este llega al punto dado q2. ¿Cómo encuentra uno 
el punto no conocido q1? respuesta: este punto es un punto crítico de la 
funcional dist(q, q¡) + dist(qi, q2)· Este principio variacional juega un papel 
importante en el estudio de billares. 

3.3 Billares convexos. 

3.3.1 Geometría elemental. 

La tabla de billar mas simple es una circular. No hay mucho que decir acerca 
de este: cada trayectoria hace un ángulo constante con el borde y permanece 
tangente a un círculo concéntrico (ver Fig.3). 

Figura 3. 

La transformación inducida en este círculo tangente es una rotación a 
través de un ángulo fijo, esto es una traslación. 

Si un segmento de una trayectoria en un círculo forma un ángulo con la 
normal cuya magnitud es racional, entonces la trayectoria es cerrada y en el 
espacio de fase se ve como en la frigura 4, si el ángulo tuviera una magnitud 
irracional la trayectoria nunca cierra y en el espacio de fase se vería como 
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en la figura 5 (una hilera densa de puntos horizontal). 

q 

q2 

7t/2 

ql 7t/4 

Figura 4. 

'1t/2 

7t/4 

Espacio de fase 

'1l:d 

4 

2'11:d 

4 
3'11:d 

4 

9 ······················-················-····--······--·-

Figura 5 

Definición 3.10 Una cáustica de un billar plano es una curva tal que si 
una trayectoria es tangente a ésta, entonces vuelve a ser tangente a esta 
después de toda reflexión. 

Así los billares circulares tienen una familia de cáusticas, consistente de 
círculos concéntricos. 

Ahora demos un vistazo a las elipses. Recordemos que una elipse consiste 
de puntos cuya suma de distancias a dos puntos dados es constante; estos 
dos puntos son llamados los focos de la elipse. Existen diferentes formas de 
construir una elipse, una de ellas es usar una cuerda cuyos extremos estan 
fijos a dos puntos. 

Una propiedad óptica muy conocida sobre elipses es la siguiente. 
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Un rayo de luz, que sale de un foco, llega al otro foco después de una 
reflexión en la elipse. En otras palabras, los segmentos que unen un punto de 
la elipse con los focos hacen igual ángulo con la elipse. No es difícil verificar 
esta propiedad. 

Consideremos el siguiente problema: dada una línea l y dos puntos F1 
y F2 en un lado de ésta, encuentra un punto X en l tal que la distancia es 
mínima. 

Solución: refleja Fi en la línea y una con F2 por una línea recta. El 
punto de intersección con l es X. Se sigue que los ángulos hechos por FiX 
y F2X con l son iguales. Ver fig. 6. 

Fl F2 

Figura 6. 

Otra propiedad de la trayectoria de billar que pasa por los focos es que 
converge al eje mayor de la elipse. Veamos, considere segmentos consecutivos 
de la trayectoria. El punto A2 es mas próximo al eje mayor que Ai , etc. 
Así, se puede demostrar que existe el límite A 00 de la sucesión Ai, A2, ... ; 
y, de la misma manera, se ve la existencia del límite B 00 de la sucesión 
B 1 ,B2, .. . . El segmento A 00B 00 es por si mismo trayectoria del billar. La 
bola de billar va de A 00 a B 00 y viceversa infinitas veces. Así el segmento 
A 00B 00 es perpendicular a la elipse en ambos extremos. 

Este tipo de trayectoria se muestra en el espacio de fase figura 7, como 
se puede apreciar los puntos se van acumulando en dos puntos y el ángulo 
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va tendiendo a cero. 

Espacio de fase 

.. 
l../2 L 

Figura 7 . 

Elipses e hipérbolas con el mismo foco son llamadas confocales. En las 
coordenadas cartesianas (x, y) ellas están dadas por la ecuación: 

x2 y2 
a2 + >. + b2 + >. = 1, O <a< b 

Aquí >. es un parametro variable; para -b2 < >. < -a2 la curva es una 
hipérbola, y para -a2 <>.la curva es una elipse. 

El principal resultado en billares elípticos dice que ellos son completa
mente integrables. 

Teorema 3.11 Una mesa de billar elíptica tiene una familia de cáusticas, 
que consisten de elipses e hipérbolas con/ocales. Mas precisamente, si un 
segmento de una trayectoria de billar no intersecta el segmento determinado 
por los focos F1 y F2, entonces todos los segmentos de esta trayectoria no 
intersectan F1F2 y son todos tangentes a la elipse con focos F1 y F2; si un 
segmento de una trayectoria intersecta F 1 F2, entonces todos los segmen
tos de esta trayectoria intersectan F1F2 y son todos tangentes a la misma 
hipérbola con focos F1 y F2 . 

Demostración Sean AoA1 y A1A2 segmentos consecutivos de una tra
yectoria, ver figura 8. Supongamos que AoA1 no intersecta el segmento F1F2 
(el otro caso es totalmente análogo), se sigue <le la propiedad óptica que los 
ángulos AoA1F1 y A2A1F2 son iguales. 

Reflejando F1 en AoA1 da F¡, y F2 en A 1A2 da F~, y sean 
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Considere la elipse con focos F1 y F2, que es tangente a AoA1. Ya que 
los ángulos FzBA1 y F1BA0 son iguales, esta elipse toca a AoA1 en el 
punto B. Asimismo una elipse con focos F1 y F2 toca AiA2 en el punto C. 
Uno quiere mostrar que estas dos elipses coinciden, o equivalentemente, que 
F1B + BF2 = F1C + CF2 lo cual nos llevaría a F¡F2 = F1F~. 

F'2 

Figura 8. 

Para tener esto observe que los triángulos F¡A1F2 y F1A1F~ son con
gruentes: F~A1 = F1A1,A1F2 = AiF~ por simetría y los ángulos F~A1F2 y 
F1A1F~ son iguales. De aquí F¡F2 = F1F~. • 

Entoces recordemos que billares acotados por diferentes cónicas confo
cales son integrables, por que sus cáusticas son cónicas confocales. 

3.3.2 'I'res aplicaciones geométricas. 

La primera es un resultado muy elemental de la geometría euclidiana, si 
AB + BF =AD+ DF, entonces AC + CF = AE + EF. Ver fig. 9. 

A D E 
Figura 9. 

Este teorema tiene una prueba sintética; sin embargo, se deducirá de 
integrabilidad de billares elípticos. 

El teorema establece que si B y D pertenecen a una elipse con focos A 
y F, entonces C y E pertenecen a una elipse confocal. 
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Considere dos elipses confocales. Los billares en estas tienen la misma 
colección de cáusticas que como sabemos consisten de elipses confocales. 
La familia de rayos, tangentes a una cáustica, es una curva invariante de 
la transforniación de billar del conjunto de rayos. En [32] página 16 se 
demuestra que esto implica que las dos transformaciones de billar conmutan. 

Construimos las elipses ri y r2 con focos A y F, que contienen los puntos 
By C, respectivamente. La anterior elipse contiene a D; uno quiere mostrar 
que la otra contiene a E. La reflexión de billar en r2, y entonces en r1 envía el 
rayo AB a DA. Entonces la reflexión, primero en ri, y entonces en r2 envía 
AB otra vez a DA. Esto significa que los puntos de intersección BF n r2 y 
AD n r2 coinciden. De aquí E= BF n AD esta en r2. Fig.10. 

Figura 10. 

La segunda es una construcción de una trampa para un rayo de luz, 
esto es, una curva ref!ejante tal que una colección de rayos paralelos de luz, 
reflejados en él, permanecen atrapados, esto fue resuelto por varias personas. 
Describimos la trampa construida por R. Peirone. 

La curva¡ es una parte de una elipse con focos F 1 y F 2; la curvar es una 
parábola con foco F2 ver fig. 11. Estas curvas son unidas de manera suave 
para producir una trampa: se sigue de las propiedades antes mencionadas 
para cónicas, que un rayo v paralelo a el eje de la parábola entrando a la 
curva a través de una "ventana", tenderá al eje mayor de la elipse y por lo 
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tanto nunca escapa. 

r 

Figura 11. 

Cambiemos el problema ligeramente, intentemos atrapar un conjunto 
de rayos suficientemente cerca a uno dado en el espacio de rayos (en otras 
palabras p e rn1itir que los rayos hagan un ángulo pequeño con uno dado). 
Sin embargo en este caso la trampa no existe, esto se sigue del teorema de 
recurrencia de Poincaré. 

Veamos, sea U una vecindad en el espacio de rayos, que uno quiere 
atrapar. Cerramos la ventana de la trampa y consideremos el billar dentro 
de esta curva cerrada. Exinte un rayo en U, que regresa a U después de un 
cierto número de reflexiones. El único camino para regresar a U es tener 
reflexiones en la parte de la curva que constituye la ventana, de aquí estos 
rayos no son atrapados. 

La tercera aplicación concierne a un trabajo de iluminación. Sea una 
habitación con paredes de espejo; ¿es posible iluminar este con un punto 
como origen de luz, que emite rayos en todas direcciones? 

Un ejemplo de un cuarto que no puede ser iluminado desde cualquiera de 
sus puntos, es mostrado en la figura 12. Las curvas superiores e inferiores son 
mitades de elipses con focos F1F2 y G1G2. Ya que un rayo, que pase entre 
los focos, se refleja y pasa otra vez entre los focos, un rayo no puede entrar 
en el área sombreada de entre las líneas F 1F2 y G1G2, y viceversa. Una 
modificación de e5ta construcción produce una región que, para cualquier 
positivo n, requiere al menos n faros para su iluminación. Asimismo uno 
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construye una región acotada, cuyo borde es suave en todo menos en un 
punto, que no puede ser iluminado por un número finito de faros. 

Figura 12. 

3.3.3 Trayectorias periódicas. 

¿Dada una curva de billar suave estrictamente convexa C 1 , el rnapeo de 
billar tiene trayectorias periódicas, esto es, puntos en el espacio fase que 
regresan después de un cierto número de iteraciones?. Llamaremos rotación 
de una órbita periódica al número de vueltas que se da alrededor de la curva 
borde al volver a llegar al punto de partida T"(x) = x. Estas trayectorias 
periódicas son polígonos inscritos, cuyos lados consecutivos hacen ángulos 
iguales con la curva del billar. Distinguirnos la estrella formada por n-puntos 
con rotación r ver fig.13. 

n=2.r=l n=3.r=l 
Figura 13. 

n=5. r=2 

La respuesta a la pregunta de arriba esta dada por el siguiente teorema 
dado por G. Birkhoff. 

Teorema 3.12 Paro cualquier n 2:'.: 2 y r ~ !n, coprimo con n, existen dos 
trayectorias n -periódicas geométricamente distintas con rotación r. 
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Demostración 
Considere el conjunto lvl den puntos inscritos x1, ... ,Xn. Entonces lvl es 

un toro n-dimensional. Sea f la función longitud Jx1Xr+1 I + Jxr+1X2r+1 I + 
· · ·. Esta función es suave fuera del conjunto singular lvlo = LJ {xi = Xi+l} 
(adoptando la convención n + 1 = 1). Sabemos de la sección 3.1 que los 
puntos críticos de la función f son trayectorias de billar. 

Probaremos que para cualquier n existe una trayectoria n-periódica. El 
espacio lvI es compacto, f consigue su máximo en éste. Este má..ximo no se 
alcanza en l'vlo: el perímetro de un k polígono k < n puede ser incremen
tado por la introducción de un nuevo vértice ver fig. 14. Así este máximo 
corresponde a la trayectoria n poligonal. 

Figura 14. 

Para probar el resultado por completo considere el conjunto de n-puntos 
con rotación r. Llamémosle N. Este conjunto es el "producto" de un círculo 
y un disco (n - !)-dimensional, y su borde consiste de polígonos degenera
dos de lvio. La función f tiene por lo menos n má..ximos en N, obtenidos 
por permutaciones cíclicas de los vértices del mismo polígono de perímetro 
máximo en N. 

Use el argumento mínimo-má..ximo para mostrar, que hay otro punto 
crítico de f dentro de N. Conectando dos má..ximos por una curva dentro 
de N y considerando el mínimo de f en ésta. Tomando el máximo de estos 
mínimos de todas las curvas posibles. Este es también un punto crítico de 
f, que no es el máximo. Algo difícil es establecer su existencia. 

La razón para considerar r coprimo con n, es que, de lo contrario, el argu
mento de arriba puede producir un polígono con pocos vértices, transversal 
a si mismo varias veces. • 

Se sigue, que hay al menos <P(n) órbitas n-periódicas distintas, donde 
<P(n) es el número de enteros, menores que n y coprimos con n. 

El siguiente caso particular puede ilustrar un poco la prueba de este 
teorema. Considere trayectorias 2-periódicas de una parte a otra, esto es, la 
cuerda de la curva de billar, perpendicular a ésta en ambos extremos. Una de 
tales curvas es fácilmente encontrada: es el dián1etro; es decir, la cuerda mas 
grande de la curva. Ya que la curva del billar es estrictamente convexa hay 
una única cuerda de longitud máxima en cada familia de cuerdas paralelas. 
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Así uno tiene una familia paramétrica de las longitudes de estas cuerdas, 
parametrizadas por sus direcciones, cuyo elemento inicial es el diémetro, y 
cuyo elemento final es el mismo diámetro con el punto final intercambiado. 
En esta familia existe una cuerda n-ias corta, y esta cuerda es perpendicular 
a la curva en ambos extremos. Esta es la segunda trayectoria de billar 
2-periódica deseada. 

Después de establecer la existencia de trayectorias periódicas, a uno Je 
gustaría aprender acerca de su estabilidad. 

Definición 3.13 Un punto fijo p de un mapeo T es estable (en el sentido 
de Liapunov) si para cualquier vecindad U de x existe una vecindad V tal 
que la 6rbita U Ti(V), esta contenida en U. 

-oo<i<oo 

Dada una trayectoria n-periódica de la bola de billar, considere un punto 
fijo del mapeo T". La derivada de T" en un punto fijo es una transformación 
lineal que preserva el área del plano; de aquí su determinante es igual a l. 
Generalmente dos casos son posibles: los eigenvalores son reales recíprocos 
distintos, o son nú1neros complejos conjugados distintos con norma igual a 
l. En el primer caso llamado hiperbólico el mapeo lineal es una rotación 
hiperbólica; el punto fijo no es estable (igual que en la aproximación lineal). 
En el último caso llamado elíptico el mapeo lineal es una rotación, y el punto 
fijo es estable en la aproximacón lineal. Se sigue de la teoría de KAJ'l.1, que 
en la posición general, existen curvas invariantes del mapeo T" cerca del 
punto fijo. Así una trayectoria elíptica periódica es generalmente estable. 

La condición de estabilidad para una órbita 2-periódica se estudia como 
sigue. Sea t la longitud del segmento de una trayectoria, y r1, r2 son los 
radios de curvatura (con signo) de la frontera en los puntos de rebote. 

Lema 3.14 Una orbita 2-peri6dica es eUptica si y s6lo si 

r1 + r2 - t (t - ri)(t - r2) 
~~~~~>o y >o. 

r1r2 r1r2 

Ya que una trayectoria periódica es un punto crítico de la funcional de 
longitud, otra aproximación al problema de estabilidad es vía el estudio de 
la matriz Hessiana en este punto crítico. 

En un billar elíptico la trayectoria a lo largo del eje menor es estable. 
Y la trayectoria del eje mayor es hiperbólica (inestable). El conjunto de 
rayos a través de uno y otro foco constituye una curva, invariante bajo 
la transformación de billar, que une los dos puntos de esta trayectoria 2-
periódica (esta curva es llamada una separatriz) ver la figura. Cualquier 
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punto de la separatriz va a uno de los dos puntos (B en la figura 15) bajo 
iteraciones positivas del mapeo de billar, y al otro (punto A) bajo negativas. 

-- B 
A 

Figura 15. 

Hacer una perturbación pequeña de la curva de billar. La trayectoria 
hiperbólica 2-periódica persistirá (todavía será el diámetro de la curva), sin 
embargo las curvas construidas arriba para los nuevos puntos A y B no 
coincidirán necesariamente. De manera mas precisa, sea SA la curva que 
consiste de puntos x con T-nx-+ A cuando n-+ oo, y Sa = {x: TTix-+ 
B, n-+ =}.Si las curvas SA y SB se intersectan una vez, ellas se intersectan 
infinitas veces por que ambas son invariantes bajo el mapeo de billar. Las 
dos curvas constituyen una telaraña complicada, cuya existencia no va de 
acuerdo con la integrabilidad. 

Levallois y Tabanov analizaron el corte de separatrices en el caso cuando 
la perturbación de la mesa de billar es la siguiente curva de grado 4: 

x =acosa, y= bsinet(l +ecos2 et),et es un parametro pequeño. 

Ellos prueban que para toda e suficientemente pequeña las separatrices 
se intersectan transversalmente, y estima los ángulos hechos por estas en 
los puntos de intersección. V. Donnay obtuvo un resultado similar para 
perturbaciones pequeñas de una elipse en una vecindad de un punto; esta 
perturbación cambia la curvatura, pero preserva el punto y la dirección 
tangente en este. 

3.4 Billares Hiperbólicos 

Llamaremos billares hiperbólicos o caóticos a aquellos cuya transformada 
de billar tiene exponentes de Liapunov no nulos en µ-casi todo punto del 
espacio de fase. 

A vanees mas recientes en el estudio de propiedades ergódicas de billares 
planos son descritos por el Teorema general sobre la no anulación de expo
nentes de Liapunov. Este teorema se refiere a la construcción de familias 
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invariantes de conos o formas cuadráticas crecientes de Liapunov. Ambos 
métodos son escencialmente equivalentes y fueron introducidos por Wojt
kowski [34,35] y Markarian [23,25], respectivamente (10 años antes Pesin y 
Sinai (1981) escribieron que el estudio de propiedades ergódicas de billa
res vía la teoría de sistemas dinámicos discontinuos (funciones suaves con 
singularidades) condujeron al problema no muy simple de checar que la ca
racterística de los exponentes de Liapunov del sistema son diferentes de cero. 
Hasta ahora el único método efectivo (pero no riguroso) para checar es el 
cálculo de exponentes característicos usando una computadora digital]. 

Fue probada la existencia de una clase grande de billares planos con com
ponentes regulares focalizadores del borde los cuales tienen comportamientos 
caóticos. 

Se demostró que los siguientes tipos de componentes focalizadores C 4 

pueden ser parte del borde de billares caóticos: 
a) Arcos de curvas que satisfacen ~ <O [35]. En este grupo están las 

epicicloides, las hipocicloides, la cicloide y en particular, la cardioide (curva 
cerrada cuya ecuación en coordenadas polares es r(t) = 1 + cos t, -71" S t S 
7r). El arco de elipse x = acost, y= bsint, b2 > a 2 , con -71"/4 S t S 7r/4 
también satisface esta condición. 

b) Arcos que satisfacen L2(t1 + t2) < 2t1t2 para sucesivos rebotes en 
el mismo componente focalizador. Esta condición se verifica localmente 

d2(rl/3) 
(trayectorias con segmentos cortos) si ~ > O (donde Les la longitud de 
la trayectoria dentro del círculo de semicurvatura). Para trayectorias largas 
otras condiciones deben ser agregadas. Por ejemplo en la elipse previa debe 
ser sin2 t > b2 i::_ª2 que corresponde a un arco disjunto con el anterior. Ver 
[23], p.93. 

c) Cualquier arco focalizador corto, donde la brevedad está definida por 
la negatividad del desarrollo de Taylor en una vecindad de uno de sus puntos. 
El primer término de este desarrollo tiene orden par e implica la cuarta 
derivada de la curva. Ver [24,25] y [10]. 

Como cerrar una mesa de billar con arcos neutrales o dispersores y curvas 
focalizadoras fueron discutidas en los libros mencionados en a) y b). En [23] 
se da una descripción que incluye todo lo mencionado previamente. Las dos 
siguientes fan1ilias de billares tienen comportamiento caótico: 

l. Componentes C 3 del borde pueden ser de cualquier tipo excepto que 
el focalizador debe ser C 4 y satisfacer a) o c). Referente a componentes no 
adyacentes el círculo de semicurvatura en cada punto de cada componente 
focalizador no contiene puntos de cualquier otra componente regular o del 
círculo de semicurvatura de otros componentes focalizadores. Componen-
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tes focalizadores adyacentes que forman ángulos interiores mas grandes que 
7r. Componentes adyacentes focalizadores y dispersores forman ángulos no 
menores que 7r, y componentes adyacentes focalizadores y neutrales forman 
ángulos mas grandes que 7r /2. Los ángulos entre componentes adyacentes es 
sien1pre no cero. 

2. Componentes regulares C 3 del borde pueden ser de cualquier tipo 
excepto que el focalizador debe ser C 4 y satisfacer b) oc). Los círculos de 
curvatura de componentes focalizadores no pueden contener puntos de otras 
com.ponentes. Condiciones en arcos adyacentes son como en el caso l. 

En [10] se define una clase de curvas (llamadas arcos focalizadores) que 
pueden ser parte de billares caóticos si ellas son unidas por segmentos sufi
cientemente largos, cerrando regiones convexas. Un arco focalizador es una 
curva C 00 'l'(s), O ::; s ::; s con J; K(s)ds < 71". Se prueba que en la elip
se referida arriba, su mitad con x ~ O es un arco focalizador si y solo si 
a/b < \/'2. 

En [35), apendice c, se describe un billar con comportamiento caótico y 
tres componentes ergódicos, por lo menos. 

Curvas que satisfacen las igualdades a) y b) pueden ser partes de billa
res de tipo 1 o 2. Arcos de circunferencias estan en los bordes de ambas 
condiciones. Pero si estos son perturbados las propiedades ergódicas pueden 
fallar. Este es el caso de billares de Bunimovich con mas de una semicir
cunferencia o el billar "cacahuate" estudiado numericamente en [14] que 

d2 d2(r~3) satisface la descripción 1 o 2 con ;r¡fI = ds = O. 
En [25) se prueba que arcos mas pequeños que semicircunferencias pue

den ser C 1 perturbados manteniendo comportamiento caótico. En particu
lar, el ejemplo mas conocido de tipo billar de Bunimovich, el estadio (ver 
fig. 16) puede tener ambas de sus semicircunferencias perturbadas si man
tenemos los segmentos y la tangencia de ellos con los arcos perturbados en 
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los puntos de contacto. 

Figura 16. Arcos de circunferencias unidos por rectas. 

Ahora, teniendo variedades locales invariantes, podemos adaptar el ar
gumento que Hopf usó para probar la ergódicidad de flujos geodésicos (los 
cuales también fueron usados en conjuntos hiperbólicos compactos). Dos 
dificultades aparecen inmediatamente, cuando intentamos extender a fibras 
estables e inestables. 

a) Hay cambios en la pendiente de las fibras invariantes debido a la 
existencia de ángulos en los bordes así como trayectorias que son tangentes 
a los bordes. 

b) La longitud de las componentes suaves de la variedad invariante pue
den ser muy pequeñas. 

Estas dificultades fueron resueltas estudiando la probabilidad de que las 
componentes suaves de la variedad invariante fueran muy pequeñas. Mas 
precisamente se estudia la medida del conjunto de los puntos donde las 
variedades locales tienen longitud pequeña menor que 8, cuando ó-+ O. 

Este es el contenido del Teorema Fundamental para Billares Dispersores 
[4]. Este permite probar ergodicidad local y global. La ergódicidad local 
significa que cualquier vecindad pequeña de todo "punto bueno" esta con
tenido en un componente ergódico de T (en este caso, T verifica una fuerte 
propiedad ergódica en este conjunto: es un sistema de Kolmogorov). 

En [30] y [18] fue presentada una mejor versión del Teorema Fundamen
tal, ahora para billares semi-dispersores. 

La base de estas ideas fue probar que billares dispersores (todos los 
componentes regulares del borde tienen I<C < O) o semidispersores (K :::;; O) 
los cuales tienen casi todas sus trayectorias pasando por puntos con K < O, 

o 

son ergódicos. La siguiente condición debe ser también satisfecha: 8Q, 
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o o o 

,8Qi no tienen normal común en 8Qi n EJQi; esto es, ellos deben tener 
intersecciones transversales. 

Estas construcciones también simplifican el estudio de órbitas periódicas, 
pero hay estin1aciones de su número para billares semidispersores hecho en 
[31) usando métodos completamente independientes. 

En (3) fue probado que la ergodicidad se mantiene si: 
a) En una vecindad de cada ángulo de un billar dispersor an1bos arcos 

del borde son substituidos por un arco de circunferencia ri; 
b) ri y rj son arcos de circunferencias diferentes si i =/: j; 
c) La parte de la circunferencia ri que no esta en el borde del nuevo 

billar esta completamente contenido en la superficie del billar. 
Bunimovich mostró en [5] que billares ergódicos pueden ser construidos 

con arcos de circunferencias y segmentos (sin componentes dispersores). La 
figura mas conocida de este tipo es el estadio. El da una versión mejorada de 
este resultado en [6). En este trabajo probó que un billar plano es ergódico 
si su borde verifica todas las condiciones dadas al principo de la sección 3.1 
y 

i) Hay por lo menos un componente regular focalizador y uno no focali
zador del borde; 

ii) Todos los componentes regulares focalizadores son arcos de circunfe
rencia ri tal que r;/EJQ es no vacío y contenido en el interior de Q; 

iii) Los componentes dispersores del borde se intersectan uno al otro y 
los componentes neutrales se intersectan transversalmente. 

iv) La parte neutral del borde consiste de a lo más dos componentes 
regulares. 
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