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Introduccion.

Supongamos que una masa puntual se mueve sin friccién en una regién
acotada de R%. La partfcula choca eldsticamente con los bordes o cuando
se encuentra algunos obstdculos. En dos dimensiones estas colisiones se
describen por una bien conocida ley de 6ptica geomeétrica: el dngulo de
incidencia es igual al angulo de reflexién. Asf la teorfa de billares y la teoria
de 6ptica geométrica tienen muchas caracterfsticas en comun.

El movimiento es muy complicado y las trayectorias no varian con con-
tinuidad (si ellas son tangentes a uno de los bordes) o no estdn definidas
para todo tiempo (si ellas encuentran un vértice de la mesa de billar). Ahf
el comportamiento puede ser mas inesperado; por ejemplo trayectorias que
tienen un nimero infinito de rebotes en un tiempo finito o trayectorias que
se acercan tanto como se quiera al borde de un billar convexo en un tiempo
infinito. Audn m4&s, podemos construir billares con bordes razonablemente
regulares (C!, por ejemplo) que no verifican buenas propiedades globales
para casi todas sus trayectorias.

Para evitar el ultimo caso debemos afadir una fuerte condicién de regu-
laridad en los arcos del borde, y si no queremos tomar en cuenta trayectorias
anormales debemos usar teorfa de la medida y asf entrar en el campo de la
teorfa ergdédica.

Hay motivaciones muy diferentes para estudiar billares y sus aplicacio-
nes, ya que estan en un proceso acelerado de expansién. Las razones mas
significativas para buscar el primer resultado en billares son:

a) Estudio del movimiento periédico en billares convexos, como aplica-
ciones de la geometria teorema de Poincaré.

b) Estudio de las propiedades ergédicas del modelo de gases de Boltzmann-
Gibbs [17].

En esta tesis se presentan resultados conocidos de propiedades ergédicas
de billares planos no poligonales. Los resultados en billares poligonales (to-
dos los arcos del borde son segmentos de lfnea) son menos explicitos: estd
probado que en el conjunto de polfgonos convexos con n lados (considera-
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dos como un conjunto de R?*) hay un subconjunto denso, interseccién de un
nimero numerable de conjuntos abiertos, tal que su transformacién de billar
es ergédica; pero no se conoce la descripcién de cualquier billar poligonal
ergédico. Billares de mas dimensiones fueron estudiados solo en el caso de
billares semidispersores cuya geometria esta basada en el modelo de gases
de bolas duras. La prueba final de la ergodicidad de tal modelo no ha sido
obtenida todavia, pero hay resultados parciales muy importantes.

Todo lo anterior se presenta en este trabajo en el capitulo 3, el capftulo 1
contiene definiciones bésicas asi como teoremas importantes relacionados con
Teoria de la medida, Teoremas de Convergencia, Teorema de Recurrencia
de Poincaré, etc. y el capitulo 2 esta dedicado a diversos fundamentos de la
Teorfa Ergédica, demostracién del Teorema ergédico de Birkhoff, asf como
ejemplos de transformaciones ergédicas, transformaciones mezclantes, etc.



Capitulo 1

Nociones Preliminares

En este capftulo introduciremos nociones bdsicas de Teorfa de la medida,
que serdn de utilidad para los siguientes capftulos (Lema de Fatou, Teorema
de la Convergencia Dominada, Teorema de Recurrencia de Poincare, etc.).
Las demostraciones pueden ser consultadas en: [22] y [29].

1.1 Teoria de la Medida.

Definicién 1.1 Si X es cualquier espacio, A es un dlgebra de conjuntos de
X si:
i) X e A;
i) A,B € A implica AUB € A;
tit)A € A implica A°(relativo a X) € A;
oo
Si ademds A; € A i=1,2,...; implica {J A; € A, entonces decimos que

i=1
A es una o-élgebra.

Proposicién 1.2 Dada una coleccién C de subconjuntos de X, existe una
o-dlgebra A la cual contiene a C y tal que si B es cualquier o-dlgebra que
contiene a C, entonces A C B. A es llamada la o-dlgebra generada por C.

Definicién 1.3 Si A es un dlgebra de subconjuntos de X, decimos que una
Juncion p : A — [0,00] es una medida sobre A si u(9) = 0 y n(U:A;) =
S~ r(A:) para cualquier familia de conjuntos disjuntos A; € A, 1 =1,2,....

Si u(X) < oo se dice que la medida es finita y podemos definir una nueva
medida dada por: v (A) = p(A) /1 (X) para todo A € A.



Si u(X) = 1 se dice que p es una medida de probabilidad o simplemente
una probabilidad.

Si X es un espacio topolégico, llamamos, o-dlgebra de Borel de X, a la
o-dlgebra generada por la familia de subconjuntos abiertos de X. A esta o-

dlgebra la denotaremos por B(X) y a los elementos de B(X) los llamaremos
Borelianos.

Definicién 1.4 Sean A una o-dlgebra de conjuntos de X y p una medi-

da en A tal que p(X)=1, entonces se dice que (X,A,n) es un espacio de
probabilidad.

Teorema 1.5 (de Eztension de Hahn-Kolmogorov) Sea Ag un dlgebra de
conjuntos de X y v una medida de probabilidad. FEntonces existe una unica
medida p definida sobre la o-dlgebra A generada por Ag tal que p(A) = v(A)
para todo A € Ag (1 es una extension de v: pla, = v).

Definicién 1.6 a) Dos conjuntos A1, As C X son equivalentes (mod 0) si
su diferencia simétrica Ay &N Az = (A;1\A2) U (Az\A1)es un conjunto de
medida cero.

b) Si S es una familia de subconjuntos de X decimos que A € S (mod 0)
si existe Ay € S equivalente (mod 0) a A.

c¢) Decimos que S; = Sy (mod 0) si para cualquier A1 € S; y Az € S2
tenemos A; € Sz (mod 0) y A2 € S (mod 0).

d) Finalmente, S (mod 0)-genera @ si © =8 (mod 0) donde S es la
o-dlgebra generada por S

Definicién 1.7 Sean X, Y dos conjuntos y sean A y B o-dlgebras de sub-
conjuntos de X y Y respectivamente. f :X— Y es medible con respecto a A
y B si f~}(B) € A para todo B € B.

Teorema 1.8 (Lusin) Sean X y Y espacios métricos separables, B los bo-
relianos de X y (X,B,1) un espacio de probabilidad. Dado € > 0, para cada
A € B existe K C A, compacto, tal que u(A\ K) <e. Sif: X—Y es
medible (respecto de los borelianos de ambos espacios) 3 K1 compacto, tal
que u(I1) > 1 —e y f restringida a Ky es continua.

Definicién 1.9 Sean (X, A,n) un espacio de medida y T : X— X. Decimos
gue T preserva p o que p es T-invariante si para todo A € A, T"1(A)e A
y u(A) = p(T~1(A)).

Recordemos que una propiedad se dice que se cumple en casi todo punto
(c.t.p.) si el conjunto de puntos donde falla la propiedad es de medida cero.
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Definicién 1.10 Decimos que dos transformaciones T;; i = 1,2 de espacios
de medida (X;,Bi, ;) i = 1,2, respectivamente, son equivalentes, si eziste
F que preserva medida de (X1,B1,1,) en (X2,B2, ps) que satisface:

a) F' es invertible, i.e.

3G : (X2, Bz, po) — (X1, B1, 1)
tal que Go F(x) == c.t.p. € X3 y FoG(x)=x c.t.p. z € Xo
Definicién 1.11 b) Tho F = Fo T} c.t.p.
Observacién 1.12 a) = G preserva medida de

(X2, B, 1) sobre(Xi, B, 111)
b)) = GoTa=T10G c.t.p.

1.2 Espacios LP(u).

Sea p = 1, denotamos por LP(X,A,u) o simplemente LP(ux) al conjunto de
todas las funciones f :X—— R medibles tales que [ |f|? dp < oo, identifican-
do las funciones que coinciden salvo en un conjunto de medida 0. En LP(u)
definimos la norma ||-||, de f como:

A1l = Cf IFIP dpe)?.
X

También definimos L*°(X,.A,u) o L*°(u) al conjunto de funciones f :X—
R tales que existe K > 0 tal que |f(x)| < K para casi todo punto = €X, .
identificando las funciones que coinciden salvo en un conjuuto de medida 0.
Al fnfimo de tales K le llamamos la norma infinito ||-||_,.-

1.3 Teoremas de Convergencia y Teorema de Re-
currencia de Poincaré.

Recordemos que una funcién f :X—— R es simple si se puede escribir de la

N
forma f= 3" AMiXa, M €RA; € A, i=1,...,N. Decimos que una funcién

=1



N
simple es integrable si > A\;u(A;) < 400 en este caso definimos la integral
=1
de f como:

N
L fdp = Zz\i,u,(Ai).

i=1
Se puede probar que este nimero es independiente de la forma de expresar
f como una combinacién lineal de funciones caracteristicas.

Teorema 1.13 (Lema de Fatou): Sea f, :X— R una sucesion de funcio-
nes integrables positivas tales que lir_*r_l inf [y fadpe < +o00 y convergente
n— fo ]

c.t.p. a f:X— R. Entonces f es integrable y lil;l:l inf fx Jndp > [y fdp.
n— oo

Teorema 1.14 (Teorema de la Convergencia Mondtona): Sea fn, : X— R

una sucesion de funciones integrables tales que para casi toda x la sucesion

{fn(z)} es mondtonamente creciente y sup [y fndp < oco. FEntonces la
n

Sfuncion f(x) =n£{r_£1°° fn(x) es integrable y nETOO Jx frdp = [y fdp.

Teorema 1.15 (Teorema de la Convergencia Dominada): Sea f, :X— R
una sucesion de funciones integrables dominada por una funcidn integra-
ble f : X— R, i. e. |fal(z)l < f(x) para toda n y c.t.p. z. FEntonces
st la sucesion fn(x), n = 1 converge para casi toda z, la funcion ltmite
F@) = lim_ fa(z) satisface [ fdu = lim [ fadp-

Lema 1.16 Las siguientes proposiciones son equivalentes:
1. 1 es una medida T'-invariante.
2. [ fo T du = [ fdu para cualquier f € L' (X, A,p).
Demostracién
2)=>1) Sea B € A y tomemos f = Ap la funcién caracterfstica de B,
entonces
wB) = [ odu = [ Xz o Tdu = uir=my),

es decir i es una medida 7-invariante.
1)=-2) Si p es T-invariante entonces

/XB onu:/A’de,

para todo boreliano B € A. Puesto que cualquier funcién f € L1(X,A,u)
se puede aproximar mediante sumas finitas de funciones caracterfsticas ob-
tenemos el resultado. B



Definicién 1.17 Si p y v son dos medidas de probabilidad en (X,A), de-
cimos que u es absolutamente continua con respecto a v y lo denotamos
n<Kv si A€ A tal que v(A)= 0 implica que p(A)= 0. Decimos que las dos
medidas son equivalentes si p<KL v y v <K p.

Teorema 1.18 (‘Radon-Nikodym): Sean v y 1 dos medidas de probabilidad
en (X, A). Entonces v < p si y solo si existe f € L1 () tal que f = 0,
Jx fdr = 1 y tal que v(B) = [gz fdu para todo B € A. Esta funcion
es unica, cualquier otra funcidn que lo cumpla difiere de ésta sélo en un
conjunto de medida cero.

A esta funcién la llamaremos la derivada de Radon-Nikodym de v con
respecto a u y la denotamos por: -%.
Teorema 1.19 (Teorema de Recurrencia de Poincaré): Sean (X,A,n) un
espacio de probabilidad y T :X— X que preserva la medida p. Para cualquier
conjunto medible B € A el conjunto

Bg = {b € B :{n € NT"b) € B} es infinito} pertenece a A y u(Bp) =
n(B).

Demostracién
Sea

C, = {b € B:Tk(®) ¢ B para todo k > n}.
Es claro que Bg = B\ U C,. Por lo tanto el teorema estard demostraclo
n

si probamos que C, € A y que u(Cp) = 0 para todon > 1.
Para todo n observemos que

Cu=B\ U T™*(B)
Lo que prueba que C, € A y como
C, = B\ R T-*(B) <Y, T—*(B)\ S T-%(B)
resulta
#Cn) < p( Y T7HB) — w(,Y TH(B))
Mids ain

k>n

Y T7HB)=T(Y, T *B)
de modo que -
1Y, T7(B)) = #I (Y, T-*(B)))

lo que implica u(C,) =0. 1



1.4 Existencia de Medidas Invariantes.

En esta seccién empezaremos por demostrar la existencia de medidas in-
variantes. Sea X un espacio meétrico completo, cabe senalar que se hard
uso de la estructura topolégica del espacio, dicha demostracién incluira la
demostracién de que M(X) es un espacio métrico completo.

Donde M(X)={x € (X,A) : 1 es una probabilidad}.

Dada una funcién continua denotamos M7 (X) a el conjunto de probabili-

dades T-invariantes (7" es una transformacién continua en espacios métricos
completos).

Proposicién 1.20 My (X) es no vacto.
Antes de probar la proposicién introduciremos una topologfa en M(X) y

probaremos algunos lemas simples pero importantes
Sea la topologfa en M(X), definida por la siguiente base de vecindades:

Veo) = v e M) : | [ v — [ @ <e)

donde e >0y ® : X— R es continua.
Sea C°(X) el espacio de funciones continuas con la norma

Il =sup | f(z)] -
zeX
Lema 1.21 M(X) es un espacio métrico completo.

Como X es métrico completo 3{g, : n € N} denso en la bola unitaria
B:={feCX):lIfll <1}

Consideremos en M(X) la métrica:

/gjd.u—/gjdu
X X

No es diffcil verificar que efectivamente d es una métrica:
Demostracién

i)d(u, v) = 0. Esto se cumple ya que estamos sumando nimeros mayores
o iguales a 0.

id(p,v) =0 pn=v

oo

d(pv) =Y o

Y]
ot =




o0
d(p,v) =0 <« 21‘217 Ifxgjd»“'— Jx gjdV| =0+ lfxg:id/‘_ Jx gdeI =0
i=

para cada j

& [y gidp — [x g;dv = 0 & [x gjdp = [x gjdv < p=v.

ii)d(u, v) = d(v, p)

También es claro, ya que | fy gjdp — [ gidv| = | fx gidv — [x gjdp| para
cada j.

iv)d(p,v) < d(p, a) + d(a, v)

/gjd,u—/gjdlfl

X X

fgjdu—/gjdV+/ gjda—/ gjdal

X X X X

- Agjdp~/gjda+/ gjda—/gjdul
e /gyda|+221 |+ g,da-/g,dul

= d(u, a) + d(a, v)

8

d(p,v) =

w,

Il

-
R e

I
.MS

G,
.l_l‘

il
.Mg
e

o,
Il
N

IA
|-

S
ll

Para la prueba del Lema 1.20 probaremos antes los siguientes Lemas.

La demostracién de este Lema nos permite probar que M(X) es metriza-
ble, la idea es demostrar que la métrica d(:,-) genera la topologfa de M(X)
arriba descrita.

Lema 1.22 Sea {u,} una sucesion en M(X) las siguientes proposiciones
son equivalentes:
a) lim d(p,,pn)=0
s
b) lim Jx9idt, = [x g;dp para toda j > 1.
c) Iin{}° Jx 9du, = [y gdu para toda g € C°(X).
n—

Demostraciéon
a)=>b) se cumple, ya que

/ 9idpn —/ yjdul < 2d(ptn, p)-
X X

b)=>c) ||gl| = O es inmediato. o Wy
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Dados g € C%(X) y € > 0 35 tal que

g £
RETRPS © N | - < S
% ngn” = 3Tgll
Sea N tal que n > N =

-d n_/ .d ls g .
|/ng Ho = J 9 = BT

Entonces para n > N
| [ odin = [ o] < tol| [ (5 = ain
x lgll

U | [ osdien — [ g5au]

+ llgll kg5 — d l
” ” xJ ”g") H

< llol gy + ol g + ol gy = =

v (=]
c)=+a) Sea jo tal que Z+1 % < £ entoces paran = N
J=jo

Jo
1
d(ptn, 1) < E—-'/g'd,u —fg-dul
(n ) j=121‘x.1 n x]

— 1
+ > ([ losldun+ [ lojldm

j=jo+1

Jo 1
Zl 27 ‘/}; 7 n ng 12

como u, satisface c) podemos encontrar N tal que n > IV =

/gjd,un -/ gjdul <
X X

entonces para cualquier j tal que 1 < j < jp implica que para cualquier
n > N tenemos:

[=
+2-

d(un,#)< + - =e.

€
2
u
Para probar que es completo, utilizaremos el siguiente teorema llamado
Teorema de la representacién de Riesz.
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Teorema 1.23 Sea ¢ : C°(X)— R lineal tal que p(f) = 0si f >0 y
w(1) = 1 (donde 1 es la funcién constante 1). Entonces 3u € M(X) tal que
Jx fdr = o(f) para todo f € C°(X).

Como M(X) es metrizable, probar la completes de M(X) equivale a pro-
bar que toda sucesién en M(X) tiene una subsucesién convergente.

Lema 1.24 Toda sucesion en M(X) admite una subsucesion convergente.

Demostracién
Sea {4,} una sucesién en M(X) y sea f1,,: N — [—1,1] definida por:
B (5) = Jx 9591n-

Como [-1,1]N provisto de la topologfa producto es un espacio métrico
compacto 3 una subsucesién {u,  } tal que {#, , (§)} converge para toda
F = 1 o sea que { [y g;du,, } converge para todo j = 1y asi { [y gdu, }
converge para todo g € C°%(X).

Definamos ¢ : C%°(X)—— R mediante ¢(g) = lim [y gdp,,-

Por el Teorema de Riesz y dado que ¢ es una funcién real positiva 3u €
M(X) tal que (g9) = [y gdp para todo g € CO(X), o sea que {d(p,,wn)}
converge a 0. H

Demostracién de la Proposicién 1.19:

Sea 1 € M(X) la medida de Dirac concentrada en xg € X,

lsizpE A
#(A) - {0 si s 7y ¢ A
Sea 1
Mo = ;7.-(“-*‘ poT™ 4+ ..+ poT ™+,

Por el Lema 1.23, existe una subsucesién convergente {4, }. Llamamos
= lim u, , entonces:
m—00

voTl™ = nliinw‘nlz(#°T‘1+---+uoT~"m)

= lim -—]'—(p+,uoT_1+...+poT_"'"-—,u.)=u.

mM—00 Ny

]
Puede pasar que un mapeo continuo de un espacio métrico completo
tenga exactamente una probabilidad invariante. Tales mapeos son llamados

Unicamente ergédicos. El ejemplo mds comiin es la traslacién irracional de
T7 = 8! x ... x S,

12



Vamos a introducir el concepto de ergodicidad. Sean (X,.A4,1) un espacio
de probabilidad y 7" : X — X que preserva la medida. La 6rbita de un punto

z € X es la sucesién x, T(z), T?(x), -... Si f : X — R es una funcién integrable
consideremos sus promedios sobre los segmentos de érbita x, T'(x), ..., T (z),
esto es los nimeros:
1 n
T (x)).
T 2 FE) &)

Uno de los resultados fundamentales de la teoria ergédica, es el teorema de
Birkhoff (que se demostrar4d en el siguiente capftulo), que establece que la
sucesién (1) de los promedios de funciones integrables sobre segmentos de
6rbita converge c.t.p. x € X, a un nimero denominado promedio orbital de
f en el punto z, y que la funcién f: X — R definida por

Fla) = Jim ———>" f(T9(=)).
=0

—oo 414
=

[ Fan= [ rap. )
X X

Un caso especialmente interesante es cuando f es la funcién caracterfstica
X4 de un conjunto A € A. Entonces es inmediato ver que:

es integrable y

Xa(x) = lim_ %#{o <j<n—1:Ti@)ec A)

Este valor se denomina tiempo promedio de estadfa de x en A y es el por-
centaje de érbita que se encuentra en A. Por (2)

[ Zady= [ Xadie = (). 3)
X X

Decimos que T" es una transformacién ergédica si para toda funcién f : X
— R vale

Fla) = / Fap. )
X

para c.t.p. * € A. Es fécil ver que esto equivale a exigir que fsea. constante
en casi todo punto: (2) implica que esta constante tiene que estar dada por
la igualdad (4). Si aplicamos (4) a la funcién caracteristica A4 obtenemos:

Xa(x) = p(A) ct.p. z € X.
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Ahora daremos un resultado que caracteriza las transformaciones conti-
nuas tinicamente ergédicas en términos de promedios orbitales.

Teorema 1.25 Sea X un espacio métrico completo y T : X— X una trans-
formacion continua. Entonces las siguientes propiedades son equivalentes:
1) T es unicamente ergddica.
2) Para cualquier f € C%(X) el ltmite:

PR

=0

existe para cualquier x y no depende de x.
3) Para cualquier f € C°(X) la sucesién de funciones:

1 n
o1V
n-+1 Z f
j=0
converge uniformemente a una constante.

Demostracién
1)=>3) Si 3) no se cumple entonces 3f € C%(X) tal que la sucesién

1 < .
n+1ZfOT]

j=0

no converge uniformemente a [ fdu, donde p es el unico elemento de My (X).
Entonces existen € > 0, una sucesién divergente de enteros {7n; },21 y una
sucesién {x;}i>1 de puntos de X tal que

1 T .
T o ST - x/fdu >e

para cualquier i. Sea u,, € M(X) tal que:

[ dtne = 25 > 9z (@)

X j=0

para cualquier g € C?(X); la existencia de esta medida es garantizada
por el teorema de la representacién de Riesz.
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Como M(X) es espacio métrico completo, podemos suponer que la su-
cesién {u,,} converge a v € M(X). Ahora probaremos que v € Mr(X). Sea
g € C%X); entonces:

[gomav = 1im [(goT)dm,
X : X

= lim ——— S g(T9 (z))
j=0

ni—oo mn; -+ 1

= lim gdp, — lim 1

n{—o00 ni—oo 1; + 1

g(z;)

X
- 1 i+l
+ n}l—r-rtlx.v i + 1g(Tn (1121))

= / gdv.

X
asf que ¥ € Mr(X). Pero

x/fdu—xffdu

I

lim l/ Fdp,, — / fdu
Ti—00
X X

1 & .
rrT 2 S ) - J Fdp

= lim
7{—00

=€

'=> v # pu contradiciendo el hecho de que T es tinicamente ergédico.
3)=>2) Trivial.
2)=1) Sea ¢ : C°(X) — R una funcién definida por:

s 1 & i
¢(f) =lim ——— ;:Gf(’ﬂ)-

Entonces si © € Mp(X)

[ rdn= g > [(FoThau
b F=0%

porque

[ fau= [roTiran
X X

15



para cualquier j.
n .
Como la sucesién ;_,1-.—1 Zo f(T9) es acotada por || f||y se sigue por teorema

J=
de la convergencia dominada que:

[ 1 = tim =3 [(FoThdu

b'd J=0%x
1 & .
— 3 7
= /nhm Gy 1]§=0:(foT ))dp

xX
/ #()dp = ¢(f)
X

Asf el dnico elemento de Mz (X) es la medida asociada con la funcién
lineal positiva ¢. R
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Capitulo 2

Ergodicidad.

2.1 Teorema ergdédico de Birkhoff.

En este capftulo se demostrard el teorema ergédico de Birkhoff y se dardn
ejemplos de mapeos ergédicos una referencia para estecapftulo es [22].

Teorema 2.1 (ergddico de Birkhoff): Sean (X, A,u) un espacio de probabi-
lidad y T : X——X que preserva medida. Entonces:
1) Si f € LY(w), el siguiente lémite existe para p-casi todo r € X: lim

n-o0
3% fo Ti@).
2) Si f € LP(u), 1 < p < oo, la funcién definida por f (x) =nll.n;°
%:gf o T9(x) pertenece a LP(u) y satisface:
im |F - 25 reri@| =o
P

WF (T () =F () c.t.p.

3)[x f dr = [y fdu para toda f € LP(u).

La propiedad i) es la mas importante y diffcil de probar, ya que las otras
dos se deducen de propiedades de integrabilidad.

Para hacer la demostracién recurriremos al siguiente Lema conocido co-
mo el Teorema ergédico maximal.
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Lema 2.2 Sea f € L'(n) y definimos:

E(f)=A{= =i\;132f°Tj(w) > 0}

=Y j=0

entonces [ fdu=0.
E(H

Demostracién
Definimos la siguiente funcién:

fa(@) = max {3 foT/(2)}
Smn '

como &5
E(f) = U{z: falz) > 0}
n=0

basta demostrar que para todan € N

fdu = 0.
{==fn(x)20}
Sea.
E = {z: fa(z) = 0}.

Observemos que si 0 < m < n entonces
m -
fn(@) =D foT(x)
j=0

es decir:
m+1

fa(T (@) + F@) 2 max {D fo T/ (@)}
Smin o

En particular, si

fn(T(2)) + f(x) = f(z)
entonces

Fa(T(x)) + f(z) = fal=).

De hecho, esto se cumple cuando fn(T(x)) = O-

18



Dado que

[rau@= [ sau@+ [ fau@
E EN{fnoT(z)<0} EN{fnoT(z)=0}

y como
Fa(T(@)) + f(x) = falx)sifu(T(x)) =0,
entonces
[ rdue = [ faue+ [ rdu
E En{fnoT(z)<0} En{fnoT(z)=0}
— [ (neDau@.
EN{fnoT(x)=0}

Afirmamos que

fa(@) = 0y fu(T(2)) < 0 = fa(z) = f(x)yf(z) > 0.
Por definicién, si fn(T(z)) < O equivale a

m+1 m
S foTi@) =3 foT'* (=) <0,
=1 3=0

para toda 0 <m < n.
Ademas, si fo(z) =0 3Im € {1,...,n} tal que

if o T (x) = 0.
j=0

Por lo tanto

f(@) = 0yfn(z) = max {D foT (x)} = f(=)-
F=0

o<mz<n
Entonces:
[ ran = [ gaur [ saw
B EN{ fnoT(x)<0} EN{fnoT(z)=0}
- [ Unomam
EN{fnoT(x)=0}
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> [ra— [ (faoTidn
E EN{fnoT(x)=0}

= (frnoT)du — / (fn 0 T)dp.
T-1(B) EN{fncT(z)20}

Pero como
T YE) ={fnoT >0} C EN{fnoT(z) =0},
entonces
(fnoT)dp — / (froT)du. >0
T-1(5) EN{faoT(2)20}
Por lo tanto, paracadan € N [, fdu > 0. H
Corolario 2.3 Si A C E(f), A€ Ay T '(A) = A entonces: [, fdu > 0.

Demostracién Como T~1(A) = A, entonces E(f o X4) = A, y por el
T. E. M.
0< J foXadu= [ foXadu= [ fdu B
E(foXa) A A
Demostracién (Teorema de Birkhoff): Supongamos que se cumple 1)
para demostrar 2) y 3)

Dem. 2): Observemos que
_ 1 n—1 .
|f (x)l < lim = ZO |fo TF(z)|en c.t.p.z € X.
J=

y por tanto,si f € LP(u) y 1 <p < oo
n—1 P
|7 @[ < jim (% Sifo Tj(_,,,),) .
=0

-|P
Como | f | es una funcién positiva, para demostrar que es integrable
basta mostrar que el lfmite define una funcién integrable, que por el Lema
de Fatou, se reduce a que

1 n—1 »
. . - sl j
nll.n;omt/ njE_ofo T dp < oo

X
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Pero
P

Zlfo T ()|

_7—0

[(Erem) o -

X =0

P

(% > lise Tfn,,)
1 n—1 ®
(; > ||fl|,,> = 11712
3=0

Ya que || fo TJHp = || flI por que T preserva medida.
Por lo tanto el h‘mlte

n—1 p
lim —1—Z|fo T ()|
n—oo n =0

define una funci6n integrable cuya integral es menor o igual que || f||D.

Por lo tanto lf (m)lp es integrable f& LP(u) y su integral también es menor
o igual que || f||}. En particular

17, = nri, ).

Por lo tanto f& LP(u).

Para probar el inciso i) de 2), consideremos el caso en que f € L°(u).
Por 1), la sucesién de funciones:

IA

P

(3).

n—1
F@ -2 fo Ti)
F=0

converge a 0 en casi todo punto x € X. Ademés en casi todo punto:

|7 @) < tim —Zlfo T4 (z)| < lim_ —2 Flloo = 1l fllos

Entonces:
n—1 P _ 1 n—1 . L3
F@-23 s @] = |[|F|_+x3lIfe @l
7=0 7=0
< 2P| flleo
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Por lo tanto, la sucesién definida en (3) estd4 dominada por una constante
y por el teorema de la convergencia dominada, concluimos que:

P
lim
—r 00

X

- 1"‘1 i
—_— "7
f nj;)fo T

Esto demuestra i) para f € L°(u).
Si tomamos f € LP(u), dado € > 0 tomamos fo € L°°(u) tal que

dp=20

€
If — follp < 5
y IN € N tal que:

€
< 3 (4)-

P

n—1
- 1 ;
fo - E 0fo° T
=

Entonces:

n—1

F-r>_fo
=0

< If = foll, +

= | Rty .
fo —;Zofoo T
=

P

P
n—1

+| L3¢~ foy o T
J=0

P
Pero f — fo= (F — fo), entonces por (2).

|7 = 7ol < IT=T0I, < IIf = foll, < 5
También:
1 n—1 . 1 n—1 =
m2 = Se T < 25— follp =1 =~ foll, < 5
Jj= p i=

por (4) si m > N implica




Por lo tantosin > N

<e,

. 1l 5
Fop2 fo T
=0

por lo tanto i) estd demostrado.
Demostraremos primero 3) y luego la propiedad ii) de 2).

n—1 . e
Como 1 5= fo T7 converge en L'(u) a f, luego
i=o

P

n—1

/fdy.—hm -—Z/fOT’dp—le%g/fdp—/fdp.

X i=0x X
Ya que T preserva medida. _ _
Finalmente probaremos la propiedad enunciada en ii) f (T(z)) =f ().

En c.t.p. = € X (i.e. f es T-invariante), esto se sigue de:

F(T() = lim — Z foTH(T(x))

Jj=0
= lim ( S foTi@) —f(x))
i=0
n+1

= lim — nHZfoTJ(z)— lim_ —f(a:)

Finalmente demostraremos 1). Si f € L!(x) definimos:

EX (f) = {x hmsup—ZfoTJ(m)>a}

=0

1 .
- = .13 — 7
ESZ() {:z: .lx'r‘nsup ~ j§=0f o T (x) < a}
Observemnos que:

EZ ()
ES(N

Eg(f— o) (5)
EX () (6)

23




Entonces, es cierto que:

fdp = ap(EE(F)) ("
3N

ya que:

fdu = / (f — a)du+ ap(EF(f))
EX (D EX ()
- / (f — @)dp + ap(EL(F))
B (f—a)
y como

T-YE§(f — ) CEf (f —a)yEg (f —a) C E(f —a)
entonces, por el corolario anterior
[ ¢-aduzo
EF (f~a)
Por lo tanto:
[ fanz awEtey
EEW)
Entonces, si A € A, tal que T71(A4) = A.

[ran = [ 5o xadn= [ foadu
A A

E&(foXa)
> au(EX(fo X)) = au(A) (8)-

De manera andloga podemos concluir que si A € A, tal que A C E5 (f)
y T~1(A) = A, entonces:

/ Fdp = Bu(A) (9).-
A
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Sean o < . Si tomamos A = E}(f) NE5(f) y aplicamos la desigualdad
(8) obtenemos,

fdp = ap(EZ(f) N EZ(f))
EZ(HNEZ(S)
y si ablicamos la desigualdad (9)
fdp < Bu(EZ(f) N Eg (f))
EZ(HNEZ(f)
como « < 3, por lo tanto
HWEZ(FINEZF(f) =0 (10)

Tomemos {a, € R} una sucesién densa en R, entonces:
. 135 ; 1A ;
o ({a: :h'r‘ri.s;p _’—ngofoTJ(:v) >1ﬂ}£f P FZQfoT’(m)}) =0
ya que

n—1 n—1
{a: :lim sup ;11- > foT¥(z) >liminf FIL'Z fo Tj(m)}

3=0

U EL()HNEZ.(f)

an>am

que por (10) es la unién de conjuntos de medida 0.
n—
Por lo tanto el limite de ;1;

1 :
foTI(x) existeen c.t.p. z € X.
=0
2.2 Ergodicidad.
Definicién 2.4 Si (X, A,n) es un espacio de probabilidad y T : X— X

una transformacion que preserva medida, decirnos que T es ergddica si para
cualquier A € A, T-invariante, resulta que: pu(A) =0 6 1.
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Proposicién 2.5 Las siguientes propiedades son equivalentes:
1) T es p-ergddica.
ii)Si fo T = f, f € L'(u) entonces f es constante c.t.p. x € X.
4i)Si fo T = f, f € LP(u) entonces f es constante c.t.p. z € X.
iv) Para cualquier A,B € A tenemos:

—1
Jim Z#(T_’(A)ﬁB) m(A)u(B)

v) Para cualquier f € L'(u) tenemos: f= [ fdu, la F definida en el
X
teorema de Birkhoff.

Demostracién

i)=+ii) Si suponemos que existe f € L!(u) no constante tal que foT" = f,
entonces podemos encontrar alguna ¢ € R de tal manera que el conjunto B
= {z€ X : f(x) > c} tiene medida 0 < pu(B) < 1. Ahora fo T = f
implica que B es T-invariante, es decir T~1(B) = B. Por lo tanto u(B) =
6 1 lo cual es una contradiccién, por lo tanto f es constante casi donde
quiera.

iii)=>i) Si A € A es T-invariante su funcién caracteristica X, es T-
invariante y esta en LP(u). Por hip6tesis X4 es constante casi donde quiera
i.e. u(B) = 06 1. Por lo tanto T es p-ergédica.

ii)=v) Como demostramos antes f € L1(u) y es T-invariante, entonces
tiene que ser una funcién constante. Por lo tanto

f=/fd,u=./fdu-
X X

v)=>iv) Por el teorema de Birkhoff

Jira —ZXAOT-’(:L') _—XA_/XAd;L——y(A)

N-—+00

casi donde quiera. Por el Teorema de la Convergencia Dominada

n—1
WAB) = / lim_ —ZXA o T¥(z) o Xpdp
%
1 n—1 .
= nIi_’n‘;l<> P .ZOXA oT7(x) o Xpdu
x i=
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n—1

1 .
s i N —J
= nlgx;Q = JE=0 w(T—7(A) N B).

iv)=>i) Si A es T-invariante, aplicamos iv) a el conjunto A y A°. Enton-

ces:
n—1

CY: iz I8 1 —J c
H(A)p(A°) = lim =~ ,-ZO#(T I(A) N A°).

asf u(A)=06¢ 1.

i)=+iii) Es claro ya que LP(u) C L(x). ®

Sea (X,A,t) un espacio de probabilidad y T" : X—X una transforma-
cién que preserva medida, tal que existe un conjunto B, T-invariante, es
decir T7Y(B) == B, de hecho, también es cierto que su complemento es T-
invariante, entonces podemos estudiar la dindmica de la transformacién por
separado T'|g y T'| . Esto nos lleva a analizar aquellas transformaciones que
no se pueden descomponer de esta forma, las transformaciones ergédicas.

Por esto, podemos interpretar las transformaciones ergédicas como aque-
llas que, dado un conjunto A € A no trivial (u(A4) > 0), su 6rbita

{T—(A)}22, se esparce por todo el espacio X.

Teorema 2.6 Si T es ergddica respecto a p y v otra medida T -invariante,
las siguientes propiedades son equivalentes

) v#Ep

i) v no es absolutamente continua con respecto a p

#43)3A € A T-invariante tal que p(A) =0 y v(A4) > 0

Demostracién
i)=-ii) Si v <« u, entonces 3—: es una funcién T-invariante, puesto que v

es T-invariante. Como T es ergédica entonces gﬁ es constante. Por lo tanto

v=p.
ii)=+iii) Si v no es absolutamente continua con respecto a u, existe Ag € A
tal que u(Ap) = 0 y v(Ap) > 0. Entonces el conjunto A= |J T™(Ap) es
neN
T-invariante y satisface iii) €
iii)=>+1) Si3 A € A, tal que u(A) =0y v(A) #£0, es claro que v 7% . B
Dado un subconjunto convexo C de un espacio vectorial topolégico V
definimos el conjunto de puntos extremos de C como.
Ext(C)={ueV:u=(Q1—-a)r+ay,ac 0,1,z #%y = a=0,1}.
Si C # 0, entonces Ext(C) # 0.

Lema 2.7 Los puntos extremos de My (X) son las medidas T-ergddicas.
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Demostracién

Sea u punto extremo de Mg (X) y supongamos que 3 A € A tal que
T-1(A) = A y u(A) # 0, 1. Definamos p4 y pt4- mediante

w(BnNA) _u(B\A)

entonces fy , taec € Mp(X) y

na(B) =

n=p(A)ps+ (1 — p(A)pge

Contradiciendo el hecho de que p es punto extremo de Mr(X)
Recfprocamente supongamos que u es ergédica y g = (1 — a)p; + aps
con 0 < @ < 1, py, ito € Mp(X). Entonces pu(A) = 0 = u;(A) = 0, es decir
p; < py asf 3fi € L(p) tal que f; = 0y p;(A) = [ fidu como T preserva
A

r Y u; se tiene que fio T = f;. Como pu es ergédica f; es constante y asf
p=yp;. N
Donde (@ + v)(A) = p(A) + v(A) para p y v probabilidades.

2.3 Ejemplos de transformaciones ergdédicas

Lema 2.8 Sea (X,.A,1t) un espacio de probabilidad, con X espacio métrico
compacto y A la o-dlgebra de Borel, tal que pu(U) > O para todo abierto no
vacto U. Sea T: X— X continua y ergddica. Entonces la orbita {I™(x) :
m € N}es densa para casi todo z € X.

Demostracién Sea {U,,}base numerable para la topologfa de X.
{T™(z) : m € N}es densa<=—> V m I n, con T (x) € Uy, <= x €

N U T7(Un)-

meNn>0
Sea By, = |J T "(Upm) es abierto y T"*(B,,) C Bmn.
n>0

Como T es grgédica, 1(Bm) =0 6 1. En efecto sea B, = (| T "(Bm),
n=>0
entonces T—Y(B) = B, v u(BL) = lim T-"(Bm) = w(Bm)-

Como pu(Bm) = p(Um) > 0, u(Bm) = 1 y asf B, es denso.
Por induccién Ax = [\ Bm es abierto no vacfo y T 1(Ax) C Ag.

m>k
Ast p(Ag) =1y
w (0, Bn) =l s = 1.
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Proposicién 2.9 Consideremos la rotaciéen Ra : T — T™ definida por
Ra(z+ Z™) = = + a+ Z". Son equivalentes:

a) R, es ergddica.

b) La orbita {RT(Z™) : m € N} es densa.

c)Vke Z*\ {0} (k,a) ¢ Z.

Demostracién Utilizaremos series de Fourier: Para k € Z" definimos
¢ : T — S! mediante
wr(x+ Z™) = exp(2mi (k,z)). Entonces o0 R, = exp(2ni (k,a))p;.
a)=-b) Es consecuencia del Lema anterior.
b)=>c) Si {(k,a) € Z, entonces pro RT*(Z") = exp(Zmmni{k,a)) =1
Vm € N. Como ¢y es continua y {R7*(Z™) : m € N} es densa,
=lyasfk=0.
c)=>a) Sea f € L?(T™) entonces f = Z brpy

Si fo R, = f entonces by = exp(27rz (k,a))bp VE € Z"

Si b # 0 entonces (k,a) € Z, luego k = 0 y asi f es constante. Bl
Una aplicacién sencilla del teorema ergédico es la siguiente:
Tomando f = Xp para B € A (Recordemos que si T es p-ergédica en-

n—1 .
tonces lim % > fo TY(z) = [ fdp) tenemos que si T : X—X es ergédica

entonces para casi todoxz € X .
Tp(x) = lim_ l{0<j<n—1:7T() € B} = pn(B)

Ejemplo 2.10 Para casi todo = € [0, 1] (con respecto a la medida de Lebes-

gue) el nuimero promedio de ceros en la expansién decimal T = 0.z1Ts..... es

-1-15 En efecto, consideremos T : S — S, T(2) = 21°. T es ergddica.. Sea
={e?™ .z € [0,75)} ©i =0« T9( 62”"’) € B yu(B)=

2.4 Transformaciones Mezcladoras.

Definicién 2.11 Un automorfismo T : X— X es mezclador si para todos
A,B € A se tiene que:

Jim p(T77(A) N B) = p(A)u(B).
Lema 2.12 Las transformaciones mezcladoras son ergddicas.

Demostracién
Sea A cualquier conjunto medible T-invariante, entonces T7"(A) = A
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Puesto que si T "(A) = A, para toda n € N se cumple que:
p(A)p(A®) = lim pu(T7™(A) N A°) = p(ANA°) = 0.

Por lo tanto u(A) =0 6 u(A°) =0. 1

Recordemos que en L2?(u) esta definido un producto interior de la si-
guiente manera:

(f.9) =/f-gdu
X

y por lo tanto para cada transformacién T : X—X, estd asociado a T’
el operador Ur : L2(u) — L?(u), definido por Ur(f) = fo T. Puesto que
T preserva medida resulta que Ur es una isometrfa de L2(u)

e = [1re TPdu= 17 oTdu= [Ifdu=lif13.
X X X

A este operador se le llama el operador espectral asociado a T'.

Definicién 2.13 Sean (X;, A;, ), i = 1,2, espacios de medida yT; : X; —
X: transformaciones que preservan medida con operadores lineales asociados
Ur,. Decimos que T1 y T» son espectralmente equivalentes si exwiste una
isometria invertible L : (X3, A1, n)— (X2, A2, 1) tal que LU, = Ur, L.

Si 77 y T» son equivalentes, son espectralmente equivalentes ya que el
mapeo F : X; — X3 dado por la definicién de equivalencia permite defi-
nir una isometrfa Up : L%(Xa, A2, u) — L?(X1,.A1, 1) la cual satisface la
condicién UpUr, = Ur,UF.

Teorema 2.14 Un automorfismo T es mezclador si y sélo st
Jim (UZf,g) = (f,1) (g9, 1) (11)
para toda f,g € L?(u) (11)

Demostracién <) Si T satisface (11), entonces tomamos X4 y Xp las
funciones caracterfsticas de A y B € A y obtenemos:

Jim u(T7™(A)N(B)) = lim (UF(Xa),Xs)
= (Xa,1){Xp,1) = u(A)u(B).
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=) De la misma manera, si 7" es mezcladora, obtenemos que:
. n _
Lim_(URF,9) = (f,1) (g,1) (12)

para f,g funciones caracterfsticas.

Puesto que Uy es un operador lineal, (12) se cumple para funciones
simples (combinaciones lineales de funciones caracterfsticas). Y el conjunto
de estas funciones es denso en L2(u). Asf que, dadose > 0y fy g € L?(n),
existen fo y go funciones simples tales que:

a) || f — foll. <e

b) llg — goll; <&

c) lim (UZfo,g0) = (fo,1) (g0,1)

Entonces:

(UZf,9) = (U} fo,g0) + (UFf>g — go) + (UR(f — fo),90)

De manera que:

KUZS9) —(f,1){g, 1| < [UZfo,g0) + (UZSf,g — go) + (UZ(f — fo), g0}l
KUZSf,9) —(f,1) (g, 1)] < KUZfo,90) + (UL S>9 — go) + (UE(f — fo),90)]
< UZfo,90) — (fo,1) (go, 1}| + [Ifll2 lg — goll2
+ ligollz | f — follz + [{fo,1) {go — g, 1)]
“+ |{fo — f>1) {go0, 1| (13)
< KUZ fo,90) — (fo, 1) {go, 1)|

+e (Ifllz + llg + €llz + | f + £ll2 + llgll2)
ya que:

(UFf,g—=90) < |fll2llg —goll2
(UR(f — fo),90) =< lgollz lIf ~ Sfollz
(fO:l) (go_ga1>+(f0_f7 1) (9071) = (an]-) (go,l) _(fal) (grl)

y si n es suficientemente grande, el primer sumando de (13) es menor

que €.
Por lo tanto
KUZf,g) — (f,1) {9, 1)| < ke

donde k solo depende de || f|l, ¥ llgll. - 1
De hecho, la igualdad (11) se cumple para: f una funcién caracterfstica

y g € LY(w), dado que estd bien definida y L?(u) es denso en L(u).
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Teorema 2.15 Sea (X, A,pn) un espacio de probabilidad y T : X— X un
automorfismo mezclante respecto a pu. Si existe v otra medida de probabili-
dad, absolutamente continua respecto a p, entonces:

Jim v(T~™(A)) = u(A), para todo A € A.

Demostracién Sea A€ Ay f= %ﬁ, donde f € L'(u), entonces

vT W) = [ fau= [(Fetdu= [Xa(f o T
T-n(A) A X
= (XA, URS) — (¥a,1) (£, 1) = p(A).
|

Este es un resultado muy importante, ya que muestra como las medidas
mezcladoras son lfmite de las medidas que son absolutamente continuas.

Definicién 2.16 Si X es un espacio topoldgico, una transformacion T :
X— X es topoldgicamente mezcladora si pare cuclguier par de conjuntos
abiertos, U,V C X existe N € N tal que T-™({U) NV # @ para cualquier
n=>N.

Proposicién 2.17 Sean X espacio topoldgico y p una medida de probabi-
lidad sobre los borelianos de X tal que u(U) > 0 para todo U abierto no
vacfo. Supongamos que T : X— X preserva p y es mezcladora. Entonces
T es topoldgicamente mezcladora.

Demostracién Sean U, V' abiertos no vacfos, entonces

Jim (T7HU)NV) = w(U)(V) >0

Asf que existe N tal que u(T~*(U) N V) > 0 para n > N. Por lo tanto
T-*(U)NV #Pparan>N. R

2.5 Entropia.

En esta seccién se presentan solo los enunciados de los resultados que per-
miten definir entropfa.
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Definicién 2.18 Sea (X, A, pn) un espacio de probabilidad.

a) Una particion de (X, A,u) es una familia P C A de conjuntos de
medida positiva tales que X = |JP (mod 0) y u(ANB) =0 si A,B € P,
A # B. En tal caso P es una familia numerable. Los elementos de P se
llaman dtomos.

b) Si P y Q son particiones decimos que Q es un refinamiento de P lo
que denotamos P < @Q si todo dtomo de @ esta contenido en un dtomo de

P (mod 0). Esto implica que todo dtomo de P es la union de dtomos de Q
(mod 0).

Definicién 2.19 Sean P y Q particiones finitas del espacio de probabilidad
(X, A, ). Sea ¢p(xz) =zlogz si 0 <z <1, ¢(0) = 0.
a) Definimos la entropia de P como:

H(P) = Hu(P)=— Y ¢(n(A))-

A€EP

b) Definimos la entropta condicional de P dado Q como:

H(P _ B u(An B)
FQ= > u G o

c) ¢ es conveza y ¢(x) <0 si0 <z < 1. R
b) Si I es la particion trivial {X} entonces H(P|I) = H(P)

Proposicién 2.20 Sean P,Q, M particiones de (X, A,u). Denotamos por
PV Q la particion cuyos dtomos son los conjuntos AN B con medida positiva
y Ae P, Be Q. Entonces:

a) H(PV Q|M) = H(P|M) + H(Q|M Vv P)

b) Si P <Q, HM|P) > HM|Q) y H(P|M) < H(Q|M)

c) H(Q) < H(P) + H(Q|P)

d) H(PV Q|M) < H(P|M) + H(Q|M)

e) SiT : X— X preserva p entonces H(T1P|T—1Q) = H(P|Q)

f)HPIQ) =0 P=<Q

Definicion 2.21 Supongamos que T : X— X preserva medida y sea P una
particidn, definimos la entropta h(T,P) de T respecto a P como:

(T, P) = lim_ %H(P vIipv..vT-(-D)p)

Proposicién 2.22 Se tiene que:
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Definicién 2.23 a) h(T,P) — i(T,Q) < H(P|Q)
b) Si P < Q entonces h(T,P) < h(T,Q)
c) (T, T 1P) = h(T,P)
d)Vn =0, h(T,PVT-1P Vv ..vT~"P) = h(T,P)
¢) W(T,P) = lim H(P|T-1PV ..vT-"P).
f) La sucesion {1 H(PV TPV ..v T~V P)} es decreciente

Definicién 2.24 La entropfa de una transformacion
T : (XA, pu)— (X, A, 1) que preserva medida se define como: h(T) =
h,(T) = sup{h(T,P) : P es particion finita}

Observacién 2.25 h(T) = sup{h(T,P) : H(P) < oo}

o0
Definicién 2.26 Si A,, es una familia de subconjuntos de XVn € N, \J A,
n=1

es la o-dlgebra generada por | i, An

Teorema 2.27 Sean P; < P> < ... y sea P una particién con H(P) < oco.
Entonces P C \/i2, P; (mod 0) si y sélo si lingo H(P|P,) =0.
n—

Corolario 2.28 Si P, < P> < ... es una sucesion de particiones con entro-
pta finita tal que A = \/5o, P, entonces
h(T) =sup h(T,FP,)
n

Definicién 2.29 Sea (X,.A, 1) un espacio de probabilidad supongamos que
T : X— X es invertible y preserva p. Una particion P con H(P) < oo se
llama T-generador si \/52, T"P = A

Corolario 2.30 (Kolmogorov-Sinai) Si P es T-generador entonces:
h(T,P) = h(T)

Corolario 2.31 Si P es una particién tal que H(P) < co y \[me , T"P = A,
entonces h(T', P) = h(T).
2.6 Exponentes de Liapunov. Teoria de Pesin.

2.6.1 Exponentes de Liapunov.

Sea p un punto fijo del difeomorfismo f : A — A, de un conjunto abierto
A c R%. Queremos estudiar el comportamiento de f* (n € Z) en una vecin-
dad de p. Como una primera aproximacién a f consideremos su parte lineal
(es decir, la derivada) (f);, : R —— R4,
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Sean oy, 2, ..., Oy, Qr41, Cpi1, ---, (s, &s todas las rafces distintas del po-
linomio caracterfstico de (f) En esta secuencia suponemos que aj, ..., %
son nuimeros reales y las rafces conjugadas complejas (como as,T;) apare-
cen con el mismo subfndice. Sean también 7j;, 1 < j < s sus respectivas
multiplicidades. El teorema de Jordan (en su forma candnica real) esta-
blece que estas rafces (elgenvalores de (f )p) estdn asociadas a eigenespacios
generalizados ( f) -invariantes EJ, 1 < j < s, cuyas dimensiones son 772; res-
pectivamente para 1 < j <7y 2m; parar < j < s (en este iltimo caso el
espacio E esta asociado al par o;,&;). Ademds R? = @ E;. Note que como

i=1
f es un difeomorfismo, entonces det (f)p # 0, de aquf tenemos que «; # O
para toda j. _

Si v; es un eigenvector de E; entonces ( f");, v; = affv;, y de esto tenemos

log || (£, vi| = 7 log |a] + log [lui]

para todo n € Z. Esto no es cierto para cualquier vector v; € E;, pero es
cierto que

lim % log “(f");7 ;|| = log || eY)

n—too

para cualquier 0 £ v; € E;. Esto muestra que cuando jai] > 1, el vector
( f");D v; crece con rapidez exponencial cuando n — oo y decrece exponen-
cialmente cuando n — —oo. Si |a;| < 1, entonces se cumple lo contrario. Si
|ai] = 1, entonces no hay crecimiento o contraccién exponencial, pero puede
haber crecimiento o contraccién de una forma moderada del vector ( f") V4.

La ecuacién (1) sugiere que no estudiemos los eigenvalores «;, pero sf el
logaritmo de sus mdédulos, A; = log |a;| los cuales son llamados exponentes
de Liapunov del mapeo f en el punto fijo p. Notamos que algunos eigen-
valores distintos a; # «; corresponden al mismo exponente de Liapunov si
la;] = |e;|. En este caso cada vector no cero de la suma directa del espa-
cio correspondiente E; ® E satisface (1). Asf, tenemos una descomposicién
de R? como una suma directa de subespacios E; @ - - - ® Em(P) tal que si
0# v € E,, entonces

i = log |5, | = M) @

donde \;(p) es el exponente de Liapunov asociado a p.
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Ademas, si no hay exponentes de Liapunov nulos en el punto fijo p (dire-
mos que tal punto es hiperbdlico), podemos sumar todos los subespacios con
exponentes de Liapunov negativos y todos los subespacios con exponentes
de Liapunov positivos para obtener, respectivamente, subespacios E* y E*,
tal que:

1)RY = E* @ E*,

2) fi(E*) = B y fi(B™) = E*

3)Existe A > 0 y ng = 1 tal que para todo |n| = no

Zrog||mel|s-x wer,  el=1

Stogllmypel|=a verr,  jol=1

Esto significa que los vectores de E* son contrafdos por iteraciones hacia
adelante de f} y se expanden por interaciones hacia atras de fj. Y vicever-

sa para los vectores de E*. Notamos que puede pasar que E" = {.6’} o
[

E* = { 0}. Estaremos primeramente interesados en el estudio de puntos

hiperbdélicos.

El teorema de Grobman-Hartman [28] asegura que en un punto fijo hi-
perbdlico el comportamiento de f es similar a su parte lineal. Precisamente,
para subespacios ( f;,)-invariantes E* |, E° les corresponden subvariedades
Ws(p), W*(p) C A f-invariantes (inmersas diferenciables en A) tales que:

1T W?(p) = E° y T,W*(p) = E*,

2) Hay una vecindad U(p) C A tal que

FWV2() [ U®) € W@y f(W ) [ |U®) < W*(p)

3) Tenemos:
Jm ffy)=p  ye W)
Jm f7(y) =p y € W*(p)
Es necesario para nuestro estudio subsecuente especificar la velocidad
de convergencia en 3). Denotemos por dist(-,-) la distancia en la variedad
Riemanniana M. Sea A > 0 tal que no hay exponentes de Liapunov en el

intervalo (—X, A). Asf podemos especificar 3) como:
3’) Tenemos

dist(f™(y),p) < Cexp™ " y € W*(p)
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y
dist(f~™(y),p) < Cexp™>" y € W¥(p)
para todo n > 0 y alguna constante C > 0.
Si p no es un punto fijo, pero sf periédico, con periodo k, todos estos
resultados se aplican al mapeo f*: A — A.

Si p no es un punto periédico, podemos definir exponentes de Liapunov
de manera similar.

Definicién 2.32 Sea el mapeo fm diferenciable en un punto p € M para
todo n € Z. Supongamos que el espacio tangente T,M es una suma directa
de subespacios E) @ -+ - @ Epy(p) tal que si 0 # v; € E;, entonces

lim -}2 log “(f");, vil

n—xoo

= Xi(p)

Entonces los valores \i(p) son llamados exponentes de Liapunov en el punto
p, cuyas multiplicidades son dim E;.

Para un punto hiperbdlico p € M, tenemos T,M = E; ® E;,‘, donde
Ep = ®x;(py<oBi y EY = @i py>oLi (4)

Definicién 2.33 Sea M una unidn finita de variedades Riemannianas com-
pactas My, Mo, ..., M, todas de la misma dimensién d > 2, pegadas a lo largo
de un numero finito de C' subvariedades de codimensiones positivas. Estas
subvariedades estdén contenidas en G, la unidn de un nimero finito de C*
subvariedades compactas de codimensiones positivas en My, Ms, ...,Mg. En-
tonces V = M\G es un subconjunto abierto denso de M. Por ultimo, sea
N C V un conjunto abierto y f : N — V un C" difeomorfismo (r = 1)
entre N y su imagén, es decir, un difeornorfismo inmerso de IN sobre V.
Llamamos a f un mapeo suave con singularidades.

Note que el mapeo inverso f~! est4 bien definido en el conjunto abierto

f(IN). De aquf, f~! es también un mapeo suave con singularidades. Denote-
oo

mos por H = ()| f™N el conjunto de puntos donde todas las iteraciones

n=—ocd

de f estdn definidas.

Teorema 2.34 (Oseledec)Supongamos que el mapeo f : N — V preserva
la medida de probabilidad Borel 1 en M y u(H) = 1. Si

/# log™* [|(F)5] dep) < oo
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/ﬂ log™* ||(f~1)|| dia(p) < oo

donde logt s = max{log s, 0}, entonces eriste un conjunto E C H
f-tnvariante, u(E) = 1, tal que para cualquier punto p € E todos los
erponentes de Liapunov existen.

2.6.2 Teoria de Pesin.

El teorema de Oseledec implica que p-c.t.p. £ € H tiene todos sus expo-
nentes de Liapunov A1 (z) < -+ < Apy(z)(2)- El conjunto de todos los puntos
hiperbdlicos en IV son a menudo llamados regién de Pesin de f :

3(f) = {z € H : \i(x) # 0, para cualquier i = 1,...,m(z)}.
Notamos que la regién de Pesin £(f) es invariante bajo f. En cualquier
punto z € H tenemos los subespacios usuales E2 y E¥ definidos por (4), y
sea
At (z) = min{\;(z) > 0} y A7 (z) = max{\i(z) < 0}
el mds pequeiio (en valor absoluto) exponente positivo y negativo, respecti-

vamente.

Agregando algunas condiciones técnicas que no explicaremos en este tra-
bajo se puede probar:

Teorema 2.35 Para p-c.t.p. * € E(f) eziste una 6§(z) € (0,7(x,N)) tal
que para cualquier € > 0 pequeria y una vecindad V' el conjunto

We(x) = {y € V() (0) :lim sup log dist(f™(x), f*(¥)) < X7 (x) + E}
es una variedad C" diferenciable (estable). Similarmente.
W (z) = {y € Vi(2)(0) :lim sup log dist(f™ (), f*(y)) = A" (z) — E}
n— —oo

es una variedad C" diferenciable (inestable). También tenemos

ToW*(z) = ES y T.W*(z) = E
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Notamos que estas variedades son transversales en x, es decir, ellas se
intersectan en el punto z y el dngulo entre ambas es positivo.

Las variedades estable e inestable, W*(y) y W*(y), son transversales una
a la otra en cualquier y € $(f), (y, de hecho, su lfmite esta lejos de cero en
una vecindad de x). Note también que dim W?(y) + dimW*¥(y) = dim M
por hiperbolicidad.

Teorema 2.36 (Pesin) Sea u(32(f)) > 0. Entonces existen conjuntos X; C
3(f),i=0,1,2,...,J (J < +00) tal que

)TN =0 parai#j yUE: = Z(f);

31) p(S0) = 0 y p(X:) > 0 parae i > 0;

1) f(5:) = Z; para i > 0;

iv) f |x, es ergddica con respecto a s, para i > 0.

Ademds, para cualquieri > 0 tenemos I; = ;1 U ---U X 5y con algin
1 < J(2) < oo tal que

v) i Zir = 0 para j # k;

vi) f(Zi;) = Bij41 paral <1 < J(@) y f(Z500) = Sias

vii) el mapeo f7() restringido a ;7 es mezclador para cualgquier 1 <
Jj < J().

Definicién 2.37 Si p(Z(f)) = 1, esto es, si la regién de Pesin tiene medida
total en N, diremos que el mapeo f es hiperbdlico no uniforme, o que tiene
comportamiento cadtico.

Agregando algunas condiciones técnicas que no explicaremos en este tra-
bajo se puede probar:

Teorema 2.38 (Formula de Pesin) Supongamos que la medida pu es abso-
lutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue en N, y supon-
gamos que existe C3 > 0 y ¢ > 0 tal que para cualquier x € N tenemos
[l fLll < Csd(zx,s)~¢. Entonces la entropfa de f con respecto a la medida p es

B (F) = /H ST i) dim Ei(z)dp

Ai{z)>0

es decir, la entropta es igual a la suma promedio de todos los exponentes de
Liapunov positivos, contando sus multiplicidades.
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2.6.3 Caos y Orden.

Finalmente discutiremos las relaciones entre las tres propiedades mas im-
portantes en la teorfa de sistemas dindmicos suaves.

1. Hiperbolicidad (todos los exponentes de Liapunov son no nulos, cuan-
do u(Z(f)) = 1).

2. Entropfa positiva: h,(f) > 0;

3. Ergodicidad ( y su versién fuerte mezclador).

Cada una de estas propiedades de alguna forma representa caos en sis-
temas dindmicos. Sin embargo no hay una definicién comin adoptada para
el término caos, cada una de las propiedades arriba mencionadas se puede
ver como una posible definicién formal de caos.

Aunque estas propiedades no son equivalentes, y de hecho, ninguna de
ellas implica légicamente a ninguna de las otras dos (bajo algunas condi-
ciones, la hiperbolicidad implica entropfa positiva, como en el teorema de
Pesin). Pero es mas importante para nuestros propdésitos que estas tres
propiedades caractericen aspectos diferentes de comportamiento cadético de
sistemas dindmicos. La entropfa positiva es la caracterfstica mas local de
todas -un pequefio subconjunto E C M f-invariante de medida pequeiia,
p(E) > 0, puede ser usado para hacer h,(f) > 0, mientras en el resto del
espacio M\E el mapeo f puede no ser cadtico en algin sentido. La hi-
perbolicidad es también una condicién local (esto caracteriza la separacién
de trayectorias préximas), pero por lo menos debe mantenerse casi donde
quiera, ya que se requiere p(3(f)) = 1. Sin embargo no hay garantfa de que
un mapeo hiperbdlico f sea ergédico o mezclador, la regién de Pesin 3(f)
puede ser descompuesta hasta en un nimero numerable de subregiones que
no se intersectan.

La ergodicidad es la propiedad mas global de las tres. Aun asf, sélo
ergodicidad no implica hiperbolicidad, o caos para esta materia.

Una observacién final. El fracaso de la ergodicidad en sistemas con en-
tropfa positiva y regién de Pesin grande es un fenémeno bastante comin
en sistemas Hamiltonianos. Esto fue extensamente estudiado por Kolmo-
gorov, Arnold y Moser, cuya teoria es ahora llamada teorfa KAM. Ellos
descubrieron que para mapeos Hamiltonianos tipicos f : M — M, hay al-
gunas regiones D C M f-invariantes de medida positiva donde la dindmica
es muy estable. Esto significa que todos los exponentes de Liapunov en D
son cero y cada regién D contiene un subconjunto de medida positiva, el
cual es la unién de curvas f-invariantes, una caracteristica que hace a la
dindmica dentro de D casi integrable. Tal regién estable ocurre alrededor
de un punto periédico p € M, f*(p) = p, cuando el espectro de la derivada
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(f™)p : TpM — TpM esté situado en el cfrculo unitario (hay algunas otras
condiciones técnicas que omitiremos). Tales puntos periédicos son llamados
elipticos (opuestos a hiperbdélicos), y las regiones estables alrededor de estos
puntos son llamadas islas elfpticas o islas estables. En un sistema Hamilto-
niano tfpico, las islas estables coexisten con grandes regiones de Pesin Z(f)
de medida positiva. La regién de Pesin es algunas veces llamada mar cadtico.
En este mar, uno puede encontrar pequenas islas estables separadas de Z(f)
por algunas curvas f-invariantes. Tal ilustracién es tipica como muestran
varios experimentos niumericos. El fenémeno de coexistencia de comporta-
miento estable y cadtico en sistemas dindmicos no est4 muy bien entendido
todavia, y éste es uno de los mas intrigantes asuntos en la fisica-matemadtica
moderna.

En este sentido (existencia de regiones estables), presentaremos una ver-
sién del teorema de KAM en dimensién 2. Empezamos definiendo la rota-
cién de una funcién en R?: en coordenadas polares tienen la siguiente forma
(r,0) — (7,0 + ap + a1T), @, 1 7# 0 constantes reales. Asf como la rota-
cién de la funcién mantiene invariantes las circunferencias r = constante, y
produce rotacién de angulos que dependen de 7.

Ahora sca 7 > 4, zo un punto fijo eliptico (los eigenvalores de f., son
complejos conjugados, A1, A2 que satisfacen A\; A2 = 1), no degenerado
(arg A1 = ap,+ 0,4+ 7/2, 7, + 37/2), y f localmente conjugada a un mapeo
de la rotacién. La dltima condicién significa que existe una vecindad U de zg,
y un difeomorfismo C*, h : U — R2, h(xo) = 0 tal que (ho foh™1) (r,0) =
(r,0+ap+a7)+F, donde (7, 8) son las coordenadas polares de h(UNf~1(U))
y las derivadas de F hasta el tercer orden, en 0, son nulas. La expresién del
segundo miembro es conocida como la forma normal de Birkhoff.

En estas condiciones el teorema de KAM establece que dado € > 0, existe
una vecindad V' de z¢ y un conjunto Vp C V tal que u(V \ Vo) < eu(V).
Vo es la unién de curvas invariantes simples de clase C™ 1, zg € intVp y
la restriccién de f para estas curvas es topolégicamente equivalente a una
rotacién irracional.

En resumen, el teorema de KAM establece que si f es C* y g9 es un
punto fijo elfptico no degenerado (recuerda que f es u— invariante), entonces
existe una familia de curvas invariantes, que cubre a un conjunto de medida
positiva. En esta regién hay exponentes de Liapunov que se anulan: f no es

ergédica ya que Vp contiene conjuntos invariantes de medida positiva y no
totales.
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Capitulo 3

Billares.

3.1 Billares Planos.

Un billar plano es un sistema dindmico descrito por el movimiento libre de
una masa puntual en el interior de una regién acotada @ (que llamaremos
”mesa del billar” )contenida en el plano, la cual choca eldsticamente con el
borde. Este consiste de un conjunto finito de arcos cerrados 8Q; que son de
clase C® sin curvatura nula, o segmentos de recta. En ambos casos el va-
lor absoluto de la curvatura |K| es acotada: Las componentes regulares del

(=]
borde 9Q;= 9Q:\\ Ujx: 8Q; pueden tener curvatura positiva (componente
focalizador), negativa (dispersor) o cero (neutral). La direccién de la para-
o

metrizacién de 8Q; y el signo de K son determinados por el vector normal:
o
si n(q) es el vector normal unitario interior a 8Q; en ¢, entoces g(s) es la

parametrizacién de 8Q;: mediante la longitud de arco tal que ¢’(3) = K,
n(q) = Kiq'(3) donde 7 es el operador 7/2—rotacién, q(3) = q.

La referencia estdndar acerca de la formalizacién de la teorfa de billares
es [9] cap. 6.

La forma mds simple de parametrizar el espacio de fase es medir la
longitud de arco de 8Q y considerar el angulo & que forma el vector de
salida con la normal n2(g) a 8Q en g, que seré el mismo que el de entrada. Si
L es la longitud total de 8Q resulta que el espacio de fase es el rectdngulo
[0,L] x [—7/ 2 w/2] al que hay que sacarle las verticales que corresponden a

los vértices 8Q, N BQ_., .
En esta seccién probaremos algunas propiedades de la transformacién de
billar (diferenciabilidad, medida invariante, Teorema de Oseledec).
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Definimos el conjunto

My = {(q, v):q eaZz,-, llv]l = 1, (v,n(q)) > 0}

de parejas formadas por un punto en una componente regular y un vector
unitario interior. Dado z; = (q1,v1) € My, Tz (si estd definido) se obtiene
con un movimiento hacia adelante en la tabla de billar, en la direccién vy,

o
una distancia (tiempo) t; hasta la interseccién con 8Q; en g2. Formalmente
Txy = (g2,v2) donde vy = v; — 2 < n(gz), v1 > n(qz). Ver fig.1. Sean s, s2

las longitudes de arco de 622,-, 8°Qjen una vecindad de qi, g2, respectivamente:
q2(s2) = q1(s1) +t1(s1)vi(s1) : K;(s;) la curvatura en g;(s;); 65(s;) el 4ngulo
de v;j(s;) con n(g;(s;)),7 =1,2.

Si la variable (-) no estd indicada, significa que estamos en un punto
base, por ejemplo Ko = K2(s2(0)).

Teorema 3.1 Sixz; = (q1,v1) € My, Txy = z2 = (qz,v2) € M1 ¥y q1, g2
estdn en una componente regular de clase C*+! del borde (r > 1), entonces
T es un difeomorfismo local de clase C" en alguna vecindad de x;.

Demostracién

Sea (F1(s1),G1(s1)), (F2(s2),G2(s2)) la representacién paramétrica de
BQ,, 8Q_7, respectivamente, en una vecindad de 1 = q1(s1) y g2 = g2(s2) en
un sistema cartesiano ortogonal zOy.

Sean «, 7, Yo como en la fig.1.

Figura. 1.
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Los dngulos son medidos empezando en el eje positivo . Esto resulta

b = a—vy,—7/2,
O = vyo—a—m/2
Si es necesario podemos rotar @ en el plano; entonces podemos suponer

que F{(s1), F4(s2) # 0 en una vecindad suficientemente pequeiia de q;, g2,
¥

Gi(si) . _
tgv; Fl(s:) i=1,2,
fgax Ga(s2) — Gi(s1)

Fz(s2) — Fi(s1)

(omitimos variables s;), y asf

Gz G’ 7r
0 = i i bed—
1 Arctg yo F1 Arctg—- Fl’ 5 L(sy, s2)
. G G] ™
92 = A?"Ctg'ﬁ' w— ATCt _}‘—-—_FT = E = .A/I(Sl, 32)

Estas dos funciones definen la transformacién de billar T de clase C", de
xy = (51,61) a 2 = (s2,02), con H(z1,T(x1)) = 0 si (teorema de la funcién

implicita)
OH
det (-aTn;) -’;é 0

donde :
H = L(Sl,82)—01 =0
M(s1,82) —82=0
Y
O0H ( Ls,, O
0z2 M,, —1
L = — GLH(Fy — F1) — F{(G2 — G1) _ cosf>
2 (F2 — F1)?2 + (G2 — G1)? t1
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Ya que g2 # g1, el denominador es diferente de cero y cos 82 serd diferente
de cero si el vector tangente (F3,G5) en g2 y el vector de la trayectoria
vy = (Fo—F1,G2— Gl)z_lf son linealmente independientes; esto sucede ya que
estamos suponiendo z2 € M; y entonces las trayectorias no son tangentes a
las curvas del borde.

Un argumento similar prueba que T"~1, definida en una vecindad de z2
es tambien una funcién C”. i

Derivando H tenemos

OH ——T' (1) =

de aquf

H\ ! i 0 —L 1
o — 5D 81
T (z1) = (8:1:2) ( 8z ) ( ——2-1}14:2 -1 ( —M,, O )
_ 1
= Lay

_ﬂLz_.L + M,, ’24_::.

Yy

(T'(z1) ™ = ( oy - (Siﬁ) ( _M_>(§4 31>

M,
3 M’l IZI‘I
Loay
——}3——1- - Figs

v o

por lo tanto tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.2 Si en alguna vecindad de q1, g2 € M, las curvas del borde

son C?, entonces para todo (s1,01) en una vecindad del valor correspondiente
de x1, es vdlido

La 1
T'(s1,01) = | 521 a2 -
__2_1. -+ 1\/131 —L_,:'

Teorema 3.3 Si en la hipdtesis del teorema anterior consideramos una ve-
cindad suficientemente pequenia U de x,, entonces T restringida a U preserva
la medida definida por du = cos 0dsdf.
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Demostracién Tenemos que

Lo M,,
L%,

My, Lsy, Ms, = M, _ cosb

d /= = =
R ng L, L, cos 62

+

De aqui, cambiando las variables de integracién , tenemos

oSOy ;o do,

S
u(T(S)) = .L"(S) cosezd32d92~./5c0s0200502

= / cos 61ds1dBy = u(S)
S
Para todo conjunto de Borel SC U. I

Observacién 3.4 a) Damnos el mismo nombre a la medida normalizada (si
dp = cos 0dsdf entonces p = 117/52 cos 8dsdf = 2ds, u(M,) = foL 2ds = 2L
por lo tanto la medida de toda la frontera es 2L donde L es la longitud de
arco y con esto encontramos la medida normalizada), y de aqut ésta serd
usada: p(Miy) = 1. Esta medida es absolutamente continua con respecto a
la medida de Lebesgue en M.

b) En vez del difeomorfismo T podemos considerar el flujo T*, que actia
en el conjunto My de las parejas (q,v), ¢ € @, ||vl| = 1. Se define como T*

o
(g,v) = (g + tv,v) si g+ sv ¢9Q; para 0 < s < t y T* (q,v) = (q,v¢)
st hay tnico § tal que q + Sv eaoQi, con vy = v — 2{(n,v)n,n = n(q + 3v)
Y @ = q -+ Sv + (t —F)ve. Entonces st (q,v) € Mo, sea v > 0 tal que
z = T~ (q,v) € M,; podemos introducir coordenadas en Mp tomando el
ndimero v y las coordenadas de x en M. Entonces dv = dudy es una medida
invariante para T* :
v(T*(A)) = v(A)

para cualquier conjunto de Borel A de Mp. Ver [9].

c) H* es el conjunto de puntos de M, tal que T* estd definida y es
continua para todo k € N. Este no incluye los puntos que en un futuro van
a un vértice o cuyas trayectorias son tangentes (dispersoras) a una curva
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del borde (ver fig.2). Definimos H~, tomando k negativa en T*.

A

AN

Figura 2.

d) F* es el conjunto de puntos cuyas trayectorias tienen infinitos rebotes
en tiempo finito.

o o
Sea N;; el conjunto de elementos (g,v) de M tal que g+tv €8Q; N 8Q;
para algin t € R, y C el conjunto de elementos 1 = (q1,v1) € My tal que
Tz, = (q2,v2) verifica {v2,n(g2)) = O (observe que en este caso v1 = v2).
Resulta que U;x;N;; U C = D es la unién de un conjunto numerable de
curvas en M;. Asf su medida de Lebesgue es cero, y u(D) = 0.

Teorema 3.5 SeaV = Uo7 %(D) y Ft ={z € HY = M \V : 3 ti(z) <
oo} donde ti(x) = d(T7* 1z, Tiz). Entonces p(V) = p(F+) = 0. (d es la dis-
tancia euclideana en R2).

Demostracion

V tiene medida nula por que es la unién numerable de conjuntos de
medida cero.

Si t(x) = d(z,Tx) resulta que t(z) > 0 p-casi todo z € M;. Sea A, =
{z € H* : t(z) > 1/m}, m = 1,2,.... El conjunto de puntos x € A,, que
regresan a A,, infinitas veces (teorema de recurrencia de Poincaré) tiene
medida total. Ellos satisfacen 3 t(T"%z) = +o0, pero UX_, 4, = HP\ FT,
entonces en un conjunto de medida nula se verifica que 3 t(7%z) < co. M

Corolario 3.6 En H = (HtNH™)\ (Ft*UF7), que tiene medida total, T
es biyectiva, medible y preserva pu. Ademds, T es un difeomorfismo de clase

o
C" (si los arcos 8Q; son de clase C™*+1) en un conjunto abierto de My que
contiene H. De aquf en adelante consideraremos T : H — H.
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Teorema 3.7 Si la longitud total del borde de un billar es finita, sus arcos

o
O0Q; son C® y el valor absoluto de la curvatura es uniformemente acotado,
entonces el teorema de Oseledec puede ser aplicado a la transformacion de
billar.

Demostracién De la observacién pasada y del hecho que

1T (=) < ”(8:1:2 B |<_3-’L‘1)||
- (% %)l oI
coseg
y
leen] = (5271362

” ( M,l )H ” L,, O )H
1 —fn M, —1
C

cos 6,

ya qu la curvatura y ¢; son uniformemente acotados, basta probar que

/ log™ ||T” (s, 0)|| cos 8dsdé < oo (log* s = max{0,log s})
H

(el caso para fj logt ”(T’(:z:l))"1 ” cos fdsdf < oo es analogo). Entonces

/ log* ||77(s,0)|| cosdsdf < / +( )cos Odsdo
H
< / | cos 8dsdf
<

llog C| / cos @dsd6
H

— / log cos 62 cos 8dsdf
H
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Ya que [} cosfOdsdf = p(H) = 1, debemos probar que el otro término
es tan grande como —oo. Como u es T—invariante

/ log cos 03 cos 8dsdf = log cos @ cos 8dsd@
JH H

y esta integral es acotada por que

w/2
/ log cos @ cos @dsdf = log 4 — 2,

—m/2

y la longitud de la curva es finita. B

Observacién 3.8 a) En [15], parte V, es dado un ejemplo de un billar
simplemente conexo cuyo borde es C' (todavia mas es C° excepto en un
punto), que verifica

/ log™ ||T”(s, 6)|| cos 8dsdf = +co.
H

b) Muchas propiedades geométricas y ergddicas para difeomorfismos en
variedades compactas son deducidas de la no anulacién de los exponentes
de Liapunov aplicando teorta de Pesin. Para deducir estas propiedades para
nuestra transformacion de billar podemos probar algunas condiciones en las
derivadas de T'. Como fue observado al principio de esta seccién omitiremos
tales consideraciones.

Una trayectoria que hace un nimero infinito de rebotes en un intervalo de
tiempo finito, puede ocurrir igual para un billar plano estrictamente convexo
cuyos bordes son tres veces diferenciables (pero esta tercera derivada es no
acotada). Un ejemplo tal fue construido por B. Halpern. Su construccién
mas bien involucra estimaciones meticulosas, su idea es, de cualquier modo,
completamente transparente.

Consideremos una sucesién de puntos p, del cfrculo unitario que conver-
gen monétonamente a un punto del circulo (en el ejemplo las coordenadas
angulares de p, son iguales a n1/2). Los puntos p, son los puntos conse-
cutivos de la reflexién de una trayectoria de billar en la curva de billar «
construfda. Uniendo los puntos p,, obtenemos una trayectoria poligonal. La
ley de reflexién determina la direccién de v en los puntos p,. Uno construye
porciones pequeiias -y,, de v a través de cada punto p, y entonces uniendo
vn en forma suave obtener v. Omitimos los detalles; pero se puede consultar
en [13]. Vale la pena mencionar que, en un sentido, el ejemplo de Halpern es
el mejor posible. A saber, Halpern probé el siguiente teorema: si una curva
de billar tiene una tercera derivada acotada y en ninguna parte se anula la
curvatura, entonces el flujo de billar estd definido para todos los tiempos.
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3.2 Medida invariante y funcién generadora para
billares planos. Formulaciéon variacional.

Esta es otra prueba de la invarianza de la medida.

Sea @ una mesa de billar plana acotada. Considera la variedad V de
vectores tangentes unitarios (g,v) con la direccién de v hacia adentro y
el punto base ¢ en el borde 8Q. Si el borde consiste de una componente
entonces V es el anillo S! x I. Ahora definimos la transformacién de billar
T de V. Un vector (g,v) se mueve a lo largo de la linea a través de g en la
direccién de v a el préximo punto g; de su interseccién con 8@, y entonces
v reflejado en 8@ a un nuevo vector vi: T (q,v) = (q1,v1) -

Una propiedad muy notable de la transformacién de billar 7T es la exis-
tencia de una forma de drea invariante. Parametrizamos dQ por la longitud
del pardmetro s y sea @ el dngulo entre v y la direccién del borde en el punto
q(s). Use (s,¢) como las coordenadas en V, ¢ € [0,7].

Lema 3.9 La forma de drea sin¢gdp A ds es T — invariante.
Demostracion Sea T (s, ¢) = (s1, ¢;) - Uno quiere probar que
sin ¢,d¢y A dsy = sin ¢pdp A ds.

Sea f (s,s1) la distancia entre los puntos ¢(s) y ¢(s1) que es lo que
venimos llamando. Se sigue de geometria elemental que

af(ass,sl) — —coséy aféz,lsl) O

de aquf

_ _ Of(s,s1) of (s,s1) ,
cos ¢p1ds; — cos¢pds = D1 dsy + Bs ds = df

y tomando derivadas
sin ¢1dp, Ads; —singdp Ads =00

Consideremos tres puntos consecutivos T"(s,8) = (s1,¢,), T (s1,¢1) =
(s2, ¢2) - Se sigue de la prueba previa que

of (s, s1) Of (s1,82) _

= COSs
631 ¢1 ’ 831

—cos ¢,
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De aquf
Of (s,s1) +8f (51,82) _
881 631 -
Esta fé6rmula tiene la siguiente interpretacién. Supongamos que uno
quiere comenzar la bola de billar en el punto ¢ si después de reflejar en el
borde en algin punto gq; este llega al punto dado g2. ;Cémo encuentra uno
el punto no conocido ¢17 respuesta: este punto es un punto critico de la
funcional dist(q,q1) + dist(qi, g2). Este principio variacional juega un papel

importante en el estudio de billares.

0

3.3 Billares convexos.

3.3.1 Geometria elemental.

La tabla de billar mas simple es una circular. No hay mucho que decir acerca
de este: cada trayectoria hace un dngulo constante con el borde y permanece
tangente a un cfrculo concéntrico (ver Fig.3).

Figura 3.

La transformacién inducida en este cfrculo tangente es una rotacién a
través de un angulo fijo, esto es una traslacién.

Si un segmento de una trayectoria en un cfrculo forma un dngulo con la
normal cuya magnitud es racional, entonces la trayectoria es cerrada y en el
espacio de fase se ve como en la frigura 4, si el déngulo tuviera una magnitud
irracional la trayectoria nunca cierra y en el espacio de fase se verfa como
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en la figura 5 (una hilera densa de puntos horizontal).

q
4 w2_| Espacioc de fase
q3 q] 7:"4‘——- - . ° .
! | ] !
I i I I
a2 7td 27td 37td 7d
4 4 4
Figura 4.
2_|
aid_|
9 4
—+
|
-
7ud
Figura 5

Definicién 3.10 Una cdustica de un billar plano es una curva tal que si
una trayectoria es tangente a ésta, entonces vuelve a ser tangente a esta
después de toda reflexion.

Asf los billares circulares tienen una familia de cdusticas, consistente de
circulos concéntricos.

Ahora demos un vistazo a las elipses. Recordemos que una elipse consiste
de puntos cuya suma de distancias a dos puntos dados es constante; estos
dos puntos son llamados los focos de la elipse. Existen diferentes formas de
construir una elipse, una de ellas es usar una cuerda cuyos extremos estan
fijos a dos puntos.

Una propiedad 6ptica muy conocida sobre elipses es la siguiente.
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Un rayo de luz, que sale de un foco, llega al otro foco después de una
reflexién en la elipse. En otras palabras, los segmentos que unen un punto de
la elipse con los focos hacen igual dngulo con la elipse. No es dificil verificar
esta propiedad.

Consideremos el siguiente problema: dada una linea ! y dos puntos F}
y F> en un lado de ésta, encuentra un punto X en [ tal que la distancia es
minima.

Solucién: refleja F) en la lfnea y una con Fh por una linea recta. El
punto de interseccién con ! es X. Se sigue que los dngulos hechos por F1.X
y F2X con [ son iguales. Ver fig. 6.

F1 F2

Figura 6.

Otra propiedad de la trayectoria de billar que pasa por los focos es que
converge al eje mayor de la elipse. Veamos, considere segmentos consecutivos
de la trayectoria. El punto Az es mas préximo al eje mayor que A;, etc.
Asi, se puede demostrar que existe el lfmite Ao, de la sucesién A;, Aa,...;
y, de la misma manera, se ve la existencia del lfmite B, de la sucesién
B, Bs,.... El segmento A.,Bs es por si mismo trayectoria del billar . La
bola de billar va de Ao a B, y viceversa infinitas veces. Asfi el segmento
AcoBoo es perpendicular a la elipse en ambos extremos.

Este tipo de trayectoria se muestra en el espacio de fase figura 7, como
se puede apreciar los puntos se van acumulando en dos puntos y el dngulo
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va tendiendo a cero.

w2 Espacio de fase
P S
q3 w4 |
o4 .
1 ooy
T ]
L/2 L
Figura 7.

Elipses e hipérbolas con el mismo foco son llamadas confocales. En las
coordenadas cartesianas (z,y) ellas estdan dadas por la ecuacién:

x2 y2

@A T Eea o posest

Aquf A\ es un parametro variable; para —b%2 < A < —a? la curva es una
hipérbola, y para —a? < ) la curva es una elipse.

El principal resultado en billares elipticos dice que ellos son completa-
mente integrables.

Teorema 3.11 Una mesa de billar elfptica tiene una familia de cdusticas,
que consisten de elipses e hipérbolas confocales. Mas precisamente, si un
segmento de una trayectoria de billar no intersecta el segmento determinado
por los focos F1 y F3, entonces todos los segmentos de esta trayectoria no
intersectan F) F» y son todos tangentes a la elipse con focos Fy y Fa; si un
segmento de una trayectoria intersecta Fy F5, entonces todos los segmen-
tos de esta trayectoria intersectan F1F> y son todos tangentes a la misma
hipérbola con focos Fy y F.

Demostracién Sean AgA; y A; Az segmentos consecutivos de una tra-
yectoria, ver figura 8. Supongamos que AgA; no intersecta el segmento F3 F,
(el otro caso es totalmente andlogo), se sigue de la propiedad éptica que los
dngulos ApA1F1 y AsA1F5 son iguales.

Reflejando F] en AgA; da Fl', y Fo en A1 Az da Fé, y sean

B = F{Fz N ApA,;,C = F2'F1 NA;As.
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Considere la elipse con focos Fy y F», que es tangente a ApgAi. Ya que
los dngulos Fo BA; y F1.BAp son iguales, esta elipse toca a AgA; en el
punto B. Asimismo una elipse con focos F} y F» toca A1 Az en el punto C.
Uno quiere mostrar que estas dos elipses coinciden, o equivalentemente, que
"B + BFy = F7C + CF3 lo cual nos llevarfa a F{Fg = F1F2'.

F2

Figura 8.

Para tener esto observe que los tridngulos Fl’Ang y F1A1F2' son con-
gruentes: F{Al = FA,, A F5 = A1F2' por simetrfa y los dangulos Fl'Ale y
F1A1F2' son iguales. De aquf F{Fz = F1F2'. [ |

Entoces recordemos que billares acotados por diferentes cénicas confo-
cales son integrables, por que sus ciusticas son cénicas confocales.

3.3.2 'Tres aplicaciones geomeétricas.

La primera es un resultado muy elemental de la geometrfa euclidiana, si
AB + BF = AD + DF, entonces AC + CF = AE + EF. Ver fig. 9.

C
B

F

A D E
Figura 9.
Este teorema tiene una prueba sintética; sin embargo, se deducird de
integrabilidad de billares elipticos.
El teorema establece que si B y D pertenecen a una elipse con focos A
y F, entonces C y E pertenecen a una elipse confocal.
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Comnsidere dos elipses confocales. Los billares en estas tienen la misma
coleccién de cdusticas que como sabemos consisten de elipses confocales.
La familia de rayos, tangentes a una cdustica, es una curva invariante de
la transformacién de billar del conjunto de rayos. En [32] pédgina 16 se
demuestra que esto implica que las dos transformaciones de billar conmutan.

Construimos las elipses I'y y I's con focos A y F), que contienen los puntos
B y C, respectivamente. La anterior elipse contiene a D; uno quiere mostrar
que la otra contiene a E. La reflexién de billar en I'2, y entonces en I'; envia el
rayo AB a DA. Entonces la reflexién, primero en I'y, y entonces en I's envia
AB otra vez a DA. Esto significa que los puntos de interseccién BF NIy y
AD NT2 coinciden. De aquf £ = BF N AD esta en I's. Fig.10.

4 C

E
Figura 10.

La segunda es una construccién de una trampa para un rayo de luz,
esto es, una curva reflejante tal que una coleccién de rayos paralelos de luz,
reflejados en él, permanecen atrapados, esto fue resuelto por varias personas.
Describimos la trampa construida por R. Peirone.

La curva « es una parte de una elipse con focos F} y F»; la curva I es una
pardbola con foco F5 ver fig. 11. Estas curvas son unidas de manera suave
para producir una trampa: se sigue de las propiedades antes mencionadas
para cdénicas, que un rayo v paralelo a el eje de la pardbola entrando a la
curva a través de una ”"ventana”, tender4 al eje mayor de la elipse y por lo
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tanto nunca escapa.

F1

Figura 11.

Cambiemos el problema ligeramente, intentemos atrapar un conjunto
de rayos suficientemente cerca a uno dado en el espacio de rayos (en otras
palabras permitir que los rayos hagan un dngulo pequefio con uno dado).
Sin embargo en este caso la trampa no existe, esto se sigue del teorema de
recurrencia de Poincaré.

Veamos, sea U una vecindad en el espacio de rayos, que uno quiere
atrapar. Cerramos la ventana de la trampa y consideremos el billar dentro
de esta curva cerrada. Existe un rayo en U, que regresa a U después de un
cierto nimero de reflexiones. El tnico camino para regresar a U es tener
reflexiones en la parte de la curva que constituye la ventana, de aquf estos
rayos no son atrapados.

La tercera aplicacién concierne a un trabajo de iluminacién. Sea una
habitacién con paredes de espejo; jes posible iluminar este con un punto
como origen de luz, que emite rayos en todas direcciones?

Un ejemplo de un cuarto que no puede ser iluminado desde cualquiera de
sus puntos, es mostrado en la figura 12. Las curvas superiores e inferiores son
mitades de elipses con focos F1F3 y G1G2. Ya que un rayo, que pase entre
los focos, se refleja y pasa otra vez entre los focos, un rayo no puede entrar
en el drea sombreada de entre las lfneas Fy Fo y G1G2, y viceversa. Una
modificacién de esta construccién produce una regién que, para cualquier
positivo n, requiere al menos n faros para su iluminacién. Asimismo uno
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construye una regién acotada, cuyo borde es suave en todo menos en un
punto, que no puede ser iluminado por un numero finito de faros.

F1 F2

Figura 12.

3.3.3 Trayectorias periddicas.

iDada una curva de billar suave estrictamente convexa C!, el mapeo de
billar tiene trayectorias periédicas, esto es, puntos en el espacio fase que
regresan después de un cierto nimero de iteraciones?. Llamaremos rotacién
de una d6rbita periédica al nimero de vueltas que se da alrededor de la curva
borde al volver a llegar al punto de partida T"(xz) = z. Estas trayectorias
periédicas son poligonos inscritos, cuyos lados consecutivos hacen dngulos
iguales con la curva del billar. Distinguimos la estrella formada por n-puntos
con rotacién r ver fig.13.

D €2 &S

n=2. r=1 n=3. r=1 n=5. =2
Figura 13.

La respuesta a la pregunta de arriba esta dada por el siguiente teorema
dado por G. Birkhoff.

Teorema 3.12 Para cualquiern > 2 yr < %n, coprimo con n, existen dos
trayectorias n-periddicas geométricamente distintas con rotacion r.
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Demostracién

Considere el conjunto M de n puntos inscritos z1, ..., Tn. Entonces A es
un toro n-dimensional. Sea f la funcién longitud |z1Zr4+1]| + |Tr+1T2r41) +
- - .. Esta funcién es suave fuera del conjunto singular My = |J {z: = zit1}
(adoptando la convencién n + 1 = 1). Sabemos de la seccién 3.1 que los
puntos criticos de la funcién f son trayectorias de billar.

Probaremos que para cualquier n existe una trayectoria n-periédica. El
espacio M es compacto, f consigue su miximo en éste. Este médximo no se
alcanza en Mjyp: el perfmetro de un & poligono A& < n puede ser incremen-
tado por la introduccién de un nuevo vértice ver fig. 14. Asf este mdximo
corresponde a la trayectoria n poligonal.

Figura 14.

Para probar el resultado por completo considere el conjunto de n-puntos
con rotacién r. Llamémosle N. Este conjunto es el ”producto” de un cfrculo
y un disco (n — 1)-dimensional, y su borde consiste de polfgonos degenera-
dos de Mg. La funcién f tiene por lo menos n médximos en IV, obtenidos
por permutaciones ciclicas de los vértices del mismo polfgono de perfmetro
méximo en V.

Use el argumento mfnimo-mdximo para mostrar, que hay otro punto
critico de f dentro de IN. Conectando dos mdximos por una curva dentro
de NV y counsiderando el mfnimo de f en ésta. Tomando el maximo de estos
minimos de todas las curvas posibles. Este es también un punto critico de
f, que no es el maximo. Algo diffcil es establecer su existencia.

La razén para considerar r coprimo con n, es que, de lo contrario, el argu-
mento de arriba puede producir un poligono con pocos vértices, transversal
a si mismo varias veces. il

Se sigue, que hay al menos ¢(n) 6rbitas n-periédicas distintas, donde
@(n) es el mimero de enteros, menores que 2 y coprimos con 7.

El siguiente caso particular puede ilustrar un poco la prueba de este
teorema. Considere trayectorias 2-periédicas de una parte a otra, esto es, la
cuerda de la curva de billar, perpendicular a ésta en ambos extremos. Una de
tales curvas es facilmente encontrada: es el didmetro; es decir, la cuerda mas
grande de la curva. Ya que la curva del billar es estrictarnente convexa hay
una unica cuerda de longitud mdaxima en cada familia de cuerdas paralelas.
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Asf uno tiene una familia paramétrica de las longitudes de estas cuerdas,
parametrizadas por sus direcciones, cuyo elemento inicial es el diémetro, y
cuyo elemento final es el mismo didmetro con el punto final intercambiado.
En esta familia existe una cuerda mas corta, y esta cuerda es perpendicular
a la curva en ambos extremos. Esta es la segunda trayectoria de billar
2-periédica deseada.

Después de establecer la existencia de trayectorias periédicas, a uno le
gustarfa aprender acerca de su estabilidad.

Definicién 3.13 Un punto fijo p de un mapeo T es estable (en el sentido
de Liapunov) si para cualquier vecindad U de x existe una vecindad V tal
que la drbita U T%V), esta contenida en U.

—oo<i<oo

Dada una trayectoria n-periédica de la bola de billar, considere un punto
fijo del mapeo T™. La derivada de 7 en un punto fijo es una transformacién
lineal que preserva el drea del plano; de aquf su determinante es igual a 1.
Generalmente dos casos son posibles: los eigenvalores son reales recfprocos
distintos, o son nimeros complejos conjugados distintos con norma igual a
1. En el primer caso llamado hiperbélico el mapeo lineal es una rotacién
hiperbdlica; el punto fijo no es estable (igual que en la aproximacién lineal).
En el dltimo caso llamado eliptico el mapeo lineal es una rotacién, y el punto
fijo es estable en la aproximacén lineal. Se sigue de la teorfa de KAM, que
en la posicién general, existen curvas invariantes del mapeo 7™ cerca del
punto fijo. Asf una trayectoria elfptica periédica es generalmente estable.

La condicién de estabilidad para una 6rbita 2-periédica se estudia como
sigue. Sea t la longitud del segmento de una trayectoria, y 71,72 son los
radios de curvatura (con signo) de la frontera en los puntos de rebote.

Lema 3.14 Una orbita 2-periddica es eliptica si y sdlo si

e (t—r1)(t—172)
—_— >0y ———2>0
TI7T2 T2

Ya que una trayectoria periédica es un punto critico de la funcional de
longitud, otra aproximacién al problema de estabilidad es via el estudio de
la matriz Hessiana en este punto critico.

En un billar eliptico la trayectoria a lo largo del eje menor es estable.
Y la trayectoria del eje mayor es hiperbélica (inestable). El conjunto de
rayos a través de uno y otro foco constituye una curva, invariante bajo
la transformacién de billar, que une los dos puntos de esta trayectoria 2-
periédica (esta curva es llamada una separatriz) ver la figura. Cualquier
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punto de la separatriz va a uno de los dos puntos (B en la figura 15) bajo
iteraciones positivas del mapeo de billar, y al otro (punto A) bajo negativas.

¢ T Sa
— i — . 2
! LA ”

Figura 15.

Hacer una perturbacién pequefia de la curva de billar. La trayectoria
hiperbélica 2-periédica persistird (todavia serd el didmetro de la curva), sin
embargo las curvas construfdas arriba para los nuevos puntos A y B no
coincidirdn necesariamente. De manera mas precisa, sea S4 la curva que
consiste de puntos  con Tz — A cuando n — o0,y S = {z : T"xz —
B,n — oo}. Si las curvas S4 y Sp se intersectan una vez, ellas se intersectan
infinitas veces por que ambas son invariantes bajo el mapeo de billar. Las
dos curvas constituyen una telarana complicada, cuya existencia no va de
acuerdo con la integrabilidad.

Levallois y Tabanov analizaron el corte de separatrices en el caso cuando
la perturbacién de la mesa de billar es la siguiente curva de grado 4:

z = acos o,y = bsin a(l + £ cos? @), @ es un parametro pequefio.

Ellos prueban que para toda e suficientemente pequeiia las separatrices
se intersectan transversalmente, y estima los dngulos hechos por estas en
los puntos de interseccién. V. Donnay obtuvo un resultado similar para
perturbaciones pequefias de una elipse en una vecindad de un punto; esta
perturbacién cambia la curvatura, pero preserva el punto y la direccién
tangente en este.

3.4 Billares Hiperbdlicos

Llamaremos billares hiperbdélicos o caéticos a aquellos cuya transformada
de billar tiene exponentes de Liapunov no nulos en p-casi todo punto del
espacio de fase.

Avances mas recientes en el estudio de propiedades ergédicas de billares
planos son descritos por el Teorema general sobre la no anulacién de expo-
nentes de Liapunov. Este teorema se refiere a la construccién de familias
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invariantes de conos o formas cuadrdticas crecientes de Liapunov. Ambos
métodos son escencialmente equivalentes y fueron introducidos por Wojt-
kowski [34,35] y Markarian [23,25], respectivamente [10 afios antes Pesin y
Sinai (1981) escribieron que el estudio de propiedades ergédicas de billa-
res via la teoria de sistemas dindmicos discontinuos (funciones suaves con
singularidades) condujeron al problema no muy simple de checar que la ca-
racterfstica de los exponentes de Liapunov del sistema son diferentes de cero.
Hasta ahora el tinico método efectivo (pero no riguroso) para checar es el
cdlculo de exponentes caracterfsticos usando una computadora digital].

Fue probada la existencia de una clase grande de billares planos con com-
ponentes regulares focalizadores del borde los cuales tienen comportamientos
caoticos.

Se demostré que los siguientes tipos de componentes focalizadores C*
pueden ser parte del borde de billares cadticos:

a) Arcos de curvas que satisfacen 4% < 0 [35]. En este grupo estsn las
epicicloides, las hipocicloides, la cicloide y en particular, la cardioide (curva
cerrada cuya ecuacién en coordenadas polares es r(t) = 1+ cost, —w < t <
7). El arco de elipse z = acost, y = bsint, b2 > a?, con — /4 <t < w/4
también satisface esta condicién.

b) Arcos que satisfacen L2(t1 + t2) < 2t1t2 para sucesivos rebotes en
el mismo componente focalizador. Esta condicién se verifica localmente
(trayectorias con segmentos cortos) si ig%';lzgz > 0 (donde L es la longitud de
la trayectoria dentro del cf rculo de semicurvatura). Para trayectorias largas
otras condiciones deben ser agregadas. Por ejemplo en la elipse previa debe
ser sin®t > Erl_f—ag que corresponde a un arco disjunto con el anterior. Ver
[23], p.-93.

c) Cualquier arco focalizador corto, donde la brevedad esté definida por
la negatividad del desarrollo de Taylor en una vecindad de uno de sus puntos.
El primer término de este desarrollo tiene orden par e implica la cuarta
derivada de la curva. Ver [24,25] y [10].

Como cerrar una mesa de billar con arcos neutrales o dispersores y curvas
focalizadoras fueron discutidas en los libros mencionados en a) y b). En [23]
se da una descripcién que incluye todo lo mencionado previamente. Las dos
siguientes familias de billares tienen comportamiento caético:

1. Componentes C3 del borde pueden ser de cualquier tipo excepto que
el focalizador debe ser C? y satisfacer a) o ¢). Referente a componentes no
adyacentes el circulo de semicurvatura en cada punto de cada componente
focalizador no contiene puntos de cualquier otra componente regular o del
circulo de semicurvatura de otros componentes focalizadores. Componen-
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tes focalizadores adyacentes que forman dngulos interiores mas grandes que
7. Componentes adyacentes focalizadores y dispersores forman dngulos no
menores que 7, y componentes adyacentes focalizadores y neutrales forman
dangulos mas grandes que 7/2. Los dngulos entre componentes adyacentes es
siempre no cero.

2. Componentes regulares C3 del borde pueden ser de cualquier tipo
excepto que el focalizador debe ser C? y satisfacer b) o c). Los cfrculos de
curvatura de componentes focalizadores no pueden contener puntos de otras
componentes. Condiciones en arcos adyacentes son como en el caso 1.

En [10] se define una clase de curvas (llamadas arcos focalizadores) que
pueden ser parte de billares caéticos si ellas son unidas por segmentos sufi-
cientemente largos, cerrando regiones convexas. Un arco focalizador es una
curva C>® v(s), 0 < s < 3 con [; K(s)ds < w. Se prueba que en la elip-
se referida arriba, su mitad con £ > 0 es un arco focalizador si y solo si

a/b < V2.

En [35], apendice c, se describe un billar con comportamiento caético y
tres componentes ergédicos, por lo menos.

Curvas que satisfacen las igualdades a) y b) pueden ser partes de billa-
res de tipo 1 o 2. Arcos de circunferencias estan en los bordes de ambas
condiciones. Pero si estos son perturbados las propiedades ergédicas pueden
fallar. Este es el caso de billares de Bunimovich con mas de una semicir-
cunferencia o el billar "cacahuate” estudiado numericamente en [14] que

. N 2 2(,1/3
satisface la descripcién 1 o 2 con %;5— =4 o = 0.

En [25] se prueba que arcos mas pequenos que semicircunferencias pue-
den ser C* perturbados manteniendo comportamiento caético. En particu-
lar, el ejemplo mas conocido de tipo billar de Bunimovich, el estadio (ver
fig. 16) puede tener ambas de sus semicircunferencias perturbadas si man-
tenemos los segmentos y la tangencia de ellos con los arcos perturbados en

63



los puntos de contacto.

\

Figura 16. Arcos de circunferencias unidos por rectas.

Ahora, teniendo variedades locales invariantes, podemos adaptar el ar-
gumento que Hopf usé para probar la ergédicidad de flujos geodésicos (los
cuales también fueron usados en conjuntos hiperbélicos compactos). Dos
dificultades aparecen inmediatamente, cuando intentamos extender a fibras
estables e inestables.

a) Hay cambios en la pendiente de las fibras invariantes debido a la
existencia de dangulos en los bordes asf como trayectorias que son tangentes
a los bordes.

b) La longitud de las componentes suaves de la variedad invariante pue-
den ser muy pequeiias.

Estas dificultades fueron resueltas estudiando la probabilidad de que las
componentes suaves de la variedad invariante fueran muy pequefias. Mas
precisamente se estudia la medida del conjunto de los puntos donde las
variedades locales tienen longitud pequefia menor que §, cuando § — 0.

Este es el contenido del Teorema Fundamental para Billares Dispersores
[4]. Este permite probar ergodicidad local y global. La ergédicidad local
significa que cualquier vecindad pequena de todo ”punto bueno” esta con-
tenido en un componente ergédico de T (en este caso, T verifica una fuerte
propiedad ergédica en este conjunto: es un sistema de Kolmogorov).

En [30] y [18] fue presentada una mejor versién del Teorema Fundamen-
tal, ahora para billares semi-dispersores.

La base de estas ideas fue probar que billares dispersores (todos los
componentes regulares del borde tienen K < 0) o semidispersores (K < 0)
los cuales tienen casi todas sus trayectorias pasando por puntos con K <0,

o
son ergédicos. La siguiente condicién debe ser también satisfecha: 0Q;
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o o o
,0Q; no tienen normal comun en dQ; N 9Qj; esto es, ellos deben tener
intersecciones transversales.

Estas construcciones también simplifican el estudio de érbitas periédicas,
pero hay estimaciones de su nimero para billares semidispersores hecho en
[31] usando métodos completamente independientes.

En [3] fue probado que la ergodicidad se mantiene si:

a) En una vecindad de cada dngulo de un billar dispersor ambos arcos
del borde son substituidos por un arco de circunferencia I';;

b) I'; y T'; son arcos de circunferencias diferentes si 7 5 j;

c) La parte de la circunferencia I'; que no esta en el borde del nuevo
billar esta completamente contenido en la superficie del billar.

Bunimovich mostré en [5] que billares ergédicos pueden ser construidos
con arcos de circunferencias y segmentos (sin componentes dispersores). La
figura mas conocida de este tipo es el estadio. El da una versién mejorada de
este resultado en [6]. En este trabajo probé que un billar plano es ergédico
si su borde verifica todas las condiciones dadas al principo de la seccién 3.1
y

i) Hay por lo menos un componente regular focalizador y uno no focali-
zador del borde;

ii) Todos los componentes regulares focalizadores son arcos de circunfe-
rencia I'; tal que I';/OQ es no vacfo y contenido en el interior de @Q;

iii) Los componentes dispersores del borde se intersectan uno al otro y
los componentes neutrales se intersectan transversalmente.

iv) La parte neutral del borde consiste de a lo mas dos componentes
regulares.
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