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Prefacio

Durante las tiltimas décadas los sistemas de factorizacién han sido objeto de estudio,
conforme ha pasado el tiempo se ha logrado dar cada vez una definicién mas compacta,
en los dltimos afios, un sistema de factorizacién es presentado por dos clases £ y M de
morfismos. la primera cerrada bajo composicion con isomorfismos por la izquierda y la
segunda cerrada bajo composicién con isomorfismos por la derecha, tal que cualquier
morfismo f, se factorizacomo f =y -eyconey € £ ymy € .My (la propiedad del
llenado diagonal), i.e, cualquier diagrama conmutativo

cone € £ y m € M admite un dnico morfismo d : C—B que hace conmutar
los dos tridngulos en el diagrama. En esta tesis ademds de tratar a los sistemas de
factorizacién de esta forma, definiremos un sistema de factorizacién débil como un
funtor F : K?——XK 1l que FIx =~ Idx, veremos que sin perdidad de generalidad
podemos considerar la igualdad FIx = Idx y entonces, un sistema de factorizacién
de Eilenberg-Noore (E£-A7 sistema) es definido como sistema de factorizacién débil
F ol que, si & = {hlmy, esinvertible} y M = {l]e, esinvertible}, entonces
paratoda f € K. cy € & y my € Mp. Es decir en estos sistemas tenemos una
factorizacion funtorial de Jos morfismos de la categoria. Uno de los puntos en la tesis
es la demostracién de que los sistemas de factorizacién son equivalentes a los E-A
sistemas. Y el segundo punto es la demostracién de que para el caso concreto de la
2-ménada asociada a (—)?. los sistemas de factorizacién son equivalentes a las seudo-
algebras normales para (—)2,



Prefacio

La tesis tiene la siguiente estructura: dedicaremos las primeras pdginas a preliminares
y lo pondremos como capitulo cero; en esta parte daremos las definiciones de categoria,
adjuncién y cono, en csta titima veremos ejemplos que dan lugar a conceptos impor-
tantes como son limites y productos fibrados, los cuales utilizaremos en esta tesis.

En el capitulo uno introduciremos el concepto de Mdnada, veremos que estd intimamente
relacionado con el concepto de adjuncién, dado que cualquier adjuncién da lugara una
ménada; e inversamente veremos que cualquier ménada viene de una adjuncién, dando
s6lo la solucién mixima al problema de encontrar una adjuncién de la cual una ménada
proviene. Para esto introduciremos el concepto de Algebras para una ménada y asf la
categoria de Eilenberg-Moore, veremos al final de este capitulo que esta categoria es al
menos tan completa como la categoria base.

En el capitulo dos definiremos conceptos bidsicos de 2-categorias, los cuales utilizare-
mos en el capitulo cuatro y demostraremos que cualquier objeto de Cat tiene estructura
de comonoide, viendo al final el caso de 2 (la categoria con 2 objetos y solo un morfismo
entre ¢ellos) como objeto de Cat y su 2-moénada inducida en Cat.

El capitulo tres ¢s dedicado a sistemas de factorizacién ortogonales; aqui daremos una
definiciéon muy compacta y veremos que de ésta se desprenden varias propiedades, al-
gunas de las cuales corresponden a propicdades que incluyen en su definicién otros
autores. Definiremos sistemas de factorizacion de Eilenberg-Moore; en los cuales te-
nemos una factorizacion funtorial de los morfismos de la categoria y concluiremos el
capitulo demostrando que los sistemas de factorizacién ortogonales y los sistemas de
factorizacién de Eilenberg-Noore son equivalentes.

En el capitulo cuatro y dltimo de esta tesis, trabajaremos con 1a 2-ménada asociada
al endo-2-funtor (—)%, demostrando al final que en este caso en particular las seudo-
dlgebras normales para esta 2-moénada son equivalentes a los sistemas de factorizacidn
de Eilenberg-Moore.

En gencral todo el material de la tesis puede consultarse en libros estandar de teoria
de categorias y articulos de dlgebru y categorias. Al final de la tesis damos una bibli-
ografia bdsica, la cual nos sirvié para desarrollar esta tesis; para lograr ésto tomamos
fragmentos de cada una de las referencias y desarrollamos todo el trabajo que no se
hace en estas, con la finalidud de hacerlo mds accesible al lector. En este proceso
nos encontramos con algunos contraliempos como son ¢l error al final del articulo de
Tholen y Korostenski [9]), del cual extrajimos el titulo de la tesis, este error pudo haber
sido porque en el tiempo que escribieron el articulo no se sabia tanto acerca de co-
herencia como en la actualidad y tuvimos suerte al aparecer el articulo de Rosebrugh

Sistemas de Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore
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y Wood [10], el cual corrige ¢l error. Nos apoyamos fuertemente en el primer capitulo
en las notas de Jaap van Oosten [2] para la parte de ménadas y en el libro de Lambek y
Scott [3] para la parte de resoluciones. En el capitulo dos utilizamos el articulo de Paré
y MakKkai [7] y el de Marmolejo [12], y en la ultima parte del capitulo ¢l de Tholen y
Korostenski [9] . Para el capitulo tres tomamos como base la definicion de sistema de
factorizacién que dan Janelidze y Tholen [13] y entonces tomamos bibliografia como
Barr y Wells [5], Carboni, Janelidze, Kelly y Paré [14] para demostrar que todas las
propiedades que dan estos autores son propiedades que se demuestran con la definicién
en este capitulo. y para demostrar la equivalencia entre E-A sistemas de factorizacion
y los sistemas de factorizacidon ortogonales lo tomamos de Korostenski y Tholen [9].
El dltimo capitulo es extraido del articulo de Rosebrugh y Wood [10] y para hacerlo
mads accesible al lector empezamos por definir los funtores que se utilizan a lo largo del
capftulo.

Sistemas de Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore
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Capitulo 0

Preliminares

En este capitulo daremos las definiciones de categoria, funtor, transformacién natural
y algunos ejemplos, definiremos adjuncién F - &, si hay una biyeccién natural entre
Op.c

morfismos: C(FD,C) ——— D(D,GC) paracadapardeobjetosC € Cy D € D,y

]

. La . .
veremos que esto es equivalente a tener funtores ¢ =—— D .juntocony :idp = GF
=
y e : F'G = idc transformaciones naturales que satisfacen las identidades triangulares
(Ge)-(nG) = idg y (£F)-(F1n) = idr. Definiremos conos, y veremos cjemplos que
dan lugar a conceptos importantes como son limites, igualadores y productos fibrados,
los cuales utilizaremos en esta tesis.
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0.1 Categorias
Deﬁnici(’)n 1. Una caregoria C consta de:

' “f) Una clase de objetos Ob(C).
ii) Un clase de flechas o morfismos Mor(C), los cuales tienen la siguiente estructura,

iii)Cada flecha f: X —— }" tiene un dominio dom(f) = X y un codominio
cod(f) = Y los cuales son objetos de C. Y para cada par de flechas f,g € Mor(C),’
tales que cod(f) = dom(g), hay una composicién g f definida como

J g

N——Y — Z

af

iv) La composicién de flechas es asociativa, explicitamente en la situacién

x—Loy 2,z r gy,

tenemos h(gf) = (hg)f.

v) Para cualquier.objeto X de C, hay una flecha identidad id x-que satisface fzd\ f
yidyg=gpara f: X —>Y y g: Z——= X .

Ejemplo 1.
1) Escribiremos 0 para la categoria vacia, la cual no tiene objetos ni morfismos.

2) Escribiremos 1 para la categoria con un objeto * y un morfismo, id..

3) Escribiremos 2 para la categoria con dos objetos 0,1, un morfismo entre ellos a e
identidades, la cual escribiremos también como { 0 —=—1 }.

1) Con es la categoria de conjuntos, la cual tiene la clase de todos los conjuntos como
objetos y funciones entre ellos como morfismos.

Veremos en el siguiente ejemplo que hay categorias que tienen como objetos a estruc-
turas matenxiticas y como morfismos a funciones que preservan estructura.

Sistemas de Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore



0.1 Cmcgonas

5) Top es la categoria de espacios topolSgicos y funciones continuas. Grp eS la cate-
goria de grupos y homomorfismos de grupos, De la misma forma estd An la categona
de Anillos y Gra la categoria de grdficas. e

G) Un monoide es un conjunto .\ junto con una operacién binaria, la cual se escribe
como multiplicacién: zy para z,y € -\, la cual es asociativa y tiene un elemento
unidad e € .Y que satisfuce ex = ae = z para todo z € X. Un monoide es una
categoria con un objeto y un morfismo paracada z € X,

7) Un conjunto parcialmente ordenado es un conjunto .\ junto con una relacién bina-
ria < la cual es reflexiva (z < z paratodaz € X) antisimetrica (siz < yyy <
xrentoncesx = y paratodax,y € X) y transitiva (siz € yy ¥y € zentoncesz <
z paratodaz,y,z € .X'). Un conjunto parcialmente ordenado ¢s una categoria con el
conjunto de objetos .Y y exactamente un morfismo en toda la catgorfa: £ ——— ¥ siy
solosixz € y.

Definicién 2. Si C, D son categorias, un funior de C a ‘D, es una operacion F la cual
asigna a cada objero C de C un objeto FC de D y a cada morfismo f de C un morfismo
F f de D de 1al forma que F respeta dominio y codominio y satisface:

)F(f-g9)=Ff-Fg.

ii) F(idc) = idrFo paracada C € C.
Ejemplo 2.

1) Hay un funtor identidad - ¢ —— -, para cada categoria C.
2) Para cualquier categoria C, hay un tnico funtor ¢ —— 1 y untnico 0 ——C .

3) Hay un funtor U : Top —— Con que asigna a cada espacio topolégico (X, 7),
su conjunto subyacente X' y a cada funcidn continua le asigna simplemente la funcién
sin la estructura. Llamaremos a este funtor “‘funtor que olvida™, este olvida la estruc-
tura matemdtica. Similarmente hay un funtor que olvida de U : Grp —— Con ,

U:An——Con, U:Gra— Con.

Notal. §i F:C~—D y G : D —— & sonfuntores, definimos la composicion:

Sistemas de Factorizacién como /\lgebras de Eilenberg-Moore -



de la forma obvia. Esta composicion resulta un funtor y ademds con el funlar tdenn-
dad para cada categoria, obtenemos una categoria Cat la cual tiene calt-gorms coma :
objetos ¥ funtores como morfismos. S

Definicion 3. Una transformacion natural entre dos funtores F,G:C —— D,
cons-ta de una familia de morfismos (e : FC — GC )cec indexada por la clase
de objetos de C ¥ satisface que para cualquier morfismo f: C — C' en C, el si-
guiente diagrama

Jolo ey oy

,.-,l lc/

FC' == GC'

conmuta en D. A esta propiedad la lamaremos naturalidad, diremos que pc es la
componente en C de ji ¥ denotaremos a la transformacion natural por p: F = G.

Nota 2. Sipu : F = G yn : G = H son transformaciones naturales, obtenemos
wuna rransformacion narural por su composicion (n)e = neopc @ FC — HC
¥ con esto obtenemos una categoria D€ con funtores F : C — D como objetos y
rransformaciones naturales como morfismnos.

0.2 Adjunciones

Definicion 4. Consideremos dos categorias C y D y dos funiores F, G enre ellas de
la siguiente forma C =—= “C_ D . Diremos que F es adjunito izquierdo de G, o que G

es adjunto derecho de F y lo escubnemas como F —i G s Im) una biyeccion natural
entre morfismos: . :

C(FD, C) : D(D GC)
para cada par de objetos C- € C) D € D

La naturalidad sxgmﬁca que. si- (1 D —_— D’ estn en D y c: C' —_— C en C, el
siguiente dmgrama DR S

Sistemas de Factorizacién como ‘Algebras de Eilenberg-Moore



0.2, Adjunciones : ) : . 15

D

C(FD’ c') 228 (D', GC)
' C(Fd,c) lD(d,Gc)
C(F'D,C) D(D,GC)

conmutaen Con. Recuerde quesi f : FD’ —— ', entonces C(Fd e)(f)=cf Fd;
explicitamente la composnc:én

Fp - pp—Ls ot

Tenemos entonces lo siguiente:

C.

Empecemos con una adjuncién como arriba, definimos morﬁsmos TID Yy €¢ para cada
D € Dy C € C como sigue:

C(FD,FD) 2252 p(D,GFD)
lpp b——— 7D

TeC.C

C(FGC,C) ~——D(GC,GC)
EC «—————i 1,
es decir Op rp(idrp) = np y Teéc.c(idece) = €c. donde T = 671,
Observemos que por naturalidad de @ el siguiente diagrama
C(FD,FD) %252 p(D,GFD)
C(FD,]‘)Y ID(D.G,I‘)

C(FD,C) D(D,GC)

conmuta para cada f en C. Si perseguimos elementos en este diagrama, obtenemos:

lpp —————> 1D

I

f i—-—>6’Dc(f)= Gf 770 B

Sistemas de Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore



Es decir 8p.c(f) = G f 17p- Andlogamente obtenemos 'dque,fo
genD. e
Veamos entonces que 77 : idp = GFye : FG = zdc son lransformacnones nalurales
Para 7 tenemos que demostrar que el siguiente dlagrama o g :

D —"2-GFD

- 1 !

D' —r OFD', -

conmuta para todo morfismo d: D R —— D' en D Para esto-basta considerar el
siguiente diagrama conmutanvo :

C(FD' FD') forro ’D(D’ GFD')
C(Fd.FD’ )J - l‘D(d GFD')
C(FD,FD! ) P D(D,GFD").
Si perseguimos clementos en este dmgrama, obtenemos:

1rpr be————> D’

Fdv—— G(Fd)np = np-d.
Por lo tanto concluinios quen es natural. Andlogamente obtenemos que € es natural.

Ahora observemos los siguientes diagramas

FD—L > c p—~L ~Ggc
I"r]ol th ’lol TGE&
FC'FD'FC?FGC GFD-F;C’;FVGC.V:

Utilizando el hecho que & es una biyeccién obtenemos:

ec(FGf)Fnp = ecF(Gf np) =ecF(p.c(f)) = TDc(9D c(f)) =f:

Sistemas de Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore
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G'(Ec)(GFy)UD = G(ecFg)np = G(vp,c(9))np = Op.c(p,c(9)) = 9. .

Es decir los dos cuadrados previos conmutan. Aplicando esto a las ldcnudades en FD
y GC obtenemos los siguientes dingramas conmutativos .

FD—Y2 _, pp cc— - e
Fr}ol TEPD TlGCl TGsc
FG'FDm)FGFD GFGCm)G’FGC.

Es decir obtenemos que los siguientes diagramas conmutan

¢ ¢cFc F—I% rar
ide lc"’ : k l‘p
G F.

A las identidades (Ge) - (nG) = idc y (eF)-(F7n) = idr, las llamaremos identidades
triangulares. .

. A .
Inversamente veamos que si tenemos un par de funtores C “._G:'D , junto.conn :

idp = GF ye: FG = idc transformaciones naturales que satisfacen las identidades
triangulares (Ge) - (nG) = idg y (eF) - (Fn) = idr,entonces F -4 G.
Observe que como 77 y € son transformaciones naturales, si f: FD——(C vy

g : D —— GC , entonces los siguientes diagramas conmutan

D —2>~GFD FGFD <£2+ Fp
91 lch F(:jj l,
GC —zz GFGC FGC — C.
Veamos que existen biyecciones
o Op.c
e
C(FD,C) “D(D,GC).
ST DO E e A e

Sistemas de FaClorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore



18 Capitulok 0. Preliminares

Definamos

‘ Opc(f):=Gfnup y 7p.c(9) :=c¢ec Fg,
cnlonckes,con‘ los diagramas previos y teniendo en mente las identidades triangulares
obtenemos
D (tp.cob8p,c)(f) = T0.c(Cf np) = ec F(Gf np) =ec FGf Fnp
o ' : =ferp Fp = fidrp = f.
- 2)(6p.c°tp.c)9) =bp.clecFg) = Glec Fg)up = Gec GFgnp

=Gecnge g =idacg=g,
3 pOf lo tanto SOn inversas.

- Para demostrar naturalidad en C' sea ¢: € —— ¢’ un morfismo en C, y observemos
el siguiente diagrama

C(FD,C) 225 p(D,cC)
C(FD.c)l lD(D.Gc)

C(FD,C") —= D(D,GC").

" Si perseguimos clementos en este diagrama obtenemos:

J————0pc(f)=Gfup

]

' {
cf——Glcf)np = GeGf np.

Para demostrar naturalidad en D, sea ¢ : D' —— D un morfismo en D, y observe-
mos el siguiente diagrama

Cc(FD,C) 225, p(D,cC)
C(Fd.c)l lD(d.GC)

C(FD',C) == D(D',GO).

Si perseguimos elementos en este diagrama obtenemos:

Sistemas de Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore



0.3. Conos y limites

g t————————» 6p.c(g)

g Fdr——G(g Fd)np = Gg np d.
Observemos que por ser 77 natural el siguiente diagrama conmuta’

DI _Ea. GFDI

S fere

entonces obtenemos que G(g Fd) np = Gg 15 d, y por lo tanto 8 es natural.

0.3 Conos y limites

Sean C y D categorias y D un objeto de D, consideremos A : C ——— P cl funtor-
constante con valor Dy F : ¢ —— D cualquier funtor. Un cono en F con vértice D

es una transformacién natural v : A pp = F, es decir tenemos una familia de morfismos

(D & FC )cec. y naturalidad en este caso significa que para cualquu.r ﬂecha

¢: C —— ¢’ enC el siguiente diagrama

/\”f'

Fe Y

conmuta en D. Escribiremos el cono de la siguiente forma (D l/) Entonces
un morfismo de conos (D,v) —— (D', v') serd. un morhsmo entre sus vértices

d: D—— D' talquevyd = ve paratoda C € C.
Definicion 5. Diremos que un cono (D,v) es un cono. "Il‘miie si'phra C‘ilalqllim‘ otro
cono (E,€) existe un tinico morfismo E ——> D, que hace: camnumr los tridngulos

en el diagrama

Sistemas de Factorizacién' como Algebras de Eilenberg-Moore



20 Capitulo 0. Preliminares

E
cc 3&“ o
Uy D *l

FC FC.

Observacion 1. Es fdacil ver que hay una categoria de conos en F la cual escribiremos

‘como Cono(F). Asi un cono limite o simplemente un limite para F es.un abjelo
terminal en Cono(F). S ) :
Como los objetos terminales son tinicos salvo isomorfismos, entonces dos ll‘mites son
isomorfos en Cono(F’) y en particular sus vértices son isomorfos en D.

Ejemplo 3.

i) Un cono limite para el tinico funtor ! : 0 —— D (donde 0 es la categoria vacm) es
un objeto terminal en D.

Como 0 no tiene objetos ni flechas, cualquier D € D determina junto con la familia
vacia un cono para ! y un morfismo de conos es simplemente un morfismo en D, luego
Cono(!) es isomorfa a D.

ii) Si Hamamos . a la categoria con solo dos objetos .4, B y morfismos la identidad para
cada objeto. un funtor F : .{ —— D cs un par de objetos de D, (X, Y) entonces un
cono para este funtor consta de un objeto D € D y dos morfismos .

DX x

vy
Y.

Y (D,(vx,vy)) es un cono limite para {X,}") si y solo si para cualquier objeto

D' y cualesquicera morfismos D' —<—= X' y D’ —¥ Sy hay un dnico morfismo

D' —— D 1al que el diagrama
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conmuta. En otras palabras para cualquier D’ hay una correspondencia uno a uno, entre
morfismos D! —— D y pares de morfismos D! ——> X, D'—— Y} , cstoes
la propiedad de un produclo; entonces un cono limite para (X, ") se llama un cono
producto y usualmente se escribe como

N xY

X Y,
y los morfismos wx y my son llamados proyecciones.

S a : . .
iii) Sea 2 la calegon’a 4 ——=2 B donde solo se reprcscntan los morfismos no identi-
5 o 2

f
dad. Un funtor G 2 —— D es un par de morfismos X ——2 == Y en D; un cono

para G esta dado por

D
=\
~ f -
X 1
g
Del diagrama vemos que wvy- esta determinado por vy como vy = fvy = grx, en-

tonces un cono es lo mismo que dar un morfismo vy : D —— X tal que fry =
gvx. Tal cono es Iimite si y solo si para cualquier otro morfismo 1 : C —— X con
flu= gh, existe un tinico %k : C — D tal que i = vy &k (ver diagrama abujo).

C

azkj\
Y J
D—;;—’-,\"——_g—»—))’.

Llamaremos a vx si es limite, un igualador del par f, g
En conjuntos un igualador de f, g es isomorfo (como cono) a la inclusiénde I = {a €

Alf(a) = g(a)} en 4.

: 1;1'—»'.-1'$ B:
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iv)Sea J la categoria Y} un funtor F:J —— D " es determinado
v
XN—2Z,
por dar dos morfismos en D con el mismo codominio, digamos a: 4 —> C,
b: B—— C . Entonces un limite para F estd dado por un objeto D junto con
proyecciones D22, B, que satisfacen apy4 = bppg, y tal que cualquier otro par

Pa

A
de morfismos s,t con bs = at (como en el diagrama abajo), hay un Gnico morfismo
u:V - > D tal queel diagrama

conmuta. Al cuadrado en el diagrama se le llama producto ﬁbrado En Con el produclo
fibrado para a, b es isomorfo al conjunto

{(z,y) € A x Bla(z) = b(y)}.

Dualmente tenemos los conceptos de cocono y colimite.
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Capitulo 1

Monadas

En este capitulo introduciremos el concepto de Mdénada, veremos que estd intimamente
relacionado con el concepto de adjuncién, dado que cualquier adjuncién da lugar a una
ménada: e inversamente veremos que cualquier ménada viene de una adjuncién, dando
sélo la solucién madxima al problema de encontrar una adjuncién de la cual una ménada
proviene. Para esto introduciremos ¢l concepto de Algebras para una ménada y asf la
categoria de Eilenberg-Moore, veremos al final de este capitulo que esta categoria es al
menos tan completa como la categoria base.



24 . Cnpi"lulo].. Ménadas

1.1 Mobnadas

Definicién 6. Un rtriple (T, 1y, p), donde T es un endofuntor en una émegorfa D,
. miidp = T, ¥ i :T?* = T son transformaciones nalmales, que satisface la
connuatatividad de los dmgmmas o

T 3 : g Tr)
T3 —— T3

A4 \ P

T2 —>T -
es llamado una Ménada.l
CAqui (Tp)p =T (up) : T3D—T2D, y (uT)p = prp : T3D—=T2D. Similar-
mente (Tn)p =T (p) : TD—T2D,y (9T)p =n7p : TD—T2D.

F D nos fijamos en el endofuntor T = GF

Dada una adjuncién (F,G,n,e) : C

en D. Definimos transformaciones naturales 77 : idp => T, u : T2 = T,donde 17 es
la unidad de la adjuncién y u = GeF, esta tltima transformacién tiene componentes

T*D = GFGFD
proposicién que con estas definiciones Jos siguientes diagramas conmutan

Ge . . .
2 . GFD = TD . Ademds demostraremos en la siguiente

(G'F)3 CFGsF (GF)-’ GF nGF (GF)2 GFn CF
Gchrl JG’;F \ lc/
(GF)? GF GF .

Proposicion 1. Si tenemos una adjuncién F -1 G con unidad 11 y counidad =, entonces -
(GF,13,GeF) es una mdnada.

Demosrracion. Primero veamos que GEF ° GEFGF GeF o GFGeF. Para esto
observemos los siguientes diagramas :

!En algunos textos la llaman sélo Trlple. si ncccsnnmos ser mas especxﬁcos dxrcmos Ménada
en D, s : ;
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U FGerp. GFGerp

FG’FGFD———>FG'FD GFGFGFD — GFGFD
' fFGFD - L ‘ n‘n -Gergrp Cerp
FGFD ——7— FD GFGFD GFD.

El diagrama de la izquierda conmuta para toda D € D por naturalidad de € ya que
erp es un morfismo en C y al aplicar el funtor G a este diagrama obtenemos el primer
diagrama en la definicién 1, como lo muestra el diagrama de la derecha.

Ahora veamos que la siguiente 1gualdad se satisface Ge FonGF = idgr. Observemos
el siguiente diagrama
GFD

ncFo

GFGFD e GFD.
JEFD

{ide)ro

Al usar la identidad triangular Ge o nG = idg en este ultimo diagrama, obtenemos el
primer tridngulo en el segundo diagrama de la definicién 1.

Por iltimo veamos que GeF o GFn = idg . Observamos que e F o Fip = idr es una
de las identidades triangulares, asi al aplicar el funtor G a esta identidad obtenemos el
segundo diagrama de la definicién 1. Por lo tanto (G F, n, Ge F') es una ménada. ]

En el siguiente ejemplo veremos la relacién que hay entre los axiomas de monoide y
los de ménada, y mostraremos que todo monoide induce una ménada.

Ejemplo 4. En términos de diagramas podemos ver los axiomas de monoide de la
siguiente manera. Un Monoide M puede ser descrito como un conjunto A junto con
dos funciones:

M x A—-NT 17 :1—Al tales que
M % AL x AL 2MZE Ar s Ar 1o A ZEIM Ap o pg AMXT \1><1
uxl.\rl ll‘ ,\l : ll‘ DR lP

M x “[»—T*‘J\",'" 3 g ,;;A,‘J\f, = .’\I - = AL
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conmutan. Donde *

1xAM—2spf<f _prxi

estdn dadas por ) A0, z) = p{x,0) = z.
Yenlx Af,1 = {0} el con_|unlo con un punto y 7(0) = u € A su unico valor. Al
perseguir elementos en los diagramas anteriores obtenemos lo siguiente

(z,y,2) —— (&, y2) (0, 2) —— {u, x) {z,u) =—(z,0)

! l oo 11 ]

’ (xy,z) —s (xy)z = x(yz2) T = UT IU =T ——T.

Es decir, tenemos exactamente los axiomas familiares en un monoide: que la multi-
plicacién sea asociativa y tenga un elemento u© como identidad izquierda y derecha.
Inversamente esto indica cémo identidades algebraicas pueden ser expresadas por dia-
gramas conmutativos.

Asf Hamaremos a st la nudtiplicacion de 1a ménada y a 7 su unidad.

De hecho podemos ver que todo monoide induce una ménada. Dado un Monoide
Al con unidad u considere el endofuntor Afx_ : Con——=Con, que manda
XNb——Af X X, fi———idp; x f,y las siguientes transformaciones

1 : idcon = Al x_ Al x Al x_ = Afx_.
nxy : XN——Af x X px AL X AL X N—— Al x X
a—(u, ) (my, ma, z)———>=(n1yma, ).

Es fdcil ver que estas transformaciones son naturales. Veamos que (Af x _, 7, 2) hacen
conmutar los diagramas de la definicién 1

MxMxAMx XYY Aar x Ar x X

l‘.\lx.\'l l“-\'

A X AT x X T M x X,

Mox XIS A r AL x X B af X

M x X
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Al pcrs:gun' elcmentos en los dmgra terxores oblenemos lo snguxenle:

(m; 3 m n73,:z:) _r——-———» (m;, momg,a:)

(7711771-) 7713,17) l-—> ((m; 771»)7n3, )= (m;(mﬂn;,),:r)

(nz,,z) — (nzl,u ) (u my, ) ~— (ml,:z:)

\I | ~—

(myu,z) (umg,x)

Por lo tanto (Af % _,7n, 1) es una ménada. Lo que es mds interesante y veremos cn la
siguiente seccién, son las dlgebras para esta ménada.

Ejemplo 5. Sea P : Con —— Con el funtor que manda a cada conjunto a su con-
junto potencia, y a cada morfismo f a Pf,donde Pfd = f[4] = {f(a)|a € A} y
considere a n y ;¢ las transformaciones naturales descritas abajo

1 :ideon = P pu:PP =P -
Ny : X——PX pux : PPX——PX 0
Th———>{x} x—Ux = U,.E‘\‘)k" L

Veamos que (P, 17, 1£) es una ménada. = :
Es fdcil ver que P es funtor. Lo siguiente es ver que 7 y s son lransformamones nalu-‘
rales, es decir que los siguientes diagramas conmutan :

N, px . PPX —»P\
fl lP.r I, PPIl I fle
Y —>PY . PPY ——>PY '

Al perseguir elementosen los diagramas qb(énemos PR

T {z} =

@) = (@)} =

-Sistemas de’Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore
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Aqui {f(2)} = {f()ly € {z}} = [[{=}). ademds tenemos que” U{/[Z]| Z € x} =
{fWlvezZ pa Ze x} =f [U\] A51 K y 4 son lransformacxones nalumles
Veamos ahora que (P, 1),/1) es una ménada ‘Al persegmr elememos en los dmgramas
de la definicién 1

PIN —EN, pryi o px Y pey pry £ py
“"-\'1 1!&\'" SR ,N l““ “‘l %
P2X ———= PX B PX  PX

obtenemos

(_ff—-—-——rﬂ.\'I[@] : A m<{z} nx[z] ~——z
U® — UU®) = UuxlOh Uz} Unxls]

Para cualquier 2 € PX, setiene Unx[z] = 2, y U{x} = z asf el segundo diagrama

en la definicién 1 conmuta Ademds para cualquier conjunto X, y cualquier © € -P3X"

se satisface )
nx[0] = {nx (VI x € ©) = {Uxl x € ©} = {Uxey X X € xix € O},

asf Uex[0) = U {Uxex X1 X € x,x € ©} = U (Uyex) - ;

-Luego entonces tenemos que conmuta el primer diagrama en la definicién 1. Con lo

~“cual concluimos que (P, n, ) es una ménada. ’

Ejemplo 6. Una ménada en un conjunto parcialmente ordenado P visto como cate-
goria es una funcién mondétona T : 7——"P con las propiedades

< T(x) v T(x) <T(z) VzeP.
“Tal operacién es llamada una **operacién de cerradura™ en P. Ademds como T .es
monétona tenemos T2 = T,

Dualmente tenemos la nocién de Coménada (L, &, €) en unacategoriaC, con L : C—C,
- &, e transformaciones naturales, que hacen conmutar los siguientes diagramas:
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.Lb‘s 12

61 | lL6 L{}}L.

2 3
L=~ L
Dada una adjuncién (F, G, &, 1), tenemos que (FG,8§ = F1nG,e) es una coménada en
C. Liamamos a § la comuliiplicacion y a € la counidad (esto estd en armonia con la
terminologia para adjunciones) y el tratamiento de comdénadas es dual al de ménadas.

Nota 3. Cualquier adjuncién da lugar a una ménada; inversamente cualquier ménada
viene de una adjuncidén, pero la adjuncién no es tinica. Esencialmente, se trabaja en las
soluciones mdxima y minima, al problema de encontrar una adjuncién de la cual una
mdnada dada proviene. Aqui estudiaremos la solucién mdxima en la siguiente seccién.

1.2 Algebras para una ménada

Definicion 7. Dada una moénada (T, 1, 1) en una caregoria C, definimos la caregoria
de T-Algebras (T-Alg) o categorfa de Eilenberg-Moore,® como sigue:

Objetos: son pares (X h: TX—=X) con X € Ob(C) y 1 € Mor(C) tales que

‘T'l_\’ L rx D . conmutan.
I{,\.l . ﬁl/. . 'k lh
TY

X X

Movrfismos: (.‘Xf, ’l)—>(}’: k) vson, morfismos .\’—f>)f en C, para los cuales

= : co
X ——'r—> Y . conmulta.
g hl_" : S R

X —Y

7

~-21a cual denotaremos’ también como CT.
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Definimos la coi11posici6n de la‘sigﬁieme manera:
Tien)
- kT T
Ly Dy

ul |+ |
.Y~ff—> Y —— Z.
9f
Se puedé ver f:icilmenlé que esto define una categoria.

Ejemplo 7. Las Afx_ -Algebraé, dada la ménada (A %, 7, t) del ejemplo 1, son
parejas (4, : AL x A—> 1) tales que:

MxAMx A2 A x4 AT A x oA conmutan.
AMxh 1 h \ 1/:
v ida
M x4 — A r

Al perseguir elementos en estos diagramas obtenemos

(my,ma,a) ————— (myma,a) aiiu,a)
1 ! b

(myi,ma-a)——my - (m2-a) = (mymz) - a e=

Es decir es una accién de Af en 4.

Dada otra dlgebra (B, k : Al x B—B)-los morfismos son funciones f: 4—sB
tales que el diagrama ) e

MxAM B

: ———
A:: T B
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conmuta Al persegunr elemenlos en este dxagramas obtenemos

(rn. a) l———> (m f(a))

m - ar———»f(nl a) = m*f(a)
Es decir, funciones que respetan la accién del monoide.
EJemplo 8. ;{C6émo son las P-Algebras dada la ménada (P, n, /1) de] e_)emplo 2?
Una P- Algebra es una pare_;a (X,h: PXY—X) tal que

PPXY X5> PX X~ pY . conmutan.

Phl l’l \ lh,
) . idx . .
PN —p— X X

Al perseguir elementos en estos diagrumas obtenemos

X ———> Ux :”_\A—» {z}
RIx]—=h(AX]) =h(Ux) z=h({z})."
Es decir cumplen: e
h({z}) == ‘ S
h(UN) = h(hlx])- e S
Definimos la siguiente relacxén en .\ <y si y= h({z,y}).
Entonces tenemos: ) : ' . o
1) z€X - =>:z: = h({:z:}) =h({z,z}) >z <= . (reflexiva).
2) z<y y<z =Sy=h({zy}) =r{y,z) == S
my=x . (antisimétrica)

3) <y v<z =y=h{zny)), z=h{m:)) -
| = = h({h{z ¥ kDD = 2 (U ({z. v} {23
= KU} (21D = A{EHD. (@, 2DD)

=h({z,z}) =z <2 ) (transitiva)
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.'C:iplluld 1

Es dccnr ( Y, 5 S) es un conJunlo parcmlmeme ordenado Veamos l'kmblén que si. 4 C \
,'cnlonces la’ funcnén h RS R g

,)VaeA' (ag B4
i)Vr e X, s a<.'z,=>h(4)

'Dc)rza.r}f~}zcidrr 1) Sean .-1 C \ a‘ entb.rtces U

h({a 1:(4)}') : ﬁ({h({a}) 11(4)}) —n (U{{a},A})
o=h (U{4}) ‘ ‘I’z({h(A)V}’) = n(4)

: 'lucgo:a h(.—l) F E

ii)Seax € _\’ 1al que Vn €4 agzx (h({a .’L}) = :::) enlonces

"({11(4),3}) = ’!({’l(-*l) h({z})})
=h (U {4, {:z.}})'— h (U {{a,z}la € A})
= N( {h({a :L})|a € A}) = h({:z:}) =z -
luego Ni(A) < = '

En otras palabras lo que acabamos de demostrar es que /i es el supremo V.

Definicion 8. Una reticula es un conjunto parcialmente ordenado en el cual cua-
lesquiera dos elementos x,y tienen supremo x V y e fnfimo x Ny, ademds tiene un
minimo 0 y un mcximo 1. Decimos que la reticula es complera si tiene supremos e
mmfimos arbitrarios.

Si ademds tomamos A : PX—X, A(Y) :=h({z € X|Va € A(z £ a)}) comoel
supremo de las cotas inferiores. entonces (.Y, <, i, A) es una Reticula completa. Por
lo tanto lus P-Algebras para (2, 5, ;1) son Reticulas completas.

Inversamente toda reticula completa resulta una P-Algebra, ya que si empezamoscon L
una reticula completa y consideramos la parcja (L, h : PL——L), definiendo h = \/ ~
entonces los diagramas en la definicién 2 conmutan. Al perseguir elementos en los
diagramas de la definicién 2
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i{f

Ademds obtenemos que ]os morﬁsmos emre P Algebras (X, IL)—»(Y k) son mor-
fismos f: X'——1Y~ lales que : :

A— V[/\]= {V LILe,\}
U“—*V<UA>;LV‘{V“LL¢6 »

obtenemos el resultado.

PX—+PY L | NS ] " |

o |
X 7 >} ’ ‘ h(_.l) [—— f(/l(.-l)) = k(f[‘“l])‘

Es decir tales que k(f[4]) = f(h(A)). Luego entonces f es una funcién que preserva
supremos y por tarnto preserva el orden. Por lo tanto los morfismos de P-Algebras son
funciones que preservan el orden y supremos.

Teorema 1. Dada una monada (T, 1, 1), hay una Adjuncién entre T-Alg v C, cuya
ménada inducida es (T, 1, 1).

Demostracion. Tenemos un par de funtores

7-Alg L~ ¢ c T-Alg

(X, h) —— X N+—— (TX,ux)
fl | s fl J,”

(k) —= 1 ¥ — (TY, piy).

Donde U7 es el funtor que olvida, y el morfismo f de la izquicerdaen el primer diagrama
satisface fh = kT f (por ser morfismo de T-Algebras).

Primero veamos que F'T estd bien definido. Para esto necesitamos demostrar dos cosas

1) (TX, px) es una T-Algebra. Los diagramas
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T3_\: 'L>'T2.‘; o y TX L T‘.!_\—
TN — = TX : . TX

conmutan por ser T ménada luego (T \’, px)esunaT- -Algebra.
2) Tf esun morﬁsmo de T: Algebras (T‘\,u'\ )—>-(T) u#y-). El dmnrama
o i -f o
T XN —TY.
I‘.\‘ N B Hy

TN TY

conmuta por naturalidad de g,'as{ F'7 estd bien definido.
Ahora veamos que F7 4 U7, i.e. que tenemos un isomorfimo natural

COX, UT(Y, 1) = T-Alg(FTX, (Y, h)).
1) Dado g : Uf() Y, sea §:(TX,pux)—(¥,h) el morfismo

TN Tyt

g

Entonces § es un morfismo de T-Algebfdé p‘oi- G

rox To ey Th gy

T

TN —=TY —— Y,

donde el primer diagrama conmuta por naturalidad de ¢ y el segundo porque (¥, h) es
T-Algebra, asi § es un morfismo de T-Algebras.
2) Dado f : (TN, ux)— (Y, 1), sea f:NXN—s-UT(Y,h) el morﬁsmo enC
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NN s

XNe——TX —— Y.
\_/
7
3) Veamos que ? = f. Como ?: TX Tox, 22X s Ty Y, construi-
\__/
Ty
mos el siguiente diagrama
Tnx T
X o pex e Ty Mty
ux
idrx . Fa
rTx =

El tridingulo de la izquierda conmuta por ser T ménada y el cuadrndo porque f es

morfismo de T-Algebras, entonces f f. . .
nx LT h

4) Queremos que § = g. Como g : X TYX =~ TY" Y, ) de la
observacién que el siguiente diagrama : L e
TX - 'l'é e -
nx P Sl
, g . n\* T A

Coidye T

conmuta; la parte de abajo por ser (17, h) una T’- Algebra y el cuadrado por naturalidad
de 7. Entonces g = g y asi tenemos un xsomorﬁsmo para cada par.de objetos X\ € C y
(Y, k) e T-Alg,

Ox(viay : T-Alg(FTX, (3, b)) —= C(X,UT(Y, h)) -
Por tltimo demostremos que el isomorfismo es natural. Dados dos morfismos cua- »

lesquiera z: X'—X enC, y el morfismoy : (Y, A)—»() 4 ) enT- Alg necesi-
tamos ver que conmuta el siguiente diagrama :
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T-Alg(FTX, (¥, k)) —= o Clx, UT(} k))
T-Alg(Tx.y) e lc(r\.y)
T-Alg(FTX', (Y, k")) CX", UT(Y, k).

—
Ot (veur).

Sea TX —2=3 en T-Alg(FT.X, (Y, k)), entonces si perseguimos el elemento g en el
diagrama, obtenemos lo siguiente: :
Ox.(vy(g) = gnx y C(z,y)(gnx) = y(gnx)z. Por otro lado T-Alg(T=z,¥)(g) =
ygTx y Oy (yvouy(w9Tx) = (ygTxr)nx.. Comparemos estos dos morfismos en el
siguiente diagrama

N v By oy Ee oy,

TX'

Observamos que esto no es mds que la naturalidad de n seguida del morfismo yg. Por
lo tanto 8 es natural yasi FT 4 U7,

También tenemos que

UTFTX = UT(TX,ux)=TX
UTFTf =UT(Tf)=Tf.
EsdecirUTFT =T

Calculemos la unidad y la counidad de la adjuncién FT - UT. Launidad

T ride = UTFT ast g : N—UTFTX =TX.
T-Alg(FTX, FTX) —— C(X,UTFTX).

Por un lado tenemos que idrprx = idrx —— 1% vy por otro lado

(Tx2T5 7y (XY=, x M T,
' ) onx
como esto pasa para toda X € C, entonces. 7T = 77" 1a unidad de T. Parala coumdad

tenemos FTUT (X, h).= FT.\" (T\,,u_\') y eT FETUT = ui-r_,.\,b asi
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el P FTUT(X, h)—(X,h)

(TX, jux ) —— (X, h).
hrh)y = /l[.t_\‘;, con lo anterior veamos que ei’:\-'h) = h.ﬁ Del isomorfismo
T-Alg(FTUT(X, 1), (X, h)) ~— CUT(X, 1), UT(X, 1))
h = hT(idx) <—l idx

como observamos en 1), & : (T'X, ux)——>(X, ) resulta morfismo de T-Alg. Sabe-
mos también que EE’:\.',,) ~——idyT(x,n) = idx y como tenemos un is}omorﬁysmo,
concluimos que 5;’:\,',.) = h.

Unicamente nos falta ver que la adjuncién FT - UT induce (T,n,u). Por

T - .

lo anterior tenemos: T2 = UTFTyTFET AL UTFT =T y (UTeTFT)y =
UTel i rxpux) = UT(ux) = px. Porlotanto UTeTF? = p la multiplicacién de 1a
ménada (T, 1, 41). ) O

Lo siguiente que haremos es ver que la adjuncién que obtuvimos nos da la solucién
mdxima al problema de encontrar una adjuncién de la cual una ménada proviene, para
esto introduciremos la siguiente definicién.

Definicion 9. Dada una mdnada (T'yn, 1) en A, una resolucicn para la mdnada
es (B,U,F,c) donde B es una categorfa, U y F son un par de funtores adjuntos

U
B_ 7 A tales qgue UF = T con unidad n la de la monada y £ counidad de la
F
adjuncion, la cual satisface UeF = pu. Dada otra resolucion (I3',U', F',<') defini-
mos un morfismo entre resoluciones (B,U, F,e)—(I3',U"', F',&') como un funtor
¢ : B—085' ral que :

¢F =F', U'¢=U y ¢g==¢'¢.

Proposicién 2. Las resoluciones para una ménada (T, n, 1) en A forman una cate-
goria R, dande la composicion de morfismos se define de Ia manera obwa como la
composicion de funtores. ;
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Deniostracion. Veamos que R es una categoria. i) Tomamos el funtor identidad
¢ B—> idy B3 entonces tenemos que idpF = F, Uidg = U y idpe = eidg.

ii)dados ¢ : (B, U, F,e)—(B',U', F', "), ¢ : (B, U',F', e")—(B",U",F", e").
Tenemos (¢'G)VF = ¢'F' = F" y U = U'gp = (U"¢')p = U'"(¢'@). Y también
(@'P)e = &' (o) = (d'e’ ) = " (¢’ @), como la composicién de funtores es asociativa,
concluimos que R es una categoria. 0

Nota 4. Con el Teorema 1 y el trubajo extra, demostramos que (T-Alg, U7, FT g7T)
es una resolucién para la ménada (T, 1, p2).

Teorema 2. (AT, U7, FT,e7T) es un objeto terminal en R.?

Demostracion. Sea (B,U, F,e) otra resolucién para (T,177, u). Veremos que hay un

tinico funtor AT : 53— AT, llamado el funtor de comparacién (ver diagrama abajo),

tal que: .
RTF=FT UTKT=U, y KTe =eTKT

Definimos

KT
B AT r By
B (UB,UeB) P I>A
bl lub ,}*AT/L): 4

B'+— (UB',UeB’)

Comenzaremos viendo que K7 estd bien definido.
1) KT B es una T-Algebra. Para esto observemos los slguxen!es dlagramas

vB -5 TuRB TTUBﬂ';e-TUB
M.X ll,’su uual lUEa "
UB TUB—L‘,—*UB. an
L : ]

El primer diagrama es una de las identidades triangulares de F7 -4 U7, Por otro lado
observemos que por naturalidad de ¢ el siguiente diagrama conmuta

3categoria de todas las resoluciones para la ménada (T, 77, z2).
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cFrun

FUFUDB —— FUB
FUegy €n
FUB ——7—> B.

Si Ap]icambs el funtor U al diagrama anterior obtenemos que conmuta el segundo
diagrama, con lo cual K7 B es una T-Algebra y K7 estd bien d(.ﬁmdo enlos ochlos

) 2) A'Tg = Ug es un morfismo de T-Algebras. Observemos que por na(umhdad de €. '

FUB AL FUB' conmuta.
4
B 7 B’

Si Aplicamos el funtor U al diagrama anterior obtenemosque UgoUep = Uep:oT Uy,
con lo cual K Tg = Ug es un morfismo de T-Algebras y K7 estd bien definido en los
morfismos. Ademds A7 es un funtor porque U es funtor.

3) Demostremos que K7 € R((B,U, F,e), (AT, UT,FT T)).

i)Sean 4, 4" € A, B, B’ € 5, .—l—».—l’. B—2- B’ entonces
—(KTF)A = KT(FA) = (UFA,Uspy) = (TA,ua) = FT A
—(NTF)f = KT(Ff) = UFf =Tf = FTJ.

Luego ATF =FT,

~(UTKT)B = UT(KTB) = UT(UB, Ue) = UB.
—(UThT)g =UT(KTg) =UT(Ug) = Ug.

Luego UTKT =U.

Concluimosque KTF=FT y UTKT =U, ademds

i (TR Yy =eTprpg = c(,_,B Uen) = UEB =K ng = (I\Ts)g
Asftenemos que e7 K7 = KT »conlo cual”

KT e’R((b U, Fe) (.AT UT, FT eTy).
4) Por dltimo veamos que. K7 : (B, U, F,¢)—= (A7, UT,FT,eT) es el tinico mor-

fismo de resoluc:ones Para esto 'supongamos que tenemos otro morfismo .de resolu-
ciones
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H:B—> AT g

L
B (A, k) l\U*A'

”1
4

Debe pasar entonces lo siguiente:
HDHF=FT, UTH=U

i) He = eTH. B
Como UTH = U tenemos UB = UTHB = UT(A,k) = A. Luego. A'= UBy asi
KTy H tienen el mismo objeto subyacente. Para ver que tienen la; misma eslructura
obscrvamos que en los morfismos Ug = UTHg = Hg por ser UT fumor que oIvnda
Ademds como He = e7 H obtenemos lo siguiente I

UE}3=H'-‘B—(HE)B (“ H)B—E(HB)—E(AA)

Asi Uep = k y entonces H = K7. Por lo tanto (A7, UT FT, ET) es unobjeto
terminal en R. 0

“‘Nota 5. Ademds U7 como funtor que olvida es fiel.

1.3 T-Algebras al menos tan completas como D

Sea T una mdnada en D. La siguiente Proposicién es para mostrar que si D tiene
todos los limites de cierto tipo, también los tiene T-Alg. En particular, si D es com-
pleta, también lo es T-Alg; ésta es ademds una aplicacién importante de una situacién
monddica.

Sea Z una categoria 1al que cualquier funtor Af : Z——7D tiene un cono limite (ver
preliminares). Ahora supongamos

M:T T-Alg
I — (-\’Iy hl)y

y consideremos la composicién de A con el funtor fiel UT.

Proposiciéon 3. Si D riene I lnmnites, entonces T-Alg tiene T limites.
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1.3 .T-k‘f‘\lg‘ébrxié'a] menos tan é‘bmplel;'is como D .. -

Demostracion. b) Sea (D LN UTAT )lez un cono limite para UTAf : T—D.
Entonces veremos también que al aplicar T hay un cono { T'D e UTALT >leI para

UTAL, con m; dado por /iy Tv; paratoda I € Z. Como ( D L AN UTAIT >IEI es un
cono limite para UTAf y tenemos que UTAS(I) = .\'1 para todo 7 € Z, el diagrama

/\

l-————)—,\l:

conmuta para cualquxer f I———»I’ en I Observemos entonces el siguiente dia-

grama

Como T es un funtor y D———> \, -un.-cono hmne, el tridngulo conmuta.
Y ‘rez

Ademads tenemos que f es morfismo-de T'- Algebras, y-asi el lrapecxo conmuta.” Por
lo tanto { T'D —L» X, ) és cono para UT AL, Entonces 3! TD—<4 > D 1al queel - .

diagrama

1ez

TD . conmuta.

my=h;Tv; Vd ‘ Wi Tvp=ng

D vy
=~
Xy —F Xy

Es decir obtenemos que
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TD&T\'

Ak
D —»Q\’ I
conmulta para lodo I €Z,ycémo dcmostmremos més adelanle que d es.un obJeto de
T Alg, 17 seré un morfismo de T- -Algebras para todo I ez

b) Veamos que el {inico morfismo de conos d (TD, 7)— (D, u) es una T -Algebra

TD—2>D en D. Sabemos que como (X, ;) es una T-Algebra, losA prnmeros dos
diagramas en la definicién 2 conmutan. Construimos entonces el siguiente diagrama

t I
1"'

Donde 1 conmuta por naturalidad de 7, 3 conmuta por la propiedad universal de
(D . A ) ez Y 4 conmuta porque (X7, h;) es T-Algebra. Asi obtenemos que el
diagrama 2 conmuta seguido de las proyecciones vy, por lo tanto 2 conmuta.

Ahora para ver que el cuadrado en la definicién 2 conmuta, basta seguirlo de proyec-
ciones v; y ver que conmuta. Construya entonces el siguiente diagrama

TN,
T‘V/’ s Th;
T2D —7TD T

Ti%ol 4 v-ld TX;

T°X, 1 TD—+D_ -

ux
Thy, . ! LA
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Aqui 1 conmuta por naturalidad de g, 2 conmuta porque (X;, /i;) es T-Algebra, 3

conmuta por la propiedad universal de ( D LI\ )I Y Ia parte de arriba 5 es T°
aplicado a este ultimo diagrama 3, que conmuta porque fes funtor. Tenemos entonces

que 4 conmuta y asi el cuadrado en la definicién 2. Por lo tanto TD-%>~D esuna
T-Algebraen D.

c¢) Demostremos que TD—%5 D es el vértice de un cono limite para A en T-Alg. Ob-
servemos que vy : (D, d)—s (X, h/) resulta cono para Af. Supongamos que (D', d")
es el vértice de otro cono para M en T-Alg y considere el siguiente diagrama

,d)

og

.\l,hl) ,\,' hr).

Si Aplicamos el funtor U7 al diagrama anterior obtenemos que 3! D—t.p por la

propiedad universal de ( D SIS X tal que el’ sngunente d:agrama

Iez
D' conmuta
o \;/6 oy
D
vy UII
A-/ \
X X
1 7 /g

Para ver que (D, d) es el vértice de un cono limite, basta demostrar que § es morfismo
de T"-Algebras. Observemos entonces el siguiente diagrama

To;
TD'm
ld’ 1 dl T T
D' D2

s e
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Aqui 2 conmuta por la propicdad universal de { D 2, Xy )lez‘ 3 conmuta porque
asi indujimos a &, la parte de arriba es T aplicado a3 que conmuta porque I es funtor,
y la parte externa del diagrama conmuta porque oy : (D', d')——= (X, h;) estamos

suponiendo que es morfismo de T-Algebras, asi 1 conmuta. Por lo tanto TD-4D es
el vértice de un cono limite para Af en T-Alg. [mw}
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Capitulo 2
2-Categorias

En este capitulo definiremos conceptos biisicos de 2-categorias, los cuales utilizaremos
en el capftulo cuatro y demostraremos que cualquier objeto de Cat tiene estructura de
comonoide, viendo al final el caso de 2 (la categorfa con 2 objetos y un tinico morfismo
entre ellos) como objeto de Cat y su 2-ménada inducida en Cat.

45
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2.1 2-Categorias
Definiciéon 10. Una 2-categoria K consta de:

5 i) Un conjunto de objetos Ob(X) (no necesariamente pequeiio).
5 ii) Para cada par de objetos 4, B € Ob(K), una categoria (A, B).

Los objetos de AK(4, B) son llamados 1-celdas o morfismos de XX con dominio A y
codominio B3; escribiremos f : 4—-=PB para decir que f es un objeto de (4, B).
Las flechas de la categoria K(4, B) son llamadas 2-celdas 6 2-morfismos de X; para
fy g l-celdas con el mismo dominio y codominio, escribimos a : f = g para indicar
que a es una 2-celda con dominio f y codominio g; composicién en X(A, B) (i.e.
composicién vertical de 2-celdas) es denotada por o (asfi la composiciénde a : f = g
y 3 : g = hesdenotada por 3 o a) y laidentidad en f es denotadaidy.

5 iii) Para cada 4 € Ob(K), un objeto de K (A, .4) llamada la flecha identidad
Idy : A—.
5 iv) Para cada triple de objetos 4, B, C € Ob(X), un funtor de composicion

‘AB.C K:(-“x B) x A:(Bv C)—'*K(-’ls C) .

Denotamos la composicién horizontal de 1-celdas (-) simplemente por yuxtaposicién

iie. gf = -a.B.c(f,g). en el caso de composicién horizontal de 2-celdas tendremos - .

Ba =4 p.c(a,B). Funtorialidad de - 4_p,c equivale a:
- la composicién de 1-celdas

fid—B,g: B—C +r— gf: A—>C

y las dos composiciones de 1-celdas con 2-celdas:

J hf
AT JeSB—tsCc ——> AT ~cC
~ ~
g hg
A= B\U_B/_rc i A%C

h . hf
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donde ha = -4.mc(a,idn) . Bf = -a.p.clids, B) y en la siwacién
A '\{_g}..o;r B \{iﬁzrc 1
. 1 - B
el diagrama

hf ha hg

o |

zf—;;——»zg

conmuta en la categoria K (-, C). De hecho tenemos que fa (composicién horizontal
de 2-celdas) es la diagonal comtin del diagrama anterior, i.e. )

(Bg) o (ha) = (ia) o (4f).

Nos referiremos a instancias del diagrama conmutativo como casos de naruralidad in-
terna, o mis especificamente, naruralidad de 3. Ademdis en el caso del ejemplo es-
tereotipico de la 2-categoria CAT (el cudl daremos mds adelante), la conmutatividad
del diagrama es una consccuencia de la naturalidad de la transformacién natural 3.
Dados frg.h: A—B, i,j,k: B—C;

FSgn, ik
tenemos
i(Boa) = (iB)o (ia), (boy)f=(6f)e(vf)

y en la situacién
A L/{jij B, id..i} c

tenemos ERE T :
hidj = idpy = ids f. -

: L J
5v)Conld,, Idgp las l-celdas identidad,y /Ua\ B tenemos
. . T T \;/r .
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fldy =1, ald,.\=_a-. IdBf f Idua’“'

S5.vi) Para cualusqunem objetos 4, B C, D € Ob(A,) el dlanrama de fumores

K(4, B) x K(B,C) x Mc D) L"_ﬂ"“‘—“’inu <) v‘;,c"('c,'D)
ldy¢a,py*-B.0.0 S

K(A, B) x (B, D) —

K(4,D)

conmuta. i :
Esta condicién es la asocnanvxdad de la composicién honzomal y puede ser expresada
equivalentemente como sigue: en la situacién B -

I h J :
AT Yo B g5 cT oD,

lenemos

itha) = (i)a, §(Bf) = (GB)f, (vI)f =~(hf).

Ejemplo 9. El ejemplo estindar de 2-categoria es CAT; sus objetos son todas las ca-
tegorias, 1-celdas todos los funtores, y 2-celdas todas las transformaciones naturales.
De igual forma tenemos CON y Cat (sub-2-categoria de categorias pequeiias).

Observacion 2. Cada objeto K de Cat tiene esrtuctura de comonoide, con e el tinico
Juntor de K en 1 (la categoria con un sélo objeto) y m la diagonal

e: K—->1 m: K—KxK
A Al (4, d)

A

B B»——»(B B).

-Para ver esto construyamos los snnuxemes dmgramas
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Si perseguimos elementos en estos diagramas; primero para objetos obtenemos

Ar——— > (4,4) 4

(A, ) = (4, 4),4) = (4, (4, 4)) A=) == (4, 4)—(4,%) = 4.

Y paralos morfismos es exactamente o mismo, sélo sustituimos f por .4 en los diagra-
mas anteriores. Por lo tanto cualquier objeto de Cat, tiene estructura de comonoide.

Ejemplo 10. /7)El ejemplo trivial de 2-categoria es considerar cualquier categoria
como una 2-categoria con solumente 2-celdas identidad.

2) Tomando una 2-categoria fija K, tenemos una 2-categoria End X: sus objetos
son endo-2-funtores D : K~——=K | sus l-celdas son transformaciones 2-naturales
7 : D = Ey sus 2-celdas son modificaciones p : 7——& (las cuales definiremos mds
adelante).

3) Otro ejemplo es Ord. el cual tiene como objetos conjuntos parcialmente orde-
nados (X, ). l-celdas (X, <) <, (¥, <) son funciones monéionas y 2-celdas

I
T , .
' \US/, Y . f<ge Ve X(f(x) < g(x)) son desigualdades puntuales.
g
<) Para una categoria .4, la categoria coma CAT/.A: un objeto de la cual es una cate-
goria I3 junto con un funtor F : B—— A4 y una l-celda de (B, F') a (C, G) es un funtor

T : B—=C tal que
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“conmuta. Las 2-celdas 7 : T = S : 13 ——> C, son las transformaciones naturales’
7:T => S paralas cuales G = idp. RN

Una categoria monoidal (C, &, 7}, consta de una categoria C Junto con un ob_]elo I € C
y un funtor ® : C x C — C que hacen conmutar los siguientes dmgrnmas ‘j‘~

cer 1®C

C=C®1 coc 1eC=~C Cxcxcﬁc"xc,

\i‘s/ e 5 ;,lé

C *,CTC‘

Nota 6. Una 2-categoria con un solo objeto, es una categoria monoidal.

.~ Definicién 11. Dadas 2-categortas K, £, un 2-ﬁmtor L : K——L constade:

6 i) Una funcién objeto Ob(K_‘)-——)-Ob(L’) (iambién denotada por L).

6.ii) P.xra cada par de objetos 4, B de K, un funlor
- Lap: )\,(—l B)——>C(L-l LB)
Escribimos L f. para L,'"'B(f)f y ch péré Iff"_B'(a?,; aS:I para A" ga B téncmos
LA Lal LB .La fumoria]idad de L,\"B es expresnda por las identidades
L(ldf) = 1dL!, L(ﬁ ) a) = LB o La
6 iii) Para cada objelo .-1 de X, IdL ; = L(Id 1) :

6 iv) Para cada triple de objclos 4, B, Cde }\,. la siéhiéhtc“igudvlaadkde funtores
’ (eaLBirc)o(La,p % Lpc)= (Lac)e(ase)

mds facilmente visualizado en el diagrama
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K(4; By % )\.(B C') e K(4,C)
La, uxLuc L N 7 La,c
C(LA LB) Y E(LB LC) - (LA, LC).

LA LB.LC

Para f: A—=By h: B—'—»C.’_ lqﬁemds la igu'qldad LI Lf = L(hf). Ademds en
la situacién : Ly . :
Coa \ga/y B \i}L (ofF
Lo i
tenemos las sxgu:enles lgualdndes

‘Lh La= L(ha) y LB Lf=L(Bf).

Definicién 12. Dadas 2-categorias KC, L y 2-funtores L, M : K——L, una transfor-
macion 2-natural ¢ : L = Al consia de:

7 i) una familia {¢4) scouxc) de 1-celdas ¢4 : LA——ALA.

7 ii)Paracada 1-celda f : A——DB en K, tenemos que M f o ¢4 = ¢p o LS, esdecir
naturalidad en el sentido ordinario

LA AA

L!l 14\1‘[

LB——> AMB.

J . .
JUTT T -
7 iii) Siempre que 4 ’ J;la B estéen X, entonces
Ly . . - AL
—
LAZay LB—2Y s AIB = LA —°> MA Mal . MDB,
~——— v .

Lg ) ST, - BT L e J\lg
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esto lo podunos \'xsualxzar en la slgmenle |gUdldad dz. dmgramas en £

L-l——->~1\1-1 .L-l————>1\[-l

Lg([ >Lj 11\1/ = Lgl Alg<<=>’\lf
a
LB ——— AIB LB Al B,
op on

y nos referiremos a esta propiedad como 2-naturalidad.

Definiciéon 13. Dadas 2-caregorias K, L, 2-funtores L, Al : K—>L, y transforma-
ciones 2-naturales &, : L = M, una modificacion v : ¢—1p consta de:

&8 i) una familia (”-4).-150b()C) de 2-celdas vy : ¢4 = P4 tal que:

8 ii) para cualquier 1-celda f : A—B en K tenemos

[=2:] =)

La— 1 vo ) " MB = L4 val ArA M MB,
~———— ~——— .
vy LEP

~esto 1o podemos visualizar en la siguiente igualdad de diagramas en £

L on
LA val MA Ly — A4
—
0
Ly l * Mf o= LS lf\l!’
on
Y P
LB AMDB LB vsl - AIB.
——

Vg
Veamos que 2-funtores, transformaciones 2-naturales y modificaciones se'componen.

(1)Dados 2-funtores L: KX —— L, M : L——> M , A € OU(K), f una l-celda
clen K Yy auna 2-celda en K definimos:
(MLYA =AL(LA),(ML)Yf = M(Lf),(AMML)a = M(Le). -

(2) Dados 2-funtores L, Af, N : ' — £ y transformaciones 2- nalurales entre ellos
¢ L= N,y : A = N definimos ¢ : L = N como:
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(Wo)a = Yada, Nfo(¥@)a= (¥d)poLf,

mds fdcil visto en el diagrama

oA ¥a

NA

LA ALA
Lfl 11‘1[ : 1;\'1
LB M B —— NB.
-3} ) VB
-3
PETI ; ,
(3) Dadas modificaciones I ——u—~ Af , su composicién v o iz es definida como:
Y

(vou)a=vaopu,.

[ ki
. : . S e——i ——— . )
() En la situacién - L in o AS I N -, definimos:
©

() a =vapa, (WP)a = vaga.

. L
(S)Enla siluapién A L XK @ L -, B, definimos:
A .

(6F)a = dra, y (G@)a = G(&a).

2.2 2-Adjunciones

Definicion 14. Dadas 2-categorias K, L y 2-funtores U : K—=L, F: L~>K di-
remos que F es 2-adjunto izquierdo de U (y lo seguiremos denotando por F* < U) si -
existen transformaciones 2-naturales11: 1 = UF,y e : FU = 1 que satisfacen las
idenrtidades triangulares: . e LT e s T ‘.
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£ F U
N /rﬂ\
L— ¢

= idy

= ‘Ldr

/nﬂ\“/

Seguiremos. llamando a 1y la unidad y a € la counidad de la dd_/uncchn Equivalen-
temente diremos que F = U, si hay un isomorfismo de cmegmfas k,(FB,A) o>~
L(B,UA) el cual es 2-natural en A y B.

2.3 2-Ménadas y T-algebras

Definicién .l:. Una 2-monada T= (T, n, y1) consta de un endo-2 -ﬁmmr T: A,—»/\.
“junto con dos transformaciones 2-naturales 1y 2 1 = T : TT = T que san.\;/'acen la
commuatividad de los diagramas:

T;z )

7T TTT—$TT
\ I~/ wl e

TT—‘-->-T :
Definicién 16. Dada una 2-ménada T = (T 1),;1) en una 2-categorta K, una
- T-digebra para la mdnada consta de. un objela A de K junto con una accion
a: T A=A (I-celda en )\,) que hacen canmular los s:guleme: dmgramas ’

a7y TTA——“>T.-1
IF‘A\ ln . ‘ i “,‘\l N la
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Dcﬁmmoh 17._ Una .seurlo algcbra V' consiste de un objeto A de K, junto con una 1-
celda a:: TA-—>A ¥ 7-ce1da.s invertibles

A1ty TTA-T o 74
a ma a a

Ida —_—
A TA——> A.

que satisfacen las siguientes condiciones de coherencia:

TTTA % TTA . TTTA TS 714 ey
To
1) mr»l Tma™ rr } TA = "wl : ma\ TA
=
TTA l"u 2. la TT4ﬂ—> TA ln
ma T4 . ) m,‘ ?> AL
y T4 \a* Ty"l‘ 1} Q*
2) TA-THTTA = A = T4 T4 —2 > 4.
. , %”"“ i
TA TA
3) TaA—T4% 774 T8 s Ty = Ta4—T% 7Ty
3a
ST
. i N
TA—— 4 A TA
N l
——1 a
1d4
A.

Las seudo-dlgebras normales son aquellas para las que el axioma de umdad es estricto
(¢ = id), esdeciraiy = Ida.

!diremos scudo-T-dlgebra en ¢l caso que necesitemos ser mds especificos. .
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24 ,'vEl‘:‘c‘OanOi‘c"lé‘Z 'y su ménada inducida en Cat

DCﬁmc n 18, La calegm fa K2 con 2 = {0—2»1} la caregoria con dos objetos y un
tinico IIIOI ﬁsmo enue ellos. y K una caregoria arbitraria tiene:

FOijelo.‘v: f,g'. . los morfismos de .
Morfismos:' s = (u,v): f—>g en K2 1al que

Nty conmuta.

)
A—B

Ahora considere la categoria con un solo objeto 1 = {«}. El funtor

e:2—1
O+ %
01/ lid.
11— *,
tiene ambos dyp 4 e -'d,
dy:1——2
* f—————a
id.l' lulo
* p————

do como adjunto izquierdo preserva colmmes, i.e. preserva ObJelO lmcxal y dy como
adjunto derecho preserva limites, asf preserva ob_|el ) ermmal ademas tenemos las si-
guientes identidades LRy -

edo(*) = e(0) = * ~ed, (*')
edo(id.) = e(ido) = id. ed, ('i_dk ):

Porlotuntoedy = Id y edy =1Td.
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Note que entonces la unidad de la adjuncién dy. = e y la counidad de la zidjuhcién e d,
son identidades y la counidad de la primera 5 : doe——1 .y la'unidad de la segunda
4+ 1—=>-d; e satisfacen respectivamente: - o : ) .

las identidades triangulares de dg - e

e —1%> edge do —22L+ doedo
\l"’ X lndo
e do,
las identidades triangulares de e - d;
d) -—'u-il>dledl c——e—"—>cd,e
\ id” \ a
d; e,

como estamos trabajando en conjuntos parcialmente ordenados cualquier dxagramn
conmuta, y de las 1denudades triangulares obtenemos lo siguiente:

er; =id, ndo=1id, pdy =id, ep=id.

Tenemos una tnica transformacién & : dg=>d; : 1—=2

ko s do(x)—d,(*)

i.e. k. : 0—1.Por lo tanto k. = a y satisface:
i) ek = id.. ek : e(0)—e(1), ademds ¢(0) = = = e(1), por lo tanto ek = id..
ii) ke = un.

(ke)(0) = k(e(0)) = k. = a

(#1)o = proo = aido = a

(ke)(1) = k(e(1))) = k. = a

()1 = 11 = aid; = a.
Por lo tanto ke = un.
iii) ndy = k = pdp.

mdy)(x) =n(dy (%)) =m =a.= k.
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(ndo)(*) = n(do(*)) =0 = a'= k..
Por lo tanto 1)(11 = k = pdp, asi lcncmos las relaciones

ck = zd., 7)(1, =k = /1(10, ke = p.
Como cualquier objelo de Cat, 2 tiene estructura de comonoide (2, e, m) con la comul-
tiplicacién m dada por la dxagonnl i
m; 2——> 2 x 2
-0+ — (0,0)
‘nl ' l(a a)
1—(1,1).
Por lo tanto uno tiene
(e,1)m =1 = (L,e)m - ;(m % 1)111 = (1 xm)in;

aqui (e,1),(1,e):2 x 2 —— 2 sonlas prdyecciones correspondientes, y de nuevo
‘e tiene ambos adjuntos  ~ - 1. Explx’cimmente

1:2x2——>s2 : 2x‘7————>2
(i) F——ivVvj: = - (z J)»—HAJ
- que satisfacen:
iYlm =id = rmn
Im(0) =1(0,0) =0 rm(0) = r(0,0) =0
Im(1) =1(1,1) =1 rin(l) =r(1,1) =
lin(a) =l{a,a) =a rm(a) = r(a,a) = a.

Por lo tanto lin = id = rmn.

Entonces la counidad de ! - m y la unidad de m - r son identidades, .y la unidad
@ 1id —— i del - m y lacounidad ¥ : mr ~z—id dem = r, satisfacen las
ldcnudadcs triangulares y por lo tanto obtenemos las sxgmemes ldenudades

g =id;, @m=1idy,, r®=id. Pm= 1dni- :
Observeque 7% : " —— prinl =1, ¥ : linr = r —> [ , y que lenemos una linica
transformacién - R T e
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Tir==[0:2x2—2
(0,0) —— idy
(0,1) —>a
(1,0) —a
1,1) —— id,

7@ = 7 = I que satisface;

Fm =id mT = @p.

Aqui Fm:id=rm —>Ilm=id, m7: mr——ml Yy 4,51,!7:mr—'—>ml-

" Observemos que ((—)?, (=)¢, (=)™) forma una 2-ménada en Cat.
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Capitulo 3

Sistemas de Factorizacion

El capitulo tres es dedicado a sistemas de factorizacién ortogonales; aqui daremos una
definicién muy compacta y veremos que de ésta se desprenden varias propiedades, al-
eunas de las cuales corresponden a propiedades que incluyen en su definicién otros
autores. Definiremos un sistema de factorizacién de Eilenberg-Moore; en los cuales
tenemos una factorizacién funtorial de los morfismos de la categoria y concluiremos el
capitulo demostrando que los sistemas de fuctorizacién ortogonales y los sistemas de
factorizacién de Eilenberg-Moore son equivalentes.
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3.1 Sistemas de Factorizaci(’)n Ortogo’nales i
Definicién 19. Un sistema de factorizacion ori !oganal para ‘una calegorla K consta de

dos clases de morfismos £ y M rales que:

i) las clases £ ¥ M son cerradas bajo compos:ctdn con ISOIIIOI ﬁsmas Ia p) imera por
la izquicerda y la segunda porla derecha.

ii) Cualquier morfismo f € K, sefac‘loriza como f = Thfef cone; € Eymy € M.

iii) (Propiedad del lienado diagonal) Cualquier diagrama commuativo °
A—sC ‘ B
T
B—> D,
cone € &y m € M admite untinico malfsmo t ‘OB gue hace conmuiar los
dos tridngulos en ¢l siguiente dmg;anm :
A e c

B —5;7> D.

Observaciéon 3. £ y .M son distintas del vacio.
Ejemplo 11.

i) Definamos las siguientes clases de morfismos en K2:
Er = {(u,v) : f - gluesinvertible} y Mg = {(u,v) : f — g|vesinvertible},
y veamos que estas clases forman un sistema de factorizacién ortogonal.

Si empezamos con un morfismo (u, v) en A2*

Ry

,111
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Este se factoriza enAC2 de la siguiente forma

N — ey = X—F > x—% .y

s 9 s € v |

A——»B A——>B——B.
8

Con el cuadrado de la izquierda en £ y el de la derecha en M, porque 1x y 1g son
isomorfismos. Las clases £ y .M son cerradas bajo composicién con isomorfismos por
ambos lados. Veamos que se satisface la propiedad del llenado diagonal, es decir si
empezamos con un motfismo (u,v) en £ y (u’,v') en M queremos ver que existe una
tnica d que hace conmutar el siguiente diagrama

f (u,v) g

(z.a) atd (y.b)
R
fl —_— gly
(u',0")

v’

para esto observemos el siguiente diagrama

_-1"T>B'.

(ru=t,'" ') ,
Del cual obtenemos un morfismode § —————> f/ |

Para demostrar que es tnica, llamemos d al morfismo zu™!, y consideremos. el si-
guiente diagrama sélido (es decir la tapa de arriba en el cubo anterior) :

Sistemas de Factorizacién como Algebras de Eilenb‘erg-Mo'ore‘v
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N ——Y¥"

an o
T B ¥
l 4 d l

X —"
u

y supongamos que existe otro morfismo & como en el diagrama anterior, tal que los dos
trisiingulos conmutan. Obser\'emos que como u es isomorfismo (en particular epimor-
fismo) entonces X ——> y* ———; X, implica que d = h. Andlogamente considere

el siguiente diagrama sélido (la tapa de aba_,o del cubo)

A—=B

1270

4

A’ — B,
y suponga que existe otro morfismo & como en el diagrama anterior, tal que los
dos triarigulos conmutan. Observemos que como v’ es isomorfismo (en particular.

’
y

d R’ o
monomorfisimo) entonces B — & 4/ —— B’ , implica que d = k. Por lo tanto
k e

la diagonal es tnica.

ii) En Con, si £ es la clase de epimorfismos y .M la clase de monomorﬁsmos. entonces
las epi-mono factorizaciones forman un sistema de factorizacién ortogonal.
Observemos que si f estd en Con, entonces tenemos la siguiente descomposxclén

A J

B con ey epiy my mono.
my

e
T rningf
Es claro que las clases £ y .M son cerradas bajo composicién con isomorfismos por
ambos lados y para ver la propiedad del llenado diagonal, observemos que si tenemos’
un diagrama
A
fl

B ——

-t .C

Dlg
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cone € £ ym € M. Entonces como e es epi, si empezamos con un objeto cen C
existe un objeto @ en A4 tal que e(a) = ¢, tomando ese a y aplicando f obtenemos
un objeto b de B, el cual es dnico porque m es mono, con lo cual tenemos un mor-
fismo  : C — B . Para ver que es Gnica la diagonal, supongamos que existe otro
morfismo & que hace conmutar los dos tridngulos del siguiente diagrama

A—=C

9
o

B —5—~ D.

d s
Observemos que como m es monomorfismo, entonces C = B — D , implica
S K
que d = k (lo mismo si usamos que e es epi). Por lo tanto la diagonal es tnica.

Observacion 4. De hecho en cualquier topos, las epi-mono factorizaciones forman un
sistema de factorizacion ortogonal. En particular en el topos de pregavillas Con®.

iii) En Top un ejemplo es considerar a £ como la clase de epimorfismos (donde el codo-
minio tiene la topologia cociente) y .M las funciones inyectivas. Otro es considerara &
con los epimorfismos y M las funciones inyectivas donde el dominio es subespacio.

Teorema 3. Para cualquier (£, M) sistema de factorizacién ortogonal se tiene lo si-
guiente:

i) Dado un diagrama conmutativo

€
——

i

‘v

<

T

‘m D,

Q

conee £ym € M el linicomorfismotconte =e, y mt=mest=id

ii) Dadas dos descomposiciones de un morfismo:fen' K cone;e’ € Em,m’' € M
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X
e m
A \ B,
e’ j/ /n:
existe_un tinico isomorfismo r.'ompauble WX =Y, ‘es decir tal que he = ¢e' y

m'h = m.

iii) Si f tiene'la propiedad que siempre que se tenga un diagrama conmutativo

J

A—T5pB

|

C—T)D:

con m € M enronces hay un morfismo h: B——C que hace conmutar los dos
widngulos, entonces f pertenece a £.
Dualmente si g tiene la propiedad que siempre que se tenga un diagrama conmuuativo

A——=B

I

¢—D

con e € & entonces hay un morfismo h: B—sC  que hace conmutar los dos

wridngulos, entonces g pertenece a M.

iv) Si f estd en £ entonces my es un momorﬁsma, dualmente si g estd en ‘\A entonces
eg es. un isomorfismo.

v) Las clases £ y M son cerradas bajo composicion.
“vi) €M es la clase de lodos lqs isomorﬁsmos de K.

vii) Las clases £ ¥y M son cer radas bajo coprodm:ros f bmdos » productos fibrados res-
pectivamente.
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“viii) Las siguientes,leyes de.cancelacion se satisfacen: -*

Demostracion.. i) Considef¢mos el'siguiente diagrama de flechas sélidas

LA x

: 1 id l
e - m
N k‘

XN — B.

Por la propiedad de! llenado diagonal definicién 11 iii) obtenemos un morfismo
t : X ==X y'si usamos la unicidad de ese morfismo obtenemos el resultado.
ii) Consideremos el siguiente diagrama de flechas sélidas

A—> X

n -7 l
e’ R m
LN

Ar
b m’ B,

entonces por la definicién 11 iii) obtenemos morfismos tinicos & y it/ que hacen con-
mutar el diagrama anterior. Y con los siguientes diagramas

v

Jm'

b}

A—s . ¥ 4 e

NET———-2nB

m’

obtenemos 'h = id y ' = id. Por lo tanto I es isomorfismo.
iii)Sea f = mecone € £ y m € M,y consideremos el diagrama sélido

S

A—— B
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entonces por la definicién 11 iii) obtenemos un tinico morfismo de .\ en X' que hace
conmutar el diagrama anterior. Por lo tanto hm = idx, asi i es isomorfismo, entonces
f = h~ley como £ es cerrada bajo composicién con isomorfismos por la izquierda,
concluimos que f € £.

Dualmente Sea g = mecone € £ y m € .M, y consideremos el diagrama sélido

C—=sz

lm e 'ml
&

C—=D.

Suponga que existe A tal que el diagrama anterior conmuta, asi ke = idc. Por otro lado
— -z

construyamos el diagrama
C
el lm
z D

entonces por la definicién 11 iii) obtenemos un tinico morfismo de Z en Z que hace’
conmutar el diagrama anterior. Por lo tanto ek = idz, asi & es isomorfismo y g € M.

iv) Consideremos una descomposiciénde fi A — L B ,supongamosque f. €

& y construyamos el siguiente diagrama de flechas sélidas
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idg

X —7 B.

Como f estd en £ y my en M, por la definicién 11 iii) 3! k tal que el diagrama anterior
conmuta y asi myh = idpg. Por otro lado construyamos el diagrama

A __l__> X

RN A]
ey B my
v id
X —m B.
Como cada tricingulo en el diagrama conmuta, entonces el diagrama de flechas sélidas
conmuta. Vemos también que si ponemos idy en la diagonal, conmuta el diagrama.
Pero por la definicién 11 iii) 3! morfismo que hace conmutar el diagrama sélido, asf
hmy = idx. Por lo tanto 115 es isomorfismo.

Andlogamente consideremos una descomposicién de g; C g D y constru-
}* z 4:
yamos el siguiente diagrama de flechas sélidas
€g
C—Z
ideo - l"‘n
P
C——D.

Como g estien M y eg en & por la definicién 11 iii) 3! k tal que el diagrama anterior
conmuta y asi key, = idcg. Por otro lado construyamos el diagrama

C———-—————)—

- A
D

mg
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Como cada tridngulo en el diagrama conmuta, entonces el diagrama de flechas sélidas
conmuta. Vemos también que si ponemos idz en la diagonal, conmuta el diagrama.
Pero por la definicién 11 #ii) 3! morfismo que hace conmutar el diagrama sélido, asi
egh = idz. Por lo tanto ¢, es isomorfismo. ’
v) Primero demostremos que £ es cerrada bajo composicién. Sean f, f' € £ y consi-
deremos: 4 . B L C' . Entonces ¢l diagrama de flechas sélidas

e

1's A\ Mgy

"I'll EIT 1T
P
.~

X

Mgy

conmuta. Luego por la definicién 11 iif) 3lw que hace conmutar el diagrama sélido
y de nuevo por la definicién 11 #ii) 3!t que hace conmutar el diagrama. Por lo tanto
m s+ gt = ide. Por otro lado construyamos :

Como cada parte del diagrama conmuta entonces el diagrama sélido conmuta y si
ponemios idx cn la diagonal también conmuta, si usamos la unicidad de la definicién
11 jii) obtenemos tmy ; = idx. Por lo tanto my:  es isomorfismo y asi f'f € £.

Para ver que .M es cerrada bajo composicién. Sean g, g € £ y consideremos:

¢ 2> B2~ 1. Entoncesel diagrama de flechas sélidas

s L

a'e )’ e'g
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conmuta. Luego por la definicién 11 ifi) 3'w que hace conmutar el diagrama sélido
y de nuevo por la definicién 11 iii) 3!t que hace conmutar el diagrama. Por Jo tanto
teyry = idc . Por otro lado construyamos

id
et mge

e e
/ ) 99
€yt y A
,_

mv.g ‘4'
Como cada parte del diagrama conmuta entonces el diagrama sélido conmuta y si
ponemaos idy- en la digonal también conmuta, si usamos la unicidad de la definicién
11 iii) obtenemos ey 4t = idy-. Por lo tanto ey, €s isomorfismo y asi g'g € .M.

vi)Sea f es un isomorfismoen Ky 4 — . B, veamos quees~! = f~imy
X
entonces f~lmysesr = f71f = 14.
Consideremos el siguiente diagrama
€
A 4 X

\\’ L
es S "y
A f"\

v ——a-/e’ \ B.

- niy

Por la unicidad de la definicién 11 iii) obtenemos ey f~'m; = 1x. Porlo tanto ey es
isomorfismo y como M es cerrado bajo isomorfismos por la derecha énl_onces fe M.

Sistemas de Factorizacién como Algebras_de_ Eilenberg-Moore



72 0 : v " Capitulo 3. Sistemas de Factorizacién

“Andlogamente proponga miy~! = e; f~! entonces myey f~! = ff~! = 1 y como
demostramos que ey f~!m = 1y, entonces ms es isomorfismo. Ademds £ es cerrado
bajo isomorfismos por la izquierda entonces f € £. Porlotanto f € £ M.

Para la otra contencidén sea f € £} .M y consideremos el siguiente diagrama sélido

Por la definicién 11 iii) 3! h que hace conmutar el diagrama anterior, asf hf = idyy
fh =idp. Porlo tanto f es isomorfismo.
vii) Dado un producto fibrado

- . B

I

—
g

m

Qe—ub

H

conm € M quercmos ver que m' € .M. Primero haga la snguxenle descomposxcndn
(donde d = gmiy,) :

A B
N : :
m \id m

my, )" my

, SN

C g - D!

entonces 3! &k : X .- =B tal que

X K
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conmuta. Y como’ empeznmos ‘con’ un producto f'brado entonces 3 AN > al
que los dos tridngulos en el sngunentc diagrama m'h ‘= Mnits Y. fh k conmutan.
Observemos entonces los 51gu1enles diagramas conmutativos

B
11"
D.

Ahora como tenemos un producto fibrado 3! morfismo de 4 en 4. Por lo tanto he,nr =
id 4. Por otro lado consideremos el siguiente diagrama

Y —T B.
Como el diagrama conmuta para los dos morfismos e,/ y idx. obtenemos por 11 i)
et = idx. Asi e, s isomorfismo y por lo tanto i’ € M.
Andlogamente, dado un coproducto fibrado

A——>B

al lb
~ _,)Bla

€

con e € £ queremos ver que e’ € 8 Primero haga la sxguleme descomposncnén (donde
T = eq.rq)
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entonces 3! t :+ B
tal que

A = B

\::

a } \:n; b

e B \r:.'

A B,

o

>\ tal que el dingrama anterior conmuta. Y asf 3! w : B’ -->X

Y como tenemos un coproducto f'brado conc]u:mos que 1n¢:w = idg+. Por otro lado

- consideremos el diagrama
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S

R —————> B’
Como el diagrama conmuta y con idx también, por la deﬁmcnén ]l iii) obtenemos
wme = idx. Por lo tanto m. es isomorfismo y asf ¢’ € E

nu) Demostremos la primera ley de cancelacién. Senn fg G 5 g € 5 y consndercmos
/g

/9‘—\/A

B . Entoncesel diagr:inia de ﬂbé‘ch.as sélida’s

¢c—L-5
g
A 3!’5 idp

XN — B,

my
conmuta. Y por la definicién. 11 iii) obtenemos myt = idp. Por otro lado

A gy

/Q#\Bx/nu

‘\" . Smy
conmuta. Asi el diagrama sélido conmuta y con idy en la diagonal también conmuta,
si usamos la unicidad de la deﬁmcnén 11 m) obtenemos timy = idx. Por lo tanto my.
es isomorfismoyasi f € £.

Andlogamente para la segunda ley de cancelacu‘in Sean fg € ./\4 f € \4 entonces el .
diagrama e ER
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my A

Como el diagrama de flechas sélidas conmuta y también si ponemos idy en la diago-
nal conmuta, concluimos por la definicién 11 iii) que egt = idy-. Por lo tanto g, es
isomorfismo y entonces g € M.

a

3.2 Sistemas de Factorizacion de Eilenberg-Moore

Si Ix es el siguiente funtor:

definimos un sistema de factorizacién débil como sigue'

Definicion "0. Un sistema de factaluac:dn débll en una calegorm K es un funior
L F K.'Q%A, tal. que FIh =~ Tdj.

Sistemas de Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore
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en lugar de isomorfismo.
Sean F; X2 —— X un funtor y

sonmrﬁsmo nalural canC.
definamos § : F' F:K2 L FE ‘

y F':K2?—— K enlos objetos de la‘ksigﬁikéknl’é forma

. '= .d,
F’f = 53 f 1. R
Ff sifs#id
y en morfismos (u,v) : f — g como 8, ' F(u,v)d; .
Veamos primero que F' es funtor. Observemos que manda objetos de X* en obje-
tos de K y morfismos K? en morfismos de K, para ver que respeta composiciones e

identidades, basta considerar los casos posibles. Ademds § definida en términos del
isomorfismo natural 7 ¢ identidades, resulta un isomorfismo natural.

Entonces podemos considerar de ahora en adelante la igualdad FIx = [dx enla
definicién de sistema de factorizacién débil en lugar de isomorfismo.

Dadounmorfismo f: X —- 4 enK,definimos 7y :1x ——= f y pty: f ——> 1,4

como
ns = l 1fv
Hr =" fl B 11.;

Sistemas de Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore
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Proposicién 4. Sr F A,- - )\,‘ esun, .s:stemn de faclon.,ac:én débil e. IA,‘ es eI ﬁmlor

~definido (HII(‘I‘I()IIII(’III(’ enlouce.s

Demosu'nc:dn, Consldercmos sklkguiem,e"lgua]dad de diagramas- B

§F QURELL LN LR |
1a ' (g; 1n o 1a e I N 1p
A _T“’ B - A = B—3
CAl aplickar F alos Aiagra11ins anteriores obtenexnos
. . ,
AT g T g g

O

Observacién 5. ey, my, en contraposicion con lo que se hace con los sistemas de
Jactorizacion ortogonales, ya estan fijas, es decir, tenemos una factorizacion funtorial

de f.

Definicién 21. Un E-M sistema de factorizacion ' en una categoria K es un sis- .
tema de factorizacion débil F ral que, si E = {h|mj esinvertible} y MFr =
{hlen es invertible}, entonces paratoda f € K, ey € EF y my € Mp.

Teorema 4. Para un E-M sistema de factorizacion, se tienen las siguientes identidades

em, =F\; y me, =Fpy

con ‘ i
=(1a,my) ief—=f y A= (esp;lp): f—my.

!Sistema de Factorizacién de Eilenberg-Moore. ... - &, : R
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Demostracion. Para demostrar la primera identidad observemos el siguiente diagrama

PRLEC 3

my 2 mm,
B B.
1
Comenzaremos por demostrar que para 8 = em, ¥ s = FJA; el diagrama anterior

conmuta. Para s = ey, el diagrama 1 conmuta trivialmente, y el diagrama 2 conmuta
porque M, €, = my = lgmy. Por otro lado para s = F Ay nccesitamos demostrar

que

A—L - Fy

er | . : . 1:‘.",

Ff—l"—A? my

conmuta. Observemos que ey, = F(r],,,,) yer= F('nj) y éonsfdercmos la siguiente
igualdad de diagramas .

ey . ey
Al Y TRy = Ay
1a nys S As my 1la (gl,g;) llp, u,..; my
NPT N T
7 !

Al aplicar F a los diagramas anteriores obtenemos

Sistemas de Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore
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F(e"'e') F(m/;

A £ F(my) = A Ff

- €y ) €my

Asi el dngrama 1 conmula Para ver que el diagrama 2 conmuta para 87 F(/\/)
observemos que My = F(/l,,.,) ymy= F(us).y consxderemosla sngulentcngua]dnd'
de dlaﬂramas .

s
Ff =

Al aplicar F a los diagramas anteriores obtenemos

Ff-2M Fang)—2Lep = Ff-2 ,.p-_!= . p.

Asi el digrama 2 conmuta y el primer diagrama en la demostracién conmuta para ambas
elecciones de s. Por lo tanto el morfismo de K2 dado por (em,ersmy) i ef—mn,
se factoriza como o

A—L > Ff—* F(mny)

ell Heg lpjl (s.nié) 1"'"'1’
Ff Ff —> B.

1py my

Esto lo podemos visualizar con las diagonales’ enel primer diagrama de la de-
mostracién. Dado que Fu,, = me, cuando aplxcamos F-a las dos descomposiciones
anteriores obtenemos

Flem;,my) ~me; = F(FAp;my)-me,,

Sistemas de Factorizacién como’Algebras‘ de Eilenberg-Moore
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y como er e Er emonces me, es lsomorﬁsmo, Iuego 5 :—~F(s '"lf) no dcpende dc Ia

. elecciodn de s.

Ahora demostremos que 3. hacc conmutar el sxguxcnte dxagrama

.Ff-———»l’@n;)

enx".!

lF/ 3 .

ij l—,‘»;F(mﬁ‘,)

para las mismas dos e]eccxones de's. Para la elecnén s = e,,,,. hagamos la sustitucién
g = m_,— en el dingrama 3 : =

Ff;L,Fg

"Fll S8 le.f.,

EFf —-—g)» F(myg),

Fleg

y consideremos la siguiente igualdad de diagramas

€g lrg

Ff Fg = Ff Fg Fg
1P/l (eq.9) l’"n 1F‘Il (eg.eg) Vlrg Nmg l"lg
Ff B Ff eg Fg mg N

Al aplicar F al diagrama anterior obtenemos

F(Eg,.(l)=Ff,L>Fg-ﬂ»F(mg) .

Asi el digrama 3 conmuta. -
Para la elecién s = Fly, conslderemos la snguxcnle xgualdad de dlagramas s

Sistemas de Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore -
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Fa R FA YFmy
Ff L Fing = Ff ! Fmy F,V 4 F7nf :
lr/l (FAgumy) i'”'"l ‘ ‘F/l (FAg FAp) llf""/ ""‘"‘1 J‘"""/'
Ff my B Ff . me Mmy, B.

~FAyg

Al aplicar F al diagrama anterior oblenemq;

W Cmn . ‘
F(F/\f,"?/) Ff F'\{ Fing- . Fmpy,, .

Asi el digrama 3 conmuta, y obser\'emos que e,,,"_I es un lsomorﬁsmo, Por lo tanto
concluimos que e, = F/\f ;

Andlogamente, para demoslrar ln 1denudad me, = Fp,, observemos el siguiente dia-
grama

A1

N
Fey Ff
me,l lm,
Ff v B.
Comenzaremos por demostrar que para s = m,, y s = Fp; el diagrama anterior

conmuta. Para s = e,,, el diagrama 6 conmuta trivialmente, y el diagrama 5 conmuta
porque me, €., = ey = es1,4. Porotro lado para s = Fp; necesitamos demostrar que

Sistemas de Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore
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conmuta. Observemos que ee, = F(ne,)yesr = F(7]j) y consideremos la sigpicnle :
igualdad dc dmgramas i R

A a— A = A -4 A
1Al (lg) lla n=1 l/ 1a Ne, 181 Py 1]
A4 =B A—e>Ff—57—= B
\_/ \_//

J s

Como F1,4 = A, al aplicar F a los diagramas anteriores obtenemos

F 'Fne F,
1a ns Ff = A- s Fe; Py

A

Ff.

Asf el digrama S conmuta.
Para ver que el diagrama 6 conmuta para s = F(py), observemos que m., = F'(yte,)
y mys = F(uy), y consideremos la siguiente igualdad de diagramas .

AT te Ly T p = A Ff— " TR
ey py 1! My 111) 011 Hey ‘lpg _(»m,,m/")‘ 15
v ” Ly ;:.="; T
Ff—7—B—F—= 2B Ff o>l —; ‘B. ,
my my

Al aplicar F a los diagramas anteriores obtenemos

- Fue
Fe/ Fpy Ff my B = FB/ Hey Ff mny

F(mpm,)B

Asi el digrama 6 conmuta también para ambas elecciones de s. Por lo tamo el morfsmo
de K% dado por (ey, mfme,) Ces ——m se factoriza como .. i

‘Sistemas de Factorizacién como Algebras _dg:»EiIenberg-Moore )
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4 er Ff ‘ry Ff

€ey (es.s) 1ry Tmy, my
= =

Fejy Ff B.

E] my

Esto lo podemos visualizar con las diagonales en el diagrama compuesto por 5 y 6.
Dado que Fz),,,/ = e, cuando aplicamos F a las dos descomposiciones anteriores
obtenemos

€my * F(efs"le!) = €m, F(efinf))

y como m; € M g entonces e, es isomorfismo, luego § := F'(es, s) nodepende de
la eleccidn de s. :
Ahora demostremos que § hace conmutar el siguiente diagrama

Fe., 215 Ff
m,,] l 8 1ry
Fey —— F f,
para las mismas dos elecciones de s. Para la elecién s = m,, hagamos la sustitucién

g=es

ch Fleganyg) Ff

m.,l 8 1pg

Fg Ff,

my

y consideremos la siguiente igualdad de diagramas

Sistemas de Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore
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A—LeFf = A——sFg- " . p
eﬂl (9'ﬁlg) llFl eﬂl Heg ™" lpgl (mg,my) lln
Fg Ff o5 Fg — > Fg—5— B.
Al aplicar F al diagrama anterior obtenemos
- F(g,my)= Feg—&»F‘J——»Ff
Asfel digrama 8 conmuta. -
Para la elecién s = F'py hagamos la sustitucién g = ey
Fles F,
Fe, (es . Fpy) Ff
Me, l 8 ll,_-l
Fg ——7— F/,
y consideremos la siguiente igualdad de diagramas
y g - i - €g Fpy
A=——'Ff = A Fg B
epl (9.Fpy) 1”‘/ ) enJ Heg u—,l (Fpys.Fpy) 11,,
Fyg Fps i) : Fg 1rg Fyg Fpy B.

Al aplicar F al dianrama anterior obtenemos .

F(g,Fp,) Fe,——»F_;—-»Ff

Asi el digrama 8 conmula. y observemos que Mg, esun isomorfismo, Por lo tanto

conrcluimosquemelr=7 Fpg.-c. . . et , . -

Sistemas de Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore
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Teorema 5. Sea F un E-M sistema de factor

on'y (u,v) '+ f =g un morfismo en
- K2, Si tenemos un diagrama conmurativo:. s DL AP

"' f AL
F(f) == F(g) =

m/l ‘ lm, .

B D

v
necesariamente t = F(u,v).

Demostracidn. Primero observemos la siguiente igualdad de diagramas

LR

. €r t

14 u €g 1a /u' . o
- A C F(g) A—2 4 Tt C = F(g)
“Il ¥ lg 11710 ) ell fl lg lmg

F(f) 7= B—>= D ——= D F(f) - = B g D= D
t mg
F(g)
= 4L F(f) — F(g) T2 Flg)

fll 1ru)l llr(a) ' ,lma,

F(f) 5 FUf) —> F(9) —7>= D-

' .F(gj

Es decir obtenemos que el-diagrama':

Sistemas de Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore



.3.2 Sistemas de Faciorizacién de Eilé'hbefg;Moore o ‘ 87

e s Ly
’ (l,i.m/)/f‘ : - : \is'lu)
er S my

"'*1\« ‘ i /”"‘n

1p(sy —1
FUY g 1Fo)

conmuta. Al aplicar F a este ultimo diagramay usando el teorema anterior, obtenemos

em, - F(u', v) - me, = F(eg, 1p) - F(u,v) - F(la,my)
= F77m, - F(t,t) 'Fl‘e;

= em, 1 Me,.

Como e, y me, son isomorfismos, concluimos que t = F(u,v).
O

Teorema 6. Para un E-M sistema de factorizacion | (F : K?——K,FIx = Idx) tal
queVf € K.ey € Ep ymy € Mp ] el par (EF, M) es un sistema ortogonal de
JSacrorizacion, y viceversa todo sistema ortogonal de fuctorizacion (£,.M) induce un
E-M sistema de factorizacion.

Demostracion, Demostraremos primero que si F° es un E-A sistema de factorizacién
entonces (E£r,. M) es un sistema ortogonal de factorizacién. Recordemos que £ =
{h}my, esinvertible} y M = {hije, es invertible}.

Comencemos con iii) de la definicién 11. ,
Sean f € £ y g € M F, y supongamos que tenemos un diagrama conmutativo

. B
u
—-

Qe—

m

reak

Observemos el siguiente diagrama
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R
u g ‘}F( u,v) v
)7
bl
c g D.

Como f € £r y g € M, entonces my'y.€, son isomorfismos y obtenemos un mor-
fismo d : B—>C, dado pord = €~ ! F(u,v)m;~! que hace conmutar el diagrama

- . B
e
-
—fg—*D.‘

Para demostrar unicidad, suponga que existe otro morfismo h 1 B—C', que hace
conmutar <,l dmﬂr.lma anterior y consndcre el morﬁsmo

my

XA pt oty

. Flu.r) P - . .
Como N ————>1" es el tinico morfismo de X' a Y por el teorema anterior, en-
tonces e hmy = F(u,v) y utilizando que m eg son isomorfismos obtencmos
] s ’ JY €
h = e;,~'F(u,v)m;~. Porlo tanto h = d y asi para cualquier E-M sistema,
g S Y P

(£F, M) satisface la propiedad del lenado diagonal; es decir satisface el inciso iii)
de la definicién 11.

El inciso ii) en la definicién 11, lo tenemos por la definicién de E-M sistema de facto-
rizacién. Por dltimo demostremos {). Dado a € £r y f isomorfismo, consideremos el
J

diagrama: 4 —Z> B —— C . Entonces el diagrama de flechas sélidas

X

Sistemas de Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore
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Vfl;i

»A_“_._;B

era|l i a

Mysa

conmuta. Luego por Ia primera parte de la demostracién 3t tal que eyq = ta y mysa =
f. Definamos d:C —— D comod := tf~! y veamos que es inversa de mg,.
Del diagrama vemos que myqd = myatf~! = ff~! = idc. Para demostrar que
dmye, = idy considere el siguicnte diagrama

€fa ‘\’

KCA'/-

€sa ¢ pd Mya
B f—‘\
' ol \

———— e et
My, C.

A

Como cada parte del diagrama conmuta entonces ¢l diagrama sélido conmua y si
ponemos idyx en la diagonal también conmuta, si usamos la unicidad de la primera
parte de la demostracién obtenemos dmy, = idx. Por lo tanto my, es isomorfismo
y asi fu € . Porlo tanto £ es cerrado bajo composicidn con isomorfismos por la
izquierda. Anillogamente, dado a € .M y g isomorfismo, consideremos ¢l diagrama:

9 a
C—B—= 1.
Ca\gx\,%:,

Entonces el siguiente diagrama de flechas sélidas
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conmuta. Luego por la primera parte de la demostracién 3!t tal que may, = at y
teag = g. Delinamos d = g™t veamos que es inversa de ¢,4, del diagrama vemos
que deqy = g~ 'teay, = g~lg = ide. Para demostrar que eqqd = idy considere ¢l
siguiente diagrama

c cos Y
\X; v
€ag /—x Mag
ct e
R

Niag

Como cada parte del diagrama conmuta entonces el diagrama sélido conmuta y si
ponemos 7dy- en la diagonal también conmuta, si usamos la unicidad de la primera
parte de la demostracién obtenemos e¢,,d = idy-. Por lo tanto e,y es isomorfismo y
asi ag € M . Porlo tanto .M ;- es cerrado bajo composicién con isomorfismos por la
derecha. Concluimos que (£, .M ) es un sistema ortogonal de factorizacién.

Inversamente, dado un sistema ortogonal de factorizacién queremos definir un funtor
F : K2~ XK. Para definirlo en los objetos tenemos dos casos:

a) si tenemos una identidad . 22 4. definimos F(l4)=A.

I

b) para cualquier f no identidad elegimos una factorizacién 4 B.,de f

I
(utilizando fuertemente el axioma de eleccién) y definimos F(f) = *.
Y para los morfismos (u,v) : f—g de X* tenemos que como el diagrama de flechas
sélidas

—

*
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conmutaye € £, m' € ./\/l entonces 3' d = F(u v): F(f) -—~f>'F(g) pdrkla definicién
11 iii). ' :
Demostremos que F es funtor. Dada una 1denuddd en }C-

obtenemos el siguiente diagrama

Es decir F(17) = 15(sy. Y si tenemos la siguiente composicién de morfismos en AC2

I

B——>

w

Q
&

G
e

[ I S,
>

b=

——
14

entonces obtenemos el siguiente diagrama al aplicar F' a cada uno de los cuadrados
anteriores
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(1)
SN
A — B
v
u ) F(g) , v
T
v 9
w F(h) v

= XX

E———1.

Por otro lado si aplicamos F a todo el diagrama obtenemos’

F(f)

/au\

A

B
u “ F(h)

I

Y como tenemos unicidad en la definicién 11 iii), existe un dnico morfismo de F(f) a
F (), entonces F preserva composiciones. Y por lo tanto F es un funtor.

Ahora veamos que se satisface la ecuacién Fix = Jdy. Dado un objeto A de X
tenemos que Ixo(A) = 1,4y F(1.4) = A, porlo tanto es la identidad en los objetos. Y
dado un morfismo f de K tenemos que Ix:(f) = (f, f) y F(f, f) = f.porlo tantoes
la identidad en los morfismos, por lo tanto FIx- = ITdy:.

Y por tltimo, como empezamos con un sistema de factorizacién ortogonal (£, M),
sabemos que cualquier f € A, sc factorizacomo f = miyepconey € £ ymy € M,
luego por el Teorema 3 iv) obtenemos que ., y e,,, son isomorfismos. Por lo tanto ..

obtenemos un £-A sistema de factorizacién,
]
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Capitulo 4

Sistemas de Factorizacion como
Algebras de Eilenberg-Moore

En el capitulo cuatro y dltimo de esta tesis, empezaremos trabajando en X°° y definire-
mos funtores que utilizaremos a lo largo del capitulo, algunos de los cuales tienen como
dominio o codominio a (K?2)? y ((X?)2)2. Trabajaremos con la 2-ménada asociada
al endo-2-funtor (—)*, demostrando al final que en este caso en particular las seudo-
dlgebras normales para esta 2-mdnada son equivalentes a los sistemas de factorizacién

de Eilenberg-Moore.

93



.94

cién como Algebras de Eilcnbcfg-Moore,

41 Funtores relacnonados con ( )2

Dado un morfsmo dc k.-

. o= ‘\: __u__>),

oA B,

aqui pensaremos a los ob_letos como flechas verticales y a los morfismos como las

flechas horizontales. ES decir f’ -—(-ﬁ—v—)> g.

Dados dos objetos s, s’ de (K2)2~.

s= Xty = xt oy
fl l ,'1 1
A ——= B, A —— B,

v

un morfismo entre ellos estd dado por el siguiente cubo

N —>Y

A —— B,
3

El cual llamaremos ¢ y escribiremos como £ = [z, y, a, b]. ‘Asf entenderemos por ¢ el
mismo cubo poniendo biprima a cada una de las variables, y por r un morﬁsmo deta
t"

Nota 7. En las siguientes definiciones pondremos del lado izquierdo el diagrama co-
rrespondiente al dominio de los funtores y del lado derecho el codominio de estos.

-Sistemas de Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore
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Obscf\;embs que si mpezvamoslcori,un',funlox"‘ G : K —— £, con Ky L categorias
arbitrarias; entonces G2 estd definido como:

[:2
P2 T K2 2 K L.
H el

M

Definamos ahora los siguientes funtores que utilizaremos continuamente en esta parte

t O Fa)Fuen
s ——— F(u',v'),

(F2)%: ((K2)?)2 ——(K?)?

t ———— (F(9), F(7))
r F(®) (D). F (), F ()]

¢ ——— (F(8"), F(1")).

Dado el funtor;

. Sistemas de Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore
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Ih A,——>K:-?
_—U———»l,a

.rl lu.n

Bl———->-113

definamos los sxgulenles funlores, el pnmero no es otra cosa que el Jx si sustituimos
K2 por K. : :

Iz : K? — (K2)2
f—1y
’(u.v) {uu,v,v)

!]}———4—>lg

(Ik)? 1 K —— (K2)°

f— ()
(u.v) fu,vu.e)

g —(g9,9)

También Namaremos 13 al funtor Jy:= y Hy al funtor (Jxc)?, si pénsamos en qUé TIyc2
incluye a los objetos de A2 verticalmente en (K2)? y que Hces la inclusién honzonlal
Consideremos a s = (u,v) como antes y definamos : -
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‘Ric: K_'éj—"",' (kfz)‘l,:':. £

fr———(1x,1)
(u,v) . : A (e u, 0]

.9 "—‘_) (lyig)

Li : K2 — (K?)?

S (/;14)
(u,v) ) [u.,v,0)

9 ———(9,15)

En los siguientes diagramas también llamaremos - al morfismo entre g y g’, es decir
¥ = (y, b) si'seguimos la notacién en F2, Tendremos ¢ = (x,a) y asi sucesivamente.

Licz = (K?)? — ((K%)*)?

s——— (s,1y)
t [é:7,20n)

s (', 14)
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Cx : (/C")'———>1C-
-s}-————>(1—vf—gu

(b))

sr——d =V fl=gu.

A '—‘,—>B'

En la siguiente definicién solo nos quedamos con los morfismo de la diagonal ®, T los

cuales a su vez son pares de flechas

Ci= : ((K?)?)? —— (K®)?

f—t>g

t—————>c=vs =8¢

&, ]

t” t > cll —_— ,.Ylls — SHI¢II.

Es decir aqui nos quedaremos solo con los morfismos ¢ y I’ que unen las diagonales
=

detyt”.

N

(Cx)*: ((/Cz)g)' (K°)

tl———-»&—(:c b)

" Sistemas de Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore
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.y si-pensamos en otro objeto ¢ en ((K2)2)? , al poner biprima a las variables en
el diagrama anterior, entonces (Cx)2(¢"*) = §” = (z”,0") y asf en un morfismo
7.2t ——— " , (Cx)?(r) consta de las cuatro flechas que unen a § con 6".

Ahora demostraremos algunas relaciones importantes de los morfismos que acabamos
de definir y que serdn de utilidad en las siguientes pdginas.

Lema 1. Si K es una categoria arbitraria y (F2)?, L2, Li, F? Cx. Cx:= los funtores
definidos anteriormente, entonces:

i) (F?)2Ly2 = L F>.

i) Cxc(F?)? = F2C)-.

Demostracion. Veamos que (F2)2Lys = Ly F?.

Dado un objeto s = (f; u, v; g) de (K?)2, observemos que: S
(F"’)"j'L:cz(S) = (F?)*((u,v), (1y,18)) = (F?)2((u,v), 1) = (F(u,v), F(1,)) ¥
Ly F?(s) = Li(F(u,v)) = (F(u,v), 1rg). g

' como en las definiciones anteriores, entonces

Ademads si tomamos 1 : s
(F2)2Li2(1) = (F)2[6,%. 7, 7] = [Feé, P, Fr. Frly

L F2(t) = Lx(F(x,a), F(y,)) = L (F¢, Fy) = [Fé, Fy, Fy, F).
Por lo tanto, (F2)?Lx= = L F3. TR

Ahora demostremos que Cx (F2)2 = F2C)=.
Dado un objeto ¢ de ((K2)?)?, observemos la diagonal comuin de:

Ff F(r.a) Ff’

F(u.u)l \ ll’(u'.l")

!
£9 Faa £

Ahora calculemos

Cx (F2)2(t) = Cx(F (), F(7)) = Cx(F(z,a), F(y, 1))
= F@u',v')F(x,a) = F(y, b)F(u,v)
= F(u'z,v'a) = F(yu,bv).

De la misma manera observemos la diagonal comiin de

~ Sistemas de Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore
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R f (u,v)
(ria)= ol\
S

(u' v

v=(y.b)

“—Q

entonces

F2Cx2(t) = F2(d) = F?*(yu,bv) = F*(u'z,v'a)
= F(yu,bv) = F(u'z,v'a).

Por lo tanto, coinciden en los objetos. Ademds en los morfismos
Cx(F2)2(h) = Cx|F®,FT,F®', FT'} = (F®, FT').
F3Cy2(h) = F?[®, , ,T'] = (F®,FT').

Por lo tanto, Cx (F2)? = F2Cya.

4.2 Algebras y Sistemas de Factorizacién

Para un sistema de factorizacién débil f ; o2 —= A ., una estructura de éleebra en F

es un isomorfismo « : FF2 -= FC): el cual satisface:

(N yI=2 =1p
@~ Ux)? = 1r
(3) ¥Cxz - 7(F?)? = v(Cx)* - F~7.

Observacion 6. Estas ecuaciones son el caso especial de las ecuaciones de coherencia
para una seudo-dlgebra normal para el caso en consideracion (—)>.
En este caso FIy: = 1y, la 2-celda inveriible esid dada por

Sistemas de Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore
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-y satisfacen las siguientes condiciones

23242 22 2y2y2 (P22 ava
((k‘)')'%(h')'{* ((K2)2)? — (K2 )‘%
1) COTWER Tk = el e Tk
<
ex| &= |F ARy~ N J
cx <=
K2 ——F—K K2 — K.
. K2
2 F
2) K2 — Ur)” (Kq)_ ﬂo\K: = Idr.
Cx ,,/l-*y
K-
3) K225 (k22 s jr = g
Cx a ll’
<
K2 ——K

Lema 2, Para F : K2 — K un sistema de factorizacion débil,

un objeto de (K*)2, y c la diagonal comun en el dlagrama anter. iorc = vf = gu, el
siguiente diagrama conmuta:

Sistemas de Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore
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FF(ec)

F(e,.F(u.l,_V x:‘

F(F(u,v)) - F(e)

:r(:-'(x_v.:.-).vn.v\A ,/"‘

F(mc)

Demostracién. Primero observemos que los dos morfismos de la izquierda del dia-
grama en ¢l lema estdn explicitamente definidos en el diagrama de abajo

X Ff Py Fec

Cee l lf-’F(u.v) lemc

Y Fley,F(u.ln))
Fep i—Ar 0 B F(F(u,v)) RO Fm,
S(F(1x,v)mg

Mey '"F(u,u)! l"l.n;
Fc, F(u.du) Fyg mg B.
Veamos entonces que ¢l diagrama:
R ey F(lx.v)
X Ff—= Fe
Flu.t)
Ce (cs Flulp)) (F{1x.,v)ang) Mme
> E———1
Fe Flu,lp) fyg mg B,

conmuta. Para ver que el cuadrado de la derecha conmuta, observcmos la siguiente -
sigualdad de diagramas

Sistemas de Faclorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore
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1x c

B

X—*>x—< »p v - 4 ;
,,1 “"""l")”jlc'\ L l‘,,, . ,l oy ly i l;',,
A—F—>B—1——B o A——>=B——> B,
si aplicamos F obtenemos -
Ff F(lx,v) FC “‘mg : B ) - Ff F(A«'a.u) Fg mgy B

Para ver que el cuadrado dela derecha conmuta, observemos la snguleme igualdad de
diagramas

JIGLE SR SRR L= JAGELE SIS (U L
1\1 "{ lj ;(,u—'_v%» ‘Vg ‘ J.Vj Ao lc ("'l=‘1,) Jlg
AY 7 A m B X Py B T B,
y aplicando F obtenemos
"\. ey: Fp ey Flu,v) el plu,v) - X ec Fe F(u,lg) Fg.

Observemos entonces el siguiente diagrama conmulatno. el cual nos dice cémo estan
definidos explicitamente F(1x,v) y F(u, 13)

Sistemnas de Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore
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Del diagrama anterior obtenemos el sigdicmékdiagrama

1_\ \
F(lx,v)

X
I‘(u.y)
€| (es F(u1p)) | (FQx,w)mg) |me
FeFanar T ’
x ) s
B

el cual es equivalente al siguiente cuadrado

X —" s Fc

€e (ec,mc) e
—_—

FC—T’B

pero este iltimo lo podenios escribir de la siguieme forma.

vm, T

Note que al aplicar F al segundo dlgrama en la demostracuin y tamblén a este ultimo
dxgrama oblenemos el lema, porque F(r],,,:) F(p,e) = e,,,, Mme,.

Lema 3. Para transfarnmcmnes namrales ,A e B Ur C ., si To es inverti-
‘ T

- ble entonces TF estd determinado por G, en el sentido que TF = (To)™}!-7G- So.

.. Sistemas de Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore
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Similarment s TG e.sm tle!ermmada par TF

Dé:zra&lraéiéri Recordemos del capnulo 2. quc Ia compos:cxén TO’ esui dada por

Emonccs si Toes mvemble, si despejamos de la ulllma xgualdad oblenemos que
TF = (Ta)"‘. c.',TG’ So. Y en el caso en que:So sea xnvcmb]e entonces obtenemos

TG = Ta' TF Sa’)'1 :

. Corolario’l. Para la siguiente composicién

1 S
TS P T
RNRAELNG S

con Ta invertible y G bien-punteado por o (i.e. Go = oG), precomposicién con G
nos da una biyeccion

CAT(b C)(S,T) e, CAT(B C)(SG TG')
Demasnac:én Como To es invertible podemos deﬁnlr

9: CAT(B,C)(SC,TG) ——» CAT(B, C)(S,T)
como sigue: A o ‘

Para w: SG — TG ., definimos g(w) como la composicién:

ol

observemos que por el diagrama anterior el siguienle diagrama

g(u)

.<—
. (Ta)‘

"‘]'<—‘(n‘<

Sistemas de Faclorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore
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56 =2, sGgG

bg(u')Gl 2 |we

Tra (_—(’l‘aG)"’TGG,

conmuta, ademds como o es bien punteado T'Go resulta mveruble (TeG)—! =
(T'Go)~!. Por naturalidad de w el diagrama

56 —2¢2- 566
wl 3 lu'G

-~ T
TG oo GG,

conmuta.’ Y si usamos que G es bien punteado por o los diagramas 2 y 3 son jguales en
sus flechas horizontales. Y como 7o es invertible concluimos que g(w)G = w.
Para ver que la composicién g - ((—)G) da la identidad, consxdcre un morﬁsmo

§ — T, observémos entonces el siguiente diagrama

u

T ——> TG,
Teo

que conmuta por naturalidad de o. Y del diagrama

55—, s¢
ul 1:4(7
T TG,

(To)~?

vemos que u = (T'0) 'uGSo y como el lado derecho de la lgua]dad es g (( )G)u,
obtenemos que (—)G es una biyeccién. o =)

Sistemas de Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore
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Rccuevrdc‘que ademds de Oy @ (K2)2 —» A2y de Ix': K ——»K,'-’ definimos cua-
“tro funtores Vic, Ry, Lic, Hy de K2 en (K?)32, ahora consxderc transformacxoncs natu-
ralcs ‘entre ellos definidas como se indica aba_]o AR

w

R ‘/VK \L

Hy

Kt K2 ——= (K22

Estdn definidas en un objeto ¢ : X —> B deK? por el siguiente cuadrado conmuta-
tivo en (K?)2 '

(1x,15)
[1x,1x.0 18] [1x,e18,18]
1xd (e 1),
[1x.e.1x018]) , {1x,18,.018]

(cyc)
No obstante V- = Iye2, He = I;cz. Adémlﬂsktencmos la siguiente proposicién.
Proposicién 5. Ry 4 Cx - L.

Demostracion. Observemos que la unidad de Ry: 4 Cx: dada porp : 1z = Cx R y
la counidad de Cx: <4 Lx dada por A : 12 = Cx-Lx son identidades. La counidad de
Ry 4 Cxces

o
e el N

(FQ)Q i (K‘J)'z"

Sistemas de Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore. .
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La cual estd cxphcx(amcnle deﬁmda como
ll JSp] -
¢a —'(l\y L‘i—’(uwv)r
y la unidad de Cx 4 L es :

(K2)2 —= (K22,

c,;\x"’u /Z,;
A’::‘

La cual estd explicitamente definida como

flx.g,v.18)

= (u,v) (c,15). .
Las identidades triangulares se lienen porque ¢ y Cx 1 son la identidad, y entonces
Ry 4Cx H L. . O
Ahora observemos que si s = (u,v) es como en el lema 1, con Cxs = X\ —=—» B,

entonces la counidad de la primera ¢ : RxCx = l(k-v,. y la umdad de la segundn‘
: 1xczy= = LxCi, sc componen de la siguiente manera

Lo cual podemos visualizar en el siguiente diagrama

[1x..f18]) [1x.9.v,18)

(C’ lB):

(1.\':0) (u,v)

o

es decir como la composicién de un par de cubos en (K2)2.

Sistemas de Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore
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4.2 Algebras’y Sistémas de Factorizacién -

Para F un sistema de faclonzacnén débil, sea q : FF’ Loy FC;L (KJ")"’ — K una
transformacién natural cualquiera. : :
Primero observemos que si aplicamos F2 al dmgrama amcnor obtcncmos o

(es F(u,1p))

F(lx,v)mg) i =
F(u,v) (F(1x v?,m’)_nlc'

y al aplicar Cx: a ese mismo diagrama, obtenemos -

C (o] C.
(1x.18) (1x,18)

Entonces al aplicar a al mismo diagrama, obtenemos

F(ey F(u.lg)) F(F(1x,v),my)
—_—

Fe, ———————"» FF(u,v) Fm,
oR,cc=oR;;C;csl los . loLgC,;s:oL,gc
Fe 3 Fe Fe,
Fe 1Fe
que conmuta por naturalidad de a, y porque F(1x,1p) ="1pc y:Cxs = c
Anilogamente para una transformacién natural arbitraria; ﬂ FC'L . FF2 ob-
tenemos el siguiente diagrama : : ; o
Fles F(u,1p)) F(F(1x,v),
Fe. (eg.F(u,1p) FF(u, v) (F(1x.v),my) Fm. ’
['?R;;c-—.ﬂRk-C'xsT Tas TBL,;C,;;':;aL,C'c o
Fe Fe Fe.

lre 1re

Lema 4, Para F un sistema de factorizacion débil, cualquier transformacion natural
a : FF? — FCx esid determinada por aLyx : FF?Ly —= F . Andlogamente

FF? estddeterminada por R,

cualquier transformacion natural 3 : FCx
con BRy:: F FF2Ry : K2 X . Ademds si a es un isomorfismo, en-
tonces Fles, F(u,1p)) vy F(F(1x,v), mg) son isomorfismos.

Demostracion. Para demostrar la primera parte observemos que

Sistemas de Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore
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2 Cx F

(K2)? —— (K?) K = lroy,

A Yesy

A2

por una de las identidades triangulares, asi F'Cx%¢ es identidad y si aplicamos el lema
3 obtenemos que a estid determinado por a Ly de la siguiente manera @ = aLxCx -
FF?. Andlogamente para ¢ usamos una de las identidades triangulares para Rx -
C}c, para ver que FCx ¢ = 15¢,., por lo tanto es invertible y asi por el lema 3, 3 estd
determinado por B/2x de la siguiente manera 3 = FF2¢ - BR:Cx.

Para demostrar la dltima parte del lema, note que si a es un isomorfismo, entonces del
diagrama anterior al lema obtencmos

A2

Fley 5 (uln)) F(F(1x.v)anyg)

Fep ————— "% FF(u,t) —————2's Fm,
(ulf,cc)"'I as I(as)“ loL;;c
Y
Fe N Fe Fe,
Fe 1re

yasi F(es, F(u,13)) y F(F(1x,v),m,) son isomorfismos.
[}

V_Corolarloz Para F un sistema de factorizacion débil, Ia precamposlmdn con Ly
'propol ‘ciona una biyeccion
CAT((K?)2, K)(FF?, FCx)

Demostracion. Primero veamos que LxC)y: es bien punteada por i, para esto observe-
mos que R :

CAT(K2,K)(FF?Ly, F).

(K2 )- S (k)2 S5, per B (k2)2 = (c2)? C_’-,)\je L (K2)2 - (K2)2

K,-’

Sistemas de Factorizacién como Algebrns de Eilenberg-Moore
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son ldcnudad‘ pdr las identidades triangulares pura Cx - Lx y asi Ly Cx es bien pun-
teada por 1. Adem{ls vimos en el lema anterior que F'Cx 1) es invertible y si aphcamos
el corolario 1, obtenemos una biyeccién (—)LxCx. Para ver que

CCAT((K2)2, K)(FF?, FCx) BN, CAT(K2, K)(FF3L, F).
es biyectiva, observemos entonces el siguiente diagrama .

(=)LxCx

CAT((KQ)Q, K)FF? FCk) CAT((K2)? A.)(FF LicCx, FECx)

(=)Lx
CAT(K?, K)(FF2Lx, F)
asi basta demostrar que el morfismo vertical (—)L en el diagrama es biyectivo. Para
esto propongamos como inversa a (—)Cx.

Observemos que (—)Lx - (=)Cx = (=)Cx(~)Lx y como Cx:L): = 1x=, entonces
(—)Lx - (—)Cx es la identidad. Para ver que la otra composicién también es la identi-
dad. Sca 8 : FF?L):-Cx FCx y consideremos los siguientes diagramas:

~o K geaye PP o
o K (X*) K r

q/
A’:-

Observemos que las flechas punteadas nos dan la identidad en Cx; porque Cx- L es la
identidad en A°2. También observemos el siguiente diagrama

(K?)? C’?.>K::r '>(KI'")2 K.

K2 —E5 (k2)r s k2

(K,"’)' ............................ - (K‘_'-’)'l

aqui las parte punteada es la identidad en Cx por una de las identidades lriqhgulares. -
Entonces (—)Cix + (—)Lx nos da la identidad y (—)Lx nos da una biyeccién. * '

Sistemas de Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore
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(.}

Observemos que si aplicamos F* al diagrama

'(1.\'1 18)

[1x.1x.01m] - K.\".:.lu.ln]

(1.\'16) (C, 11?),

[1.\',1:.14\&" AB.EJB]-
) ¢, c) R

(e

obtencmos el rombo de la izquierda y si aplicamos Cx obtenemos el rombo de la
derecha en el siguiente diagrama :

(eclre). .
; ’ (1Feme)
Ce me
(1x .N

1pc

(ecilp)
c

N
%

Ahora si aplicamos nuestro o ; FF?

FC) arbitrario al mismo diagrama, ob-
tenemos la conmutatividad del diagrama- el S e e e

Sistemas de Factorizacién como Algcbras_dc Eilenberg-Moore
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1'7"

F(ec)

F“""""\A

Fem.)

Fec Fe

allxec

N
e

Fc

Lema S, Para F un sistema de factorizacion débil y cualquier transformacion natural
a: FF2 ——— FCx , tenemos que aRy estd determinada por aVy, la cual esid
determinada por aLx y también aRx estd determinada por aHy. la cual estd de-
rerminada por aL . Ademds si q ;: FE? FCyx es un isomorfismo entonces,
para cualquier flecha c en K, obtenemos que me_, e, F(lx,me) » F(ec,13) son
isomorfismos y me, = F(lx,m¢)yem,. = F(ec, 1p).

Demostracion. Observamos del diagrama anterior que

alje= 1ps-alVic-m, conalve = lpc - alxc- e,y,., ytambién
allye=1lpe-aHie  F(ly,me)cona-Hyc=1lp.-a-Lxc- F(es1p).

Asi tenemos la primera parte del lema. Y si a es un isomorfismo entonces de las
ecuaciones anteriores (y mds fdcil visualizado en el diagrama anterior) obtenemos

1. (711,_,c)—l = (aRxe)~ ! -aVxe
2. (e,,,r)_’ = (0"';\:C)"’ -aLxc
3. F(lx,me)”! = (aRxe)~? -aHxce

4. Fec,18)"! = (aHxe)™ ! -alye.

Porlo tanto mi,_, €m., F(1x,mc) y F(ec, 18) son isomorfismos.
Para la dltima afirmacién observamos que F(lx,m.) = Fp.y F(ec,15) = FlAc, asi
que las identidades del lema no son otra cosa que el teorema 4 del capitulo 3. [

Sistemas de Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore



114 Capitulo 4. Sistemas de. Fs s’ éEiIehberg—,MoOrc,

Corolario 3, Parad F de K? en' Kycualquie

morfismo natural o s FF:— FCx',
las siguientes condiciones son equivalentes::: e L D

iJaVe =1p
if)aLy = (e )1
ii)aH = 1p
iv)aRx = me_.

Demostracion. observemos que oblenemos i) ¢ if) por la ecuacién 2 de la demostracién
del lema 5. i) <> iv) por la ecuacién 1 de la demostracién del lema 5. iii) & iv) por la

ecuacién 3 de la demostracién del lema 5 y porque me, = F(1x,m.).
|

Recordemos ahora que Ve = Ixez y Hao = (Ix)3.

K. si

F'Cx esunisomorfismo que satisface cualquiera de las condiciones

Teorema 7. Para un sistema de fuctorizacion débil F . 22
23
v : FF*
equivalentes del corolario anterior, entonces para s = (fiu,v;g) . en (K*)? con
- c - B
Cxs =X .

o

B . tenemos que

vs = me, - (Fles, Fu,15)))~"
¥
vs = e,,,c_1 - F(F(1x,v),myg).

Ademads, «y satisface las tres condiciones (1), (2} y (3) del inicio de la seccion, haciendo
ast a (F,~v) una (=)>-dlgebra normal.

o~

Demostracion. Suponga que -~ : FF? FCx satisface la condicién i) del
corolario anterior; esto es 7vJy:2= = 15, la cual es (1). Entonces del diagrama anterior al
lema 4 obtenemos

F(eg Ful F(F(1x ),
Fe, Fleg Fludn)) FF(u,v) ‘_‘\_"_"g,’pmc

’rR;ccl ‘L 1731 o S l'rbrcc

Fe——=pr-—7Fc= Fe, .

lpe s

Sistemas de Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore
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es decir 7s = ’ng'c F(F(l v),mg) y porla ecuac:én 2en la dcmostracxén del lema
5, (emc - (7\ c)- aLhc oblenemos - SR
vs —_: e,,,"‘l . F(F(l,v,v),mg).
Para obtener la ecuacién vs = m,, - (F(es, F(u,15)))"!, observemos que por el lema
4, como 7 ¢s isomorfismo, entonces F(e/,F(u, 13)) es también isomorfismo y del
- diagrama anterior obtenemos
vs = yRyic- (Fles, F(u;15)))7!,
también. Como -y satisface la condicién i) del corolario anterior, entonces por la

ecuacién 1 en la demostracién del lema 5, (m..)~! = (aRxc)™! - aVxc oblenemos

vs = me_ - (F(es, F(u,15)))" 1.

Ademds /i) del corolario anterior es y(Jx )2 = 1, la cual es (2).

Para ver que ~ satisface (3) vCxz - 7(F2)? = v(Cx)? - F~v2 lo visualizamos en el
siguiente diagrama

FCx(F?%)? = FF?Cy>
v(ly y’:;‘
FF2(F2)? FCxCi2 = FCx(Cx)?: ((K2)2)2 — K.
A A’vxlz
FFCK)?

Para ver que las dos composiciones son iguales, observemos primero que la unidad de
la adjuncién Cxz - L= seguida de Cy2 nos da la identidad, porque para cualquier K
la unidad de la adjuncién Cx 4 L seguida de CA, nos da la 1denudad (ésla es una de
las identidades triangulares). -
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(KL (k22 s j2 Lk = gy,
Asf la unidad v de Cc2. o Li2 seguidade FCxCie
' 2Cxz ~2\ D < g
(K22 — L ((K2)2)2 55 (k7)2 s g2 — L > k' =1roxcpa,

(K:'.’)‘.’

también nos da la identidad y al aplicar el corolario 2 obtenemos que cualquier transfor-
muacién natural a : FF2(F?)2 —— FCxCxz estd determinada por aLy=Ci= de
la siguiente forma a = aLx2Crz - FF3(F?)2: 2 y por 1o tanto estd determinada por
aLyz : FF(F?)2Lx: —— FCyx . Si repetimos el mismo argumento para Cyx -
Lx vemos que aLyz estd determinada por aLyx2Ly : FF2(F2)2Lya Ly — F de
la siguiente forma aLyxz = aLyzLxCx - FF2(F2)2 Lcayfyee.

Considere
AN FFF?) L=
P T R T e N
K Yo (K7 Yoalnz 2K,
— —_— 7
Ly FCx

donde o es la transformacién natural de V- en Lx definida por [1x,¢, 15, 18], como
se puede ver en el rombo después del corolario 1. Afirmamos que FF2(F2)2Lyz20 es
invertible.

Recuerde la relacion (F2)?Lyz2 = Ly F?, que demostramos en el inciso / del lema 1.
Entonces FF*(F?)2Ly20 = FF?LxF?0 y como o. es el siguiente morfismo en
(KB)'_’
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Se tiene que F2 (o) = (F(1x,18),me) = (1pe, me), €l cual es el morfismo

Fe 1re Fe
Fe e B,

y al aplicar L a este dltimo diagrama obtenemos el siguiente morfismo en (K2)?

1r
Fe— Fe¢

B

Ahora si aplicamos F2 al cubo, oblenemos FF2LxF2oc = (F(1lpe, me), (e, me))
= (em.,m.) ¢l cual estd dado como
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e €m 1rme
Fe——%> Fm, = Fc “> Fmie > Fm,
. 1Fme . )
1re ] (€mc.mic) Mme 1Fe| (€meseme) Nt e Mine
e ——— v
Fe——52 B Fe . Fm, e B.

Si Aplicamos F a este tiltimo diagrama obtenemos
FF?LixFloc = €, * €m,

El cual es un isomorfismo, dado que todos los e,,, son isomorfismos por el lema 5.
Si usamos la segunda parte del lema 3 concluimos que aLx2Ly, y por lo tanto a,
estd determinada por aLx2V)y, ademds la a es arbitraria. Regresando a -, queremos
demostrar que

FCxCyoz.

vCxz - W(F?)? = (Cx)? - Fy: FF*(F?)?
Por lo que acabamos de hacer, estas dos son iguales si son iguales precedidasde L2 Vic:
Consideremos el diagrama

y calculemos esta transformacién natural en ¢: X — B en K2, Observemos del
diagrama anterior que como ¥ Lx(1rc) = ")’Vk'(l[-‘;) y suponiamos que YV = (17.)
entonces oblenemos: SR e e e

Sistemas de Factorizacién como Algebras de Eilenberg-Moore,
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A(F?PLgaVie = y(F?)?Ly=2(lx,18) = vLeF?*(lx,1p) = 7LeF(lx,18) =
YL(lpe) = AVik(lpe) = (1gc). Ademds la parte de abajo del diagramaes

¥Cicz Ly=2Vye, pero Cx2 L2 = 1 entonces tenemos yV-¢c y suponiamos que vVike =
(1 rc). Por otro lado consideremos el siguiente diagrama

(K22

Vi

(F2
AC? 232 X2 2
CY oo™ (=> NS
= (K-a)'z :-_2 — X2
Cx =_7 1!’
K = K

primero observemos que la composicién de la parte de abajo del diagrama es V-, que
evaluadaen ces (15c).

De la observacién que (1x,18) = Vic, donde c es la diagonalen s = (u,v) comoen
las definiciones al principio del capitulo, obtenemos:

¥ LxzVie = ¥ Le=(1x, 1) = ¥?((1x,18),1c) = (v(1x,18),71e) = (Ve 7Vie)
por lo tanto (vCxz - ¥(F2)?)LxzVie = lpc y cada (7(Cx)? - Fy2)LxsVice = 15,

también, lo cual muestra que (vCiz - 7(F3)?) = (v(Cx)? - F7?).
[}

Teorema 8. Para F . A2
res condiciones son equivalentes:

K . un sistema de facrorizacion débil. Las siguien-

i) F admite una (necesariamente iinica) estructura de dlgebra; -

~

ii) Hay un isomorfismo p 2 FCx ;
iii) Todas las m. ; Mitodas las e;n 4 son isomorfismos.

Demostracion. De 4.2 vemos que {) = {i). -
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ii) = iii) estd contenido en el lema 5.
Suponga que tenemos iii), como vimos en el capitulo anterior £ = {/i|m, es invertible}
y Mg = {l|ey cs invertible} nos da (€5, M) un sistema de factorizacién ortogonal

para K. Consideremos el siguiente dingrama de la demostracién del lema 2.

€y F(lx,v)

X Ff Fe
e"l lEF(u.\') lt‘mc
Fes ,F(u,1p))
—_— d ————
Fe, F(F(u,v)) FrOaaims Fme
m,cl nlp(u,‘.)l lmm,

Fc Fg B.

Flu,lp) My

Observemos el primer cuadrado arriba a la izquierda; como flechas de la forma ey, estdn
en £ y por el teorema 3, la clase de morfismos £, ¢s cerrada con respecto a la com-
posicién entonces e¢p(n,v) - ey € Ep. Porlotanto F(ey, F(u,1p)) -e.. € EF y porel
teorema 3, £ es cerrada con respecto a cancelacidn entonces Fey, F(u,1p)) € Ef.
Ademads como myF(u,13) = . por el diagrama en la demostracion del lema 2,
me € Mgy M es cerrado con respecto a cancelacion entonces Fu, 1) € Mp.
Observemos que del diagrama que tenemos arriba, si usamos que .M g es cerrado bajo
cancelacién, en el cuadrado de abajo a la izquierda obtenemos que F(ey, F(u,15)) €
Mpo Ast Fley, F(u.lp)) € &£ N .My por el teorema 3, concluimos que
F(ey, F(u,1p)) es un isomorfismo. Entonces del rombo en el lema 2 concluimos que
F(F(1x,v),my) esun isomorfismo. Ahoraparas = (f:u, t;g), con Cxs = ¢ como
siempre, definimos vs = ., - (F(es. F(u,15)))7!. Del rombo en el lema 2 vemos

que esto proporciona un isomorfismo s : FF2s —= FCxs paras € (K)2.

Veamos que < es natural. Para esto consideremos s = (u, v), s’ = (u',v’) y morfismos
entre ellos como en el siguiente diagrama:

(u,v)

2.
(x,a) (v.4)
f! g'.

———
(u,e')
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‘Al aplicar y a este dxagrama, obtenemos el sxguxeme dmgrama séth‘"

F .r BPRIEIE e
FF(u v) s ('f o) Fe,— .T"A
F(F(z.a)ﬂy,ml DR § F(:vé(z.b)) 2
FF@v") Feg — e ,

r(e,,.r(u B5) it

Observemos gue la flecha punteada en el diagrama viene del sxguxeme dlagrama con:
mutativo, el cual define explicitamente al morfismo F(z, b) :

X = X LA
e,i o .le;i’r” wt
F(x,b) R
Fe Fc
mcl = . toy :l"]el“

b

Veamos que los cuadrados 1y 2 conmutan.
Para ver que 2 conmuta, observemos la swuxenle lgualdad de dlagramas

: e SR eet F(z.b)
X = X/ Fc = X —" s F¢ — L Fer
ccl x,F(x,b) Jezf ey llmr : eel TP l'reI(F(r.b).l-‘(:,b))lln'
o ' . B . - . B .
Fe =) Fc T Fc Fc ; “_é,_ F? Fet) Fc',

observemos que la parte de arriba de los dmﬂramas comcndc por el dxagrama que deﬁne
F(z,b), y al aplicar F obtenemos i :

Fz,Fz.b)) me_, : : el By
Feg Fe' = Feo ——— Fc ) Fc'.

Fe.

Por lo tanto 2 conmuta.

Ahora veamos que l conmula P.xra esto consnderemos el
siguiente diagrama y veamos que conmuta ™~ 7 , ‘
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YF(c/:l?(lt;lu))
e et .

B Fec: - - FF(u,v)
F(:.F(:,hnl : lF(FQ,a).F(y.b))
. FF@.v). '
L Fle g Flu' 1))

“Feg
Primero observemos que el siguiente cuadrado conmuta

X —L>Ff

T 3 lF‘(I.a) )
V .

X' Ff.

Para esto basta observar el siguiente diagrama conmutativo, el cual define explicitamente
al morfismo F(x, a),

X
t‘/l : le,l
F(z.a) -
Ff—T80 L pp
m/l : rlrn_,lr
A - Al
Ahora veamos que el siguiente diagramq conmuta
: Plu,
Fe Slels) Fg
Fty| a4 Fan

’ '
Fe raan F9"

Para esto observemos la siguiente igualdad de diagramas e
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Xty Y oy = X —E sy —
?l (u-lu‘) Ja (v.b 1.«:' cl (z.b) c'l (u'.l,én) 1y‘
, r ] ’
E' R Y:] *B b B - B b B 1y B,
y al aplicar F obténemos
F(u,lg) - F(y,b ' F(zb F(u'1g)
Fe (1) Fg (y,b) Fg' — Fe (x,) Fe' (u'\lp Fy'.
Luegocon 3 y'd. obtenemos la siguiente igualdad de dfagramas
: F(z, ] .
X —L B pp = X —E -y
ee F(u.v) F(u',v") ¢e €t Fu'a')
S —_— —_— , — ¥
F 4 . ’ ‘-
Feruam P9 wqur 9 Fe—rom Femanfe
y al aplicar F obtenemos
Fley Flu, F(F(x,a).Fly.b Flz,F(z, Fleg Flu',1 g
Fo llerftutn)) Fgttte ). Fly ”F_q’ = o flzFlzin Fe! (eyr Flu u))Fg,.
y por lo tanto
Fles F(u,1
Fee — 27 le)) prcy, vy
F(r.F(I'b))l lF(F(tvn)vF(y‘b))

Fe. ———m————— FF(u',v").
© Flep Flu' 1)) (u',v)

conmuta, y asi 1 conmuta. Con la conmutatividadde 1y 2, concluimos que 5 es naxurnl
Regresando a la demostracion, se sigue entonces que
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FIxze = ¥Vke = me - (Flee, F(1x,18))) 7 = me, - (Flec, 1re)) ™

Ademis

[:4
X < Fe
(eey1re) = c‘l llé> llre
Fe Fe,
AFe
y como F(u,..) = m... obtenemos
yIgre =me, - (me,)” = 1pc,

la cual es i) en ¢l corolario 3 y entonces por el teorema 7, (F,+) es una dlgebra. Con lo

cual queda demostrado el teorema.
i -
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