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Prefacio 

Durante las últimas décadas los sistemas de factorización han sido objeto de estudio. 
conforme ha pasado el !icmpo se ha logrado dar cada vez una definición mas compacta, 
en los últimos años, un sistema de factorización es presentado por dos clases E y .·VI de 
morfismos. la primera cerrada bajo composición con isomorfismos por la izquierda y la 
segunda cerrada bajo composición con isomorfismos por la derecha. tal que cualquier 
morfismo f, se factoriza como f = 111¡ ·e¡ con e¡ E E y 111¡ E . vt y (la propiedad del 
llenado diagonal). i.e, cualquier diagrama conmutativo 

.-l~C 

U l ,. <i JI' 
B~D. 

con e E E y m E _.\/f admite un único morfismo d: c-B que hace conmutar 
los dos triángulos en el diagrama. En esta tesis además de tratar a los sistemas de 
factorización de esta forma. definiremos un sistema de factorización débil como un 
funtor F: K.2 -K tal que F /¡.;: ::::= Id¡.;:, veremos que sin perdidad de generulidad 
podemos considerar la igualdad F 1 ¡.;: = 1 d¡.;: y entonces, un sistema de foctorización 
de Eilenberg-l\loon: (E-,\/ sistema) es definido como sistema de factorización débil 
F tal que, si [;¡.- = {hl1111, c•s in\'cl'lible} y _.\/f F = {l1le1, es in\'crtiblc}. entonces 
para toda f E K. e¡ E Er y 111¡ E .\/fr. Es decir en estos sistemas tenemos una 
foctorización funtorial de los morfismos de la categoría. Uno de los puntos en la tesis 
es la demostración de que los sistemas de foctorización son equivalentes a los E-,\/ 

sistemas. Y el segundo punto es la demostración de que para el caso concreto de la 
2-mónada asociada a ( - ) 2 • los sistemas de factorización son equivalentes a las seudo­
álgebras normales para ( - ) 2 • 
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8 Prefacio 

La tesis tiene la siguiente estructura: dedicaremos las primeras páginas a preliminares 
y lo pondremos como capítulo cero; en esta parte daremos las definiciones de categoría, 
adjunción y cono, en esta última veremos ejemplos que dan lugar a conceptos impor­
tantes como son límites y productos fibrados, los cuales utilizaren~os en esta tesis. 
En el capítulo uno introduciremos el concepto de Mónada. veremos que está íntimamente 
relacionado con el concepto de adjunción. dado que cualquier adjunción da lugar a una 
mónada; e inversamente veremos que cualquier mónada viene de una adjunción. dando 
sólo la solución máxima al problema de encontrar una adjunción de la cual una mónada 
proviene. Para esto introduciremos el concepto de Álgebras para una mónada y así la 
categoría de Eilenberg-J\1oore, veremos al final de este capítulo que esta categoría es al 
menos tan completa como la categoría base. 
En el capítulo dos ddinin.:mos conceptos básicos de 2-categorías. los cuales utilizare­
mos en el capítulo cuatro y demostran:mos que cualquier objeto de Cal tiene estructura 
de comonoide. viendo al final el caso de 2 (la categoría con 2 objetos y solo un morfismo 
entre ellos) como objeto de Cal y su 2-mónada inducida en Cal. 
El capítulo tres es dedicado a sistemas de factorización ortogonales; aquí daremos una 
definición muy compacta y veremos que de ésta se desprenden varias propiedades, al­
gunas de las cuales corresponden a propiedades que incluyen en su definición otros 
autores. D.;ofiniremos sbtemas de factorización de Eilcnberg-Moore; en los cuales te­
nemos una factorización funtorial de los morfismos de la categoría y concluiremos el 
capítulo demostrando que los sistemas de factorización ortogonales y los sistemas de 
foctorización de Eilenberg-J\loore son equivalentes. 
En el capítulo cuatro y último de esta tesis. trabajaremos con la 2-mónada asociada 
al endo-2-funtor ( - f. demostrando al final que en este caso en panicular las seudo­
úlgebras normales para esta 2-mónada son equivalentes a los sistemas de factorización 
de Eilenberg-Moore. 
En general todo el material de la tesis puede consultarse en libros estandar de teoría 
de categorías y artículos de ülgebr:i y cntegorías. Al final de la tesis damos una bibli­
ografía básica. Ju cual nos sirvió pura desarrollar esta tesis; para lograr ésto tomamos 
frugmentos de cadu una de las referencias y desarrollamos todo el trabajo que no se 
hace en estus. con Ju finalidad de hacerlo más accesible al lector. En este proceso 
nos encontramos con algunos contratiempos como son el error al final del urtículo de 
Tholen y Korostenski [9]. del cual extrajimos el título de la tesis, este error pudo haber 
sido porque en el tiempo que escribieron el artículo no se sabia tamo acerca de co­
herencia como en la actualidad y tuvimos suerte al aparecer el anículo de Rosebrugh 
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Prefacio 9 

y Wood [ 1 O], el cual corrige el error. Nos apoyamos fuertemente en el primer capítulo 
en las nocas de Jaap van Oostcn [2] para Ja parte de mónadas y en el libro de Lambek y 
Scott [3] para la parte de resoluciones. En el capítulo dos utilizamos el artículo de Paré 
y Makkai [7] y el de Marmolcjo [ 12], y en la ultima parte del capítulo el de Tholen y 
Korostenski [9] . Para el capítulo tres tomamos como base Ja definición de sistema de 
foctorización que dan Janelidze y Tholen [ 13J y entonces tomamos bibliografía como 
Barr y \\'ells [5], Carboni, Janelidze, Kelly y Paré f 14] para demostrar que todas las 
propiedades que dan estos autores son propiedades que se demuestran con la definición 
en este capítulo. y para demostrar la equivalencia entre E-kl sistemas de foctorización 
y los sistemas de foctorización ortogonales lo tomamos de Korostenski y Tholcn ( 9]. 
El último capítulo es extraído del artículo de Rosebrugh y \Vood 11 O] y para hacerlo 
más accesible al lector empezamos por definir los funtores que se utilizan a lo largo del 
capítulo. 

Sistemas de Factorización como Álgebras de Eilenberg-Moore 
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Capítulo O 

Preliminares 

En este capítulo daremos las definiciones de categoría, funtor, transformación natural 
y algunos ejemplos, definiremos adjunción F --i G, si hay una biyección natural entre 

morfismos: C(FD, C) ~ V(D, GC) para cada par de objetos CE C y DE V, y 

F 
veremos que esto es equivalente a tener funtores C-;;- V .junto con 1¡ : idv => GF 

y E: : FG => irle transformaciones naturales que satisfacen las identidades triangulares 
(GE:)· (1¡G) = ido y (2F) · (F1¡) = iclF. Definiremos conos, y veremos ejemplos que 
dan lugar a conceptos importantes como son límites, igualadores y productos fibrados. 
los cuales utilizaremos en esta tesis. 
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12 Capítulo O. Preliminares 

0.1 Categorías 

Definición l. Una categoría e CO/IS/a de: 

i) Una clase de objetos Oli{C). 

ii) Un clase de flechas o morfismos Mor(C), los cuales tienen la siguiente estructura. 

iii) Cada flecha f : X - Y tiene un dominio dom(f) = X y un codominio 
cod(f) =}"los cuales son objetos de C. Y para cada par de flechas f,g E Mor(C), 
tales que cod(f) = dom(g), hay una composición gf definida como 

x~z. 
9/ 

fr) La composición de flechas es asociativa, explicitamente en la situación 

tenemos h(gf) = (hg)f. 

\')Para cualquier objeto X de C, hay una flecha identidad idx que satisface fidx = f 
y ids g = g para f : X - Y y g : Z - X . 

Ejemplo l. 

1) Escribiremos O para la categoría vacía, la cual no tiene objetos ni morfismos. 

2) Escribiremos 1 para la categoría con un objeto * y un morfismo, id •. 

3) Escribiremos 2 para la categoría con dos objetos O, 1, un morf1smo entre ellos a e 

idelllidadcs, la cual escribiremos también como {O~ 1 }. 

-1) Con es la categoría de conjuntos, la cual tiene la clase de todos los conjuntos como 
objetos y funciones entre ellos como morfismos. 

Veremos en el siguiente ejemplo que hay categorías que tienen como objetos a estruc­
turas matem:ilicas y como modismos a funciones que preservan estructura. 

Sistemas de Factorización como Álgebras de Eilenberg-Moore 



O. 1. Categorías 13 

5) Top es Ja categoría de espacios topológicos y funciones continuas. Grp es Ja cate­
goría de grupos y homomorfismos de grupos. De Ja misma forma está An Ja categoría 
de Anillos y Gra la categoría de gráficas. 

G) Un monoide es un conjunto X junto con una operación binaria. Ja cual se escribe 
como multiplicación: xy para x, y E .Y. Ja cual es asociativa y tiene un elemento 
unidad e E .Y que satisface ex = xe = x para todo x E )(. Un monoide es una 
categoría con un objeto y un morfismo para cada x E X. 

7) Un conjunto parcialmente ordenado es un conjunto .Y junto con una relación bina­
ria ~ Ja cual es reflexiva (x :¡:; :i: para toda x E X) antisimetrica (si x ~ y y y ~ 
x entonces x = y para toda :r, y E .\.") y transitiva (si x :¡:; y y y :¡:; z entonces x ~ 
z para toda x, y, z E .\."). Un conjunto parcialmente ordenado es una categoría con el 
conjunto de objetos .\." y exactamente un morfismo en toda la catgoría: x - Y si y 
solo si :i: :¡:; y. 

Definición 2. Si e' 'D SOll categorías, un fu mor de e a 'D. es una operación F la cual 
asigna a cada objeto C de C 1111 objeto FC de 'D y a cada morjismo f de C 1111 morfismo 
F f de 'D de tal forma que F respeta dominio y codo111i11io y satisface: 

iJF(f ·g) = Ff · Fg. 

ii) F(ídc) = idFc para cada CE C. 

Ejemplo 2. 

1) Hay un funtor identidad C - C , para cada categoría C. 

2) Para cualquier categoría C, hay un único funtor C - 1 y un único O - C . 

3) Hay un funtor U : Top - Con que asigna a cada espacio topológico (X, T), 
su conjunto subyacente .V: y a cada función continua le asigna simplemente la función 
sin Ja estructura. Llamaremos a este funtor "'funtor que olvida", este olvida la estruc­
tura matem:ítica. Similarmente hay un funtor que olvida de U : Grp - Con , 

U:An-Con, U:Gra-Con. 

Nota l. Si F : C - V y G : V - e sonflmtores, definimos la composición 

Sistemas de Factorizaeión como Álgebras de Eilenberg-Moore 



14 ~icÚÍninarcs 

de la forma ob1·ia. !:.~·ta composición resulta un f11111or y además con el f11111or ide111i­
dad para cada categoría, obtenemos una categoría Cat la cual tiene categorías como 
objetos yfi11uon•s como mo1fismos. 

Definición 3. Una 1ran~formación na111ral entre dos fimtores F, G : C - V , 

co11s-ra de wwfamilia de m01jismos (pe : FC ~ GC )cec i11dexada por /a clase 

de objetos de C y sarisface que para cualquier moljismo j : C ~ C' en C. el si­
guie11te diagrama 

conmllla en V. A esta propiedad la //amaremos naturalidad, diremos que Jlc es la 
componente e11 C de ¡1 y denotaremos a la transformación na111ral por ¡1 : F => G. 

Nota 2. Si ¡1 : F => G y 17 : G => H son transformaciones naturales, obtenemos 
una 1ransformación 1wfl/ra/ por su composición (1711)c: = 1/C/lC : FC - HC 
y con esto obtC'llemos una categoría ve con fu/llores F : e - V como objetos y 
1ransformacio11es 1w111rales como m<11jismos. 

0.2 Adjunciones 

Definición 4. Consideremos dos categorías C y V y dos fu111ores F, G e111re ellas de 

la siguie111e forma C ~ V . Diremos que F es adjumo i::.quierdo de G. o que G 
G 

es adju1110 derecho de F y lo escribiremos como F -1 G, si hay una biyección nawral 
entre m01jis111os: 

C(F D, C) 
60

"ª TJ(D, GC) 

para cada par de objetos C E C y D E TJ. 

La naturalidad significa que, si d: D - D' esta en TJ y e: C' - C en C. el 
siguiente diagrama_ 

Sistemas de Factorización como Álgebras de Eilenberg-Moore 



0.2. Adjunciones 15 

OD' C' 
C(F D', C') ~ V(D', GC') 

C(Fd,c) ! ! 'V(d,Gc) 

C(FD,C) ~V(D,GC) 

conmuta en Con. Recuerde que si f: FD' - C', entoncesC(Fd, c)(f) =e f Fd; 
explícitamente la composición 

FD ~ FD' __.!___ C' ~C. 
Tenemos entonces lo siguiente: 

Empecemos con una adjunción como arriba, definimos morfismos T/D y ce para cada 
D E V y C E C como sigue: 

C(FD,FD) ~V(D,GFD) 
lFD f------>- T/D 

y 

C(FGC, C) ~ V(GC, GC) 

ce -+-------i lec, 

es decir Bv,Fv(idpv) = T/D y rcc:.c(idcc) =ce, donde T = 0- 1• 

Observemos que por naturalidad de(} el siguiente diagrama 

C(FD,FD) ~V(D,GFD) 

C(FD,f) ! ! 'V(D,Gf) 

C(F D, C) ----u;;-:;;- V(D, GC) 

conmuta para cada f en C. Si perseguimos elementos en este diagrama, obtenemos: 

lF D t-------+- 1]D 

T T 
f ~Bv,e(f) = GJ T/D· 

Sistemas de Factorización comO Álgebras de Eilenberg-.Moore 



16 : ca'piiuloO;(Preliminares 

Análogamente obtenemos que ri;,~;~ ~c,fog,par~ ~ada 

D~GFD 

d l ! CFd 

D 1 -GFD1 

1/D' . ' 

conmuta para todo morf1smo d: D -- D' en 'D. Para esto· basta considerar el 
siguiente diagrama conmutativo 

C(F D', F D') ~· 'D(D', GF D') 

C(Fd,FD')J. ! V(d,GFD') 

C(F D, F D') ----- 'D(D, GF D'). 
Oo.FD' 

Si perseguimos elementos en este diagrama, obtenemos: 

lFD' 1/D' 

J J 
Fd ~ G(Fd)1/D = 1/D.Ci. 

Por Jo tanto concluimos que 77 es natural. Análogamente obtenemos que<: es natural. 

Ahora observemos Jos siguientes diagramas 

FD--
1--c D---9--GC 

F110 ! i <e 'ID! i G<c 

FGFD FG/ FGC. GFD GF~ GFGC. 

Utilizando el hecho que (}es una biyección obtenemos: 

e:c(FGJ)F11v = ecF(Gf 11v) = e:cF(Ov,c(f)) = rv,c(Ov,c(f)) = f; 

Sistemas de Factorización como Álgebras de Eilenberg-Moore 



0.2. Adjunciones 17 

G(ec)(GF9)1¡v = G(ecF9)11v = G(rv,c(9))11v = 8v,c(rv,c(g)) = g. 

Es decir Jos dos cuadrados previos conmutan. Aplicando esto a las identidades en F D 
y GC obtenemos los siguientes diagramas conmutativos 

GFGC ~¡GFGC. 

Es decir obtenemos que Jos siguientes diagramas conmutan 

A las identidades (Ge)· (1¡G) = ida y (eF) · (F1¡) = idF, las llamaremos identidades 
triangulares. 

F 
Inversamente veamos que si tenemos un par de funtores C ~V , junto con 1/ : 

idv => GF y e : FG => iclc transformaciones naturales que satisfacen las identidades 
triangulares (Ge) · (1¡G) = ida y (eF) · (F1¡) = idF, entonces F -1 G. 
Observe que como 1¡ y e son transformaciones naturales, si f : F D - C y 

g : D - GC , entonces Jos siguientes diagramas conmutan 

Veamos que existen biyecciones 

FGFD~FD 

FG/ J. ll 

O o.e -
FGC~C. 

C(F D, C) 'D(D, GC). 

-·--TD,C 

Sistemas de Factorización como Álgebras de Eilenberg-Moore 



18 Capítulo O. Preliminares 

Definamos 
Bo.c(f) := Gf 110 y ro,c(g) := E:c Fg, 

entonces con los diagramas previos y teniendo en mente las identidades triangulares 
obtenemos 

1) (rv,c o Bv,c)(f) = rv,c(Gf 11v) = E:c F(GJ 1/D) = E:c FGJ F170 
= f E:FD F11v = f idFo =f. 

2) (Bv,c o rv,c)(g) = Bo,c(E:cFg) = G(E:c Fg)110 = GE:c GFg 1/D 
· = G=:c 11ac g = idee g = g, 

por Jo tanto son inversas. 

Para demostrar naturalidad en C sea c: C - C' un morfismo en C, y observemos 
el siguiente diagrama 

C(FD,C)~V(D,GC) 

C(FD,c) ! ! V(D,Gc) 

C(F D, C') - V(D, GC'). 
Ov,c' 

Si perseguimos elementos en este diagrama obtenemos: 

f 1----~Bo,c(f) = Gf 1/D 

I T 
cf i------ G(cf)1¡0 = Ge G J 1/D· 

Para demostrar naturalidad en D, sea el: D' - D un morfismo en V, y observe­
mos el siguiente diagrama 

C(FD,C)~V(D,GC) 

C(Fd,C) ! ! V(d,GC) 

C(F D', C) - V(D', GC). 
Ov 1 ,c 

Si perseguimos elementos en este diagrama obtenemos: 

Sistemas de Factorización como Álgebras de Eilenberg-Moore 



0.3. Conos y límites 19 

g 1-------.... oD,c(a) 

T T 
g Fd i---- G(g Fd) T/D' = Gg T/D el. 

Observemos que por ser r¡ natural el siguiente diagrama conmuta 

entonces obtenemos que G(g Fcl) 17v• = Gg 11v d, y por lo tanto Bes natural. 

0.3 Conos y límites 

Sean C y V categorías y D un objeto de V, consideremos .6.v : C _....,,. V el funtor 
constante con \'alar D y F : C __,.... V cualquier funtor. Un cono en F con vértice D 
es una transformación m1tural v : D..v => F. es decir tenemos una familia de morlismos 
( D ~ FC )cec. y naturalidad en este caso significa que p:1ra cualquier flecha 
e : C - C' en C el siguiente diagrama 

D 

"/ ~· 
FC Fe FC' 

conmutu en 'D. Escribiremos el cono de la siguiente forma (D.,,). Entonces 
un morfismo de conos (D, v) __,.... (D', v') será un morfismo entre sus \'értices 

d: D - D' tal que v0 d =ve para toda CE C. 

Definición 5. Diremos que un cono (D, v) es un cono límire sfpara cualquier orro 

cono (E, é) exisre 1111 1í11ico 11101jismo E~ D, que lzace.conmurar /os 1rid11g11/os 
en el diagrama 

Sistemas de Factorización como Álgebras de Eilenberg-l'vloore 



20 Capítulo O. Preliminares 

Observación l. Esfcícil i•erque hay una categoría de conos en F la cual escribiremos 
como Cono(F). Así un cono límite o simpleme111e un límite para F, es 1111 objeto 
terminal en Cono(F). . . 

Como los objetos terminales son únicos salvo isomorfismos, entonces dos límites son 
isomorfos en Cono(F) y en particular sus vértices son isomoños en V. 

Ejemplo 3. 

i) Un cono límite para el único funtor ! : O - V (donde O es la categoría vacía), es 
un objeto terminal en V. 
Como O no tiene objetos ni ílechas, cualquier D E V determina junto con la familia 
vacía un cono para ! y un morfismo de conos es simplemente un morfismo en V, luego 
Cono(!) es isomorfa a V. 

ii) Si llamamos A a la categoría con solo dos objetos .-1, By morfismos la identidad para 
cada objeto. un funtor F : .A______,._ V es un par de objetos de V, (.Y, Y), entonces un 
cono para este funtor consta de un objeto D E V y dos morfismos 

Y. 

Y (D,(vx,v»)) es un cono límite para (X,1") si y solo si para cualquier objeto 

D' y cualesquiera morfismos D' ~ X y D' _.!'_,,.. Y hay un único morfismo 

D' ~ D tal que el diagrama 
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conmuta. En otras palabras para cualquier D' hay una correspondencia uno a uno, entre 
morfismos D' - D y pares de morfismos D' - ){ , D' - Y , esto es 
la propiedad de un producto; entonces un cono límite para (."!{,Y) se llama un cono 
producto y usualmente se escribe como 

X xY 

/ ~ 
X Y, 

y los morfismos -rrx y 10¡· son llamados proyecciones. 

iii) Sea 2 la categoría A ~ B donde solo se representan los morfismos no identi­
b 

I 
dad. Un funtor G : 2 - V , es un par de morfismos .i;: ----;- Y en V; un cono 

para G esta dado por 

D 

;/,~ 
X Y. 

g 

Del diagrama vemos que ,,l. esta determinado por vx como V¡· = fvx = 91'X• en­
tonces un cono es lo mismo que dar un morfismo vx : D - .Y tal que fvx = 
9"X. Tal cono es límite si y solo si para cualquier otro morfismo h : C - .V: con 
J h = glt, existe un único k : C - D tal que h = vx k (ver diagrama abajo). 

e 

·~· 3!k. 
V I 
D~X-;--Y. 

Llamaremos a vx si es límite, un igualador del par f,g. 
En conjuntos un igualador de f, ges isomorfo (como cono) a Ja inclusión de I = {a E 

Alf(a) = g(a)} en A. 
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ÍI') Sea :T la categoría Y un funtor F : :T - V es determinado 

ly 
X ----:¡:-->- Z, 

por dar dos mortismos en V con el mismo codominio, digamos a : .4 - C , 
b : B - C . Entonces un límite para F está dado por un objeto D junto con 

proyecciones D ~ B, que satisfacen ap,.1 = bpn. y tal que cualquier otro par 

,,,, l 
de mortismos s, t con bs = at (como en el diagrama abajo), hay un único morfismo 
u : F > D tal que el diagrama 

conmuta. Al cuadrado en el diagrama se le llama producto fibrado. En Con el producto 
fibrado para a, bes isomorfo al conjunto 

{(x,y) E .4 x Bla(x) = b(y)}. 

Dualmente tenemos los conceptos de eoceno y colímite. 
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Capítulo 1 

Mónadas 

En este capítulo introduciremos el concepto de Mónada, veremos que está íntimamente 
relacionado con el concepto de adjunción, dado que cualquier adjunción da lugar a una 
mónada: e inversamente veremos que cualquier mónada viene de una adjunción, dundo 
sólo la solución máxima al problema de encontrar una adjunción de la cual una mónada 
proviene. Pura esto introduciremos el concepto de Álgebras para una mónada y así la 
categoría de Eilenberg-Moore, veremos al final de este capítulo que esta categoría es al 
menos tan completa como la categoría base. 

23 
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1.1 Mónadas 

Definición 6. Un triple (T, 1¡, p), donde T es 1111 endofuntor en una categorfa V, 
17 : idv => T. y ¡1 : T 2 => T son transformaciones naturales, que satisface la 
co11111111atfridad de los diagramas 

es llamado una Mónada. 1 

Aquí (T¡t)D = T(JiD): T 3D-T2 D. y (µT)D = µrD: T 3 D--+-T2 D. Similar­
mente (TT/)D = T(11D): TD-T 2 D, y (1¡T)D = 1/TD: TD--+-T2 D. 

G 
Dada una adjunción (F, G, 17, E) : C~V nos fijamos en el endofuntor T = GF 

F 

en V. Definimos transformaciones naturales 17 : idv => T, ¡1 : T 2 => T, donde 1/ es 
la unidad de la adjunción y/' = G!é:F, esta última transformación tiene componentes 

T2D = GFGFD --º-·•_r_D_,._ GFD = TD. Aden1ás de1nostraremos en la siguiente 

proposición que con estas definiciones los siguientes diagramas conmutan 

(GF) 3 ~ (GF) 2 

GcFGl·'l jGcF 
GF~(GF)2 ~GF 'l 0

Y (GF) 2 -G-,.,-F- GF GF 

Proposición l. Si tenemos una adjunción F -f G con unidad 17 y counidad €, entonces 
(GF, 17, Gr::F) es una mónada. 

Demostración. Primero veamos que GéF o GéFGF = GéF o GFGéF. Para esto 
observemos los siguientes diagramas 

1 En algunos textos la llaman sólo Triple, si necesitamos ser mas específicos diremos Mónada 
en 'D. -
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FGFGFD FGFD GFGFGFD GFG"FD GFGFD 

eFGFD l lCFD GCFGFD l l GCFD 
FGF D ---,,F-D-- FD GFGFD 

G~FD 
GFD. 

El diagrama de Ja izquierda conmuta para toda D E V por naturalidad de E: ya que 
E:FD es un morfismo en C y al aplicar el funtor G a este diagrama obtenemos el primer 
diagrama en Ja definición 1, como Jo muestra el diagrama de Ja derecha. 

Ahora veamos que Ja siguiente igualdad se satisface GE: Fo 1¡G F = ida F. Observemos 
el si!!uiente diagrama 

GFD 

~GFDl ~D 
GFGFD c;;-;-GFD. 

Al usar Ja identidad triangular GE: o 1¡G = ida en este último diagrama, obtenemos el 
primer triángulo en el segundo diagrama de Ja definición 1. 

Por último veamos que G::F o GF1¡ = idGF· Observamos que ::Fo F1¡ = fr/F es una 
de las identidades triangulares, así al aplicar el funtor G a esta identidad obtenemos el 
segundo diagrama de la definición 1. Por lo tanto (GF, r¡. GE:F) es una mónada. O 

En el siguiente ejemplo veremos la relación que hay entre los axiomas de monoide y 
los de mónada, y mostrurcmos que todo monoide induce una mónada. 

Ejemplo 4. En términos de diagramas podemos ver Jos axiomas de monoide de la 
siguiente manera. Un l'vlonoide l\I puede ser descrito como un conjunto ,,¡junto con 
dos funciones: 

JL: JU X ,,f-JU 17: I-1\I tales que 

JU X 1U X JU ~ JU x ]\[ 

l•Xl.\I l ll• 
JU X JU ---,,-.-~ M .. lll ====. M ==== iU 
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conmutan. Donde 

están dadas por 
Y en 1 x Jo.I, 1 

A(O, x) = x p(x, O) = x. 
{O} el conjunto con un punto y 17(0) = u E J\l su único valor. Al 

perseguir elementos en los diagramas anteriores obtenemos Jo siguiente 

(x, y, z) 1----- (x, y::) (O,a:) t-- (u,x) (x,u) -i (x,O) 

T T T T T T 
(xy, ::) ~ (:r¡¡):: = x(y::) X f------.- X= UX XU =X----.¡ X. 

Es decir. tenemos exactamente Jos axiomas familiares en un monoide: que la multi­
plicación sea asociativa y tenga un elemento u como identidad izquierda y derecha. 
Inversamente esto indica cómo identidades algebraicas pueden ser expresadas por dia­
gramas conmutativos. 
Así llamaremos a ¡1 la 11111/tiplicación de la mónada y a r¡ su unidad. 

De hecho podemos ver que todo monoide induce una mónada. Dado un Monoide 
111 con unidad u considere el endofuntor 1'1x_ Con-Con, que manda 
Xi-1'1 x X, fi-idM x f, y las siguientes transformaciones 

1/ : frican :;. JI X -

17;.;: x-,u X X 
a·i-(u,x) 

/1 : 11/ X 11J X - :;. 1'1 X -

,,_... : JI x ,u x x _,u x x 
(m 1 , n12, x)i-(m11n2, x). 

Es fácil ver que estas transformaciones son naturales. Veamos que (111x_,1¡, fl) hacen 
conmutar los diagramas de Ja definición 1 

/l.\l•X l 
11! X 1'1 x X--µ-_,,-...- .11/ X _y, 
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Al persigi.Jir elementos en los ·diagramas· anteriores obtenernos lo siguiente: 

(m1, x) !------+- (m1, u, x) (u,1n1,x) ~(111 1 ,x) 'T T/ 
(m1 u, x) (wn 1 , x) 

Por lo tanto (llf x _, r¡, µ) es una mónada. Lo que es más interesante y veremos en la 
siguiente sección. son las álgebras para esta mónada. 

Ejemplo 5. Sen P : Con - Con el funtor que manda a cada conjunto a su con­
junto potencia. y a cada morlismo fa P f. donde P JA = f[A] = {f(a)I a E A.}, y 
considere a 17 y JI las transformaciones naturales descritas abajo 

7/ : iclcan => P 
17x :X-P_"\ 

xi----{:z:} 

Veamos que (P, r¡, JL) es una mónada. 

p:PP~P 

JlX: PPX-PX 
xi----Ux = U}·e\Y. 

Es f:ícil ver que Pes funtor. Lo siguiente es ver que 1¡ y 11 son transformaciones natu­
rales, es decir que los siguientes diagramas conmutan 

PPX~PX 

PP/l lP/ 
PPY~PY. 

Al perseguir elementos en los diagramas o.btenemos 

X 1------ {x} 

J. l 
x Ux 

l T 
f(x) ~ {f(x)} :Of[{~}),. :i{/(ZJl.?,e Xll:---::""" U{f(ZJI Z Ex}.= f[Uxl. 
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Aquí {f(x)} = {f(y)jy E {x} }= f({x}), además tenemos que U{f[Z)J Z ex}= 
{f(y)J y E Z p.a. Z Ex} = f [Ux]. Así 1J y JL son transformaciones natUrales. 

Veamos ahora que (P, 17, JI) es una mónada. Al perseguir elemenlos en los diagramas 
de la definición 1 · .. 

PX~P2X P2X~PX 

'- !µ·" µ.'<! / idr.~ /Ídpx 

PX PX 

obtenemos 

e1-----1ix[e] 

J J 
x~ {x} 11x[x]-+----lx 

~J J/ ue ~ UCU0) = UC1ix[0]) U{x} U11x[x] 

Para cualquier x E PX. se tiene U11x [:z:] = x, y U{x} = x así el segundo diagrama 
en la definición 1 conmuta. Además para cualquier conjunto X. y cualquier 0 E P 3 X 
se satisface 

/1x[0] = {11x(x)J X E e}·= {Uxl X E 0} = {Uxe'-XI X E x.x E 0}' 

así U (Jix[0]) =U { Uxe,.YI X Ex, x E 0} =U (Uxe:1:x). 
Luego entonces lenemos que conmuta el primer diagrama en la definición 1. Con lo 
cual concluimos que (P, 17, ¡1) es una mónada. 

Ejemplo 6. Una mónada en un conjunto parcialmente ordenado 'P visto como cate­
goría es una función monótona T: 'P--'P con las propiedades 

x :::; T(x) y T 2 (x) :::; T(x) 'fx E 'P. 

Tal operación es llamada una ··operación de cerradura" en 'P. Además como T es 
monótona tenemos T 2 = T. 

Dualmente !enemas Ja noción de Comónada (L, ó, e) en unacategoríaC, con L: c--c, 
ó, é transformaciones naturales, que hacen conmutar Jos siguientes diagramas 
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L2~L3 

Dada una adjunción (F, G, E, 1¡), tenemos que (FG, o = F1¡G, E) es una comónada en 
C. Llamamos a o Ja comut11¡J/icación y a E Ja counidad (esto está en armonía con Ja 
terminología para adjunciones) y el tratamiento de comónadas es dual al de mónadas. 

Nota 3. Cualquier adjunción da lugar a una mónada; inversamente cualquier mónada 
viene de una adjunción, pero la adjunción no es única. Esencialmente, se trnbaja en las 
soluciones máxima y mínima, al problema de encontrar una adjunción de la cual una 
mónada dada proviene. Aquí estudiaremos Ja solución máxima en la siguiente sección. 

1.2 Álgebras para una mónada 

Definición 7. Dada una mónada (T, 1¡, ¡L) en una categoría C. definimos la caregori'a 
de T-Álgebras (T~Álg) o caregorfa de Eilenberg-Moore, 2 como sigue: 

Objetos: son pares (X,h: TX-X) con X E Ob(C) y h E 1'1or(C) tales que 

conmutan. 

M01jis111os: (_\.", h)-(Y, k) son morfismos X ~y en C, para los cuales 

conmuta. 

X-¡Y 

2 Ja cual denotaremos también como CT. 
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30 Capítulo J. Mónadas 

Definimos la coinposición de la siguiente manera: 

Se puede ver fácilmente que esto define una categoría. 

Ejemplo 7. Las 11Jx_ -Álgebras, dada la mónada (Afx_,17,Jl) del ejemplo J, son 
parejas (A, h : 111 x A-A) tales que: 

conmutan. 

Al perseguir elementos en estos diagramas obtenemos 

a= u ·a. 

Es decir es una acción de ,,¡ en A. 

Dada otra álgebra (B, k: -1\l x B-B) los morfismos son funciones f: A--+-B 
tales que el diagrama 

A ---,---< ... B 
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- .· .. 
• .·¡ : .• · ' 

conmuta. Al perseguir elemento_s en este' diagramas obtenemos 

(m, a) (m, f(a)) 

l -- T 
m ·a~ f(m ·a) = m * f(a). 

Es decir, funciones que respetan la acción del monoide. 

Ejemplo 8. ¿Cómo son las P-Álgebras dada la mónada (P, r¡, 11) del ejemplo 2? 

Una P-Álgebra es una pareja (X, h: P.Y--X) tal que: 

X~PX conmutan. 

~!'· 
X 

Al perseguir elementos en estos diagrJmas obtenemos 

x1------ux 

T T 
x~{r 

h[x] i---- h(h[x]) = h (LJx) X= h({x}). 

Es decir cumplen: 

/t({x}) =X 

h (LJx) = h(h[x]). 

Definimos la siguiente relación en X : :z: ,¡;; y Si y = /¡ ( {X, y}). 
Entonces tenemos: 

1) xEX =>x=h({x})=h({x,x})=>x.;:;x (reflexiva) 

2) x.;:;y y,;:;x =>y=h({x,y})=h({y,x})=x 

=> y = x (antisimétrica) 

3) x.;:;y y,¡;;z =>y=h({x,y}), z=h({y,z}) 

=> z = h({h({x,y}),h({z})}) = h(LJ{{x,y},{z}}) 

= h CU { {x}, {y, z} }) = h( {h( {x} ), h( {y, z})}) 

= h({x,z}) => x ,¡;; z (transitiva) 

31 
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- . . -· . ~ . - ~ . . 

Es decir (X, ::;;) es un conjunto parclalmentc ordenado; Veamos también que si .4 ~ X 
entonces la función )i: P.Y~x· satisface:''· 

i) Va E A . (a ::¡; lz(A)) 
ii)Vx E X, si. a~ x ~ lz(A) ~ x: 
Demostración. i) Sean A ~ .Y, a: E A entonces 

. . . 

h({a,h(A)})=h({h({aJ),h(.4)})= h (LJ {{a},A}) 

=h' (Ü { . .i}) = h( {h(A)}) = h(A) 

Juego a ::¡; h(A). 

ii) Sea x E X tal qu-e Va E A a ~ x (11( {a, x}) = x), entonces 

h( {h(A), :i'}) = h( {h(A), h( {x} )} ) 

= h (LJ {A, {x}}) = h (LJ {{a,x}la E A}) 

= h({h({a,x})la E A});,, h({x}) = x 

luego h(A) ::¡; x. 

En otras palabras Jo que acabamos de demostrar es que hes el supremo V. 

o 

Definición 8. Una retícula es un conjunto parcialmente ordenado en el cual cua· 
/esq11iera dos elementos x, y tienen supremo :i: V y e ínfimo x /\ y, además tiene un 
1111í1i1110 O y un mdximo l. Decimos que la retícula es completa si tiene supremos e 
ínfimos arbitrarios. 

Si además tomamos¡\: PX-x, ¡\(X):= h({:i' E XIV'a E A(x ::¡;a)}) como el 
supremo de las cotas inferiores. entonces (X,:::;, h, ¡\) es una Retícula completa. Por 
lo tanto las ?-Álgebras para (P, 1¡, ¡1) son Retículas completas. 
lnversamenle toda retícula complela resulta una P-Álgebra, ya que si empezamos con L 
una reiícula completa y consideramos Ja pareja (L, h : P L--L ), definiendo h = V 
enlences los diagramas en la definición 2 conmulan. Al perseguir elementos en Jos 
diagramas de la definición 2 
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>. t-----<>- V[>.] = {V LJL E >.} 

1 l l~T 
u>. 1---+- V<U >.),;,, V{V LJL E >.} l, 

obtenemos el resultado. 

Además obtenemos que los morfismos entre ?-Álgebras (X, h)--(Y, k) son mor­
fismos f : X--Y ·tales que: . . . . 

A1------J[A] 

1 T 
h(A) 1---+- f(h(A)) = k(f[A]). 

Es decir tales que k(f[A]) = f(h(A)). Luego entonces fes una función que preserva 
supremos y por tanto preserva el orden. Por lo tanto los morfismos de P-Álgebras son 
funciones que preservan el orden y supremos. 

Teorema l. Dada 1111a mónada (T, r¡, Jt), hay 1111a Adj1111ció11 elltre T-Álg y C, cuya 
mónada i11d11cida es (T, 17, ¡i). 

Demostración. Tenemos un par de funtores 

• UT 
T-Alg-C 

(X, h) 1---+- X 

1! l1 
(Y, k) t----<>- l" 

pT "' 
C-T-Alg 

Xi---- (TX,µx) 

J l J.r1 
Y 1---+- (TY,11>·). 

Donde ur es el funtor que olvida, y el morfismo f de la izquierda en el primer diagrama 
satisface fh = kT f (por ser morfismo de T-Álgebras). 

Primero veamos que pT está bien definido. Para esto necesitamos demostrar dos cosas: 

1) (TX, 11x) es una T-Álgebra. Los diagramas 
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y TX~T2X 

'li•x idr.'\""'-

TX 

conmutan por ser T niónada; luego (TX, JlX) es una T-Álgebra. 

2) T J es un morfismo de T~Álgebras (TX:, 11x)--->-(TY, µ1·). El diagrama 

conmuta por naturalidad de ¡1, así pT está bien definido. 
Ahora veamos que pr -i U~. i.e. que tenemos un isomorfimo natural 

C(X, UT(Y, h)) ~ T-Álg(FTX, (Y, h)). 

1) Dado g: X--->-UT(l",li), sea [¡: (TX,11x)-(Y,h) el morfismo 

Entonces [j es un morfismo de T-Álgebr:i.s por 

donde el primer diagrama conmuta por naturalidad deµ y el segundo porque (Y, h) es 
T-Álgebra, así [j es un morfismo de T-Álgebras. 
2) Dado f: (TX, ¡1x )-(Y, h), sea f: X--->-UT(Y, /z) el morfismo en C 
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X 11
"' TX I Y -~· 

J 

3) Veamos que 1 =f. Como f : T X ~ r2 X -7:.!._. TY ___!!_._ Y , construi­______.,.. 
Tf 

mos el siguiente diagrama 

El triángulo de la izquierda conmuta por ser T mónada y el cuadrado porque f es 
morfismo de T-Álgebras, entonces f = f. 
4) Queremos que g = g. Como g X~ TX ~ }" , y de la 

;; 
observación que el siguiente diagrama 

conmuta; la parte de abajo por ser (Y, h) una T-Álgebra y el cuadrado por naturalidad 
de 17. Entonces g = g y así tenemos un isoinorfismo parri cada par de objetos X E C y 
(Y,k) E T-Álg, 

Ox,p·,k¡ : T-Álg(FTX, (Y, h))---=--... C(X, ur(Y, h)). 

Por último demostremos que el isomorfismo es natural. Dados dos morfismos cua­
lesquiera x: X'-X en C, y el morfismo y: (Y, k)-(Y', k') en T-Álg, necesi­
tamos ver que conmuta el siguiente diagrama 
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º·"·P",k> T-Álg(FTX, (Y, k)) C(X, ur(Y, k)) 

T·Álg(Tr.y) l l C(x,y) 

T-Álg(FTX', (Y', k')) C(X', UTCY', k')). 
0.\."',(Y 1 ,k 1 ) 

Seu TX ~}-en T-Álg(FTX, (Y, k)), entonces si perseguimos el elemento gen el 
diagramo, obtenemos lo siguiente: 
Bx.o·.k¡(g) = g1¡x y C(x,y)(g1¡x) = y(g11x)x. Por otro ludo T-Álg(Tx,y)(g) = 
ygT;i· y Bx'.(l"',k'J(ygTx) = (ygTx)11x•. Comparemos estos dos morfismos en el 
siguiente diugruma 

X'~X~Tx~y_!_,..y, . 

. ~ ~ 
TX' 

Observamos que esto no es más que la nuturalidud de 17 seguido del morfismo yg. Por 
lo tanto 8 es natural y así FT-; ur. 

También tenemos que 

UTFTX = UT(TX,¡tx) = TX 
uTFTJ = urcrn = Tf. 
Es decir UT FT = T. 

Calculemos la unidud y la counidad de la udjunción pT -i UT. La unidud 

1/T : idc ~ uT FT así 17:( : x-uT FTx = TX. 

Por un lado tenemos que id FT x = idTx r--- 17"f y por otro ludo 

(TX~TX) 1----i ... (X~TX~TX), ________.,... 
'1-" 

como esto pasa para todu X E C, entonces 17T = .,¡ la unidad de T. Pura lu counidad 
tenemos FTUT(X, h) = pTx = (TX, µx) y e;T: pTuT ~ idT-Álg usí 
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(TX,Jtx)-(X,h). 

'1T(h) = hµx, con lo anterior veamos que E:[-...:,i.¡ = h. Del isomorfismo 

h = hT(idx) --i idx 

como observamos en 1), h: (TX, Jix )-(X, h) resulta morfismo de T-Álg. Sabe­

mos también que E:7.~."l ~ idurcx.1.¡ = idx y como tenemos un isomorfismo, 

concluimos que E:[-...:,¡,¡ =h. 

Únicamente nos falta ver que la adjunción pT -i ur induce (T, r¡, Jl). Por 

lo anterior tenemos: T2 = urFTUTFT ur,TFT uTFT = T y (UTE:TFT)x = 
UTE:Tcrx.,, .... ) = ur(JlX) = JlX· Por lo tanto ur E:T FT = Jl la multiplicación de la 
mónada (T, 1¡, ¡1). D 

Lo siguiente que haremos es ver que la adjunción que obtuvimos nos da la solución 
máxima al problema de encontrar una adjunción de la cual una mónada proviene, para 
esto introduciremos la siguiente definición. 

Definición 9. Dada una mónada (T, 17, ¡t) en A. una resolución para la mónada 
es (B, U, F, E:) donde B es 111w categor(a, U y F son 1111 par de f1111tores adjuntos 

V 
B~ A tales que UF = T con 1111idad 17 la de la mónada y E: co1111idad de la 

F 

adj1111ció11, la cual satisface UE:F = ¡1. Dada otra reso/11ció11 (B',U', F',E:') defini­
mos 1111 11101fis1110 entre reso/11cio11es (B, U, F, c)-(B', (J', F', E:') como 1111 f1111tor 
9 : B-B' tal que: 

<?F = F', U' cp = U y </>=: = e'<? . 

Proposición 2. Las reso/11cio11es para 1111a mónada (T, 17, µ) en A forman una cate­
goría n. donde la composición de 11101jis111os se define de la 11wnera ob1•/a como la 
co111posició11 de f1111tores. 
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Demostración. Veamos que n es una cntegorfa. i) Tomamos el funtor identidad 

q, : l3~l3 entonces tenemos que id13F = F, Uid13 = U y ir/13e = dd13. 
ii) dados <P: (/3, U, F,e)-(B',U', F',e'), <//: (B', U',F',e')-(B", U",F",e"). 
Tenemos (9'9)F = <f/F' = F" y U = U'<P = (U"<P')<P = U"(</l</J). Y tnmbién 
(<P' </J)e = tf.>'(tf.>E) = (</J'E')<P = e"(9' </J), como la composición de funtores es asocintiva, 
concluimos que 'R es una categorín. O 

Nota 4. Con el Teorema 1 y el trabajo extra, demostramos que (T-Álg, UT, FT, eT) 
es una resolución parn la mónada (T, 17, JL). 

Teorema 2. (Ar, ur, FT, eT) es 1111 objeto terminal en 'R. 3 

Demostración. Sea (!3, U, F, e) otra resolución para (T, 17, JL). Veremos que hay un 
único funtor J(T : B-AT, llamado el funtor de comparación (ver diagrama abajo), 
tal que: 

Definimos 

B ¡..;T .AT 

B~(UB,UeB) 

b ! ! Ub 

B' ~ (UB',UeB') 

Comenzaremos viendo que J(T está bien definido. 
1) J(T Bes una T-Álgebra. Para esto observemos los siguientes diagr~mas 

UB~TUB TTUB~TUB 
'-. Jueu idL'~ ''L'B l l Uea 

UB TVB~UB. 

El primer diagrama es una de las identidades triangulares de FT -l ur. Por. otro lado 
observemos que por naturalidad de e el siguiente diagrama conmuta 

3 categoría de todas las resoluciones para la mónada (T, 1¡, 11). 
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FUFUB~FUB 

FUeu l leo 

FUB--e-
0
--B. 

Si Aplicamos el funtor U al diagrama anterior obtenemos que conmuta el segundo 
diagrama, con Jo cual J(T Bes una T-Álgebra y J\T está bien definido en los objetos. 

2) J\·T g = U g es un morf1smo de T -Álgebras. Observemos que por naturalidad de e 

FUB~FUB' conmuta. 

en l l •n• 

B--
9
--B' 

Si Aplicamos el funtor U al diagrama anterior obtenemos que UgoUen = Uen• oTUg, 
con lo cual J\T g = Ug es un morfismo de T-Álgebras y J(T está bien definido en Jos 
morfismos. Además J(T es un funtor porque U es funtor. 

3) Demostremos que J(T E R((B, U, F, e), (_.4T, UT, FT, E:T)). 

i) Sean A, A' E .A, B, B' E B, A~.-1', n____!!._.n•, entonces 

-u\·T F)A = f\··r(F.-1) = (U FA, UeF.·I) = (TA, ¡1,¡) = FT.-J.. 

-(J\TF)J = l\
010

(Ff) = UFJ = Tf = FTJ. 
Luego J\ºTF = FT. 

-(UTJ\T)B = lJT(I\TB) = UT(UB,Uen) = UB. 

-(UTKT)g = UT(J\"I'g) = UT(lJg) = Ug. 
Luego r._;T /\·T = U. 

Concluimos que J(T F = FT y UT KT =U, además 

ii) (E:T J\ºT)B = E:T¡.;rn = efuB,Uen) = Uen = J(TE:B = (J(TE:)n. 
Así tenemos que ¿TJ(T = J\T e, con Jo cual 

4)Por último veamos que gr: (B,U,F,e)-(Ar,ur,Fr,eT) es el único mor­
fismo de resoluciones. Para esto supongamos que tenemos __ otro morfismo de resolu­
ciones 
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H:B-AT 

B~(A,k) 

Debe pasar entonces lo siguiente: 

i) H F = FT, UT H = U 
ii) He= eTH. 

Capítulo 1 •. Mónadas 

Como urH =U tenemos UB = urHB = ur(A,k) =A. Luego A·= UB y así 
J(T y H tienen el mismo objeto subyacente. Para ver que tienen la misn1a estructura 
observamos que en los morfismos U g = ur H g = H g por ser ur funtór que olvida. 
Además como He= eT H obtenemos lo siguiente . 

Ucn = Hcn = (He)n =(ET H)n = cfua) = cfA,k) '."" k. 

Así Ucn = k y entonces H = J(T. Por lo tanto (Ar,ur,FT,éT) es un objeto 
terminal en n. o 
Nota 5. Además ur como funtor que olvida es fiel. 

1.3 T-Álgebras al menos tan completas como TJ 

Sea T una mónada en 'D. La siguienle Proposición es para mostrar que si 'D tiene 
todos los límites de cierto tipo, también los tiene T-Álg. En particular, si 'Des com­
pleta, también lo es T-Álg; ésta es además una aplicación importante de una situación 
monádicu. 
Seu I una cutegoríu tul que cuulquier funtor 1U : I-V tiene un cono límite (ver 
preliminares). Ahora supongumos 

1U:I-T-Álg 

I~(X1,h1), 

y consideremos la composición de ,,¡ con el funtor fiel ur. 

Proposición 3. Si 'D tiene I /(mires, e11t01.1ces T-Álg tiene I /(mires. 
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Demosrraci6n. a) Sea ( D ~ uT1'1 I) /EZ un cono límite para uT1if: z--v. 

Entonces veremos también que al aplicar T hay un cono ( T D ~ uT AJ J ) z para 
/E 

UT AJ, con rr¡ dado por h1Tv1 para toda I E I. Como ( D ~ ur1u J) es un rez 
cono límite para UT AJ y tenemos que UT1if(I) = X1 para todo JE I, el diagruma 

conmuta para cualquier f : I -11 en I. Observemos entonces el siguiente dia­
grama 

Como T es un funtor y ( D ~ X1 ) iez u.n cono límite, el triángulo conmuta. 

Además tenemos que f es morl1smo de T-Álgebras, y así el trapecio conmuta. Por 

lo tanto ( TD ~ X 1 ) 1 z es cono para UT1if. Entonces 3! TD~D tal que el 
diagrama e 

conmuta. 

Es decir obtenemos que 
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conmuta para todo I E I, y cómo demostraremos más adelante que d es un objeto de 
T-Álg, v¡ será un modismo de T-Álgebras para todo JE I., · 

b) Veamos que el único morfismo de conos d: (TD, ;r)--(D, v) es una T-Álgebra 

TD~D en V. Sabemos que como (X¡, h1) es una T-Álgebra, Jos primeros dos 
diagramas en Ju definición 2 conmutan. Construimos entonces el siguiente diagrama 

Donde 1 conmuta por naturalidad de 1¡, 3 conmuta por la propiedad universal de 

( D ~X¡ ) /EZ y 4 conmuta porque (X1, h1) es T-Álgebra. Así obtenemos que el 
diagrama 2 conmuta seguido de las proyecciones v 1 , por Jo tanto 2 conmuta. 
Ahora pura ver que el cuadrado en la definición 2 conmuta, basta seguirlo de proyec­
ciones v¡ y ver que conmuta. Construya entonces el siguiente diagrama 
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Aquí 1 conmuta por naturalidad de p, 2 conmuta porque (-Y1,h1) es Y-Álgebra, 3 

conmuta por Ja propiedad universal de ( D ~ X 1 ) 1 z y Ja parte de arriba 5 es Y 
aplicado a este último diagrama 3, que conmuta porque~ es funtor. Tenemos entonces 

que 4 conmuta y así el cuadrado en Ja definición 2. Por lo tanto Y D~D es una 
Y-Álgebra en V. 

e) Demostremos que Y D~D es el vértice de un cono límite para J\J en Y-Álg. Ob­
servemos que v¡: (D,d)---...(X1 ,h1 ) resultaconoparal\l. Supongamosque(D',d') 
es el vértice de otro cono para l\J en Y-Álg y considere el siguiente diagrama 

(D',d') 

¡;(D,d))\' 

(X1,h1) 1 (X1•,h1). 

Si Aplicamos el funtor UT al diagrama anterior obtenemos que 3! D' ~D por Ja 

propiedad universal de ( D ~ X1 ) z tal que el siguiente diagrama 
/E 

conmuta. 

Para ver que (D, d) es el vértice de un cono límite, basta demostrar que c5 es modismo 
de T-Álgebras. Observemos entonces el siguiente diagrama 

Tu¡ 

TD'~ -ró:L'f~ !d' 1 di Tv~ TX1 

D'~D---.··. !11, 
3 ,,~ ... -

¿'}./. 
U¡ 
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Aquí 2 conmuta por la propiedad universal de ( D---.!:!....- Xr ) tez' 3 conmuta porque 
así indujimos a ó, la parte de arriba es T aplicado a 3 que conmuta porque T es funtor, 
y la parte externa del diagrama conmuta porque u1 : (D',d')-(Xr,hr) estamos 

suponiendo que es morfismo de T-Álgebras, así 1 conmuta. Por lo tanto T D--5!..-D es 
el vértice de un cono límite para A/ en T-Álg. O 
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Capítulo 2 

2-Categorías 

En este capítulo definiremos conceptos básicos de 2-catcgorías, los cuales utilizaremos 
en el capítulo cuatro y demostraremos que cualquier objeto de Cat tiene estructura de 
comonoide, viendo al final el caso de 2 (la categoría con 2 objetos y un único morfismo 
entre ellos) como objeto de Cat y su 2-mónada inducida en Cal. 

45 
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2.1 2-Categorías 

Definición 10. Una 2-categorta K. consta de: 

5 i) Un conjunto de objetos Ob(K.) (no necesariamente pequeño). 

5 ii) Para cada par de objetos .-1, B E Ob(K.), una categoría K.(.-1, B). 

Los objetos de K.(.-1, B) son llamados )-celdas o morfismos de K. con dominio .-1 y 
codominio B; escribiremos f : .-1--B para decir que f es un objeto de K.(.-1, B). 
Las flechas de la categoría K(.-1, B) son llamadas 2-celdas ó 2-morfismos de K; para 
f y g 1-celdas con el mismo dominio y codominio, escribimos a : f => g para indicar 
que a es una 2-celda con dominio f y codominio g; composición en K(.-1, B) (i.e. 
composición vertical de 2-celdas) es denotada por o (así la composición de a : f => g 

y ¡3 : g => hes denotada por fJ o a) y la identidad en fes denotada id¡. 

5 iii) Para cada .-1 E Ob(K), un objeto de K(.-1, .-1) llamada la flecha idemidad 
ld,i: .-1--.-1. 

5 ii•) Para cada triple de objetos .-1, B, C E Ob(K), un funtor de composición 

·..i.n.c : K(.-1, B) x K(B, C)-K(.-1, C). 

Denotamos la composición horizontal de l-celclas (-) simplemente por yuxtaposición 
i.e. gf = ·.-1,n.c(f,g), en el caso de composición horizontal de 2-celclas tendremos 
f3a = ·.-1,n.c(a,/3). Funtorialidad de ·..i.n.c equivale a: 
la composición de 1-celdas 

f : .-1-B, g : B--C t-------- gf : .-1-C 

y las dos composiciones de )-celdas con 2-ce/c/as: 

gf 

.-l~C 
~ 

11/ 
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donde ha.= ·,i.n,c(a, id1a), /3! = ·,i,n:c(id¡, /3) y en Ja situación 

el diagrama 

if --,-.ª-..... ig 

conmuta en la categoría K(.-1, C). De hecho tenemos que /3a (composición horizontal 
de 2-celdas) es la diagonal común del diagrama anterior, i.e. 

(/3g) o (ha) = (in) o (/3!). 

Nos referiremos a instancias del diagrama conmutativo como casos de naturalidad in­
terna, o más especificamente, naturalidad de /3. Además en el caso del ejemplo es­
tereotípico de la 2-categoría CAT (el cuál daremos más adelante). la conmutatividad 
del diagrama es una consecuencia de la naturalidad de la transformación natural .B. 
Dados f,g,h: A-B. i,j,k: B-C; 

f~g~h. i:bj:bk 

tenemos 

i(/3 o a) = (i/3) o (ia:), (Jo -y)f = (óf) o(-{!); 

y en Ja situación 

tenemos 
hid¡ = id1a¡ = id¡.J. 

/ 
...-----::--

5 1') Con Id,¡, Idn las !-celdas identidad, y .-1 ~ B tenemos 
9 
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fld .. 1 = f. alcl .. 1 = n. Ida/= f. Idna'~ a. 

5 1·iJ Para cualesquiera objetos A, B, C, D E Ob(I(:), eldiilgrar1rn de funÍores 

K(A,B) x IC(B,C) x K(C,D) .,.,u,cxid..:ic.o> K(A;C) x K(C,D) 

ld'-'(A,DJ X·u,c,D l . t,.·,c.o 

IC(A,B) X K(B,D).----.-,.-.,,-.D-----·IC(.4,D) 

conmuta. 
Esta condición es la asociatividad de Ja composición horizontal y puede ser expresada 
equivalentemente como sigue: en la situación 

tenemos 

j(ha) = (jh)a, j({JJ) = (j{J)f, (¡h)f = ¡(hf). 

Ejemplo 9. El ejemplo estándar de 2-categoría es CAT; sus objetos son todas las ca­
tegorías, ) -celdas todos los funtores, y 2-celdas todas las transformaciones naturales. 
De igual form:1 tenemos CON y Cat (sub-2-categoría de categorías pequeñas). 

Obser\'ación 2. Cada objeto IC de Cat tiene esrructura de co111011oide, con e el 1Í11ico 
fimror de K en 1 (la caregorla con un sólo objeto) y m la diagonal 

e: K.---1 
.4~* 

J J. l 1· 

B~* 

m: x:~K.xK 

_.ii-(.-l,A) 

J ! J. (f,f) 

B~(B,B). 

Para ver esto construyamos Jos siguientes diagramas· 
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K. m K.xK. 

m! •· . . .J1,.xm 
K. x K. - K. x.X x K. 

, tnXl¡i;;, __ · 

K. 

/!·~ 
} X K.--K. X K.-K. X l. 

exl.-.; l.a.,: xe 

Si perseguimos elementos en estos diagramas; primero para objetos obtenemos 

A 1------>- (A, A) 

¡ T 

49 

(.-1, A)~ ((.-1, A), A.) = (.-1, (.-1, .-1)) A = (*, .-1) ---i (.-1, .-1) t-- (.-1, *) = .-1. 

Y para los mortismos es exactamente lo mismo, sólo sustituimos f por .-1 en los diagra­
mas anteriores. Por lo tanto cualquier objeto de Cat, tiene estructura de comonoide. 

Ejemplo 10. J) El ejemplo trivial de 2-categoría es considerar cualquier categoría 
como una 2-categoría con solamente 2-celdw; identidad. 

2) Tomando una 2-categoría fija K., tenemos una 2-categoría End K.: sus objetos 
son endo-2-funtores D : K.-K. . sus ]-celdas son transformaciones 2-naturales 
17 : D ==:> E y sus 2-celdas son modificaciones p : 11-~ (las cuales definiremos más 
adelante). 

3) Otro ejemplo es Ord. el cual tiene como objetos conjuntos parcialmente orde­

nados {X,:::;;). !-celdas (X,.,¡;;)__!__. (Y,:;;;) son funciones monótonas y 2-celdas 

f 

X~ Y • f :;;; g <=:- 'lx E .Y(J(x) :::;; g(x)) son desigualdades puntuales. 
~ 

g 

./)Para una categoría A, la categoría coma CAT/A: un objeto de la cual es una cate­
goría B junto con un funtor F : B-A y una !-celda de (B, F) a (C, G) es un funtor 
T : B--C tal que 

B F A 

A,_ fa 
e 
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conmuta. Las 2-celdas T : T => s : l3 - e . son las transformaciones naturales 
r: T => S para las cuales Gr = idp. 

Una categoría monoidal (C, 0, J), consta de una categoría C junto.con 'un objeto 1 E C 
y un funtor 0 : C X C - C que hacen conmutar los siguientes diagramas 

CxCxC~CxC 

0xc ! ! 0 

cxc--
0
--c. 

Nota 6. Una 2-categorfa con 1111 solo objeto, es una categoría 111011oidal. 

Definición 11. Dadas 2-categorías IC, C, 1111 2-fimtor L : K~C consta de: 

6 i) Una función objeto Ob(K.)-Ob(C) (también denotada por L). 

6 ii) Para cada par de objetos .4, B de /C, un funtor 

L,i.B: IC(A.;B)-C(LA, LB). 

/ 

Escribimos Lf para L .. 1,B(/), y La· para L,i,B(a); así para A~ B tenemos 
~ 

L/ -
g 

LA ~ LB . La funtorialidad de L,i,B e;; expresada por las identidades 
Lg . 

L(id¡) = idL¡; L((:J o a) = Lf3 o L0t, 

6 iii) Para cada objeto .4 de K., ldL . .\ = L(Id,¡). 

6 iv) Para cada triple de objetos .4, B, C de /C, la siguiente igualdad de funtores 

(·LA,LB,Lc) o (LA,B x LB.e)= (LA,c) o C-A~B.c), 

más facilrncnte visualizado en el diagrama 

Sistemas de Factorización corno Álgebras de Eilenberg-Moore 



2. 1. 2-Categorías 51 

A:( .. 4, B). x·JC(B~°<:J) ----'---"-·º-·ª----A:( .. 4, C) 

L,1.0 xLu.c ! ! LA.e 

.C(LA., LB) X .C(LB, LC) ºLA.LO.LO .C(L.-1, LC). 

Para f : A---+B y h : B-'--C, tenemos la igualdad Lh Lf = L(hf). Además en 
la situación 

tenemos las siguientes igualdades 

Llz La= L(lza) y L/3 LJ = L(/3!). 

Definición 12. Dadas 2-categorías IC, .C y 2-fu/llores L, ;'1 : K.-.C. una rm11sfor-
111ació11 2-narural </> : L => Al consta de: 

7 i) una familia {</>,¡} AEOb(K:) de 1-celdas </>,¡ : L.-l-;U .-1. 

7 ii) Para cada 1-celda f : A--B en /C, tenemos que ;Uf o </> •• 1 = 9B o Lf. es decir 
naturalidad en el sentido ordinario 

LB-JIB. 
ºº 

f 
..--;;---.... 

7 iii) Siempre que A ~ B esté en IC, entonces 
9 

L/ 

LA~LB~MB 
~ 

Lg 
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esto lo podemos visualizar en la' siguiente igualdad de diagrrimas en :C 

LA~ÚA 

Lg(ra}I lMJ 
LB __ i,IB 

<>o 

y nos referiremos a esta propiedad como 2-naturalidad. 

2-Categórías 

Definición 13. Dadas 2-caTegorías K, .C, 2-fimtores L, ,,¡ : K-.C. y tra11sforma­
cio11es 2-11at11ra/es ó, ¡/.> : L =:- ,,J, 1111a modijicació11 v : <P-1/J co11sta de: 

8 i) una familia (v..t)..ieoi.¡q de 2-celdas l'.·I: </J,¡ =:- 1/JA tal que: 

8 ii) para cualquier l -celda f : .-1-B en K tenemos 

cu º" 
t.J - - J\IJ L.-1 -- LB ~ ,,J B = LA ..'.'..:_!_.,.. AJ A -- ,,¡ B, 

<,:.•u ~A 

esto lo podemos visualizar en la siguiente igualdad de diagramas en .C 

Veamos que 2-funtorcs, transformaciones 2-naturales y modificaciones se componen. 

( 1) Dados 2-funtores L: K--+- .C , 1'1: .C - /vf , A E O/J(/C), f una 1-celda 
en K y a una 2-celda en K definimos: 

(ML)A = M(L.-1), (ML)j = M(LJ), (ML)o: = M(La). 

(2) Dados 2-funtores L, ,,f, 1\' : K - .C y transformaciones 2-naturales entre ellos 
<P: L =:- 1'1, 1/l: 1U =? N definimos 1/Jó: L =:- N como: 
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('1/Jefi),i = '1/l,ic/>,i, N fo (t;J<;&),i = (1/l</i)r1 o LJ, 

más f:icil visto en el diagrama 

ó 

~ 
(3) Dadas modificaciones L --.;,-,,¡,su composición v o ¡1 es definida como: 

~ .., 

(1' oµ) .. ¡ = V,¡ o /l •• ¡. 

ó .., .......----.... ,..-----.,... 
(4) En la situación L ~ 1'1--.:.:__,,.. N, definimos: 

"' 6 

L 

(5) En la situación A~ IC ~C.~ B , definimos: 
~ 

M 

(c;'JF)..i =</in, y (Gc/>).-1 = G(<P,1). 

2.2 2-Adjunciones 

53 

Definición 14. Dadas 2-caregorías IC, C. y 2-fimtores U : JC-C.. F : c.-K. di­
remos que F es 2-adj111110 i::.q11ierdo de U ()' lo seguiremos denotando por F -1 U) si 
existe// transfor111acio11es 2-nawrales 1¡ : 1 => UF, y ~ : FU => 1 que satisfacen las 
identidades triangulares: 
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Seguiremos llamando a 17 la unidad y a e la co11nidad de la adj1111ció11. Equil•c1/en­
te111e111e diremos que F -i U. si hay un isomorfismo de categorías K.(F B, A) ::::::'. 
C.(B, UA) el cual es 2-natural en A y B. 

2.3 2-l\1ónadas y 'JI'-álgebras 

Definición 15. Una 2·mómula 'il'= (T, 17, p) consta de 1111 endo-2-fimtor T: K.--<-JC, 
junto con dos transformaciones 2-nawra/es 1¡ : 1 => T. Jt : TT. => T que satisfacen la 
co1111111tatfridad de los diagramas: 

11T Tt1 
T-TT-T TTT~TT 

1~!1·~ ¡1Tl l1• 
pT TT.---:-¡;-'"" T. 

Definición 16. Dada una 2·mónada 11' (T, 17, µ) en una 2-categorfa K., una 
'il'-álgebra para la mónada consm de ún objeto A. de. K. jumo con una acción 
a : TA---A (/-celda en K.) que hacen conmwar los siguientes diagramas: 
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Definición 17" Una-_ seudo-álgebra 1 consiste de un objeto A de K., junto con 111w 1-
celda a : TA-A y 2-celdas illl'ertibles 

TTA~TA 

1nA l ~ la 
que satisfacen las siguientes condiciones de coherencia: 

1) 

2) 

T TA 
TiA ~a~ 

TA - TTA =- __..A" A 
1~ ~ 

TA 

3) 

Las seudo-álgebras 11or111ales son aquellas para las que el axioma de unidad es estricto 
(</J =id), es decir ai .. \ = ldA. 

1 diremos scudo-T-álgebra en el caso que necesitemos ser más específicos. 
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2.4 Elco111onóide 2 y su mónada inducida en Cat 

Definición 18. La categoría JC2 CO/I 2 = { Q~ 1 } fa categoría COll dos objetos y 1111 

iínico 11101ji~1110 entre ellos. y IC una categoría arbitraria tiene: 

Objetos: f, g . .. los morfismos de !C. 

l\1orjismos: s = (u, v) : J-g en X:2 tal que 

A~B 

conmuta. 

Ahora considere la categoría con un solo objeto 1 {*}·El funtor 

e:2-1 

º~* 
Cl t f id. 

1 t--*, 

tiene ambos do --le --l d1 

do:I-2 

*t---Ü 

id. t fido 
*t---Ü 

e/¡ : 1--'-- 2 

* 1 
id.! tid1 

* i-----1. 
. . 

do como adjunto izquierdo preserva colímiies, i.e: preserva objeto inicial y d 1 como 
adjunto derecho preserva límites, así preserva:otijeto terminal. además tenemos las si-
guientes identidades . 

edo(*) = e(O) = * ed1 (*) =,e(I);;,, * 

edo(id.) = e(ido) = id. ed1 (id.) = e(id¡) = id •. 

Por lo tanto ed0 =Id y ed1 =Id.'-
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Note que entonces la unidad de la adjunción d0 --i e y la counidad de la adjunción e --i d 1 

son identidades y la counidad de la primera 1¡ : d 0 e--l y la unidád de la segunda 
11 : l---+-d1 e satisfacen respectivamente: 
las identidades triangulares de d 0 --i e 

las identidades triangulares de e --i d 1 

e~cd1 e 

~!le 
e, 

como estamos trabajando en conjuntos parcialmente ordenados cualquier diagrama 
conmuta, y de las identidades triangulares obtenemos lo siguiente: 

er¡ = id, 11do = id, ¡1d1 = id, e11 = id. 

Tenemos una única transformación k: do=d1 : 1-2 

i.e. k. : 0-1. Por lo tanto k. =a y satisface: 

i) ek = id •. ek: e(O)-e(l), además e(O) = * = e(l), por lo tanto ek =id •. 

ii) ke = ¡a7. 
(ke)(O) = k(e(O)) =l..·. =a 
(¡n¡)o = 110110 = aido = a 
(ke)(l) = k(e(l)) = k. =a 
(101)1 = 1111]¡ = aid1 =a. 

Por lo tanto ke = ¡n7. 

iii) 17d1 = k = ¡ido. 
(11d1)(*) = r¡(d1(*)) = 1¡1 =a= k. 
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(¡ulo)(*) = ¡i(do(*)) =/'o= a= k •. 
Por lo tunto 1¡d1 = k = ¡1d0 , así tenemos las relaciones 

el.· = id., 11d1 = k = Jldo, l.·c = ¡n¡. 

Como cualquier objeto de Cal, 2 tiene estructura de comonoide {2, e, ni) con la comul­
tiplicación m dada por la diagonal 

1n : 2 ---+- 2 X 2 

oi-{O,O) 

at ica.a) 
l i- (1, 1). 

Por lo tanto uno tiene 

{e, l)m = 1 = {1, e)m , (m x l)m = {l x m)in; 

aquí {e, 1), (1, e) : 2 x 2 - 2 son las proyec~iones correspondientes, y de nuevo 
111 tiene ambos adjuntos l -l ui -l 1·. Explícitamente 

/:2x2-2 

{i,j) i----- i V j 

r:2x2-2 

(i,j)i-i/\j 

que satisfacen: 
i) /m = id= n11 

/m(O) =/(O, O)= O 
/m(l) = l(l, 1) = 1 
/111(0) =/(a, o)= a 

Por lo tanto /in =id= nn. 

rm (O) = 1-(0, O) = O 
nn(l) = r(l, 1) = 1 
nn(a) = 1·(0,a) =a·. 

Entonces la counidad de 1 -l 111 y la unidad de m -l r son idelllidades, y la unidad 
.p : id - mi de 1 -l m y la counidad .¡¡, : m1· ~id de m -l ,., satisfacen las 

identidades triangulares y por lo tanto o~tenemos las --Siguiemes identidades 

lrp = id1, cpm = idm, 1·i[J = idr. if,111 =id,,.. 

Observe que rcp : r - nnl = l , 10 : lmr = 1· - l , y que tenemos una única 
transformación 
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rip = r = iJ, que satisface: 

'f:r=>l:2x2---2 

(O, O) r---- ido 

(O,l)i--a 

(1,0) i--a 

(1, 1) ,_____id¡ 

rm = id mr = i¡,0. 
Aquí rni : id= rni -- lm = id, m'f : m1· -- ml y ¡pi¡, : mr--'----- ml . 

Observemos que ((- ) 2 , (- )•, (- )m) forma una 2-mónada en Cat. 

59 
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Capítulo 3 

Sistemas de Factorización 

El capí!Ulo tres es dedicado a sistemas de factorización ortogonales; aquí daremos una 
definición muy compacta y veremos que de ésta se desprenden varias propiedades, al­
gunas de las cuales corresponden a propiedades que incluyen en su definición otros 
autores. Definiremos un sistema de factorización de Eilenberg-Moore; en los cuales 
tenemos una factoriz:ición funtorial de los mortismos de la categoría y concluiremos el 
capítulo demostrando que los sistemas de factorización ortogonales y los sistemas de 
factorización de Eilenberg-Moore son equivalentes. 
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3.1 Sistemas de Factorización Ortogonales 

Definición 19. U11 sistema defactori:,ación ortogonal para una categoría /C. consta de 
dos clases de 11101fismos E: y .'\.1 tales que: 

i) las clases E: y ,,\.1 son cerradas bajo composición con isomorfismos; la pi'imera por 
la i:::.quierda y la segunda por la derecha. 

ii) Cualquier mo1fismo f E /C., se factori::.a como f = mfef con ef E E: y m1 E J\;f. 

iiÍ) (Propiedad del llenado diagonal) Cualquier diagrama conmwatii'o 

A~C 

u! l" 
D~D, 

con e E f: y 711 E ,,\.1 admite Ull lÍlliCo 11101fismo t : C-B que hace co11mwar /os 
dos triángulos en el siguiente diagrama 

A~C 

u!/" Jv 
B~D. 

Observación 3. E: y • \.1 son distimas del vacío. 

Ejemplo 11. 

i) Definamos las siguientes clases de morfismos en K.2 : 

E:F = {(u, v): f-¡ glu es im·crtible} y ,,\.1p ={(u, v) : f-¡ glv es invertible}, 
y veamos que estas clases forman un sistema de factorización ortogonal. 

Si empezamos con un morfismo (u, v) en K.~ 

.\~)-

fl lg 
A-...,.-B. 
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1 .'·' •• ' 

Este se f;ctoriza en /C.2 cÍe laslguiente forma 

)( 
l.'\" 

X y 

11 e l "' ,\;1 19 
A 

" 
B 

In 
B. 

Con el cuadrado de Ja izquierda en E: y el de la derecha en ~VI. porque lx y lll son 
isomorfismos. Las clases E: y _,Vj son cerradas bajo composición con isomorfismos por 
ambos lados. Veamos que se satisface la propiedad del llenado diagonal, es decir si 
empezamos con un modismo (u, v) en E: y (u', u') en .-VI queremos ver que existe una 
única d que hace conmutar el siguiente diagrama 

f __ ( ._ •. _._»_ g 

(x.a) l ,¡.. 3!d l (y.b) 

!' (;7-:;;) g'' 

para esto observemos el siguiente diagrama 

~.t'~B'. 

Del cual obtenemos un morfismo de 9 

Para demostrar que es única, llamemos d al morf1smo xu- 1 , y consideremos el si­
guiente diagrama sólido (es decir la tapa de arriba en el cubo anterior) 
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y supongamos que existe otro morfismo h como en el diagrama anterior, tal que los dos 
triángulos conmutan. Observemos que como u es isomorfismo (en particular epimor-

fismo) entonces X ~ Y ~.Y' , implica que d = h. Análogamente considere 
/1 

el siguiente diagrama sólido (la tapa de abajo del cubo) 

y suponga que existe otro morfismo k como en el diagrama anterior, tal que los 
dos triañgulos conmutan. Observemos que como u' es isomorfismo (en particular. 

monomorfismo) entonces E ~ A.' ___¿:'....,,.. E' , implica que d = k. Por Jo tanto 
k 

Ja diagonal es única. 

ii) En Con, si f; es Ja clase de epimorfismos y .vt la clase de monomorfismos, entonces 
las epi-mono foctorizaciones forman un sistema de foctorización ortogonal. 
Observemos que si f está en Con, entonces tenemos Ja siguiente descomposición 

A 1 B con e¡ epi y 111¡ mono. 
0 -.;;-; 

Imf 
Es claro que las clases t: y )vi son cerradas bajo composición con isomorfismos por 
ambos lados y para ver la propiedad del llenado diagonal, observemos que si tenemos 
un diagrama 
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con e E E: y ni E M. Entonces como e es epi, si empezarnos con un objeto e en C 
existe un objeto a en .4 tal que e(a) = e, tornando ese a y aplicando f obtenernos 
un objeto b de B, el cual es único porque m es mono, con Jo cual tenernos un mor­
fisrno d : C ->- B . Para ver que es única Ja diagonal, supongamos que existe otro 
morfismo k que hace conmutar Jos dos triángulos del siguiente diagrama 

Observemos que como m es monornorfismo, entonces C ~ B ~ D , implica 
k 

que d = k (lo mismo si usamos que e es epi). Por Jo tanto Ja diagonal es únicu. 

Observación 4. De hecho en c11alq11ier topos, las epi-mo11ofacrori::.acionesforman 1111 
sistema defactori::.ación orrogo11al. E11 parric11lar en el rapos de pregm·illas Conc. 

iii) En Top un ejemplo es considerar a E: como Ju cluse de epirnorfismos (donde el codo­
minio tiene Ja topología cociente) y _,\.1 las funciones inyectivas. Otro es considerar a E 
con los epirnorfisrnos y _,\.1 las funciones inyectivas donde el dominio es subespacio. 

Teorema 3. Para cualquier (E:, _,\.1) sistema de facrori::.ació11 orrogo11al se tiene lo si­
g11ieme: 

i) Dado 1111 diagrama co1111111tati\'o 

co11 e E E: y m E J\.1 el iínico morjismo t co11 te = e, y mt = m es t = id. 

ii) Dadas dos descomposiciones de 1111 morfismo Len /C. con e; e' E E:,1n, m' E .·\.1 
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existe 1111 1ínico iso111orjis1110 co111patible 1i : .Y ······>1', es decir tal que he e' y 
1n' h = 112. 

iii) Si f tiene la propiedad que siempre que se tenga un diagrama conmutati1•0 

A__!__. B 

! ! 
C~D, 

co11 111 E )vi ento11ces ltay un mo1jis1110 h : B--C que !tace conmlltar los dos 
triá11gulos, entonces f pertenece a E:. 
Dualmente si g tiene la propiedad que sie111pre que se tenga un diagrama conmutatit•o 

con e E E: entonces !tay un mo1jis1110 h : B--C que !tace con111utar los dos 
triángulos, entonces g pertenece a /vt. 

iv) Si f está en E: e/lfonces 111¡ es un iso11101jis1110, dua/111e/lfe si g está en _,\,I entonces 
e9 es 1111 iso11101fis1110. 

1•) Las clases E: y }vi son cerradas bajo co111posició11. 

vi) E: n }vi es la clase de todos los iso111oljis111os de JC. 

vii) Las clases E: y _,\.1 son cerradas bajo coproductosfibrados y productosfibrados res­
pectfra111e11te. 
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Sifg E E yg~z 
Si fg E .1\.1 y j E M. 

;;11r01ice~'j E & 
enroncesg·E M. 

Demostración. i) Consideremos el sigúiente diagrama de flechas sólidas 

A~X 

e! /-¡~·;·' ! m 

X ----,;¡--+- B. 

67 

Por la propiedad del llenado diagonal definición l 1 iii) obtenemos un morfismo 
t : X· ··>.Y y si usamos la unicidad de ese mortismo obtenemos el resultado. 
ii) Consideremos el siguiente diagrama de flechas sólidas 

A~X 

l h . .., ! 
e' .t-.' · .· h' rn 

y.::...____ B 
rn' ' 

entonces por la definición 1 1 iii) obtenemos morfismos únicos h y h' que hacen con­
mutar el diagrama anterior. Y con los siguientes diagramas 

:¡-! . y :y·\.¡·,,. 
~dx 

.-..: "' B 

e' 

Al ;'.-¿ 11· 
e' ... "'\: 111' 

h / 1c/y 
'f /./ 

y ,,.• B, 

obtenemos h' /¡ = id y lili' = id. Por lo tanto hes isomorfismo. 
iii) Sea f = me con e E & y m E .·\.1, y consideremos el diagrama sólido 
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Suponga que existe htal que éldiagra:rnanterior conmuta; asfnih 
lado construyamos el diagrama.· · . · · 

A---e---+-X 

j '/? J e . l~ 1n 

b idx 

_y B, 

entonces por Ja definición 1 l iii) obtenemos un único morfismo de X en )( que hace 
conmutare! diagrama anterior. Por lo tanto hm = idx, así hes isomorfismo, entonces 
f = h- 1 e y como E es cerrada bajo composición con isomorfismos por Ja izquierda, 
concluimos que f E E. 
Dualmente Sea g =me con e E E y m E .·VI, y consideremos el diagrama sólido 

Suponga que existe k tal que el diagrama anterior conmuta, así ke = idc. Por otro lado 
construyamos el diagrama 

entonces por Ja definición l 1 iii) obtenemos un único morfismo de Z en Z que hace 
conmutar el diagrama anterior. Por lo tanto ek = idz, así k es isomorfismo y g E .-VI. 

fr) Consideremos una descomposición de j; .-! / B , supongamos que f E 
0x--<, 

t: y construyamos el siguiente diagrama de flechas sólidas 
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A_____!__. B 

e¡ t J-/ h lliclu 
X---m¡- B. 

Como f está en e y m¡ en .1\.1, por la definición 11 iii) 3! h tal que el diagrama anterior 
conmuta y así m¡h =ida. Por otro lado construyamos el diagrama 

.. 4 e¡ ... ~ 

¡, ... /.:,¡ 
e1 B 111 1 / .icl 

/¡, 
.Y 

1111 
B. 

Como cada triángulo en el diagrama conmuta. entonces el diagrama de flechas sólidas 
conmuta. Vemos también que si ponemos idx en la diagonal, conmuta el diagrama. 
Pero por la definición 11 iii) 3! morfismo que hace conmutar el diagrama sólido. así 
hm¡ = frlx. Por lo tanto 111 1 es isomorfismo. 

Análogamente consideremos una descomposición de g; C 9 D y constru-

0 z~ 
yamos el siguiente diagrama de flechas sólidas 

Como g está en .•\.1 y e9 en E por la definición 11 iii) 3! k tal que el diagrama anterior 
conmuta y así ke9 = idc. Por otro lado construyamos el diagrama 
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Como cada triángulo en el diagrama conmuta, entonces el diagrama' de flechas sólidas 
conmuta. Vemos también que si ponemos idz en la diagorwl, conmuta el diagrama. 
Pero por la definición 11 iii) 3! morfismo que hace conmutar el diagrama sólido, así 
e9 k = idz. Por lo tanto e9 es isomorfismo. 
v) Primero demostremos que E es cerrada bajo composición. Sean f, f' E E y consi-

/ J' 
dercmos: .-1 - B - C . Entonces el diagrama de flechas sólidas 

e';:;-s.. X~., 

J'J 

.-l~C 
<¡•¡ l ¡,,3!1¡; 3!1 ,· " llidc 

X-""------ C, 111 1 1 ¡ 

conmuta. Luego por la definición 1 1 iii) 3!w que hace conmutar el diagrama sólido 
y de nuevo por la definición 1 1 iii) 3!t que hace conmutar el diagrama. Por lo tanto 
m /' 1t = iclc. Por otro lado construyamos 

.-11 , m !' I / _'\:,. 

J'J _,_ / 
e¡'J e' m¡'J 

/ ,'id 
y ,,,, t ,, y 

4'\. ,,,,,, c. 

Como cada parte del diagrama conmuta entonces el diagrama sólido conmuta y si 
ponemos idx en la diagonal también conmuta, si usamos la unicidad de la definición 
11 iii) obtenemos tm1• J = idx. Por lo tanto 111/• J es isomorfismo y así f' f E E. 
Para ver que ,\.1 es cerrada bajo composición. Sean g, g' E E y consideremos: 

9 9' 
C ~ B 2 .-1 . Entonces el diagrama de flechas sólidas 

e11'11 )_... 111 11 1 11 
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g'g 

conmuta. Luego por la definición 1 1 iii) 3!w que hace conmutar el diagrama sólido 
y de nuevo por la definición 11 iiiJ 3!t que hace conmutar el diagrama. Por Jo tanto 
te!l'o = idc. Por otro lado construyamos 

el;,, . /l¡' 
el1'fl e 11lo'o 

/ g'g 

/efl'íl -\. 

y "'•'• .-l. 

Como cada parte del diagrama conmuta entonces el diagrama sólido conmuta y si 
ponemos id>· en la digonal también conmuta, si usamos la unicidad de la definición 
11 iii) obtenemos e9 •9 t =id)'. Por lo tanto e9 •9 es isomorfismo y así g'g E .vt. 

1·iJ Sea fes un isomorfismo en IC y .-1 1 B, veamos que e1 - 1 = ¡-1 m¡ 

-;-¡-...X~ 
entonces ¡- 1 m¡e¡ = ¡- 1 f = l,t. 
Consideremos el siguiente diagrama 

e I 
.-1 -:---....._! X 

¡
" ......... -..........,.,_ /,,,,¡ 

e¡ "..i ~-~" m¡ 

/e,~ 
.'\ "'' B. 

Por la unicidad de la definición 11 iiiJ obtenemos e¡ ¡-1 111 1 = lx. Por Jo tanto e¡ es 
isomorfismo y como .1Vf es cerrado bajo isomorfismos por Ja derecha entonces f E ;.Vf. 
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Análogamente proponga 71lf-I = ef¡-1 entonces m¡ef¡-1 = f ¡-1 = ln y como 
demostramos que ef ¡- 1711f = lx. entonces 711f es isomorfismo. Además E: es cerrado 
bajo isomorfismos por la izquierda entonces J E &. Por lo tanto J E E: n .1vt. 
Para la otra contención sea J E En .-VI y consideremos el siguiente diagrama sólido 

.-1 ____!__ B 

Íc/A 11 ~ /¡ "ido 
.-1----¡-- B. 

Por la definición 11 iii) 3! h que hace conmutar el diagrama anterior, así hf 
fh = idn. Por lo tanto fes isomorfismo. 
1•ii) Dado un producto fibrado 

con m E )vi queremos ver que m' E )vi. Primero haga la siguiente descomposición 
(donde d = 9111 m•) 

f 

.-l~m' B¡ 
X 

111' ¡. ~d 111 

.... )' 111d 

'r ~ 
C ----

9
---+- D, 

entonces 3! k : X >B tal que 

c~n g ~ 
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conmuta. Y como empezamos con un producto fibrndo entonces 3! 
que Jos dos triángulos en el siguiente diagrnma 1n

1 h = 111.,,.., y f h 
Observemos entonces los siguientes diagrnmas conmututivos 

C ----y-- D 

73 

h:X >A tal 
= k conmutun. 

Ahorn como tenemos un producto fibrndo 3! modismo de A. en A. Por Jo tanto hem• 
id..i. Por otro lado consideremos el siguiente diagrnma 

Corno el diagrnma conmutu para los dos morfismos e,,.. h y idx. obtenemos por 11 i) 

c,,.•lt = idx. Así e,,.• es isomorfismo y por Jo tanto 111' E .·\.1. 
Análogamente, dado un coproducto fibrndo 

con e E t: queremos ver que e' E c. Primero haga Ja siguiente descomposición (donde 
x = Cc•a) 
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.

1
4.~z B¡ 

}. 

~n,, 

"~x~.·b 
A' , B', 

e 

entonces 3! t : B ·····>X tal que el diagrama anterior conmuta. Y así 3! w : B' ······>.Y 
tal que 

conmuta. Consideremos entonces los siguientes diagramas 

B' 

Y como tenemos un coproducto librado concluimos que me•W = idn•. Por otro lado 
consideremos el diagrama 
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•.. 

Como el diagrama conmuta y con idx también, por la definición 11 iiiJ obtenemos 
wme• = idx. Por lo tanto nie• es isomorfismo y así e' E E:. 

1·iiiJ Demostremos la primera ley de cancelación. Sean fg E E:, g E E: y consideremos 
fg . 

C ~ B . Entonces el diagrama de flechas sólidas 
0y----;;;: 0 X~ . 

C~B 
g! 
.-! 3Ú ido 

., L· 
X --;;¡-¡-B, 

conmuta. Y por la definición 11 iii) obtenemos m¡t = id8 . Por otro lado 

conmuta. Así el diagrama sólido conmuta y con idx en la diagonal también conmuta. 
si usamos la unicidad de la definición 11 iiiJ obtenemos tm¡ = idx. Por lo. tanto m¡ 
es isomorfismo y así f E E. 
Análogamente para la segunda ley de cancelación. Sean f g E .. vt, f E ~vt, entonces el 
diagrama 

Sistemas de Factorización como Álgebras de Eilenbcrg-Moore 



76 Capítulo 3. Sistemas de Factorización 

idc 

¡,: 
c--B, 

/g 

conmuta. Por lo tanto te9 = idc. Por otro _lado construyamos el diagrama 

Como el diagrama de flechas sólidas conmuta y también si ponemos id}' en la diago­
nal conmuta, concluimos por la definición 11 iii) que e9 t = id}·· Por Jo tanto e 9 es 
isomorfismo y emonces g E ."vi. 

D 

3.2 Sistemas de Factorización de Eilenberg-Moore 

Si lK. es el siguiente funtor: 

h:. : .K. -- JC2 
A l,i 

I ! ! C/,/J 

B la, 

definimos un sistema de factorización débil como sigue: 

Definición 20. Un sistema de factori::.aci6n débil en 11na categoría K. es 11n fu mor 
F: K.2 --'--+-K. talque FIK. =::: ldK.. 
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Veamos que sin perdidad de generalidad pod~rn~s ~o~siderar la igualdad F I>:. = j d>:.. 
en lugar de isomorfismo. · .... · :: ·. :., . '· 
Sean F: 1(.2 - K:. un funtor y 'Y.: Id>:..~ 'FI>:. ·isomorfismo natural en K:., 

definamos ó: F' - F: 1(.2 - K:.. como•:•· 

~i:1± id~; 
sif'f. id 

y F' : K:.2 - K:. en los objetos de la siguiente forma 

F'J := { :j si f =id .. ¡ 
si f #id 

y en morfismos (u, v): f - g como 89 -I F(u, v)ó¡. 

Veamos primero que F' es funtor. Observemos que manda objetos de K:.2 en obje­
tos de K:. y morfismos K:.2 en morfismos de K:.. para ver que respeta composiciones e 
identidades, basta considerar los casos posibles. Además ó definida en términos del 
isomorfismo natural -, e identidades, resulta un isomorfismo natural. 

Entonces podemos considerar de ahora en adelante la igualdad F I>: = Id>:. en la 
definición de sistema de factorización débil en lugar de isomorfismo. 

Dado un morfismo f : X - A en K:., definimos 1¡¡ : lx - f y ¡1¡ : f - lA 
como 

X 
1.Y 

X 

11J = lx l lf 
X f . A. 

X 
f 

A 

µ¡ = fl llA 
• -1 lA A . 
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,¡---- f:> '··«"' -·~/- i;~i~" ··~~-~-·-,:· 

; • ; , .· c~~;Ít~lo ~~ ~iii;:~~a~·~,e ;actorizacióri. 

--,- .-,-- .;_,;:.~?~~ 

Además si Fes un sistemade foctorizaci~J1 débÚ;cl~f~~i~ds'.'.f{iJÍ) ée.)Y:F'(µ¡) 
11lf· '.~>,' ({ ··~- ·:"-; - ·, .:·· 
Proposición -1. Si F : K,2 ~K. es 1111sÚte111~ 'defactori~aciJ,¡ débil e1 JC es el fu111or. 
definido c111teriorme111e, enÍonces J= m¡e/ 

··- · .. ', ' 

Demostración. Considerc;+1os la ~Ígulente igualdad de diagramas ,. - ,· ." 

.-1 
f 

B A 
1,. 

.4 
I 

1A J (/,f) Jlv = J,.1 T/J l1 µ¡ = = 
.-1 

I 
B .-1 

I 
B 

lo 

Al aplicar Fa los diagramas anteriores obtenemos 

f 

F(/,/l ~Ff rn¡ 
.4-B=.-1- -B. 

D 

Obscn·ación 5. e¡, 111 1, en contraposición con lo que se hace con los sistemas de 
factori::.aci611 ortogonales, ya esta// jijas, es decil; tenemos una factori::.ación fimtoricll 
def. 

Definición 21. Un E-J'vl sistema de factori::.ación 1 en una categoría K. es 1111 sis­
tema de factori::.ación débil F tal que, si EF = {hjm¡, es Ílwertible} y }vfF = 
{ltie¡, es invertible}, entonces para toda f E K. Cf E EF y m¡ E _,\/f F· 

Teorema -1. Para un E-AJ sistema de factori::.ación, se tienen las siguientes ide111idades 

con 

P! = (1 .. 1,m¡) : e¡--f y >.¡ (e¡, ln): f-m¡. 

1 Sis1erna de Fac1orización de Eilcnberg-Moore. 
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Demostraci6n. Para demostrar la primera identidad observemos el siguiente diagrama 

B--->-B. 
In 

Comenzaremos por demostrar que para s = cm, y s = F >.¡ el diagrama anterior 
conmuta. Para s = c,,. 1 el diagrama 1 conmuta trivialmente, y el diagrama 2 conmuta 
porque 1nm,cm 1 = 111¡ = 18 112 1 . Por otro lado paras= F >.¡ necesitamos demostrar 
que 

conmuta. Observemos que cm, = F(171111 ) y c / = F(17¡) y consideremos la siguiente 
igualdad de diagramas 

e¡ e¡ 

A~FJ A~FJ 
1Al ~ lf ~ 1111/ IA l (e~ l¡F/ ~ l"'I 
A~B A~B. 

I I 

Al aplicar F a los diagramas anteriores obtenemos 
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A--FJ--F(111¡)_ 
e¡ F(J,¡) 

Así el digrama 1 conmuta. Para ver que el diagrama 2 conmuta para s = F(:Á¡ ). 
observemos que m 1111 = F(¡1 1111 ) y m¡ = F(¡1¡ ). y consideremos la siguiente igualdad 
de diagramas· 

I 

~FJ-1111 A · B 

1l ~ l"'I ~ llv 
B~B 

lo 

Al aplicar Fa los diagramas anteriores obtenemos 

F.\¡ mm 1 FJ-F(m¡)-B 

Así el digrama 2 conmuta y el primer diagrama en la demostración conmuta para ambas 
elecciones de;;. Por lo tanto el mor11smo de K.2 dado por (e,,.

1
e¡, m¡): e¡-111 1111 

se factoriza como 

A e¡ F J ___!.,,.. F(m¡) 

e¡ l ~In! (~ !"'"'/ 
F f ~ F f---m¡- B. 

Esto lo podemos visualizar con las diagonales en el primer diagrama de la de­
mostración. Dado que F11c1 = me1 cuando aplicamos Fa las dos descomposiciones 
anteriores obtenemos 
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y como e¡ E EF entonces mé1 es isomorfismo, Juegos :::o. F(s, m¡) no depende de Ja 
elección de s. 
Ahora demosfremos que s hace conmutar el siguiente diagr~ma 

F f --,--!!-..:.. F ( m ¡ ) 

lp¡l 3 -ie-~, 
FJ ~F(rflm1 ) 

para las mismas dos elecciones de s. Para la eleción s = e,,.1 , hagamos Ja sustitución 
g = 1n¡ en el diagrama 3 

FJ 
e• Fg 

lpt 1 3 le-• 

FJ 
F(eg.g) 

F(m9 ), 

y consideremos Ja siguiente igualdad de diagramas 

Ff~Fg 

lpt ! (eg.~) 1"'• 
Ff--

9
-,_B 

FJ~Fg~Fg 

l••t ! (<~ l lFg f/mg 1"'• 
F f ----e;-- Fg "'• B. 

Al aplicar F al diagrama anterior obtenemos 

Así el digrama 3 conmuta. 
Para la eleción s = FJ\¡, considerem.os Ja siguiente_igualdad de diagramas_ 

- -- ' - - ' 
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Ff~Fm¡ 

lp¡ l (F>. 1 .m 1 ) l"'"'I 
F f --,,-,,-~E 

Capítulo 3. Sistemas de Factorización 

F>..¡ 1Fm¡ 
Ff-Fni¡-Fm¡ 

lp¡ l (F~¡) l IFm¡ 'l"'m¡ l"'"'J 
FJ-Fm¡-----B 

FA¡ mm1 • 

Al aplicar F al diagrama anterior obtenemos 

F),.¡ e"''"I 
F(F>..¡,m¡)=Ff-Fm¡-Fmm1 • 

Así el digrama 3 conmuta, y observemos que e111 ..,
1 

es un isomorfismo, Por Jo tanto 
concluimos que e,,. 1 = F>..¡. 

Análogamente, para demostrar Ja identidad 1ne¡ 
grama 

Fp¡. observemos el siguiente dia-

Comenzaremos por demostrar que para s = m.1 y s = Fp¡ el diagrama anterior 
conmuta. Paras = e,,. 1 el diagrama 6 conmuta trivialmente, y el diagrama 5 conmuta 
porque n1.,e.1 =e¡ = e¡l .. 1. Por otro lado paras= Fp¡ necesitamos demostrar que 
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conmuta. Observemos que ce, 
igualdad de diagramas 

F(r¡,1 )yc¡ F(17¡) y consideremos la siguiente 

.lA IA 

A~A A·~A 
lA l (!~) llA ~ lf IA l ~ le¡~ lf 
A~B A~B. 

I I 

Como FlA = A, al aplicar Fa los diagramas anteriores obtenemos 

F11e 1 Fp¡ 
A-Fc1-Ff. 

Así el digrama 5 conmuta. 
Para ver que el diagrama 6 conmuta paras = F(p¡ ), observemos que me1 = F(11e

1
) 

y m¡ = F(¡1¡ ), y consideremos la siguiente igualdad de diagramas 

I 

~!111;· 
A F E 

e¡ l ~ lF¡ ! (m¡;I~¡) J ¡ 0 

Ff-1 .Ff ·. '"' B. 
~ 

111/ 

Al nplicar F a los diagramas anteriores obtenemos 

Fp1 m¡ 
Fc1-FJ-B 

Así el digrama 6 conmuta también para ambas elecciones de s. Por lo tanto el morfismo 
de K.2 dado por (c/, 111¡me1 ) : Ce1 ~m¡ se factoriza como 
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A e¡ FJ~FJ 

e., l \g;;l l In ~ l"'' 
Fe¡-a-Ff 

1111 
B. 

Esto Jo podemos visualizar con las diagonales en el diagrama compuesto por 5 y 6. 
Dado que F1¡,,. 1 = e,,. 1 cuando aplicamos F a las dos descomposiciones anteriores 
obtenemos 

e 1111 • F(e¡,me1 ) = e,,, 1 • F(e¡,Fp¡), 

y como m¡ E .:"'1 F entonces e 1111 es isomorfismo, luego s := F(e¡, s) no depende de 
Ja elección de s. 
Ahora demostremos que s hace conmutar el siguiente diagrama 

Fee1 

"'••¡ l 

para las mismas dos elecciones de s. Para la eleción s 
g =e¡ 

Fc9 

F(e¡.111 11 ) 
FJ 

"'·· l I! l In 

Fg 
1Ug Ff, 

y consideremos la siguiente igualdad de diagramas 

m., hagamos la sustitución 
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A 
9 

Ff .4 
e• Fg rn• B 

·· 1 (9,m~) l IFJ e• l µ,. 
=> lp· l (11lg.111g) 

=> lln 

F g ---;;;;-- F f Fg-Fg 
lp. lllg 

B. 

Al aplicar F al diagrama anterior obtenemos 

F(g, m9)=Fe9~Fg~F f. 
Así el digrama 8 conmuta. 
Para la eleción s = Fp¡ hagamos la sustitución g =e¡ 

Fe9 

F(e¡,Fp¡) 
Fj 

"'·· l I:! l¡F/ 
Fg 

Fp¡ 
Ff, 

y consideremos la siguiente igualdad de diagramas 

A 
9 

Ff .4 •• Fg 
Fp¡ 

B 

e• l (g,Fp¡) 
=> l IFJ e• l ''~11 

=> 
lp• l (Fp¡,Fp¡) l ln 

Fg~Ff Fg-Fg 
lp. Fp¡ 

B. 

Al aplicar F al diagrama anterior obtenemos 

Así el digrama 8 conmuta, y·_ observemos que 1ne,
1 

es un isomorfismo, Por lo tanto 
concluimos que 1n.1 = Fp¡._ 

D 
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. !' . -

}:a;pítul~ 3.'' Sis~cmas de Faclorización 

Teorema 5. Sea F 1111 E~M sistema de factori~Á;tóJly ~{v) 
JC2 • Si tenemos 1111 diagrama CC?11111111a1Íi·o · , 

f ~ g, 1111 motjismo e11 

11ecesaria111e111e t = F( u, v). 

De111ostració11. Primero observemos la siguiente igualdad de diagramas 

F(f) 

IA y~ 
.-1-.-1,, ,,,>C ,,,,, >F(g) 

•J! 1! !s !mg 
F(f), ,, >B · ,,>D-D 

111/ V/ lD 

~ /mg 
F(g) 

Es decir obténemos que el diagrama : 
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co_nmuta. Al aplicar Fa este último diagrama y usando el teorema anterior, obtenemos 

e 111 • • F(u, v) · me 1 = F(e9 , lv). · F(u, v) · F(1A, m¡) 
= F7¡,,.• · F(t, t) · Fµe 1 

= C 1ng • t • 1nc1 · 

Como e,,.. y 111e1 son isomorfismos. concluimos que t = F(u, v). 
D 

Teorema 6. Para 1111 E-/vl sisrema de facrori::.ació11 / ( F : K 2-K, F J K = J d1:) wl 
que Vf E K. e¡ E E:F y 111¡ E ,\,fp} el par (SF,.'"1F) es 1111 sisrema orrogonal de 
facrori::.aci611, y 1•ice1·ersa rodo sisrema orrogo11a/ de facrori::.aci611 (E:,_ \,1) induce un 
E-iW sisrema de facrori::.aci611. 

Demosrraci611. Demostraremos primero que si F es un E-A1 sistema de foctorización 
entonces (E:F,. "1F) es un sistema ortogonal de factorización. Recordemos que t:F = 
{ltjm,, es inYertible} y ,\/IF = {ltje¡, es ill\"ertible}. 

Comencemos con iii) de Ja definición 11. 
Sean f E E:F y g E .·"1 F· y supongamos que tenemos un diagrama conmutativo 

Observemos el siguiente diagrama 
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_

1
4~ 

/ 

~B¡ 
X . 

u · ~~F(. u,v) u 

y~ 
C 9 D. 

Como f E t:F y g E ,VIF, entonces m¡ y.e9 son isomorfismos y obtenemos un mor­
fismo d: B-C, dado por d = e 9 - 1 F(u, v)m¡- 1 que hace conmutar el diagrama 

Para demostrar unicidad, suponga que existe otro morfismo h : B-C, que hace 
conmutar el diagrama anterior y con.sidere el morfismo 

Como X~ Y es el único morfismo de X a Y por el teorema anterior, en­
tonces e9 hm¡ = F(u, v) y utilizando que 1n¡ y e 9 son isomorfismos obtenemos 
/¡ = e 9 -

1 F(u,v)m¡- 1 • Por lo tanto/¡ = d y así para cualquier E-M sistema, 
(t:F, .·VfF) satisface la propiedad del llenado diagonal; es decir satisface el inciso iii) 
de la definición 1 1. 

El inciso ii) en la definición 1 1, lo tenemos por la definición de E-M sistema de facto­
rización. Por úllimo demostremos i). Dado a E &F y f isomorfismo, consideremos el 

diagrama: A ~ B __!__ C . Entonces el diagrama de flechas sólidas 
e°';;-. X -.;;; • 
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conmuta. Luego por la primera parte de la demostración 3!t tal que e¡a = ta y m¡a = 
f. Definamos d: C - D como d := t¡- 1 y veamos que es inversa de 111/a· 

Del diagrama vemos que m¡0 d = m¡0 t¡- 1 = f ¡- 1 = iclc. Para demostrar que 
dm¡a = idx considere el siguiente diagrama 

C¡a ,.. 

A --.Ja .'\ 

j '\ --- --.......,.._ /,,, 'j' .,. ~>~ "''" 
~"1( m¡a C. 

Como cada parte del diagrama conmuta entonces el diagrama sólido conmuta y si 
ponemos idx en Ja diagonal también conmuta. si usamos Ja unicidad de la primera 
parte de Ja demostración obtenemos d111¡ 0 = idx. Por lo tanto m¡u es isomorfismo 
y así fa E E¡.-. Por Jo tanto E¡.- es cerrado bajo composición con isomorfismos por la 
izquierda. Andlogamente. dado a E . \/1 F y g isomorfismo. consideremos el diagrama: 

Entonces el siguiente diagrama de flechas sólidas 

e e.. .•y 

idcll /.d~~;i.1 111 •• 
· c=----n-..i, 
~ 

ag 
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eonmutu. Luego por Ju primera pune de Ju demostración 3!t tul que 1na9 = at y 
tc09 = g. Delinamos d = g- 1 t veumos que es inversa de e09 , del diugruma vemos 
que de09 = g- 1 te09 = g- 19 = i<lc. Pura demostrar que ea 9 d =id>' considere el 
siguiente diagrama 

Como cada parte del diagrama conmuta entonces el diagrama sólido conmuta y si 
ponemos id>· en J;1 diagonal también conmuta, si usamos la unicidad de la primera 
parle de la demostración obtenemos c 09 d = id>·. Por lo tanto e09 es isomorfismo y 
así ag E ..'vt F· Por lo tanto .Vf Fes cerrado bajo composición con isomorfismos por la 
derecha. Concluimos que (Ep,. Vf F) es un sistema ortogonal de factorización. 

Inversamente, dado un sistema ortogonal de factorización queremos definir un funtor 
F : K.2 ~x:.. Para definirlo en los objetos tenemos dos casos: 

a) si tenemos una identidad A~A. definimos F(lA) = A. 
I b) para cualquier f no identidad elegimos una factorización A......._ B , de f 

e"'s...*~ 
(utilizando fuertemente el axioma de elección) y definimos F(f) = *· 
Y para los morlismos ( 11, v) : f ~ !J de K.2 tenemos que como el diagrama de ílechas 
sólidas 

F(f) 

y d~ 

u·¡
4 

, FCg; . B¡v 
/ ~ 

C . 9 .... D, 
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conmuta y e E E:, m' E JVf entonces 3! d =: F(u, v) : F(f) ······>F(g) por la definición 
1 1 iii). 
Demostremos que Fes funtor. Dada una identidad en K.2 : 

obtenemos el siguiente diagrama 

Fj 
e¡/ , -..........m¡ 
/ ;lFJX 

.-l. ' I B 

IAJ J¡ jiu 
y~ 

A 1 B. 

Es decir F(l¡) = lF(Jl· Y si tenemos la siguiente composición de morfismos en K.2 

entonces obtenemos el siguiente diagrama al aplicar F a cada uno de Jos cuadrados 
anteriores 
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F(f) 
e/ ' ......._n, 

/ ·'' ~ A . I B 

uj FCg) ¡v 
/ d'"< 

C 
9 

D 

U'j FCh) ¡y 
~ ~ 

E " J. 

Por otro lado si aplicamos Fa todo el diagrama obtenemos 

F(f) 

/ 'd·~ 
A , / B .. ¡ FCh) ¡V 
? ~ 

E " J. 

Y como tenemos unicidad en la definición 1 J iii), existe un único morfismo de F(f) a 
F(/1), entonces F preserva composiciones. Y por lo tanto Fes un funtor. 
Ahora veamos que se satisface Ju ecuación F I K = I dK. Dado un objeto A de K. 
tenemos que h::(.-1) = 1 .. \ y F(l .. 1) =A, por Jo tanto es Ju identidad en Jos objetos. Y 
dado un morfismo f de K tenemos que IJC(J) = (J, f) y F(J, f) = f. por lo tanto es 
la identidad en Jos morfismos, por lo tanto F /¡.;: = ldJC. 
Y por último. como empezamos con un sistema de factorización ortogonal (l", }vi), 
sabemos que cualquier f E K., se factoriza como f = m¡e¡ con e¡ E l" y 1n¡ E .1"1. 
luego por el Teorema 3 h·) obtenemos que m,.1 y e,,, 1 son isomorfismos. Por lo tanto 
obtenemos un E-M sistema de factorizución. 

D 
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Sistemas de Factorización corno 
, 

Algebras de Eilenberg-Moore 

En el capítulo cuatro y último de esta tesis, empezaremos trabajando en K,"2 y definire­
mos funtores que utilizaremos a lo largo del capítulo, algunos de los cuales tienen como 
dominio o codominio a (K 2 )"2 y ((K2 )2) 2 • Trabajaremos con la 2-mónada asociada 
al endo-2-funtor ( - )2, demostrando al final que en este cuso en panicular las seudo­
álgebrns normales para esta 2-mónada son equivalentes a los sistemas de factorización 
de Eilenberg-Moore. 
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, . / .. 

4.1 Furitores>rel,aciollaclos\:on (-)2 

Dado un mortismo de K.2 ;· 

aquí pensaremos a los objetos como flechas verticales y a Jos mortismos como las 

flechas horizontales. Es decir f~ g . 
Dados dos objetos s, s' de (K.2 ) 2 

un mortismo entre ellos está dado por el siguiente cubo 

A'---;-<-- B'. ,. 

El cual llamaremos t y escribiremos como t = [x, y, a, b]. Así entenderemos por t" el 
mismo cubo poniendo biprima a cada una de las variables, y por r un mortismo de t a 
t". 

Nota 7. En las siguientes defi11icio11es pondremos del lado i::.q11ierdo el diagrama co­
rrespondieme al dominio de los f11111ores y del lado derecho el codominio de estos. 
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Observemos C)~e siempezam6s con un füntor G. ; JC ~ e . con JC y e categorías 
arbitrarias; entonces G 2 esÍá definido como: 

H H 
2· ::::::::::2C JC ¡-------- 2 :::::::2C JC --ª-·~~ c.. 

H' W 

Definamos ahora Jos siguientes funtores que utilizaremos continuamente en esta pane 

Dado el funtor 

.. 4.'~B' 

f'"~g"' 

F2 ; (JC2)2 x:.2 

s F(u, v) 

·] ¡ '"'·"''""''" 
s' F(11 1,v1

), 

(F2)2 : ((K.2)2)2 - (JC2)2 

t >---- (F(i;'), F('))) 'l (F«•J,F<'+·•'¡,F<r'¡( 

t" 1----... (F(t?"), F(')")). 
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IK: K~K.2 ~4·~B 
A. lA 

J l ! (/,/) 
B ln 

1.A J lis 
A-¡--B 

definamos los siguientes funtores;· el priri1ero no es otra cosa que el IK si sustituimos 
K,2 por K,. . 

f 1¡ 

'"·'' j ¡ ......... ¡ 
g 19 

f (f,f) 

'"'' j !····••] 
g (g,g) 

B--'+-B, 
lo 

También llamaremos l A: al funtor IK' y HK al funtor (IK:) 2 , si pensamos en que JK' 
incluye a Jos objetos de K,2 verticalmente en (K.2 ) 2 y que HK: es la inclusión horizontal. 
Consideremos a s = (u, v) como antes y definamos 
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f (lx,J) 

'""' j J<····"·"' 
g (ly, g) 

Y---¡¡- B, 

f (J, l,i) 

'"·"' j ¡,. "·' "' 
g (g, ln) 

En los siguientes diagramas también llamaremos -y al morfismo entre g y g', es decir 
...,. = (y, b) si seguimos la notación en F 2 • Tendremos 9 = (x, a) y así sucesivamente. 

f~g 

s ,___ ____ (s, 1
9

) 

'j j ''·'·'"' 
·l 

s,,__ ____ (s',1
9
·) 
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'Sl----cI=vJ=gu 

.¡ j ,,,., 
s' ~el'= v' f' = g'u'. 

A'~B' .. 
En la siguiente definición solo nos quedamos con los morfismo de la diagonal <I>, r' los 
cuales a su vez son pares de flechas 

t 1-----.... c = -ys = s'<P 

·l ¡, .... ~. 
t" r------+- e" = r" s = s"' </l'. 

J'"~g"' 

Es decir aquí nos quedaremos solo con los morfismos <I• y r' que unen las diagonales 
de t y t". 

.4.'~B' 

(CxY : ((A'.:2)2)2 _,.. (A'.:2)2 

,__ __ 6 = (x,b) 
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y si pensamos en otro objeto t" en ((X::2 ) 2 ) 2 , al poner biprima a las variables en 
el diagrama anterior, entonces (Cx:) 2 (t") = ó" = (x", b") y así en un morfismo 
r: t ~ t", (C>;::) 2 (r) consta de las cuatro flechas que unen a ó con ó". 

Ahora demostraremos algunas relaciones importantes de los morfismos que acabamos 
de definir y que serán de utilidad en las siguientes páginas. 

Lema l. Si X:: es 1111a categoría arbitraria y (F2 ) 2 , L>;:>. L>;:. F 2 , C>;:. Cx:2 /osflmtores 
definidos a11teriorme11te, entonces: 

i).(F2
) 2 Lx:2 = Lx:F2

• 

ii) C>;:(F2 ) 2 = F 2 C>;::2. 

Demostración. Veamos que (F2 )"2 Lx:2 = L>;:F2
• 

Dado un objeto s = (f; u, v; g) de (X::2 ) 2 , observemos que: 

(F2 ) 2 Lx:2 (s) = (F2 ) 2 ((u, v), ( I 1-, 18 )) = (F2 ) 2 ((u, v), 19 ) = (F(u, v), F(I 9 )) y 
L>;:F2 (s) = L!((F(u, v)) = (F(u, v), 1F9 ). 

Además si tomamos t : s - s' como en las definiciones anteriores, entonces 

(F 2 ) 2 Lx:o(t) = (F2 ) 2 (<;!.>,-¡,-f,/) = [F<;!.>,F-1,F-1,F-y] y 
L>;:F2 (t) = L!((F(:r,a),F(y,b)) = L>;:(F<P,F-r) = [F</>,F1,F-1,F-y]. 

Por Jo tanto, (F2 ) 2 L>;:' = L>;:F2 • 

Ahora demostremos que C>;::(F2 ) 2 = F 2 Cx:2. 

Dado un objeto t de ( (X::2 )2 ) 2 , observemo.s la diagonal común de: 

Ahora calculemos 

Ff~FJ' 

F(u,1•)1 ~ lF(u',1•') 

F g -¡.:-¡y,t¡ F g' . 

Cx:(F2 ) 2 (t) = Cx:(F(<jJ), F(-y)) = Cx:(F(x, a), F(y, b)) 
= F(u', v')F(x, a) = F(y, b)F(u, v) 
= F(u'x, v'a) = F(yu, bv). 

De la misma manera observemos la diagonal común de 
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entonces 

f~g 

(r.a)=<> ! ~ l -Y=(y.b) 

f'~g', 

F 2 C¡.;;o(t) = F 2 (cl) = F 2 (yu,bv) = F 2 (u'x,v'a) 
= F(yu,bv) = F(u'x_, v'a). 

Por Jo tanto, coinciden en Jos objetos. Además en Jos morfismos 

C¡;:(F2 )'2 (h) = CA:[F<I>,Fr,F<I•',Fr'] = (F•I>,Fr'). 

F 2 C¡.;;o(h) = F 2 [<1>, ' ,r'] = (F<I>,Fr'). 

Por lo tanto, C¡.;;(F2 ) 2 = F 2 C¡.;;o. 

4.2 Álgebras y Sistem.as de Factorización 

o 

Para un sistema de factorización débil F : K,2 - K. , una estructura de álgebra en F 

es un isomorfismo -,. : F F 2 -=--... FC¡.;; el cual satisface: 

( l) -,. J ¡.;;o = l F 

(2) -, (I¡.;;) 2 = lF 

(3)-,.C¡.;;o · ¡(F:.?) 2 = -r(C¡.;;)2 · F-,. 2 • 

Observación 6. Estas ecuaciones son el caso especial de las ecuaciones ele coherencia 
para una seudo-álgebra normal para el caso en consideración (-)2 • 

En este caso F I ¡.;; = l¡.;;, la 2-celda im·errible está dada por 

(K.2)2 ~ K,2 

C'~ 1 ~ lF 
K,2 --F-,--- K.' 
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y satisfacen las sig11ie11tes condiciones 

1) 

JC2 --F-~JC 

2) 

3) K.2 ~ (JC2)2 ~ JC2 

CK l ~ lF 
JC2 --F-...- K, 

Lema 2. Para F : x:,2 -- K. un sistema de factori:.ación débil, 

1111 objeto de (K.2)2, y e la diagonal co1111ín en el diagrama amerior e = vf = gu. el 
siguiente diagrama conmuta: 
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F(ec) 

F(e1,F(u,ly ~e 

F(F(u, v)) F(e) 

F(F(l.\".to},1~ /. 
F(mc) 

Demosrración. Primero observemos que los dos morfismos de la izquierda del dia­
grama en el lema están explícitamente definidos en el diagrama de abajo 

X 
e1 

FJ 
F(lx.1') 

Fe 

c-. I ! CF(u,t') !eme 
y F(c1,F(u,lu)) 

Fec F(F(u, v)) 
F(F(ls,L'},m 11 ) 

F7nc 

111e.c 1 1'1F(u.\.•) J. !"'"'e y 

Fe 
F(u.lu) 

Fg 
IUg B. 

Veamos entonces que el diagrama: 

X 
C/ 

FJ 
F(l.\",l') 

Fe 

e< 1 
lF(u,1·) l me C<1.F(u,ln)) (F(~11g) 

=> 
y 

Fe 
F(u,111) 

Fg 
"'11 

B, 

conmuta. Para ver que el cuadrado de la derecha conmuta. observemos la siguiente 
igualdad de diagramas 
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X 
lx 

X B X 
u 

A 

g 

11 (J.\",U) le lle lln =- =- 11 (u,v) lg ''• =- =-
A V B lo B A V B 

lu 
B, 

si aplicamos F obtenemos 

Ff~Fc 111c 
B Ff F(u,v) .Fg--'-"c:.•__,~B. 

Para ver que el cuadrado de _la derecha conmuta, observemos la siguiente igualdad de 
diagramas 

X 
lx 

X 
u y X 

lx 
X y 

lx l ,,, 11 (U,l!) 1 g =- =- 'i' 
l.\" l 'le le (u.1 o) Ju =- =-

X 
I 

A ,, B X e B 
Ju 

B, 

y aplicando F obtenemos 

X--•''--~ F J ~ F(u, v) X --•-e__,~ Fe~ Fg. 

Observemos entonces el siguiente diagrama conmutativo, el cual nos dice cómo están 
definidos explícitamente F(ls, v) y F(u, In). 

X 
Js 

X y 

e¡ 1 
F(l_\",L') ! ·~ 1 .. 

Fj Fe 
F(u,la) 

Fg 

m¡ 1 m;! 1 rn• 
A 

--
V_- B lo B. 
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Del diagrama anterior obtenemos·c1 siguiente diagrama 

el cual es equivaleme al siguiente cuadrado 

X 
e, 

Fe 

e, l (ec,111c) l "'< =-
Fe '11c 

B, 

pero este último lo podemos escribir de la siguieme forma 

e, 

X~P 
e:l ~ l;,f ··~ {n, 
Fe~B~ 

.tnc 

Note que al aplicar F al segundo digriima en Ja demostración y también a este último 
digrama obtenemos el lema, porque F(TJm,) · F(µec) ·= em, ·me,· 

o 
F S 

Lema 3. Para tra11sfor111acio11es nawrales A :::!~::>s ~ C, si Tu es inl'erti-
G T 

ble entonces rF está determinado por rG, en el sentido que rF = (Tu)- 1 • rG ·Su. 
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Si111ilar111eme, ;i Sa e~ im•erti~le eútonces rG está determina~o por r F. 
. . ' ~ ' . ., ' . ~ . 

De111ostraci611. R~cord.~mds d~I capítulo 2,que Ja composiciónr17 está dada por 

ra = rG · Sa =Ta· rF. 

Enfonces si T¡esinvertible; si despejamos de la última igualdad obtenemos que 
rF = (Ta)- 1 ·•• rG · Sa. Y en el caso en que Sa sea invertible entonces obtenemos 
rG = Ta·rF · (Sa)- 1 • 

Corolario l. Pára la siguiente co111posici611 

o 

con Ta invertible y G bie11-p1111teado por a (i.e. Ga = aG), precomposici611 con G 
nos da una biyecci6n 

CAT(L3, C)(S, T) ~ CAT(B, C)(SG, TG). 

De111osrraci611; Como Ta es invertible podemos definir 

g: CAT(B,C)(SG,TG) ->- CAT(B,C)(S,T) 

con10 sigue: 

Para w : SG ~ TG, definimos g(w) como la composición: 

observemos que por el diagrama anterior el siguiente diagrama 
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SG sera SGG 

g(u•)G l 2 l wO 

TG-TGG 
('TcrG)- 1 1 

conmuta, además como a es bien punteado TGa resulta invertible (TaG)- 1 

(TGa)- 1 : Por naturalidad de w el diagrama 

SG SGcr 

wl 3 

TG-
1

TGG, 
('TGcr)-

conmuta. Y si usamos que Ges bien punteado por a los diagramas 2 y 3 son iguales en 
sus flechas horizontales. Y como Ta es invertible concluimos que g(w)G = w. 
Para ver que Ja composición g · (( - )G) da Ja identidad, considere un morfismo 
S ~ T , observemos entonces el siguiente diagrama 

s--=5-=-"-sa 

uJ. l uG 

T~TG, 

que conmuta por naturalidad de a. Y del diagrama 

S --'5:..;";__ ... SG 

u l l uG 

T-,TG, 
('Tu¡-

vemos que u = (Ta)- 1 uGSa y como el lado derecho de la igualdad es g · ((- )G)u, 
obtenemos que ( - )Ges una biyección. O 
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Recuerde que udemás de CK. : (K.2 ) 2 - x;2 y de IK. : K.-:- IC2 , defi.nimos euu­
tro furitores VK., R¡.c, L¡.c, H K: de /C2 en (K.2 ) 2 , ahora considere transformaciones nutu­
ralcs entre ellos definidus como se indica abajo: · 

Están definidas en un objeto e : X - B de K.2 por el siguiente cuadrado conmuta­
tivo en (/C2 ) 2 

(lx, ln) 

[1...-,1...-,7 ~,lo,lnJ 

(lx,c) (e, la). 

(J.,.,c,lx~ ~o,c,loJ 
· (e, e) 

No obstante Vi.:= I¡.co, H¡.c = I¡.c 2
• Además tenemos la siguiente proposición. 

Proposición 5. R¡.c -i CK. -i L¡.c. 

De111ostraci611. Observemos que la unidad de RK: -i CK. dada por p: lK.' => CK.RK. y 
la counidad de CK. -i L¡.c dada por,\ : lK.' => CK.LK: son identidades. La counidad de 
R¡.c -i C¡.c es 
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La cual está explícitamente definida como 

<Ps = (Ix,c) lt...-.u./.ln] 

y la unidad de CK. -l LK. es 

La cual está explícitamente definida como 

<Ps =(u, v) ltx.u.<'.ln] 

(u., v), 

(e, In). 

Las identidades triangulares se tienen porque <PRK. y CK.1/J son la identidad, y entonces 
RK. -l CK. -l LK.. D 

Ahora observemos que sis= (u, v) es como en el lema 1, con CK.s = ,y__..:...._ B, 
entonces la counidad de la primera 9 : RK.CK. => I¡K.ºJº y la unidad de la segunda 
ij•: I¡K.ºF => LK.CK., se componen de la siguiente manera 

Lo cual podemos visualizar en el siguiente diagrama 

(Ix, e) 
llx .u,/.ln] 

(u,v) 
llx.g,t',ln] 

(e, In), 

es decir como la composición de un par de cubos en (K:.2 ) 2 • 
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Para F un sistema de faetorización débil, sea 0 : F F2 -'FC>e .. = (K.2 ) 2 __,_ K. una 
transformación natural cualquiera. 
Primero observemos que si aplicamos F 2 al diagrama anterior obtenemos 

ec (e¡ ,F(u,lu)) F(u, v) (F(l .~ ,v),mg) nic, 

y al aplicar C>e a ese mismo diagrama, obtenemos 

e------- e------>- e. 
(lx,ln) 

Entonces al aplicar a al mismo diagrama, obtenemos 

Fec F(e¡,F(u.ln)l FF(u,v) F(F(lx,v),rng) Frnc 

aR.:c=aR.:C.:s l los l aL.:C.:s=ol • .;:c 

Fe ----1-F-.---->- Fe -----
1
-,,.-.---- Fe, 

que conmuta por naturalidad de a, y porque F(Ix, ID) lFc y C/Cs = e. 
Análogamente para una transformación natural arbitraria /3 : FC>e ~ F F2 ob­
tenemos el siguiente diagrama 

Fec F(e¡,F(u,ln)} FF(u,v) F(F(ls,1'),mg) Fmc 

f3R.:c=i3R.:C.:s i i {3s i i3L.:C"s=BL.:c 

Fe ----1-,,.-.---->- Fe -----1-,,.-.---- Fe. 

Lenta 4. Para F un sistema de factori-::.ación débil, cualquier transformación natllral 
a : F F 2 __,_ FCIC está determinada por aLIC : F F 2 LK. __,_ F . Análogameme 

cualquier transformación natural /3 : FCIC - F F2 está determinada por /3R1C. 

con /3R1C : F -- F F 2 RIC : K.2 - K. . Además si a es un iso11101jis1110, en­
tonces F(e¡, F(u, lo)) y F(F(lx, v), mg) son iso11101jismos. 

Demostración. Para demostrar Ja primera parte observemos que 
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por una de las identidades triangulares, así FCK.t/J es identidad y si aplicamos el lema 
3 obtenemos que n está determinado por oLK. de la siguiente manera a = aLK.CK. · 
F F 2 c¡J1. Análogamente para <? usamos una de las identidades triangulares para RK. -i 
C~. para ver que FCK. <? = 1 FC..:, por lo tanto es invertible y así por el lema 3, /3 está 
determinado por /3R>.: de la siguiente manera /3 = F F 2 9 · /3RK.CK.. 
Para demostrar la última parte del lema. note que si a es un isomorfismo, entonces del 
diagrama anterior al lema obtenemos 

Fe e __ 1_ct_~_, _.1_c¡_.,_. 1_,_, ,...» F F ( lL • I') F_C 1_c_c 1_.,_· ·_•·_> ·-"-' •_>~ Fm e 

(n/l..:c)- 1 r os H(os)-l loL.:c 
Fe ----1-,.-.---- Fe ----1-,.-.---- Fe, 

y así F(e¡, F(u, lJJ)) y F(F(l x, v), 111 9 ) son isomorfismos. 
D 

Corolario 2. Para F 1111 sistema ele factori::ació11 clébil, la preco111posició11 co11 LK. 
. proporciona 1111a biyecció11 

De111ostració11. Primero veamos que LK.CJC es bien punteada por 'lf;, para esto observe­
mos que 
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son identidad por las identidades triangulares para CK. -l LK. y así LK.CK. es bien pun­
teada port,lr. Además vimos en el lema anterior que FCK.tP es invertible y si aplicamos 
el corolario 1, obtenemos una biyección ( - )LK.CK.. Para ver que 

es biyectiva, observemos entonces el siguiente diagrama 

así basta demostrar que el morfismo vertical ( - )LK. en el diagrama es biyectivo. Para 
esto propongamos como inversa a ( - )CK.. 

Observemos que (-)LK. · (-)CK. = (-)CK.(-)LK. y como CK.LK. = lK.'• entonces 
( - )LK. · ( - )CK. es la identidad. Para ver que la otra composición también es Ja identi­
dad. Sea B : F F 2 LK.CK. - FCK. y consideremos los siguientes diagramas: 

Observemos que las flechas punteadas nos dan la identidad en CK. porque CK.LK. es la 
identidad en K.2 • También observemos el siguiente diagrama 

· ... 
CK. ··.4. 1(.2 

aquí las parte punteada es la identidad en CK. por una de las identidades triangulares. 
Entonces (- )CK. · (- )LK. nos da la identidad y (- )LK. nos da una biyección. 
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o 

Observemos que si aplicamos F:1 al diagrama 

·(lx,lB) 

[lx,lx.7 ~,lu,lu] 

(lx, e) (e, lB), 

(lx,c,lx~ ~u,c,lu] 
(e, e) 

obtenemos el rombo de la izquierda y si aplicamos CK obtenemos el rombo de la 
derecha en el siguiente diagrama 

e 

/~ 
e e 

~/ 
e 

Ahora si aplicamos nuestro a : F F2 - FCK arbitrario al mismo diagrama, ob­
tenemos la conmutntividad del diagrama 
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Lema 5. Para F 1111 sistema de factori::.ació11 débil y cualquier transformación na111ral 

0 : F p2 - FC¡.: • tenemos que 0:Rx:. está dererminada por 0: V¡.;:, la cual esuí 
dererminada por oL¡.;: y también oR¡.: eslá de1erminada por oH K.. la cual está de­
terminada por oL¡.;:. Además si 0 : F p2 - FC¡.: <'S 1111 iso11101fismo en1011ces, 
para cualquier flecha e en K.. oblenemos que 1nec• e,,.c, F(Ix, 1nc) y F(ee, 113) son 
isomo1fismos y mee= F{lx, 111e) y Cmc = F(ee, 1n). 

De111os1ració11. Observamos del diagrama anterior que 

oR¡.;:c = 1 Fe · a' K.c · 111,.c con a' K.c = 1 Fe · oL¡.;:c · Cmc, y también 
oR¡.;:c = 1Fc · oHK.c · F{lx, me) con a· H¡.;:c = lFe ·a· L¡.;:c · F(ee, l13). 
Así tenemos Ja primera parte del lema. Y si a es un isomorfismo entonces de las 
ecuaciones anteriores (y más fácil visualizado en el diagrama anterior) obtenemos 

J. (me,)- 1 = (oR¡.;:c)- 1 · º''Í.::.C 

4. F(ee, ln)- 1 = (oHJCc)- 1 • oL¡.;:c. 

Por Jo tanto mee, e,,,c, F(l.\·, 1nc) y F(ec, la) son isomorfismos. 
Para Ja última afirmación observamos que F(lx, 111c) = Fpc y F(ec, ln) = F>.c, así 
que las identidades del lema no son otra cosa que el teorema 4 del capítulo 3. O 
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Corolario 3. Pcli-a F deK.2 en'k. y cualquie1'fa';11lo1ji~·1110 naiur~li 
.las siguientes co11dicio11es son eq11fralei11es.~ 

i)aVK = lF 

ii) aLK = (e,,._ )- 1 

iii) aHK = lF 

De111ostraci611. observemos que obtenemos i) <=? ii) por la ecuación 2 de Ja demostración 
del lema 5. i) <=> h•) por Ju ecuación 1 de la demostración del lema 5. iii) <=? fr) por la 
ecuación 3 de la demostración del lema 5 y porque me, = F(lx, me)· 

o 

Recordemos ahora que VK = IK• y HK = (IK)2. 

Teorema 7. Para un sistema de factori::.ación débil F : JC2 - IC. , si 

•y : F F 2 ---=--- FCK es un iso111orfis1110 que satisface cualquiera de las co11dicio11es 

equil'<1le11tes del corolario a11terio1; entonces para s = (f; u, v; g) en (IC.2 )'' con 

CKs = .Y ~ B . tenemos que 

.)' 

¡s =e,,,, -l · F(F(lx, v), m 9 ). 

Además,¡· satisface las tres co11dicio11es ( I ). (2) y ( 3) del inicio de la sección, lzaciendo 
así a (F, 1) ww (- )2 -dlgebra 11or111al. 

De111ostraci611. Suponga que -1 : F F 2 --=-- FCK satisface la condición i) del 
corolario anterior; esto es -,.¡K, = 1F. la cual es ( 1 ). Entonces del diagrama anterior al 
lema 4 obtenemos 

Fec F(c¡,F(u,ln)) FF(u,v) F(F(lx,u),r11g) Fuic 

-,R.:cl l-,s l-rL.:c 
Fe === .. =1=F=,=.=== Fe====1F=,==== Fe, 
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es dccir7s '-= -yLK.c,F(FPx,v), m 9 ) y por la ecuación 2 en Ja demostración del lema 
5, (e1110 )-

1 = ("YVK.c)- 1 • 0:LK.c obtenemos 

"'(S = e 1110 -l · F(F(Ix, v), m 9 ). 

Para obtener Ja ecuación 7s = me.· (F(e¡, F(u, In)))- 1 , observemos que por el lema 
4, como "Y es isomorfismo, entonces F(e¡, F(u, In)) es también isomorfismo y del 
diagrama anterior obtenemos 

"'(S = "'(RK.c · (F(e¡, F(u, ln)))- 1
, 

también. Como "Y sa:isface la condición i) del corolario anterior, entonces por Ja 
ecuación 1 en la demostración del lema 5, (mee )- 1 = (aRK.c)- 1 • 0: l'K.c obtenemos 

"'fS = m-. · (F(e¡, F(u, ln)))- 1
• 

Además iii) del corolario anterior es "'((JK.)2 = lF, Ja cual es (2). 

Para ver que "Y satisface (3) 1·CK.2 · 1'(F2 ) 2 = 7(CK.)2 • F72 Jo visualizamos en el 
siguiente diagrama 

Para ver que las dos composiciones son iguales, observemos primero que Ja unidad de 
Ja adjunción CK.2 -i LK" seguida de CK.2 nos da Ja identidad, porque para cualquier K. 
la unidad de Ja adjunción CK. -i LK. seguida de CK. nos da la identidad (ésta es una de 
las identidades triangulares). 
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también nos da la identidad y al aplicar el corolario 2 obtenemos que cualquier transfor­
mación natural o: FF2 (F 2 ) 2 _,.. FCKCK" est:í determinada por 0LK2C,;;2 de 

la siguiente forma o = 0LK2 CK2 · F F 2 (F2 ) 2 l!-',;;2 y por lo tanto est:í determinada por 

oLK.2: FF2 (F 2 )'2 L,;;2 -- FCK. Si repetimos el mismo argumento para CK --l 

LK vemos que 0LK2 est:í determinada por oLK"LK: FF2 (F 2 ) 2 LK2L,;; -- F de 

la siguiente forma 0LK2 = oLK,LKCK · F F 2 (F2
)"2 LK2i!'K2· 

Considere 

donde a es Ja transformación natural de Vi,: en L,;; definida por (Ix, e, In, In]. como 
se puede ver en el rombo después del corolario J. Afirmamos que F F 2(F2 ) 2 L,;;2a es 
invertible. 
Recuerde la relación (F2 ) 2 L,;;2 = LKF2 , que demostramos en el inciso i del lema 1. 
Entonces FF2 (F 2 ) 2 L,;;2a = FF2 LKF2 a y como CTc es el siguiente morfismo en 
(K2)2 
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Se tiene que F 2 (uc) = (F(Ix, In),mc) = (IFc,mc). el cual es el mort1smo 

F c --n-,-c___,~ B, 

y al aplicar Lx: a este último diagrama obtenemos el siguiente morfismo en (K2 ) 2 

Ahora si aplicamos F 2 al cubo, obtenemos F F 2 Lx;F2 uc = (FCIFc. me-), F(mc, me)) 
= (e,,,,, nzc) el cual está dado como 
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Fc~F111c Fe~ F1nc ~ Fnic 

IFc l (e..,,,mc) l"'"'c l llFmc l 
l Fe (en~c) 1/m'Sc 1n,,.e 

Fe 111 , B Fc--e-:7 Fnic ~B. 

Si Aplicamos Fa este último diagrama obtenemos 

El cual es un isomorfismo, dado que todos los en11, son isomorfismos por el lema 5. 
Si usamos la segunda parte del lema 3 concluimos que oLx:;>LK.. y por lo tanto a, 

está determinada por oLK.' l:.;:, además la a es arbitraria. Regresando a/, queremos 
demostrar que 

Por lo que acabamos de hacer, estas dos son iguales si son iguales precedidas de Lx:;o Vi.::: 
Consideremos el diagrama 

y calculemos esta transformución natural en e: x: - B en K,2 • Observemos del 
diagramu anterior que como -1LK.(1Fc) = ¡Vx:;(lFc) y suponiamos que ¡l'K. = (lFc) 
entonces obtenemos: 
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¡(F2
)

2 L>.::2V°>.::c = ¡(F2 )2L>.::2(Ix, In) = ¡L>.::F2 (Ix, In) = ¡L>::.F(Ix, In) = 
¡L>::,(lFc) = 1·VK.(1Fc) (IFc). Además Ja parte de abajo dél diagrama es 

¡C>::,2L>::,2 V>::,, pero C>::,2LK.2 = I entonces tenemos /V'K.c y suponiamos que -1F>.::c = 
(lFc)· Por otro lado consideremos el siguiente diagrama 

primero observemos que Ja composición de Ja parte de abajo del diagrama es -1 l'A::. que 
evaluada en e es (lFc). 
De la observación que ( lx, In) = F>::,c, donde e es Ja diagonal en s = (u, v) como en 
las definiciones al principio del capítulo, obtenemos: 

-?L>.::2lA::c = 1 2 L>.::2(Ix, In)= 1·2 ((1x, In), le)= {r(lx, ln),/Ic) = (-¡l·A::c,-1 l·A::c) 
por Jo tanto (";C>,:2 · 1(F2

)"2 )L>,:2l·A::c = IFc y cada (r(C>;;)2 • F12 )L>,:2lA::c = lFc 

también, Jo cual muestra que (rCx:;2 · 1·(F2 ) 2 ) = (-¡(C>;;) 2 • F¡2 ). 

o 

Teorema 8. Para F: K.2 - K., 1111 sisrema defactori::.ación débil. Las sig11ie11-
res condiciones so11 eq11il'ale11res: 

i) F admire una (11ecesaria111e11re 1í11ica) esrrucwra de dlgebra: 

ii) Hay 1111 iso11101jismo F p2 ---=._ FC>;; : 

iii) Todas las ni,1 y rodas las em 1 son isomorfismos. 

Demosrració11. De 4.2 vemos que i) => ii). 
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ii) =? iii) está contenido en el lema 5. 
Suponga que tenemos iii), como vimos en el capítulo anterior[:¡.· = {hlm ¡, es invertible} 
y • VI F = { /¡ le11 es im·ertible} nos da (E¡.-, .-VI¡.·) un sistema de factorización ortogonal 
para JC. Consideremos el siguiente diagrama de la demostración del lema 2. 

X 
CJ 

FJ 
F(ls,t'l 

Fe 

<re! 
F(e1,F(u,lo)) 

t eF(• • .-) ! C~c 
Fec F(F(u, u)) 

F(F(l.,· ,t1),mg) 
F1nc 

"'«! JJIF(M,t•)! !"'"'< 
Fe 

F(u,lu) 
Fg 

'"• B. 

Observemos el primer cuadrado arriba a Ja izquierda; como flechas de Ja forma e 1, están 
en E¡.- y por el teorema 3, la clase de morfismos [:¡.-, es cerrada con respecto a Ja com­
posición entonces cF(u,<') · CJ E E.¡.-. Por lo tanto F(e1, F(11, lB)) · ee

0 
E E¡.- y por el 

teorema 3, [:¡.-es cerrada con respecto a cancelación entonces F(ef, F(11, lH)) E E¡.-. 

Además como 111 y F( ll, 113) = 111" por el diagrama en la demostración del lema 2, 
111c E .'vtr y .Vfr es cerrado con respecto a cancelación entonces F(ll, lH) E .\/fr. 
Observemos que del diagrama que tenemos arriba. si usamos que. VI r es cerrado bajo 
cancelación. en el cuadrado de abajo a la izquierda obtenemos que F(<' 1 , F( 11, 1 13 )) E 
.\/fr. Así F(c1,F(11. l1J)) E t:r n .Vfr y por el 1eon:ma 3, concluimos que 
F(c1, F(11, lu)) es un isomorfismo. Entonces del rombo en el lema 2 concluimos que 
F(F(lx, v), 111 9 ) es un isomorfismo. Ahora para"= (/: 11, <'; 9), con CK.8 =e como 
siempre, definimos -,s = 111e

0 
• (F(c f• F(u, 113)))- 1 • Del rombo en el lema 2 vemos 

que esto proporcion:1 un isomorfismo -,s: FF2
8 ---=----- FCJCs paras E (K2 ) 2 • 

Veamos que-, es natural. Para esto consideremos s = (11, v). s' = (11 1, v') y morfismos 
emre ellos como en el siguiellle diagrama: 

f~9 

(:r,a) l 1 (y,b) 

J'~g'. 
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Al aplicar -y a este diagrama, obtenemos el siguiente diagram.a sólido:. 

F(cr,F(u',1a'))-~ mt:'c 
FF(u,v) ·. Fec ------,..Fe 

F(F(x,a),F(y,b)) l . F(:r,~(x,b)) 2 l F(x,b) 

F F(u', v') 
1 

Fec• Fe' .. 
F(e1 1 ,F(u' 918))- m.,.c~ 

Observemos que Ja flecha punteada en el diagrama viene del siguiente diagrama con­
mutativo, el cual define explfcitamente al morfismo F(x, b), 

X----------- .Y' 

h! nx~ J~ 
Fe---------... Fe' 

"'• ! !"'<' 
B B~ 

Veamos que los cuadrados l y 2 conmutan. 
Para ver que 2 conmuta, observemos la siguiente igualdad de diagramas 

X .Y:' 
... 

Fe' X 
ec 

Fe 
F(z.b) 

Fe' 

hl x,F(z,b) 

==- le .. l't:'c' llFc' hl .·.~ lrc }F(.r~;r,b))l lF<' 
Fe 

F(z,b) 
Fe' 

!Fe' 
Fe' Fe 

lrc 
Fe 

F(x,b) 
Fe', 

observemos que Ja parte de arriba de los diagramas coincide. por el diagrama que define 
F(x, b), y al aplicar F obtenemos 

Fec F(.r,F(x.b)) Fec' --"'-'_•'--;,_ Fe' Fec --'-"-·-·--... Fe--F_C_.r_._bl_,_ Fe'. 

Por lo tanto 2 conmuta. Ahora veamos que l conmuta. Para esto. considéremos el 
siguiente diagrama y veamos que conmuta 
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Fec __ F_<_•:...1 -'F_'._C•_•·-'_u_l_l~ FF(u, v) 

F(.r,F(z,b)) J ! F(F(.r,a),F(y,b)) 

Fec• FF(u',v'). 
F(e1, ,F(u',Jj,)) 

Primero observemos que el siguiente cuudrado conmutu 

X~Ff 

.-1 3 l F(x,a) 

X'-epFJ'. 

Pura esto bus ta observur el siguiente diugramu conmututivo, el cuul define explícitamente 
al morfismo F(a:, a), 

Ahora veumos que el siguiente diugramu conmuta 

Fe F(u,Jn) Fg 

F(x,b) 1 4 J F(y,b) 

Fe'--;----"" Fg'. 
F(u ,1 8 t) 

Para esto observemos lu siguiente igualdud de diugrnmus 
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X 
u y y 

Y' ,y ,)\' 
u' 

}'' 

el (u,Ja) 19 (y,b~ l g' =- el (x,b) 
e' l (u~) lo· =-

B 
la 

B b B' B 
b 

B'-B' 
lu' ' 

y al aplicar F obtenemos 

Fe 
F(u,Ja) Fg~Fg' F(:r,b) F(u' ,1 a•) / Fc--Fc'-Fg. 

Luego con 3 y4, obtenemos Ja siguiente igualdad de diagramas 

X e¡ Ff~Ff' X X'~Ff' 

e, l ~u.r) l =- lF(u',t•') ec l =-e.• l =- l F(u'.i"J 

Fc~Fg~Fg' Fc~Fc'-Fg'. F(x.b) F(u'.lu•l · 

y al aplicar F obtenemos 

Fe F(e¡,F(u,lu)) FgF(F(x,a).F(y,b))Fg' 
Fe 

F(x.F(.z:,b)) F(e 1 , ,F(u' ,1 n' )) 
Fe' Fg'. 

y por lo tanto 

F(c¡.F(u,la)) 
Fee ----'----FF(u,v) 

F(x,F(z,b)) ! ! F(F(z,a),F(y,b)) 

Fec• FF(11 1
, v'). 

F(e 1 , ,F(u' .JU)l 

conmuta, y así 1 conmuta. Con la conmutatividad de 1 y 2, concluimos que') es natural. 
Regresando a la demostración, se sigue entonces que 
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111e2c = 1·Vi::c = m.,. · (F(cc, F(lx, ln)))- 1 =me.· (F(ec, lFc))- 1
• 

Ademús 

X--·-·-~Fc 

C< l ~ l 1Fc 

Fe-¡;::-- Fe, 

y como F(¡i,.) = m.,., obtenemos 

1I1eoc = 11lcc • (1n •• )-1 = 1Fc1 

Ja cual es i) en el corolario 3 y entonces por el teorema 7, (F, ~¡) es una álgebra. Con lo 
cual queda demostrado el teorema. 

D 
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