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Introduccion

El siguiente trabajo pretende ser de utilidad en un curso de Probabilidad II, para
estudiantes de licenciatura en la Facultad de Ciencias.

Aunque es un material autocontenido, es decir, que no presupone conceptos previos de
probabilidad, si se requiere que el lector tenga conocimientos de Calculo Diferencial e
Integral y cierta madurez en Matematicas.

El tema central en este trabajo es la parte de Esperanza Condicional, el cual se
desarrollara mas exhaustivamente.

La teoria de la Probabilidad es una rama de las Matematicas como la Geometria o la
Topologia y se le puede dar un tratamento axiomatico como a estas. A lo largo de este
trabajo se usara la formalidad axiomatica sin perder de vista el tratamiento intuitivo.

En el capitulo 1 se daran las definiciones y se expondran los resultados que se requieren
en los capitulos posteriores. En la primera parte del capitulo se exponen los conceptos y
resultados basicos del Calculo de Probabilidades. En la segunda parte se expone todo lo
relativo a las variables aleatorias.

En la primera parte, comenzamos definiendo lo que es un espacio de probabilidad, el
cual esta compuesto de tres elementos: el espacio muestral, la familia de eventos y la medida
de probabilidad. Después se introduce el concepto de probabilidad condicional y de
independencia de eventos para concluir con la llamada Regla de la Probabilidad Total.

En la segunda parte se introduce el concepto de variable aleatoria y se define lo que es
una variable aleatoria discreta y una variable aleatoria absolutamente continua. Mas adelante
se exponen los ejemplos basicos de distribuciones discretas y absolutamente continuas.
Finalmente se introduce el concepto de Esperanza Matematica.

En el capitulo 2 se estudiara lo relativo a las distribuciones y esperanzas condicionales
de variables aleatorias discretas.

Sobre distribuciones condicionales se motiva la definicion, se dan ejemplos y se
concluye con una proposicidn acerca de la distribucion condicional de dos variables
aleatorias independientes dada una de ellas.

En la parte de esperanzas condicionales, se empieza con la esperanza condicional de una
variable aleatoria dado un evento de probabilidad positiva, basandonos en la misma idea de
la probabilidad condicional de un evento dado otro evento de probabilidad positiva. A partir
de donde definimos la esperanza condicional de una variable aleatoria dado que otra variable
aleatoria tomo un valor especifico y con esto se define la esperanza condicional de una
variable aleatoria dada otra variable aleatoria. Ademas se expone la regla general de la
probabilidad total para variables aleatorias discretas y se utiliza para calcular esperanzas y
varianzas no condicionales. Mas adelante se motiva una proposicion que nos permitira dar la
definicion general de esperanza condicional de una variable aleatoria dada otra sin
importar como sean estas. En esta segunda parte se prueban las propiedades de las esperanza
condicional de una variable aleatoria dada otra. Aunque la mayoria d¢ las propiedades seran
probadas unicamente en el caso discreto, hay algunas que se prueban en general para
cualquier par de variables aleatorias.Se estudia también la esperanza condicional de una
funcion de dos variables aleatorias discretas dada una de ellas. Finalmente se da la definicién
de varianza condicional de una variable aleatoria dada otra y se termina con una proposicién
que nos permite calcular varianzas no condicionales usando varianza condicional.




En el capitulo 3 se estudian las distribuciones y esperanzas condicionales de variables
aleatorias absolutamente continuas.

En la parte de las distribuciones condicionlaes se empieza definiendo la distribucion
condicional de una variable aleatoria dado que otra variable aleatoria tomo un valor
especifico, esta condicidn es un evento de probabilidad cero sin embargo la definicion que se
da permite esto y lo Unico que se le pide a la variable que condiciona es que su funcion de
densidad, que existe por ser absolutamente continua, sea mayor que cero en el valor
especifico.Después de esto se define la distribucion condicional de una variable aleatoria
dado cualquier evento.

En la seccién de esperanzas condicionales, se da la definicion en general de esperanza de
una variable aleatoria dada otra variable aleatoria, se llega a la regla de la probabilidad total
para variables aleatorias absolutamente continuas de manera general, se prueban sus
propiedades. Después de esto se expone lo relativo a esperanzas condicionales de funciones
de dos variables aleatorias dada una de ellas y finalmente se trata la varianza condicional
para variables aleatorias absolutamente continuas.

El capitulo 4 consta de dos partes una que se dedica a las distribuciones y esperanzas
condicionales en el caso mixto, es decir, en el caso en que alguna de ellas es absolutamente
continua y la otra es discreta. En esta parte se define una funcion de densidad conjunta en el
caso mixto y usandola se define la esperanza condicional en este mismo caso. La segunda
parte es un esbozo de la necesidad de introducir la Teoria de la Medida como una
herramienta indispensable en el desarrollo posterior de la Esperanza Condicional. Se
demuestran resultados como el teorema de Radon Nikodym (1930) y se utiliza éste para
demostrar la existencia de la esperanza condicional en el caso general.



Capitulo |

La Teoria de la Probabilidad como una rama de la Matematica tiene su origen en 1654,
con las soluciones de problemas a juegos de azar, que dieron Pascal Fermat y Huygens. Sin
embargo antes de estas soluciones con las que se puede decir, comienza el Calculo de
Probabilidades, ya existia evidencia de formulacién y solucion de problemas de probabilidad
en 1477 y en 1487 en el libro de Paccioli llamado “Proporcionalita”.

No es sino hasta principios del siglo pasado que se da la fundamentacion matemadtica de
la Teoria de la Probabilidad. Es A.Kolmogorov en 1993 quien estableci6 la formulacion
moderna (axiomatica) de la Teoria de la Probabilidad en su libro ” Foundations of the
Theory of Probability™

Espacios de Probabilidad

Lo que se busca en esta seccion es modelar matematicamente a un experimento
aleatorio, es decir un experimento en el cual no se puede saber de antemano el resultado.

Espacio Muestrai

Consideremos un experimento aleatorio, es decir un experimento en el cual de antemano
no se sabe el resultado de éste. Al conjunto de todos los resultados posibles de dicho
experimento se le llama espacio muestral y se le denota por Q2

Ejemplo 1.1. Consideremos el experimento de elegir al azar una persona y medir su
estatura en metros. Los posibles resultados del experimento, es decir todas las estaturas
posibles para una persona, estan en el conjunto Q siguiente:

Q={xeR | xe (0,25))

Ejemplol.2 Un prisionero estd en una celda que contiene tres puertas. La primera puerta
da a un tunel que lo regresa a su celda después de dos dias de caminar. La segunda da a un
tunel que lo regresa a su celda después de cuatro dias de caminar. La tercera lo deja libre
después de un dia de caminar. Considerando que en cada ocasion el prisionero elige al azar
cualquiera las puertas 1,2 y 3, que el experimento empieza cuando el prisionero elige la
primera puerta y termina cuando queda libre y que el resultado del experimento es el tiempo
(en dias) que tarda el prisionero en salir, el espacio muestral de este experimento esta dado
por el siguiente conjunto Q:

Q = {1,3,5,7,...}

Eventos

Un evento es una caracteristica relativa a un experimento aleatorio. Un evento ocurre si
el resultado del experimento tiene la caracteristica del evento. Por ejemplo: Si el
experimento es lanzar dos dados, un posible evento es ’que la suma salga 8. En este caso
Q es el conjunto: {(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),(2,2),...,(2,6)...(6,1)(6,2), ...,(6,6)} Donde
cada una de las entradas de los elementos de Q representa a cada uno de los dados. El evento
“que la suma salga 8 lo podemos ver como el conjunto:{(2,6),(3,5).(4,4),(5,3),(6,2)}. Si
el resultado del experimento es cualquiera de los elementos de este conjunto entonces ocurre
el evento ”que la suma salga 8”.

En general si QQ es un conjunto finito o infinito numerable, podemos definir a un evento



como cualquier subconjunto de Q.

Si un evento se caracteriza por cierta propiedad, entonces hay otro evento cuya caracteristica
es que no tiene tal propiedad. Dados dos eventos, hay otro evento que tiene la caracteristica de
que cumple al menos una de las propiedades de los dos eventos dados.

Es decir: Si A y B son eventos entonces se cumple que:

i) A° tambien es un evento.

ii) AUB también es un evento.

Diremos que un evento es elemental si y so6lo si es uno de los posibles resultados del
experimento.

Si Q es infinito no numerable, no se puede afirmar que todo subconjunto de Q sea un evento
pues nos enfretariamos aqui con el problema de la asignacion de probabilidades a todo
subconjunto de Q. Este es un problema historico llamado el problema de la medida™ por
Lebesgue en 1902.

Sin embargo lo que si podemos decir es que hay una familia .4 de subconjuntosde Q2 ,
formado de todos los posibles eventos.

En general vamos a decir que un conjunto E es un evento si E € .4, en donde A es una
o-algebra que se define mas adelante.

Definicién 1.3 Sea Q un conjunto. Una familia A de subconjuntos de Q es un algebrasiy
solo si A satisface las siguientes condiciones: i) Q € A.

ii) Si 4 € A entonces A€ € A.
iii) Si 41,42,...,4, € A entonces UL, Ar € A.

Si queremos que nuestro conjunto de eventos sea lo mas amplio posible diremos que un
evento es un elemento de una o —algebra , que se define a continuacion:

Definicién 1.4 Sea Q un conjunto. Una familia .4 de subconjuntos de Q es un o —élgebra si
y solo si A satisface las siguientes condiciones: i) Q2 € 4.

ii) Si 4 € A entonces 4° € A.
iii) Sid(,42,... € Aentonces U, Ax € A.

En adelantenos llamaremos a los elementos de la o —algebra de subconjuntos de
eventos., Hay que notar que @ € A, es decir que @ es un evento.

En general una o —algebra es cerrada no solo bajo complementacion y uniones numerables
sino también bajo intersecciones.

Si A y B son dos eventos cualesquiera, es decir dos elementos de .4 entonces diremos que A
v B son mutuamente excluyentes si ANB= @. En general si A, Aa,.., A, € Ay ademas son
ajenos dos a dos como conjuntos, diremos que A, Az,.., A, son eventos mutuamente
excluyentes.

Medida de Probabilidad

De la seccion anterior se tiene un experimento, el conjunto Q de todos los posibles
resultados del experimento, y el conjunto .4 de todos los posibles eventos a los cuales les

queremos asignar una probabilidad. A la pareja (€2, .4) se le llama espacio medible.
La probabilidad de un evento se puede interpretar como una medida de que tan creible es ia
ocurrencia de ese evento. O bien como una medida de la incertidumbre asociada a ese evento.




Como ya se dijo anteriormente no necesariamente le vamos a poder asignar probabilidad
a cualquier subconjunto de €2 pero a todo elemento de A donde 4 es la o —algebra generada
por los intervalos abiertos si se le puede asignar una probabilidad.

Si pensamos a la probabilidad como una medida en el sentido natural del término,
entonces la funcidén £ : 4 —+ R que a cada elemento de la o —algebra le asigna su
probabilidad tiene que ser una funcidén mayor o igual a cero. Ademas si Q2 es el conjunto de
todos los posibles resuitados del experimento aleatorio, entonces 2 siempre ocurre y por
ende P() tiene que ser la mayor probabilidad que se le asigne a un evento.

Si Ay B no se intersectan con P(4) y P(B) sus respectivas probabilidades, entonces
suena logico asignarle al evento A U B la probabilidad P(4) + P(8) ya que si vemos a la
probabilidad de un evento como el numero de veces que ocurre el evento, entre el namero de
veces que se repite el experimento y tomando en cuenta que 4 y B son ajenos, el numero de
veces que ocurre 4 U B es la suma de las veces que ocurre 4 mas las veces que ocurre B.
De todo esto surge la siguiente definicion:

Definicion 1.5 Sea Q un conjunto y .4 una una o -algebra sobre Q. Se dice que una
funcién /” : 4 — R es una medida de probabilidad si se satisfacen las siguientes
propiedades:

1) P(A) = O para cualquier 4 € A

P =1

3) Si 4,,A4,,... son eventos mutuamente excluyentes, entonces

PUR A)) = D P(4)
i=1

Ademas a la terna (2, A, P) se le llama Espacio de Probabilidad
Definicion 1.6 Se dice que la terna es un espacio de probabilidad si Q es un espacio de
probabilidad, .4 es una o -algebra sobre QQ y P es una medida de probabilidad.

Probabilidad Condicional.

Uno de los conceptos mas importantes en probabilidad es el de probabilidad
condicional

Supongamos que todos los posibles resultados de nuestro experimento aleatoria son los
puntos del rectangulo de la figura de abajo. Y supongamos también que que se tienen dos
eventos 4y B también en la figura de abajo. La probabilidad de que ocurra 4, P(4) la
podemos calcular como el area de A entre el area de Q2 denotadas por |4|y |QQ]
respectivamente. De la misma forma

Py = Bl

B
€2}
grafica

Supongamos ahora que sabemos que el resultado del experimento es un punto de B. Si
queremos obtener la probabilidad de A basta con obtener el cociente % pues si el

resultado del experimento estd en B, se puede ver a B como un nuevo espacio muestral, y

BV




el hecho de calcularle la probabilidad a 4 ahora se reduce a calcular el drea de la interseccion
(pues el resultado del experimento no puede ser un punto de A que no pertenece a B, pues Bya
oCcurrio).

Resumiendo. La probabilidad de 4 dado que el resultado del experimento es un punto de B

denotada por P(4 | B),es P(4 | B) = “nf' . Dividiendo ambos lados entre |2 tenemos que:

o PANB)
= L8]] =
P B) =~ = S

Esto nos da la motivacion para definir la probabilidad condicional de 4 dada la ocurrencia
de B. para cualquier A4 y para cualquier B tal que P(B) >0
Definicién 1.7 Sean 4y B dos eventos, P(B) > 0. Se define la probabilidad condicional de

A dada la ocurrencia de Bcomo P(4 | B) = P},(';f”

Independencia de eventos

Algunas veces en un experimento aleatorio, se tiene la caracteristica de que la ocurrencia de
un evento, no afecta la ocurrencia de otro. Por ejemplo, si el experimento aleatorio es lanzar dos
veces una moneda. El resultado del segundo lanzamiento es independiente del resultado en el
primer lanzamiento.

Deseamos reflejar esta caracteristica de independencia al modelo matematico del
experimento. Es decir queremos definir probabilisticamente el concepto de independencia de
eventos.

Si Ay B son dos eventos dados y ocurre que P(4 | B) = P(A) parece razonable decir que
"la ocurrencia del evento B no afecta a la ocurrencia del evento 4™, al menos desde el punto de
vista de la Probabilidad.

Asi que

- PanB) _
P4 | B PB) P4)
parece ser una buena definicion de independencia de eventos , sin embargo necesariamente se
tendria que pedir que P(B) > 0

La siguiente definicion de independencia se obtiene de la segunda parte de la igualdad
anterior, y nos da la posibilidad de definir independencia de eventos en general sin la restriccion
de qué B sea de probabilidad positiva.

Definicién 1.8 Sean 4y B eventos . Se dice que A y B son independientes si

P(ANB) = P(A)P(B)

Regla de la probabilidad total
La regla de la probabilidad total es un resultado practico y atil en la Teoria de la

Probabilidad.
Nos permite calcular la probabilidad de un evento B en partes, o dicho de otra forma

calculandola como una suma de sus partes.



Proposicién 1.9 (Regla de la probabilidad total) Si tenemos una coleccién de eventos
By, Ba, .., By todos de probabilidad positiva y mutuamente excluyentes tales que UY,, B, = Q. Y
si B es cualquier evento entonces

PB)=PB | BIYPB1)+P(B | B2)P(B2)+ ...+ P(B | Bu)P(By)
Demostracion. Debido a que B, B,,..,By son mutuamente excluyentes, tenemos que los

eventos BN By,BN Ba2,..,BN By son mutuamente excluyentes.
Por otro lado tenemos que

B=BNQ=BNUL B:) = UL BNB)
asi que:
PB)=PWULBNB) =PBNBI)Y+PBNB2)+..+P(BNBN)

=PB | B)P(B+PB | B2IP(B2)+... +P(B | B\IP(BY)
]

Variables aleatorias y funciones de distribucién

Una variable aleatoria es una caracteristica numérica de nuestro experimento. Asi pues si los
resultados de nuestro experimento son solamente “ganar” o *'perder”. Y nos interesa calcular el
numero de veces que se gana , podriamos asignarle al resultado ” ganar” el nimero 1y a
“perder” el 0. Esa asignacién del 1 y el O a los resultados del experimento es una variable
aleatoria.

Algunos ejemplos de variables aleatorias son:

-La suma que se obtiene al lanzar dos dados.

-El nimero de particulas césmicas que caen en México durante un dia.

-El namero de soles en 50 volados.

Nos interesa la probabilidad de que la variable aleatoria en cuestion tome un valor
determinado, o un conjunto de valores.

Si X es una variable aleatoria, entonces toma un determinado valor real en un subconjunto,
para cada posible resultado @ € €3, es decir X se puede representar mediante una funcién
X : Q -+ R. Denotaremos por [X € B] al conjunto{w € Q | X(w) € B}, B < R, esdeciresla
imagen inversa del conjunto B bajo la funcion X. De la misma manera, denotaremos por
[X < x] al conjunto{w € Q | X(w) < x}

Definicién 1.10 Se dice que una funcién X : Q — R es una variable aleatoria si
[X<x] € Aparatodox € R

Uno de los conceptos mds importantes en la Teoria de la Probabilidad es el de funcién de
distribucién, el cual se define a continuacién:

Definici6én 1.11 Sea X una variable aleatoria. La funcion de distribucidn de la variable
aleatoria X, denotada por Fy, es la funcién Fy : R — R definida por

Fx(x) = P(X < x)

Fy(x) nos da la informacion de qué tanta probabilidad se acumula hasta el valor x. Es por
eso que también se le llama la funcién acumulativa de X'. Dos variables aleatorias pueden ser
diferentes, y sin embargo tener la misma funcién de distribucién.

e



Clasificacién de variables aleatorias y funciones de densidad

Las variables aleatorias se pueden clasificar en cuatro grupos; las discretas, las

absolutamente continuas, las continuas que no son absolutamente continuas, y las que no estan
en ninguno de los grupos anteriores.

Variables aleatorias discretas

En palabras, las variables aleatorias discretas son aquellas que solo toman un nimero a lo
mas numerable de valores. La siguiente definicién formaliza esto:

Definicién 1.12 Se dice que una variable aleatoria X es discreta si existe un conjunto finito
o infinito numerable de numeros reales C tal que P(X = x) > 0 para cualquier x € C y ademas

S Px=x)=1
xeC

A C se le llama el conjunto de posibles valores de X

Dada X una variable aleatoria discreta, se define a la funcion de densidad de X' de la
siguiente forma:

Definicién 1.13 Sea .Y una variable aleatoria discreta, la funcion de densidad de X enel
punto x se define como.

Sfiv(x) = P(X = x) para cualquier x € R
Es claro que fy(x) tiene la siguientes propiedades
) fx(x) = O para cualquier x € R

i3 i) = 1

A toda funcion que satisfaga estas dos propiedades se le llama funcién de densidad discreta.

Densidad Bernoulli

Supongamos que un experimento aleatorio admite unicamente dos posibles resultados. Uno
que ocurre con probabilidad p, al cual llamaremos éxito y, por lo tanto, el otro, al cual
llamaremos fracaso, con probabilidad (1 —p)

Q = {E,F) donde £ representa al éxitoy F al fracaso, en tal caso:
La o -algebrasobre Qes A = {B,E,F,{E,F}}
La funcion de probabilidad asociada a este experimento es:
P@) =0,P(E) = p.P(F) = (1 -p),P({E,F}) = 1
Una posible variable aleatoria asociada al experimento es:

1 o=FE
X =
(@) {0 w=F

La funcién de densidad de esta variable aleatoria es




P x=1 v

A —-p)™ x=0,1
xv(x) = 1~ =0 =

S gx { o] e.o.c.

o] e.o.c.

Al experimento anterior se le conoce con el nombre de ensayo de Bernoulli y se dice que la
variable aleatoria X tiene una funcién de densidad Bernoulli o bien que se distribuye como una
Bernoulii.

Densidad Binomial
Considerense n ensayos de Bemoulli con probabilidad de éxito p, donde el resuitado de cada
uno de ellos es independiente del resultado de los demas. Si .X es el numero de éxitos en esos 7
ensayos entonces

0 e.o.c.

Dl —p)rE 2,...
f\,(x)={(,)p(1 P x € {0, 1,2, ...}

Toda variable aleatoria cuya funcion de densidad es como la anterior es llamada binomial
con parametros n,p,
. ¥ se dice que tiene densidad binomial o que se distribuye binomial con los mismos
parametros.

Densidad geométrica
Considérense n ensayos de Bernoulli con probabilidad de éxito p, donde el resultado de cada
uno de ellos es independiente del resultado de los demas. Si X es el nimero de fracasos antes
del primer éxito, entonces la funcion de densidad de Xes

] _ r(l-=-p) x=0,1,..
S { 0] e.o.c.

Toda variable aleatoria cuya funcion de densidad es como la anterior es llamada geométrica
con parametro p,
y se dice que tiene densidad geométrica con el mismo pardmetro.

Densidad uniforme discreta
A toda variable cuya densidad estda dada como sigue:

Srlx) = { + xe {xix2,..%)

] e.o.c.

.donde xy,x2,...,x,» SONn niimeros reales fijos, se dice que tiene una distribucidén uniforme. Esta
funcién de densidad es un modelo para cuando el experimento aleatorio consiste de elegir al
azar un elemento del conjunto{x,x2,...,xs}.

Densidad Poisson

L



 “Atoda ,'\\/anal‘q]q,cﬁy‘a densidad esta dada como sigue:

Alet 0,1,2,...
f\-(x)={ x!oe XE{, Lt )

e.o.c,

,en donde A > 0, se dice que tiene una distribucién Poisson con parametro A.

La grafica de unafuncion de distribucion de una variable aleatoria discreta, tiene un niimero
al menos finito de discontinuidades de salto. De hecho estas discontinuidades las tiene en el
conjunto de valores de X'.

Variables aleatorias continuas y absolutamente continuas

Las variables aleatorias continuas son aquellas cuya funcion de distribucidén no tiene saltos,
es decir que su funcidn de distribucién es continua y por lo tanto no hay un solo punto x tal que
PX =x)>0.

Definicién 1.14, Se dice que una variable aleatoria X es continua si su funcién de
distribucion es continua.

La siguiente proposicion se puede usar también como definicion de variable aleatoria
continua.

Proposicién 1.15, Si X es una variable aleatoria continua entonces

P(X=x)=0 para todax € R
Demostracion: Sea X una variable aleatoria continua. Supongamos que existe x € R tal
que P(X =x) >0, esdecir
L PN Ex)—PX<x)>0
entonces
PX<x)>PX <x)
es decir
Fx(x) > !'l__rg P(X < x,) para toda {x,} sucesion monotona creciente

De lo anterior se concluye que Fy(x) es discontinua en x. Esto es una contradiccion con la
hipétesis y por lo tanto P(X = x) = Oparatoda x € R

Hay un tipo muy especial de variables aleatorias continuas que son llamadas
absolutamente continuas, y son las que se puede escribir su funcion de distribucién como:

Fx(x) = I‘ SO)dy para alguna fintegrable

Es claro que si existe una fque cumpla con lo anterior, entonces existe toda una clase de
ellas pues modificando fen un nimero finito de puntos sigue teniendo la misma propiedad. A
cualquier elemento de esa clase de funciones se la llama funcién de densidad de X.

Si fyx(x) es una funcidn de densidad de una variable aleatoria absolutamente continua .Y,
entonces

DJxx) =2 0

if) I_wf\-(u)du =1



Como ejemplo de distribuciones absolutamente tenemos todos los siguientes:

Densidad Uniforme continua

A toda variable aleatoria cuya funcion de densidad esté dada por

- x e (a,b)
- = b—a
S { o

eo.cC.

se dice que tiene una distribucion uniforme continua, Esta variable nos modela elecciones al
azar en el intervalo (a,b).

Una ditribucién que generaliza la distribucidn uniforme continua en (0, 1) es la distribucion
beta con pardmetros «a, 3.

Distribucién beta
Dada una variable aleatoria .X tiene distribucion beta con parametros a, 3 si su funcion de
densidad esta dada por
fitey = 4 T (L= v e 0.
o] e.o.c.
donde B(B.a) = j'; X1 (1 — x)Fdx
Evidentemente el dividir entre B(f,a) es con el fin de que fi-(x) cumpla con la propiedad ii)

: eristribucién gama Y distribucién exponencial.
Si @ y A'son numeros reales positivos , se dice que una variable aleatoria .Y tiene distribucion
de pardmetros a y 4, si su funcién de densidad esta dada por

A% _ya-lg=2x x> 0

Jx(x) = re

(o] e.o.c.

donde I'(a) = I:x""‘e“dt

La funcion I" es una funcidn que para » entero positivo cumple que ['(n2) = (n — 1)!.Enel
caso de que a sea un entero positivo, la distribucién gama con parametros a y A, modela el
tiempo que transcurre hasta que ocurren n eventos. Cuando X tiene una distribucion gama con
parametros 1, A, se dice que X tiene una distribucién exponencial con parametro A.

Distribucién normal

Dada una variable aleatoria X tiene una distribucién normal de parametros u y o2 si su
funcidn de densidad es
1 -y te-u)?
Sr(x) = ——=—e"?
Nro

para cualquierxe R
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Un caso particular de la distribucion normal, es la distribucion normal estidndar que es una
distribuciéon normal con pardmetros (0,1)

La distribucion normal se obtiene como el limite de una distribucién binomial con
parametros n y p cuando n tiende a o0. Sin embargo no sélo es una buena aproximacioén para la
distribucién binomial con parametros 7 y p, haciendo 4 = np y 62 = np(1 — p), sino tambien lo
es para otras como la Poisson de parametro A. Es por algunas de estas razones que es tan
importante.

Distribuciones conjuntas

Dada una familia de » variables aleatorias .X,.X3,...,X,, aun cuando tengamos las funciones
de distribucion de cada una de éstas, Fy,,Fx,,..., Fy,, no sabemos mucho de la relacion que hay
entre las variables aleatorias, sin embargo una funcién que si nos da la relacion entre ellas es la
funcidén de distribucién conjunta de X, X>,..., X, , que se define a continuacion:

Definicién 1.16. Sean , n variables aleatorias. La funcion Fy, v,...v, : R” = [0, 1] definida
POr Iy, va v (X1, X2, 0.,%0) = P(X € x),X2 < x2,...,X, < Xn) esllamada la funcion de
distribucion conjunta de X, X3, ..., X,,.

La funcion de distribucion conjunta de 7 variables aleatorias siempre existe. Si tenemos la
funcidn de distribucion de n variables aleatorias podemos tener la funcion de distribucién de
cada una de ellas. Este resultado se formaliza a continuacidn, sélo para el caso de dos variables
aleatorias.

Proposuclén 1.17. Sean Xdeos variables aleatorias y sea Fy,r su funcidn de distribucién
conjunta, entonces

hmF\ r(x,3) = Fr(y)

Demostracldn Sean y E, R y {.x,,} una sucesiéon monétona creciente de nimeros reales tales
que lim.s, x,:= 00, entonces la suces:on de eventos [X < x5, Y < y] es mono6tona no decreciente

por lo tanto:

= limFr(ony)




Densidades conjuntas

Cuando se tiene una familia de » variables aleatorias X,.X3,...,Xx, la distribucioén conjunta
es determinada por una funcidn de densidad en el caso de que X),X>,...,Xn sean todas ellas
discretas o bien absolutamente continuas. Pues la funcidn de densidad conjunta de n variables
aleatorias es similar a la de una variable aleatoria.

Definiciéon 1.18. Si se tienen X1,.X5,...,X,, variables aleatorias discretas, se define a la
funcion de densidad de X1, X32,....X; comofiy, ;... v, (X1,X2,...,%) =
P(YX) = x1,X2 = X2,...,Xn = Xn)

Definicién 1.19. Se dice que la funcion de distribucidon conjunta, Fy, v,.....v,, de las variables
aleatorias X, X, ..., X, es absolutamente continua si existe una funcién fy, v,....v, : R" = R
integrable tal que

D ’ Xn x1
Froixz..xa(X1,X2,.0,%0) = Sxr Xz V1V 20 s VYt o dn
. - —0

para cualquier (x),x2;,...,X,) € R”

Dado (xi,x2,...,.x,) € R”, definamos .
= {O0ny2 -mm) | ¥1 S Xx1,¥2 S X2, .., yn < xn ). La propiedad que caracteriza a una
funcxon de densidad conjunta de X1,X3,...,X, se puede escribir entonces de la siguiente manera:

PX1, X0 X) € 4] e ERb [ < O TR SRR o 2 SRR v
A
Se puede demostrar que esta misma relacion se cumple para cualquier subconjunto 4 < R”
para el cual la integral [--+f fxixa..x. V1,32, ... ¥n)dy1 -+ -dyn esté bien definida.
A

Independencia de variables aleatorias

Definicién 1.20. Se dice que » variables aleatorias X1, X3, ...,X, son independientes si para

cualquier (xy,x2,...,X,) € IR” se tiene que
Frpxa.xa(X1,X2,.,%0) = Fx, (1)) x(x2) -+ Fx,(xn)

En el caso de que las variables aleatorias X}, X3, ...,.X,, sean todas ellas absolutamente
continuas, o bien todas ellas discretas la condicion de independencia se puede establecer en
terminos de sus funciones de densidad

S X (XX 25 X)) = S, (01 V3 (X2) X (xn) para cualquier (xi,x2,...,x,) € R”

Un resultado muy atil de la independencia de variables aleatorias es que ésta se "hereda” a
funciones de variables aleatorias independiente.
Proposicién 1.21. Sean X,X3,...,X,; nvariables aleatorias independientes, sean g.,g2,...8n
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n funciones tales que g,(X1),82(X2),...,£.,(X,) sean variables aleatorias, entonces
- g21(X1),22(X3),...,2.(X,) son independientes.

Esperanza de una variable aleatoria

La esperanza de una variable aleatoria es uno de los conceptos mas importantes en la
probabilidad, este concepto surge al igual que el de probabilidad a mediados del siglo XVII,
cuando se inicia la probabilidad como disciplina matematica .

La idea de la esperanza nace de tratar de resolver problemas como el siguiente que dan lugar
a preguntas como ;Cuanto debe pagar una persona por participar en un juego para que este sea
justo?.

Ejemplo 1.22. Supongamos que un juego consiste en lanzar dos dados, y que 36 personas
participan en el, entre ellas se encuentra Christian Huygens. Cada persona le apuesta a un
posible resultado una cantidad fija de antemano, x, y la que gane se queda con los 36x.
Evidentemente este es un juego justo pues todos los participantes tienen la misma probabilidad
de ganar los 36x pesos. Supongamos que Huygens pacta con cada un a de las otras 35 personas,
de que si alguno de los dos gana el juego, este le dara al otro una cantidad. Dicho de otra forma
si la persona / gana el juego esta le dara a Huygens x; pesos , mientras que si Huygens gana hara
lo propio.

x,,i € {l1,..36} es lo que gana Huygens si gana la persona /, considerando que el es la
persona 36.

Esta forma de jugar de Huygens hace que: gane quien gane él obtenga algo. De hecho si lo
que el obtiene es x36 se tiene que:

X1 = 36X —X] —X3 — ... —- X35

es decir

x = X) + X2 + ...+ X35 + X16
- 36

X1=X2~..=X35=X3s
36 N

Es decir: lo que cada jugador debe poner para que el juego sea justo es

La esperanza de las variables aleatorias discretas se puede ver como un promedio de los
posibles valores de la variable, ponderado con la probabilidad de cada valor

Definicién 1.23. Sea X una variable aleatoria discreta . Se dice que X tiene esperanza finita
si la serie lexy,'y(x) < ooy en ese caso se define a la esperanza de X como

EWX) = 27 xfx(x)

El caso de la esperanza de una variable absolutamente continua, es una generalizacién del
caso discreto.

Definicién 1.24. Sea X una variable aleatoria absolutamente continua. Se dice que X tiene
esperanza finita si la integral I:[xlf:\-(x)dt < o0y en tal caso se define a la esperanza de X

como:

EQO = |7 (e

Esperanza de funciones de una variable aleatoria.

s



Si tenemos una variable aleatoria X' y queremos calcular la esperanza de g(X) donde
g : R —+ R esclaro que tendriamos que pedir por principio de cuentas que g(X) sea una
variable aleatoria. Sin embargo tenemos un problema; y es que solo hemos definido esperanzas
en el caso discreto y en el caso absolutamente continuo, y estas definiciones se han basado en la
existencia de una funcion de densidad, y en general no sucede que una funcion de una variable
aleatoria absolutamente continua sea o discreta o absolutamente continua.

Los siguientes resultados van encaminados a poder definir la esperanza de cualquier variable
aleatoria.

La siguiente proposicion trata de establecer condiciones para la existencia de la esperanza de
£(X) en terminos de su funcion de distribucion, cuando .Y es una variable aleatoria discreta,
para después tratar de generalizar.

En el caso de que X sea una variable aleatoria discreta, g(X) también lo es y para que exista
la esperanza de g(X) tendria que suceder que >, g(x)[g(x)jf;(,n [g(x)] < oo pero

SolgtVfemg®] = D gV + D, glxVx(x)
glx) {rxeR:g(x)>0} {reX:g(x)<0}
Proposicién 1.25. Sean .Y una variable aleatoria discreta con funcién de densidad fy y sea
& cualquier funcidn tal que g(X) es una variable aleatoria, entonces:

@ 20 g = [ 11 - Fan(d

{reR:g(x)>0}

o
6y X gV = =] Feun(-2)ds
{reRigr)<0} o

Demostracién:

a) El conjunto {x € R : g(x) > 0}y tales que fx(x) > O es a lo mas numerable.La
demostracion se hara en el caso finito. Para el caso infinito numerable se requieren argumentos
que utilizan herramientas que sobrepasan el nlvel de este trabajo. Sea {x;,x2,x3,..xn} €l
conjunto de valores de X

Se tiene que: 0 = g(xo) < g(x;) < g(xz) < g(x;) <. < g(xn)

Se tiene que




g 3 g
(*8(1‘)>0) o {erxae.)

g(xl)f\(xl) +g(xz)f\(xz) +g('<3)f\(xs) +

+ [gles) — g(x)][1 -
= [0 - Frotas +_[g‘ )[1 — Fgo()]d= +J'

g(xn)
+ ..+ 1-F, =)]d=

= 0"’[1 - Fan())d= -

La demostracion de b) se hace de la misma manera.

Como consecuencia del resultado anterior se tiene la siguiente proposicion.

Proposnclén 1.26. Sea X es una variable aleatoria discreta. .X tiene esperanza finita si y solo
si _[ [1 - Fy(s)ld= < o yj' Fx(—5)d= < © y en ese caso se tiene que

EQO = [T - Fx@dz + | Fr(=)ds

Este resultado nos sugiere una forma en que se puede definir la esperanza de una variable
aleatoria, que no sea ni discreta ni absolutamente continua. Pues el calculo de la esperanza en el
resultado anterior solo depende de la funcidn de distribucidn de la variable en cuestion.

La siguiente proposicion es una generalizacién al caso continuo de la proposicién que

permitira definir la esperanza de una variable aleatoria en general.
En el caso de que X sea una variable aleatoria absolutamente continua, g(X) no

necesariamente lo es. Sin embargo
* gV (x)dx = (x)dx ~ (x)dx
J.-mlg(‘:)]f:\ (X) J.(xe’R:g(x)w} g(X)/:\ (‘) f(xea:g(x)m} g(x)f,\ (x)

Proposicién 1.27, Sea X una variable aleatoria absolutamente continua, con funcién de
densidad f;. Sea g cualquier funcién boreliana Riemman integrable en todo intervalo finito,

entonces .
gLYx(x)dx = [[1 = Fyn (=)=
{reR:g(x)<0} gxYx(x)dx = "I : Fgny(—=2)d=

Demostracién:
a)Por ser X absolutamente continua

Fgmcgcxz))] L [g(x;); e
glx) :

a) J. {xeR:g{x)>0}




=gl e ujg;}(xjk\-(k)déd:
e i 7 o ,g(é)wo)(’x,:m(x)dxd:

B I R S RN G T

o
- o o v
f_w J- o 1 ueRgtuy>03 (X1 ©gten GCYx(x)dxd=

= 5 fn)dndts = | g

{ueR:g(u)>0} v 0 {xcR:g(x)>0})
La demostracion de b) recoge la misma idea que la de a). ™
Como consecuencia del resultado anterior se tiene la siguiente proposicion.
Proposicién 1.28. Sea X es una variable aleatoria absolutamente continua. X tiene
. . . ro 1 .
esperanza finita si y solo si [ {1 = Fe()]dz < @y [ Feun(—=)d= < w0y en ese caso se tiene

que

ECo = | :{1 - Fx()]d= + | :’ Fa(=2)d=

Las proposiciones anteriores nos permiten dar ahora una definicién de esperanza que se
pueda aplicar a cualquier variable aleatoria.

Definicién general de esperanza

A continuacioén se da la definicidn general de esperanza.

Definicién 1.29. Sea Xcualguier variable aleatoria con funcioén de distribucion Fy, se dice
que X tiene esperanza finita si Io [1-Fy(=)]d= <0y _[0 Fx(—z)d= < o y en ese caso se define a
la esperanza de X como E(X) = _fom[l — Fy(2)]d= —_[: Fy(-=)d=

Los siguientes resultados son muy utiles.
Proposicién 1.30. Sea X es una variable aleatoria discreta entonces g(.Y) tiene esperanza

finita si leg(x)ll,'\v(:c) < o
y en este caso se tiene que

Eg(0)) =3 8)fi(x)
Demostracién. ) .
3 ECWA@ = 3D AW+ > gV = [T - Fen@ds + [ Faa(-2)ds <o

{xeX:g(x)>0} . {xeR:g(x)<0})

Por otro lado




J= = [ Faun(-2)dz

DO MFOVOE D 8<x2f-v<-'>]

" {reRig()>0} {reigleI<0}

g u

Proposicién 1.31. Sea X es una variable aleatoria absolutamente continua. g(X) tiene

esperanza finita si
7 lgtolfr(x)dx <
y en este caso se tiene que

E@) = [ gleitxdx
Demostracion:

J:@(.Y)f\'(—?)dr = -‘. {_r;:i:g(x)ﬂ)
= [

LOTAOL RS PN OO

5)]d=+ f o"’ Fgo (==)d= < o5

EGE) = 711~ Fuo@d =~ [ P2

gCar=[-f o gCafitode | = [7 gafitodr

= ". (xsi:g(xb{)

Propiedades de la esperanza de una variable aleatoria

Las siguientes propiedades de la esperanza de una variable aleatoria se usaran en los

capitulos siguientes.
Proposicién 1.32. Sean X'y Y variables aleatorias y sea ¢ cualquier constante entonces se

tiene que
1) Si X tiene esperanza finita, entonces E(cX) = cE(X)
2) E(c) =c¢

3) Si Xy Ytienen esperanza finita entonces E(X + Y) = E(X) + E(Y)
4) Si Xy Ytienen esperanza finitay P(X < Y) = 1 entonces £(X) < E(Y) -

Esperanza de una funcién de n variables aleatorias ]
Los resultados de la seccion anterior se pueden generalizar, para dar lugar a dos resultados

muy usados, que nos permiten calcular la esperanza de una funcion de # variables aleatorias
absolutamente continuas todas ellas, o bien todas ellas discretas, no importando si esta nueva
variable aleatoria es del tipo absolutamente continuo o discreto. No se hara aqui la

generalizacién, sélo se escribiran los resultados.




- Proposicién 1.33. Sean X1,X2,...Xn variables aleatorias discretas con funcién de densidad
conjunta fy v, ... ¥.& :R% = R cualquier funcion tal que g(X,X3,...X,,) sea una variable
aleatoria, entonces g(X1,X3....X}) tiene esperanza finita si y solo si

318G 12, s X)X N Xa (X1, X2, 0 X)) < 00
. X14C200000Kn
Y €n ese caso se tiene que :
E[g(] = 3 &X1LX2,aXn)flr¥an Xa(X1,X2, .00 Xn)
X152,....X8
Proposicién 1.34. Sean .Y,,.X3,...X), variables aleatorias absolutamente continuas, con

funcion de densidad conjunta f, ., v,- Sea g : R” — R cualquier funcién tal que
2(X),X3,..Xn) sea una variable aleatoria, entonces g(Xi,X3,...X,,) tiene esperanza finita si y
solo si

_‘. I 18X 1,2, ey X fs .. va (K1, X2, . Xn Y 2 - dXy < O
y enesecaso se tieneque : . i T
E[g(X)] ,=: I S J-_m g(:ﬂ .-\’z} Lo XV X Xa (X1, X2, X )X dx2 e - odXn

w -




Capitulo 1l

Distribuciones y esperanzas condicionales en el caso

discreto

Distribuciones condicionales en el caso discreto.
Sean X'y Y dos variables aleatorias discretas. La probabilidad de que X" = x dado que
Y = y puede calcularse de acuerdo con la definicién de probabilidad condicional de un
evento A dada la ocurrencia de un evento B de probabilidad positiva.
Tendriamos

PX=x|v=y)=2&=xV=y)

P(Y =y)
= Jur(xy)
100

siempre que f;(’) > 0

aqui se considera que el evento A4 es el evento X = x. i.e. A4 es el conjunto de todos los
eventos elementales o, tales que X(w,) = x. De la misma forma B = {w, | Y(w,) =y}

Resulta entonces que se puede definir una nueva funcién. la funcion de densidad
condicional de X dado que Y=y con y € R tal que fy(3’) > 0 de la siguiente forma:

Sors | ) = { 22 fi5) >0
Cabe notar que estamos viendo a esta funcidén como una funcién de x.

Para verificar que fir(x | 3)es una funcién de densidad vista como funcién de x, basta
con ver que:

D far@Ey) = ﬂ)%z—-y_«t:%’)i& >0

) _ S PX=xY=y) _ PQY=y) _ P(¥Y=y) _
i) E, f.\’n(-’t I » *Zx: P =) T TP(Y=y)  P(Y=3 !

Por lo tantof\, ¥ (x l y)es una funcxén de densidad y como tal, cumple todas las

propledades de estas.-

- .“*Debido a'que fiir (x | y) es una densidad, se tiene una funcion de distribucién de la
“’siguiente manera: :

F\u(x | M=PX<x| Y= M= Pu<x| Y=y,
wsr

Proposicién 2.1. Si X'y Y son variables aleatorias independientes se tiene que




y que

Es decir que la ocurrencia del evento Y.
Demostracién a)

P(X < X.

vy - .V
Fur(x | ») TPO=w
La prueba de b) es snmllar a la de a) -

Ejemplo 2.2. Si Xy Yson vanables aleatorias independientes ambas con distribucion
Poisson de pardmetros 4, y A2 respectivamente, calcular e identificar la funcién de densidad
condicional de X dado que X + Y = n.

Se requiere calcular fy)x-y(x | 7) ‘es decir
PX=xX+Y=n)

PX+Y=n)

Calculando el numerador de esta expresnén y usando la hipotesis de independencia de X
y Ytenemos que: i

P(X‘=x [ X+Y=n)=

Por otro lado el dei

a siguiente manera utilizando la
mdependenc:a de Yy ;

€{0,1,2,...})
D+PY =n—-2,x=2)+..

P = %)

an Zj‘"-*’ A1
; y—(4;=43) : (n 2 _x)'
it <& ""‘" 3 ~(d1+12)
—e "Z(”-’_")'ﬁ; = &8 (4, + Aa)"

Podlamos haber obtenido este resultado usando el hecho de que la suma de variables
"aleatorias Poisson independientes es también una variable aleatoria Poisson con paramétro

o ).|+lz




*'De todo 1o ar{tériér's'e‘ : ,
et (001,2..0m)

*1‘-'—’-<1 A"

y Yson variables aleatonas 1de
con parametro p.

PX=xX+Y=n)
P(X+Y=n) ’

P<x=.



- De todo lo anterior se concluye que:

’ s ’"‘. ‘ : feneTE ‘
Sewer(e | ) S eenppy x.e {0,1,2...,n}

e.o.c,

Es decir dado que X + Y = »n la distribucién condicional de X es una dlstnbucmn
uniforme en el conjunto{0, 1,. s 7}

Ejemplo 2.4. Se escoge un numero al azar del conjunto de nimeros {1 2 3, 4 5} seaX :

dicho nimero. Después se elige otro nimero del conjunto {1,2,..,X} sea este segl.mdo :

numero Y. Encontrar la densidad condicional de X dado que ¥ = ypara y € {l 2,3, 4 5} E

(Son Xy Y independientes?
La funcion de densidad conjunta de X'y Y queda como sigue:

o) = PX =Y =) = P(Y=y | X = x)P(x x),[

Encontrando a /,(») a través de la densidad conjunta de Xy ?ichén;ds que:
es decir
- SHO) =

De lo cual se concluye 'qué: N

' - Sriwr(e | 1) =g SRR TE O
. » L e i "":0[ -.e.o.c.

25 |



&5 x=5
fm-»(x |'5) —{ S

Lo anterior se pu':ed‘errvesumx‘r en e! siguiente cuadrode j.'v,_\-.,-(x | n).
X 12 3 40 s '
1 438 0 0 0 O
2 219 389 0 0 0 "ot
37146 259 426 0 0 -
4 0
17

.1095  .194 319 555"
5 .0876 .1558 255 .444.

Es claro que X'y Y no son mdependlentes puesfm,, (x | n) * filx) = +

Ejemplo 2.5. Se lanzan dos dados .Sean X'y Y el valor mas grande y el mas pequerio de
los que se obtuvieron. Calcular la densidad condicional de Y dado que X' = x para
x € {1,2,3,4,5,6}

La densidad conjunta de X'y Y queda como sigue:

% X=y
Srr(ey) =PX =xY=y) = £+ x>y
0 e.o.c

Dicha funcién se obtiene por lo siguiente:

i) Cuando x = y existe una sola pareja, dentro de las 36 posibles, para la cual los valores
mayor y menor son iguales, a saber la pareja (x,x).

ii) En el caso x > y fijos, existen dos parejas que cumplen que el valor mayoresxy el
valor menor sea y, tales parejas son (x,y), (v,x).

iii) Por ultimo, no existen parejas tales que el valor mayor sea x y el valor menor y
satisfaciendo la condicién x < y.



“ La funcién de densidad de X queda como Sigue: ’

=1 x € '{1,2,3,4,5,6)

0 7 eoe.

Six) = P(X =x) = { v

esto es debido que hay 2x — 1 parejas donde.vx‘és"ell mayor de los nitmeros. Por ejemplo
si x = 5 las parejas son :{(5,5),(5,4),(5,3),(5,2),(5,1),(4,5),(3,5),(2,5).(1,5)}

Ejemplo 2.6. Sean X'y Y dos variéblé's aieatqrias con funcion de densidad conjunta dada

f\";r'(xy) = {;{‘."’(r;-l) (t +y) ©y €{l.2,...n}

por:

e.o.c.

para ye {1,2,. n} encuentre la fur
Calculando_ fy (y) tenemos que:’

A idad condicional de X dado que ¥ = y.
f»Q)—ZﬁQﬁ»(X,y) y»paraye’ {1;2 . )

Por lo tanto tenernos que:. = -

De donde podemos calcp‘l,a;r

Zee1y 2

asi que:

ﬂ(v) = %' I»T—Zy) X € {1 2 }
. 0 e.o.c.
Ejemplo 2.7. Se eligen al azar y sin reemplazo dos tarjetas de una urna que contiene N
-
tarjetas numeradas de 1 hasta &, en donde M es mayor que 1 . Sean.Yy Y el menory el




mayor de los niimeros respectivamente, de las tarjetas seleccionadas. Encuentre la funcién
de densidad condicional de a) Xdadoque Y = ypara Y € {2 ..n}yb)Ydadoque X = x
paraY e {1,2,...n—1}
Sean Zy W los numeros en las tarjetas. Es claro queX mm{Z WyyY=max{Z, W}
Las funciones de densidad de X'y de Y:

: "\,& siy € {2,...n}
/i) = Pmax{Z.Wy =y) =P(Z=p,W<y) =5 (3)

Es dec:r la funcién de denSIdad condlmonal de" X dado que Y= y es una densidad
umforme en el conjunto {1,2,...,y — l}
b)

Srte | ) = { W osive {rtloan
' 0

e.o.c.

Es decir la funcién de densidad condicional de Y dado que X = x es una densidad
uniforme en el conjunto {x+1,...,N}

Ejemplo 2.8. Consideremos una sucesion de ensayos de Bernoulli independientes en
cada uno de los cuales la probabilidad de éxito es igual a p, y para cada k € N, sea X; el
nimero de ensayo en el cual ocurre el k& —ésimo éxito. Encuentre la funcién de densidad
condicional de X, dado que X> = nparan € N.

Jfur(x | ) en palabras se puede ver como la probabilidad de que el primer éxito ocurra



“ en el ensayo x dado que el segundo éxito ocurre en el ensayo n

Sl | n) =PX) =x | X =n)
P(X| =X,Xz =h)

PCX; = )
(1—p)™ipt
_ { S x e (1,1}
. :

e.o.c.
Por lo tanto v
[ A xe{lan—1
f.-\'t I-\'r(x l n) = S < { " }
: 0 e.o.c.

Es decir dado que X, = .t,‘X,' 'tiene una densidad uniforme en{l,...,n— 1}
Ejemplo 2.9. ( Generalizacion del ejercicio anterior). Consideremos las condiciones del

ejemplo anterior. Encuentre la funcion de densidad de X dado que X; = n para k<j

fane I M =PWXi=x| X, =n) = PXe=xX=n)

P =n)
2ex—1| -
"")(""' )“ TP sixe {kk+ 1, .n—j+k)
= (ol Yapraw
0 eo.c.
Por lo tanto
—-—(-‘1‘——— six e {kk+1,...n—j+k}
j:\'ll-\'z(x I n) = _';__Il ) .
(o] e.o.c.

Esto es debido aque debe haber & — 1 éxitos en los primeros x — 1 lugares y debe haber
J — 1 — k éxitos entre el lugar x y el lugar » sin contar ni al lugar x ni al n

Hay que notar que la funcion no condicionada de .X), es una densidad binomial negativa
de parametros / y p.

Hasta aqui hemos hecho ejemplos aplicando unicamente la definicion de densidad
condicional. El siguiente ejemplo es importante pues sirve para motivacion de un resultado
importante .

Ejemplo 2.10. Sean X'y Y variables aleatorias discretas e independientes. Encontrar la
densidad condicional de a) Z =max(X, ¥) dado que Y = y y b) ¥ = min(X,Y) dado que
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- X x. a)"
fzu(: ly)—

= P((ix_-,i"'J'U(X<-,Y:_/-}U{X—_—,Y<_}}Y W
P(Y )=

P({X<-.Y—)YJ) P(<X=.-,r<->Y »

TTOROTE» P¥=» .. P@=
[ ;-,=y‘ ﬂ—i,;t.;, cor [ B sy
) 0 - ; e.o.c. N eoc
PX<: ‘
= Pl = ')'
: 0‘ eoc
b) i
L _: P(W wX‘ x). P(mmiX E = wX x)
Swe(w | -\‘) = T P(X =% o= POV _x)
_P({X—-wY>w}U{X>wY w}X=x)~"-'
B P(X—.x) R
_ P(iX= Y2 wi X = P({X> w, Y= w}; X = x)
- TP =x) R P(X x)

A e ‘  P(Nex g ;
= < PLX=x) w.= X + YA vT A .
0 e.oc. |00 e

P(Y = w) w=uyx
P(Yv w) w‘<x
o] e.o.c

El ultimo paso sélo es valido utilizando la hipétesis de independencia de X'y Y.

Poniendo atencion a los resultados obtenidos nos damos cuenta que: a) La funcién de
densidad condicional del maximo entre X'y Y. dado que Y = y es igual que la funcion de
densidad de la variable aleatoria max(.X,).b).La funcién de densidad condicional del
minimo entre X'y Y. dado que X = x es igual que la funcién de densidad de 1a variable

aleatoria min(x, Y). Este resultado en general es vilido. La forma general seria como sigue:

Proposicién 2.11. Sean X'y 7. dos variables aleatorias discretas y sea g : R*> = R
cualquier funcion. Si ¥ € R es tal que P(¥ = ) > O entonces

Jeenir(E | ¥) = Sfaxn(3)




Demostracién .
Seenir(z | ) =PEXY) =z | Y =3)
_ PN ==zY=y)

P(Y =)
_ PlgXy==zY=y)
P(Y =y
_ PXy) = HP(Y =y)
P(Y=y)
= P(g(X,») = 2) = frxn(®) -

Hay que notar que en la pentltima igualdad se utiliza el hecho de que g(X,y) es
solamente una funcion de X, pues y esta fija.
Ejemplo 2.12. Sean X'y Y dos variables aleatorias independientes ambas con

distribucion uniforme en el conjunto{1,2,...,n}. Para xyy € {1,2,...,n}. Encontrar la
densidad condicional de a) Z = max(X,Y) dado que Y = y y b) ¥ = min(X, Y) dado que

X=x :

a)
PXs2) ==y
Szr(c | Y)Y = fraxpeny (2) = PX=:2) =>y
: : S0 e.o.c
=< + ze{+ly+2..n)
0 = eoc
b)

Sireow 1 8) = foaary 9




Esperanza Condicional de una variable aleatoria discreta dado un

evento
Consideremos el problema de lanzar dos dados. Sea X la suma de ambos. si sabemos
que el segundo dado cay6 en 6 ;Cual es la esperanza de X?

En este problema se nos pide encontrar la esperanza de X condicionada con el hecho de
que el segundo dado cayo en 6, es decir se nos pide la esperanza condicional de X* dado que
ocurrid el evento B, &l segundo dado cayo en 6. Podiamos denotar a esta esperanza de la
siguiente forma £(X | B).

Es claro que la condicién de que B ha ocurrido altera la probabilidad de que X tome
algun valor. De aqui que se ocurra calcular

EX | B)Y=7P(X=7 | B)+8P(X =8| BY+9P(X =9 | B)
+10P(X =10 | B)+11P(X =11 | B)+ 12P(X =12 | B)
7+8-+9+10+11+12 _g35

4 .

Es decir para calcular £(X | B) hacemos los calculos normales solo que usando la
funcion de densidad condicional de X dado que ocurno el evento B.
Usando el hecho de que: s

(1, l),(l 2) (l 6)

6.1, (6_,2), (6,6>

B = {(1.6),(2,6),::. (6, 6>>

el evento{X = x} = {w € Q | X(w) —-‘x} y el evento{X = x 1 B} se expresanen la
siguiente tabla: : ; o




"-Xv,_’r L X =

x xN B}
2 SCTTIEN ) 8
3 (1 2),(2,3) o 2
4 (1 '3),(2,2), (3, 1y 2
5 (1 4, (z 3) (3 2), (4 1) o
o .
7
8.
9

Cabe notar que la esperanza condicional de una variable dado un evento, es la esperanza
de la variable restringiendo el espacio muestral al evento, al igual que en probabilidad .
condicional.

En la uitima serie de igualdades no ha importado quien es B, de donde podemos definir a
la esperanza condicional de una variable aleatoria discreta de esperanza finita .X, dado un
evento B de probabilidad positiva como:

EWX | BYy=2 xP(X=x| B)

x€R
Yy como anteriormente se vio esto es equivalente a definirla asi:

- £XIs)
E(X | B) P(B;

Esta tltima igualdad se puede generalizar pues, E,E(‘Z‘)" se puede calcular

€



independientemente de quienes son .Yy B basta con que .Y tenga esperanza finitay B sea de
probabilidad positiva.

Definicién 2.13 . Sea .Y una variable aleatoria de esperanza finita . Sea B un evento de
probabilidad positiva. Se define a la esperanza condicional de X" dado el evento B como:

_ EXIs)
E(X | B) = “38

Ejemplo 2.14. Un dado honesto es lanzado sucesivamente. Sean X'y Y respectivamente
el numero de lanzamientos necesarios para obtener un 6 y un 5. Encontrar a)£(X) b)
EX | Y=1)c)E(X | ¥ =5).

a)

(2)Y7'L xe 1,2}
0 .eo0.c.

Sy =P =x) = {

por lo tanto

" De aqui que;

",QSeaGl»a‘{f‘a‘in‘o a progres
- esclarg eS S

i j;:lebido aque | <1

B Po r !t_i tanto

y entonces EWX) = _-"SQ =6,



Este resultado es intuitivo, pues en 6 lanzamientos del dado se espera que salgan algo asi
como una vez cada numero de los del conjunto{1,2,3,4,5,6} en particular el 6.
b) De acuerdo con el resultado del inciso anterior tenemos que:

x~2
PX=x|Y=1)= { (F)7+ xe4{23,...}

(o] e.o.c

y por lo tanto

E(XIY—-I)—Zx( )“ ( ) Z*’( ) = 62[3o_i]=7‘,

Este resultado tambien es intuitivo’ pues debxdo a la mdependencta de Xy Y mtrinseca =

nmer lanzamlento se le'suma 1 al valor esperado de .X. -
B xE {1 2 3 4}
_;,54'{6,7,.'.'.)

'eOC’

al experimento, al no caer 6 el

<) P"(XV'_= xYI’Y:=‘ '5.)'=, < ’1'6

De acuerdo con los resultados en a) tenemos que
. . . =1 _1_ x=2 — 01 _ )
E(X | Y= 5) = Zx( ) . +Zx( ) 401 — 6.4823

Este ejemplo es mteresame pues uno podna pensar que si el quinto lanzamiento es 5
hay que sumarle un '5'a’la’'esperanza de X para obtener lo que se nos pide, sin embargo el
hecho de que el qumto Ianzamlento haya 51do 5 no qu re decxr que antes no pueda haber un

Ejemplo 2.15. Una urna contlene 4 bolas blancas v6 negras se sacan 3 bolas y sin
rcemplazarlas se sacan otras 5..Sean Xy Yrespectwamente el nimero de bolas blancas en
la primera y segunda extraccxon Calcular E(X l Y=y). para ye: {1 2,3,4%.

EX | Y= » —ZxP(x xt Y= y)
i xeR

= P(X x,Y y)P(X x)

"Z" AT = y)P(X )

CPX = %) =

' -es decir Xes una hipergeométrica(lo‘,;t)'.» =



e.o.c

Es decnr Ytamblen .es una hlpergeomemca
yY dos variables aleatorias independientes, ambas con distribucién

.»2n} n > 1. Encontrara) E(X | X > 2Y)yb)

umforme en el con_)unto {l,-, ye
L EX | X+Y> 4)

E(XI,,, )

2n

o Pbr,'deﬁ'ni»“ on E(XI;,,;,,,) =3 'fP‘V(X:= x,f} 2Y).y como. y Y son independientes lo
.anterior sepuede escribir como - 5 :

m~l 2

303 <P = x)P(Y— ‘

. =1 =2yl
“Las pare_;as dex y ¥ que cumplen que P(X = x,x > 2Y) > 0 son las que cumplen las
Lw2nyyx > 2y R

Eh slgunentes condxcwnes quexy e {1,2

Eliony) = 32 30 = Y aT

,'al x-2y—l

Porlo tanto E(X | X > 2Y) =




P(X+Y>4)—ZP(Y>4 Xx_x)_ZP(Y>4 X)P(X x)_"

Por definicién L(XI( 3 Z xP(X x,x+ Y > 4)ycomo Xy Yson
independientes lo antenor se puede escnblr como:

;‘pr(x ; X)P(Y > 4 —x)

Al igual queenel i mcnso anterlor tenemos que encontrar las parejas de x y de y que
cumplen que P(Y > 4 x) ‘>"0 y que P(X = x) > O para obtener que:

S l2n—!4—x2 1
§'an: “2n +§"2n

: E (XI i.\_"—r">4 9 el

I omin-10 . _s iy o L =542n% 402
T n +2n2(2n 1)_2 n?

'Por lo tanto

2n3-3

= 23

2 »?
= =325 _
—5+2n% +n?

Esperanza Condicional de una variable aleatoria discreta dada otra

variable aleatoria discreta

Hasta aqui hemos calculado esperanzas condicionales de una variable aleatoria discreta
dado un evento de probabilidad positiva. En particular hemos encontrado esperanzas
condicionales de una variable aleatoria discreta dado un evento que esta en términos de otra
variable aleatoria

Si X'y Y dos variables aleatorias discretas y calculamos la esperanza condicional de X
dado el evento Y =y, entonces E(X | Y = y) se puede ver como una funcién de y, pues
para cada vy tal que P(Y = y) > O hay unvalorde £E(X | Y = y).

Es claro que si P(Y = y) > O entonces £(X | Y = y) se puede calcular de tres formas,
estas son

DEWX | ¥Y=y) =3 _ farle | ),



DEWX | Y =y) =3 x555

NEWX | Y=y)= M)b(,\l,#,)

Por lo anterior se puede definir la esperanza condicional de una variable aleatoria
discreta X dada otra variable aleatoria discreta Y de la siguiente forma:

Definiciéon 2.17. Sean Xy Y dos variables aleatorias discretas tales que £(X) < co. La
esperanza condicional de la variable aleatoria discreta .X dada la variable aleatoria discreta
Y denotada por E(X | }) se define como:

EX | 1) =h(D
donde

£ = { 3. —xf\u(v |3 sifik) >0 }

e.o.c.

Hay que notar que 2()) no es otra cosa que E(X | Y = y).

El procedimiento para calcular £(Y | Y) es calcular E(Y | V.= y) usando cualquiera de
las tres formas y después sustituir Y en el lugar de y.

Ejemplo 2.18. Sean X'y Y dos variables aleatorias dlscretas con funcxén de densidad
conjunta dada por ‘

Paray = 1,2,..., M, se tiene,

i 20xep) ‘
furte 3y = 4 TR ¥ € {12 N}
T - 0 e 0.c."

(ver ejemplo 2.6)
Asi que,

\"

7' SE
fo\u(x I Y) = Zﬁ%

EX | Y=

L=l

" Por lo tanto, |

' E[X 'i’f] =3V N+ [%{N*l)(éﬁ* D+ W+ 1]

L Notese que E(X | -¥) es una variable aleatoria, que es una funcién de la variable
_ aleatoria ¥..Y:como tal cabe preguntarse si £(Y | Y) tiene esperanza finita para que en

a




caso de que tenga calcularla. La respuesta es si, £(X | Y) tiene esperanza finita y por lo
tanto tenemos la siguiente proposicion

Proposicién 2.19. Sea X una variable aleatoria discreta de esperanza finitay sea Y
cualquier variable aleatoria discreta entonces

EEX | D) <o

Demostraciéon:Recordemos que por definicion de esperanza , para que esta exista, la
serie

STIEY | NP =)

y

debe ser convergente.Asi que

STxPLX = xIY = y)[P(Y = y)

ZIE(X/Y)IP(Y »=2

y

. y usando el hecho de que

! pr(x 7 x/Y-—- M| < TP =x/Y = y)

, entonces - -

Z|E(X| Y)IP( Y '_y)P(Y y)

CP(X=x.Y =)
Z.Z“' AT =)
= ZZMP(X x,x ) = ZW(X— x) = EWD <0 E

. Ahora que sabemos que E(E(X/ Y)) < w© calculemosla

E(E(.\"['Y)) Z,E(X § Y)P(

= szﬂ%f_f’);ﬁp(y=y) =33 xP(X =xY=y)
y  ox . y = s

=X D xP(X=xY=y) =3 xP(X=x) = EX)
x y x

Con esto queda demostrado el utilisimo resultado siguiente:
Proposicién 2.20.(regla general de la probabilidad total para variables aleatorias

P(Y y) ZZW(X—rY »

,.‘y)%»Z[ZxP(X= x|y =y')ji,k(’y~= ».

z



discretas).
Sea X una variable aleatoria discreta de esperanza fi mta y sea Y cualquier variable
aleatoria discreta entonces

E(EWX | D) = EXD).
Este resultado se parece a la conocida regla de la probgbilidad total:

PX=x)=3 PX=x ] Yéy)P(Y=y)

r

De hecho si B es un evento cualquiera

X={ 1 Bocurre

0 si B no ocurre

tenemos que:

E(X) = ZE(Xl Y=p)P(Y=3)=3 P(X=1|Y=0)P(¥=p)=P(X=1)

¥

Es decir: la regla de la probabilidad total no es otra cosa que un caso particular de la
ultima proposicidon de donde el nombre de regla general de la probabilidad total, que,
como se vera mas adelante no solo es valida para variables aleatorias discretas.

Ejemplo2.21. Un prisionero esta en una celda que contiene tres puertas. La primera
puerta da a un tinel que lo regresa a su celda después de dos dias de caminar. La segunda da
a un tinel que lo regresa a su celda después de cuatro dias de caminar. La tercera lo deja  ~
libre después de un dia de caminar. Si se asume que en cada ocasion el prisionero elige las
puertas 1,2y 3 con las respectlvas probabilidades .5, .3 y .2 ;Cual es el nimero esperado de
dias que le llevara al prisionero recobrar su hbenad"

Sea X : El nimero de dias que le toma al prisionero recobrar su libertad.

Sea Y : La puerta que escoge inicialmente. Tenemos que:

EX|Y=3)=

EX | Y=2)=4+FE)

E(X | Y=1) = 2+ E(X). De aqui que:

3
STEX | Y=0PY =y) = [2+EX)]S5+[4+ E(D]3 + .2

=1

1+ SEX)+ 1.2+ 3E(X)+.2

E(X)

It

Despejando E(X) tenemos que:

Es decir en promedio le llevara al prisionero 12 dias el ser libre.

Este problema seria muy dificil de resolver sin usar la gran herramienta que es la regla
general de la probabilidad total. Tan s6lo tdmense en cuenta cuantos valores puede tomar X
e intentese calcular fy(x).



Ejemplo 2.22. ( Esperanza y varianza de un nlimero aleatorio de variables
aleatorias.) El nimero de personas que entran a un elevador en la planta baja de un edificio
es una variable aleatoria Poisson con media 10. Si hay N pisos aparte de la planta baja y si
cada persona se puede bajar del elevador en cualquiera de esos NV pisos con igual
probabilidad. Calcular a) el nimero esperado de paradas que hace el elevador hasta quedar
vacio y b) La varianza del numero de paradas que hace el elevador

Sea X : El namero de paradas que hace el elevador hasta quedarse vacio.

Sea Y : el numero de personas que entran al elevador en la planta baja

Sea X, = { (l) Si al menos una persona baja de! elevador en el piso ¢
e.o.c.

N
X=X

=1

a) Queremos encontrar E(X), donde X = Z
De aqui que queremos encontrar E [Z X,]
Tenemos que o

E(X | Y= y)'"P(X:—llY )’)—AI—P(X:—OIY ¥)

El evento X, = 0 dado que Y = y en palabras es Que nadie baje en el piso / dado que

g subieron y personas en la planta baja” Que es lo mismo que decir “Que toda la gente se baje

- enel piso que sea menos en el i-esimo dado que subxeron y personas en la planta baja™.

De aqul que:
y)‘=,f1.* (-——Nﬁl ),

= e[1-(2Fh) ] = -2 (ML) ]
_1 ):‘bl;)y _|o_ l—e"°Z(—(y,)—)— 1 —e el = 1 ¥

| E(’X‘l{f |

pero

E(X:) = E(L'(X: l Y))

Dé aqui qué I_a' ééperanza requerida es:
EC) = E[ZX,] = D E(X)) = NE(X,) = N[1 —e¥
4 1

b) Para calcular la varianza del nimero de paradas que hace el elevador, tomemos en
cuenta el inciso anterior.
y consideremos que




var(X) : var(ZX,) = Z var(,\’,) +2 Zcov(X,,X,)

l-l l-l )

Tenemos que :
. var(x,) = E(Xz) = [E(X,)] , : ,

3 E(EXG | ) -[E(X.)] = B (\"’-1 ) )= (1—e¥)2

1- —e"‘f—(l —e )2 e (l —e'*n”‘je ‘3

v..

Ios valores de" x son exactamente los mismos quelos de x2y estos sonsolo0y 1.
tenemos que siij e {1,2,. >V} y ademés i <j

L cov(X, X)) = E(X.X)) — E(XDEWX;)
S p__r‘lxm_e"fo} E(X,X,) tqmando en cuenta que

E(x,X,) = E(E(X,X, 9))

E(X,XJI Y= y)—P(X,x,—.l | ¥=») = 1=P(XX =0 | ¥ =)
1—[P(X4—0X1—0|Y y)+P<Xf ,-/—OIY NEPX= 0K =1 | Y= y)]

"V»E(l_,_(N 2) Z(N-—l))

'e:.1+c[(~ 2y ]-2e[( 5]

‘ = +e® —2[e¥]

" Asique

: cov(X,,X,) S1+e® o 2[e"‘ﬂ'] [l - e"‘*]
Asi que susntuyendo en V‘"‘(Z,.. X,) = 2‘,_1 var(X,) + 22 cov(X,,X,)




var(X) = N(1 —e~#)e# + 2(¥)[1 +e® —2[e¥] - [1 —e#]"]

Ejemplo 2.23. Sea .X una variable aleatoria discreta de esperanza finitay sea Y
cualquier variable aleatoria discreta acotada, calcular £E(YE(X | Y))

Para poder calcular esta esperanza primero debemos saber si esta existe. Sea A la cota
de la variable aleatoria Y

E(YE(X | DD = D WEX | Y =3)|P(Y =)
¥y

P(Y =)

>
=

»

3P X =5 | Y= P =)

¥ x

ZM ZIXIP(X =xY= y)

< ZMZL\:;P(X— x, Y y)

nyP(X=x | Y=3)

P(Y =y)

2_wP(X=x|Y=y)

1A

- MZ ZMP(X %, Y_’; _y>"= MEQ]) < o0

Asi que ahora lé podemos calcular:

E(YE(X .| Y)) : ZyE(XI Y= y)P(Y y)

= ZyI:ZxP(X— XY = y):IP(Y »= Zzyxfﬁ%(%’;—):ﬁp()e »

=3 > P =x,Y=y) = E(X}’)

y x

De lo anterior tendriamos el siguiente resultado que ya queda demostrado.

Proposicion 2.24. Sea X una variable aleatoria discreta de esperanza finitay sea Y
cualquier variable aleatoria acotada discreta entonces

E(YE(X | D) = EXY).

¢ Qué resultado tendriamos si calculamos £(Y2£(X/Y))? Veamos
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E(PEX | 1) =Z:y=E(XIfY _,y)Pc',,_. »

»

- Z ¥ [pr(x XY = y):]P(Y ) = ZZ yzx-"i("’—(—"'—y—‘-l’—P(Y =)
= ZZyZ.rP(X_ x Y =3) = E(2X).

De acuerdo con el ejemplo tendriamos el resultado siguiente que queda demostrado con

el ejemplo anterior.
Proposicién 2.25.Sea X una variable aleatoria discreta de esperanza finitay sea Y
cualquier variable aleatoria discreta acotada, entonces

E(YPE(X | V)) = E(Y'X).

Los resultados anteriores nos dan pie para un resutado general.
Proposicién que caracteriza a £E(X | Y).Sea X una variable aleatoria discreta de
esperanza finita y sea Y cualquier variable aleatoria discreta entonces

E(INEX | D) = EANYD.

paratoda f: R — R acotada
Demostracion: LS
Primero demostremos que existe la esperanza de E(ANE(X | Y)) para después
calcularla : :

)|per= y) = ZZV@)le—""P—(Y—"—Y—‘—V—’P(Y

»= MZZMP(X xY=y) = ME(XD) < o

Sy X

- Sl Saroe -
= TP = 5 Y =y

Ahora podemos calcularla




ENEWX | Y)) —Z/(y)E(XI Y= y)P(Y y)

_Zf(y)l:ZxP(X—x | Y= y):'P(Y »= sz(y)xﬂif_x_”;x)_p(y_
= 223 /P(X = 5, Y = ) = EINX). - |

Hay que notar que se pide que f sea acota para garantizar que E({I)E(X | ¥)) sea

finita..

La proposicién anterior €s muy importante pues nos da las dos caracteristicas principales
de E(X | Y)cuando X'y Y son como en la proposicién: 1) La variable aleatoria E(X | Y)
tiene esperanza finita y 2) Para toda /IR — R acotada E(/{NLE(X | V) = ER{NX)

Estas dos caracteristicas nos dan la pauta para otro resultado tambien importante :

Proposicién (que rompe con la unicidad de £(X/Y)). Seag : R -+ R una funcién que
cumple que:

1) E(g(1)) <o

2) EY(Ng()) = E(Y)X) paratodas: R - R acotada, entonces
Pty = E(Y)) =1

Demostraciéon: Sea g : R —+ R una funcién que cumple que:

1) E@EY)) <oy ENg(Y)) = E((Y)X) paratodaf: R — R acotada

Por 2) se tiene que:

Z‘,/(y)g(v)P(Y »= ZZ/(}')\'P(X— XY=y

para todaf: R — R acotada. en pamcular esto es: vahdo para

s ;d'e_Aqug_e,;,e‘; S
: L gMP(Y =) = T xP(X =x,Y = )

x

_por Io tanto:



15.'(?\"/}’.‘? y)r ’

N PX=xYEY)
g0) ;x P =5

para todas las y tales que P(Y = y) > 0.
En conclusién tenemos que si P(Y = v) > 0

g0 = E(X I Y »
. De aqui que se concluya que:
PEO)=EWX | Y=y =1 -

A partir de este resultado, a cualquier funciéng : R - R que cumpla con 1) y con 2) de
la proposicion anterior se le llama una versiéon de la esperanza condicional de X'dada Y.
Sin importar como son Xy Y.

Si Y es una variable aleatoria discreta, para encontrar otra versionde £(X | Y) teniendo
una, basta con cambiar la regla de correspondencia en los puntos en los que P(Y = y) =

Cuando X yY son variables aleatorias discretas, dos versiones de £(X | Y¥) pueden ser
completamente distintas como lo muestra el siguiente ejemplo, y sin embargo son distintas
en conjuntos de probabilidad cero y por ende no afecta en terminos probabilisticos ese
problema. Pueden ser muy distintas, y sin embargo vistas probabilisticamente todas las
versionesde E(X | Y) son iguales.

Ejemplo 2.26. Considérense las condiciones del ejemplo 2.18. Se tiene que

E(X | Y=3)=

EX | Y=2) =4+E(X) =6+12=16

EX | Y=1)=2+EX)=2+12=14

Tenemos que

=~

S

!
'S
R
"o

]
D N =

2

son dos versiones de E(X/Y)

Ala verﬁioddeE(X '|‘ Y) que cumple con la definiciéon dada para E(X | Y) le llamaremos

%



la version original

de E(X | Y)osimplemente le llamaremos £(X | ). En terminos practicos, cualquier
versionde E(X | Y) es igual que E(X | Y). Debido a que todas las versiones de £(X | Y)
son iguales iguales, incluyendo a la versién original, excepto en un conjunto de probabilidad
cero. De aqui en adelante cuando se hable de £(X | ¥) nos estaremos refiriendo a cualquier
versionde £(X | 1).

Utilizando la proposicion que rompe con la unicidad de £(X | Y) resolvamos el

siguiente problema.

Ejemplo 2.27. Sean X'y Y dos variables aleatorias independientes ambas con densidad
uniforme en el conjunto {1,2,...n}. Encontrar £(XY | X+ 1)

SeaZ=X~+7Y.

Tenemos que

2 =PX+Y=2)=P =z-X) = iP(Y=:—x.X=x)

2 | P(Y = 2= x)P(X = x) ;-5{23 Y}
P(Y=_-—x)P(X e el 2n}

4“.-"
L -
Zx-l T
=
>:,.ﬂ. &

Por lo tanto tenemos que:

“ -Se buéca una funcién h'tal que.
: que

' de aqux se sngue que

S nomes

..v_,]

-)h(-)_Z_'_TH_— - ZZ/(_,; +y)_\y_.

o =2 =1 x=1
n-1 ==1
= Zz;/(~)(~-y>y-— + ):, Z/(:)(- y)y
=2 y=l 2212 ez

por lo tanto obtenemos las siguientes igualdades:




Despejando a A(z) téh m

s
£3)2
- 43

n+13(n~2) .. A2 —2)(n—2)n
_/(n)(n— 1) fn+1)2n _ _1 f(n+2)3(n— 1) ... 2r=1Dn~Dn
Srn+ Dn Sr+2)2n T fn'+3)3n .. f2r)n?

La esperanza condicional de X' dada Y tiene otras propiedades importantes. Una de ellas
es la siguiente, que esta acorde con la definicion de densidad condicional.

Proposiciéon 2.28. Sean X'y Y variables aleatorias discretas independientes y X con




esperanza finita. Entonces S
E(X |'Y) = EX).

Demostracion.

E(X|Y=3)=3 xP(X=x| Y=y) ydebidoalaindependenciade Xy Y.

=2 xP(X =x) = E(X) ]

Hay que notar que este es un resultado intuitivo, pues si Y es independiente de X, la
ocurrencia del evento Y = y no afecta a la ocurrencia del evento X = x, y por ende no afecta
a E(X).

La siguiente propiedad de la esperanza condicional de X dada Y esta basada en la regla
de la probabilidad total.

Proposicién 2.29.Sea X una variable aleatoria discreta de esperanza finita. Sea Y otra
variable aleatoria discreta. Sea g : R — R cualquier funcion tal que g(Y) es una variable
aleatoria . Entonces

EEX | 1) | gN]=EX | g1

Demostracion.
Primero demostremos que E[E(X | gN)] <

E[EX | g(M] = ZIE(X | LN

= Mﬁ_@_ :
ZZ" Jun@0)) I/’(V’

< Z‘,me‘f 0G200) /33 Pero Pe() = g)) = P(¥ = ») asi que

= ZZLrlf"\x(;)(x g0 =EQX) <o

»

; Ahdra si probemos la igualdad.
Si 4(g(Y)) es una versién de E(X | g(Y)) tendria que cumplir
con que: para toda f: R — R acotada se cumple lo siguente:

E@(Y(g(¥)] = EPRGINX]........(1)

Para probar lo que se desea se tendria que probar que ETE(X | Y) | g(¥)] cumple con lo
mismo que # es decir que cumple con la ecuacién (1). eso seria suficiente para probar que
E[EX | V) | g(¥)] es una version de E(X | g().

Tenemos que:

E[fg(YNE[EX | Y) | g(Y)]] = E[/(g(Y))E(X | Y)] usando 1a propiedad que
caracteriza a la . esperanza de £(X | Y) dada g(Y)

o= E[/(g(Y))X] usando la propiedad que caracteriza a la
esperanza B
de Xdada Y

Asi que Emg(mE[c(x | 1) | (N1 es una version de EYE(1)A] -
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La demostracion de este resultado no usa el hecho de que X'y Y sean variables aleatorias
discretas salvo por el hecho de que la proposicion que caracteriza a la esperanza condicional
solo se ha probado para variables aleatorias discretas.. Por lo tanto la misma demostracién
nos serrvira para el caso de variables aleatorias absolutamente continuas, habiendo por
supuesto probado la proposicion que caracteriza a la esperzanza condicional en el caso
absolutamente continuo.

De la misma forma que las distribuciones condicionales cumplen con las propiedades de
las distribuciones comunes, asi la esperanza condicional cumple con las siguientes tres
propiedades que tambien tiene la esperanza comun.

Proposicion 2.30. Sean X'y Y variables aleatorias discretas independientes y X con
esperanza finita. Entonces:

1) E(cX | Y) = cE(X | Y) paracada c constante.

2)E(c | Y) = c paratoda c constante.

EX+X: | V) =EWX | V)D+EWX: | ¥)donde X, y.X; son variables aleatorias
discretas de esperanza finita.

Demostracién:

DE(X | Y=y)=D axP(X=x] Y=y)

x

=cd xP(X=x| Y)‘=c‘E(X| Y)

DEK +X | 1 =3 3 ximah

La siguiente'propied'ad'es intuitiva pero no por eso es facil de probar en el caso general.

proposicién 2.31. Sean XYy,
esperanza finita, tales que X" <- Z entonce

E(X‘l}Y) SEZ | 1.

les "ale‘at‘on'as discretas tales que X'y Z tienen

Demostraci6n:

oy L EXIpy)
EX Y=y P(—Y=_§17




y por otro lado tenemos que

_ E@rsy)
E(Z | Y ,V) = m

asi que lo que queremos demostrar se deduce a demostrar que
E(XIys) < E(ZIy.y)

para cada y tal que P(¥Y =y) > 0
por hipotesis tenemos que

L PX=D)=

entonces

P(Xlyoy < Zirsy) = 1

. casique. il

Criesdeeir -

E y por lo tanté :

g gn;oqqés‘.V
- : . . SN VE[Z!Y-y] 2 E[t\’l)-y]

e y como esto es. vahdo para caday tal ciu P(Y ») > O entonces
E(Xl 9] <1:(Z | M. -

Una interpretacion de esta propiedad es como sigue : Si una variable aleatoria es menor
que otra su promedio es menor que el de esa otra. Asumiendo que la esperanza condicional
de una variable aleatoria dada otra es como la esperanza comun pero restringiendo el espacio
muestral., se tiene la propiedad.

Esperanza condicional de una funcién de dos variables aleatorias
discretas dada una de ellas.

Ejercicio 2.32. Sean X yY variables aleatorias con funciéon de densidad conjunta dada
por

T¢




Sure) = { Ty BV € {L2n)

0 e.o.c

calcular £(XY | V).
Usando la definicion de esperanza condicional para variables aleatorias discretas,
tendriamos lo siguiente

PXY =wY =1y)
PY =y)

EXY | Y=3)=2_w

si hacemos x = - esto es

o PX=2Y=y) PX=xY= y)
E(XY | Y—}’)—;W ’P(yy;y‘)i_. —ZX} PY =y)

calculando

: it ._' : i2x:>" S :
P(Y y) = Z nz(n+ 1) § nz(n+ 1) \Zx
. ; V>2""'vn(n+1) {‘71'_;},6{12 }

2("+1) 0 e

pOl' 10 tanto tenemos que

E(XYI Y y)__zxy nx(n—l) _Z”'rzn(n-)-li-l) =2n(n+l) Z"‘2=—(2"+1)y

x=l "
: Asi_ que :
EXY | V) = %(Zn-k 1)Y.
En este ejemplo usamos la funcion de densidad condicional de X'y Y y no la funcién de

densidad condicional de X7V dada Y, ésta no es una caracteristica de este ejemplo, sino que
se puede hacer en general. La siguiente proposicion recoge el resultado.

Proposicién 2.33. Sean.X'y Y variables aleatrorias discretas. Seag : R - R tal que
£(X,Y) es una variable aleatoriade esperanza finita, entonces

h(Y) = Zg(x,y)j,\-,,-(x | ») esuna versionde E(g(X;Y) | V)

Demostracién.

Primero demostremos que /(Y) esta bien definida es decir , que la serie
leg(x,y)j[\',,-(x | ) converge paratoda y talque P(Y =y) > 0.

Tenemos que

s




e

33 et ferxy) <o
v x

pues por hipdtesis £(g(X,Y)) < o lo cual implica que
2l fur(x,y) < oo

paracada ye RY si P(Y =y) > 0. entonces »
28 x| ¥) <o

entonces £[/(Y)] < 0.

Lo segundo es probar que /£(Y) tiene esperanza finita para poderla proponer como una
versionde E(g(X,Y) | V).

EQRDD = STHOMA0) = 30|30 e L8 i1, )

= 3= S late)lfr(x.y) = E(g(x.))]) < 0y por lo tanto £(g(x,»)) <

Por tltimo probemos que en efecto h(Y) es'un
acotada , entonces

cmr)hm] = chv)hcv)Pc

_ z/w[zgcx
= Z/(y) Zg(x,y)f\ r(\',y)
= ZZf(v)g(x,y)f\ ,(x.y> = E[/(Y)g(x Nl a

En palabras lo que dice este resultado es que podemos calcular la esperanza condicional
de g(X;Y) dada la variable aleatoria Y ponderando con fx:r en lugar de hacerlo como la
definicion lo dice con fiunyr.

Hay que notar que este resultado sirve para calcular esperanzas condicionales de una
funcion de X, digamos g(.X) dada la variable aleatoria Y, teniendo solamente la densidad
condicional de X dado Yy no la densidad de la funcion de X dada Y. Ademas se cumple los
siguientes resultados

Proposicién 2.34. Sean X'y Y variables aleatorias discretas independientes y X con
esperanza finita. Sea g : R - R una funcién tal que g(¥).X es una variable aleatoria de




esperanza finita, entonces g( NEX | 'Y) tiene esperanza finitay "’
E@QNX | N=gMEX | V)

Demostracién: Probemos que g(Y)E(X | Y) tiene esperanza ﬁ‘nii’a )
EQgNEX | DI} = ZeWEX | ¥ =) ‘

= rr(x,

Z 20) ZxLy—f e ’(.(V)

< ZZlgwafn(v,y

vE(Ig(Y)Xl) <o

Ahora probemos que E@NX | V)= g(Y)E(X | Y) y debldo a la proposicién

E(gmxr Y= )’)—Zg(y)"f\u(x |y>" ‘
,—g(y)Zxﬂu(x |y> —g(Y)E(XI Y = y) asi que

- E@NX | D= gMEX | 1) -

Proposicié‘n 2.35. Sve;an”' Xy Y variables aleatorias discretas . Sea g: R - R tal que
g(X) es una variable aleatoria de esperanza finita, entonces

L[E@X) | N] = E[g(X)]

Demostraciéon.

E[E@MD | Y)]~ZE(g(X) | ¥ =3P =) F
= frer(x, V) =
Zy:[;m:o yZ0) ]P_(Y‘ »
= Z Zg(x)f\:)'(X,.V) = >3 g Vrlx.y)
=3 gx)fv(x) = E((X)) -

Ejemplo 2.36. Considere un juego donde, quien juega gana lo que apuesta con
probabilidad p y pierde lo que apuesta con probabilidad (1 —p) . Cuando p > i una
forma muy popular de apostar en Inglaterra conocida como ’la estratégia de Kelley” es

hars




siempre apostar 2p — 1 de lo que te quedae de dinero. Calcular la cantidad esperada de
dinero que tendra un jugador después de 7 juegos si al principio tenia x pesos y empleo la
estrategia de Kelley.

Sea Y, : La cantidad de dinero que tiene el epostador después del n — esimo juego.

Sea Z, : El namero de partidas ganadas después del n — ésimo juego.

Se pide encontrar E(Y,).

La variable aleatoria Z, es necesaria debido a que para saber cual es la ganancia, al
apostador le basta con saber cuantas partidas gano y cuantas perdio, sin importar el orden en
que esto sucedio pues al final de cuentas la ganancia es la misma independientemente del
orden de los ganados y de los perdidos.

Z, es binomial con pardmetros ny p.

Por otro lado si = € {0, 1,...,n} se tiene que

E(YJ/Z, =2)=x[1+QRp—-DJ[1-@p- D]

Y como

E(Y,) = ECE(Y. | Za))

entonces

Ejemplo 2.37. Sean X y ‘Yvanables eatonas mdependlentes ambas con distribucién
uniforme en {1,2,...n}:. Encontrar E(mm{X Y}) dada la variable aleatoria Y.

E[min{X,7} | Y = = me{x,y}fm xy) = me{x,y} x
_Zx_+zy_ - [M]l s 2 ALIH

=yl

Asi que




Con este eJemplo no solo se ve (a apllcamén del resultado anterior sino se tiene que:
E[min{X,7} | ¥ =] = E[min{X,»}]

ya que E[min{X,y}] = 3, mm{x,y}fm (x,y) por definicion.

Asi lo anterior da lugar a la siguiente proposicion.

Proposicién 2.38. Sean X'y Y variables aleatorias independientes, discretas. Sea
g : R —» R tal que £(g(X,Y)) < coentonces

E@XD) | Y=y) = E@X.y)

Demostracion:
- = = frsCx,y)
E@X. V)| Y=)) ;g(x.y) Yz
= D" gxPX = x) = E(g(X,»)) -

Varianza Condicional

Asi como la definicion de esperanza condicional de la variable aleatoria X dada la

variable aleatoria Y es analoga a la definicion usual de esperanza de una variable aleatoria
solo que todas las distribuciones condicionadas al hecho de que se conoce Y. Podemos
tambien definir a la varianza condicional de .X dada la variable aleatoria Y como la varianza
usual solo que todas las esperanzas que entervienen en la definicion estaran condicionadas a
la variable aleatoria Y.

Nos quedaria la siguiente definicion.

Definicién 2.39. Sean.Y'y Y variables aleatorias. Se define a la varianza condicional de
X dada la variable aleatoria Y como

Var(X | ¥) = E[(X—-E(X | ))* | 1]

La varianza condicional de X" dada la variable aleatoria Y es una nueva variable
aleatoria que se puede ver como una funcién de la variable aleatoria Y.

Un primer resultado que también tiene su andlogo en la varianza usual es el siguiente:

Proposicién 2.40.
var(X | ) = E(X* | - [EX | D)?




Demostracién.

var(X | V) = E[(X-E(X | 1)? | Y] E[x? - 2XE(X| Y)+[E(X| Y)] Y]
= E[X? - 2XE(X | Y)+[E(X/Y)] | 7] T -
EQ | H=EQXEX |1 | N+ E[[EX | N | ]* :
= EX* | -2EWX | NP +[EX | N]? Lo
=EWX? | -[EX | D) -
Si calculamos ahora la esperanza de la variable aleatoria var(X l Y) llegamosaun

resultado muy importante de la varianza condicional.
Tenemos que

E(var(X | ¥)) =E[EWXC | V) - [EX | Y)] ] ’(X“) - EEWX | n?H
= E(X®) - E(EX | DD+ (EWY = (EXD)’
EQR) = (EU0Y? + (EQO)Y ~ E(EX |12
var(X) + (E(E(X | M))* -E(E(X N~
= var(X) — var(E(X | Y))
Asi que podemos enunciar la siguiente prop051

despejar var(X)de la igualdad anterior.
Proposicién 2.41.

I

;ién se reduce a

var(X) = E(uar(X | 1)) +var(E(X | 1)
Este resultado nos puede ayudar a resolver problemas como el siguiente.

Ejemplo 2.42.Un minero esta atrapado en una mina que tiene 3 tuneles. El primer tunel
lo lleva a la salidad de la mina después de caminar 3 horas. El segundo tunel lo regresa a la
mina después de caminar 5 horas. El tercer tunel lo regresa a 1a mina después de caminar 7
horas.Si se asume que el minero escoge en cada ocasion un tunel al azar. Calcular la
varianza del tiempo que le lleva al minero salir de la mina.

Sea X :el tiempo en horas que le lleva al minero salir de la mina.

Sea Y la puerta que inicialmente escoge.

Se requiere calcular var(X) : Es claro que seria dificil calcularla sin la util ayuda que
nos da ,el saber el tunel que elige al principio el minero, pues la densidad de X dificil de
calcular.

Podemos usar la formula anterior var(X) = E(var(X | Y)) +var(E(X | 1))

Y para calcularla tenemos que:

£




3L :y;'l,f
5+E(X) y=2
7+E(X) y—3_ﬂ
ERRRE eoc:

EX 1Y) =

Deaqunque C e . . .
ECO) = E(E(Xl . % 3(3+5+E(X)+7+E(X))-5+—-E(X)
Despejando EX) tenemos que E(X) ' ;

Ahora pddemés céli:ﬁla'f ‘ ;: :
var(E(X l Y)) -—[(3 E( X
3 [(3 E(X))’

Por otro lado 'caklculemps ,vqr(X Y) v

ey
ECC | 1) = E((5+X)2) y=2
E(7+X)*) y=3

0 e.o.c

Esta ultima igualdad es debida al hecho de que, si el minero escoge la segunda puerta
caminara 5 horas y estara de nuevo en la mina, en la misma situacion del inicio, y el tiempo
que le llevara salir de la mina es X + 5 y por lo tanto el cuarado del tiempo que le toma al

minero salir de la mina es (X + 5)2. El razonamiento en los demads casos es analogo.
Tenemos entonces que:

9 y=1 9 - y=1

EXC | V)= EG)+10EX)+EX?) y=2 _ S5+ 10(15)+ EX?) y=2
EM+14EX)+EX?) y=3 7+ 14(15)+ E(X?) y=3

0 e.o.c 0 eo.c

Calculando

4




entonces

y en total tenemos que

var(X) =

(218)+—(218)‘

218

218 Y= {2 3y
o

eoc -

&ce




Capitulo 1l

Distribuciones y Esperanzas condicionales en el
caso absolutamente continuo.

Distribucion Condicional de una variable aleatoria dado el valor de
otra variable aleatoria

Si tenemos dos variables aleatorias .Y yY absolutamente continuas, se puede definir la
funcion de densidad condicional de la variable aleatoria .Y dado que la variable aleatoria Y
toma el valor y de la misma forma que se hizo en el caso discreto.

Definicion 3.1. Sean X'y Y variables aleatorias absolutamente continuas. Se define a la
funcidn de densidad de X'y Y para todos los valores de Y tales que f3()’) > 0 de la siguiente
forma:

Jerlxy) | =0

Sl 13y =< ae SO

(o] e.o.c

donde fyr(x,)) es la funcidn de densidad conjunta de X'y Y.

Notese que fyr(x | y) es una funcion de x. Al igual que en variables aleatorias
discretas, la funcion de densidad condicional de una variable aleatoria X dada la variable
aleatoria Y ; es una funcidén de densidad, vista como funcién de los valores de .X si ambas
son absolutamente continuas.

.- Proposicién 3.2, Sean X yY variables aleatorias absolutamente continuas entonces.
Svir(x | ») tal como se definio arriba es una funcién de densidad vista como funcion de x.

Demostracién. Tenemos que demostrar que i) fyy(x | ) =0y ii)_f Jarle | dx =1

Sea y tal que f)()’) > 0, tenemos que fiir(x | ¥) = "f’;‘("y‘)”’ > 0.
Por otra parte f SarCx | Y)dx = I &;(;;’)dx = 7or If\y(x,y)dx =7 fi0)=1m

Como toda densxdad JxirCx | ) tlene asociada a ella una funcidn de distribucién.

Definicién 3.3. La funcion de distribucién condicional de la variable aleatoria X dado
que la variable aleatoria ¥ toma el valor de y , se define de la siguiente forma

Fyylx | W =PX<sx | Y=3)= [ fanlu | y)du

La definicién anterior nos permite calcular P(X e 4 | Y =)

a}i



(para cualquier A evento) se tendria que

PXeAd| Y= y)—jfm(u | Y)du

Esta forma de definir a la funcidén de densidad condicional de X' dada Y y a su funciéon de
distribucion recoge la idea intuitiva de que si X es independiente de Y entonces el valor de
Y no afecta a la funcion de densidad condicional de X dado que Y = y. Sobre esto es el
siguiente resultado.

Proposicion 3.4. Sean X'y Y variables aleatorias absolutamente continuas e
independientes, entonces

i) forlx | ) = fa(x)

if) Fapr(x lé)’)s—r\(“)l £y 0
Demostracién: Sea y tal que f(») >
D) S | p) = £ = Aol —f\(x)

Ay

i) Farte | ) =PXXSx [ V2 ,=‘I Soru | Wdu = [ fi()du = Fx(x) =

. Al igual que pasa con las dlstnbucndﬁes no condicionales, si tenemos la funcion de
_distribucion condlcxonal de. Xdado que Y yentonces fy;y(x | y) es cualquier funcidn que
cumpla que *

Fypx | 0 = [ fr(u | y)du
En el caso en que X'y Y son absolutamente continuas, siempre existe la densidad
condicional de X'dado que Y = y. Aunque no necesariamente es unica. O dicho de otra
forma puede haber varias densidades iguales en todos lados excepto quizas en un conjunto
de probabilidad 0.
Ejemplo 3.5. Sean X'y Y variables aleatorias con funcién de densidad conjunta dada por

. A2 —_ -
f\:r(x,)’) = { ’ yFZO Xy S Oh

e.o.c.

Encontrar la densidad condlcwnal de la X dado Y=y
Si y€(0,1) :

- - e ; l A )
5103 = [5G i%%{‘%?*f”“x = ¥(3-»)

de donde

&Y




entonces

L=w x e (0,1)

()
0 e.o.c.

Juarlx | »= > = A3-

Ejemplo 3.6. Sean X'y Y variables aleatorias independientes ambas con funcién de
densidad exponencnal de parametro A.Encontrar la densidad condicional de X dado que

X+Y=
Calculemos pnmero i

Far) = [ ooy T CopI VS
= Io L’z }.ze"‘“‘f”dydx = I; (e u—e™ + 1)de = 1 —e (1 +5)

asi que

‘._x*>A07 ~ Ale™s x>0
: 0 e.o.c.

v luando s'en’ una densxdad gamma con parametros
riables aleatonas exponenciales independientes es

I-‘.l(uy)n.ﬁl X, ueps, w030 )'/:“r(u,’V)CI}’du

k {xs}

= j‘:".‘; - (e ™ + Ae™*)du
0o x<0

=1 --A.xe“‘-’-—-e""_‘ x<s .

l-—/le"“s e"-' ~x>s

De dohdé :
R B x< 0

dF\'_\L,~(_\:,;s') e ) d(l;l;-t‘“;c““) ‘Aze_“ x<s

Siaer(x,s) = sl = D x<s .
ds. . e S 0 e.o.c

d(1-Ae5-a20) S o
' . dxds " xzs

65




finalmente se tiene que:

Ale-ds 1
SorGe | 8) = Foa o O<x<s _ L O0<x<s
[0) e.o.c

(4] e.o.c
En conclusién la funcidn de densidad condicional de X' dado que X + ¥ = s es una
densidad uniforme en (0,s)

Ejemplo 3.7. Sean X'y Y variables aleatorias absolutamente continuas con funcién de
densidad conjunta dada por:

c(x?—ypy¥e~* x20,—x<y<x
P { =2 =37 ¥

0 e.o.c.

Encontrar la densidad condicional de Y dado que X = x
Tenemos que Fyx(y | x) =

P(Y<y | X =x) —I fm(u I y)du
Calculemos pnmerq f\(v) ‘i S

entonces

A= f{_;ﬁ-;,-'(;v,y)dy
= J'x ctxé —y’)é'*dy ;'.4

3, -’x
= X ce
- T 3l
asi que ‘

Sl = { 3.\: ce"‘kxb?_O

2000 eo.c
si x = 0 entonces o
elxieptet < 3
—_x<y<x PR L
f‘)'].\‘()’ | x) = $xdce~ X <)y _ T2 X <y<x
0 e.o.c. Y

gamma de parametros @, A y 3, A respectivamente. Calcular la densidad condicional de
X+Ydadoque 3% =w

Ejemplo 3.8. Sean X'y Y variables aleatorias independientes amabas con distribucion
Como X'y Y son independientes entonces

a-1 —A (e
Sur(x,y) = { ety e e 1y > 0
T 0

e.o0.cC,
Para encontrar f\-,,_.gy(_ | w) necesitamos calcular f\-,_xr(.,w) es decir la densidad




conjunta de X + Yy <. Para ello se usaré el teorema de cambio de variable. Tenemos todas

las condiciones para usar este teorema pues la transformacién z = x+y,w = <5 es
invertible y su mversa es x = =w,y = z - tw. Las derivadas parciales
T =w, &=, 2= 1 ~w, i = —=z son continuas y el jacobiano

dx
dw

v
dw

w))""ef“‘:‘”=‘:') sw>0,z(1—w) >0

.. e0.c.

> 0,w e (0,1)

R Je.0.c.

La funcxén de amba es el producto de dos funcnones de densidad una gama con
parametros a + p A y otra beta con pa.rametros a, ﬁ g Por lo tanto Z y}¥ son independientes y

por ende : T g -
N o } l"’ - -
f\-y|_.\'_.(-, W) = { Tla-p) = B-leg=22 - = 0

0 e.o.c.

es decir: La densidad condicional de X + Y dada ¥+ = w es gamma con pardmetros

a+ B,A.
Hay que notar que en los ejemplos anteriores se esta condicionando con un evento que

tiene probabilidad O .

Distribucion Condicional de una variable aleatoria dado un evento.
Considérese un problema como el siguiente: Se eligen dos puntos al azar del intervalo
(0, 1) . Si llamamos x al primer punto y y al segundo y se sabe que la suma de ambos
resulto ser mayor que + ;Cudl es la densidad condicional de X ?
En este problema se requiere la distribucién condicional de X dado un evento de
probabilidad positiva, para ello tenemos la siguiente definicion.

Definicién 3.9. Sea A un evento de probabilidad positiva y sea X una variable aleatoria
absolutamente continua entonces la densidad condicional de X' dado A se define de la




siguiente manera

PX<x,X+7V> 1)
SPX+Y > 3)

dydx

Por otra pé_rté e

PXSxX+Y>

x<0

e S 0
Faalx| A)= : _;'] = x4+ 3x2 xe(0,4)
E 1 x> _;_

Y por lo tanto f\H(x | A) que es 1 nsndad condicional de la variable aleatoria X dado el
evento 4 obtemda denva

dF,M @

o] e.o.c. 0 e.o.c.

Jiae | 4> = x € ©.3) ={ $+3x xe 04

ey




Esperanza condicional de una variable aleatoria absolutamente

continua dado un evento

La definicidn de esperanza condicional de una variable aleatoria dado un evento de
probabilidad positiva , dada en el capitulo anterior, tiene la virtud de ser general, es decir, se
puede aplicar independientemente de quién sea X, lo unico que se le pide esque tenga
esperanza finita y que el evento sea de probabilidad positiva.

La definicion es la siguiente

Definicién 3.10. Sea X una variable aleatoria de esperanza finita. Sea B un evento de
probabilidad positiva. Se define a la esperanza condicional de X dado el evento B como:

E(XTg)
E(X | B) = P(B;

Ejemplo 3.11. La funcién de densidad conjunta de .Yy Y esta dada por.

- { = 0 << <

0] e.o.c

Calculara) E(X | Y>X)yb) ECC | Y>X)
a) Tenemos que

P(Y>X) = “ %‘id’cdy

{{xs1eR xgy>0020) -

LR Y eFey [ e . _ 1
—-Io I“ 55— dxdy—.fo( e'Yiredydy=1—e
Por otro lado "‘como Xl{,-,,\-,’es una funcion de las variables aleatorias X'y Y se tiene que

LeTe”
E(xm,p,) - j' { orsapmogno, ¥ STy

J' f xeZe” e = dxdy I (—2ye"'¥ + ye>)dy = 1 — 2e!

E(X/Y> X) =1=2et 0 41802

1—et

aleatonas Xy Yse tiene que

. PRt 2e¥e”
I I l(xy)ex:m:w»oo}x =y dkdy

—j’j'xze’e”dxdy 4 — 10e™!

b) Como X’l(,)\—, es una funcnon de las

E(f\nl()>\’}

Asi que




By > ) = 42107 o 50814

Ejemplo 3.12. Sea X una variable aleatoria con distribucién uniforme en (0,1).
Encontrar £(X | X> &+)
Tenemos que

EWleyy) = | xdx = | ; xds = 3

{xeRu>10e(0.1))

Considerando que P(X > 1) tenemos que

sCcro-3)-F-3

ul-—lmlu

Esperanza condicional de una variable aleatoria absolutamente
continua dada otra variable aleatoria absolutamente continua
Una forma de definir a la esperanza condicional de una variable aleatoria absolutamente
continua X dado el evento ¥ = y, es definiéndola como la esperanza usual solo que usando
la densidad condicional de X'dado que Y = y. Esta forma de hacerlo resulta natural pues
generaliza al caso discreto. Con esto se puede definir a la esperanza condicional de la
variable aleatoria .Y dada la variable aleatoria Y de la siguiente forma:
Definicién 3.13. Sean .X'y Y variables aleatorias absolutamente continuas con funcion
de densidad condicional de X dado que Y = y dada por fir(x | ). X de esperanza finita. Se
define a la esperanza condicional de X dada la variable aleatoria Y como /(YY) donde

hw_{f xfn(vly)dx Sifi0) > 0y [° kelfir(ey)de < w

e.o.c.

y se denota por £(X | 1).

Se pide que X sea de esperanza finita para que /(Y) esté bien definida y ademas tenga
esperanza finita.

La siguiente definicidn ya se habia esbozado en el capitulo anterior y fue motivada
también del caso discreto.

Definicién 3.14, Sean X'y Y variables aleatorias absolutamente continuas. E(X) < co.
Si existe una funcion g : R - R que cumple que i) £(g(Y)) <oy
INENg(Y)) = EQY)X) paratoda f: R — R acotada, entonces se dice que g(Y) es una
version de la esperanza condicional de X dada Y.

A(Y) cumple con i) y ii) de la segunda definiciéon. Sin embargo no toda funcién que
cumpla con esto, es igual a A(Y). En otras palabras no solo hay una versiéon de la esperanza
condicional de X dado Y. Lo que si se puede asegurar es que si se tienen dos versiones de la
esperanza condicional de X dado Y estas son iguales con probabilidad 1. Los siguientes
resultados resumen los comentarios anteriores.




Proposicién 3.15 (Proposicién que rompe con la unicidad ). Sea X una variable
aleatoria absolutamente continua de esperanza finita y sea Y otra variable aleatoria
absolutamente continua, entonces, /1(Y) es una version de la esperanza condicional de X
dada Y.

Demostracién: El hecho de que el conjunto de puntos y € R tales que f:Lva\;y(x,y)dt
= oo tiene medida cero, esta implicito en la demostracién. aunque esto no es obvio no se
demostrara aqui.

Se quiere demostrar que A(Y) es tal que

DEMND)) <oy

i) Si f: R — R esacotada, entonces E[/{)A(Y)] = E(INX)

Demostremos primero /)

[ monrordy = [ |7 #L2 ael Gy

= |2 mlsEasioray

= [ 7 piferCey)dxdy = EQHD) < o

i) Seaf : R — R cualquier funcién acotada

Entonces:

pues




asi que:

Ejemplo 3.17. Sean Xy Y variz
exponencial de parametro /1 Se
Tenemos que

Fryr(x,z) = P(X < x,Z<
= P(X< x,X+

-H ,’F’,

.Calcular E(X| Z)

)= I .[ (43R P u<r =z s> O3>0} Jxr(x,y)dyde

("‘g:"?dydu_ = J.o (e + Ae*)du =1 - Ae*rx — e
asi que . . '
f\-\'-r(x,'.") = __._sz\-\'-»g-z { _{g_-A;;L“) O<x<= = { A O<x<:=
- ‘ d.rd- 0. eoec - 0 -e.o.c.
por oﬁ-a parte " ’ » L |

o o - - { A.z-e-‘j o <z 5

o S eoc
Asi que L : .
oo o g exe s
i ’fw.\'.r(-t lv:)_= { ST
S ,0»'»eoc

Pues, como se vio en'el eJemplo 3 6 la suma de exponencxales independientes de
pardmetro A es gamma ( /1) S

Asi que

! ol - =
EX | 2= _‘- Xfuiz(x | =)dx = {Ix dx >0 ={-;—-->0

e.o.c. 0 e.oc.

Finalmente tenemos que

nD = £
Ejemplo 3.18. Sean X'y Y variables aleatorias independientes ambas con distribucién
uniforme en (0, 1). Encontrar £E(XY | X+ 7Y)

Para que /1(X + Y) sea una version de la esperanza condicional £(XY | X + Y) se tiene
que cumplir que E[AX + Y)h(X + Y)] = E[fIAX + Y)XT] para toda funciéon /: R - R




acotada Pues esta es la caractenzac:on de la esperanza condicional de una variable dada
otra.
Sea f: R - R acotada Sea Z=X + Y Desarrollando la igualdad de arriba tenemos que:

I~ Roney: (:)d; 77 S eyt

: Sustituyeﬁdo a _ﬁ(:)_ =

f j(:)/z(:):d--f-f f(:)h(: ! ‘ - ; i y)ydyd:

Y por lo tanto
asi que:

y por ende

2) h(:)(z —f._

Despejando /(=) tenemos que:

>




j"t:-ﬁwf.v ' .
S € (0,1) 422 - € (0,1).

- E (0‘ 1) ' 3= -
=) = - ' | - -y:-{.-a j _ o _ -
(=) = I, v se[2) = == ore[L2) = 124 il zeq1,2)
&= ’ 0 e.o.c 0 e.o.c
0 e.o.c

Regla general de la probabilidad total para variables aleatorias

absolutamente continuas.

Un caso particular de la proposicion 3.15 que establece que Si f: R — IR es acotada,
entonces E[/{)A(Y)] = E(IY)X), se tiene cuando f{y) = 1 paratoday € R.
Sustituyendo esta fen la igualdad se obtiene:

E[E(X | D] = EWX)

que en el caso en que Y sea absolutamente continua, esta igualdad se traduce en:

Ex = | _': EX | ¥ =)y

A esta igualdad se le llama regla general de la probabilidad total.

esta regla , aparte de util pues a veces como en el siguiente ejemplo, lo que se tiene
como dato es la esperanza condicional y lo que se quiere es la esperanza comun.

Si en el caso discreto es muy intuitiva, en el caso absolutamente continuo es una
generalizacion de éste.

Ejemplo 3.19. Se elige al azar un punto en el intervalo (0, 1) Sea y ese namero. Sea X
una variable aleatoria con distribuidon uniforme en (y, 1). Encontrar £(X).

Tenemos que

EQO = EEX | 1) = [ EX | ¥ =A(dy
L (5 Jay = [ (- $) -

Ejemplo 3.20.Supongamos que se envia una seiial aleatoria X desde un lugar 4 de tal
manera que su distribucion es N(u, o?). Supongamos ademas que, cuando X" = x, el valor ¥,
que se recibe en un lugar B, tiene una distribucién N(x,a?), en donde g es una constante
distinta de cero. Encuentre £(Y), Var(Y) , Cov(X, ), fir(x.») y f+(¥)

Para encontrar £(Y) tenemos que usar la regla de la probabilidad total para variables
aleatorias absolutamente continuas.

Ey = [~ E[Y | X =x)fs(ode = [ ofil)dx = EWX) = p

Ahorta encontremos E(Y?) usando otra vez a regla de la probabilidad total

7Y




En el problema esta’ x) asique. nos‘su"\"e p;ra calcular f\ y(x, y) ;
SurGey) kfm(,’v | : ﬁ; ex xp{-5Lr - x>=}F" exp{; 55 <x u)}
= ’n'acr “p{——[(y x) (=) ]} |
= 5l e‘(p{___[((y u)—(v—u)) (254) ]}

:Se sabe que Y tiene distribucién normal, entonces,
[r0) = = e {5t 0 - 1%} :
Ejemplo 3.21. Sea X un niimero que se elige al azar en el intervalo (0,1)y Y un numero

que se elige al azar en el intervalo (O X) Encuentre la funcion de densidad Y.
Se tiene )

ﬁ-.\-@ [x)={+ si0D<y<x<1

.-~ 0 .. en otro caso

\ Asi que,

‘ 4|
dx I fm()’ | x)dx

i I 'd_\' 510<y<1 f -y sio<y<1
en otro caso Y en otro caso

i) = I"""ﬂ;}d«' E

N O T T T e S T



Capitulo IV

Distribuciones condicionales en el caso mixto.
Version moderna de la esperanza condicional

Distribuciones condicionales en el caso mixto

Ya hemos definido esperanzas condicionales en el caso general, es decir, en el caso en
que las variables aleatorias implicadas en la esperanza sean de cualquier forma es decir:
continuas, discretas, absolutamente continuas o ninguna de éstas.

En el caso de las distribuciones condicionales, sélo se han definido en el caso en que las
variables aleatorias implicadas son o bien todas absolutamente continuas o bien todas
discretas.

En este capitulo se definiran la distribucion condicional de una variable aleatoria
absolutamente continua dada una discreta, y la distribucion de una variable aleatoria discreta
dada una absolutamente continua; esto nos permitira definir una funcion de densidad de dos
variables aleatorias en el caso mixto.

Las propiedades que cumple la esperanza condicional para variables aleatorias discretas
y para variables aleatorias absolutamente continuas tambien se cumplen en el caso mixto y
sus demostraciones no se haran pues lo importante en este capitulo es definir una funcién de
densidad en el caso mixto, y ejemplificar la esperanza condicional en este caso.

Si tenemos una variable aleatoria discreta X'y una variable absolutamente continua Y, se
puede definir la densidad condicional fyy(x,») como la siguiente probabilidad
P(X = x | Y = y).Para calcular esta probabilidad condicional, no podemos usar la funcion
de densidad conjunta de X'y Y pues ésta ni siquiera esta definida en este caso.

Una forma de hacerlo es usando a la esperanza condicional de la funcion indicadora en
X = x dado que Y =y, pues ésta si esta bien definida. Asi, si

1 siX=x
I.\'u'= .
0 siX#+x

PX=x|Y=y)=Elye | ¥ =)

De acuerdo a esto se puede definir la densidad condicional de X'dado que Y = y,dela
siguiente forma:

Definicién 4.1. Sea X una variable aleatoria discreta y sea Y una variable aleatoria
absolutamente continua. Se define la funcién de densidad condicional de X dado que Y = y,
para toda x € R, como:

se define




Srlx | ») =20

donde /1(Y) es una versién de la esperanza condicional de /y.. dada la variable aleatoria Y.

Obsérvese que si P(X = x) = 0, entonces una version de la esperanza condicional de /y..,
dada la variable aleatoria Y, es la funcion idénticamente cero; asi que, en este caso,
tomaremos para /4 a la funcion idénticamente cero.

Ademads, en cualquier caso, siendo /.. una funcién no negativa, podemos tomar # como
una funcion no negativa.

Utilizando la definicién anterior se puede hacer la siguiente definicion:

Definicién 4.2, Sea X una variable aleatoria discreta y sea Y una variable aleatoria
absolutamente continua. Se define la funcion de densidad condicional de Y dado que X = x,
paratoda y € R, como:

Surisin fron)
LIS fi(x) > 0
Srxly | x) = i ‘

0 e.o.c.

Proposicién 4.3. Si fi-(x) > 0, entonces la funcién y — fyv(¥ | x) es una funcion de
densidad. S L

Demostracién. Por la deﬁnicién,ﬁh\-(y | x) es una funcion no negativa, asi que
entonces unicamente resta probar que -L., Srix(y | )dy =" ' '

2 S | 0y = [7 Ll gy = o (7 fonx

= A=FE[E(Uxs | D] = Z=E(e) = = PIX =

) /ey
) Sxe) ) SR
si fiy(x) > O setiene que R

S | 0 fiw) = L IAFOLLD _ 10 ) 3 i)

A
En el caso en que fi(x) = 0, se tiene fyix(¥ | x). = fiyr(x | ») = 0 para cualquier

v € R, asi que también en este caso se tiene f31xy(y | XY (x) = fir(e | 3) /().
De acuerdo con el resultado anterior se puede hacer la siguiente definicion:

Definici6on 4.4. Sea X una variable aleatoria discreta y sea Y una variable aleatoria
absolutamente continua se define la funcidn de densidad conjunta de X'y Y para toda
(x, y) € R? como:

Srr(ey) = furlx | W AO)

El siguiente ejemplo es la versién moderna de un problema resuelto por Thomas Bayes
en 1763

Ejemplo 4.5. Supongamos que se realizan » + m ensayos de Bernoulli independientes
con probabilidad de éxito x en cada uno de ellos. Supongamos también que esta x no se
sabe de antemano sino que se elige al azar del intervalo (0, 1). Si se sabe que delos 7+ m
ensayos realizados, n resultaron ser éxitos ;Cual es la densidad condicional de la
probabilidad de éxito?




Sea .X': La probabilidad de éxito en los ensayos

Es claro que
1 sixe (0,1
fie) = { ©.0
0 . e.o.c.

- Sea . Y: El nimero de éxitosen n+m ensayos ..
Se nos pide encontrar f\,,(x | n) . :

»fm(v L x)f\(v) e (1= x)m

Asi que entonces

PY=rn)

y por lo tanto -’ e : g
o Sarx ey = P(y(=1,,)x,)
= W=(M+"+l)(tmﬁ"(l—x)m

el

En conclusion: La densidad condicional de X dado que 7 ensayos resultaron ser éxitos

'(n+mr+ l)'_‘ ;




es una densidad beta con parametros n+ 1y m+ 1.

Este ejemplo nos da una interpretacion muy concreta de la densidad beta o dicho de otra
forma se puede motivar la densidad beta con este problema.

Si de antemano se supiera cudl de los n ensayos fueron los éxitos la densidad
condicional de X dado Y no cambiaria pues lo Unico que pasaria seria que en (1)
desaparecerian ( 77" ) del numerador y del denominador.

Ejemplo 4.6. Sea Y una variable aleatoria con uniforme en el intervalo (0,1) y
supongamos que, para cada valor y de ¥, X es una variable aleatoria con distribucion
geométrica de parametro y. Parax € {0,1,...}, encuentre e identifique la distribucién
condicional de Y dado que X = x,

Parax € {0,1,...} se tiene,

PLX =x]= E(EUxv-x | 1)) = _[ : Ellyes | Y=3)500dy = | : PlX=x | Y=31rO)dy

..J" (1 —y)*dy = x! — 1
STV E G T Gy DG+ )

Parax € {0,1,...} y0<y <1, se tiene,

fs@ 1 x) = JL("[]—({—)M = (x+ Dlx+ 2)p(1 —p)*

Es decir, dado que X" = x, ¥ tiene distribucion beta de parametros 2 y x + 1.

Versién Moderna de la Esperanza Condicional

Hasta aqui se ha desarrollado la esperanza condicional de una variable aleatoria, de dos
variables aleatorias y de una funcion de dos variables aleatorias dada otra variable aleatoria.
Si se quisiera desarrollar ahora la esperanza condicional de una funcidn de »n variables
aleatorias condicionando con s variables aleatorias, se podria hacer de la misma forma en
que se hizo lo anterior. Es claro que se necesitaria hablar de una funcién de densidad
conjunta de esas n + m variables aleatorias, o bien tratar de generalizar a este caso la
definicidon que se dio para el caso de la esperanza condicional de una variable aleatoria dada
otra, en el caso en que las variables aleatorias sean cualesquiera. Sin embargo, si
quisiéramos definir la esperanza condicional de una funcién de » variables aleatorias
condicionando con una infinidad de variables aleatorias, ;qué hariamos?

Por problemas como éste es que la Teoria de la Medida se ha vuelto una herramienta

indispensable en el estudio de la esperanza condicional, en especial 12 integral de Lebesgue.

Por lo anterior, a continuacion se expone la herramienta necesaria de la teoria de la
medida para llegar a demostrar que se puede definir en general la esperanza condicional, es
decir condicionando incluso con una infinidad de variables aleatorias, o dicho de otra forma
con la o ~ dlgebra generada por éstas.




Esperanza de una variable aleatoria
Sea (£2,.4.P) un espacio de probabilidad consistente en un espacio muestral QQ, una
o —dlgebra de subconjuntos de €2, y una funcién de probabilidad P : . A — [0,1]
La esperanza de la variable aleatoria X se define como E(X) = _[ XdP
Donde _[ AdP es la integral de Lebesgue de X con respecto a la medida de probabilidad

P.

La integral de Lebesgue.

Lo que a continuacion se expone, esta tratado en el caso particular de nuestro espacio de
probabilidad, (€2, .4,P).

Definicién 4.7. Se dice que una variable aleatoria ¢ : Q — R es simple si se puede
representar en la forma:

@ = ):,",, a;l,, donde 4,NA;=@ paratodai +jya, € R, siendo todos los g, distintos.
A, eventos, tales que U, 4, = Q.

Es decir, una variable aleatoria simple toma solamente un numero finito de valores, y
ademas tiene una representacion tnica debido a que los a; son todos distintosy 4, N4, =0
ytalesque UL 4, = Q

Definiciéon 4.8. Si ¢ es una variable aleatoria simple se define la integral de ¢ con
respecto a P como [ @dP = 37" a,P(A4,)

Hay que notar que esta definicion no permite que las integrales sean —0 0 +<o.

Definicién 4.9. Si X' es una variable aleatoria que toma solamente valores no negativos,
se define la integral de X con respecto a £ como

J'XdP = sup J.rde = sup ia,P(A,)
J=1

Donde el supremo de .ftde se toma sobre todas las funciones ¢ tales que 0 < ¢(@) < X(w)
paratoda w € Q.

Debidoa que la funcién ¢(@w) = O paratoda w € Q, es simple y cumple que
@(w) £ X(w) para toda @ € Q se puede garantizar que el conjunto * - f¢dP no es vacio.
Ejemplo 4.10.
Se elige un punto al azar en el intervalo [0, 1). en este caso Q = [0,1), A es la
o —algebrade Borel (la generada por todos los intervalos) Sea X la variable aleatoria
definida como i :

X(e) __‘ 1  si o esracional de (0,1)
0 siw es irracional de 0,1

X es variable aleatoria pues para cualquier £ < R se tiene que
XUE) e {Q.0NQQNLEAyc A

La esperanza de X se puede calcular facilmente usando integral de Lebesgue. X es una
funcion simple pues es de la forma Z Iang y por lo tanto

J XdP = [lonedP = PIQN Q] = 0




Definicién 4.11. Se define a la parte positiva (negatiVa) de cualquier variable aleatoria

X = X Si.’}, =0
0 e.o.c.

X como X~ (X~) como

elemento de .4 a menos que se mdxque otra cos !
Dada una vanable aleatoria X Q - R,

es una familia de eventos. Dicha famlha es crecxente enel sentxdo de que si @ < B entonces
B. = By. Siempre que tengamos una variable aleatorla X tendremos una familia creciente
de subconjuntos de Q ,{B.}, cona € Re =~ :

Una pregunta que nos podemos hacer es si sucedera lo reciproco: Dada una familia

-creciente de eventos de de Q, es decir de elementos de .4,{B.}, con @ € R ;existird una

variable aleatoria X : Q — Rtal que B, = X~![(~w,a]] para toda a € R? La respuestaa
esta pregunta es no necesariamente, pero casi. Veamos.

Una variable aleatoria es primero que nada una funcién que vade Q2 a R . Como tal,

 tendria que cumplir que cuando @ € B., X(w) € (—0,a], es decir que X(w) < a.

‘ La igualdad anterior permanece valida fijando w y variando a.
Como X(w) < a para toda a tal que @ € B, entonces X(o) < inf{a | w € B.}
{Qué sucederia si X(w) < inf{a | @ € B,}? )
Pasaria que podria existir un nimeroreal Stalque w € Bpy

o “X(w) < B < inf{a | w € B,} pero si X(w) < P entonces X(w) < By por lo tanto

@ € X"'[(~0, B]] y esto implicaria que
By # X~ [(—e0, B]]

esto es una contradiccion con lo que se requiere de la variable X.

Por lo anterior, si queremos una variable aleatoria X tal que X~![(—c0,a]] sea un
elemento de {8, } entonces .X tendria que ser tal que X(w) = inf{ae | w € B,}. Pero,
recordemos que una variable aleatoria definida sobre el espacio de probabilidad (2, .4,P), es
una funcién X : © — R tal que la imagen inversa de cualquier conjunto de la forma [.X < x]
x € R esta en 4. El siguiente resultado nos demuestra que en efecto X definida como
inf{a | @ € B,} es una variable aleatoria con @ € D < R D numerable.

ar..




Proposicién de existencia. Sea D un conjunto numerable de nimeros reales, {B.} con
a € D, una familia de eventos tales que si @ < 8 entonces B. < By, con a,f8 € D, entonces
existe una variable aleatoria X : Q — IR tal que
{vweQ| Xw)<a} €B.< {weQ| Xw)< a) paracualquiera € D.

Demostracién: Paracadaw € Q, seaX(w) = infla € D | w € B.}

Se tiene que B, = {w € Q | X(®) < a} para cualquier @ € D debido a lo siguiente:

Sea wo € By,,ap € D entonces

inf{a € D | wo € Ba} < ag eso implica que

X(wo) < ao es decir

we € {w e Q| X(w)< ao} pero esto es valido para cualquier wy € B,,

asique B, € {w € Q | X(@) <a)

Para ver que X es una variable aleatoria vamos a probar que la imagen inversa de
cualquier intervalo de la forma (—c0,a) pertenece a 4. Para esto basta con probar que
X-'[(—0,a)] es unién a lo mas numerable de elementos de .A. Y como por hipétesis, los Ba
con a € D son elementos de A4, entonces es suficiente con mostrar que X~'[(—0,a)] es unién
de algunos B.,.

Seaa € R

Tenemos que demostrar que {w €] X(w) < a} es un evento

caso 1)Sea {w € Q@ | X(w) < a} = B, el conjunto vacio es elemento de .A.

caso 2) Sea {w e | X(w) < a} + @ entoncesexiste f € Dtalque 8 <aywo € By
debido a lo siguiente: Considerese el conjuntode {8 € D | wo € By} si dicho conjunto
fuera vacio, X(we) = inf@ = oo entonces no se cumpliria que .X(ws) < a por lo tanto dicho
conjunto no es vacio. '

Porotro lado X(wo) = inf{f e D | wo € By} <a

Como el infimo de cualquier conjunto es la maxima cota inferior del conjunto y a es
mayor que éste, entonces a no puede ser cota inferiorde {# € D | -wo € Bp} Entonces hay
elementos del conjunto menores que . Es decir, existe B € D tal que wo € Bp y ademas
B < a.

En resumen, paratodo @, € {w € Q | X(w) < a} existe algin 8 € D tal que
wo € Bpy B <a.

De aqui se sigue que {w e | Xw)< a} S Uypen.pay Bp

Reciprocamente si @ € Uyen gy Bp

entonces w € By paraalgunaf € D,8 < a

entonces X(w) = inf{f € D | w € Bp} < By por transitividad X(@w) < a y por lo tanto

we {ve Q| Xw)<a}yenconclusion

{weQ| X <a} =Uypppw) Bs. Esdecir {w € Q | X(w) < a} es una unién
numerable de eventos y por lo tanto X es una variable aleatoria.

Nos falta probar que {w € Q | X(w) < a} < B.

Tenemos que {w € Q | X(w) < @} = U<y Bs pero como f < a entonces
By < B, y por lo tanto

Ugyienpeoy By S Bodedonde {w e Q | X(@) <o} S B. =

Recordando la pregunta que nos hicimos:;Existird una variable aleatoria X : Q — R tal
que B, = X"'[(—0,a]] paratoda a € R? La proposicién anterior responde a esto, pero no
para cualquier a de los reales, sino con a € D donde D es un conjunto numerable,.




- La siguiente proposicion junto con el resultado anterior asegura que se cumple para

cualquier ¢ € R. La demostracion no se hara aqui, aunque la demostraciéon de que
X(w) < Y(w) es inmediata.

‘Proposicién 4.13. Con las hipétesis de la proposicién anterior.

SiX(w) =infla e Q| we B}y V(w)=inf{a €e R | we B,} entonces
X(w) = V()

Donde QQ son los numeros racionales de R

Definicién 4.14. Se dice que # : A. —+ R es una medida si se cumplen las siguientes
condiciones.

Hu@) =0

ii) p(E) = 0 Para cualquier £ € 4

iii) p es o —aditiva

[Es decir que si 4,,4z,... son mutuamente excluyentes, entonces u(U, 4,)=2, ,u(A,)]

Ejemplo 4.15. una medida de probabilidad P es una medida.

Definicion 4.16 Se dice que v : 4. - R es una medida con signo si se cumplen las
siguientes condiciones.

Hu@) =0

ii) v es o — aditiva
[Es decir que si A|,A,... son mutuamente excluyentes, entonces v(U, A')=2: v(A,)]

iii) v toma a lo mas uno de los valores —co,c0.

Ejemplo 4.17. Sea X : Q — R una vanable aleatoria.

La funcién v : A. - R que a cada elemento 4 de A le asigna la funcién v(4) = j' XdP,

la integral de Lebesgue de X' sobre .4, es una medida con signo.
Ejemplo 4.18. Sean u, y u. dos medidas entonces p; —p2 es una medida con signo

Definicién 4.19. Sea v una medida con signoy 4. € .A.
Se dice que 4 es un conjunto positivo (resp. conj unto negativo) con respecto a v si
v(£) = 0 (resp. < 0) para cualquier evento E e A4..
Proposicién 4.20. La unién de una coleccién finita o mﬁmta numerable de conjuntos
positivos es un conjunto positivo.
Demostracién. Sean 4 = U, 4, con ca
Ec A
Queremos demostrar que v(£) = 0 ‘
Sea E,=ENA,NATNASN =N~
Como E, = A4,y Eunx ;A:Lenton'

nC Junto‘positivo y £ un evento tal que

en palabras los £, s son aJenos por pare_]as o, dlcho en probabilidad, mutuamente
~ excluyentes. - e
.-Porotra parte

E=EnA =En[UnAn] = Un (EnnAn) 22U, E,

"y como E,,‘Q' E paratoda nentonces U, £, < £, de modoque £ = U, £,
~.Pero E, € A4,-y A, es un conjunto positivo, entonces v(£,) = 0
En conclusion:




V(E) =vUnE,) = ZU(E") >0 -

n

Proposicién 4.21. Sea v una medida con signo, sea £ un conjunto medible tal que
0 < v(£) < oo entonces existe un conjunto positivo 4 < £ tal que v(4) > 0

La idea de la demostracion es quitarle al conjunto £ subconjuntos de medida negativa
hasta quedarse con un subconjunto positivo de medida positiva.

Antes de empezar la demostracion obsérvese que si B es un subconjunto de £ de

medida negativa, entonces, £ = BU (£ — B) y pasa lo siguiente 0 < v(8) +v(££~B) < co.

Esto implica que v(8) y v(£ — B) son finitos pues si alguno de los dos fuera infinito, su
suma tambien lo seria. Mas atn v(£) —v(E ~ B) = v(8) < 0.

Enresumen O < v(£ - B) < woy—w < v(B) < 0. Hechas estas observaciones
comencemos la demostracion:

Demostracién.

Caso 1) Sea £ un conjunto positivo. Tomamos 4 = £y ya esta.

Caso 2) £ no es un conjunto positivo con respecto a v. Esto quiere decir que existen
conjuntos B < [ tales quev(B) <Oesdecir{B < £ | v(B) <0} 4.

Sea n, el menor entero para el cual existe un conjunto medible B & £ tal que
v(B) < —4-

Sea B, un conjunto medible con esa propledad

Sea £, = £~ B, entonces 0 < u(E.) < oo si E. es positivo ya acabamos , sino
repetimos el proceso. ;

Sea m el menor entero para el cual e d ste n conjunto medible B = £, tal que
v(B) < -4 oS :

Sea Ba un conjunto medible con la propledad antenor

Sea E; = E| — B entonces 0 < v(E:) < oo, si &, es positivo ya acabamos , si no,
repetimos el proceso. :

Hay dos posibilidades:

Posibilidad 1) En un nimero finito de pasos llegamos a algiin £, < £ tal que
0 < v(£,) < oy £, positivo y ya se acaba la demostracion.

Posibilidad 2) Se genera una sucesion de conjuntos {Bk} y una sucesion de enteros
positivos {n:} tales que cada B, es medible y u(B8s) < 5. En este caso se propone al
conjunto 4 = £ — Ug,; B: como el conjunto positivo buscado. Claramente 4 < £ . Sea
B = Uf,l Bk,

w©

v(B) = v(UZ: Bx) = D_u(Bi) <0

k=1

pues los B, son ajenos entre si y todos de medida negativa. Por la observacion previa a la
demostracion tenemos que ~©0 < v(UiL; B:) < 0. Surge la pregunta ;sera positivo el
conjunto A4 ?, vamos a ver.

Sea G < 4. Demostremos que v(G) = 0

Tenemos que G & 4 = E~-UL, B« € £ — B, entonces

Gec EF-8
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Coho ‘nyes :el’ menor entero para el cual existen conjuntos medibles B < £ tales que
e v(B) < -7r
‘P.a‘ra ‘A1’ = 1 no hay conjuntos medibles B < £ tales que

_l_
-—1

v(B) < —
Como G E y es medible, entonces

(G) 3;."__)1. L

GCE-Ug Bi S E- (B]UB:) (E B|) By =F, -8

entonces

G S; E,
s s+ . ; — 1
La forma en que se eligié a n; nos garantiza que v(G) = —; 5 paratoda k€ N
Por otro lado, la sucesion {m} es creciente; pues:
Supongamos que /4.1 €S Menor que 7

Ny €S Un entero para el cual existen conjuntos B & £, medibles, tales que
v(B) < —-" -, pero como Ek = E;1 — By € Ei.1, entonces los conjuntos B < £,

medibles, tales que v(B) < —L;-, también son tales que
B € Ex,

entonces

nx ya no es el menor entero con la propiedad requerida y por lo tanto 7, < 714,

Sin embargo ningin término de la sucesién {rn,:} se repite una infinidad de veces. De
hecho si algin término se repitiera una infinidad de veces entonces la sucesion se quedaria
constante a partir de cierta s es decir n, = 7, = n,2 = ...

Por lo que limso{n:} = o y entonces v(G) = ~5L para cualquier ¥ € N

De lo anterior se sigue que
. v(G)=0
-y por lo tanto 4 es positivo m

El siguiente resultado sera usado para probar el teorema de Radén kaodym que a su vez
sera usado para probar la existencia de la esperanza condicional.




Teorema de la descomposicién de Hahn (1920). Sea v una medida con signo, entonces
existe un conjunto positivo A4 y un conjunto negativo B tales que

ANB =0 y Q=AUB

La idea de la demostracién de este teorema es la siguiente: Si v no toma el valor «, se
trata de encontrar un conjunto positivo de medida maxima. El complemento de dicho
conjunto sera un conjunto negativo. Y si, v no toma el valor —o buscaremos un conjunto
negativo de medida minima y el complemento de dicho conjunto serd un conjunto positivo.

Demostracién:

Como v es una medida con signo, no puede tomar el valor +c0 en un conjunto £, y el
valor -0 en un conjunto £, Supongamos que no toma el valor + oo,

Sea A = sup{v(A) | A4 es un conjunto positivo con respecto a v

Como el conjunto vacio es positivo y v(3) = 0, entonces A > 0

Por definicion de supremo, para cada n € N, existe un conjunto positivo 4, tal que

A-d<v)ysa

Entonces existe una sucesion de conjuntos positivos {4,} tal que lim,w{4,} =4
Se proponen a los siguientes conjuntos como los conjuntos de la descomposicién de
Hahn

A =Ug Ay y B =4-

Hay que demostrar que 4 y B cumplen con las condiciones del teorema.

A es un conjunto positivo ya que es la union numerable de conjuntos positivos. Como 4
es positivo 4 = v(4)

pero A —A, < Aparatoda n e N

Entonces v(4 — A4,) = 0 pues A es positivo, esto implica que

v(4) = v(4.,) paratoda n € Ny tomando el limite cuando » tiende a <o se tiene que

v(A4) = A. En conclusién

v(d) =4

Pero como v(£) < o para cualquier £ entonces A < co.

Para probar que B es negativo, supongamos que no lo es. Entonces existe un conjunto
E < Btal que v(£) > 0. E cumple la hipotesis de la proposicion anterior, por lo tanto
existe un conjunto positivo D < E tal que v(D) > 0. Pero sucediendo esto A ya no seria el
supremo del conjunto  {v(4) | 4 es un conjunto positivo con respecto a v

pues
A =v(d) < v(A)+v(D) =v(AUD)

con 4 U D conjunto positivoy AND =@ pues DS £ES B = A°. Porlo tanto Bes un
conjunto negativo
En conclusién: 4 y B cumplen ser tales que

?é P




ANB =0 y Q=A4AUB
En el caso de que v no tome el valor — oo, pero si el valor + oo, aplicamos el

razonamiento anterior a —v y llegamos a la misma conclusion. =

En el teorema de la descomposiciéon de Hahn
1). En el caso de que v(E) = IEXdP un conjunto positivo con respecto a v seria

{we Q| X(w) =0}

¥y un conjunto negativo seria {w € Q | X(w) < 0}

2) Los conjuntos 4 y B de la descomposicién de Hahn, no estan determinados de
manera Uinica, pues podemos quitar y poner los conjuntos de medida cero, que son positivos
y negativos al mismo tiempo. es decir. Si C es un conjunto tal que v(C) = 0 entonces

A'=4-C y B =BUC

cumplirian con ser otra descomposicion de Hahn.

Definiciéon 4.22 Sea v una medida con signo. Una pareja de conjuntos medibles (4, 8)
tales que A es positivo
y B es negativo

ANB =0 y Q=AUB
. se le llama una desrcbvxﬁpb‘sirc'iﬁn de Hahn para v. k '
Definicién 4.23.: Sean Py v dos medidas. Se dice que v es abolutamente continua con

respecto a P 'si v(£) = 0 para cualquier conjunto medible £ tal que P(£) = 0. Se denota
v << P o e

Ejemplo 4.24. Si P es la medida del espacio de probabilidad (Q, A,P)y
X : Q — [0,0) una variable aleatoria no negativa, entoncesv : A -»R definida por
v(E) = _fEXdP es una medida absolutamnete continua con respecto a P.

El concepto de continuidad absoluta de una medida con respecto a otra medida es
importante porque es la hipotesis fundamental del teorema de Radon Nikodym

Teorema de Radom Nikodym.(1930) (Adaptacién libre)

Sea (€2, A4, £)_un espacio de probabilidad.

Seav : .4 —R una medida absolutamente continua con respecto a P, entonces existe una
variable aleatoria X : Q—R no negativa tal que

V(E) = j'EXdP

para cualquier evento £.




La idea de la demostracién es construir una familia de eventos, que cumpla las hipétesis
del lema que nos garantiza la existencia de una variable aleatoria, X, y después probar que
cumple las propiedades requeridas.

Demostracion:

Sea v, = v — af una medida con signo paracadaa € Q.

Sea (44,8.) una descomposicion de Hahn para v, , donde A, es positivo y B, es
negativo 4, NB, =By A, UB, =Q

Enel caso enque a = 0 se puedetomard4, = Q, B, = @

Si a < f se tiene que

Be—Bp =B.NAg
asi que
Ba-By; B, y Ba—-Bp<S A
Como B, — By < Ba.y B, es negativo para v, entonces
' Va(Ba—Bp) <0

de aqui que

entonces 3 .
v(Ba= Bs) < aP(Ba = Bp) M

. Por otra parte, como B, = Bp Q Apy ‘A es positivo 'p‘zira,‘va entonces
de aqui que

entonces
@
De(l)yde(Z)sesigue'que"-“:f, ;
| BP(B.-Bys) < aP(8.—By)
Pero por hipétesis a < B entonces P(B, ~Bg)=0

Intuitivamente esto quiere decir que la probabilidad del evento B; es mayor o igual que
la probabilidad del evento B, cuando a < 8 ya que:




P8 = P(B.NB; UB.NBs)
= p(B, NBs ) +P(Ba an)
- =P(Ba—Bp)+ P(BaN Bp) < P(Ba)

O sea que si tomamos una sucesxén creciente de numgros racionalesa; < a; < as < ...
entonces la sucesion de eventos fa,, Ba;, Pas, ... serd creciente desde el punto de vista de la
probabilidad S

P(Ba) S P(Ba) S P(Par) < ..

(Aunque no necesariamente es creciente desde el puhto de vista de la contencién.)

Sea F' = Uyapeqiacsy (Ba — Bp) entonces P(F) = 0 ya quer F es la unién numerable de
eventos de probabilidad cero. :
Porotraparte B,—F <B,—Fsiay’ b son racnonales cona < b yaque

: puede estar enB =B
‘Sean» e .

(B ) paracadaa € Q

: entonces B,, y B,. se dlferencmn por.un conJunto de probabilidad ceroque es B. N Fy
también 4, y Aa’ se dlferenman por un con_;unto de probabilidad cero que es B, N F
también.

No solo se tiene que P(B n 1’) 0 sino que también se tiene que

\ . e Tv(BaNF)=0

utilizando la hipoétesis de que v << P, es decir que v es absolutamente continua con respecto
a P.
Esto lmpllca que ( A ,B ) es otra descomposicion de Hahn para v, puesto que :
1) A." es positivo con respecto avg. Puessi
E = A,

E< A, U (BN F)

asi que

E‘=EH‘A,UEn(B N F)

Va(E) = Vn(E n A.,) + v..v(En (B.N r))
asi que |
ESTA TESIS MO SALY
DE LA BIRLIOTECA




v.,(E) = 0 porque v.(EN (B n F))

Oyv,(EnA.,) = OyaqueAa > O

2) B. " es negatlvo con respecto a v.. Pues 51

asi que

ve(E) < 0 porque B, es negativo con respecto a v,

3)A. NBa =08y A." UB; = quesA,. =(Ba")°

De hechola familia {( 4." ,B.") | @ € Q} cumple quecada ( 4." .B.") esuna
descomposncxén de Hahn para v,, pero tambien cumple que si @ < J entonces
"P( B, — Bp') = 0y entonces P(B,") < P(Bs"), asi que

B.' € Bjg’ es creciente en el sentido de la contencion.

Para simplificar la notacién, vamos a olvidar la familia original de descomposiciones de
- Hahn y vamos a trabajar de aqui en adelante solamente con la nueva familia. De aqui en
adelante la pareja ( As B ) denotara a la pareja que anteriormente denotabamos por

( A.’ ,B."). Con esta nueva notacion, la familia {Ba} .. es creciente,

Aplicando la proposicion_de existencia a esta familia, podemos concluir que existe una
variable aleatoria X : Q - Rtalque {w € Q | X(w) < a} S B. S {0 € Q | X(w) < a}
paratodaa € Q

Como para @ = 0 la pareja original (Q2,8) queda intacta bajo 1a sustitucion By’ = Be — F
y Ao’ = (Bo’)"; podemos decir que 4o = 2,8, = @ esto implica que

{weQ | X(w) <0} =P c {weQ | X(w) <0}
asi que
{meQ[X(w)<O}—ﬂ

es decan(w) > ) para todo @ € Q; i. e X es una vanable aleatoria no negativa.
Lo que nos falta por demostrar es que v(E) —'_[ XdP paratodo £ e A

Seanayﬂ € Qcona < B. Setleneque :

AR : a<X(w)<ﬁparatodoweBp—B
‘Debido a qgg'd; €Bpy Bp < {w € Q I X(m) < B} entonces
e i ’X(w)<p

Y por otra partew € B, 1mp11ca que :
we(B) {weQ]X(w)<a}—{meQIX(m)>a}




lo cual implica que
X(w) =z a
Juntando ambas desigualdades se obtiene que
a =< X(w) £ fparatodow € B — B,

Sea ahora E € .4 un evento cualquiera. Sea E,; = £ (B3 — B.) . De aqui se obtiene
que

[ adp<| xap< | pdpr
Eap Eup Eup
Es decir
aP(E.;) < IE., XdP < BP(Eap) o )
Por otra parte, como v
Euy S By—Ba=BsNAa

entonces

. V,,(Eqp) z 0 porque A:'es positivo con "respectd avey

v,,(l;,,,,) <0 porque B; es negativo'con réspec;o avg

entonces

Debldo a lo s:gulente

De (‘7) se sigue que aP(E..p) < _f XdP que es lo mismo que 0 = I XdP aP(E,,,,), i




‘La desxgualdad antenor .es vallda en particular para

por lo tanto::
asi que -
Por otra parte:

De (2) se sigue que también que
£ XdP < BP(E.p) queeslo ml I

por lo tanto

asi que ) B ‘ . »
L XdP < V(Eap) = (B=a)P(Ea)
asi que efectwamente o ' R

‘,v(Eua)—(ﬁ @YP(Eur) < Je. XdP<v(E,,p)+(p a)pu:.,,,)

ik k+l .
= <p coneNl

Deﬁnamos ahora para simplificar la notacuSn a Ey

,menclonar e Apllcando la desigualdad antenor se obtxene
VED) ~ FPE < [ XdP < v(ED + FPED e
pues (f—a) = &b — & = 4.

También se tiene que los conjuntos E son ajenos por parejas pues, la sucesion

Bo,By,Bz,---es una sucesion creciente, es decir

Bos BL S B ---

yEx = E— (B —By)

Como los £; son ajenos podemos sumar sobre &£ en la inecuacion (4) obteniendo lo
siguiente:

PPEL SO0

ap CON a y  como acabamos de

2




Eﬁ) <

v(UM EQ) I XdP < v(U,‘_o E;) + —P(UM Ek) %)
Sea E,.,‘— E-= U,,.o B.L, - :
-como

{weQ. | X(a;) <oo} cUk-OB-'-

puessiwg € {w € Q | X(w) < oo} entonces existe ko €.N tal que X(wo) < 4=

asi que wo € {w e Q| X(w) <X }CB_,_;,;,
entonces se tiene que £, < {0 €Q | X(w) =0} ‘es decir X(w) = o para todo @ € E..
Por otra parte, para cualqmer ke {O 1 2 } ‘se tiene’ que Eo S Ay
asi que . : :

W(Ew) — —P(E..,) > o P(Em)

pero esto sucede para toda &, entonces si I’(E ):>. 0 no queda otra que v(£E.,) = oo, pero si
P(E.) = 0 entonces v(E.) = 0 porque v es absolutamente contmua con respecto a P
Es decir se cumple la xgualdad B

(®

se tiene que :

FP(UR«) Ex)

.en conclusién: (R
IE«\fdP,,s VEY - 3PE)

y por otra parte como



» ‘ _[EXdk

" ar
2 V(Ea) + V(URe Ex) — A P(URe E)
= V(E) = JrP(URo Ex):
= v(E) = FP(E)

It
<
S
"’ [ -
Bt
ey
(]

en conclusion : -
y‘(E); LrEy<| _XdP < v(E) + %-P(E) paratodan € N
de aqui s_e éqrﬁcluyé que:

i'(E) = IEXdP para cualquier £ € A -

Esperanza Condicional

Esperanza Condicional de una variable aleatoria X dado un evento
A
Sea (2. .4, P) un espacio de probabilidad. Sea X" : Q-R una variable aleatoria de
esperanza finita (Recordemos que E(X) = [_ XdP)
Sea A4 € A un evento.
Como ya se vid en el primer capitulo, si ya ocurrid el evento A4, ya no puede ocurrir
cualquier evento elemental, esto altera la probabilidad de ocurrencia de cualquier evento B.
La funcién P(e | A4) : A—[0, 1] definida por P(B | A4) para todo B € A, tiene todas las
propiedades para ser una medida de probabilidad. De hecho la terna (€2,.4,P(s | A)) esun
espacio de probabilidad diferente a (€2, 4, P) .La funcidon X : Q—R sigue siendo una variable
aleatoria con respecto al espacio de probabilidad (£2,.4,P(» | A4)). Podemos preguntarmnos
por la esperanza de .Y con respecto a este nuevo espacio. Naturalmente sera In XdP(= | A).
Definicién 4.25 Sea (2,.4,P(- | A)) un espacio de probabilidad. Sea X : Q—R una
variable aleatoria , entonces

EX | A) = [_XdP(s | 4).
Observese que si  P(4) > O entonces

IﬂXdP(- | A) = ﬁ[nXdP

un argumento intuitivo para convencerse de esta igualdad es el siguiente: Si Y : Q—R es

e



»una funcién s:mple de esperanza finita, asl que Y(w) Z:_l aily,(w) para algunos eventos
'enos A‘.',Az, .4, y algunos nimeros reale

Se uene entonces que

o % RN Pain a4
,j‘n YdP(e | A)—hzlakP(/’j,{.‘l"j B ’_SI_DQ_A)_L

= #ZakP(Ak N A4) ycomo Yes simple y /, también lo es
PA) = T

I,g(w)Y(m) = Zakl,«m.(w)

¥ k-l
se tiene que ‘ A
' S
P(A) J' IAYdP P(A) L YdP

Como la igualdad vale para cualquier funcxén simple y la integral de Lebesgue de X se
calcula en base a funciones simples, entonces la igualdad debe ser valida en general.

Lo anterior es la esencia de la demostracion del siguiente resultado

Proposicién 4.26. Sea (2, 4,P(» | A)) un espacio de probabilidad. Sea X : Q-+R una
variable aleatoria , si P(4) > 0 entonces

[ xap | A) = J xar

1

P(4)

Lo que a continuacién sigue pretende motivar la necesidad de demostrar la existencia de
la esperanza condicional.

Sea A< Ayfijémonosenlac — algebra generada por el evento A4,es decir
en{4,4°,0,Q}%.

{4. A= ,8,Q} es una sub o ~ algebra de A, es decir, tambien es ¢ — dlgebra y esta
contenida en A.

Si X es una variable aleatona co respecto al espacio (€2, A4,P) ylaesperanzade Xes
finita, podemos hablar de £(X |- A) y de £(X | 4°), asi que podemos definir una nueva
variable aleatoria Z : Q—R donde - *

Z(w)={5(xu) siw e A
E(X | A°) siw € A°

esta nueva variable aleatoria recibira el nombre de esperanza condicional de .Y dada la
subo - dlgebra {4,A4°,8,Q}.

La variable aleatoria Z cumple las siguientes propiedades

Esto lo podemos generalizar al caso en que tengamos tres elementosde 4, 4,8y C
mutuamente excluyentes y tales que su unién sea Q. Podriamos definir




(ExX| o sieca
Zw)=< EWX|B) sioeB
EX| O simeC

esta nueva variable aleatoria seria la esperanza condicional de .X dada la subo —dlgebra
generada por los eventos 4,8y C.

¢, Qué quiere decir que una o — dlgebra sea generada por los eventos 4,8y C.?

Definicién 4.27. Sea una familia / de subconjuntos de Q. Se define a la o —dlgebra sea
generada por F como la mas pequeiia o — dlgebra que contiene a

En el caso de que tengamos 7 eventos 4,,4,,...,4, mutuamente excluyentes y tales que
ur, 4, = Q podriamos definir Z(w) = £(X | A4,) si w € 4, esta nueva variable aleatoria
seria la esperanza condicional de .X dada la subo — dlgebra generada por los eventos
Ay, Az, Ada .

Sean F una subo ~ dlgebrade Ay X : Q-R una variable aleatoria con esperanza finita
definida en el espacio (2,4, P)

Todo lo anterior nos da pie para la siguiente pregunta :;Existird una variable aleatoria Z
: Q2—R con las mismas propiedades que en los casos anteriores? Es decir, con las siguientes
propiedades:

1) Z es medible con respecto a F

2) Ztiene esperanza finita

3) [,ZdP = [ XdP  Paracualquier 4 € F

El siguiente resultado contesta la pregunta planteada

Teorema (Existencia de la variable aleatoria Esperanza Condicional)

Sea X : Q — R una variable aleatoria de esperanza finita en (Q, A, P)

Sea F una subo — dlgebra de A , entonces existe una variable aleatoria Z : Q—R que es
medible en (2, F,P), de esperanza finitay tal que | ZdP = | XdP  para cualquier
AeF

Ademas, si Y es otra variable aleatoria con las mismas propiedades que Z,

entonces Y = Z con probabilidad 1

Demostracién:Sean X~ y X~ la parte positiva y negativa, respectivamente, de .X. Sean
Q- : F -Ry Q- : F —R mediante las relaciones Q.(8) = IBX‘dPy o-(B) = IB X-dP,
respectivamente.

Q. y Q- son absolutamente continuas con respecto a P, de manera que, por el teorema de
Radén-Nikodym, existen dos variables aleatorias no negativas Z. : Q = Ry Z_ : Q - R
F-medibles tales que, Q.(4) = |, Z.dPy Q_(4) = [ Z.dP para cualquier B € F. En
particular, tanto Z. como Z. tienen esperanza finita. Asi que Z = Z. — Z_ satisface las
condiciones del teorema.

Por otra parte, si Y es otra variable aleatoria con las mismas propiedades que Z, entonces

L YdP = L ZdP

para cualquigr keven‘to]A"e} JF, asi que Y = Z excepto en un conjunto de probabilidad cero
. At
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