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Introduccion L

En este trabajo se estudia el problema del reforzamiento de fibras cilindricas de
hidroxiapatita enterradas en una matriz de coldgeno, distribuidas de acuerdo a un
arreglo hexagonal. Se trata de la combinacién de dos materiales naturales, que
forman parte del hueso.

Se sabe que el hueso es piezoeléctrico, poi—k]o qué 's‘e ‘consideré que los elementos
constitutivos de éste tengan propledades eldsticas, dieléctricas y piezoeléctricas del
tipo 622 .

Las ecuaciones que gobiernan esta combmacnon de materiales estan dadas por
las ecuaciones de la elasticidad lineal acopladas con las ecuaciones de Maxwell
cuasiestdticas. Las relaciones constitutivas entre el esfuerzo, el desplazamiento
eléctrico, la deformacién y el campo eléctrico son lineales. Por lo tanto los materia-
les estdn caracterizados por sus propiedades eldsticas, piezoeléctricas y dieléctricas.
Para ello en el primer capitulo se introducen algunos conceptos basicos, necesarios
para definir el concepto de elasticidad en forma tensorial, como son: el balance de
la cantidad de movimiento lineal, el balance de la cantidad del momento angular, la
conservacion de la energia y la conservacién de masa. Con éstos se puede describir
la respuesta experimental que caracteriza a los materiales eldsticos por medio de
una relacién deformacién-esfuerzo, conocida como la ley de Hooke.

En el segundo capitulo se introduce el método de homogeneizacién asintética, uti-
lizado en este trabajo por medio de un ejemplo unidimensional. Este método
matematico pertenece a la teoria de perturbaciones, el cual aporta expresiones
analiticas conocidos como coeficientes efectivos. Con éstos se trata de obtener un
medio homogéneo mis sencillo de resolver que sea equivalente al medio heterogéneo
original.

En el capitulo tercero se estudia el concepto de piezoelectricidad. Para ello se ana-
lizan en una dimensién, dos sélidos, uno piezoeléctrico y el otro no piezoeléctrico,
en donde se observa la respuesta o reaccién que se produce en ambos sohdos al
aplicarles una fuerza mecdnica y un campo eléctrico.

En el capitulo cuarto se tiene un material reforzado, donde ]é, fibra esté. represen- -
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tada por hidroxiapatita y la matriz estd compuesta por la proteina de coldgeno, en
el intento de modelar la respuesta piezoeléctrica de un hueso, para ello se aplica
el método de homogeneizacién asintética el cual conduce a la necesidad de resol-
ver problemas locales antiplanos del tipo pq, 23l y 13L, asi como los problemas
locales del tipo p, 1L y oL. Debido a la simetria cilindrica los problemas locales se
desacoplan en otros dos problemas mds sencillos. Unos de deformacién mecdnica
plana y otros de deformacién mecdnica antiplana con potehcial eléctrico acoplado.
Para la simetria propuesta, resulta que los problemas planos son los mismos que
para el caso de los problemas de deformacién mecdnica plana, que fueron estudia-
dos y calculados por Sabina et al (2001). Las ecuaciones o problemas restantes se
resuelven usando métodos de potencial. La solucién se busca en la celda dada en
términos de funciones doblemente elipticas que tienen la periodicidad del arreglo
hexagonal, y que por tanto, son armdénicas y satisfacen la ecuacién de Laplace.

Por ultimo se hace un andlisis numérico por medio de un programa computacional
realizado en MATLAB. Se comparan las expresiones analiticas encontradas en
cada uno de los problemas locales resueltos, en donde los datos introducidos en el
programa corresponden a estudios experimentales, tanto de la proteina de coldgeno
como de la hidroxiapatita, tomados estos de Guzelsu (1979).



Capitulo 1

Elasticidad

Este trabajo se basa en la mecdnica de medios continuos. El propdsito de la
mecdnica de medios continuos consiste en describir el movimiento de las particulas.
en el espacio y el tiempo. En este capitulo se hace una breve descripcién de la.
teoria de la elasticidad. '

En el caso de un material sélido, el interés radica en determinar la relacién que -
existe entre las deformaciones producidas y los esfuerzos que las producen, o los
esfuerzos que aparecerin a consecuencia de cierto estado de deformaciones. En el
caso de un piezoeléctrico se busca, ademds, el campo de desplazamiento eléctrico.

Esta teoria se basa en la hipdtesis del continuo. Esta hipotesis desprecia la estruc-
tura atémica de la materia, es decir, no toma en cuenta su estructura discreta y
supone que es un medio continuo. Esto equivale, fisicamente, a decir que cualquier
elemento de volumen contiene un gran nimero de détomos. Con esta hipdtesis se
consideran fenémenos macroscépicos Valdiviezo (1993).

1.1 Descripcién del movimiento de un material
en un continuo

Sean las coordenadas x = (&, za,2z3) un marco inercial de referencia. Sea la
localizacion de una particula de cierto material z; = a; en el tiempo t = t,, con
i = 1,2,3. Sea Q una region o dominio cerrado en el espacio ocupado por un
cuerpo en cualquier tiempo t y 992 una superficie cerrada orientada que acota a Q.
Con (ay, 22, a3), se denota a una particula cualquiera en movimiento en relacién at

tiempo .

Ty = I,‘(ﬂ.l,az, as, t).




D IR T P o S Elasticidad

En esta ecuacién x; describe a cada particula de un cuerpo asi como su movimiento,
matemadticamente define la transformacién o mapeo de un dominio D(a, az, as, t),
con t como pardmetro en otro dominio D'(z1, 22, T3, t). Este mapeo es continuo e
inyectivo, i.e., para cada punto (ai, a2, a3) existe uno y sélo un punto (z1, T2, z3) y
viceversa. En una vecindad cualquiera, los puntos en D(a., as, az) son transforma-
dos en otra vecindad de puntos en D'(zy, Z2,Z3), entonces la funcidn z;(a1, a2, as; t)
es univaluada, continua, continuamente diferenciable y el Jacoblano es distinto de
cero Fung (1994). :

La descripcién del movimiento de un material en un cuerpo esti dada por la velo-
cidad v; y la aceleracién a; de la particula (a,, az;a3) y son respectivamente °

vi(ai y a2, a3,t)

“ag(ar; az, a (1.1)

1(a1r;a2,23) :
Sea p = p(x, t) la densidad del material en la;'pdslcion x al tiempo ¢ y v el vector
velocidad de la particula localizada en el punto (:1:1, Z2, :1:3)
La densidad de masa p distribuida en un punto p:se deﬁne como el hmlte del
cociente de cada masa m, entre el volumen v, correspondiente, donde n es un
conjunto de vecindades anidadas que contiene al punto p en su interior, es decir

n

plp) = lim T2

n—o00 un—0 U,
La conservacion de la masa se puede expresar por medio de la densidad de un
material. Sea p(x) la densidad de un material localizado en x, donde el simbolo x

denota (x,z2,z3). Sea po(a) la densidad de masa-en el punto (ai, a2, az) cuando
t = 0. La densidad de masa encerrada en un volumen V al tiempo ¢ = 0 es entonces

/ pg(a)daldagda;;:/ p(x)dx,dzadx;. (1.2)

donde la integral se extlende sobre todas las partxculas., Por otra parte

/g(x)dzldxgdzs ?'/"é(x)l—z—ldaldagda3.Ak‘,, © o (1.3)

coni,j=:1, _,3y |az./a

1 Jacobiano '_de la transfo ina_ciéri, i.e, el determinante
de la}matnz“ (8zi/daj). e EAKRE .




1.1 Descripcién del movimiento de un material en un continuo 3.

Si se identifica (1.2) y (1.3) para cualquier dominio arbitrario D, se observa: que ]os :
integrandos tienen la forma . ; R

Ox; |

o) = - p(x)| 5 (1.4)

andlogamente e
) . : 1'(1‘.5)

o= ]2

Estas dos iltimas ecuaciones relacxonan la den51dad de masa en dlferentes pun-.
tos del cuerpo por medio de la transformacién que manda una‘en: otra, ba_]o la. :
descripcién del movimiento en un material continuo. . s

Sea I(¢) una integral de volumen de una funcién contmuamente'dlferencxa.ble A(x,' i
t) definida sobre un dominio (z\, 22, Z3) en el espacio, ocupado por un conJunto‘
de particulas que constituyen un material ;

I(t)_ / / A(x t)d:rlda:zda,a

Se conoce como derwada materzal de I a'lal razén’ de camblo de I(t) con respecto‘ :

d_I_
de

Paxa una func:on continuamente dlfelencnable como A(x, 't), ‘el primer; término
de la derecha contribuye al valor de la derivada material como’’[; 84/t dV.: El
iltimo término, puede ser evaluado como un cambio infinitesimal dt del'integrando
_-al tomar:-A(x, t) sobre la frontera 90 de la superficie S.-La integral es igual a'la
‘suma de A(x, t) multiplicada por el volumen desplazado por las paltlculas situadas
.en la frontera de S en el intervalo de tiempo At.

Si n; son las componentes del vector normal unitario exterior a S, el desplazamiento
de una particula sobre la frontera es entonces v;dt. El volumen desplazado por
las particulas ocupa un elemento de drea dS sobre la frontera S equivalente a
dV = wyn; dSdt. Ignorando las cantidades infinitesimales de segundo orden, la
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una superficie cerra.da. onentada. es 1gual a la in egral
vectorial sobre el volumen encerrado por la superﬁme
través de las fuentes ylos sumxderos es xgua.l al

AT [ g{x_ [
H../n,xdv = atdt{—f-Aa AudV,
- - dvy’
= /(Bt +”’az "'Aax,)dv IR
_ dA Ov; S N
= / (% +Aaz1)dV a9

1.2 Ecuacién de continuidad

Principio de conservacidn de la masa

El principio de conservacién de la masa afirma que en el mtenor de un volumen no
hay ni creacién ni destruccién de masa, en caso de habexlo es consecuenma de un
flujo a través de la superficie.

La cantidad de masa que cruza un elemento parclal de la superﬁcne dS en 8Q
al tiempo ¢ es v .n, donde n represem:a ector normal unitario dirigido en la
direccién del la velocidad v. Se considera.! f .n > 0 hay salida de masa. En
caso contrario, si v .n < O entonces: a.,ma.sa.'jenﬁa o




1.2 Ecuacién de continuidad L . 5

PPV

"Figura 1.1: Flujo de masa a través de dS.

El incremento de masa sufrido por unidad de tiempo en un elemento parcial del
volumen en la region Q2 es

Am 8p
ar = IV

La igualdad entre el incremento de masa del volumen en Q y la masa que entra en
la superficie de 90 se escribe como

_/ng—‘;'dv=—/m(pv.n)ds. 1.9).

Sea F' un campo vectorial suave definido en 2. A a partir del Teorema de Gauss o
también conocido como teorema de la divergencia se tiene entonces que

A div(F) dV = -/an (Fn) ds.

Por (1.9) y el 'I""9 d ‘;Caﬁés con F= pv, se tiene

/,,j}(‘g_f' +div(pv)) dV =0. (1.10)

QE dV.no puede valer siempre cero, ya que sxgmﬁcana que la suma
‘total del mcremen e'masa en un.volumen cualquiera en una regién 2 arbitraria

7'es cero Por tarito la func:on integrada es la que vale cero

Bp . _
) E + d}v‘(.p\.r) 7-}0.

..Operando algebraicamente sobre esta ultima ecuacion .
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%%+ div(pv) =" op ff}gré;d(h)v‘;c pdiv(v)
S V= + Ez—psvz, + pdiv(v)
por lo ;'énto :
Bp: i "'_‘ap . _ ;
bt +dxv(pv) = -a—t + pdiv(v) = 0. ) (1.11)

Ala ecuadic’m (1.11) se le conoce como ecuacidn de continuided, dado que la div(v)
expresa el cambio sufrido por un volumen en unidad de tiempo. Esta sdlo serd

‘invélida si una discontinuidad apareciera en el interior del medio del cual fuera

saliendo o0 entrara alguna masa, o en su caso, el fluido de alguna substancia.

1.3 Esfuerzos

Las fuerzas que actiian en un medio continuo se clasifican en dos tipos:

a) Fuerzas de cuerpo o masa, las cuales estdn distribuidas en todo el medio. Por
ejemplo, la fuerza gravitacional y la fuerza electromagnética.

b) Fuerzas de superficie que actian sélo sobre la superficie del medio (fuerza local).
Por ejemplo, la traccién superficial.

Sea B un material continuo que estd en la regién 2 en cualquier tiempo ¢ y S una
superficie cerrada que acota. a B. Sea AS un pequeiio elemento de drea parcial de
la superficie S.. Supongamos que una fuerza F actia sobre S de manera continua,
de modo que una pequefia parte de la fuerza total AF se aplique en AS. Se define
entonces el esfuerzo sobre un punto p de la superficie como

lim AF _ dF
as—0 AS T dS°
donde AS conserva al punto p en su interior.

En el momento que la fuerza F actia sobre cualquier punto p de la superficie AS

el drea se desvanece en el limite y se obtiene el vector de esfuerzo o traccidn que
representa la fuerza por unidad de irea.
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donde n denota la direccién de la normal a la superficie AS.

El principio de esfuerzo de Cauchy-Euler dice que en el interior de un continuo
- cerrado S, la traccién que actia sobre el material es igual a la accién del exterior
del material. Este principio es vdlido en un sélido mecdnico o un flujo convencional.

" La resultante del vector de esfuerzos se asume que estd representada en forma de
integral sobre la regién £ (acotado por la superficie 9Q2) como

/XdV.
a

La traccién es el conjunto de las fuerzas de superficie que actian sobre el cuerpo.
De acuerdo al principio de Cauchy-Euler, las fuerzas que actiian sobre un material
son

F-_-/' T"dS+/XdV. (1.12)
e Jen Q

De la misma forma, la torca sobre el origen estd dado por la expresién

/ rxT"dS+/rdeV. (1.13)
Jan Q

: donde‘ és el .vect ehtté'el .origen y el punto p

Combmando as dos. ult.lmas ecuaciones con el balance de las cantidades de movi-
mlento lmeal y. momento angular ! | se tiene

f T“dS+/XdV = d/pvdV
-Jan n dt

'r'xT“dS-i-/rdeV :t/rxpvdv (1.14)
n

" Estas dos.iltimas ecuaciones se conocen como las ecuaciones de movimiento.

- 'De!estos balances se escribird en las siguientes secciones.
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1.4 Balance de la cantidad de movimiento lineal

La cantidad de movimiento lineal o momento lineal de una particula p se define
como el producto de su masa por su velocidad

p =mv.
La masa contenida en la regién  al tiempo ¢ es
m= / p(X,t) dV.
o

El momento lineal de todas las particulas contenidas en {2 en un instante del tiempo
tes

= [ox,vav

o bien . Ginees Tl

‘P / purdV: con’ i=1,2,3,.. (1.15)
Por la segund : e ] g  establ ée ‘Euler para un medio continuo, se
tiene que ‘b ¥ i : v1mlento lineal es

La razon d 'zgua.l a la fuerza externa F aplicada

(1.16)

a'la traccién Tn y a las fuerzas de masa por unidad de
:‘Ia resulta.nte de la fuerza es entonces

.7~',~=/ T,."ds+/x,-dv.
an n

Transformando la integral de superficie en integral de volumen por medio del Teo-
rema de Gauss

volumen: Xj;

e /ﬂ (%;i:_ +Xi) av (1.17)

donde ojy; representa el tensor de esfuerzo de segundo orden, con i, = 1,2, 3.




ento angular 9 .

‘1.5.Balance!de.1:

‘De:acuérdo_a la segundaley de

Igualando esta ulclmd ecuaclon con (1 1:), esulta la llamada Ecuacidn euleriana
de movimiento B
dv,-\ o '30','_-,'

pTﬂT = oz, + NG (1.18)

Ndétese que la ecuacidon de equilibrio es un caso especial de esta ecuacidn '(1.18), )

cuando el conjunto de componentes de la aceleracién son iguales a cero.

1.5 Balance de la cantidad del momento angular

Se define el vector rnomento angular L, respecto a cualquier punto o de una
particula p que se mueve en un plano, como el vector que resulta del producto
cruz entre la posicion de la particula p y su momento lineal. Se considera positivo
cuando la particula p se mueve ‘en sentido contrario de Ias manecnllas del.reloj con
respecto a o. S

el punto tijo

res'el rudio v r'ique
#7une al punto’ fijoo-
» con uny puruculn P

LviesTa veloudad de lu
punfculnp B

Figura 1.2: \'[oménto 'ang‘u‘l‘arv'e‘n el‘plano con respeclo'a una particula p
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donde : es’ i ctor entre el ongen 0. y'p

La mtegral del momento angular de las partxculas sobre el origen en el dominio 2
es entonces : :

H= / r x pv dV. (1.19)
a

El p|‘inci1$io ‘de balance de la cantidad del momento angular establece que

La razdn de cambio del momento angular de un material con respecto al origen

es:igual a la resultante (torca) de las fuerzas externas totales L aplicadas sobre el .
origen.
—— = L. .(1.20
dt ( )

1.6 = Conservacion de la energia

Salvo que se diga lo contrario, en el presente trabajo se usard la convencién de la
suma de Einstein de indices repetidos, es decir

3
Tig = E Ti-

i=1
Ademds se usard la siguiente notacién para la derivacién parcial, por ejemplo, Uy,
significa la derivada parcial de U con respecto a z;, es decir, Uy = 8U/8x;.

La razén de cambio temporal de la suma. de las energias cinética K e interna U
es igual a la suma de la potencia 'P. de las:fuerzas externas mds todas las otras -
energias @ que entran o salen del cuerpo por unidad de tiempo, Valdiviezo (1993) i

—(I\ +U)=P+0, (.21

donde U y P son la energia interna y el trabajo de las fuerzas externas por umdad =
de tiempo respectivamente. Q es la energia calorifica por umdad de tlempo y es ]a )
dnica otra energia que se considera en este capitulo. :
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Se éali:ulgi explicitamente P,

P =;/ J\,u,dV +/ a',,n_,v,dS

Aphcando el teoxema de Ia dlvelgencxa en la ecuacién antenor se tlene que:

Usando las ¢ ecuacxones Qa
se puede escnbn' como
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Sustituyendo la eciacién (1

ylav =o. (1.30)

Por lo que se liega

dado qu‘e: Q es ar

Se puede reescribir

donde

con’ e., y w.J “tensores;: per ] 1 e
simétrico con;uno antlSlmetnc tanto’se puede escribir la ecuacién (1.32)
" como- : * )

(1.33)

Teniendo la  ecuacidn general para la cpnseruacia’n local de la energia.

1.7 Tensores

1.7.1 Tensor de esfuerzos

La representacién geométrica de los esfuerzos requiere algo mds que un ‘vector, ya
que a través de un punto hay infinitos esfuerzos. Sin embargo es suficiente con
representar tres elementos de la superficie mutuamente ortogonales, e imponer la
condicién de conservacién de masa y cantidad de movimiento que dan la férmula
de Cauchy.
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~Pald obtener la ecuacmn de la cantidad de _movimiento lineal es necesario expresar ;
a la integral de supenﬁcne (1534) como una’ mtegral ‘de volumen. Con este propdsito *
‘se aplica la ecuacién’(1.34) a’ un pequeno :volumen: tetraedra] Vv como lo muestlai{,
la sxgmente figura .

Figura 1.3: Tetraedro de.i)blumeri.l/’;.lse,‘n‘\ué'st‘ra la traccién T"(z) sobre la cara
inclinada de area X'y el vector normal unitario n.

Sea n la normal exterior a la car clmada del tetraedro de drea ¥, y que dista h
del centro xo. Suponemos que T" es'una funcxon continua de x y que X y dv/d¢
son finitas en V. Aplicando el teorema del valor medio para integrales a (1.34) se
tiene que L

TG + ngT"’ + n;,'r,:,is + T“] + -hvk =0 (1. 35)

donde k estd acotado y es [(pdv/dt - X)](G) pala a]gun 9 que estd dentro de V..
Los vectores unitarios en las dlreccmnes de los ejes son i; y son perpendiculares a,
las otras tres caras del tetxaedro con verhce Xo,' donde xi, i =1,2,3,4, son puntos



147 Elasticidad

“en cada una‘de’las car
punto ‘limite cor espondl nte el:tetraed

: (1.36)
) es 'dééir
(1.37)
(1 38)"3
Esta ulmma ecuacién (1 38) es’ la formula de Cauchy, lo que significa que la traccién. .
puede ser expresada en: términos del campo de esfuerzos oij, tal que TP = ojny

donde n; es el vector normal unitario en la direccién del eje j. De esta. forma
se ha comprobado que el estado’de fuerzas alrededor de cualquier punto de un
cuerpo estd completamente caracterlzado por las nueve componentes del tensor de
esfuerzo.

Como una consecuencia de la ley del balance del momento angular, el’ tensm de
esfuerzos es simétrico (ojx = ox;). Como se muestra a continuacién.

Un cuerpo cualquiera que ocupa una reglon regular 2 acotada por 8Q tiene un

momento angular con respecto al origen’ de coordenadas en un‘instante del tiempo

(1.39)

-1, ‘si ijk son una permutacnon
impar de 123

Por convencién los subindices latinos van de 1, 2, 3, salvo que se haga explicito lo
contrario en este trabajo se considerarin de esa forma.

Si el cuerpo se sujeta a una traccién TP y un estado de fuerzas por unidad de
“volumen Xj, la resultante del momento sobre el origen es
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donde para cada. componente a',, con z,_; = 1,..,3 el pnmer sublndlce i‘indica la
direccién® del. esfuerzo mismo y; el segundo submdlce, ‘sefiala’‘la; dlreccxon de la
normal al drea de superﬁcxe. . FE o LA ;

Se llama esfuerzo nornal al’ con_)unto de componentes Oii (no se’ suma), que repre-
senta la componente normal. del esfuerzo ejercido sobre un elemento de superficie-
paralelo al eje i." El esfuerzo normal se considera posmvo cuando“representa ten-
siones y negativo con las compresiones. ; -

Se conoce como los esfuerzos tan_jenczales o cortantes a las componentes a,, donde .

i#j

X T)

N

. Figura'l.5: C@m;;épéni ‘t}i'ngencial del esfuerzo T'(zy) -~ .

Obsérvese que 'paré el casollustradoen la Fig‘(l.S), 'se cumblé due
' ‘ U AR
AIaAIg
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El esfuerzo tangencial serd positivo cuandoesté dirigido en sentido positivo del eje
correspondiente a su segundo subindice, de lo contrario serd negativo. La regla
se invierte cuando el esfuerzo normal: de tensnon estid - orientado en la direccién

negativa. B

Como ya se demostré, una consecuencxa del balance del momento angular es que los
esfuerzos tangenciales son simétricos. ‘Esto significa que al cambiar el orden de los
subindices, el esfuerzo cortante cambia en direccién pero no en magnitud. Como
las cantidades son las mismas, resulta entonces simétrica la matriz de esfuerzos

O12 = 021 Oa3 = 032 g3r = O13.

La siguiente figura ilustra la simetria de las componentes tangenciales

[T ‘x e, o . "Ze' sui
. 3
) x
. 1

Figura 1.6: Simetria de las componentes tangenciales
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1.7.2 Tensor de deformacién

Sea P una particula localizada originalmente en las coordenadas (ai, a2, as), éstas
se desplazan al lugar Q con coordenadas (:7:1,:1:2,2:3), a causa de una deformacxon.
Entonces el vector PQ se conoce como el vector desplazamiento.

El vector desp]azamiento u se define por las componentes

Se puede reconstruir la posicién original de un cuerpo por medio de la deformaclén,
si se conoce el desplazamiento para cada partlcula que lo compone.

La deformacién puede ser descrita por el campo de desplazamiento. Sea la variable
(a1,az, a3) la posicién original de la particula, y sea (z1,z2,z3) las coordenadas de
la particula cuando el cuerpo se deforma. Entonces la deformacién del cuerpo se
conoce si (z,,z2,x3) estdn en funcién de (a;, as, as)

x; = zi(a, az, az)- (1.48)

Esta es una transformacién o mapeo de (ay,as2,a3) a (z1,z2,x3), es decir, una
vecindad se transforma en otra vecindad de manera inyectiva, i.e, la funcién en
(1.48) es univaluada, continua, y tiene una inversa dnica Fung (1994).

En mecdnica de medios continuos se asume que la deformacién es continua.

Sea . ) :
a; = a,(zl,xg,::3) o ‘ S (149)

para cualquier punto en el cuelpo

Si el vector desplazamlent.o se asocna. con. cada partlcula en la posncnon onglnal sev k
puede escribir L d

PP’ esta originalmente dada por :
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(1 50)

Cuando P y P’ se deforman en Ios puntos Q(Z)_,.’L‘g,.’l}a) y Q' (:1:1 +d:::1, :7:2+d.1:2, T3+
dz3), respectlvamente, la longitud ds de la nueva’ Imea QQ’ es, . .

(1L51)

Introduciendo la delta de I\loneckex 6.,, que txene la sxgunente propledad
_ si-i=7,
‘5‘1 - { si i 7.
se puede escribir
: . Ox; Oz; B S
-ds2 =6,-j da:,-d:l:, = dy aa' 3 =4 daldam e (102)

La diferencia entre Ias Iongltudes de los elementos se puede conocer despues de :
hacer unos camblos .en los sxmbolos de los mdxces como .

ds® — dso =i —skn % Z“" dz,dx, Lo T (1.88)

Se define el tensor de defonmacxon Fung (1994)

. a:,-)f’ji s

s-%'_ = (6., a,m

tal que

ds — dsa = 25.,

El tensor. de deformacion g;; fue. introducido po Cauchy para. camblos mﬁmtesn-
males y por Almansi y Hamel para deformacxones ﬁmt.as. ‘Este. se conoce como el
_tensor de deformacién de Almansi. : i LU i ‘
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Obviamente el tensor £4; es simétrico; i.e., -

Introduciendo las coordenadas cartesianas rectangulares para el tensor de esfuerzo,
se tiene el vector del desplazamiento u con componentes
. ocon ]

entonces

Por ejemplo
g1 ="

(Ou. Ou’. Ou. 6u Bw dw ] (1.56)

fr = [a o (waz ¥ 82, 022 | Oz Oms

donde (u, v,w) se consideran co_ino funciones de (a, b, c) que representan la posi-
cién de los puntos en el cuerpo sin deformacidn, i.e., en su configuracién original.
Cuando las componentes del desplazamiento u; sus primeras derivadas son muy pe-
quefias y las longitudes de los productos de las derivadas parciales de u; se pueden
despreciar , entonces £;; se reduce al tensor de esfuerzo infinitesimal de Cauchy .

_ Bu, Oy —
£ij = Ba: + Bz; (1.57)

Para un sistema con coordenadas (z,, T2, z3), tenemos el campo de desplazamiento

de los vectores como u(z,, T3, za), v(z,, $2,.’53), w($1,$2,ﬂ:3) La matrlz del tensor
de deformacion se define como* :



1.7 Tensores : N ; ) i i 21

€12 +E13.
gy = 3 : ‘522 €23 o
532 533_ '

obt.lenen de’
e la:L(.y de._
Hooke.

iby asf‘pr'opie-‘_

Un material se comporta elastlcamente cuando sus_deformaciones;son ploporcm-,"
nales a los esfuerzos que los producen.- i

El factor de proporcionalidad que correldctona a;deformacién. con’el: esfuelzo se
conoce como el mddulo eldstico. Este depende “del’ matena_ que se ‘esté analizando,
asi como las condiciones de temperatura, presxon, c..a'la que este sometldo dlcho :
material. g
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. En un® matena] que obedece la ley de Hooke, el tensor. de esfuerzo es linealmente
: proporcmna] al tensor de deformacién :

Lo gij = CIJMELb S : k (1.59)
dondg::
oij. es el tensor de esfuerzo.

- ext es.el tensor de deformacién.
Cijri es el tensor de constantes eldsticas.

Cijrt es un tensor de cuarto orden. Como por convencién, los subindices latinos va
de 1 a 3 lo que implicaria obtener 3 = 81 componentes. Sin embargo, considerando
que el tensor de esfuerzos es simétrico, sélo posee 6 cantidades distintas. De igual
forma el tensor de deformacién, al ser también un tensor simétrico de segundo
orden, tiene 6 componentes linealmente independientes entre si. De aqui que el
conjunto de cantidades total a calcular para Cijx se reduce a 36. Este nimero se
simplifica ain mis si el tensor de esfuerzo es simétrico, como (o;; = oy;) implica
que Cyjry = Cjint, asi se encuentra que el total de componentes independientes serdn
sélo 21. ’

El tensor Cijx para un material isétropo es

Cijrr = r\(5.'j5kt) + w{Sinbst + JQ)ij)

A partir del tensor Cyjgs, un materlal lsotrop
constantes A ¥ u conocidas como constantes d»e Lamé (en la literatura de Ingenieria
es mds comun encontrar a la Ietra G’ en lugar de‘ u) Con u'el ‘mddulo de rigidez
cortante . . .

Asimismo existen otros coeficientes para caracte vzar'méxt'eriales como por eje'mplo,

E que es el mddulo de Young, K es el mddulo de compresibilidad y el cociente de
Poisson v. Todos estos coeficientes pueden obtenerse entre si, tomando cualquler
par de ellos, ya que son linealmente independientes. Por ejemplo

2Gv

A= 1-20°
o=
T2+ G)

E
¢ 2(1 + )’

E = 2GQ1+w),
K A+ 2G/3.
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Con estos médulos y los tensores de deformacnon y esfuerzo se caractenza la relaclon
deformacién-esfuerzo en un material eldstico. :

“En resumen, en este caplt,ulo se parte de la h1potesns del contmuo 'y se aceptan:
cuatro leyes del balance: masa, momento lineal, momento angular Yy enelgla, ensu:
forma mtegra] como herramientas de la mecdnica de medios contmuos, asi como:
del concepto ‘de elasticidad en su forma tensorial, por medxo de las defolmécmnes
y los esfuerzos en los cuerpos solldos. :




Capitulo

Homogeneizacion asintdética

Los procesos fisicos en medios heterogéneos, con coeficientes variables rapidamente
oscilantes, cuya solucién no es trivial, pueden ser modelados mediante ecuaciones
diferenciales. Al usar ecuaciones diferenciales, podemos utilizar algiin método de
homogeneizacién que permita transformar el problema original en otro cuya so-
lucién es mds simple, es decir, cuyos coeficientes no oscilen répidamente sobre un
medio globalmente equivalente al dado. A este medio globalmente equivalente se le
conoce como homogeneizado, y los pardmetros que lo caracterizan se llaman coefi-
cientes efectivos. Un método es el de homogeneizacién asintética. En este capitulo
se introducird el método de homogeneizacién asintdtica por medio de un ejemplo
en una dimensién, Parton (1993).

2.1 Homogeneizaciéon

El método de homogenizacién asintética (M.H.A) se basa. en- la construccién de
dos escalas de longitud relacionadas entre si . . .

e La primera escala representa la estructura macroscépica en donde se senala
la composicién fisica de cierto material en el espacio. Esta estructura asume

.. condiciones de periodicidad mecinica, térmica, u otra. Las coordenadas dei
sistema global se denotan por x = (z1, 2, Z3). La variable (x), también es
conocida como la variable lenta.

o La segunda escala representa la microestructura del material. Las coorde-
nadas del sistema local se denotan como y = (y1,¥2,¥3). Esta variable (y),
también es conocida como la variable rapida.
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- La relacién entre ambas escalas estd dada por medio de un parimetro pequeiio €,

que representa el cociente entre la longitud global del sistema L y la longitud local
l,"de tal forma que !/L = € < 1. En mecdnica, este pardmetro normalmente se
asocia con una pequefia perturbaciéon que modifica el movimiento.

Sea (2 la regién donde se encuentra x. Esta regién se descompone en pequeiias cel-

~das unitarias, generalmente representadas por paralelepipedos, que se distribuyen
-de manera periddica sobre toda la regién .

- Las celdas se denotan por € i, € §2, € 7a,..., ¥ se encuentran dentro del sistema de
~coordenadas locales y = x/¢. Considerando a estas celdas simplemente como 1,
.1 Y2, Y35-.., cada una y-periddica. La unién de estas celdas da origen a la composicién

macroscéplca o global del sxstema.

'_ConSIdérese un problema de ‘ecuaciones diferenciales parciales (EDP) en una di-
E mensidn, como por eJemplo

a solucién equivalente de (2.1), por medio del M.H.A asi como
tro fenémeno fisico descrito por ecuaciones diferenciales parciales,

% usand este metodo, se propone un desarrollo en series de potencias de ¢, de la
: sngment. forma .

: U (x,¥) = EU(x,y) + ' Uilx,y), y =x/e (2:2)

donde las funcxones Uo, Uy, U, son uniformes con respecto a x y son y-periddicas
eny. . e

Se’ mtroduce el desarrollo (2.2) en el problema original (2.1), se utiliza la regla
de la cadena'y se agrupan las ecuaciones resultantes a las distintas potencias del
pardmetro €. De esta forma se llega a que Up(x,y) = Us(x), es decir la funcién Up
esti lUnicamente en funcién de la variable global del sistema x.

La-funcién Uy(x,y) se propone como el producto de dos funciones, cada una

‘de estas en relacién sélo o de la variable global o de la variable local, es decir,

Ui (x,y) = f(x)g(y), sustituyendo Up(x) = f(x) en Uy(x,y) y siguiendo el andlisis
operacional respectivo de acuerdo al problema que se esti considerando, se lle-
ga entonces a trabajar solo con la variable local y, es asi como se obtienen los
HNlamados coeficientes efectivos. Tales coeficientes reproducen de manera equivalen-
te el comportamiento o las propiedades del sistema global, i.e., el sistema se ha
homogeneizado.
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2.1.1 Un ejemplo unidimensional, la funcién escalar

Sea Q el dominio del sistema con 2 € R® y 802 su frontera. Sea y; una celda
unitaria cualquiera en donde las propiedades del material estian determinadas por
la matriz simétrica constante a;;(y).

Sea y =x/econx = (z1, T2, T3); es decir, y = (z1/€,z2/€,73/€).

Consideraremos el siguiente sistema de ecuaciones

Q,

'De acuerdo. con el M:H:A.). se pro
desarrollo en serie de potencxas ‘'de

Desarrollando de-igu
negativos hasta €’
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. (2.%)

cnones de la forma. v

C(2.8)

éséél local y,»lb,;qﬁef_ﬁle '

(2.9)

Es decxr, Uo esta. solo en func n del snstema global x. Sustltuyendo Uo(x) en (2 8b)
se encuentra’ que : : : ;



2.1 Homogeneizacién : o 29

AU + AU =
A1U1 =J

Ay U1>

AU, = (2.10)

separacién de variables, dado que el lado der
Se propone la solucién de la ecuacién como u

(" 6‘111(3’) ahl(}')

( By. ) (%)
aau (}')
i’

L Al(x,y)

5 —9;(x) (2.12)

De (2. 1") se pasa el Iado dexecho de la lgualdad al lado izquierdo. Se. factoriza
 gi(x),y. por ultlmo, se d1v1de todo entre:g;(x) .(dado que es distinto de cero),
llegando a ; : o

i) == .aag;v) |
7

» eﬁ la’ celda
Esto S|gn|ﬁca que h;(y) es penodlca por pertenecer a‘y, que ‘s una de ]as celdas :

del sistema local.

El siguiente paso a resolver es el valor de U2 Toma.ndo a x como parametro en la.
condicién de unicidad (2.9) se txene :
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v / (A2U1 + A;;Uo) dy = f ) (2.14)
n N

Lo que desarrollado sngn

Ba:‘
” (2.15)

Las constantes de integracién- desagarecen al S

rivadas’ Junto ‘con el primer
término. ‘Sustituyendo g;(x) = :

‘s obtlene

1 [ _day(y) an(sc);.' :
IYIl n ax' ; :

La ecuacién (216) a

(2.17)

= IYI / (“"(y) . f“:,_';.—a";j%).dy- : (218

donde .-1,, son los coeficientes efectivos que reproducen en forma equivalente las pro-
piedades del material global, haciendo que el limite de la microestructura periédica
tienda a cero, y converja a la solucién del problema dado. Noétese la superposxcton

derecho de (2.18).

El operador homogeneizado es -
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De esta forma, se ejemplifica de manera sen lla-¢ omoge lzaclonf._
asintética (M.H.A) en una dimensién- donde por: medio“de* la; composwlori ‘de:la-
microestructura, y bajo ciertas hxpotesns, se lleg ob ervar. las'caracterlstlcasf
generales del sistema global. - .

En general este método utiliza un desarrollo asmtonco en potencias'de ¢ (2 2), este
se sustituye en el sistema de ecuaciones original (2.3). ElI' resultado de la derivacién
usando regla de la cadena (ya que 'y = x/e) debe agruparse a distintos ordenes
de ¢, originando un nuevo sistema de ecuaciones. Al resolver a cada orden de € se
encuentra que, a orden cero (e°), la ecuacién Uy estd sélo en funcién de la variable
global del sistema x, es decir, (Up(x,y) = Uo(x)). A orden uno (e!) queda en
relacién tanto de la llamada variable ripida ¥y como de la variable lenta x. Se
propone entonces una solucién de tipo producto en términos de cada una de las
variables, a fin de usar separacién de variables o, en su caso, andlisis numérico.
Para obtenerse asi los llamados coeficientes efectivos del problema original.

Existen muchos problemas en mecdnica que pueden ser resueltos bajo este método
de manera favorable. Sin esta técnica, su solucién seria muy complicada.




Capitulo 3

Piezoelectricidad

En este capitulo se quiere ejemplificar la respuesta de un material piezoeléctrico
en comparacién con un material no piezoeléctrico, como dicha respuesta es algo.
complicada, se ejemplificard ambas respuestas en un modelo en una dlmensnon,(
Auld (1973). SRR LR ¢ i

3.1 Cristales

Elytérm‘ino cristal se aplica a sélidos en los cuales los 4tomos estin alineados por
medio de algiin patrén que se repite en todo el cuerpo Zwick et. al (1992). La
configuracién de los 4tomos se encuentra por medio de difraccidn de rayos X.

El cristal se forma por pilas o montones de pequefios grupos que estdn similar-
mente orientados y regularmente alineados en las tres direcciones espaciales. Estos
grupos pueden ser acotados por medio de un paralelepipedo. A cada bloque o
paralelepipedo se le conoce como celda o red cristalina. La eleccién de un conjunto
particular de dtomos para formar una celda es arbitraria.

Las simetrias internas de los cristales se manifiestan en las propiedades fisicas
macroscépicas del cristal. Dependiendo de los grados de simetria, los cristales.
se clasifican comtinmente en siete sistemas: monoclinico, triclinico, tetragonal,
trigonal, hexagonal, cubico y ortorrémbico.

El sistema hexagonal se distingue por un eje séxtuple de simetria. El eje mas
comtinmente usado es z. Este eje se elige haciendo un paralelo a los .dos. ejes .-
perpendiculares al plano de simetria. En un cristal no existen simetrias rotacionales, ,
mayores que la séxtuple, tal que pueda dejar el diagrama o. patron del Cl’lSta]‘;
invariante mediante una rotacién de una vuelta completa f= 27r/n con ;I
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n=1,23,4,566.

En cristalografia, las propiedades eldsticas, piezoeléctricas y dieléctricas de un cris-
tal estin descritas en términos del sistema de coordenadas natural. Tal sistema
estd dado por el cristal mismo. Sin embargo, la determinacién de las constantes
eldsticas, piezoeléctricas y dieléctricas en un material piezoeléctrico se caracterizan
por conocer las constantes fundamentales referidas al sistema rectangular coordi-
nado, relativo a los ejes cristalogrédficos Zwick et. al (1992).

. Los d4tomos de los cristales tienden a conservar el nivel mds bajo de energia posible.
Cuando se deforma un cristal, varia su volumen o forma. Estas vanacxones generan
un aumento de la energia. ’ -

En un sélido isétropo no puede presentarse la piezoelectricidad, sin embargo si se
considera un sélido transversalmente isétropo puede presentarse este fenémeno en
el eje perpendicular a la isotropia.

3.2 Dielectricidad

Los materiales aislantes se conocen como dieléctricos. Por ejemplo, el aislante que
llena completamente el espacio entre las placas de un condensador. La capacitancia
aumenta en un cierto factor k que depende de la naturaleza del material aislante.
El factor k es una propiedad del dieléctrico y se llama constante dieléctrica.

La constante dieléctrica relativa del vacio es la unidad, siendo g9 = 8.85«10~12C2/Nm?2.

La capacitancia estd dada por

donde:

A es el drea de las placas.

d es la distancia entre las placas.
£o es la permitividad del vacio.

Cuando se apllca un campo eléctrico a un material dieléctrico se induce un momento
dipolar sobre sus d4tomos.

3.3 Piezoelectricidad en una dimensién

La piezoelectricidad estd relacionada en un cuerpo sélido con su microestructura.
La caracteristica del comportamiento piezoeléctrico de un sélido es la respuesta
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una fuerza mecinica que le produjo deformac1on

Para comprender la piezoelectricidad en una dimensién, se analizara
comportamiento que caracteriza a un sélido piezoeléctrico y a uno no;pi
al aplicarles un campo eléctrico o una fuerza mecdnica, Auld (1973)

Consideraremos un sélido cuyo sistema sea eléctricamente neutro, con partlculas a f

vy b cargadas cor iones positivos y negativos. Ambas cargas conectadas ‘por:medio’
de un resorte (cuya constante de rigidez es K) que se desplazan a lo’ la.rgo del:eje
X, en el cual se encuentra rigidamente fijas y en equilibrio con respecto “al punto g

ﬁ_]o z = 0. La distancia entre ambas cargas a y b en relacién.a z = O es la. misma -

distancia media, pero se encuentran en direcciones contrarias.

Las figuras 3.1 y 3.2 ilustran el sistema orlgmal en equxllbno en ambos sohdos~
(piezoeléctrico y no piezoeléctrico). oo : .

Figura 3.1: x\l'odelo de un;:
dlmenswn en Ia dxreccxon
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Fxgura 3.2: Modelo de un sélido nio’ plezoelectuco en‘estado de equnllbno para. una.
dxmensnon en la du'eccnon X. ) o

en donde:

{, es la longitud total del sélido en estado de equilibrio.

I, es la longitud en equilibrio de la carga e al punto fijo z = 0 del sistemal: ;i -
Iy es la longitud en equilibrio de la carga b al punto fijo z = 0 del sistema. -

l. es la longitud de las cargas al punto fijo en estado de equlllbno s

I es la longitud de la banda fija que une a las cargas.

a) Para observar la respuesta mecdnica en ambos sélidos, se ]es aphca. la. misma
fuerza mecdnica d F,, en las cargas a y b, en direccién cada una al punto de equlhbrlo‘
z = 0, como se observa en la siguientes figuras

Figura 3.3: \/Iodelo de’ un
§F,, en una dxmensxon :

' s6lido piezoeléctrico aplicdndole una:fuerza mecdnica’
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Figura 3.6: Modelo de ’un solldo n
0F en una dimensién.

La respuesta eléctrica se define como ‘el’.cambio:en el momento electnco dipolar
(se conoce como dlpolo cuando do cargas esta.n muy cerca una de- otra) P,, del
sistema. .
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Pz ='qnTn, (32)

“donde: .. .
- .qn son:n’particulas calga as. :
z, la dxstancxa que separa cada calga.

Se 'dié ‘éstatico cuando toda.s las cargas permanecen fijas en el
espacio.: ;En el caso’de que se muevan, lo hacen en forma de flujo estacionario, es
decir,; en cnrcuxto. e

- De acugrdo con’ la'ley-de Coulomb

ez = —F. . (3.3)

donde:

F, es la fuerza sobre la carga q,.

F, es la fuerza sobre la carga g,.

ey es el vector unitario en la direccién 12.
r12 es la distancia entre q; y ga. : o
€9 es la constante dieléctrica relativa delr»vacio.

El equilibrio se determina evaluando la combmamon de los resortes y las t‘uerzasi .
electrostdticas que actian en las cargas a y by e lgualando estas fuerzas a cero.

Los resortes sin forzamiento tienen una fuerza de rigidez constante I{ cuya, longxt.ud
en este caso es l,. De acuerdo con la ley de H'ool..e

donde: Ry e
faesla fuerza aplicada sobre la carga a:i

de fuerza.

1, es la longitud en equilibrio de la carga
[ es la longitud de la banda ﬁ_]; ‘q

~donde +
fb es la fuerza aphcada sobre la. carga b
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1, es la longitud en equilibrio de la carga b al punto ﬁjo,a: ='70 del $i"ste"n:1a‘.' g

Si se combinan la accxon de las fuerzas electrostamcas Y del xe‘ ptae sob e las’ carga.s '
a y b para un cuerpo’ no plezolectrlco Fig. (3 2) de acuex do con la ' Ley'de Coulomb .

(3.3),(3.4) y (3. 5) se obtxene que

1 1 1 )
(1 —1)2 "~ (la +1)2 EA -;-z,,)2 B

1. il e S
(zb—z)z FHEnE T (z +zb)2) 29

Considerando primero un cuerpo sohdo no pmzoe]ectuco dlspuesto snmetncamente
Fig.(3.2). Al aplicar un campo eléctrico sobre las cargas a y b, las componentes
de la fuerza electrostdtica compnmen los resortes de ambas cargas en la misma
proporeidn. S

El equilibrio /. se encuentra toma.ndo a l,, = I, en (3.6) e igualando (F,); 6 (Fp)z
a cero. Una condicién adicional: que se puede afadir para asegurar la estabilidad
del sistema es

(6[(F,‘:9)lt]1..=u) "7'1, >0,

Esto garantiza la restauracién de fuerzas de: ’cualquier desviacién del equilibrio, =
es decir, todo lo que se requiere para obtener un’ estado de equlhbuo es eleglr Ia 2

constante del resorte K adecuada.

Si la configuracién de equilibrio es snmenléa,
se mantiene el momento dipolar en equlhbrlo, kresulta que (3 ‘7) es 1gual a.cero

(Pz:)r——ql +ql 411+r11

Por.lo tanto el sistema no tiene una polarzzaczon electrzca espontanea

Consideremos el efecto de aplicar una fuerza mecamca (JF,,,) sobre un sohdo no. .

piezoeléctrico, bajo las mismas consideraciones: usadas .al aplicar | una. fuel‘za. elec—

trostitica. Como se observa en la Fig.(3.4); el monmxento de las cmgas aybse
desplazan en direccién al punto de equlllbno con la mlsma magmcud o dlstancna. o

Jotal = sn. e

Por (3.1) y (3.8), la respuesta mecéniga‘ eé.entonggs_ :

omo se’ observa en la ﬁgura (3 ‘7), y ;
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6L |6La]. (3.9)
Se ‘ob‘sé‘rva:. que :n.‘g' héy }rés“[‘)uéét’é}jé c_ava'_li%‘l'aplicacién de la fuerza mecdnica
§Fn. De acuerdo con (3.2) y (3.8) - oL :

6P = q|6la| — g|6ls| = 0. (3.10)

La fuerza eléctrica 6 E aplicada a este sistema {material no piezoeléctrico) por
medio de un campo eléctrico da como resultado una respuesta antisimétrica Fig.
3.6. Cuando se aplica el campo eléctrico a las cargas a y b, éstas se desplazan hasta
que el total de fuerzas en cada carga se balancean nuevamente, es decir

(Fa)=+q5Ez o, ' T
(F3)z +q6E; = 0. (3.11)

Para pequefias desviaciones en el equilibrio se pueden usar aproximaciones-como




- 3.3 Piezoelectricidad en una dimensién a4l -

Q0 E,

Jlb = —Jl,; = m

con la condicién de que A — B.# 0 para que el snstema.:(3 4) ‘tenga solucxon no 0
trivial. : v :

uerpo no 'biez(:_eléctrico",

: fu (3.16) |

 £3.17)

En resumen, en un material no piezoeléctrico se observa que no hay respuesta
mecdnica al aplicar una fuerza eléctrica, y no hay respuesta eléctrica al aplicar una
fuerza mecdnica.

En el caso de un sélido piezoeléctrico, la situacién es diferente. Como se observa en
las figuras (3.1, 3.3, 3.5), las componentes mecdnicas se disponen simétricamente
pero la distribucién de cargas es ahora antisimétrica. El equilibrio es claro, ya que
si a los dos resortes se les aplica una fuerza de tal forma que se les comprima,
volverdn a estar en simetria por las fuerzas electrostdticas (I, = I, = [;). La
polarizacién total eléctrica estd en equilibrio por (3.2) como

P, —Ryl. +ql + Q( - Ique

2q(l ~ Rl).

Esta 1iltima ecuacién puede o no ser nula dependiendo de la eleccién de R, que
determina las cargas sobrea y b. Puede entonces darse una polauzacwn espontanea
en este caso. :

En las figuras (3.3) v (3.5) se observa que al_aplicar‘una fuerza eléctrica y mecdnica,
ambas son simétricas. Por lo tanto, se obtiene (3.8). En ambos casos, la respuesta
eléctrica y mecdnica del sistema para un material piezoeléctrico es

6L = 261,.
8P, = —qbl, — qbl, = —2q6l,,
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donde ambas, 6L y 61"’:,

Resumiendo, el - compor amxent
puede descubn‘ porila’ 5|gu1ent.e relac:on

XSE. ddF,;‘;,*
4O, + $0F s

oF;
6L

(3 18)

donde X, d, s,d son parimetros del sistema. Pox la: 'SImetna que sé muestra en las.
figuras de un sélido no piezoeléctrico (3.2, 3.4,°3. 6), os texmmos electromecamcos
se acoplan en la ecuacién (3.18) hamendo que. .

Si el modelo se extiende a tres dimensiones la relacién linea correspbride a’’

8P = Xij0Ej+ dij0Fmsy v i e
6L = dyy6E;+ 8i6Fmy = .00l 0 (3.19)

con i, j=x,Y,=.

Este modelo es aceptable, aunque deberia ser mds realista en algunos otros- as-
pectos. Por ejemplo, al calcular los cambios en la polarizacién eléctrica de (3.2),
se generan cambios en la posicién de las particulas cargadas, las cuales represen-
tan los iones de un sélido. En un material real esto se conoce como polarizacion
idnica. Otro efecto importante en que el modelo no resulta realista es la polariza-
cidn eléctrica, donde los iones en si mismos empiezan a polarizarse al aplicarles un
campo eléctrico. Esto puede ser incluido en el modelo para permitir a las cargas
de los elementos en ambas figuras ser polarizadas, sin embargo esto no cambia la
relacién piezoeléctrica bisica (3.19).
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Capitulo 4

Problema de deformacion
mecanica antiplana y potencial
eléctrico acoplado

En 1953, Fukada observé que el hueso posee proéiedades piezoeléctricas aprecia-
bles. En 1991, Telega usé el método de homogenizacién asintStica (MHA) para
modelar el hueso, sin realizar cdlculos numeéricos.

El propésito de este trabajo es encontrar los coeficientes efectivos eldsticos, pie-
zoeléctricos y dieléctricos de un material reforzado, compuesto de dos elementos
que constituyen parte del hueso; el primer elemento es la proteina de coldgeno que
ocupa el espacio de la matriz (/) representando a la parte orgdnica y en el lugar’
de la fibra (H,) se encuentra la hidroziapatita que representa la parte inorginica.

Para encontrar las propiedades efectivas hay que resolver los llamados problemas
locales sobre la celda periddica, para ello nos basamos en el MHA, las funciones
doblemente periédicas o elipticas de Weierstrass para un arreglo hexagonal cuyos
periodos son w; = (1,0) y we = (cosy, senyu) con p = 7w /3 y las relaciones lineales
piezoeléctricas. El problema se desacopla en dos, uno de deformacién mecdnica
plana y otro de deformacién mecdnica antiplana con el potencial eléctrico acoplado;
es con este segundo grupo de problemas con el que se trabaja.

Por ultimo se realizan cdlculos numéricos para comparar los resultados analiticos
encontrados al resolver los distintos problemas locales antiplanos. Esto sirve para
corroborar que los resultados analiticos de los diferentes problemas locales y su
integracién numérica generen el mismo resultado.
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4.1 Caracteristicas generales del hueso

Los huesos responden a las fuerzas aplicadas sobre su superficie siguiendo un patrén
caracteristico. Inicialmente, la respuesta del hueso es eldstica y depende de su
rigidez. La deformacién que se produce es temporal y se mantiene sélo durante el
tiempo de aplicacién de la fuerza. Al eliminar la fuerza, el hueso recupera su forma
original. Si aumentamos la fuerza, el hueso entra en una fase pldstica, y aunque se
recupera parcialmente, queda deformado. Cuando la fuerza aplicada es superior a
la resistencia del tejido se produce la fractura, Serrano (1998?). Las fuerzas que
pueden actuar sobre el tejido 6seo son de tres tipos: tensién, compresidn y torsidn.

La matriz ésea es la responsable de las propiedades biomecdnicas del hueso. Las
fibras coldgenos le proporcionan flexibilidad y resistencia a la tensién, mientras que
las sales minerales le confieren dureza, rigidez y resistencia a la compresién.

M4ds de un 99% de la masa Gsea se halla mineralizada, por lo que posee un compo-
nente orginico y otro inorgdnico. El componente orginico se halla integrado por
coligeno tipo I, en proporcién de 85% a 90% y una pequefia proporcién por otras
proteinas, de 10% a 15%.

La componente inorgdnica de la matriz 6sea estd constituida en su mayor parte por
fosfato cdlcico en forma de cristales de hidroziapatita (HAP) cuya férmula quimica
es C!llo(P04)(;(OI‘I)-_).

El tejido Sseo es considerado en ciencia de materiales un composite, lo cual sig-
nifica que es un material polimérico, reforzado, con una o mds fases orgdnicas o
inorgdnicas (Ashby, & Jones, 1993). Se trata principalmente de dos fases: las fibri-
llas de coldgeno y el carbonato de hidroxiapatita (CHAp) (Ozin, et al. 1997). Esta
ultima flase (mineral e inorgdnica), que se encuentra en forma cristalina, es cerca
del 70% del peso seco total del tejido éseo, y su estructura cristalina no es conocida
con todo detalle. Se sabe que ésta pertenece al tipo estructural de las apatitas, con
simetria hexagonal. Dentro de las apatitas, es la hidroxiapatita Cas(PO,4);0H,
en la que se basan generalmente los estudios de sintesis y disefio de materiales
(Mann,S. 1993, Merry, J.C., et al. 1998), Heredia (2000).

Un material composile es un material multicomponente, es decir, generalmente
compuesto de fibras reforzadas o mezclas de ceramicas y polimeros con propiedades
biolégicas. Las propiedades de los materiales composites pueden ser muy variadas,
pero en forma general, se pueden enunciar (Ozin, et al 1997):
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e Contienen dos o mads fases distintas, pero estrecha.mente relacxonadas. Estas
pueden ser continuas o discontinuas.

e Estas fases estdn relacionadas por mecamsmos de adhesxon ‘en la. interfase de
una o mdas fases.

e Las propiedades del material camposzte son dxstlntas de Ios materiales que
componen cada fase. . i

El conocimiento de los componentes totales del tejido seo es importante desde
la perspectiva de la toxicologia médica, a fin de poder sintetizar un material lo
mds parecido al tejido dseo, y que no genere rechazo al implantarse. Al hablar
de materiales para restitucién de partes éseas, se estd indirectamente hablando de
la sustitucién mecdnica, sin olvidar la porcién correspondiente fisiolSgica, Heredia
(2000).

4.2 DMeétodo de homogeneizacién asintética para
el caso piezoeléctrico

El MHA se basa en dos escalas de desarrollo asintético, mediante las cuales se
analiza las propiedades macroscopicas y microscépicas de un medio heterogéneo.
Desde el punto de vista matemdtico, este método garantiza la solucién del problema
original por medio del supuesto de que una microestructura periédica converge a la
solucion del problema homogeneizado, cuando dicha microestructura tiende a cero,
Sabina, et.al (2001). Para ello, se requiere la solucién de los llamados problemas
locales p, L, ,L (p,q = 1,2, 3), en donde se encuentran las propiedades efectivas de
la estructura del sistema. Este método aporta expresiones analiticas que después
son fdciles de computarizar y analizar.
Se tiene entonces un arreglo hexagonal, doblemente periédico, cuyos periodos son
= (1,0) ¥y wa = (cosu, sen u) con 4 = 7/3. Como se muestra en la Fig. (4.1),
cada celda A se encuentra en el plano local (y1y2), i.e. en términos de la variable
rdpida y tal que A = Hy\U H, y Ay N H; = 0. El dominio H; estd ocupado por
la matriz y H2 es su complemento, el cual es un circulo de radio R y centro en el
origen 0. ) '
Tanto matriz como fibra se supondrin con propledades de S|metr|a. 622, ademas el'
contacto entre ambas regiones es continuo.

Los ejes de simetria Oz; coinciden con la dxreccnon de las ﬁbras las cuales est,an,
periédicamente distribuidas en direccién paralela al eje Ox,;, y en angulo 7r/3 es
decir, en arreglo hexagonal. L : |
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Se tiene un-arreglo hexagonal periédico de-la siguiente forma

. Y2 N

L LONSITUD GLOBAL -
1 LGNGITUD LOGAL
e= Y - <<l -

Figura 4.1: 'Allreglcj)'ﬁ

Sea T el contacto entre la matriz y la fibra:’

(e-.=1/L), cuyo pardmetro es muy pequefio (€ <:1).-

Las oscilaciones rdpidas de las propiedades del matena] el despla amlento, etc. se

asumen que dependen de dos variables espacxa]es xe y = x/e, conocndas como la’

variable lenta y ripida respectivamente.

Recuérdese que por con\'encxon, los indices latinos i, j, &, {, etc. van de 1 a 3 mien-
tras que los griegos van de 1 a 2. En este trabajo se usarin los supraindices (1) y
(2) para denotar si se habla de la matriz o de la fibra respectivamente, con la letra
griega T.

Como se utiliza el MHA, que trabaja en los problema.s locales pqL y pL, cuando
se antepone pg 6 p a alguna componente indica que se esti haciendo referencia a

El cocxente entre 1a” longltud de la"
escala local ! y la longitud de la escala global del snstema L se xepresent.a como" €
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esfuerzo del problema antiplano 23.

Las relaciones constitutivas de un materlal plezoelectrlco est.a.n dadas segun Ikeda
(1990) por la snguxente relacnon lineal:: : : : Ger

oy = C,,“Eu—ewEL, ;
D; = einiEns + € Ex. (4.1)

Los exponentes E y e denotan que se esta haciendo la medicién de la base mediante
dichos exponentes constantes, los cuales atribuyen alguna caracteristica fisica.

Cada componente en la ecuacién (4.1) significa: o;; es el tensor de esfuerzo.de
segundo orden, Cijx el tensor de elasticidad de cuarto orden, &4 es el tensor de
deformacidn de segundo orden, e;;; es el tensor piezoeléctrico de tercer orden, e.k
el tensor dieléctrico de segundo orden, Ex es el vector del campo | electnco ; bor
ultimo D; es el vector de desplazamlento eléctrico. L PR

Las componentes del tensor de deformacién y el vector de desplazamlento u, estan
relacionados por

(4.3)"

(4.4) '

Xiesla fuerza de cuerpo por umdad de volumen.. -
.pes el potenclal elect.nco.,.;
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U es el desplazamiento mecénico.
p es la densidad de masa.

Se propone la solucién de la ecuacién (4.4) como un desarrollo hasta orden lineal de
¢, tanto del desplazamiento mecédnico U(x,_y) como del potencial eléctrico ¢(x,y)

0Uo(x Y) +elU1(x, Y),
€ <Po(X,Y) + el (x,¥)-

Dicho desarrollo se susmtuye en las ecuaciones que gobiernan uh medio piezoeléctrico
(4.4}, en donde se utiliza la regla de la cadena, ya que y = x/e. El problema queda
factorizado a distintas potencias de e. Al agrupar los valores a orden cero de € (€?),
y al realizarse los cdlculos correspondientes, se llega a que tanto el desplazamiento
mecdnico U(x,y) como el potencial eléctrico ((x,y) estdn sélo en funcién de la
escala global del sistema x

U°(x,y)
@°(x,¥)

U°(x),
#°(x). (4.5)

Asociando ahora los términos a orden uno de € (e!) se encuentra que las funcxones»

U(x,y) y (x,¥) estdn en relacién de ambas \'auables, tanto la vanable lenta %
como la variable rdpida y, por lo que se propone ‘una solucién del .tipc oduc_to'
para resolverlas S LR

Ul(x,y) = “

oHx,y)
(4.6)

Las funciones pq A (y) y n P(y) representan desplazamlento mecdnico, mientras que
paN(¥) ¥ pQ(y) se relacionan con el campo vectorial eléctrico. Nétese que por la
linealidad de (4.4) y en virtud de los indices pq, por una parte, y el indice p por
la otra, la solucién (4.6)a,b es la superposicién de la solucién de nueve problemas
locales de la clase ,,L y tres de la clase ,L. ‘Nuevamente se sustituye (4.6) en
la ecuacién original (4.4); después de hacer los cdlculos que se generan de esta
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sustitucién en (4.4), se encuentra uno traba_]ando sélo en las’ ‘celdas o escala’ local ’
¥, es aqui donde se obtlenen los coeficientes efectwos de ]a 51gulente forma

Cijpe = (Cijpa + Cistt paMicy + €rij paVik),
Cipg = (Cipg + €irt pgMiy — €ir paNi),
Epij = {€pij + Clijrt pPuyt + €ris pQ 1),
Ep = (€ip — €irt pPry + € pQ 1)- (4.7)

4.3 Planteamiento del problema antiplano pqu

De acuerdo a las simetrias internas de los cristales, éstas se clasifican comunmente
en siete sistemas. Para cada uno de estos sistemas se pueden identificar distin-
tas matrices, las cuales representan la respuesta experimental de algin solldo que
pertenezca a ese grupo de simetrias. : :

Del grupo de los cristales hexagonales, se eligié la matriz denommada, 62 2,ya que-
ejemplifica la piezoelectricidad encontrada de manera experimental én’el’ hueso.
Esta matriz es la mds simple en su grupo que caracteriza dicha respuesta encontrada
en los huesos, las siguientes matrices hexagonales que poseen dxcho dato diy’ 6 81233
son mds complejas. i

Se tiene que la matriz 622 esta conformada dé 1a sighieh't' form

Cunn Cuze Cnas
Coanr Cazez Cooaa
Caa1y Cazez  Chass

Ooolooo
coojlooco
4. coolooe

En donde el cuadlante supenor lqulleldo representa. la parte eldstica, el cuadrante N
superior derecho junto con el’ cuadrante .inferior: |zquxerdo representa" respues-(
ta piezoeléctrica y por ultlmo el cuadlant.e ml'erlm dere ho repre en :
dieléctrica. L .

De acuerdo a los médulos que estan representados en un crlstal 629 se tlene en la '
notacién matricial de Voigt . . R . T S N
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(4.9)

goojlooococoCO

donde cada médulo representa T
k es el médulo de’ mcompresnblhdad plano, gitudinal.
p,m son los médulos de rigidez transversal y: axial resp cnvamente

! es el médulo cruzado.
n es el médulo longitudinal plano sin deforma :

5 es el coeficiente piezoeléctrico en la dxreccnon normal al e_|e de simetria y relativo
a un plano que incluye el eje de simetria. :

t es el coeficiente dieléctrico en el plano.”
u es el coeficiente dieléctrico en el plano axial:

Recordando la relacion que constituye un 'material plezoelectnco (4 1), pero ahora
escrita de forma matricial sin mclun los submdxces ‘se tlene

. (4.10)
El planteamlento del problema. ,,.,L ¢ '

“pqOiss

ra D(T);
“pq“’[;(.r)" -
o NETH)

Mol mall -
[pg DS ns] -
: (qu”i) i

. <pqlv)

—lICPilmg - en T,

=70

idpq
i“—uea,,’una
10, ) ; St G
0. ‘ T (411)
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donde
T, T T) Ty ('1")
mag(d) = C:(JL),\ a5 { f\:; qu
T ) - T
D( ) = e.(sk,\ pq‘”/..\ - Eg,\) N( )

Con n’ el vector normal umtarlo e*cteuor ‘a H2 que esta sobre
interface 1" :

La notacién de coma. denota. la derivada parcial con respecto a la

e o5 = aa Y/3ys. Usando la notacién de Einstein de mdxces .repetxdos, s‘e.'v

entiende que los sublndxces're?etldos, sngmﬁca que se estd’ hacxe do 1 s
dichos indices; por ejemplo, o;;’ = 2‘_ B8a{M /8y;. : :

Ilfmll = f‘”(y) )

,dado por

El pxoblema poL se desacop]
y otro de deformacidn elastzca a.ntlp]ana con’ “potencial’ ‘eléctrico acoplado. En este
trabajo se desarrolla la parte. elastlca ant.lplana. con potencxal eléctrico acoplado.
El sistema de deformacién pla gual 1 tr tado en-el articulo, Gumovart. et.
al (‘7001 I). § g
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Para tener la solucién completa a los problemas de deformacién antiplana se re-
quiere resolver 12 problemas locales, seis de ellos con solucién no nula, sin embargo
este numero se reduce a cinco debido a las relacxones umversales que existe entre
ellos. S P .

Los problemas locales a resolver son cuatro: 3L, 23L, 2L,_1L. .Como la solucién
de estos es andloga, se describird sélo uno de ellos, para los demds se escribira el
resultado solamente para las expresiones analiticas y con ellas se realizard ademds
un andlisis numérico para comparar los resultados obtemdos en cada’ problema.

Calculando los coeficientes efectivos (4.7) para los dlstmtos i)roblemas planos-y
antiplanos ,, L, pqL, ¥y pL se obtiene S .

1
]

k= ky4 (k(11M11 -+ 11 M22))

= ky+ (k(22 My +2M2p)), (4.14)
I = I, + (l(uN[x,l + 111“[2,2)) T g 2
= Iy + ({2211 + 22M>2))
= I, + (k(331\’[1'1 -+ 331"[2‘2)), (4.15)
i = ny+ ({(sadh1 +a3ap)), R (4.16)
P = put(p 13Mzy1+5 13NVy) . ) ‘
= pu+(p 23Mz2+5 23Np), ’ , (4 17 7)
. o= my -+ <m(111\’[1'1 - 111\/[2'2))
= — (m(22My — 22Msp2)) :
= my+{mGzMe +12M1)), (4.18)
T = qy +{qg(u M, 1’4— 1M22)) '
= gy +{(2(22M1n + 221W2.2)) _ :
= q + (/\-(31’1 1+ 3P2,2)), - - "(4.19)
Fo= Tu + (’1(331‘[1 1+ 331Wz,2)) T : )
3 ) (4.20)
- (4.21)
(a:22)

&
Il

u = @GPl +3Paa)). - (423)
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El submdlce v del primer término en cada una de las ecuacxones (4. 14~4 23) denoca :
el promedlo aritmético de Voigt, éste tiene Ia SIgluente propledad . -

ky = Viki + Vaka, ete,

"donde la fraccién de drea ocupada por la matriz y la fibra en las regiones FI, y Hy -
estd dada por Vi y Vo respectivamente. Se tiene entonces que Vi + V2 = 1, lo cual
implica que V3 = wR?/sin u.

Si ‘se combinan las propiedades efectivas de (4.14-4.23) unas con otras, se llega a

las conocidas relaciones universales de Schulgasser (1992), con estas a partir del

conocimiento de algunos de los coeficientes efectivos, se pueden encontrar otros.

Ademds que ofrecen una solucién general, dado que no dependen de la solucién de

los problemas locales, como se observa a continuacién, Sabina et. a! (2001 IT)
Nkrll _ F—ky I=l _ q—gu°

Iar I I—q T-—7y T - uy

- h B

E—k _k—ke
T—q T—q’

(4.24)

4.3.1 Problema de deformacién mecanl a antlplana Yy po-
tencial eléctrico acoplado 03L

Por simplicidad se omitird el prefijo (23) de’ cada varlable en el entendido que se
estd trabajando en los problemas g3-locales. 7 S

El tensor de esfuerzo o3, ooy el desplazamlento electrlco Dl, D, estan dados de
acuerdo a la ecuacién (4. 1") por: .

' Cuam M 4 e{TINGD & em NP,
023321‘/(” + ‘312:3N(T) +e 'g:gN.(;)'

e{}?M‘T’ &T’M‘“” —enN{D,

. :6231 1‘/[3 1+ ezazl‘f — 5221V(T)

(4.25) :

Reemplazando los valoxes no nulos de la matriz 622, en la ecuacién anterlor

~ 0§1 = (]J('r)l\//;; 1= §(1)V,2),
o83} = (peryMsz + s(ryN 1),
D1 = (s(ryMaz2 —tmyNVa), -
Do = —(smryMsz,a +tr)Na), . o T (4.?_
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Sustituyendo (4.26) en (4.11)a, b, e, f, g, h.

o311 +0232 = 0 en H~,

D1,1‘ -+ Dg'z = 0 en H~,
llonn + ounall "= =IICSHline en r,
||D1"1 -+ Deﬂzll c= —lle@ilnr . -en T,

=__ ANy =0 - - (427);

Si se sustltuye ]os valores del tensox de esfuerzo y el desplazamlento eléctrico dadosv
en (4.26) en’la’ ecuaclén (4. 21)a b se encuentra la ecuacnén de Laplace para eI
desplazamlento 1\/[3 y el potencxal eléctrico IV tal que” .

PAMs = 0. Fie
—tAN = o_ T

Bajo las consxderac:ones anteriores se reformula. el problema planteado ‘en (4.11)
para 23L como p

Al (in[g 1= sNg)n1 + (p1\13
Al (sM32 — ;1\7_1)n1

La paridad de las funciones se o' : :
(4.28e,f) en donde M3, es |mpar, 1\[3,2 es par, 1\’,1 ‘es par, N,z es xmpar, por lo: "
tanto la funcién Mj'es lmpal ¥y N es par.. - - : o = :

Se propone a las funciones’ para el desplazamlento mecamco .1\/[( ) y el 'ca.mpo
vectorial eléctrico N (T) como la’ parte real e 1magmana de las serles fl(‘.), f2(~), :
91(=) 72(=) G T : LE

: rm(A~ + (),

MY =

N = Re(Bz ¥ yx(~))'

M2 = Im(f2(2)); . z
N(z)— ‘=" Re(ga(z)). " (4.29)

c1|mente si se observa el lado derecho de L
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T k=1

El supraindice o en la suma significa que va recorriéndose sobre los niimeros im- -
pares. Las constantes ayg, by, cr,ds son reales e indeterminadas, sin embargo se
encontrardin resolviendo cuatro sistemas infinitos. Los valores A, B de A\/Im y NGO
son constantes que se determinardn por medio de la funcién zeta de VVelerstxa.ss.

Las series f1(z), 1(=) tienen las derivadas de la funcién zeta de Weierstrass ((z),
se sabe que esta funcién tiene un polo simple en el origen y es cuasiperiédica (ver
Apéndice A), se introduce el (k — 1)! en el denominador por conveniencia en los
cilculos.

Las series fa(z), g2(=) estdn expresadas como series de Taylor ya que se considerzih st
analiticas en todo el plano. ) : :

Para det.exmman el valor de 4 que se encuentra en el caso del desplazamlenco_
mecdnico NIS , se usa la cuasiperiodicidad de la {(z) de ‘Weiertrass,. (( +wa) -
¢(=) = 64, para este problema hexagonal é, = 7w/senp y d» = 6143e e

(4:30)

(4 31)
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Al estar determinados A y B se puede demostrar que la propuesta de solucién es
arménica'y doblemente periédica.

MM (z) =Tm {al(c'(?

dada por

PN
CEI

PN
oy?
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por Io tanto N(‘) es arménica ya que AN(” 0.

.-\nalogamente sucede con Af(V,

La demostracién de la doble penodnc:dad se observa facxlmente, por ejemplo para
el primer componente de N1 se tiene que , 5 ({(z) — 7(=)/seny) = 0, puesto
que w(z)/senp = &1 es un periodo de la zeta de Weierstrass {(z) y para la suma
infinita que parte de & = 3 corriendo sobre los impares, solo es necesario recordar
la relacién p(z) = —¢'(z), como @(z) es una funcién doblemente periédica, resulta
entonces que la funcién N es doblemente periédica. De igual forma sucede con
MM,

Por lo tanto se tiene que la propuesta de solucién es una base completa de funciones
arménicas y doblemente periédicas.

Sustituyendo (4.29) en (4. ‘78)e f el tensor de esfuerzo de la matrlz _y de la fibra
resulta . o .

1
C":(n)

2
‘7:(3 1)

1 2
0':(;1) ot 0':(:1 :
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Analogamente se realizan los cdlculos para los tensores de deformacién a:(,; , el

desplazamiento electnco D(T) Yy D(T)

1 2
ol — 0':(:2) =

Para. 51mpllﬁ ar a notacién se del

H’(‘."

plf;m +a0l() —mf2(~) o THO N

Slgulendo con el anallSls de las condxcxones de interface entre. ambas reglones en el
planteamiento del problema (4.28)e se encuentra

Re (Ff( )) ny +Im (H' (=) )nx + (p1.4 + slB + ||p||) n2 = 0 ’ (4.32)

Considérese a H(z) = u + iv como una funcién de varxable comple_)a analitica, por
lo que cumple con las condlclones de Cauchy-R.xemann

oH

— 4.33

oy ( )
es igual a (Cauchy-Riemann) -

L — = 4.34

Oy, . ( ),
Cambiando ahora a coordenadas’ polares, normal umtano en la dlreccxon :
1 y el vector normal unitario en la; dlrec a forman en: 111 = cosé. y‘f
ne = senf respectivamente R

n
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Transformando.ahora a cooxdenadas polares la ecuacnon (4 32) se reescnbe como

o1 d?/x

du -1 dyl Ou r1 dyo ' (plA & slB + ”pl]) ( = de

S\ R dB iy ay2 Rd9

Como se obser\a u estd en funcién de las vanables Yy, Y2 (u= u(yl,yg)), reagru- -
'pando la ecuacién anteuor e mtegrandola con respecto al dngulo @ (suponiendo que
u.es um\aluada es decu de 0 a 27) se tiene que la parte real de H(...) estd dada

donde
Tp: = ) J_Clg-(»p—l Sk-i-py -
Cp = klY/pl(k ~'p)}, ‘ ;
Sprt =D _'Bnke para k+p> 3.

m,n

La serie Si4, es la doble suma sobre los dos periodos w, y w2, con Bmn = wlm+w2n‘
en todo el plano. La serie Si4, es convergente a partir de k + p > 3,, nétese que °
S2-= 0, los detalles se encuentran en la pigina 355 del Markushevich (1970).
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Tra.nsforrﬁéndo‘rlas funciones f1(z);, g1(z), f2(2)", g2(z) a coordenadas polares y
sustituyendo éstas en (4.28)c d,e, f se obtiene

: ( -2 2+ A«S‘,,R'"+ > é}.ﬁkpRP))senpe =0,

entonces’
hecho se '

Con estos valores (4.37) sustitu

i e‘n'\{a»’in’ﬁnitd
acoplado, de la siguiente forma g :
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Con la resolucién de este tltimo sistema se obtienen las constantes reales a; y by
con k un natural impar, con estas se obtlene la solucién a Ia expresién analitica de
los coeficientes efectivos.

Del MHA se obtuvieron las evpresnones de las propxedades efectlvas elastncas y
piezoélectricas, para el caso 23L pala una tnz del grupo he‘cabonal 622 esto
resulta ser

Nuevamente haciendo él’
v sixstitu\"en'do“ést‘é’

(PTIA) = f||p|1




,‘ (4 43) y (4 44) como

Al sistema. mﬁmto acoplado (4. 38) se le conﬁere el valor ap de P
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Usando la ortogonalidad del seno en la ecuacién (4 42)

@™ Msp) = v—llpll

. senge (A = ;1212 + Z akﬂu) (4.43)

Analogamente se resuelve para el prom‘

' en este caso se usa la
ortogonahdad de'la funcién coseno R

(usn

ugn oy Il

der despejar:y simplificar términos en (4.45). Después de algunas- manlpulacnones
algebraicas queda el coeficiente efectivo 5 como una expresion sencilla y  fécil de
analizar. En donde sélo queda por determinar el término real ai. El'mismo proce-
dimiento se hace para encontrar el coeficiente efectlvo piezoeléctrico § el cual tiene -
como incégnita al término también real by

p=m(1+22),
.
s=a(1+ Z03)

Para determinar los valores de a1 y by hay que resolver el S|stema lnﬁmto,acoplado )
(4.38). Las 7y, se hacen cero cuando la serie SH.,, se anula., esto’ sucede” cuando
k 4+ p no es un multlplo de seis (6t con t = 1, ..,3, )

como se obser\a en la siguiente tabla
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Tabla de: 1y
Los valores de 7, para los cuales se hace cero con t, s = 1, 2, 3,...

w1

Después de algunas manipulaciones algebraicas, desarrollando el sistema infinito
acoplado (4.38) para los valores distintos de cero propuestos en la tabla, despejando
y sustituyendo las distintas relaciones de los cuatro sistemas se llega a la solucién

de! sistema lineal de la forma

Al

con

donde los elementos:deé‘los.

I3t
&2
. &2

a2

R /o3,
RPyuAa/aA,

(pi+ p2 ol + VTM“vz, o
V1 s I+ VIMTIV,, e
Vi llsll+ v"M-lvz,

(i ta) = Va [l £ + VTM“V2,

(4.47)

Ej.i.#é)‘
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el supramdlce T denota el vector transpuesto, tanto la matriz AM(m.), como los
vectores Vi (v13); Vi (f1s), V2(ver), Va(Bnn ) son de orden infinito, cada vector estd com-
puesto por dos componentes: de la siguiente forma

3
|

= ”5“56:—1 6s—1 — b Foe—1 6s—1 ]
(tl + t2)5m—1 6s-1—d For_16s—1

1 6i+1706i+16a—1

)
!

2 el e 1l <300 1 v 17 )/,
2l o Il upn]/e,, ~

<
1

parat s=1

Asi se determman los valores .de al ¥ bl s estas cons:antes reales dan la solucién

analitica que faitaba para determinar los coeficientes efectivos § y 5 para el pro-
blema antiplano o3 L.

4.3.2 Problema de deformacién mecanica antiplana y po-

tencial eléctrico acoplado ;3L

La solucién del problema local ;3L se resuelve de manera aniloga al problema

desarrollado para 3L, en este caso los coeficientes efectivos estin dados de la
forma



4.3 Planteamiento del problema antiplano ,,L 65

=
I

P + (P13M31 — 513N 2),
Sy + (s13Ma1 -+ tialV2), . (4.49)

)
I

21
«),
senu . Lo
L2t U H O A
seny. s;b ) AT L (4'?9)

A = ,fu 12

PR Rt 2
A= leell &2
A =
BT sl &t o
.13.52 = . fu o~ “ Dy ” , (4.52

far —“ st l

—&n = pi+pat+ Ve ” pr |l + VTM_lvzl
& o= Wiflsr|— vl TM™V,, -
£ = Vi scll—ViMID" ~
S22 = UL+ 52 +Va ” lT ” =V J\(‘—lvz,—

el supraindice 7" denota el vector transpuesto, tant.o la.'mat.uz M(mg,), como Ios
vectores V; (vy,), Vl(ul_,) Va(ver), Vn(-uu) son de orden m[’mto, cada vector estd com-
puesto por dos componentes de la sngmente formé. . .

129 : T.
v = R*(-lipr nm,_l,,.—.u ot - ms,_l)
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= 12s T
iy, = R ( Isrllmes—1 =l trllm 63—1) ,
T

v = (— I pr | moe—r 1’ ~= - sv1l 7oe=1 1) )

Ty = ( ] St Il 7ge-11 " it | B2 I Y 1) ’

Mes = [ t=162-1— 8 Ferm16s—1  |1S|106t—1 65—1 — b Fee—1 53—1]

- - (21 + t2)06t—1 6s—1 + & For—1 65—1
con | - i
A1 614171614 L a1

h

[T R
4« ‘4,. :‘

o = +2P1” sT'"'z]/é’. - .
b 1o =2ts Fsx i e ll + W sr IE G +p2) N tx 1l ]/es
c = [=lsr P+ +t) sl pr | —2p0 1l s (Il tx H]/e,
d = [ +p) l tx P+ 1| s 2l 2x 1| =260 |t sx 12 ] /e,

—e = (p1+p2)(ty +ta)+ || 5T |I?-

parat,s =1,2,3,..

4.4 Planteamiento del problema ,L

El planteamiento de los problemas p-locales | L y »L como se mostrd anteriormente.
estid dado por g - :

i D705 ]

GR)- =GRy =0 1 IR (453)
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Con el MHA se encontlaxon Ios coeﬁcnentes efectivos piezoeléctricos y dlelectncos,
(4.7)c,d. ; .

{epij + Cijit pPiy + €rij pQ 1),

" Epiy : - .
(6l]l - elkl pPLl “+ €k pQ L) : : E (4-54)

€ip

como la soluclon Y. desanollo son s:ml]es de los problemas anterioves, sélo se da.ran
los resultados de.los: coeﬁcxentes efectwos que aportan, en este caso son el ple—-
zoelectrxco 3- y dlelectrlco t “  ] Ry L R T

4.4, 1 Problema 1L y 2L"
Los coeﬁc:entes efectlvos de] problema local 1L son

Sut(p 1Pa1+5 1@Q,),
sty — (S 1Py =t 1Q1)

Desarrollando las ecuacnones antenoxes los coeﬁcxentes efectlvos quedan en tér mmos‘-
de las constantes reales a; y b; de la siguiente forma

5=s (1 + "'_Tr_M) s
: senp s

= try_ (1 -3 bl)

Considérese un sistema lineal matricial de la forma Az = b, donde A es la matriz
del sistema, x es el vector incdgnita y b es el vector solucién, se identifica que
para el caso L la matriz del sistema infinito es la misma que la del problema 23L
-entonces la solucién analitica para el problema 1-local es

e ‘_

(4 53)

(4.56)

a, = R21A1/23A7 . -
b = R%A/nA, ) - (457)
donde . RN PR
290 = En v €12

-} €21 €22
= sl
40 tr {5
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Ay = |FEu lsr il 4.58
182 En  ltrl) (4.58)

analogamente para el caso 2L se obtiene

o (;L| “Ia‘l .

Silﬁpliﬁcando :

Se tiene que para el caso ;L la matriz‘del sjstﬁmainﬁ}hi{to es:'la rhisma que la del
prqblema 13L, s6lo cambia el vector incégnit 1 -vector sol_gcio’n»‘es'to es

donde

(4.62)

4.5 Resultados

Para verificar el dlgebra que condujo a las expresiones de las propiedades efectivas:
para el caso eldstico 7 los problemas 3L y 23 L, para el caso piezoeléctrico 5§ aportado
por los problemas 3L, 23L, L y 2L, y para el caso dieléctrico 7 los problemas locales
1L y 2L, se escribié un programa en MATLAB, para calcular dichos coeficientes de
manera numérica. Este programa se reproduce en el Apéndice B.
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Para generar el programa hay que calcular las series infinitas que estin involucradas
con las matrices 134, y 234, y los vectores solucién para cada uno de los distintos
problemas 23y, 231, en el caso de 23L, 130, 132, para el problema 31 L, 1281, 102
para el problema local L y por iltimo 24, 2a, para oL, para ello las series fueron
truncadas a orden finito, esto no afecta de manera considerable los cdlculos ya que
se utiliza un radio para la fibra R comprendido entre 0 y .3, lo que se traduce
en una rdpida convergencia de las series, donde los sumandos multiplicados por
potencias de radio R con términos muy altos tienden a ser muy pequefios y por
tanto puede despreciarse su contribucién.

En la prdctica el truncamiento a orden dos es suficiente para tener una buena
aproximacidén a las propiedades efectivas. Esyo simplifica de manera considerable
los cdlculos y los coeficientes a; y b, son relativamente sencillos de calcular.

En el intervalo de 1a fraccién volumétrica 0 hasta el limite de percolacidn, la coin-
cidencia de las curvas que arroja cada problema es total.

Los valores que se les asigné tanto a la matriz (coldgeno) como a la fibra (hidro-
xiapatita) son datos experimentales para la parte eldstica, los datos de la parte
dieléctrica y por ultimo los datos para la parte piezoeléctrica fueron para la matriz
el coldgeno y para la fibra, el hueso mineral, estos fueron tomados del articulo de
Guzelsu & Demiray, (1979).

Los datos que se utilizaron para fibra son

ta = [11.15 % 8.854e — 12], con €p = 8.854 * 10-‘2F/m
pe. = [44.5 *1e9/2], medidoen GPA
Sg. = [1 4833e - 4] medxdo en C/N

\Ixentras que los datos pala. la matrlz fueron

ti=k1lm = [5%8.854e — 12],e0 = 8.854 » 1(_)“1°F/m o
‘pr=cd4dm = [0.46 % 1e9/2], medido en GP'-I g
si1=eldm = [0] medido en C/N.

Cada uno de los problemas aqui estudiados a.portan el coeficiente fectivo pie-
zoeléetrico, que es una respuesta encontrada en el: hueso “En:la’ Flgura 4.2 se
presenta el coeficiente efectivo piezoeléctrico § medldo en C/V cantra la fraccién
volumétrica que ocupa la fibra V5. B
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Figura 4.2: Coeficiente efectivo piezoeléctrico

Con el simbolo (x) se grafica los resultados del andlisis del problema L, con (0) se
grafica el problema local L, con (+) se grafica el problema antiplano 3L, y por
dltimo con (*) se observan los resultados del problema local antiplano 23 L. Nétese
la coincidencia de los cuatro resultados. Esto implica que los cuatro resultados
analiticos aportan el mismo valor, 1o que asi deberia ser. La monotonia de la
grifica es congruente con los datos introducidos para la matriz y la fibra.
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4.5 Resultados

Esta grdfica representa la propiedad - efectiva eldstica, 7 medida en GPA contra
la fraccién volumétrica que ocupa la fibra:V,.  Los problemas que aportaron el
coeficiente eldstico fueron el 93L y 13L. El témino constante es el dato experimental
eldstico del femur. En la Fig. 4.3 se observa la interseccién del coeficiente eldstico
con el dato experimental eldstico del hueso a cierta drea de la fraccién volumétrica.
Notese tra vez que los valores de 7 coinciden tal y como deberia ser.
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Por. dltimo se graficé el coeficiente efectivo dieléctrico, Zmedido en F/m contra la
fraccién volumétrica que ocupa la fibra V;. El dato constante es la dielectricidad
encontrada en el femur de un bovino. Los problemas que aportaron el coeficiente
dieléctrico fueron los casos locales 1L y 2L. Nuevamente los dos valores indepen-
dientes de T comcxden. .

-0 . M6dulo Dieldctrico t

x 10 Coc
10 T — ™ T T T T T T
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3
F o
3 sl K “
= £
by xR
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Y 1 1 1 Il 1 - '1 1 i . 1
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Fvacddn Vulumémca de la fibra

Figura 4.4: Coeficiente efectlvo dxelectrlco = L

Como se pudo observar, todas las gréficas en cada uno de los casos, arrojé.n el mismo
dato para cada propiedad efectiva, via los distintos problemas resueltos. Ademads
en todas ellas existe monotonia, que es congruente con los datos reportados para
generar el programa. Los resultados favorables (dado que el resultado es el mismo
para cada coeficiente) del andlisis numérico realizado le confieren confiabilidad a
las expresiones analiticas encontradas. '



Conclusiones

El problema estudiado en esta tesis es el de encontrar los coeficientes efectivos
que resultan de la homogeneizacién de las ecuaciones que gobiernan un compuesto
piezoléctrico. Se calcularon estos coeficientes por medio del método de homoge-
neizacién asintdtica, que involucra dos escalas, una local { y otra global L lo que
da lugar a buscar una solucién en términos de dos variables, una lenta x y otra
rapida y por medio de una serie asintética en e = 1/L < 1. Para resolver las ecua-
ciones generadas por este método se utilizaron métodos de potencial y funciones-
doblemente periédicas, en arreglo hexagonal.

En conclusién

e Se encontraron las expresiones analiticas de los coeficientes efectivos. pie-
zoeléctricos 135, 235,15, 25, eldsticos 130,239 ¥ dlelectncos 1z, 2t de los d:stmtos
problemas locales antiplanos.

e Las series usadas tienen una convergenéia rdpida.
e Los cdlculos numéricos son rc]atwamente faciles al serlo las e\presxones analmcas B

a analizar. Las cantidades reportadas para cada cocficiente efectxvo enco
trados por dos o cuatro caminos distintos fueron las mismas,

e Se aprecia la necesidad de un estudio experimental mds profundo de am-
bos componentes (hidroviapatita y colégeno) acerca de la unién Lle’,ambos

ejemplo 23 L aparecieran funciones que no serian puramente ares o |mpares. :

~Matriz Cg
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Apéndice A
Funciones doblemente periddicas

Una funcién f(z) se dice que es periddica si existe una constante distinta de cero
2w tal que

flz+2w)= f(z) VzeC.
El niimero 2w es llamado el periodo de {(z). .
Una funcién de un solo periodo se dice simplemente periddica y de més de un
periodo se llama multiperiédica. En el caso particular de las funciones que tienen:

dos periodos se les conoce como funciones dablemente perzodzcas de DVezerstrass
este es el caso de p(z). =

Se Nlaman periodos minimos o fundamentales aquellos que tlenen Ia propledad de
que cualquier otro periodo es una combinacién lineal de ellos, es decir, sean para
una funcién doblemente periddica 2w, y 2w, los periodos fundamentales; entonces’

Bap = a2wy + b2w,,
Bc,d = c2w; -4 d2w.,,

donde a,b,c,d € Z y ademas se tiene la condicién ad — bec = 1.

Una celda o paralelogramo principal es aquél que se forma con vértices de periodos
primitivos, por ejemplo, se tiene 8n, = m2w; + n2w, donde m,n € Z, entonces
By Bmt,ns Bmt1.n41y Bmon+1 forman los cuatro vértices del paralelogramo o celda,' -
con la restriccién de no tener polos en la frontera, en caso de haberlos se desplaza’:-
o recorre dicho paralelogramo. Esta estructura se repite a traves de todo e pla.no
complejo por medio de movimientos rigidos. LR R

Una funcidn eliptica es una funcién meromorfa, o analitica con un nufﬁefd finito de’.”
puntos singulares, lo cuales son polos, con un periodo doble. El comportamlento
de una funcién eliptica estd completamente determlnado por el conocxmxento de
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- los valores prlmmvos ‘de la celda. La suma de los residuos de una funcién eliptica
en cualquxer para]elogramo es cero.

_Jacobi demostro que una funcién anahtlca constante cuyo cociente entre sus pe-
riodos es un niimero no real es necesanamente doblemente periddica.

Una- funcwn integral es aquélla que se 1ep1te en cada red los valores primitivos del
paralelogramo. .

¢{(z) de Weierstrass

La funcidn zeta de Weierstrass “e;t‘a‘,fdeﬁ“n‘i'di‘:pér: )

- mz'" { - 5":,11 ﬁm.n ﬁm mn } )

donde la notacién de la coma () aruba de la sngma mdlca la doble suma sobre los
enteros m,n excluyendo m =0y n =0.

hlv—l

La ¢(z) es una funcién cuyo resxduo es 'L es’;ﬁnip;i
obtiene {(—=z) = —¢(z)) y posee un polo simple.

Una caracteristica’ importante de la’'funcié
mente convergente en cada celda. i :
(= ) de Wexerstrass

de \Velerstrass, es decn‘

16, que es igual a--



7T

La pseudo periodiéid dii:lvé‘ ‘(.. :

En este tlaba_]o se u ili: : d ‘de l;i"rg"(;‘:')v,j‘ésta":estzi dada de

. La pseudoip‘enodli
9(2) ¥ p(z+2w2)

~)'aparece como consecuencia al integrar p(z+2un) =
©(=) con 2wy y 2wy los dos periodos de (= ), se obtiene entonces

’V'<(~+°w1) = ¢(2) +2m, R L T AR
C+2wy) = @D+ (,6‘4) [

donde 27}1 Y. "772 son las constanCes de |nteg1a<:lon i

Las constantes my 7]2 estan relacnonadas por la relacnon de Legendre, rjiando los :
periodos de go(z) como 2wy = 1 ‘7w2 = e"‘ ‘con u ; 2wy en (64a)
se encuentra el valot de m Bl v

C(~+1)—7r(~+1)
C(~+1)—C( z) =

andlogamente para 2w, se obtiene
21, = et

Por lo tanto la pesudo penodncxdad de (=) transmitido por la funcnon doblemente
pexlodlca p(~) pala un aneglo hexagonal, dividiendo entre el drea de un he'cagono
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se tiene

C(z+2w) —¢(2) = =/senu
C(z+2ws2) — C(z) = w/senp*e®
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SAPENDICE B

$PROGRAMA COMPUTACIONAL
%**wi******t**t************t**"******f**'**""**t'*?*i***t't*
$DETERMINACION DE LOS COEFICIENTES EFECTIVOS ANTIPLANOS PARA EL
$MAS SIMPLE DE HUESOS
%***w**w'***ﬁ******"***i'**********w“*k**'*‘k*****t“'**t**"*t**

LR R R R R R A A T R R R

E AR R e R A R R e R L

$INTRODUCCION DE LOS DATOS DE LA MATRIZ >

EAEEE AR R R R R g L A R I S AR SR R Rt

clear all
%“****“****"***‘ﬁ******'i*\'*tt***w*****"**'**************\‘****ﬁ
% Combinacion '

Matriz=1;

Fibra=1l;

LR R R R R L

% INTRODUCCION DE LOS DATOS DE.LA Matriz ST : : *
%**v******'*twtt***f*w*****&w***f**I?****w*twﬁ**'f****?****f**
K11f=[ 11.15+8.854e=-12 1: ~ “%t. ..

c44f={ 44.5*1e9/2]; R Bp

eldf=( 1.4833e—4 1;: CoEs

%***wr***t*********v****t*********-ww*****tww***tw****w**t**w**

%$INTRODUCCION DE LOS. DATOS DE LA FIBRA . L L I
%*ﬁw“**v*!‘*"******"'***R****Qw**i*******t'****'t****'********"

Killm={ S*8.854e-12 13 S P
. c44m=[(0.46*1e9/2); . Sp y

eldm=(0"1; s’
BN TR KK AR TR K RN IR R R T A AT AR AR N AT AR A AN N AR XA XXX RARN N ATTN TN NN

a=Matriz;
b=Fibra;

%***w***wt**t**ww****w**w*w*******w***gt*tw**t*:w*ttw*t*wt*r*w

SCONTRASTE ENTRE LAS PROPIEDADES DE'LA.MATRIZ Y LA FIBRA - *

%***w***ﬂwrw********w**t****'w***i**t*****‘-**tw‘v*******t*t*w*w

dt5=cd4d4m(a) —c44f(b)‘ i %|‘p_|
dc6=eldm(a) —eld£(b) s %|s|
de7=kllm(a) —k11£ (b} ;. %] t]

CASO
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%‘-w****!*********w'*'**t**wtr*****t*t***ﬁ'*tw**w'ttw"*r**wt*
ang=pi/3;
%*tw***t***********ﬂ't'*'*wtt*t'*l"ﬂ'***t**t**w*****tw*****tﬁw*****wt*tt**tw**

S=0;
S(6)=5.8630316;
S(12)=6.00096399;
S(18)=5.9997183;
$(24)=6.0000116;
S$(30)=5.9999996;
S(36)=6.0000000;
S(42)=6.0000000;
S(48)=6.0000000;
S(54)=6.0000000;
S(60)=6.0000000;
S(66)=6.0000000;
S(72)=6.0000000;
S(78)=6.0000000;
S(84)=6.0000000;
S(90)=6.0000000;
S(96)=6.0000000;
$(102)=6.0000000;

B T X K R N K AR A A Nk AN KA N AN KA KA T I AR IR RN TR A R AR R TR TR IR TR XTI AR AR AT XINXNRAATT NN NN NN

% Matriz factorial

clear fact

for n=1:40,
for k=1l:n, ’ )
fact(n.,k)=prod(l:1:n)/(prod(l:1:k)*prod(l:1:n-~k));

end
end

%t*******f***'**t******w*****t***t**wwtw*w****f**tt*ti**t*********t*****tt*w

'%matrlz unitaria.

% Comlenzo de un ciclo para varlar el volumen de 1a flbra

T%v2 ‘0:0.1:0.9; B
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v2=( 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11 ...
0.2 0.3 0.32 0.4 0.42 0.45 0.5 0.558 0.6 0.65 0.7 0.75 0.78 0.785...
0.79 0.795 0.8 0.85 0.88 0.885 0.89 0.895 0.9 0.9069]):

for jj=1l:length(v2), %comienzo de ciclo de lam

r=sqrt(v2(jj) *sin(ang)/pi) ;

R R R R R R e R R e e aa R R

$Matriz Eta

for n=1:2:20,
for k=1:2:20,

Eta(n, k) =-(fact (n+k~1, k) ) *S (n+k) * (£~ (n+k) ) ;
end

end

%Matriz del 51stema infinita truncada. (t= 1 3, s=1,3)

L32(1,1) = c44dm(a) + c44f(b) + dt5*v2(jj):
L32(1,2) = dt6+*(1-v2(53j)); Lo
L32(1,3) = At5*Eta(5,1);

L32(1,4) = dt6*Eta(5,1);

L32(2,1) = -de6*(1-v2(jj)); R S S
L32(2,2) = kllm(a)+k11l£(b) + dt7*v2(3j);
L32(2,3) = dt6*Eta(5,1); * P
L32(2,4) = -dt7*Eta(5,1);

L32(3,1) = dtS*Eta(l,5); .

L32(3,2) = dt6*Etal(l,5):

L32(3,3) = c44dm(a) + c44f(b),;

L32(3,4) = dt6; :

L32(4,1) = de6*Etatl,s):

L32(4,2) = -dt7*Eta(l,5);

L32(4,3) = -dt6;

L32(4,4) =

kllm(a)_kll

%ww*****tt*****twtw **w**wﬂ**t***ﬁ*t*v***ttt******i*wtw*********w****t"t**

HEwwN XN wMALL] n’ forma abreviada,s;stema lnfinlto 32L*'***********

Lim=11;

for pl=1:2:Lim
for kl=1:2:Lim o -l el s TR
M32 (p1, k1) ="(c44m(a)+c44£(b) y*=di(pl, k1) + ... L
©deS*(v2(33)*di(1,p1) *di(1,k1). + Eta(kl,pl)):
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M32 (pl, kl+1) = dt6*(di(pl,kl) - v2(jj)=di(l,kl)*di(l,pl) + Eta{kl,pl));

M32(pl+1,kl)

de6* (-di(pl,kl) + v2(3jj)*di(1l,kl)*di(l.pl) + Eta(kl,pl)};

M32(pl+1l,k1+1)= (kllm(a)+kl1lf(b))*di(pl,kl) - ...
s At7*(-v2 (jj)~di(1,k1) *di(1,pl) + Eta(kl,pl));
.end
end
% ....Vector independiente asociado a 32_L (forma abreviada)
=l er*dtb;

Xap32L '=inv(L32) *v32';

all32L=Xap32L(1)
bl32L=Xap32L(2)

.~

By L X K A R K A X T K K E I R K I A R R H T RN RN A AN AR NI T LT AN TR IANENINN AT A ANN N

svector independiente'asdciado a 1L

vi(l) = -r=dt6;
V1(2) = rede7;
V1(3) = 0;::0 :

“Uv14) 03
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XaplL =inv{(L32) *v1‘;

allL=XaplL(1)
billL=XaplL(2)

s %Matriz del sistema infinita truncada (t=1,3; s=1,3)

L31(1,1) = ~(cd44m(a) + c44f(b)) - Ae5*v2(jj);
S L31(1,2) = dt6*(1-v2(3j));

L31(1,3) = dt5*Eta(5,1);

L31(1,4) = -dt6*Eta(5,1);

L31(2,1) = At6*(1-v2(JFj));

L31(2,2) = klim(a)+kl1lf(b) + de7*v2(3ij):
L31(2,3) = dt6*Eta(S5,1); . S
L31(2,4) = dt7*Eta(5,1);

L31(3,1) = dt5*Eta(l,5);

L31(3,2) = -dt6*Eta(l,5);

L31(3,3) = —{(c44m(a) + c44f(b));

L31(3,4) = d4t6;

L31(4,1) = dc6*Eta(l,5);

L31(4,2) = dt7*Eta(l,5):

L31(4,3) = dt&;

L31(4,4) = klim(a)+kl1l£(b);

grrxxxrx* Mabriz en FOYME ADreviada 13 s st rrr vk wr ke m kT AT NN AT TR TN

for pil=1:2:Lim
for kl=1:2:Lim- ' : . D
M31(pi1,kl) .= —(cd4dm(a)+cd4d4E (b)) *di(pl, k1)’
S dESF V2 () *dd (1, p1) AL (LKLY
M31(pl,ki+1) - = AE6=(di(pl, k1) —~v2(33)*d1 1

- Eta(kl B1Y i
Eca (ki pl)),

M31(pl+l,k1) = dtG*(dl(pl kl)“

M31(pl+l,kl+l)= (kllm(a)+k 1f(
: At7*{(v2 (33 )*ai(

end

end : : ORI R
% Vector lndependlente asoc;ado a’ 13 L-'(fqrma_apreviada),
vila(l) = -r=dt5; : g B e
v3la(2) = -r~dté;

Lim2=length(M32) ;
for pli=3:Lim2
v3la(pil) = O;
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nd

ap3iLab =inv(M31)*v3la‘;

131iLab=Xap3iLab (1)
“bl3lLab=Xap3lLab(2)

R A A T T R A A N R A TR R AN R AN R N NN AT A AN E R A A RN A AR I A AT RA TN I T H A AT T W’ x XX ™

‘. ‘%vector independiente asociado a 31_L

v31(1) = —r=*dcs;
w312y
2v31(3).

“Xap31L' =inv(L31)*v31-;

‘al31L=Xap31L(1)
1b13;L;xap31L(2)

r*de6;
-r*de7;

v2L(4)

Xap2L = inv(L31l)*v2L’;

al2L=Xap2L(1

)
bl2L=Xap2L(2)

k- Delialofolloioloiliahaliofioffe B Sl S dofind MATRIZvdel Sistema. Problema anﬁipland 31L

for t=1:1, -
for s=1:1;

AP31(27t-

-1)); ®AP11
Eta(2+s11,2%E-1)); %AP21

CEta(2*s-1,2+c-1)); *AP12 -
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AP31(2*t,2*s)=(kllm(a)+kllf(b))*di(s.t) + AL7*(v2(ji)~...
di(l,t) + Eta(2*t-1,2*s-1)); %AP22

end
end
% termino independiente del sistema infinito del Problema 31L

Nap3l(l)=-xr*dts;
Nap31l(2)=-r*dt6;

for t£=3:2*t
Nap31(t)=0;
end

% solucion de 31L

Xap31= 1nv(AP31)*Nap31'-

: a131—Xap31(1),“
. b131=Xap31(2);

e et e R R R R A R R Ea

Efdbiema antip1anov32L

. (c44m(a)+cA4£ (b)) *di(E,s)
5*(v2(33)*d1(1,s) - Eta(Z*

41 2*s 1))-~%AP11

Eta(2*t 1v2*s 1)), $AP21

CG*(dl(t s)

= v2(33)*d1(1

>.ta(2’t‘1}2*s—1)); %AP12

'u'Apsz(zwc 2vs (kllm(a)+kllf(b))*dl(t,s)
: L dil,s)i - Era(2*s-1,2%e-1)) %APZZ

dt7*(v2 J])'

- _Vf;end,_;
end .
% termlno independlente del siSCema infinito del Problema 32L

Nap32(1)——r*dt5,'
Nap32(2)——r*dt6w
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for t=3:2~t
Nap32(t)=0;
end

% solucion de 32L

Xap3d2=inv(AP32) *Nap32';

ali2=Xap32(1);
bl32=Xap32(2);

Coeficientes Antiplanos ..

c4431=cd44m(a) -2*pi*r*cddm(a)*alll/sin(ang) ;
cd4432=c44m(a) +2*pi*r*cd4dm(a)*alli2/sinlang);
c4432L=c44m{a)+2*pi*r*cd4dm(a) *ali2L/sin (ang) :
c4431L=c44m(a)-2*pi*r*cd44dm(a)*alilL/sin(ang) ;

s3l=eldm(a)+2*pi*r*klim(a) *bl3l/sin (ang);
s32=eldm(a)+2*pi*r*kllim(a) *bl32/sin(ang) ;
s32L=eldm(a)+2*pi*r*klim(a) *bl32L/sin(ang);
s3lL=eldm(a)+2*pi*r*kllim(a) *bl31lL/sin(ang);
s2L=eldm(a)+2*pi*r*cd4dm(a) *al2L/sin(ang);
slL=eldm(a)+2 *pi*r*c44rp(a) *allL/sin(ang);

tl=klim(a)-2*pi*r*klim(a) *bllL/sin(ang) ;
t2=kllm(a)+2*pi*r*klim(a) *bl2L/sin(ang) ;

FrExFx A AN A TNANEOYIIIULAE ADrOUVIiada T AT AR AR A R AR XXX AN NN KNI T TTR
cd4432Lab=cd44m(a)+2*pi~*r*cd44dm(a) *al32Lab/sin{ang) ;
c4431Lab=c44m(a)-2*pi~r*c44m(a) *ralliLlab/sin(ang);
s32Lab=eldm(a)+2*pi*r*klim(a) *bl3i2Lab/sin(ang) ;
s3lLab=el4m{a)+2*pi*r*kllm(a)*bl3llLab/sin{ang);

R R R R R R R e s

% Deposito de los coeficientes»j para la ‘salida

RRO(jj.1,a,.b)=v2(3j);
RRO(jj.2,a,b)=c4432L;
RRO(3jj,3,a,b)=c4431L;
RRO(jj.,4.a,b)=4. 35*1e9/2,
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‘RR(Jj,1,a,b)=v2(ij);
RR(3j.2.a.b)=c4431;
‘RR(Jjj,3.,a,b)=c4432;
.*RR(3jj,4,a,b)=c4432L;
"RR{3j,S5,a,b)=c4431L;

RR1(jj.1,a,b)=v2(ij);
RR1(jj.2,a,b)=tl;
RR1(jj,3,a,b)=t2;
RR1(jj.4,a,b)=6.85"8.854e-12;

RR2(jj.1l,a,b)=v2(jij);
RR2(jj,2,a,b)=s1L;
"RR2(jj.3,a,b)=s2L;
RR2(jj,4,a,b)=s32L;
RR2(jj.5,a,b)=s31L; -

end

%*******t*wt*'************t*w*f*tttt***t**********w*****’r********wt**

% Formato de salida

disp(’ v2 .ca431

c4432

c4432L-

Gisp(’
format long i
disp(RR(:,:,a,b)) -~

pause

disp(’ v2 siL

s2L

s32L

4 35*199/2')
‘)

s31L )

disp(’
Eormat long .
dzsp(RRZ(.,.,a b))

pause

disp(’ .  v2 ; tlL

£2L

disp(’
7 format long

)

6.85*8.854e-12")
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disp(RR1(:,:,a.,b))
pause

format long

for a=a:a;
for b=b:b;
%**ﬁ**‘rw*****w*ttt*******tw**w*w'***'**t***wiw*‘*'t*'k****'*******'f****
%'**'******"***"*"***'******GRAFICAS*'**'***********'*'*'***'*'****"*
%En azul las de el prob 2L, en verde las del 1L, en negro las del 13L
g’
%En rojo las del 32L

-flgure(l) o
.plot(RRZ( ,1,a b

RR2(:,1,a,b),RR2(:,4,a,b)",
RRZ(',l a,b),RRZ(.,S a b),

ylabel(* Coefic;ence-P;e o (x)lL, (0)2L, (+)13L, (*)23L, cte. hue

.eso’) .

Jtitle(’Mdédulo Plezoeléctrxco‘s Yo

pause
figure(2) ;
ploc(RR1(:,1,a,b),RR1(:,2,a,b),"’ x-',...

RR1{(:,1,a,b),RR1(:,3,a,b), ‘bo:’,...

RR1(:,1,a,b),RR1(:,4,a,b), 'r+:’)
xlabel(’Fraccién Volumétrica de la fibra') , .
vlabel({'Coeficiente Dieléctrico (x)1L y (0)2L, cte. hueso ‘)
citle(’'Mé&dulo Dieléctrico t') .

pause

$Grafica de las p
figure(3);
plot{(RRO(:,1,a, b),RRO(.,2 a b),

RRO(:,1,a,b),RRO(:,3,a,b), ‘k+:,"

RRO(:,1,a.b).4. 35*1e9/2 'bo-'

xlabel('Fracc;én Volumétrlca de la fibra )
vlabel(‘Coeficiente” Elastlco (*)23L y (+)13L, cte. hueso )
ticle(’ Médu;qﬂElast;co Py S
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end
end

disp(’ Fin de las gré&ficas’)
disp(’'En verde las del 1L, en negro las del 13L y en azul las del 2L’)
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