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Introducción 

. ,: ,•' .. 

En este trabajo se estudia el problema del reforzamiento· .de fibras· cilíndricas de 
hidroxiapatita enterradas en una matriz de colágeno, distribuidas de acuerdo a un 
arreglo hexagonal. Se trata de la combinación de dos materiales naturales, que 
forman parte del hueso. 

Se sabe que el hueso es piezoeléctrico, por. lo .que se consideró que los elementos 
constitutivos de éste tengan propiedades elásticas, dieléctricas y piezoeléctricas del 
tipo 622. 

Las ecuaciones que gobiernan esta combinación de materiales están dadas por 
las ecuaciones de la elasticidad lineal acopladas con las ecuaciones de Maxwell 
cuasiestáticas. Las relaciones constituth·as entre el esfuerzo, el desplazamiento 
eléctrico, la deformación y el campo eléctrico son lineales. Por lo tanto los materia
les están caracterizados por sus propiedades elásticas, piezoeléctricas y dieléctricas. 
Parn ello en el primer capítulo se introducen algunos conceptos básicos, necesarios 
para definir el concepto de. elasticidad en forma tensorial, como son: el balance de 
la cantidad de movimiento lineal, el balance de la cantidad del momento angular, la 
consen·ación de la energía y la conservación de masa. Con éstos se puede describir 
la respuesta experimental que caracteriza a los materiales elásticos por medio de 
una relación deformación-esfuerzo, conocida como la ley de Hooke. 

En el segundo capítulo se introduce el método de homogeneización asintótica, uti
lizado en este trabajo por medio de un ejemplo unidimensional. Este método 
matemático pertenece a la teoría de perturbaciones, el cual aporta expresiones 
analíticas conocidos como coeficientes efectivos. Con éstos se trata de obtener un 
medio homogéneo más sencillo de resolver que sea equivalente al medio heterogéneo 
original. 

En el capitulo tercero se estudia el concepto de piezoelectricidad. Para ello se ana
lizan en una dimensión, dos sólidos, uno piezoeléctrico y el otro no piezoeléctrico, 
en donde se observa la respuesta o reacción que se produce en ambos sólidos al 
aplicarles una fuerza mecánica y un campo eléctrico. 

En el capítulo cuarto se tiene un material reforzado, donde la fibra está represen-
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tada por hidroxiapatita y la matriz está compuesta por la proteína de colágeno, en 
el intento de modelar la respuesta piezoeléctrica de un hueso, para ello se aplica 
el método de homogeneización asintótica el cual conduce a la necesidad de resol
ver problemas locales antiplanos del tipo pq, 23 L y 13 L, así como los problemas 
locales del tipo p, 1 L y 2 L. Debido a la simetría cilíndrica los problemas locales se 
desacoplan en otros dos problemas más sencillos. Unos de deformación mecánica 
plana y otros de deformación mecánica antiplana con potencial eléctrico acoplado. 
Para la simetría propuesta, resulta que los problemas planos son los mismos que 
para el caso de los problemas de deformación mecánica plana, que fueron estudia
dos y calculados por Sabina et al (2001). Las ecuaciones o problemas restantes se 
resuelven usando métodos de potencial. La solución se busca en la celda dada en 
términos de funciones doblemente elípticas que tienen la periodicidad del arreglo 
hexagonal, y que por tanto, son armónicas y satisfacen la ecuación de Laplace. 

Por último se hace un análisis numérico por medio de un programa computacional 
realizado en MATLAB. Se comparan las expresiones analíticas encontradas en 
cada uno de los problemas locales resueltos, en donde los datos introducidos en el 
programa corresponden a estudios experimentales, tanto de la proteína de colágeno 
como de la hidroxiapatita, tomados estos de Guzelsu (1979). 



Capítulo 1 

Elasticidad 

Este trabajo se basa en la mecanzca de medios continuos. El propósito de la 
mecánica de medios continuos consiste en describir el movimiento de las partículas 
en el espacio y el tiempo. En este capítulo se hace una breve descripción de la 
teoría de la elasticidad. 

En el caso de un material sólido, el interés radica en determinar la relació~ qÜ·e · 
existe entre las deformaciones producidas y los esfuerzos que· las producen; 'o los 
esfuerzos que aparecerán a consecuencia de cierto estado de deformaciones. En el 
caso de un piezoeléctrico se busca, además, el campo de desplazamiento eléctrico . 

. Esta teoría se basa en la hipótesis del continuo. Esta hipótesis desprecia la estruc
tura atómica de la materia, es decir, no toma en cuenta su estructura discreta y 
supone que es un medio continuó. Esto equivale, físicamente, a decir que cualquier 
elemento de volumen contiene un gran n1írnero de átomos. Con esta hipótesis se 
consideran fenómenos macroscópicos Valdiviezo (1993). 

1.1 Descripción del movimiento de un material 
en un continuo 

Sean las coordenadas x = (x 1 ,x2 ,x3 ) un marco inercial de referencia. Sea la 
localización de una partícula de cierto material x; = a; en el tiempo t = t 0 , con 
i = 1, 2, 3. Sea n una región o dominio cerrado en el espacio ocupado por un 
cuerpo en cualquier tiempo t y an una superficie cerrada orientada que acota a n. 
Con (a1 , n.2 , a 3 ), se denota a una partícula cualquiera en movimiento en relación al 
tiempo 



2 Elasticidad 

En esta ecuación x; describe a cada partícula de un cuerpo así como su movimiento, 
matemáticamente define la transformación o mapeo de un dominio D(ai, a 2 , a 3 , t), 
con t como parámetm en otro dominio D'(xi, x 2 , x 3 , t). Este mapeo es continuo e 
inyectivo, i.e., para cada punto (ai, a 2 , a 3 ) existe uno y sólo un punto (xi, x 2 , x 3 ) y 
viceversa. En una vecindad cualquiera, los puntos en D(a1 , a 2 , a 3 ) son transforma
dos en otra vecindad de puntos en D'(xi, x 2 , x 3 ), entonces la función x;(ai, a 2 , a 3 , t) 
es univaluada, continua, continuamente diferenciable y el Jacobianó es distinto de 
cero Fung (1994). · 

La descripción del movimiento de un material en un cuerpo está dada por la .velo
cidad v; y la aceleración a; de la partícula (ai, a2 , a 3 ) y son respectivamente 

(1.1) 

Sea p = p(x, t) la densidad del material en la.posición X al tiempo t y V el vector 
velocidad de la partícula localizada en elpunto_(xi.:x2 , x 3 ) •. 

La densidad de masa p distribuida en un puntó p se define como el límite del 
cociente de cada masa mn entre el volumen Vn correspondiente, donde n es un 
conjunto de vecindades anidadas que contiene al punto p en su interior, es decir 

p(p) = lim mn. 
n-too v .. ~o Vn 

La conservac1on de la masa se puede expresar por medio de la densidad de un 
material. Sea p(x) la densidad de un material localizado en x, donde el símbolo x 
denota (xi, x2, x 3 ). Sea p0 (a) la densidad de masa-en el punto (a1 , a 2 , a 3 ) cuando 
t = O. La densidad de masa encerrada en un volumen V al tiempo t = O es entonces 

(1.2) 

donde la integral se extiende sobre todas las partículas. Por otra parte 

(1.3) 

con i, j = 1, 2, 3. y l8x;/8a;I el Ja9obi';\~º de I~ tr~11~f~rmación, i.e., el determinante 
de la matriz (8x¡/8a;).: · · ··· · · ·· 
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Si se identifica (1.2) y (1.3) para cualquier dominio arbitrario D, se observa· que· Jos 
integrandos tienen Ja forma 

18x·1 Po(a) = p(x) aa~ , 
J 

(1.4) 

análoga~ente . 1aa;1 p(x) = Po(a) ax . . 
' J 

(1:5) 

Estas dos últimas ecuaciones relaciorian lá densidad· de masa en diferentes:p1iri~ 
tos del cuerpo por medio de la transformación que manda una· en· otra, bajo. la 
descripción del movimiento en un material continuo. · .. , · 

Sea I(t) una integral de volumen de una función continuaménfe ·dife~enciable -·A(x, 
t) definida sobre un dominio n(xi, x 2 , x 3 ) en el espacio, ocupado 'por''ün' corí}imto 
de partículas que constituyen un material 

I(t) = 111 A(x, tÍdx1dx2 clx3 • 

Se conoce como derivada material de I a !a'razónde ~ambio ~eJ(t)con'reipecto 
al parámetro t ( se denota. pór dl /dtj. r;Es~a~ se define con las partícúlas ·de un 
material. '·. · .. , .·\'. ' · ;\;,.: ··-- ..... ; ·_ ....... ;.·. _ .. _ · ···· 

Si se quiere conocer el cambio de un cuerpo que hll. recorrido ~V:·por'medló de un 
movimiento en una súperficieS en;uñii>eciuéñó: ini~rva1o:de•.Üem.po;'~tHse tÍén·e i 

~: ~ ;:~. u, 1. [A(x., + "'l ~ A~x.;ll;'~g~::c::,s~d~,~fü; ~; 
Para uná función continuamente diferenciable como Á(x, t); -~]: p¡:¡':ii~~'\'.érih~no 
de la derecha contribuye al valor de la derivada material como :f0 8A/8t dV: El 
último término, puede ser evaluado como un cambio infinitesimal dt del integrando 
al tomar A(x, t) sobre la frontera an de la superficie S. La integral e5 igual a Ja 
suma de A(x, t) multiplicada por el volumen desplazado por las partículas situadas 
en la frontera de S en el intervalo de tiempo !::,.t. 

Sin.; son las componentes del vector normal unitario exterior a S, el desplazamiento 
de una partícula sobre la frontera es entonces v;dt. El volumen desplazado poi· 
las partículas ocupa un elemento de área dS sobre la frontera S equivalente a 
dV = v;n.; dSdt. Ignorando las cantidades infinitesimales de segundo orden, la 



>"'.: ; 

contribución•de:est~iéÍéITíentri''~,dl /d.t es•;A~;n; 'dSJP~r.Io tanto la contribución 
total se obtiene enton'cés'.ilÚegrando sobre la superficie'.S< 

(1.7) 

Como e~. Ja e~ua~iÓ~ ~nte:ri¡;r; s~· tien~ u'na i~te~~llde: ~:~hÚnen. igualacfa a una 
integral de sup'erficie,' se utiliza el ~Teorema de'Gatiss .¡)ara:expresar: la integral de 
superficie como una integral de volumen: .e, :,,·>~?: \'·, "',,. , 
El Teorema de Gauss. afirma que el flujo de un:cainpo;véctÜriÍ1Jiha.cia'.'afuera de 
una superficie cerrada orientada es igual a la.integral'de>fa divergencia del campo 
vectorial sobre el volumen encerrado por la superficiéi;Te~¡Haivelói:idad 'del flujo a 
través de .las fuentes y los sumideros es igual a la,:veli:i'ciidái:L'de flujo ,a tr,avés de .la 
superficie que limita el espacio que se está, co'11si<f,~~~i~.e;¡~,d;':~:r : , ,· 

dl = { AdV 
dt Jn 1

8A· , 1·· ··.·~·.··.· .. · .. ·.· 
-
8 

dV + -
8 

Av;dV, 
n t n x; 
{ (8A 8A , 8vj) 

Jn 7ft + v; 8x; +A 8x; dV, 

f (dA +A8v;)dv. 
Jn dt 8x; 

(1.8) 

1.2 Ecuación de continuidad 

Principio de conservación de la masa 

El principio de conservación de la masa afirma que en el inter,ior de un volumen no 
hay ni creación ni destrucción de masa, en caso de haberlo es consecuencia de un 
flujo a través de la superficie. , . ,, 

La cantidad de masa que cruza un elemento .parcial»de la superficie dS en an 
a) tiempo t es V .n, donde ll representa~ el vectÓr, normal unitario dirigido en )a 
dirección del la velocidad .v. Se considera 'qué'si~.v,.n >O hay salida de masa. En 
caso contrario, si v .n < O entonces. la ma5a• entra. · 
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p(p)ftrv . 

. 

s 
-•,<.e: 

Figura 1.1: Flujo de masa a través de dS. 

El incremento de masa sufrido por unidad de tiempo en un elemento parcial del 
volumen en la region n es 

~m = 8p dV. 
~t 8t 

La igualdad entre el incremento de masa del volumen en n y la masa que entra en 
la superficie de an se escribe como 

k 8J: dV = - len (pv. n) dS. (1.9) 

Sea F un campo vectorial suave definido en n. A a partir del Teorema de Gauss o 
también conocido como teorema de la divergencia se tiene entonces que 

· f div(F) dV = f (F .n) dS. ln lan 

Por (1.9) y el :r~6~e'.~~;de_Gau~s con F= pv, se tiene 

~:·~::./:;l~·t,·~''.-;'.,ifo: (8;;; + div(pv)) dv =o. (1.10) 

La integr3.1 JJ~-dY~ ·rió-_ puede valer siempre cero, ya que significaría que la suma 
total del iricremerito-.de masa en un volumen cualquiera en una región n arbitraria 
es cero; Porio talltÓ la función integrada es la que vale cero 

, 8;;; + div(pv) =O. 

··' .'·: ' . 
Operando algebraicamente sobre esta última ecuación 
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8p . . at. + div(pv) 

por lo tanto ':·!•. 

8p d. ( . ) 
• 8t. + lV {IV ~ + pdiv(v) = O. (1.11) 

A la ecuación (1.11) se le conoce como ecuaci6n de continuidad, dado que la div(v) 
expresa el cambio sufrido por un volumen en unidad de tiempo. Esta sólo será 
inválida si una discontinuidad apareciera en el interior del medio del cual fuera 
saliendo o entrara alguna masa, o en su caso, el fluido de alguna substancia. 

1.3 Esfuerzos 

Las fuerzas que actúan en un medio continuo se clasifican en dos tipos: 

a) Fuerzas de cuerpo o masa, las cuales están distribuidas en todo el medio. Por 
ejemplo, Ja fuerza gravitacional y la fuerza electromagnética. 

b) Fuerzas de superficie que actúan sólo sobre la superficie del medio (fuerza local). 
Por ejemplo, la tracción superficial. 

Sea B un material continuo que está en la región n en cualquier tiempo t y S una 
superficie cerrada que acota a B. Sea ó.S un pequeño elemento de área parcial de 
la superficie S .. Supongamos que una fuerza F actúa sobre S de manera continua, 
de modo que una pequeña parte de la fuerza total ó.F se aplique en ó.S. Se define 
entonces el esfuerzo sobre un punto p de la superficie como 

donde L::,.S conserva al punto p en su interior. 

En el momento que la fuerza F actúa sobre cualquier punto p de la superficie ó.S 
el área se desvanece en el límite y se obtiene el vector de esfuerzo o tracción que 
representa la fuerza por unidad de área. 
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':'" -· ... - ~ 
-<..-.• -~... • -·'-·' 

donde n denota la dirección de la normal a la superficie 6.S. 

El principio de esfuerzo de Cauchy-Euler dice que en el interior de un continuo 
cerrado S, la tracción que actúa sobre el material es igual a la acción del exterior 
del material. Este principio es válido en un sólido mecánico o un flujo convencional. 

La resultante del vector de esfuerzos se asume que está representada en forma de 
integral sobre la región n (acotado por la superficie an) como 

foxdv. 

La tracción es el conjunto de las fuerzas de superficie que actúan sobre el cuerpo. 
De acuerdo al principio de Cauchy-Euler, las fuerzas que actúan sobre un material 
son 

.. -.·-·, 
F = -r Tº dS + r X dV. 
. .. lan ln 

(1.12) 

- - . 
De la misma forma,. la t~réá sobre el origen está dado por la expresión 

.- . :~~~--; <;"<"-: \· . '.;'.-~·~;y -

L={ rxTºdS+ { rxXdV. 
· lan ln (1.13) 

donde.r, es e(y.~~t6r,,entre el origen y el punto p 

Combina~do3 Jll.S di>s últimas ecuaciones con el balance de las cantidades de movi
miento lineal y mom".nto angular 1 , se tiene 

r Tº dS+ r XdV 
lan ln !fopvdV, 

-,,f r;,,TºdS-Í- f rxXdV 
lan ln :t fo r x pv dV. (1.14) 

Estas dos últimas ecuaciones se conocen como las ecuaciones de movimiento. 

1 De es~os balances-~ ~cri~irá en las siguientes secciones. 
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1.4 Balance de la cantidad de movimiento lineal 

La cantidad de movimiento lineal o momento lineal_ de una partícula p se define 
como el producto de su masa por su velocidad 

p= rnv. 

La masa contenida en la región n al tiempo t es 

m = fo p(X, t) dV. 

El momento lineal de todas las partículas contenidas en n en un instante del tiempo 
tes 

P = J>(X, t)v dV. 

o bien 
P, ;==};, pv¡ dV con i = 1, 2, 3, ... (1.15) 

·- .- -> - n< Y --_ 
Por Ja'. segund8:Jey_de Ne,vtciri y cciirio establece ·Euler para un medio continuo, se 
tiene que el balanée de la_caiitidacLdel movimiento lineal es 

;:b;;:~;.JeeJJrffri~};r~~l_i'ffe:~~~F>~;li~~~Z::~ igual a la fuerza externa F aplicada 

., ':';¡'L\f~:>:_i-.~.:_--'_-_'._. __ ._J_-_dd':Pt ~L F. (1.16) . ': ·,:,~ ~ '. ~.'·. ~ 

Si el ,cuerpo está-sujeto a la tr~cción rr y a las fuerzas de masa por unidad de 
volumen,_,Y¡;, laresultante'de la fuerza es entonces 

:F; = r Tt dS + r X; dV. lan ln 
Transformando la integral de superficie en integral de volumen por medio del Teo
rema de Gauss 

- r (ªª.. ) :F; = Jn 8x~ +X, dV. (1.17) 

donde ª'i representa el tensor de esfuerzo de segundo orden, con i,j = 1, 2, 3. 
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:·~ ',: _, ~- .\· ... , ·~-~:~~;:_~> . .. ~:r.:-::,.i,. 

1,5. saiariC:~id~ fa ¿~~ié:l~~;~~¡·-~l~~nto angular 9 

De ac~erdo. a. hi segunda )ey di; ~e;yt6n,;~~ sabe que 

Igualando esta última ecuación 'con (1.17);· resulta Ja llamada Ecuación euleriana 
de movimiento 

dv; ·au;; ,. 
Pdt = éJx; + -~;. (1.18) 

Nótese que la ecuación de equilibrio es un caso especial de esta ecuac10n °(1.18), 
cuando el conjunto de componentes de la aceleración son iguales a cero. 

1.5 Balance de la cantidad del momento angular 

Se define el vector momento angular L 0 respecto a cualquier punto o de una 
partícula p que se mueve en un plano, como el vector que resulta del producto 
cruz entre Ja posición de la partícula p y su momento lineal. Se considera positivo 
cuando la partícula p se mueve ·en sentido contrario de las manecillas del reloj con 
respecto a o. 

.- ~ -··· ~ -. -:.-e:./' . 

- '::.:·_'\/ ,_.; 

p eS el punto lijo 
--- . ·-· :.. . -

. r: e5·e(iutlio yector··que 
une ni puntédijo o 
con_ unn partícula p 

v .;,. lu vel~ci<la<l <le !u 
punfcula p·· 

Figura 1.2: Momento ·angulat· e!'! ~¡'plano con respecto a una partícula p 
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Otra forma de iriterpr~t~r ~l ~6rnent'b a~gúla~ 'es éom.; él producto de la distancia 
de la posición: de Ja: partícula p al órig,en o, multiplicada por la componente del 
momento lin<c.al p,erpelldiculár~ ~lt ~~~ti:;~ue,,\l'ne a la partícula con o 

¡,,, .· ·;'.• ' >i.º'~ ~'x p~ciV, 
~"-. :i}t:x.-~~ú~~~\.,·.r}\:~~·i.·;;~í} .. . :}t , :'~.< ·~ ::::~: .. ~~,_· - _. -: . 

donde r és el vector 'entre el .;rigen o y p. 

La inte.gr~I 'cielmC.m~nto angular de las partículas sobre el origen en el dominio n 
es entonces 

H= for x pvdV. (1.19) 

El principio ·de balance de Ja cantidad del momento angular establece que 

La razón de cambio del momento angular de un material con respecto al origen 
es igual a la resultante (torca} de las fuerzas externas totales L aplicadas sobre. el 
origen. 

1.6 

dH =L. 
dt 

Conservación de la energía 

.(1.20) 

Salvo que se diga lo contrario, en el presente trabajo se usará la convención de la 
suma de Einstein de índices repetidos, es decir 

3 

Xii = LXi
i=l 

Además se usará la siguiente notación para la derivación parcial, por ejemplo, U,1 
significa la derivada parcial de U con respecto a xi, es decir, U,1 = 8U/8x1. 

La razón de cambio temporal de Ja suma de las energías cinética I< e interna U 
es igual a Ja suma de Ja potencia P de las fuerzas externas más todas las otras 
energías Q que entran o salen del cuerpo, por unidad de tiempo, Valdiviezo (1993). 

:t(I«+ U)= P + Q, '(1.21). 

donde U y P son la energía interna y el trabajo de las fuerzas externas por. unidad 
de tiempo respectivamente. Q es la energía calorífica por unidad de tiempo y es la 
única otra energía que se considera en este capítulo. · · · 
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Se calct;I~ ·explícitamente P, 

p = r X;v_ ;dV + r Uj;njV;dS. ln . JfJn · .. (1.22) 

Aplicando el teorema de la divergencia _en la ecuación ante~ior. se tiene que· 

P =:1 [~:(1"¡i+~;;j:;):+ ;¡¡:wJ'dv. (1.23) 

: . -· :i .. - ·. :·~~~~~·::_:ii.i;~~~~.¿~\~\·~~~.i;~~~.~:K\:~.:{~~;i~r;,;::;.::~{y<~;;:~~:i\.§{.;j·.~.·; --.¡ '.' .-... ~.- ·. · .. ·~. _ 

La primera parte de Ja' ecuación .antedor.: es;·igual a·'pdv;/dt por. el principio del 
balance de Ja cantidad C!e 'mo..:rmi~;..;c;' úil~ífl;cd~·:esta iñ'áriera la' ecuación anterior 

es ahora ..... · ;·;_; 'A~c~i~~ip~~J~:r~·~.~:)'.:: (1.24) 

identificando a la energía cinética por :ultidád de· tiemp() como 

·-.{~·f'.~~%~~:.~( .' (1.25) 

;~:._?,'•,,)-· .'..: ... v'~'-;_Jc.····'::·.. '• 
Para obtene1· la variacton .. temporal de·:1a:.ene1·gía' interna se 
corno la energía interna por·linidai:i' de:rri'asa, esto 'es 

tiene que definir a E 
- . . . ; . . .-.. ·- . -
. - -'. :-~- -,,'. ;.•.:·.·. ... ,, • ., ' "~ •;·: ¿, 

; ; .\1r~·d:·'UJ µs<lv;. 
por lo tanto, el cambio 'de U:'~ó~ ,:;,sp~~toal ti~mpo es 

. . . . ' :'i~;~~)it'~~td~ .. · (1.27) 

Usando las ecüaciories (i·.~4) ;;·(1:25) '°)~ é~Ü~i;¡ó'n d~ .1;;'. co~serv;;_ciÓri 'ú 1i ~nergí~ 
se puede escribii·. como · · · 

·: . . . 

Q=.lCP:~--~·rl:{,).~0;.. ,. ·.· (1.28) 

Supongamos que los procesos que. tie~e·n-;luga·r. son. reversibles,· e_s decir, n~ ·h~y· 
disipación de energía. Si Ses la entropía por.unidad'de masa y,T_es la.temperatura'· 
absoluta entonces se tiene que ... · .. ,,, · 

Q ;,,I~r~~dV,, 
ln . . 

(1.29) 
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Sustituyendo la ectiaci·ó~ {i.28) en' (L20) se obtiene que 

Po• lo que ,; 11.,.¡.Z~!i~~it~~~~~k ~~l] dV ~ O. 
~·-· , , .· ,. ~ .': r '..· , -.. 

(1.30) 

. ··~:ét~:;:~:+-fCI~~·~ ~~r~ º·· . . . .· (1.31) 

dado quen es arbitrario. Esta esla.ecuacióndelaconservación de la energía local. 

Se puede ;.ee~cribí~']i~c~~~ión ('i~al),cl{1a'.~i~~e~~~ iri~~ei-~ ' , •• ' 

P (~~ :~:~~~) =:º6;;/ceú~~ w;;), ci.32) 

(
8E. · ·.a.·s)" 

P -¡¡¡-TTt 

Teniendo la ecuación general para la conservación local de la energía. 

1. 7 Tensores 

l. 7 .1 Tensor de esfuerzos 

(1.33) 

La representación geométrica de los esfuerzos requiere algo más que un vector, ya 
que a través de un punto hay infinitos esfuerzos. Sin embargo es suficiente con 
representar tres elementos de la superficie mutuamente ortogonales, e imponer la 
condición de conservación de masa y cantidad de movimiento que dan la fórmula 
de Cauchy. 
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Para demost~3.~. l~\fó~ri;ul~ de~;·.c~tÍchy para un estado de fue1·zas, se utiliza la 
ecu_ación de, continuidad. (Lll);. identificando las componentes de la velocidad v; 
respecto al tie~po;se t!érié 1·.·y;. · 

. ::··: -··./~:······. ~-z,~·~:,_·~,~;~ hn Tn ds. 

, ' : .:...- '~· '.· ·, ,. .. ;.; '" 
(1.34) 

Para obtener la· ecuación de la c~ntidad de.movimiento lineal es necesario expresar 
a la integral de supe1:ficie (1':34)comó una' integral de volumen. Con este propósitó. 
se aplica la ecuación (1.34) a un pequefio volumen·tetraedral V como lo muestra·: 
la siguiente figura · 

X, 

Figura 1.3: Tetraedro de.volumer1-V:. -Se muestra lá tracción Tn(x) sobre la cara 
inclinada de área r: y el vectoí· normal unitario n. 

,¡' 

Sean la normal exterior a la 2~i-3.'i~clinada del tetraedro de área r:, y que dista h 
del centro Xo. Suponemos que _Tn es Úná 'runé:ión continua de X y que X y dv/dt 
son finitas en v·. Aplicando el teoréma_del ''.alor medió para integrales a (1.34) se 
tiene que 

(1.35) 

donde k está acotado y es [(pdv/dt - X)](8) .para algun (} que está dentro de V. 
Los vectores unitarios e.n las direccion'es de los ejes son i1 y son perpendiculares a 
las otras tres caras del tetraedro con ,vér_tice,x0 , d~nde x¡, i = 1, 2, 3, 4, son puntos 
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•!.f'.'' ··-· ; -

en cada Üna de;Íli5 cÍJ:r~'.de)'.tetraedfo5~En'e) T{',tft~/c{íando h-+ Ü, siendo X e) 
punto'.Jímite'carrespondiente°'deiitefi-a:éciro/se·tiene·t" · 

I ':;:·:,~-:,·~~·~'-,~' ~-::_:,-.,~,---·-·' •• , •• ;;~-__..:--'.,;'-':,:,;: 

~:;;;::;:.::tt;~~111111~~~~~~~:~dón x,. 
(1.36) 

(1.37) 

-_:.• 
-'::: 

(1.38) 

Esta tíltima ecuación' (1.3Sfes la fórmula de Cauchy, lo que significa que la tracción 
puede ser expresada en términos del campo de esfuerzos a;;, tal que Tt = a;;n1 
donde n; es el vector normal unitario en la dirección del eje j. De esta forma 
se ha comprobado que el estado de fuerzas alrededor de cualquier puntó de un 
cuerpo está completamente caracterizado por las nueve componentes del tensor de 
esfuerzo. 

Como una consecuencia de la ley del balance del momento .angular, el tensor de 
esfuerzos es simétrico (a;k = ak;). Como se muestra a continuación. 

Un cuerpo cualquiera que ocupa una región regular n acotada .por an tiene un 
momento angular con respecto al origen de coordenadas en un instante del tiempo 
t . 

Eijk = 

{ 

1, 

O, 

-1, 

si Úk:sori (iítii. ~e~ITÍutación 
par de'i23·:'};;: : ·. · 

'·si ijk háy.d()s índices 
·repetidos .· •·. ·: .<: · '· «" 
si ijk son una permutación 
impar de 123 

(1.39) 

Por convención los subíndices latinos van de 1, 2, 3, salvo que se haga explícito lo 
contrario en este trabajo se considerarán de esa forma. 

Si el cuerpo se sujeta a una tracción Tt y un estado de fuerzas por unidad de 
· volumen }(;, la resultante del momento sobre el ·origen es 
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(1.40) 

Introduciendo la fóí·mulllide.Óau~hy;¡T,:> '5~ui~711'· dentro de la integral, así como 
transformándola: en··uná; integrál'de'.volum'en~por.'inedio del teorema de la diver-
gencia, se. ·t iene·t'.. , :..; ·,': ~~";~ ·,-/=-;L·~~~,7~,}~:-ff.;~ :f·t~Ó';é~· 1Z~::;;:.:-.. :.:.: ~·.:";'r7. );:~ • 

-.,,;· -• -:~-· .•• :~.·, ", ~?.~:.t:~:'/~;"-~H-

' .• '{~/fn+Ff1:y1.~r-7:fn<eijkXj~lk),,dv. (1.41) 

Las leyes de Euler establecen. que_ para_ i:~alquier región n 

:t1ii.~-~i'. (1.42) 

Emluando la derivada rnaterial de 1i; usando 1ás· éi:u'aciones (1.8) y (1.41) se tiene 
- . __ " ·.·-; - ._·:.:. - -.-

fjjkXj :t (pv~) .ta~¡ (e;;kx{f1~k,1!'), ;::;.~,;;i;fi/{~;f2;k,(3;;~1k),1. (1A3) 

como fijk es un tensorantislmét~ico y v;vkessimétrÍco con respecto -a: j, k~· el último' 
término_del·_lado derecho se-puede escribir'cómo'é;j~uj/.;¡7 ei;!:xjúl,;;,,'J>ór'tanto .. · 

•;;»; [ g, c,,.,.i <C,a~; .CP'!;Y,!'z -<\f ,p':: ;J~r.~;o'.~ < cr<• l 
La suma de los términos ~¡ue están ett el corcliete se,hac::en, cero debido'~ la eclJaciÓn 
de movimiento, por 1ci tant-o la ec~ación ante-~iór se 1;e~tic(l, a · ~:- _; ··· . _: 

,- '' -_, -.. ' .. ' ·-::·' . ,. -.. '~:;;~- ,. . 
-~i;ku;z:::~_Ü_>-"·:0"~·"<~:;:._ ,_ ,:_;/·~ "'"··.- ,~:;e<;/,:',.(i.45) 

:<~.: '.,. ' . 
. ,· ·--.·--.-~.' . ' _· .. ·:,' ·.-·:-":· -- :··:.· __ -/~:'-':._.:\· '<~--:: ·,::_;·_ :-..:.:);·.'_~:· 

Como se obsm:va en la ecuación antei;ior; se obtiene que;el tensor,:de;-;,,sfuerzos és 
simétrico, u;k = (;'kf,. comÓ uná. consecue.ncia: de Ja ley.del balancéd~I • momerito 
angular. , _·_ - ·-. ~:··-:·:· <~: _>-·"-:.~,;~.'- :_-,:\:;.:.:.<.'· ;·.:,~.;;~-;~·,:;;<·:··:··:,:-~·~'.!-/_~~:·· .. :->·~;-,;:~~:~~ .. :~·?:_-~ :~-~-"- _. ~-" 

Lns 9 componerites c¡ue esp~cificari el e~tado dee~rd~1"Z~~; ~';;~ci~~/;~r(ar;;~glados en 
forma matricial. _La matriz_ del tensor de' esfuerzo _está dada- por";: . .' · · 
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donde para cada c6rnpo~ente d;; con i,j "." 1,2,3-el prliner-subíndié:e i indica la 
dirección del. esfuerzo mism.o y. el. segundo subíndke-'j señala la. dirección de la 
normal al área _de súperfide. · · 

Se llama esfuerzo normal al co~junto de cOmponentes ·¿,.¡¡ (no s~;s.:u~a); que.repre
senta lá cOmponente normal. del esfuerzo ejercido sobre un elemento ·de superficie· 
paralelo al eje i. El esfuerzo normal se considera positiv6 cuando':i·e.presenta ten-
siones y negativo con la.S compresiones. ·. · ·· ·· · 

Figu'ra 1.-4: Componente normal del esfuerzo T(x 1 ) 

Se conóce como los.esfuerzos tangenciales o cortantes a las componentes u;; donde 
i=faj 

-~---· __ -.·-_-_··._···.nx,) 13 - .·. . 

·~_x, 

Figura:l.5: Componente tangencial del esfuerzo T(xt) 
,_ ' . ' ·.~: . '... -. . ;>. .' :··. -:".' 

Obséi·vese que para el caso Ílus,t~ado en _la Fig.(1.5), .se cumpl~ que 

D.F3 
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: . · _ _.- ·. , ,, . . . . . 
. ' . . .. .. - - . .. ':. . ."· : .. -·. ' ·--1- ·, .. : ' .,. • ' .~ '"" - <' 

Por lo tanto para caracterizar completamente·e1·esttidio de''tensión' i~terna en·un 
material, es suficiente con conocer el conjunto de, las 'compone.rit~s a;j (la acción 
del vector de esfuerzo en cualquier superficie) junto conºéh•ectorriórmal nj', lo cual 
está descrito en la fórmula de Cauchy. ···"'' '''''·· :.,, ·.;,,,.. •.· .,,.,. 

:·_,.~· -.~~- r.:. 
.,.,: 

(1.46) 

El esfuerzo tangencial será positivo cuandÓ esté dirigido en sentido positivo del eje 
correspondiente a su segundo subíndice, de lo contrario será negativo. La regla 
se im·ierte cuando el esfuerzo. normal .de. tensión. está orientado en la dirección 
negativa. 

Como ya se demostró, una consecuencia del balance del momento angular es que los 
esfuerzos tangenciales son simétricos. Esto significa que al cambiar el orden de los 
subindices, el esfuerzo cortante. cambia en dii·ección pero no en magnitud. Como 
las cantidades son las mismas, 1'estilta entonces simétrica Ja matriz de esfuerzos 

La siguiente figura ilustra la simetría de las componentes tangenciales 

X 
J 

X 
1 

Figura 1.6: Simetría de .las componentes tangenciales 
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1. 7 .2 Tensor de deformación 

Sea P una partícula localizada originalmente en las coordenadas (ai, a2 , a3 ), éstas 
se desplazan al lugar Q con coordenadas (xi, x 2 , x 3 ), a causa de una deformación. 
Entonces el vector PQ se conoce como el vector desplazamiento. 

El vector desplazamiento u se define poi· las componentes 

Ui =Xi--~·- (1.47) 

Se puede reconstruir la posición original de un cuerpo por medio de la: deformación, 
si se conoce el desplazamiento para cada partícula que lo compone. 

La deformación puede ser descrita por el campo -de desplazamiento. Sea la variable 
(ai, ·a2 , a 3 ) la posición original de la partícula, y sea (x1 , x 2 , x 3 ) las coordenadas de 
la partícula cuando el cuerpo se deforma. Entonces la deformación del cuerpo se 
conoce si (xi. x 2, x 3 ) están en función de (a1 , a 2 , a3 ) 

(1.48) 

Esta es una transformación o mapeo de (at. a 2, a 3 ) a (xi. x 2, x 3 ), es decir, una 
vecindad se transforma en otra vecindad de manera inyectiva, Le, la función en 
(1.48) es univaluada, continua, y tiene una inversa única Fung (1994). 

En mecánica de medios continuos se asume que la deformación es continua. 

Sea 
ª! = ai(x~,x~,x3). 

para cualquier punto en el cuerpo. 

(1.49) 

Si el vector desplazamiento se isocia coitcacla p,artícula en la posidón origlnai, se 
puede escribir -: __ .. ·.,-,, · ·- _: " · ., -

::·:;= ~::~••u·:::~:~·:~:~:~~f l~~~~~;¡Eo.;i~,m~, 
-"::_:.; 

Consideremos una línea infinitesimal que u~e ai'púntoiP(éi1 ,a2; d3)- con P'(a1 + 
dai, a2 + da2, aa + daa) en una vecindad cercana al punto P. La longitud ds0 de 
PP' esta originalmente dada por - · · · 
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. . 

ds2 =dé+" o : 1. ~ (1.50) 

Cuando P y P' se deforman en los pu~'t;'Q; Q'{~i.;~,xa) y Q'(x1 +dxi, x2+dx2, xa+ 
dxa), respectivamente, Ja longitud ds. de la ruieva línea QQ'. es . : ''.·-,, ·:- ,; ·-~-·,,. .. º' ·~·-- :::-.-·.,." <-· .. ""- .»·:·"'·:. "' .-· '. -. - ·, '. ' . 

·: .. ';i~·-.!~~;·;~~-·;.,\:i,-":-, ::-. : . .:..~~ ·";.'1< 

ds2 = d:i:i ::i:- dx~ + dx~. 

Por las ecuaciones (1.48) y (1.49) se tiene 

Bx· 
dx; ;= aa '.da;, 

.3 

. éJn· 
da; = -

8 
'dx;. 

x; 

Introduciendo la delta de Kronecker ó¡;, que tiene la siguiente propiedad 

se puede escribir 

si· i = j, 
si i ;6 j. 

8x; 8x; 
ds2 = ó;;. dx;dx; = Ó;; Ba¡ Bu.m da¡da,,.. 

(1.51) . 

(1.52) 

La diferencia. entre las longitudes de los elementos se puede conocer después de 
hacer unos cambios en los símbolos de los índices como 

• 2 ªªk ªª". ds- - ds0 =.r5;; - ókn -
8 

. -
8 

dx;dx;. 
:X¡ Xj 

(1.53) 

Se define el tensor de deformación Fung·(1994) · 

e ;j = _21 (o;; ~· Ók; ªa. ~kaáa:;.)· .• 
_X¡ Xj 

(1.54) 

tal que 
c1;2 - d.S~ = ·2et;.d:~:'i~xj. 

El tensor de deformación e;; fue introducido por,Cauchy para cambios infinitesi~ 
males y por Almansi y Hamel para deformacione5 finitas .. Este, se.conoce como el 

.tensor de deformación de Almansi. · · 
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Obviamente el tensor é;; es simétrico, i.e., 

Introduciendo las coordenada.S cartesian~~i r~étangÚlares para el tensor de esfuerzo, 
se tiene el vector del desplazamiento, u con ,c.omponentes 

entonces 

8x;. 8u1 .: 
8a; = 8a; + ó;;, 

8a; - Ó·· - 8u; 
'8X; - 3 ' 8x;.· 

. . . 

Por lo anterior el tensor de 'deformaeión se reduce a 

Por ejemplo 

é12 

(1.55) 

(1.56) 

donde (u, v,w) se consideran como funciones de (a, b, c) que representan la posi
ción de los puntos en el cuerpo sin deformación, i.e., en su configuración original. 
Cuando las componentes del desplazamiento u; sus primeras derivadas son n1uy pe
queñas y las longitudes de los productos de las derivadas parciales de u; se pueden 
despreciar , entonces é;; se reduce al tensor de esfuerzo infinitesimal de Cauchy . 

,. _ ~ (ªUj 8tt;) 
e,, - 2 8x; + ax; . (1.57) 

Para un sistema con coordenadas (xt. x 2 ; x 3 ), tenemos el campo de desplazamiento 
de los vectores como u(xi, x,;, x 3 ), v(xt. x 2 , x 3 ), w(x1 , xi, x 3 ). La matriz del tensor 
de deformación se define como ·· · 
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Analíticamente a primer orden en elgradié~te,de la deformaéióó", ¿;,_da cleformaéión 
está dada por ·· · · · · · ... , · · 

:';'"(•'> ·,; ·~:. ~->: 

(1.58) 

La clase de materiale5 éuyi_s··propiedades'--mecamcas- no dependen de la dirección 
se dice que son3sótropos. ~Las ~eformaciones enu.n. medio isót1:opo ·cl)nsi~teri. en. 
cambios de voltÚnen; p01·"eso se le5 llánia de/Órmacionés volu;;:¡¿ti.:¡ca8:7.,Ta·ntbién 
existen los ,cainbi,os ~n la fórrn'á .sin cambio)ú1. ~i. vo!/ulr~~- :,e;.,:;: ·,;j: }i~::.>t'• . . ::: 

.. ·, __ ,.,_ ·~~ ··::·.~--· -~/-; ., .. 

l. 7 .3 , Ley tensorial de Hooke , . .' :_:;#;i}~f¡.,;{~g~li\~~~?M~~,'';:; .'":· · 
Las relaciones constitutivas de los materiales son relaciones•qt1e.;'sei'obtienen: de· 
la observación y la experimentación con los. mism~s>;;ra1,:es\.;;1,·c1iiio.:de;la•Ley de. 

Hooke. . .· .·· ? ~·J.~~)~~';~f;''.~t~Ú~i~? <> .· • . 
La ley de Hooke es una relación de deformación-e5fuel-zo:i Estií/de5cribe las propie
dades mecánicas de materiales elásticos a niveJJiñeaL.~?;~~-:·{:;tr...1>'-'.~1';))'- · - · · 

Un material se comporta elásticamente cuando.stis:·cieféirmacione~·\ú:in p1'oporcio-
nales a los esfuerzos que los producen. . .. ·. :·;)•':;;:¡': ."'-> •. ·;:,: .:-: . ·· . 

El factor de proporcionalidad que correlaciona: la,~efárrrir~ión con. el esfuerzo· se 
conoce como el módulo elástico. Este depende _del máteria)'que se e5té analizando, 
así como las condiciones de temperatura,' presióri,\etc. a' la que esté sometido dicho 
material. - , .;._: ··· · · 
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En un material que obedece la ley de Hooke, el tensor. de esfuerzo es linealmente 
proporcional al tensor de deformación 

(1.59) 

donde:. 
u;;. esel tensor de esfuerzo. 
E:kt es el 'tensor de deformación. 
C;;kt es el tensor de constantes elásticas. 

C;;kt es un tensor de cuarto orden. Como por convención, los subíndices latinos va 
de 1 a 3 lo que implicaría obtener 34 = 81 componentes. Sin embargo, considerando 
que el tensor de esfuerzos es simétrico, sólo posee 6 cantidades distintas. De igual 
forma el tensor de deformación, al ser también un tensor simétrico de segundo 
orden, tiene 6 componentes linealmente independientes entre sí. De aquí que el 
conjunto de cantidades total a calcular para C;;kt se reduce a 36. Este número se 
simplifica aún más si el tensor de esfuerzo es simétrico, como (u;; = u;;) implica 
que C;;kt = C;;kt, así se encuentra que el total de componentes independientes serán 
sólo 21. 

El tensor C;;kt para un material isótropo es 

A partir del tensor C;;ki. un material isot;opC>;:Se:biractE!r'iz'a''eittonces'por dos 
constantes,\ yµ conocidas como coristantes deLamé (en laHteratüi-a de Ingeniería 
es más común encontrar a la letra' G·en lugar· de µ); Con µ.el módulo de rigidez 
cortante . · · · · 

Asimismo existen otros coeficientes para c'aracterizar· materiales como por ejemplo, 
E que es el módulo de Young, I< es el módulo de compresibilidad y el cociente de 
Poisson v. Todos estos coeficientes pueden obtenerse entre sí, tomando cualquier 
par de ellos, ya que son linealmente independientes. Por ejemplo 

,\ 
2Gv 

1 - 2v' 
,\ 

V 
2(,\ + G)' 

G 
E 

2(1 + v)' 
E 2G(l + v), 
K ,\+ 2G/3. 
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Con estos módulos y los tensores de deformación y esfuerzo se caracteriza la relación 
deformación-esfuerzo en un material elástico. · · 

En resumen, en este capítulo se parte de Ja hipótesis del continuo y se aceptan 
cuatro leyes del balance: masa, momento lineal, momento angular y energía, en su_ 
forma integral como herramientas de la mecánica de medios continuos, as_í como_· 
del concepto de elasticidad en su forma tensorial, por medio de las deform"aciones 
y los esfuerzos en los cuerpos sólidos. 



-z.:r 

Capítulo 2 

Homogeneización asintótica 

Los procesos físicos en medios heterogéneos, con coeficientes variables rápidamente 
oscilantes, cuya solución no es trivial, pueden ser modelados mediante ecuaciones 
diferenciales. Al usar ecuaciones diferenciales, podemos utilizar algún método de 
homogeneización que permita transformar el problema original en otro cuya so
lución es más simple, es decir, cuyos coeficientes no oscilen rápidamente sobre un 
medio globalmente equivalente al dado. A este medio globalmente equivalente se le 
conoce como homogeneizado, y los parámetros que lo caracterizan se llaman coefi
cientes efectivos. Un método es el de homogeneización asintótica. En este capítulo 
se introducirá el método de homogeneización asintótica por medio de un ejemplo 
en una dimensión, Partan (l!l93). 

2.1 Homogeneización 

El método de homogenización asintótica (M.H.A) se_basa en la construcción de 
dos escalas de longitud relacionadas entre sí 

• La primera escala representa la estructurá macroscópica en donde se señala 
la composición física de cierto material en el espacio. Esta estructura asume 
condiciones de periodicidad mecánica, térmica, u otra. Las coordenadas del 
sistema global se denotan por x = (xi, x 2 , x 3 ). La variable (x), también es 
conocida como la variable lenta. 

• La segunda escala representa la microestructura del material. Las coorde
nadas del sistema local se denotan como y = (yi, y 2 , y3 ). Esta variable (y), 
también es conocida como la variable rápida. 
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La relación entre ambas escalas está dada por medio de un parámetro pequeño E, 

que representa el cociente entre la longitud global del sistema L y la longitud local 
l,. de tal forma que l/ L = E << l. En mecánica, este parámetro normalmente se 
asocia con una pequeña perturbación que modifica el movimiento. 

Sea n la región donde se encuentra x. Esta región se descompone en pequeñas cel
das unitarias, generalmente representadas por paralelepípedos, que se distribuyen 
de manera periódica sobre toda la región n. 
Las celdas se denotan por E fji, E y2 , E fj3 , ••• , y se encuentran dentro del sistema de 
coordenadas locales y = x/ E. Considerando a estas celdas simplemente como yi, 
y2 , y 3 ,.,., .cada una y-periódica. La unión de estas celdas da origen a la composición 
macroscópica o global del sistema. 

Considér~e un problema de ecuaciones diferenciales parciales (EDP) en una di
mensión, como por ejemplo 

~ ,}:'} ~ : 

t,, -.<:::.\\:·.--, · • ~:.-~-:·~;·¡ A~u 
.... .,, ...... ,;.: . ·.if.:· 
; ;~ 

f 
o 

en 
en 

n, 
an. (2.1) 

En ~tkS.ec~acio'riE!su; es 1.ma función escalar y A' es un operador diferencial. Este 
problema (2:1). es': uno con condiciones de frontera. 

Pira:'en~51iÚ'iirj~'solrición equivalente de (2.1), por medio del M.H.A así como 
para' cüalqÜier'otro fenómeno físico descrito por ecuaciones diferenciales parciales, 
usando' este ·método;' se propone un desarrollo en series de potencias de e, de la 
siguiente forma · 

y= X/E. (2.2) 

donde las· funciones U 0 , Ui, U 2 son uniformes con respecto a x y son y-periódicas 
en y. 

Se introduce· el desarrollo (2.2) en el problema original (2.1), se utiliza la regla 
de la cadena y se agrupan las ecuaciones resultantes a las distintas potencias del 
parámetro E. De esta forma se llega a que U0 (x, y) = U0 (x), es decir la función U0 

está únicamente en función de la variable global del sistema x. 

La función U1 (x, y) se propone como el producto de dos funciones, cada una 
de estas en relación sólo o de la variable global o de la variable local, es decir, 
U1(x,y) = f(x)g(y), sustituyendo U0 (x) = /(x) en U1(x,y) y siguiendo el análisis 
operacional respectivo de acuerdo al problema que se está considerando, se lle
ga entonces a trabajar solo con la variable local y, es así como se obtienen los 
llamados coeficientes efectivos. Tales coeficientes reproducen de manera equivalen
te el comportamiento o las propiedades del sistema global, i.e., el sistema se ha 
homogeneizado. 
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2.1.1 Un ejemplo unidimensional, la función escalar 

Sea n el dominio del sistema con n s; R 3 y an. su frontera. Sea y1 una celda 
unitaria cualquiera en donde las propiedades del material están determinadas por 
la matriz simétrica constante a;¡(y). 

Sea y= x/E con x = (xi, x 2, x3), es decir, y= (x1/E, x 2/E,x3/E). 

Consideraremos el siguientE'. sistema de ecuaciones 

A'[,I' J en n, 
.. . ·.· .. ::·' U, O. en an. (2.3) 

Sea f una funéión 'd~~·nid~; en 'la'. región n que físicamente puede interpretarse 
como una fuerz'a'extérna/sea U(x) la temperatura (si se piensa en un problema de 
conducción del éalor), y .sea A'~~n~?P~i,~~r elíptico de la forma 

. A'= ~a:~>c~{(~)¡~~-'.3'~1~;-~c~~,., . i,j = 1, 2,3. (2.4) 
• 'l • '•-,- .. , .. · .. -.e':;)•• :?_r¡;.'. • '; • • 

De acuerdo éon el M.H.A:., se ~-r¿pi~~:;¡·¡~~~l~ci·ón de la ecuación (2.3b) como un 
desarrollo en serie de potencia5'tlé~;\!i(él;te cllso hasta segundo orden, aunque la 
contribución a orden mayor que'uno es'IIluy:;'péqueñá; Además se pide la condición 
de que la solución 'U(x; y). sea;úna;Íftinció'ni'de 'clase C 2 . y las funciones U; sean 

Y;-periódicas, es decir ''·'•e i-''-./¡!'?:.?.'.l'.\.f.'. .... '.···•.·•·· .. "·· ·••···· 
;,::~';';:· - - . - -

" _ __ ,.·. "····<· .... _:- . .'~~-~:~t¿~'·~-7)~T;-~~~~~~::_':~:<-~·::, 
U.(x, y) ~ .Uó(x; y) +'.i1l[1(x,y)'+ E2U2(x, y). (2.5) 

·__ :.~ ~ <:: -'._: ~-L~y.:_~-~,!~i~~·:.;u~-;~_,,~~ ::--~:-~-!:j·~:·:~-~i:~l{·~?-~_'.~~::·_0:1~- ._ ·::_:.', 

Desarrollando de igual fomúi.'el operador elíptico,· pero ahora con exponentes de E 

negativos hasta ~~, sé .tiene '(;·,:\' · · ' - · • ,,_, ·"' · · 
:-;,. , :':r··,. -·.- ·e .. ~.,:t, :~}~:.-:.:.~t·"J*-~~~,.:·:~;l .\::_¿:· _, 
-,~ :: . 

A~ ~.E-2At +E:::}A~!t~~A3; (2.6) 

Se puede repre5entú 1¡.:s~IÍ:ÍC::ión de.la. e,cm1ciÓ~ (2.3a) sustituyendo el desarrollo 
de la ecuadón c2:s).:'eíi, el operador.'elíptico' (2 .. 6), derivando' ímplicitamente para 
introducir' la.variable'. local,jra que \e 

au. '' ' au au dy; 
-=-+--8x; 8x; 8y;. dx; 

con dy; -1 --=E 
dx; 
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(2.7) 

::" -~· . 

,':- ·".· (2.8) 

De la serie A•; eltérmir10 ·Áv.éstá."en f~iiciÓn sÓio de, la escala local y, lo,quele 
hereda periodiCidad ... ,; ; ~ .. ,}:,;-,, >"·· · ~ : ,;.:,>,i · · ·. ·, >··,:.:¡ · 

; ·.•' -- ;··~)--f:;'·~":;.i~;[, --·. ·."···,·:>" ~- ,;:· ·-

:;;~~u.e~. y)'==~F,)c ·>~~ la6elda . .Yi '"'7 periódica. 

So di= r;¡~;·i~~~~~i~:t~):f ;·v.:·~~.··~· o. 

donde IY1I de,ii'ota ~l,voltifueri d~ la celda·~nitaria. 
ObservantloÍ~ prib}e~a éé~ació~ ~e,(2.sa). 

===>' 

• U~(~. y) a Uo(x);. 
·, . . . . 

(2.9) 

Es decir, U0 está sólo en función del sistema global x. Sustituyendo U0 (x) en (2.8b) 
se encuentra que .. ' . ' 
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A1U1 + A2Uo O,·· 

A1U1 -A2Uo,··.·.· · .. · .. •· , ,.· .. ··· 
AiUi _ 8a;;(y) 8Uo(x) _ 8aij(y) 8U¡j(x) 

A,u, -4;'.:~;·~~~;¡:~~0J', ~,, . (210) 

Como se observa, A 1 U1 está en funcióríde:las dos variables·:y•y x. :Una forma de 
resolver tal ecuación es utilizar los rriétOdas· de .. s,uperposiéión dé soluciones y de 
separación de variables, dado que el lado derech().dit'(2~10c) tiene esa estructura. 
Se propone la solución de la ecuación como.unéprodui:t'o ·de.fun.ciones que dependen 
de cada una de las variables. · ·•· · ,.:§::i1~+:;;:.<~r·' '. ·: 

.. . U1(x, y) = hi(y)gj(;,):~iJi(x;). . (2.11) 
- . , -'· - . -· .. ::.:·"~, ;,·-.. '·.-.·1:·~>:,~.; .. >r:~·-·, ·:. ··: 

donde U 1 (x;) es la constante de integració.n, í::on,. i,'j fijas. 

Sea· g;(x) .= 8~",,~xl; Esta definición: se válida' por. el hecho de que 9; (x) depende 
sólo de la variable lenta x. Sustituyendo A 1 'Y (2.11) en la ecuación (2.lOc) y 
considerando.eil valor' dado a 9;(x), se 'tiene qu'e: 

·e- aa;;(y) ah;(y)) 9;Cx> 
'8y; ' 8y; 

_ éla;;(Y) ·(x) 
.. ·.:·ay;. 93 

(2.12) 

De (2.12) ~e pasa ei lad~.derecho de:la igualdad al lado izquierdo. Se factoriza 
g;(x),.y por último, se divide todo.entre•g;(x).(dado que es distinto de cero), 
llegando a . .. .. · 

·' 

. A ,:.(··) . ' 8a;;(Y.) 
l'"i y '= ----¡¡¡¡;- en la;. celda 

Esto significa que h;(Y) es periódica por pertenecer a y 1 ; que es 't1·na de las celdas 
del sistema local. · · 

,': ... :· 
El siguiente paso a resolver es el valor de U2 • Tomando ií. x como parámetro en la 
condición de unicidad (2.9) se tiene. ,:. i:.· 

··"<·.· 

----~----------------·-------------------------
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r1\ 1 
fu

1 

(A2U1 + A3Uo) dy =J. (2.14) 

Lo que desarrolládo sigfiifica ·, . 

. l~d:X.(~ªª;Y~y){a:; (h;(Y)a;(x) + Ü 1 (x;)) 

- 8ª8ii<~> 88 .(.li;c:Y>a;<.:ié> . ..;_Ú1(x;>) 
x, YJ . · .· ·· , . ·· 

_ 8aij(y)8U0 (x)) ,;; .. __ ;' ·. (2 .lS) 

ax; , :8.ª/(;~./;~:c f.: < 
Las constantes de integración desa~arecen ·al se::·,derivadas :junto cori el primer 
término. Sustituyendo a;(x) = 8~~~x y factoriza,~clo;~se:obt,iene 

.. -.·; . 
. , 

1 1 8a¡;(y) 8U0 (x)(8.h¡(y. ) ... ):~;:)· + · - ------- ·.·--+1 dy=f. 
IYil 111 8x¡ .· ~x; ·;t•'d?.~Y.~[;k;;f{•¿; .. .i~:.· .. 

Como la matriz a¡;(Y) es consta~te y;dJ~end~,~~1;fde;~. s~ puede re-expresar la 
ecuación anterior como 1 ~ :·. -_:··-._:_(:.·.>~),~.~<· 0~~~_'.(z~;~~~~;~:i.f){t'.~~Í::i~;~:<.:r:;/.-{:_;:> . - . 

. 2-l• ¿ ª 8Úo(x?c.~WKc·~;~;t;;f1;),:), ·•~~=J. 
IYíl 111 _ax;: axy .. . ':·'<" .>av;>; .. · . 

La ecuación (Ú6) ~~q~iér~ ÍirJ~~{~:.';(:' -~~ '' 

(2.16) 

(2.17) 

. . . 

con 
- . 1 ·1· '( .. , :;·:: 8h¡'(y)) 
A;;= -¡y; I a;;(Y) + a;;(y)-8 -.- dy. 

1 111 .,· " y, 
(2.18) 

donde A;; son los coeficientes efectivos que reproducen en forma equivalente las pro
piedades del material global, haciendo que el límite.de la microestructura periódica 
tienda a cero, y converja a la solución del prolJlema dado. Nótese la superposición 
de tres soluciones de otros tantos problemas lo.i:á.les en el segundo término del lado 
derecho de (2.18). 

El operador homogeneizado es 
. . ·--2..:· :·. a2 , 

A=-A··--
'3 8x;8x; · 



2.1 Homogeneización 

De esta forma, se ejemplifica de ma~~ra sen~illa el rriétodci de ho'mogenización , 
asintótica (M.H.A) en una dimensión donde por J:!ledic:i de'laicomposiciónde la 
microestructura, y bajo ciertas hipótesis,· se llega:·a"c:ibser:yar. las':característii::as · 
generales del sistema global. .. · · · · · · · · · · 

En general este método utiliza un desarrollo asintótÍc~ ~n· pote~~ias de" (2.2), este 
se sustituye en el sistema de ecuaciones original ·(2.3).· El resultado de la derivación 
usando regla de la cadena (ya que y = x/i;:) debe agruparse a distintos ordenes 
de e, originando un nuevo sistema de ecuaciones .. Al resolver a cada orden de i;: se 
encuentra que, a orden cero (i;:º), la ecuación U0 está sólo en función de la variable 
global del sistema x, es decir, (U0 (x,y) = U0 (x)). A orden uno (i;: 1) queda en 
relación tanto de la llamada variable rápida y como de la variable lenta x. Se 
propone entonces una solución de tipo producto en términos de cada una de las 
variables, a fin de usar separación de variables o, en su caso, análisis numérico. 
Para obtenerse así los llamados coeficientes efectivos del problema original. 

Existen muchos problemas en mecánica que pueden ser resueltos bajo este método 
de manera favorable. Sin esta técnica, su solución sería muy complicada. 



Capítulo 3 

Piezoelectricidad 

En este capítulo se quiere ejemplificar la respuesta de Ún _material 'pi~~oeléct~lco 
en comparación con un material no piezoeléctrico, como dicha respuesta es algo 
complicada, se ejemplificará ambas respuestas en un modelo en una dimensión, 
Auld (1973). "'' .. 

3.1 Cristales 

El término cristal se aplica a sólidos en los cuales los átomos están alineados por 
medio de algún patrón que se repite en todo el cuerpo Zwick et. al (1992). La 
configuración de los átomos se encuentra por medio de difracción de rayos X. 

El cristal se forma por pilas o montones de pequeños grupos que están similar
mente orientados y regularmente alineados en las tres direcciones espaciales. Estos 
grupos pueden ser acotados por medio de un paralelepípedo. A cada bloque o 
paralelepípedo se le conoce como celda o red cristalina. La elección de un conjunto 
partícular de átomos para formar una celda es arbitraria. 

Las simetrías internas de los cristales se manifiestan en las propiedades físicas· 
macroscópicas del cristal. Dependiendo de los grados de simetría, los cristales 
se clasifican comúnmente en siete sistemas: monoclínico, triclínico, tetragonal, 
trigonal, hexagonal, cúbico y ortorrómbico. 

El sistema hexagonal se distingue por un eje séxtuple de simetría. El eje más 
comúnmente usado es z. Este eje se elige haciendo un paralelo a los .dos éjei;Í 
perpendiculares al plano de simetría. En un cristal no existen simetrías rotacionale.5 
mayores que la séxtuple, tal que pueda dejar el diagrama o. patrón_._del cristal 
invariante mediante una rotación de una vuelta completa 8 = 27r/ri-_con,·.- · · 
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n = 1,2,3,4,5 ó 6. 

En cristalografía, las propiedades elásticas, piezoeléctricas y dieléctricas de un cris
tal están descritas en términos del sistema de coordenadas natural. Tal sistema 
está dado por el cristal mismo. Sin embargo, la determinación de las constantes 
elásticas, piezoeléctricas y dieléctricas en un material piezoeléctrico se caracterizan 
por conocer las constantes fundamentales referidas al sistema rectangular coordi
nado, relativo a los ejes cristalográficos Zwick et. al (1992). 

Los átomos de Jos cristales tienden a conservar el nivel más bajo de energía posible. 
Cuando se deforma un cristal, varía su volumen o forma. Estas variaciones generan 
un aumento de la energía. 

En un sólido isótropo no puede presentarse Ja piezoelectricidad, sin embargo si se 
considera un sólido transversalmente isótropo puede presentarse este fenómeno en 
el eje perpendicular a la isotropía. 

3.2 Dielectricidad 

Los materiales aislantes se conocen como dieléctricos. Por ejemplo, el aislante que 
llena completamente el espacio entre las placas de un condensador. La capacitancia 
aumenta en un cierto factor k que depende de Ja naturaleza del material aislante. 
El factor k es una propiedad del dieléctrico y se llama constante dieléctrica. 

La constante dieléctrica relativa del vacío es Ja unidad, siendo E."o = 8.85*10-12c 2 / Nm2 • 

La capacitancia está dada por 

donde: 
A es el área de las placas. 
d es Ja distancia entre las placas. 
E."o es Ja permitividad del vacío. 

C= E."oA. 
d 

Cuando se aplica un campo eléctrico a un material dieléctrico se induce un momento 
dipolar sobre sus átomos. 

3.3 Piezoelectricidad en una dimensión 

La piezoelectricidad está relacionada en un cuerpo sólido con su microestructura. 
La característica del comportamiento piezoeléctrico de un sólido es la respuesta 



eléctrica a una fuerza mecánica_ apli'Cada; ó la respuesta 
eléctrica. 

.. -.. 

mecánica.¡¡;· ·una fuerza 
'--~~·;·-- ',. ;~ - ' 

/-
El efecto directo piezoeléctrico es un fenómeno lineal que c~n;i~te' ,:¡r;·:·~¡.¡a_·~~larl-
zación eléctrica causada por una deformación mecánica. Este efecto 's~-rri~nifiesta 
cuando hay cargas eléctricas en la superficie de un medio, al .cual ~e le-_'ha',aplicaélo 
una fuerza mecánica que le produjo deformación. - · ·•'~·-: '.\·-·:· 

Para comprender la piezoelectricidad en una dimensión, se anB.JizB.~l ~!'ti~~ d~ 
comportamiento que caracteriza a un sólido piezoeléctrico y a uno-no pieioléctrico 
al aplicarles un campo eléctrico o una fuerza mecánica, Auld (1973). - · -

Consideraremos un sólido cuyo sistema sea eléctricamente neutro, con partículas a 
y b cargadas con iones positivos y negativos. Ambas cargas conectadas por medio 
de un resorte (cuya constante de rigidez es K) que se desplazan a lo lárgo'.-del eje·' 
X, en el cual se encuentra rígidamente fijas y en equilibrio con respecto"al punto' 
fijo x = O. La distancia entre ambas cargas a y b en relación a x = O és la misma_ 
distancia media, pero se encuentran en direcciones contrarias. .,.- .-_ .. 

Las figuras 3.1 y 3.2 ilustran el sistema original en equilibrio en•ambos:sólidos·-
(piezoeléctrico y no piezoeléctrico). "' ."· •' 

•• ------l 
:·.~ - ' -~·,. - .-. •' 

<·----·:·-;:¡~ir~·~-,'"'>. :-.~·:~;.-é, ·-:--'.0_:: -

1-------------(1o 
,, ·y· '~?"' 

• _,,. • -~ :' .. ~~; 0EO~nt.~.ÚO 

Figura 3.1: l\fodelo de un. sÓÚéJo · p¡'.;,,·~~Údi~i~o 
dimensión en ladireécióri :X:'.;.;::~;". ,:,;0:: ;: ,, . 

en estado de equilibrio para una 
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~X 

:; ~,;~l·l~)¡J;i' .. ~ 
. ,·.>:.' :'·.};'· ,• ... ~- > • .. ,'¡:\' ' .. ' 

·~.:,,__·. ~:.~~;:~: ~'·~x:·· ."/i::~;;~~:r~~~·::~;;~<~)~:. · ;~."i~~ .. , ',;(., -: ··J.·" ;:-;(.; ·• 

¡---,,-. ....,.._ -,,-:_,,-, -,-, :'-,--" -,,,-,;:;---.,.:~;~:/~-;-, -, "--->--.," -----•-il 
. · ~ ESTADOl~~~~~PJO .,._, .. 

Figura 3.2: ~I~d~l.; de un s.SÚ<l~ n~ -~i~zo~lé~~rl~o e~· e~tado de equilib~io para ~na 
dimensión en fa dirección X. · · · , · · 

en donde: 
l 0 es la longitud total del sólido en estado de equilibrio. 
la es la longitud en equilibrio de la carga a al punto fijo x = O del sistema; ' 
lb es la longitud en equilibrio de la carga b al punto fijo x =O del sistema. 
l. es la longitud de las cargas al punto fijo en estado de equilibrio. 
l es la longitud de la banda fija que une a las cargas. 

a) Para observar Ja respuesta mecánica en ambos sólidos, se les·aplÍca,la misma 
fuerza mecánica óFm en las ca1·gas a y b, en dirección cada una al puntó de equilibrio 
x = O, como se observa en la siguientes figuras 

f .. .;. ·_r... ······: -

~,_l~ 
-" ~ -

. ·.· ,, 
'.-·_,_¡,-~. :s< !-J-.. ~·-·:'" ;,~.;: . ";. 

Figura 3.3: Modelo de un sÓlido ple~oeléctrico aplicáridole' u~~'.fuerza mecánica 
óFm en una dimensión.· 
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: .~· ¡~--~~ 7;, ---~-~ . 

·'.~;:,~~,;~'.,: .. 
~;~,~--.'.~ ;- ...... ; ~ '- ,:;: •, ;;. :.;:: 

Figura 3.4: .l'viodelo::de\1~ ~óliddno pie~ci°eléctri~'éi'apliciáni:Íole una'. fuerza mecánica 

óFm ·~~_:;un_~_di7~~!~}:jw{·~~~~1t{~·-.• , •..•.. :;¡·~~!:~i~i":;·:,·•.~~-;~~--1~~;~;~~;1~rs1µ:~)¡~f ~-·-'~;~., .... -, ....• 
La respues~~-, ~;~cá~:.r. ····s···.e···d.•e .... fin·e···•.c-om··· º .. e.Lc~.m.·_~.bio·-·· en.1-a lo_n~ .• ~ .• }1 ... d-~~I -siste_n'.ª'_-~s decir, 

.... · ;<··•;}E·"' _(3.1) 

b) 

·>::~ ~;: 

~-,~~¿;->ol;:' ~.!1-~.:";;,~~-~ :.1-i-,._~"' .;,~! J 

; ··~ -..'""':·~··-·;·'.::,~;":f,,V:··i·: ,~'·<:.: /_~:':':'•/>~~:~.} -'._:._;~~~,-;;?~:".'!..~;: :;~;{:' ---::_~¿ -~ -.;:~i¡)J::·~-=-;<:::-~s-·· < •, ';- •• '.,,:.:e'~-::.' -
Figura 3.5: Modelo de un sólido piezoeléctrico aplicándole una· fuerza eléctrica óE 
én una di~e-iísió·n~---··· .: .-, ':,. -·-·- ._, ·· ·_. · · · :-;-;·.>"-tJJ. :·:_;::-i~:·-- t·:•;-::· t:~·-· ,¡ .. ~-~ - · · i - • · • 

-·-·-

·-.,,-~.": ~ í' ·' 

r.;. ••• • .···--, 
! . ~ 

~-··~. 
.:;~.-_.;;~~~ 

L_ _iL:._.:__:_J· :· .•. , 

: C:11 
~~:.;..'.H->~~¡ .·;;~~- :'.,:ú- ._·,:_~,~-~;•. -..... · 

Figura 3.G: Modelo de un sólidó'n~ pi&~6eÍé;:tricJ #úé~ñdo'ie·l'i~~·fuerza eléctrica 
óE en una dimensión. ; ,,,,,,.: . .,··~- ... ,.: ... , e::-- · ..-· .. ·.: .. ::· 

La respuesta eléctrica se define .cómo el .éámbio en el momento eléct~ico dipolar 
(se conoce como dipolo cuando dos cargas están muy.cerca unade otra) P.,._dE:il 
sistema. · -· · · · 

:'· 
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(3.2) 

donde: 
qn son n partículas caÍ·gadas. 
Xn Ja distancia 'que 'se.para' cada carga. 

Se di~~ q~e<~n· ¡:j¡~dlo \i~ estático cuando todas las cargas. permanecen fijas en el 
espació. ~En 'eÍ ~aso"de que se muevan, lo hacen en forma de flujo estacionario, es 
decir, en circuito~ 

De acuerdo con· la ley· de Coulomb 

donde: 
F 1 es la fuerza sobre la carga q1 • 

F2 es la fuerza sobre la carga q2 • 

e12 es el vector unitario en Ja dirección 12. 
r12 es la distancia entre q1 y q2 • 

E"o es la constante dieléctrica relativa del· vacío. 

(3.3) 

El equilibrio se determina evaluando la combinación de los resortes y las fuerzas. 
electrostáticas que actúan en las cargas a yb, e igu~lando estas;fuerzas a ~ero, 
Los resortes sin forzamiento tienen uná fuer~¡;: d~·:rigid~~·coristalÍt·~ r<;~'uya l~'n~tuci 
en este caso es 10 • De acuerdo con la ley de. Hóoke:: · ".. ... · .. · 

fn = K(la - l .}_ 10).~ . (3.4) 

donde: 
J. es la fuerza aplicada sobre Ja carga a. . . . .. .. 
lo es la longitud de Ja fuerza constante deJ.'resorte K'sin aplicación"de:ningún tipo 
de fuerza. . . . • , _ ,·. ... .· . · .·• .. . •. .. 
la es Ja longitud en equilibrio de la carga a al. punto. fijo x .. =. O del sistema. 
les la longitud de la banda fija que.une a Ja5 cargas y Jos,resortes; .. 

Análogamente, para Ja carga b ~~. ~Í~ii~ ':· . ,. . ' :; . 

donde 
Íb es la fuerza aplicada sobré lácarga b. 

(3.5) 
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lb es Ja longitud en equilibrio de )a carga b a) punto fijo X = Ü de) sistema; . 
. - ' . . . . . . 

Si se combinan la acción de las fuerzas electrostáticas y .del r~~orte sobre las cargas 
a y b para un cuerpo no piezoÍéctrico Fig:(3;2fde acúel·do cOn la Ley de Có'ulomb 
(3.3),(3.4) y (3.5) se obtiene que · ·. · ''' ' · ·· · · ·· 

(3.6) 

Considernndo primero un cuerpo sólido no piezoeléctrico dispuesto simétricamente 
Fig.(3.2). Al aplicar un campo eléctrico sobre las cargas a y b, las componentes 
de la fuerza electrostática comprimen los resortes de ambas cargas en la misma 
proporción. 

El equilibrio l. se encuentra tomando a la = lb en (3.6) e igualando (Fa)r ó (Fb)., 
a cero. Una condición adicional que se puede añadir para asegurar la estabilidad 
del sistema es · 

(
8((F.,).,)1.=1•) . >O. 

. Ola la=I• .• 

Esto garantiza la restauración de fuerzas de: cualquier desviación del equHibrio, 
es decir, todo lo que se requiere para obtener··un· estádo de equilibrio es elegir la 
constante del resorte I< adecuada. · 

Si la configuración de equilibrio es simétrlé:a, corii6 5~ obse'rva en' la fig'u~a.' (3'.2), Y 
se mantiene el momento dipolar en equilibrio, resulta que (3.2).es iguala cero. 

(P,,). = -ql. +ql ._ ~l ..f. q/0 ~O. ·. (3.7) 
.. .• 

Por lo tanto el sistema no tiene una póÍ;;,rización ·~léc°iriéa._espontáneá.. 
Consideremos el efecto de aplicar. una fuerza ri1ecánÍca (áFrn). sC>bre un sólido rio 
piezoeléctrico, bajo las mismas consideraciones· usadas, al :aplicar. µna· fuerza.,elec-: 
trostática. Como se obsen·a en la Fig.(3.4), .el rilO\'imiento de. las Cat:gas a· y 'b se 
desplazan en dirección al punto de equilibrio con la misma magnitud o distancia. 

(3.8) 

Por (3.1) y (3.8), la respuesta mecánica es entonci;s 
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óL = -2lólal· (3.9) 

Se observa ·que no h~y re.spue~ta\1éctric~ á'la aplicación de la fuerza mecánica 
óFrn. De acuerdo con (3.2) y (3.8) , .· .. · 

(3.10) 

La fuerza eléctrica óE aplicada a este sistema (material no piezoeléctrico) por 
medio de un campo eléctrico da como resultado una respuesta antisimétrica Fig. 
3.6. Cuando se aplica el campo eléctrico a las cargas a y b, éstas se de~plazan hasta 
que el total de fuerzas en cada carga se balancean nuevamente, es decir 

(Fa):+ qóE,, 
(Fb): + qóE,, 

O, 
o. (3.11) 

Para pequeñas desviaciones en el equilibrio se pueden usar aproximaciones como 

<Áól~·+Bólb:,; '.:...qóE,., 
.::_Ból~ '_l;A.ót,;~,,,,; 2qóE,,. 

Resolviendo el sisteIYla lineal pa'.ra;ól;. y'óÍ,;s·e~~~tfone·qüe 
(3.14) 
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• 7 e .(3.15)' 
...... 

con la condición de que A - E =f O para que el sistema:(3_.14) tenga solución _no 
trivial. · ... 

Como se ilustra en la Fig.(3.6), larespue5ta eléc'tri~~;d~l·i:~erp6 no piezoeléctrico 
está dada por :·.\ ~•f' ~~1:: .i> j-i· ': 

.,,. . <' ,; •.. 

,_. ~'l?i~;;;,;_~6;~~·'.~Wb't#;:~~2:.1;;''.".' ,.¡., ,¡.~ < ·•·(3.{6> 

Mientras que· 1a respue~~~ m~:,~~~~~1~~·;t·· '.'1·:: ."·i· •. i .. 

(3.17) 

En resumen, en un material no piezoeléctrico se observa que no hay respuesta 
mecánica al aplicar una fuerza eléctrica, y no hay respuesta eléctrica al aplicar una 
fuerza mecánica. 

En el caso de un sólido piezoeléctrico, la situación es diferente. Corno se observa en 
las figuras (3.1, 3.3, 3.5), las componentes mecánicas se disponen simétricamente 
pero la distribución de cargas es ahora antisimétrica. El equilibrio es claro, ya que 
si a los dos resortes se les aplica una fuerza de tal forma que se les comprima, 
volverán a estar en simetría por las fuerzas electrostáticas (la = lb = l.). La 
polarización total eléctrica está en equilibrio por {3.2) como 

Pz. -n.1. + ql + ql_ - Rql. 
2q(l - Rl0 ). 

Esta 1íltima ecuación puede o no ser nu_la dependiendo de la elección de R, que 
determina las cargas sobre a y b. Puede entonces darse una polarización espontánea 
en este caso. 

En las figuras (3.3) y (3.5) se observa que al.aplicar una fuerza eléctrica y mecánica, 
ambas son simétricas. Por lo tanto, se obtiene {3.8). En ambos casos, la respuesta 
eléctrica y mecánica del sistema para un material piezoeléctrico es 



donde ambas, óL y óP.,; son dlsti.:it"iis de éero. 

Resumiendo, el cornportárniento d~i'..'modelo piezoeléctrico Fig.(3.1, 3.3, 3.5) se 
puede describir perla siguiente relación ·.· . 

óP., 
óL 

xóE., +; dóJ;~, .· 
!1.óE., + sóFn=. (3.18) 

donde x, d, s, d. son parámetros del sistema. Por· ia .simetría que s.e muestra en las 
figuras de un sólido no piezoeléctrico {3.2;3.4,).6)~ los·:.términos electromecánicos 
se acoplan en la ecuación {3.18) haciendo que tieri.da·a .cero; ' 

Si el modelo se extiende a tres dimensiones 1a:·relabiÓ~'Íírie\i.I i:o~resporide a 

{3.19) 

con i, j = x, y,:::. 

Este modelo es aceptable, aunque debería ser más realista en algunos otros as
pectos. Por ejemplo, al calcular los cambios en la polarización eléctrica de (3.2), 
se generan cambios en la posición de las partículas cargadas, las cuales represen
tan los iones de un sólido. En un material real esto se conoce como polarización 
iónica. Otro efecto importante en que el modelo no resulta realista es la polariza
ción eléctrica, donde los iones en sí mismos empiezan a polarizarse al aplicarles un 
campo eléctrico. Esto puede ser incluido en el modelo para permitir a las cargas 
de los elementos en ambas figuras ser polarizadas, sin embargo esto no cambia la 
relación piezoeléctrica b;ísica (3.19). 



Capítulo 4 

Problema de deformación 
mecánica antiplana_y potencial 
eléctrico acoplado 

En 1953, Fukada observó que el hueso posee propiedades piezoeléctricas aprecia
bles. En 1991, Telega usó el método de homogenización asintótica (MHA) para 
modelar el hueso, sin realizar cálculos numéricos. 

El propósito de este trabajo es encontrar los coeficientes efectivos elásticos, pie
zoeléctricos y dieléctricos de un material reforzado, compuesto de dos elementos 
que constituyen parte del hueso; el primer elemento es la proteína de colágeno que 
ocupa el espacio de la matriz (Hi) representando a la parte orgánica y en el lugar 
de la fibra (H2 ) se encuentra la hidroxiapatita que representa la parte inorgánica. 

Para encontrar las propiedades efectivas hay que resolver los llamados problemas 
locales sobre la celda periódica, para ello nos basamos en el MHA, las funciones 
doblemente periódicas o elípticas de \Veierstrass para un arreglo hexagonal cuyos 
períodos son w 1 = (1, O) y w2 = (cosµ, senµ) con µ = 7r/3 y las relaciones lineales 
piezoeléctricas. El problema se desacopla en dos, uno de deformación mecánica 
plana y otro de deformación mecánica anti plana con el potencial eléctrico acoplado; 
es con este segundo grupo de problemas con el que se trabaja. 

Por último se realizan cálculos numéricos para comparar los resultados analíticos 
encontrados al resolver los distintos problemas locales antiplanos. Esto sirve para 
corroborar que los resultados analíticos de los diferentes problemas locales y su 
integración numérica generen el mismo resultado. 
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4.1 Características generales del hueso 

Los huesos responden a las fuerzas aplicadas sobre su superficie siguiendo un patrón 
característico. Inicialmente, la respuesta del hueso es elástica y depende de su 
rigidez. La deformación que se produce es temporal y se mantiene sólo durante el 
tiempo de aplicación de la fuerza. Al eliminar la fuerza, el hueso recupera su forma 
original. Si aumentamos la fuerza, el hueso entra en una fase plástica, y aunque se 
recupera parcialmente, queda deformado. Cuando la fuerza aplicada es superior a 
la resistencia del tejido se produce la fractura, Serrano (1998?). Las fuerzas que 
pueden actuar sobre el tejido óseo son de tres tipos: tensión, compresión y torsión. 

La matriz ósea es la responsable de las propiedades biomecánicas del hueso. Las 
fibras colágenos le proporcionan flexibilidad y resistencia a la tensión, mientras que 
las sales minerales le confieren dureza, rigidez y resistencia a la compresión. 

lMás de un 993 de la masa ósea se halla mineralizada, por lo que posee un compo
nente org1inico y otro inorgánico. El componente orgánico se halla integrado por 
colágeno tipo !, en proporción de 85% a 90% y una pequeña proporción por otras 
proteínas, de 10% a 15%. 

La componente inorgánica de la matriz ósea está constituida en su mayor parte por 
fosfato dlcico en forma de cristales de hidroxiapatita (HAP) cuya fórmula química 
es Cn1o(PO.)o(OH),. 

El tejido óseo es considerado en ciencia de materiales un composite, lo cual sig
nifica que es un material polimérico, reforzado, con una o más fases orgánicas o 
inorgánicas (Ashby, &: Janes, 1993). Se trata principalmente de dos fases: las fibri
llas de colágeno y el carbonato de hidroxiapatita (CHAp) (Ozin, et al. 1997). Esta 
última fase (mine1·al e inorgánica), que se encuentra en forma cristalina, es cerca 
del 70% del peso seco total del tejido óseo, y su estructura cristalina no es conocida 
con todo detalle. Se sabe que ésta pertenece al tipo estructural de las apatitas, con 
simetría hexagonal. Dentro de las apatitas, es la hidroxiapatita Ca5 (P04 ) 3 0H, 
en la que se basan generalmente los estudios de síntesis y diseño de materiales 
(Mann,S. 1993, l\'lerry, J.C., et al. 1998), Heredia (2000). 

Un material composite es un material multicomponente, es decir, generalmente 
compuesto de fibras reforzadas o mezclas de cerámicas y polímeros con propiedades 
biológicas. Las propiedades de los materiales composites pueden ser muy variadas, 
pero en forma general, se pueden enunciar (Ozin, et al 1!)97): 
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• Contienen dos o más fases distintas, pero estrechamente relacionadas. Estas 
pueden ser continuas o discontinuas. 

• Estas fases están relacionadas por mecanismos de adhesión en la interfase de 
una o más fases. , -

• Las propiedades del material composit~- son distintas de los materiales que 
componen cada fase. 

El conocimiento de los componentes totales del tejido óseo es importante desde 
la perspectiva de la toxicología médica, a fin de poder sintetizar un material lo 
más parecido al tejido óseo, y que no genere rechazo al implantarse. Al hablar 
de materiales para restitución de partes óseas, se está indirectamente hablando de 
la sustitución mecánica, sin oh·idar la porción correspondiente fisiológica, Heredia 
(2000). 

4.2 l\llétodo de homogeneización asintótica para 
el caso piezoeléctrico 

El i\·fHA se basa en dos escalas de desarrollo asintótico, mediante las cuales se 
analiza las propiedades macroscópicas y microscópicas de un medio heterogéneo. 
Desde el punto de vista matemático, este método garantiza la solución del problema 
original por medio del supuesto de que una microestructura periódica converge a la 
solución del problema homogeneizado, cuando dicha microestructura tiende a cero, 
Sabina, et.al (2001). Para ello, se requiere Ja solución de los llamados problemas 
locales P.,L, pL (p, q = 1, 2, 3), en donde se encuentran las propiedades efectivas de 
la estructura del sistema. Este método aporta expresiones analíticas que después 
son fáciles de computarizar y analizar. 

Se tiene entonces un arreglo hexagonal, doblemente periódico, cuyos períodos son 
w 1 = (1, O) y w 2 = (cos µ, sen µ) con µ = 7r /3. Como se muestra en la Fig. ( 4.1), 
cada celda H se encuentra en el plano local (Y1Y2), i.e. en términos de la va!"iable 
rápida y tal que H = H 1 U H 2 y H 1 n H 2 = 0. El dominio H 1 está ocupado por 
la matriz y H 2 es su complemento, el cual es un círculo de radio R y centro en el 
origen O. 

Tanto matriz como fibra se supondrán con propiedades de simetría 622, además el 
contacto entre ambas regiones es continuo. ' ' 

Los ejes de simetría Ox3 coinciden con la dirección de las fibras, las cuales están 
periódicamente distribuidas en dirección paralela al_ eje _Ox1 , y en ángulo 7r/3, es 
decir, en arreglo hexagonal. · , ·-' ' - . , -· · · · · · · .. 
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Se tiene· un arreglo hexagonal periódico de· la siguiente forma 

L LONOl'MJD Ct.08.\L 
1 LCNOITUtl t.OCAL ~-., ··:S~~- .:t·'· 

H2 FIBRA . - ··:.,,-~>' 

:,H .. CEt.DA 
·' µ. n:/J 
-~R · .. - RA010·'. .. 

'. '." .. 

Sea r el contacto entre la matriz y la fibra;' El é:ociiente :ent;e·1a.·iongÍtud 'de. Já.. 
escala local l y la longitud de la escala global del siste~a L se· rep_resenta.corrio E 

(€ = l/L), cuyo parámetro es muy pequeño (e<< 1). · 

Las oscilaciones rápidas de las propiedades del material, él desplá:Í!:ami~nto, etc. se 
asumen que dependen de dos variables espaciales X e y= 'xje, conoCidas como la 
\·ariable lenta y rápida respectivamente. · . . · 

Recuérdese que por com·ención, los índices latinos i, j, k, l, etc. van de 1 a 3 mien
tras que los griegos van de 1 a 2. En este trabajo se usarán los supraíndices (1) y 
(2) para denotar si se habla de la matriz o de la fibra respectivamente, con la letra 
griega T. 

Como se utiliza el MHA, que trabaja en los problemas locales pqL y pL, cuando 
se antepone pq ó p a alguna componente indica que se está haciendo referencia a 



4.2 Método de homogeneización asintótica para el caso 
piezoeléctrico 47. 

esa componente del problema pq ó p respectivo, por ejemplo, 23 u es: el. tensor· de·· 
esfuerzo del problema antiplano 23. 

Las relaciones constitutivas de un material piezoeléctrico están dadas según lkeda 
(1990) por la siguiente relación lineal. 

Uij 

D; 
C;~ktEkt..:.,; e~;/Ék, 
e;ktEkt + é¡kEk. (4.1) 

Los exponentes E y é denotan que se ~stá haciendo la medición de la base mediante 
dichos exponentes constantes, los cuales atribuyen alguna característica física. 

Cada componente en la ecuación (4.1) significa: u;; es el tensor de esfuerzo de 
segundo orden, C;ikl el tensor de elasticidad de cuarto orden, Ekl es el t'ensor de. 
deformación de segundo orden, ekij es el tensor piezoeléctrico de terc~r orden, ."ik: 

el tensor dieléctrico de segundo orden, Ek es el vector del campo .eléctrico, y por 
último D; es el vector de desplazamiento eléctrico. · · · · 

.;'·' 

Las componentes del tensor de deformación y el vector de desplazamiento u; están'· 
relacionados por 

é;; = ~.(aªu.'. + ªau;).· ...• 
- · X1 Xi 

Las propiedades. del n1ateriÍll satisfacéri' l~ sigÚl~ntes' simefríás 
·_ ~ _·~··;·» ·:- ··:: ~-.:::.l;C'.\ ,\. -.:".·'·;·'.~.:-.:"~:":,: .: .. : .. : . . : 

t',-:;~-- -~·~f{:: ·.· .(:>'::·:~~;; ~· ~-,·,: ·,¿·~«:';·· 

C¡;~1 ~}j;ikl =:=. q~~~~::,:.·_ ~k-Ú\~~-e~j-~_,· ::-~-~¡;'.=·~ji· 
' .. ..· ··,-·¿ 

_,,· 

Las ecuaciones que gobiernan un ni~di~'.pieioeléetrl.:io ~tán dadas por 
. . :,: ;'.f'' ::.~!) .,~.,;. ,. .. _, 

donde 

: ··~;;· ~~~Y;:;):~i:?!~;' .~• 
·~~}-"~· .. o, 

X; es la fu~rza de cuerpo ·por unidad de voiumen .. 
cp es el potencial eléctrico. · · 

(4.2) 

(4.3). 

(4.4) 
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U es el desplazamiento mecánico. 
p es la densidad de masa. 

Se propone Ja solución de la ecuación (4.4) como un desarrollo hasta orden lineal de 
E, tanto del desplazamiento mecánico U(x, y) como del potencial eléctrico rp(x, y) 

. U'(x, y) ·'' 
'P<(:-C,':Y> 

E
0 U0 (x, y) + éU1 (x,y), 

"º'Po(x, ;) + .,í'P1 (~,y). 
Dicho desarrollo se sustituye en las ecuaciones que gobiernan un medio piezoeléctrico 
(4.4), en donde se utiliza Ja regla de Ja cadena, ya que y= x/E. El problema queda 
factorizado a distintas potencias de E. Al agrupar los valores a orden cero de E (Eº), 
y al realizarse Jos cálculos correspondientes, se llega a que tanto el desplazamiento 
mecánico U(x, y) como el potencial eléctrico rp(x, y) están sólo en función de Ja 
escala global del sistema x 

Uº(x, y) 
rpº(x,y) 

Uº(x), 
rpº(x). (4.5) 

Asociando ahora los términos a orden uno de E (é) se encuentra que J~ funciones, 
U(x, y) y rp(x, y) están en relación de ambas variables, tanto la variable lenta x 
como Ja variable rápida y, por Jo que se propone ·una solución .tipú ·producto 
para resolverlas 

(4.6) 
- -.. . -

Las funciones pqi\f(y) y pP(y) representan desplazamiento mecánico, mientras que 
pqN(y) y pQ(y) se relacionan con el campo vectorial eléctrico. Nótese que por la 
linealidad de (4.4) y en virtud de los índices pq, por una parte, y el índice p por 
la otra, la solución (4.6)a,b es la superposición de la solución de nueve problemas 
locales de la clase pqL y tres de la clase pL. Nuevamente se sustituye (4.6) en 
la ecuación original (4.4); después de hacer Jos cálculos que se generan de esta 
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:- ,!-. _:, .:<' , 
sustitución en (4.4), se encuentra uno trabajando sólo en Ias.celdás'o escala local 
y, es aquí donde.se obtienen los coeficientes efectivos de la siguiente forma · 

C;;p2 

7!;pq 

epi; 

E;p 

'. '~ ·- ' 

(C;;pq + C;;kt p9111k,t + ek;; p9N,k), 

(eipq + eikl P•''fk,I - Eik pqlV,k), 

(ep;; + C;;kt pPk,t + ekii pQ,k), 

(e;p - e;kt pPk,t + e;k pQ,k)· (4.7) 

4.3 Planteamiento. del problema antiplano pqL 

De acuerdo a las simetrías internas de los cristales, éstas se clasifican comunmente 
en siete sistemas. Para cada uno de estos sistemas se pueden identificar distin
tas matrices, las cuales representan la respuesta experimental de algún sólido que 
pertenezca a ese grupo de simetrías. 

Del grupo de los cristales hexagonales, se eligió la matriz denorriinada'622, ya que 
ejemplifica la piezoelectricidad encontrada de manera experimental -en: el hueso. 
Esta matriz es la más simple en su grupo que caracteriza dicha respuesta encontl-ada 
en los huesos, las siguientes matrices hexagonales que poseen diclto data· dt• ó .e123 •. 
son nuís complejas. :·.:·c.:;k:~;·· . .-, -~_;:~';:-: · -,~·~-
Se tiene que la matriz 622 está conformada de la siguie-nte:foirn~~:: .. - "; ...... _,_, ... , .... 

Cull C1122 Cuaa o 
C2211 C2222 C22aa o 
C3311 Ca322 Caaaa o 

o o o 2C2323 
o o o g.~ ... o o o 

·-.-º o' 'q ;·'.o ' : o - o 

,:!.:~~~1~;,~~¡~~:r;,~t:~~r (4.8) 

o o o 2e123 
o o º- O. 
o o o o-

En donde el cuadrante' superior izquierd-o ~k~resénta I8:'na~te ~Iástica, ei cuadrante 
superior derecho junto con el· cuadrante inferior izquierdo rep'resenta· la respues-. 
ta piezoeléctrica y por lÍltimo el cuadrante inferior.derecho representa a'la parte 
dieléctrica. · · · · ' · . 

De acuerdo a los módulos que están representados en un cristal 622 se tiene.en la 
notación matricial de Voigt 
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k+rn 
k-rn 

l 
o 
o 
o 
O. 
cL 
o 

k-m l O O O 1 O O O 
k+m l O O O 1 O O O 

l nooo¡o oo 

:-g:.· ,-g _:
2f }t:i\2~';.:k~!; -g~ g 

donde cada módulo representa:. ; , ;,:. ,, ,::.; . .:.;,. ¡-;.,:•;.·e·•;¡;,,_,,:;-:.,· .• -.- ..• '· . . , 
k es el módulo de.incompresibilidad plan·ó;siií:extensión' lori'gitudirial. 
p, m son los módulos de rigidez transversal y a.;cial respectivamente. 
les el módulo cruzado. -.,,. ,-. ·¡;;:,, :_,_,.¡.- · 
n es el módulo longitudinal plano sin deformación:<:: ; · 

(4.9) 

s es el coeficiente piezoeléctrico en la dirección. riárrriai' al eje de simetría y l"e)ativo 
a un plano que incluye el eje de simetría~ .;·,· . .-: 
t es el coeficiente dieléctrico en el plano.· ..... " 
u es el coeficiente dieléctrico en el plano ·a:daL ·: .. 

Recordando la relación que constituye unrriáteri11l 'piezoeléctrico (4.1), pero ahora 
escrita de forma matricial sin incluir los. subíndices, '_se tiene 

(4.10) 

El planteámiento del proble.ma p.¡L t?stá dado po~ 

(T) 
p(¡C7i6,6 .O en HT, 

D(T) 
P~, 616, '"º en HT, 

lipqJV/;(T)li o en r, .. · 
lipqNCTlll o en r," 

llpqu~J>n611 -uc1~Hn6. en r, 
- (T) 

llpqD6 n611 -lle~;~lln6 · -. en r, 
(pqll•l;) 'Ü,. 

(pqN) o. (4.11) 
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donde 

(4.12) 

Con n el vector normal unitario exterior a H 2 que ·está sobre 'la' condición de 

.,._,. ' 

para y E i:'· '.:> 
,_ ' ·~· . ~ 

La notación de paréntesis angulares () define el proniedio sc;i~i-~.1,i ~eÍda, esto es 

(F) =: 1~1 • .l[<~~d~;o, <~;; !,/ 
dónde el.área de H.es· 1n1:·· .. ,,"· '·•:\' •/·' 
lvlientras que para los prc¡blem_as lodale~:~L .. ~1-p~l~ntica~Í~nto del problema 
dado por 

.•) 

pu~J.] . O in .HT, ·.··· · 

,;Di}l. O in HT; 

11 pPiT> .11 o ón·r, 
11pQCTJ11 0·'.'ón'r,· 

(T) · ·. ' ¡. (T)' . ·. · . 11 pU¡ó n.s 11 ;•,= '.:...: llé,,;.s [I ~ó __ on.r, 
(T) ., :•:.·• .. •· 'CT)'··:' ,, .. · .. ···. 

está 

11 PDó, n.s 11\ .;== IL~.sp_ ll.11.s :;:,,on I'··•. 
~ .. <,,fi>_,.-~,ap9? iº: ':~:. _ · (4.13) 

El problema pqL se desacopla0 ei:•dº~~ ~{~f.e~~,~~r;:./~~ dér~rmación mecánica plana 
y otro de deformación elástica· il.ntÍplana ~on··j)'oten~iaFeléctrico acoplado. En este 
trabajo se desarrolla la parte elástica ;antlpliuia· con potencial eléctrico acoplado. 
El sistema de deformación plano es• igual ·al tratado en el artículo, Guinovart et. 
al (2001 I). <~ :'.:. .. -, , ... :.. . 
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Para tener la solución completa a los problemas de deformación antiplana se re
quiere resolver 12 problemas locales, seis de ellos con solución no nula, sin embargo 
este número se reduce a cinco debido a las relaciones universales que existe entre 
~~ . 

,/ 

Los problemas locales a resolver son cuatro: 31 L, 23 L, 2L, .1L .. Como. la solución 
de estos es· análoga, se describirá sólo uno de ellos, para los demás se escribirá el 
resultado solamente para las expresiones analíticas y con ellas se realizará además 
un análisis numérico para comparar los resultados obtenidos·. en cada· problema. 

Calculando los coeficientes efectivos (4.7) para los distintos problemas planos y 
antiplanos ppL, pqL, y pL se obtiene 

k kv+ (k(nAI1,1 + uk/2,2)) 
kv+ ('f:(22M1,1 + 22.IV/2,2)), 

[ lv + (l(11M1,1+11M2,2)) 
lv + (l(22M1,1 + 22M2,2)) 
lv + (k(aaM1,1 + 33AI2,2)), 

ñ nv + (l(33M1,1 + 33]\!/2,2)), 
P Pv + (p 13JW3,1 + s laN,1) 

Pv + (p 23JW3,2 + s 23N,2), 
iñ mv + (m(uk/1,1 - nlV/2,2)) 

mv - (m(22ilI1,1 - 22.Ñ/2,2)) 
m,, + (m(12.IVl1,2 + i2JW2,1)), 

;¡ qv + (q(uM1,1 + uM2,2)) 
qv + (q(22i'vl1,1 + 221\112;2)) 

qv + (k(aP1,1 + 3?2,2)), 
r Tv +.(qCa:iÚ1,1 +: 33JV/2,2)) 

r~ + (l(aP1,1 +aP2,2)), . 
S ·sv f (S ·_ -~-~kf~:¡:~i. t~<¡.~·-N,.~}·. 

sv +'(s 2iil'l3,2:'-'-: t;·2~N,2) 
• '.'."' ,,fv t,<v.:~f.>3,{;;ts.· i9,1r .. 
· s~ -f (p '. 2P3,2 + s 2Q,2k 

.f tv ,....·(s :1P~,i C::J .1Q,1) · 
tv ...:...(s "i!P3,ii:.:..:t:2Q,2),. 

Ü Uv - (q(3P1,1 + 3P2,~)). 

(4.14) 

(4.15) 
(4.16) 

(4.17) 

(4.18) 

. (4.19) 

(4.20) 

(4.21) 

(4.22) 
(4.23) 
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. . 

El subíndice v del primer término en cada una de las eé:~aciones (4.t4-4.23)"deríota 
el promedio aritmético de Voigt, éste tiene la siguiente propiedad · 

donde la fracción de área ocupada por la matriz y la' fibra en la5 regiones H 1 y H 2 

está dada por Vi y V,, respectivamente. Se tiene entonces que Vi + V2 = 1, lo cual 
implica que V2 = -;rR2/sin µ. 

Si se combinan las propiedades efectivas de (4.14-4.23) unas con otras, se llega a 
las conocidas relaciones u11iversales de Schulgasser (1992), con estas a partir del 
conocimiento de algunos de los coeficientes efectivos, se pueden encontrar otros. 
Además que ofrecen una solución general, dado que no dependen de la solución de 
los problemas locales, como se observa a continuación, Sabina et. al (2001 TI) 

(4.24) 

4.3.1 Problema de deformación mecáD.ica, antiplana y po-
tencial eléctrico acoplado 23L 

Por simplicidad se omitirá el prefijo (23) de cada·vá~iable en el enten9ido que se 
está trabajando en los problemas 23-_locales. · '' 

El tensor de esfuerzo a 13, a 23 y el desplazamiento.eléctrico D 1 , D 2 están dados de 
acuerdo a la ecuación (4.12) por 

·. af[l 
aáJ> = 
DfrJ 

D~TJ : (4.25) 

Reemplazando los valores no ·nulos de la matriz 622, en la ecuación anterior 

af[l = (p(TJiW3,1 - S(TJl"V;2), 

aáJl = (P(TJLW3,2 + S(TJN,i), 

D1 = (scT¡1W3,2 - tcT¡1"V;1), 

D2 = -(S(T)ÑÍ3,1 + l(T)N,1), (4.26) 
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Sustituyendo (4.26) en (4.ll)a, b, e, f, g, h. 

0"31,1 + 0"23,2 o en HT, 

D1,1 + D2,2 o en HT, 

llua1n1 + u2an2ll = -11cff:l2lln2 en r, 
llD1n1 + D2n2ll :. = -llef;Jlln1 en r, 

· (ivla)·. (N) =O. (4.27) 

Si se sustituye los valores del.tensor de esfuerzo y el desplazamiento eléctrico dados 
en {4.26) en Ja ecuación (4:27)a,b se encuentra la ecuación ·de Laplace para el 
desplazamiento ivl3• y el potencial eléctrico N tal que · · · · · ·. · 

p.C:,.Jvf 3 o 
-tt::,.N O 

Bajo las consideraciones anteriores se reformula el problenÍ;;_ planteado en (4.11) 
para 23L como 

· . .C:,.;W3 O en HT, 
. .. t::,.N . .;,,o; en [7T, 

... ,'··'' ~;,í~~rn;·;',~~·.:~.· '..,:·:~.. · .. ~:· .. · .. 
11 (plvla,1 ~ sN,2)n1+ (pM3,2.:+;s_;V,i)n:ill :;;;;:: .~ 1(.P; 11 n2 . en r, 
11 (sMa,2 - tN,1)n1 - (sivf3,1+tN;2)n;11 - ~ iisT ll.n1 , en' r, 

, . . . . .. . ;. (i\1°3)' "7-: .·O, . 

(N) O. (4.28) 

La paridad de las funcione~ se obÚeite iacilrrient~ si se observa el ladc:(derech~ de 
(4.28e,f) en donde Jvf;J,1 es ,impar; ;W3 ,2 es par, N,1 es par,· N,2 es irripar, por JO 
tanto la función iW3 es impar y ;Ves par. · . .·.,. · :· 

Se propone a las funciones para el desplazamiento mecánico:.·1v1JT.J ·y el ··campo 
vectorial eléctrico JV(Tl como Ja parte real.e imaginaria''de las series f 1 (z);'h(z), 
91(=» 92(z) · 

Má1¡ - Im(Az + fi(z)), 
N(tJ Re(Bz + g 1 (z)), 
Má2¡ Im(h(z)); 
¡V(2) = Re(g2(z)). {4.29) 
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Donde las series_f1(z),91(;),h(::),~2(l:)son, ,, 
. -, ' ·- ·. " - \• 

00 o 

¿ckz1.:, 
k=l 
00 o 

Edk::k .. 
k=l·' 
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El supraíndice o en la suma significa que va recorriéndose sobre los números im
pares. Las constantes ak, bk. ck, dk son reales e indeterminadas, sin embargo se 
encontrarán resolviendo cuatro sistemas infinitos. Los valores A, B de 1v/J1> y 1V<1> 
son constantes que se determinarán por medio de la función zeta de vVeierstrass. 

Las series f,(::), 9 1(::) tienen las derivadas de la función zeta de vVeierstrass((z), 
se sabe que esta función tiene un polo simple en el origen y es cuasiperiódica (ver 
Apéndice A), se introduce el (k - 1)! en el denominador por conveniencia en los 
cálculos. 

Las series f 2 (::.),92 (::.) están expresadas como series de Taylor ya que se considei·an 
analíticas en todo el plano. 

Para determinar el valor de .-! que se encuentra en el caso 'del desplaz¡,_miento 
mecánico ,wJ1>, se usa la cuasi periodicidad de la ((z) de vVeiertrass,. (("-+: w 0 ) - _ 

((z) = ó0 , para este problema hexagonal ó1 = -¡r/senµ y ó2 = ,ó1e;;i": -

A!J1\:::-+ e;'').- ,wJ1>(::) =o, , . 
Tm (.-1eii• +a¡(((::+~;'')) - ((~)) :'; 9? 

-_ •' -----~---

.-!senµ+ ( a1 se:µs~~(:::~~) ;=:O __ 
·: ': :.~· =

~-\ == a¡-¡r/sen¡i. 
,- .. --;· .,· 

(4.30) 

análogamente usando el potenci;,.l _elé~trico N<1> pára ci~~'erminar B se tiene -

B"=: -_b17r/sen(/,.); ·- '(4.31) 



Problema de deformación mecánica antiplana y potencial 
56 eléctrico acoplado 

Al estar determinados A y B se puede demostrar que la propuesta de solución es 
armónica y doblemente periódica. 

MCl)(z) = Im { a 1 (((z;--1r~z)(~ijL)+1;
0

a~(;~=¿ 1 } • 

;:~:· ~~;:;1~Í~~~i~}tJt{~ji~f J;~}bl•poriodiddad 
sobre todo el plario compléjo (veyiAiJéndi6e:'A:)'y desarrollando a:z en sU forma 
Z =X+ iy. , .·. >• ':;:; • ''·t: '(:'./'e?;< "'e';•'..,,''' , " ' 

,;;~> 

+ L(-l)~(k)!(z ~.~.n.~)ck,~11) · ·:·~~ ~:: 
, ni.~.·- ~-... :··::.~~.:~.·;~j~:-~~·::·:~t:~~tf~~:.~t:~~-?:~;{;'.·.:\~:~r:.~:,;~::~:'/~~t:>. , -. . _ .·: .. ·· · ·.' 

Sacando la primera y segunda derivada'"córi',fospeé:to' a la variab.Ie x yla variable 
y se encuentra que la segunda derivaaa"'d¿-N;c~>~~bnre5pecto'.a'cadá variable está. 

a2N(tl 



Y::);~, 

por lo'ta.nto J\rCll es armónica ya que ó.iVC1l =O. 

Análogamente sucede con ,u<1J. 

,,;• 
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La demostración de Ja doble periodicidad se observa facilmente, por ejemplo para 
el primer componente de N<1> se tiene que , b1 (({z) - 7r(z)/senµ) = O, puesto 
que 7r(z)/senµ = o1 es un periodo de la zeta de vVeierstrass ({z) y para la suma 
infinita que parte de k = 3 corriendo sobre Jos impares, solo es necesario recordar 
la relación p(z) = -(' (z), como p(z) es una función doblemente periódica, resulta 
entonces que la función iVC 1l es doblemente periódica. De igual forma sucede con 
j\if(l). 

Por lo tanto se tiene que la propuesta de solución es una base completa de funciones 
armónicas y doblemente periódicas. 

Sustituyendo (4.29) en {4.28)e,f el tensor de esfuerzo de la matriz y de la fibra 
resulta 

P1 (rrn(A~+ f1(zJ)),
1 

- s~.(~~(B::.f-01(;))) ,
2 

P1 ( Tn;(f{ (::)) ~ ;1 (fü{9; (_;;t)f 
rm(ptf;(::)+s1'a~C•)):,·······. ·. . 

P2 (rmc12(::)))' .. ~ :s~{R~c.b~(';)>) · .. 
. . . . ' ..• 1 .. ,: t",:.::.' ,~: ,'-.: : .. )~:..,.<":··.: ,2 

P2(rm(J~(::Jl)- si(~(a~(z)i)) 'e 
·. Tm (ii~f~C~)'.f- ~~~~(~) r.º' ~::. ' . ' 

' ' . .' " . ,.· : . . . . · ... ~·: '• 

La diferencia entre ambos tensores est.á'd~d~:por•;-,," 
:.;: . . ;·:, 

(1) c2J I ( ·¡' ( ):' . ' :', (, ) . f' ( ) , ( )) 0'31 - U31. =: m P1 1 . . -= ~:: s,1!71 z :-:: P2 2 z - S2!72 z . 
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Análogamente se realizan los cálculos para los -tensores de deformación a~~>, el 
desplazamiento eléctrico DfTl y váTl -

a~~) - a~~l P'.t,A.t,sí)l:t.Re(p1f{(z) ,+ St!Jt(~)-" P2Í~(z)- s2g;(z)). 

vl1> - D[2> s1X·_..·t~J3 f R,e'(~1f{ (z). "C" t~gi(f)-_;~~2Í~(z) + t2g; (z)) . 

. D~'··~ D~I: ;j~;@~(:i~t~i!i~~~.~~.í~)~\, •·· · .. 
De la condición de-continúidad llM3!1.= OY.,ll.l\'11 '='O (4;28)c;d entre ambas regiones 

~~~:,~~:.·:~.'i:.:!l~~!¡~{{~~~m~f 'iY~f ¡\~.·m.·;.• ... · .. · . 
H'(z) == pif{(z) + sig((z) - P2Í~(z) - s2g~(z). 

Siguiendo con el análisis de las condiciones de interface entre. ambas regiones en el 
planteamiento del problema (4.28)e se encuentra 

(4.32) 

Considéres·e a H(z) =u+ iv como una función de variabÍe compleja analítica, por 
lo que cumple con las condiciones de Cauchy~Riematrn 

8H 8u . 8v --=--+i--. 
8y¡ 8y¡ -: 8y1' 

(4.33) 

es igual a (Cauchy-Riemann) .. -.'. 
. ·, .~_, , ., ;:. .. ~ 

aH ali :aii.'; --=---·--8y2 ' 8y2 8y2 
(4.34) 

Cambiando ahora a coordenadas 'pofares;:::el,.veci'd~ normal Únitario en 13.·dirección 
1 y el vector normal unitario en la dired::ión 2 ·5e transforman en: n 1 = cos 9 y 
n2 = sen9 respectivamente · '·-- ..::·::- 0 "· ... 

,,l~y~_ ... ·. ;,: '.; 
ni - n'.dff' 

-1 dy1.· -
lfdrj": 
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Transformando ahora a coordenadas.polares _Ia.ec~~ció.n (4.32) se.reescribe como 

éJu c-1 dy¡) éJu ( 1 dy2) ··e·· .. •. .· .. ' .. )·c-1 dy1)· ,. 
éJy¡ RdO - 8y2. RdO .. + p¡A + S¡B + llPll R d8 == o 

' - . -

Como se observa lL está en función de las variables y 11 y2 (u = u(y~, y2)), reagru
pando la ecuación anterior e integrándola con respecto al ángulo 8 (suponiendo que 
u es univalÚada~: es\Íeéir 'd~ O á. 211") se tiene que la parte real de H(z) está dada 
por · 

/u,+ (p!A + s1B + llPll) c;z) =O. (4.35) 

Reescnbie;,do Ja parle real de H(z) es. 
· ... , ..... ,·,· . ·-- -·-

La parte imáginá~ia· de H(z) (v(y1 ; y 2 )) se encuentra. análogamente de la condición 
(4.28)f .. •'"'\J;:•::'\'''.L'~-··;·•,•:•':i'<'c· :'·.·' .••. ·• · ·-.<\;.,.• :. ·· 

·_r~1(p{;1:<=)~'-f;1k:l?r~%J;'¿j)~~~l;~;·c1));'+c~1~4'~t'¡ii+Y1s'lff(~·;!:s .. ~.;º:· ... 
, •;,.:;:·;, -;',·.. '::(. "• • - ~ .. ·,:·;1 r~~:~. <-·~·~ -:.~···,'~··. · ~ :7' · .::/~ .. ·~·~:.- ~? ··"·-~ .:<-~ 

Como las funcion'es /1(z)y g 1(z) tienen.unasi11gula~idad en z·=: o:(polo.simple) .· 
dada por _la ((z) de \Veierfrass_se,_há.ce un desarrollo en" serie dé Laurent 

donde 

.. , CP. s 
- k+p-1 k+p, 

k!/p!(k - p)!, 
"""'13-k-p L..J mn 
rn,n 

para k+p;::-; 3. 

La serie Sk+p es la doble suma sobre los dos periodos w1 y w2 , con /3mn = w1rn+w2 n 
en todo el plano. La serie Sk+p es convergente a partir de k + p 2:: 3,, nótese que 
S 2 = O, los detalles se encuentran en la página 355 del Markushevich (1070). 
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Transformando las funciones f 1 (z), g 1 (z), h(z) , g 2 (z) a coordenadas polares y 
sustituyendo éstas en (4.28)c,d,e,f se obtiene 

E (~n~ ~ ( - ;; + Ao1pR.+E~k7JkpRP) )senpe =o, 

p=~, 'óc º• ' , ¡, .• ~p}'.·,·• :::•· !i1
0 ;.(>. p 

E, dj;R 7 - + Bó1fR''2Jb1<17kpR . senp6 = O, 

. (4.36) 

Como se observa en las ecuaciones anteriorElJ3 s~,h~'riÓ'~~~~i·i~~·;ihfi'itithS multipli~a
das por. las funciones seno y coseno cu~o válor.iila·:-ce;'¡)',-:;estó~ repr¡;s~iita. ento'nces 
una serie dé Fourier nula, cuyos coeficientes son·, éé'i'o. '!Utilizando éste hecho se 
encuentran los valores de cpRP y dpR!'- ,;, ·. '·'' •:{'.;: ;~;ii;:7¡'.;,;- · J:'.:_ -~;,,::·. · 

:: ~~~~!~;~~'!'"' : (437] 

Con estos valores (4.37) sustituyend?:;en,(4;36)~;d.s'e lléga'a un si~tema infinito 

acoplado, de Ja siguiente fonn~ '. :',,'·~;:'.~\.:,f{·.;/~:.i;:\~,0 :: ;:, 

(Pi+ P2) ( ;;,, ) + 11~11 e; );:t:·ll~Úf·Ú~.51~'+;-:E'ii;;~k;RP} 

-ll·ll(:,) +(~~;~lilllf lf r· 
(4.38) 
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Con la resolución de este último sistema se obtienen las constantes reales ak y bk 
con k un natural in1par, con estas se obtiene la solución a la expresión analítica de 
los coeficientes efectivos. 

Del i\.IHA se obtuvieron las expresiones 'de ,las propiedades ~fectivas elásticas y 
piezoélectricas, para el caso 23L, para, una niatriz del grupo hexagonal 622. esto 
resulta ser · \ 

,P Pv'+ (p231'v/3,2 + S23N,1). 
s - s~ +: (s2~iv13,;:... t23N,1>· 
~ ... ,,!· . . . ·' -:;~ ';·~ 

Donde el subíndice v én p~· y Sv deriotá' elpromedÍo aritmético de Voigt . 

(4.30) 

. ·8~ ~ :;~_81 f,'1is~. •· (4.40) 

• • . , : -- •. ,_ 1 ::r··;~:! .. :,,;~ ·•'~ ;[.~,:..,--;:>~'·_:~~:\~~;:-~~- ··'¡~~~~~}.:i-<}t<\:·'.<~' :_;J·;-:i.t>';<';',_ ~ .-~~·-:T\ .. -:·_ ~-)}:,_:· .. · ...... -.-· .. 
Usando el Teorema de 'Green; lá?doble••pe1·1od1c1da:d ·en,'BH1 y la cond1c1on de 
continuidad en: fa interfacé para·e1 'desplazamienfo'se e.rÍcúentra. · , 

(pCTlM3,2).· (: %·.'~1 ;~/á~~~cl~:~~2 ·i~j~kc/:i1~~Ja;~·dy~)'i~~n~. , 
" "~ r:,' \, '.;'.:, •·,~' >,f, •);,"'°\;--.r ":ll!lJ .r_'?-.7_'! ::. ...... ~ ~ •! ,'.'. ,¡; , } 

(fn" 'p(TlM~i1vi'/::-'J:.i-r:~M3dyi)/~enµ·, · ,: 
º"· ... · ~:"·: itfLls:;~rfi1;,;Ii ~,~ .. ;:~ 

se.:i.poseno = ·{. () > si • . ~i; '# 1 ~ 
· .. 1r si p=''l. 

(4.41) 

(4.42) 



Problema de deformación mecánica antiplana y potencial 
62 eléctrico acoplado 

Usando la ortogonalidad del seno en la ecuación (4.42) 

R2 co º 
(¡JCTl Ma,2) = -llPll :.m (A -:- ~~ + L ªk1Jk1) · 

·' . µ.' · .. ::·' k=l 
(4.43) 

Análogamente se resuelve ~ara ~I· proinédio (sCTlN,1 }', p~r~· eÍi este caso se usa la 
ortogonalidad de la función coseno . · . . . . · · . :) · 

(•~>N,.) ~ '._11'.~~:¿~~¡'~i~~~)]{;; ¡',. . (4.44) 

El coeficiente efectivo del,módulo.de:rígidei~transvifrsal:p (4;39)á se .reescribe por 
(4.43)y (4.44) como•· · · ·<•,::~~?';~~J·'~~1'.";''.?,'";¡t;•.; ' ; ,;'. ; ¡ . . .• 

p =Pv;: ~: (11~11~ - llP.11~, + llPll~(¿+,Eak7Jk~)±llsll~{~ :-.~~,.·~~1)). 
' .. ' . . .. ' k7l: ' • ' . k=l.' : '(4:45) 

Al sistema. infinito acoplado ( 4.38) se le confiere el valor a p de p ·"7 1 para po-. 
der despejar·y simplificar términos en (4.45). Después de algunas manipulaciones 
algebraicas queda el coeficiente efectivo p como una expresión sencilla y fácil de 
analizar. En donde sólo queda por dete1·minar el término real a 1 • El misino proce
dimiento se hace para encontrar el coeficiente efectivo piezoeléctrico sel ·cual tiene 
como incógnita al término también real b1 

( 
27ra1 ) p=p¡ 1 +-- ' senµ 

( 
27rb¡ ti) s=s1 1+---. 
senµ s 1 

(4.46) 
' < • > 

Para determinar los valores de a 1 y b1:hay que resolver el sistema infinitoacoplado 
(4.38). Las T/kp se hacen cero cuando la serie Sk+p se anulá.; estosucede· :·cuándo 
k + p no es un múltiplo de seis (6t, con t = 1, 2, 3, ... )... · .. ;.,.: .. .,, ,, .... 

Para resolver el sistema infinito acomplado se descompone·és~~ ·en cúafro sistemas, 
como se observa en la siguiente tabla '·' . · ' ., .. · · · · · 
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Tabla de 1Jkp 

Los valores de T]kp para los cuales se hace cero con t, s = 1, 2, 3, ... 

k\p 1 Gs-3 6s.;... 1· 6s+ 1 

1 O. b ,O 

6t - 3 .O ·;•': o ,O 

6t ~.:1. o o 

6t+ 1 o o o 

Después de algunas manipulaciones algebraicas, desarrollando el sistema infinito 
acoplado (4.38) para los valorns distintos de cero propuestos en la tabla, despejando 
y sustituyendo las distintas relaciones de Jos cuatro sistemas se llega a Ja solución 
del sistema lineal de la forma 

con 

23.Ó. 

R 223.C:.¡/23.C:., 
R223.C:.2/,a.C:., 

/;11 /;121 
1;21' ,l;zi ' 
-' 11.P:Y.ll' fo 
:~ H;s-r 11'' e22' ' 
l;1i} _.11 PT· 11 . 
fo> --' 11 s-i: 11 ' 

(4.47) 

(4.48) 
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el supraíndice T denota el.vector transpuesto, tanto la matriz M(m18 ), como los 
vectores V1(v16 ), V1 (i:í¡,), V2(vn), V2(iin) son de orden infinito, cada vector está com
puesto por dos componentes de la siguiente forma 

V11 

con 

y 

•· ·.'. ·. ·. .· ·.. T 

R 6ª (11 PT ll 111s8-t 11 s:r ll 111 6•-1) , 
.. T 

R6~ (JI s:r U 77~a~=-c-;-UtT ll 111 ~•=-1) , 
= · R6•(tn·PT'u11~:1~i1~{11,'..~{llrya1:11f, 

R 6
t U 11 BT ll 1161'....1 1 ;+;11 t:j 11 '7a1.ci't)' , 

[
-(p1 + P2)óa1:_i~ • .::1 .::..:.a·ra1~~ Ga-t - llsllóa1-16•-t - b i'Gt-16•-t] 
llsTllóa1-1 Gi-i - e i'a1:::1a~_;t <<- (tt'+"t2)óa1-1 Ga-t - d 1"61-1 6a-t 

a 

b 

e = 

d 

e.= 

- oo' .· . . -
- . R12.~R12;· · 
Tot-16.t-1 = L.;_;¿ ..... 776.t~l6i71'.77Gi"!"laa-t 

-':. 

,k;< .:·_.·-' 

: ~-.:; :.i- ,..,::~ ~.: 

[ - (ti+ t2) ILv1-.11'2 +11s~n2 llPT. n ~2v1U s~ 112 ]le; 
[-11 ST 11 3 --:(z>i4:-~2) n ST 1111 tT H -2t2 11 ST 11 llvll] /e, 
[ 11 s.¡; nr jCti},f.t.~j-1t~'.i·,1j11, ~:r n }2P1 ÍI 8, 11 lltllJ/e, 
[(P1:+::p,.)Jl,tT;ll~ ::t;¡¡ s=r .11211 tT ll '.72t:ill ,s.Y. 11

2] /~, 
(pi +ii2)(ti';+:ct;r;t:·11.~:¡.112 . ·· '· > /. 

para t, s = 1, 2,;~' ..... · . 
Así se déterrriirlai( los valores. de a 1 y b1 , estas constantes reales dan la solución 
analítica que faltaba para determinar los coeficientes eíectivos p y s para el pro
blema antiplano 23 L. 

4.3.2 Problema de deformación mecánica antiplana y po
tencial eléctrico acoplado 13L 

La solución del problema local 13 L se resuelve de manera análoga al problema 
desarrollado para 23 L, en este caso los coeficientes eíectivos están dados de la 
forma 
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¡J 

s 

fi 

Pv + (p13.t\f3,1 - s1aN,2), 
Sv + (s13Afa,1 + t1aN,2), 

P1(l - ~a1), 
senµ 

'( 27!" t¡ ) S¡ 1 +---b1 . 
. senµ s1 
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(4.49) 

(4.50) 

Como se observa este probile~·:·~~t3i~l~~~·~por¿ lllS rriisrrias propiedades efectivas 

~~2:~,u~i~n8~el sistema para obt1~~e~~L.~cri~,s~antes re~les a1 y b1 se resuelve de 
manera similar a la exhibida:pará\23L;'.(os,.resú.ltaaos que\se obti.Elnen son 

donde 

13.ó. 

:·.-.. 

e11 . e12 j 
e2r e22 ' 
-llP-rll fo 
-lls-rll e22' 
fo· -llP-rll 
fo - 11s-r11 ' 

-eu Pt + P2 + v;, 11 PT 11 + V[ M-1v2, 
62 V1 11ST11 - Vf J\;t- 1V,, · 
61 Vi 11 sT 11 - vf ;1 .. 1-1v2, 
e22 ti+ t2 +V:. 11 t-r 11 - V[A,1-1v2, 

(4.51) 

(4.52) 

el supraíndice T denota el vector transpuesto, tan:: ·fa.matriz M(m ... ), como los 
vectores V 1 (vi.),V1('üi.), V2(vn), V2 (iin) son de orden in,fiitito, cada vector está com
puesto por dos componentes de la siguiente forma'· 

:. . '• ; . ::¡. 
vb = R 12•(- ll PT ll 1110.-1..,,.ll s.T~ll 7J1a • .::1)., 
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Vti 

con 

y 

a 

b 

e 

d 

-e 
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12 ( )T R • 11 ST 11 7)1 6•-1 - 11 tT 11 7)1 6•-1 , 

(- 11PT11 '761-11 -11ST11 7)61-11)T, 

( 11 S'. 11 7J6t-tl _::, 11 tT 11~61-11 t, 
[ 

.,-(p1 + P2)Óo1-1 6•-1 - a 7'61-16•-1 llsll.561-1 G•-1 - b 1'61-1 6•-1] 
· llsllóa1-16;:,1 -'c}'ai_:1;~~-1 :.: .,(t1 + t2)ó61-1 a.-1 + d i'6t-1 6•-1 

~; -~, é' ~ e·-:-·· 

;·.--·· .::.:-.·.·.'.·.:;,¿.' .. '·:.· .. ·,, , ::~i·;:-:··; 
:.:'·\~~ ·.~;~~~i~::.~c'. ,' '. .... ' • •., 

i'ai...:1 6~..:1 ,;:,,R12• E·R1~'.'7ii1.::1·6i+1'16i+16•-l 
-;.~ :.'·' -~· _- ;.,~-- :· .. Y~:,ir~:~t~-~--~ <(~~¿:\~.~}'.:·?· 1'" 

!. __ -.·,·: 

. -· - _.'._·::·.:>~ ':-.-~-~'..b.1-;,~-,~·:/c_·.:f~_;:~:_·:-¡;~·¿_\-~-;;.~-~--;;-..:-\...::-~·'._> -}- ... :··, - :·_ .. -: 
[Ct1+t2) ll'p-r~.11~;}-.;ll:~M~l,l,:i-r·IÍ2 +2P1ll ST 112 ]/e, · 
[:.. 11ST113 -2t( ilsT lll!'PT,11 +H ST 11 (P1 +p2) 11tT11 ]/e, 
[-11 ST W1 +(t1+t2)11ST1111PTll-2p111ST1111 tT llJ/e, 
(-(p1 + P2) 11 tT 112 ...¡.: 11 ST 11211 tT 11 -2t1 11 ST 112 ] /e, 

(P1 + P2)(t1 + t2)+ 11 ST 112 · 

para t, s = 1, 2, 3, ... 

4.4 Planteamiento del problema pL 

El planteamiento de los problemas p-locales 1 L y 2 L como se mostró anteriormente 
está dado por 

paW O in HT, 

pDgi O in HT, 

11pP;CTJ11 O on r, 
11pQ(TJ11·:=-,'Ó onT; 
'(TÍ"'" ·,·•:·<'""'•:"'1 ... ". (TJ · '. 

11 Pªi6 n6 ll.:=: -.11 epi6 ll n6. on r, 
11 pD1Tln6 IJ . U 4;i 11 n6 on r, 

(pP¡) - i(pQ) ,,,,; O: (4.53) 
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Con el MHA se encontraron los coeficientes efectivos piezoeléctricos y dieléctricos, 
~-n~d. · 

(ep;j + C;;kl pPk,I + ek;; pQ,k), 

(E;p - e;kl pPk,I + Eik pQ,k)· (4.54) 

como la solución i desarrollo son símiles de.los problemas anteriores, sólo se darán 
los res.ultados d.e los coeficientes efectivos que aportan, en este caso son el pie-
zoeléctrico. s·y diéléctrico f :'.·, : 

4.4.1 Problema

0

1LY2L 

Los coeficientes efectivos del. p;obl~Ína local 1 L son 

s. = Sv + {p 1P3,l + s lQ,1), 
t • = tv - (s 1P3,t .,.. t iQ,1). (4;55) 

Desarrollando las eétia¿iones a:ntei·iores' iós coeficientes ~fectl;~~ ~.:ieda~ en' téi·iríinos 
de las constantes reales a 1 y b1 de la siguiente form·a 

- (l _ 271" P1ª1) s=s1 +----, 
senµ s1 .· 

- ( 271" ) t = t1 1 - --b1 . 
senµ 

(4.56) 

Considérese un sistema lineal matricial de la forma Ax = b, donde A es la matriz 
del sistema, x es el vector incógnita y b es el vector solución, se identifica que 
para el caso 1 L la matriz del sistema infinito es la misma que la del problema 23 L, 

·entonces la solución analítica para el problema 1-local es 

donde 

23i::. 

ii::.1 

R21i::.if23i::., 
R21i::.2/23i::., 

/;11 ' /;121 ' 
/;21 '"/;22 L ·:· , i 

'-11 si-'11: fo¡· 
-di t:r_ 11 ' /;22 ' 

(Ú7) 
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1

-61 
{21 

11ST11 ¡ 
11tT11 ' (4.58) 

analogamente para el caso 2 L se obtiene 

s Sv + (p 2Pa,2 + s 2Q,2), 

t - t~ :-' (s 2.Pa:2 -" t · 2Q ,2)'. ··· 
:: .. ,~_!'.~. <·};' :::;,. :~- --

(4.59) 

Simplificando 

- (l . 271" P1á1) s=s1 +----, 
senµ. s1 .· .•· . 

t =ti (1 + 2'1l"bi)> .·. ·.:··:.senµ: .. ,,,. . . . . 
(4.60) 

Se tiene que para el caso 2 L la matriz'Clel sistema infinito ~s la misma que la del 
problema 13 L, sólo cambia el vector incógnita y el vector solución esto es 

'·' ,;¡._;..'i'''' ,.... ···. ·-·. . •' 

donde 

4.5 Resultados 

ª1 . - R22L::.1/iafi..; 
b1 :'.R22l::.2/t3ó., 

13.6. 

',· ... 
, , ' 

~~~· · .. ·-~~ ¡ , ; , 
·•11·.s-r 11· fo 
-, 11 tT 11 ·, {22 ' 
{1i••' 11 ST 11 i 
{2Í - IJ tT 11 

(4.61) 

(4.62) 

Para verificar el álgebra que condujo a las expresiones de las propiedades efectivas: 
para el caso elástico p los problemas 13 L y 23 L; para el caso piezoeléctricos aportado 
por los problemas 13L, 23 L, 1L y 2L, y para el caso dieléctrico tlos problemas locales 
1 L y 2 L, se escribió un programa en l.VIATLAB, para calcular dichos coeficientes de 
manera numérica. Este programa se reproduce en el Apéndice B. 
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Para generar el programa hay que calcular las series infinitas que están involucradas 
con las matrices 13 .ó., y 23 ~, y los vectores solución para cada uno de los distintos 
problemas 23.Ó.¡, 23.Ó.2, en el caso de 23L, 13.Ó.¡, 13.Ó.2, para el problema 31L, 1.ó.1, 1.ó.2 

para el problema local 1 L y por último 2.ó. 1 , 2.ó.2, para 2 L, para ello las series fueron 
truncadas a orden finito, esto no afecta de manera considerable los cálculos ya que 
se utiliza un radio para la fibra R comprendido entre O y .5, lo que se traduce 
en una rápida convergencia de las series, donde los sumandos multiplicados por 
potencias de radio R con términos muy altos tienden a ser muy pequeños y por 
tanto puede despreciarse su contribución. 

En la práctica el truncamiento a orden dos es suficiente para tener una buena 
aproximación a las propiedades efectivas. Esyo simplifica de manern considerable 
los cálculos y los coeficientes a 1 y b 1 son relath·amente sencillos de calcular. 

En el intervalo de la fracción volumétrica O hasta el límite de percolación, la coin
cidencia de las curvas que arroja cada problema es total. 

Los valores que se les asignó tanto a la matriz (colágeno) como a la fibra (hidro
xiapatita) son datos experimentales para la parte elástica, los datos de la parte 
dieléctrica y por último los datos para la parte piezoeléctrica fueron para la matriz 
el colágeno y para la fibra, el hueso mineral, estos fueron tomados del artículo de 
Guzelsu & Demiray, (1D7D). 

Los datos que se utilizaron para fibra son 

t2 (11.15 * 8.854e - 12), con e0 = 8.854 * 10-12 F/m 
P2 (44.5 * le9/2), medido en GPA 
s 2 (l.4833e - 4) medido en C/N 

i'viientras que. los datos para la matriz fueron.· 

t 1 E. kllm 

·p1 = c44m 

s 1 = el4m 

(5 * 8.854e - 12), "º;,,; s'~s54..' íÓ- 12 F/in 
(0.46 * leD/2), medido en GPA 
(O) medido en C/N. 

Cada uno de los problemas aquí estudiados aportan el c~~'fici,~Óte :·er~ctivi:, pie
zoeléctrico, que es una respuesta encontrada en el· hueso .. , En •Ja Figura 4.2 se 
presenta el coeficiente efectivo piezoeléctrico 8 medido en ·c¡N··coritra la fracción 
volumétrica que ocupa la fibra \•2. 

.ESTA TESIS NOS~ 
DE I A Pf:F:»I j··n'TT<'.C 1'. 
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• 

........ !'i 

·' .. · 
•······························· 

D.1 0.2 o.3 o.4 o.s o.a o.7 o.a o.9 
Fraccidn Volumétrica de la fibra 

Figura 4.2: Coeficiente efectivo piezoeléctrico 

Con el símbolo (x) se grafica los resultados del análisis del problema 1 L, con (o) se 
grafica el problema local 2 L, con (+) se grafica el problema antiplano 13 L, y por 
último con (*) se observan los resultados del problema local antiplano 23L. Nótese 
la coincidencia de los cuatro resultados. Esto implica que los cuatro resultados 
analíticos aportan el mismo valor, lo que así debería ser. La monotonía de la 
gráfica es congruente con los datos introducidos para la matriz y la fibra. 
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Esta gráfica representa la propiedad efectiva elástica, p medida en GPA contra 
la fracción volumétrica que ocupa la fibra V,. Los problemas que aportaron el 
coeficiente elástico fuernn el 23 L y 13 L. El témino constante es el dato expel"imental 
elástico del femur. En la Fig. 4.3 se observa la intersección del coeficiente elástico p 
con el dato experimental elástico del hueso a cierta área de la fracción volumétrica. 
Nótese tra vez que los valores de p coinciden tal y como debería ser. 

6
x 108 Móduk> Elastlco p 

o ºº 00 o o o o o 

............. ···•· 
................................. 

o 

.. • 

0.2 0.3 0.4 o.s .. ' 0.6 0.7 
Fraccidn VolumétrQ da la fibra. 

.......... 

o./· o amo .. · .·· 

0.8 o.• 

Figura 4.3: Co<_:ificiente efectivo elástico 
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eléctrico acoplado 

Por último se graficó el coeficiente efectivo dieléctrico, Imedido en F /m contra la 
fracción volumétrica que ocupa la fibra V2 • El dato constante es la dielectricidad 
encontrada en el femur de un bovino. Los problemas que aportaron el coeficiente 
dieléctrico fueron los casos locales· 1 L y 2 L. Nuevamente los dos valores indepen
dientes de t coinciden. 

M6dui0 Dleléctrk:o t 

9 
, 

.... ,. 
'"' .. ··•···· 

• . ·· ..•. ·· • 
··++····-.:••::·:.·::-.-.-..+ ·+···+···+···+·-··-+·-.•.. .... 

o.3 o.4 o.s o.e a.7 
Fraccldn Volumétrica de la Hbra 

Figura 4.4: Coeficiente efectivo dieléctrico 

Corno se pudo observar, todas las gráficas en cada µno de los casos, arrojan el mismo 
dato para cada propiedad efectiva, vía los distintos problemruÍ resuéltos. Además 
en todas ellas existe monotonía, que es congruente con los _datos reportados para 
generar el programa. Los resultados favorables (dado que el resultado es el mismo 
para cada coeficiente) del análisis numérico realizado le confieren confiabilidad a 
las expresiones analíticas encontradas. 



13 

Conclusiones 

El problema estudiado en esta tesis es el de encontrar los coeficientes efectivos 
que resultan de la homogeneización de las ecuaciones que gobiernan un compuesto 
piezoléctrico. Se calcularon estos coeficientes por medio del método de homoge
neización asintótica, que involucra dos escalas, una local l y otra global L lo que 
da lugar a buscar una solución en términos de dos variables, una lenta x y otra 
rápida y por medio de una serie asintótica en E = 1/L <<l. Para resolver las ecua
ciones generadas por este método se utilizaron métodos de potencial y funciones 
doblemente periódicas, en arreglo hexagonal. 

En conclusión 

• Se encontraron las expresiones analíticas de los coeficientes efectivos pie
zoeléctricos 138, 23 .S, 1 8, 28, elásticos 13¡}, 23fi y dieléctricos it, 2 t de los.distintos 
problemas locales antiplanos. 

• Las series usadas tienen una convergenéia rápida. 

• Los cálculos numéricos son relativamente fáciles al serlo las expresiones analíticas 
a analizar. Las cantidades reportadas para cada coeficiente efectivo encon~ 
trados por dos o cuatro caminos distintos fueron las mismas. 

• Se aprecia la necesidad de un estudio experimental más p1·ofundo de. ám-: 
bos componentes (hidroxiapatita y colágeno) acerca de la unión de._ ambos.· 
elementos para posibles aplicaciones médicas tal como la elaboración'.i:léJm-: · 
plantes. . x,; : './. -~ 

• El siguiente ejerc1c10 a realizarse cuya complejidad es mayor, ·serí{'.·'can· la 
matriz con una simetría C 6 , para otro tipo de colágeno, i.e .. 'Esto)nvólucraría;·· 
que en el problema de deformación anti plana con potenciál eléctriCÓ·ac'óplado, · 
ejemplo 23 L aparecieran funciones que no serían puramente' piÚ;es· o)fnpaí·es. 

Matriz C6 
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--
C1111 ¿.¡122 _C1133. o o o 1 o o e3u 
C2211 . C2222 C22aa ·' o o o 1 o o ea22 
Caa11 Ca:i22 C:l3:ia'' o o o 1 o o eaaa 

o ·o ,o ·2c2a2a o o 1 2e123 2e223 o 
o o ''.' '0 o 2Ca1a1 o 1 2e1a1 ·2e2a1 o (4.63) 
o . o .- :o· o o 2C1212 1 o o o 
o o o 2e12a 2e1a1 o 1 - €Ü ~o o 
o o o 2e22a 2e2a1 o 1 O. €22 o 

ea11 ea22 ea33 o o o 1 o o €33 



Apéndice A 

Funciones doblemente periódicas 

Una función f(::) se dice que es periódica si existe una constante distinta de cero 
2w tal que 

f(:: + 2w) = f(::) "</::E C. 

El número 2w es llamado el periodo de f(z). 

Una· función de un solo periodo se dice simplemente· periódica y de más de un 
periodo se llama multiperiódica. En el caso particular, de las funciones que tienen 
dos periodos se les conoce como funciones doblemente_perió_dicas de ~Veierstrass. 
este es el caso de p(::). · 

Se llaman periodos mínimos o fundamentales aquéllos que tié;;en la.propiedad de 
que cualquier otro período es una· combinación lineal de ellos, es decir, sean para 
una función doblemente periódica 2w1 y 2w2 los períodos fundamentales; entonces· 

f3a.b a2w1 + b2w2, 

f3c,d c2w1 + rl2w2, 

donde a,b,c,d E Z y además se tiene la condición ad - be = l. 

Una celda o parnlelogramo principal es aquél que se forma con vértices de periodos 
primitivos, por ejemplo, se tiene /3m,n = m2w1 + n2w2 donde m, n E Z, entonces 
/3m,n, /3rn+1,n, /3m+1,n+1, .Bm,n+l forman los cuatro vértices del paralelogramo o celda," 
con la restricción de no tener polos en la frontera, en caso de haberlos.se desplaza: 
o recorre dicho paralelogramo. Esta estructura se repite a través de todo eLplano: 
complejo por medio de movimientos rígidos. . 

Una función elíptica es una función mero morfa, o analítica con un n~merÓ finitó';de · 
puntos singulares, lo cuales son polos, con un periodo doble. El comportamiento 
de una función elíptica está completamente determinado por el. conocimiento. de 
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los valores primitivos de la celda. La suma de los residuos de una función elíptica 
en cualquier•paralelogramo es cero. 

Jacobi demostró que una función analítica constante cuyo cociente entre sus pe
riodos es un número no real es necesariamente doblemente periódica. 

Unafunción intearal es aquélla que se repite en cada red los valores primitivos del 
paralelogramo. 

((z) de Weierstrass 

La función zeta de Weierstrais e~tá defihida.p6r: 

1 '{ 1 1 =} ((::)=-+L: +-+- . 
:; m,n :: - /3m,n /3m,n /3fu,n 

donde la notación de la coma (') arriba de la sigma indica la doble suma sobre los 
enteros m, n excluyendo nt = O y n = O. · 

La ((z) es una función cuyo residuo es 1, eii'impar;'·(si'sereemplaza z ·por -z se 
obtiene ((-z) = -((z)) y posee un polosimple. ·~:, ,.·,,.,,>,¡,,," ir• i.> ,,,¡, .,,'; ,. 
Una característica importante de la·funció;;· ((z) e1:~G~·e~/abso1Jta·~tu~if~riñe-
mente convergente en cada celda. ··.•·" A:o:.\ ...• \:;;;:~.:.n:·c:::·':';:: 'Ni:''·"·' ~'' ~ '.: .. , · "'·· 

. ·---- ,:>:- .... ,., "\ .;.:;'.:-.;-ri~(~~~~>~~~-·;_-~,\/r¡.: .. : .;,.·-
!::>(::) de Weierstrass ··.·.'·: .. :.:.:,;' j .. ·-'. ·.-·. ••. ' .. ·,\.:·:_:,< :;;; ... ~:;1:.J ·c-:;:,:;:·:::t:·.:.1'.·, \' ·-;~Y.J:;;.:::;-:'." '·<.~ .,;:1 ~:-, '·· · . 

.. · . : · f·'./\': .~_::~ ·· -~1·:: .. ~x~ ;-_,~·-::/--_~::~ .. ~i'\:/:~y!:(:~ ~~?~:,.~;;·~, '.~-';\:¡_!_: •· --; -, 
La función elíptica de V'leierstrass p(z)_se:define:.c;:oírio menos la deriváda:.de la ((z) 
de \Veierstrass, es decir · · · · · ... -, •'> .. 

. . ;fJ~;> ~·~~~~~~~)-'"::;y 
lo. que es igual a 

p(=) = ~+E .te~·:~ ~j~;~·.:s:~~.~l·" 
~·~ ' -·-: .. ::' ~-·,i~l:~ .. ::t:.~~;~: ~··, \' - - '. 

La función p(::) representa una serie doble, •la':cua1;se. toma sobre el conjunto de 
todos los periodos distintos de cero ',B,,;,;';; tambfén,·coriverge uniforme y absoluta
mente en cada paralelogramo, es una función par;meromorfa'con un polo doble en 
cada punto .de la celda o red, cuyo residüo:es igual a'.cero .. 

- . ' - . ·--·~- -·. _. _.: ~:- - ·: ___ ::· :· . - .. ·:'.--1 . '. - . 

: :L>"::,·· e 1:~- • . \:~~::.;· /~>: ··;.•: 
·/:.:-~--~~--~-- - ¡.:·· _::_o_: 
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La pseudo periodicidad de ((z) 
. : ·': : . >'.'··' . .: ~:; . -

En este trabajo se utiliza ·1ai.'pseudo·. pe¡:ioéÚ~idád de la ((z), . ésta está dada de 
acuerdo al terorema del residuo .. poi-Y:·:. 'i''· . :-. :,,_:;; 

. 2,;Í ri:~L \;'.· Yü~(z)~z .. 
do .. do " ~ una•oOJdi ~.i.,~tif r¡*f~<cii~z 
Integrando sobre el pÍ3.r~l~Ícig~~~;;'.rt~d~lllen~al aparece como consecuencia la re

lación· de.Lef1en~r~··q~e e:i(·V:L.*}:·
771

:
2 

_ ~w1 . .-::·· -
La pseud~p~riocllcicla.'d c:Í~((~) ;pa~~~e como consecuencia al integrar p(z+2wt) = 
¡:¡(z) y p(z+2w2) ,;,;, ¡:¡(z) con 2w1 y 2t.ú2 los dos periodos de p(z), se obtiene entonces 

((z + 2wt) 
((z +2w2) 

((z) +2771, 
((z) + 2~. 

donde 2771 y 2772 son las constantes de integración 

(64) 

Las constantes 771 y 77; están relacionada5 por la relación· de Leg~riclre; tomando los 
periodos de ¡o(z) como 2w1 = 1 2w2 = eiµ, con Ji::,, ,;/3; sustituyendo 2w1 en (G4a) 
se encuentra el valor de T,1 · .. · ·· " . 

c;(z + 1)- 1r(z + Í) ==.c(z) - 11'(;) 
((z + 1) -: ((z) = .;..(; + 1) -: ,;_(z) 

~ 

277¡ = 11' 

amílogamente para 2w2 ,' se obtiene 

Por lo tanto la pesudo periodicidad de ((z) transmitido por la función doblemente 
periodica p(z) para un a1Teglo hexagonal, dividiendo entre el área de un hexágo.no 
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se tiene 
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((= + 2w1) - ((.::) 
((.:: + 2w2) - ((.::) 

7r/senµ 
7r/senµ *e;,, 
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Programa en MATLAB 



/user::s/ ldm/programa./ fina.l.m 
July 4. 2002 

%APENDICE B 
%PROGRAMA COMPUTACIONAL 

%DETERMINACION DE LOS COEFICIENTES EFECTIVOS ANTIPLANOS PARA EL CASO 
%MAS SIMPLE DE HUESOS 
%************************************************************* 
%************************************************************* 

%************************************************************* 
%INTRODUCCION DE LOS DATOS DE LA MATRIZ 
%************************************************************* 

clear al.l. 

%****************~***********************~~-·~****~*********** 

% Combinacion 
Mat:riz=1: 
Fibra=l; 

%*************************~*********~************************** 

%INTRODUCCION DE LOS DATOS DE LA Matriz 

k11f=C 11.15*8.854e-12 J: 
c44f=C 44.5*1e9/2J: 
e14f=( 1.4833e-4 J: %s' 

%INTRODUCCION DE LOS DATOS DE LA FIBRA 
%*******************~**********************~****~**~*.***~***** 

kl1rn=( 5*8.854e-12 J: 
c44rn=(0.46*1e9/2J: 
e14rn=(O J: %s' 

a=Matriz; 
b=Fibra: 

%t: 
%p 

%********************~·~~~-~********************************** 

%CONTRASTE ENTRE LAS PROPIEDADES DE LA MATRIZ Y LA FIBRA 
%**********************~********~***************************** 

dt:S=c44rn(a) -c44f (b): %IPI 
dt:6=el4rn(al-e14f(b); %lsl 
dt:7=kl1rn(a)-kllf(b) :.· %ltl 

Pa.ge l 
2139103 PM 



/user:J/ ldrn/programa./ finAl .m 
July 4, 2002 

ang=pi/3; 

PAge 2 
2139103 PM 

%*************************************************************************** 

5=0; 
5(6)=5.8630316; 
5(12)=6.00096399; 
5(18)=5.9997183; 
5(24)=6.0000116; 
5(30)=5.9999996; 
5(36)=6.0000000; 
5(42)=6.0000000; 
5(48)=6.0000000; 
5(54)=6.0000000; 
5(60)=6.0000000; 
5(66)=6.0000000; 
5(72)=6.0000000; 
5(78)=6.0000000; 
5(84)=6.0000000; 
5(90)=6.0000000; 
5(96)=6.0000000; 
5(102)=6.0000000; 
%*************************************************************************** 

% Matriz factorial 
clear fact 
fer n=1:40, 

end 

fer k=l:n, 
fact(n,k)=prod(1:1:n)/(prod(1:1:k)*prod(1:1:n-k)J; 

end 

%****~~**.*~**********************************~********************~********* 

%matriz unitaria. 
,far· n.='1:40, · 

· .far .k=1:40, 
Tf'•n==k 

·; ·: · :·ai en: kf;,,1, 
·.:.( di(n,k)=O; 

~"' 
·~':; •"·<,.,.· 
:e.ria 

eria' 

.% Comienzo de un ciclo para variar eJ. voJ.urnen·de J.a fibra 

%v2=0:0.J.:0.9; 



/Uaera/ 1dm/proqra.rna./ fina1 .tn 
Ju1y 4, 2002 

v2=[ O 0.01 0.02 0.03 0.04 O.OS 0.06 0.07 O.OS 0.09 0.1 0.11 
0.2 0.3 0.32 0.4 0.42 0.4S o.s o.sss 0.6 0.6S 0.7 0.7S 0.78 0.78S ... 
0.79 0.79S 0.8 O.SS O.SS o.ses 0.89 0.89S 0.9 0.9069]; 

fer jj=l:length(v2), %comienzo de ciclo de larn 

r=sqrt(v2(jj)*sin(ang)/pil; 

%Matriz Eta 

fer n=l:2:20, 
fer k=l:2:20, 

Eta(n,kl=-(fact(n+k-1,k))*S(n+kl*(r~(n+k)); 

end 
end 

% ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
%Matriz del sistema infinita truncada (t=l,3; s=l,3) 

L32 (l, l) 
L32(1,2l 
L32(1,3l 
L32(1.4l 
L32(2,ll 
L32(2,2l 
L32(2,3) 
L32(2,4) 
L32(3,l) 
L32 (3,2) 
L32(3,3) 
L32(3,4l 
L32 (4, l) 
L32 (4,2) 
L32(4,3) 
L32(4,4l 

c44m(a) + c44f(bl + dt5*v2(jj); 
dt6*(1-v2(jj)); 
dtS*Eta(S, 1); 
dt6*Eta(S,1); 
-dt6*(1-v2(jj)); 
kllm(a)+kllf(bl + dt7*v2(jj); 
dt6*Eta(S, ll; · 
-dt7*Eta(S,l); 
dtS*Eta(l,S); 
dt6*Eta(l, 5); 
c44m(al + c44f(bf; 
dt6; 
dt6*Eta(l, 5) ;· 
-dt7*Eta(i,Sl.';, .:· 
-dt6; . :·.·' . 
kllm(a) +kllf (bl 

. ".. ·:- ·;;' . ~ . 
%- ...... * *** * * .......... ~ ..... * ..":.-.. .. -.... *-... · .. ··:.· .......... -...... -:....,***.** ** ** *•** * •*•* ,,.. ....... ** ..... •**"" **** * .... * *•* ....... •*•• 
%****•••w*•***• ... Matriz ·e·n ·:fOrin~ abreviada, sistema infinito 32L*-~***""**•••* 

Lim=ll;. 

for p1=1:2:Lim 
fer kl=l: 2: Lim 
M32(pl,kl) 

. . 
. . 

(c44m(ái:.:c44f(b))*di(p1,kl) + 
dtS* (v2 (jj l *di (1,pll *di (1, kll + Eta (kl ,pl) l; 



/uaers/ldm/programa/final.m 
July 4, 2002 

Pa.ge 4 
2139103 PM 

M32 (pl, kl+l) dt6*(di(pl,kl> - v2(jj)•di(l,kl)*di(l,pl) + Eta(kl,pl)); 

M32 (pl+l, kl) dt6*(-di(pl,kl) + v2(jj)•di(l,kll*di(l,pl) + Eta(kl,pl)); 

M32(pl+l,kl+l)= (kllm(a)+kllf(b))*di(pl,kl) 
dt7*(-v2(jj)•di(l,kll*di(l,pl) + Eta(kl,pl)) 

·end 
end · 
% Vector independiente asociado a 32_L (forma abreviada) 
·v32a(1) = -r•dtS; 

.. v3ia.'<2>c··=. -r•dt6; 
,Úm2;,Úngth (M32) ; 

> 'f6r/p11',;J'iLim2 

;. ;, ;~~! ~t <Pl:·i·;·.·· · "" .. o ; 
;~~ i5',ú-.:/:,:;' ~' .. 
'x~p32i:..;.J:; ·;,;in:V <M321 .•vJ2a • ; 

·' '.~· .. · ---~-;~r:'.;7:~::.. ~>x~.:. ·\~_-:·~ .. -, ... 
. ºa132L~b=Xap32Lab(l); 

;; ~1'3~2i.a:b;;;xapJ2Lab < 2 > ; 
< - •• ;: -~~ ·: ~ •• ·" ., ~.: - • •• - • • ·-· • • 

'%!~~!~~.~~~~~~~***~***~*****W************W************************* 
. "' ·2.:= ...... '.·.". 

'>.·~~~&t<:;;r independiente asociado a 32_L 

fü~'<'i; ·e2 ~:r:-~t:s ; · 
·,· :vJ2<2i.;:= .::.r•dt6; 
<'v32hi :;··;:·o; · 

v32(4J.= O; 

Xap32L =inv(L32)*v32'; 

a132L=Xap32L(l) 
bl32L=Xap32L(2) 

%vector independiente asociado a l_L 

vl(l) 
v1(2) 
v1(3) 
v1(4) 

-r'"dt6; 
r*dt7; 
O; 
O; 



/usera/ldm/prcgrama/ final .m 
July 4, 2002 

XaplL =inv(L32)*vl'; 

allL=XaplL(l); 
bllL=XaplL ( 2) ; 

% •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
%Matriz del sistema infinita truncada (t=l,3; s=l,3) 

L31(1,1) 
L31 (1,2) 
L31(1,3) 
L31 (1,4) 
L31(2,1) 
L31(2,2) 
L31(2,3) 
L31 (2, 4) 
L31(3,1) 
L31 (3,2) 
L31 ( 3, 3) 
L31 (3, 4) 
L31(4,1) 
L31(4,2) 
L31 (4,3) 
L31(4,4! 

-(c44m(a) + c44f(b)) - dt5*v2(jj); 
dt6*(1-v2(jj)); 
dtS*Eta(S, 1); 
-dt6*Eta (5, 1); 
dt6* ( l-v2 ( j j J J ; 
kllm(a)+kllf(b) + dt7*v2(jjJ;. 
dt6*Eta(5, 1); 
dt7*Eta(S,l); 
dtS*Eta(l,5); 
-dt6*Eta(l,5); 
-(c44m(a) + c44f(b)); 
dt6; 
dt6*Eta(l, 5); 
dt7*Eta(l, 5); 
dt6; 
kllm (a) +kllf (b); 

Paqe 5 
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%""""'****** Matriz en forma abreviada 13L****'*""'*****••*•**'**""*""***•****""""""• 

fer pl=l:2:Lim 
fer kl=l:2:Lim 

M31 (pl, kl) = -(c44m(a)+c44f(bl)*di(pl,k1J·+ .,·. 
dt5* (v2 (jj J *di ( 1, pl).'*di (l'i·kll :.+. Eta:(kl, pll Í; 

dt6* (di (pl, kll v2 (j j »*di (1 ;i<i> ~d.i·( l\.f>ll · Eta (kl, pl)) ; 

dt6* (di (pl, kll v2 (jj )~dL(l,~fr~d~:fj_,p'i¡ + Eta (kl,pll); 

M3l(pl,kl+l) 

M3l(pl+l,kl) 

M31 (pl+l, kl+l) = (kllm(a) +k1Ü (bl >*ctf;c~i:~~ií'•ci}t>·:.y;;.{'. . 
dt7* (v2 (jj l *di< 1·; kll .~di'< i;'i>ú, +;Eta (k:t;p1 > ; 

end 
end 
% Vector independiente 
v31a(l) = -r*dtS; 
v3la(2) = -r*dt6; 
Lim2=length(M32); 
fer pll=3: Lim2 
v3la(pll) = O; 

...• · ... ;;···, ....•... > 
.asociado a ·.13_L" .'(f6rm~ abreviada) 



,~:'.'·)~~~~y:·~;'.·;:;-:. . 
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i-~·' ~!.: erid . 
~::.- -_:,:::>~/<· . ., 

~ -. 

·.··.·xap31Lab =inv(M31) *v3la'; 
- ··~ \·.%· ;:··. ~·,· 

·al31Lab=Xap31Lab(l); 
··bl31Lab=Xap31Lab(2); 

%vector independiente asociado a 3l_L 

v31 (1) 
v31(2) 
v31 (3f 
v31(4)·= 

~r*_dtS; 

-r*dt6; 
O; 
O; 

xap31L =inv(L3l)*v31'; 

al3 lL=~ap31L ( 1) ; 
.bl31L=Xap31L(2); 

Page 6 
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·%~*-~********************************************************************** 
:··%vector independiente asociado a 2_L 

.· -~2~(ll. 
v2L (2i 
v2L(3) 
v2L(4) 

r*dt6; 
-r*dt7; 
O; 
O; 

Xap2L = inv(L3l)*v2L'; 

al2L=Xap2L(l); 
bl2L=Xap2L (2); 

%********************** MATRIZ de1 Sistema. Prob1ema antiP1ano 31L 

fer t=l:l, 
fer s=l:l; 

' . ' ~ . . ·, . ",. 

AP31(2*t-1.2*s_:Ü=::_·(c~4m(a>:+.c4Ú(b))*di(s,~l + •••.... 
· dts*(.:.v2tjj'¡*di<1;ti·+ ita<2*s...:1-,2*t:-1n1 %AP11 

AP31t2*t-1,2*~l¿dt6*tdits,ti - \T2i:ij>)d~<1:ii ;} i~a<~*s::_L2*t-ll >: %AP21 

AP31(~*~,2":~~ll'.=dt6~ (di (s, t)' v2(jj) ,;di.(1;tl ··• 
. . . 

Eta(2*s-·1._2*t-1Íl; %AP12 
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AP31(2*t,2*s)=(kllm(a)+kllf(b))*di(s,t) + dt7*(v2(jj)* ... 
di(l,t) + Eta(2*t-1,2*s-1)); %AP22 

end 
end 

% termino independiente del sistema infinito del Problema 31L 

Nap31(ll=-r*dt5; 
Nap31(2l=-r*dt6; 

fer t=3:2*t 
Nap31(t)=O; 
end 

% solucion de 31L 

Xap31=inv(AP31)*Nap31'; 

a131=Xap31 ( 11; 
bl31=Xap31 (2); 

%* ·-<~~*~~**!~~·* ..... ~~ ... ~··***** ~ * *** * ***** ** * *** * * ***** **** * * ****** * ** ** * **** 

i-iATR.l:z del sistema. 
···:·, .. 

·' :: .~ . 
· -' ,_--for:c t_;;,1 :·1, -
'< - for-::S=i:1;'' 

Problema antiplano _32L 

1~3~<;,;.t-1,2;;5 _ _i\,./c44m<a;+c44f<b>'>*di<{.s> + ... __ _ 
•\\,:- - - dt5* <y2 (jj) *di (1, s) -+ ~ta(2*t---,1, 2*s_-ll); %AP11 

Paqe 7 
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AP32 (2-:t, 2*s~1) =dt6* (-di(t, s) + v2 (jj) *di (i,s) '_¡_ Eta(2*t-L2*s-l)); %AP21 

J>.~i2c2Ct-1,2Js)~~t6*(d.i(t,s) - v2(jj)*d~(1,s) + Eta(2*t-i.2*s-1)); %AP12 

AP32(2*t, 2*s) = (kllm(a) +kllf (b)) *di ( t, s) + d~7~ (v2{jj1"* ... 
- - di(l,s)-- Eta(2*s-1,2*t-1)); %AP22 

end 
end 

% termino independiente del sistema infinito del Problema 32L 

Nap32(1)=-r*dt5; 
Nap32(2)=-r*dt6; 
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for t=3 :2*t 
Nap32 ( t l =O; 
end 

% solucion de 32L 

Xap32=inv(AP32l*Nap32'; 

al32=Xap32 ( 1 l ; 
bl32=Xap32 (2); 

Coeficientes Antiplanos 

' • ~ -, ' : • > 

c4431=~44m(aÍ-2 *pi*r*c44rn (a) *~l;l/s¡n (ang) ; 
c4432=c44m(a) +2*pi *r*c44rn(a) *al32/sin (ang); 
c4432L=c44rn(a)+2*pi*r*c44m(a)*al32L/sin(ang); 
c4431L=c44rn(a)-2*pi*r*c44m(a)*al31L/sin(ang); 

s3l=el4rn(a)+2*pi*r*kllrn(a)*bl31/sin(ang); 
s32=el4rn(a)+2*pi*r*kllrn(a)*bl32/sin(ang); 
s32L=el4m(a)+2*pi*r*kllrn(al*bl32L/sin(ang); 
s31L=el4m(a)+2*pi*r*kllrn(a)*bl31L/sin(ang); 
s2L=e14rn(a)+2*pi*r*c44rn(al*al2L/sin(ang); 
slL=el4rn(a)+2*pi*r*c44~(a)*allL/sin(angl; 

tl=kllrn(a)-2*pi*r*kllm(a)*bl1L/sin(ang) 
t2=kllm(a)+2*pi*r*kllm(a)*b12L/sin(ang) 

%********•***Formula abreviada••••**•*•*******•********* 
c4432Lab=c44rn(a)+2*pi*r*c44m(a)*al32Lab/sin(ang); 
c4431Lab=c44rn(a)-2*pi*r*c44m(a)*al31Lab/sin(ang) 
s32Lab=el4m(a)+2*pi*r*kllm(a)*bl32Lab/sin(ang); 
s31Lab=el4m(a)+2*pi*r*kllm(a)*bl31Lab/sin(ang); 

% Deposito de los coeficient~s para la salida 

RRO(jj,l,a,bl=v2(jj); 
RRO ( j j, 2, a, b) =c44.32L; 
RRO (jj' 3. a, b) =c4431L;. 
RRO(jj,4,a,b)=4;3S*le9/2; 

Pa.ge e 
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· RR C:i j, 1, a, b) =v2 ( j j) ; 
·RR(jj ,2,a,b) =c4431; 
RR(jj,3,a,b)=c4432; 
RR(jj,4,a,b)=c4432L; 
RR(jj,5,a,b)=c4431L; 

RR1(jj,1,a,b)=v2(jj); 
RRl(jj,2,a,b)=t1; 
RR1(jj,3,a,b)=t2; 
RR1(jj,4,a,bl=6.85*8.854e-12; 

RR2(jj,1,a,b)=v2(jj); 
RR2(jj,2,a,b)=slL; 
RR2(jj,3,a,b)=s2L; 
RR2(jj,4,a,bl=s32L; 
RR2(jj,5,a,b)=s31L; 

end 
%***********************~*******************************~************ 

% Formato de sa1ida 

disp(' V2 c4431 c4432 c4432L 4 .·35*1e9/2') 
disp(' ------------------~----------------------------') 
format long 
disp(RR(:, :,a,b)) 

pause 

disp(' V2 s1L s2L s32L s31L ') 

disp(' --------~-------------------------------------------------') 
format long 
disp(RR2 (:,:,a, b)) 

pause 

Page 9 
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disp(' V2 t1L t2L 6.85*8.854e-12') 
disp(' ---~---------------------------------------') 
format 1ong 
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disp(RRl(:,:,a,b)) 

pause 

format long 

far a=a:a; 
for b=b:b, 

PAge 10 
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%********************************************************************** 
%***************************GRAFICAS********************************** 

%En azul las de el prob 2L, en verde las del 1L, en negro las del l3L 
%En rojo las del 32L 

figure(1)·, , ................ , .•.. 
plot (RR2 <: ,1, a, bF •. RR2 ( i:¡2, á, b), •gx:''., ... 

RR2 (:_, ~, a·,.b), RR2_ (: ·~ 3,,·ª.' bf, 1 b0: 1 ·1·:·-S ~ ·• :; 

RR2 (:,l., a·;b) ',RR2 (:; 4, a, bf, ·;kr.+".,·'. .. :·.: .. ·.l; .•. ·.·.·.•·.·.· •. • 
RR2(:.,1,a,b) ,RR2(:,S,a,b).... . . 

xÚl:Íel ( •Fracción Volurnétri~~{d~''Ía;fibra' ) 
ylabel('Coeficiente'·Piezoeléctrico (x)lL, (o)2L, (+)13L, (*)23L, cte. huot" 

eso•) . . . ..... ··.··"".''"· ... 
ti tle ('Módulo Piezoeléctr{co" s' ) 

pause 

figure(2); 
plot(RRl(:,l,a,b),RRl(:,2,a,b),'gx:', ... 

RRl. (:, 1,a,b) ,RRl(:, 3,a,b), 'bo: •, ... 
RRl ( : , 1, a, b) , RRl ( : , 4, a, b) , 'r+: ' ) 

xlabel('Fracción Volumétrica de la fibra') 
ylabel('Coeficiente Dieléctrico (x)lL y (o)2L, cte. hueso') 
ti tle ('Módulo Dieléctrico t • ) 

pause 

%Graf ica de las p 
figure (3); 
plot(RRO (: ,l,a,b) ,RRO(: ;2,a,b), 'r.*:', ... 

RRO (:,l., a, b), RRO (:, 3, a, b), 'k+:', .,• .. 
RR0(:,1,a,b),4.35*1e9/2,'bo:') 

xlabel ('Fracción Volumétrica· de. la· fibra') 
ylabel('Coeficiente.Eia:stico·'(*)23L Y: (+)13L, cte. hueso 'l 
title ( 'Módulo:·.Elastico·• p') 
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end 
end 

disp(' Fin de las gráficas') 
disp('En verde las del lL, en negro las del 13L y en azul las del 2L'l 

P.age 11 
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