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Introduccion

La ciencia surgié al tratar de explicar las cosas que nos rodean. La astronomia
empezé al observar los astros y seguir la trayectoria del sol, la luna y los
planetas. Esta observacién Ha llevado al desarrollo de teorias que con el
tiemnpo son comprobadas o corregidas. Pero la curiosidad de la humanidad no
se detiene. Las observaciones abarcan todos los campos buscando similitudes
entre distintas ramas de la ciencia similitudes en la naturaleza.

El pensar que la forma de las cosas sélo tiene un propésito estético no con-
duce a respuestas. La bilisqueda de razones y causas nos lleva al camino de la
fisica y las matemadticas. Se ha explicado de manera sencilla que la geometria
de un panal de abejas no es construido sélo por instinto fisico o habilidad
ingenua, sin que la accién de fuerzas fisicas y leyes matemadticas influyen en
su forma; que cuando se observa la concha de un caracol o un nautilus, es
més que una simple esfera o espiral ornamental. Para muchos cientificos fue
dificil pensar en estos fenémenos como consecuencia de leyes matemadticas
debido principalmente a que no encontraban una conexién coherente entre
cosas animadas y cosas inanimadas o leyes abstractas. Sin embargo, “No
hay necesidad de exagerar o minimizar el fenémeno mecdanico que esta pro-
fundamente asociado con la vida, e inseparable de nuestro entendimiento de
crecimiento y forma”, D’Arcy Wentworth Thompson [28].

La busqueda de diferencias entre los fenémenos que se presentan en la
‘naturaleza ha cautivado la atencién de muchos investigadores, y éste es el
camino que m4s comiinmente se ha seguido para tratar de encontrar explica-
ciones de los fenémenos naturales. Sin embargo, la bisqueda de similitudes
esenciales o principios comunes sélo ha persuadido a algunos y tltimamente
a-llevado a generar modelos sobre las similitudes que puedan describir de
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tiempo son comprobadas o corregidas. Pero la curiosidad de la humanidad no
se detiene. Las observaciones abarcan todos los campos buscando similitudes
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El pensar que la forma de las cosas sélo tiene un propésito estético no con-
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su forma; que cuando se observa la concha de un caracol o un nautilus, es
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hay necesidad de exagerar o minimizar el fenémeno mecinico que estia pro-
fundamente asociado con la vida, e inseparable de nuestro entendimiento de
crecimiento y forma”, D’Arcy Wentworth Thompson [28].

La busqueda de diferencias entre los fenémenos que se presentan en la
naturaleza ha cautivado la atencién de muchos investigadores, y éste es el
camino que mas comiinmente se ha seguido para tratar de encontrar explica-
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2 1. INTROPUCCION

Figura 1.1: Patrones en las dunas de arena del desierto. Aunque se puede
‘decir que tienen regularidad puesto todos los rizos tiene mds o menos el
mismo ancho, nunca se encontraran dos exactamente iguales.

forma’ general a los distintos fenémenos que las presentan.

"~ 8i miramos a nuestro alrededor, podemos reconocer los diferentes tipos de
arboles por las distintas formas en sus hojas, por los dngulos que presentan
entre sus ramas y en general por el tamafio y la distribucién de su follaje. El
tamaiio de las cosas, los patrones que presentan juegan un papel importante,
todo en la naturaleza es forma, tamaifio y color. Asi que no debe de ser
extrano que también en los seres mds pequefos encontremos estas formas y
patrones, por egjemplo en los copos de nieve, en las colonias de bacterias, en
la doble hélice de una cadena de DNA.

Estas formas son complejas pero no azarosas. Existe una cierta regulari-
dad en todas ellas, como la simetria bilateral de nuestros cuerpos, la presencia
de las ramas en los arboles que a su vez tienen ramas m&as pequeias y éstas
a su vez hojas. La forma espiral de algunas conchas de mar presentan un
patrén al crecer con secciones de su caparazén cada vez mds grandes. Pero
primero se debe de aclarar que es lo que se entiende por patrén. La primera
idea que viene a la mente al pensar en un patrén es la repeticién de una figura
o forma dada, como en el papel tapiz o en las lozas del piso [1]. Sin embargo,
los patrones pueden ser un arreglo de objetos muy similares aunque no exac-
tamente idénticos. En las dunas de arena de un desierto o sobre la playa, las
formas que se ven tienen un patrén regular claramente visible, sin embargo,
no existen dos de estos rizos de arena que sean exactamente idénticos 1.1.

Lo mds asombroso es que estos patrones y formas no son exclusivos de los
seres vivos. También se encuentran presentes en lo inanimado, como en la
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formacién ‘de cristales, la depositacién de minerales, las burbujas de jabén,
las curvas en dunas de arena, la gran variedad de formas en las nubes, las
deslumbrantes descargas eléctricas, por mencionar sélo algunos ejemplos.

‘Antes se pensaba que la vida y la materia inorgdnica no tenfan relacién
entre si. Pero con el descubrimiento de la estructura del DNA ha ayudado
a un poco al esclarecimiento de este punto de polémica. En los afios 50’s se
descubrié la estructura molecular del DNA y pronto se descubrié que éste
almacena la informacién acerca del desarrollo de un organismo. Sin embargo
la vida es mucho mds que la informacién guardada en una gran caja negra
llamada DNA. Esta informacién es sélo eso: informacién. Para llegar a la
gran variedad de formas y tamafios de que encontramos en el planeta hacen
falta las leyes matematicas y fisicas que controlen las respuestas requeridas
por el organismo para las instrucciones prescritas. Después de todo el agua
y el hielo estdn formados por las mismas moléculas, pero lo que los hace
diferentes es el estado que provocé el acomodo de esas moléculas.

Existen comportamientos que son independientes de la estructura funda-
mental de los organismos. Si se quiere estudiar la formacién de cristales no
es necesario analizar cada uno de sus d4tomos. Los cristales son sélidos cuyos
4tomos se encuentran en una disposicién geométrica regular y simétrica, en-
tonces basta con conocer la unidad geométrica para poder seguir todo el
proceso su crecimiento. Ha esto se le llama Protectorados de la naturaleza,
se puede estudiar el comportamiento de un simio, sin necesidad de estudiar
su fisiologia, o el desplazamiento de un liquido a través de un recipiente sin
saber el lugar exacto en que se encuentra cada particula que lo conforma [6)].
Pero el encuentro de la naturaleza con las leyes fisicas y matemadticas va mas
alla de las formas geométricas.

La morfologia no es s6lo el estudio de las formas sino que tiene un aspecto
dindmico. Y aunque la forma se encuentra en seres vivos e inorganicos,
generalmente va acompafiado del crecimiento ya sea que se presente como un
simple aumento del tamarfio del objeto sin alterar mucho a la figura original,
0 que surja a partir de un cambio gradual con el desarrollo de una estructura
cada vez mds compleja. Es facil asociar a las formas mds complejas con
la vida, y andlogamente asociamos a las formas regulares y simples con lo
inanimado. Pero la geométrica con simetria hexagonal de un panal de abejas
fue producida por una forma viva. Por el otro lado, se puede observar la
formacidn de cristales que crecen generando “ramas”, muy diferente a lo que

. generalmente se ve, como en los cristales regulares o con caras planas. A
estos cristales se les llama dendritas minerales.
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" Las reglas matemdéticas combinadas con las leyes fisicas han podido es-
tablecer bases para el entendimiento de una gran variedad de patrones o
morfologfas encontradas naturalmente. La concha de un nautilus es iden-
‘tificada con una espiral de:forma casi inmediata. La curva que describe
"~ esta concha se conoce como espiral logaritmica generada al girar un punto
-alrededor de otro punto fijo con una velocidad angular constante, es decir,
que siempre le toma el mismo tiempo girar el mismo dngulo y cuyo dngulo
se incremente siguiendo un crecimiento exponencial en comparacién de la
distancia al punto de origen. Esto se puede expresar mediante la siguiente
relacién: SRR

r =a’. (1.1)

La espiral logarftmica tiene una propiedad muy interesante: la curva es
similar en todas partes, pues aumenta de tamafio pero nunca cambia de
forma, creciendo en escala. Esta informacién concuerda con la forma de
crecer del molusco. La orilla de la concha funciona como molde para que
otra capa crezca sobre de ésta con la misma forma, pero se expande a escala
con una tasa de crecimiento constante. Adem4s el crecimiento parece ser més
- rapido en uno de los lados de 1a orilla que en el otro, lo que genera que al crecer
se forme una espiral. Es imaginable que mientras el molusco est4d aumentando
de tamaiio, la velocidad de crecimiento varia de forma proporcional al tamafio
actual y aumenta secciones nuevas de la concha con forme el tiempo avanza,
siempre con la misma forma. Las leyes matemadticas y fisicas que generan la
espiral logaritmica son congruentes con el proceso de crecimiento que sigue
el molusco, y entonces se podria pensar que el molusco no puede crecen de
otra forma sino de la que se describe por esta curva.

Se puede decir que la descripcién de la curva que genera el molusco es un
modelo del crecimiento, explicando que debe de mantener constante la forma
y crecer a escala. Los modelos que simulan o tratan de simular de manera
matemdtica alglin fenémeno natural generalmente son de gran ayuda para la
explicacién de estos fenédmenos. Sin embargo, no siempre es tan satisfactoria
o tan sencilla su realizacién. En algunos casos los modelos no pueden emular
de manera absoluta un fenémeno debido a que no se conoce por completo el
comportamiento del sistema, o a que la incorporacién de todos los detalles
resultaria en un sistema de ecuaciones demasiado complejo. La incorporacién
de estos detalles en ocasiones puede resultar innecesaria o tal vez ni siquiera
resulta claro la forma de introducirlos al sistema. Por lo tanto, un modelo es
apropiado cuando logra incorporar la mayor cantidad de detalles sin que se
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vuelva demasiado complejo logrando identificar aquellos de los que se puede
prescindir sin que altere la descripcién del fenémeno.

Esta es parte de mi motivacién para la realizacién de este trabajo, el
poder explicar una pequeiia parte de las maravillas de la naturaleza con
matemadticas. En los capitulos 3 y 5 se presenta la descripcién de dos modelos
que emulan el crecimiento de agregados ya sea por particulas individuales,
en el caso de la agregacién limitada por difusién (ALD), o por particulas
y ctiimulos indistintamente, en el caso del crecimiento por agregacién de
ctimulos (CAC). En los capitulos subsecuentes se describen algunos de los
fenémenos naturales en los que estos modelos se pueden aplicar y generar
patrones que imitan a los que se generan de forma natural.

Los patrones que se generan con estos modelos son patrones fractales,
debido a que tienen dimensién fractal y son invariantes bajo escala en el que
se define en el capitulo 2. Por lo tanto, para poder introducir la nocién-de -
dimensién fractal, se hace un andlisis introductorio de la geometria“fractal
en el capitulo 2, incluyendo definiciones y ejemplos de los distintos tipos de.
fractales que se pueden generar de manera matemadtica. I R
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Geometria Fractal

La naturaleza no es euclidiana, es irregular mas no azarosa. Los montes.no.
son simples conos sino que a diferencia de éstos tienen un perfil tinico,:que .

diferencia al Popocatépetl! del Iztacihuatl y a la vez encontramos un patrén

en ellos, pues si miramos de cerca cada montafia es como si cada pequena-

parte de su perfil pudiera ser una montafa en si misma. -

Al decir que es irregular nos referimos a que nunca encontraremos. nubes
con forma de elipsoide, ni caracoles completamente esféricos, ni siquiera la
tierra misma lo es. Las flores son diferentes entre especies e individuos, cada
forma de vida tiene perfiles diferentes con variantes particulares para cada
especie y cada objeto inorgdnico es distinguible de los demés generados por
el mismo fenémeno. Sin embargo, dentro de esta irregularidad encontramos
regularidades asombrosas que le dan armonia a las cosas y las apartan del
desorden. Podemos diferenciar a todos los perros de los gatos y de entre ellos
a los que son nuestras mascotas; entre margaritas y girasoles existe una gran
diferencia.

Pero estas regularidades van més alld de las asociadas con el desarrollo y
diferenciacién entre especies. El orden que hay en el crecimiento de hojas en
una rama sigue un patrén, este indice folial sigue la serie de Fibonacci [27].
Como lo hemos dicho, la naturaleza no es regular pero tampoco es azarosa,
sino que encuentra un equilibrio en medio de estos dos extremos, una de las
-respuestas es que la naturaleza tiene geometria fractal.

El estudio de los fractales empezé a motivarse por el encuentro de objetos
que no tenian una dimensién entera, como en el caso de una circunferencia o
de un cuadrado, y que eran mds “gordos” que una recta pero no tanto como
para llenar un cuadrado. Algunas de las propiedades bisicas de los objetos

7
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en los que se encontraron anomalias fueron notados. inicialmente por Felix
Hausdorff (1919) y por Abram Besicovitch (1935). Pero fue muchos afios
después que se concibié la importancia de éstos cuando Benoit Mandelbrot
puntualizé su riqueza (“The fractal form of nature”, 1982).

Una gran variedad de fenémenos fisicos presentan fractales en su mor-
fologia [1]. Uno de los campos donde los encontramos con mds frecuencia es
en los fenémenos de crecimiento fuera de equilibrio, como en la solidificacién
dendritica en un medio que se estd enfriando y en la electrodepositaciéon de
iones sobre un electrodo {30]. También encontramos la formacién de fractales
en el crecimiento de colonias de bacterias o cuando inyectamos un fluido vis-
coso en otro mas viscoso, por ejemplo al inyectar agua en un pozo de petrdleo
para’su extraccién [7].

“En los ejemplos anteriores las caracteristicas del crecimiento se presentan
en la interfase entre los factores que componen el fenémeno, por ejemplo en
la frontera (la interfase) que forman los dos fluidos viscosos al entrar en con-
tacto. Otro tipo de crecimiento en el que se encuentran objetos geométricos
complicados es cuando se forma un ctimulo, de polvo por ejemplo, mediante
la agregacién de particulas o bloques de particulas al ctimulo principal{30].
Sin embargo, para estudiar las caracteristicas geométricas de estos fenémenos
primero entremos de lleno al mundo de la geometria fractal dando algunas
definiciones necesarias.

2.1 Definiciones y ejemplos

Una de las caracteristicas mds importantes y con la que todos asociamos a
un fractal es la autosimilitud o invariabilidad bajo la escala. Con esto se
quiere decir que si se toma una parte del objeto y después se expande hasta
que tenga las mismas dimensiones que el objeto original, la parte y el todo
seran esencialmente iguales, o por lo menos de una forma estadistica. Un
tallo con ramas laterales se ve como todo el arbol visto desde lo lejos. Esto
se puede expresar de manera formal y aunque existen distintas definiciones
con algunas variaciones entre ellas nos enfocaremos en la siguiente.

Definicién 1. Un objeto F - presenta autosimilitud si F puede ser dividido en
k subconjuntos congruentes entre sy cada uno de éstos puede ser aumentado
en tamano por un factor r para que embone con el conjunto original F.
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Figura 2.1: El conjunto de Cantor de los tercios medios.

Esta es una primera definicién para la autosimilitud de objetos y existen

muchos fractales que la cumplen de manera inmediata. Sin embargo, no:

todos los fractales que se presentardn en este trabajo la cumplen, asi que
mads adelante se extenderda para que abarque a objetos mds generales y se
pueda dar una definicién general.

Para ilustrar el concepto de autosimilitud se puede analizar el fractal
conocido como conjunto de Cantor de los tercios medios, encajado en el
espacio de dimensién uno [10]. Este se obtiene al dividir el intervalo [0, 1]
en tres partes iguales y retirar el intervalo abierto central, es decir, el tercio
medio. Se hace lo mismo con cada uno de los dos intervalos restantes para
retirar los dos tercios medios de cada uno y se repite el procedimiento ad
infinitum, al retirar cacda vez el tercio medio de los intervalos obtenidos en el
paso anterior.

Como se ve en la figura 2.1 se tiene en & = O el intervalo unitario, para
sustituirlo en & = 1 por dos intervalos de longitud 1/3, y éstos a su vez por
4 intervalos de longitud 1/9. Si se observa el intervalo [0, 3] , oel intervalo
[2, 1], podemos expandirlo al multiplicarlo por un factor r = 3 y cada uno
de éstos se verd igual que el intervalo inicial [0, 1]. Anilogamente se puede
expandir cualquiera de los intervalos obtenidos en k = 2 por un factor r =9
para obtener el intervalo unitario inicial.

Otra forma de comprobar la autosimilitud en el conjunto de Cantor es
cuando se observan todos los intervalos obtenidos cada paso. Si se toman
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los dos primeros intervalos de k = 2, es decir, los intervalos [0, }] y [, 3]
podemos expandirlos con un factor » = 3 y obtener asi los dos intervalos del
paso k = 1. Andlogamente los cuatro primeros intervalos de k& = 3 se pueden
expandir por » = 3 y obtener los intervalos del paso k£ = 2.

La propiedad de autosimilitud es necesaria para la identificacién de un
fractal, pero no es suficiente pues algunos objetos que no son fractales la
cumplen de manera inmediata. Por ejemplo, si se toma un intervalo se puede
dividir en n partes iguales, entonces cada una de estas partes es igual al
intervalo original al multiplicarlo por el factor n. Si se toma un disco, al
cortar cualquier disco mds pequeiio que el original se puede obtener el mismo
disco con una simple expansién o contraccién adecuada de alguno de ellos.
Pero estos objetos son figuras geométricas usuales (euclidianas), asi que un
requisito que también es necesario para la identificacidn de objetos fractales
tiene que ver con la proporcién que guarda el drea con respecto de la medida
lineal. Pero antes de esto daremos algunas definiciones en relacién a los
objetos geométricos en general.

Definicién 2 Sea F un objeto geométrico. Se dice que F' se puede encajar
en un espacio euclidiano de dimension d si F C R? y d es el minimo entero
pam.fel. cual F cumplq esta propiedad.

"Puesto que d es la dimensién del espacio donde se encaja a F', se considera
una reticula hipercibica de dimensién d con una separacién ! entre cada
- caja, donde ! es mucho menor que el tamaiio lineal L de toda la estructura.
Cuando se habla de la medida lineal L de un objeto, se piensa en L como el
lado de un hipercubo de dimensién d que contiene al objeto /. Entonces si se
quiere calcular el volumen V (1) del fractal (o en realidad de cualquier objeto)
se puede aproximar a través del niimero de cajas necesarias para cubrir el
objeto por el volumen !¢ de cada caja. En el caso de la figura 2.2(a) basta
con 18 cuadros de lado ! para cubrir al poliedro y entonces el volumen es
aproximadamente 18/25 donde 25 resulta de multiplicar 5 por 5 el nimero
de cuadros, que eqmvalen a L en la base y la altura. Entonces tenemos la
relacién:

V(1) = NI, (2.1)

donde N (l) S el numero de cajas de ancho ! necesarias para cubrir al objeto.
) olumen depende de la medida !, esta relacién no siempre da
el valor exacto el olumen aunque se aproxima a éste conforme I — 0.
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Figura 2.2: Reticula de dimensién d = 2. El objeto geométrico (a) necesita

a lo mds 18 cuadros para ser cubierto, mientras que la recta (b) necesita 7

cuadros. Aunque los dos objetos viven en el mismo espacm, tienen chmensmn
..D distinta. . : .

‘Una forma de encontrar la dimensién de los objetos es a través del cdleulo -~
Vde su volumen en funcién de la medida lineal. Cuando se trata de un obJeto :

geométrico euclidiano el volumen V(l) tiende rdpidamente a un valor cons-

‘tante mientras hacemos I cada vez mds pequeiio y si lo comparamos con, la i

’medlda lineal L de la estructura completa tenemos que:

N(l)lD =~ eclP, : (22)

donde ¢ # 0 es un valor constante independiente de L. Es imp’ortarite ndtarb‘

que la relacién entre el niimero de cajas que se necesitan para cubrir a.l ob_]et:o
y la medida lineal L es independiente del tamaiio [ de las cajas. ’
’ Para poder encontrar el valor exacto de D a través de la relacién (2.2) se
puede realizar una comparacién entre distintos valores enteros. Si se supone
que la dimensién del objeto en la figura 2.2(a) es D = 3 entonces se tiene que
N()I® — 0 cuando ! — 0. Andlogamente, si se supone que D = 1 entonces
N(I)l — oo cuando Il — 0 . Pero al suponer que D = 2, entonces la relacién
N(1)I? tiende al drea del objeto, es decir, a un valor finito distinto de cero
conforme { — 0.

Si se analiza la figura 2.2(b) de la misma forma, se tiene que al suponer
que D = 2 y que | = L/n entonces N(1) ='n, pues el niimero de cuadros
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@) ®)

Figura 2.3: (a) Un cuadrado de lado L con ! = (1/7)L tiene un drea de
L? = 7% = 49 cajas de lado [.(b) En este caso, el tridngulo isésceles tiene
drea = 24.5 = 49/2 = L3 /2.

necesarios es casi el mismo que el numero de cuadros a'lo larrro de uno de
los lados de la reticula y por lo t;anto N(l)l2 (1'1,L2)/n2 = L"/n — 0.
Por otro lado, si se supone que D '=0,1o que: eqmvale a que un objeto esté
conformado por puntos y sin ningdn segmento de recta, N()I° — oco. Asi
se llega al valor de D = 1, pues N (1)l a la longitud de la recta, multiplicado
por una constante ¢ # 0.

En el caso de un cuadrado, si la reticula es tal que la separacién entre cada
cajaseade !l = (1/n)L y donde L es el tamaiio lineal del cuadrado, entonces
se necesitan n cajas a lo largo del cuadrado original para abarcar un lado
y n? cajas de esta retfcula para cubrir todo el cuadrado, como se ve en la
figura 2.3(a). En el caso de un tridngulo isdsceles el valor de la constante ¢
de la ecuacién (2.2) es 1/2, y esto se puede comprobar en la figura 2.3(b).

Andlogamente, en un cubo cuya medida lineal es L, se puede dividir cada
lado en n partes iguales para formar la reticula y entonces cada caja de ésta
tiene ancho [ = (1/n)L. Asi que se necesitan n® cajas de la reticula para
cubrir todo el cubo, y esto corresponde a L2, es decir, a D = 3. A este
tipo de aproximacién se le llama conteo por cajas y es ampliamente usado
para el cdlculo de la dimensién de los objetos fractales, como se verd en la
seccién 2.3. Las relaciones anteriores se pueden calcular de igual forma al
tomar cubiertas de formas diversas, no sélo con cajas, por ejemplo con discos,
calculando el niimero de discos necesarios para cubrir al objeto multiplicando
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. jpor e1~volumenvde los disco
-el- volumen de un: cubo a-dimensiones . Mayores, que tres
' de estos resultados se puede definir la dlmensnon de un’,
. forma. : : . . S

' que la dimensién por conteo de cajas de F es el valor D tal-que St N(l) es el’

nuimero de cajas de lado | necesarias para cubrir al. ab]' y v < L, ‘entonces
se cumple la relacion N()IP =~ cLP, donde c es una constante dzstmta de
cero. T :

Como se puede ver de los ejemplos del cuadrado y el cubo, el valor de D
se puede encontrar de manera réipida, la dimensién del cuadrado es d = 2,
y del cubo es d = 3. De hecho, la dimensién de estos objetos geométricos
con volumen positivo es igual a la dimensiéon d del espacio en el que son
“encajados. Pero cuando V(I) — 0 mientras [ — 0, la dimensién D del objeto
"es menor que la dimensién del espacio, como en el caso de un segmento de

recta contenido en R2. En el caso de los fractales la dimensién puede serun -

valor no entero y no siempre resulta fdcil de calcular.

Para ilustrar esta propiedad se puede analizar como ejemplo la costa de
algin pafs (figura 2.4). Es claro que se puede encajar en un espacio de
dimensién 2. Si se mide la longitud de la costa ésta tiende a crecer casi
indefinidamente mientras la medida ! de las cajas decrece, es decu', mlentras
se toman cajas cada vez més pequeiias. Al mismo tiempo el drea de la cost;a
(que corresponde al volumen en d = 2) se mantiene finita al calcularlo con
cajas de lado decreciente, pues la costa estd acotada. Entonces se tiene que
N()I? tiende a un valor fijo mientras que N(l)l — oco. A partir'de este
ejemplo se puede dar una primera definicién de objeto fractal.

Definicién 4 Sea F un objeto geométrico encajado en un espacio de di-
mension d. Se dice que éste es un objeto fractal, si al medir su volumen,
area o longitud con hipercajas de longitud l y dimensidn d, d —1,... , no es
posible obtener una medida finita convergente al varzarl algunas de éstas
tzenden a cero y otras divergen.

Otra forma de definir los objetos fractales es a través de su dimensién.
Sin embargo, asf como se pudo decir de manera formal a partir de la ecuacién
(2-2) que la dimensién del cuadrado es 2 y la del cubo es 3, muchas veces la

’Srn embarﬂo, es mucho maés sencnllo generahzarﬁ_ :
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Figura 2.4: Conteo por cajas de una costa. Conforme se disminuye el lado
l.de las cajas, el 4rea se mantiene finita pero la longitud crece tanto como
el niimero de cajas de lado cada vez mds pequeiio necesarias para cubrir la
" costa cotnpletamente [26].

.)'

’dxmensuin de un fractal vament;e clara, pues generalmente no es

ara‘la cual D deberfa ser un valor ent;re

mtu

Como se mencioné antés, esta definicién no es linica, ademads de que exis-
ten excepciones a la dimensién fraccionaria. Aunque la gran mayoria de
los casos cumplen con la definicién por dimensién no entera existen algunos
ejemplos de objetos fractales en los que su dimensién si es entera. Ademds
no todos los fractales tienen una dimensién completamente definida, es decir,
en algunos casos la forma en que son generados los fractales no sigue un algo-
ritmo determinado o la geometria resultante es tan compleja que la dimensién
exacta de estos objetos no se ha calculado de manera precisa. Debido a la
gran variedad de formas que se pueden generar, algunos objetos fractales
cumplen con ciertas definiciones aunque no lo hagan de manera exacta para
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Figura 2.5: Primeros tres pasos en la generacién del Tridngulo de Sierpinski.

otras pero nos basaremos en estas dos deﬁn1c1ones para la presentacmn de’
este trabajo.

Existen muchas formas de. generar objetos matemdticos que cumplan la
propledad de autosimilitud de forma exacta y que su volumen dependa de
! aunque [ sea tan pequeiio como se quiera. Uno de los mds conocidos es
el tridngulo de Sierpinskif10, 26]. El algoritmo empieza con un tridngulo
equildtero, se divide en los 4 tridngulos equildteros congruentes que resultan
de unir los puntos medios de sus lados y se retira el tridngulo central. Al
repetir este procedimiento con cada uno de los 3 tridngulos restantes se quitan
los 3 tridngulos centrales para terminar con 9 tridngulos, como se ve en la
figura 2.5. Para obtener el fractal matemaético se requiere de un ndmero
infinito de iteraciones del procedimiento descrito arriba.

Se puede comprobar que el drea de este tridngulo se mantiene acot;a(la
con cada iteracién. Al analizar el procedimiento, en & = 0 se empieza con un
tridngulo para sustituirlo por 3 de éstosen k=1 y por 9 en kK = 2, asi en el
paso k-6ésimo se tienen 3% tridngulos. Si se calcula el perfmetro del obJeto en
cada paso, éste es igual a la suma del perimetro de cada tridngulo entonces
el perimetro crece y crece, tiende a infinito conforme k — oo.

Otra forma completamente distinta de obtener el triAngulo de Sierpinski
es mediante la repeticién de una sencilla lista de reglas para obtener una
sucesion de puntos que permanezcan dentro del tridngulo inicial [26]. Se em-
pieza de igual forma con un tridngulo equildtero y el primer paso es tomar un
punto inicial pg dentro del tridngulo. Ahora se busca el vértice del tridangulo
que esté més cerca del punto pg y el siguiente punto, p;, es el que estd al
doble de la distancia de pg al vértice sobre la recta que los une. Este proceso
se repite para obtener p-, siendo el punto que estd al doble de la distancia de
p1 al vértice mds cercano a éste. Pero este juego no puede seguir si en algin
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fFiﬁufé‘QG ' Tres ﬁé.ébésimiendo las reglas del doble de 1a distancia al vértice
mas’ cercano empezando en un punto po cuya sucesién sale del tridngulo
equllétero :

\momento un unto- se sale: del trlénwulo.
Lo interesante empleza ‘al tratar de encontrar un punto adecuado dentro
-del trigngulo tal que la sucesién de puntos que se generan a partir de éste
no salga nunca del tridngulo. Se puede empezar el andlisis por el final. Los
puntos que salen del tridngulo vienen del tridngulo equildtero central que
tiene como vértices a los puntos medios de los lados. Como se puede ver
de la figura 2.6 los puntos que quedan dentro de éste sobrepasan los lados
del tridngulo al duplicar la distancia a los vértices. De forma andloga, la
imagen inversa de los puntos que estdn en este tridngulo central vienen de
los tridngulos medios de los tres que estdn a su alrededor, la mitad de la
distancia de todos los puntos del tridngulo central a los vértices determina
el perfmetro de otros tres tridngulos, como en el paso k = 2 de la figura 2.5.
El proceso sigue eliminando cada vez mds tridngulos centrales, pues cada
uno de éstos viene de alguno de los tridngulos centrales que se forman dentro
de los tridngulos congruentes a ellos. El resultado es que la tinica forma de
que una sucesién de puntos de la forma pg, p;, p2... esté siempre dentro del
tridngulo equildtero es que pertenezca al tridngulo de Sierpinski, como el de

la figura 2.7.

Se dice que un objeto es determinfstico cuando su proceso de generacién
es mediante la iteracién de reglas fijas, sin involucrar procesos aleatorios.
Entonces, se puede generar un fractal determinfstico al aplicar el proceso
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Figura 2.7: Tridngulo de Sierpinski.

S Lo 0 0 Lo Lo

siguiente en una reticula infinita. En & = O se empieza con una semilla
inicial para después agregar (en & = 1) 4 semillas iguales a la primera de
forma simétrica en cada esquina de ésta. En k& = 2 se toma como unidad
base el conjunto de semillas obtenido en & = 1 y se coloca una de estas
unidades en cada esquina de la misma. De la misma forma se obtiene el
paso k = 3 aumentando el conjunto que resulta en £ = 2 en cada una de las
esquinas del mismo, como se ve en la figura 2.8.

En general, £k = n se construye al agregar el objeto obtenidoen k =n—1
en cada una de las esquinas del mismo. Al ver la figura 2.8 se aprecia que
este fractal crece sin medida conforme avanzan las iteraciones, en cada paso
el objeto estd formado por 5 veces el niimero de semillas del paso anterior.
Debido a que el proceso involucra siempre una medida minima, la medida
lineal de la semilla inicial, se puede pensar en este fractal como un objeto
discreto.

Andlogamente a este proceso se construye un fractal que decrece en lugar
de crecer, que generalmente es conocido con el nombre de Fractal de Caja. El
proceso empieza con un cuadrado en k£ = 0 para sustituirlo por 5 cuadrados
que queden dentro del drea limitada por el primero, como se ve en la figura
2.9. Se toma esta tltima figura (la obtenida en k£ = 1) como unidad base y se
sustituye cada uno de los 5 cuadros por la unidad; para el siguiente paso se
hace lo mismo, cada vez sustituyendo cada uno de los cuadros por la unidad
base formada por 5 cuadros. De la figura se ve que al empezar con un cuadro
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[‘Wura 2.8: E‘ractal determinfstico generado por la agregacién sucesiva de
part;es. i

en k = 0 se sustltuye porSenk=1y25enk =,2.. Entonces, anidlogamente
“al trlanvulo de Sierpinski el obJeto tiene: 5% cuadrados en el paso k-ésimo.
Es fdcil ver que conforme avanzamos enla’ .iteracién se ve menos de la figura
original y tiende a desaparecer su area dlsmmuye rapidamente y los espacios
‘vacios aumentan. S ST

En el limite cuando k£ — oo el eJempIo de la figura 2.8 se vuelve infini-
tamente largo, mientras que el de la figura 2.9 practicamente se desvanece
en el aire. Lo asombroso es que para cada & finita se puede escalar uno de
los fractales en el otro, a pesar de que en el limite son incomparables. Esto

Bl G

k=0 k=1 k= =3

Figura 2.9: Fractal de caja generado por divisiones sucesivas.
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muestra dos objetos, dos tipos de fractales con construcciones comparables
_pero que en el resultado final son completamente ajenos..= i

i Pero qué pasa con la dimensién de los objetos descritos en los ejemplos
-anteriores? Es diffcil creer que su dimensién llegue a ser 2, pues son objetos
‘cada vez mds delgados, a cada paso se aumenta el ntimero de huecos como
en el caso del tridngulo de Sierpinski y en el fractal de caja. Pero tampoco
podrian ser encajados en un espacio de dimensién 1, pues son mas grandes
cada vez y, como en el caso del fractal creciente, el drea sobre la que se
extiende aumenta con cada paso y no se puede aplastar para que encaje en
un espacio de dimensién 1. Entonces se puede decir que, intuitivamente, su
dimensién es un valor entre 1 y 2. Para poder obtener un valor exacto de la
dimensién de estos objetos es necesario hacer un andlisis mds detallado que
en el caso de los objetos geométricos euclidianos, para lo cual se estudiard
~primero una propiedad m4ds de los fractales, el escalamiento de acuerdo con
leyes de potencias.

2.2 Leyes de potencias y universalidad

Es momento de hablar de una de las propiedades de los fractales que es muy
Atil para el calculo de la dimensiéon de éstos. Cuando se habla de una ley
.de potencias se habla de la relacién que guardan a entre sf dos medidas o
caracterfsticas de un fendémeno, un objeto o un ser vivo. Por ejemplo, se dice
que el volumen de un objeto geométrico es proporcional a la medida lineal
elevada a una potencia, entonces el volumen y la medida lineal cumplen con
una ley de potencias. Se sabe también que la frecuencia respiratoria de los
seres vivos esté relacionada con su masa corporal, siendo ésta proporcional a
la masa elevada a una potencia igual a 3/4, entonces se dice que la frecuencia
respiratoria y la masa corporal cumplen con una ley de potencias.

Las leyes de potencias se presentan en la naturaleza no sélo en forma
de fractales, sino que juegan un papel mucho mds importante de lo que se
aprecia a simple vista. Se pueden encontrar desde la relacién que existe entre
el tiempo de caida de un objeto con la altura a la que se encuentra [26], que
ademais es independiente de la masa del cuerpo. Se tiene la relacién ¢ ~ h!/2,
que es independiente de la masa del cuerpo y donde t es el tiempo de caida
desde una altura i con una constante de proporcionalidad independiente de
las variables. Al usar el simbolo ~ nos referimos a que ¢ es proporcional a
h'/2, y se usard en ese sentido en el resto del trabajo.
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Esta relacién se conserva a pesar de la escala a la que se mida, no importa
si el cuerpo’cae de un’edificio de 2 pisos o si cae por un precipicio de 200
metros de profundidad: La tnica escala que limita la relacién de proporcién
en-este caso es el radio de la tierra, pues la fuerza de gravedad de la tierra
disminuye al'alejarse ‘de ésta. Ahora se puede dar un significado geométrico
de la ley de potencias a partir de este ejemplo.

‘Definicién 6 Se dice que la funcidn f(x) se escala con respecto a la variable
x de acuerdo con una ley de potencias si f(x) = cz®, donde ¢ y @ son
-constantes independientes de x y f es una funcidon homogénea de la variable
x. ;

Es importante notar que las leyes de potencias cumplen con la definicién
de autosimilitud, pues si se escala la variable z la funcién f(z) sigue cum-
pliendo su relacién con ésta, aunque la constante de proporcionalidad ya no
sea la misma. Esta invariancia bajo escalas resulta del hecho de que las
leyes de potencias homogéneas carecen de escalas naturales, no guardan una
unidad bdsica caracteristica como una medida unitaria o un tiempo o masa
unitarios [26]. Es como decir que son ciertas a cualquier escala. Aunque se
debe sefialar que tal escala esta limitada, o debe estar limitada, por una cota
superior y una cota inferior, como por ejemplo en el caso de la caida de los
CUErpos.

En el conjunto de Cantor de los tercios medios la presencia de las leyes
de potencias se encuentra no sélo en el cdlculo de la dimensién, como se vera
més adelante, sino también en la distribucién de los intervalos. Al dividir el
intervalo unitario en tres partes iguales y retirar el tercio medio, quedan dos
intervalos y se retira uno. En & = 2 permanecen 4 intervalos en el conjunto
y se retiran 2 mds, es decir, existen 3 huecos. En k = 3 se tienen 8 intervalos
(o 2% intervalos) y se han retirado 4 intervalos mas. En general, para el
paso k-ésimo se tendri que 2* intervalos pertenecen al conjunto y que se han
retirado 2*-! intervalos més que en el paso anterior.

Pero los exponentes a los que se escalan estas funciones no necesariamente
tienen que ser enteros. Una gran variedad de fenémenos naturales se relacio-
nan de acuerdo con exponentes fraccionarios. En algunos casos resulta ser
que los mismos exponentes se presentan en fenémenos completamente dis-
tintos. Y es aqui donde se encuentra la universalidad de dichos exponentes,
escondiendo generalmente la universalidad de los mecanismos de generacién
de tales fenémenos.
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Figura ._.10 Imégenes de tres fenémenos en la naturaleza que presentan una
forma fractal muy simular. Estos son: crecimiento de iones de zingc, una foto
de'la cordillera de los Himalayas desde un satélite y una colonia de bacterias.

Cuando se habla de universalidad, el sentido que toma estd basado en
la existencia de una gran variedad leyes que se pueden aplicar a distintos
fenémenos de la naturaleza que no tienen relacién entre si [26, 1].. Por ejem-
plo la forma en que crecen los drboles no sélo se presenta en las plantas,
existen cristales que se forman como ramificaciones y esta misma forma de
ramificacién se encuentra en el sistema circulatorio formado por las venas
y arterias al igual que en las ramificaciones que forma el sistema bronquial
dentro de los pulmones.

La universalidad estd relacionada con el concepto de protectorado, que
aungue parecen referirse a lo mismo existe una pequeiia diferencia entre ellos.
La universalidad habla de aplicar las mismas leyes o patrones a diversos
fenémenos, pero esta aplicacién no podria darse a no ser por que existen
propiedades protegidas dentro de la naturaleza, es decir, protectorados [6].
Las caracterfsticas macroscépicas de los fenédmenos y los modelos que los
describen son independientes de las caracteristicas microscépicas del mismo.
No seria posible describir la trayectoria que sigue un fluido a través de un
medio si para esto fuera relevante el papel de cada particula del fluido, el
modelo tendria una magnitud tal que resultaria imposible de estudiar.

Es por estos protectorados de la materia que la universalidad es aplicable
a tantos campos de la ciencia. Debido a que no es necesario estudiar el
crecimiento dendritico de los iones de zinc tomando en cuenta cada una de
las particulas que lo conforman, entonces la naturaleza de las particulas es
irrelevante en el modelo y lo mismo es estudiarlo con particulas de zinc que
con bacterias, obteniendo el mismo resultado en los patrones que estos dos
fenémenos generan. Como se ve en la figura 2.10 es dificil distinguir entre el
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crecimiento’ de los iones de zinc, una colonia de bacterias Bacillus subtilis y
una. foto de la cordillera de los Himalayas tomada desde un satélite.

; En este ejemplo, la similitud entre la morfologia de los tres fenémenos
va mas alld de la forma que presentan. Los patrones que generan tienen
la caracteristica de ser objetos geométricos fractales, ademds de tener la
misma dimensién fractal [6]. Como se mencioné antes, los exponentes que se
encuentran en alguno fenémeno a través de las leyes de potencias no tienen
exclusividad, en este caso, la dimensién que se calcula a través de una ley de
potencias es compartida por los tres fenémenos del ejemplo anterior. Ahora
se dardn los detalles necesarios para llegar a una definicién y un algoritmo
en el cdlculo de la dimensién de los fractales .

2.3 Dimension fractal y su calculo

Al hacer el cdlculo del volumen de los objetos geométricos usuales en la
seccién 2.1 se pudo llegar a una definicién exacta para la dimensién de los
mismos. Siguiendo este procedimiento se puede dar una relacién similar a
ésta para calcular la dimensién de los objetos fractales que, como se dijo,
es menor que la dimensién d del espacio ambiente y generalmente es frac-
cionaria. Entonces se tiene la siguiente definicién. ’

Definicién 7 Sea F un objeto fractal encajado en un espacio de dimensién
d. Se dice que la dimensién fractal de F es D si ésta es la dimensidn por
conteo de cajas de ' y cumple que D < d, con DD un valor no entero.

En la definicién anterior se pidié que la dimensién de un fractal fuera
fraccionaria, cuya dimensién se refiere a la calculada por conteo de cajas
pero puede aplicarse a cualquier dimensién de las que se mencionardn mas
‘adelante. Sin embargo, es importante aclarar que existen algunas excepciones
(y en realidad son pocas a comparacién con el resto de los fractales) en los
que estos objetos presentan autosimilitud, su dimensién cumple que D < d,
pero que D es un entero [26]. Tal es el caso de la generalizacion del tridngulo
de Sierpinski para d = 3 cuya dimensién fractal es D = 2. Su construccién
consiste en ahuecar el volumen de un tetraedro de tal forma que en el primer
paso sélo queden 4 tetraedros, cada uno de ellos con un vértice en cada uno
de los vértices del tetraedro original repitiendo el proceso para los tetraedros
obtenidos. Puesto que las excepciones son muy pocas, se referira de ahora en
adelante a la dimensién de un objeto fractal como una dimensién fraccionaria.




2.3. DIMENSION FRACTAL Y SU CALCULO. .. ) 28

De la misma forma que para los objetos geométricos usuales, la medida
:lineal L y el volumen V(I) del fractal estdn relacionados mediante una’ley
de potencias. Debido a la forma en que fueron generados los fractales de las
figuras 2.8 y 2.9 se puede hablar de las primeras dos clases de fractales, los
crecientes y los decrecientes, respectivamente. Asi que a partir de-esto se
dardn dos aproximaciones desprendidas del método de cajas para ca]cular y
determinar D en cada uno de los casos.

En el caso de fractales crecientes el volumen V(L) es considerado como
una funcién de la medida lineal L del objeto que crece con cada iteracién
de forma homogénea. Para determinar V(L), la estructura de F se puede
cubrir con cajas de volumen unitario (generalmente se asume que [ = 1 pues
si L < 1, a partir de algiin paso sucederd que L > 1 = l). Se sigue de
(2.1) que V(L) = N(L), donde N(L) es el nmiimero de cajas requeridas para
cubrirlo. El hecho de que un objeto es un fractal matemadtico significa que
N (1) diverge mientras L — oo y I — 0. En este caso [ queda fijo, pero atin
asf la relacién entre N(L) y L se sigue cumpliendo, esta vez de acuerdo con
un exponente D <« d. Andlogamente a (2.2) tenemos que

T N(L) ~ LP, (2.3)

: ddnde el simbolo ~ se refiere a que el factor de proporcionalidad, que no
: aparece en la ecuacién, es independiente de L. En base a esta relacién se
: puede definir la dimensién fractal D de forma exacta. )

Déﬁhicién 8 Sea F' wun fractal creciente, con medida li.ncfal.,L yN(L) ‘él
nimero de cajas necesarias para cubrir al objeto.  Entonces. la.dimensién
fractal por conteo de cajas de F estd definida por . - Sl

In N(L)
D= jim =y

(2.4)
En el caso de los fractales decrecientes (figura 2.9) la medida lineal L
- se mantiene fija presentando detalles a escala muy pequefia. Entonces la
dimensién fractal D se define a través del escalamiento de N () como funcién
del valor decreciente /, donde N (1) es el niimero de cajas de dimensién d y lado
! necesarias para cubrir la estructura. Puesto que las ramas del objeto son
. cada vez mds pequeilas, se hace que ! sea cada vez mds pequeilo y entonces

cada vez se necesitan mds cajas para cubrir la estructura. Asi, anidlogamente
N(l) diverge mientras I — 0, respetando también un exponente D < d.
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' Puesto que l ‘es un valor decremente el escalamxento de N (l) con respecto a
l esté dado de acuerdo con un exp nente necratnvo de la siguiente manera

(2.5)

Estas relaciones sbnf',ah_é.loga “a las.que se: obtuvieron para los objetos
geométricos regulares.. .De:acuerdo:con la tltima relacién se define la di-
mensién D para los fractales que’tienen medida lineal L finita y ramifica-
ciones infinitamente pequeﬁas "de"lé siguiente manera

Definicién 9 Sea F un fractal decreczente y N(1) el nimero de cajas de lado
decreciente | necesamas para cubrz'r' a F FEntonces la dimensidn fractal D de
F estd dada por. .
L In'N (l)
D. 1 —_— 2.

Claramente estas deﬁmcmnes se’ pue e ,aphcar tambnen a’ objetos no
fractales. Con base en estas deﬁmcmnes se puede calcular la dimensién fractal
de los ejemplos de las figuras 2. 8 y 2 9 Para ‘el caso del fractal crecxente (ﬁcr
2.8) se puede ver que v .

N(L) '=5" ~con L =3F (2.7)
donde k es el ntimero de iteraciones completadas, N(L) es el nimero de
semillas que tiene la estructura en cada paso el cual se obtiene al multiplicar
por 5 el niimero de semillas del paso anterior y la medida lineal L se multiplica
por 3 al aumentar un bloque a cada lado en cada paso. Siguiendo la definicién
(2.4) y al observar que N(L) y L sélo dependen de K tenemos que

4. In(5*) In(8*) In5
| D=Mm 5G) =~ W@ ~ In3’ (2.8)
asi D.=1In5/1n3 = 1.465... que es un nimero entre d = 1 y d = 2 como se
esperaba.’ Andlogamente para el fractal de caja (fig. 2.9), N(I) = 5% pues
‘cada cuadro es sustituido por la unidad inicial con 5 cuadros y I = 3-k
que se tiene que dividir entre 3 cada lado para la sustitucién de los cuadros.
“Al-aplicar la definicién (2.6) para este fractal, la dimensién obtenida es la
misma, D =1n5/1In3 = 1.465....
La autosimilitud y la dimensién fractal son caracterfsticas muy rela-
‘cionadas entre si. Para los fractales crecientes el hecho de que V(L)/L? — 0



.2.3. DlMENéIéN FRACTAL»y;'sU'éAi;édLo,'Z S L ... 25

b nnentras L' — oo 51gn1ﬁca que la estructura debe de. tener: muchos espamos
-}vacfos pues el"volumen no crece lo suficiente para compensar. el-crecimiento
~de”lamedida linesl, los huecos que se ‘encuentran cada vez con mds fre-
‘cuencia:tienen un didmetro comparable con la medida lineal L del fractal.
“ Precisamente esta presencia de huecos a cualquier escala es el origen de la
invariabilidad bajo escalas.
‘En la seccién anterior se sefialé que las leyes de pot;encnas rigen sobre la
naturaleza en una gran variedad de aspectos, pero que siempre se presentan
" con una escala minima y una médxima. En estos:fractales la escala minima
“es-la medida de las partfculas o de la estrnctura inicial, y la mdxima es el
‘tamaiio de la estructura completa. Debido a que, estas medidas son finitas se
: puede t;rat,ar a todos los casos relevantes usando una cantldad sin dimensién

(2.9)

“‘que es el tamafio [ de las cajas con que se cubreal fractal,' normalizado por la

““medida‘lineal L de'la estructura. En el caso de. los fractales crecientes cuando-

se’ calcula la’ dimensién fractal, el tamafio I se mantiene constante mientras -
‘que’L es incrementado y en el caso de-los fractales generados por divisiones

vfsubsecuentes L+-se mantiene fijo mientras ! decrece. - Entonces se puede dar

“una relac1on equxvalente a (2.3) y a (2.5) con este’ termmo nuevo ‘-

N(e) ~ e~ : C , ,(2 1‘0')
donde ¢ < [ pues siempre se utilizan cajas con lado [ estrictamente menort
‘que la medida lineal L, N(¢) es el nimero de cajas de lado eL necesarxas' 5

para cubrir al fractal. Se puede dar una deﬁnlclén de dlmensxén fractal s
importar si el fractal es cremente o decrec1ente dada por ]

B lnN(e)
D =lims W (1/e)

- Unagran ventaja es que estos fract;ales fueron construldos por la iteracién
".de un mismo proceso,; y con las mismas escalas en cada paso, es decir, por una
rerrla determmlstxca. Cuando se construye un fractal creciente se empieza
en”k-="0"con un objeto inicial de medida lineal a. Para el primer paso
“(k'=.1) se agregan n — 1 copias de la figura original a ésta misma tal que la

© medida lineal de la configuracidn resultante es ra, con r > 1. A continuacién,

‘para k = 2 cada particula de la figura que se obtuvo es sustituida por la
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" configuracién final de & = 1. Ahora la medida lineal serd r2a y el nimero
de:particulas existentes serd n®. En el paso k-ésimo aplicamos la misma
.. Tegla: ‘Cada‘partfcula es sustituida por la configuracién del paso £ = 1, de
tal forma que el k-ésimo objeto estda formado por n unidades idénticas a la
conﬁﬂ"uramén k — 1 y tiene una medida lineal r*a. El fractal matematico se
alcanza cuando k£ — oo y la dlmensmn fractal se calcula en base a (2.4). De
lo. anterior concluimos que L = r*a y que el volumen de la estructura esti
-dado por el nimero de part;lculas, es decir, N(L) = n*. Sustituyendo se tiene
T N ln(n") lnn klnn Inn
‘ D_ I}l—»co An(rka) “Tnr® _ klnr Inr (212)

que esla expresién exacta para: la dlmens16n D, utilizando el hecho de que
‘generalmente es conveniente tomar a =:1, es dec1r la medida lineal de la
partfcula’inicial igual a 1.

El procedimiento para los. fractales decrecientes es andlogo, pero en vez

de agregar la configuracién anterior, se hacen divisiones subsecuentes por un

“factor fijo 1/r. En el siguiente paso se acomodan n copias del primer objeto
de tamafio Lo = 1 reducidas por un factor (1/7)2. En general cada uno de los

n* objetos obtenidos en el k-ésimo paso son reemplazados por la estructura

del paso k = 1 reducida en un factor (1/r)*. Entonces se necesitan n* cajas

de radio ¢ = (1/7)* para cubrir la estructura del paso k-ésimo y en base a

(2.5) el cdlculo termina con la misma definicién en (” 13) para la dimensién

fractal.

. Con base en los dos tltimos cdlculos se llega a una definicién de dimensién
fractal mds general, que no depende del tamaiio de las cajas ni de la medida
lineal y tampoco hace distincién entre fractales crecientes o decrecientes. Los
fractales con los que se ha trabajado hasta este momento son generados por

- reglas que se repiten a cada paso sin variar. Generalmente a un proceso que
se repite constantemente sin alterar su procedimiento se le conoce como un
procesos deterministico, por lo tanto a los fractales generados de esta manera
se les conoce andlogamente como fractales deterministicos.

Definicién 10 Sea F un fractal deterministico. Sin es el nimero de parti-
culas existentes después del primer paso y r es el factor por el que se divide
o multiplica al objeto inicial, entonces la dimensidn fractal D de F queda
determinada por

: o _ In(n)
T In(r)’

(2.13)
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s Con esta deﬁmcmn se puede calcular la: dlmensuSn 1 ractal del triangulo de
Slerpmskl de una forma muy sencilla: {Primero tenemos el tridngulo original
‘cuya medida lineal es dividida'entre’ dos (r ‘="2)'en cada paso, para quedarnos
con" 3 tridngulos (n = 3) de'los 4 que’ obtenemos con-la“divisién. Asf la
dimensién fractal del objeto final esta dada por ]a ecuac16n (2:13) con D =
In3/1In2 =~ 1.585.

De igual forma se calcula la dlmenSlén del conJunto de Cantor de los ter-
¢ios medios. Se tiene que el nimero de. partes que quedan es n = 2 y el factor
por el que dividimos cada vez es 1/r = 1/3.. Por lo tanto, la dimensién del
conjunto de Cantor es D = In 2/ ln 3=0. 6309.. que es un nimero irracional
menor que 1.

Se puede generar una gran varledacl de conjuntos de Cantor al variar el
factor por el que se divide al.intervalo y el nimero de partes que quedan, pero
entonces también varia su dimensién. De hecho, si se deja fijo el ntimero de
partes que pertenecen al conjunto, por ejemplo en n = 2, y se varia ¢l factor
de divisién, entonces se pueden generar conjuntos con cualquier dimensién
D, con 0 < D < 1. Andlogamente es posible construir conjuntos que tengan
la misma dimensién pero apariencia completamente distinta. Por ejemplo, si
r=2yn=4juntocon r =3y n =9 se generan dos conjuntos de Cantor
con D = 1/2 pero claramente son muy distintos.

Hasta ahora se han analizado fractales deterministicos que pueden ser
obtenidos mediante la iteracién de ciertas reglas de construccién. ;Qué
sucede cuando el objeto que se quiere estudiar es construido mediante pro-
cesos aleatorios o alguna de estas reglas varfa en cada paso? ;Cdémo calcu-
lar entonces su dimensién? Los fractales fisicos generalmente son aleatorios
(unos mds que otros) y tienen poco de simetria. Asi que es necesario hacer
algunas variaciones en la definicién de dimensién para poder obtenerla en el
caso de fractales no deterministicos.

2.4 Fractales aleatorios y fractales con
anisotropia

Una generalizacion de los ejemplos anteriores se presenta cuando el factor
por el que se reduce o aumenta el fractal en cada paso no es el mismo, los
factores r; > 1, (i = 1,2,...) pueden no ser iguales. Este fractal no uniforme
se obtiene después de iterar una infinidad de veces el procedimiento y para



28 R o ‘ 2. GEOMETRIA FRACTAL

‘obtener su:dimensién primero se puede notar que puede ser dividido en n
partes siendo cada una de éstas una versién escalada del fractal completo.
Se denota con /N;(e) el nimero de bolas de radio ¢ necesarias para cubrir la
i-ésima parte.’ El nimero de bolas necesarias para cubrir todo el fractal es

N(e) = Zn:Ni(e). (2.14)
i=1

El fractal cumple con la propiedad de autosimilitud pero es necesario
decir que para obtener el objeto total a partir de una de sus partes, el factor
por el que se expande esta parte depende del paso en el que se haya generado.
Asf que es necesario el mismo niimero de bolas de radio reducido €¢/r; para
cubrir la i-ésima parte que resulta de reducir el fractal completo a un tamafo
Lo/T:, que las que se necesitan para cubrir la estructura completa con bolas
de radio ¢, es decir,

Ni(e/T3) = N(e). (2.15)

Sustituyendo (2.5) y (2.15) en (2.14) se obtiene

que es:equiva.lente a(2.13) cuandor; =11 =132 =...=T,.

‘Se puede construir un fractal aleatorio con base en uno de los ejemplos
anteriores, por ejemplo en €l fractal de caja de la figura 2.9 iniciando de igual
forma con un cuadrado y dividirlo en 9 partes iguales para retirar 4 de ellas,
s6lo que ahora se escogeran de forma aleatoria. En el segundo paso se repite
el proceso con cada una de las 5 partes restantes: se dividen en 9 partes
para retirar 4 de ellas y asf obtener 25 partes distribuidas de forma aleatoria.
En general se divide cada cuadro de la misma forma. La apariencia cambia
mucho, como puede apreciarse en la figura 2.11, sin embargo, la dimensién
fractal es la misma, D = In5/1In3 = 1.465..., pues es necesario el mismo
niimero de cajas para cubrir ambos fractales y el factor por el que se divide
cada vez es siempre el mismo.

Este es uno de los ejemplos mis sencillos, de hecho la forma de calcular
la dimensién fractal no varia pues se sabe con exactitud cuantas partes hay
en cada paso por lo tanto se sabe el niimero de cajas necesarias para cubrir
la estructura. Pero se pueden generar fractales aleatorios al variar el nlimero
de partes que se quitan en cada paso o el factor por el que se divide el objeto
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Figura 2.11: Fractal aleatorio generado por divisiones sucesivas con el mismo
factor de reduccién, pero escogiendo de forma aleatoria las partes que se
retiran.

cada vez, todo esto de forma aleatoria. Para este tipo de fractales no existe
una expresion explicita andloga a la dada en (2.13) o en (2.16), asf que se
utilizan otros métodos numéricos y tedricos que se discutirdn mads adelante.

Un punto mds a tratar es la autosimilitud, que en el caso de los fractales
deterministicos es fdcil de verificar. Pero los fractales aleatorios son autosimi-
lares sélo en sentido estadistico pues no es posible que lo hagan de forma
exacta, a lo que diremos que son inwvariantes bajo escala. .

Definicién 11 Sea F un fractal aleatorio. Se dice que F es lnvanante bajo

escala si al cubrir la estructura, las bolas con que se cubre contienen el mismo~

numero de particulas esenciales a cualquier escala que se mzda. sin zmportar: .
la dzstnbuczén de éstas .

Una forma de rectificar la mvarlanma baJo escala es usando,la func 1 de
correlacién denszdad-denszdad que esta deﬁmda de la swulent;e forma :

Definicién 12 Sea p. la de zdad local deﬁmda sobre el ob]eto fractal de la
siguiente forma: p(r) =:1"si el punto r pertenece al objeto y p(r) = 0 si
no pertenece. Entonces la. funczén de correlacién densidad-densidad queda
definida por

c(r) v}:p(rw’)p(r') A (2.17)
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,»donde V es el 'uolumen del Ob]eti'

_ ) perado del evento de que dos puntos separados
por.r. pertenezcan a. la estructura... Para fractales crecientes V = N, donde
"IN es el nimero de. particulas en el cimulo y (2 17) nos da la probabilidad de
encontrar una: part;fcula n,la posicién 7 + 7/, siempre que exista una en r’.

, Ahora se. dice: que un- fractal ‘es mvarlante bajo escala si la funcién de
correlacién’ definida’ en’ (2 17) ‘no cambia m4és alld de una constante cuando
se hace un escalamlento de medeas por un factor arbitrario b, es decir, si
esta funcién cumple que

7 c(br);~ b=%c(r), (2.18)

,donde se supone, que [ es un numero no entero mayor gue Cero y menor que
d. Latnica forma en que (2 18)‘se<sat1sface es por una dependencia de leyes
de pot:enc1a de

(2.19)
: de esta forma se t;lene que

c(br) (2.20)

que corresponde a‘un: decremmlento alcrebralco de la densidad local en un
fractal aleatorio, ya que la funciénide correlacién es proporcional a la dis-
tribucién de densidad alrededor de.un punto dado. Se puede utilizar esta
relacién para determinarla dimensién fractal a través del exponente . Esto
se obtiene al calcular el ntimero de particulas /V(L) en una esfera de radio L
a partlr de su dlst:rlbumon de densmlad

N(L) ~ / (r)ddr ~ / ""ddr ~ L4 (2.21)

inte Gra_l Comparando (2.21) con
di1 ens10n fractal.

:deﬁne su dimensidén fractal

(2.22)

donde o es el ea:p_o e 'g que se obtien a,‘tra,vés del escalamiento de la funcién
de cor'relactdn denszdad—denszdad c('r) con la distancia r de la forma c(r) ~r™=.
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Esta deﬁmcmn basada en la funcmn de corre]acmn es ampllamente usada
en fractales aleatorios o generados por comput;adora ‘donde se sabe el nimero
total de particulas que tiene el obJeto en cada paso aunque no se conozca la
distribucién exacta de éstas." :

En este caso cuando se calcula c('r) se’ 51gue el sxgulente procedlmlento se
escoge una particula dentro del: ¢timulo y se cuenta el nimero de particulas
que estdin dentro de un anillo de'radio r y de ancho ér, donde generalmente
tomamos dr = 0.1r. - Se repite este cdlculo para distintas particulas y el
resultado se normaliza tomando en cuenta el nimero de particulas que se
tomaron y el volumen de los respectivos anillos. Para evitar que se obtengan
efectos no deseados se evita utilizar particulas que estén muy cerca de la orilla
del ciimulo. Pero este método lo analizaremos mds a fondo en el siguiente
capitulo, cuando calculemos la dimensién fractal de los ciimulos generados
‘por agregacidén limitada por difusién (ALD).

Sin embargo, cuando se trata de calcular la dimensién fractal para fené-
menos fisicos en general, no siempre es posible aplicar los métodos antes
mencionados pues muchas veces sf es importante la direccién en la que se
mide o en la que crecen los objetos. En el caso de fractales generados por
fenémenos de crecimiento, las particulas se agregan al cimulo principal de
forma aleatoria, asf que es dificil que se encuentre isotropia, no crecen de
forma regular o isotrépica debido al movimiento aleatorio de las particulas.

En el caso del crecimiento aleatorio, si el fenémeno ha sido reproducido
por un modelo es posible estudiarlo de forma discreta conforme las particulas
son agregadas al cimulo principal. Se toma una reticula, generalmente
cuadrada, para asignar una funcién de posicién de tal forma que su valor
sea 1 si el lugar es ocupado por una particula y 0 si estd vacio. Tal vez
una de las formas mads sencillas de calcular la dimensién es usando las ecua-
ciones (2.3) y (2.4), donde la medida unitaria [ que se usé antes corresponde
al tamafio de la reticula y el ntiimero de cajas de volumen unitario N(R)
necesarias para cubrir la estructura en un esfera de radio R es equivalente al
niimero de sitios de la reticula ocupados dentro de la esfera.

Puesto que se trata de fractales crecientes se tiene la relacién N(R) ~ RP
y es 1til graficar In V(R) contra In R para obtener una recta cuya pendiente
sea igual a D. Generalmente se escoge una particula cerca del centro del
ciimulo y para tomar esferas de radio creciente que va desde un radio mucho
menor a la medida lineal de la estructura total hasta que la sobrepasa. De
igual forma se pueden usar cajas de tamafio lineal L en lugar de esferas.
Adema4s, para obtener un resultado confiable debido a que el crecimiento es
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aleatorio, se construyen varios ciimulos para que se calcule el promedio sobre
la medida de cada uno de ellos y sobre los distintos valores de R.

Cuando se conoce el niimero total de particulas que pertenecen al ciimulo,
como sucede cuando el crecimiento es generado por la subsecuente agregacién
de partfculas, se utiliza una variacién del método anterior. Primero se calcula
la cantidad R,(N) llamada radio de giro definida como sigue.

Definicién 14 Sea N el numero de particulas que pertenecen al cimulo en
crecimiento y sear; la distancia de la particula i-ésima al centro de masa del
cimulo. L‘ntonces el radlo de giro queda determinado por

1/2
R (N) (N Er ) . (2.23)

Ahora se supone: que el radlo de ero cumple con una ley de potencias de
la siguiente forma. - :

- ; 1 } (2.24)
donde v o= : 18, S puede determinar de forma exacta la

Ademas, 1 /D tamblen ‘puede:ser. ulado:a .través de la pendiente de
la recta en la grifica de In’ (Rg) como funcién de In (V). La ecuacién (2.24)
corresponde a suponer que la. asmtoha ‘de todos los radios R, es proporcional
al radio total del ctimulo. .

La dimensién fractal de est;ructuras aleatonas también se puede calcular
a través de la funcién de correlacién densidad-densidad. De acuerdo con la
definicién (2.17), ¢(7)d%r es la probabilidad de encontrar una particula en un
volumen d%r a una distancia r de alguna particula dada.

Hasta este punto se han definido distintos procedimientos para calcular la
dimensién fractal de objetos que no pueden tener dimensién entera, y también
justificamos las distintas definiciones de acuerdo con el tipo de construccién
o generacién de algunos de estos objetos. Pero ahora se definira la dimensién
de Hausdorff que se puede utilizar para cualquier objeto fractal, aunque no
se conozca el proceso por el que fue generado.
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2.5 Dimension de Hausdorff

Se han definido algunas formas de calcular la dimensién fractal de distintos
objetos con métodos relativamente sencillos, aunque estas definiciones se ob-
tuvieron a través de la forma de generar los objetos o en la distribucién de
sus partes. Sin embargo, no siempre es posible describir los objetos que se
analizan mediante la iteracién de funciones o por el nlimero de elementos con
los que cuenta. En estos casos la dimensién de Hausdorff es una herramienta
1itil. Esta dimensién es tal vez la méds antigua y probablemente una de las
maés importantes [10]. Una de las ventajas que presenta la dimensién de
Hausdorfl es que est4d definida sobre cualquier conjunto lo cual es muy con-
veniente desde el punto de vista matemadtico. Pero una de sus desventajas
es que en muchos casos es dificil de calcularla a través de métodos computa-
cionales, atin asf es necesaria su definiciéon para tener un panorama completo
“de las distintas formas de calcular la dimensién fractal.

Para definir la dimensién de Hausdorfl de un conjunto £ es necesario dar
conceptos sobre los conjuntos en los que se define la dimensién. Asf se define
primero lo que es el didmetro de un conjunto U, se da el concepto de medida
de Hausdorfl sobre cubiertas del conjunto F' y con base en esta medida la
dimensién de Hausdor(l es obtenida por una ley de potencias andloga a las
que se usan en las definiciones anteriores.

Definicién 16 Sea U un subconjunto de un espacio euclidiano de dimensidn
d distinto del vacio. Se define el diémetro de U como '

: Generalmente alos conJuntos que cubren‘al : ubconjunto F se les llama
‘bolas, de manera’ analo«ra a 16s discos o esferas’ que'usualmente son utilizados.
vEntonces se toman en cuent;a todas las cublertas de didmetro § que cubren a
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Figura 2.12: Dos cubiertas distintas de didmetro 6 del conjunto F.

F para definir una medlda sobre este conJunto y con esto llegar a una relacién
anélon‘a a (2 3) para. a dlmensmn fract;al ‘de’un ob_]et;o Se define la medida

sea’s’ un - nimero no negativo,
deididmetro § como

, “(2.28)
y sea .

(2.29)

entonces se dice que .’}{3(1") es l medldu de” Hausdorff de dimensién s de F.

anero se observan t;odas las p051b1es cubiertas de F' tal que el didmetro
de las'bolas sea menor o lﬂ“ual ‘que 4, entonces se busca el valor mfnimo que
estas cubiertas pueden dar al tomar la suma de los didmetros elevados a la
potencia s y se obtiene el valor Hi(F). Mientras é decrece, la cantidad de
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: ;conjllntos que cubren a F dlsmmuye' asf que el mﬁmo de I}C’(F') aumenta y
. el Ilmlte se aproxima a un valor fijo'mi : :
“La medida de Hausdorff es: una’ o'enerahzacxérn al concepto de longitud,

o érea, voluimen, etc. Se puedée most‘.rar [10] que HO(F) es el nimero de puntos

Jde Fy; H1(F) es la longitud ' de: una Curva F 9{2(F) =ir érea (P) si Fes
- 'una superﬁCIe suave; en general B

IRy = c,,'uol"([‘) = | (2.30)

" donde ¢, = 7r2"/2"(1n)' “que
didmetro 1.

Aunque el Ifmite de la medlda de Hausdorﬂ' existe para cualquier subcon-
junto f" de R", el valor de’ este limite generalmente es 0 o co. Esto se debe
a que el valor s es mdependlente del espacio en el que se encaja al conjunto.
Por ejemplo, si se toma a ‘F como un objeto fractal, una de las definiciones
establece que la medida de su’ volumen, 4rea o longitud no necesariamente
es finita, sino que alguna podrfa diverger y otra ser igual a cero. Aun en
objetos geométricos usuales, al tomar un cuadrado por ejemplo, la medida
de Hausdorff para s = 1 serd oo, para s = 2 serd un valor finito mayor que
cero y para s > 3 serd cero. Se puede mostrar que esta definicién de medida
de Hausdorff cumple con la definicién usual de medida, pero la comprobacién
de este hecho sobrepasa el propésito de éste capitulo.

Regresando a la ecuacién (2.28) se puede ver que para cualquier conjunto
F si § < 1 entonces H3(F) no aumenta conforme se varfa el valor s > '0
por lo tanto H*(F) tampoco aumenta. Ademés si se toman dos valores sy

S el volumen de dimensién n de una bola de

t tales que 0 < s < t ¥ si U; es una cubierta de dlametro 4 < l.de. F"se t;lene" BT

Siursemsiiur

6—»0

Si se observa cémo cambxa el valor de I}C“(F) al variar s, existe un valor
critico de s tal que la medida de F salta de oo a 0, como se ve en la figura
2.13. Entonces se puede definir la dimensién de.Hausdorff como el valor
critico de s en el que la dimensién F salta de oo a’0 o dicho de otra forma
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o T e

o dim F n

" Figura 2;‘13: Al graficar el valor de H*(F') en funcién de s se ve que existe
un valor de s:para el cual la medida F' pasa de ser infinita a finita. Al valor
de s para el que pasa esto se le llama dimensién de Hausdorff.

Definicién 19 Se un objeto geométrico, s > 0 y H(F) la medida de
Hausdorff de F E'ntonces la. dlmensnén de Hausdorfl de F se define como

(2.33)

Una de las pr
bajo escalas y ]a
esperarse.

y‘ ')\ > 0 entonces
o }Cs(,\l") = NH(F), (2.34)
donde )\F {/\:I: :1: e F} y an.a.logamente Dy (AF) = Dy(F).

Propiedad 1 5i F C ]R"

Es lmportant;e establecer la comparacién entre la dimensién de Hausdorff

'y la dimensién por conteo’ de cajas. Puesto que la dimensién de Hausdorff
se define sobre cualquler cublerta de didmetro § que cubra a F, y las cajas
con las que se mlde a F.en realldad son una cubierta de £ de didmetro ! se
tiene que: L

CIG(F) < N, (2.35)

y por lo tanto la dJmensmn de Hausdorff es menor o igual que la dimensién
por conteo de cajas. Aunque en la mayoria de los objetos fractales estas dos
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’ dlmensmnes comcxden existen al‘funos eJen1plos en los que la desigualdad
estnct:a se. cumple

~Ahora se puede calcular la dimensién de Hausdorﬂ' para algunos de los
vfract;ales que se han visto en este capitulo. La dimensién de Hausdorff del
conjunto ‘de Cantor de los tercios medios requiere un cédlculo mis complejo
"que el que se realizé para obtener la dimensién por conteo de cajas. Primero
se supone que la medida de Hausdorfl H* del conjunto es finita para algin

" valor sy, entonces, se demostrard que s = In2/1In3 = 0.6309... y asi Dy = s.

~El conjunto de Cantor C se puede dividir en dos intervalos, F; = C N[0, §]
yFo=CnJ[2 3, 1]. Se puede ver que los dos conjuntos Fy'y F, son semejantes
a C reducidos por un factor de %, ademas C es launién aJena de F' y Fs.

Asf que para cualquier s se tiene que- .

9{3(c')=&c3(1«*1)+9cé(15;) L 9{8(0)+ 3{8(0),  (230)

donde la tltima igualdad es vahda por | .
de la medida de Hausdorfl. Si'se supone q ue
la medida H*(C) es ﬁmta, se puede d1v1d1

s=1n2/In3.
Se puede justificar la existencia de un valor s para el cual D-C-"(C) es finita

de la siguiente manera. Para cada paso en: la conerucmén de C’'se tienen 2¥°

intervalos de longitud 3—*. Si para la cublerta se toma a {U } como mterva]os
de didmetro 3~* entonces se tiene que -, . : . -

-'}fg_:.<Z|U|s 2,\3_‘;3__ (237)

y si se toma s =In 2/ ln3 entonces I}{’_k', < 1. Hacxendo k= co'la: medlda»

He. < 1. Falta. probar que* ﬂ{ éea .mayor: que cero. “Puesto’ que’se: tomé a
{U;} como una coleccién deinte val{os, se'pueden tomar de tal’ forma que sea
una colecc1on ﬁmta contemda en [ 1].. Para cada 'U; sea »l»uu‘r‘l entero tal que

a. lo més. 9”“" lnt;ervalos del paso - sim uest:o que se ha escogldo el valor

ropledad de escalamlento (2. 34)_ '
el valor critico: para. el cual- :
por-esta medlda a“la’ecuacién
(2.36) obteniendo que 1 = 2(3)° y. ent,onces el valor' 'de ses’ el esperado,’
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de s tal que s In ’ Usando esta igualdad y la
desigualdad (2.38) .

(2:39)

y emf»(‘)nc’es»v
L (2.42)

Por lo tant;o 1/2<Hs <1 concluyendo que avmedlda de Hausdorff de C es
finita para el valor de s deseado.

Un ejemplo andlogo al conjunto de Cantor en el plano se ve en la figura
2.14 conocido como el polvo de Cantor, que denotaremos con F'. El proceso
para la obtencién de éste fractal inicia con un cuadro que se divide en 16
cuadros més pequefios para que sblo 4 de éstos permanezcan en el conjunto.
En general, en cada paso se hace lo mismo con cada uno de los cuadros, se
divide en 16 partes iguales para quedarse sélo con 4 cuadros y entonces se
tienen 4% cuadros en el paso k-ésimo de longitud 4—*.

Para calcular la dimensién de Hausdorff de éste conjunto, resulta sencillo
tomar a los conjuntos de la cubierta § como cuadros de lado igual a 4—%
para el k-ésimo paso, entonces § = 4=%1/2 que es la distancia méaxima entre
dos puntos de los cuadros y se necesitardn 4* cuadros para cubrir a todo el
objeto. Entonces se tiene que

HUF) < 4¥4+/2 = /2. (2.43)

Asi; al tomar el lfmite K — oo, § — 0 y la medida de Hausdorff H! < /2.
..Para calcular. el limite inferior de la medida de Hausdorff, se toma la
proyeccién ortogonal de F sobre el eje X, que se denota con proy(F). La
proyeccién ortogonal no aumenta distancias pues | proy(z) — proy(y) | <
| £ — ¥ |. Se puede comprobar que esta desigualdad se conserva al aplicar la
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-Figura-2.14:" Fractal deterministico’ conocido como polvo de C(mtor. Su di-

mension de Hausdorff es Dy = 1 szn embargo ‘no se puede’ encayar en . un
espacio de dimcnsz'd'n 1. :

o edades interesantes
d ‘tmbuyen las partes

medlda y la. dimensién de []ausdorff
“del polvo de Cantor es. que por la e

: (2.44)
— 30( (proy(F)) < ﬂfl(P)

Puesto que se mostré que 1 < HYW(F) < V2, la medida de Hausdorff de F' se
mantiene finita para s = 1 y por lo tanto Dy {F) =:1.

De manera andloga al conjunto de Cantor usual se pueden obtener varia-
ciones del polvo de Cantor al cambiar el niimero de partes en que se divide
‘cada vez o el ntimero de cuadros que se retiran. También pueden hacerse
variar estos pardmetro de tal forma que se obtengan objetos con la misma
dimensién y apariencia muy diferente. Por ejemplo si se divide el cuadrado
en m? partes iguales de lado 1/m y se conserva sélo uno en cada columna,
entonces todos estos fractales tendran Dy = 1.

La dimensién de Hausdorfl es una de las maés importantes puesto que se
aplica a cualquier conjunto, en cualquier espacio. Desde el punto de vista
matemadtico es muy 1til para el estudio de fractales matemadticos. Sin em-
bargo, una de las desventajas que presenta en algunos casos es la falta de sen-
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cillez al realizar el cdlculo, sobre todo con modelos computacionales. Debido
a que se estudiardn principalmente modelos de fenémenos fisicos, quimicos y
biolégicos analizando las simulaciones en computadora de estos modelos, se
usardan los métodos mencionados antes de esta seccién para el cdlculo de su

dimensién, como la dimensién por conteo de cajas o la dimensién del radio
de giro.



3

Agregacion limitada por
difusiéon

Existe una gran cantidad de fenémenos y objetos en la naturaleza que estdn
relacionados con la geometria fractal, ya sea por la morfologia de éstos o
por la relacién que se puede encontrar entre algunas de sus medidas. Puede
que algunos objetos de la naturaleza no sean fractales por si mismos, pero
siempre es posible encontrar que la relacién estadistica entre alﬂunas de sus
propiedades cumpla con una ley de potencias. :

Los fractales se pueden clasificar en dos grupos: los fractales no aleatorios
y los aleatorios. La idea del fractal matemaético estd basado principalmente
en los fractales no aleatorios, y de hecho es solamente asi como los pode-
mos encontrar, pues en la naturaleza imperan los fractales aleatorios. Es
un hecho, entonces, que los fractales abundan a nuestro alrededor. Casi en
cualquier fenémeno en el que su estructura se relacione fuertemente con pro-
cesos aleatorios resultara ser un fractal en algin nivel de escalas de medidas.

El modelo de agregacidn limitada por difusidn (ALD) aparece casi natu-
ralmente cuando se estudian fenémenos fisicos o quimicos como la deposicién
electroquimica, la solidificacién dendritica o la expansién de fluidos viscosos
con forma digitada, es decir, con ramificaciones redondeadas de forma simi-
lar a los dedos de una mano. Una de las razones por la que la aplicacién
de este modelo se extiende a tan variados fenémenos, es el hecho de que los
fenémenos por agregacidén basados en el movimiento aleatorio de particulas
corresponden con la ecuacién de Laplace (V2p(r,t) = 0), donde la ecuacién
determina la probabilidad p(r,t) de encontrar una particula en difusién en
la posicién r al tiempo t. En el caso de los fenémenos que parecen no tener

41
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nada que ver,con la. dlfu516n de partlcula’ uacxén de Laplace se satisface
. por otras’ ‘relaciones como, én el caso-de’ los fluidos viscosos, por la presién
P en cada ‘punto (V2P = 0), o por la concent;racwn de part,lculas difusas
- (V2c(r,t) = 0). .

- Sin embargo, las aphca(nones del modelo ALD no sélo llegan al campo
. de la:ffsica, sino que en la biologia también se han encontrado ejemplos de
fenémenos que encajan en este modelo, por ejemplo, en el crecimiento de
~colonias de bacteriz}s, en el sistema vascular, en la retina y hasta en las re-
des de neuronas. Iste es uno de los factores més interesantes del modelo
“de ALD y otros modelos, es decir, la gran variedad de fenémenos en los que
se aplica sin importar qué tan distintos sean o las pocas propiedades que
compartan. La razén de esta aplicacién universal es precisamente la univer-
salidad del modelo y sus propiedades tedricas, ademés de los protectorados
de los fenémenos a los que se aplica.

El movimiento aleatorio que siguen las particulas antes de unirse al ciimulo
estd relacionado con el movimiento Browniano y juega un papel esencial en
‘los fenémenos de agregacion. Este es uno de los protectorados de los que
se hizo referencia en el parrafo anterior, las particulas se mueven aleatoria-
mente sin importar si son particulas de polvo o iones de cobre que avanzan
hacia un electrodo negativo (como en la electrodepositacién). La suposicién
mds importante en los modelos relacionados con este proceso es que estas
particulas se pegan unas a otras de manera irreversible.

En este capitulo se presenta el modelo de agregaciéon limitada por di-
fusién, las caracteristicas de éste especificando su dimensién fractal con base
en simulaciones hechas en distintos espacios euclidianos y las bases tedricas
desarrolladas hasta ahora que respaldan la dimensién fractal y explican al-
gunos de los comportamientos del modelo. Finalmente se presentan algunos
cjemplos en los que se aplica la teoria de este modelo.

3.1 Caracteristicas del modelo

El modelo llamado agregacion limitada por difusién (ALD) fue introducido
por Tom Witten y Len Sander en 1981 [34] para simular los procesos de
crecimiento dendritico, como los agregados que se forman cuando un vapor
de metal obtenido por el calentamiento de un filamento, recubierto con iones
de cobre, plata o zinc, es condensado bruscamente.

Inicialmente, Witten y Sander se propusieron modelar la manera en que
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las particulas de polvo forman agregados en el aire. Describieron el proceso

“de crecimiento en que las particulas se pegan unas a las otras cuando se
tocan, asf el ciimulo crece de particula en particula y éstas simplemente
se difunden por el aire hasta que se encuentran con un agregado. Estas
- particulas se difunden de forma aleatoria estando expuestas a los choques con
. “otras particulas sin tener una direccién de preferencia hacia la cual moverse.
Debido a que la razén de crecimiento estd gobernada por la razén de difusién
de las particulas, Witten y Sander llamaron a su modelo “agregacién limitada
por difusién”. En la actualidad, éste modelo se ha aplicado a una gran
-variedad de fenémenos fisicos y biolégicos, algunos de los cuales no tienen
relacién entre si [1].

Uno de modelos mds simples para crecimiento de ctimulos de particulas
es el modelo de Eden introducido en 1961 para simular el crecimiento de
tumores [{30]. Para su simulacién se comienza con una retfcula, generalmente
cuadrada, y una particula “semilla” en el centro de ésta. Entonces se escoge
uno de los sitios desocupados que estan en la periferia de la semilla de manera
aleatoria para depositar ahi una nueva particula generando un ciimulo con
2 particulas. Para obtener un cimulo de tamafio considerable, se repite el
proceso de agregar una partfcula en cada uno los sitios adyacentes al cimulo
las veces que sea necesario.

Existen ligeras variaciones en la forma de escoger uno de los sitios libres,
dando lugar a tres clases de modelo de Eden, aunque los tres tipos generan
el mismo tipo de agregado pues sélo varia la rapidez con la que convergen a
su estructura final. Este modelo produce agregados compactos de dimensién
d casi esféricos con fronteras que no son exactamente circulares. Ademds
la correlacién de densidad es independiente de la distancia a la que se en-
cuentran las particulas del centro cuando el agregado alcanza un tamaiio
grande.

El modelo de ALD es una variante del modelo de Eden, pues no nece-
sariamente muestra estructuras compactas. La simulacién de este modelo
también empieza con una reticula y se siembra una particula “semilla” en el
centro de ésta. Una segunda particula se agrega en algin punto distante del
centro escogido al azar y camina aleatoriamente hasta que visita un punto
adyacente a la primer particula, entonces se vuelve parte del cimulo. Una
tercera particula es soltada de la misma forma y avanza aleatoriamente para
volverse parte del cimulo creciente. Este proceso se repite hasta que el
cimulo alcanza un tamafio considerable. En el caso extremo de que alguna
particula toque la orilla de la reticula o que la distancia entre ésta y el centro
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[‘icrlirab3 1. Un ctimulo de ALD con 50,000 partfculas sin reticula. Se puede
Ver. que las' ramas ‘presentan una gran autosnm)htud en’ sentxdo estadfstico

) b mport;ante en’ est.e modelo es: que las particulas se unen al
: 110 de" forma irreversible; una vez que lo tocan y forman parte de él, no
-es posnble que se muevan para encontrar un lugar més apropiado. Es debido
a-esto-que la formacién de ramas. irregulares es comiin, si la particula toca
primero a otra particula que sobresale, entonces comienza a formarse una
cadena cada vez mais larga predominando el crecimiento en las ramas.
En la figura 3.1 se muestra un ciimulo tipico de ALD con 50,000 particulas
que se generd sin reticula, es decir, la primer particula se pone en el centro y
las. particulas avanzan aleatoriamente sin seguir ninguna reticula. Se puede
ver en la figura que la estructura tiene ramificaciones aleatorias y que presenta
invariancia bajo escala en el mismo sentido en que se definié en la seccién
anterior, pues si se toma en una rama grande sin observar los pequefios
detalles, ésta tiene la misma apariencia que una de las ramas mas pequeias.
Las puntas de las ramas mds avanzadas del ctimulo estdn m4s expuestas
que el resto del perimetro y por lo tanto éstas crecen mds riapido que las
partes que quedan cerca del centro pues atrapan a las particulas que van
llegando con mucha miés facilidad. Estas ramas funcionan como una clase
de escudo impidiendo que las particulas lieguen a los huecos que se forman

3. AGREGACION LIMITADA POR DIFUSION: i ;.
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["mura 3.2: Un ctimulo de ALD con 3,000 particulas. Las 'primefais 1,500
se muestran mds obscuras que el resto, para poder observar que las ramas
tienden a crecer mds en las puntas y las partes interiores se vuelven casi
inaccesibles conforme el tamafio del ctimulo aumenta [30].

entre ellas (figura 3.2). Es por‘esta razén que el modelo de ALD es menos
compacto que el modelo de Eden. Debido a estas ramas y al comportamiento
aleatorio de las particulas, los patrones que genera este modelo pueden llegar
a ser mas complejos.

Algunas de las reglas del modelo pueden cambiar de tal forma que el
modelo modificado sea equivalente al original, pero que su tratamiento sea
mucho mas eficiente, principalmente para ahorrar tiempo de generacién en la
computadora. Las particulas generalmente son lanzadas a partir de un circulo
centrado en la particula semilla y cuyo radio es mayor que la distancia del
centro a la particula mds alejada que pertenezca al ciimulo [30]). Este cambio
es posible, pues una particula que es lanzada a una distancia considerable
del caumulo llega a la orilla de este circulo con la misma probabilidad en cada
punto conservando el resto del proceso intacto.

Las simulaciones del modelo presentan una constancia en el cdlculo de
la dimensién, no varfia bajo distintas modificaciones como la forma de la
reticula o la probabilidad de pegado de las particulas al cimulo. Un estudio
mas detallado de esta caracteristica fue realizado por Paul Meakin haciendo
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Figura 3.3: Un ciimulo de ALD con alrededor de 4 x 10° particulas en una
retfcula cuadrada. En el lado izquierdo se muestra el ciimulo completo, mien-
tras que en el lado derecho sélo se dlbu]a el. tiltimo 5% del crecimiento para
hacer mds clara la amsotropla causada por la"retlcula cuadrada.

: 1sxmulacmnes con un modelo sin retlcula [19 20]. En este caso, las partfculas
~‘se consideran circulares y su movimiento consiste en trasladar el centro hacia
" aloun punto al azar sobre un cfrculo con radio ltrual al de la particula. Si
en-algin paso la particula se encima con el curnulo, la particula se mueve al
lugar en el que tocé por primera vez al cimulo y se incorpora a éste.

Sin embargo, la forma general en la orilla del ciimulo, que generalmente
se denomina interfase, s{ presenta algunas alteraciones bajo el cambio de
la probabilidad de pegado o con la forma de la reticula cuando el ciimulo
ha alcanzado un tamafio considerable [5]. Por ejemplo, cuando se hace la
simulacién sobre una reticula cuadrada y se alcanza un mimero elevado de
partfculas en el ciimulo (en caso de la figura 3.3 el ctimulo tiene alrededor de
4 millones de particulas), la interfase de éste presenta una clara anisotropia
en direccién de los ejes de la reticula.

En el caso de una reticula triangular, el ciimulo simula la figura asociada
con los copos de nieve, lo cudl resulta en una aplicacién mds del modelo al
introducir la anisotropfa de manera deliberada. Estas son algunas de las
caracteristicas del modelo que se analizardan a fondo en el resto del capitulo.
Una caracteristica mds es la forma en la que se desplazan las particulas antes
de unirse al ctimulo, aunque éste es un factor que no influye demasiado en la
estructura interna del climulo.
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(@) (b)

A

Figura 3.4: El movimiento que siguen dos particulas de polvo es caracterizado
por el movimiento browniano. En la figzura (a) se ve que la trayectoria que
sigue la particula no es recta ni curva, y en la figura (b) se puede ver que
aunque parezca que al ir de un punto a otro la particula sigue una linea recta,
al aumentarla de tamailo se ve que es similar a la trayectoria original.

3.2 Movimiento Browniano

Las partfculas que se introducen en el modelo siguen una trayectoria aleatoria
que se puede relacionar con el movimiento browniano. El movimiento brow-
niano fue observado por primera vez por el botdnico escocés Robert Brown
y descrito en 1827 por él mismo como un fenémeno ffsico. Brown observé
en el microscopio como se mueven las particulas de un liquido cuando estd
hirviendo y aiin cuando se calienta después de ser congelado [26].

Este movimiento también se observa al seguir con ¢l microscopio la trayec-
toria de una particula de polvo. Es dificil pensar que la particula de polvo
siga una linea recta entre dos puntos lejanos, seria demasiada casualidad.
Se puede ver en la fisura 3.4 (a) que no es asf, la trayectoria dibuja una
“poligonal” uniendo varios segmentos de recta. Sin embargo, si se toma una
de estas pequenas porciones que aparenta ser una linea recta, por ejemplo
el segmento AB, y se fotografia a la particula unas 100 veces mds rdpido,
entonces se tendra la trayectoria de A a B con unos 100 pasos mds. La figura
3.4 (b) muestra la trayectoria AB aumentada y se ve esencialmente igual a
la original. .
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Se puede repetir un acercamiento con el segmento CD y se obtendria de
nuevo una trayectoria similar a las dos anteriores, de hecho se puede repetir
el acercamiento varias veces. Es en este sentido en el que el movimiento
browniano presenta invariancia bajo escalas, aunque al igual que todos los
sistemas reales tiene un escalamiento médximo y uno minimo. Un cdlculo
sobre la dimensién de las trayectorias de particulas o moléculas que siguen
un movimiento browniano da el resultado siguiente,

InN(r)
ln(l/r)

donde 1/r esel fact;or por el que se expande para el acercamiento a la trayec-

‘toria y: V(r) es el niimero de piezas-necesarias para cubrirla.- A pesar de que
su dimensién es entera no cubre un drea completa debido a que la trayectoria
se autointersecta y encima numerosas veces.'

Dy = (3.1)

3.3 Dimension fractal en caumulos ALD

Una forma de caracterizar los fractales es a través de su dimensién aunque
esto no defina de forma tinica a un fractal, pues dos fractales con la misma
dimensién no necesariamente tendrdn una apariencia similar, como se vio en
el caso de los conjuntos de Cantor. Sin embargo, se puede dar una primera
caracteristica de los ctimulos de ALD por la dimensién fractal que presentan.
La dimensién fractal se puede calcular a través de las definiciones que se
dieron en el capitulo anterior. Para poder obtener la siguiente expresién:

N(R) ~ RP, (3.2)

se calcula la funcién de correlacién densidad-densidad ¢(r) definida por la
ecuacién (2.17), como funcién de la distancia r entre las particulas de ctimulos
de ALD que crecen en una reticula cuadrada. Como se dijo antes, una de las
caracteristicas de los fractales, la autosimilitud, se refleja en el escalamiento
de acuerdo con un exponente, es decxr que cumplan con una ley de potencias
de la forma; .

: ‘ c('r) ~ T2 (3.3)

Witten y Sander’ [34] comprobaron que los ciimulos de ALD eran consistentes
con esta ley de. pot;enc1as a part;lr‘ de trraﬁcar el logaritmo de la funcién de
correlacién c(r) como funcién: del ocrarltmo de la distancia r. La grdfica 3.5
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Figura 3.5: Al graficar el lorrarlt,mo de la funcién de correlacién c(r) contra
In(r) la pendlente es igual a o dando asf la dimensién D.’ Analoﬂamente se
grafica In Rg(N ) cont;ra. ln(N ) para obtener la dlmensmn D a part‘,lr del radlo
de glro i )

T

muestra una pendlente esencxalmente constante, conslstent;e con la’ relacxon :

- (3.3)). Entonces se define la dimensién a partir de este exponente de la forma

,D = d — a, donde d es la dimensién del espacio euclidiano en que se.encaja

*al etimulo. :

. Una forma alternatlva de calcular la dimensién es a través del radio de
giro R,(N) como funcién del nimero N de particulas existentes en el cimulo
deﬁnido en el capitulo anterior por la ecuacién (2.23). . Andlogamente, el
radio de giro cumple la relacién .

R (N) ~ N*¥, N , o (3.'4>

_donde v = 1/D, quedando asi definida la dimensién de cualquier cimulo. El
hecho de que el radio de giro dependa del niimero de particulas de acuerdo
con una ley de potencias se comprueba de igual forma por medio de una
grifica logaritmica del radio de giro R, en funcmn del ntimero de particulas
N, como se ve en la figura 3.5.

Tomando como base estas definiciones se calcula la dimensién fractal de
ctimulos ALD en distintos espacios euclidianos [34, 19, 20]. Los resultados
se muestran en la tabla 3.1 donde D, representa el valor de la dimensién
calculado a partir de la funcién de correlacién y D, calculado a partir del
radio de giro.

Los resultados calculados con la funcién de correlacién para d > 2 resultan
ser muy sensibles a efectos finitos [19, 20], asi que la dimensién se calcula
linicamente con del radio de giro. En consecuencia, es inmediato preguntarse
si la dimensién es sensible a otros cambios como a la probabilidad de pegado
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168 £ 007 [160£005] -~ . &
s . 2.801 . 420.26 ) P
3.32:4.0:10
4.20 = 0.16
~ 5. 376

o e & eof o .

Tabla 3.1: Valores de la dlmens1on fractal para cumulos en reticulas
cuadradas encajados en un espac1o de dlmensxon d. El célculo se hizo con
base en la funcién de correlacién (D) y al radio de giro (D,) [19, 20]. Sin
embargo, para d > 2 la funcién de correlac16n presenta sensibilidad a efectos
ﬁnltos

"0-la forma de las reticulas, pues los resultados de la tabla 3.1 se tomaron
sobre ciimulos en reticulas cuadradas y con probabilidad de pegado p, = 1.0,
‘que ‘es equivalente a que las partfculas se unan al ctimulo al momento de
) ent;rar en contacto con él

“* "Uno de los primeros cambios en los que se piensa es calcular la dimensién
‘para cimulos en reticulas cuadradas donde las particulas se unen a éste
de forma distinta a la original [19, 20]. Inicialmente se tiene una reticula
cuadrada y por lo tanto las particulas avanzan en cualquiera de las cuatro
direcciones determinacdas por lo ejes de la reticula. En el modelo original,
cuando uno de los lados de la particula es adyacente al ciimulo, la particula
se vuelve parte de él y se dice que la condicién de pegado de la particula
es en la posicién del primer vecino (llamado nn por nearest neighbor). El
cambio consiste en que la particula se agregue al cimulo inicamente al llegar
al siguiente sitio después del primer vecino (llamado nnn por nezt-nearest
neighbor) manteniendo la probabilidad de pegado en p, = 1.0.

Los ciimulos con condicién de pegado nnn presentan una estructura lige-
ramente mds abierta que los ctimulos nn, sin embargo, el crecimiento de las
ramas exteriores también se conserva mayor que el de las ramas mds cercanas
al centro. Los valores para la dimensién se mantienen muy similares a los
del primer vecino. El valor obtenido para la dimensién en cimulos nnn a
partir de la funcién de correlacién fue D, = 1.705 + 0.056 y con el radio
de giro D, = 1.69 = 0.060 en d = 2, con lo que se afirma que la dimensién
es invariante bajo la modificacién de condiciéon de pegado a la siguiente del
primer vecino, es decir, en ctimulos nnn con alrededor de 5,000 particulas y
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i probabllldad de peo‘ado ps= 1.0.
<2 Si ahora. se’ modifica la forma’ orlgmal de la ret;fcula del ‘modelo . con
: cumulos nn de cuadrada a triangular, se “obtienen resultados muy. 51m11ares
a los de la tabla 3.1: D, = 1.673 & 0.01.. Para establecer de forma. mas
‘segura la invariancia de la dimensién baJo la forma de la reticula se pueden
“hacer simulaciones en ciimulos sin reticula. Este tipo de simulacién se realiza
con particulas circulares donde el movimiento se determina al desplazar el
centro de la particula con la misma probabilidad a cualquier punto que esté
“a una distancia d de su posicién original. Cuando la particula se encima con
el cimulo creciente regresa al punto en-el que.lo tocd por primera vez y se
vuelve parte de éste. Si se toma J igual al didmetro de la particula y se
conserva la probabilidad de pegado p, = 1.0, el cdlculo de la dimensién da el
valor D, = 1.68 £+ 0.028 para la funcién de correlacxon y D, = 1.733 4 0.032
para el radio de giro [19, 20].

En los sistemas reales puede ocurrir que una particula que se difunde
no se pegue al cimulo al primer contacto o que sea alejada de éste cuando
se encuentra cerca. Por lo tanto se debe variar la probabilidad de pegado
para explorar los efectos que puede tener sobre la dimensién y la morfologia
de los ciimulos. Al hacer los cdlculos para climulos nn con probabilidad de

egado p, = 0.25 se tienen los siguientes valores para la dimensién: D, =
1.701 4= 0.032 con la funcién de correlacién y D, = 1.736 & 0.042 con el radio
de giro.” Otra forma de variacién en la probabilidad de pegado es al hacer
que las particulas se unan al ctimulo sélo cuando llegan al siguiente sitio del
primer vecino (nnn), aunque ya se comenté en un parrafo anterior que la
dimensidén es invariante bajo este cambio.

Los resultados anteriores son para ctimulos que crecen en un espacio de
dimensién 2, pero de igual forma se pueden hacer cdlculos para ctimulos
de dimensién 3 o mas. Andlogamente al caso de d = 2, los ctimulos tridi-
mensionales crecen principalmente en las regiones mds expuestas del cimulo,
es decir, en la parte exterior de éste, inhibiendo el crecimiento en la parte
interior conforme el niimero de particulas que se agregan aumenta.

Una de las diferencias que tienen los ciimulos tridimensionales (de hecho
para cualquier d > 2) con los que crecen en un espacio de dimensiéon d = 2 es
que no se puede obtener su dimensién a través de la funcién de correlacién de
forma exacta. Cuando se grafica In C'(r) como funcién de In(r) y se intenta
ajustar una linea recta sobre la curva, la pendiente de ésta no se mantiene
constante mientras se aumenta el tamano del ctimulo, el exponente o decrece.
Sin embargo, el valor del exponente del radio de giro R, converge rdpidamente
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‘aun valor const;ante despues e'aﬂreﬂ‘ar al cimulo apenas algunos cientos de
partfculas: -

~ . De -acuerdo con est;o se ca]cula la dimensién de cimulos de ALD tridi-
mensionales a partir del'radio de giro en reticulas ctibicas y probabilidad de
pegado py = 1.0. Para ctimulos nn la dimensién es D, = 2.493 + 0.05. Como
en el caso de los cimulos bidimensionales, la densidad del ctirmulo decrece
de forma mondétona conforma la distancia al centro del ctimulo crece. Esto
también muestra que las particula no se unen al centro de ctimulo cuando el
crecimiento ha avanzado considerablemente.

Las simulaciones para estudiar los efectos que se presentan con probabi-
lidad de pegado p, < 1, por ejemplo, con probabilidad de pegado p, = 0.25 al
llegar al sitio del primer vecino nn, llegan a un valor de D, = 2.53+0.08. Con
esto se puede afirmar que la dimensién de ciimulos que crecen en un espacio
de dimensién 3 es invariante bajo distintas probabilidades de pegado [19, 20].
Para establecer la invariancia bajo la forma de la reticula se toman particulas
esféricas en un modelo sin reticula andlogo al de ctimulos bidimensionales.
El resultado al calcular la dimensién a partir del radio de giro en cimulos
con un alrededor de 7,000 particulas es D, = 2.487 == 0.05.

Puesto que los ctimulos que se pueden generar por fenémenos fisicos o
biolégicos reales crecen en espacios de dimensién 2 o 3, éstos son los modelos
que mas se han estudiado y a los que se han hecho mds variaciones para
poder determinar la conservacién de la dimensién bajo ciertos cambios. Sin
embargo, los modelos para ctimulos de mds dimensiones son ttiles para el
estudio teérico del modelo. Por lo tanto, las simulaciones con d igual a 4, 5
y 6 para calcular la dimensién de los cimulos obtenidos dan los siguientes
resultados [19, 20] : D, =3.324+0.10end =4, D, = 4.20+0.16 parad =5
y finalmente para d = 6 la dimensién es D, ~ 5.376.

Se ha visto que la dimensién de los climulos de ALD se mantiene in-
variante bajo las modificaciones de probabilidad de pegado y la forma de la
reticula. Al generar agregados en un modelo sin reticula y con caracteristica
de pegado nnn se mostré que los efectos finitos no afectan el valor de la
dimensién. Uno de los puntos sobre el que se enfocan los protectorados en
este modelo es que los detalles de las simulaciones no hacen variar a la di-
mensién de los agregados de ALD sino que estd bien definida a partir de las
caracterfsticas intrinsecas del modelo. Ademads de esto, todos los fenémenos
naturales que encajan en este modelo tiene como exponente critico la misma
dimensién y asi entran todos en la misma clase de universalidad [1, 26).

Con base en los datos numnéricos mencicnados anteriormente se puede
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observar que existe una relac1on entre e espacm euclidiano de dlmensxon d y'

la dlmensxon D del cumulo, dada de la swulente manera:

vd—1<D<d , (35),'

Sll’l embardo esta relac1on es més que una conjetura, se puede comprobar

sm‘uxendo las trayectorias de las particulas [30].

‘Primero se considera un sistema de particulas que se mueven aleat;o—
riamente dando un paso en cada unidad de tiempo. Si se supone que las
particulas pueden viajar libremente sin la presencia del ctimulo, entonces su
trayectoria se puede ver como un fractal de dimensién 2 dentro del espacio
de dimensién d = 2, debido a que esta trayectoria sigue un movimiento brow-
niano. Ahora, si el sistema tiene p particulas, la densidad de pasos que hay
en el sistema es p, entonces la densidad de pasos después del tiempo t sera pt.
Se tiene que el nimero de particulas que ya pertenecen al climulo es N(¢),
asf el nimero total promedio de contactos que han tenido las pa.rt;l'culas con
el agregado serd N(t)pt.

Para poder estimar el nimero de contactos de las Lrayect;orla.s con el .

ciimulo, se utiliza el resultado de interseccién de dos fractales Ay B que da
la dimensién de la intersecciéon por medio de, : S

Dpns =Da+Dp—d. .  (3.8)

En este caso se tlene que la dlmensmn de la lntersecmén de las trayectorias
con el cumulo serds: .. .. v

(3.7)

donde D es la dlmensxén del cumulo y 2 es la chmensnon de las trayectorias.
Asf; cuando el radio del aﬂreﬁado es R el promedlo del ntiimero de contactos
por trayectoria es RP~, - .

Si se supone que la interseccién existé entonces Dn >0 y una trayectoria
intersecta al ctimulo varias veces. Sea’ A(t) el nimero de primeros contac-
tos de las trayectorias con el ciimulo que estd dado por el mimero total de
contactos dividido entre el niimero de contactos por trayectoria, es decir,

N(Opt . - RDpt

A(t) ~ RD+2—d ™7 RD+”—d =

pth_ (3.8)

Por otro lado, el mcremento de N (t) con 'respecto al tiempo es igual al
flujo de partnculas sobre el cumulo qu_ vanaqgual que la derivada de A(t)
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por otro: laao, =

usandob(3‘.9),” L

y finalmente despejando la
constante de proporcionalid

(3.13)

Puesto que la velocidad de crecimiento d R(t)/(dt) debe permanecer finita
mientras R(t) — oo, la tinica forma de cumplirlo esqued—1—-D < Oy porlo
tanto se tiene que d—1 < D. Al principio se hizo la suposicién de que D > 0
pero si esto no se cumple, el agregado no es percibido por las particulas y el
crecimiento ocurre de igual forma en cualquier punto del ciimulo. Entonces
la densidad debe incrementarse hasta que Dn se vuelve mayor que cero y
entonces el cdlculo anterior es vdlido. Este resultado se ve claramente al
analizar la tabla 3.1 donde se muestran los datos obtenidos para ciimulos en
espacios de dimensién 2 a 6 con probabilidad de pegado p, = 1.0 y al llegar
al sitio del primer vecino en retfculas cuadradas.

Hasta ahora se ha mostrado que la dimensién de los ctimulos generados
a través del modelo de agregacién limitada por difusién (ALD) esta acotada
inferiormente por d — 1. Pero con este resultado no es posible tener un valor
exacto para la dimensién, asi que se dard un resultado mds que aproxima a
la dimensién de los cimulos a través de la dimensién del espacio en el que
son encajacos.



. - Sin embardo, est:a prlmera aprox1ma01én no se puede aplicar a otro tipo de :
" crecimiento ' ni tampoco es posible obtener result;ados acert‘,ados cuando la

“‘dimensién” de la trayectoria que siguen las partfenlas’d,, es diferente de 2
“'o"la dimensién del espacio excede cierto valor. .Asi que Katsuya Honda,
Hiroyasu Toyoki y Mitsugu Matsushita [17] llegaron a una generalizacién
“wvilida no solamente para ciimulos en cualqmer'espacio de dimensién d, sino
también para sistemas con particulas que siguen una trayectoria con cualquier
dimensién d,,.

_ Inicialmente se supone que la particula que se unird al cumulo sigue una
trayectoria aleatoria, que puede ser movimiento browniano o vuelo de Levy.
Sea d, la dimension de la trayectoria. Puesto que se trata de crecimiento
fractal con autosimilitud, el cimulo cumple la relacién N ~ RP? (3.2), con IV
el niimero de particulas del cimulo, R el radio y D la dimensién fractal del
cimulo. Se define a p(r) como la densidad radial de las particulas agregadas
que estin a una distancia r del centro, entonces se tiene que,

N ~ / p(r)dr. L (3as)

Por la ley de pot;encnas del radlo (3 2) se debe:tener que,
’ : ' ‘ (3.16)
"Sl se- toma un- lncremento en el
debe de seo‘ulrse cumphendo la auto

tlculas en’ el cumulo entonces
lltudtmtrmseca del pat;rén y asf,

N+ AN < (R¥ AR)P, (3.17)

donde AR es el mcremento del radlo. Pero la densidad radial también se
incrementa en p(r) — p(r)+ Ap('r), ues algunas particulas pueden penetrar
entre las ramas o en los huecos que hay entre ellas. Con base en los cdlculos
anteriores se puede obtener que el incremento en la densidad cumple con,

: Ap(r) ~ b1, (3.18)

cr
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,temendo el mismo exponente que la dens adp(n Estas relacxones se ob-
tienen sélo con base en el hecho de- que él pat;ron-que' swue el crecimiento
presenta autosimilitud. : ,

Sea o(r) la densidad superﬁcr 1 de
T del centro que esta deﬁmda por

gregaclas a una distancia

(3.19)

donde S(r) es una superficie que estd a una distancia r del centro y p(r)dr
es el nimero de particulas agregadas entre S(r) y la superficie S(r + dr).
‘Puesto que estamos en un espacio de dlmensxén d, entonces la superficie es
proporcional al radio de la forma S(r) ~ rd-1.

Si se observan mds detenidamente las trayectorias que siguen las particulas
se podrda ver que aunque la mayoria de las particulas se unen al ciimulo al
quedar atrapadas en las ramas principales, no sucede asf con todas pues al-
gunas de ellas logran penetrar en las zanjas mads gruesas que quedan entre
las ramas, es decir, en los espacios vacios que se forman entre éstas, como
se puede ver en la figura 3.6. Debido a que la estructura tiene autosimilitud
y debe de conservarla a lo largo de su crecimiento, las ramas principales no
pueden crecer de forma lineal sino que su crecimiento estd acompaiiado del
crecimiento de los espacios vacios de su alrededor favoreciendo asi el alo-
jamiento de algunas particulas a sus lados.

Es muy probable que si una particula entra en el drea de estas zanjas sea
s6lo en cierta drea efectiva de captura y permanezca por un momento ahi
hasta que se agregue a uno de los lados de las ramas. Las particulas que en-
tren en el drea efectiva se agregardn casi seguramente en las ramas principales
y por lo tanto, el aumento en la densidad radial Ap(r) serd proporcional al
volumen efectivo de captura, es decir,

Ap ~ 14, (3.20)

Esta relacién nos da el niimero de particulas que se unen al ctimulo a los
lados de las ramas principales. - En la simulacién se puede observar que el
niimero de ramas principales, y por lo tanto el niimero de zanjas principales,
se mantiene casi constante durante el crecimiento (unas 4 o 5 para ciimulos
de ALD bidimensionales) [17] como consecuencia de la autosimilitud de éste.
Y ‘aunque parezca extrafio, para analizar la forma en que se conserva la
autosimilitud a lo largo del crecimiento se debe de estudiar cémo crecen o
disminuyen los espacios vacios del ctimulo.
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~Figura 3.6: La agregacién de las particulas generalmente es en las puntas de
las ramas. ' Sin embargo algunas de las particulas entran en las zanjas que
se forman entre las ramas principales y se unen al ciimulo en los lados de
éstas.  Como se ve en la figura, después de que entran en un drea de captura,
.las particulas contintian describiendo un recorrido aleatorio pero dificilmente
salen de esta drea.

Una particula entra en el drea efectiva de captura en una de las zanjas
.y continlda con su recorrido aleatorio dentro de ésta hasta que se une al
ciimulo (fig 3.6). Entonces se designa a NV, como el nimero de pasos que
.da la particula dentro de esta drea y por lo tanto N, ~ %, donde d.
es la dimensién de la trayectoria que sigue la particula. La superficie Ny,
“alrededor” del movimiento de la particula se puede estimar mediante:

Ny ~ 14w, (3.21)

Puesto que es casi seguro que la particula se una al ciimulo una vez que esta
dentro de una de estas dreas de captura, la probabilidad de agregacién que
estd dada por el producto.de ANsw ‘,con;la densidad superficial o cumple con;

(3.22)

»‘Ahora se’ puede estlmar L profundldad de penet;racxon ! al sustituir (3.19) ¥
'(3 21) en"(S 22) y ’

(3.23)
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entonces,

ld"’—:l'& Td_D, TR : A ' (3_24)
Yy aSl’,‘ & L L e
(3.25)
kl"lnalmente se sust;xtuye : ‘ n(3.20) y ‘al compararla con
-~ (8. 18) se: Llene que, : SR '
' (3.26)

de donde ‘se puede obt;ener una. ‘expres on‘par

la’dimensién fractal D de la
i sufulente forma. R o ’

_d2+(dw—“1)r"ﬁa._ .
| P i - 20

~Es’importante notar que para obtener esta relac1on no se utlllzaron su-.
posmlones sobre el espacio en el que crece el ctimulo ni del tipo de trayecto-
ria que siguen las particulas antes de ser agregadas y por lo tanto se puede
aplicar a cualquier simulacién generada por crecimiento en estructuras con
autosimilitud o invariancia bajo escalas. Asi, al aplicar esta aproximacién de
la dimensién a los ciimulos generados por el modelo ALD, d, = 2 y entonces
la relacién (3.14) resulta vidlida. La relacién (3.27) es aplicable también a
algunas variantes del modelo de ALD cuando las particulas no presentan
desplazamiento del tipo browniano, como la que se obtiene a través de la
filtracién de las particulas o cuando éstas siguen el vuelo de Lévy [17, 30].
El vuelo de Levy se obtiene al enlazar incrementos independientes, llama-
dos trayectorias de vuelo, cuyas medidas generalmente estan distribuidas de
acuerdo a una ley de potencias.

Hasta ahora se ha hecho un profundo andlisis de la dimensién de los
ciimulos que se generan mediante el modelo de agregacién limitada por di-
fusién. Los valores para la dimensién obtenidos a través de simulaciones
muestran que la dimensién es una propiedad estable bajo ciertas alteraciones
en el modelo, como la forma de la retfcula o la probabilidad de pegado y cuya
estabilidad se comprobé al tener una buena aproximacién de ésta basada so-
lamente en la dimensién del espacio en el que se genera el camulo. Sin
embargo, las caracteristicas de la dimensién no son suficientes para describir
al fenémeno de crecimiento y su estructura interna. Por lo tanto es nece-
sario presentar un andlisis sobre la estructura interna del modelo como la
correlacién que tienen las ramas entre si.
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3.4 Anisotropia en el modelo de ALD

Se han realizado muchos estudios sobre la dimensidn fractal de los ctimulos de
agregacién limitada por difusién (ALD), sin embargo, esta propiedad global
no puede decir mucho acerca de la estructura interna o superficial de los
agregados. Un primer estudio sobre el comportamiento en la superficie y la
forma en que las particulas se agregan al ctimulo resulté en una aproximacién
al valor de la dimensién de cualquier fenémeno de crecimiento que tenga
autosimilitud.

Al tratar de obtener un panorama mds amplio de la estructura del proceso
de agregacién se buscé la correlaciéon que existe entre las ramas del ciimulo
en agregados de gran tamafio. Para poder ver esto se hizo un anilisis en el
decaimiento de la densidad de las particulas y se pudo ver que el exponente
en la ley de potencias del decaimiento era distinto en el centro del ciimulo
comparado con el resto, mostrando que los cimulos no son homogéneos.

Una forma de demostrar la heterogeneidad de los ciimulos es estudiar su
estructura interna a través de una funcién de correlacién densidad-densidad
cr(0) en una capa que se encuentra a una distancia R del centro calculada
como funcién del dngulo 8 medido desde el centro del cimulo y donde 6 R
es la distancia entre dos particulas. A esta funcién se le llama funcién de-
correlacién tangencial, y en el caso de ciirmulos de ALD muestra un minimo
bien definido para el dngulo cuando es independiente del radio, lo que quiere
decir que los agregados estdn construidos sobre un nimero relativamente
pequeiio de ramas principales [22]. También se puede mostrar que cuando
0 < 1 la funcién de correlacién tangencial como funcién del 4ngulo 0 decae
de acuerdo con una ley de potencias con un exponente distinto al exponente
con el que decae la funcién de correlacién usual en funcién de radio r, lo que
muestra que los ctimulos con tamafio considerablemente grande presentan
anisotropfa en su estructura interna.

Para mostrar la anisotropia que tienen los ctimulos grandes, se calcula la
funcién de correlacién tangencial de la slgulent;e forma

cr(0) = Z pr(0.+ 0’)pa(0'), o

" (3.28)

donde N es el nlimero de particulas que pert;enecen al cumulo, pr(0) = k si
-existen k- particulas en la caja de lado ARA# en el punto (R, 0) y pr(8) =0
de cualquier otra manera. La suma se toma sobre el 4ngulo 8’ con pequeiios
incrementos de tamainio A’ que varia desde 8’ = 0 hasta ¢’ = w. De acuerdo
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Figura 3.7: Parte central de un ciimulo de ALD sin reticula. La funcién
‘tangencial se mide sobre una capa de ancho AR que est4 a una distancia 'R
del centro del ctimulo como funcién del dngulo 6. La funcién de distribucién
radial se calcula a partir de una partlcula dada en func16n de la dlst;anc1a r
y el dngulo .

con (3.28) la funcién de:correlacién:se define sobre una capa de ancho AR
que estd a una distancia' R del centro del ciimulo, como se ve en la figura 3.7.
- Al'hacer simulaciones sobre ctimulos que crecen sobre una retfcula cuadra-
da las particulas estdn asociadas con coordenadas espaciales (7, 8) y en cierta
‘forma presenta una anisotropia, donde la funcién de correlacién tangencial
se escala en funcién del dngulo € (con § < 1) de acuerdo con un exponente
o) =~ 0.41. Este exponente es claramente distinto al exponente o« ~ 0.29
de la funcién de correlacién radial e(r) (2.17). Si se grafica el In(cg(9))
contra In(@) las curvas tienen una pendiente igual al exponente «, pero
ademds muestran un segundo méximo. La posicién de este segundo méiximo
es aproximadamente In(w/2) lo que corresponde a una estructura anisotrépica
con 4 ramas principales y con una envoltura que presenta la simetria de un
cuadrado. Aunque la simetria del cimulo es afectada por la reticula, la
dimensién no presenta cambios relacionados con estos efectos.
Cuando se hacen simulaciones con cimulos sin reticula y con particulas
circulares que se mueven al desplazar su centro a cualquier punto con la
misma probabilidad, sucede algo diferente. La pendiente de la curva que se
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“los ctimulos: (le dlstmto tamafio y'no se- presenta nmgun ma.xlmo c]aro al varia
“élradio’ de menor a mayor(de arrlba hac1a abaJo)

obtxene al «rr'lﬁcar In(cr(6)) contra ln(0) se mantxene itmal a; =~ 0.41, sin
embartfo, estas curvas no presentan un nuevo méximo que ‘se puéda definir
bien (figura 3.8). Una de las razones por las que la funcién de correlacién
radial y la tangencial decaen de acuerdo con exponentes distintos es por que
la estructura del ctimulo depende de la forma en que las particulas se unen a
éste. Las particulas tienden a unirse a las partes mds expuestas de las ramas
y como resultado, el crecimiento en direccién radial est4d mds favorecido que
el que se da en direccién tangencial y por lo tanto se genera un agregado
anisotrépico. .

Con esto se ve que la correlacién de densidad alrededor de una particula
depende de la direccién en la que se mida. Para poder mostrarlo [22], se
supone que la funcién de correlacién densidad-densidad depende de 7, la
distancia de la particula dada a la que se mide y del 4ngulo local ¢, donde ¢ =
0 en la direccién radial de la particula, como se ve en la figura 3.7. Puesto que
se desea que para valores no muy grandes de 7 la funcién decaiga de la forma
7~ en la direccién paralela a R, mientras que en la direccién perpendicular
la funcién decaiga con r~*L, la funcién se expresa de la siguiente forma;

c(r, @) = po(r—=l cos® ¢ + plr"f"-' sin? ,¢‘)’ ‘ (3.29)

donde Po Y pi son constantes.
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donde D;(a) = [In ’/T(po + pla"’"""‘-‘-)]/ ln a, que : término para corregir el
escalamxento S ‘ e ;

.Por lo tanto,: la func1on de dlst;rlbuc16n rad1a1 (qtleaes,un promedxo de
c('r, @) sobre distintos dngulos ¢) y el valor. de 1a dimensién fractal D estdn
determinados por la correlacién a lo largo deé:las direcciones radiales del
climulo y el hecho de que ¢ < ) resulta sélo en la aparicién de un término
que disminuye mientras a — oo.

Con esto se puede concluir que los cumulos de ALD no son fractales
isotrépicos y que la dimensién es determinada por el exponente que describe
el decaimiento de la correlacién radial aunque finalmente la convergencia de
la dimensidén al valor D se debe al factor de correcciéon D; relacionado con o .

Otro tipo de anisotropfa se puede inducir al variar la probabilidad de
pegado de las particulas dependiendo de la direccién con respecto al centro en
la que se unen al ctimulo, es decir, la probabilidad de pegado es dependiente
de la direccién. Para lograr esto se utiliza una retfcula cuadrada, por ejemplo,
entonces las particulas se unen al ciimulo con probabilidad 1 si el sitio a la
derecha o la izquierda es el que estd ocupado y con probabilidad ps < 1
de cualquier otra forma. Esto conduce a que los cimulos crecen mucho mds
alargados en la direccién en la que la probabilidad de pegado es mayor (figura
3.9).

En el caso de la figura 3.9 las medidas caracteristicas del agregado se
escalan de forma diferente en cada direccién. Asi que cuando N — oo, en la
direccién del eje X que es la dlreccmn del crecimiento sencillo, X ~ N3 y en
la direccidén del eje Y, Y ~ N3. Puesto que X XY ~ N, entonces el drea
cubierta por el curnulo crece de manera lineal con respecto a N. Esto lleva
eventualmente a que los ctimulos gque crecen bajo la probabilidad de pegado
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Figura 3.9: Cimulo generado por el modelo de ALD con anisotropia causada
por variar la probabilidad de pegado de acuerdo con los ejes horizontal y
vertical en una reticula cuadrada. ‘

con anisotropfa en una direccién crezcan hacia un objeto homogéneo.

Aunque las simulaciones para cimulos en reticulas de distintas formas
presentaron una invariancia en el valor de la dimensién, al hacer simulaciones
para ctimulos de gran tamarfio (alrededor de 4 x 10° particulas), la geometria
general del agregado es afectada por la simetria de la reticula. La figura 3.10
- muestra como este hecho es evidente en un ciimulo de gran tamaifio, mientras
que al observar sélo las primeras etapas del crecimiento no se percibe. Con
el propdsito de ahorrar tiempo de simulacién, se pueden imprimir sélo los
ultimos 200,000 pasos del proceso, como en el caso de la figura derecha en
3.3. '

Esta caracterfstica se puede determinar de forma cuantitativa a través de
las medidas caracteristicas de las cuatro ramas principales de la estructura.
Se definen dos exponentes con base en el escalamiento del largo promedio [
y ancho promedio w de las ramas de la siguiente forma, »

I~ NIy we~ NYL (3.32)

donde N es el nimero de particulas del ctimulo. La medida ! se puede estimar
por medio del méaximo de los radios del ciimulo y w se asocia con la distancia
" media entre los sitios disponibles para la deposicién de una partfcula y uno
“.de los ejes de la reticula que cruza por el centro del ciimulo. o :
Aunque el tiempo necesario para que este comportamiento se dé es lartro,
se puede aproximar el comportamiento de R,,,. con una curva de la forma:

= aN*I(1 + bN %), (3.33)
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reticula con 1200 unidades

l"l«fura 3 10: Cumulo rrenerado por el modelo de ALD con amsotropfa. gene-
rada_por la sunet,rla de la ret;lcula cuadrada. Se apllcé reduccxon de riuido con

'est,re’lla 1ndumdaf po - retncula.

lo cua] reﬂeJa adecuadamente el comport;armento de:los dat;os numéricos para
Y= 2/3 -y:donde-los valores a,. b’ -y ‘d:son onstantes.. Un andlisis similar
para w- lleva al valor de v L =048 =:1/25; Estos ‘resultados muestran que
las medidas relacionadas con el-ancho.y. lar«ro de las ramas presentan un
escalamiento con exponentes independientes.

Es claro que la simetria inducida en el caso anterior es la simetria del
cuadrado- debida a la reticula; sin embargo, es importante aclarar si seria
posible obtener anisotropia por reticulas triangulares o hexagonales. En las
simulaciones llevadas a cabo con reticulas de este tipo no se ha encontrado
un salto entre cimulos isotrépicos y ciimulos con simetria inducida por la
reticula.

La teorfa sugiere que durante el proceso de crecimiento existe una com-
petencia entre la anisotropia inducida por la reticula y el movimiento aleato-
rio de las particulas [30]. Una reticula triangular no es lo suficientemente
anisotrépica pues tiene demasiados ejes como para forzar a un brazo a crecer




3.4. ANISOTROPIA EN EL.MODELO DE ALD 65

) en]urja direccién dada. Por lo tanto parece que existe un lfmite superior
*para el’mimero /de brazos principales que se permiten en un cimulo. Se ha
. encontrado que este limite no rebasa los 4 o 5 brazos principales en d = 2.

:Una forma de contrarrestar el efecto de la simetria de la reticula es aplicar
una “reduccién de ruido” en las simulaciones [5]. En el modelo usual de ALD
-una particula se une al cimulo cuando toca por primera vez uno de sus sitios

adyacentes, asi que la reduccién de ruido consiste en asociar un contador a

cada.sitio del perfmetro del ciimulo y cada vez que una particula lo toca,
;el contador aumenta un nimero mads. El sitio se vuelve parte del ciimulo

sélo después de que el contador ha alcanzado un valor limite m predetermi- .

nado. Cuando m = 1 se tiene el modelo usual ALD y si m es lo suficiente-

mente grande el crecimiento depende tinicamente de la llegada aleatoria de

las particulas y de la distribucién de éstas.

La razén por la que la variacién del modelo funciona sélo para valores de
m grandes es que antes de que el primer sitio que fue visitado se pueda unir
al cimulo, los demés sitios del perimetro ya acurnularon un ntmero grande
en su contador. Después de que el contador del primer sitio ya alcanzdé el
valor de m, los demds sitios también estin cerca del valor limite m. As{
que cuando el primer sitio se une al ciimulo y a su contador se le asigna el
valor O, los demads sitios estdn muy préximos a unirse al ctimulo, mucho m4ds
préximos que el primer sitio adyacente a la particula nueva con contador
igual a 0. Este comportamiento conduce a que la periferia del agregado, en
las primeras etapas del crecimiento, crezca de forma muy similar a un circulo.

Sin embargo, la caracteristica formacién de ramas y espacios vacios entre
estas del modelo de crecimiento por ALD no se pierde con esta modificacién.
Si en algiin momento temprano del crecimiento existe un sitio a en el que el
contador estda un lugar abajo del limite y los sitios adyacentes a éste ya han
alcanzado el valor m, la probabilidad de que el contador de a aumente en
uno es muy alta, y entonces alcanza el umbral para el cual se vuelve parte del
ctimulo. En este momento los tres sitios pertenecen al ciimulo y entonces los
contadores de los nuevos sitios adyacentes que alin no pertenecen al ciimulo
tiene un valor muy pequeiio. Después de un tiempo el contador de o’ (el sitio
sucesor de a) estd préximo a alcanzar el valor m nuevamente, sin embargo,
los sitios a sus lados llevan una ligera ventaja pues empezaron a incrementar
su conteo un poco antes un poco antes.

Debido a esta ventaja, los sitios de los lados se unirdn al ciimulo antes de
que lo haga el sitio @’ formando una primera protuberancia a su alrededor
y reduciendo asi la probabilidad de que sea visitado por alguna particula.
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Puesto que esta protuberancia no es demasiado marcada pues estd formada
linicamente por una particula, llegard el momento en el que el contador del
sitio a’ alcance el valor m. Siguiendo este proceso, los contadores de los
extremos del sucesor del sitio a alcanzan el valor m cada vez mds pronto,
provocando que la probabilidad de que las particulas visiten a este sucesor
sea cada vez menor y por lo tanto se induce la formacién de un zanja entre
estos dos extremos.  Esto sucede para algunos sitios durante el crecimiento y
asf la formacién de un patrén ramificado es conservado por la variacién del
modelo. - :

Se puede concluir que el modelo de crecimiento por agregacién limitada
(ALD) describe un crecimiento fuera de equilibrio generando patrones con
dimensién fractal menor que el espacio en el que se genera el crecimiento. La
teoria desarrollada hasta el momento permite dar una aproximacién acertada
para el valor de la dimensién basada en el hecho de que las particulas se unen
a un cimulo creciente de forma irreversible después de que entra en contacto
por primera vez con él.

Los dos puntos principales que define al modelo de ALD son los siguientes:
1) la difusién de las particulas siguiendo el movimiento browniano y 2)que las
particulas se unen al ctiimulo de manera irreversible. Es por esto que se puede
aplicar a tantos y tan distintos fenémenos. La mayorfa de las aplicaciones
se llevan a cabo en d = 2, es por esto que la mayorfa de las simulaciones
numéricas presentadas en este capftulo se realizaron en este espacio teniendo
como dimensién fractal caracteristica D = 1.71.

Los ciimulos que crecen sin reticula presentan de 4 a 5 ramas princi-
pales con una envolvente casi circular. Podria pensarse que la presencia
de anisotropfa en el modelo es una falla; sin embargo, es aplicable para
fenémenos en los que esta anisotropia se genera de forma natural, como en
el caso de los copos de nieve. En el capitulo siguiente se presentaran algunos
ejemplos de fenémenos naturales en los que la simulaciones del modelo de
agregacion limitada por difusién generan una representaciéon acertada.
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Aplicaciones del modelo de
ALD a fenodmenos naturales

Uno de los principales motivos para realizar este trabajo, fue poder dar una
posible explicacidén acerca de la formacién de patrones fractales en la natu-
raleza, generados por fendmenos fisicos o quimicos. Esto indujo el andlisis
matemadtico de la teoria de fractales, con caracteristicas geométricas y medi-
das fractales. Junto con las bases necesarias para fundamentar la dimensién
fractal y sus caracteristicas, fue necesario desarrollar la teoria del modelo que
simula sélo una parte de las formas generadas por crecimiento de particulas
en la naturaleza. Ahora se puede dar paso a la descripcién de algunos de los
fenémenos reales que generan patrones de acuerdo con los descritos por el
modelo de agregacién limitada por difusién.

4.1 Crecimiento en cultivos de bacterias

Uno de los primeros ejemplos que se presentan es la aplicacién del modelo
de ALD al crecimiento de colonias de bacterias. Existen algunas especies de
bacterias que generan patrones ramificados dependiendo de las condiciones
del medio en el que crecen y el primer indicio para pensar en aplicar el modelo
es la dimensién fractal de los patrones D = 1.7 [1]. Sin embargo, no basta
con que la dimensién coincida con la del modelo, como se vera mas adelante.

Las bacterias son microorganismos unicelulares que se creia que vivian
independientes unos de los otros, pero no es asi. Cuando crecen en su medio
natural, las bacterias forman colonias que son sensibles a las condiciones am-
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bientales que las rodean y en ocasiones existe cierta comunicacién entre ellas
a través de sustancias quimicas para advertir la falta de alimento o la difi-
cultad de movilidad. Por ejemplo, la bacteria Escherichia coli secreta una
sustancia atractora a la que son sensibles y al ser percibida por el resto de
la colonia empieza la formacién de grupos. Cuando la amiba Dictyostelium
discoideum, es esparcida en una superficie sin alimento después de unas cua-
tro horas comienzan a secretar una sustancia de alerta [4]. Cada célula tiene
receptores para esta sustancia especffica emitida por las células vecinas y
éstas, a su vez, emiten la sustancia después de percibirla. En algunos casos
las bacterias se diferencian en un tipo especial de bacterias para resistir mejor
a los agentes bactericidas o para poder invadir mejor a su huésped.

Las bacterias se reproducen por simple divisién celular fomentada por el
suministro de alimento ya que la bacteria que tiene a su alcance el nutrien-
te necesario se alimenta hasta crecer el doble de ancho y el doble de largo,
entonces se divide en dos. Asfi cuando el alimento comienza a escasear, la
velocidad de crecimiento de la poblacién también disminuye. Las bacterias
se desplazan en un medio acuoso mediante la rotacién de tentaculos largos
llamados flagelos y pueden tener un solo flagelo, dos flagelos en lados opues-
tos o en los polos de la bacteria, grupos de flagelos en los polos o flagelos
uniformemente distribuidos sobre la membrana celular [7]. En algunos casos
los organismos sélo se deslizan para avanzar.

El estudio de estas bacterias se inicié con el investigador japonés Mitsugu
Matsushita alrededor de 1980 y ha sido continuado por muchos investigadores
mds. Matsushita e Hiroshi Fujikawa [13] mostraron que las bacterias Baci-
llus subtilis podian crear variados patrones de crecimiento en concordancia
con el modelo ALD cuando se cultivan en superficie de agar, con distintas
concentraciones de nutriente y dependiendo de estos pardmetros, los patrones
generados son homogéneos o ramificados. Se cree que estos patrones se gene-
ran cuando las condiciones del medio son hostiles, asi como cuando el medio
es demasiado rigido dificultando la movilidad de las bacterias y el acceso al
alimento. Generalmente, cuando las condiciones son favorables, las colonias
no presentan mucha organizacién y generan patrones densos y homogéneos.
Es debido a la hostilidad del medio que las bacterias producen mecanismos
de defensa para facilitar su propagacién.

La movilidad de las bacterias depende de la concentracién del agar en
el que se cultivan y el crecimiento de la colonia depende de la cantidad de
alimento disponible para cada individuo. Como consecuencia los patrones
que generan las bacterias Bacillus subtilis varian con los distintos valores de
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Figura 4.1: Diagrama morfolégico del cultivo de bacterias en funcién de la
concentracién de agar y del nutriente inicial. El patrén mds denso se presenta
cuando el medio es muy suave, es decir, la concentracién de agar es minima,
y cuando la cantidad de nutriente es maxima.

estos dos pardmetros. Cuando el medio es seco y la cantidad de nutriente
es poca, la colonia crece con patrones muy similares a los generados por
el modelo ALD, pero si tiene suficiente alimento, generan patrones densos,
casi homogéneos. Cuando el medio es hiimedo, generan ramas muy delgadas
que salen del centro de manera isotrépica y con una envolvente circular. Si
se observa el diagrama morfolégico que depende de la concentracién inicial
del nutriente y de las condiciones del medio, se puede apreciar un cambio
continuo entre las distintas morfologias mencionas arriba (figura 4.1).

El cultivo de las bacterias se inicia con una inoculacién en el centro de
un plato de Petri, con humedad controlada y después de 20 dias, aproxi-
madamente, el patrén es generado. La dimensién fractal de las colonias se
obtiene mediante fotos tomadas de los cultivos y los resultados para este valor
calculado por medio conteo de cajas es D = 1.71 cuando la concentracién
de peptona (nutriente) es baja (figura 4.2). Sin embargo, la dimensién del
patrén no es la (inica coneccién con el modelo ALD, ya que si dos objetos
tiene la misma dimensién fractal eso no garantiza que los objetos sean simi-
lares morfolégicamente y mucho menos que sigan la misma dindmica para su
generacién.
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Figura 4.2: Cultivo de bacterias Bacillus subtilis en un plato con baja con-
centracién de agar y con poco nutriente. La geometria del cultivo es tipo
ALD con ramificaciones y dimensién fractal D = 1.710.

Una primera idea para la explicacién del crecimiento de bacterias tipo
ALD es que el nutriente se debe difundir a través del medio para estar al
alcance de las bacterias obteniendo asf un campo de difusién. Cuando la
colonia es dispuesta en un plato sin nutriente no se observa un crecimiento
‘significativo. Si se prepara el cultivo con un gradiente unidireccional del
alimento y se deposita la inoculacién en el lugar donde la concentracién de
peptona es cero, entonces las ramas crecen predominantemente en la direccién
de mayor concentracién de nutriente. Asi que la difusién del nutriente es
indispensable para la formacién de ramificaciones tipo ALD.

Una razén mds se manifiesta al hacer la inoculacién en dos puntos dis-
tintos con una cierta separacién sobre un plato con baja concentracién de
peptona. Durante el crecimiento, las dos colonias muestran repulsién. Las
ramas que inicialmente crecen en direccién del ciimulo vecino detienen su
crecimiento antes del contacto y sélo contintian creciendo las ramas que estian
frente al espacio vacio. Como consecuencia los dos ciimulos nunca se unen.
Al aumentar la distancia que los separa, la tendencia de los ciimnulos a repe-
lerse es menos marcada. Este comportamiento se presenta de igual manera
en dos climulos generados por el modelo ALD.

El modelo de ALD explica el comportamiento de las colonias de bacte-
rias Bacillus subtilis para un tipo de morfologia, la ramificada con envoltura
irregular. Sin embargo, estas colonias crecen de diversas formas, por ejemplo
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:.con’ una morfologfa similar a la generada por el modelo de Eden, con anil-

“los concéntricos o con ramificaciones densas con envolvente circular. Con el
propésito de explicar de manera unificada todos los patrones que generan las
colonias de bacterias, se han desarrollado otros modelos para su descripcién
en funcién de la concentracién de agar y del nutriente, gobernados por ecua-
ciones de difusién-reaccién [18, 15].

4.2 Simulaciones de copos de nieve

Un ejemplo mds se presenta en la formaciéon de copos de nieve. Durante
mucho tiempo los cientificos se han cuestionado cuales son los principios que
desencadenan el crecimiento de copos de nieve con formas tan peculiares,
generalmente con 6 ramas principales y simetria hexagonal. La razén por la
que estas ramas son practicamente similares sin ser nunca idénticas, o porque
algunas veces son mucho més delgadas que otras es una interrogante que ha
aumentado el interés en el estudio de mecanismos fisicos con anisotropfa. Un
punto de vista importante para poder comprender en parte el mecanismo
de generacién de los copos de nieve, es que estos objetos no son la regla
sino la excepcién, pues no existen dos ramas en ningiin copo real que sean
exactamente iguales.

Un primer modelo para la simulacién de la formacién de copos de nieve
se desarrollé sin tomar en cuenta la aleatoriedad del crecimiento generado
sobre una reticula triangular [12]. Aunque los patrones que genera son en
gran medida comparables con los copos de nieve reales y representa a una
gran variedad de ellos, son demasiado simétricos. En la figura 4.3 se muestran
algunas de las simulaciones obtenidas que se pueden comparar con algunos
copos reales representados a su derecha.

El estudio de modelos que simulan la formacién de copos de nieve se
encamind en cierto momento hacia el modelo de agregacién limitada por
difusién, debido a la sencillez del modelo para simular la agregacién de
particulas que siguen una trayectoria aleatoria. Los copos de nieve se gen-
eran a partir de la agregacién de particulas de agua y particulas de hielo
muy pequeiias que siguen un recorrido aleatorio. Puesto que las particulas
de agua son agregadas en la fase liquida o de vapor antes de solidificarse
como un solo copo, se cree que la tasa de crecimiento estd limitada por la
liberacién de calor durante el cambio de fase.

La primera aplicacién del modelo de ALD para este ejemplo se inicia
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Figura 4.3: Copos de nie\ke‘gerieraido§ por medio de un modelo deterministico,
junto con tres copos de nieveireales‘a la derecha como comparacién de la
similitud. A S e

con:la:dependencia en la agregacién de las particulas o con la difusién del
calor, [24].;Lios modelos deterministicos para la simulacién de copos de nieve
generan patrones demasiado simétricos, sin embargo, el modelo usual de ALD
" genera objetos demasiados aleatorios, por-lo tanto se utiliza la anisotropia
que induce la reticula triangular con una reduccién de ruido controlada. La
- reduccién de ruido utilizada consiste en asociar un contador con cada sitio de
la reticula que se incrementa al ser visitado por una particula; entonces, el
sitio en el perimetro del ciimulo es agregado sélo cuando el contador rebasa
un valor predefinido s. Uno de los problemas que presenta esta variacion del
modelo de ALD es que se requiere de s particulas para ocupar cada uno de
los sitios del cimulo generado, incrementando el tiempo de simulacién. Una
forma alternativa para usar la reducciéon de ruido es resolver la ecuacién de
Laplace en funcién de la probabilidad p; de que el sitio ¢ serd el siguiente en
crecer, es decir, se resuelve V?p; = 0 en cada sitio 7 del perimetro del ctimulo
existente.

Algunas de las simulaciones obtenidas se muestran en la figura 4.4, donde
la primera fila muestra los ctimulos obtenidos mediante simulacién y los copos
reales se presentan en la parte inferior. A partir del valor s = 100 se obtienen
patrones muy similares pues para valores mayores que éste lo que varia es
el ancho de las ramas principales y laterales. La figura 4.4(a) se obtuvo con
s = 200, sin embargo la presencia de espacios tan grandes entre las ramas no
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Figura 4.4: Los objetos de la parte superior son copos de nieve reales, mien-
tras que en la parte inferior se muestran ciimulos generados mediante la simu-
lacién del modelo ALD con pardmetro para la reduccién de ruido m = 200.
Se utilizé n = 1(D =~ 1.5) en (a), 7 ~ 0.5(D ~ 1.85) en (b) y en (c)
7 =~ 0.05(D = 2).

eJempllﬁca a una gran variedad de copos reales.

Se ha encontrado que al introducir un nuevo pardmetro se reduce ]a dlfe- :
rencia en la razén de las probabilidades de crecimiento entre las’ ramas y
las zanjas (es decir, los espacios vacios entre las ramas) [24]. Este nuevo
pardmetro se obtiene al relacionar la probabilidad de crec1m1ento p, con el
potencial de crecimiento de la siguiente manera: ;

P o (V)" S @

donde ¢ puede ser la temperatura 7(r) en la posicién r o la probabilidad de
que exista una particula de hielo en la posicién r. _

Esta variacién es andloga al modelo de ALD cuando la relacién anterior es
no lineal. Para valoresde 77 < 1 se encuentra un equilibrio entre el crecimiento
de las puntas y el de las zanjas (figura 4.4(b) y (¢)). Cuando el pardmetro
77 es mayor que 1, el crecimiento de las puntas es favorecido y su efecto es
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que tres de las puntas crecen mas rapido, inhibiendo el crecimiento de las
otras tres, generando un patrén con sélo tres ramas principales. Lo maés
interesante es que se pueden encontrar copos reales con sélo tres ramas, asf
que este parametro refleja acertadamente la variacién entre el crecimiento de
puntas y zanjas.

Aunque el valor de la dimensién fractal D de los copos generados con
el modelo no varia al cambiar el parametro s de la reduccién de ruido, la
dimensién si es dependiente del pardmetro 7. Este resultado es concordante
con los copos de nieve reales ya que existen muchos copos que son relativa-
mente compactos con estructuras ramificadas en la superficie y que por lo
tanto tienen dimensién fractal muy cercana a 2 Se cree que estos patrones
son consecuencia del reacomodo de particulas o derretimiento durante su
formacioén, evitando asf la formacién de ramas separadas por espacios vacios
entre ellas.

Como conclusién se puede decir que el modelo de ALD genera patrones
que simulan de forma adecuada a un grupo de copos de nieve reales, pero
andlogamente a las colonias de bacterias, es necesario desarrollar una teoria
que refleje de manera absoluta la gran variedad de patrones generados por
la naturaleza. Un modelo que representara de manera absoluta la formacién
de los copos de nieve deberia de depender simultineamente tanto de la agre-
gacién de particulas al copo como el desprendimiento de calor generado du-
rante su formacién. Aunque una de las preguntas que permanece sin con-
testar es la razén por la cual los copos crecen de forma casi bidimensional a
pesar de que su generacién se lleva a cabo en un espacio de dimension tres
sin ninguna restriccién aparente sobre alguna de ellas.

4.3 Fluidos viscosos con formas digitadas

El ltimo ejemplo que se presentard es el de fluidos viscosos con forma digi-
tada, es decir con patrones ramificados con forma similar a los dedos de una
mano. El fenémeno de “dedos viscosos” se presenta cuando un fluido viscoso
es inyectado a través de otro con una presién p determinada y el sistema sale
de equilibrio. Hele-Shaw desarrollé un método para facilitar el estudio de los
fluidos viscosos al disefiar una celda transparente formada con dos platos de
medida lineal L con una separacién pequeiia entre ellos (aproximadamente
1 mm.), generalmente los platos son circulares con didmetro L [3, 30]. Un
fluido viscoso se introduce en la separacién de los platos y un segundo fluido
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Figura 4.5: Patrones en fluidos viscosos digitados en celdas de Hele-Shaw
radiales. Los patrones (a) y (b) son generados por la inyeccién de agua en
glicerina, aplicando mucha presién (a), y con anisotropia inducida sobre los
platos (b). Los patrones (c) y (d) son generados por la inyeccién de aceite
sobre glicerina. La tensién superficial resulta en dedos mds anchos.

(e} (@

- menos .viscoso que el primero (generalmente agua o a.lre) es 1nyectado por
uno de los lados de la celda o a través de un orificio en el plato superior
(a éste 1iltimo se le conoce como celda radial) ... La celda de Hele-Shaw es
equivalente a estudiar el sistemaen d = 2 y por 1o tanto la ‘mayoria de los
resultados para sistemas de fluidos viscosos obtenidos hasta ahora son para
sistemas bidimensionales.

La dindmica del sistema depende de la dlfusmn de los fluidos de manera
macroscépica, sin embargo, también es influido por las fuerzas microscépicas,
ya que la tension superficial entre los fluidos se ve afectada por la presién
entre los d4tomos de la interfase (frontera que se forma entre los fluidos). Gen-
eralmente, los patrones que se forman, presentan ramificaciones con forma
de dedos diferente a las ramificaciones usuales en el sentido de que las puntas
son mas redondeadas por la fuerza inducida por la presién. También se puede
introducir anisotropia en el sistema a nivel macroscdpico al marcar zanjas en
la superficie de los platos y generar patrones similares a copos de nieve.

La relacién entre el crecimiento digitado de fluidos viscosos y el creci-
miento laplaciano se obtiene a través de la presién. La velocidad de un punto
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erfas n la direccién normal a ésta es proporcional al gradiente de
la'presién en ese punto, es decir,

T = ¢Vp, (4.2)

donde ‘c és una constante que depende de la viscosidad del fluido. Entonces
si-se supone:queé los fluidos no se pueden comprimir, la distribucién de la
‘presién p estd dada por la ecuacién de Laplace VZp = 0.
- Un efecto importante de la presion del sistema en la interfase estd dada
por la inestabilidad de difusién (inestabilidad de Mullins-Sekerka). Inicial-
mente se supone que la interfase es circular y que genera un bulto después de
‘un lapso pequeiio, entonces el gradiente de la presiéon es mayor en la punta
del bulto pues es el punto de la interfase mds cercano a la frontera. Puesto
que la velocidad en cada punto es proporcional al gradiente de la presién, el
bulto crece mads rapido hacia la parte externa que cualquier otra parte de la
interfase. Si esta inestabilidad es la tinica perturbacién que actiia sobre el
‘sistema, entonces la simetria se rompe para formar méds bultos que a su vez
se rompen en varios bultos.

La tensién superficial actia de manera contraria a la inestabilidad de
Mullins-Sekerka, pues reduce la presién en las partes con mayor curvatura
de la interfase y la cinética superficial (es decir, la movilidad del fluido)
disminuye la presién en las partes que crecen mads rapido. Sin embargo,
‘el efecto de la tensién superficial y la cinética superficial no parecen ser
lo suficientemente fuertes para estabilizar el sistema y generar un patrén
‘circular.

Cuando se utiliza el modelo de celda radial la inestabilidad de Mullins-
Sekerka induce interfases desordenadas que tienden a presentar estructura
fractal similar a la generada por el modelo ALD. Los distintos patrones difer-
enciados por el niimero de dedos y forma de separacién en sus puntas pre-
sentan un salto que dependen de la razén de inyeccién del fluido, donde los
patrones pasan de tener unos cuantos dedos, a un objeto con una interfase
densa mejor conocido como patrén fractal.

Para poder ver de forma msds efectiva la formacién de patrones fractales
se realizan los experimentos en una celda de resina transparente con canales
y poros distribuidos aleatoriamente fijados de forma fotogrdfica sobre una
capa de lodo. El largo de los canales es variable y su profundidad es de 1
mm. aproximadamente, entonces se vierte un fluido viscoso sobre los canales
para después inyectar aire por un orificio en el centro de la celda.
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"Figura 4.6: Tres patrones fractales generados por la inyeccién de un fluido
viscoso en una celda con canales y poros. La figura (a) se obtiene cuando
la rapidez con la que se inyecta es poca, en (b) se ha aumentado un poco
mientras que en (c) se utiliza la mdaxima razén de myecc10n obteniendo-un
»patron similar a los ciimulos de ALD.

.. Sila tasa de inyeccién del fluido es muy lenta se genera un patrén similar
.a la filtracién, entonces es menos probable que el aire penetre en los canales
.mads angostos mientras la interfase avanza mds riapido donde los canales tienen
intersecciones largas y asf la capilaridad domina el crecimiento. Los patrones
que se presentan bajo estas condiciones se ejemplifican en la figura 4.6(a). Si
se incrementa la velocidad de inyeccién entonces la distribucién de la presién
es la que domina el crecimiento y se obtienen patrones cercanos a los que
se generan con la celda de Hele-Shaw (figura 4.6(c)), pues se incrementa
el niimero de ramificaciones y entonces el patrén es indistinguible de los
cimulos ALD. Una variacién andloga en la celda de Hele-Shaw se obtiene al
distribuir de manera aleatoria microesferas de cristal entre los platos, donde
el didmetro de las esferas es igual a la separacion de éstos.

Una manera alternativa de obtener aleatoriedad en los patrones generados
por fluidos viscosos se da al utilizar cristal liquido en la celda de Hele-Shaw,
ya que es considerado como el fluido m4ds viscoso 4.7. Al variar la presién
de inyeccién, es posible observar el salto de la morfologia no fractal a la
fractal. En la figura 4.7 se muestran los patrones obtenidos con una celda
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Figura 4.7: Patrones aleatorios generados en una celda de Hele-Shaw con
cristal liquido como fluido viscoso para obtener aleatoriedad de forma natural.
Con presién baja en la inyeccion de nitrégeno gaseoso se obtienen patrones
andilogos a los ciimulos ALD, con un salto a una morfologia casi homogénea
para altas presiones de inyeccién.

mds delgada que la usual (la separacién es de aprox. 40um.) inyectando
nitrégeno gaseoso a distintas presiones. Si se aplica poca presién se forman
pocas ramificaciones similares a los ctimulos ALD y, al aumentar la presién,
el patrén se vuelve cada vez mds homogéneo.

Los resultados obtenidos para el desplazamiento de cristal liquido tienen
que ver con la estructura interna especifica de sus moléculas. Si los platos
de la celda no presentan una orientacién de avance especifica, entonces las
moléculas del cristal siguen una orientacién aleatoria para avanzar, que no
es isotrépica debido a la viscosidad del fluido. Pero cuando la presiéon se
aumenta no da tiempo a las moléculas de “decidir” que direccién tomar
provocando que el cristal se comporte como un fluido isotrépico.

Como se mencioné antes, se puede introducir una anisotropia similar a
la inducida por una reticula triangular en las simulaciones de ciimulos ALD
al marcar zanjas sobre los platos de la celda Hele-Shaw para simular los pa-
trones generados por copos de nieve. El niimero de ramas principales que se
generen en el patrén serd igual al mimero de zanjas radiales que se graben
inicialmente, sin embargo, las distintas presiones aplicadas generan distintos
patrones. Cuando la presién que se aplica es muy pequefia, no se generan
ramificaciones, sino que una figura homogénea con envoltura irregular se
desplaza hacia los extremos de la celda. Al aumentar la presién, se generan
dedos sobre las zanjas con puntas redondeadas y desordenadas que se dividen
al avanzar hacia la orilla. Al paso siguiente estos dedos se transforman en
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ramas como agujas de cristal, donde las puntas tienen una curvatura estable
y no se dividen, ademads el objeto presenta simetrfa hexagonal. Cuando la
presién aplicada es mdxima, el radio de curvatura de las puntas se reduce
_y se generan ramas laterales a los lados de las principales. Esto se debe a
que la anisotropia en la direccién perpendicular a las zanjas disminuye al au-
mentar la presién, mientras que aumenta en la direccién paralela a éstas. Es
posible generar patrones sin introducir una anisotropia artificial si se utiliza
un cristal liquido como fluido viscoso con una anisotropia natural del fluido
debida a la viscosidad del mismo.

Se han mostrado algunos ejemplos de fenémenos reales en los que la pre-
sencia de patrones similares a los generados por el modelo de agregacién
limitada por difusién y donde este modelo juega un papel importante. La
relacién entre el modelo y los fenémenos va mads alld que sélo la forma y
dimensién fractal, pues todos tienen en comiin que su comportamiento estd
en relacién con la ecuacién de Laplace cuando el sistema se encuentra fuera de
equilibrio. Otros ejemplos en los que este modelo se refleja es en la formacién
de hojas de zinc mediante electrodepositacion, y la solidificacién de cristales
en forma dendritica y las descargas eléctricas.

En el capitulo siguiente se desarrollard teéricamente un modelo similar
al de agregacién limitada por difusién conocido como crecimiento por agre-
gacion de cimulos, en el que la difusién aleatoria de particulas y de ciimulos al
mismo tiempo es permitida, fomentando la formacién de cimulos de tamafio
pequefio que a su vez siguen su difusién para unirse con otros hasta formar
un solo agregado.
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Crecimiento por agregacion de
ctimulos

Existen muchos fenémenos de crecimiento que se pueden simular por medio
de la agregacién limitada por difusién (ALD). Este modelo fue desarrollado
inicialmente por Witten y Sander y se basa en el crecimiento a partir de
una particula inicial estdtica aceptando sélo el movimiento de particulas in-
dividuales que se agregan de una en una al ciimulo al primer contacto. Sin
embargo, existen fenémenos fisicos en los que la agregacién de grupos de
particulas es la parte central del crecimiento, por ejemplo en la formacién de
nubes, la coagulacién de gel o de particulas de humo, el crecimiento dentritico
y de tumores.

En este sentido se desarrollé la investigacién de un modelo en el que se
permitiera la agregacién de cimulos y particulas por igual, introducido por
Paul Meakin y por M. Kolb, R. Botet ¥ R. Jullien de forma independiente en
1983 {16, 21]. Las particulas o los ctimulos de particulas se difunden a través
de un medio de forma aleatoria, hasta que dos de ellos se tocan y entonces
se unen para formar un ciimulo mds grande. La simulacién empieza con un
nimero fijo de particulas para que se unan formando cimulos de tamafio
creciente. Las particulas y los ctimulos que ya se han unido siguen viajando
a través de una trayectoria aleatoria disminuyendo cada vez el nimero de
cimulos presentes hasta que se genera un sélo agregado formado por todos
los agregados de menor tamaiio. A este tipo de crecimiento se le conoce como
crecimiento por agregacidn de cimulos (CAC).

La agregacion de ciimulos también lleva a estructuras fractales, como
en el modelo de ALD. En el caso del modelo CAC, si la densidad inicial
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de las particulas distribuidas aleatoriamente es mayor que cero, entonces la
probabilidad de que dos particulas se unan para formar un grupo es finita.
Existen distintas caracteristicas de este tipo de crecimiento dependiente de
la forma en que se unen los ctimulos. Puede suceder que los cimulos se unan
de forma permanente al primer contacto, pero en otros casos los ctmulos
presentan repulsién entre si, siendo necesario que tengan contacto mais de
una vez para que se puedan unir de forma irreversible y se forme un solo
ctimulo [30].

Otro modelo andlogo al modelo de CAC inicia con un grupo de particulas
distribuidas sobre una fraccién de una retfcula cuadrada, dejando una parti-
cula fija en el centro como semilla. El movimiento consiste en analizar todas
las particulas y sus sitios vecinos, entonces si el sitio vecino estd4 ocupado,
la particula se queda fija y si estd vacio se desplaza a éste. A este modelo
se le conoce como agregacidén por difusion de multiparticulas. Una pequeiia
variacién a este modelo se tiene al iniciar de igual forma con un grupo de
particulas distribuidas aleatoriamente, pero en este caso las particulas per-
manecen fijas a excepcién de la semilla inicial que comienza su trayectoria
aleatoria para recoger al resto de las particulas a su paso, formando un ciimulo
mdés grande cada vez [31]. Esta variacién es conocida como agregacidén por
difusion de un cimulo. En ambos casos la dimensién fractal dependiente de
la densidad inicial de particulas en el sistema y la geometria que generan es
muy similar a la del modelo de CAC, en el cual nos enfocaremos. Cuando se
inicia con una densidad baja la geometria es similar a la de los ctimulos de
ALD con un salto para densidades altas al modelo CAC.

La dimensién en el modelo CAC se mide por medio de la funciéon de
correlacién o por el radio de giro. Puesto que después de cierto tiempo
todas las particulas han formado un solo cimulo, la dimensién depende de la
relacién entre la densidad total de particulas y la capacidad total del sistema.
En la fase de poca densidad, los agregados presentan una dimensién fractal
constante, pero al aumentar la densidad el tamafio del cimulo crece y puede
cubrir todo el espacio, para obtener un agregado con geometria densa [16, 21].

Estos resultados se estudiardn maés a fondo a lo largo del capitulo dando
un respaldo tedrico que depende de las caracteristicas de las dos variantes
al modelo CAC, cuando las particulas se unen al primer contacto y cuando
se repelen, para posteriormente mostrar ejemplos en los cuales el modelo se
aplica de forma universal a fenémenos que no tienen relacién mads alla del
modelo que los describe.
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Figura 5.1: Representacién de 4 distintos tiempos en la generacién de
un agregado de cimulos. E! proceso se inicia con particulas distribuidas
aleatoriamente y posteriormente se unen unas a otras para formas pequeiios
cimulos que crecen poco a poco hasta que el nimero de ciimulos disminuye
considerablemente.

5.1 Descripcién del modelo de CAC

La simulacidon del modelo inicia con un sistema de particulas distribuidas
aleatoriamente en una reticula cuadrada que generalmente siguen un movi-
miento browniano. Una fraccién p de los sitios de la reticula son escogidos
aleatoriamente y ocupados evitando ser escogidos més de una vez. Si dos
sitios adyacentes son escogidos, se consideran como parte del mismo cimulo.
Para el proceso de crecimiento se escoge uno de estos cliimulos o particulas
individuales de forma aleatoria y se mueve con una probabilidad proporcional
a la movilidad que tiene asignada, hacia cualquiera de las cuatro direcciones
posibles. En la figura 5.1 se ven 4 pasos generados por el proceso de crec-
imiento descrito aqui.

De ahora en adelante llamaremos ciumulo al grupo de particulas que se
difunden para agruparse con otras partfculas o grupos de particulas y agre-
gado al conjunto final que resulta de la unién de todos los ciimulos después
del proceso de crecimiento. Dos versiones del modelo consisten en variar la
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probabilidad de movimiento de los ciimulos. En el primero la movilidad es
igual para todos los ctimulos y en el segundo la movilidad de cada climulo
es inversamente proporcional a su tamafio (es decir, al niimero de partfculas
que contiene). Sin embargo, la dimensién permanece muy similar para las
dos variaciones [21].

La forma en que se unen las particulas y los ctimulos entre si describe dos
tipos de crecimiento o dindmica que reflejan fenémenos naturales ligeramente
distintos [30]. Un factor que varia con cada uno de los modelos es el tiernpo
caracteristico que se refiere al tiempo necesario para que dos cimulos se
unan de forma irreversible. Entonces el modelo se divide tedricamente en
dos modelos basicos:

1. En el régimen limitado por difusion los ctimulos se pegan unos a otros
al momento del primer contacto, sin tener ningin tipo de repulsién y el
crecimiento depende de la difusién de los ctimulos. Los ciimulos se unen
de forma irreversible y entonces el tiempo caracteristico es el necesario
para que dos ctimulos estén en contacto por primera vez.

2.  Durante el régimen limitado por reaccién (o quimicamente controlado)
existe una repulsién entre los climulos, aunque sea pequeiia, que evita
que los ciimulos queden unidos al primer contacto o al estar cerca.
Pero después de cierto niimero de contactos los climulos se unen de
forma irreversible. El tiempo caracteristico es el necesario para que
dos ciimulos se unan de forma irreversible.

- Las propiedades del crecimiento por agregacién de cimulos (CAC) tam-
bién son afectadas por el tipo de trayectoria que siguen los ciimulos. Esta
trayectoria puede seguir un movimiento browniano, balfstico o los ctiimulos
pueden girar. La dimensién de los agregados es una caracterfstica muy par-
ticular para este tipo de crecimiento, pues depende en gran manera de la
densidad de particulas con la que cuenta el sistema [30].

El movimiento balfstico se refiere al descrito por las particulas al viajar
a través de una linea recta. En este caso los ciimulos se desplazan desde el
punto en el que se encuentran inicialmente trazando una linea recta hasta
que se encuentran con otro ctimulo o con el limite de la reticula. El dngulo
de incidencia de las lineas generalmente varfa desde 0 hasta w/2.

Al analizar los agregados que se generan en las simulaciones, se puede ver
que los patrones formados por la unién de los ctimulos son ramificados, pero
a diferencia de los generados por el modelo ALD, éstos no presentan una
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envolt;ura c1rcular sino que mxentras mis crece el a«rrecrado ‘se’ vue]ve més
- pronunmada la falta de simetria. Esto es una. consecuencia: del mecanismo
de crecimiento, si los ctimulos que se forman 1mc1a1ment;e fueran esfencos al
‘unirse dos de éstos se perderfa de inmediato la simetrfa esferlca. Sm embargo,
las funciones de correlacién son isotrépicas.

Una caracteristica mds del modelo es que la densidad de las partl’culas,
que se define por el niimero de sitios de la reticula ocupados al inicializar
el sistema, se mantiene constante a lo largo de todo el proceso. Esto tiene
como consecuencia que la dimensién de los ctitnulos depende de la relacién
que existe entre la densidad de las particulas y el tamafio del espacio en
el que crecen. Si se inicia con una densidad baja, las particulas estarian
demasiado esparcidas, el agregado tendrd demasiado espacio para crecer y
sera poco compacto. De forma contraria, si se tiene una densidad alta, las
particulas no tendrin demasiada movilidad y rdpidamente se formari un
ciimulo compacto que casi llene toda la reticula. Puesto que la dimensién de
los objetos es una de las formas de caracterizarlos, se analizard primeramente
la dimensidn fractal que presentan los ciunulos de CAC de acuerdo con el tipo
de crecimiento con el que se generan.

5.2 Dimension en la agregacion de camulos

Andlogamente al modelo de agregacién limitada por difusién, el cdlculo de
la dimensién de agregados generados por el modelo CAC se hace a través de
la funcién de correlacién ¢(r) o del radio de giro R, que se definieron en el
capftulo 2. El crecimiento del agregado se genera en un espacio euclidiano
de dimensién d sobre una reticula hiperciibica de longitud igual a L. Si, al
inicio, la densidad de particulas es igual a p < 1, entonces se tendrén:

No = /)Ld, R (5.1)

es decir, Np sitios ocupados distribuidos de forma aleatoria. Ademds si dos
'sitios ocupados son adyacentes entonces se considera que forman parte del
mismo ciimulo. [En cada paso se escoge un ciimulo al azar (que puede estar
formado por una sola particula) y se mueve con una probabilidad propor-
cional a su movilidad a uno de los sitios adyacentes a éste. Si dos climulos
se encuentran adyacentes en al menos un sitio, entonces se unen para for-
mar un solo ctimulo con una probabilidad ps; dependiendo de la variante del
crecimiento que se esté analizando.
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'umulo depende del niimero s de particulas que
e difusién D, se define en funcién de s de

Si la rnov1hdad de los ci
contengan, ent;onces el ce "'ﬁ ient
la siguiente manera

'; = Cs, (5.2)

donde C ‘es una const;ante y v es un exponente que al variar se puede usar
para anahzar 16s efect;os de’la movilidad en la geometria general del agregado.
Cuando vy =0 el coeﬁcxente de difusién es independiente de la masa del
cimulo, “entonces ‘el movimiento se define a través de escoger al azar un
- etimulo dé entre todos y desplazarlo a uno los sitios adyacentcs a éste en
cualquiera de las 2d direcciones posibles. Si v # 0, se escoge un nimero
r al azar tal que 0 < r < 1, entonces el cimulo se mueve tinicamente si
r < Ds/Dynaz, donde D, es el coeficiente de difusién del ctimulo dado y D,nax
el coeficiente de difusién maximo que pueden tener los cimulos. Sin embargo,
el valor de la dimensién no varia en funcién del movimiento que siguen las
particulas o si la movilidad de los ctimulos depende de su tamaifio o no [16].
Para obtener la dimensién de los agregados en el tipo de crecimiento lirni-
tado por difusién se calcula la funcién de correlacién c(r) definida por (2.17).
En este caso la probabilidad de pegado ps = 1, pues los cimulos se unen
de manera irreversible al primer contacto. La dimensién de los agregados
depende en gran manera de la densidad de particulas p, se puede ver en la
figura 5.2 que si p aumenta demasiado, el agregado podria cubrir todo el
espacio. Asf, el valor de la dimensién se mantendrda constante dependiendo
de una escala minima igual a unos cuantos sitios en la reticula y una escala
méaxima 7. que estard determinada por el promedio en la densidad p.
Si r < 7., la grdfica de Inc(r) contra Inr se aproxima por una recta de
pendiente —ax = D — d y entonces los agregados presentan geometria fractal.
“En-la vecindad del valor r. el comportamiento cambia y para los valores
“de r > 7. la funcién de correlacién se vuelve aproximadamente constante
'y o — 0 [21]. Por lo tanto existe un valor critico r. alrededor del cual la
geometria de los agregados presenta un salto entre geometria fractal y una
estructura con densidad homogénea.
_ Para poder estimar el valor de r. se supone que la estructura que se
obtiene en la parte final del crecimiento est4 formada por pequeiias porciones
fractales de dimensién D. El niimero de porciones es proporcional a No /7P,
donde Np es la densidad de particulas inicial. Puesto que el agregado llena
toda la reticula de volumen L de forma mds o menos homogénea cuando se
alcanza el valor r. y el volumen ocupado efectivamente por las porciones es
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Figura 5.2: En la figura se muestra la etapa final del crecimiento en reticulas
de 400 unidades de lado y con distintas densidades iniciales. En la figura
(a) No = 10,000 y p = 0.0625, en (b) No = 15,000 y p = 0.0937; en (c)
Np = 20,000 y p = 0.125y finalmente en (d) No = 25,000 y p = 0.156.

r2, entonces, e
—5Te

Por la deﬁmcxon (5 1) p = No/Ld por lo tanto, L
‘ : ‘ ) e P pTa e (54)

donde el valor a = d — D representa el equlvalent;e a la dlmensnon obtemda
La t;raves dela funcién de correlacién.

Dlst,mt;as simulaciones en el régimen de crecumento lzmztada por dzfuszdn
en d = 2 cuando el agregado presenta baja densidad dan un valor de Dg
L 45 :I: 0.05 para la funcién de correlacién y D, entre 1.4 y 1.5 para el radlo
de giro [21]. Si sblo se permite que los ciimulos mds pequefios se muevan,
entonces el valor de la dimensién se conserva esencialmente igual (D =~ 1.5),
pero si los climulos que se mueven son los de mayor tamano, entonces el
modelo se vuelve equivalente al modelo de ALD y el valor de la dimensién
es D~ 1.7.

Este resultado est4 relacionado con el exponente de difusién ~ y la depen-
dencia de D sobre éste. Con base en simulaciones realizadas sobre espacios

S ,(‘5_“53.3 |
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de dimensién d = 2, se tiene que para valores de v < 1 los agregados tienen
aproximadamente la misma dimensién D ~ 1.45. Sin embargo, es claro que
para valores de v > 1 el comportamiento de CAC se vuelve equivalente al del
modelo ALD ya que en este caso existe casi un nico ctimulo que se difunde
para tener contacto con lo climulos més pequeiios y unirse. Al variar el valor
de v en las simulaciones se muestra un cambio continuo en la dimensién tal
que D =~ 1.45 para~y = 0y D =~ 1.7 para v = 2 [30]. Aunque las simulaciones
muestran que el cambio entre la morfologia de CAC a ALD es continuo, la
explicacién tedrica de este salto todavia no se ha encontrado pero debe estar
en funcién del exponente de difusién .

Para las simulaciones realizadas en espacios de dimensién d = 3 el valor de
la dimensién fractal de los agregados es D, = 1.78 +£0.06 y D, = 1.75 +0.01
de acuerdo con la funcién de correlacién y al radio de giro, respectivamente.
En d = 4 los valores son D, = 2.12+0.10 y D, = 2.03 £ 0.04. A partir de
d = 5 la dimensién sélo se puede calcular a través del radio de giro y su valor
es D, = 2.21 4= 0.02 y para d = 6 se tiene que D, = 2.38 == 0.02 [30].

En el caso del modelo de crecimiento limitado por reaccidn la probabilidad
de pegado se aproxima a cero, es decir, ps =~ 0 y por lo tanto la probabilidad
de que dos ctimulos entren en contacto es priacticamente la misma para todos.
Este modelo es andlogo al modelo de Eden mencionado en el capitulo 3 donde
cada sitio tiene la misma probabilidad de ser ocupado. Lo que diferencia a
estos dos modelos es que en el modelo de Eden se generan estructuras com-
pactas, sin embargo, en el modelo de CAC no es posible obtener estructuras
compactas debido a que la agregacién es por medio de ciimulos en lugar de
particulas individuales.

En las simulaciones de esta variante se escogen dos ciimulos para situarlos
en posiciones aleatorias sobre una reticula suficientemente grande. Existen
dos formas de escoger a los cimulos. En la primera, llamada distribucién de
tamafio monodispersa, se inicia el sistema con 2™ particulas individuales. En
cada paso se toman dos particulas de forma aleatoria para formar ctimulos
con sélo dos particulas hasta que ya no queden particulas individuales. Des-
pués se toman dos de estos ciimulos para formar un ctiimulo de 4 particulas
hasta agotar los existentes de 2 particulas y asf se contintia hasta tener un
solo ciimulo. En el segundo método, llamado polidisperso, los ciimulos son
escogidos de manera aleatoria sobre los que estin disponibles sin importar si
tienen el mismo niimero de particulas o no.

Los valores de la dimensién obtenidos para el caso del sistema monodis-
perso son D = 153 +001lend =2y D =194+ 002en d = 3. En el
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Figura 5.3: En la parte superior de la figura se muestra el salto de morfologfa
tipo CAC a morfologfa tipo balistica. En la parte inferior se muestra el salto
del crecimiento limitado por difusién en CAC a morfologfa tipo ALD para
valores grandes de y. El salto de una morfoloma a ot;ra depende del exponent;e
cle d]fllSlOIl Y. :

caso polldlsperso D 1.59 £ 0. 01 en. d 3 11 i 0 03 pa.ra d
[30].. Estos valores varfan entre sf, pero: es 1mportante notar, que los dos se
mantienen siempre mayores que en. el régimen: limitado. por. dzfuszén, sobre
todo para d = 3.

Para la simulacién del modelo de CAC smulendo una tmyecta'r-za bal{stzca
sin retfcula se inicia con una lista de particulas hiperesféricas. Se escogen
dos particulas o ciimulos, se supone que estdn en ausencia del resto de los
climulos para escoger una direccién al azar y hacer que los ciimmulos avancen
en linea recta hasta que se encuentren formando un cimulo mds grande. Los
cimulos se unen al primer contacto y después de que dos de ellos se han
unido entonces se agregan a la lista como un solo ciimulo para sustituir a los
dos ctimulos iniciales. El proceso se repite hasta que queda un solo ciimulo.

Andlogamente al modelo limnitado por reaccidn existen diferentes formas
de escoger los ciimulos que avanzardn. En el caso 1) se escogen los ciimulos
de manera completamente aleatoria. En el caso 2) los cimulos se escogen de
forma jerdrquica, sélo los cimulos del mismo tamafio son unidos. Se empieza
con 2" particitlas para formar cidmulos de 2 particulas, después ciimulos de 4,
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de 8 y asf hasta que quede uno solo. En el caso 3) se escogen los ciimulos con
una probabilidad que depende de su tamafio anilogamente a como se definié
por la ecuacién (5.2): AEntonces la probabilidad de escoger dos ciimulos de
medida s; y sz es (s152)7.

Los valores que se obtuvieron a partir de las simulaciones para los casos
1) ¥ 2) son prdcticamente iguales: para d = 2 se tiene D =~ 1.55 y para
d = 3 el valor es D ~ 1.91. El valor de la dimensién para este modelo es mds
cercano a los valores obtenidos para el modelo de crecimiento limitado por
reaccidn que a los obtenidos para el limitado por difusion [30].

El modelo 3) muestra parte de los efectos de la movilidad de los ctimulos
en funcién del exponente . En la parte superior de la figura 5.3 se muestra
el cambio en la morfologia de CAC a la morfologfa del tipo generado por
agregacién balistica. En la parte inferior se puede ver el cambio de morfologia
tipo CAC a morfologia tipo ALD cuando el valor de v aumenta mads all4 de
cierto valor critico. ‘

Todas las simulaciones mencionadas hasta este momento tienen como
parte de las hipétesis que la densidad de las particulas se mantiene constante
a lo largo del proceso de crecimiento y es mucho menor que 1. Sin embargo,

_también es importante analizar lo que sucede cuando la densidad se apro-
xima a 1. En el limite de p = 1 la simulacién del modelo se puede variar de
la’'siguiente manera. El sistema inicia con una particula en cada sitio de la
reticula cuadrada y el movimiento de una particula se define al intentar mo-
verse aleatoriamente hacia cualquier direccién para formar ciimulos creando
un lazo con la particula vecina que se encuentra en la direccién elegida. Asf,
los ciimulos estdn constituidos por grupos de particulas que crearon un lazo
al tratar de moverse. Cada ciimulo es escogido para intentar dar un salto con
una frecuencia definida por (5.2) y entonces, se pueden observar distintas es-
tructuras para distintos valores de v antes de que la medida lineal del ctimulo
mds grande sea igual a la de la reticula. Para v = —2 se tienen estructuras
compactas con superficie fractal, con v = 1 se observan agregados fractales y
con -y = 2 se tiene objetos no fractales. Algunos ejemplos de esos resultados
se pueden ver en la figura 5.4.

Los resultados presentados para los valores de la dimensién de los agre-
gados se han obtenido a partir de simulaciones, es decir, calculados de forma
numérica, sin embargo, seria apropiado dar una aproximacién tedrica. El
fenémeno de crecimiento generado por agregacién de ciimulos es un fenémeno

“fuera de equilibrio y por lo tanto no existe una teoria que se pueda aplicar
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Figura 5.4: Agregados generados con el modelo de crecimiento por agregacién
“de ciimulos con densidad inicial alta. La primera inagen muestra un objeto
‘no fractal pero con superficie fractal (y = —2), en la tercera figura (de

izquierda a derecha) la configuracién muestra un objeto fractal (y = 1).

para explicar su funcionamiento. Sin embarwo, el hecho de que los agrega-
“dos ‘de CAC tengan una. dlmensnon superlor cntlca se puede respalda.r con
4arvurnentos tedricos.
- .vEn el modelo de crecimiento ALD la dlmenswn de los cumu]os esta aco-
tada inferiormente, D > d — 1. ”S‘m,,embargo, de los resultados obtenidos
para los agregados generados a través de las simulaciones. del modelo de
crecimiento por agregacién de climulos (CAC) se puede ver que la dimensién
no aumenta con tanta rapidez, tiene una dimension critica superior, ademadis
de que cambia segiin las variaciones del modelo y se verd que no depende de
la dimensién del espacio en el que crece el ctiimulo [2].

Una forma de entender las caracteristicas que gobiernan a este tipo de
crecimiento es a través de obtener una aproximaciéon de la dimensién uti-
lizando una variacién del modelo de Sutherland [2, 30]. Sin embargo, puesto
que la dimensién de los agregados generados con el modelo de CAC no es
una propiedad universal, es decir, varia dependiendo de las caracteristicas de
pegado y de la densidad de las particulas, se puede obtener una aproximacion

.general para la dimension critica superior D..

El modelo original de Sutherland inicia con un 2" particulas para que
la unién de éstas se realice de forma jerdrquica. Es decir, se escogen dos
particulas individuales para formar un cimulo, después se toman otras dos
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particulas para formar el siguiente ciimulo, hasta que solamente existan
ciimulos compuestos de dos particulas. En seguida se forman ctimulos con 4
particulas al unir solamente los ciinulos de 2 particulas que son escogidos de
forma arbitraria y desplazados por una trayectoria recta hasta que entran en
contacto. Después se forman ciimulos de 8 particulas con los de 4 y el pro-
ceso se continua de la misma forma. La variacién que se hace al modelo de
Sutherland consiste en tomar dos ciimulos para que formen un lazo al escoger
una particula de cada uno de ellos de forma aleatoria y unirlas al seguir una
direccién aleatoria. En este caso se permite que dos ciimulos se encimen al
unirse como consecuencia de que su unién esta determinada tinicamente al
escoger una de sus particulas de forma aleatoria.

Para poder calcular la dimensién de los agregados se define el niimero
promedio de lazos ¢(s) (llamado distancia quimica) que une a dos particulas
arbitrarias pertenecientes a un cimulo de tamaiio s. Por construccién, un
climulo con 2s particulas se puede ver como la unién de dos cimulos, 4 y
B, con s particulas cada uno. Para determinar el valor de ¢(2s) se calcula
la distancia quimica de dos particulas arbitrarias en todos los casos posibles.
La probabilidad de escoger una particula en A y una en B es igual a 1/2
y entonces el promedio de lazos es la distancia entre la primera particula
y el lazo al cimulo vecino mds la distancia del lazo a la segunda particula.
Puesto que el lazo que une a los dos ciimulos de tamaiio s es arbitrario, el
promedio de las distancias de las particulas serd igual a ¢(s). En el otro
caso la probabilidad de encontrar las dos particulas en 4 o en B es igual a
1/4, respectivamente, y entonces el niimero promedio de lazos es ¢(s). Para
calcular el valor de ¢(2s) se suman las probabilidades y se tiene que,

a(25) = 3la(s) + a()] + Fa(s) + 7a(s) = Sa(s). (55)

Por lo ténto, o
g(s) ~ "7 donde = =In(3/2)/1n(2). (5.6)

-~ Ahora se relaciona la distancia geométrica con la distancia quimica. g(s)
‘para determinar la dimensién D del agregado. El desplazamiento que hay
entre dos particulas que se encuentran a una_distancia quimica q(s) =k
es la suma de los k vectores que las unen. Estos son vectores aleatorios
‘unitarios e independientes entre sf. Por lo tanto, el camino que siguen es
una trayectoria aleatoria (tipo movimiento browniano) y el cuadrado de la
distancia promedio entre las particulas es R? ~ ¢(s). Entonces se concluye
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usando (5.6) que

'del espamo,d est;e valor es una primera aproximacién para. la dimension
cmtzca superzor D.. En este caso los cimulos se unen al primer contacto
y pueden encimarse, lo cudl no ocurre en los modelos orxgmales de CAC.
“Pero_se, puede modificar mediante evitar que los ctimulos se encimen y se
obtendra un modelo equivalente al régimen de crecimiento jerdrquico limi-
tado por. reaccién. Esta modificacién consiste en.calcular: ‘la dimensién de la
: mt;erseccnon entre dos ctimulos para retirarla. Si se supone que la interseccién
,@s.menor. que cero, entonces, S :
2D —d <0, , (5.8)
cuya relacién estd dada por la definicién (3.6) para la mt;erseccmn de fractales,
‘donde D es la dimensién de 4 y de B.  Si esta desigualdad se cumple, la
interseccién no cubre una 4rea completa del espacio de dimensién d, entonces
s6lo una pequeiia fraccién de los ciimulos tendrdn que retirarse y la-dimensién
fractal de las intersecciones serd igual a cero ocurriendo con una probabilidad
menor que 1. Asi, los efectos del volumen serdn despreciables en espacios
con una dimensién a partir de d. = 2 D¢ =~ 6.8, siendo éste el valor de
la dimensién critica superior para el régimen de crecimiento limitado por
reaccién [30]

En el régimen limitado por difusidn se utiliza un argumento similar para
obtener la dimensién critica superior. En este caso, la dimensién del objeto
consiste en los sitios visitados por el ctimulo de dimensién D que viaja a través
de una trayectoria aleatoria que es D + 2, pues el objeto se puede obtener
al reemplazar cada particula por una trayectoria aleatoria de dimensién 2.
Asi, d. = 2D, + 2 ~ 8.8 para CAC por limitado por difusién. Para el caso
de difusidn balistica el razonamiento es andlogo pero con la dimensién de la
trayectoria igual a 1 y asi d. = 2D, + 1 ~ 7.8. Estos resultados concuerdan
con los valores para las dimensiones obtenidos a partir de simulaciones, de
tal forma que para d fijo se tiene que D(limitado por difusién) < D(balistico)
< D(limitado por reaccién).

La distancia quimica también se puede usar para mostrar que la dimensién
de los agregados generados por CAC es una caracteristica no universal [2].

Primero se varia el modelo de Sutherland de tal forma que se puedan unir
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dos ciimulos de tamafio distinto. En este caso un cimulo A4 con s particulas
se une a un ctimulo B con ks:particulas, donde la razén del tamafio &k se
mantiene constante a-lo largo de todo el proceso. Cuando se escoge una
partfcula del ctimulo”AB (la'unién de-A y B), la probabilidad de que esté en
el cimulo A esigual a 1/(1 +k), y la probabilidad de que esté en el cimulo
B esk/(1+ k). Entonces'la ecuacmn para la distancia quimica promedio en
el climulo AB se obtlene por.

(5.9)

(5.10)

para ]a unién

kcuavl_quier' 1po1de crecumento

5.3 ;CAC limitado por difusién

‘La dimensién fractal de los agregados proporciona informacion acerca de su
geometria en general, es decir, nos puede decir qué tan ramificado o compacto
es el agregado. Sin embargo, no da informacién acerca de la dindmica del
crecimiento ni de la diferencia de ésta entre las distintas variantes del modelo
a nivel de crecimiento, sus diferencias con respecto al tiempo.

Una forma de ver las diferencias entre las variantes del modelo CAC es
analizar como se genera el agregado conforme avanza el crecimiento. Para
esto se analiza la funcién de distribucién sobre el tamafio de los ctimulos n, (¢),
que es igual al mimero de ciimulos de tamafo s que existen en un volumen
unitario al tiempo t describiendo asf la evolucién temporal del agregado [30].

En el modelo de crecimiento por agregacién de cimulos en el régimen
limitado por difusién las particulas o ciimulos siguen una trayectoria aleatoria
y .se unen de manera irreversible cuando entran en contacto por primera
vez. Los agregados crecen en una reticula hiperciibica de lado L y cuentan
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La

v'dzstrzbuc 6n por ama.node osfcumulos se define por:

(t)-¥ N, (t), | (5.11)

“don‘d'e N,(t) es'el niimero de’ cﬁmulos de tamafio s que existen al tiempo 2.

La forma en que se define el incremento del tiempo puede variar sin que

varfe la dindmica de crecimiento. Por ejemplo, se puede escoger a At = 1

como el aumento en el tiempo después de que el ctimulo se mueve una unidad
de la reticula. Sin embargo, esto lleva a una aceleracién que no es posible
fisicamente debido a que el niimero de ctimulos decrece conforme el tiempo
avanza y entonces aumenta el niimero de pasos dado por un ciimulo en un
mismo intervalo de tiempo. Por lo tanto, se escoge a At = s/Np, con s igual
al nimero de particulas que contiene el ciimulo desplazado, pues el niimero

. de etimmulos decrece de manera inversa al tamafio promedio de los ctimulos

[29].

Con base en simulaciones se ha mostrado que la distribucién de los ctimulos
a través de su tamafio depende de s al dejar fijo el tiempo y de ¢ al fijar s. Al
graficar n,(t) contra s para varios valores de t, la grafica se aproxima con una

‘recta de pendiente 7 =~ 0.75 mostrando un decaimiento polinomial. Cuando

se analiza un sistema en equilibrio, 7 > 2, pero si este modelo se encuen-
tra con una situacién distinta, 7 < 2. De manera andloga, la distribucién
de los ciimulos es dependiente de ¢ con s fijo, y se presenta un decaimiento
algebraico de acuerdo con un exponente w ~ 1.7.

La funcién de distribucién se puede expresar como funcién de s y de ¢
reflejando adecuadamente los resultados mencionados arriba como sigue:

nu(t) ~ t==s~" f(s/t%), (5.12)

donde la funcién f, llamada funcién de escalamiento, cumple que f(zx) ~ 1
cuando z « 1 y f(x) <« 1 si z > 1. El término ¢t~ describe el decaimiento
de ns(t) de acuerdo con una potencia de t para cualquier s, lo que refleja
la caracteristica del modelo CAC de que los ctimnulos de menor tamaiio de-
saparecen para formar ctimulos méas grandes. Por lo otro lado, el tamaiio
caracteristico de los ctimulos esta determinado por el denominador ¢*.
Cuando se tiene un sistema finito y el ntimero de climulos es muy pequeiio,
la funcién de distribucién pierde sentido, por ejemplo, al final de las simula-
ciones, y se vuelve igual a 1. Sin embargo, el tiempo es independiente de la
densidad de las particulas, manteniéndose constante a lo largo del proceso.
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Con base en: la expresién’( 12) se puede obtener una relacxon de es-
calamiento a traves de los xponentes T, W y z.; Se consndera la condxcxon de
normallzamén d “

(5.13)

(5.14)
: resuelto con yun camblo ‘ _to que la. densidad p se

a‘que en un sistema fisico
w y z deben ser positivos, para que la deﬁr_l ', de ns(t) tenga sentido y
) con esto se tiene una relacién entre los exponentes de escalamiento de la
dlsbrlbucxorx por tamaiio de los cimulos . "
El tamafio promedio de los ctimulos- S(t) dlverfre en el limite cuando

t — oo. Al expresar a S(t) en términos de ns(t), ~

y. asf, utlhzando (5. 20), se tlene que,

T P Zt—u —--r+2f(s/tz) . . .
, S(t) T e .(,5"17)
S 5T f(5/t7)ds. '
. t—w+.(2-—'r)z B :
—w 3—1' z :
t +( ) i 'tz,'

~ o=
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De manera: anéloga expresa al ntmero total de cumulos n(t) en
t;ermmos de'n;(t); esidecir; n(t) =32 ns(t), se tlene que, :

: 1(,5,?1.8)

f t“"", Csi T >1. (5.19)
Asi, el escalamiento del numero total de part;lculas ‘estd determinado por el
valor de 7. Con base en simulaciones realizadas para d = 2 se han obtenido los
siguientes valores w = 1.7, 2 =14y 7 = 0.7 [29] los cuales son congruentes
con la ecuacién (5.15). :

Una forma alternativa a la  ecuacién (5 1‘7) para expresar a ns(t) por
escalamiento de exponentes es la siguiente:

ns(l) ~ s_og(s/t") .' o (5. 20)

donde la funcién de escalamiento g(z) <- 1 cuando T >> 1 Y- g(:z:) ~ T si
z <« 1. A & se le conoce como el exponente. de:salto.”-Aunque la ecuacién
(5.20) no expresa de manera explicita la: dependenc:a dela distribucién sobre
t, si permite un andlisis sobre ¢l exponente de salto 8. Parax <« 1, g(x) ~ z¢
y entonces 1,(t) ~ t~*%5~9+¢ o que se traduce en que es equivalente a (5.12)
para f(zx) ~ 1 con z6 = wy 0 — & = 7. Con estos valores y utilizando
(5.15) se obtiene que 8 = 2. Para xz >1, ns(t) decae como 1/s5% de forma
independiente a la dimensién.

Esta nueva expresién para la funcién de dlst:nbumc')n permlt;e estudiar los
efectos que tiene la movilidad de los climulos sobre la. dindmica del creci-
miento [30]. Para realizar simulaciones en d = 2 o d = 3 y poder observar
los efectos del coeficiente de difusién D, ~ s con distintos valores de -,
se generan los climulos a partir del siguiente algoritmo. De igual forma
a los. casos anteriores se inicia con Ny = pL? particulas en una reticula
hiperciibica de lado L y se escoge un ctimulo o particula individual al azar
para desplazarlo. Puesto que se trata del régimen limitado por difusion,
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los ctimulos se unen de manera irreversible al primer contacto. Si v = 0,
corresponde al caso en el que el coeficiente de difusién es independiente del
tamafio del cimulo y entonces es desplazado un sitio de la reticula en alguna
direccién aleatoria. Cuando v # 0 se escoge un valor p aleatoriamente, con
0 < p < 1, y el ctimulo se mueve sélo si p < D,/ D,..., donde el coeficiente de
difusién D, est4d dado por la ecuacién (5.2) y D,,az €s el coeficiente maximo
que puede tener un cimulo en el momento dado. El tiempo se incrementa
en At = 1/(n(t)D....) cada vez que un cliimulo es seleccionado, aunque no
se desplace, con n(t) igual al niimero total de ciimulos [23].

Y . z w T
-3 | 0.33 | 0.64

~ -2 | 0.45 | 0.90

-1 0.85 | 1.60
—1/D 1 2.2
—1/2 | 1.3 | 2.6 | =0
0 3 22 | 1.3
172 | ~100| 12 | 1.87

‘Tabla 5.1: Los exponentes z, w y 7 dependen del valor de v, como se puede
apreciar a partir de los valores obtenidos en simulaciones hechas para d = 3
‘del modelo de crecimiento por agregacién de ciimulos en el régimen limitado
por difusién. Se puede notar un cambio en la relacién que hay entre los
exponentes, ya que cuando -y > -y, el valor est4 determinado por w = (2—7)z,
sin embargo si v < 7., entonces w = 2z [23] .

-La dependencia de los exponentes w, z y 7 sobre v se determina a partir
de graficar su logaritmo contra el de S(t) , N(t) = n(t)L? y el de N;(t) con
distintos del exponente . Los valores de la tabla 5.1 muestran que cuando
Y < “Ye, siendo 7. un valor critico,.1a relacién entre los exponentes difiere de
la ecuacién (5.15) y es independiente de = dando lugar a que w = 2z.

El comportamiento de 7:(t) en funcién del exponente -y no es univer-
sal, para v > 0 los ciimulos de mayor tamafo se mueven mas rapido y
la mayorfa de los ciimulos pequeiios permanecen intactos durante el crec-
imiento. Para v < 0 la velocidad de los ctimulos pequeiios es mucho mayor,
entonces éstos desaparecen ripidamente pues se unen con otros para formar
ctimulos grandes.
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" ‘La:segunda’ snon para la funcxon de escalamlento de ns(t) cuando
2= 2','iés':-‘ e

. 3 LI ns(t) ~ S—zg(s/tz)’ : T (5 21)

—>51endo equlvalent:e a la ecuacién (5.12). Al trra.ﬁcar s ns(t) contra s/t*, con-
*‘duce a que los valores obtenidos para un exponente ~ dado deben caer en
una sola curva, que es la funcién de escalamiento g(z). - Esta funcién de
escalamiento varfa dependiendo del valor de -y 'y el cambio definido por el
valor critico ~., reflejandose en un salto entre un decaimiento monétono y
un comportamiento tipo campana {con un valor mdximo) en la funcién de
distribucién. Al igual que el comportamiento para -y > -, se representa por
(5.21), para el caso de v < 7. se tiene una variante:

ns(t) ~ sT2G(s/t7), (5.22)

con una funcién de escalamiento §(z) ~ z2f(x), donde la funcién f(x) es
exponencialmente menor que. 1 en los dos casos extremos de x, es decir,
Sfl@) < l con z < 1y f(z) < 1 con x > 1. Para agregados generados
en d = 'yc = —0.27 como se ve en la figura 5.5 y en d = 3 se tlene que
“Ye = —0.5. ’

Se puede ver que en un sistema finito después de que el tiempo ha pasado
cierto limite, el mimero total de ciimulos es demasiado pequeiio y entonces
la interpretaciéon estadfstica de la funcién de distribucién por tamaio de los
ciimulos ya no tiene sentido. Por lo tanto, la variable ¢ también tiene un
valor critico o cota superior. Ademds es de esperarse que exista un salto en
el tamafo de los climulos en algin tiempo ¢, que depende de la densidad p.
Mientras el proceso de crecimiento avanza, el nimero promedio de particulas
en los cimulos, 3(t), aumenta [30].

Se supone que los ctimulos tienen aproximadamente el mismo tamaifio, lo
cudl sucede cuando v < «.. Sea R el radio promedio de los ciimulos, entonces
éste crece como una potencia del nimero de partfculas de acuerdo con:

R(t) ~ [5()"/P ~ [p/n(t)]/P ~¢/P, ' (5.23)

ya que 3(¢) es igual a la densidad de particulas en el sistema dividido entre
el niimero total de ctimulos y ademds es andlogo al tamafio promedio de los
ciimulos S(t). Por otro lado; la dlstancna promedlo entre los ‘centros de dos
ctimulos, 7(t) varfa como,

kf(t)iv[n(t)]‘,“,"‘fvt"", L (5.24)
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Figura 5.5: La funcién de distribucién n.(t) presenta un cambio entre un
decaimiento monétono y un comportamiento tipo campana que dependiente
del valor critico del, exponente de rnov111dad ~, cuyo valor es 7. = —0.27 en
aﬂ'retrados generados en d = 2

y como D < d' entonces Ia dist;ahcia entre dos ciimulos crece m4s despacio
que-el radio promedio de los ctimulos, lo que significa que al tiempo ¢, en el
que ‘R(t) se aproxima al valor de 7#(¢) el proceso de crecimiento del agregado
cambia y se vuelve una red infinita donde los ciimulos estdn préximos unos a
otros dificultando su movilidad. Asi, la dindmica de escalamiento se rompe
en este limite y el modelo de CAC limitado por difusidn puede aplicarse para
la simulacién de gelatinizacién en sistemas coloidales.

Para poder obtener una aproximacién al valor de ¢, se calcula el volumen
efectivo V(t) ocupado por los ctimulos. Si el volumen efectivo ocupado por
cada ciimulo de tamafio s es V, = s%2, entonces, -

V() = 3o Vina(e) ~ p / Tend ?’,f (s/ t‘>d8~ PP (5.25)

donde el factor de proporcxon es: t;a.l ’que V(l) = p, pues en el primer paso
14 debe ser’mual a la fr'ccx : del volumen de la retfcula utilizado por las
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5.4. CAC;uMlTADolPOR'REACC!(‘)N :

Por:lo- t;anto, el valor critico de t ependel pr1nc1pa1ment;e de la densidad
'¢1n101a1 £, aunque también de D, .2 y junto'con z;.de 7. De acuerdo con esto,
;_,ila gelatinizacién ocurre para cada «y en. algun valor finito ty el cual determina

~. ‘el momento en el que existe tinicamente un cumulo y . se concluye asf el creci-

miento del agregado. Puesto t, — oo cuando el valor de la densidad p es
muy pequeiio, el modelo descrxbe el creclmlento por ciimulos para tiempos
“finitos.

Hasta ahora se ha mostrado la dependencm de la dxst;rlbucmn por tamaiio
de los ciimulos en el tiempo, el tamafio del ciimulo que se estd desplazando
y sobre todo en el exponente ¥ que define su movilidad. Estos resultados se
han desarrollado para el modelo CAC limitado por difusién, andlogamente
se desarrollardn para el régimen limitado por reaccién.

5.4 CAC limitado por reaccién

El régimen limitado por reaccidn es puede ver como una generalizacién al
modelo litnitado por difusion. Con esta variacién se busca analizar el efecto
que tiene sobre la dinamica de crecimiento de los agregados, la caracteristica
de que los camulos no permanezcan unidos al entrar en contacto por primera
vez ya sea por repulsién quimica, energia cinética o por diferencia de masas.
Este efecto se puede analizar al variar la probabilidad de pegado p, < 1
con la que se unen dos ciimulos. En el régimen (limitado por difusién esta
probabilidad es igual a 1.

Cuando la razén de agregacion es lenta, es decir, cuando la probabilidad
de pegado es menor que 1, entonces la dimensién fractal es mayor que en el
régimen limitado por difusién, dando lugar a los siguientes valores para la
dimensién [11]: D =~ 1.55 parad = 2y D ~ 2.0 en d = 3, que son congruentes
con los valores dados en la seccién 5.2 para la dimensién de los agregados
dentro del régimen limitado por reaccion.

Para simular el crecimiento por agregacién de cimulos (CAC) bajo el
régimen limitado por reaccidn el sistema inicia de igual forma con Ny = pL¢
particulas distribuidas de forma aleatoria [11]. La probabilidad de pegado
depende del tamaifio de los ciimulos que entran en contacto de la siguiente
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forma: un cumulo de; tamario:
J para formar 1n'cimul

e une de forma irreversible a otro de tamafio
de’ tamano %2 + 7 con una probabilidad

& Sl dos cumulos se tocan, es decir, ocupan un sitio adyacente como

i Para,estutli,fa'r o

- probablhdad Pij-

“'a éstos cumulo

= primer vecino, entonces se fusionan como un sélo citimulo si al escoger
“un nimero z distribuido de forma homogenea. entre Oy 1 se cumple
que T < p;j. : :

Si los ciimulos tienen contacto en‘més de.un‘punto, entonces se analizan
y fusionan cada uno de estos puntos ‘de forma mdependlent;e con una

*:Si dos ciimulos no se. unen es! decxr ‘en nmguno de los puntos en los
‘que entraron en. contacto se “cumple el . punto ‘1, entonces se permita
_que permanezcan en contacto. Sin embargo, cada uno tiene movilidad

independiente pues no se fusionan en uno sélo.

Si uno de los ctimulos se mueve de forma aleatoria ocasionando que
se encime con' el cimulo con el que tiene contacto (sin estar unido a

_él), entonces el desplazamiento no se permite. Sin embargo, el tiempo

se incrementa Yy se reallza un intento mds para que estos cimulos se
fusionen en uno sélo con una probabilidad p;; en cada uno de los puntos

de contacto.

Si-uno de ]os cumulos que estan en contacto se desplaza de un punto
de contacto ) 'm encnmarse entonces nuevamente se intenta unir

fectos de la probabilidad de pegado independiente del

tamarfio de los ctimulos es decir, cuando o = 0, se mide el comportamiento del
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Figura 5.6: Bl mimero t.ot;al de cumulos N(t) decrece lentamente como
funcmn del txempo pero su decalmxento depende la probabilidad de pecrado

Ps-

numero total de ctimulos. Con base en simulaciones hechasparad =2y d = 3
con distintos valores de pg y v se ve que N(t) decrece lentamente al inicio
del crecimiento. Sin embargo, conforme el tiempo avanza, su decrecimiento
se vuelve asintético a t7%, con un valor independiente de pe (aproximado a
z = 1.5 para d = 3 cuando v = 0, figura 5.6). Esto muestra que para cierto
valor de ¢ el comportamiento del modelo cambia del régimen limitado por
reaccidn que se conserva durante las etapas tempranas del crecimiento, al
régimen limitado por difusion.

Cuando el crecimiento inicia, el niimero de cimulos decrece mucho mas
lento que en el caso en el que pg = 1. Esto se debe a que la posibilidad de que
dos cliimulos entren en contacto es muy pequeiia al igual que la probabilidad
de que permanezcan unidos de forma irreversible, pues pg < 1. Sin embargo,
conforme el tiempo avanza, el nimero de contactos entre dos ctimulos dados
y la probabilidad de permanecer juntos aumentan. Es decir, después de un
largo periodo de tiempo, la probabilidad de que dos cimulos que han en-
trado en contacto se fusionen para formar uno sélo se aproxima a 1 conforme
aumentan de tamaifio y por lo tanto el crecimiento se comporta como en el
régimen limitado por difusién.
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" Para estudiar. los efectos de la probabilidad de pegado dependiente del
tamafio-de los ctimulos, se utiliza la definicién (5.27) para distintos valores
‘de o'y de v. Los de resultados de las simulaciones muestran un dependencia
"deN5(t) (el nimero de cimulos de tamarfio s) sobre o similar a la que tiene
sobre v, presentando de igual forma un valor critico o, para el cual el valor de
N5 (t) pasa de describir un decaimiento mondétono a una curva tipo campana.
Este valor critico es g, =~ —0.6 para d = 2 y 0. =~ —0.8 para d = 3, cuando
v =0[11].

Se supone el caso de ¥ = —1/D, es decir, cuando el coeficiente de di-
fusién de un cimulo es inversamente proporcional a su tamaiio, junto con
o = 0. Entonces, con base en los datos de la tabla 5.1, N;(t) se comporta
esencialmente independiente de s, para s < t*. Asf, cuando v = —1/D, el
valor critico para o es g. = 0. : ’

Al representar a la funcién de distribucién n,(t) de la forma dada enla
ecuacion (5.21), se obtiene la misma aproximacién para los exponentes 7, w
y z dada por la ecuacién (5.15) para distintos valor de o cuando v = 0. Los
resultados de las simulaciones permiten hacer una estimacién de estos valores
al tomar las pendientes de las rectas tangentes a las curvas obtenidas por las
griaficas de logaritmos. Algunos de estos valores se presentan en la tabla 5.2.

24 T w z
d=2 1.0 1.1 } 23| 2.5
00 {070]18]| 1.5
-0.401 0.5 | 1.8] 1.2
-0.60.] .0 1.9 1 0.9
-1.0 1.2 | 0.6
d=3{ 00 1.3 | 16| 2.5
G 04110 {18 1.9
-0.751. ~0 (19| 1.05
-0.8 - 0 1.9 | 0.95
--1.0 1.5 | 0.75

Tabla 5 2 D]stlnt.os valores obtenidos con base en simulaciones para los
exponentes 2, ;u y.T que dependen del valor de o para d = 2 y d = 3 del
modelo de crec:mlento “por ‘agregacién de ciimulos en el régimen limitado
por reacczdn' Se puede notar que los exponentes cumplen con la igualdad
w= (9 =7z para o > 0.y con la igualdad w = 2z para o < o, [11].
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.- La mayorfa:de los resultados que se presentaron fueron para agregados
“generados en un- espacio de dimensién d = 3, debido a que las aplicaciones
de este modelo tienen mayor difusién en fenédmenos que se desarrollan en un
ambiente tridimensional, por ejemplo la agregacién de particulas de polvo,
la formacién de coloides de oro o alambres de zinc. Sin embargo, esto no
quiere decir que tinicamente en este sentido se le pueda dar una aplicacién
real al modelo, para d = 2 se puede aplicar a la agregacién de micro esferas
de silicio. Algunos de estos ejemplos se presentaran en el siguiente capitulo.




6

Ejemplos de crecimiento por
agregacion de ciamulos

La agregacion de ciimulos de particulas se lleva a cabo en una gran variedad
de fenémenos fisicos y quimicos y uno de los primeros andlisis cuantitativos
se realizé con ctimulos de particulas de humo metdlico formadas en el aire.
En este tipo de fenémenos, cuando las particulas interactuan por fuerzas
atractoras y los ciimulos tienen movilidad, las estructuras resultantes tienen
propiedades fractales siempre y cuando las particulas se unan de forma rigida.
Si no se unen de forma rigida entonces la reestructuracién y evaporacién de los
ciimulos puede llevar a que los agregados tengan estructura simples, similares
a las generadas por los sistemas en equilibrio.

La rigidez de los lazos que forman las particulas al unirse depende en
gran medida de su tamaifio, si estas particulas estin formadas por dtomos
o pequenas moléculas, entonces generalmente se mueven sobre la superficie
del ctimulo mientras que las particulas microscépicas formadas por un gran
numero de d4tomos tienden a formar lazos mucho mas rigidos.

EEl modelo se crecimiento por agregacién de ciimulos es ampliamente usa-
do para la explicacién de la agregacién en suspensiones coloidales. Una sus-
pensién coloidal es un fluido que contiene pequefias particulas cargadas, lla-
macdas mondmeros, que se mantienen en movimiento siguiendo un movimiento
browniano [5]. Cuando dos particulas se acercan no siempre se unen ya que
se pueden alejar por una barrera de repulsiéon y entonces la probabilidad
de pegado depende del valor de esta barrera, variando el crecimiento de los
ctimulos entre el régimen limitado por difusién y el régimen limitado por
reaccién. Un tipo de repulsién comiin es la carga eléctrica acumulada en la
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superficie de los ciimulos que se puede cambiar al alterar quimicamente la
composicién quimica de la solucién agregando las sustancias apropiadas.

Anjlogamente al modelo de CCA, en los sistemas de agregacién coloidal
irreversible la dindmica estd determinada por la forma en que los monémeros
y dependiendo de la repulsién el mismo sistema coloidal puede presentar los
dos tipos de crecimiento, limitado por difusién o por reaccién, donde el primer
caso crece mas rapido que el segundo. Los comportamientos universales de
este tipo de agregacidén se han estudiado con suspensiones coloidales de oro,
de silicio o la agregacién de aerogel.

6.1 Coloides de oro

En el caso de coloides de oro la suspensién inicial consta de monémeros
esféricos de tamafio uniforme y las particulas se unen en el momento en
que dos esferas se tocan [30, 32]. La razén de agregacién de los ctimulos
se puede variar facilmente al introducir pequeiias cantidades de pyridine a
la suspensién para disminuir la carga superficial. Estos coloides se forman
con sales de oro Na{(AuCl,) con citrato de sodio, donde las particulas tienen
un didmetro aproximado de 15 nm y estdn separadas inicialmente por 60
didmetros de particulas aproximadamente.

Las esferas de oro son cubiertas por los iones del citrato produciendo una
carga negativa en su superficie que genera una repulsién entre las particulas y
entonces se estabiliza el proceso de agregacién. La carga negativa se altera al
aumentar moléculas neutras de pyridine que son absorbidas por la superficie
de las esfera y desplaza a los iones negativos del citrato. Como consecuencia
la agregacién sale del equilibrio y puede tomar unos cuantos minutos, en el
régimen limitado por difusién o agregacién rédpida, o varias semanas en el
régimen limitado por reaccién o agregacién lenta.

Para poder estimar la dimensién de los agregados se utiliza un microscopio
de transmisién electrénica (TEM) observando su proyeccién. Al examinar a
los ctimulos formados en un espacio tridimensional se secan por evaporizacién
y se producen ciimulos casi bidimensionales. Por lo tanto la proyeccién no
distorsiona la imagen y la dimensién de los agregados no se ve alterada por el
proceso dando un valor D = 1.75 que concuerda con la dimensién de los agre-
gados CCA bajo el régimen de difusién limitada en d = 3. La medida lineal
del agregado se toma como el promedio entre la dimension lineal mas grande
y la medida perpendicular a ésta, entonces la dimensién se calcula al medir
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Figura 6.1: La imagen de un agregado de coloide de oro obtenida a través
--de un microscopio de transmisién electrénica con 4,739 particulas. ..

el nimero de particulas en funcién de la medida lineal del agregado, dando
lugar al escalamiento NV ~ L” o por la funcién de correlacién ¢(r) definida
en‘el capitulo 3. En la figura 6.1 se muestra la imagen obtenida por el TEM
de un agregado de coloide de oro con 4,800 particulas aproximadamente.

La razén de crecimiento estd determinada por la cantidad de pyridine
que se agrega al citrato, asi que al depositar menos cantidad de esta sus-
tancia la repulsién entre las particulas es mayor y entonces la unién de las
partfculas de oro se retrasa disminuyendo la tasa de agregacién [33]. Al in-
troducir muy pequenas cantidades de pyridine el proceso de agregacién se
vuelve extremadamente lento, con una marcada dependencia en el tiempo,
en contraste con altas concentraciones de pyridine donde la velocidad de
agregacion es mucho mayor. Sin embargo, si la cantidad de pyridine aumen-
tada es intermedia entre estos dos extremos, el resultado es un salto entre
los dos comportamientos anteriores iniciando con un crecimiento extremada-
mente lento para finalizar con un comportamiento andlogo al descrito por el
crecimiento limitado por difusién, todo en el mismo ciimulo.

Los regimenes de crecimiento lento y rdpido también presentan diferen-
cias en los agregados resultantes. En la figura 6.2 se muestran dos ctimulos
con 5,000 particulas cada uno, generados con cada una de las dos variantes y
se puede ver una marcada diferencia en la apariencia. Como se mencioné, la
dimensién del agregado (a) (agregacién lenta) es D =~ 1.75, sin embargo, el
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Figura 6.2: La imagen de dos agregados de coloide de oro con el mismo
-mimero de particulas pero generados por agregaciéon lenta (a) y agregacién
rapida. (b). IR

agregado (b) presenta una dimensién mucho mas grande pues tiene muchas
particulas encimadas por la proyeccién. Debido a estos traslapes, la di-
mensiéon no se puede medir a partir de la proyeccién sin que se altere, sino
linicamente mediante la relacién del radio con el niimero de particulas o con
la funcién de correlacién, dando como resultado D ~ 2.01.

Este comportamiento se puede explicar de la siguiente forma: puesto que
la probabilidad de pegado es pequeiia, los ciimulos que se agregan tienen
muchas posibles configuraciones para unirse con otros antes de hacerlo de
forma permanente permitiendo que los ciimulos penetren en las partes in-
teriores del agregado y se vuelva compacto. A diferencia de éstos, en los
agregados limitados por difusién la repulsién es minima y los ctmulos se
unen practicamente al primer contacto sin permitir el acceso a las partes
interiores y por lo tanto su estructura es mucho mds abierta y tenue. Lo
que se mantiene invariante entre estos modelos es que las particulas se unen
rigidamente al entrar en contacto, es decir, de forma permanente, generando
una estructura fractal en ambos casos. Los dos tipos de crecimiento se pueden
ver como crecimientos por agregacién de ctimulos pero donde los cimulos
siguen trayectorias distintas. En el caso de la agregacién limitada por di-
fusién la dimensién de la trayectoria es D,, = 2, mientras que en el limitado
por reaccién la dimensién es D, = 0.

Es importante notar que la razén de agregacién en el crecimiento limitado
por difusién diverge cuando a transcurrido suficiente tiempo en el proceso.
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Dsto se debe a. que conforme a”anza el tlgmpo, e1 tamano de los ciimulos

aumenta teniendo mas drea de cont.acto dlspomble ¥ por lo tanto mucho mds

'kprob'xblhdad de unirse con otros cumulos Ademds los ctimulos més pequefios
tienen menos probabilidad de unirse y son dejados atras en el proceso de
crecimiento. La cantidad de cimulos decrece junto con el coeficiente de
difusién, asf que la difusién es importante para el avance del crecimiento y en
el momento que la razén de agregacién en el régimen limitado por reaccién
alcanza un valor comparable al del limitado por difusién, la dindmica de
crecimiento salta de un proceso a otro.

6.2 Coloides de silicio y coloides
de poliestireno

La formacion de agregados bajo el régimen limitado por reaccién puede estu-
diarse también en coloides de silicio, donde las particulas tiene un didmetro
aproximado de 27 A[25, 30]. Los mondémeros de silicio se mantienen estables
mientras estdn en un solucién bdsica, entonces se reduce el pH a 5.5 y la
concentracién de sal es aumentada > 0.5 M para aumentar al probabilidad
de pegado mds arriba de O pero sin sobrepasar 1. Bajo estas condiciones,
los agregados crecen a grandes tamaiios y eventualmente se sedimentan por
efecto de la gravedad. , ,

Para analizar la estructura de los agregados se utiliza un aparato de rayos
X con angulo pequeiio o una luz de esparcimiento en lugar del TEM. Para
objetos fractales con dimensién D la intensidad del esparcimiento escala con
el longitud de onda de las radiacién de acuerdo con I (g) ~ ¢~2. Esta relacién
es vilida para longitudes de onda correspondientes a medidas lineales entre
el didmetro de las particulas y la medida lineal de los agregados. En este
caso se puede aplicar este tipo de medicién a la agregacién de ctiimulos con
dindmica limitada por difusién. La intensidad de la luz de esparcimiento
presenta una alta dependencia del tiempo debido a que después de un corto
periodo de tiempo algunos ciimulos grandes son visibles.

Los errores de medicién disminuyen conforme el proceso de crecimiento
avanza y /(q) se comporta como una ley de potencia en el rango de 5000A >
q~! > 500Acon una pendiente de D =~ 2.1 en la grafica de logaritmos. El
valor de la dimensién concuerda con el valor obtenido para el modelo CAC
bajo el régimen limitado por reaccién donde las particulas son escogidas por
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el metodo pohdlsperso. "En este snstema, la repulsién de las particulas esta
dada por el potencial electrostitico entre estas, y mientras se mantenga en
Juetro la atraccién y la repulsién de las particulas, la formacién de patrones
fractales tendra lugar.

Debido a la fuerza de gravedad, los ctimulos de gran tamafio se sedimentan
después de cierto tiempo y dejan de ser activos en el sistema tridimensional.
Este problema es resuelto al realizar experimentos en sistemas bidimensio-
nales y ademds facilita la visualizacién de los resultados. Al analizar el creci-
miento de agregados de particulas carbon que flotan sobre agua se pueden
estudiar al dindmica durante el crecimiento y el resultado final ademaés de
cambiar las propiedades de la interfase de manera controlada.

También se pueden estudiar los efectos de la agregacién de camulos en un
espacio bidimensional al realizar experimentos con particulas de silicio sobre
una superficie atrapadas por tensién superficial [14]. Las particulas cargadas
son atrapadas por la tensién superficial en la interfase entre formada entre
agua y aire y se permite su agregaciéon al aumentar la concentracién de sal en
el sustrato de agua disminuyendo la repulsién electrostdtica de las particulas.
La suspensién inicial cuenta con microesferas de silicio de 3000Ade didmetro.

Cuando existen fuerzas de repulsién las trayectorias brownianas no se
pueden pensar como independientes unas de las otras, sino que se puede
esperar que el movimiento de una particula se aleje de los ciimulos exis-
tentes. Al principio las particulas se unen unas a las otras pero después de
un tiempo considerable quedan sélo unos cuantos mondémeros y la agregacién
por cimulos es evidente. Al graficar el logaritmo del radio de giro contra el
numero de particulas se obtiene un valor D ~ 1.20. Este valor es mucho
menor que el considerado por el modelo de CAC en el régimen limitado por
reacciéon, que en d = 2 es D ~ 1.43. En la figura... se muestran agrega-
dos formados por coloides de silicio y de poliestireno (que se discutirdn més
adelante) bajo los dos regimenes de agregacién.

Una posible razén por la cual el valor de la dimensién es mucho menor se
debe a que la presencia de fuerzas de repulsidn la barrera que las particulas
encuentran al aproximarse a una rama por la punta es mayor que al aproxi-
marse por uno de los lados. Asi, por la diferencia de unién entre las puntas
de las ramas y los lados de éstas se presenta una anisotropia cuya magnitud
se puede atribuir a la alta densidad de carga superficial de los coloides de
silicio. Este efecto reduce la dimensién fractal y los agregados tienden a no
formar ramas cuando hay fuerzas de repulsién muy grandes.

Esto muestra la complejidad de los sistemas reales dando un valor més
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- Régimen limitado por:difbslén

5t
simulaciéon poliestireno

kY

Régimen limitado por reaccion

Figura 6.3: Agregados formados por coloides de silicio y de poliestireno,
generados bajo el régimen de difusién y el régimen de reaccién. Se muestran
también una simulacién generada por el modelo de CAC para cada:uno.de
los regimenes. o

para la dimensién fractal. Sin embargo, al realizar experimentos con agre--
gacién de esferas de poliestireno de didmetro 4.7um dispuestas entre dos
platos de cristal dan un valor para la dimensién fractal de D ~ 1.49. En
este sistema cuando dos ciimulos se aproximan y se tocan comienzan a rotar
hasta el momento en el que tres particulas hacen contacto al mismo tiempo.
Este reacomodo reduce la anisotropia presentada por la particulas de silicio y
genera agregados con dimensién fractal mucho mas cercana a los del modelo
de CAC. Con esto se concluye que la agregacién de ciimulos puede generar
patrones mas diversos que el modelo de agregacién limitada por difusién.

Existen mds fenémenos en los que la aplicacién del modelo de CAC genera
patrones en concordancia con los generados en los fenémenos reales, como la
electrodepositaciéon de particulas para formar alambres de cobre o de zinc.
En estos fendmenos la fuerza atractora es la carga eléctrica que viaja a través
de un electrodo atrayendo a los iones de zinc (o cobre). Sila carga eléctrica es
demasiado alta, entonces el crecimiento del alambre se acelera y no permite
que los iones se reacomoden generando patrones fractales en d = 3. Ejemplos
como éste siguen hallando explicacién en modelos como el de Crecimiento por
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. Agregamén de Cumulos o el d gregacxén Limitada por Difusién.Asi que
se puede seguir. ‘analizando' los fenomenos en los que la difusién aleatoria o
la ecuacién de Laplace tengan lmportanma en. el crecimiento y formacién de
pat;rones. e -
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Conclusiones y discusion

Podria pensarse que el estudio de los fractales es exclusivo de objetos matema-
ticos abstractos, generados por la iteracién de ciertas reglas, como en el caso
del tridngulo de Sierpinski. Sin embargo, se mostré que los fractales no sélo
se obtienen a través de iteraciones repetitivas, sino también a través de pro-
cesos aleatorios. La introduccién de estos procesos aleatorios y los métodos
de medicién de la dimensién fractal para estos objetos ha permitido la intro-
duccién de patrones generados por fenémenos aleatorios en la lista de objetos
fractales.

Se puede observar que aunque inicialmente se dieron distintas definiciones
para la dimensién fractal de un objeto, de acuerdo a la forma en que se
construye o por el tipo de medida minima que presenta en su estructura,
todas las definiciones se relacionan entre si o son andlogas. Algunas de ellas
son consecuencia inmediata de las anteriores. Por ejemplo, al pedir que un
objeto fractal sea aquel en el que su volumen es cero mientras que su drea
diverge, induce al razonamiento de que el valor del exponente al que se eleva
el volumen de las cajas para cubrirlo y que resulte en un valor finito distinto
de cero al multiplicarlo por el nimero necesario de éstas para cubrir al objeto,
implica que el valor de la dimensidn se encuentra entre dos y tres. Finalmente,
las distintas definiciones son distintos puntos de vista para atacar el problema
del cilculo de dimensién.

Es importante notar que los modelos aqui descritos no sélo reflejan que
los patrones generados por éstos simulan los patrones que se encuentran en
la generacién del crecimiento natural, sino que la aplicacién de los modelos
no se restringe a un solo tipo de fenémeno. Los fenémenos aqui presenta-
dos pertenecen a distintas ramas de la ciencia y cada fenémeno tiene carac-
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teristicas individuales muy diferentes. Como en el caso del crecimiento de
colonias de bacterias, en donde los patrones generados dependen de las con-
centraciones de agar y de nutriente que tienen en el medio en el que crecen,
mientras que en el ejemplo de fluidos viscosos estos patrones dependen en
gran medida de la presién que se aplique al inyectar el fluido.

Se presentaron tnicamente dos modelos que reflejan dos tipos de creci-
miento, el que involucra la agregacién de particulas (ALD) y en el que se
agregan particulas y ciimulos por igual (CAC). Sin embargo, existen otros
modelos que describen otros tipos de crecimiento, como el crecimiento por
depositacién o agregacién balistica, crecimiento autosimilar o la formacién
de patrones por filtracién o el modelo de Eden. Por lo tanto ain existe
mucho trabajo por hacer en la investigacién de modelos que representen
el crecimiento fractal de algunos fenédmenos. Ademds se puede extender la
busqueda de fenémenos naturales en los que estos modelos encuentran una
aplicacién. o
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