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INTRODUCCION

Durante largo tiempo se ha observado que los alumnos que ingresan a la
Universidad para estudiar una carrera de Ingenieria se enfrentan a serias
dificultades para entender Jas matematicas, ésto les ocasiona el no poder avanzar
en los conocimientos de las materias propias de la licenciatura y
consecuentemente ven frustradas sus aspiraciones de terminar una carrera
profesional con éxito. Regularmente los conceptos matematicos de estos alumnos
no estan bien definidos, claros, ni compietos, dado que las matematicas que les
fueron ensefladas en los diferentes grados, desde la primaria hasta el nivel medio
superior, las aprendieron solo memorizandolas, sin razonamiento algunc. Por lo
anterior se hace necesario tomar acciones precisas que permitan remediar dicha

situacion.

Este trabajo pretende mejorar las condiciones de los estudiantes en sus
conocimientos basicos de Geometria Analitica, a través del uso de un material

didactico que refuerce los conceptos matematicos en el drea mencionada.

La investigacién cuenta con cinco capitulos, que consisten en lo siguiente:

El capitulo I se refiere a los antecedentes, importancia v planteamiento del
problema que presentan los alummnos de nuevo ingreso a la carrera de
Ingenieria, donde se mencionan algunas citas de expertos sobre el tema.

También se hace mencién de los posibles alcances del proyecto.



En el capitulo II se hace mencién de las caracteristicas de los aprendizajes por .
Recepcién, Descubrimiento y Significativo, los cuales nos dan los pardmetros a
seguir para obtener buenos resultados con la aplicacion del Material Didactico

propuesto.

En el capitulo III se presenta el objetivo y la hipétesis del wrabajo de
investigacién asi como el tipe de andlisis, las variables, el ambiente, los

instrumentos y el disefio de investigacion.

El capitulo IV presenta la forma de recabacién y organizaciéon de datos,
resultados del 'grupo piloto, los recursos empleados, recomendaciones y

entrevistas.

En el capitulo V se presentan las conclusiones y sugerencias del trabajo de

investigacién.



CAPITULO |
MARCO CONCEPTUAL



ANTECEDENTES DEL PROBLEMA

La experiencia generalizada, nos indica que los alumnos aspirantes a concluir
una carrera de ingenieria, tienen una serie de limitaciones que no les permiten
concluir ¢con éxito sus expectativas, estas son entre otras las siguientes:

*  En los grados basicos de primaria y secundaria, asi como en el nivel medio
superior, los conceptos matemdticos recibidos fueron deficientes, poco
atractivos y en su mayoria s6lo fueron memorizados sin razonamiento
alguno, ocasionando se olvidaran pasado un tiempo.

* la cultura de consultar libros para estudiar y analizar temas especificos, ha
sido poco estimulada.

*  Falta de habito para trabajar en equipo.

*  Deficientes habitos de estudio.

*  TFalta de Orientacién vocacional acerca de las carreras.
*  Deshomogeneizacién en conocimientos recibidos.

*  Bajo rendimiento académico por la situacion econdmica, generando la falta
de interés por obtener un titulo profesional.

* Fl uso inadecuado de la computadora los vuelve pasivos y perezosos para
estudiar e investigar.

*  Manifiestan que estidn cansados y fastidiados de tanto estudiar, indicando que
tal parece que los padres no los quieren tener emn su$ casas y toman las
escuelas como guarderias, como por ejemplo en periodos de vacaciones los
inscriben en cursos de verano creando en sus hijos un cansancio mental no
saludable.

*  Influencia de la familia, sociedad, medios de comunicacién y algunos
profesores crean apatia por las matematicas.



Por tode lo anterior podemos observar que durante el primer semestre de la
carrera de Ingenieria, los alumnos de nuevo ingreso tienen problemas muy
serios para obtener calificaciones aprobatorias en sus examenes parciales,
generando con elle desmotivacién total, apatia a las matemadticas y
consecuentemente la desercion de la carrera.

Durante dos anos consecutivos a partir de 1999, se ha estado aplicando un examen
diagndstico a todos los alumnos de nuevo ingreso a Ja carrera de Ingenieria Civil
en la Escuela Nacional de Estudios Profesionales “Acatlan”, con la finalidad de
tener una estadistica referente a sus conocimientos bdasicos en areas como:
“Algebra, trigonometria, logaritmos”, “Célculo Diferencial e Integral”, “Fisica”,
“Geometria Analitica” y “Quimica”, estos exdmenes son de opcién maltiple con 20
preguntas cada drea siendo un total de 100 reactivos. Los resultados obtenidos se
muestran a continuacion en las graficas 1 y 2.
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Como se puede apreciar en las graficas 1 y 2, el promedio de cada una de las dreas
es muy bajo, por lo que es de suma importancia hacer algo en beneficio de los
nuevos aspirantes a cursar la carrera de Ingenieria.

En la Escuela Nacional de Estudios Profesionales “Acatlan”, fundada hace 27 afios,
dentro de la carrera de Ingenieria Civil, no habia existido un proyecto de un
Material Didactico con las caracteristicas de este trabajo que sirviera para apoyar
en sus conocimientos a los alumnos de nuevo ingreso. Durante estos arios, se ha
venido observando que gran porcentaje de los alumnos que ingresan a los
primeros semestres tienen deficiencias muy serias en sus conocimientos basicos
de matematicas, por 1o que son alumnos que al no tener las bases necesarias ven
frustradas sus aspiraciones a terminar una carrera profesional, provecando con
esto la desmotivacion y la baja autoestima para continuar con €xito su carrera.

Investigaciones del tipo de ésta investigacidn gueda de manifiesto en el proyecto
que realizaron los maesiros: Juan Bautista Recio Zubieta, Carlos Hernandez
Saavedra, Alejandro Reyes Esparza, Miguel Rodriguez Rojas v Leticia Garcia,
sobre el curso propedéutico experimentado en el Tecnolégico de Estudios
Superiores de Ecatepec, donde el problema principal era la desercién y
reprobacién de los alumnos en materias tales como Fisica y Matematicas, que
marcaron la pauta para disefiar los instrumentos necesarios con el fin de
eliminar esta problematica general en todos los alumnos.

Una vez que se puso a prueba estos cursos ayudaron a disminuir de un 80% al
20% la desercién y en lo que respecta al indice de reprobacién disminuyé del
0% al 50%. Por lo que queda demostrado la necesidad de seguir profundizando
sobre este tema.

Para tener parametros en el disefio del Curso Propedéutico, los investigadores
descubrieron que ¢l nivel académico de los estudiantes es muy diverse y que no
todos tienen las bases necesarias, ni las aptitudes para avanzar en los cursos a
nivel profesional, por Io que se plantec la hipdtesis de llevar a cabo una
seleccion ‘mas idénea y de buscar homogeneizar el conjunto de conocimientos
necesarios, para lograr la permanencia del alumno, de tal forma que estos
mecanismos ayudaran a los futuros ingenieros en su formacion.



El proceso de la investigacidn, se inicio con la bisqueda de exdmenes que
midieran aquellas capacidades necesarias para el futuro ingeniero, y por otro
lado la necesidad de analizar cudl era el problema central al gque se enfrentaban
los alumnos durante los procesos de enseftanza aprendizaje en cada una de las
asignaturas que se impartian en el Tecnolégico, por lo que después de diferentes
esfuerzos se establecié que la manifestacién generalizada de los alumnos era la
existencia de una incapacidad para la resolucion de problemas.

A partir de esta situacién se decidié llevar a cabo un Curso Propedéutico,
enfocado principalmente a invitar a los alumnos a la discusién de diversos
problemas tipo de las materias de Fisica, Quimica, Biologia y Matemadticas. Para
ello se elaboré una seleccién de aguellos problemas de las asignaturas sefialadas,
que de alguna manera se consideran representativos de las mismas.

Se establecié que durante el desarrolio del curso propedéutico los alumnos se
integrarian en equipos de discusién de los problemas a resclver y, que el
profesor encargado jugaria el papel de coordinador.

En marzo de 1992 se aplicd por primera vez el examen de aptitudes académicas y
otro sobre conocimientos, asi es como se instrumenté por primera vez el Curso
Propedéutico con los aspirantes a ingresar al Tecnolégico.

Los resultados obtenidos durante este primer intento fue de aumentar la
permanencia de los estudiantes en un 60% y disminuir la reprobacion a indices
alrededor del 60% en Fisica y Matematicas. Esta situacion llevé a la conclusion de
que habria que seguir instrumentandc este tipo de medidas en las futuras
generaciones. El curso se desarrolld en tres ocasiones y se alcanzd gque la
desercién de los alumnos gue ingresaron a la institucién disminuyera alrededor
del 20%.

Los examenes se revisaron y se mejoraron logrando que los indices de
reprobacién llegaran a niveles entre el 40% y el 50% en Fisica y Matemaéticas.



El material con el que se trabajé durante el Curso Propedéutico estuvo en
constante reelaboracién. Esto fue posible a través de un seguimiento que
realizaron los profesores que colaboraron en este esfuerze y que impartieron
algunas de las asignaturas en los primeros semestres de la Institucién.

Como podemos apreciar en la investigacién anterior, se obtuvieron resultados
favorables con la aplicacién de un Curso Propedéutico, y por 1o tanto es de suma
importancia poner en practica estrategias adecuadas similares al caso anterior,
para poder ayudar a los alumnos propiciando con ésto que puedan avanzar en sus
estudios de licenciatura.



IMPORTANCIA DEL PROBLEMA

En la Escuela Nacional de Estudios profesionales “Acatlan” en su carrera de
Ingenieria Civil, surge la necesidad de tomar acciones concretas ¥ contar con un
instrumento confiable que le permita al alumno recordar y comprender los
conceptos basicos necesarios adquiridos en los grados anteriores a licenciatura y
que le haga posible continuar con éxito en sus materias de matemdaticas propias
del area basica la carrera de Ingenieria Civil. Por lo anterior se pensd en llevar
a cabo el proyecto de “Elaboraciéon de material didactico para reforzar
los conceptos matemdticos en estudiantes que ingresan a la carrera
de Ingenieria”.

PLANTEAMIENTC DEL PROBLEMA

Tomando en cuenta los problemas a los que se enfrentan los alumnos de nuevo
ingreso a la carrera de ingenieria, se pretende que este proyecto sea una
herramienta que los ayude a tener un mejor rendimiento en sus clases de
materndticas y consecuentemente en sus calificaciones semestrales.

Se tomé como pardmetros de analisis, un grupo prueba de alumnos de nuevo
ingreso de la generacidén 2000-1 y para ver los resultados de su rendimiento se
compararon sus logros con el resto de sus compafieros inscritos en ¢l primer
semestre de la carrera de Ingenieria Civil.

El Material Didactico con temas de Gecometria Analitica, se aplicé a una muestra de
8 alumnos de nueve ingreso a la carrera de Ingemieria Civil de la Escuela
Nacional de Estudios Profesionales “Acatldan”, Este taller fue aplicado a los
alumnos por el M. en C. Juan Bautista Recic Zubieta ¥ el que suscribe Ing.
Francisco Mejia Meza.

El material didéctico esta formado por 14 lecciones cuyo contenido es:
* Leccidén # 1, contempla los temas: Nimeros con signo, simetria de un

namero, peolinomios, valor absoluto, términos semejantes y leyes de los
exponentes, nimeros racionales.
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Leccién # 2, contempla los temas: Ejes cartesianos, coordenadas de puntos,
distancias entre dos puntos y graficas.

Leccion # 3, contempla los temas: Divisién de un segmento en una razén
dada, punte medio de una recta, rectas paralelas y divisién de un segmento
en t{res partes,

Leccion # 4, contempla los temas; Divisién de un segmento en una razén
dada (2° parte) y lugar geométrico.

Leccién # 5, contempla los temas: Graficacién de expresiones algebraicas,
intersecciones con los ejes coordenados, simetria con respecto a los ejes
coordenados y con respecto al origen,

Leccitn # 6, contempla los temas: Graficacidn de funciones, dominio de una
funcion.

Leccién # 7, contempla los temas: Linea recta, pendiente de la recta.
Leccién # 8, contempla los temas: Linea recta (2* parte), ecuacién de la
recta cuando se conoce un punte de ella y su pendiente “m”, ecuacién de

una recta cuando se conoce dos de sus puntos y rectas perpendiculares.

Leccion # 9, contempla los temas: Linea recta {3* parte) y distancia de un
puntc a una recta.

Leccién # 10, contempla los temas: Circunferencia (1° parte), ecuacién de la
circunferencia con centro en (0,0) y radio “r?, ecuacién de la

circunferencia con centro en C(h,k) y radio “r”.

Leccion # 11 y Leccidn # 12, contemplan el tema de la Circunferencia (2* y 3°
parte).

Leccién # 13 y Leccidn # 14, contemplan ¢l tema de la Parabola (1* y 2*
parte).

11



Es necesario mencionar que estos temas de Geometria Analitica se incluyeron,
considerande que son los temas basicos que el alumno de nuevo ingreso a la
carrera de Ingenieria debe poseer.

ALCANCES DEL PROYECTO

Una vez que se haya puesto a prueba el material didactico del proyecto en el
Curso Taller y que se tengan los resultados confiables, donde se pueda observar
la mejora en calificaciones del grupo de analisis, es decir del grupo de alumnos
que tomen el curso comparados con el grupo de alumnos que no lo tomen, se
tendran los argumentos necesarios para decidir si este proyecto que contempla
la “Elaboracién de material didactico para reforzar los conceptos
matemiticos en estudiantes gue ingresan a la carrera de
Ingenieria”, es aceptable y por lo tanio admisible disefiar material para otras
Areas tales como: “Algebra, trigonometria, logariumos”, “Calculo Diferencial e
Integral”, “Fisica” etc.; que ayuden a los alumnos de la misma manera que con el
material preparado para el area de “Geometria analitica”.

12



CAPITULO 1II
MARCO TEORICO
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1OS MATERIALES DIDACTICOS: MEDIOS Y RECURSOS

Manejaremos la expresién de los materiales didacticos como todos aquellos medios
y recursos necesarios que facilitan el proceso de ensefianza-aprendizaje, dentro
de un contexto educativo global y sistematico, y estirnulan Ia funcién de los
sentidos para acceder mas facilmente a la informacidn, adquisicién de
habilidades y destrezas, y a la formacién de actitudes y valores. Por 1o anterior,
el proyecto de: “Elaboracién de material didActico para reforzar los
conceptos matematicos en estudiantes que ingresan a la carrera de
Ingenieria”, se espera sea un material provechosos y estimulante para los
alumnos.

De acuerdo con la conceptualizacidén, el documento en gue se registra el
contenido del mensaje se considera Material Didactico.

Al revisar los diferentes modelos de instruccién que la tecnologia educativa nos
ofrece, observamos que los medios y recursos diddcticos constituyen un elernento
importante.

Considerando la relevancia que en la actualidad han llegado a alcanzar los
medios de comunicacién, el profesor deberd encontrarse capacitade ampliamente
para participar tanto en la produccién de los Materiales Didacticos requeridos de
acuerdo con los objetivos educativos de su materia, como en su correcta
utilizacién, con el objeto de realizar su quehacer educativo acorde con la época
presente,

Es indispensable que el maestro de hoy conozea los materiales de ensefianza
actunales para utilizarlos adecuadamente, imprimiéndoles con ésto vida y
significacion, de tal manera que sirva para proporcionar al estudiante una
varfedad de experiencias, y con ello le facilite la aplicacién de su aprendizaje a la
vida real. Cabe mencionar que estos materiales no anulan la personalidad del
maestro ni tampoco la limitan. Bl puede utilizar los medios para apoyar una
exposicion, o con el fin de aumentar la motivacién al dirigir discusiones en una
actividad.

14



Varios investigadores, entre los que se incluyen Charles F. Hoban, James D. Finn
y Edgar Dale, descubrieron que los medios y recursos didacticos, cuando se
utilizan adecuadamente en el proceso de ensefianza-aprendizaje pueden aportar
ventajas.

No debemos olvidar que es imposible que con el solo aprendizaje éste sea capaz de
dar al estudiante lo necesario para afrontar los problemas v necesidades
cotidianas de la vida real. La funcién de la educacién no es sélo brindar
elementos itiles cotidianamente. Muchas veces, el objetivo de una unidad de
instruccién es simplemente preparar al individuce para recibir la unidad
siguiente, a fin de gue es¢ conocimiento previo $e torne instrumental, se
transfiera y facilite el aprendizaje de las tareas subsiguientes.

El problema de la secuencia estd intimamente relacionado con la cuestién de la
esiructuracién del material de ensefianza. TUn aspecto importante en la
estructuracion del material es determinar cuil es la relacién entre los
componentes de un curso, el modo de desarrollarlo partiendo de las habilidades
mas simples hasta las habilidades mas complejas de orden superior.

Ausubel nos dice en su libro de “Psicologia Educativa” que: “El Conocimiento de
1a estructuracién del material tiene como fin ultimo permitir la incorporacion de
ideas estables y claras en Ia estructura cognitiva, de la manera mas eficaz, a fin
de introducir la transferencia. Hablando en términos generales, la
transferencia es una funcién de la relevancia, el sentido, la claridad, la
estabilidad, la integracion y el poder explicativo de las ideas originalmente
aprendidas” (Ausubel, Psicologia Educativa,1968).

La transferencia del aprendizaje, nos dice Ausubel que depende de la facilidad
que proporciona la integracién del nuevo material con relacién a lo va
aprendido, la cual, con sus importantes propiedades organizativas, nos va a
facilitar la aplicacién del nueve conocimiento a nuevas situaciones que se nes
presenten,

15



También hace énfasis en la planificacién de la instruccion donde se deben
destacar las dependencias del nuevo material con respecto a los materiales ya
aprendidos anteriormente, y que la nueva actividad a ser aprendida se debe
programar en una secuencia adecuada para facilitar esa integracién.

Ausubel y Gagné coinciden en que un individuo tiene gue dominar una etapa
para pasar a la etapa siguiente. La particularidad del concepto de Ausubel es {a
que las ideas-ancla quedan destacadas y facilitan asi la aprehension del nuevo
material.

Lo importante para el aprendizaje de informaciones, es proveer lo que Ausubel
denominé contexto significative (Ausubel, Psicologia Educativa,1968).

EL APRENDIZAJE POR RECEPCION CON EL APRENDIZAJE POR
DESCUBRIMIENTO

Ausubel nos dice que existen dos tipos de aprendizaje, uno de ellos es el
aprendizaje por recepcion donde el alumno no tiene que hacer ningtan
descubrimiento independiente, se le exige sélo gue internalice o incorpore el
material que se le presenta de modo que pueda recuperarie o reproducirlo
posteriormente.

En el aprendizaje por descubrimiento el alumno descubre lo aprendido. La
primera fase del aprendizaje por descubrimiento invelucra un proceso muy
diferente al del aprendizaje por recepciéon. El alumno debe reordenar la
informacién, integrarla con la estructura cognoscitiva existente, y reorganizar
o rransformar la combinacién integrada de manera que se produzca el producto
final deseado o se descubra la relacién entre medios y fines que hacia falta.
Después de realizado el aprendizaje por descubrimiento se hace significativo en
el aprendizaje por recepcidn.

Los aprendizajes por recepcién y por descubrimiento, son dos tipos diferentes de

procesos, la mayor parte de la ensefianza en el salén de clases esta organizada de
acuerdo al aprendizaje por recepcion.
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Es de suma importancia, observar que los aprendizajes por recepcién y por

descubrimiento difieren en el desarrollo y el funcionamiento intelectual
(Ausubel, “Education Theory”, 1961). En su mayoria, los grandes volimenes de
material de estudio se adquieren en virtud del aprendizaje por recepcién,
mientras que los problemas cotidianos se resuelven gracias al aprendizaje por
descubrimiento, ambas funciones coinciden en parte: el conocimiento que se
adquiere a través del aprendizaje por recepcidn se usa también para resolver
problemas de la vida diaria y el aprendizaje por descubrimiento se emplea
cominmente en el salén de clase para aplicar, extender, aclarar, integrar y
evaluar el conocimiento de la materia de estudio y para poner a prueba la
comprensién.

Ausubel nos dice: “Desde el punto de vista psicolégico, el aprendizaje
significativo poi" descubrimiento es mdas complejo que el significado por
recepcién: involucra una etapa previa de resolucién de problemas antes de que
el significado emerja y sea internalizado” {(Ausubel, “Education Theory”, 1961)..

Si bien es cierto que la mayor parte de la ensefianza en el salon de clases es por
medio del aprendizaje por recepcidn, el Material Didéctico elaborado en esta
investigacién, pretende poner en practica el aprendizaje por descubrimiento
guiado, de manera que el alumno reordene la informacién y la integre a la
estructura cognoscitiva existente.

EL. APRENDIZAJE SIGNIFICATIVO COMPARADQ CON EL APRENDIZAJE
POR REPETICION

Vemos que ambos aprendizajes suelen ser confundidos. Estas suposiciones
reflejan que el tinico congocimiento que se posee y se entiende es aguel que uno
descubre por si mismo, ambos pueden ser repetitivos o significativos, segin las
condiciones en que ocurra el aprendizaje segun Ausubel.
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Ausubel comenta que: “Es cierto que muchos conocimientos potencialmente
significativos, ensenados por exposicién verbal, producen palabrerios
aprendidos repetitivamente. Pero este resultado repetitive no es inherente al
método expositivo, sino que responde mas bien al mal uso de tal método pues no
satisface los criterios del aprendizaje significativo (Ausubel, “Education Theory”,
1961)”.

El realizar experimentos de laboratorio a la manera de seguir una receta de
cocina, sin comprender los principios metodolégicos y sustanciales que
intervienen, tiene poco de método cientifico; tampoco descubrir Ias respuestas
correctas a problemas de matematicas y de ciencia, sin realmente entender Io
que se esta haciendo, agrega mucho al conocimiente o a la habilidad para
resolver problemas. Los alumnos logran esta proeza aprendiéndose de memoria
problemas tipo y procedimientos mecanicos para manipular simbolos
algebraicos. Sin embargo, debe reconocerse que el trabajo de laborateorio y el de
resolucién de problemas no son experiencias significativas a menos que
satisfagan dos condiciones: primera, deben fundarse en conceptos vy principios
claramente comprendidos; y segunda, las operaciones constitutivas deben ser
significativas por si mismas.

SIGNIFICADO Y APRENDIZAJE SIGNIFICATIVO

Segin Ausubel “el aprendizaje significativo por recepciéon involucra la
adquisicion de significados nueves. Requiere tanto de una actitud de aprendizaje
significativo como de la presentacién al alumno de material potencialmente
significativo” (Ausubel, Psicologfa Educativa, 1991).

El aprendizaje significativo no es sindénimo del aprendizaje de material
significativo. En primer lugar, el material de aprendizaje es s6lo potencialmente
significativo. En segundo término, debe estar presente una actitud de
aprendizaje significativo.
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“Bl aprendizaje significative por recepcién es importante en la educacién
porque es el mecanismo humano por excelencia que se utiliza para adquirir y
almacenar la vasta cantidad de ideas e informacién representada por cualquier
campo del conocimiento. La adquisicién y retencién de grandes cuerpos de
conocimientos constituyen un fenémeno muy impresionante, considerando que
los seres humanos, en primer lugar y a diferencia de las computadoras, pueden
aprender e inmediatamente recordar, y en segundo lugar que la memoria para lo
aprendido por repeticién que reciben presentaciones multiples es notoriamente
limitada por el tiempo ¥ con respecte a la longitud de la lista, a menos que se
reproduzcan con frecuencia y se vuelvan a aprender una y otra vez” (Ausubel,
Psicologia Educativa, 1991).

LA NATURALEZA DEL SIGNIFICADO

El aprendizaje significative comprende la adquisicidén de nuevos significados, vy, -
a la inversa, éstos son productos del aprendizaje significativo. Esto significa que
el surgimiento de nuevos significados en el alumno refleja la consumacién de un
proceso de aprendizaje significativo.

CONDICIONES DEL APRENDIZAJE SIGNIFICATIVO

Ausubel dice: “La esencia del proceso del aprendizaje significativo reside en que
ideas expresadas simbélicamente son relacionadas de mode no arbitrario y
sustancial (no al pie de la letra) con lo que el alumno ya sabe. Por relacién
sustancial y no arbitraria se entiende que las ideas se relacionan con algin
aspecto existente relevante de la estructura cognoscitiva del alumno, como una
imagen, un simbolo ya significativo, un concepto o una proposicién. El
aprendizaje significativo presupone tanto que el alumno manifiesta una actitud
de aprendizaje significativo, es decir una disposicién para relacionar sustancial
vy no arbitrariamente el nuevo material con su estructura cognoscitiva, como que
el material que aprende es potencialmente significativo para é1”. {(Ausubel,
Psicologia Educativa, 1991).
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“Para que ocurra realmente el aprendizaje significativo no basta con que el
material nuevo sea intencionado y sustancialmente relacionable con las ideas
correspondientes y pertinentes en el sentido abstracto del término; es necesario
que tal contenido ideativo existan en la estructura cognoscitiva del alumno en
particular” {Ausubel, Psicologia Educativa, 1991).

CRITERIOS PARA EL MATERIAL DE APRENDIZAJE

Ausubel nos dice que para que el material de aprendizaje sea significativo, éste
debe ser relacionable no de forma arbitraria pero si sustancialmente con las
ideas pertinentes y correspondientes que se hallan dentro de la capacidad de
aprendizaje humano, para argumentar 10 anterior hace mencién a dos criterios
que a continuacion se describen:

“El primer criterio el de la relacionabilidad no arbitraria, significa simplemente
que si el material en si muestra la suficiente intencionalidad, entonces hay una
base adecuada y casi obvia de relacionarlo de modo no arbitrario con los tipos de
ideas correspondientes pertinentes que los seres humanos son capaces de
aprender. Nos hace mencién del siguiente ejemplo: Los datos sobre las
temperaturas promedio mensuales de las ciudades se relacionan
significatvamente con un concepto de clima, y también se relacionan con ideas
acerca de la radiacién solar, la posicion de la orbita de la tierra, y asi por el estilo,
de una manera generalmente congruente,

“Fl segundo criterio, es el de la relacionabilidad sustancial, significa que si el
material de aprendizaje es lo suficientemente no arbitrario, un simbolo ideativo
equivalente podria relacionarse con la estructura cognoscitiva sin que hubiese
ningin cambio resultante en el significado. En otras palabras, ni el aprendizaje
significativo ni en el significadc que surge dependen del uso exclusivo de signos
particulares, ¥ ni de otros; el mismo concepto ¢ proposicidén podrian expresarse
de manera sintnima y deberian seguir comunicando exactamente el mismo
significado. Asi por ejemplo, can, hund y chien producirian los mismos
significados que perro en personas que dominan el inglés, el aleman y el
francés; v la suma de los dngulos internos de un tridngule equivalen a dos
4ngulos recto, significaria para la mayoria de los estudiantes de geometria lo
mismo qgue la suma de los dngulos interiores de un tridngulo es igual a 180"
{Ausubel, Psicologia Educativa, 1991).
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Para el disefio de las lecciones que contempla este trabajo de investigacién, se
tomé en cuenta los criterios mencionados anteriormente donde debe existir en
su contenido Ia suficiente intencionalidad de relacionar las ideas que
intuitivamente tene el alumno con los que es necesaric que domine, por ¢jemplo
en una parte de l1a leccién 1, partimos de que el estudiante ya cuenta con una idea
intuitiva de la recta numérica y en la cual se pretende que comprenda las
operaciones de suma, resta y multiplicacién de aquellos ndmeros con signos
iguales o diferentes. Ademds se manejé una relacionabilidad sustancial en el
sentido de que la simbologia y conceptos gue se incluyen en las lecciones, se
pueden relacionar con la estructura cognoscitiva del alumno, sin que afecte lo
gue el intuidvamente ya sabia, dadc que se pretende reforzar los conocimientos
adquiridos sin afectar el significado existente y al contrario se pueda enriquecer
mas.

TIPOS DE APRENDIZAJE SIGNIFICATIVO

El tipo basico de aprendizaje significativo, del cual dependen todos los demas
aprendizajes de ésta clase, es el aprendizaje de representaciones, que consiste en
hacerse del significado de simbolos solos o de 16 que estos representan,

Ausubel nos da el siguiente ejemplo, “Cuando un nifio esta aprendiendo el
significado de la palabra perro se le indica que el sonido de la palabra representa
el objeto perro. El nific a su vez, relaciona activamente esta proposicidn
representativa con el contenido pertinente de su estructura cognoscitiva. Asi
pues, consumado el aprendizaje significativo, 1a palabra perro es capaz de
producir confiablemente una imagen compuesta de los distintos perros con los
gue ha tenido experiencia que es aproximadamente equivalente a la provocada
por los objetos perro en particular”, (Ausubel, Psicologia Educativa, 1991).
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EL APRENDIZAJE SIGNIFICATIVO EN CONTRASTE CON EL APRENDIZAJE
DE MATERIAL SIGNIFICATIVO

El aprendizaje significativo no debe interpretarse como el aprendizaje de
material significativo. En aquél, los materiales s6lo son potencialmente
significativos. Si ya fuesen significativos, la meta del aprendizaje ya estaria
realizada por definicidn, desde antes que el aprendizaje se intentara.

En el wanscurso del aprendizaje significativo, el estudiante debe de relacionar
los elementos componentes con su estructura cognoscitiva idiosincratica.

A continuacién hablaremos sobre los materiales didacticos.

MATERIALES DIDACTICOS

Lo mas importante que influye en el valor del aprendizaje de los materiales
didacticos, radica en el grado en que éstos facilitan el aprendizaje significativo a
los alurnnos.

Es importante reconocer que la planeacion del curriculum es distinta a la
planeacién de la ensefianza. La primera centra su atencién en la estructura
conceprual y metodolégica de las disciplinas, mientras que la segunda la dirige a
la seleccidén de actividades de aprendizaje que guarden una relacién més
estrecha con la estructura cognoscitiva existente en el alumno, e incorporen los
conceptos vy las destrezas identificados durante la planeacién del curriculum.

Los objetivos de aprendizaje deben especificarse de tal manera que para el
estudiante resulten evidentes los conceptos o principios que deben aprenderse
formulados en el lenguaje que facilite, por medio de eilos, el reconocimiento de
los vinculos gue existen entre lo que los alumnos ya saben y los conceptos o
principios nuevos que deben aprender.

1a planeacién de Ia ensefianza exige una estimacién cuidadosa de los conceptos y

destrezas que los alumnos poseen y gue son relevantes para las nuevas tareas de
aprendizaje.
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MATERIALES IMPRESOS

Es importante decir gue para la trasmisién rutinaria del contenido de la materia,
los materiales impresos son indudablemente el método a elegir. No sélo puede
presentarse mayor cantidad de material por unidad de tiempo, sino que la
velocidad de presentacién queda también bajo el control del alumno. Asi, éste
puede avanzar de acuerdo con la inteligencia, habilidad de lectura y dominio de
la materia.

SELECCION DE LOS MATERIALES DIDACTICOS

Los Criterios de Seleccién de Materiales Didacticos se hacen en funcién del
desarrollo de los objetives de aprendizaje. Para seleccionar los materiales
didacticos que se van a utilizar en una instrucciéon determinada es necesario
valorar varios puntos como por ejemplo: los objetivos del aprendizaje gue se
pretenden lograr en una situacién educativa donde se utilizaran los materiales
didacticos. Se recomienda que para seleccionar los materiales didacticos es
necesario saber varias cosas como: la poblacidén, los recursos econdmicos, el
mobiliario, el tiempo para la elaboracién del material asi como el de la
presentacion.

Los Criterios de Evaluacidén- de Materiales Didacticos, deben contemplar todos los
diferentes elementos que inciden en el proceso de instruccién. Dado gque un
material didéctico abarca diferentes aspectos se sugieren cuatro criterios para su
evaluacién: a) Psicologicos; b) de contenido; ¢} pedagodgicos y d) técnicos.
Hablando de cada uno de los criterios diremos que el primero, es en el que se
consideran aspectos psicolégicos del receptor; el segundo, son criterios referidos
al contenido del mensaje; el tercero, son criterios relacionados con la forma en
que se estructura el material y el cuarto, son los criterios que se refieren a la
calidad de la produccién de los materiales audiovisuales.
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En cuanto al cuidado y proteccién de los Materiales DidAacticos, éstos deben
protegerse adecuadamente, asi como cuidarse, catalogarse y almacenarse. Se dice
que asi como existen bibliotecas, deben existir departamentos gue realicen las
mismas funciones pero con el material didactico, para clasificarlos inclusive por
drea de estudio. Deben tener facil acceso, para que maestros y alumnos puedan
utilizarlo cuando 1o necesiten. Es necesario que exista un personal que conozca
de materiales didacticos, para que se encargue de dar promocidén e intercambios
con otras instituciones.

Intentar un aprendizaje verbal y autoritario andlogo al que muchos docentes
insisten en practicar es revelar un desconocimiento absoluto del acto de
aprender. {como supuestamente antes se enseflaba -ej. aprender de memoria las
tablas de multiplicar). La actividad matematica, que ha de vivirse para ser
revivida es la tinica formadora, puesto que transformard a cada uno en un
matematico. Por eso cada uno de los alumnos deberan ejercer su sentido
relacional desde el principio y en todo momento. La abstraccién ha de
corresporcler a la jerarquia de los sustitutos y de los simbolos que bien dirigida
no ofrecera obsticulos a los alumnos. '

MODELOS PREPARADOS TOMADOS DE LA VIDA COTIDIANA

No hay que olvidar Ia fuente mas rica e instructiva de los modelos preparados:
Ios modelos materaticos tomados de la vida misma.

Po ejemplo, vivimos rodeados de modelos matemdticos sin que nos llamen la
atencién, y ello es natural, pues la técnica que nos llena de comodidades esta
impregnada de matematica. Técnicos y obreros Ia utilizan constantemente en
proyectos y construccién.

A continuacidén se muestran algunas lecciones que pueden extraerse de modelos
insospechados que saltan a la vista.

a) Una ventana, por ejemplo, nos invita a calcular las areas de sus formas
incluidas.
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b) Las progresiones en persianas, tapices, serpentinas y objetos enrollades: La

c)

d)

persiana enrocllada, o un tapiz, o una simple serpentina ofrecen un
interesante desafio a la curiosidad del alumno. ;Qué longitud tendran una
vez desenrolladas?.

Estructuras algebraicas en un mosaico: Los mosaicos formados por piezas
triangulares.

La geometria que se puede desarrollar con un trozo de vidrio: Un sencillo
trozo plano de vidrio de borde recto, situado verticalmente sobre el plano del
dibujo, es el instrumento natural para llevar a cabo simetrias en e} plano. St
el vidrio es de color oscuro, pero conservando su transparencia, la reflexion
de la parte anterior del dibujo serd tan clara como la visién del semiplano
posterior a través del vidrio.
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CAPITULO 1l
MARCO METODOLOGICO
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OBJETIVOS E HIPOTESIS

Objetivo

Detectar que a través del uso del: “Material didactico para reforzar los
conceptos matemiticos en estudiantes que ingresan a la carrera de
Ingenieria”, se mejoraran las condiciones de los alumnos.

Hipodtesis del trabajo

Una vez gue se hajza experimentade el Material Didactico en una muestra
representativa de alumnos, esto$ mostraran una mejoria en los conocimientos
basicos de Matemdticas.

VARIABLES

Las variables que intervinieron en la presente investigacidn son:

Variable Independiente: Material diddctico para reforzar conceptos
matematicos.

Variable Dependiente: La mejoria en los conocimientos basicos de
Matemadticas.

Variable de Control: El profesor aplicador.
Con €] uso del “Material didactico”, se pretende que el alumno recuerde, reafirme
y comprenda los temas aprendidos en grados anteriores, encontrando una forma

interesante y sencilla de comprensién de temas que tal vez nunca habia
entendido en los grados mencionados.
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La mejoria en los conocimientos basicos de Matematicas, dependera de que el
estudiante una vez que entre en contacto con el material, cambie su manera de
ver y entender las Matemdticas.

El maestro que apligue este taller, debera ser elemento clave, dado que
coordinard, que la aplicacién del material sea la adecuada y se cumplan los fines
que se pretenden.

SUJETOS

La poblacién a la cual se le aplicod el Curso Taller, fue una muestra representativa
de los alumnos de nuevo ingreso de la generacion 2001-2004 a la Carrera de
Ingenjeria Civil de la Universidad Nacional Auténoma de México en la Escuela
Nacional de Estudios Profesionales “Acatlan”, ubicada en San Juan Totoltepec
s/n, Santa Cruz Acatldn, Naucalpan de Judrez Estado de México. Para tal efecto se
solicité al Departamento de Servicios Escolares, una relacion de los alumnos que
fueron aceptados en la Institucidén procedentes de escuelas Preparatorias,
Colegios de Ciencias y Humanidades asi como externos, con la finalidad de
invitarlos por via telefénica al curso taller y aprovechando el mes de noviembre
del 2000 las fechas de inscripcién a Ia escuela, se les entrego también por escrito
una invitacién alusiva al inicio del “Curso Taller”. Como se puede apreciar se
tuvo el cuidado de estimar que todos los alumnos de nuevo ingreso estuvieran
enterados de dicho taller.

El “Curso Taller” se llevd a cabo en las instalaciones de la Escuela Nacicnal de
Estudios Profesionales “Acatlan”, en el salén A-111, ubicado en ¢l edificio A-1
primer piso, para lo cual se solicité via oficio con fecha 13 de noviembre del 2000
auteorizacion al Jefe de la Division de Matemaéaticas e Ingenieria y al jefe del
Programa de la Carrera de Ingenieria Civil, para poder usar las instalaciones
mencionadas del 16 al 25 de noviembre del 2000 en un horario de 9:00 a 12:00 hrs.
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INSTRUMENTOS

Los instrumentos que se utilizaron para obtener los datos necesarios para la
investigacion fueron:

* 14 lecciones impresas las cuales se elaboraron tomando en cuenta las
investigaciones y experiencias hechas anteriormente sobre el tema, y las
cuales contienen los conceptos mds importantes y representativos que los
alumnos deben recordar. Estas lecciones estin diseftadas a manera de que
cuando los alumnos analicen y contesten cada leccidén, éstos vayan
recordando y reafirmando los conocimientos que en alguna ocasién
estudiaron y atin los que nunca vieron. El contenido de las lecciones es el

siguiente:

- Leccién 1: Numeros con signo, Racionales.

- Leccidén 2: Ejes cartesianos, distancia entre dos puntos.

- Leccibn 3: Divisién de un segmento en una razon dada (1% parte).

« Leccitn 4: Divisién de un segmento en una razén dada (2° parte),
lugares geométricos.

- Leccién 5: Graficacién de expresiones algebraicas (1* parte), simetrfa
con respecto a los ejes coordenados, simetria con respecto al
origen,

- Leccidén 6: Graficacion de funciones (2* parte).

- Leccién 7: Linea recta (1" parte), pendiente.

-~ leccidn 8: Linea recra (2* parte), recta paralela, ecuacién de una
recta, pendiente.

- Lecci6én 9: Linea recta (3* parte).

- Leccién 10: Circunferencia (1* parte), ecuacion de la circunferencia.

- Leccién 11: Circunferencia (2* parte).

- Leccién 12: Circunferencia (3* parte).

- Leccidm 13: Parabola (1* parte).
- Leccion 14: Parzbola (2* parte).

29



En la leccidén 1, a partir de los conocimientos que tiene el alumno sobre la
recta numérica y el algebra, se pretende que comprenda la suma, resta v
multiplicacién de aquellos nimeros ¢ expresiones algebraicas con signos
iguales o diferentes, estableciendo asi, las reglas respectivas de los signos
resultantes a dichas operacignes. También teniendo en cuenta los
antecedentes basicos de los nimeros racionales y con base a
representaciones de 4reas sombreadas y de problemas practicos, se intenta
dejar claro dicho concepto, realizando sus cperaciones respectivas.

En la leccion 2, partendo de los conocimientos sobre las caracteristicas de
los ejes cartesianos incluyendo sus sentidos y la ubicacién de coordenadas de
puntos, se pretende que al alumno le quede claro el concepto de distancia
entre dos puntos que se encuentran sobre alguno de los ¢jes coordenados y a
partir de esto generalice para punfos en rectas paralelas, y usando el
teorema de Pitagoras llegue al caso general,

En las lecciones 3 y 4, a partir de la idea intuitiva que tiene el alumno de
dividir un segmento en partes iguales; por ejemplo para dividir un
segmento en 3 partes, cada una de ellas tiene una longitud de la tercera
parte de la original, a partir de esta idea se pretende legar primero al uso
intuitivo y después al uso general.

En las leccién 5 y 6, a partir de la idea intuitiva de las simetrias y la
graficacién de expresiones algebraicas como las funciones, se pretende que
le queden claro los criterios de simetria asi como también, comprenda el
concepto de dominio de una funcidn, el concepto de funcién definida y la
recta asintota (el concepte de funcién no se define).

En las lecciones 7, 8 y 9, a partir de algunas ideas intuitivas de la

trigonometria, se pretende que comprenda el concepto de pendiente en
diferentes posiciones de rectas.
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En las lecciones 10, 11 y 12, tomando en cuenta los conocinmientos que tiene
el alumno del circulo va que lo viene manejando desde la primaria, se
pretende que el estudiante partiendo de ciertas condiciones, encuentre la
expresién algebraica de una circunferencia asi como también partiendo de
una expresién pueda trazar la grafica.

En las lecciones 13 y 14, partiendo del concepto geométrico de la pardabola,
se pretende que confirme sus conocimientos de representacién, por medio
de su formula y trazo, con todas las caracteristicas que en ellas se implican.

Se aplico al final del curso taller un cuestionaric a los alumnos gue tomaron
el “Curso Taller”, para conocer algunos datos académicos importantes, ver
formato 1.

Se aplicd un cuestionario a los alumnos que tomaron el “Curso Taller”, éste
se llevd a cabo después de finalizado ¢l semestre 2001-1. Bl propdsito radicd
en saber de los estudiantes sus experiencias vividas durante el curso taller y
su semestre lectivo 2001-1. Ver formato 2.

Se realizé un seguimiento detallado del grupo prueba referente a su

rendimiento en calificaciones obtenidas durante y al final del primer
semestre de la carrera de Ingenterfa Civil.
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UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
ESCUELA NACIONAL DE ESTUDIOS PROFESIONALES “ACATLAN”

INSTRUCCIONES: Marca con una “x” la opcién correcta.

1.-;Fn qué opcién escogiste la carrera de Ingenieria para ingresar a la UNAMYT.
a) Primera. b) Segunda. ¢) Ninguna.

2.-5i no elegiste la carrera de Ingenieria Civil, indica las carreras que
seleccionaste en la primera y segunda opcidén.

T*opcion: 2* opcion:

3.-iDe qué escuela Media Superior provienes?.

a) Preparatoria. b} Colegio de Ciencias y Humanidades.
¢) Bachilleres. d) Sistema Incorporado a la UNAM.,
@) Otro (indica cual):

4.-;jQué area estudiaste en el Nivel Medio Superior?.

a) Fisico Matematicas. b) Quimico Bioldgicas.
¢) Econémicas Administrativas. d) Sociales.
e) Artes. ) Owa {indica cual):

5.-jQué promedio obtuviste en el Ciclo Medio Superior?.

a) 10 b) 2 c) 8 d)7 e) 6

6.~;En cuanio tiempo terminaste el Ciclo Medio Superior?.

a) 2 afios b) 3 afios ¢} 4 afos d) 5 afios

FORMATO 1
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Nombre del alumno: Fecha:

CUESTIONARIO

El “Curso Taller de Geometria Analitica” que $e te impartié antes de iniciar el
semestre 2001-I, jconsideras que te beneficio para sacar mejores calificaciones
en tus materias del primer semesire en la carrera de Ingenieria Civil?. jPor qué
si?. jPor qué nor.

Consideras que el tiempo en gue se te impartié el “Curso Taller” gue consistié de 7
dias con tres horas diarias, ;fue ¢l adecuado?. ;Qué propondrias?.

[Qué te motivo a tomar el “Curso Taller”?.

{Te gustd 1a forma en que se te dio el “Curso Taller”?. ;Que sugerencias darias?.

iSe te dificulté comprender alguna leccidn?. ;Cudal? y ;jPor quéi.

i{Tendrias algin comentario referente al “Curso Taller”7.

;Qué otros temas te hubiera gustado ver?.

FORMATO 2
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DISENO DE LA INVESTIGACION

Se llevé a cabo un andlisis detallado referente a cudl es el grado de manejo de los
conceptos basicos en Matemdticas que poseen los alumnos de nuevoe ingreso a la
carrera de Ingenieria Civil, tomando como referencia los resultados de los
examenes diagndsticos a los cuales se hace referencia en el Capitulo I, v a la
misma experiencia que se tiene al impartir cursos a los estudiantes de Jos
semestres iniciales, Dado que los datos recopilades no son nada alentadores, nos
lanzamos a la gran aventura de crear un Material Didéctico que apoye a los
alumnos a comprender los conceptos importantes que requieren.

El curso taller inici6 el dia 16 y terminé el dia viernes 24 de noviembre del 2000.
Se llevd un control de asistencia & los alumnos gue tomaron el “Curso Taller” .

Fl dia de inicio del curso, el M. en C. Juan B. Recio Zubieta y el que suscribe Ing.
Francisco Mejia Meza, como primera actividad fue la de presentarnos ante Ios
alumnos y viceversa con Ia finalidad de conocernos, asi cormno también se les

indicé a detalle la forma en que seria coordinado y aplicado el “Curso Taller”.

La duracion del “Curso Taller” se programé de 21 horas, durante 7 dias v en un
horario de 9:00 a 12:00 hrs.

La dinamica del “Curso Taller” consistdd en dividir cada sesién en dos partes, cada
una de ellas con una duracién de hora y media, durante el tiempo asignado, el
alummo pudo resolver cada una de las lecciones contempladas, las cuales las

analizé y resolvi¢ en orden ascendente.

Dentro de las indicaciones que se le dieron a los alumnos al iniciar el “Curso
Taller”, se encuentran las siguientes:

* Leer con calma los enunciados y resolver cada una de las lecciones.
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* Hl alumno puede trabajar en equipo al estar resolviendo la leccién, es
decir tiene la libertad de consultar con alguno o algunos de sus
compafieros alguna duda, con la finalidad de que ambos aclaren sus
dudas.

* 8i existiera alguna duda, ef alumno o los alumnos podran manifestaria al
aplicador para que ésta sea aclarada.

*  Una vez que esté resuelta cada leccidn, ésta serd entregada al aplicador, y
éste a su vez la regresara al dia siguiente con 10s comentarios y
cohservaciones pertinentes,

Se llevd un control detallado del rendimiento de los cuatro grupos de nuevo
ingreso a la carrera de Ingenieria Civil, es decir de los grupos 1101 y 1102 del
turno de la mafiana y de los grupos 1151 y 1152 del turno de la tarde, en las
asignaturas del primer semestre de la carrera, que incluyen: “Algebra
Superior”, “Calculo Diferencial e Integral”, “Fisica” y “Geomeiria Analitica”.

El curso taller se llevd a cabo una semana antes de iniciar el afio lectivo:
2000-2001 (el semestre inicié el dia 27 de noviembre del 2000},
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CAPITULO 1Iv
MARCO OPERATIVO
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Los instrumentos con los que se trabajé para el proyecto de tesis fueron: 14
lecciones, aplicacién del Curso Taller, aplicacion de dos cuestionarios, analisis del
comportamiento de calificaciones de los alumnos de nuevo ingreso y resultados.

CARACTERISTICAS DE 10S MATERIALES

Las lecciones fueron elaboradas en computadora impresas en hojas tamafio carta
con las siguientes caracteristicas:
* Cuadro de datos generales, el cual contiene:
- Nombre de la Institucién: “Universidad Nacional Auténoma de
México”.
- Nombre de la escuela: “Escuela Nacional de Estudios Profesionales
Acatlan”.
-  Nombre del curso: “Curso Propedéutico”.
- Nuamero de la Leccién.
- Nombre del alumno.
- Nuamero de cuenta del alumno.
- Grupo del alumno.
- Semestre.
- Fecha.
*  Tema.
* Introduccién.
* Ejemplos Resueltos.
* TFjercicios para resolver.
* Tareas a resolver con ejercicios de diferente grado de dificultad.

Las lecciones disefiadas fueron proporcionadas en fotocopias a cada uno de los
integrantes del grupo prueba que asistieron al Curso Tailer.
LOS MATERIALES

Las lecciones que se utilizaron como material didactico que contemplan 14
lecciones se muestran en el anexo.
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RECOMENDACIONES PARA ANTES DE INICIAR LAS ACTIVIDADES
* Tener un espacio fisico, es decir un salén, asi como el material de apoyo
necesario para trabajar, como puede ser: Pizarron, gis y borrador.

*  Tener los materiales suficlentes (hojas, lapices, gomas) para las actividades
a desarrollar,

*  Estimar el tiempo adecuado para cada una de las lecciones, sin rebasar un
tHempo promedio de hora y media con la finalidad de ver dos lecciones por

dia,

* Invitar a los alumnos a aclarar sus dudas en equipo, es decir consultando a
sus comparieros ¢ en el ltimo de los casos con el aplicador.

RECOMENDACIONES PARA INICIAR EL CURSO TALLER
* Obtener el nimerc de copias suficientes de las lecciones de acuerdo a la
poblacidn con que se trabajara.

* Iniciar al mism¢ tiempo con todos los alumnos la aplicacion de cada una de
las lecciones.

* Llevar un control de asistencia de los alumnos que tomen el curso.
* Iniciar y terminar puntualmente las lecciones aplicadas.

*  El aplicador debe estar siempre presente durante la aplicacién del curso
taller para auxiliar a los alumnos aclarando las dudas existentes.
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RECOMENDACIONES PARA DESPUES DE CADA ACTIVIDAD

*  Hacer un andlisis junto con los alumnos del contenido, grado de dificultad v
desarrollo de Ias lecciones resueltas en cada sesidn.

*  Tener la certeza por parte del aplicador de que no hay duda alguna de los
alummos con respecto a cada uno de los conceptos de las lecciones.

*  Los alumnos dejaran las lecciones analizadas en cada sesion al aplicador al
término del dia, con la finalidad de que éste les haga los comentarios y
sugerencias pertinentes las cuales se les entregardn al dia siguiente.

*  Una vez entregadas las lecciones calificadas a los alumnos, solicitarles que
las analicen nuevamente en casa, para que disipen las dudas y errores que
tuvieron en cada una de ellas,

OBSERVACIONES EN EL DESARROLLO DEL TALLER

Se observaron las actitudes, aptitudes y comportamiento del grupo experimental
durante el desarrollo de las lecciones, las cuales fueron las siguientes:

*  Los alumnos asistieron al Curso Taller puntualmente y con muchos animos
de trabajar.

* Al iniciar el curso taller se les coment$ a los alumnos que estarian presentes
dos aplicadores que los apoyarian en las aclaraciones de sus dudas.

*  Se observd que los alumnos tal vez por no conocerse entre si y a pesar de
que se les indicd que podrian trabajar en equipo para aclarar sus dudas, esto
no fue posible dado que siempre estuvieron trabajando solos,

* En las lecciones: #1, #2, #3, #4, #5, #6, #13 y #14, los alumnos utilizaron las
tres horas de cada sesidn para resolver dos lecciones, sin embargo las
lecciones: #7, #8, #9, #10, #11 v #12, se les facilitd mas a los alumnos por lo
que reselvieron tres lecciones por cada sesiémn.
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* Durante el desarrollo del taller se pretendié romper €l esquema tradicional
de enseflanza por parte de los profesores y se tratd de que ellos por si
mismo aclararan la mayoria de sus dudas.

Todos los alumnos estuvieron colaborando en forma disciplinada y formal
durante el taller demostrando mucho interés por aprender los conceptos
basicos.

ENTREVISTAS

Los alumnos que tomaron el curso taller fueron entrevistados via cuestionario al
inicio del mismo para conccer algunos aspectos académicos importantes y al
final del semestre para ver los logros y experiencias en la materia de Geometria

Analitica ¥ en sus demds asignaturas del area basica.

A continuaci6én se muestran las graficas:

DATOS ESTADISTICOS DE LA ENCUESTA

$Fn qué opcidn escogiste 1z carrera de Ingenieria Civil para ingresar a la LINAM? E
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RESPUESTAS DE LOS ALUMNOS QUE TOMARON EL CURSO TALLER AL
CUESTIONARIO APLICADO AL FINAL DEL SEMESTRE,

El_“Curso Taller de Geometria Analitica” que se te impartié antes de
iniciar el semestre 2001-I, jconsideras gque te beneficié para sacar

mejores calificaciones en tus materias del primer semestre en la
carrera de Ingenieria Civil?2. ;Por qué_si?. ;Por qué no?.

* S porque en mi caso perdi dos afios y no me acordaba de mucho, aungue no
fueron huenas mis calificaciones, si me ayudo.

*  Por supuesto, un repaso de lo que uno ya conoce siempre es benéfico, v si
influye de manera significativa, ya que obtuve buena calificacién en todas
las materias no s6lo en Geometria Analitica.

*  No tanto en calificaciones pero en aprendizaje me beneficio demasiade pues
en el CCH no presté atencion a los cursos.

*  Si, porque algunos temas y problemas que analizamos en el curso taller los
retomamos en clase y ya teniamos el conocimiento.

*  Si, porque €l curso fue practico y ademas tematico, por lo que era dificil no
entender los temas, ademas cuando tuve dudas sobre alguno de estos temas
s6lo basto con darle una leida a las lecciones vistas en el Curso Taller.

*  §f porque recordé algunas cosas.

* §i, porque pude obtener en dicho taller conocimientos que no sabia, y
algunos que no recordaba.

*  S§i, porgue me puso al corriente en los temas que ya no recordaba.

Consideras que el tiempo en _gque se te impartié¢ el “Curso Taller” gue
consistié de 7 dias con tres horas diarias, ;jfue el adecuado?. ;Qué

propondrias?

*  No, yo creo que minimo deberia ser de dos semanas y cuaitre horas por dia.

* No estaria mal si fueran diez dias, esto no quiere decir que el curso no es
suficiente, pero como repito un repaso mdas extendido serfa excelente.

*  Fue adecuado pero pienso que deberian ser mas horas, minimo diez.

*  Para todo se necesita un poco mas de tiempo y creo que si fueran otros cinco
dias mas, seria mejor la preparacién.
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*  8i, porque fue un horario accesible y ademas fue dado por buenos profesores,
quiero comentar que eilos se preocuparon porque aprendiéramos cada uno
de nosotros. En lo personal propondria que dichos maestros impartieran las
asignatuyras de Geometria Analitica.

*  los dias estan bien pero las horas estan juntas, lo que propongo es que haya
pausas entre leccidén y leccién.

*  §f, aunque me extrafié mucho que no hubiera mds compafieros tomando el
Curso Taller.

*  8i, porque aproveché al maximo las lecciones.

jQué te motivé a tomar el “Curso Taller”?.

*  Flrecordar algunos temas que ya se me habian olvidado.

*  Después de un largo receso en el estudio consideré necesario tomarlo.

*  Me motivd el haber entrado a una carrera de mi preferencia,

* A que tenia dudas acerca de la asignatura de Geometria Analitica y me sirviéd
mucho para resolver algunas de esas dudas.

* El pensar que una semana antes podria recordar detalles que no se deben
olvidar. Y por supuesto llegar con ritmo a una nueva etapa de mi formacién
como profesional.

*  El recordar los temas va vistos en los grados anteriores.

* En aprovechar los conocimientos para entrar mejor preparado al primer
semestre de la carrera de Ingenieria Civil,

*  Estaba atrasado en conceptos y gueria empezar bien el primer semestre de mi
carrera.

iTe pusté la forma en que se te dio el “Curso Taller”. ;Qué
sugerencias darias?.

*  8i, fue muy amena la forma de imparticién del curso y fue bueno el que
explicaran 1os temas basicos de la Geometria Analitica.

*  Fn general si, y sugeriria que se dedicara una hora mis por sesién para que
el profesor aplicador pudiera dar mas ejemplos similares a 1los que contienen
las lecciones del Curso Taller.
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Asi como tomé el curso me gustd, pero sugeriria mas explicaciones de los
temas por parte de los profesores aplicadores.

La forma en que se dio el curso fue buena.

Si, ¥y como mencioné anteriormente me gustaria que los profesores que
aplicaron el taller fueran los mismos gue impartieran la materia de
Geometria Analitica, ademas considero importante que al inicio del curso
normal de la signatura mencionada, se tenga una relacién estadistica de la
forma c6mo 1llegan los alummnos al primer semestre referente a
conocimientos basicos.

Si, el curso estuvo bien, las explicaciones estuvieron concretas, claras y
sencillas.

$i, v me gustaria que se dieran mas horas de curso.

Si, y considero importante que los profesores que aplicaron este taller sean
los mismos que lo sigan impartiendo en generaciones posteriores.

iSe te dificultdé comprender alguna leccion?. ;Cual? v jpor qué’?.

No, pero no recordaba muy bien los temas y necesito mas tiempo para
comprenderlas.

No, pero considero que nos faltd un poco mas de tiempo para estudiar elipse y
circunferencia con mis detalle.

No, aunque cuando me surgian dudas de algin concepto, después de dos o tres
leidas a las lecciones ya lo comprendia mejor y se me aclaraban las dudas.

No, porque las dudas que tenfamos, los maestros aplicadores del Curso Taller
nos daban la confianza necesaria para que pudiéramos preguntar y aclarar
las dudas.

No, porque las lecciones son tematicas.

No, ninguna.

§i,.1a leccién #4, va que no comprendi bien el contenido.

No tuve problemas con las lecciones.
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iTendrias algdin comentario referente al “Curso Taller”7.

*  Que fueran un poco mas extensos los temas ¥y que hubieran abarcado mas
temas de ofras materias.

*  Que el taller debe seguir aplicindose y no sélo a los de nuevo ingreso, sino a
los demds estudiantes que van a seguir con la carrera de ingenieria.

*  Que lo siguieran haciendo para las demds generaciones.

*  Que el Curso Taller de Geometria Analitica se tome como referencia para que
se desarrolle material para otras asignaturas.

*  Sugeriria que a la mitad del curso normal del sernestre se imparta un taller de
Algebra v 1a otra mitad un taller de Geometria Analitica.

*  Que asistieran mas alummnos al Curso Taller, porque considero que la mayoria
de alumnos de nuevo ingreso estamos deficientes en conocimientos de
conceptos matemdticos bdsicos y con el curse avanzariamos y
progresariamos en nuestros estudios.

*  No tengo comentario alguno.

*  Qne se siga aplicando el Curso Taller en generaciones siguientes.

iQué otros temas te hubiera gustado ver?.

*  Temas de Fisica y de Cdlculo Diferencial e Integral.

* Después de haber terminado el primer semestre y viendo mis resultados
de calificacién en la materia de Fisica, creo que un Curso Taller de Fisica
seria estupendo para los alumnos de nuevo ingreso.

*  Temas de Fisica, Quimica y de Algebra.

*  Me hubiera gustado ver temas de Fisica, teoria sobre autocad, y un poco de las
materias de inicio de semestre Algebra y Célculo Diferencial e Integral.

*  Fisica y un poco mdas de Geometria Analitica.

*  Fisica.

*  Vectores e integrales.

*  Vectores.

A continuacién veremos las graficas de aprovechamiento de los alumnos que
tomaron el Curso Taller y los que no lo tomaron:
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GRAFICA DE RESULTADQS DEL PRIMER PARCIAL DE LA MATERIA DE
GEOMETRIA ANALITICA
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GRAFICA GENERAI DE 1A GENERACION 2001-1 EN LOS RESULTADOS DE
CALIFICACION FINAL DE 1A MATERIA DE GEOMETRIA ANALITICA
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GRAFICA DE LAS CALIFICACIONES OBTENIDAS POR EL GRUPO PRUEBA Y
EL RESTO DE 1OS ALUMNOS EN 4 ASIGNATURAS DEL PLAN DE ESTUDIOS
DE LA CARRERA DE INGENIERIA
AL FINAL DEL SEMESTRE 2001-1
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CAPITULO V
CONCLUSIONES GENERALES
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CONCLUSIONES

Una vez que analizamos los resultados obtenidos con la aplicacién del Curso
Taller, los comentarios hechos por los alumnos en el cuestionario aplicado al
final del semestre de la carrera de Ingenieria y la mejora en los resultados
estadisticos de las notas obtenidas por los alumnos en sus asignaturas del primer
semestre, podernos concluir lo siguiente:

* Se puede apreciar una mejora en las calificaciones que obtuvieron los
alumnos que llevaron el Curso Taller respecto al resto de sus compafieros que
no tomaron el curso.

* El Curso Taller ayudé a los alummos a reafirmar sus conocimientos en
conceptos de Matematicas y recordar los conocimientos vistos en grados
anteriores.

* El Curso Taller fue de utilidad a los alumnos, ya que propicié que se les
dificultard menos el entender los temas de la asignatura de Geometria
Analitica durante el desarrollo del semestre.

* ILa dinamica del Curso Taller fue de su agrado, como o manifestaron los
alumnos.

* Se pudo observar que la leccién #4 que consiste en la “Divisién de un
segmento”, les fue un poco dificil comprender el contenido.

* El curso probablemente propicié que se elevara la autoestimna de los alumnos,
ya que se sintieron con los elementos necesarios para estudiar las

asignaturas propias del primer semestre de la carrera de Ingenieria.

*  Los alumnos que tomaron el Curso Taller iniciaron el semestre de la carrera,
con mas confianza y seguridad que el resto de sus companeros.
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El Curso Taller pudiera propiciar un cambio en la forma tradicional de
ensefiar Matematicas.

El curse ayud¢ a homogeneizar 105 conceptos Matematicos inclusive a los
alumnos que habian dejado algin tiempo de estudiar antes de entrar a la
Licenciatura.

Se pudo observar que el curso ayudd a los alumnos a no sélo obtener buena
calificacién en la asignatura de Geometria Analitica, sino también en otras
materias del drea de Matematicas.

El Material Didactico del curso fue practico, sencillo y amigable a los
alumnos.

Es probable que el Curso Taller ayude a los alumnos a iniciar mejor
preparados la carrera de Ingenieria.

Es recomendable que el Curso Taller se siga aplicando no sélo a los alumnos

de nuevo ingreso, sino que se debe adecuar y aplicar a los demas estudiantes
de semestres mas avanzados.

52



SUGERENCIAS

De acuerdo a los resultados de esta investigacién, se sugiere tomar este
trabajo como referencia para elaborar Material Didactico que beneficie a los

alumnos en otras asignaturas y areas.

Por los comentarios hechos de alumnos que tomaron el Curso Taller, es
necesario que el dempo designado para impartirlo no sea de dos lecciones

por sesién, sino de una sola leccién por dia.

En la Universidad es necesario coptar con proyectos de este tipo para

ayudar a los alumnos a mejorar sus conocimientos en Matermnaticas.

En futuras aplicaciones de este material a los alumnos de nuevo ingreso, es
conveniente que al hacer la invitacidén a los estudiantes a tomar el curso, ésta
se haga haciendo participe a los padres de familia, para que también hagan

labor de convencimiento y envien a sus hijos.

Es conveniente que los Materiales Didacticos sean elaborados por los

profesores que imparten las asignaturas.
Se pudo apreciar que los alumnos gque tomaron el curso no pudieron trabajar

en equipo, por lo que se sugiere tener una actividad de integracién con los

alumnos antes de iniciar el Curso Taller.
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ANEXO I

UNIVERSIDAD NACIONAIL AUTONOMA DE MEXICO
ESCUELA NACIONAL DE BSTUDIOS PROFESIONALES “ACATLAN”
CURSO PROPEDEUTICO
LECCION 1

Nombre: #decuenta:_
Apeilido paterno Apellido materno Nombre(s)

Grupo:

Semestre : 2001-1 Fecha:
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Conceptos basicos (repaso):
I.- Numeros con signo:

Vamos a recordar l¢ que aprendiste en algebra, para ello nos valdremos de la recta
numérica.

P TR NN T SN VRN N TS N RN R U SR S|
*+—rTr T T 11 >

Resuelve las siguientes sumas:
a) 3 + 4 =
b) (-5) + {-4)

c) 2 + 6 =
d) -3+ (-2} =

(Pudiste resolverlas todas? espero que si. Vamos a analizar qué sucede en la recta
numeérica con estas sumas:

Si observamos que los positivos estdn a la derecha del cero y 1os negativos a la izquierda,
para la primera suma podemos pensar en partir del 3 y avanzar 4 espacios hacia la
derecha (el 4 es positivo) hasta el 7. Para la segunda suma podemos partir del -5 y avanzar
4 espacios hacia la izquierda (-4 es negatvo) hasta el -9.

Para la tercera si partimos de 2 y avanzamos a la derecha llegamos al 8; siguiendo este
proceso para la cuarta Hegaremos al -5.
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En las sumas anteriores los dos sumandos tenian el misme signo jqué pasa si los signos son
distintos?. Resuelve: '

e) 4 + (-2)
f) (-6) + 7

Il

It

Si usaste la recta numérica para el inciso e) te paraste en el 4 y avanzaste hacia la
izquierda 2 espacios llegaste al Z; para el inciso f) te paraste en -6 y avanzaste 7 espacios
hacia la derecha y terminaste en 1.

La recta numérica es muy atil con nimeros pequeilos; pero nos causa problemas cuando
los nimeros son muy grandes, ya que seria muy dificil dibujar en nuestro cuaderno una
recta que tuviera al -324 y al 648 al mismo tempo; vamos entonces a analizar nuestros
resuitados para tratar de sacar reglas que nos faciliten la suma de dos nimeros con signo.
Al observar todas las sumas puedes notar que si los sumandos tienen el mismo signo, el
resultado se obtiene sumando y si tienen signos diferentes el resultado se obtiene
restando, esto nos permite establecer una primera regla:
A) Signos iguales sumainos, signos diferentes restamos.

Surge una pregunta, jqué hacemos con el signo?. Vamos a observar otra vez nuestras
sumas: todos los resultados llevan el signo del niunero de mayor valor absoluto (;qué es
esto?). Bl valor absoluto es el niumerc sin su signo, por ejemplo |6| = 6 (las barras
significan valor absoluto), |-7| = 7. Ahora podemos escribir nuestra segunda regla:

B) El signo del resultado es el del sumando de mayor valor absoluro.
Ejemplos:

(-47)+56=9; 38+ (-83)=-45; (-26) + (-14)=-40; 84 +68 =152

Resuelve las siguientes restas:

a) 8-(3)

b) 5-(7)
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c) 9-(-6)

dy -4-(2)

e} -1-(-8)

;Pudiste resolverlas todas?. Las respuestas son:
a) s b) -2 ¢) 15 d) -6 ey7
Vamos a ver dos problemas:

1%~ Tenge 27 canicas y me guitan 14. ;Cudntas me quedan?.
2°.- Debo $48.00 y le quitan a mi deuda $25.00. ;Cuanto debo?.

Analizaremos el segundo problema:

Si debo $48.00 es como si tuviera -$48.00, si quitan a la deuda $25.00 (quitan -$25.00) me
quedan $23.00 de deuda (tengo -$23.00), veamos las operaciones:

(-48) - (-25) = (-48) + 25 = -23
jCambiando el signo a la que restd la operacién se vuelve una sumal.
Analicemos ahora las operaciones del primer problema:

27 - 14 = 27 + (-14) = 13
{Cémbiando el signo a la que restd la operacién se vuelve una sumal.

;Sabes qué es el simétrico de un nimero?. Es el mismo ndmero perco cambiado de signe
{se cambia - por +, o + por -}

Las operaciones de suma y resta cuando trabajamos con nimeros con signo
se vuelven nna sola siempre que en Ia resta se tome el simétrico del nimero
gque se quita. Esta operacion dnica es la suma con las reglas que vimos
anteriormente.
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Vuelve a realizar las restas anteriores y comprueba tus resultados.

Realiza las siguientes multiplicacicnes:

a) (3) (2)

b) (3) (-2)

c) (-3) (2)

4

d) (-3) (-2)

{Pudiste resolverlas tcdas?. El problema no estd en el namero del resultado sino en su
signo. Vamos a usar otra vez la recta numérica.

iRecuerdas qué significa (3) (2)7. Si nos regresamos a la primaria diriamos que significa
tres veces el dos (usando la conmutatividad también se puede decir dos veces el tres). En
nuestra recta numérica tres veces dos nos lleva a seis (el dos es positivo).

;A donde llegamos si tomamos tres veces menos dos [(3) (-2)]7, 2 menos seis jestas de
acuerdo?. Si consideramos la propiedad conmutativa es lo mismo que menos dos veces el
tres (lo cual quiere decir que ¢l tres hay que tomarlo dos veces para la izquierda ya que si
dos veces respeta el sentide, menos dos veces lo debe cambiar).

;Qué serd menos tres veces el dos [{(-3) (2)]7 y jmenos tres veces el mencs dos [(-3) (-2)17.

Al observar lo anterior podemos sacar dos reglas de la multiplicacién de niimeros con

Signo:
A) Signos iguales da un resultado positivo.

B} Signos diferentes da un resultado negativo.
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iQué signo debe llevar un nimero elevado a una potencia par (2, 4, 6, etc.)? jpor qué?,
Recuerda la definicién de potencia. Por ejemplo ;qué signo llevan los siguientes
resultados (no hagas la operacién, s6lo escribe el signo)?:

1y (-2)2 = 2) ()2 = 3} (5}t = 4) (3)6 =
iQué signo debe levar un namerc elevado a una potencia impar (3, 5, 7, etc.)? jpor qué?,

Por ejfemplo, ;qué signo llevan los siguientes resultados (no hagas la operacién, sé6lo
escribe el signo)?:

1) (3)3 = 2) (25 = 3) (1)7 = 4 (@3 =
En Algebra necesitas sumar, restar, multiplicar y dividir polinomios; para ello utilizas las
reglas que acabamos de trabajar (las leyes de los signos para la divisién son las de la

multiplicacién) y las leyes de los exponentes si multiplicas o divides polinomios.

Realiza las siguientes operaciones con polinomios:

a) (3ab - 5a2 b + 7abZ) + (4ab +2a2 b - 9ab? )

b) (4a2 b3 + Gab3 - 8ab) - (5a2 b3 - 2a3 b3 + 3ab)

C) {(3ab3 ¢ - 2abc) (-6ab - Sbc +4abZ c) =

iLograste hacerlas todas?. La primera es una suma y la segunda una resta de
polinomios, jte acordaste que la resta se convierte en suma si tomas el simétrico del’
que estas quitando?, 1a segunda se puede reescribir como una suma:

(4aZ b3 + 6ab3 - 8ab) + (-5aZ b3 + 2a3 b3 - 3ab) =
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[Recordaste Io que son términos semejantes y como se suman?, ellos se necesitan para
sumar polinomios. En el inciso a) y b) respectivamente, el primer términc del primer
paréntesis y el primero del segundo paréntesis son semejantes; pero el segundo término
del inciso b) no tiene termino semejante con los términos del segundo paréntesis del
mismo inciso jpor gqué?.

Definicién: términos semejantes son los que tienen las mismas letras
elevadas a los mismos exponentes.

En el inciso b) el segundo término del primer paréntesis tiene la “a” elevada a la primera
potencia y 1a “b” al cubo, en el segundo paréntesis no existe esta combinaci6n.

Para sumar dos términos semejantes se suman los nimeros y se ponen las letras tal como
estan.

Para la multiplicacién necesitas recordar las leyes de los exponentes, a continuacién las
pondremos:

1) (@M(@M=amm  2) gf/am=-a®m  3) (ab)i=abt 4} [(a)"]"=amm
Para la pregunta ¢} necesitas multiplicar los nimeros (leyes de Ios signos) y para las
letras aplicar la primera ley de los exponentes (no olvides aplicar también la propiedad
distributiva).

Tarea.

Realiza las siguientes operaciones:

a)(-4aZ2 b3 ¢ + babc-8a) +(-6a2bd3c¢c +ahbc+ 3a)
b){ab? -4a2b +5)-(ab2 -3alb -4 -
¢) (ab + 2ac - 3bc) (a - 2bc ~ 4¢) =

dy(az2b3 -a3 b2 +ab) =+ {(ab) =
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UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
ESCUELA NACIONAL DE ESTUDIOS PROFESIONALES “ACATLAN”
CURSO PROPEDEUTICO

Nombre: #de cuenta: _Grupo:_____
Apellido paternc Apellido materno Nombre(s) :

Semestre : 2001-1 Fecha:
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Actividad I: Racionales (repaso).

1.- La parte sombreada de la figura jqué parte representa del total?.

a)
Respuesta:
b)
7
%%
Respuesta:

2.- Da una explicacién del significado del racional 5/7.

3.- Realiza las siguientes operaciones:

a)2/7 + 3/7 = by3/5 + 1/5 = ) 3/8 + 7/8 =
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4.-

Expresa en la figura el resultado de las siguientes operaciones (se suma solamente la
parte sombreada).

a)

N
N\

%

b)

%
Z.

N
N\
NN

c)

Explica tu resultado del problema 4c¢ y di que relacién tiene con 3c.

Un sefior compra dos pizzas del mismo tamafio; pero, una esti partida en cuatro partes
y la otra en cinco; se come un pedazo de la de cuatro partes y dos de la de cinco. El
sefior quiere saber a gué parte de una pizza corresponde lo que se comio.

a) Traduce el problema a nimeros y resuelvelo.

b} Explica y justifica tu respuesta.
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;Pudiste justificarla?. Intentémoslo juntos.

¢) Realiza un dibujo de las dos pizzas y sombrea la parte que $e comié de cada una.

d) Toma cada pedazo de la de cuatro partes y dividele en cinco partes y toma cada
pedazo de la de cinco partes y dividelo en cuatro partes.

ila parte sombreada que antes representaba 1/4, qué representa ahoral.
Respuesta:
(En cudntas partes quedd dividida 1a pizza de cinco partes?, Respuesta: . _
iLa parte sombreada que antes representaba 2/5, qué representa ahora?.

Respuesta:

;Puedes justificar ahora tu respuesta al problema?. Justificacién:

La parte sombreada de 1a pizza de cuatro partes en un principio era 1/4 y después fue
de 5/20, entonces: 1/4 = 5/20. -

Desde el punte de vista de los nameros racionales jqué le hiciste al primero para que
se transformara en el segundo?. Respuesta:

St vemnos la otra pizza podemos decir que 2/5=_______ 7. Respuesta:

Desde el punto de vista de los nimeres racionales jqué le hiciste al primero para que
se transformara en el segundo?. Respuesta: :
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;Podemos concluir que el problema se transformé de la siguiente manera?.
+2/5 = 5/20 +8/20 = 13/20.

Respuesta:

Nota: El primer racional se multiplica arriba y abajo por el dencminador del segundo
racional y viceversa,

Tarea.
Transferma las siguientes parejas de racionales a un comun denominador y stmalas.

a)2/3,3/7 b) 3/4,1/6 c)3/5,7/9 d)5/6,2/9

EXPRESIONES RACIONALES

Actividad 2: racionales {repaso).

jAlguna vez te has preguntado por qué los racionales se multiplican y dividen como nos lo

ensefiaron en la escuela?.

1.~

iCual ese el resultado de la operacion?. Respuesta:

iQué significan las siguientes operaciones?.
a) 3x5. Respuesta:
b) 5x3. Respuesta:

jCOmo expresarias en forma abreviada las siguientes sumas?.
a) 4+4+4+4+4. Respuesta:
b) 545+5. Respuesta:

Compara las respuestas lay 2b. jQué puedes concluir? :

Siguiendo el ejemplo de la multiplicacién con enteros jqué significan las siguientes
operaciones?,
2

a) 6 x . Respuesta :

3
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3
b 4x

. Respuesta :

5

iCudl ese el resultado de la operacién?. Respuesta:

;Qué significado le puedes dar a las siguientes expresiones?.
Recuerda que los racionales representan partes

3
a) ——— X% 8. Respuesta:
4

Da el resultado de la operacidn:

2
b) ~— X 6. Respuesta:
3

Da el resultado de la operacién:

Compara los resultados 4a y 5b. ;Qué puedes concluir?.

Cuando multiplicamos enteros decimos que el primero representa el ndmero de veces
que tomamos como sumando al segundo; pero, cuando el primer ndmero es un
racional hablamos de partes; es decir:

z
X 8,
3

significa dos terceras partes de seis o sea 4 {una tercera parte de seis es 2).

Siguiendo la idea de partes, encuentra el resultado de las siguientes operaciones:

3 8 1 6 2 3
a) X = py— x — = g X =
4 5 3 7 3 4
3 5
d) — x =
8 6
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jTuviste problemas con 7d?. Recuerda la actividad anterior y trata de transformar
5/6 de tal modo que le puedas sacar octava parte, jAhora si tienes la respuesta’.
Respuesta: 5/6 = 40/48 jde acuerdo?. jQué fue lo que hicimos?. Respuesta: ___ e

Entonces jcudnto es 1/8 de 40/48?, Respuesta: ________ vy jcudnto es 3/8 de 40/487.
Respuesta:

Fjercicios (tarea).

Realiza las siguientes operaciones:

a)7/9x18/5= b) 3/5x10/12 = CY6/7Tx2/9=

9.- Una sefiora reparte veinte manzanas que compré entre sus tres hijos jcuintas

10.-

11.

12,

t

manzanas le da a cada uno?.
Respuesta:
iReparti¢ todas las manzanas o le sobraron algunas?. Respuesta:
Cuando se habla de repartir siempre realizamos una divisién y el resultado es lo que
le toca a cada unidad, en nuestro problema el resultado es lo que le toca a cada hijo.

De acuerdo a lo anterior realiza la siguiente operacion: 6 + 1/2=

BExplica y justifica tu respuesta:
{Pudiste justificar tu resultado?. Intentemos dar una justificacidon juntos:

Hl resultado de una division es lo que le toca a la unidad; entonces, si a la mitad le doy
6, ;ala unidad le tocan?. Respuesta:

;Y cbdmo divido 1/2 + 67. Recuerda que 1/2 lo puedo transformar en 6/12 y este
wltimo lo pudo dividir entre 6; por lo cudl 1/2 + 6=

De acuerde con 1o anterior resuelve las siguientes operaciones:
a)e/4+ 3/5= b)8/9+2/3=

jPudiste resolverlos? sino, recuerda lo siguiente: si 6/4 le tocan a 3/5, jcuinto le toca
a 1/57 y por consiguiente ;jcuinto le toca a la unidad?,
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ANEXO H

- UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
ESCUELA NACIONAL DE ESTUDIOS PROFESIONALES “ACATLAN”
CURSO PROPEDEUTICO
LECCION 2

Nombre: #decuenta;__ - Grupo:
Apellido paternc Apeliido materno Nombre(s}

Semestre : 2001-1 Fecha:
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Conceptos basicos:

I1.- Ejes cartesianos.

14

+ 2

T 6543211123
R N T T I O
S R N N I O

=1
C—u—-2
—--3

A

-1—-6

Escribe las coordenadas de los puntos:

Al L) B(C, ) c ., D( ) E( , ) F(, )
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Espero te hayas acordado que los positivos en el eje * y ” estan arriba del eje “ x 7, que los
puntos sobre el ¢je “ x 7 tienen la ordenada (la “y 7) igual a cero y los que estin sobre el
eje “y " tienen la abscisa (la “ x ”) igual a cero.

III.- Distancia entre dos puntos:

Calcula las distancias (el valor de una distancia siempre es positivo} entre:

1.- A2, D) y B(8 , 0}
2.- C-7 , 0) y b(-1 , 0}
3.- E(O , 3) ¥ FO , 6)
4.- G{0 , -5) Y H{O , -4
5.- I3, O y Ji-5 , 0)
6.- KO, -2) ¥ Lo, s

iPuedes calcular estas distancias?. Usemos los ejes cartesianos.

Y
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En las primeras dos distancias los puntos estan sobre el eje “x 7 (la primer pareja en el
lado positive vy 1a segunda en el lado negativo); en las siguientes dos distancias los puntos
estdn sobre el eje “y” (la primer pareja en el lado positivo y la segunda en el lado
negativo); en los cuatro casos se puede calcular la distancia contando Ios pasos que se
necesita dar para pasar del primer punto al segundo. Los resultados son:

1.- la distancia de A hasta B es igual a 6
2.- La distancia de C hasta D esiguala 6
3.- La distancia de E hasta F es igual a 3
4.- La distancia de G hasta H esiguala 1

Igual que hicimos con las operaciones de niimeros con signo, vames a analizar 10 anterior
para ver si sacamos reglas:

iEn los dos primeros casos podemos tomar ¢l valor absoluto de la resta de las “ x *1.
iEn los dos segundos casos podemos tomar el valor absoluto de la resta de las “y "1,

Usando otra vez los ejes coordenados para las distancias de las preguntas 5 y 6 cbtenemos
como resultado:

5.- La distanciade I a Jesigual a 8
6.~ La distanciade K a L esiguala 7

iOtra vez se cﬁmple: para 5 se toma el valor absoluto de la resta de las “ x " y para 6 el valor
absoluto de larestade las “y "L

Vamos a calcular otras distancias entre puntos gue no estén sobre los ejes coordenados:

1.- A3 , 6) y B(9 , 6)
2. -5, 2) y D(-2 , 2)
3- B8 , 4) y F8 , 7)
4.- G(-3,-1) vy H(-3 , 9)
5. -6, -3} y 4, -3)
6.- K5, 7) y L5 , -4)
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5Puedes calcularlas?. Si ponemos en los ejes cartesianos los dos primeros puntos podemos
observar que estan sobre una recta paralela al eje “x 7 {las “ y ” son iguales).

.

7654321012

-—

1a

[#2]
[ o
"~

et

S O S I Y 1
T TP T T g

b

i

]

Como los lados opuestos de un paralelogramo son iguales, tenemos que la distancia entre A

¥ B esb.

jCuando las “ y ” son iguales podemos tomar comao distancia el valor absolute de 1a resta de

las “x "L

Entonces la distancia deentre CyDes 3
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iSerd cierto que cuando las “x 7 son iguales podemos tomar como distancia el valor
abscluto de larestadelas “y "7.

Grafiquemos los puntos E y F:

y
7. F
6
4
3 E
2
7-6-5-4-3-2-1 1‘123456 7
- - A= A b >

iCuando las “ x ” son iguales podemos tomar como distancia el valor absoluto de la resta de
las “y "1,

Ahora ya puedes calcular todas las distancias anteriores.

;Qué pasa cuando los dos puntos no estan sobre uno de 10§ ejes 0 en una recta paralela a
uno de ellos?.

Tomemos los puntos A (2,7) v B (5, 3) y vamos a graficarlos:
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p-4

|
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B
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—_
>

En la grafica ademdas de los puntos A y B, traza por el punto A una paralela al eje “y ",
también traza por B una paralela al eje “ x 7 y llama al punto de interseccién C,

iCudles son las coordenadas del punto C?. Dijiste C (2, 3), jcorrectol, tiene 1a misma “x ”

que Ay lamisma “y " que B,

Con los tres puntos se formd un triangulo, jqué tipo de tridngulo?. FEs un tridngulo
rectdngulo del cual conocemos 1o que miden los catetos. ;Cuénto mide el cateto AC (cudl es

la distancia entre A v C)7, jcuanto mide €l cateto CB?.

Conociendo AC y CB apliquemos el teorema del PitAgoras y obtenemos el valor de la
hipotenusa AB {la distancia entre Ay B).
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ACZ + CBZ = ABZ, en nuestro ejemplo es [7-3(2 + |5-2[2 = 16+9=25; porlotantola
hipotenusa vale 5.

(Qué pasa si cambiamos las rectas paralelas, por A pasamos una paralela al efe “x ” y por B
una paralela al eje “y "7. Observa la grifica y vuelve hacer los cdlculos; jel resultado es

diferente?.

7654321412329 86 7
|
]

-
L2

1
1
&

_f_l .|

\

En el primer caso la letra C tiene la “x"dela Ayla“y " delaB, en el segundo caso C tiene
la®y"delaAyla“x"delaB; pero, jen ambos casos los catetos valen 3 y 4 y por lo tanto

la hipotenusa vale 5!,

Lo anterior nos hace ver que podemos tomar como coordenadas para la letra Cla * x " dela
Ayla“y"delaB,ola“y"delaAyla“x”delaB.
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Vamos a analizar ésto como lo hicimos con los ntimeros con signo a fin de buscar reglas o
en su caso una férmula que resuelva todos 1os casos.

La letra C nos sirvié como ayuda para calcular los catetos, pero, si observamos bien lo gque
hicimos fue tomar el valor absoluto de larestade las “x 7 (la “x " delaAyla“x " delaB)
para calcular un cateto v el valor abscluto de la resta de las “ y ” para calcular el otro
cateto. Supongamos que los puntos son P(x1, y1} ¥ Q(xz, yz), entonces tenemos que la

distancia entre P y Qestd dada por:

\
oPQ =\/Ix1 - x2 |2+ |y1 - y2 |2

vy como sabemos que todo nimero elevado al cuadrado es positivo, podemos quitar 1os
simbolos del valor absclute y poner paréntesis:

dP,Q =\f(x1 - x2)2 + (¥1 - y2 )2

Hemos obtenido una férmula para calcular la distancia entre dos puntos: pero, (inos
servird también si los puntos estdn sobre un eje o una recta paralela a un ¢je?.

Veamos un caso y dejaremos que ti pruebes los otros:

Si los puntos estdn sobre el eje “ x 7, significa que Ias “y ” valen 0 y por lo tanto yi-y» = ¢

y la férmula de la distancia queda:

d(P,Q} = \f(x1 - x2)% = |x1 - x2]

(es 1o que habiamos encontrado anteriormente); la demostracion de los otros casos se
queda de tarea para ti.
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3*.-

4% -

Tarea.
Demuestra que la férmula de la distancia entre dos puntos es valida cuando los dos
puntos:
a) Fstan sobre el gjey.
b) Estdn en una paralela al eje x.
¢) Estdn ep una paralela al eje y.
Encuentra la distancia entre las siguientes parejas de puntos:
a) A(-6,5) vy B(-2 , -3)
by (8,9 y D(-3,-7)

Ia distancia entre los puntos B(7 , -3} v F(7, y)es 8, jCudl es el valor de y?. Hay dos
soluciones. ;Por qué?.

La distancia entre los puntos G(-2 , 6) y H(x , -2) es 10. ;Cual es el valor de x?.
También hay dos soluciones.
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ANEXO III

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
ESCUELA NACIONAL DE ESTUDIOS PROFESIONALES “ACATLAN”
CURSO PROPEDEUTICO
LECCION 3

Nombre; #de cuenta:, Grupo:
Apellido paterno Apellido materno Nombre(s)

Semestre : 2001-1 Fecha:

ER R R R R R R R R R R R R S R R R R R R I o T R R e

Conceptos basicos:
IV.- Divisién de un segmento en una razén dada (1* parte):

Problema: Dados los puntos A(-3 , 4) y B(-3 , -6), encontrar las coordenadas del punto
medio del segmento gue va de A hasta B,

Tracemos nuestros ejes cartesiancs y dibujemos los puntos:

..4
- &
i il
LN
4
Y
'
L
1
1
“+w
-+
T &
T o

T ~

> X
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iCuales crees que sean las coordenadas del punte medio?. Como Ay B estin en una recta

paralela al eje “y " entonces el punto medio también esta en esta recta; ademas, si
conocemos la distancia de A hasta B, el punto medio tiene que estar a la mitad de 1a

distancia.

Con la grafica se puede resolver muy facilmente cuando las coordenadas son pequertas;
pero si son muy grandes [A(-123 , 245} y B(48, -533)] es dificil hacer la grafica.

Vamos a analizar como lo podemos resolver sin usar 1a grifica: la distancia de A hasta B es
|4 + 6] = 10, por lo tanto Ia mitad de la distancia es 5; ahora tenemos dos opciones, 1o
sumamos a la “y ” de B (para ir hacia arriba) o lo restamos a la “y " de A (para ir hacia
abajo), si escogemos la primera opcidn tenemos -6 + 5 = -1, si escogemos la segunda opcién
tenemos 4 - 5 = -1 {como esperdbamos el resultado tene que ser el mismo), entoncesla*y "
del punto medio es -1 y el punto tendré coordenadas (-3, -1).

Encuentra el punto medio del segmento formado por CD y del formado por EF:
C(-7,2),D(6,2),E-1,-3) ,F5,4)

¥l primero se resuelve de manera semejante al anterior, para el segundo usaremos los ejes
coordenados (como un recurso para analizar la situacion):
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iCudles son las coordenadas de G7. Encontremos las coordenadas del punto medio EG
(Nlarmémoslo M) y tracemos una paralela al eje “ y * (My; M}, ;Como son los dos tridngulos

que ves en la figura?, ;dijiste semejantes? jmuy bien!. Analicemos ésto dltimo:

Si son semejantes entonces los lados homélogos son proporcionales; ésto es:

EM eg EM

= (cateto entre catelo esigual a hipotenusa entre hipotenusa);
EG EF

EM eg 1

pero = (recuerdaque Meg es ef puto medio de EG), entonces
EG 2

EM 1

EF 2

80



iM es el punto medio de EF! y sabemos calcular la “x " de M, es la misma que la de MEgg,

vamos a revisar todo:

Las coordenadas de Gson (5,-3) (la“x"defF yla“y " deE), la distancia de E hasta G es 6
por lo tante la mitad es 3 si lo restamos a la “ x 7 de G (para ir hacia la izquierda) nos da
5-3=2,estaesla“x"deM jcual esla “y 7" de M?. Observa la figura siguiente (los ejes
cartesianos); si en lugar de trazar una paralela al eje “y” por Mg la hubieras trazado
paralela al eje “ x " por Meg (punto medic de FG), también hubieras encontrado el punto M

yia“y deMrgeslamismaqueladeM. Calculala“y”deM.

>

-7-6n5-4-3-2.-1_D1\2 496 7
) A I T o X

- HH’.HHO/... —+
T
5 MFG

La“y”deM esla misma que la de Meg la cual es 0.5, por lo tanto las coordenadas de M son

(2,0.5).
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Si revisamios lo anterior veremos que los puntos Mec y Mrgnos sirvieron como ayuda pero

que podemos trabajar sin ellos, ya que 1o que necesitamos son las “x” y las “y” de los
extremos; para la “ x " de M, tomamos la distancia entre la “x"de E yF [-1 - 5| = 6, entre
dos es igual a 3 que sumado ala “x " de E nos da -1 + 3 = 2; para encontrar la y de M
tomamos la distancia entre las “ y " de £ y F la dividimos entre dos y se la sumamos ala “y”
deE.

Encontrar el punto medio de un segmento es los mismo que partirlo en dos partes iguales;
también se dice que el punto M divide al segmento EF en la razén:

1 EM 1
ya que = -
2 EF 2

{Como se divide un segmento en tres partes iguales?, necesitamos dos puntos para dividir
un segmento en tres partes iguales, jcuales serdn las coordenadas de esos puntos?, vamos
a ver un ejemplo:

Dividir al segmento cuyos extremos son A{2 , 6} v B(-1 , 0) en tres partes iguales.
Llamemos R1 ¥y Rz a los puntos que dividen al segmento; calcularemos las coordenadas de

R1 y te dejaremos de tarea calcular las coordenadas de Rz,

Para encontrar la “ x 7 de Ry, calculamos la distancia entre las “x"de Ay B |2 + 1| =3,

dividido entre tres es igual a 1 que restado (la B estd a la izquierda delaA)ala“x" de A
nosdaz2-1=1,estaesla“x” deR;.

Para encontrar la “y” de R1, calculamos la distancia entre las “y " de Ay B |6 - 0 =6,

dividido entre tres es igual a 2 que restado (la B estd abajodela A)ala“x” de Anosda
6-2=4,éstaesla“y”deR, entonces R; tiene coordenadas (1, 4).

La razén en que R1 divide al segmento AB es:

1 AR 1 1
ya que = T
3 AB 3
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iCual serd la razdn en que R; divide a AB?.

ARz 2

AB 3

va que ARx es el doble de la distancia que AR,

Tarea.

1.~ ;Cudntos puntos necesitamos para dividir un segmento en cuatro partes? y jpara
dividir en cinco partes cudntos puntos necesitamos?.

2.- Cuales seran las razcones de los puntos de las preguntas anteriores?.

3.- Divide al segmento AB en la razén 2/7; las coordenadas de A son (-6 , 0) y Ias de B son
(8,-7h

4% - Las coordenadas de C son (3, 7) ylas de D son (8, -2). ;Cudles son las coordenadas de
un punto P que duplica (hace doble) el segmento CD?. Hay dos soluciones. ;Cuél es la
razén de CP entre CD7.
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ANEXO 1V

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
ESCUELA NACIONAL DE ESTUDIOS PROFESIONALES “ACATLAN”
CURSO PROPEDEUTICO
LECCION 4

Norbre: # de cuenta: e Grupo: ____
Apeliido paterne Apellido materno Nombre(s)

Semestre : 2001-1 Fecha:
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Conceptos basicos:
IV.- Divisién de un segmento en una razén dada (2* parte):

Vamos a buscar aliora una formula que abarque todos los casos de dividir a un segmento
en una razén dada; para ello vamos primerc a analizar lo que hemos hecho:

Para poder trabajar sin el simbolo del valor absoluto, haremos lo siguiente: si x; estdala
derecha de xz podemos trabajar sin el simbolo ya que x1 - x2 es positivo. Si x; estd a la

izqunierda de x2 tomamos x2 -X1 que serd positivo.

Primero veremos el caso de las “x ” v luego el de las “ y ”. Lo primero que observamos es
que si la razén es un quebrado, el denominador (el nimero de abajo} nos dice en cuanias
partes se va dividir el segmento v ¢l numerador (el nimero de arriba) cudntas partes
vamos a tomar; esto es, si la razén es a/b, quiere decir que dividimos al segmento en “b”
partes vy tomamos “a” de éstas.

Si los extremos del segmento son P(x1,y1) vy Q(x2,y2) ¥ la razén es a/b, dividimos |x1 -x2

entre b tendremos; (X1 -%z)sb cuando x1 esté a la derecha y después a xi le sumaremos

X1-Xz2

-a (tenemos que ir hacia laizquierda) , lo cual nos da:

b
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X1-X9 X1-a{xq - %o} X1b-axy+axso X1{b-a)+axs
X{-a E o= =
b b b b

Cuando X1 esté a la izquierda {x1-x2| entre b, estard dado por {x2-x:)/b (tenemos que ir

hacia Ia derecha); entonces a x1 le sumamos a (xz-x1}/b y nos da:

Xo2-%1 Xib-axy +axg xy{b-a)y+axs
X{+a = =
b b b

iDa el mismo resultado sin importar si x; esta a la derecha o a la izquierdal.

De acuerdo a lo anterior podemos decir que para encontrar la x del punto que divide un
segmento en ung razén a/b podemos usar la férmula:
xq(b-a)+axo

b

“

Andlogamente se puede probar que para encontrar la “y” del punto que divide un

segmento en una razén a/b podemos usar la férmula:

y1{b-a)+ayo

b

En partcular esta férmula para el caso que 14 razén es 1/2 (la a vale 1 y la b vale 2)

tenemos para la x:

Xq{b- a) + axg X1(2-1)+x2 X{ +Xp

b 2 b
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Y para la y:

yilb-al+ayp yi{2-1)+y2 Y1 +yo

b 2 b

Férmulas para encontrar el punto medio de un segmento:

Xi+Xo

Ejercicio para clase:
1.- DPemuestra la formula para encontrar la “y " del punto que divide un segmento en
una razon a’b.

2.- jCudales son las razones que dividen a un segmento en cuatre partes iguales?.

3.- Usa la férmula v encuentra los puntos que dividen a un segmento en cuatro partes
iguales, los extremos del segmento son A(8 , 6} y B(-4 , -2).

V.~ lLugares geométricos:

Definicidn; Si una curva o una figura geométrica tiemen una propiedad gue
define los puntos que pertenecen a ella y deja fuera los puntos
que no pertenecen a ella, decimos que esta propiedad la define
como un lugar geométrico.
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En Gecometria Analitica se trabajan dos problemas respecto a lugares geométricos:

1.- Dadas las condiciones que cumple un lugar geométrico dar una expresion algebraica
de él.

2.- Dada la expresién algebraica de un lugar geométrico trazar su grafica.

Empezaremos con el primero de los problemas: dadas las condiciones encontrar la
expresién algebraica:

Da 1a expresién algebraica de:

1.- Los puntos que se encuentran tres unidades a la izquierda del eje “y”.
2.- Los puntos cuyas abscisas son iguales a sus ordenadas.

3.- Los puntos que siempre estan a 4 unidades de distancia del punto A (2, 2).
{Quieres que los resolvamos?.

Vamos a ver el primero: jqué puntos que se encuentran tres unidades a la izquierda del
eje “y 77, los que tiene la “x 7 igual a menos tres, entonces la respuesta es x =-3,

El segundo nos pide los puntos cuyas abscisas son iguales a sus ordenadas; las abscisas son
las “ x " y Ia ordenadas son las “ y ”, entonces la respuesta es x =y.

El tercero dice: los puntos que siempre estan a 4 unidades de distancia del punto A (2, 2);
ta conoces la férmula de la distancia jisalal. Piensa en un punto P (X, y) que cumpla con
la condicién [su distanciaa A (2, 2) es igual a 4).

d(P, A} =\A;—2)2 +(y-2)2 = 4

Toma la igualdad de la derecha, elévala al cuadrado, desarrolla los binomios al cuadrado y
reduce los términos semejantes. jQué obtuviste?.

87



Ahora vamos a definir algunos lugares geomeétricos:
1.~ ;Como definirias a la circunferencia como lugar geométrico?.

2.- La mediatriz de un segmento es una recta perpendicular a é y que pasa por su punto
medio. En la figura CD es la mediatriz del segmento AB. ;Cémo Ia definirias como
lugar geométrico?. Vamos a definir a la mediatriz como lugar geométrico y a
encontrar su expresién algebraica:

D

AD=DBy CD1 AB

Si unimos CA y CB ;puedes demostrar qué los trizngulos CAD y CDB son congruentes?.
Vamos a hacerlo juntos:

AD = DB ¥ CD es un ladc de los dos tridngulos ademads el angulo entre AD y CD es igual al
angulo entre CD y DB; por el criterio de congruencia de tridngulos LAL (lado - angulo -
lado} los tridngulos son congruentes y por lo tanto CA = CB (podemos decir que todos los
puntos que estan sobre CD equidistan de A y de B). ;Sabes lo qué quiere decir equidistan?,
quiere decir que las distancias son iguales.

Podemos decir que la mediatriz de un segmento es el lugar geométrico de los puntos que
equidistan de los extremos del segmento?. Necesitamos probar primero que un punto que
1o estd en la mediatriz no equidista de los extremos del segmento {recuerda la definicién
de lugar geométrico). Observa la siguiente figura y tratar de dar una demosiracién de que

FA = FB.
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o]
jPuedes?. Hagamoslo juntos, observa los trigdngulos FAD y FDB, si FA = FB los triangulos
serian congruentes ya que tendrian sus tres lados iguales y entonces los angulos ADF y

FDB serian iguales; pero esto no puede ser cierto porque el dngulo ADF es menor de 90° y
el angulo EDR es mayor de 90°; por lo tanto FA = FB.

Ahora si podemos decir que la mediatriz de un segmento de recta es el lugar geométrico de
los puntos que equidistan de los extremos del segmento.

Vamos usar esta definicién para encontrar una expresion algebraica para la mediatriz del
segmento de recta cuyos extremos son A(3 , 5} ¥ B(5,-1).

Sea P(x, y) un punto que estd en la mediatriz, entonces tenemos:

d(P, A) = d(P, B); percd(P, A) = \} {(x-3)2 + {y-5)2 y d(P,B}= \’ (x-5)2 + (y+1)2

entonces:

\/ {(x-3)2 + (y-52 = \/(x- 512 + (v+1)2
v si elevamos al cuadrado ambos lados de Ia igualdad tenemos:

(x-3)2 % (y-5)2 = (x-5)2 + (y+ D)2 :
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ahora ti vas a desarrollar lds binomios, simplificar 1a expresién y despejar la “y ”.

Ejercicios para hacer en clase:

1.- Definir la circunferencia como lugar geométrico y encontrar una expresion
algebraica de ella.

2.~ Terminar el desarrollo de la mediatriz que estdbamos viendo.
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ANEXO V

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
ESCUELA NACIONAL DE ESTUDIOS PROFESIONALES “ACATLAN”
CURSO PROPEDEUTICO
LECCION 5

Nombre: #de cuenta: Grupo:
Apeilido paterno Apellido marerno Nombre(s)

Semestre : 2001-I Fecha:
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V1.- Graficacién de expresiones algebraicas (1 parte):

iRecuerdas qué habiamos dicho gque en Geometria Analitica se trabajan dos problemas
respecto a lugares geométricos?; ya trabajamos el primero, vamos a ver el segundo:

2.- Dada la expresién algebraica de un lugar geométrico trazar su grafica, (trabajaremos
con un tipe especial de expresiones algebraicas: las funciones).

Para ayudarnos a trazar una grafica necesitamos conocer algunoes hechos:
a) ;Donde corta a los ejes coordenados? (intersecciones con los ejes).

b) Hay simetria con respecto a algunos de los ejes?.

¢} jHay simetria respecto al origen?.

d} ;Cual es el dominio de una funcién (expresién algebraica donde una de las variables
esta despejada)?. ;Estd definida para cualquier valor de “x 7.

Empezaremos por la primer pregunta: Dada la expresiéon algebraica de un lugar
geométrico jdénde corta a los €jes coordenados?,

a} Intersecciones con los ejes coordenados:
Tomemos la siguiente expresion: y = 3x - 1 y antes de graficarla tratemos de saber
donde corta a los ejes. Sila grafica corta al eje “y 7 en un punto, jcudnto vale la " x 7

de ese punto?. ;Lo recordaste?, es un punto sobre el eje “y " por 1o cual su “ x ” debe
valer cero,
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Recordemos que para que un punto pertenezca a un lugar geométrico debe satisfacer su
expresién algebraica; entonces sustituimos x = 0 en la expresién y = 3x - 1 y tenemos:
Yy =3(0)-1=-1. Laexpresiony =3x- 1, cortaal eje “y” en €l punto (0, -1).

iDbénde corta al eje x7. Hagamos ahora y = O y sustituyamos en la expresién y = 3x - 1:
0=3x-1,1=3x, porlotantox = 1/3, 1a expresién corta al eje “ x ” en el punto {1/3 , 0).

Localicemos ambos puntos sobre los ejes coordenados y grafiquemos (supongo que sabes
graficar).

Tomemos ahora }a expresion algebraica vy = x2 - 4, ;Ddnde corta a los ejes coordenados?.
Encuentra los puntos de interseccidn con los ejes (para el eje “ x ™ hay dos valores ya que
queda una ecuacién de segundo grado) y grafica.

54 3 21

7 6
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b)

Simetria con respecto a los ejes coordenados:

iRecuerdas lo qué es simetria respecto a un eje?. De una forma breve podemos
definir la simetria axial (respecto a un eje), diciendo gque una figura tiene simetria
axial, si al doblar la hoja del cuaderno sobre el eje de simetria, la parte que esti de un
lado del eje coincide con la parte que estd del otro lado. Observa la siguiente figura:

T~

Si doblamos la hoja sobre el diametro del circulo, una parte del circulo coincide
exactamente con la otra parte (hazlo en tu cuaderno).

Contestaremos ahora la segunda pregunta jhay simetria con respecto a alguno de los
ejes?. Tomemos los ejemplos anterfores: y=3x-1 y y=-x2 - 4

Si observamos la grafica de y = 3x - 1, (estd arriba), podemos ver que no tiene simetria
respecto al eje “y” ya que si doblamos sobre este eje, una parte de la figura no
coincide con la otra. De la misma manera vemos que no tiene simetria respecto al eje

x0T,
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Observemos la grafica dey=xZ - 4 {la ponemos a continuacion):

Si observamos la grifica de y =x2 - 4, podemos ver que tiene simetria respecto al eje “y ”
ya que si doblamos sobre este eje, una parte de la figura coincide con la otra. De la misma
manera veremos que no tiene simetria respecto al gje “ x ”. Vamos a establecer un criterio

para la simetria respecto a los ejes.

En el ejemplo anterior y =x2 - 4 podemos observar que para los valoresde x =1y x =-1,1a
“y7 tiene el mismo valor y = -3; lo mismo podemos decir para cualesquiera valores
simétricos de “x "(Z y -2, 3 y -3, etc.), esto pasa porque la “ x 7 est al cuadrado y por lo
tanto siempre es positivo este cuadrado. En el primer ejemplo y = 3x -1, no hubo simetria
respecto al eje “ y ” porque la “ x 7 esta a la primera potencia y al cambiar un valor de “x”
por su simétrico cambia el valor dey (parax =1y = 2; peroparax =-1y =-4).
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Sin hacer la grafica de la funcién y = x2 + 2x + 1 contesta jes simétrica respecto al gje

“y "7 jpor quéri.

Si dijiste que no era simétrica estas en lo correcto, ya que si bien valores simétricos de
“x 7 dan el mismo valor de x2, no dan el mismo valor de 2x(parax =1 v x=-1,2x=2 y
2x = -2 respectivamente) y entonces Ia “ y " tiene valores diferentes.

El criterio de simetria con respecto al eje “y " es muy atl ya que te permite graficar los
valores de “ y 7 cuando Ia “ x 7 es negativa tabulando solamente los valores de “ y ” cuando
la “ x ” es positiva.

Criterio de simetria respecto al eje “y”

“La grafica de una expresién algebraica es simétrica respecto al eje
“y” cuando la “x" solamente aparece elevada a potencias pares”.

iCudl serd el criterio de simetria respecto al eje “x"7. Si estamos trabajando con

funciones, no puede haber simetria respecto al eje x ya que no puede haber dos valores de

“y " para un sélo valor de “ x ”. Mas adelante trabajaremos con expresiones algebraicas

gue representan lugares geométricos que no son funciones y entonces puede haber
Dejaremos gue tu escribas el criterio deé simetria respecto al

“ »

simetria respecto al eje " x

eje “ x ll'

Ejercicios:

1.- Encuentra los puntos de interseccidn con lo ¢jes:
aAy=x2 + 2x -3, by = x3 + 5x, )y =4x -3

2.- De las expresiones algebraicas anteriores jcual de ellas tiene simetria respecto
al eje “y "7, ipor qué?,

3.- Escribe el criterio de simetria respecto al eje “ x ”.

95



c)

Simetria respecto al origen:

Continuaremos contestando las preguntas planteadas anteriormente: Pregunta tres
jhay simetria respecto al origen?. ;Recuerdas qué significa simetria respecto a un
punto?. Significa que al girar la figura 180° (media vuelta) tomando como centro de
giro el punto, se sigue viendo igual que antes del giro. La grafica de y = 3xes:

Y
A
™~ y = 3x
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Si tomamos como centro de giro el origen la recta se seguird viendo igual; veamos otro
ejemplo: y =x3

~

-+
I
Y

Si tomamos como centro de giro el origen la curva se seguird viendo igual; vamos a
analjzar 1os dos casos anteriores para buscar reglas:

Lo primero que podemos cbservar es que la funcidn tiene que pasar per el origen y ésto
quiere decir que si Ia “x " es igual a cero también la “y " debe ser cero, por lo tanto no
debe haber valor independiente; pero no basta con esto ya que la funcién y = x2 también
pasa por el origen pero no es simétrica respecto al origen, veamos la grafica:
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Lo segundo gue observamos es que al cambiar, en la expresion algebraica, un valor de
“x " por su simétrico tiene que cambiar la “y 7 por su simétrico (noeselcasodey = x2);
entonces las “ x” deben estar elevada a una potencia impar. Nuestro criterio de shmetria

puede quedar asi:

Criterio de simetria respecte al crigen:

“La grafica de una funcion es simétrica respecto al origen cuando
no existe término independiente ¥ la “x” solamente aparece elevada
a potencias impares”.

“

Ejercicios:

1.- ;Cudl o cudles de las siguientes funciones es simétrica respecto al origen?
a)y = x3 - 3x, by=2x3 - x +2, o) y=x3- 5%, d)y=4x5 - 3 %3
ey =x° - x3 + x ‘

2.- Explica tus respuestas al ejercicio anterior.
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ANEXO VI

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
ESCUELA NACIONAL DE ESTUDIOS PROFESIONALES “ACATLAN?
CURSO PROPEDEUTICO
LECCION &

Nombre: #decuenta:__ _ Grupo:
Apellido paterno Apeilido materno Nombre(s)

Semestre ; 2001-1 Fecha;
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V1 Graficacién de funciones (2* parte):

Contestaremos ahora las Gltimas dos preguntas: ;jcudl es el dominic de la funcién?. jEsta
definida para cualguier valor de “x "7.

En realidad no son dos preguntas ya que el dominio de una funcién son los valores de “x”
para los cuales la funcion estd definida; pero, jqué significa que la funcién esté definida?.

Contestaremos estd ultima pregunta observando algunos ejemplos de funciones:
Ay=3x-1, by=x2 -4, y=x3 - 3x dyy =1/x, ely=2/(x + 4)

jQué valores puedes darfe a “ x 7 en el ejemplo a)?. Puedes darle los que td quieras tanto
positivos como negativos (incluyendo el cero} ya que siempre podras multiplicar por tres
y restar unc y asi encontrar el valor de la “y ”, Lo mismo podemos decir para b) vy ¢).
Cuando pasa esto se dice que la funcidn tene como dominio todos los nimeros reales y se
usa la notacidn (-« ,«<} que se lee “de menos infinito a infinito”.

Veamos el caso d); jpuedes darle cualquier valor a “x 7?2, Parece no haber problema con
los positivos y tampoco con los negativos; pero jqué pasa con el cero?, jqué significado
tiene 1/07. Siempre nos han dicho que no existe la divisién entre cero; vamos a ver por
qué: '

Sabemos que la multiplicacién es una suma abreviada, (3)(5) es tres veces el 5, esto es,
5+5+5=150cincovecesel tres 3 + 3 4+ 3 + 3 + 3 = 15; también sabemos que dividir es
repartir, pero lo que no sabemos es que la divisién también es una resta abreviada, 18 + 3
as restar del 18 el tres tantas veces como se pueda, estoes: 18-3 =15, 15-3 =12, 12-3=9,
9-3=6,6-3=3, 3-3 =0, en el momento que tengamos un resultado menor que lo que
estamos restando nos paramos (ya no podemos restar); en este caso 18 + 3 = 6 (6 es el

nimere de veces gue restamos el tres),
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5i en lugar de tomar 18, hubiéramos tomado 20 el resultado seria el mismo pero tendriamos
un residuc de 2 ya que la ultima resta hubiera sido 5 - 3 = 2 y aqui nos hubiéramos parado.
Regresando & la divisidn entre cero jqué sentido tiene 1/07, veamos nuestras restas:
1-0=1,1-0=1,1-0 = 1, jcuando nos detenemos?, ;;Eritiendes ahora por qué se dice que
al dividir un nimero entre cero nos da infinito?. Vamos a regresar a nuestro problema:
la funcién y = 1/x no esta definida cuando la x vale cero, veremos como afecta esto a
nuestra grafica, vamos a tabular tomando valores cada vez mas cercanos a cero tanto por
la derecha como por la izquierda:

X y=1/M
1 1
0.5 2
0.2 5
¢.1 10
0.01 100
.01 1000
-1 -1
-0.5 -2
-0.2 -5
-0.1 -10
-0.01 -100
-0.001 -1000

Mientras mas se acerca ¢l valor de “ x ” a cero, mdas grande se hace el valor de “y ",
De la misma manera, si ahora tomas valores de “ x ” cada vez mis grandes tanto positivos

como negativos el valor de “y 7 se hace cada vez mas pequefio, tanto positivo como
negativo (haz la tabla). Veamos la grifica:
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Podemos observar que la grafica de la funcidn, al acercarnos al efe “y " se va pegando
cada vez méis a éste, pero no puede tocarlo ya que no esta definida para x = 0 (los puntos
para los cuales x = 0 son los del eje “ y ”); cuando una funcién se va acercando cada vez
" mas a una recta sin llegar nunca a tocarla, se dice que la recta es una asfntota de la
funcién, en nuestro casc el eje “y” es una asintota de la funcidn. ;Tiene la funcién
otra asintota?,

Como la funcién no esta definida para el cero, el dominio seran tedos los nitmeros reales
menos el cero y entonces nos quedan dos intervalos (-« , Q) y { 0, = }, se usa el paréntesis
redondo “) 7 lado derecho o “(7” lado izquierdo para indicar que el extremo, va sea el
derecho o el izquierdo, no estd incluido en el intervale; cuando el extremo estd incluldo se
usa paréntesis “]” lado derecho o paréntesis “[” lado izquierdo. Regresando a nuestro
ejemplo tenemos que el dominio de 1a funcién es la unién de los intervalos (- , 0)U(0, «).
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iCudl sera el dominic de 1a funcién y = 2/(x + 4)7. Seran todos los nimeros reales menos el
valor de “ x ” que haga cero el denominador, jcudl es este valor?. Usandoe la notacién de
intervalo escribe ¢l dominio de l1a funcién. Vamos a dibujar la grafica:
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Como ya notaste trazamos una recta paralela al eje “ y ” que pasa por x = -4 (el valor de
“x 7 gue hace cero el denominador de Ia funcién). Si tabulas la funcién te daras cuenta
que al tomar la “ x ” valores cada vez mds cercanos a -4, desde la izquierda o desde la
derecha, la funcién va tomando valores cada vez mds grandes como pasd en la otra
funcién al acercarse la “ x " a cero.

;Tiene la grafica de la funcion asintotas?. ;Cudles son?.

El dominio de la funcién y = 2/(x + 4) es (-, -4) U (-4 , ).

Fjercicios para realizar en clase:

Encuentra el dominio de las siguientes funciones:

ajy = -7x + 2, byy=2xZ - 8x + 3, Ay=3/3x+7), dyy=5/(x2 - 4)

ey =(x% + 4Ax +4)/ {x + 2)
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VIL La linea recta (1* parte):

En las lecciones de graficacién de expresiones algebraicas: (5 y 6), vimos que expresiones
algebraicas como: ¥y = -7x + 2 y y = 3x - 1, tienen por grafica una linea recta; también
notamos gue el término independiente tomado con su signo representa el punto de
interseccién con el efe “y” (recuerda que para encontrar la interseccion con el eje “y”
tenemos que hacer cero el valor de “x”}, ;Podemos pensar que toda expresion algebraica
de primer grado es una linea recta y que toda recta se puede expresar como una expresion
algebraica de primer grado?. Analicemos la grafica de una recta y veamos que principios
podemos enconirar:

Una linea recta estd determinada cuando conocemos dos de sus puntos A(2 , 3) y B(-2 , -6},
eso nos ensefian en geometria elemental; sin embargo, esto no parece ayudarnos a
encontrar la expresién algebraica de la recta. Tracemos por “A” una paralela al eje “y” y
por “B” una paralela al gje “x”, llamemos “C” al punto de interseccion. ;Cuales son las
coordenadas de “C”1,
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Podemos observar que la linea recta forma un angulo con el eje “x”, Hamemos 8 a este
angulo, como BC es paralelo al eje “x” el angulo con vértice B es igual a § (observa la
figura); si recordamos las definiciones de las razones trigonométricas, tenemaos:

cateto opuesto 3-(-8) 9
Tane = = =
cateto adyacente 2-(-2) 4

iParece que los dos puntos si nos sirvieron!, nos ayudaron a encontrar la tangente
trigonométrica del dngulo que la recta forma con el eje “x” {(ahora podemos saber el valor
del dangulo sin medir} a esta tangente se le llama pendiente de la recta y se denota con Ia

letra “m”,
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Encuentra Ia pendiente de la recta que pasa por los puntos:

a} A(4,1) y B(6,3); b) C(-2,-3)y D(4,5); o E-5,2) y F-2,-6)

Espero te hayas dado cuenta que en las dos primera el resultado es positivo, pero en la
gldma el resultado es negativo va que si graficas E v D, 1a recta que 1os une forma un
angulo con el eje “x” mayor de 90° y menor de 180° ¥ en estos casos la tangente

trigonométrica es negativa (si tenes una calculadora cientifica lo puedes comprobar).

No necesitas estar graficando los puntos, solo necesitas respetar el mismo orden para las
“x” y para las “y”, veamos el primer caso:

St pongo arriba primero la “y” de la A, también abajo debo poner primero la “x” de la A; ¥
si pongo arriba primero la “y” de la B debo poner abajo primero la “x” de la B.

Vamos a hacer 1o mismo con el tercer caso:

2-(-6) 2+86 8 g

m= =
5-(-8)  5+2 -3 3

Si analizamos 1o anterior podemos concluir:

La pendiente de la recta que pasa por los puntos Qix) y1) ¥ R{xz, y2) estd dada por:

¥i-¥2 y2-¥i

X1 -%2 Xo-¥q
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Todo esta muy bien; pero jen qué nos ayuda conocer la pendiente de la recta, si lo que
necesitamos es su expresion algebraica?. Tomemos un punto P(x , y), para que esté en la
recta que forman Q y R la pendiente que forme P con Q o con R debe ser la misma gue la

que forman Q y K; esto es:

¥y-¥ y2-¥1

X-X4 X2~ X4

Si despejamos la “y” tendremos:
y2-¥ ¥2-¥1 ¥2-¥1

Y= =—————— (X-X{}+¥q{ otambién y=( yx-{ X1 +Y1)
o~ X1 Xp-Xq X2 -X1

Podemos observar que tenemos una expresion algebraica de primer grado en la cual el
coeficiente de la “x” es la pendiente de la recta; esta forma se conoce como la forma usual
de la recta y se expresa: y = mx + b (recuerda que ¢l término independiente es el punio
donde corta al eje “y”, este punto se llama ordenada al origen).

Ahora si podemos afirmar que toda expresion algebraica de primer grado es una linea
recta y que toda recta se puede expresar como una expresion algebraica de primer grado.
La expresion algebraica de primer grado también se llama expresion algebraica lineal.
Fjercicios para hacer en clases:

1.- Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por los puntos:

a) A(1,2) y B(S.4); b)C(-5,3) y D(2,1); < E3,6) y F-4,6)

d)*G(5,2) y H{5,4).
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2.- Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por €l punto P y tiene pendiente m:

a) P-3,-5) m=2; b)PB,7Ym=1/2; ¢} P9,3) m=~3/4),d) P(1,-5 m=0

3.- Encuentra la ecuacién de la recta que:
a) * Pasa por el punto M(-6 , -6) ¥ es paralela al eje “x”.

b) * Pasa por el punto M{4 , 3) y es paralela al gje “y”.

Para el ejercicio 1.a) buscamos primero la pendiente de la recta:
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VIIL. La linea recta (2* parte):

En la leccién anterior te enfrentaste a un problema dificil: encontrar la ecuacién de la
recta que pasa por G(5, 2) y H(5 , 4}, si lo resolviste te felicito; pero si no Io hiciste Io
analizaremos juntos; el problema estd que la pendiente es:

y como la divisién entre cero no existe, parece que no hay solucién; sin embargo, si
graficas los dos puntos verds que estdn en una recta vertical (paralela al eje “y”), el
adngulo que esta recta forma con el eje x es de 90° v la tangente de 90° no existe (usa una
calculadora cientifica y compruébale). lLa recta anterior tiene una representaciéon x = 5
todas las rectas verticales son de la forma x = k, donde k puede tener cualquier valor.

De manera semejante diremos que todas las rectas horizontales (paralelas al eje “x”) son

de la forma y = k, en este caso se llaman expresiones algebraicas constantes (ejercicios 2d
y 3a de la seccion anterior).
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Observa la siguiente grafica y contesta jqué tienen en comin las rectas paralelas Iy y I27.

7 6

Por el paralelismo de las rectas sabemos que 81 = 82 v por lo tanto las dos rectas tienen Ia

misma pendiente.

;Cudl es la ecuacion de la recta que pasa por P(11 , -7) y es paralela a la recta y = 2x7.
Habrés observado que puedes encontar la ecuacién de una recta si conoces dos puntos, o si
conoces un punto y la pendiente; en el caso de rectas paralelas, si nos dan la ecuacién de
una de ellas, podentos conocer inmediatamente la pendiente de las dos (es el coeficiente de

la “x” cuando la “y” esta despejada). Vamos a sistematizar toda esta informacion:



Ecuacién de una recta cuando se conoce Qfx1 . ¥1) un punto de elia y su
pendiente “m”

y=m({x-x1) + yl

Ecuacién de una recta cuando se conocen dos de sus puntos Q(x1 ,¥1) y
R(x2 » Y2)
y2-¥1
y= ———————— (X-X1)+ Yy
X9 - X1

Si las rectas y = mix+ by y y=m2x+ bz son paralelas, entonces:

mt = m2

(Cual serd la ecuacién de una recta que pasa por un punto dado y es perpendicular a otra
recta?. Veamos un ejemplo: encontrar la ecuacion de la recta que pasa por P(-4 , 3} v es

perpendicular a la recta y = -2x + 3, hagamos la grafica:



y=-2x+3 y
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Trazamos la grafica de y= -Zx + 3 y por el punto “P” dibujamos, con una escuadra, una

" recta perpendicular. Podemos observar que las rectas perpendiculares forman con el eje
“x” angulos que son: une agudo 61 (menor a 90°) y el otro obtuso @ {(mayor de 90°) v de

acuerdo con lo que sabemos €] dngulo agudo nos da una pendiente positiva y el obtuse una
pendiente negativa; como la pendiente de la recta y = -2x + 3 es negativa, la de la recta

perpendicular debe ser positiva.

Al volver a observar la figura notamos que las dos rectas y el gje “x” forman un tridngulo
rectangulo y por lo tanto los angulos 61 y 62 son complementarios, es decir suman 90° y

las tangentes de los angulos complementarios son reciprocas. ;Sabes qué es el reciproco
de un nimero?. Si el nimero es un entero como -3 su reciproco es -1/3, v si el nimero es
una fraccién como -2/5 0 como 3/4 su reciproco es -5/2 para la primera v 4/3 para ia

segunda (el reciproco tiene el mismo signo).
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Observa la siguiente figura:

7]

.

61 __]

La tangente de 81 es a/b vy la tangente de 02 es b/a, como ves las tangentes son reciprocas

cuando los dngulos son complementarios. ;Para qué nos sirve todo esto?, regresemnos a la
grafica de las rectas y vamos a hacer una ultima observacion: 02 es el suplemento del
angulo de la recta y = -2x + 3 (angulos suplementarios son los que suman 180°) y cuando los
angulos son suplementarios sus tangentes son simétricas (iguales en valor pero de signo
contrario); esto quiere decir que si la pendiente de la recta y = -2x + 3 es -2, Ia pendiente
del dngulo 82 es 2; pero, entonces la pendiente del angulo 01 es 1/2 (la pendiente de la
recta perpendicular) v como la recta pasa por el punto P(-4 , 3} ya podemos escribir la
ecuacién de la recta perpendiculay:

1 1
M+H+3 0 y=—— X +5
2

y:

y de acuerdo a lo analizado tenemos el siguiente principio:

Silasrectas y=m1ix + by y y=mzX + bz 500 perpendiculares, entonces :
1

my=-
mz
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Bjercicios para hacer en clase:
1.- Encuentra el punto de interseccién de lasrectas y =-2x +3 v y={1/2)x+ 5
2.-* Calcula la distancia del punto P(-4 , 3)alarectay =-2x + 3

3.-* Calcula la distancia del origen a la recta y = -2x + 3
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VIL La linea recta {3* parte):

En 1a leccién anterior te pedimos que encontraras la distancia del punto P(-4 , 3) a la recta
¥ = -2x + 3 y también la distancia del origen a la misma recta; este tipo de problemas se
presentan con frecuencia, vamos a resolver el segundo de ellos: la distancia del origen a
larectay =-2x + 3.

Sabemos que la distancia de un punto a una recta es el tamafio de la perpendicular que va
del punto a la recta, para encontrar esta distancia buscaremos primero la ecuacién de la
recta perpendicular la cual tiene pendiente 1/2 y pasa por el origen O(0 , (0}, entonces su
ecuacion es:

1 1
y=——{X-0)+0 0 sea y=
2

X

si ahora buscamos el punto P donde corta esta recta a y = -2x + 3 podremos después calcular
la distancia de este punto con el origen y tendremos resuelto el problema. Observa ia
figura siguiente:
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Ye=-2x+3

7 6 54 -3 -2 e 4o
- —

Hagamos simultaneas las dos ecuaciones para encontrar el punto donde se cortan:

Si restamos miembro a miembro tenemos:

y=-2x+3
1
y=—mX
2
1
0=-2x- — x+3
2

Y despejando nos queda x = 5/6, sustituyendo en la segunda ecuacidn y despejando queda:
y = 5/12; entonces el punte donde se cortan las dos rectas perpendiculares es R(5/6 , 5/12)
y la distancia de este punto al origen es:

116



AY A
5 5 5 5 5\'5
(= -0% + (—— 012 2\[(— 2 + (— P =
] 12 4] 12 12

entonces la distancia del origen alarecta y = -2x + 3 es:

545

12

Fjercicios para resclver en clase:

Encuentra la distancia del punto P(-4 ,4) alarectay =x + 1.
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Ecuaciones de primer grado simultdneas, su representacién en los ejes coordenados.

En Algebra cuando viste el tema de ecuaciones de primer grado simultdneas (dos
ectaciones con dos incdgnitas), se te ensefid que podia haber una solucidn, ninguna o una
infinidad; vamos a ver usando las graficas que significa esto; para ello pondremos tres
pares de rectas:

Caso 1. y=2x-3 ¥y y =-3x + 7, en este caso al hacer simultineas las ecuaciones
encontramos una pareja de valoresx =2 vy y = 1 que resuelve el problema; si graficamos
veremos que corresponden al punto P(Z , 1}, punto en el cual se cortan las dos rectas:

TESIS CON
eV FALLA DE ORIGEN
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Caso 2. 4x-6x =8 v 2x - 3y = 5, en este caso si tratas de resolver el sistema de
ecuaciones simultineas te encontraras que no hay solucién (inténtalo). Vamos a despejar
la “y” en ambas ecuaciones y tendremos que la primera ecuacién queda:

y= X - y la segunda gqueda y= X -

jtienen la misma pendiente y diferente ordenada al origen!; entonces las rectas son
paralelas v no se cortan (no existe solucién, ya que la solucién es el punto donde se
cortan). Creo que no necesitamos trazar las graficas ya que conocemos el criterio de
paralelismo.

Caso 3. 2y +3x=2 ¥ 4y + 6x = 4, este caso se parece al anterior; pero, tiene una
diferencia, al despejar la “y” la pendiente es igual en ambas ecuaciones m] =mz = «(3/2) ¥

también es igual a la ordenada al origen by =by = 1, entonces no se trata de dos rectas, sino

de dos formas de escribir la misma recta {por eso tiene infinidad de scluciones: todos los
puntos de la recta son soluciones).

- Ejercicios para hacer en clase;
1.~ De las siguientes parejas de rectas sefiala, sin resolver el sistema, cuales tienen una
solucién, ninguna ¢ una infinidad:
a) x-y=-4, 2x-2y=12; b)x-y=-4, X+y=-2; ¢)Jx-y=-4, -2x+2y=8
b) Explica tus respuestas al ejercicio a),
2.- Dada la recta -3x + 4y = -1, da la ecuacién de una recta que:
a) Sea paralela a ella.
b} Sea perpendicular a ella.

¢} La corte.
d) Sea la misma recta (con otra expresion).
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VIII. Circunferencia (1* parte):

Desde la primaria te has acostumbrado a trazar la circunferencia cuando te dicen donde
esta el centro y cudl es ¢l radio; para eilo usas el compas que apoyas en el centro y
abriéndolo una distancia igual al radio puedes trazar la circunferencia.

;Como podrias definir la circunferencia como lugar geométrico?; esto es: jQué caracteriza
a los puntos de la circunferencia?. La respuesta es inmediata:

La circunferencia esta formada por todes los puntos gue se encuentran a la misma
distancia del centro. Esta distancia es llamada radio.

iQué pasa con los puntos que estdn a una distancia del centro menor que el radio?.
jCudles son los puntos que estan a una distancia del centro mayor que el radio?.

Dibuja {usando el compés) una circunferencia de 6 cm. de radio y con tu regla verifica,
para algunos puntos gque tomes adentro y para otros que tomes afuera de la
circunferencia, que la distancia del centro a los de adentro es menor de 6 cm. y la
distancia del centro a los de afuera es mayor de 6 cm.

Vamos ahora a ver que pasa con la circunferencia cuando trabajamos con ejes

coordenados. Empezaremos trazando una circunferencia con centro en el origen y radio
igual a cinco unidades.
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Vamos a escribir la expresién algebraica de esta circunferencia; para ello usaremos al
punto P(x , ¥) como un punto de la circunferencia y al punto O(0 , 0) como el origen el
punte P debe cumplir con la definicién:

d(P,O):S;perod(P,O):\f(x-0)2+(y-0)2 = \fx2+y2 =5

entonces:

\x2+y2 = 5

y elevando al cuadrado ambos lados de la igualdad tenemos:

x24+y2 =52 porlotanto xZ+yZ = 25 oloqueeslomismo xZ +yZ - 25=0
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Si nombramos al radio con la letra “r” pedemos entonces escribir:

Ecuacién de la circunferencia con centro en (0 , 0) y radio “r”

x2+yl =12 6 x24yl-1r2=0

{El punto A(5 , 0} es un punto de la circunferencia con centro en O(0 , 0) y radio 57. De
acuerdo con la definicién de Jugar geométrico debe cumplir la expresion algebraica que

teniamos anteriormente x2 + y2 = 25; veamos si cumple: 52 + 02 = 25, jsi cumplel y el
punto B(4 , 4) jestd en la circunferencia?. Si tu respuesta es no, sefala si estd afuera o
adentro de la circunferencia. ;Qué puntos estan en la circunferencia?. F(3 , 4), G(1 , 4),
H(-s ¥ 4): K(_4 » 1)-

Resuelve en clase los siguientes problemas:

a} Fncuentra la ecuacidon de la circunferencia con centro en O(0 , 0) y radio 3.

by  jQué punto estd en la circunferencia del problema b)7 {0, -3}, S(2 , 2).

c)* El punto M(-2 , y) estd en la circunferencia xZ+yZ = 25, ;Cudl es el valor de y?. Hay

dos soluciones.
jCuél seria entonces la ecuacion de la circunferencia con centro fuera del origen?.

Trabajemos el caso de una circunferencia con centro en el punto C(5 , 6) vy radio 4, si
P(x, y) es un punto de la circunferencia, de acuerdo a la definicién tenemos:

d{P,C)=4:perod(P,C)= \f(x-5}2+(yw6)2 =4

Entonces:
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\/()(-5)2+(y-6)2 =4

v elevando al cuadrado ambos lados de 1a igualdad tenemos:
(X-5)2+{y-6)2 = 16 ,
desarrollando los binomios nos queda: x2 - 10x + 25 + y2 +12y +36 = 16 y simplificando es:
X% - 10x + y2 +12y = -45

Si nombrarnos al radio con 1a letra “r” y a las coordenadas del centro Cth , k), podemos
entonces escribir:

Ecuacion de ia circunferencia con centro en C(h , K} y radio *r"

-h2+(y-k2=r2 & (x~h)2+{y-K2-r2 = 0

;Recuerdas cuando vimos la simetria respecto a 1os ejes?. La circunferencia con centro
en el origen si tiene simetria respecto al eje “y”, respecto al eje “x” y respecto al origen.

. Ejercicios para hacer en clase:
Encuentra la ecuacién de cada una de las circunferencias siguientes:
a) Centro C{0,-2) y radior=3.
b) CentroC(1,0)yradior=06.
¢} CentroC(-2,-3) yradior = 4.
d)* Centro Ci(3, -3) y tangente a los ejes coordenados.

e)* Los extremos de un didmetro son los puntos P(-1, 4) y Q(2, 0).
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VIIL. Circunferencia (2% parte):

Hemos visto con la circunferencia el primero de 1os problemas {dadas las condiciones
encontrar la expresion algebraica); veremos a continuaciéon el segundo problema dada la
expresioén algebraica trazar la grafica:

Para trazar la grafica de una circunferencia necesitamos conocer el centro y el radio.

Si analizamos los casos vistos en la leccién anterior notaremos que cuando el centro esta

en O(Q, 0}, en la expresion algebraica s6lo aparecen los términos al cvadrado (x? y y2) y
no aparecen los términos “x” y “y”, por ejemplo: si la ecuacién de la circunferencia es

x2 +y2-16 = O debe ser una circunferencia con centro en O(0 , 0) v radio ignal a 4
{compara la ecuacién dada con x2 +y2 - rZ = Q, ecuacién de la circunferencia con centro

en el origen y radio “r”). Ahora ya podemos trazar la circunferencia x2 +y2-16 = 0.
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Traza la grafica de la circunferencia x2 +y2 = 36.

Veamos €l caso cuando aparecen los términos cuadrados y también los de primer grado:
grafiquemos la circunferencia xZ2 + yZ - 6x + 4y - 3 = 0. Si comparamos con
{x - h)2 + (y - K)Z = rZ, necesitamos tener dos binomios al cuadrado (uno para las “x” y el
otro para las “y”), empecemos con el de las “x™: (x - h}2 =xZ - 2hx + hZ, quitamos h? vy
comparamos con x2 - 6x (el térming al cuadrado y el término a la primera potencia) y
tenemos que x2 - Zhx = x2 - 6x, por lo tanto -2hx = - 6x y de aqui despejamos h = 3 y

tenemos:(x - 1)2 = (x-3)2=x2-6x + 9.

Ahora busquemos el binomio de la “y™:
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{v - K)2 =y2 - 2ky + k2, quitamos k2 y comparamos con y% + 4y (el término al cuadrado y el
término a la primera potencia) y tenemos que yZ - 2ky = yZ + 4y y tenemos que - 2ky = 4y,
de agui despejamos k = -2 y como nos piden el simétrico de la “kK” tenemos

(y-KZ=(y+2)2=y2+4y+4.

Regresemos a nuestra expresion original: x2 + y2 - 6x + 4y - 3 = 0, si reacomodamos nos
queda x? - 6x+yZ + 4y = 3, para tener los binomios al cuadrado nos falta agregar a las “x”
el 9 v a las “y” el 4; pero comd es una igualdad también hay que agregarlos del lado
derecho: x2 - 6x + 9+ v2 + 4y + 4 = 3 + 9 + 4 y esta expresion se puede escribir

(x-3)2 + (v + 2)2 = 16. Ahora ya sabemos cuales son las coordenadas del centro C(3 , -2),
acuérdate que se toman los simétricos, también sabemos cual es el radio r = 4.

Si analizamos lo hecho anteriormente tenemos que el término gque tiene la “x” a la
primera potencia es igual a -Zhx y podemos despejar la “h”; el término que tiene la “y” a
la primera potencia es igual a -2ky y podemos despejar la “k”; después reacomodamos
nuestra expresion juntando las “x”, juntando las “y” y despejando el término

independiente, por ltimo agregamos el valor de Ia hZ y 1a k? a ambos lados de la igualdad

y simplificamos.

Apliquemos lo anterior al siguiente ejemplo: encontrar el radio y el centro de la
circunferencia xZ +y2 + 2x+8y-8=0.
2x=-2hx y 8y =-2ky,entoncesh = __ ___ ¥y kK=_______ , Feacomodando la ecuacion quedé

x2 +2x+yZ + 8y = 8, agregamos el valor de h? y de kZ a ambos lados de la igualdad y queda

x2 +2x+____+y2 48y + =8+ + : jpuedes dar ahora las coordenadas del

centro y el valor del radio?.
Fjercicios para hacer en clases:

1.- Encuentra las coordenadas del centro y el radio de las siguientes circunferencias:

A x? +y?+ax-6y-12=0, by*xZ +y2 4+ 2x + By +21 =0, 0)*x2 +yZ - 10x+4y+29=0

2.- Dibuja las gréficas de las circunferencias del problema anterior, si no se puede
explica por qué.
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VII. Circunferencia (3* parte):
Condiciones para determinar una circunferencia:

Desde la escuela primaria aprendimos que para dibujar una circunferencia deberiamos
conocer su centro y su radio; sin embargo, desde la época clasica de los griegos se sabia
que si nos daban tres puntos podiamos construir una circunferencia que pasara por esos
tres puntos. Nos podemos preguntar: ;no necesitamos el centro y el radic?, por supuesto
que si; pero si nos dan wes puntos podemos encontrar el centro y el radio, veamos comeo:

Los griegos sabian que la mediatriz de la cuerda de una circunferencia pasa por el centro
de la circunferencia (ver figura).
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;Recuerdas la definicion de la mediatriz de un segmento {como Jugar geométrico)?: son los
puntos que estdn a la misma distancia (equidistan) de los extremos del segmento, en la
figura observamos que AC = BC (ambos son radios de la circunferencia), entonces C esta
en la mediatriz de AB la cual es una cuerda de la circunferencia. Pongamos ahora tres
puntos en una ci_rcunferencia vy observemos qué pasa al trazar dos mediatrices:

Como el centro estd en cada mediatriz, entonces st en el punto donde se cortan, si
tenemos tres puntos podemos trazar dos mediatrices (hay tres} y encontrar el centro.
{Cémo encuentras el radio?. Vamos a ver un ejemplo de lo anterior.

Tenemos los puntos A(2 , 3), B(-1, 5} y D{(3 , -2) y vamos a encontrar la ecuacion de la
circunferencia que pasa por ellos:

Busquemos la ecuacion de la mediatriz de la cuerda AB, en la leccién 4 vimos un problema
como este: tomamos un punto P(x , y) ¥ usando Ia férmula de la distancia entre dos puntos

tenemos:

Dist. (P, A} = dist. (P, B}

\/(X-2)2+(y-3)2 = \/(X+1)2+(Y-5)2 .
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si elevamos al cuadrado ambos lados de la igualdad v desarrollamos los binomios al
cuadrado tenemos:

X2-d4x+4 +yZ-6y+9=x?+2x+ 1+y? - 10y + 25, si simplificamos y despejamos la “y” nos
queda:

y= X + ;

va tenemos la ecuacién de la primera mediatriz, toma ahora los puntos A v D para
encontrar otra mediatriz; una vez que encuentres la otra ecuacién jqué debes hacer?.
Como cada una representa Ia ecuacién de una recta y como buscamos el punto donde se
cortan tenemos que resolver el sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas para
encontrar la “x” y la “y” del punto donde se cortan el cual corresponde al centro de la
circunferencia que buscamos.

Ejercicios para clase:

1.- Encuentra la ecuacién de la mediatriz de la cuerda AD.

2.~ Encuentra el punto donde se cortan las dos mediatrices.

3.- Encuentra el radio de la circunferencia.

4.- Encuentrz la ecuacién de la circunferencia y traza su grafica.

iBxiste otra forma de encontrar la ecuacién de la circunferencia del problema anterior?.
La ecuacion de la circunferencia con centro C(hi, k) y radio “r” es:

(x-h2+(y-k?2-1r2=0

Si tenemos los puntos A(2, 3), B(-1, 5) y D(3, -2}, como son puntos de fa circunferencia
deben satisfacer la ecuacion; esto es, sustituyendo A en la ecuacién queda:

(2 - )2+ (3-K2-rZ =9y desarrollando los binomios queda:
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4-4h +hZ +9-6k + kZ - rZ = 0, llamemos 4 ésta la ecuacion (1).

Ahora vamos a sustituir B: (-1 - 12+ (5 - kK2 -2 =0 y desarrollando los binomios

tenemos: 1 + 2h + hZ + 25 - 10k + kZ - rZ = 0, llamémosla (2).

Por ultimo sustituimoes D y desarrollamos: 9 - 6h + hZ+4+4k+kZ2-r2= 0, éstaes (3).
;Te das cuenta que obtuvimos un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas?.

Las incognitas son las coordenadas del centro de la circunferencia (i, k) y el radio “r”.

Ejercicios para hacer en clase:
1.- Resuelve el sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas.
2.- Encuentra la ecuacién de la circunferencia.

3.- Traza la grafica.

Tarea.

Encuentra la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos O(0, 0), M(3 , 5) ¥
N(-2, Q).
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IX. Pardabola (1* parte):

A continuacién vas a conocer otra curva que se va a definir como lugar geométrico y cuyo
trazado (dibujo) se hara de acuerdo a esta definicidn.

Definicidén: La paribola estd formada por todos los puntos cuya distancia a un punto
Hamadoe foco es igual a su distancia a una recta Hamada directriz.

En la figura la recta EF es perpendicular a la recta DE y el punto V es el punto medio de la
distancia EF; entonces: si la recta DE es la directriz y el punto F es el foco, el punto V esta
en Ia parabola va que EV = VF, El punto V se llama vértce de la pardbola.
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iComo encontrarias otros puntos de la pardbola?,

Por ejemplo: ;COmo encontrarias un punto cuya distancia a la recta DE vy al foco F fuera de
2 cmd.

St usas la definicién de circunferencia y te apoyas en F puedes construir todos los puntos
queestan a 2 cm. de F.

(Como construyes todos los puntos que estdn a 2 cm. de la recta DE?,

Si pensaste en una paralela jestas en lo ciertol.
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;Qué observas?. La recta paralela y la circunferencia se cortan en dos puntos B y C las
cuales estdan a 2 cm. tanto de el foco F, come de la directriz DE, por lo cual pertenecen a la
pardbola. Construye mas puntos de la pardbola; por ejemplo puntos que estén a 3, 4y 5 cm.
tanto del foco como de la directriz. La recta EF es el eje de simetria de la parabola.

Traza ahora una pardbola cuyo foco esté a 6 cm. de su directriz, usa circulos cuyo centro
sea F y cuyos radios sean 4, 5, 6, 7 y 8 am. y paralelas que estén a 4, 5, 6, 7y 8 cm. de larecta

DE y marca los puntos gue pertenecen a la pardbola.

;Puedes usar circulos de 2 y 3 cm. de radio y centro F y paralelas que estén a 2 y 3 cm. de
DE?. Trazalos.

iTe son tGtiles?. Veamos la figura del circulo de 2 cm. y la paralela que estid a 2 cm.

iNo se cortan!. Era de esperarse ya que la distancia entre E y F es mayor que 4 cm.

El circule de radio 3 ¢cm. y 1a parabola que estd a 3 cm. s6lo se tocan en un punto (el punto
medio de la perpendicular que va del foco a la directriz o sea el vértice),

Traza otra parabola cuyo foco esté a 10 cm. de su directriz (te recomiendo que uses papel
cuadriculado por comodidad).

;Te son Gtiles circulos de 1, 2, 3 y 4 cm. y paralelas a2 1, 2, 3 v 4 cm.7. jPor qué?.
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Los circulos que son atiles son aquelios cuyo radic es mayor que la mitad de la distancia
del foco a la directriz jcudles son las paralelas que te son ttiles?.

En el ejemplo anterior te recomendamos usar papel cuadriculado porque las rectas
paralelas ya estan dadas.

Tal como lo vimos con la c¢ircunferencia la parabola tiene puntos que estan en su interior
Y DUntos que estan en su exterior por ejemplo:

Cualquier punto cuya distancia al foco es menor gue su distancia a la directriz esta en el
interior de la parabola.

iQué condicién debe tener un punto para estar en el exterior de la parabola?.
En la grafica de la pardbola que dibujaste toma algunos puntos del interior v otros del
exterior y comprueba que en Jos primeros la distancia al foco es menor que la distancia a

la directriz y en los segundos la distancia al foco es mayor,

El segmento de recta perpendicular al eje de simetria y que pasa por el foco se llama lado
recto.

Lado recto

;Puedes demostrar que el lado recto mide cuatro veces la distancia VF?.
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IX. Pariabola (2* parte):

En la leccién anterior te familiarizaste con la paribola, en ésta vamos a buscar su
expresién algebraica; empezaremos trazando una pardbola en los ejes cartesianos con
vértice en el origen, foco en el punto F(O , 3) y directtiz y = -3:

Y

f

— Pix.y)

X

A i f 7
T T T b__l | I I LI
“:‘“"/
directriz y =-3
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La definicidn dice que un punto P(x , y) esta en la pardbola si su distancia al foco FO , 3}
es igual a su distancia a la directriz y = -3. En Ia grafica podemos observar que Ia distancia
del punto P a la directriz es y + 3 y la distancia de P al foco F es:

\/(x—0)2+(y-3)2 = \/x-'-’ +(y-3)2

entonces tenemos que:

\ /x2 +(y-3)2 = y+3

y si elevamos al cuadrado los dos lados de la igualdad nos queda: x2 + (y - 3)2=(yv+ 32 vy

desarrollando los binomios tenemos x2 + y2 - 6y + 9 = y2 + 6y + 9, simplificando y

despejando la “y” queda y = (x2)/12 (es una expresién algebraica cuadratica).

Ahora busca la expresion de la parabola con vértice en el origen, foco F(0O | -3) v directriz
y = 3 (la pardbola se abre en este caso hacia abajo).
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directrizy=3

[+)]
T~
i

P(x, v}

Veamos que obtenemos si buscamos la expresién algebraica de una pariabola con vértice
en el origen, foco F(O, ¢) y directriz ¥y = -¢  (si ¢ > 0 la parabola se abre hacia arriba y si
¢ < 0 la pardbola se abre hacia abajo).

De los dos casos anteriores sabemos que la distancia del punto P(x , v) a la directriz es
{y + ¢ | (ponemos el valor absoluto porque la suma puede ser negativa). la distancia del
punto P al foco es:

Jixozry-op =\ ey-cp

y de acuerdo con la definicién de Ja pardabola tenemos:

\/ RHy-c2 = |y+ci ,
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elevando al cuadrado ambos lados de Ja igualdad nos queda x2 + (y - c}2 = (y+cily
desarrollando los binomios tenemos x2 + y2 - 2¢y + c2=y2 + 2¢cy + ¢2; ahora simplificamos

y despejamos la “y™: y = (x2)/(4c).

Ecuacién de Ja parabola con vértice V(0 , 0), foco F(0, ¢) y directrizy =-¢

Si eres observador habras notado que la cantidad que divide a x% es cuatro veces la
distancia del vértice al foco, también podemos decir que es el valor de Jado recto.

Las parabolas que hemos visto se llaman verticales (se abren hacia arriba o hacia abajo).
jPueden haber parabolas horizontales (que se abran a la izquierda o a la derecha)?.
Ejercicios para hacer en clase:
1.- Encuentra Ia ecuacion de las siguientes paribolas:

a) foco F(O, -2) y directriz y =2, b) foco F(Q , 4} y directriz y = ~4.
2*.- ;Cudl sera la ecuacidn de la pardbola con foco F(Z , 0) v directriz x = -27.
Encontramos la ecuacién de la parabola vertical con vértice en el origen y te pedimos que
encontraras la ecuacioén de la pargbola horizontal con vértice en el origen. jCuil seri la
ecuacion de una parabola vertical u horizontal con vértice fuera del origen?; antes de
buscar la ecuacién de estas pardbolas, vamos a ver algo que se llama traslacién de 1os ejes
coordenados:
Observa la siguiente figura en la cual tenemos los ejes coordenados “xy” en los cuales el
punto P tene coordenadas (X, ¥) y otros ejes coordenados X' y* cuyo origen es O el cual

tiene coordenadas (h , k) en los ejes xy; las coordenadas de P respecto a estos nuevos ejes
coordenados son, (x’ , y').
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P, ¥}

L3
x.

o' (h, k)

.

Si observamos primero las “x” veremos que x=x"+h oloqueeslomismo x =x-h
ydelamismamanera y=y +k o y =y-k

Ejercicios para hacer en clase:

1.- Tenemos dos ejes coordenados xy vy x'y'; si las coordenadas de © son (-1, 5).
;Cudles son las coordenadas de P en los ejes xy? si las coordenadas de P en los ejes
X'y’ son:

a)P(3,5), Db)P-2,-4, <PQ1,-6}, dP8,7), FO,-5)

De acuerdo con lo visto anteriormente x=x+h v y =¥ + Kk, por 1o tanto para a)
tentemos x1 =3-1=2 y ¥1=5+5=10 y las coordenadas de Pen xy son (2, 10)

encuentra las coordenadas de los ejercicios b}, ¢}, d} y e)h
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2.- Silas coordenadas de los puntos del ejercicio anterior estan ahora en los ejes xy;
jcuales son las coordenadas de los puntos en los ejes x’y’7. Ahora necesitamos usar
xX'=x-h vy ¥y =y-k Calculalas nuevas coordenadas.

Ahora veremos como la traslacién de los ejes coordenados nos ayuda a simplificar nuestro

analisis:

iRecuerdas las ecuaciones de la circunferencia con centro en el origen y fuera de él7.

Ecuacion de Ia gircuniferencia con centro eh O(0, 0} ¥ radio 1"

x24y2=r2 § x2+yZ-r2=0Q

Ecuacidn de la circunferencia con centro en C(h, k) y radio “r"

-2+ (y-k2=r2 &6 (x-h2+(y-K2-r2=0

La circunferencia que aparece en la figura de abajo tienen en los ejes coordenados x'y’ la
ecuacion x2 + y? =r? [(su centro es O, el origen de los ejes coordenados X’y y sus
coordenadas en xy son (h, k)] . Si usamos las ecuaciones de la traslacién de ejes X’ =x-h
y y =y-k Yy sustituimos x por x-h,y por y -k obtenemos (x-h)Z + (y - k)2 =rZ(la

ecuacion de la circunferencia en los ejes coordenados xy):
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Las coordenadas de la pardbola vertical con vértice en el origen son:

Ecuacion de Ja parabola con vértice V{0, 0), foco F(Q, ¢) y directrizy = -¢
X2

y=
4c

Las coordenadas de la pardbola horizontal con vértice en el origen son:

Ecuacion de la parabola con vértice V(0 , 0), foco F(c, O) y directrizx=-c
y2

¥=
ac
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Veamos la grafica de una pardbola vertical con vértice fuera del origen:

Si ponemos los ejes coordenados X'y’ con su centro O en el vértice de la parabola
tendremos:

Ecuacién de la pardbola ¢on vértice V{0, 0), foco F* (T, ¢} v directriz y' = -¢'
x'2

y' =
4c’
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En esta ecuacién pusimos las coordenadas del vértice, del foco y de Ia directriz en los ejes
X'y, en los ejes normales xy las coordenadas del vértice son (h, k), las mismas que las de
O, las del foco (h, k + ¢’) y las de la directriz y = k - ¢’ y usando la transformacion de
coordenadas Ia ecuacién de la parabola debe quedar:

Ecuacién de fa parabola con vértice V(h , k}, foco Fth, k+¢) y directrizy =k -¢
(x-h)2
y- k=

4

La ecuacion de la pardbola horizontal es:

Ecuacién de la pardbola con vértice Vi(h , X}, foco F(h + ¢, K} y directriz x=k -¢

{y-k2
X-h =

4¢

Ejercicios:

1.- Con los siguientes datos encuentra la ecuacidn de la pardbola:

a) V(3 ,2),F(3, 5) y directriz y = -1; b) V(-2,5),F2,5) y directrizx = -6

c)* F(-4, 6) y directriz y = -4; d)y* B(1, 3} ydirectrizx = 7
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