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Introduccion

Existen conceptos en la {isica que han ido evolucionando a lo largo de la historia
humana. Entre éstos estdn los conceptos de espacio y tiempo. En la Edad Media,
a pesar de ser una etapa mas reciente que la antigua, encontramos una de las
concepciones mds primitivas acerca de la naturaleza del espacio y del tiempo.
Esta concepcién estuvo basada en e] modelo cosmolégico de Ptolomeo; sin duda la
tltima de las contribuciones importantes de la cultura griega antigua, formulada
en el siglo II d.c. Segin éste, la Tierra es el centro del Universo y estd rodeada
de ocho esferas que transportaban a la Luna, al Sol, a las estrellas y a los cinco
planetas conocidos en aquel tiempo; Mercurio, Venus, Marte, Jupiter y Saturno.
La esfera mas externa transportaba a las estrellas fijas, ver figura 1. Ptolomeo no
describfa con claridad que habia después de la wltima esfera. Esta ambigiiedad
la iglesia cristiana no la dejé pasar por alto y propuso que ese gran espacio fuera

ocupado por el paraiso e infierno [Hawking,1988).



Fig. 1: Esq légico segiin Ptol [Hawking, 1988)

En esta concepeién los cambios y evoluciones al igual que el tiempo solo tienen
cabida en la Tierra. Mientras que todo lo demads es fijo. habiendo solo rotacién de
las esferas. Asi, el espacio es infinito e inhomogéneo, pero con un toque divino para
que esta concepcion se adecuara a la ideologia de la iglesia catdlica. Si se querian
cambiar los conceptos de espacio y de tiempo se tenia que luchar contra esta
ideologia cristiana. El afrontarlo estuvo a cargo de Giordano Bruno, Cépernico,
Galileo, Tycho-Brahe. Kepler. entre otros [Brody, 1992]. Ellos fueron construyendo
la cosmovisién bajo la cual Newton formula la teoria de gravitacién y las leyes de
movimiento en su libro Philosophie Naturalis Principia Mathematica publicado en

el ano 1687 d.c.
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E Péxja desarro]]ar las leyes de movimiento Newton parte de una idea diferente

del espacio y tiempo, rompiendo con las concepciones limitativas de la edad Media.

Pafa. Newton el espacio es homogéneo, isétropo e infinito —estas consideraciones

".le traerfan complicaciones en la explicacién de un Universo estdtico en el que
predominara la fuerza gravitacional|Roos, 1994]—. El espacio es independiente de
todos los materiales que estan en él. También el tiempo es infinito e independiente
de la materia por lo que fluye de manera uniforme. Al espacio asi concebido
Newton le nombra “espacio absoluto”. A pesar que la teoria Newtoniana, tanto
la-mecdnica como la gravitacional, tuvo grandes logros — en su tiempo dié la
explicacidn fisica y matematica de las tres leyes de Kepler y en el siglo pasado nos
permif,ié alunizar, entre muchos otros logros fisicos desde que la teoria se di6 a
éonoéer— no ha sido capaz de explicar fenémenos fisicos ni a nivel cosmolégico ni
a nivel microfisico; ejemplo de ellos son la precesién del perihelio de Mercurio y la
estabilidad del 4&tomo respectivamente [Brody, 1992].

“La naturaleza del espacio es propia, sin relacién a cualquier cosa externa, per-
xilaneceré siempre igual e inamovible”. Concepeidn en propias palabras de Newton
acerca del espacio, concepcién compartida tiempo atrds por Descartes. Esta idea

de esﬁacio absoluto trae varias objeciones. Parece ser que los filésofos Leibniz
y Berkeley fueron los primeros en cuestionar la idea de espacio absoluto [Berry,
1976). Sin embargo, vayamos un poco hacia la época renacentista con Copérnico
y Kepler. Ambos astronénomos dan muestra de ser muy cautos en sus declara-
ciones. Muestra de ello es la afirmacién que hace Copérnico al definir un sistema
de referencia como: “ La primer y mds alta de todas las esferas de las estrellas
fijas, la cual estd contenida en si misma y para siempre, y es inamovible”. La
idea de Copérnico es que el universo es el telén de fondo en el que la posicién y
movimiento de todos los cuerpos son comparados. Por otra parte. Kepler da un
punto particularmente interesante acerca del sistema de referencia. Expresa esta
idea de la siguiente forma : * Desde ahora los planetas siguen sus caminos a través

del Universo como pajaros en el aire. Nosotros debemos filosofar acerca de este
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pensamiento diferente”. Esta afirmacién cuestiona, con contundencia, al espacio
vacfo; los planetas posiblemente no podrian describir estas érbitas de manera pre-
cisa por una mera inspeccién del espacio vacio. deben ser guiados y manejados en
su movimiento por cuerpos reales del Universo, llamémosle, el Sol y la esfera de
las estrellas fijas. Esta convicién fué un factor decisivo para descubrir las leyes del
movimiento planetario. Tanto Copérnico como Kepler hacen alusién a la impor-
tancia de las estrellas fijas para describir los movimientos de los cuerpos. Newton
hizé pasar por desapercibida esta linea de pensamiento y optd por retomar la idea
aristételica de espacio.

Llendo mds adelante — con los contemporineos de Newton—, describamos dos
ejemplos en los que los filésofos Leibniz y Berkeley cuestionan el espacio absoluto
de Newton. En los Principia, Newton describe el experimento de una cubeta con
agua en rotacién, dice: * Si enrollamos una cuerda que sostenga una cubeta con
agua, y le permitimos luego desenrollarse, la cubeta empieza a rotar y finalmente
el agua empieza a rotar también, aunque mds lentamente que la cubeta. La su-
perficie de] agua se vuelve céncava como resultado de la rotacién. Por fin, agua
y cubeta llegan a girar al mismo ritmo, por lo que no hay movimiento relativo”.
Entonces, uno podria preguntarse, ;Con respecto a qué esta girando el agua? New-
ton respodié que con respecto al espacio absoluto. Sin embargo, para Leibnitz y
Berkeley el movimiento tiene un significado solamente en relacién con la posicién
de otros objetos en el Universo, sélo el movimiento relativo tiene significado, no
hay movimiento absoluto. El otro es un experimento imaginario. Consideremos
dos cuerpos rotando alrededor de su centro de masas ( por ejemplo, una estrella
binaria). Ahora, supongamos que toda la materia del Universo que rodea a estos
dos cuerpos desaparece jEllos seguiran rotando alrededor de su centro de masas, o
no? Newton respondid que la pregunta puede resolverse si unimos a los dos cuerpos
con un resorte. entonces. si el sistema tiene una rotacién absoluta debe alargarse
— ¢sto en respuesta a la fuerza centrifuga que aparece en un movimiento circular

— y este alargamiento del resorte puede ser observado. Es decir, para Newton,
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en este marco podemos seguir hablando de fuerzas inerciales como la centrifuga
y la de Coriolis. Leibniz y Berkeley estuvieron en desacuerdo. Afirmaron que las
conclusiones obtenidas por Newton se basaban en observaciones empiricas en un
Universo real, donde no hay vacfo sino cuerpos celestes como estrellas, galaxias,
etcétera. Lo ideal seria sacar toda la materia césmica del espacio y ver lo que
sucede realmente. Sin embargo, hacer esto es imposible; por lo que debemos sacar
conclusiones a partir del universo real. As{ que habria que cambiar este espacio
absoluto por el espacio real, donde hay materia.

Ernest Mach sale al paso ‘de estas series de objeciones al concepto del espacio
absoluto diciendo: Las leyes de la inercia surgidas de los enfoques Leibniz-Berkeley
y de Newton deben expresarse de manera que den un resultado equivalente. Tal
vez la motivacién mds grande que tuvo Mach para hacer esta afirmacién fué la
coincidencia numérica que ofrecen los dos enfoques Leibniz-Berkeley y el newto-
niano para medir, de manera experimental, el periodo de rotacién de la Tierra
[Narlikar, 1995]. Vale la pena describirlos en detalle. Al igual que se mide la
velocidad de rotacién del agua con relacién al espacio absoluto podemos disefiar
un experimento para medir la velocidad de rotacién de la Tierra — con respecto
a su eje— respecto de dicho espacio, es decir, a la newtoniana. El disefio del
experimento incluye un péndulo de Foucault. Lo interesante de este péndulo es
que su plano de oscilacién cambia gradualmente de direccién con el tiempo. De
este modo si se pone a oscilar en la direccién norte-sur se encontrara unas horas
mds tarde oscilando en la oeste-este. La tasa exacta de su cambio de direccién
estd determinada por la latitud del lugar de observacién. Esta rotacién del plano
de oscilacién se produce porque la propia Tierra estd rotando respecto al espacio
absoluto, por lo que un sistema de referencia fijo en la Tierra no es un sistema
inercial. Por lo que hay que introducir fuerzas inerciales para describir el giro del
plano de oscilacién del péndulo [Kittel, 1965]. De un analisis mecanico de este
sistema uno llega a la conclusién de que la fuerza de Coriolis es la responsable de

esta rotacion.
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La importancia de este experimento radica en que cualquier persona, que se en-
cuentre en un cuarto cerrado, que ignore la rotacién de la Tierra puede descubrirla
y medirla con la ayuda de este experimento. Esto es, observando el tiempo que
necesita el plano del péndulo para dar una vuelta, Tp, y conociendo la latitud del
lugar, A, dicha persona puede concluir que la Tierra completa da una revolucién

alrededor de su eje en un dia; formalmente:
Tpsin A = 23"56™4¢, (1)

Hay, sin embargo, otro camino para medir el periodo de rotacién de la Tierra
que consiste en observar una estrella lejana. Si suponemos que ésta estd fija en
el cielo, podemos medir la velocidad de rotacién de la Tierra alrededor de su
eje. Naturalmente esta velocidad de rotacién no estd referida al espacio absoluto
de Newton, sino al marco de las estrellas fijas. El resultado notable es que el
periodo de rotacién es idéntico al medido con el método newtoniano; salvo errores
observacionales. Mach se inspira en la coincidencia de este resultado para dar
un principio que afirme una conexién causal entre la masa del Universo y las
propiedades inerciales de un sistema local [Bondi, 1970]. Asi, va mds alld de la
afirmacién de Leibniz-Berkeley sobre la importancia de tomar en cuenta a los
cuerpo celestes, afirmando que la inercia de los cuerpos deben su origen al fondo
de las estrellas lejanas. * j Suprimid el fondo y el cuerpo dejara de tener inercia !".
Este razonamiento se conoce con el nombre del principio de Mach. Esto implica
que la inercia no es una propiedad intrinsica de la materia. sino que se debe al
fondo de las estrellas lejanas.

Hagamos, un breve comentario acerca de la redaccién del principio de Mach.
Con humor el astrofisico, Hubert F.N Goenner, se refiere a las diferentes formu-
laciones que se hacen acerca de él. Segun él la Historia de la Ciencia dice: “Mach
realmente pensé” y la Filésofia de la Ciencia dice: “realmente pensé” o “que
realimente quiso decir o pensé”. Sin querer entrar en discusiones epistemolégicas,
ontdlogicas y etc. nos limitaremos a decir que en su critica a la mecdnica newto-

niana. Mach arribé a las siguientes dos conclusiones:
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i) Solamente el movimiento relativo de un cuerpo con respecto a otros cuerpos
es observable, no hay movimiento con respecto al espacio absoluto (relatividad
cinemdtica del movimiento).

ii) El movimiento inercial de un cuerpo es influenciado por toda la masa del
Universo lejano (relatividad dindmica del movimiento).

Ahora, ;por qué se impone el énfasis en estrellas lejanas?. Bueno, es sabido,
por otra parte, que la inercia de los cuerpos no es afectada — por lo menos en un
grado apreciable de experimentos— por las masas locales como la Tierra o el Sol.
Debe aceptarse, pués, que prepondera la influencia de los cuerpos lejanos debido a
la enorme superioridad en nimero. De hecho. la forma achatada de nuestra galaxia
implica que atin en esa escala, la rotacién es respecto de la materia verdaderamente
distante del Universo.

Inspirado en su principio, Mach intenta reconstruir la mecdnica newtoniana
[Bunge,1983]. Su posicién filoséfica Neopositivista, en parte, se lo impide. Segiin
esta filosofia, las teorias naturales deben partir de observaciones que obtengamos
del mundo; llamando a éstas "observables”. Asi, intenta deducir la dindmica a
partir de la cinemdtica — Newton hizo lo contrario — cosa que nunca logré. Su
postura filoséfica fué culpable de que muriera negando la existencia del d4tomo , ya
que no es observable [Bunge, 1983].

Estas ideas de Mach fueron retomadas por Jordan-Brans-Dicke en el desarrollo
de su teorfa escalar tensorial de gravitacién relativista. La inclusién del principio
de Mach en esta teoria conlleva una variacién de la constante de gravitaciéon, G,
en el tiempo. Esta variacién es inducida por el acoplamiento no minimo de un
campo escalar a la curvatura. Un campo escalar. que segin el principio de Mach,
es determinado por la distribucién de la materia del Universo. Es pertinente men-
cionar el contexto en que se desarrolla la teoria [JBD). Esta es cl de las teorias
escalares-tensoriales.

Cuando se da a conocer la Teoria de Relatividad General de Einstein la con-

frontacién de sus predicciones con los test experimentales se dan en el terreno de
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campos gravitacionales débiles (weak-field) 6 Sistema Solar. Un hecho sorpren-
dente es que Einstein en la formulacién de su teoria de Relatividad General no fué
motivado por la explicacién de los test experimentales. Einstein solo pensé en pre-
sentar una teoria estética que incorporaréi el Principio de Equivalencia. A pesar de
ésto, sus predicciones tuvieron éxito al ser comparados con los test experimentales.
Estos test cldsicos son: el corrimiento del perihelio de Mercurio, la deflexién de la
luz por el Sol y el corrimiento gravitacional de la luz hacia el rojo.

El 26 de septiembre de 1960, Thomas Mattheus y Allan Sandage localizaron
una fuente de radio (3C48) cuyo flujo de energia es del orden de 10%7ergs/seg. Esto
hacia pensar que la fuente erd un cimulo de galaxias, sin embargo, provenian de
una regién compacta. Ademads de ésto se presenta una variabilidad en luminosidad
que se dd en escala de tiempos del orden 15 minutos. Objetos de este tipo fueron
nombrados como cuasares. Subsecuentes descubrimientos de pulsares, estrellas de
neutrones y posibles identificaciones de hoyos negros abrieron las puertas para
entrar al régimen de campos fuertes (Strong-field). La pregunta a plantearse es:
ies la Relatividad General la teoria correcta de gravitacién para la investigacion
de este nuevo régimen?. La respuesta abre el campo de la confrontacién de la
teoria frente a nuevos test experimentales, asi, como teorias nuevas, que intentan
explicarlas. La tabla 1 presenta una crondlogia de teorias y experimentos de gran
relevancia durante el periédo de 1960-1980.

Sin embargo, no hay que olvidar que, con el desarrollo tecnolégico, el Sistema
Solar se vuelve arena de test de alta precisién que reafirman las prediciones de la
Relatividad General; ejemplos de experimentos de alta precisién son los realiza-
dos por Pound-Rebka(1960) los cuales verifican el principio de equivalencia y el

corrimiento al rojo gravitacional.
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En las nuevas teorfas. alternativas a la Relatividad General, la gravedad es
mediada por un tensor de campo g y n-campos escalares—teorfas tensor-multi—
escalares—. Estas teorfas son de utilidad para elucidar diferencias y similitudes
entre ellas y la Relatividad General, asi como también, comparar sus predicciones
con resultados experimentales. De esta manera sabremos que tests estdn a favor
de la Relatividad General. Sin embargo. tales comparaciones entre predicciones
y resultados experimentales deben hacerse de una manera sistemética. Para esto,
Dicke aconseja dos pasos esenciales: el primero es el test del principio de equi-
valencia. Este experimento verifica con precisién que la materia se acopla con la
gravedad solo através de la métrica. gi. Esto es, si la gravitacién es un fenémeno
que se manifiesta a través de un espacio-tiempo curvado debe describirse con una
teorfa métrica de gravitacién. La teoria de Relatividad General y la teoria de
Brans-Dicke son ejemplos de teorias métricas de gravitacién. En general las teorias
escalares tensoriales de gravitacién satisfacen el test del principio de equivalencia
|Thibault and Gilles,1992). El segundo paso es comparar estas teorias métricas con
el experimento. Esto llega hacer particularmente simple cuando se toma el limite
de campos débiles. Este limite é aproximacion, conocida Parametrizacién Post-
Newtoniano abarca todos los test del Sistema Solar que puedan ser formulados en
un futuro inmediato. Cada teoria métrica gravitatoria tiene valores particulares
_para los pardmetros en el formalismo PPN [Eddington.1922).[Schiff,1960], [Baier-
lein, 1967},[Nordtvedt,1968b). [Will.1971]. [Will and Nordtvedt,1972], [Will,1973}.
El PPN es ideal para situar y analizar experimentos gravitacionales en el Sistema
Solar y de aquf medir los pardmetros para delinear cuales teorias métricas son
correctas. Otra aportacién de este formalismo es descubrir y analizar nuevos test
de teorfas de gravitacion |[Nordtvedt,1968a). [Will,1971]). Esto es, el formalismo
PPN llega hacer una teoria estandar para analizar experimentos del Sistema Solar,
descubrir nuevos tests ¥ estudiar teorias métricas alternativas de gravitacién.

Una de las conclusiones centrales de este formalismo es que la teoria de Rela-

tividad General ha pasado satisfactoriamente todos los tests experimentales en el
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régimen del Sistema Solar.

Sin embargo, el formalismo PPN no es adecuado para la discusién de radiacién
gravitacional o sistemas con objetos compactos como pulsares binarios. Es decir,
no es valido en regfmenes de campos fuertes. Este es el tiempo de preguntarse:
i Existen teorias alternativas a la Relatividad General los cuales cumplen satisfac-
toriamente los tests del Sistema Solar pero, difieran apreciablemente de la Rela-
tividad General en el régimen de campos fuertes?. La respuesta a esta pregunta la
ilustraremos con un ejemplo. Eardley— [Eardley,1975]— apunté que la energia de
radiacién gravitacional perdida del sistema binario (dos estrellas de neutrones auto-
gravitantes) es dominada, en la teoria Jordan-Fierz-Brans-Dicke, por un término
dipolar radiativo el cual esta ausente en la teorfa de Einstein. Sin embargo, el
contraste desaparece en regimenes de campos débiles. Esto e¢s, la teoria de Jordan-
Fierz-Brans-Dicke contiene s6lamente un parametro w, y todas sus predicciones
difieren de la Relatividad General por un factor 1/w. Datos del radar Vikingo
a Marte [Reasenberg.1979] muestran que w > 500 —w > 3000 segiin datos ob-
servacionales actuales [Will (comunicacion privada)]—. Asi que la respuesta es
afirmativa. Las teorias escalares tensoriales son teorias alternativas de gravitacidn
que pueden coincidir con la Relatividad General en el limite de campos débiles
pero, difieren en sus predicciones en ¢l régimen de campos fuertes o variaciones de
campo altas [Thibault and Gilles,1992].

Es dificil parametrizar este régimen de campos fuertes. Sin embargo, el des-
cubrimiento de un pulsar binario [Hulse and Taylor,1975) ha dado una opurtunidad
de abrir un laboratorio de gravitacién relativista en donde los campos fuertes entran
en juego. De esta manera se abre la posibilidad de encontrar una parametrizacién
extraida del pulsar binario. Este formalismo se le nombra PPK (Parametrizacién
Post-Kepleriana) [Damour, 1988). [Damour and Taylor, 1992].

Es importante senalar que el tests experimental del decaimiento del periodo
orbital del pulsar binario ha sido medido [Taylor, et. al..1979]. El resultado es

satisfactorio con la prediccién de la Relatividad General. Pero existe una discre-
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“pancia con las predicciones de las teorias escalares tensoriales alternativas; las

N cuales coinciden con la Relatividad General en el régimen de campo débil.

; En resu'men, podemos decir que las teorias escalares tensoriales, como la de

: 1 JBD, son teorias alternativas de gravitacién; son de gran utilidad en la comparacién
y contrastes de sus predicciones con la Relatividad General en ambos campos
débiles y fuertes. Ademds sugieren nuevos tests para la Relatividad General.

Con estas convicciones acerca de las teorfas escalares tensoriales se decidio
trabajar con la teoria escalar-tensorial de JBD. El modelo cosmolégico propuesto
para esta teorfa es el de Bianchi VIII. Este modelo ha sido trabajado ya en la teoria
de Relatividad General [Barrow and Gaspar,2001][Halpern,1985]). Sin embargo,
este modelo no la sido trabajado lo suficiente en la teoria JBD por lo que motiva
a hacerlo.

En otra parte, el Universo hasta ahora observado por el sitelite COBE [Ben-

nett. et al,1996) es homogéneo e isétropo. Los modelos Bianchi(s), trabajados

tanto en la teorfa de Relatividad General como en la teoria JBD [Cervantes-
Cota y Nahmad,2000] pueden explicar la isotropia del Universo aunque estos sean
anisétropos. Esto es, la isotropia del Universo puede explicarse a partir de modelos
tedricos anisétropos. De aqui que muchos autores han considerado a los modelos
Bianchi(s) como casos generales que comprenden a los modelos de Friedmann-
Robertson-Walker. De aqui la motivacién para trabajar el modelo Bianchi VIII en

la teoria de JBD.
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Afio

1960

1962

1964

1966

1968

1970

1972

1974

1976

1978

Experimento o evento observacional

Hughes-Drever. Experimentos: Masa-anisotropia

Pound-Rebka. E: i o del corri

al rojo gravitacional

Descubrimiento de fuentes de rayos-x no solares

Experimento de EOLvds

P J-Snider. Experi :corrimi al rojo

Descubrimi de la radiacién de fondo

Reporte de la deteccién de la oblatancia solar

Descubrimientos de pulsares
Lanzamientos de los Mariners 6 » 7
CygXI: Candidato a hoyo negro

Los Mariners 6 y 7 miden la dilatacién del tiempo

Experimento de E6tU6S en Méscu

Descubrimiento del Pulsar binario

Medicién del corrimiento al rojo

en un cohete

Resultados de la dilatacién del tiempo

por los Mariners 6 3 7

Medicién del decrecimiento orbital del pulsar

binario SS 433

Evento tedrico
Articulo de Penrose

{Spinors Gyroscape precession)

Teorfa deBrans-Dicke
Férmula de la pérdida de masa

por Bondi

Dilatacién del tiempo (Shapiro)

Teoremas particulares
de Ia Relatividad General
Produccién de elementos

en el Big-bang

Principios del formalismo PPN
Refinacién del formalismo PPN
Incremento en el drea de

hoyos negro en Relatividad General

Evaporacién cudntica
de un hoyo negro
radiacién dipolar gravitacional

una teorfa gravitacional alternativa

Tabla 1: Cronologia de esperimentos y teorfas entre 1960 y 1980.



13

Capitulo 1

La Teoria de JBD

1.1 Principios de Relatividad General

Para construir una teorfa gravitacional que salvard las inconsistencias presentadas
en la newtoniana habrfa que cambiar los conceptos acerca del espacio y del tiempo.
Asi, Einstein fé6rmula la teoria de Relatividad General dada a conocer en 1915. La
idea esencial en este trabajo es la correlacién cxistente entre el espacio-tiempo
— la manera correcta de describir un evento es con tres coordenadas espaciales
y una temporal, de ahf el uso del nuevo concepto espacio-tiempo en la teoria
de Rélatividad Especial de Einstein publicada en 1905— y la materia en ella;
en Relatividad General estas dos cosas se encuentran conectadas. Cada cuerpo
modifica la geometria del espacio-tiempo y cada cuerpo. por otro lado, se ve afec-
tado en su movimiento por las modificaciones del espacio-tiempo que inducen los
demds cuerpos del Universo. Einstein dice: * La gravedad no es una fuerza fisica
transmitida a través del espacio y del tiempo. Es una manifestacién de la cur-
vatura del espacio-tiempo™[Taylor et. al.. 1992]. Entendamos esta idea. Una de
las propiedades fundamentales en la geometria euclideana es que la distancia mds
corta entre dos puntos es una linea recta. Suponiendo que el camino de luz es una
linea recta entonces éste describe el camino mas corto en un espacio euclideano.

Sin embargo. jseguiréd siendo una linea recta en un espacio en el que esté presente
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la materia, es decir, en nuestro universo? La respuesta es no. El camino de luz
de las estrellas se curva o deflecta al pasar cerca del Sol, ver la Figura 1.1. Por
lo que las geodésicas ( término que se usa para describir el camino més corto en
las geometrias euclideanas y no euclideanas ) no son lineas rectas en el sentido
euclideano, entonces la geometria euclideana no puede describir el espacio (6 el
espacio-tiempo).

Veamos cudles son las caracteristicas, o rasgos generales, de las geometrias no-
cuclideanas. Por ejemplo, la superficie de una esfera, considerada como un espacio
bidimensional, obedece a una geometria no-euclideana; por geodésicas (o lineas
mds cortas ) utilizamos arcos de circulos mdximos, ver la Figura 1.2.

En la esfera no pueden trazarse geodésicas paralelas, ya que cada par de arcos de
cfrculos maximos se interceptan dos veces. En el espacio euclideano dos geodésicas
paralelas nunca se interceptan, o bien, se interceptan en el infinito. Una conse-
cuencia de los postulados de la geometria euclideana es que la suma de los angulos
infcriores de un tridngulo es 180°; en la superficie de una esfera. la suma es mayor a
180"-not.ese en la Figura 1.3-; ademds que no sc sostiene el Teorema de Pitdgoras
[Roos, 1994). En esta geometria entonces no tenemos geodésicas paralelas. Esta
superficie esférica se caracteriza por tener una curvatura positiva.

Otro ejemplo, es la geometria hiperbdlica estudiada por Gauss, Lobachevski
y Bolyai. En estas se encuentran infinitas geodésicas paralelas y la suma de los
dngulos de un tridangulo es menor a 180° Piénsese en una superficie llamada
comunmente silla de montar-ver Figura 1.4—. La curvatura en ésta es negativa.

Recordemos que la superficie de curvatura cero es plana, es decir, euclideana.
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ESTRELLA

LUZ DE LA ESTRELLA

TIERRA

Fig. 1.1 : El haz de Juz es deflectado al pasar junto a un cuerpo masivo como el Sol.{Hawking, 1988).

El que la luz se curve hacia el Sol es un indicio de que la geometria del espacio-
tiempo estd determinada por la distribucién de toda la materia del Universo. El
determinar la curvatura—en R?, que es nuestro espacio de eventos— de nuestro
Universo se presenta como uno de los problemas fundamentales de la cosmologia.

Habiamos mencionado que Einstein le d4 un enfoque geométrico a las fuerzas.
Esto es, podemos describir el movimiento de un cuerpo sin referirnos a ellas, solo
basta con conocer la geometria del espacio—la cual est4 determinada por la materia
en ella-. Para entender esto Taylor y Wheeler ofrecen un cjemplo grafico de dos

viajeros-ver Ja Figura 1.5— confinados en la superficie de una esfera [Taylor et.

POSICION APARENTE OE LA ESTRELLA
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CIRCULO MAXIMO

Fig. 1.2: Las geodésicas en la superficie esférica son arcos de circulo [Hawking, 1988].

al.,1992}. Un viajero, A, se encuentra en el ccuador. Lo acompaiia una amiga que
se encuentra a 20 km. de él-tal vez estén enojados—, a lo largo del ecuador. Ambos
viajeros parten simultanedmente hacia el norte. Después de un tiempo ambos han
recorrido 200 km. Pero ahora la separacién entre ellos es menor que 20 km. —
19.990 km. para ser exactos—. Nosotros los espectadores sabemos perfectamente
el por qué: la superficie del globo es curvada. Si ellos continian caminando hacia
el norte se encontrardn, finalmente, en el polo norte. Por el otro lado, ellos des-
cubrirdn que, después de poco tiempo de haber partido, estan acercdndose uno
al otro. Ademds. se aproximan a un ritmo cada vez mds acclerados. Podrian
atribuir esta aceleracion a alguna fuerza de atraccién mutua. Si descubrieran que
su espacio es no-cuclideano. bien podrian decir como nosotros los espectadores,
que la aceleracién tiene un origen puramente geométrico. De igual modo. Einstein
atribuye la gravedad a la geometria del espacio-tiempo. Asi, podemos decir que la

gravitacién es una manifestacion de la desviacién de las propiedades del verdadero
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Fig. 1.3: Los angulos interiores de un trigngulo en una superficie esférica suman mas de 180°. [Roos, 1994]

Fig. l.4: La suma de los dngulos interjores de un tridngulo, en una superficic hiperbdlica, es menor a 180°, {Roos,

. 1904).

espacio-tiempo de las de su andlogo euclideano.
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_—19.990 kilometers

200 kilometers

20 kilometers

Fig. 1.5 El cardcter geométrico de Jas fuerzas es ilustrada por Jos viajeros A y B. [Taylor et. al. 1992).

En Io"esencia.l, las ecuaciones de la Relatividad General producen la geometria
del espacio— tiempo en cualquier punto si damos una informacién de entrada acerca
de la distribucién de masa ( tensor de energia-momento) presente por doquier. Al
conocer la geometria del espacio—- tiempo, es posible calcular la trayectoria de una
particula (geodésica en el espacio-tiempo curvo). predecir el camino de un rayo de
luz, etc.

Sin embargo, la idea que hemos presentado entre la geometria del espacio-
tiempo y la distribucién de masa en élla como una interrelacién del tipo accién
y reaccién, no basta para formular las ecuaciones de Relatividad General. -
Einstein complementd esta idea con otras dos no menos importantes [Eintein,

1915]. Primero, mencionemos el Principio de Equivalencia. Supongamos que en
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una regién del espacio-tiempo actia un campo gravitacional de magnitud g ( es
decir, la fuerza gravitatoria en una particula de masa m es mg ). Tal regién puede
ser la vecindad de un punto en la superficie de 1a Tierra. Entonces, si la gravedad
es la tinica fuerza resultante, todos los cuerpos en la regién localmente caen con la
misma aceleracién @ = § (como md = mg). Sin embargo, podemos cambiarnos a
un sistema {’ con aceleracién § de tal forma que en este nuevo sistema desaparez-
can los efectos gravitatorios (exceptuando la fuerza de marea); cualquier cuerpo en
cste sistema puede sentir una fuerza que no tenga un origen gravitacional, llamé-
mosle f;,g. Demostremos esto formalmente. En nuestro sistema original f, la ley
de Newton dice:

ma =mg+ fng 2)
en f’, la aceleracién es @ = @ — g, tomando en consideracién que siguen actuvando
las mismas fuerzas en nuestro cuerpo de masa m, tenemos que en f' se cumple la
siguiente relacién :

m(@ + §) = mg + fng (3)
esto es

ma = fng (4)

Sorprendentemente hemos eliminado la fuerza gravitacional.
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Podemos pensar que f’ es un elevador en caida libre en el campo gravitacional

- terrestre. Un observador que se encuentra dentro de este ascensor es un observador
localmente inercial. Esto porque en el marco de referencia del ascensor que cae, por
ejemplo, el camino de una particula libre traza una linea recta, y una pelota soltada
en tal ascensor no acelerard con respecto a él, sino que permanecera suspendida.
Asf podemos inferir que localmente son equivalentes las fuerzas inerciales y las
fuerzas gravitacionales. Esto implica lo siguiente : Si un laboratorio pequefio —
podriamos preguntarnos qué tan pequeiio, bueno, lo necesario para que el campo
gravitacional sea satisfactoriamente constante dentro del laboratorio)—- cae libre-
mente en un campo gravitacional, los fenémenos mecdnicos son los mismos que los
observados en un sistema inercial newtoniano en ausencia de un campo gravita-
cional. Einstein generalizé esta conclusién , reemplazando fenémenos mecdnicos
por las leyes de la fisica; el argumento resultante se le nombra Principio de Equi-
valencia. Por iiltimo, en esta idea, se propone que laboratorio sea pequeiio porque
el campo gravitacional solamente es constante localmente. Esto es, la direccién del

“campo gravitacional varfa de punto a punto; la magnitud lo hace también porque

.depende de la altura al centro de la tierra. Esta situacion de inhomogeneidad del

campo gravitacional se ilustra en la figura 1.6.

Un interesante ejemplo que demuestra la inhomogeneidad del campo gravita-

cional terrestre es dada por una gota de agua que cae libremente hacia la tierra
(figura 1.7). Ya que la fuerza gravitacional se incrementa en la direccién de la
cafda, las particulas en el frente de la esfera caen mds rdpido que las de la parte

" trasera. Al mismo tiempo la seccién lateral de la esfera se contrae debido al efecto
de marea. Esta es debida a la fuerza que actiia entre dos cuerpos que caen libre-
mente hacia la tierra —para entender este efecto recuérdese la experiencia de los
viajeros en la superficie de la esfera—.

La segunda idea interesante es la siguiente : En una revisién de la Relatividad

Especial, Einstein propuso la extension de los principios de la relatividad. Asf, el

principio general de covarianza es una extensién del postulado de simetria a partir
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el campo gravitacional es inhomogéneo. [Berry, 1976).

de la relatividad especial para incluir a todos los observadores cualesquiera que sean
sus movimientos. Es decir, se afirma que las leyes de la fisica, si sc las plantea de la
manera adecuada, son de la misma forma matemdtica para todos los observadores
inerciales o no. Einstein lo expresé de este modo: Las leyes de la naturaleza
han de ser expresadas por ecuaciones que se sostengan para todos los sistemas de
coordenadas. es decir, que sean covariantes con respecto a cualquier sustitucién.
Matemdticamente esto se puede describir solamente en forma tensorial.

Por ltimo a Einstein le impresioné el Principio de Mach el cual se puede
resumir: La inercia en un cuerpo es la manifestacién local del Universo; si aqui hay
inercia alld hay materia. Tal vez esta idea esté muy conectada con la interrelacién
de la geometria del espacio-tiempo y la materia contenida en ella. Podemos decir
que las geodésicas son la manifestacién de la materia del Universo.

Las ideas anteriormente descritas fueron las que Einstein tomé para formular

las ecuaciones de la Relatividad General. Estas ideas se resumen en las ecuaciones

Fig. 1.6 : Se muestra Ia inhomogeneidad del campo gravitacional. Se pueden tener varios puntos en donde la aceleracion

sea constante; estos forman los llamados equipotenciales. Sin embargo, la direccién de la aceleracién es diferente por lo que
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‘gravitacional. Dos cuerpos en calda tibre tienden a traerse por una fuerza F. [Roos, 1994)

" de campo:
—87G

1
Rix = 5Rgie = ———Ti (5)

donde Ry es el tensor de Einstein-Ricci, Tj, es el tensor de energia—momentum de
la materia, gi. es el tensor métrico y R es la curvatura Riemanniana.
Matemadticamente estas ecuaciones se obtienen a partir del principio de minima
accién. Como es sabido, el principio de minima accién afirma que para cada
sistema mecdnico existe una cierta integral S, llamada la accién. que toma su valor
minimo para el movimiento real, de forma que su variacién éS = 0. En rigor, no
necesariamente debe ser un minimo sino tan sélo un valor extremo (Landau, 1981)

tomando en cuenta este principio escribimos:
§(Sm+8,)=0 (6)

Donde S, y S son las acciones del campo gravitatorio y de la materia respecti-

vamente. Esto es: La variacién de 65, es

Fig. 1.7: Efeéto ‘de marea en unn gota de agua en caida libre. Este se presenta debido a la inhomogeneidad del campo
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e ,5/3\/‘ —949 = m/ (Rix = 59x)69" /= gdQ (7
Por otro lado, la variacién de la accién correspondiente a la materia se escribe

como

-1 "
85n =5 / Tibg*/=gdS2 ®)

El principio de minima accién——ecuacién (6)— nos conduce

/(Rik - %gikR - %QT.%) [Jgik\/:ﬁdﬂ] =0 (9)
k La arbitrariedad de la cantidad entre corchetes implica que el integrando sea

: gero.k pero esto es la ecuacién (5).
Asf pués, el lenguaje de la Relatividad General es una geometria diferencial no-
: _euclideana y sus elemetos esenciales son el Principio General de la relatividad (o
: ‘I dé coVérianza), el Principio de Equivalencia, el Principio de Mach ( adin por verse
j mds adelante), y un principio de correspondencia que especifica que Ja teoria ha

de reducirse a la newtoniana en cierto limite.

1.2 Soluciones cosmologicas en la teoria de

Realtividad General

La respuesta a la pregunta de si el espacio-tiempo es finito o infinito depende de
la cantidad de materia que haya en el Universo. Si hay mds materia que un cierto
minimo entonces el Universo es cerrado, si hay menos. entonces el Universo es
abierto [Coles and Lucchin. 1996). Hagamos una explicacién descriptiva acerca de
esto. Establezcamos que nuestro espacio — tiempo cumple el principio cosmolégico
(homogeneidad e isotropia) por lo que la geometria resultante es determinada por

la métrica de Robertson — Walker [Bazin, 1975), ésta es:

ds? = di* - a*(t) [(1 = kr?)7dr? + r2d?] (10)
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con k =1,0,~1 para el espacio de curvatura positiva, nula o negativa, respectiva-
mente.
Por otra parte, a groso modo idealizamos a la materia del Universo como un

flufdo perfecto; uno puede considerar a las galaxias como “moléculas de un gas™ que

no colisionan, es decir, las galaxias solo interacionan entre ellas gravitacionalmente
[Heidmann, 1980]. Asi que consideramos el modelo de materia descrito por el

tensor de energia-momento:
T* = (p+ P)U'U* + Pg* (10a)

Aun en la época temprana del universo, cuando era muy condensado en el
que solo habria cavida para los fotones, estos iltimos tienen un comportamiento

andlogo a un fluido perfecto. La ecuacidn de estado para este fluido es:

P=ap (11)
Coll . .8 x
0, materia baridnica;
a =4 1/3, radiacidn; (12)

-1, Cte. cosmolégica
Con estas consideraciones acerca del espacio-tiempo y la materia contenida en
ella al introducirlas en las ecuaciones de campo de la Relatividad General de Ein-
stein, ecuacién (5). se obtiene el modelo cosmolégico de Friedmann. El resultado
que se llega en este modelo se puede resumir con las dos ccuaciones resultantes:
. e 2
a a*+k”  -8rG
2; +—— = ——P (13)
a*+ke® _ 8aG (14)
a? 3

Estas ecuaciones se complementan con la ecuacién de conservacién de energfa-

momentum:
F=0 (14a)
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‘que paréyél 'cééb'del tensor descrito en la ecuacién (10a) y con la métrica—ecuacién
10—, se obtiene: - '
S d(pa®) = —3§a2da (15)

reescribiendo la ecuacién (14) de la siguiente forma:

ke? = H2a2(Q - 1), (16)

donde k es la curvatura del espacio, Hp la constante de Hubble actual, ag es el
factor de escala césmica en el presente y el pardmetro de densidad
Po
Qo = —; 17
N an
donde py es la densidad del Universo estimada en la época actual y p, es la densidad

critica que es:
_ 33
Pe=grc

Veamos como este pardmetro de densidad determina la evolucién del Universo.

(18)

Para esto, analicemos los casos para los diferentes valores de 5. Si 5 = 1 tenemos
k = 0, un Universo “plano™. Si Q5 > 1 entonces i es positiva (universo cerrado);
Si 0 < Qg < 1 entonces k es negativa (universo abierto). Esto es, refiriéndonos a
la topologia de las hipersuperficies espaciales a t = contante.

Un caso particular de la ecuacién de estado es:
a=0 (19) ;

Si consideramos a las galaxias como constituyentes esenciales del universo estamos
pensando que éstas tienen una energia cinética despreciable por lo que P = 0. Las
ecuaciones de Eintein’s se reducen a las siguientes:

i a4+ ke?
2= o ——
a

=0 (20)

a?+ ke SaG
gtke _SiC) (21)

a?

3
d(pa’) = 0 (22)
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La ecuacién’(22) indica que la cantidad de materia encerrada en cada elemento de
volumen es invariante en el trancurso de la expansién.
Reescribiendo la ecuacién de primer orden, tenemos:

] 887G

=32 poag® — k&? (23)

La solucién, para el caso de k = 0, es la siguiente:

a=aqay (-t%) e (24)

En esta solucién se encuentra que la edad del universo es:

2

to= I, (25)

1.2.0.a Solucién para un Universo cerrado

Ahora veamos la solucién para un universo cerrado(k = 1). Las ecuaciones a

resolver son las siguientes:

i  a*+c?
f)_ —_—
203 0 (26)
a®+c® _ 87G poal
a2 = 3 a3

Para resolver estas ecuaciones recordemos las definiciones de las cantidades q(t) y

(27)

H(t), éstas son:
i 2 a
~ = —q(t)[H()}. H(t)=-
S = —q)[H (1) =12
los valores presentes de estas cantidades se escriben gy y Hy. Con estas defini-
ciones — el pardmetro g(t) describe la variacién de la pendiente de la linea del
diagrama de Hubble — las ecuaciones toman las suguiente forma cuando son apli-

cadas a la presente época:

Lo _ 2
aF = (200 = 1)Ho (28)
3 2. &\ _ 3H?q ,
P =526 (Ho aoz) 4zG (29)
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“De'la relacién Qp = 2gg se debe cumplir, para que el lado izquierdo de la ecuacidén

o (28) sea positiva, que go > 1/2 y Qo > 1. Eliminando ap y po de la ecuacién (27)

- escribimos:

2 29
a=c (a 1) (30)
con
2go c (31)

T Rau-107H
Separando variables la ecuacién (30) se expresa como:

i a'*da
ct = f(a_ 7 (32)
haciendo la sustitucién
a= asinz-c;2 = %a(l — c0sO) (33)
integrando (32) obtenemos:
ct = /asin"‘%d@ = %a(@ — sin®) (34)

_ Cyzrllculmnos la integral con los limites: a =0 en ¢ = 0(® = 0). Con la condicién

de que t = tg y a = ap se tiene cuando © = @y encontramos la edad del Universo

con la siguiente expresic’m:
0= ) o eO S“l@o 35

De las relaciones:

(2g0 — 1)¥/2
Jo

1—qo

c0sQq = §in@p =

reescribamos la ecuacién (35) de la siguiente forma:
%o - 'Jo)) (290 — 1)'/2} 1
tg = 555 |cos - —_ 36
0 (290 — 1)3/2 [ ( do qo Hy (36)

Considerando el caso de g = 1 obtenemos:

T 1 2 =
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De ]a ecuaclén (33) notamos que el valor médximo de a es @ = 0. La otra

condlclc'm para que a =0 es con © = 27, esto ocurre cuando

5
wo 27 qo c (35)

t=4=— (2q0—1)3/'-’Ho

Para gp = 1 tenemos un tiempo de vida para la expansidn de
= =2nT (39)
él ticx_npo estimado para To es del orden de 9 a 18 billones se afios.
1.2. 0 b Solucxéu para un Universo abierto

: Lns ecuacxones a resolver para un universo abierto (k=-1) son las siguientes:

=0 (40)

(41)

Aphcando las deﬁmcxones en la época presente en las ecuaciones anterjores obte-

nemos los 51gu1entes 1esu]tados

¢ 2
aF = Ho™(1 - 2q0) (42)
_ 3Hiq
Po= -7 . (43)

La ecuacién (42) nos recuerda las restricciones:

0<Q <1, 0<qg=<

[T

En lugar de la ecuacién (30) obtenemos:

2o (1
4" =c (a 1) (44)
con
2 c

(1 = 2g0)32 Hy
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 ,/ “ La ébl\icién de la'ecuacién (44), parametrizada por un dngulo ¥, es la siguiente—con
_v‘-‘t_=:0 én a = 0-: '

' 1 1
a= E'n(cosh\ll —1), ct = §n(smh‘1‘ —-¢) (46)

Los valores presentes para ¥ se encuentran por

1 — 2gg)1/2

cosh¥o =228 sinhw, = & (47)
Qo qo
En este modelo la edad del Universo es:
to = 2L (sinh¥q — o) (48)
2c

en términos de gp es:

0 (1 — 2g0)1/2 _1(1—00)] 1 2
tg= — cosh —_—) > 49
T (1 ="2q0) [ qo ° 9o Hy ™ 3Hp (49)

Las soluciones encontradas en estos modelos se ilustran en la figura 1.8.
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a(t) Q<

Q>1

1ol

-Fig. 1.8: Gréfica del pardmetro de i6n como funcién det tiempo. Universos obtenidos del modelo ¢ g

de Friedmann. ) < 1 espacio abierto, Q = 1 espacio euclideanc v £2 > 1 espacio cerrado. {Coles and Lucchin, 1996).

1.2.1 El principio de Mach en la teoria Jordan-Brans-Dicke.

Al Principio de Mach Einstein lo nombré la relatividad de la inercia: las propiedades
de la inercia de un cuerpo se siguen de la interaccién gravitacional con todos los
otros cuerpos. La inclusién del Principio de Mach en la teoria de Relatividad Gen-

eral de Einstein es poco clara. Einstein quedé convencido de este principio y. en
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‘aquel entonces, se crefa que el Principio de Mach estaba incorporado en la Teoria
de la Relatividad General cuando Einstein postula - como ya lo hemos indicado-
que la materia determina la geometria del espacio-tiempo. De manera formal esta
dependencia reciproca se expresa por la ecuaciones de Einstein.

Sin embargo, al resolver estas ecuaciones, para ciertas condiciones, se encuen-
tran soluciones que implica la existencia de fuerzas inerciales en un Universo per-
fectamente vacio, lo cual contradice el Principio de Mach. Otra contrariedad es
que se han encontrado soluciones en el que existen universos rotantes. Descri-
bamos esta contrariedad. Un universo cerrado en rotacién contradice el principio
de Mach. Pero ;qué es un universo en rotacién? En el contexto de la fisica newto-
niana, un Universo rotando es uno donde exite una rotacién neta de su contenido
con respecto al espacio absoluto. Por lo tanto, es claro que un modelo de uni-
verso rotando no es Machiano porque la rotacién toma una referencia y ésta es el
espacio absoluto en lugar de que sea con respecto a la materia. De esta manera,
la coneccién de un universo Machiano y no rotacional es fundamental. De aqui
se desprende la idea de construir una teoria de gravitacién relativista en el que
se incluya el principio de Mach. Entre las teorias de gravitacién relativista que
intentaron lo anterior se encuentra la de Jordan-Brans-Dicke-, la cual trataremos
en detalle en este trabajo. El punto de partida en la construccién de ésta teorfa
[IJBD)] es el principio de Mach: lo que conlleva la variacién de la constante de gra-
vitacién, G, en el espacio-tiempo. Recordemos que Einstein considera, en la teoria
de Relatividad General a ésta como una constante fundamental.

El concepto de una, G, variable en cl espacio-tiempo tiene una historia intere-
sante que vale la pena mencionar. La idea de considerar a G variable fue inspirada
por Dirac [Davies, 1990]. El desarrollé un trabajo basado en mimeros adimen-
sionales construidos a partir de cantidades fisicas fundamentales en la microfisica
y cosmologia; encontrando coincidencias numéricas en éstas. Lo trascendental de
este trabajo, como veremos adelante. son las implicaciones que conilevan cstas

coincidencias. Las expresiones naturales de estas cantidades nimericas son encon-
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tradas en términos de razones adimensionales.
Supongamos que comparamos la fuerza electrostitica entre un electrén y un

protén con su fuerza gravitatoria: las fuerzas correspondientes son:

2
F.= %;FG - Gm:m,, (50)

72
Aqui la carga del protén es +e y la del electrén —e, mientras que sus masas
respectivas son m, y m.. Larazon entre estas fuerzas se puede calcular con facilidad
conociendo e, m,, m, y G. Obtenemos:

2
?«% = 577':—;"— ~0.23 x 10%. (51)
plle
Consideremos ahora la relacién entre el radio del universo (R) y el radio del
electrén (r), aunque estrictamente hablando tengan en realidad nombres inade-
cuados.  Esto es, R es la distancia visible del universo para la cual se perciben
los cambios significativos en la estructura del universo. En lo que concierne al

electrén, éste no es una esfera rigida de radio definido, pero la distancia:

Te= —— (52)

mec?

representa una dimensién caracteristica de las propiedades electromagnéticas y
dindmicas del electrén. por lo que se designa frecuentemente como radio de éste.

Encontramos
R m.®
re Hge?

donde Hp es la constante de Hubble y ¢ la velocidad de la luz en el vacio. Al

=~ 3.7 x 10" (53)

comparar éstas dos razones adimensionales observamos ., como lo hizo Dirac, una
coincidencia numérica — esta coincidencia numérica se da también al calcular la
rafz cuadrada de el mimero de particulas en el universo—. La pregunta obvia de
hacer es céomo explicar esta coincidencia. Una posibilidad es responder “simple-
mente es una coincidencia”: nos tocé vivir en una época en que las observaciones
astronémicas hacen coincidir estos mimeros o yendo mas alla al afirmar. segin el

principio antrépico. que ciertas condiciones son necesarias para producir vida y
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"‘_"umjé.:de ellas'son las relaciones entre las constantes fundamentales [Hawking, 1988).

s,n ;ehi"ﬁ%akgd'a pocos les gusta una respuesta conservadora como ésta. La otra posi-
: bi']‘i'd;ejidfesi qﬁe esta coincidencia numérica esconda un significado fisico profundo
qﬁé";.tehndremos que elucidar. Con este espiritu Dirac da una explicacién a esta
: coiﬁéidencia. El afirma que esta coincidencia refleja una conexién entre (51) y (53)
H observé que esta iltima depende de la época del universo, dado de que estd en
térmizios de Ho. Si (51) y (53) son iguales, entonces (51) dependerd también de
la época. Asi que, aprovechando esta coincidencia numeérica, hagamos el cociente

entre éstas dos cantidades: .
015,,7]7{13%3 =1 (54)
La ecuacién anterior que involucra cantidades fundamentales en la cosmologia
y en Ja microfisica es invariante en el tiempo y es del orden de la unidad. Dado que
Hop, la constante de Hubble, varia con el tiempo y la ecuacién anterior es vilida
para cualquier época entonces algunas de las constantes —e,G,m.,m, y c deben
cambiar con el tiempo. Dirac propuso dos alternativas : la carga del electrén,—e,
es variable o bién G la constante gravitacional lo es. Dirac decidié por G. Con esta
decisién Dirac encontré, a partir de la ecuacién anterior, la relacién interesante
et 1
G= m?m,3T * T

donde T es la edad del universo. Concluyé que cn el Universo del "big bang” la

(55)

edad del universo aumenta por lo que implica. segiin la ecuacién anterior, que G
decrecerd con dicho aumento.

En la teoria de [JBD) de gravitacién relativista se toma, como hemos seiialado
va, G variable. Esta variacidn induce un campo escalar en el espacio-tiempo.
Campo escalar que debemos acoplar, segiin la idea de Mach, con la densidad
de masa del universo. Este es el punto de partida que toman Brans-Dicke para
desarrollar su teoria de gravitacién relativista [Brans and Dicke, 1961). Dandole
asi una utilidad al Principio de Mach. Describamos su formulacién. Se parte de la

siguiente ecuacién:
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1 M m
GrER~ XA (50)

donde ¢ es la velocidad de la luz, M es la masa total del universo y R es

el radio aparente del universo. Aqui observamos que G~! es determinada de una

. superposicién lineal de contribuciones inerciales 7y de una masa m a una distancia
r del punto donde G es medido — aplicando aquf el Principio de Mach — . La
forma de esta relacién —ecuacién(56)— suguiere que % debe ser igualado con un
campo escalar cuya fuente es la densidad del iniverso, p. Con esta idea escribimos

la ecuacién de tipo Poisson:

2 o
Vg~
o~ b (57)
cuya solucién aproximada es de la siguiente forma:
1
¢~ g (58)

Hemos obtenido una estimaciodén funcional de este campo el cual es inversa-
mente proporcional a la constante de gravitaciéon. Brans y Dicke sugirieron que
para obtener las ccuaciones de campo correctas para la gravitacién habria que
reemplazar a G por 1 en la accién de Einstein. Asf que para obtener la accién de

la teoria [JBD] partimos de la accién de la [RGE}:
] i
She = / [R+ (167G/c") L] (~g)Fdiz (59)

aquf R es el escalar de curvatura, g es el determinante del tensor métrico y L es el
lagrangiano de la materia. Dividamos la acccién por Gy sumemos el lagrangiano
para el campo escalar ¢, recordando que éste estd en funcién de G. De esta manera

se obtiene la accién de {JBD]:

i@ 1
Sgp = [ [oR + (167/c) L ~ (¢—'—-)J —g)idiz . 60
20 = [ [or+ (16/ct) L= (H2)] (-aptate (60)
El tercer término. la densidad lagrangiana del campo escalar, ha sido introducido

con un escalar en el denominador para permitir que w sea una constante adimen-

sional. Esta constante describe el acoplamiento de los grados de libertad tensoriales
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de la teorfa con el grado de libertad escalar. La ecuacién (60) se puede considerar
como una modificacién de (59) que incluye al campo escalar ¢ acopléandolo con la
geometria —el término ¢.R— y un término dindmico para ¢. Notamos ademds que
L, la densidad lagrangiana de la materia no queda acoplada con el campo escalar
de manera directa. Por lo tanto esta teoria respeta el principio de equivalencia
debido ¥, T}, ,, = 0 [Salgado,2002].

Como en Relatividad General, el tensor energia-momento total (incluyendo al
campo escalar) cumple con la condicién de que su divergencia covariante es igual

a cero [Chauvet,1988]—esto es la ley de la conservacién de energfa—, es decir:
e"“;/:k =0 (Goa)

Sin embargo es posible mostrar que (utilizando las ecuaciones de campo escalar
y las ecuaciones de Einstein) que el tensor de energia momento de la materia se
conserva por separado [Salgado,2002]. ‘

Ahora veamos cudles son las ecnaciones de campo para la teorfa [JBD]. Recorde-

mos que éstas se obtienen del principio variacional, es decir:
0=4 [ [¢R+ (167/¢%) L - w (¢ ¢ )]( —g)bdis. (61)

Haciendo la variacién con respecto a las componentes del tensor métrico en la

ecuacién (34) obtenemos las ecuaciones de campo en [T'JBD), éstas son:

Rij——g,jR = (87{¢ 1/04)7;1+(w/¢2)(¢.l¢1 2gu¢ k¢ )+¢ (¢,ld Gij Dé) 5 (62)

donde 1 es el DI'ambertiano definido como:

1 8°
=V- =
B 2o

(63)

Describamos este resultado-ecuacién (62)-. El primer término del lado derecho
corresponde al tensor de energia momento de la materia que aparece en [RGE],
la diferencia es que éste estd multiplicado por la variable gravitacional ¢~!. El

segundo término es el tensor de momento-energia del campo escalar el cual esta
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acoplado porkla. variable gravitacional ¢~!. El ultimo término es el resultado de
la presencia de la segunda derivada del tensor métrico en R en la ecuacién (61).

Reescribiendo la ecuacién (62) de la siguiente forma:
1 1
Rij = 395 = 8747 /)Ty + 0 {Z} (64)

notamos algo interesante: cuando domina el primer término, es decir, cuando
w — oo el lado derecho de la ecuacién difiere de las ecuaciones de campo de la
teoria [RGE] dinicamente por la presencia del campo escalar, esto es ¢! el cual
es una constante cuando w — oo. Esto lo podemos ver de la siguiente manera:
Haciendo la variacién del lagrangiano con respecto a ¢ y combinando este resultado

con la ecuacién (35) obtenemos una ecuacién de onda para ¢, esta es:

8w

donde 7 es la traza del tensor de la materia energia-momentum, Tj,. Este resultado
es el que esperabamos -recuérdese la ecuacién (57)-. Esto es, la materia sirve
como fuente para la generacién de ondas ¢. De esta ecuacién podemos sacar otra
conclusién, no menos importante. Observamos que el limite w — oo, en la ecnacién
(65), implica que las soluciones regulares de ¢, es a ¢= constante. Esto es el campo
escalar ¢ se desacopla de la curvatuta. Al tomarse este limite, el campo deja de
tener efectos dindmicos en la teoria. De aqui que éste sea el limite einsteniano de

la teorfa [JBD).

1.2.1.a Los valores que debe tomar w

Asi que la diferencia entre la teorfa [JBD] y la Relatividad General esta caracter-
izada por el pardmetro w. Para pequeios valores de este parametro la diferencia
entre estas dos teorfas es grande. mientras gque para valores grandes de w la difer-
encia entre estas dos tiende a desaparecer. Pero ;Qué tan grandes tienen que ser
estos valores? Veamos unos resultados concretos. La teorfa [JBD] predice que el
4ngulo de deflexién de un rayo de luz al pasar cerca de un cuerpo masivo, digamos

como ¢l Sol, es
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AGM:\ [3 + 2w :
= ( Ree? ) [4+2w] ’ (66)
- El cual difiere de la relatividad general por el factor en el corchete. Se ve claramente
8l w'= 0o el resultado es:
e 4GM,
5= (——R@é ) (67)

: Sm embargo, para w > 30 la prediccién es satisfactoria; con un error del 4.3 por
s ci"e’n:to con respecto al dato observacional.
* Por otra parte, la teoria [JBD] predice que el corrimiento del perihelio de Mer-
curio, A, es

4 4 3w

A= [m x (valor de la relatividad general). (68.)

El dato observacional de la rotacién del perihielio de Mercurio es 42.6"+0.9"/siglo.
La teoria [RGE] calcula un valor 43.03"; mientras que la teorfa [JBD] con w = 6
calcula 39.4". Si queremos un cdlculo que se ajuste mejor a las observaciones,
necesitamos que w satisfaga la desigualdad w > 6. Finalmente, observaciones as-
tronémicas —datos del radar Vikingo a Marte [Reasenberg,1979}— han estimado
el valor de w como w > 500. Sin embargo. de acuerdo con observaciones mas
recientes, el dato es: w > 3000 [Will, (Comunicacién privada) ]; por lo que experi-

mentalmente son indistinguibles estas dos teorias.

1.2.1.b Aproximacién para campos débiles

Habiamos mencionado en la introduccidn que la comparacién de las teorias
métricas de gravitacion llega ha ser particularmente simple en el limite Post-
Newtoniano. Es decir. cuando nos aproximamos en el régimen de campos débiles
como es el caso del Sistema Solar en donde la gravitacién Newtomiana es la
adecuada-— de aqui el nombre-. La aproximacidn es especificada por las siguientes
afirmaciones:
e Los movimientos de las particulas no son relativistas; v << ¢. Es decir,

regresamos a la mecdnica Newtoniana.
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v'ovLa. rﬁétrica, Gk, Propuesta es una aproximacién lineal a la Minkowkiano n;;.

' < de I éiguiehte forma:
Gik = Nix + Rk, lh.;kl <<1 (69)

e Los cambios de los campos son despreciables con el tiempo. Esto significa
que ignoramos las derivadas temporales respecto a las espaciales.

e Las presiones asociadas con la materia << p (densidad de energia).

Al proponer esta aproximacidn lineal de }la métrica en la ecuacién (5) de campo

de la Relatividad General se encuentra que la forma final de la métrica es:

goo = —1+2U — 2U? + 4(; + 4C2 + 2(5 + 6y, (70)
-7 1 R -

gox = V3 = 5 W, (71)

gix = (1 +2U)u (72)
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Si hacemos esta misma aproximacién de la métrica en la ecuacién (62) de campo

para la teorfa de Brans-Dicke obtenemos que la métrica final es:

go°=—1+2U—2U2+441+4Cz+2c;,+6(4+4( +2“’)<1

442w
4 (‘11 x Zw) G+ 26+6 (2 +w) G (73)
g = 5 (921 Vi - Wi (74)
gir = [1 +2 (1 I:) U] Sin (75)

donde ¢; con i=1,2,3,4 son potenciales métricos al igual que U,V;, ¥/,
Obsevamos que las ecuaciones (73),(74),(75) de la teoria de Brans-Dicke se
reducen a la teorfa de la Relatividad General (70),(71),(72) cuando w — o0. Esto

es las dos teorfas métricas coinciden el el limite Einsteniano.

1.3 Algunas soluciones cosmolégicas en la teoria de

Jordan-Brans-Dicke

Al observar las ecuaciones de campo en la teoria [JBD] -ccuaciones (62) y (65)—
y las comparamos con las de la [RGE]- ccuaciones dadas en (7)- notamos que las
primeras tienen una mayor dificultad. aparentemente, para resolver que las segun-
das. Como hemos visto, siempre es posible hacer a la teoria [JBD] experimental-
mente indistiguible de la [RGE] (recuérdese w| > 6). Esto nos lleva a preguntarnos
(Para qué ocuparse de la teoria dificil? Bueno. siempre es una ventaja tener dos
teorias. Las similitudes y hasta ciertas diferencias en éstas puede utilizarse, en cier-
tos casos al menos. como auxiliadores o aclaradores de aspectos en una teorfa que
son mas fdciles de tratar en la otra. ademads la torfa JBD predice otros fenémenos
que pueden confrontarse con las observaciones {ondas gravitacionales. escalares)

[Brunetti, et. al.1999]. [Dabusi, et. al., 2001)
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" Vedmos algunas soluciones cosmolégicas en la teoria [JBD]. Recordémos que
obtener soluciones cosmoldgicas significa que dada una métrica hay que obtener la

" forma funcional del factor de escala a y en el caso de las teorias escalares-tensoriales
también la funcién ¢. Puesto que son éstas las dos funciones que caracterizan al
universo a gran escala. Comencémos por la suposicién usual; el Principio Cos-
molégico ~ademds de esto suponemos que ¢ es funcién del tiempo unicamente-.
Asi que proponemos el elemento de linea de Robertson-Walker (ecuacién (10}).

- Sustituyendo ésta métrica en las ecuaciones (62) y (65) obtenemos las siguientes

..ecuaciones a resolver:

i a®+k  —87, 206 wd 4
et @ Tl e T2 T (76)
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; Infegréndo la‘ecuacién (78). Se obtiene:

a(t)'(e) = 5o [ dta® (5= Z) + 2(0d(0) (s0)

Brans-Dicke propusieron las condiciones iniciales:
t=0 ;a(0)=0 ;¢(0)=0 ;¢(0)a’(0)=0 (81)
Para la era del Universo dominada por la materia, resulta:

pa® = poa} = constante (consecuencia de ec(79)) (52)

obtenemos al integrar la ecuacién (80) el siguiente resultado:

da’ = [3 + 2w] pagt (83)

Introduciendo este resultado en la ecuacién (77) obtenemos:

(O] =2 2O w

Para el caso de un espacio plano, & = 0, la ecuacidén puede ser integrada con las

condiciones iniciales—ecuacién (81)-. La solucién es la siguiente:

t r
o= (5) (55)

t\?
a=qg (2;) (SG)

con: l
2 -
=T+ (7
2+ 2w

7= 4 + 3w (88)

Notamos dos resultados importantes. Al integrar la ecuacién (83) encontramos:

Polp

¢0 St[4+3h}:| 2

3@ +00) | o0
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Cdnsidérando que M es del orden de poc®t} y R es aproximadamente ctp podemos
= notar que esta ecuacién es compatible con (56). Es decir las condiciones iniciales
" (81) son compatibles con el Principio de Mach.
El segundo resultado importante es la ecuacién (86). Observamos que para
w > 3000 la solucién es parecida a la obtenida por la Relatividad General, ecuacién
(24), en donde a ~ t¥/3,
La edad del universo es encontrada por

2w+ 2 ( ) (90)

Sw+4

el volor es el obtenido en Relatividad General —ecuacién (25)-para w > 3000.

La densidad del universo es

3HE [(3w + 4)(4 + 2w)
0= 5aG [ 6w + 1) (92)
+El paxjém:etro de desacelaracién es:
o 1 w+2
©=3[55] %2)

vLas ecuacnones anteriores llegan a ser idénticas a las ecuaciones de la Relatividad

General en el:limite w —+ oo Otra expresién, no menos importante, para este

: mode]o es la fraccnén de cambio de la constante de gravitacién, esta se expresa

G H
5= [+ (93)

- el signo menos indica que la constante de gravitacién decrece con el tiempo. De
‘observaciones en el Sistema Solar se estima que las variaciones de la constante

gravitacional es:

m‘ S 0.3’1._1 (930)

donde h es una constante con valores entre 0.6 y 0.7 [R.G..et al. 1992]

Experimentalmente se han encontrado evidencias de esta disminucién. Datos

observacionales dan cuenta de la expansién en los radios de los planetas— esto
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debido al debxlntamlento de la fuerza gravitacional como consecuencia de una dis-

minucién de ln G— La expresxén para ello es

% (93a)

en la tabla [1.1] esta cantidad esta en unidades de 10~!!/ aiio al igual que su

desviacién estéﬁdhr :

“Mercurio 0.0 0.012 SW McElhinny et al. 1978
)a - 0.0:£0.015 SW McElhinny et al. 1978
20,0003 SW McElhinny et al. 1978

Tab]a_i.i s SW : éin'q._rde: ;1;1idades Salam-Weinberg. La unidad de tiempo se toma

como la vida medie € neé&uﬁ [McElhinny, 1978} .

. Pardl : asos de ecpacwﬁ no planos las soluciones de las ecuaciones (76) y (77)
se obtlenen de mzmera nimerica. Un ejemplo de esta integracidén se da en la Figura

19y 1.10,donde a'y ¢ son graficadas como funcidn del tiempo para los tres casos:

curvatura positiva, negativa y nula; con w = 8
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Fig. 1.9: El factor de escala a como funcién de £ para los tres casos:Universoscerrado,abierto y plano. Con W = 9.

Para presentar algunas otras soluciones de las ecuaciones de campo—ecuaciones

(76).(77) y (78)-— reescribimos las ecuaciones de la siguiente forma:

3R wd @ —8=
3R GR®  3¢R 24m
TR m[“ o - wr)
[¢r%] = —(3 s~ PR

para un fluido perfecto. Estas ecuaciones se complementan con la ecuacién de

conservacién de la masa:

La no linealidad de estas tres ecuaciones— (94), (95) y (96)— hace que las solu-
ciones sean dificiles de encontrar. Sin embargo. la obtencién de soluciones se fa-

cilita bastante si se hace un reescalamiento de las funciones que aparecen en estas

R
=-3xp+p)
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Fig. 1.10: g1 campo escalar 45. en unidades arbitrarias, como funcién de I para los tres casos: espacio plano. cerrado

¥ ablerto. Con W = 9.

tres ecuaciones. Asi que reescalemos el campo ¢ : ¢ — ¢R® y a éste nombrémosle
"' = ¢R3. De lasuma de las ecuaciones (95) ¥ (96) obtenemos la siguiente ecuacién

" reescalada:

£ con am——— (98)

¥ _a
E=74;[(-1+3:.u)p-—3(1+u:)p]—6R2 GT)
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La ecuacién reescalada correspondiente a la (94) es

o 3(¢4+3w)R2  6(1+w)RY wi?
=q(2 1 - X

3 {2+ w)p+3(1 +w)p] 2 =y 77 (99)
Podemos reescalar otras variables de nuestras ecuaciones. Las sugeridas son p y p.
Par esto, utilicemos la ecuacién de estado. Lo comiin son las llamadas ecuaciones

baratrépicas en las que la presién es proporcional a la densidad:
P=gp ,iBl<1 (100)

El reescalamiento se da de la siguiente manera: p = pR*= Py p— pR* =¢.
" Ahora podemos escribir las versiones finales de nuestras ecuaciones (99),(96) y

(98), respectivamente:

¥ -—a 3(4+3w)?  6(1 +w)RY wi?
- = — (2 —_ _-
7= 5 l@+w)+3(1+w)ble 7 + =y T (101)
[\11—3%?-] =a(s—3P)=a(l —3B)¢ (102)
I R -1 6k
[(4:4 3w) —=3(1 + w)Ble¥~! — oo (103)
Con este reeséa]anjiéﬁt‘c‘)v,lavecugcxéﬂ'ave conservacidn se escribe:
. R
’ ‘ £ = —3PE, (104)
si la presién es baratrdpica ésta se escribe
' ' . R
¢=-30cp (105)

Podemos obtener soluciones de manera inmedjata para un espacio plano y vacio

(¢ = P =0 pues la ecuacién (103) se integra con el resultado
U =at=b : a.b= constante. (106)

Al ser sustituido este resultado en (102) obtenemos:
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R =10-¢/9) ¢= constante (107)

Estas soluciones generales de vacio y para el espacio plano fueron encontradas
inicialmente por O’Hanlon y Tupper en 1972.

Otra solucidn que se puede encontrar de manera sencilla es el caso para el espa-
cio plano y con la ecuacién de estado baratrépicas. Las ecuaciones a resolver son
(101),(102) y (103) con x = 0. Se aconseja el reescalamiento edt = dn (podriamos
interpretarlo como un reescalamiento del tiempo). Haciendo este reescalamiento e

integrando las ecuaciones (102) y (103) obtenemos:

TeR'
!
eP' ~3 R

=a(l—38)(n+m) = (1 —30)n (108)

T = [(4+ 3w) + 3(1 +w)B] (n + m) (109)

De estas ecuaciones obtenemos otra al considerar, sin pérdida de generalidad, que

las constantes de integracién 7o = 7, y, recordando la ccuacién (105), tenemos:

Al =3wB-(1+w)n (110)

Ahora, sumemos las ecuaciones (109) y (110) obteniendo

1 - 2
(1) = — [3( + w) (4;—3w)ﬁ+3wﬁ ] n=an (111)
La integral de esta ecuacién es:
eV =an’ +by+c a,bc= constantes (112)

Este resultado permite encontrar las funciones £(n) y¥(n) al sustituir (112) en

(109) y (110), respectivamente se encuentra [Chauvet, 1988}:

3wh—-1-
s-fe:rp[ (uf]-+br} i)f 1]](117 (113)

v
¥ = [exp [(4+3‘“)'3(1 +“’)ﬁn}dn (114)

an? +bn+c
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Para los casos de radiacién o de materia ultrarelativista, con 8 = 1/3, deben
ser tratados aparte. Por otra parte, cuando se tiene un espacio no plano con
ecuaciones de estado baratrépicas no puede emplearse el procedimiento anterior
puesto que el término %‘-} impide la integracién de (103). Sin embargo, haciendo
la suposicién de que la solucién e¥ = an? + bn + ¢ para el espacio plano se vale
también para otros espacios uno encuentra soluciones correspondientes [Chauvet,
1988].

por otro lado, para el espacio plano con ecuaciones de estado politrépicas—
P = gp*+/" con B, n = constantes— la ecuacién a resolver es la llamada ecuacién
de Abel [Chauvet, 1988].
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Capitulo 2

Modelos Cosmolégicos

2.1 Ecuaciones de campo del modelo cosmoldgico

Bianchi VIII en la teoria JBD.

2.1.1 Nucleosintesis

Habiamos mencionado que el Universo — el cudl estd compuesto por estrellas,
galaxias, rayos césmicos, etc— presenta las caracteristicas de homogeneidad ( in-
varianza traslacional) e isotropid (invarianza rotacioral). Esto es, sabemos que
las estrellas estdn distribuidas en el espacio de manera extraordinariamente no
uniforme, de hecho, se concentran en sistemas estelares individuales -llamados
galaxias-. Pero al estudiar el universo a gran escala hemos de prescindir de es-
tas faltas de homogeneidad locales. que son el resultado de la aglomeracién de la
materia formando estrellas y sistemas estelares. Por densidad de masa debemos
entender, por lo tanto, la densidad promediada en regiones del espacio cuyas di-
mensiones son grandes comparadas con las distancias que separan a las galaxias
entre si. Los datos astronémicos de que se dispone no contradicen la hipétesis de
homogeneidad . Pero ya por su propia esencia, es claro que puede tener tan sélo

un cardcter aproximado, puesto que la homogeneidad desaparece. evidentemente,
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k\':“,vzil ‘-}‘)a-sarAa éséalas ‘més reducidas. Por otro lado, la evidencia importante de la
'isdtropfa del universo es la radiacién de fondo.

También se habia dicho que el Universo se expande, esto por lo del corrimiento
hacia el rojo en las longitudes de onda emitidas por las galaxias y estrellas. Este
corrimiento )

A

=% (115)

se incrementa con la distancia- la hipdtesis de isotropfa, proporciona en modelos
cosmolégicos, una explicacion correcta del fenémeno del corrimiento al rojo el cual
ha sido un problema flmdament‘al en la cosmologia. Por lo que la isotropia es
una decripcién adecuada del estado actual del Universo~. Pero ;[Cudl esla causa o
" causas de estas caracteristicas observadas en la estructura y dindmica del Universo?
- La respuesta mds aceptada, hasta ahora, a esta pregunta es la proporcionda por la
teorfa del Big Bang. Esbocemos esta idea. Esta teoria se le nombra con precisién
“Big Bang caliente” 6 afy (nombre del articulo publicado en 1948 por Alpher,
Bethe y Gamow).
Segiin ésta, el Universo se inicia con una gran explosién; partiendo de una
singularidad, en donde la densidad y la temperatura eran extremas — p =T =
oo en t= 0—(The Royal Society of London,1982). No sabemos nada acerca de
la fisica que impera en esta singularidad. Durante el primer segundo los fotones y
las particulas cambian de una a otra, es decir, fotones de alta energia colisionan
~para producir pares de particulas y antiparticulas, los cudles son aniquilados para
producir fotones. Debido a las altas temperaturas (10'°/% < T < 10'°K) no hay
cabida para hablar de lag fuerzas nucleares o electromagnéticas. Las particulas se
) mueven tan de prisa que pueden vencer cualquiera de estas fuerzas. Para tiem-
: pos ‘entre uno y doscientos segundos después de la gran explosién se dié la nu-
. qustnt.esis. Las temperaturas y energias corresponden a 10K > 7 > 910°K

-grados kelvin y a 1 > kT > 0.1 MeV. respectivamente. Las reacciones nucleares

mds importantes en la nucleosintesis. las cudles se enumeran en cinco, que estable-

cen la abundancia relativa de hidrdgeno. deuterio. helio tres y helio cuairo son
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como las muestra la tabla 2.1 [Peimbert, 1984):

n+v, = pte (1)
ntet =ptr,  (2)
p+ne=d+4y 3)
p+det 3Hety  (4)
3He+d= *He+p (5)

Tabla 2.1: Aqui se enumeran las cinco reacciones nucleares primigéneas.

De aqui surge un test cosmolégico en el que se pueden comparar las teorias
de Relatividad General y la de Brans-Dicke, esta es la abundancia primordial del
helio en el universo.

Las soluciones numéricas de las ecuaciones (7G), (77) y (78) pueden ser resueltas
con ayuda de una computadora. Considerando modelos de universos consistentes
de polvo con una densidad de masa pp, con radiacién de cuerpo negro de 3° K en
el presente y, ademads de csto, que en universo temprano los parcs de particulas y
antiparticulas se encuentran en equilibrio térmico con la radiacién—Ilos procesos
fisicos se describen en Peebles (1981) y Wag (1962)—. Los resultados que se obtu-
vieron se ilustran en la tabla 2.2. En donde se dan las abundancias de D,He? He?
producidas en el Big Bang para varios valores de pg. No olvidemos que para w = oo

corresponde a la Relatividad General.
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po en g/em?
10—31

3x 10~%

10—30

3 x 1073

10—29

2 x 102

Sistema Solar

Tabla 2.2: Abundancias de los elementos D.3He y *He producidos en el Big Bang.

w
5

[=4]

D
7.1 x 104
6.6 x 104

1.3 x 10-%
1.0 x 104

2.3x10°%
1.3 x 10~°

3.0x 10°¢
4.3 % 10°7

2.4 x 10~8

~ 1071

~10-19

~ 1018

2 x 10~1

3He
6.3 x 1078
6.2 x 1075

3.8x 1075
3.8 x 10~

2.2 x 107%
2.0 x 10~8

1.3 x 1078
1.0 x 10-5

6.9 x 10~
6.5 x 10~

5.3 x 10~¢
5.4 x 10~¢

6 x 10~°

‘He
25%
25%

29%
26%

32%
27%

36%
28%

40%
29%

42%
29%

27%

De la tabla anterior notamos que para densidades bajas las teorfas de la Rela-

tividad General y la de Brans-Dicke no hay diferencias apreciables. Ambas teorias

reproducen las abundancias observadas en el Sistema Solar. Para modelos de altas

densidades. sin embargo, las abundancias de *He y D son substancialmente mas

grandes en w = 5 que en w = oc. Resumiendo. En las dos teorias se obtienen

abundancias razonables con las observadas.



2.1 ECUACIOI\;E;S DE CAMPO DEL MODELO COSMOLGGICO BIANCHI VIII EN LA TEORSA JBD. 53

En otra parte, Gamow puntualizé que los fotones producidos en estas etapas
tempranas, como se puede ver en la tabla {2.1], fueron absorbidos por la materia,
en cambio, otros que no interaccionaron con la materia se encuentran en el universo
como radiacién-de aqui la radiacién de fondo en el universo-.

Después, durante el siguiente millén de aifios, el universo, al irse expandiendo,
se va enfriando hasta llegar a temperaturas de miles de kelvins. A esta temper-
atura los electrones y los micleos no tienen ya la suficiente energia para vencer la
atraccion clectromagnética entre cllos, estos habrdn comenzado a combinarse para
formar dtomos. De esta manera el universo esta constituido principalmente de H
y YHe ya que estos elementos fueron favorecidos en su formacién por el resultado
de la nucleosintesis (70% H, 28% He, 2% otros). El universo se sigue expandiendo
y enfriando, pero en regiones que fueron ligéramente mds densas que la media la
expansién habria sido retardada por la atraccién gravitacional. origindndose as{
una galaxia primigenia. Mas tarde, ¢l gas de hidrégeno y helio en esta galaxia
se disgregaria en nubes mds pequefias que comenzarian a colapsarse debido a su
atraccién gravitatoria. Conforme se contrayese, los dtomos dentro de ella em-
pezarian a colisionar unos con otros, la temperatura del gas aumentaria, hasta
que finalmente estuviese lo suficientemente caliente como para iniciar reacciones
de fusidén nuclear. Estas reacciones convertirian el hidrégeno en méds helio y la en-
ergfa desprendida de esta reaccién-recuérdese que esta energia es expresada como:
E = Amc? donde Am es la diferencia en masa entre cuatro nicleos de hidrégeno y
un niicleo de helio~aumentaria la presién lo que impediria a las nubes seguir con-
trayéndose. Asf, se ha formado una estrella la cual estd en equilibrio hidrostdtico.
Si la estrella es masiva, cuando acabe su combustible, hidrégeno. empieza a con-
traerse y, entonces, s¢ generan reacciones nucleares de fusién creando elementos
mas pesados como Carbono, Oxigeno. Fierro, entre otros. Dependiendo de la masa
inicial de la estrella en consideracién se contraerd, una vez terminado el proceso
de fusién nuclear. hacia agujero negro, estrella de neutrones, cuasares u otras. En

este proceso. de evolucién de una estrella masiva, éstas expulsan Helio, Oxigeno.



o 2.1, ECUACIONES DE CAMPO DEL MODELO COSMOLOGICO BIANCHI VIII EN LA TEORIA JBD.

54

‘Nitrégeno, Carbono, Fierro, etc. los cuales son compuestos fundamentales de nue-
stfd planeta. Finalmente estamos aqui. Del cémo se originé la vida en nuestro
planeta es una historia no menos interesante, sin embargo, sale del alcance de este
trabajo.

De esta manera la teoria del Big Bang explica el porque de la espansién del
universo y, de la abundancia en los elementos ligeros, entre otras predicciones. Sin
embargo, esta teoria ha sido mas convincente debido a la deteccién de radiacién
de fondo ( 6 remanente de la gran explosién ) que corresponde a la radiacién de
cuerpo negro a una temperatura de 2.73K .

Por consiguiente, cualquier modelo cosmolégico deberd ser compatible con
las observaciones astronémicas acerca de la estructura y dindmica del Universo.

Tomando en consideraciéon la teoria del Big Bang.

2.1.2 modelos cosmolégicos Bianchi

Por otra parte, para construir un modelo cosmolégico se hacen consideraciones
acerca de el espacio -tiempo y la materia contenida en ella. Al espacio tiempo
lo podemos considerar homogéneo o bien inhomogéneo; isétropo o anisétropo. A
la materia contenida en el universo podemos hacerle algunas consideraciones ter-
modindmicas como son: considerarla como un fluido perfecto baratrépico en el
que la ecuacién de estado la presién es proporcional a la densidad( P = 8p) o
politrépico en el que la presién no es lincalmente proporcional a la densidad(P =
Bpr+i/")—.donde B,n = Cte—. Otra posibilidad es considerar a la materia en
forma de radiacién o polvo. Al incluir algunas de estas consideraciones en las
ecuaciones de campo de nuestra teoria formamos nuestro modelo cosmolégico.
Para empezar aceptemos que el Universo se nos presenta homogéneo e isétropo,
sin embargo, podemos suponer que el Universo, en su edad temprana, fuese ho-
mogeneo pero anisétropo. Es decir. que el universo homegéneo e isétropo pudo
venir de una expansién homogénea pero anisdtropa, pero, estas dos ultimas son

caracteristicas de los modelos de Bianchi(s). De hecho, estas dos caracteristicas
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resultan motivantes para trabajar. Veamos por qué. Los modelos Bianchi(s) son
espacialmente homogéneos. Esto se presta para tratar problemas complejos los
cuales son factibles de tratarse por las grandes simetrfas que presentan estos mo-
delos. Recordemos que en cosmologia, el objetivo esencial, es describir la evolucién
del universo y para ello es necesario resolver las ecuaciones de campo-ecuaciones
(62.) y (65)- en la teoria [JBD], si es el caso. Para esto se acostumbra proponer
simetrias que simplifiquen esta tarea. Una simetria, en particular, es la homogenei-
dad espacial que, como ya lo hemos dicho, es una caracteristica de los modelos de
Bianchi(s). Esta simetria permite desacoplar la parte espacial de la temporal en la
métrica y reducir las ecuaciones(65) y (62) a ecuaciones diferenciales ordinarias.

De esta manera, los modelos espacialmente homogéneos son los mds faciles
de resolver exactamente-recordemos que la familia de modelos mds conocida de
las que se han obtenido soluciones exactas es la de (FRW)-. Si los modelos son
espacialmente inhomogéneos la geometria resulta ser mas complicada.

La segunda caracteristica de los modelos de Bianchi es la anisotropia. Como
lo hemos dicho. la isotropia del universo se puede explicar a partir de modelos
anisétropos. De hecho muchos autores han considerado a los modelos isétropos de
(FRW) como casos particulares [Chauvet, 1988]. Muestra de ello es que para al-
gunos modelos Bianchi, tratados en Relativida General, las soluciones ~ factores de
escala— tienden a isotropizarse [Cervantes, 2000]. Sin embargo, se han encontrado
situaciones similares cuando se ha trabajado en la teorfa [JBD]. Como ejemplo
particular consideremos el modelo de Bianchi VII [Nuifiez,1992]. En este trabajo se
encontré que los factores de escala son proporcionales entre si. Mostrando asi una
expansién isétropa. En resumen puede afirmarse que el universo isdtropo puede
explicarse apartir de modelos anisétropos como los Bianchi(s).

Por otra parte, los modelos de Bianchi han sido de utilidad para resolver di-
versos problemas. Por ejemplo, se han usado para modelar posibles desviaciones,
de la regién de mircroondas, de la isotropia del universo de la radiacién de fondo

[Barrow, 1981]. También se han ocupado en el cédlculo de la polarizacién de la
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radiacién de fondo en la regién de microondas [Matener y Tolman, 1982]. Ambos

ejemplos tratados en [TRGE].

2.1.3 Modelos Bianchi en el espacio vacio en la teoria JBD

Antes de presentar el modelo cosmoldgico de Bianchi VIII en la teorfa [JBD)] veamos
cuales son las caracteristicas generales de los modelos de Bianchi(s) en [JBD] para
el vacfo. Asi que para iniciar proponemos la homogeneidad en el espacio-tiempo,
esto es, el universo presenta el mismo aspecto desde cualquier lugar en un momemto
dado o dicho de otra forma: el espacio-tiempo se presenta como un conjunto de
hipersuperficies invariantes s(t). La homogeneidad espacial significa que la métrica
en cada s(t) queda especificada por medio de constantes de tal modo que ésta
solamente es funcién del pardmetro t: h;;=h;;(t). Asi que la métrica para un

espacio homogéneo es de la forma:

ds? = —dt? + hi (i’ (116)

donde ¢ es tiempo cosmolégico y las w' y w’ son las componentes de la uno-formas
que caracterizan a los distintos tipos de Bianchi [MacCallum, 1980]. Los casos mas
sencillos se obtienen cuando la métrica es diagonal y son con los que se trabajan.

Usando las métricas especificas para cada modelo Bianchi, donde se supone que
la 1inica dependencia es con el tiempo cosmoldgico, y empleando las ecuaciones de

[JBD] para el vacio:

Ry — %g,-_,-R = (w/¢*) (@05 — %9ij¢.k¢'k) + ¢ N5 — 9i;00) (117) ;

se obtienen las ecuaciones de campo para cada factor de escala en todos los modelos

de Bianchi(s) en [JBD], éstas son:

(Ina;)" + (lu a’)' (Ina;) + (Inayy (%) + Aia;? + Bias? + Cias? + Dify + Eifa + Fifa = 0
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con i=1,2,3 (118)

Donde usamos las siguientes definiciones: a; es el factor de escala i-ésimo;
o e
Bi= (2—:,‘; i@ =aiaa3y & = ()

Adicionalmente, se cumple lo que se ha llamado la ecuacién de constriccién:

- . oy 2
(Ina)) (Inaz) + (Inay) (Inas) + (Inaz) (Inas) + (Ina®)’ (g) - % (g)

+A072 + B4a§'2_+ Cia3? + Dyfy + EB2+ Fifis = 0 (119)

Los coeficientes constantes, que dependen de cada modelo en particular, A;, 5;,
Ci, Di,yF; —con i = 1,2 y 3— estdn dados en la tabla 2.3. Los valores de los
coeficientes que aparecen en la ecuacién de constriccién son la semisuma de los

coefientes que aparecen en (118) Por ejemplo,

_.A1+.A2+.A3
=—

Ay (120)

Esto se puedé comprobar en Tabla 2.3.
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 Tipo A B ¢ DE F
1 o 0 0o 0 0 O

I o 0o 0 2 0 0
0 0o 0o 20 0
0 0 0 10 0
v -2 o 0 0 2 0
2 0 0 0 -2 0
3 - 0 0 0 -10
VI, —(+1) 0 0 0 0 0
“#1) 0 0 0 0 0
(W) 00 . 0 0 0
,_4h2+h41y'Q;" 0 -0 0 0
VIL 4M?-5/2° 0 0 0 -2 -2
CaMT9/2 0 . 0 0 2 -2
0 0 0 o0 -2 2
CoaMr7zo00 0 o
VIII 10 0n 02
o a0
o =
1/2 :
X o 20
0 10 2.2 -2
0 0o 1 2 -2 2
1/2 12 1/2 a1 -1 -1

G Tabla 2.3: Valores de los coeficientes para la ecuacién (118) y (119)[Chauvet et. al.,
°1992).
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Es importante seiialar que algunos modelos conducen a ecuaciones que propor-
cionan relaciones adicionales entre los factores de escala, esto surge de las simetrias
de cada modelo en particular. Los modelos que exiben este tipo de relaciones son
1V, VI, y VII, [Chauvet et. al., 1992].

Por otro lado, la obtencién de soluciones se facilita bastante si hacemos un
reescalamiento de la variable t. Para esto ocupamos la ecuacién (65). Esta se
reduce para el vacio y con la condicién de que ¢ sélo depende de ¢ a la siguiente:

Llda) =0 (121)

Esta nos conduce a la siguiente relacion:

2o (122)
donde @ es la nueva variable temporal la cual estd en términos del campo escalar
¢; D= '55‘ Siendo ® una funcién mondétona de t.

Empleando la notacién 9y = ( )' y definiendo H; = (lna;)', reescribimos las

ecuaciones (118) y (119) de la siguiente manera, respectivamente:

! H‘ - n 2 2 .

H; + .E)i +‘Q;a§‘;+ Jiad + Kiad + Lialad + Mia2a + MaZa3 =0 i=1,2,3 (128)
(Ina®)’ W

: . T g

+Gal + Tsai + Kyal + Lyalad + Myaia? + NMia3a; =0 (124)

HyHa+ H\H3 + HaHj +-

Los coeficientes constantes han cambiado debido a la reparametrizacion. Estos
se encuentran en Ja Tabla 2.4. Se sigue conservando la relacién entre los coeficientes
de estas dos iltimas ecuaciones, es decir, los coeficientes de (119) son semisuma

de los de (118).
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-(h?+1)
~(h+1)
-(h*+h) -
. '-(h’-ﬂl.—i-i) e

VI

12012 4,
-1/2--1/2 120100 0

/4 -1/47 <174 172 1/2 1/2

Tabla 2.4: Valores de los coeficientes para las ecuaciones (123) y (124). [Chauvet et. al.,
1992].

Las componentes de las uno formas son propias para cada modelo Bianchi. A

continuacién se enlistan para cada modelo [Ryan, 1975)}.

w! =dr
w? =dy
“Tipo 1 w?=dz
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e

w! = dy — zdz
w? =dz '
Tipo 11 wd =dz

wi=dt

w! =e~Zdy
w? =ds
Tipo I1I S wd=dz

wi=dt

ot = e~"dy — re—xd:
. w?:_é"d:
Tipo IV "~ w? = dz

W=t

Cwi=et dy
. w? = e=*dz
Tipo V : w? =dz

wi=dt

wh=eTtdy
v w? = e~h7dz con (h £ 0,1)
Tipo VI . wi=dz ‘

wi =ldt e

) = (€ —kD)dy — Ddz
dy + (C + kD)d=

con k=14 o a=%(1—h2)§
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—Sm(z)d:z:+ Sin(x)Cos(z)dy
S N Cos(z)dz + Sin(z)Sin(z)dy
TipoIX: = .7 w? = C'os(:t)dy +dz

Wt =t
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2.1.3.a - ‘Modelo cosmologico Bianchi VIII para el vacfo
En nﬁgstro caso las component'es de las uno-formas que caracterizan al modelo

Bi;cmchi VIII son:

w! = (d:r + [1 + .1:2] dy + [:z: o zzy]-dz) a(t) ; (125)
= (2zdy + {1 — 2zy]dz) b(t) ; (126)

wd = (d:v + [x"’ - 1] dy + ['1: +y— z"’y] dz) oty ; (127)
w!=dt. (128)

De esta manera queda construida la métrica del modelo cosmolégico de Bianchi
VIII la cual es homegénea pero anisétropa.

Las ecuaciones de campo para ¢l modelo de Bianchi VIII-en el vacio— se ob-
tendran al insertar la métrica en la ccuacién (117). Sin embargo, aprovechando
el trabajo ya hecho, nos limitaremos a sustituir en la ecuacién (118) los coefi-
cientes, correspondientes para el Bianchi VIII, dados en la Tabla 2.3. Al hacerlo

las ecuaciones de campo correspondientes para los factores de escala (a;,7 = 1,2, 3)

son:
d? 3 d d d 2 1{ d a3 al | _
s —In a1+dt ln a1+dtln a dtln P+ay +§ {a§a§ ~Za el e 0 (129)
“d? id d -2, 1{ a3 a3 a3
: 2 T+ - 3T oA = 13

7 lna2+dt 1nag+dt]na2dtln¢+a 2 {afag ad " da 0 (130)
d2 d -2, 1 a3 a} a3

ln a3+dtlna tlu a.;,+ ln aaﬁln d+az” -5 {a——;_,ag - a—§a§ - —a}'ag =0 (131)
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La ecuacién de constriccién, ecuacién adicional que acota el comportamiento
de las variables, ya que éstas no pueden tomar un valor arbitrario, es, —tomando
en consideracién los valores de los coeficientes dados en la tabla 2.3 —:

d d d d
—In aggt-ln a3 + —lna®=In¢

d d d
Inay -d—tln as + =lna, B—tln as +

dt d dt dt = dt
: 2
wld 1 - -
—E- [-—1!’1 ¢] -+ 5 {01—2 — as 2 as 2}
1[ a? a2 a§ _
4 {a,a% tZa aja3 a?a% =0 (132)

Aplicando la ecuacién (122) a las ecuaciones de campo y de constriccién obten-

‘emos las ‘ecuaciones reescaladas, respectivamente éstas son:

d? d d o4 1 4

7“71;1“ a + Eln a dd)ln(P +ala? + 3 {a.l — a3 — aa} =0, (133)

d? d d 1

d"d’]naz+ dq)luagdq)lné alal + -z-{a‘z’—a{ —ag} =0, (134)

d? d d 4 )

dhpln az + dq)ln agﬁlmb alal + 3 {a3 —ay — az} =0, (135)
d d d d ’ d d d
—dq)mal_dq)l" az + _dq:]“a‘—dcphm’ -+ d@)lna"’dq;]"as + o 7% —-Ina? -—]n<I>
w(d S

(dq)ln 4’) -+ 3 {agag —asal —ala3} - = {a, + a3+ a3} = 0. (136)

Nétese que estas ecuaciones reescaladas se pudieron obtener diréctamente de
las ecuaciones (123)y (124); considerando la tabla 2.4 para los valores de los coe-

ficientes. Aqui se prefirié hacerlo por pasos.
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2.1.4 'Soluciones del modelo cosmolégico Bianchi VIII

Por otra parte, la inica anisotropia que aceptan las ecuaciones de campo es de la
forma a; = a3. Para los casos a; = az y a; = a3 obtenemos soluciones triviales, es
decir, en estos dos casos las ecuaciones (133), (134) y (135) aceptan soluciones sélo

de la forma a, = a; = a3 = 0. Definiendo H; = fgln a; con i = 2,3 las ecuaciones

quedan:
d 1,
d’;]TI)_Hl + Hy + 5‘1’01 =0 ; (137)
1
@E“%H,— + H; — a?a?® — §<1>a§ =0 ; (138)
207 Hy Hy + G H] + OH, + 90 H, - & ~ el ~ %«1»%: =0 ; (139

Al resolver las ecuaciones de campo obtendremos varias soluciones que las sa-
tisfagan. Sin ‘embargo, no todas son fisicamente aceptables (soluciones reales y
factores de escala no negativos); para encontrarlas debemos sustituir a éstas en la
ecuacién (139) de constriceidn, descriminando las soluciones que no son fisicamente
aceptables hasta encontrar las que sf lo son.

Empecemos por reescribir las ecuaciones de campo definiendo 9y = ( )'; éstas

quedan como sigue :

[0(nay)] + 20l =0 ; (140)
[¢ nara)] - dadai =0 ; (141)

Las ecuaciones son de la ya conocida forma general:
\t
[tl) (lna) ] =cd"a™ (142)

cuyas soluciones estdn en términos de las constantes ¢, m y n [Chauvet. et. al,
1992]. Al sustituir las constantes particulares de nuestras ecuaciones de campo,
encontramos las siguientes soluciones las cuales dependen de los valores de las

constantes Ay = —4(By +1/2) y A; = —4(B; + 1)



.21, ECUACIONES DE CAMPO DEL MODELO COSMOLOGICO BIANCHI VIII EN LA TEORIA JBD.

o= (143)

@ aafcoslanaT e Ar> 0
o= o) ai*gi {cosh [~AIn (f@)]} @~ A <0 (144

(0 al'g{in(£®)} 0! A;=0
Las constantes B; y B; son nimeros reales; fi, f2, o1, g2, @1, a2 B1 y B2 son

constantes reales positivas.

Hagamos un breve paréntesis. Las ecuaciones de campo para el modelo de

Bianchi VIII en general son:

tlna1+ dl ilna;-l— dlnq ln¢+a1

d? dt dt dt
1 a? a3 a? 1+(1- ﬁ)u) SR
— —— T — = —————— Ty 14
2 {a§a§ == Al R L (145)
-d—z-lna + ii—]n a:’—d—l + lna ln¢+a
@ T e @ e at 2
1 a} a3 a3 1+(1—fw
— et — e — = — M 14
*3 {alag a3a? a?a} @ ¢ e (146)

a2 d, .d d. d 2
d—ezhl az + ;ﬁlna :i—tll) az -+ 'd—t'lll aszz]llqs + a3

fa3  aja} aia}



Para la ecuacién de constriccién tenemos:

d, d d_d d, d. - .d
Eln a Eln az + Eln ay~—Inas + ~—Inas;—~In 93‘+;

i

dt dt dt

wld 2 (e
-2 ~2 =2
—E [;E]nq&] -+ '2‘{01 ) .—(12 —az ‘ }

. 1{a & &), '
' _Z{agag a§a§+a§a§ =0 . (148)

Las sqluciones de este sistema de ecuaciones es complicado de encontrar. Asi
QUe abordamos el probiema con una simplificacién. Consideramos los términos
derechos iguales a cero en nuestro sistema de ecuaciones. Es importante seialar
que no se pretende encontrar soluciones correspondientes al Universo temprano
donde no hay materia. La simplificacién solo se hace con la intencién de resolver

el problema de manera analitica, como hemos visto.
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2.2 Resultados

Hemos llegado a las soluciones del sistema de dos ecuaciones. Para la ecuacién
(140) tenemos tres soluciones y para la (141) otras tres, asi que son nueve las
soluciones matemdticas del sistema debido a que las q; estdn acopladas a a;. Sin
embargo, no todas son fisicamente aceptables. Al sustituirlas en la ecuacién de
constriccién se encontré que de entre estas nueve soluciones existen factores de
escala complejos, asi que de entrada, eliminamos estas soluciones. Queddndonos

dos soluciones posiblemente aceptables fisicamente. Con i = 2,3 éstas son:

ay =g {cosh [—ﬂ; In (flclﬂ)]}—l/2 o-1/2

a; = a7t g; {cos{ay In(f;®)]} ! ! (149)
Y
: : -2 _ 19
= 91'{00_511‘ [—ﬁx In (f,@’)]} @Y/
C é,_ = a7lg: {In (@)} 1 7! (150)

coni=23

Ahora vedmos cudl es el comportamiento de estas soluciones. Para esto grafi-
camos la primera solucién, ecuacién (149), en funcién de ¢. Al graficar se tomaron
las constantes reales positivas con el valor de la unidad. Esto no resta generalidad
en el comportamiento de la gréfica; es similar para otros valores. Con un poco de

dlgebra el factor de escala a; se puede escribir como:

20 M2
@ = (1+<I’4) (116)

Tomemos los casos extremos, es decir. cunando ¢ — 0 implica que ay =0 'y
si ®— oo implica que a; — 0. Sicalculamos la derivada de a; con respecto

a d e igualamos a cero, encontramos que tiene un maximo cuando ¢ = 0.76-ver

la Figura 2.1-.

Por otro lado, los otros dos factores de escala ¢; (i=2,3), expresados en términos

de a;, contienen un término trigonométrico, la funcién secante. Como es sabido la



D

Fig. 2.1 : Primera solucién—ecuacién (149)—. Para ¢l factor de escala ) notamos que se parte de una singularidad,
cuando P = 0, hacia una expansion finita alcanzando d) un valor maximo ; finalinente hay una contraccién cuando 03]

aumenta, es decir: lim.;._.m a = 0.

funcién secante es discontinua. Estd definida en intervalos de tamaifio # para los
cuales toma valores positivos o negativos. En los extremos de estos intervalos la
secante toma valores +00 o0 — oo. Este comportamiento de la secante ayuda a

entender la grafica de los factores de escala a; —ver la Figura 2.2-.
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Fig. 2.2: Primera solucién—ecuacién 149-. En esta grafica correspondi a Jos f: de escala @; (G2 = a3),

observamos que toma valores negativos en ciertos intervalos. Fisicamente esto no es aceptable..

Recordemos que habiamos descartado soluciones para las cuales los factores
de escala tenfan una expresién compleja, es decir, pertenecian al conjunto de los
nimeros complejos. Pero si queremos factores de escala fisicamente aceptables
debemos restringir aiin mds. Esto es, que no tomen valores negativos-los factores
de escala son pardmetros de expansidn del universo en las direccionesx, y y z. Este
es el motivo de nuestras restricciones-. Para nuestro caso los factores de escala
a; toman valores negativos. En vista de esta situacién se decidié tomar, como
alternativa, solo los intervalos para los cuales a; toma valores positivos. Haciendo
esto se grifica el volumen en el espacio homogéneo el cual esta dado por v = ayaqa;.
En nuestro caso es v = a,a?. La gréfica de este volumen es como se muestra en la

figura 2.3.
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Fig. 2.3 : Se observa en las dos grificas del volumen—V = alag— que los intenalos de dos singularidades contiguas

se van acrecentando cuando P va aumentando. Esto es consecuencia del comportamiento de los factores de escala a;.

‘ d é di

En éstas graficas el volumen inicia en el infinito hacia una contraccion hasta un valor para

infinitamente.
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Las dos gréificas anteriores muestran el comportamiento general del! volumen
v en funcién de ®. Primero: El volumen sélo estd definido en intervalos para los
cuales a; toma valores positivos. Segundo: Estos intervalos van creciendo. Esto
puede verse en las dos grificas. El intervalo de la primera grifica es mds pequefio
que el del la segunda. Esto es debido al comportamiento de los factores de escala
a;. Segin las gréficas, tenemos universos sélo para ciertos intervalos de ®. Para
otros no existe. Esto es, tenemos universos discontinuos en los que los intervalos
para los cuales estdn definido van creciendo a medida que nos alejamos del origen
del eje de las &.

Recordando la ecuacién [122], expresemos el tiempo ¢ como funcién de ®.Esta

es:
b
t::/a vd®; (151)

donde el intervalo de integracién [a.b] estd determinado por a;; en donde ésta

es positiva. Explicitamente esta integral, para la primera solucién, es:

/ e "SecZ[Log[t]] (152)

t3/2
Como esta integral no es integrable se resolvié numéricamente. Al hacerlo se
encontré la relacién de ¢t como funcién de ¢ como lo muestran las graficas de la

Figura 2.4y 2.5:
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Fig. 2.4: Grifica que muestra la relacién monétona entre [ y [ correspondiente al intervalo de la primera grifica de

la figura 2.3,
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Fig. 2.5: Grafica que muestran Ia relacién monétona entre § ¥ [+ correspondiente al intervalo de la segunda grafica de

1a figura 2.3,

En la segunda solucién. ecuacién (150).tenemos la siguiente grafica para los

factores de escala a; (a2 = a3). El factor de escala a; es el mismo que el caso

anterior. Ver figura 2.6.
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Fig. 2.6: Segunda solucién—ecuacién 150—. En la grifica correspondiente a los factores de escala @;(Q2 = Qg3).

observamos que toma valores negativos en el internvalo (0,1) . Fisicamente esto no es aceptable.

En la grdfica anterior se observa que los factores de escala toman valores nega-
tivos en el intervalo (0,1). Asi que descartemos este intervalo para que los factores
de escala a; sean fisicamente aceptables. Haciendo esto, el volumen en el espacio

homogéneo en funcién de &, para este caso, es como lo muestra la grifica de la
Figura 2.7.



2.2,  RESULTADOS

2F N N o
1.5 1
21t 1
0.5} E
ol - - " n 1
0 20 40 60 80 100

Lsid

Fig. 2.7: Gréfiea correspondiente al volumen en funcién de o para la segunda solucién —ecuacion (70)-.

En la grifica del volumen como funcién de & se observa un comportamiento en
el que el volumen inicia en oo para valores pequeiios de ®. Explicitamente: & —
1 implica que v — co. Por otra parte, cuando ® — oo implica que v —
0.

Resolviendo numéricamente la integral (151), para la segunda solucidn, explici-

tamente ésta es:

1+12
/ \/_t3/"LogQ[t]

se obtuvo la gréfica que muestra la relacién entre t como funcién de ¢. ésta se

(153)

muestra en la figura 2.8.
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Fig. 2.8: Esta gréfica muestra la dependencia de ¢ comom funcién de P,

2.3 conclusiones

El trabajo presentado, modelo cosmoldgico Bianchi VIII tratado en la teoria de
{JBD] se expusieron sus ecuaciones de campo en las cuales, como se recordard, solo
se presentaron soluciones no triviales con la condicién de anisotropia a; = az. De
esta manera el problema se redujo a resolver dos ecuaciones ~ecuaciones [109] y
[110]~ con dos incégnitas a; y a; con con i=2,3. De este sistema de dos ecuaciones
se obtuvieron nueve soluciones, siete fueron descartadas por presentar factores de
escala complejos. De las dos soluciones restantes, ambas presentaban factores de
escala en el que, a intervalos de ®. tomaban valores negativos por lo que quedan
descartadas como fisicamente aceptables. De esta manera se llega a la conclusién
que en el modelo de Bianchi VIII en la teoria de [JBD] no tiene soluciones fisicas.
Recordemos que, como alternativa, se descartaron solo los intervalos para los cuales
a; tomaban valores negativos. Haciendo esto, al grificar el volummen como funcién
de @ se obtuvieron comportamientos que no son compatibles con las observaciones
astronémicas que es el caso de la segunda solucién. Es decir, se nota que el volumen

inicia en el infinito: al aumentar & el volumen se va contrayendo. esto es. no
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podemos tener un universo contrayéndose porque en vez de un corrimiento hacia
el rojo notariamos un corrimiento hacia el azul en las galaxias. Caso que no
ha sido observado. EIl otro caso, primera solucién, presenta un comportamiento
“patolégico” en la grafica del volumen en funcién de ¢. Tenemos Universos que
aparecen en intervalos de @ y desaparecen en otros. Por lo que finalmente no se
encontraron soluciones en el que se le pueda dar una interpretacion fisica al modelo
Bianchi VIIL

En la bibliografia se han encontrado soluciones—para el vacio — del modelo
cosmolégico Bianchi VIII en la teorfa de la Relativiad General[halpern,1985). En
el apéndice se muestran las gradficas de los factores de escala a,8  yv. El compor-
tamiento de éstos es oscilatorio—ver figura 19— convergiendo a un punto singular.
Comportamiento que se repite en ciclos (eras) indefinidamente. De esta manera
tenemos un Universo que se expande y contrae con factores de escala oscilantes.

Las soluciones del modelo Bianchi VIII con materia en Relatividad General
son presentadas con comportamientos cadticos[Halpern,1985). Mientras que las
soluciones del modelo Bianchi VIII con materia en la teorfa de [JBD] no han sido

encontradas en la bibliografia.
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2.4 Apéndice

Las ecuaciones de campo para el modelo de Bianchi VIII-para el caso de] vacio— -

en la Relatividad General son las siguientes {Barrow and Gaspar, 2001}:

(:11:? 2a2b2c2 [(b2+°2)2"“4] (154)
(Zl';)z) 202b2c2 (@ + )2 — o] (159)
T o

BBt (157)

El punto denota la diferenciacién con respecto al tiempo sincrénico t. Deno-
tando con las letras a. by c a los factores de escala. Si nosotros reemplazamos el

,: txempq sumrémcp t por la variable 5 definida por

= (abc)dn (158)

es de campo (154)-(157) se expresan de la manera siguiente:

2(lna)” = (b? + %)? - a* (159)
2(inb)” = (a* + ¢2)? — b (160)
qine)" = (a* = B2 = ¢t (161)

C(Ina®)” + (1nb?)" + (Inc?)" = (Ina®) (Inb?) + (Inb?) (Inc®) + (Inc®) (Ina?)  (162)
donde ’ denota la diferenciacidn con respecto a 7.
Al integrar mimericamente las ecuaciones (159)-(162) se obtienen los compor-
tamientos de los factores de escala: a. 8y y—donde a =Ina: 8 =Inby v = Inc—

en la figura 19.
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Fig. 2.9 Se muestra la evolucién de los tres factores de eseala O, ﬂ .

El comportamiento de los factores de escala a y v es ocilatorio, esto puede
verse cldramente en la figura 2.9. Las oscilaciones convergen a un punto singular.
Después de esto empieza una nueva era en el que el comportamiento de los fac-
tores de escala es oscilatorio. Este comportamiento se repite indefinidamente. Del
andlisis del comportamiento general de estos factores de escala se llega a que éste

es cadtico [Halpern, 1985} [Belinskii. et al., 1970).

ESTA TESIS NO SALY
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