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INTRODUCCION:

En este trabajo se presenta un algoritmo computacional basado en el método de los
elementos finitos por principio variacional para la resolucién de la ecuacion de Laplace, que es el
modelo matematico que se aplica a la evaluacion del potencial de campo eléctrico en un proceso
electrolitico controlado por transferencia de carga en soluciones homogéneas diluidas y régimen
isotérmico estacionario.

La magnitud y direccion del vector de densidad de corriente primaria se evalua a partir de
la distribucion del campo eléctrico, calculando el gradiente de potencial. El flux molar y por lo
tanto la cantidad de material que habra de adherirse a la superficie de los electrodos se determina
en forma analitica para geometrias simples (que corresponden a una celda de Hull) y
simultineamente por el método de los elementos finitos. Una vez comprobada la exactitud del
método - numérico, se utiliza en la determinacion del potencial eléctrico para diferentes
configuraciones geométricas de los electrodos, que pudieran corresponder a casos reales a
encontrar en procesos electroliticos de escala industrial, como el galvanizado.

Se utilizan funciones de aproximacion lineales con parametros ajustables para hallar la
solucion de la ecuacion de Laplace, que es una ecuacién diferencial de segundo orden lineal en
derivadas parciales. La aplicacion del principio variacional asegura obtener los parametros
optimos de la funcion de aproximacion en el dominio de cada uno delos elementos finitos en que
se discretiza el espacio. Se hace una comparacion de la solucion numérica con las soluciones
analiticas desarrolladas por medio de series de Fourier.

El algoritmo computacional es flexible y puede ser aplicable a diferentes arreglos
geométricos de los electrodos simplemente por la definicion de las coordenadas nodales; dicha
flexibilidad permite que cualquier usuario pueda ejecutarlo facilmente,

Este trabajo estd enfocado hacia la optimizacién de las condiciones de operacion de
procesos industriales como la electrorrefinacion, el galvanizado y la produccion electroquimica
de metales.

En esta tesis se considera un modelo simplificado de los procesos electroliticos, pero se
dan las directrices de como proceder bajo condiciones de soluciones concentradas, no
homogéneas y régimen no isotérmico.

El problema de la no estacionariedad de las condiciones de operacion involucra
derivadas temporales. También se hacen algunos comentarios de como aplicar el método de los
elementos finitos, en conjuncién con el de diferencias finitas, para caracterizar este tipo de
procesos.




OBJETIVOS.

- Construir un algoritmo computacional basado en la técnica de elementos finitos
variacionales para el cdlculo del potencial eléctrico en el interior de una solucion electrolitica,
que sea aplicable a procesos de electrdlisis controlados por transferencia de carga en soluciones
diluidas homogéneas y en condiciones de régimen estacionario isotérmico. El programa debe ser
flexible para poder ser utilizado en diferentes configuraciones geométncns de los electrodos y
manejar las condiciones de frontera también con flexibilidad.

- Desarrollar la solucion analitica de la ecuacién de Laplace en diferentes geometrias para
probar la exactitud del algoritmo de cémputo, comparando los resultados que se obtienen con
ambas soluciones. El Laplaciano del potencial eléctrico igual.a cero es la ecuacion que
caracteriza la electrodeposicion en procesos electrolitlcos controlados por transporte de carga en
disoluciones diluidas. R :
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1. FUNDAMENTOS.

1.1. Fundamentos de la Electroquimica de Electrodeposicién de Metales,

Los procesos de electrodeposicion de metales involucran al menos una reaccion
electroquimica de 6xido reduccion que puede tomar lugar en varias etapas. En general, cualquier
reaccién electroquimica es un conjunto de fenomenos en serie que permiten separar una especie
o conjunto de especies de sus soluciones en fase liquida hacia otra fase (s6lida en la mayoria de
los casos, o liquida como en polarografia), por medio de la imposicion de un potencial eléctrico
en el seno de la solucién y la movilizacion ionica resultante de las interacciones Coulombianas,

De los fenémenos involucrados algunos son de naturaleza fisica, tales como la difusion
molecular debido a la existencia de gradientes de concentracion, la atraccion Coulombiana de los
¢lectrodos sobre los iones de carga opuesta, la posible fisisorcion y fisidesorcion de las especics
ionicas en los electrodos, y la conduccién de los electrones o corriente eléctrica en el interior de
la fase electrodica, cualquiera que esta sea. Otros de los fenomenos que pueden estar presentes en
un proceso plobal de electrodeposicion son de naturaleza quimica e involucran la posibilidad de
reacciones quimicas en el seno de la solucidn y la quimisorcién o quimidesorcion de las especies
electroactivas en la superficie electrodica.

El esquema que se presenta a continuacion representa de manera general el conjunto de
pasos en scric mencionado en el parrafo anterior.

= — Transferencia
Reaccion quimica de masa

0 0 — Oseno disalucisn

=

‘Transferencia
L' de' masa’;

Figura 1,1 Ruta general para una reaccién electroquimica,




Por lo tanto, los modclos matcmétlcos que sc utilicen para caracterizar el proccso global
deben considerar los fenémenos de transporte, los fenémenos de superficie, la cinética qulmnca
la teoria elctromagnética, y, dependiendo del enfoque clisico o cuéntico, Ia fisica del estado’
sélido. Deben tomarse en cuenta los fenémenos que ocurren en el interior de electrodos
metdlicos o en su superficie, ya que la forma de la masa electrodepositada (que puede ser’
homogenen dendritica, localizada o con picaduras) depende de la cristalografia involucrada y de
los mecanismos de formacion de los cristales.

En general las reacciones electroquimicas involucran la transferencia de carga en‘la

interfase conductor electronico / conductor iénico. Esta interfase forma lo que se conoce como
electrodo, aunque es muy comin utilizar este término para hacer referencia a la parte de -

conduccién clectrénica uUnicamente. Por cjemplo, si s¢ considera la siguiente rcacclon
electroquimica sencilla:

Ox+ne .__' Red

Donde Ox es una especie oxidante que se reduce a una espeme reductora, Red, al gnnnr n”
electrones, por lo menos cinco etapas separadas ocurren en la conversxon de Ox en Red N

1, Transporte de Ox desde el seno del conductor i lOﬂlCO hasta la mtcrfasc, por cfcctos dc dlfuslon
molecular o migracién iénica.
2. Adsorcion de Ox cn la interfase, que puede ser dc naturalcza fisnca 0 qu:mlc
3. Transferencia de carga en la interfase para formal_- Red
4. Desorcion de Red de la interfase, fisica o quimica, /-2 : EREVE
5. Transporte de Red desde la interfase hnsta ‘el ! difusién
molecular y repulsién Coulombiana. TEL

Los pasos 4 ¥ 5 podrian no ocurriry en 7‘lUgar de: ellos, las: sustancna clectrolitlcas
depositadas empemnan a fonnar una capa sobre la superf cie elecu'odxca : - .
' Las etapas 2 a 4 son comiinmente referidas como Ios procesos de acuvaclén, mientras que
las etapas 1 y 5 son conocidas como procesos de transporte de masa.

2 ‘Bl proceso global de electrodeposicién de metales consiste en la descarga de un ion
i meuihco solvatado presente en el seno de la disolucion y su incorporacidn al electrodo en forma
de atomo metalico.

“.Cuando el proceso tiene lugar en un electrodo liquido la cinética de la reaccion suele ser
controlada por la difusion molecular delos iones hacia ¢l electrodo o por la transferencia de

carga.

La dinamica de la electrodeposicion en electrodos solidos es mas complicada pues los
dtomos mectdlicos originados dcben incorporarse a la fase superficial sélida para formar parte de
una red ordenada y estable. Esto lleva consigo la necesidad de tener en cuenta una serie de
factores que no se presentan en las reacciones electroquimicas ordinarias pero que son

fundamentales en el desarrollo de la electrodeposicion. »



1.2. Ecuaciones de transporte para electrolitos diluidos.

Iniciando con el marco tedrico, en este capitulo se consideraran tres tipos de ecuacnones'
de transporte para los elcctrolitos diluidos estas son:

o Ecuaciones Basicas.
o Ecuaciones para procesos controlados por Transporte de Carga Eléctrica.
o Ecuaciones para procesos controlados por Transporte dc masa.

anerameme se dlscutlrén Ias ecuacxones basicas ya que son esenclales para emenderl

D;:: V, C: represenux 1a densndad de flujo molar del iésimo componente, debido a la

= dlfuswn molecular, es decir, a la existencia de un gradiente de concentraciones de la especie i en
E el interior de la soluclon. Este término corresponde a la ley de Fick de la difusion.

C u. Ve representa la densidad de flujo molar del iésimo componente, debido a la
mlgraclén i0nica, es decir a la influencia del campo eléctrico de la solucién sobre las especies
cargadas. Este término corresponde a la ley de Coulomb en las interacciones eléctricas.

- C; v, es el término que representa el flux molar convectivo del iésimo componente,
correspondiente a la cantidad de las sustancias electroliticas que son arrastradas por el fluido que
se mueve con velocidad v,

En esta ecuacion:

e Di denota el coeficiente de difusién molar del iésimo componentc en la solucién.

e u; esla velocidad de migracién de la i-ésima particula dividida por la intensidad de campo
eléctrico(denominada también movilidad eléctrica o electroquimica).

e ¢ esel potencial eléctrico de la solucion.

* v, eslavelocidad del solvente con respecto a un sistema de coordenadas fijo.

Por simplicidad, se usard la convencion de que el signo de u; es idéntico al de la carga del
i-ésimo ion. Consecuentemente para un jon sin disociar y en general para cualquier particula sin
carga eléctrica u; =0. 3




"J;; es'un vector.normal al &rea de la

La densidad del fluJo molar del |esxmo component
seccion lransversal de ﬂu_]o :

La velocidad de mov:rmento del'solvente g cralmentc se pucde calcular resolviendo la
ecuacién hidrodindmica 'dé ‘Navi €asos sp:cxales “dicha " velocidad puede ser
constante y los fluxes J; pucdcn ser. refcndos convcnientemente a un sistema dc coordenadas que
se mueve con el solvente,’es decjr pod ‘r’nos deﬁmr J ="J, ke vu (lo cual ‘es esencialmente lo
mismo que establecer v(,—O) SR

La ecuacion (1....]) indica que la densidad de flujo de difusion molar con respecto al
solvente esta siempre dirigido en la direcciéon de concentracion decreciente, es decir en sentido
inverso al gradiente de concentraciones. Por lo tanto este proceso de difusion actia con la
tendencia de disminuir el gradiente, buscando la homogeneidad de la solucién, y cesa en el
momento en que la distribucién de las especies en la solucion es homogénea.

,La cantidad ¢ es el potencial interno de una fase dada; la diferencia de ¢ entre dos puntos
se denomina diferencia de potencial galvéanico, el cual puede ser medido exactamente solo si
consideramos una diferencia de potenciales intemos entre dos fases quimicamente idénticas. Esta
medida se lleva a cabo con un electrodo de referencia adecuado y utilizando un puente salino. Al
trabajar con una solucién de composicion variable, el éxito de la medicion depende de la
cficiencia en la eliminacion de la diferencia de potencial entre el extremo del puente salino y la
solucion.

Las cantidades D, y. U; son lincalmente interdependientes. Para soluciones idnicas muy
dJluldas, su mlerdependencla se descnbe medxanle la relaclén de Nernst-Einstein:

D= RTu/zF (12.2)

e z esel nimero de carga iér -arga del iésimo ion referida a la carga del
protén, También se le denomina “nimero’de t X

e F eslaconstante de Faraday en Coulombxos/mol

De acuerdo a la conveccion de que el signo de u; es idéntico al de z, el lado derecho de
esta ecuacién es siempre positivo.

La ecuacién anterior (1.2.2) es exacta unicamentc cuando las concentraciones de las
sustancias electroliticas son bajas (menor 0.01 mol dm™ ). Pero su validez solo es aproximada en
el intervalo de concentraciones que pueden ser consideradas como practicas (0.01 mol dm™ o
mas). Esto es debido al hecho de que la dependencia de D, con la concentracion es similar a la
de u;. Sin embargo, la movilidad idnica relacionada a la difusion es menos dependiente de la
concentracion que la movilidad ionica relacionada a las fuerzas Coulombianas. Esta diferencia se
debe a que por efectos difusionales todos los iones se mueven en la misma direccion, en cambio
durante la migracion, por la influencia del campo eléctrico externo, los iones con cargas opuestas
se mueven en direcciones opuestas. Por esta razon, su interaccion es en cierto modo diferente en
los dos casos.



Por otra parte, la ecunmén bﬁsxca ( 1 2. 1) mediante las cuales se definen las cantidades D;
y u;, mantiene su exactitud solnmentc para soluciones muy diluidas. Por lo tanto, los valores de
D; calculados a partir de la ecuacxon '(1.2.2) a concentraciones arriba de 0.01 mo! dm™ solamente
sirve como onentacxén' los errores -son especnalmente grandes en el caso de electrolitos no
univalentes.® :

La corriente que fluye a través del electrolito es debida al movimiento de los iones. La
densidad de flujo de los noriesj \J; és comtnmente expresada en mol cm 2! , pero otra forma de
expresarlo es'en A cm”, Ia’ canudad resultante puede ser convementemente llamada densidad -
parcial de corriente de las especies i y esta dada por:

Ji = (1.2.3)

‘corricnte sc obtienc por la suma de la corrientc transportada por

todas las especies _éargadas

Fzgm.f?‘_;j (1.2.4)

- Como caso especial, el vector de densidad de corriente j; podria tener solamente un
componente diferente de cero, cuyo signo dependeria de la direccion del eje de coordenadas.
Esto corresponderia al caso unidimensional, en donde el campo electnco en la solucién seria
homogeéneo. :

Otra ecuacion basica es el balance de masa para las cspecnes i. En notacion vectorial tiene
la siguientc forma:

aCi/ ot = - (VeJ; + §) (1.2.5)

Que indica que la rapidez con la que aumenta la concentracion de la especie i en el
interior de una superficic Gaussiana dentro de la solucién es igual a la diferencia entre los flujos
molares de (entrada - salida) de dicha especie por difusién molar mas la (produccién - consumo)
de dicha especie por alguna reaccion quimica homogénea que se esté llevando a cabo en el
interior de la solucién. Literalmente:

(Almacenamiento) = (Entrada) - (Salida) + (Produccion) - (Consumo)

El ultimo término de la ecuacion (1.2.5) tiene significancia especial en la teoria de
electrodos porosos, si es negativo, entonces el proceso concierne con la formacion de las especies
i, si es positivo se tendra un consumo de especnes Los tres términos tienen naturalmente las
mlsmas dimensiones (mol cm™ s 0 mol m?s™).

' *Eq tablas fisicoquimicas, encontramos la llamada conductividad equivalente limite a dilucion infinita, la cual es
igual a F [uj] (ci-0y , algunas veces menos apropiadamente llamadas “movilidades ionicas™.




Finalmente, la ecuacién que sirve como complemento a las anteriores, es la condicién de
electroneutralidad:

zzc, : o (1.2.6)

La cual es exacta en regiones del electrollto sin gradlemes de concentracion y ademas
exhibe alta precision en el seno de la solucién dentro de superficies Gaussianas con gradientes de =
concentracién diferentes de cero. Sin embargo no es aphcable en la region de doble capa, es -
decir en la vecindad de la superficie del electrodo, una reglén de 1a10 nnnometros de cspesor

: Afortunadamente la influencia de la doble capa comunmeme es desprecmble en los*
“calculos de transporte de sustancias electroliticas. Dicha region es frecuentemente ldenuhcad :

geométricamente con la superficie del electrodo para efectos de simulacion computacnonal po
~lo que no representa un problema critico. .

El conjunto de ecuaciones basicas dadas (1.2.1) y (1.2.4-6) permiten realizar los calculos’
de las densidades de flujo de masa y carga asi como llevar a cabo la determinacién de -l
distribucion de concentraciones en espacio y tiempo. .La primera de ellas aplica, por supuesto
solo a procesos isotérmicos. En un caso mas general podria ser necesario considerar también la:

difusién térmica con una fuerza impulsora VT, lo cual representa, sin embargo, solo una
correccion que se afladiria al flux masico debido a 1a difusién isotérmica.

1.3. Ecuaciones para transporte de carga eléctrica.

Al sustituir la ecuacién (1.2.1)
HJ —-D VCi -Gy Vo + Gy,

en(] 24)

VG- r: C;u,z,Vd: + FvSzC" (1.3.1)

. l'l

- tén'nmo de esta ecuaclén es cero debldo a la condicion de electroneutralidad, lo
: ‘cual es equxvalente a considerar que el movimiento del liquido no contribuye a la densidad de
comente, ya que no'se encuentra disociado y por lo tanto no posee carga eléctrica.
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Para un sistema sin gradientes de concenlrac:on. la ecuaclén (I 3.1) se sxmpllf' ca de la:
snguxente forma:~ A : ! :

j=;'xv¢ v e ' (1.32)

donde se ha introducido la cantidad:
n . . L
x= FE Ci Uz T c . (1.3.3)

denominada conductividad electrolfuca (o fonnalmente conduclancna especlf ca del electrolito) y
tiene las s:gulemes dimensiones: Q' cm™ 0 Q' m™!} su reclproco es la resistividad, p, que en los
primeros afios del desarrollo de la teoria electroqufmlca se le denomind resistencia especifica. En
el .caso de una solucién de un solo e]ectrohto, ala* a'F:|u;}"+ F |uy| se le conoce como
conductwndad equivalente, R

A partir de esta ecuacidon es evidente que el nimero de transferencia depende
generalmente de la concentracién de todos los iones en solucidn. En el caso de un electrolito
binario (n=2) ¢l numero dc transferencia t° no dependc explicitamente de la concentracion y es
igual a uy/(u, - uy); en realidad, sin embargo, los resultados de las mediciones revelan pequefios
cambios de t° con la concentracion debido a variaciones desiguales de uy u,. Por esta razdn, los
nimeros de transferencia deben ser usados con cautela en cdlculos si los cambios de
concentracién son profundos.

En un sistema de coordenadas que es fijo con respecto a la celda, la velocidad del
solvente, v, es generalmente diferente de cero, causando un cambio en el nimero de
transferencia. Procediendo en forma similar al de la derivacién de la ecuacion (1.3.5), llegamos a
la ecuacion:




- “zentre: dos solucxones) es plano de manera que cuando escogemos el eje de coordenadas x

4=
zc,u z, \

(1.3.6)

"La comparacién de las 2 ultimas ecuaciones, permite obscrvar que la diferencia t°- tes
dlrectamente proporclonal al cociente de la velocidad de la solucién entre la densidad de -
corriente, vo/ j. En este caso, también se utilizan los valores absolutos a los vectores).

El gradiente de potencial en la solucién no necesariamente es igual a cero. Aun cuando no
fluya corriente eléctrica a través de'la solucion, los gradientes de concentracién provocan el
denominado potencial de difusion o potencial de union liquida. Para calcularlo, reescribimos la
ccuacnén (1.3.1) como sigue:

¢=—;-;}jrozvc L (13.7)

Sl no ﬂuye comcnle a través de la soluclon. esta ecuaclon se S|mphf' ca a la siguiente

forma

: pgrpgndlcular a esta frontera, los gradientes de concentracion tienen solamente un componente
.‘que no es cero, Entonces obtenemos usando las ecuaciones (1.2.2) y (1.3.3):

(1.3.9)

=-—) —dinC;
,d? F g}.zi nC; (1.3.10)

Esta es la ecuacion basica de la teoria del potencial de unién (recuerda a la formula de
Henderson o a la formula de Planck). Para electrolitos binarios, los valores de t;” en esta ecuacion
pueden ser considerados constantes; sin embargo en el caso general son funciones de las
concentraciones y por lo tanto también de la coordenada x.




: La ecuacion_ (1 3 7): ‘muestra’ i
o conslderables los gradlentes de_con
~ puntos’estd dada no solamente por la densndad
por los gradientes de concentmcxén
- tales casos.

cnén xistentes,  la diferencia de potencial entre dos

0 es posible aplicar la ley de Ohm en

Consideremos ahora el balance de ma 2.5). Al mulnphcar dicha ecuacién por ZiF
y sumar sobre todas las especles lonlcas, tomando en cuenta la condlclén de electroneutralidad
(1. 26) obtenemos: L S .

FZZsV'Ji +FZzi5i=o' ' BT R (1.3.11)

i=l i=1

Debido a que la neutralidad eléctrica de la solucion debe ser preservada, es necesario que
la produccién total de carga en cualquier elemento ‘de volumen (el segundo término de la
ecuacidn anterior) sea igual a cero. Por lo tanto ambamos a la condicién de la preservacion de
carga eléctrica: :

FZZiVoJi=V-J=0 - o (1.3.12)

Si. combinamos - este resultado con. la" ecuaclén '(1.3.1), obtenemos una ecuacion
modificada de Laplace para el potencnal en el electrolito baJo la presencna de gradientes de
concentraclén

S(1.313)

(1.3.15)

La cual es aplicable a soluciones de electrolitos diluidos isotérmicos en ausencia de
gradientes de concentracién; la ecuacion (1.3.2) puede ser considerada como su forma integrada.

Similarmente, la forma integrada de la ecuacion (1.3.14) es (1.3.7), o después de
introducir la conductividad eléctrica:

trucuvamente que.en.la region en la cual son - -

“corriente’y por la conductividad, sino también " :




Ve +FY Diz;VCi==j (316

Timl

- En seguida podemos derivar una forma de la: ecuacién de Laplace valida" para
concentraciones constantes, pero en la presencia de un campo no homogéneo de temperaturas.
En este caso deben tomarse en cuenta la dependencia con la temperatura de la movilidad iénica
u; ¥ consecuentemente de la conductividad electrolitica. Por substituciéon de la ecuacion (1.3.2)
en (1.3.12) Obtenemos: i

aln
V2¢+_6_TLVT.V¢=0 (1317)

Cuando se usa esta ecuacion, debe notarse que la expresion matematica (1.2.1) no" -
contiene un término que involucre al coeficiente de difusién térmica, de manera que Ia ecuacion’
(1.3.17), que esté basada esencialmente en (1.2.1), no es completamente adecuada. Sin embargo, -
ya-que podemos asumir que el término VT es constante en la region de interés, entences el © .
1érminoV*T que aparece en la ecuacion exacta es igual a cero vy la ecuacion (1.3.17) puede ser
tomada como una buena aproximacion. ey

1.4. Ecuaciones para Procesos Electroquimicos Controlados por
Transporte de Masa

En el siguiente desarrolio se asumira que los coeficientes de difusion y las movilidades
son independientes de las concentraciones y que los liquidos son incomprensibles, por lo tanto, a
partir de la ecuacién de continuidad: Vev,=0.

Empezando con la ecuacién (1.2.5) y expresando los flujos por medio de la ecuacion
(1.2.1), obtenemos:

‘#=:Divgci +UV e (CiV)-vo e VC; -3 (1.4.1)

_Una simplificacién considerable tiene lugar si la solucion electrolitica contiene un exceso
del : llamado  electrolito - soporte, - el cual ' incrementa considerablemente la conductividad
electrolitica de la solucién , pero no participa en la difusién (un caso tipico de polarografia y
métodos relacionados). De acuerdo con la ecuacién (1.3.8) el gradiente de potencial decrece al
incrementar la conductividad, de modo que, como una primera aproximacién, podemos
despreciar el segundo término del lado derecho de la ecuacion (1.4.1) para obtener:

oG,
'—at— = DiVZCi -V -VCi —8; (1.4.2)
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. [Acumulacnén] '[Entrada Sahda],.,,d et ,,,m,.,cu,.,+ [Entrada < Salida]por difusion conveciva +
- consumOJ,.x mcc»énqulmzu

rotatorio. La (ecuacion 1.4.3) entonces toma la forma:
D; V2 C;-vo eVC; (1.4.5)

Otra simplificacién importante de la ecuacion (1.4.1) esta relacionada a las soluciones de
electrolitos binarios. En este caso, ni el gradiente de potencial ni la contribuciéon de migracion
del flujo total pueden ser menospreciados; es, sin embargo necesario establecer =0, dado que
una reaccion quimica podria producir una tercera especte 1émca de manera que el electrolito no
podria ser por mucho tiempo binario.

En el texto que sigue, el subindice'1 se refere al catién y 2 al anién.

Consideremos un electrollto bmano el cual dlsocxa en v, cationes y v, aniones, Su
concentracion C, cumple la condncnon :
c=L G _GC c

o Vl Vg :

- La: cual Junto con la relaclon (1:4:1). nosda las sngmentes ecuaciones diferenciales

parcxales no lineales:

(1.4.6)

(1.4.7)y (1.4.8)

=D,V2C+u;,VeCV9=vgeVC -

Sustrayendo la tiltima’ ‘ecuacién de la primera, obtenemos:

"

i . - > . . - ge gy ’ :
En 'un caso de importancia practica, la concentracién de el ion. que se* difunde es:
independiente del tiempo (caso estacionario). Esto ocurre, por ejemplo, en un electrodo de disco




(14.9)

(1:4.10)

D ”Dizl‘-l’l’-Dluz . TR L '
P T e ) (aiy
es el coeficiente de difusion del electrohto ( o sal ) La _ecuacion (1.4.10) es formal

te
tdéntica a (1.4.3) y descnbe la dxfusxén convecuva del electrohto com(o un (o)do e

Si consndemmos la dependencna de D con Ia concentracnon, podemos reemplazar el
término DV>C por V.DVC. Es evidente a pamr del desarrollo realizado, que la ecuacién
(1.4.10) es vilida también durante el paso de una comcme ‘eléctrica a través de la solucidn.
Al resolverla oblenemos la concentracién C'como una funcién de las coordenadas espaciales
y el':tiempo,. que ‘puede ser usada en cilculos de’ la’ dxstnbucnén del potencial eléctrico. Con
,“"_l p;opfs ito, Vufagnos la ecuacion (1.4.9), 0 preﬂ:r ntemente su forma integrada:

) (Dl Dz)VC**C(’l»llw'j»Uz’):WI’—-levl RO (1.4.12)

cual'es un caso especial de la ecuacion (1.3.1).
Los gradientes de. potencial y concentracion son por lo tanto mutuamente
dependientes: en la ausencia de cormriente (j=0) son aun proporcionales el uno al otro. La

ecuacion (1.4.12) permite calcular el potencial de difusion j=0 i6
electrolitos binarios diluidos. par2 J=0 en una solucion de
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1.5. Condiciones de Frontera

Debido ‘a-la gran: diversidad de problemas electroquimicos, daremos solamente
algunas indicaciones generales importantes de como proceder en la derivacién de las
condiciones de frontera de las ecuaciones diferenciales mencionadas anteriormente.

Dado que el potencial en un electrolito se mide contra un electrodo de referencia
disponible, y solamente las diferencias de potencial son accesibles a la medicion, podemos
seleccionar el potencial de referencia en cualquier punto arbitrario; por ejemplo, podemos
colocar ¢@=0 en una region donde las concentraciones alcanzan valores constantes.
Similarmente es posible preestablecer los valores de la concentracion en un cierto espacio o
plano. Si una corriente eléctrica fluye a través de la solucion, entonces la densidad de
corriente en una superficie dada, con la ayuda de la ecuacion (1.4.12) nos da otra condicién
de frontera. Esto aplica especialmente en el caso de reacciones electrodicas. Si asumimos, por
ilustracion, que el ion *1™ de un electrolito binario sufre una reaccion electrofica en una
superficie (subindice s), podemos expresar los componentes normales de los fluxes usando las
ecuaciones (1.2.1) y (1.2.3) como:

s (ﬁ) - (fﬂ) (1.5.1)
Jins SF Cru( =z, . D=, R

(1.5.2)

donde nise ref'ere a la direceion normal De acuerdo a la ecuacion (1.4.6), podemos
ntroducw la concentracxon del electrollto .C. La ecuacxon ﬁnal conduce a.una relacnon smple
entre los gradlenlcs de superf' icie; :

S asy.

ua) eliniinamos el gradienic de potencial en la ecuacion (15 1‘) para’
(1.54)

: ‘nimero de transferencia del anion para un electrolito binario es t ~—-u;/(u,-u,) y el ', .‘
coef'cxente de difusion esta dado par la ecuacién (1.4.11). o
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Puesto que ¢l espesor de la doble capa es despreciable en comparacién con la capa de
difusion de Nernst, no es necesario considerar dicha doble capa en el cdlculo de los fluxes
molares de las especies idnicas. Bajo esta consideracion, la condicion de electroneutralidad es
correcta en toda la capa de difusién. El flux de particulas que no participan en el proceso
electrédico es naturalmente igual a cero en la superficie del electrodo, mientras que los fluxes de
otras particulas estan dados por expresiones del tipo de la ecuacién (1.5.1).

En el caso de una reaccion de electrodica, las ecuaciones anteriores se reemplazan por
una relacion entre la densidad superficial de corriente en un electrodo de, j,.. y €l potencial de
electrodo o sobrevoltaje electrodico. En aplicaciones técnicas, esta relacion es cominmente
ajustada a una relacion de proporcionalidad lineal.

Elucidaremos ahora la relacion entre los potenciales del electrodo y el electrolito.

El! potencial de equilibrio del electrodo, E;, se define como la fuerza electromotriz de una
celda galvénica, en la que upo de cuyos electrodos es el electrodo bajo consideracion y el otro es
un electrodo standard de hidrégeno. Esta cantidad tiene un significado termodinamico de gran
relevancia ya que se refiere a un estado de equilibrio.

El potencial electrodico, E, durante el paso de una corriente eléctrica (generalmente en
estado estacionario) se define como la diferencia de potencial eléctrico entre una corriente
metélica asociada al electrodo bajo consideracion y una corriente a través del mismo material
asociada al electrodo de referencia. Lo tltimo se escribe en el lado izquierdo en un esquema de
celda galvanica. La cantidad E entonces puede ser definida como el “potencial del electrodo
referido a un clectrodo de referencia”. Esta terminologia, por supuesto, no significa que los
potenciales de los electrodos individuales sean medibles.

El sobrepotencial (o sobrevoltaje), n, es la diferencia entre el potencial de electrodo :
medido durante el puso de comente y el potencml de equilibrio del electrodo, (es declr‘ —E- E,

Algunas veces, sin embar(,o el valor de E,, no es expenmenlalmente accesnble y uene que
scr calculado por datos termodmamlcos

Para hacer mas clara.s algunas otras relaciones, debe notarse que:
e El potencial de electrodo E es un caso especial de la diferencia de potencial eléctrica de una
celda galvdnica para ¢l caso donde el electrodo sc escribe en el lado izquierdo del csquema.
Por ejemplo, la celda:

CulPt|H: | HCl(aq) | AgCl | Ag | Cu

es considerada como el electrodo de referencia que se encuentra en su estado de
equilibrio.




» La fuerza electromotriz de una celda galvénica es el valor limite de su diferencia de potencial
eléctrico para el caso donde no pasa la corriente a través de ella y tanto las reacciones
quimicas como las electrédicas en la celda estan en equilibrio,

Para nuestros propoésitos, es conveniente ubicar el electrodo de referencia (estructurado
como un capilar de Luggin) tan cerca como sea posible del electrodo de medicién. Entonces
cuando se puede decir que el potencial de electrodo E referido al electrodo de referencia es -sin
considerar una constante aditiva desconocida- igual a la diferencia entre el potencial interno @,
del electrodo y el potencial interno ¢ del electrolito ubicado justo en la frontera exterior de la
doble capa eléctrica (o posiblemente capa de difusién). Es decir:

E= @y, - @, + const, (1.5.5)

Donde el subindice s se refiere a el valor de ¢ en la superficie del electrodo.

Capilar de
Luggin
Solucion Electrolitica

Electrodo metdlico Electrodo de Hidrogeno

Figura 1.5.1. Relacién entre el potencial del electrodo y el del electrolito

El potencial interno @, es generalmente diferente al potencial de la corriente conducida
¢, (figura anterior), primero debido a la caida de potencial 6hmico en el cuerpo del electrodo
(dependiente de las coordenadas) y, en segundo lugar debido a la caida de potencial entre el
alambre conductor y el electrodo ( si cllos son hechos de diferentes materiales). Sin embargo, el
ultimo valor puede ser incluido en la constante aditiva desconocida.

El potencial interno del electrolito, ¢, en un punto cualquiera generalmente depende de
las coordenadas y de la concentracidon del electrolito. Con el fin de medirlo introducimos otro
electrodo de referencia HE (es decir, de hidrégeno) colocandolo en la regiéon donde la
concentracion del electrolito no cambia. Si denotamos por ; el potencial interno de la corriente
conducida, entonces tenemos en la superficie del electrodo indicador ¢, = @2 - @3 + ¢, donde

15




la diferencia de 2= cp; _es.una, cantldad medlble (def mda termodmémncamcnte) y Ia constante

también tenemos E = ¢, - (pz+ (p3+ const

El potencial in(emo P;. ‘del plecu'odo de referencia HE el cual no estid cargado con
corriente, puede ser inéluido en la constante, de aqui que E= ¢, - ¢; + ¢'5. Como antes se
menciond, generalmente no es posible identificar el valor de @, con el potencial del alambre, de
manera que se puede establecer: -

= +A<p,,.+const (1.5.6)

Donde el térmmo A(p,,. simboliza las perdidas 6hmicas de potencial en el vo]umen del -
electrodo. Entonces: -~/ S

E=o -qw*A b (157).

La dlferen ia (p. - (pz es dlrectamente medible y la constante cp"o pugde ser deﬁnida

n el caso de snstemas no estaclonanos, es necesario indicar las condiciones iniciales, es
. 1, las’ concentracnones en el tlempo t =0; para llevar a cabo la integracion de las ecuaciones
E dlferenmales
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2. ECUACIONES DE TRANSPORTE PARA ELECTROLITOS
CONCENTRADOS

2.1. Ecuaciones Bdsicas

En esta capitulo consideraremos una teoria fenomenoldgica mis adecuada del
transporte de iones en soluciones electroliticas (sin tomar en cuenta las propiedades
moleculares de los componentes). Con esta finalidad, es necesario abandonar la asuncién
basica de la teoria de transporte en electrolitos diluidos, referente a la difusién independiente
de todos los componentes en solucion. De hecho, en una solucion que contiene dos
electrolitos diferentes, se pueden formar dos gradientes de concentracion distintos, entre los
cuales no hay una relacién simple como en el caso de un electrolito binario sencillo, y el flux
de difusion de cada componente puede ser influenciado por ambos gradientes. En términos
generales, se pueden esperar interacciones de todos los componentes (solventes y iones) uno
con otro. Estas interacciones son tomadas en cuenta por la teoria de transporte basada en la
termodinamica de procesos irreversibles. N

Consideraremos un sistema isotérmico consistente en un solvente (concentracién C, y
velocidad v,) y en n especies disueltas (iones o sustancias no electroliticas, con
concentraciones C) hasta C, y velocidades v, hasta v,). Los fluxes individuales se expresan
de acuerdo a la termodindmica irreversible como funciones lineales o fuerzas

"termodindmicas”, X;.
N .
vi=2luX; 7 B (2.1.1)
j=1 . : e A e

Los fluxes molarcs:sbn referidos ‘al solvente, por lo tanto v,=0; 1 son coeficientes de
transporte fenomenologicos, los cuales cumplen con las relaciones reciprocas de Onsager.

(2.1.2)

lij=|ji- i,j=1,
Las fuerzas termodindmicas X| son expresadas en términos de potenciales quimicos o
clectroquilmcos, como campos de fuerzas conservativos:

j==Vu,; (2.1.3)
y son linealmente dependientes de acuerdo a la relacion de Gibbbs-Duhem
”n
> CiX;=0 2.1.4)
i =0

Todas las propiedades de transporte de una solucion dada, es decir, la conductividad
eléctrica, los numeros de transferencia, y los coeficientes de difusion, pueden ser calculadas
a partir de los coeficientes I y viceversa, es decir, a partir de dichas propiedades de transporte
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se pueden determinar los coeficientes 1,,. Sin embargo, estos calculos se hacen cada vez mas
complicados conforme incrementa del niimero de especies n; y solamente los casos de
electrolitos binarios y ternarios se hallan reportados en la literatura.

Por razones practicas, se han introducido otros parimetros de transporte, D;; , por
analogia a los coeficientes de difusion. Para mostrar su significado, se resuelve el sistema de
ecuaciones (2.1.1.) con respecto a X, . Después de rearreglar obtenemos:

Vuj = c 5o(vi-vi) i=01.. . .a (2.15)
j=1 ij

Donde C,=XZC;, y D,=D,, son parametros de transporte de dimension igual a las de los
coeficientes de difusion, que caracterizan las interacciones entre las especies i y j. Ellos son
definidos solamente para i#j y son independientes del sistema de coordenadas desde el cual
las velocidades v, son referidas, debido a que la ecuacion (2.1.5) involucra solamente las

diferencias de velocidades.

2.2. Electrolito Binario

Consideremos un sistema que contiene tres especies: el solvente (i=0), los cationes
(i=1), y los aniones (i=2). Dado que el sistema de ecuaciones (2.1.5.) es linealmente
interdependiente, debemos eliminar una ecuacion, digamos para i=0. Entonces tendremos
solamente dos ecuaciones, a partir de las cuales se pueden calcular las velocidades v, y v, o
los fluxes J, y J: .Debido a que los potenciales electroquimicos cumplen con la relacion
(2.1.4), 1a solucion puede ser escrita en la siguiente forma:

Do D,
Vi = Ve ﬁvl‘w : _—RT Vi, i=12, (2.2.1)

 Donde 16s nuevos cocficientes e difusion D, son definidos como:

i ti CyDgiDia =12 222
: C Dp +C1D02 +C2D0|
' Dy = CiDoiDo2 i=12, 223

C DlZ + C|D02 + CzDo]

Adicionalmente podemos obtener una expresion para la densidad de corriente en la
solucion, j=¢,Fz;(v; - v2).
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T y v amon ‘en umdades de’ carga del proton (los llamados
) .eros de transferencua de Hmorf del cation y cl anion.

La expresnon ‘matematica 2 2. 4 es’un caso especlal de una ecuacion mds general para
la densndad de corriente en una solucién que conuene n espec:es idnicas; en este caso los dos
términos en el lado derecho se reemplazan por la suma de n'témminos de la forma (1% / z)V;.
Una ecuacion de este npo hace - posible . el * estudio-. de “los . cambios del potencial
electroquimico, y; , de.un ion especnﬁco respecto a'la variacion de la composicion de la
solucion. Esto es obvio a partir de la sxguxente relacion;

J =_,_ZJ_Z_(Z Vp, 2; ij) (2.2.7)

i=1

Los términos entre paréntesis corresponden a combinaciones electroneutras de iones
(para "moléculas” de sales) y son independientes del potencial eléctrico en la solucién. Para
una composiciéon constante de la solucidn, los términos ¥y, - 2V, son igual a cero y fa
ecuacion 2.1.7 se simplifica a la ley de Ohm, ya que en este caso:

Vuj = szVqJ, C; = const. (2.2.8)

La movilidad eléctrica u, de un ion (es decir, su velocidad en un campo eléctrico de
intensidad unitaria) se define por la ecuacién:

vi-vg=-u;Vg¢ C;=ctle (2.2.9)
u, es referido al solvente. Debido a la condicion ¢, =ctte, la ecuacion 2.2.8 es aplicable;

esta se sustituye en la ecuacion 2.2.1 y se compara el resultado con la ecuacién 2.2.9,
entonces obtenemos:




DFZ: [T R , (2.2.10)

_ ”_embargo el’ coeﬁcncntc D, es ahora def'rudo por la’ecuacién 2. 2,1, vdlida para soluciones de
concentracnones, arbm'anM ‘para soluc:ones muy dllu1das esta ecuacion llega a ser idéntica

"(2.2.1‘2')"‘

ergenc:a e mtroducxr ‘la concentracion del electrolito C =C, /v, ,
,j=0)1a snguleme ecuacnén de transporte:

(2.2.13)

g it L) " 22.19)
2 Doyzy = Doaz, (22.15)

son diferentes en que el primero de los términos caracteriza solamente la difusién de la sal,
mientras que el segundo caracteriza la difusion de la sal corregida por la difusion del
solvente. Mientras D depende explicitamente de la concentracion del electrolito a través de la
ecuacion (2.2.2), la expresion para @ no involucra la concentracion y los parametros de
20



transporte Dg; dependen de la concentracién del elecuohto’solo llgcmmeme como s¢ puede
comprobar a partir de las mediciones de difusion. (Estrictamente hablando, ¢l término
C, D /Cy enla ecuacion (2.2.12) deberia ser con51derado como cl cocf'clente de difusién,

por analogia a D en !a ecuacion (2.2. I l)

Debido a que las variaciones del numero de transpone con‘ a concentrat:lén son
comunmente pequeﬂos aun en el caso de altas concentracxones. podemos establecer V1%~0 en
la ecuacion (2.2.13). La cantidad Vevp también es despreclable sn los cambios de la densidad -
de la solucién son suficienternente pequeiios. : .

Cuando se mide la rapidez de difusion en tna solucién electrolitica, se utiliza una
celda apropiada con la finalidad de que las \elocldad’es‘de las’especies, v,, sean referidas a un -
sistema de coordenadas f'Jo con respecto a:la cel Para ‘1al-caso,” el desarrollo tedrico -
conduce a la ecuacion: .

(2.2.16)
“la cual es, formalmente ldennca a]la ‘ecuacion (2, 2:_1 ]"),“pcro ahora D= CoDV,, D,
i a vo:vlgmen constante”, dado como:

(2.217)

(2.2.18)

Al aplicar a esta expresion el operador V via divergencia, llegamos a una ecuacién
similar a la ec. (2.2.13), la cual difiere en que @) es reemplazado por Co DV, , t°) porty,, y el
término de conveccion estd ausente. Naturalmente, no fluye corriente a través de la celda
durante la medicion de la difusion, de manera que j=0, v; = v, = v. Por lo tanto, en un caso
unidimensional, la ecuacion 18 puede ser simplificada a la forma

Iny +)dC
Cv= -.@c,v.,(n dd 2y )E @2.2.19)

donde y+ denota ¢l coeficiente de actividad molar media del electrolito.

La ecuacion elemental de la difusion molar (primera ley de Fick), sobre cuyas bases se
evaluan los resultados de las mediciones, es:
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cV;—D .dc EEa - (2.2.20)

Se deduce por compa:ac:on que el coeficiente expenmcn!al de difusion Deg esia'

(2.2.22)

2.11)y las que le sxzuen son utiles porque no involucran a los
electroquxmlcos de los iones individuales, los cuales actualmente no son
‘a medicién. Sin embargo, La ecuacion (2.2.4) para la densidad de corriente, ain

*+' “Inecesita ser transformada a cantidades medibles. Hay dos posibles caminos para esto:

- Primero, podemos descomponer los potenciales electroquimicos en sus partes
"quimica” y “eléctrica”.
HMH; = /‘i. +in¢ (2~2-23)

y reemplazar la actividad del ion en la expresion por el potencial quimico de el ion, p',. por la
actividad molal media. Los posibles errores debido a este procedimiento se cancelan
naturalmente en todas las relaciones en las que los potenciales quimicos de los iones
individuales se combinan para dar el potencial quimico del electrolito. La finalidad de los
calculos es obtener cantidades medibles, y dichas cantidades no pueden depender de la
actividad de un solo ion; si lo opuesto fuera cierto, seria posible calcular esta actividad a
partir de ellas, y esto, como es bien conocido, no es posible en base a la teoria termodinamica.
La aplicabilidad de la descomposicion lineal (2.2.23) puede ser objeto de comentarios
criticos, sin embargo las mads recientes consideraciones tedricas parecen darle buen

fundamento.
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La ecuacién (2.2.8) nos trae un problema de un caracter mis serio, el cual merece por
lo menos una breve discusion. La diferencia en los potenciales eléctricos de un simple ion en
dos diferentes fases corresponde al trabajo debido a una transferencia reversible de un mol de
iones desde una fase a la otra a temperatura y volumen constante. Por lo tanto, depende del
estado eléctrico de las fases involucradas, cada uno de los cuales puede ser caracterizado por
el potencial interno de la fase, ¢ . Este sin embargo, es exactamente medible solamente en un
medio de composicion constante. En el caso general, de composicion variable de la solucién
electrolitica, la ecuacion (2.2.8) y la descomposicion del potencial electroquimico (ecuacién
2.2.23) no tiene por tanto un significado fisico claro. :

La medicién de ¢ esta sujeta a error debido al conocimiento imperfecto del potencial -
de union liquida entre el electrodo estandar con un puente salino y la solucién medida.

Sin embargo, si eliminamos el potencial de difusién a! usar una electrodo de
referencia, estaremos exentos de esos inconvenientes. Entonces tenemos un segundo método

de transformacién de la ecuacion (2.2.4):
* Introduciremos el potencial Eg , de un electrodo de referencia en un punto dado en la *

solucién, medido contra el mismo electrodo de referencia en un punto fijo donde la
concentracion de la solucion no cambia. Naturalmente, tenemos en mente un electrodo sin un
puente salino, es decir, un electrodo del segundo tipo en la misma solucion. El estado de
equilibrio del electrodo debe involucrar al menos la concentracién de uno de los dos iones del
electrolito (M; y M; ) y quizd también la del solvente (Mp). La reaccion en el electrodo puede
ser formalmente escrita como:
soMp + s\M; + 5sMs = ne’ (2.2.24)
y de acuerdo 2 la termodindmica, una ecuacidn andloga es vilida para los potenciales
electroquimicos:
SoHo + Si M) *S2H: = Nk (2.2.25)
o

E! potencial electroquimico de los iones, ., es de acuerdo a esta definicidn, igual al
trabajo debido a la transferencia de un mol de electrones desde el estado estindar hasta el
potencial del electrodo Eg . Por lo tanto p.= e’ - EgF. Al sustituir esta expresién en (2.2.25) y
aplicar el operador V como funcién gradiente, se obtiene:

soVHe + 51V + 5V =-nFVER. (2.2.26)

Esta es una ecuacion auxiliar importante que permite eliminar los gradientes de los
potenciales electroquimicos de iones individuales a partir de la ecuacién (2.2.4). (2.2.26)
puede ser rearreglada para este proposito por introduccion del potencial quimico del

electrolito . = Vi + Va2




e‘, (p, _como se puede ver facilmente a partir de la ecuacién (2.2. 26) usando la
ecuacnon (” 2.8)y la condici6n de conservacion de carga.

Las ecuaciones generales mencionadas parecen algo complicadas. Sin embargo, se
pueden simplificar en casos especiales tales como la teoria de transporte de dcido sulfurico.

En sistemas donde los procesos alrededor de los electrodos juegan un papel tan
importante como los procesos de transporte, es necesario introducir, ademas del potencial Ex
del electrodo de referencia, el potencial E en el electrodo de wabajo. Para prevenir
dificultades en la busqueda de una relacion entre esas cantidades, es preferible referir el
potencial del electrodo de trabajo a un electrodo del mismo tipo que el usado al analizar los

procesos de transporte.




3. TRANSFERENCIA DE CALOR EN SOLUCIONES ELECTROLSTICAS

3.1. Ecuaciones Bdsicas.

Las ecuaciones bisicas para Ia transferencxa snm nea dc masa y calor en procesos
electroliticos, tienen la misma forma que para’ ‘soluciones’ ovelcctrolmcas vy en general su
resolucién puede presentar cierto: grado de’ complejlda in embargo, para aplicaciones
practicas, tales como problemas" que’ concierna on’ electrolizadores, las ecuaciones

diferenciales pueden ser simplificadas desprecxand enninos.

La densndad de ﬂujo de calor en clectroluos ede ser expresada como:

q——-kTVT-v-SHJ +q®, 3.1
donde_el pnmer término en le lado derecho especifica el flux de calor debido a la conduccién
'y 'kt denota la conductividad térmica. El segundo término corresponde a la transferencia de
calor'asociada al flujo mésico. J," = J; + C; v, es la densidad de flujo relativa, tomando como
referencia la velocidad promedio v, dentro del campo de velocidades, y H, es la entalpia
" molar parcial de la especie i. El Gltimo término de la ecuacion (3.1) representa la denominada
“densidad de flujo de energia de Dufour”, que corresponde a un fenémeno inverso a la
difusién térmica y sera despreciado en nuestras consideraciones.

" El balance de energia térmica, despreciando los términos de disipacién viscosa, y los

cambios de densidad con la temperatura, tiene la forma:

pC (?”.W),:—V q+l)_:lH (V-Ji'+5i) (3.2)

donde Cf es la capacndad calonﬁca a presion constante. Si q se expresa a partir de la ecuacion
,(3 l) y e es desprecxado entonces

pcp(;?+v.VT) V kTVT lgl‘, -VH +|ZlH6 (3,3)

Aqui, el segundo término del lado derecho involucra el equivalente eléctrico de Joule,
debido al paso de corriente eléctrica a través de la solucién. Este efecto liega a ser obvio si
consideramos una solucién sin gradientes de concentracion ni de temperatura: en tal caso, los
fluxes J," pueden ser expresados exclusivamente por la densidad de corriente:

¥ =4j/zF (3.4)




(compdrese con ' las ‘ecuaciones (1.2.3) "y (1. 34), el “nimero de transferencia, t; estd
especificado con_ referen la velocndad promedxo .V, pero recuérdese que para
concentraciones no muy altas [ ~'t,°)
El gradiente de: cntalpna a- preswn y-volumen constante. es igual al gradiente de
energia mterna el cual asuvez es 1gual al g'radlentc de la energia electrostética, z, Fo:

electrolitica.. <

" . Debemos-mantener en mente que el término jej/x que representa la disipacién de
calor por efectos eléctricos; fue derivado para una distribucién homogénea de temperatura y
concentraciones, y por-lo tanto, da una aproximacién aceptable solamente en el caso de
sistemas en los cuales los gradientes de concentracion y temperatura sean relativamente
pequenos. Un indicativo de que el término mencionado es solo aproximado, es el hecho de
que la dependencia de la conductancia con la temperatura no esta involucrado explicitamente
en la ecuacion (3.7). (Compdrese, por ejemplo, con la forma de la ecuacidon de Laplace
(1.3.17) en la region donde la temperatura cambia). Ademas no se han considerado los flujos
de calor por conveccion natural, debidos a los cambios de densidad con la temperatura.

Debido a que las maximas diferencias de temperatura en los electrolizadores son del
orden de 10°K, podemos considerar a la conductividad calorifica como constante y definir la
difusividad térmica de la solucion como ay = ky / p C; . Con esto, la ecuacién (3.7) puede ser
rearreglada como:

T 2 i
L 4v.VT=a;VT+——— 3.8
ot T PCp).’ ¢ )




: ‘El calor es producndo en los electrohudorcs no solamente en ¢l seno de la solucién
relecu'olmca, smo  que también en la lmerfase entre los electrodos y la solucién. La produccién

5 El cambio de ‘entropia’ puede ser. formalmente dividido en un término irreversible,
relac on do al sobrepotencxal de acmamon y otro rewrsnble

Sl se’ desprccta el- efeclo Dufour ¥ 'se establece que la »clocldad de la solucion en la
interfase ‘es igual a cero, entonces el flux de calor en la interfase y la conduccién de calor en
el electrodo estin dados ambos por los, modelos 'matemticos-para la conduccién y para la
transferencia de masa, como se sigue a partir de la ecuacnén (3:1). En estado estacionario, la
densidad de flujo de calor gug que entra a la mterfase debe ser igual a la cantidad de calor q,,
que entra a la fase solida del electrodo; ambos son represemados por sus componentes

normales (submdxce n). Por lo lanlo

Qud _.—k-,-(‘, ), +ZH Ju, = s ——kn(‘,n) +H J,_, (3.10)

“La densndad dc ﬂu_]o mésxco que entra al electrodo es igual al flux de electrones J, = -

jo Fe donde o denota la componente normal de la densidad total de corriente. Los fluxes de

: otras especnes que ‘entrana’la " interfase “pueden ser. expresados en base a Ia ecuacion
N estequnomemca . 9), como J;a = S, _).,/nF debldo a que una carga de 1 Faraday correspondc a

por la relacion termodmamlca H= p., + T S

- dlmensnonal (un electrodo plano y coordenada x normal a la superficie),
) la ecuaclon (3 10) puede ser rearreglada a la forma:

-4;(33 o) -E(E) I35 s)  em

Si la reaccion electrodica procede en estado de equilibrio, el primer término del lado
derecho seria igual a cero. Sin embargo, en el caso general, es igual a j, /n, , donde 7,
representa el sobrepotencial de activacion. Por lo tanto:

ST oTY . .. T[&sS <
"kT(ax) k“('ﬁ),""”'“l’%‘[g‘—'n"SeJ (3.12)

Los términos en el lado derecho de esta ecuacion representan la produccion de calor
en la interfase del electrodo. El primero de ellos corresponde a la produccién imreversible de




calor mientras ‘que cl segundo toma en cuenta la produccxén reversnble Las cntroplas molarés
pa.rcnales obedecenla relacxén termodmémnca fammar - Tt

donde p denota la presion, y x, la fracéiéri molar. '

Debido a que los polencnales c]ectroquxmlcos; de los iones individuales no son
accesibles a medicién, los valores de S, no pueden’ ser cxactamente conocidos. Sin embargo.
para un sistema completo que- incluya’ un inodo™ y un’catodo, los calores de reaccién
reversibles se combinan para dar canudades medxbles (las entropias de iones se combinan a

entropias de moléculas).

Una determinacion aprox:mada de los valores de S, esta basada en la convencion de
que la entropia standard de los ‘iones: hldrégen “asi como la energia libre de Gibbs y la
entropia standard para la reaccién: 2 H;=H® fe',es decir, el potencial del electrodo standard
de hidrogeno y su coefi clente,de tempe on xguales a cero. de acuerdo a esto:

AS°= %, + 5% - 1 §°=C

.0.:Por:lo tanto, la entropia de los electrones en el electrodo

donde se ha establecndo S° Por:lc
: :np‘_opia’ standard del hidrégeno, reportado como 130.59

metdlico es igual, a‘unimedno
'J/"K Emonces Se.

se puede asumir que los elcctrones estan siempre en su estado standard, es decir, su
entropxa standard S°.‘es ‘igual ‘a su entropia molar parcial S, , de manera que es posible, a
partirde la ecuacion (3.12), calcular aproximadamente el calor involucrado por el proceso dc

" electrolisis en el electrodo. En casos de importancia técnica, el término irreversible j, 1, ,
'dlcha ecuacion, es cominmente mds grande que el reversible, de manera que los posnbles
errores debido al conocimiento imperfecto de los valores de S, son pequefos.

Sin embargo, con la tecnologia actual, el balance de energia térmica solo puede ser
determinado experimentalmente para el electrolizador o celda galvdnica completos y no para
cada electrodo individual. Este balance puede ser calculado exactamente con la ecuacion

3.12.

El procedimiento correspondiente es como sigue: Si escribimos la ecuacion
mencionada separadamente para los electrodos positivo (subindice A) y negativo (subindice
C), y las sumamos, entonces la entropia de los electrones en el lado derecho de la ecuacion
resultante, se cancelan, debido a que j,. = -jaa , ¥ JOs términos que involucran sobrepotencial
son aditivos (el sobrepotencial tiene el mismo signo que la comriente, de manera que el
producto jn es siempre positivo), los términos en el lado izquierdo representan la produccion
de calor total en ambos electrodos, la cual puede ser denotada como gy, por simplicidad:



Qo —Jn.A”LA +Jn.C'75.C Jn.A nF[Zs

Gy

Los términos entre paréntesis representan el cambxo de entropla lolal para la reacclon".
en el electrolizador considerada: con el citodo en el lado derecho del esquema de reaccnon. ‘es
decir, la reaccion esta escrita en la-‘misma- direccion” en’la. que ella’ procede . en” el ”
electrolizador. Por ejemplo, si consideramos la electrélisis de un hxdm\udo alcalino, tenemos -

, de acuerdo al esquema (3.9): . :

enelanodo 40H =2H,0+0;+4e
yenelcdtodo:4e +4H.0=40OH + 2 H,
o:

2 H‘O = 2H; + O, , como proceso global.

) Por lo tanto

‘qu61 Jn,A'7a.A +Jn,C’/a,C Joa—= oF AS (3.15)

: 2 Si la ;rea’ccién fuese escrita en sentido contrario, como si procediera en una celda
;' galvanica, el valor-de AS cambiaria su signo (al igual que el de cualquier otra funcién
E termoqlinémica): : :

-~ La-densidad -de corriente en un electrolizador o celda galvénica, es generalmente
funcion de las coordenadas. Por simplicidad introduciremos el flujo total de corriente a través
del ‘sistema como I, . Con ¢l podemos expresar la produccion total de calor, Q, en el
electrolizador, incluyendo 12 produccion en el electrolito, como:

AS+ AS;
=], T2 208
Q t oF (3.16)
donde el término TAS, involucra la produccion irreversible de calor en la interfase del
electrodo, asi como en el electrolito y los electrodos.

El voltaje terminal del electrolizador, U, también puede ser dividido formalmente en
sus partes reversible e irreversible; el primero de ellos puede ser calculado a partir de la
expresion termodinamica Uy, = AG/nF, y el segundo, U, cuando se multiplica por I, da la
disipacion irreversible de energia.

Debido a que AG = AH - TAS, podemos establecer que = AH - nFU,, , el cual, al
sustituir en la ecuacion (3.16) da: ’




esta ecuacnon nos perm e calcular la,rapldez de produccnon de calor (en Watts) a
partirde la emalpxa de reaccxon, ‘el \ollaje tenmnal 'del electrollmdor v.la corriente total. La
cantidad Q es snempre posm\a (el snslema es calentado por el paso de corriente a través de

él).




4. DISTRIBUCION DE DENSIDAD DE CORRIENTE EN REACTORES
ELECTROQUIMICOS CON PROCESOS ELECTRODICOS
CONTROLADOS POR TRANSFERENCIA DE CARGA ELECTRICA.

En esta seccion abordaremos el problema del cédlculo del campo eléctrico en una solucién
electrolitica y -de acuerdo con condiciones especificas- en el interior de los electrodos del reactor
electroquimico. Por lo tanto, consideraremos el potencial interno de cada una de las fases bajo
estudio. Si se logra conocer el potencial eléctrico como una funcion de las coordenadas de
posicion por medio de la solucion de la ccuacion de Laplace, sera posible calcular su gradiente,
el cual via ley de Ohm, permite determinar la densidad de corriente en cualquier punto del
sistema electrolitico. Entonces tendriamos acceso a los valores de una cantidad medible y de gran
importancia practica: la distribucion de densidad de corriente, la cual nos da informacion a cerca
de si la superficic electrodica esta bien utilizada o si existe una sobrecarga de corriente localizada
y en que extension, La alta heterogeneidad de la densidad de corriente en diferentes puntos de la
superficie de los clectrodos se traduce cn una polarizacion no uniforme de dicha superficie,
trayendo consigo la posibilidad de reacciones parasitas y un decrecimiento en la eficiencia de la
electrdlisis. Bajo estas circunstancias. la tareasde un Ingeniero Electroquimico seria mejorar la
construccion de la celda electrolitica, de manera que se alcance una distribucion mas homogénea
de la densidad de corriente. Esto puede lograrse, como regla practica, disminuyendo las caidas
ohmicas de voltaje en ¢l cuerpo de los electrodos v/o en el electrolito, o por disminucion de la
densidad de corriente en los electrodos. La resolucion de la ecuacion de Laplace para el potencial
eléctrico da lugar a la caracterizacion de una gran cantidad de sistemas clectroquimicos que
operan en régimen estacionario. Primcro desarroliaremos algunas rclaciones basicas para el
gradiente de potencial en una celda electroquimica.

4.1. Balances de Voltaje para Electrolizadores y Celdas Galvanicas,

Para resolver la ecuacidn de Laplace (Vg = 0) en calculos de la distribucién - de
densidades de corriente local y del voltaje terminal del electrolizador bajo una corriente total
dada, necesitamos considerar la diferencia de potencial que existe entre ¢l potencial interno del
electrodo @, y ¢l electrolito que se encuentra en la cercania a la superficie del electrodo, @, .
Dicha diferencia queda definida por la ecuacion 1.5.5.:

E=¢n, - ¢, + constante, - L (4.1)

Donde la constante dependc dc

perfectamente la corriente,y. que se encuentran conectados co
corriente contmua U Si denommos eI potcncml mu.rno del énodo con‘Ppa'y el del citodo con
(p,,,c entonces g : ;

' En los’ lextos annguos. pnncxpalmeme americanos, se usa otra definicion, de acuerdo con la cual ¢ potencial del
elcctrodo ncne un snbno opucs!o E' 0. ¢ - constante = -E :




U=0na - Puc 4.2)

donde otra vez se han despreciado las diferencias de potencial de contacto debido a que ellas sc
cancelan en un circuito eléctrico cerrado. Puesto que el potencial del anodo es mads positivo que
el del catodo, el voltaje U es positivo, Si expresamos el potencial interno del anodo y catodo a
partir de la ecuacion 4.1 y los sustituimos en la ecuacion 4.2, obtenemos:

U=Ea - Ec + 0sa - 0sc (4.3)

La caida de potencial en el clectrolito que se encuentra contenido entre los electrodos,
Qs - Psc . Puede ser expresada como| j |1 py;, donde j es la densidad de corriente’ a Io largo de
una linea de corricnte hipotética de longitud | (figura 4.1) y pg es la resistencia especifica del
electrolito, Por Jo tanto,

U=Ep-Ec+ljlipy (4.4)

pm,C

-

e
SHC

Figura. 4.1. Distribucion de potencial en un electrolizador.
Pma ¥ Pmc denotan los potenciales internos de las fases metdlicas (dnodoy cétodo). ¢s 4
y (®sc son los potenciales internos de el electrolito en las cercanias del d4nodo y catodo.|
BHa y Suc corresponden al espesor de la doble capa de Helmholtz, y d denota la dlstancla B
entrc. los electrodos (aproximadamente la longitud de la linea de corriente, 1). T

2 Si la corriente fluye desde ¢l dnodo al catodo, entonces j > 0.




arbitrariamente como potencial de referencia’, por ejemplo.; cpmc = O Entonces, de’ acu do al
ecuacion4.2 U=, 4,y laecuacion4.1 en ambos electrodos (Para la constame = 0 ) da.

Psa=U - E,, psc= ~E¢,. (4 5)Y(4 6)

siendo estas las condiciones de frontera requeridas. -

En un caso mas general, los clectrodos ticnen_una conductividad eléctrica limitada, de
manera que surgen pérdidas de voltaje no desprectables durante el paso de corriente a través de
ellos. Los potenciales ¢4 ¥ ®uic entonces no son’ homog,eneos a lo largo de anodo y citodo,
sino que dependen de las coordenadas. Desde un punto de vista matematico, ¢l problema consiste
entonces de la resolucion simultanea de tres ecuaciones de Laplace: dos para la distribucion de
potencial en los electrodos y una para la distribucién de potencial en el electrolito. La
distribucién de potencial en un electrolizador en este caso bidimensional se muestra

esquemdticamente en la figura 4.2, >
<+ . O
P, A Py c @
o, ¢ )
C’m,c(x)
P A
m,A r
s,A
OHA e ™ 3uc
d
Figura 4.2. Representacion esquematica de la distribucion de potencial eléctrico en un].
_lelectrolizador involucrando Ia caida de potencial en el clectrodo. ¢, 4 (0) denota e) potencial{
" -linterno de la fase metalica en el borde superior del énodo, mientras que @, A (x) esel|
P pptencm] interno a una distancia x desde el extremo superior. Comparar con la figura 4.1

W
w

1 El potencial siempre cs referido a un valor de referencia apropiado y este puede ser elegido arbitrariamente.




Ladiferéncia' . - Q’m.c(o)>0

cmmnde a la caidade pou:ncual en cl céwdo y

q)ma(o) Pra(X) > 0

Naturalmente, los potenciales eiéét?é@icos son también funciones de x:
4.7)
Ex = Quc(X) - @sc(x) (4.8)

Aqui, debe hacerse notar un hecho importante que a veces no es claramente comprendido.
Solo en el caso especial, en que los electrodos poseen muy buena conductividad eléctrica, los
potenciales internos @ y Pme Son independientes de la coordenadas. Sin embargo esto no
significa que los potenciales de electrodo sean también independientes de las coordenadas,
debido a que cl potencial en el clectrolito ©g4 0 Psec puede aun ser diferente cn diferentes
puntos. Solamente si ¢l campo cléctrico en la solucion fuese homogénco, es decir, si todas las
lineas de corriente son paralelas, ¢l potencial en el electrolito en la superficie del electrodo seria
igual entodos sus puntos. La polarizacion del electrodo también seria la misma en todas partes.

Recordemos que £, v E¢ son. cantidades medibles que dependen. en. una manera.

.caracteristica -de la .componente normal .de la densidad de -corriente, j,, en la superficie -del

electrodo- (considerada- siempre hacia- el lado del electrolito). Para- dar énfasis a- esta

circunstancia, podemaos definir la-polarizacion del electrodo como:
n=E.-E =EG) - E R T X

donde E*= E(j,)es-el potencial dél-electrodo a una dermdad de comente ‘dada j, . Bf= E(0) es e!
potencial -de ‘equilibrio-.del: electrodo (en el estado de menor ‘corriente).. Por convencidn, la
densidad-de corriente y la polarlzamon son -positivas para-un proceso anddico y negativas para
‘uno catodico.

En el caso en que procede una reaccion electrodica simple, caracterizada por. un
cquilibrio termodindmico definido (pero no necesariamente medible), sc debe hablar mas bien de
un sobrepotencial que de una polarizacion de la reaccion electrodica.
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. Un caso de gran importancia practica es aquél en el que ambos electrodos pueden ser
considerados como- aproximadamente no polarizables y perfectamente conductores.. Esto es -
* significativo en el ‘calculo de la denominada distribucion de corriente primaria en la superficie -
.. del electrodo.”: Los - potenciales en el seno del clectrolito en contacto con la superficic del
- electrodo pueden ser encontrados hacicndo uso de las ecuaciones (4.5) y (4.6); los potenciales del . -
énodd y cétodo se pueden establecer aproximadamente iguales a sus valores de equilibrio: y

] (ps,\ u EA,,,, @sc=-Ecs. (4.10)

. i.:Enla resolucnon de la ecuacion de Laplace para el potencial en el electrolito que llenn cl Lo
g 'espacxo mterelectrodlco es conveniente definir el * potencml adnmensxonal" como: i

2 U FAr“P .
U L‘A,+L‘c'

(4.11)

ondi k ones de fronu,rd (ecuacnon 4, 10) cmoncus loma.n la fonna dt.
Ps, A—O ( en la superﬁcne del anodo), y
"/(Ps,c =1 (enlla supcrﬁcxe del citodo).

Si desconectamos el electrolizador de la fuentc de corriente continua y cortocircuitamos
sus electrodos o los conectamos a través de una resistencia apropiada, se invierte la direccion de
las reacciones electrodicas y el sistema funcionara durante cierto tiempo como una celda
palvanica hasta que el potencial del citodo llegue a ser igual al del dnodo. por supuesto, la
direccion de la corriente también se invierte. Las ecuaciones anteriores (4.1 - 4.9) también se
usan en este caso, asi que la diferencia entre una celda galvanica y un electrolizador consiste
formalmente en la direccion de la corriente, es decir, en la direccidon de las reacciones
clectrodicas. El electrodo positive de un clectrolizador es el dnodo, debido a que en €l toma lugar
la oxidacion, mientras que el electrodo positivo de una celda galvanica es el catodo, ya que
alrededor de ¢l procede la reduccion: con el electrodo negativo la situacion es justamente la
opucsta.

El balance de voltaje de un celda esta dado por la ecuacién (4.4); cuando los electrodos
estin conectados con una resistencia R, la cantidad U es remplazada por -IR, donde 1 es la
corriente total (positiva) que fluye a través de la celda. La cantidad -U es, en estado de equilibrio,
igual a la fucrza electromotriz de la celda en un esquema en el cual el anodo sc escribe a la
izquierda y el cdtodo en el lado derecho (Por cjemplo, con la celda de Leclanche,
Zn|Zn**IMnO,1C). Si introducimos el sobrevoltaje de acuerdo a la ecuacién (4.9), podemos
escribir la ecuacion (4.4) en la forma: :

Ecr -Eac =0a - e + IR + |jllog. 4.12)

donde en el lado izquierdo tenemos la diferencia de potencial de equilibrio, denominada fucrza
clectromotriz, denotada en este contexto como -U, (una notacién alternativa utiliza el simbolo E




con un posible submdlce) Este vnlor puede calculnrse a. pamr de dntos termodmamxcos

(precisamente a partir de la energia libre de GlbbS de la reaccion electrodlca correspondlente g

“como - Uy = -AG/mF).

En el lado derecho dec la ecuacién (4.12), sc encuentran consideradas las pc'rdidas. de

voltaje debido a la reaccion electrddica (transferencia) y al transporte de los iones en ambos

electrodos (es decir, sobrevoltaje), ademas de la caida de potencial dhmico debido a la

resistencia externa R y también la provocada por la resistencia interna de la celda. El dltimo

término estd escrito en forma simplificada, ya que en realidad la resistencia del separador

también deberia ser considerada. El balance de voltaje (4.12) aplica, por supuesto, a cualquier

linea de corriente,

Del mismo modo que en un clectrolizador, podemos escoger arbitrariamente uno de los

potenciales internos como referencia. Por razones practicas, estableceremos el potencial interno™

de el electrodo negativo ¢, igual a cero, asi la ecuacion (2) nos da Q¢ = -U > 0.
Analogamente ala derlvncnon de las ecuaciones (4.5) y (4. 6), obtenemos : . :

Psa=-Ear 2y

‘Psc--U E(.

Siel ﬂu;o de corriente causa una caida de potencial no despreciable en los electrodos (por
eJemplo a lo largo del eje x), entonces -similarmente al caso de un electrolizador (figura 4.2), 1a
diferencia (g c(x) - @mc(0) > 0 da Ja caida de potencial en el cétodo, y la d:f‘ercnc:a P alx) -
®m,A(0) < 0 da la caida de potencial en el énodo.

Si elegimos como referencia el potencial interno del anodo en'la terminal de corriente (x
=0), 0nA(0) = 0, entonces ¢l valor correspondiente para el cdtodo seré (pmc(O) = -U dc. acuerdo a
la ecuacidn (4.2). .

Finalmente, puede mencionarse como un eJemplo pracnco el caso de una celda galvanica

cortocircuitada con una resistencia despreciable del material - metélxco del: electrodo. En - este

caso, es preferible establecer @uc= Ec; (¥ no @ua = 0). Decbido ‘a ‘que los e]ectrodos estian en -
cortocircuito, Ppe = (pm La ecuactén “.1) cscnla parn ambos elcctrodos nos 'da (parar

constante=0):
PsC =P - Ec=Ec.r-Ec=-Tlc. AT e _j(4.13)3
@5.0=0ma - Ea=Ecy - Ex= Upema R (4.14)'

- Sila polanzacxon
constante b

En la resolucion de la ecuacion de Laplace para el potencial en el espacio entre los
“electrodos, es conveniente definir el potencial adimensional como:

“l anodo (sobrepotencml) es desprecxable, PsA puede ser consndemdo
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e+ U, o
‘p,*=f(p e e @

-

Las condncnoncs de fronlcra adquicren la forma qpga = nA/ Uy ( cn Ia supcrf'cle del an do)
YL Pse = Ne /U=l (en la’ superficie del citodo). Si la polnnzacxén anodica’ €5’ medlble ‘el
; potencxal ¢@enla superficie del dnodo cs igualaceroyenel catodo es unu f"ncxén de la dt.n da

de comente. :

4.2. Celda de Hull y Otros Dispositi\'os. ‘

Para realizar un estudio mas completo a cerca de las condiciones de operacion optimas en
procesos de electrodeposicion, es conveniente experimentar para rastrear dichas condiciones.
Los ingenieros electroquimicos han disefado una gran cantidad de celdas electroliticas a escala
de laboratorio, algunas mas flexibles que otras en términos del control de las variables de interés.
Una de esas celdas es conocida en el ambito de la investigacion como celga de Hull, la cual,
debido a su geometria permite estudiar los efectos que tiene el dngulo entre dos placas planas
inicialmente paralelas, sobre la heterogeneidad del recubrimiento durante un proceso de
electrodeposicion, y determinar en que longitud del electrodo metdlico de interés se obtiene un
mejor recubrimiento en base a la distribucion de densidad de corriente aplicada. Otras celdas
electroliticas experimentales que se utilizan en este tipo de estudios son:

4.2.1. Citodo Alabeado.

En esta celda el catodo consiste de una banda rectangular de metal doblada en un dngulo .
de 90° y colocada a una distancia especifica dc un cdtodo plano, como sc observa en la siguiente:.
figura. Este dispositivo ha sido utilizado principalmente para estudiar:los bafios de cromado y -
observar la extension con la cual se deposita el cromo dentro del angulo :

Celda Electrolitica de Catodo Alabeado
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4.2.2, Celda de Haring.

Consiste de una tina rectangular con aislamiento, dividida en tres compartimientos
iguales. En uno de los extremos va colocado el anodo y cn ¢l otro ¢l catodo, y sc inscrtan las dos
telas metalicas para formar tres compartimientos, como se observa en la siguiente figura.

Celda Electrilitica de Haring

Se hace pasar corriente a través del aparato y se mide el voltaje de cada compartimiento.
"La medicion del voltaje a través del compartimiento central da la caida de resistencia interna de
~la solucidn en ese compartimiento y puesto que esto representa un tercio del total de la caida de
potencial en la celda, la caida total a través de toda la celda sera tres veces esta medida, El
voltaje a través del primer compartimiento proporciona la polarizacién del anodo mas un tercio
de la caida del RI total, de manera que sustrayendo con el voltaje obtenido a través del
compartimiento central se puede obtener la polarizacion del anodo, y en la misma forma,
midiendo el voltaje en el tercer compartimiento, se puede obtener la polarizacion del citodo.
Para la potencia del deposito, los resultados son aproximadamente paralelos a los obtenidos en el
ciatodo alabeado. (Ollard E. A. , Manual de Recubrimientos Electroliticos Industriales. Ed.
Continental, 1963, p. 332).

4.2.3. Cavidades de profundidad variable.

Este tipo de dispositivos se emplea para llevar a cabo mediciones del espesor de la capa
de material electrolizado que se adhiere a los electrodos en funcion de la profundidad sumergida
dentro de 1a solucion electrolitica. La siguiente figura representa una cavidad de profundidad
variable que crece de izquierda a derecha. También es importante determinar el tipo de
electrodeposito que s¢ forma a diferentes profundidades dentro de la cavidad.
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+ % 1 Cavidades de profundidad variable creciendo de izquierda a derecha.

4.2.4, Celda de Hull,

Consiste en una pequefia celda hecha de acrilico hecha de acrilico u otro material
aislante, Tiene un anodo colocado en un extremo y un catodo en el otro. El cdtodo esta dispuesto
en angulo a través de la celda, de manera que un extremo quede mas cerca del dnodo que el otro.
La medida del cétodo es de 66 mm de altura por 105 mm de largo, y esta disposicion permite el
libre flujo de la corriente a un extremo con una restriccion gradual de area transversal para el de
corriente hacia el otro extremo, de manera que la densidad de corriente varia de un extremo del
cétodo al otro, como se observa en la figura que representa esta celda.

La celda americana estd disefiada para contener 267 cm® de solucién, puesto que una
adicion de 2 g de material a esta cantidad representa una adicion de una onza por galon
amcricano. Para mediciones cn unidades inglesas, probablemente seria mejor disponer dc una
celda con una capacidad de 320 cm’, a la cual se afiadirian 2 g de material, igual a 1 onza por
galén inglés (Ollard E.A., Manual de Recubrimientos Industriales. Ed. Continental, 1963, pag.
322).

La prueba de potencia de electrodeposicion se hace colocando la solucion en la celda y
trabajandola con una corriente total conocida. La densidad de corriente en varios puntos del
citodo puede ser determinada por medio de cilculo y examinado el catodo, es posible determinar
la densidad de corriente dptima asi como los efectos de diversas adiciones a la solucion. Se
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procede POr ensayos sucesivos aﬁadlendo o retirando_ por. dxlucnon los productos que se supone
. hacen falta o estan en exceso. :

# 7 Celda de Hull -~

Tambleh puede utlhzarse la celda para estlmar el poder de recubrimiento, trabajando a ..
baja densidad corriente y- avenguando a: que distancia sobre el citodo se deposita el metal en
cuestién. La celda puede ser provista de una camisa de agua y de un calentador. La variacion de
la densidad de corriente a lo largo de'la‘longitud del citodo puede ser graficada (Glayman J. , :
Galvanotecnla, Tecmca y Procedlmlentos, Eyrolles, Paris, 1980, pp. 175-179), como en la figura ’; -
sngulente. : e . .

ﬁensidnd de corriente

- Esquema 'de:ygﬁ

para corriente total alta (A) y baja(B) .-+
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5. CONDICIONES DE FRONTERA

£.1.Condiciones De Frontera En Celdas Electroquimicas

Cuando se analiza un reactor electroquimico, la region de mayor interés es el espacio
comprendido entre los 2 electrodos, el cual estd ocupado por la solucion electrolitica y
burbujas de gas, y limitado por los electrodos y paredes aislantes. Si el espacio estd conectado
por un canal con otro reactor electroquimico, puede suponerse, por simplificacion, que dicho
canal esta separado del espacio interelectrédico por una membrana aislante ficticia. El
espacio interelectrodico puede ser dividido por un diafragma o una membrana en un espacio
anddico y otro catédico, imponiendo cierto tipo de condiciones de frontera.

El transporte de masa y carga eléctrica en el electrolito contenido entre los electrodos
es, bajo ciertas consideraciones simplificadoras, gobernado por ecuaciones diferenciales, tales
como (1.2.1), (1.3.1), (1.3.16), o (1.3.17), las cuales, por supuesto, requieren las
correspondientes condiciones de frontera, y estas a su vez involucran los potenciales
eléctricos. Las relaciones entre los potenciales internos y electrodicos fueron discutidas en el

capitulo anterior.

Para obtener alguna préctica en el cdlculo del potencial electroédico, consideraremos
una reaccion electrédica del tipo Ox + ne” = Red. La densidad de corriente en el electrodo, jg,
esta relacionada al potencial de electrodo E por la siguiente ecuacion general que involucra
tanto a la concentracion como a los sobrepotenciales de activacion:

(agf (Er 'E))] e

Donde el superindice “s™ sé refiere a la superficie, “a” a las concentraciones analitica,

Jo ej%(é&)‘.’" (C‘;‘(]a ) R (5.2)

. La constante %0 es proporcional a la rapidez de transferencia de carga y depende de la
temperatura, la calidad del electrodo, y la naturaleza de las particulas participantes en la
reaccion electrodica.

Con una conveccion suficientemente intensa, las concentraciones en la superficie del
electrodo llegan a ser iguales a aquellas en el volumen de la solucién, y la ecuaciéon 1 se
simplifica a

. . E-E E.-E
Jh =J°|:exp[ ™ ')—exp( ;’C )] (5.3)
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" ecuacién basica para. el calculo_delpot

S dondc bA —RT/nFaA y bc RT/nFac Debldo aique'en cstc caso no existen gradientes de
concemracnon en la solucxon, la ecuacnon (1. 2 8) es vallda es decnr T

: .{'-;fj,,";-";;(gya_qg)ﬁ., " (5.4)

ne y las’ ccuacxoncs (4 5)) (4.6), obtenemos una
'la frontera ¢, para uno u otro electrodo.
tencial ‘esta dado por la ecuacion (4.5).

Combmando las dos uluma; pr

El valor de @ A esta tambnen involucrado en'el tcnnmo grad ¢, tiene por lo tahto que
ser calculado por un procedimiento iterativo asumiendo conocimiento de ;4 en la i-ésima
iteracion para calcular @A ! Conesta ﬁnahdad, la ccuacnén (5.5) se linealiza a la forma:

B s ) e

(5.6)

(el primer término del lado derecho corresponde a -pe (grado)’, 4 ). El lado derecho de esta
ecuacién toma en cuenta a ¢,,' en una forma lineal. Entonces, queda claro como la ultima
cantidad puede ser eliminada de la ecuacion (5.6). El valor adecuado de ¢, es entonces
calculado paso por paso por un suficiente nimero de iteraciones, i.

Para obtener relaciones mas simples, podemos asumir que una de las funciones
exponenciales en la ecuacion (5.3) es despreciable contra la otra. Por ejemplo, para el énodo:

- E, =ap *+ bAlD jn.A, (57)

Donde a,={RT/anF)In j,. Esta expresion es conocida como la ecuacién Tafel, la cual
por supuesto, no es completamente valida para densidades de corriente proximas a cero. Si
despreciamos este hecho, los cdlculos iterativos conducen a inestabilidad (divergencia) del
método de cdlculo. Si insistimos en usar la ecuacién 7 en un caso donde la densidad de
corriente puede ocasionalmente caer a cero, debemos suplir esta ecuacién por alguna otra que
sea lineal y aplicable a pequeiias densidades de corriente.

De acuerdo a lo anterior, para jao < jia =exp(aa/ba-1)
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’ : b . .
EA-—E __AJM. e ) ] b o (5.8)

La cual Jumo con dc Ia ecuacxon (4 5) nos da
bAJn A &

aA +expl U wsA E —a, ¢sA ¢s.
i ba ba
(5.10)

Sin embargo, cuando usamos Aas dos Ultimas ecuaciones, no podemos obtener una
solucion analitica. Esto es posible solamente si se linealiza la curva de polarizacién.

Ademas de la ecuacién (5.8), la cual es mas bien un caso especial, usamos una
tangente trazada a la curva de polarizacién en un punto correspondiente a una densidad de
corriente promedio. Por geometria analitica, la tangente a una curva en un punto (xo, o) tiene
la ecuacion:

y=Yo + f(xo) (X - Xo). (5.11)
Entonces, para ¢l anodo, obtenemos a partir de la ecuacion 7:
H ba . B
Ep-E;=a, +bpln Jn,A*j_'A—(J"-A -Jn,A) (5.12)
n,A

Esto puede ser reescrito como:
Ean=aa+bajea; (5.13)

Las constantes de esta ecuacion de Tafel linealizada son definidas como a'A= E +a,-
ba + balnjoa ., ¥ ba=ba/jaa. La ecuacion (5.13) en compailia de las ecuaciones (4.5) y (5.4)
nos dan:

. . . b
Ps,a=U-aa-baina=U-2, +E‘(grad¢),m (5.14)

Esta ecuacién nos permite derivar expresiones analiticas para el calculo de densidades
locales de corriente. Aplica, como es obvio a partir de su derivacion, para densidades de
corrientes cercanas al valor promedio mencionado joa.

Si deseamos utilizar la ecuacion (5.3) con ambos términos exponenciales, podemos
linealizarla a la forma de la ecuacion (5.13),a pesar del hecho de que no puede ser resuelto
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con respecto a E El proccdxmxemo;csla'otr ‘ve' basado en el uso de la ecuacion general de la
tangentc (5 ll) en este caso obtenemo: :

(5.15)

la"densidad de corriente j, tiene una
tlsfa'ce ‘exactamente la ecuacidn (5.3).:
podemos remplazar . la ecuacion (5. 3)"
‘resuelta con respecto a E; si por cjcmpl
otra 'vez la‘ecuacién (5.13), donde, las’

516

L5170

: Para polencxales anodlcos suf cientemente altos E -E,.>>0 los valores de a's ¥ ba
llegan a ser idénticos con los de la ecuacién (5.13).

La ecuacion (5.15) es formalmente similar a la ecuacion (5.6); esto no es accidental
debido a que ambas estan relacionadas a la serie de Taylor.

La ecuacidn (5.1) puede ser simplificada también en el caso en que los procesos de
transporte sean muy rapidos (una rdpida conveccion) y la rapidez de transferencia de carga
sea alta, de manera que el electrolizador pueda operar en el intervalo de densidades de
corriente [j/<<j,. El potencial E del electrodo es entonces levemente diferente al del de
equilibrio, E,, por lo que puede ser considerado independiente de la densidad de corriente en
un cierto intervalo. Mas precisamente, obtenemos a partir de la ecuacioén (5.1) o (5.3), para

este caso:

E=E, + Xl (5.18)
Jo

y de acuerdo a la ecuacion (4.5) y (4.6), tenemos para j, <<1:

@s.a=U-E, osc=-E; (5.19)

Bajo estas condiciones, hay buena oportunidad de obtener expresiones analiticas
integrables para la distribucion de la corriente terminal en la superficie del electrodo.




La solucl n'de la ecuacion de Laplace con las condlcnoncs dc ontcm (5 19) conduce
<:a la asi llamada"dxstnbucnén prlmann de densldad de comcnte la cual es sxcmprc ‘mas no-

“posible - obtener cxpresmnes analiticas para’ la distribucién de la densidad de corriente

“* secundaria. Esta es siempre mas uniforme que la pnmana, debido a que la polarizacién del

" “electrodo actiia similarmente a una resistencia en serie adicional, siendo eliminada, port lo
e !anto la dcns:dad de corriente “infinita” en el borde de! electrodo.

: Sl el electrolito no es vigorosamente agitado, entonces la dependencna de la
concentraclén con las coordenadas debe ser tomada en cuenta y la ecuacion (5.1) no puede
: ser simplificada a la ecuacion (5.3). Un método aproximado para el cdlculo de! potencial y la

densidad de corriente para este caso fue elaborado por Newman. La correspondiente

distribucion de densidad de corriente puede ser denotada como terciaria.

Finalmente discutiremos el caso simple donde los procesos de transporte son
relativamente lentos comparados a la reaccion en el electrodo, de manera que las formas
oxidadas y reducidas de la substancia electroactiva en los electrodos estdn en equilibrio. La
ecuacion (5.1), entonces, toma la forma de la ecuacion de Nemnst

RT, CRCE
E=E + E':_ci% (5.20)

La densidad de corriente en ambos electrodos es controlada por difusion o difusién
convectiva. Si la migracion ionica puede ser menospreciada, tenemos:

R ck-Ch
, = nFDR SR-CR (521)
; Jn,A Dr 5N
Ch-CH (5.22)
Jn.c nl“Do 5N

donde, &y denota el espesor de la capa difusion de Nernst. La densidad de corriente limitante
corresponde a la situacion en que la concentracién de la substancia electroactiva en la

superficie del electrodo cae a cero:
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‘ ;‘P_F_%Ei : , (5.23)

L nFDoc‘o
‘jth.C— 5N:

i EI cspcsor de la capa de dxfusnon dc Nemnst 8y puede ser calculado por la rcsoluc:on
_‘de las correspondlentes ecuaciones de transporte. Para difusion hacm un electrodo sélido en

usencxa de conveccnon, esta dada por una exprcsnon famlhar (nDt)

En los electrolizadores industriales, la difusion es, por supuesto, siempre complicada por los
efectos convectivos, En ‘el caso de una conveccion forzada, ‘el valor de 8N puede ser
expresado como una funcién del numero de Reynolds y Schmidt, mientras que en el caso de
conveccion natural, se expresa como una funcién del nitmero de Grashof y Schmidt.

Por combinacion de las ecuaciones (5.20-23), obtenemos un analogo a la gcuacién de
onda anddica-catédica en polarografia.

-
RT JlC
=E; + —In——== 5.24
E=E; oF ]_) (5.24)
JiA

Si las particulas electroactivas son iones y la solucién no contiene un excesc de otro
electrolito (denominado electrolito base o soporte), debemos considerar el efecto de la
migracion iénica. Consecuentemente el coeficiente de difusion en las ecuaciones (5.21-5.23)
debe ser multiplicado por un factor de correccion.



6. DISTRIBUCION PRIMARIA DE DENSIDAD DE CORRIENTE

6.1, Consideraciones Bdsicas.

La distribucion primaria de la densidad de corriente en la superficie del electrodo
puede ser obtenida resolviendo la ecuacidn de Laplace para el potencial eléctrico en la
solucion electrolitica, bajo la suposicion de que ambos electrodos son no polarizables. De
manera que el potencial en el electrolito en las supert'cnes del anodo y del citodo estad dada

por la formula (4.10).
@sa=U-Ea,, «gs.c=f- Ece. (4.10)

Como ya se menciond, es conveniente definir el " potencial adimensional” , mediante
la ecuacion (4.11), como: *

o UzEarce

U~ EA,r +EC r
ya que entonces las condiciones de frontera tienen la forma qas_A=0 (en la superficie anddica),
y ¢®sc =1 (en la superficie catodica). De este modo, los resultados obtenidos no dependen de
los valores actuales del potencial de los electrodos, En, ¥ Ec, Es decir, con la
adimensionalizacion se logra cierto grado de universalidad.

> (4.11)

El significado fisico de la distribucion primaria de densidad de corriente es la que
corresponde a las densidades de corriente limite, que podrian ser alcanzadas en un caso ideal
en la ausencia de polarizacién de los electrodos. El electrolizador es en este caso utilizado a
su maximo, El voltaje termina! a una corriente total dada seria minimo o, en otras palabras,
la corriente total a un voltaje terminal dado seria maxima. Sin embargo, la distribucion de
corriente es menos uniforme que en el caso en que los electrodos estan polarizados.

Los célculos de la distribucion de corriente para este caso son significativos siempre
que la caida de potencial en el electrolito, Ll Ipe, sea mucho mds alta que e! sobrepotencial
de polarizacion de los electrodos, na +1 nc | . Esta condicién es frecuentemente satisfecha,
por ejemplo: en el maquinado electroquimico, en algunos tipos de proteccién anticorrosiva
electroquimica, y hasta cierta extension en ciertos casos especiales de electrodeposicion.

En vista de que las condiciones de frontera son muy simples, cuando los electrodos
cumplen con configuraciones geométricas relativamente sencillas, la ecuacion diferencial de
Laplace puede ser resuelta por métodos analiticos clasicos para problemas con valores a la
frontera, como el desarrollo en series de Fourier, o el uso de funciones de Bessel en el caso de
coordenadas cilindricas. Aunque también se pueden emplear técnicas matemiticas algo
sofisticadas, como por ejemplo, la de mapeo conformacional.
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Un problema cldsico para el flujo a través de un electrolizador fue resuelto por
Wagner. El electrolito fluye rdpidamente a través de un canal (figura 6.1), una mitad del cual
esta constituida por paredes aislantes y la otra mitad por electrodos no polarizables. La
densidad de corriente entre los electrodos a una gran distancia desde el origen ( x—w®) es
denotada como j. La distribucion de las densidades de corriente (las cuales son las mismas en

ambos electrodos), jo(x) esta dada por:

in{x

: (1 e ""’)l (6.1.1)

El significado de este resultado puede ser interpretado fisicamente en términos de que .

el campo eléctrico entre los electrodos es pricticamente homogéneo para x>d. La -

dependencia de la densidad de corriente con la distancia para x/d cercano a cero puede ser

derivada por expansion en serie de Taylor de la funcion exponencial de la ecuacion (6.1.1) y
considerando solamente los primeros dos términos.

ju§X) - (1’:;__"_) ”% (6'.1.2.)

Se puede ver que existe una singularidad en x=0, si bien esto es fisicamente imposible
debido a la polarizacion inevitable de los electrodos a grandes densidades de corriente.

Figura 6.1.1. :
id ara X z 0, las paredes estin formadas por los electrodos,
mientras que para x<0 son de un matenal ‘aislante; P(O 0) es el origen de coorrdenadas, y d es Ja distancia entre]

los electrodos.
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Un caso similar fue tratado por Newman, quieri ‘conside’ro' un clecirdliudor éon '
electrodos de longitud, L y separacnon d, locallzados en un canal dc longltud mf'mta con
- paredes aislantes {figura 6.1.2.). s

+x

P (o_o'p); '

Figura (6.1.2)

Electrolizador con electrodos de longitud L y espesor w ubicados en un canal s través del cual fluye un electrolito|
en la direccién x, d denota la distancia entre los electrodos, P(0,0,0,)es ¢l origen del sistema de coordenadas.

El cociente entre la densidad de corriente local y la densidad de corriente promedio,
Jja(x)/j, en este caso esta dado por:
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wl_ Km @
! [smzkl-smhzz—"k—',)"z

Una representacnon graf'ca dc esta formula se muestraen la figura (6.1.3) para un caso
cspecnal L=2d.El sngmﬁcado delos’ snmbolos es:: k, nl/2d, m=tanh k, y K(m) es la integral
. chpnca complela de pnmera clasc, cuyos valorcs se encuentran tabulados.

o
Figura 6.1.3

Distribucion de densidad primaria de corriente en
un electrodo de placa en un canal infinito para
L=2d y w— o (comparar con la figura 6.1.2):
ia(x) es la densidad de corriente local, y j, la
- L | densidad media, j prom.

Podemos encontar los valores de la densidad de corriente para x— L/2 usando un
meétodo similar de desarrollo en serie de Taylor al del caso precedente.

1
Jn(y) _ (kicoshk,) (6.1.4)

J ay\ )2
Y
K(m)( L

En esta ecuacién se ha establecido por conveniencia y=L/2 - x. La férmula (6.1.4) es
aplicable cuando y tiende a cero.
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El caso de un electrodo en forma de disco circular montado sobre una pared aislante
(figura 6.4), frente a un electrodo contador en forma de un gran hemisferio, fue tratado por
Newman. La solucién de la ecuacion de Laplace conduce a la siguiente distribucion de las
densidades de cormriente locales:

in(1) o.s[l - iz] : (6.1.5)
i %

| Figura 6.1.4 Electrodo de disco de radio ro.
Para r > ro, ¢l disco es de material aislante. Una electrodo contador semiesférico de radio R esta localizado a
distancia (R > rp); $=0 y =1 son los potenciales adimensionales internos de los electrodos

Con la finalidad de obtener una férmula limite para r — ro, se establece y=rp-ry se
realiza un desarrollo en serie para y—0 con el siguiente resultado:

Jn(¥) os(ro)}é
WY o8 2| 6.1.6
i 2y €19

Las ecuaciones anteriores conducen a la siguiente conclusién: En los limites del
electrodo, la densidad de corriente local se incrementa hasta infinito. Este fenémeno es tipico
en casos en que el electrodo est4 contenido en un plano seminfinito; si estuviera limitado por
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una lamina aislante en dngulo recto, la densidad de corriente en la esquina, seria finita, y si la
lamina aislante estd en un angulo agudo respecto al electrodo, la densidad de corriente en la

esquina sera cero.(figura 6.1.5).

ill - x
— e s
E = ctte fo/tn=0 : E = ctte
Figura 6.1.5
Dependencia de la densidad de coriente en el borde del electrodo. respecto al dngulo entre un electrodo

nopolarizable y una pared aislante, j, denota la densidad de corriente, @ el potencial de electrodo, -% esla

componente normal del campo eléctrico en el electrolito. (E = - Vo)

Una expresion para el voltaje terminal del electrolizador mostrado esquematicamente
en la figura 6.1.2, puede ser derivada como sigue: El balance de voltaje para un linea de
corriente arbitraria se obtiene a partir de la ecuacién (4.4) para el caso de polarizacién
electrédica despreciable.

U=Ea,-Ec+inlPE (6.1.7)

donde,  es la longitud de la linea de corriente en cuyos extremos la densidad de corriente es
ja- Debido a que x=0 es el punto de simetria de la distribucién de corriente, es evidente que 1a
longitud de 1a linea de corriente que pasa a través este punto es igual a d; consecuentemente
conocemos j, para x=0 a partir de la ecuacion (6.1.3). Por lo tanto, el valor buscado de U esta,
dado por:

ky djpe
= -E + 6.1.8
U=Ear-Ecr* Gk, K(unh ky) (6.1.8)
Este método de calculo del voltaje total por integracién a lo largo de una linea de
corriente adecuada se usa con frecuencia.

La caracteristica esencial de las ecuaciones (6.1.1), (6.1.3) y (6.1.5) es que ellas toman
en cuenta solamente los pardmetros geométricos del sistema. Por lo tanto, la distribucién
primaria de las densidades de corriente, depende solamente de la geometria del de los
electrodos y no de la conductividad electrolitica. El incremento ilimitado de 1a densidad de
comriente en ¢l borde es una circunstancia importante en los cdlculos numéricos de la
distribucién de densidad de corriente, por ejemplo, via método de diferencias finitas. En este
caso, la densidad de corriente calculada en el borde del electrodo es finita sin importar el
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caracter del método usado. El calculo de la densidad de corriente jy(X;) en un punto x, cuya
distancia desde la esquina es Ax puede ser tomado como aproximadamente correcto
Asumiendo que x=0 comesponde a la esquina del electrodo, podemos, en el intervalo de x=0
a X=X, , usar la relacion: (comparar con las ecuaciones (6.1.2),(6.1.4), y (6.1.6)):

(6.1.9)

1a cual aplica a todas las geometrias en que jy(x) tiende a infinito cuando x se aproxima a
cero. El valor de k se encuentra a partir de la densidad de corriente en el punto x, , como:

; k’=jn(X1_.)~/§ (6.1.10)
s J

E! procedimiento descrito da valores razonables de j,(x) para x—0 y substancialmente

mejora la exactitud de los cdlculos numéricos considerados.
»

Debido a que los métodos matematicos que conducen a una solucién analitica son
usualmente no aplicables en casos mas complicados, la unica posibilidad remanente es
utilizar algun método numérico. En este trabajo de tesis profesional mostraremos varios
métodos de solucion de la ecuacion de Laplace para el potencial eléctrico. Desarrollaremos la
solucion analitica por series de Fourier, asi como una serie de soluciones aproximadas
basadas en métodos vanacionales y residuos ponderados por minimizacién del cuadrado del
error de funciones de aproximacioén. Y, finalmente, construiremos un algoritmo de cémputo
basado en el método de elementos finitos variacionales, que sea suficientemente versitil en el
manejo de diferentes geometrias y condiciones de frontera.
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7. MODELOS ANALITICOS PARA LA DISTRIBUCION DE POTENCIAL
ELECTRICO EN PROCESOS ELECTROLITICOS CONTROLADOS POR
TRANSFERENCIA DE CARGA.

Los procesos electroliticos controlados por transferencia de carga en soluciones
electroliticas diluidas homogéneas son caracterizados por la ecuacion de Laplace. En este
capitulo resolveremos dicho modelo matemético bajo diferentes geometrias para tener un
punto de comparacion de los métodos de elementos finitos.

7.1. Solucién Analitica de la Ecuacién de Laplace Unidimensional en Coordenadas
Cilindricas.

Para un par de electrodos cilindricos concéntricos con potenciales adimensionales
anodico y catocico homogéneos, de valores | y cero respectivamente, la ecuacion diferencial
de Laplace es: :

2
lﬂ + i_é. =0
rdr dr e
realizando el cambio de variable:

se obtiene la siguiente ecuacion diferencial de variables separables:
1 d
-y+—y=0
r y dr y .
cuya solucién es: Iny=-Inr+ln¢
y= ,-‘T : ;
retro's‘ustituyendo, llegamos a la siguiente ecuacién diferencial ordinaria
d¢ = -Ldr,
r
por lo tanto:
S
=—==4+4c
¢ I’2 2

sustituyendo las condiciones de frontera

$=0 enr=ro
é=1 enr=rn,

obtenemos la siguiente solucion particular:
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Sla graf' ica de esta funcxon se encuentra reportada en el capitulo 11, comparéndola con
las prednccnoncs del método de clemcntos finitos.

7.72.":S¢v)lu'ci‘6ii.’Annhtich_ De Ln Ecuacién De Laplace Bidimensional

" Consideremos un par de electrodos planos colocados uno frente al otro.

inodo . el anodo se a incli 4n. p
: al citodo, la pendiente es m. lah
: m . b separacion en e borde izquierdo
a I : citodo imaginario, mientras que b lo es en el
lado derecho. La region de interés es,
—— Pues, trapezoidal.
L

La ecuacién diferencial para la distribucién de potencial eléctrico en la solucién es:
220 229
too =0
g x 3 oy
Se propone una solucion tipo producto de dos funciones unidependientes, una funcién
X(chi) que depende exclusivamente de la variable x, multiplicada por una segunda funcién
Y(ipsilon) que solo depende de y:

@ = X(x)¥(y)

Entonces las derivadas parciales son:

2 2
d
ax dx
24
@ =X d? -y
e ay dy
Sustituyendo:
: 2
ydX ’f+xd Y -0
Sdx dy

Dividiendo entre XY, para separar variables:
1d2x __1d%Y A2

Xa? Y dy
Se tienen dos ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden:
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dy

: F =AY
“(p%+ =0 S ~(p?-a%y =0
o cuya solucnon general es: : cuya solucion general es:
CX=cy cos ‘Ax '+ Cj sen Ax Y = C;5 cosh Ay + C,senh Ay

Las condxcnoncs de frontera establecen que el potencial adimensional en el catodo es
: 'ccro, mientras que ¢l potencnal anodico adimensional es igual a 1. Ademis el
. “gradiente “de" potencial en los bordes imaginarios derecho ¢ izquierdo es igual a cero.
L Matemancamente

o, 0 en x=0 Yy

' - $=0 eny=0 vx
L : ¢$=0 eny=mx-+a vx

=4 Al sustituir la’p’ﬁmefa condicién limite tenemos: 0 = -C, sen(0) + C, cos (0) .
: ,Por lo mnto C;=0

Los elgcnvalores de lambda pueden evaluarse al sustitur la segunda condicidn de frontera, de
.la siguiente forma:

%é: =~CjA sen AL , de donde sen AL =0,

por lo que lambda toma los valores propios: A=nn/L
Consecuentemente: X=C; cos(n=n x/L).

Ahora consideremos las condiciones limite en y:

Al sustitur la primera de las 2 condiciones de frontera en y, tenemos:
0 =C; cosh (0)+ C, sinh (0),, porlotanto : C; =0

Y, entonces:

Y=C,sinh(nn y/L).

Recordando que la solucion de la ecuacion diferencial es el producto XY, tendremos:
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¢=XY=C, cos(nn x/L) sinh(nny/L)=1 ,eny=mx+a ,paratodax.

donde C, es el producto de la multiplicacién de las constantes C, y C, . Para evaluar C, , se
hace uso de la tltima condicién limite. Como esta condicidn es valida en todo el intervalo de
X, y la funcion que se busca debe ser continua, es necesario proceder mediante una
integracion en toda x, ademds, del universo de funciones, debemos eliminar aquellas cuya
componente en direccion de la solucién de la ecuacién diferencial sea cero, es decir, debemos
eliminar las funciones ortogonales, quedindonos con las no ortogonales, asi que es necesario
multiplicar ambos lados de la ecuacion anterior por un factor adecuado que permita eliminar
las componentes ortogonales, Al efectuar el producto punto de la ecuacion anterior por el
factorcos(nx x/L) sinh(nn y/L), obtenemos:

[1=C, cos(nn x/L) sinh(nn y/L)]+cos(nx x/L) sinh(nn y/L)
Entonces:

J' (m) smh[ (mx + a)]dx =C, Io cosz("nx) smhz[ {mx + a)]dx

. La mtegml del lado izquierdo se resuelve por ﬁancs. quedando: Y i

I cos(ﬂ) smh[ (mx+a)]d nn(m?® +l){(_1) cosh[ (mx+a)] COSh(‘;._n)} ;\ : _‘

Después de llevar a cabo un par de sustituciones trigonométricas para el cos? y para el smh2
la suma diferencial del lado derecho, al ser integrada por partes, queda:

Icos mrx) mhz[ (mx+a)]dx— L (ﬂ;}{s [2nn[mL+a]]

8nam\ 1+m
Finalmente, el potencial eléctrico en la solucion electrolitica es:

wg| LTl o)

@em? +1)45 smh[zn"(mL+ )] smh(zm' ) 2"::":'1(111 +) L

$=
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7.3. Solucién Analitica para la Distribuciéon de Potencial Eléctrico entre
dos Electrodos Cuadrangulares.

Con la finalidad de determinar Ia exactitud del método de elementos finitos en la solucién de la
ecuacion de Laplace bidimensional, determinaremos la distribucion del potencial eléctrico en el espacio
comprendido entere dos electrodos que forman un arreglo cuadrangular como ¢l que sc mucstra en la
siguiente figura:

~—H——>n 9

De ucucrdo ala ley de Gauss, las lineas de campo eléctrico quedan encerradas en el espacio
comprendido entre las dos placas. E! potencial variard con las coordenadas x ¢ y, pero en la direccion z se
” mantendré constante debido a la invariabilidad de las condiciones de frontera en planos verticales. Uno de
esos planos representa la-forma en que sc simplifica la ecuacién de Laplace para esta conformacion
. geométrica de los electrodos y sus condiciones de frontera.

a’m %
sz ayz =0

Las_condiciones de frontera estdn claramente definidas segin el siguiente conjunto de ecuaciones:

= Qasdeo =0 NX=IW Vy
©=Pawdicc =0 eny=0 vx
P = Pansdico = 1 eny=H vx

Resolveremos la ecuacidon de Laplace por el método de separacion de variables que nos permitird
convertir esta ecuacién diferencial parcial en un conjunto de dos ecuaciones diferenciales ordinarias, y
utilizaremos series de Fourier para la integracién ulterior,

Antes de llevar a cabo la integracion es conveniente adimensionalizar la ecuacion diferencial.

Trabajando con variables adimensionales el resultado tendra cierto grado de universalidad. Sera aplicable a
cualquier escala y ademas permitira manejar mas facilmente fas condiciones de frontera.

58



1 pbtcncial cléctrico @*, dependiente de las coordenadas x*, y*, puede ser escrita
psvr_frurnciones: Chi, X, que depende solo de x*, e ipsilon, Y, dependiente

S Su&mﬁyeﬁdo las segundas derivadas con respecto a x* ¢ y* en la ecuacion de Laplace, se obtiene la
“’siguiente ecuacién diferencial ordinaria :
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e ; Mulupllcando esta ecuaclén por (1/XY),y reordenando para scparar funcnones, dejando todo lo que
. dependa de x* en un solo témmino, ylo que dependa de y‘ agrupado por separado, se obucne

_(W) d2
H. Y a'y

- o Pnra que la lgualdad perslsta, es req ndi pensable que a.mbos lados de la ecuacion sean iguales
‘a una constante, es decir, no es posible que el lado izquierdo sea igual a una, funcion de x*, y se pretenda

: ‘ |gualar al lado derecho si este Gltimo filese una ﬁmclén de y*. Llamaremos - A% a la constante.

e Emonccs sc obtlen : Sug dxf encmlcs ordinarias de ficil integracién:

- Y=o cosh‘([H'/Wv' ‘])‘.‘y‘)‘-t-'c.,"s‘ivhh W] Ay")

Las ﬁmctones X eY estan oonsunudas poruna pane simétrica (las funciones cosenoidales natural ¢
o }uperbéllca) y otra antisimétrica ( correspondlcntes a las funciones sinoidales).

: Al mtroducxr las condiciones de frontera para x*, se observa que debido a la simetria de la
i dxstnbucxon del potencial eléctrico respecto al eje y*, 1a contribucion antisimétrica a X se anula(c; =0); y
"~ que para x*=t 1 v*=0, es decir X=0, entonces: :
X%Qws(1)=0

>C<'>rrho vcz no puede ser cero (XY seria cero y no habria movimiento), cos A = 0. De esta expresién

o matemahca es factible dctcmunar los valores que puede tomar lambda (eigenvalores de ). Ellos son:

=:!:(l/2 3/2, 502, 7/2 ...... Yr=%[Q@n+1)/2]w,conn=0,1,2,3...0
consecucmcmentc

)s rq cos [(2n+l)/2]_7rx‘

Ahora tomarcmos en’ ta las condiciones de frontera en direccién y* para evaluar las constantes

de mtegracxén c; y ¥
condlcuén lmule en y*= 0, por lo tanto: Y=0
0= S cosh(O) c;smh(o) =c¢ =0

: Por_ lo m:o. ; 94 sinh ((H/W]Ay*)




Y la soluclén para (p' es:
(p‘ —XY c;c4 cos( [ (2n+l)/2 ] nx‘)smh([H/W][(Zn-o-l)/Z]n y*)
‘)smh([H/W][ (2n+1)/2 In )
En esta expresnén ma(eméuca ap’arecc' el ténmno c.. que con'esponde a una serie de valores que

. puede tomar la constante de integracién tinica, - La determinacién- de las constantes de integracién c, se
. reahza mtroducxcndo la cuana cond:cxon de frontera:

(p‘ =c cos( ['(2n+1) /2 ] T

cond:clon lfmlte 4' (p‘ 1 eny*=] ¥x*
. ,] =_c,. cos ( {(2n+1)/2 ] x* ) sinh ([H/W][ 2n+1)/2] t) vx*

Como esta condicion es valida para todo valor de x* en el intervalo de -1 £ x* < 1, la evaluacién de
las constantes ¢;, debe tomar en cuenta la contribucién cosenoidal en todo el intervalo de x*, esto se logra
realizando la suma infinitesimal de dichas contribuciones. Dentro del universo de funciones que permiten
obtener la solucién general, aquellas que son ortogonales con la funcidn coseno, no entran en la solucién, en
tanto que aquellas que no son ortogonales, conforman la solucion particular del problema. Para tomar en
cuenta todas las funciones que conforman la solucién tomaremos el producto punto de la ecuacién anterior
con el coseno del argumento :

[1=cycos ([ (2n+1)/2 ]t x* )sinh ([H/'W][(2n+1)/2] )] ecos ([ (2m+1)/2 ] m x*)

haciendo : b, = ¢, sinh ( [H/W][ 2n+1)2 ] )

Icos([(2m+])/2]nx‘)dx"‘b j' cos ([ (2m+1)/2}nx*)cos ([ (2n+1) /2 T mx* ) dx*

La mtegral del lado’ derecho se hace cero cuando n # m, ya que entonces se tienen funciones
ortogonales, y es igual a cero si n=m (funciones no ortogonales), entonces:

=1

““Porlotanto:
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- 41 )"*
n
o (2‘n'+l)7|: sinh(2L 2"2“ )

)

-

El resultado es una seric infinita. Al momento de evaluar el potencial eléctrico adimensional local
en cualquier punto de coordenadas (x,y), mientras mayor sea n, es decir, mientras mayor sea el namero de
términos considerados en la sumatoria, mas exacto serd el resultado.

Si en lugar de seleccionar el origen del sistema de coordenadas en la placa central de las tres que
conforman el citodo, se hubiese seleccionado la esquina inferior izquierda de ella, la ecuacion que
describiria la distribucién del potencial seria;

1,5 |l 3) el )

n | n sinh(—nn
1,3,5.7,.. (W“ )

Nétese que en esta ultima expresion matematica ha desaparecido la parte simétrica y ha sido
sustituida por una parte antisimétrica, la funcién sinoidal, lo cual no es sorprendente, y esta relacionado con
la ubicacion del origen del si de coordenadas. Cualquiera de las dos iltimas ecuaciones es Gtil para
determinar el potencial eléctrico en los puntos comprendidos entre énodo y citodo. El programa que se
presenta en cl capitulo 10 permite llevasr a cabo el cilculo haciendo uso de la segunda formulacion.




8. ELEMENTOS FINITOS

8.1. INTRODUCCION

Los fendmenos que ocurren en la naturaleza son de tal complejidad que resulta dificil para
la mente humana captarlos como una sola operacion global. Por ello, una forma natural de
proceder de ingenieros, cientificos, e incluso economistas, consiste en separar los sisternas en sus
componentes individuales o "elementos"”, cuyo comportamiento pueda conocerse sin dificultad, y
a continuacioén reconstruir el sistema original para estudiarlo a partir de dichos componentes.

En muchos casos se obtiene un modelo matematico adecuado utilizando un nimero finito
de componentes bien definidos, a tales modelos se les denomina discretos. En otras situaciones la
subdivision prosigue indefinidamente y el problema solo se puede definir haciendo uso de la
ficcién materpética conocida como infinitésimo. Ello nos conduce a ecuaciones diferenciales o
expresiones equivalentes con un nimero infinito de elementos implicados.

A mediados del siglo XVII, el cientifico britanico Isaac Newton y el matematico aleman
Leipzig, establecieron los fundamentos del célculo diferencial e integral, que ha sido desde
entonces la herramienta matemadtica mas utilizada en la construccion de modelos cuantitativos
que permiten predecir la evolucién de los procesos fisicos que ocurren en nuestro derredor. El
cdlculo diferencial e integral hace uso de la hipdtesis de continuidad del universo.

La mayoria de los modelos matematicos que encontramos en el ambito de Ia ingenieria
corresponden a ecuaciones diferenciales (ordinarias, parciales en espacio y tiempo, sistemas de
ecuaciones diferenciales acopladas, lineales o no lineales, etc.). En realidad son muy pocos los
modelos basados en la propiedad de materia discreta con aplicacién en ingenierfa. Sin embargo,
muy frecuentemente el proceso de integracion resulta complicado. En ocasiones la complicacién
resulta de la no linealidad de la ecuacion diferencial o del conjunto de ecuaciones diferenciales, y
en otros casos, de la diversidad y complejidad de las condiciones de frontera. Las técnicas
analiticas disponibles suelen limitar las posibilidades de resolucion a casos extremadamente
simplificados, y es necesario proceder mediante métodos numéricos en los otros casos.

Para resolver problemas continuos reales, ingenieros y mateméticos han ido proponiendo
a través de los afios, diversos métodos de discretizacion, La aplicacién de estos métodos hace
necesario efectuar alguna aproximacién de tal manera que quepa esperar que la misma se
acerque, tan estrechamente como se quiera, a la solucién continua verdadera a medida que crezca
el niimero de segmentos discretos.

El método de los clementos finitos permite encontrar la solucidn de ecuaciones
diferenciales con valores a la frontera mediante la discretizacion del dominio de la solucién en
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segmentos finitos y la utilizacion de funciones de aproximacion a la solucién de la ecuacion
~ diferencial, imponiendo condiciones de continuidad de dicha funcién en las fronteras entre
elementos vecinos.

La idea fundamental de] método de los elementos finitos es el reemplazo de funciones
continuas (la variable dependiente de una ecuacion diferencial) por funciones de aproximacion
por segmentos, cominmente de naturaleza polinomial, y la subsecuente optimizacién de los
pardametros de dicha funcién de aproximacion para minimizar el error respecto a la solucién
exacta de la ecuacion diferencial con sus condiciones de frontera.

8.1. NOTAS HISTORICAS

A pesar de que el método de elementos finitos es relativamente reciente, la idea de
aproximacion por segmentos es antigua. Los gedmetras griegos utilizaron "elementos finitos"
para la determinacién del valor de n. Ellos dibujaban un circulo con poligonos adscritos y
circunscritos. El promedio del perimetro de cada pareja de poligonos correspondian a
aproximaciones por elementos finitos al perimetro de la circunferencia. De esta forma fueron
capaces de obtener valores para 7 cada vez mas exactos a medida que se consideraban poligonos
de mayor nimero de lados. Arquimedes utilizo estas ideas para determinar las areas de figuras
planas y volimenes de s6lidos, a pesar de que, por supuesto, el no manejaba un concepto preciso
de procedimiento limite. En si fue solamente este hecho lo que impidio el descubrimiento del
calculo diferencial ¢ integral cn la cultura helénica unos 2000 afios antes de Newton y Leipzig. El
punto curioso aqui es que la mayoria de los problemas de matematicas aplicadas son formulados
en términos de ecuaciones diferenciales y la solucién por elementos finitos de tales ecuaciones,
utiliza ideas mucho m4s antiguas que las que se usan para formular dichos modelos.

El uso modemno de los elementos finitos realmente empezd en el campo de la ingenieria
estructural. Probablemente los primeros intentos fueron hechos por Hrennikoff (1941) y
McHenry (1943) quienes desarrollaron analogias entre elementos discretos reales (barras y
vigas) y las correspondientes porciones de un sélido continuo. Estos métodos pertenecen a una
clase de técnicas semianaliticas que se usaron en los afios 40's para disefio estructural de
acronaves. Con ¢l desarrollo dec naves aéreas de velocidad relativamente alta, como el avién Jet,
su método resultd ser inadecuado y se inicio la busqueda de una mejor técnica para una
aproximacion mas confiable. Una aproximacion directa basada en el principio de trabajo virtual,
fue propuesta por Argyris (Argyris y Kelsey, 1960), y en una de documentos, €l y sus colegas
desarrollaron un algoritmo para resolver problemas muy complejos usando técnicas
computacionales. Aproximadamente en esa misma época, Turner (1956) presenté el elemento de
matrices de rigidez, basado en consideraciones de desplazamiento para un elemento triangular,
junto con el método de rigidez global para ensamblar los elementos.

El término “Elemento Finito™ fue introducido por Clough (1960) en un documento que
describe las aplicacioncs cn ¢l campo dc la clasticidad plana.
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" Los'ingenieros” habian catalogado al método de los elementos finitos como una técnica

. practica para resolver problemas de elasticidad, y aunque no se habian desarrollado sus bases

matematicas rigurosamente, en pocos afios el mundo cientifico fue testigo de la expansién del
método para resolver una gran variedad de problemas estructurales.

: La resolucién de problemas tridimensionales requirié solamente de extensiones "simples"
de la teoria basica bidimensional (Argyris, 1964), El problema obvio a considerar después de los
problemas planos era el de la placa doblada; fue ahi donde los investigadores encontraron las
- primeras dificultades serias y los primeros intentos no fueron por nada satisfactorios. Fue hasta
algunos afios después en que los problemas de compatibilidad de las geometrias plana y curva
fueron parcialmente resueltos (Bazely y colaboradores, 1965).

Un campo de aplicacion de los elementos planos bidimensionales era el de la modelacion
de corazas delgadas. Clough y Johnson (1968) lograron algunos éxitos en esta drea. Sin embargo,
la representacién de una pequefia coraza delgada mediante una superficie poliédrica compuesta
por placas planas puede provocar serios problemas cuando la curvatura de la coraza es muy
pronunciada y pronto llega a quedar claro que era necesario el desarrollo de elementos curvos.

Los elementos finitos planos bidimensionales presentan ciertas dificultades para los
investigadores, pero ellas son pequefias comparadas con los problemas asociados con elementos
curvos. Los primeros elementos curvos reales desarrollados fueron elementos axisimétricos
(Grafton y Strome, 1963), y a ellos les siguié una secuencia completa de elementos cilindricos,
elipticos, parabdlicos, y otras geometrias curvas (Gallagher, 1969). Tales elementos estin aun
siendo desarrollados y probablemente aiin sea correcto decir que esta es la unica area del analisis
lineal en la que aitn hay mucho por hacerse en el contexto de los elementos finitos.

Los investigadores de los afios 60's pronto fijaron su atencion a la solucion de problemas
no lineales. Turner (1960) mostré como usar una técnica incremental para resolver problemas no
lineales. Es decir, problemas en los cuales la deformacion permanece pequeiia pero los
desplazamientos son grandes. El anélisis de la estabilidad también cae dentro de esta categoria y
fue abordado por Martin et al en 1965. Los problemas de plasticidad, que involucran el
comportamiento no lineal de algunos materiales (s6lidos no Hookianos) fueron modelados en esa
época (Gallagher 1962), y el método fue aplicado también a la solucion de problemas de
viscoelasticidad (Zienkiewicz et al, 1968).

Finalmente, al lado del analisis de problemas de estitica descrito anteriormente, también
han sido abordados problemas de dinamica. Aarcher (1963) introdujo el concepto de matriz de
masa consistente. Zienkiewcs et al (1966) consideraron problemas de vibracién, mientras que
Koenig y Davids (1969) resolvieron problemas en estado transitorio. Entonces, desde la época de
su nacimiento en los primeros afios de la década de los 50's, su desarrollo a mediados de los 60's
y su maduracion a principios de los 80's, el método ha sido aplicado extensamente por la
comunidad ingenieril. Simultaneamente los matematicos han desarrollado los teoremas que
soportan el método, cada grupo aparentemente ignorante del trabajo de otros. Courant (1943) dio
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una solucion al problema de torsion, utilizando aproximaciones lineales por segmentos dentro del
dominio de la ecuacion diferencial dividido en un mallado triangular y formulando el problema a
partir del principio de minima energia potencial. Articulos similares fueron reportados por Polya
(1952) y Weinberger (1956). Greenstadt (1959) present6d la idea de considerar una regién
continua como un ensamblaje de varias partes discretas, y hacer consideraciones de continuidad
de las variables en cada regién, utilizando el principio variacional para encontrar los valores de
dichas variables. A finales de los afios 40's Synge y sus colaboradores desarrollaron el método de
Hiperciclos que utiliza muchas de las ideas del método de los elementos finitos.

En 1968, Birkhoff y Zlamal publicaron una prueba de convergencia y error para los
métodos de elementos finitos que aparecié en la literatura de matematicas aplicadas. Sin
embargo, la primera prueba de convergencia en la literatura ingenieril fue reportada por Melosh
(1963) quien utiliz6 el principio de minima energia potencial y su trabajo fue extendido por
Jones (1964) utilizando el principio variacional de Reissner. Una vez que los investigadores se
dieron cuenta de que el método podria ser interpretado en términos de métodos variacionales, las
ideas de matematicos e ingenieros hallaron convergencia y pronto se desarrollaron muchas
extensiones del método a nuevas areas. En particular, se dieron cuenta de que el concepto de
aproximacion polinomial por segmentos ofrece un procedimiento simple y eficiente para la
aplicacion del método cldsico de Rayleigh-Ritz. Desde el punto de vista fisico, ello significa que
el método de los elementos finitos es aplicable a cualquier problema de campo que pueda ser
formulado en base a un principio variacional. Eso fue lo que justamente hicieron Zienkiewics y
Cheung en 1965, al aplicar el método en la solucion de la ecuacién de Poisson, y por Doctors en
1970 para resolver problemas de flujo de potencial. Similarmente los problemas de conduccion
de calor en régimen transitorio fueron considerados por Wilson y Nickell en 1966.

Posteriormente el método fue extendido ajustandolo al bien conocido método de residuos
ponderados (Szabo y Lee, 1969). Este desarrollio ha permitido la solucién de problemas para los
cuales no existe un principio variacional, o cuando dicho principio es dificil de encontrar, por
ejemplo en el flujo de fluidos viscosos (Connor y Brebbia, 1976) o problemas de campo no
lineales en teoria electromagnética (Zienkiewics et al, 1976).

Debe mencionarse que hay mucho trabajo por realizar en el drea de problemas no lineales.
Por ejemplo, el problema de difusién-conveccion involucrado en la solucién de la ecuacién de
Navier-Stokes estd lejos de tener una solucion satisfactoria desde el punto de vista de elementos
finitos. Los problemas que actualmente se intentan resolver por este método cubren el espectro
completo de ciencias fisicas, incluyendo tanto fenémenos estacionarios como no estacionarios.
También ha encontrado campo de aplicacion en la ingenieria bioquimica (Gould, 1976), donde
los problemas exhiben todas las dificultades relacionadas a la geometria y a la no linealidad en el
comportamiento de los materiales.

Finalmente podemos decir que el método del elemento finito ofrece muchos retos
interesantes para ingenieros, fisicos, matemsticos tedricos y aplicados, y analistas numéricos.
Todos estos grupos de cientificos han hecho contribuciones importantes en el pasado y
seguramente haciéndolo para contribuir en su evolucion.



8.2. DESCRIPCION.

Para la implementacion de este método se empieza dividiendo la region de interés, es
decir, el dominio de la solucién de la ecuacion diferencial, en "subregiones” o elementos. A
continuacién se ensaya una funcion de aproximacién a la solucién de la ecuacién diferencial
dentro de cada elemento. En seguida se minimiza el error respecto a la solucion exacta por algun
método como la aplicacién de un principio variacional o por minimos cuadrados. En esta etapa
se obtiene un conjunto de ecuaciones algebraicas lineales. El siguiente paso consiste en
introducir las condiciones de frontera, lo cual puede modificar el sistema de ecuciones lineal. Por
ultimo se resuelve el sistema modificado de ecuaciones simultdneas, obteniéndose la solucién de
la ecuacion diferencial en cada punto nodal. La solucién, sin embargo, es vélida para todo el
elemento.

Los nodos en los cuales se desea hallar el valor de la variable de interés no tienen que
descansar en un arreglo rigido sino que pueden formar parte de una malla flexible, lo cual
permite el manejo de geometrias irregulares y bordes moéviles.

: El algontmo para el célculo via elementos finitos puede ser de tal versatilidad que al
E hacer un’ camblo ‘de las coordenadas nodales, el programa reconstruya automdticamente el

o sistemna’ de ecuacnones y permita resolver la ecuacion diferencial para otras geometrias sin tener

‘ ’que reprogramar‘

: Las'condlcxones de frontera también sec manejan de manera flexible, de forma tal que un
- algorltmo “computacional standard puede ser ficilmente modificado para incluir otras
. condiciones limite,

8.3. CLASIFICACION DE LOS METODOS DE ELEMENTOS FINITOS.

El principio de este método consiste en sustituir la variable dependiente de la ecuacién
diferencial parcial por una funcién de aproximacién continua con pardmetros ajustables en cada
uno de los elementos. Al introducir las condiciones de continuidad entre elementos vecinos y las
condiciones de frontera, se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas simultdneas lineales,
que al ser resuelto permite hallar los valores optimos de los pardmetros de la funcién de
aproximacion que corresponden al mejor ajuste de la variable dependiente a la solucién exacta
de la ecuacion diferencial en cada una de las coordenadas espaciales.

Existen varias maneras de optimizar los parimetros de la funcion de aproximacion para
disminuir el error con respecto a la solucién exacta. Entre los métodos mas utilizados podemos
mencionar:
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. Pnncnpxo Variacional.
* Residuos Ponderados.
o “Método de Colocacion.
* Meétodo por subdominios.
¢ Meétodo de Minimos cuadrados .
e Meétodo de Galerkin (Bubnov-Galerkin).

84 METODO DEL PRINCIPIO VARIACIONAL

El cilculo variacional es una rama de las matemdticas que se puede definir como una
teoria general sobre los valores extremos (minimos y maximos) de una funcional. En virtud de
ello, los métodos variacionales proponen técnicas para la optimizacion de funciones, que
eventualmente podrian ser las funciones de aproximacién a la solucion de una ecuacién
diferencial. .

_ El problema gencral que sc plantea es hallar los extremales de una funcional, donde dicha
_funcional es una funcién de olra funclén de las variables independientes y de las derivadas de la
vanablc dcpcndlcnte o :

(8.1)

(8.2):

~+El problema es encontrar los parametros de una funcion f que hagan que la funcional 1 alcance
..valores maximos y minimos.

1 o J‘f[y(x)]dx 8.3)

- .donde.1 es una funcién que depende de la funci6n argumento y la variable independiente; si al
“.aproximar la solucién de una ecuacion diferencial se establece que la funcional sea la funcion de

error, se minimizaré dicho error.
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Se desen ca]culur los valones méximos y minimos de I para lo cual se deberzi encontrar Ia

,’ : :segundo el ob_;etwo es obtener Ia funmén 6pnma y"(x, z, k), en donde k es un parametro .

84.1, ECUACION DE EULER-LAGRANGE.

Los principios variacionales representan con frecuencia algin aspecto fisico del problema
en consideracion. Teoremas como el de la minimizacion de la energia potencial total para el
equilibrio de los sistemas mecdnicos, el principio de minima disipacion de la energia en fluidos
viscosos, etc, son conocidos y considerados por muchos como las bases dela formulacion.

Los principios variacionales de esta clase se llaman "naturales", pero no existen para
todos los problemas de medios continuos, mientras que si pueden formularse siempre ecuaciones
diferenciales perfectamente definidas.

Hay otra categoria de principios variacionales que podriamos denominar "imaginarios”.
Tales principios imaginarios se pueden construir siempre para cualquier problema expresado por
ecuaciones diferenciales, ya sea aumentando el numero de funciones incognita, mediante las
variables adicionales conocidas como multiplicadores de Lagrange, o bien por procedimientos
que impongan un mayor grado de continuidad, como en los problemas de minimos cuadrados
que se gjemplificaran mds adelante.

Considérese una funcion continua y diferenciable y (x), en ¢l intervalo %, < x < x; y una
funcién F, tal que cada valor de x dependa explicitamente del valor de y(x) y de su derivada
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- y'(x),estoes:
F.=F(y. y’;X) ‘ B : (8.5)
» El problemn a estudlar es el de mlmmlzar la mtegral:

l[y(x)] j’ ‘F[y y ,x]dx*" . ®6)

: Vdonde y(xo) y.y(xy) son_funcionesl éohociddg.. :

- T ue se conoce la funclon opnma y(x) que minimiza I[y(x)]. Esto es, supongase
o que en una cercaniu (h) de y(x) la mtegral es minima.

P C ! erese demés una funcién cualquiera n(x) continua y diferenciable en el intervalo
X< x < x, ;conn(x)) = 0 y n{x) = 0, que corresponden a las condiciones de frontera ya
.cqnqcidas y‘n,r la Vd_e'svmqun en dichos puntos, consecuentemente es cero.

Con truyase la nueva funcion:
y(x‘ + e n(X) (8.7)

' *(x)

: ‘Es decir, la nueva funcién es igual a la 6ptima mds una desviacion cualquiera multiplicada
por un escalar e.:Donde € es una pardmetro que se puede hacer tan pequefio como se desee, es
: de ir la nueva funcxon, ¥* (x), es una funcion en las cercanias de y(x).

el =4(e)= I " Fy+en.y'+en’,xkx (8.8)

o Todos los valores posibles de la funcién y(x) estdn en la cercania, por lo tanto Ia integral

“:se"puede .considerar como una funcién ordinaria de £. Ya que € especificaria el valor de i(g),
entonces se debe hacer que d¢(c)/ & = 0. También el minimo de ¢(¢) ocurre en € = 0; por
definicion

oe)=| :;F[y +en,y-+en', xjdx = j':;F[y‘.y".x]dx (8.9)
Derivando el Funcxonal ¢ (e ), con respecto a £ ,sc obtiene:

d : REaR
—%%l dsj' Fys,y> x]dx _: @0




Si se dlferencla F [y, ‘J,'x] tenemos

n respeclo a € se obtiene;

ooyt

‘ (8.12)




i para cualquner rl(x) continua y diferenciable con:

. T](xl) :+_ n(x2) =0,
B v emonces se cumple que g(x) = 0 enel 1ntervalo x, < x S x;

J"':Apl’ﬁ;éndé'éﬁie lei'ng eﬁ ]'a'gcu‘z‘a(g:‘x;énfi9:,‘ se obnene rlia"vyiecbuacién de Euler-Lagrange

(821)

g La cual esta asociada con el principio de Calculo Variacional y corresponde a una
“'-condicién necesaria, pero raramente suficiente, que una funcional debe satisfacer para maximizar
o minimizar una integral con los limites definidos .

Cuando una ecuacion diferencial satisface la ecuacion de Euler - Lagrange, entonces es
posible escribir un Principio Variacional. Al resolver las ecuaciones resultantes, se optimiza la
funcional; hallandose la mejor solucion a la ecuacién diferencial, por minimizaciéon del
acercamiento. Sin embargo no para todas las ecuaciones diferenciales es posible escribir un
método del Principio Variacional, y en esos casos se procede a la aplicacion de otros métodos ,
tal como es el caso de los métodos de Residuos Ponderados que se explican a continuacion
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8.5. METODO DE RESIDUOS PONDERADOS

Este método prescinde del principio del Calculo Variacional, ya que consiste en obtener la
solucién aproximada de la ecuacién diferencial que minimice Ia diferencia entre la aproximacion
y la.solucién exacta de.la ecuacién diferencial mediante la multiplicacion de dicha diferencia
(residuo) por. una funcién de ponderacion.

La determinacion de los parAmetros de la funcion de ponderacion (que es nuestro primer
problema a resolver) puede llevarse a cabo por medio de diferentes métodos, entre los cuales los
'mas conocidos son:

Meétodo de Minimos Cuadrados.
Método de Colocacion.

Meétodo por Subdominios.
Meétodo de Bubnov-Galerkin.

8.5.1. METODO DE COLOCACION POR PUNTOS,

Se utilizan funciones de aproximacién:
y=a; X+ 8% e, an>" (8.22)

: Para cada parametro no determinado a; seleccionado para un punto x; en el dominio, se
fuerza que el residuo en cada x; sea exactamente igual a cero.

‘R(x1,a) =0
R(x2,8,) =0 .
R(xn,an) =0

Para una funcién de ponderaciéon con n parimetros, se obtiene un sistema con n
ecuaciones residuales . Los puntos x; se denominan entonces puntos de colocacion. Estos pueden
estar localizados en cualquier lugar del dominio y en la frontera, pero no necesariamente en
algun arreglo en particular.
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8.5.2. METODO DE COLOCACION POR SUBDOMINIOS.

Pama cada pardametro no determinado a; ; seleccionado para un intervalo Ax dentro del
dominio se fuerza a que el término del residuo sea cero dentro de cada subintervalo: )

1
TAx—,IAx, R(x;;a,)dx = 0

1
E‘;J‘ AXZR(xzyﬂ:)dX =0

PR . (8.24)
1 . . _
EJ‘ Ax, RO¥nigq)dx = 0
Nuevamente, para una funcion de ponderacién con n parimetros se tiene un sistema de N
ecuaciones residuales. El intervalo Ax es llamado subdominio. Los subdominios pueden ser

escogidos en alguna forma que se adapte a la geometria del sistema. Incluso superponiéndose o
de manera que exista separacion entre ellos.

8.5.3. METODO DE MINIMOS CUADRADOS.

Con este criterio se minimiza, con respecto a cada a; , la suma sobre el dominio entero de!
cuadrado del error residual, es decir, se trata de un criterio de minimos cuadrados. La integral del
cuadrado del residuo es una funcion de los a;. Para su minimizacion se requiere igualar a cero las
derivadas parciales con respecto a cada a;:

Z 2
EI'L R*(x;a,)dx=0

Z r2
— R2 M dt: 0
dlzj' (-ﬁ 02) (8.25)

&
EI‘ R*(xy;ay)de =0




... Aplicando las propiedades de linealidad de los operadores derivada e integral, es posnblci
mtroduclr la derivacién parcial dentro de la suma.

j R(x,,a,)m(""" dc=0

| I R(xz,a )”m"”"’)dx 0 ®27) -
e TR

...o-gt'

IR< ‘ ae( an)'dxzo

n

8.5.4. METODO DE GALERKIN (BUBNOYV - GALERKIN)

“Para cada pardmetro a; , se requiere que el promedio ponderado del residuo R(x;, a;) dentro

‘del dominio sea cero. Las funciones de ponderacion son funciones de aproximacion ¢i(x)
" asociadas a cada &

P Reas (e =0

[ RGaan)gads = 0
SRR (827)
[} Ry )by (x)dx = 0

resultando una funcién de aproximacién con N pardmetros de campo y un sistema de N
ecuaciones residuales.
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8.6. E.IEMPLO DE LA TéCNlCA DE ELEMENTOS FIVITOS POR RESIDUOS :
POADERADOS.

- (‘s‘.‘:ys; ;

) cuya solucnon anallm.a puede hallarse por sustitucion de vanables e lnlc;:rncnon dnrccta de Ia
s:guleme fonna

i so:. UCIéNANALiTICA :

; Hacnendo camblo de variable
~d @

~d
+




(8‘39)'

La so ucion’ numerlca por el método de resxduos ponderados es la smuxente (ehyendo
[ un pollnomlo de aproximacion cuadrauco)

apm\

S

ila: soluclon exacta el error € deberia ser cero; pero ‘como el pohnomx

. cuadrati ) ‘'una aproxxmacuon a la verdadera soluclon _entonces ‘debe haber un crror
/ residual dlferent de cero : R

‘ ion residuo se presenta en todo el intervalo. dando deS\ cnones posm\as en
. (algunos puntos dentro de dlChO submtervalo y ne;_.auvos en otros




adores integral y derivada:

:Laecu cxon (8. 30) se utlhza a continuacion para graficar el potencial eléctrico entre los
+ dos electrodos en | infervalo de coordenadas radiales de 1 a 4 y para comparar los resultados
. conla soluc:on‘an itica (8.29).
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Obsérvese que la solucion numérica da una buena aproximacién a la solucién exacta a
pesar de que solamente se utilizé un elemento en el cdlculo por residuos ponderados. El error
residual puede hacerse mas pequeilo al incrementar el nimero de elementos.

E! método de minimizacién del cuadrado del error residual que acabamos de
ejemplificar, resultaria sencillo de implementar en un algoritmo de computo, sin embargo,
aprovechando que la ecuacién de Laplace cumple con la ecuacién de Euler-Lagrange, la
técnica que emplearemos para resolver los problemas de 1a electrodeposicion de metales con
electrodos de diferente geometria (incluyendo geometrias irregulares), serad el basado en
principios variacionales, ya que con dicho método resulta mas sencillo darle versatilidad al
algoritmo de computo, en cuanto al manejo de distintas configuraciones geométricas de los
electrodos y diferentes condiciones de frontera.

wSTA TESIS NO SALY
DE LA BIBI LIOTECA
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9. APLICACIONES DE LOS METODOS DE ELEMENTOS FINITOS A LA
ELECTRODEPOSICION.

9.1. Solucién de la Ecuacion de Laplace para ¢l Potencial Eléctrico en Procesos
“Electroliticos Controlados por Transferencia de Carga en Soluciones Diluidas.

El modelo matematico para procesos electroliticas controlados por transferencia de carga
que se verifican en soluciones homogéncas diluidas .de un namero cualquiera de especies
electroliticas es, segin como se explicd en el capitulo uno, la ecuacién de Laplace para el
potencial eléctrico (ecuacion 1.3.15). Las especics electroliticas al estar presentes en -baja
concentracion no interactian entre ellas ni con el solvente (supuesto no disociado), y la
migracion ionica se debe exclusivamente a la atraccion coulombiana de los electrodos. Debido a
la homogeneidad de la sulucidn, no existen gradientes de concentracion y porello la migracion -
por difusién molecular no tienc efecto. Si el sistema es isotérmico, no existen gradientes de
temperatura y por lo tanto no se generarén zonas con diferentes densidades que provocarian la
aparicion dc corrientes convectivas.

El método de elementos finitos puede ser aplicado directamente a la resolucién de la™
ecuacion de Laplace en diferentes formas; en el capitulo anterior (seccién 8.6) vimos como:’
aplicar el método de minimizacion del cuadrado del error residual para dos electrodos cilindricos’
concéntricos y un solo elemento. Otra forma de proceder es considerando técnicas variacionales,
ya que la ecuacion de Laplace cumple con la ecuacion de Euler<Lagrange. La ventaja de este
ultimo método es la posibilidad de lograr un algoritmo de computo suficientemente versatil para
¢l manejo de diferentes geometrias y condiciones de frontera.

Puesto que en la mayoria de los procesos de galvanizado, las superficies donde se désea
depositar las especics clectroliticas son de gecometria irregular, dedicaremos el presente capitulo
a establecer las bases fundamentales de los métodos de elementos finitos variacionales en la’
resolucién de la ecuacién de Laplace, aplicable a cualquier configuracién geométrica de los
electrodos. :

Cuando existen gradientes de concentracion en el seno de la solucion, ademas del
Laplaciano del potencial eléctrico, aparcce el Laplaciano de la concentracién, y
consecuentemente la difusion molecular también participa en el movimiento de los ioncs y
sustancias no cargadas (ecuacién 1.3.14). Como la conductancia del electrolito es dependiente de
la composicion, también pueden aparecer gradientes de conductancia, cuya contribucion a la
migracion iénica csta dada por ¢l segundo término de la ecuacion (1.3.14). Cuando participan en
la ecuacién diferencial dos Laplacianos (el de potencial y el de concentraciones), la
implementacién del método de elementos finitos puede llevarse a cabo aprovechando la
propiedad de linealidad del operador v*, pero hay que tener especial cuidado en la forma en que
sc mangjc ¢l producto punto VyeVé
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.. En condiciones no isotérmicas (ecuacién 1.3.17) aparece un término que toma en-cuenta el

gradiente de temperaturas multiplicado via producto punto por el gradiente de potencial eléctrico
y por la derivada del logaritmo de la conductancia con respecto a la temperatura. El desequilibrio

térmico provoca también no homogeneidad de la conductancia. Este término podria ser no lineal
en la modelacion, ya que se acostumbra utilizar desarrollos viriales para representar la -

dependencia de x con respectoa T.

El principio variacional para la ecuacién de Laplace es:

B a¢ 2 (%)2
1= ([{{22) +{ 22} |axdy
-g (ax) o) Y ‘ | ©.1)

El primer paso en la implementacién del método de los elementos finitos consisten en
discretizar el dominio de la ecuacién diferencial mediante un mallado apropiado. Con el fin de
expresar las integrales en términos de los valores del potencial &léctrico en cada nodo de 1a malla
bidimensional (¢;) se divide ¢l dominio de solucién de la ecuacion diferencial (la region entre
clectrodos) en clementos triangulares en cuyos nodos ¢ pucde ser expresada como funciones
simples de las coordenadas de posicion de los vértices de cada ¢lemento.

El segundo paso consiste en sustituir la variable dependiente (¢) por una funcion de
aproximacion. En el caso unidimensional, y utilizando funciones de proximacion lineales en cada
elemento se tiene:

M

m=(¢j'¢|)/L

.La gréfica: la: forma’ de obtener el polinomio de interpolacién lineal que sirve
~como funcién de’aproximacion. E procedimicnto puede visualizarse como una aplicacion de la
< regla de la palanca,-:

T=mx+b
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9.2)

L] T (9.3)
LT

e Para clcmcntos finitos bidimensionales la matriz de funciones de interpolacion lineales se

‘“construye de la siguiente manera: Las tres figuras que Se muestran a continuacién representan a
un.elemento triangular.con sus vértices numerados con las coordenadas nodales del .elemento. E!
nodo uno se encuentra ubicado en el vértice superior y la numeracion prosigue en el sentido de
las manecillas del reloj. Para cada uno de los tres primeros esquemas se especifica graficamente
el componente N; del polinomio de interpolacion lineal. La cuarta figura representa la forma en
que quedan especificadas las funciones de interpolacion lineales. Utilizando regla de palanca,
cada uno de los componentes N; del polinomio de interpolacion puede ser expresado en la forma
alpebraica que se resume después de las figuras.

N1 3 2
N li ':
o
’ 4
N2
3 2
)
0 1'
N, : 2
4 ! 4
\ y
3 2




ay a; ¥ a3 son las pendu.nles en c.l plano y-d)
: Ehtohcéé’ s
A= b,a’—-b»al :
A= xL x,, b yJ yk
A ‘—.?‘; Yk Xk)’;
para:
i=1273,
=231
k=3,1,2
respectivamente.

Por lo tanto:

A—blﬂz - bzal = ()'2 - ya) (Xl - Xs) = (ys- Y|) (x3 .- x2)

~.. Las funciones de interpolacion o dadas son escritas.como :

9.4)

(9.5)

-son : las ordenadas al ongcn de Ias componenlt.s dcl polmomlo de
 los tres pnmeros esquemas de la’ l' gura anlenor

9.6)

@7

08

9.9)

(9.10)




SXaYs - XaYa ool oo . .
Aoz XY - XKiyas o.11)
A ,7;y= - my, i T .

Consecuememente para estas deﬁmclones:

ORI & el SIStemu de ecuaciones simultaneo lineal global para ¢ se obtiene sumando las
L contnbucxones de todos los elementos a las ecuaciones quedando:

[S][¢] : 9.16)

Los términos en [S] son calculados adicionando Sejja Sy
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- Donde i es el m’nmero de nodo N; en la malla,

: Pam elaborar el programa de elemento finito se toman en cuenta datos de cada uno de los
’ clcmenlos (es decir, las coordenadas nodales y los nimeros de nodos en todo el sistema) y se = .
_qonstruye una matriz de ecuaciones global para ¢ mediante el ensamblaje en la forma indicada.

. Para afianzar los conocimientos se muestra un ejemplo esquematico del ensamblaje de los -
elementos que corresponde a la forma en que se reahu la adicion de las matrices locales de’
.cada elemento Se;; a la matriz global S - : .

La figura siguiente representa un esquema de un cuerpo subdividido en elementos, cuya .
numeracién aparece encerrada en rectdngulos. Los puntos nodales se numeran en la forma .
especificada. :

1l i 13Y \4 1 U 1 1V
1T T PTTTTT
I O 1311 T
0 3 " T3
i+ +jE + =
I 5 o F 1]
1 It

globalizando:

7 g
= /\\\ v
h 5 6

m

{Ensamblaje del sistema de ecuaciones parala -
lmplcmemacton del método de los elememos
finitos, .

exnones nodales especnf cadas que corresponden a :

Elemento.

f-,’fl o 1 2 4 5
o » I 2 3 5
E 1] 3 5 6
v - 4 5 7
v 5 6 7 8

En base a esta topologia se va conformando el sistema de ecuaciones global, tomando en
cuenta las ccuacioncs locales. En ¢l primer paso sc cstablecen las matrices locales, lo cual se
muestra con el conjunto de cuadros de la parte superior de la figura. 85



Suponiendo que los valores de las propiedades fisicas se hayan especificado en las mismas
coordenadas nodales, se puede alojar para cada elemento, las componentes de la ecuacion de
Laplace en una matriz de dimension igual al nimero total de nodos que sera la misma dimension
que la de la matriz global, como se muestra en la figura anterior con las matrices numeradas de I-V.
Cada cuadro sombreado representa un coeficiente individual, o una submatriz de propiedades del

tipo [Ky).

El paso importante es el ensamblaje de las ecuaciones finales. Esto se puede realizar, como se
indicé en la figura, simplemente mediante la adicion de todos los nuameros en la casilla
correspondiente de la matriz global. El resultado se muestra en la Gitima matriz de la figura anterior
donde se han sombreado los coeficientes no nulos. Como las matrices locales y global son
simétricas, en realidad solamente se tendria que calcular la mitad superior sobre la diagonal. Todos
los coeficientes no nulos estan confinados dentro de una banda o contorno cuyo ancho puede
calcularse a partir de 1a posicién de las conexiones locales.

. . > . 2 ) - .
El siguiente paso es la introduccion de las condiciones de frontera al sistema de ecuaciones
global, obteniéndose una matriz global modificada.

El sistema de ecuaciones simultdneas puede ser resueltd por cualquier método standard.

Las condlcmnes de frontera para la solucién de la ecuacl de Laplace pueden corresponder a

ima de las dos siguientes.

a) SI se especifica el valor de ¢ en la frontera, la: mamz de coeficientes debe ser
modificada, usualmente para hacer el término sobre la diagonal igual 2'1 y los otros términos del
mismo renglén igual a cero para el nodo en cuestion. El lado derecho simplemente se especifica
lgual a] valor del potencial eléctrico conocido.

Esto es, si @i = C entonces hacemos Sy=1, Si;= 0, T = C en el sistema de ecuaciones
' [s1[¢1=m (9.17)

b) Si el valor de 8¢/om (gradiente normal de ¢ a la frontera) tiene un valor igual a una
constante, entonces tenemos que la funcional I es minimizada automaticamente sujeta a la

condicién 8¢ / én = q en dicha parte de la frontera. Esto puede ser llevado a cabo al minimizar la
funcién:

pﬂ( ) ( ]dxdy+pf¢—ds (9.18)

‘donde B = frontera fisica (cada uno de los electrodos).
§ = direccién a lo largo de la normal a la frontera,
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Obviamente, si 0p / on = 0, las ecuaciones no tiene que ser cambiadas respecto a su
formulacion previa, por lo que a esta condicion de frontera se le denomina condicion de frontera
natural. Frecuentemente encontramos casos comodos en los que no se necesita hacer algin
arreglo especial en el programa para introducir 8¢ / én = 0 como condicién de frontera, tal es el
caso que tecnemos en ¢l problema de la caracterizacion del potencial eléctrico entre dos
electrodos para procesos electroliticos controlados por transferencia de carga en soluciones
diluidas isotérmicas.

La siguiente figura es una representacion esquemdtica de dos electrodos cilindricos
concéntricos. Las condiciones de frontera en anodo y citodo corresponden a valores constantes
de potencial eléctrico (los nodos del 1 al 6 con un potencial igual al potencial anédico, y del 10 al
15 con potencial igual al catédico), mientras que en los bordes vertical y horizontal, el gradiente”
de potencial es igual a cero, que fisicamente se puede interpretar como un flujo nulo de las
sustancias electroliticas a través de dichas fronteras (nodos del 15 al 18 y del 6 al 10); estando
esta observacion en concordancia con la ley de Gauss del campo cléctrico, '




9.2. VENTAJAS Y DESVENTAJAS DEL METODO DEL ELEMENTO
FINITO

9.2.1. VENTAJAS.

1. El método puede manejar variaciones espaciales de propiedades de materiales con relativa .

facilidad.
2. Las i'egipnes irregulares pueden ser modeladas con mayor exactitud.
3.‘Es ei método més adecuado para problemas no lineales.

" 4. Los tamafios de los elementos pueden ser variables, L

5. La interpolacion espacial es mas sxg’mt‘ cauva

6. Problemas mixtos de valores de frontcra son mxis facdes de manejar

7. Se consngue alta precxsnon aun con un pequeﬁo numero de elementos sobre todo cuando se
puede asociar un principio vanac:onal u la ecuacion diferencial a resolver.

8. EI algontmo computacnonal pqede ser muy flexible. Es decir, un solo algoritmo puede servir
para resolver problemas para una gran cantidad de geometrias y condiciones de {rontera, como es
el caso del programa que se desarrolla en esta tesis.

9.2.2, DESVENTAJAS

1. Las ecuaciones de los elementos son matematicamente mas complejas, comparadas con las
ecuaciones de puntos nodales utilizadas en el método de diferencias finitas.

2. El método es numéricamente intensivo y abarca mayor tiempo en la memoria en el CPU,
comparado con el método de diferencias finitas, para resolver el mismo problema.

En el siguiente capitulo se desarrollara un algoritmo de cémputo basado en €l método de
elementos finitos variacionales para la caracterizacion de procesos electroliticos controlados por
transporte de carga, tomando en cuenta diferentes configuraciones geométricas de los electrodos.
El algoritmo debera ser versatil en el manejo de condiciones de frontera y aplicable a diferentes
geometrias.




10. ALGORITMO COMPUTACIONAL PARA LA CARACTERIZACION DE
PROCESOS DE ELECTRODEPOSICION POR EL METODO DE LOS
ELEMENTOS FINITOS.

10.1. Descripcién del Algoritmo Computacional.

E] algoritmo computacional que se describe a continuacion , escrito en lenguaje Qbasic,
permite evaluar el potencial eléctrico para densidad de corriente primaria en el espacio
comprendido entre’ los electrodos (dnodo y cétodo) de una solucién electrolitica diluida
homogénea en condiciones isotérmicas,

E! usuario tiene la posibilidad de establecer diferentes configuraciones geométricas de los
electrodos accediendo a un conjunto de instrucciones donde se especifican las coordenadas
nodales (x, y) de los vértices de cada elemento triangular que conforma la malla de elementos
finitos en que se discretiza el dominio de la solucién. Existen dos posibilidades:

e Para clectrodos de geometria irregular se recomienda la utilizacion del par de
instrucciones READ-DATA e introducir la lista de las coordenadas x ¢ y de cada uno de
los nodos.

e En el caso de geometrias regulares, donde la ubicacion de los nodos se puede ajustar a
una funcidn en el plano x-y, se recomienda utilizar un ciclo FOR-NEXT para establecer
mediante una relacién matematica las coordenadas de cada punto nodal.

Para efectos de explicacion, en el algoritmo que se describe a continuacion, se considerd
un par de electrodos cilindricos concéntricos por lo que es aplicable la segunda opcidn.
Posteriormente, en el capitulo 11 se ejemplifica como cambiar a otras geometrias utilizando el
listado directo de las coordenadas nodales.

El algoritmo siguiente resuelve la ecuacidon de Laplace bidimensional en coordenadas
cartesianas mediante la formulacién variacional del método de Elementos finitos, utilizando
funciones de aproximacion bilineales (lineales en “x™ y en *'y™).

Los pasos que conforman el programa de computo son:

Dimensionamiento de los arreglos matriciales.

Especificacion de la Topologia.

Representacion grafica de la malla de elementos finitos.

Construccion de las ecuaciones locales de cada elemento
Ensamblaje de la matriz global del sistema.
Introduccion de la condiciones de frontera naturales y de potencial constante.
Resolucion del sistema de ecuaciones algebraicas simultineas lineales.
Calculo de la distribucion del potencial eléctrico en el espacio interelectrédico.
Representacion grafica de los resultados.
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10.2, Ciclo para Dimensionamiento de Arreglos Matriciales.

En el primer bloque de instrucciones se especifica el nimero de nodos radiales (K1) y de

nodos tangenciales (J1) para el caso de electrodos cilindricos concéntricos (para otra

configuracion geométrica se requiere de especificar las coordenadas nodales (x, y) mediante un -

listado directo, lo cual puede hacerse facilmente mediante las instrucciones READ-DATA., En el
capitulo siguiente veremos un ejemplo especifico donde se utiliza este procedimiento. Por lo
pronto, y para fines de explicacion de este algoritmo, se consideraran los electrodos cilindricos.

Se puede dar un valor méximo de 11 a j1 y a ki, debido a la limitacién en cuanto a
memoria disponible en el software. Aunque no resulta muy complicado ingenidrselas para
aumentar el namero de nodos.

En este bloque de instrucciones, se calcula también el niimero total de nodos en la malla
de elementos finitos (N2 = namero de nodos = nimero de ecuacmnes a resolver) y ademads, se
calcula el numerp total de elementos triangulares (N3).

CLS S Lo
ji=11: k1=jl-1 *k1 = nodos radiales, j1 = nodos tangenciales
N2=j1*kl A S

N3=(1-1)*(kl-1)*2

En el segundo bloque se dimensionan los arreglos matriciales utiles en la implementacion
del algoritmo de elementos finitos:

¢ [a] = a(N2,N2) = matriz cuadrada de dimension N2 para almacenar los coeficientes del
sistema de ecuaciones simultdneas lineal que se obtiene al introducir la formulacién de
elementos finitos.

e [s] = s(n2, 1) = vector columna donde se almacenan los términos independientes del
sistema de ecuaciones lineal que se obtiene durante la implementacion del método.

e [t] =t(n2,1) = vector columna que se abre para guardar los valores del potencial eléctrico
que se obtengan de la solucién del sistema de ecuaciones.

o [EA]=EA(3); [EB] = EB(3) = vectores de coeficientes que se utilizan para almacenar los
numeros de identificacién de los nodos que conforman los vértices en los elementos
triangulares.

e [X] = X(3); [Y] = Y(3) =vectores que se utilizan para guardar las coordenadas de los
nodos de cada uno de los vértices de los elementos finitos.

e [Al] = matriz cuadrada de dimension N3 que se utiliza para construir el sistema de
ecuaciones simultaneas lineales y transferirlas a la subrutina de eliminacién gaussiana.

e Las matrices [xn), [yn], [xgl], [ygl], [xg2], [yg2). [xg3] ¥ [yg3] se utilizan para almacenar
los valores normalizados de las coordenadas espaciales de cada uno de los nodos y
utilizarlas posteriormente para fines de graficacion.

e El vector [xec] almacena los valores del potencial electroquimico de cada nodo calculado
al resolver el sistema de ecuaciones simultaneas. A dicho valor se le asigna un color de
acuerdo a una escala de colores preestablecida convencionalmente.
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Los vectores [tl] [t2] y [t3] se abren para almacenar los potenclales eléctncos en cada

~uno de los vértices de cada elemento, con el fin de tener la posibilidad de subdividir la
malla ‘inicial en tres subregiones para cada elemento aumemando la exactitud del
potencial calculado.

DIM a(n2, n2), s(n2, 1), t(n2, 1), EA(3), EB(3), X(3), Y(3),

DIM NN(n2, 3), x1(n2), yl(n2), Al(n2 + 1, n2 + 1), xec(n2 + 1)

DIM xn(n2), yn(n2), xg1(n3), xg2(n3), xg3(n3), yg1(n3), yg2(n3), yg3(n3), Tec(n3)
DIM t1(n3), 2(n3), 13(n3)

10.3. Ciclo para la Representacion Gréfica de la Topologia del Sistema.

En el tercer bloque se especifican los parAmetros de graficacion que definen el drea de la
pantalla donde se representaran los resultados de forma grafica. También en este bloque se
establece ‘el valor del radio menor del cdtodo y radio mayor del anodo, para el caso de dos

X electrodos cxlindncos conceéntricos.

: 'a 30 b% 399:c=180: d= 559 * pardmetros de graficacion
ra=1:Rb=4

El cuarto bloque de instrucciones consiste de un ciclo FOR-NEXT anidado en donde se
especifican las coordenadas radiales de cada hilera de elementos concéntricos y las coordenadas
tangenciales de cada uno de ellos. Al mismo tiempo se determina y especifica un nimero para
cada nodo (variable Kempes) mediante una regla de procedencia y se le asocian sus coordenadas
cartesianas correspondientes (X1, Y1). Por lo tanto, en este ciclo se define la topologia del
sistema bajo estudio. Si se desea cambiar la configuracion geométrica, este conjunto de
instrucciones debe ser sustituido por las de ia nueva topologia. Al terminar el ciclo anidado,
aparece otro ciclo en términos del indice ficticio i, con el cual se imprime la conformacion
topolégica del sistema de elementos finitos; es decir, los nimeros de cada elemento, los nodos
que conforman sus vértices y las correspondientes coordenadas. Este tltimo ciclo tiene funcién
de monitoreo. Si no se desea monitorear basta con afiadir una comilla a la instruccion print para
que se anule dicha tarea y la ejecucién del programa sea mas agil.

FORk=1TOkl
r=ra+(@b-ra)/(kl1-1)*k-1)
FORj=1TOjl
alfa=3.1416/2/(G1-1)*(-1)
kempes=k + (j-1)* k1
x1(kempes) = r * COS(alfa)
yl(kempes) = r * SIN(alfa)
PRINT "nodo="; kempes, "x="; x1(kempes); "y="; y 1(kempes)
NEXTj : :
‘. DO
. LOOP WHILE INKEYS ="
NEXT k -




FOR|=1T0n2 S
- X1G0), "Y1 i "= y10)
NEXTi BN

..:En el quinto bloque se encuentran las instrucciones que permiten graficar los electrodos y
la -distribucion topolégica de los elementos. Se dibujan los puntos correspondientes a las
coordenadas de cada uno de los nodos y se trazan lineas que unen las parejas de nodos adecuadas
para conformar la malla de elementos finitos de acuerdo a la topologia. A cada nodo se le asigna
un namero de identificacion y a cada elemento se le asigna otro nimero que identifica su
posicion en las series de hileras consecutivas de triangulos parados e invertidos; ademas a cada
elemento se le asocia una tercia de nimeros que corresponden a los numeros de identidad de los
nodos que tienen como vértices.

REM "GRAFICADOR"
REM se leen los valores de la funcion a graficar, en este caso, las coordenadas x, y de los puntos nodales
FORi=1TOn2
COLOR 3
PRINT "x=*; xI(I), “y="; y1(I)
NEXT i

REM Determinacion de valores extremos de la funcidn para especificar escalas y area de graficacion
ymin = y1(1): YMAX = yI(1)

xmin = x1(1): xMAX = x1(1)

FORi=2TOn2

IF ymin > y1(i) THEN ymin = y1(i)

IF YMAX <yl(i) THEN YMAX = y1(i) -

IF xmin > x1(i) THEN xmin = x1(i)

IF xMAX < x1(i) THEN xMAX = x1(i) "

NEXT i

COLOR 3

‘PRINT "YMIN=", ymm. "YMAX=", YMAX .

'PRINT "xMIN="; xmin, "xMAX="; xMAX

xmingraf = xmin: xmugraf =xMAX: ymmgral‘n ymin: ymaxgraf = YMAX
scalex = .1 scaley =1

SCREEN 12 * inicia procedimiento de graficaci6
1100 CLS

LINE (0, 0)-(639, 440), 15, BF * fondo blanco

COLOR 3

LINE (c, a)-(c, b) * marco en color verde

LINE (c, a)-(d, a)
LINE (c, b)-(d, b)
LINE (d, a)-(d, b)
pasx = xmaxgraf + ABS(xmingraf)

pasy = ymaxgraf + ABS(ymingraf)

ejey =c + (d - ¢) / pasx * ABS(xmingraf) * calcula posicion de ejes x, y
ejex =a + (b - a) / pasy * ymaxgraf

COLOR 3

LINE (¢jey, a)-(cjey, b) * dibuja ejes x, y en verde

LINE (c, ejex)-(d, ejex)
92



REM normalizacion de escala

¢: NY = INT(pasy / scaley) -
NX = INT(pasx / scalex)
‘PRINT "NX=*; NX, "NY="; NY
DIM DIVX(NX), DIVY(NY)
DIVX(1)=c: DIVY(1)=b

FORi=2TONX
DIVX(i) = DIVX(i - 1) + scalex * (d - ¢) / pasx
COLOR 3 : :
LINE (DIVX(i), ejex - 2)(DIVX(i), ejex + 2) * dibuja divisiones de escala

LINE (DIVX(i), a)-(DIVX(i),a+2) - .

LINE (DIVX(i), b - 2)-(DlVX(|) b) . .
NEXT i Ly
FORj=2TONY :
DIVY() =DIVY(-1)- scaley (b a)/puy
LINE (ejey - 3, DIVY(j))-(cjey + 3, DlVY(j))
LINE (c, DIVY(j))-(c + 3, DIVY(j)) -
LINE(d - 3, DIVYQ))-(d DIWQ) S

NEXT j

1200

FORi=1TOn2",
2 xn(i) =x1() * (d - c)/pasx+c_|ey
yn(i) = -y1(i) * (b~ a) / pasy + ejex

COLOR 9 * dibuja puntos nodales con nueve pixeles

PSET (xn(i) - 1, yn(i) + 1) . '
"PSET (xn(i) - 1, yn(i))

PSET (xn(i) - 1, yn(i) - 1)

PSET (xn(i), yn(i) + 1)

PSET (xn(i), yn(i))

PSET (xn(i), yn(i) - 1)

PSET (xn(i) + 1, yn(i) + 1)

PSET (xn(i) + 1, yn(i))

PSET (xn(i) + 1, yn(i) - 1)

NEXT i

FORi=1TOjl1-1 ¢ traza malla de elementos finitos uniendo parejas de nodos.
FORj=1 TOkl

COLOR 3

UNE (xn(kl * (I D+j+k1), yntkl * (- 1)+j+ k1)-(xnG+k1 * (i- 1)), ynG+ k1 * (i - I)))

NEXT]
F

"OLOR 3 =
INE xn(kl * (l 1)+J) yﬂ(kl * G- 1)+J)Hxn0+ T+k12(i- l)).yﬂ(1+l+kl ‘(' 1)))
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10.4. Ciclo para ia Formulacién de las Ecuaciones Locales y Global del Método de
Elementos Finitos.

El sexto bloque es la subrutina correspondiente a la aplicacion del método de los
elementos finitos. Mediante la variable ALE se¢ le asigna un namero de identificacién a cada
elemento. En seguida se le asocian los nimeros de los nodos que conforman sus vértices, asi
como las coordenadas en “x” y en “y” de cada uno de ellos. Se conforman las ecuaciones locales
y al mismo tiempo se construye la matriz global del sistema, [a]. Todo esto se lleva a cabo
mediante una serie de ciclos iterativos FOR-NEXT anidados, que aparentemente conforman el
algoritmo mas resumido que se puede escribir.

FORL=1TOjI-1
FORk=1TOKkI -1
NN(I, 1)= (L - 1) * kI +k; NN(J, 2) =L * k1 +k+ 1: NN(1,3) =L * k1 +k
NN(2, 1) = NN(1, 1): NN(2, 2) = NN(2, 1) + 1: NN(2, 3) = NN(1, 2)
FOR NE=1TO 2 )

ALE=ALE+1 'ALE=NUMERO DE ELEMENTO

'PRINT "NUMERO DE ELEMENTO =*; ALE

‘PRINT "NODOS=",

FORj=1TO3

. NP = NN(NE, j): X(j) = x1(NP): Y(j) = y1(NP)

NN(NE, j) = NP:
‘. PRINT NP,
NEXT j

EA(1) = X(3) - X(2): EA(2) = X(1) - X(3): EAQ3) = X(2) - X(1)
EB(1) = Y(2) - Y(3): EB(2) = Y(3) - Y(1): EB(3) = Y(1) - Y(2)
AE = EB(1) * EA(2) - EB(2) * EA(1)
FORi=1TO3
IR = NN(NE, i)
FORj=1TO3
IC = NN(NE, })
EK = (EA() * EAG) + EB()) * EB(G)) /2
a(IR, IC) = a(IR, IC) + EK
NEXT j
NEXT i
NEXT NE
NEXT k
NEXTL

En el séptimo bloque de instrucciones se especifican las condiciones de frontera mediante
las sentencias READ-DATA y se reconstruye la matriz globalizada de coeficientes del sistema
eliminando las columnas y renglones que tengan un coeficiente correspondiente al potencial
eléctrico conocido. Por otra parte, las condiciones de frontera naturales en los bordes laterales de
los electrodos quedan automaticamente establecidas y no es necesario introducir por ellas alguna
modificacién adicional al sistema de ecuaciones global. En el par de instrucciones READ-DATA
se introducen alternadamente los nimeros de los nodos donde se tiene el valor del potencial
eléctrico conocido y en seguida el valor de dicho potencial en forma adimensional. El valor de
cero corresponde al potencial catddico adimensionalizado y el valor de uno es el del potencial

anodico adimensional.
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FORi=1TON3 -
- READ NP, SV =7 ;
DATAIOIIOZI03104105l061071081091010[20130]40]50160]701801901lOOl

FORj=1TOn2 .

a(NP,j) =0

NEXTj - .

a(NP,NP)=1: t(NP 1) sV

'PRINT *NP="; NP, "SV="; SV

NEXT i )

Simulta Lineales.

o 10,_5. Ciclo Para la Resolucién del Sistema de E

Después de haber introducido mediante estos ciclos, las condiciones de frontera, se
obtiene un sistema de ecuaciones simultaneas lineales modificado que corresponde al sistema de
ecuaciones a resolver. El método de resolucion puede ser el de eliminaciéon gaussiana, el de
inversion de matriz o el de descomposicion L-U. En seguida, como octavo bloque de
instrucciones, se presenta el algoritmo de eliminacién gaussiana que es el que se utilizé en esta
simulacion computacional:

REM*****ELIMINACION GAUSSIANA®**tstesss
'SCREEN 0: COLOR 3, 4

DO

'LOOP WHILE INKEYS = "™

REM"‘.“‘ -

'PRINT "SISTEMA DE ECUACIONES A RESOLVER:"

FORi=1TOn2
FORj=1TOR2 .0 =
AlQ, j)=a(.j) .
PRINT Al (i. j);
NEXT) oo
DO . i :
'LOOPWI-HLEINKEYS'B""
: Al(1n2+])=t(l,’l)
PRINT .0
NEXTI = N
DO - ' S
'LOOP WHILE INKEYS =
N=n2 -
FORr=ITON-1
' 'PRINT .-

FORl=r+ 1 TON
qt = AlG, r)/AI(r r)
FORj=r+1TON+1
' AlG, j)=Al(, j) - gt * Al j)
NEXT] .
NEXT i
FORi=r+1TON
Al(i,r)=0_
NEXT i ‘
NEXTr '
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. i xec(N) = Al
- FORNX-]TON-I
sumnt=0
d=N-NX'
FORJ—H-ITON : :

sumat=sumat+A1(| j)'xec(]) )

EDIAINN)

NEXT i
xec(l) (Al(l. N + l) sumat) / Al(l, x)
NEXT.NX ! .
FORi=1 TO n2 5
PRINT "x"; l b, xec(l)

- NEXTi

‘DO .
‘LOOP WHILE lNKEYS =
‘cls

»
10.6. Ciclo para la Representacién Gréfica de los Resuitados.

Finalmente, habiendo obtenido la solucion a la ecuacion diferencial de Laplace para el
potencial eléctrico, se procede a representar graficamente los resultados, en un procedimiento
similar con el que se representé graficamente la topologia del sistema, y empleando una escala
de colores para los valores del potencial eléctrico. El algoritmo que se empled fue el siguiente:

‘topologia tridngulos parados.

FORi=1TOk!-1
FORj=1TOj1-1
elem=i+(j-1)*2*(kl1-1)
ml=j+@-1)*kl +kl
m2=ml-(@{t-1)
m3=m2+1
'PRINT "elem"; elem; "m1="; ml; "m2="; m2; "m3=";, m3
xgl(elem) = x1(m1)
xg2(elem) = x1(m2)
xg3(clem) = x1(m3)
ygl(elem) = yl(m1)
yg2(elem) = yl(m2)
yg3(clem) = yl(m3)
" Tec(elem) = (xec(m1) + xec{m2) + xec(m3)) /3
t1(elem) = (Tec(elem) + xec(m1) + xec(m2)) / 3
t2(elem) = (Tec(elem) + xec(m3) + xec(m2)) / 3
t3(elem) = (Tec(elem) + xec(m1) + xec(m3)) /3
NEXT j
NEXTi
‘DO .
‘LOOP WHILE INKEYS = ""
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FOR|=1 TOkl ER PR
: FORj=lT0_|l-l
g 4.clem=l+(_|-l)'2‘(k1-l)+kl-l
v m3=i+ (- 1) *kl+kl
Soml=m3-(kl-1)

m2=m3+1 L :
'PRINT "elem"; elem; "m1="; m]; "m2="; m2; "m3=", m3
xgl(elem) = x1(m})
xg2(elem) = x1(m2)
xg3(elem) = x1(m3)
ygl(elem) = yl(ml)
yg2(elem) = y1(m2)
yg3(elem) = yI(m3)
Tec(elem) = (xec(m1) + xec(m2) + xec(m3)) /3
tl{elem) = (Tec(elem) + xec(m1) + xec(m2))/ 3
t2(elem) = (Tec(elem) + xec{m3) + xec(m2)} / 3
t3(elem) = (Tec(elim) + xec(ml) + xec(m3)) / 3

NEXTj
NEXT i
FORi=1TOn3
'PRINT "elem=";i
PRINT "tec="; Tec(i), "t1="; t1(i); "t12="; 12(i); "t3="; t3(i)
‘DO ’
‘LOOP WHILE INKEYS = ""
NEXTIi
COLOR 3 R

FOR elem=1 TO n3

IF t1(elem) < .04 THEN colorl =
IF t1(elem) > .08 THEN colorl = 8
IF t1(elem) > .16 THEN colorl = 1
IF t1(elem) > .24 THEN colorl =9

* IF t1{elem) > .32 THEN color} =2
IF t1(elem) > .4 THEN color] =4
IF t1(elem) > .48 THEN colorl =
IF t1(elem) > .56 THEN color] = 12
IF t1(elem) > .64 THEN colorl =5
IF t1(elem) > .72 THEN colorl =
IF t1(elem) > .8 THEN colorl = 11
IF t1(elem) > .88 THEN colorl =
IF t1(elem) > .96 THEN colorl = 10
IF t1(elem) > 1.04 THEN colorl =

IF t2(elem) < .04 THEN color2 =0

IF t2(elem) > .08 THEN color2 =8

IF t2(elem) > .16 THEN color2 = 1

IF t2(¢clem) > .24 THEN color2 =9

IF t2(clem) > .32 THEN color2 =2

IF t2(elem) > .4 THEN color2 =4

IF t2(elem) > .48 THEN color2 = 6

IF t2(elem) > .56 THEN color2 = 12 o
IF t2(elem) > .64 THEN color2 = § . : 97




IF t2(elem) > .72 THEN color2 = 13
IF t2(elem) > .8 THEN color2 = 11
IF t2(elem) > .88 THEN color2 =7
IF t2(elem) > .96 THEN color2 = 10
IF t2(elem) > 1.04 THEN color2 = 14

IF t3(elem) < .04 THEN color3 =0
IF t3(elem) > .08 THEN colorl = 8
IF t3(elem) > .16 THEN color3 = 1
1IF t3(elem) > .24 THEN color3 =9
IF t3(elem) > .32 THEN color3 =2
IF t3(elem) > .4 THEN color3 = 4

IF t3(clem) > .48 THEN color3 = 6
IF t3(elem) > .56 THEN color3 = 12
IF t3(elem) > .64 THEN color3 = §
IF t3(elem) > .72 THEN color3 = 13
IF t3(elem) > .8 THEN color3 = 11
IF t3(elem) > .88 THEN color3 =7
[F t3(elem) > .96 THEN color3 = 10 N
IF t3(elem) > 1.04 THEN color3 = 14
'PRINT “elem", xg1(elem), xg2(elem), xg3(elem)
xgm = (xgl(elem) + xg2(elem) + xg3(elem)) /3
ygm = (yg1(elem) + yg2(clem) + yg3(elem)) / 3
xgmnor = xgm * (d - ¢}/ pasx + ejey

ygmnor = -ygm * (b - a) / pasy + ejex

xgl(elem) = xgi(elem) * (d - c)/ pasx + ejey
ygl(elem) = -ygl(elem) * (b - a) / pasy + ejex
xg2(elem) = xg2(elem) * (d - c)/ pasx + ejey
yg2(elem) = -yg2(elem) * (b - a) / pasy + ejex
xg3(elem) = xg3(clem) * (d - ¢) / pasx + ejey
yg3(elem) = -yg3(clem) * (b - a) / pasy + ejex

LINE (xg3(elem), yg3(elem))-(xgmnor, ygmnor)
LINE -(xgl(elem), yg1(elem))
LINE (xg2(elem), yg2(elem))-(xgmnor, ygmnor)
'LINE -(xg1(elem), ygl(elem))

PAINT ((xg1(elem) + xg2(elem) + xgmnor) / 3, (yg1(elem) + yg2(elem) + ygmnor) / 3), colorl, 3
PAINT ((xg2(elem) + xg3(elem) + xgmnor) / 3, (yg2(elem) + yg3(elem) + ygmnor) / 3), color2, 3
PAINT ((xg1(elem) + xg3(elem) + xgmnor) / 3, (yg1(elem) + yg3(elem) + ygmnor) / 3), color3, 3

‘DO
'LOOP WHILE INKEYS$ = ""
NEXT elem
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10.7. Aplicacién a Diferentes Configuraciones Geométricas de los Electrodos.

Para electrodos de diferente configuracion geométrica se realiza una modificacion en la
especificacion de la topologia del cuarto bloque de instrucciones. Por ejemplo, para un par de
electrodos planos ubicados uno frente al otro, con un dngulo de inclinacion, como se muestra en
la siguiente figura, tendriamos:

g

J
Kempes—k+(J 1)*kl
“Xlkempes)=k+(j-1)*.1
“Y1l(kempes)=ag/(kl —1)* (k— 1)+ mtot/ (k1 -1)* (k-1) * x1(kempes)
‘PRINT “nodo=""; kempes, “x="; x1(kempes); “y="; yl(kempes)

: ) LOOP WHILE INKEYS$ =
| NEXTK

En este conjunto de instrucciones, los dos primeros renglones especifican la geometria de
los electrodos de acuerdo a la figura adjunta. En el primer renglon se especifica la distancia de
separacion entre dnodo y cdtodo en el lado izquierdo y derecho, respectivamente. En el segundo
rengloén se calcula la pendiente del dnodo.

E! ciclo de calculos iterativos permite calcular automaticamente las coordenadas nodales
de la malla de elementos triangulares con la que se llena el espacio entre los electrodos.
Nuevamente la variable kempes es el nimero de nodo y las coordenadas x1 y yl se utilizan
posteriormente a lo largo del programa para los calculos del potencial eléctrico y la visualizacion
grafica de los resultados.
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: Estos son lo tinicos cambios que deben hacerse al programa para la aplicacién del métod
de elementos finitos a nuevas configuraciones geométricas de los electrodos. La: serie*de
instrucciones estdn construidas de forma tal que el programa por si solo calcula longxtudes, y:
areas de los elementos finitos, construye el conjunto de ecuaciones locales y lleva a cabo el
ensamblaje, introduce condiciones de frontera y finalmente resuelve el sistema de ecuaclone :
resultante y representa graficamente los resultados.

) Para un par de electrodos paralelos, es decir cuando la pendiente es cero, ag se espec1f ica-
con un valor igual al de cg y se procede con la ejecucion del programa. !

- El usuario tiene, entonces, simplemente, que establecer la nueva topologia medmnte un
" ciclo. FOR-NEXT.o por medio de la especificacion directa de los puntos nodales con un par de

- instrucciones READ-DATA. En este Gltimo caso deben especificarse las coordenadas x, y d
: todos los pumos nodales.

]0_;8. Ap |éaci6n a diferentes condiciones de Frontera.

) La especnf' cacion de las condiciones de frontera que se hacen en el séptimo bloque puede
ser cambiada introduciendo directamente los valores del potencial eléctrico en los niimeros de
nodos correspondientes. El potencial anddico se especifica para los puntos nodales multiplos de
10, mientras que el potencial catodico corresponde a los nodos miltiplos de 10 mas uno. La
distribucién no homogénea del potencial eléctrico en los electrodos puede ser causada por no
homogeneidad en la densidad de corriente, como se explicé en el capitulol.

FORi=1TONS3

READ NP, §V

DATA] ,0,11,0,21,0,31,0,41,0,51,0,61,0,71,0,81 0910]0020030040050060170180]901 100,1
FORj=1TO n2
a(NP,j)=0 !

NEXT j

a(NP, NP) = 1: (NP, 1)= SV -
‘PRINT *NP="; NP, “5V="; §V
NEXT i
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11. RESULTADOS Y ANALISIS DE LOS RESULTADOS.

‘11.1 RESULTADOS

*Los siguientes resultados son lés‘obtenidos al llevar a cabo la simulacién computacional
mediante el programa de elementos finitos variacionales, adaptado a diferentes geometrias.

Empezaremos por un par de electrodos- cilindricos concéntricos. La figura siguiente
representa un corte en un plano transversal, considerando sélo la cuarta parte del perimetro de la
circunferencia:

0.96-1.00
0.88-0.96
0.80-0.88
0.72-0.80
0.64-0.72
0.56-0.64
0.48-0.56 _
0.40-0.48 )
0.32-0.40
0.24-0.32
0.16-0.24
il 0.08-0.16
% 0.04-0.08
0.0-0.04

I

Distribucion de Potencial Eléctrico entre un par de Electrodos
Cilindricos Concéntricos

La figura muestra como varia el potencial en el seno de la solucién, desde 0 a 1, que son
los correspondientes potenciales catédico y anddico adimensionales. Cada color representa
diferente valor del potencial eléctrico. La escala de colores aparece al lado de la figura y es la
misma que se utiliza en todas las distintas configuraciones geométricas de los electrodos, cuando
se ejecuta el programa.

La figura que se muestra a continuacion corresponde al desplegado grifico de la

simulacion computacional de la distribucién del potencial eléctrico para un par de electrodos en
un arreglo cuadrangular, cuya solucidn analitica conocemos:

(]}
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POTENCIAL ANODICO =1

S POTENC!AI CATODICO =0 -

. Los calculos computacionales se realizaron con el mismo programa, utilizando 11 nodos
en direccidon horizontal y 10 nodos en direccién vertical para un total de 110 nodos y 200
elementos, que posteriormente mediante una regresion lineal simple de la funcion de
aproximacion se convirtieron en 600 elementos que son los que aparecen en el desplegado
grafico. Obsérvese la distribucion simétrica del potencial eléctrico.

El intérprete Qbasic permite resolver sistemas de 120 ecuaciones lineales simuitdneas o
menores. Por eso la limitacién en cuanto al nimero de elementos a procesar. Sin embargo un
manejo inteligente de varias matrices de coeficientes en lugar de una puede servir para
incrementar el numero de elementos. A pesar de esta limitacion los valores predichos por el
método de elemento finito son muy cercanos a la realidad punto por punto . En 11.2 se hara una
comparacién de los resuitados de esta simulaciéon computacional con la solucién analitica
obtenida en 7.3, mediante series de Fourier.

La figura que se presenta a continuacion es el desplegado grafico que se obtiene de la
determinacidn, por elementos finitos, del potencial eléctrico para una ceida de Hull, con el

mismo programa:
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Distribucion de potencial eléctrico en una celda de Hull.

La solucion analitica a este problema se obtuvo en 7.2, también por series de Fourier. La
solucién numérica se obtuvo mediante la ejecucion del programa escrito en Qbasic, cambiando
- simplemente la topologia. Por supuesto, el programa también da acceso a los valores numéricos
de los potenciales eléctricos nodales. Los resultados numéricos son muy exactos, como se puede
comprobar al comparar con las correspondientes soluciones analiticas. .

Finalmente, si se cambian condiciones de frontera para los 'electrodos cilindricos
concéntricos, con los datos de 10.8, se obtiene la siguiente distribucién de potencial:




104

11.2. Anilisis De Resultados

11.2.1." Analisis de los Resultados Obtenidos al Ejecutar el Algoritmo para Elcctrodos
Cilindricos Concéntricos.

<. Procedemos ahora a llevar a cabo un analisis comparativo de los datos obtenidos por la
simulacion computacional y la solucién analitica de la ecuacion de Laplace unidimensional en
coordenadas cilindricas.

El programa con el que se hizo la simulacién es una implementacién del Método de
Elemento Finito para la solucién dc la ecuacién de Laplace, adaptando mediante coordenadas -
cartesianas la geometria  cilindrica . de los electrodos concéntricos, manteniéndose la
consideracion de soluciones diluidas homogéneas, en estado estacionario y régimen isotérmico.
Dicho programa también permite calcular el error porcentual maximo que se obtiene en el
procedimiento de calculo por elementos finitos.

»
La siguiente tabla construida en Excel es un resumen de la evaluacion de la precisién de las
predicciones del método de elemento finito. Obsérvese que el promedio del error en los calculos
cs muy pequefio, tiene un valor de 0.000379 %, lo cual indica una alta exactitud del método.

SOLUCION ANALITICA | SOL.ELEMENTO FINITO
RADIO | SOLUCION |SOLUCION | ERROR*2
ANALITICA INUMERICA
4 1 1 0 YT
4.35 0.912537159 001255] TBABET0] Leiindrions amoner con un par de electrodos 1
4,5 0,830074999 0,83009{ 2,2504E-10
4,75 0,752072487 0,75209| 3,0672E-10{ |Comparacion entre los resultados obtenidosj
5 0,678071905 0,67809( 3,2742E-10; |analiti y los resul de la
5.25 0,607682577 0,60771] 7,5201E-10[  {simulacion computacional por el método def]
55 0,540568381 0,54059| 4,6737E-10] |clementos finitos basados en el principiof]
5.75 0.476438044 0.47646] 4.8207E-10| {aacional ]
6 0,415037499 0.41506] 5,0628E-10 La solucion analitica que se obtuvo alH
625 0.35614381 0.35616] 2.6211E-10] lneyrar 1 ion  de  Lapl
6,5 0,299560282 0,29958) 3,8881E-10| Junidimensional en coordenadas cilindricas es
6,75 0,245112498 0,24513] 3,0633E-10] |exacta. |
7 0.192645078 0,19266{ 2,2267E-10
7.25 0,142019005 0.14203] 1.2080E-10] |Puede verse que 1a solucion numérica da unf]
7.5 0,003109404 009312 1,1227E-10] _|cTror despreciable. 1
7.75 0,04580369 0,0458{ 1,3613E-11
8 0 ] 0
7.586876818 7.58712| 4,6585E-08
{Media cuadratica del error= 3,79184E-06
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-11.2.1. Andlisis de los Resultados Obtenidos con la Simulacién Computacional
para un Par de Electrodos en Arreglo Cuadrangular.

" La solucién analitica desarrollada por series de Fourier puede utilizarse para evaluar la
preclsnon del método de elementos finitos para un arreglo bidimensional cuadrangular de

: CEl sngulente algommo de cémputo permite calcular el potencial eléctrico "tedrico” para un
: conjumo de puntos con coordenadas (x,y), al evaluar la correspondiente serie de Fourier.

INPUT UM DE NODOS="
DIM t(N, N+ 1) :: 'la matriz (t] sc uullzu para guardar los valores del potencial en puntos (x,y)

w=2IH=1U=1 ""Ueselp ial eléctrico adi ional anddico, el catodico es cero
FORI=1TON :
Y=1/(N)*H
FORJ=1TON
X=J/(N+1)*w
FORG=1TO 53 STEP2 >

ARGI =G *3.1416*Y/w
SENH1 = 1/2 * (EXP(ARG1) - EXP(-ARG1))
ARG2=G*3.1416 *H/w ‘
SENH2 = 1/ 2 * (EXP(ARG2) - EXP(-ARG2)) _
ARG3 =G *3.1416 * X/ w
SEN3 = SIN(ARG3)
§=S+1/G* SENH] / SENH2 * SEN3
NEXT G
t(,)=U*4/3.1416*S
LPRINT "POT=" (L)) -
S§=0 .
NEXT J
NEXT I

Por otra parte, una pequeﬁa modxf' cacnén én el programa de elementos finitos consistente " - i
en el cambio de la topologia y de las conducnones de - frontera - permiten llevar a cabo una
comparacién de los dos métodos, lo cual se resume en la tabla de Excel que se muestra después
de los cambios mencionados: ;

ag=licg=1l:dg=2

mtot = (cg - ag)/ dg:* pendiente total =0
MN=1l:kl=J)i-1

n2=J1*kl

N3=(1-1)*(ki-1)*2

FORk=1TOK!
FORj=1TO

kempes =k +(j- 1) * k!l
Xi(kempes)=(j-1)*.2
Yi(kempes)=ag/(kl-1)* (k- 1)+mlol/(k1 -1 (k-1)" Al(kcmp&s)
PRINT "nodo="; kempes, "x=", Xl(‘ pes), "y— Yl( )
NEXT j
NEXT k

L
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FORI=1TO2*N3-2

< READ np, sv

- DATA
v10110210310410510610710810910101010120130]4015016017018019011001 110,1,2,0,

-3,04,0, 5,0,6,0,7,0,8,0,9,0,102,0,103,0,104,0,105,0,106,0, IO70|0801090

FORj=1TOn2
alnp, j) =0
XTj
a(np, np) = 1: t(np, 1) = sv
'PRINT "NP="; NP, "Sv="; §V
NEXT I

pat tedrico | pot damfin eTor | eor’2

| 000339269  3,544E-05. 3,544E-05
| 000810918 _ 8,042E-06: B 042E-08)
0,00782562_-3,6265E-05_ 3 6265€-05
- 0,00092219 -8,3191E-05 6,3191E-05
' 000923528 -7,1034E-05'_7,1034E-05
01249612 9,78E-05'
0,1610402___-0,000803
0,185536___0,0036801:
0,18656376__-0,0014241

, E96E05
0247908 -0,0014034' _0,0014004
0,2760303__-0,0019894  0,0019694|
0,2845783_-00021213,__0,0021213
_ 01598667 0,0018223° 0,0016223)
[ -0,0006141]__0,0006141
03448415 0,3420048_ -0,0022367 __ 0,0022367]

" 03301842 0.3775085_ -0,0026857, _ 0,0026857
03907630 0,380573_ -0.0102209, _0,0102208)
02198551, 02219968 00021418 0,0021418]
03639 0,3572887__-0,0019752, _ 0,0016752
04510063 _ 0,4477016_ -0,0033047, _ 0,0033047
04857606, 0,4865035__-0,0032661: __0,0032661
05010937 04979478 -0,0031452,  0,00314%)
03073467 0,3083014 _ 0,0009547, _ 0,0009547
04851881 0,4806044_-0,0044837i _ 0,0044537|
05700268 0,5656412 _-0,0043856; _ 0,004385%5
_06074537° 06039424 _ -0,0085113” 0,0035113]
0618075 06149027 -0,0031723, 0,0081723)
04421925, 0,4365531, -0,00563%4;  0,00563%4
062899411 06210895 _0,0079046. 0,0078046
0,7027934 06879777, -0,00481571 0.0048157,
07309485 0,7298107, -0,0061208, ~ 0,0031268
07412736, 0,738623 -0,0006506_ 0,0026506
06650423 06425675 -0,0224548. 0,022
0803467 0,7847083__-0,0087577i _0,0087577|
0,8477278___0,B442175 .0,0035103 _ 0,0035103
08647136 08628079 -0,0019057;___0,0019057|

0,5603092: _0,8677/7/6__-0,0015316_ 0,0015316
Isumadd emor = | _0,12405435
I promedic del ermor= 1" 0,0031013}
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La siguiente grafica compara los resultados obtenidos por la solucion via series de Fourier
con la de elemento finito. Si los resultados fueran completamente equivalentes, la curva
resultante deberia ser una linea recta que parte del origen y con pendiente 1. Debido a que el
método variacional es solo una aproximacion, existe un pequefio error, que en promedio es del '
0.310136 % , el cual puede parecer grande, pero la solucién analitica por series de Fourier solo " "
permitié llevar el cdlculo de 26 términos en la sumatoria, y también lleva implicito un error.

! Comparacién de solucion analitica y elementos finitos
; para electrodos cuadrangulares
!

o
©

o
C3

o o
[ I

solucidn por elementos finitos
o
>

: 0 02 04 0,6 08 1
solucién analitica

Nuevamente observamos que el error es pequefio. Pero ademas, la serie de Fourier en el
programa para la solucién analftica solo pudo ser extendida hasta 26 términos (del 1 al 51 de 2
en 2), por lo que es de esperar que la aproximacion por principio variacional tenga en realidad,
una mayor exactitud que la calculada.
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CONCLUSIONES

Se elaboré un algoritmo computacional que permite calcular el potencial eléctrico entre dnodo
v cétodo dc soluciones clectroliticas diluidas y gradientes de concentracién nulos, para
procesos de elestrodeposicion controlados por transporte de carga, en condiciones isolérmicas
y estado estacionario, practicamente para cualquier disposicion geométrica de los electrodos y
diferentes condiciones de frontera.

El software creado es versdtil y flexible. El nimero de nodos, su distribucion espacial, ast
como las condiciones de frontera pucden cambiarse facilmente mediante la modificaciéon de
un pequefio conjunto de instrucciones dentro del algoritmo computacional. El programa de
elementos finitos reconstruye automaticamente el sistema de ecuaciones simultdneas lineales
a resolver y las resuelve por eliminacién gaussiana.

La simple modificacion de las coordenadas nodales permite cambiar la geometria de dnodo y
catodo. E! software calcula automaticamente la longitud entre nodos y evalia el area de cada
elemento para posteriormente obtener el potencial eléctrico construyendo las ecuaciones
locales para cada elemento, ensamblando ¢l sistema de ecuaciones global, introduciendo
condiciones de frontera y resolviendo el sistema de ecuaciones simultdneas lineales resultante,
Las condiciones de frontera también pueden ser modificadas facilmente debido a que el
algoritmo computacional contiene una instruccion donde el nimero de nodo se introduce
simultineamente con su correspondiente condicion de frontera.

Se comprobd que el método dec elementos finitos es muy exacto para la solucion de la
ccuacion de Laplace, cn coordenadas cilindricas 1-D y en coordenadas cartesianas 2-D, al
comparar los resultados con las correspondientes soluciones analiticas via integraciéon por
sustitucion de variables y series de Fourier, respectivamente.

A pesar de que el programa fue escrito para una PC, es facilmente escalable y puede ser usado
en maquinas mas sofisticadas.

E! problema de la electrolisis en soluciones concentradas y sistemas no isotérmicos es muy
intcresante, y aunque en csta tesis solo se¢ plantcaron los modclos matematicos a resolver,
dichos modelos pueden servir como guia para desarrollar un algoritmo de computo tan versatil
como el actual para resolver ese tipo de problemas.

El programa resuelve solo para condiciones de estado estacionario; en régimen inestable se
recomienda utilizar un algoritmo hibrido elemento finito-diferencias finitas.
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