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RESUMEN

Se presenta una metodología general para determinar las propiedades de
propagación a problemas de valor inicial continuos y discretos, tomando en
cuenta los efectos no lineales dominantes Además, mediante ejemplos
aplicables, dichas propiedades se relacionan con los conceptos de consistencia,
estabilidad y convergencia de aproximaciones discretas de ecuaciones de
evolución.

La metodología para estudiar las propiedades de propagación tiene la secuencia
siguiente: analizar la propagación de perturbaciones en el problema de valor
inicial continuo, para las variables dependientes, y en el caso de los términos
no lineales o con dependencia paramétrica aplicar una expansión de Fréchet-
Taylor. Posteriormente, realizar un análisis de escalas múltiples y localización,
Con el sistema localizado, aplicar el método de Fourier, a fin de obtener su
relación de dispersión y su límite de estabilidad.

En el problema de valor inicial se propone una estrategia de discretización en
diferencias finitas o elemento finito, y se verifica su consistencia mediante la
aplicación de expansiones en serie de Taylor al sistema discreto, alrededor de
un punto particular de la malla Teniendo como resultado la ecuación
diferencial original adicionada de un remanente que debe reducirse a cero
cuando la malla es refinada ad infinitum, lo cual implica que el esquema
discreto es consistente, Se practica después un análisis de propagación de
perturbaciones sobre las variables dependientes discretas, Para los términos no
lineales o con dependencia paramétrica se aplica una expansión de Fréchet-
Taylor, además de un análisis de escalas múltiples y de localización, con lo cual
se obtiene el sistema discreto lineal localizado. Finalmente, se aplica el método
de Fourier para evaluar el comportamiento de la estabilidad del sistema
discreto linealizado, y se hace uso de expansiones discretas de Fourier para
determinar las condiciones de estabilidad del sistema discreto. La relación de
dispersión discreta permite determinar los retratos de amplitud y fase, que
caracterizan el esquema en función del número de onda y de las condiciones
del flujo.

La metodología se aplicó al análisis de propagación de perturbaciones en los
esquemas de Preissmann, Leendertse y formulación de la GWCE (Generalized
Wave Continuity Equation) para las ecuaciones de flujo a superficie libre en una
dimensión, Por lo que respecta al esquema de Preissmann, se determinan las
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condiciones de estabilidad, los errores de fase, la amplitud y las propiedades de
convergencia de iteraciones no lineales. Para el esquema de Leendertse y la
formulación GWCE, se determinan las propiedades de estabilidad y los errores
de amplitud y fase. Se incluyen pruebas numéricas a fin de validar los
resultados teóricos de la aplicación de esta metodología,

Se demuestra que el análisis de propagación de perturbaciones, con la
metodología propuesta, constituye una herramienta que permite comprender
los efectos no lineales dominantes en el comportamiento de las ecuaciones
discretizadas asociadas con la simulación del flujo a superficie libre, y también
permite evaluar las ventajas que se tienen al seleccionar adecuadamente el
método para la solución numérica iterativa de las ecuaciones no lineales en
diferencias.

Dada la generalidad del método de propagación de perturbaciones, se incluye
un estudio para definir y establecer los criterios de estabilidad de flujos por
efecto del surgimiento de fenómenos oscilatorios, como son las ondas rodantes
que se presentan en régimen supercrítico (Chow, 1959; Ponce y Simmons,
1977; Ponce y Maisner, 1993) Además, se evalúa la conservación de masa en
la formulación generalizada de onda GWCE (Kinnmark y Gray, 1988; Chippada,
etal, 1997)

Por otra parte, esta metodología permite realizar un análisis de convergencia de
iteraciones para la solución de los sistemas de ecuaciones discretas no lineales,
ya sea por el método de Picard (Aldama y Paniconi, 1991) o por el de Newton-
Raphson (Burden y Faires, 1980; Paniconi et al, 1991), esto se logra dando un
tratamiento al esquema discretizado, al estudiar la propagación de errores de
una iteración a otra.. Para determinar la condición de convergencia, se
considera que el factor de amplificación del error debe ser estrictamente menor
que uno en valor absoluto (Tingsanchali et al, 1989; Aldama y Paniconi, 1991;
Paniconi etal, 1991)

Con esta metodología se buscó contribuir al conocimiento respectivo y
complementar los estudios que se han llevado a cabo para la determinación de
los límites de estabilidad, propagación de amplitudes y fases, así como
convergencia de iteraciones no lineales, ya que en la mayoría de los casos son
incompletos o están simplificados en demasía (Abbott 1979; Kinnmark, 1986;
Lynetal, 1987 y Meselhe, 1997).

Conocer con antelación las propiedades de propagación de un esquema
numérico para solucionar ecuaciones diferenciales parciales, formaliza la
manera de discretizar y asegura un mejor resultado,, De ese modo, al contar con
un criterio basado en un análisis de propagación de perturbaciones, previo a la
programación, permite tener una mayor certidumbre de los límites de su
aplicación,,
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Los resultados generales de los ejemplos que se probaron son la determinación
del límite de convergencia del sistema continuo de las ecuaciones diferenciales
parciales no conservativas unidimensionales de Saint-Venant, donde se
determinó que la condición de estabilidad se presenta cuando el número de
Vedernikov es menor a la unidad, | Ve| á 1., Para la versión no conservativa de
Saint-Venant, se hizo el análisis de convergencia del modelo que resulta al
aplicar el esquema de Leendertse. Los resultados indican que este esquema
tiene problemas para flujo supercrítico (Fr>l), Además, con base en las
pruebas numéricas, se comprobó que al tener valores del número de Froude
cercanos a 1 < Fr y números de Courant Cr > 5, el esquema de Leendertse
presenta problemas de estabilidad.

Además de revisarse la versión no conservativa, se estudió la versión
conservativa de las ecuaciones de Saint-Venant en su formas integral y
diferencial, Al desarrollar el sistema continuo se determinó que el rango de
estabilidad del sistema continuo unidimensional está definido por | Ve\ <, 1,.

Con el sistema de ecuaciones conservativas de Saint-Venant, se analizó una
discretización basada en un esquema conocido como de caja (Box scheme> en
inglés) o de Preissmann (Abbott, 1979; Cunge et al, 1980). El resultado del
análisis de convergencia tiene diferentes condiciones de estabilidad: | Ve\ < 1,
y = 1/2 y 9 > 1/2, donde \j/ y Q son los factores de discretización de peso espacial
y temporal respectivamente,, Por otra parte, se determinó que para las
condiciones de flujo en que Cr z 30, si se aplica la metodología iterativa de
Picard para la actualización de los términos no lineales, se tienen problemas de
convergencia numérica para los casos de flujo subcrítico y supercrítico, Por
tanto, se analizó la posibilidad de dar un tratamiento especial para la solución
numérica de los términos no lineales, utilizando el método de Newton-Raphson,
lo que dio como resultado, tanto en forma teórica como en las pruebas
numéricas, una mejora en la convergencia de los términos no lineales para
valores de Cr S: 30, para flujo subcrítico o supercrítico.

Para el caso de la simulación del flujo de aguas someras se planteó el análisis
de la Ecuación de Continuidad Generalizada de Onda (GWCE), (Westerink et
al, 1987; Luettich et al, 1991), la cual fue propuesta por Lynch y Gray, (1979)
para eliminar algunos problemas de oscilaciones espurias, resultados de la
discretización en elemento finito, Según se enuncia en la literatura, la
aplicación de la GWCE es satisfactoria, aunque en ciertas condiciones de
simulación se tienen problemas de conservación de masa de la GWCE,

Con el fin de evaluar este problema, se realizó un análisis de propagación de
perturbaciones de la versión continua conservativa de la formulación GWCE,
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por medio de la metodología propuesta. Se demostró que esta formulación es
estable para | Ve\ < 1, con la salvedad de que el término de filtrado que se usa
para eliminar las oscilaciones espurias induce a que la formulación de la GWCE
presente un problema de conservación de masa de un nodo de discretización a
otro, para valores grandes del número de onda y valores relativamente
pequeños del término de filtrado (Aldama et al, 1999).. Además, para
complementar el estudio de la formulación GWCE en su versión discreta, se
planteó un esquema en elemento finito para la dimensión espacial, por el
método de residuos pesados de Galerkin (Reddy, 1991) y diferencias finitas
para la dimensión temporal, y después de aplicar la metodología que se ha
mencionado con anterioridad se encontró, con base en los retratos de fase y
amplitud y pruebas numéricas, que este esquema es estable para flujo
subcrítico, para valores de Cr < 50, pero que es incondicionalmente inestable
para flujo supercrítico.
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ABSTRACT

A general methodology is presented to determine the propagation properties to
continuous and discrete initial valué problems, taking into account the
dominant nonlinear eííécts. In addition, by means oí applicable examples, these
properties are related to the concepts oí consistency, stability and convergence
of discrete approaches oí evolution equations,

The methodology to study the propagation properties has the fóllowing
sequence: to analyze the propagation oí perturbations in the continuous initial
valué pFoblem, fór dependent variables, and in the case oí nonlinear terms or
those with parametiic dependency to apply a Fréchet-Taylor expansión., Next, to
perfbrm an analysis of múltiple scales and location, With the located system, to
apply Fourier's method, in order to obtain its dispersión ratio and its stability
limit.

In the initial valué problem, a strategy of discretization in fínite différences oí
finite element is proposed, and its consistency by means of the application oí
Taylor's series expansions to the discrete system is verified, around a particular
point oí the mesh., This gives as a result the original differential equation added
with a remnat that must be reduced to zero when the mesh is refined ad
infinitum, which implies that the discrete scheme is consistent, A propagation
analysis is then performed on the discrete dependent variables, For nonlinear
terms or for those with parametric dependency, a Fréchet-Taylor expansión is
applied, in addition to an analysis oí múltiple scales and location, with which
the located linear discrete system is obtained. Finally, Fourier's method is
applied to evalúate the behavior oí the stability of the linearized discrete
system, and Fourier's discrete expansions have used to determine the
conditions of stability oí the discrete system. The discrete dispersión ratio
allows to determine the amplitude and phase portraits, that characterize the
scheme based on wave number and flow conditions.

The methodology was applied to perturbations propagation analysis in
Preissmann and Leendertse schemes and to the fbnnulation oí the Generalized
Wave Continuity Equation (GWCE) for the equations of flow to free surfáce in a
dimensión,, With regards to Preissmann scheme, the stability conditions, the
phase enors, the amplitude and the convergence properties of nonlinear
iterations are determined, As Leendertse scheme and GWCE fórmulation
properties stability and amplitude and phase errors are determined, Numerical
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tests are included in order to valídate the theoretical results oí the application
of this methodology.

It is demonstrated that perturbation propagation analysis, perfórmed with the
proposed methodology, constitutes a tool that helps understand the dominant
nonlinear eífécts in the behavior of discretized equations associated to the
simulation of flow to free surfáce, It also helps to assess the advantages of
adequately selecting the method fór the iterative numeric solution of nonlinear
equations in differences

Given the broadness of the perturbation propagation method, a study is
included to define and establish the stability criteria of flows due to the
emergence of oscillatory phenomena, such as rolling waves that appear in
supercritical regime (Chow, 1959; Ponce and Simmons, 1977; Ponce and
Maisner, 1993). In addition, mass conservation in the GWCE is assessed
(Kmnmark and Gray, 1988; Chippada, et al, 1997).

On the other hand, with this methodology, an iteration convergence analysis
can be performed fbr the solution oí discrete and nonlinear equation systems
either by Picard's method (Aldama and Paniconi, 1991) or by Newton-Raphson's
method (Burden and Faires, 1980; Paniconi, et al, 1991). This is achieved by
giving treatment to the discretized scheme when studying error propagation
from one iteration to another. In order to determine the condition of
convergence, it is considered that the ampliñcation factor of the error should be
strictly less than one in absolute valué (Tingsanchali et al, 1989; Aldama and
Paniconi, 1991; Paniconi etal, 1991)..

This methodology is intended to contribute to the respective knowledge and to
complement the studies that have been carried out to determine stability limits,
amplitude and phase propagation, as well as nonlinear iteration convergence,
since in most cases these have been incomplete or oversimplified (Abbott 1979;
Kinnmark, 1986; Lyn etal, 1987; and Meselhe, 1997),.

Knowing in advance the propagation properties of a numerical scheme in order
to solve partial differential equations fórmalizes the way of discretizing and
ensures a better1 result. Thus, by having a criterion based on a perturbation
propagation analysis, previous to programming, allows fbr a better certainty of
the limits of its application.,

The general results of the examples that were tested are the determination of
the convergence limit of the continuous system of Saint-Venant's
unidimensional non-conservative partial differential equations, where it was
determined that the condition of stability appears when Vedernikov's number is
smaller than the unit, Ve úl, Forp Saint-Venant's non-conservative versión, the
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analysis oí convergence of the model that results when applying the Leendertse
scheme was performed,. The results indícate that this scheme has problems fór
supercritical flow (Fr >1) In addition, based on the numerical tests, it was
verified that when having valúes oí Froude's number cióse to 1 < Fr and
Couiant's number Cr > 5, Leendertse scheme presents stability problems.

Besides reviewing the non-conservative versión, the conservative versión of
Saint-Venant's equations was studied in its integral and différential fórms
When developing the continuous system, it was determined that the stability
range of the unidimensional continuous system is defined by | Ve\ <, 1.,

With Saint-Venantes system of conservative equations, a discretization based on
a "box" scheme or Preissmann scheme was analyzed (Abbott, 1979; Cunge et
al., 1980), The result of the convergence analysis has différent conditions of
stability: | Ve\ <, 1, \y = 1/2 and 6 > 1/2 , where v¡/and 9 are the discretization
fáctors of spatial and temporal weight, respectively. Furthermore, it was
determined that fór the conditions of flow in which, if the iterative methodology
of Picard fór the updating of nonlinear terms is applied, problems of numerical
convergence fór the cases of subcritical and supercritical flow arise. Therefóre,
the possibility was analyzed of giving a special treatment fór the numerical
solution of nonlinear terms using Newton-Raphson's method, which gave as a
result, both in theoretical fórm and in the numerical tests, an improvement in
the convergence of nonlinear terms fór valúes of Cr £ 30, fór subcritical or
supercritical flow.

Regarding the simulation oí shallow water flow, the analysis of the GWCE was
considered (Westerink et al, 1987; Luettich et al, 1991), which was proposed
by Lynch and Gray, (1979) to eliminate some problems of spurious oscillations
resulting from the discretization in finite element, According to what is stated in
the literature, the application of the GWCE is satisfactory, although in certain
conditions of simulation, problems of conservation of mass of the GWCE arise,

With the purpose of evaluating this problem, a perturbation propagation
analysis of the conservative continuous versión oí formulation GWCE was made
by means of the proposed methodology, It was demonstrated that this
formulation is stable fór | Ve\ < 1, with the exception that the fíltrate term used to
eliminate spurious oscillations induces the formulation of the GWCE to present
a problem of conservation of mass oí a node from one discretization to another
fór1 large valúes oí the wave number' and relatively small valúes of the fíltrate
term (Aldama et al., 1999) In addition, to complement the study of formulation
GWCE in its discrete versión, a scheme in finite element fór the spatial
dimensión was considered, using Galerkin's method of weighted residuals
(Reddy, 1991) and finite différences fór the temporal dimensión, and after
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applying the above-mentioned methodology, it was fóund, based on phase and
amplitude portraits and numerical tests, that this scheme is stable fór
subcritical flow íór valúes oí Cr < 50, but that it is unconditionally unstable for
supercritical flow

8



Propiedades de Propagación de Esquemas Numéricos para la
Simulación de Flujos a Superficie Libre

CAPÍTULO 1

INTRODUCCIÓN

El uso de modelos para la simulación numérica de flujo en ríos, canales, lagos y
bahías es una herramienta bien establecida en la práctica de la ingeniería
hidráulica, Así por ejemplo, los modelos unidimensionales basados en las
ecuaciones de Saint-Venant y los bidimensionales, fundamentados en las
ecuaciones hidrodinámicas para aguas someras, proveen información
cuantitativa sobre el comportamiento hidráulico del flujo a superficie libre. Con
el análisis de esta información se ha logrado mejorar los criterios de diseño de
obras y sistemas de defensa, navegación, pronóstico de inundaciones, detección
de llanuras de inundación, rompimiento de presas, diseño de estructuras de
regulación y distribución en canales de riego; de control de la contaminación y
de sedimentos y erosión

La necesidad de recurrir al uso de modelos numéricos, se debe a que las
ecuaciones que describen el comportamiento del flujo son ecuaciones
diferenciales parciales no lineales que no pueden ser resueltas en forma exacta
para los casos de interés práctico (sólo se tienen soluciones para casos muy
específicos o muy simplificados).,

Por esta razón, en las últimas décadas se ha visto incrementado el uso de
modelos numéricos para obtener soluciones que permitan determinar con
rapidez y precisión el comportamiento de los flujos asociados con los problemas
más comunes en la práctica.
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Los modelos numéricos resuelven las ecuaciones diferenciales parciales que
describen un fenómeno de la naturaleza, y a su vez son soluciones
aproximadas que se derivan de la aplicación de varios métodos desarrollados
para tal fin, como son los métodos de diferencias finitas y de elemento finito.

La aplicación de estas técnicas y el avance vertiginoso de la tecnología
computacional han permitido que los resultados de los modelos de simulación
numérica determinen con mayor eficacia un amplio conjunto de procesos
hidrodinámicos que se suceden en la naturaleza.

Por otra parte, la calidad de los resultados generados por una simulación
numérica está en función directa de la información con que se alimenta el
modelo y la capacidad que tiene el sistema discreto para aproximar las
ecuaciones diferenciales de partida. El manejo de la información y los datos
proporcionados al modelo, no se pueden considerar estrictamente como un
problema inherente al simulador numérico, y su calidad depende de tener o no
un control adecuado en la recolección de los datos,,

En cambio, el problema de conocer la aproximación con que el simulador
numérico representa la solución de las ecuaciones de partida, es un problema
que aún no está resuelto en su totalidad para el caso de las ecuaciones
diferenciales parciales no lineales

Una forma de evaluar una aproximación numérica es por medio del estudio de
sus propiedades de propagación, en donde se incluyen aspectos tales como:
estabilidad, errores en amplitud y fase, y convergencia de iteraciones no
lineales. En general las herramientas disponibles para el estudio de dichas
propiedades son aplicables solamente a problemas lineales con coeficientes
constantes. No obstante, los problemas de interés en aplicaciones son
frecuentemente no lineales., Entonces, con el fin de tener un conocimiento más
amplio de este tipo de problemas, en este trabajo se desarrolla una metodología
general para incluir los efectos no lineales dominantes en el análisis de las
propiedades de propagación de esquemas numéricos empleados para simular
flujos a superficie libre

1.1, Estado del arte

Durante la construcción de un sistema de ecuaciones discretas, es necesario
satisfacer ciertas condiciones para que la solución obtenida se aproxime en
forma precisa al sistema de ecuaciones diferenciales parciales de partida. Estas
condiciones se asocian con dos problemas diferentes pero que a su vez están
interrelacionados. El primero concierne a la convergencia de la solución de las
ecuaciones discretas (aproximadas) a la solución de las ecuaciones diferenciales
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de partida.. El segundo está relacionado con la necesidad de evitar el posible
crecimiento de errores de redondeo, producidos por la aritmética de precisión
finita con la que operan las computadoras..

El concepto de convergencia ha sido definido por Lapidus y Pinder (1982) como
sigue: "El sistema de ecuaciones discretas es convergente, cuando la solución
aproximada tiende a la solución exacta de la ecuación diferencial para cada
valor de la variable independiente cuando el espaciamiento de la malla de
discretización tiende a cero",

El estudio de la convergencia de esquemas numéricos, particularmente en el
ámbito de problemas no lineales, es complicado Por ello, es conveniente
recurrir al Teorema de Equivalencia de Lax (Abbott, 1979; Morton y Mayers,
1994), que se estudiará en detalle en el capítulo 3.. En forma esquemática,
dicho teorema se puede representar por la siguiente expresión (Fletcher, 1988):

CONSISTENCIA + ESTABILIDAD s CONVERGENCIA

El teorema de Lax es aplicable sólo a ecuaciones diferenciales parciales lineales,
como se desmostrará posteriormente en el subcapítulo 3 4,
Desafortunadamente, las ecuaciones de flujo y de casi todos los fenómenos que
se dan en la naturaleza, ya sean en una o más dimensiones, tienen la
particularidad de ser no lineales (Abbott, 1979; Baume y Malaterxe, 1992) y, en
algunos casos, altamente no lineales (Paniconi y Aldama, 1991; Arroyo, 1994).

Como el Teorema de Equivalencia de Lax no puede aplicarse directamente al
caso de ecuaciones no lineales se acostumbra realizar una linealización de las
ecuaciones de partida, y dicho teorema se interpreta como una condición
necesaria pero no suficiente (Abbott, 1979; Kinnmark, 1986; Fletcher, 1988;
Tingsanchali et al, 1989).

Por lo anterior, la parte fundamental de este trabajo se concentra en el estudio
de las propiedades de propagación de esquemas numéricos, como un medio
para determinar su consistencia, estabilidad y convergencia de ecuaciones
discretas en donde se incluyen los términos no lineales.,

Por otra parte, se dice que el sistema de ecuaciones discretas es consistente
numéricamente, si se cumple la condición siguiente: que al momento que el
espaciamiento de la malla tiende a cero, entonces el sistema de ecuaciones
discretas tiende a la ecuación diferencial de partida para cada punto de la
propia malla (Fletcher, 1988; Morton y Mayers, 1994)..

Una forma de comprobar la consistencia es por medio de un análisis de
truncado, que se realiza de esta manera: se sustituye la solución exacta de la
ecuación diferencial en las ecuaciones discretas y se aplican expansiones en

11
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serie de Taylor, alrededor de un punto particular de la malla, El resultado de la
expansión debe ser la ecuación diferencial original, con un remanente adicional
conocido como error1 de truncado.. Para demostrar- que el sistema de diferencias
es consistente, el error de truncado debe tender a cero a medida que el
espaciamiento de la malla tiende a cero.

Por otra parte, es necesario reconocer que los cálculos que permiten obtener
soluciones de los sistemas discretos, no pueden realizarse con aritmética de
precisión infinita, En efecto, en la práctica cada cálculo se hace con un número
finito de decimales, por lo que se tiene un procedimiento que introduce errores
de redondeo y, en consecuencia, se obtiene una solución numérica discreta que
difiere a la solución exacta de las ecuaciones.,

Considerando lo anterior, la estabilidad de un esquema puede estudiarse a
través de la evolución de los errores de redondeo inducidos en cualquier etapa
del cálculo. Entonces, se dice que un método de solución es estable si durante
su aplicación los efectos acumulativos de todos los errores de redondeo son
despreciables o están acotados (Abbott, 1979),

El error de redondeo se puede representar como ^j = T*n - Tf, donde Tf, es la
solución numérica de precisión infinita del sistema de ecuaciones discretas en
el punto de la malla (j,n) y T*n, es la solución exacta del sistema de ecuaciones
discretas,

Por lo anterior, la condición de estabilidad numérica de un esquema en
diferencias finitas o en elemento finito, no depende de las ecuaciones
diferenciales originales, y es, por lo tanto, una propiedad de la forma en que se
generan las ecuaciones discretas (Morton y Mayers, 1994)

Desde hace mucho tiempo, se han estudiado diversos tipos de inestabilidad
numérica para los modelos de simulación de flujos a superficie libre, La
estabilidad de dichos modelos ha sido caracterizada a través de la magnitud del
número de Courant para flujo sin fricción (Preissrnann y Werner, 1961; Shiao-
Kung y Leendertse, 1978; Abbott, 1979; Lyn y Goodwin, 1987; Drolet y Gray,
1988; Meselhe y Holly, 1997) y, adicionalmente, a través del número de
Vedernikov, que evalúa los efectos que produce el término de fricción
(Kinnmark, 1986; Samuelsy Skeels, 1990; Aldama y Aguilar, 1996)

Los métodos más difundidos para determinar el crecimiento o decaimiento de
errores de redondeo son el Método matricial (Smith, 1985; Mor ton y Mayers,
1994) y el análisis de series de Fourier (Abbott, 1979; Lapidus y Pinder, 1982;
Fletcher, 1988; Abbott y Basco, 1989; Tingsanchali, et áLf 1990; Aldama y
Paniconi, 1991; García, 1994; Aldama y Aguilar,1996), El método de Fourier es
el más utilizado, y está rigurosamente justificado para problemas puros de
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valor inicial con coeficientes constantes y datos iniciales periódicos, lo que fue
demostrado por Richtmeyer y Morton en 1967 (Morton y Mayéis, 1994). La
condición de crecimiento o decaimiento del factor de amplitud se debe analizar
con base a la condición general del Teorema de Von Neumann, aunque en la
práctica se utiliza una condición de estabilidad práctica (Smith, 1985) Una
gran ventaja de los métodos de Fourier es que permiten estudiar las
propiedades de propagación de esquemas numéricos asociados con cada modo
de Fourier (número de onda) a través de su amplitud y fase, así como
compararlas con las propiedades de propagación de la ecuación diferencial que
se está aproximando,

El Teorema de Von Neumann define que al expander los errores de redondeo
iniciales en una serie finita de Fourier, la condición de estabilidad se satisface
si las componentes de Fourier de la distribución del error decaen para
cualquier nivel de tiempo subsecuente (Samuels y Skeels, 1990; Morton y
Mayéis, 1994).,

Como ya se mencionó, los problemas que suceden normalmente en la
naturaleza son de coeficientes variables, no lineales, y complicados tipos de
condiciones de frontera. En estos casos el método de Fourier puede ser aplicado
en forma local, considerando temporalmente congelados los términos no
lineales (Abbott, 1979; Aparicio, 1985; García, 1994).

Dado que el método de Fourier es aplicable a problemas lineales con
coeficientes congelados para puntos interiores de la malla y que no considera la
influencia de las condiciones de frontera, se considera que las condiciones de
estabilidad generadas al aplicarlo son necesarias, pero no suficientes (Fletcher,
1988)..

En la literatura se encuentran diversas propuestas para usar el método de
Fourier en ecuaciones de diferencias con términos no lineales.. Así, por ejemplo,
se tiene el análisis propuesto por Cunge para flujo unidimensional en canales
(Abbott, 1979), en el que se desprecia el término de fricción y el término
convectivo es linealizado por medio de congelamiento., Entonces, para el caso de
flujo uniforme, se obtiene como resultado que la estabilidad sólo está limitada
por el numero de Courant (Abbott, 1979; Aparicio, 1985). Un estudio más
adecuado en la forma de tratar los términos no lineales lo presentan Samuels y
Skeels (1990), quienes toman en cuenta la influencia del término de fricción y
concluyen que la estabilidad de la solución está limitada por el número de
Vedernikov. Este resultado es totalmente diferente al obtenido por Cunge, lo
cual indica la importancia de incluir la influencia de los términos no lineales,,

Otro trabajo que presenta el análisis de los términos convectivos y de fricción es
el realizado por Tingsanchali et al (1989). En él se indica que para el caso de
flujo en dos dimensiones se tiene un término de inestabilidad no lineal, lo cual

TESIS CON
FALLA DE OfiJGEN
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influye en la estabilidad general del esquema, aunque no logra determinar en
forma específica los límites de estabilidad de todo el esquema en su conjunto,
pero sí el comportamiento por medio de la propagación de la fase y la amplitud.,

Como se puede observar en la literatura, la influencia de los términos no
lineales en las propiedades de propagación de esquemas numéricos ha
generado un interés especial por parte de diversos investigadores (Kinnmark,
1986; Lyn y Goodwin, 1987; Tingsanchali et aly 1989; Samuels y Skeels, 1990;
Aldama y Aguilar, 1996), Un ejemplo de este tipo de estudios es el problema de
convergencia numérica para bajas longitudes de onda en modelos de
circulación en dos dimensiones para aguas someras y, específicamente el
trabajo sobre la formulación de la GWCE {Generalized Wave Contuinity
Equation) solucionada por medio de elemento finito (Drolet y Gray, 1988), que
consiste en la identificación de un problema de estabilidad numérica en las
ecuaciones generales de flujo para frecuencias bajas,, Dicho problema se abordó
proponiendo una modificación en la forma de evaluar la ecuación de
conservación de masa (Kinnmark, 1986) Debe destacarse que el trabajo de la
GWCE introduce un cambio en la forma de uso de las ecuaciones de flujo para
aguas someras, con el fin de eliminar un problema de convergencia cuando se
presentan oscilaciones espurias en la formulación de elemento finito de las
ecuaciones primitivas,

Analizando los trabajos que se tienen en la literatura, se observa que no se
tienen criterios bien establecidos para determinar las propiedades de
propagación cuando se tienen términos no lineales, Por lo anterior, en este
documento se propone el desarrollo de una metodología basada en el estudio de
las propiedades de propagación de los esquemas numéricos que incluyen la
influencia dominante de dichos términos, con lo que se pretende contribuir a la
mejor compresión del comportamiento de aquellos esquemas numéricos que
aproximan las ecuaciones que rigen el comportamiento de flujos a superficie
libre

1,2,, Objetivo y alcance de la investigación

Como ya se indicó, el objetivo del presente es proponer estudio genera una
metodología general para incluir los efectos no lineales dominantes en el
análisis de las propiedades de propagación de esquemas numéricos para
simular1 flujos a superficie libre.,

La metodología se aplica al análisis de propagación de perturbaciones en los
esquemas deCPreissmann, Leendertse y formulación de la GWCE {Generalized
Wave Continuity Equation, que en adelante aparece sólo como "formulación
GWCE") para las ecuaciones de flujo en una dimensión,, En particular, se
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determinan las condiciones de estabilidad, los errores de fase, amplitud y las
propiedades de convergencia de iteraciones no lineales, para el caso del
esquema de Preissmann. Para el esquema de Leendertse y la formulación
GWCE, se determinan las propiedades de estabilidad y los errores de amplitud
y fase., También se incluyen pruebas numéricas que validan los resultados
teóricos.

De esta manera se demuestra que el análisis de propagación de perturbaciones,
como se presenta en este trabajo, es una herramienta que permite comprender
los efectos no lineales dominantes en el comportamiento de las ecuaciones
discretizadas asociadas con la simulación del flujo a superficie libre, y que
también permite evaluar las ventajas que se tienen al seleccionar
adecuadamente el método para la solución numérica iterativa de las ecuaciones
no lineales en diferencias..

Debido a la generalidad del método de propagación de perturbaciones, se
incluye en este trabajo un estudio para definir y establecer los criterios de
estabilidad de flujos por- efecto del surgimiento de fenómenos oscilatorios, como
son las ondas rodantes que se presentan en régimen supercrítico (Chow, 1959;
Ponce y Simmons, 1977; Ponce y Maisner, 1993). Además, se evalúa la
conservación de masa en la formulación generalizada de onda GWCE
(Kinnmark y Gray, 1988; Chippada, etal, 1997).,

A manera de resumen, la estrategia seguida en este trabajo para estudiar las
propiedades de propagación de aproximaciones numéricas a la solución de las
ecuaciones de flujo a superficie libre, se contiene en los rubros descritos a
continuación:

a) Análisis de propagación de perturbaciones sobre las variables dependientes
continuas. Para los términos no lineales o con dependencia paramétrica se
aplica una expansión de Frechét-Taylor. Además, se realiza un análisis de
escalas múltiples y localización. De esta manera, se determina la influencia de
cada término en las ecuaciones perturbadas y, consecuentemente, se obtiene
un sistema lineal localizado,

b) Método de Fourier continuo Se aplica el método de Fourier para evaluar las
propiedades de propagación de la ecuaciones de movimiento localizadas, Se
determina la relación de dispersión continua y el límite de estabilidad del
sistema continuo, estos incisos se desarrollarán en el capítulo 4, para las
ecuaciones de Saint-Venant, y en el subcapítulo 7 1 para la formulación
GWCE,

En el caso de los esquemas de Preissmann y Leendertse aplicados a las
ecuaciones de Saint-Venant, los siguientes puntos metodológicos se incluyen
en forma completa en los capítulos 5 y 6, respectivamente, En el caso del
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esquema en el elemento finito para la formulación GWCE, éste se analiza en
subcapítulo 7.2.

c) Discretización numérica., Se propone una estrategia de discretización del
sistema de ecuaciones diferenciales parciales (esquemas en diferencias finitas o
de elemento finito), y se verifica que el sistema discreto resultante cumpla con
las condiciones para tener un problema bien planteado

d) Análisis de consistencia Se realiza un análisis de consistencia, sustituyendo
la solución exacta de las ecuaciones diferenciales en las ecuaciones
discretizadas,, Se aplican expansiones en serie de Taylor a las variables
dependientes, alrededor de un punto particular de la malla El resultado debe
ser la ecuación diferencial original adicionada de un remanente.. Este
remanente debe reducirse a cero cuando la malla es refinada ad infinitum, lo
cual implica que el esquema discreto es consistente. También se determina el
orden del error de truncado del esquema numérico,,

e) Análisis de propagación de perturbaciones sobre las variables dependientes
discretas. Para los términos no lineales o con dependencia paramétrica se
aplica una expansión de Fréchet-Taylor. Además de esto, se emplea un análisis
de escalas múltiples y de localización, para determinar la influencia de cada
término en la ecuación perturbada, con lo cual se obtiene el sistema discreto
lineal localizado.

f) Método de Fourier discreto,. Se aplica el método de Fourier para evaluar el
comportamiento de la estabilidad del sistema discreto linealizado, y se hace uso
de expansiones discretas de Fourier para determinar las condiciones de
estabilidad del sistema discreto. La relación de dispersión discreta permite
determinar los retratos de amplitud y fase, que caracterizan el esquema en
función del número de onda y de las condiciones del flujo,

Se incluye, además, la aplicación de la metodología descrita al análisis de
convergencia de iteraciones para la solución de los sistemas de ecuaciones
discretas no lineales, ya sea por el método de Picard (Aldama y Paniconi, 1991)
o el método de Newton-Raphson (Burden y Faires, 1980; Paniconi et al, 1991)..

Para determinar la convergencia numérica sobre la forma iterativa de solución
computacional de los términos no lineales* se propone dar un tratamiento al
esquema discretizado como se indica en los incisos (e) y (f), con la diferencia de
que en este caso se estudia la propagación de errores de una iteración a otra..
Para determinar la condición de convergencia, se considera que el factor de
amplificación del error debe ser estrictamente menor que uno en valor absoluto
(Tingsanchali et al, 1989; Aldama y Paniconi, 1991; Paniconi et al, 1991), Este
estudio de convergencia de las iteraciones no lineales se desarrolla
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exclusivamente para el esquema de Preissmann, empleando las metodologías
de Picard (subcapítulo 5,,6) y Newton-Raphson (subcapítulo 5.7),,

Por ultimo es necesario puntualizar que el trabajo aquí presentado involucra
desarrollos algebraicos en extremo laboriosos, por lo que se recurrió al uso de
un manejador simbólico asistido por computadora con el software Matlab®
v.,5.0 (MathWorks, 1997), el cual también se utilizó para la graíicación de los
retratos de amplitud y fase, Además, se utilizaron las librerías ISML® (ISML,
1994), generadas sobre una plataforma de FORTRAN® 95 (Digital, 1997), para
resolver los sistemas de ecuaciones que surgieron en las pruebas numéricas.,
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CAPÍTULO 2

ECUACIONES DIFERENCIALES DE FLUJO
A SUPERFICIE LIBRE

Las ecuaciones diferenciales que gobiernan el flujo a superficie libre se pueden
encontrar1 con relativa facilidad en la literatura (Panton, 1984; Luettich, et al,
1992), A pesar de ello en el presente capítulo se deducen estas ecuaciones,
pues es posible así identificar las simplificaciones que son consideradas en su
obtención, que deben ser tomadas en cuenta para los estudios de propagación
de perturbaciones.,

Es usual deducir las ecuaciones que describen el flujo a superficie libre en el
ámbito de un volumen de control infinitesimal (Chow, 1959), y aplicar los
principios de conservación de masa y de cantidad de movimiento,

En este trabajo la deducción de las ecuaciones de movimiento parten del
principio de continuidad y la segunda Ley de Newton aplicadas a una región
material arbitraria en un medio continuo. La arbitrariedad de la región material
permite deducir ecuaciones diferenciales a partir de las expresiones integrales
de conservación. Dichas ecuaciones diferenciales se integran en la vertical y en
la sección transversal con el objeto de obtener las ecuaciones que rigen el flujo
a superficie libre en dos dimensiones y en una dimensión respectivamente.
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Como resultado de la integración, en la parte final de este capítulo se incluyen
las definiciones de las ecuaciones de flujo unidimensional a superficie libre de
Saint-Venant en sus versiones integrodiférencial y diferencial, así como en la
versión no conservativa,, Son estas las definiciones que constituyen la base
fundamental de todos los análisis de propagación de perturbaciones en los
capítulos 4,5,6 y 7,

2.1. Ecuaciones generales de flujo

Ecuación de continuidad

El principio físico del que proviene la ecuación de continuidad es la ley de
conservación de masa, por lo que dicha ecuación es llamada con frecuencia del
mismo modo de conservación de masa.

El principio de conservación de masa para una región material, esto es, una
región en el espacio que está rodeada por superficie material, que siempre está
compuesta de las mismas partículas fluidas, establece que: "La cantidad de
materia dentro de una región material es constante". Una definición equivalente
es: "La tasa de cambio de masa en el tiempo es cero" (Panton, 1984).

La masa (M) de una región material (RM) se calcula al integrar la densidad p
sobre la región, como sigue:

dM d f ,_. _
\pdV = O /o i i\dt dt

RM
donde dV representa una diferencial de volumen..

Para los efectos de la ecuación (2.1,1) RM es arbitraria, la superficie de frontera
de una región material (SU) está en movimiento con la velocidad local del
fluido Uf (lámina 2,1), donde w¿ es el vector velocidad y el subíndice indica la
componente espacial del vector1 u¿ = {"1,̂ 2» "3}"

Aplicando la regla de Leibnitz se obtiene:

Jaopdy+ \riiUipdS~O ( 2 1 2 )
RM SM

donde dS representa una diferencial de superficie, nt el vector unitario y
do() = d{)/dt derivada parcial temporal,,

19



Propiedades de Propagación de Esquemas Numéricos para la
Simulación de Flujos a Superficie Libre

Lámina 2,1,, Región material en movimiento,,

Haciendo uso del teorema de Gauss para transformar la integral de superficie
en una integral de volumen, se llega a:

\niuipdS= ¡difau (2,1,3)

SM RM

donde 3¿() = d()/dxi derivada parcial espacial..

Substituyendo la ecuación (2.1,3) en la ecuación (2,1.2) resulta en:

(2.1,4)

RM

Recordando que la región de integración es arbitraria, la ecuación (2.14) será
válida sólo si el integrando es idénticamente igual a cero, de donde se obtiene la
forma diferencial de la ecuación de conservación de masa:

y, en notación simbólica (vectorial)

donde V(.)
el vector velocidad.,

es el operador divergencia y u-ui + vj + wk

En el caso de tener flujo incompresible {
puede escribir como:

a¿u¿=0

Ecuación de cantidad de movimiento

= °)> *a ecuación (2.15) se

(2 17)

La ecuación de cantidad de movimiento para un medio continuo se obtiene de
la segunda ley de Newton El principio de cantidad de movimiento se puede
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expresar como sigue: "La tasa de cambio de la cantidad de movimiento lineal
dentro de una región material es igual a la suma de fuerzas que actúan sobre
esta región" (Panton, 1984), Es posible identificar dos tipos fuerzas: las de
cuerpo, que actúan en el interior de la región material, y las de superficie, que
actúan sobre la frontera de la región,

Identificando como F¿ las fuerzas de cuerpo por unidad de masa, y como R{ las
fuerzas de superficie por unidad de área, las fuerzas resultantes que actúan
sobre la región material se pueden expresar como la suma de dos integrales:

[Fuerza resultante sobre la región material] = |p î - dV + |i?¿ dS (2 18)

RM SM

La cantidad de movimiento en la dirección i asociada con un elemento de
volumen es pu¿dV, por lo que la tasa de cambio en el tiempo de la cantidad de
movimiento en la región material resulta:

Tasa de cambio de la cantidad de movimiento! d f

en la región material
dV {2,1,9)

RM

Entonces el principio de cantidad de movimiento se expresa a través de la
ecuación siguiente (lámina 2,2):

| jpuidV= JpFidV+ fadS (21.,10)
RM RM SM

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

Lámina 2,2, Región material para la ecuación de cantidad de movimiento

La parte izquierda de la ecuación (2,. 1.10) puede ser modificada mediante la
aplicación de la regla de Leibnitz:

d f ,__ f. { \^r f
—- |pu¿ dV ~ \do[pUí)dV + ln^u¿u;p dS Í2 1 11)

RM RM SM
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Aplicando el teorema de Gauss a la ecuación anterior, se tiene que:

— Jpu idV= \do(pUi)dV+ Idjfpuiuj

RM RM RM

Entonces, la ecuación (2.1.10) se puede escribir como:

RM RM SM

Fuerzas de superficie

Cuando se construye una superficie cenada imaginaria, se produce una
división del fluido en dos porciones, una interna y una externa, y la acción
directa del fluido en la parte exterior tiene una influencia hacia la parte interna
y se analiza por medio del concepto de fuerzas de superficie..

En esencia, es imaginable que la parte exterior del fluido se ha reemplazado por
una serie de fuerzas que producen una acción directa en la parte interior1 del
fluido Estas son las fuerzas de superficie que realmente integran los efectos de
fuerzas que actúan a un nivel microscópico

La fuerza de superficie por unidad de área del tiempo í se puede considerar
como una función de posición del punto x¿ en el espacio y de la orientación
que la superficie material tiene en x¿ , caracterizada por el vector normal
unitario nf que sale de esta superficie. Por lo tanto, R{ =i?i(ni;;ci)
Introduciendo ahora el concepto de tensor de esfuerzos Ttj (Panton, 1984):

Ri^niTij (21.14)

en donde el tensor de esfuerzos depende de la posición xt , pero no de la
prierít^ciorl"del plano que pasa por ese punto.

;Paia óbténer.-ra ̂ ecuación diferencial de cantidad de movimiento se sustituye la
ecuaciónüe-esfúeizos de superficie (2.1.14) en (2.1 13), y aplicando el teorema
de Gauss para las fuerzas de superficie, se tiene:

(2 1.15)
RM RM

Debido a que la región de integración es arbitraria idénticamente a cero en la
ecuación (2,1.15) la forma diferencial de la ecuación de cantidad de movimiento
resulta ser:
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La relación constitutiva para fluidos newtonianos (Panton, 1984) establece que:
( J l ) (2,117)

donde p representa la presión; JI el primer coeficiente de viscosidad o

viscosidad dinámica; A el segundo coeficiente de viscosidad; y 5¿y el delta de

Kroneker, Sustituyendo la relación anterior en la ecuación (2.. 1.16), se obtiene:

do(pui) + dj(puiUj) = pF¿ -diP + diiXdkUi^+dilpípiUj+djUi)] (2.1,18)

El sistema de ecuaciones de conservación de masa (2.1.6) y de cantidad de
movimiento (2,118) es también conocido como las ecuaciones de Navier-
Stokes Para el caso de flujo incompresible (p = cte.) de viscosidad constante,
dichas ecuaciones adoptan la forma:

diiifsO (2,1,19)

)jUi (2,1.20)

donde g¡ es la aceleración de la gravedad,,

Descomposición de Reynolds

A pesar de que las ecuaciones (2.1.19) y (2.1,20) son válidas tanto para flujo
laminar como para flujo turbulento, es posible demostrar que los
requerimientos de resolución espacial y temporal son prohibitivamente grandes
para flujos con números de Reynolds altos (Strikwerda, 1989), Por lo anterior,
en aplicaciones ingenieriles y geofísicas es común emplear la descomposición
propuesta por Reynolds (Panton, 1984), que consiste en expresar las variables
instantáneas de flujo como la suma de un promedio de ensamble (determinista)
y una fluctuación turbulenta (aleatoria), En el caso de la velocidad y la presión,
dicha descomposición adopta la forma:

u- =w + u'- (2,1,21)

P P + P
(2.1,22)

En las ecuaciones anteriores las variables con tilde (barra) se refieren a los
promedios de ensamble y las minúsculas con prima a las fluctuaciones
turbulentas,. Los promedios de ensamble de velocidad y presión se definen
como sigue:

¿ ^ (2123)
l
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W P.l.24)
n=l

donde la baria denota el promedio de ensamble y el superíndice (n) el número
de realización Evidentemente, ÜJ = 0 y ~p' = 0, lo cual se cumple por definición.

Sustituyendo (2.1,21) y (2,1,22) en (2.1,19) y dado que las derivadas espaciales
y temporales conmutan con la operación de promediado en la ecuación (2.1,19),
se obtiene la ecuación de continuidad para la velocidad promediada:

diüi^O (2 125)

Aplicando la misma metodología, para el caso de la ecuación de cantidad de
movimiento se obtiene:

§iü)~ ü ÁúJü (2,1,26)

donde el término - p uju~¡, conocido como tensor de esfuerzos de Reynolds,
representa la influencia de la turbulencia en la dinámica de la velocidad media
UÍ.. Las ecuaciones (2,1 25) y (2.1.26), que gobiernan la dinámica promediada
del flujo, se conocen como ecuaciones de Reynolds.

Cuando las ecuaciones de Navier-Stokes se promedian en el tiempo, se pierde
información acerca de los detalles del flujo. Adicionalmente, dado que el efecto
de la turbulencia se ha introducido a través de los esfuerzos de Reynolds, se
tienen nuevas variables dependientes dentro del sistema y, como no se ha
aumentado el numero de ecuaciones, se tiene un problema indeterminado, el
cual se conoce como "problema de cerradura". Entonces, deben introducirse
ciertas hipótesis fénomenológicas para cerrar el problema (Tsanis, 1989).

Varias hipótesis clásicas de cerradura, para expresar los esfuerzos turbulentos
en términos de la velocidad media, han sido aplicadas a la ecuación (2.1 26).,
Aquí se empleará el modelo de viscosidad turbulenta propuesto por Boussinesq
(Abbott et al, 1989; Tsanis, 1989):

p ü[üj j = -gPfc5 i j+íi t^a jü¿ (2.1,27)

donde \it es la viscosidad turbulenta y k = u\ u\ la energía cinética turbulenta
por unidad de masa Debe hacerse notar que \it es una propiedad del flujo y no
del fluido., Existe una gran diversidad de modelos empíricos y semiempíricos
para determinar \xt „ Una buena revisión de los mismos se puede consultar1 en
Tsanis (1989);
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Esta propuesta de solución del problema de la cerradura no es la más
completa, pero es ampliamente utilizada. Al sustituir la ecuación (2,1.27) en la
ecuación (2,1,26) se obtiene:

( ) [ ] <2 x 2 8 >
— 2

donde p- p + -pfc es la presión promedio modificada por los efectos de

turbulencia.

2,2 Ecuaciones integradas en la vertical

En la práctica de la ingeniería es necesario dar una respuesta a problemas del
movimiento del flujo en canales y tuberías en forma rápida, y el utilizar los
modelos que involucren la modelación de los esfuerzos de Reynolds complica en
gran medida el logro de este objetivo

De tal manera es común que las leyes de la dinámica de fluidos se formulen
con base en las llamadas derivaciones ingenieriles, que utilizan el volumen de
control como unidad de análisis (Abbott, 1979), Tales derivaciones están
basadas en simplificaciones cuya validez se Supone a priori (Abbott y Basco,
1989)

No obstante, las derivaciones ingenieriles impiden que se identifiquen con
precisión los casos en los que son válidas para las antes citadas hipótesis
simplificatorias. Por esto, es conveniente considerar la derivación de las
ecuaciones diferenciales que se emplean en la práctica ingenieril a partir de la
integración espacial de las ecuaciones de Reynolds

A continuación se presenta la derivación de las ecuaciones que rigen el flujo
unidimensional a superficie libre en un canal infinitamente ancho, a partir de
la integración vertical de las ecuaciones de Reynolds. Posteriormente se tratará
el caso de flujo en canales con sección transversal arbitraria..

Supóngase que el eje x coincide con la dirección horizontal principal del flujo,
que el eje y coincide con la dirección vertical y que el eje z es próximo a la
dirección horizontal, formando con el eje x un pequeño ángulo 8. Se define así,
de modo que sen(9) coincide con la pendiente media del fondo del canal.
Indicando con ü la velocidad en la dirección x, con v la velocidad en la
dirección y, con tu la velocidad en la dirección z, y suponiendo que w = 0, que
la variaciones en el sentido z se anulan y que p = const , las ecuaciones de
Reynolds (2.1,25) y (2,1 28) adoptan la forma
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dü dv n

dx dy {JÍ¿Í)

du du duv ldp 1 dx^ ld^xu i • t

ai 5x dy p dx p dx p aj/

dt dx dy p dy p dx p dy

1 dx^ (2,2,4)

P ax
donde

dü ~a (2-2.5)
= ̂ i pu

a ü - r - f (2..2..6J
= ja pu v

%yx ~
(227)

a y -7a í228)
™ = U p V

dw -r-, (22,9)
xzx=\i~~--pwu

dx

Las expresiones (2,2.5)-(2.2.9) representan los esfuerzos efectivos que actúan
en el flujo. La ecuación (2.2.4) no proporciona información útil para el análisis
que a continuación se presenta. Por otra parte, una simplificación de la
ecuación (2.2,3) permite a su vez simplificar la versión verticalmente integrada
de la ecuación de cantidad de movimiento en el sentido horizontal del flujo
(2,2,2). En efecto, suponiendo que los términos inerciales y los que involucran a
los esfuerzos efectivos en la ecuación (2.2,4) son despreciables en comparación
con el término gravitacional, se obtiene la siguiente ecuación aproximada de
cantidad de movimiento en la dirección vertical:

dp (2 2,10)

dy

Integrando esta expresión entre una cota arbitraria y, y la elevación de la
superficie libre y = -n(x,í) (lámina 2.3) se obtiene:

26



Propiedades de Propagación de Esquemas Numéricos para la
Simulación de Flujos a Superficie Libre

\-y) (2.2,11)

donde pa representa la presión atmosférica, Conforme a (2..2.11), la presión
está distribuida hidrostáticamente en la vertical, El desprecio de los términos
inerciales en la ecuación (2.2.3) se justifica cuando las líneas de corriente no
exhiben curvaturas pronunciadas en la vertical y, por lo tanto, las
aceleraciones en esa dirección son despreciables..

Sustituyendo la ecuación (2.2,11) en la ecuación (2,2.2) se obtiene la
aproximación hidrostática de la ecuación de cantidad de movimiento horizontal:

du du duv _ dv\ 1 dx^ 1 d^xy

dt dx dy dx p dx p dy
(2.2,12)

,

y

U(x,t)

y-vtott

1

i
f

s^~u{x,Zt)
J

j-y = ~htx,t) FALLA DE OHIGEN

Lámina 2,3,, Variación de la velocidad en el vertical..

Integrando la ecuación de conservación de masa (2,2.1) y la ecuación de
cantidad de movimiento (2 2.12) en la vertical, se tiene:

C
J-h(x,t)

f
J-

(2,2,14)

Aplicando la regla de Leibnitz para intercambiar el orden de la integración y
diferenciación las ecuaciones (2 2.13) y (2,2 14):
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a 1-7' -
udy -udx

dr\
<=r*~dy -u

dh -
——— "4- J) -v y=-h

= 0 (2,2.15)

C
— Xudy -u
dt I - • -u

«I$ 1- - 2
w

J -
,^ - (uv

=i dt y=~h dt dx y=r\

dh
y=~h

y=r\ dx (2,2.16)

- T .

- 1 xy =n dx

dh
y=-h dx

dh_
l--h dx

Entonces, para evaluar la influencia de la superficie libre y el fondo, se propone
definir una condición de frontera cinemática en la integración en la vertical de
forma que (Luettich et al, 1992)

Dt (n-y)
y-n

dr\ -
dt dx

= 0 (2,2.17)
y=r\

;I?árá'éÍ fpndpt sé toma que y - -h(x), la cual asume que la condición cinemática
es variaHíe ̂ spacialmente e impermeable:

Dt y=-h

-dh
u —

dx
= 0

y=-h
(2,2,18)

Para las fronteras laterales que se supone en la vertical del flujo, deben ser
continuas, y esto implica que las vectores normales en la vertical son nulos, El
equilibrio dinámico se debe satisfacer en la fronteras y proyectar las fuerzas de
superficie del elemento en la dirección xs z

a TI
1 " ' (2,2,19)XZ = - T

dx
+ Txy

y para el fondo
dh
dx y=-h

(22,20)

Como en las fronteras laterales son requeridos nuevamente los esfuerzos
cortantes de continuidad entonces se tiene que el [esfuerzo cortante normal]=0
y el [esfuerzo cortante tangencial]=0..
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Aplicando las condiciones de frontera cinemática en la superficie, y el fondo
(2..2..17)-(2.2.20) en las ecuaciones (2.2.15) y (2,2,16), se tiene que:

dd \u
J -

3 f-"^
\udy =0 (2,2,21)

,t)

P

donde d-y + h es el tirante; F agrupa los esfuerzos efectivos en la vertical,,
Considerado que la velocidad promediada de la velocidad en la vertical U (ver
lámina 2.3) se puede evaluar como

(2,2,23)
d

El sistema de ecuaciones integradas en la vertical (2,2.21) y (2,2,22) es válido
para cualquier tipo de flujo unidimensional y puede ser utilizado para describir
el comportamiento de un escunimiento en canales naturales o artificiales.. En
el siguiente subcapítulo se desarrollarán algunas consideraciones con el fin de
tener una aplicabilidad más simplificada, sin perder la generalidad de las leyes
físicas que las generan, pues ayudan a resolver algunos problemas que se
presentan en la práctica de la ingeniería

2,3, Ecuaciones de flujo a superficie libre

El sistema de ecuaciones (2 2.22) y (2.2.23) evalúa la conservación de masa y
cantidad de movimiento en el sentido unidimensional, para un cauce de ancho
unitario.. En caso de tenerse un cauce natural con ancho de la superficie libre
B específico, es necesario considerar un ancho diferencial de espesor d% en
lugar de un ancho unitario (lámina 2.4), y después integrar las ecuaciones
(2.2,22) y (2.2,23) a todo lo ancho de la sección como se muestra en seguida:

0 (2 3 1)

(2,3,2)
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B®

/

f

Lámina 2,4,, Espacio de integración de la sección transversal de un cauce,,

donde el término F^ engloba la variación de los esfuerzos en la masa del flujo,
y donde este término tiene la capacidad de evaluar los efectos de turbulencia en
la vertical (Abbott, 1979) y se puede considerar como:

1 F -•* xx d

n{x,t)

dy
-h(x,t)

(2,3,3)

Aplicando nuevamente la regla de Leibnitz para cambiar el orden de la
integración y diferenciación de las ecuaciones (2.3.1) y (2,3,2), y desarrollando
se tiene:

(2,3,5)

donde r es el desplazamiento de la frontera en una sección transversal dada
con respecto a la variable espacial o temporal, a lo largo de la dirección normal
TV de la frontera r, proyectada sobre un plano paralelo a la sección transversal,
JV¡ es el coseno director de la normal N de T y se considera que apunta hacia
afuera de la sección transversal (Yen, 1974),

Se evalúan las integrales que contienen los términos de las características
geométricas y de variación de la velocidad promediada de la forma siguiente:

TESIS
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Je
A(x,t)= \d{x}t)aX

Q(x, t) = £/(*, t)A(x, t)= J. Jiu(x, y, t) dy d\
-h{x,t)

-h{x,t)

(2,3.6)

(2,3,7)

(23.8)

donde Q(x,t) es el gasto o la tasa de flujo por unidad de volumen que circula
por una sección transversal,

Sustituyendo las integrales (2.3,6)-(2..3.8) en (2..3.4J y (2.3 5)
dA(x,t) ()

dt ^

at a*

rfe) .

Q{x,tf
A(x,t)

fBfe) fn(*.í) r sfe) í*
i i _ « í a i i-I ÍFdy dZ, — ~~ I T

Jo J -h(x,t) Pdx Jo J

r\{x,t)

\pdy *
~h{x,t)

(239)

(2 3.10)

;

Debido a que se tiene un campo gravitatorio, las fuerzas de cuerpo se pueden
evaluar por medio de un potencial, de manera que

„ d
9d^

dd
(2-3..

donde g es la aceleración de la gravedad; zb la elevación del fondo de la
plantilla del canal; Sb = -dzb/dx pendiente de fondo del canal y la presión local
P en relación al fondo del canal, se puede evaluar como

(2,3 12)

Sustituyendo (2.3.11) y (2,3.12) en (2,3,10) y desarrollando se tiene:

dQ(x,t)
dt ( dx

dr_

dx

Q(x,tf
A(x,t) P^ Jo J - h M

S h + b d£ + i íxs-xb),
Jo K Jo

(2,3,13)

Considerando que el esfuerzo cortante en la superficie es motivado
principalmente por el efecto del viento, el cual se puede considerar nulo xs « 0,
debido a que este efecto no influye de forma importante en el flujo a largo de un
canal o río El esfuerzo cortante en el fondo que es producto de los efectos de
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fricción y se puede parametrizar por medio de la ecuación de Chezy (Frenen,
1985), de forma que

•*• •-& At. n \ y\x>t}\\cf\X,Z)

P Jo RA\X,l)

donde C¿ es el coeficiente de fricción de Chezy; R(A;x,t)= A(x,t)/P(A;x,t) el

radio hidráulica y p(A;x,t) el perímetro mojado,.

Para los casos de aplicación de la ecuación (2.3.13) en la ingeniería, el flujo en
un canal es del tipo turbulento completamente desarrollado. Entonces el
término que involucra los efectos turbulentos en el medio se puede englobar en
el coeficiente de fricción de la forma de (Abbott, 1979):

í (2-3.15)

Así, sustituyendo las ecuaciones (2,3.14) y (2.3.15) en (2.3.13):fe) ít

Ú
(X>t) (2,3,16)

rfe) Qr

dx
_ o

donde

J s gR(A;x,t)A(x,tf
Para evaluar los efectos de la presión en un tramo de un canal, se propone
analizar un diagrama de cuerpo libre para el caso de tener una reducción (o
ampliación) de una conducción, para un flujo dado, como se muestra en la
lámina 2.5,

Considerando que el vector normal de la variación del ancho sea paralelo a las
paredes del canal de forma que N - cosO * 1, lo cual difiere de lo considerado
anteriormente cuando se tenía una ampliación radial r, y además, en el caso de
contar con una pendiente no muy bmsca de la plantilla del fondo del canal, los
efectos de la presión se evalúan por medio de las siguientes integrales (Cunge et
al, 1980)

Jo

J o L Jysyo J
PlTdT

ox

32



Propiedades de Propagación de Esquemas Numéricos para la
Simulación de Flujos a Superficie Libre

Lámina 2.5. Diagrama de cuerpo libre y características
de la sección transversal de un canal,,

Sustituyendo las integrales (2.3,18) y (2.3.19) en (2.3.16), y con la ecuación de
conservación de masa (2,3 9), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
integradas en la vertical, para describir el comportamiento del flujo en las
conducciones a superficie libre:

•v> ' at dx l2 3 2 0 '

El sistema de ecuaciones (2.3.20) y (2 3.21) es conocido como las ecuaciones de
Saint-Venant en su versión conservativa integrodiferencial (Cunge et al, 1980) y
son ampliamente utilizadas en la práctica en la simulación de flujo a superficie
libre en canales naturales y artificiales, incluyendo el caso de tener
ampliaciones o reducciones bruscas.

Si se cuenta con una conducción con ampliaciones o reducciones suaves sin
variaciones bruscas del fondo del canal, la función &(x,r\) es univaluada,
Entonces, en las integrales /^(AJJC,*) y I2{A;x,t) se puede aplicar la regla de
Leibnitz para intercambiar el orden de la integración y diferenciación.. De ese
modo, teniendo en cuenta que 5(x,y) = B(A;x,í), donde B(A;x,t) es el ancho de la

superficie libre del agua y A(xíi)~ | ' ' 5(x,ti)dn, el área de la sección

transversal del cauce, entonces

TESIS CON
FALLA m ORIGEN
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dx

\y(A;x,t)-r\]
dx

dr\

(2.3,22)

Con el resultado anterior, los términos que involucran los efectos de presión y
de variación de la plantilla del canal se pueden evaluar de la forma siguiente:

dx dx

W±J- (2,3..23)

donde h(A;x,t) = y(A;x,t)+zb(x) es el nivel de la superficie libre del agua,
medido desde un nivel de referencia arbitrario..

Sustituyendo la ecuación (2,3,23) en la ecuación de cantidad de movimiento
(2,3,21), y junto con la ecuación de conservación de masa (2,3,20), se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones de Saint-Venant conservativas en su versión
diferencial

dA(x,t) | dQ(x,t) = Q

dt dx (2.3,24)

dQ(x,t) { d
dt dx

Q(x,tf
A(x,t) 9

(2,3,25)

Finalmente, una forma de aplicar las ecuaciones de Saint-Venant en el caso de
ríos muy anchos y con poco tirante, en donde se considera una sección
transversal casi rectangular A = BH, donde B es el ancho de la sección y H el
tirante en la sección. Haciendo uso de esta relación, y aplicándola en las
ecuaciones (2,3,24) y (2,3,25), se obtiene el sistema de ecuaciones de Saint-
Venant no conservativas (Cunge et al, 1980; García, 1994)

.M . (23,26)

dU
dt

dU dH dzb(x) (2,3,27)
±g

-dx.---~-dx
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Por otra parte, una forma de evaluar1 el término de fricción definida en la
ecuación de cantidad de movimiento (2.3.. 16), presenta una deficiencia en la
homogeneidad de escalas. Con el fin de manejar una ecuación
dimensionalmente homogénea del término de fricción, y haciendo uso de la
evaluación del término de fricción de Chezy (2 3.14), se tiene:

Sf =
KU

N-l
U

R M
(2,3,28)

donde K es una constante que depende del tipo de rugosidad en la superficie de
fondo del canal, M y N son exponentes constantes.

Un ejemplo específico de la ecuación (2 3,28) es la ecuación de Manning (Chow,
1959), donde, K = n2, N = 2 y M - 4/3

rv U U
(2329)

y en el caso de aplicar1 la ecuación de fricción de Chezy, donde K ~ l/C2 , N = 2 y

u u
R

(2.3.30)

Es conveniente que la expresión (2.3.28) tenga una forma dimensionalmente
homogénea. Esto se puede realizar considerando que los parámetros
dimensionales de K son:

iLT-i (2.3,31)
K LT

•M

despejando el término K de la ecuación (2.3.31)
K = LM~NTN (2,3,32)

donde se concluye que la ecuación (2.3.28) no es dimensionalmente
homogénea, Entonces, para tener una ecuación de fricción que no tenga
problemas dimensionales, se propone trabajar con la fórmula de fricción
dimensionalmente homogénea propuesta de Darcy-Weisbach (Maza, 1984), que
se usa para evaluar la pérdida de energía debida a la fricción en conductos a
presión

~ f u u
(2,3 33)J 8gR

Realizando una comparación entre la ecuación de Darcy-Weisbach (2,3.33) y la
ecuación de Chezy (2.3.29), y despejando el coeficiente de fricción Cde Chezy

C = (2,3,34)
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entonces, una forma alterna de escribir la ecuación de fricción de Chezy (2,3.29)
se puede expresa como:

Kn U U
Sŷ -f-— (2,3.35)

donde Ko es un parámetro sin dimensiones., Además, se conoce que el
coeficiente C de Chezy se puede expresar de la forma siguiente (Maza, 1984):

r, Rl¡6

n
donde n es el coeficiente de fricción de Manning,, Sustituyendo la ecuación
anterior en la ecuación de fricción (2,3.35)

(2,3,37)

En el caso de utilizar la fórmula de Strickler para evaluar la fricción (Maza,
1984)

n = 0.0416SK^6 (2.3 38)

donde Ks es la rugosidad equivalente de fricción.

Debido a que la fórmula anterior no es dimensionalmente homogénea, entonces:
Km trI/6

(2.3,39)19
donde, Km es una constante sin dimensiones y tiene un valor de Km = 0 1305455
(Maza, 1984)

Con base en este estudio dimensional, la ecuación (2,3.29) se puede escribir de
la forma siguiente:

t) (2340)

donde las dimensiones del parámetro K se pueden evaluar de forma siguiente:
K = «Klgi = I?[LT-^ ( 2 3 4 1 )

donde, a su vez a es un parámetro constante, lo que implica que [3 = M-N / 2 ,
Y--N/2 y K - aKÍ?~N/2g~N/2, y además, evaluando las dimensiones de la
ecuación (2.3,41):

( 2 3 4 2 )

Aplicando este resultado a la ecuación (2,3 40), y desarrollando, se tiene:

Se ~aKM~N/¿a~N/¿ (2 3,43)
/ RM

Un caso práctico de la ecuación anterior es considerar N~2 y M=4/3 para la
condición de flujo turbulento totalmente desarrollado:
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(2,3,44)

donde R(H;x,t) = A(H;x,í)/P(H;x,í) es el radio hidráulico; P{H;x,t) perímetro
mojado; Ks la rugosidad absoluta del fondo y a = 17/100 un parámetro
adimensional (Aldama y Ocón, 1998).

Finalmente, la ecuación de fricción en función de área y gasto en su versión
dimensional es:

( K V/3 o o
Sf(A,Q;xtt) = a *« , , , - (2,3.45)R(A;x,t)) gR(A;x,t)A2

Las ecuaciones anteriores son versiones dimensionalmente homogéneas para
evaluar los efectos de fricción en la ecuaciones de Saint-Venant y será la forma
de trabajar el término de fricción en todos los desarrollos que se realicen en
este documento.

Por otra parte, con el fin de tener un manejo más ágil a lo largo de aquí en
adelante, se definirá la presentación de las ecuaciones de Saint-Venant para
sus diferentes versiones, incluyendo las condiciones de frontera e inicial en
forma específica como sigue:

Definición 2 1. Sea el sistema de ecuaciones de Saint-Venant conservativas en
su versión integrodiferencial:

- Ecuación de conservación de masa

= f+
d£ = O (23.46)

- Ecuación de cantidad de movimiento

dt dx A y-g-
(2,3,47)

donde x es la coordenada en el sentido horizontal y t el tiempo, como variables
independientes; A(x,t) y Q{x,t) él área y gasto respectivamente, como variables
dependientes; además (x,í)e Q = [o,L]x[o,T] delimitan el espacio de solución; L,
longitud del canal o cauce; T, tiempo final de solución; g, aceleración de la
gravedad; Ix(A;xt{) y I2(A;x,t), integrales que incluyen los efectos de la presión en
la sección transversal (ecuaciones 2,3,18 y 2.3,19); Sb(x), pendiente de la plantilla
del fondo del canal y Sf(A, Q; x, t) pendiente de fricción (ecuación 2,3.45).

El sistema de ecuaciones (2.3 46) y (2 3.47) constituye un problema bien
planteado de valor inicial y de valores en la frontera que está sujeto a las
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condiciones iniciales A(xf6)~ Ao(x) y Q(x,Ó)=Qo(x) y las condiciones de frontera

se definen para:

Flujo subcrítico
( ) () í > 0 (23.48)

í>0
( 2 3 4 9 )

Flujo supercritico
A(O,t) = / ( t ) ; í > 0 (2.3.50)

Q(Q,t) = g(t) ; t>0
v v ' ' y w (2,3,51)

Definición 2.2. Sea e/ sistema de ecuaciones de Saint-Venant conservativas en
su versión diferencial:

- Ecuación de conservación de masa

^(A,Q;X,t)=8^ + ^ = 0 ,2.3.52,

- Ecuación de cantidad de movimiento

a / l ^ ; x f ) ( ? ; ^ t ) = O (2.3.53)
A

donde h(A;x}t) = y(A;x,t) + zb(x) la elevación de la superficie libre del agua desde
un nivel de referencia; y{A;x,t) elevación de la superficie libre del agua medida
desde la plantilla del fondo del canal; zb(x) la elevación de la plantilla del fondo
del canal desde un nivel de referencia y Sf(A,Q;x,t) la pendiente de fricción

(ecuación 2 3,45),

El sistema de ecuaciones (2*3.52) y (2,3,53) constituye un problema bien
planteado de valor inicial y de valores en la frontera, que está sujeto a las
condiciones iniciales para A(X,Q) = AO(X) y Q(x,Ó) = Qo(x)} y las condiciones de

frontera se definen para flujo subcritico y supercritico como se describen en las
ecuaciones (2.3.48) y (2,349), (2.3 50) y (2,3.51), respectivamente.,

Definición 2,3 Sea el sistema de ecuaciones de Saint-Venant no conservativas

- Ecuación de conservación de masa

•—r if-I J T> y +1 — R| XJ• y f t u 1/ / AI f-T• v 111 — A

dt dx
- Ecuación de cantidad de movimiento
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donde H(x,t) y U(x,t) él tirante y la velocidad respectivamente, como variables
dependientes; A(H;x,t) el área hidráulica y Sf(H,U;x,t) la pendiente de fricción

(ecuación 2,3,44),.

El sistema de ecuaciones (2,3 54) y (2,3,55) constituye un problema bien
planteado de valor inicial y de valores en la frontera, que está sujeto a
H(X,Q) = Ho (x) y U(x,Q) = U (x) como condición inicial. Las condiciones de frontera

se definen para:

Flujo subcrítico
( ) () í > 0 (2,3,56)

í > 0
{ 2 3 5 7 )

Flujo supercritico
H(0,í) = / ( í ) ; í > 0 (2,3,58)

U(0,t) = g(t) ; í > 0 ( 2 3 5 9 )

Como conclusión de este capítulo se puede decir que las ecuaciones de Saint-
Venant, en cualquiera de sus versiones, son las leyes físicas básicas para
representar el flujo en una dimensión, y tienen una amplia aplicación en la
simulación de flujo en canales, ríos, surcos, etc. (Abbott, 1979; Baume et al
1992; García, 1994 y Aguilar et al, 1994).

Las limitaciones de su aplicación quedan en función de las hipótesis de
simplificación, y propiamente se deben utilizar para la condición de flujos
irrotacionales así como para los unidimensionales donde los componentes de
los vectores de velocidad en la vertical y transversal son de una magnitud
pequeña con respecto a la velocidad longitudinal,.

En el caso de que el canal o cauce presente curvatura significativa esto implica
que las líneas de corriente sufren deformaciones, Para considerar este efecto, se
puede modificar el valor de la constante de fricción de Chezy, a fin de cubrir los
efectos de turbulencia que se originan por el cambio de dirección (Chow, 1959;
Jin y Steffler, 1993).

Finalmente, es posible utilizar la ecuación (2.3,2) para evaluar los efectos de
turbulencia en la vertical. Al respecto, es necesario proponer un modelo de
turbulencia a fin de cenar el problema, debido a que los esfuerzos de Reynolds
incluidos en esta ecuación no son determinados en forma explícita. Una
propuesta de solución de este efecto es introducir un modelo de Boussinesq,
donde se involucran la variable de viscosidad turbulenta y la escala de la
turbulencia (Jin y Steffler, 1993),,
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CAPÍTULO 3

METODOLOGÍA PARA EL ANÁLISIS DE
PROPIEDADES DE PROPAGACIÓN

En este capítulo se presenta el marco teórico general de la metodología
propuesta para determinar las propiedades de propagación de sistemas
continuos y discretos, tomando en cuenta los efectos no lineales dominantes,
También se establece, mediante ejemplos ilustrativos, la relación que existe
entre las propiedades de propagación y los conceptos de consistencia,
estabilidad y convergencia de aproximaciones discretas de ecuaciones de
evolución,, Este capítulo comienza con la exposición de las nociones
fundamentales de la teoría de problemas numéricos de valor inicial,,

3,1. Problemas de valor inicial

Considérese el siguiente problema de valor inicial, que involucra una ecuación
de evolución:

-~ = N(u) en (x,í)e Q x [0,íF] {3A 1}

G(u) = g(x,t) en (x,t)edQx[o,tF] < 3 A 2>
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u(xt6)=u0(x) en xef i (313)
donde u = u(x,t) = (uuu2,,uK)T es un vector ^-dimensional; N(), un operador
diferencial vectorial no lineal en el espacio de dimensión N; x = (x1}x2tx3)

T, el
vector posición en el espacio tridimensional; í , tiempo; G(), el operador
diferencial vectorial de condiciones de frontera; g() y uo() son funciones
conocidas del espacio-tiempo y del espacio, que respectivamente definen la
condiciones de frontera y los valores iniciales; O es una región con frontera fija
dentro de un espacio tridimensional; dCl, la frontera de Q, y £F el valor final del
tiempo El problema (3..1..1)-(3.1..3) también puede representar casos
bidimensionales en los que x^(xl,x2)>y unidimensionales en los que x = (xx)

Como se explicará posteriormente, el sistema de ecuaciones (3,1. l)-(3.1.3)
define un problema bien planteado si su solución existe y depende
continuamente de los valores iniciales y de aquéllos especificados en la frontera
(Drolet y Gray, 1988; Morton y Mayers, 1994),.

3.2. Aproximaciones numéricas

Una malla espacio-temporal uniforme con intervalos constantes A X ^ A J ^ A ^ y
Ai divide la región Qx[o,íF] y permite definir los valores discretos de
u mediante la operación de muestreo siguiente:

u] = u(jiAxl>j2&x2, j3Ax3,n Ai) (3 2 ^
donde j = (/i>72»73)e JQ es un multi-índice; 71,72,73 Y n son números enteros y
Jn es el conjunto de N valores que puede adquirir el multi-índice j para la
malla espacial definida sobre Q. Las normas discretas que se introducirán
posteriormente pueden definirse involucrando únicamente los valores de j en
*/n. En algunos casos, el conjunto Ja puede incluir puntos ficticios en el
exterior de Q, ubicados en la vecindad cercana a 3 Q, que se introducen para
discretizar condiciones de frontera que involucran derivadas espaciales. Cabe
señalar que las consideraciones anteriores pueden generalizarse al caso de
mallas no uniformes que comúnmente surgen en el contexto del empleo del
método de elemento finito

Sea üj una aproximación numérica a u], los valores de Uj y U], para todos

los puntos en el instante de tiempo n se denotan como un y Un:
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(3,2,3)

Nótese que mientras u] o U] son vectores de dimensión K, un y Un son
vectores de magnitud KN.

Para tener un manejo ágil de la notación, se considerará que la aproximación
sólo involucra dos niveles de tiempo: ny n +1 „

Debido a que es necesario realizar comparaciones de un con Un, resulta
conveniente introducir el concepto de norma, el cual se aplicará a cada vector
por separado y para la diferencia entre ambos. La norma discreta infinita o
máxima se define como: K

ün

leí
jn
k,j 'a

(3.,2.4)

La norma infinita continua está definida por:

u = máx ]T ujj ,x (3.2,,5)

donde k~l,2, ,K,

La norma euclidiana discreta o norma l2
 s e define como:

1/2
K

ün
"ti

(3,2,6)

donde AV = AxxAx2Ax3 representa un volumen de control alrededor del nodo
j - (j\,J2>h)> como se muestra en la lámina 3,1

La norma euclidiana continua o norma Lo se define como:

j\uk(x,tn) 'dV
(3.2.7)

donde dV = dx1dx2dx3 ,

Las definiciones anteriores de normas están inspiradas en las correspondientes
normas matriciales (Milne, 1980),

Como se pue4e observar, la norma ¿2
 e s u n a aproximación de la norma L2 y

ambas coinciden en el límite cuando AX^AA^ y Ax3->0 (en el sentido de
Riemann),,
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FALLA DE ORIGEN

Lamina 3.1 Delimitación del volumen de control de la norma ¿2 íen donde la posición espacial

de los puntos ( l ,2 , ,6) son: I = x1+Axly 2 = x2+Ax2, 3-x3+Ax3> 4 = xí-Ax1>

5 = x2 — Ax2 , 6 = x3 - Ax3; además ej, e2 Y e3 son vectores unitaiios en la dilección Xj, x2

y x3 respectivamente).

3.2.1 Discretización

La forma general de una aproximación en diferencias del problema (3,1.1) que
involucra dos niveles de tiempo, se puede escribir como:

Bj Un+1 =BQUn+ Fn (3 2 8)

donde B1 y Bo son operadores discretos que toman la forma de matrices y Fn

es un vector que incluye los datos provenientes de los términos no homogéneos
del operador diferencial N (u), y de los datos que se originan de los valores en la
frontera

Suponiendo que exista el operador inverso de Bx, Bi1, entonces la ecuación
(3,2.8) se puede escribir como:

Un+l=B?[B0U
n+Fn] ( 3 2 9 )

Haciendo un escalamiento de la ecuación anterior, asumiendo que el resultado
representa la ecuación diferencial en el limite, y considerando que B1 =o(l/Aí),
entonces
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Bi

du
dt ; para At,Axl7Ax2,Ax3 -> O (3,2.10)

condición de frontera

Para ilustrar lo anterior, considérese la ecuación de advección pura siguiente:
dc_ 9c _
ot óx

donde c = c(x, t) es la concentración de un contaminante y U la velocidad de
transporte, que en este caso se supondrá constante, Considérese también la
siguiente aproximación en diferencias, donde la variable discreta se denota
como C", siendo Cj *c(jAx,nAt):

C?+ — C? u
_J_ ¿_ - __rl___x r*n /o o lo)

Aí "2Ax
donde Sxc(x, t) = c(x - Ax, t) - c(x + Axt t) es el operador espacial de diferencias
centradas.
Entonces,

1 l u
Bi = 1 , Bn — Ot.1 rtO IQI

Aí Aí 2Ax lo.z.ijj
donde I representa la matriz identidad.,
Conijb se; puede yer, en este caso la matriz Bx es un operador bien condicionado

<?h -el̂  sentido .de; que existe una constante Cx tal que BJ"1 <,CxAt (en este

análisis es indistinto qué tipo de norma se esté usando).

3,2.2. Consistencia, orden de aproximación y convergencia

En este apartado se hará referencia a todas las operaciones límite o condiciones
asintóticas asociadas con el refinamiento de la malla, Supóngase que se han
seleccionado los intervalos de discretización Aí,Axx,Ax2 y Ax3 . Entonces, sea
h - máx(A 1̂,Ax2,AA:3) y para la determinación de la consistencia o convergencia
es un requisito indispensable que Aí -» 0 y que esto suceda a una determinada
razón h, A esto se le denomina "sendero de refinamiento" y puede ser denotado
por Aí//(h)= constante (Smith, 1985), Por ejemplo, en problemas parabólicos

comúnmente sucede que Aí = o(h2), por lo que f(h) = h2 y, en problemas
hiperbólicos que At = o(h), El sendero de refinamiento también se puede
representar como Aí(h) y su límite, como Aí(h) -> 0, que equivale a Aí -> 0 y
h -> 0 a tasas apropiadas,,
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El error de truncado se define, en términos de la solución exacta u (Morton y
Mayéis, 1994) como:

Tn .BjU^1
 -[BQU71 +Fn] ( 3 2 14)

y la consistencia de un esquema en diferencias (3.2.8) para el problema (3.1,1)-
(3.1.3) se satisface cuando:

Tf •-> O para At(h) -> 0 VJCJQ
 {32 15)

donde Tj es un elemento cualquiera de Tn, correspondiente al nodo J..

Esta condición debe darse para toda solución de u, que sea suficientemente
suave del problema (3 1 1)-(3.13) A lo anterior se puede agregar que la
condición (3 2 15) incluye la consistencia de las condiciones de frontera a
través de la eliminación de los valores en la frontera de U en la definición de

Sean p y q enteros mayores o iguales a uno Si se tiene que para cualquier

elemento T£j de Tf:

T£j | z d (Aí)p + C2 h
q cuando At(h) -> 0 V ,/ € Ja , V/c (3 2 16>

entonces se dice que el esquema tiene un orden de aproximación p para At y
q para Ax, o el p-ésimo orden de aproximación para Ai y el q-ésimo orden de
aproximación para Ax, En la expresión (3,2,16), C2y C2 representan constantes
positivas,

Por otra parte, el concepto de convergencia presupone que el sistema (3,1,1)-
(3.1.3) está bien planteado. Entonces se dice que la ecuación (3.2 8) provee una
aproximación convergente de (3* 1, l)-(3,1.3) bajo la norma || | si

I Un - un I -> 0 cuando At(h) -> 0, n At -> í e (0, tF ) (3 2 i 7 )

para cada u° del problema bien planteado (3.1 1)-(3,1,3). En este contexto se
puede hacer uso de cualquier norma, como las definidas con anterioridad por
las ecuaciones (3.2,4) y (3.2.6),.

3,2,3. Análisis de estabilidad

Sean Vn y Wn dos soluciones de la ecuación (3 2.8) que respectivamente
corresponden a valores iniciales Vo y W° Entonces se dice que el esquema en
diferencias (3.2.. 11) es estable dado un refinamiento de la malla At(h) y bajo la
norma I si existe una constante C tal que:
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yn ~ <C K>0 <3 2 1 8)

la constante C tiene que ser independiente de Vo y W°(Morton y Mayers,1994),

Hasta la fecha no se han propuesto metodologías generales para analizar la
estabilidad de aproximaciones discretas de problemas de evolución no lineales
como el planteado de (3,1..1)-(3,.1,3), En vista de lo ello, en este trabajo se
propone un procedimiento que permite tomar en cuenta los efectos no lineales
dominantes, no sólo en la estabilidad de aproximaciones discretas, sino en
otras propiedades de propagación. El marco teórico general de dicho
procedimiento se presenta en las siguientes secciones.

3.3.. Propagación de perturbaciones

En este trabajo se entiende por propiedades de propagación de ecuaciones
diferenciales y ecuaciones en diferencias, no sólo su estabilidad, sino también
la forma en que se transmiten las amplitudes y fases de sus soluciones.. Las
propiedades de propagación también incluyen la convergencia de esquemas
iterativos para la solución de problemas algebraicos no lineales,

La metodología propuesta se compone por un estudio de propagación de
perturbaciones alrededor de soluciones de referencia más un análisis de
escalas múltiples y de localización, La propuesta metodológica del estudio de
propagación de perturbaciones es la contribución principal de este trabajo y
permite capturar los efectos no lineales dominantes, al construir ecuaciones
lineales en las perturbaciones con dependencia paramétrica no lineal de
soluciones de referencia, A estas ecuaciones se les practica un análisis de
localización y de escalas múltiples,, El resultado final de la aplicación de la
metodología es la transformación del problema no lineal original en un
problema de valor inicial puro y de coeficientes constantes, que incorporan en
forma local los efectos no lineales dominantes..

3 3 1. Derivada de Fréchet

Definición 3 1 (Derivada de Fréchet), Sea M = (M1,M2, MK? u n operador
vectorial no lineal (que puede tener naturaleza diferencial, algebraica u otras),
Si se cumple que:

M(u + s)-M(tt) = M'(a)os + el(tt;s) (3-3.1)

donde u = (u1,u2, ,uN)Ty s = (s1,s2) ,sN)Trepresentan vectores de funciones, el
símbolo "o" se lee "aplicado a", y además se cumple que
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lím = 0 (3..3.2J

Se dice que el operador M'(u) es la derivada de Fréchet de M en u (Milne,
1980).

La definición anterior implica que M'(u) es un operador lineal.. En la práctica el
cálculo de la derivada de Fréchet se hace de la siguiente manera:

en donde se sobreentiende la convención de suma de Einstein (Panton, 1984).

La definición 3,1 se puede aplicar en forma recursiva para definir derivadas de
Fréchet de orden superior. En efecto, identificando con 9UfcWrr)(u) r-ésima

derivada de Fréchet de M en u, se tiene que:
os + e(u;S) ( 3 3 4 )

(3,3,5)

siempre y cuando

lím
er(u;s)

sk
= 0

3.3.2, Expansiones en serie de Frechét-Taylor

Con base en la definición 3.1 y la ecuación (33.4) es posible generalizar el
concepto de expansiones en serie de Taylor a operadores, lo cual resulta en la
denominadas expansiones en serie de Fréchet-Taylor Empleando la notación
utilizada anteriormente, la expansión en serie de Fréchet-Taylor de M (u + s) se
escribe como sigue (Milne, 1980):

N

n=l

(3,3,6)

El cálculo práctico de los términos que involucran derivadas de Fréchet de
diversos órdenes en la expresión anterior se efectúa como sigue:

M<r>(u)osr = dUkiUk2 ,UkM{u),sklsk2 skr (3 3 7)

donde \<kt<K y para r = 1,2, ,R y l<r£R, y también se ha empleado la
notación de suma de Einstein,
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Al combinar las expresiones (3.3,6) y (3,3.7), se puede escribir

du

K

fc=l
(3.3,8)

Como ejemplo,, considérese la ecuación unidimensional de Burgers (Kevoikian y
Colé, 1996):

. . / \ du du d u rtm(u)= — + u v—- = 0
v ' dt dx dx2

es evidente en este caso que:

donde
dx

(3,39)

(3.3,10)

(3,3,11)

Como puede observarse, mientras que N( ) es u n operador diferencial espacial
no lineal (del tipo que aparece en ^ r>r^KUma ™ n, -* ' «*""*«<•»« --/ \

u n operador diferencial espacio-
trabajará con M (••)..

mo puede observarse, mientras que N( ) es un operador diferencial espacial
no lineal (del tipo que aparece en el problema no lineal (3.1.1)-(3.,1.,3)), M( ) es

operador diferencial espacio-temporal no lineal A partir de este punto se

Sea
u = ü + u (3-3-12)

donde u es un valor de referencia y u es una pequeña perturbación,
Entonces, conforme a la expresión (3.3,6), que define la expansión en serie de
Fréchet-Taylor, se puede escribir que

(3,3,13)

Al sustituir la ecuación (3.3,13) en la ecuación de Burgers se obtiene:
dü ~du d2ü ~dü+ u

dt
[u) = m\uj+ — + u — + u v—^ + u— = 0

dx dx dx' dx
(3,3.14)

u = o\\\ u ),. Por1 tanto, al comparar' ladonde, evidentemente ü ~ = O\

relación (3.3.14) con (3.3.13) se deduce que la derivada de Fréchet de M en u
es:

+ 5 + ( ) v ^ (3 .3,,15)

dt dx w & c dx2

que, como puede observarse es un operador que no sólo es lineal en ü, sino
que depende;; linealmente en ü . No obstante esta observación, en general las
derivadas de Fréchet pueden depender no linealmente de la función en la cual
se evalúan, como se ilustra en el siguiente ejemplo, Considérese la ecuación
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Seno de Gordon, que surge en el contexto de óptica no lineal (Strikwerda,
1989):

( ) ^ ^ () = O (3.3 16)
dt2 dx2

donde, evidentemente:

M(..).«!í_)_a!L) + 8en(.) = o ,3.3.17)
dt2 dx2

Al emplear una descomposición del tipo (3.3,12) en la ecuación seno de Gordon,
se llega a:

0 (3.3 18)
dt2 dx2

Comparando la expresión anterior con la ecuación (3,3,13) se deduce que

MW = 1 ^ " 7 T + ' W (3-3.19)
dt dx

Como puede observarse, en este caso la derivada de Fréchet opera linealmente
en ü, pero depende no linealmente de u,

3.3.3 Escalas múltiples y localizador!

Considérese de nuevo la ecuación de evolución (3.. 1.1), escrita ahora en la
forma:

-N(u) = O en nx[o,tf]^ f] (3,3,20)

en donde se supone que la ecuación anterior ha sido escrita en términos
adimensionales y que, por lo tanto, Wl(u) es de o ( l )..

Exprésese la solución u en la forma siguiente:
u = u + ü (3,3.21)

donde ü representa una solución de referencia de (3.3,20), esto es
M(ü) = 0 (3 322)

y ü representa una pequeña perturbación a dicha solución, de modo que

u. ;Vn (3,3,23)

para cualquier norma apropiadamente definida, En las expresiones anteriores
se supone que un ~ O(l) y, por tanto, ün = o ( l ) Vn .
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Sustituyendo (3.3.21) en (3.3,20), y aplicando una expansión en serie de
Fréchet-Taylor al resultado, se obtiene:

M(u + a)=M'(ü)ou + of Z | u n | U 0 (3 3,,24)

en donde se ha empleado la ecuación (3,3,22)..

Como consecuencia de la definición 3,1 de la derivada de Fréchet, es posible
afirmar1 que:

M'(ü) = O(l) (3 3 25)

Siendo consecuentes con la expresión (3,3.23), supongamos ahora que:

2*- = O(s) ;V/c (3,3.26)
Ufe

en donde s es un parámetro arbitrario que satisface
s « 1 (3,3,27)

(K \
Entonces, dado que el término o £ un en la expansión (3.3,24) es

K

cuadrático en £ un > *a ecuación (3 3 24) puede ser escrita como:

Con el objeto de abordar la ecuación anterior, que gobierna la dinámica de las
perturbaciones contenidas en el vector ü , considérese la siguiente expresión
perturbatoria:

donde ü^ = O(z) V fc,m

Recordando la arbitrariedad de s y sustituyendo la expansión anterior en
(3.3.28), se obtiene la siguiente ecuación, que rige el comportamiento de la
aproximación de orden cero (término dominante) a u :

()ü®=0 (3 3 30)

Como puede observarse, la ecuación anterior es lineal en ü^, aunque de
coeficientes variables, debido a la dependencia paramétrica de M' con respecto
a ü

Considérense ahora las siguientes variables espaciales y de tiempo
(3 331)

= s ( í - t 0 ) (3332>
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(3.3..33)

T=(í-í0) <3 3 3 4 )

donde se supone que | § | = O ( l ) y x = O(l ) y (xOi,to) es un punto fijo en la

región espacio temporal Qx [ O,tj j

En el lenguaje del método de escalas múltiples (Kevorkian y Colé, 1996), a X{ y
T se les denomina "variables lentas", mientras que a ^ y i "variables rápidas",.

Introduzcamos ahora la siguiente hipótesis fundamental de este trabajo:

Hipótesis 3.1 (Separación de Escalas). Se supondrá que las variables
dependientes que operan en la ecuación de evolución (3.3,20) pueden
descomponerse conforme a la expresión (3.3,21) (en la que está implícita la
satisfacción de (3.3,23)¿ donde la solución de referencia u y la perturbación ü
satisfacen las siguientes relaciones:

Ü = Ü(X,T) (3 3 35)

y
£É = ü(4,x) (3 3,36)

las expresiones anteriores implican que la solución de referencia depende sólo de
las variables lentas, y la perturbación sólo de las variables rápidas. Esto
equivale a suponer que existe una separación de escalas en la variable
dependiente u .

i
La validez de la hipótesis anterior se comprobará a lo largo del presente
estudio,

La hipótesis de separación de escalas se fundamenta en la observación de la
respuesta de sistemas físicos y computacionales a la presencia de pequeñas
perturbaciones, dado que los rasgos dominantes de sus propiedades de
propagación (particularmente la estabilidad) se puede explicar a través del
análisis local de la dinámica de las perturbaciones.

En efecto, considérense ahora las siguientes expresiones en serie de Taylor
alrededor de un punto fijo (A:OÍ,ÍO ):
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Pero, conforme a la hipótesis 3,1 de separación de escalas (ecuaciones 3.3,35 y
3.3,36):

duk _ duk dX¡ _ duk s _ duk
J^ = J¡J^s^¡lis^¡ (3339)

duk dT duk
dt 8T dt dT

donde 8^ representa la delta de Kronecker y

.
V i,k (3,3,41)

De acuerdo con (3,3.39)-(3,3 41), la expansión de la solución de referencia u
toma la forma:

ük(xi,t)=Ukioíl + 0(s)] (3342)
donde

- { A (3,3,43)
uo k = Uk\XOi ,t)

Por tanto, si se desea hacer un análisis en la vecindad del punto fijo
\xOi>to ), es posible localizar la solución de referencia u .

En contraste con lo anterior:
duK. dük (3,3,44)

dük _ du^dx^ du^ (3,3,45)
dt dx dxi dx

Sustituyendo (3,3,44) y (3,3.45) en la expansión de la perturbación ü (3..3.38J:

ük(Xi,t) = ük[l + O(l)] <3346»

por lo que la dinámica de la perturbación ü no se puede localizar en la
vecindad del punto fijo (xOi,to),,

En términos? físicos, lo anterior1 equivale a tomar' el punto de vista de un
observador sensible a escalas conmensurables con los desplazamientos £¿ y %
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alrededor del punto fijo (xOi,t0 ).. Dicho observador no percibe los cambios en la
solución de referencia u, por lo que, en una primera aproximación, dicha
solución puede "congelarse" en el valor que adopta en (xOi,to )

Al sustituir (3.3.42) en (3 3.30), y despreciando términos de O(s), se obtiene:

j o ).««» = o <3347)

Como puede observarse, la ecuación anterior no es sólo lineal en ü® sino
también de coeficientes constantes.

El planteamiento de la ecuación (3 3.20) presupone que el dominio espacial Q
se define de tal manera que

JJQ =s(;ci-;c(H) =O(l) para xedQ (3 3,48)

Por tanto:

y cuando

»* í 3 3 5 0 )

Este resultado permite tratar (3,3,47) como un problema de valor inicial puro,
en términos físicos, esto implica que el observador sensible a las escalas
rápidas de variación rápida percibe la frontera 5Q en el infinito,,

Para facilitar la presentación de las secciones posteriores, sea ahora

M' (5o ) -^ í -L( . ) (3,3,51)

donde L( ) es un operador espacial lineal de coeficientes constantes.. Por tanto,
a partir de este punto se considerarán problemas de valor inicial puro de la
forma

— = L(u) en x{ e(-oo,oo) Vi (3,352)

u(x,O) = uo(x ) Xi e(-«,oo) V i (3,3,53)

Retomando el ejemplo de la ecuación de Burgers (3.3.14), teniendo en cuenta

que u ü y que se cumplen (3 3.26) y (3.3,27) La ecuación (3.3,15) se

puede escribir como:

xu[~\ - dü -dü - 3 u d2ü Inn^^
M u )ou = — + u — + u v— K (3.3,54)

v } dt dx dx dx2
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Tomando una solución que gobierna la dinámica de la perturbaciones del tipo
definido en (3,3,29), y reconociendo la arbitrariedad de s, se tiene que:

~(o) 5u ( 0 ) - aü ( 0 ) ~(o) dü 32ü ( 0 ) ,o o «>
ouv } = + u fu v ' v T— (3,3 55)

dt dx dx dx2

Considérense la siguientes variables espaciales y de tiempo alrededor de un

punto fijo (xo,to) en la región temporal Ü x [0,í^ ]

X = *{X-XQ) <3356>

T = s(t-t0) <3 3 5 7>

x = ( t - í o ) ( 3 3 5 9 )

donde |$| = o( l ) y T = O(I),,

Aplicando la hipótesis 3.1 de separación de escalas, donde ü = ü(x,T) y
ü = Ü(^,T); aplicando a su vez las expansiones en serie de Taylor alrededor del

punto fijo en el espacio {x0>t0), y aplicando además la consideración de
localización (3,3,42) y (3,3,46) sobre este punto fijo, entonces la ecuación
localizada de (3.3.,55) es:

uo )°uv y s + uo v s— = 0 (3,3,60)

La expresión anterior ha sido localizada alrededor del punto fijo
(•̂ ô o )> entonces el dominio espacial en este caso es xe(-co,co)> como se

desarrolló en (3,3,49) y (3.3.50)., Entonces la ecuación que define la propagación
de perturbaciones (3..3.60) es de coeficientes constantes y valor inicial puro

Debe aclararse que la metodología presentada es también aplicable a casos en
los que M( ) representa un vector discreto que surge de la aproximación de un
operador vectorial diferencial, En ese caso, se puede aplicar el procedimiento
explicado hasta la obtención de la ecuación (3.3.30), que es lineal en ü, A esta
ecuación se le puede aplicar el enfoque de la ecuación modificada (Warming y
Hyett, 1974), a fin de establecer cuáles son los términos dominantes, por medio
del empleo de la hipótesis 3,,1 de separación de escalas. Esto permite localizar
la ecuación (3,3,30) y obtener una ecuación del tipo (3.3,47), La explicación de
este procedimiento se ilustrará en capítulos posteriores.
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3,4, Problemas lineales de valor inicial

Con base en la discusión anterior, a partir de este punto y hasta la conclusión
del presente capítulo, se considerarán problemas lineales de valor inicial puros
como el planteado en las ecuaciones (3.3.52) y (3,3,53)

Sea entonces Wj una aproximación discreta a u(jiAx1}j2Ax2,JsAx3}nAt) y ün el

vector definido por la expresión (3.2.3). Entonces, la ecuación (3.2.8)
representará ahora una aproximación discreta de la ecuación (3.3.53), los
operadores B1 y Bo serán lineales debido a la ausencia de términos no
homogéneos en la ecuación (3.3.52), y a que no existe influencia alguna de la
condiciones de frontera Fn =0.. Por tanto, la ecuación (3.2.8) adopta la forma:

B1U
n+1 =B0U

n {3A..1)

En este caso se supondrá que existe el operador inverso BJ1 tal que Un+1 puede
expresarse como:

Un+1=B?Boü
n <342)

También se supondrá que B\l es una matriz uniformemente bien condicionada,
en el sentido de que existe una constante Cj tal que

Bf1! ^ C.AÍ <3 4 3»

independientemente de que el orden de B1 se incrementa conforme Aí(h) se
hace más pequeño y, en el límite, Ai (h) -»0.. A partir de este punto se
considerara que

Debido a que se está trabajando con un sistema lineal, la condición de
estabilidad (3.2.18) se puede escribir como:

;C , nAt<tF ( 3 4 4 )

En esta parte es conveniente revisar los requisitos que deben ser satisfechos
por un problema bien planteado,. Se dice que el problema (3,3,52) y (3.3,53)
está bien planteado según Hadamard (Drolet y Gray 1986) si:

i ) La solución existe
ii) La solución es única.
iii) La solución depende en forma continua de los datos complementarios
(condiciones iniciales y parámetros).

Se puede demostrar que una condición necesaria para que el problema (3.3.52)
y (3,3,53) esté bien planteado es que su solución sea estable (Drolet y Gray,
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1988), esto es, que exista una constante C, tal que para cualquier par de
soluciones u y w (correspondiente a condiciones iniciales u° y w°,
respectivamente) se cumpla que:

t ¿ t, <3 4 5>un-wn i°-w°

donde | | representa una norma continua dada por las expresiones (3.2,5) y

(3.2.7)..

La teoría de estabilidad de problemas discretos fue desarrollada por Lax en
1953; su principal resultado se enuncia a continuación (Smith, 1985; Ames,
1992; Morlón y Mayers, 1994):

Teorema 3,1 (Teorema de equivalencia de Lax). Teniendo una aproximación
consistente de diferencias de un problema de evolución lineal bien planteado, el
cual puede ser resuelto en el sentido de las ecuaciones (3.2.52) y (3 2,53), la
estabilidad del esquema es necesaria y suficiente para tener convergencia.

Demostración (de suficiencia): Extrayendo la ecuación (3,2,14) de (3.2.8), se
tiene

B1(ir
n+1 - Un+1)= Boíu

n - un)~ Tn (346)
o también

rrn+l _n+l _ Í-R-IT» )(TTn , , n \ n - U n (3,4,7)

Asumiendo que U° = a°, se tiene que:
para n = 0 ü1 - u1 = (B^BO)^ 0 - u0)

para n -1

pata n = 2 U3-u3 =

y para n entero arbitrario

(3,4,8)

(3.4.9)

(3,4,10)

Empleando las relaciones (3,4.3) y (3.4,4) en (3,4.. 11) se puede construir la
siguiente desigualdad:

W (3,4,12)
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Para tener convergencia se debe cumplir que Un -un ->0 cuando Aí(ft)-*O

Entonces, de la ecuación (3,4,, 11), se puede escribir que:

Un-un B; (3,4.13)

Empleando la desigualdad del triángulo:
i—líf iH-1

B-1 .n-l »-l tn-2

(3.4,14)

Aplicando la relación (3.4 12) en (3.4,12), se llega a
Xjn _un <KKxAt + KKxAt + K K

n-l

m=0 (3,4,15)

Entonces, dado que para una aproximación consistente Tn -> O para Ai (h) ~» 0
de acuerdo con la ecuación (3,4,15), la convergencia resulta de la estabilidad
del esquema numérico.. La demostración de la necesidad de la estabilidad para
garantizar la convergencia se puede consultar en Richtmyer y Morton (1967).

De tal modo, para cualquier esquema para el que sea sencillo establecer la
consistencia, sólo es necesario establecer su estabilidad para garantizar su
convergencia, Es usual que la consistencia se logre para cualquier secuencia
Ai -> 0, h -> 0. No obstante, existen algunos casos en que hay que tener
cuidado, Por ejemplo, el esquema de Dufort-Frankel (Morton y Mayers, 1994),
que aplicado a la ecuación adimensional de calor en una dimensión resulta en:

TTrt TTrt+1
- UJ+1~UJ ~

2 Ai Ax'
(3.4,16)

Este esquema tiene la ventaja de ser explícito y, sin embargo, es
incondicionalmente estable. El error de truncado está dado por

T = et ex2
AÍ

dt {

Este esquema es consistente con la ecuación de calor sólo si Ai = O(AX2),, Como
resultado, se tiene que la condición de consistencia, a medida que se realiza un
refinamiento de la malla, es la que define la condición de convergencia, en vez
de que ésta sea definida solamente por la condición de estabilidad,,
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Tal resultado enfátiza que el teorema de equivalencia de Lax involucra no
solamente la norma seleccionada para definir la estabilidad y la convergencia,
sino también el refinamiento de la malla empleado..

3,4,1, Análisis de Fourier de problemas continuos de valor inicial

La forma más general del sistema de ecuaciones lineales y de coeficientes
constantes (3.3.52), puede ser escrita como (Champeney, 1987):

dtuq = 2 ] Yua^'PdPUr ; q ' 1)2> >Q {3Al8)

r=l pePc

donde dt(-) = d(-)/dt representa el número de ecuaciones diferenciales que
constituyen el sistema (3.4.18) (y, obviamente, de incógnitas uq); p = {pup2>pz)

representa el multíndice; Pc = {(pvp2,p3) \ 0 ¿ pi + p2 + p3 < R} f donde R es el
máximo orden de las derivadas espaciales presentes en (3.4.18); a(?rp, para
q = l,2, ,Q, r = l,2, ,Q y p e ? c , son coeficientes constantes, y

De acuerdo con la expresión (3,3.52), el sistema (3.4.18) está sujeto a los
valores iniciales

uq(x,O) = u°(X) ; « f i . P.4.19)

donde x e (x:, x2, x3) y QOT = (- «>,«) x (- co, oo) x (- co, oo) representa el espacio
infinito.

Suponiendo que uq sea absoluta o cuadráticamente integrable, Vq poseerá una

representación integral de Fourier de la forma (anexo B):

( 3 420)

donde dk = dkldk2dk3\ j^(•)= f w f M f j • )dfcidfc2d*=3 ; k = (h>*2>1%) es el vector

de números de onda, y üq(fc,í) está dada por:

«g(M s 3 {M*'0}=7- i3» \uq(x,t)eikxdx ( 3 4 2 1 )

donde dx & dx1dx2dx3.. Las expresiones (3.4.20) y (3.4.21) representan un par
continuo de Fourier
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Consideremos ahora una solución particular del sistema (3.4,18), para fc fijo
pero arbitrario, de la forma:

(uq)s(X,t) = ( « g > , t ) e * « ; , = 1A ,Q <3422>

Dado que (3.4.22) satisface (3.4.18), es posible escribir

^X ; a = \X ,Q (3.4.23)

Dado que le es fijo, el sistema (3.4,23) puede ser tratado como uno de
ecuaciones diferenciales homogéneas, haciendo (Wylie, 1994):

<3424»

donde © representa una frecuencia (en general compleja) y {u®) el valor inicial

d e

Substituyendo (3,4,24) en (3.4.23) se obtiene:

lc) = 0 ; q = l,2, ,Q (3.4.25)

donde

( 3 4 2 6 )

Sea B = [)3qr] una matriz cuadrada de orden Q y us° un vector de orden Q,
entonces la expresión (3,4.25) se puede escribir en notación vectorial como
sigue:

B «2 = 0 (3 4

La ecuación (3.4.27) representa un sistema algebraico lineal y homogéneo, que
tiene solución distinta a la trivial si y sólo si

P¿°>-det(B) = O <3428>

donde P@) es un polinomio de grado Q en co, por lo que (3.4.28) es una
ecuación polinomial de grado Q en co. Sean co1(fc),co2(fc)) ,OÉ>Q(ÍC) las raíces de la

ecuación (3,4,28), respectivamente correspondientes a ú?,¿2, ,ÜQ., Habida
cuenta de lo anterior, y sustituyendo (3,4,24) en (3.4,22) (con <o = ©s), se obtiene
la siguiente expresión para la s-ésima solución particular del sistema (3,4,18)
por k fijo:

foW x - o,(fc)t]I. \ („ f\ _ fooW _í[ , ( ) ]
uq)s{x,t) - \uq)s e (3 4,29)
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Dado que (3,4,18) es lineal y homogéneo, la superposición de soluciones
particulares del tipo (3,4.29) también será solución de (3.4,18), esto es:

,s=l

,r.... .. ,,_w _ g = 1>2, }Q (3,4,30)

La solución general de (3,4,18) puede construirse superponiendo las soluciones
del tipo (3,4,30) para todo fc, del modo siguiente:

7/ [y t i — \ii i v f' le iWlr

l ' 9 = W ,Q (3.4.31,

La expresión (3 4 31) adopta la forma siguiente para t - 0:

9 = 1 * -<? ( 3 4 3 2 )

por lo que, en vista de (3,4,20) y (3.4,.21), es evidente que

Weífc*d« ; q = l,2, ,Q (3.4.33)

Como det(B) = O, una ecuación en cada uno de los sistemas (3.4,27) (para
5 = 1,2, ,Q) debe ser eliminada. Esto hace que permanezcan Q2 -Q ecuaciones
en las Q2 incógnitas ("qL(úq)2> >("g)o; Q = 12> >Q- ^ expresión (3,4,33) suple
las Q ecuaciones fáltantes, que además son inhomogéneas, lo cual permite la
solución del problema de valor inicial planteado para las ecuaciones (3,4 18) y
(3,4.19),,

Retomando el problema de la ecuación de Bourges (3,3 60), y dado que esta
ecuación es un problema bien planteado con coeficientes constantes de valor
inicial puro:

du du d2u ( \
; xe{~x'x) ( 3 4 3 4 )

00

sujeta a la condición inicial u(x,Ó)= f(x), en donde ¡\f(x)\dx < ».. Sustituyendo
- 0 0

la ecuación (3,4 30) en (3.4 34) para obtener una solución en serie Fourier para
un número de onda arbitrario
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o = «>(*:) = Wo/c-iv/c2 <3435>
la ecuación anterior constituye la relación de dispersión del sistema continuo
(3,4,34).

La solución de la ecuación (3.4.34) particular para un número de onda
arbitrario k se obtiene substituyendo en ésta la relación de dispersión (3.4.35),
Entonces:

<3 4 36)

Como la solución anterior es para un número onda k arbitrario, entonces la
solución general se construye aplicando el principio de superposición, de forma
que:

L Jtoe-^e**-*"^*: (34,37)

Por otra parte, para satisfacer la condición inicial del problema (3.4.34), se debe
cumplir que

u(x,0) - - L Íü(k)eikx dx = f(x) O 4.38)
V2TT J

lo que implica que se tenga la siguiente transformación:
00

ü(k) = f(k) = 3{f} = ¡f(x)eikx dx (34 39)

Con base en lo anterior, la solución (3 4 37) adopta la forma
oo

u(x í) = — ffÚte)e~vfc2íe^fcx~fcU|)íldfc (3,4,40)
Oír J

-<x>

En (3,4 40) es importante notar que el comportamiento de la función en la
condición inicial es esencial para tener una solución adecuada del problema
(3.4,34), Por otra parte, en la ecuación (3 4.40) se tienen problemas de
convergencia en la solución de la integral, en el caso de tener un valor de v < 0.
Esto es debido a que se estaría integrando una función mal portada.. A este
problema se le conoce como condición de estabilidad de la ecuación (3,4.34)
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3.4,2, Análisis de Fourier de problemas discretos de valor inicial

El sistema (3.4.1) es lineal y de coeficientes constantes y, dado que ha surgido
de las discretización de un sistema de ecuaciones de evolución, puede ser
escrito en la forma siguiente:

r=l pePo r = l p<=PD

donde ps(pí,p27p3) representa un multiíndice de desplazamiento alrededor de

un nodo típico j s {jx, j 2 , j3); PD, la región del espacio discreto infinito
involucrada en la discretización de los operadores diferenciales presentes en la
ecuación (3.3,52) (lámina 3.1); U?j+p, una aproximación discreta a
ur(/1Ax1,./2Ax:2,/3Ax3,nAi) para r = l,2, ,Q; y aqrp y bqr¡py para q = l,2, ,Q,
r = l,2, ,Q, pePD, son coeficientes constantes que sólo dependen de los
parámetros de discretización Ax1,Ax2,Ax3 y Ai

En el anexo B se muestra que una función discreta, definida sobre una malla
tridimensional trazada en el espacio infinito, posee la siguiente representación
de Fourier:

Vlj=WW ÍÜ*(k)eÍkXjdk ' 9 = 1A >Q (3A42)

donde k-(klyk2,k3) representa el vector de números de onda

K = [- n/AXi, JC/A*! ] x [- 7t/Ax2, TC/AX2 ] x [- n/Ax3, n/Ax3 ] , Xj = (¿A*!, ,;2Ax2, ;3 Ax3 ) ,

= dk1dk2dk3, \()dk=\ ()dk1dk2dk3 y , finalmente, I/"(le)
J J-nlAxx J-n/Ax2 J-n/Ax^

kKkeK
es la transformada semidiscreta de Fourier de £/£y, definida por:

00 CO

donde fceif, Z es el conjunto de n ú m e r o s enteros y T ] ( )= T ] T ] T](••)••

Las expresiones (3.4 42) y (3,4.43) constituyen un par semidiscreto de Fourier

El sistema de ecuaciones de diferencias (3.4.41) está sujetó a valores iniciales

Uqj para q = l,2, ,Q, ./e Z , dados por el muestreo discreto de los valores

iniciales correspondientes al problema continuo, esto es:
i T ™̂ ^ i I í A i^ í A ^^ í A ^^ M I \ ~ "
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Procédase ahora a buscar una solución particular del sistema (3,4 41).
Identifiqúese dicha solución como pqj) y empléese una representación de
Fourier del tipo (3 4.42) para la misma:

= foW / & ) > ) * ' * * ' < * ' * = 1>2' '<? (3445)

donde ([/£] (k) representa la transformada semidiscreta de Fourier de pqj)

Dado que tyjqjh es una solución del sistema (3,4,41), se puede escribir que:

i Thr.pfclto qr,P{?)s()4 =0
keK [r-l P J

donde x p = (P1AA:1,P2^2>P3A;C3) Y e^ intercambio de la integral con las
sumatorias se justifica rigurosamente, en vista de la finitud de éstas y de la
compacidad del soporte de aquélla,,

Ahora bien, tanto la ecuación discreta (3,4,41) como la representación integral
(3,4,45) son válidas para cualquier terna de parámetros de discretización
espacial (Ax1,Ax2,Ax3), Esto confiere al soporte compacto K de la integral, que
aparece en (3 4,46) con un carácter arbitrario. Entonces, dado que dicha
integral es nula, se concluye que su integrando debe anularse, lo cual implica
que

l [ v > H s ( y V , P ^ i ( y H ° ! <2 = 1A ,Q (3.4.47)

ya que e xp * 0 , El resultado anterior es una expresión del conocido hecho de
que los modos de Fourier no interactüan en sistemas lineales de coeficientes
constantes,

La expresión (3,4,45) constituye un sistema lineal y de coeficientes constantes
de ecuaciones de diferencias, de primer orden en n.. La solución del mismo se
obtiene escribiendo (Strikwerda, 1989):

<3A48>to ; <2 = 1,2, ,Q
donde p = p(fc) se denomina factor de amplificación, Sustituyendo (3,4,48) en
(3,4,47) resulta que:

q r ¡ p ( ) q , p } { l ( k h 0 ; q = l,2, ,Q (3449)
=l pePD
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La ecuación (3,4.49) también puede ser escrita como:

j\cqr (f/r1i(fc) = O ; q = l,2, ,Q (3450)

donde
ikx(fc)= ^qr,Pp(k)eÍkXp -bqr>pe

ikx'} ; q = 1,2, ,Q,r = l ,2 , ,Q (3,,451)

Sean C = [cqr] una matriz cuadrada de orden Q y Üq = [(í/£) J un vector de

orden Q. Entonces, la expresión (3,4 50) puede ser escrita en forma vectorial
como:

CÜn =0 (3,4,52)
S

Evidentemente, (3.4 52) representa un sistema algebraico lineal y homogéneo,
que posee soluciones distintas a la trivial si y sólo si el determinante de la
matriz de coeficientes se anula, esto es:

O < 3 4 5 3 )

donde P¿^[p] es un polinomio de grado Q en p, por lo que la expresión

(3,4,53) es una ecuación polinomial de grado Q en p. Sean p1(k),p2(k)> >Po(fc)

las raíces de la ecuación (3,4,53) correspondientes a U"",!/^ ,ÚQ.. La solución

general del sistema (3.4,41) puede entonces construirse como sigue:

{ q \ { q l { q l ] (3,4,54)
keK

; <2 = i,2, Q
dado que la ecuación (3.4.48) implica que

-\ = p - {Ü°q)s ; q = l,2, ,Q,s = l,2, ,S

La ecuación (3,4.54) adopta la siguiente forma para n = 0:

k<=K

La comparación de la expresión (3,4.56) con el par de Fourier (3,4 42)-(3,4.43)
permite escribir:

(3,4,57,
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Dado que det(c)=O, una ecuación de cada uno de los sistemas (3,4,50) o
(3,4.51) con n = 0 (para s = l,2, ,Q) debe ser eliminada, Esto da por resultado
Q2 - Q ecuaciones en la Q2 incógnitas (c/° \ + (í/° \ + + (í/° \; q = 1,2, , Q, y la

solución del problema que se plantea en las ecuaciones (3,4,34) y (3,4,37),

Al comparar (3,4,54) con (3,4,56), es evidente que la condición
o <1 • s = 12 O

lo cual garantiza que
Un U (3,4,59)

donde | | puede representar la norma infinita o la norma euclidiana en sus
versiones discretas,

Al comparar (3.4 59) con (3,2,18) y con W n = W ° = 0 , se concluye que la
condición (3.4,58), llamada de estabilidad estricta, es suficiente para que la
solución (3,4.41) y (3 4,44) sea estable,

A manera de ejemplo, se propone elaborar una discretización en diferencias
viento arriba a la ecuación de Bourgues (3,3.34)

°rl~Üj + u OkzlH = vÜU-ZV?+ÜU (3,,4,,60)
Ai ° Ax Ax2

sujeta a la condición inicial ÜJ = f(jAx), Sea U -u{xtt) una función con
suficiente grado de continuidad de tal manera que:

U = U(jAx,nAt)=Uj = Ü] V j,n (3,4,61)

Entonces se aplica el método de Fourier al esquema numérico (34,60)
proponiendo la aproximación en serie de Fourier

Up{x,t;k) = Í W e * 1 * ] (3 4 62>
lo cual es una solución particular del esquema (3,4.60), y desarrollando la
ecuación anterior

UP¡
 =

donde p^ = e~
l<a^nát es el factor de amplificación del /c-ésimo modo de Fourier

Sustituyendo la ecuación (3.4 63) en el esquema en diferencias finitas (3,4,60)

Ü [ ( ) ( ) ] Ü

En el sistema anterior se pueden tener dos soluciones, Entonces obviando la
solución trivial, se tiene que
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pfc = 1 - Cr [cos(fcAx) + i sen(/cAx) -1] + 2 —?- [cos(kAx) -1]

donde CT ~uQ At/Ax es el número de Courant (Abbott, 1979) y Pe =u0Ax/v el
numero de Peclet (Fischer, 1981),

Aplicando la condición de estabilidad | pk\ <. 1 en (3.4 64) se tiene:

( \
1 (l - cos(fcAx) )

^ ^ pe ) (3,4,66)

I — -11 (cos(kAx) -1)2 + (l - eos2 (kAx))

la condición más crítica de estabilidad corresponde para Crcr =minF(kAx;Pe), la
' fcAx

cual se presenta para la condición de cos(/cAx) = - 1 , dado que 0 < kAx < %, lo que
implica que fcAx = n,. Entonces la condición de estabilidad crítica es

°r * T~r> \ (3..4.Ó7)

Aplicar el método de Fourier permite también determinar el grado de
convergencia como está indicado en el Teorema Equivalente de Lax, así como la
construcción de la ecuación modificada.. La forma de demostrar el grado de
convergencia se realiza substituyendo p = e'l0>nAt en la ecuación (3,4,64), de
manera que

, (3,4.68)
Píe =

Ax*

Aplicando una expansión en serie de Taylor a la parte izquierda y derecha de la
ecuación (3,4,67)

1 2 2 í 3 3 n( 3) (3,4.69)
Pfc =l- iü> nAÍ--<o nAt +-© nAÍ + [At )

1 - u0 — [cos(/cAx) + i sen(fcA?c) - 1 ] + 2 v — - [cos(fcAx) -1] =

(3,4,70)

donde o>ni es la frecuencia numérica, y sustituyendo las expansiones (3 4,69) y
(3,4.70) en 3A.68), se tiene
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Considerando que la frecuencia a>n tiene una solución perturbatoria del tipo
siguiente:

+ Ax C001 + Aí C02o + AtAx(On + Ax2 GiO2 + +

- —Aí(o)0o + Aícolo + Ax©0 1 + At2 <o2o + AtAxcan + Ax2 G>02 + J + (3.4 72)

-~Aí 2 ( co 0 0 + Aícolo + AXGÍQI + Ai2 CD20 +AÍ Axcon + Ax2 (o02 + ) +

Igualando los términos con igual orden de aproximación entre las ecuaciones
(3.4,71) y (3,4 72), de forma que:

G>00 = u 0 f c (3,4.73)

G)10 = -w o fc (3,4,74)

i . 2
cooi - 2 " o * (3,4,75)

De esta manera, la ecuación de perturbación (3.4 72) es:

<ün =u0k + -u$k2At+-u0k
2Ax+ (3.4.76)

Por otra parte, sustituyendo las expansiones (3,4,69) y (3,4,70) en (3,4,64), y
desarrollando

- i (ünÜ + iuokÜ + vk2U = Ü\ i ©2 At + uofc2Axíi + - AAJC ) +
12 w 6 ; (3477}

~vfc4Ax2 +o(At2,AíAx2)|

Sustituyendo la serie perturbatoria para cô  (3,4,76) en la parte izquierda de
(3.4,77), se tiene:

2Ü = ü\ ug/c2Aí + uk2A- i <t>nU + iuokU + vk*U = U\ ¿-ugk'At + =- uQk*Ax + -
2 2 2 ^ (3478)

JAi Ax + - uo/c3Ax2 -f vfc4Ax2 + O (Ai
6 24 L

Haciendo uso en la relación anterior de la antitransformada de Fourier

= ,Pn'(x), y desariollando, se tiene
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dü dü d2U ld2U

^ + A í ) 3 ]; j

( 3 4.79)

24 a*

La ecuación (3.4.79) es conocida como la ecuación modificada, y tiene la
particularidad de que los términos de truncado del lado izquierdo sólo están en
función de derivadas espaciales (Cunge, et al, 1980)..

El grado de convergencia del esquema en diferencias (3.4.60) se tiene al
momento Ü -> u para Ax, Ai -> 0 „ Este resultado se puede observar al comparar
las ecuaciones (3,4,60) y (3,4.79), Por otra parte, se debe cumplir la condición
de estabilidad numérica |pfc|^l (3,4,67) Además, el esquema en diferencias
(3,4 60) tendrá problemas de difusión numérica a medida que se tomen valores
más grandes de Ax o At, como se puede observar en la ecuación modificada
(3 ,.4., 79),,

Para ahondar en la aplicación del método de Fourier, se presenta a
continuación un análisis de propagación de perturbaciones para las ecuaciones
de flujo para aguas someras unidimensionales despreciando los términos
convectivos y de fricción. Entonces, sean la ecuación de conservación de masa
y cantidad de movimiento siguientes:

dh , M
 du - n

^ + H ^ - ° Í348°)
du dh
¥ + E ? i T ° <3481>

donde h = h(x,t), u-u(x,t) son el tirante y la velocidad, respectivamente;
xe (-00,00) es el dominio espacial de solución; te(p,tf] el tiempo; tf el tiempo
final; H el tirante promedio del canal de marea y g la aceleración de la
gravedad, El problema (3.4.,80)-(3.4,81) está sujeto a la condiciones iniciales
h(x,O) = ho(x) y u(x,o) ( )

Aplicando una representación de Fourier de la variables dependientes en el
sistema (3.4,80)-(3.4,81)

-i(kx-^ <3 4 8 3>
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Sustituyendo las ecuaciones (3,4.82)-(3.4 83) en (3..4,80)-(3.,4.81), y agrupando
o Hk

gk -ú>
h

u
(3,4,84)

el sistema matricial anterior tiene una solución diferente a la trivial, si y sólo si
el determinante de coeñcientes es nulo, entonces:

Sustituyendo la ecuación anterior en (3,4,82) - (3,4.83), y teniendo en cuenta el
principio de superposición, entonces:

fe) (3 4 86)

h2=h (3.4.87)

(3.4.88)

(3.4.89)

Aplicando el principio de superposición en la condición inicial, y aplicando a
ésta la transformada de Fourier:

hx (fc)+ h2 (k) = h° (k)= — P h(x,O)e-ikx dx

üx (k)+ü2 (fc)- Ü° (fc)= - ^ f u(x,O)e-ífc* dx

(3,4,90)

(3,4,91)

En esta parte se analizarán dos diferentes condiciones iniciales para el
problema (3.4.,80)-{3.4,81).. Sea una condición inicial sin movimiento, ni
variación del nivel h(x,o) = 0 y u(x,o) = 0. Sustituyendo esta condición inicial en
las ecuaciones (3,4,90) y (3.4,91), se tiene:

-•JjHkh, (k) +Hküx (k) = 0 <3 4 92>

o, también:

(3,4,93)

(3,4,94)

(34.95)

Sustituyendo las ecuaciones (3.4 94) y (3,4,95) en (3 4,90) y (3,4.91)
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(3496)

(3,4,97)

de forma similar, se obtiene que la solución para la condición inicial propuesta
es:

0 (fc) (3,4,98)

(3,4,99)

Por otra parte, se propone analizar el comportamiento del sistema (3.4,80)-
(3*4.81) cuando es sometido a una condición inicial de variación de nivel
representado por una función de tipo gausiana. Entonces:

nM-v"^ (34100)

en forma complementaria la condición inicial para el flujo se considera como
u(x,0) = HQ(X) .. Procediendo a aplicar la transformada discreta de Fourier en
condición inicial de nivel (3,4 100), se tiene

2k2
U-k

4 P r f
X 1 ,

L 2
ikL

Sustituyendo (3,4.101) en (3.4,90)
?k2i?k

(3..4.101)

(3..4102)

La solución del sistema (3,4,80)-(3,4,,81), sometido a la condición inicial de
variación de nivel gausiana, pero sin flujo, se obtiene sustituyendo (3.4.102) y
(3.4,99) en (3.4.82) y (3,4.83)

(3.4,103)
hQ

2

L ) J 1 )
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(
H 2

x+JgHt)
¿ J

x-Jgjítf
*- J (3,4,104)

Finalmente para determinar la solución del sistema (3 4,80) y (3.4.81), se puede
determinar si en consecuencia para cualquier número de onda esta solución es
estable, para lo cual se puede analizar la relación de dispersión:

Ui (x, t + Ai) hi (x, í + Ai)

_ UgH&tk _ iCrk&x
tí tí

u2(x,t) ~ h2(x,t) (3.4,106)

_
— tí

donde Cr = •JgH At/Ax, que en este caso se tomará como el número de Courant,
que difiere un poco al utilizado durante el análisis de la ecuación de Bourgues

Aplicando la condición de estabilidad | pa| á 1, se tiene que pa¡ = 1 y p^ = 1, lo
que indica que este sistema es neutralmente estable. Finalmente se determina
que la condición de propagación puede obtenerse de los argumentos de
(3.4,105) y (3,4.106), de donde:

arg(pai) = Cr/cAx (3,4,107)

-CrkAx

— % + CrkAx
(3,4,108)

Proponiendo una discretización en diferencias finitas del sistema de ecuaciones
(3,4.80) y (3.4,81) de forma que:

-J j + Hn J+1 ~ •/~1 = 0 (3,4,109)
Ai °

+ 9 (3,4,110)
At v 2Ax

en donde Ho es el tirante medio del canal al que se le puso el subíndice cero
para distinguirlo de la variables de discretización de nivel.

El sistema (3,4,109) y (3 4,110) queda sujeto a la condición inicial ñj = f(jAx)t

ÜJ = f(jAx),, Sean H = H(xJt),U ~u(xyt) funciones con suficiente grado de
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continuidad, de tal manera que H = H(j Ax, n Ai) = Hj = Hj,

Se aplica el método de Fourier al esquema numérico (3.4.109) y (3,4.110),
proponiendo la aproximación en serie de Fourier para las variables
dependientes

TT n - T'TÍIA^ «t&jAx (3,4.112)

donde pg = e-í«hVc)iAt e s e^ factor de amplificación del /c-ésimo modo de Fourier,,

Sustituyendo (3.4.111) y (3.4.112) en (3,4,109) y (3,4,, 110), y desarrollando, se
tiene

/ -\ -AÍ

.Ai
Ax

Ax
pkgsen(kAx)

Hosen(/cAx)

ÍPfc-1)

H

U

0

0
(3,4,113)

Existe una solución del sistema (3.4.113) diferente a la trivial, si y sólo si el
determinante de coeficientes es nulo, Resolviendo el determinante de
coeficientes e igualando a cero y despejando el factor de amplificación, se tiene
la siguiente relación de dispersión numérica:

l±iCr senCkAx)
"~ ~ r ~ ' (3,4,114)

Aplicando la condición de estabilidad | pfc | ^ 1 en (3,.4,, 114)
1

Pfc <1
l + Cr

2sen2(/cAx)
en donde se muestra que este esquema es incondicionalmente estable,

(3,4,115)

En la relación de dispersión (3.4,114) se puede aplicar una expansión en serie
de Taylor, de forma que

6 r (3,4,116)

Por otra parte, dado que pfc=elffiíl'fc'At, entonces se puede igualar la serie
(3 4,69) con (3,4 116), de donde se tiene
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--JgH0k
3Ax3+O\k -¿j

(3,4,117)

Dado que la solución perturbatoria para &n es del tipo asumido en la ecuación
(3,4,72), entonces, igualando los términos de igual orden de aproximación, se
tiene:

«ío = -
(3,4,119)

(3,4.120)

G>02 = + (3,4,121)

Por1 tanto, la ecuación para evaluar la frecuencia numérica con se puede escribir
de la forma siguiente

©n =+JgH0 k -~k2Ax2 +O(Ax
6 (3,4,122)

Por otra parte, sea la ecuación de conservación de masa en el espacio de
Fourier

(3.4,123)
Ai Ax

Sustituyendo (3.4.69) y una expansión en serie de Taylor en la ecuación
anterior, y agrupando, se tiene:

(3.4,124)
^o>AtH^
2 6

- i (QZAt2H + - i ®2Hok At2Ü +
6 2 u

Finalmente, sustituyendo la expresión perturbatoria para con ecuación (3.4.122)
en la relación (3 4,124), y desarrollando, se tiene

2

- iH0k
3Ax2Ü + O(Ax + Ai)3

6

(3..4.125)

TESIS CON
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Haciendo uso en la relación anterior de la antitransformada de Fourier

3~1[(ip)n.F(p)] = / ín )(x), y desarrollando, se tiene

dH „ dU
Tidt dx dx 6 (3,4,126)

12 dx
±l8At2gH0]+O(Ax

Y realizando un análisis similar para la ecuación de cantidad de movimiento:
dU dH _ 1
dt * dx 2

12

dx dx' {3.4,127)

± 18Aí25rHo]+ O(Ax + Ai)

El grado de convergencia del esquema en diferencias (3.4..109)-(3.4,110) se
tiene al momento en que U->u para Ax,At-»0., Este resultado se puede
observar comparando las ecuaciones (3,4.,109)-(3.4110) y (3..4..80)-(3..4..81).

En los capítulos subsecuentes se llevará a cabo la aplicación del método de
Fourier para determinar la condición de estabilidad y mediante un análisis de
consistencia, se evaluará el grado de convergencia del esquema numérico de
discretización, tanto para una discretización en diferencias como para una
formulación en elemento finito.
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CAPÍTULO 4

DETERMINACIÓN DE PROPIEDADES DE
PROPAGACIÓN DE SISTEMAS CONTINUOS

4,1,. Ecuaciones de Saint-Venant conservativas

En este capítulo se propone llevar a cabo el estudio la propagación de
perturbaciones de-las ecuaciones continuas de flujo a superíicie libre en una
dimensión de Saint-Venant en las versiones que se definieron en el subcapítulo
2.3 Primeramente se analizará la versión conservativa en su versión
integrodiferencial (definición 2.1),, Posteriormente, la versión diferencial
conservativa (definición 2.2) y, finalmente, la versión no conservativa (definición
2.3), utilizando la metodología desarrollada en el capítulo 3,

4,1,1, Construcción del sistema perturbado de las ecuaciones de Saint-Venant,
versión integrodiferencial

Para la construcción del sistema perturbado de las ecuaciones de Saint-Venant
en su versión integrodiferencial, se toma como punto de partida el sistema de
ecuaciones de la definición 2..1, que se enuncia como:
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Ecuación de conservación de masa

dt dx

Ecuación de cantidad de movimiento
Q2

dt dx

gI2(A;x,t)-

A
+ 9

dx

(23,46)

(2.3,47)

El estudio de las propiedades de propagación del sistema (2.3,46) y (2,3.47) se
logra introduciendo pequeñas perturbaciones de forma tal que

A a

( 4 1 2 )

donde A y Q son soluciones de referencia del sistema (2.3,46) y (2-3-47), y a y
q son pequeñas perturbaciones que actúan sobre las variables de referencia
(lámina 3 2); entonces, sustituyendo las ecuaciones (4,1.1) y (4.1,2) en (2.3,46)
y (2,3 47), se obtiene el sistema de ecuaciones perturbadas de Saint-Venant en
su versión conservativa integrodiférencial, siguiente

dfá + a) dÍQ + q) „ (413)
dt dx

0

dt dx A + a dx
(4.1,4)

Desariollando la ecuación de conservación de masa de perturbada (4.1,3), la
cual es lineal, entonces

dA dQ da dq =

dt dx dt dx (4,1,5)

Debido a que la ecuación perturbada de cantidad de movimiento (4 14) es no
lineal, se propone llevar a cabo un análisis término a término, Cabe hacer
mención de que en esta parte del documento el análisis término a término se
llevará a cabo con detalle, debido a que este desarrollo se utilizará en los
capítulos subsecuentes, Entonces para el primer término se tiene:

( )
dt

p
q)_dQ

~ dt

dq

dt

76



Propiedades de Propagación de Esquemas Numéricos para la
Simulación de Flujos a Superficie Libre

Segundo término:

dx A + a
(4.1.7)

En la relación anterior se cumple que | |A |» |a | | (ecuación 4.1.1) Dada esta
propiedad entre la magnitud de las variables de referencia y de perturbación, se
puede aplicar, para el término que es operado por la derivada espacial, una
expansión binomial (Nayféh, 1980) del tipo siguiente:

(4.1.8)

Y sustituyendo la expansión binomial (4.1.8) en (4.1,7):

d_
dx _

A + a

JL
dx A + 2A

dx dx A2 a + O a (4.1,9)

Tercer' término:
En el caso de la integral I^;*,*), que tiene una dependencia con respecto a la
variable de área, para determinar su influencia en la propagación de
perturbaciones el tercer término se analizará con base a su definición de la
integral 2,3.18 (subcapítulo 2.3):

/— \ f yfa+a\x,t)

dx

Como se puede observar en lado derecho de esta ecuación, el término que
contiene la dependencia paramétrica con respecto al área es el nivel de la
superficie libre del agua y(A;x,t)t y para determinar su influencia en la
propagación de perturbaciones se propone aplicar una expansión en serie de
Fréchét-Taylor (ecuación 3.3.6) de forma que

y {A + a; x. t) - y {J; X, t) + a(x,

ayA+O\ (Ihil)
+o(|aa|)

(4.1,11)

Con el ñn de tener una notación más compacta de la ecuación (4.1,11) se
considerará la siguiente notación: y(Á + a;x,t) = y y dy/dA\-¿=yA,. Como paso
subsecuente, sustituyendo la expansión en serie de Fréchét-Taylor (4.1.11) en
(4,. 1,10), y desarrollando
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Hy+ayA+O\\

lr\ +

í
(4,1,12)

De las dos primeras integrales del lado derecho de (4 1,12) se obtienen las
propiedades siguientes con respecto a las variables de referencia:

I
Jo

[j/-'n]8(jc,Ti)dn = ^(A;jc,t) (ecuación 2.3 18)

= II (4,1,13)

íaVA
o í 2,3,22)

(4,1,14)

A
- a =

B
En la integral (4.1,. 14) se evaluó el término AyA\ - A(dy/dÁ)¿\A = A/B$) = D,
donde D es el tirante hidráulico..
Para el desarrollo de la tercera integral del lado derecho de (4.1,12), se puede
introducir la descomposición siguiente:

I ayA
+o a' (4,1,15)

Dado que r\e[y,y + ayA +O[ a jj en la integral que aparece en (4,, 1 „ 15), y a su

vez aj/A+o|]a|| )«y (ecuación 4.1,1), es posible emplear una expansión en
serie de Taylor para x\ y 8(n):

(4,1.16)
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-5)
(4,1.17)

Aplicando el resultado de las expansiones (4.1,16) y (4.1.17) en la primera
integral (4.1,15), ésta se puede escribir de la forma siguiente:

|[2/-i]s(jc,Ti)dn= |_ ( i / - i )
Jy Jy

y+ayA+O[\a

O\a

(4,1,18)

Realizando un análisis similar para la segunda integral de (4.1 15), se tiene que
es de orden o(|a¡2), lo cual implica que la integral (4.1.15) en su conjunto es de

En conclusión, el tercer término de la ecuación de cantidad de movimiento
(4.1,10) se pueden expresar del modo siguiente, sustituyendo los resultados
obtenidos anteriormente, (4.1.13), (4,.1.14) y (4,1.18):

g
dx + g

dx y dx
Cuarto Término:
De forma similar al tercer término, la integral I2(A;x,t) tiene una dependencia
paramétrica con relación a la variable del área, y para determinar su influencia
en la propagación de perturbaciones se puede utilizar la integral (2,3,19), de
forma que

Jo
a;x,í)-Ti] — áx\ (4,120)

Para la evaluación de la dependencia paramétrica en la ecuación anterior se
puede utilizar la expansión en serie de Fréchét-Taylor (4.1.11) para y(Á + a;x,t),
y realizando un desarrollo similar a como se llevó a cabo en el tercer término, se
tiene que

ESTA TESIS NO SALÍ
DE LA BIBLIOTECA
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B dx

Quinto término:

(4.1.21)

(4 1.22)dx "" dx "" dx
= -gASb-gaSb

En este caso, la variación espacial de la plantilla del canal se evalúa con el
valor de la pendiente del fondo Sb = - dz/dx..

Sexto término:
El término de fricción Sf(A,Q;x,t) tiene una dependencia paramétrica con
respecto al área A y al gasto Q. Por tanto, para determinar o evaluar la
propagación de las propiedades de perturbación, se hace necesario aplicar una
expansión en serie de Fréchét-Taylor en la forma siguiente:

, ,dSf(Q,A;x,t)
dA

, t,dSf(Q,A;x,t) (4.1,23)

Para trabajar con una notación más compacta de la ecuación (4.1.23), y
utilizando la ecuación de fricción dimensionalmente homogénea de Chezy-
Manning (2,3.45), se propone definir las siguiente notación:

Sf = Sf{g,A;x,t)

QQ
Á2gR(A;x,t)Á

dSf(A,Q;x,t)_dSf

dA

0 0 1 2 dR(A;x,t),

- _dSf(A,Q;x,t)
dQ

Q
V3

Q

A.

(4,1.24)

(4,1,25)

(4,1.26)
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En el caso de utilizar1 una ecuación diferente para evaluar el término de fricción
Sy(A,<?;*>t)> los términos que se involucran en las variables de simplificación

S/A Y S/Q serán diferentes y, en consecuencia, el resultado que se tenga del
estudio de propagación de perturbaciones también lo será.

Entonces, la expansión en serie de Fréchét-Taylor (4.1.26) en forma compacta,
es:

+aSfA +qS/Q +
(4 x 27)

Finalmente, la ecuación de perturbada de cantidad de movimiento en su
versión integrodiférencial se construye sustituyendo las ecuaciones (4.1,6),
(4 1,9), (4.1.19), (4,1.21), (4.1,22) y (4,1.27) en (41.4) con lo cual se obtiene:

dt dx

d Q

\ )
2 > -

a
dx

gA(aS/A

Ada
B dx

+gA

D 2 dx
a
B

S )A

?A.
dx

dt

/-

ga\^

2±
dx U

(4,1,28)

Los primeros términos de las ecuaciones perturbadas (4.1,5) y (4.1 28), que
dependen exclusivamente de los términos de referencia, se anulan, dado que A
y Q por definición satisfacen las ecuaciones de conservación de masa (2,3,46) y
cantidad de movimiento (2 3 47), esto es:

dt dx
y

+

dt dx
A 0X

(4,1.29)

(4,1,30)

Los términos restantes de las ecuaciones (4,1.5) y (4,1.28), haciendo uso de las
ecuaciones de referencia (4,1,29) y (4,1,30), son los que describen el
comportamiento de las perturbaciones. A las expresiones resultantes se les
denominará ecuaciones de perturbación, las cuales resultan ser:

dt dx (4,131)
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^- + 2
dt

=

d ÍQ ) d
dx

'<?
a

Ada
B dx

A dB

ñ2 dx (4,1,32)

4,12. Construcción del sistema perturbado de las ecuaciones de Saint-Venant
versión diferencial

El análisis de la propagación de perturbaciones en las ecuaciones de Saint-
Venant en su versión diferencial, se llevará a cabo con un procedimiento similar
al utilizado para la versión integrodiférencial, haciendo notar que la principal
diferencia consiste en la manera de trabajar el término de presión, tal como se
menciona en la elaboración de la definición 2.2 (ver subcapitulo 2.3), La
definición 2.2 indica que se tiene el siguiente sistema de ecuaciones:

Ecuación de conservación de masa

, Q'i x> *) — ~r~ + — — 0
dt dx

Ecuación de cantidad de movimiento
Q2

dt dx A
gAdJ^^ + 9ASf(AQ;x,t) = O

(2,3,52)

(2,3,53)

donde las variables que intervienen en las ecuaciones (2.3.52) y (2.3.53) han sido
previamente definidas.

El sistema de ecuaciones (2,3.52) y (2,3.53) constituye un problema bien
planteado de valor inicial y de valores en la frontera, cuando está sujeto a las
condiciones iniciales A(x,o) = A0(x) y Q(x,0)=Qo(x) y a las condiciones de
frontera de flujo subcrítico y supercrítico, dadas por las ecuaciones (2.3.48)-
(2,351).

Las propiedades de propagación del sistema (2,3.52) y (2.3.53) se determinan
introduciendo pequeñas perturbaciones sobre las variables dependientes:
A = A + a, Q = Q + q (ecuaciones 4,1.1 y 4,1.2), donde A y Q son soluciones de
referencia, y a y q son pequeñas perturbaciones. Sustituyendo las ecuaciones
(4.1,1) y (4.1.2) en (2.3.52) y (2.3,53), se obtiene:

dt dx
(4,1,33)
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dt
_a_
dx

=O (4,1.34)

Realizando una comparación entre el sistema de perturbación de las
ecuaciones integrales (4., 1.3) y (4.1,4) con el sistema de perturbación (4.1.33) y
(4 1.34), se puede observar que la única diferencia es la forma como se evalúa
el término de presión, como era de esperarse, ya que esta diferencia se hizo
manifiesta en el subcapítulo 2,3,

El desarrollo de la ecuación de perturbada de masa (4 1.33) se puede expresar
como se presenta en la ecuación (4 1,5), y para la ecuación de cantidad de
movimiento (4 1 34) se puede proceder a realizar un desarrollo término a
término, Pero en vista de que los dos primeros términos y el término de fricción
son similares a los que se tuvieron en la ecuación (4.1.4), sólo se realizará un
desarrollo para el tercer término, el cual se puede evaluar llevando a cabo un
expansión en serie de Fréchét-Taylor para la elevación de la superficie libre del
agua h\A + a; x, í ) , la cual depende del área de forma que

A
(4,1,35)

Para tener una notación más compacta de la expansión (4,1,35), se introduce la
siguiente notación:

hmhffl;x,t) (4136)

hA
dh(A;x,t)

dA
(4,1,37)

Sustituyendo la expansión de Frechét-Taylor (4 1.35) en el tercer término de la
ecuación de cantidad de movimiento perturbada (4,1,34), y haciendo uso de
(4,1.36) y (4.1.37), se tiene:

{
9

a;x,t)
dx

dh
dx

dh -
dx dx

a (4,1,38)

Finalmente, la ecuación de perturbada de cantidad de movimiento (4,1.34) en
su versión diferencial se construye sustituyendo las ecuaciones (4,1,6), (4 1,9),
(4,1,27) y (4..1..38) de forma que:

dt
_a_

+ dx

d ÍT

A dx a
A' (4,1.39)

= 0
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Dado que A y Q representan soluciones de referencia:
dA dQ
dt dx = 0 (4,1.40)

dt dx
(4,1.41)

Tomando en cuenta que h es la elevación de la superficie libre del agua desde
un nivel de referencia, la cual incluye la elevación de la plantilla del canal y el
tirante de forma que h = z + y, y recordando que la pendiente de la plantilla es
la variación de la elevación de la plantilla en la horizontal (dz/dx = -Sb),
entonces la ecuación de referencia de cantidad de movimiento (4.1.41) se puede
escribir como:

Q'
dt dx

(4,1.42)

Los términos de (4,1,5) y (4,1,39) adicionales a los de referencia, son los que
gobiernan el comportamiento de las perturbaciones esto es:

da dq _ n (4,1,43)

~di dx ™

-Sb+ASj
(4,1,44)

Una forma alterna para expresar la ecuación de perturbación de cantidad de
movimiento anterior se puede obtener desarrollando los términos que contienen
los valores de referencia de nivel de la superficie libre del agua d\fiAa)fdx y
dy/dx, Entonces:

Q2

a
Ada.
B dx

A dB
D 2 dx

(4,1,45)

y a dA
B dx

ga{Sf-Sb)+gA{aSfA+qSfQ)+o[{ a = 0

En el caso de llevar a cabo una comparación entre el sistema de ecuaciones de
referencia de Saint-Venant en su versión integral (4,,1,,29) y (4.1.30), con la
versión diferencial (4 1.43) y (4,1,44), se puede observar que persiste la
diferencia en la forma como se puede evaluar el término de presión, lo cual era
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de esperarse, ya que la condición de referencia se respeta al momento de
aplicar el desarrollo de las ecuaciones de perturbación en cualquier versión,

Por otra parte, las ecuaciones de perturbación en la versión integrodiférencial
(4,1.31) y (4.1,32), en comparación con la versión diferencial (4.1,43) y (4,1.45),
son iguales, Esto implica que para el estudio de la propagación de
perturbaciones es indistinto de qué versión de las ecuaciones de perturbación
se haga uso, ya sea integrodiférencial o diferencial., Entonces, para los estudios
de estabilidad subsecuentes sólo se hará uso de las ecuaciones en su versión
diferencial y esto se debe a que la condición de flujo de referencia en el estudio
de las perturbaciones debe tener un comportamiento suave (subcapítulo 3.2,2).
Ello se cumple en forma general en la versión diferencial debido a que no se
tienen variaciones bruscas del ancho de la superficie libre, lo cual indica que no
tiene importancia qué tipo de versión conservativa de las ecuaciones de Saint-
Venant se esté haciendo uso (Cunge et al, 1980),

4.1.3. Análisis de escalas múltiples y localización

Para evaluar si cada uno de los términos de las ecuaciones de referencia
(4,1.40) y (4.1.42) son de igual magnitud, se propone llevar a cabo un
escalamiento, Entonces, sea (xo,ío) un punto de referencia arbitrario en el
espacio de solución Q, alejado de la frontera dQ, en donde se cumple que:

Ao=A(xo,to) (4 146)
Qo=Q(xo,to) (4147)

yo=y[A(x0>to},xo,to] (4 148)
_S0=Sb(x0) (4,1,49)

Sf = S
fo

Además, sean 9g y % respectivamente las escalas de longitud y tiempo
asociadas con las soluciones de referencia., Entonces, defínanse las siguientes
variables adimensionales de espacio y tiempo:

Y — ^ ~" ^°
A - ~ ~ ^ r - {4,1,51)

1 - - ^ ~ (4,1,52)

donde se supone que para desplazamientos x~x0 y t-t0 conmensurables
respectivamente con s£ y %, X y I son de o(l) ,

Adicionalmente, sea Uo-Qo/Ao; entonces se supondrá que % representa una
escala advectiva de tiempo, esto es:
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(4,1,53)

Introduciendo entonces los siguientes escalamientos:

= Q0Q*(X,l)

(4,1,54)

(4.1.55)

(4,1,56)

(4.1,57)

(4,1,58)

Sustituyendo (4.1.51)-(4 1.55) en la ecuación de conservación de masa (4.1,40)
de referencia, se obtiene:

% ar dx

<^dA_^Q^d¿
% 5T Ao dX

dA\dQ* -0
cK dX

= 0

(4,1,59)

La ecuación (4.1,59) indica que cada uno de los términos de la ecuación de
conservación de masa son de igual magnitud, y por tanto el principio de
continuidad se mantiene después de aplicar el escalamiento.

En el caso del escalamiento de la ecuación de cantidad de movimiento de
referencia (4.1 42) se aplican los escalamientos (4,1,51) - (4.1,58), de forma que
se tiene:

Qí
5T Á

o, también:

dQ | d
6T ax A'

<4 1 6 0>

(4 1 61)

En la expresión (4,1,61) el tercer término se puede escribir como
gyo/u% = F~2 = O(l), donde Fr, es el número de Froude. Por otra parte, para el
término de fricción se puede plantear el siguiente escalamiento:

86



Propiedades de Propagación de Esquemas Numéricos para la
Simulación de Flujos a Superficie Libre

unuo
o

gR.

La validez en la magnitud de la ecuación (4,1,62) se evalúa aplicando diferentes
condiciones de régimen de flujo, y para comprobar lo anterior se presenta el
siguiente ejemplo de aplicación a un cauce natural,

Ejemplo: Sea un cauce natural con los siguientes valores del régimen de
flujo: gasto Qo = 300m3/s, rugosidad de fondo Ks = O..3m, velocidad media
Uo = 0..25 m/s, radio hidráulico (que en este caso se le considera con una
sección muy ancha, que es común en un cauce de baja pendiente)
Ro * Vo - l-56m, y la longitud del cauce L = 50000 m; entonces, la magnitud

se tiene en la ecuación (4,1.62) es O Í ^ L ] 9 g s g n ^ 0 ^ = 2416 » 1

Por tanto, se puede definir que la ecuación (4,1.62) se escala de la forma
siguiente:

^ Jj2 Sf = ° (g I dondefo = ° ( g I donde ^<<X (4 1 63)

Al considerar (4,1.63) en (4.1.61), se obtiene:

ai ax
r PfY 2 J J 2 °r PfY TT2 JO J U¡ (4.1.64)¡

0(1) O(l) O(l) 0(1/8) 0(?)

Evidentemente, el término de fricción es dominante en la ecuación
adimensional de cantidad de movimiento (4.1.64) y sólo podría ser balanceado
por el término que involucra a la pendiente de fondo Por lo tanto, se concluye
que:

( 4 1 6 5 )

Entonces, para que todos los términos en (4,1,64) sean de la misma magnitud,
debe cumplirse que la diferencia entre el término de fricción y la pendiente del
fondo debe ser (s^ -So)= O(s), aunque ambos términos por separado tengan

una magnitud muy grande (ecuaciones 4,1,63 y 4,1,65).
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Demostración: En el caso de existir un flujo uniforme ideal, se cumple en forma
exacta que [Sfo -So) = 0, lo cual no llega a suceder en la naturaleza, ya que sólo
puede darse en un flujo que tienda a la normalización. Entonces
(Sfo -So)= O(e)*0, lo cual indica que para cualquier condición de flujo se
presenta la condición de Sf -> So .

Como parte complementaria al argumento anterior, es práctica común
considerar que la pendiente de fricción tiende a la pendiente del canal al
uniformizarse el flujo, lo cual es conecto aunque esta inferencia se extrapola
hasta afirmarse que para un régimen transitorio se cuenta con un flujo
uniforme ideal (Se -S o )=0, como condición de referencia, lo cual se puede ver
en los trabajos de Cunge, et al; 1980, Abbott y Basco, 1989 y García, 1994, La
consideración anterior produce un efecto tal que la ecuación (4.1,65) pierde
información con respecto a las fuerzas de cuerpo y de fricción, lo cual provoca
que al momento de realizarse un análisis de propagación de perturbaciones se
manejan las ecuaciones de referencia y de perturbación en forma incompleta,
de donde se puede concluir que utilizar cualquier versión de las ecuaciones de
Saint-Venant, considerando (s¿ - So) = 0, es una formulación errónea ya que no
se representa adecuadamente el comportamiento del flujo

Sean Â  y A( las escalas de longitud y tiempo aplicadas en las perturbaciones..
Entonces, para escalar el sistema de ecuaciones de perturbación (4.1..43). y
(4,1,45), se propone definir las siguientes variables adimensionales de posición
y tiempo:

C
x ~ xo

= — ^ — (4.1,66)

Af (4,1,67)

donde se supone que para desplazamientos x-xQ y t~t0 conmensurables
respectivamente con Ax y At, C, y x son de O(l)„ Además, se supondrá que At

es una escala advectiva de tiempo, de donde:
Ax

At =77" (4,1,68)
u o

Ahora se supondrá que las escalas asociadas con las perturbaciones son
mucho más pequeñas que las asociadas con las soluciones de referencia, esto
es

_ Ax _ At
s- — - —«1 (4,1,69)
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Asimismo en forma consistente con la supuesta pequenez de las
perturbaciones, se introducirán las siguientes escalamientos para las variables
dependientes de perturbación:

(c,T) (4,1,71)

Como puede observarse en las ecuaciones (4,1.54), (4,1,55), (4,1,70) y (4,1.71)
se ha manejado la hipótesis de separación de escalas, ya que las soluciones de
referencia sólo dependen de las "variables lentas" X y T , mientras que las
perturbaciones sólo dependen de las "variables rápidas" C, y -c,.

Sustituyendo las escalas de perturbación (4,1,70) y (4.1,71) en la ecuación de
perturbación de conservación de masa (4,1,43), y desarrollado tenemos que:

da* dq* rt

+ -~*- = 0 (4 i 721

Como resultado, se observa que la ecuación de continuidad de perturbación es
invariante al escalamiento, por lo que los términos presentes en ella tienen la
misma magnitud

Antes de proceder al escalamiento de la ecuación de perturbación de cantidad
de movimiento (4.1.45), se propone expandir las derivadas espaciales que
involucran los términos convectivos de forma que:

dx[Aq) Adx Adx

JL
dx

i \

A2 a •"
QadQ

„ Z n

dx A dx Á* dx

Entonces, sustituyendo las ecuaciones (4,1,73) y (4,1,74) en la ecuación de
cantidad de movimiento (4 1,45), y agrupando

dq 2 ( Q YdQ QdA) nQ dq Q2 da - r da
dt A{ A ){dx Adx) A dx J dx y dx

(4175)

Se procede ahora al escalamiento de la ecuación de conservación de cantidad
de movimiento de perturbación (4..1,75), incorporando los escalamientos
(4..L52H4.1,58), (41,70) y (4.1.71), y agrupando
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eQodq" 2sQo
2 l( . Q' -YdQ' Q* dA*) s Q¡

A* {dX A' dX) AXAC<=£ A o A A* 3C

da

g ^ ° A hA + gzAna -^-A —^_ + ^5.—5_
Aj,. OL, I S£ ¿?A 9£ (7A

(4.. 1,76)

V S/
o, también

O(s2)=0

di ax ax A* di; A* de,
(4,1,77)

u; U'

En la expresión anterior se puede observar que las magnitudes de algunos
términos se escalan en función de las siguientes magnitudes

T~~u\l) Í4,1,781

u: (4,1,79)

Nuevamente, para escalar el término de fricción, se hace uso de la expresión
(4,1.62). Para el término que involucra la pendiente del cauce por medio de la
ecuación (4,1.63), considerando que en la diferencia de la pendiente de fricción
y de la plantilla del canal en un flujo con tendencia a la normalización se
cumple que (sf ~S0)-O(b), entonces el término de fricción se puede evaluar

como:

(4,. 180)

Sustituyendo los escalamientos anteriores (4. l.,78)-(4.1 80) en (4.1.77), se
obtiene:

dv A.

- - i * 2 *•* *Q da

A*2 dt,

*, * da
hA ~Sf\aA Sf +q A S/v +O(s) = 0 4,1,81

En la ecuación (4.1,81) se tienen términos de orden o(l) y O(s), que dependen
de las variables de referencia y de perturbación, Entonces, para conocer la
influencia qué tienen cada uno de los términos y variables sobre la propagación
de la perturbaciones, se propone llevar a cabo un análisis local como se
presenta a continuación,,
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Tomando en cuenta la hipótesis de separación de escalas (4 1,46) - (4,1.50), se
puede escribir que:

+ O\[(x~xo)+(t-to)f} (4,1,82)

+O\[(x-xo)+(t-to)f) -.1.83)

Aplicando los escalamientos (4.1 51), (4.1..52), (4.1 54) y (4,1.70) en (4.. 1.82) y
en (4.1.83), se tiene:

( \ Q A *

0 ° ^ ° a x P (4.1.84)

(t - í0) . da
^ zA

A.
zAn O eA.

(x-x ) (t~t V
Av A*

{4,1,85}

Además, considerando desplazamientos conmensurables con A^ y At, de forma
que:

X =
t~t o _

A,

(4,1,86)

(4.1.87)

Entonces, aplicando las magnitudes de los escalamientos anteriores en las
ecuaciones (4.1.84) y (4.1,85), y desarrollando se tiene que:

a = (4.. 1.89)

Esto indica que al localizar el análisis de escalas sobre un punto arbitrario, las
variables de referencia tienen un comportamiento suave o de una magnitud
casi estacionaria y, por otro lado, que las variables de perturbación tienen un
comportamiento rápido o de una gran variabilidad, En forma coloquial, el
resultado anterior de localización indica que las variables de referencia pueden
ser localizadas, mientras que las variables de perturbación no pueden
localizadas,,

Lo anterior se puede ejemplificar en el caso de un flujo con tendencia a la
normalización, donde el nivel de la superficie libre del agua tiene una variación
suave dentro del dominio. Pero en el caso de tenerse una análisis localizado
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esta variación es casi imperceptible, a nivel de las variables de referencia, En
cambio, al localizar' el análisis en un punto arbitrario, se puede observar que el
nivel de la superficie libre del agua tiene una variación importante a escala de
las variables de perturbación. Entonces, las variables de perturbación permiten
evaluar el comportamiento de esta variabilidad, tanto en forma temporal como
espacial,

Para completar el análisis de localización sobre el sistema de ecuaciones
(4,1,72) y (4 1.81), considerando el resultado de (4,1.88) y (4,1.89), se tiene

^ + ^ = 0 (4,1,90)

(4,1.91,

buscando una solución perturbatoria para las variables del sistema (4,1,90) y
(4,1,91) (Kevorkian y Colé, 1996)

a=ao+za¡ + o{e2) í4-1-92»
q = ao +za{ +o(e2) (4,1,93)

entonces, la solución del sistema de ecuaciones (4 1 90) y (4.1,91) para la
condición cuando s -» 0+ se puede expresar como:

^ + ?¿L = 0 (4,194)
dx dC,

Al resultado anterior de localización se puede agregar lo siguiente: si dentro del
dominio de solución espacial xe[0,L¡, donde se ha definido el escalamiento de
1/1 = O(l), y además al momento de escalar para las variables de perturbación
la variable de longitud para la escala pequeña se delimita en
C, = ~xQ/Ax =~xo/eL y C, = (L-XJ/AX =(L-xo)/zL (ecuación 4,1,66), entonces,

cuando se tiene una condición de s -> 0+, el rango de variación de la escala
longitudinal a nivel local es £ e (- co, co),

Finalmente, se puede hacer notar que, después de aplicar los análisis de
escalas y de localización al sistema de ecuaciones (4,1.31) y (4.1,45), ha sido
posible transformar el problema de valor inicial no lineal con coeficientes
variables (4,1,31) y (4,1,45) en un problema de valor inicial puro, lineal de
coeficientes constantes (4,1 94) y (4,1,95), y este problema en su versión
dimensional es:
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dt dx

dt dx

ho . , da
Ah gAJaSf +qSf = 0

(4.1,96)

(4,1.97)

Una forma alterna de trabajar los coeficientes de la ecuación de cantidad de
movimiento (4,1,97) se logra utilizando las ecuaciones (4.1..25) y (4.1.26), de
manera que se tienen los siguientes variables de simplificación:

. dh

°dA

A,

dA

(4,1.98)

dSf
gAn—

¿~y ° dA

Qo\Qo 1 2 dR
A0 dA

(4.. 199)

dSf

(4..1.100)

Entonces una forma más compacta de la ecuación de cantidad de movimiento
(4 1 98) se desarrolla haciendo uso de las variables de simplificación (4 1,98) -
(4.1.100), como se muestra a continuación:

4.1 A, Análisis de estabilidad

El resultado del análisis de escalas y localización genera un problema de valor
inicial puro, lineal y de coeficientes constantes (ecuaciones 4 1,96 y 4,1 101), el
cual puede ser resuelto por medio del método de Fourier (subcapítulo 3,1,22),
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que consiste en la aplicación de una expansión en serie de Fourier sobre las
variables de perturbación donde:

^ " " » (4,1,102)

q = qe'fr*—) (4.. 1.103)
y donde k es el número de onda y <o la frecuencia., Entonces, sustituyendo las
expansiones (4.1.102) y (4,1 103) en el sistema (4,1,96) y (4,1.101), y
desarrollando, se tiene que:

(4.1.. 104)

0 (4.1.105)

El sistema anterior puede acomodarse en forma matricial, de forma que
¿(kx-at) C0 -k

<ú-2kUn+iF«
a (4.1,106)

El sistema de ecuaciones (4,1 106) tiene una solución diferente a la trivial si y
sólo si el determinante de su matriz de coeficientes es nulo, entonces:

G>{G>-2kU0+iF2)+k2U*(l-'F;2)+ikF1=0 (4.1 107)

Para obtener la relación de dispersión, se resuelve la ecuación anterior para la
frecuencia de forma que

co = (4,1,108)

Debido a que la frecuencia co es una variable compleja, se puede separar en su
parte real e imaginaria como co= <ar + ia>¿ Entonces cada componente de Fourier
se puede expresar de la forma siguiente:

a = áe*itei{kx-*'t) (4,1,109)

la relación anterior indica que a medida que aumenta el valor de í > 0, la
perturbación se amplificará solamente si <o¿ > 0. Por otra parte, en el caso de
tener co¿ = 0, entonces la perturbación permanecerá de igual mangitud y en el
caso de que cô  < 0 la perturbación decaerá en el tiempo, Esta condición de
crecimiento o decrecimiento de la perturbación es similar a la que se definió
como la condición de estabilidad práctica o crítica (subcapítulo 3.4 1)

Aplicando este criterio de estabilidad práctica a la relación de dispersión
(4,1,108) se tiene

co,- = ±Im (4,1.110)

94



Propiedades de Propagación de Esquemas Numéricos para la
Simulación de Flujos a Superficie Libre

Para contar con una forma más compacta del límite de estabilidad de (4,1,110),
se extrae la parte imaginaría que está dentro del radical de la ecuación de
forma que

2 T r2 T?--I
fc^t/,

1/2 1/2
(4,1.111)

r2 c»—í

La condición más desfavorable de la inecuación anterior se tiene para
sgn[-/c(i70.F2 +F1)]> 0, Aplicando este criterio y desarrollando (4 1111) se tiene
que:

- i2

(4.1.112)

La ecuación anterior es la condición límite de estabilidad más compacta del
sistema de ecuaciones (4.1 96) y (4,1,101),, Por otra parte, si se sustituyen las
relaciones que involucran los efectos de los términos de fricción Fl (ecuación
4.1,99) y F2 (ecuación 4 1,100) en (4,1,112) se tiene:

vl/3
Qo\Qc

+ dA

o, también

donde

Ponce y Maisner, 1993).

Ve

(4,1,113)

(4,1,114)

es el número de Vedernikov (Samuels y Skeels, 1990;

Como resultado del presente estudio de propagación de perturbaciones, se tiene
que el límite de la condición de estabilidad del sistema de ecuaciones de flujo a
superficie libre de Saint-Venant, en su versión integral o diferencial, es | Ve \ <, 1 „
Por otra parte, se ha citado en la bibliografía (Chow, 1959; Ponce y Simons,
1977) que cuando se tienen valores del número de Vedernikov mayores a la
unidad, se presenta en la superficie del flujo una serie de perturbaciones a las
cuales se ha denominado ondas rodantes (rolíing waves)..

Con el resultado del análisis de propagación de perturbaciones y el reporte de
la visualización de las ondas rodantes, se puede concluir que el problema físico

95



Propiedades de Propagación de Esquemas Numéricos para la
Simulación de Flujos a Superficie Libre

de aparición de estas ondas es un problema de inestabilidad de flujo físico, el
cual también es evaluado por las ecuaciones diferenciales de Saint-Venant, ya
que tienen el mismo límite de estabilidad para Ve <, 1.,

4.2. Ecuaciones de Saint-Venant no conservativas

4,2,1,. Construcción del sistema perturbado

Dentro del análisis de los sistemas continuos se procederá a realizar un
análisis de propagación de perturbaciones del sistema de ecuaciones de Saint-
Venant en su versión no conservativa (definición 2.3), el cual se puede
desarrollar de la forma siguiente

Ecuación de conservación de masa:

, U; x, t) = B(H; X, t
dt dx P Mfi\ x, í)] = 0

Ecuación de cantidad de movimiento:

dt dx * dx

(2.3..54)

(2,3.55)

Las propiedades de propagación del sistema (2,3,54) y (2.3,55) se generan
introduciendo una pequeña perturbación en la variables dependientes de la
forma siguiente:

H » h < 4 2 1 >

U u
(4,22)

donde H y U son los valores de referencia, y h y u son pequeñas
perturbaciones que actúan sobre las variables dependientes, sustituyendo las
ecuaciones (4,2,1) y (4.2,2) en (2,3,,54) y (2.3.55), obteniéndose el sistema de
ecuaciones perturbadas de Saint-Venant en su versión no conservativa, como se
muestra a continuación:

dt dx

dt

(4,2,3)

(4 2,4)

Para determinar la influencia de las variables de referencia y perturbación en
las variables que tiene dependencia paramétrica en las ecuaciones (4.2.3) y
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(4.2,4), se propone hacer uso de una expansión en serie de Frechét-Taylor
(subcapítulo 3,3,2), de forma que

+o{¡h
H

h;x,t) =
dH

+o{\\h
H

(4.2,5)

{4,2.6}

)U + u;x,t)=Sf{H,U;x>t)+h(x,t)
H

dSf(H,U;x,t)

dU

(4,2,7)

Con el fin de tener una notación más compacta de las expansiones (4,2,5)-
(4.2.7), se considerará la siguiente notación:

(4,28)

dH H

dA(H\x,t)

dH H

y para los términos que involucran la fricción se considera que
Sf =Sf(HfÜ;x,t)

- a
K u u

gR(H;x,t)

dH H

4
3°

Kt
V3

u
U dR(H;x,t)

9R{H;x,tf H

(4,2.9)

(4,2,10)

(4,2,11)

(4,2,12)

(4,2,13)
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dSf(H,ü;xft)
= " """""dU

u
V3 u

gR(H;x,t) (4.2,14}

Sustituyendo (4,2.8)-(4.2.14) en las expansiones en serie de Frechét-Taylor
(4,,2,5)-(4.2,.7)> se tiene

( ) ( ) (4,2.15)

(4,2.. 16)

+hS/H +uSfu (4.2,17)

Una vez generadas las expansiones en serie de Fréchet-Taylor (ecuaciones
4.2.15 y 4.2.17), para continuar con el estudio de propagación de
perturbaciones se sustituyen estas expansiones en la ecuación de perturbación
de masa (4.2.3)., Desarrollando, se tiene

(4,2,18)

ñdH d (r.-:\ ^=dh
dt dxy ' dt

dh {„ dH -dU ^0B] ,
— + BH + B — + U— \h
dx [ dt dx dx)— du dA Ji}.A — + — u + Ol\\h

dx dx v"
h u

Además, tomando en cuenta la expansión (4.2.17) en la ecuación de cantidad
de movimiento (4,2.4)

dU rTdU dH dz -z, du Tjdu dU ^ ) dh
+ XJ + g + g + gSf + + JJ + + QO fTr \U + O +

dt dx * dx * dx * J dt dx [dx ^ Ju y dx (4.2.19)

Del sistema de ecuaciones perturbadas (4.2.18) y (4 2.,19) se puede extraer la
parte que satisface las ecuaciones de masa y cantidad de movimiento para la
condición de referencia, de forma que

0 (4220)
dt a*

du rT
dt dx y dx

S/-Sb) = O (4,2,21)

donde Sb = -dz/dx es la pendiente longitudinal de la plantilla del fondo del canal,

98



Propiedades de Propagación de Esquemas Numéricos para la
Simulación de Flujos a Superficie Libre

Entonces, las ecuaciones que describen el crecimiento o decaimiento de las
propiedades de propagación de perturbaciones de las ecuaciones de Saint-
Venant no conservativas, o ecuaciones de perturbación, son las siguientes:

dh rrñdh í o 3H -=dÜ =zdB\ -du d~Á J\UUB { B B u h A 0"h

í 4 2 2 3 )

4,2,2, Análisis de escalas múltiples y localización

Realizando un análisis de escalas múltiples similar al llevado a cabo para las
ecuaciones conservativas considerando nuevamente que para conocer- el
comportamiento de cada uno de los términos de las ecuaciones de referencia
(4.2 20) y (4.2.21) hay que definir cuáles términos son de igual magnitud, se
propone llevar a cabo un escalamiento, tomando un punto arbitrario (x0>t0) de
referencia en el espacio de solución Q, de forma que:

H0=JÍ(x0,tQ) (4.2.24)
U_o=Ü(xo,to) (4.2.25)

B0=B[H(x0 , t0);x0 , í0] (4.2.26)
Ao=A[H(xo>to);xo,to] (4-2.27)

S0=Sb(xo) (4.2.28)
Sfm=Sf1p(*0>to).V(?co,to);x0,to] (4-2.29)

Definiendo las escalas de variables independientes de forma que

X = ^ ° (4.2,30)

t-t,
(4,2.31)

-r _ j ; Ô

® - y~ (4,2,32)

y para las escalas de la variables dependientes y con dependencia paramétrica
H = H H*(X T) (4,2.33)

rT = TTTT*(Y T\ (4.2.34)
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sb=sos*b(x) (4237)

S / = S / O S ; [ H * ( X ^ ) , U * ( X J ) ; X , I ] ( 4 2 3 8 )

Como paso subsecuente, sustituyendo los escalamientos (4.2.30)-(4.2.36) en
(4.2.20)

^ ^ ^ A ^ V W ^ A^VM) (4.2,39)+

La ecuación anterior indica que los términos de la ecuación de conservación de
masa son de igual magnitud, y este principio se mantiene después de aplicar el
escalamiento

Por otra parte, aplicando los escalamientos (4.2..30)-(4.2.32), (4,2.33), (4.2.34),
(4,2,37) y (4,2,38) en la ecuación de cantidad de movimiento (4.2.21)

dT <=£ dX y <=£ dX y v fo S ° h} K '
y desarrollado

^ + U*^ + g!L?íL + g^\sfS}-SoÍS¡f)=O (4.2,41,
OÍ C/A (_/ VJV C r t

en la expresión anterior gHofu% = Fr"
2 = o(l), donde Fr es el numero de Froude.

En el caso del término de fricción <fi&/u%Sfo = O(l/S) (ecuación 4., 1.63) y

g£/U%S0 = O(l/5) (ecuación 4.1.65) Entonces, la ecuación (4.2,41) se puede
escribir como:

dU* TT*dU* HodH* l / o o \A*o* A

+ U + g—%• + g-[Sf ~SO)A Sf = 0
di 6X y 2 dX y 8 V * °^ ! (4,2,42,

El término fricción tiene una representación similar a la que se dedujo en las
ecuaciones conservativas, lo cual indica que la diferencia [sfo -So) = O(s),

Tomando en cuenta las características del escalamiento anterior, con respecto a
las ecuaciones de referencia en un punto arbitrario (xo,to) sobre las variables
lentas, para llevar a cabo el escalamiento de las ecuaciones de perturbación
(4,2,22) y (4.2.23) es necesario introducir las siguientes escalas para el mismo
punto arbitrario sobre el dominio de solución (xo,to)} en este caso para las
variables de perturbación o de variación rápida, las cuales son:

100



Propiedades de Propagación de Esquemas Numéricos para la
Simulación de Flujos a Superficie Libre

T — (4.2,43)
• Í V x

Af (42,44)

donde

Aí " jf- (4..2.45J

8 a a " # = " ^ < < 1 (4,2.46)

Además, las escalas para las variables dependientes de perturbación son:
,*(r r\ (4 2.47)

u = eí/ou*fcx) (4,2,48)

Sustituyendo las ecuaciones (4,,2,33)-(4.2 36), (4.2,43)-(4.2.48) en la ecuación
de perturbación de masa (4,2.22)

o . dh* zHoUoBo . . 3h* £^o£70 * 3u* gAQCT0 9i4* * M

d A di; A dC & dXA £ dx AX as AX as 9g ax

I o* ^ íyr1 c& í í rv f*"̂  í^^v

l f¿> OÍ sG> CA ^ia GA

o, también
„* ah TT*_* an .* au a^ *

J D P <-< J J P ^ i T Ct (Ai T̂  o

di &; de, ax
ar ax ax

considerando explícitamente únicamente los términos de orden O(s)en la
ecuación anterior

*^L * ^ ^ ( ) 0 (4.2.51)a? a?

Para el escalamiento de la ecuación de cantidad de movimiento de perturbación
(4,2 23) se sustituyen en esta las escalas (4.2..33)-(4..2.38) y (4.2.43)-(4..2..48), de
forma que

du zUl TT*du TT (Uo dU* Sfo . "| * SHO dh*
+ J + gf + q S f \u + q +

At <k AX ec, °{<z ex y u o
 fu) y AX d¿; (4ii2,,52)

Finalmente, considerando los escalamientos del término de fricción (4.1..63) y
(4,1,65), y tomando en cuenta únicamente los términos de orden O(s) en
(4.2.52)
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dz u
du Hodh

a;
(4.2.53)

A continuación se llevará a cabo un análisis de localización, tomando en cuenta
las definiciones de separación de escalas (4..2.33)-(4.2..38), se puede escribir
que:

+O{[(x-xo)+(t-tof} (4,2,54)
*0/dx oídt

IAY t\ — u(y • \du
dx

xdU o{[(x-xo)+(t-tof} (4,2,55)

y aplicando un escalamiento en las ecuaciones (4..2.54) y (4.2 55), de forma que:
-*„)„ dü*

uov =uou + ax
(4.2..56J

sUou =
A.

•sU,
di

+ O
\x~x0) | (t~to)

Ax At I
zU, (4.2.57)

Considerando además, que la variación de las escalas de magnitud pequeña
pueden evaluarse por medio de las ecuaciones (4.1 88) y (4,, 1.89), y aplicando
las magnitudes de los escalamientos anteriores en las ecuaciones (4.2,56) y
(4.2 57), se tiene que:

u = 1 + O(l) (4.2,59)

Nuevamente se puede mencionar que el resultado anterior indica que al
localizar el análisis sobre un punto arbitrario, las variables de referencia tienen
un comportamiento suave o de una magnitud casi estacionaria, y que las
variables de perturbación tienen un comportamiento rápido o de una gran
variabilidad, En forma coloquial se dice que las variables de referencia pueden
ser localizadas y las variables de perturbación no pueden localizadas.

Finalmente, el sistema de ecuaciones (4.2,51) y (4,2,53), después de la
localización, se puede escribir como:

dx
dh du

(4,2.60)

(4,2 61)
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Buscando una solución perturbatoria para las variables del sistema (4,2,60) y
(4,2.61)

u - u* +sui+o(e2) (4,2,63)

entonces en la solución para la condición de e -»0+ , el sistema de ecuaciones
(4 2.60) y (4.2.61) queda de la manera siguiente:

(4.2,64,u d i w v dC, " dC,

(_<„ —— + Q—-pr 1- Q — 5f Of l i n + O í rirt 1= U (4 2 65)o

Al realizar la localización del sistema de ecuaciones de perturbación dentro de
un dominio de solución espacial xe[o,¿], donde se definió el escalamiento de
9g/L = o(l), al momento de escalar para las variables de perturbación la variable
de longitud para la escala pequeña, se delimita en <; = ~xo/Ax = - x o / s ^ y
C,-(L-XO)/AX =(L-xo)/s9g„ Cuando se tiene la condición s-»0+ el rango de
variación de la escala longitudinal a nivel local es £ e (-00,00),

Después de aplicar el análisis local al sistema de ecuaciones (4,2,22) y (4,2.23),
se ha transformado de un problema de valor inicial, no lineal, de coeficientes
variables en un problema de valor inicial puro, lineal, de coeficientes
constantes, que en la versión dimensional del sistema escalado de perturbación
(4.2 64) y (4,,2,,65) se muestra del siguiente modo:

_ dh __ _ dh . du -
0 dt ° ° dx ° dx (4,2,66)

du TT du _ __dh _ _(„ n h)-0

Una forma alterna de trabajar los coeficientes del sistema de ecuaciones
anteriores es considerando las siguientes constantes simplificatorias., Y, en el
caso de los términos de fricción, se propone hacer uso de las ecuaciones
(4 2.13) y (4,2.14):

D°~~B~ (4 2,68)
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dSt
= 9-

dH

4
3

Vo Uo

R* dH (42.69)

9Sfva = 9
dS,

dU

= 2cc El
R.o _

1/3
u.
R,

(4 2,70)

Utilizando las relaciones anteriores en las ecuaciones (4.2,66) y (4.2.67) se tiene
6h T_ dh _ du _
dt ° dx ° dx (4.

du Tr du
dt ° dx

dh
dx

F3h + F4u = O (4,272)

4,2,3 Análisis de estabilidad

Contar con un problema sistema de ecuaciones de valor inicial puro, lineal y
de coeficientes constantes (4.2,71) y (4,2,72), permite aplicar una expansión en
serie de Fourier para obtener la solución de n-ésima componente sobre las
variables de perturbación, de forma que: h -he^kx'^ y u^üe^kx"mt\ donde k
es el número de onda y o> la frecuencia, Aplicando estas expansiones en serie
Fourier en el sistema de ecuaciones de perturbación (4,,2,71) y (4.2,72), y
desarrollando, se tiene:

-gk + i F3 (£>-kU0 + iF4

h

u
(4,2,73)

La relación de dispersión de la ecuación (4,2,73) es:
¿F4 A ' ~ ~ ^ (4,2.74)

Aplicando la condición de estabilidad práctica o estricta, donde | co¿| < 0 en la
ecuación (4 2,74) y extrayendo la parte imaginaría que está dentro del radical
de la ecuación, se tiene:
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-]l/2

< O {4.2.75)

Dado que la condición más desfavorable en la inecuación anterior se tiene para
sgn[- kD0F3] > 0. Aplicando este criterio y desarrollando, se tiene que:

2

< 1 (4 2,76)

La ecuación (4.2.76) es la condición límite de estabilidad del sistema de
ecuaciones de Saint-Venant, versión no conservativa (3,2.54) y (3,2,55). Por
otra paite, si se sustituyen las ecuaciones (4,2,69) y (4,2.70) en (4,2,76), de
forma que:

R.

1/3
u.

R

2a Es
1/3 U,

(4,2,77)

y, desarrollando, se tiene:
Ve

(4.2,78)

donde Ve =

rectangular,

dR es el numero de Vedernikov para un canal primático

De lo anterior se puede concluir que independientemente del tipo de versión de
ecuaciones de Saint-Venant que se maneje, la condición de estabilidad límite es
la misma, y se define para | Ve | < 1, ecuación (4,1.114) o (4,2,78),

Como puede observarse la condición de estabilidad | Ve \ z 1 es la misma para
las versiones conservativa y no conservativa de las ecuaciones de Saint-Venant.
Adicionalmente esta condición es aplicable no solamente a un flujo de
referencia uniforme, sino a flujos de referencia gradualmente variados e incluso
transitorios.
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CAPÍTULO 5

ANÁLISIS DEL ESQUEMA DE
PREISSMANN

En la práctica de la ingeniería se hace necesario conocer el comportamiento del
flujo a superficie libre unidimensional en ríos y canales, para uno o varios
puntos y para diferentes momentos, Esto es posible haciendo uso de las
ecuaciones unidimensionales de Saint-Venant (capítulo 2,3), con la salvedad de
que no es posible obtener1 una solución explícita debido a que dichas
ecuaciones son diferenciales parciales no lineales, y en este momento no se
cuenta con las herramientas matemáticas suficientes que permitan tener una
solución general para cualquier condición de frontera (Cunge, et al, 1980;
Abbott, 1979),

Debido a lo anterior, para solucionar las ecuaciones de flujo mencionadas
anteriormente se hace uso de una metodología de aproximación en diferencias
finitas o elemento finito, Esto se debe a que esta metodología transforma el
sistema de ecuaciones diferenciales parciales no lineales en un sistema de
ecuaciones algebraicas no lineales, donde se puede incluir cualquier condición
de frontera, y la forma de solución de las ecuaciones algebraicas es por medio
de diversos métodos numéricos del álgebra lineal (Burden y Faires, 1985;
Gerald, 1987; Chapra y Canale, 1989; Celia y Gray, 1992; Press etal, 1992).
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Tomando en consideración lo anterior, en esta parte del documento se
estudiarán, lo más detalladamente posible, las propiedades de propagación del
esquema implícito en diferencias finitas conocido bajo las siguientes
denominaciones: Esquema de Caja (Box Scheme), Esquema de Cuatro Puntos o,
simplemente, Esquema de Preissmann (Cunge y Wegner, 1964; Abbott, 1979;
Cunge, etal, 1980; Abbott y Basco, 1989).

Anteriormente se han realizado diversos estudios de análisis de consistencia y
estabilidad del esquema de Preissmann (Abbott, 1979; Cunge et al, 1980; Lyn
y Goodwin, 1987; Abbott y Basco, 1989; Samuels y Skeels, 1990; Meselhe y
Holly, 1997), pero dichos estudios no tienen carácter general, ya sea, por que
no utilizan las ecuaciones de Saint-Venant en forma completa (Abbott, 1979;
Cunge et al, 1980; Abbott y Basco, 1989), o porque eliminan el término de
fricción y estudian una versión euleriana.. Otros estudios más completos
incluyen el término de fricción o una linealización del mismo (Lyn y Goodwin,
1987; Meselhe y Holly, 1997), pero sin considerar el efecto del factor de peso
temporal (Samuels y Skeels, 1990), Entonces, en esta parte del estudio se
propone realizar un análisis lo más completo posible del esquema de
Preissmann, considerando el uso de la metodología para determinación de
propagación de perturbaciones como se propuso en el capítulo 3.,

5,1 Análisis de consistencia

Se trata de una herramienta que permite estudiar el comportamiento asintótico
que se involucra en el refinamiento de la malla o un conjunto de refinamientos,
en la discretización de Preissmann (Abbott, 1989) de las ecuaciones de Saint-
Venant en su versión conservativa diferencial (definición 2,2), Para ello se toma
como punto de partida la definición del sistema de ecuaciones por analizar,
donde \ í

conservación de masa:

cantidad de movimiento:

(2,3.53)

donde x es la coordenada en el sentido horizontal y í el tiempo, como variables
independientes; Á(x, t) y Q(x, t) el área y gasto respectivamente, como variables
dependientes; además (x,í)efi = [O,L]X[O,T] delimitan el espacio de solución; L,
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longitud de la conducción; T, tiempo final de solución; g, aceleración de la
gravedad; h\A;x,t)= y{Á;x>t)+ zb(x) la elevación de la superficie libre del agua
desde un nivel de referencia; y\A;xtt] elevación de la superficie libre del agua
medida desde la plantilla del fondo del canal; zb(x) la elevación de la plantilla
del fondo del canal desde un nivel de referencia y Sf\Á,Q;x,t) la pendiente de
fricción (ecuación 2.3,45),

El sistema de ecuaciones (2.3,52) y (2,3.53) constituye un problema bien
planteado de valor inicial y de valores en la frontera, que está sujeto a las
condiciones iniciales para Á(x,0) = Ao(x) y Q(x,0) = Qo(x) Las condiciones de
frontera se definen para flujo subcrítico y supercritico como se describen en las
ecuaciones (2.3 48)~(2,3,51).

Para discretizar el sistema continuo (2,3,52) y (2,3,53) en un esquema de
Preissmann (lámina 5,1), se considera una función continua F:Q->9?2, donde
Cl{x,t) es el espacio de solución y 9í el conjunto de los números reales, A su vez
se tiene una variable discreta Fn que se aproxima a F(A:;-,ín)en un punto {xj}tn)
del espacio Q Además, el espacio de solución Q(x,t) es cubierto con una malla
uniforme de espaciado Ax para cualquier intervalo Ai, donde &x = L/J,
At = T/N y J y N son números enteros e indican la cantidad de intervalos
computacionales de discretización espacial y temporal respectivamente, de
forma que Q{xjttn) - Cl(jAx,nAt) y el conjunto de puntos de los subíndices ;' se
agrupan en el vector JQ..

At

(1-0)

e

ni
j

Ax

<•• " •

J+1

Lámina 5.1. Representación en el plano x-t
del esquema de Preissmann {Box Sckeme)

Entonces, la propuesta de discretización en diferencias finitas de Preissmann
(Abbott, 1979) para la derivada espacial, temporal y términos independientes se
describe a continuación:
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Discretización de las derivadas temporales:

*j ~ j

dt Aí

donde y e [l,0] es el factor de peso espacial,

Discretización de las derivadas espaciales:
dF_

dx
(i-e)

donde 8 e [l,o] es el factor de peso temporal,

Discretización de los términos adicionales:

Aí
(5,1.1)

Ax
(5.1.2)

(5 13)

Entonces para construir el esquema en diferencias según el esquema de
Preissmann de las ecuaciones de Saint-Venant conservativas (2.3.52) y (2,353)
se sustituyen los operadores de discretización (5. l..l)-(5,,l,3), de forma que

' + 6 ^ ^ ^ - = 0 Í5.1..4)
Aí Aí Ax Ax

n+l

(i-e) 91
A 7+1

Q

(5,1,5)

^ 1 ] ¡= o
Una vez que se tiene el sistema discreto (5,1,4) y (5.1 5), y para proceder al
estudio de la determinación de la consistencia numérica, se debe tomar en
cuenta que las variables discretas dependientes An,Qn tienen valores sólo en la
posición P(x.,tn).. Entonces se hace necesario proponer una función polinomial
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que pase por para cada punto de discretización del espacio, de manera que
&(xj>tn)~Aj>o(xj>tn) = Q1j> Y estas funciones polinomiales A y Q tienen la
propiedad de cumplir con requisitos suficientes de continuidad, de forma que
permitan aplicar una expansión en serie de Taylor de grado n.,

Una vez definidos los requisitos de continuidad para las funciones polinomiales
A y Q, se propone realizar la aplicación de un expansión en serie de Taylor
para cada uno de los cuatro puntos F(x;,fn+1), f(xj+l,tn+1), f(xj,tn) y F(xj+l,tn), en
los que tiene influencia el esquema de Preissmann (lámina 5.1) Entonces, la
expansión de la esquina superior izquierda es:

{)

~ F(x,t)-\uAx—
' dx

v(i-e)Axit|¿
dxdt

dt

(l-8)2A¿2

M 2! dt'

M/2Ax2 52F
2! 5x2

^ 3! dx3
(5.. 1,6)

dx2dt (*.*) dxdt'

(l-9)3Aí3 53F
3! dt'

Para manejar una notación más compacta de esta expansión en serie de Taylor
y de las que se manejarán más adelante, se consideran la siguiente notación:
dF/dx = dF/dt = F(, d2F/dx d2F/dxdt = F^ , d2F/dt2 = F a , d3F/dx* =

d3F/dx2 dt = F ^ , d3F/dxdt2 =Fxtty d3F/dt3 = Fm„ Sustituyendo esta notación en la
expansión (5.1..6) se tiene:

( ) ( (

\ | / 3 AA: 3 _

~3!~ "

(i-e)3At;

3!

- Q)AxAt Ftt -

e)Ax2At c

2 ^

(5.1,7)

xxt

Por otra parte, las expansiones en serie de Taylor para las otras esquinas del
esquema de Preissmann son:
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Esquina superior derecha:
( ) ( ( )

(51.8)

2! * 3!
( l y f A x - ( l ¥ ) ( l e ) A x A t F

3! ** 2 **

Esquina inferior izquierda:
( ; , tn ) = F(x ~ \|/Ax, t - GAí)

V A x c AA Afc 62At2
 c+ r r r ^ + xj/UAXAt h^ + — - r t t2\ 2! 3! (5,1,9)

93Aí3

3! '

Esquina inferior derecha:
K ) ( ) C , £ - 9Aí)

(5 110)

XXX3!

93At3

3! "

Entonces, la consistencia numérica de los operadores de la propuesta de
Preissmann, tanto para la derivada temporal (5,1.1) como para la derivada
espacial (5.. 1.2) y para los términos independientes (5,1,3), se determina
sustituyendo en estas las expansiones (5.1 7)-(5,1,10) y desarrollando:

(5,1.11)
2 " 3! *" 3!

(5.U3,
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En el caso de que los valores de los factores de peso temporal y espacial sean
9 = 1/2 y y = 1/2, entonces el orden de consistencia numérica de los operadores
(5.1 14)-(5,1.16) es 0{Ax2,At2). Para valores diferentes de los factores de peso, el
orden de consistencia es menor.

Finalmente, la consistencia numérica del esquema de Preissmann aplicado a
las ecuaciones de Saint-Venant (2.3.52) y (2,,3,,53) se determina sustituyendo en
estas las ecuaciones (5,1,11)-(5,, 1,13), de forma que:

= A.
(5,1,14)

3! *xxx

3!
Ax'

A

3!

J xxx

9 xxx
e(i-e)

1

(5,1,15)

3!

-^>Ax*$f +
2 Jxx

Del resultado anterior se puede evaluar el grado de aproximación, el cual varía
dependiendo de los valores que puedan tomar los factores de peso espacial y
temporal. Entonces, si se tiene que los valores de los factores de peso están
centrados en la célula de aproximación de Preissmann, de manera que
v|/ = 0 = 1/2, entonces se determina que el orden de aproximación de (5.1,14) y
(5,. 1.15) es:

¿ (Q)= A, +QX +o(Ax2,At2)

= Qf Ai (5,1,17)
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Por' otra parte, en el caso de tener un valor de y * 1/2, 6 * 1/2, y manteniendo el
rango de variación \f/e[l,o], ee[l,O], entonces el orden de consistencia de
(5.1.14) y (5,1,15) es:

+gA^)+S)+O(A + At) (5,1,19)

Finalmente, el grado de consistencia numérica del esquema de Preissmann se
enuncia mediante el siguiente teorema:

Teorema 5.1. La aplicación del esquema de Preissmann (5,1 1)-(5,1,,3) en el
sistema de ecuaciones de Saint-Venant (2.3,52), (2.3.53) es consistente
numéricamente bajo cualquier norma, cuando se tiene un refinamiento de la
malla deforma que Ax,At -> 0.

Demostración: Se toman los sistemas de ecuaciones (2.3,52), (2,3,53) y (5.1.14),
(5,1.15) y se refina la malla, de forma que se llega a la siguiente aproximación
bajo cualquier norma:

) ¿ ( ) -» 0 cuando Ax, Ai -» 0
(5 1.

9%(A,<5)-m/(A,Q) -> 0 cuandoAx.At -> 0
yo,, i. «¿ ÍJ

I
Con la demostración del Teorema 5.1 se concluye que el esquema de
Preissmann aplicado a las ecuaciones de Saint-Venant es consistente
numéricamente„

5.2.. Construcción del sistema perturbado

Continuando con el análisis del esquema de Preissmann aplicado a las
ecuaciones de Saint-Venant conservativas (5.1,4) y (5.1 5), en esta parte se
determinará la propagación de perturbaciones, introduciendo una pequeña
perturbación que actúa sobre las variables dependientes de área y gasto, de
forma que:
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A] - • A j

Qn

•
>

'
: >

D

D

j

n
"j

D

D

(5,2,1)

(5,2.2)

donde Á] , Q" son valores de referencia que tienen una variación suave o lenta

dentro del dominio de solución, y an , qn son pequeñas perturbaciones que
actúan sobre los valores de referencia y presentan una variación brusca o
rápida y | | es cualquier tipo de norma sobre los valores discretos

Tomando en cuenta, de manera similar a como se definió en el subcapítulo
(5,1), que las variables de referencia y de perturbación son variables discretas,
por lo que sólo tienen valores en los puntos de discretización del dominio, y con
el fin de evaluar' las propiedades de propagación de perturbaciones, se propone
introducir un polinomio que pase por cada punto del espacio de discretización

Q-Cl\x.,tn)f de manera que A¡ =Aj tQj =Q*« En esta condición, las
perturbaciones son pequeñas variaciones sobre las variables de referencia
polinomiales, Los polinomios A? , Qy tienen la propiedad de contar con los
suficientes requisitos de continuidad que permiten aplicar una derivada de
grado n ,

Debido a que para el uso de las funciones polinomiales antes descritas es
necesario cambiar de notación en las variables de las ecuaciones, tanto del
esquema de Preissmann (5,1 A) y (5.1,5) como al momento donde se introduce
una pequeña perturbación (ecuaciones 5,2.1 y 5.2,2), y con fin de tener una
notación más ágil, se propone no cambiar de notación de las variables en
cursiva por tipo times no cursiva, aunque el hecho de no hacer este cambio no
significa que se pierdan las propiedades de continuidad de los polinomios sobre
las variables de referencia antes mencionadas,

Entonces, para continuar con el estudio de la propagación de perturbaciones,
se introducen las ecuaciones de perturbación (5,2.1) y (5,2,2) en el esquema de
discretización en diferencias (5,1.4) y (5.1,5), de manera que:

(5.2,3)

(5.2.4)

Como se puede observar en (5,1,4), el operador de conservación de masa
es lineal, PoV tanto, se puede separar en un operador para los términos de
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referencia y otro para los de perturbación, de manera que es posible escribir la
ecuación (5,2,3) como:

(5..2.5J

Para el caso del operador de cantidad de movimiento 9%() (ecuación 5,1,5), es
lineal sólo el primer término, y los demás términos son no lineales, por lo que
se propone llevar el estudio de propagación término a término donde se
presenten no lineales, de forma que para el segundo término de la ecuación de
cantidad de movimiento (5.2,4), sea necesario aplicar una expansión binomial

debido a que A, (Nayféh, 1980).. Entonces

- i - i

Aj -aftÁj
(5,26)

O a

o también

A + a
j ^

í-2\n

Q
(5,2,7)

Para el tercer término de (5,2 4), se tiene una dependencia paramétrica sobre la
variable dependiente de área, por lo que se propone aplicar- una expansión en
serie de Frechét-Taylor (ecuación 3,3.6), como se muestra a continuación:

(5.2,8)

dA A(xjttn)
o\ D

considerando una notación más compacta en la expansión (5.2,8)

a ? 2
+ a}¡ =tij+a]hA

7}+0..

donde se incluyen las siguientes variables de simplificación

dA

(5,2,9)

(5..2.10)

(5,2,11)

Para el cuarto término de la ecuación de cantidad de movimiento (5,2,4) se
tiene que la variable de la pendiente de fricción presenta una dependencia
paramétrica con respecto a las dos variables de referencia de área y gasto, Se
propone entonces aplicar una expansión en serie de Frechét-Taylor (ecuación
3,3.6) en las dos dimensiones paramétricas, como se muestra a continuación:
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O
/
[1 n

j

í-

D

Sf(A

\ 2 "

j D)

A{Xj,tn)

A su vez, una forma más compacta de la ecuación (5.2.12) es:

a' D D

donde se tienen las siguientes variables simplificatorias:

A{Xj,tn)

_ n dSf(AQ)
dA

n dSf(A,Q)
SfQj = ~

(5,2,12)

{5,2,13)

(5.2,14)

(5,2,15)

(5,2,16)

En el caso de las variables de simplificación (5.2.. 15) y (5,2.16), si se hace uso
de la ecuación de fricción dimensionalmente homogénea de Chezy-Manning
(2,3,45), entonces los términos S/jJj, S/Q

n se definen por las ecuaciones

(4..1..25) y (4,1,26) respectivamente.

Revisando las ecuaciones (5,2,7), (5.2.9) y (5.2,13), y teniendo de antemano que
el primer término de la ecuación de cantidad de movimiento (5.2,4) es lineal, se
puede observar que para cada término de las ecuaciones antes mencionadas un
término depende exclusivamente de las variables de referencia y los demás
términos de las variables de perturbación y de referencia en forma combinada,
Entonces, la ecuación (5.2.4) se puede escribir de la forma siguiente:

m(^Q>?,q») (5217)

donde los operadores ^¿ÍA^Q^ ] y CYW\ A?,Qy J satisfacen en forma exacta las

ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento (5,1 4) y (5,1,5) para las
variables de referencia, y los operadores 9£(a^,qJJ y ifÜAj.Q^a^q7-] definen

el sistema de ecuaciones de propagación de perturbaciones del esquema de
Preissmann para las ecuaciones de Saint-Venant en su versión conservativa, y
la presentación completa de los operadores de perturbación son:

g ^ 3 ^ q
 = 0 (5.2.i8)

Aí Aí Ax Ax
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(i-o)
Ax

Q

2(1-e)

n+1 rtn

3

n+l

Ax

(5.2.19)

— 1 A
•n u " |+

Ax

] }•

o [1aJ D +
nn \2

1
D)

= 0

5.3. Análisis de localización

La metodología de escalas múltiples y localización, tal como se definió en el
capítulo 3, sólo se puede aplicar- sobre operadores continuos, y debido a que el
sistema de ecuaciones (5,2,18) y (5,2,, 19) es un conjunto de operadores de
diferencias, aunque las variables sean continuas, a fin de cumplir con los
requisitos para aplicar el análisis de escalas y localización es necesario un
análisis de consistencia de los operadores discretos de ^ ( a ^ q j ) y
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cÍfÜAnj)Q
rij,ar-iq

T- , haciendo uso de las expansiones en serie de Taylor de forma

similar a lo realizado en el subcapítulo 5 1,

Entonces, sustituyendo las expansiones en serie de Taylor para cada uno de los
cuatros puntos del esquema de Preissmann (ecuaciones 5,1.10-5.1.13) en los
operadores discretos (ecuaciones 5 2 18 y 5,2.19), y presentado sólo términos
con orden superior al lineal, se tiene :

da dq
i ±_ _i_

dt dx dt'
AAx + O A* ,Af^ I = 0

\ ' I

(5,3..2)

Otra forma de evaluar la elevación de la superficie libre del agua desde un nivel
de referencia es separando el tirante y la elevación de la plantilla del fondo del
canal, de manera que h = h(A;x,t) = y[A;x,t)+zb{x), donde y[A;x,tj es el tirante
de la sección transversal y zb(x) la elevación de la plantilla del fondo del canal.
Además, si la variación de la plantilla del fondo del canal permanece constante
en un tramo del canal, se puede considerar que dz(x)/dx = -Sb, donde Sb es la
pendiente longitudinal de la plantilla del canal, Entonces, la ecuación de
conservación de masa (53.1) y cantidad de movimiento (5 3,2) se pueden
escribir de la forma siguiente:

da da ^¡ \ ^ (5,3 3)
dt dx

Q2

dt dx a 4. O -Z—\ X

dx\A

a'. D

d\fiAa
dx

1 A

1^
1J D)

1 - _ o,. «

2
Ax Ai = 0

(5,3,4)

Con el sistema de ecuaciones (5.3.3) y (5.3,4), en este momento es posible
realizar el escalamiento para conocer si cada uno de los términos de estas
ecuaciones son de igual magnitud.
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Entonces, considerando un punto arbitrario de referencia {xo,to) en el espacio
de solución Cl y alejado de la frontera dCl, y tomando en cuenta que las
ecuaciones por escalar (5.3,3) y (5,3.4) tienen una formulación similar' a las
ecuaciones de perturbación (4 1,43) y (4,1,44), desarrolladas en el subcapítulo
(4,1,2) y si, además, las variables de referencia cumplen con la separación de
escalas (4.1.,46)-(4.1.50), entonces es posible aplicar los escalamientos
siguientes: para las variables de referencia, ecuaciones (4.1.54)-(4.1.58); para
las variables independientes de escala lenta, ecuaciones (4,1,51)-(4,1,53) para
las variables independientes de escala rápida, ecuaciones (4,1.66)-(4.1 67); para
las variables de perturbación, ecuaciones (4.1,70) y (4.1.71), y para delimitar la
relación entre las escalas lentas y rápidas, ecuación (4.1.69), Tomando en
cuenta lo anterior, sustituyendo los escalamientos (4,1.70) y (4.1,71) en (5 3,3)
y desarrollando, se tiene:

d¿ ^\eai dq ( ) ( g )
At di Ax ^ V ' di dt,

Para lograr un adecuado escalamiento de la ecuación de cantidad de
movimiento (5,3 4) se debe desarrollar su término convectivo, de forma similar
a como se manejó en el capítulo (4,1), ecuaciones (4., 1 ,,73) y (4,1,74).. Entonces,
la ecuación de cantidad de movimiento (5,3 4) por escalar se presenta de esta
forma:

(5 3 6)

Entonces, sustituyendo las escalas (4..1,54)-(4,1,58), (4,170) y (4 1 71) en
(5,3,6), y desarrollando

gA*q

o, también
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( '

En la expresión anterior se observa que yQ /h0 = O(l) (ecuación 4.1,62);
gho¡u1 =F~2 =O(l); la relación entre el término de fricción y la plantilla del
canal para un flujo con tendencia a la normalización presenta un
comportamiento g\&<=g,IUo){f$fo -S0)=O(s) (ecuación 4.1.80), Por tanto, la
ecuación (5,3,8) se escribe de la forma siguiente:

El sistema escalado (5,3,5) y (5,3.9) es igual al sistema que resultó de un
escalamiento similar para el sistema continuo (4,1,72) y (4,1,81) (subcapítulo
4 1.2).. Entonces, al aplicar el análisis de localización sobre el sistema (5,3.5) y
(5.3.9) se tendrá el mismo resultado que se obtuvo del mismo tipo de análisis
en el subcapítulo 4.1,3, por lo que el sistema de ecuaciones localizadas en su
versión dimensional es

da 4. d(i - n

d<2 orr &Q TT2 da h
0 „ , da . [ _ _,

r ^ t / C T C/ r~ ¿\ fi, T W/l U O , T O O .

aí ° a x °dx uu2 ° dx i /ACo

Recordándose además que el resultado principal de aplicar el análisis de
escalas múltiples y localización al sistema de ecuaciones (5.3,3) y (5,3.4) es la
transformación del problema original, que es de valor inicial no lineal con
coeficientes variables, por un problema de valor inicial puro lineal de
coeficientes constantes,

Considerando una forma alterna de trabajar los coeficientes de los términos de
fricción en la ecuación de cantidad de movimiento (5,3,11) por medio de las
relaciones (4 1.98) - (4,1,100) definidas en el subcapítulo 4,1.2, entonces:

+ 2 U o U l F + F + F

dt dx oV r }dx l 2
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Retomando la propuesta de discretización de Preissmann en el sistema de
ecuaciones localizadas (5 3.10) y (5,3.12), al substituir los operadores de
derivada temporal, espacial y de términos independientes, ecuaciones (5.1.1)-
(5.1.3), se genera un sistema de ecuaciones discretas en diferencias finitas
lineal de coeficientes constantes como se muestra a continuación:

Ai Ai Ax Ax

(5,3,14)

{(1 -

5,4, Análisis de estabilidad

Dado que el sistema escalado de diferencias (5,3,13) y (5.3.14) es lineal de
coeficientes constantes, entonces este sistema se puede solucionar aplicando
una expansión en serie discreta de Fourier, de la forma como se definió en
(3,4,54), por lo que las componentes discretas de Fourier para las variables de
perturbación se definen a continuación:

a1} =a(jA,;) ()pl

q] = q(j*x,nAí;m) = q(fc)pü eikjAx (5,4.2)

donde p^, es el factor de amplificación del m-ésimo modo de Fourier y k el
número de onda..

Sustituyendo las componentes de Fourier (5,4.1) y (5,42), para un modo
arbitrario de Fourier, en el sistema de ecuaciones discretas (5.3,13) y (5.3.14)
se tiene

a Aí Ai Ax Ax
= 0 (5.4 3)
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pneikJ6x\á - l )

Jkáx
+

Ai Ai Ax

(5,4,4)

+

Considerando una forma alternativa de representar los términos exponenciales
tal que:

eik¿" +1 = 2eikáx/2 cos(kAx/2) (5-4 5)

eikÁX -1 = 2ieikáx/2sen(fcAx/2) (5,4,6)

Sea c s cos(/c Ax/2), s = sen(/c Ax/2) y X & At/Ax, entonces:

(5,4,8)

y, ordenando (5,4.7) y (5 4.8) en forma matricial:

p
neikJ6x

-2ÍU(I-

0 +

-0 + 0p)
(2vf/-l)is]

- l ) i s ]
} + 0p)

F2Aí(l-0 + 0pXc + (2\]/

(5.4,9)

Utilizando el parámetro de simplificación matricial K propuesto por Morton
(Samuels y Skeels, 1990 )

)[ ( ]
_ 2Xs( l - Í541°)

y reagrupando el sistema matricial (5,4,9) con base en parámetro de
simplificación (5,4,10)

K - 1

pneikjAx
U&-F;2) K-2C7,

+
2Xs 2Xs

a 0

0
(5,4,11)

Entonces extrayendo el determinante de coeficientes e igualando a cero
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K - K 2£/«-
2Xs

2¿ (5.4.12)

Por otra paite, tomando los valores de Fi y F2 de las ecuaciones (4 1.99) y
(4,1.100), y desarrollando, se tiene:

i = 9A
dS<

9A

dA

dSf

( K
= -2a =±

Qc 1 2 1 di?

dQ
= 2a

^A> 3i?0<¿A

2gS,

(5.4,13)

(5,4,14)

Sustituyendo las ecuaciones (5..4.13) y (5,4,14) en (5,4,12) y considerando la
definición del parámetro de fricción I s gSfaAt se obtiene:

t[c + (2y-l)ís]l
K 2 - K

UAs
así, la relación de dispersión para de (5..4.11) es

2U0Xs

(5,4,15)

2 (5,4., 16)

A fin de determinar el comportamiento de la variable K en la propagación de
perturbaciones, sabiendo que K es una variable compleja, y dejando la ecuación
(5.4 10) en función de p, se tiene:

_ c + (2y -1)¿s - 2¿ Xs K(1 - 6)
P ~ C + ( 2 1 ) S + 2 I X S 6 (5,4,17)

La condición de estabilidad estricta del esquema en diferencias se cumple para
un valor de | p| <, 1,, Aplicando esta condición límite de propagación a la ecuación
(5,417) resulta en:

í)is
(5,4,18)

Dado que K se puede separar en una parte real e imaginaria, de forma que
K = RC(K)+ ¿Imfc), por lo que de (5,4., 18) se obtiene la siguiente relación

Im(KXsc) < X2s2\ K |2(20 - Í)+Xs2 Re(K)(2y -1) (5,4,19)

La ecuación anterior, en vista de la complejidad que introducen las expresiones
(5,4,10) y (5 4,16), implica que resulte muy difícil establecer una desigualdad
explícita para expresar la condición de estabilidad en términos de los
parámetros de discretización Ai, Ax, 9 y y,, Por lo anterior, a partir de este
momento se buscará un conjunto de condiciones de estabilidad suficientes que
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generalicen la condición de estabilidad del esquema para cualquier condición
de flujo.. En términos matemáticos, la consideración anterior, se puede expresar
a través de la siguiente desigualdad, que considera la combinación más
desfavorable en términos de la estabilidad del esquema:

<, mínk2s2 | K |2(2G -1) + As2 RC(K)(2\|/ -1) 1 = K ,5 4 2Q)
Ir L Jmax

k

Con el objeto de simplificar el análisis, considérese ahora dos posibilidades
K <, 0 y K > 0 . Analizando primeramente la posibilidad K < 0, la ecuación
(5,4,20) se cumplirá si máx Im(K Ase) <= 0

k
Por otra parte, reordenando la relación de dispersión (5,4 16) de manera de
extraer el término Im(K A se), se tiene que:

/ \ e l
Im(KA se) = ± c Im2Ur

gD0X
2s2 + i [c + (2\j/ - l)í s]Xs

2U,

Sustituyendo la condición máx Im(K I se) z 0 en (5,4,21) se llega a:
k

2

±clm 2s2gDo\
2s - í)is]X (2\y-l)is]l

2U,

Tomando en cuenta las siguientes variables simplificatorias:

clFr

y sustituyendo (5,4.23) y (5,4,,24) en (54.22)

Además, extrayendo la parte imaginaria de la ecuación (5 4 25)

X2 -

(5,4,21)

iZ 0 ; V k i5422)

(5,4,23)

(5,4,24)

(5 4,25)

En la ecuación anterior la condición más desfavorable se presenta para
sgn(x Ve - )̂ > 0, Entonces, de la ecuación (5 4.,26), tenemos:

Ve ; Vfc (5 4,27)

Esto constituye una condición de estabilidad suficiente del esquema de
Preissmann aplicado a las ecuaciones de Saint-Venant conservativas para
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máx Im(icXsc)<, O. Por construcción, (5.4 27) automáticamente implica, con
k

creces, la satisfacción de (5.4.20) para X > 0 „ No obstante, la condición definida
por (5,4,27) no indica la influencia que pueden tener los factores de peso i|/yG
en la estabilidad del esquema, Entonces, analizando la condición de estabilidad
de suficiencia en la parte derecha de la desigualdad (5,4.20) para el caso K £ 0,
se tiene:

1 +
Im2(K)

Re2(K)_
(20- l )>0 ; Vfc (5,4.28)

En la relación anterior se puede hacer notar que el esquema es estable para
y = 1/2, 6 > 1/2. Si se tiene la condición de 6 < 1/2, la ecuación (5,4.28) se puede
escribir de la forma siguiente:

(i irt ...\A . .

V f c (5,4,29)Aí<

Re(K 11 + lm2(K)

Re2(K)_
(20-1)

En efecto, se puede demostrar- que una de las raíces de K, (KV+) tiene el
siguiente límite, lim Im(icV+\ -> -oo, para esta condición el esquema es

kAx~>0 y '
incondicionalmente inestable, y que para el caso más desfavorable se presenta
para fcAx->0, lo cual implicaría que el esquema sería estable para Aí<0 e
inestable para Ai £ 0 (Véase Anexo A, ecuación A.21)..

Ahora bien, si 8 £ 1/2, se pueden analizar dos posibilidades:
a) Para el límite de k Ax -» 0, si para la parte imaginaria de K se toma el signo

positivo del radical; se tiene que lim Im(icV\ -> -oo , Entonces, (5.4.28) se

cumplirá siempre, ya que Refc)* 0 (véase ecuaciones A, 15, A, 17 y A..21 del
Anexo A). Por lo tanto, en este caso, el esquema es estable..

b) Si la parte imaginaria K toma la raíz correspondiente al valor negativo del
radical lim W K V I ->• 0 y realizando una combinación de las soluciones

k A 0 K }
V

para la parte real de K (anexo A, ecuaciones A, 15 y A, 17), se tiene que:

para la raíz positiva de la parte real de K :

+ (0 -1/2) > 0 (5 4 30)

para la raíz negativa de la parte real de K :
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donde Cr es el número de Cour ant,

Entonces, las inecuaciones (5 4,30) y (5,4,31) indican la condición de
estabilidad del esquema de Preissmann en función de los valores de 9 y \j/, este
resultado es una condición de estabilidad condicional influida por las
condiciones de flujo, Por tanto, si se desea que el esquema sea estable
independientemente de la condiciones de flujo, las condiciones de estabilidad
en términos de y y 9, son:

1
V = g (5,4,32)

e * J (5.4.33)

Es importante mencionar que la condición de estabilidad independiente de las
características del flujo se tiene para lim ImfcV) -> -oo, y = 1/2 y 9 > 1/2,

k A Q K '

Adicionalmente, la relación (5.4,31) es similar a la reportada por Lyn y Goodwin
(1987), este resultado se ha reportado en la literatura (Abbott, 1979; Lyn y
Goodwin, 1987; Samuels y Skeels, 1990), por lo que el único caso que mantiene
una condición de estabilidad es para y = 1/2 y Qz 1/2

Entonces, se puede concluir que el segundo término de la izquierda de la
ecuación (5,4,20) introduce una condición de estabilidad condicional del
esquema de Preissmann y que es delimitada por la condición de flujo, este tipo
de resultado fue determinado en forma experimental en la publicación de Lyn y
Goodwin (1987), pero no fue demostrado por estos autores, adicionalmente en
el subcapítulo 5,5 se puede observar este resultado de estabilidad condicional
en las láminas (5,15 - 5,25), en donde se tiene la graficación máxlp! de la

k
relación de dispersión (5,4,17) para diferentes condiciones de flujo y diferentes
valores de y, 9 y | Ve \ < 1, con lo cual se confirma en forma analítica y
experimental que la única línea de estabilidad incondicional del plano y,9 e [l,o]
se tiene para \\i = 1/2 y 9 > 1/2 ,

Finalmente, como resultado del análisis de propagación de perturbaciones,
escalas múltiples, localización y aplicación del método de Fourier, del esquema
de Preissmann (5,1,1)-(5,1,3) aplicado a las ecuaciones de Saint-Venant en su
versión integral (2,3,46), (2,3,47) o diferencial (2,3,52), (2.3,53), la condición de
estabilidad se puede enunciar en el siguiente teorema:

Teorema 5.2. Sea el esquema de Preissmann (5.3,13)-(5.3,14) aplicado a las
ecuaciones de Saint-Venant en su versión integrodiferencial (2.3.46), (2,3.47), o
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diferencial (2.3.52), (2,3.53), dado que se tiene una aproximación consistente en
diferencias (Teorema 5.1), este esquema es convergente en el sentido del
Teorema 3.1 "Equivalente de Lax" para las condiciones de estabilidad
incondicional \Ve\<l, y = 1/2 y 8 > 1/2..

Demostración: Una vez determinada la condición de estabilidad incondicional
tanto para la condición Ve ^ 1 (5.4.27) como para los factores de peso y = 1/2 y
0^1/2 y demostrado que el sistema es consistente (teorema 5.1) se demuestra
que bajo estos parámetros el esquema es convergente cuando se tiene un
refinamiento de la malla Ax,Aí -»0, debido a que los límites de estabilidad no
dependen de la configuración de ésta.,

I
También se puede hacer notar como resultado importante de este estudio de
estabilidad, dado que el teorema de Equivalencia de Lax se propone para un
problema evolutivo lineal bien planteado; en este caso se ha logrado ampliar la
aplicación de este teorema a un problema evolutivo no lineal bien planteado,
como resultado del análisis de escalas múltiples y de localización..

Para confirmar la validez de los resultados obtenidos, en el subcapítulo 5.8,3 se
presentará una serie de pruebas numéricas para diferentes condiciones de
flujo, lo cual permitirá comprobar la bondad de esta metodología.

5,5,. Retratos de amplitud y fase

Para la grafícación de los retratos de amplitud y fase de la relación de
dispersión del esquema de Preissmann (ecuación 5.4.17), y con el fin de tener
una secuencia rápida de localización de cada gráfica, se propone la siguiente
clasificación:

a) Retratos de amplitud que tienen una semejanza con las condiciones de flujo
de las que se hará uso en las pruebas numéricas en el subcapítulo 5,8,2..

a. 1) Condición de flujo subcrítico:

Las condiciones topológicas y flujo subcrítico de todas las pruebas numéricas a
los largo del documento se muestran en la tabla 5 1.
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Parámetro Valor
considerado

Gasto [Qo = Q(x,0)) en (m3/s) 3 0 0

Ancho de la base del canal [b] en (m) 200
Talud de la pared del canal [ak] (adim) 4
Rugosidad de Manning [n] 0,025
Longitud del canal [L] en (m) 25000
Discretización espacial [Ax] en (m) 62.5
Tirante normal [yn] en (m) 2.19187
Tirante crítico [yc] en (m) 0.60962
Número de Fraude [Fr] {adim) 0.14431
Número de Vedernikov [Ve] (adim,) 0,09619

Tabla 5,, 1.. Condiciones topológicas y de flujo subcrítico,,

Para tener un mejor manejo de las láminas se propone la siguiente secuencia
de presentación (tabla 5.2), en donde para cada retrato de amplitud se
consideran los números de Courant Cr - {O..O1,0,11,2,5,10,30,50,75,150},,

Nombre de identificación
del retrato de amplitud

Ret_amp_Fs01Pr
Ret_amp_FsO2Pr
Ret_amp__FsO3Pr
Ret_amp_FsO4Pr
Ret_amp_FsO5Pr
Ret_amp_FsO6Pr

Valores
factores

e
0,5
0.6
0.7
0,8
0,9
1.0

de los
de Peso

0,5
0,5
0.5
0,5
0,5
0.5

Tabla 5,2,, Clasificación de los retratos de amplitud para
flujo subciítico del esquema de Preissmann,,

a. 2) Condición de flujo supercrítico

En el caso de flujo supercrítico las condiciones topológicas y de flujo para todas
las pruebas desarrollas en el documento se puede consultar en la tabla 5,3, Los
datos de identificación de los retratos de flujo supercrítico se indican en la tabla
5.4.
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Parámetro

Gasto [Qo « Q(x,O)] en (m3/s)
Ancho de la base del canal [b] en (m)
Talud de la pared del canal [ak] (adim)
Rugosidad de Manning [n]
Longitud del canal [L] en (m)
Discretización espacial [A*] en (m)
Tirante normal [yn] en (m)
Tirante crítico [yc] en (m)
Número de Froude [ Fr ] (adim)
Número de Vedernikov [Ve] (adim)

Valor
considerado

300
200

4
0,025
25000
62,5

0,49071
0,60962
1,38634
0,90607

Tabla 5,3 Condiciones topológicas y de flujo supercrítico,

Nombre de identificación
del retrato de amplitud

Ret_amp_Ft01Pr
Ret_amp_FtO2Pr
Ret_amp__FtO3Pr
Ret_amp_FtO4Pr
Ret_amp_FtO5Pr
Ret_amp_FtO6Pr

Valores de los
factores de Peso

e M>
0,5 0.5
0.6 0.5
0,7 0,5
0,8 0.5
0.9 0,5
1.0 0.5

Tabla 5,4,, Clasificación de los retratos de amplitud para
flujo supercrítico del esquema de Preissmann.

b) Generación de los planos de iso-estabilidad para la condición máx(p) de la

relación de dispersión (5,4,,17) y para diferentes valores de los factores de peso
espacial y temporal en el rango 9 e [o,l] y \\t e [0,l], determinado para las
siguientes condición de flujo:

Gasto (Q) - 10m3/s
Ancho de la base (b) ~ 1.0 m
Talud (ak) =0
Rugosidad de Manning (n) = 0 025

A fin de identificar el tipo de plano de iso-estabilidad para cada tipo de
simulación se tiene la tabla 5,5 de identificación, en donde se modificó
solamente la pendiente de fricción para buscar las condiciones de flujo, ya sea
de cambio de régimen o de la condición de estabilidad límite (| Ve\ <, 1),,
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Nombre de la Prueba

máx_p_01
máx_p_02
máx_p_03
máx_p_04
máx_p_05
máx_p_06
max_p_07
max_p_08
max_p_09

Valor del
número de
de Froude

K
0.0988
0.9362
0.9888
1.0142
1.0872
1.5701
2,3042
2.3150
3.2458

Valor del
número de
Vedemikov

Ve

0,0173
0.3168
0.3346
0,3511
0.3848
0,6188
1.0001
1,0068
1.5173

Tabla 5,5,, Clasificación de las pruebas de iso-estabilidad
del esquema de Preissmann,,

c) En las láminas de la relación entre la fase numérica (relación de dispersión
5.4,17) y la fase continua (relación de dispersión 4,1,108), se presentarán los
resultados considerando exclusivamente para las condiciones de flujo en que se
realizaron las pruebas numéricas, las cuales quedan definidas en las tablas
5.-4.. y 5.5..

c.l) Condición de flujo subcrítico

Tomando los valores topológicos y de flujo de la tabla 5,1 y para tener un mejor
manejo de las láminas de los retratos de fase se propone la siguiente secuencia
de presentación (tabla 5,5), en donde para cada retrato de fase se consideran
los números de Courant Cr = {0 001,0.01,0 1,1, 2,5,10,30,50,75,150}:

Nombre de identificación Valores de los
del retrato de amplitud factores de Peso

Ret_fas_Fs01Pr
RetJás_FsO2Pr
Ret_fás_FsO3Pr
RetJás_FsO4Pr
Ret_fás_FsO5Pr
RetJás__FsO6Pr

Tabla 5,6, Clasificación de los retratos de fase para flujo
subcrítico del esquema de Pxeissmann,,

e
0.5
0,6
0,7
0.8
0,9
1.0

0,5
0,5
0,5
0,5
0,5
0.5
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c.2) Condición de flujo supercrítico

La secuencia de clasificación de los retratos de fase supercrítico se muestra en
la tabla 5,7, tomando en cuenta los datos de topología y flujo de la tabla 5,3.

Nombre de identificación
del retrato de amplitud

Ret_fas_
Ret_fás_
Retjas.
Retjas.
Ret_fás_
Ret fás_

FtOlPr
FtO2Pr
FtO3Pr
FtO4Pr
FtO5Pr
FtO6Pr

Valores
factores

e
0,5
0.6
0 7
0,8
0,9
1.0

de los
de Peso

M>

0.5
0.5
0,5
0.5
0.5
0.5

Tabla 5,7,, Clasificación de los retratos de fase para
flujo supercrítico esquema de Preissmann,

Lámina 5,2, Caso Ret_amp_Fs01Pr,

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Lámina 5.3. CasoRet_amp_Fs02Pr.

Lamina 5,4,, Caso Ret_amp_FsO3Pr

U f i
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Lámina 5,5,, Caso Ret_amp__FsO4Pr.

Lamina 5.6. Caso Ret_amp_FsO5Pr,

FALLA DE ORIGEN
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c?

i
Lámina 5,7,, Caso Ret_amp_FsO6Pr,

1 005

1

0 995

"ü 0,99

0 985

0 98

0 975

-

-

-3

y = 0 , 5

e = os

i

10'2
i

10"1

k Ax

\ \ /fu'

\ \ \ / 11 ~

-

1

01

10°

Lámina 5,8, Caso Ret_amp_Ft01Pr,
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Lámina 5 9., Caso Ret_amp__FtO2Pr,

Lámina 5,10, Caso ReC.amp_.FtO3Pr,,
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Lámina 5 11 Caso Ret_amp_FtO4Pr.

Lámina 5,12 Caso,, Ret,_amp_FtO5Pr.
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Lámina 5.13. Caso Ret,amp_FtO6Pr.

Lámina 5.. 14.. Caso máx_p_01,
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Lamina 5.15. Caso máx_P_02.

Lámina 5,16,. Caso má^_p_03,,
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Lámina 5.17. Caso máx_p_04.

Lámina 5.18. Caso máx_p_05
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0 8 0,9

Lámina 5.19. Caso máx_p_06.

0 1 0.2 0,8 0,9

Lámina 5,20, Caso máx_p_07,
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0 2 0,3 0,4 0 5 0 6 08 09

Lámina 5.21. Caso máx_p_08. o o

-

Lámina 5,22 Caso máx_p_Q9,
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Lámina 5.23. Caso Ret fas FsOlPr

Lámina 5,24,, Caso Ret_fas__FsO2Pr,
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Lámina 5.25. Caso Ret_fas_FsO3Pr.

Lámina 5,26. Caso Ret_fas_FsO4Pr,
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Lámina 5.27. Caso Ret_fas_FsO5Pr.

Lámina 5,28,, Caso Ret fas FsO6Pr
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Lámina 5.29. Caso Ret_fas,FtOlPr.

Lámina 5.30, Caso RetJás_FtO2Pr
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Lámina 5.31. Caso Ret_fas_FtO3Pr.

Lámina 5,32. Caso Ret_fas_FtO4Pr.
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Lámina 5.33. Caso Ret_fas_FtO5Pr.

Lámina 5,34,, Caso Ret_fas_FtO6Pr.
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5.6,, Análisis de convergencia del método de Picard

Hasta este momento el estudio de las propiedades de propagación del esquema
de Preissmann aplicado a las ecuaciones de Saint-Venant se ha limitado a su
consistencia numérica y estabilidad., Sin embargo, al aplicar el esquema de
diferencias finitas al problema original de ecuaciones diferenciales parciales no
lineales se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas que también son no
lineales; esto implica que para su solución se debe considerar el empleo de un
algoritmo iterativo (Paniconi, etal, 1991),

De tal modo, en esta parte del trabajo se realizará un análisis de convergencia
en un paso de tiempo Ai al aplicar la metodología iterativa de Picard (Aldama y
Paniconi, 1991; Paniconi, et al, 1991; Baume y Malaterre, 1992) Con el fin de
tener un punto de comparación con otra metodología de solución iterativa, en el
siguiente subcapítulo se analizará la metodología de Newton-Raphson (Burden
y Faires, 1988; Fennema y Chaudry, 1989; Paniconi, et al, 1991), y ambos
estudios se aplicarán al sistema de ecuaciones algebraicas no lineales producto
de la aplicación del esquema de Preissmann en las ecuaciones de flujo a
superficie libre unidimensional,

Cabe señalar que en el apartado (5,1) se presentó dicho esquema de
discretización,, La forma que allí presenta el término convectivo de la ecuación
de cantidad de movimiento (5 1.5) dificulta programar un algoritmo adecuado
para la actualización no lineal (ya sea por el método de Picard o por el de
Newton-Raphson) En vista de lo anterior, se propone manejar el término
convectivo de la ecuación de cantidad de movimiento (2.3,52) desarrollando las
derivadas espaciales como muestra a continuación:

dx
\

A Adx A2 dx

Además, para evaluar el término que contiene el nivel de la superficie libre del
agua, se considera que h(Á;x,t) = y(Á;x,t) + z(x), donde y(Á;x,t) es el tirante en
la sección transversal y z(x) la elevación de la plantilla del canal, Por tanto, la
variación espacial del nivel de la superficie libre del agua en (2 3,53), se puede
escribir de la forma siguiente, aplicando la regla de la cadena:

dh\Á;x,t)_dy[Á;x,t) dz(x)
dx dx dx

-sfx) 1 ?!.&(,) (5.6.2)
dA dx & w B{A;x,t)dx &v

donde B(A;x¿) es el ancho de la superficie del agua en la sección transversal y
S.(x) la pendiente longitudinal del fondo del canal.,
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Entonces, sustituyendo las ecuaciones (5,6,1) y (5,6.2) en la ecuación de
cantidad de movimiento (2,3.53) y agrupando:

donde D{Á; x, t) = Á/B(Á; X, t) es el tirante hidráulico,

Para el análisis de convergencia de la iteración no lineal de Picard, se realizará
una aproximación temporal en diferencias finitas a las ecuaciones de Saint-
Venant conservativas (2,3.52) y (5.6.3), como se muestra a continuación:

- 0 (5.6.4)

n+l,m

A)
(5,6,5)

Vdx)

f - s b y +e(sf ~

donde <=¿ y n* son operadores semidiscretos asociados respectivamente con
la ecuación de conservación de masa y de cantidad de movimiento; n es el
intervalo de tiempo; m es el identiñcador de actualización de los términos no
lineales y 9 es el factor de peso temporal,

Para determinar la propagación del error en cada iteración m en (5.6.4) y
(5.6,5), debe considerarse que el valor actual de las variables dependientes
tienen una pequeña diferencia con respecto a la solución exacta de forma que:

An+1'm=An+1>m+a
n+l,m

A

Qn+1'm

am (5.6.6)

(5,6.7)

donde las variables J*)n+ son la solución exacta a la cual deben tender las
variables a medida que progresan las iteraciones, y (»)m es el error que se tiene
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en la iteración m . Para evaluar el comportamiento del error en la solución
iterada del esquema en diferencias se sustituyen las ecuaciones (5.6.6) y (5,,6.,7)
en (5.6.4) y (5,6,5), de forma que:

An
>Qn

>A +am,Q +qm\ =
- Á (5.6,8)

(569)

Para desarrollar la ecuación (5.6.8), que es lineal, se pueden separar los
términos que dependen de la solución exacta (•) y los términos de error en la
estimación (•)m+1., Entonces se puede tener que:

An+\Qn+iy^m) (5.6.10)

donde los operadores de cg (•) y
—n+l

de la ecuación (5,6,10) son:

(5 6,11)

m+l

(5,6,12)

En el desarrollo específico de la ecuación (5,6,9) para los términos no lineales y
con dependencia paramétrica, se puede hacer uso de una expansión en serie de
Frechét-Taylor, de igual manera que se realizó para el estudio de propagación
de perturbaciones (subcapítulo 5.2), con la diferencia que en este caso la
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pequeña perturbación sobre la variable dependiente es el error que se tiene en
la iteración m, Entonces, haciendo uso de las ecuaciones (5.2.7), (5.2.9) y
(5.2,13) en la ecuación (5,6.6), y en el caso del tirante hidráulico D{A + a) se
aplica una expansión serie de Frechét-Taylor similar a la desarrollada en la
ecuación (5,2,9), separando además los términos que dependen de la solución

exacta (•) y los términos de enor en la estimación (•)m+1, se tiene que:

n+l n+l m+1 nm+l m nm i ,
j\ ,v ,a ,q ,a ,g +

O
-

1
_ v

am+l
D

m+1
\2 /

+
D

m
\ 2 "

]
JO-/

donde los operadores de c¡%*{*) y de la ecuación (5.6.13) son:

Qn+l-Qn

Ai

-fl/2r+flí2i
-sn+l

ax;

n+l

^ - ^

e(s/ - sbf
+1

+

,n+l
(5,6.14)

e)A» )T+1]
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—7 rt + 1 —Tl + 1 mj.1 m i l m m i

• A }\f ta >q ) « >q \ —

20

20

-—\n+l

T"

_m+l

~Aí
n+l'

+

a'

\n+l

m+l

— \n+l

{5,6,15)

+ 0
_

7^ <?
A'

—\n+l

\m+l

+
dx)

donde D = Í)(A) y DA =(dD/dÁ)¿ son las variables de simplificación de la
expansión en serie de Frechét-Taylor del tirante hidráulico.,

Evidentemente <=g(An,Qn,T+\Qn+1} = 0 y cm/í^n>Qn^n+\Qn+l) = O dado que

An,Qn,A y Q satisfacen en forma exacta las ecuaciones de referencia
(5.6.4) y (5.6.5),. Esto se debe a que estos valores de referencia permanecen
invariables a medida que se realiza la actualización m, dado que los valores en
el tiempo n son constantes independientemente de la iteración m que se esté
calculando. Además, los valores para n + l con barra son la solución exacta y
no cambian durante el proceso de convergencia, y de igual manera sucede con
los términos con dependencia paramétrica., De acuerdo con lo anterior

0 (5,6.. 16)

O i

1_ v
rtm+l
a +D

«m+l
q

\2 /
1 , (+

D) \
Tfí.

a +D

Tn
\ 2

rDJ
(5.6,17)

Empleando una metodología de escalas múltiples y localización similar a la
presentada en la sección 5,3 la ecuación (5.6.17) se puede escribir como:
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\ ni+l

(5.6,18)

n+l
donde Ao y Qo respectivamente representan valores localizados de An y A , y

Entonces, para construir el esquema completo de Preissmann para evaluar la
convergencia de las iteraciones no lineales se aplica una discretización espacial
al sistema de ecuaciones (5,6.16) y (5.6.18) de forma que:

(i i1/"\í->
m+1 J . . . . « m + 1 _i_oí í ^ m + 1 ^ . m + I l — A (5.6,19))

-

-2 /

(5620)

1 +

donde I = gSfgAt; Ve es el número de Vedernikov y Fr el número de Froude.

En la ecuación(5,6,18) se han sustituido las variables Sf y Sf por las

relaciones (4.1.99) y (4.1.100), además en (5 6,16) y (5,6,17) se han despreciado
los términos superiores al lineal, con lo cual se obtiene un sistema lineal y de
coeficientes constantes, que puede solucionarse aplicando el método de
Fourier, Entonces, si se busca una solución para cada modo de Fourier que
permita analizarlo en forma independiente, se puede proponer que

(5 6,21)

(5622)

donde ák,qk representan las amplitudes para el /c-ésimo modo Fourier; p£ el
factor de amplitud modificado asociado con el /c-ésimo modo; i = V T̂ y
pe(-7i,7c) es el número de onda adimensional que corresponde para /c-ésimo
modo Sustituyendo las ecuaciones (5.6,21) y (5,6.22) en (5,6.19) y en (5,6.20),
y desarrollando:

(5.6 23)

v x r / 4iUoX0ps

donde s = sen(pfcx) y c = cos(pfcx)..

Una solución del sistema (5.6 23) homogéneo se puede elaborar calculando el
determinante e igualando a cero de forma que:
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{[c + is(2y-1)]2 +4iUoQXs[c + is(2\¡f-í)] + 4Q2X2s2Í0Do -U
2)} +

| ^ [c + is (2¥ -1)]2 + « 2 J l + £• ] [c + ¡s (2V -1)] = O (5

Y la relación de dispersión del sistema (5,6.23) es:

_ 201 [c + ¿s(2x]/-1)]2 -4i92Xs/l + ^ 1 [c + is(2M/-1)]
p Uo V Fr) (5,6,25)

fc [c + ¿s(2x|/ -1)]2 + 4iUoQXs[c + ÍS(2M/ -1)]+ 402A2s2(^rDo -U 2 )
En el subcapítulo 5.4 se determinó que una condición de estabilidad del
esquema de Preissmann es \y -1/2. Entonces la relación de dispersión (5.6.25)
se puede escribir como:

U° \ cr) (5 6.26)

La condición de convergencia de las iteraciones de Picard del esquema de
Preissman se define como | pfc | < 1 para cualquier modo arbitrario de Fourier
(Aldama y Paniconi, 1991), que al ser aplicada a la relación de dispersión
(5,6.26) permite concluir que: a) En el caso de considerar un flujo ideal sin
fricción I = 0 se tiene |pk | = 0; b) para el número de onda de Nyquist (pfc -> n) se
tiene | pk | -»0, ambos resultados indican convergencia, y c) en caso de
frecuencia pfc = 0 se tiene una condición de convergencia, que se expresa de la
forma siguiente:

Para evaluar el resultado del análisis de convergencia del esquema de
Preissmann, utilizando el método iterativo de Picard, se muestran a
continuación los retratos de amplitud para diferentes tipos de régimen. La
secuencia de clasificación de los retratos de amplitud se puede consultar en las
tablas 5,6 y 5,7, los cuales se definen para:

Condición de flujo subcrítico:

Para cada retrato de amplitud se consideraron los números de Courant
Cr = {0,01,0,11,2,5,10,30,50,75,150}, con las condiciones de topología y flujo
especificadas en la tabla 5 1 y la clasificación se puede consultar en la tabla
5.8.
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Nombre de identificación
del retrato de amplitud

Ret_amp_FsO lPrPi
Ret_amp_FsO2PrPi
Ret_amp_FsO3PrPi
Ret_amp_FsO4PrPi
Ret_amp_FsO5PrPi
Ret_amp_FsO6PrPi

Valores
factores

0
0,5
0 6
0,7
0,8
0,9
1.0

de los
de Peso

0,5
0.5
0,5
0,5
0,5
0.5

Tabla 5,8 Clasificación de los retratos de amplitud para
flujo subcrítico del esquema de Preissmann, bajo la iteración de Picard,,

Condición de flujo supercrítico

En este caso se analizaron los retratos de amplitud para los mismos números
de Courant que para flujo subcrítico, la clasificación se puede consultar en la
tabla 5,9,, Las condiciones topológicas y de flujo son las especificadas en la
tabla 5.3,,

Nombre de identificación Valores de los
del retrato de amplitud factores de Peso

9 V
Ret_amp_FtO 1 PrPi 0,5 0,5
Ret_amp_FtO2PrPi 0,6 0,5
Ret_amp_FtO3PrPi 0,7 0,5
Ret_amp_FtO4PrPi 0,8 0,5
Ret_amp_FtO5PrPi 0,9 0,5
Ret_amp_FtO6PrPi 1.0 0.5

Tabla 5,9. Clasificación de los retratos de amplitud para flujo
supercrítico del esquema de Preissmann, bajo la iteración de Picard,,
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Lámina 5,36,, Caso Ret_amp_FsO2PrPi,
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Lámina 5.39. Caso Ret_antp_FsO5PrPi.
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Lámina 5.41. Caso Ret_amp_Ft01PrFi.
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(5.7,12)

donde n es el intervalo de tiempo; m es el identificador de actualización de los
términos no lineales, 9 es el factor de peso temporal, y la discretización de H* y
©* son:

*Ín nn

- 2
n+l,m

(i-e) + 0 Q
2 \n+l,m

dxj {dxj

,\n+l,m (5,7.13)

dxj {dxj

f ~Sb

+

An 'm +

- 2 *-&r + 0
A

n+l,m n+l,m (5..7.14)

De manera similar al desarrollo del subcapítulo anterior, para determinar la
propagación del error en cada iteración m en (5.7,12) , debe considerarse que el
valor actual de las variables dependientes tienen una pequeña diferencia con
respecto a la solución exacta (ecuaciones 5,6,6 y 5.6,7), entonces sustituyendo
(5.6.6) y (5.6,7) en (5,7,. 12) se tiene

QM* (¿n (\n *n+l,m+l ryi+l,m+l | _ cyyi * (¿n f\n An+l,m+l f\n+l,m+l\,
\ J ' J ' J ' } ' ri\ J * J ' j } i

(5,7,15)

m+1
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Además, para evaluar los términos no lineales y con dependencia paramétrica
en la ecuación (5,7.15), se puede utilizar una expansión en serie de Frechét-
Taylor con un procedimiento similar1 al que se siguió para la ecuación de
cantidad de movimiento (5.6.13),, Entonces haciendo uso de las ecuaciones
(5.2,7), (5,2.9) y (5,2.13) en la ecuación (5.7,15), y para el caso de los términos

S*(A?,QJ,A'}+1 +an
tQ'}+1 +qn) y e'Uj.Q^A?1 +am,Qr*+1 + qm), se puede

aplicar nuevamente una expansión en serie de Fréchét-Taylor; pero, en este
caso, similar a la utilizada para la evaluación de la propagación de
perturbaciones del término de fricción (ecuación 5.2,12), Además, escribiendo

los términos que dependen de la solución exacta como (•) , y los términos de
error en la estimación (•)m+1, entonces se tiene

], Qf , U {A", Q\ An+1,Qn+1)

m, —n+l
¡n+V+1,q ,ct ,q

(5,7,16)

—n+1 — n+1
+

O í a m + 1

D
m+1

\2 /

) +ía m + m
\ 2 "
)

DJ

donde W^^,Qn^n+1,Qn+1) y ÍkH{A\Q\T*\^+\an+1
íq

n*1,an,^) son

operadores que se evalúan según las ecuaciones (5.6,14) y (5,6,15)

El operador satisface en forma exacta las ecuaciones de

referencia (5 6.5), por lo que su valor es nulo, debido a que los valores de
referencia An,Qn,A y Q permanecen invariables a medida que se realiza
la actualización m, dado que los valores en el tiempo n son constantes
independientemente de la iteración m que se calcule y los valores para n + l
con barra son la solución exacta, la cual no cambia durante el proceso de
convergencia. De igual manera sucede con los términos con dependencia
paramétrica, tomando en cuenta lo anterior la ecuación (5,7,16) se puede
escribir como:
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ya ,q ,a ,q

(5.7.. 17)

O [ am+1 +
D

qm+1 ) +fDJ \
am +

D
qm

\ 2

]
DJ

= 0

Llevando a cabo un análisis de escalas múltiples y localización similar a la
presentada en la sección 5.3 y 5,6 la ecuación (5.7 17) se puede escribir como:

+gQA^ms^ +<imsfJ+ í 5 7 1 8 )

gA0SfJam+l -am)+gAoSfQo{qm+1 -qm)=0

donde Ao y Qo respectivamente representan los valores localizados de An y

A , y de Qn y Q

Entonces, para construir el esquema completo de Preissmann para evaluar la
convergencia sobre las iteraciones no lineales por la metodología de Newton-
Raphson se aplica una discretización espacial al sistema de ecuaciones (5.6,12)
y (5.7,18) de forma que:

m+1 jflOi ínm + 1 nm+1]-ft (5,7,19}

(1-V)g

-21

27

1 +Ya
(5720)

[(1 - vjaf*1
+ - (1 - y)a

donde I = gSfoAt; Ve es el número de Vedernikov y Fr el número de Froude.,

Debido a que el sistema (5.7 19) y (5,7.20) es lineal y de coeficientes constantes,
es posible solucionarlo aplicando el método de Fourier, Entonces si se busca
una solución para cada modo de Fourier que permita analizarlo en forma
independiente, se puede proponer hacer uso de las expansiones discretas de
Fourier (5,6,19), (5.6..20), que al sustituirlas en (5,7,19) y (5,7,20), y
desarrollando, se tiene:
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c + is(2i(/ - 1 ) 2iBXs

2r+t <Zk

o

o
(5,7.21)

donde s = sen(pfcx) y c = cos(pfcx),.

Entonces calculando el determinante e igualando a cero, se obtiene la relación
de dispersión del sistema (5.7,21):

261
U,

[c2 + s2

[c + is(2y-1)]2 -4iQ2Xsl\ 1 + ^- \[c + is(2VJ/-1)]

U
is(l

(5,7,22)

[c + iis 1)] c + is(2y-1)]

[c2 + s 2 is(l-2¥)]/íl + ^

Una condición de estabilidad incondicional del esquema de Preissmann es
y = 1/2 (subcapítulo 5.4).. En ese caso la relación de dispersión (5,7.22) se puede
escribir como:

2Ic- 1 V
c 2 l +

2 1

U,

(5.7.23)

La condición de convergencia de las iteraciones de Newton-Rapson, del
esquema de Preissman, está definida para | pfc [ < 1 „ Al aplicarla en la relación de
dispersión (5.7..23), se concluye que: a) En el caso de considerar un flujo ideal
sin fricción / = 0 se tiene | pfc | = O; b) para la frecuencia de Nyquist se tiene
pfc | -» 0, ambos resultados indican convergencia, y c) en caso de frecuencia

pfc = 0 se tiene una condición de convergencia condicionada, que se expresa de
la forma siguiente:
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En la inecuación anterior se puede observar que si los valores del factor de peso
temporal son 9 e [o,l], aplicada en la expresión (5,7,24) siempre se cumple,, Para
otros valores de pfc es necesario determinar | pfc | a fin de evaluar la
convergencia del método, No obstante para 6 = 1 (esquema totalmente implícito)
de (5,7 23) se obtiene pk =0, lo cual indica convergencia incondicional..

Para evaluar el resultado del análisis de convergencia del esquema de
Preissmann utilizando el método iterativo de Newton-Raphson, se muestran a
continuación los retratos de amplitud para diferentes tipos de régimen.. La
secuencia de clasificación de los retratos de amplitud se puede consultar en las
tablas 5,10 y 5.11, los cuales se definen para:

Condición de flujo subcrítico:

Los retratos de amplitud para flujo subcrítico bajo las condiciones especificadas
en la tabla 5.1 y para los números de Courant
Cr ={0,,01,0,11,2,5,10,30,50,75,150}, se clasifican en la tabla 5.10,,

Nombre de identificación Valores de los
del retrato de amplitud factores de Peso

Ret_amp_Fs0 1 PrNe
Retmamp_Fs02PrNe
Ret_amp_FsO3PrNe
Ret_amp_FsO4PrNe
Ret_amp_FsO5PrNe
Ret_amp_FsO6PrNe

e
0,5
0.6
0,7
0,8
0,9
1.0

H

0,
0,
0,
0,,
0
0.

5
5
5
5
5
5

Tabla 5,10,, Clasificación de los retratos de amplitud para flujo
subcrítico del esquema de Preissmann, bajo la iteración de Newton-Raphson,

Se puede observar en la relación de dispersión (5 7,21) que para un valor 0 = leí
valor1 de la amplitud es | pfc | = 0, entonces el retrato de amplitud
Ret_amp_FsO6PrNe no es necesario realizar la gráfica,

168



Propiedades de Propagación de Esquemas Numéricos para la
Simulación de Flujos a Superficie Libre

Condición de flujo supercrítico:

De manera similar para cada retrato de amplitud se consideran los números de
Courant Cr = {0 01,0,11,2,5,10,30,50,75,150} (tabla 5.. 11), donde la condiciones
de flujo se especifican en la tabla 5,3,

Nombre de identificación
del retrato de amplitud

Valores de los
factores de Peso

Ret_amp_
Ret_amp_
Ret_amp_
Ret_amp_
Ret_amp_
Ret_amp_

FtOlPrNe
FtO2PrNe
FtO3PrNe
FtO4PrNe
FtO5PrNe
FtO6PrNe

e
0.5
0,6
0,7
0.8
0,9
1.0

0,
0,
0,,
0,,
0,
0.

5
5
5
5
5
5

Tabla 5.11 Clasificación de los retratos de amplitud para flujo
supercrítico del esquema de Preissmann, bajo la iteración de Newton-Raphson

De igual manera que en el caso de flujo subcrítico para un valor1 9 = 1 el valor de
la amplitud es | pfc | = 0, entonces el retrato de amplitud Ret_amp_FtO6PrNe no
es necesario realizar la gráfica.

Lámina 5,47, Caso Ret_jamp_Fs01PrNe,.
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Lámina 5.52. Caso Ret_amp_Ft01PrNe

Lámina 5.53,, Caso Ret_amp_FtO2PrNe.
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Lámina 5,55, Caso Ret_amp_FtO4PrNe,,
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Lámina 5,56,, Caso Ret_amp_FtO5PrNe,

5,8, Pruebas numéricas TESIS CON
?ALLA DE ORIGEN

5,8,1,. Programación del esquema con la metodología de Picar d

En este apartado se construirá el algoritmo que permita generar el código de
programación del esquema en diferencias finitas de Preissmann, aplicado a las
.ecuaciones de Saint-Venant en su versión conservativa diferencial (ecuaciones
J2.3..52) y (2,3,53)., Aunque en el apartado (5,1) se presentó este esquema de
discretización, la forma que allí presenta el término convectivo de la ecuación
de cantidad de movimiento (5.1.5) no permite programar un algoritmo
adecuado para la actualización no lineal (ya sea por el método de Picard o por el
de Newton-Raphson), En vista de lo anterior, se propone manejar el término
convectivo de la ecuación de cantidad de movimiento y la evaluación del
término que contiene el nivel de la superficie libre del agua, como se presentó
en el subcapítulo (5,6), ecuaciones (5.6.1 y 5.6,2).

Así, sustituyendo los operadores (5.1 l)-(5,1.3) en (2.3 52) y (5.6.3), como se
muestra a continuación, se tiene:
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¿n+l &n

H ~Aj

Ai

¿n+l __ ¿n
•"•j+1 / I j+

Aí Áx Ax
(5..8.1)

(5,8,2)

Dado que la ecuación de cantidad de movimiento (5.8.2) es no lineal, para
establecer una estrategia de solución iterativa mediante el método de Picará, se
propone separar los términos que producen la no linealidad, indicando la
iteración en que son resueltos y haciendo uso del subíndice m. De esta forma
las ecuaciones (5.8.1) y (5,8.2) se pueden escribir así:

¿ti+l,ni+l ¿n Afi+l,tn+l ¿n.

' ^ ; ; ••" A í í l + (5.-8.3)
Ai Ai

Ax Ax
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(5,8,4)

n< = o

donde

Ü! =2(i-e) + 20
,n+l,m

A)
(5,85)

n2=(i-e)

(5,8,6)

n3 - (5,8,7)

Como se puede observar en las ecuaciones (5.8 3) y (5.8.4) éstas tienen
términos que sólo están en función de la iteración m +1, y los términos n^ I^y
II- se evalúan en la iteración m

o

Entonces, el procedimiento de solución consiste en dar un valor a las variables
dependientes para la iteración m y evaluar los términos n^n^y n3, Para la
primera iteración se proponen los valores en el instante n, y en los casos
subsecuentes el resultado que se tenga para m + 1, una vez conocidos los
términos UvTl2y n3.. Entonces, el sistema de ecuaciones (5,8.3) y (5.8.4) se
convierte en un problema lineal, lo cual permite determinar los valores de la
variables dependientes en la iteración m +1,. Una vez que se tiene el resultado
de la iteración m + 1, se compara con el propuesto en la iteración m y, si la
diferencia o error de convergencia es menor a una tolerancia preestablecida
entonces se tiene una solución convergente para un error dado, y en este
momento se está en posibilidades de determinar la solución para el siguiente
intervalo Ai. La forma de evaluar el error1 en la convergencia no lineal es
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An+ ' m +

Q —

A

Qn+l,m

oo

03

n+l,m+l

,m+l _ c
+1 ~ *h.
,n+l,m+l _ c%

(5.8.8)

(5 8 9)

donde An+1'm y gn+1>m es el vector de valores de área y gasto respectivamente
en el dominio de solución, y s es una tolerancia arbitraria preestablecida..

Otra forma de manejar el sistema de ecuaciones (5,8,3) y (5 8,4), que facilita la
programación, es ordenar ambas ecuaciones en función de las variables para el
instante n +1 y la iteración m +1, como ahora se muestra a continuación:

(5,8,10)

(5.8.11)

Cj, El y E2 s o n

(5,8,12)

(5,8,13)

(5,8.14)

(5,8,, 15)

(5,8,16)

(5,8,17)

(5,8,18)

(5..8..19)

(5,8,20)

(5,8,21)

donde los coeficientes aít fy, clt dl7 a2, b2> c2, d2, aXi

constantes para la iteración m, y se evalúan como

= _JL
Ax

Ai

-i = Ax

Ai

a2 - bi + ^ Tli
a1n2+Q{l-y¥

c2 =d 1 - a 1 n l
d2 - -

El sistema de ecuaciones (5.8 10) y (5,8,11) es aplicable para cualquier punto
dentro del dominio de solución ü(xj>tn)y y para incorporar las condiciones de
frontera deben analizarse los casos siguientes:
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a) Condiciones de frontera para flujo subcrítico:

Tomando en cuenta las condiciones de frontera (2.3 48) y (2.3 49) en (5,8,10) y
(5.8,. 11), donde se conoce el valor del gasto en el primer nodo (frontera aguas
arriba) y el valor del área en el último (frontera aguas abajo); por tanto,
substituyendo Qf+1 por sr(ín+i) y Aj+1 por1 f(tn+1), con lo cual el sistema de
ecuaciones (5,8,10) y (5,8 11) es aplicado sobre todos los nodos del dominio de
solución, el flujo subcrítico se puede expresar por medio de una matriz
pentadiagonal como se muestra a continuación:

b,21 '21

a12

a21

•21

'12

'22

'12

'22 22

cu ,••

cu b2jj

A

A,

A/ - 2

n+l,m + l

E-12

E.22

(5,8,22)

el sistema anterior se tiene que // = J - 1 , donde /;' es el numero de ecuaciones
que es necesario plantear a fin de solucionarlo.

El sistema matricial (5,8 22) se puede escribir como A xn+1>m+1 = B , y conforma
la solución para la iteración {m +1) se tiene que para I xn+l>m+1 = A'1 B

b) Condiciones de frontera para flujo supercrítico:

La condición de frontera de flujo supercrítico (2,3,50) y (2.3,51) indica que se
tienen dos condiciones de frontera aguas arriba, Entonces el sistema de
ecuaciones (5,8,10) y (5.8 11) se reduce a un sistema de dos ecuaciones con
dos incógnitas para cada nodo de solución /;.. Por tanto, los valores de An+1>m+1

y Qn+1<m+1 para cada nodo de la malla se pueden determinar como:

(5,8,23)

(5,8,24)7+1

E2j —

+

+

d2J
dlj

C2j

Elj
C2j

Eu
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5.8.2 Programación del esquema con la metodología de Newton-Raphson

El sistema de ecuaciones (5.8.10) y (5,8.11) está basado en la forma de solución
aplicando la metodología de solución iterativa de Picard, cuyo estudio de
convergencia se hizo en el subcapítulo (5.6). En el caso del esquema numérico
con base en la metodología de Newton-Raphson, como se plantea en el
subcapítulo (5.7), se puede hacer uso de la ecuación de cantidad de movimiento
expandida en serie de Fréchét-Taylor (5 7.10), aplicando un procedimiento
similar de discretización para programar el método de Picard, Entonces, la
ecuación de discretización de cantidad de movimiento se puede escribir como:

(1 — \\t) (-.,1+1,771+1 •y i l _ , V (j^n+l.m+í •y i

—¿J- lVj ~ V->'+ At ̂ ; + 1 ~ i+

+"2 \^\AM-Ajj+—wvr ~A7 ;i (5825)
+ n 3 {(í-

donde los términos no lineales UlfU.2 y n3 son definidos por (5,8.5)-(5.8.7)
respectivamente, y los términos que involucran la condición de iteración no
lineal de Newton-Raphson n4y n5 se evalúan por medio de las siguientes
ecuaciones:
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n4=-2(i-e)

2(1-9)

ún+1'm

(1-6)
Ax

Ur JA

-6 ) [ (1 -

G

- G) [(1 - V )A?

Q_
A2

n+l,m

n+l,m

(5.8.26)

n5=-2(i-e)

2(1-6)

Ax

+e 'Mil

+e

J

n+l,m

(5.8,27)

donde los términos Gj y G2 pata una sección prismática cualquiera son

G, = -2ol
1/3 Q 5 4 Va/c2 +1

R) gRA PB
(5,8 28)

y
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?J gRA2

donde ák es el talud del canal

El sistema de ecuaciones (5.8,3) y (5.8.25) también se puede escribir de una
forma similar a (5.8.10) y (5,8,11), solamente que deben actualizarse los
coeficientes a2, b2, c2, d2 y E2 de manera que

a2 = bx + a2 Xix + (l - \ | /)n5 (5.8 30)
b 2 = «i n 2 + 0(1 - i|/)n3 + (i - M/)n4 (5,,8,,3i)

c2 = ^ - ax Xix + \|/ n 5 (5.8.32)
d2 = - a : n 2 + e \(/ n 3 + y n 4 (5,8,33)

[(i -

El procedimiento de solución y evaluación de las condiciones de frontera no
cambia con respecto a la metodología de Picard, y las diferencias numéricas de
aplicar ambos métodos de solución a una condición de flujo se muestran en el
apartado (5,8.3), por medio de pruebas numéricas

5.8.3 Verificación numérica

Las pruebas numéricas del esquema de Preissmann aplicado a las ecuaciones
de Saint-Venant se realizaron para diferentes condiciones de flujo, por una
parte para verificar la condición de estabilidad | Ve\ <, 1 {ecuación 5n4.,28) y,
además, se hizo una serie de pruebas numéricas para comprobar el
comportamiento del esquema de Preissmann en la convergencia de las
iteraciones no lineales (método de Picard y método de Newton-Raphson)

a) Verificación de la condición de estabilidad..

Para llevar a cabo la verificación de la condición de estabilidad del esquema
para | Ve| ^ 1, se programó el esquema en diferencias finitas para la condición de
flujo supercrítico (5 8,10) y (5,8.11), en un ambiente programación por objetos
MatLab® v.5,0 (MatWorks, 1997),, Éste permite una manipulación matricial
optimizada y, en el caso de presentarse un problema de inestabilidad,
determinar su comportamiento de una manera versátil,
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La prueba de inestabilidad se llevó a cabo sobre un canal de longitud
L = 1000 m, gasto Q = Im3/s y rugosidad de Manning n - 0 025 en una sección
transversal rectangular, con un ancho de la base del canal b = l,0m,
discretización espacial Ax = 10m, factor de peso espacial y = 050 y factor de
peso temporal 0 - 0 60 En el valor de los intervalos temporales se utilizó un
número de Courant C r - 1 0 , precisión numérica le"16, tolerancia sobre las

iteraciones no lineales Tol = 1 x 10"14 y, para determinar la condición crítica de
estabilidad numérica, una variación de la pendiente del fondo del cauce dentro
del rango 0 08^S& <0 1. El resultado que se obtuvo de esta prueba numérica
fue que la condición de inestabilidad se empieza a generar- para valores \Ve

ligeramente mayores que 1, lo cual concuerda con lo demostrado en forma
analítica en el subcapítulo 5,4.

Como un resultado colateral a estas pruebas numéricas, se observó que en el
caso de reducirse los intervalos computaciones a un valor menor, como en el
caso de considerar Ax = 100.0m, la condición de estabilidad se presenta para
valores del número de Vedernikov | Ve\ > 5.0„ Esto es debido a que la condición
de frontera aguas arriba y el número de intervalos computacionales (diez en
este caso) inhiben la formación o propagación dentro del dominio de la
inestabilidad numérica..

b) Verificación de la condición de estabilidad general y convergencia sobre las
iteraciones no lineales,

Las pruebas numéricas para determinar el comportamiento del esquema de
Preissmann aplicado a las ecuaciones de Saint-Venant, se realizó para
diferentes condiciones de flujo (subcrítico y supercrítico) y, además, aplicando
diferentes metodologías para evaluar la convergencia numérica sobre los
términos no lineales (método de Picar d o método de Newton-Raphson), estas
pruebas simulan el comportamiento del tránsito de un avenida provocado por
el ingreso de un hidrograma triangular sobre un cauce natural.

Para identificar las pruebas numéricas para los esquemas de Preissmann
(capítulo 5), de Leendertse (capítulo 6) y de elemento finito GWCE (capítulo 7),
se propone el manejo de una clave de identificación que se construye conforme
a las siguientes consideraciones:

[Clave ]={ Régimen [ Fs,Ft ]} aprueba { Esquema [ Pr ( Pi,Ne ),Le,Gw}

donde:
K •

Clave: Clave de identificación de la prueba numérica de una condición de flujo
de simulación.,
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Régimen : Tipo de régimen que se ha definido en la condición de simulación y
los parámetros de identificación pueden ser: Fs, Flujo supercrítico , Ft flujo
supercrítico.,

Aprueba: número de prueba de identificación consecutivo por esquema
numérico..

Esquema: Tipo de esquema numérico que se utiliza para resolver las ecuaciones
de Saint-Venant. Son las siguientes: Pr, esquema de Preissmann; Le,
esquema de direcciones alternantes o de Leendertse, y Gw, formulación
basada en elemento finito que resuelve la formulación generalizada de onda
(GWCE) aplicada a las ecuaciones de Saint-Venant

Iteración: forma de solución sobre las iteraciones no lineales, que sólo se aplica
a las pruebas sobre el esquema de Preissmann y la forma de solución, Son
losrsiguientes: Pi, solución por medio del método de Picard, y Ne, solución
por medio del método de Newton-Raphson.,

Cabjí señalar que esta clave de identificación también se aplicó a la forma de
clarificación de los retratos de fase y amplitud anteponiendo

{[ Ret_:amp._,RetJás_]}+ [ Clave]

donde:

Clave : Clave de identificación de la prueba numérica

Ret_ampj. Retrato de amplitud

Ret_Jas_: Retrato de fase,

A manera de ejemplo para la primera prueba del esquema de Preissmann para
flujo subcrítico, haciendo uso del método iterativo de Picard, se tiene que la
clave de la prueba numérica es FsOlPrPi y los retratos de amplitud y fase de la
relación de dispersión (5,4.. 17) Ret_amp_Fs01Pr (Lámina 5,2) y RetJás_FsOlPr
(Lámina 5,32) respectivamente, así como los retratos de amplitud para la
metodología iterativa de Picard y Newton-Raphson Ret_amp_Fs01PrPi (lámina
5.44) y Ret_amp_Fs01PrNe (lámina 5.56) respectivamente.

Entonces, el uso de esta clave permite un manejo versátil de los resultados que
se obtienen de las pruebas numéricas y de la liga que pueden tener con
respecto a su retrato de fase y amplitud, ya que las condiciones de flujo son las
mismas.
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Una vez definida la clave de identificación de la prueba numérica, se presentan
a continuación las condiciones de flujo para cada prueba numérica, tanto para
flujo subcrítico como, flujo supercrítico

b.l) Pruebas para flujo subcrítico (Fs{#}Pr):

La condición inicial de simulación para flujo subcrítico se definen en la tabla
5,1, con un factor de peso espacial y =0.5 y la condición de frontera es un
hidrograma triangular, como se puede observar en la lámina 5,66,

Lámina 5,57,, Condición de frontera izquierda para el gasto,
hidr ograma triangular

b.1.,1) Metodología iterativa de Picard (Fs{#}PrPi),,

Los escenarios de pruebas del esquema de Preissmann con la condición inicial
definida en la tabla 5..1, la condición de frontera izquierda para el gasto (lámina
5,66) y la condición de frontera para el nivel constante aguas abajo se
realizaron con la siguiente mecánica: dejar la simulación sin modificar la
condición de frontera aguas arriba durante 24 hr y verificar la condición de
estabilidad,,

Después, realizar de nuevo la simulación con la modificación de la frontera
aguas arriba, introduciendo el hidrograma triangular y verificando la condición
de convergencia sobre los términos no lineales,

Entonces tomando en cuenta lo anterior, se presentan á continuación los
resultados de los escenarios de simulación de las pruebas numéricas, en las
que se delimitaron las condiciones de estabilidad y convergencia numérica
(tablas 5,12-5,. 17)
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Prueba FsOlPrPi, con un valor del factor de peso temporal 9 = 0.50.
Número de Tolerancia Condición de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
Teórica Observada Teórica Observada

0.001
0,01
0,1

1
2
5
10
30
50
75
150

lx lO" 1 3

ix lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

ix lO" 1 3

lxlO~1 3

lxlCT1 3

lx lO" 4

1 x 10"4

1 x 10"4

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

No

No

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

No

No

Tabla 5,12. Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FsOlPrPi,

Prueba FsO2PrPi, con un valor del factor de peso temporal 8 = 0.60.
Número de Tolerancia Condición de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
Teórica Observada orica

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

No

No

No

Observada
Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

No
No
No

0.001
0,01
0,1

1
2
5
10
30
50
75
150

lx lO" 1 3

" lx lO" 1 3

íxicr13

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lxíO"7

lx lO" 7

lx lO" 7

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí
Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Tabla 5,, 13,, Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FsO2PrPi,.
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Prueba FsO3PrPi, con un valor del factor de peso temporal 6 - 0.70.
Número de Tolerancia Condición de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia

0,001

0,01

0,1

1

2

5

10

30

50

75

150

Teórica Observada Teórica Observada
l x lO" 1 3

l x lO" 1 3

l x lO" 1 3

l x lO" 1 3

l x lO" 1 3

l x lO" 1 3

l x l O ' 1 3

l x lO" 7

l x lO" 7

l x lO" 7

l x lO" 7

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí
Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

No

No

No

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

No

No

No

Tabla 5,14 Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FsO3PrPi

Prueba FsO4PrPi, con un valor del factor de peso temporal 6 = 0.80.
Número de Tolerancia Condición de estabilidad o convergencia

Courant

0,001

0,01

0.1

1

2

5

10

30

50

75

150

lx lO" 1 3

l x l O ' 1 3

lx lO" 1 3

lx lO~ 1 3

l x lO" 1 3

lx lO" 1 3

l x l O - 1 1

i x K T 4

l x l O - 4

1 x 10"4

l x l O - 4

Estabilidad
Teórica

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Observada
Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Convergencia
Teórica

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

No

No

No

Observada
Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

No

No

No

15, Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FsO4PrPi,,
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Prueba FsO5PrPi, con un valor del factor de peso temporal 9 = 0.90.
Número de Tolerancia Condición de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
Teórica Observada Teórica Observada

0,001
0,01
0,1

1

2
5
10

30

50
75
150

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

íxicr13

ixlO"13

lxlO"13

íxicr13

íxicr11

lxlO"3

lxlO"3

lxlO"3

lxlO"3

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

No

No

No

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

No

No

No

Tabla 5,, 16,, Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FsO5PrPi,

Prueba FsQóPrPi, con un valor del factor de peso temporal 8 = 1.00 .
Número de Tolerancia Condición de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
Teórica Observada Teórica Observada

0.001
0,01
0 1
1
2
5
10
30
50
75
150

lx lO" 1 3

l x H T 1 3

lxlO~1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

l x K T 1 1

lx lO" 3

lx lO" 3

lxlCT3

lx lO" 3

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí
No

No

No

No

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

No

No

No

No

Tabla 5.17,, Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FsOóPrPi,
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b.1.2) Metodología iterativa de Newton-Raphson (Fs{#}PrNe)..

Los resultados de las pruebas para la solución de los términos no lineales de
Newton-Raphson se pueden observar en las tablas 5,18-5.23.

Prueba FsOlPrNe, con un valor del factor de peso temporal 6 = 0.50.
Número de Tolerancia Condición de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
Teórica Observada Teórica Observada

Sí Sí Sí Sí
Sí Sí Sí Sí
Sí Sí Sí Sí
Sí Sí Sí Sí
Sí Sí Sí Sí
Si Sí Sí Sí
Sí Sí Sí Sí
Sí Sí Sí Sí
Sí Sí Sí Sí
Sí Sí Sí Sí
Sí Sí Sí Sí

Tabla 5 18,, Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FsOlPrNe,,

Prueba FsO2PrNe, con un valor del factor de peso temporal 8 = 0.60.
Número de Tolerancia Condición de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
r Teórica Observada Teórica Observada

0,001
0.01
0,1
1
2
5
10
30
50
75
150

Tabla 5,19,, Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FsO2PrNe,
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0,001
0,01
0,1

1
2
5
10
30
50
75
150

lxlO"13

lxlO"13

lx lO' 1 3

lxlO"13

lx lO' 1 3

ixlO"13

ixlO"13

ixur13

lxlO"13

lxlO"13

ixlO"13

lxlO"13

lxlO~13

lxlO"13

lxlO"13

lxlO"13

lxlO"13

IxlO"13

ixlO"13

lxlO"13

lxlO-1 3

lxlO~13

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí
Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí



Propiedades de Propagación de Esquemas Numéricos para la
Simulación de Flujos a Superficie Libre

Prueba FsO3PrNe, con un valor del factor de peso temporal 9 = 0.70.
Número de Tolerancia Condición de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
Teórica Observada Teórica Observada

0 001
0.01
0 1

1
2
5
10
30
50
75
150

lx lO" 1 3

l x K T 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

1 x 10~13

lxlO~1 3

lx lO" 1 3

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí
Sí
Sí

Sí

Sí

Sí

Si

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Tabla 5.20,, Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FsO3PrNe

Prueba FsO4PrNe, con un valor del factor de peso temporal 6 = 0.80 .
Número de Tolerancia Condición de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
Teórica Observada Teórica Observada

0.001
0.01
0,1

1
2
5
10
30
50
75
150

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lxlO~1 3

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí

Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Si
Sí
Sí

Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí

Tabla 5,21,, Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FsO4PrNe,,
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Prueba FsO5PrNe, con un valor del factor de peso temporal 8 = 0.90.
Número de Tolerancia Condición de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
Teórica Observada Teórica Observada

0,001
0.01
0.1

1
2
5
10
30
50
75
150

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lxlO~1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

ix lO" 1 3

lxlO~1 3

lx lO" 1 3

Sí
Sí
Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí
Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí
Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí
Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Tabla 5.22,, Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FsO5PrNe,,

Prueba FsO6PrNe, con un valor del factor de peso temporal 9 = 1.00.
Número de Tolerancia Condición de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
_ , , , , w

r Teórica Observada Teórica Observada
0.001
0.01
0 1

1
2
5
10
30
50
75
150

lxlO' 1 3

lxlO~13

lxlO-1 3

lxlO-13

lxlO"13

lxlO"13

lxlO"13

ix lO' 1 3

lxlO"13

lxlO"13

lxlO"13

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí
Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí

Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí

Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí

Tabla 5,23. Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FsO6PrNe,
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b,2) Pruebas para flujo supercritico (Ft{#}Pr)

La condición inicial de simulación para flujo supercritico se define en la tabla
5.3, para un factor de peso y =0.5, La condición de frontera es un hidrograma
triangular (lámina 5.66)..

b.,2..1) Metodología iterativa de Picard (Ft{#}PrPi)

Los escenarios de pruebas del esquema de Preissmann con la condición inicial
definida en la tabla 5,3 (para un factor de peso y =0,5), la condición de frontera
izquierda para el gasto (lámina 5.66) y la condición de frontera para nivel
tirante normal aguas arriba tiene la misma secuencia que la utilizada para las
pruebas subcríticas, y los resultados de los escenarios de simulación de las
pruebas numéricas se muestran en las tablas 5.24-5,29.

Prueba FtOlPrPi, con un valor del factor de peso temporal 9 = 0.50.
Número de Tolerancia Condición de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
Teórica Observada Teórica Observada

0001
0.01
0.1
1
2
5
10
30
50
75
150

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

l x l O ' 1 3

lxlO~1 3

ix lO" 1 3

lx lO" 1 3

1 x 10~13

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí
Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí
Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí
Sí

Sí
Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

No

No

No

No

No

No

No

Sí

Sí

Sí

Sí

No

No

No

No

No

No

No

Tabla 5,24,, Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FtOlPrPi.
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Prueba FtO2PrPi, con un valor del factor de peso temporal 9 = 0.60.
Número de Tolerancia Condición de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
Teórica Observada Teórica Observada

0.001
001

0,1

1

2
5
10
30

50

75

150

i x l O " 1 3

l x l O " 1 3

l x l O " 1 3

1x10"®

l x l O " 8

1 x 10~®

1x10"®

1x10"®

l x l O ~ 8

1x10"®

1x10"®

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

No

No

No

No

No

No

No

Sí

Sí

Sí

Sí

No

No

No

No

No

No

No

Tabla 5,25,, Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FtO2PrPi,,

Prueba FtO3PrPi, con un valor del factor de peso temporal 8 = 0.70.
Número de Tolerancia Condición de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
Teórica Observada Teórica Observada

0,001
0 01
0,1

1

2
5
10

30

50
75
150

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

l x l0~ 7

1 x 10~7

l x l0~ 7

lx lO" 7

l x l0~ 7

lx lO" 7

lx lO" 7

lx lO" 7

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Si

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Si

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

No

No

No

No

No

No

No

Sí

Sí

Sí

Sí

No

No

No

No

No

No

No

Tabl4 5,26, Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FtO3PrPi,
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Prueba FtO4PrPi, con un valor del factor de peso temporal 8 = 0.80 •
Número de Tolerancia Condición de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergenciaa Teórica Observada Teórica Observada
0,001
0,01
0,1

1
2
5
10
30
50
75
150

lxlO"1 3

lxlO"1 3

lxlO"1 3

lxlO" 5

lxlO"5

lxlO"5

ixlO" 5

lxlO"5

1 x 10"5

lxlO~5

lxlO"5

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

No

No

No
No

No

No

No

Sí

Sí

Sí

Sí

No

No

No

No

No

No

No

Tabla 5.27,, Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FtO4PrPi,

Prueba FtO5PrPi, con un valor del factor de peso temporal 9 = 0,90.
Número de Tolerancia Condición de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
a Teórica Observada Teórica Observada

0,001
0,01
0,1

1
2
5
10
30
50
75
150

lxlO"1 3

lxlO"1 3

lxlO"1 3

ixlO"1

1X10"1

1X10"1

IxlO-1

1X10'1

1X10"1

lxlO-1

lxlO-1

Sí
Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Si

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí
Sí

Sí

Sí

No

No

No

No

No

No

No

Sí
Sí

Sí

Sí

No

No

No

No

No

No

No

Tabla 5.28,, Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FtO5PrPi,
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Prueba FtO6PrPi,
Número de

Courant
cr

con un valor
Tolerancia

del factor de peso temporal 9
Condición de estabilidad

Estabilidad

= 1.00.
o convergencia
Convergencia

Teórica Observada Teórica Observada
0.001
0.01
0,1

1
2
5
10
30
50
75
150

lx lO" 1 3

i x K T 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1

lx lO" 1

lx lO" 1

lx lO" 1

lx lO" 1

lx lO" 1

lx lO" 1

lx lO" 1

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí
Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí
Sí

Sí

Sí

No

No

No

No

No

No

No

Sí
Sí

Sí

Sí

No

No

No

No

No

No

No

Tabla 5,29,, Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FtO6PrPi

b.,1,,2) Metodología iterativa de Newton-Raphson (Ft{#}PrNe).

Los resultados de la pruebas para la solución de los términos no lineales de
Newton-Raphson se pueden observar en las tablas 5,30-5 35..

Prueba FtOlPrNe, con un valor del factor de peso temporal 6 = 0.50.
Número de Tolerancia Condición de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
' Teórica Observada Teórica Observada

0,001
0,01
0..1

1
2
5
10
30
50
75
150

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

l x l O ' 1 3

lx lO" 1 3

l x lO™ 1 3

ix lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

Sí
Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí
Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí
Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí
Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Tabla 5.30,, Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FtOlPrNe,,
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Prueba FtO2PrNe, con un valor del factor- de peso temporal 0 = 0.60.
Número de Tolerancia Condición de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
r Teórica Observada Teórica Observada

0,001
001
0.1

1
2
5
10
30
50

: 75
150

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

l x lO" 1 3

lx lO" 1 3

lxlO~1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Tabla 5,31., Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FtO2PrNe,

Prueba FtO3PrNe, con un valor del factor de peso temporal 8 - 0.70.
Número de Tolerancia Condición de estabilidad o convergencia

Courant

0.001
0.01
0 1

1
2
5
10
30
50
75
150

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

l x lO" 1 3

ix lO" 1 3

ix lO" 1 3

lx lO" 1 3

lxlO~1 3

lx lO" 1 3

Estabilidad
Teórica

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Observada
Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Convergencia
Teórica

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí
Sí

Observada
Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Tabla 5,32. Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FtO3PrNe
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Prueba FtO4PrNe, con un valor del factor de peso temporal 8 = 0.80.
Número de

Courant
Cr

0.001
0.01
0.1

1
2
5
10
30
50
75
150

Tolerancia

1 x 10~13

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

ix lO" 1 3

l x lO- 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

l x l O - 1 3

Condición de estabilidad o convergencia
Estabilidad Convergencia

Teórica Observada Teórica Observada
Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí
Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Si

Sí

Sí
Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Tabla 5.33 Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FtCHPrNe,,

Prueba FtO5PrNe, con un valor del factor de peso temporal 6 = 0.90.
Número de Tolerancia Condición de estabilidad o convergencia

Courant Estabilidad Convergencia
cr Teórica Observada Teórica Observada

0.001
0.01
0.1

1
2
5
10
30
50
75
150

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

íxicr13

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí
Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Si

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Tabla(5,34,, Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FtO5PrNe,,
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Prueba FtO6PrNe,
Número de

Courant

cr

con un valor
Tolerancia

del factor de peso temporal 0
Condición de estabilidad

Estabilidad

= 1.00.
o convergencia
Convergencia

Teórica Observada Teórica Observada
0,001
0.01
0.1

1
2
5
10
30
50
75
150

lx lO" 1 3

lxlO'"13

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lxlO**13

lxlO~1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

lx lO" 1 3

Sí
Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí
Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí
Sí

Sí

Sí

Sí

Sí
Sí

Sí

Sí

Sí

Sí

Sí
Sí

Sí

Sí
Sí

Sí

Sí
Sí

Sí

Sí

Sí

Tabla 5,,35, Resultado de estabilidad y convergencia de la prueba FtO6PrNe
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CAPÍTULO 6

ANÁLISIS DEL ESQUEMA DE
LEENDERTSE

Continuando con el análisis de esquemas numéricos para el estudio de
propagación de perturbaciones, en este caso se analizará un esquema implícito,
que tiene la particularidad de calcular las variables dependientes en puntos
alternos de la malla, Este tipo de esquemas se conocen como staggerd grid o al
tresbolillo (Abbott y Basco, 1989). La ventaja principal del uso de un esquema
como éste es que permite reescribir la ecuación de conservación de masa dentro
de un tiempo equivalente y un espacio centrado, lo que a su vez permite
resolver de forma directa un sistema matricial tridiagonal y manejar un menor
tiempo de cómputo para tener una solución a un instante de tiempo dado..
Mejor aún, en este tipo esquemas no es necesario aplicar una actualización de
los términos no lineales, y ello lo convierte en método de paso directo que, por
consiguiente, reduce aún más el tiempo de cómputo,

En esencia este tipo de esquemas al tres bolillo parecen ser muy eficaces en lo
que respecta al manejo del tiempo de cómputo, en comparación con esquemas
más elaborados como puede ser el de Preissmann,, Entonces, para comprobar
su aplicabilidad para cualquier condición de flujo se propone realizar un
análisis de propagación de perturbaciones.
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6., 1, Análisis de consistencia

Para llevar1 a cabo el estudio de las condiciones asintóticas u operaciones límite
que se obtienen del refinamiento de la malla o de un conjunto de refinamientos
en la discretización de las ecuaciones de Saint-Venant, cuando se aplica el
esquema de Leendertse, se propone como punto inicial retomar la definición de
la ecuaciones de Saint-Venant no conservativas (definición 2 3), donde:

Conservación de masa:

9gfe, Ü; x, t) = BÍÑ; x, t)~ + ™ [ü A(Ñ; X, t) 1 = 0
' ot ox

Cantidad de movimiento:
~dÜ dH dr(x) (~ ~ \ (2,3,55)
U + g

donde x es la coordenada en el sentido horizontal y í el tiempo, como variables
independientes; Ñ(x,t) y Ü(x,t) el tirante y la velocidad respectivamente como
variables dependientes, además (x,y)e Q = [o,L]x[o,r] delimitan el espacio de
solución; L, longitud de la conducción; T, tiempo final de solución; g,
aceleración de la gravedad; zb(x) la elevación de la plantilla del canal desde un
nivel de referencia; y[Ñ;x,t] el nivel de la superficie libre del agua medido desde
un nivel de referencia; A[H;x,t) el área hidráulica y Sf\íí,Ü;x,t) la pendiente de
fricción (ecuación 2,3.44).,

El sistema de ecuaciones (2.3,54) y (2,3.55) constituye un problema bien
planteado de valor inicial y de valores en la frontera; por tanto está sujeto a las
condiciones iniciales H(x,0) = HO(X) y Ü(x,Q) = Uo(x); las condiciones de frontera
se definen para flujo subcritico (ecuaciones 2,3.56 y 2,3,57) y flujo supercrítico
(ecuaciones 2,3.58 y 2.3,59), respectivamente.,

Entonces, para discretizar el sistema (2,3,54) y (2.3,55) en un esquema de
diferencias como lo propuso Leendertse en 1966 (Shiao-Kung y Leendertse,
1978; Aldama, et al, 1981; Fischer, 1981; Abbott y Basco, 1989), considerando
que se tiene una función F\Q. -> 9?2 que se aproxima con una variable discreta
Fj en cada punto [xj}tn) del plano O, donde a su vez el espacio de solución
Q[Xj,tn) es cubierto por una malla de espacio uniforme Ax, para cualquier
incremento de tiempo Ai, donde Ax = L/J, At = T/N y J , N son dos números
enteros que definen los intervalos computacionales de discretización espacial y
temporal respectivamente, de forma que se cumple que Q{xjttn) - Q(/Ax,nAí), y
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el conjunto de subíndices; se agrupan en el vector JQ., Por tanto, el esquema
de diferencias de Leendertse, aplicado a las ecuaciones de Saint-Venant no
conservativas (2.3.54) y (2.3.55), se puede escribir de la forma siguiente:

Ai

;»fn ] - Uj'i/2A\P7-V2 > x ; - i ' *n /i

(6.1..1)

n-
TTIIU;+3/2

0

2Áx
(6.1,2)

> Xj+V2 »¿n j
0

Para proceder al análisis de consistencia numérica del esquema de Leendertse
aplicado el sistema de ecuaciones no conservativas de Saint-Venant (611) y
(6,1.2), es necesario hacer las siguientes consideraciones, dado que las
variables discretas H",*/", tienen valores sólo en el punto Q{Xj,tn); entonces,
para ampliar los requisitos de continuidad, se propone introducir una función
polinomial que pase por cada punto de discretización del espacio en donde se
tienen valores de las variables discretas de forma que H{xj,tn) = Hj,

\j(xjitn) = U7j V j <zJa,ne(O,N],, Además, las funciones polinomiales H y U
cumplen con los requisitos de continuidad suficientes que permiten el aplicar
una expansión en serie de Taylor de grado n.

Entonces, para determinar la consistencia numérica de la ecuación discreta de
conservación de masa (6..1..1), se propone realizar las siguientes expansiones en
serie de Taylor..

(6,13)

(6,1,4)

WXjJn+l
H(x,í + A

3H

dt

)
t)

(*,t)

Ai 2

2!

52H
2

O(AÍ3) (6,1.5)
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2 ax

a2u

A£au
at

Ax

(*.t)

AÍ 2 a2u
2!

8

+ 0

(*.*)

Aí)3]

(6 1.6)

2 dx

a2u
2 dxdt

A£au
at (x,t)

AÍ2 a2u
2! ar

a2u
8

(6,1,7)

= A +
Ax2 a2A

8 O(AX3) (6 18)

= A(x-Ax/2,í)

A -
AxaA
2 ax

Ax2 a2A

(x,t)
o (6,1.9)

Por tanto, el orden de consistencia numérica de (6.1,1) se determina
sustituyendo las series de Taylor (6,1 ,,3)-(6,,l,9) de forma que

"i a2H a (dü
dt dx dt

(6,1,10)

Por otro lado, para determinar la consistencia numérica de la ecuación
discretizada de cantidad de movimiento (6,1.2) es necesario llevar a cabo las
siguientes expansiones en serie de Taylor:

201



Propiedades de Propagación de Esquemas Numéricos para la
Simulación de Flujos a Superficie Libre

= U +
AxdU
2 dx

+ AA£ a^u
{x,t) 8 3X2

+ O(A- 3 ) (6.1,11)

= U(JC-AX/2, Í )

Ax

(x,t)

(6,1,12)

¿2U

(x.t)
8

(x,t)

O(AX3)

= y(x + Ax, t + At)~

= y + A A : ^ -
5

t-Aí-
d2y

2!

AxAt
d2y

dxdt 2! ar
+ O \{Ax + Aif]

(6113)

(6,1,14)

= y(x,í + At)

at
At2 d2y

(x,t) 2!
+ O

(x,í)

V4 '3 _

dx 18
R-10/3 a2R

(6,1,15)

(6,1.16)

entonces, sustituyendo las expansiones (6,1,6) y (6,1,11)-(6,1,16) en (6.1,2) y
agrupando, se tiene:
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Ax

' ; aí

a2u . .a 2 u

aA:f|u|u
+ g

dx * dx R4/3

dx'
sur afy
dx) +dx2

Ai
ia2u auau a2y

R4/3

au
3Rax

(6,1.17)

dx dxdt R4'3

Del resultado que se obtiene de la consistencia numérica de las ecuaciones
discretizadas (6.1.1) y (6.12) se puede construir el siguiente teorema:

Teorema 6.1 Sea el sistema de ecuaciones de Saint-Venant no conservarüvas
discretizado en un esquema en diferencias finitas bajo la propuesta de
Leendertse (6,1,1) y (6.1.2), el cual es consistente numéricamente bajo cualquier
norma cuando se tiene un refinamiento de la malla deforma que Ax,Ai -» 0 „

Demostración: Considerando el sistema de ecuaciones (2.3.54) y (2,3,55) y
(6,1,10) y (6.1 17), y generando un refinamiento de la malla de forma que se
tiene la siguiente condición asintótica bajo cualquier norma:

0 cuando Ax, Aí -> 0 (6,1,18)

ü)- m^(H,\j) -> 0 cuando Ax, Aí -> 0
(6,1., 19•

Con la demostración del teorema 6.1 se concluye que el esquema de Leendertse
aplicado a las ecuaciones de Saint-Venant no conservativas es numéricamente
consistente

6.2„ Construcción del sistema perturbado

Para determinar las propiedades de propagación del esquema de discretización
de Leendertse aplicado a las ecuaciones de Saint-Venant no conservativas, se
propone introducir una pequeña perturbación en las variables dependientes
como se muestra a continuación:

m
D

V
D

D

D

(6.2,1)

(6,2,2)
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;n r=í
En donde Hj y Uj son valores de referencia que tienen una variación suave o
lenta dentro del dominio de solución, y hj y uj son pequeñas perturbaciones
que actúan sobre los valores de referencia y presentan una variación brusca o
rápida Recuérdese que las variables de referencia y de perturbación son
variables discretas y que sólo tienen valores en los puntos de la malla de
discretización del dominio. Por tanto, para determinar las propiedades de
propagación de perturbaciones se debe cumplir con los requerimientos de
continuidad siguientes: sea un polinomio que pasa por cada punto del espacio
de discretización Cl~Q(xj,tn)t de manera que Hj = Hj y U¿ -U7], y las
perturbaciones son pequeñas variaciones sobre las variables de referencia de
estos polinomios. Además, los polinomios H; y U; cumplen con los requisitos
de continuidad de grado n. Con el fin de no cambiar la notación de las
variables de referencia a times normal, se mantendrá la notación de las
variables discretas, teniendo en cuenta que conservar la notación hará que no
se pierdan las características de continuidad anteriormente descritas,

Una vez definidas las características de continuidad de la variables de
referencia, se está en posibilidades de continuar con el estudio de propagación
de perturbaciones, introduciendo las ecuaciones de perturbación (6.2,1) y
(6.2.2) en el esquema de discretización en diferencias (6.1 1) y (6.1,2), de
manera que

sfei7)^Hj+fc7i/?+«y) (623)

(6.2.4)

Debido a que los operadores de conservación de masa Sf(•) y cantidad de
movimiento <fft{) son no lineales, como se puede observar en las ecuaciones
(6.1,1) y (6,, 1,2), y para determinar la influencia de las variables de perturbación
sobre las variables de referencia, es necesario aplicar una expansión en serie de
Fréchét-Taylor para aquellos términos que tengan una dependencia
paramétrica sobre las variables dependientes, tal como se describe a
continuación:

B[H'j+hJ) = B[H'¡yhJ
dH

H

+ O

(6,2,5)

(6,2,6)

204



Propiedades de Propagación de Esquemas Numéricos para la
Simulación de Flujos a Superficie Libre

y\ tí] +hj) = y[ tí] O fc? (6,2.7)

-4/3 + O

¡H
D

(6,2.8)

Para manejar una notación más compacta en el desarrollo de las expansiones
(6.2.5) y (6.2.8), se propone utilizar la siguiente notación:

Al = ilÍH?

- dBifi^
dH

H

B¡ =
dH

H

(6..2.9)

(6..2.10)

(6,2,11)

(6,2,12)

(6,2,13)

(6,2,14)

(6,2,15)
H

Entonces, las expansiones de Frechét-Taylor (6,2,5)-(6 2,8) se pueden escribir
en forma compacta haciendo uso de ecuaciones (6,2 9)-(6,.2,,15), como se
muestra a continuación:

_ 2
B H] + h] = B] + hjBH] + O\

D

D

-4/3

(6,2,16)

(6,2,17)

(6,2 18)

(6,2,19)
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Por otra parte, para evaluar la variación de la velocidad en el término de
fricción en la ecuación de cantidad de movimiento (6 2,4) se considera que si

U'
D w. D

y entonces el producto de las velocidades es

+u n
j+V2

= sgniu •

Uj+1/2

Uj+1/2 +u

—n =-íUj+y2Uj+y2 + t/7+1/2 ujftja + Uj+i¿2 Uy+1/2 + O u1
D

Uj+1/2 + Uj+1/2 U
n+l

Uj+i/2
j+i/2u]+l/2+O

D J (6,2,20)

Finalmente, la ecuación perturbada de conservación de masa se obtiene de
sustituir las ecuaciones (6.2 16) y (6 2,17) en (6.2.3), y agrupando:

—n+l —-n
—n Hj - Hj 1 [=n+l —n ~n+lj 4 x í L y+1/2 ;+1/2" 7"1/2L
hjBH]

n Hj

J Ai

n n+i —n "1 (6221)

AxL
7+1/2

—n+l - n
B7-1/2 h^_1 + 0 /I?

D u' = 0

A su vez la ecuación perturbada de cantidad de movimiento se construye
sustituyendo las ecuaciones (6,2,18), (6,2,19) y (6.2.20) en (6,2.4), y agrupando:

—n+l rz
C//+1/2 -í/í+1/2 i^nJ i ..J_..i +Uj

At

.n+l ,,n

+Uj+i/2
zzn
U j+3/2 ~ Oj-1/2

—n+l —n+1

g
^7+1/2

n+l
Uj+1/2

Aí u7+1/2
7+3/2 - U7-I/2 n+l

C/C/7+V2

•^7+1/2

4/3

—n+l

V + UU

O U'.
D

Uj+1/2

= 0

7+1/2

+ Uj+1/2

aK'J3

1 1 j+3/2 ~ uj-í/2
+ 9

4/3

,n+l t,n+l
lj+l ~nj

(6.2..22)

C//+1/2
n+l

Uj+1/2

Rj+1/2)
\7/3

Revisando las ecuaciones (6 2,21) y (6 2,22) se puede extraer la condición de
referencia para los términos que solamente contienen a las variables de
referencia, La agrupación de estos términos en cada ecuación satisface en
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forma exacta a las ecuaciones de discretización de partida (6.1,1) y (6.1..2). Esta
agrupación de términos se le denomina ecuaciones de referencia y son las
siguientes:

Aí
+ — i Unjll/2 Anj+i/2 - Unjll/2 Anj-i/2 = O

AxL J
(62.23)

Aí
+ U j+i/2

Uj+Z/2 - Uj-\¡2
—n+l —n+l

+ 9
Uj+l/2

n+l
Uj+l/2

Rj+l/2
4/3 = 0 {6,,2..24)

Los términos restantes de (6.2 21) y (6,2.22), eliminando la condición de
referencia (6.2,23) y (6,2,24), son el sistema de ecuaciones que permiten
evaluar el comportamiento de la propagación de las perturbaciones del
esquema de Leendertse aplicado a las ecuaciones de Saint-Venant no
conservativas, A estas ecuaciones se les conoce como ecuaciones de
perturbación, y se muestran en seguida:

-hJ^ YjTl + l _TT7} -i i-

Bi

±-\ü
Aí Aí

-n+l -=n
' í-l/2 B í-i O

D D
= 0

Aí

4/3

=-zn

+ o

;n
j-l/2 + U j+1/2

j+3/2 ~ " j - l / 2 nj

2Ax

, n + l . J - J — _ , •

í j + V 2 + ^ Uj+l/2
Uj+l/2

p^n+1
Uj+l/2

7/3
(6.226)

/
(

{ D j

\ 2
I

D)

6.3, Análisis de localización

Para aplicar un análisis de localización de las ecuaciones perturbadas (6.2 25) y
(6.2,26), se hace necesario transformar los operadores de diferencias finitas a
operadores continuos, Para lograr esta transformación se llevará a cabo un
análisis de consistencia numérica a los operadores discretos, similar al
realizado en el subcapítulo 6,1, Cabe mencionar que los requisitos de
continuidad de las variables son suficientes, como se mencionó en el
subcapítulo 6,2..

207



Propiedades de Propagación de Esquemas Numéricos para la
Simulación de Flujos a Superficie Libre

Entonces, para realizar el análisis de consistencia numérica de las ecuaciones
de diferencias (6,2.25) y (6,2.26), se puede hacer uso de las expansiones en
serie de Taylor (6.1..3)-(6..1..9) y (6.1,ll)-(6 1,16), que definen el comportamiento
de las variables de referencia.. Por otra parte, para las variables de perturbación
y generadas producto de la expansión en serie de Fréchét-Taylor sobre los
términos con dependencia paramétrica, es necesario considerar las siguientes
expansiones en serie de Taylor:

hl=h(Xj,tn)=h (6-3 1)

BH] =

~ u(x'j +1/2

= u(x + Ax/2 ,t + At)

(6.3..2)

-u
Ax du

AxAt d2u

2 dxdt

+ A&
te) &

At2 d2u

Áx2 d2u

2!

8

+ O

(6,3.3)

te)

,Atf]

= u(x-Ax/2,t

Ax du
- u-

2 dx

AxAt d2u

+ AÍ—
dt

Ax2 d2u

fcO

2 dxdt

At2 d2u

2/ dt'

8 dx2

+ O

(6,3,4)

AÍ) 3 ]

Bj+1/2 = B(Xj+1¡2>tn)

= B(x + Ax/2,t)

~ Ax5B

2 dx
Ax2 B2B

8 dx
+ O (6,3,5)

: + Ax/2,í)

Ax 3h

te)

Ax2 d2h

8 ax2 + O
te)

(6,3,6)
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= h(x-Ax/2,t)

Axdh
2 dx

- u(x + Ax/2,t)

Ax2 d2h

(xt)
O(AX3)

= u
du Ax2 d2u

(x,t) dx'

(6,3.7)

(6.38)

= u(x + 3Ax/2,t)

3Axdu

= u -

9Ax2 d2u
8

a2u

(6.3.9)

(6,3,10)

"7/3 r—

p-7/3 7AX 3-10/3

dx
H

12

(6,3,11)

- AxdRH
RH +

2 dx
Ax'

8 dx2 O(AX3)

(6,3,12)

Entonces, aplicando las expansiones en serie de Taylor (6 1 3)-(6.1.19) y (6.3.1)-
(63,7) en la ecuación perturbada de conservación de masa (6.2,25), y
presentado sólo los términos con orden superior al lineal, se tiene
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B— + U B — + BH — + B
dt dx dt dx

f U

Ai

o\\\h

ld2h 1 d2H dudA d2U ^
— ft j2 __ — . _ — .f.. -j ^

2 at2 2
2 i

dt ai dx dtdx

(6,3,13)

Y para la ecuación perturbada de cantidad de movimiento
sustituyen las expansiones de Taylor (6,1.6), (6,1,ll)-(6.1,16), (6,3.
(6,3,12), Desarrollando, se tiene

(6,2
6) y

26) se
(6,3,8)-

du—
dt

dU—
dx dx

dh—
dx

U u U u
RHh

2a*[_dí + <
"a(| ü u)

ZlU

R7/S

U dR U

dx 3 R dx R [dx dx

Ai

O

i a f au a/^ au du du du a,
— — + — + + + —
2at^aí dx) dt dx dx dt R

4/3

' a f - U

12 R dx

RH

h

(6.3.14)

dt
dU ,

+ — = hR dt

ir D = o

En la ecuación anterior, la elevación de la superficie libre del agua desde de un
nivel de referencia es la suma del tirante más la elevación de la plantilla del
fondo del canal, de manera que h = h[A;x,tj = y[A;x,t)+z{x)t donde y\A;x,t] es el
tirante de la sección transversal y zb{x) la elevación de la plantilla del fondo del
canal,, Además, si la variación de la plantilla del fondo del canal permanece
constante se puede considerar que dz{x)/dx = -Sb, donde Sb es la pendiente de
la plantilla del canal, Finalmente, tomando en cuenta las consideraciones con
respecto a la elevación de la superficie libre del agua en el sistema de
ecuaciones (6.3.13) y (6 3,14), y considerando sólo los términos de orden lineal,
se tiene:

B ~ + ÜB— + (B ^R + B^-
dt +

— duA —
dx

dA—
dx

dx

u + O\\h
Vl

dt

h

dx dx
'h

(6,3,15)

u ,Ax,Aí 1=0
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D
U'. = 0 (6,3.16)

En la ecuación (6,3.16) se han utilizado las variables simplificatorias S/H y S/y,
y éstas son similares a las definidas en el apartado (4.2,1) ( ecuaciones 4,2.13 y
4,2,, 14).

Una vez transformado el sistema (6.3,15) y (6,3,16) a una forma continua, se
está en posibilidades de llevar a cabo el análisis de escalas múltiples para
determinar si cada uno de los términos de estas ecuaciones son de igual
magnitud,,

Entonces, sea un punto arbitrario de referencia (xo,to) en el espacio de solución
O alejado de la frontera 6Q, y tomando en cuenta que las ecuaciones por
escalar (6.3,15) y (6,3,16) tienen una formulación muy similar a las ecuaciones
de perturbación (4,2,22) y (42,23), analizadas en el subcapítulo (4.2) y que
fueron desarrolladas en el subcapítulo 4,2.2,. Por tanto, si las variables de
referencia cumplen con la separación de escalas (4,2.24)-(4,,2,29), entonces es
posible tomar en cuenta los siguientes escalamientos: para las variables de
referencia (4,2 33)-(4,2 38); para las variables independientes de escala lenta
(4.2.30), (4.2,31) y escala rápida (4,2,43) y (4.2,44); para las variables de
perturbación (4.2,47) y (4.2.48), y para delimitar la relación entre las escalas
lentas y rápidas (4,2,46), Tomando en cuenta los escalamientos anteriores, y
sustituyendo las escalas (4,2,33), (4,2,34), (4.2,47) y (4.2.48) en la ecuación
perturbada de masa (6,3,15), y desarrollando, se tiene

eH0B0 dh_
di Av

dh

A.

<=£. dX dX

du

h +

ZAQUQ dA

<£ dX

O(e2)=0

U T

(6,3,17)

Para escalar la ecuación de cantidad de movimiento (6,3.16) se sustituyen las
escalas (4,2,34), (4.2.37), (4,2,38), (4,,2.47) y (4,2,48) , y desarrollando:

du zU:
A, 3T

du

A. dX

Sf ,
q g u +

(6,3,. 18)

Reordenando las ecuaciones (6,3,17) y (6 3.18) en función del primer término
de cada ecuación respectivamente, se tiene
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*R** dh rr*R* dh A* du dA
8 1 * *> dX (6 3 19)

J )
[ " 9T SX dX

. Su* 5U' . H0S/i*

+O(S) = Qw

( 6 3 2 0 )

En la ecuación (6,3,20) se pueden evaluar los escalamientos para
gHolül = Fr"

2 = O(l) y para el término de fricción &=gfu%Sfo = O(l/8) (ecuación

4.1,63) y &=£/u%S0 = O(l/5) (ecuación 4.1,65), Tomando en cuenta las
magnitudes de escalamiento anteriores, y tomando sólo términos de orden O(e),
entonces las ecuaciones (6.3.19) y (6.3.20) se pueden escribir de la forma
siguiente:

(6.3.21)

Realizando una comparación del sistema de ecuaciones escalado (6.3.21) y
(6.3,22) con el sistema escalado en el subcapítulo (4,2.2) (ecuaciones 4,2.51 y
4 2.53), se concluye que son similares,, Por tanto, el procedimiento del análisis
de localización tendrá el mismo resultado y entonces, el sistema de ecuaciones
localizadas en su versión dimensional son

dh dh du _ (6,3.23)
dt ° dx ° dx

^i + U —+ — + Fh + Fu = O (6,3,24)
dt ° dx dx 4

donde los términos F3 y F4 son definidos por las ecuaciones (4.2.69) y (4.2.70)
respectivamente.

El sistema de ecuaciones (6,3.23) y (6.3.24) es un problema de valor inicial
puro bien planteado, lineal y de coeficientes constantes para un espacio de
solución xe(-oo,oo), Retomando la propuesta de discretización en diferencias
finitas propuesto por Leendertse, se tiene

U,
o

At Ax" J T J " J'XI£" Ax
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Aí + Ax

Como se puede observar, el sistema de ecuaciones anteriores es el resultado de
escalar las ecuaciones algebraicas no lineales (6.1.1) y (6,1.2), Se obtiene así un
sistema de ecuaciones algebraicas lineales al cual se delimitará su condición de
estabilidad aplicando el método de Fourier en el apartado siguiente

6.4. Análisis de estabilidad

Debido a que el sistema de ecuaciones (6.3.25) y (6.3.26) es puro, lineal y de
coeficientes constantes, se puede solucionar aplicando una expansión en serie
discreta de Fourier, y las componentes discretas de Fourier para las variables
de perturbación se definen como se muestra a continuación:

hj = h(j¿x,nAt,m) = hm p* e'*'** í6 '41)

u] = u(jAx,nAt,m) = üm p£ elk^ Í6..4..2)

donde hm y ümrepresentan las amplitudes para el m.-ésimo modo de Fourier;

p£ , el factor de amplitud modificado asociado con el m-ésimo modo; i s 7^1 y
k el numero de onda adimensional que corresponde para m-ésimo modo,

Entonces, sustituyendo las ecuaciones (6.4.1) y (6,4,2) en (6.3,25) y (6,3,26)
para un modo arbitrario de Fourier, y desarrollando:

(6>43)

í6l>4l>4'

= 0

pn Q¡ k j AX fo(2ig p Xs + ^ A í j + ü[p _ ! + 2 iU0Xsc + F2Át(p + 1)]} = 0

donde X = Ax/At , s = sen(kAx/2) y c = COS(/CAJC/2)

El sistema de ecuaciones (6,4.3) y (6,4.4) se puede presentar1 en forma de un
arreglo matricial, como se muestra a continuación:

p - 1 + 2 iU0Xs 2 iDopXs

2ig p Xs + í\Aí p - 1 + 2 iU0Xsc + F2At(p +1)

h

u

0

0

(6,4,5)

Además, el sistema matricial anterior tiene una solución diferente a la trivial, si
y sólo si el determinante de la matriz de coeficiente es nulo. Calculando el
determinante de coeficientes e igualando a cero se tiene

(p - 1 + 2 iU0Xs)\p - 1 + 2 iUoXsc + F2At(p +1)] - 2 iDop%s(2igpXs + FxAí) = 0 <6 4 6>
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Extrayendo la relación de dispersión de (6,4,5)

p = ± — J(B + icf - 4A(D + iÉ) f6 4 7)

donde los coeficientes A, B, C y D se definen como
A = 1 + 4gDo7?s2 + F2At í6 4 8)

B - -2 (6,4,9)

C = 2As[í/0(c + J

£ = 2C/0A,s(c - 1 + F2At) (6,4,, 12)

Aplicando, la condición de estabilidad crítica p a r a |p|<=l en la relación de
dispersión (6 4,7), de forma que

B + iC . 1

2A 2A
v ™ (6,4,13)

La inecuación (6,4,13) indica la condición de estabilidad límite del esquema de
Leendertse, aplicado a las ecuaciones de Saint-Venant no conservativas,. Con el
fin de conocer cómo se comporta esta condición límite de estabilidad para
diversas condiciones de flujo, en el subcapítulo 6,5 se presentarán los retratos
de amplitud y fase, con lo cual se engloba el estudio de propagación de
perturbaciones de este esquema,

6,5, Elaboración de retratos de amplitud y fase

La graficación de los retratos de amplitud y fase de la relación de dispersión del
esquema de Leendertse (ecuación 6,4,13) se lleva a cabo según la siguiente
secuencia:

a) Condición de flujo subcrítico

Los datos generales de la sección transversal y de la topología del cauce para
considerar la generación de las pruebas numéricas son:
Gasto (Q) = 300 m3/s
Ancho de la base (b) = 200 m
Talud (afc) = 1:4
Tirante crítico [yc) = 0,6096 m
Rugosidad de Manning (n) = 0,025
Longitud del Cauce (L) =25,000 m
Discretización espacial (Ax) =62,5 m
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Las variaciones de las condiciones de flujo se definieron cambiando la
pendiente del fondo del canal, y la clasificación de los retratos de amplitud se
muestra en la tabla 6.1, para los retratos de fase en la tabla 6.2, los retratos de
amplitud se presentan en la láminas 6,1-6,4 y los de fase en las láminas 6,8-
6.11. Estos retratos consideran los números de Courant
Cr ={0.01,0,11,2,5,10,30,50,75,150}.,

Nombre de identificación
del retrato de amplitud

Condición de flujo
Pendiente

(sb)
0.0001
0.001
0.005
0.007

Tirante
normal

(yn)
2.1918
1.1032
0.6818
0.6165

Número de
Froude

(K)
0,1443
0.4087
0,8448
0.9832

Número de
Verdernikov

(V.)
0.0961
02608
0,5480
0.6394

Ret_amp_Fs01Le
Ret_amp_FsO2Le
Ret_amp_FsO3Le
Ret_amp_FsO4Le

Tabla 6.1 Clasificación de los retratos de amplitud para flujo
subciítico del esquema de Leendertse,.

Nombre de identificación
del retrato de fase

Condición de flujo
Pendiente Tirante

normal
Número de

Froude
Número de

Verdernikov

Ret_fas_FsOlLe
RetJás_FsO2Le
Ret fás_FsO3Le
Ret_íás_FsO4Le

(sb)
0.0001
0,001
0.005
0.007

(yn)
2.1918
1.1032
0.6818
0.6165

iFr)
0,1443
0.4087
0,8448
0.9832

{Ve)
0.0961
0.2608
0,5480
0.6394

Tabla 6 2 Clasificación de los retratos de fase para flujo
subciítico del esquema de Leendertse,.

b) Condición de flujo supercrítico:

En este caso, los datos generales de la sección transversal y de la topología del
cauce para considerar la generación de las pruebas numéricas se definen a
continuación:

Gasto (Q)
Ancho de la base (£>)
Talud (ak)
Tirante crítico (yc)
Rugosidad de Manning {n)
Longitud del Cauce (L)
Discretización espacial (Ax)

= 300 rn^/s
= 200m
= 1:4
= 0,6096 m
= 0.025
=25,000 m
=62,5 m
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Las variaciones de las condiciones de flujo se definieron cambiando la
pendiente del fondo del canal. La clasificación de los retratos de amplitud se
muestran en la tabla 6,3; para los retratos de fase, en la tabla 6,4. Los retratos
de amplitud se presentan en la láminas 6,5-6.7, y los de fase en las láminas
6.. 12-6., 14, Estos retratos consideran los números de Courant
Cr = {0,01,0,11,2,5,10,30,50,75,150},,

Nombre de identificación Condición de flujo
del retrato de amplitud Pendiente

(Sb)
0,008
0,01
0.02

Tirante
normal

(yn)
0,5923
0.5541
0.4502

Número de
Froude

(Fr)
1.0443
1,1548
1.5782

Número de
Verdernikov

0,6798
0,7529
1.0332

Ret_amp_Ft01Le
Ret_amp_FtO2Le
Ret_amp_FtO3Le

Tabla 6 3 Clasificación de los
retratos de amplitud para flujo supercrítico del esquema de Leendeitse,,

Nombre de identificación Condición de flujo
del retrato de amplitud Pendiente

(Sb)

Tirante
normal

(yn)

Número de
Froude

(K)

Número de
Verdernikov

(V.)
Ret
Ret
Ret

fas
fas
fas

_Ft01Le
FtO2Le
_FtO3Le

0,008
0,01
0.02

0,5923
0,5541
0.4502

1 0443
L1548
1.5782

0,6798
0.7529
1.0332

Tabla 6,4, Clasificación de los retratos de fase para flujo
supercrítico del esquema de Leendeitse,,
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Lámina 6.1. Caso Ret_amp_Fs01Le.

Lámina6,2,, Caso Ret_amp_FsO2Le,,

217



Propiedades de Propagación de Esquemas Numéricos para la
Simulación de Flujos a Superficie Libre

3

2 5

2

| p |

1,5

1

0 5

• • • • i

-

ii n r i —

. . . . 1

10"3

I

I

/
130

i

10*

' / / /

/ / /
Til

fJl /

k Ax

\ •

\ ^

A

10°

Lámina 6.3. Caso Ret_amp_FsO3Le.
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Lámina 6 4 Caso Ret_amp_FsO4Le..
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Lámina 6.5. Caso Ret_amp_Ft01Le.
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Lámina 6,6 Caso. Ret_amp_FtO2Le,.
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Lámina 6.7. Caso Ret__amp_FtO3Le.

k Ax

Lámina 6.8 Caso Ret_fas_Fs01Le,
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Lámina 6.9. Caso Ret_fas,FsO2Le.

Lámina 6.. 10. Caso Ret_fas_FsO3Le
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,1 i . 3.'.'4

Lámina 6.11. Caso Ret_fas_FsO4Le.

Lámina 6., 12., CasoRet_fas_.Ft01Le,,
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Lámina 6.13. Caso RetJas_FtO2Le

£=;

Lámina 6 14.. Caso Retías FtO3Le.
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6.6, Pruebas numéricas

6,6.1 „ Programación del esquema

Se parte de la propuesta de discretización de Leendertse para las ecuaciones de
Saint-Venant no conservativas definidas en el subcapítulo 6.. 1

T ~

(6.6.1)

ptj-lf2 > x ; - l>*n ) \ ~

rn
j-l/2

2AA:

¡7?.j+l/2
n+1

(662)

Para construir un sistema de ecuaciones sólo en términos de la elevaciones de
la' superficie libre se puede despejar la velocidad en j + l/2 de la ecuación de
cantidad de movimiento (6.6 2):

(6.6.3)

donde X = Aí/Ax y el término

ert _ ^ (rrn

e s :

Ai (6.6.4)

y para el término de la velocidad en la posición ; -1/2

Ui-V2 = T-~ iU¿-V2 ~1 + sy-i/2
(6,6,5)

Sustituyendo las ecuaciones (6.63) y (6,6.5) en la ecuación de conservación de
masa (6.6.1), se tiene

224



Propiedades de Propagación de Esquemas Numéricos para la
Simulación de Flujos a Superficie Libre

(6,6.6)

= 0

Reagrupando los términos para el intervalo n + 1 en la ecuación anterior se
obtiene un esquema en diferencias implícito aplicado a los nodos interiores.
Entonces, la ecuación de conservación de masa modificada evalúa los efectos
de variación del tirante, como aquí se observa:

(6.6.7)

(6.6.8)

donde los coeficientes a j . ^ , Pj, a?+i/2 y Y? son:

j -üj - aj+y2 - (66.9)

/+1/2

. ^

(6.6 10)

(6 6.11)

Las condiciones de frontera sólo se aplicarán para la condición de flujo
subcrítico, ya que este esquema es incondicionalmente inestable para flujo
supercrítico, como se puede observar en los resultados de la graficación de los
retratos de amplitud para este régimen (láminas 6,5-6,7). Por tanto,
introduciendo la condición de frontera izquierda para el gasto definida en
(2,3,56) en el esquema (6.6,7), con base en la propuesta de Aldama, et al,
1981, se tiene

OHTJH+1 , n trtt+1 _ -,n (6,,6,12)

y los coeficientes ai5, (Üf y y" son

a**
15 - -

L.5

SE

1 =&\ "«15

(6.6.13)

(6.6,14)
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Ai

y? =

(6.6.15)

(6 6 16)

Con objeto de evaluar la condición de frontera derecha para nivel aguas abajo
(ecuación 2.3.57) en el esquema (6,6,7), y haciendo uso de la propuesta de
Aldama, etat, 1981, se tiene

^ } í 6 6 1 7 )

(6.6.18)

(6.6 19)

donde los coeficientes ct1}_y2, P3 y y} son

Cj-va

j - tíj - (Xj+112 - aJ-l/2

aJ-l/2

gX
(6.620)

Por otra parte, el coeficiente £3-3/2 se puede determinar utilizando la ecuación

(6,6.3), y el coeficiente ?3-i/2 s e puede evaluar de la siguiente forma:

£3+1/2 - 2 I3 UJ+1¡2 ~4ü"3+3/2 + UJ-i
V+l/2 Ai

l^J+1/2/

(6,6.21)

Entonces, el sistema resultante a solucionar, considerando el esquema para los
nodos centrales (6.6,7), para la frontera izquierda (6,6,12) y para la frontera
derecha (6,6,17), así como para una condición de flujo dada y para un instante
cualquiera, se puede agrupar por medio de una matriz tridiagonal, como se
puede observar a continuación:

« 15

Ss
«5 5

a
J-5/2 P"- a /-3/2

a J-3/2

«5-V2 K

I]
n+l

Y3

Tj-2

(66,22)
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El sistema matiiciai anterior1 se puede representar como A Hn+1 - yn, y la

solución para el intervalo n + 1 es Hn+1 = A'1yn, con lo cual se obtienen los
nuevos valores del tirante en n+.l Para actualizar los valores de la velocidad en
las celdas alternas Un+1, se puede hacer uso de las ecuaciones (6,6,3) o (6.6,5).

Debido a que el esquema en diferencias (6,6.22) es lineal y no contiene
términos por actualizar, se tiene como resultado que este esquema es muy
eíiciente en el uso de tiempo de cómputo para llegar a una solución, A fin de
confirmar este comportamiento en el subcapítulo (6.6.2) se presentan una serie
de pruebas numéricas,,

6.6.2, Verificación numérica

Las pruebas numéricas del esquema de Leendertse aplicado a las ecuaciones de
flujo a superficie libre de Saint-Venant no conservativas, se realizaron para una
condición de flujo subcrítico, debido a que este esquema es incondicionalmente
inestable para flujo supercrítico, como se puede observar en los retratos de
amplitud, (láminas 6.5-6.7)..

La secuencia de las pruebas numéricas para flujo subcrítico tiene como punto
de partida la consideración de los datos generales de la sección transversal y de
la topología del cauce, los cuales se definen a continuación:

Gasto (<?) =300m 3 / s
Ancho de la base (b) = 200 m
Talud (ak) = 1:4
Tirante crítico (yc) = 0,6096 m
Rugosidad de Manning (n) - 0,025
Longitud del Cauce (L) =25,000 m
Discretización espacial {Ax) =62.5 m

La condición inicial se determina por un flujo normalizado para una pendiente
del fondo del canal, la cual se modificó para generar una serie de escenarios
diferentes. Los datos generales de las características del flujo normalizado se
pueden observar en la tabla 6.5. La condición de frontera es un hidrograma
triangular1 (lámina 5,68). Para evaluar las condiciones de discretización espacial
se consideró un Ax = 62.5m y para la discretización temporal se tomaron en
cuenta los siguientes valores del numero de Courant
Cr ={0.001,0,01,0,1,1,2,5,10,30,50,75,150}.,
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Nombre de la
Prueba

Condición de flujo
Pendiente Tirante

normal
Número de

Froude
Número de

Verdernikov
(v.)

FsOlLe
FsO2Le
FsO3Le
FsO4Le

0,0001
0,001
0005
0.007

2,1918
1,1032
0,6818
0.6165

0 1443
0,4087
0,8448
0.9832

0,0961
0,2608
0.5480
0.6394

Tabla 6 5 Escenarios de condición inicial para las pruebas
numéricas del esquema de Leendertse..

Los resultados de las pruebas numéricas de la simulación del transito de la
avenida (lámina 5,68) para los diferentes escenarios de condición inicial (tabla
6.5) y diversos valores del número de Courant, donde se determinó la condición
de estabilidad numérica, y se resumen en las tablas (6,6) -(6,9)-,

Prueba FsOl Le
Número de

Courant

0.001
0.01
0,1

1
2
5
10
30
50
75
150

Tabla 6,6, Resultado
la prueba FsOl Le,,

Condición de
estabilidad

Teórica

Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí

Numérica

Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí

de estabilidad de

Prueba FsO2Le
Número de

Courant

0,001
0,01
0,1

1
2
5
10
30
50
75
150

Tabla 6.7 Resultado
la prueba FsO2Le.

Condición de
estabilidad

Teórica

Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí

Numérica

Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí

de estabilidad de

228



Propiedades de Propagación de Esquemas Numéricos para la
Simulación de Flujos a Superficie Libre

Prueba FsO3Le
Número de

Courant

0,001
0,01
0,1

1
2
5
10
30
50
75
150

Tabla 6,8, Resultado
la prueba FsO3Le

Condición de
estabilidad

Teórica

Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
No
No
No
No
No
No

Numérica

Sí
Sí
Sí
Sí
No
No
No
No
No
No
No

de estabilidad de

Prueba FsO4Le
Número de

Courant

0,001
0,01
0,1

1
2
5
10
30
50
75
150

Tabla 6,9, Resultado
la prueba FsO4Le,,

Condición de
estabilidad

Teórica

Sí
Sí
Sí
Sí
No
No
No
No
No
No
No

Numérica

Sí
Sí
Sí
Sí
No
No
No
No
No
No
No

de estabilidad de

En las tablas anteriores se puede observar que predicción del método de
propagación de perturbaciones aplicado al esquema de Leendertse indica con
bastante exactitud los límites de estabilidad de este esquema, y la única
predicción con fallo en la pruebas numéricas se tuvo en el escenario FsO3Le
para un número de Courant Cr = 2 „
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CAPÍTULO 7

FORMULACIÓN DE LA ECUACIÓN DE
CONTINUIDAD GENERALIZADA DE ONDA
(GWCE)

Las ecuaciones de flujo en aguas someras son comúnmente empleadas para
determinar fluctuaciones de marea y patrones de corrientes marítimas. Estas
ecuaciones son obtenidas al integrar las ecuaciones generales de flujo de
Navier-Stokes en la dirección vertical (subcapítulo 2 2) Para obtener la solución
de las ecuaciones de aguas someras en su forma primitiva, es práctica común
el uso de esquemas numéricos de discretización que emplean la técnica de
elemento finito en el espacio (Westerink et al, 1987; Zienkiewicz y Taylor, 1989;
Reddy, 1993) y de diferencias finitas en el tiempo,, Sin embargo, los esquemas
que se han construido basados en las técnicas antes mencionadas, producen
soluciones que exhiben oscilaciones espurias de un nodo a otro (Kinnmark y
Gray, 1985; Kinnmark, 1986).

Con el fín de eliminar dichas oscilaciones, diversos investigadores han
propuesto hacer uso de términos de filtrado, teniendo en cuenta que al
incluirlos debe cuidarse que la solución funcione adecuadamente, tanto para
longitudes de onda grandes como pequeñas,

1 " • ' ' y A t m ••••:•• ' ' ; A - ' " 2 3 0
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Una propuesta en este sentido fue la introducida por Lynch y Gray (1979), que
consiste en el uso de la ecuación de continuidad generalizada de onda
(Generálized Wave Continuity Equation, o GWCE), como una formulación de las
ecuaciones de aguas someras, que ofrece un excelente control de las
oscilaciones espurias y permite obtener soluciones aceptables en amplios
rangos de longitud de onda (Ramírez, et al, 1997; Aguilar y Escalante, 1998;
Aldama y Aguilar, 1999),,

La formulación de la GWCE tiene su origen en las ecuaciones de aguas someras
o ecuaciones primitivas determinadas de la integración en la vertical de las
ecuaciones de Navier-Stokes, bajo las siguientes consideraciones:

- El fluido se considera bien mezclado en la vertical y la aceleración vertical del
fluido puede ser despreciada; esto implica que puede utilizar un aproximación
hidrostática,
- El fluido es incompresible.
- El fluido es turbulento,
- Las ondas que se propagan en la superficie son largas (la longitud de onda es
por lo menos 20 veces mayor que el tirante).,

Las ecuaciones de aguas someras derivadas bajo estas consideraciones se
presentan a continuación, y serán denominadas en lo sucesivo como las
"ecuaciones primitivas" (Drolet y Gray, 1988), Difieren de las ecuaciones
integradas en la vertical, desarrolladas en el subcapítulo 2.2, dado que incluyen
el efecto de aceleración de Coriolis.

Ecuación de continuidad:

^ ( í . ~ ) = f + V (Htt) = 0 ( 7 1 )

Ecuación de cantidad de movimiento (en su forma no conservativa):
- A •

— + u Vu + T u + / k x u + g VC, — =
ot a

Ecuación de cantidad de movimiento (en su forma conservativa)

A •

, u) = — + u Vu + T u + / k x u + g VC, — = 0 (7,2)

u)=o <73>
donde C, es la elevación relativa al nivel medio del mar; h el tirante (la distancia
entre el nivel medio del agua y el fondo); H = ^ + h la altura de la columna del
agua; u el vector de velocidades promediadas en la vertical, en el plano
horizontal; % el parámetro de fricción; g la aceleración de la gravedad; fe el
vector unitario en la dirección vertical y A¿ un vector que incluye los términos
asociados con esfuerzos producidos por la acción del viento,
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A través del uso de los operadores asociados con las ecuaciones primitivas (7,1-
7.3), se puede definir la formulación GWCE,. En particular, la ecuación de
continuidad generalizada de onda se escribe como:

-V mcfe,u) + GSgfe.u) = 0
donde Ges un parámetro numérico, En la formulación GWCE la ecuación (7.4)
se resuelve en forma conjunta con la ecuación de cantidad de movimiento, ya
sea en su forma conservativa, ecuación (7,3), o no conservativa, ecuación (7,2)..
Al observar la ecuación (7,4) es evidente que cuando G -» oo, la GWCE tiende a
la ecuación primitiva de conservación de masa.,

Para validar el uso de la formulación GWCE es necesario primeramente evaluar
si las soluciones que ésta produce coinciden con aquéllas correspondientes a la
formulación primitiva, cuando ambas se aplican al sistema continuo. Dicha
evaluación se efectuará sobre la base de la premisa de que el problema está
bien planteado.

Una definición de que un problema esté bien planteado segün Hadamard
(Drolet y Gray, 1988) es que se debe cumplir que (lo cual se puede derivar de la
definición que se manejó en el subcapítulo 3.4): (1) una solución existe; (2) la
solución es única, y (3) la solución depende en forma continua de los datos
complementarios (condiciones iniciales, de frontera y parámetros),

Dado que es más simple analizar las propiedades de propagación de la
formulación GWCE aplicada a la versión unidimensional de las ecuaciones de
aguas someras, se procederá a estudiar dicha formulación en el contexto de las
ecuaciones de Saint-Venant, Entre otros resultados, esto permitirá determinar
la condición de estabilidad de la formulación GWCE para flujo unidimensional
a superficie libre, teniendo en mente que la formulación primitiva de las
ecuaciones de Saint-Venant posee la condición de estabilidad: \Ve\ ^l(Skeels y

Samuels, 1990; Ponce, 1993; Aldamay Aguilar, 1996)..

Entonces, para construir la versión conservativa de la formulación GWCE para
flujo unidimensional a superficie libre para un canal no prismático, se emplean
las ecuaciones conservativas de Saint-Venant en su versión diferencial
(definición 2,2)

Ecuación de conservación de masa:

Q;*,í)Ag==0 (2352)
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Ecuación de cantidad de movimiento:

gA
dt dx

dh(A;x,t)
dx

(23.53)

La formulación de la GWCE conservativa para el caso undimensional se
construye como:

dt dx
(75)

Sustituyendo (2.3.52) y (2,3,53) en (7.5):
« A d2A d2 (Q2} c

dt d x 2 [ A l dx
(7.6)

Í3
{dt dx

7,1 „ Determinación de la propagación de perturbaciones del sistema continuo

7 1,1 Construcción del sistema perturbado

Las propiedades de propagación del sistema (2*3.52) y (7.6) se logran
introduciendo una pequeña perturbación sobre la variables dependientes de la
forma siguiente:

" í 7 1 1 )

Q (712)

donde A y Q son los valores de referencia, y a y g son pequeñas
perturbaciones, que actúan sobre las variables dependientes, Sustituyendo
(7.1.1) y (7.1,2) en (2.3,52) y (7.6), se obtiene el sistema de ecuaciones
perturbadas de la formulación GWCE y cantidad de movimiento en su versión
conservativa,

dx'
fg
A + a

_a_
dx

\A + a;x,t)
dx

(71.3)

dt dx
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dt
e

dx A + a + 9 dx
(7-1-4)

Para desarrollar la ecuación de la formulación de la GWCE (7,1,.3) se propone el
realizar un análisis término a término:

Primer término:

dt

d2a

dt2 dt
(7.1.5)

Segundo término:

3x1 dx A + a
(7,1,6)

En la relación anterior se tiene que A »\\a|. En este caso se puede aplicar la

expansión binomial (4.1,8) para el término operado por la derivada,, Entonces,
la ecuación (7,1,6) se puede expresar de la forma siguiente:

A + a
+ 2

dx h dx a

Tercer término:
En este caso la variable que evalúa la elevación de la superficie libre del agua
desde un nivel de referencia h(A;x,t), tiene una dependencia paramétrica con
respecto a la variable del área, y para su desarrollo se puede aplicar la expansión
en serie de Frechét-Taylor (4.1.35), Entonces, sustituyendo esta expansión en el
tercer término de la formulación perturbada GWCE (7,1.3), y haciendo uso de
(4,1,36) y (4.1,37), se tiene la siguiente expresión:

q;x,t)1 _ j9_ í - dh dh
\~ dx

-dhAgA—- \ a I (7.1,8)

Cuarto término:
Debido a que el término de fricción Sf(A,Q\x,t) mantiene una dependencia
paramétrica con respecto al área (A) y el gasto (Q), para determinar la
contribución de este término en la propagación de perturbaciones se puede
aplicar una expansión en serie de Fréchét-Taylor, en las dos direcciones
paramétricas, tal como se determinó en la ecuación (4,, 1,27)
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Quinto término:
Dado que el término que delimita la influencia del término de filtrado es lineal
su desarrollo es

+ dx) {dt * dx.
G

dt dx
= G

dt
(7.. 1.9}

Para construir el desarrollo de la ecuación perturbada de la GWCE (7,6),
sustituyendo los desarrollos (7.1..5), (7.1.7), (4.1.27) y (7.1.9), y agrupando los
términos de orden superior al lineal, se tiene

dt2 dx dx A
J-

ai.

ASdx
JdA dQ\

+ G — + —- +
{dt dx)

d2a
dt2

d
dx dx

—r> \

a

— -
) (7.1,10)

dh
dx

dx)

Cabe hacer- notar que las variables SfAy S/Q definidas en las ecuaciones
(4,1,25) y (4.1.26) dependen de la manera como se evalúa el término de fricción,
y que en este caso se hace uso de la ecuación dimensionalmente homogénea de
Chezy-Manning (2.3.45).

Debido a que la ecuación de perturbación de cantidad de movimiento (7,1,4) es
similar a la ecuación de cantidad de movimiento (4,1,34), desarrollada en el
subcapítulo (4,1,2), siguiendo un procedimiento similar para el desarrollo/de
esta ecuación y se tiene

dt dx

d_ír
dx

A
-.dh

dx

dh

dt dx[A dx A2 a (7,1,11)

— [hAa)+ga — + gaSf+gAaSfA +gAqSfQ +

Los primeros términos, que sólo contienen variables de referencias en las
ecuaciones (7.1.. 10) y (7,1,11), satisfacen las ecuaciones de la GWCE y cantidad
de movimiento en forma exacta,, Al agruparse estos términos se define la
condición de referencia según se enuncia a continuación:

d2A
dt2

d_
dx

d_
dx dx dt dx

= 0 (7,1,12)
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+
dt dx

dx
(7 1,13)

donde se ha considerado que h = zb + y y Sb = -dzb/dx, siendo Sb la pendiente
de la plantilla de fondo del canal,

Eliminando la condición de referencia en (7,l,10)_y (7.1.11) se obtienen las
ecuaciones perturbadas siguientes:

dt2 dx
AÍ2
dx[A \ A J

dx
Q 2 :

gA
-i d (T

dx
dh
dx

dt dx

(7,1,14)

dx
ifiAa) + (7,1,15)

7.1.2, Análisis de localización

Para evaluar si cada uno de los términos de las ecuaciones de referencia
(7,1,12) y (7.1.13) son de igual magnitud, se propone llevar a cabo un
escalamiento, tomando un punto arbitrario (xo,to) de referencia en el espacio de
solución Q, alejado de la frontera dCí, Debido a que las ecuaciones de
referencia (7,1.12) y (7,1,13) tienen las mismas variables tanto independientes
(x y í ) como dependientes ( A(x,t) y Q(x,t) ), con dependencia paramétrica

(Í/[A(X,Í);X,ÍJ y Sf [A(xJt),Q(x)t);xit]) y del término de variación de la pendiente
del fondo del canal [Sb(x))t con respecto a las variables utilizadas para las
ecuaciones de referencia (4.1,40 y 4.1.41), Por tanto, se puede hacer uso de los
escalamientos aplicados a las ecuaciones (4,1,40 y 4,1,41) (subcapítulo 4,1,3)
en el escalamiento de (7,1,12) y (7,1,13), Se hace uso entonces de las escalas
para las variables independientes (4,1,51) y (4.1.52), así como para las
variables dependientes y los términos que tienen dependencia paramétrica

Por tanto, para escalar las ecuaciones (7.1,12) y (7.1.13) se sustituyen las
escalas (4,1.51)-(4.L58) de forma que
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A0 d2A* i a Qo d
A0^i oX

fe*2]
IA )

ax

ax
AA*(s

fo
(7,1.16)

Qo

ar
Q
A

Reordenando las ecuaciones anteriores en función del primer término de cada
una de ellas:

yo A*Qy . g g g A*(s.s* s ?*)d2Á

G

en2 ax ax

U, ai1 ax

(7,1,18)

dQ'

ax
Q

U:
(7 1,19)

De las expresiones anteriores se tiene que gyjlli =F r
2 =O(l), en el caso del

término de fricción gs£/u%Sfo =O(l/8) (ecuación 4 1,63) y g=£/u%SOo =O(l/6)
(ecuación 4,1.65), Tomando en cuenta estos escalamientos en (7.1,18) y
(7.1,19), se dice que

d¿Á

ax
a <?'

dX

(7 1,20)

Í7 ex
= 0

aT ax

/ , o \
Q
A (7,121)

0(1)

Recordando que en el subcapítulo (4,1,3) se demostró que para un flujo con
tendencia a la normalización la diferencia [Sfo~So)=O(§), entonces
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gl/§{sfo -So)=O(l),, Lo anterior indica que para las ecuaciones de referencia
todos los términos tienen la misma magnitud,,

Para el escalamiento de las ecuaciones perturbadas (7,1,14) y (7,1,15),
tomando en cuenta las mismas características de separación de escalas
(4,l,,46)-(4,l.,50) sobre un punto arbitrario (xo,to), para lo cual se considera las
escalas de las variables dependientes de perturbación (4.1,70) y (4,1.71) ylas
relación entre las escalas lentas y rápidas (4,1.69) tiene la misma validez, se
está en posibilidad de llevar a cabo el escalamiento de las ecuaciones
perturbación (7,1.14) y (7.1,15), A pesar1 de esto, es necesario desarrollar el
término convectivo de estas ecuaciones considerando

d% (O } ' 2 dQ dq | 1 dA Í2Qq dA ¿ñd(l
A dx dx A2 dx { A dx dx

i2 A s\ a2_

dx
2

2 I A dx
(7.1,22)

A dx2 A2

ó2 ^v a
dx2

 [A2 5

dx\ dx dx
^ 2

A2

Adx2

Q_dA
A3dx

Q2 d2a
A2dx2

+ 2
A dx dx dx

( 7 , . 1 2 3 )

JL
dx dx

dAÍ dhA

dxy dx
da
dx

da

dx dx
d2hA

dx2
d2a
dx2

(7 1,24)

Sustituyendo las ecuaciones (7,,1..22)-(7,1.,24) en la ecuación de la GWCE
(7,1.14), y agrupando, se tiene

_^ ^ U _ I M
 2 5*2 4QdA~

dx * dxdt dx

d2A Q

dxÁ [A

d2y i d
dx2 dx

{sf-sb)

Qa(dÁ? d2Q
A2{dx) "dx2

daídy

a
d2°-

A dx2 A2 dx

9
x{d

d2a da
dx'

s, + ^ ,

9
dA

wv ^ VJÍ dx SA dx JQ dx

Z da - -
liA — Jr-abf. +qSfn

dx

(7.1.,25)
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Además, sustituyendo las ecuaciones (4,1 73) y (4 1.74) en la ecuación de
cantidad de movimiento (7,1,13), y agrupando:

dq 2Í ~ w " ~ ~ "~^ ~ " ^ 2

~di + 2{
(7.1..26)

Q YdQ QdÁ] nQdq Q da - z da
A ){dx Adx) A dx dx dx

Entonces, para escalar la ecuación de perturbación de la formulación GWCE,
se sustituyen las escalas (4.1.51)-(41.58), (4.1..66), (4.1,67), (4,1,70) y (4.1..71)
en (7 1,25) y se presenta el desarrollo de la aplicación de estas escalas término
a término:

Primer término:

Segundo término:

d2a

dt2

d2a

A2
t dx

dQ

dx dx dx dx )\,A ^X

A* dcl n* da dQ*
r

[ dx

Mi
ax

1 dQ 2Q dA

^*2 dx A*3 dx

(7,1,27)

(7,1,28)

Tercer término:

d2A(Q
dx2\A

2QÍ e Q*

Qa dA) d2Q
r\ dx dx'

a

d2A' Q' .

ax-
Ta -q - 3Q a dÁ

A dX

Cuarto término:

2Q d2q , Q: 2QÍ s
A dx2

 A2 dx2 Ao A2
X

2Q* d2q
A* 6C2

d2Q*

dX2

3a
,2 ^ 2

a

término:

oa —~ + —
[_dx¿ dx

Sexto término:

9^

£ *

7.
5S¿
5X dX

l̂ ax A
? /-SoSbj

(7,1,29)

(7,1,30)

(7,1,31)

(7,1.32)
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Séptimo término:
( d2hA r d2a da-

h Sdx dx dx dx2 dx dx

A\hWo

Octavo término:

dx

Noveno término:

2S
dX'

da * dq
*/<?

dS
a

ÍA
dSfo
dX

a«
ax

dA

ax

a
ax ax

h.

9
ax

a Sf +Q SfJA ^ JQ
Sf IJQ/

dt dx) At { dz

(7,1,33)

(7,134)

(7.1,35)

Escalando las ecuaciones (7 1,27)-(7.1.35) en relación con la ecuación (7.1,27),
y definiendo el orden de cada término como se muestra a continuación:

Primer término:

Segundo término:
A? 2Q2 dq

O(s)
Tercer término:

de,

2Q? S Q

2s'

A?
A2 dz di

_ [ * dQ* * dA

ax
* _. *1 dQ 2Q dA

a
dA

ax y ax

dX

2Q*

ax

* * - 3
A*2 ax

d2Q*
dX2 a

A
a -q - 3

A ax ax:

(7,1,36)

(7.1..37)

(7,1,38)
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Cuarto término:

A2t 2Q

A"

2Q*d2q
A" dC2

A A* di;2 ¿* %2 a>-2

Quinto término:

Al yo ° y _L. e
__. -i- o f

5£ 5X2 °

J _ c ."
dX ° dX

9—o~a
U2

dSf

ÜX

dSt
ax

(7,1,39)

(7,1.,40)

Aplicando el escalamiento para el término de fricción con (4.1..49) y (4,1,50) en
la ecuación anterior y desarrollando

s * dSf

dX
~ &/•

dX
^ Q

U2 dX2

•~n~\ 9

J _

ax

Sexto término:
A
zA,

* _ *Aoyos da dy Aoz da i c* c Q*\
C^ A /V ííY A sV ^ J° J o O)

• _ *st/0 da dy

u0 a
s da
5 a^

-0(8)

, s

{7,1,41)

(7,1,42)

241



Propiedades de Propagación de Esquemas Numéricos para la
Simulación de Flujos a Superficie Libre

Séptimo término:

9
Anhnz h

* d a* , ndhA da , a * d h
'A

+ 2e

9-

u2

Á ,

dC,
2

+ 2s
ax a¿;

dX

SV

2+ z a

2+ s a
ax-

ax ax

g-sf A
^ s /o5 Jo

dX'

ax

(7,1.43)

ax

u2
s o A do. „
— o f • Ji • o f O(s)

%* ' s JO ^ as JA a^ ^̂
para definir el escalamiento en (7.1,42) y (7,1,43) nuevamente se aplicaron los
escalamientos definidos para el término de fricción (4,1,49) y (4,1.50),

Octavo término:
A2

t
9 a h

Ba
A

h0 dA

ax " ec,
. * * \

dhA ,* da

sA0
 9 <=& a x

(a S/Qh

u0 ax ax at;
e2 aA*f * ̂ * * c* \

y 6 /o ax v /A ^ V

(7,144)

Noveno término:
2

GAoz(dai' x dq l
|

Bq
(7,1,45)

n - ^ J ^o I dx di;)
en este caso se considera que el término de supresión de las oscilaciones
espurias de la formulación de GWCE es de una magnitud de G = O(t/o/Ax),
Entonces, la ecuación (7,. 1,45) es de un orden de O(l),

Sustituyendo los escalamientos (7., 1 ..36)-(7.1,39), (7.1.41)-(7.. 1 45) en la
ecuación (7.. 1,25), y agrupando

d2a 2Q* d2q | Q' d2a |

se?
da t dq*\

O(s)=0
(7,1,46)

Por otra parte, sustituyendo las escalas (4,1,51)-(4.,1.58), (4,1,70) y (4.1,71) en
la ecuación de cantidad de movimiento (7,1,26):
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zQo5q , 2s Ql 1 * Q

t di <£ Ao A I A Jl ax A 3X A Z A
2

aq Q aa
V a¿; V2

g ax ^ Ĵ  ° b / / A J

Reordenando la ecuación anterior con respecto al primer término:

(7.1.48)

En la expresión anterior se evidencia que la magnitud de algunos términos se
pueden evaluar como yo/ho=O(l) , ghjvl = F~2 =o(l) y (s /o-So)=O(d); por
tanto, la ecuación (7,1.48) se puede escribir de la forma siguiente:

V 0 ; 5 ¿ ¿ a a : h^ . .aal (7.1.49)
y 2 A d¡;a?

Localización:

Tomando en cuenta la hipótesis de separación de escalas (4.1.46)-(4.1,50), y
considerando que la variación entre las escalas de magnitud pequeña se puede
evaluar por las definiciones (4..1..86) y (4.. 1.87), entonces, después de aplicar1

una expansión en serie de Taylor sobre el punto arbitrario de localización
(xo,t0), se puede concluir que las variables de referencia tienen un
comportamiento del tipo A* = 1 + O(e) y que las variables de perturbación
a*=l + O(l).. Esto indica que al aplicarse esta localización las variables de
referencia tienen un comportamiento suave o de una magnitud casi
estacionaria, y que las variables de perturbación tienen un comportamiento
rápido o de una gran variedad,. En forma coloquial se dice que las variables de
referencia pueden ser localizadas y las variables de perturbación no pueden ser
localizadas
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De tal modo, localizando el sistema de ecuaciones (7 1.46) y (7.1.48) se puede
escribir como:

da* „ I ^Ay (da

= 0 (7.1.51)

Buscando una solución perturbatoria para las variables del sistema (7.1,50) y
(7 1.51), del tipo (4,1,92) y (4,1.93), entonces la solución para la condición de
s-»0+, el sistema de ecuaciones (7.1,50) y (7,1,51) se puede expresar1 de la
forma siguiente:

d2ql 2 d2a* h d2a*

^ {7152)

^ A h ^ S A [ S S \ Q (7,1.53)

Después de localizar el sistema de ecuaciones de perturbación dentro de un
dominio de solución espacial xe[o,L], donde se definió el escalamiento de
9g/¿ = O(l), al momento de escalar1 para las variables de perturbación la variable
de longitud para la escala pequeña se delimita en C, = -xo/Ax = - x o / s ^ y
C, = (L-xo)/Ax = (L ~ xo)/z<£,, Cuando se tiene la condición s-»0+ el rango de
variación de la escala longitudinal en el ámbito local es C, e (- «>, oo) „

Finalmente, una vez aplicado el análisis de escalas y localización al sistema de
ecuaciones (7 1,15) y (7,1.16), éste se ha logrado transformar de un problema
de valor inicial no lineal con coeficientes variables a un problema de valor
inicial puro, lineal de coeficientes constantes, cuya versión dimensional es:

0 (7,1,54,
6t2 dx2 v } dx2 dx * dx {dt dx

0 U { l F r )
dt ° dx oV Jdx
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donde J*i y F2 son definidas por la ecuaciones (4,1,99) y (4,1.100)
respectivamente,

7.13, Análisis de estabilidad

Una vez que se tiene un problema de valor inicial puro, lineal y de coeficientes
constantes (ecuaciones 7,1 54 y 7.1 ,,55), puede ser resuelto por medio del
método de Fourier, que consiste en la aplicación de una expansión en serie de
Fourier sobre las variables de perturbación, de forma que

(**-«t) (7,1,56)

fc*-o>í) (7,1,57)

donde fc es el número de onda y co la frecuencia., Sustituyendo las ecuaciones
(7..1..56) y (7.. 1.57) en el sistema (7.. 1.53) y (7,1,54), y desarrollando:

_ ik Fi __ Gi®)+q(2k2 Uo - ikF2 + Gik)] = 0 (7'X 58)

= 0

o, también:

_t(fcx-<oí)
co2 + k2 t/2(l - F~2)+ik Fx + a co - 2/c2 C/o + i/cF2 - Gífc a

(7,1,59)

(7,1,60)

Igualando el determinante de la matriz de coeficientes matriz de coeficientes
(7.1,60) a cero, se tiene:

[o2 +k2U2(}.-F~2)+ik Fi+Gico] (®-2kUo +/F2)-

{kU2(í-Fr"
2)+ / Fj) (-2/c2 C70 + i/cF2 -G¿/c)= 0

(7,1,61)

La relación de dispersión se obtiene al resolver la ecuación anterior para la
frecuencia, de forma que

co =
kU0-

Í-f±k2U2Fr-
2 - S

-iG

(7,1,62)

Aplicando la condición de estabilidad co¿ <> 0 en la relación de dispersión, se
tiene el siguiente criterio de estabilidad:
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CO; = 2

G<0

±Im (7.1.63)

Extrayendo la parte imaginaría que está dentro del radical de la ecuación
(7.1.63) para las dos primeras raíces

Fo r

1/2

2F~2-k2U2F~2 +

1/2 (7.1..64)

La condición más desfavorable de la inecuación anterior se tiene para
sgn[- kp0F2 +F1)] > 0 Aplicando este criterio y desarrollando se tiene que

<1 (7,1 65)

La ecuación anterior es la condición límite de estabilidad del sistema de
ecuaciones (7,1.54) y (7,1,55), para los dos primeras raíces, Por otra parte, si se
sustituyen las ecuaciones (4,1,99) y (4,1 100) en (7,1.65), y desarrollando se
obtiene:

V J á l (7.1..66)

que es el criterio de estabilidad para las dos primeras raíces de (7., 1.63), y la
condición de estabilidad para la tercera raíz, aplicando el criterio de
estabilidad, indica que G > 0,. Lo anterior1 indica que independientemente del
valor que se le asigne al término numérico G, el sistema de ecuaciones de la
formulación de la GWCE es incondicionalmente estable, y afirma que en el caso
de asignar un valor muy grande a G el sistema permanece incondicionalmente
estable para el mismo rango de la formulación primitiva, Como se comentó
anteriormente, esto es una condición de estabilidad no sólo de las ecuaciones,
sino del flujo mismo que se da con la aparición de las ondas rodantes (Ponce y
Maisner, 1993; Aldamay Aguilar, 1996).,

7,1.4., Evaluación de la conservación masa

El resultado que se obtuvo en el apartado (7,1,3) indica que la condición de
estabilidad del sistema de ecuaciones para la formulación generalizada de onda
GWCE, se tiene para las dos primeras raíces de la relación de dispersión
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(7,1,63) con| Ve | ¿ 1; sin embargo, la tercera raíz de la relación de dispersión no
impone ninguna restricción que tenga relevancia a la condición de estabilidad
límite,. No obstante lo anterior, la experiencia computacional indica que para
ciertas condiciones de simulación la formulación GWCE exhibe errores
significativos de conservación de masa (Westerink, et al, 1987; Chippada, et
al, 1997).,

Entonces, para evaluar si la formulación GWCE satisface el principio de
conservación de masa en primera instancia, se demostrará que la
representación en modos de Fourier de la formulación primitiva de continuidad
(4.1,104) y cantidad de movimiento (4,1.105), determinadas en el apartado
(4.14), conservan el principio de conservación de masa. Entonces, sean

(7,1,67)

= 0 (7.1.68)

Despejando la amplitud á de la ecuación de conservación de masa primitiva
(7,1,67), y sustituyéndola en (7,1,68), se tiene

. q(&-2kUo+iF1)

Sustituyendo la ecuación (7,1,69) en (7,1,67)

^ ^ ^ V Q CM.70)
i )

Como la relación de dispersión para el sistema primitivo (4.1.108) tiene dos
raíces, entonces la solución de la ecuación anterior1 se debe cumplir en forma
independiente para la raíz que se tome,, Así, la ecuación (7,1.70) se puede
escribir de la forma siguiente:

(7,1.71)

Sustituyendo la relación de dispersión del sistema primitivo (4,1.108) en la
ecuación (7,1,71), y desarrollando:

El resultado anterior indica que el principio de conservación de masa se
satisface en la formulación primitiva,.
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Para comprobar si el principio de conservación de masa se satisface en la
formulación de la GWCE, y recordando que la relación de dispersión de la
GWCE tiene tres raíces, la ecuación (7,,1 ,,71) se debe escribir como:

,¿(**-*2O

,i(fcx-«>,í)

r L A,
(7,1,73)

Sustituyendo la relación de dispersión de la formulación de la GWCE (7 1.62)
en (7.. 1.73), y desarrollando, se tiene:

(7,1,74,

/ct/0
2(l-F-2j+¿F2

El resultado que se obtiene en la ecuación (7,1,74) demuestra que el principio
de conservación de masa en la formulación de la GWCE se cumple para las dos
primeras raices, pero en el caso de la tercera raíz no se cumple cuando G es
finito,,

Para conocer cómo puede influir el parámetro numérico G en la aplicación de
la formulación de la GWCE, se pueden analizar los siguientes casos:

Si G = 0

Si G-»oo

(7,1,75)

se tiene la formulación primitiva y, por tanto, se mantiene el principio de
conservación de masa,

Si fc =

Si /c->a>

gSfo-F2

(7.. 1.77)

(7,1,78)
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Lo anterior indica que para que se mantenga el principio de conservación de
masa en la formulación GWCE, sólo se cumple para un valor no muy grande de
G, que es para valores del número de onda grande, y para G -* co; pero esta
condición anula el efecto de introducir un término de filtrado, que es la esencia
de la necesidad de crear la formulación GWCE (Aldama y Aguilar,1999). En
conclusión, para valores arbitrarios de G, la formulación GWCE no satisface el
principio de conservación de masa.

7,2,, Determinación de la propagación de perturbaciones en elemento finito

Es común resolver la formulación de aguas someras de la GWCE mediante el
uso de un esquema de discretización empleando la técnica de elemento finito
(Kinnmark, 1986; Luettich, et al, 1992); el rango de aplicación de este esquema
se ha determinado para una condición en la cual los términos convectivos son
despreciados (Kinnmark, 1986) Entonces, para ampliar los criterios de
estabilidad y convergencia numérica necesarios para solucionar la formulación
GWCE, se propone en esta parte realizar un estudio de propagación de
perturbaciones considerando todos los términos de la formulación, para una
condición de flujo unidimensional.

7-2.1, Construcción de la forma residual pesada

Para desarrollar la forma residual pesada de Galerkin, para la formulación (7,6)
y la ecuación de conservación de masa (2,3.53), se utilizan las funciones de
ponderación 8u, y espacialmente integradas sobre el dominio Q-Q(x,t),
considerando que la integración espacial se representa por el operador del
producto interno, como se muestra a continuación:

,Su} = • Su dD. (7.21)
n

Entonces, la construcción de la forma residual pesada para la formulación
GWCE (7 6) es

,8u) =0 (7,2,2)

fa la
donde la variable £ agrupa los términos operados por1 la derivada espacial en
(7.6), de forma que
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y la forma residual pesada para la ecuación de cantidad de movimiento (2.3.53)

22,8H) + / A 2 _ L 8 M ) + / g A - - y - . - / > a « ) + (gAS/(A,Q;x,t),8«) = O (7.2.4)

Para tener los mismos requisitos de continuidad espacial dentro del sistema de
ecuaciones (7.2,2) y (7,2,3), se aplicará una integración por partes al tercer
término de la ecuación de la formulación de la GWCE (7,2,2), de forma que

= 0 (7,2 5)
a \ &x I n

En la ecuación (7 2 5) se introducen las condiciones de frontera natural
(ecuaciones 2.3.48 o 2 3.50) y esencial (ecuaciones 2.3.49 o 2.3 51),
dependiendo de la condición de flujo que se maneje. Entonces, para evaluar la
condición de frontera natural, se puede hacer uso de la ecuación de cantidad
de movimiento (2.3,53) de forma que

Considerando la condición de frontera natural (2.3,48) o (2,3,50) en (7.2.5), la
formulación residual pesada para la GWCE se puede escribir como

i 2

dx\ A
<36u

dx
n

(7,2,7)

L dt

En esta ecuación se puede hacer notar que la condición de frontera natural es
diferente de cero solamente en la frontera donde se especifique entrada o salida
de flujo (XN) (Luettich, et al, 1992).,

72 2. Discretización espacial de Galerkin

Para la discretización espacial se requiere que la funciones de interpolación
tengan al menos una continuidad funcional C% en los casos de las variables
dependientes A(x, t) y Q(x, t), con dependencia paramétrica h(A; x, t) y
Sf(A,Q;xft)., Estas funciones de interpolación serán aproximadas sobre cada
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elemento (/) en que se subdivida el dominio Q Además, tienen la particular de
tener1 un valor nulo en cualquier otro lugar., Por tanto la variable dependiente
de área A(x,t) se puede evaluar de la forma siguiente:

1=1 t=i
(7,2,8)

donde <jr' es un vector que contiene las funciones de interpolación, siendo cero

fuera del elemento (/) y A® es un vector que contiene los datos elementales
conocidos para cada elemento (/).. En esta parte del documento el vector se
representa con una línea de subrayado, el motivo de utilizar esta notación, se
debe a que el procesador de texto no tiene la capacidad de generar los símbolos
griegos en negritas, como fue utilizado para representar los vectores desde el
inicio.,

Para evaluar la variable dependiente de gasto Q{x,t) y las que tienen
dependencia paramétrica, se proponen las siguientes funciones de
interpolación

#eí tfel
(7,2,9)

í=i

í=i
ftel

1=1

Sf (A, Q; x, i) = ¿ Sf
1=1

(7 2,10)

',<?«; x,t)

(7,2,11)
1=1
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dx[A

fi)

(7,2.12)

Utilizando la formulación de Galerkin (Reddy, 1993) para la evaluación de la
función de interpolación, entonces

8us¿6u(0

2 (7.2.13)

Sustituyendo las funciones de interpolación (7,.2..8)-(7 2 13) en la formulación
residual pesada de la GWCE (7,2 7)

2 fttel #él

1=1

i/=i

íUí|

dx

(7,2,14)

o

1=1 U=l

1=1
= 0

Y realizando la misma operación en la formulación residual pesada de ecuación
de cantidad de movimiento (7,,2.4)

#eí

Y"
+

n

(7,2.15)

#et

•Z
1=1

=0
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Debido a que las variables de interpolación <j>™ sólo tienen valor dentro del
elemento (/) y fuera de este su valor es cero, entonces puede extraerse la
sumatoria fuera del producto interno. Además, se propone que las funciones de
interpolación sean las mismas para cada elemento y permanezcan invariantes a
lo largo del tiempo dentro del dominio de solución, Esto permite escribir que
jjjíO _. ^ Utilizando estas características de la funciones de interpolación,
entonces el sistema de ecuaciones (7,2.14) y (7,2,15) se puede escribir como

(7,2,16)

(7,2,17)

Realizando un acomodo vectorial de las funciones de peso dentro del primer
producto interno de la ecuación (7.2.16), de manera que

^^Su^Wn^f (7 2.18)
- dt2 -~~ - ~ - dt2

y aplicando un acomodo vectorial similar a todos los términos en las ecuaciones
(7.2.. 16) y (7,2,17)

(7,2, 19)

-"w
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(1)
(¡,(j»
* y dt

dx

M

A
(7,2,20)

Debido a que los valores de 8u^' son arbitrarios, y Q*' y A® sólo tienen valores
conocidos en los nodos, es posible extraerlos del producto interno en (7.2.19) y
(7.2..20} como se muestra a continuación

/tí
r
f

G í '

d$'

dx dx

A(D_

da
A

(7,2,21)

= 0

da
fi)

A (7,2,22)

i Uo

Por otra parte, definiendo las siguientes matrices que contienen las funciones
de interpolación como

M ( / ) = f (f)r<l>
Jael- -

Jo dx dx

dx
dO.

B
ne

e/ dx --*- -

BÍ[)« f t ' f í
2 J o,,-

(7.2..23J

(7,2,24)

(7,2,25)

(7,2,26)

(7.2,27)

(7,228)
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- [dt (7,2.29)

Utilizando (7 2.23), (7 2.24), (7.2,26), (7.2.28) y (7.2.29), entonces la
formulación residual pesada de la GWCE (7 2,21) para cada elemento (/) se
puede escribir como

z M(1) rx
dt2

fi)
= 0 (7,2.30)

y haciendo uso de (7.2 23), (7 2.25) y (7.2.27) en la ecuación de cantidad de
movimiento (7,2,22)

#el

S M{ = 0 (7,2,31)

Tomando una interpolación lineal para evaluar las funciones de interpolación §
para cada elemento [1), (lámina 7.1), este tipo de polinomio interpolante cumple
con los requisitos mínimos de continuidad para C° „ Entonces las funciones de
interpolación son:

Lamina 7,1,, Funciones de interpolación (fo y <f>2 para un
elemento (Z) visto en forma local,,

" - , • " - . , , • •.'

•aidemás, se tienen las siguientes funciones de transformación de escala
horizontal

" ' • - *. i . 2(*-*fc)

s = " I + ^ (7,2 33)
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(7,2 34)

donde Le, es el intervalo de discretización espacial.

Entonces, sustituyendo las funciones de interpolación (7.2.32) en las integrales
(7.2.23)-(7,2.29), y resolviendo las integrales para cada elemento en forma local

"2 f
I 2

1 -1
_1 i _

-1 1

A\í} =

B

2L,

(0_I

-h,

ht-hl+1

h,^ -h, 2Sf,+SfM

~e

12

- 1 - 1
1 1

Ai) ÉL
dt Gf

(7,2,35)

(7.2.36)

(7,2,37)

(7.2 38)

(7,.2,39)

(7,2,40)

(7,2,41)

las matrices (7,.2,,35)-(7,,2.41) son aplicables para un elemento arbitrario (1) en
forma independiente; pero, en el caso de resolver para todo el dominio £3, es
necesario llevar a cabo un ensamblado global de estas matrices, La forma de
hacerlo es aplicando un reacomodo de subíndices, como se puede ver en la
lámina 7..2,. Entonces el ensamblado global de las matrices (7.2,,35)-(7,,2.,41) es

1 HetTHlostücáes

i Benarícsgotdes 13

Lámina 7,2.. Enssimblado global de matrices y reacomodo de subíndices
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A 2 =

>

'2

1

0

1

- 1

0

"._ 1

- 1

0

i)

1

2 + 2
1

- 1

1 + 1

— 1

1

- 1 + 1

- 1

-v

0

i

2

0 '

- 1

1

0

1

1

1 +
hj+

T

0

•t

1
TLe

i

1
oZ

2hj-

i-hj

2

1

0

" 1
— 1

_0

_ \
— 1
0

hJ+

1 0
4 1

1 2

- 1

2

- 1

1 (

0

V
hJ+

0"

— 1

1

3'

1

l_

i
_ hj

B

2Sf^ + Sf.
3 o

2{hj~hH) h}

0

-St.-2St

-2Sf.-S

- hhl)

f.

O

Ax

12

3S
/ ;

O

f. + S , S , , + 6Sf. + Sf. , Sf.+ Sf.,
j - l / ; Jj-1 Jj JJ+1 Jj JJ+1

c, =-

0 Sf.

- 1 - 1 0"
1 -1+1 - 1
0 1 1

"1

-i

Sf. + 3S

- 1 - 1 0
1 0 - 1
O 1 1

1
dt

(7,2,42)

(7,2 43)

(7,2,44)

(7 2,45)

(7.2,46)

(7,2,47)

(7,2,48)

y los vectores A, Q y \Q2/A), que actúan sobre los nodos y para su manejo
después del ensamblado global son:

(7,2,49)

(7.2,50)

Q'
A

Q' >21 (Q2

A
, ; • - !

A (7,2,51)
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Debido a que el ensamblado global no afecta la forma de manejo de las
ecuaciones (7.2,30) y (7.2.31) para un elemento arbitrario en que se subdivide
el dominio de solución, con este trabajo de ensamblado se obtienen la
discretización por medio de la metodología de elemento finito de la formulación
GWCE y la ecuación de cantidad de movimiento unidimensional en su versión
conservativa.

7,2.3 Discretización temporal

Para la discretización temporal se propone utilizar un esquema implícito de tres
niveles en el tiempo para la formulación GWCE (7.2 30), de forma que

An+1 - 2An

ct2

At"

„ „ An+l - An~l

+ GM —
2AÍ

A

A

(7,2 52)

r1 '̂ iQ"1 2 +P? x = 0

donde Ai es el intervalo de tiempo de discretización; n + 1, n y n-1 son los
niveles de tiempo futuro, presente y pasado respectivamente; cereta y cc3 los
factores de peso temporal, los cuales se propone utilizar de manera que
ctx +a2 +cc3 =1 y ax =a3 (Kinnmark, 1991; Luettich, et al, 1992),,

Para la discretizar la ecuación de cantidad de movimiento (7,2.31), se propone
una aproximación tipo Crank-Nicolson (Zienkiewicz y Taylor, 1989; Reddy,
1993)

M
Q"+1-g"

Aí
= 0 (7,2 53)

El sistema de ecuaciones (7 2,52) y (7,2,53) es la discretización final de la
formulación GWCE y cantidad de movimiento conservativas undimensionales,
después de aplicar la metodología de elemento finito para la aproximación
espacial y diferencias finitas para la aproximación temporal
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7,2.4, Análisis de consistencia

En este apartado se propone realizar un análisis de consistencia numérica del
sistema de ecuaciones discretizadas de la formulación GWCE (7,2,52) y de la
ecuación de cantidad de movimiento (7.2,53), Entonces, si las variables
discretas dependientes Aj y Qj tienen valores sólo en la posición P{Xj,tn)f de
donde se puede considerar una función polinomial que pase por cada punto de
discretización del espacio de solución, tal que A(xj>tn)=A1j y Q(Xj9tn)=QJ; los
polinomios A y Q cumplen con los requisitos de continuidad suficientes que
permiten aplicar una expansión en serie de Taylor de grado n Entonces,
cambiando las variables discretas Aj y Qj por los polinomios A y Q en las
ecuaciones discretizadas (7.2.52) y (7.2,53), de forma que:

M
A n + 1 — 2 An + A n - 1 A'1"1"1 - A""1

Af
GM

2Aí

Q2

j
+ 1

+ P
n+1

A

(7,2,54)

, r i = 0

M
Qn+l

Aí
+

Q- = 0 (7,2,55)

Además, las matrices que tienen dependencia paramétrica BX(A,Q) y B2(A,Q) se
evalúan considerando que h(Aj) = h{Aj) y S^A^Q^S^A^Qj), lo cual permite
escribir estas matrices de la forma siguiente:

»i = -hhl

0

-fes,- +Sf.) - fe , , +2S,)
\ Jj-\ Jj/ \ Jj-l Jj!

2S,- +S
0

j j

2Sr.-$

0

- S y . - 2 S

S ,•. + 2S f-

(7,2 56)
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Ax

O

O + 1 - h ; 2(h>+x-h;)

12

3S

S,
, +sf,
Jj-l Jj

0

Jj-l Jj JJ-X Jj

O Sf, +$
JJ

• • / • • + 5 f ,

JJ JJ+l

, +3Sf.

(7.2.57)

Para estudiar la consistencia numérica del sistema (7,2,54) y (7.2.55), primero
se analizará el comportamiento temporal, proponiendo desarrollar las
expansiones en serie de Taylor para los tres niveles de tiempo de ( )

x^n-i) Y F(xj*tn) en donde

L5F
'at

Ai2 52F

(x,t) 2!
A i 3 53F
3!

Ai4 54F

4 !
+ o Aíf ) (7.2.58)

Para manejar una notación más compacta de la expansión en serie de Taylor

anterior, se propone utilizar las siguiente notación df/dt = Ft, d2f/dt =FW,

dzF/dt = Fttt, y d4f/dt = Fm„ Entonces la expansión (7.2.58) se puede escribir de
la forma siguiente:

{7259)

y las expansiones en serie de Taylor para F^j,^) y f(xjftn)

FJ-1 -F(A:,Í-AÍ)

= F-AíFt
Aíj
2! 3! 4 !

(7,2,60)

(7,2,61)

Sustituyendo las expansiones en serie de Taylor (7,,2,59)-(7,2.61) en las
variables dependientes y con dependencia paramétrica de la ecuación (7,2.54),
y desarxollando esta sustitución término a término:
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Primer' término:

GM A r R Af Aí'

Aí' Aí'
A + Ai A t + —— A t t + —— Am + —— A ^ - 2A +

2! 3! - " ' 4!
4

4!
Segundo término:

GM
An+ l_An-l G M

2AÍ 2AÍ
f\ T ¿AL f\t T

2! ~ f t 3! 4 !

ittt ~7]~Qtttt

3! et
Tercer término:

A "anai u
+2! A 3! A 4! A

-tttt

« 2

A
- A í

A 2! I A I
¿t ± ¿tt

3! A 4! A

(ct1+a3)
Aí'

2! A

3! A + «3)" 4! A

(7.262)

(7.2.63)

(7.2,64)

Recordando que los parámetros de ponderación de la aproximación temporal se
consideran como a!+a2+a 3 =l y a1=ot3¿ entonces al ecuación anterior se
puede escribir como

Q-

A A A A
(7.2.65)
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Cuarto término:

AT

a 3

v AT
h+

 2 ,

1 A) r t liAL + ^ j - ^ A U + O^t5)

2 3 4

+ — ( i-fe-"3¡-V i-)m + —

Quito término:

a1GC1Qn + 1+o Ai-1 ^ Ai'

AT
4!

Ai' Aí'
2! - " 3! - ^ 4! fíítt

+ a1Aí2GC1 O(AÍ4)

Sexto término:
At¿

 n AÍJ „ Ai'
2! - w 3 ! -Ul 4 !

P_AÍPí + Aí!píí_Aí3_prtí + Aílp í
_t 21 3! 4!

(7,2.66)

(7,2,67)

O(AÍ5)

(7,2,68)

Sustituyendo las ecuaciones (7.2 62), (7,2.63) y (7 2.65)-(7.2,68) en (7.2.54), y
agrupando por orden de aproximación temporal

^ GM
dt2 dt

Ai '
4! ai4 3! ai3 O(AÍ4)=O

(7,2,69)

Sustituyendo la ecuación (7.2,30) en la ecuación anterior, para el término de
orden Ai2
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^ +gfB1A-GC1Q + P

Aí' 4! a i f V 1 dt3
O(AÍ4)=O

(7,2,70)

Por otra parte, siguiendo un procedimiento similar para la ecuación de cantidad
de movimiento (7.2,55), aplicando las expansiones en serie de Taylor (7.2.59)-
(7 2,61), y desarrollando término a término:

Primer término:
Q

M
Ai

Segundo término:

Q'

= M Q ^ A£
Ai ~ ~ 2! ~ t t 3! ~ t t

dt 2! 3! dt3 O(AÍ3) (7.2,71)

A A 2! A
—¿t ± ¿tt

O(AÍ3)

tf
= A 2 A

AíA
"^2 A *+ Q 2 (f\2J Aí ¿? W

A 4 aí2 A
O(AÍ3) (7.2,72)

Tercer término:

f + (B2A)"]=f
Z

A £ ( B 2 A ) ( )(( +o(At3)-B2A

2 ai 4 5t̂
y sustituyendo las ecuaciones (7,,2.,71)-(7,,2,,73) en (7.2.55):

at

(7 2,73)

AÍ'

H A 2

Ma3

3! ai

I I

A

Q 1
3 4

) * •

a2

9í2

B2A

A 2

Aí
2

VI

M
a 2 Q ,

at2

+ gB2A

a
dt

+ o

(7.2,74)

Considerando la ecuación (7 2.31) en la ecuación anterior para el término de
orden Aí2:

' - ^
(7,2,75)dt dt

Una vez analizada la aproximación temporal, se propone continuar el estudio
de consistencia numérica en el sentido espacial, Para ello se propone
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desarrollar las expansiones en serie de Taylor para las posiciones F(xj+1)t) y
En esta parte del estudio se considerará que Le ~ Ax = cíe., por lo que

Fy+1 = F(x + Ax, t)

c A c A* 2 c Ax3 c= F + AxFx + -TÍT-F^ + T T " "
2! (7,2,76)

j_i =F(x-Ax,t)

2! 3! (7,2.77)

(7,,2,,78)

Aplicando las expansiones en serie de Taylor (7.2,76)-(7.2.78) en (7,2 70), y
desarrollando término a término:

Primer término:

M
dt2

Ax
6

i

0

1
A

1

0]
1

2
dt2

A - Ax Ax +
2!

Ax'

A
3!

A^+O(AX4)

A
xx

6 dt2

Segundo término:

~ A - -
2 3

G Ax —

A

A + I A

iA + ̂

(7,2,79)

(7,2,80)
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Tercer término:

A
(7.2,81)

Cuarto Término:

Para el desarrollo del cuarto término, en primera instancia se tienen que aplicar
las expansiones en serie de Taylor a los términos que generan la dependencia
paramétrica con respecto al área (A) y el gasto (Q) en la matriz Blt y después
es necesario efectuar la multiplicación matricial por el vector del término
dependiente, Esto resulta en

1 1 /
A K • Ah i A QHyl I v T — r\l 1 vvv ' — !•* *J fA x. r\ XA* r\ \ J

Sf)+

2Ah
xxxx (7,2,82)

Quinto término:

(7,2,83)

Debido a que el término que considera los efectos de la condición de frontera Pi
sólo toma valores en esta misma, pero no dentro del dominio, entonces, para
determinar las ecuaciones dentro del dominio de solución espacial, se debe
tomar- en cuenta solamente el segundo renglón de los vectores (7,2.79)-(7,2 83),
debido a que el primer renglón es el sistema de frontera izquierda y el tercer
renglón la frontera derecha de cada elemento Sin tomar en cuenta el ensamble
entre los elementos, entonces la formulación GWCE (7,2,70) queda de la forma
siguiente, una vez sustituido el segundo renglón de los vectores (7.2.79)-
(7 2,83):
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'(A,Q) =
dt'

+ G— - —
dt dx

6 tí
dx\ A

Ax' dA] Id
dt^ + uaí

ax dxó dx ^ dx dx

2ax4

- G -

Ai'

ah
av

-GQ

3
(7,2.84)

Además, considerando la relación (7,6) en la ecuación anterior:
d2A

dt2

Ax2f 3 Q :

dt dx

-2G

d tí'
dx\ A a.

- G Q

a x 3 " ^
3 J 2 A a 2 h i O / i a fas / 5 A Y| (7.2,85)

Aí'
4! 3!"aiJ5í3

Por otra parte, para determinar la consistencia numérica de la ecuación de
cantidad de movimiento, sustituyendo las expansiones en serie de Taylor
(7..2.76)-(7..2..78) en (7.2,75) y desarrollando término a término:

Primer término:

— \jr ¿\X
dt dt

Q

Q + ~ A

1 Q + 1

Segundo término:

- A x

/x
v2^

+O (AX2)

A 4 A
'X \ J XX

o(AX4)

XXX

2 l A ) 4 I A I
v y x \ y xx

(7,2,86)

(7 2 87)
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Tercer- término:

{7.2.88)

Sustituyendo (7,2.,86)-(7.2.88) en (7.2.75), y considerando además la relación
(2.3.53) para evaluar los términos de orden Ax2 y desarrollando

Q'

dx

Ax2 5A

dx' dx' dx

At2 d3Q
12 dt3

O ( A Í 3 , A Í 2 A X 2 , A X 4

(7,2.89)

El grado de consistencia numérica del esquema de discretización de la
formulación GWCE y cantidad de movimiento desarrollado por medio de la
metodología de elemento finito se puede englobar considerando el siguiente
teorema:

Teorema 7,1 Dada por un lado una discretización espacial por medio de la
metodología de residuos pesados de Galerkm, aplicado en la formulación GWCE
(7,6) y en la ecuación de cantidad de movimiento (2.3.53) y, además, por otro
lado, dada una discretización temporal para la formulación GWCE (7.2,52),
mediante una propuesta implícita de tres niveles de tiempo, así como para la
ecuación de cantidad de movimiento (7.2.53) por medio de la propuesta de
CrankrNicholson, Entonces, estas propuesta de discretización son consistentes
numéricamente bajo cualquier norma, cuando se tiene un refinamiento de malla
tal que Ax,At -> 0..

Demostración: Tomando las ecuaciones continuas de la formulación GWCE
(7.6) y cantidad de movimiento conservativa (2,3.53), las cuales han sido
discretizadas espacialmente por medio de la metodología de elemento finito y
temporalmente por medio de diferencias finitas (ecuaciones 7.2.52 y 7,2 53), y
una vez aplicada a estas ecuaciones una expansión en serie de Taylor y
generado un refinamiento de malla, de forma tal que se logra la siguiente
aproximación bajo cualquier norma

, Q) - Í4P(A,Q) \ -> 0 cuando Ax,At->0

97Z'(AC>)-m'(A,Q) ->0 cuandoAx,Aí-»0

(7,2,90)

(7,2,91)
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Por tanto, la propuesta de discretización (7 2,52) y (7.2,53) es consistente
numéricamente con respecto a las ecuaciones de partida,,

7,2,5, Construcción del sistema perturbado

Para realizar el estudio de propagación del sistema discretizado (7,2,52) y
(7,2.53), se tendrán en cuenta las siguientes hipótesis de trabajo: el intervalo de
discretización espacial es constante Le = Ax = cte,,, donde Ax = L¡J y donde J es
un número entero; sólo se analizarán los nodos interiores, despreciando los
eíéctos de frontera, Por tanto, el sistema de ecuaciones por analizar es:

M
A -2An+An~1

A _ „ A
= + GM —

n+1

2Aí

Q'
A

9&'}An'-GC1Q
n

91
A

91
A

.n-l

gB?+1An+1-GC1Q
n+1

\Tl-l

(7,2,92)

M
n+1Qn

Ai

,71 + 1

n+l = 0 (7,2.93)

y los vectores M.* A\7 A2> Bx y B2 son lo valores del segundo renglón de las
matrices de ensamblado global (7,2,42) - (7,2,47), de forma que

M = —[l 4 l]

* - ¿ M 2 -1]
A - : Li n il

-¡2Sf. +Sf Sf ~Sf -Sf -2Sf

;x>t)^^[hj-hhl 2(h;+1-h;_1) hJ+1-hj]

\ s f , + S f . S f + 6 S f , + S f . t S f . + S f , }

&=~[l 0 -1]

(7,2,94)

(7,2,95)

(7,2,96)

(7,2,97)

(7 2,98)

(7,2,99)
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En los vectores Bx y B2 se considera que las variables de la superficie libre del
agua hj =h(Aj;Xj,t) y la pendiente de fricción Sf - Sf(Aj}Qj;xj}t) mantienen una
dependencia paramétrica con respecto a las variables dependientes de área (Aj)

y gasto (Qj); el vector de posición queda especificado como:x = \xj-\ xj xj+i] >
y el término de frontera es nulo en la parte interior del dominio, por lo que

Ahora bien, se propone en esta parte del estudio una forma más compacta de
escribir el sistema de ecuaciones (7,2 92) y (7.2.93) permitiendo tener un mejor
manejo de los términos no lineales:

-1 n (7,2,100)
=5 U

(7,2,101)

donde las variables de simplificación y, 5 y cp agrupan los siguientes términos:

(7,2,102)

A2 \~ \ + gB2(A,Q;x,t)A
A

cp = 1 +GAí

(7,2,103)

(7,2,104)

Entonces, para determinar las propiedades de propagación del esquema en el
elemento finito aplicado a la formulación de la GWCE (7,2.100) y cantidad de
movimiento (7 2.101), se propone introducir una pequeña perturbación sobre
las variables dependientes, de forma que

A] = A] + a] Al

n

»
D

D

j

_n

D

D

(7,2,105)

(7,2.106)

donde A] y Qn¡ son valores de referencia que mantienen una variación suave o

lenta dentro del dominio de solución, y a" y qj son pequeñas perturbaciones
que actúan sobre los valores de referencia y tienen una variación brusca o
rápida y | \\D es cualquier tipo de norma sobre los valores discretos

Debido a que las variables de referencia y de perturbación son discretas y
solamente tienen valores en los puntos de discretización del dominio, y a fin de
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determinar las propiedades de propagación de perturbaciones, se debe
considerar lo siguiente: sea un polinomio que pasa por cada punto del espacio
de discretización O = Q\x.,tn), de manera que A ? = A " y Qr¡=QT¡, y las
perturbaciones son pequeñas variaciones sobre las variables de referencia de
estos polinomios.. Además, los polinomios A;- y Q; cumplen con los requisitos

de continuidad de clase Cn y se dice que el espacio de solución Q(xj,tn) es un
espacio de Banach de la misma clase,. Con el fin de tener una notación más
compacta de las variables de referencia, ésta no se cambiarán de tipo times
normal, sino que se mantendrá la notación de las variables discretas; pero se
debe tener en cuenta que el no cambiar de notación no implica perder las
características de continuidad anteriormente definidas..

Entonces, introduciendo las ecuaciones de perturbación (7.2.105) y (7,2 106)
en el esquema de discretización (7.2.100) y (7.2,101)

M q>| An+1 +an+1 )-2\An+an ) + (2-<i>| A + a" ~ I +

A + a,
(7,2,107)

= 0

M\ ,108)

y desarrollando el primer término de la ecuación de perturbación (7.2.107)

(7,2,109)
- 2An 2a*

Para desarrollar los siguientes términos de la ecuación (7.2.107) se propone
utilizar una expansión en serie de Fréchét-Taylor, debido a que estos términos
tienen una dependencia paramétrica con respecto a las variables dependientes.
Entonces:

(7,2,110}dA
+ q

- dQ
A

Utilizando la ecuación (7 2,102) se pueden evaluar las derivadas de la
expansión de Fréchét-Taylor de la forma siguiente:

dA
Ai

dA + 9 dA
A

A

(7 2,111)
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d[y(A,Q)]
dQ Q

2
A

í i l

a (
dQ{

Q2)
A j

d
9 dQ 0

(7.2,112)

A su vez, los términos de Bx que tienen una dependencia paramétrica en las
ecuaciones (7.2.111) y (7 2,112) se pueden desarrollar haciendo uso de la
ecuación (7,2.97), como se muestra a continuación:

dA A
+2HAJ - -hAj+i]

6
(7,2,113)

= B} (7.2.114)

donde las variables HA, S/A y SfQ se evalúan por las ecuaciones (5.2.11),
(5 2,15) y (5.2.16) respectivamente

Por último, la expansión en serie de Fréchét-Taylor (7.2.110) se puede escribir
como:

\2'
> v ' ^/ l ' ™¿_4 ' ^ IQ

+O a D D'

y los términos yA y y son:

-A,
A

(7,2.115)

(7,2,116)

v =
(7,2.117)

Por tanto, el desariollo de la ecuación de perturbación de la formulación GWCE
(7,2 107) se construye sustituyendo las ecuaciones (7,2.109) y (7,2.115) y
agrupando:
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M\(pA -2A +(2~cp)A | +

-2an +(2-o)an-

-n -n-\
+ ct2 y + a 3 y +

(7.2.118)

2 LO a D q = 0

Para el desarrollo de la ecuación de cantidad de movimiento de perturbación
(7.2.108) se sigue un procedimiento similar1 al utilizado para la formulación
GWCE. Entonces:

donde

Ai
2

-A,

2Q

(7,2,119)

(7.2 120)

At

i

A
A

_ _ _ _
^ + SfAJ Sj^ + 6SfAj

SfAJ

AJ

{7,2.. 121)

(7.2.122)

Ax \—
- S12

— _ _ _ _
Sfo + 6Sfo. + Sro SjA.+Sfo

(7,2 123)

En el sistema de ecuaciones (7,2,118) y (7,2.119) se distinguen dos partes, una
que agrupa los términos del sistema de referencia (7,2.100) y (7.2,101) y, como
se definió anteriormente, son las ecuaciones de referencia:

-2A ~Tl-l -

+ct3y =0 (7,2., 124)

M.IQ ~Q +8 +8 =0 (7,2,125)

La otra parte son las ecuaciones perturbadas que tienen influencia sobre las
escalas pequeñas:
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- 2 a n

'Y +a yLA 3 ÍQ y°[(h\D
+k¡D)2_ = 0

-n „ ~n

{7,2.126)

M (7,2,127)

72,6, Anáfisis de localización

De igual manera que para la localización del esquema de Preissmann y de
Leendertse, y no es la excepción para el esquema de discretización de la
formulación GWCE (7,1.126) y cantidad de movimiento conservativa (7,,2,127),
es necesario transformar los operadores en diferencias de estas ecuaciones a
un sistema de ecuaciones con operadores continuos. Para ello es necesario
aplicar un análisis de consistencia numérica al sistema discreto perturbado
(7.1 126) y (7.1 127) Por tanto, sustituyendo las expansiones temporales en
serie de Taylor (7.2,,59)-(7.,2.61) en (7.1 126) y (7..1.127), de forma que

1
M\

O

dt dt
2
4! 1

dt' dt {7,2,, 128)

dq
At 2 Af-H=| - - a q Af = 0 (7 2,129)

Además, sustituyendo las expansiones espaciales (7 2,76)-(7 2,78) en (7,2,, 128)
y (7,2.129), y desarrollando

dt2 dx a* A dx
Q*

a
,A2 ,

Q\ _ 1 + r_±. | +
dt dx

ai

4! 1

Ax'

O

r
1 dl

4!

a D+H

dx
aSfA

d3a

j . " (3t fíi fíi

Df,{Ax2+At2f]

dh
dx

(7,2 130)
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a
dx

aS/A+qSf

Ai2 d3q Ax2 /

12 3!
f ,

donde las variables ®1} 0 2 , ©3, ©4 y ©5 son:

hAa) 1 d(fiAa)d3A 1 d2$.Aa)d2A | 1 d3(fiAa)dA
4! ax4 + 3! ax ax3 + 2! ax2 ax

© 1 — —7

3!
1

Sx3 2!

—=r + -

-I i L +
2 3! dx3 dx

1
2!

4! 3!
1 d2h d2a ( 1 d3h da
2! ax2 ax2 + 3! dx3 dx

3!

i -S g3a | 9S/ a2a | &*Sf da ( 1 d3Sf

3! ^ ax3 + dx dx2 + dx2 dx + 2! ax3 *

dA 1_
dx + 2 !dx dx' dx

dx dx'
•—r-a

-íd(hAa)dA |

d3(hAaj- - a2A a3h « a2a
ax2 ax3

ax dx2[A
q\ + gA

T*feS/J
ax

(7,2,131)

(7,2,132)

(7,2,133)

(7,2,134)

(7,2,135)

(7,2,136)

De esta forma han sido transformadas las ecuaciones de diferencias (7,2.126) y
(7,2,127) en un sistema de operadores continuos (7,2,130) y (7 2,, 131), Para
proceder al escalamiento de estas ecuaciones, y dado que se tienen las mismas
características para aplicar la hipótesis de separación de escalas (4,1.46)-
(4,1,50) en punto arbitrario (xo,to), se pueden utilizar los siguientes
escalamientos: para las variables independientes de referencia o de escala
grande, ecuaciones (4,1 ,.51)-(4..1.53); variables independientes de perturbación
o de escala lenta, ecuaciones (4,. 1.66) y (4,1,67); variables dependientes de
referencia y con dependencia paramétrica, ecuaciones (4,, 1., 54)-(4,1,58);
variables dependientes de perturbación, ecuaciones (4,1,70) y (4,1,71), y para
delimitar1 la relación entre las escalas lentas y rápidas, ecuación (4,1,69),,
Entonces se sustituyen; (4,1 ,,54)-(4,1,58), (4,1,70) y (4.. 1.71) en las ecuaciones
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perturbadas de la formulación GWCE (7,2.130) y de cantidad de movimiento
(7.2,131). Aplicando un desarrollo similar al utilizado en el subcapítulo (7 1,2)
para escalar1 estas ecuaciones perturbadas, se tiene que:

d2a 2Q* d2q* Q* d2a* , ^ h0 A*u* d2a*

X? V 8?a +BUÍAhA«? (7,,2,.137)
da o * dq -,* _, Ax ¡da da -./ \ rt

a¿; /A ec, fQ) uo{dt de) w

d<í ,0Q* dq* Q* da* h0 * . aa*
ar yi* a¿; A ^ ^ ^ (7,2,138)

Comparando el resultado del escalamiento anterior con el escalamiento que se
obtuvo en el subcapítulo (7 12) (ecuaciones 7.1.46 y 7.1,49), se puede observar
que ambos sistemas son idénticos y, por tanto, en el caso de aplicar un análisis
de localización el resultado que se obtiene es el mismo,, Entonces, las
ecuaciones localizadas en su versión dimensional son:

dt2 dx2 v Jdx '

at ° á x " ° " ~ r )'fa+Fia + Fi<l = 0 (7.2.. 140)
donde Fl y F2 son definidas por las ecuaciones (4,1.99) y (4.1,100)
respectivamente. A además, el sistema de ecuaciones anterior- es un problema
de valor inicial puro lineal y de coeficientes constantes,,

Como se puede observar el sistema (7,2,139) y (7.2.140) es un sistema
localizado y sólo depende de las variables rápidas a nivel local, entonces dado
que este sistema tiene su origen del sistema perturbado (7,2,126) y (7.2.127),
por lo tanto el sistema localizado (7,2.139) y (7,2.140) se puede escribir como:

2g +a + G M « - g +

At2 2AÍ ( 7 2 1 4 1 )

n+1 _ n - j. 1 i r 1

- At + | i § l g " + 1 +hqnrí\+^h<ln +S2g"j = 0 (7.2.142)

donde Ai es el intervalo de tiempo de discretización; n.+ l, n y n -1 los niveles
de tiempo futuro, presente y pasado respectivamente; ax,a2 y cc3 los factores de
peso temporal, los cuales se propone utilizar de manera que se tenga
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a1+a2+a3 =1 y coj =a3,, Las variables de simplificación yx, y ,
vectores de las variables de perturbación son:

y_2^2UoA1+(F2-G)B1y_2

a =

y h

(7

(7

(7.

(7,

y

2.

.2.,

,2,,

2..

los

143)

144)

145)

146)

(7.2,147)

y los vectores M,A1,A2íB1yB2 se evalúan como:

M - — fl 4 ll
~~ 6

A^M-l 2 -1]
Ax

áa-^I-l 0 1]

Si=|[i o -i]

S 2 = f [1 4 1]

(7,2,148)

(7,2,149)

(7 2.150)

(7.2..151)

(7.2,152)

(7..2.153)

7,2,7, Análisis de estabilidad

El sistema discreto (7.2,141) y (7 2 142), sujeto a apropiadas condiciones
iniciales, constituye un problema discreto de valor inicial puro lineal y de
coeficientes constantes. Por tanto, puede solucionarse aplicando una expansión
en serie discreta de Fourier, en donde las componentes discretas de Fourier
para el m-ésimo modo son

(7,2.154)a] =
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donde p£, es el factor de amplificación del m-ésimo modo de Fourier; k el
número de onda e i = V T̂„ Entonces, sustituyendo las componentes de la
expansión en serie de Fourier (7.2,154) y (7,2 155), para un modo arbitrario de
Fourier en la ecuación discretizada de la formulación GWCE (7,2,141), y
desarrollando término a término:

Primer término:

Man=—h 4 l]
6

a'.

a (7,2,156)

-ap e
Ax [cos(kAx)

Segundo término:

Ax
(l-i^)[-! 2 -l] a

a7+1

^-[l 0 -1]
a1

au (7 2,157)

- ~~- (l - F~2 J(l - cos(kAx)) - ¿Fx sen(/cAx)
¿A./C

Tercer término:

~2 ~ Ax
[-1 2 -1]

«"-i
[1 0 -1]

- G)sen(kAx)

(7,2,158)

Entonces, al sustituir las ecuaciones (7.2..156)-(7,,2,158) en (7,,2.,141), y
agrupando

+ GAt)(c + 2) + 6<x1[~2U2X2(l-Fr-
2)(l-c)-iFlAiXs]] +

[ ( ) ] ]
[(2 - GAí)(c + 2) + 6a3 [- 2U2X2 (l - Fr'

:

i 6ax [4t/oX (l - c) - i(F2 - G)Atks + p i

6a 2 ^ÜOX¿ (1 - c) - i(F2 - G)Aftsj

(7,2.159)
+

En la ecuación anterior se ha considerado utilizar c = cos(AA*), s s sen(kAx) y
X = At/Ax, con el fin de mantener una notación más compacta.,
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Considerando que los valores de los factores de peso temporal sean
ax = a3 = 1/4 y ct2 = 1/2 (Luettich, et al ,1992), entonces la ecuación (7,2,159) se
puede escribir de la forma siguiente:

= 0 U 2 1 6 0 )

En esta ecuación se ha considerado introducir dos variables simplificatorias r|a
y ^2. °¿ue agrupan a los siguientes términos

(7 2,161)

-C)-Í (F 2 -G)AÍAS] (7,2,162)

En forma similar, sustituyendo las expansiones en serie discreta de Fourier
(7,2,154) y (7,2,155) en la ecuación de cantidad de movimiento discreta
(7.2,142), y desarrollando término a término:

Primer término:

Mqn=—[l 4 l]

[cos(kAx)

Segundo término:

- l 0 -1] a

a

(cos(kAx) + 2)

Tercer término:

§2gn=2t/o[-i o -i

= ápneikJ6x
sen

[l 4 1

(fc¡ÍA:) + - ^ — (COS(/CAA:) + 2)

(7,2,163)

(7,2,164)

(7,2,165)

Sustituyendo las ecuaciones (7.2.163)-(7,2,165) en la ecuación (7,2 142), y
agrupando ^

V f c ^ { ( + l)+4Kc + 2)0»-l) + T,3(p + l l =0 (7-
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Además, se tienen las variables simplificatorias TI3 y T\4, que agrupan a las
siguientes variables

3
(7 2,167)

{7,2 168)

Aplicando las ecuaciones (5 4 13) y (5.4.14) para evaluar las variables Fx y F2

en las variables simplificatorias %, y\2 > ^3 Y "H4 > Y desarrollando, se tiene que
las ecuaciones (7.2 161), (7.2 162), (7.2.167) y (7.2,168) se pueden escribir de la
forma siguiente:

ni =3

4Í7OA2 (l - c) - i\-=f- - GAt Xs
U,

(7.2,169)

(7,2,170)

(7,2,171)

(7,2,172)

En las ecuaciones anteriores se considera que I = gS¿ Ai como un término de

fricción, y Ve = —
2AodR

dA
Fr, como el número de Vedernikov.,

Por otra parte, reordenando la ecuaciones (7.2.160) y (7.2.166) en forma
matricial

pneikjAx

a 0

0

(7,2.173)
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Resolviendo el determinante de coeficientes anterior e igualando a cero de
forma que

+ 2 ) ^ 2 l ) + 2 ( c + 2 ) ( l ) 2
+ n ( p + l)2][(c + 2 ) ( l ) ( + l)] (7..2..174)

3 rr

y la relación de dispersión de la ecuación del sistema (7 2.160) y (7 2.166) es:
ab
3

donde las variables simplificatorias Ax, A%, a, b y c son

a2 2a {3a ) ' 18a

(7.2,175)

{at[27ad2 + 2c2(2c - 9bd)]+ b2^bd -c 2 )} (7,2,176)

c_Ub
1 a 3 la
3 ?A

2X2- (-c-2

(7,2 177)

(7.2.178)

(7,2 179)

La condición de estabilidad estricta del esquema se cumple para un valor de
p I <, 1, Entonces, aplicando esta condición límite de estabilidad a las relación

de dispersión (7.2.175), se tiene
ab

A - A> - <1

Vm,
(7,2,182)

ab

La inecuación (7,2,, 182) es la condición de estabilidad límite del esquema
discreteado por la metodología de elemento finito de la formulación GWCE y
cantidad de movimiento de las ecuaciones de flujo a superficie libre de Saint-
Venant en su—versión,conservativa diferencial, Debido a que no es posible
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determinar una forma explícita de la condición de estabilidad límite, en el
siguiente subcapítulo se presentarán los retratos de la relación de dispersión
(7,2.175) para diferentes condiciones de flujo y diversos valores del número de
Courant, así como del término de filtrado G Con los resultados de estos
retratos de amplitud se pueden conocer en forma gráfica los rangos de
aplicación de este esquema.

72,8, Elaboración de retratos de amplitud y fase

Para la graficación de los retratos de amplitud y fase de la relación de
dispersión del esquema en elemento finito, de la formulación GWCE y cantidad
de movimiento conservativa (ecuación 7.2.. 175), y con el fin de tener una
secuencia rápida de localización de cada lámina se propone la siguiente
clasificación:

a) Retratos de amplitud que tienen una semejanza con las condiciones de flujo
de las que se hará uso en las pruebas numéricas del subcapítulo 7.2.9.2..

a.,1) Condición de flujo subcrítico:

Los parámetros de topología y flujo del canal por analizar están definidos en la
tabla 5.1 y la secuencia de los retratos de amplitud (tabla 7,1) se considera una
variación del factor de filtrado G, Para diversos valores del número de Courant
Cr = {0,01,0,11,2,5,10,30,50,75,150}, tal como se muestra en la tabla 7.1,.

Nombre de identificación Factor de Filtrado
del retrato de amplitud G

Ret_amp_Fs01Gw 1
Ret_amp_FsO2Gw 10
Ret_amp_FsO3Gw 100

Tabla 7,1,, Clasificación de los retratos de amplitud para
flujo subcrítico de la formulación GWCE

a.2) Condición de flujo supercrítico

Para el caso supercrítico se consideran los datos de condición inicial definidos
en la tabla 5,3 y los mismos valores del término de filtrado y de número de
Courant, entonces la secuencia de identificación los retratos de amplitud se
pueden ver en la tabla siguiente: ;
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Nombre de identificación Factor de Filtrado
del retrato de amplitud G

Ret_amp_Ft01Gw 1
Ret_amp_FtO2Gw 10
Ret,amp_FtO3Gw 100

Tabla 7.2. Clasificación de los retratos de amplitud para
flujo supercritico de la formulación GWCE,

b) En las láminas de la relación entre la íáse numérica (relación de dispersión
7.2.. 175) y la íáse continua (relación de dispersión 7.1.62), se presentarán los
resultados, considerados éstos exclusivamente para las condiciones de flujo en
que se realizaron las pruebas numéricas, las cuales quedan definidas en las
tablas 7,3., y 7,4,,

b.,1) Condición de flujo subcrítico:

La secuencia de los retratos de amplitud (tabla 7.3) se considera una variación
del factor de filtrado G, Para diversos valores del numero de Courant
CT ={0,01,0,, 11,2,5,10,30,50,75,150},,

Nombre de identificación Factor1 de Filtrado
del retrato de amplitud G

Ret_fas_Fs01Gw 1
Ret_fás_FsO2Gw 10
RetJásJ?sO3Gw 100

Tabla 7,3, Clasificación de los retratos de fase para
flujo subciítico de la formulación GWCE,,

b,,2) Condición de flujo supercritico

Nombre de identificación Factor de Filtrado
del retrato de amplitud G

RetJas^FtOlGw 1
Ret_fás_FtO2Gw 10
RetJás_FtO3Gw 100

Tabla 7,4,, Clasificación de los retratos de fase para
flujo supercritico de la formulación GWCE
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Lámina 7.3. CasoRet_amp_Fs01Gw.

Lámina7.4.. CasoRet_amp_Fs02Gw,
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Lámina 7.5. CasoRet_amp_Fs03Gw.

Lámina 7 6. CasoRet_amp_Ft01Gw..
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Lámina 7.7. CasoRet_amp_Ft02Gw.

Lámina 7.8, CasoRet_amp_Ft03Gw,

; TESIS CON
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Lámina 7.9. CasoRet fas FsOlGw.

Lámina 7 10 CasoRetJas_FsO2Gw
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Lámina 7.11. CasoRet fas FsO3Gw.

Lámina 7.12. CasoRet fas FtOlGw..
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Lámina 7.13. CasoRet fas FtO2Gw.

Lámina 7.14. CasoRet fas FtO3Gw.
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7.2,9. Pruebas numéricas

7.2,9.1 Programación del esquema

Para construir el algoritmo de solución de la formulación GWCE (7,6) y
cantidad de movimiento (2 3.53) se tiene que modificar la forma como se
maneja el término convectivo, lo cual permite generar un código de
programación adecuado para ser utilizado en la computadora.. Entonces, el
término convectivo se manejará de la forma siguiente:

dx[ A A dx A2 dx
(72 183)

Para el término que evalúa la elevación de la superficie libre del agua desde un
nivel de referencia, se considera de la forma siguiente:

dh(A;x,t) = dy(A;x,t) { dz{x)
dx dx dx Í7 2 184)

t)0A 1 M (

dA dx M ; B{A;x,t)dx
donde B{A;xyt) es el ancho de la superficie del agua en la sección transversal y
Sb(x) es la pendiente longitudinal del fondo del canal..

Al considerar esta forma del término convectivo y el término de variación de la
superficie libre del agua (ecuaciones 7 2,183 y 7,2.184) y sustituyéndolos en el
sistema de ecuaciones a solucionar1 (7.6) y (2,3.53), se tiene

É1 A

dt' _
dt dx

A B
= 0 (7..2.185)

dt A dx B A
(72,.186)

Para desarrollar la forma residual pesada de Galerkin, se sigue un
procedimiento similar al desarrollado en él subcapítulo (7.2,1)., Entonces la
formulación residual pesada de (7,2.185) es

donde:

<d\A

,dt2
,8u

n
dt dx

a
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A dx B A
gA{sf-Sb)-GQ (7.2,188)

Aplicando una integración por partes en la ecuación (7,2.187), al término con
derivada espacial se tiene:

dt a
OX

=0 (7,2.189)

De la ecuación (7,2,186) se puede deducir que

(7 2.190)

Sustituyendo la relación anterior en la formulación residual pesada (7,2,189),
de forma que

,Su dA
dt ''

QdQ
Adx'dx/n \{~B A dx (7,2,191)

a
L + Gf(t) = 0

la condición de frontera natural (ecuaciones 2,3.58 o 2.3 50) es diferente de
cero solamente en la frontera donde se especifique entrada o salida de flujo

Además, la formulación residual pesada de la ecuación de cantidad de
movimiento (7,2,186) se construye de la forma siguiente:

dt A n B

Para la discretización espacial se requiere que la funciones de interpolación
tengan al menos una continuidad funcional C°, para las variables dependientes
A(x,t) y Q(x,t), que serán aproximadas sobre cada elemento /, y su valor será
nulo en cualquier otro lugar,, Entonces:

#el
A (7,2.193)

donde <p es un vector que contiene las funciones de interpolación, siendo cero

fuera del elemento (/) y A® es un vector que contiene los datos elementales
conocidos. í

Para las demás variables dependientes tenemos:
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1=1

TTGL

1=1

(O

r(0

(7.2,194)

(7,2 195)

B

#eí
(O

1=1
(7 2 196)

í=l

g>in(í)

1=1
(72,197)

Seleccionado la formulación de Galerkin para la aproximación de la función de
interpolación

~ * "*" »^Su^ (72,198)
í=l /=l

Sustituyendo las ecuaciones (7,2,193)-(7..2,198) en (7,2,191) y (7,2,192);
considerando el reacomodo matricial (7,2,18), tomando además un elemento
arbitrario dentro del dominio de solución, se tiene

ttel

dt2 dt1=1
= 0 (7..2.199)

(7.2,200)
= 0

r(0 A » A® BÍOdonde las matrices M^, A^, A^, B^, B^ y el vector P$ son:

"̂í ox -~ ox dx -

(7,2,201)

(7..2.202)
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A ( 0 _
dx

B

í
•Ji

<}> I I} I + g
dx - dx dx -

dx
dn

a

f(0 =
1 ^ a«

(7,2,203)

(7,2 204)

(7.2,205)

(7.2..206)

Las funciones de interpolación <j> son lineales dentro del dominio de solución, y
se considerarán en forma similar a las definidas por el vector (7,2,32).
Entonces, las matrices (7,2.2O1)-(7.2..2O6) se evalúan como

"2 r
1 2

.©. Il+Ii+l

6

GAx

(7,2,207)

- 1 , - 1
GAx

2
Ll ll + l « ll +

I ~ ll + l 2
GAx

- 3 ^ + iil+1)+9Ax(2ml

-3 (n , + nI+1)

B(0 = 1 - n, - 2n í+1 -
-211, - n I+1 +

3(ii/ + nl+1

3(n, + n í+1

H,+2II Í + 1-
! + araI+1)

\\dt+{

ni I+1).

(7,2,208)

(7,2,209}

(7.2,210)

(7,2211)

(7,2,212)

realizando el ensamblado global de la matrices (7 2.207)-(7,2,212), de forma
que

\2 1 01
(7,2,213)Ax

__

2

1
0

1

4
1

0

1
2

1 - Ax

GAx
2
GAx

o

0
GAx

(7,2,214)
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Ao =

-2lj_1+lj 21^+1,-
T OT T T

~~ i ; _ i ~~ ^ 1 ; I i—i ™ 1 ; J . I

0

O
21J + lJ*i

Bt -n M -n y nhl ,
0 - I I ; -H ; .

-2111 hl - in, - m M - 2iiij
2111^! + nij ni;.! -m J + 1

o

o

n J + 1

o
, ; -nM

0

- in > -2ni j + 1

o

2in>_1 - nij - mhl - 2IH; o
m;

- m ; -2iny + 1

o 2in;

(7.2,215)

(7,2,216)

(7,2,217)

Para la discretización temporal, se propone utilizar un esquema implícito de
tres niveles en el tiempo, para la formulación GWCE (7.2,199), y una
aproximación tipo Crank-Nicholson en la ecuación de cantidad de movimiento
(7,2,200), con lo cual se genera el siguiente sistema de ecuaciones en
diferencias:

2Aí
En+1]

(7 2,218)

M
Qn+1-Qn n+1!- - \ A o n

2[ 2 -
(7 2 219)

Aí 2L * ~
donde Ai es el intervalo de tiempo de discretización; n + 1, n y n-l son los
niveles de tiempo futuro, presente y pasado respectivamente; ct^o^ y a3 los
factores de peso temporal, los cuales se propone utilizar de manera que
ctx +ct2 +oc3 =1 y ccj =<x3 (Kinnmark, 1991; Luettich, et al, 1992),

Reordenando las ecuaciones (7,2,218) y (7.2.219) de manera que agrupen los
términos para le intervalo de tiempo n +1, el sistema de ecuaciones queda
como:

Ex (7,2220)

,E2 (7.2,221)

donde las matrices aa, a2, hx, b2 y los vectores Bx y B2 son:
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!A?+1

_
a2 -

bo=M

Ai
n+1

Ex = (2M-a2Aí2Bf)An -a 2 Aí 2 A?g r i + - l l - cc3At2B?

(72222)

(7,2.223)

(7,,2..224)

(7.2,225)

(7,2.226)

» (7,,2,,227)

Las matrices a¡ , a2, bj y b2 son de forma tridiagonal, lo que permite tener una
concordancia con las matrices de esfuerzos y deformaciones que se calcularon
con anterioridad. Para la programación del sistema de ecuaciones (7.2,220) y
(72.221) se debe incorporar la condición de frontera que influenciado por el
tipo de régimen de flujo que se analice.

Programación de flujo subcrítico

La condición de frontera esencial se considera la ecuación (2,3.48), y la matriz
de solución tiene una conformación septuadiagional incompleta como se puede
ver a continuación:

Qi

«1,11 °1

«2,11 ®1

«121 °i

«2 21 °2

11 «112

!11 «212

21 «122

21 «2 22

°112

&2,11

^122

^2 22

0

«1,23

« 2 23

0

2,23

0 ^ J1>-lj-2

0

o

«1 J-1 J-1 bl J-1 J-1 «1J-1J KjAj

Kj.j-1

«2,j J-1 ^2 jj-l « 2 JJ ®2jj.

Q2 • ^ 22

(7 2,228)

El sistema anterior se puede representar como A Xn+1 - E, el cual se soluciona

en el instante de tiempo n + 1 como Xn+1 = A'lEn
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En la solución del sistema anterior, se tiene que la matriz de coeficiente tiene
una dependencia con respecto a las variables por solucionar en el intervalo
n + 1, la metodología que debe seguirse es proponer un valor de los términos
por calcular iteración m e invertir la matriz; posteriormente, verificar el
resultado de los términos en el instante n + 1 de la iteración m + l y, si son
diferentes proponer este resultado en la matriz de coeficientes, y así continuar
hasta tener una convergencia. Entonces, el sistema matricial (7,2.228) se puede
escribir como:

A m xn+l,m+l _ g (7,2.229)

donde m es la iteración de actualización de los términos no lineales.

Por otra parte, el criterio de convergencia en las iteraciones no lineales se define
como:

(7.2.230)

(7,2,231)

A n >m

gn+l,m+l

00

00

A n + 1 > m

00

ÚO

Programación de flujo supercritico:

Debido a que la condición de frontera esencial (ecuación 2,3.50) se tiene
solamente en la frontera aguas arriba, el sistema (7.2.220) y (7,2.221) se
desarrolla de la forma siguiente:

3+1

lJ LJJ ¿

a,
íJ.J

(7.2..232)
LJJ

n+l (7,2,233)

Este sistema es válido para j = {2,3, , j ) , y los coeficientes Hj,y H2. se evalúan

por medio de las siguientes ecuaciones:
HXj =EX. -ax A1}*} ~bljj2Qpl -aij^Aj^-bi.j^Qj*1 (7.2.234)

(7 2,235)

Para el primer nodo, el cual queda en contacto con la condición de frontera de
aguas arriba del canal y se puede identificar por la posición de discretización
7 = 1, el sistema de ecuaciones (7 2.232) y (7,2.233) se considera como:
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* ^ H u - * * u H a i ( 7 2 ' 2 3 6 )

A su vez, los coeficientes Hj y H2l son:
O * ) (7.2.238)

H2 1 = £ 2 l -a 2 w / ( í ) -& 2 i i 5 f ( í ) (7.2.239)

En forma similar a la solución para flujo subcrítico, la condición de simulación
para flujo supercrítico también contiene términos no lineales,. Entonces, al
solucionar el intervalo n + l es necesario buscar asimismo una solución con
base en las iteraciones no lineales, La estrategia de solución para los términos
no lineales puede ser similar a la propuesta para flujo subcrítico, y la definición
del criterio de convergencia puede hacer uso de las ecuaciones (7.2.230) y
(7 2.231). Para comprobar el funcionamiento de este esquema en el siguiente
subcapítulo, se desarrollará una serie de pruebas numéricas.

7.2.9.2, Verificación numérica

Las pruebas numéricas del esquema discretizado se basan en una formulación
de elemento finito para la condición espacial y de diferencias finitas para la
condición temporal, aplicadas a las ecuaciones de las formulación GWCE y
cantidad de movimiento. Estas pruebas se centraron la evaluación de la
influencia del término de filtrado G, por lo que se impusieron dos condiciones
de flujo: una subcrítica y otra supecritica, cuidando que fueran las mismas
condiciones de flujo que se utilizaron para la construcción de los retratos de
amplitud y fase, generados en el subcapítulo (7,2.8),

a) Pruebas para flujo subcrítico (Fs{#}Gw)

La condición inicial de simulación para flujo subcrítico se define en la tabla 5,1,
La condición de frontera es un hidrograma triangular, como se puede observar
en la lámina 5.68 Finalmente, los resultados de la simulación se pueden
observar en las tablas (7,,5)-(7,7),
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Prueba FsO lGw con
G=1.0

Prueba FsO2Gw con
G=10

Prueba FsOlGw con
G-100

Número
de

Courant

Condición
de

estabilidad

Número
de

Courant

Condición
de

estabilidad

Número
de

Courant

Condición
de

estabilidad

0 001
0,01
0,1

1
2
5
10
30
50
75
150

Tabla 7,5,
estabilidad

Numenca

Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
No
No

Teonca

Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí

Resultado de
y convergencia

de la pmeba FsOlGw

0,001
0..01
0,1

1
2
5
10
30
50
75
150

Tabla 7 6,
estabilidad

Numérica

Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
No
No

Teórica

Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí

Resultado de
y convergencia

de la prueba FsO2Gw

0,001
0,01
0,1

1
2
5
10
30
50
75
150

Tabla 7.7.
estabilidad

Numenca

Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
No
No

Teonca

Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí
Sí

Resultado de
y convergencia

de la prueba FsO3Gw

También de los resultados de la simulación se observó que el error que se tiene
en la simulación del flujo en cada prueba se modifica a medida que el número
de Courant aumenta, Para evaluar el crecimiento del error, se consideró que
una solución muy cercana a la exacta es la que se tiene para un valor del
número de Courant Cr = 0.001, y esta solución se comparó con valores mayores
de Courant, Así, los resultados gráficos del error de estimación de gasto y de
nivel para las pruebas Fs01Gw-Fs03Gw se pueden observar en las láminas
7,15-7,16, En los resultados numéricos se observa que para valores de Courant
de 75 y 150 se tienen problemas de estabilidad numérica, mientras que la
predicción teórica indica lo contrario,, La divergencia resultados entre lo teórico
y numérico se debe a la no linealidad del sistema de discretización y la técnica
utilizada de convergencia sobre las iteraciones no lineales, la cual no es lo
suficientemente robusta para contar con resultados convergentes para
números de Courant mayores de 50,

b.) Pruebas para flujo supercrítico (Ft{#}Gw)

La condición inicial de simulación para flujo supercrítico se define en la tabla
5,3, y la condición de frontera es un hidrograma triangular (lámina 5,68),

La prueba de simulación se hizo nuevamente considerando los valores del
término de filtrado G de 1, 10 y 100, para diferentes valores del número de
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Courant, y el resultado fue que este esquema es incondicionalmente inestable
para flujo supercrítico,, Esto se debe a que en realidad se está solucionando una
ecuación de onda, y debido a que el flujo supercrítico sólo tiene condición de
frontera aguas arriba,. Entonces, la propagación de onda es libre hacia aguas
abajo y esto produce que este esquema sea incondicionalmante inestable.
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CAPÍTULO 8

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Para precisar en forma explícita los límites de aplicación de un modelo de
simulación numérica, se propuso en este trabajo una metodología basada en la
propagación de perturbaciones,. Por medio de esta técnica, se puede evaluar con
detalle la condición de convergencia de los esquemas numéricos derivados de
ecuaciones no lineales.

Con la introducción de esta metodología se buscó contribuir en el conocimiento
respectivo y complementar los estudios que se han llevado a cabo para la
determinación de los límites de estabilidad, propagación de amplitudes y fase,
así como convergencia de iteraciones no lineales, ya que en la mayoría de los
casos son incompletos o están simplificados en demasía (Abbott 1979;
Kinnmark, 1986; Lyn et al 1987 y Meselhe, 1997). El resultado que se ha
obtenido en muchas ocasiones ha provocado que algunos análisis no indiquen
lo que sucede realmente durante el proceso de discretización, por lo que una
contribución puede ser el mejoramiento dé los criterios de discretización y el
cuidado que se debe tener en los términos no lineales.

Conocer con antelación las propiedades de propagación de un esquema
numérico para la solución de ecuaciones diferenciales parciales, da formalidad
en la manera de discretizar y asegura un mejor resultado, De ese modo, al
contar con un criterio basado en un análisis de propagación de perturbaciones,
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previo a la programación y uso de un simulador, permite tener una mayor
certidumbre de los límites de su aplicación. Asimismo, se podrá diferenciar si
los resultados de la simulación numérica son producto del fenómeno físico o
sólo un artificio numérico. Este tipo de problemas se presenta en el momento
de calibrar- el modelo de simulación numérica con respecto a un problema real
(Aguilar, etal, 1994; García, 1994; Azpirotz, 1995),

De los resultados de este trabajo se tienen avances en concordancia con el
objetivo marcado al inicio del mismo, los cuales se enuncian en seguida:

Determinación del límite de convergencia del sistema continuo de la ecuaciones
diferenciales parciales no conservativas unidimensionales de Saint-Venant, en
el cual se encontró que la condición de estabilidad se presenta cuando el
número de Vedernikov es menor a la unidad, | Ve\ < 1.. Para la versión no
conservativa de Saint-Venant, se hizo el análisis de convergencia del modelo
que resulta al aplicar el esquema de Leendertse,, Los resultados indican que
este esquema tiene problemas para flujo supercrítico Fr>l9 como se puede
observar en los retratos de fase y amplitud, Ft{#}Le, Además se comprobó con
base en las pruebas numéricas, aunque se notó en ellas que al tener valores del
numero de Froude cercano a 1 < Fr, el esquema de Leendertse presenta
problemas de estabilidad para un número de Courant CT > 5.

Además de revisarse la versión no conservativa, se estudió la versión
conservativa de las ecuaciones de Saint-Venant en su forma integral y
diferencial. Al desarrollar el sistema continuo se determinó que el rango de
estabilidad del sistema continuo unidimensional está definido por | Ve\ <, 1 „ Este
resultado se confirma también físicamente (Chow, 1979; Ponce y Maisner,
1978), en donde se tiene reportado que para valores superiores a la unidad del
número de Vedernikov, se presenta en surgimiento de pequeñas ondas de
inestabilidad en la superficie, Esto se ha conocido como ondas rodantes (roll
waveSy en inglés),. Las ondas rodantes en la superficie son un aspecto que no
puede ser simulado con base en un modelo integrado en la vertical, ya que la
superficie libre del agua es una condición de frontera y el problema se
manifiesta principalmente en ella, Este resultado pone de manifiesto la
congruencia de este tipo de análisis con lo que sucede en la física real.

Con el sistema de ecuaciones conservativas de Saint-Venant, se analizó una
discretización basada en un esquema conocido como de caja (Box scheme, en
inglés) o de Preissmann (Abbott, 1979; Cunge et al, 1980).. El resultado del
análisis de convergencia tiene diferentes condiciones: primero, se tiene que el
esquema es incondicionalmente estable para |V e |^l , pero además se debe
cumplir que y = 1/2 y 0 S: 1/2, donde î  y 9 son los factores de peso espacial y
temporal respectivamente, Por otra parte, se determinó que para las
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condiciones de flujo en que Cr > 30, si se aplica la metodología iterativa de
Picard para la actualización de los términos no lineales, se tienen problemas de
convergencia numérica en el caso de los flujos subcrítico y supercrítico.. Por
tanto, se analizó la posibilidad de dar un tratamiento especial para la solución
numérica de los términos no lineales, utilizando el método de Newton-Raphson,
Como resultado del análisis de propagación de perturbaciones y de las pruebas
numéricas, se demostró que se mejora la convergencia de los términos no
lineales para valores de Cr > 30, cuando se simula un flujo, sea subcrítico o
supercrítico,

Para el caso de la simulación del flujo de aguas someras en la determinación de
las fluctuaciones de marea y patrones de corrientes marinas, se ha planteado el
uso de la Ecuación de Continuidad Generalizada de Onda (GWCE), (Westerink
et al, 1987; Luettich et al, 1991), la cual fue propuesta por Lynch y Gray,
(1979) para eliminar algunos problemas que se presentan de oscilaciones
espurias, al momento de tener resultados de la discretización en elemento
finito.. Según se enuncia en la literatura, la aplicación de la GWCE es
satisfactoria, aunque en ciertas condiciones de simulación se tienen problemas
de conservación de masa de la GWCE, Con el fin de evaluar este problema, se
realizó un análisis de propagación de perturbaciones de la versión continua
conservativa de la formulación GWCE, por medio de la metodología que se ha
descrito capítulo 3, y se demostró que a pesar de tener un problema bien
planteado y bajo la premisa de que es estable, se obtuvieron respuestas
adecuadas para el límite de estabilidad del flujo al momento de originarse las
ondas rodantes, con la salvedad de que el término de filtrado que se usa para
eliminar las oscilaciones espurias induce a que la formulación de la GWCE
presente un problema de conservación de masa de un nodo de discretización a
otro nodo, para valores grandes del número de onda y valores relativamente
pequeños del término de filtrado (Aldama et al, 1999),

Además, para complementar el estudio de la formulación GWCE en su versión
discreta, se planteó un esquema en elemento finito para la dimensión espacial,
por el método de residuos pesados de Galerkin (Reddy, 1991) y diferencias
finitas para la dimensión temporal, para después realizar un análisis de
convergencia numérica por la metodología de propagación de perturbaciones
que se ha mencionado con anterioridad El resultado obtenido con base en los
retratos de fase y amplitud indica que este esquema es estable para flujo
subcrítico, para valores de Cr < 50, pero que es incondicionalmente inestable
para flujo supercrítico. Durante la realización de las pruebas numéricas se
confirmaron estas condiciones de estabilidad.,

Debido a que no se tienen soluciones directas de las ecuaciones que gobiernan
el movimiento del flujo, es usual solucionar éstas por medio técnicas de
discretización, en las que se debe cuidar que el sistema sea convergente
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Entonces, la metodología de análisis de las propiedades de propagación amplía
el criterio de convergencia numérica, para el caso de un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales no lineales, Esto es debido a que se logra así extraer
información adicional de las variables dependientes, sobre los términos que
contienen una dependencia parámetrica o son no lineales, haciéndose uso de
una expansión en serie de Fréchét-Taylor.,

Además, al realizar un análisis de escalas múltiples y de localización, es posible
evaluar la influencia de cada uno de los términos de la ecuación y catalogar su
importancia, dependiendo del tipo de problema de flujo que se esté analizando..

De tal modo, el estudio de las propiedades de propagación permite, por una
parte, que el análisis de estabilidad sea más completo cuando se aplica el
método de Fpurier y, además, que sea posible incluir algunas características
dominantes producidos por los términos no lineales, entonces el criterio de
convergencia numérica es así más robusto.

Finalmente, la metodología de análisis de propiedades de propagación de
perturbaciones, aplicada a ecuaciones diferenciales parciales no lineales, más
avanzada que existe en este momento es la desarrollada en este documento y
tiene la siguiente secuencia:

a) Análisis de propagación de perturbaciones sobre las variables dependientes
continuas, Para los términos no lineales o con dependencia paramétrica se
aplica una expansión de Frechét-Taylor, Además, se realiza un análisis de
escalas múltiples y localizado,, De esta manera, se determina la influencia de
cada término en las ecuaciones perturbadas y, consecuentemente, se obtiene
un sistema lineal localizado,

b) Método de Fourier continuo., Se aplica el método de Fourier para evaluar las
propiedades de propagación de la ecuaciones de movimiento localizadas, Se
determina la relación de dispersión continua y el límite de estabilidad del
sistema continuo..

c) Discretización numérica.. Se propone una estrategia de discretización del
sistema de ecuaciones diferenciales parciales (esquemas en diferencias finitas o
de elemento finito), y se verifica que el sistema discreto resultante cumpla con
las condiciones para tener un problema bien planteado..

d) Análisis de consistencia Se realiza un análisis de consistencia, sustituyendo
la solución exacta de las ecuaciones diferenciales en las ecuaciones
discretizadas.. Se aplican expansiones en serie de Taylor a las variables
dependientes, alrededor de un punto particular de la malla,, El resultado debe
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ser la ecuación diferencial original adicionada de un remanente., Este
remanente debe reducirse a cero cuando la malla es refinada ad infinitara, lo
cual implica que el esquema discreto es consistente.. También se determina el
orden del error de truncado del esquema numérico.

e) Análisis de propagación de perturbaciones sobre las variables dependientes
discretas,. Para los términos no lineales o con dependencia paramétrica se
aplica una expansión de Fréchét-Taylor, Además de esto, se emplea un análisis
de escalas múltiples y de localización, para determinar la influencia de cada
término en la ecuación perturbada, con lo cual se obtiene el sistema discreto
lineal localizado,

f) Método de Fourier discreto.. Se aplica el método de Fourier para evaluar el
comportamiento de la estabilidad del sistema discreto linealizado, y se hace uso
del teorema de Von Neumann para determinar las condiciones de estabilidad
del sistema discreto La relación de dispersión discreta permite determinar los
retratos de amplitud y fase, que caracterizan el esquema en función del número
de onda y de las condiciones del flujo.

Además, esta metodología permite realizar un análisis de convergencia de
iteraciones para la solución de los sistemas de ecuaciones discretas no lineales,
ya sea por el método de Picar d (Aldama y Paniconi, 1991) o el método de
Newton-Raphson (Burden y Faires, 1980; Paniconi et al, 1991), por medio de
dar un tratamiento al esquema discretizado como se indica en los incisos (e) y
(f), con la diferencia de que en este caso se estudia la propagación de errores de
una iteración a otra.. Para determinar la condición de convergencia, se
considera que el factor de amplificación del error debe ser estrictamente menor
que uno en valor absoluto (Tingsanchali et al, 1989; Aldama y Paniconi, 1991;
Paniconi et al, 1991)..
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ANEXOS

ANEXO A. Determinación de los valores extremos de la
función K para la condición de Nyquist y para kAx -» 0.
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ANEXO A. Determinación de los valores extremos de la función K para la
condición de Nyquist y kAx -» 0.

Este análisis permite conocer el comportamiento de la función K para los casos
extremos y, de esta manera, determinar su influencia en la condición de
estabilidad del esquema de Preissmann. Para realizar este análisis, se toma la
relación (5.4 16), que es la respuesta de K para cualquier número de onda:

2\sUr
±

U, (2\y-l)si¡lVe

XsFr 2XsU,
(Al)

y aplicando las siguientes variables simplificatorias X = v ^ rr' y r = —-— y
2XU,

desarrollando la expresión anterior, tenemos:
K = art + x - ¿ r ± ixf

2XsU,

(A.2)

y como K es una variable compleja se puede extraer su parte real e imaginaria
de forma que

-I2 +X ]}

im(K) = r ±

Para conocer el comportamiento de la parte real e imaginaria (A..3) y (A..4), se
tomarán dos casos:

CASO I, La frecuencia de Nyquist se tiene para una condición de kAx/2 = n/2, lo
cual implica que se tenga que cos(AA>c/2) = 0 y sen(kAx/2) -1 y, analizando la
relación (Al), se tiene

(A.5)

(A.-6)

(A,7)

K = I7 +X±JgD ~2JgD VX + X

y la solución para la parte real es

2XU, XFr 7XU,

y la parte imaginaria
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CASO II. Haciendo el análisis para la condición de kAx/2 ~> 0 , se tiene que
cos(/c Ax/2) -> 1 y sen(fc Áx/2) -» 0, analizando para la variable de simplificación T

LimX = Lim

fkAx)1eos I
I 2 J Lim

\
2 (kAxf (kAx)3

kAx 2!4 218
oo (A..8)

Entonces, analizando el comportamiento de la parte real de K

donde A =

Re(k) = A ±

, B = gDo -

1/2
(A,9)

, C =

Desarrollando la expresión (A.9), y reagtupando:

RC(K) = A ±

1/2
(A, 10)

Si se considera que se tiene un término de orden muy pequeño para
s = (C -2S)/r2 + B2/r4 entonces la relación (A, 10) que da como:

1/2

realizando la expansión binomial del tipo (1 + s)1^2
 = 1 + E/2-S 2 /8 + O(83) debido a

que se tiene la condición r -> oo, E -^ 0 cuando kAx -» 0 y E « 1 . . Aplicando la
expansión binomial antes mencionada en la ecuación (A 11), y despreciando los
términos de orden superior se tiene

Re(ic) =A±
(C-B) C

4
(A, 12}

Nuevamente, aplicando la expansión binomial a la ecuación (A,, 12)
cl/2

Re(ic) = A ± i+ioí1
+ O

y regresando a las variables originales de la parte Re(ic)

o .

+ 0

(A. 13)

(A, 14)

Analizando en la ecuación anterior los diferentes valores que puede tomar el
lado izquierdo, dependiendo del signo, tomando el signo positivo, se tiene
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Anteponiendo el factor X en la ecuación (A. 15), se tiene

A,Re(ic)+ = Cr(+) = x(t/0 + ffi¡)+ O

Realizando el mismo procedimiento para el signo negativo
y» r—— (2\J/-l)l fS 1

también

Por1 otra parte, analizando la parte imaginaria de K
-,1/2

(A, 15)

(A. 16)

(A, 17)

(A, 18)

(A. 19)

Aplicando el mismo desarrollo con la expansión binomial, se tiene que la parte
imaginaria se puede expresar de la forma siguiente:

(A..20)r + o -Ir
y los resultados para los diferentes signos de la parte imaginaria, cuando
r -»oo para kAx -» 0 Esto implica que el valor de lo que esta en el radical es
negativo; por tanto:

• - 0 0 (A.,21)K)+=-2r-ofi

= o(±) -» 0 (A.,22)
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ANEXO B. Diferentes tipos de transformada de Fourier.
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ANEXO B Diferentes tipos de transformada de Fourier.

Serie de Fourier,.

Considérese la representación en serie de Fourier siguiente (Champeney, 1987):

donde n es un número entero, kn - nAk un número de onda discreto y A/c un
incremento constante del número de onda.

El cálculo de los coeficientes de Fourier se realiza de la forma siguiente:
njAx

Fn = - i= (f(x)e~ink°xdx ; n«0,±l,±2, < B 2>
•\j2tt •*

-n/Ax

Como puede observarse, f(x) es continua en el dominio físico, aunque puede
desplegar discontinuidades aisladas.. En forma más precisa, f(x) debe ser
continua por tramos, y Fn resulta ser discreta en el dominio de Fourier.

Por construcción, f(x) es periódica y su periodo es 2%/k0 El par1 de Fourier
(B. 1)-(B,2) es útil cuando el dominio físico es finito.

Transformada de Fourier

Considérese la representación integral de Fourier siguiente (Champeney, 1987):

fc ; xe(-=o,») P-3)

donde k e (- co, oo) representa un número de onda continuo.

La representación anterior es conocida como la integral de Fourier, o como la
transformada inversa de Fourier. La transformada directa de Fourier que
permite calcular1 f(k) es:
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El par de Fourier (B.3)-(B..4) se utiliza cuando el dominio físico es infinito,
siendo una herramienta ideal para resolver problemas de valor inicial puro,
Nótese que tanto la función /(x) como la transformada f(k) son continuas, y
que la variable física (espacial) x y la variable de Fourier (número de onda) fc,
también son continuas. Por otra parte, se puede hacer notar que dominio k es
infinito-

Transformada discreta de Fourier

Considérese la representación discreta de Fourier siguiente: • • -
, N¡2

f =
 AK V F e'fc**") • n = 0 1 J V - 1 '.'(B:5)

m = - J V / 2 - l ^ . -.;•

donde Afc = 2%/N Ax representa un incremento de número de onda, siendo 'Áx
un incremento de longitud y N el número par de puntos de muestreo;
km = (2nm)/(NAx) es un número de onda discreto; xn ~nAx.. :::-

La representación (B.5) es conocida como la tranformada inversa discreta de
Fourier, y la transformada discreta directa está dada por:

Yfne~{kmXn) 5 m-°¿> >N~l (B6)

Una manera de emplear la transformada discreta de Fourier se puede ilustrar
con el siguiente ejemplo. Sean los valores discretos de muestreo fn = /(n Ax) en
el espacio discreto xn =nAx, n = 0,±l,±2, ,±N/2, como se puede observar en la
lámina B. 1. Entonces, la transformada discreta de Fourier Fn sería de la forma,
como se muestra en la lámina B.,2

Por construcción, tanto fn como Fn son periódicas con periodo N,, Entonces
fn+m = fn Y Fn+m - Fn Por otra parte, si L = n Ax esto implica que 2%/L = 2%ln Ax
y, para representar un número de onda cualquiera., se tiene que:

kmxn = mkonAx

-m nAx
iVAx

2%mn
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Lamina B, 1, Valores de muestreo..

X

F

C
?« <
?

i

j

?

- i <

>

F(k)

} *
c

- y + l - y -2 -1 0 1 2

F

i

|

N
2

2 '

k
2~+

Lámina B,,2., Representación discreta de Fourier,,

Se puede hacer notar en este caso que la variables espacial (#n), como el
número de onda (km), son discretos. Asimismo, tanto fn como Fn son
discretos, Finalmente, tanto el dominio xn como el de km son finitos (tomando
sólo un periodo en cada caso)..

Transformada semidiscreta de Fourier.,

Cuando se desea analizar el comportamiento de esquemas de diferencias para
resolver problemas de valor inicial puros, es necesario trabajar valores discretos
en dominio físico, si bien los índices que identifican las posiciones nodales
pueden adquirir cualquier valor entero, Por ello es conveniente desarrollar una
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representación en serie de Fourier, en el dominio de los números de onda, como
sigue:

íl=oo

i k x "

JknAx (B..8)

donde fn se evalúa de la forma siguiente:
nf&x

/„ = ¡f(k)eikx"dk
-n/Ax

(B..9)

Como puede observarse, fn es continua y periódica, con un periodo 2%/Ax, y
fn es discreta,

Para la aplicación de fn se requiere que se pueda evaluar fn , y que además

exista lx = fn t , con lo cual se asegura la convergencia de la suma infinita y de

la integral.. Entonces sustituyendo (B,,9) en (B.l)

%/Ax

-TÍ/AX

¡nx

Ax

12%

Ax

jkxn dk
-VAX

-it/Ax

La integral (B..10) tiene dos posibles soluciones, si

(B..10)

Ax
i -ik(n

J (m - n
ik(m-n)Ax

(m - n

(m - n

_ e

-n/Ax

in(m-n)l

sen[7c (m - n)] - O (B..11)
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si m-n
%/Ax

-n/Ax

JI/AX

-n/Ax

n/Ax

-it/Ax

2n
Ax

(B.12)

Sustituyendo las integrales (B 11) y (B, 12) en (B.10), se tiene

n/Ax

-K/AX

&t&x 'mn
(B13)

Al par de (B.8) y (B.,9) se le denomina un par semidiscreto de Fourier. La tabla
B..1 resume los pares de Fourier y sus propiedades.

La gran limitación de cualquier técnica de Fourier es que sólo es aplicable a
problemas lineales de coeficientes constantes (para los que se considera
cualquier interacción lineal de modos de Fourier). En otras palabras, las
técnicas de Fourier son solamente aplicables cuando es válido el principio de
superposición.

Caso

a)

b)

c)

d)

Tipo de par

Serie de
Fourier en el
dominio físico

Transformada
continua de

Fourier

Transformada
discreta de

Fourier

Serie de
Fourier en el
dominio de
números de

onda

X

Continua

Continua

Discreta

Discreta

fc

discreta

continua

discreta

discreta

continua
periódica

continua
aperiódica

discreta
periódica

discreta
periódica

discreta
apeiiódica

continua
aperiódica

discreta
periódica

discreta
periódica

Dominio
físico

continuo
finito

continuo
infinito

discreto
finito

discreto
infinito

Dominio
de

Fourier
discreto
infinito

continuo
infinito

discreto
finito

continuo
finito

Aplicación

Problemas
continuos de
valores en la

frontera
Problemas

continuos de
valor' inicial

puro
Problemas

discretos de
valores en la

frontera
(periódicas)
Problemas

discretos de
valor inicial

puro

Tabla B, 1, Clasificación de par de Fourier1,,

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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