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Resumen

RESUMEN

La mayoria de los trabajos tedricos sobre analisis de curvas de declinacién con flujo no laminar
en el yacimiento consideran ya sea flujo de gas seco o flujo de liquido en un yacimiento
homogéneo. El propdsito del presente trabajo es analizar curvas de declinacién considerando
efectos no laminares en el yacimiento, para flujo de liquido ligeramente compresible en
sistemas de doble porosidad a condiciones de presidn de fondo fluyendo constante.

Los periodos de flujo transitorio y dominado por frontera son examinados por medio de los
resultados de un simulador de diferencias finitas. Se presentan por primera vez expresiones
analiticas de velocidad y gasto en la cara del pozo bajo condiciones de flujo no laminar en
yacimientos naturalmente fracturados. Estas ecuaciones contienen la solucidén para flujo
laminar como un caso particular. Se propone un método para identificar la presencia de efectos

inerciales por medio de la graficacion de d(log(g))/d(log(t)) contra log (7).

El método para el calculo de area bajo condiciones laminares produce buenas aproximaciones
para un yacimiento bajo condiciones de flujo no laminar. Aunque, la presencia de efectos
inerciales distorsiona la forma de las curvas de declinacién resultando en estimaciones
erréneas de los parametros de yacimiento y pozo por el analisis por curvas tipo para curvas de
declinacion para flujo laminar. El empleo de la metodologia presentada en este trabajo se
ilustra con ejemplos sintéticos.
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I. Introduccién

1. INTRODUCCION

La mayoria de las técnicas existentes en la literatura para el andlisis de pruebas de pozo, con
el fin de determinar las condiciones de productividad en el mismo y caracteristicas del
yacimiento, estdn basadas en tres hipdtesis principales: ecuaciones diferenciales de
continuidad y de flujo lineales, y una condicion de frontera interna constante, que puede ser el
gasto de produccién o la presion de fondo fluyendo. Sin embargo, frecuentemente en la
préctica ninguna de las hipétesis anteriores se cumple’.

Con la llegada de herramientas de produccion, tales como el medidor de flujo a tiempo real, se
ha hecho posible el analisis simultdneo de mediciones de presion y gasto de la formacion en

una prueba transitoria de pozo. La ventaja de incorporar la medicién del gasto, g( £), es que la

técnica de curvas tipo es mejorada, obteniéndose mayor informacién con respecto a las
caracteristicas particulares del yacimiento a ser evaluado, por ejemplo, fracturas hidraulicas,
estratificaciones, medio poroso compuesto, etc. 2

En una formacion fracturada se pueden tener pozos que inicialmente producen a un gasto aito
donde, en algunos casos, la produccion empieza a declinar después de unas cuantas horas sin
una clara explicacion. Por fo que, analizando el comportamiento transitorio del gasto en un
pozo produciendo en una formacién fracturada se adicionara informacion, lo que dara lugar a
un analisis mas completo. Desde un punto de vista ingenieril, la declinacion inicial podria ser un
factor clave en la decisién de continuar o abandonar la explotacién del pozo. En el caso de un
sistema homogéneo, esta declinacién es la Unica observada, pero para yacimientos
fracturados, la declinacion inicial no siempre representa el estado final de depresionamiento.

En la actualidad la mayor parte de las investigaciones sobre pruebas a presion de fondo
constante encontradas en la literatura®'’, suponen la existencia de flujo de una sola fase en el
medio poroso, considerando que la ley de Darcy es vélida, tanto para yacimientos homogéneos
como naturalmente fracturados. En cuanto al andlisis de fiujo donde la ley Darcy no es valida
{flujo no Darciano) se han desarroilado diversos trabajos considerando los diferentes tipos de
pruebas asi como diferentes tipos de yacimiento”'z‘*.‘ Sin embargo, en ninguno ellos se han
desarrollado expresiones analiticas para representar el comportamiento de pruebas a presién
de fondo constante en yacimientos naturalmente fracturados bajo efectos no Darcianos.

Curvas de Declinacién en Yacimientos Naturalmente Fracturados Considerando Flujo No Laminar 1



I Introduccién

En base a los antecedentes anteriores, el propésito de este trabajo es presentar expresiones
analiticas que representen el flujo de liquido en yacimientos de dobfe porosidad bajo efectos no
laminares con produccidn a presién de fondo constante. '

Para alcanzar el objetivo planteado, el presente estudio esta constituido por dos partes. En la
primera se resumen los trabajos presentados en la literatura sobre andlisis de pruebas a
presién de fondo constante, que consideran flujo monofésico Darciano en yacimientos
homogeéneos y naturalmente fracturados, asi como algunos trabajos donde se considera flujo
no Darciano bajo condiciones de gasto constante,

En la segunda parte, se presentan las derivaciones realizadas mediante fa combinacién de los
métodos de perturbacién, Transformada de Laplace y variacion de parametros, para el
desarrollo de las expresiones que representan el flujo monofésico no Darciano en yacimientos
de doble porosidad produciendo a presién de fondo constante.

Curvas de Declinacién en Yacimientos Naturalmente Fracturados Considerando Fiujo No Laminar o)



II. Antecedentes

Il . ANTECEDENTES

En esta seccidn, se discuten los principios basicos que permiten la comprensidon del
comportamiento transitorio y dominado por frontera del gasto para un pozo produciendo bajo
condiciones de flujo monofasico en una formacién fracturada y considerando flujo laminar.
Ademas se revisa la teorfa desarrollada hasta la fecha para el andlisis de fiujo no Darciano en
curvas de declinacién en yacimientos homogéneos, asi como para pruebas de presion en
yacimientos fracturados, con el fin de establecer las bases necesarias para el anafisis.

I1.1. Ley De Darcy Para Flujo De Fluidos A Través De Medios Porosos.,

La ley de Darcy® establece que la velocidad del fluido, v, es proporcional en magnitud ai
gradiente negativo del potencial de campo. La ecuacion basica puede ser establecida como:

K,
. v=_£_vcp’ (1.1)
7

donde p es la densidad del fluido, £ es la permeabilidad del medio, U es la viscosidad del
fluido, y @ es el potencial de flujo o energia mecénica por unidad de masa. Una expresion
para el potencial, se puede derivar por la consideracion del trabajo que debe ser realizado para
transferir a una unidad de masa de liquido, que estd en reposo en el estado estandar, al
estado de liquido fluyendo en el m

edio poroso. De las condiciones generales de energia se puede mostrar que el potencial de
flujo a una elevacion z es :

2

P U
fb—j‘p,wdp+gz+w2~“ (112)

Aqui w es el inverso de la densidad del fluido, z es la elevacion del punto sobre el nivel de
referencia ( supuesto como cero ), p es la presion en el punto z, p’ es la presion en el nivel de
referencia, y U es la velocidad microscopica promedio en el punto z. El tercer término del lado
derecho de la ecuacién (I1.2) representa la energia cinética del fluido, mientras que el segundo

* Nomenclatura o final del trabajo
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Il. Antecedentes

representa la energia potencial. Usualmente U puede ser despreciable debido a la enorme
area de la matriz sélida, y asf las fuerzas viscosas controlan generaimente el movimiento de los
fluidos. Para fluidos incompresibles y energia cinética despreciable:

O=wp-p)+gz. (11.3)

En esta etapa se debe hacer notar que la ley de Darcy fue concebida para flujo de agua en una
capa filtrante lineal. A través de una serie de experimentos se demostrd que la relacion de flujo
de agua es:

¢ Proporcional a lo que es conocido como la diferencia de potencial entre los extremos de la
capa filtrante.
¢ Inversamente proporcional a la longitud de la columna porosa.

Darcy supuso implicitamente que el gasto era proporcional al area de la capa filtrante. En su
experimento desconocia qué direccidn de flujo tendria el fluido en el medio poroso; se acepta
que el flujo es a lo fargo del gradiente de potencial, ademas de que la velocidad en la ecuacidn
(IL.1) es una velocidad hipotética y se supone que el fluido fluye a través de la seccion
transversal, la cual no estd obstruida por granos de arena. Para propdsitos practicos, la
estructura interna del medio poroso no se considera. Asi normalmente se refiere a la velocidad
en la ecuacion (Il.1) como una velocidad macroscépica. Otras suposiciones implicitas son las
siguientes:

» Los potenciales en el experimento de Darcy son potenciales en superficies hipotéticas, y no
se refieren a la estructura del medio poroso, aunque el fiujo total y el potencial sobre una
superficie estan relacionados con la distribucion verdadera del fiujo, y el potencial sobre el
espacio poroso, respectivamente.

» El elemento esencial de la ley de Darcy es que el cuerpo es suficientemente grande, en
comparacion con el tamafio de 10s poros, y puede ser considerado uniforme. Esta hipotesis
permite considerar la seccién transversal del cuerpo poroso como un numero de elementos
de seccidn transversal unitaria que conducira el fluido a razones imperceptibles de otros
elementos cuando son sujetos a la misma diferencia de potencial.

Curvas de Declinacion en Yacimientos Naturalmente Fracturados Considerando Fiujo No Laminar 4



1. Antecedentes

o El gasto en la columna porosa es inversamente proporcional a la longitud de la columna.
Ademas se supone que el medio poroso es estable, no reacciona con el fluido y no existe
variacién en los granos de la formacion .

Finalmente, se nota que la ley de Darcy indica que el movimiento es dependiente sélo de la
distribucién de potencial e independiente del tiempo. Phillip?® mostré que el tiempo que toma
un fluido en reposo para pasar a régimen estacionario, en valor es muy pequefio (del orden de
algunos segundos), v es independiente del gradiente de potencial o de las dimensiones del
medio poroso.

I1.2. Los Limites De La Ecuacién De Darcy.

La ecuacién de Darcy relaciona la caida de presidn necesaria para mantener el fiujo de un
fluido a través de un medio poroso, a un gasto determinado. Se ha demostrado que para aitos
ritmos de flujo, el comportamiento de la presién-flujo no se satisface, por lo que, esta limitada a
ciertos rangos de nimero de Reynolds. Asi la ley de Darcy se puede generalizar para valores
alios con la inclusién de parametros adicionales.

Ademas, es bien conocido que a medida que el nimero de Reynolds se incrementa, la ley de
Darcy pierde gradualmente su aproximacion llegando a ser completamente invalida; entonces,
€s muy importante considerar el flujo a alta velocidad.

1.3, La Ecuacién De Forchheimer.

Ya se ha apuntado que la aplicabilidad de la ley de Darcy esta limitada por el numero de
Reynolds. Para nimeros de Reynolds altos, Forchheimer'' sugiri6 que se reemplazara la
ecuacién (11.1) por la siguiente férmula, la cual ignora efectos gravitacionales :

— % =qv+ b[v'v ” (1L.4)

ox

Si se considera flujo laminar entonces b= 0,y a= ig- .

De acuerdo con la hipétesis de Linquist”, los efectos inerciales son los responsables de las
desviaciones de la ley de Darcy. Los trabajos recientes de Mei y Aurieault'® indican que para

Curvas de Declinacion en Yacimientos Naturalmente Fracturados Considerando Flujo No Laminar 5



il. Antecedentes

un medio poroso homogéneo e isétropo, los efectos inerciales conducen a un término de
correccion que es proporcional a v (esta observacion no viola la ecuacion (11.4)). Ademas, el

papel de la inercia parece ser mucho mas importante a nivel de poro que a nivel macroscépico.

El interés en el flujo no laminar, para el desarrollo del presente trabajo, radica principaimente
en el flujo de liquido en yacimientos fracturados. Diversos experimentos realizados indican que
b= Pﬂ, donde [)’ es una funcidn de las propiedades del medio poroso. La correlacion

utitizada en este trabajo, y que ademas es la més comunmente empleada para determinar ﬁ,
es la que desarrollé Geertsma' :

48511

p= 5550 (I15)

Muchas otras correlaciones han sido dadas en la literatura, por ejemplo la de Firoozabadi y
Katz'®, Avila y Evans'™, Wong®, Tiss y Evans®', muestran que el coeficiente S también
depende de la existencia de una segunda fase. Los experimentos de Wong20 indican que en
presencia de agua, el coeficiente ,6' para un gas puede ser mayor 0 menor que los valores de ,3
obtenidos cuando el agua no estd presente. Tiss y Evans® notaron que el esfuerzo de
sobrecarga y la temperatura influyen en ﬁ También Fetkovich™ noto que en estudios de
campo el valor de ﬁ puede ser una o dos veces mayor en magnitud que los valores obtenidos
de experimentos de laboratorio.

1.4, Grupos Adimensionales

La ventaja basica de estos grupos es que permiten comprender la estructura de las soluciones
de interés sin considerar valores especificos de las propiedades de la formacién, de los fluidos
o del gasto. El objetivo agui es obtener una solucién que no contenga dimension o parametros
reales, Comtnmente se empiean grupos adimensionales siguiendo el trabajo de van
Everdingen y Hurst™.

Los grupos adimensionales empleados en el andlisis de pruebas de pozo son identificados por
el estudio del flujo de fluidos hacia el pozo. Para el problema en consideracion, la escala mas
simple para la longitud que se puede emplear es el radio del pozo, r,,. De esta forma se denota
el radio adimensional por el simbolo 7p el cual se define como:

Curvas de Declinacién en Yacimientos Naturalmente Fracturados Considerando Fidjo No Laminar -6



Il. Antecedentes

—

, ¥
p =" (11.8)
rW

Se denota al tiempo adimensional universal para yacimientos homogéneos, el cual es
directamente proporcional al tiempo, y se define por la relacion:

. _ b
P gl

donde &, es una constante de conversion.

(1.7)

L.a tarea mas dificil es la seleccién de la definicién para la presién adimensional, y depende
esencialmente de la condicién del pozo, ya sea produccion a gasto constante o a presion de
fondo fluyendo constante. Para el caso de gasto constante, se define a la presién adimensional
de modo que la condicion inicial sea igual a cero a través del yacimiento, y que la relacién de
produccion en el pozo sea igual a -1. Para lograr estos objetivos, se define a la presion
adimensional mediante la relacion:

2k
2olrp.t,)= ooba (p: - plr.0)) . (1.8)
2

En las soluciones para un pozo que produce a presion constante; que es el caso que inferesa,
se emplea la presién adimensional, pp (p, f p ) definida por:

Pp(fpafp)=m’“) ‘ (1.9)
pt’ -prf

donde p,r, es la presién de fondo fluyendo, supuesta constante. Esta definicién también
satisface que pp (¥p, t p) sea inicialmente cero para toda #p.

Para el gasto adimensional, se emplea la relacion:

O, Blgir,t
qo(fmfp)——i--ﬂq(r L

_27d€h( f_ow) (1.10)

Curvas de Declinacién en Yacimientos Naturalmente Fracturados Considerando Flujo No Laminar 7



il. Antecedentes

11.5. Andlisis De Gastos Considerando Flujo Laminar En Yacimientos
Naturalmente Fracturados.

En una formacién fracturada se pueden tener pozos que iniciaimente producen a un gasto alto
donde, en algunos casos, la produccion empieza a declinar después de unas cuantas horas sin
una clara explicacion. Por lo que, analizando el comportamiento transitorio del gasto en un
pozo produciendo en una formacion fracturada se adicionard informacion, lo que dara lugar a
un analisis mas completo. Desde un punto de vista ingenieril, la declinacién inicial podria ser un
factor clave en la decisién de continuar 0 abandonar la explotacién del pozo. En el caso de un
sistema homogéneo, esta declinacién es la Unica observada, pero para yacimientos
fracturados, la declinacién inicial no siempre representa el estado final de depresionamiento,

11.,5.1. Ecuaciones Diferenciales Parciales Para Yacimientos Naturalmente
Fracturados.

En esta seccidén se presentan las ecuaciones diferenciales parciales bésicas para flujo de
fluidos en formaciones fracturadas. Las ecuaciones estdn basadas en un modelo presentado
originaimente por Warren y Root™®, £l modelo fue ampliado por Mavor y Cinco Ley31 al incluir
los efectos de almacenamiento y de dafio, y después por Da Prat® y por Da Prat et al® al
estudiar el comportamiento del gasto adimensional para un pozo produciendo a una presion
constante, para yacimientos fracturados infinitos o finitos.

Las ecuaciones diferenciales parciales fundamentales son :

azpﬂ) 1 apﬂ) op op
Dy 2B (] ) EmD “ﬁ, ‘.
52 T g, SUe) et (L1
ame
(-0) 2o = 4(p — o), (1112)
ot

donde A y @ son pardmetros asociados con las propiedades del fluido y del yacimiento. @
relaciona el aimacenamiento de la porosidad secundaria al total del almacenamiento y es dada

por:

Curvas de Declinacion en Yacimientos Naturalmente Fracturados Considerando Fiujo No Laminar 8



H. Antecedentes

(o72),

= > (H.13)
0
_ ge),
(ge,); +(ge.),
A controla el fiujo interporoso y es dada por:
k
A=a"r, (1.14)
k, "
e
donde eres el factor de forma de flujo interporoso con dimensiones L. py y ¢p estan definidos
como:
. P”P
Pp=—" (1,15 )
Pi—Pw _
y
2.637x107k ¢

2

t) (1116 )

(), +(ac),) w?

Una definicion matematica completa requiere de ecuaciones adicionales, las cuales
representen adecuadamente las condiciones tanto inicial como de frontera. Para un sistema
fracturado, con una presién inicial uniforme, la condicién inicial esta dada por:

P,D(rD,O)=0‘. (1.17)

La condicion de frontera interna para presién de fondo constante es:

Pp =1 | (1.18)
ot ’

D jip=1

PJD_S

donde § es el factor de dafio mecénico. Dos condiciones de frontera externa son consideradas:
un yacimiento con extension lateral infinita o con fronteras cerradas. Para el primer caso, la
condicion es:
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lim

" _)oopfv(’b»fu)=0. (11.19)

Para fronteras cerradas, la condicién es:

lim dp
P =0 (1120 )
¥, =¥, OFp
El gasto adimensional en el pozo es dado por :
op
— D
gy =— 3 ” (1.21)
o Jip=i

La produccion acumulada esta relacionada con el gasto por:

tD
Op = Jqul‘p | (1.22)
0

Las ecuaciones presentadas en la primera parte de este capitulo definen el enunciado del
problema por completo. En la siguiente seccién se describira el método de solucion.

11.5.2. Método De Solucion.

Un método comun para solucionar las ecuaciones { 11.11 ) y ( 11.12 ) bajo las condiciones dadas
por las ecuaciones (11.17 ) a (11.21 ), es emplear la transformacion de Laplace. Las ventajas de
este método fueron descritas por van Everdingen y Hurst®. Por este método, las ecuaciones
son transformadas en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias las cuales pueden ser
solucionadas analiticamente. La solucidn resultante en el espacio transformado es una funcion
de la variable de Laplace, u, y la variable espac_:ial, ¥p. Para invertir la solucién a espacio y

tiempo real, se emplea la transformacion inversa de Laplace.
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11.5.3. Soluciones De Gasto

En esta seccién se consideran dos tipos de yacimientos: yacimiento infinito y yacirhiento
cerrado. Las soluciones para yacimientos fracturados no limitados han aparecido en un gran
numero de publicaciones { Mavor y Cinco Ley31 ). Las soluciones para yacimientos limitados,
sistemas cerrados, fueron presentadas por Da Prat®, y Da Prat et al®. Para cada tipo de
yacimiento, las aproximaciones a tiempos cortos y largos son realizadas mediante las
expresiones correspondientes para el gasto adimensional en el espacio de Laplace. La inversa
de las soluciones resultantes han aparecido en tablas de transformadas de Laplace
(Abramowitz y Stegunaz)‘. Los resultados proveen una verificacion de la validez del algoritmo de
la inversion numérica, obteniéndose resultados confiables en la interpretacion de los resultados
observados.

I1.5.3.A. Yacimiento Infinito

Las soluciones de gasto transitorio para un yacimiento infinito reflejan el comportamiento antes
de que los efectos de frontera lleguen a ser evidentes.

Para un valor de Adiferente de cero, el gasto depende iniciaimente de fp y @. Conforme el
tiempo se incrementa, la interaccion entre la matriz y las fracturas es reflejada en un periodo
de flujo constante después del cual la solucién liega a ser la misma que para un yacimiento
homogéneo infinito. Mediante aproximaciones a tiempos largos y cortos de fa ecuacién que
representa el problema en el espacio de Laplace, se pueden obtener expresiones simples para

el gasto que pueden ser empleadas para comprender el comportamiento observado de este
parametro. Para tiempos pequeiios, la expresion para el gasto, g, esté dada por :

a
qp = |—— (1L.23)
7y
0, en términos de la produccién acumulada, Qp,
(1.24)
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Para @= 1 la ecuacion ( 11.24 ) es idéntica a la ecuacion presentada por van Everdingen y
Hurst®. La expresién obtenida para el gasto puede ser asociada con un yacimiento
homogéneo con un tiempo efectivo ' = £, / @. '

De hecho, de la definicién de #p :

s _lp _2637x107kt (125)
*ToT g Cuy |
Asi, para un sistema fracturado en un medio infinito, inicialmente no se detecta la presencia de
la porosidad primaria; es decir, éste se comporta como un yacimiento homogéneo. Para una
matriz no comunicante ( A = 0), fa solucién depende de /@ para todo tiempo.

En la Figura I1.1 se observa que a tiempos cortos la solucién depende Unicamente de ® no de
A, y para una 4 dada, la solucién se aproxima al caso homogéneo a tiempos largos. A medida
que el valor de Ase incrementa, la transicién se lleva a cabo mas rapido. La solucidén depende
del logaritmo de #p para tiempos largos. Esto se obtiene de la aproximacion a tiempos largos
de la solucién en el espacio de Laplace, como fue derivado por Da Prat®. Es decir a tiempos
largos :

2
~Int, + 080907

9o (11.26)

Para tiempos intermedios la solucién es aproximadamente una constante dependiente
de A.

11.5.3.B. Frontera Exterior Cerrada (Area De Drene Cerrada)

El comportamiento de un yacimiento homogéneo con fronteras cerradas ha sido estudiado por
muchos autores., Van Everdingen y Hurst® presentaron una solucién para el gasto acumulado
en el caso de presion de fondo constante.

Da Prat et al. ® estudiaron ef comportamiento del gasto para un pozo con presién de produccion
constante en un yacimiento fracturado, durante los pericdos transitorio y dominado por
frontera. Sus principales resultados se presentan en esta seccion.
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Las soluciones para 7,p= 50 y @=0.001, y diversos valores de A son mostrados en la Figura
I1.2. El gasto al principio muestra una rapida declinacion y entonces liega a ser casi constante
por un largo periodo, después del cual una declinacién a un gasto final se lleva a cabo. Para
tiempos cortos, el gasto depende de Zp y @, pero para tiempos largos depende de A, @y ¥op -
Comparado con el caso homogéneo, ( @= 1), se requieren tiempos largos para depresionar a
un sistema de doble porosidad. El valor def gasto durante el periodo de razén constante
depende en gran medida de la razén de permeabilidades matriz-fractura, A

Fetkovich™ observé que para sistemas homogéneos en el principio del depresionamiento
(dentro del periodo dominado por frontera), todas tas soluciones para varios valores de 7gp,

describen una relacién de declinacién exponencial y convergen a una sola curva, en la Figura
que dicho autor presenta, el tiempo adimensional #p, esta basado en el area de drene, es

decir:

2
! pa =~{9::£ (Nn.27)
Esta afirmacion no es vélida para yacimientos fracturados ya que las soluciones no convergen
a una sola curva. Con el fin de explicar el comportamiento observado, Da Prat® presento
aproximaciones a tiempos cortos y largos de la ecuacion que representa la solucion para el
gasto adimensional para un yacimiento cerrado; 1o que condujo a expresiones simples para el
gasto y la produccién acumulada, como se muestra a continuacion.

Una aproximacién a tiempos largos para el gasto adimensional esta dada por:

2
1 —1 A
=) EXP| -—t . 28
qp 5 I—&?® | ( )
y para la produccién acumulada adimensional:
2 ‘
QD(tD)JeD2 l(a)—l)-EXP —%%HJ (11.29)

De la ecuacién (11.28 ) para tiempos largos, se puede observar una declinacion exponencial, la
cual es la solucién para el caso de produccion a una presion constante. De esta forma un
resultado conocido para sistemas homogéneos se puede extender a yacimientos fracturados.
No obstante, en un yacimiento fracturado, la declinacién final toma lugar en un tiempo mayor al
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il Antecedentss

(100°0 = @ "g5=a 4 "= §) ofquatisaduif
BAROL NOT) OFHITUNIIDL DIUDISUO]) HOISLF D HOIOINPOLT DA @3 S& a B 7 IF panSig
L 9G+TT PO+IT a Eo+HY go+HET SOFT
34 i § 1 Wv \Q@(m ‘I

So-5f

2/ aC ]

E0-HT

odr

-3

Go+FT

OINIDOWOH OINTINIOVE

Y

i34

Curvas de Declinacion en Yacimientos Naturatmente Fracturades Considerande Fluja No Laminar



il. Antecedentes

compararlo con un sistema homogéneo (@ = 1), esto es, toma un tiempo mayor el agotamiento
en un sistema fracturado.

La solucién a tiempos largos (ecuacion ( 11.28 )) se puede emplear para explicar el periodo

observado de gasto constante. La expansién en serie de Taylor para la exponencial es:
2 .3

_ x° x
e = l-x'+ - (11.30)
2t 3
) M
Si x es pequefio, entonces ¢ ~ 1. Entonces se puede decir que para I <<t
' 2
re —1

qp = eD2 A, (1L31)

la cual es independiente del tiempo.
11.5.4. Andlisis De La Prediccion De Produccion Para Flujo Laminar.

Desde un punto de vista ingenieril, la declinacidn inicial podria ser el factor clave en la puesta
en produccién o abandono de un pozo, esta declinacion se presenta tanto en sistemas
homogéneos como fracturados; sin embargo, para los yacimientos fracturados esta
declinacion inicial no siempre corresponde a un estado final de depresionamiento como fue
sefialado por Da Prat et al®, por lo que ignorar la presencia de un sistema fracturado puede
producir un error muy grande en la estimacién de parametros del yacimiento.

Para una matriz no participante, A = 0 , el comportamiento es el mismo que para un sistema
homogéneo, pero con I'p =tp / @.

Todas las curvas muestran una declinacion exponenciat bien definida, la cual es tnica. Una
expresion para gp puede derivarse en este caso. Para un sistema homogéneo, el estado de la
declinacién exponencial puede ser derivado de la funcién de presién de pozo adimensional
para un gasto constante de produccién después dei inicio del estado pseudo estacionario.
Mavor y Cinco Ley31 mostraron que para un sistema cerrado de doble porosidad, p.p esta

dada por ( para gasto constante ):

oy matony Ly 224584
@ 2 Cr,

(11.32)
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Esta expresién es valida para ¢5,4/ @> 30.1, considerando una matriz no comunicante.

Para un yacimiento circular limitado, en este caso de matriz no comunicante, la declinacion
inicial es de naturaleza exponencial, y puede ser descrita por la ecuacion:

1 2%,
9= 3 B —— 3N | (1133)
h’lfeD —Z ¥op lnreD '—Z a

Ambas soluciones son las mismas después de fp > 0.1ox fepz.‘

Para una matriz participante (A#0), la declinacion inicial no es el estado final de
depresionamiento. Esto puede ser considerado como un indicador de un sistema no
homogéneo. La solucidn para un sistema de doble porosidad a tiempos largos es dada por la
ecuacion (11.28).

La solucién analitica para A= 0, (11.33), y la solucién para tiempos largos (11.28) proveen
buenas aproximaciones a la solucién numérica o real. Desde un punto de vista practico y
econdmico, dando un valor inicial para el gasto, es importante conocer ¢l tiempo que tomara
para depresionar por completo al yacimiento fracturado. '

El gasto comienza a declinar hasta que alcanza un valor aproximado de:
2
ro—1
quez A, (11.34)

esto ocurre a un tiempo dado por*:

| 3
In| -2 Injr, —=
2 "(‘*D 4)

b=~ 5 , (1.35)
I-o r;) lt{r'eo - %)a)

después de este tiempo permanecerd constante hasta que la solucién a tiempos largos

comience a ser fa dominante.
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11.5.5. Analisis De Curvas De Declinacion Con Flujo Laminar Empleando Curvas
Tipo. ' |

Fetkovich®® describié un procedimiento para el empleo de ajustes por curvas tipo doble
logaritmicas para analizar datos de gasto contra tiempo para un sistema homogéneo. El mismo
método se puede aplicar a sistemas de doble porosidad como lo mostraron Da Prat et at® ¥
Sageev et al.”: la relacién entre gdp Y tp es controlada por @, A, r.py S por lo que més de una
curva tipo puede ser necesaria. Los valores de @y A pueden obtenerse del andlisis de
pruebas de presién. Las curvas correspondientes para @=0.01, A=1 x 10° y diferentes
valores de r.p se muestran en la Figura 11.3.

Es posible obtener @y A de datos de pruebas de presién, ya sea generar o seleccionar la
curva tipo apropiada, la cual puede ser empleada para determinar los gastos de un yacimiento
en particular. Un ajuste por curvas tipo debera proveer informacién relativa a la permeabilidad
de la fractura y almacenamiento total; a partir del punto de ajuste se puede obtener la
permeabilidad de la fractura mediante:

P o 141248 (g

e—ﬁ — , (11.36)
h i =Py N\ Do Jaustz

y de igual forma, el aimacenamiento total se obtiens:
2.637x107k, ( ¢
[(¢c)m +(¢C),«]”—'W2 (7 , (11.37)
M, D JATUSTE
con el tiempo en horas.

Como @y A fueron determinados por la seleccién de la curva tipo, y ademés Kr, se obtiene del

analisis de nucleos, el factor de forma puede obtenerse por la relacion:

o= rzke (11.38)

w' ' m
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El aimacenamiento de la fractura se obtiene mediante:

(¢c), = I.(¢c)f +(ge),} @ . (1.39)

Desde un punto de vista practico, este procedimiento es simple si conoce @y A, de otra forma
mas de una curva tipo serad necesaria para obtener el mejor ajuste. Por ejemplo para un 7.p
dado, serd necesario considerar de 3 a 4 valores de @y de 4 a 5 valores de A para cada valor
de @, por lo que muchos pares de @ y A seran necesarios para encontrar la curva tipo

adecuada.

En el caso donde no se cuente con la informacién de @, A ni 7.py solamente se tenga acceso
a datos de gasto y tiempo, es posible obtener @ y A mediante el ajuste a una curva tipo,
dependiendo de la duracién de la prueba, ademas de 7.p. Sageev et al.” presentaron una serie
de curvas tipo que permiten ia estimacion de @, A, y Tep, a partir de datos de declinacién de
produccién. En dichas curvas se emplea fp/ @ en lugar de Zp en el eje de las abscisas. Para
emplear estas curvas se grafica en coordenadas doble logaritmicas, y a la misma escala que
fas curvas tipo, los datos de gasto contra tiempo, se sobreponen sobre la curva tipo,
(generalmente se partird de la curva de valor @ = 1), los datos se separaran de esta curva y
se estabilizaran en forma de una linea recta siguiendo una linea que marca el valor
correspondiente a A. Después, dependiendo de la duracién de la prueba, los datos decaerén y
se ajustaran a una nueva curva la cual indicara el valor de @, si esto no ocurre se considera
que @ tiene un valor limite a la curva mas cercana en valor de @ al finalizar el registro de
datos. Si los datos tienen una declinacién final, se podran ajustar a la curva tipo siguiendo la
curva correspondiente al valor de r.p. Las ecuaciones ( 11.36 )} a ( 11.39 } se pueden emplear
para determinar los demds parametros del yacimiento. Esta curva tipo también muestra
diferentes valores del factor de dafio mecénico, S.

11.5.6. Calculo Del Area De Drene’™®.

Para un pozo produciendo a presién constante en un drea de drene limitada, el efecto del limite
de yacimiento causa una declinacién exponencial en el gasto. La ecuacién exacta para el
estado de declinacién exponencial del yacimiento homogéneo esta dada por:
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_ 2 —4m,,
‘ID(to)— 44 EXP 44 | ( 1140 )

In 5 In 3

?CArw 7CA7;V

para Ips>(t,e)p, donde (%,,/p es el tiempo requerido para alcanzar un estado
pseudoestacionario real y depende de la forma del yacimiento. Esta ecuacién es una extension
de (11.33), con @ = 1; para incluir ¢l efecto del factor de dafio se debe emplear el concepto de

radio equivalente.

Para pozos produciendo a presién constante durante suficiente tiempo para que se presente
una declinacién exponencial en el gasto, existen pruebas de limite semejantes a las que se
llevan a cabo en pozos produciendo a gasto constante en un estado de flujo
pseudoestacionario. Las pruebas de limite pueden ser empleadas para proveer informacion
acerca del tamafio y forma del drea de drene si se conocen la permeabilidad y la porosidad del
yacimiento. De la ecuacién (11.40 ):

— At ATh(p; — D,y )

Ing =—7 7+ |- (141)
In 5 Hln 5
7CArw }C’Arw

Asi, una grafica de log g vs ¢ tendrd su ordenada al origen ¢ y pendiente m’ (en

unidades consistentes ) dados por:

Gine = ijw
Aln 2 (11.42)
1C 4T
- 4k
duc, Aln(10)1n 45:/5 " (11.43)
A'w
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Dividiendo la ecuacién ( 11.42 ) entre la ( 11.43 ) y despejando 4, se obtiene en unidades
consistentes: '
A = qint
In(10)m'ge il p, - p.s) (1L44)

Entonces, C4 puede ser estimado de la ecuacién (11.42 ) o (11.43 ):

— 4rch\ p, —
c,=* gxp (e, p,y) (1145)
?/” rw qintﬂ
0
C,= 4A2 Exp| 4P| (1.46)
v In(10) - m'puc A

11.6. Andlisis De Curvas De Declinacion Con Flujo No Darciano, Para El Caso De
Fluidos Ligeramente Compresibles En Yacimientos Homogéneos.

Los resuitados en esta seccidn, se presentan en términos de variables adimensionales. Esta
forma de presentacion proporciona dos ventajas, primeramente, los resultados se pueden
generalizar para otros valores de los pardmetros presentados en las Tablas. En segundo lugar,
los resuitados se pueden comparar con soluciones analiticas existentes para flujo laminar. El
gasto y tiempo adimensionales estan dados en unidades de campo inglesas, respectivamente,
como sigue:

4, = 1412048 |
= 11.47
g kh(Pi Py ) ’ e
_ 0.0002637 kt (1.48)
T puerl |

con el tiempo en horas.
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Para el caso de yacimientos productores de liquido ligeramente compresible bajo régimen
laminar, Ehlig-Economidesw presentd la siguiente expresién para gp durante los pefiodos

transitorio y dominado por frontera, respectivamente:

4

l=lln o +S (1.49)

g, 2 (1781 !
y

4p =%EXP(-—-—-—-—27;D"‘ J (11.50 )
con -

D=In e -—§+S (1.51)
v 4 ’

w

donde Ipy = Ip rw2 ! A, con A representando el 4rea de drene. La ecuacion (11.50) es la
misma que la ecuacién {11.33) con @ = 1 y es un caso especial de la ecuacion (11.40). Para
cualquier otro tipo de geometria del sistema pozo-yacimiento, la expresién de D es la

siguiente:

1 44

n—
2 1781C, 12

donde C, es el factor de forma de Dietz.

(11.52)

Para un yacimiento cilindrico con el pozo en el centro, el fin del pericdo transitorio y el principio
del dominado por frontera se denota por fps = 0.1.

Es importante sefialar que para el caso de flujo faminar, no importando el nivel de presién de
fondo fluyendo, siempre se genera una sola curva de gp contra fp , siguiendo la ecuacion

(1.49) 6 (11.50) durante los periodos transitorio y dominado por frontera, respectivamente.

La Figura 1.4 presenta el comportamiento del inverso del gasto adimensional contra el
logaritmo del tiempo adimensional, el cual es un reflejo del comportamiento de las variables
reales. Se puede observar en la Figura anterior que la respuesta para flujo laminar es
independiente del nivel de presién de fondo fluyendo, lo cual no es asi para el caso de flujo no-
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laminar donde para cada presién de fondo se genera una curva distinta™ . Para cualquier valor
del factor de dafic mecanico se tiene que conforme el valor de presién de fondo decrecs, la
respuesta no laminar se aleja de la respuesta laminar, lo cual tiene sentido, ya que al ser mas
pequefio el valor de Pwy » Se esperan velocidades mas altas de flujo en la regién cercana al
pozo y por lo tanto, la componente no laminar de la ecuacion de Forchheimer incrementa su
valor, alejandose de la respuesta de fiujo laminar. Para todos los valores del factor de dario y
nivel de presidn, se desarrolia un periodo semilogaritmico con una pendiente menor para el
caso de flujo no laminar, que para el laminar.

Camacho et al.™ presentaron una expresion general para calcular el dafio total, el dafio
mecanico més el debido a los efectos inerciales. Esta expresion, se derivd en forma analitica
utilizando el concepto de que el periodo transitorio se puede visualizar como una sucesion de
periodos estacionarios. Expresada en unidades de campo se tiene:

5, = (9.115x107 pB,Ap [’
887‘.23-\/}7 ’ (1.53)
k w

donde : ﬁS estd dada por la ecuacion { 1.5 ) considerando la permeabilidad en la zona de

dafio, p es la densidad, A p = (p;-pwd, ¥ i, k son la viscosidad del fluido y la permeabilidad
de la formacién, respectivamente. Conociendo los parametros involucrados en esta expresion,
se puede predecir faciimente la dimension del dafio, debido a los efectos inerciales sin
necesidad de registrar alguna prueba de pozo. El valor del factor de dafo calculado con la
ecuacion ( 11.53 ) para diferentes condiciones de presion de fondo y dafio mecanico, es muy
cercano al valor de la ordenada al origen de la recta semilogaritmica, en variables
adimensionales.

Al efecto de flujo no laminar, muchos autores lo denominan comao efecto de dafio dependiente
del gasto, el cual forma parte importante de! dafio fotal. En el caso de produccién a presién de
fondo constante, el dafio debido a efectos inerciales es dependiente del nivel de presion de
fondo como se constata en la ecuacion (.53 ).

En la Figura 1.5 se muestra el comportamiento del gasto adimensionai, gp , contra el tiempo
adimensional, fp en esta se observa que el periodo de declinacion del gasto es retrasado
cuando los efectos inerciales son importantes en el yacimiento. En estos casos, el andlisis por
curvas tipo, existentes para flujo laminar, producird valores erréneos de los parametros del
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pozo y del yacimiento, tales como el factor de dafio, la capacidad de flujo de la formacion y el
area de drene. Las respuestas no-laminares se encuentran por debajo de la laminar durante el
periodo transitorio, y parte del periodo dominado por frontera, sin embargo, al final del péripdo
dominado por frontera se invierte la situacion. Esto se debe al hecho de que una cantidad
mayor de aceite se encuenira en el yacimiento para el caso no-laminar que para el caso
laminar, y ademas por la presencia de mayores gradientes de presion en la region cercana al
pozo en el caso no-laminar que en el laminar.

I1.7. Analisis De Pruebas De Presion En Yacimientos Naturalmente Fracturados
Considerando Flujo No Darciano.

De acuerdo al analisis desarrollado por Villalobos'® , se encontré que los efectos de flujo no-
Darciano para el caso de liquido ligeramente compresible en un yacimiento fracturado, se

describen adecuadamente por medio del coeficiente de aita velocidad adimensional, ,BD, dado

por:

_ kbeQﬁ
Pp=75""—
27hr

La Figura i1.6 presenta el efecto de alta velocidad en pruebas de decremento de presion para

un yacimiento de doble porosidad, en dicha Figura se observa que para tiempos dentro del
periodo de flujo homogeneo, la pendiente de las curvas para el caso de ﬁD = 1.0 presentan el

(1.54)

valor caracteristico de 1.1513 paralelo al caso de flujo taminar, desplazada de ésta por un
valor Sy, dado por: '

Sy =Dyg (11.55)

donde D; es el coeficiente de turbulencia definido por:

PkaB | a0 1 (1 1
D =—>""_1F e — ] — = e
I zﬂ’m’”w[ ? Fsp Yo Twp (1156)
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donde kﬂ, es la permeabilidad de la formacién naturalmente fracturada, r;yp es la distancia

radial adimensional maxima a la cual se tiene flujo a alta velocidad, y depende unicamente de
By de acuerdo a la relacién empirica:

y ks p €s la permeabilidad adimensional en la zona de dafio, y esta definida por :
1
ksp =
S (11.58)
+1

075y TESS CON
FALLA DE ORIGEN

y Fsp s el radio adimensional de la zona dafiada.

Si se considera el efecto de dafio en el comportamiento de presién en un pozo, seé tendria que
la caida de presion extra debida al flujo a alta velocidad se incrementa gradualmente a medida
que el dafio aumenta.

El comportamiento de las curvas para tiempos grandes, (dentro del periodo homogéneo)
presenta la linea recta con pendiente de 1.1513 caracteristica de los métodos
semilogaritmicos del andlisis de pruebas de presién para condiciones de flujo Darciano, pero
desplazada con respecto al caso de S = 0, por una cantidad igual a la caida de presién extra
causada por un factor de dafio aparente S’ Para este caso el dafio total se expresa de la

siguiente manera:

§S'=8+§,=5S+D,q, (11.59)

quedando descrito el comportamiento de la presion para este caso por:

DPup =%(lntD +0.80907)+S+D,q (1.60)

para calcutar S'y D, se puede utilizar el método propuesto por Rameyzz.‘

Si se considera el efecto de almacenamiento del pozo, éste afecta unicamente la respuesta de
presidon a tiempos cortos, concluyéndose que el efecto de alta velocidad incluyendo
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almacenamiento no afecta a la pendiente en la parte final de las curvas para la solucién de una
prueba de decremento de presion.

Del analisis anterior se tiene que la capacidad de flujo de las fracturas kﬂ, A, puede estimarse

con exactitud, adn si la prueba estd bajo la influencia de alta velocidad.

La conclusion principal del trabajo presentado por Vilialobos13, para pruebas de decremento de
presion, es que el efecto de dafio, almacenamiento y alta velocidad no afectan a la pendiente
semilogaritmica de la prueba de presion. Cabe hacer notar que el méaximo valor de ﬂD, que
estos autores utilizan es de 1, por lo cual estos resuitados sélo son validos para valores de
ﬁDS1.. Otra observacion importante es que un andlisis grafico de presion y derivada de

Bourdet et al.* para el andlisis de datos que estan bajo la influencia del efecto de alta
velocidad, no es adecuado, debido a que las curvas se desplazan a medida que ﬁD aumenta.

El tiempo al cual termina el efecto de almacenamiento de fluidos en el pozo, puede estimarse
por medio de la correlacion de Ramey et al?, sustituyendo el factor de dafio .S por el factor de

dafio aparente S’ definido por la ecuacién ( 11.59 ). Es decir,

tDs:s.l = C'D (60 + 3‘5’5") . ( 1.61 )

Para el andlisis de pruebas de incremento, se considera que el efecto de alta velocidad esta
presente antes del cierre, desbués de un periodo de tiempo de cierre corto, los efectos de alta
velocidad desaparecen completamente, juntdndose estas curvas con las correspondientes
para flujo Darciano. La capacidad de flujo de las fracturas Kkgh, se puede estimar con
exactitud, aunque el pozo produzca bajo condiciones de flujo no Darciano.

Si se considera el efecto combinado de flujo a aita velocidad y el dafio a la formacion,
permanecera activo algin efecto residual debido a la aita velocidad después del cierre, pero
para tiempos posteriores los efectos desaparecen, de tal modo que la solucién es la misma
que para el caso de flujo Darciano.

Al considerar el efecto combinado del almacenamiento con el flujo de alta velocidad, el efecto
de almacenamiento dominard el comportamiento de la presion a tiempos cortos vy
posteriormente desaparece conjuntamente con el flujo a alta velocidad.
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Si se toman en cuenta los efectos simultaneos de darfio, almacenamiento y alta velocidad,
realizando un andlisis se obtienen las mismas conclusiones que para el caso de dafio a la
formacién y almacenamiento en forma separada. Concluyéndose en forma general que la
conductividad de las fracturas kp 2 puede estimarse con precision a partir de pruebas‘ de
incremento de presién y que el factor de dafio, S, y el coeficiente de turbulencia D, se pueden

determinar a partir del método de Ramey™.

Lo anterior solamente es aplicable para ﬁD S 1, bajo estas condiciones las rectas
semilogaritmicas obtenidas bajo condiciones no laminares son paralelas a las laminares. Para
JBD 2 1. Camacho et al.”® demostraron que bajo condiciones no laminares durante el periodo
de flujo transitorio, la pendiente de la respuesta de presidn es funcién del tiempo y tiende a

1.151 a medida que el tiempo se incrementa, bajo la condicion de que los efectos de frontera
sean despreciables, Para obtener el factor de dafio total proponen la siguiente ecuacion:

_9.115x107" pfBq,B
8872%27% " (1162)

Sy =Ny

En trabajos posteriores Roldénzs, considerando fiujo no laminar para yacimientos homogéneos,
demostré que la pendiente a tiempos largos no es de 1.1513. Es decir la pendiente cambia de
valor cuando existen efectos inerciales importantes con ﬁD >>1.
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il . COMPORTAMIENTOS OBSERVADOS

En la seccién anterior se sentaron las bases necesarias para el andlisis de curvas de
declinacion de liquido en yacimientos naturalmente fracturados considerando flujo no laminar,
esos elementos sirven de apoyo para comprender el fenémeno de flujo no Darciano. En este
Capitulo se presentan las observaciones obtenidas del empieo de un simulador numérico en
diferencias finitas bajo condiciones de fiujo no Darciano'®, empleado para modelar curvas de
declinacion considerando la presencia de flujo no laminar. La mayor parte de estas
observaciones confirman aquellas presentadas por Rodriguez®*.

{l1.1. Simulador Numérico

Para el desarrollo del presente trabajo se empled un simulador numeérico de diferencias finitas
para aceite negro con una formulacién completamente implicita's‘. Las corridas de simulacion,
consideran un pozo que penetra completamente un yacimiento de doble porosidad, el cual se
contine liquido ligeramente compresible, considerando condiciones de produccion tanto
laminares como no-laminares.

El simulador basicamente trabaja bajo las siguientes consideraciones:

» Lacimay la base de la formacién estan cerradas.

» La frontera exterior puede ser impermeable ( cerrada ) o a presion constante.

e Se da la opcion de incluir cualquier nimero de estratos. Cada uno de ellos con una
variacién de porosidad y permeabilidad, o propiedades constantes de cada uno de ellos. En
este trabajo sdlo se consitera una capa.

e Se puede incluir una zona dafiada, empleando un promedio arménico para la permeabilidad
radial. Se considera dafio mecanico nulo para este trabajo.

¢ Punto de burbujeo variable. En este estudio se consideran sistemas bajo saturados, por lo
que esta opcidn no es aplicable.

+ En sistemas naturalmente fracturados emplea el modelo de Warren y Root.

» EI nimero de celdas en la direccién radial y vertical es variable, en este frabajo se
emplearon de 60 a 90 celdas para la primera opcién y una en la direccion vertical

e Emplea un método directo de solucién del sistema matricial { Yale },

* La malla radial se genera por el método de Coats.
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+ No se considera efectos gravitacionales.
« La permeabilidad no es susceptible al esfuerzo ( se mantiene constante ).

Para realizar el estudio del efecto no laminar se hace uso de la ecuacidn de flujo de
Forchheimer, la cual incluye tanto efectos Darcianos como no-Darcianos para describir el flujo
de fluidos. Esta ecuacién se describié en el Capitulo Il y corresponde a la ecuacion (11.4),
donde el pardmetro 3 se obtiene de la refacién de Geertsma'’, la cual para el caso de un

liquido ligeramente compresible, en unidades de campo esta dada por la ecuacién (I1.5).

Se observa que la ecuacién de Forchheimer'' contiene en primer término una componente
laminar, seguida de otra no-laminar, De esta forma, cuando la velocidad de flujo se incrementa,
la segunda componente aumenta en forma mas importante en comparacién con el primer

término.

Los datos de declinacién se generaron considerando p,ys la presion de fondo fluyendo,
constante. Este modo de produccién se puede presentar, ya sea en yacimientos de baja
permeabilidad o en yacimientos con una presion sujeta a una contrapresion constante en las
instalaciones de separacion o en la tuberia de produccion.

1.2, Validacion Del Simulador Para El Caso Laminar.

Para realizar la validacion del simulador para el caso laminar, se comparé la respuesta del
simulador con la respuesta tanto del modelo de Warren y Root™, como el de Da Prat et al.. En
la Figura Il1.1 se presenta una comparacién de los resultados arrojados por ¢l simulador y por
la solucién de los autores antes indicados, observandose que se obtienen muy buenas

aproximaciones.

I11.3. Comparacion Del Comportamiento De Las Curvas De Declinacion Con
Flujo No Laminar Versus Flujo Laminar En Yacimientos Fracturados.

Se pueden considerar como las principales diferencias entre €! caso laminar y el no taminar,
considerando diferentes presiones de fondo fluyendo para el caso no laminar, mostradas en la
Figura .2, las siguientes:
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» En el periodo de flujo transitorio y parte del dominado por frontera los gastos en flujo laminar
seran mayores que para flujo no laminar. Esta observacion es similar a lo reportado por
Camacho et al', para yacimientos homogéneos.

e Al tener una presién de fondo fluyendo mayor, en el caso no laminar, se tendran gastos
mayores a tiempos cortos, haciéndose ésto més notorio para el caso en que A sea mayor,
pero en el periodo dominado por frontera y dependiendo de los valores de Ay @, se
diferenciaran muy poco, sin embargo, se obtendran gastos mayores para presiones de
fondo fluyendo menores. Es decir la respuesta no laminar es dependiente de la presion de
fondo a diferencia de la respuesta laminar. |

¢ En un momento en el periodo de flujo dominado por frontera, los gastos no laminares seran
mayores que el laminar, e incluso no se presentara la declinacion final hasta un tiempo
mayor que para fiujo laminar.

Lo anterior se puede explicar por que a tiempos cortos si se considera flujo no laminar los
gradientes de presién alrededor del pozo serdn mayores, por lo que se tendran mayores
pérdidas de energia en flujo no Darciano, que en el Darciano por lo que se tendran gastos
menores en el primero que en el segundo. En el caso del periodo de flujo dominado por
frontera, lo que ocurre se debe al hecho de que una cantidad mayor de aceite se encuentra en
el yacimiento para el caso no-laminar que para el caso laminar, en este petiodo de flujo se
observa una respuesta mayormente influenciada por la cantidad de fluido presente en el
yacimiento. Como los gastos iniciales fueron menores para el caso no laminar, el yacimiento
tiene mayor cantidad de hidrocarburos almacenados cuando se presenta el periodo dominado
por frontera por o que los gastos en este periodo seran mayores.

Ill.4. Comparacion del Comportamiento de Las Curvas de Declinacion con Flujo
No Laminar versus Flujo Laminar Al Variar El Pardmetro A En Yacimientos

Fracturados.

Las principales diferencias al comparar el comportamiento de las curvas de declinacion con
efectos laminares y no laminares al variar A ( manteniendo fijos los demds pardmetros del

yacimiento y de los fluidos ), las cuales se observan en la Figura 1.3, son las siguientes:
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» Alinicio del periodo de flujo transitorio, a tiempos cortos, para el caso de flujo no laminar no
parten de una curva comun, a diferencia del caso laminar donde esto si ocurre.

¢ Durante el periodo de flujo transitorio y parte del dominado por frontera los gastos serén
mayores para el caso de flujo laminar que para el no laminar.

= Debido a la mayor produccién inicial para el caso laminar, la produccién no laminar se
mantendra por mas tiempo que la laminar, y obviamente su declinacién final se presentara
mucho después, es decir se difiere la produccion para el caso de flujo no-laminar.

El parametro A relaciona la permeabilidad de la matriz y de la fractura, y por lo tanto su valor
dependera de esta relacién. Entre mayor sea el valor de A, la permeabilidad de la matriz se
acercara a la de la fractura, por lo que la matriz tendra mayor facilidad de aportar hidrocarburos
al sistema de fracturas, es por ésto que en el periodo transitorio se tendran gastos mayores si
el valor de 4 es mayor y viceversa. Pero como se considers que el parémetro adimensional de
almacenamiento en la fractura y r.p son constantes, entonces el yacimiento bajo ambas

condiciones tiene el mismo volumen de hidrocarburos original, por lo que al tener gastos
mayores con A mayor se tendra una menor cantidad de hidrocarburos en el yacimiento en el

periodo dominado por frontera, con lo cual la declinacién final se presentara a un tiempo menor
que cuando A es menor .

I11.5. Comparacién Del Comportamiento De Las Curvas De Declinacién Con
Flujo No Laminar Versus Flujo Laminar Al Variar El Pardmetro @ En

Yacimientos Fracturados.

Las principales diferencias al comparar el comportamiento de las curvas de declinacion con
efectos laminares y no laminares al variar @, manteniendo los demds parametros del
yacimiento y del fluido constantes, las cuales pueden ser observadas en la Figura ili.4,
son:

+ Los gastos son mayores para flujo laminar que para no laminar, durante el periodo de flujo
transitorio y parte del dominado por frontera.
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» La produccién no laminar se mantendra por mas tiempo que la laminar, y obviamente su
declinacion final se presentara mucho después.

¢ Las curvas laminares no tienen un origen comin pero tienden a converger a una misma
curva en el periodo de estabilizacién del gasto, cosa que no ocurre con el caso no laminar
ya que parece que estas curvas, dependiendo del valor de A, si tienen un origen comun si el
valor de A es grande, o se tendran gastos ligeramente mayores a @ grandes para valores
pequefios de A. En este ltimo caso { A pequefias }, las curvas en el periodo dominado por
frontera si muestran diferencias para diferentes valores de @ para el caso no laminar.

El parametro @ relaciona la capacidad de almacenamiento de la fractura comparada con el
sistema completo matriz-fractura, como a tiempos cortos se tiene el aporte preferenciaimente
de la fractura, entonces se tienen gastos ligeramente mayores si @ es grande, lo que se
mantendra durante parte del periodo transitorio y €l primer periodo de declinacién. Después
del primer periodo de declinacion para el caso faminar no hay influencia del valor de @. Sin
embargo, para el caso no laminar se tienen mayores gastos para valores mayores de @y
durante el periodo final de declinacion domina el fluido almacenado en la matriz, y por lo tanto
el gasto se mantendra por mayor tiempo.

111.6. Comparacién Del Comportamiento De Las Curvas De Declinacién Con
Flujo No Laminar Versus Flujo Laminar Al Variar EI Pardametro v.p En

Yacimientos Fracturados.

Las principales diferencias al comparar el comportamiento de fas curvas de declinacion con
efectos laminares y no laminares al variar 7,p , las cuales se observan en la Figura 1.5, son:

¢ Gastos mayores para flujo laminar que para no laminar, durante el periodo de flujo
transitorio y parte del dominado por frontera.

¢ La produccién no laminar se mantendra por mas tiempo que Ia laminar, y obviamente su
declinacién final se presentara mucho después.

e Las curvas laminares tienen una curva comin de origen pero dependiendo de su radio de
drene se separaran al irse produciendo las declinaciones exponenciales. En el caso no
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laminar a tiempos cortos no sucede ésto, las curvas estdn separadas hasta el inicio del
primer periodo de declinacion ( parabdlico ). Durante el segundo periodo de declinacion se
presenta el mismo comportamiento que para flujo laminar pero a tiempos mucho mayores.

A tiempos cortos se tienen que para el comportamiento no laminar se presentan gastos
mayores a menor r.p , ésto se debe principaimente a que el flujo a estos tiempos es
preferencialmente por las fracturas, pero agui la matriz tiene un papel fundamental ya que si el
radio de drene es pequenio, la matriz iniciara a aportar hidrocarburos mas rapido que cuando el
radio de drene es mayor, por 1o que a estos tiempos la matriz tendra mayor aporte en cuanto
menor sea el ¥.p . La declinacion final se presenta similar a la que se observa en el caso

taminar.

I1l.7. Comparacion Del Comportamiento De Las Curvas De Declinacion Con
Flujo No Laminar Versus Flujo Laminar En El Periodo De Flujo Transitorio En

Yacimientos Fracturados.

Las principales diferencias al comparar el comportamiento de las curvas de declinacion con
efectos laminares y no laminares durante el periodo transitorio, algunas de las cuales se
observan en la Figura ill.6, son:

La respuesta de 1/ gp seré mayor para flujo no-laminar que para laminar, durante el periodo

de flujo transitorio y la primera parte del dominado por frontera.

« El tiempo que tarda en alcanzar el periodo dominado por frontera es mayor en el caso no-
laminar.

+ Se observa una sola respuesta semilogaritmica lineal para el caso laminar, mientras que
dependiendo de la p,,r, se tendran diversas respuestas no-laminares.

e Las respuestas no laminares tendran una tendencia aproximadamente lineal
semilogaritmica con pendientes mucho mayores que la laminar, y dependiendo de los
parametros que definen al yacimiento de doble porosidad las rectas se cruzaran antes de

alcanzar el periodo dominado por frontera. :
TESIS CON

FALLA DE ORIGEN |
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Al ser mas pequena la presién de fondo fluyendo se esperan velocidades més altas de flujo en
la zona cercana al pozo, por lo cual ta componente no laminar de la ecuacion de Forchheimer
se incrementa en valor.

El parametro que tiene mayor influencia en la respuesta no laminar durante el periodo

transitorio es A , ya que la respuesta depende en gran medida de su valor, lo que se observa
en la Figura 111.7. A mayor valor de A, las respuestas a tiempos cortos tendran menor valor de

1/ gp y viceversa. Entre mayor sea el valor de A, la permeabilidad de la matriz se acercara a la

de la fractura, por lo que la matriz tendrd una facilidad mayor de aportar hidrocarburos al
sistema de fracturas, por lo que en el periodo transitorio se tendran gastos mayores si el valor

de A es mayor y por consiguiente menores valores de 1/ do.

El pardmetro @ tiene una influencia, en fiujo no laminar, dependiente del valor de A, a valores
grandes de A las curvas tienden a unirse (Figura (11.8), pero a medida que este valor es mas
pequeno las curvas tienden a separarse, sobretodo si el valor de @ tiende a la unidad, y el
valor de A es muy pequefio. El parametro @ relaciona la capacidad de almacenamiento de la
fractura comparada con el sistema completo matriz-fractura, como a tiempos cortos se tiene el
aporte preferencialmente de la fractura, entonces se tienen gastos ligeramente mayores si @
es grande, lo que se mantendrd durante el periodo ftransitorio y el primer periodo de
declinacién, teniéndose mayores gastos para valores mayores de @.

Para el caso laminar se puede observar una pendiente caracteristica de 1.151, para los
periodos de respuesta radial, pero en el caso del fiujo no laminar, las pendientes de las
tendencias rectas, estan muy alejadas del valor caracteristico.

I11.8. Anélisis De Datos No Laminares, Con Curvas Tipo Para Flujo Laminar.

Si se intenta realizar un ajuste de datos de gastos en yacimientos fracturados con fiujo no
laminar, empleando curvas tipo desarroiladas para flujo laminar, con datos obtenidos durante
toda la vida'productiva del pozo, no es posible realizar un ajuste con ninguna curva tipo
laminar. Sin embargo, si se contara con datos solamente de! periodo dominado por frontera, se
realizaria el ajuste dependiendo del nimero de datos que se tengan, tal y como se muestra
en la Figura Ill.9. Ahora bien si se considera que los ajustes realizados son correctos, y se
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calcula la permeabilidad efectiva, ke , se tendria que la ke obtenida por el primer ajuste seria

igual a 0.03756 mD, y para el segundo ajuste 0.03339 mD, pero de acuerdo con los datos de
simulacién empleados k£, = 100 mD, por lo que el etror asociado es muy grande, lo que

obviamente se tiene que bajo estas consideraciones los ajustes no serian confiables.
111.9. Produccion Acumulada Para Flujo No Laminar.

El comportamiento de la produccién acumulada adimensional para los casos laminar y no
laminar se observan en la Figura 111.10, durante un periodo de tiempo la recuperacién total sera
mayor para el caso laminar, pero se alcanzara un tiempo, donde la produccidn acumulada para
flujo no laminar sera igual a la laminar, es decir que la recuperacion total final sera la misma
para ambos casos pero se alcanzaran a diferentes tiempos, por o que para estas condiciones
se deben considerar las estrategias de explotacion asi como el punto de vista econémico. Es
decir cuando existe flujo no laminar en el yacimiento se difiere la produccion. Nétese que la
escala empleada de tiempo es logaritmica, por lo que la diferencia en tiempo para alcanzar la
recuperacion final puede ser muy grande ( 6rdenes de magnitud mayores para el caso no

laminar ).
I11.10. Normalizacion De Datos No Laminares.

Al realizar una normalizacién del tiempo adimensional, dividiendo la produccién acumulada
sobre el gasto se puede observar en una gréfica doble logaritmica de ¢p vs Op /gp, 10 que se

muestra en la Figura lil.11, que los efectos no laminares tienen gran influencia durante la
mayor parte de la vida productiva del pozo, estos efectos se observan por la diferencia de las
curvas laminar y no laminar en la grafica antes sefialada, pero después de determinado valor

de Q p! g p,las curvas laminar y no laminar se unen, lo que indica que se tiene fiujo laminar

en ambos casos.

I11.11. Célculo Del Area De Drene.
A continuacién se mostraran los célculos realizados para obtener el &rea de drene por el
método propuesto por Ehlig-Economidesm, tanto con datos en flujio laminar como en no-

laminar.
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El &rea real buscada es de un yacimiento limitado de radio de drene igual a 250 pies, y los
datos de gastos fueron obtenidos mediante simulacion tanto para el caso laminar como no-
laminar.

Los datos comunes para los calculos se presentan en la tabla il.

O + O 0.1

C 1x10° pg®/Ib
h 50 pies

pi 5704.8 Ib / pg®
B, 1.0

TABLA Il. PARAMETROS COMUNES PARA LOS AJUSTES REALIZADOS POR EL METODO
DE EHLIG-ECONOMIDES

Para el célculo del area real se emplea la ecuacién de! area de un circulo:

- (1.1

e

entonces:
A = 1(250pies)? = 196349x10° pies’

Empleando el método de Ehlig-Economides'®, se emplea un factor de 5.6150 en la ecuacion
(11.46) y se muitiplica g;,, por el factor de volumen del aceite, para emplear unidades de

campo.

Se muestran a continuacién dos ejemplos no laminares y uno laminar, en los cuales se calcula
el drea de drene por el método antes sefialado asi como su error asociado, para verificar la
validez de estas ecuaciones bajo condiciones de flujo no laminares. En las Figuras lll.12 y
[11.13 se muestran los ajustes de los datos para obtener los parametros necesarios de la recta
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en la grafica log { g, ) vs £, para cada caso. Es importante sefialar que para realizar e! ajuste

se emplearon datos pertenecientes al Glitimo periodo de declinacion exponencial.

e CASO LAMINAR
= 43.92975543 ciclo / dia

i = 12818.3bl/ dia
Puy = 50001b/pg?®

(12818. 3bl ! dia)(5.615pies’ [ bI)(L. 0)
(43 92975ciclo / dia)(0.1)(1x107° pg? / 1b)(In10)(5704.81b / pg*> —5000ib/ pg )(50pzes)

A =201915x10° pies”

El error asociado para este caso es 2.83 %

o CASO NO LAMINAR I.
m’= 0.018603221 ciclo / dia

Gine = 28.3894 b1/ dia
Puy = 20001b/pg?®

(28.3894b! / dza)(S 615pies® / bI)(L0)
~ (001860322 Lciclo / dia)(01)(1x10° pg 7 Ib)(In 10)(5704815 / pg” — 200006 / pg )(SOpies)

A = 2.00894x10° pies*

El error asociado para este caso es 2.314 %
« CASO NO LAMINAR I
m’'= 0.017601217 ciclo / dia

Gine= 5.08819 bl/ dia
Puy = 50001b/ pg®
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= (50881951 / dia)(5.615pies® / bI)(1.0) _
(0.017601217ciclo / dia)(01)(1x107 pg? / 1b)(In 10)(5704.816/ pg* — 5000ib / pg” (50 pies)

4 =200040x10° pies®

El error asociado para este caso es 1.88 %

Como se observa en los célculos anteriores, auin bajo la influencia de flujo no Darciano, se
obtienen valores confiables del drea de drene, con lo que se comprueba que a tiempos largos
en una declinacién exponencial, los efectos inerciales tienden a desaparecer.

Curvas de Declinacién en Yacimientos Naturalmente Fracturados Considerando Flujo No Laminar 36



IV. Soluciones Analiticas

1V . SOLUCIONES ANALITICAS.

En las secciones anteriores se revisaron las bases y los comportamientos al tener flujo laminar
y no laminar en yacimientos naturalmente fracturados considerando flujo laminar ¢ no laminar.
En la presente seccién se presentan los desarrollos realizados para obtener una aproximacion
a las soluciones buscadas.

V. 1. Ecuaciones Bdsicas.

En el capitulo anterior se presenta el sistema de ecuaciones bésicas para flujo de fluidos en
formaciones fracturadas, basadas en un modelo presentado originalmente por Warren y Root™
en 1953, En términos de las variables adimensionales (presién, tiempo y radio) las ecuaciones
diferenciales parciales fundamentales para el caso de flujo laminar son:

Op w, 1P i/ P P
E S S T (1)
ame
(1-@)=22 = A(p p - Pop) (11.12)
ot, '

donde Ay @ estan dadas por las ecuaciones (I1.14) y (1.13), respectivamente.

Para el caso de flujo no Darciano, las ecuaciones basicas tomadas de Villalobos' son:

( 3\
) )
iaa v, 2 - ;jﬂ’ =(1—a))a§:f’"’3+a)§f”, (IV.1)
¥, OF ¥
e 1+\/1+4ﬁpmpﬂ’ > P P
ory,
Conjuntamente con (11.12) y donde :
kpq
=- Iv.2
Po 2mr b’ { )

Lo que se observa de la ecuacién (IV.1) es la dificultad que involucra tratar de solucionar el
problema en términos de la presién adimensional, por lo que se procedié a tratar de resolverla
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involucrando variables que transformaran las ecuaciones a una forma mas sencilla y
manejable, lo que llevd a trabajar con las velocidades®, en el Apéndice A se presentan los
desarrollos realizados para transformar el sistema de ecuaciones {(IV.1) y (11.12}, empleando la
ecuacién de Forchheimer'' en el siguiente sisterna de ecuaciones:

14 é’Vf
1—' % =/1 V 7 _V
(1-w) 5 {H > } g (IV.3)
|7 L=+, Jo L+ (1- )=
b O7p K Iy ) 1y i+ 'f)watp +(1-a) ot (Iv.4)
Donde:
280lk, )
5= ok, :_ﬁp( /) V.5
Y7,
v Vf

V.2, Solucién Flujo Estacionario.

Et desarrollo para la solucién de flujo estacionario se muestra en el Apéndice F, donde se tiene
en términos de variables reales:

%—"—: yoorndonde _i= f,m (IV.7)

Por lo que:

19
S ly)=0 (IV.8)

Solucionando la ecuacién (IV.8) por separacion de variables y aplicando las siguientes
condiciones de frontera:

Pyl = P (IV.9)

Pyl =Py (IV 10)

Se obtiene:
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in| fe h _
7 - i
o= | Ll ke[ 17 W
T ol ——— H % = ‘
rW ré rw

La ecuacién (IV.11) es la solucién de gasto para un flujo de liquido no Darciano en un
yacimiento naturalmente fracturado con flujo estacionario, en la figura IV.1 se presenta el
empleo de la ecuacidn al compararse con el modelo de simulacion en términos de variables
adimensionales.

La ecuacién (IV.11) se puede rearreglar, si se tiene un estimado de r,, para obtener :

N
27hy| In| Lo
adlp - b  Xmh) > y
kfﬁ"‘—' (p: ow)( ) _71_11_ _ wz (iV12)
1 1 q, 1 1 :
Pl N
r, 7, By ¥,

1V.8. Método De Solucién Para Flujo Transitorio Y Dominado Por Frontera.

Al observar el sistema dado por (IVT.S) y (IV.4) se observa que es un sistema no lineal, por lo
que los métodos tradicionales (Separacion de variables, funciones de Green , Transformada de
Laplace) de solucion de sistemas de ecuaciones diferenciales parciales no permitiran
solucionarlo, por lo que antes de definir las condiciones de frontera para el problema, se
procede a revisar los diferentes métodos que pueden permitir la solucién del mismo, se
observé que la combinacion de los métodos perturbacion™*, Transformada de Laplace™* y

variacién de pardmetros**'“2 permiten obtener una aproximacién a la solucién.

El método de perturbacion® es aplicable a ecuaciones diferenciales con un pardmetro
pequefio, su aplicacion se basa en la idea de que cuando una ecuacién es cambiada por una
cantidad pequefa solamente, la solucién cambiard sélo por una pequefia cantidad; el método
produce una serie de términos de magnitud decreciente que aproximan a la solucién de la
ecuacion diferencial original; el procedimiento de aplicacion consiste en expandir la variable
dependiente en una serie de potencias dependiente del pardmetro pequefio en el problema.
Sustituir esta serie en la ecuacién original, las condiciones de frontera y las condiciones
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iniciales. Expandir todos los términos involucrados en la ecuacién, igualar los términos
correspondientes a las diferentes potencias del pardmetro pequefio, y solucionar las
ecuaciones resultantes secuenciaimente, en el proceso se pueden despreciar potencias
grandes dei parametro pequefio.

La aplicacién de! método de perturbacion se muestra en el Apéndice B, empleando el
parametro de perturbacion:

E= %—5— (IV.13)
2
Y considerando que:
V,= V, + &V, (IV.14)

El proceso que se siguié fue sustituir la ecuacién (1V.14) en el sistema dado por (1V.3) y {IV.4),
aplicar la transformada de Laplace a ambas ecuaciones, despejar la velocidad transformada en
la matriz de una ecuacion y sustituirla en |a otra, para posteriormente agrupar las potencias de
¢ en la ecuacion resultante, lo que produjo: '

d*v, 17 . =
ﬂ' 20 +idV0 — CO/'LRVO +(1_m)/1u llVO +A, V02
dr.D Tp dr‘D /1+u(1~—(0) Fp (|V15)
, para ..£°
dv, av, e — 7
A 2l +_£’_ Vl =60/1uV1 +60uV02 _[_(1__&))/1“ A 1
drp,”  7p drp A+ull-w)
S B
Fl- @) —S s 2 (IV.16)
/l‘l'u(].—@) Fp
para ...€'

Como € es muy pequefio se despreciaron los términos elevados a las potencias 2 y 3, con lo
cual se tiene un sistema de ecuaciones (IV.15) y (IV.16) con dos incégnitas ¥, v V7, ,yaque

al solucionar (1V.15) obtendremos VO se antitransforma, se eleva al cuadrado y se vuelve a

transformar para obtener V.

La ecuacién (IV.15) es una ecuacién iineal y homogénea por 1o que su solucion es
relativamente facil , mientras que la ecuacion (1V.16) debe solucionarse mediante variacién de
parametros una vez obtenida la solucién de (1V.15), las soluciones para estas ecuaciones son:
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T oull —w)+ A e ou(l — o)+ A
Vo=4 ]l[rD,\/u P J+B Kl(rD u }L+u(1-co)] (IV.17)

La solucion ¥V, corresponde a la solucion para fiujo laminar.

e i BT ) i, I

A+u(l-w) A+u(l-)
ol u_axM& ? . ucuu(l—co)+/1 g/l+au(1—a))x-'-—z -
11[ D\/ /'L+u(1—a)) }[K{ \/ ﬂ+u(1—(0) J/’i A+u(l- o) Vod (IV.18)

| ou(l-w@)+ A 7 ou(l—0)+ A Yu A+aou(l-0) 5,
—K,[rp\/u A+ull-w) ]J.I{x\/u A+ull - w) JZ A+u(l-o) Vo dx

Tanto la solucidn (IV.17) y (IV.18) se desarrollaron en el Apédice B, para encontrar el
valor de las constantes 4, B, C'y D se aplicé perturbacién y posteriormente
transformada de Laplace a las condiciones de frontera, para el caso de un yacimiento

circular cerrado:

V; rD = reD = 0 (IV19)
Urposrep =9 (IV.20)
_ reD o
BBt [r, uVodr,y (v.21)
U 1
reD_ reD V 2
0= [Vidr, + | —/'ILdr-D (IV.22)

Con lo que se tienen las condiciones de frontera interna y externa en el espacio de Laplace.

Para el caso de yacimientos infinitos, las condiciones de frontera seran las mismas que (IV.19)

y (1V.20), donde :
¥, > 00 (IV.23)

Los desarrollos para obtener (IV.19) a (IV.23) se -muestran en el Apéndice C.

Curvas de Declinacion en Yacimientos Naturalmente Fracturados Considerando Flujo No Laminar 41



V. Soluciones Analiticas

IV.4. Soluciones Para Flujo Laminar.

Como se menciond anteriormente, parte de la solucidén para flujo no Darciano es la solucién
laminar, la cual se considera para yacimientos infinitos y cerrados, intentando verificar y
mejorar las soluciones propuestas por Da Prat®. En los Apéndices D y E se presentan los
desarroflos correspondientes. '

1V.4.1 Yacimiento Infinito.

En el caso de yacimientos infinitos, se obtuvieron las siguientes soluciones, los desarrolios se
presentan en el Apéndice D.

@
dp = P (IV.24)
D
[ 4 jlx
2 j Ep (27)" 7 (IV.25)
T(x+1)

Correspondiendo (IV.24) a tiempos cortos y (1V.25) a tiempos largos, se observa que (IV.24) es
la misma solucién presentada por Da Prat®; sin embargo, (IV.25) es una solucién que tiene un
mayor rango de aplicabilidad que la presentada por él mismo autor®. En la Figura IV.2 se
observan los comportamientos de las soluciones a tiempos cortos y tiempos largos, ecuaciones
(IV.24) y (1V.25), con respecto a los de Da Prat®, ecuaciones (11.26) y (IV.24).

1V 4.2 Yacimiento Cerrado.

En el caso de yacimientos cerrado, se obtuvo la siguiente solucion, los desarrollos se
presentan en el Apéndice E.

Teo T°
qp = 2 . (‘1_’i)E-"P(—’]’fo)'(a*fﬁ)Exp(wr;,_tD)‘
s o (1-%) 1 J r—H (IV 26)
I
Donde:
b b e

: 2
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: 2
g= 2
o(l- )
b=a+ L
2 2
w eD““ln]’eD—reD (;my)_l_%
c= a
2 2
reD In re]_) _ 'eb (]‘_},)_'_l

Correspondiente a tiempos largos, sin embargo (1V.26) es una solucion mejorada a la que
presenta el mismo Da Prat®. En la Figura V.3 se observan los comportamientos de la solucién
a tiempos largos con respecto a los de Da Prat®.

IV.5 Soluciones De Gasto En Flujo Transitorio Considerando Flujo No Laminar.

Se consideraron dos tipos de yacimientos naturalmente fracturados: los yacimientos
infinitos y los cerrados. Para cada tipo de yacimiento, se obtuvieron aproximaciones a
tiempos cortos y tiempos largos sobre las expresiones correspondientes para el gasto
adimensional en el espacio de Laplace.

IV.5.1 Yacimiento Infinito

Las soluciones de gasto transitorio para un yacimiento infinito reflejan el comportamiento antes
de que los efectos de frontera lleguen a ser evidentes. Se realiza un desarrolio semejante al
‘propuesto por Da Prat’® , el cual es presentado en los Apéndices D, G y H. Primeramente se
encuentra la funcién de V), para posteriormente obtener V;, y poder relacionarlos a la
velocidad en el medio, y obtener el gasto correspondiente a nivel de pozo, la solucién
propuesta se puede dividir en dos: un término laminar y otro no laminar. Debido a la dificultad
de antitransformar las funciones obtenidas en el espacio de Laplace, se trabajo con
aproximaciones a tiempos cortos y a tiempos largos, esto provee expresiones simples para ei
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gasto que pueden ser empleadas para comprender el comportamiento observado. Para
- tiempos cortos, la expresion para el gasto adimensional estd dada por :

_ a_ﬁpkfz (pz_ow)\ o

Donde 221/ \/EZO.‘S.‘ Los desarrollos para obtener esta sofucion se muestran en los

Apéndices D y G. Se observa que cuando los efectos de alta velocidad son despreciables, la
solucién es la propuesta por Da Prat® para el caso de fiujo laminar, en la Figura IV.4 se
observa el comportamiento de fa solucién .

Si obtenemos la derivada del gasto con respecto al tiempo bajo efectos no laminares, Figura
V.5, se observa que se tiene una etapa inicial donde el gasto no varia con respecto al tiempo,
por lo que se puede aproximar esta etapa con la solucién de flujo estacionario dado por:

4,

IH} (7= Vi
v - ‘

/ S 21,.2| Te
G [

w €
w re rW

Con 1.03=<r,/F,,=< 1.1, en |a Figura V.6 se muestra la aplicacién de esta solucién.

El sistema fracturado en un medio infinito inicialmente no detecta la presencia de porosidad
primaria, el medio se comporta como en un yacimiento homogéneo.

Adicionalmente en la Figura IV.5, se observa que una forma de detectar la presencia de
efectos de Flujo No-Laminar durante el periodo de flujo transitorio es por el comportamiento de
la derivada logaritmica. Cuando los efectos No-Laminares son importantes, la derivada
logaritmica tiene un valor minimo mayor de -0.5 a tiempos cortos, mientras que para el caso

de flujo Laminar el valor minimo es menor de —0.5.

Para el caso de tiempos largos se obtuvo la siguiente solucién :
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9p = —

2]° L:i(ij:;jix dx

0

- | - . - (IV.28)

4 pk; [(p ~ Py ]T(Ex;w) ) 5

1-
U I(x+1)

W

De igual forma que a tiempos cortos, fa solucién {IV.28) al despreciarse los efectos no
laminares se obtiene una aproximacion a la solucién laminar, en la Figura IV.7 se observa el
comportamiento de la solucién.

IV.5.2 Yacimiento Cerrado

El comportamiento de un yacimiento homogéneo cerrado ha sido estudiado por diversos
autores. Da Prat® presenta aproximaciones bajo condiciones laminares, un desarrollo
semejante es presentado en el Apéndice E, y posteriormente se aplica el método de solucion
propuesto anteriormente. Primeramente se encuentra la funcion de V), para posteriormente
obtener V7, y relacionarlos a la velocidad en el medio, y obtener el gasto correspondiente a

nivel de pozo, Para tiempos cortos, 1a expresion para el gasto adimensional esta dada por :

2
o & (p-py)) o
— == (1V.29)
p H e )”\/ma 27,
La ecuacién (IV.29) es idéntica a la (IV.27), lo cual hace sentido ya que a tiempos cortos los
efectos de la frontera no se han detectado.

o
=
I

Los desarrollos para obtener esta solucion se muestran en los Apéndices E v H. Se observa
que cuando los efectos de alta velocidad son despreciabies, la solucion es la propuesta por Da
Prat® para el caso de flujo laminar , en la Figura IV.8 se muestra el comportamiento de (IV.29).

Curvas de Declinacidn en Yacimientos Naturalmente Fracturados Considerando Flujo No Laminar 45



IV. Soluclones Analiticas

60+H'T

S0S4v7Y Sodwary

v oMO5SUDA] ofn] ] vivd LopVInuIS [9p SO U0 VIRNDUY UOIONIOS UOIDIDANO) /AT DINSLT

LO+ET SO+H'T ag £0+3°7 I0+5°1 1047

i ] 1

0-FT

DITHDUD UOTIN]OS' cmmen
oUDIIV( OU Ofnn],] JOPUINUILS SOV ®

ADULHD'T O], ] 40poInus SoIq v

au o1 =y
Y91 85= d
dgr= 1
sdgpgs=dy
I8I0= @
§-97°[= Y
wrzresrr= g

20°4°1

- 10T

ah

e 00+H°T

T0+H°T

45-1

Curvas de Declinacién en Yacimientos Naturalmente Fracturados Considerando Flujo No Laminar



V. Soluclones Analiticas

SO+T7

$01107) Sodwta1] v 0pv.LI2)

oIV} un vAvd LOPPIMULS 1P SOINQ UOD VIUYVUY UGION]OS UGIODIVdUI0) QAT VINS1]

90+7°T PO+TT ao+a T dgp 00+F T 04T PO-TT
;1 1 1 - ) L 1 NQu.mﬂH
- 10-H°T
g I" |
- 00+F'T
3 <
aqu ool = o ©
g1/q| 86= d
dogp=1
1sd 2 b0/ = BOJHJBUY UOIINJOS enmee
184 g von. dv - I0+aT
6¢c’0=0 _
gal=y Jeujwe] on ofni4 Jopeinuis sojeq v -
Wi L1esez= ¢ |
Jeupuey ofnj4 Jopeinuiis soeg e
20+qT

43-H

Curvas de Declinacién en Yacimientos Naturalmente Fracturados Considerando Flujo No Laminar



{V. Soluciones Analiticas

L0+HT

Opu.LI2) OJUINIID] UM HD 50140

soduiaj [ v ojuspuviioduio) 12 swuixoady ivg vLDUOIVIST UOIINOS D] ap 0d]duLsy 6 AT DanSiy

SO+H'T

CO+TT ro+var 91 oy £0-T'T o-aT 09T

i 1 1 k b Nclm..m‘

DIDUOIIDIST UGIIN]OS UOIIDUIXOMTY

AOpUInUS 19p SO -- O - - 179°T =o3nfp @ 4

dgr =1 - J0-H'T
Ld /q) gs=d
aw go1= 2y
15d gpgL =dy

=
L rre 167 = ©
620= @
LOIXT =Y
- QO+HT
10+3°7

45-11

Curvas de Declinacién en Yacimientos Naturalmente Fracturados Considerando Flujo No Laminar



V. Soluciones Analiticas

De igual forma que un yacimiento infinito, se puede aproximar a tiempos cortos con la solucién
estacionaria dada por (IV.11) y considerando 1.03=< r, / r,, =< 1.1. En la Figura IV.9 se

presenta la aplicacion de la solucion estacionaria.

Nuevamente el sistema fracturado inicialmente no detecta la presencia de porosidad primaria,
el medio se comporta como en un yacimiento homogéneo.

Para el caso de tiempos largos se obtuvo la siguiente solucién :

2
Yy —1
4o = 2 (a=r)Exp(=ritp)=la =1 )Exp(-rity) |
[f&ilnrw_rwz(l;@+_1:| hTh
2 2 4
pi= Py | ok - G b T +] (IV.30)
+ !‘wﬂ nu 4{_{5&[’},)2—1_&91“’;0]} Z[QL,__I_M_KFQ] Yy
I:i’ilnr _rebz(l“?’)+_l_]2[r T 24 dr, 2 4r, 2
2 2 47 1! t L2
2 1 1 ¥, r 1
ot ol L
Donde:
_—b+b?—4c-
—F = 5
_—b-~b?-4c
.._72 — 2
4= A
o(l- o)

G| ol it r’ L TESIS CON
| FALLA DE ORIGEN

ol - w) ol - )

—2[[-—- A j A . +r’,r2JE'xp(—(Ti +r;,)-tD)+(~-j“"—-f'z TExp(— 2t)
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(—0) i-o) "

"2[( 4 ]2—-(ri+r'2)——(l—’j“—)+rtr2}( A ,_(’i+"2)Exp(*-(fi+'5)fp)+E%Exp(_fatD) .

a(l - w) 1-w) _’1_) ~(r,+7,) (T_ia—)—)w(ri-i-r'z)

+( A — }2 A 212Exp( 2r, -t (1 a)) p{ (1-a) J
oll-o) *) (1-w) o,
(-) w) (- fo)

De igual forma que a tiempos cortos, la solucion (IV.30) al despreciarse los efectos no
laminares se obtiene la solucion para flujo laminar, generalmente bajo las condiciones de este
estudio, los términos con efectos no Darcianos son muy pequefios comparados con los
laminares en el periodo dominado por frontera, por o que se recomienda emplear ia solucidn
laminar como una buena aproximacién, en la Figura IV.10 se muestra el comportamiento de la

solucién.
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Conclusfones y Recomendaciones

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Con base en los resuitados presentados en este trabajo, se obtuvieron las siguientes
conclusiones:

i. Se presenta el modelo de Warren y Root en términos de velocidad.

li. Se presenta una nueva aproximacién para tiempos largos en yacimientos infinitos de doble
porosidad considerando flujo Laminar.

iii. Se obtuvieron soluciones para flujo Laminar a tiempos largos durante el periodo dominado
por frontera que reproducen en caso de que se observen las dos declinaciones
exponenciales que se pueden presentar en un yacimiento naturalmente fracturado
mejorando la solucién presentada por Da Prat.

iv. Se obtuvo la solucién para flujo estacionario en yacimientos naturalmente fracturados
considerando efectos no Darcianos.

v. Se presentan aproximaciones a las soluciones a tiempos cortos para yacimientos infinitos y
cerrados. La solucidn analitica no reproduce con exactitud el comportamiento observado
debido a la forma de solucionar el problema, sin embargo una buena aproximacion es

emplear la aproximacién basada en flujo estacionario.

vi. Se presenta una aproximacién a tiempos largos, a la solucion para flujo no Darciano en
yacimientos naturalmente fracturados considerando flujo no Laminar, para yacimientos
infinitos.

vii. Se propone el calculo de dlog(qp)/dlog(tp) para definir la existencia de flujo no Darciano

en yacimientos de doble porosidad, en pruebas a presién de fondo constante, si a tiempos
cortos su valor es menor de -0.5 se presenta flujo no Darciano.

viii.Los efectos de flujo no laminar se presentan durante la mayor parte del tiempo de

explotacion, pero se alcanzara flujo laminar a tiempos grandes.
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ix. Si se tiene la presencia de flujo no laminar y se intentara calcular el area de drene por el
método de Ehlig Economides, considerando una declinacién exponencial a tiempos largos (
durante el periodo dominado por frontera ) este proceso dara resultados muy cercanos a la
realidad con lo cual se verifica que a tiempos grandes los efectos inerciales tienden a

desaparecer.

X. Las soluciones presentadas en este trabajo (a excepcién de la de flujo estacionario), son
validas cuando el pardmetro de perturbacion es mucho menor que 1, por lo que su

aplicabilidad se restringe a estos limites.

xi. Durante el periodo dominado por frontera, y bajo las condiciones dei presente estudio, los
efectos no laminares practicamente desaparecen por o que se puede aproximar el
comportamiento mediante la solucion para flujo laminar.

xii,Se deben intentar, en trabajos futuros, otros métodos de solucion para las ecuaciones que
definen el problema, ya que en este estudio no se probaron todas las opciones descritas en

la literatura.
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Nomenclatura

P
Pb
P

NOMENCLATURA

Area

Factor de volumen

Factor de volumen del aceite
Factor de forma de Dietz
Constante de almacenamiento adimensional
Compresibilidad de la fractura
Compresibilidad total
Coeficiente de turbulencia.
Espesor

Funcion Bessel | de orden n
Permeabilidad.

Permeabilidad efectiva

Permeabilidad de la formacién naturalmente

fracturada.
Permeabilidad de la matriz

Permeabilidad adimensional

Funcién Bessel K de orden n

Pendiente de la recta en una graficalog (q) vst

Numero de Reynolds

Presion en el punto z.

Presion en el nivel de referencia
Presion

Presién adimensional

Presion de fractura adimensional

[L%], pies®
[L3/L%], adim
[L3/L®], adim

adim
[Lt?*/m], pgd®/libras

[ Lt?/m], pg’/libras

[L], pies

[L*], mD
[L*], mD

[L*], mD

[L*], mD

adim

[ ciclof t], ciclo / dia

adim

[ m/L¥], libras / pg?
[ m/L#], libras / pg®
[ m/ L], libras / pg®
adim

adim
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Nomenclatura

Pmd Presion en la matriz adimensional adim
12 Presién inicial. [m/L¥], libras/ pg®
Pur Presién de fondo fluyendo [m /L], libras/ pg®
q Gasto [L%/t], bl/dia
4o Gasto adimensional adim
Gint Ordenada al origen de la recta en una grafica log ( [ L3/t], bl/dia
g)vst
o Gasto de aceite [L3/t], bl/dia
Op Produccién acumulada adimensional adim
F Radio [L], pies
12 Negativo de la solucion de la ecuacion
X+bx+c=0
¥p Radic adimensional adim
Yo Radio de drene [L], pies
YeD Radio de drene adimensional adim
D Distancia radial méxima a la cual se tiene flujo a adim
alta velocidad.
¥ Radio de dafio adimensional adim
o Radio del pozo. fL], pies
S Dafo
S’ Factor de dafio aparente
Sy Dafio por alta velocidad
Sy Dafio total.
f Tiempo [t], dias, horas.
tp Tiempo adimensional . adim .
D4 Tiempo adimensional basado en el area adim FALL&E%S CON .
LA DE QRIGEN

( ;pgs) p Tiempo adimensional requerido para alcanzar un adim

estado pseudoestacionario real
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Nomenclatura

Bp

I'(x)

Ap

Pr
Om

J7,

Variable de Laplace

Velocidad microscépica en el punto z.
Velocidad del Fluido.

Razon del volumen medio al volumen total

Velocidad en el medio sobre su permeabilidad

Componentes de la solucion en términos de
velocidad

Inverso de la densidad del fluido.

Wronskiano

Variable

Elevacion
Factor de forma

Coeficiente inercial,

Coeficiente inercial adimensional

Constante exponencial de Euler = 0.57721

Funcién gamma de x
Constante dada por (1V.5)
Caida de presion
Parametro de perturbacion
Porosidad.

Porosidad de la fractura
Porosidad de ta matriz

Potencial de flujo o energia mecénica por unidad
de masa
Coeficiente de flujo interporoso

Viscosidad

[L/t]
[L/t]
[L3/L%], adim

[L3/t]

[L*/mj}

fL]
[L2], pies™
[L"], pies”

adim

[m/LE], b/ pgd’

[L3/L%], adim.
[ L3/L3%], adim,

[L%/L%], adim.

[L2/1]

adim

[ m/Lt], cpoise
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Nomenciatura

o Viscosidad del aceite [ m/Lt], cpoise

6; Constante de conversién

0 Densidad del fluido [m/L®], libras/ pies®
Almacenabilidad adimensional en las fracturas adim

T Constante = 3.141592
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Apéndice A.

APENDICE A. DESARROLLO DE LAS ECUACIONES BASICAS.

Para el desarrollo de la ecuacién bésica, a solucionar emplearemos la ecuacién de :
de Forchheimer.

dp _H 2
— ="Vv+ Al
il Bov™ . (A1)
Tomando la ecuacién (1) y despejando v se tiene:
op op
s =__ Or _k or “2)
Eipw * (1+—k—ﬁpvJ "
k )7
Si:
k
c=—pp (A3)
U
Entonces se tiene: ~ )
%p
k
Ml 1+cev |-
Considerando flujo no laminar en fa fragtura se tielne:
dp,
k,| a3,
y, =L _or (A5)
Hl+cev,
Y en la matriz se considera flujo laminar:
" u or "
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De la ecuacion de difusividad se tiene

19 ap; ap,,
Sy, )=lore), ZL s (pre), Lo (A7)
Si se deriva (A.7) con respecto a ¥ se tiene:
a1 9 dp, I,
ar[ (v, )}— ay[(wc) ~L+(re), 3;}
o’p, 32 A8
=(gvC vc), LLn
e e 0r ot +re), orot
al19d B v, Y _afov, v
ar[r E)r(wf)]_ar{r( or v H é:{_é;—-i-— Ao
3%y s 10v, v, (A-9)
= -+ — —_——
ot v oor ?
v, 1 v, _lof v, (A.10)
or* v or ror| or
a1 3 19 v, v,
or l:r or ( ):| ¥ ar( or ]_;2_ (A1)
Para la segunda derivada de p con respecto a 7'y £ se tiene para la fractura:
azpf J7i av, a u avf avf
= 2 .
oot [kf Ay, ot M ar ko +2hpv; Ot (A12)
Y para la matriz:
O’p, _ 1 OV,
nd k. ot (A1)
Sustituyendo (A.11) a (A.13) en (A.8) se obtiene:
Lo ov, ) v, [u v, g
v Ll ] R —L(grC), +—(gvC
- ar[’“ 5 ] > [kf +2fpv; 1= (¢7C), Yo (e7C), (A.14)
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. ¥V .
Si r, = — . entonces se tiene:
r

w

or =r,0r,

k t
(o7c), (¢VC) ) 1t

Sifp= 2 "entonces se tiene:

(ovc), +(gvc),)
kf

ot = oty

, definiendo & y @ como:

2 Bk,
y7i

(ovC),

" (pvC), +(@rC),”

o =

Sustituyendo las ecuaciones (A.15) a (A.18) en (A.14) se tiene:

1 p) . avf v
vty ¥,0r, | " Dr'war'D (r-er)z

U (Hzﬁpkfvf (@VC), k, I,

ky u ](&WCL V), ) oty
“ (#7C), %, o,
k

. (ovc), +(@ve), ) w? o,

+

Simplificando (A.19).
1 3 v v, ov,
1 ( fJ (1+av,)a)——+w-~ - )arD

p OFp or, | 1)’ k,

Ahora si tomamos fa ecuacion {1.26) del libro de Da Prat:

)P e, )
1-a) ot ((¢Vc)f'+(¢VC)m)" 1 (Pf Pm)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A.21)
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Derivando (A.21) con respecto a » .

Ak )
i-o) gfgt ~ (o), @70 [ = —%J (A22)
Sustituyendo (A.5), (A.6) y (A.13) en (A.22). ]
0 Ak,
1o)== 0, +rC).) ["{i—w i ’_'f,,f"'”
o N
o)y h @), ~6rC). ) s (V" i {”%L_ A
Sustituyendo (A.16) en (A.22) se Bicene: 5
=), ~ o). s b
_ ad , m&[1+&}_m&v ]
(ore), +ve),) wy (" kL 2 ) R "
(ll;,w) %% - z[g— [1+9W—2i}—%:~] (A.23)
Si definimos
V= %’;— YoV, = % (A.24)
Sustituyendo (A.24) en (A.23) y en (A.20) se tiene:
1-w) gZ’: = E[V{ +9{c~§—/1-]— v ] (A.25)
7-1;839 [;D ZZ’ )_ Zfz = (1+cﬂch,)(o%-+(1-w)%—T:f (A.26)

Si definimos 6 como :
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2 bp\k
=0k, Aol / ) (A.27)
7
Entonces se tiene:
ov, oV,
1- 2= ‘ — =
(1-w) 5 z{V, [1+ 5 } V,,,J (A.28)
1 ) aV V aV
é‘V “
o, (rp o, J . ( 1+ )60 atD (A.29)

Las cuales son las ecuaciones basicas para resolver el problema en términos de
velocidad,
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APENDICE B. APLICACION DE PERTURBACION,

Desarrollando las ecuaciones (A.28) y (A.29) se obtiene:

0%y )4 oV v’ ov. ¥
§+—1— "f =@ f+a)5 4 +(1-o) '"+——fz~ (B.1)
arD ¥n aI’D atD 2 atD atD p
av. A0
l-@)—"=AV, +—V," = AV,
(1-a)3 = R A (B2)
Si se define el parametro de perturbacion, € el cual es muy pequefio, como:
€= 0 (B.3)
5 .
Sustituyendo (B.3) en (B.1) y (B.2)
oV oV oV v’ v, 14
A ;+i——f~=wﬁ,~w—f—+a)8 / +(1-w)A ”’+/1-i2 (B.4)
ory, Yy O7p ot ot ot 7
14
(l-@)=—" =V, +eV,” - AV, (B.5)
ot
Si se define a Vycomo:
Vf =V, +8Vl (B.6)
Entonces se tiene que:
VA=V, +2eV, Y, + & (B.7)
Sustituyendo (B.6) y (B.7) en (B.4) se tiene:
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0, AW, , I Ied; _

A —2 4 e ;
or,’ rD or, or,” Tp Orp
v, 2 2
=l 2+ ﬂsézwo I, +2a)32WaV°V‘ + e’ d +
ot, dt, oty ot ot
o
S ALY R L
IR S
an 2 2 3y72
(1-w) Y = AV, + AV, + &V} + 267V, V, + V2 - AV,
D

(B.8)

(B.9)

Aplicando transformada de Laplace a (B.9), considerando que todas las velocidades a

tiempo igual a 0 son cero, se tiene
-V, = AV, +€AV, +&V,2 +28*V,V, + V2 - AV,
Despejando 17; , Se tiene:

7 _ AV, + AV, +€V,> +26*V,V, + €'V
" A+ull-)

Aplicando transformada de Laplace a (B.8) se tiene:

. L -
;Liz_V_ AdVOMEd v, dedV, _

dr,® 1y drp dr,t 1y drp

—a)/luV + wAeuV, +a)euV Py 2w *uVyV, + we uV +

+ (1 -@)uV, 27 +/18

7D "D

Sustituyendo (B.10) en (B.11) .

(B.10)

(B.10)

(B.11)
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d2Z+—l—-dV"m+ﬂsdzﬁ+A€ dﬁ:

2 ‘ . 2 ‘ .

A

= WAuV, + @AeuV, + weuV,’ + 20e *uV,V, + e uV,’ +

AV EAV,
+(1-w)A 0 +{l-w)A ‘
(-o) "1+u(1—a;) (1-0) u/1+u(1—a))+
ev,? 2e*V,V,
+{l-®)A . ++(1-w)d S
( )u/1+u(1—a>) ( a))u/l+u(l—a))
e¥vz? v, v,
l-w)A 1 + A%+ de 4
( ) u/1+u(1—a)) rDZ r‘Dz
Agrupando por potencias de £ obtenemos:
s T . _
ﬂd Vz" +—£dV° = 0AuV, + (1 - @ )Au AV + A V"z
dr, ry drp A+u(l-o) 'p
, para .€°
) _ - o
24 V;‘ s LN = wAuV, + ouV,’ + (1 - o )Au AV, +
dar , rp drp A+u(l-o)
- -
+(l-w)A 0 A
( w)u/1+u(1—a))+ n'
para ...&"
N 2V, 7,
0=20ulV,V l1-w)A -1
ouV vV, +(1- o) u/1+u(1-—-a>)
para ..€°.
0=wuV,>+(1-w)iu 4
A+u(l-w)

para ..€° .

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)

Como £ es muy pequefio se pueden despreciar los términos elevados a las potencias
2y 3, con lo cual tenemos un sistema de ecuaciones (B.13) y (B.14) con dos incgnitas
V, vy V¥, ,vyaque al solucionar (B.13) obtendremos ¥, se antitransforma , se eleva ai

cuadrado y se vuelve a transformar para obtener ¥, .
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Solucionando (B.13) se obtiene:

7,1 A7 7 7,
2"+L ® = ouV, + (1~ w)lu . + —%
dr, ry, dr, ﬂ+u(1—a)) 7y

d217;+LdV_0= a)u/1+a)u2(1—a))+(l—a))}tu+ 1 |-
dr,? 1y drp A+u(l—o) ry
ii_@_*_iﬂ_ ua)u(l @)+ 1 7
dr, rp drp /1+u(1—a))

= (B.17)

La ecuacion (B.17} es una ecuacion parametrica de Bessel de orden 1.

. 2 2
.d_-;}.*.lii;y_._ a +_l_/____ y= 0
dx x dx x2

Cuya solucion es:
y=A-I(a x)+B K, (a x)

Por lo que la solucion de (B.13) es:

= ou(l-w)+ A ou(l -w)+ A
Vo=A-1|r

’ l(rp\/u A+u(l - o) J ( \j /’L+u(1—a)) J (B.18)

La solucién ¥, corresponde a la solucion para flujo laminar y en los siguientes
apéndices se definirdn a las constantes A y B,

Para la solucién de (B. 14) se sigue un proceso similar, simplificando :

d? V 1 dV V /1V
=ouV, +—+(-o
er +7D drp Gur rDz ( )M/1+ (1—0))

+ (- '’ Vo'

2 2

CouVO
/1+u(1—a)) A
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dr-Dz rp drp /1+u(1—0)) Yp
(l-oui+ Aou+ou(l- o)
AA+ull-w))
d*V, 14V, oul —@)+ A 1
b g =L =y +—
dr‘D ¥p dr'D /1+u(1—60) Yp

217 7 2
*v, , 1 4V, :(a)u/1+a)u (I—a))+(1-—a))u}£+ lzk

Vo

4
B.19
u A+ou(l—0)s ®19
+ Vs
A A+ull-o)

La cual es una ecuacién diferencial ordinaria que se puede resolver mediante variacion
de parametros ( método de Lagrange ).

Solucionando la ecuacién homogénea correspondiente, se observa que es una
ecuacion Bessel de orden 1.

- -
d Vzl“““l“ﬂi“ ua)u(l—co)+/’t+ 12 = 0
dry, rp drp /'{,+u(l—~a)) s

Por lo que su solucidn sera:

_ | ou(l-w)+ A =)t 2
Vlg—C'Il[rD\/u A+ull-w) J+DK1(79\/u A+ull-o) ] (B.20)

Si g(rp) se define como:

u d+oull—o)~
‘ -2 vV
g(’o) 2 /1+u(1--(0) 0 (B.21)

Si se define:

(B.22)
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Por o que la solucién particular de esta ecuacion sera:

(x)g(x)

¥, (x)g(x T o»
==y () y2(rp) B.23
! I 7, (2), yz(x)f] 72lp I AOENG) I
Si definimos una variable de trabajo a como:
_ a)u(l—a))+/1 5 04
Vo A+u(l-o) (B.24)
Para encontrar la solucién particular se determina el Wronskiano:
W y(x), y,(0)]=1(a %) K,'(@ x)-1,'(@ x) K,(a x) (B.25)
De Abramowitz* se tienen las siguientes relaciones:
Kz x)=— a K,(a x);— a-K,(a .x‘);
“ ” .‘ “ (B.26)
I x)= a-I,(a x)+a I,{a x)
2
Sustituyendo (B.26) en (B.25) se tiene:
a Kjla x)+a K,la x
Wy (x), v, (x)]=— o x)za ! )11(61 %)
_a 1, (a - x);— a-: 12(a -‘ .x) ‘. Kl(a " .x)
a Ko(a : x)l’l (a : x')+ K, (a x‘)[l(a x)+
W b xX)|=——
b1,y ()= L L@ K @ x)+ L k@ )] B2
De Abramowitz*° se tiene la siguiente relacion:
Ky (@), (2)+ K, (2}, (2)=~ (B.28)
Sustituyendo (B.28) en (B.27)
| 1 1 2 1
Wy, (x), yz(x)]=—-;—[-—-+ mf] =2t (B.29)
ax  ax 2 ax X
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Por lo que la solucién de (B.19) sera:

a | oul-o)+ 2 T al—0)+ 2

e “CI*[’D\/”"/M@_@) }“D K(\/“ A+uli-o) )

. au(l-o)+ A au(l-w)+ 1 u/l+a)u(1—a))x”—*§‘ .\

I[ \/ A+ull-o) }K[\j A+ull-@) J/l A+ull-w) Vo dx (B.30)
o au(l-o)+ A Y ([ ou(l-0)+ A \u Atau(l-0) o5,

‘Kl(’f)\/"‘ A +u(l-a) lel(x'\/“ A+u(l-o) ],1 Arull-a) 0

En los siguientes apéndices se desarrollan las condiciones de frontera para encontrar
los valores de A, B, CyD.
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APENDICE C. CONDICIONES DE FRONTERA.

Para un yacimiento cilindrico se tienen las siguientes condiciones de frontera
espaciales. Considerando pruebas a presion de fondo constante se tiene:

Vf rD—reD =0 (01)
reD r i reD ,
Pi— Py = J -fvfdrp + f 1. Bpvdry (C.2)
1 f 1

Como la funcién a definir de acuerdo a las ecuaciones propuestas en el Apéndice B
esta dada por (A.24).

Vy=-= (A.24)

L.as ecuaciones (C.1} y (C.2) se escriben como:

vy DosreD 0 (C.3)
rel) reD ) -
Pi— Py = J"'wﬂVfer + J.r'wﬂpk?Vf dry, (C.4)
1 1

Ademas de los Apéndices A y B se tienen las siguientes relaciones

/UCZ
. i B.3)
7,
V,=V,+€V, (B.6)
De (B.3) se puede expresar:
pok; =5 c5)

Sustituyendo (C.5) en (C.4) se tiene:
reD

Pi= Py = Ir' UV dr +wf Tl ey g
i wf w o ] /1 f D

1
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Sustituyendo (B.6) en la ecuacién anterior se tiene:
rel

reD
Di— Py = Ir'wau(Vo + &V, )dru + J r“/’lﬂ 8(V02 + 2V, + nglz)er
[

1 (C.6)
Separando (C.6) en funcion a las potencias de £se tiene:
reD
P, =Py = J‘r'w,uVoer vorrnr paFA - E° (C.7)
1
rel} reld
I r,;:u V,ldr, =~ jrw,uVler vovn. para - €' (C.8)
1 1
reD
2 .
0= f r/‘,z‘u VoV, dry...... para - &° (C.9)
1
reD
0= _[Vlzdrb evvee o para - €’ (C.10)
1
Por lo que las condiciones de frontera espacial quedan :
Voliposrep =9 (C.11)
Vl rD—rel =0 (012)

Conjuntamente con las ecuaciones (C.7) y (C.8), las ecuaciones (C.9) y (C.10) se
encuentran multiplicadas por los coeficientes £y € respectivamente, y al ser £un valor

muy pequefic sus potencias serdn mas pequefas por lo que se consideran
despreciables.

Aplicando transformada de Laplace a (C.7), (C.8), (C.11) y (C.12) se tiene:

VO rD —red = O (013)
VDo rep =0 (014)
P pw g T
Pi” Py _ j’wﬂVod’b (C.15)
u I
reld reD 17 2
0= J?I—drl) +J- %d"p (C.16)
t 1
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Con lo que se tienen las condiciones de frontera interna y extemna en el espacio de
Lapface.

Para el caso de yacimientos infinitos, ias condiciones de frontera serén las mismas,
donde :

Tep ™ (C.17)

| TESIS CoN
FALLA DE ORIGEN
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APENDICE D. SOLUCION YACIMIENTO INFINITO FLUJO LAMINAR

La solucion de (B.13) esta dada por:

V;-:A.Il[rp am(lww)-kﬂ}BKl(’o\/ oull - mﬁi] (B.18)

A+ull-o) A+ull-o)

A presion de fondo constante las condiciones de frontera estan dadas por:
Vo =0 (C.13)

rD—o0

pi - pw
LAREES. B J.r'wju Vydr, (C.15)

Empleando (C.13) y {C.15) como las condiciones de frontera para la solucién (B.18) se

tiene:
_— ol | eu(l-e)+ A a)u( @)+ A
olp =4 Il[ uﬂ,+u(1—a))] tE K( A+u(l—- a))]
~>A4=0 (D.1}
})im.pw_)"_o° ) ) ( w)"i'ﬂ«
u —_I[rw,uB Ki \/ A+ull-o)
D= Py B Tl [ all-0+d)] all-0)+1
ur, i u\/uau(l—co)wl-!‘ Kl( D\/u A+ull-o) | A+u(l-) “
A+ull- o) |
p—Py | all-w0)+A L al-e)+1 ) \/ aufl-o)+ A
ur 1 \/u A+ull-o) B{KO( \/u A+u(l- o) K .' ¢ A+u(l-w)
[(wl )+ A
B PPy Vo A+u(l-o) 02
ur.it X uﬁ_l—co)-wl
T A+ull-o)
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Sustituyendo (D.1) y (D.2) en (B.18) se tiene:

[ Seete Cand)

> _ P~ Py +u(l-w o eull-w)+ |

Vo ur, H ou(l — o)+ A Kl(r" “At+ull-o) ] (D.3)
Kol A+u(l-w)

Donde (D.3) es la solucidén en el espacio de Laplace para un yacimiento de doble
porosidad infinito considerando flujo laminar.

Para obtener la solucidén en espacio real se emplean las aproximaciones que presenta
Da Prat:

Para argumentos muy grandes:

1(2)= 1, ()= 222) | 0

Vamz
K, (z)= K,(z)= \/%Exp (- z) (D.5)

Para argumentos pequefios:

I,(z)=1+ %zz (D.6)
I(z)= %z + "1”18"23 (D.7)
K,(z)= -{hl g + 7’] (D.8)
K ()= % (D.9)

Para tiempos pequefios se tienen u muy grandes por lo que empleando (D.5) en (D.3)
queda:

N L S vy

V“____pi_pwf 2rpNuw o
p = S
ur U T
v ————FExp |~ NVuw
\{2‘\/7460 [ ]
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7 = (P: ~ Py )\/E Exp [— -\/—u_a;(rb —1)]

D.1
T Vu &1
De Spiegel* se tiene la siguiente transformacion:
a 2
Exp| ——
Bplalul . p[ 4t ©.11)
Flu)=22E0U], py= L
Vu N
Por lo que antitransformando (D.10) se tiene:
w(r, - 1)2 }
Exp| - —L2—
)= (p. - Py No [ 41, (D.12)

Vo(rbstD

Fp b U1 NE

Por lo que (D.12) es la solucién para un yacimiento de doble porosidad considerando
presién de fondo fluyendo constante y flujo laminar a tiempos cortos.

Verificando (D.12) con la solucién dada por Da Prata rp =1 se tiene:

(o, - py N@

Voil,t, )=
otp) =B
27vyr, it _ qu _ Jo
- L
g, = Vo _ \/’7(5&] 2 (D.13)
T, T\

Donde (D.13) es la solucion dada por Da Prat a tiempos cortos a nivel de pozo.

Para tiempos largos se sustituye (D.8) y (D.9) en (D.3):

V‘ — pt‘ - pw_f ‘\ﬁ; . ]- ..
" U _(ln Vi, 7,) ro N (D.14)
2
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b pi_pw_f' 1

Vo =~ :
0 "ok uln(—\/g-e”}
2
o w-py) 1 2p-p,) 1

0 - . 1] - i "
"pTwi u ln( LA J oW E ln(—liez"J
4 4

De Roberts® se tiene la siguiente transformacién:

->ft) I (at)l)

~

F(u)-

uln—
a

Antitransformando (D.15) mediante (D.16) se tiene:

V0=_2(P=“ow I{% ]x

Tt M (.x+1)

Considerando la aproximacién propuesta por Davis, tomada de Abramowitz®, y

considerando los tres primeros términos:
~{x+1)+0.57721 (x +1)* - 065587 (x + 1)’

T'(x+1)
Calculando la integrai en (D.17) y sustituyendo (D.18) se tiene:
[y (e +1)+0.57721 (x + 17 - 0.65587 (x + 1) Jox =
0

3.93523 2.78079 0.18681 0.92134
In*y In® y In?y In y

Como y>>>>1, se tiene:
11 1
m*y In*y In?y

Entonces:

(D.15)

(D.16)

(D.17)

(D.18)
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Sustituyendo (D.19) en (D.17) se tiene:

, _2i-py) 092134
.

ol Int, +0.2318

Verificando (D.20) con la solucién dada por Da Prata rp =1 se tiene:

2(p, - p., ) 0.92134

VOZ

2nvor hp gu

ri Int,+02318
2(0.92134)

27k h(p, - p,;) 27k, (p,— p,;) Int, +02318

184268
70 =i, 102318

l.o que es una aproximacion a la solucién dada por Da Prat.

2
Int, +0.80907

dp

Si se emplea (D.17) para la obtencion de qp se tiene:

2rvor it _ qH —
2ﬂkfh’@i = Py ) 2”kfh(P:‘ ~ Pw )

[5]
2]3———.«1

Te+1)

4p = —
i}

Le - dx
T'(x+1)

(D.19)

(D.20)

(D.21)

(D.22)

(D.23)

Al realizar una comparacién entre las soluciones dadas por (D.21), (D.22) y (D.23) se

observa que la mejor aproximacion la produce (D.23)
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APENDICE E. SOLUCION PARA YACIMIENTOS CERRADOS FLUJO LAMINAR.

Debido a la dificultad que implica una de las condiciones de frontera, debido a que es
necesario conocer el valor de la presion en la frontera externa, se emplea el sistema de
ecuaciones diferenciales equivalente en funcion de la presién adimensional para
solucionar el problema.

azpﬂ_) 1 aij apﬂo op
ey TP 1- A mD
arg’ +r‘D ar, @ ot +( a)) ot E1
J
(1~0)%=1@,m—pmp) (E2)
t
Donde:
-7 £s
- pi_pwf "
k,t

2 = e, +(9C), Jur: (4

Para un yacimiento circular cerrado se tienen las siguientes condiciones de frontera:

prl:D—m =0 (E.5)
pr rD=11D>0 =1 (E.S)
dp
. =0 (E7)
"D | psren >0

Aplicando la transformada de Laplace a (E.1) y a (E.2) se obtiene:

d*p, 1dp, S -
dr-gm + ;“;*};D— =QUP p + (l-@)kp,, (E.8)
(1 - m)ume = ;i’(pr - PmD) (E.9)

Despejando la transformada de p,,p de (E.9) y sustituyéndola en (E.8) se tiene:
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dz)-'_’f_D— 1dpﬁ,> ( aJ)u/'f, —
+ = =@
@ T, Tt A+ull—ao)’? (E10)

Rearreglando (E.10) se tiene:
24Py dpy a)(l—a))u+/1———
j2) D _ 2
g + 7, ——— 0
v} > dr,, 7o A+u(l-o) P = 1)

La ecuacion (E.10) es una ecuaciéon paramétrica de Bessel de orden cero, cuya

solucion es:
Pp=A L1 uwuh—coh,i B K|, ua)ul—co + 1
u(l—- o)+ A ul-o)+ 2 (E.12)

Aplicando transformada de Laplace a (E.8) y a (E.7) se tiene:

1
pﬂ) rD=1 ;; (513)
dpp
2 =0 (E14)
er rDy=reh

Aplicando las condiciones de frontera a (E.12) se tiene:
LR O 2 € a;i+ﬂ B uam(l-—a;)-rﬂ. B
u N ul-w)+ A ° ull - @)+ A (E.15)
=A-c+B d
0=41, couilwa)i+l ua)ul—a) +/1+
Cal-e)r A ul~ @)+ A
E.16
coul @)+ A a)ul @)+ A (E16)
- B K, =4 a-B-b
- o)+ A N all-o)+ A

Rearreglando (E.15) y (E.16) se tiene:

A-ra~—B--b=0—->B—~%A
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Por lo que la transformada de pp se puede escribir como:

| ) L Y S

u(l - @)+ A i ou(l- o)+ A
K*( = J E17)

Io(rp\/ua)u(l—w)+lJ+ Ii(IEDJu%J*%] K{r\/ cou(1~a))+l]

u(l-w)+ 4 , ol-o)+ i) |7 - w)+ A
Kl[np'\/u_m‘—_—_w)i-ﬂ ]

Para encontrar la variable Vf 'se emplea la ley de Darcy:

Pp=

_‘i{w=_(pi~pwf apmﬁﬁwz"(Pf_ow)dpr
k, Hur,, ary, 0 ur, dr, (E.18)
Obteniendo la derivada de (E.17) :
L \/u au(l—@)+ A
d.pﬂ) _ (1 (0)+)u
dr, K(\/ (1~ a))+ﬂ.][(' \/ au(l~ a))+l]
Ny ——— Py U
y I[ {ua)ull—a)hx’t}_;_ u{l- @)+ 1 u(l-w)+ A
NN wll-w)+ A K(? \] a)u(l co)+?t}
' u(l ~ @)+ A (E.19)

N (1_ )+,1

EoE=S

Para tiempos pequenos ( u grandes ) se tienen las aproximaciones:

u(l— @)+ 4

P ucoul o)+ A
hr u(l-w)+ A

[ B2
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I(z)=1I,(z)= 1{;;__5__7_1(_;_) (D.4)
K\(z)= K,(e) = || - Ewp (- 2) o5

Considerando ademas:
| \/u “::El(l_"ww){j j’ = Vuw (E.20)

d}:‘; — M{I,{l (’éo \/—”_‘—‘;) 1; (”D \/-”74)" I, (’éD'M)" K, (’b'\/."—a;)}

dry, ulK1 (réD \/ua)) IO(\/ua))+ KO(\/&E}II(FeD-\/ua))J

‘\/-l;EeTD’\/;E e‘fb‘\/;—a—)ere‘p'@ }

T e P T

dp, _\/5{ 27, Juw \/2737)3.@ \ 2r, Nuw .\/Zm’eDM
dry - \/; T g o ue glue \f‘ﬂ_‘ g™Vu® g0
27 pNuw \/ZWDM t 2\Juw \/27%9‘@
dpp _ Ao Ewpl-fry-rNuo)- Bpl, -nHuo)
dry, - .\/r:}; Exp (— {rp - 1}%)+ Exp({réD ~1uw )

Realizando un rearreglo y considerando las definiciones de las funciones hiperbdlicas
se tiene:

dpp, o
dr;D =— \/Z;; Senh ({V;D -7, }M)Sech ({i’éD - I}M) (E.21)

Aplicando la transformada inversa de la Laplace se tiene:

| 1 1 b
=Sl o> )= Lo 2

7 2a

t
7] (E.22)

a

Donde :
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6, (Cf‘x) = (m?)o.s nzzo‘: (- 1)"Exp[— é[c - % +n Jz} (E.23)

n=—co

Entonces :

apﬂ) -~ ] 2
=7 2nly . -1
Tn @,,2 [ wy o1l ))}

ap o

\E \[_ [ L. 1)2] €20

Empleando (E.24) en (E.18) se tiene:

VO_(P W;’ug‘)\/\g@ { "’(,D 1)2} (E.25)

La ecuacidn (E.25) corresponde a la misma soluciéon dada por (D.12) para un
yacimiento infinito a tiempos cortos, [0 que corresponde por no detectarse efectos de
frontera a estos tiempos.

Para tiempos largos ( # pequefias) se tienen las siguientes aproximaciones:

I,(z)=1+ 'j? z? (E.26)
11(Z)=%Z+%z3 | (E.27)
yA I 2 zZ 1 2
K 2 — S - = In = —
o (2) [ 2+7} 42[ 2+7}+4z (E.28)
1 z (z) z z\ =z z 5
K ~—+—Iln| = |+ >=In| = |= (=27 +1)= "= =27y + = ‘,
()= 142 [2] enl 5 )5 G 6[ y 2) E29)
Considerando la siguiente definicién:
_“ua)u(l--w)+_/1 = a0
) (E.30)

Rearreglando (E.19) se obtiene:
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dpp _ \/_I(ez)\/—)KL(rD ) 5 x Ky x) (E.31)
d,  u Kl (x )+wary(w ) |

Se desarrollan los productos para encontrar la aproximacién a (E.31) para tiempos
grandes, una vez hecho esto, se desprecian los términos que contengan y °, donde
v>=3/2.

S~ N aAREn x i
Kx(’eo\/;)fo(\/;)_ren\/;[l"' 2 ln( 2 J 2 (2}’+1)+4:l (E.32)

1o Va5, (V3 )= - ! N {- reDz : ln(\/j J— W‘; x} : (E.33)

La suma de (E.32) y (E.33) produce:

Ko )10 W5+ 1, V) (V)=
rwl\/; ’:1 + (’e; ln(?‘eD )... EQM%:_Z) + i_}.:l .. (E.34)

De igual forma se procede con los productos del numerador:

: . ‘ D _ 3
Kl(reD \/;c_)l,(rD\/;)= 2"" 4+ Ip7en ¥ h{’eo\[;]_ rDrer( 27+1)+ XV p

eD 4 2 4 16reD (E 35)

It

o roro% 107 ) rorarl-2r 1) wy’
I, (rw \/;)KI(FD'\/;)= ;1; +rD‘;th{fD2 X }ﬁ rpf'DX(4 /4 )+ Tgfb (E.36)
Sustitu@o (E.34) en (E.31) se tiene: ~
dpr e x[1(’%1)\/;)Kl(’b\/;)_Il(rép'\[x)K1(rD'\/;),_
dr u 2 21—
P 1+l 1n o o N T7) (1-7) +l P (E37)
2 2 4

Restando a (E.35) (E.36), y multiplicando por rp x, se tiene:
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r‘er[Kl (r;D‘\/;)Il (’D \/;)"'11 (reD \/;)Kl (’b \/;)]z oy o X

2 27, (E.38)
Sustituyendo (E.38) en (E.37) se tiene:
_ ™ _T, 2
dpp _x 2 2
dr - u ” 2 , 2 1— 1 (E.39)
b 1+ “2-Inr, —-£L2- ( 7/)+—- X
2 2 4
Sustituyendo (E.30) en (E.39) y rearreglando, se tiene:
2 2
L o T
dpy _ 2r, u+a E40)
2 2 2 ;
dr,, Ty 1, e (1"7)+_l u°+bu+c
eD
2 2 4
Donde:
a= A (E.41)
ol - o) "
1
b=a+ ﬂ
2 2
14 ., l— 1 E.42
@ eD lnreD___eD ( y)+_ ( )
2 2 4
a
c= 2 2 '
o 1, T U=7) 1 (E49)
nr,,——————"+—
2 2 4
De Roberts“s, se obtiene la transformada inversa de (E.40):
Fla)= %10 sy @=n)Bw )= (a=n)Ep(-rt)
u+bu+c F, —H (E.44)
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Donde -#; y -7> son las raices de la ecuacion #°+ bu + ¢=0, por lo cual:

2

o~V
Pp _ 27, (@—n)Exp(-nty)~(a—r)Exp(=rty)
I |y Iy, - re;(l—y)+ 1 "N (E 45)
2 2 4

Donde :
— 2 — m--
—— e 2 -—— "
_,, =2t ‘“’; 4c (E 47)

y a, by ¢ estan dados por las ecuaciones (E.41) a (E.43). Por lo que qpy V) se
pueden escribir como:

v 2 —7 2
el D
g 21, (a—r'])E.xp( flto)"(a_fz)ExP(“‘"ztD)"
b~ 2 201 vy
{reD ln r,eD el (21 7/) + ?}:l 2 1 (E48)
Tep = 7p
p P~ Py 21p (@ —r)Exp(-nty)—(a—r)Exp(-nty)
onu {r-; 7 (1=7) 1] n=h (E49)
e L
2 2 4

Cabe hacer mencién que (E.48) es mas precisa que la presentada por Da Prat’.
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APENDICE F. SOLUCION PARA FLUJO ESTACIONARIO.

De la ecuacion de difusividad se tienen

10 op op
—— 148 ve) " A7
~ vy )=(vc), L+ (pre), L A7)
dp Ak
(1-o)=n = ! (2, - Pa) A.21
o ((@vC), +lvC),) w2 2D
Para flujo estacionario se tiene que:
ap.
Pio0,......donde_i= f,m (F1)
ot
Sustituyendo (F.1) en (A.7) y (A.21) se tiene:
14
1% 0 2
~= )= (F2)
Pr=DPn (F.3)
Si se despeja v de (F.2) se tiene:
d (rv / )= 0
v, =4
A
VyE (F.4)
14
Sustituyendo (F.4) en la ecuacion de Forchheimer (A.1), se tiene:
P,
or k ¥ P T (F.5)
Integrando (F.5) se tiene:
)7 4
py = Al(r)-fo—+C (F5)
k / ¥
Como se tienen las siguientes condiciones de frontera:
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Py, =P

Pflm = Puwr

Sustituyendo (F.6) y (F.7) en (F.5) se tiene:
2
?, =§Aln(f'e)“ﬂpi+6'
y

f e
AZ
Py =%Aln(’})_ﬂp";“ +C

Restando de (F.8) a (F.9) se tiene:
1 1
by = o)t ) o L L

f F

e w

Rearreglando (F.10 ) se tiene:
Az_fﬂ_ 1 Fo + (P:““owl) -0
1 1
Wt Wi
re rw re rw

Solucionando (F.11) en términos de A, se tiene:

l | —
2%, [1 1] 21|k ,[1 1 11
R P s
v, I, AR v, ¥,
{ln{“{g—\:' | |
=K T ) 1+4(’pi_p“”‘)kfﬁc’[1 —i}—l
2k, B l:_l___l:' ﬂzlnz[_’_’g_:l Fo e
Al ¥, ]

Por lo que el gasto se define como:

(F6)
F7)

(F.8)

(F.9)

(F.10)

(F.11)

(F.12)
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y [m(i‘;ﬂ | 1+4(P,—pwf)kfﬁp[1-1}_j2m

F.13
9, ok, 1 I T (F.13)
T o ——— M7 In"| =
o e v ]
Y el gasto adimensional como:
qg.H4
4p = F.13
? 27&;(P5“ow‘)h (F-13)
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APENDICE G. SOLUCION PARA YACIMIENTO INFINITO TIEMPOS CORTOS
FLUJO NO LAMINAR.

Del Apéndice D se tiene que:

(p, - .y No Exp[_ " _1)2}

4¢

(D.12)
Volr,,t, 1=
ot e,
Por lo que :
2
2 Exp {— —~——~——w(rD Q—}
po_|Pim Py | @ 2tp G.1)
’ Tl Zrp p
Para encontrar ¥; se evalua la solucion dada por:
) 5 \ . -
7 oc1fr, @0t ) | odl-0)td
A+u(l-w) A+u(l- )
- | - (B.30)
oull-@)+ A aul(l-w)+ A
+ L 1y U e [E =K Fy U ——
A+u(l-o) \ A+u(l-w)
Donde:
2 ou(l-o)+ A Yu A+au(l-0) =5
E=1K]|. — XV, “dx+
J l[x\/u A+ull-o) [A A+u(l-w) Ho & (G:2)
(G.3)

xFoidx

_T oull-0)+ 1 \u A+oull-0)
F= jll(x\/u A+ull- ) ]1 /1++(Zz1“")

Por lo que se observa de (B.30) se necesita 1_70_2; sin embargo, el empleo de la

transformada directa presenta ciertos problemas dentro de los desarrollos, por lo que
se procede a emplear el teorema del valor medio definido en Spiegel*, dado por:
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b b
If(x)g(x)dx = .f‘(c)‘[g(.x)dx' venea<e<b
Por lo que por la definicién de Transformada de Laplace, se tiene:

Je v v,de=v, (W,

0

Por lo que la transformada de ng se puede escribir como:

I;v;T:((Pi_pwf)T w 1 IwExp[-utD]Exp|:w a)(rzDa-l

2
i ) }zt,)
oM 7y AT 0 \ip

Ip

De Spiegel*' se tiene la siguiente transformacién:

Exp _4
f(t)—'[TM]-—)F(u): \/EExp&;—z\/a;]

Entonces:

;;f{(l’f;iwf)J \/iorD\/__\/_Exp[ V2au(r, - 1)]

Sustituyendo (G.68) en (G.2) y empleando:

Ex
S RN A

I\/_Exp[ x\[_a)] - x((‘R-PWf)]z o 1 1 , [_\/ﬁ(xwl)}ix

\/279 Vuw

u@’ ((P - ow) T B p[ \/%ﬁE’CP[“ (\/_ f/; lmx]dx

ﬂ\/Z\/_a)’ Ju

M

WA

(H.1)

(H.2)

(G.4)

(G.5)

(G.6)

(G.7)
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De Mathematica® se tiene:
rj?Exp[— ax) e = ~\/;L'—Erf [\/E ]
7 V2

(G.8)

Sustituyendo (G.8) en (G.7), se tiene: J
uw (p pwf) ]\[EErf -\/(\[i+1}v%rb

Exp|2 = G.
NN ff[ L J wh 2o JW2+1Nue e

Como u>>>1vy rp >= 1 entonces:

5ot (2 + e, |~1

uw (p;—pwf)zx —
/W \Ff( nll ]Ep[\[z—ajj\/iﬁﬂﬁuw (610

Sustituyendo (G.8) en (G.3) y empleando:

1,y o) = E;E \/\/f_f ].

Expx\/_a)]ua) Pw)2 o 1 1 _ x—1){x
- j\/ZWD\/_ A ( wﬂfJﬁng \/;‘Exp[ o 1)}1

e (=2 )Y 2 Expl- (V2 -1Naux]
= ﬂ,x\/m\[g[ e f ]Exp[%“ g, d.

Empleando (G.8) se tiene:

oo et (lp-py)Y, JzErf|\ (V2= 1):?ua>rD]
e el L

Como u>>>1y rp>= 1 entonces: TESIS CON :

prf| (B -1, J=1 FALLA DE ORIGEN
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uaw (Px_ow‘) ’ NCw \/;
/1\/_._\@{[ . JEp[ﬂ]\/(m (G.11)

Tanto (G.10} como (G.11)} no dependen de rp, entonces la transformada de V; se
puede escribir como:

_(C+E)I(rp\/ %] (D—F)Kl[rp\/u%] (G.12)

Aplicando las condiciones de frontera, dadas por:

Vil pov =£)_ (C.14)
0= T Vidr, + j zer (C.16)
1
Aplicando (C.14) a (G.12) se tiene que:
(C+E)=0
Por lo que :
Vv, = (D-—F)K{rp \/u %) (G.13)

Ap|l¢ﬂ10 (C.16) se tiene:
TV—zdr (P ow) i a)Exp[\/_a)u]JExP[ ¥pN20u ]dr'
A r, M /’L«Mﬁa i L) P
o
=[] “"ixp./%ff—”] b

Como u>>>1, entonces se puede aproximar:

£, [ 3]~ Exp |- 2ou |
V2eu

1

— e, 3
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Entonces:
TF°—2dr = (o, - p"’f‘) Ve (G.14)
AP v, U Au.j27F, "
Y se tiene que: [ ]
I K, |Wuw
K, |rpNuw ldr, = =% G.15
J b ok, = Ze (@.15)
Sustituyendo (G.15) y (G.14) en (C.16), y despejando D se tiene:
2 —
D=~ (p‘_p“’f) \/E); e 1 —F=-Z4+F (G.16)
v U Au 275, K, l\/ua)J

Sustituyendo (G.16) en (G.13): |
vV, = (—Z+F_F)Kl(’D\/HMJ= —ZKI[TD \/HM] (G.17)

A+u(l- o) A+u(l-o)

Por lo que la transformada de V; esta dada por:

. (pi_pwf) i \/5@ .
4 -—[ i J » \/Z@KOI%M]K‘(r \/Efo) (GA7)
Y empleando:
\EExp [~ x]

Kolr)= K, (x)= =7~

7o (2.~ 2y )} 02 Vuw ExplVuo | Nx Expl- 1, uo]
T vl Az \/t_t\/ﬁ Jr 2?'1)-\/;;20‘

_ _((P: — Py Exp:-—(rb -1 uco]

N o E
7 Arcfu 2%, N

v

Aplicando la transformada inversa de Laplace:
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E —_—
xp[ 4

o
Jmp

(G.18)

V;:

(o) it

Por lo que ¥ esté dado por:

’D=l={(z>,-—pwf) » _ﬁpkfz{(p,—pwf)j co ©.19)

Vs

v i 7, y7i ) ir\/m‘D \[ 27,

Y el gasto adimensional por:
o ﬁpkfz (Pi "ow) w (G.20)
M rdh |7\ 20 |

.D=
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Apéndice H.

APENDICE H. SOLUCION PARA YACIMIENTO INFINITO TIEMPOS LARGOS
FLUJO NO LAMINAR.

Del Apéndice D se tiene que:
7 :_ow‘) 1 . Z(Pf'“ow) 1
) = -

"pTuH u ln[\/Z—ez”J T ln[%e”J (D.15)

4 X
_ 2(p, —pwf)j[?f_t”] " (D17)
v .

Para encontrar V; se evalua la solucién dada por:

_ [ oul-@)+ 4 | oull-w)+ 2
Vp =Colfrp fu=or s DK 1y o
| 1[71)\/;4 A+u(l-) J+D K{rD\ju A+u(l-o)
aJu(l @)+ A au(l-w)+ A Yu A+aull-0) —
A, ‘
+ ;(”D\/ j,+ul @) JK( )i,—i-ul a)) J/l ﬂ+u(1—a)) o e (B.30)

_K{r \/u (1 — m+ﬂ]1( a)uil aul-0)+ 1 )u A+aou(l-o) 7

A+u(l-w) A+u(l-o) |2 A+u(l-o)

Por lo que se observa de (B.30) es que se necesita 9;5; sin embargo, no es posible

obtenerla directamente, por lo que se procede a emplear las aproximacion a tiempos
largos de la solucién dada por (D.17), vy el teorema del valor medio definido en
Spiegel**, dado por:

b b
[ £ ()r = £le)f gl oa<c<h M)
Por lo que por la definicién de Transformada de Laplace, se tiene:

je_u[ VoVodt =V, (? )170- (H.2)

0
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Por lo que la transformada de Vo‘? , empleando (D.15), {(D.17) y (H.2), se puede escribir
" como: '

[ 4 L
.
=r_ 4 ((o=py )Y “(Exp(zy) ”) N 1
¢t 2 J {x+1) u (H3)
D wh 0 ‘ uln(-—-Exp (2]/)]
_ 4
i ]
Si se define :
]
Tl EBp2p (H.4)
F(atD)—‘('; T+ 1) dx
Entonces (H.3) se escribe:
y 2 2(Piupwf) ’ > 1
° - Yot Flaty) u (H.5)
pFwH uln[ZExp(Zy)J "
Si de (B.30) se considera:
R ou(l-0)+ A Yu A+ou(l-0) =3
E: ) — X d
IK{"\/” Z+ill-0) |2 Aral-o) 0 (H6)
2 ou(l-o)+ 2 \u A+aull-0) 3
I (’“\/” A+ u(l-0) Jz Arul-w) 0 Y 77

Y se emplean las aproximaciones tomadas de Abramowitz®’, para argumentos
pequefios:

1
K (x)~~ (H8)
X
I(x)= i-x (H.9)
u 1-)+4 = Ju (H.10)
A+u(l-
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Sustituyendo {(H.8) a (H.10) y (H.5) en (H.6) y (H.7), se tiene:
rD 2 - . 2

E=| 21(%( (p" p“’f)J Flaf;) ! dx

rovu huH uln[—Z—Exp(iZ}’)]

1 (2p,- pwf)J2 1 !
E=~ Flat,) -
Au ( Tt P In(% Exp(Zy)er

Multiplicando E y F por sus respectivos coeficientes en (B.30), se fiene:

fl(rpx/’&)zh——-l—[—————mz(p' ‘pr)JZF(az)) !

“ L ln( gExp(Z 7)]

2Ap,—p. )Y
-k, ("D‘\/;)F = ”fz[M")J F(a?p)—““mlw—*
o 1n[%Exp(2y)J

Sumando (H.13) y (H.14) se obtiene:

24

16, \/;)E.,KI(,DJ;)FhL[M)}@)m_I__

ln(-j— Exp(zn]

7y

(H.11)

(H.12)

(H.13)

(H.14)

(H.15)

Como se observa (H.15) es independiente de rp, y sélo aparece u dentro de un

logaritmo, como u<<<1, entonces :

(H.16)
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(’D‘/-)E (’D\/—)F =0

Entonces (B.30) se puede aproximar como:
— | ou(l—w)+ A ou(l- o)+ A
V,=CI |F DK ir
1 I[TD\/ ull - @)+ A J-'- l[ro\/u u(l —w)+ A

Aplicando las condiciones de frontera, dadas por:
o -

Aplicando (C.14) a (H.18) se tiene:

0=C11(W\/u a)u(l—co)+ﬂ,}_>c:0

ull —w)+ 24

Calculando las integrales de (C.16) por separado:

277 ""(Z(Pi—%)f R,

—j—/%”drbh ' A u
f Tl uln(ZExP(zy)Jer

Igualando (H.20) y (H.19), y despejando D, se tiene.

J F(a%,) Ju
rwﬂ 4 u ln[g—Exp (2y%) JKO (\[7;

(H.17)

(H.18)

(C.14)

(C.16)

(H.19)

(H.20)

(H.21)
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Sustituyendo C y D en (H.18) se tiene:

“V;=_(2(pi_pwj‘ )Jz F(a%,) Kl(fo'\[;)
ul A m[%Exp (2y)}1<0(\/5 )

Empleando las aproximaciones dadas por:

%, .\/;)z;;ﬁ,m(\/;)z{m S 4

Sustituyendo (H.23) en (H.22), se tiene:
_ (2(p, = py )Y FlaZ)) 1
V= 7 A N
v 7 ln(%Exp 2y) Iln ‘—2~~+ 7}

ﬁ:(z(Pf'“ow)T (a7,) 1
T A rbulnz[%Exp(Z}’)J

De Kaufman*? se tiene:
flu)=

at) x

um:(zj £0)= P(b)JP(xH)

Sustituyendo (H.25) en (H.24) se tiene:

Vl=(2(pi_pr)J2F(atD) 1 J- Exp (2y) dx

/i A pT(2)y I'(x+1)

De la ecuacion (B.6) se tiene:
V, =V, + &V,

‘Entonces:

(H.22)

(H.23)

(H.24)

(H.25)

(H.26)
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y, = - 2(p, - p.y) J[Ex;(:zy ]

dx +
pfu i g T(x + 1)
4 x (H.27)
e 1 X
Pk} Flary) 2 [2(p, pw)J{Qggan "
g o, TR)  rp ¢ D(x+1)
Aplicando ia aproximacién de Davis, tomada de Abramowitz®®, F (a7, )se puede
expresar:
lat, " 3 b,
F(a%,)= j 2l dx =3 T 5F(at,)~ Flar,) (H.28)

: T(x +1) < In‘(at,)

Si ademas se sugiere que:
Flat, )= F(at,) (H.29)

Entonces (H.27) se puede escribir:

s _|2e-p) J‘[Expzby ]"dl.

A IR S L TSV R
- - . - - (H 30)
4
_ ﬁpk,% 2 2(pi _ow) T[Exp(zy) ) xdx
# T rne L Th+Y

Definiendo gp en funcion de la velocidad, se tiene:

Vs

s b g, (H31)
27hip, - pwj‘) 27h(p, - p.y K,

27r At

dp =
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Entonces gp se escribe:

4 X
—— !
i [Exp(zy) ] 5

= — 2 ®
o ! T(x+1)
. - - (H.32)
[ ( 4 t]" .
| APk} [(pf — Py )F BpQy) |,
o : . X
y7; 7 ! I'(x+1)
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Apéndice L.

APENDICE . SOLUCION PARA YACIMIENTO CERRADO TIEMPOS CORTOS
FLUJO NO LAMINAR.

Del Apéndice D se tiene que:

Expl —
(pz' _'ow)\/5 xpli 4tD

D.12
Vs (rnafp): ( )
NFp Tl et p
Por lo que :
2
2 Exp[_ _“L(LJM}
y 2 Pi— Pw @ 2t (1.1)
’ roie | )
Para encontrar V; se evalua la solucién dada por:
— (1~ o)+ 4 ) ou(l—o)+ A
V =C.I|y g8 K|y pETETA
L =C I‘[YD\/u A+ull-o) +b I(FDJM A+ull-o)
A ) ‘ (B.30)
aoul(l- o)+ A ou(l-w)+ A
+1h) rpy Ju———F"— E-K| 1y Ju——7"—
A+u(l-o) \ A+u(l-w)
Donde:
2 aull-o)+ A \u A+au(l-w) 3
E=1{K| — xV,"dx+
-[ {x\/u A+ull-w) |2 A+u(l-o) o & (-2)
2 ou(l -0)+ A Yu A+ou(l-0) 5 (.3)
F=|7 — vV, dx
] ["\/" A+ull-0) |2 A+al-o) 7

Por lo que se observa de (B.30) se necesita 17;5; sin embargo, el empleo de la

transformada directa presenta ciertos problemas dentro de los desarrollos, por lo que
se procede a emplear el teorema del valor medio definido en Spiegel‘“, dado por:
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J £ (e e = £ (o) ek a<e<b o

Por lo que por ia definicion de Transformada de Laplace, se tiene:

I eV Vydt =V, (T, (H.2)

0

Por lo que [a transformada de Vo se puede escribir como:

F_K(P-“ow) ExP 60(79—1)2-
R =2 LR
r, i TTr \ﬁ tD i 2t i
- / 2 o Fen [ 1P ]
7 (bi-pg)Y @ 1 [ Bel ufD]Exp [ 00, -1) "
rWH ) A \/?D 0 J{; ] 2t,
De Spiegel*' se tiene la siguiente transformacion:
a
Exp| — -
()= xp{ 4r] S Fl)= 7 Exp |- 2 Jau | (1.5)
Jt Ju
Entonces:

F?=((Pir:;:wf )J \/EJ,D \[_ \/_Exp[ V2o (v, - )] (1.6)

Sustituyendo (1.6) en (1.2) y empleando:

K. V0 )= f\/_[TI]

F= j\/_Exp[—x\fua)]ua) pwf)z a)
2ryNuw A TH \F\r

L Fxpl- J2au(x-1)lix
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uw (Pz —~ Py ) i DExp[— (\/5. +1)\/_a;x]
/’L — \fg\[_( rﬂ of ]Exp[\/ﬂa—)h‘ N dx (w)

De Mathematica™ se tiene:
fookal, Vb |Vaz)
Jx Ja

(1.8)

Sustituyendo (1.8) en (l.7),?:taene) W*—V J
uew 2~ Pus ) Expl2 _\/EErfi V2 +1 U,
ﬂrmf\f( Ttk ] p[\/?a x}(ﬁﬂﬂuw )

Como u>>>1 y rp >= 1 entonces:

Erf Nr\/i + 1 Nuwr, Jz 1

ne (P:-—ow')2 ol Jz
o e o

Sustituyendo (1.6) en (1.3} y empleando:

L Exp[m J2au(x - l)lafx
_ f a (ﬁi - pwf-) i . — DE.xp_[— (\5 -1 ait_x] ,
F—/Inm\/g[ JExp[@ H d

Empleando (1.8) se tiene:

F:M[(PP%)] N ]fEfflmpr
Qe AN 2
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Como u>>>1y rp >= 1 entonces:

Erf[\/(\/' U, J 1

_ u®’ (P Py, .o
Ei o s e

Tanto (1.10) como (1.11) no dependen de rp, entonces la transformada de V; se puede
escribir como:

7 =(c-+E)zl(rDJuﬂf-S-‘{M}r(D-F)K.( . a;‘“(fi);))i] 112

u l—a))

Aplicando las condiciones de frontera, dadas por:

UspsreD =0 (014)
rel reD 2
0= j Vdr, + j —__-er (C.18)
Aplicando (C.14) a (1.12) se tiene que:
(C+E)=0

Por lo que :

V, =(D-F) K{fb\/ ﬂgu(f));ﬂ (1.13)

Aplicando (C.16) se tiene:

’]?F =[(pf—1’wf )Jz a)Exp[\%]T Exp[-*f'g\/Z_a?;]d

2 _ar ¥
D — D

L A .
4 (Pi_ wj‘) wLX, o
fz;r [ " J if/y[ﬁ-] £z

Como u>>>1, entonces se puede aproximar:
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Entonces:

(1.14)

Y se tiene que:

rTKl[rD Juw b, = K"};/?—?—] (115)

Sustituyendo (1.15) y (1.14) en (C.16), y despejando D se tiene:

_ (i=-p,)Y  Joue _
D_—-[ i }M%KAW—F_—Z+F (1.16)

Sustituyendo (1.16) en (1.13):

v, =(—Z+F—F)-K1[rp ﬂu%——-—té‘i g]=—K1[rDJu%J (1.17)

Por lo que la transformada de V; esta dada por:

= _(lb-p,)Y  Joluw .
g "[“";;j*} zu\/zﬁ;KO[\/mJKl(fﬂ'@) 17
Y empleando: N [ ]
_ e TExp|—x
Ko(x)."‘ Kl(' ) \/é‘x‘

4

_ (P: = ow) i GJ\/Z\/EExp[M] \/;I_'Exp[—- 7p \/u_a;]
B U YNNG \/sz‘\[u—a}

“Vf 2_((P,~—pwf)]2 o Expl-(r,-1)\ua)

PR I N P -
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Aplicando la transformada inversa de Laplace:

)~ Bkl ]»f(r).—-mWExp\[;}

T
o] tutre]

2
A (Pz‘ _ow) w 4t (1.18)
S 7R N P ;AN
Por lo que ¥, esté4 dado por:
: - 2 2
% - (pi"pwf) 2 _/Bpkf (P:_ow) @ (1.19)
Moot S\ Nmy  w o mimy 2%
Y el gasto adimensional por:
2
- |9 ﬁpkf (Pi _ow) @ (1.20)
? 5 H e ”\/mp \[2?;3
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APENDICE J. SOLUCION PARA YACIMIENTO CERRADO TIEMPOS LARGOS

FLUJO NO LAMINAR.
Del Apéndice E se tiene que:
reD2 - rbz
v, = Pr:Pw : 2y (a-n)Exp(- fafo)-: (@ =1, )Exp(-rtp) (E£.49)
O RS (57 I BT
2 2 4
Donde:
a= % E.41
ao(l— ) (E4D
1
b=a+ :
2 2
I3 g 1 .‘
o, o U=7), 1 (E42)
2 2 4
a
P M-y) 1]
Iy 7 - E 43
eD ]IlreD___eD 7/‘_+_ ( )
2 2 4
S b+ \/2 dc (E 46)
=20 “Z 4c (E.47)

Para encontrar V; se evalda la solucién dada por:

- | 014(1—0))"'1' | a)u(l—a))+l
Z —C'fl[’oxf“m}nl({r”\/"m]

aull— a)+/1 au(l-o)+ A Yu A+oul-0) =3
‘ xVy d
”{r’)\/ }IK( J A+ u(l-) ]/1 Avali-o) °T (@a0)

au(l-w)+ A ¢ I-o)+A Yu A+au(l-0) 5,
‘K(\/mﬁ 1[\/ Feuli-o) Jﬂ hruli=a) 0"
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Calculando V,° se tiene:

4 2 2 4
Ty =21y r," + 1

" [p,- = P ]2 4r,’
0= 2 ’
i 2 2() -
[r—‘g Inr,, - 20 (; ﬂﬁ] [, - nf

I@ﬁ -5 ]2Exp(— 21tp) - 2[(2;(1%—@ Jz ~(r+n, )_a?(i&-E) + m}Exp(u (r+n )tp)+\ -

+ (5(%@ -7 JzExp(— 2ntp)

2
Pi— Py
_ Vol

Si se define:

4= - : (J.2)
3 2 2(]— 1 2 .
[%’—lnfzp ~ 2Tl (2 y)+z [ ~nf
| A —r2 t_ “—iL——z—(r+r\ 2 +nr 1 |
al-w) ) u+2n ol - ) U e(l-0) 7 u+(r+n)
B = < ) > (J3)
S
| (0(1—(0) u+2r,
Entonces la transformada de V02 queda:
. 4 2 2
vied B[%—%+ ff—‘—} (J.4)
Si x se define como:
- w) (J:9)
Si se define E como:
D x =3
E= [ Ky /x)7 y0idy ’6)

Aplicando las aproximaciones de las funciones Bessel , en (J.6), dadas por:
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1
Io(z)z1+zzz (E.26)
L(z)==z+~=2° (E.27)
1 1
Ko(z)z—{ln§+7jl-2z2[ln§+y}+zzz (E.28)

E.29)

——

2 3
K, (z)= §+ gln(ij+ f—uln(iJ——z—(— 2;/+1)—5—w(— 2y + %)

2

Sustituyendo (J.4) en {J.6), realizando la integral y despreciando los términos que contengan
¥', donde v>= 3/2, entonces E se expresa como:

pABx| ro rw' 1 (J.7)
A 4r, 2 7 12 "
Multiplicando E por I;(¥p yo“‘5) se tiene:
| ABx| )t . 5, #°
b ylE=2 [ 2ty W8
Si se define F' como:
rD X T3

F=| Il(y\/;)wiyVo dy J.9)

Sustituyendo (J.4) en (J.9), v empleando las aproximaciones de las funciones Bessel,
realizando Iz integral y despreciando ios términos que contengan ', donde v>= 5/2, debido a
que la aproximacién de K; (z) tiene un sumando con y'o '5, entonces F se expresa como:

3

= 4 23 5
P AB X [rep ' _ToTo T } (.10)

A 8 12 40

Muttiplicando F por K;(¥p 1’ °) se tiene:
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2

4B x|r,t v, 2y '

Restando (J.11) a (J.8), se tiene:

A-Bx| )t .0 )t
Il[’b'\/;]E_Kl[’D\/;]Fz 2/1" i:_ e12) - EDBD + ;O:l (J.12)

Por lo que la transformada de ¥, se escribe :

= A-B-x| 7, RIS T T
7, =C-Llrpx)+D K lrpx )+ 2 {— - “’3” + .3?0 (J.13)
Empleando las condiciones de frontemfa, dadas por:
Vl rD->reD =0 (014)
reD__ red 1r 2
0= [Vidry + [ ~2dr), (C.16)
1 1 j’
Aplicando (C.14) a {J.13) se tiene:
-\ 2. 4-B-xr,
0=C-1, (r'eD \/;)+D~K1(r‘w \[x)— < (J.14)
Despejando C de (J.14), se tiene:
D-K\rpJx) 2-4-B-xr,
C="' I(ED ) eD (J15)

LUox) ALy

&

Aplicando por partes (C.16) a (J.13) se tiene:
reD 17 2 3 4 2
V : 2r ‘ 7 1
— | ~drp = - 4 B [_ teo Tep T _W} (J.16)

1 2 3 T4 T2 12

Clrafr Vx)- 2. (x)l- DI, o V)= Ko (),

1

rel)
_ - D
V.dr, = —
_[ 14" p . \[x

A B x "94 r'DZ 3 r‘D5-1
o e | — o)==y 1
+ ) 2|: 2 (reD 1) 9 (reD )+ 150

(J.17)
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Definiendo:
2r. 3 gty P 1
G = | - ZeD + JeD + ‘e T
{ 3 4 " ) 12} (-18)
4 2 5
¥ ¥ 3 r, —1
H=|- eD ‘ _1 _ &b ‘ __1_}_ el )
[ > (rp -1) o (.00 -1) T } (J.19)

lgualando (J.16) y (J.17), empleando (J.18) y jJ..19):

_A-B _C[Io("eo'\[g)"‘fo(\[;)_ Ko(’eo\/;)"Ko(\/;)]

G = +
A Jx {J.20)
JABx g
A
Sustituyendo (J.15) en (J.20) y rtearzjgl)ando:
_4-B D K rpvx N x Ji— PR PNV = x
7 [G”f H]\/‘- m[fo(feo\/_) 1,(Vx )} DK, b v )= Ko (V5 )+
2.4 B-xrpy* . _ . (J.21)
+ 5/111(7;1)\/;) [Io(’eo'\[x—) Io(\/—)]
Despejando D de (J.21), se tiene:
4
A 6z | gl 2T ) 1)
D= | r— ' - (22
Kl(rwﬁllo(rep\/-;)_Io(\/;)J"'Il("éD\/;).Ko(rep'\/;)_Ke('\/;)J
Sustituyendo (J.22) en (J.15), se tiene: _
42642 |k i b 2 AL 2 e e, ) 1,(5)
€=- ("eo‘[_llo(eo ) Io(\/;)J“*‘Il(’lao\/;].Ko("eD\[;)'Ko(\[;)] i (J.23)

2ABx

s ?uirw\fﬁ'

Si se multiptica D por K;(vp x?), se tiene:
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4216+ 20 [Vo o o, o)

K \rpx )= A +
ERLCA A ey T e R 0 N ey X v €9 A
210y )16 ) vz

i K, (’én "‘/;llo (’;D \/;)— 1, (\/;)J"‘ 1, (’éo \/;].Ko ("ep \/;)_ K, (\E)J

En (J.24) se observa que se requieren diversos productos de funciones Bessel, por lo que
empleando las aproximaciones dadas por (E26) a (E.29), y despreciando los términos
resultantes que contengan x” donde v>= 3/2, se tiene:

K, (rjw ‘\/;Ifo (’;D \/;)'— I (\/;)]-{- e (F;D '\/EIKO (f'e.o \/;)'" K, (\/;)] = \/;[ rezr; 1 - 1; 2 } (J 25)

A B x - - 4-8 7,
T]:G'i'";H:I\/;CII (FED \/;)Kl(rp \/;)'_' 1 G\/; 2:: (J26)
2 4B xryt
5; = ["o (”en \/;')“ 1, (J;)]K, ("D \/;)’“” 0 .27)
Sustituyendo (J.25), (J.26) y (J.27) en {J.24), se tiene:

A/;LB G _;5_2_

D K ryx)= &
1( P ) R i, (J.28)

4r 2

Si se multiplica C por I;(rp P 5) se tiene:

i) 42 6+ 28 [Nk 2 b E o V)

T o VN o T )= (e ) 2, V3 MK o V)= Ko (Ve i oV %)
2B X 1o V)= (ST o D )

" K b W Ve - L N 1 VK v - Kol o Ve )

+_2_-A B ‘x-‘rwdfl(rb‘\/;)
3 /1[1(’&) \/;)

(J.29)
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En (J.29) se requieren diversos productos de funciones Bessel, por lo que empleando las
aproximaciones dadas por (E26) a {E.29), y despreciando los términos resuitantes que
contengan x’ donde v>= 3/2, se tiene:

I ("eb \/;){Ki (reD Jx—ﬁo ("‘ep \/;)‘ I, (\[’;)]"' 1 ("ep '\/;IKO ("eo \/;)_ K,y (\/;)]}“

w Fep X "e.oz -1 _rphr, (J.30)
2 dr,, 2
“%E[G + % H]\/;Kl("eo J;)Il(rw \[;)Il(’b \[;)= _A_;j_q_-_::f_x (J4.31)
4
2 AT [ S )= 1 o ) 0 (4.32)
2.4 Bx 0, L0,Nx) 2-4-B x1, 1,
s aleds) s a4 (1.33)

Sustituyendo en (J.29) de (J.30) a (J.33), se tiene;

A-B G-r, ;
2-A-Bxrr,
C-Llr,x)=- A .. 4 += 2
I(D ) o ’;pz—l_ren nr,] 5 A (J.34)
2| 4r, 2

Sustituyendo (J.34) y (J.28) en (J.13), se tiene:

A-BG
— 3
o= Zﬂ 4 +z A-B-xrp ¥y
rp|tp —1 rplnr, | 3 A
2| 4r, 2
J.35

. A 2 N 4 Bx|_ R . ' ]
7yt -1 _rplnr, 24 2 3 30
4r,, 2

Se necesita la transformada inversa de B y de Bx, para encontrar la solucién en espacio real.

M =B}= {Iiﬂ - J Expl- 2ty )+

1 (J.36)

-{[Wig)j-(n+?‘2)—C;(;3_5_*55+%]Exp(~(ﬁ+rz)tD)+(E)f1_w)%JzExp(—ZGfD)
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2 LEX ——i——t
oA A | _2nExp(-25-1,) (1-o) (1-o)”
N=L {Bx}_[m(l_w)_,!J il f ), U-o ;(_2,1@ ]+

o) )

A A
_2{[_&%J2_(n+,2) Z m} 2 _(ﬁ+rz)ExP(-(fi+r2)to)+mExp(_mtD]+
oli-a) oli-@) 7 [(-a) (l—f-'g)—(rﬁrz) (—If%;)—)—(nﬂa) (J.37)
A A
[ A )2 A |_2nEspl-2r t,) +E$Exp(*ﬁ35_)t”]
o (1 )

~o) * | {1<a) y) I
@ » s 2,

+

L —2r,

(1- »)

Entonces :
- "
2 A 2
Vi=|- 2’1 4 s L M+
Yot Tep =1 1107, to —1 rplnz,
2| 4, 2 4r,p 2 | (4.38)
3 4 2.2 4
2 Aty ALt Toty Tp |l
5 A 22 2 3 30
V: se escribe:
reDZ_l
y,| =PPy 2 (a=n)Exp(=rtp)~(a=r)Exp(-ntp) |
A 7! i'ilnr _rwz(l-—y)_l_}_ n-r
2 2 4
G4 4.6
—~ 4 + 2 M + (E.39)
A el =1 rnplnr, | | ny =1 rplnr, | Aok,
2| 4r, 2 4z, 2 U
+{2 A ?eps+£l:-feﬁi—r;’32 _ijl}
2|72 3 30)
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Y gp se escribe:

2
ry, -1
=. 2 (a-—r;)Exp(—r,tD)-—(a-rz)Exp(—;-ztb)+
P rol-7) 1 P
L Iy, 2 XL
2 2 4
1
PiT Py Bpk, _ 2 G + : Gr.,p, e (E.39)
+ Ll £ I oalfw|lo =1 _rplnrg |l of G -1 _rylnr,
: : i 2| 4, 2 a2 r
To' g, _tll-7) 1 I, -] @
2 oo 2 4 2 ! . \
+ gl" 3+}_ _Q'D___reb +_l" N
5720 2 3 730 J

Donde a, r;, 2, G, M y N estan dadas por (E.41), (E.46), (E.47), (J.18), (J.36) y (J.37)
r‘espectivamente..
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