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Resumen

RESUMEN

La mayoría de los trabajos teóricos sobre análisis de curvas de declinación con flujo no laminar

en el yacimiento consideran ya sea flujo de gas seco o flujo de líquido en un yacimiento

homogéneo, El propósito del presente trabajo es analizar curvas de declinación considerando

efectos no laminares en el yacimiento, para flujo de líquido ligeramente compresible en

sistemas de doble porosidad a condiciones de presión de fondo fluyendo constante,,

Los periodos de flujo transitorio y dominado por frontera son examinados por medio de los

resultados de un simulador de diferencias finitas, Se presentan por primera vez expresiones

analíticas de velocidad y gasto en la cara del pozo bajo condiciones de flujo no laminar en

yacimientos naturalmente fracturados, Estas ecuaciones contienen la solución para flujo

laminar como un caso particular,, Se propone un método para identificar la presencia de efectos

inerciales por medio de la graficación de d(log(q))/d(log(t)) contra log (t),,

El método para el cálculo de área bajo condiciones laminares produce buenas aproximaciones

para un yacimiento bajo condiciones de flujo no laminar,, Aunque, ia presencia de efectos

inerciales distorsiona la forma de las curvas de declinación resultando en estimaciones

erróneas de los parámetros de yacimiento y pozo por el análisis por curvas tipo para curvas de

declinación para flujo laminar,, El empleo de la metodología presentada en este trabajo se

ilustra con ejemplos sintéticos,,
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/. Introducción

I. INTRODUCCIÓN

La mayoría de las técnicas existentes en la literatura para el análisis de pruebas de pozo, con

el fin de determinar las condiciones de productividad en el mismo y características del

yacimiento, están basadas en tres hipótesis principales: ecuaciones diferenciales de

continuidad y de flujo lineales, y una condición de frontera interna constante, que puede ser el

gasto de producción o la presión de fondo fluyendo. Sin embargo, frecuentemente en la

práctica ninguna de las hipótesis anteriores se cumple1,,

Con la llegada de herramientas de producción, tales como el medidor de flujo a tiempo real, se

ha hecho posible ef análisis simultáneo de mediciones de presión y gasto de la formación en

una prueba transitoria de pozo, La ventaja de incorporar ia medición del gasto, q{ t), es que la

técnica de curvas tipo es mejorada, obteniéndose mayor información con respecto a las

características particulares del yacimiento a ser evaluado, por ejemplo, fracturas hidráulicas,

estratificaciones, medio poroso compuesto, etc.2

En una formación fracturada se pueden tener pozos que inicialmente producen a un gasto alto

donde, en algunos casos, la producción empieza a declinar después de unas cuantas horas sin

una clara explicación, Por lo que, analizando el comportamiento transitorio del gasto en un

pozo produciendo en una formación fracturada se adicionará información, lo que dará lugar a

un análisis más completo,, Desde un punto de vista ingenieril, la declinación inicial podría ser un

factor clave en la decisión de continuar o abandonar la explotación del pozo, En el caso de un

sistema homogéneo, esta declinación es la única observada, pero para yacimientos

fracturados, la declinación inicial no siempre representa el estado final de depresionamiento.,

En la actualidad la mayor parte de las investigaciones sobre pruebas a presión de fondo

constante encontradas en la literatura2'10, suponen la existencia de flujo de una sola fase en el

medio poroso, considerando que la ley de Darcy es válida, tanto para yacimientos homogéneos

como naturalmente fracturados,, En cuanto al análisis de flujo donde la ley Darcy no es válida

(flujo no Darciano) se han desarrollado diversos trabajos considerando los diferentes tipos de

pruebas así como diferentes tipos de yacimiento11"24, Sin embargo, en ninguno elíos se han

desarrollado expresiones analíticas para representar el comportamiento de pruebas a presión

de fondo constante en yacimientos naturalmente fracturados bajo efectos no Darcianos,,

Curvas de Declinación en Yacimientos Naturalmente Fracturados Considerando Flujo No Laminar 1
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En base a los antecedentes anteriores, el propósito de este trabajo es presentar expresiones

analíticas que representen el flujo de líquido en yacimientos de doble porosidad bajo efectos no

laminares con producción a presión de fondo constante,

Para alcanzar el objetivo planteado, el presente estudio está constituido por dos partes,, En ia

primera se resumen los trabajos presentados en la literatura sobre análisis de pruebas a

presión de fondo constante, que consideran flujo monofásico Darciano en yacimientos

homogéneos y naturalmente fracturados, así como algunos trabajos donde se considera flujo

no Darciano bajo condiciones de gasto constante,,

En la segunda parte, se presentan las derivaciones realizadas mediante la combinación de los

métodos de perturbación, Transformada de Lapiace y variación de parámetros, para el

desarrollo de las expresiones que representan el fiujo monofásico no Darciano en yacimientos

de doble porosidad produciendo a presión de fondo constante,

Curvas de Declinación en Yacimientos Naturalmente Fracturados Considerando Flujo No Laminar
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II. ANTECEDENTES

En esta sección, se discuten los principios básicos que permiten la comprensión del

comportamiento transitorio y dominado por frontera del gasto para un pozo produciendo bajo

condiciones de flujo monofásico en una formación fracturada y considerando flujo laminar,,

Además se revisa la teoría desarrollada hasta la fecha para el análisis de flujo no Darciano en

curvas de declinación en yacimientos homogéneos, así como para pruebas de presión en

yacimientos fracturados, con el fin de establecer las bases necesarias para el análisis,

/ /1 . Ley De Darcy Para Flujo De Fluidos A Través De Medios Porosos.

La ley de Darcy25 establece que la velocidad del fluido, v, es proporcional en magnitud al

gradiente negativo del potencial de campo, La ecuación básica puede ser establecida como:

* v = — ^ V O (11..1 )

donde p es la densidad del fluido, k es la permeabilidad del medio, ¡i es la viscosidad del

fluido, y <I> es el potencial de flujo o energía mecánica por unidad de masa,. Una expresión

para el potencial, se puede derivar por la consideración del trabajo que debe ser realizado para

transferir a una unidad de masa de líquido, que está en reposo en el estado estándar, al

estado de líquido fluyendo en el m

edio poroso,. De las condiciones generales de energía se puede mostrar que el potencial de

flujo a una elevación z es:

- f wdp
( I I . 2 )

Aquí w es el inverso de la densidad del fluido, z es la elevación del punto sobre el nivel de

referencia (supuesto como cero ), p es la presión en el punto z, p' es la presión en e! nivel de

referencia, y Ue$ la velocidad microscópica promedio en ei punto z., El tercer término del lado

derecho de la ecuación (H.,2) representa ía energía cinética del fluido, mientras que el segundo

Nomenclatura al final del trabajo
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representa la energía potencial,. Usualmente U puede ser despreciable debido a la enorme

área de la matriz sólida, y así las fuerzas viscosas controlan generalmente el movimiento de los

fluidos., Para fluidos incompresibles y energía cinética despreciable:

(113)

En esta etapa se debe hacer notar que la ley de Darcy fue concebida para flujo de agua en una

capa filtrante lineal.. A través de una serie de experimentos se demostró que ia relación de flujo

de agua es:

• Proporcional a lo que es conocido como la diferencia de potencial entre los extremos de la

capa filtrante,,

• Inversamente proporcional a la longitud de la columna porosa,.

Darcy supuso implícitamente que el gasto era proporcional al área de la capa futrante.. En su

experimento desconocía qué dirección de flujo tendría el fluido en el medio poroso; se acepta

que el flujo es a lo largo del gradiente de potencial, además de que la velocidad en la ecuación

(11,1) es una velocidad hipotética y se supone que el fluido fluye a través de la sección

transversal, la cual no está obstruida por granos de arena, Para propósitos prácticos, la

estructura interna del medio poroso no se considera, Así normalmente se refiere a la velocidad

en la ecuación (11.1) como una velocidad macroscópica,, Otras suposiciones implícitas son las

siguientes:

• Los potenciales en el experimento de Darcy son potenciales en superficies hipotéticas, y no

se refieren a la estructura del medio poroso, aunque el flujo total y el potencia! sobre una

superficie están relacionados con la distribución verdadera del flujo, y el potencial sobre el

espacio poroso, respectivamente,,

• El elemento esencial de la ley de Darcy es que el cuerpo es suficientemente grande, en

comparación con el tamaño de ios poros, y puede ser considerado uniforme.. Esta hipótesis

permite considerar la sección transversal del cuerpo poroso como un numero de elementos

de sección transversal unitaria que conducirá ei fluido a razones imperceptibles de otros

elementos cuando son sujetos a la misma diferencia de potencial,
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• El gasto en la columna porosa es inversamente proporcional a la longitud de la columna.,

Además se supone que el medio poroso es estable, no reacciona con el fluido y no existe

variación en los granos de la formación „

Finalmente, se nota que la ley de Darcy indica que el movimiento es dependiente sólo de !a

distribución de potencial e independiente del tiempo,, Phillip26 mostró que el tiempo que toma

un fluido en reposo para pasar a régimen estacionario, en valor es muy pequeño (del orden de

algunos segundos), y es independiente del gradiente de potencial o de las dimensiones del

medio poroso,.

11.2. Los Límites De La Ecuación De Darcy,

La ecuación de Darcy relaciona la caída de presión necesaria para mantener el flujo de un

fluido a través de un medio poroso, a un gasto determinado,. Se ha demostrado que para altos

ritmos de flujo, el comportamiento de la presión-flujo no se satisface, por lo que, está limitada a

ciertos rangos de número de Reynolds,, Así la ley de Darcy se puede generalizar para valores

altos con la inclusión de parámetros adicionales.,

Además, es bien conocido que a medida que el número de Reynolds se incrementa, la ley de

Darcy pierde gradualmente su aproximación llegando a ser completamente inválida; entonces,

es muy importante considerar el flujo a alta velocidad.,

II3 La Ecuación De Forchheimer

Ya se ha apuntado que la apücabilidad de la ley de Darcy está limitada por el número de

Reynolds,, Para números de Reynolds altos, Forchheimer11 sugirió que se reemplazara la

ecuación (11.1) por la siguiente fórmula, la cual ignora efectos gravitacionales :

_ ^ =

dx

LA M
Si se considera flujo laminar entonces o « u , y a = ~~ ..

k
De acuerdo con la hipótesis de Linquist27, los efectos inerciales son los responsables de las

desviaciones de la ley de Darcy. Los trabajos recientes de Mei y Aurieault16 indican que para
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un medio poroso homogéneo e isótropo, los efectos inerciales conducen a un término de

corrección que es proporcional a v (esta observación no viola la ecuación (11,4))., Además, el

papel de la inercia parece ser mucho más importante a nivel de poro que a nivel macroscópico,,

Ei interés en el flujo no laminar, para el desarrollo del presente trabajo, radica principalmente

en el flujo de líquido en yacimientos fracturados. Diversos experimentos realizados indican que

b — pp, donde p es una función de las propiedades del medio poroso, La correlación

utilizada en este trabajo, y que además es la más comúnmente empleada para determinar J3,

es la que desarrolló Geertsma17

48511
Í77TT ( 11,5

Muchas otras correlaciones han sido dadas en la literatura, por ejemplo la de Firoozabadi y

Katz18, Ávila y Evans19, Wong20, Tiss y Evans21, muestran que el coeficiente /? también
20

depende de la existencia de una segunda fase,, Los experimentos de Wong indican que en

presencia de agua, el coeficiente /?para un gas puede ser mayor o menor que los valores de p

obtenidos cuando el agua no está presente.. Tiss y Evans21 notaron que el esfuerzo de

sobrecarga y la temperatura influyen en p También Fetkovich notó que en estudios de

campo el valor de p puede ser una o dos veces mayor en magnitud que los valores obtenidos

de experimentos de laboratorio,,

// 4, Grupos Adimensionales

La ventaja básica de estos grupos es que permiten comprender la estructura de las soluciones

de interés sin considerar valores específicos de las propiedades de la formación, de los fluidos

o del gasto., El objetivo aquí es obtener una solución que no contenga dimensión o parámetros

reales,, Comunmente se emplean grupos adimensionales siguiendo el trabajo de van

Everdingen y Hurst

Los grupos adimensionates empleados en el análisis de pruebas de pozo son identificados por

el estudio del flujo de fluidos hacia el pozo, Para el problema en consideración, la escala más

simple para la longitud que se puede emplear es ei radio del pozo, rw., De esta forma se denota

el radio adimensionai por el símbolo rD ef cual se define como:
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r
"i>= — * (11.6)

r
w

Se denota al tiempo adimensional universa! para yacimientos homogéneos, el cual es

directamente proporcional al tiempo, y se define por la relación:

exkt
{D 7 T , (117)

juct$rw

donde 9¡ es una constante de conversión,,

La tarea más difícil es la selección de la definición para la presión adimensional, y depende

esencialmente de la condición del pozo, ya sea producción a gasto constante o a presión de

fondo fluyendo constante,, Para el caso de gasto constante, se define a la presión adimensional

de modo que la condición inicial sea igual a cero a través del yacimiento, y que la relación de

producción en el pozo sea igual a -1., Para lograr estos objetivos, se define a la presión

adimensional mediante la relación:

Iludí
II 8

En las soluciones para un pozo que produce a presión constante^ que es el caso que interesa,

se emplea la presión adimensional,pD (T'D, t D) definida por:

Pi ~ Pwf

donde pw¿, es la presión de fondo fluyendo, supuesta constante,. Esta definición también

satisface que/>¿> (rD, t o) sea inicialmente cero para toda rD,.

Para el gasto adimensional, se emplea la relación:

02BjJq{r,t)
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11.5,. Análisis De Gastos Considerando Flujo Laminar En Yacimientos

Naturalmente Fracturados.

En una formación fracturada se pueden tener pozos que inicialmente producen a un gasto alto

donde, en algunos casos, la producción empieza a declinar después de unas cuantas horas sin

una clara explicación,, Por lo que, analizando el comportamiento transitorio del gasto en un

pozo produciendo en una formación fracturada se adicionará información, lo que dará lugar a

un análisis más completo,, Desde un punto de vista ingenien!, la declinación inicial podría ser un

factor clave en la decisión de continuar o abandonar la explotación del pozo., En ei caso de un

sistema homogéneo, esta declinación es la única observada, pero para yacimientos

fracturados, la declinación inicia! no siempre representa el estado final de depresionamiento,,

11,5,1 Ecuaciones Diferenciales Parciales Para Yacimientos Naturalmente

Fracturados.

En esta sección se presentan las ecuaciones diferenciales parciales básicas para flujo de

fluidos en formaciones fracturadas.. Las ecuaciones están basadas en un modelo presentado

originalmente por Warren y Root30, El modelo fue ampliado por Mavor y Cinco Ley31 al incluir

los efectos de almacenamiento y de daño, y después por Da Prat8 y por Da Prat et al,6 al

estudiar el comportamiento del gasto adimensional para un pozo produciendo a una presión

constante, para yacimientos fracturados infinitos o finitos,,

Las ecuaciones diferenciales parciales fundamentales son :

tD ótD

f m \ (11.12)
otD

donde X y (O son parámetros asociados con las propiedades del fluido y del yacimiento., (O

relaciona el almacenamiento de la porosidad secundaria al total del almacenamiento y es dada

por:
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co =
(te)/+(te),

X controla el flujo interporoso y es dada por:

( M 1 4 )
e

•2donde Gres el factor de forma de flujo interporoso con dimensiones L .pp y fo están definidos

como:

(11,15)

Una definición matemática completa requiere de ecuaciones adicionales, las cuales

representen adecuadamente las condiciones tanto inicia! como de frontera,, Para un sistema

fracturado, con una presión inicial uniforme, la condición inicial esta dada por:

: U (11,17)

La condición de frontera interna para presión de fondo constante es:

donde S es el factor de daño mecánico,, Dos condiciones de frontera externa son consideradas:

un yacimiento con extensión lateral infinita o con fronteras cerradas,, Para el primer caso, la

condición es:

Curvas de Declinación en Yacimientos Naturalmente Fracturados Considerando Flujo No Laminar 9
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lim
( 1 1 , 1 9 )

Para fronteras cerradas, la condición es:

= 0 (H..20)

El gasto adimensional en el pozo es dado por:

( 11.21 )

V u jrD=\

La producción acumulada está relacionada con el gasto por:
tD

QD=J<lDdtD (H.22)

Las ecuaciones presentadas en la primera parte de este capítulo definen el enunciado del

problema por completo,. En la siguiente sección se describirá el método de solución..

11,5,2, Método De Solución

Un método común para solucionar las ecuaciones (11,11 ) y (11,12 ) bajo las condiciones dadas

por las ecuaciones (11.17) a (11.21 ), es emplear la transformación de Laplace,, Las ventajas de

este método fueron descritas por van Everdingen y Hurst29. Por este método, las ecuaciones

son transformadas en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias las cuales pueden ser

solucionadas analíticamente,, La solución resultante en el espacio transformado es una función

de la variable de Laplace, w, y la variable espacia!, r&, Para invertir la solución a espacio y

tiempo real, se emplea la transformación inversa de Laplace,
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115,3, Soluciones De Gasto

En esta sección se consideran dos tipos de yacimientos: yacimiento infinito y yacimiento

cerrado.. Las soluciones para yacimientos fracturados no limitados han aparecido en un gran

número de publicaciones ( Mavor y Cinco Ley ),, Las soluciones para yacimientos limitados,

sistemas cerrados, fueron presentadas por Da Prat8, y Da Prat et al6., Para cada tipo de

yacimiento, las aproximaciones a tiempos cortos y largos son realizadas mediante las

expresiones correspondientes para el gasto adimensional en ei espacio de Lapiace, La inversa

de las soluciones resultantes han aparecido en tablas de transformadas de Lapiace

(Abramowitz y Stegun32),. Los resultados proveen una verificación de la validez del algoritmo de

la inversión numérica, obteniéndose resultados confiables en la interpretación de los resultados

observados,

U53A.. Yacimiento infinito

Las soluciones de gasto transitorio para un yacimiento infinito reflejan el comportamiento antes

de que los efectos de frontera lleguen a ser evidentes..

Para un valor de X diferente de cero, el gasto depende inicialmente de t& y 0). Conforme el

tiempo se incrementa, la interacción entre la matriz y las fracturas es reflejada en un periodo

de flujo constante después del cual la solución llega a ser la misma que para un yacimiento

homogéneo infinito,, Mediante aproximaciones a tiempos largos y cortos de la ecuación que

representa el problema en el espacio de Lapiace, se pueden obtener expresiones simples para

el gasto que pueden ser empleadas para comprender el comportamiento observado de este

parámetro.. Para tiempos pequeños, la expresión para el gasto, qD, está dada por:

(11,23)

o, en términos de la producción acumulada,
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//. Antecedentes

29
Hurst ,. La expresión obtenida para ei gasto puede ser asociada con un yacimiento

Para (O— 1 la ecuación (II.24 ) es idéntica a la ecuación presentada por van Everdingen y
29

Hurst ,. La expresión obtenida para ei gas

homogéneo con un tiempo efectivo t' = tD / co.

De hecho, de la definición de t^ :

, tn 2 .637x lO- 4 ¿¿
tD=~^ = -~~~-~~ ¿-2- {11.25 )

(O <j>fCfjUr¿

Así, para un sistema fracturado en un medio infinito, inicialmente no se detecta la presencia de

la porosidad primaria; es decir, éste se comporta como un yacimiento homogéneo,, Para una

matriz no comunicante ( X = 0 ), ía solución depende de tj/COpara todo tiempo,,

En la Figura 11,1 se observa que a tiempos cortos la solución depende únicamente de CO no de

X, y para una X dada, la solución se aproxima al caso homogéneo a tiempos largos,, A medida

que el valor de X se incrementa, la transición se lleva a cabo más rápido,, La solución depende

del logaritmo de to para tiempos largos.. Esto se obtiene de la aproximación a tiempos largos

de la solución en el espacio de Laplace, como fue derivado por Da Prat8, Es decir a tiempos

largos:

0.80907

Para tiempos intermedios la solución es aproximadamente una constante dependiente
de/L

U.5.3M Frontera Exterior Cerrada (Área De Drene Cerrada)

El comportamiento de un yacimiento homogéneo con fronteras cerradas ha sido estudiado por

muchos autores., Van Everdingen y Hurst29 presentaron una solución para el gasto acumulado

en el caso de presión de fondo constante,,

Da Prat et a l .6 estudiaron ei comportamiento del gasto para un pozo con presión de producción

constante en un yacimiento fracturado, durante ios periodos transitorio y dominado por

frontera, Sus principales resultados se presentan en esta sección..

Curvas de Declinación en Yacimientos Naturalmente Fracturados Considerando Flujo No Laminar 12



//. Antecedentes

Q>

1*5

1
a

I
•i
I
2

s
+ ^

2

Curvas de Declinación en Yacimientos Naturalmente Fracturados Considerando Flujo No Laminar 12-1



//. Antecedentes

Las soluciones para re& - 50 y (O =0 001, y diversos valores de X son mostrados en la Figura

H..2., El gasto al principio muestra una rápida declinación y entonces llega a ser casi constante

por un largo periodo, después del cual una declinación a un gasto final se lleva a cabo., Para

tiempos cortos, el gasto depende de tD y ú), pero para tiempos largos depende de X, O) y reo,.

Comparado con el caso homogéneo, ( (ú= 1), se requieren tiempos largos para depresionar a

un sistema de doble porosidad., El valor del gasto durante el periodo de razón constante

depende en gran medida de la razón de permeabilidades matriz-fractura, X

Fetkovich observó que para sistemas homogéneos en el principio del depresionamiento

(dentro del periodo dominado por frontera), todas las soluciones para varios valores de reD,

describen una relación de declinación exponencial y convergen a una sola curva, en la Figura

que dicho autor presenta, el tiempo adimensional tDA está basado en el área de drene, es

decir:

t r2

1 D'WDA = ~lf~ ("27 ]
Esta afirmación no es válida para yacimientos fracturados ya que las soluciones no convergen

a una sola curva., Con el fin de explicar el comportamiento observado, Da Prat8 presentó

aproximaciones a tiempos cortos y largos de la ecuación que representa ia solución para el

gasto adimensional para un yacimiento cerrado; lo que condujo a expresiones simples para el

gasto y la producción acumulada, como se muestra a continuación.,

Una aproximación a tiempos largos para el gasto adimensional esta dada por:

2 i / o \

X EXP\qD - - X EXP\
l-ú)

y para la producción acumulada adimensional:

VD (II. 28 )
j

2 ^ l-co

De la ecuación (ll,,28) para tiempos largos, se puede observar una declinación exponencial, la

cual es la solución para el caso de producción a una presión constante,, De esta forma un

resultado conocido para sistemas homogéneos se puede extender a yacimientos fracturados,

No obstante, en un yacimiento fracturado, la declinación final toma lugar en un tiempo mayor al
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compararlo con un sistema homogéneo (ú)= 1), esto es, toma un tiempo mayor el agotamiento

en un sistema fracturado,.

La solución a tiempos largos (ecuación ( II.28 )) se puede emplear para explicar el periodo

observado de gasto constante.. La expansión en serie de Taylor para la exponencial es:

x2 r3

e * = l - r+ 4- (II.30)
2! 3!

Si x es pequeño, entonces ex « 1 ., Entonces se puede decir que para — — « 1 :
1-co

^ = - ^ U , (11.31)

la cual es independiente del tiempo,

IL5.4. Análisis De La Predicción De Producción Para Flujo Laminar,

Desde un punto de vista ingenieril, la declinación inicial podría ser el factor clave en la puesta

en producción o abandono de un pozo, esta declinación se presenta tanto en sistemas

homogéneos como fracturados; sin embargo, para los yacimientos fracturados esta

declinación inicial no siempre corresponde a un estado final de depresionamiento como fue

señalado por Da Prat et al.6, por lo que ignorar la presencia de un sistema fracturado puede

producir un error muy grande en la estimación de parámetros del yacimiento,,

Para una matriz no participante, X = 0 , ei comportamiento es el mismo que para un sistema

homogéneo, pero con t'o = t$/ (ü,.

Todas las curvas muestran una declinación exponencia! bien definida, la cual es única Una

expresión para q^ puede derivarse en este caso,, Para un sistema homogéneo, el estado de la

declinación exponencial puede ser derivado de la función de presión de pozo adimensional

para un gasto constante de producción después del inicio del estado pseudo estacionario

Mavor y Cinco Ley31 mostraron que para un sistema cerrado de doble porosidad, pW£> está

dada por ( para gasto constante):

(II ,32)
CO 2
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Esta expresión es válida para ÍQA¡ Ú)> 30,1, considerando una matriz no comunicante,

Para un yacimiento circular limitado, en este caso de matriz no comunicante, la declinación

inicial es de naturaleza exponencial, y puede ser descrita por la ecuación:

EXP
2t,

- b
J

(11,33)

Ambas soluciones son las mismas después de tD > 0.1 CO7treD

Para una matriz participante (X^O), la declinación inicial no es el estado final de

depresionamiento.. Esto puede ser considerado como un indicador de un sistema no

homogéneo,, La solución para un sistema de doble porosidad a tiempos largos es dada por la

ecuación (II,,28).

La solución analítica para X- 0, (II 33), y la solución para tiempos largos (II.28) proveen

buenas aproximaciones a la solución numérica o real., Desde un punto de vista práctico y

económico, dando un valor inicial para el gasto, es importante conocer el tiempo que tomará

para depresionar por completo al yacimiento fracturado,

El gasto comienza a declinar hasta que alcanza un valor aproximado de:

TeD * 2 ( 1 1 , 3 4 )

esto ocurre a un tiempo dado por2:

- 1

X
\-co

(11.35)

después de este tiempo permanecerá constante hasta que la solución a tiempos largos

comience a ser la dominante,,
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11,5,5, Análisis De Curvas De Declinación Con Flujo Laminar Empleando Curvas
Tipo,

28

Fetkovich describió un procedimiento para el empleo de ajustes por curvas tipo doble

logarítmicas para analizar datos de gasto contra tiempo para un sistema homogéneo, El mismo

método se puede aplicar a sistemas de doble porosidad como lo mostraron Da Prat et al.6 y

Sageev et al.7: la relación entre qo y tD es controlada por (O, X, re$ y S por lo que más de una

curva tipo puede ser necesaria,, Los valores de 0)y X pueden obtenerse del análisis de

pruebas de presión,, Las curvas correspondientes para fi)=0..01, X=1 x 10'5 y diferentes

valores de reD se muestran en la Figura II.3,

Es posible obtener ú) y X de datos de pruebas de presión, ya sea generar o seleccionar ia

curva tipo apropiada, la cual puede ser empleada para determinar los gastos de un yacimiento

en particular, Un ajuste por curvas tipo deberá proveer información relativa a la permeabilidad

de la fractura y almacenamiento total; a partir del punto de ajuste se puede obtener la

permeabilidad de la fractura mediante:

UlljuB
~ , (I" 36)

JA JUSTE

y de igual forma, el almacenamiento total se obtiene:

+(*),]= 2.637xlO '
e

t
, (II .37)

V D /AJUSTE

con el tiempo en horas,,

Como co y X fueron determinados por la selección de la curva tipo, y además km se obtiene del

análisis de núcleos, el factor de forma puede obtenerse por la relación:

r k
w m
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El almacenamiento ele la fractura se obtiene mediante:

B~ (11.39)

Desde un punto de vista práctico, este procedimiento es simple si conoce 6)y X, de otra forma

más de una curva tipo será necesaria para obtener el mejor ajuste., Por ejemplo para un YSQ

dado, será necesario considerar de 3 a 4 valores de 6) y de 4 a 5 valores de X para cada valor

de 00, por lo que muchos pares de ú) y X serán necesarios para encontrar la curva tipo

adecuada,,

En el caso donde no se cuente con la información de (O, X ni reDy solamente se tenga acceso

a datos de gasto y tiempo, es posible obtener ú) y X mediante el ajuste a una curva tipo,

dependiendo de la duración de la prueba, además de reo, Sageev et al.7 presentaron una serie

de curvas tipo que permiten la estimación de 6), X, y reo, a partir de datos de declinación de

producción,, En dichas curvas se emplea ÍQ I (O en lugar de tp en el eje de las abscisas,, Para

emplear estas curvas se gráfica en coordenadas doble logarítmicas, y a la misma escala que

las curvas tipo, los datos de gasto contra tiempo, se sobreponen sobre la curva tipo,

(generalmente se partirá de la curva de valor (0= 1), los datos se separaran de esta curva y

se estabilizarán en forma de una línea recta siguiendo una línea que marca el valor

correspondiente a X, Después, dependiendo de la duración de la prueba, los datos decaerán y

se ajustarán a una nueva curva la cual indicará el valor de ú), si esto no ocurre se considera

que 0 tiene un valor límite a la curva más cercana en valor de 0) al finalizar el registro de

datos., Si los datos tienen una declinación final, se podrán ajustar a la curva tipo siguiendo la

curva correspondiente al valor de r'eo. Las ecuaciones ( H.,36 ) a (II..39 ) se pueden emplear

para determinar los demás parámetros del yacimiento,, Esta curva tipo también muestra

diferentes valores del factor de daño mecánico, S.,

IL5 6, Cálculo Del Área De Drene10,,

Para un pozo produciendo a presión constante en un área de drene limitada, el efecto del límite

de yacimiento causa una declinación exponencial en el gasto, La ecuación exacta para el

estado de declinación exponencial del yacimiento homogéneo está dada por:
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2

ln id
7CArA'w

EXP-
ln AA ( 11,40 )

para tDA>(tpss)D, donde (tpsjo es el tiempo requerido para alcanzar un estado

pseüdoestacionario real y depende de la forma del yacimiento.. Esta ecuación es una extensión

de (II,,33), con CO-V, para incluir el efecto del factor de daño se debe emplear el concepto de

radio equivalente.

Para pozos produciendo a presión constante durante suficiente tiempo para que se presente

una declinación exponencial en el gasto, existen pruebas de límite semejantes a las que se

llevan a cabo en pozos produciendo a gasto constante en un estado de flujo

pseüdoestacionario.. Las pruebas de límite pueden ser empleadas para proveer información

acerca del tamaño y forma del área de drene si se conocen la permeabilidad y la porosidad del

yacimiento,, De la ecuación (II ,40):

lng-= 4 ? ^ +ln
ln

Ankh{Pi~pwA

//ln AA (11.41 )

Así, una gráfica de log q vs t tendrá su ordenada al origen qint y pendiente m' ( en

unidades consistentes) dados por:

¡int

//ln

nC-

AA

AA

(II.42)

(II..43)

Curvas de Declinación en Yacimientos Naturalmente Fracturados Considerando Flujo No Laminar 18



//. Antecedentes

Dividiendo la ecuación ( 11,42 ) entre la ( 11.43 ) y despejando A, se obtiene en unidades

consistentes:

A =
(IL.44)

Entonces, CÁ puede ser estimado de la ecuación (11,42 ) o (11.43):

C - ^A FYP
Á y r2 :

J

(II ,45 )

11,6 Análisis De Curvas De Declinación Con Flujo No Darcíano, Para El Caso De

Fluidos Ligeramente Compresibles En Yacimientos Homogéneos

Los resultados en esta sección, se presentan en términos de variables adimensionales,, Esta

forma de presentación proporciona dos ventajas, primeramente, los resultados se pueden

generalizar para otros valores de los parámetros presentados en las Tablas,, En segundo lugar,

los resultados se pueden comparar con soluciones analíticas existentes para flujo laminar,, El

gasto y tiempo adimensionales están dados en unidades de campo inglesas, respectivamente,

como sigue:

jrj — —
Ul.lquB

(11.47)

t =
0..0002637&

(11,48)

con el tiempo en horas,,
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Para el caso de yacimientos productores de liquido ligeramente compresible bajo régimen

laminar, Ehlig-Economides10 presentó la siguiente expresión para qo durante los periodos

transitorio y dominado por frontera, respectivamente:

1 =Ilní 4t°
qD 2

(11,49 )

con :
/ \

D { D

3
+ S

(11.50 )

(II 51 )

donde foA = tD rw I A , con A representando el área de drene,, La ecuación (11,50) es la

misma que la ecuación (11.33) con CO- 1 y es un caso especial de la ecuación (11.40).. Para

cualquier otro tipo de geometría del sistema pozo-yacimiento, la expresión de D es la

siguiente:

n - 1 ! 4A

D==2lni.7SlCA4 ' ( ! l 5 2 )

donde CA es el factor de forma de Dietz.,

Para un yacimiento cilindrico con el pozo en el centro, el fin del periodo transitorio y el principio

del dominado por frontera se denota por ÍDA - 0.1

Es importante señalar que para el caso de flujo laminar, no importando el nivel de presión de

fondo fluyendo, siempre se genera una sola curva de qo contra tD , siguiendo la ecuación

(II,,49) ó (II ,50) durante los periodos transitorio y dominado por frontera, respectivamente,,

La Figura H.4 presenta el comportamiento del inverso del gasto adimensional contra eí

logaritmo del tiempo adimensional, el cual es un reflejo del comportamiento de las variables

reales,, Se puede observar en la Figura anterior que la respuesta para flujo laminar es

independiente del nivel de presión de fondo fluyendo, lo cual no es así para el caso de flujo no-
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laminar donde para cada presión de fondo se genera una curva distinta14 . Para cualquier valor

del factor de daño mecánico se tiene que conforme el valor de presión de fondo decrece, la

respuesta no laminar se aleja de la respuesta laminar, lo cual tiene sentido, ya que al ser más

pequeño el valor de p^ , se esperan velocidades más altas de flujo en la región cercana al

pozo y por lo tanto, la componente no laminar de la ecuación de Forchheimer incrementa su

valor, alejándose de la respuesta de flujo laminar. Para todos los valores del factor de daño y

nivel de presión, se desarrolla un periodo semilogarítmico con una pendiente menor para el

caso de flujo no laminar, que para el laminar,,

Camacho et al,,14 presentaron una expresión general para calcular el daño total, el daño

mecánico más el debido a los efectos inerciales., Esta expresión, se derivó en forma analítica

utilizando el concepto de que el periodo transitorio se puede visualizar como una sucesión de

periodos estacionarios,, Expresada en unidades de campo se tiene:

S

donde : ps está dada por la ecuación ( ll,,5 ) considerando la permeabilidad en !a zona de

daño, p es la densidad, Ap ~ (p¿ -pwf), y fl, k son la viscosidad del fluido y la permeabilidad

de la formación, respectivamente, Conociendo los parámetros involucrados en esta expresión,

se puede predecir fácilmente la dimensión del daño, debido a los efectos inerciales sin

necesidad de registrar alguna prueba de pozo,. El valor del factor de daño calculado con la

ecuación (II.,53 ) para diferentes condiciones de presión de fondo y daño mecánico, es muy

cercano al valor de la ordenada al origen de la recta semilogarítmica, en variables

adimensionales,

Al efecto de flujo no laminar, muchos autores lo denominan como efecto de daño dependiente

del gasto, el cual forma parte importante del daño total.. En el caso de producción a presión de

fondo constante, el daño debido a efectos inerciales es dependiente del nivel de presión de

fondo como se constata en la ecuación (II ,53),,

En la Figura II..5 se muestra el comportamiento del gasto adimensional, qo , contra el tiempo

adimensional, ^ en esta se observa que e! periodo de declinación del gasto es retrasado

cuando los efectos inerciales son importantes en el yacimiento, En estos casos, el análisis por

curvas tipo, existentes para flujo laminar, producirá valores erróneos de ios parámetros del
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pozo y del yacimiento, tales como el factor de daño, la capacidad de flujo de la formación y ei

área de drene,, Las respuestas no-laminares se encuentran por debajo de la laminar durante el

periodo transitorio, y parte del periodo dominado por frontera, sin embargo, al final del periodo

dominado por frontera se invierte la situación,. Esto se debe al hecho de que una cantidad

mayor de aceite se encuentra en ei yacimiento para el caso no-laminar que para el caso

laminar, y además por la presencia de mayores gradientes de presión en la región cercana al

pozo en el caso no-laminar que en el laminar.,

//,/ Análisis De Pruebas De Presión En Yacimientos Naturalmente Fracturados

Considerando Flujo No Darciano,

De acuerdo al análisis desarrollado por Villalobos13 , se encontró que los efectos de flujo no-

Darciano para el caso de líquido ligeramente compresible en un yacimiento fracturado, se

describen adecuadamente por medio del coeficiente de alta velocidad adimensional, p$, dado

por:

(11.54)

La Figura 11,6 presenta el efecto de alta velocidad en pruebas de decremento de presión para

un yacimiento de doble porosidad, en dicha Figura se observa que para tiempos dentro del

periodo de flujo homogéneo, ¡a pendiente de las curvas para el caso de fíD = 1.0 presentan el

valor característico de 1,1513 paralelo ai caso de flujo laminar, desplazada de ésta por un

a r , dado por:

= Dtq

donde Dt es el coeficiente de turbulencia definido por:

(II 55)

D = . -1201
'SD 1 —

V

1
rSD

\

)

+
VrSD rhvD

( 1 1 , 5 6 )
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donde k^ es la permeabilidad de la formación naturalmente fracturada, rhyD es la distancia

radial adimensional máxima a !a cual se tiene flujo a alta velocidad, y depende únicamente de

J3D de acuerdo a la relación empírica:

¡Ai 0.05
y ksD es la permeabilidad adimensional en la zona de daño, y está definida por:

/Con —SD S ( H 5 8 )
1

FALLA DE ORIGEN
y r$o es el radio adimensional de la zona dañada.,

Si se considera el efecto de daño en el comportamiento de presión en un pozo, sé tendría que

la caída de presión extra debida al flujo a alta velocidad se incrementa gradualmente a medida

que el daño aumenta..

El comportamiento de las curvas para tiempos grandes, (dentro del periodo homogéneo)

presenta la línea recta con pendiente de 1.1513 característica de los métodos

semilogarítmicos del análisis de pruebas de presión para condiciones de flujo Darciano, pero

desplazada con respecto al caso de S = 0, por una cantidad igual a la caída de presión extra

causada por un factor de daño aparente S' Para este caso el daño total se expresa de la

siguiente manera:

S'=S + Shv=S + Dtq, (H.59)
quedando descrito ei comportamiento de la presión para este caso por:

+ 0.80907) + S + i>,tf (neo)
z

para calcular S y Dt se puede utilizar el método propuesto por Ramey22,

Si se considera el efecto de almacenamiento del pozo, éste afecta únicamente la respuesta de

presión a tiempos cortos, concluyéndose que el efecto de alta velocidad incluyendo
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almacenamiento no afecta a la pendiente en la parte final de las curvas para la solución de una

prueba de decremento de presión..

Del análisis anterior se tiene que la capacidad de flujo de las fracturas k~ h, puede estimarse

con exactitud, aún si la prueba está bajo la influencia de alta velocidad,,

La conclusión principal del trabajo presentado por Villalobos13, para pruebas de decremento de

presión, es que el efecto de daño, almacenamiento y alta velocidad no afectan a la pendiente

semilogarítmica de la prueba de presión, Cabe hacer notar que el máximo valor de fSD, que

estos autores utilizan es de 1, por lo cual estos resultados sólo son válidos para valores de

/?£<"!„ Otra observación importante es que un análisis gráfico de presión y derivada de

Bourdet et al..34 para el análisis de datos que están bajo la influencia del efecto de alta

velocidad, no es adecuado, debido a que las curvas se desplazan a medida que pD aumenta..

El tiempo al cual termina el efecto de almacenamiento de fluidos en el pozo, puede estimarse

por medio de la correlación de Ramey et al,22, sustituyendo el factor de daño S por el factor de

daño aparente ¿"definido por la ecuación (II 59).. Es decir,

.. (11 .61)

Para el análisis de pruebas de incremento, se considera que el efecto de alta velocidad está

presente antes del cierre, después de un periodo de tiempo de cierre corto, los efectos de alta

velocidad desaparecen completamente, juntándose estas curvas con las correspondientes

para flujo Darciano., La capacidad de flujo de las fracturas kph, se puede estimar con

exactitud, aunque el pozo produzca bajo condiciones de flujo no Darciano,,

Si se considera el efecto combinado de flujo a alta velocidad y el daño a la formación,

permanecerá activo algún efecto residual debido a la alta velocidad después del cierre, pero

para tiempos posteriores los efectos desaparecen, de tal modo que la solución es la misma

que para el caso de flujo Darciano,,

Al considerar el efecto combinado del almacenamiento con el flujo de alta velocidad, el efecto

de almacenamiento dominará el comportamiento de la presión a tiempos cortos y

posteriormente desaparece conjuntamente con el flujo a alta velocidad,,
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Si se toman en cuenta los efectos simultáneos de daño, almacenamiento y alta velocidad,

realizando un análisis se obtienen las mismas conclusiones que para el caso de daño a la

formación y almacenamiento en forma separada,, Concluyéndose en forma general que la

conductividad de las fracturas kft, h puede estimarse con precisión a partir de pruebas de

incremento de presión y que el factor de daño, S, y el coeficiente de turbulencia Dt, se pueden

determinar a partir del método de Ramey22.

Lo anterior solamente es aplicable para f5D S 1, bajo estas condiciones las rectas

semilogarítmicas obtenidas bajo condiciones no laminares son paralelas a las laminares,. Para

/>£>£ 1 Camachoet a!.,15 demostraron que bajo condiciones no laminares durante el periodo

de flujo transitorio, la pendiente de la respuesta de presión es función del tiempo y tiende a

1,151 a medida que el tiempo se incrementa, bajo la condición de que los efectos de frontera

sean despreciables,, Para obtener el factor de daño total proponen la siguiente ecuación:

k

En trabajos posteriores Roldan23, considerando flujo no laminar para yacimientos homogéneos,

demostró que la pendiente a tiempos largos no es de 1,1513,, Es decir la pendiente cambia de

valor cuando existen efectos inerciales importantes con fiD » 1 ,
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III. COMPORTAMIENTOS OBSERVADOS

En la sección anterior se sentaron las bases necesarias para el análisis de curvas ele

declinación de líquido en yacimientos naturalmente fracturados considerando flujo no laminar,

esos elementos sirven de apoyo para comprender el fenómeno de flujo no Darciano.. En este

Capítulo se presentan las observaciones obtenidas del empleo de un simulador numérico en

diferencias finitas bajo condiciones de flujo no Darciano15, empleado para modelar curvas de

declinación considerando la presencia de flujo no laminar,, La mayor parte de estas

observaciones confirman aquellas presentadas por Rodríguez24

///. 1 Simulador Numérico

Para el desarrollo del presente trabajo se empleó un simulador numérico de diferencias finitas

para aceite negro con una formulación completamente implícita15 Las corridas de simulación,

consideran un pozo que penetra completamente un yacimiento de doble porosidad, ei cual se

contine líquido ligeramente compresible, considerando condiciones de producción tanto

laminares como no-laminares,,

El simulador básicamente trabaja bajo las siguientes consideraciones:

• La cima y la base de la formación están cerradas

• La frontera exterior puede ser impermeable (cerrada) o a presión constante,.

• Se da la opción de incluir cualquier numero de estratos.. Cada uno de ellos con una

variación de porosidad y permeabilidad, o propiedades constantes de cada uno de ellos,, En

este trabajo sólo se considera una capa..

• Se puede incluir una zona dañada, empleando un promedio armónico para la permeabilidad

radial., Se considera daño mecánico nulo para este trabajo.,

• Punto de burbujeo variable,, En este estudio se consideran sistemas bajo saturados, por lo

que esta opción no es aplicable,

• En sistemas naturalmente fracturados emplea el modelo de Warren y Root,

• El número de celdas en la dirección radial y vertical es variable, en este trabajo se

emplearon de 60 a 90 celdas para la primera opción y una en la dirección vertical

• Emplea un método directo de solución del sistema matricial (Yale),,

• La malla radial se genera por el método de Coats,,
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• No se considera efectos gravitacionales.,

• La permeabilidad no es susceptible al esfuerzo (se mantiene constante).,

Para realizar el estudio del efecto no laminar se hace uso de la ecuación de flujo de

Forchheimer, la cual incluye tanto efectos Darcianos como no-Darcianos para describir el flujo

de fluidos,, Esta ecuación se describió en el Capítulo II y corresponde a la ecuación (11,4),

donde el parámetro /? se obtiene de la relación de Geertsma17, la cual para el caso de un

líquido ligeramente compresible, en unidades de campo está dada por la ecuación (II..5)..

Se observa que la ecuación de Forchheimer11 contiene en primer término una componente

laminar, seguida de otra no-!aminár.. De esta forma, cuando la velocidad de flujo se incrementa,

la segunda componente aumenta en forma más importante en comparación con el primer

término..

Los datos de declinación se generaron considerando pwf, la presión de fondo fluyendo,

constante.. Este modo de producción se puede presentar, ya sea en yacimientos de baja

permeabilidad o en yacimientos con una presión sujeta a una contrapresión constante en las

instalaciones de separación o en la tubería de producción..

III.2, Validación Del Simulador Para El Caso Laminar,

Para realizar la validación del simulador para el caso laminar, se comparó la respuesta del

simulador con la respuesta tanto del modelo de Warren y Root30, como el de Da Prat et al,6, En

la Figura 111,1 se presenta una comparación de los resultados arrojados por el simulador y por

la solución de los autores antes indicados, observándose que se obtienen muy buenas

aproximaciones.,

1113. Comparación Del Comportamiento De Las Curvas De Declinación Con

Flujo No Laminar Versus Flujo Laminar En Yacimientos Fracturados,

Se pueden considerar como las principales diferencias entre el caso laminar y el no laminar,

considerando diferentes presiones de fondo fluyendo para el caso no laminar, mostradas en la

Figura I1I..2, las siguientes:

Curvas de Declinación en Yacimientos Naturalmente Fracturados Considerando Flujo No Laminar 27



///. Comportamientos Observados

Curvas de Declinación en Yacimientos Naturalmente Fracturados Considerando Flujo No Laminar 27-1



///. Comportamientos Observados

Curvas de Declinación en Yacimientos Naturalmente Fracturados Considerando Flujo No Laminar 27-11



///. Comportamientos Observados

• En el periodo de flujo transitorio y parte del dominado por frontera los gastos en flujo laminar

serán mayores que para flujo no laminar, Esta observación es similar a lo reportado por

Camachoet al13, para yacimientos homogéneos,.

• Al tener una presión de fondo fluyendo mayor, en el caso no laminar, se tendrán gastos

mayores a tiempos cortos, haciéndose ésto más notorio para el caso en que X sea mayor,

pero en el periodo dominado por frontera y dependiendo de los valores de X y (O , se

diferenciarán muy poco, sin embargo, se obtendrán gastos mayores para presiones de

fondo fluyendo menores, Es decir la respuesta no laminar es dependiente de la presión de

fondo a diferencia de la respuesta laminar,

• En un momento en el periodo de flujo dominado por frontera, los gastos no laminares serán

mayores que el laminar, e incluso no se presentará la declinación final hasta un tiempo

mayor que para flujo laminar,,

Lo anterior se puede explicar por que a tiempos cortos si se considera flujo no laminar ios

gradientes de presión alrededor del pozo serán mayores, por lo que se tendrán mayores

pérdidas de energía en flujo no Darciano, que en el Darciano por lo que se tendrán gastos

menores en el primero que en el segundo., En el caso del periodo de flujo dominado por

frontera, lo que ocurre se debe al hecho de que una cantidad mayor de aceite se encuentra en

el yacimiento para el caso no-laminar que para el caso laminar, en este periodo de flujo se

observa una respuesta mayormente influenciada por la cantidad de fluido presente en el

yacimiento.. Como los gastos iniciales fueron menores para el caso no laminar, el yacimiento

tiene mayor cantidad de hidrocarburos almacenados cuando se presenta el periodo dominado

por frontera por lo que los gastos en este periodo serán mayores,,

111,4 Comparación del Comportamiento de Las Curvas de Declinación con Flujo

No Laminar versus Flujo Laminar Al Variar El Parámetro X En Yacimientos

Fracturados.,

Las principales diferencias al comparar el comportamiento de las curvas de deciinación con

efectos laminares y no laminares al variar X (manteniendo fijos los demás parámetros del

yacimiento y de los fluidos ), las cuales se observan en la Figura III ,3 , son las siguientes:
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• Al inicio del periodo de flujo transitorio, a tiempos cortos, para el caso de flujo no laminar no

parten de una curva común, a diferencia del caso laminar donde esto sí ocurre..

• Durante el periodo de flujo transitorio y parte del dominado por frontera los gastos serán

mayores para el caso de flujo laminar que para el no laminar,

• Debido a la mayor producción inicial para e! caso laminar, la producción no laminar se

mantendrá por más tiempo que la laminar, y obviamente su declinación final se presentará

mucho después, es decir se difiere la producción para el caso de flujo no-laminar,

El parámetro X relaciona la permeabilidad de la matriz y de la fractura, y por lo tanto su valor

dependerá de esta relación,, Entre mayor sea el valor de X, la permeabilidad de la matriz se

acercará a la de la fractura, por lo que la matriz tendrá mayor facilidad de aportar hidrocarburos

al sistema de fracturas, es por ésto que en el periodo transitorio se tendrán gastos mayores si

el valor de X es mayor y viceversa,, Pero como se consideró que el parámetro adimensional de

almacenamiento en la fractura y r ^ son constantes, entonces el yacimiento bajo ambas

condiciones tiene el mismo volumen de hidrocarburos original, por lo que a! tener gastos

mayores con X mayor se tendrá una menor cantidad de hidrocarburos en el yacimiento en el

periodo dominado por frontera, con lo cual la declinación final se presentará a un tiempo menor

que cuando / les menor..

111,5 Comparación Del Comportamiento De Las Curvas De Declinación Con

Flujo No Laminar Versus Flujo Laminar Al Variar El Parámetro ú) En

Yacimientos Fracturados,

Las principales diferencias al comparar el comportamiento de las curvas de declinación con

efectos laminares y no laminares al variar ú)> manteniendo los demás parámetros dei

yacimiento y del fluido constantes, las cuales pueden ser observadas en la Figura lli.,4,

son:

• Los gastos son mayores para flujo laminar que para no laminar, durante el período de flujo

transitorio y parte del dominado por frontera,
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• La producción no laminar se mantendrá por más tiempo que la laminar, y obviamente su

declinación final se presentará mucho después.,

• Las curvas laminares no tienen un origen común pero tienden a converger a una misma

curva en el periodo de estabilización del gasto, cosa que no ocurre con el caso no laminar

ya que parece que estas curvas, dependiendo del valor de X, si tienen un origen común si el

valor de X es grande, o se tendrán gastos ligeramente mayores a (O grandes para valores

pequeños de X, En este ultimo caso ( X pequeñas ), las curvas en el periodo dominado por

frontera si muestran diferencias para diferentes valores de ¿y para el caso no laminar,,

El parámetro 0) relaciona la capacidad de almacenamiento de la fractura comparada con ei

sistema completo matriz-fractura, como a tiempos cortos se tiene el aporte preferencialmente

de la fractura, entonces se tienen gastos ligeramente mayores si ú) es grande, lo que se

mantendrá durante parte del periodo transitorio y el primer periodo de declinación., Después

del primer periodo de declinación para el caso laminar no hay influencia del valor de ú),. Sin

embargo, para el caso no laminar se tienen mayores gastos para valores mayores de ¿y y

durante el periodo final de declinación domina el fluido almacenado en la matriz, y por lo tanto

el gasto se mantendrá por mayor tiempo..

1116 Comparación Del Comportamiento De Las Curvas De Declinación Con

Flujo No Laminar Versus Flujo Laminar Al Variar El Parámetro reDEn

Yacimientos Fracturados

Las principales diferencias al comparar el comportamiento de las curvas de declinación con

efectos laminares y no laminares al variar reD , las cuales se observan en la Figura 111.5, son:

• Gastos mayores para flujo laminar que para no laminar, durante el periodo de flujo

transitorio y parte del dominado por frontera,

• La producción no laminar se mantendrá por más tiempo que la laminar, y obviamente su

declinación final se presentará mucho después,,

• Las curvas laminares tienen una curva común de origen pero dependiendo de su radio de

drene se separarán al irse produciendo las declinaciones exponenciales,, En el caso no

Curvas de Declinación en Yacimientos Naturalmente Fracturados Considerando Flujo No Laminar 30



///. Comportamientos Observados

s
a
SI

a

¡§ 2

i

I

8
I,

Curvas de Declinación en Yacimientos Naturalmente Fracturados Considerando Flujo No Laminar 30-1



///. Comportamientos Observados

laminar a tiempos cortos no sucede ésto, las curvas están separadas hasta el inicio del

primer período de declinación ( parabólico )., Durante el segundo periodo de declinación se

presenta el mismo comportamiento que para flujo laminar pero a tiempos mucho mayores,,

A tiempos cortos se tienen que para el comportamiento no laminar se presentan gastos

mayores a menor reD , ésto se debe principalmente a que el flujo a estos tiempos es

preferencialmente por las fracturas, pero aquí la matriz tiene un papel fundamental ya que si el

radio de drene es pequeño, la matriz iniciará a aportar hidrocarburos más rápido que cuando e!

radio de drene es mayor, por lo que a estos tiempos la matriz tendrá mayor aporte en cuanto

menor sea el reD „ La declinación final se presenta similar a la que se observa en el caso

laminar,

///,./. Comparación Del Comportamiento De Las Curvas De Declinación Con

Flujo No Laminar Versus Flujo Laminar En El Período De Flujo Transitorio En

Yacimientos Fracturados,

Las principales diferencias a! comparar el comportamiento de las curvas de declinación con

efectos laminares y no laminares durante el periodo transitorio, algunas de las cuales se

observan en la Figura 111.6, son:

• La respuesta de 1/ qo será mayor para flujo no-laminar que para laminar, durante el periodo

de flujo transitorio y la primera parte del dominado por frontera,

• El tiempo que tarda en alcanzar el periodo dominado por frontera es mayor en el caso no-

laminar.

• Se observa una sola respuesta semilogarítmica lineal para el caso laminar, mientras que

dependiendo de \&Pw¡, se tendrán diversas respuestas no-laminares.,

• Las respuestas no laminares tendrán una tendencia aproximadamente lineal

semilogarítmica con pendientes mucho mayores que la laminar, y dependiendo de los

parámetros que definen al yacimiento de doble porosidad las rectas se cruzarán antes de

alcanzar el periodo dominado por frontera

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Al ser más pequeña la presión de fondo fluyendo se esperan velocidades más altas de flujo en

la zona cercana al pozo, por lo cual la componente no laminar de la ecuación de Forchheimer

se incrementa en valor..

El parámetro que tiene mayor influencia en la respuesta no laminar durante el periodo

transitorio es X , ya que la respuesta depende en gran medida de su valor, lo que se observa

en la Figura 111,7,, A mayor valor de X, las respuestas a tiempos cortos tendrán menor valor de

1/ qD y viceversa,, Entre mayor sea el valor de X, la permeabilidad de la matriz se acercará a la

de la fractura, por lo que la matriz tendrá una facilidad mayor de aportar hidrocarburos al

sistema de fracturas, por lo que en el periodo transitorio se tendrán gastos mayores si el valor

de X es mayor y por consiguiente menores valores de 1/ Qo

El parámetro (O tiene una influencia, en flujo no laminar, dependiente del valor de X, a valores

grandes de X las curvas tienden a unirse (Figura lll.,8), pero a medida que este valor es más

pequeño las curvas tienden a separarse, sobretodo si el vaior de O) tiende a la unidad, y el

valor de X es muy pequeño,. El parámetro (O relaciona la capacidad de almacenamiento de la

fractura comparada con el sistema completo matriz-fractura, como a tiempos cortos se tiene el

aporte preferencialmente de la fractura, entonces se tienen gastos ligeramente mayores si co

es grande, lo que se mantendrá durante el periodo transitorio y el primer periodo de

declinación, teniéndose mayores gastos para valores mayores de (O

Para el caso laminar se puede observar una pendiente característica de 1,151, para los

periodos de respuesta radial, pero en el caso del flujo no laminar, !as pendientes de las

tendencias rectas, están muy alejadas del valor característico,,

1118 Análisis De Datos No Laminares, Con Curvas Tipo Para Flujo Laminar,

Si se intenta realizar un ajuste de datos de gastos en yacimientos fracturados con flujo no

laminar, empleando curvas tipo desarrolladas para flujo laminar, con datos obtenidos durante

toda la vida productiva del pozo, no es posible realizar un ajuste con ninguna curva tipo

laminar,, Sin embargo, si se contara con datos solamente del periodo dominado por frontera, se

realizaría el ajuste dependiendo del número de datos que se tengan, tal y como se muestra

en la Figura 111.9,, Ahora bien si se considera que los ajustes realizados son correctos, y se
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calcula la permeabilidad efectiva, ke , se tendría que la ke obtenida por el primer ajuste sería

igual a 0.03756 mD, y para el segundo ajuste 0,03339 mD, pero de acuerdo con los datos de

simulación empleados ke = 1 0 0 mD, por lo que el error asociado es muy grande, lo que

obviamente se tiene que bajo estas consideraciones los ajustes no serían confiables,,

1119,, Producción Acumulada Para Flujo No Laminar.

El comportamiento de la producción acumulada adimensional para los casos laminar y no

laminar se observan en la Figura 111.10, durante un periodo de tiempo la recuperación total será

mayor para el caso laminar, pero se alcanzará un tiempo, donde la producción acumulada para

flujo no laminar será igual a la laminar, es decir que la recuperación total final será la misma

para ambos casos pero se alcanzarán a diferentes tiempos, por lo que para estas condiciones

se deben considerar las estrategias de explotación así como el punto de vista económico,, Es

decir cuando existe flujo no laminar en el yacimiento se difiere la producción,, Nótese que la

escala empleada de tiempo es logarítmica, por lo que la diferencia en tiempo para alcanzar la

recuperación final puede ser muy grande ( órdenes de magnitud mayores para el caso no

laminar),,

///, 10, Normalización De Datos No Laminares..

Al realizar una normalización del tiempo adimensional, dividiendo la producción acumulada

sobre el gasto se puede observar en una gráfica doble logarítmica de q& vs Q$ /qo, lo que se

muestra en la Figura II111, que los efectos no laminares tienen gran influencia durante la

mayor parte de la vida productiva del pozo, estos efectos se observan por la diferencia de las

curvas laminar y no laminar en la gráfica antes señalada, pero después de determinado valor

de QD i <ID . las curvas laminar y no laminar se unen, lo que indica que se tiene flujo laminar

en ambos casos,

///., 11, Cálculo Del Área De Drene.

A continuación se mostrarán los cálculos realizados para obtener el área de drene por el

método propuesto por Ehlig-Economides10, tanto con datos en flujo laminar como en no-

laminar,
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El área real buscada es de un yacimiento limitado de radio de drene igual a 250 pies, y los

datos de gastos fueron obtenidos mediante simulación tanto para el caso laminar como no-

laminar,

Los datos comunes para los cálculos se presentan en la tabla II.

ct 1 x10"6 pg 2 / lb

h 50 pies

Pi 5704,8 I b / p g 2

R 1-0

TABLA II,, PARÁMETROS COMUNES PARA LOS AJUSTES REALIZADOS POR EL MÉTODO

DE EHLIG-ECONOMIDES

Para el cálculo del área real se emplea la ecuación del área de un círculo:

A 2 (III 1 )

A = nre
entonces:

A = n(250pies)2 = 1.96349xlO5/?^2

Empleando el método de Ehlig-Economides10, se emplea un factor de 5..6150 en la ecuación

(II.46) y se multiplica qint por el factor de volumen del aceite, para emplear unidades de

campo..

Se muestran a continuación dos ejemplos no laminares y uno laminar, en los cuales se calcula

el área de drene por el método antes señalado así como su error asociado, para verificar la

validez de estas ecuaciones bajo condiciones de flujo no laminares En las Figuras 111.12 y

111,13 se muestran los ajustes de los datos para obtener los parámetros necesarios de la recta
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en la gráfica log ( q0) vs t, para cada caso.. Es importante señalar que para realizar el ajuste

se emplearon datos pertenecientes al último periodo de declinación exponencial,,

• CASO LAMINAR

m'- 43 92975543 Ciclo/día

q¡nt = 12818 3 b!/día

pwJ = 5000 Ib / pg2

Ass (12818.36//¿foz)(5.6l5/?¿es3 /¿/)(L0) =

(43,,92975c/c/o / diá)(0X)(lx\0~6 pg21 lb)(ln 10)(5704,,8/6 / pg2 - 50001b I pg2 )(5Qpie$)

A = 2.01915x105 pies2

El error asociado para este caso es 2 83 %

• CASO NO LAMINAR I

m'= 0.018603221 ciclo/día

qint= 28,3894 bl/día

pw/= 2000 Ib/pg2

(2838946/ / dia){5.6\5piesi I ¿>/)(1.0)
A =

(001860322 lado I dia)(01){\x\0^ pg21 /6)(ln 10)(5704.8/¿ / pg2 - 20001b I pg2 )(50pies)

5pies2
A- 2.00894 xWpiesT

El error asociado para este caso es 2,314 %

• CASO NO LAMINAR II

m'^ 0 017601217 ciclo/día

q¿n[= 5,,08819bl/día

pw/= 5000 Ib/pg2
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(5.0m9bl/dia)(5.6l5pies3 /bt)(LO)

(0.,0176012l7c¡W<?/did)(Ol^lxlO^pg2 I lb)Qxi 10)(5704,8/¿>/pg2 - 50001bIpg2)(S0pies)

El error asociado para este caso es 1,88 %

Como se observa en los cálculos anteriores, aún bajo la influencia de flujo no Darciano, se

obtienen valores confiables del área de drene, con lo que se comprueba que a tiempos largos

en una declinación exponencial, los efectos inerciales tienden a desaparecer,,
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IV. SOLUCIONES ANALÍTICAS.

En las secciones anteriores se revisaron las bases y los comportamientos al tener flujo laminar

y no laminar en yacimientos naturalmente fracturados considerando flujo laminar o no laminar,,

En la presente sección se presentan los desarrollos realizados para obtener una aproximación

a las soluciones buscadas,,

IV, 1, Ecuaciones Básicas

En el capítulo anterior se presenta el sistema de ecuaciones básicas para flujo de fluidos en
30

formaciones fracturadas, basadas en un modelo presentado originalmente por Warren y Root

en 1953, En términos de las variables adimensionales (presión, tiempo y radio) las ecuaciones

diferenciales parciales fundamentales para el caso de flujo laminar son:

drD JD dtD '
( 1 1 . 1 1 )

lD

donde / I y res tan dadas por las ecuaciones (11,14) y (11,13), respectivamente,,

(11.12)

13Para el caso de flujo no Darciano, las ecuaciones básicas tomadas de Villalobos13 son

i a 2

J
Conjuntamente con (I112) y donde :

= (!-«)- (IV.,1)

Lo que se observa de la ecuación (¡VI) es la dificultad que involucra tratar de solucionar el

problema en términos de la presión adimensional, por lo que se procedió a tratar de resolverla
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involucrando variables que transformaran las ecuaciones a una forma más sencilla y

manejable, lo que llevó a trabajar con las velocidades23, en el Apéndice A se presentan los

desarrollos realizados para transformar el sistema de ecuaciones (IV.,1) y (11.12), empleando la

ecuación de Forchheimer11 en el siguiente sistema de ecuaciones:

D

svf -V. (IV.3)

i a
D drD

V.

D

Donde:

dV.

•D

V = -« - V V - v
k

dtD
(IV.4)

(IV..5)

(IV 6)

¡V,2 Solución Flujo Estacionario

El desarrollo para la solución de flujo estacionario se muestra en el Apéndice F, donde se tiene

en términos de variables reales:

Por lo que:

—• = 0, donde i = f, m
dt ™

r dr

(IV 7)

(IV.8)

Solucionando la ecuación (IV.,8) por separación de variables y aplicando las siguientes

condiciones de frontera:

Pf

(IV 9)

(IV 10)

Se obtiene:
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2k
1 + 4 ^

1 1
2nh (1V.11)

La ecuación (IV..11) es la solución de gasto para un flujo de líquido no Darciano en un

yacimiento naturalmente fracturado con flujo estacionario, en la figura IV 1 se presenta el

empleo de la ecuación al compararse con el modelo de simulación en términos de variables

adimensíonales..

La ecuación (IV., 11) se puede rearreglar, si se tiene un estimado de re, para obtener:

1 1

r r

ln

<íoP
1 1

r r
. W €

(IV 12)

IV 3 Método De Solución Para Flujo Transitorio Y Dominado Por Frontera

Al observar el sistema dado por (IV.,3) y (IV.,4) se observa que es un sistema no lineal, por lo

que los métodos tradicionales (Separación de variables, funciones de Green , Transformada de

Laplace) de solución de sistemas de ecuaciones diferenciales parciales no permitirán

solucionarlo, por lo que antes de definir las condiciones de frontera para el problema, se

procede a revisar los diferentes métodos que pueden permitir !a solución del mismo, se

observó que la combinación de los métodos perturbación40'49, Transformada de Laplace4244 y

variación de parámetros40'41142 permiten obtener una aproximación a la solución,,

El método de perturbación40 es aplicable a ecuaciones diferenciales con un parámetro

pequeño, su aplicación se basa en ia idea de que cuando una ecuación es cambiada por una

cantidad pequeña solamente, la solución cambiará sólo por una pequeña cantidad; el método

produce una serie de términos de magnitud decreciente que aproximan a la solución de la

ecuación diferencial original; el procedimiento de aplicación consiste en expandir la variable

dependiente en una serie de potencias dependiente del parámetro pequeño en el problema,,

Sustituir esta serie en la ecuación original, las condiciones de frontera y las condiciones
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iniciales, Expandir todos los términos involucrados en la ecuación, igualar los términos

correspondientes a las diferentes potencias del parámetro pequeño, y solucionar las

ecuaciones resultantes secuenciaimente, en el proceso se pueden despreciar potencias

grandes del parámetro pequeño,,

La aplicación del método de perturbación se muestra en el Apéndice B, empleando el

parámetro de perturbación:

XS

Y considerando que:

Vf=Vs+eVx (IV 14)

El proceso que se siguió fue sustituir !a ecuación (IV..14) en el sistema dado por (IV..3) y (IV ,4),

aplicar la transformada de Laplace a ambas ecuaciones, despejar la velocidad transformada en

la matriz de una ecuación y sustituirla en la otra, para posteriormente agrupar ias potencias de

e en la ecuación resultante, lo que produjo:

drD r

y para ,,£°
2

D drD X + u(l-co) rD (IV15)

drD rD drD ° v ' X + u{\-co)

(1-6) Mu
2

para el

Como £es muy pequeño se despreciaron los términos elevados a las potencias 2 y 3, con lo

cual se tiene un sistema de ecuaciones (IV 15) y (IV.16) con dos incógnitas VQ y Vx , ya que

al solucionar (IV, 15) obtendremos Fo se antitransforma, se eleva al cuadrado y se vuelve a

transformar para obtener Vl „

La ecuación (IV.,15) es una ecuación lineal y homogénea por lo que su solución es

relativamente fácil > mientras que la ecuación (IV, 16) debe solucionarse mediante variación de

parámetros una vez obtenida la solución de (IV.,15), las soluciones para estas ecuaciones son:
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=A L rD.\u
cou(l-co) + X

X + w(l - (o)
B K rDAu

X
X

(IV..17)

La solución Vo corresponde a la solución para flujo laminar

V =C I u u{l-a>)

Cüu(l-ú))+X

+ D rD.\u-
Wu(l-ú))+X

+ u(\-ú))

X. U
wu{\.-ú))+X \u X+(m(l-co)
X+u(\-co) ¡X X+u(l-a>)

'dx
(IV, 18)

COu{l-ú))+X rD

x,\u
cou(l-ú))-\-X \u X+(M(1-CD)

X X+u(Í-co)
xV0 dx

Tanto la solución (IV.,17) y (1V..18) se desarrollaron en el Apédice B, para encontrar el

valor de las constantes A, B, C y D se aplicó perturbación y posteriormente

transformada de Laplace a las condiciones de frontera, para el caso de un yacimiento

circular cerrado:

V, rD -+ reD
= 0

= 0

Pi ~ Pwj

u
reD

0 =

reD

reD y 2

X

(IV 19)

(IV.,20)

(IV.,21)

(IV.,22)
1 1

Con lo que se tienen las condiciones de frontera interna y externa en el espacio de Laplace,

Para el caso de yacimientos infinitos, las condiciones de frontera serán las mismas que (IV..19)

y (IV..20), donde :
reD -> °° (IV.23)

Los desarrollos para obtener (IV..19) a (IV,23) se muestran en el Apéndice C.
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IVA,, Soluciones Para Flujo Laminar,

Como se mencionó anteriormente, parte de la solución para flujo no Darciano es la solución

laminar, la cual se considera para yacimientos infinitos y cerrados, intentando verificar y

mejorar las soluciones propuestas por Da Prat6, En los Apéndices D y E se presentan los

desarrollos correspondientes..

IVA, 1 Yacimiento Infinito,,

En el caso de yacimientos infinitos, se obtuvieron las siguientes soluciones, los desarrollos se

presentan en el Apéndice D,

(IV 24)

- A _Exp{2y) D

dx
(IV..25)

o r(x -

Correspondiendo (IV.24) a tiempos cortos y (IV.,25) a tiempos largos, se observa que (IV.24) es

la misma solución presentada por Da Prat6; sin embargo, (IV.,25) es una solución que tiene un

mayor rango de aplicabilidad que la presentada por él mismo autor6,, En la Figura IV.,2 se

observan los comportamientos de las soluciones a tiempos cortos y tiempos largos, ecuaciones

(IV.,24) y (IV.,25), con respecto a los de Da Prat6, ecuaciones (II.26) y (IV..24)..

IV 4.2 Yacimiento Cerrado,,

En el caso de yacimientos cerrado, se obtuvo la siguiente solución, ios desarrollos se

presentan en el Apéndice E

Donde:

(a - r\ )Exp (- rxtD )-(a-r2 )Exp (« r2t
2

Y

[ 2 ln' >D

2(\-y

2

) 1

4

S -1- -\ i r\ — ** ¿*iJ \ V U *\~>

(IV..26)
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C = i=

co

/•

c

reD

2

11
>

—

t

2

- ln /

b-4b*-4
2

X
o(l - o)

1
2

r

2

(1-
2

-r!) r
4

r
4

Correspondiente a tiempos largos, sin embargo (IV.,26) es una solución mejorada a la que

presenta el mismo Da Prat6, En la Figura IV,,3 se observan los comportamientos de la solución

a tiempos largos con respecto a los de Da Prat6.,

IV 5 Soluciones De Gasto En Flujo Transitorio Considerando Flujo No Laminar.

Se consideraron dos tipos de yacimientos naturalmente fracturados: los yacimientos

infinitos y los cerrados,, Para cada tipo de yacimiento, se obtuvieron aproximaciones a

tiempos cortos y tiempos largos sobre ias expresiones correspondientes para el gasto

adimensional en el espacio de Laplace..

IV 5.1 Yacimiento Infinito

Las soluciones de gasto transitorio para un yacimiento infinito reflejan el comportamiento antes

de que los efectos de frontera lleguen a ser evidentes,, Se realiza un desarrollo semejante al

propuesto por Da Prat6, el cual es presentado en los Apéndices D, G y H, Primeramente se

encuentra la función de Vo, para posteriormente obtener V¡, y poder relacionarlos a la

velocidad en el medio, y obtener el gasto correspondiente a nivel de pozo, la solución

propuesta se puede dividir en dos: un término laminar y otro no laminar, Debido a la dificultad

de antitransformar las funciones obtenidas en el espacio de Laplace, se trabajó con

aproximaciones a tiempos cortos y a tiempos largos, esto provee expresiones simples para el
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gasto que pueden ser empleadas para comprender el comportamiento observado,. Para

tiempos cortos, la expresión para el gasto adimensional está dada por:

(IV..27)

Donde 2>y^jTD >0.,5,, Los desarrollos para obtener esta solución se muestran en los

Apéndices D y G,, Se observa que cuando los efectos de alta velocidad son despreciables, la

solución es la propuesta por Da Prat6 para el caso de flujo laminar, en la Figura IV.4 se

observa el comportamiento de la solución .

Si obtenemos la derivada del gasto con respecto al tiempo bajo efectos no laminares, Figura

IV.,5, se observa que se tiene una etapa inicial donde el gasto no varía con respecto al tiempo,

por lo que se puede aproximar esta etapa con la solución de flujo estacionario dado por:

_ M
2k, 1 1

r r
. w e

[pl-p«hpp

/ /2 ln2

r

r l l"
-1 (IV.11)

Con 1,03=< re/rw=< 1.1, en la Figura IV.,6 se muestra la aplicación de esta solución,,

Ei sistema fracturado en un medio infinito inicialmente no detecta la presencia de porosidad

primaria, el medio se comporta como en un yacimiento homogéneo,.

Adicionalmente en la Figura IV.,5, se observa que una forma de detectar la presencia de

efectos de Flujo No-Laminar durante el periodo de flujo transitorio es por el comportamiento de

la derivada logarítmica,, Cuando los efectos No-Laminares son importantes, la derivada

logarítmica tiene un valor mínimo mayor de -0,5 a tiempos cortos, mientras que para el caso

de flujo Laminar el valor mínimo es menor de -0,5,,

Para el caso de tiempos largos se obtuvo la siguiente solución :
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1 -

2J _Exp{2y) D

r{x +1)

J

— dx

Exp(2y)
dx

(IV.28)

De igual forma que a tiempos cortos, ía solución (IV..28) al despreciarse los efectos no

laminares se obtiene una aproximación a la solución laminar, en la Figura IV..7 se observa el

comportamiento de la solución,,

IV.5 2 Yacimiento Cerrado

El comportamiento de un yacimiento homogéneo cerrado ha sido estudiado por diversos

autores., Da Prat6 presenta aproximaciones bajo condiciones laminares, un desarrollo

semejante es presentado en el Apéndice E, y posteriormente se aplica el método de solución

propuesto anteriormente,, Primeramente se encuentra la función de Vo, para posteriormente

obtener V¡, y relacionarlos a la velocidad en el medio, y obtener ei gasto correspondiente a

nivel de pozo, Para tiempos cortos, la expresión para el gasto adimensional está dada por:

(O
(IV..29)

La ecuación (IV.,29) es idéntica a la (IV.,27), lo cual hace sentido ya que a tiempos cortos los

efectos de la frontera no se han detectado.,

Los desarrollos para obtener esta solución se muestran en los Apéndices E y H, Se observa

que cuando los efectos de alta velocidad son despreciables, la solución es ia propuesta por Da

Prat6 para el caso de flujo laminar, en la Figura IV.,8 se muestra el comportamiento de (IV.,29),,
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De igual forma que un yacimiento infinito, se puede aproximar a tiempos cortos con la solución

estacionaria dada por (IV.,11) y considerando 1.,03=< re / rw=< 1,1,, En ia Figura IV.,9 se

presenta la aplicación de la solución estacionaria.

Nuevamente el sistema fracturado ¡nicialmente no detecta la presencia de porosidad primaria,

el medio se comporta como en un yacimiento homogéneo..

Para el caso de tiempos largos se obtuvo la siguiente solución

Pi'Pvf

M

2 4 -nf

G Gr.

r.n - 1 reD -1 r^lnr^

2 3 . 1
4 2

reD reD

2 3 30
>N

(IV..30)

Donde:

r, =

• "> —

a =
X

Ú)(l - O))

G =
3 , 4

, reD , reD
T" — — -J- -——

12

A

- 2
ú)(l - co) ¿y(l - ¿y)

- (r, + r2) t

FALU DE ORIGEN
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X
— r,

X
X

X •-2/i

- 2
- CO)

Á, \ i \ X
- U\ + r-,)—-, c + r,r\ + •

''"(1^)?Ü

X
•('i

X
X

i

X

-2f, i •2 / ,

De igual forma que a tiempos cortos, la solución (IV..30) ai despreciarse los efectos no

laminares se obtiene la solución para flujo laminar, generalmente bajo las condiciones de este

estudio, los términos con efectos no Darcianos son muy pequeños comparados con ios

laminares en el periodo dominado por frontera, por lo que se recomienda emplear la solución

laminar como una buena aproximación, en la Figura IV10 se muestra el comportamiento de la

solución,,
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Conclusiones y Recomendaciones

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Con base en los resultados presentados en este trabajo, se obtuvieron las siguientes

conclusiones:

¡,, Se presenta el modelo de Warren y Root en términos de velocidad,,

ii. Se presenta una nueva aproximación para tiempos largos en yacimientos infinitos de doble

porosidad considerando flujo Laminar,,

iii,, Se obtuvieron soluciones para flujo Laminar a tiempos largos durante el periodo dominado

por frontera que reproducen en caso de que se observen las dos declinaciones

exponenciales que se pueden presentar en un yacimiento naturalmente fracturado

mejorando la solución presentada por Da Prat

¡v, Se obtuvo la solución para flujo estacionario en yacimientos naturalmente fracturados

considerando efectos no Darcianos..

v, Se presentan aproximaciones a las soluciones a tiempos cortos para yacimientos infinitos y

cerrados, La solución analítica no reproduce con exactitud el comportamiento observado

debido a la forma de solucionar el problema, sin embargo una buena aproximación es

emplear la aproximación basada en flujo estacionario,

vi,, Se presenta una aproximación a tiempos largos, a la solución para flujo no Darciano en

yacimientos naturalmente fracturados considerando flujo no Laminar, para yacimientos

infinitos..

vil Se propone el cálculo de dlog(qo)/dlog(tu) para definir la existencia de flujo no Darciano

en yacimientos de doble porosidad, en pruebas a presión de fondo constante, si a tiempos

cortos su valor es menor de -0.5 se presenta flujo no Darciano.

viii.Los efectos de flujo no laminar se presentan durante la mayor parte del tiempo de

explotación, pero se alcanzará flujo laminar a tiempos grandes..
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Conclusiones y Recomendaciones

ix Si se tiene la presencia ele flujo no laminar y se intentara calcular el área de drene por el

método de Ehlig Economides, considerando una declinación exponencial a tiempos largos (

durante el periodo dominado por frontera ) este proceso dará resultados muy cercanos a la

realidad con lo cual se verifica que a tiempos grandes los efectos inerciales tienden a

desaparecer,

x,, Las soluciones presentadas en este trabajo (a excepción de la de flujo estacionario), son

válidas cuando el parámetro de perturbación es mucho menor que 1, por lo que su

aplicabilidad se restringe a estos límites,,

xi,, Durante el periodo dominado por frontera, y bajo las condiciones dei presente estudio, los

efectos no laminares prácticamente desaparecen por lo que se puede aproximar el

comportamiento mediante la solución para flujo laminar,,

xii.Se deben intentar, en trabajos futuros, otros métodos de solución para las ecuaciones que

definen el problema, ya que en este estudio no se probaron todas las opciones descritas en

la literatura.,
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Nomenclatura

NOMENCLATURA

A

B

CA

CD

h

In(x)

k

Kn(x)

m'

P

P'

P

PD

Pro

Área

Factor de volumen

Factor de volumen del aceite

Factor de forma de Dietz

Constante de almacenamiento adimensional

Compresibilidad de la fractura

Compresibilidad total

Coeficiente de turbulencia,,

Espesor

Función Bessel I de orden n

Permeabilidad,,

Permeabilidad efectiva

[L2], pies2

[L3 /L3 ] , adim

[L3 /L3] , adim

adim

[Lt 2 /m] , pg2/libras

[ Lt2/m3, pg2/libras

[L 3, pies

[L2],mD

[L2],mD

Permeabilidad de la formación naturalmente [ L2 ] , mD

fracturada,.

Permeabilidad de la matriz

Permeabilidad adimensional

Función Bessel K de orden n

Pendiente de la recta en una gráfica log (q ) vs t

Número de Reynolds

Presión en ei punto z,,

Presión en e! nivel de referencia

Presión

Presión adimensional

Presión de fractura adimensional

[L2],mD

adim

[ ciclo/13, ciclo/día

adim

[m/Lt2] , libras/pg2

[m/Lt2], libras/pg2

[m/Lt2] , libras/pg2

adim

adim
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Nomenclatura

PmD

Pi

/v
q

QD

r

n.2

f"hvD

S

S'

t

Presión en la matriz adimensional

Presión inicia!

Presión de fondo fluyendo

Gasto

Gasto adimensional

adim

[m/Lt2] , libras/pg2

[m/Lt2] , libras/pg2

[L 3 / t ] , bl/día

adim

Ordenada al origen de la recta en una gráfica log ( [ L3/1 ], bl / día

q) vst

Gasto de aceite

Producción acumulada adimensional

Radio

Negativo de la solución de la ecuación

x+bx+c=0

Radio adimensional

Radio de drene

Radio de drene adimensional

[L3 /1], bl/día

adim

[L] , pies

adim

E»- L Pies

adim

Distancia radial máxima a la cual se tiene flujo a adim

alta velocidad,,

Radio de daño adimensional adim

E L ], piesRadio del pozo,,

Daño

Factor de daño aparente

Daño por alta velocidad

Daño total..

Tiempo

Tiempo adimensional „

Tiempo adimensional basado en el área

(t )r> Tiempo adimensional requerido para alcanzar un adim

estado pseudoestacionario real
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Nomenclatura

u

U

V

Vc

vmf

Vo,,

w

W(x,y)

X

z

a

P
PD

r

T(x)

8

Ap

s

$

<t>m

O

Variable de Laplace

Velocidad microscópica en el punto z.

Velocidad del Fluido..

Razón del volumen medio al volumen total

Velocidad en el medio sobre su permeabilidad

Componentes de la solución en términos de

velocidad

Inverso de la densidad del fluido,,

Wronskiano

Variable

Elevación

Factor de forma

Coeficiente inercial,

Coeficiente inercial adimensional

Constante exponencial de Euler = 0,57721

Función gamma de x

Constante dada por (IV,,5)

Caída de presión

Parámetro de perturbación

Porosidad,.

Porosidad de la fractura

Porosidad de la matriz

Potencia! de flujo o energía mecánica por unidad

[ L / t ]

[ L / t J

[L3 /L3 ] , adim

[L3/tJ

[L3 /m3

[L]

[L'2Lpies-2

[ L'1 ], pies1

adim

[m/Lt 'LIb/pg2

[L3/L3], adim..

[L3/L33, adim..

[L3/L3], adim.,

[L2 / t2 ]

X

de masa

Coeficiente de flujo interporoso adim

Viscosidad [ m / Lt ] , epoise
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Nomenclatura

Viscosidad del aceite [ m / Lt ], cpoise

Constante de conversión

Densidad del fluido [ m / L3 ], libras / pies5

Almacenabilidad adimensional en las fracturas adim

Constante =3,141592
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Apéndice A.

APÉNDICE A. DESARROLLO DE LAS ECUACIONES BÁSICAS.

Para el desarrollo de la ecuación básica, a solucionar emplearemos la ecuación de :

de Forchheimer

dr k

Tomando la ecuación (1) y despejando v se tiene:

dp

v =
M
k

dr

i B •
i pp\

k

M

M
ov

(A.2)

Si:

M
(A.3)

Entonces se tiene:

v =
M

dr
cv

(A.4)

Considerando flujo no laminar en ía fractura se tiene:

v,=
M

dr
cv

(A..5)

Y en la matriz se considera flujo laminar:

JU dr
(A.6)
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De la ecuación de difusividad se tiene

Apéndice A.

ór
) =

dt
(A..7)

Si se deriva (A 7) con respecto a r se tiene:

dr

1 d ( \
-—(rvf)
r dr dt

dr
'ld_

r dr

drdt

dt

dr
v

v

drdt

dr

dv , v,
J j '

d2v dv, Vj

dr2 r dr r

(A.8)

(A.9)

1 d

r ór

]
r dr r dr

\ J

r dr

dv v

V )

(A..10)

(A.11)

Para la segunda derivada dep con respecto a r y t se tiene para la fractura:

\dvf dv¡ ju dvy dvj
____ v ppv, =~ - \-2ppv, —~-

} dt ' dt k< dt dtdrdt 7 J

(A.12)

Y para la matriz:

d2pm = fi dvm

drdt k^ dt
(A, 13)

Sustituyendo (A.,11) a (A.13) en (A,8) se obtiene:

II.
r dr

r ,̂. "\f v

V )

dvf

dt dt
(A.14)
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Apéndice A.

Si rn = — entonces se tiene:

Si *D = rP
kyt

dr = rwdrD

entonces se tiene:

dt =
k.

dtD

, definiendo a y ú) como:

iWC),

Sustituyendo las ecuaciones (A 15) a (A.18) en (A., 14) se tiene:

i a dv/ v

M

l t

v - - /

fvf2¡3pkfv ^

M

dv

J

•D

Simplificando (A. 19)

i a (
V
TD •

(

V )

dvf k

Ahora si tomamos !a ecuación (1,26) de! libro de Da Prat:

P

(A. 15)

(A.16)

(A.17)

(A, 18)

(A. 19)

(A.20)

(A.21)

Curras ííe Declinación en Yacimientos Naturalmente Fracturados Considerando Flujo No Laminar 61



Derivando (A,21) con respecto a r..

Apéndice A.

m

drdt dr dr
(A..22)

Sustituyendo (A..5), (A..6) y (A..13) en (A..22)..

u ¿)v Xk*

K & %WC)MWC)JMT}
v

Xk.
v. 1 + (A.22)

Sustituyendo (A.16) en (A 22) se tiene:

dt¡

Xk,

tv. V

k

1+

1 +

(A.23)

Si definimos

ym >y>
V

(A.24)

Sustituyendo (A.24) en (A,,23) y en (A.20) se tiene:

(I ú>)dVm - 1
dtD

1+
ákfvf -v. (A.25)

1 d

rD

r
D (A.26)

Si definimos 8 como :
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Entonces se tiene:

S = okf =

Vt
dtD

1 +
5Vt

-V.

(A.,27)

(A..28)

i a
D

D dr
V u JD

V.

D dtn " ' dt
(A.29)

'D D

Las cuales son las ecuaciones básicas para resolver el problema en términos de

velocidad,
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Apéndice B.

APÉNDICE B. APLICACIÓN DE PERTURBACIÓN.

Desarrollando las ecuaciones (A 28) y (A..29) se obtiene:

dVf dVf o)SdVf
2 , ,dV Vf

drD dtD 2 dtD
 V }dtD

D

Si se define el parámetro de perturbación, s el cual es muy pequeño, como:

AS
£ = T (B,3)

Sustituyendo (B 3) en (B..1) y (B 2)

dVf
2 . . dV V(

Si se define a

Entonces se tiene que:
„ 2

Sustituyendo (B.6) y (B.,7) en (B..4) se tiene:

dtD ótD ót
D

<B.4)

(B.5)
D
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ZdV d2V AedV,
ro

rD rD

2 +2ex +eV0
2 +2e%Vl +£3F,2 -XVm (B.9)

Aplicando transformada de Lapíace a (B 9), considerando que todas las velocidades a

tiempo igual a 0 son cero, se tiene

{l-ú))uVm =ÁV0 +£XVX +eV0
2 +2e2V0Vx +eyVl

2 -XVm

Despejando Vm , se tiene:

XV, +eZK +€V0
¿ +2e2V0Vl

Aplicando transformada de Laplace a (B.,8) se tiene:

| X dV0 x^d2V, | XedVx

2 ^

Sustituyendo (B 10) en (B..11)
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/v „ T i AC _ T
ro drD drD

2 rD dr

= G)AuV0 + &XeuV{ + Ü)€UV0 + Icos uV()Vl + cae wF, +

+ «(1 - 6>J A +

D ' D
2

Agrupando por potencias de £ obtenemos:

- d2V¡ X dV¡ . — ,,. x0 XV,
X u + — — ^ = coXuV0 + (1 - co)Xu 7- r +drD rD drD X + u(l~-ú)) rD

, para ...
2d V, X dV,

L + LdrD
2 rD drD

 l ° V ' A + u(l-c^

2
D

O = 2couVQV,

para S2,
y 2

0 = ú)uVx
2 + (l - co)Xu ) x

X + u\\.-(0)

Apéndice B.

+ (1 - O) )AU JJ—— + (1 - 6? U M ^ r +
A + M(1 - Í» j A + w(l - c») (B.,12)

- (o)Xu

vo2 -, Vi (B..14)

Como £ es muy pequeño se pueden despreciar los términos elevados a las potencias

2 y 3, con lo cual tenemos un sistema de ecuaciones (B..13) y (B.,14) con dos incógnitas

^o y ^i . Ya que al solucionar (B,,13) obtendremos Vo se antitransforma , se eleva al

cuadrado y se vuelve a transformar para obtener F, ,.
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Solucionando (B..13) se obtiene:

Apéndice B.

d2V0 1 dV~ — , ,
rn drdr

D
D drD D

d2V

dr

dV0

D rD drD

dVn

drD

U

- (o)

€Ou{[~ O))+ X

D

=0 (B.,17)

La ecuación (B,,17) es una ecuación parámetrica de Bessel de orden 1

d2y , 1 dy
"T"

x dx

Cuya solución es:

Por lo que la solución de (B.,13) es:

V = A rDAu
X

u(\-ú))
B rD . íu

-Ó))
(B 18)

La solución VQ corresponde a la solución para flujo laminar y en los siguientes

apéndices se definirán a las constantes A y B

Para la solución de (B.,14) se sigue un proceso similar, simplificando :

d2Vl 1 dVx _ — Vx
T — cou y i T .

drD
2 rD drD

XV,

D
X + u(\ - ¿o)

co)u
u (l - G) ) X
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d2Vl 1 dV1 _

drD* rD drD

couX + ó)u2([- ú))+ (l - (o)uX 1

(l - ú))uX + Xcou + ú)u2(l- co)

drD
2 rD drD

i ,
cou(l-á))+ X 1

D

U X + Ú)u(\ - ÜJ) 2

(B.19)

La cual es una ecuación diferencial ordinaria que se puede resolver mediante variación

de parámetros (método de Lagrange )..

Solucionando la ecuación homogénea correspondiente, se observa que es una

ecuación Bessel de orden 1

d2vx i dvl

drD
2 rn drD **' D

u
X

u (l-co)
D

Por lo que su solución será:

V = C T rD . ¡u
ú)u(l-ú))+ X

D rD.lu
(&u(l-eo)+ X

(B..20)

Si g(rD) se define como:
_ U X + Ú)u(l- Ú))T¿~:

D J — — / \~ ̂  o
X X + u(l-co)

(B.21)

Si se define:

ú)u
D

{\.- Cú)+ X

X + w ( l - Í
(B..22)
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Por lo que la solución particular de esta ecuación será:

Si definimos una variable de trabajo a como:

a = tu
ú)u(l-co)+ X
X + w(l - co)

(B.24)

Para encontrar la solución particular se determina el Wronskiano:
W[yi{x\y2(x)\=Ix{a x) K^{a x)~IxÍa x) Kx{a x)

30De Abramowitz30 se tienen las siguientes relaciones:
x)+aK2{x ) = a

/ , (a .x) =

a

# x)

(B.25)

(B..26)

Sustituyendo (B.26) en (B.25) se tiene:
i a K0(a -x)+ a K2(a x) ( x

i ( x ) , y 2 (•*)J = ^ — h [a x)

I0(a x)+aI2(a x)

a Ko (a x)l{ (a x) + K2 (a x)lx {a x) +

+ Io(a x)Ky{a x)+ I2(a x)Kl(a x)

De Abramowitz30 se tiene la siguiente relación:

Kr+l(z)lv(z)+Kv(z)lv+l(z)=}-

(B,,27)

(B..28)

Sustituyendo (B 28) en (B.,27)
1 1

ax ax 2 ax x
(B..29)
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Por lo que la solución de (B 19) será:

Apéndice B.

V ~C
M Í ^

cou(l~co)+Z

u Á+cou(l-ú))

(B,,30)

Á+u(l-w)

D

X. M xVr,

En los siguientes apéndices se desarrollan las condiciones de frontera para encontrar

los valores de A, B, C y D
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^ Apéndice C.

APÉNDICE C. CONDICIONES DE FRONTERA.

Para un yacimiento cilindrico se tienen las siguientes condiciones de frontera
espaciales Considerando pruebas a presión de fondo constante se tiene:

vf = 0 (C1)
reD , , reD

/^/ /'w/ ~ , VfarD ^ rwPPVf U' D (O,,¿)
* Ir »
i ^ z i

Como la función a definir de acuerdo a las ecuaciones propuestas en el Apéndice B
está dada por (A..24),,

VÍ
Vf = ~~~- (A,,24)

Las ecuaciones (C,,1) y (C.2) se escriben como:

reD reD

Pi-PwJ = lrwflVfdrD + \rJpk)Vf
2drD (c.4)

Además de los Apéndices A y B se tienen las siguientes relaciones

BpAk)

De (B..3) se puede expresar:

ppk) = ̂  (C.5)
2 _MS

Sustituyendo (C,,5) en (C..4) se tiene:
reD reD

P, ~ Pwj =
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Sustituyendo (B.,6) en la ecuación anterior se tiene:
reD reD

sV,)drD leV.V, D
(C6)

Separando (C.6) en función a las potencias de £se tiene:
reD

Pi~Pwj = jrw/¿VQdrD para s

reD

re?
0 = J

1

2r u,
f

reD

0= \vx
2dr

Para

F, í/rD para £

D para

(Q,7)

(c.,9)

(C..10)

Por lo que las condiciones de frontera espacial quedan :

- 0 (C.,11)

= 0 (c.12)

Conjuntamente con las ecuaciones (C.7) y (C.8), las ecuaciones (C..9) y (C.10) se

encuentran multiplicadas por los coeficientes £"y i respectivamente, y al ser £un valor

muy pequeño sus potencias serán más pequeñas por lo que se consideran

despreciables

Aplicando transformada de Laplace a (C..7), (C..8), (C.,11) y (C.12) se tiene:

reD

u
reD

I

0 =
reD y 2

-^dr
D

(C.16)
•
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Con Jo que se tienen \as condiciones de frontera interna y externa en el espacio cíe
Laplace,,

Para ei caso de yacimientos infinitos, las condiciones cíe frontera serán las mismas,

donde ;
reD -> °° (C17)
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APÉNDICE D. SOLUCIÓN YACIMIENTO INFINITO FLUJO LAMINAR

La solución de (B, 13) está dada por:

V0=A I, rD.\u
0u(l X
X + u(l-co)

B~KX rD _ \u
X

X + w(l -ó))
(B18)

A presión de fondo constante las condiciones de frontera están dadas por:

Vfí = 0

Pi

u
D

(C.13)

(C.15)

Empleando (C..13) y (C.,15) como las condiciones de frontera para la solución (B,,18) se

tiene:

Vn ooíu
Cüu[\-

B
(M\}-co)+ X

Pi ~ Pwf _

U
= jrwJuBKí rD.íu

C0u(l-O))+ X
X + u(l-co)

drD

Pi B
urwju I Oli(l-G))+X

. tí / \

Pi \

rD,\U
ÚU(1-~Ú))+X

'drD

(D.1)

C0u(l-ú))+X
•Kfí u

ÚJU(1-Ú))+X

X+u(\~ú))

u
~CQu{\.-ú)) + X

X+u(l-co)

u
~Cüu(l-G))+X

(D..2)
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Sustituyendo (D..1) y (D.2) en (B.18) se tiene:

v o
urwf¿

U
X

ü)u(l-ú)J+Ji

K, u

(D.3)

Donde (D..3) es la solución en el espacio de Laplace para un yacimiento de doble

porosidad infinito considerando flujo laminar

Para obtener la solución en espacio real se emplean las aproximaciones que presenta

Da Prat:

Para argumentos muy grandes:
Exp (z)

(D.4)

(D.5)

Para argumentos pequeños:

K0(z)~-

16
z
2

(D.6)

(D.7)

(D.8)

(D.9)

Para tiempos pequeños se tienen u muy grandes por lo que empleando (D 5) en (D 3)

queda:
TT

2/-o vwtó?
- rD \juú)

71

2\juú)
•Exp [- Vu (O J
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Pwj y® Exp [- s[uw(rD - l)]

Apéndice D.

(D.10)

,44De Spiegel se tiene la siguiente transformación:

Exp a
At (D-11)

Por lo que antitransformando (D,,10) se tiene:

Exp

y (r t ) = - ^

a>{rD-\f
AtD

\7ttD

(D.12)

Por lo que (D,,12) es la solución para un yacimiento de doble porosidad considerando

presión de fondo fluyendo constante y flujo laminar a tiempos cortos,

Verificando (D 12) con la solución dada por Da Prat a rD =1 se tiene:

2m>0rwhjU

27thkf[pi-pwf)
qju

\7ttD

<ÍD =
Ú) 7t tD

D n co
(D.13)

Donde (D 13) es la solución dada por Da Prat a tiempos cortos a nivel de pozo.,

Para tiempos largos se sustituye (D.,8) y (D,,9) en (D,,3):

'u 1

ln rD\lu (D..14)
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win

u ln

De Roberts43 se tiene la siguiente transformación:

(at)'i
l n -

a

-» f(t)=¡

u\n\ — e 7

4
(D.15)

(D-16)

Antitransformando (D.,15) mediante (D.,16) se tiene:

4

J (D.,17)

Considerando la aproximación propuesta por Davis, tomada de Abramowitz32, y

considerando los tres primeros términos:
1

r( (x + l)+ 0.57721 (x + l)2 - 0,65587 (x + l)3

Calculando la integral en (D..17) y sustituyendo (D..18) se tiene:

jyx\(x +1)+ 0.57721 (x +1)2 - 0,65587 (x +1)3 fix =

3.93523 2,78079 0.18681 0.92134
ln y ln y ln y ln y

Como y » » 1 , se tiene:
1 1 1

ln y ln3 y ln y
0

(D.18)

Entonces:
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00

J r(x
yx , 0.92134

dx ~ - ln y
(D.19)

Sustituyendo (D.,19) en (D.17) se tiene:

0.92134
rDrwJu l n ^ + 0 , 2 3 1 8

(D.20)

Verificando (D.,20) con la solución dada por Da Prat a rD =1 se tiene:

0.92134
rwfi ln^+0,2318

q/¿ 2(0.92134)
" \ntn +0,2318

1.84268
fn +0,2318 (D.21)

Lo que es una aproximación a la solución dada por Da Prat,,
2

q° " lntD +0,80907 (D.,22)

Si se emplea (D,,17) para la obtención de qo se tiene:

27tkfh[pi-pwf)27tkfh[p.
-dx

(D.,23)

Al realizar una comparación entre las soluciones dadas por (D..21), (D.,22) y (D..23) se

observa que la mejor aproximación ia produce (D.,23)
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APÉNDICE E. SOLUCIÓN PARA YACIMIENTOS CERRADOS FLUJO LAMINAR.

Debido a la dificultad que implica una de las condiciones de frontera, debido a que es

necesario conocer e! valor de la presión en la frontera externa, se emplea el sistema de

ecuaciones diferenciales equivalente en función de la presión adimensional para

solucionar el problema.,

rD rD órD
D

dt
D

D

( E 2 )

Donde:

PfD
Pi~ Pj

=
Pi-P

wf

(E.3)

( E 4 )

Para un yacimiento circular cerrado se tienen las siguientes condiciones de frontera:

dp
drD

— 0 (E.7)
rD~reD,íD>0

Aplicando la transformada de Laplace a (E.,1) y a (E.2) se obtiene:

d2 v^ 1 dpm

r
ar

D rD arD

Despejando la transformada de pmo de (E,,9) y sustituyéndola en (E,,8) se tiene:
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dr dr
D

X + «(l -
(E.,10)

Rearreglando (E 10) se tiene:

A
D

drD D
(E-11)

La ecuación (E..10) es una ecuación paramétrica de Bessel de orden cero, cuya
solución es:

Pp - + B K, TDAU
u(\-á))+ X (E.12)

Aplicando transformada de Lapiace a (E 6) y a (E..7) se tiene:

rD=\ ~ U

d pP
drD

= 0
rD=reD

(E.,13)

(E.14)

Aplicando las condiciones de frontera a (E.12) se tiene:

1 _

u

=Ac+Bd

1 u(l-tí>)+X

-B

B K

u(l -co)+ X
- A a-B b

(E.15)

(E.16)

Rearregíando (E,,15) y (E,,16) se tiene:
a_^A
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A c + B d = > A -c + —
u b

A = >
u

a
u\ c + u\ c

b

Por lo que la transformada se puede escribir como:

ú)u(l-ú)j-

r.n . u

( I
{ e D f

(Ou{\.-0)+X

~JT-Ü))+X

C0u(l~(jo)+X

u(\-O))+X

(E.17)

Para encontrar la variable Vfl se emplea la ley de Darcy:
v () {
k
.L-
í Mrw drD drD

(E18)

Obteniendo la derivada de (E.17):

dp¡

dr,

Kl\feDju
COU\

(E.19)

- 6>)+ X
A',

eD\¡ u(\-co)+X

~r\
Dy u(\-co)+X

Para tiempos pequeños (u grandes ) se tienen las aproximaciones:
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(DA)

(D.5)

Considerando además:

(E.20)

dp

D u[Kx[reD-Jüú))

j£ ^~rtú-4um r^ufú

dp

K e^^e^

2reD-4u(o J2nrnJuai \2rD^Juú)

drD 4u 7C

eD
lU(O

dp P _ - feo ~
drD rDu Exp(- Exp({

eD

Realizando un rearreglo y considerando las definiciones de las funciones hiperbólicas

se tiene:

dr
Senh({^ - r

D
(kn ~

D

(E.21)

Aplicando la transformada inversa de la Laplace se tiene:

F{t)=l-ex
a 2a a

(E.22)

Donde:
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nx
(E23)

Entonces

(O 1 \

'D

(O 1

D

•D

Exp
Ú)

47D
(E.24)

Empleando (E.24) en (E,,18) se tiene:

t<"
M) ~"

D AtD
(E.25)

La ecuación (E.,25) corresponde a la misma solución dada por (D..12) para un

yacimiento infinito a tiempos cortos, lo que corresponde por no detectarse efectos de

frontera a estos tiempos

Para tiempos largos (u pequeñas) se tienen las siguientes aproximaciones:

4
I J.
2Z 4
_ I Z 2

4
z

f
2 y 16 2

1 2
4

2

Í6

Considerando la siguiente definición:

(E.,26)

(E,,27)

(E..28)

(E,,29)

(E..30)

Rearreglando (E.,19) se obtiene:
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drD
u +

Apéndice E.

(E.31)

Se desarrollan los productos para encontrar la aproximación a (E.,31) para tiempos
grandes, una vez hecho esto, se desprecian los términos que contengan y v, donde
v>=3/2,.

2 / i~\ 2
1 1 + ln

(E,,32)

eD

ln
x

V /

(E.,33)

La suma de (E 32) y (E,33) produce:
K ir
-*v 1 \ eD

1
1 +

/ 2

/ -I

(E.34)

De igual forma se procede con los productos del numerador:

ir ,/YV (r -.ir)- TD •¿y

2reD

ln -
2

- \K

)

xrD

(E.35)

YeD v% jK\ [r
D i

2r> I6rD

Sustituyendo (E.,34) en (E.31) se tiene:

_ _ r^x I,(reD ^]K,(r -Ix(reD Jxfc(rD

drD
U

1 + eD ln r,̂  - reD
2(i-r)f i

2
_I X

(E.37)

Restando a (E.,35) (E,,36), y multiplicando por rDx, se tiene:
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eD
D

Sustituyendo (E,,38) en (E..37) se tiene:

2 2 eD

1 + ^/(l-r), 1
X

(E.,38)

(E.39)

Sustituyendo (E.,30) en (E 39) y rearreglando, se tiene:

2 2

u
dr

D lnr.n - r¿(i-r). i
- + —

2 4

u +bu (E.40)

Donde:

2

2
ln r ̂

1
2 ( l -7

2 4

a

ln
2 4

(E.41)

(E.42)

(E.43)

.43De Roberts , se obtiene la transformada inversa de (E 40):

F{u) = u + a
u +bu + c-*/(0=

(E.44)
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Donde -o y -r2 son las raíces de la ecuación u + bu + c=0, por lo cual:

2 2

'/> "
(a-

D
\nreD- (1-/), 1

2 4
(E.45)

Donde :

b + V/32 - 4c

— r.
4c

(E.46)

(E.47)

y a, b y c están dados por las ecuaciones (E,,41) a (E,,43),, Por lo que qo y Vo, se

pueden escribir como:

2 2

/)
(a - r\ )Exp{~ rxtD ) - (a - r2 )Exp(~ r2tD

eD 2 4

(E.48)

2 2
»" y

2rD (a -r\)Exp(-r\tD)-(a-r2)Exp(-r2tD)

eD 2 4

(E49)

Cabe hacer mención que (E..48) es más precisa que la presentada por Da Prat
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APÉNDICE F SOLUCIÓN PARA FLUJO ESTACIONARIO.

De la ecuación de difusividad se tienen

dp
\pf-pj

Para flujo estacionario se tiene que:

dr kf r r

Integrando (F.5) se tiene:

p f

Como se tienen las siguientes condiciones de frontera:

(A ,21)

~ — U, uOriu€ I — J .rn í r 1 í

Sustituyendo (F..1) en (A.,7) y (A.21) se tiene:

\rvf)=0 (F2)

^ / = P m (F.,3)

Si se despeja Vf de (F..2) se tiene:
d{rVf j=0

rv f =A

A
vf=- (R4)

7-

Sustituyendo (F.4) en la ecuación de Forchheimer (A.1), se tiene:

fy>j ju A a A2

+PP 2 (F.5)
r
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Sustituyendo (F.6) y (F.7) en (F,5) se tiene:

k.

Restando de (F.8) a (F,,9) se tiene:

_ M
Pi -pwJ=-tLA[\n{re)-\n{rw)]-l3pÁ- 1 1

r r
e w

Rearreglando (F..10) se tiene:

k

Solucionando (F..11) en términos de A, se tiene:

A

0

lnMI

Je

g "l Ĵ "
~ = 0

A =_ M L

f. \
ln

2k, 1 1

r r
_'e w _

ln

M
ln

r.

PP
1 1

r r
_ e w _

+ 4 fe
1 1

A =
2kt

PP
1 1

r r
_ w e _

1 + 4\Pr-PWf)kfPP

ln'

1 1
-1

Por lo que el gasto se define como:

Apéndice F.

(F.6)

(F.8)

(F.9)

(F.,10)

(F-11)

(F.,12)
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ln
f

1

w

/-r ___. _1
(p

iu
2ln2

"l r
re

Apéndice F.

(F13)

Y el gasto aclimensional como:

qoM
27±f[p~~pwf)h

(F..13)
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APÉNDICE G. SOLUCIÓN PARA YACIMIENTO INFINITO TIEMPOS CORTOS

FLUJO NO LAMINAR.

Del Apéndice D se tiene que:

\- " Pwf
VD

- Exp
<X>(rD-lY

AtD

\nt D

Por lo que:

Pi "" Pwf
Exp

ú)

6>{rD

2t D

nr D D

(D12)

(G.1)

Para encontrar V¡ se evalúa la solución dada por:

% =c h
wu(l-ú))+Á

rD.\u-
cou(l-ú))+A

E-K> DM X+u{l~-(o)

Donde:

\U
cou{l~co)+X \u Á+cou(l-co)

A
Cí.A- ^T

X, ¡II
a)u(l-a))+Á )u Á+wu(l-co)

X Á+u{l-co)
XVn

(B..30)

(G.2)

(G.3)

Por lo que se observa de (B,,30) se necesita K0
2; sin embargo, el empleo de la

transformada directa presenta ciertos problemas dentro de los desarrollos, por lo que
44se procede a emplear el teorema del valor medio definido en Spiegel , dado por:
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o b

J f(x)g(x)dx = f(c)\g(x)dx.. a <c<b (H.1)

Por lo que por la definición de Transformada de Laplace, se tiene:

(H.2)

Por lo que la transformada de VQ se puede escribir como:

\Pi-pwfY\ O) 1 rExp[-utD]í -Exp
2t D

dt D
(G.4)

De Spiegel se tiene la siguiente transformación:
a

f(t)=
Exp

^z \ \]n;Exp\-2~Jau
F\u)~ £-~=^

(G.,5)

Entonces:

V2 =v o
(O 1 1 Exp [-

Sustituyendo (G,6) en (G..2) y empleando:

- rD\luco\

2r
D

rD rZr^ \ [~~\ „ /
_ rf \J7vExp\- x \juü)\ uú)

E -

2rD\íuú)

uú)

\2

wi j
\¡7tX Jtn \¡U

^-j=Exp[-
D

(G.7)

Curvas de Declinación en Yacimientos Naturalmente Fracturados Considerando Flujo No Laminar 91



Apéndice G.

48De Mathematica se tiene:
rD

i Exp[-ax]
(G.8)

Sustituyendo (G,,8) en (G..7), se tiene:

Hit

E =
Uú)

J

Como w>»1 y /-£,>= 1 entonces:

E = uco" r -i ^ K

ExpU2u(0 a—_ \
1 ín2^ua)

Sustituyendo (G,,6) en (G..3) y empleando:

Exp \rn -Juco

uú)

J

F =

2wD-Jüco
V wr- j

TtX JtD

U(Ú

Empleando (G 8) se tiene:
r i /Jurr¿

F =
uco

\ Wl J

Exp[\l2uú)
2-lhlua>

Como w>»1 y rD >= 1 entonces:

(G.9)

(G.10)
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F = Expy2uco\-
2-lNuü)

(G.11)

Tanto (G.10) como (G 11) no dependen de rD, entonces la transformada de V¡ se

puede escribir como:

=(C+E)I1 {D-F)KX rD.\u
cou(l-O))+A

(G.12)

Aplicando las condiciones de frontera, dadas por:

= 0 (C-14)

(C.16)

Aplicando (C,,14) a (G 12) se tiene que:
(C+E)=O

Por lo que:

(G.13)

Aplicando (C.16) se tiene:

\Pt-Pwf

J
\ • - J

2 f '

coExp Exp [- r
D

D

írD =
ipt

v W J

coExp y2cou J

D

Como w > » 1 , entonces se puede aproximar:

Ex \42cou
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Entonces:

J (P, pwf
(G.,14)

D

Y se tiene que:

Ko [yuü)\

'uCD
(G.15)

Sustituyendo (G 15) y (G 14) en (C..16), y despejando D se tiene:

^(o4u~a) _ _

J
Xu u w

(G.16)

Sustituyendo (G 16) en (G 13):

X+u(l-co) rD.\u
Cüu(l-6))+A

(G.17)

Por lo que la transformada de V¡ esta dada por:

•\lCONUCO

V wr J
Xu J2T¿FDK0 [\fuú)\

(G.17)

Y empleando:

((„ „ W
K = - u-

y wr~ j u J2T 2r
D

V - -
\ Wt I

V /

Aplicando ía transformada inversa de Laplace:
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F(u)= * V -»•/(') =
47

4f,

LD

(GAS)

Por lo que V/ está dado por:

Vt rD=\ ttD JU
co (G.19)

Y el gasto adimensional por:
2 /

//
(G..20)
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APÉNDICE H. SOLUCIÓN PARA YACIMIENTO INFINITO TIEMPOS LARGOS

FLUJO NO LAMINAR.

Del Apéndice D se tiene que:

{)V =* o

u ln
u •L-e'

2(jP¡ ~ Pwf-7 -dx

(D.15)

(D-17)

Para encontrar V¡ se evalúa la solución dada por:
/ I T. ^ 7-\ /

V = C I + D K, X

D

w
U

/ \ -A/Y #-j CfrA' "T"

A X + u(l-ú)) (B.30)

-Kt
]

A+w(l-fi)) x. u A+w(l-tí)) X
xF0 dx

Por lo que se observa de (B,30) es que se necesita Vo
2; sin embargo, no es posible

obtenerla directamente, por lo que se procede a emplear las aproximación a tiempos

largos de la solución dada por (D 17), y el teorema del valor medio definido en

Spiegel44, dado por:

\ f\xE\.xPx — fip)\g(x)dx a < c (H..1)

Por lo que por la definición de Transformada de Laplace, se tiene:

(H.2)

Curvas de Declinación en Yacimientos Naturalmente Fracturados Considerando Flujo No Laminar 96



Apéndice H.

Por lo que la transformada ele Vo , empleando (D..15), (D..17) y (H..2), se puede escribir

como:
X

( (Pi-Pwf) Expily) D

i r(x + l)
dx

1

u
(H.3)

Si se define :

00

F(aTD)=¡

4
D

dx
(H.4)

Entonces (H.3) se escribe:

V2 = Pwf F(aTD)-
u ln u

Si de (B.,30) se considera:
rD f

x.lu

rD

U

(H.5)

(H.6)

(H,7)

Y se emplean las aproximaciones tomadas de Abramowitz30, para argumentos

pequeños:

£ " iW«— (H,8)

(H.9)

(H.10)« \/M
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Sustituyendo (H,,8) a (H..10) y (H 5) en (H..6) y (H 7), se tiene:

:dx

4
Exp(2y)

rw¿¿ u

1 _1
V

*

In -Exp(2y) • / >

Multiplicando .£ y F por sus respectivos coeficientes en (B.,30), se tiene:

1

rj¿
F(aTD)-

Sumando (H.,13) y (H..14) se obtiene:

2X

1

u\n\-Exp(2y)\

(H..11)

(H.12)

(H.13)

(H.14)

(H.15)

Como se observa (H.15) es independiente de rD, y sólo aparece u dentro de un

logaritmo, como u<«\, entonces :
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Entonces (B.30) se puede aproximar como:

/ , i z: s — \ /

VX=CIX u
(Ou(i-co)+ X

+ DK
MU -

X
X

Apéndice H.

(H.17)

(H.18)

Aplicando las condiciones de frontera, dadas por:

= 0 (C.,14)

(C.16)

Aplicando (C.14) a (H.18) se tiene:

ooju
C0u(l-Ú))+ X

MU -

Calculando las integrales de (C.16) por separado:

F(a?D)-i X
1

u J . -
«ln| -Exp.(2y)

<*> TT 2

X

F{a7D) 1

uhÁ-Expily) |

J

(H.19)

(H..20)

Igualando (H,,20) y (H 19), y despejando D, se tiene

r\ _ _ v i JT wj / t1 \ a
 *D )

)

(H.21)
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Sustituyendo C y D en (H..18) se tiene:

V, = - Pwf

X

;

(H..22)

Empleando las aproximaciones dadas por:

1 uIn + y
2

(H..23)

Sustituyendo (H,,23) en (H.22), se tiene:

1

rDu\r\ -Expily) l n - - - + 7

(H..24)

42De Kaufman se tiene:

u ln
a

dx
(H.25)

Sustituyendo (H,,25) en (H 24) se tiene:

Y 7
J r(x

(H.26)

De ía ecuación (B 6) se tiene:
v f — y 0 + t V j

Entonces:
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p */
00

J _Exp{2y) D_
dx +

(H,,27)

F(aTD) 2

D r(2) Í
Exp (2y)

t x
— dx

Aplicando la aproximación de Davis, tomada de Abramowitz32, F(aTD)$e puede

expresar:

F{atD)

Si además se sugiere que:
F{afD)~F{atD)

(H,,28)

(H,,29)

Entonces (H..27) se puede escribir:

oo

í _Exp(2r) \
dx

( 4

r(2) J
t x

dx

Definiendo qo en función de la velocidad, se tiene:

v
7

7 rw=l

(H.30)

(H.31)
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Entonces q& se escribe:

1 —

Exp{2y) D

r(x +1)
dx

Exp (2/)
r(,x +1)

t X

)—dx

(H..32)
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APÉNDICE I. SOLUCIÓN PARA YACIMIENTO CERRADO TIEMPOS CORTOS

FLUJO NO LAMINAR.

Del Apéndice D se tiene que:

"o V'D Í

Exp
m(rD-íf

4t D

7ttD

(D.12)

Por lo que:

2 EW
(O

G)(rD -

2t D

D D

(1.1)

Para encontrar V¡ se evalúa la solución dada por:

V, =C-7,

Donde:

rD.\u
C0u(l~ú))+Á

+ D

J

E-K

J

D\ A-\-u(l-co)

ÜXl(l-G))+A

\

F

rD

xAu U Á + u(\-G>)
dx+

(B..30)

(12)

rD Á+cm(l-ú))
°

(1,3)

Por lo que se observa de (B.,30) se necesita V0
2; sin embargo, el empleo de la

transformada directa presenta ciertos problemas dentro de los desarrollos, por lo que

se procede a emplear el teorema del valor medio definido en Spiegel44, dado por:
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o Ó

¡f(x)g(x)dx = f(c)jg(x)dx a < c < b

Por lo que por la definición de Transformada de Laplace, se tiene:

Por lo que la transformada de Vo se puede escribir como:

V2 =vo
ip.-p.) \ ü) 1 p Exp [- ut

|I , CJXU

Jo /* r

Exp
D

De Spiegei41 se tiene la siguiente transformación:
a

2t.

0(rD-l):

2t D

Exp
At TtExp [- 2\jau J

Entonces:

V2 = co 1 1 Exp [- \/2cou(rD -

Sustituyendo (1,6) en (12) y empleando:

)=
/uco

- rD -Jucoj

2rD \fuco

E =

(HA)

(H.2)

(1.4)

(I.5)

(1.6)

TD 4u
Exp[- \Í2cou(x - l)px
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E = uco Exp\- h/2 +1 \[úJüx\,

De Mathematica48 se tiene:
r?Exp[-ax], _ yj7vErf[\jax\

(1.8)

Sustituyendo (1.8) en (17), se tiene:

UÚ)'

2 4-lk/MíO
(1.9)

Como u » > 1 y /-£) >= 1 entonces:

^ j

V "" J

1t
(1,10)

Sustituyendo (1.6) en (1,3) y empleando:

F = J '2w,D v wí y nx

•o V » ^ y

Empleando (18) se tiene:
,2 /

U0'

X\2Juú)Jt *D \ w^ J

2 -Ú]ua>r
D

<2-Wuú)
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Como w>»1 y rD >= 1 entonces:

Erf[¡{42-\\JM>rr,\~l

F = u(O

X^l-Juú)

\2

Exp\^2uú)\
(V2-1

(111)

Tanto (1,10) como (1.11) no dependen de r$, entonces la transformada de V¡ se puede

escribir como:

- +{D-F).KXVx ={C+É)I

Aplicando las condiciones de frontera, dadas por:

rD.iu

rD->reD
= 0

reD reD Tr 2

0=
X

-drD

Á+u(\-ú))
(M2)

(C.14)

(C.16)

Aplicando (C..14) a (1.12) se tiene que:
(C+E) =

Por lo que:

Vx ={D-F)KX rD.\u
cou(l-ü))+Á

(1,13)

Aplicando (C..16) se tiene:
reLreD rr 2

v W y

Exp[- r
D

D

reD y 2

?WM

Como w > » 1 , entonces se puede aproximar:
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Exp [-
¡2cou

Entonces:
reD rr 2

J X D

\ 2

D

(1.14)

Y se tiene que:
reD

D
'uco

(1,15)

Sustituyendo (1.15) y (1,14) en (C.16), y despejando D se tiene:

Xu ^2ftTD Ko [-juco J
(1.16)

Sustituyendo (1.16) en (113):

Vx ^ rD.lu
C0u(l-G))+X

= -ZKx

J

COU(1~CQ)+X

X+U(\-Ú))
(1.17)

Por lo que la transformada de Vi esta dada por:

y wr~ j

CONUCO
(1.17)

Y empleando:

(P,
- , ^^v— «H, _

&\J2yjuú)Exp[\juú)

v wr y

rD 4uC0\

XTZ4U 2rD\ju0

v wr /
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Aplicando la transformada inversa de Laplace:

Exp a

V ~~ _
\2 Exp,

(O

{rD-í)2CO

4tD

D

(1,18)

Por lo que Vf está dado por:

rD=\

Cú
(1.19)

Y el gasto adimensional por:

o ppk/f(p¿-pwj)

M
w (I.20)
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APÉNDICE J. SOLUCIÓN PARA YACIMIENTO CERRADO TIEMPOS LARGOS

FLUJO NO LAMINAR.

Del

n

Apéndice

P¡-P,

E

t

se tiene

rj
2

que:
2

reD '
2

(i-r) i

2 4

{a - rx )Exp (- rxtD )~(a~r2 )Exp (- r2tD

(E..49)

Donde:

tíí =
- 0))

1

reD i reD I 1 " 7 )
•U.-1 ' « n

C - "F
2

2

(2
2

(1-
2

-r) i
4

(E..41)

(E,,42)

(E.43)

(E.46)

(E.47)

Para encontrar V¡ se evalúa la solución dada por:
. prA /

x. u
6)u(l~ú))+X

U

u

(\-CD) ¡A X + U\i-G))
" Í

(B..30)

X . M

X
T 7 0 ¿/X
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Apéndice J.

Calculando VQ se tiene:
4 « 2 2 , 4

vo% =
'eD •lnreD

X
(dl-co) "J

-rx \Exp(-2r1tD)-2

2 w 2 4

\2
X X Exp{-{rl+r2)tD)+

(J.1)

Si se define:

A = —

Pi~

f

- 2

2 4

\2

-n

(J.,2)

(J.3)

Entonces la transformada de Vo queda:

^A B
4 2 2

reD
.

2 4
(J.4)

Si x se define como:

CQU(\-Ú))+X
x = u - ^ ^ (J.5)

Si se define £" como:

(J.6)

Aplicando las aproximaciones de las funciones Bessel, en (J,,6), dadas por:
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z
2

4
l_ J.
2 Z + 4

4

[2 r \6
ln

16

(E.26)

(E.27)

(E28)

(E.29)

Sustituyendo (J 4) en (J 6), realizando la integral y despreciando los términos que contengan

yv, donde v>= 3/2, entonces E se expresa como:

17 _
r'eD

12
(J.7)

Multiplicando E por Ij(rDy 5) se tiene:

A B x
D 12

Si se define F como:

Sustituyendo (J,4) en (J,,9), y empleando las aproximaciones de las funciones Bessei,

realizando la integral y despreciando los términos que contengan yv, donde v>= 5/2, debido a

que la aproximación de K¡ (z) tiene un sumando con y , entonces F se expresa como:

F =
A B x2

X

Multiplicando F por K¡(rDy ) se tiene:

23 :
rD , fD

12 40
(J.10)
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F Kl[rD
B x

2X

4 . 2 , 2 4

4 6 20
(J.,11)

Restando (J11) a (J..8), se tiene:

2X

4 . 2 . 2 , 4

2 ~ T ~ líO~ (J..12)

Por lo que la transformada de V¡, se escribe:

A B x
V =' i Í : 1 ( / - Z ) V X ) +

2X

4 2 2 4

2 3 30
(J 13)

Empleando las condiciones de frontera, dadas por:

V\ = 0
J DD

reD reD -rr 2

0=

(C.14)

(C16)

Aplicando (C.14) a (J.13) se tiene:

2»iá»J?-x»reZ) (J.14)

Despejando Cde (J.14), se tiene:

HUÍ 2iii7«Dr (J.15)

Aplicando por partes (C..16) a (J.,13) se tiene:
reí

-í
reD Jr 2

X X
eD

3 4 2

3 4 2 12
raO

¡VA o =

A B x

(^)j

X 2
eD

VeD L) rt VeD V 150

(J 16)

(J-17)

Curvas de Declinación en Yacimientos Naturalmente Fracturados Considerando Flujo No Laminar 112



Apéndice J.

Definiendo:

O 3 4 r 2

ZreD , T'eD , 'e¿>
1 j

3 4 2
12

H = - 1 / + 150

(J.18)

(J..19)

Igualando (J.,16) y (J.17), empleando (J.18) y (J.19)

[ { ) ( ) ]
( ) y ( ) ,

A B C[lo {
x ' G -

A B x

eD i)]-

X 2
H

(J.20)

Sustituyendo (J.15) en (J.20) y rearreglando:

2 ^ B x (J-21)

Despejando D de (J.,21), se tiene:

D =

A B
X

xG + -H
2

2 A B x r

1 ieD í ) - /0 )̂]+ /, - 0̂ (^)j
(J.22)

Sustituyendo (J..22) en (J.15), se tiene:
A B

X
A B x r-

\i / y v ? y \

IL'A.
 B x r-

5 X

(J.23)

Si se multiplica D por K¡(ro x ) , se tiene:
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A B

X

2 Á B x r eD

sx
(J..24)

- K

En (J..24) se observa que se requieren diversos productos de funciones Bessel, por lo que

empleando ias aproximaciones dadas por (E.,26) a (E.,29), y despreciando ios términos

resultantes que contengan xv donde v>= 3/2, se tiene:
f~ 2

L 4r*> 2 J (J..25)

2

2 A B x reD \

(J.26)

(J.27)

Sustituyendo (J..25), (J.,26) y (J..27) en (J..24), se tiene:
A B

G
X

2 1

Ar
^'eD

Mr D

2

05]Si se multiplica C por I¡(rDx), se tiene:

/,(^Vi)=-

x r.,
5^

) -

2 A B x

- 7o

/i)-/,
77 r^ív ( ~rV
I\reD-JxlKü\reD-Jx)-

=x +

(J.28)

(J.29)
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En (J.,29) se requieren diversos productos de funciones Bessel, por lo que empleando las

aproximaciones dadas por (E,,26) a (E.,29), y despreciando los términos resultantes que

contengan xv donde v>= 3/2, se tiene:
,{reD -Jx^{reD

-1 r.n ln reD

A B

X

A B G rD x

~T~ 4

5X - h
2 A B x r

X

Sustituyendo en (J,,29) de (J.30) a (J.,33), se tiene;
A B G ~rn

2

X
r¿-\

4reD

4
1 1 1 'eD

2

2 A B x rD reD

5 X

Sustituyendo (J.,34) y (J..28) en (J.13), se tiene:

A BG rD

reD

2

X
rJ-\

4

2

, 2 •A-B-x-rD-reD
"T* ———— ' ' -p

5 A

AB

2 -1

D

2rD

2

A B x

2X

2 2
eD 'eD •

3 30

(J,,30)

(J.,31)

(J,,32)

(J,,33)

(J34)

(J.,35)

Se necesita la transformada inversa de B y de Bx, para encontrar la solución en espacio real,,

f X -n\Exp(-2rltD) +

i

Exp(-{rx+r2) tD¡ x - r2 Exp{- 2r2tD
)

(J.,36)
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-r,

^ X t
2rlExp{-2rltD)¡ (l-m) *Y(l-m)D

-2 X X
X „ ( X

X
" ( i

X

(1-®)

X „ ( X

2r2Exp{-2r2 tD)

-2r ,

(J.37)

Entonces:

D G

2

X
2

4re0

1
4

2

eD

D
2 _ •

Ar

A
1

5 X 2X

eD

eD

2 2 4
j " í"'

M +

2 3 30
>N

(J..38)

se escribe:

Vt
(a - rv )Exp (- rxtD )-{a-r2 )Exp (-

2 4

G A

- 1 Kr, ln
+ ñ 2

Ar

- 1
2

reD

2

4 2

2 3 30

(E.39)
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Y qD se escribe:

(a - r^Expi- rxtD)~(a - rz)Exp(- r2tD)

-/;

A*

j-d>afr-r), i
2 4

Gr.

2 4r,
2 ^ - 1

+

2 3 30

(E.39)

Donde ÚE, r / f ^ f G , ¥ y Agestan dadas por (E..41), (E..46), (E.47), (J..18), (J..36) y (J..37)

respectivamente..
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