J—

SEY (ﬁ/
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

4 ‘““Sll” WACHNAL iﬂﬂﬂl '“ﬂ'ft@
*‘ :5»’ :
¥ 2.

b= )y
15 2 e
-‘1—&" ﬁ; fl

et

3
™

FACULTAD DE INGENIERIA

VALUACION DE CONTRATOS FORWARD
FUTUROS Y OPCIONES '

T E S 1 8

QUE PARA OBTENER EL GRADO  DE:
MAESTRO EN INVESTIGACION
DE OPERACIONES
P R E S E N T A

MARCO ANTONIO ESQUI-V?EL PICHARDO

DIRECTOR DE TESIS: DR. FRANCISCO VENEGAS MARTINEZ

MEXICO, D.F. 2002



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



AGRADECIMIENTOS

A Dios, gracias por todo, .
y por permitirme llegar a esta etapa de mi vida,
va que no lo hubiera logrado

si él no hubiese estado presente en ella.

A la compafiera que ha sido el apoyo,
la eomprensién y la ayuda incondicional
¥ que ha compartido conmigo las alegrias

y los sinsabores. Gracias, MARIA TERESA.

A ﬁis hijas DANIELA y ARIADNA,

a las que quiero con toda €l alma

¥ que son la fuerza y el aliento para soportar
cualquier situacién por adverss que sea.

A ellas va dedicado este trabajo.

Al Dr. FRANCISCO VENEGAS MARTINEZ
por su tiempo, dedicacidn y direccién

para la elaboracidn de este trabajo.

Al Dr. RAFAEL MARTINEZ ENRIQUEZ
por ¢l espacio proporcionado para que

este trabajo pudiera ser elaberado.



A la Maestra ISABEL PATRICIA AGUILAR JUAREZ
por la completa y magnifica revisién

que hizo para mejorar este escrito.

Al Dr. HUGO MEZA PUESTO
por los consejos y sugerencias

para presentar el grado.

A todos mis maestros y compaferos de la maestria.
(Gracias por transmitirme sus conocimientos

¥ por su grata compaiia.

A toda mi familia.

Gracias por su carifio,

A mis amigos ALONSO RUIZ y EDGAR HERNANDEZ

Por su apoyo incondicional.

A todos los compafieros que me ayudaron
en las traducciones. e interpretaciones

de los libros y articulos.



CONTENIDO

Pig.
" AGRADECIMIENTOS
INTRODUCCION ..\ttt ettt et 1
CAPITULO 1
RESUMEN ... ..o S 2
1.1, Contratos Forward ... ..oo.veiiir i e it 2
1.2, Comtratos FUbUIOs. .« oottt it e e e 4
S T )T 1o T S 7
1.4. Estrategias que implican comercio de opciones..........ociviveiie e, 12
| T o i6
1.6. Otros productos derivados. .o et in i e i e 19
CAPITULO 2
INTRODUCCION: CONTRATOS FORWARD Y FUTUROS ......ccoovies . 21
2.1. Tasas continuamente compuestas.............. e 21
2.2, Precios de fuburos . ..o ocoiu e e 23
B T 4 031 1< S PP 23
2.4, Ventbas en COTtO ..ot tet et ieaaa et a ettt anea e s 24
2.8, Notatidm. .. e 24
2.6. Contratos forward socbre acciones que no proporcionan dividendos ........ 25
2.7. Contratos forward sobre acciones que pagan dividendos .................. 27
2.8, Contratos forward sobre acciones que pagan dividendos conocidos. ........ 29
2.9. Precios de forwards vs. precios de futuros............. ..ol 30
2.10. Futuros de indices de actiones. ..o it e et 3

2.11. Contratos forward y futuros de divisas............ooov i, 32



2.12. Futuros e oro ¥ plada. c oo ie i e 33

2.13. Futuros de ofros bienes. . ..o vur it e e e 34
2.14. Contratos futuros de T-Bonds y T-Notes... ..o ooviiiiiiiiia i 35
2.15. Futuros de T-Bills. .. ... it e e e s 37
2.16. Opciones de embrea. - . .ottt e e 39

CAPITULO 3
UN MODELO DEL COMPORTAMIENTO DE PRECIOS DE ACCIONES ... 41

3.1. La propiedad Markoviana....... ..ot e 41
3.2, Procesos de WieIer. .. .. oottt ittt e et 42
3.3. El proceso para precios de acCIONes. .. ...ovviiiniirriiiinen i e 45
3.4. Una revision del modelo. .. ....ooviiin i e 47
3.5, Los par8metros. . .coovii v iiiiiaenanaaas e e 48
3.6. Un modelo binomial. .. ...covinir i e e aas 49

CAPITULO 4
EL ANALISIS DE BLACK-SCHOLES Y VALUACION DE BAJO RIESGO. .52

4.1, Ellema de Tho. . oo ir e e e e 52
4.2. Una aplicacién del lema de I6o. . ... oo i 54
4.3. La propiedad Lognormal de precios de acciones. .........covviveeennn... 54
4.4. La distribucién de latasa deretorno. ..ot 56
4.5. Estimacién de la volatilidad a partir de datos histéricos. .................. 58
4.6. Valuacién de opciones usande un modelo binomial simple. ... ............ 60
4.7. Conceptos fundamentales de la ecuacién diferencial de Black-Scholes. ... .. 61
4.8. Derivaci6n de la ecuacién diferencial de Black—Scholes‘A .................... 62

4.9. Valuacidn de Ia tasa libre de riesgo...........oooi 64



4.10. Nustracién de la valuacién de tasa libre de riesgo mediante un

MOAelo BINOIIAL . . o\t ettt e et e 65
4.11. Aplicacién a contratos forward de acciones. .. ... il 66
CON CLUSION E S . e e ittt e e e e e e e e e 67

BIBLIOGRAF A .. 68



INTRODUCCION

Los productos derivados han sido uno de los desarrollos importantes en los mercados fi-
nancieros en los ltimos afios. En muchas situaciones los inversionistas que usan los pro-
ductos derivados como cobertura, asi como los especuladores, encuentran mds atractivo
negociar productos derivados sobre activos financieros que negociar estos activos en si mis-
mos. Algunos productos derivados, tales como las opciones y los contratos futures, son
negociados en las bolsas. Otros han sido dispuestos por clientes corporativos de institu-
ciones financieras o agregados a una nueva emisién de productos por aseguradoras. Parece
ser que no existe escasez de nuevas ideas en esta drea.

Este trabajo tuvo dos objetivos principales. El primero consistié en explorar las
propiedades de los productos derivados que son comuinmente encontrados en el mercado;
el segundo es mostrar un esquema tedrico con el que se valitan dichos productos derivados
y tratar de cubrir todos los aspectos que conciernen a la operacién de los merca.dos de
manera accesible para un amplio rango de inversionistas.

La base de la matemdtica usada es el movimiento Browniano, los Procesos de Wiener y
el lema de Ito; més, sin embargo, los resultados obtenidos utilizan matemadtics sencilla, pero
suficiente para explicar la, manera en que operan los mercados y la forma en que ayudan
a participar en la actual globalizacién comercial donde resulta indispensable contar con
coberturas que auxilien a cubrir riesgos innecesarios y efectuar planeaciones financieras
mdés confiables.

Algunos productos derivados, tales como los mercados de futuros y sus opciones, no
a6lo sirven como herramientas de cobertura, de hecho son utilizados en la mayoria de los
cagos como vehiculo de especulacién, debido a su alto apalancamiento y a las oportunidades
que ofrecen de obtener considerables utilidades en relacidn al capital que requieren.

Se buscé la bibliografia que aparentemente debiera traer Ja informacién adecuada
encontrandose que la mayoria de los libros y articulos proporcionan el tema al primer
propésito pero sélo el articulo original [1] y el libro de Hull [6] contienen el segundo tema,
que es la parte fuerte del trabajo. Fui a la Bolsa Mexicana de Valores pero no propor-
cionaron informacién; esto por mers proteccién de los inversionistas, As{ que se tuvieron
que buscar conclusiones y resultados de otras fuentes.

En el capitulo 1 se introduce la terminologia general de los contratos futuros, opciones,
swaps v algunos otros productos derivados. El capitulo 2 especifica la forma, cuerpo
v contenido de los contratos forward y futuros, asi como algunas pequefias estrategias
usadas en estos contratos. Asimismo, se muestra un argumento de arbitraje en el contexto
de una situacién simple. En el capitulo 3 se explica el modelo del movimiento Browniano
geométrico y su relacién con el comportamiento de los precios de las acciones. En el
capitulo 4 se presenta la metodologia de valuacién para los productos derivados mediante
la ecuacién diferencial de Black-Scholes y el comportamiento del portafolio de bajo riesgo.



CAPITULO 1
RESUMEN

Un Producto Derivado es un instrumento financiero cuyo valor depende de los valores de
otra u otras variables financieras, estas iltimas llamadas variables subyacentes, 0 simple-
mente subyacentes. En afios recientes el mercado de los productos derivados ha mostrado
un incremento importante. Acompafiado de este auge, el estudio de dichos instrumentos
financieros ha cobrado un interés aiin mayor en el campo de las finanzas, Los Futuros y
las Opeiones son ahora activamente negociados en muchos y muy diversos subyacentes.
Los Contratos Forward vy los Sweps son usados regularmente dentro de Instituciones fi-
nancieras y sus clientes corporativos. Muy frecuentemente, las variables subyacentes de los
productos derivados son los precios de los bienes negociados. Una opcién de acciones, por
gjemplo, es un producto derivado cuyo precio se deriva del precio de la accién. Ademds,
como veremos méas adelante, el valor de los productos derivados puede depender casi de
cualquier variable, desde los precios de la carne de cerdo hasta la cantidad de nieve que
cae en un cierto centro turistico en una zona montanosa.

1.1. CONTRATOS FORWARD

Un Contrato Forward o adelantado es un producto derivado particularmente simple. Es
un acuerdo entre dos partes para comprar ¢ vender un activo financiero a un cierto precio
en una fecha preestablecida. El contrato es usualmente hecho entre dos instituciones
financieras o entre una institucién financiera y uno de sus clientes corporativos. Una de las
partes en un contrato forward toma una posicién larga, es decir, una de las partes esta de
acuerdo en comprar ¢l activo financiero, en una fecha futura y a un precio predeterminado.
La otra parte, toma una posicion corte, es decir, la contraparte estd de acuerdo en vender
el activo financiero en la misma fecha y por el mismo precio. El precio pactado por ambas
partes en un contrato forward serd llamado Precio de Entrega. Al mismo tiempo que
el contrato es establecido, el precio de entrega es elegido de tal manera que el valor del
contrato forward para ambas partes es cero, esto quiere decir que no cuesta nada tomar
cualquiera de las posiciones, ya sea larga o corta. La negociacién de este tipo de contratos
no tiene costo alguno.

El precio forward para un cierto contrato esté definido como el precio de entrega, el
cual hace que el contrato tenga un valor cero. El precio forward y el precio de entrega son
por lo tanto iguales, en el tiempo para el cual el contrato dié inicio. Sin embarge, mientras
pasa ¢l tiempo, el precio forward esta sujeto a cambios, y el precio de entrega, por supuesto,
se mantiene igual. Por lo tanto, los dos precios no son iguales para cualquier tiempo después
de iniciado el contrato. Generalmente, el precio forward, en un tiempo dado, depende del
vencimiento del contrato. Por ejemplo, el precio forward para un contrato que se compra o
vende a tres meses, difiere de aquél que se compra o vende a 6 meses. Un contrato forward
se colaca exclusivamente al vencimiento. El titular de la posicién corta hace entrega del
activo financiero al titular de la posicién larga en un monto en efectivo igual al precio de

2



entrega. La variable subyacente principal del valor de un contrato forward es el precio de
mercado del activo financiero.

Como se menciond anteriormente, un contrato forward tiene valor cero cuando inicia.
5i, subsecuentemente, el precio del activo financiero sube, el valor de una posicién corta
en un contrato forward baja. Si el precio del activo financiero baja, se genera la situacién
contraria.

Las corporaciones, frecuentemente, inician contratos forward sobre divisas. Considere
las siguientes cotizaciones de la libra esterlina con respecto al délar americano.

Tipo de cémbio
dls. vs libra esterling,

spot 1.8470
30 dias forward 1.8442
90 dias forward 1.8381
180 dias forward 1.8291

La primera cotizacién ignora comisiones y otros costos de transaccion; la libra puede ser
comprada o vendida al contado (es decir, para una entrega virtualmente inmediata) a un
tipo de cambio de $1.8470 ddlares por libra esterlina. La segunda cotizacién indica que e
precio para un contrato forward (o tipo de cambio forward) para comprar o vender libras
esterlinas a 30 dias es $1.8442 d6lares por libra esterlina y as{ sucesivamente. Supongamos
que una empresa tiene que pagar §1,000,000 en 90 dias. La empresa puede elegir, sin costo
alguno, iniciar un contrato forward con posicidn larga para comprar $1,000,000 en 90 dias
por $1,838,100 délares o comprar libras al precio spot, abrir una cuenta bancaria en libras
y hacer el depésito correspondiente. En ambos casos cubre sus divisas del riesgo en el tipo
de cambio del precio que obtendré por las libras al recibirlas. Sin embargo, en la primera
opcidn el costo de la inversidn inicial es cero.

Los contratos forward pueden ser usados para cobertura o especulacién. Un inver-
sionista que piensa que la libra esterlina aumentara su valor con respecto al délar puede
especular tomando una posicién larga en un contrato forward sobre la libra esterlina. Simi-
larmente, un inversionista que piensa que la libra esterlina bajard de valor, puede especular
tomando una posicién corta. Supongamos que el tipo de cambio actual de la libra esterlina
2 90 dias es $1.8600. Un inversionista que tomé una posicién larga en un contrato forward
a 90 dias puede comprar libras por un valor de $1.8381 cuando estas valen en el mercado
$1.8600. En este caso, el inversionista tendrd una ganancia de $0.0219 por libra esterlina.
Similarmente, un inversionista con una posicién corta a tres meses tendrd una pérdida de
$0.0219 por libra esterlina.

Existe una diferencia importante entre especular usande mercados forward y especular
comprando activos subyacentes (en este case, moneda extranjera) en el mercado spot.
Cuando se compran activos subyacentes en el mercado spot se requiere un pago inicial
en efectivo igual al valor total de lo que se compre. Si se utiliza un contrato forward del
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mismo monto de los activos subyacentes, no se requiere pago en efectivo inicial. Por lo
tanto especular usando mercados forward proporciona al inversionista grandes ventajas.

El valor de vencimiento o valor final de una posicién larga en un contrato forward por
unidad de un activo financiero es :
St - K,

donde K es el precio de entrega y St es el precio que presenta el activo financiero al
vencimiento del contrato. Similarmente, el valor final de una posicién corta en un contrato
forward por unidad de un activo financiero es
K - Sr. '

Estos valores finales estdn ilustrados en la figura 1.1. 5i los costos no se han establecido
en un contrato forward, el valor final de los contratos es también la ganancia o la pérdida
total de los inversionistas del contrato. Los contratos forward pueden ser adaptados como
instrumentos de tasas de interés doméstico, asi como de moneda extranjera.

[ Valor final Valor finat

1 5
K T KX Se

(@) @

Figura 1.1. Valores finales de contratos forward. (a) posicién larga. (b} posicién corta. Precio
de entrega=K, precio de los activos financieros al vencimiento=S7.

Por ejemplo, dos empresas acuerdan una tasa de interés annal del 7% la cual se aplicara
a depositos-en periodos de 6 meses, la tasa spot resulté ser diferente de 7%. Una empresa
paga y la otra recibe el valor presente de la diferencia de intereses entre los flujos de
efectivo. Esto es conocido como un Acuerdo de Tasa Forward o Adelantada (FRA).

1.2. CONTRATOS FUTUROS

Un Contrato Futuro, igual que un contrato forward, es un acuerdo entre dos partes para
comprar o vender un bien (commodities) o un activo financiero en una fecha futura por
un cierto precio. Sin embargo, a diferencia de los contratos forward, los contratos futuros
son negociados en una bolsa de futuros. Para que el intercambio sea posible, el contrato
especifica ciertas caracterfsticas estandarizadas. Aunqgue las dos partes del contrato no
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necesariamente se conocen, se proporciona a las dos partes la garantia de que el contrato
serd, respetado & través de la intervencién de una cdmara de compensancidn.

Las bolsas de futuros més importantes donde se negocian este tipo de productos
derivados son la Chicago Board Of Trade y la Chicago Mercantile Exchange. En ambos
mercados se negocian una gran cantidad de contratos sobre bienes y activos. Los bienes
incluyen cerdos, ganado vivo, azdcar, lana, madera, cobre, aluminio, oro y estafio. Los
activos financieros incluyen divisas, bonos y acciones. Un contrato futuro difiere de un
contrato forward en que la fecha exacta de entrega para este 1iltimo usnalmente no estd
estandarizada. El contrato futuro estd disefiado para una entrega en una fecha especifica
en la que la entrega tiene que ser hecha. Para bienes, las fechas de entrega se establecen a
menudo al concluir el mes. El contrato especifica la cantidad de bienes y activos financieros
que serdn entregados.

En el caso de un bien, el contrato futuro también especifica la calidad del producto
v el lugar de entrega. Considere, por ejemplo, un contrato future de trigo, negociado en
la Chicago Board of Trade. El tamafio del contrato es de 500 bushels. Los contratos
tienen cinco fechas de entrega en un afio (marzo, mayo, julio, septiembre y diciembre). El
contrato especifica 1a calidad del trigo y el lugar donde la entrega debe ser hecha.

Los Precios Futuros regularmente son reportados en la prensa financiera. Supongamos
que el primero de septiembre, el precio futuro del oro para diciembre es cotizado en $500.
Con este precio el inversionista puede comprar o vender oro para una entrega en diciembre.
Esto es determinado en el piso de remates de la bolsa de futuros mediante la oferta y la
demanda. Sila mayori de inversionistas quieren asumir mas posiciones largas que cortas,
los precios suben; en ¢aso contrario, los precios bajan; ademds, los precios futuros pueden
cambiar de un dia a otro.

Asimismo, los contratos futuros difieren de los contratos forward en que existen
Mdrgenes de mercado o liquidaciones diarias. Para ilustrar esto, considere a un inver-
sionista que contacta a su corredor de bolsa el primero de septiembre para comprar 100
onzas de oro a $500 por onza que serdn entregados en diciembre del mismo afo. El monto
total del contrato es de $50,000. El corredor requiere que el inversionista deposite fondos
llamados Margen o cuente como garantfa de la inversidn. El monto que serd depositado
en el momento en que el contrato es iniciado se conoce como Margen inicial. Supongamos
que este margen es del 20% del monto en délares del contrato, o $10,000. Cada dia que
se comercia, como los precios futuros cambian, el margen a cuenta es ajustado para re-
flejar lo que el inversionista gana o pierde. Supongamos, por ejemplo, que para el final
del primer dia el precio del oro para diciembre ha disminuido a $490. El inversionista ha
perdido 100x10==$1,000. El balance en el margen a cuenta por tanto se redujo a $9,000.
Similarmente, si el precio sube a $510 el margen a cuenta se incrementa a $11,000. El
inversionista estd en su derecho de renunciar cualquier balance en el margen a cuenta que
exceda al margen inicial. Para asegurar que ¢l balance en el margen a cuenta nunca sea
negativo, existe un Margen de mantenimiento, el cual es algo menor que el margen inicial.
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Si el balance en el margen a cuenta cae debajo del margen de mantenimiento el inver-
sionista recibe una Llamade al mergen y es requerido para ajustar el margen a cuenta de
manera que el margen inicial se nivele inmediatamente. Si el inversionista hace caso omiso
de esta llamada al margen, el corredor cierra la posicidn cancelando €l contrato. En este
caso el inversionista clerra la posicién neutralizando el contrato que existe para vender 100
ongas de oro para una entrega en diciembre.

TABLA 1.1 Operacién de margenes para un contrato futuro

PRECIOS  GANANCIA GANANCIA BALANCE LLAMADA
DE AL
FUTUROS  DIARIA ACUMULADA CUENTA MARGEN

DiA (PERDIDA)  (PERDIDA)

0 500 10,000
1 490 (1,000) (1,000) 9,000
2 495 500 (500) 9,500
3 492 (300) (800) 9,200
4 488 (400) (1,200) 8,800
5 475 (1,300) (2,500) 7,500
6 478 (300) (2,200) 7,800
7 469 {900) (3,100) 6,900 3,100
8. 468 (100) (3,200) 9,900
9 474 (600) (2,600) 10,500
65 520 2,000

La tabla 1.1 ilustra la operacién del margen & cuenta para una posible secuencia de precios
futurcs en el caso del inversionista considerado anteriormente. El margen de manteni-
miento, para ilustrar los propdsitos de este ejemplo, serd de $7,000. En el séptimo dia el
balance de] inversionista cae $100 debajo de este nivel, con lo que resulta que el corredor
requiere de un margen adicional de $3,100. La tabla indica que el inversionista paga. este
margen para cerrar el negocio en el dia ocho.

El precio futuro, cuande la entrega se lleva a cabo, puede ser el mismo que el precio
spot en este tiempo. En la tabla 1.1 vemos que este precio es $520 por onza y que se hace la
entrega en el dia 65, por lo que el inversionista tiene una ganancia de $2000 en la vida total
del contrato. Si el inversionista ha tomado una posicién corta en lugar de una posicion
larga, los signos del efectivo en las columnas 3 y 4 pueden ser invertidos. El inversionista
ganara si el precio decrece y perderé si el precio aumenta. Un precio acumulado que se
incremente en $30 0 mds conducird a una llamada al margen.

Un inversionista generalmente ganar3 intereses en el balance de su monto al margen siempre
que el balance en el monto no represente un costo verdadero. A menndo, los bonos del
tesoro son usados para satisfacer los requerimientos del margen.



La diferencia esencial entre un contrato futuro y un contrato forward es el costo de
oportunidad de efective. En un contrato forward se produce la liquidacién al final del
contrato, mientras que en un contrato futuro se liquida sobre bases diarias. Iniciar un
contrato forward para comprar oro por $500 la onza a 65 dias, en el ejemplo de la tabla 1.1
también lleva a una ganancia acumulada de $2000. Sin embargo, la ganancia neta puede
ser realizada al final de la vida del contrato.

Como se mencioné anteriormente €l cumplimiento de las partes de un contrato futuro
es garantizada por la Camara de compensacién. Dela misma forma en que los inversionistas
son requeridos, las casas de bolsa también son requeridas por la cdémara de compensacién
para mantencr mérgenes con ellos. Asi, en el dia 1 del ejemplo, el monto al margen de los
clientes con la casa de bolsa y ésta a su vez con la cdmara de compensacién se reduce en
$1,000; el dia 2, ambos montos se incrementan en $500, y asi sucesivamente.

Del mismo modo que los contratos forward, los contratos futuros pueden ser usados
para cubrir un cambio en el precio de los activos subyacentes. Por ejemplo, un granjero
que tendrd trigo para vender en tres meses puede fijar el precio tomando una posicién
corta a tres meses en un contrato futuro de trigo. Similarmente, un molinero puede fijar el
precio al que serd pagado en tres meses si toma una posicién larga en el mismo contrato.
Los contratos futuros pueden ser usados también por especuladores; similar & los contratos
forward, ellos tienen més ventaja sobre los correspondientes contratos futuros por que se
requiere de una inversién relativamente pequeiia. Una persona que siente que el precio spot
a tres meses excederd los precios futuros a tres meses puede comprar contratos futuros;
mientras que una persona que cree lo contrario puede vender contratos futuros. Finalmente,
es importante notar que en una-basta mayorfa de contratos futuros la entrega nunca es
hecha. El titular del contrato normalmente cierra su o sus posiciones antes del vencimiento
para iniciar un nuevo confrato compensado con el mismo mes de entrege que el contrato
original. En contraste, Ia entrega se hace normalmente en un contrato forward,

1.3. OPCIONES

Las Opciones sobre acciones primeramente fueron negociadas como un tipo de intercambio
organizado en 1973. Desde entonces han tenido un alto crecimiento en los mercados de
opciones. Las opciones son ahora negociadas en miltiples formas de intercambio por
todo el mundo. Estdn disponibles sobre acciones, indices de acciones, moneda extranjera,
instrumentos de deuda, bienes y contratos futuros.

Existen dos tipos bdsicos de opciones. Una opcién Call proporciona al titular el
derecho de comprar activos financieros en una cierta fecha por un precio establecido. Una
opcidn Put proporciona al titular el derecho de vender los activos financieros en una cierta
fecha por un precio establecido. El precio en el contrato es conocido como el Precio de
ejercicio o precio notable; la fecha en el contrato es conocida como la fecha de expiracidn,
fecha de ejercicio o fecha de vencimiento. Existen dos tipos bésicos de opciones: Ameri-
canas y Furopeas. Una opcién Americana puede ser gjercida en cualquier periodo fuera
de la fecha de vencimiento. Las opciones Europezs solo pueden ser ejercidas en la fecha
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de vencimiento. La mayoria de las opciones que son negociadas en las casas de bolsa son
Americanas, sin embargo, las opciones Europeas son generalinente més faciles de analizar
que las opciones Americanas, y algunas de las propiedades de una opc16n Americana son
frecuentemente deducidas de sus homdlogas Europeas.

Se debe enfatizar que una opcién proporciona al titular el derecho de hacer o decir
algo, pero no tiene porque ejercer este derecho. Este hecho distingue las opciones de los
forwards y los futuros donde el titular estd obligado a comprar o vender los bienes. Note
que, mientras no hay costos {excepte por margenes) al iniciar un contrate forward o un
future, un inversionista debe pagar para comprar un contrato de opciones.

Considere la situacién de un itversionista que compra 100 opciones call Europeas de
acciones IBM con un precio de ejercicio de $140. Suponga que ¢l precio spot de las acciones
es $138, la fecha de vencimiento de la opcién es en dos meses, y el precio de la opcidn es §5.
Si las opciones son Europeas, el inversionista puede ejercer sélo al vencimiento; si el precio
de las acciones en esta fecha es menor que $140, el titular claramente elige no ejercer su
derecho (no conviene comprar por $140 una accién que tiene valor de mercado menor que
$140). En estas circunstancias, el inversionista pierde la totalidad de la inversién inicial de
$500. Si el precio de las acciones est4 arriba de $140 en la fecha de vencimiento, la opcién
seré ejercida. Suponga por ejemplo, que el precio de la accién es de $155. Para ejercitar
la opcién el inversionista debe ser capaz de comprar 100 acciones a un precio de $140 por
accién. Silas acciones son vendidas inmediatamente, el inversionista tendra una ganancia
de $15 por accién o $1,500 en total, ignorando costos de tramsaccién. Cuando el costo
inicial de la opcién es tomado en cuenta, la ganancia neta del inversionista es de $10 por
opcién o $1,000 en total. La figura 1.2 muestra la manera en la cual la ganancia/pérdida
neta por opcién varia con el precio final de la accién.

Utitidad
0
0T
wh
s 1 1 1 I 1 1 - Precio final de
110 120 130 14t/ 156 160 1’70 las acciones

Fig.1.2. Utilidad por comprar una opcién call Europea de acciones de IBM. Precio de la
opcién=3%5. Precio de ejercicio=$140

Mientras el comprador de una opcién call espera que el precio de una accién aumente,
el comprador de una opcidn put espera que baje. Considere un inversionista que compra

100 opciones put Europess de Exxon con un precio de ejercicio de $90. Suponga que el
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precio actual es de $86, la fecha de vencimiento de la opcidn es de tres meses y el precio
de la opcién es de $7. Si las opciones son Europess, se ejercerén sélo si el precio de las
acciones estd debajo de $90. Suponga que el precio de las acciones es de $65 en esta fecha.
Fl ipversionista puede comprar 100 acciones de $65 por accién y, bajo los términos de
la opcién put, vender la misma accién en $90 y tener una ganancia de $25 por accién o
$25,000 en total (nuevamente los costos de trapsaccién son ignorados). Cuando el costo
inicial de la opcién es tomado en cuenta, la ganancia neta del inversionista es $18 por
opcidén, o $18,000 en total. De hecho, si el precio final de la accién estd arriba de $90, la
opeién put termina sin valor y el inversionista pierde $7 por opcién, o $700 en total. La
figura 1.3 muestra cual seria la pérdida/ganancia del inversionista por opcién con el precio
final de la accién.

Utilided

) ! | ] ] 1 1 . _, Precio final de
60 7 80 \ ) 160 110 120 lasacciones

Fig.1.3. Utilidad por comprar una opcién put Europea de acciones de Exxon. Precic de la
opcién=387. Precio de ejercicio=$90

Como se mencion6 anteriormente, las opciones de acciones son generalmente Ameri-
canas en vez de Europeas. Esto muestra que el inversionista no tiene que esperar hasta
la fecha de vencimiento para ejercer la opcién. Veremos mds adelante que existen algu-
nas caracteristicas bajo las cuales es éptimo el ejercicio de opciones Americanas antes del
vencimiento,

Existen dos posturas para cualguier contrato de opcicnes. Por un lado estd el inver-
sionista que toma la posicién larga {es decir, compra la opcién). Por el otro lado esté el
inversionista que toma la posicién corta (es decir, vende o emite la opcién). El emisor de
una opcién recibe efectivo por adelantado, pero contrae responsabilidades potenciales. Su
o sus ganancias/pérdidas son lo contrario para el comprador de la opcién. Las figuras 1.4
y L.5 muestran la variacién de las ganancias/pérdidas con el precio final de las acciones
para Jos emisores de las opciones consideradas en las figuras 1.2 y 1.3.



Utikdad

1 1 1 { 1 { 1 4 Pracio ﬁnal de
1o 120 130 140 158 160 170 las acciones

Fig.1.4. Utilidad por emitir una opcién call Europea de acciones de IBM. Precio de la opcidn
$5. Precio de ejercicio=$140

Thilidad

0 1 1 1 L t.. 1+, Precio final de
6 70 80 9¢ 100 110 120 las acciones

Fig.1.5. Utilidad por emitir una opcién put de acciones de Exxon. Precio de la opcién=3%7.
Precio de ejercicio=890

Existen 4 posiciones basicas para las opciones:
1. Una posicidn larga en una opcién Call.
2. Una posicion larga en una opeién Put.
3. Una posicién corta en una opeién Call.
4. Una posicioén corta en una opcién Put.

EFs a menudo dtil caracterizar las posiciones de las opciones Europeas en términos de la
utilidad del inversionista al vencimiento. El costo inicial de la opcién no esté incluido en
el caleulo. Si X es el precio de gjercicio y St es el precio final del activo financiero, la
utilidad de una posicién larga en una opcién call Europea es

max[St — X, 0]
Esto refleja el hecho de que la opcién serd gjercida si 1 > X ¥ no serd ejercida si St < X.
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La utilidad del titular de una posicién corta en una opcién call Europea es:
—max[Sy — X, 0]

La utilidad del titular de una posicién larga en una opcién put Europea es:
max[X — St,0]

v la utilidad del titular de una posicidén corta en una opcién put Europea es:
—max|X — ST,‘O]

La figura 1.6 ilustra el perfil de utilidades graficamente.

Valor final Valor fizal

Valor firal Valor firal

x / ] T
) (dy

Fig.1.6. Liquidaciones de las posiciones de las opciones Europeas: {a) call largo, (b) call
corto, (c) put largo, (d) put corto. Precio de ejercicio=X. Precio de los activos financieros al

vencimiento=S7

No hay razén para que el agente de la bolsa requiera margen de un cliente que toma
una posicién larga en una opeién (i.e. compra). Esto es porque el valor de la opcién nunca
puede ser negativo. Lo peor que puede pasar es que el cliente punca ejerza y pierda toda
la suma pagada de la opcién. Los mérgenes son requeridos de los clientes cuando desea
emitir opciones. La posicién del cliente es monitoreada diaramente, como en €l caso de
los contratos futuros en que las llamadas al margen son hechas cuando hay movimientos
adversos en el precio de los activos financieros. '

Las opciones, al igual gue los contratos futuros, tienen formas estandarizadas que son
determinadas por la casa de bolsa. Normalmente, son propuestas para diferentes fechas
de vencimiento y diferentes precios de ejercicio. Por ejemplo, el Chicago Board Options
Exchange actualmente negocia opciones Americanas de acciones de la Mobil Oil, las cuales
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tienen vencimiénto a nueve meses. Las opciones expiran en fechas especificas en febrero,
mayo, agosto, y noviembre; asi como tres fechas de vencimiento que son usadas en cualquier
periodo. La fecha precisa de vencimiento es el sdbado siguiente al fercer viernes del mes en
que expira el contrato. Los precios de ejercicio estdn en intervalos de $5. En el momento
de emitir el contrato, el precio de las acciones de Mobil es por ejemplo $513 y los precios
de ejercicio varfan de $40 a §55.

Cuando las opciones son usadas por especuladores, éstos proporcionan una influencia
extra. Para ilustrar este punto, supongamos que el precio de las acciones es $32 y un
inversionista que siente que subirdn, compra opciones call con un precio de ejercicio de
%35 a $0.50 por opcidn. Si el precio no llegéd arriba de $35 durante la vida de la opcidn,
¢l inversiénista perderd $0.50 por opcidn {0 100% de su inversién). Sin embargo, si el
precio aumenté a $40, el inversionista tendrd una utilidad de $4.50 (o 900% de su inversidn
original}.

Al igual que los productos derivados, las opciones pueden ser usadas como cobertura
asi como para especular. Por ejemplo, un inversionista que ya posee una accidn puede
cubrirse contra un precio que estd debajo de un nivel X, comprando una opcién put con
precio de ejercicio X . 3i el precio de la accién cae debajo de X, la opcidn put sers ejercida
y se obtendra el precio X para la accién .

Finalmente, un tipo particular de opcién que vale la pena mencionar es un warrant.
Este es una opcién call emitida por una empresa sobre sus acciones. A menudo es adi-
cionado a las deudas de la corperacién como un “dulcificante 7. La fecha y el precio de
ejercicio de un warrant no tiene porque corresponder a los estdndares de una casa de bolsa
en particular. Sin embargo, una vez que ha sido emitido por la empresa, el warrant es a
menudo negociado en una casa de bolsa. Las opciones call sobre una accién y los warrant
difieren en un aspecto: cuando la opcién call es ejercida, el emisor de la opcidén demanda
al titular las acciones que ya han sido emitidas por la empresa. El emisor usa las acciones
que ya tiene y compra de la manera usual. Cuando un warrant es ejercido, la empresa
emite nuevos bonos a cambio, por el precio de ejercicio especificado en el contrato.

1.4. COMERCIO DE OPCIONES QUE IMPLICAN ESTRATEGIAS

Las opciones son productos muy flexibles. Estas obtener permiten una gran variedad de
patrones de dividendos.

Un Spread combina dos o més opciones del mismo tipo {i.e. dos o més calls o dos 0 mas
puts). Los tres spread mds comiinmente usados, se componen de opciones call Europeas
que tienen la misma fecha de vencimiento, estos son el spread vertical a la alza, el spread
vertical o lo baja y el spread mariposa.
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El spread vertical a la alza, el cual se ilustra en la figura 1.7a se obtiene al comprar
un call con precio de ejercicio, Xy, y vendiendo un call con precio de ejercicio, Xs, donde
X5 > X;. Siel call con precio de ejercicio menor, Xy, es mds rentanble, el spread vertical
a la alza requiere una inversién inicial.

Utidad e
y
%
/7 Call largo
[ 7 N
AN
0 I + Sp
* e X N
7 N call cotto
. N
- ~
————— - @ S

Fig.1.7.a Spread vertical a la alza

El spread vertical a a la baja, el cual se ilustra en la figura 1.7b se crea de vender
un ¢all con precio de ejercicio, X1, y comprando un call con precio de gjercicio X», donde
Xz > X;. Esta estrategia genera efectivo inmediato.

Utlidad
————————— - Call largo ~
N 7
~ e
N s
~ ’
AN ’
N e
~ s
i} 1 X, 1 — 3,
X T
\ Call corto
N
) N

Fig.1.7.b Spread vertical a la baja
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El spread mariposa, el cual se ilustra en la figura 1.7¢ puede ser considerada como una
combinacién de un spread vertical a la alza y un spread vertical a la baja. Esto implica
comprar un call con precio de ejercicio, Xy, comprar un call con precio de ejercicio Xo, v
vender dos calls con un precio de ejercicio Xj3.

Utiidad PE=precio de equilibri

Fig.1.7.c Spread vertical mariposa

Una Combinacidn es una mezcla de opciones de diferentes tipos. lLas cuatro com-
binaciones comiinmente usadas pueden ser creadas de opciones Europeas con el mismo
vencimiento. Estas son, el Straddle (asiento) mds bajo, el Straddle mds alto, la combi-
nacidn vertical mds baje y la combinacion vertical mds elte.

El straddle més bajo, el cual se ilustra en la figura 1.8a, implica comprar un call y
comprar un put con el mismo precio de ejercicio, X.

Utiidad Cal largo

Fig.1.8.a Straddle més bajo,
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El straddle mas alto, el cual se ilustra en la figura 1.8b implica vender un call y vender
un put con el mismo precio de gjercicio X.

Utilidad

~
s Call corto

/ ®

Fig.1.8.b Straddle mas alto.

La combinacion vertical mds baja, Ia cual se ilustra en la figura 1.8¢, implica comprar
un call y un put con diferentes precios de ejercicio, X7 y Xo.

Utilidad
N Calllargo
N

N /

1 1 8,
0 X X/ T

v

o N ruw

Fig.1.8.c Combinacién vertical inferior.
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Una combinachén vertical mds alta, la cual se ilustra en la figura 1.8d implica vender
un call y un put con diferentes precios de gjercicio, X; y Xo.

Utllidad
Call corto
- — - - - Put corto
e ——— -
s
rd
'
7N
V
0 il \ﬁl s
2,/’ Xs T
e AN
y .
N
d C) ~
AN

Fig.1.8.d Combinacién vertical superior

1.5. SWAPS (INTERCAMBIOS})

Los Swaps son la mds reciente innovacién en los mercados financieros y que las contingencias
exigian se consideraran hace ya algin tiempo. El primer contrato swap fué iniciado en 1981
v desde entonces, este mercado ha crecido répidamente. The International Swap Dealers
Association estims que alrededor de $300 billones en contratos fueron emitidos en 1986.

Un swap implica un acuerdo privado entre dos partes para intercambiar efectivo a
ciertos tiempos en el futuro y con alguna férmula de preacuerdo. El efectivo puede estar
en la misma moneda o en diferentes monedas. La férmula determina la cantidad de efective
¢ implica alguna variable subyacente, la cual es una tasa de interés LIBOR! a seis meses;
sin embargo, son usadas algunas veces otras variables.

El swap mds bdsico es un “plain vainiila ”{swap de tasa de inferés). La vida de un
swap fluctua entre de 2 y 15 afios. En éste, una parte, X, acuerda pagar a la otra parte,
Y, efectivos iguales a una tasa de interés fija predeterminada sobre un concepto principal
por un cierto nimero de afios. Al mismo tiempo, la parte Y acuerda pagar a la parte X

! Six-month LIBOR quiere decir Short for six-month London Interbank offer Rate, y es una tasa de interés que
es ofrecida por bancos sobre depdsitos a 6 meses de otros bancos. Es frecuentemente usada como una referencia
a la tasa de interés para prestar en mercados financieros internacionales. Cambia continuamente de la misma
manera a como cambian las condiciones econdmicas, Para entender como es usada, considere un préstamo donde
la tasa de interds es LIBORA-0.5% a seis meses, La vida del préstamo est4 dividida en periodes de 6 meses.
Para cada periodo, la tasa de interés es colocada al 0.5% p.a. arriba de la tasa LIBOR a 6 meses en el inicio del

periodo,
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efectivos iguales a una tasa de interés flotante sobre el mismo concepto y por el mismo
periodo de tiempo. Las monedas de los dos se colocan a la misma tasa de interés sobre el
flujo de efectivo. En cada fecha de pago de intereses, el acuerdo especifica que una parte
envia un comprobante por la diferencia entre los dos pagos de intereses a la otra parte.

Hustraremos una posible razén para garantizar el intercambio. Consideremos que la
empresa A y la empresa B desean pedir prestados $10 millones por 5 afios y les han ofrecido

las tasas mostradas en la tabla 1.2

Tabla 1.2. Tasas ofrecidas a las Empresas A y B.

FIJA FLOTANTE
EMPRESA A 11% LIBOR+1.0%
EMPRESA B 10% LIBORA+0.5%

Supongamos que la empresa A desea el préstamo a fondos de tasa fija, mientras que
la empresa B desea el préstamo a fondos de tasa flotante. Es claro que la empresa A tiene
menos confianza crediticia que la empresa B, por lo que pagard intereses més altos en
ambos créditos. Sin embargo, mientras que paga 1% mds que la empresa B en tasa fija,
sdlo paga 0.5% mdés en tasa flotante. Esto puede ser porque, como su confianza crediticia
es menor, encuentra mas dificultad para acceder al mercado de tasas fijas. Por lo tanto, la
empresa A tiene cierta ventaja sobre la empresa B en el mercado de tasas flotantes. Por
lo mismo, la empresa B tiene cierta ventaja sobre la empresa A en el mercado de tasas
fijas. Esta aparente anomalia permite un intercambio en las tasas de interés y es arreglada
por una Institucién financiera de tal manera que ambas empresas ganan y la instituecién
financiera hace un spread positive.®

Cada empresa A y B pide prestado en el mercado donde ellos tienen ventaja compa-
rativa, La empresa A pide prestado fondos a tasa flotante al LIBOR+1%; la empresa B
pide prestado fondos a tasa fija al 10%. El efecto del intercambio de tasas de interés cs
convertir ¢l préstamo de la empresa A en préstamo de tasa fija (que es lo que originalmente
deseaba la empresa A) y convertir el préstamo de la empresa B a tasa flotante (que es o
que la empresa B deseaba inicialmente).

La empresa A acuerda pagar 9.80% de interés a la institucién financiera y recibe la LIBOR
a cambio. La empresa B acuerda pagar a la institucidn financiera la LIBOR y recibe 9.70%
a cambio. Todos los pagos de intereses son calculados sobre un concepto principal de $10
millones y continuar por 5 afics, El monto principal no es intercambiado. Hay que hacer
notar que la institucién financiera ha separado los contratos con las dos empresas. Si la
empresa A incumple a sus compromisos, la institucion financiera atin tiene en cumplimiento
su contrato con la empresa B y viceversa.

2 Aunque extensamente parece gser la razdén de intercambios, la ventaja comparativa requiere deudas de

mercado y el argumento es ineficiente en alguna forma y ha recibido algunes criticas.
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Un posible arreglo se ilustra en la figura 1.9.

9.50% 9.70%

13 . - *
Empresa & M 1"-"““‘}”-"" Exipresa B

LIBOR LIBOR

Fig.1.9. Tasa de interés de flujo de efectivo en un plain vainilla de una tasa de interés swap.

Cuando las deudas exteriores de las dos empresas son tomacas a cuenta, obtenemos
la figura 1.10. La empresa A recibe LIBOR y paga LIBOR+1.0% p.a. Cualquiera que sea
la tasa de interés LIBOR, la empresa A pierde 1.0% por afio sobre el efectivo de la base
LIBOR. Por esto, paga en total una tasa de interés fija de 9.80%+1.0%=10.80% p.a. La
empresa B recibe intereses de 9.70% p.a. y paga al 10% p.a. Asi, pierde 0.30% p.a. sobre
efectivo a una tasa fija y al final paga LIBOR+0.30% p.a.

2.80% 9.70%

Institicdn . Evpresa B |
Financiera LIBOR, 10%

4—————] Empresa A .
LIBOR LIBOR
+1%

-Fig.l.lﬂ. Tasa de interés de flujo de efectivo del swap y préstamos externos

Veamos porqué las tres partes se benefician del intercambio. La empresa A pide
prestado al 10.80% p.a. en vez del 11% p.a. si va directamente a los mercados de tasa
fija. La empresa B pide prestado al LIBOR+0.30% en vez del LIBORA-0.50% p.a. si va
directamente a los mercados de tass flotante. En ausencia de fallas, 1a institucion financiera
gana 0.10% p.a. sobre el capital principal. Note que la ganancia total de las tres partes es
0.50% p.a. Esta ganancia total puede ser calculada anticipadamente. Esto es a — b, donde
a es la diferencia entre las tasas que enfrentan las empresas en mercados de tasa fija y b es
la diferencia entre las tasas que enfrentan las empresas en mercados de tasa flotante. En
nuestro ejemplo a = 1.0% y b = 0.5%.

La tasa de interés de intercambio ha sido considerada como un derecho contingente
de la tasa de interés LIBOR, a seis meses. Como la tusa LIBOR aumenta, el valor del
intercambio de A aumenta y el valor de intercambio de la empresa B cae. Si la tasa
LIBOR. cae, sucede lo contrario.

Otro tipo de swap muy usado es el Swap de moneda. En éste, el capital y los pagos
de intereses sobre un préstamo en una moneda son intercambiadas por capital y pago
de intereses sobre un préstamo similar en otra moneda. Estas acciones son similares al
intercambio de tasas de interés en las que el efecto del swap por cada parte convierte un
préstamo determinado en la otra moneda.
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1.6. OTROS PRODUCTOS DERIVADOS

Los productos derivados especializados a menudo forman parte de deudas o de emisién
de acciones.  Algunos de estos pueden ser vistos como combinaciones de productos que ya
han sido mencionados en este capitulo. Otros son més complejos. Las posibilidades para
designar nuevos e interesantes valores derivados son virtualmente ilimitados.

Primeramente notemos que una emision de deuda pueda ser vista como un producto
derivado. Supongamos que A es el valor total de deuda emitida por una empresa, y para
simplificar las cosas se supondri que el vencimiento de las deudas son al mismo tiempo. Si
V es el valor de los activos financieros de la empresa al vencimiento de la deuda, el valor
de la deuda en el periodoes AsiV > Ay Vsi V < A, estoes

min{A4, V),

esto es Jo mismo que
A —max(0, A - V),

lo cual es equivalente a que el titular de la deuda hubiera emitido una opcién put con
precio de gjercicio A sobre el valor de la empresa.

Los Bonos convertibles son un tipo comin de productos derivados. El titular de éstos
tiene el derecho de intercambiar bonos convertibles por acciones que la empresa emite a
ciertos periodos en el futuro acorde a cierto radio de intercambio. Las caracteristicas de
un bono convertible son similares a las de una opcidn, sin embargo, el precio de ejercicio es
igual al valor del bono y por eso no es constante. Muy a menudo surge una complicacién
adicional en que el bono es Requerido, esto es , puede ser recomprado por el emisor a
un cierto precio en un tiempo futuro. Una vez que los bonos han sido requeridos, el
titular siempre puede escoger entre primero convertirlos o recomprarlos. Asi, el efecto
de la llamada provisional frecuentemente proporciona al emisor el derecho de forzar una
conversion de los bonos en acciones en un tiempo menor que los titulares pueden escoger
de otra manera.

Otro tipo de productos derivados, Las opciones de liguidez de rendimiento, LYON,
fueron creadas por Merril Lynch en 1985. Un Lyon es un cupén cero convertible, el cual
es requerido por el emisor y amortizado por el titular. El precio al cual el titular puede
amortizar {o put) el bono y el precio al cual el emisor puede requerir €l bono se incrementa
conforme pase el tiempo.

En 1986, 1a Estandar Oil emitié una serie de bonos cupén-cero lo cual implicd un nuevo
producto derivado. Sumados a los $1,000 del valor al vencimiento, la empresa prometié
pagar un monto basado en el precio del petrdleo presente en el momento del vencimiento.
Fu el caso de los 1990 bonos, este monto adicional fué igual al producto de 170 y el exceso
{si es que existe) del precio de un barril de petréleo al vencimiento fué arriba de $25. Sin
embargo, el monto méximo adicional pagado fué limitado a $2,550, lo cual corresponde a
un precio de $40 por barril.
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En 1985, la Bankers Trust Desarrolld las opciones Indice de moneda o ICONs. Estos
son bonos en los cuales €l monto recibido por el titular al vencimiento varfa con el tipo
de cambio internacional. Si el tipo de cambio excede algiin monto, el titular de los bonos
recibe el valor nominal. Si el tipo de cambio es menor que este monto, el titular de los
bonos recibe menos que el valor nominal. La Bankers Trust primero emitié un ICON para
el Long Term Credit Bank of Japan. El ICON especifica que si el tipo de cambio del yen
con respecto al ddlar es més grande que 169 yen por dédlar al vencimiento {en 1995), el
titular del bono recibe $1,000. Sies menor que 169 vens por délar la cantidad recibida, por
el titular del bono se reduce por

169
ma,x[o, (1000)(79- - 1)]
v si el tipo de cambio es menor que 84.5, el bono tiene valor cero al vencimiento.

Un Contrato forward de rango (contrato forward flexible) es otro ejemplo interesante
de un producto derivado. Supongamos que el 10 de marzo de 1988 una empresa norteameri-
cana encuentra que se requieren libras esterlinas en periodos de 90 dias. Como se discutié
en la secc.1.1, puede iniciar un contrato forward por $1.8381 por libra. Alternativamente,
una banda de cambio para un forward de rango se coloca, digamos, de $1.800 a $1.870 por
libra. Al vencimiento, si el tipo de cambio es menor que $1.800 por libra, la empresa paga
$1.800 por libra; si estd entre $1.800 y $1.870, la empresa paga el tipo de cambio presente;
si es mds grande que $1.870 la empresa paga $1.870. Al igual que un contrato forward
regular, un contrato forward de rango esti normalmente estructurado y es iniciado con
valor cero para ambas partes.

Algunos productos derivados implican restringir las variaciones en las tasas de interés
sobre préstamos en las tasas flotantes, El warrent capuchon (Caps) es tal que la tasa nunca
subird de algin nivel. El warrant collar {Collars) es tal que la tasa nunca estard arriba
de un nivel ni debajo de otro nivel. Algunas veces estén estructurados para garantizar
un rango para la tasa promedio durante la vida del préstamo més que para garantizar un
rango para la tasa en cualquier tiempo. Como recurso natural, algunss empresas desarro-
llan productos derivados innovadores, los cuales implican el precio de los bienes producidos
por estas empresas.

Los bonos de la Standar Oil, donde el pago ¢s unido al precio del petréleo, ya ha
sido mencionade. Echo Bay Mines LTD., que es una empresa canadiense comprometida
en Ja produccidén de oro, nos proporciona otro ejemplo; en 1981, esta empresa produjo
$80 millones de délares canadienses a través de una emisién de acciones prefernciales y
garantizando compras de oro. El oro produjo warrants que son divididas en cuatro clases
de acuerdo a su vencimiento. Las fechas de vencimiento fuerom ¢l 31 de enero de 1986,
1987, 1988 y 1989. El precio de cada warrant fué de $595 délares americanos por onza.
Sin embargo, los warrants serfan ejercidos sélo si Echo Bay encontraba ciertos niveles de
produccidn antes de la fecha de ejercicio y si, ademads, ciertas condiciones se satisfacian.
Asi, el valor de los warrants dependia de una forma compleja del capital de la empresa,
asi como del precio del oro.
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CAPITULO 2

RESUMEN
CONTRATOS FORWARD Y FUTUROS

En este capitulo presentarernos algunos conceptos correspondientes a contratos Forward y
Futuros. Los contratos forward son generalmente mis ficiles de analizar que los contratos
futuros porque implican un pago simple al vencimiento. Consecuentemente, la mayor
parte del andlisis en la primera parte del capftulo estd dirigido hacia la determinacién de
los precios forward en vez de los precios futuros. Afortunadamente, podemos mostrar que
los precios forward y los precios futures son, generalmente, muy parecidos uno del otro
cuando el vencimiento de los dos contratos es el mismo. La forma de obtener los resultados
para los precios forward puede ser utilizada también para futuros.

Es importante distinguir entre activos financieros que se usan Unicamente para in-
versién por un nimero bastante significativo de inversionistas y aquellos que son man-
tenidos casi exclusivamente para el consumo. Los precios forward y futuros para los
primeros pueden ser determinados de una forma relativamente sencilla, mientras que para
los segundos no es asf. A través del trabajo encontraremos que es necesario hacer la misma
distincién cuando se valuan opciones y otros productos derivados mds complicados.

2.1. TASAS CONTINUAMENTE COMPUESTAS

Como primer punto, mostraremos que las valuaciones estén en términos de tasas de interés
continuamente compuestas. El lector que ya esté familiarizado con el andlisis de contratos

forward y futuros basados en tasas de interés que estdn compuestas anual, semestral, o en
alguna otra forma, puede prescindir de esta seccién sin pérdida de generalidad subsecuente.
Las tasas de interés continuamente compuestas son usadas de tal forma que una gran
mayoria de las valuaciones de opciones, v otros productos derivados mds complicadoes, son
calculadas en el sentido que son usados para trabajar con ellos.

Considere un capital invertido por n afios 2 una tasa R por afio. Sila tasa es compuesta
anualmente, el valor final de la inversién es

A(l+ R)™.

Si estd compuesta por m periodos por afio, el valor final de la inversién es

A(l + g)mn.
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Cuando m se incrementa, la frecuencia de componer también se incrementa. En el limite
tenemos que m — oo la tasa R estd continuamente compuesta y el valor final de la inversién

serd
Rn
Ae™™,

donde e = 2.71828, Para propésitos practicos, los compuestos continuos pueden ser coun-
siderados como equivalentes a diaramente compuestos. Componer una cantidad de dinero
a una tasa R continuamente compuesta por n afios implica multiplicar por ef*. Descuentos
en una tasa continuamente compuesta implica multiplicarla por e~ %=,

upongamos que F; es una tasa de interés continuamente compuesta es un
Supongamos que R; tasa de interé t te compuesta y Ra a tasa
compuesta equivalente a m periodos por afio. De lo anterior tenemos que

AP = A1+ %—)m,

Roym
=)

e =(1 +

entonces
Ri=m ln(l + Eg.),
m

Ry = m(e% -1),

donde In es la funcidn logaritmo natural. Estas ecuaciones pueden ser usadas para convertir
una tasa cuando la {recuencia compuesta es m veces por afic a una tasa continuamente
compuesta y viceversa.

Ejemplo 2.1. Considere una tasa de interés que es cotizads al 10% anual,
compuesta semestralmente. La tasa continiamente compuesta es

2 In{1 + 0.05) = 0.09758,
0 9.758% .
Ejemplo 2.2. Suponga que un banco cotiza la tasa de interés sobre préstamos
en 8% anual, continuamente compuesta y los intereses deberdn ser pagados trimes-
tralmente. La tasa equivalente es

4(e*"% — 1) = 0.0808,

u 8.08% anual. Esto muestra que sobre un préstamo de $1000, los pagos requeri-
dos cada trimestre serdn de $20.20,
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2.2. PRECIOS FUTURQOS

Como se menciond en el capitulo 1, los contratos futurcs son negociados sobre un gran
ntimero de activos financieros en la mayoria de las casas de bolsa. En este capituloe se
reproducen resultados tedricos correspondientes a, los precios de los futuros. Nuestro en-
foque serd considerar primero los precios forward y después examinar la relacion entre
los precios forward y futurcs. Suponemos que no hay costos de transaccidn, que todas
las ganancias (as{ como las pérdidas) estdn sujetas a la misma tasa de impuestos, y los
mercados participantes pueden pedir prestado o prestar dinero a la misma tasa de interés
libre de riesgo.

2.3. ARBITRAJE

Muchos de los argumentos en este capitulo, y mas adelante en este trabajo, estan basados
en lo que es conocide como Arbitraje. El arbitraje implica seguridad de obtener beneficios
con bajo riesgo y simultdneamente iniciar transacciones en dos o méas mercados diferentes.
Tomando un ejemplo simple, considere un valor que es negociado en el NEW YORK
STOCK EXCHANGE y en ¢l LONDON STOCK EXCHANGE. Supongamos que el precio
de una accidén es de $172 délares en New York y £100 en Londres al mismo tiempo donde el
tipo de cambio es de $1.7500 délares por libra. Un arbitro puede comprar simultdneamente
la accién en New York y venderla en Londres. Esto puede generar una ganancia de $3 por
accién comprada. Los costos de transaccién pueden, probablemente, eliminar esta ganancia
pars un pequefio inversionista. Sin embargo, una gran casa internacional de inversiones
 que tiene costos muy bajos de transaccién en el mercado de valores y en el mercado de
intercambio extranjero puede encontrar en el arbitraje una oportunidad atractiva.

La oportunidad de arbitraje tal y como se ha descrito puede no ser adecuada a la larga.
Como el 4rbitro compra el valor en New York, las leyes de oferta y demanda causardn que
el precio del délar aumente. Similarmente, como él vendis el valor en Londres, €l precio
de la libra esterlina tenderd a la baja. Muy rapidamente los dos precios serdn equivalentes
cuando se use el tipo de cambio de la moneda. Efectivamente, la existencia de “codicia de
beneficio” de los drbitros hace poco probable que pueda existir, en primer lugar, una mayor
disparidad entre la libra y el ddlar. Generalizando este ejemplo, podemos decir que la
existencia de arbitros es poco significativa en la préctica y las oportunidades de arbitraje
son observadas en los precios que son cotizados en la mayoria de los mercados financieros.

En este capftulo se supone que la relacién entre el precio forward (o futuro) y el pre-
cio spot es tal que no hay oportunidades de arbitraje. En la siguiente seccién iniciamos
nuestras suposiciones sin costos de fransaccién, todas las ganancias comerciales estan su-
jetas a la misma tasa de impuesto, v no se diferencia entre las tasas de pedir prestado
y prestar. Notemos que no se requiere gue estas suposiciones sean ciertas para todos los
inversionistas, Todo esto requiere que sea cierto para algunos inversionistas (i.c. grandes
casas de inversidn) y que estos inversionistas estén preparados para aprovechar la ventaja
de la oportunidad de arbitraje si se presenta la ocasién. Cuando iniciamos de esta manera,
las suposiciones no son irreales.
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2.4. VENTAS EN CORTO

Algunas de las estrategias de arbitraje que se presentan en este capitulo implican ventas
en corto. Es apropiado explicar exdctamente como es la estrategia para dichas ventas.
Las ventas en corto implican vender productos que no son propios. Por ejemplo, un inver-
sionista puede contactar a su corredor para vender en corto 500 acciones IBM. El corredor
pedird prestadas acciones de otro cliente y vende éstas en el mercado abierto de la manera
usual. El inversionista puede mantener la posicién corta tanto tiempo como el cliente elija
garantizando que siempre habra acciones para reponer el préstamo. En algin momento, sin
embargo, el inversionista cerrard la posicién comprando 500 acciones de IBM. Las acciones
son entonces reemplazadas en el capital del cliente a quién se le pidieron prestadas. El
inversionista consigue una ganancisa si el precio del valor ha decrecido y una pérdida si ha
aumentado. Si en cualquier momento, mientras el contrato esté abierto, el corredor pide
prestadas acciones por fuera, el inversionista es apretado en corto y es forzado a cerrar la
posicién inmediatamente aunque, incluso, no esté preparado para cumplir.

Los reguladores sélo permiten acciones para ser vendidas en corto sobre un uptick “ar-
riba de marca”, esto sucede cuando el movimiento mas reciente en el precio de las acciones
se ha incrementado. Un corredor requiere de margen inicial significativo de los clientes
con posiciones cortas y, asi como en los contratos futuros, si existen movimientos adversos
{i.e. incrementos) en el precio de los productos, puede requerir también un margen adi-
cional. Los beneficios de las ventas iniciales de los productos corresponden al inversionista
y normalmente forman parte del margen a cuenta. Sin embargo, como en el caso de con-
tratos futuros, el margen no representa un costo real. El interés es normalmente pagado
sobre el margen a cuenta y los productos comerciables, tales como T-Bills, que pueden
ser depositados con un corredor para encontar requirimientos de margen. Un inversionista
con una posicién corta debe pagar cualquier rédito, como los dividendos o los interéses
que pueden normalmente ser recibidos sobre los productos que han sido cancelados. El
corredor transferird éstos al monto del cliente a quien se le pidieron prestadas las acciones,

2.5. NOTACION

Alguna de la notacién que serd usada en este capitulo es la siguiente:

T: tiempo de vencimientc de un contrato forward (afios).
t: tiempo actual {afos).
S: precio de un activo financiero en un contrato forward al tiempo &.
St precio de un activo financiero en un contrato forward al tiempo T
(desconocido al tiempo actual ¢).
K: precio de entrega en un contrato forward.
f: valor de un contrato forward largo al tiempo ¢.
F: precio forward al tiempo ¢.
r: tasa de interés libre de riesgo anual al tiempo ¢
continuamente compuesta para una inversidn que vence al tiempo 7.
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Las varibles T' y ¢ son medidas en afios en alguna fecha (no importa cuando) anterior
al inicio del contrato. La variable de interds para el propdsito de nuestro andlisis es de
hecho T —{, la cual es el tiempo medidp en ahos en el contrato forward. Existe una razén
para, definir las dos variables, t y T, separadamente. Esto volverd a aparecer en secciones
posteriores cuando consideremos el efecto del precio de un producto derivado a medida que
pasa el tiempo. En este momento, el lector puede convenientemente pensar en términos
de T — t como una variable simple.

Es importante decir que el precio forward, F, es totalmente diferente del valor del
contrato forward f. Como se explic en el capitulo 1, el precio forward en cualquier
periodo dado, es el precio de entrega que hara que el contrato tenga un valor cero. Cuando
un contrato es iniciado, el precio de entrega es colocado ignal que el precio forward de tal
forma que f = 0 y K = F. Conforme pasa el tiempo f y F cambian. El andlisis v los
gjemplos en la siguiente seccién aclararan la diferencia entre las dos variables.

2.6. CONTRATOS FORWARD SOBRE ACCIONES
QUE NO APORTAN UTILIDADES

El contrato forward m4s facil de evaluar es aquel que se emite sobre acciones que no aportan
utilidades al titular . Las acciones que no pagan dividendos y los bonos de descuento son
ejemplos de tales acciones. Un contrato forward largo, como se explic6é en el capitulo
1, obliga al titular a comprar las acciones en alguna fecha futura en un cierto precio de
entrega.

Considere los siguientes dos portafolios

Portafolio A: un contrato forward largo de una accién, més un monto de
efectivo igual a Ke~"(T—9),

Portafolio B: una accidn.

En el portafolio A, el efectivo, que se supone es invertido a una tasa libre de riesgo, que
crecerd & un monto K al tiempo 7', puede ser usado para pager las acciones al vencimiento
del contrato forward. Ambos portafolios, por tanto, consistiran de una accién al tiempo
T. Se sigue de aquf que sus precios, a lo mds, son iguales en un tiempo . Si esto no es
clerto, un inversionista puede tener un menor riesgo comprando el portafolio més pequeno
y desechar el mas grande. Se sigue que

i+ Ke T = g,

f=8-KeT-8, (2.1)
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Ejemplo 2.3. Considere un contrato forward sobre una accién que no paga
dividendos y vence en tres meses. Suponga que el precio de entrega es $42, ¢l
precio actual de la accién es $40 y la tasa de interés libre de riesgo a 3 meses es
5% anual En este caso 7' —t = 0.25, r = 0.05, § =40 y K = 42, asi que

f =40 — 420050025} — _ 48

s el valor de un contrato forward largo. El valor de un contrato forward corto es
+1.48.

Cuando se inicia un contrato forward, el precio forward es igual al precio de entrega
especificado en el contrato y se elige de tal manera que el valor del contrato sea cero. El
precio forward, F, es tal que el valor de K hace f =0 en la ecuacién (2.1), esto es

F = Ser(T=t), (2.2)

Asi, en el ejemplo 2.3 F = 40e(0.09(0:25) — 40.50. Nétese que cuando t = T', obtenemos
F = 5. Esto confirma lo esperado y se tiene que el precio forward es igual al precio de las
acciones al vencimiento.

Si F > 8erT~t) el precio forward es demasiado alto con relacién al precio spot.
Un arbitro puede tener un beneficio a bajo riesgo comprando el activo financiero en ¢l
mercado spot y vendiendo un forward. Especificamente, el 4rbitro pide prestado un monto
S por un periodo T" — ¢, compra las acciones y cancela el contrato forward . La ganancia
{posiblemente negativa) del contrato forward es

F - Sr.

Los fondos requeridos para liquiddr el préstamo son Se"(T~%) y los fondos logrados de
vender las acciones al tiempo T', son S7. El beneficio del 4rbitro es por tanto

F— 87 — 8Tt | gr = F — §er(T—t),

Si F < 8e"T-* | el precio forward es demasiado bajo con relacién al precio spot. Un
4rbitro puede tener un beneficio a bajo costo si cancela las acciones, invierte las ganancias
a una tasa de interés libre de riesgo, e inicia un contrato forward largo. Al vencimiento, las
acciones son compradas para cerrar la posicién corta. La ganancia del contrato forward es

St~ F.

Los fondos logrados de la venta corta crecersn a Se”T—* para un tiempo T y los fondos

requeridos para cerrar la posicién corta al tiempo T son S¢. El beneficio del arbitro al
tiempo T es entonces

Sp—F +8e™ T . §p = §e"T-0 _
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Note que si €l 4rbitro ya tiene las acciones, las ventas cortas son innecesarias. El 4rbitro
vende las acciones, invierte las ganancias a una tasa de interés libre de riesgo e inicia un
contrato forward largo. El arbitro tiene la certeza de ser Se™(T—% mejor que el inversionista
por que tiene las acciones.

Ejemplo 2.4. Considere un contrato forward a 6 meses sobre la emisién de
un bono de descuento anual. Supongamos gue la tasa de interés libre de riesgo
(continuamente compuesta) es 6% anual y el precio actual del bono es $930. En
este caso T — ¢ = 0.50, r = 0.06 y S = 930. Asi, €l precio forward, F, estd dado
por

F = 930¢(0-50-06) — 958 3,

este serd el precio de entrega en un contrato negociado actualmente. Si el precio
forward es menor que 958.3 un drbitro puede cancelar las acciones e iniciar un
contrato forward largo. Si el precio forward es mds grande que 958.3 un 4rbitro
puede cancelar el contrato forward y comprar las acciones.

2.7. CONTRATOS FORWARD SOBRE ACCIONES QUE
APORTAN EFECTIVO

En esta seccién consideramos contratos forward sobre acciones que proporcionan un pro-
néstico confiable del efectivo que ganard el sitular. Como ejemplos estdn las acciones que
pagan dividendos conocidos y los bonos de cupones al portador. Definimos I como el valor
actual, con una tasa de descuento libre de riesgo, de los ingresos que se recibirdn durante
la vida del contrato forward.

Si-mantenemos el portafolio A de la seccién anterior y cambiamos el Partafolio B por

Portafolio B: una accién, més un préstamo de un monto [
a una tasa libre de riesgo,

los beneficios de la accidn pueden ser usados para liquidar ¢l préstamo, as{ que este portafo-
lio tiene el mismo valor que las acciones al tiempo T'. El portafolio A también tiene este
valor al tiempo T". Los dos portafolios deben, por tanto, tener el mismo valor al tiempo t,
esto es

FtkeT0 =91,

f=8—-T—-Ke T4, , (2.3)

Ejemplo 2.5. Considere un bono 2 cinco afios con un precio de $900. Suponga
que un contrato forward sobre un bono con un precio de entrega de $916 tiene
vencimiento de un aio. El primer pago de cupones es de 360 y se espera que sean
pagados a los seis y doce meses. Fl segundo pago de los cupones es inmedista-
mente antes de la fecha de entrega especificada en el contrato forward. La tasa
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de interés libre de riesgo continuamente compuesta para seis meses y 1 afio son
9% v 10% anual En este caso § =900, K =910, r=0.10, T -t =1y

I = 60e(=0-0905) 4 60e=010) = 111,65,
asi que el valor, f, en una posicién larga de un contrato forward serd
f =900—115.65 — 910e~%! = —35.05.

El valor de la posicién corta es 4+35.05. Note que no se acumulan intereses al
comienzo y al final del contrato en este ejemplo. Las complicaciones que surgen
cuando se acumulan intereses son discutidos mas adelante.

El precio forward, I, es, como antes, el valor de K que hace a f cero. Asf
F=(8-I)eT. (2.4)
En el ejemplo 2.5, el precio forward, F, estd dado por
F = (900 — 111.65)e%! = 871.26,

note que [ es una funcién de ¢ en las ecuaciones (2.3) y (2.4). En particutar, cuando ¢ = T,
tenemos I = (.

Si F > (8§ — e T, el precio forward estd demasiado alto con relacién al precio
spot. Un &rbitro puede manejar bajo riesgo pidiendo dinero prestado para comprar las
acciones, y cancelar el contrato forward. Las acciones son vendidas por St al tiempo T y

la ganancia del contrato forward es
F— STr

por lo tanto, los fondos requeridos para liquidar el préstamo son Se™T=% y los fondos
obtenidos de vender las acciéns son St. Los beneficios de las acciones tienen valor actual
I y valdrén Ie™(T~% al tiempo T. El beneficio del 4rbitro es por lo tanto

F— 87— 8T8 4 Sp 4 [e"TH = p — (8§ — Ne"T-H),

Si F < 8- Ne'T=8, un 4rbitro puede manejar beneficio a bajo riesgo con una
estrategia opuesta a la antes mencionada. El inversionista cancela las acciones (o las
vende si ya son suyas) € inicia un contrato forward largo. Como se mencioné en la seccién
2.4 el inversionista esta obligado a pagar los beneficios sobre las acciones mientras esté en
corto.

28



Fjemplo 2.6. Considere un contrato forward a 10 meses de una accién con un
precio de $50. Suponemos que la tasa de interés libre de riesgo (continuamente
compuesta) es 8% p.a. ¥y la estructura del periodo es llana (lisa). También
suponemos que los dividendos son de $0.75 por accién y esperados a tres, seis y
nueve meses. El retorne esperado de los dividendos I estd dado por

I = 0.75¢=002 4 0.75¢0-01 1 0.75¢7006 == 2,162,

la variable T — ¢ es 0.8333 afios, asi que el precio forward, F', estd dado por

F = (50 — 2.162)e(0-08)(0-8333) _ 57 14,

si el precio forward fuera menor que esta cantidad, un arbitro puede cancelar la
accién y comprar contratos forward. Si el precio forward fuera mayor, un drbitro
puede cancelar el contrato forward y comprar la accién.

2,8. CONTRATOS FORWARD DE ACCIONES QUE
PROPORCIONAN RENDIMIENTOS (DIVIDEND YIELD)

Como se explics en secciones anteriores la moneda y los indices de acciones pueden ser con-
siderados como productos derivados que pagan Rendimientos conocidos. En esta seccién
se proporciona un andlisis general de contratos forward sobre dichos productos derivados.

Un rendimiento es la forma en que se conoce un ingreso cuando es expresado como
porcentaje del precio de las acciones. Suponemos que los rendimientos son pagados con-
tinuamente a una tasa anual g. Para ilustrar esto suponga que ¢ = 0.05, asi que los
rendimientos son 5% p.a. Cuando el precio de un accién es $10 los dividendos en el si-
guiente intervalo pequefio de tiempo son pagados a una razén de 50 centavos por afio;
cuando el precio de la accién es $100, los dividendos en el signiente intervalo pequefio de
tiempo son pagados a razén de $5 p.a. v asf sucesivamente. En la prictica, los dividen-
dos no son pagados continuamente. Sin embargo, en algunas situaciones los rendimientos
continuos se acepta que son razonables.

El valor del contrato forward, en el portafolio B de la secci6n 2.6 puede ser reemplazado
por:

Portafolio B: e=%T—% de las acciones con todos los intereses reinvertidos
en las mismas acciones.

~ El precio de las acciones en el portafolio B crecerd como resultado de los dividendos
que son pagados asi como del tiempo exacto T en el cual las acciones son mantenidas. Los
portafolios A y B, por lo tanto, tienen el mismo valor al tiempo T. Al igualar sus valores

al tiempo t obtemos
f+ Ke T8 = gea(T-1),

=8 8T8 _ ger(T-¢), {2.5)
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y la tasa forward, I, estd dada por el valor de X que hace f =0.
F = Se-lr-a{T-t) (2.6)

note que si el rendimiento varia durante la vida del contrato forward, la ecuacién (2.6) es,
no obstante, correcta con g igual al porcentaje del rendimiento.

Ejemplo 2.7. Considere un contrato forward a 6 meses sobre una accién que
se espera genere un rendimiento continuo de 4% p.a. La tasa de interés libre de
riesgo (continuamente compuesta) es 10% p.a. El precio de la accién es $25 y el
precio de entrega es $27. Fn este caso § =25, K =27, =0.10, ¢ =0.04. De la
ecuacion (2.5) el valor de una posicién larga, f, estd dada por

f = 256—(0.04)(0.5) _ 276—-(0.1)(0.5) — _118,

de la ecuacidn (2.6) el precio forward, F, estd dado por

F = 25£006)(0.8) _ 95 76,

2.9. PRECIOS FORWARD V§. PRECIOS FUTUROS

Cuando la tasa de interés libre de riesgo es constante y es la misma para todos los
vencimientos, los precios forward y los precios futuros son los mismos. El argumento
puede ser extendido para cubrir situaciones donde la tasa de interés es una funcién del
tiempo conocido.

Cuando las tasas de interés varian imprevisiblemente, los precios forward y futuros
no son, en teoria, mis grandes que las mismas tasas. La prueba de la relacién entre estas
dos est4 mds alld del alcance de este trabajo, sin embargo podemos obtener un sentido
natural si consideramos la situacién cuando el precio de los activos financieros, S, estd
fuertemente correlacionado positivamente con las tasas de interés. Cuando S aumenta, un
inversionista que sostiene un futuro de posicién larga tiene una ganancia inmediata. Esta
ganancia tiende a ser invertida a una tasa de interés, en promedio, més alta. Similarmente,
cuando § decrece, el inversionista perderd dinero. Esta pérdida tiende a ser financiada a
una tasa de interés, en promedio, més baja. Un inversionista que prefiere un contrato
forward més que un contrato futuro no es afectado por movimientos de la tasa de interés.
Se sigue que un contrato futuro largo serd més atractivo que un contrato forward largo.
Por lo tanto , cuando S estd fuertemente correlacionado positivamente con las tasas de
interés, los precios futuros tenderdn a ser més altos que los precios forward. Cuando § estd
fuertemente correlacionado negativamente con las tasas de interds, un argumento similar
muestra que los precios forward tienden a ser més altos que los precios futuros.

La diferencia tedrica entre los precios futuros y forward es lo suficientemente pequefia
que se ignora. En la prictica, existen clertos factores que no se reflejan en los modelos
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tedricos que pueden causar la diferencia entre los precios futuroes y forward. Estos incluyen
impuestos, costos de transaccién y el tratamiento de los margenes. En suma, debemos
notar que el riesgo cs grande si la contraparte falta a sus compromisos en un contrato
forward, A pesar de esto, es razonable suponer que, para nuestres propdsitos, los precios
forward y futuros son los mismos. Esta es la suposicién que se hard a lo largo del trabajo.
Elsimbolo F serd usado para representar a ambos: los precios forward y los precios futuros.

2.10. FUTUROS SOBRE INDICES ACCIONARIOS

Un Indice accionario localiza los cambios en el valor de un portafolio hipotético de accio-
nes. El peso de una accién en el portafolio iguala la proporcion del portafolio invertido
en la accién. Las acciones en el portafolioc pueden tener igual peso o los pesos cambian
de alguna forma con el tiempo. El porcentaje que se incrementa en el precio de un indice
accionario en un intervalo pequefio de tiempo usualmente se define como el porcentaje gque
es igual al incremento en el valor total de las acciones que comprenden el portafolio en este
periodo. Un indice accionario usualmente no estd definido para dividendos de efectivo. En
otras palabras, cualquier efectivo recibido en el portafolio es ignorado cuando los cambios
de porcentaje en los indices estdn siendo caleulados. Los contratos futuros de indices
accionarios difieren de otros contratos futuros en que, si el contrato se mantene vigente
hasta el vencimiento, la liquidacién final es siempre en efectivo.

Un indice accionario usualmente puede ser considerado como el precio de una accién
que paga dividendos. Las acciénes son el portafolic de variables subyacentes del indice y
los dividendos pagados por las acciones son los beneficios que podrén ser recibidos por el
titular de este portafolio. Una aproximacién razonable del indice de las variables subya-
centes puede suponerse que proporcions un rendimiento continuo de dividendos. Si g esla
tasa de rendimiento, el argumento de la seccién 2.8 es usado para calcular el precio futuro,

I, como
F = Selr—a(T-%),

Ejemplo 2.8. Considere un contrato futuro a 3 meses en e] S&P500. Supen-
gamos que el indice de las acciones subyacentes paga un rendimiento de 3% p-a.,
que el valor actual del indice es $400, y que la tasa de interés libre de riesgo
continuamente compuesta es 8% p.a. En este casor = 0.08, S = 400, T—t = 0.25
y g =0.03. Por lo tanto, el precio futuro, F, esti dado por

F == 400e(0-05)(0:25) = 405,03

En la préctica, los rendimientos del portafolio subyacente sobre un indice varian se-
mana a semana a lo largo del ano. Por ejemplo, una gran proporcion de los dividendos
de acciones en el NYSE son pagados en la primera semana de febrero, mayo, agosto y
noviembre de cada afio. El valor de g que es usado puede representar el promedio anualizado
de los rendimientos durante la vida del contrato. Los dividendos usados para estimar ¢
pueden ser aquellos para los cuales los dividendos anteriores han estado presentes durante
la vida del contrato futuro.
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Si un analista no estd conforme trabajando en términos de rendimientos, puede estimar
el monto de los dividendos que pagari el indice del portafolio subyacente y el costo de
oportunidad de estos dividendos. El indice puede entonces ser considerado como una
accién que proporciona intereses, y el resultado en la ecuacién (2.4) puede ser usada para
calcular los precios futuros.

8i F > Selm~a{T—1 los beneficios pueden ser adquiridos comprando el indice de las
acciones subyacentes y cancelando los contratos futuros.

Si F < Selm~a{T=1 log beneficios pueden ser adquiridos haciendo lo contrario, esto
es, cancelando o vendiendo el indice de las acciones subyacentes y tomando una posicién
larga en los contratos futuros. Estas estrategias son conocidas como Arbitreje de Indice.

Cuando F' < Ser=9(T~t) el arbitraje de indice es con frecuencia terminado por un
fondo de pensién propio de los indices del portafolio de acciones.

Cuando I > Selr—9(T—%) el arbitraje de indice es con frecuencia terminado por una
corporacién titular de término-corto en el mercado de inversién de dinero.

Para indices que implican muchas acciones, en ocasiones se usa el arbitraje de indice
pata negociar, relativamente, una pequefia muestra representativa de acciones cuyos movi-
mientos al cierre reflejan aquellos del indice. A menudo el arbitraje de indice se implementa
usando un program trading, que es una manera de generar negocios usando un sistema de
computadora. En condiciones normales de mercado, F, €s muy cercano a

Selr=aXT—t),

2.11. CONTRATOS FORWARD Y FUTUROS SOBRE DIVISAS

Consideremos nuevamente los contratos forward y futuros sobre divisas extranjeras. La
variable 5, es el precio de divisa en ddlares de una unidad en la divisa extranjera. Una
divisa extranjera tiene la propiedad de que gans intereses sobre la tasa libre de riesgo que
prevalece en la ciudad extranjera. Definimos ¢ como el valor de la tasa libre de riesgo
continuamente compuesta.

Los dos portafolios que permiten usar el precio de un contrato forward sobre una
divisa extranjera son:

Portafolio C: un contrato forward largo, més un monto de efectivo igual
a Ke—riT-%)

Portafolio D: un monto e~ 779 de una divisa extranjera.
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Ambos portafolios volverdn a tener el mismo valor como una unidad de la divisa extranjera
al tiempo T. Estas deben tener el mismo precio al tiempo ¢, As{

_f + Ke—r(T—t) - Se—rf(T—t),

f=8e T8 _ ge—{T-1) (2.7

El precio forward (o tipo de cambio forward), F, es el valor de K que hace f =0 en

la ecuacién (2.7) .
F = Selr—r)(T-8) {2.8)

esta es la tasa de interés mejor conocida como Relacidn de Paridad en el campo de las
finanzas internacionales. De la discusién en la seccién 2.9, F' también es el precio futuro.

Note que las ecuaciones (2.7) y (2.8) son idénticas a las ecuaciones (2.5} y (2.6),
respectivamente, con g que es reemplazada por r¢. Esto es porque una divisa extranjera es
ansloga a un producto derivado que paga un rendimiento conocido. El rendimiento es la
tasa de interés libre de riesgo de la divisa extranjera. Esto es asi porque el interés ganado
por el titular de la divisa extranjera estd denominado en la divisa extranjera. Este valor,
cuando es medido en la moneda doméstica, es proporcional al valor de la divisa extranjera.

2.12. FUTUROS SOBRE ORO Y PLATA

El oro y la plata son poseidos por un nimero significativo de inversionistas (inicamente
para invertir. Si los costos de almacenamiento son ignorados, pueden ser considerados
como andlogos a los productos que no pagan intereses. Usando la notacién dada en la
seccién 2.6, S es el precio spot. Como muestra la. ecuacién (2.2) el precio futuro, F, estd

dado por
F = 8erT—), (2.9)

Los costos de almacenamiento pueden considerarse como ingresos negativos. St U es el
valor presente de todos los costos de almacenamiento esto se contraerd durante la vida de
un contrato, se sigue de la ecuacién (2.4}, que

F=(S+U)e@T-1, (2.10)
si los costos de almacenamiento se contraen en cualquier periodo y son proporcionales al

precio de los bienes, pueden ser considerados que proporcionan rendimientos negativos.
En este caso, de la ecuacién (2.6)

F= Se(r+u}(T—t) ,

donde u es el costo de almacenamiento por afio como una proporeién del precie spot.
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Ejemplo 2.10. Considere un contrato futuro de oro a un ano. Suponga que los
costos son $2 por onza por afio en el mercado de oro y el pago se hard al finalizar
el ano. Supongamos que el precio spot es de $450 y la tasa libre de riesgo es 7%
por afio para el vencimiento. Esto corresponde a r = 0.07, § =450 y

U =207 =1.865
El precio futuro, F, estd dado por

F = (450 + 1.865)e>%7 = 484.6

2.13. FUTUROS DE OTROS BIENES

Para bienes que no son consideradoes, ante todo para propdsitos de inversion, el argumento
de arbritaje llevado a las ecuaciones (2.9) y (2.10) necesita revisarse cuidadosamente.

Supongamos que en lugar de la ecuacin {2.10) tenemos
F>(S+U)erT (2.11)
Para tomar ventaja de esto, un drbitro puede implementar la siguiente estrategia:

1. Pedir prestado un monto S + U a una tasa libre de riesgo y usarlo para comprar el
bien y pagar los costos de almacenamiento.

2. Cancelar un contrato futuro.

Esto lleva a un beneficio de F' — (S + U)e" T~ al tiempo T. No existe problema al
implementar la estrategia para cualquier bien. Sin embargo, como el drbitro lo hizo, habrd
una. tendencia al incrementarse § y F decrecera hasta que la ecuacién (2.11) no sea cierta.
Concluimes que la ecuacién (2.11) no puede sostenerse para cualquier longitud de tiempo
significativa .

Ahora suponga gue
F < (§+U)erT0 (2.12)

Para tomar ventaja de esto, la forma es andloga a la descrita en la seccidn 2.7, es
necesario suspender el bien de tal manera que los costos de almacenamiento sean pagados
a la persona con la posicién corta. Esto usualmente no es posible.

Para el oro y la plata podemos argumentar que hay muchos inversionistas que tienen
el bien solamente para invertir. Cuando ellos observan la desigualdad en la ecuacion (2.12},
encuentran més rentable lo siguiente:

1. Vender el bien, rescatar los costos de almacenamiento e invertir las ganancias a una
tasa libre de riesgo.

34



2. Comprar ! contrato futuro.

El resultado serd un menor riesgo del beneficio al vencimiento de (5 + U)e"(T-t) — f
relative a la posicidn que se ha mantenido st ellos han tenido el oro y la plata. Por lo
tanto, la ecuacién (2.12) no puede mantenerse a la larga y F' = (S + U)em(T—9),

Para bienes que no estdn, en un amplio sentido, mantenidos por inversionistas, este
argumento no puede ser usado por particulares y companias que guardan el bien en inven-
tario porque es un valor de consumo, no porque sea un valor de inversién. Ellos son reacios
a vender el bien y comprar contratos futuros ya que éstos no pueden ser consumidos. No
existe nada que pare la ecuacién (2.12) para sostenerla. Esto explica porque los precios
futuros de muchos bienes decrecen conforme el tiempo de vencimiento aumenta. Cuando
la ecuacién (2.12) se mantiene, los usuarios del bien deben sentir que pueden obtener ben-
eficios del bien fisico, los cuales no han sido obtenidos por ¢l titular de un contrato futuro.
Estos beneficios pueden incluir la habilidad de ganar con una escasez local temporalmente
o la habilidad de guardar una produccién gue estd en proceso. Los beneficios son algunas
veces llamados Rendimientos de Conveniencia provistos por el producto. Si el monto de
los costos de almacenamiento y su valor presente, U7, son conocidos, los rendimientos de
conveniencia, ¥, estdn definidos como

Fe¥™=% = (S + U)erT—1,

si los costos de almacenamiento por unidad de tiempo son una proporcién constante, u,
de un precio actusl, y estd definida como '

FeVT=t — (§ 4+ )T,

FeV(T—t) — Gelrtu—u)(T-1), (2.13)

Para un bien que es poseido solamente para invertir por un mimero significativo de
individuos se tiene
F={(8+eT1,

O
F o= Se(r+u)(T—t)’

asiquey =0
2.14. CONTRATOS FUTUROS SOBRE T-BONDS Y T-NOTES

El titular de un contrato largo sobre un bono estd obligado a comprar el bono en alguna
fecha futura en un precio preestablecido. Las acciones subyacentes del contrato son, por
tanto, aquellas que proveen beneficios conocidos, La ecuacién {2.4) es entonces verdadera
con § igual al valor del bono al tiempo £, e I igual al valor presente de cualquier page de
cupones recibidos por el titular.
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Un factor complicado es la relacién entre el precio cotizado de un bono y el precio
efectivo que debe tener para ser pagado por el comprador del bono. En general

intereses acumulados desde la
precio efective = precio cotizado + ltima feche del cupdn

el precio spot cotizado debe ser convertido a precio de efectivo antes que la ecuacién (2.4)
sea usada. Los precios futuros dados por la ecuacién (2.4) son los precios de efectivo futuro.
Ya que los precios futuros de los bonos son normalmente cotizados de la misma forma que
los precios de los bonos, debemos usar la ecuacién

intereses acumulados desde la
precios futuros cotizados = precio futuro del efectivo - dltima fecha del cupon

para obtener los precios futuros cotizados.

Los contratos futuros de los bonos del tesoro son negociados en el Chicago Board of
Trade. Los precios se dan en délares y treinta y dosavos de délar. Asi 91-15 indica un
precio de $91:1;—g». El valor serd 100% del valor nominal de los bonos. Un contrato incluye
la entrega de $100,000 del valor nominal del bono. Asi, un cambio de §1 délar en el precio
futuro cotizado puede llevar a un cambio de $1000 délares en el valor del contrato futuro.
La entrega puede tener lugar en cualquier periodo durante el mes de entrega. El contrato
especifica una entrega a 15 afios para bonos del gobierno con un 8% por cupén. Para
dichos bonos es raro que exista fecha de entrega, existe una previsién para cualquier bono
del gobierno con 15 afios de vencimiento {y no exigidos antes). La parte con la posicién
corta elige aquellos bonos que le serdn entregados. Para cada pasible bono que puede ser
entregado, el intercambio define un Factor de Conversidn. Este es el ndmero del 8% de los
bonos que son contados como equivalentes al bono para el propésito del contrato. Calcular
exactamente los precios futuros de los T-Bonds depende de ¢dmo se caleule primero el
precio probable mas barato del bono a entregar., Porque de la manera en que se calcule el
factor de conversidn, los bonos con cupones altos y vencimiento largo son usualmente para
los cuales la parte con la posicién corta encuentra més barata la entrega.

Ejemplo 2.11. Supongamos que en un contrato futuro de T-Bonds se conoce
que el bono més barato a la entrega serd un bono cupén al 12% con un factor
de conversion del 1.4. Supongamos también que se conoce que la entrega serd en
periodos de 270 dias. Los cupones serdn pagados semestralmente sobre el bono.
La 1ltima fecha del cupén, supongamos, fué hace 60 dias, la siguiente fecha del
cupdn es en un periodo de 122 dias y la siguiente es en 305 dias. El periodo
de estructura es descargado y la tasa de interés {continnamente compuesta) es
10%p.a. Suponemos que el precio del bono cotizado actualmente es $120. Il
precio en efectivo del bono es obtenido sumando la proporcién del precio cotizado
del siguiente cupén pagando lo que acumulé el titular. El precio en efectivo es

por lo tanto

60 .
120+ 255(6) = 121978
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Un cupén de 6 sers recibido después de 122 dias (=0.3342) afios). El valor presente

de éste es
Gel—0-3342)(0.1) _ 5 03

El contrato futuro finaliza a los 270 dias (=0.7397 afios. El precio futuro en
efectivo, si el contrato se escribe sobre el 12% de los bonos, serd

(121.978 — 5.088){07397H0D) — 195 094

A la entrega hay 148 dias de intereses acurmulados. El precio futuro cotizado, si
el contrato se emite sobre el 12% de los bonos, sera

125.004 — {6)%%85 =120.242

El contrato de hecho es escrito sobre un estandar del 8% sobre los bonos y 1.4 de
bonos estandar son considerados equivalentes a cada 12% de los bonos. El precio
futuro actual cotizado serd por tanto '

120

— = 85.887
14
Vencivisnte
Pagode Tizmpo Pagn de delos contratyy  £eg0 3¢
tupones aptual cupones futurss cupones
o m 148 35
dias dias diag ding

Fig.2.1 Gréafica de periodo para el ejemplo 2.11

El Chicago Board of Trade anota los contratos futuros que trabajan similar-
mente con sus contratos de Bonos del Tesoro. Cualquier bono de gobierno puede
ser entregado con an vencimiento entre 6% v 10 afios. Los factores de conversién
estdn disponibles para determinar el niimero de bonos estdndar que son conta-
dos como equivalentes a las distintos bonos que estdn siendo liberados para los
propdsitos del contrato.

2.15. FUTUROS DE T-BILLS

Un contrato futuro a 90 dias sobre T-Bills se diferencia de los otros contratos considerados
anteriormente en que el activo financiero que existe en el periodo puede no existir actual-
mente y durante la vida del contrato forward. Es por tanto necesario hipotetizar que un
bien que existe en el periodo en gue el contrato futuro estd siendo valuado y el cual lleva
el mismo valor que un T-Bill a 90 dias al vencimiento del contrato forward.
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Supongamos que los contratos forward tiemen 120 dias de vencimiento. Un activo
financiero gue tiene el mismo valor que los T-Bills al vencimiento del contrato futuro es un
bono puro de descuento que tiene 210 dias al vencimiento y paga el mismo monto principal
que los billetes del tesoro al vencimiento.

Mi4s generalmente, suponga que un punto en un periodo de 90 dias después del periodo
T es denotado por T y se define S como el precio de un bono de descuento que vence al
tiempo T*. Este bono de descuento es el activo financiero del contrato futuro y no causa
ingresos, se sigue de la ecuacién {2.2) que el precio futuro, F, estd dado por

F = §erT), (2.14)
el precio del bono, S, estd dado por
8= AT, (2.15)

donde A es le valor en el contrato (e.d. el monte principal pagadero al vencimiento) del
T-Bill y 7* es la tasa de interés libre de riesgo continuamente compuesta que se aplica al
periodo de tiempo entre t y T*. Sustituyendo S de la ecuacién (2.15) en la ecuacién (2.14.)

obtenemos
F = AenT=t)=r"(T"=1) (2.16)

La tasa de interés forward, +, al tiempo £ para el pericdo de tiempo entre 7"y T* es la
tasa de interés forward que, cuando estd compuesta con r para el periodo de tiempo entre
t y T', proporciona una tasa global r* para el tiempo entre t y T*. Cuando todas las tasas
estén continuamente compuestas, es ficil mostrar que r* es la tasa promedio de r y ¢, esto
os .

(T ) =T -T)+ (T ~t)

™ (T*) —r{T - £)
T —¢ ’

f:

entonces, de la ecuacién (2.16)
F = HT"=T)

esto muestra que el precio futuro es €l valor de T- Bill que produce la tasa de interés
forward aplicable al periodo de tiempo entre Ty T™.

Existe una, diferencia entre el precio de efectivo y el precio cotizado de un T-Bill. 8i ¥
es el precio de efectivo del T-Bill que tiene un valor nominal, 4, de $100, ¢! precio cotizado

€5
4(100 — ),

esto es conocido como Descuento Producido. Este es el retorno anualizado del délar pro-
porcionado por el T-Bill expresado como porcentaje del valor nominal. SiY = 98, el precio
cotizado del T-Bill serd de $8.00.

38



Un contrato futuro a 90 dias de T-Bills especifica una entrega de $1 milién en T-Bills.
Los precios futuros de T-Bills no cotizan de la misma forma que los T-Bllls en si mismos.
Se usa la siguiente relacién

precios futuros cotizados precio cotizado de
de T-bills =100 - los T-Bills

Si Z es el precio futuro cotizado y Y es el precio correspondiente que actualmente puede
ser pagado por $100 en T-bills, tenemos que

Z =100 —-4(100 - Y),
esta férmula es equivalente a

Y = 100 — 0.25(100 — Z).

Ejemplo 2.12. Supongamos que la tasa a 140 dfas es 8% p.a. y la tasa a 230
dias es 8.256% p.a. continuamente compuesta. La tasa forward para el periodo de
tiempo entre el dia 140 y el dia 230 es

(0.0825)(230) — (0.08)(140)
90

u 8.64%. Asi a 90 dias=0.2466 afios, el precio futuro por $100 de T-Bills para
entregar en 140 dias es

= 0.0864

1006(——0.0864)(0.2466) = 07.89
esto serd cotizado como 100-4(100-97.89)=91.56

La cotizacién del Eurodélar (IMM y LIFFE) son para entregar a 90 dias en depdsitos
de Eurodélar que valdrd $100 al vencimiento. Los cdlculos son dnalogos que para T-Bills.

2.16. OPCIONES DE ENTREGA

Mientras un contrato forward normalmente especifica que la entrega tendra lugar en un
dia particular, un contarto futuro a menudo permite que la parte con la posicidén corta
¢lija la entrega en cualquier tiempo durante clerto periodo. (Tipicamente, la parte dd a
conocer con muy pocos dias de anticipacién su intencion de entrega). Esto produce una
complicacién para determinar los precios futuros. ? debe el vencimiento de un contrato
especificarse al inicio, en medio o al final del periodo de entrega ?. Incluso, aunque por lo
general los contratos son cerrados antes del vencimiento, es importante conccer cudndo ha
de tener lugar la entrega, para calcular los precios futuros teéricamente.

Si el precio futuro es una funcién creciente en el tiempo de vencimiento, la ecuacién
(2.13) muestra que los beneficios del activo financiero {incluyendo los rendimientos y los
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costos netos de almacenamiento) son menores que la tasa libre de interés. Por lo tanto,
generalmente es 6ptimo para la parte con la posicién corta entregar lo mds pronto como sea
posible. Esto es porque los intereses ganados sobre el efectivo recibido prevalecen sobre los
beneficios del valor del activo financiero. Como regla general, los precios futuros en estas
circunstancias deben por tanto ser calculados al inicio del periodo sobre las bases en que
la entrega tendra que ser hecha. Si los precios futuros decrecen tanto como el vencimiento
crece, considere lo contrario: es usualinente 6ptimo para la parte con la posicién corta
entregar lo més tarde como sea posible y los precios futuros deben, como regla general, ser
calculados sobre el supugsto que esto pasard.

Como se discutié anteriormente, en los contratos futuros sobre bonos y T-Bills, la
parte con la posicién corta puede elegir de un niimero de bonos diferentes cusndo le hacen
la entrega de estos. Esto lleva a complicaciones extras cuando los precios futuros estin
siendo determinados. El bono que parece mds barato a la entrega, ahora puede no serlo
a la entrega del vencimiento. En suma, debemos notar que, por lo genersl, los contratos
futuros de bienes especifican un nimero de grados diferentes del bien subyacente que puede
ser entregado y un niimero de localidades alternativas para la entrega. Esto puede también
sumar algunas complicaciones pars el calculo de los precios futuros.
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CAPITULO 3

UN MODELO DEL COMPORTAMIENTO
DE LOS PRECIOS DE ACCIONES

Una variable aleatoria que se desarrolla en el tiempo es un Proceso estocdstico. Un pro-
ceso estocdstico puede ser clasificado en Hempo disereto o tiempo continuo. Un proceso
estocdstico en tiempo discreto es aquel donde el valor de la variable sélo puede cambiar en
puntos fijos de tiempo, mientras que un proceso estocdstico en tiempo continuo es aquel
donde los cambios pueden tener lugar en cualquier momento. Los procesos estocdsticos
también pueden ser clasificados como una varieble discreta o una veriable continte. En un
proceso de variable continua, la variable puede tomar cualquier valor en un cierto rango,
mientras que en un proceso de variable discreta, sélo son posibles una cantidad finita de
valores.

En este capitulo obtendremos procesos estocdsticos de una variable continua y tiempo
continuo para precios de acciones. El comprender estos procesos es €l primer paso para
entender el comportamiento del precio de las opciones y de otros productos derivados mas
complicados. Es preciso sefialar que en la practica los precios de las acciones no siguen un
proceso estocdstico de variable continua ni de tiempo continuo sino que son restringidas a
valores discretos (usualmente en miiltiplos de §) y los cambios sélo son observados cuando
la casa de bolsa estd abierta. Sin embargo, los procesos estocasticos de variable continua
y de tiempo continuo nos proporcionan un modelo prictico para nuestro propésito.

3.1. LA PROPIEDAD MARKOVIANA

Un proceso de Markov es un tipo particular de proceso estocastico donde sdlo el estado
actual del proceso es relevante para tratar de pronosticar el futuro. El pasado histérico
del proceso y la forma en que el presente ha surgido son irrelevantes.

Usualmente se supone que los precios de acciones signen un proceso de Markov. Como
ejemplo, suponga que el precio de las acciones de IBM es de $100. Si el precio de las
acciones sigue un proceso de Markov, nuestros prondsticos no deben de ser afectadas por
el precio de la semana y el mes anteriores, ni mucho menos del precio que tenian hace un
afo. Los prondsticos para el futuro son inciertos y deben ser expresados en términos de
distribuciones de probabilidad. En este ejemplo, la tinica pieza de informacién reievante
es el hecho de que el precio es ahora $100 y la propiedad markoviana implica que la
distribucién de probabilidad del precio de las acciones para cualquier fecha futura depende
s6lo del precio actual de las acciones de $100. '

La propiedad markoviana de los precios de las acciones corresponde a la forma debil
de eficiencia del mercado. Este estado del mercado favorece que el precio actual de una
accidén se apropie de toda la informacién contenida en el pasado del precio de la accién.
Si la forma debil de eficiencia del mercado no fuera cierta, los analistas técnicos podrian
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calcular el prondstico de los precios de las acciones interpretando los datos del pasado
histérico. Existen pequefias evidencias de que ellos en realidad hacen esto 1ltimo.

La competencia en el mercado tiende a asegurar que los precios de las acciones sigan
un proceso de Markov. El heccho es que hay muchos inversionistas observando el cierre
del mercado de acciones e intentan crearse un beneficio conduciendo a una situacién donde
el precio de las acciones en algin tiempo dado se apropie de la informacién de los precios
anteriores. Supongamos que se descubre que los precios de una accidén sigue un patrén
que siempre proporciona 65% de probabilidad de que log precios aumenten en yna fecha
cercana. Los inversionistas podrian comprar accciones tan pronto como el patrén aparezca
y demandar las acciones inmediatamente gue aumenten. Esto llevard a un aumenwzo in-
mediato en el precio y el efecto observado podria ser-eliminado como también lo serizan las
oportunidades de comercio rentables.

3.2. PROCESO DE WIENER

Los modelos de comportamiento de los precios de acciones son usualmente expresadios en
términos que son conocidos como Procesos de Wiener. Un proceso Wiener es un tipo
particular de proceso de Markov. Ha sido usado en la Fisica para describir el movimiento
de una particula que estd sujeta & un gran nimero de pequefias moléculas que chocan y es
alguna veces referida como Movimiento Browniano.

El comportamiento de una variable, z, que sigue un proceso Wiener puede ser emten-
dida considerando los cambios en su valor en un pequefio intervalo de tiempo. Considere
un pequeiio intervalo de tiempo de longitud At y se define Az como el cambio er z durante
At. Existen dos propiedades bésicas de Az:

Propiedad 1. Az estd relacionada con At por la ecuacion
Az = eV At, {3.1)

donde ¢ es una variable aleatoria de una Distribucién Normal estandarizada {es
decir, una distribucién normal con media cero y desviacién estandar 1).

Propiedad 2. El valor de Az para cualesquiera dos diferentes intervalos pequencos
de tiempo At son independientes.

Se sigue de la propiedad 1 que Az en si misma tiene una distribucién normal con

media de Az =10
varianza de Az = At

desviacidn estandar de Az = VAt

la propiedad 2 implica que z sigue un proceso de Markov.
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Considere el incremento en el valor de z durante un periodo relativamente largo de
tiempo, T'. Definamos este incremento por 2(T") -- 2(0}. Se puede considerar como la suma
de los incrementos en z en N pequefios intervales de longitud At, por lo tanto

T
N = AP
asi N
AT) = 2(0) =Y VAL, (3.2)
: i=1

donde ¢; {con i = 1,2,3,..., N) son muestras aleatorias de una distribucién normal es-
tandarizada.

Se sigue de la ecnacién {3.2) que 2(T") — 2(0) estd normalmente distribuida con

media de [2(T) -~ 2(0)] = 0
varianza de [2(T) — 2{0)] = NAt=T
desviacién estdndar de [2(T) — 2(0)] = VT

asl, en cualquier intervalo de tiempo de longitud T, el incrementa en el valor de una variable
que sigue un proceso Wiener estd normalmente distribuido con una media igual a cero y
desviacion estandar igual a v/T. Ahora es claro porque At estd definida como el producto
de € por VAt en vez del producto de ¢ y At. Las varianzas son aditivas para distribuciones
normales independientes; no asi las desviaciones estdndar.

Ejemplo 3.1.  Suponga qgue el valor inicial de una variable gue sigue un proceso
Wiener es 25 y que el tiempo es medido en afios. Al final de un afic el valor de la
variable est4 normalmente distribuida con una media de 25 y desviacién estdndar
1.0. Al final de dos afios estd normalmente distribuida con una media de 25 y
desviaci6n estdndar v/2 o 1.414. Note que nuestra incertidumbre acerca del valor
de la variable a una fecha futura, como medida de la desviacién estandar, se
incrementa con la rafz cuadrads y de qué tan lejos proyectemos hacia adelante.

En célculo ordinario es usual proceder de pequefios cambios al limite conforme los
pequeiios cambios se aproximen a cero. Asi Ay \ Az nos conduce a dy \ dz en el limite y
asi por el estilo en otras aproximaciones. Podemos proceder similarmente cuando tratamos
con procesos estocasticos en tiempo continwo, Un proceso Wiener es el limite cuando
At — 0 del proceso descrito anteriormente para, z.

Andlogamente al cdlculo ordinario, escribimos el caso del limite de la ecuacién (3.1)

como
dz = ¢V/dt

El proceso Wiener bésico que ha sido desarrollado hasta estos momentos tiene una tasa de
variacién cerc y una tasa de varianza igual a 1.0, La tasa de variacién cero significa que el
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valor esperado de z en cualquier tiempo futuro es igual al valor actual. La tasa de varianza
de 1.0 significa que el cambio de varianza en z en un intervalo de tiempo de longitud T
es (1.0)(T). Un proceso Wiener Generalizado para una variable = puede ser definido en
términos de dz como sigue

dr=adt+bdz (3.3)

donde a y b son constantes.
Para comprender la ecuacién (3.3) consideremos las dos companentes en el lado dere-

cho separadamente. El término a df implica que z tiene una tasa de variacién esperada de
a unidades por unidad de tiempo. Sin el término bdz la ecuacién es

dz = a dt
esto implica que
do _ a
dt
por lo tanto
r=2zp+at

donde x; es el valor de z al tiempo #3. En un intervalo de tiempo de longitud T, = crece
en un monto al.

El término b dz puede ser considerado como ruido adicional o la variabilidad que sigue
la trayectoria de z. El monto de esta variabilidad es b veces un proceso Wiener. En un
intervalo pequefio de tiempo At el cambio en el valor de =, Az, en las ecuaciones (3.1) y
(3.3) dado por

Az = at + beVAt

donde, como se menciond anteriormente, ¢ es una variable aleatoria de una distribucién
normal estandarizada. Asi, Az tiene una distribucién normal con

media de Az = oAt
varianza de Az = b2At
desviacién estindar de Az = bv/At
Un argumento similar muestra que ¢l cambio en el valor de  en cualquier intervalo
de tiempo T estd normalmente distribuida con
media del cambioen x=a T
varianza del cambio en x = b*T

desviacién estandar del cambio en x = bVT

por lo tanto, el proceso Wiener generalizado dado en la ecuacién (3.3) tiene una tasa de
variacién esperada {(es decir, variacién por unidad de tiempo) de e y una tasa de varianza
(es decir, varianza por unidad de tiempo) de b2,
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Ejemplo 3.2 Considere la situacién donde la posicién de efectivo de una em-
presa, medida en miles de ddlares, sigue un proceso Wiener generalizado con
una variacién de 20 p.a. y una tasa de varianza de 900 p.a. Inicialmente, la
posicién de efectivo es de 50. Al final de un aho la posicidn del efectivo tendra
una distribucién normal con una media de 70 y desviavién estdndar de /900
0 30. Al final de seis meses tendrd una distribucién normal con una media de
60 y desviacidn estindar de 30 0.5 = 2121, Note que nuestra incertidumbre
acerca de la posicién del efectivo para algina fechs futura, como medida de la
desviacién estdndar, aumenta tanto como la rafz cuadrada sea proyectada hacia
adelante. También, note que la posicién del efectivo puede volverse negativa (lo
cual se puede interpretar como una situacion donde la empresa estd pidiendo
fondos prestados). i

Puede ser definido un nuevo tipo de proceso estocdstico. Este es conocido como un
proceso Ito. Es un proceso Wiener generalizado donde los pardametros ¢ y b son funciones
del valor de una variable subyacente, ¢, y tiempo ¢. Algebrdicamente, un proceso Ito

puede ser descrito como
dr = a(z,t) dt + b{z,t) dz (3.4)

tanto la tasa de variacién como la tasa de varianza de un proceso Ito estdn sujetas a
cambios en el tiempo. '

3.3. EL PROCESO PARA PRECIOS DE ACCIONES

En esta seccién discutiremos el proceso estocdstico de los precios de acciones que no pagan
dividendos. Los efectos de los dividendos en el proceso serdn discutidos posteriormente.

Es alentador sugerir que los precios de acciones siguen un proceso Wiener generaliza-
do, esto es, que tienen una tasa de variacién esperada constante y una tasa de varianza
constante. Sin embargo, este modelo falla al capturar cierto aspecto clave de precios de
accicnes. Fste aspecto se refiere a que el porcentaje esperado de beneficios requeridos
por los inversionistas de una accién es independiente de los precios de la accidén. Mis
explicitamente, si el inversionista requiere un 14% p.a. de beneficio esperado cuando el
precio de la accién es de $10, entonces, también se requiere de un 14% p.a. de beneficio
esperado cuando el precio es de $50. Claramente, el supuesto de que la tasa de variacién
esperada es constante es inapropiado y necesita ser reemplazado por el supuesto de que
la variacién esperada, expresada como una proporcidn de los precios de las acciones, es
constante. Esto tltimo implica que si S es el precio de la accidn, la tasa de variacién
esperada en S es uS para alguna constante p. Asi, en un intervalo corto de tiempo, At, el
incremento esperado en 5 es pS At. El pardmetro, ju, es el beneficio esperado de la accidn,
expresada en forma decimal. Si la tasa de varianza del precio de la accidn es siempre cero,
este modelo implica que

ds = [J.Sdt
%E = pdt (3.5)
S — Soe;zt
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donde Sy es el precio de la accidén al tiempo cero. La ecuacién (3.5) muestra que, cuando
la tasa de varianza es cero, el precio de la accién crece como una tasa continuamente
compuesta de g por unidad de tiempo.

En la prictica, de hecho, el precio de las acciones exhibe volatilidad. Un supuesto
razonable es que la varianza del porcentaje del beneficio en un periodo corto de tiempo
At es la misma pase lo que pase con el precio de las acciones. En otras palabras, un
inversionista sélo tiene certeza que su porcentaje de beneficio es el mismo cuando el precio
de las acciones es de $50 que cuando es de $10. Definimos 02 como la tasa de varianza del
cambio proporcional en el precio de las acciones. Esto muestra que o2At es la varianza del
cambio actual en el precio de las acciones, S, durante Af. La tasa de varianza instantanea
de S es por tanto o252,

Estos argumentos sugieren que S puede ser representado por un proceso Ito que tiene
tasa de variacién esperada instantanea uS y tasa de varianza instantanea o282, Esto
puede ser escrito como

ds = uSdt -+ ¢Sdz

3.6
EiSE = pdt + odz (3.6)

"La ecuacién (3.6) es el modele mds ampliamente usado de comportamiento de precios
de acciones. La variable o es usualmente referida como la volatilidad del precio de las
acciones. La variable 4 es el beneficio esperado.

Ejemplo 3.3 Considere una accién que no paga dividendos y tiene una volati-
lidad de 30% p.a. y proporciona un beneficio esperado de 15% p.a. En este caso
£ =10.15 y o = 0.30. El proceso para el precio de la accién es

%S. — 0.15d% +0.30dz

si § es el precio de la accién en un tiempo particular y AS es el incremento en ¢}
precio de la accidn en el siguiente intervalo pequefio de tiempo

éS—S = 0.15A¢ + 0.30eV At

donde ¢ es una muestra aleatoria de una distribucién normal estandarizada. Con-
sidere un intervalo de tiempo de una semana o 0.0192 afios y supongamos que el
precio inicial de la accién es $100, entonces At =0.0192, S =100 y

AS = 100{0.00288 + (.04 16¢)

muestra que el incremento en el precio es una muestra aleatoria de una dis-
tribucién normal con media $0.288 y desviacién estdndar $4.16.
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3.4. UNA REVISION DEL MODELO

El modelo de comportamiento de los precios de acciones que ha sido desarrollado en
esta, parte es alguna veces conocido como Movimiento Browniano geométrico. La versién
tiempo-discreto del modelo es

as
S

la variable AS es el cambio en el precio de acciones, 5, en un pequefio intervalo de tiempo
At, v € es una muestra aleatoria de una distribucién normal estandarizada. El parimetro
4 es el beneficio esperado por unidad de tiempo de las acciones y el parametio o es la
volatilidad del precio de las acciones. Ambos pardmetros se suponen constantes.

= pAt + oeVAt, (8.7)

El lado derecho de la ecuacién (3.7) es el beneficio proporcional que se obtiene por las

acciones en un periodo corto de tiempo Af. El término uAf es el valor esperado de este

beneficio. La varianza de la componente estocdstica (y por tante del beneficio integro) es
2

oAt

La ecuacién (3.7) muestra que AS\ § estd normalmente distribuida con media pAt y
desviacién estandar o+ At. En otras palabras

2 glunst, oV, (3.8)

donde ¢(m, &) denota una distribucién normal con media m y desviacién estandar s.

Supongamos que el beneficio esperado de las acciones es 14% p.a. ¥ que la desviacién
estdndar del beneficio (es decir, la volatilidad) es 20% p.a. Si el tiempo es medido en afios,
se sigue que

u =014

o =0.20

Consideremos que At = 0.01 y gue los cambios en €l precio de las acciones en intervalos
de tiempo de longitud 0.01 afios (o 3.65 dias). Se sigue que AS\ & es normal con media,
0.0014 (=0.14 X 0.01} y desviacién estdndar 0.02 (=0.2 x+/0.01), esto es

%ﬁ ~ $(0.0014, 0.02) (3.9)

Una trayectoria para los precios de las acciones puede ser simulada por muestreo repetitivo
de ¢(0.0014, 0.02). Un procedimiento para desarrollar dicha simulacién es tomar una
muestra de valores vy, de una distribucién normal estandarizada y entonces convertir a
una muestra, vg, con ¢{0.0014, 0.02) usando

vy = 0.0014 + 0.02 vy (3.10)
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La tabla 3.1 muestra una simulacién particular de movimientos en el precio de las acciones.

Tabla 3.1

Muestra Cambio en
Precio de las Muestra aleatoria los precios
acciones al aleatoria de vo durante el
inicio del v de ¢(0, 1) correspondiente periodo
periodo a ¢(0.0014,0.02)
20.000 0.52 0.0118 0.236
20.236 1.44 0.0302 0.611
20.847 -0.86 -0.0158 -0.329
20.518 1.46 0.0306 0.628
21.146 -0.69 -0.0124 -0.262
20.883 0.21 0.0056 0.115
20.719 -1.10 -0.0206 -0.427
20.292 0.73 0.0160 0.325
20.617 1.16 0.0246 0.507
21.124 2.56 0.0526 1.111

El precio inicial de las acciones es $20. Para el primer periodo el nimero aleatorio vy,
muestreado de ¢(0, 1), es 0.52. Usando la ecuacién (3.10) obtenemos un valor aleatorio de
0.0118, de ¢(0.0014,0.02). Usando Ia ecuacién (3.9), AS = 20 x 0.0118, 0 0.236 y asi suce-
sivamente. Note que las muestras, ve, son independientes una de la otra. Sino lo fueran, la
propiedad markoviana no es aplicable. La tabla 3.1 supone que los precios de las acciones
son medidas en el valor més cercano 0.001 lo cual, de hecho, no ¢s el case. Para obtener
los precios de acciones que pueden ser cotizadas, los valores en la primera columna de la
tabla pueden redondearse al valor més cercano $§. Es importante enfatizar que la tabla
muestra $6lo un posible patrdn del movimiento de precios de acciones. Diferentes muestras
aleatorias pueden conducir a diferentes movimientos de precios. Cualquier pequefio inter-
valo de tiempo puede ser usado en la simulacién. Sin embargo, sélo en el limite, At — 0 es
una verdadera descripcion del movimiento Browniano geométrico obtenido. El precio final
de 21.124 en la tabla 3.1 puede ser considerado como un valor aleatorio de la distribucién
de los precios de las acciones al final de 10 intervalos de tiempo, o un décimo de afio.
Por simulacién repetida de los movimientos en los precios de la tabla 3.1 se obtiene una
completa distribucién de probabilidad de los precios de las acciones al final de un décimo
de afio.

3.5. LOS PARAMETROS

El proceso para los precios de acciones que ha sido desarrollado en esta parte implica dos
pardinetros, pty o. Los valores de estos parametros dependen de 1a unidad en que el tiempo
es medido. Aqui y a lo large de este trabajo suponemos que el tiempe se mide en afios.
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El pardmetro i es el beneficio esperado ganado por el inversionista en un periodo corto
de tiempo. Este beneficio es anualizado y expresado como una proporcién. La mayoria
de los inversionistas necesitan altas ganancias esperandoe que se produzcan tomando en
cuenta los altos riesgos tomados. Se sigue que el valor g dependeri del riesgo del beneficio
de la aceién., También dependers del nivel de las tasas de interés del mercado: el més alto
nivel de las tasas de interés, el més alto beneficio esperado requerido de las acciones. Por
ejemplo, el promedio g estd sobre 8% del beneficio en una inversién libre de riesgo para
los bonos del tesoro. Asi, cuando el beneficio en los bonos del tesoro es 8% p.a. o 0.08, un
valor tipico de g es (.16, esto es, el beneficio esperado de una accién es 16% p.a.

Afortunadamente, no debe importarnos calcular los valores de p en sus detalles, porque
el precio de un proucto derivado que’depende de una accidn es en general independiente
de g El pardmetro o, la volatilidad del precio de la accién es, en contraste, criticamente
importante para determinar el precio de la mayoria de los derechos de contingencia. Los
procedimientos para estimar ¢ empiricamente son discutidos més adelante. Los valores
tipicos de o para una accién estdn en un rango de 0.20 a 0.40 (es decir, entre 20% y 40%).

La desviacién estindar, o/ At, es el cambio proporcional en el precio de las acciones en
un pequefio intervalo de tiempo Af. Una aproximacion preliminar de la desviacén estdndar
del cambio en el precio de las acciones en un periodo de tiempo relativamente largo 7" es
ovT. Esto muestra que, como una aproximacién, la volatilidad puede ser interpretada
como la desviacién estdndar del cambio en el precio de las acciones en un afio. Note que
la desviacén estdndar del cambio, proporcional en el precio de las acciones en un intervalo
de tiempo relativamente largo.T, no es exactamente ov'T. Esto es porque los cambios
proporcionales no son aditivos (por ejemplo, un incremento del 10% en el precio de las
acciones seguido de un 20% nos conduce a un incremento del 32% y no a 30% ). En el
siguiente capitulo la distribucién de probabilidad del cambio en el precio de la acciones en
un periodo de tiempo relativamente largo, T, serd una normal logaritmica. También se
mostrard que la volatilidad del precio de las acciones es exactamente igual a la desviacién
estdndar del beneficio proporcionado por las acciones continuamente compuesto & un afio.

3.6. UN MODELO BINOMIAL

En varias secciones de este trabajo se usa un modelo binomial como una. representacion de
tiempo discreto del modelo para precios de acciones que han sido deseritos en este capftulo.
Supongamos que el precio inicial de las acciones es §. Bajo el modelo binomial se sigue el
proceso ilustrado en la figura 3.1; en el siguiente pequefio intervalo de tiempo de longitud
At sube a 8, con probabilidad » y baja a 84 con probabilidad 1 — p.
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Fig.3.1. Modelo Binomial

Las variables u, d, y p deben ser elegidas de tal manera que, para un pequefno -_\t,, el
beneficio esperado del precio de las acciones sea pAt y la varianza sea ¢°At. Una forma
en que se logra hacer esto es haciendo

1 erat _ g
U = eO’\/-E y d = e y p = ee———

° u—d
Se puede mostrar que cuando en el limite Af — 0, este modelo binimial de movimientos
de los precios de las acciones conduce al modelo de movimiento Browniano geométrico que

ha sido desarrollado anteriormente.

Ejemplo 3.4 Considere un precio de acciones que proporciona un beneficio
esperado de 12% p.a. y tiene una volatilidad de 30% p.a. Supongamos que el
modelo binomial es usado para representar movimientos en periodos de tiempo de
0.04 afios (aproximadamente 2 semanas). En este caso p = 0.12,0 = 0.30y At =

0.04, por tanto
u = 030004 — 1 0518

d= 1 =0.9418
u
(0.12}(0.04) _
p= e 0.9418 — 0595

1.0618 — 0.9418

si el precio de las acciones inicia con $100, los posibles movimientos en cuatro
intervalos de tiempo de longitud At se ilustran en la figura 3.2.
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$100 $100

$7192

Fig.3.2 Movimientos del precio de las acciones.

La probabilidad de un movimiento hacia arriba es siempre 0.475. Cuando el
precio de las acciones es de $112.7 ocurre que al final de los cuatro intervalos
de tiempo estdn tres movimientos hacia arriba y uno hacia abajo. Entonces, la
probabilidad del precio de las acciones comenzando con $112.7 v al final de cuatro
intervalos de tiempo es

{4)(0.525)3(0.475) = 0.275

lag probabilidades, cuando los precios de las acciones son $127.1, $100, $88.7 y
$78.7, puede mostrarse que son 0.076,.0.373, 0.225 y 0.051 respectivamente.
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CAPITULO 4

EL ANALISIS DE BLACK-SCHOLES
Y LA VALUACION DE RIESGO NEUTRAL

A comienzos de los 70, Black y Scholes desarrollaron una ecuacién diferencial que satisface
a la mayoria de los precios de cualquier producto derivado que dependen de una accion que
no paga dividendos, Ellos usaron la ecuacién para obtener precios para opciones call y put
Europeas sobre las acciones. En este capftulo explicamos el célculo de la ecuacidn diferen-
cial de Black-Scholes. Adem4ds se discuten las propiedades del proceso estocdstico para los
precios de las acciones desarrollado en el capitulo anterior y se explica una herramienta
poderosa conocida como Veluacidn de Riesgo Neutral. '

Recordemos que cuando se caleuid el valor de los contratos forward no se hicieron
suposiciones acerca de la tasa de interés y la variable r fué usada para representar la tasa
de interés libre de riesgo para una inversién que vence gl tiempo T. Seguiremos denotando
la tasa de interés libre de riesgo por r. Sin embargo, excepto donde se establezca de
otra forma, suponemos que la tasa de interés es constante y es la misma para todos los
vencimientos.

4.1. LEMA DE ITO

El precio de una, opcién de acciones es una funcién del precio de las acciones subyacentes y
del tiempo. M4s generalmente, podemos decir que ¢l precio de cualquier producto derivado
es una funcién de las variables subyacentes estocdsticas de los productos derivados y del
tiempo. Un resultado importante del comportamiento de dichas funciones estocédsticas fué
descubierto por un matematico, ITQ, en 1951,

Supongamos que el valor de una variable z sigue un proceso Ito
dz = a{z,t)dt + b(z, t)dz, {4.1)
donde dz es un proceso Wiener y @ y b son funciones de = y ¢. La variable z tiene una

tasa de variacidn a y tasa de varianza de 2. El lema de Ito muestra que una funcién G de
z y t sigue el proceso

8G | 8G  19*G , 8G
dG—(Ea+EE+§‘5ﬂ;§-b)dt+-5;bdz’ (4'2)

donde el término dz es el mismo proceso Wiener mostrado en la ecuacién {4.1). Asi, G
también sigue un proceso Ito y tiene una tasa de variacién

oG, [ 9G  1FG
9z T at T 262
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Una demostracién completa y rigurosa del lema de Tto estd fuera del alcance de este trabajo.
Sin embargo, el lema puede ser presentado como una extensién natural de resultados
conocidos del cdleulo diferencial.

En el capitulo 3 se muestra que la ecuacién
dS = p8dt + 09dz, {4.3)
es un modelo razonable del movimiento de los precios de las acciones con ¢ ¥ o constantes.

Del lema de Ito se infiere que el proceso que sigue una funcién, &, de S y t es
_[ oG 8G 1 8*G , &G
dG = (ﬁu{w 5 +35 3598 Jat+ 55 054z, (4.4)

note que S y & estan afectados por Ia misma fuente de incertidumbre dz.

Ejemplo 4.3.  Considere un contrato forward sobre acciones que no pagan
dividendos. Suponemos que la tasa de interés libre de riesgo es constante e igual
a r para todo el vencimiento. Se definié ' como el precio forward. De la ecuacién
{2.2)

F= Se’r(T—-t)’

asi que
?.5 = (T _8_2__F_ =0, ?_,.F,
as T 982 ot
suponemos que S sigue un movimiento Browniano geométrico con beneficio es-
perado i y volatilidad o [este es el proceso de la ecuacién (4.3)]. El proceso para
F, de la ecuacién (4.4), estd dado por

= —rSe" Tt}

dF = [er(T"‘) uS — rSe’(T't)] dt + g 8dz,

{(T—t} ohtenemos

sustituyendo F' = Se
dF = (p — r)Fdt + o Fdz,

por tanto, F sigue también un movimiento Browniano geométrico; ademas tiene
la misma volatilidad que S y el valor de la tasa esperada es p — 7.
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4.2, UNA APLICACION DEL LEMA DE ITO

En esta seccién usaremos el lema de Ito para calcular el proceso seguido por Ln{5). Se
define

G = In(89),
entonces
96 _1 86 _ 1 96 _,
a8~ §'ase T s ¢ 7

se sigue de la ecuacidn (4.4) que el proceso seguido por G es

dG = (/.L - ‘;)dt + odz, ’ (4.5)

donde g ¥ ¢ son constantes. La ecuacién (4.5) indica que G sigue un proceso Wiener
generalizado. Tiene una tasa de variacién constante g —o? \ 2 y tasa de varianza constante
a2. De los resultados en el capftulo 3, la forma en que cambian estos valores en G entre el
tiempo actual, t, y algin tiempo futuro, T, estin distribuidos normalmente con media

(u - %2)('1" ~t},

y varianza
o} (T —t).

El valor de G al tiempo £ es In(S) y el valor al tiempo T es Ln{ST), donde Sy es el precio
de las acciones al tiempo T'. Este cambio durante el intervalo de tiempo T — ¢ es por tanto

Ln(Sr) - Ln(S),

entonces, con la notacién del capitulo 3

En(Sr) — In(S) ~ o[ (= 5 )@ ~ 1), T =T

4.3. LA PROPIEDAD LOGNORMAL DE PRECIOS DE ACCIONES
Una, variable tiene una distribucién Lognormal si el logaritmo natural de las variables estd

distribuida normalmente. Se mostré en la seccién 4.2 que el comportamiento de los precios
de acciones desarrollado en el capitulo 3 implica que

02
Ln(S7) — Ln(S) ~ qb'[(u - —2—)(T —t), ovT =1 |, (4.6)

donde St es el precio de las acciones al tiempo T', § es el precio de las acciones en el tiempo
actual t, y ¢(m, 5) denota una distribucién normal con media m y desviacién estdndar s.
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De las propiedades de la distribucién normal, se sigue de la ecuacién (4.6) que

Ln{St) ~ ¢[Ln(3) + (” “2"2 ) (T —1t), ovT =1, (4.7)

de aqui se deduce que St tiene una distribucién Lognormal. La desviacidn estandar de
In{St) es proporcional a +/T — ¢. Esto muestra que nuestra incertidumbre acerca del lo-
garitmo de los precios de acciones, como medida de su desviacién estandar, es proporcional
a la raiz cuadrada anterior.

Ejemplo 4.2. Considere una accién con un precio de $40, un beneficio esperado
de 16% anual y una volatilidad de 20% anual, de la ecuacién (4.7), la distribucién
de probabilidad del precio de la accién, S, en un tiempo de seis meses esta dado
por

In(Sr) ~ ¢[Ln(40) + (0.16 - 925)(0.5), (0.2)@],
Ln(S7) ~ ¢[3.759,0.141],

existe un 95% de probabilidad de que una variable distribuida normalmente tenga
un valor con dos desviaciones estdndar de su media. Entonces, con 95% de con-
fianza

3.477 < LnSt < 4.041,

BT £ G < AT

32.36 < St < 56.88,

concluimos que con una probabilidad de 95%, el precio de la accién a seis meses
estard entre $32.36 y $56.88.

Una variable que tiene una distribucién Lognormal puede tomar cualquier valor entre
cero ¢ infinito. A diferencia de la distribucién normal, ésta es sesgada, asi que la media, la
mediana y la moda son todas diferentes. De la ecuacién (4.7) y de las propiedades de la
distribucién Lognormal, se puede mostrar que el valor esperado de S, E(Sr), estd dado
por

E(Sr) = Se¥T—9), (4.8)

esto coincide con la definicién de i como la tasa esperada del beneficio. La varianza de
ST, Var(St), estd dada por

Var(Sr) = §2e#T= (2 T4 _ 1), (49

Ejemplo 4.3. Considere una accién donde el precio actual es de $20, el beneficio
esperado es 20% anual y la volatilidad es 40% anual. El valor esperado de la
accién, F(S7), y la varianza del precio de la accidn en un afio, Var{Sr), estan
dadas por

E(Sr) = 20e%? = 24.43,

Var(Sr) = 400e%4(e%1% — 1) = 103.54,
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la desviacién estandar del precio de la accién en un aifio es +/103.54 0 10.18
4.4. LA DISTRIBUCION DE LA TASA DE BENEFICIO

La propiedad Lognormal de los precios de las acciones puede ser usada para proporcionar
informacién sobre la distribucién de probabilidad de la tasa continuamente compuesta
del beneficio ganado de una accién entre los tiempos ¢ y T'. Si definimos el beneficio
continuamente compueslo coOmo 1 se sigue que

Sp = Sen(T-—t),
Y 1 S
- 2T
n—T_th(S), (4.10)
entonces

la ecuacién (4.6) implica que

Sp o2 .
In(=5) ~ ] {n - 5 ) (@ - 8),0vT 1), (4.11)
v de las ﬁropiedades de la distribucién normal, se infiere de la ecuacién {4.10) que
’TNd)(u"_ ?_2’ z )1 (412)
27T —¢

por lo tanto, la tasa de beneficio continuamente compuesta se distribuye normalmente con

. 2 . .
media 1 — & y desviacion estandar \/%’:_t

Ejemplo 4.4. Considere una accién con un beneficio esperado de 17% y una
volatilidad de 20% anuales. La distribucién de probabilidad para la tasa de
beneficio actual {continuamente compuesta) realizada sobre tres afios es normal
con media

0.17 9%]5 —0.15,

o 15% anual y desviacién estdndar

82 p.s,

V3

u 11.5% anual Si Existe un 95% de confianza de que una varisble distribuida
normalmente esté a dos desviaciones estandar de su media, podemos decir, con
95% de confianza, que el beneficio actual realizado sobre tres afios estard entre
-8% v 38% anual.
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El resultado de la ecuacién (4.12) muestra que el beneficio esperado continuamente com-
puesto en el tiempo T'—t es p— -‘?; Este resultado nos parecié extrafio desde el capitulo 3; ¢
fué definida. como el precio esperado de la tasa de beneficio en cualquier intervalo pequefio.
Cémo puede ser diferente el precio esperado de la tasa de beneficio continnamente com-
puests en un intervalo de tiempo mds largo?. Para comprender la diferencia entre las
dos, consideremos un ejemplo numérico. Supongamos que lo signiente es una secuencia de
beneficios por afio sobre una accién, usando como medida un compuesto anual

15%, 20%, 30%, —20%, 25%

La media artmética del beneficio es calculada tomando la suma de los beneficios y divididas
por 5. Esto es 14%. Sin embargo, un inversionista puede actualmente ganar menos que
14% anual si deja su dinero invertido por 5 afios. El valor de $100 al final de 5 afios serad

100 x 1.15 x 1.20 x 1.30 x 0.80 x 0.80 x 1.25 = 179.40

En contraste, un beneficio de 14% continuamente compuesto anualmente dard

100 x {1.14)% = 192.54,

‘y el promedio actual del beneficio obtenido por el inversionista compuesto anualmente es

(1.7940)% —1 = 0.124,
0 12.4 anual.

Este ejemplo ilustra el resultado general de que la media del beneficio obtenido en diferentes
afios no es necesariamente el mismo que el beneficio medio por afio en varios aflos compuesto
anualmente. Se puede mostrar, a menos que el beneficio anterior sea el mismo en cada
afio, que el ultimo beneficio siempre es mds grande que el anterior.

No hay, de hecho, nada mégico acerca del periodo de tiempo de un afio en este resultado.
Supongamos que el periodo de tiempo sobre el cual el beneficio es medido, se hace progre-
sivamente pequeno y el nimero de observaciones se incrementa. En el limite obtenemos
las siguientes dos estimaciones:

1. La tasa de beneficio esperado en un periodo infinitesimalmente corto de tiempo.
2. La tasa de beneficio esperado continuamente compuesta sobre un periodo largo de
tiempo.

Andlogamente a lo anterior, podemos esperar que la estimacién 1 sea més grande que la

estimacién 2. Nuestro resultado anterior muestra que esto es, de hecho, el caso. La tasa
N . 2

de beneficio esperado continuamente compuesto es p — &

El argumento en esta seccién muestra que el término beneficio esperado es ambigua. Se

. 2 . .
puede referir a £ 0 a ¢ — 5. A menos que se diga otra cosa, la usaremos para referirnos a
[ en lo que resta del trabajo.
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4.5. ESTIMACION DE LA VOLATILIDAD A PARTIR
DE DATOS HISTORICOS

Para estimar la volatilidad del precio de una accién empiricamente, los precios de la accién
son usualmente observados en intervalos fijos de tiempo (es decir, cada dia, cada semana
o cada mes). Se define

n -+ 1: nimero de observaciones.
S;: precio de la acci6n al final del i-ésimo intervalo (i=0, 1, ..., n).
T : longitud del intervalo de tiempo en afios.

g : l’n.(S;/S_]_) )

Asf, S; = Si_1e* es el beneficio continuamente compuesto (no anualizado) en el i-ésimo
intervalo para i=1, 2, ..., n. Una estimacién preliminar, s, de la desviacién estdndar de las
s estd dada por T

1 k1
_ Y
s = n—lg (g — @)2,

i=1

. 2
1 n 1 n
$= ;——_lzuizﬂn(n—l)(zu’;) '

=1 i=1

donde @ es la media de la u}s.

De la ecuacién (4.11), la desviacién estandar de las uls es 04/7. La variable, s, es por tanto
una estimacién de o+/T; se sigue que ¢ en s{ misma puede ser estimada como s*, donde

s =

4

y puede mostrarse que el error estdndar de esta estimacién es aproximadamente

X

8

N

Escoger un valor apropiado para m no es facil. Eso si, 2 mayor mimero de datos, mayor
exactitud. Sin embargo, ¢ cambia con el tiempo y los datos mds antiguos pueden no
ser relevantes para predecir el futuro. Un acuerdo que parece ser razonable es usar los
precios del cierre de datos diarios entre 90 y 180 dias. Existe una cuestién importante
concerniente al tiempo verdadero que puede ser medido en dias calendario o en los dias
hébiles de negociacién cuando la volatilidad estd siendo medida y usada. Sobre la base de
investigacion empirica de los datos, parece ser que los dias de negociacién es lo més usado.
En otras palabras, los dias, cuando se cierra el tipo de cambio, pueden ser ignoradas para
los propdsitos del calculo de la volatilidad.
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Ejemplo 4.5 La tabla 4.1 muestra una posible secuencia de precios de acciones
sobre un periodo de 20 dias. Tenemos que

> w=0.09531y Yy u;* =0.00333

TABLA 4.1
Precio de 1a Precio relativo Beneficio Diario

Dia accién al cierre S:/8;,1 uw; = In(S;/Si1)
0 20 )

1 204 1.00625 0.00623
2 193 0.98758 -0.01250
3 20 1.00629 0.00627
4 204 1.02500 0.02469
5 20% 0.98781 -0.01227
6 201 1.03086 0.03040
7 201 1.00000 0.00000
8 20 1.00000 0.00000
9 202 0.99401 -0.00601
10 203 1.00000 0.00000
11 21 1.01205 0.01198
12 21} 1.00595 0.00593
13 201 0.98817 -0.01190
14 20§ 1.00000 £.00000
15 211 1.01796 0.01780
16 213 1.00588 0.00587
17 213 1.00000 0.00000
18 211 0.99415 -0.00587
19 212 1.02353 0.02326
20 22 1.01149 0.01143

una estimacién de la desviacién estdndar para el beneficio diario es

= 0.0123

\/0.00333 _ (0.09531)2
19 380

Supongamos que el tiempo es medido en dias negociables y que existen 250 dias
negociables por aiio, 7 = 1/250 y el dato proporciona una estimacién para la
volatilidad p.a. de 0.0123v250=0.194. La volatilidad estimada es 19.5% anual.
El error estdndar de esta estimacidn es




0 3.1% anual.

El an4lisis anterior supone que la accién no paga dividendos. Sin embargo, se puede adoptar
para acciones que pagan dividendos. El beneficio w;, durante el intervalo de tiempo que
incluya un periode extre de dividendos esté dado por

e n(2)

donde, D, es el monto del dividendo. E! beneficio en otro intervalo de tiempo es no obstante

’ Ln(sil )

Ademis, como los factores de impuesto juegan una parte en determinados beneficios alrede-
dor de una fecha de exdividendos, es probablemente mejor deshacer en conjunto los datos
para los intervalos que incluyen una fecha de exdividendos.

4.6. VALUACION DE OPCIONES USANDO UN MODELO
BINOMIAL SIMPLE

En esta seccién se proporciona un ejemplo mostrando como una opcién call Europea puede
ser valuada en una situacién particularmente simple. El siguiente ejemplo proporciona
alguna perspicacia en el argumento fundamental de la ecuacidén diferencial de Black-Scholes.

Supongamos que el precio de una accién es actualmente de $20 y se sabe que al final
del mes el precio serd de $22 ¢ $18. Considere una opcién call Europea para comprar la
accién por $21 a un mes. Si el precio de la accién es de $22 el valor de la opcién es 81; si
el precio de la accién es de $18, el valor de la opcién es cero.

Considere un portafolio consistente de una posicién large en o partes de una accién y una
posicién corta de una opeién call. El valor del portafolio es 22¢:— 1 si el precio de la accién
se mueve hacia arriba y 18 st se mueve hacia abajo. Cuando « se elige igual a 0.25, estos
valores son el mismo -

18a = 22a — 1 = 4.5,

para este valor de «, el riesgo del portafolio es menor a pesar de que su valor rebase $4.5
en un mes. El valor presente del portafolio cuando o = 0.25 es

20%x025—-f=5~1,

donde f es el valor actual de la opcién call. Los portafolios de menor riesgo deben tener,
en ausencia de oportunidades de arbitraje, beneficio con una tasa de interés libre de riesgo.

Supongamos que la tasa libre de riesgo es 1% por mes (continuamente compuesta). Se
sigue que
1.01(5 - f) = 4.5
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4.5
=5— —— =10.544
f 1.01 0.5445
El lector puede sorprenderse de que las probabilidades del movimiento de la accién arriba
de $22 y abajo de $18 no se usaran para legar a este resultado. Este punto se verd en la

seccidn 4.10.

4.7. CONCEPTOS FUNDAMENTALES DE LA ECUACION
DIFERENCIAL DE BLACK-SCHOLES

La ecuacién diferencial de Black-Scholes es una ecuacién que debe ser satisfecha por el pre-
cio, f, de cualquier producto derivado que depende de una accién que no paga dividendos.
Aqui consideramos un argumento natural que conduce a la ecuacién.

En esencia, el argumento es muy similar al argumento usado para el precio de la opcién
de la seccién 4.6. Un portafolio de bajo riesgo que consiste de una, posicién en el producto
derivado y una posicién en la accién que es colocada y el beneficio del portafolio es entonces
igual a la tasa de interés libre de riesgo. En el andlisis de Black-Scholes, el portafolio que
es colocado permanece a bajo riesgo para sdlo un pericdo de tiempo infinitesimalmente
corto. Sin embargo, podemos argumentar que el beneficio durante este corto periodo de
tiempo debe tener tasa de interés libre de riesgo si las oportunidades de arbitraje fueran
evitadas.

La razén por la que €l portafolio puede ser colocado a bajo riesgo, es porque el precio
de la accién y el producto derivado son ambos afectados por la misma variable subyacente
de incertidumbre. Esto muestra que en un periodo corto de tiempo, las dos estdn perfecta-
mente relacionadas. Cuando un portafolio apropiado de la accién y del producto derivado
es colocado, el beneficio(pérdida) en la posicién del producte derivado asi como el valor
total del portafolio y al final del periodo corto de tiempo es conocido como certidumbre

Las posiciones que son necesarias para derivar la ecuacién diferencial son las siguientes:

1. El precio de las accidénes sigue el proceso desarrollado en el capitulo 3 con gt y o
constantes.

2. La venta corta de acciones con el completo uso de procedimientos es permitido.

. No existen costos de transacciones ni impuestos. Todos los productos son perfecta-
mente divisibles. ’

. No existen dividendos durante la vida de los productos derivados.

. No existen oportunidades de arbitraje de bajo riesgo.

La negociacién de los productos es continua.

. La tasa de interés libre de riesgo, r, es constante y es la misma para todo el vencimiento

o

= R
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4.8. DERIVACION DE LA ECUACION DIFERENCIAL
DE BLACK-SCHOLES

Derivemos la ecuacidn diferencial de Black-Scholes. Supongamos que el precio de las

accicones, S, sigue el proceso
dS = pSdt + 08dz, (4.13)

supongamos que f es el precio del producto derivado contingente sobre S. La variable f
debe ser alguna funcién de S y ¢. De la ecuacidn (4.4)

2
df = (af s+6f ;SS{; 282)dt+ géanz, 4.14)

1

las versiones discretas de las ecuaciones (4.13) y (4.14) son, respectivamente

AS = pSAt + oSAz, (4.15)
Y af af &Pf ar
A S+ L + Lo AL+ —LoSA
f= (BS Bt T 20852 ) t a5 z’ (4.16)

donde AS y Af son los cambios en f y § en un pequefio intervalo de tiempo At. Recorde-
mos de la discucién del lema de Ito que en el proceso Wiener las varibles subyacentes f
v S son el mismo. En otras palabras, el término Az(= evA;) en la ecuacién (4.15) y
(4.16) son los mismos. Se sigue que eligiendo un portafolio apropiado de las acciones y del
producto derivado, el proceso Wiener puede ser eliminado.

Considere el portafolio siguiente

—1: producto derivado

8f
+ﬁ'

acciones

el titular de este portafolio estd en corto con el producto derivado y largo con el monto
df \ 85 de las acciones. Se define IT como el valor del portafolio. Por definicidn

af
= — 417
M= -f+3%S, (417)
el cambio AIl en el valor del portafolio en el tiempo At estd dado por
of
ATl = . 4.18
Af+ = 53 ==AS, { )
sustituyendo las ecuaciones {4,15) y {4.16) en la ecuacién (4.18) se obtiene
Of 18°f
All = | -2 — - L2587 | At. 4.19
( ot 2852 (4:19)
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Ya que esta ecuacién no incluye a Az, el portafolio IT debe ser de bajo riesgo durante
el tiempo Atf. Los supuestos, listados en la seccidn anterior implican que el portafolio
debe tener instantaneamente beneficio como el valor libre de riesgo en término corto. Si
lo ganado es mayor que este beneficio esperado, los drbitros pueden tener un beneficio a
bajo riesgo cancelando el producto y usando el procedimiento para comprar el portafolio;
st lo ganado es menor, los drbitros pueden tener un beneficio a bajo riesge cancelando el
portafolio y comprando productos libre de riesgo.

Se sigue que
ATl = rTIAS,

donde 7 es la tasa de interés libre de riesgo. Sustituyendo las ecuaciones (4.17) y (4.19)
af 18 >f 5257
( + = 23527 S4lat=r|f S

af of |1 52 2 O2f
ot T8t 37 S e =

La-ecuacién (4.20) es la ecuacidn diferencial de Black-Scholes. Tiene muchas soluciones,
correspondientes a todos los diferentes productos derivados que pueden ser definidos con S
como el subyacente. El producto derivado particular que es obtenido cuando la ecuacién es
resuelta, depende de las condiciones de limite que son usadas. Estas especifican los precios
del producto derivado alrededor de posibles valores de S y ¢. En el caso de una opcidn call
Europea, al introducir condiciones de limite se tiene

asi que

rf. (4.20)

F=max(S§ — X,0); cuando t=T,
v en el caso de una opcidn put Europea se tiene

f =max(X — 5,0); cuando t=T.

Un punto que puede ser realzado acerca del portafolio II en la derivacién de la ecuacién
(4.20) es que no es permanentemente de bajo riesgo. Es de bajo riesgo s6lo para un periodo
infenitesimalmente corto de tiempo. Como S y ¢ cambian, 8f \ 85 también cambia. Si
se desea mantener el portafolio a bajo riesgo, es necesario cambiar continuamente las
proporciones relativas del producto derivado y las acciones en el portafolio.

Ejemplo 4.6. Un contrato forward de una accién que no paga dividendos es un

producto derivado que depende de otra accidn, por lo que satisface la ecnacion

{4.20). De la ecuacién (2.1}, el valor del contrato forward, f, estd dado por
f=8—-KemI,

63



donde K es el precio de entrga. Esto muestra que

f _ vy OF _, OF _
ot =~ TKe v e e =0

cuando estas ecuaciones son sustituidas en el lado derecho de la ecuacién (4.20)

obtenemos
—rKe™"T=0 4 1§,

que es igual a 7§, mostrando que la ecuacién realmente se satisface.
4.9. VALUACION DE RIESGO NEUTRAL

La valuacién de Riesgo Neutral es, sin duda alguna, la més sencilla pero 12 més importante
herramienta para el andlisis de productos derivados. Esto surge de una propiedad clave de
la ecuacién diferencial de Black-Scholes {4.20). Esta propiedad sehala que la ecuacién no
implica ninguna variable que esté afectada por el riesgo preferencial del inversionista. Las
variables que aparecen en la ecuacién son los precios spot de las acciones, tiempo, volatili-
dad del precio de las acciones y la tasa de interés libre de riesgo. Todas son independientes
del riesgo preferencial.

La ecuacién diferencial de Black-Scholes puede no ser independiente del riesgo pre-
ferencial si implica el beneficio esperado de las acciones, u. Esto es porque el valor de i
depende del riesgo preferencial. . El nivel m4s alto de riesgo de aversién para e] inversionista,
para cualquier accién dada, se tiene cuando la g tiene un valor muy grande. Por lo tanto,
es afortunado que p desaparezca en el cilculo de la ecuacién.

El hecho que la ecnacién diferencial de Black-Scholes es independiente del riesgo prefe-
rencial permite usar un argumento ingenioso. Si el riesgo preferencial no se establece en
la ecuacién, no puede afectar su solucién. Cualquier conjunto de riesgos preferenciales
pueden por tanto ser usados cuando se evalia f. En particular, un supuesto muy simple,
que todo inversionista puede hacer, es neufralizar el riesgo.

Un 4mbito donde los inversionistas tienen un beneficio esperado de riesgo neutral es
la tasa de interés libre de riesgo, r. Esto es porque el riesgo neusral de los inversionistas no
requiere ung prima que permita formar riesgos. Es también cierto que el valor actual de
cualquier flujo de efectivo en un dmbito de riesgo neutral puede ser obtenido descontando
¢l valor esperado en la tasa libre de riesgo. El supuesto que el dmbito es de riesgo neutral
simplifica considerablemente el andlisis de los productos derivados.

Considere un producto derivado tal como una opcién Europea que cancela alguna
funcién del precio de una accién al tiempo T. Primero, el valor esperado del producto
derivado es calculado en el supuesto que €l beneficio esperado de la accidn es r en vez de p.
El valor esperado es entonces descontado en el tiempo actual usando una tasa de decuento
de r.
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Fs importante que al realizar la neutralizacién de la tasa se tenga en cuenta que solo
es un mecanismo artificial para obtener soluciones de la ecuacién diferencial de BLack-
Scholes. Las soluciones que se obtienen son vélidas en todos los dmbitos ( no s6lo en
el dmbito de tasa neutral). Cuando nos movemos de un Ambito de tasa neutral a un
ambito de tasa de aversion, pasan dos cosas. El valor de la tasa esperada en el precio
de la accién se incrementa y la tasa de descuento, que puede ser usada para liquidar los
productos derivados, cambia. Se tiene que estos dos efectos siempre se compensan uno al
otro exactamente.

4.10. ILUSTRACION DE LA VALUACION DE RIESGO NEUTRAL
MEDIANTE UN MODELO BINOMIAL

En esta seccién regresamos al ejemplo considerado en la seccidn 4.6. Recordemos que este
se reflere a un precio de acciones el cual es actualmente de $20 y que se mueve hacia arriba,
a $22 y hacia abajo a $18, al final de un mes. El producto derivado en el ejemplo es una
opcién call Europea con un precio de ejercicio de $21.

Es ilustrativo que las probabilidades del precio de las acciones se muevan hacia arriba a
$22 v hacia abajo a $18 porque nunca se usé al derivar el precio de la opcién de $0.5445
en la seccién 4.6. Esto puede ser interpretado en el sentido de que €] precio de la opcidn es
independiente del beneficio esperado de las acciones. Esto es consistente con la observacidn,
hecha en la seccidn 4.9, de que la ecuacién diferencial de Black-Scholes es independiente
del beneficio esperado de las acciones.

Ahora mostraremos que el precio de la opcidn call puede ser derivada usando valuacién de
riesgo neutral. En un dmbito de riesgo neutral, el beneficio esperado de una accién debe
ser 1a tasa de interés libre de riesgo de 1% por mes. La probabilidad, p, de un movimiento
ascendente debe por tanto satisfacer

22p + 18(1 — p) = 20 x 1.01,

esto es, p debe ser 0.55. El valor esperado de la opcédn call en un mes usando este valor de
pes
0.55x1 + 0.45x0 = $0.55,

este es valor final esperado de la opcién call en un 4mbito de riesgo neutral. El valor actual
de este valor esperado cuando se descuenta la tasa de interés libre de riesgo es

0.55

m = 0.5445,

o $0.5545. Este es la mismo que €l valor obtenido en la seccién 4.6. Los argumentos de
arbitraje de bajo riesgo y la valuacién de riesgo neutral proporcionan la misma respuesta.
Se puede mostrar que este es siempre el caso para el modelo binomial. Como se discutié
en la seccién 3.6, el movimiento Brawniano geométrico puede ser considerado como el caso
del limite del modelo binomial. Mostrar que la valuacién del riesgo neutral siempre es
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considerado para el modelo binomial es por tanto una forma de mostrar que se toma en
cuenta cuando el precio de las acciones sigue un movimiento Browniano geométrico.

4.11. APLICACION A LOS CONTRATOS FORWARD DE UNA ACCION

Los contratos forward de una accién que no paga dividendos ya han sido valuados en la
secciodn 2.6. Fueron valuados también en esta seccién para proporcionar una ilustracidn
simple de valuacién de riesgo neutral. Se hace el supuesto que la tasa de interés es constante
e igual a r. Esto es m4s restrictivo que 1o supuesto en la seccidn 2.6, Considere un contrato
forward largo que vence al tiempo T con precio de entrega K. Como se decribié en el
capitulo 1, el valor del contrato al vencimiento es

Sr—-K

donde St es el precio de la accién al tiempo T. Del argumento de valuacién de riesgo
neutral, el valor del contrato forward al tiempo ¢, (< T}, es el valor esperado al tiempo T
“en un dmbito de riesgo neutral, descontado al tiempo t de la tasa de interés libre de riesgo.

Denotemnos el valor del contrato forward al tiempo ¢ por f, lo anterior muestra que
f=e"TOE(Sr — K), {4.21)

donde E denota el valor esperado en un 4mbito de riesgo neutral. Cuando K es una
constante, la ecuacion (4.21) se transforma en

f=e TS — KemmT-1), (4.22)
¥ la tasa promedio del precio de la accién, 4, conduce a r en un dmbito de riesgo neutral.

Por tanto, de la ecuacién (4.8) X
E(Sr) = Se"T, (4.23)

sustituyendo la ecuacién (4.23) en la ecuacién (4.22) obtenemos
f =5 e—r(T—t),

esto estd de acuerdo con la ecuacién (2.1). El ejemplo 4.6 muestra que esta expresién para
f satisface la ecuacién diferencial de Black-Scholes.
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CONCLUSIONES

Se ha mostrado que los precios forward o futuros de un activo financiero, el cual es poseido
solamente para inversién por un ntmero significativo de inversionistas pueden ser deter-
minados del precio spot, tiempo de vencimiento, tasas dce interés, ingresos a recibir del
activo financiero y costos de almacenamiento. Las ltimas tres de éstos son los costos y los
beneficios asociados propiamente con el bien en vez de iniciar contratos futuros o forward
sobre el activo financiero. Estos pueden ser resumidos algunas veces por el término costos
de transporte. Este es el interés que debe ser pagado para financiar el bien més los costos
de almacenamiento menos cualquier ingreso recibide del activo financiero durante la vida
del contrato.

El precio futuro de un activo financiero que es poseido principalmente para consumo no
puede ser determinado directamente del costo de transporte. Esto es porque el usuario del
activo financiero puede estar preparado para pagar una prima por la conveniencia asociada
con la propiedad del activo financiero en vez de tener el contrato futuro. Podemos, sin
embargo, especificar que debe ser un bono superior del precio futuro en ausencia de costos
de transaccidn.

Los precios de las acciones parece que siguen un proceso de Markov. Es decir, que
para cualquier tiempo dado toda la informacidén anterior de los precios de las acciones
estd contenida en el precio spotl. En esta parte se ha desarrollado un posible proceso
estocdstico para ¢l comportamiento de los precios de las acciones conforme pasa el tiempo.
El proceso es conocido como Movimiento Browniano Geométrico. Bajo este proceso la
tasa proporcional de beneficio del titular de las acciones en cualquier pequefio intervalo de
tiempo estd dado por una distribucién normal y el beneficio en cualesquiera dos pequefios
intervalos de tiempo diferentes son independientes.

La ecuacidén de Black-Sholes es generalmente usada como una ecuacién diferencial para
los precios de opciones call y put de una accién gue no paga dividendos. De hecho, cualquier
derecho cuyo precio es contingente con el precio de la accién debe satisfacer la ecuacién
diferencial bajo los supuestos que se han hecho. El argumento de valuacién de riesgo
neutral proporciona un uso alternativo para resolver la ecuacién diferencial directamente.
El argumento es agradablemente simple. Como la ecuacién diferencial de Black-Sholes no
implica riesgo preferncial, la solucién de la ecuacién puede también ser independiente de
riesgo preferencial y el mecanismo artificial de suponer que el 4mbito es de riesgo neutral
puede, por tanto, ser usado.
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