
FACULTAD DE CIENCIAS 

DISTRIBUCIONES DE TIEMPOS DE 
OCUPACIÓN Y GANANCIAS EN CADENAS DE 

MARKOV A TIEMPO CONTINUO 

T E s 1 s 
QUE PARA OBTENER EL TITULO DE 

ACTUARIO 
P R E S E N T A 

RECTOR JASSO FUENTES 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



'/.tu 11.; ... ,, '/..\ i·L';· .,, ·"l/\i.. 
,'..;.¡ ~ ........ ~ t/l. ' ¡ .... ,,l.•···. 

M. EN C. ELENA DE OTEYZA DE OTEYZA 
Jefa de la División de Estudios Profesionales de la 
Facultad de Ciencias 
Presente 

Comunicamos a usted que hemos revisado el trabajo de Tesis: 

"Distribuciones de tiempos de ocupación y ganancias en cadenas 
de Harkov a tiempo continuo" 

realizndopor JASSO FUENTES HECTOR 

con número de cuenta 094 38459-6 , pasante de la carrera de Ac tuarS:a 

Dicho trabajo cuenta con nuestro voto aprobatorio. 

Director de Tesis 
Propietario 

Propietario 

Propietario 

Suplente 

Suplente 

Atentamente 

DR. ALBERTO CONTRERAS CRISTAN 

ACT. JUAN CARLOS PARDO MILLAN 

M. en C. JOSE ANTONIO flA'!ll!\.~DlDllHtlAS 
COMllO O[PAAIAMlHIAL 

a. 
-...llAllEMA,.ICAIF" 

_,_~ .. --.,,!.,,. ____ ..-.;_;;;...:. ___ --'----'----



A-,.,_is !'"-'{res }i:.11Pe.rtf1 "I :MinenlA-, 

"',.,,is fu.""'-""1U1S Ji:.11Pe.rt11, 9uA.4{A1.ure. "I Akj"-tUf."' 
~e.~ f..A-n "1'"1'/"4.." e.n t;vd._p. ,.,,i vú{A-. 

A-t J:>r. 1'<11'Je.ns !>tp.(t 1''" "'"-Ji"'r e.n,.,,; 
f'A-rA- tA- re.A-1.i.zAC.iin l{e. e.su trPrP"J"· 

A- tM f"'frs11R-S 
:MA-. T.IMtiA- c,p.,f:,Af.f.e.n,, 

M'/?e.rtf1 C,,,,,..trerM "f 
.Luis !>rise.iW 

1''" su 11A1.in11 'tiurt-f" l{e.l{iuw(11 "'e.su trM"J"· 



,,. 
Indice General 

Introducción 

1 Procesos de Markov 
1.1 Procesos a tiempo continuo 
1.2 Definición del proceso de Markov . 
1.3 Estructura del Proceso de Markov . 
1.4 Generador o Matriz de Intensidad . 

i 

1 
1 
2 

10 
12 

2 Función de ganancia y tiempos de ocupación 15 
2.1 Función generadora del número de transiciones. . . . . . 15 
2.2 Transformadas de la densidad y distribución asociadas a 

la ganancia total . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 
2.3 Transformadas de la densidad y distribución asociadas a 

las ganancias parciales con número de transiciones . . . 28 

3 Metodos numéricos 37 
3.1 Metodo de Series de Fourier para invertir transformadas 

de distribuciones de probabilidad . . . . . . . . . . . . 37 
3.2 Método de sumas de Euler y la exponencial de una matriz 49 

4 Aplicaciones 

A Listado del progrruna 

1 

·57 

73 



Introducción 

El propósito de este trabajo es el cálculo de ciertas densidades de prob­
abilidad para la variable aleatoria llamada la ganancia total. Esta vari­
able aleatoria está definida como la integral de una función de una cade­
na de Markov a tiempo continuo que llamaremos función de ganancia. 
Como caso particular obtendremos las densidades de los tiempos de 
ocupación del Proceso de Markov cuando la función de ganancia toma 
el valor de O y l. 

El cálculo de esta densidad es realizado asociando a la distribu­
ción de la ganancia total su transformada de Laplace, que servirá para 
expresar la transformada de Laplace-Stieltjes en forma analítica, ésta 
última la transformada de interés ya que será la transformada para la 
densidad. Para invertir la expresión analítica de las transformadas, se 
desarrollarán métodos numéricos de inversión, en específico, se hará uso 
de la integración numérica y un método de Series de Fourier este último 
para identificar el error de dicha inversión. 

En el presente trabajo se desarrolló un programa en Fortran 77 
para el trabajo computacional de la inversión de la transformada, que 
muestra distintos valores de la densidad de la ganancia total en distintos 
nodos de la dicha ganancia. 

Así entonces, el contenido de la tesis queda constituido de la sigu­
iente manera: El capítulo 1 es desarrollado de manera introductoria, 
donde se abordan los conceptos de un Proceso de Markov, propiedades 
y probabilidades asociadas a este proceso. En el capítulo 2 se hace el 
cálculo de la función generadora del número de transiciones para un 
Proceso de Markov, además se define la función de ganancia asociada a 
este proceso. Se define también las distribuciones a calcular, y se llega 
a la solución analítica de sus transformadas respectivas. En el capítulo 

- -------"'·~··=-----'--'-----"'----------- ----- ·. 



Capítulo 1 

Procesos de Markov 

En este capítulo se dan las nociones de lo que es una cadena de Markov 
a tiempo continuo, donde se pretende dar un panorama amplio de como 
se constituye, sin dejar de tomar en cuenta en algunos casos la formal­
idad. En las secciones subsecuentes veremos temas como la definición 
de un cadena de Markov a tiempo continuo, su estructura, la matriz de 
intensidad o generador, entre otras cosas. 

1.1 Procesos a tiempo continuo 

Un proceso estocástico es una colección de variables aleatorias definidas 
en un mismo espacio de probabilidad con valores en un conjunto arbi­
trario. Esta colección va a depender de otro conjunto de subíndices 
llamado conjunto de parámetros, donde dicho conjunto va a tener cier­
to contenido dependiendo de las circunstancias del problema. Para dar 
una explicación mas precisa de lo anterior, daremos la siguiente defini­
ción: 

Definición 1 Un proceso estocástico con espacio de estados E es una 
colecci6n { Xt : t E T} de variables aleatorias Xt definidas en un espacio 
de probabilidad y que toman valores en E. El conjunto T es llamado el 
conjunto de parámetros. Si T es numerable, en particular si T = IN = 
{O, 1, 2, ... }, el proceso es llamado proceao con pardrnetro discreto, 
en cambio si T es no numerable, en particular T = R¡_, entonces el 
proceso se llamará proceao con pardrnetro continuo. 

1 



2 CAPÍTULO - 1. PROCESOS DE MARKOV. 

Es usual interpretar a.l conjunto T como el conjunto del tiempo. 
Existe un tipo especial de procesos estocásticos con la propiedad 

de que el futuro es independiente del pasado dado el presente; a estos 
procesos se les denominan Procesos de Markov. 

En lo sucesivo nos enfocaremos a este tipo de procesos estocásticos, 
en particular a los que son de tiempo continuo y espacio de estados 
finito (cadenas de Markov a tiempo continuo). 

Cabe señalar que en un sentido estricto, hablar de un proceso de 
Markov, unvolucra un concepto mas general que el que se manejará, 
sin embargo para el presente trabajo a una cadena de Markov a tiempo 
continuo le llamaremos simplemente un proceso de Markov. 

1.2 Definición del proceso de Markov 

Sea E un conjunto finito. La colección {Yi: t E IR+} tal que para cada 
t, Yi es una variable aleatoria. con valores en E, es un proceso estocástico 
con parámetro de tiempo continuo. El conjunto E es llamado el espacio 
de estados de Y y el proceso se dice que esta en el estado j al tiempo t si 
Yi = j. Por otra parte, para un cierto valor de w En fijo, el valor Yi(w) 
define la función t ~ Yi(w) definida en 1R.+ = (O, oo). La siguiente 
definición es el formalismo de lo que es un proceso de Markov. 

Definición 2 Un proceso estocástico {Yi : t E IR+} es llamado Proceso 
de Markov con espacio de estados E si para toda t, s ;::::: O y j E E 

1P{Yi+a = ilYu; U~ t) = JP(Yt+a = ilYt). (1.1) 

La ecuación (1.1) puede en muchas ocasiones depender tanto de t 
como de s, pero hay veces en donde la probabilidad no depende de 
donde estemos ubicados, es decir cuando 

1P(Yi+a = ilYi = i) = P,,(i,j). (1.2) 

es idependiente de t ;::::: O para todo i, j E E y s ;::::: O. Cuando esto 
sucede, el proceso es llamado Proceso de Markov de tiempo homogéneo. 
Para i, j E E fijos, la función t i---t Pt(i, j) es llamada función de tran­
sición y la familia de matrices Pt, t ;::::: O de las funciones de transición 
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Pt(i,j) es simplemente llamada función de transición del Proceso de 
Markov Y. 

En este trabajo, nos enfocaremos a tratar con procesos de Markov 
que son homogéneos en el tiempo. Dado un Proceso de Markov y su 
función de transición Pt(i,j) se observa lo siguiente: 

{i) Pt(i, j) ~ O Para todo i, j e E y te IR+ 

(ii) EkeE Pt(i, k) = 1 Para todo i E E y t E IR+ 

(iii) EkeEPe(i,k)P.(k,j) = Pe+s(i,j) Para todo i,j E E y t,s E 1R+ 
Esta última con el nombre de Ecuaciones Chapman-Kolmogorov. 

Solamente probaremos {iii) ya que (i) y (ii) son triviales. Sin em­
bargo, para demostrar {iii) haremos uso del siguiente resultado: 

Proposición 1 Sea Y un proceso de Markov con espacio de estados 
E (finito o numerable) y sea .7,, = {JIJ ~ (O,s}}, la colección de todos 
los subconjuntos del intervalo (O, s) , entonces para toda j E E y toda 
s, t ~ O se tiene: 

1P(Yt+• = ilu(Y,. : U $ s)) = JP(Yt+s = ilY.) 

JP(Yt+• = ilu(Y;,, Y,. : para toda u E J)) 

donde u(Y;,, Y,. : para toda u E J) es la u-álgebra generada por el 
proceso en algún subconjunto J del intervalo de tiempo {O, s) y al tiempo 
s 

Demostración: Denotemos por :F'8 a u(Y,. : u $ s) ag. como 
u(Y,,, Y,. : para toda u E J) y a A como {Yt+a = j}. Notemos que 
g. e .r. ' y por lo tanto obtenemos 

lP(AlíJ.) = JE[IAlíJ.] 
IE[IE[I.AlíJ .. ]IF.] 

= JE[JE[I.AIF,,]IQ.] 
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Pero .por. la definición (1.1): 

IE[I.AIF,.] = IE[I.AIYs] 

y por lo tanto IE[l.AIF .. ] es g,.-medible, donde se obtiene 

IE[J.AIF .. ] = IE[J.Alg .. ] 

o 
Demostración: (Chapman-Kolmogorov) Para probar (iii), usan­

do la propiedad de Markov, se expresa el lado izquierdo de la igualdad 
como: 

E Pt(i, k)P .. (k,j) E lP(l't+s = ill't = k, Yo = i)JP(yt = klYo = ·i) 
kEE kEE 

E lP(Yí+a = j, yt = klYo = i) (Der: prob. cond.) 
kEE 

lP(Yt+• = ilYo = i) 
Pt+a(í,j) 

Proposición 2 Para algún entero n E 1N, sean t 0 :5 t 1 :5 ... :5 tn en 
IR+ e io, i 1 , ••• ,in en E entonces 

JP(yt, = ii., ... , Yi,. = inlYto = io) = Pt,-toPt2 -t1 ···Pt..-tn-i 

Demostración: Para la demostración se tiene lo siguiente: 

lP(yt1 = i1, ... ,Ye,. = inlYto = io) 

lP(yt, = ii. ... , Ytn =in. Yto = io) 
lP(yt0 = io) 

lP(Ytol = io) [1P(Yt,, == ~n!Yto = io, ... , Ye,._1 = Ín-:-1) 
.-~ ' : . '-- .._- :-"·,:. :\;~:~:.i:i,,•,:i,<~::·.f~·. '; .• -". ",-·, 1;:'-.>!; ¡;-.. · .. ; 

X lP (Y to = io, l'k :== i¡; s~,Y t!.!:, = Ín-1)] . ' 

1 = . [~~yS:~'·::~~;:~:(: Ín~1) .. . .. 
lP(Yto .. io). . :: .,_, ,, •··. ·. 

xlP(;¿G";~<)~~:'1;L';~, .;~~Ye,._, = Ín-1)] 

= 

(1.3) 
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Repitiendo este procedimiento n - 1 veces se tiene: 

P(Yc, = ii, ... ,Ye,. = inlYeo = io) 

n e· · ) R (º . ) 1P(Yeo = io, Y,1 = i1) 
.ri..-t..-1 'tn-i.'&n ••• t2-t1 i1,i2 JP("L'" - • ) 

. .ceo - "º 
- Pt,.-t,,_1 (in-1, in)··· Pt2-t1 (i1, ~) P(Yc1 = it IYeo = io) · 

o 

Por lo tanto si es especificada la distribución 1r de Yo y la función 
de transición (Pe) del proceso, se podría obtener la densidad conjunta 
de Yt., ... Ye,.. El siguiente ejemplo es típico de un Proceso de Markov 
de tiempo homegcneo: 

Ejemplo· 1 Sea N = {Nt; t ~ O} un Proceso de Poisson, entonce.q: 

{ 

.,-"-•(>.•)i-i. 
P(Nt+. = ilNt = i) = O U-i)I 

si j ~ i 
si j < i 

Por lo tanto la matriz de transici6n (Pi) para este proceso es: 

donde 

Notemos que 

[ 

Pt(O) Pt(l) Pt(2) • • • i 
O Pt(D) Pt(l) ·•· 

Pt = O O Pt(O) • • • . . . . .. . . . . . . . 

si k =O, 1, · · · 
si k <O 

Pt(k) = Pt(i, i + k) 
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Definamos ahora a:Wt'Como,eHtfompo de permanencia del proceso 
en el instante t; es decir, dád.o w E 0 y t ~O 

Wt(w) = inf{s >O: Yt+a(w) # Yi.(w)} (1.4) 

Ejemplo 2 En el proceso Poisson Wt será el tiempo restante en que 
el proceso tarda en tener el siguiente arrivo a partir del instante t. 

Ejemplo 3 En una cola M/M/1 podemos definir a Wt como el tiempo 
restante en que la cola tiene j arrivos si {yt = j} 

Para una cierta w E n fija, la siguiente figura, muestra la trayectoria 
Wt(w) del proceso {Wt: t E IR+} 

W(t) 

Fig 1.1 Variable Aleatoria W(t) 

El siguiente teorema nos indica que el tiempo de ocupac1on que 
tarda el proceso en un estado, cumple con la propiedad de pérdida de 
memoria y tiene distribución exponencial: 
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Teorema 1 Para cada i E E y t ;::::: O se tiene 

n:>(Wt > ul'Yt = i) = e-~(i)u (1.5) 

con u;::::: O y >.(i) E [O, oo) (si J.(i) = +ex> entonces e-~(•)u =O para toda 
u;::::: O). 

Demostración: Ya que Y es homogéneo en el tiempo, la probabil­
idad condicional en cuestión es independiente de t. Sea i E E fija y 
denotemos a f(u) = JP(Wt > ul'Yt = i). Afirmamos que el evento 
{Wt >u+ v} es igual al evento {Wt >u, Wt+u > v} ya que: 
Sea w E {w: Wr >u+ v}, entonces para esa w tenemos que 'Yt+a(w) = 
yt(w) para todas tal que O ::; s :5 u+ v. Lo anterior sucede si y sólo si 
tenemos que para tal w, Yt+ .. (w) = yt(w), para todas tal que O :5 s :5 u 
y Yt+ .. (w) = yt(w) para toda s tal que u :5 s :5 u+ v. Equivalente­
mente tenemos que para esta w, Yt+ .. (w) = Yt(w), para todas tal que 
O :5 s :5 u y 'Yt+.,.+u(w) = yt(w) para toda T tal que O :5 T :5 v, de 
donde w E {Wr >u} y w E {We+u > v}. 

De lo anterior, podemos hacer: 

J(u+v) - P(We>u+vl'Yt=i) 

- JP(Wt > u, Wt+u > vl'Yt = i) 

JP(Wt > ul'Yt = i)P(Wt+u > vlYt = i, Wt > u) 

Por otro lado, dada w E {w : yt(w) = i, wt(w) > u}, tenemos que 
yt(w) = i y Yt+ .. (w) = yt(w) para todas tal que O :5 s :5 u. Lo anterior 
sucede si y sólo si tenemos que para tal w, yt(w) = i y Yt+ .. (w) = i para 
toda s tal que O :5 s :5 u, por lo tanto el segundo factor de la derecha 
de la ultima igualdad es igual a: 

JP(Wt+u > vlYt(w) = i, Yi+ .. (w) = i, para todas E [O, u]) 

por la propiedad de Markov se obtiene: 

IP(We+u > vlYt(w) = i, Yt+a(w) = i) = JP(Wt+u > vl'Yt+u = i) = f(v) 
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Por lo tanto, llegamos a que 

f(u + v) =f(u)f(v) 

La función f esta acotada entre O y 1 y el desarrollo anterior muestra 
que f (u+ v) = f(u)f(v) para todo u, v ~ O. De esta manera f(u) = 
e-cu para alguna e ~ O, (posiblemente e = +oo) que es dependiente de 
i. 

o 

Definición 3 El estado i es llamado absorvente si >.(i) = O estable si 
O< ...\(i) < oo e instantáneo si .>.(i) = +oo 

Si i es absorvente y si {Yt := i} ocurre, entonces Yt+• = i para toda 
s ~ O • En otras palabras si Y entra en i, entonces Y se queda en i 
para siempre. 

Si i es estable, entonces 

IP(O < Wt < =IYí = i) = 1 (1.6). 

en otras . palabras, si Y esta en i al tiempo t entonces permanece un 
tiempo positivo pero finito en ese estado. 

Finalínente; si i es instantáneo 

·.; ... 
JP(Wt = OIYí = i} = 1 (1.7) 

esto qÜiereldJcir' que el proceso se queda en ese estado por un instante. 
, < - :,":,~·:.· ·</)} .. 

,'¡' 

Teorema 2 Si para casi todo w E n y alguna t E lR+ se satisface: 
Yt(w) = i donde i E E es estable, entonce.9 liIDn-+oo Yi,.(w) = i para 
toda sucesión tn .!- t 

La demostración se puede consultar en el libro de Cinlar [1] 
Nos enfocaremos a los procesos que son estables, pero existen ejem­

plos del Proceso de Markov en donde dicho proceso tiene uno, dos o 
varios estados instantáneos o absorventes. 
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Lo siguiente a considerar es el conjunto de tiempos de ocupación 
para un estado estable. 
Sea 

G¡(w) = {t: Yi(w) = i} (1.8) 

Por (1.6) el conjunto G¡(w) está compuesto por intervalos, cada uno 
con longitud positiva casi seguramente. Por (1.5) las longitudes de esos 
intervalos son identicamente distribuidos con distribición exponencial, 
(la independencia se puede ver en el libro de Cinlar [1]). Además para 
un intervalo de la forma [O, t], existen sólo un número finito de inter­
valos contenidos en G¡. Además por el Teorema (2) se observa que los 
intervalos son abiertos por la derecha y cerrados por la izquierda lo que 
nos dá la continuidad por la derecha. El siguiente teorema nos da una 
explicación mas formal de lo anterior: 

Teorema 3 Sea i un estado estable. Entonces para casi toda w E !'2, 
el conjunto del tiempo G,(w) es la unión numerable de intervalos dis­
juntos, cada uno con longitud positiva. Cada intervalo es de la forma 
cerrado por la izquierda y abierto por la derecha. Además sólo se puede 
obtener un número finito de componentes en G;(w) n [O, t]. . 

La demostración se puede consultar en el libro de Cinlar [l] 
Finalmente, supongamos que Yt(w) = i donde i es estable. Entonces 

t E G¡{w) y por el teorema anterior, existe un intervalo [S(w), T(w)) 
que contiene a t. . Notemos que T(w) = t + Wt(w) con wt definida 
como en {1.4) 
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1.3 Estructura del Proceso de Markov 

Sea Y un proceso de Markov con espacio de estados finito denotado 
por E y matriz de transición (Pi). Supongamos además que todos los 
estados son estables. Por el Teorema (2), tenemos la continuidad por 
la derecha de la trayectoria t t--+ Yt(w) para casi toda w 

Por otro lado, podemos escribir Yt(w) = Y(t, w). Entonces, defini­
mos el tiempo inicial T 0 (w) =O donde el proceso se encontrará en algun 
estado denotado por X 0 (w) = Y(O,w) . La permanencia de este esta­
do tiene un tiempo positivo y después de cierta permanencia, en algun 
tiempo T1 (w) , el proceso salta a un nuevo estado X 1 (w) = Y(T1 (w), w). 
El proceso permanece en ese nuevo estado en un tiempo positivo y en 
algun T2(w), salta a algún otro estado X 2(w) = Y(T2(w), w) y así suce­
sivamente. 

Con la notación anterior, definamos la trayectoria t t--+ yt(w) de la 
siguiente manera: 

(1.9) 

donde 

To - O 

Ti To+WTo 
Wo 

Tn + WTn para cada n E IN 

Así, To, Ti. ... son los instantes donde el proceso Y carnbia de es­
tado y Xo, X 1 , • • • es la sucesión de estados donde Y toma valores. Si 
{Xn = i} ocurre , entonces el intervalo [Tn, Tn+i) es llamado intervalo 
de permanencia en i. 

La siguiente figura, muestra una trayectoria Yt(w) del proceso {Yt : 
t E 1R+} cuando todos sus estados son estables: 
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V(I) 

Tn Tn+I 
t 

Fig 1.2 Proceso de Markov Y(t) 

El eiguente resultado puede derivar que {Xn; n E JN'} es una cade­
na de Markov y que Tn+1 - Tn tiene distribución exponencial, cuyos 
parametros dependen de Xn. 

Teorema 4 Sea Y un proceso de Markov, y sean T 0 , T 1 , ••• sus respec­
tivos instantes de tran.'lición y X 0 , Xi. · · · la suce.'lión de estados donde 
puede tomar valores, supongamos además que {X,. = i} ocurre, en­
tonces para n E 1N, j E E y u E 1R+ se tiene: 

IP(Xn+l = j, T,.+1-T,. > ulXo, X1, ... ,X,.; To, Ti. ... , Tn) = Q(i,j)e--'Ci)u. 
(1.10) 

Donde Q(i,j) es la matriz de transición de la cadena de Markov {X,.: 
n E JN}. Ademas, Q(i,j) ~O, Q(i,i) =O y E;Q(i,j) = 1 

...... ---~···=""''~-----------
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La demostración se puede consultar en Cinlar [1] 
Como consecuencia de Teorema (4), se obtiene lo siguiente: 

Corolario 1 La distribución del tiempo de ocupación depende sólo del 
estado en el que se encuentra y no del siguiente, es decir 

JP(T. T.. IX · X ") -J.(i)u n+l - n > 'U n = i, n+l = J = e 

Demostración: Ya que {Xn = i, Xn+t = j} ocurre, entonces se tiene 
que Q(i,j) = 1 para toda i,j E E. 

o 

1.4 Generador o Matriz de Intensidad 

Sea Y = {Yt; t ;:::: O} un proceso de Markov con espacio de estados fini­
to E finito y función de transición Pt(i,j) , además supondremos que 
todos los estados de E son estables. El siguiente resultado muestra una 
relación entre Pt(i, j) con Q(i, j) y ,\(i) y viceversa. 

Lema 1 Para algun i,j E E y t E JR+, 

Pt(i, j) = e->-(i)t I(i, j) + {t >.(i)e--"Ci)a ~ Q(i, k)Pt-s(k, j)ds. {1.11) 
Jo kEE 

La idea de la demostración de este Lema, es distinguir si el proceso 
de Markov tuvo o no transiciones durante el intervalo de tiempo (O, t] 
(Para la demostración véase el libro de Cinlar [1]) 

El siguiente resultado es importante ya que vuelve a relacionar 
Pt(i,j) con Q(i,j) y >.(i) 

Teorema 5 Para toda i,j E E, la famci6n t 1--1-· Pt(i,j) es diferencia­
ble y la derivada es continua. Además, la derivada en t = O es: 

A( . ") { -,\(i) 
i,J = ,\(i)Q(i,j) 

si i = j 
si i =F j 
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y pam t ;::: O arbitrario 

:t.P,(i,j) E A(i, k)Pt(k,j) 
keE 

E Pt(k,j)A(i,k) 
kEE 

Demostración: De (1.11) podemos hacer el cambio de variable t-s = 
u y obtener 

Pt(i, j) = e-.>.(i)t [I(i, j) + ¡t >.(i)e.>.(i)u E Q(i, k)Pu(k, j)du] 
Jo kEE 

Además, Pt(i,j) es continua (ver Cinlar [1]), entonces la integral del 
lado derecho es derivable y además la exponencial es de clase G 00

, por 
lo que Pe(i,j) es derivable y su derivada continua, por lo que la derivada 
con respecto a t queda de la siguiente manera: 

->.(i)e-.>.(i)te.>.(i)t Pt(i, j) + e-.>.(i)t >.(i)e.>.(i)t E Q(i, k)Pt(k, j) 
kEE 

L[->.(i)I(i, k) + >.(i)Q(i, k)]Pt(k,j) 
/cEE 

Cuando t .i O obtenemos 

A(i,j) = ~>.(i)I(i,j) + >.(i)Q(i,j) 

Sustituyendo (1.13) en (1.12) obtenemos 

:t.P,(i,j) =E A(i,k)Pt(k,j) 
kEE 

(1.12) 

(1.13) 

Ahora, si hacemos Pt+• = .P,P6 , y si derivamos con respecto a s y 
valuando en s = O se obtiene: 

:tPt(i,j) =E Pt(i,k)A(k,j) 
/cEE 

o 
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Si la función de transición (Pt) es conocida, entonces la derivada 
en t = O es A, además podemos determinar a Q y >. de la siguiente 
manera: >.(i) = -A(i, i) y Q(i, j) = A.Hrl> si >.(i) =I= O y si >.(i) = O 
entonces Q(i, j) = O para toda i =I= j. Evidentemente, Q(i, i) = O si i es 
estable y Q(i, i) = 1 si i es absorvente. 

Consideremos ahora el problema inverso: dados Q y ..X y conse­
cuentemente A conocidos, determinar la matriz de transición Pt : 

Un método es resolver un sistema posiblemente infinito de ecua­
ciones diferenciales de la forma: 

!!:_pt = APt 
dt 

(1.14) 

o 
d (1.15) -Pt = PtA dt 

Tomando en cuenta que podemos dar la solucion numérica de-(1.14) 
o (1.15), dicha solución junto con la analítica son de la forma eAt, 

definida como: · · 
oo tn 

eAt= L-An 
n=O n! 

(1.:16) 

Por lo tanto, lo expresado anteriormente da paso al siguiente teore­
ma: 

Teorema 6 Sea A la matriz de derivada de P1 valuada en t = O, en­
tonces para todo t ~ O la funcion de transici6n está dada por 

Pt = eAt. 

Las ecuaciones diferenciales (1.14) y (1.15) son llamadas Ecuaciones 
de Kolmogorov backward y fordward respactivamente. 

El teorema (6) nos indica que podemos obtener toda la información 
de la función de transición Pt con sólo conocer a la matriz de su derivada 
valuada en t = O, de esta manera, a la matriz A se la llama generador 
o matriz de intensidad del proceso Y. 



Capítulo 2 

Función de ganancia y 
tiempos de ocupación 

La función de ganancia y como caso particular de ésta los tiempos de 
ocupación del proceso de Markov son los puntos principales para el de­
sarrollo de este trabajo. De e.sta manera el tema de este capítulo es el 
desarrollo y la obtención analítica de las transformadas de la distribu­
ción y densidad asociadas a la ganancia total generada por la función 
de ganancia. Como caso más general se desarrolla el cálculo de las 
transformadas anteriores de la densidad y distribución asociadas a las 
ganancias parciales generadas por la misma función de ganancia, com­
binando el número de transiciones. 

2.1 Función generadora del número de tran­
siciones 

Consideremos el proceso Nh1c(t) que cuenta el número de transiciones 
consecutivas del estado h al estado k en el intervalo (O, t] para un pro­
ceso de Markov Yt con m estados y matriz de intensidad A. Haremos 
la convención de que Nhh(t) =O para 1 :$; h $; m. 

En términos formales, Nh1c(t) se puede expresar de la siguiente man­
era: 

Nh1c(t) = #rh1c(t) donde Th1c(t) se de define como sigue: 

15 
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7°hk(t) = {Tn E (O, t]IYTn = k, Y7;.._, = h} 

Sea Z la matriz con elementos Zhk, donde Zhk >O para l.~ h, k ~ m 
y Zhh = 1 para 1 ::5 h ::5 m,. Sean A y B matrices de 7n x m. Definimos 
la matriz A• B cuyas entradas son de la forma a¡;b¡;. Esta operación es 
conocida como el producto de Schur. Escribimos a la matriz de m x m 
con elcmen~os 

éb¡;(Z; t) =JE [rrzft"<e> I{Yí = i}IYo = i] 
h,lc 

(2.1) 

Teorema 7 Para 1 ~ i, j ::5 m , y t ~ O se tiene 

éb¡;(Z; t) = Ó¡;eA(i,i)t +E kt eA(i,i)(t-u) A(i, r)zir~r;(Z; u) du (2.2) 
r>"i O 

además 

(2.3) 

Demostración: La idea de la demostración de este Teorema, es distin­
guir si el proceso de Markov tuvo o no transiciones durante el intervalo 
de tiempo (O, t] . Así, sea T el primer instante de transición del pro­
ceso. Notemos que si el proceso evoluciona de i aj pueden suceder 2 
situaciones, {T ::5 t} o {T > t}. Por lo tanto éb¡;(Z; t) se puede escribir 
como 

lE [rr zf::•<t> I [{Yí = j} n ( {T > t} u {T ::5 t} )] IYo = i] 
h,lc 

Por lo tanto (2.4) se reescribe como 

JE [u zf;•(t) I [{yt = j} n {T > t}] IYo = i]. 
+JE [n zft"(t) I [{yt = j} n {T ::5 t;] I~ = i]. 

donde el primer sumando implica que 

(2.4) 
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{i) Nhi. =O para todo h, k = 1, 2, ... , 7n 

{ii) nh,k zft"(t) = 1 para todo h, k = 1, 2, ... , 7n 

y de lo anterior se deriva el primer sumando de (2.2) 
El segundo sumando se puede escribir de la siguiente manera: 

1E [n zf;•Ctl I ( {Yí = i} n {T :5 t}) IYo = i] 
= ~IE [rr z:;"c'lI ({Yí = j} n {YT = r} n {T :5 t}}IYo = i] (2.5) 

r""'• h,k · .. 

donde 

JE [rr zf:,.""(t) I ( {Yí = j} n {YT = r} n {T 5 t}) IYo = i] 
h,k 

se inerpreta como sigue: Si T 5 t ocurre, entonces existe u E (O, tJ tal 
que Yu = r para r -:¡!: i y por lo tanto hubo una transición del estado i al 
estado r, es decir N,r(t) = 1, de esta manera realizando el análisis del 
primer paso, la expresión (2.5) se transforma en el segundo sumando 
de (2.2)(ver Bladt [11)) 

Ahora escribimos a <l>,;(Z; t) de la siguiente manera: 

<l>,;(Z; t) = eA(i,i)t [Ó¡; + ~ 1' e-A(i,i)u A(;, r).z;r<l>r;(Z; u)du] 
r""'' O 

Observación 1 Observemos que al e.xpresar a <I> en términos de una 
ecuación integral, estamos suponiendo que el> e.~ integrable, pero por el 
teorema fundamental del cálculo, podemos ver que el> es continua ya 
que la integral de una función integrable es continua y retomando la 
ecuación integral, se dá la continuidad. De rnanera recursiva, podemos 
ver que es de7"ivable y llegar a que es de clase C 00 

Por tanto, si derivamos obtenemos: 

d 
dt <l>;;(Z; t) = A(i, i)eAC•.•ltcA(i,iJt<1>,;(Z; t) 
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+eA(i,i)t::¿ e-=::~(i,!itA(i, r)z.¡r<I>i;(Z; t) 
r~i . 

= A(i,i)z.;,<I>,;(Z;.t{+ ~A(i, r)zir<I>r;(Z; t) 
r~ 

"' L A(i, r)z¡rWr;(Z; t) 
r=l 

Y como consecuencia de lo anterior, obtenemos un sistema de ecua­
ciones diferenciales lineales de primer orden con condiciones iniciales 
<I>i;(Z; O) = ó¡;. O 

El siguiente teorema nos dá la solución para este sistema de ecua­
ciones diferenciales 

Teorema 8 Para t ;:::: O tenemos 

<l>(Z; t) = e(A•Z)t (2.6) 

Observación 2 Observemos que para cada matriz Z obtenemos una 
soluci6n analítica de la funci6n generadora. 

Ahora, denotemos a los elementos Zº = zeeT + (1 - z)I donde e es 
el vector columna cuyos elementos son unos. 

Entonces la matriz Z:'nxm está representada como sigue: 

l~ 
z z 

.. .z l 1 z • • •Z 

Zº= z 1 • • •Z 

. . .. 
z z . . · 1 

Notemos que para ésta elección de Zº, obtenemos la función gen­
eradora para Nº(t) que cuenta el número total de transiciones en el 
intervalo (O, t] . 

Proposición 3 Se.a A la martiz de intensidad del proceso de Markov 
yt y .9ea Zº como anterionnente .9e defini6, entonce.9 

d 
dz (A• Zº) =A+ .ó.(A) (2.7) 
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donde ..á.(A) e.9 la matriz diagonal con cantidades -A(i, i) como ele­
mentos de la diagonal. 

Demostración: Tomando la. definición original de Zº obenemos 

:z (zeeT •A+ (1 - z)I •A) 

= eeT•A-I•A 

A+A(A) 

o 
Ya que el Teorema.(8) expresa que cI>(Z; t) en términos de una ex­

ponencial, entonces ta.Jllbién podrá ser expresada en términos de una 
serie de potencias de la forma 

oo tn 
cI>(Zº; t) = E 1 (A • z 0 r 

n=On. 
(2.8) 

definamos 

M;:(t) = [ :;n cI>(Zº; t)] .. ~1 
para dar paso al siguiente Corolario 

Corolario 2 Sea <t>(Zº; t) definida como antes y sea A la matriz de 
intensidad del proceso, entonces 

Mf (t) = f: t~ ~ Ar[A + ..á.(A)]An-r-1 

n=O n. r=O 

Demostración: Para demostrar lo anterior, derivemos a (2.8) para 
obtener: 

.!!._cI>(Zº· t) az ' - .!!._ E tn (A • zor 
8z n=O n! 

- E tn .!!._ (A • zar 
n=0 n!8z 

(2.9) 



. 20 .CAPÍTULO - 2. FUN. DE GAN. Y TIEMPOS DE OCUP • 

Por otro lado, se puede probar que 

d d d 
-(AB) =A -B +-A B 

; .dt dt dt 

Con base a la expresión anterior, se sigue por inducción que 

d n-1 d 
-{An) = ¿Ar -A An-r-1 
dt r=O dt 

Por lo tanto (2.~) se puede expresar como 

É t~ E(A • Zº)r ~(A• Zº)(A • Zº)n-r-1 
n=O n. r=O 8z 

V"dluando en z = i ·se tiene 

!!_<J?(Zº, t) =Et~ E A"[A + .ó.{A)]A~l:.,.'.:.:1 · 
8z n=O n. r=O 

D 
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2.2 Transformadas de la densidad y dis­
tribución asociadas a la ganancia to­
tal 

Consideremos un proceso de Markov con espacio de estados finito E = 
{1, 2, ... , Tn} y matriz de intensidad A. Supongamos que para alguna 
fracción de tiempo en el que el proceso ocupa el estado j, la ganancia a; 
ocurre, es decir una función por pedazos ªY(t) con valor a; si Y(t) = j 
ocurre; sin pérdida de generalidad supondremos que {a;} es no negativa 
para toda j = 1, 2, ... , Tn. La ganancia total R(t) sobre el intervalo de 
tiempo (O, t] está dada por: 

R(t) = fo1 
aY(a) ds para t ~ O (2.10) 

Sea V(x; t) la matriz cuyos elementos son de la forma: 

V.J(x¡ t) = JP(R(t) S x, Yt = ilYo = i) (2.11} 

Teorema 9 Para 1 S i , j S Tn , x :2:: O y t ~ O 

V.;(x; t) = O¡;eA(i,i)tU(x-a;t) +E lat eA(i,i)u A(i, r) V..;(x-a¡u.¡ t-u) du 
r,.i,i O 

(2.12} 
con U(v) = 1, para v ;::: O, U(v) = O, para v < O 

Demostración: Como en el ca.so de la sección anterior, la idea de la 
demostración de este Teorema, es distinguir si el proceso de Markov 
tuvo o no transiciones durante el intervalo de tiempo (O, t]. Definamos 
nuevamente a T como el primer instante de transición. Por tanto se 
vuelven a dar los dos posibles casos: {T > t}, {T S t}, donde V.;(x;t) 
se descompone en la suma. 

V.;(x; t) = lP(R(t) S x, Yt = j, T > tlYo = i) (2.13} 

+lP(R(t) S x, Yt = j, T S t!Yo = i) 

Si {T > t} ocurre, entonces el proceso no tuvo transición, y dado 
que inició en el estado i, entonces se obtuvo una ganancia al tiempo 
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t igual a a.¡t. Lo anterior deriva que el primer sumando de (2.13) sea 
igual al primer sumando de (2.12) 

El segundo sumando se puede reescribir de la siguiente manera: 

JP(R(t) $ x, Ye = j, T $ t!Yo = i) 

· = E lP(R(t) $ x, Ye = j, YT = r, T $ tlYo = i} (2.14) 
re E 

donde 
lP(R(t) $ x, Ye = j, Yr = r, T $ ti Yo = i} 

se interpreta como sigue: Si {T $ t} entonces existe u E (O, t] tal 
que Yu = r para alguna r =F i y por lo tanto hubo una transición del 
estado i al estado r, de esta manera aplicando el análisis del primer 
paso se obtiene que la expresión (2.14) es igual al segundo sumando de 
la expresión (2.12} (ver Bladt [11]) 

La solución en términos de funciones elementales de V¡i(x; t) no es 
trivial, la razón es que la variable x de la función V;;(x; t) siempre 
estará desplazada con respecto a si misma dentro de la integral una 
cantidad que va a depender de la ganancia inicial por el tiempo que 
tarda el proceso en tener la primera transición; pero podemos calcular 
la transformada de Laplace para esta función para resolver el problema 
de desplazamiento y poder encontrar dicho sistema. Así, sea 

\/ij(s; t) = fo00 

e-ª"'V¡i(x; t) dx (2.15) 

la transfomada de Laplace asociada a la distribución V;;(x; t) 

Proposición 4 Sea V¡i(x; t) la distribuci6n asociada a la ganancia to­
tal y sea V¡j(s; t) la transformada de Laplace asociada a esta función, 
entonce.~ 

\/ij(s; t) exp[(A(i, i) - sai)t] {Ó¡;s-1 + E la' exp[-(A(i, i} - sa.¡)v] 
r;éi O 

xA(i, r) V,.j(s; v) dv} (2.16) 
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Demostración: Sustituyendo Vi;(x; t) de la forma (2.12) obtenemos: 

V.j(s; t) (oo e-ª"'Ó¡;eA(i;i)tt(;; -·~t) dx 
lo .. 

+ fo00 

e-a:z: E_ Í,t.eÁ(Í,i);, A(i, r) V,.;(x - a¡u; t - u) du dx 
'r;F•. .: ' 

= Ó¡JeA(i,i~t·,t:·.~~:~.:~:I+)~:foteÁCi,i)uA(i;r) 

X 1: e7ª~V,.j(~·t'~ii;~·i_\1j·:~cd~ : 
= ó¡1s-1 exp[(A(i, i) - ;~)t] + L l eA(i,i)u A(i, r) 

r;Fi O 

x 100 

e-ª"'V..1(x - asu; t - u) dx du 
4fU 

Observación 3 Observemos que el límite inferior de la integral con 
respecto a la ganancia, cambia de O a a¡u, esto es porque la probabilidad 
de una ganancia negativa es O • Además, el intercambio de integraci6n 
realizado es justificado, ya que leA(i,i)u e-ax V,.;(x - a¡u; t - u) 1 :5 le-ª"'I 
y ¡e-ª"'I es absolutamente integrable, por lo que 

fo00 

eA(i,i)u A(i, r) e-ax V,.;(x - a¡u; t - u) dx 

es absolutamente convergente y por lo tanto se puede aplicar el teorema 
de Fubini. 

Por otro lado, si hacemos y = x - a¡u: 

V.j(s; t) Ó¡;s-1 exp[(A(i, i) - sa¡)t] + L l exp[(A{i, i) - sa¡)u]A(i, r) 
r;Fi O 

x fo00 

e-"llV,.;(y; t- u) dy du 
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~ -1 t . -'. ' ' . ., 

- Ói;s-1 exp[(A(i, i) - sa;)t] +, ~ J;, exp[(A(i, i) -:-- sa¡)~] 
- - ·.-:1,; 1: ,. 

xA(i, r) Vrj(s; t - u) du 

,. 

xA(i, rtVr'i,(~¡ t - ,u) du} 
,.;• ' -_.-;> ··-' ''., ,;:¡- -; -,, tj-1"-- :~. :., . . ' -.. 

-rc4t ~ '!4~ -"ªfl~1,{ Ns.t +,~ J,' """r-;-<1< '· •i - ;.,)(t - "i i 

xA(i,f-),y;.j(~jt .. -:--:1:'),d,~} 
' . '"·' ,. - ·, 

Finalmente, hacemos el cariibio ele variable· V t -:-- .U y obtenemos: 

Vtj(s; t). ~: ~Pg¡(,;1));;~~¡~{1!~:?' + t,'J.' +;;~¡~;e;'~G:l•I 
xA(i, r) V,.j(s; v) dv} 

o 

Observación 4 Para la derivabilidad de V.j(s; t) con respecto a t, se 
utiliza el mismo argumento de la Observaci6n (1) de la sección (2.1) 

Proposición 5 Sea V¡j(s; t) la transformada de Laplace de la distribu­
ci6n de la ganancia total. Entonces 

8 m 
8t l!ij(s; t) = -a¡sV.'.;<s; t) +'E A(i, r)V,.j(s; t) 

r=l 
ei'.17) 

con la condici6n inicial dada por V¡j(s;O) = Ó¡;/s 
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Demostración: Aplicando la regla del producto para derivadas en 
la expresión (2.16) e introduciendo a la suma el término de A(i, i) se 
obtiene lo deseado. 

o 

Teorema 10 Sea V.3(x; t) la distribución asociada a la ganancia total 
del proceso de Markov yt y sea V¡j(s; t) la trasnsformada de Laplace 
asociada a esta función, entonces la solución de dicha transformada 
está dada por 

Vij(s¡t) = exp[(A - A(a)s)t]A(l/s) (2.18) 

donde A es la matriz de intensidad del proceso y A(a) es la matriz 
diagonal cuyos elementos en la diagonal son de la forma ai y A(l/s) 
es la matriz cuyos elementos en la diagonal son de la forma 1/ s 

Demostración: La solución de la ecuación (2.17) está dada por la 
expresión (2.18) del Teorema (10), por lo que queda demostrado dicho 
Teorema. 

o 
Ahora, tomemos la transformada de Laplace-Stieltjes dada por 

V¡j(s;t) = fo00

e-ª"' dV¡;(x;t) (2.19) 

Proposición 6 Sea V;;(:z:; t) la función de ganancia y sean V¡j(s; t) 
y V¡j(s; t) sus transformadas de Laplace y Laplace-Stieltjes respectiva­
mente, entonces 

V.j(s; t) = s V¡j(s; t) - V.;(O, t) (2.20) 

Demostración: Utilizando la integración por partes en la integración 
de Riemman-Stieltjes obtenemos: 

f
00 

e-B:J: dV.;(x; t).+ 1
00 

V;;(x; t) de- 11
"' = Vi;(x; t) e-ª"'lgc> 

lo lo· 
(2.21) 
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sin .embargo se puede observar que 

fo00 

V¡j(x; t) - se-•"' dx 

= -s fo"° V¡j(x; t) e-•z dx 

Valuando los límites del lado derecho de la expresión (2.21} y despe­
jando se obtiene lo deseado. 

o 

Observación 5 Como veremos en la demostración del Teorema (11), 
tenemos que asumir la condición la condición inicial V.;(O, t) =O. Sin 
este supuesto, los cálculos en el Teorema (11) no se pueden realizar. 

Teorema 11 Sea V¡;(x; t) la distribución de la ganancia total del pro­
ceso de Markov yt y sea V¡j(s; t) la trasnsformada de Laplace-Stieltjes 
asociada a esta función, entonces la solución de dicha transformada 
está dada por 

V'"(s; t) = exp[(A - .ó.(a)s)t] (2.22) 

donde .ó.(a) es la matriz diagonal cuyos elementos en la diagonal son 
de la forma a¡ 

Demostración: De la proposición (6) y de la observación (5) obten­
emos que Vi:i(s; t) = s V¡j(s; t) por lo tanto de la ecuación (2.16) 
V¡j(s; t) toma la forma: 

V¡j(s; t) = exp[(A(i, i) - sa;)t] {1 + :E ft exp[-(A(i, i) - sa¡)v] 
r,¡,ilo 

xA(i, r) V,.j(s; v) dv} 

Sin embargo, al derivar con respecto a t , se obtiene la misma solución 
que la ecuación (2.17) , es decir 

a m 
8t V¡j(s; t) = -a¡sV¡j(s; t) + ~ A(i, r)V,.j(s; t) (2.23) 

~~-----~-"-="- -· - . 
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Por lo tanto, la solución de v•(s; t) está dada por la ecuación {2.22) 
del Teorema {11) con la condición inicial de V¡j(s; O) = Ó¡; 

o 
Si vemos a la Transformada de Laplacc-Stieltjes como una Trans­

formada de Laplace con condiciones iniciales V¡j(s; O) = Ó;;, entonces 
la inversa de la expresión (2.22) será la densidad deseada. 

Observación 6 En lo.9 ejemplos trabajado.9 en el capítulo (4), se toman 
parámetros adecuados para que la condici6n de la Obseroaci6n (5), sea 
válida. 



28 

2.3 

CAPÍTULO -- 2. FUN. DE GAN. Y TIEMPOS DE OCUP. 

Transformadas de la densidad y dis­
tribución asociadas a las ganancias par­
ciales con número de transiciones 

Consideremos un proceso de Markov yt con espacio de estados finito 
E= {1, 2, ·'·• m} y matriz de intensidad A. Lo que se busca en esta sec­
ción es el desarrollo analítico de la transformada de ciertas densidades 
asociadas con la función de ganancia y al número de transiciones, ambos 
definidos en un proceso de Markov. 

Como se definió anteriormente, entenderemos que para alguna unidad 
de tiempo en el que el proceso se encuentra en el estado j , entonces 
la cantidad a; ocurre, es decir, la función aleatoria por pedazos ªY(t) 

toma el valor a3 cuando el proceso yt = j Sin pérdida de generalidad 
supongamos que {a;} es no negativa. 

Nuevamente definimos la variable aleatoria Nhk(t) como el número 
de transiciones consecutivas de h -+ k durante el intervalo (O, t] donde 
Nhl• = O para 1 :$ h :$ ·m , sea Z la matriz con elementos z1,k > O 
donde Zhh = 1 , para 1 :$ h :$ m , definamos también la matriz K con 
elementos Kh; E 1N y el producto de Schur, A• B para las matrices A 
y B de m x rn con elementos a1,kbhk• 

Definamos la ganancia R;(t) durante la permanencia del proceso en 
el estado j sobre el intervalo de tiempo (O, t] como: 

R;(t) =fo' ª·Y(u)l{Yu = j} du , para 1 :$ j :$ m (2.24) 

y la ganancia total R(t) sobre (O, t] como: 

R(t) = kt aY(u) du (2.25) 

Seas con componentes s 1 , s 2 , ••• , sm y denotemos por A(s) a lama­
triz diagonal de m x m con las cantidades s 1 , s 2 , •.• , sm como elementos 
de la diagonal, 

La disrtibución: 

lP(R.,(t) :5 x,,, 1 :$ v :$ m; Nhk(t) = Khk• 1 :$ k, h :$ m; yt = jjY0 = i) 
(2.26) 
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es la probabilidad condicional, que depende de los estados inicial y final, 
de t, de m variables no negativas {x.,} y de m(m-1) variables enteras 
no negativas {Khk} . Denotemos a esta probabilidad como Vi;(x, K, t). 
Además, sea e1 el vector cuya entrada i es igual a 1 y en las demás 
O , y denotemos por J(i, r) a la matriz de m x m cuya única entrada 
diferente de O es la entrada i, r que es igual a l. La notación U(x - b) 
indica la distribución de probabilidad conjunta degenerada en el punto 
b. 

Proposición 7 Sea V;j(X, K, t) la distribuci6n de las ganancias par­
ciales con número de tran.9iciones asociada al Proceso de Markov, en­
tonces 

V¡j(X, K, t) = Ó¡;eA(i,i)tU(x - aoteo)I{K =O} 

+E ht A(i, r)eA(i,i)uV..;(x - a¡ueo, K - J(i, r); t - u) du 
r~i O 

Demostración: 

(2.27) 

Primero, como en casos anteriores, distinguiremos si el proceso de 
Markov tuvo o no transiciones durante el intervalo de tiempo (O, t]. 
También, volvemos a definir a T como el primer instante de transición 
del proceso. Entonces la ecuación (2.26) se transforma 

IP(R.,(t) $ x.,, Nhk(t) = Kh1u yt = j, T > tlYo = i) 
(2.28) 

+IP(R.,(t) $ x.,, Nhk(t) = Khk• yt = j, T $ tlYo = i) 

Si {T > t} ocurre, entonces el proceso no tuvo transición, es decir 
Nhk = O para todo O $ h, k $ m y dado que el proceso inició en el 
estado i, entonces se obtuvo una ganancia al tiempo t igual a aot, y 
en los demás estados no hubo ganancia. Lo anterior deriva el primer 
sumando de (2.27). 

El segundo sumando de (2.28) se puede reescribir de la siguiente 
manera: 

lP(R.,(t) $ x.,, Nhk(t) = Khk• yt = j, T $ tlYo = i) 

= L IP(R.,(t) $ x.,, Nhk(t) = Khk• Yi = j, YT = r, T $ tlYo = i) 
,."'¡ 

(2.29) 
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donde· 

JP(R;,(t) ~ x,,, Nh1c(t) = Kh1c, Yi = j, Yr = r, T ~ t!Yo = i) · 

se puede interpretar de la siguiente manera: Si {T ~ t} entonces existe 
u E (O, t] tal que Yu = r para alguna r =fa i y por lo tanto hubo una 
transición del estado i al estado r, es decir N¡r = 1 de esta rnanera 
aplicando el análisis del primer paso se obtiene que la expresión (2.29) 
es igual al segundo sumando de la expresión (2.27) (ver Bladt [11]) 

o 
La solución explícita de V¡j(X, K, t) no es t.rivial, la razón es que la 

entrada i-ésima del vector x de la función V.j(x, K, t), siempre estará 
desplazada con respecto a la misma expresión dentro de la integral una 
cantidad que va a depender de la ganancia inicial por el tiempo que 
tarda el proceso en tener la prhnera transición; pero podemos calcular 
la transformada de Laplace de esta función para resolver el problema 
de desplazamiento del la variable ganancia: Así, sea la Transformada 
de Laplace en m variables para la función \lij(x, K, t) de la siguiente 
forma: 

V,j(s, K; t) = roo ... r00 

exp (-E s,,x,,) V.;(x, K; s) dx 11 • • ·, dx.,,. 
lo lo v=l 

(2.30) 
Sustituyendo la ecuación (2.27) en la transformada (2.30} obten­

emos: 

fo.;,·· ·fo:~TJJt,~s~f"))~~~;,.(i,:)t'.~,(x-a¡te¡) I{K = º[~~~···,:~~ 
- .· ·, . - . 

6<1•;¿;,;)'I {K '.° o{"J.fi.:?:f · · · r. exp (-f ;.$.) ~,,. · · d,. 

(;; .. ::·~·.~:}:_~-~-,._"·;:. \:-.~_.;:' '··--~-\~:( i'{.:/:~ -..~·. ¡'·, -~· •• ..,~~ ~". ';•:;t 

Ó¡;f {K ;.,._~}~p{A(i, i)t}(s1· ~ •_sm)::-_1e~~; ... t 
•' ''.·' ~~:~. :, ··;.~~~~ ''~:-::-· . .-~.,.._;; . . :~ ... ~-,:~'·,.~:{;:·~~' ·:,.:.-.-,,_·_;._:::~.!:;<""\-. ---~~· ·;·i~ ·,~,-

ó,;I {K,;,,. O} exp{[A(i,i) .... s1as]t}(~1 · · · sm)-1 
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EFsegun,do:sl1mando se transforma de la siguiente manera: 

E ¡t eA(i,i)u A(i, r) roo •.. ¡oo ..• roo exp (-E s.,x,,) 
r#i Jo lo Jo,u Jo v=l 

X Vr;(x - afue.¡, K - J(i, r), t - u) dx1 .•• dxm du 

Si aplicamos la. transformación T: m.m+l i--+ m.m+l dada por (y, u) = 
(x - asue;, u), obtenemos: 

. . ' . . 

.. =E rt e{A(i,i)-... ~ .. }uÁ.(i~~)Jf~; •• Íooexp{-f:'s.,y,,} 
r;&i Jo · ' . , . lo . : . lo. - v=l _ 

X V,.;(y, K - J(i, r), t - u) dy¡ · • · dym du 

= E kt e{A(i,i)-o;s;}u A(i, r) V,.j(s, K - J(i, r), t - u) du 
r;&i 

Finalmente hacemos el cambio de variable w = t - u, obtenemos: 

E kt e{A(i,i)-<1t•i(t-w)}A(i,r) V,.j(s,K-J(i,r),w) dw 
r;&i O 

Por lo tanto la transformada (2.30) queda de la siguiente manera: 

i/ij(s, K; t) = 6,;I {K = O} exp{{A(i, i) - s;a,]t}(s1 • • • sm)-1 

+ E ¡t exp {A(i, i) - ass;(t - w)}A(i, r) Vrj(s, K - J(i, r), w) dw 
r;&; lo 

{2.31) 
Observemos ahora, que la variable que cuenta el número de transi­
ciones, está desplazada con respecto a la misma expresión dentro de la 
integral, por lo que todavía no podemos establecer el sistema de ecua­
ciones diferenciales que queremos, sin embargo esto se puede arreglar 
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aplicand6 uria'tfa.ri'sformada a l/ij(s, K; t) para la variable que cuenta 
el núme~o de trapmciones, de la siguiente manera: 

. V.j(s, Z, t) =TI z/:,.,.. V¡j(s, K; t) (2.32) 
hk 

Sustituyen40 la.transforma.da (2.32) en la ecuación (2.31) obtenemos: 

V¡j~s:~Tt) := J:f z:t• ó1;I {K =O} exp{[A(i, i) - s,a.;]t}(s1 · · • s..,.)-1 
. . hk 

_.. • . & 

+TI z:,.h• E fn exp {A(i, i) - a¡s¡(t - w)} 
hk r# O 

xA(i,r) ií,.j(s, K - J(i, r),w) dw 

Observemos que en el primer sumando, el producto se vuelve producto 
de unos, ya que el exponente es cero para toda Zhk• entonces lo anterior 
se escribe de la siguiente manera: 

V.'.i(s, Z, t) = Ó¡;I{K =O} exp{[A(i, i) - s¡a¡]t}(s1 · · • s..,.)-1 

+E l exp {A(i, i) - a¡s0 (t - w)} A(i, r) 
r>"i O •· ... 

x Ilz:r Vrj(s,K - J(i,r),w) dw 
hk . . . 

Haciendo el cambio de variable L = K - J(i,r) obtenemos: 

V.j(s, Z,t) = Ó¡;I{K = O}exp{[A(i:·i) - ;,a¡]t}(s1 .. •BmJ-·1-

exp {A(i, i) - a;s¡(t-'- w)} Zir A(i, r) 

X rr z~:· V,.j(s, L, w) dw 
hk 

Donde finalmente llegamos a la siguiente expresión: 
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+El exp{Á(i;,i)~~~i'S,\~t~#)}zir A(i,r) V,.j(s,Z,w) dw 
r:;l:i o , :· ·~·:-_. ·:-~·-~· "-~~1:-_'·:"~-'."-;r~: ,_·.· ... ::·-;-, ~.! 

Sin embargo la· ~pr~i6'fi''á.iii;~'riof 'puede ser factorizada de la. sigú-
iente manera: ·· "'· 'i'"'".'"'·''.'-"l:."'" · .. · . · , 

V;j(s, Z,t) = ex~{[~,éi~"i)~~ s¡a¡)t} (ó¡; I{K = O}(s1 • • • sm)-1 

~'; .· . - .... -

+E fnt exp{-w[A(i, i) - a¡s-¡)}zsrA(i, r) V,.j(s, Z, w) dw) 
r~i O 

(2.33) 

Por otro lado, se puede probar la continuidad y en consecuencia la 
derivabilidad de V.j(s, Z, t) (la prueba se hace de la misma manera que 
los casos anteriores). Por lo tanto derivando obtenemos: 

= exp{[A(i, i) - s¡a¡)t} E exp{ -t[A(i, i) - a¡s¡)}zsrA(i, r) V,.j(s, Z, t) 
r~i 

+[A(i, i) - a¡s¡) exp{[A(i, i) - s¡a¡)t} exp{-[A(i, i) - s¡a¡)t} V¡j(s, Z, t) 

entonces nos queda. la ecuación diferencial 

' E Z;rA(i, r) V,.j(s; Z, t)':+" [A(i,' i)~ h;.SO;]V¡j(s, Z, t) 
rFi "" .. 

= LZirA(i,r) V,.j(s,Z,_t),j:~(i,i)V.j(s!Z,t) 
T~i , . """. . '•' 

-a¡s¡ V¡j(s, Z, t) . . . 

= E zsrA(i; r)V,.j'(s;'Z;t);+'~,iA(i;i)V¡'.j(s,Z,t) 
r~i .. '.'. · · 

-:,as s. ~~c~!,;fü.~?.;·r::~r::,',~~·:'·~ ~'.·. · 
= E Z¡rA(i;~)V,.j(s, Z;t) ~· a¡.<J¡V;j(s, Z, t) (2.34) 

r=l .: ;~:-.'.'>'-L .. ··._·~.~/: J> 
Para t ~ O, l~ matriz V'º(s, Z; t) está dada por Teorema 12 

'• ·,·:,. . :·, ·1.: ·: ... 

Vº(s, Z; t) ~ é~{[A·-;·,i~~(a).ó.(s)]t}.ó.(1/Ils) (2.35) 

' ' ' 
.. -~.--- ~~----·-
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donde A es la matriz de intensidad del proce.~o y D.(a) e.~ la matriz 
diagonal cuyos elementos en la diagonal son de la forma a; ,D.(s) es la 
matriz cuyos elementos en la diagonal son de la forma s, y D.(1/Ils) 
es la matriz cuyos elementos en la diagonal son de la forma 1/ s1 · · • Bm 

Demostración: La solución de la ecuación (2.34) está dada por la 
expresión (2.35) del Teorema (12), por lo que queda demostrado dicho 
Teorema. 

o 
Consideremos ahora la siguiente transformada: 

V.j(s, Z; t) = roo ... roo II z::· exp (-'E s.,x,,) d\/i;(x, K; s) (2.36) 
lo lo hk v=l 

Como el la sección anterior, podemos integrar por partes la ecuación 
de Laplace-Stieltjes, y obtenemos la relación 

V¡j(s, Z; t) = 81 • • • Bm V,j(s, Z; t) - l/i;(O, Z; t) 

Observación 7 Asumiremos que V.;(O, Z; t) =O ya que tomando los 
parámetros apropiados, se cumple dicha condición. 

Por lo tanto, bajo el supuesto anterior, y de la ecuación (2.33), obten­
emos: 

V,j(s, Z;t) = exp{[A(i,i) - s¡a..]t} (i5¡; I{K =O} 

+El exp{ -w[A(i, i) - a¡s¡)}ztrA(i, r) V,.j(s, Z, w) dw) 
r~i O 

(2.37) 

Sin embargo, al derivar con respecto a t obtenemos el mismo sistema 
de ecuaciones diferenciales de la función V¡j(s, Z, t), es decir: 

! V.j(s, Z, t) 

= exp{[A(i, i) - s,a,]t} E exp{-t[A(i, i) - a.s,)}zorA(i, r) V,.;* (s, Z, t) 
r~i · 

--- ·--- ·- - -- ·-- ·-· . ..--· ----·--·-·---.----
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+[A(i, i} - a¡s¡] exp{[A(i, i) - s¡a¡]t} exp{-[A(i, i) - .'3¡a¡]t}l/ij(s, Z, t) 

entonces nos queda la ecuación diferencial 

:t V.j(s, Z, t) L Z¡rA(i, r) V,.j(s, Z, t) + [A(i, i) - a¡si]V.j(s, Z, t) 
'""'¡ 
L ZirA(i, r) V,.j(s, Z, t) + A(i, i)V.,i(s, Z, t) 
r"'i 

-a¡s.¿ V.j(s, Z, t) 

= L ZirA(i, r) V,.j(s, Z, t) + ziiA(i, i)l/ij(s, Z, t) 
'""'¡ 
-a¡s;V¡j(s, Z, t) 
m . 

= L .z¡ .. A(i, r) V,.j(s, Z, t) - ais;l/ij(s, Z, t) (2.38) 
r=l 

Teorema 13 Para t;::: O , la matriz v•(s, Z; t) está dada por 

V"'(s, Z; t) = exp{[A • Z - 6.(a).ó.(s)]t} (2.39) 

donde A e., la matriz de intensidad del proceso y 6.(a) es la matriz 
diagonal cuyos elementos en la diagonal son de la forma a¡ ,6.(s) es la 
matriz cuyos elementos en la diagonal son de la formas;. 

Demostración: La solución de la ecuación (2.38} está dada por la 
expresión (2.39) del Teorema (13), por lo que queda demostrado dicho 
Teorema.. 

o 
Como en la sección anterior, si vemos a la transformada de Laplace­

Steiltjes como una transformada de Laplace con condiciones iniciales 
V¡j(s, Z, O) = Ó;;, al invertir la expresión (2.39) (invcrsion para una 
Transformada de Laplace) obtenemos la densidad deseada. 

Ahora, las expresiones analíticas de estas transformadas, se pueden 
invertir. Sin embargo, la inversión analítica no es trivial, por lo que se 
harán cálculos numéricos para dichas inversiónes. 
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Capítulo 3 

Metodos numéricos 

En este capítulo se desarrolla el cálculo numérico para encontrar la 
solución de la inversión para la transformada vista en la sección (2.2) 
del capítulo anterior. La primera parte de este capítulo muestra el 
cálculo de la inversión numérica de la transformada y la segunda parte 
se refiere al cálculo numérico de la exponencial de una matriz y de una 
serie alternante. 

3.1 Metodo de Series de Fourier para in­
vertir transformadas de distribuciones 
de probabilidad 

Los métodos para calcular inversiones de transformadas, son en cierto 
modo no triviales y en la mayoría de las ocasiones el resultado de la 
inversión no puede ser expresado en términos de funciones elementales. 
Sin embargo existen métodos alternos que nos muestran el resultado 
de forma numérica. El análisis de Series de Fourier se aplica en este 
tipo de problemas de inversión porque los coeficientes de Fourier son 
justamente los valores de la transformada. El método de Series de 
Fourier hace posible inversiones para calcular numéricamente funciones 
de distribución y funciones de densidad. 

El cálculo de la inversa de la transformada de Laplace, puede ser 
obtenido utilizando la integración numérica por el método del trapecio 
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asociada a la integral de la inversión (Integral de línea de Bromwich), 
sin embargo la misma fórmula será obtenida utilizando el. método de 
Series de Fourier aproximando una función periodica que será con­
struída y además se identificará el error de integración por el método 
del trapecio (de ahí el que se haya escogido dicho método para la in­
tegración numérica y no otros). La pieza central cu este método es la 
fórmula <le· sumas de Poisson que involucra el cálculo <le series alter­
nantes donde a través de técnicas aceleradas de convergencia como es 
la técnica de Euler se podrá sustituir la serie por una suma finita como 
mas adelante se verá. · 

El primer paso es obtener la relación que guarda la Serie de Fourier 
con la transformada de Fourier y Laplace. 

Si f es una función de densidad, entonces: 

L: 1f<t)1 dt < oo (3.1) 

por lo tanto diremos que está en el espacio <le funciones L 1 

Por otro lado, toda función periodica, puede ser expresada en términos 
de una Serie de Fouricr. Para funciones. que no ·son periodicas, se puede 
hacer tender el periodo a infinito y obtener:;¡e la siguiente expresión: (ver 
Arfken [7) ó Tolstov [6]) 

f (x) = 2_ J00 

e-iw:i: d4ll {
00

00 

f (t)eiw' dt 
211" -oo . 

definamos 

</>¡(w) = L: f (t)eiw'. dt 

(Integral de Fourier) 

(3.2) 

(3.3) 

1 /"° . f(x) = -
2 

</J¡(w)e-"""' d4IJ 
1T -oo 

(3.4) 

A (3.3)" se le conoce como la Transformada de Fourier de la función 
/(t) y a (3.4) como la Inversa de la Transformada de Fourier. 

Existe también el equivalente de las expresiones (3.3) y {3.4) para la 
transformada de Laplace. Denotemos por G{t) = f(t)e->..' una función 
tal que IG(t)l ~ M para todo t E 1R; esto es equivalente a decir que 
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f(t) sea de tipo,\ exponencial para todo t, M E IR. Ahora, si definimos 
G(t) =O para t <O y además pedimos que G cumpla con la condición 
de la expresión (3.1), podemos expresar dicha función en términos de 
la integral de Fourier (3.2) de la forma 

1 /_"" . la"° . G(t) = - e•ut G(v)e-•uv dv du 
211" -oo o 

multiplicando ambos lados por eAt 

e-"' loo loco f(t) = - eiut o f(v)e->.ve-iuv dv dv. 
211" -oo 

haciendo el cambio de variable 

s = ,\ +iu 

la integral con respecto a v es la transformada de La.place 

fo00 

f (v)e-•" dv = J(s) (3.5) 

que es ahora una función de variable compleja, además Re(s);;::::. ,\para 
garantizar convergencia. · 

Por otro lado, la inversa de la expresión (3.5) está dada por: (ver 
Arfken (7]) 

1 17+ioo -f (t) = -
2 

. e•t f (s) ds 
7rt 7-ioo 

(3.6) 

Sin embargo, para hacer el cálculo numérico de la inversión de la 
expresión (3.5) haremos lo siguiente: 

Sea g(t) definida como sigue: 

{ 

e-~¡(t) 

g(t) = g<-t) 
si t >O 
si t <O 
si t =O 

• 
donde a es siempre un número positivo para toda t, además para cada 
t -:/:- O podemos hacer: 
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Ahora;·si:hacembs eFcambio de.variable 'Y= ft, la función g queda de 
· la siguieri_te manera: e' 1·' , 

1 '. <;: ·: ' ; : >'J . ·~·~ ~:; 
" .· . . { e--rt f (t) si t > O 

g(t) = g(-t) s~ t <O 
, .. O s1t=O 

donde ,Y és un nuevo parámero dependiente de t. 
Por otro·lado, notemos que g es par, por lo tanto se obtienen los 

sigientes resultados: 

(i) La Transforriiad.a de Fourier para g, es la parte real de ella misma 
ya que: 

•;. •.· 

.L: eiutg(t) dt 

. . . J_': cos(ut)g(t) dt 

= Re(qt,9 )(u.) 

(ii) Para foda función f; la· parte real de su Transformada de Laplace 
valuada en s, es la parte real de dicha transformada valuada en § 

~ .- ¡ . ) 

Re(f)(s) = Re (fo00 

cªtf(t) dt) 

= Re (l,00 

e-"te-iut f (t) dt) 

= fooo é"t f(t)Re(e-iut) -dt 

= fo00 

e-J..t cos(u~)/ (t) dt 

= Re(Í)(s) 

(iii) La 'ITansformada de Fourier de la función g, se puede poner en 
términos de la 'ITansformada de Laplace de la función f de la 
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siguiente manera: 

Re(,P9 )(u) 

= L: cos(ut)g(t) dt 

= 2 foco cos(ut)g(t) dt 

= 2 foco Re ( eiutg(t)) dt 

= 2 fo00 

Re ( eiute--rt f (t)) dt 

2 foco Re ( eC--r+iu)t f(t)) dt 

= 2Re (J) ('y - iu) 

2Re (J) ('Y+ iu.) 

Además g puede ser vista en función de J (como se definió), pero 
también se puede ver a g como la inversa de la Transformada de Fourier 
asociada a ella. Es decir: 

g(t) = e--rt f(t) 
(3.7) 

..!._ /_co Re ( e-iutq,
9
(u)) du 

271" -oo 

De los resultados anteriores, obtenemos la siguiente relación para el 
lado derecho de la igualdad anterior: 

2~[:Re(e-iutq,9(u)) du. = 2~j_:cos(ut)Re(,P9)(u)du 
~ /_: cos(ut)Re (J) ('Y+ iu.) du 
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Observación 8 Ya que IJ(w) cos{uW)e-'TWI :S klf(w)I para alguna k y 
ya que f está en L 1 , se sigue que 

J,00 

e-'T"'cos(uw)f(w) dw 

es absolutamente convergente, y por lo· tanto podemos usar el Teorema 
de Fubini para integrales impropias. y obtener la paridad en funei6n de 
u. 

Entonces de la ObservaciiSn {8),cobtenemos lo siguiente: 

1 /_"'° ("'° :;;: _
00 

cos(ut) Jo e~w cos(uw)f(w) dw du 

l laOO !00 - e-'Twf(w) cos(ut) cos(uw)du dw 
7r o -oo 

2 OO.. . 00 . ·. :;;: /o ' e-7 w f(w) fo ~()s(ut) cos(uw)du dw 

= ~ fo00:fos(~:ffo~.:~~?'~if!:.'f (e-i~w) f(tp);dui'du;· .. 

=., ~ 1oc:. ce~<~~IJ~K/oor: e,~-iu_~r<w> du;} du- ·1 
. . .' .,_; ,,' . 

~ Jo~._cos(u,t,~Re,'(i) (ry +iu) du 
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Finalmente multiplicando la expresión (3.7) por e'Yt, obtenemos la 
siguiente igualdad: 

2e'Yt kex> -f(t) = - cosut Re(f('y+iu)) du 
7r o 

(3.8) 

La expresión (3.8) puede expresarse numéricamente de muchas man­
eras, pero como se había.mencionado anteriormante, el método que de­
sarrollaremos involucrará la integración numérica por medio de la Regla 
del Trapecio 

La idea de la Regla del Trapecio es que dada la función f(t) definida 
en el intervalo particionado [a, b] , con a = x 0 < x 1 < · · · < Xn = b, 
va a existir una aproximación en los nodos X¡ y X¡_ 1 por medio de un 
polinomio lineal de Lagrange de la forma 

P(x) = (x - X¡) f (x¡-1) + ·(x - Xs-1) f (x¡) 
(Xi-1 - X¡) (x.¡ - Xi-1) 

donde 

rb 1cx) dx ::::::i f:. 12'' [ <x - x,) 1. <x•-1) + ex~ :Z:¡-~)·'.fcxD]. di 
Ía i=l z;-1 (Xi-1 - :Z:¡) · (:z:i - :Z:¡-1) 

-~~---· . '. - ,:• /. ". 

integrando el lado derecho· se .obtiene 

J,.b f (x) dx ::::::i ~T;·(~;:~)~,)1(x¡~1) + ;~:z:~~~12/(x¡) J::_, 
evaluando en los límit!;::d~;·inte~ación y haciendo h = (x¡ - :r.¡_1) 
(b - a)/n para cada i = 1, 2, ... , n, obtenemos: 

E X - :Z:.¡ /(Xi-1) + X - X¡-1 /(:z:¡) . • . n [ ( · )2 . ( )2 ] "'' · 
i=l 2(Xi-1 - X¡) · · 2(Xi - X¡-1) ;;,,_i ·. 

.. ' 

= ~ [<x•.-;¡~1) J(x,) ~ «X•-12~~:•>·{(:z:Í:.i)] , 

= ír [ex.~__: ~•-1) (1~¡>. J J(x;11>)] 
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(3.9) 

. De lo anterior, tenemos las herramientas para poder integrar numéri 
camente la inversión (3.8). Si integramos numéricamente por el método 
del trapecio la expresión . antes mencionada, obtenemos la siguiente 
aproximación: 

he-rt - 2he-rt 00 
-

f(t) R:l ¡,.(t) = -Re(f)('y) + -- :E Re(f)('Y + ikh) cos(kht) 
?r ?r k=l 

Además, para cada t podemos hacer el cambio de variable h = ?r /2t 
y si regresamos a la definición del parámetro '"'f, llegamos a la siguiente 
aproximación: 

eª/2 _ [a] eª/2 oo _ [ª + ik?r] (k?r). 
f (t) ::::i 2tRe(f) 2t + -t- ~Re(!) 2t cos 2 . 

Pero cos. (~)se anula cuando k es impar, lo cual implica: 

f(t) Ri él
2
Re(f) [~] + eª

12 
E(-l)kRe(f) [ª + 2k?ri] 

2t 2t t k=l 2t 
(3.10) 

Ahora nos vamos a enfocar con el error discretizado asociado con 
la regla del trapecio, que puede ser justificado aplicando la Fónnula 
de Sumas de Poisson. Además, con esta fórmula podemos tener un 
control sobre dicho error ya que podemos acotarlo si f es acotada. La 
idea fundamental es expresar a f(t) en términos distintos que en {3.8). 

Definamos la función 

{ 

e-li¡(t) 
'ljJ(t) = t<-t) 

para t >O 
para t <O 
para t =O 
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donde a es un número positivo para toda t, además podemos hacer 
como antes para t =f:. O lo siguiente: 

e-~ = e-(~)t 
Si hacemos nueva.mente el cambio de variable b = :f¿-, la función 1/J 

queda de la siguiente manera: 

{ 

e-btf(t) 
1/J(t) = t<-t) 

para t >O 
para t <O 
para t =O 

donde bes un nuevo parámetro dependiente de t. 
Lo siguiente, es reemplazar la función anterior por la función periódica 

00 

[ 27ík] 1/Jp(t) = k~oo .,P t + h {3.11) 

con periodo 271" /h. 
Observación 9 Observemos que la convergencia casi segura de 1/Jp se 
dá gracias a que f está en L 1

• 

Por otro lado ya que t/Jp es periodica, podernos representarla en términos 
de la Serie de Fourier compleja dada por: (ver Tolstov [6]} 

00 

1/Jp(t) = 2: Ckeikht 
k=-oo 

donde CA: es el k-ésimo coeficiente de Fourier de 1/;p, es decir 

Ck = !!:_ f"'/h 1/Jp(t)e-ikht dt 
271" -'K/h 

= !!:_ J ... ¡h E 1/J [t + 2kn] e-ikh& dt 
27í -7r/h k=-oo h 

= !!:_ /0o 1/J(t)e-ikht dt 
271" -oo 

!!:. joo 1/J(t) cos(kht) dt 
71" lo 

; [,"°Re (1/J(t)e-ikht) dt 

{3.12) 

{3.13) 
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Observación 10 El intercambio de la integral con la suma infinita e.'I 
gracias a que la medida producto es u-finita (ver Abate {10}). 

Regresando a la definición de t/J, la exprcsióm (3.13) se ve como sigue: 

; koo Re (t/J(t)e-ikht) dt = ; hoo Re (f(t)e-bte~ikht}~t .. , 

~ hoo Re (f(t)e-(b+ikh)t) dt 

- ~Re (fooo f(t)e-(b~Hk~)~}. d,.t,., ,. 
''"'· ,'; ,. 

!!:.Re(f)(b + ikh) 
11" . '· '. ' 

Sustituyendo CA: en la Serie de Fourier (3.12) llegamos a la siguiente 
expres~6n: \·_.,, __ ·: \ · .r: '· · 

(3.14) 

Ahora, si hacernos el cambio de',vari~bl<: h = 11" /t obtenemos: 
' .,: 

kf;,oo 1f1[t(2k + 1)) = .¡ kf;,
00

Re(f) [b + i~11"] exp(ikrr) (3.15) 

Por definición, la función t/J es par, por tanto la suma del lado 
izquierdo de la ecuación (3.15) se se ve como sigue: 

00 

2 E.,µ [t(2k + 1)J 
k=O 

Además ya que Re(f)(s) = Re(f)(s) y e•k'lr = (-1)"', el lado rerecho 
de la ecuación (3.15) se transforma en: 

~ ~c-1)"' Re<!> [b+ i~11"] + ¡_Re<i>Ch> 
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Por lo tanto, la ecuación {3.15) queda de la siguiente man~ra:,, 

ta ,P[t(2k + 1)) = ¡ E<~1)k::R~U) [b + i,~7í] +,;t~:(i)(b). 
Regresando a la definición de la función 1/1 y dei pa:rámetr9 b obten"'. 

emos: 

~=O f[t(2k + 1)] exp {-2ªt. [t(2k + l)J} = . !. f:c~1)k Re(f) [~' + ik7í] 
"' t /c=l . . . 2t t. 

-~ :tRe(Í) c:t) (3.16) 

Multiplicando ambos miembros por exp(a/2) , llegarnos finalmente 
a la Fórmula de Sumas de Poisson 

00 

:E f[t(2k + 1)) exp(-ak) 
lc=O 

= exp;:/2) Re(f) (~) + exp~/2) ~(~~t~e(_!) [ª +2~k7íi] (3.17) 

Por lo tanto, de la expresión (3.17) obt~herii.C>s'. · . . . ••· . • · 

f(t) = exp(a/2) Re(]) e~)+ exp(a/2) Et_+_·]._·_·)_'.~k_·._·_·_~ci_~)_·_·.·,.[~+2k7íi]-_·.· ed 
2t 2t t lc=l. . <' ,. . ,2t, " .· 

·.·· ' •' _·.,·· .. ·. ;,:;;~.;~> ;'(3:18} 
donde definiremos a ed como el error discretizadá asociadO' al método 
del trapecio. En otras palabra8. 

00 

ed = ed(!, t, a) = :E f[t(2k + 1)) exp{-ak) (3.19) 
k=l 

Observación 11 Notemos que la e:z;presión (3.10) del método del trapecio 
coincide con la expresión (3.18}, sin embargo la expresión ante.~ men­
cionada involucra el error discretizado asociado al método del trapecio. 

Por otro lado si la densidad f es acotada, podemos encontrar una 
cota para el error, es decir, si l/I :::; M para toda t entonces el error 
discretizado ledl estará. acotado como sigue: 

00 

ledl :::; M :E exp(-ak) 
lc=l 
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esto quiere decir que 
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Me-ª 
ledl ~ l - e-a 

que se aproxima a M e-ª si dicho factor es suficientemente pequeño. 
Para (3.18) es claro que se debe buscar el valor de a grande de tal forma 
que el error de discretización sea pequeño. Sin embargo, incrementan­
do el valor de a el cálculo de la ecuación (3.19) se vuelve complicado, 
por lo tanto no es conveniente hacer a lo suficientemente grande. En la 
práctica se utiliza a= 19.1 para alcanzar un error de 10-7 
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3.2 Método de sumas de Euler y la expo­
nencial de una matriz 

El siguiente problema es tener un método alterno para cálcular la serie 
infinita de la expresión (3.18). Ya que la serie del lado derecho de {3.18) 
es casi una serie alternante, requerimos de un método que calcule el tipo 
de series antes mencionado. El método que utilizaremos es el Método 
de Sumas de Euler. 

Para desarrollar el método de Euler en general, primero se reaco­
moda la serie alternante de la siguiente manera (ver Press [5]): 

E<-1)A:uA: = Uo - u1 + · · · + (-1r-1un-1 + (-1r E <;~r [.ó.run] 
A:=<> r=O 

{3.20) 
donde·~r es el operador de diferencias hacia delante, es decir 

.ó.2un = Un+2 - 2Un+l +Un 

.ó.3un = Un+3 - 3t.Ln+2 + 3un+l - Un etc. 

-~ar-supuesto, no podemos realizar numéricamente la serie infinita 
del lado derecho de la expresión {3.20), pero sí podemos tomar los 
primeros m términos de dicha serie, donde son requeridas las primeras 
m diferencias. Entonces definamos a la suma finita de Euler como sigue: 

m-1 { l)A: 
E(t,m,n) = Sn(t) + {-l)n+l E ;+l ~A:Un+1(t) 

k=O 

(3.21) 

donde s .. = Ek=o{-l)A:uk. Sin embargo, Ja expresión {3.21) puede verse 
también de la forma (ver Abate [10]) 

E(t,m,n) =E ( ';:) rmsn+k (3.22) 
A:=<> 

Por lo tanto, la expresión (3.18) se discretiza de la siguiente manera: 

Sn(t) = exp;;/2) Re(f) (;t) + exp~a/2) ti u;(t) 
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y 

uk(t) = ( ~1).kReÚ)'.lª + 2~~7ri] 
.Típicamente se usan los valores de m,=;:.11yn=15 

. : . ~ ~.· }'' 

Por otro lado, el error es calculado como sigue: 

E(m, n + 1,,t) - E(~, ~:i~):.~.~2-~·cr;: ) Un+k+l 
, .... ,·. . . . ·. 

(3.23) 

A este error se le dá. el nombre· de 'error 'de truncamiento. 

Sustituyendo a f por la transformada de la densidad asociada a la 
ganancia total vista en el Capítulo (2) con h, l y t fijos, obtenemos: 

Bn(x) = exp~:/2) Re[v:i(2:;;~)J+ exp~/2) _tiu;(x) 

con 

uk(x) = (-l)k Re [ Vh'1 ( ª +2~k7ri; t)] 
Notemos que solo nos hace falta un algoritmo que pueda calcular la 

exponencial de una matriz para poder invertir por completo la transfor­
mada. Esta exponencial aparece en las transformadas de la densidades 
a.<Jociadas vista.<; en el capítulo anterior. Sin embargo, solo nos preocu­
paremos por calcular la de la ganancia total. 

La exponencial de una matriz puede ser calculada de varios caminos. 
Métodos que involucran teoría de aproximación, ecuaciones diferen­
ciales, la matriz de eigenvalores y la matriz característica polinomial, 
etc. En la práctica los cálculos considerados de estabilidad y eficien­
cia indican qué métodos son más reco1neudahles que otros; pero esto 
no quiere decir que sean más satisfactorios. Entre los métodos que 
calculan dicha exponencial están los siguientes: 

1.-Método de Truncamiento Este miodo consiste en calcular la expo­
nencial de una matriz recurriendo en la expansión de Taylor 

eAt = I + tA + t2 A 2 /2! + · · · 
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donde la serie anterior se trunca en k sumandos obteniendose la 
suma parcial 

k 

Tk(A) = 2:A¡/i! 
i=l 

Sin embargo, lo complicado de este método es el cálculo del valor 
k para el cual el término truncado converge, además de ser un 
método que vuelve difícil el cálculo con matrices complejas 

2.-Método de descomposici6n Este método consiste en la descomposi­
ción de la matriz A en 

A= SBs-1 

sin embargo por la definición en series de potencias de eAt implica 
que dicha exponencial también se puede descomponer como sigue: 

eAt = SeBt 8 -1 

La idea es encontrar a S para la cual e 8 t se pueda calcular 
fácilmente 

3.-Métodos polinomiales En estos métodos se explota el uso del poli­
nomio caracterfstico. Algunos de estos métodos son: el método de 
interpolaci6n de Lagrange y el método de interpolaci6n de Newton 
ambos utilizando el polinomio característico. 

Aunque los métodos anteriores siguen los fines deseados del cálculo 
de la exponencial de una matriz, el método en que nos basaremos es 
al método de Runge-Kutta. Este método calcula indirectamente la 
exponencial, basándose en el hecho de que dicha exponencial es solución 
de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. 
Este método fué considerado ya que además de ser un método estable, 
también es eficiente y además que permite manejar los valores complejos 
de la matriz. Lo siguiente es desarrollar este método. 

A continuación se muestra que la exponencial de una matriz tiene 
asociado un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden: 



52 ,T,'." ,CÁf>f;ruLO ::-:-)3. MÉTODOS NUMÉRICOS 

Proposición 8 La e:zipresi6n e~tX-0 .. e.9 solución de un sistema de ecua­
ciones diferenéiales ordinari:::S .<ie'p·;.¡mér o~en 'del 'tipo: 

~ ;_ .· 

·. (3.24) 

»·: ''1 ' 

d;; .!<~.· :~1-~~.t.gn;r2.~·,~.,;'.:.'t.~~~~~,· .; .· .. · •. ·, ..•. 
con las condiciones iniciales en t =o dadaS coinó: xí(O)''== X10; X2(0) = 
X20 , •• ; , Xn.(0} =.Xno ,,.·,, ... 

Además, el sistemá. se puede ver. también en forma vectorial como sigue: 
·. - ·:.- '.., .. <~··· ~,.~·:,_:~:-'"-'- .'··~,,; __ ·.··'."·:·.:·· . __ .·¡--::··;-_',,-,.,<':.-.... ~ ;· ! . ._.::;, ·:-.,'.::,·' ... _:·,·~r'·, .·::.: 

···:;f,+'i;;, f(x;t) · ··'x(o) =:ka·. · · · ,.;. ,._; · {3.25) 

Con f(x, t) =Ax 

dond¿ ía'. matriz A está dada por 

A= 
[ 

ª. 11 ~l 

an1 

y 

son las entradas de los vectores x y x respectivainente 
Sin embargo, es natural considerar métodos numéricos para encon­

trar dichas soluciones. Uno de ellos que comúnmente se usa para el 
cálculo de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer 
orden es el llamado método de Runge-Kutta de cuarto orden. Este 
método evita el cálculo de la exponencial de la matriz y directamente 
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realiza el cálculo de la solución del sistema de ecuaciones diferenciales 
obteniendo la solución para distintos valores de t . 

Los métodos que resuelven ecuaciones diferenciales de primer orden 
son generalizaciones de los métodos para una ecuación de primer orden. 
Por ejemplo el método de Runge-Kutta de cuarto orden para resolver 
la ecuación diferencial 

y'= J(t, y) con la condición inicial dada por y(O) =a 

está dado por los siguientes factores: 

Yo = a 
ki hf(t¡, y¡) 

k2 hf (t• + ~,Yi + 4k1) 

k3 = hf (t¡ +~,y¡+ ~k2) 
k1 = h/{t¡+l, y¡+ k3) 

y·con 

Yi+l = y;+~[k1 +2k2+2k3+k4)+0(h5 ) para i = 1, 2, ... , n - 1 {3.26) 

por lo tanto resolveremos el problema del cálculo de la exponencial 
de la matriz generalizando el método {3.26), para resolver el sistema 
de ecuaciones diferenciales. La idea es la siguiente: sea N E lN y para 
alguna t E IR seleccionemos ah de la forma h = (t-0)/N. La partición 
del intervalo (O, t] en N subintervalos queda con los puntos de red de la 
forma 

t; = jh para cada j = O, 1, ... , N 

Usaremos la notación u;(t;) para denotar la aproximación de x¡(t;) 
para cada i = 1, 2, ... , n y para cada j = 1, 2, ... , N . Es decir, u;; aprox­
ima la i-ésima solución u;(t) en el j-ésimo punto de red t; . También 
representaremos como u;0 a la aproximación de las condiciones iniciales 
x;0 relacionadas con el sistema (3.24). Ahora supongamos que se calcu­
laron los valores u 1; , u 2; , ... , 'Un; • Obtenemos los valores u1;+1 , u 2;+1 
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, ... , u..;+1 calculando primero 

+ · •; -f ~Íit;f.j(t~' + h) +kan}] 

para cada i ==''1, 2JU0'n.ryentonces: 

(3.27) 

para cada i = 1, 2, ... , n . Nótese que antes de poder calcular cua­
lesquiera de los términos de la forma k2¡ deben calcularse todos los 
valores ku , k12 , ••• , k1n • En general, cada ~1 , ~2 , ••• , ~n , debe 
calcularse antes de cualquiera de las expresiones k,.+1 • 

Observación 12 Notemos que éste método funciona también para re­
solver el problema de encantar la solución del sistema 

V=AV con condiciones iniciales V0 

donde 

v ={~v.-} dt ., 

y V0 es la matriz cuyas entradas son valuadas en t = O. 
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Observación 13 Si se desea obtener el sistema de ecuacione.9 difer­
enciales asociado a la matrix exp{At), se toma el sistema de la Obser­
vaci6n {12), con condiciones iniciales V0 = { Ó¡;} , i, j = 1, 2, ... , n 

Como se había mencionado anteriormente, el desarrollo de este tra­
bajo involucra un progr8.Illa realizado en Fortran 77 para la obtención de 
la inversa de la transformada de Lapla.ce. Sin embargo, este progr8.Illa 
solo involucra la inversión de la transformada de la densidad asociada 
con la variable aleatoria que define la ganancia total sin número de 
transiciones vista en la sección {2.2) del capítulo (2). 
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-,, . 



Capítulo 4 

Aplicaciones 

En este capítulo veremos una serie de ejemplos que proporcionan valores 
de la densidad deseada. Estos datos serán obtenidos haciendo corridas 
en el programa antes mencionado que se mostrará como apéndice. 

Este programa mue..stra los datos de la densidad de la función de 
ganancia V(x : t) en ciertos nodos de la ganancia, sin dejar de tomar 
en cuenta el supuesto de la sección (2.2) del capítulo anterior, donde 
asumíamos que la condición V;;(O, t) era igual a cero. Sin embargo, para 
valores adecuados de la matriz de intensidad y del tiempo, podemos 
asegurar dicho supoesto. 

El primer ejemplo se expone con los siguientes datos: 
Tomemos a la matriz de intensidad y el vector de ganancias con los 

siguentes valores: 

_\ 0~5] 
1 -1 

R= [ ~] 
Fijemos ahora el tiempo t = 10 , el valor máximo que puede tomar 

la función de ganancia tmax = 20 , los parámetros de Euler a = 24 , 
l2 = 2. Notemos que .>.(i) = 1 para toda i = 1, 2, 3, esto quiere decir 
que en promedio los intervalos de permanencia de los est~os que toma 

57 
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el proceso, son en promedio de tamaño uno, por lo que el proceso va 
forzosamente a ocupar un estado donde la ganancia sea positiva, por 
lo que afirmamos que Yi;(O, t) =O. Variando todos los posibles valores 
de inicio y fin de los esta.dos en el que el proceso se puede encontrar, 
obtenemos las siguientes tablas con sus respectivas gráficas: 

Para K = 1 y L = 1 

t Inv.Trans.Lap. Error Est. 
2.0000000000000 2.46172636254490-05 8.21621958836670-20 
4.0000000000000 6.12611599800250-04 1.05677998903790-14 
6.0000000000000 4.09852394197270-03 5.34924318382200-13 
8.0000000000000 1.35078381368190-02 1.68760734119840-10 
10.0000000000000 2.66604016097260-02 1.91855567023560-10 
12.000000000000 3.39220765714110-02 1.91755012476230-10 
14.000000000000 2. 79954752168070-02 7 .90123059861430-09 
16.000000000000 1.42287533094820-02 5.08948157316310-08 
18.000000000000 3. 7367 4388411580-03 8. 76401596697650-07 
20.000000000000 1.138484 75191460-02 2.17276095599870-06 
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Para K = 1 y L = 2 

t Inv.Trans.Lap. Error Est. 
2.0000000000000 2.26895900927790-04 4. 7433845046241D-19 
4.0000000000000 3.32054 793981310-03 3.0914658853687D-13 
6.0000000000000 1.60095715168610-02 1.6090787556544D-12 
8.0000000000000 4.07686271490340-02 2.5964614746438D-10 
10.0000000000000 6.39165971401 lSD-02 1.9206101032482D-10 
12.000000000000 6.4780959760068D-02 4.2038929490285D-09 
14.000000000000 4.20082327283730-02 1.80604607658010-10 
16.000000000000 1.60908300912060-02 1.3618032847218D-09 
18.000000000000 2.82553638044330-03 1.3855587343691 D-09 
20.000000000000 2.20871070783780-05 7 .6136977894336D-10 

Para K = 1 y L = 3 

t Inv. Trans.Lap. Error Est. 
2.0000000000000 4.39535905476380-04 1.3552527156069D-19 
4.0000000000000 3.92594068041600-03 l .0567799890379D-14 
6.0000000000000 1.38241887765680-02 2.52755715662860-14 
8.0000000000000 2. 73206308866910-02 1.5728559516555D-10 
10.0000000000000 3.39709371067250-02 1.9185555921730D-10 
12.000000000000 2. 73206365499090-02 1.9202310401478D-10 
14.000000000000 1.38241915189460-02 l.6253244149861D-10 
16.000000000000 3.92594171722440-03 l.8769383399939D-10 
18.000000000000 4.39537344389190-04 l. 75178609384270-10 
20.000000000000 1.324 76829298180-07 1.9573838184247D-10 
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Para K = 2 y L = 1 

t lnv. Tcans.Lap. Error Est. 
2.0000000000000 1.13447950463890-04 2.42251422914730-19 
4.0000000000000 1.66027396990650-03 1.54573240058330-13 
6.0000000000000 8.004 78575843070-03 8.04540462029380-13 
8.0000000000000 2.03843136209400-02 1.99477340027950-10 

10.0000000000000 3.1958283664081 D-02 1.92389315849940-10 
12.000000000000 3.23904 798800340-02 2.1019464 7798370-09 
14.000000000000 2.10041170837340-02 1.80627205900730-10 
16.000000000000 8.04541504560290-03 6.80901644095620-10 
18.000000000000 1.412767 48000960-03 7.41517762231810-10 
20.000000000000 1.11651635262420-05 4.43953668397630-10 

Para K = 2 y L = 2 

t Inv. Trans.Lap. Error Est. 
2.0000000000000 8. 79071810992820-04 8.57359972947220-16 
4.0000000000000 7.85188135774560-03 2.64384522846540-11 
6.0000000000000 2. 76483775346800-02 5.10402169747600-11 
8.0000000000000 5.46411997772060-02 1.01077737247240-07 
10.0000000000000 9.06509371827690-02 4.53607915688230-06 
12.000000000000 5.46331055572280-02 4.26027828293390-06 
14.000000000000 2. 76424467950450-02 4.35195715783530-06 
16.000000000000 7.85214890482870-03 2.98457 4673097 40-06 
18.000000000000 8. 77730892340810-04 1.39254419775520-06 
20.000000000000 -2.9317584 7071450-07 8.57701052583810-07 
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Para K = 2 y L = 3 

t Inv. Trans.Lap. Error Est. 
2.0000000000000 1.41277041119880-03 2.05998412772250-18 
4.0000000000000 8.04541486294180-03 1.54572969007780-13 
6.0000000000000 2.10041219691810-02 8.00814276002980-13 
8.0000000000000 3.23904801453360-02 1.99480196250160-10 

10.0000000000000 3.19583859591030-02 1.92389316283630-10 
12.000000000000 2.03843212496150-02 2.10195330759000-09 
14.000000000000 8.004 7907 4999700-03 1.50222407 430120-10 
16.000000000000 1.66027599925260-03 8.111 76777766770-10 
18.000000000000 1.13455458399730-04 2.85491133209280-10 
20.000000000000 6.00969283781620-08 3.18871586170150-10 

Para K = 3 y L = 1 

t Inv. Trans.Lap. Error Est. 
2.0000000000000 4.395359054 76380-04 1.21972744404620-19 
4.0000000000000 3.92594068041600-03 1.05678541004880-14 
6.0000000000000 1.38241887765680-02 2.52755715662860-14 
8.0000000000000 2. 73206308866910-02 1.57285595165550-10 
10.0000000000000 3.39709371067250-02 1.91855561819390-10 
12.000000000000 2. 73206365499090-02 1.92023098810610-10 
14.000000000000 1.38241915189460-02 1.62532434559710-10 
16.000000000000 3.92594171722440-03 1.87693820121600-10 
18.000000000000 4.39537344389190-04 1.75178595614900-10 
20.000000000000 1.324 76829325930-07 1.95738381842480-10 
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Para I< = 3 y L = 2 

t Inv. Trans.Lap. Error Est. 
2.0000000000000 2.82554082239760-03 4.11996825544490-18 
4.0000000000000 1.60908297258840-02 3.09146805377300-13 
6.0000000000000 4.20082439383630-02 1.60163549089990-12 
8.0000000000000 6.47809603834840-02 2.59648819805890-10 
10.0000000000000 6.39167421070670-02 1.92061005988010-10 
12.000000000000 4.07686424992300-02 4.20390662558830-09 
14.000000000000 1.60095792061680-02 1.57149088880760-10 
16.000000000000 3.32055199850520-03 1.62235355531670-09 
18.000000000000 2.26906610116370-04 4.62344195643460-10 
20.000000000000 1.22052787598910-07 5.51082433554100-10 

Para K = 3 y L = 3 

t Inv. Trans.Lap. Error Est. 
2.0000000000000 3. 7378427 4090120-03 1.05601291600090-16 
4.0000000000000 1.42282691088290-02 1.05740069478170-14 
6.0000000000000 2. 79954764827050-02 9.26342336171610-16 
8.0000000000000 3.39220770372520-02 1.57275893697410-10 
10.0000000000000 2.66604069501130-02 1.91855498501980-10 
12 .000000000000 1.35078393910630-02 1.92022646915150-10 
14.000000000000 4.09852622272880-03 1.62529816428310-10 
16.000000000000 6.12612036645560-04 1.83605772241780-10 
18.000000000000 2.46183147991910-05 1.88696301522640-10 
20.000000000000 -4.05451301699330-08 1.96819912968260-10 
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·-" -
La segu;'l~a.:C:orrida c.ontiene los siguientes datos: 

, ~.>.. >. o.ó o.o o.o o.o o.o o.o o.o o.o o.o 
1.0 .>.9 9>. o.o o.o o.o o.o o.o o.o o.o o.o 
o.o 1.0 >.e B.>. o.o o.o o.o o.o o.o o.o o.o 
o.o o.o i.o. >.7 7>. o.o o.o o.o o.o o.o o.o 
o.o o.o o.o 1.0 >.a 6>. o.o o.o o.o o.o o.o 

TM= o.o o.o o.o o.o 1.0 .>.s 5.>. o.o o.o o.o o.o 
o.o o.o 0;0 o.o o.o 1.0 .>.4 4>. o.o o.o o.o 
o.o o.o o.o o.o o.o o.o 1.0 >.a 3.>. o.o o.o 
o.o o.o o.o o.o o.o o.o o.o 1.0 .>.2 2.>. o.o 
o.o o.o o.o o.o o.o o.o o.o o.o 1.0 .>.1 .>. 
o.o o.o o.o o.o o.o o.o o.o o.o o.o 1.0 -1.0 

donde .>. = 10-9 , .>., = -1.0 - i>. y el vector de ganancias (que en 
este caso se puede interpretar como tiempos de ocupación) 

(1.0, 1.0, o.o, o.o, o.o, o.o, o.o, o.o, o.o, o.o, O.O). 

Fijemos el tiempo t = 100 , el valor máximo que puede tomar la función 
de ganancia tmax = 100 , los parámetros de Euler a = 24 , l2 = 2 y 
los valores iniciales y finales del proceso k = 10 y h = l. Observemos 
que en esta corrida el máximo valor que toma >.(i) es aproximadamente 
uno, por lo que en promedio, los intervalos de permancia de los estados 
i = i, · · · , 11 van a ser menor o igual a uno, además para t = 100, 
el proceso saltará casi seguramente a alguno de los dos estados cuya 
ganancia sea uno, de esta manera podemos asegurar que ViJ(O, t) = O. 
Lo siguente e.s la obtención de la tabla de la transformada y del error 
estimado. 

~~-- ~•M<-. _______ • _...:._~--•:_·-~---· 
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t Inv. Trans.Lap Error Est. 
70.000000 3.66758851257780-07 1.02682336287450-10 
71.000000 8.88367357353300-07 7.83733139879790-11 
72.000000 1.90586543412410-06 1.16089092369710-1 o 
73.000000 3.92775573301320-06 5.64143463897600-11 
74.000000 8.08852144765770-06 8.30894183234930-11 
75.000000 1.67425073063770-05 1.49845425381300-10 
76.000000 3.44019748791670-05 1.53014 799395430-10 
77.000000 6.94441722126540-05 7.13791726869890-11 
78.000000 1.38098083791640-04 1.34685015459770-10 
79.000000 2. 70848983264960-04 8.31000365362440-11 
80.000000 5.23339752108780-04 1. 71497097176550-10 
81.000000 9.93765153168710-04 1.00572971391960-10 
82.000000 1.850283921 70640-03 5.87769811120910-11 
83.000000 3.37064254929160-03 1.09976492214220-10 
84.000000 5.99341846155320-03 4. 79971644026800-11 
85.000000 1.03699526614510-02 1.56750876167950-10 
86.000000 l. 73917511745220-02 1.68098657389590-10 
87.000000 2.81414811082590-02 7. 77363347304050-11 
88.000000 4.36816013933830-02 3.32493650667680-11 
89.000000 6.45757 454130020-02 l. 7 46384460654 70-10 
90.000000 9.00784907908660-02 1.02410739610810-10 
91.000000 0.11711782401790 4.28422783360640-11 
92.000000 0.13959047129150 1.94621221916160-10 
93.000000 0.14900570831253 1.28760363482530-10 
94.000000 0.13767556499564 1.14604797873950-10 
95.000000 1.04439331404370-01 4.80183948159410-11 
96.000000 5.95349482463580-02 9.98273790020490-11 
97.000000 2.16042622712770-02 1.03719821793750-10 
98.000000 3.44261699218100-03 7.27166144139090-11 
99.000000 7. 73156415853700-05 7.50635146217190-11 

100.000000 -2.22159105734910-07 1.51726301674410-10 
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Fig 1 Caso (K, L, t) = (l; l; 10) 

Fig 2 Caso (K, L, t) = (l¡ 2, 10) 
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Fig 3 Caso (K, L, t) = (1; 3, 10) 

Fig 4 Caso (K, L, t) = (2, 1, 10) 
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O.IS 

Fig 5 Caso (K, L, t) = (2, 2~ 10) 

>·--~-----------'.C-'---------·--
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Fig 6 Caso (K, L, t) = (2, 3, 10) 

.... ~-~---~-~-~-~--~~ 

Fig 7 Caso (K, L, t) = (3, 1, 10) 
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Fig 8. Caso (K, L, t) = (3, 2; 10) 

.... --~---~----~---~-~ 

Fig 9 Caso (K, L, t) = (3, 3, 10) 

~,,~~~ _-,,,,·~---------
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Fig 11 Caso (K, L, t) = (10, l~'lOO) ' 



Conclusiones 

En este trabajo, se obtuvo el cálculo de las densidades asociadas a 
la ganancia total generada por la función de ganancia, además como 
caso particular el cálculo de las densidades asociadas a los tiempos 
de ocupación para un Proceso de Markov , realizando un programa 
para dicha inversión. Sin embargo como mencionamos anteriormente, 
el cálculo de la inversión se realizó únicamente para la variable aleatoria 
que calcula la ganancia total sin considerar el número de transiciones del 
proceso de Markov y sin considerar las ganancias parciales; por tanto 
la inversión de la transformada con número de transiciones y ganancias 
parciales, es decir la transformada de la sección (2.3) del capítulo (2) 
es un tema abierto; donde se puede tomar como referencia el desarrolló 
en este trabajo. 
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Apéndice A 

Listado del programa 

rea1*8 TM(100,100),R(100),TIME,he1pr 
comp1ex*16 s 
integer*4 NDIM,phase1,phase2 
character*80 fi1ename 
comp1ex*16 F1,j1,i1,X 
rea1*8 su(26),i1t 
integer*4 e (25) 
externa1 f1 

print*,'Input file for intensity matrix is to be read' 
read(S,*) fi1ename 
open(3,fi1e=fi1ename) 
read(3,*) NDIM 
DO I=1,NDIM 
READ(3,*) (TM(I,J),J=1,NDIM) 
ENDDO 
ENDFILE(3) 
CLOSE(3) 

PRINT*,'DIMENSION=',NDIM 
PRINT*,' ' 
PRINT*,'INTENSITY MATRIX IS:' 
PRINT*,' ' 
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CALL PM(TM,NDIM) 

PRINT•,' 1 

PRINT•,'INPUT FILENAME OF REWARDS' 
READ(5,*) FILENAME 
OPEN(3,FILE=FILENAME) 
DO I=1,NDIM 

READ(3,•) R(I) 
ENDDO 
ENDFILE(3) 
CLOSE(3) 

PRINT•,' ' 
PRINT•,'REWARDS READ:' 
DO !=1,NDIM 

PRINT*,R(I) 
ENDDO 

PRINT*, 1 
' 

PRINT•,'INPUT TIME UP TO WHICH THE MARKOV PROCESS IS OBSERVED' 
READ(5,•) TIME 
PRINT*,' ' 

c-------------------------------------------------------------
c Inputs : 
c 
c tmax, ndiv ndiv is the number of points and tmax is 
c the upper 1imit. 
c a, 12 Parameters usad in the eu1er method. (Normally 
c choose a = 24 and 12 2; however, to check accuracy 
c repeat with 12 = 3). 
c 
c Outputs 
c t = Time value 
c i1t = Inversa Laplace Transform 
c errest = Error estimate of eu1er summation 

c--------------------------------------------------------------
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print•.'input starting phase and termination phase K,L' 
read(5.•) phase1,phase2 
write(6.•) 'Input tmax. ndiv.a(=24).12(=2 or 3)' 
read (5.•) tmax,ndiv.a,12 

write (6.•) 
write (6,•) 
write (6,•) 
write (6.•) 

write (6,•) 
write (6,•) 
write (6,•) 

n1 = 80 
ml = 22 

•Repeat of Input• , , 
'K,L.tmax,ndiv,a.12' 
phase1.phase2,tmax,ndiv,a,12 

, . 
•start of Output• 
>t. Inv. Lap. tr., Error est .• Num.It. 

er1im = 1.d-10 
maxnum = 200 

, 

75 

c----------------------------------------------------------------
c n1, m1 = Parameters of Eu1er summation. Initial number of 
e transform computations is (n1+m1+1) but more may be 
e computad if desired accuracy is not achieved. 
e er1im = Al1owed approximate error in Eu1er aummation 
e maxnum = Maximum a11owed number of tranaform va1ue computationa 

e----------------------------------------------------------------
j1 (1.dO,O.dO) 
il (O.d0,1.dO) 
pi 3.14159265358979d0 
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c(l) 1 
e 

do 6 k 1.ml 
c(k+1) = c(k)•(ml-k+1)/k 

5 continue 

e 
do 1 i10 = 1.ndiv 

t ilO•tmax/ndiv 
u dexp(a/2.d0/12)/t/12 
X a/(2.d0•t•12) 
h pi/t 
B j1•x 
il.t = u•drea1(F1(TH.R,NDIM.TIME,phase1,phase2,S))/2.d0 

errest = O.do 
do 6 j2=1,12 
z = j2•pi/12 
aum1 = O.do 
avsu "' O.do 
avsu1 = O.do 
do 2 k2=1,nl 

y = (k2-1)•h 
s = jl•x - il•(y+z/t) 
he1pr=dreal(Fl(TH,R.NDIM,TIME.phase1,phase2.S)•zexp(-il•z)) 
suml = sum1 + (-l)••(k2-l)•helpr 

2 continua 

su(l) = suml 
m11 = m1 + 1 
n2 = n1 

7 continue 
do 3 k=1,m11 

k2 = n2 + k 
y = (k2-1)•h 
s = j1•x - i1•(y+z/t) 

helpr=dreal(Fl(TM,R,NDIM,TIME,phase1,phase2,S)•zexp(-il•z)) 

......... ,.,..,._.,~~----~-==c..· . ·- - . 



su(k+1) = su(k) + (-1)**(k2-1)*ha1pr 
3 continua 

do 4 j=1,m11 
avsu = avsu + c(j)*su(j) 
avsu1 = avsu1 + c(j)•su(j+1) 

4 continua 

avsu = u•avsu/2••m1 
avsu1 = u•avsu1/2••m1 
errast1 = abs(avsu-avsu1) 
if ((arrast1.gt.ar1im).and.(k2.1t.maxnum)) than 

su(1) = su(m11+1) 
n2 = k2 
avsu = O.do 
avsu1 O.do 
go to 7 

andif 
arrast = arrast + arrast1 
i1t = i1t + avsu1 

6 continua 

writa (6,*) '' 
writa (6,*) t,i1t,errest,n2 

1 continua, 
stop 
and 
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FUNCTION F1(TM,R,NDIM,TIHE,K,L,S) 
COMPLEX•16 S, EXX(100,100),C(100,100),F1 
COMPLEX•16 0(100,100) 
INTEGER•4 K,L,NDIM,NP,POTENS 
REAL•8 TM(100,100), R(100),TIME,MAX,dtime 

CALL EXPON(TM,R,NDIM,1.dO,S,EXX) 

NP=10 

CALL MAXIMUMENTRY(EXX,NDIM,TIME,MAX) 

CALL FINDN(MAX,POTENS) 

CALL FINDTIME(TIME,POTENS,DTIME) 

CALL EVAEXP(EXX,NDIM,C,DTIME,NP) 

IF (POTENS.LE.1) THEN 
F1=C(K,L) 
ELSE 
POTENS=POTENS-1 
CALL SUPERPOWER(C,NDIM,POTENS,D) 
F1=D(K,L) 
ENDIF 

RETURN 
END 

SUBROUTINE ZEROMATRIX(A,N) 
INTEGER•4 N,I,J 
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REAL•B A(l00,100) 
DO I=l,N 

DO J=l,N 
A(I,J)•O.O 

ENDDO 
ENDDO 

RETURN 
END 

SUBROUTINE DIAG(A,B,N) 
INTEGER•4 N 
REAL•B A(lOO) 
REAL•B B(l00,100) 
CALL ZEROMATRIX(B,N) 
DO I=l,N 

B(I,I)=A(I) 
ENDDO 
RETURN 
END 

SUBROUTINE SCALARMUL(A,S,N,B) 
INTEGER•4 N,I,J 
REAL•B S 
REAL•B A(100,100),B(100,100) 
DO I=l ,N 

DO J=l,N 
B(I,J)=S•A(I,J) 

ENDDO 
ENDDO 
RETURH 

EHD 

SUBROUTIRE TRUNCATEDEXP(X,M,T,N,E) 
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REAL•8 LAMBDA 
COMPLEX•16 T(100,100),K(100,100),I(100,100) 
COMPLEX•16 SI(100,100),SII(100,100),E(100,100),X,AJI 
INTEGER.•4 M,H 
CALL CK(T,N,K,LAHBDA) 
CALL IDEHTIDYC(I,N) 
CALL HULEC(E.N) 
DO II•O,M 

l.l.=m-ii 
CALL AHC(LAMBDA,X,AH,l.l.) 
CALL PRODUCTC(E,K,SI,H) 
CALL CONSTAHTBYMATRIXC(AJl,I,H,SII) 
CALL ADDC(SI,SII,E,H) : :~ .. ~ .. ..; ·.: 

ENDDO 

RETURN 
END 

SUBROUTIHE ADDC(SI,SII,S,N) 
COMPLEX•16 SI(100,100),SII(100,100),S(100,100) 
INTEGER.•4 N 
DO 1•1,N 

DO J•1,N 
S(I,J)=SI(I,J)+SII(I,J) 

ENDDO 
ENDDO 
RETURN 
END 

SUBROUTIHE AHC(LAMBDA,X,AN,H) 
REAL•8 LAMBDA 
COMPLEX•16 X,AJI 
INTEGER.•4 M 
CALL FACTORIAL(M,FH) 
AN=((LAMBDA•X)••M)/FH 
AN=AN•exp(-LAMBDA•X) 

-~.' 
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RETURN 
END 

SUBROUTINE FACTORIAL(N,FH) 
FN=1.0 
DO I=1,N 

FN=FN•I 
ENDDO 
RETURN 
END 

SUBROUTINE NULEC(S,N) 
COMPLEX•16 S(100,100) 
INTEGER•4 N 
DO !=1,N 

DO J=1,N 
S(I,J)=(0.0,0.0) 

ENDDO 
ENDDO 
RETURN 
END 

SUBROUTINE PRODUCTC(S,K,SI,N) 
COMPLEX•16 sc100.100),SI(100,100),K(100,100) 
INTEGER•4 N 
DO I=1,N 
DO J=1,N 

SI(I,J)=(0.0,0.0) 
DO L=1,N 

SI(I,J)=SI(I,J)+S(I,L)•K(L,J) 
ENDDO 

E NODO 
ENDDO 
RETURN 
END 

. '; .. ·_ . 

'-'•, 



82 APÉNDICE - A. LISTADO DEL PROGRAMA 

SUBROUTINE CK(T,N,K.LAMBDA) 
REAL*B LAMBDA 
COMPLEX•16 T(100,100),K(100,100).CT(100,100),I(100,100) 
COMPLEX*16 CONSTAHTC 
IHTEGER*4 N 
CALL CLAMBDA(T,N,LAMBDA) 
CALL IDEHTIDYC(I,N) 
CONSTANT=1.0/LAMBDA 
CONSTAHTC=CMPLX(COHSTAHT.O) 
CALL CONSTAHTBYHATRIXC(COHSTAHTC 0 T,N 0 CT) 
CALL ADDC(I,CT.K.N) 
RETURN 
END 

SUBROUTINE CLAMBDA(T.H,LAMBDA) 
REAL•8 LAMBDA,TII(100).cc 
COHPLEX•16 T(100,100) 
IHTEGER•4 N 
DO I=1,N 

cc=-db1e(T(I.I))-abs(dimag(T(i,i))) 
tii(i)=abs(cc) 

ENDDO 
CALL SORT(TII,LAMBDA.H) 
RETURN 
END 

SUBROUTINE SORT(TII.LAMBDA.N) 
REAL*8 TII(100).LAMBDA,U(100) 
IHTEGER N•4 

DO I=1,N 
U(I) ... TII(I) 

ENDDO 
DO 3 J-=1,N-1 

DO 2 I•1,N-J 
IF(U(I).LT.U(I+1)) GO TO 2 

TEMP=U(I+1) 
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U(I+1)=U(I) 
U(I)=TEMP 

2 CONTINUE 
3 CONTINUE 

LAMBDA=U(N) 
RETURN 
END 

SUBROUTINE IDENTIDYC(I,N) 
COMPLEX*16 !(100,100) 
INTEGER*4 N 
DO L=1,N 

DO 2 J=l,N 
IF(L.EQ.J) GO TO 1 
I(L,J)=(O.ODO,O.ODO) 
GO TO 2 

1 I(L,J)=(1.0DO,O.ODO) 
2 CONTINUE 

ENDDO 
RETURN 
END 

SUBROUTINE CONSTANTBYMATRIXC(CONSTAHT,T,N,CT) 
COMPLEX*16 CONSTANT,CT(100,100),T(100,100) 
INTEGER*4 N 
DO 1=1,N 

DO J=1,N 
CT(I,J)=CONSTANT*T(I,J) 

ENDDD 
ENDDO 
RETURN 
END 

SUBROUTINE CONVERT(A,B,N) 
INTEGER N 
REAL*8 A(l00,100) 

~------· --------- -
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COMPLEX*16 B(100,100) 
DO 1=1,N 

DO J=1,N 
B(I,J)=CMPLX(A(I,J),0) 

ENDDO 
ENDDO 
RETURN 
END 

SUBROUTINE EXPON(T,R,NDIM,TIME,S,EXPO) 
COMPLEX*16 con 
COMPLEX*16 S 
COMPLEX*16 CDELTAA(100,100) 
COMPLEX*16 1(100,100) 
COMPLEX*16 M(100,100) 
COMPLEX*16 Ml(l00,100) 
REAL*8 DELTAA(100,100),T(100,100),R(100),TIME 
INTEGER*4 NDIM 
COMPLEX*16 EXPO(l00,100) 

CALL DIAG(R,DELTAA,NDIM) 

CALL CONVERT(DELTAA,CDELTAA,NDIM) 

CALL IDENTIDYC(I,NDIM) 

CALL CONSTANTBYMATRIXC(S,I,NDIM,M) 

CALL PRODUCTC(M,CDELTAA,Ml,NDIM) 
con=(-1.dO ,O .dO) 
CALL CONSTANTBYMATRIXC(con,M1,NDIM,M) 
CALL CONVERT(T,Ml,NDIM) 
CALL ADDC(Ml,M,CDELTAA,NDIM) 
con=CMPLX(TIME,0.0) 
CALL CONSTANTBYMATRIXC(CON,CDELTAA,NDIM,EXPO) 
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RETURN 
END 

SUBROUTlNE PM(A,DlM) 
REAL•B A(100,100) 
lNTEGER•4 DlM 
CHARACTER•BO S 
PRlNT•,' ' 
PRINT•,S 
PRlNT*,' ' 
DO 1=1,DlM 

PRlNT•,(A(l,J),Ja1,DlM) 
ENDDO 
END 

SUBROUTlNE PMC(A,DlM) 
COMPLEX.•16 A(100,100) 
lNTEGER•4 DlM 
CHARACTER•BO S 
PRlNT*,' ' 
PRlNT•,S 
PRlNT*,' ' 
DO 1=1,DlM 

PRINT•,(A(I,J),J=1,DIM) 
ENDDO 
END 

SUBROUTlNE EVAEXP(U,N,Y,T,NPASOS) 
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COMPLEX•16 U(100,1),lD(100,100),K1(100,100),K2(100,100) 
COMPLEX.•16 K3(100,100),K4(100,100),Y(100,100),DF(100,100) 
COMPLEX.•16 K11(100,100),K22(100,100),YY(100,100) 
REAL•8 H,PASOS,T 
lNTEGER•4 NPASOS,N 



PASOS=NPASOS 
CALL MATIDE(ID,N) 
IF(NPASOS.LT.1) GO TO 100 
H=(T-0.0)/PASOS 
DO 3 I=l,N 

DO 2 J=l,N 
Y(I,J)=ID(I,J) 

2 CONTINUE 
3 CONTINUE 

DO 18 K=l,NPASOS 
CALL FUNUY(Y,U,DF,N) 

DO 5 I-=1,N 
DO 4 J=l,N 

Kl(I,J)=H•DF(I,J) 
4 CONTINUE 
5 CONTINUE 

DO 7 I=l,N 
DO 6 J=l,N 

Kll(I,J)=(0.5)•K1(I,J) 
6 CONTINUE 
7 CONTINUE 

CALL SUMAT(Y,Kll,YY,N,N) 
CALL FUNUY(YY,U,DF,N) 

DO 9 I=1,N 
DO 8 J=1,N 

K2(I,J)=H•DF(I,J) 
8 CONTINUE 
9 CONTINUE 

DO 11 I=l,N 
DO 10 J=1,N 

K22(I,J)=(0.5)•K2(I,J) 
10 CONTINUE 
11 CONTINUE 

CALL SUMAT(Y,K22,YY,N,N) 
CALL FUNUY(YY,U,DF,N) 

DO 13 I=1,N 
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DO 12 Js1,N 
K3(I,J)=H•DF(I,J) 

12 CONTINUE 
13 CONTINUE 

CALL SUMAT(Y,K3,YY,N,N) 
CALL FUNUY(YY,U,DF,N) 

DO 15 I=1,N 
DO 14 J=1,N 

K4(I,J)cH•DF(I,J) 
14 CONTINUE 
15 CONTINUE 

DO 17 I=1,N 
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DO 16 J=1.N 
Y(I,J)=Y(I,J)+(1/6.0)•(K1(I,J)+2.0•K2(I,J)+2.0•K3(I,J)+K4(I,J)) 

16 CONTINUE 
17 CONTINUE 
18 CONTINUE 

GO TO 101 
100 PRINT•.'ERROR:EL NUMERO DE PASOS DEBE DE SER UN ENTERO POSITIVO' 
101 RETURN 

END 
e ***************************************************** 

SUBROUTINE MATIDE(ID,N) 
COMPLEX•16 ID(100,1) 
INTEGER•4 N 
DO 30 1=1.N 

DO 20 J=1.N 
IF(I.EQ.J) GO TO 15 
ID(I,J)=(O.dO,O.dO) 
GO TO 20 

15 ID(I,J)=(1.d0.0.d0) 
20 CONTINUE 
30 CONTINUE 

RETURN 
END 



88 APÉNDICE - A. LISTADO DEL PROGRAMA 

e **************************************************** 
SUBROUTINE MULMAT(AS,BS,CS,MS,NS,KS) 
COMPLEX•16 AS(100,1),BS(100,1),CS(100,1) 
INTEGER•4 MS,NS,KS 
DO 30 I=l,MS 

DO 20 J =1,KS 
CS(I,J)=(O.d0,0.dO) 
DO 10 IN=l,NS 

CS(I,J)=CS(I,J)+AS(I,IN)•BS(IN,J) 
10 CONTINUE 
20 CONTINUE 
30 CONTINUE 

RETIJRN 
END 

e **************************************************** 
SUBROUTINE FUNUY(Y,U,DF,N) 
COMPLEX•16 U(100,1),Y(100,1),DF(100,1) 
INTEGER•4 N 
CALL MULMAT(U,Y,DF,N,N,N) 
RETIJRN 
END 

e **************************************************** 
SUBROUTINE SUMAT(AS,BS,CS,MS,NS) 
COMPLEX•16 AS(100,1),BS(100,1),CS(100,1) 
INTEGER•4 MS,NS 
DO 30 I=l,MS 

DO 20 J =1,NS 
CS(I,J)=AS(I,J)+BS(I,J) 

10 CONTINUE 
20 CONTINUE 
30 CONTINUE 

RETIJRN 
END 

C***************************************************** 
SUBROUTINE EU(E,N) 
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COMPLEX•16 E(l00,100) 
INTEGER•4 N 
DO 1 I=1,N 

E(I,1)=(-1.dO,O.dO) 
1 CONTINUE 

RETURN 
END 

C***************************************************** 
SUBROUTINE VECMUN(A,AM,N) 
COMPLEX•16 A(100),AM(100,100) 
INTEGER•4 N 
DO 1 I=1,N 

AM(1,I)-=A(I) 
1 CONTINUE 

RETURN 
END 

SUBROUTINE MAXIMUMENTRY(A,NDIM,R.MAX) 
COMPLEX•16 A(100,100) 
INTEGER•4 NDIM 
REAL•B MAX,MAX1,R 
MAX=O.DO 
DO I=1,NDIM 
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DO J=1,NDIM 
MAX1=DMAX1(R•DABS(DBLE(A(I,J))),R•DABS(DIHAG(A(I.J}))) 
IF (MAXl.GT.MAX) THEN 

MAX=MAX1 
ENDIF 

ENDDO 
ENDDO 
RETURN 
END 

SUBROUTINE FINDN(R,POT) 
REAL•B R,X 

. ····~ ------- -----··· 
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INTEGER*4 POT 
K"'O 
X"'1.DO 
DO WHILE (R.GT.X) 

K"'K+1 
X"'2.dO*X 

ENDDO 
POT"'K 
RETURN 
END 

SUBROtrrINE FINDTIME(R,POT,FAC) 
REAL*8 R,FAC,X 
INTEGER*4 POT 
IF (POT.EQ.O) THEN 

X"'1.d0 
ELSE 

X"'1.DO 
DO !"'1,POT 

X"'2.DO*X 
ENDDO 

X"'X/2.DO 
ENDIF 
fac"'r/x 
RETURN 
END 

SUBROtrrINE SUPERPOWER(A,DIM,POT,B) 
COMPLEX*16 A(100,100),B(100,100),HM(100,100) 
INTEGER*4 POT,DIM 

DO I"'1,POT 
CALL MULMAT(A,A,HM,DIM,DIM,DIM) 
DO I1"'1,DIM 
DO !2"'1,DIM 

A(I1,I2)"'HM(I1,I2) 
ENDDO 
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ENDDO 
ENDDO 

DO !1-1.DIM 
DO I2=1,DIM 

B(I1,I2)=HM(I1,I2) 
ENDDO 
ENDDO 

RETURN 
END 

_..'~-'<--~~--------'---
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