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Capitulo 1

Introduccion

El siglo XX fue un periodo de trascendentales avances cientificos. Concreta-
mente, se hizo posible adquirir una comprensién sin precedentes de muchos de
los fenémenos que ocurren al nivel atémico, por un lado, y de los que ocurren a
escalas cosmolégicas, por otro. En estos dmbitos la validez de las leyes conocidas
de Ia fisica sc¢ ha corroborado una y otra vez.

No obstante, para llegar a este entendimiento fue preciso, en numerosas oca-
siones, abandonar conceptos mantenidos por un largo tiempo y adoptar nuevos
que, en algunos casos, resultaban contraintuitives. Tal fue lo sucedido con el
desarrollo de Ia relatividad gencral y de la mecéinica cudntica, posiblemente las
empresas intclectuales mas importantes para la humanidad hasta ahora, espe-
cialmente por cuanto han permitido descubrir acerea de la naturaleza.

Estas dos ramas de la fisica resultaron ser indispensables en la concepcién
y posterior descripeién de los llamados objetos compactos, sistemas astroffsicos
que incluyen a las enanas blancas, las estrellas de neutrones y los agujeros negros,
¥ que constituyen cjemplos asombrousos de lo que sucede cuando la materia
ordinaria sc ve sometida a condiciones extremas de presién y densidad al término
de la evolucién cstelar. El tema principal de csta tesis son las enanas blancas y
las estrellas de ncutrones.

Se requirié el ingenio de varios investigadores talentosos para resolver una
bucna parte de las incégnitas plantendas por estos dos tipas de objetas. Con
¢l descubrimicnto de las enanas blancas y de las enormes densidades (~ 10% g
cm™3) imperantes en su interior sc abrié la puerta para una aplicacién de los
postulados de la mecénica cudntica, en e entonces recientemente formulada.
Fue Subrahmanyan Chandrasekhar quien, a principios de la década de 1930,
sugiri6é que las enanas blancas compensan su contraccién gravitacional con una
presién debida a la degeneracion de los clectrones dentro de In ostrella. Chan-
drasckhar descubrié que al considerar electrones no relativistas, un incremento
de la densidad en uno por ciento correspondia a un incremento de la presién
en aproximadamente 1.667 por ciento (5/3), micntras que para electrones rela-
tivistas la presién se incrementaba en aproximadamente 1.333 por ciento (4/3).




También encontré que existe un l{mite superior para la masa de una enana blan-
ca, el cual depende de la composicién qufinica de ésta, y que tiene un valor de
aproximadamente 1.4 masas solares (1.4 Mg).

El concepto de cstrella de neutrones fue propuesto en 1933 por Fritz Zwicky
y Walter Baade, en conexién con el origen de supernovas y rayos céesmicos
[41). Aunque estos objetos no fueron observados sino hasta 1968 al descubrirse
los pulsares (estrellas de neutrones magnetizadas que giran muy rédpidamente).
muchas de sus caracteristicas se describieron en los anos previos y en los sigu-
ientes a la Segunda Guerra Mundial. Andlogamente a lo que sucede en las
ennnns hlancas, la presion interna de lns estrellas de neutrones proviene de 1a
degenerncion de stas partfeulns, pero s densidades del orden de 10'2 gem™3 y
mayores. A rafz de un artfculo publicado por Lev Landau en 1938, en el que éste
proponfa a un objcto al que lamaba “micleo de neutrones™ como una fuente
de energfn estelar! (lo que resulté ser incorrecto a la luz del trabajo de Hans
Beoethe y» Charles Critehfield sobre la fusion puclear en el interior de las estrellas),
Robert Oppenheimer se interessé en el problema de las astrellas de neutrones,
y con la colaboracion de George Volkoff » Richard Tolman concluyé que éstas
ticnen una masa mmAxima entre 1.5 y varias masas solares [41]. Posteriormente,
para describir 1a materia estelar en la que han cesado ya las reacciones nuclear-
es (materia “frfa™), John Wheeler y Kent Harrison obtuvieron una ecuacién de
estado que les permitié modelar esta materia para un intervalo de densidades
desde alrededor de 10 g em ™3 hasta apraximadamente la densidad nuclear, 104
g em Y HBajo la direecion de Wheeler, Masami Wakano dedujo la estructura
interna de las estrellas {rins para ese intervalo de densidades.

Fsta tesis presenta algunas de las herramientas necesarias para el estudio
de las enanas blancas y de las estrellas de neutrones. En particular se muestra,
por medio de simulaciones numéricas, la eficacia de las técnicas computacionales
para resolver las complejos problemas asociados con la estructura fluida de estos
objetos. Los cfectos hidrodindmicos juegan un papel csencial en la evolucién de
los sistemas que se exponen aquf: por un lado, un sistema binario de enanas
blancas muy cercanas entre sf que coalescen, cada una con una masa de 1.39 Af-,
¥ por otro, una ¢nana blanca que se colapsa gravitacionalmente. En ambos
casos se analizan las caracteristicas del objeto final, desde un punto de vista
newtoniano, para poder determinar si se trata o no de una estrella de neutrones.
Iiste o= el primer trabajo en el que se realiza una situlacién de un sistema binario
de enanas blancas en ¢l que las ostrellas componentes posoen masas taAn cercanas
a la masa limite de Chandrasekhar de 1.4 Af5. Los colapsos que se han simulado
en otros trabajos han sido en una y en dos dimensiones [16, 22], mientras que
¢l colapso presentado aquf se ha llevado a cabo en tres dimensiones.

Fl estudio de este tipo de sistemas tiene una importancia fundamental en
relicciaon con varios fendmenos astroffsicos que actualmente ostdn sometidos a un
intenso escrutinio, como la emisién de ondas gravitacionales [37), las explosiones
de supernovas del tipo In [14] » los destellos de rayos gama [42], por mencionar

' En el modelo de Landau la fuerte gravedad del “nicleo de neutrones”™ superdenso provoca-
ba »i choque de Lm Atomom de 1a estrella contra 4] a altas velocidades, pot lo que se deaprendia
ani ln energia calorifica responsable de evitar el colapso gravitacional de la entrella.
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algunos. Fn particular, se piensa que la codlescencia de ana binaria de enanns
blancas puade dar origen a aitas fenémenos. El colapso de enanas blancas para
formar cstrellas de neutrones se ha sugerido para explicar las poblaciones de
estas iltimas en etdmulos globulares [16].

En ¢l Capftulo 2 se¢ revisan algunos de los flundamentos fisicos necesarios
para el estudio de enanas blancas y de estrellas de neutrones: el gas ideal cldsi-
co (generalidades, mezclas de gases ideales e inclusion de radiacidn); el gas ideal
de Fermi (caso no relativista y caso relativista a bajas temperaturas): hidrod-
indmica (marcos culeriano y lagrangiano, ecuacién de continuidad. velocidad
del sonido adiabdtica). Algunas generalidades de la teoria de la estructura
cstelar se presentan en el Capitulo 3. tales como estructura hidrostdtica de
configuraciones gascosas csféricas, cscala de tiempo hidrostdtica, teorema viri-
al y modelos politrépicos de cstrellas.  Este tiltimo tépico o particularmente
importante, porque las ecuaciones de estado politrépicas permiten describir a
diferentes tipos de estrellas (incluyendo las que son el tema principal de esta
tesis) segiin la compresibilidad del material que las forma.

El Capitulo 4 habla sobre las cnanas blancas y las estrellas de neutrones
propiamente. IEn lo concerniente a las primeras se presenta la ecuacién de estado
de Chandrasckhar, que se utiliza para representar su estructura interior, ¥ sc
menciona cémo se llevan a cabo correcciones clectrostédticas. Para las segundas
sc explica de manern general c6mo cambia la fisica al pasar a regimenss de
densidad cada vez mayores, y la necesidad de incorporar nuevas ecuaciones de
estado para obtener modelos cada vez mas precisos.

Zn el Capfitulo 5 sc trata ¢l tema de la transferencia de masa en sistemas
binarios de estrellas, haciendo alusién a conceptos como el potencial de Roche,
¢l desbordamiento del 16bulo de Roche y 1a formacién de disoos de acrecimiento.
Los resultados de las simulaciones se presentan en el Capitulo 6, junto con una
descripeién de su implementacién. Las conclusiones sec exponen en el Capfitulo
7.




Capitulo 2

Antecedentes fisicos

En este capftulo sc da una revisién general de algunos de los conceptos fisicos
que son relevantes para el estudio de la estructura estelar y, en particular, de
las cnanas blancas y de las estrellas de neutrones.

2.1 Gas ideal clasico
2.1.1 Generalidades

En un gas a alta temperatura y baja presién la interaccién entre las partfculas
es despreciable, y la presién P, la temperatura T y la densidad de particulas n
estidn relacionadas por la ocuacién de estado

pP= %k’l‘ = nkT (2.1)

en donde N es3 el niimero total de particulas en el gas y V' es el volumen que

ocupa el gas. La constante de Boltzmann es & = 1.3806568 x 10" 3K ~!'. Un

gas (o en general, un fluido) que satisface (2.1) sc llama gas ideal (o fluido idcal).
La encrgfa interna de un gas ideal estd dada por

T
U= f cvdr” (2.2)
o

dondc la capacidad calortfica a volurnen constante, que mide la cantidad de
calor requerida para producir un aumento de temperatura en una unidad para
un sistema mantenido a volumen constante, se define por

=(2Y) (X
~=(57).~ (),




La segunda igualdad sc obticne por la primera lev de la termodingmica.
dl! = dQ + div (2.3)
En el caso de un gas ideal. ¢l trabajo ¢st4 asociado con un cambio de volumen:
AW = v (2.4)

La capacidad calorifica a volumen constante de un gas ideal e una fluncién de
la temperatura. Para un gas ideal monoatémico no relativista, cv = (3/2)Nk
yU =cyvT.

Derivando respecto s 77 la primera ley escrita como dQ = dU + PdV, y
dejando a P constante, se tiene

aQ = (2YY | p(2Y
arj), — \or), ar J
= ov + Nk (2.5)

en donde se usé la ecuncién de oestado (2.1). Como el lado izquierdo de la
ccuacién anterior define ¢p, entonces

cp =cv + Nk (2.6)

para cualquier gas ideal.
Existe una clase de procesos, llamados politrépicos, que sc definen por

aQ

Fr=c=de 2.7)

Se pueden combinar la primera ley, la relacién (2.6) entre cp y ¢v, la ccuacién
de cstado, y la Ec. (2.7) para mostrar que en estos procesos

e
cdT — cvdT = PdV = (Cp - Cv) Td‘v (2.8)

Deliniendo la 4 politrépica como

_ecp—c
T=E o (2.9)

la Ec. (2.8) se puede reescribir d77/T + (v — 1) dV/V = 0. Asumiendo que v s
constante sc pueden obtencr las ecuaciones de estado politrépicas [6]:

PV = cte.
P = e (2.10)
V™! = ce.

Las ecuaciones de estado politrépicas son itiles para estudiar el comportamiento
de configuraciones gascosas gravitantes. Sc pucden construir modelos simples
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de estrellas homogéneas, enanas blancas vy estrellas de geut rones suponiendo que
la materia que las compone s politrépica.

Es interesante analizar dos limites de €2.9). Comao d0) = T'dS {ver, por
cjemplo, [8]), donde S s ln entropia, un cambio politropico a S coustante cor-
responde a ¢ = 0. v entonces 3 = ¢ /¢y iproceso adiabdtico). Para cambios
isolérmicos, ¢ — 00, v Ia gamnas politropica s Ia unidad: 5 = 1.

Conviene utilizar una forma mas general de (2.10). Los eaponentes adiabiti-
cos estdn dados por las relaciones

) L
PVt = e, (2.11)
Y A T R I P

que se aplican a cualquicr tipo de gases. Para un gas ideal monoatémico se
tiene I'y = I'p = I'3 = cp/ev [6]. Para gases ideales que contienen moléeulas,
o para dtomos a temperaturas suficientemente altas para excitar o ionizar a los
electrones ligados. las Iy de (2.11) son daesiguales. Por ejemplo. & temperasturas
por arriba o por debajo de un intervalo angosto alrededor de la temperatura de
ionizacién del hidrégeno, las Eas. (2.11) son vilidas con I', = 5/3; en la zona
de ionizacién son menores que 5/3, y se aproximan a uno cuando el nimero
de dtomos s comparable al mimero de jones.  En astrofisicn, 1™ determina
la estabilidad dindmica de una estrella; 'z la inestabilidad convectiva; y I's
delimita ¢l régimen de inestabilidad pulsatil.

La entropin S de un gas ideal puade obtenerse a partir de la ecuacién de
estado y de la primera ley, 7dS = dU + Pd\’:

S=NkIn(VTT) + cte. (2.12)

Usualmente, los proccios fundamentales de la astroflisica son irreversibles,
en el sentido de que la entropfa local se incrementa con el tiempo. La tasa
de pérdida de ealor T'ds/dt, donde s s Ia entropin por unidad de masa, debe
incluirse en modelos de evolucién ostelar.

El potencial qufinico de un tipo espexcilico 1 de particula en un sistema ter-
modindmico sc define como el cambio en energia interna de todo el sistema
cuando se agrega otra particula del mismo tipo, y ¢l nimero N; de todoe los
otros tipos de particula se manticne constante:

7
n,= (ﬂ- (2.13)

AN, ) g,

Para un gas ideal, ¢l potencinl quimico estd dado por 6]

g 372
i, = —kTIn [% (";—;khz—‘ ] + m, 2 (2.14)

El factor g, s la multiplicidad de estados debida al espin (ver Seccién 2.2). El
potencial quimico s til para relacionar las abundancias de los renctantes y de
los productos de reacciones de particulas. quimicas o termonucleares.

=)




En un gas a temperatura T las particulas de masa m tienen velocidades
promedio del orden de (3kT/m)'/ 2, La distribucién de velocidades estd dada
por la funcién de distribucién de Maxwell:

2
) = am (52) " v exp (- T2 ; (2.15)

-
3
-

107K

2 x IC'K

)b umts ) 10 %

o

N
o
T UTTTTTTTTT

7

2 L I J 1 1 1 2
.

v On urits ©f 10" crvised)

Figura 2.1: Distribucién de Maxwell para dtomos de hidrégeno a dos temperaturas
distintas (tomada de [6]).

La cantidad f(v)dv da la probabilidad de encontrar una partfcula en el intervalo
de velocidades comprendido entre v y v +dv a la temperatura 7. La Figura 2.1
mucstra f(v) para dtomos de hidrégeno a las temperaturas 107 K (que es t{pica
en el interior del sol) y 2 x 107 K. La velocidad més probable de una partfcula
es

2kT

® =V

y la velocidad cuadrética media es
20\1/2 skT\/*
oy = (2L
m

Para un gas de hidrégeno a las temperaturas de la Figura 1.1 se tiene

(V)pmror x = 5.7x 102 cm s~ %, (V) pmax 1o k = 8.1 % 10° cm s™!

(w222 ~ 65x10%cms™!, (v

-1
Tm107 K Te2xi07 k $92% 10° cm s
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L.a distribucion (2.15) también se pucde aplicar a estrellas en las regiones
centrales de ciinnlos globulares y de micleos galdcticos, ¥ a galaxias en cimulos
de galaxias.

2.1.2 Mezclas de gases ideales. Peso molecular medio

Para un gas ideal forinado por n particulas por unidad de volumen que tienen
peso molecular g, ln occuaciéon de estado se puede escribir

P =nkT = ~I7Ep7‘ (2.16)
74

donde R = k/m, = 8.31 x 107 erg K '! g ! s la constante universal de los
gases, con M, = | uma = 1.66053 x 10" 2?4 g. Aquf las unidades de la constante
de los gases se expresan comno energin por K v por unidad de masa. en lugar
de expresarlas como energia por K y por mol, como usualmente se hace. FEsto
ticne la ventaja de que el peso molecular es adimensional (en lugar de tener
dimensiones de masa por mol).

En el interior de las estrellas los gases estdn completamente ionizados; por
cada micleo de hidrégeno hay un electrén libre, ¥ por cada micleo de helio hay
dos clectrones libres.  Se tiene por lo tanto una mezcla de dos gascs, aquél
compuesto por los nicleos (que a la vez puede contener mas de un componente)
y aquél compuesto por los clectrones libres.

Considérese unn mezcla de micleos totalmente ionizados. La composicién
quimica puede describirse aspecificando todas las fracciones en peso X de los
nicleos del tipo i, los cuales tienen pese molecular g, y nimero de carga Z;.
Si se tienen n, micleos por unidad de volumen y una “densidad parcial” p,,
entonces X; = p,/py

X.
L S 3 | (2.17)
Tl Ty 44y
Designando a 2, como la presién parcial de los electrones libres, y a P, como la
presién parcial debida a las micleos del tipo 1, la presién total P ¢s la suma

P=Pe+ Y Pi=(nc+ 3 n)kT. (2.18)

n,; =

L.a contribucién de un dtomo de la especie i completamente ionizado al nimero
total de particulas (nicleo mas Z, clectrones libres) es Z, + 1, por lo que

n=n,+ Zn. = Z(Z. + 1)n, (2.19)

Utilizando (2.17) y (2.19), (2.18) se puede reescribir
X (4' + 1) (2.20)

£y

P =nkT = RZ




Al comparar lo anterior con la Ec. (2.16) se puede definir el peso molecular
medio:

My

-1
p= [Z ﬂz‘_"'ll] (2.21)

El peso molecular medio permite tratar a una mezcla de gases ideales como un
solo gas ideal uniforme. Unicamente se necesita reemplazar el peso molecular en
(2.16) por ¢l peso molecular medio (2.21). Como ejemplos, témense en cuenta
los enson de hidrogeno totalmente ionizado y de helio totalimente ionizado. Para
el hidréogeno, Xy = 1, uyy =1, Zy = 1,y u = 1/2. Para el helio, Xy, = 1,
Ny =4, 2y =2,y p=4/3.

Se puade definir el peso molecular medio por clectrén. En este caso se tiene

[25)

1 1 -t 2
= 4 =Xpe+ =(1 — — = — .
M. [X" 3 He 2(1 Xu X",)] I X1 (2.22)

2.1.3 Gas ideal con radiacién

I.a presion en una estrella no sélo estd dada por el gas, sino también por los
fotones en su interior. Como la radiacién cs précticamente la de un cuerpo negro
[25]. su presion Pray estd dada por

1 a
Prog = U= 5']“ (2.23)
donde u es la densidad de energfa ¥ a es la constante de densidad de radiacién,

a=7.56x 10" erg cin~? K4, La presién total P es entonces la suma de la
presion del gas Py,. ¥ la presion de la radiacion FPrayg:

P= Poas+ Proa = 25T+ 374 (224)

donde se ha asumido que el gas s ideal, mientras que la energfa total es la
contribucién de la energin del gas y la energfa de la radiacién [19]:

U=c,T +aT3V (2.25)

Se pucde definir una medida de la importancia de la presién de radiacién
por

>
5= DPoas 1_5=’;;“ (2.26)




Para 6 = | la presion de radiacion o~ cero, mientras que & = 0 significa que
la presion del gas s cero. Por lo anterior se tiene 1,,, = NKT/V = 6P, y Ia
presion total se pucde exprasar comeo

NKT kT pkT

= L= 297
sv & Spmyy (220

P =
donde my; s la masa del dtomo de hidrégeno. Cuando § ¢s constante. o cl
producto §u cs constante, ¢l clecto de la radiacion es equivalente formalmente
a modificar el paio molecular medio.  Los resultados de los cdlculos basados
tinicamente en la presion del gas pueden aplicarse a la materia y a la radiacién
reemplazando g por 6. Sin embargo. en general § depende de la posicién en el

sistema.
Considérese ¢l comportamicnto adiabdtico de una mezcla de gas y radiacién;

los procesos adiabdticos satisfacen
dQ = dU + PPdV = 0 (2.28)
El cambio en U se puade encontrar por (2.25), por lo que se tiene

dU + PdV = cydT + 1aT3VdT + aT'dV + PdV =0 (2.29)

Pero
cvdPV g
Nk T
= —SY _spvdinT
Cp —Cy

= 2anr (2.30)

Cvl{]‘ =

en donde se usaron (2.27), (2.6) ¥ la definicién de « para un proceso adiabético.
Ademsds

4aT3Var = 12“7;len7'
12(1 — &) PVdInT (2.31)
¥y
aT*dv = 3(1 - 8) PdV (2.32)

Sustituyendo (2.30), (2.31) y (2.32) en (2.29) y dividiendo entre PV se obtiene
[+121-8)(y— 1D)]dInT+ (4-38)(y—-1)dInV =0 (2.33)
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A partir de esta ecuacién se pueden encontrar los exponentes adiabdticos que
aparcecen en (2.11), y que se muestran en la Figura 2.2 [6):

_ AlnT
s—-1 = (8InV s
_ (4—-38)(v—-1)
= R 120=86G=-D (2:34)
_ (4-38)2(v—1)
Fz = 6+6+12(1—6)(‘7—1) (2.35)
r, = (4—38)(v—-1) (2.36)

1+

8% +3(y — 1)(1 — 6)(4 + 8)
¥ que cumplen la relacién [25)

rn _ T2
I's—1 TIz2-1

Para v = 5/3 (gas ideal monoatémico) y § = 1 (sin radiacién), las Ecs. (2.34)-
(2.36) se reducen a I'y = T2 = I'3 = 5/3. Para § = O (Unicamente radiacién),
I'y =TI'2 = I'y = 4/3. Para valores de § intermedios los exponentes adiabdticos
son desiguales. En tanto mds radiacién existe (§ decrecicnte), decrecen uni-
formemente, como se muestra en la Figura 2.2. Nétese que los valores de las T';
se encuentran entre 4/3 y 5/3.

(2.37)

adisbatic sxponenis
r= %3

adiabatic sxponent

L
b

z 4 2
° K) 2 E - Y ] E) ) s w
o Pyr

Figura 2.2: Exponentes adiabéticos como funcién del cociente entre la presién de
gas y la presién total (tomada de [6]).
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2.2 Gas ideal de Fermi

Como s sabido, en la naturaleza un sistema de particulas idénticas pertences:
a uno de dos grupos: a un sistema de 3os¢ o a un ststema de Fermio En un
sistema de Bose, lns particulas constituyventes (llamadas bosones) tienen un aipin
entero (s = 0.1,2,...). v un conjunto completo de cigenfunciones del sistema
es aquél formado por ecigenfunciones del hamiltoniano /1 que son simétricas
bajo ¢l intereambio de cualquier par de coordenadas correspondientes a dos
particulas. En un sistema de Fermi. las particulas (llamadas fermiones) tienen
un espin semientero (s = 4, 3, ::2',...). y un conjunto completo de eigenfunciones
del sistema es aqgudél formado por ecigenfuncionas de f{ que son antisimétricas
bajo el intercambio de dos pares de coordenadas. Fn osta seccién se describe
de manera general un sistema del segundo grupo, el gas ideal de Fermi, que
cs un modelo de un sistema de fermiones que no interactian entre sf, o cuyas
interacciones pueden ser despreciadas.  Este sistema es un andlogo cudntico
del gas ideal clasico.  El estudio del gas ideal de Fermi es relevante para la
descripcion de electrones en la banda de conduccién de metales, y también de
la estructura de enanas blancas. Esto dltimo se trata mas adelante.

2.2.1 Caso no relativista

De¢ acuerdeo a la mecadnica estadistica cusntica, la funcién de particién gran
canénica de un sistema de fermiones en una caja de volumen V' a una temper-
atura absoluta T es [19)]

Z(z,V,T) = ﬁ(l + ze~ /AT (2.38)

kxel

donde z = e*/*T ¢3 1a fugacidad, con i el potencial quimico; k ¢s la constante
de Boltzmann; y ¢x es la energia del k-&simo estado de una particula. El mimero
de ocupacién promedio para ¢l estado k& ostd dado por la distribucion de Fermi-
Dirac (Figura 2.3):

1

z=lewa /AT 4] (2:39)

(ny) =

12




€y

Figura 2.3: Niumero de ocupacién promedio de un gas de Fermi para T > O y
T = 0. El intervalo de¢ cnergfas a lo largo del cual la distribucién cambia cuando
T —+ O es de orden KT. €5 s la encrgia de Fermi; ver Ec. (1.62) y el texto que le
sigue (tomada de {19]).

Las propiedades termodindmicas del sistema se pueden obtener a partir del
logaritmo de Z:
o0
PV
2) = - ze—aatkTy . Y
T, V,z) =nZ = g‘ In(1 + ze™*/*T) = o (2.40)
La scgunda igualdad rcsulta de la integracién de la probabilidad relativa de que
haya NN partfculas en V con coordenadas en el cspacio fase (p, q), respecto a
cstas coordenadas; y de la posterior suma de N desde O hasta oo [19].
El potencial qufmico u no cstd fijo para un sistema como é&ste, y por lo tanto
tampoco lo csté la fugacidad z. Se puede determinar = para un mimero /N dado
de partfculas sumando (2.39) sobre todos }os estados:

oo o0
, 1
N(T,V,z) = E (nx) = E m (2.41)
ka1 k1

De aquf sc observa que = puade tomar cualquier valor positivo, y 1 cualquier
valor. Como i s la energia promadio nooesaria para anadir otra partfcula al
sistema, debe incrementarse al aumentar ¢l nimero de particulas dentro de un
volumen constante. La razén es que cl principio de exclusién de Pauli requiere
un nivel de energia m4s alto para cada nueva particula.

Para un volumen grande, las sumas en las Ecs. (2.40) y (2.41) sc pucden
reescribir como integrales [18], ya que los valores posibles de la energia forman
un continuo:

ATV, 2) = / o) In(1 + ze~%)de (2.42)
0
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. ! .
N(T,V, =) =/g(c)———:_,cﬁ, o (2.43)
)
En cstas expresiones se ha introducido la abreviacion 3 = Zr. La densidad
de cstados de una partfcula g(c¢) = 3 (2m)3/2¢1/2 s obtiene al considerar el

mimero de estados en el espacio fase de una particula de masa m:
«t’rd‘ 3¢ ; 2717
= / =3 /(.l‘r.'pz)dp = ”'1 (2771)3/2/('/%1( (2.44)
{

La constante de Planck h est4 involucrada en el factor de normalizacién 1/A3.
En el dltimo paso se utilizé la relacién ¢ = p*/2m entre la energia de la partfcula
y su momento. L.a densidad de estados es entonces

o) =5

Esto da la sustitucién anterior, > — [ g(¢)de.
x
En realidad las particulas de espin 3 poscen 23+ | orientaciones distintas, las
cuales son energéticamente degeneradas en el caso sin interaccién. Por ello la
densidad de estados debe multiplicarse por un factor de degeneracién g = 2s+1:
2xV
g(a) = QTUW):’/?('/? (2.45)

Al sustituir la ecuacién anterior en la Ec. (2.42) e integrar por partes sc obtiene

oo
q(T\V,z) = 27rV /(1/2 In(1 + ze~9¢)de
o
21\—; /2
= "f P (246
y al sustituirla en (2.43),
a2 e RVZ)
V,2) = S S 47
N(TW.5) = g my? [ e (2.47)
[+]

Las dos dltimas integrales se pueden resolver haciendo la sustitucién © = SBe,
con lo que sc transforman en la forma general
-1

r(n) ~—lcz+ldrEf“(:)' 0<=z<oo (2.48)
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(ver, por cjemplo, [18]). Aqui I'(n) es Ia funcién gama, definida por
e
I'(n) =/x"~'c-x¢z (2.19)
0
y cuyos valores para mimeros enteros y semienteros pasitivoes n puceden cono-
cerse, sabiendo que I'(1) = 1, I'(1) = /7, y con ayuda de Ia relacién de re-

currencia I'(n + 1) = nI’(n). Las grédficas dc f,(z) para n = 3/2, 5/2 y 7/2 se
mucstran en la Figura 2.4. Por lo anterior, las Ecs. (2.46) y (2.47) se pueden

cescribir

i v rv

q(T,V,=2) = !j\_:,fs/:z(z) =%T (2.50)
‘/

N(T,V,z) = 97513,2(:) (2.51)

donde A = %’rh;s cs la longitud de onda tésrmica, llamada asf por ser la longitud
de onda de una partfcula de masa m y energia k7.

3! 7,2
£.(z)
2 3 S/2
f3/2
1t
00 1 2 3 z

Figura 2.4: Algunas funcGones fo(z) (tomada de [18]).
Para z < 1 sc puede realizar la expansién en seric

1 -z 1 _-_,m ok _ o k-1 _k_—kx
T le=+1 ° T+ze-F ¢ kZ,':O( ™) _g_:l(—l) =e (2:52)
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Sustituyendo en la Ec. (2.47) s¢ tiene
! oG

| - n
Sol2) = Ty S ZH)"‘ I [ =0 s @
k=1

0

donde y = Az, ¥ en donde se uso la definicion de la funcion M en el cdleulo de
la integral. De aqui se observa que s vilida la [6rimula recursiva

d 1
;!"(:) = = fa-1(z) (2.54)
Para = < 1 se sigue de la ecuacién anterior que
falz) == = (2.55)

La energia interna U del gas de Fermi se puede calcular de la siguiente
manera:
a a 3 gV
U= —-a—-ﬁ anl,'V = k?aﬁ an|z_V = §k7‘:§~f5/2(2) (2.56)

Usando la Ec. (2.50) se puede eliminar el término -&%’—, con lo que resulta

_ 3 e Ss2(2)
U = SNRT PSS (2.57)

Del Ifmite cldsico %'{,—3 < | (temperaturas altas y densidades bajas) se sigue que
z < 1, y por la Ec. (2.51), U = 3NKT. Comparando las Ecs. (2.55) y (2.49)
sc obticne

p=2U (2.58)

Esta fé6rmula s vdlida en general para gases ideales no relativistas.

Cuando las temperaturas son bajas y las densidades altas (limite cufdntico),
la longitud dec onda de de Broglic promiedio de una particula s mucho més
grande que la separacién promedio entre particulas. De oste modo, los efectos
cudnticos, en particular ¢l principio de exclusién de Pauli, se vuelven impor-
tantes. Se dice que cl sistema en cucstién s degenerado, porque las particulas
tienden a ocupar los niveles de energia mas bajos pasibles. En este caso (z > 1),
se pucde demostrar que las funciones fa(z) pueden escribirse de la siguiente
manera [18]:

_ _(Bw)" ~fn—1 —29 yvpey s . 1
fa B = 755 ‘*,Z_l (21' - 1)"(13#) 2 1(25)¢(24) (l - ————22,._,)
(2.59)
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donde ¢ s In funcién zeta de Riemann [1]. Por lo tanto, para las Fes.  2.19) ¥
(2.50) se ticne

I /] S5/2 27m\ M2

—_— — 6 2.60
kT A3 ( r( é) ( ) I‘ r, ( )
N 9 [pN¥2 1 Zrnl 4

— L —_— 2.6
vV a3 u) r(2) ¢ .s\/E (z.61)

Este limite también se pucede derivar directamente. Cuando T7 — O, ¢l mimero
de ocupacién promedio (2.39) se puede describir con buena aproximacién por
una funcién escalén 0(;1 — ¢) (ver Figura 2.3):

_Joup—-e)=1 si <
(i) = { (2 — 5) =0 s; 4 >t: (2.62)

Para 17" — 0, ¢l potencial quimico u se debe identificar con la energfa de Fermi
€~ del sistemn, que ¢ la energia del nivel ocupado mas alto. Debido al principio
de Pauli, dos fermiones no pueden estar en ¢l mismo ostado. Por eso, en ¢l cstado
base del sistema, las particulas ocupan los niveles mas bajos posibles v lienan
los niveles hasta el nivel energético finito (g, Asf, € puoede considerarse como
el nivel de energia de una sola partfcula debajo del cual hay exactamente N
cstados. En el aspacio de momentos las particulas llenan una esfera de radio pg
cuya superfice sc llama superficie de Fermi.

A partir de (2.61) se puaden calcular directamente el ntmero de particulas
y la energia interna:

oo

/ 9()0(u — €)de

o

2
I

M

27V
= ¢ZF em )3/2/c'/2dc

/2
= gV( Tt (2.63)

U = b/g(c)O(p — €)ede

m
2 V
- ol )32 /c3/2d£
°
2xm\¥? 4 s
— /2
= gV (=3 ) s (2.64)
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que concuerdan con las s, (2.59) v (2.60) debido a (2.57).
Dividiendo 1a Fc. (2.64) entre la Ec. (2.63) s obticne

& 3
N = ¢
3
= cep (T — 0) (2.65
<)

En el limite de temperatura cero la energin promedio por partfcula es 3/5 de la
energfia de Fermi. De la Ee.(2.61) es posible determinar Gsta altima:

62 N\ /3

w=n=5 (0T

Se pueden calcular correcciones a (2.64) para temperaturas bajas finitas. Para
&sto, utilizando la expresién general para f,(z) se escribe

o) = e ¥ 142 ns 24 ]
Sas2(z) == r—f/;(ln:)“/z[1+"§(1nz)""+--~] (2.66)

Sustituyendo esta expresion para faz2(2) en (2.50):
. 3/2
g - "% (%’—;‘ (kT'In 2)3/2 [1 +Z (nx)?+ ] (2.67)

Como el segundo término del paréntesis cuadrado ¢s pequeno, ya que =22 1, Ia
ccuacién anterior se puede escribir

2/3 42
kT T = = — > X
lnz=p= (41th 2m - F (2.:68)
¥y se obtiecne como mejor aproximacién:
2
kT lnz = puszep [1-—‘:—: L ] (2.69)

El potencial quimico disminuye cuando la temperatura aumenta; la contribucién
dc cada particula nucva a la energin interna del sistema es mas pequeiia cuando
la energia cinética de las partfculas de dicho sistema sc¢ ha incrementado. Por
el contrario, cuando la cnergia cinética ¢s baja o ha disminuido, cada particula
que se aiade aporta mas cnergia al sistema.

En la Ec. (2.69) ¢l pardmctro de expansién s cl cociente de la energia
térmica de excitacién v la energin de Fermi del sistema. La energia interna
promcdio por partfcula ¢s, usando (2.56),

T— o L+ 22 (nz) % +.- l (2.70)

v - f5/2( z) :_3
N f:s/:() ~3 [1+ (Inz )-2+...]
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Expandiendo el denominador como (1 4-a)” ! 221 — a, se sigue que
v 3 72 L2
— == kT In:z _— = --- 2.7
~ 3 n (l+ 5 (Inz)"~ + ) (2.71)

Finalinente, al sustituir (2.68) para In =:

v 3 572 (kT\* -
:\7-.—5(,.‘ [l+ s (‘(‘7 b S (2.12)

La cnergfia interna dec un sistema de Fermi no se aproxima a cero para bajas
temperaturas, como ¢l caso del gas ideal clasico, sino que converge a un valor
finito dado por la energia total de los estados ocupados cuando T — 0 (que s
finita, por el principio de Pauli).

El calor especifico (la capacidad calorifica por unidad de masa) se pucede
calcular de (2.72):

cv 1 [8U _ w2kT
Nk Nk\8T ),y 2 cr

+...

El calor especffico del gas de Fermi sec mucstra en la Figura 2.5. Nétese que
para temperaturas altas tiende al valor %Nk, correspondiente al gas clésico.

1 > kT
€r

Figura 2.5: Calor especifico de un gas idcal de Fermi (tomada de [19]).
De (2.71) y (2.57) sc obticne la ecuacién de cstado:

_2U _ 2ep sx2 (kT\?
P= V=59 [l+ﬁ(;) +-~-] (2.73)

[N

\
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Otras cantidades que se pueden expresar en térmmines de la expansion en
KT /¢ < 1 son Ia energia libre de Helmhboltz F = pN ~ PV y la entropia

S=4X(U-F):
A2 A N
F 12 €5 .

S =2 KT

_/V—k_?(p

U

F
N

Sc observa que S — 0 cuando 7" — 0. El gas degenerado de Fermia T = 0
representa ¢l cstado del sistema con el mas alto grado de orden.

2.2.2 Caso relativista para 7" — 0

Para derivar las propicdades termodinAmicas de un gas de Fermi relativista a
bajas temperaturas (7" — 0), se considera nuevamente la funcién de particién

gran candnica:

InZ = Zln (1 + ze~ )
x

La cnergia ¢x de una sola particula en ¢l estado & ahora cs relativista. Se resta
la masa en reposo de las particulas por simplicidad:

€ = me [,/1 + (;’:—5)2 - 1] (2.74)

En seguida se suma sobre todos los astados integrando sobre todos los momentos
(Ec. (2.44))

o0
AnV
InZ = gi;lrs /pzln(l—f-:c"")dp
°
oo

a7V 3 [ de 1 d
I3 3/ P gp=iem 17
°
en donde se integré por partes. La fugacidad = sc determina, para un mimero

de particulas dado, a partir de

axv T 1
N(TV.z) =3 (ne) = 95 /x’”——"‘._,c& i
2 2 -




Cuando 7° — 0. el mimero de ocupacién promedio esti dado por (1.25). v
entonces se cumple

A
— g e o -
InZ=g el A “dp (2.75)
o
anv [ v
P m fw -
NIV, z)=g 73 /])2(1;) =g R v (2.76)
0

El! momento de Fermi se puede calcular de la ecuacién anterior:

3 N3\ '/?
PF = Gv—g) (2.77)

Se necesita ahora conocer de/dp para la Ec. (2.75), lo cual se puede hacer a
partir de (2.74):
J’_

[1+ (= )]“

Sustituyendo en (2.73) y considerando que In Z = PV/kT, se sigue que

=cC

g
dp

Ppr 2
4x £
P = 3’13 / ch ———L"—C——;,—/—QPde (2.78)
4 [1+(2)7]

Por otro lado, una expresién explfcita para la energia interna, cuando T — 0,
sc pucede cscribir de la siguiente manera:

U = D ea(n)
&k

o [o el o om
[

Elobjetivo es, pues, calcular las integrales en (2.78) ¥ (2.79). Una forma de hacer
&sto es haciendo la sustitucién p = mcesinh z; entonces se tiene € = mc?(coshx —
1) y de/dp = ctanhx. Con la identificacién pp = mcesinhxp las expresiones
anteriores se convierten en

s *F
p = dzgmic / sinh* zdr (2.80)
Q
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Iy
AmxgV mic®

U = 73 /(cu—ah.z‘ — 1)sinh? z cosh xdr (2.81)
G

Estas integrales se pueden resolver con avuda de las siguientes propicdades de
las funciones hiperbélicas:

1

cosh? r — sinh?

cosh2z = cosh?z +sinh?z
sinh2r = 2sinhrcoshzx
d inh x coshz
—s =
e 1}
d .
— coshx = sinhzx

El primer integrando se puede escribir
sinh*z = sinh?z (cosh?z — 1)

= % sinh? 2r — sinh?x

1 3
= —coshd.r— §a)sh2‘z+ g
= —snnhu ! sxnhZ‘:-{»-:—;
- 4 8
Anflogamente, el segundo integrando cs
cosh? rsinh?x — sinh? zcoshz = 1 sinh? 2 — sinh? x cosh x
_ 1 1 2 dsinhzx
= § cosh 4x - sinh“x pr
= (— sinh4r — § - % sinh3 x )
Las integrales son entonces
TF
/sinh‘ rdr = é (3zr — 3sinhzp coshzp + 2sinh®zr cosh ) (2.82)
]

xr
/(coshx-— 1) sinh® x cosh xdx

= % (—:z:p + sinh z r cosh x4 + 2sinh® zp coshzp — gsinha xp N2.83)




Como abreviaciGn. se¢ pueden utilizar las funciones A(y) v 13(y) (ver Figura 2.6)

definidas por

Aly) = V1 4+ 220" - 3y) + 3arcsin hy
By) = 8y° (\/l +yt - l) = Aly)
en donde
y=sinhx = £ , yp =sinhrxpe = Pr
mc me

Entonces las Ecs. (2.82) v (1.83) sc¢ pueden expresar de la forma

X F

1
/sinh‘:td;r = §A(yp)
o

zF
/(oosh:c— 1)sinh? zooshxdz = %[3(!}5‘)
o

Por lo tanto, sc tiene

grmic®
P = s Alyr)

_ gxVmic®

v Gh3

B(yr)

La exprcsién para P en cl caso ultrarclativista yr 2> 1 es [18]

p=gEmic, prye 11U
6h3 mc 3v

ya que

Vin‘c® 4 %
U = ITVmic  rpr\t _ gxc ph

643 me h3

(2.84)

(2.85)

(2-86)




1.5

1.0
0.5

Figura 2.6: Las funciones A(y) y B(y) (tomada de {18]).

2.3 HidrodinAmica

En la hidrodindmica ¢3s comun utilizar dos marcos de referencia para la descrip-
cién de los sistemas: ¢l marco lagrangiano y el marco culeriano. Las coordenadas
asociadas al primer marco se mantienen fijas a cada elemento de masa Am del
fluido, y sc mueven con &l. En el segundo marco, las coordenadas son puntos
fijos r del espacio a través de los cuales el fluido se desplaza. A estos puntos se
les asignan valores de la densidad p y de la velocidad v.

El marco lagrangiano es particularmente conveniente, ya que ¢s una exten-
si6n natural de la mocdnica de particulas, en la que las ecuaciones de movimien-
to siguen a cada partfcula. No obstante, oste sistema de referencia es til sélo
cuando la geometria del volumen ocupado por Am permanece sencilla durante
el movimiento, como en un flujo simple, pero no, por ejemplo, en un flujo tur-
bulento.

En el tratamiento culeriano, el cambio en el tiempo dc una cantidad A(r,t)
es (8A/8t),, evaluado para r fija. Cuando se usa el método lagrangiano, tanto r
como ¢t cambian cuando un elemento de fluido se mueve. En este caso el cambio
de A(r,t) es

DA SA A dr* A

Dt m e etV VA (2.87)
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donde ¥ = dr¥ /dl son los componentes de la velocidad de un elemento de fluido.

IEs connin utilizar Ia notacion T’;')i = :‘,1‘ + v - ¥ en el tratamicento lagrangiano.
19 o

De aqui en adelante, en este tratamicnto la derivada T S escribird como g

Ll primer término de la derecha en (2.87) s Ia derivada temporal euleriana,
que da el cambio de A con r fija debido a su dependencin explicita del ticmpo.
El segundo término os el cambio desde un punto hasta otro punto cercano que
resulta de la dependencia implicita del tiecmpo de Ias coordenadas espaciales.,
Aquf & = 1.2 & 3. ¥y s¢ suma sobre indices repetidos (a¥b% = ST, akb¥y. Kl
iltimo término en (2.87) sc¢ puade pensar como el cambio en A debido al flujo
neto de material hacia un volumen AV,

Examinando la forma cn que dicho clemento de volumen AV = AzxAyl=z
cambia con ¢l tiempo, es posible probar que este cambio estd dado por [7)

d av* , .
Esta ccuacién demuestra que un fluido incompresible (aquél cuyos elementos
de volumen permanccen constantes en magnitud) estd definido por la relacién
V-v=0.

Si se considera una trayectoria de longitud infinitesimal dl en ¢l fluido (Figura
2.7), se evalia la cantidad v- dl, ¥ sc integra a lo largo de un contorno cerrado

C, se tiene
fv-dl:/va-dS (2.89)
< b5

por el tecorema de Stokes. ¥ e In superficie arbitraria cuya frontera e C, y dS
s un clemento infinitesimal de drea en ¥, Si las lfneas de flujo (representaddas
por v) no cambian de direccién, el fluido se mueve sin rotacién. Si en (2.89) 1a
contribucién de v-dl >0 a la integral es la misma que la contribucién de v-dl <0,
esta contribucién sera cero para el contorno C, ¥ el lado derecho también serd
cero. Como ¥ es arbitraria, la integral sc anula. Se ve entonces que la condicién
%V x v = 0 define a un fluido irrotacional.




al z

Figura 2.7: Superficic de integracién X en un fluido. C cslafronterade Zy dl es
una trayectoria infinitesimal en el fluido, el cual tiene velocidad v (tomada de {7]).

En hidrodindmica, las ecuaciones de movimiento sc obtienen al aplicar la
segunda ley de Newton a los elementos de fluido. Se pueden considerar dos tipos
de fuerzas: aquéllas debidas a la presién £(r) en cada punto de la superficie S de
un clemento de fluido, y las debidas a efoctos gravitacionales, electromagnéticos,
cte., que estdn dadas por la densidad de fuerza f. La ocuacién de movimiento
en forma lagrangiana estd dada por [7]

,,%t". =f-vp (2.90)

En esta ecuacién sc asume que no hay esfuerzos cortantes (la presién P es un
escalar). En equilibrio hidrostdtico la aceleracién de los elementos de volumen

es cero, por lo que f = V2.
L.a masa dc¢ un fluido cldsico no relativista se conserva; csto significa que

Z(pav) =0 (2.91)

para cualquier clemento de volumen AV. Usando (2.88) lo anterior sc puede
recscribir como
:i—é-‘+pv-v=0 (2.92)

Esta cs la ocuacién dc conscervacién de masa en forma lagrangiana. Si se utilizan
(2.87) adcmss de (2.88), (2.91) también se puede escribir

d dp _dAV
= — V)= v —_—
0 z(PAV)=AVo vy

= Av%’ +AVv - Tp+ p(V-v)AV
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Como AV es arbitrario.
3 .
Doy . Cprpo-v=2 LT () =0 (2.93)
a an

Esta s 1a ecuacién de continuidad en forma culeriana. Fxpresa ¢l hecho de que
Ia masa dec un clemento de volumen cambia cuando a través de la superficie de
este Gltimo cruza masa.

El momento de un elemento de fluido estd dado por pvAV. De (2.90) se
ticne
dv
(r—vpP)aAv = pAV—E
d d
= = Y - — ’
= S(WAV) v (pav)
d
= — \ % .
dt(INA ) (2.94)

En el dltimo paso sc usé (2.91). Si hay equilibrio hidrostdtico (f = VP). el
momento s¢ conscrva:

d
= 7y =
p7 (pvAV) =0 (2.95)
Al formar el producto punto de v con (2.91) se obtiene
d
(f-v—VP-v)AV = Et-(%pvaV) (2.96)
El lado derecho de esta ecuacién es cl cambio de 1a energia cinética del elemen-

to con cl tiecmpo. El término (VP - v)AV = (v - VP)AV puede reescribirse
utilizando (2.87) con P cn lugar de A:

dapP 9P
(v-wPAl Ca — a2
d d orP
= —_ 7Yy — —_— — ——
= Z(rav)-prZ(av) N

d apr
= £ 7Yy . N
dt(PA\ ) - PV -vAV B AV
En lailtima igualdad se usé (2.88). Sustituyendo en (2.96) queda
ar d_ 1
. 2l vA = S = e~ pp2 > ’
(f-v+ F v+(')t)A‘ a(2pv + P)Av (2.97)
El término (f - v)AV representa la razén a la cual todas las fuerzas fAV hacen
trabajo sobre ¢! clemento de fluido. Si sc consideran cfectos de energia potencial
gravitacional, con f la densidad de fuerza gravitacional dada por f = —pVé,
donde ¢ es ¢l potencial gravitacional, entonocs (2.97) sc escribe

P _ B3 Ay ) r_ S 2 p ,
(G — P )AY + P(V-V)AV = Z(500% + I+ po)Al (2.98)




Para fluidos incomproibles en un campo gravitacional oitdtico. 9o/t = 0, ¥
por lo tanto

>
lv2 —{--!—-{—4):(;!(?. (2.99)
2 r
Esta e una forma de In ley de Bernoullis In cual expresn la conservacion de la
cnergia para fluidos.

La ccuacion de movimiento (2.90) y la ccuacién de continuidad (2.92) deben
ser complementadas por una ecuacion de astado P2 = (U, V), en donde U s la
cnergia interna del fluido. La energin interna AU del elemcento de volumen AV
sc relaciona con la entropia AS por medio de la primera ley de la termodindmica:

ds dVv
s‘g =12 - P (2.100)

Escribiendo AV = Awm/p, donde Am s In masa de AV; la energia aipecificn
como Ae = AU/Am; y la entropia especifica como As = AS/Am, se tiene una
forma conveniente para (2.100):

e _pds  Pdp 2

dt_Tdt+fdt (2.101)
El primer término del lado derecho, la razén de transferencia de calor, puede
depender de procesos locales, tales como fusién termonuclear, o ionizacién y
recombinacién. En general, depende del estado termodindmico local del fluido,
Y en este caso se requiere la oecuacién de estado adicional T° = T'(g, p). El cambio
en entropia pucde deberse a prooesos irreversibles, como el paso de ondas de
choque.

Hay casos en los que algunos procesos adiabdticos (para los que ds/dt = Q)
juegan un papel importante, ¥ en los que el cambio en € se debe a la expansién o
compresién de un elemento de fluido. Fs entonces cuando la Ec. (2.101) pucde
reemplazarse por la relacién (ver Capftulo 3)

P=Kp (2.102)

Considérese un fluido uniforme en el que la densidad py ¥ la presion £ son
independientes de la posicién, e imaginese que ocurre una perturbacién pequetfia,
de tal manera que p = po+ p, ¥ P> = P + 1. Si p; s pequena comparada con
Po, €l movimicento submecuente del fluido estard caracterizado por una velocidad
v también poquena. Sustituyendo v por A4 en (2.87) y con ayuda de (2.90) (con
f = 0) sc ticne

v
(Po+ PG +(Po+p)v Vv =—-VH

donde se usé el hecho de que F s constante. Ademas, si se sustituye p = po+
py ¥ P = Fo+ P, en la ecuncién de continuidad euleriana (2.93) resulta

3
;z' +v-Vo+(mp+p)V-v=0
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en donde también se usé el hocho de que oy ex constante.
Se pucden resolver las dos ecuaciones anteriores considerando los términos de
orden mas bajo. Tomando en cuenta que py £ ¥ 0 son pequenos, se encuentra

(7]

v orn .
lﬁoa = —Y"I'. = — (7)—,—;) V/Il (.)10-3)

(Z:' +pV-v=0 (2.104)

1

Para perturbaciones poquenas, %; s constante. Tomando la divergencia de
(2.103) y restando de (2.104):

a = (‘”’) v2p, (2.105)

Al scr &sta una ccuacién de onda para p,, Ia velocidad de propagacién estd dada
por

("") (2.106)

Esta cs la velocidad del sonido adiabdtica. La Ec. (2.105) dice que las pertur-
baciones adiabdticas pequeinas sc propagan con velocidad c,.




Capitulo 3

Resumen de estructura
estelar

3.1 Descripciones euleriana y lagrangiana de con-
figuraciones gaseosas. Campo gravitacional

Al comenzar el estudio de la estructura cstelar conviene simplificar el problema
tanto cotno sea posible. Para tal efecto sec pucede considerar que una estrella
s un sistema gascoso en cl que las dnicas fuerzas que actuian provienen de la
presion que tiende A expandir el gas, v de la gravedad que tiende a contraerlo.
Esta situacién produce una configuracién con simetria esférica. Por lo tanto, una
opcién natural para una coordenada espacial en términos de la cual se realice
la descripeién del sistema cs la distancia r desde el centro de la estrella. Esta
distancia varia de r = O cn ¢l centro a r = R cn la superficie, donde R s el
radio de la configuracién. Si ademas se considera la evolucién en el tiempo ¢ de
las funciones descriptivas, entonees &stas dependerdn on general de las variables
independientes ¢ y t. Se tiene asf una descripcién culeriana del sistema (ver
Seccién 2.3).

Es conveniente definir la funcién m(r,t) como la masa contenida en una
esfera de radio r al tiecmpo t (Figura 3.1). El cambio de m al cambiar r y al
cambiar t se¢ puede cscribir como

dm = 477r3pdr — 4xripvdt (3.1)

en donde p = p(r,t) es la densidad del gas ¥ v e una velocidad radial hacia
afuera de la estrella.




%

Figura 3.1: Variacién de la masa m con el radio r a un ticmpo fijo ¢ (tomado de

(2s}).

El primer término de la derocha en la Ec. (3.1) es simplemente la masa
contenida en ¢l cascarén csférico de grosor dr a un tiempo fijo t. El segundo
término da el flujo radial de masa hacia afuera de la esfera de radio r, supuesto
constante, en un intervalo de tiempo dt (nétese ¢l signo negativo). De esta
manera, de acuerdo a (3.1) las variacioncs espacial y temporal de m estdn dadas,
respectivamente, por

% = 4axr3p (3.2)
om
Bz = —47r3pv (3.3)

Frecuentemente €s maés til usar una coordenada lagrangiana en lugar de
r, es decir, una coordenada fija a cada clemento de masa. Por lo tanto, tal
coordenada no variard con el tiecmpo. Se puede escoger m como coordenada
lagrangiana, y entonces las variables independientes son ahora m y £, y cualquicr
otra variable sc considera dependiente de ellas, como por ejemplo p(m,t). Esto
incluye también a la distancia radial r, que en cste caso s la funcién r = r(m, t).

Se pucde probar que cste cambio de coordenadas produce un cambio en las
derivadas parciales dado por

¢

= (3.9)

or
m

¥l




Como ejemplo, considérese (3.4) aplicada a m. El lado izquierdo es iguala 1, y
el primer factor del lado derecho es &m/&r = 4nr2p, por (3.2). Entonces

or 1
am ~ anrip (3-5)

Esta ecuacion es el andlogo lagrangiano de la ecuacién euleriana (3.2).
Sustituyendo (3.5) en (3.4) se obtiene la regla general para transformar un
operador en otro:
a 1 a
_ = — (3.6)
am 47r3p Or
Por In teorfa de potenciales se sabe que el valor absoluto g de la aceleracion
gravitacional dentro de un cuerpo csféricamente simétrico a una distancia r del

centro no depende de los elementos de masa fuera de r, sino que sélo depende
del valor de r y de la masa m contenida en la esfera concéntrica de radio r:

Gm
2
donde G = 6.67259 x 10~ %dn cm? g~? es la constante gravitacional.

I2] campo gravitacional dentro de una estrella puede describirse por un po-
tencial @, el cual s solucién de la ecuacion de Poisson:

g= (3.7)

V2@ = 47Gp (3.8)
En cl caso de simecetria esférica osta ecuacién se reduce a
1 & L 00 .
Como ¢l vector campo gravitacional g = (—g,0,0) estd dado por
g=-V¢
para simetria esférica \inicamente la componente radial es distinta de cero:
o
9= 5= (3.10)
Al igualar (3.7) ¥ (3.10) se tiene
b Gm
5 = 2 (3.11)

lo que ¢ una solucién de (3.9), seguin se puede verificar por sustitucién y con
ayuda de (3.2). El potencial es entonces

rem .
4’=/—r-7dr + cte (3.12)
o
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La Figura 3.2 mueastra &d(r). La constante de integracién se escoge de tal manera
que ¢ — 0 cuando r — 0. Se puade observar que el potencial gravitacional es
minimo en el centro de la cstrella.

Figura 3.2: Potencial gravitacional ®(r) y vector campo gravitacional g de una
estrella esféricamente simétrica (tomada de [25)).

3.2 Equilibrio hidrostatico

Durante la mayor parte de su cexistencia, una cstrella se encuentra en un es-
tado de equilibrio frigil tanto local como globalmente. Cuando sec presentan
desviaciones pequenas de este estado de equilibrio se producen estados dindmi-
cos que pueden ser estables, como en estrellas variables, o inestables, como los
que dan lugar a pérdida de masa en gigantes rojas, novas, y supernovas. Los
cambios irreversibles a los que estd sujeta una cstrella son los responsables de
su evolucitn.

La mayorfa de las estrellas se encuentra en fases de su evolucién que son
muy largas (duran desde docenas de millones de afios hasta milkes de millones de
afnos), por lo que no se pueden aprociar cambios. Esto significa que la materia
cstelar no se acclera notablemente, y por lo tanto todas las fuerzas que actian en
un clemento de masa determinado se anulan entre sf. A cste estado de equilibrio
mecdnico se le llama egquilidbrio hidrostdtico, ya que la situacién es andloga a la
que determina la estratificacién de la presién en un estanque dec agua. Como
sc mencioné en la seocién anterior, se asume que las dnicas fucrzas presentes se
deben a la gravedad y al gradiente de presién.




Figura 3.3: Cascarén de masa esférico de grosor dr y peso —gpdr. Sobre la pared
interior actiia una presién P, y sobre la pared exterior una presién P (tomada de

{25])-

Considérese un cascarén de masa esférico de grosor infinitesimal dr y radio
r, dentro de la estrella. La masa del casearén por unidad de drea es pdr, y su
peso s —gpdr. Este peso s la fuerza gravitacional que actia hacia el centro de
la estrella, como lo indica el signo negativo. Pero para evitar que los elementos
de masa del cascarén sec accleren en este sentido, deben experimentar una fuerza
del mismo valor absoluto y de sentido opucsto. Esta otra fuerza se debe a la
prosion.  Esto significa que la presién £ que el cascarén siente en su pared
interior cs mayor que la presién F. en su pared exterior (ver Figura 3.3). La
fuerza neta sobre ¢l cascarén debida a esta diferencia de presiones es entonces

ar
]’, _ Pe = —Edf (3.13)
El lado derecho de osta ecuacién s positivo, ya que PP disminuye al aumentar
r. Como la suma de la fuerza gravitacional y de la de presién debe ser cero, se
tiene la condicién de oquilibrio hidrostético:
P
- 3.
= gp (3.14)
En ambos lados de la ecuacién las fuerzas son por unidad de volumen del
cascarén. Por (3.7) se tiene entonces

oP Gm
=T f (3.15)

Esta cxpresién es culeriana, ya que la variable independiente es r. Para escribirla
en forma lagrangiana (con m como la variable independicnte) se puede utilizar
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la férmula (3.6). ¥y queda

ar Gm .
g (3.16)

Es posible usar la ecuacion anterior v 1a ecnacion de estado de un gas ideal.
Ec. (2.16). para estimar valores de la presion v de la temperatura en el interior
de una estrella de masa ¥ radio dados. St en (3.15) se reemplaza el lado izquicerdo
por un gradiente de presion promedio (Fp — F2)/M, donde Af es la masa total
de 1a estrella. I s 1a presion en la superficie (igual a cero) y P la presién en
el centro, ¥ en el lado derocho se sustituyen m y r por valores promedio Af/2 y

R/2, se ticne

2G A2
e (3.17)

Escribiendo 1a densidad promedio de la estrella como

A
dwr3

7) =
la ecuacién de estado del gas ideal da (el subfndice ¢ denota valores centrales)

Pep _ !_4_7)47;'1{3%8;46‘1"77 (3.18)

TP RTRp.3M T3IRR p.

T.
En el iiltimo paso se usé (3.16). Debido a que en una estrella la densidad es
mayor en el centro, sc tiene p/p,. < 1. Por tanto (3.17) indica que

8 1 GM (3.19)

IR R
Para el sol (M = 1.989 x 103 g, R = 6.96 x 10'° cm), con u = 0.5 (pecso
molecular medio del hidrégene), se encuentra

P. =7 x 10'® dnfcm?, 7. <3x 10" K (3.20)

T. <

Cabe notar que, en principio, las Ecs. (3.5) y (3.16),

or 1
dm 4anrip
ap Gm
am ~  qurs

permiten conocer r(m) y P(m), pcro sélo si s¢ puede expresar, por cjemplo,
p como funcién de P. En [25] sc mencionan algunos casos en los que csto es
posible.
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3.3 Ecuacién de movimiento. Escala de tiempo

hidrostatica
Considéraie nucvamente la situacién mostrada en la Figura 3.3, El cascarén
esférico experimenta una Mierza por unidad de drea fp dada por (3.13). cuyo
lado derecho se puede reescribir utilizando (3.6):

ar
I 3.21
Ii Dm " (3:21)
Por otro lado, Ia fucrza gravitacional por unidad de drea fg ostd dada por
gdm Gm dm
= = = - - 3.22
Lo 47r? r2 4mr2 ( )

Si las fuerzas no se anulan entre si, el cascarén de masa se acelerard de acuerdo
con la segunda ley de Newton:

dm d*r

tm2or = Irtle

1 &*r apr Gm

_— . = - — 3.
47wr2 9t2 om qnrs (3.23)

por (3.21) ¥ (3.22). Nétese que los signos son tales que si s6lo actuara la fuerza
debida al gradicente de presidn, la accleracién resultante seria hacia afuera (ya
que 9P/3m < 0), ¥ si inicamente estuviera presente la fuerza gravitacional
la aceleracién serin hacin adentro. Esta ocuacién de movimiento da lugar a la
ecuncién de equilibrio hidrostdtico (3.16) si todos los elementos de masa estdn
en reposo 0 moviéndose radialmente con velocidad constante.

Supéngase ahora que sibitamente la fuerza debida a la presién desaparece.
La estrella entonces tenderd a colapsarse bajo su propio peso. Se puede definir
un tiempo caracteristico T4, llamado ticmpo de cafda libre, en ¢l que cste cste

colapso ocurre. Haciendo la identificacién lg;;' = ;’i—, y con el primer término
del lado derecho de (3.23) anulado, se tiene
R
'_r'—ﬁl =g
6
S (g)w (3.24)

Andlogamente cs posible determinar un tiempo de explosion Tex, para el caso en
que la fucrza de gravedad deje de actuar de maneru subita. Por (3.6) se pucde

escribir

(20 _10P
T 8m  por




Sustituyendo en (3.23), en donde el se:gundo término os cero:

Fr_ 1ar

a2

p ar
Como se hizo en el caso anterior, el lado izquierdo de esta expresion se identifica
con If/'r?mp ; en el lado derecho se recmplaza d8°/or por PP/ R, y se encuentra

que
V2
Tewp = 12 (1) (3.25)

La cantidad (—:,—')’/2 s del orden de la velocidad media del sonido en el interior
cstelar [véase la e, (2.106)). Por ello puede interpretarse a8 Texp CcOmo una
escala del orden del tiempo que una onda sonora necesita para viajar del centro
de la estrella hasta su superficie.

Si Ia ostrella se encuentra en un ostado cercano al equilibrio hidrostdtico,
los dos términos del lado derecho de la Ec. (3.23) ticnen aproximadamente el
mismo valor absoluto, y entonces Ty =2 Texp,- A osta cscala de tiempo se le llama
escala de ticmpo hidrostdtica Th.4r, ¥ que representa cl tiempo en el que una
estrella reacciona a una perturbacién poquena del oquilibrio hidrostdtico. De
(3.24), y con g = G A/ {2, sc obtiene

Y2
Thidr == _CA!> (3.26)

Para ¢l sol se encuentra que 7a.4- = 27 minutos; para una gigante roja de
alrededor de 1 masa solar y unos cien raddios solarcs, 7idr = 18 dias; y para una
cnana blanca de aproximadamente 1 masa solar y un radio 50 veces menor que
el radio solar, 7.4 == 4 scgundos. Como las fases durante las cuales las estrellas
cambian duran entre millones y miles de millones de anos, y por lo tanto son
mucho mayores Que 74.4r, In suposicién de que durante las etapas intermedias de
la vida de una estrella &Gsta s encuentra en oquilibrio hidrostdtico es razonable.

3.4 El teorema virial

El teorema virial juega un papel importante en ¢l ostudio de las estrellas. Rela-
ciona dos rescrvorios de energia de una ostrella y permite hacer pradicciones e
interpretaciones acerca de algunas de sus fases evolutivas.

Una ostrella estd formada por muchas particulas. La energia total de este
sistema estd constituida por la interaocién gravitacional mutua entre las partfcu-
las, €, y por las ecnergias cinéticas de las partfculas mismas (incluyendo a los
fotones). A este tltimo tipo de energias se ks denomina colectivamente energia
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interua /. La encergin total de by estrella o entonces 2= U« Antlogatnente
a lo que sucede con un plancta alradedor del sol. para que el sistema esté ligndo
sc requicre que la energia total sea negativa,

La Ec. (3.16) puade scribirse de la forma

L EF Cmn
Arrd_— = — (3.27)
e r
para reescribirse como
ar Gm

a .
—— (473 P) — A7r? . 3P = —
0"1(71'7'/) 4 l(')m r

Al integrar sobre la masa desde m = 0 hasta i = A/f. se tiene

417r31’|:' —/il—-drn = -—/(‘"xdm (3.28)
°

en donde sc usé la Ec. (3.5), or/Om = 1/47r2p. Como P y r son funciones de
m, el primer término del Indo izquicerdo se anula, ya que F2(Af) = 0 (la presién
s nula en la superficie de Ia estrella) y r(0) = 0. Ahora bien, de 1a Ec. (2.73)
sc aprecia que, para un gas cldsico no relativista, la presién es dos tercios de la
densidad de energfa interna:

. ._ U
P=Zu", ut = (3.29)

Wiw

por lo que 3—;: = 2u, dondc u es la energia interna por unkiad de masa. Entonces

M3P M
/Tdrn=2/udm=2U (3.30)
o 0

El lado derecho de (3.28) es la cnergla potencial gravitacional 2 debida a todos
los clementos de masa quc conforman la estrella. Resulta entonees que

—2U =0

o bien
204+ =0 (3.31)

La Ec. (3.31) es ¢l tcorema virial para estrellas.

Supéngase que la estrella se ve sometida a una contraccién gravitacional debi-
da a una pequeia fluctuacién de la presién. En oste caso su energia gravitacional
disminuird. Exactamente la mitad de osta disminucién se verd compensada por
un aumento en la energia interna, de acuerdo a (3.31), y cste aumento causard
que la cstrella se caliente. La otra mitad se perderd por radiacién desde Ila

superficie.




3.5 Politropos

Por si sola, la ecuacidn de equilibrio hidrostdtico no permite obtener un modcelo
que deseriba el comportamiento de la presion, la densidad v la temperatura
de una estrella. Una manera de solucionar s5to s suponer que la presién y la
densidad «estin asociadas por una relacion de la forma

P = Kp, A=1+ ;l; (3.32)
en donde A. 4 y n son constantes. A la relacion (3.32) se le Hama relacion
politrdpica. K es la constante politrdpica, v s ¢l exponente politrdpico, y n ¢s cl
fndice politrdpico.

Laos polftropos son modcelos de estrellas cuya presién y densidad ostdn rela-
cionadas por (3.32). Considérense la ecuacién de equilibrio hidrostdtico (3.14)
y la ecuacién de Poisson para simetrin oiférica (3.9):

ar dg

_ == .33

dr ar’ (3.33)
1 d [ ,d¥ .

Aquf las derivadas parciales se han reemplazado por derivadas ordinarias debido
a que sélo sc tomarédn en cuenta cantidades independientes del tiempo. Por
(3.32) sc ticne

dFr . o_1 4P
e yKpr! ar (3.35)
Sustituyendo en (3.33) queda
d d,
22— _oKxp-22P
dr vKp dr
v d -
= —'7-—1KE ") (3.36)

Al integrar csta ecuacién (con 4 # 1),y utilizando la definicién de 4 que aparece

en (3.32), sc obtiene
q) ”
L= ["(n-n);c] (337
cn donde la constante de integracién se eligié de tal manera que ¢ = 0 cuando

p = O (es dccir, en la superficic). Al rcemplazar esta expresién para p en la
ecuacién de Poisson (3.34) se obticne una ecuacién diferencial ordinaria para $:

1 d [ ,ddY) _ » 1"
2\ ar “""'C[_(n+1)1{] (3.38)
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Con ¢l objeto de simplificar las expresiones posteriores, se pueden definir las
variables adimensionales £, 0

r=af (3.39)

=.‘!_ ( )'/" (3.40)

donde el subindice ¢ se refiere al centro del politropo. ¥ en donde a tiene unidades
de longitud y estd dada por

2 _(m4+1D)K 1y (n+1)" K" 1-n
@ T 4w < - Frel (=) (341)

La Ec. (3.40) sc obtienc de (3.37). Al sustituir (3.39) v (3.40) en (3.38), y
usando (3.41) se¢ tiene, después de realizar algunas manipulaciones algebraicas,
1 d 2 df
—— (€ _..) = —0™ 3.42
£ d ( )
Esta es la ecuacion dec Lane-Ewmnden de fndice n. Una vez que se encuentra una
solucién 0(£), el pardmetro K permite obtener posteriormente una familia de

soluciones para ¢
Las condiciones de frontera son

do
6(0)=1, E[C_o =0 (3.43)
ya que en ¢l centro de ln estrella (r = 0), £ = 0. La primera condicién se obtiene
cntonees de (3.40). Por otro lado, como df8/df s proporcional a dd/dr y éste
a su vez es proporcional a df’/dr, ¥ sc espera que la presién no cambie con la
distancia en el centro, se sigue la segunda condicién.

Las soluciones a la ecuacién de Lane-Emden se pueden desarrollar en una
serie de potencias:
1 d%0
2 df"
= l+a|£+az\ + -

0(¢) = 1+ — l{-of‘*‘ lg-of + -

Por la segunda condicién inicial en (3.43) el segundo término en esta expansién
cs cero. Al sustituirla en (3.42) y comparar los codficientes a, se tiene

= ez, n
0(8)=1- &+ 556"+ (3.44)

Se pueden encontrar soluciones analiticas de la ecuacién de Lane-Emden
tnicamente para tres valores de n: 0,1 y 5. Cuando n =0, la Ec. (3.42) es

2 —
5‘ as (‘ (3.45)
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€2 — __g3_ A
T 35
en donde —A es una constante de integracion. Al integrar de niuevo sc¢ obticne
A 1 o
0= _—— = 3.46
+ 5 -5t (3.46)

donde I3 es una segunda constante de integraciéon. Se puede ver que la Ec.

3.46) ticne una singularidad en ¢l origen, y que 8 ~ 2 cuando £ — 0. Sin
£

embargo, si sélo se consideran soluciones que son finitas en el origen, entonces

A=0y
- l 2
0=8 GE

Entonces, por la primera condicién inicial en (3.43) la funcién de Lane-Emden
0o cstd dada por

1
Op=1— 652 (3.47)
Para n = | se¢ pucede escribir
X
== 3.48
3 (3.48)
y entonces la Ec. (3.42) se reduce a
&*x
= —x (3.49)
de?

La solucién general de csta ecuacién es
x = Csin (€ — 8)

donde C y § son constantes de integracién. Por (3.48),
g — Csin(€—9)

3
Si 8 # 0, la solucién general tiene una singularidad en el origen:
cle
0 ~ —=, — 0
3 3

De nucvo, al considerar solamente soluciones que scan finitas en el origen, se
requicre que § =0, y

Csin&
Q="_">
3
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La funcidn de Lance-Emden 0t dada por

0, = '—‘%§ (3.50)

Una descripeién detallada de la obtencion de 05 se puede encontrar en {9)].
El resultado es

05 = ~_L__ (3.51)
Vi+ 5

La solucién para n = 0 corresponde a una estrella de densidad constante, ocomo
se puede ver de (3.40): p = p 0". La superficie del politropo de indice n csté
definida por el valor € = £, que es ¢l primer valor para el cual 8 = 0 (ya que
p = 0), y se considera que ¢s el valor que tiene significado fisico. €, indica el
radio de la cstrella en cucstién. Obsérvese que para 1 = 0 y n = 1 la funcién
0 efectivamente se hace cero para un valor finito &, (\/6 y 7@, respectivamente),
micntras que para 1 = 5, 6 no se anula, y ¢l radio del politropo s infinito.
Se pucede demostrar que los radios para n > 5 son infinitos, mientras que para
1 < 5 no lo son.

La Tabla 3.1 muestra algunos valores de £, y del cociente p /p para distintas
n.

[(n & p./p
0 2.4494 1.0000
0.5 2.7528 1.8361

1.0 | 3.14159 3.28987
1.5 | 3.65375 5.99071
20 4.35287 11.40254
251 5.35528 23.40646
30| 6.89685 54.1825
3.5 | 9.53581 152.884
4.0 | 1497155 | 622.408
4.5 | 31.83646 6189.47
4.9 169.47 934800
5.0 oo oo

Tabla 3.1 (Tomada de [6])

Para valores de n distintos de 0, 1 6 5 la ecuacién de Lanc-Emden debe
resolverse numéricamente, empezando con la expansién (3.44) en la vecindad
del centro de la cstrella. La Figura 3.4 muestra las soluciones numéricas para

algunos valores de n.
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Figura 3.4: Soluciones numéricas de la ecuacién de Lane-Emden para los valores
de n mostrados.
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Las propiedades mncr(r;cépicxm de la ostrella, como A, R, B, ctc., pueden
obtenerse a partir de 6(£). En [9) ¢s posible encontrar valores numéricos de £,
y de otras funciones que involucran a £ y a ;‘5 evaluadas en £,, y las cuales

permiten calcular tales cantidades mucr(x»o(;pmm

es, usando (3.39),

R = oaf,

n+1) K]V n
( ) ] pl-m2ng

=[4rr(,‘

La masa M (£) dentro del radio dado por £ estd dada por

af

M(E) = [ axpridr = Axa3p,. | £20™ds
/ ]

o, utilizando la Ec. de Lane-Emden,

ME = —4ma’p, / = (e"’”)ds

= —dma’p 5 —

d\

Sustituyendo el valor de a dado por (3..41) sc ticne

M(€) = —1x [ £

- 43/2
("'*'1)1\] pga—u)/zn (ﬁzg)

Finalmente, la masa total Af de la configuracién est4 dada poc

A = —4x [SZ}_‘LM]”

4G
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I%s interesante notar que cunando n = 3,

O\ * 2 d
f = —dx [ — 27
v=-m(ie) (9%),

s decir, ln masa del politropo s independicnte de la densidad centeal p.. Por
otro lado, si 1 = 5 la masa es finita, aunque ¢l radio de la configuracién cs
infinito, como se menciond anteriormente:,

La densidad central p. en términos de la densidad promedio 75 se puede

conocer cescribiendo

— A (&)

) = ———7
£ :—:7.'()35"

Entonces, por (3.53),

o=~ (?@.’f) d (3.55)
£33 £=£,

Esta relacién muestra que para un politropo de indice n dado, la densidad
central es un miiltiplo de la densidad promedio. El nimero por el cual hay que
multiplicar a p estd dado en [9).

Una caracterfstica importante de los politropos es que el intervalo relativa-
mente poqueno de 1 (0 < n < 5) para el cual las soluciones de la ecuacién
de Lane-Emden tienen significado fisico incluye una variedad de distribuciones
de densidad que va desde una distribucién uniforme hasta una concentracién
infinita cn el centro.

De (3.46) y (3.47) se obtiene ln relacidon rmasa-rudio:

1 47C T s 1 == -
R= = [ sl ] mer £, A1 ¥R (3.56)
(4m) 5= (n+ 1)K 8 .
S=
En particular, cuando n = 3/2 el radio disminuye al aumentar la masa: es-

to sucede en el caso de las enanas blancas, segun sc¢ discutird en el siguiente
capitulo.




Capitulo 4

Enanas blancas y estrellas
de neutrones

Comeo consecuencia de la evolucién estelar, las etapas finales de la vida de una
estrelln pueden ser de una naturaleza extrema. Un resultado de los procesos
evolutivos e que las regiones centrales alcanzan densidades muy altas. En
estos casos, cuando las capas exteriores de la estrella son expulsadas, lo que
quexda o un micleo condensado al que se le da €l nombre de objeto compacto.
IEstos objetos se caracterizan por tener radios pequeios, altas densidades y una
gravedad superficial muy fuerte.

Por lo general s¢ considera que existen tres tipos de objetos compactos:
cuanas blancas (EB3), estrellas de neutrones (EN) y agujeros negros. En este
capitulo se discutirdn algunas de las caracterfsticas més importantes de los dos
primeros tipos. Cabe mencionar que los agujeros negros son estrellas completa-
mente colapsadas (es decir, estrellas a las que no les fue posible contrarrestar a
Ia fucrza de gravedad y que por cllo se colapsaron a una singularidad). Estos
objetos poseen una velocidad de escape igual a la velocidad de la luz, lo que sig-
nifica que ni siquiera la luz puede escapar de su enorme atraccién gravitacional.
Algunos proyectos de busquede de agujeros negros sc centran en el estudio de
binarins de rayos x. en particular de los flujos de acrecimiento en tales sistemas
[2:3].

Algunos valores tipicos de ciertas cantidades para EB son R = 1072 R, p ==
10% cm~ 3, velocidad de escape ve == 0.02¢c. Su configuracién soporta la fuerza
de gravedad por medio de la presién de electrones altamente degenerados, en
lugar de la presiéon térmica de las estrellas normales. Para EN se tienen valores
coto It =2 10 km, p =2 10'® g e~ 3, vp == ¢/3. Apraximadamente la mitad de
la presidn que las soporta proviene de neutrones ¥ protones degenerados, y 1a
otra mitad de la interaccién fuerte, que s repulsiva a densidades mayores que
tres veces la densidad nuclear p,, ,=2.8x10' gem™3 {2].

IDebido a que el trabajo que se analiza en los capftulos posteriores involucra
a cnanas blancas cuya estructura interna sc ha simplificado considerablemente,
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en cste capitulo no se discutirdn los procesos nucleares que tienen lugar en
tales estrellas. Asimismo, como en dicho trabajo se toma en cuenta solamente
la dindmica newtoniana del sistema, tampoco se examinardn aquf los efectos
debidos a la relatividad general.

4.1 Enanas blancas

Se piensa que las enanas blancas se originan a partir de cstrellas con masas M <
8 A -.. Estas cestrellas probablemente eyectan masa gradualmente al final de su
vida evolutiva (formando “nebulosas planetarias™), para después convertirse en
ennnns blancas.

Iln s KB se pueden distinguir dos componentes de la materin: por un
lado, los electrones degenerados proveen practicamente toda la presién, y su
alta conductividad térmica representa el modo més cficiente de transporte de
energia en ¢l interior. Por otro lado, los iones proporcionan la masa, y son los
que contienen casi toda la energia térmica alinacenada que eventualmente se
picrde por radiacién al enfriarse la ostrella.

L.a materia dentro de una enana blanca consiste en una gran cantidad de
carbono y oxfgeno completamente ionizados (se cree que también puede haber
presencia de helio y de elementos méds pesados, como nedn y magnesio [34]) .
La fuente de la jonizacion os In presion extrema, que comprime a los &tomos en
un volumen mas pequeno que €l volumen atémico bajo condiciones terrestres.
En Ias capas exteriores de la estrella Ia materia s tmenos degenerada, y la
transferencia de energia térinica se lleva a ecabo por radiacién ¢ conveccién, que
son menos efectivas que la conduccién. La temperatura en cstas capas pucde
entonces decner apreciablemente, ¥ asf el interior isotérmico y degenerado est4
aislado del espacio exterior.

4.1.1 Ecuacién de estado. Casos lfmite

La «structura interior de una EB puede describirse por una ecuacién de estado.
La manera mas sencilla de hacer esto es ignorando las interacciones electrostati-
cas entre los electrones degenerados. Estos pueden estar sujetos a los efectos de
la relatividad especial; una forma de medir estos efectos es a través del parAmetro
relativista
— _PF
r= — 4.1)
mec

en donde pr cs ¢l momento de Fermi y m, es la masa del electrén. A partir de
la expresién (2.78) para la presién de un gas de Fermi degenerado relativista,

Pr 2
P = ﬂ/mcz—ﬁil——pzdp (4.2)

= 3)130 [14_(-'52 2]1/2
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sc tiene, sustituyendo (4.1) con p = py- v 11 = m, (g = 2 para clectrones),

8mmnic
e 33 /(l +1‘2)"2d1
= %ym (4.3)
donde
plx) =z(1 +x%)V2(222/3 ~ 1) +1n [1'+ (1 +:z:2)'/2] (4.4)

La Ec. (4.3) fue utilizadsa por Chandrasckhar en su andlisis de EB en equilibrio.
Considérense laa siguientes casos Iimite [25]):

8
1. Electrones no relativistas, r << 1, w(z) — gzs (4.5)

2. Electrones relativistas, r 3 1, P(z) — 2z¢ (4.6)

Ahora bicn, si sc toma ¢n cuenta que la densidad de electrones n, = e —£—  segin
la férmula (2.54), y ademéas que n, = $5p}. (véase [40]), se tiene, al sustituir
por (4.1),

_ P _8rmiS 4
n, = P T E (4.7)

En el easo 1, la ecuacién de cstado (4.3) sc convierte en

8mmic® o

W‘I (4.8)

P=

y en el caso 2,

2rmich
p . =0Tl 4
F Sh % (4.9)
Al sustituir la expresion (4.7) para  en (1.8) y (1.9) se obticnen las ecuaciones
de estado politrépicns correspondientes a ambos casos:

2/3 2
1LP= — ( ) ——-—h————-_,vip“' 3(clectrones no relativistas, p < 10% g cm™3)
. (myp,.)
(4.10)
3\ he
2.P = (—) ——'—_275"‘/3 {clectrones relativistas, p 33 10° g cm™3)
8 (mups,)
(4.11)
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Para el caso no relativista, AW = M . % = 5/3: para el caso relativista.

.zﬁg-_;__m: v = 4/3 [ver Ec. (5 V)]

Por lu e (3.55), la masa de Ia oestrella estd dada en funcién del radio como

(n4+ 1)K = 2z ,d0 an .
M = dx e I _ﬁE . R (4.12)

Como el caso 1 corressponde a 1= 3/2 vy el caso 2 a n = 3, se tiecne, despuds de
sustituir valores numdéricos,

2 n
1. M = (0.7011 x 10%7 cm®) (”—) R™3 Mg (4.13)
o\ 2
2. Mcyn = 1.457 (-Il;) Mo (1.14)

Nétese la dependencia inversa de la masa y el radio en (4.13). Esto significa
quc una enana blanca que obedece (4.10) disminuird de tamafio al aumentar su
masna, y viceversa, contrarinmente a lo que dicta In intuicién. A la masa (4.14)
se le lama Mfrnite de Chandrasckhar, y representa ¢l valor mdximo posible de la
masa quc una enana blanca puede alcanzar. Este limite depende inicamente de
la composicién de la ostrella. En particular, para &tomos ionizados de carbono
y oxfgen, ¢l peso molecular medio por electrén libre se puede aproximar por

N, == 2, y ecntonces
AMch == 1.46 A (4.15)
Considérense valores promedio en la ecuacién de equilibrio hidroststico (3.16).
Reemplazando cl valor absoluto de 3P/8m por P/M y m/r* por M/R*:
r oM
M amRt
Si se escribe 1a densidad promedio cotno p ~ A/ R3, al utilizar una ecuaci6n de
cstado de la forma F? ~ p7 se obtienc

(RJ) (4.17)

Los lados izquierdo y derecho de (4.16), que corresponden a los términos de
presién y gravitacional, respectivamente, son entonces
Afr-? Af
Ir~ g 3 o g

(4.16)

(4.18)
Para quc exista equilibrio hidrostdtico, el cociente fg/ f, debe sor igual a uno:

= Jo 2oy pay-a _ [ M'PR, paraqy =5/3
f=’]'; AfFI-TRI 4 = VR y =13 (4.19)
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Supdngase que se ticne una masa ostelar dada Af < Afey, v clectrones no rel-
ativistas, con v = 5/3. La cstrella puede legar al oquilibrio ajustando 2 de
tal mancera que f = 1. Si se incrementa Af ligeramente, entonees [ > 1 (la
gravedad exccede a 1a fucrza de presién), y R debe disminuir para recuperar el
equilibrio, segiin se sigue de (4.19).

Si los electrones son relativistas (4 = 1/3), entonces f s independiente de
. El equilibrio s6lo se¢ puade aleanzar ajustando M a algin valor Afc,. Si
A < Alcy, entonces f < 1, ie., la presion dominante hace que la estrella se
expanda. Esto hace a los electrones menos relativistas ¢ incrementa - por encima
del valor critico 4/3. Cuando Af > Mc,, [ > 1, y el término gravitacional
dominante hace que la estrella se contraiga; pero esto finalinente conduce al
colapso de la estrella, sin que se llegue al equilibrio.

En la Figura 4.1 s¢ mucstra la relacién masa-radio para EB de distintas
composiciones quimicas.

R/Ra

Figura 4.1: Relacién masa-radio para enanas blancas con la composicén qufmica
mostrada. La curva con i, = 2 corresponde a He®, C!2, 0O'6, y la curva con He = 2.15
corresponde a Fe®® (tomada de {25]).

4.1.2 Correcciones clectrostiaticas a la ecuacién de estado

Es ncocsaria una correcién electrostdtica a la ecuacién de estado (4.3), ya que
en realidad la energia y la presién de los eloctrones disminuyen debido a que
las cargas pasitivas no estdn distribuidas uniformemente en ¢l gas, sino que se
encuentran concentradas en nicloos de carga eléctrica Ze (iones). La distancia
promedio entre clectrones es mayor que aquélla entre los electrones y los nicleos,
de modo que la atraccién eloectrostdtica es mds fuerte que la repulsién.

50




En un gas degenerado, el cociente entre la energia clectrostitica coulombinnn
y la energia de Fermi os

Ee _ Ze*/(r)

_ = el 4.20
Eg p2./2m, ( )
en donde {r) ~ ng V3 s n separacion electron-ion caracteristica. Usando ne =
gsfsp:,’, en la relacién anterior, se tiene
Ec 2 1 23z _ n, ~i/3 (4.21)
Er 3x2 a0 223 | (6 x 1022 cmn~3) Z3 ’

donde ag = h?/m.e? s el radio de Bohr.

Para dcrivar una expresiéon aproximada de la correccién a la ecuacién de
cstado degenerada, se puade emplear la llamada aprorimacion de Wigner-Seit=
Cuando 7° — 0, los jones se localizan en una red que maximiza la separacién
entre ellos. Esta apraximacién considera que cl gas estéd dividido en esferas
neutras de radio rq centradas en cada ion, y las cuales contienen Z electrones.

ILa cnergia clectrostdtica total de una csfera ¢s la suma de las energias po-
tenciales debidas a las interacciones electrén-electrén (e-¢) v electrén-ion (e-1).
En el primer caso, la cnergia £, .. neoccsaria para construir una esfera uniforme
de Z clectrones o

Eu.= /gdq (4.22)
L]
donde
-3

es la carga dentro del radio r < rg. Sustituyendo (4.23) en (4.22) y realizando
la integracion se tiene

_ 327222
- 5 o

B (4.24)

En el caso de la interaceién cloctrén-ion, para construir la esfera de clectrones
alrededor de un ion de carga Ze requiere una cnergia

o
E... = Zc/ﬂ
p
[+
3 Z22
- T2 ro (4.25)
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De este modo. la energia clectrostitica total de 1a celda os

be = E.. .+ 1.,
9 222
= 70 e (4.26)
La energfa electrostdtica por electron es
Lo 9 ram\'* 2/3,.2_1/3 -
o3 ) Z23¢2n) (4.27)
donde se ha utilizado para n. la expresion
VA
N, = ————— 4.28
arrg/3 ( )
Por madio de
3 (e/n) 298 (e/n)
> — __ —_
f a(1/n) " én (4.29)

(ver [40]) donde € cs la densidad de encrgia y n la densidad de nimero de
partfculas, se pucde calcular la presién para la csfera de electrones a partir de
(4.27):

e = wdlelZ)

4

En el Ifmite no relativista, cuando la presién del gas P estd dada por (3.10),
la presién total es
Pr =P+ Fc (4.31)

Al utilizar (4.7), se puede escribir /> como

n2 2/3
pe ﬂngn (4.32)

S5m,
Para apreciar el cfecto de la correccién eloctrostdtica, considérese el cociente
A2/3
= (4.33)
2V/3xagnl 91/300.1/3

En el limite relativista, la presién del gas (4.11) en términos de la densidad
de nmimero n, es

(4.39)

1/3
pe he (3=2) e
4




por lo que

&) S/8 N 1/3 ,
-5 (%) oz (4.35)

en donde a = ¢2/fic = 1/137 s Ia constante de estructura fina.

4.2 Estrellas de neutrones

Las estrellas de ncutrones constituyen uno de los mejores ejemplos en el uni-
verso de materin sometida a condiciones extremas. No s exagerado decir que
existe ain incertidumbre acerea de muchos aspectos estructurales de tales obje-
tos compactos, principalinente porque no se sabe qué ecuacién de estado puede
deseribir con exactitud las caracteristicas de la materia a tan altas densidadcs
(del orden o mayores que la densidad nuclear, g, =2.8 x10'"¥ gecm™3. A esta
densidad los micleos atémicos se empiezan a disolver y a fundir entre sf, ya que
su energia de amarre disminuye debido al principio de exclusién). A pesar de los
avances realizados, el entendimiento que se tienc sobre ln materia condensada
csta lejos de ser completo, particularmente para densidades entre p,, ¥ ~ 1015
g cm” 3. Surgen dos complicaciones: (1) la forma que se debe utilizar para ol
potencial nuclear en las interacciones nucledn-nucleén s todavia incierta. De-
bido a que no se dispone de una teoria rigurosa ni de experimentos a densidades
tan altas, se ticnen que utilizar modelos para la interaccién entre las particu-
las que concuerden con los resultados de dispersién a bajas energias, con las
propicdades de saturacién de fuerzas nucleares, etc., para después extrapolarlos
y aplicarlos a las densidades propias de EN. No obstante, tales modcelos pro-
ducen incertidumbres grandes; (2) se necesita encontrar una téchica apropiada
para resolver ¢l problema cuéntico de muchos cuerpos. Varios métodos usan
suposiciones distintas ¥ dan lugar a resultados diferentes. Sin embargo, ¢l en-
tendimicnto actual que se tiene sobre la materia condensada es adecuado para
determinar limites de las masas de EN cstables.

La materia dentro de una estrella de neutrones, a densidades menores que
Pauc CoOnsiste principalimente de nicleos (que por lo general forman una red) y
de suficientes electrones para tener ncutralidad de carga, adems4s de neutrones
libres. Al aumentar la densidad, los electrones pueden adquirir suficiente energia
para combinarse con los protones y formar asf neutrones. Si ¢l gas de electrones y
protones sec comprime més alld de una cierta densidad lifmite, sufre una transicién
hacia un gas dc ncutrones. A oste prooceso se le llama “neutronizacién™. En
el interior de I ostrella, ¢l aumento de la energia de Fermi de los electrones al
incrementarse In densidad conduce a una neutronizacién creciente. No obxstante,
si los micleos se vuelven demasindo ricos en neutrones comienzan a deshacerse,
liberando ncutrones. Este “goteo de neutrones™ se inicia a una densidad p,,, =
4.3 < 10" g cm~3.




Al aumentar ¢l mimero de neutrones por unidad de volumen, n, . tanbicn
aumenta su presion £7,. Aun coando la presion total (debida casi en su totalidad
a los clectrones) es mnds grande que i debida a los neutrones, 2 =2 L > 1,
para p = p,., cuando s¢ aleanza p == 4 > 107 g om P se tiene I, = P/2, y
para p 2 1.5 x 10'3 g cm 3 resulta que /%, > 0882, Finalmente, £, == P> [25].
Estas densidades dependen del modelo adoptado para la interaccion entre s
particulas. Entre mas grandes scan las valores de p, mmds incertidumbre se tiene
en los detalles.

Conforme se incrementa ¢l goteo de neutrones el mimero de micleos dismin-
uye. Cuando se aleanza la densidad nuclear g, ¢l resultado es un sistema
liquido de neutrones degenerados mas una mezala de clectrones y protones.
Cuando p 2, 10" g em ™3, 1a energin de Fermi excoderd gradualmente las masas
en reposo de los hiperones de menor masa (los hiperones son bariones aparte
de los protones y de los neutrones), como A, X, A. Entonces aparecerdn cstas
particulas (“hiperonizacion™), y algunos sutores piensan que se podria dar una
transicién hacia materia de quarks [25].

La ecuacién de estado es Ia de un gas relativista de electrones degenerados
hasta una densidad p,o: 2 ~ p*/3. Pero al llegar a p = p,,,, un incremento
dp cleva n, a expensas de . (que da la presién), por lo que el incremento dP
es pequeno. El gas se vuelve mds compresible, lo que se describe como una
“suavizacion”™ de la ocuacién de aitacddo; en otras palabras, el indice adiabédtico
5 cae por debajo del valor critico 4/3. Cuando #, contribuyc suficientemente a
P entonces 4 aumenta dc nuevo mas alld de 4/3, a p==7 x 10'%2 gem~3.

En cl intervalo de densidades que va de pp ., 8 Paye (4.3x10'! gem™2 —2.8x
10* g cm™3) se puede utilizar In ocuacién de estado debida a Baym, Bethe y
Pethick (BBP). Iiste tratamiento toma en cuenta que, debido a que los nucleos
son ricos en neutrones, la materia dentro de cstos nucleos es similar al gas de
ncutrones libres afuera de ellos, ¥ que oste gas reduce la energia superficial
de los nicleos considerablemente. La dependencia de P con p sc mucstra en la
Figura 4.2, junto con la ecuacién de estado de Harrison-Wheeler (HW). Algunas
caracteristicas de las resultados de BBP son las siguientes: (1) a la densidad de
goteo de neutrones la presién se debe casi por completo a los electrones, pero
A p = 1.5x 10" g cm~3 Ia presién de los neutrones aumenta a un 205 de la
presiéon total, v para p = 1.5% 10" g cm ™ 3 llega a 80%%; (2) conforme la densidad
se acerca a la densidad de goteo de neutroness, el fndice adiabédtico 4 ~ %. Un
poco despuls de p, 7 dotae abruptamente. como se muestra en la Figura 4.3.
La razon de esta enfda es que el gas de neutrones de baja densidad contribuye
a p pero no a 2. Notese que el indice adiabdtico se cleva de nuevo por encima
de 4/3 cuando p =2 7 x 10'2 g cin™ 3, como se menciond anteriormente; (3) sc
encuentra que los nicleos pueden sobrevivir a densidades hasta de 24 < 10'4 g
cm™3. A densidades mayores se obtiene un “liquido™ nuclear.

La Figura 4.4 mucstra diferentes ecuaciones de estado para materia degen-
crada por encima de p,_ ;. Detalles sobre estas ocuaciones se puoden encontrar
en {40].




Figura 4.2: Ecuacioncs dc cstado de Baym-Bethe-Pethick y de Harrison-Wheeler
(tomada de [40}).
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Figura 4.3: [ndice adiabdtico como funcién de p, para la ccuacién de estado de
BBP (tomada dec [40}).
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Figura 4.4: Ecuaciones de cstado para materia degenerada con densidades por
cencima de p,_,: TNI (three-nucleon tnteraction; Friecdman y Pandharipande 1981); R
(Reid; Pandharipande 1971); BJ (Bethe-Johnson; 1974); OV (Oppenheimer-Volkoff;
1939); RMF (relativistic mean field; Walocka 1974); MF (rnean field; Pandharipande y
Smith 1975); Tl (tensor-interuction; Pandharipande y Smith 1975) (tomada de [40}).

Utilizando una ecuacién de estado determinada se pueden obtener relaciones
entre la masa de la cstrella y su densidad central, y entre la masa y el radio.
Para esto es necesario integrar una ccuacién relativista de equilibrio hidrost&tico
conocida como ecuacion de Tolman-Oppenheimer- Volkoff {25] a partirder =0
y con una densidad central p. que se elige.

Las relaciones M = M(p_.) y M = AM(R) obtenidas cambian considerable-
mente si se reemplaza una ecuacién de estado por otra, como se muestra en la
Figura 4.5. Una caracterfstica comiin a estas relaciones s que todas presentan
un mdximo y un mfnimo dec Af. La masa mfmanag de ura estrella de neutrones
cstable se determina igualando el valor medio del fndice adiabético v al valor
critico 4/3 para que haya estabilidad radial contra el colapso gravitacional. El
resultado de que 4(p) caiga debajo de 4/3 abruptamente en p =3 p,,, €3 que la
masa mfnima calculada usando la ecuacién de estado de BBP es

My = 0.092 M, (4.36)

Este valor estd razonablemente bien establecido, ya que se obtiene para densi-
dades menores que la densidad nuclear.
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Figura 4.5: Relaciones masa-radio para distintas ecuaciones de cstado (tomada de

[40]).

No se puede decir lo mismo para la masa mdnima de EN en equilibrio,
debido a Ias incertidumbres en la ocuacién de estado por arriba de p, .. Sin
cmbargo, como se mencioné al principio de esta soccién, se pueden establecer
{mitcs superiores para la masa de una estrella de neutrones que no dependen
de los detalles de la ocuacién de estado en el régimen desconocido de altas
densidades. Estos Ifmites para Af,, .. se encuentran en el intervalo ~ 1.5—2.9 Mg
[10, 24]. El poder determinar ln masa mdxima de una estrella de peutrones cs
muy importante para decidir si un objeto compacto con una masa mayor que
AMmax S un agujero negro.

En la Figura 4.6 se mucstra la estrutificacién de una cstrella de neutrones
de 1.4 Mg, descrita por la ocuacién de estado de TNI (ver Figura 4.4). La
superficie (p < 10° g cm™3) s una regién en donde las temperaturas y los
campos magnéticos pueden afectar significativamente a la ecuacién de estado.

En la corteza erterior (10° g em ™3 < p < 4.3 x 10" g cmn™3) una red de
niicleos pesadas coexiste con un gas relativista de electrones degenerados.

La corteza interior (4.3 x 10" gem~3 < p < 2.4 x 10'* g e~ 3) consiste de
una red de nicleos ricas en ncutrones junto con un superfluido de ncutrones y
un gas dec electrones.

5l iquido de neutrones (2.4 x 10 g em™ 3 < p < 10'3) contiene principal-
mente neutroncs superfluidos y una concentracién menor de protones supercon-
ductores y electrones normales.

Finalmente, no esta del todo claro si existe un nicleo en el que kas ncutrones
formen un sélido debido a las fuerzas repubsivas que se prescentan a distancias
muy poqueias entre cllos.

Cabe mencionar que el liquido de neutrones se vuelve superfluido cuando
aquéllos se aparcan, formando bosones de <ipin ccro. Mientras que la super-
fluidez del helio ocurre dnicamente a temperaturas de unos cuantos K, la ded
liquido de neutrones tiene lugar a T < 10'° K. La supcrfluidez afecta a la ca-




pacidad calorifica del material (es decir, al enfriamiento). El apareamiento de
protones produce superconductividad, lo que influye en los campos magnéticos.
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Figura 4.6: Estratificacién de una estrella de neutrones descrita por la ocunacién de
estado de TNI mostrada cn la Figura 4.4 (tomada de [40}).




Capitulo 5

Transferencia de masa en
sistemas binarios

La mayor parte de Ins estrellas que se observan pertenece a sistemas de dos o més
miembras. En muchos casos s estrellas que componen estos sistemas estdn muy
separadas entre sf (las distancias entre elles son mucho mayores que los radios
estelares), y el efecto sobre la estructura y evolucién de una estrella debido a otra
es pequeno o nulo. No obsstante, algunos fenémenos astrofisicos son consecuencia
de la proximidad de dos estrellas (la distancia a entre ambas cs del orden de
cualquicra de los radios estelaress 2). Algunos cjemplos son los mocanismos que
se cree son responsables de ln emisién de rayos x en fuentes compactas, algunas
novas, v ¢l calentamiento y In distorsion de marea de estrellas ordinarias por sus
companeras.

IEn un sistema binario se puede llevar a cabo un intercambio de masa entre los
dos componentes, lo que altera dramdticamente la estructura y evolucién de uno
de ellos, o de ambos. En algunos casos, un efocto de este intercambio de masa
s la formacién de un disco de acrecimiento alrededor de una de las estrellas del
sistema, debido a que ¢l material transferido nocesita deshacerse de easi todo
su momento angular antes de “cacr”™ en clla. Los discos de”acrecimiento son
mecanismos cficientes para extracer energin potencial gravitacional y convertirla
en radiacién.

La razén mejor entendida por la que muchas binarias transfieren materia en
alguna ctapa de su evolucién < que el radio de una de las estrellas puede aumen-
tar, o la scparacién entre ambas disminuir, con lo que la atraccién gravitacional
de la compainera puode desprender las capas exteriores de la primera.
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5.1 Desbordamiento del 16bulo de Roche

En cl siglo XIX ¢l matematico franeds Edouard Roche estudié el problema de la
sobrevivencia astructural de satélites planctarios. el cual se relaciona con la rup-
tura de una estrella debida a una companera cercana. En el enfoque de Roche se
considera la 6rbita de una particula de prueba sujeta al potencial gravitacional
de dos cuerpos masivos que giran uno alrededor del otro, bajo la influencia de
sus atracciones gravitacionales. Se asume que estos dos cuerpos son tan masivos
que la partfcula de prucba no afecta sus 6rbitas. De oste modo, cada uno de
los cuerpos (que pueden ser las estrellas de un sistema binario) sigue una é6rbita
keplerinna alrededor del otro, en un plano. El problema de Roche supone que
ostas 6rbitas son circulares. Generalimente esta es una buena aproximacién para
sistemas binarios, ya que los cfectos de marea tienden a transformar 6rbitas ec-
céntricas en circulares en escalas de tiempo cortas comparadas con el tiempo que
tarda en llevarse a cabo la transferencia de masa. Otra suposicién del problema
de Roche es que las dos estrellas son masas puntuales para fines dindmicos. La
configuracién genceral se muecstra en la Figura 5.1.

CM

MM, MM,

j . —led
& 1

Figura 5.1: Configuracién general del problema de Rochie (tomada de [15]).

Es conveniente escribir las masas de las dos estrellas como M, A, y A2 Mg,
ya que asf AM; y M2 sc encuentran en ¢l rango 0.1-100 para cualquier tipo de
cstrella. En oste andlisis sc considern que Afz < AM,;. La tercera ley de Kepler
da entonces la relacién entre la scparacién de la binaria, a, y su periodo, T" (no
confundir con temperatura), de la siguicnte manera:

47203 = G (M, + AM2) M T2 (5.1)




Un flujo de gas entre las dos estrellas esta deserito por la ecuacion de Fuler [15]
[vense Ec. (2.90))

/)f'—')—‘—’ +pv-Vv = -V 4 f (5.2)
at
El segundo término del lando izquicrdo de esta ecuacidn representa la conveccion
de momento a través del [lnido por gradientess de velocidad.  La presencia de
ecste término signilicn que son posibles movimientos estacionarios en los que las
derivadas temporales de Ins varinbles del fluido se anulen sin que v sea cero.
Resulta deseable aseribir la Fo. (5.2) en un marco de referencia que rote junto
con el sistema binario, con velocidad angular w relativa a un marco inercial,
porque en tal sistema rotatorio las dos estrellas estan fijas. Esto implica que en
la ecuacion de Euler habrd que anadir un término para la fuerza centrifuga v
otro para la fuerza de Coriolis. De esta manera la Ec. (5.2) se convierte en

K v -TUve _Vdp—2wxv—iop (5.3)
at yd

donde w estd dada por (5.1) en términos de un vector unitario 11 perpendicular
al plano orbital:

- 1/2
o= [C.(Al.+Alg) A!o] a
a3
El término —2w x v s la fuerza de Coriolis por unidad de masa. El potencial
de IRRoche g estd dado por
GAMy M G My Al 1

2
—_ — 5.4
Foril  Jr—ra —2& >0 (5-4)

Dp(r) =

en donde ry y r2 son los vectores de posicién de los centros de cada estrella. El
tltimo término da la fuerza centrffuga.

Para problemas de acrecimiento, es1itil visualizar las superficies equipoten-
ciales de (5.4). En la Figura 5.2 aparcecen las secciones en el plano orbital. La
forina de las lfnens equipotenciales depende del cociente de masas ¢ = Af2 /M,
¥ la escala general ostd dada por la separacién a. La Figura 5.2 corresponde
a g = 0.25. Cuando un cuerpo se encucntra en una 6rbita muy alcjnda de la
binaria (r > a). &Gta aparcece como una masa puntual concentrada en ¢l centro
de masa (CM). En este caso, 1a linea equipotencial (circunferencia exterior mar-
cada como 2 en la Figura 5.2) corresponde a la de una masa puntual vista en
un marco rotatorio. Andlogamente, hay una circunferencia equipotencial (mar-
cada como 1) alrededor de cada cstrella. El movimiento de un cuerpo aqui ostéd
determinado por la atraccién gravitacional de la cstrella mas ccrcann. Asf, o
potencial ¢ g4 tience dos valles centrados en ry ¥ ra.
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Iigura 5.2: Secciones en ¢l plano orbital de equipotenciales de Roche para ¢ = 0.25
(tomnada de [15)).

El aspecto mas importante de la Figura 5.2 es la superficie equipotencial
indicada con una lfnea gruesa. En tres dimensiones, a la regién dentro de cada
una de ostas superficies criticas se le llama ldbulo de Roche. Los dos 16bulos
sc unen en el punto interior de Lagrange L,, que es un punto silla de . Es
mas {Acil para el material dentro de uno de los 16bulos pasar a través de L; que
cscapar de la superficie entera.

Supéngase que inicialmente ambas estrellas son més pequefias que sus re-
spectivos l6bules de Roche, y que la rotacién de cada estrella alrededor de su eje
(ortogonal al plano) std sincronizada con el movimiento orbital (esta sincronfa
s¢ alcanza normalmente en una escala de tiempo similar a la de la transfor-
macion de la 6rbita en circular, como consecuencia de las fuerzas de marea).
La superficie de las estrellas se conformard aproximadamente a las secciones
equipotenciales marcadas 1 en la Figura 5.2 (o la correspondiente versién para
una ¢ apropiada), segin se infiere de (5.3), ya que v = 0 y P es constante en la
superficie. En este caso el material no tiende a desprenderse de cualquiera de
las ostrellas por la atraccién gravitacional de la otra. Se dice entonces que la
binaria estd separada.

Si por alguna razén una de las estrellas aumenta de tamano (como conse-
cuencia de su evolucién, por ejemplo), su superficie, que debe estar sobre una
equipotencial de ® 4, llenars su 16bulo de Roche. Usualmente se hace referencia
a «ita cstrella (estrella 2) como secundaria, y a la otra (estrella 1) como pri-
maria. Esta situacién se representa en la Figura 5.3. El hecho de que parte de
la cubierta de la secundaria permanszca muy cerca del punto de Lagrange L,
significa que cualquier perturbacién de este material lo canalizard a través de
L, hacia cl l6bulo de Roche de la primaria, en donde serd capturado por esa




estrella, Tales perturbaciones se dan, por ejemplo, por gradientes de presion.
A un sistema como «ste se le denomina serniseparado, y en €l s llevara a cabo
transferencia de masa de la estrella 2 a la estrella 1 durante el tiempo que la
secundaria ¢sté en contacto con su I6bulo de Roche. Iste tipo de transferencia
de masa se llama desbordarniento del l6bulo de Roche. Cuando ambas cstrellas
llenan su l6bulo de Roche el sistema s una dinaria de contacto.

Figura 4.3: Desbordamiento del 16bulo de Roche de la secundaria en un sistema
binario semiseparado (tomada de [15}).

5.2 Evolucién de la binaria

El proceso de transferencia de masa en una binaria cambia el cociente de masas
q. De igual forma, cl periodo T y la scparacién a se ven alterados por la re-
distribucién de momento angular dentro del sistema. Como se mencioné antes,
la geometria de las superficics oquipotenciales estd determinada por ¢ y a, ¥
esto se aplica en particular a los Ibbulos de Roche. Es vdlido entonces pregun-
tarse cé6mo cambiara la forma de los I6bulos al modificarse los valores de estas
cantidades. Si el 16bulo disminuye de tamano, el desbordamiento proseguird
durante un tiempo. Si aumenta, la transferencia de masa ocsard, a menos que
algin proceso evolutivo de la estrella en cuestién incremente su radio a un ritmo
suficiente. En cualquier caso, la cantidad determinante cs el momento angular
orbital J. Escribiendo w = 2« /T para la velocidad angular de la binaria, se

tiene

J = (Ma} + M2a3) Mo w (5.5)

_ A’z — A!l
al_(hl)a' 02_(}&!)0 (5.6)

donde




son las distancias de cada una de las estrellas al centro de masa, v Vo= M+ Mo
Sustituyendo (5.6) cn (5.5) y utilizando (5.1) da

CGa'"* e
J = 1\,] A’z (ﬁ) A’;—:/- (57)

Como aproximacién se puede suponer que toda ln masa perdida por la secun-
daria es acretada por la primaria. de tal modo que dAf/dt = O, con dAfy/dt < O.
Al derivar logarftimicamente (5.7) respecto al ticipo se obtiene

lda _ 2dJ = 2 dAy) (1 My (5.8)

_—— = D (-
a dt J dt Alg( dt Al

.

La transferencia conscrvativa de masa se caracteriza por la constancia del
momento angular, ademss de la de la masa total. Esto significa que el primer

término de la derecha en la ecuacién anterior es cero:
1 da 2 dM, Afa
—-—— = (= - — 5.9
adt A2 ( dt ! M, (59

Al recordar que 1’%:3 < 0, se ve que, si ln transferencin conservativa se da de la
estrella menos masiva hacia In ostrella con mas masa (¢ disminuye), entonces
la binaria se expandird (—j—‘: > 0). Esto es consecuencia de que la materia se
acumula cerca del centro de masa del sistema, por lo que la masa Af; restante
tiene que situarse en una 6rbita més alejada para conservar ¢l momento angular.
Si por cl contrario, la transferencia se lleva a cabo de 1a estrella 1 a la estrella
2 (g aumenta), entonces ‘13—:2 > 0, ¥ la binaria s¢ contraera.

Debido a que los I6bulos de Roche no son esféricos se requiere un radio
promedio para caracterizarlos. Una opcién adecuada s el radio de una csfera
que tenga el mismo volumen que el I6bulo. El radio R; del I6bulo de la secun-
daria estd dado por ls férmula analftica aproximada [13]

Ry 0.4942/3

— = 5 < 5.10
a 0.6¢2/3 4 In(1 + q'/3) ( )
Para 0.1 < ¢ < 0.8 &s conveniente utilizar la siguiente fé6rmula {15):
R, 2 g '/ Mo /3
—_— = — = 0462 | —————— 5.11
a 33 (I+q) A, + A3 (5-11)

(el radio 2, del I6bulo de la primarin se obticne al reemplazar ¢ por ¢71'). Por
otro lado, la distancia b; del punto L, al centro de la primaria est4 dada por
una {6rmula ajustada [15]:

b
.a_‘ = 0.500 — 0.227log q (5.12)

La derivada logaritmica de (5.11) da
1 dR; lda 1 dAfp

—_———— T e e—

Ry dt a dt 3Af; dt




" Combinando esta ecuacian con (5.8) se obticne

| dit: _ 2dJ | 2 dAL\ (5 AL .
R, dt 7 di T AL (— dt ) (6 YA (5-13)

Surgen dos casos, dependiendo de siog s menor o mayor que g Siqg > 'g ia

transferencia conservitiva de masa hace que ¢l lobulo de Roche de la astrella que
pierde masa se contraiga. Si ademss se pierde momento angular (‘f‘—’{ < 0) esta
contraccion se ve acentuada. El proceso de daesbordamicnto se tornara violento
a menos que la estrella mantenga su radio menor que . 5i ¢ < ;’; cl 16bulo
se expande si la transferencin s conservativa. La transferencia de masa (no
nccesariamente conservativa) continia sélo si la estrella también se expande o si
¢l sisterna pierde momento angular (por medio de radiacién gravitacional, por

ejemplo).

5.3 Formacién de discos de acrecimiento

Una consecuencia del desbordamiento del 16bulo de Roche es que el material
transferido posee un momento angular alto, por lo que no puede depositarse
directamente en ln primaria {véase 1a Figura 5.4). Como la materia desprendida
de la estrella 2 debe pasar por el punto L, en el marco de referencia de la estrella
1 parcce que csta materia estd siendo rociada hacia ella desde una tobera que
gira muy répido cn el plano del sistema binario, de tal forma que para la primaria
¢l chorro de gas aparentemente se¢ mueve de manera casi ortogonal a la linea
que une los centros de las estrellns.

g ’ {

Figura 5.4: Geomectria en la formacién de discos de acrecimicento en un sistema
binario (tomada de {15}).




s posible demostrar que en el ciilleulo de la trayvectoria del chiorro las faerzos
debidas a la presion pucden despreciarse, por lo que ¢ Huido segoird una trayee-
toria balistica determinada por ¢l potencial de Roche, tal como si estuviera
formado por particulas de prucba. Como aproximacion e puade suponer que
dicha trayectoria corresponde a la orbita de una particula gque parte del reposo
desde Ly v que cac en ol campo gravitacional de la primaria. Fsto da una 6r-
bita cliptica en ¢l plano de 1a binaria, v la presencia de la secundaria induce
un movimicnto de precesion de la orbita. Por ello, un chorro continuo que siga
esta Orbita se intersactarda consigo mismo v habra disipacion de energin debido
a choques. Ahora bien, para ¢l gas no s facil liberar el momento angular que
poseia al salir de Ly, v tiende a seguir i rbita de menor energia para un mo-
mento angular dado, que es una érbita circular. IEntonces se puoede esperar que
esta Orbita tenga un radio 12, con la velocidad del gas dada por

M AL\
donde
Reecv = b’fu (5.15)

con b; la distancia de la primaria a L,;. Utilizando w = 27/T y combinando las
dos ecuaciones anteriores se tiene

lt:irc — 47\'2 03 21 ‘4
a  GMMT? a

que, utilizando la ley de Kepler se convierte en
1?<:in: — bl ‘
o = (1+4q) ( = )

Finalmente, con la Ec. (5.12) se puede exscribir
Heire .
“EE = (14 ) (0.500 ~ 0.227 Inq) (5.16)

El radio I, e tipicamente de 2 a 3 veoess menor que el radio 2 del l16bulodela
primaria, excepto para ¢ muy pequena. Por ejemplo, para ¢ = 1. f,c = 0.125a,
) = 0.38a. Sec ve entonees que ¢l material capturado gravitacionalmente de-
scribird una é6rbita interior al 16bulo de Roche alrededor de la primaria.

El gas emitido desde la secundaria adquicre una configuracién anular de ra-
dio R;,.. Dentro de este anillo ocurren procesos disipativos (colisiones de los
clementos de gas, choques, disipacién por viscosidad, etc.) que convierten parte
de la energia del thovimiento orbital en encrgia interna (calborifica). Como con-
socuencia de esta pérdida de energia, ¢l gns se sume en el poatencial gravitacional
de la primaria. v «sto a su vez roquicre que ol gas pierds momento angular. Ya
que una 6rbita circular ticne la minima energia para un momento angular dado,
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se puede aperar que ¢l gas deseriba una trayectoria «spiral hacia la aitrella a
través de Orbitas aproximadamente circulares en el plano de la binaria. A osta
disposicion de la materia se le lama disco de acrecimiento (Figura 5.5). Este
proceso involucra pérdida de momento angular hacia las partes externas del dis-
co por medio de torcas internas. Por tanto, oitas regiones adquicren momento
angular y se desplazan hacia afluera trazando una espiral. El anillo de materia
original de radio I, serd dispersado hacia radios tanto mayoras como menores.

Figura 5.5: Disco de acrecimiento (tomada de {15]).

La disminucién del momento angular conforme el gas del disco se acercaa la
cstrella se puede comprobar de la manera siguiente: en la mayorfa de los casos
la masa total del disco es muy poqueiia, y su densidad media menor que Ia de
la primaria, por lo que s¢ puoede despreciar la autogravedad del gas. Entonces
las 6rbitas circulares son keplerianas, con velocidad angular

o 1/2
QR) = (—_———C'A:;;"O) (5.17)

donde R es la distancia a la primaria. El momento angular por unidad de masa
es R2QR) o« RY2 semin se ve de (5.17). Consecuentemente, al disminuir la
distancia R disminuye también ¢l momento angular.

Una consecuencia importante del transporte de momento angular por las
torcas disipativas ¢s que el borde exterior ded disco estard en general a un radio
R... que excede a R.;,. dado por (5.16); por tal motivo R, es frocuentemente
considerado el radio mfnimo del disco.




Capitulo 6

Simulaciones
hidrodinamicas

Existe una gran variedad de fen6menos fisicos cuya complejidad hace neocsario
el uso de programas computacionales para poder realizar un estudio detallado
sobre ellos. Las soluciones analiticas generales tienen que reemplazarse entonces
por soluciones numéricas especfficas para cada problema. Esto es también cierto
en la astrofisica.

Fste capftulo describe algunos aspectos de las simulaciones de dos sistemas
astrofisicos: por un lado, un sistema binario de enanas blancas cuya coalescen-
cia da lugar a un solo objcto central rodeado por una envolvente de material
disperso; por otro lado. una enana blanca que se¢ colapsa ¥ genera un objeto més
denso, también rodeado por una envolvente. En ambos casos, la incorporacién
en los programas corrasipondientes de los procesos macroscépicos involucrados
toma cn cuenta la naturaleza fluida de la materia que compone a estas cstrellas.

6.1 Introduccién

Durante los dltimos anos sc han llevado a cabo varios trabajos tedricos en los
que s¢ ha estudiado el comportamiento de objetos compactos en situaciones ex-
tremas, particularmente de enanas blancas y de estrellas de neutrones. Estos
trabajos consisten en simulaciones numéricas de sistemnas binarios cuyas estrellas
componentes se¢ encuentran inicialmente muy cerca una de la otra (las separa-
ciones son del orden de los radios estelares, que abarcan 6rdenes de magnitud
desde 10 hasta 10° km). Para realizar In mayorfa de estas simulaciones (ademds
de las que dicron lugar a osta tesis) sc ha utilizado un método numérico conocido
como stnoothed particle hydrodynarnics (SPH), ¢l cual fue inventado «specffica-
mente para tratar con problemas astrofisicos que involucraran el movimiento de




fluidos en tres dimensiones [29]0 Fo SPH. un Huido e modela con particulas
de masa que interaccionan gravitacional ¢ hidrodindmicamente entre si. Para
simular sistemns como enanis blaneas o estrellas de neatrones se atilizan por lo
general varios miles de particulas SPH. En ¢l Apéndice se presenta una descrip-
ciGon mdas detallada de oste método.

Benz el al [3] han encontrado gue en un sistema binario de enanas blancas
separadas 11,000 km, en ol gque la primaria Gene una masa de 123, v un
radlio de 3.500 kin, y la secundaria una masa de 0.9 Af-, v un radio de 5,400 k.
csta iltimea se destruye por completo, por efecto de la transferencia de masa.
despuds de aproximadamente dos periodos orbitales, y se transforma en un disco
que gira alrededor de la primaria. El objeto resultante tiene un radio /2 = 1-1.000
ki, ¥y ¢n (-l s¢ pueden distinguir cuatro regiones: ¢l micleo interior degenerado
(radio r; < 2,100 km, masa m; < 0.9 M, ). que contiene dnicamente material
de la pnma.rm original; material s«mudcgent,rndo (2,100 kmn < ro2 < 2,940 km.
0.9 Mg < g £ 1.2 M) proveniente de las porciones exteriores de la primaria:
material no dcg,cm:rmlo (2,940 km< r3 < 7,000 kin, 1.2A15 < 3 < L.7AMLG)
originado en Ia porciéon exterior de ln secundaria original, y que std soportado
(s decir, se evita su colapso) en sus capas internas a través de la presién de
In regién semidegenerada, ¥ en sus capas externas por rotaciéon; v materia no
degenerada (7,000 km< ry < 14,000 km, 1.7TAMo < my < 2.1 M) surgida del
nicleo de la secundaria, soportada por rotacién. las estrellas se modelaron con
Ia ecuacién de stado de Chandrascekhar, Ec. (4.3), utilizando 3,000 partfculas
SPH en una cstrella y 4,000 en la otra.

Por otro Iado, al simular la coalescencia de dos estrellas de neutrones de
masas iguales (== 1.4 Af3), radios iguales {== 10 km) y separacién inicial de
28 km, Rasio y Shapiro [3%5] mnuestran que ambas se unen en menos de un
periodo orbital. Despuds de una revolucién completa se inicia un “derrame™ de
masa, v la materia en lIa periferia del sistema forma dos brazos espirales que se
extienden hacin afucra. Al final de la cvolucién, cstos brazos se ensanchan v
se unen formando un disco de densidad baja alrededor del niicleo. Los autores
modclaron Ias estrellas como politropos con exponente ¥ = 2 [ver Ec. (3.32)], v
representaron cada una con 8,000 particulas SPH.

Sec han hocho simulaciones de sistemas binarios cuyos componentes son una
cstrella de neutrones y un agujero negro. Loc y Kluzniak (27] elaboraron un
trabajo en el que analizan los resultados de variar algunos pardmetros, como
el cociente de masns @ ¥ la separacién inicial . La estrella de neutrones se
mo<delé con una ecuaciéon de estado politréopicn con 4 = 3, utilizando dos resolu-
ciones distintas, 16,944 y 8,121 particulas. El agujero negro se modelé como una
masa puntual con un potencial gravitacional newtoniano; cuando una partfcu-
la de la estrella de neutrones cruza la superficie del agujero (el horizonte de
Schwarzschid, ¢l cual a su vez fue modelndo colocando una frontera absorbente
a una distancia rs = 2G'Afs\n /3, donde Aan ©s la masa del agujero negro!)
significa que ha sido absorbida por ¢él, y tal particula se descarta de In simu-

!La eaprosidn emcrita correaponde al radio del borizoate de Schwarzschidd de un agujero
nepro eafAricamente simétrico. Veéase por ejemplo [6,3%]
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lacion. Uwn hecho notable de extas corridas on que 1o ostretla de nentrone no
se destruye completamente bajo la fuerte atracciéon del agujero negro, sino que
queda un micleo del politropo original en érbita alrededor de aquél. Unicamente
para una corrida con ¢ = 1 =¢ observo la formacion de un toroide de acrecimien-
to alrededor del agnjero negro. mientras que para ¢ = 0.8 v q = 0.31 toda la
materin despojada de la estrella de nentrones fue engullida por ¢l

EFxisten varins motivacionas detris de estos v otros trabajos similares. La
coalescencia de sistemas binarios de objetos compactos s¢ reconoce como una
fuente importante de radiscion gravitacional [10]. Se han encontrado sistemas
binarios de este tipo [13, 29}, En ¢l caso de la unién hidrodindmica de dos
cstrellas de neutrones se produce un destello de ondas gravitacionales cuyas
caracteristicas constituyen un sondoo del interior de tales cuerpos, ¥ 1a medicién
de cantidades como la amplitud mAxima o la frecuencia de las senales detectadas
puede contribuir a restringir lns ecuaciona de estado nucleares [36]. Asimismo,
se ha sugerido que esitos sistemas son posibles progenitores de destellos de rayos
gama [33].

Se picnsa que la coalescencia de binarias de enanas blancas masivas da ori-
gen a supernovas del Tipo la, las cuales se caracterizan por la presencia de O,
Mg, Si, Fe y Co cn sus espectros (14, 28]. Para producir una supernova, la masa
total del sistema debe estar por encima de la masa de Chandrasekhar. Por
otra parte, cstos sistemas binarios también pucden ser fuentes de ondas grav-
itacionales de baja frecuencia {37]. La unién dec dos enanas blancas altamente
magnetizadas pucede conducir a la formacién de una estrella de neutrones con
un campo magnético extremadamente alto, y esto ha sido propucsto como otra
causa de destellos de rayos gama [12).

La presencia de tres enanas blancas masivas que no pertenecen a ningin
cimulo o a alguna otra asociacién de cstrellas [S] ha hecho que se considere
la posibilidad de que cada miembro del sistema se haya formado a partir de
la coalescencia de dos enanas blancas. Para este efecto se han llevado a cabo
simulaciones [39] cuyos resultados indican que, si se supone que ése ha sido el
caso, entonces el objeto formado por la coalescencia ha debido perder alrededor
del 9098 de snu momento angular original para volverse suficicntemente compacto
¥ alcanzar las gravedades superficinles observadas.

El colap=o de una ennna blanca, conducente a la formacién de un objcto muy
denso (posiblemente una estrella de neutrones), s un fenémeno que también
ha sido sefialido como un pasible procursor de supernovas del Tipo 1a [10] y
destellos de rayos gnma [11]. Tal colapso puede originarse a partir de un proceso
de acrecimiento de material proveniente de una estrella compaiiera, en e caso
de un sistemna binario, o del medio interestelar, en el caso de una enana blanca
solitarin. Este colapso inducido por acrecimiento (CIA) ha sido simulado para el
caso de una enana blanea masiva cn una y dos dimensiones [16] y, curiosamente,
los autores concluyen que los CIA dificilinente puaden explicar las supernovas de
Tipo la y los destellos de rayos gama, basdndose en los resultados que obtuvieron
sobre ¢l material evectado por los colapsos. No obstante, afirman que los CIA
pucden ser candidatos para explicar las poblaciones observadas de ostrellas de

neutrones en cimulos globulares.




En lo que rasta de este capitulo se hablart de las simulaciones de un sis-
tema binario de enanas blancas coalescentes y del colapso gravitacional de una
enana blanca. Iin ambos casos ns simulaciones son tridimensionales. F1 obje-
tivo de estas simulaciones s determinar las caracteristicas del objeto final que
surge como consccuencia de los procaos hidrodindmicos en cada corrida: en
El
tratamiento s newtoninano, ¥ no se consideran proceswss nucleares ni radiativos,
ni tampoco efectos como radiacion gravitacional, emisién de neutrinos o destel-
los de rayos gama, a diferencia de los trabajos mencionados anteriormente. Se
pretende mostrar los aspectos mas generales de las simulaciones que utilizan el
método SPH para el easo especifico de los sistemas astroffsicos senalados, cuyas
propiadades particulares se describen mas adelante.

particular, se quicre precisar si se trata o no de una estrella de nentrones.

6.2 Implementacién de las simulaciones

Los programas utilizadas en las simulaciones presentadas en esta tesis fueron
desarrollados originalmente por Lec [26]. En las Tabla 6.1 y 6.2 se muestran
las propicdades iniciales de log sistemas simulados. Se designa por primaria a
la estrella que inicialmente se encuentra en el lado derecho del plano orbital. El
radio del 16bulo de Roche se calculé usando la Ec.(5.10).

[ Propledad Primaria Secundaria
Masa (Mo) 1.39 1.39
Radio (10° m) 1.6 1.6
Radio del l6bulo (10° m) 2.425 2.425
Densidad maxima (10'T kg/mY) 9.8 9.7
Periodo orbital (s) 5.7
Separacién (10° m) 6.4

Tabla 6.1: Propicdades iniciales del sistema binario de enanas blancas

Corrida
Cantidad 1 I 2 | 3
p (kg m—3) 2= 107
pa (kg m~7) 1Ix107 T 1x10" T 1x10™8
Yo 1.3
Y3 T_’s
Ko 1.12x 1019
K3 191,706.11 | 82,407.98 | 35,424.41
Masa (Als) 1.39
Radio inicial (10% m) 1.7

Tabla 6.2: Caracteristicas de la cnana blanca que sc colapsa (ver texto).
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Para llevar a cabo una corrida dindmica se construye primeramente una
enana blanca. Para tal fin se utiliza un programa que coloca cierto mimnero
de particulas en una roed aitbica tridimensional centrada en el origen, v que se
extiende hasta una distancia igual al radio de la estrella. Posteriormente, con
otro programa sc obticne una esfera al cortar Ias esquinas del cubo del programa
anterior, ¥ sc resuelve nmméricamente la ecuacion de Lane-Emden [Fe. (3.42)]
con un indice adiabatico 7 = H/3 (indice polittdpico n = 3/2), se caleula Ia
densidad p a partir de esta solucion. v se asigna una masa m = p/n a cada
particula, donde n es ¢l mimero de particulas por unidad de volumen. A la
estrella eslérica asf construida se le permite relajarse, para lo cual un tercer
programa, que incorpora la ecuacion de <stado de Chandrasckhar, hace posible
que las partfculas SPH interactien entre sf de tal manera que la enana blanca
llegue a un estado de equilibrio hidrostético.

Una vez que se llega a oste punto se proocede de dos maneras distintas, de-
pendiendo del sistema que se va a modelar. Para formar el sistema binario se
hace una “copia” de la estrella, y ambas sc¢ colocan a una distancia de 4 radios
estelares (véase Tabla 6.1). La razén para cligir osta separacién inicial tiene que
ver con ¢l hecho de que el momento angular total del sistema, como funcién
de la separacién r, presenta un mfnimo para un valor determinado rg (Figura
6.1). Si la separacién inicial es mayor que rg, cualquier pequefio incremento o
decremento Ar en la scparacién causard oscilaciones epiciclicas del sistema, co-
mo consecuencia de la conservacién del momento angular. Sin embargo, cuando
r = rg cl sistema & incstable ¥ el resultado de una varincién Ar, como la que
se induce en esta simulacién debido a la interaccidén gravitacional, s un de-
caimiento orbital: las estrellas se funden en un solo objeto. El valor rg =6,400
km proporciona la incstabilidad requerida en este sistema particular para que
las enanas blancas se fusionen.
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Figura 6.1: Momento angular total normalizado como funcién de la separacién
medida en radios estelarcs.

Cuando sec ticne la configuracién inicial de la binaria, nuevamente sc permite
que el sistcma alkance un estado de oquilibrio dejando que las dos cstrellas
interacticn gravitacionalmente, y después se inicia la corrida dindmica. La
simulncién comprende los primeros 60 segundas de la evolucién de la binaria, y
las posiciones de las partfculas SPH se registran en 40 instantes distintos de ese
periodo. Se utilizé una resolucién de 4,224 partfculas por cstrella. La presién
total del fluido, incorporada en ¢l programa de la corrida dinAmica, consistié de
una presién Fy., debida a clectrones degenerados y de una presién Fi, o, debida
a gas no degenerado:

Priot = Picg + Picem (6.1)
La presiéon de degeneracién £y, ostd dada por la ecuacién de Chandrasekhar,
Ec. (4.3), ¥ la energia interna Uy, correspondiente «s [40, 3]
Ag(x 1/2
User = —%, 9(z) = 82" [(z2 +1)"* — 1] - o(2) (6.2)

donde A = 6.01 x 10?2, p cs la densidad, T s ¢l pardmetro relativista (4.1) y
estd dada por (4.4).

La presién térmica Piera, cSt4 dada por la ecuacién de estado de un gas ideal
clisico escrita en la forma [3]

Plerm = ('7 - l)pUlatn (6'3)




con ¥ = 5H/3. La enecrgia interna del gas no degencrado U, se calcula por
Ueym = Uior — Ulgey, (6.1)

donde Uy, 1a energia interna total, evoluciona en ¢l tiempo de acuerdo a la
primera ley de la termodindmica:

dU ., dV o dQ -
ot - I(ol . + dt (60)

y endondc V s el volumen y dQ ¢s ¢l calor generado por Ia disipacién de energia
cinética en choques. Las ecuaciones (6.1)-(6.5) se resuelven para la evolucién
temporal del sistema una vez que se han especificado condiciones iniciales.

La simulacién del colapso de una enana blanca requirié el uso de una ecuacién
de cstado compucita, cuyn forma se mucstra a continuacién:

Paer(r), P <p
P = KapTa, P <p<po (6.6)
Kyp73, P> p2

Sc han empleado ecuacioness de este estilo en la modelacién de explosiones de
supernovas del tipo 11 [22]. Las cantidades en csta ecuacién aparecen en la Tabla
6.2. Nuevamente, Py (p) es la presién dada por la ecuacién de Chandrasekhar.
Como se pucde apreciar, la ecuacién de estado (6.6) modela a la enana blanca
como un polftropo en dos regimenes de densidad distintos. La idea es que
la estructura inicial esté representada por 72 = Py El colapso se origina al
cambiar la ecuacién de estado a la de un politropo de exponente 7, = 1.3, cuando
la densidad en el centro de la estrella s p,, y prosigue hasta que se alcanza una
“densidad de rebote™ p,. El valor de esta Gltima provoca que se detenga la cafda
de material hacia ¢l centro, y tiene como efecto el que cuando las capas internas
llegan al nucleo, que se ha compactado siibitamente, éstas cambian el sentido
de su movimiento, provocando choques con las capas externas que aun se estan
precipitando. La ccuacién de estado utilizada en ¢l régimen de densidad p > pa
corrcsponde a un politropo de exponente 5/3. Se hicicron tres corridas para tres
valores distintos de py, segiin se muestra en la Tabla 6.2. Como en el caso de la
binaria las posiciones de lns particulas SPH sc registran en 40 cuadros distintos.
La resoluci6on utilizada fue de 17,256 partfculas.

6.3 Resultados

6.3.1 Sistema binario

En las Figuras 6.2a y 6.2b s¢ muestra la cvolucién del sistema en distintos
instantes. Los cjes coordenados corresponden al plano orbital de la binaria. La

ke




Figura 6.2a mucstra las posiciones de las particulas SPH, y la Figura 6.2b los
contornes de densidad constante corraspondientes. Las enanas blancas inician
¢l proceso de fusién en £ == 3 5. 6 0.5 periodas orbitales.
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Figura 6.2a: Evolucién del sistecma binario de enanas blancas descrito en la Tabla
6.1. Se muecstra la evoluciéa hasta un tiempo ¢t = 13.44 s (ver péginas siguientes).
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En la Figura 6.2a sc observa que la unién de los nicleos de ambas estrellas ha
dado origen a un objeto central denso rodeado de material disperso. Estas fig-
uras muecstran la evolucién dcl sistema hasta un valor del tiecmpo fisico t =13.44
s, instante a partir del cual ya no se distinguen cambios significativos en el
objeto resultante, toda vez que la distribucién de la envolvente que rodea al
nicleo posee simnctrfa azimutal, y s6lo algunas partfculas exteriores se desplazan
a distancias paulatinamente mayores. La Tabla 6.3 muestra algunas de las car-
acteristicas del nicleo formado en el objeto final. M4as adelante se describe cémo

se obtuvieron.

[ Propledad Valor aproximado |
Densidad final (kg m—7) 8.3 < 10T
Masa (M) 0.73
Radio (km) 500

Tabla 6.3: Caracterfsticas del niicloo formado al término de la coalescencia de las
dos enanas blancas descritas en la Tabla 6.1,
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Figura 6.2b: Contornos de densidad constante correspoandientes a la evolucién
mostrada en la Figura 6.2a. Los valores de la densidad para cada cootomo, empezando
por cl exterior, son (en kg m~3): 3x10'%, 6 x10'?, 9x10'%, 2x10!", 5x 10!, 8x 10",
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Ia Figura 6.3 presenta la separacion entre los centros de masa de cada os-
trella como funcién del tiempo. Es evidente que ¢l significado de tal separacién
deja de tener utilidad cuando las cstrellas han comenzado a fusionarse, por lo
que cn la grafica los valores de csta variable después de aproximadamente 5 s
se pueden ignorar (aunque carecen de signifieado fisico, estos valores aparecen
graficados hasta 60 segundos porque el programa los incluy6 en ¢l archivo de
salida correspondiente).
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Figura 6.3: Scparacién entre los centros de masa de las enanas blancas del sistema
binario, como funcién del tiempo.

En la Figura 6.4 sc grafica la densidad méixima del sistema como funcién del
tiempo. Al iniciar la simulacién la densidad mAxima disminuye hasta un valor
mfnimo, por cfecto de 1a deformacién sufrida por cada estrella como consecuen-
cia de la atraccién gravitacional de la otra. Posteriormente, hasta el final de
la simulacién, la densidad mdxima aumenta cada vez méAs rdpidamente, lo que
significa que ¢l micleo se estd compactando. El valor de la densidad médxima al
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término de I corrida s aproximadamente 8.3x 10" kg m 3. Bl perfil de den-

sidad del objcto final se presenta en la Figura 6.5. La masa del nucleo de este
objeto es de alrededor de 0.73 Ao, segin se calculé por medio de un programa
que permite smmar las masas de las particulas SPH coatenidas dentro de un
cierto radio. Este radio se tomé como ¢l radio del nmicleo, determinado segiin se
describe al final de osta seccion.
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Figura 6.4: Densidad méxima del sistema como funciéa del tiempo.
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Figura 6.5: Perfil de densidad del objeto final, al término de la
coalescencia del sistema binanio.

La cnergia total del sistema consiste ¢n energfa interna total (energia de de-
gcneracién y energia de gas), energfa cinética de clementos de masa macroscopi-
cos y encrgia potencial. La conservacién de esta energia total durante la simu-
lacién es apreciable, segiin se ve en la Figura 6.6, donde también sc grafica la
energia cinética. S6lo en los primeros segundos de la corrida hay una variacién
de 1.5% en la encrgia total. También se¢ puade verificar que en este lapso la
energia cinftica experimenta un aumento y algunas oscilaciones, como conse-
cuencia del reacomodo de las partfculas al fusionarse las estrellas. Después, las
velocidades de aquéllas disminuyen a un ritmo préacticamente constante.
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Figura 6.6: Energia dnética (curva superior) y energfa total (curva inferior) del
sistema binano como fundoncs del tiempo.

Una muecstra clara de c6mo al inicio de la simulacién cada enana blanca se
disgrega gravitacionalmente, y enscguida ¢l objeto resultante tiende a ligarse
cada vez maés, se advierte en la Figura 6.7: la cnergin potencial del sistema
aumenta casi 1.7 veoes durante la coalescencia, y luego decroce monétonamente.
La figura exhibe asimismo el comportamiento de la energfa interna total, que
inicinlmente disminuye unas 2.6 veoes debido a la reduccién de la densidad y,
por tanto, de la energia de degeneracién, para posteriormente aumentar también
monétonamente. La linea rocta horizontal que aparcce es el momento angular
total del sistema, que como s¢ ve s constante en la cscala utilizada; varia a lo
més en 0.1456 a lo largo de la corrida. El momento angular orbital inicial se
transfiere a 1a rotacién del objeto fusionado. El cociente K/ [] entre la energia
cinética y <l valor absoluto de la cnergin potencial gravitacional se mucstra
en la Figura 6.8; el incremento de oste cocicente se debe al ligero aumento de
K y la disminucién de [W]. Al concluir el proocso inicial de coalescencia el
comportamiento de ambas cantidades sc invierte, y también el de su cociente.
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Figura 6.8: Cociente K/ |W| del sistema binario como funcién del tiempo.

En la Figura 6.9 aparccen graficadas la cnergia interna térmica Uierm (lfnea
punteada), la cnergia interna de degeneracién Ui (l1inea rayada) y la suma de
ambas (linea continua) como funciones de la coordenada z del plano orbital,
al finalizar la simulacién. Nétese que Uy.y domina a Uy,m ©n e centro casi
por complecto, y que de ahf hacia afucra la primera disminuye a un ritmo con-
siderable. Por otro lado, Ui.em sumenta levemente al aumentar la distancia al
centro, y sobrepasa a Uy, & una distancia a Ia cual ¢l material estd més disperso,
reflejando que la contribucién de los efectos cudnticos se hace més pogqueia.
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Figura 6.9: Encrgia interna térnica (lfnca punteada), cnergfa interna de degen-
eracién (linea rayada) y la suma de ambas (lfnea continua) a o largo de la coordenada
x, para el objcto final al término de la coalescenda del sistema binarnio.

Finalmente, la Figura 6.10 mucstra oémo varian con el radio del objecto
final la presién de degeneracién FPi., (linca rayada), dada por 4.3, y la presién
térmica Pieym (lfnen punteada), dada por la ecuacién de estado del gas ideal
no degenerado. Esta grdfica permitié determinar que el radio del micleo es
aproximadamente 500 km, ya que tal es la distancia medida desde ¢l centro
a la cual la presién de gas aumenta abruptamente debido a la presencia de
material no degenerado (la envolvente de baja densidad). Nétese que en el
nicleo la presion total se debe préacticamente a la de degeneracién, que es casi
dicz 6rdencs de magnitud mayor que térmica. Sin embargo, a un radio de 1,000
km é&sta ddltima ha aumentado tanto que ambas difieren en cuatro 6rdences de
magnitud, y a 2,000 km las dos prcsiones tienen ¢l mismo orden de magnitud,

102 Nm~-2.
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Figura 6.10: Perfil de presiones del objeto final. Se mucstran la presién de degen-
cracién (linea rayada), la presién térmica ({nca punteada) y su suma (linca continua).
Esta grdfica permitié estimar <l radio del nicleo en apraximadamente 500 km.

6.3.2 Colapso de una enana blanca

La Figura 6.11 mucstra algunos instantes durante el colapso de la enana blanca
descrita en la seccién anterior, con py = 10'3 kg m~3. Se exhiben aquf los
cuadros mas significativos de la evolucién. En t=0.377 s la estrella atn se estd
contrayendo, y 29 ms después, en ¢t =0.406 s, se ha iniciado ya el rebote del
material interno, como consecuencia del “endurecimiento™ de la ecuacién de
cstado (ver scocién anterior). La expulsién de material de las eapas externas
prosigue hasta ¢l final de ln simulacién, en ¢ =1.391 s, momento en el cual
se pueden distinguir tres componentes del objeto final: un niticleo denso, una
cnvolvente menos densa, y material disperso alrededor de bas dos primeros. La
evolucién del sistema para los otros dos valores de p, s esencialmente la misma,
con la diferencia de que la simulacién abarca un ticmpo t=0.664 s para la corrida
2 ¥ 1=0.449 s para la corrida 3 (Tabla 6.4), debido a que en ¢l cédigo este tiempo
esté determinado por el tiempo de cafda libre 74 = (R3/GM)'/? del nicko
[ver Ec. (3.21)], que a su vez depende del radio R de &ste, el cual varia en eada

corrida. Los resultados de enda corrida aparecen en la Tabla 6.4.
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Corrida
Cantidad 1 2 3
[ Tiempo fisico simulado (s) 1.391 0.664 0.449
Densidad final (kg m>) 22x107 [ 2.2-2. 7107 | 2.2x 10T
Masa (Ms) 0.65 0.65 0.1
Radio (km) 300 100 30
abla 6.4: Caracteristicas del nicdleo formado en el objeto final al término dd

colapso de la enana blanca descrita en la Tabla 6.2.

Una manecra de inferir el radio del miclco degenerado al término de cada
corrida s con ayuda de la Figura 6.12, en Ia que se grafican la energia interna
de degeneracién (curva continua) y la cnergia interna térmica (curva rayada)
del objeto final como funciones de la coordenada x. Andlogamente a lo que se
hizo para ¢l sistema binario, en ¢l que sc utilizé la presién térmica para estimar
¢l radio del nicleo, la energfa térmica de la enana blanca colapsada inicia un
aumento de forma aprecisble a una distancia de aproximadamente 300 km del
centro en la corrida 1, a 100 km ¢en la corrikda 2 y a 30 km on la corrida 3. Como
en cl caso de la presién térmica en la binaria, este aumento cn la energia térmica
cada vez mis lcjos del centro se debe a la presencia de material gradualmente
menos degenerado.




La masa Af del micleo se puede osstimar usando la Figura 6,13, en donde se
mucstra la masa contenida dentro de un radio determinado en la enana blanca
inicial (curva derecha, considernando distancias al centro menores que 1.5x10°
m) y en cl objcto final (curva izquicrda). Dados los radios del micleo obtenidos
a partir de la Figura 6.12 para cada corrida, la curva izquicrda en la Figura 6.13
para Ia corrida correspondiente permite calcular la masa del nicleo en cucstiéon
(sobre osta curva, a cada radio r determinado le corresponde una masa Af).
Estas graficas arrojan valores Af == 0.65 Mgen las corridas 1 y 2, y M = 0.1 Mg
cn la corrida 3. Obsérvese que en osta iltima el objeto final conticne mds masa
dentro de radios poquenos en comparacién con las otras dos corridas.

La decnsidad de la cstrella como funcién del tiempo se exhibe en la Figura
6.14. Durante cl colapso en la corrida 1 esta variable fisica aumenta en dos
6rdenes de magnitud y alcanza un valor méximo =2 3.2x 103 kg m~3 en ¢ == 0.35
s. El rebote se puede apreciar en la disminucién de la densidad a casi la mitad
de cste valor maximo. Al final de la simulacién la densidad sc ha cstabilizado
cn aproximadamente 2.2x10'3 kg m~3. En la corrida 2 ¢l valor méximo es
mayor, apraximadamente 2.8 x10'* kg m~3, y aunque al terminar la simulacién
no s¢ puede distinguir un valor estable, la densidad en las ltimas décimas de
segundo fluctia entre 2.2 y 2.7x10'* kg m~3. En la corrida 3 <l valor méximo
de la densidad sc da al finalizar la simulacién, y es de alrededor de 2.2x10'%
kg m~ 3. La densidad final aumenta en 1 orden de magnitud en cada corrida.
Los valores maximos alcanzados de 1a densidad son ligeramente mayores que las
correspondientes densidades de rebote g, debido a que, aunque estas dltimas
sirven para detener al material que se estd colapsando, algunas capas prosiguen
su “cafda™ hacia ¢l centro y compactan més al nicleo.

La Figura 6.15 presenta el comportamiento en ¢l tiempo de los radios de
distintas cdscaras de masa dentro de la estrella. Cada curva corresponde a una
céscara cuya masa sc encucntra dentro de cierto intervalo (los intervalos se indi-
can al pic de la figura). La curva supcrior representa una cAscara cuya masa cstd
entre 1.38 y 1.388 M, cs decir, representa una céscara que conticne casi to<da la
masa de la enana blanca. El colapso y el posterior rebote del material interior
se aprecian claramente. Algunas cAscaras prescntan oscilaciones decrecientes,
y algunas otras (las exteriores), ademds, aumentan paulatinamente de tamano.
Estas oscilaciones s deben probablemente a que ¢l material de ostas cdscaras se
ha calentado lo suficiente como para poder cscapar de la fuerte atraccién grav-
itacional del nicleo denso, pero en las cdscaras interiores esta atraccién termina
dominando, mientras que en las exteriores el material eventualmente escaparé.
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Capitulo 7

Comentarios y conclusiones

Se han presentado los clementos necesarios para comprender de una manera
general la estructura de las enanas blancas v de las ostrellas de neutrones. De
especial importancia resulta entender la estadistica de Fermi-Dirac, ya que la
principal contribucién a la presién en ¢l interior de estos objetos compactos
provicne de la degeneracion de fermiones (electronas en el primer caso y neu-
trones en el segundo). Se conoce mcjor la estructura de las enanas blancas que
la de las estrellas de neutrones debido a que, a pesar de que en ambos tipos de
objctos imperan condiciones extremas que son inaleanzables en los laboratorios,
las densidades y las presiones a las que ostd sometida la materia dentro de las
segundas son tan altas que todo ¢l conocimiento que se tiene est4 sustentado en
modelos tedricos, algunos de cuvos aspectos se ven confirmados observacional-
mente en ocasiones.

Las simulaciones presentadas en esta tesis dan una mucstra de la gran canti-
dad de informacién que s pasiible obtener cuando se recurre a mé&todos numéni-
cos para rcsolver problemas en astrofisica. En particular, ¢l uso de técnicas
computacionales para modelar fluidos resulta indispensable si se considera que
estos sistemas pueden poseer una complejidad considerable. Este o el primer
trabajo en el que se simula un sistema binario de enanas blancas cuya masa
(1.39 Afp) estd tan cercana al limite de Chandrasekhar (== 1.4 Af5). Asimismo,
este e el primer trabajo en ¢l que s simula ¢l colapso de una enana blanca tan
masiva en tres dimensiones.

Para modelar la estructura de las enanas blancas en este trabajo se tomaron
en cuenta diversos aspectos de la fisica subyacente. La hidrodindmica, incor-
porada cn cl c6digo a través de la téenica SPH junto con las  fucrzas grav-
itacionales, incluyé los resultadas de una viscosidad introducida artificialmente
para simular cfectos de corte y de choques con nimeros de Mach altos (ver
Apéndice). Asimismo, las ecuaciones de estado utilizadas para describir la
constitucién interna de lns enanns blancas y de los objctas resultantes de la
evolucion de cada sistema incorporaron tanto los efectos de la degeneracion del
material debida a las altas densidades como agquédlos originadas en la ausencia
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de degeneracion.

Los objetos finalas que se generaron al terminar cada simulacion conticnen un
micleo central denso. I9n ninguno de los casos se puede asegurar con certeza que
¢l niicleo hayva formado una ositrella de neutrones, aunque en todaos clos el objeto
s s parecido a una estrella de este tipo que s anan enana blanea. El resultado
de 1a coalescencia de Ias dos enanas blaneas o un micloo con nua densidad
aproximada de 8% 10" kg i 3 v un radio de unos 500 ki, caracteristicas que
lo sitian ain lejos de las estrellas de neutrones, que como se mencioné al inicio
del Capitulo 14 posecn densidades tipicas de 10'7-10'% kg m~3 v radios del orden
de decenas de kilometros. No obstante, al momento de terminar la simulacién
sc aprecia que la densidad aumenta monétonamente, por lo que cabrin esperar
que si la simulacién prosiguiera el objeto podria colapsarse en una cstrella de
neutrones; sin embargo, habria que modificar la ecuacién de estado original (1a
ecuacién de estado de Chandrasekhar) incorporada en ¢l programa, ¢ incluir una
que permitiera obtener resultados ffsicamente significativos (ver Seccién 4.2).

El colapso gravitacional de la enana blanca produce niicleos con densidades
que van desde aproximadamente 2x 10'3 kg m~3 hasta 2x10'* kg m~3 y radios
desde 30 km hasta unes 300 k. De estos objetos el que mas se acerea a una
estrella de neutrones es el de la corrida 3 (p ~ 10'® kg m ™3, /2 == 30 km).

Los trabajos futures deberdn incrementar la resolucién de los cédigos ¢ in-
corporar modificaciones en las ecuaciones de estado.  Especificamente, en la
ecuacién de estado compuesta (6.6) utilizada para ¢l colapso scria pertinente
aumentar la deusidad de rebote p, a valores del orden de la densidad nuclear.
¢ incluso mayores. También seria Gtil explorar ¢l efecto de variar ¢l valor del
exponente politrépico 73, que controla la “rigidez™ del rebote.

Es necesario recalear que los modelos de enanas blancas presentados aqui no
son completamente realistas, ya que s¢ han hecho un gran numero de simplifica-
ciones en su cstructura para mostrar la utilidad de un o6digo numérico especi-
fico. Por lo tanto, los resultados obtenidos no deben considerarse definitivos,
y s mencster realizar trabajos que incluyan aspectos ffsicos de complcjidad
creciente, tales como rotacién de las enanas blancas y aquéllos derivados de la
ffsica nuclear, de procesos radiativos y de la relatividad general, por mencionar
algunos.
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Apéndice A

FEl método SPH

El método numérico conocido como SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics)
es un método lagrangiano en el que las fuerzas entre las partfculas se evalian
directamente a partir de sus posiciones por interpolacién. Inventado por Lucy
[28] y por Gingold y Monaghan [17] para resolver problemas astrofisicos en los
que cstuvicran involucrados fluidos tridimensionales, SPH ha sido aplicado a
diversos problemas, entre los que se incluyen la formacién de la Luna [4], forma-
cién de galaxias [14]. formnacién de estrellas (30, 31] y explosiones de supernovas
[{32]. El método s particularmente adecuado para simular flujos altamente dis-
torsionados como los que ocurren en impactos o durante transferencia de masa.
ya que tiene la ventaja sobre otros esquemas eulerianos de que cuando se quiere
modelar vacios grandes no s necssario mantener celdas disponibles en caso de
que un poco de material se desplace hacia ellas. Por Jo tanto, no se desperdicia
memoria o tiempo de computacién.

Las ecuaciones de movimicento que se utilizan en SPH corresponden bésica-
mente a las de un problema de N cuerpos. Cada partfcula se puede considerar
como un clemento de fluido esférico con un perfil de densidad radial gaussiano.
Las interacciones hidrodindmicas entre clementos de fluido dependen entonces
de qué tanto se traslapan las partfculas adyacentes. Las ecuaciones para la
particula i se pueden escribir:

dr, v
) = 3
dv, i
m, = — F?r.v + F:hdlo (A.l)

en donde r;, v, y m, son la posicién, la velocidad y la masa de la particula i,
respectivamente, y FE& v Filidre depotan a la fuerza gravitacional y a la fuerza
hidrodinémica.

La densidad del fluido en la posicién r, de la particula 1 sc cakcula a partir
de las masas ¥ dc las posiciones de particulas vecinas como un promedio local

102




pesado:

p(ri) =p, = Zm,—“fu (A.2)
I
donde
1
Wi =5 W(ri —ry ) + W(r —rj, by)], re = |ra] (A.3)

es cl peso (o0 kernel) simetrizado que describe el perfil gaussiano de cada partfcu-
la. La longitud alisadora h; es el didmetro de la particula i, ¥ el kernel de
interpolacién W cstd dado por {30)

r\2 ry3 r
1 1-3(%),+1(R), o<g=1
W(r,h)=m 3( -, 15?,522 (A.4)
" h o=

En general, el valor interpolado de cualquicer funcién A(r) en la posicién de
la partfcula i s

A
A = E nljp—;'ﬂ’u (A.5)

J
El célculo de la funcién A toma en cuenta qué tanto s traslapan los kernels
de las particulas individuales y los suma en un punto determinado. El valor de
la presi6én para cualquier particula sc obtienc a través de la ecuncién de estado

correspondiente. )
La fuerza hidrodindmica F!id° est4 dada por

. Vv P B
pllidie — _ Zm,m, ('.!—" + ".,) ViV, ; (A.6)
J

plp)
El primer témino incluye al gradiente de presién, v ¢l segundo es una viscosidad
artificial; se tiene

IT

(3] =

(—acijl“'j + ﬁl‘?j) //'-,v Viy s < o (A 7)
o, Vi r, >0 .

; hy; (Vi - 1Wy)
pg, = L
v rZ + 2hE;

En este caso v,; =V, — V,;, Ij; = I, — r;, & s la velocidad del sonido en la
posicién de la particula i, ¢; = 3 (& + ¢;). 055 = 3 (o, + p;), hiy = § (hi + h;),
vy a, 3 y 1 son constantes. Como se puade aprociar de la Ec. (A.T), la viscosidad
couticne un término lineal en In diferencia de velocidades, lo que produce una
viscosidad de corte, y un término cuadritico, para el caao de nimeros de Mach
grandes en choques.
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Las longitudes alisadoras individuales /) se ajustan durante una simualacion
de tal imanera que cada particula tenga un mimero aproximadamente constante v
de vecinos, Fsto tiene la finalidad de mantener una resolucion espacial adecuada
y de lograr que ¢l nivel de precision de las interpolaciones permanezea uniforme
en todo el fluido.

El cAleulo de la fuerza gravitacional FE™*Y s la parte que consume mas
ticmpo en un cédigo de N cuerpos. Un cilculo directo requeriria un mimero
de operaciones de O(N?); esto s claramente ineficiente cuando el mimero de
particulas llega a varios cientos. Ademas, ¢l cdleulo de las fuerzas hidrodindmi-
cas para una partfcula especffica requiere de 1a determinacion de todos los veci-
nos de esa particula, s decir, se necwssita identificar un minimo de v particulas
de un total de V. Una manera de solucionar este problema coasiste en incorpo-
rar en ¢l cédigo lo que se conoce como una estructura de drbol binario, lo que
rectuce el mimero de operaciones a O(N In N), y simultdneamente proporciona
una lista de los vecinos hidrodindmicos para cada partfcula. En la Figura A se
muestran las curvas para N2 y Nin N.

14000 |~

10000

0 20 40 €0 N&) 100 120 140

Figura A: Grifica que mucstra cl nimero de operaciones que tienen que realizarse
cuando las fucrzas gravitacionales cntre partfculas se calculan directamente (curva
superior), y cuando sc calkculan utilizando un £rbol binario (curva inferior; ver texto).
En cl primer caso, cl orden del nimero de operacioncs a realizar es N2, v en ¢l segundo
caso es N In N. Las curvas mostradas corresponden a N =150.

Primeramente, ¢s nocesario encontrar el vecino mas cercano para cada particu-

la. El volumen en el cual estdn inmersas las particulas se divide en aproximada-
mente ¢l mismo numero de celdas tridimensionales. Para hallar el vecino més
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proximo a la particula 7. se busea entre las particulas que ostzin en la misma
celda que i, y la particula que se encuentre mas cerca de ella se denomina por J.
Después se compara ln distancia 7y, con la minima distancia desde 7 hasta las
parcdes de la celda. 1y pgpeq. Siry or apeq significa que se ha encontrado
el vecino mds cercano o la particula 7, v se hace la asignacion Vecino{i)=j. Si
csta condicion no se cumple, entonces se identifica la parad mas cercana a i v se
toma en cuenta la celda adyacente.Nuevamente se compara la distancia r,, de
la partfcula i a cada particula j de la oclda contigua con la minima distancia de
{ a las paredes de la celda aumentada. Si se identifica al vecino de i entonees la
bisqueda termina, v si no se repite el procedimiento.

Una vez que se ha encontrado al vecino mas cercano de cada particula se
inicia la construccién del drbol binario. Se pretende formar pares de partfculas
en una nucva, llamada nodo. El criterio para hacer osto € que ambas sean
vecinos mas cercanos mutuos, i.e. Vecino(Vecino(i))=i. Si sc satisface esta
condicién entonoes se crea un nodo, el cual reemplaza al par de particulas y al
que se le asignan las siguientes variables:

Myodo = My +my
r _ LT, 4- 77T,
node = m, + m;
mym;
Qrodo = Qi+ Q; + mr. @r;
Y'., Ty
Ry = max|{m,—2— + R;, mj—2— + R, (A.8)
Mnodo My odo

donde Quodo ©3 €l tensor de momento cuadrupolar para ¢l nodo. Cabe seiialar
que un nodo puede consistir de dos partfculas, de una particula ¥ un nodo, o
de dos nodos. .4, ¢ el radio de una csfera que contiene todos los elementos
(particulas y nodos) del nodo en cuestién.

Cuando sc han considerado las N partfculas, sc forma una lista de todas las
particulas que quedaron sin aparear y de todos los nodos nuevos. Entonces se
lleva a cabo otra buisqueda de vecinos mss cercanos usando csta lista y se repite
el apareamiento hasta que s6lo queda un nodo en el centro de masa de todas
las partfculas, con una masa igual a la masa total del sistema. Se ha creado asf
una estructura jerdrquica en la que Ins partfculss iniciales estdn en el nivel maés
bajo, ¥ €l nodo final s¢ encuentra en el nivel més alto.

Para calcular las fucrzas gravitacionales sobre la particula 1 se suman las
contribuciones de: a) las particulas que cstdn lo suficientemente cercanas a el-
la para considerarlas individualmente, y b) los agregados de partfculas que se
encuentran mas alcjados, los cuales se pueden describir en términos de su expan-
sion multipolar hasta ¢l término cuadrupolar. Para decidir si un agregado debe
resolverse en sus particulas constituyentes se considera el cociente RR/d entre el
tamaiio del agregado » su distancia a i, Si /d = §, doude § s un pardmetro
que proporciona una precision aceptable en el cAlculo de las fuerzas, entonces
¢l agregado se resuelve. Sila condicion no se cumple, se calcula la contribucién
a la fuerza a partir de la expansién cuadrupolar. Otra condicién para “abrir™
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un nodo s que ste contenga particulis que son vecinos hidrodingmicos de o,
IZn cste caso, ademas de ealcularse la contribucion correspondiente de la fucrza
F?"“’. también sc¢ obtiene una lista de los vecinos hidrodindmicos.

Con la lista de vecinos v la de nodos que no fucron abicrtos se calcula la
fuerza gravitacional total sobre la particula i como

~(Cran narticulas ~noidie
Fim = FPy + F| (A.9)

donde FP*'“'** ¢ la contribucién de las particulns consideradas individual-
mente y FP°4 s Ia contribucién de los nodos no abicrtos. La expresién para
cl primer término es

) (" "lr:ont
Frerticulas _ _ Z "‘ ri; (A.10)

=1

donde
¢ =/W(r.h)d'~'r
o

es Ia fraccién de mj contenida en una csfera de radio r;;. Si las particulas i y j
no sec traslapan (es decir, si ry; > h;j;) entonoes m°°“" = Tny, y la contribucién
de la fucrza a la partfcula i es la de una masa puntunl.

Para cscribir el scgundo término en (A.9) se realiza una expansién cuadrupo-
lar del potencial gravitacional utilizando el tensor de momento cuadrupolar cal-
culado para cada nodo en (A.8). Se ticne

Necdas
Foodes — Z‘: F5™ + F‘""d (A.11)
=t
donde el término monopolar es (se ha escritory; = ry Q; = Q por conveniencia)
F5°® = —mum; f(r)r (A.12)
y el término cuadrupolar sc expresa por
Fd = —m.-f(rr)Q r— 3t [ﬂr)r Q- r+f( ) (t,rQ ———Q r)] r (A.13)

En estas expresiones

/=5

Una excelente exposicién del método, junto con ejemplos descriptivos, se
puede cncontrar en [26] (referencia en la cual est4 basado este Apéndice).
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