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Capítulo 1 

Introducción 

El siglo XX íuc un periodo de tra.'iCCndent.1'lcs avances científicos. Concreta
mente, se hb.o posible ndquirir una comprensión sin precedentes de muchos de 
los íenómcnoo; que ocurren al nivel atómioo, por un lado, y de los que ocurren a 
esenias oosmológicas, por otro. En e<tos ámbitati 1" validez de las leyes conocidns 
de la ÍL-;icn se h" corroborado una y otra vez. 

No obstante, para llegar a este entcndi1nicnto íue preciso, en numerosas oca
siones, abandonar conccpl.Oti mantenidos por un largo tiempo y adoptar nuevos 
que, en nlgunu<i CILGOS, rc:;ultnbn.n contrnintuitiwl6. Tal íue lo sucedido con el 
desarrollo de lr• relatividad general y de la mccánici• cuántica, posiblemente las 
empre»L<; intelectuales niás importante; pnn• la humanidad hasta ahora, Cb-pe
cialmcntc por cunnt.o han permitido de;cubrir acerca de la naturaleza. 

Esta-; dos rnmns de ln físicn resultaron ser indi.-;pensablcs en la concepción 
y post.crior descripción de Ju; llamados objetos compactos, sistemas astroíísioos 
que incluyen n J.rL., enana.o; bU.nciL«, la.« estrellas de neutrones y los agujeros negros, 
y que COrL<;tituycn ejemplos a.'<Ombrosos de lo que sucede cuando la materia 
ordinaria se ve sometida a condiciones cxtrenu1.s de presión y densidad al término 
de la evolución co.--tclar. El tcnu. principal de e.-t.a tcsL-; son las enanas blancas y 
las estrellas de ueutrone;. 

Se requirió el ingenio de varios investigadores talentosos para rcsolvcr una 
buena purt.c de l•L"< incógnillL« plnutciuln.« por estos cloo; tipos de objetos. C-0n 
el dcscubri1niento de UlS enulllL'i blancas y de UL"< enorn1cs derL<>idadcs (~ lü6 g 
cm- 3 ) imperantes en su interior se abrió in pucrUl pnrn una aplicación de los 
postuladOti de In 1nocánica cuántica, en ~ ent.onccs rcc:M!nt.ernent.c íormulada. 
Fue Subrahmnnynn ChandnL.,.-khar quien, n principio« de la dócada de 1930, 
sugirió que las enana.o; blancas oompcrL"Rll su contracción gravit.acional con una 
presión debida a In dcgent:nlCión d..- los ek-ctrone; dentro de la estrella. Chnn
drasckhar descubrió que al considerar elcct.roncs no relativistas, un incremento 
de in densidad en uno por ciento c-orrc>pondía a un incrernent.o de U. presión 
en aproximnd.nmcnt.c 1.667 por cicnt.o {5/3), mientras que para clcctrone> rela
tivistas in presión se incrementaba en aproximadamente 1.333 por· cM!nto ( 4/3). 



También encontró que existe un !Cmite superior para la masa de una enana blan
ca, el cual dt.-pende de la composición química de ésta, y que tiene un valor de 
aproximadamente 1.4 masas solares (1.4 Af0 ). 

El concepto de estrella de neutrones fue propuesto en 1933 por Fritz Zwicky 
y \\.alter Bnadc. en conexión con el origen de supcrnovas y rayoe cósmicos 
(41]. Au11que cst<JM objel<JM no fueron observadoa sino hasta 1968 al descubrirse 
los pulsares (estrellas de neutrones rnagnetizadas que giran muy rápidamente). 
muchas de sus c.aractcrístic.as se describieron en los años previos y en los sigu
ie11t <"' a la Sc¡.~unda Gucrrn :l.lundial. Análognmenle n lo que sucede en las 
•~UHtUL'i hlnurn.~. In pn'='ii611 inlf!rtall clt~ U\ . ."i CHtrc!lltt.a'"i de ncutronc:'ti proviene de~ ll\ 
dt~~c·ru·ruci<">11 de! esta .... pnrlf<-"nlns, pero u. dcn ... -.;idn<le; del ordcu ele 1012 g cni- :i y 
mayores. A rn{z de un nrtículo publicado por Lev Landau en 1938, en el que éste 
proponía a un objeto ni que llnn1aba ~11úclco de neutrones" como una fuente 
de cncrgín c:stclnr 1 (lo que resultó ser incorrecto a la luz del trabajo de Hans 
l!cllw y ClmrJ<,.., Crilchfickl ,,;obre),. fu,.ió11 nuclear en el interior de las estrella..). 
Roberl Oppcnheimcr se interesó en el problcnm de las CtJtrcllas de neutrones, 
y con In eoh1bornción de Gcorge '\'olkoff y Richard Tolman concluyó que éstas 
lÍ•!IWll una masa 111áxi111a entre 1.5 y varias mnsas solares (·U]. Posteriormente, 
para describir In materia estelar en In que hnn cesado ya las reacciones nucl..-.ar
cs (materia "fría .. ), John \Vhecler y Kent Harrison obtuvieron una ecuación de 
estado <¡lit> les permitió modelar esta nu•teria para un intervalo de densidades 
di,,._,)., 11Jr.,dodor de 10 R cm- 3 hasta aproximadamente In densidad nuclear, 1014 

R n11 "· Bajo In dirccdó11 de \\'heder. :l.lnsami \\'aknno dedujo la estructura 
interna de las c<>trellas frúi.s parn ese intervalo de densidades. 

E .... ta t<,,.;is prc,,,.,,nta alguna.-. de lns herranlicntas necesarias para el estudio 
c)., las emuu•s bhuu:-•L"i y de las estrellas de neutrones. En particular se muestra, 
por mc...:lio de simultteioncs numéricas, In dicucin de las ll'Cnicns computacionales 
para rcsol\'er le"' complejos problerrui.s asociados con La estructura fluida de cstooi 
obj<'I06. Los efc<"tos hidrodinámicos juegan un papel esencial en la e\·olución <le 
los sisten1a.o.;. que se c.xponcn nquf: por un lado, un sistcn1a binario de enana...-.; 
blanca.-< muy eercnlllL" entre sf que coalcscen, cada una con unn lllaSa de 1.39 ,\f.-c,. 
y por otro. una c11an11 blanca que se col.apo;a gravitacionahnente. En ambo.< 
cn.."'<r..; se annlizan lns características del objeto final. desde un punto de vL"'ta 
11t~\~:1,,nin1u>. pnrn p<>dtªr dt!tcr1nit11lr si se trat.n. o no de una estrella de ncutront!:S. 
E ..... t(' t~ el prin1cr t rnbujo cu el que~! rculiz.n. una sitnulacióu de un sistcnl.ll binario 
de c•11ruu1.s hlanoL"> en el que las estrella.o; cornponenlcs J>060Cn nu•sn.s tan cercanas 
n la 11111...,,• límite de Clm11drn.sckhur de 1.4 .\/0 . Loo; colapso.; que se han simulado 
en otros trnbaju; hnn sido en una y en dos dimensiones (16, 22], mientras que 
el coln¡»-0 pr.,...,ntado aquí se hu llevado " cabo en tro> dirnensiones. 

El e<t11dio de <~le tipo de sistemas tiene una importancia fundamental en 
n·1Ju·i1'tra cota vnri,r.-. Ícn(1nl<."Ul>!.' nstroíisiOOh que actua.lmcntc Ctlt..án sornctid08 a un 

i11t•·11so cscrut inio. como la cnlisión de ondas gravit.acionale> (37], las explosiones 
de su¡>ernon1....; cid tipo la [1-1] y Jo.; destellos de rayo.; guma [-12], por mencionar 

1 En d ruo<lt'.'lo dit- La.ndau la fuerte gTavedad dol -oócleo de oeutrooa1" •uperd.enao prcwoca
h"' ... ¡ d-i.o•lll'" d.·• 1.--.. Atomc:i.. d,. la eo.tTiella contra ~) a e.lt .. ve:J.ocKiadea. por lo que M!' d•prendia 
.tutí 111. .,..n~r¡;fa c&k>rUica r'"'-"pona&b\e de lf!'Vita.r el colap.o pavitacioc&l de la ea\rell.&. 
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algtuux-o. Eu particular. ~·•e pieusa que la re><Jlt .~ct·r1cia de~ uua binHrin de t~lllllUl.._""' 

blanr..lL~ puede el.ar origen a t::-i1.<Jt-i fc116u1c11os. El cola¡~ de cnan1Lo; hlnnca.s para 
formar <...-;trclllL« de ne11tro11cs se hn sugerido para explicar llL<> poblncioncs de 
cst..us tiltirnn .. 'i t!ll ctí111ulos glohulnn~ (lfi]. 

En el Cnpítulo 2 se revisan nlgunos d<• los íuncL-11nc11tos físicu• necesarios 
pnn• el estudio de eruuuL'> hll111cn.« y de c,.;trcllns de ncutroru,.;: el g1L-< ideal clá.'ii
co (gc11crnlidnd<':S, 111c;o..clns de gases icl<'Hle< e i11cl11sión de rndinción); el gn.<> ideal 
de Fermi (caso no rclntÍ\•ista y Cl\..'<O remtivi<>ta a bnjEL'I tcrnpcrnturn."<): hidrod
inámicJt (nmrcos euleriano y lagrnn~no, rcunción de co11ti11uidnd. n?locidnd 
del sonido adiabática). Algunas gencrnlidacks de In teoría de m estructura 
CSl<!ll>r se presentan en el Capítulo :l. tale,.; como estructura hidroo.-t.áticn de 
configuraciones gnscosn . ., esféricas, e<cnla de tiempo hidrost.ática, toore1Il1\ viri
nl y modelos politrópieos de estrellas. Este último tópico cs particularmente 
importante, porque lns ocuaciones de estado politrópicas permiten describir a 
diferentes tipos de estrellas (incluyendo ll•s que son el tenm principal de esta 
tesis) sc¡.,'lín In compresibilidad del material que la-; forma. 

El Capítulo 4 habla sobre las enanas blnncns y las estrella« de neutrones 
propiamente. En lo co11ccrnientc a Ja.., primera<; se presenta la ecuación de estado 
de Chnndrasclchnr, que se utiliza para r<-"J>rcscnt.ar su e..-tructurn interior, y se 
n1encio11n cómo se llcvnn a cal><> corrcocioncs electrostáticas. Para las segundas 
se explica de 1nnnern general cómo cambia la ffaicn al pn."8r a rcgírncnc,.; de 
deJL'iidad cada vez n1ayorcs, y ln necesidad de incorporar nuevas ecuaciones de 
""-u.do para obtener n1odelo..- cada vez más prcci.'>06. 

En el Capítulo 5 se tratad tema de ln transferencia de rnasn en sistemas 
binnrios de estrellas, haciendo alusión a concepto<> como el potcncinl de Roche, 
el desbordamiento del lóbulo de Roche y In formación de discos de acrecimiento. 
Los resultados de las simulaciones se presentan en d Capítulo 6, junto con una 
descripción de su implcmcnlücióo. Las cooclusioocs se exponen en d Capítulo 
7. 
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Capítulo 2 

Antecedentes físicos 

En este capítulo se da una re,·isión general de algunos de los conceptos físicos 
que son rclevnntcs para el estudio de la estructura estelar y, en particular, de 
las enanas blancas y de Lns estrellas de neutrone;. 

2 .1 Gas ideal clásico 

2.1.1 Generalidades 

En un gns a alta temperatura y baja presión la interacción entre las partículas 
es dco.-prcciable, y la presión P, la temperatura T y la densidad de partículas n 
están rclacionndas por ln ccU8Ción de e<>-t.ado 

P= N kT=nkT 
V 

(2.1) 

en donde N es el número total de partículas en el gas y \' es el volumen que 
ocupa el gas. La const.antc de Boltzmann es k = 1.3806568 x io- 23 J K- 1 . Un 
gas (o en general, un fluido) que satisface (2. l) se llama ga..• idt'al (o fluido idrol). 

L.n energía interna de un gn.'I idCBI ""'-t.á dnda por 

T 

U= j cvefr' 
o 

(2.2) 

donde ln capacidad c:nlorlfun a vohnnen r,on.stanle, que mide la cantidad de 
calor requerida para producir un aumento de tempcrntum en una unidad para 
un sistenm mantenido a volumen constant"' se define por 

(au) (éJQ) cv- - - -
- 8T "' - éJT "' 

--.-:-,.-~-· .-,-_-------------··"-·--··--·---- __ ,, 



La segunda igualdad se ohl ie11c por la pri11wn• h·\ di' la tt·rrw><liru\ruica. 

dll = dQ+d\V (2.:1) 

En el caso de un gas icJ,,,.I. d trnhnjo <~ln IL<;O<"indo con 1111 cambio de volumen: 

di\º= -/'d\. (2.·1) 

Ln c.apncidn<l c . .nlorífica a volurncu t"OJL~tnntc de:~ 1111 g,a .. ..,, idcnl e:~ uuu fuución de 
In temperatura. Para un f':IL« ideal monoal(unioo 110 relativista, cv = (3/2)Nk 
y U= C\'7'. 

Derivando rc;pccto a T la primera ley escrita corno dQ = dU + Pd\/, y 
dejando a /> constante. se tiene 

( c:J.) I' (DU) (º\/) ar ,. + J> &T J> 

c.- + Nk (2.5) 

en donde se usó In ccunción de estado (2.1 ). Como el lado izquierdo de la 
ecuación ant.crior define cp, cut.onces 

C¡• = cv +Nk (2.6) 

para cualquier gas ideal. 
Existe una cl.n.-.c de proocsos, llamados politrópicos, que se definen por 

dQ =e= etc 
ál' 

(2.7) 

Se pueden c.ombinar la primera ley, la relación (2.6) entre cp y cv, la ecuación 
de estado, y la Ec. (2.7) para IIl06lrar que en estos pr<>CCSOB 

Definiendo la -r politrópica como 

Cp-C 
-r= --

cv -e 

(2.8) 

(2.9) 

la Ec. (2.8) se puede reescribir áI'/T + (-r - 1) dl'/F =O. Asunücndo que-res 
constante se pueden obtener las ecuaciones de estado politrópicas (6): 

P\ .. , ctt:. 

cte. (2.10) 
nn-J etc. 

Las ecuaciones de estado poli trópicas son útiles para e."tudiar el oomport.runiento 
de configurncioncs gaseosas gravil.rutte;. Se pueden construir modelos simples 

5 
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de <-::-itreHas horno~(~uca .. -.... <"llanas bla11ca .. 'i y t~t r<:lla .. ~ dt· ru·ul ro11c~ :-.UJHH&icrulo quc
ln rnat.crin que las co111poru~ e~ politr<,pica. 

E .. ""i iulc!'r<~nnte 1t.11.aJi7 .. .ar dos li1nit.:"!-i dt· 1 :!.!J). ( 0 01110 d() == '/"d.'-; {ver. por 
ejcrnplo, (8) ), doUdf! .'-J .. <::-;. la Cfllropía, 1111 ca1111Jio poJit r6pico .a ~'-; COll."il<tfllC ror

rCSJ>Ofld<! n e = O. y ento11ccs ; = r¡•/ci.· 1 pro<"<....-.;.cJ .adiahli.t.ico). l.,nra c.arnhios 
isotl:rrr1ic_.e:.s, e - e<>, y In gnuut. politr<'>pica (':"i la uuiducl: ") = 1. 

Co11vie1w 111 iliznr una for111a 111á..., ~··rwral de(:!. JO). Los r·rpo11f ni<.< adwbt111-
cos están dados por bL-.; rclac:ioru':-i 

p• ~ l",7.f", 

T\ "" -

r1c. 

de. 

(2.11) 

que se nplic.an a cualquier tipo de ga.'><..--;. Pnrn un ga.-; ideal monontón1ico se 
tiene 1'1 = !'2 = )'3 = cp/c,.· (6]. Pnra ga . ..,,,.; ideal<,,.; que contienen molb::ulas. 
o para ri.ton1os n. tcrupcrnturiL"i suficicntcrneutc alta . ..., para e .. xcit.ar o ioni.:r..ar a los 

Clcctronc,,.; lign.dos. las J', de ('..!.11) son d<,,.;iguzlles. i'or ejemplo. ll t..cmperatUrtL<; 
por nrribn o por debajo de un intervalo augoslo alrccfodor de la lcrnpcralurn de 
ioni7 .. nción del hidrógeno, UL'i I~. (2.11) son válicfas con I', = 5/3; en la zona 
de ioni7~i6n son n1cnorcs que 5/3, y se aproxirna.n a uno cuando el núrncro 

de átomos es cornpnrnhlc ni ntimcro de iones. En •L'>trofísicJ\, 1' 1 determina 
In cst.ahiliclad dinámica de una <=strclla; !'2 ¡,, irwst.abilidad convcctivn; y 1'3 

delimita el rl-¡;imen de incst.nhilidnd pul .... 1.til. 
La enlropíH S de un h"'L"' ideal puede ohtcncn;c., n partir de la ecuación de 

estado y de In primera ley, TdS = dU + /'d\": 

S = Nk ln(VT• ...... ) +etc (2.12) 

Usunhnente, los prooc...-..:io; fund.runenlal(,,.; de ¡,, a.'<lrofí.-;icn son irrcvcn;iblcs, 
en el sentido de que la entropf.n local "" incrementa con el tiempo. l..a lasa 

de pérdida de cnlor TcL.,/dl, dondes cs ¡,,entropía por unidad de n~-.a, debe 
incluirse en modelos de evolución <,,;telar. 

El potencial qutrnico de un tipo específico i de partícula en un sisleD'l8 ter
modinámico se define corno el cambio en energía interna de todo el sistema 
cuando se ngrcgn otrn partícula del mbrno tifx>, y el número Nj de todos los 
otros tipos de partícula se mantiene const.nntc: 

( {)lf) Jl = --
• iJ,"\~. ~· \ .. ,. 

~ . .. , 
(2.13) 

Para un gHS ideal, el potencial químico está da.do por {6] 

,. [g, c•n,kT) 312
] • J•, = -k1 In n, 2trfi2 + -rn,c? (2.14) 

El factor g, es la multiplicidad de estados debida al =1>ín ("l:cr Socción 2.2). El 
potencial químico es útil para rclaciofl.Br las abundancias de los rencút.nt..es y de 
los productos de re.acciones de partículas. química.-. o tcrmonuclcsres. 
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En un gas a temperatura T las partículas de masa 1n tienen velocidades 
promedio del orden de (3kT/in) 1

'
2

• Le distribución de velocidadcB emt' dada 
por la función de distribución de Maxwell: 

( 
1n )3/2 2 TnV

2 
f(v) = 4 7r 27rkT v exp(-2kT); (2.15) 

' \~ ~ 

!.. 

= 'º f 
~ 

¡; 

~ :> 

~ 
~ l.. -- 'a;... 

v ''"""'''o• 10' c,..,isc-c) 

Figura 2.1: Distribución de Maxwell para átomos de hidrógeno a dos temperaturas 
distintas (tomada de (6]). 

La cantidad f(v)dv da la probabilidad de encontrar una partícula en el intervalo 
de velocidades comprendido entre v y v + dv a la temperatura T. La Figura 2.1 
muestra f(v) para átomos de hidrógeno a las temperaturas 107 K (que es típica 
en el interior del sol) y 2 x 107 K. La velocidad i:nás probable de una partícula 
es 

(v} = fff!. 
y la velocidad cuadrática media es 

Para un gas de hidrógeno a las teznperaturas de la Figura 1.1 se tiene 

""' 5.i x 108 cm s- 1
, 

:::::. 6.5 x la8 cm s- 1 , 

7 

(v}T-:h< 1o• K t::> 8.1 x la8 crn a- 1 

( 2)1/2 """ -1 
V T-2• 10• K ~ 9.2 X lu- CUl a 



l...a dio;;trih11ri6u (:!. 1:;) hunhil~11 :-;.<! pu~ ·de aplic.;-tr a '~t n·lla.~ cu la." r<"gioru'!' 
cent.rnlcs de c1irnulos glolrnlnn,.; y de 111ick-<.s galnct.icos, y a galaxia.<> en cúnmlos 
de galaxitL'<. 

2.1.2 l\1czclm• de gases ideales. Peso u1olccnlar medio 

Para uu g:a..;; ide.al forrnndo por 71 partícula.o.;. por uuidad <le volurncn que tienen 
p<,,;o rnolccular Jt, la ocunción de csuulo se puede escribir 

P=nkT= R.pT 
Jl 

(2.16) 

donde R. = k/m., = 8.:H x 107 erg K 1 g· 1 es la cc>11»-tantc universal <le los 
gnscs, oon 111., = 1 urna = 1.66053 x 10 - 24 g. Aquí la-; unidades de In oonst..antc 
<le los g1L"<<,,; se expresan co1110 energía por K y por unidad de rn.asa. en lugar 
de cxprcsnrltL« corno energía por K y por mol, con10 usualmente se hace. F~t.o 

tiene In vcnlaja de que el (><""'° rnolucular e,.; adirncnsionnl (en lugar <le tener 
<lirnen.sioncs de rru•sa por mol). 

En el interior de las cstrelln.s loe; gn.'i<,.; están con1plet.ament.c ioni.7.ados; por 
c.nda míclco de hidrógeno hay un cl"ctrón libre, y por cnd.n núcleo de helio hay 
<l06 electrones libres. Se licue por lo t..ant.o una niczcln de dos gases, aquél 
compuesto por los núclC06 (que n In vez puede contener más de un componente) 
y nquél oompucst.o por lar; clcct.roncs libres. 

Con.sidén....-.c unn mC'.r..cla de mid<X>S tot.ahnentc ionizados. La composición 
química puede describirse u>pccifie1u1<lo t.od.n.s las frnccioncs en peso X; de los 
núclC06 del tipo i, los cunlu; tienen ~ molecular Jt; y número de carga Z,. 
Si se t.icn<'n n, núck'OS por unkloo <le volumen y una "densidad parciar p¡, 
entonces X;= p.fp y 

n,=~ 
µ,ni,. 

(2.17) 

Designando n Pr como In presión parcial de los electrones libres, y a P. como la 
presión parcial debida a 106 núclCOOi del tipo i, In presión total Pes la suma 

P = /',, + L P, = (n., + ¿n,)k7'. (2.18) 

La contribución de un átomo de In cs¡xx:ic i con1plet..amentc ionizOOo al número 
total de partículas (núcloo más Z, clcct.roncs libres) es Z, + 1, por lo que 

n = n., + ¿n, = L(Z, + l)n, (2.19) 

Utilizando (2.17) y (2.19), (2.18) se puede ~ibir 

p = nkT ='R.'°' X;(Z, + 1) pT 
~ J•· . . (2.20) 
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Al comparar lo anterior con la Ec. (2.16) se puede definir el pe.so molecular 
medio: 

µ = [L: x,(z, + i>]-• 
• µ, 

(2.21) 

El pr.o;o molecular 1ncdio permite tratar a una rne-.lCla de gases ideales como un 
solo ga-; ideal uniforrne. Únicamente se necesita reemplazar el peso molecular en 
(2. lfi) por d peso 11101',.,ulllr nwdio (2.21 ). e.orno ejcrnplc.ti, tómense"" cuerrtll 
los"'~"'"' el., hiclr6gcno tol11l111<mt<: ionb.udo y de helio totalmente ionizado. Parn 
el hiclrógcrro, X11 = I, 11 11 = 1, Z11 = 1, yµ= 1/2. Para el helio, X11e = 1, 
Jl11,. = ·1, 7.11~ = 2, y ,, = ·1/3. 

Se puede definir el peso rnolocular medio por electrón. En este caso se tiene 
[2.'»] 

2 
(2.22) 

2.1.3 Gas ideal con radiación 

¡,,. prc,,.i6n en una cstrelln no sólo está dada por el gas, sino también por los 
fotones en su interior. Como la radiación es prácticamente la de un cuerpo negro 
[2r.). su prc,,;iórr PraJ <,,;t.á dh<la por 

Prad = .!.u= ~T"' 
3 3 

(2.23) 

donde u es la densidad de energía y a es la constante de densidad de radiación, 
a= 'i.56 x l0- 15 erg cm- 3 K- 4 • Ln presión t.otal Pes entonces la suma de la 
presión del gas P9 ,.. y In presión de la radiación Prad: 

Nk a 
P = P9 ,.. + Pra.d = VT+ 3T"' (2.24) 

donde se hn asumido que el gas es ideal, mientras que la energía total es la 
corrt rihución de la energía del gas y la energía de la radiación (19): 

por 

{2.25) 

Se puede definir una medida de la importancia de la presión de radiación 

9 

1 -15 = PrA4 
p {2.26) 



Para c., = J la pre: .. i{u1 de r.adiacic'u1 (':'-> n·ro. 111ic11t.r:L--. que b = O significa <¡tu· 

la presión del gas <:>i r<'ro. Por lo anterior se tiene l'q,.• = Nk'/'/\' = 6/>, y la 
pr<::iÍéH1 lotnl S(" pt1t'<l'~ •·xpr<~nr co1110 

NkT 11kT 
P=--= 6\' ,, 

pkT 
,<; /1111 lf 

(2.27) 

donde 11111 <'S la 11u1sn del átomo ele hidrógeno. Cuando 6 es constante. o el 
producto 6µ c:s const.nnte, el cÍL-cto de la rndmción es cc¡uivalentc íorrnalmcntc 
a rno<lificar el 1><--->o 11101..,cular 111~-<lio. Los r'-""ullados de los cálculos basados 
1ínic-.a111entc en la presión del ga."i pueden nplic.arsc n la 1natcria y a la radiación 
rcc111plnzando ¡1 por 6¡1. Sin embargo. en general 6 depende de la posición en el 
sislcrnn.. 

Considérc:sc el co111port.an1ie11lo adiabático de una m=..cln de gas y radiación; 
los procesos adiabáticos satisfa~n 

dQ = dU + /'dV = O 

El cambio en U se puede encontrar por (2.25), por lo que se tiene 

Pero 

dU + PdV = cvdT+·1a7'3 VáI'+ aT'dV + PdV =O 

cv6PV 4T ------
Nk T 

__ c_\_·-6PVdln T 
Cp -Cy 

6 PV dlnT 
-y - 1 

(2.28) 

(2.29) 

(2.30) 

en donde se usaron (2.27), (2.6) y la definición de -y para un prooeso adiabático. 
Además 

4aT3VdT 12ªr;v dlnT 

12 ( 1 - 6) PV d In T (2.31) 

y 

a7 ... dV = 3 (1- 6) PdV (2.32) 

Sustituyendo (2.30), (2.31) y (2.32} en (2.29) y dividiendo entre PV se obt.iene 

(6 + 12(1 - 6) b - l)]dlnT+ (4-36) b- l)dln \I' =O (2.33) 
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A partir de esta ecuación se pueden encontrar los exponentes adiabáticos que 
aparecen en (2.11), y que se muestran en la Figura 2.2 (6): 

r3 - l (81nT) 
- 8In V s 

y que cumplen la relación (25] 

(4 - 36) h - l) 
6 + 12 (l - 6) (-y- 1) 

6+ (4-36)
2

(-y-l) 
6+ 12(1-6)(-y- l) 

l + {-1 - 36) (-y - l) 
62 + 3(-y - 1)(1 - 6)(4 + c5) 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

(2.37) 

Para -, = 5/3 (gas ideal monoatómico) y c5 = l (sin radiación), las Ecs. (2.34)
(2.36) se roducen a r 1 = r2 = r3 = 5/3. Para c5 = O (tlnicamente radiación}, 
r1 = 1'2 = 1'3 = 4/3. Para valorcs de c5 intermedios los exponentes adiabáticoe 
son dcsiguaks. En tanto m.ás radiación existe (c5 decreciente}, decrecen uni
for111cmc11tc, corno se muestra en la Figura 2.2. Nótese que los valores de las r, 
se encuentran entre 4/3 y 5/3. 

"º ad'abatu: ••pc>nenla 

·- S3 

.... 

.... 

Figura :?.2: Expooeot..es adiabáticos como función del cociente eolre la preai6o de 
gas y la presión tot.al (Lomada de (6]). 
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2.2 Gas ideal de Fcrn1i 

(!o1110 t--i snhido. cu la uaturalc.1' .. a uu sistcrrut de partículiL" idl:nlic-'l..'"i pertenece 
a uno dP dos grupos: .a uu .-;1,.o;lt·111a dt· !Jo.o;t: o a un .-;i.o;/1·111a dl' F<·r1111. En un 

sis terna ele Bost~. las partícula . ...;, roust it u,v,.ut c-s ( Ilarnncla.s bo.-.ont .-. ) tit~nr11 un c~pí11 

entero (s == U. 1. 2, ... ) .. v un coujuut o co111plrt o de f:·i~c-nfuncio1u"S dPI sL"itcn1a 
es aquél forrnndo por cige11f1111cio11<~ del luuuiltoniano /{ que son si1n(!lric.1L"i 

bnjo el inlcrca1nhio dt~ cualquier pa.r de r(..>0rd<"nndns corrc::.;¡>0ndientcs a dc.1S 
part.ícuU.s. En 1111 sist..cmn d" Fcrmi. las partícula-" (llarnad..a.-> fcn11ioncs) tienen 
un cspfu scrnicutcro (s = ~. ~.~ •... ).y un conjunto r,ornpleto de cigcufuncioncs 
del sLo;tcum es 11q11él formado por cigc11fu11cio1ws d<· // que son antisiml.-tricas 
bajo el int<=rcambio de dos p11rcs de c-nordena.cLL-<. En <::Sl'1 ,;c,.-ci6n se describe 
de rnnncra general un sist.crlUl del s.._~undo gru¡x>, el gas ideal de ferrni, que 
es un 1nodclo de un sist.cnul de fcrrniones que no intcracttian entre sí. o cuyns 

intcraccion<~ p11edm1 M!r cfosprcc-iada.-.. E«t.c sistema es un análogo cuántico 
del gns ideal clásico. El c-:;tudio del gns ideal de Fcrmi e; rcle\<lntc para la 
dC<'Cripción de electrones en la banda de r,onducción de metales, y también de 
In estructura de e111u1a« blnncns. l·::..to último se lrat.a má.-; ndelnnt.c. 

2.2.1 Caso no relativista 

De acuerdo n In mecánica cstndíst.ica cuAntica, la función de partición gran 
canónica de un sistema de fcrmioncs en una caja de volumen V n unn ternpcr
nturn absoluta Tes (19) 

Z(::, V, T) = rr (1 + zc-••l"T> (2.38) 

"-' 
donde :: = c"/kT es LR fugacidad, con 1• el potencial químico; k es la constante 
de Boltzmnnn; y <1c es In energía del k-ésimo est.ado de unn pnrt.ícula. El número 
de ocupación promedio para el estado k está dado por la distribucidn de FermS
Dirac (Figura 2.3): 

(2.39) 

12 



(n ) 

Figura 2.3: Número de ocupación promedio de un gas de Fermi para T > O y 
T = O. El int.e.rvalo de energías a lo largo del cual la dist.ribución cambia cuando 
T-+ O es de orden kT. CF es la energía de Fcrmi; ver Ec. (1.62) y el t.cxt.o que le 
sigue (t.omada de (19]). 

Lns propiedades tcrmodinámicns del sistema se pueden obtener a partir del 
logaritmo de Z: 

00 PV 
q(T, V, z) =In Z = L ln(l + ze-••l"'T) = kT ,._, (2.40) 

Ln segunda igualdad rcsultn de In intcgrnción de la probabilidad relativa de que 
hnyn N partículas en V con coordenadas en el espacio fase (p, q), respecto a 
estas coordenadas; y de la posterior suma de N desde O hasta oo (19). 
El potencial químicoµ DO está fijo para UD sistema corno lJste, y por lo tanto 
tampoco lo está In fugacidad::. Se puede determinar:: para un número N dado 
de partículas sumando (2.39) sobre todos k1l'I cstMos: 

00 00 1 
N(T, V,::) = L {ni.)= L =-'~·l"'T + 1 (2.41) 

k_.l k-1 

De aquí se ob6crva que :: puede tornru- cualquier ,...ior positivo, y I'- cualquier 
valor. Como I' es la energía promedio nCCC<3ria para añadir otra partícula al 
sistema, debe incrcn1ent.a.n;c al aumentar el número de partfculas dentro de un 
volumen constante. La razón c:s que el principio de exclusión de Pauli requiere 
un nivel de energía más alto para cada nu~-a parUculn. 

Parn un volumen grande, las sumas en l8s Ecs. (2.40) y (2.41) se pueden 
rccscnbir corno intcgralc:s (18), ya que los valons posibles de la energía forman 
un continuo: 

"" 
q(T, V,::)= j g(c) Jn(l + ze-tl<)dt: (2.42) 

o 
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--.._. 

N(T,V,:)=/g(<) 1 ! de. :·· e'+ 1 
() 

(2.43) 

En estas expresiones se ha introducido la ahrcviaci6n ¡J := k'r. (..a dt:nsidad 

de estados de urui partfcula g(<) = ~+ (2m) 3 f:.?, 112 "'' obtiene ni consid<'"..rru- el 
número de estados en el espacio ftLo.;(! de una partícula de 1nn..">11 rn: 

/ 

cflrcfip \' ¡ 'Jr.\' ¡ E = --3- = 3 (·tr.p2)dp = ~ (2111)3/2 e i12cú. 
" " /¡· 

{2.44) 

La constante de Plnnck h c,,;tá iuvolucradn rn el factor de nonnalización l/h3 • 

En el tíltimo Pª·""' se utili;-,6 la relación < = p:.? /'2111 entre la energía de la partícula 
y su rnomento. 1..a densidnd de c..-;t.ados e,,; entonce; 

áE 
g(<) = -;¡¡ 

Esto da la sustitución anterior, L - J g(c)dc 
k 

En realidad las pru1.ículzL<> de espín s poseen 2s+ 1 orientaciones distintas, las 
cuales son encrgéticamcntc degeneradas en el caso sin intcr&cción. Por ello la 
densidad de cst.11.dos debe multiplicarse por un factor de dcgcner-ación g = 2s+ l: 

2r.\I' 
g(c) = gh3(2rn)3/2c1/2 {2.45) 

Al sustituir la ecuación anterior en la Ec. (2.42) e integrar por pnrt.cs se obtiene 

q(T, V,z) 

y al sustituirla en {2.43), 

00 

g 
2~;' (2m)3 12 j c 112 Jn(l + ze-lk)cü 

o 

211"\I' 3/2 2 ¡"" c3/2 
gh3(2m} 3/3 z-leJk + 1 clL. 

o 

00 

N(T V :) = ~ (2rn)3/2 e clL. 
2 V J 

1/2 

' ' g h3 z- letk + l 
o 

(2.46) 

(2.47) 

Lns dos últimas int.cgTill= se pueden resolver haciendo la sustitución :z: = fk, 
con lo que se transforman en In forma general 

00 

1 J :z:"-1 
r( ) l dx = /,,(:), n z- e"'+ l 

(2.48) 

o 
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(ver, por ejemplo, {18)). Aquí l'(n) es In función gama, ck-finida por 

X> 

l'(n)= f x"-•c-"<ix 

o 

(2.-19) 

y cuyos '1.'nlorcs para números cilleros y scrnientcros f>06itivos n pueden cono
cerse, sabiendo que 1'( 1) = 1, re~) = ,/ii' y con ayudJl de la relación de re
currcncia r(n + 1) = nr(ri). I..as gráfica.., de /n(=> paran= 3/2, 5/2 y 7/2 se 
muestran en la Figura 2.4. Por lo anterior, las Ecs. (2.'16) y (2.47) se pueden 
escribir 

,. gV PV 
q(J •V, z) = ,\3 fs¡2(z) = kT (2.50) 

' gV N(T, \, z) = ).3 h;2(z) {2.51) 

donde ,\ = ¡:¡¡¡;. es la longitud de onda térmim, llamada así por ser la longitud 
de onda de una partícula de rna."!.ll m y energía kT. 

Figura 2.4: Algunas funciones / .. (::) (Lomad.a de (18]). 

Para z < 1 se puede realizar la expansión en serie 
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Sustituyendo en la l·:.C-. (2..17) se tiene 

(2.53) 

donde y= kx. y en donde'"' llS<; In dcfi11id<;11 de In íuuci<'íu 1' cu el c:Alculo de 
la integral. De aquí se ob<icrvn que es válida la íónnula recursiva 

(2.54) 

Para ::. « 1 se si!';\Je de la <--cunci611 anterior que 

Ín(::.) =::. (2.55) 

La energía interna U del gn.s de Fcrmi se puede calcular de la siguiente 
manera: 

(2.56) 

Usando la Ec. (2.50) se puodc eliminar el término ~, con lo que resulta 

V= ~NkTfsr~(::) 
2 Í3¡2(::) 

(2.57) 

Del límite clásico~ ~ 1 (temper-aturas ali.ns y densidades bnj&S) se sigue que 

:: ~ 1, y por la Ec. (2.5-1), U= ~NkT. Comparando las Eo<. (2.55) y (2.49) 
se obtiene 

2U 
P=--

3V 

Est..n fórmula es válida en general para g>t-'>CS idc'81cs no relath·i.st.as. 

(2.58) 

Cuando las temperaturas son bajas y las densidades altas (límite cuántico), 
In longitud de onda de de Uroglie promedio de unn partícula es mucho más 
grnr1de que In separación pron1cdio entre pnrtículns. De este modo, JOB efectos 
cuánticc,.;, en pnrticulnr el principio de exclusión de l'nuli. sc \'Uelven in1por
t.nntcs. Se dice que el sistema en cuestión es degenerado, porque las partículas 
tienden n ocupar los niveles de energía más bajos J>Otliblcs. En este cao;o (::. > 1), 
se puede dcmOBtrar que las funciones J .. (:.) pueden escribirse de la siguiente 
manera (18): 

fn(/3µ) = r~=~nl) [1+t.c~·=.11)n(fjµ)- 2'1'(2j)((2j) (1- 22:-1)] 

(2.59) 
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cloncJc ( cs In íunción 7..cln ele llienmnn (1). Por lo tanto, para la-; E<·,.. :.!..!!)) y 
(2.~.0) se tiene 

J> g ( ll )5/2 ¡ 
kT ~ ..\3 kT r(~) 

3/2 
¡ , (27f11l) 5/2 8 
~g -- I' ---

¡,2 1:.vr. (2.60) 

N g ( 11 ):112 ¡ 
\r ~ ,\3 kT r(~) 

3/2 
N ( 27r1n) 3¡ 2 ·l 
V ~ !J --¡;¡-- 1' :ifi (2.61) ó 

Este límite también se puede derivar directamente. Cuando T - O, el número 
de ocupación promedio (2.:i9) se puede describir con buena aproximación por 
una función escalón 0(11 - e) (ver Figura 2.:~): 

( ) { 
0(11 - c.) = 1 

flk = 
0(1• - <)=o 

si 
si 

<$µ 
( > Jl 

(2.62) 

Para T - O, el potencial químico I' se debe identificar con In ent:rg{a de Fc:rTni 
e F del :<istcmn, que <'8 la ener~a del nivel ocupado mA.5 nito. Debido al principio 
de Pauli, dos fcrrnioru,.; no pueden estar en el mismo estado. Por""°• en el estado 
base del si..'<tema, las partículas ocupan los nivelcs mA.5 bajos posibles y llenan 
los nivel= hasta el nivel energético finito e,.·. Asf, <F puede considerarse como 
el nivel de encrgín de una sola partícula debajo del cu.al hay L"'CaciAmentc N 
estados. En el cspticio de rnomentos las pnrtfculns llenan una csfcrs de radio PF 
cuya superfire se llama superficie de Fcrmi. 

A partir de (2.61) se pueden calcular directamente el número de partículas 
y la energía interna: 

00 

N j g(c)O(µ - c)cú 
o .. 

= 92:,Y (Zm)3/2 j c1/2d€ 

o 

V 2nn _4_ 3/2 
( )

3/2 

g h 2 3ftµ 

00 

U j g(c)O(µ - c)ie:ck 

o ,. 
g z::r (2m)3/2 J c.3/2ck 

o 

l'' 21rrr1 _4_ 5/2 
( )

3/2 

g h 2 5ftµ 
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que concuerdan con las Ec.,;. (2.:,!l) y (2.fiO) debido n (:.!.!;7). 
Dividiendo In EA::. (2.64) <!lllrc la Ec. (2.G:I) sc obtiene 

(f :i 

N r/' 
a 
-e,.· 
.'i 

(T~O) (2.ti5) 

En el límite de tcmperntura cero In c11crgí.n pru111cclio por partícula c:..-; :J/5 de In 
energía de Fcrmi. De In Ec.(2.61) es posible: dct.!rrninnr (,,;t.n ültinm: 

f¡2 ( 6r.2 .V) 2/3 
cF=tt = 2m gV 

Se pueden cnlculnr corroccionrn n (2.&1) pnra temperatura.<> bajas finitas. Para 
tsto, utili.7.ando In expresión general parn /n(::) se escribe 

- 8- (In ::)512 [1 + !);r-

2 

(In z)- 2 + · · ·] 
i;,v-;r 8 

-
4

- {In ::)
312 [1 + r (In .z)- 2 + · · ·] 

3v-;r 8 
(2.66) 

Sust.it.uycndo esta expresión para hrA.z) en (2.r.>()): 

N 4:n-g (2m) 312 
3/2 [ r2 -2 ] - = - - {kTln.z) l +-{ln.z) +··· V 3 h 2 8 

(2.67) 

Como el segundo U!rmino del paréntesis cuadrado es pequeño, ya que .z > 1, la 
ecuación anterior se puede escribir 

kTln.z=µ= ( 4!:v Y'3 

;~=e¡.· (2.68) 

y se obtiene como mejor aproximación: 

kTln.z =µ = CJ-' (1 - ~ c:~rJ (2.69) 

El potencial químico disminuye cuando In temperatura aumenta; la contribución 
de cada partícula nuc:vn a la energía interna del sistema es mÁ.'> pequeña cunndo 
la energía cinética de !ns pnrtículas de dicho sistemn se ha incrcnlCntndo. Por 
el contrario, cuando la energía cinética es baja o ha disminuido, cada partícula 
que se añade aporta más energía al sistetna. 

En In Ec. (2.69) el J»U"ámctro de expansión es el cociente de la energía 
térmica de excitación y la energía de Fc .. ·nni del sistcnu1. La energía interna 
promedio por partícula es, usando (2.56), 

U :J / 512 (.z) 3 2 [ l + ~(In .z)-
2 

+ · · ·] 
- = -kT--- = -kT- In .z - - (2.70) 
N 2 /3¡2(.z) 2 5 [1+"

8

2 (Jn.z)- 2 +···J 
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Expandiendo el denominador como ( 1 +o) - 1 = 1 - o, se sigue que 

- = -kl In.:: 1 + - {In.::) - 2 + --. u 3,. ( r.2 ) 

i\' 5 2 
(2.71) 

Finalmente, al sustituir (2.68) para In.::: 

U 3 [ 5r.2 (kT) 2 
] - = r:_C¡.• 1 + -- -- -f- ··· 

1V .:.> 12 e,.-
(2.72) 

LH energía interna de un sistema de Fermi no se aproxima n cero para bajas 
temperaturas, como es el caso del gas ideal clásico, sino que converge a un "alor 
finito dndo por IR energía total de los estados ocupados cuando T - O (que es 
finita, por el principio de Pauli). 

El calor específico (la capacidad calorífica por unidad de masa) se puede 
calcular de (2. 72): 

~ = _I_ (ªU) = 7r
2 kT + ... 

Nk Nk 8T v.N 2 t:F 

El calor especifico del gas de Fcrmi se muestra en la Figura 2.5. Nótese que 
para temperaturas alta.-. tiende al valor ~ N k, correspondiente al gas clásico. 

----------------

F"¡gura 2.5: C&lor cspec:{fioo de un gas ideal de Fcrmi (toul&d.a de (19)). 

De (2.71) y {2.57) se obtiene la ecuación de .,.,lado; 

P= ~~ = ~<F [·+Sr (kT) 2 +···] 
J \? 5 V 12 CF 

(2.73} 
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Olras c.antidndcs que se pucdeu c..xprcsar en ti·rruin<~ de la expa11si<>11 c11 
kT/c¡.· «::::: 1 son la .,11.,rgfa libre de llclmholtz F = ¡tiV - /'\ · y la "ntropía 
S= -,J.(U-F): 

F 
N 

1- "'·~ - ....... 
[ 

--2 (kT) 2 
] 

12 < F 

s· -;:- 2 kT 

Nk 2~ 

Se observa que 8 - O cuando T - O. El gas degenerado de Fcrmi a T = O 
representa el estado del :<islcrnn. con el más alto grado d., orden. 

2.2.2 Caso relativista para T - O 

Para derivar las propiedades termodinámicas de un gas de Fermi relativista a 
bajas temperaturas (T --+ O), se considera nuevamente la función de partición 
gran canónica: 

lnZ = L::tn(t +=c-lk•) 
k 

La energía ~k de una soln partícula en el estado k ahora es relativista. Se resta 
la masa en rcJ>060 de las partículas por simplicidad: 

(2.74) 

En seguida se suma sobre tocio.; los estados integrn.udo sobre todos los momentos 
(Ec. (2.44)) 

CX> 41rVJ In Z 9---¡;3 p 2 ln (1 + :e-tk) dp 

o 

4r.\' ¡J ¡"" 3 rü 1 d 
9 --¡;33 p dpz-letk + 1 p 

o 

en donde se integró por partes. La fugacidad : ""' determina, para un número 
de partículas dado, a partir de 

~ 47r\-' ¡°" 2 l 
N(T, V,z) = ~ (n1o) = 9-¡:¡3 P z-letJ< + l dp 

., o 
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Cuando T -+ O. el ntímcro de ocupación prouwdio cstú dado por ( 1.:.!0,J .. '° 
entonces se cumple 

,,,.. 
411"v /Jj . ,ü 

111 z = g-, 3 :- ,,.i_/ d71 
1 .! ( ,, 

o 

.,.,. 
, • 47rV J 2 ·l7r\' :1 

N('"I, F.=) = Y--¡;s- 11 dp = !I 3¡,3 1'F 
o 

El momento de Fcrmi se puede calcular de In ecuación anterior: 

- ( 3 Nh3) i¡:• 
PF- ---

411" Vg 

(2.75) 

(2.76) 

(2.77) 

Se necesita ahora conocer dc./dp pn.ra In Ec. (:.!.7fj), lo cual se puede hacer a 
partir de (2.7·1): 

Sustituyendo en (2.75) y considerando que In Z = PV/kT, se sigue que 

.,.,,. (....e._)2 
P = 4rg /me ,.,.,, p2dp 

3h3 [ 211/2 
o 1 + (~) 

(2.78) 

Por otro lado, una expresión cxplfcitn para 1n energía interna., cuando T - O, 
se puede =ibir de In siguiente manera: 

(2.79) 

El objetivo es, pues, calculnr lns integrales en (2. 78) y (2. 79). Un.a forma de bac:er 
ésto es haciendo la sustitución p = nu:sinh:z:; entonen< se tiene f' = rnc2(CC1Sh.:r
l) y ck/dp = ct.anhx. Con 1n identificación p,.- = m.csinh.:r,.. las expresiones 
anteriores se convierten en 

4 ,.,. 

}~ = 4rgyn ¿. j . h' xd.:z: 
3h3 sm (2.80) 

o 
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r,-
·l7T!JV'1114é' J . 2 

U = .1 ( cosh x - J) s111'1 x cosh xdx ,,. (2.81) 
o 

Estas integrales se pueden rc...-•h·cr cou ".nJCJa de llL'< siguientes propiedades de 
las íuncionr"' hiperbólicas: 

c~.sh2 .x - siuh 2 
;i: 

cosh :!x 

siuh2:r 

.!!_ sinh x 
dx 
d 

d.x coshx 

El primer integrando se puede escribir 

cu;l,2 x + sinh2 x 

:!sinh:rcoshx 

c.osh X 

sinhx 

sinh4 x sinh2 x (oosh2 x - 1) 

.!. sinh2 2x - sinh2 x 
4 

.!. C06h 4x - .!. cosh 2x + :! 
8 2 8 

d ( 1 . h 1 • h2x 3 ) dx 32 sm 4x - :¡ sm + Bx 

Análogamente, el segundo integrando es 

oosb2 x sinh2 x - sinh2 x cosh x .!. sinh2 2x - sinb2 x cosh x 
4 

_!_ cosh 4x - .!_ - sinb2 X~ 
8 8 dx 

- - stn 4x - - - - sin x d ( 1 . h X 1 . h3 ) 
dx 32 8 3 

Las integrales son entonce; 

r,-J sinh
4 

xd.x = ~ (3.:rF - 3sinhXJ'"<Xl<ihXF + 2sinh3 XFOOShxF) 
o 

7(cosbx- l)sinh2 xooshxd: 

o 

(2.82) 

~ (-xr+sinhxFooshxl'·+2sinh3 xFcoshxr- ~sinb3 xF)c2.83) 

--------~_,_---,·-------------



Como abre,·iaci611. ~ p11cdt•11 ut.ili;, . .ar las f1111ciorws A(y) y /J(y) (ver Fig11ra :!.6) 
definidas por 

en donde 

A(y) 

13(!1) 

VI+ !12 (".!y" - :iy) + :inrcsin hy 

8113 (VI +y".l - 1) - A(y) 

y= sinhx = ....!!_ 
n1c 

· PF y,.-= smhx¡.· = -
nlC 

Entonces las Ecs. (2.82) y ( 1.83) se pll<-'<ien <'-Xprcsar de la forma 

ZF J sinh• xd..r 

o 

J
ZF °.l 

(ooshx - l)sinh xooshxd..r 

o 

Por lo tanto, se tiene 

U = girV'ni•c!' l3( ) 
6h3 1/F 

La expresión para P en el cnso ultrnrclath'ista YF ::» 1 es (18) 

p = g7rT11•cf' 2 (PF )• = .!_V 
6h3 me 3 V 

ya que 
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1.5 

1.0 

0.5 

0.5 y 1.0 

Figura 2.6: Las funciones A(y) y B(y) (tomada de (18]). 

2.3 Hidrodinámica 

En la hidrodinámica es común utilizar dos maroae de referencia para la descrip
ción de los sistemas: el marco lagranginno y el marco eulcriano. Las coordenadas 
asociadas al primer marco se mantienen fijas a cada elemento de ~ Am del 
fluido, y se mueven con ~- En el segundo maroo, las coordenadas son puntcis 
fijos r del espacio n trnvffi de los cuales el fluido se dcsplazn. A cstcis puntos se 
les RSignan '\."Blores de In densidad p y de In velocidad v. 

El mnroo lagranginno es particularmente conveniente, ya que es una exten
sión natural de In mecánica de partículas, en la que las ecuaciones de movimien
to siguen a cada partícula. No obstante, este sistema de referencia es útil sólo 
cuando la goomclrín del volumen ocupado por Am permanece sencilla durante 
el movirnicnto, e-amo en un flujo simple, pero no, por cjen1plo, en un flujo tur
bulento. 

En el tratamiento culcriano, el cambio en el tiempo de una cantidad. A(r, t) 
es (8A/8t)r, evnluado parar fija. Cuando se usa el método lagangiaoo, tanto r 
como t cambian cwtndo un elemento de fluido se mueve. En este caso el aunbio 
de A(r,t) es 

DA 8A 8A d:r1" 8A 
Dt = {j¡ + l);rk -;¡¡- = {ji + v · V A (2.87) 
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donde ul..- = d.r'-" /di =--<Ht los <"oUIJ>f utc·11tc~ <le la \'<•locid•ul df" 1111 <0 l11.·11u·111 o de~ lluido. 
Es connín utili.7 ... ar la 11olaci611 /:, = fh + v · V cu el trat.n.ruicuto la~rau~iano. 
De aquí <!U ad.:-lant<·. <~U P;S((_· tratJ"u11ie11to la derivadu ff; ~·e <~rihirA ro1110 f,. 

El primer tl•r111i110 de la dered1a •·n (:.!.87) '"' la <kri\"wla l<·111por¡,J •·11l•·ria11a. 
que <ln el c.nrnbio de A con r fija debido a su d<1><,ndcrwi" explícita del t.icmpo. 
El sc:..-gundo tl·rrniuo ("!'-\el c.a111hio d€·:~dP un puuto ha .... t.a otro p1111tc1 rc·rc.a110 que 
re;ult.a de la depcrulcncia irnplirit.a df~I LÍPlll(><> de UL~ <··oord<!Uada." rsp.a<:iale;. 
Aquí k =l.:! 6 a. y,.., surna "''hrc fnrlic•,,; n•¡'><:tidos (a"b" =:= ¿:,a"b"). El 
último término cu (2.87) se pu<•de pensar c-.c:>1110 el c;unbio en A debido al flujo 
neto de rnnlcrinl hncia un ,-olurnen ó \'. 

F..xnrninando la forr11a en que dicho elemento de volurncn ó \' = :::.:xóyó:: 
can1bin c,011 el tiernpo, es ¡x>Siblc probar <¡ue este~ carnhio t.!:-itá dado por (í] 

(2.88) 

E..-ia ccunción dernucstrn que un fluido incompresible (nquél cuyos elementos 
de volurnen pcrrnancccn const.nnt.A::« en magnitud) está definido ¡><>r la relación 
V·V=O. 

Si se considera una trnycctoria de longitud infinitesimal di en el fluido (Figura 
2.7), se evnlúa la cantidad V· cfl, y se integran lo largo de un contorno cerrado 
e, se tiene 

J. v·dl= Í"ilxv-dS Te },; (2.89) 

por- el teorema de Stokcs. E es la superficie arbitraria cuya frontera es C. y dS 
es un elemento infinitcsimnl de área en E. Si llt.s líneos de flujo (rcpresent.adas 
por v) no cambian de dircoción, el fluido se mueve sin rotación. Si en (2.89) la 
contribución de v ·di >0 a In integral es In misma que la contribución de v ·di <0, 
esta oontribución será cero para el contorno C, y el Indo derecho también será 
cero. Como E cs arbitraria, la integral se anula. Se ve cntonocs que la condición 
~ x v =O define a un fluido irrotacional. 
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Figura 2.7: Superficie de ioc.c,gración E en UD Buido. e es la frontera de E y di es 
una trayectoria infinit.csimal en el fluido, d cu&! tiene velocidad V (Loauida de (7)). 

En hidrocliru'l.mica, las ecuaciones de mo,imicnto se obtienen al splicar la 
segunda ley de Newton a los elementos de fluido. Se pueden coosidersr dos tipos 
de fuerzas: aquéllas debidos s la presión P( r) en cads punto de la superficie S de 
un elemento de fluido, y las debidns a efectos gravit.acion.alcs, electroDlftgtlét.icos, 
et.e .• que están dadas por la densidad de fuer-...a. r. La ccuadón de movimiento 
en forma lagrangian.a está dsd.a por (7) 

dv 
pdl=C-"VP (2.90) 

En esta ccusción se asume que no hay esÍUcrulS cortanlai (la presión Pes un 
escalar). En equilibrio hidrost.ático la aceleración de los clemcotos de volumen 
es cero, por lo que f ="V P. 

l..a masa de un fluido clásico no relativista. se con.serva; esto significa que 

{2.91} 

para cualquier elemento de volumen LI.\'. Usando (2.88) lo anterior se puede 
reescribir como 

d¡:-
dt + p'\J ·V = Ü (2.92) 

Esta es la ecuación de conservación de ma.-;a en forms lagrangi.ana.. Si se utilizan 
(2.87) &demás de (2.88), (2.91) t.a.mbién se puede escribir 

d dp cLó...V 
O dt (pLI. V) = LI. V dt + P-;¡¡-

= Ll.\'Z + Ll.\·v. vp + p(v. v)LI.\' 
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(~01110 A\, es arhitrnriu .. 

i)p iJp 
-:- + v ·V¡>+ p\7 · v =-:- + v · (pv) =O 
r)t di. 

(2.'}3) 

&tn es la ecuación de co11Li1111id.ad en forrnn culcriana. Expresa el hecho de que 
In nVL~ de un clt!IJtcnlo de volurn<~n cn111hia ctuuulo n trnvl-:s de In supcrfif"Í<" de 
este últiino cru:t..11 111~L"'ilt. 

El morncnto de un de111cnlo de íluido "st.á dado por pv..l\'. De (2.90> se 
tiene 

(f- 'VP)A\' 
dv 

pf:!.\/ dt 

d d 
dl (¡JV!:!.V) - v dl (pl:!.\') 

d 
dl (pvt.J.V) 

En el último paso se usó (2.91). Si hay equilibrio hidrostático (f 
momento se con.-.crvn: 

d 
dl (pvt:!.V) =O 

Al formar el producto punto de v con (2.9-t) se obtiene 

d 1 2 
(f. V - '1P· v)t.J.V = dt <2pu av) 

(2.94) 

'1P). el 

(2.95) 

(2.96) 

El lado derecho de cst.a ecuación es el cambio de la energía cinética del elemen
to con el tiempo. El tkrmino ('7 P · v)t.J. V = (v · '1 P)t.J.V puede rccsc:ribirse 
utilizando (2.87) con P en lugar de A: 

(v-'VP)AV (dP _ BP)l:!.V 
dl &t. 

d d éJP 
dl (PA\/) - P dt (!:!.V) - a¡.O.V 

~(PA\/) - P'1 · vA\-. - éJP .O.V 
ctt m 

En la última igualru.d se usó (2.88). Sustituyendo en (2.96} queda 

BP d 1 
(f · v + P'1 · v+-)AV = -(-pu2 + P)t.J.\' 

éJt dt 2 
(2.97) 

El término (f·v)A\' representa la razón a la cual todas las fuerzns ft.J.V hacen 
trnbajo sobre el elemento de fluido. Si tie consideran efcct.oo> de energía potencial 
grn\•itacional, con r In dcnsido.d de fuerza gravitacional dada por r = -p'C'é, 
donde </> es cl potencial gra•litacional, entonocs (2.97) se escribe 

(BP -pa.;,)AV'+ P('7- v)l:!..\' = ~(!_pv2 + f>+p.;;>)l:!.V 
lJt &t. dt 2 

-~_, 

(2.98) 



Para fluidos i11co111prcsiblu; cu u11 campo gravitacioual <...-.;látko. Dó/Ot O, y 
por lo tanto 

1 • I' 
- v 2 + - + ó = dr. 
2 p 

(2.99) 

Esta es 1111n forma de l.n ley de Bcr11011lli. In cunl <cxpr<:sn In co11sc-.-rvnci611 de la 
energía para fluidos. 

La ecuación de movimiento (2.90) y la ecuación de continuidad (2.92) deben 
ser complemenu\das por uun <>euación de csU•do I' = P(U, \'),en donde Ces la 
energía interna del fluido. La encr~• intcrnn l:l.U del elemento de volumen 6 \/ 
se relaciona con In entropía .ó.S por 1nc<lio de la primera ley de la termodinámica: 

dU dS d\/ 
dL = T dt - pdt (2.100) 

Escribiendo 6\' = l:l.m/p. donde .ó.n1 L"i la masa de AF; la energía e<pecffica 
c.omo & = l:l.U / l:l.rn; y In entropía específica como .ó.s = .ó..S/ l:l.m, se tiene una 
forma conveniente para (2.100): 

(2.101) 

El primer término del lado derecho, la razón de transferencia de calor, puede 
depender de procesos locales, tales oomo fusión termonuclear, o ioniz,.ción y 
recombinación. En general, depende del estado termodinámico local del fluido, 
y en este caso se requiere la ecuación de e."lado adicional T = T(t::, p). El cambio 
en entropú• puede deberse n procesos irreversibles, como el paso de ondas de 
choque. 

Hay casos en los que algunOG procc;os adiabáticos (para los que d.s/dt =O) 
juegan un papel importante, y en los que el can1bio en t:: se debe a la expansión o 
compresión de un elemento de fluido. I~ entonces cuando la Ec. (2.101) puede 
reemplazarse por la relación c-·er Capítulo 3) 

P=Kp.., (2.102) 

Considl!rcsc un fluido uniforme en el que la densic1-i Po y la presión lb tK>n 
independientes de la posición, e imagínese que ocurre una perturbación pequeña, 
de tal nmncrn que p = Po+ p 1 y J> = lb+ 1'1. Si p 1 es pequeña comparad.n con 
Po· el movimiento subHccucntc del fluido e;t.ará caract..crizndo por una velocidad 
v también pequeña. Sustituyendo v por A cu (2.87) y con ayuda de (2.90) (0011 
f = O) se tiene 

é)v 
(Po + Pi) iJt + (Po +Pi )v · vv = - v Pi 

donde se usó el hocho de que lb es constante. Además, si se sustituye p = Pu+ 
Pi y P = /li +Pi en la <.-cuacióu de continuidad culeriana (2.93) resulta 

8pi lit + V • '1 Pt + (AJ + Pi) '1 . V = o 
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cu doudc taruhil!ll se usé> el hecho de: qu•· l'o f::s f'Oll!'--l.auh-. 

Se pueden n~o]vcr la., dos cct11lCioru~ nutcrion~ considerando los Li:rrninos de 
orcJc11 ltt/Ls hnjo. rro1111t1Jdo Cll C"llCllLH qtH• f1t. /'r _\' l' ~UI JM"CfU<!Üos. ~e Clt<'ll<."tltrn 

(7) 

ifv (ª/') l'oat=-V/'1=- üp "\;"p, (2.103) 

Para perturbaciones pequeñas, !J/!; c..-; constante. 
(2.103) y rcst.ando de (2.10.t): 

é>2p1 = (ªP) v-2 
&t2 8p p, 

(2.104} 

Tomando la divergencia de 

(2.105} 

Al ser l:st.a una ecuación de onda para p 1 , la velocidad de propagación está dada 
por 

- (ªp)l/2 
c. - 8p (2.106} 

Esta es la velocidad del sonido adiabática. La Ec. (2.105} dice que las pertur
baciones adiabáticas pequeñas se propagan con velocidad c.. 
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Capítulo 3 

Resumen de estructura 
estelar 

3.1 Descripciones euleriana y lagra.ngiana de con
figuraciones gaseosas. Campo gravitacional 

Al comenzar el estudio de In estructura estelar conviene simplificar el problema 
tanto como sea posible. Parn W efecto se puede considerar que una estrella 
es un sistema gn.5coso en el que las únicas ÍUcrZHS que actúan provienen de la 
presión que tiende " expandir el gas, y de la gravedad que tiende a contraerlo. 
Esta situación pn>ducc una configuración con simetría csfl::rica. Por lo tanto, una 
opción natural para unn coordenada espacial en términos de la cURI se rcalioc 
la descripción del si->tcn1n es la distancia r desde el ocntro de In a,-f.rclla. Esta 
distancia \'nrú• de r = O en el centro a r = H en la superficie, donde R es el 
radio de In configuración. Si ndcrnás se considera la c\'Olución en el tiempo t de 
las funciones dcscripti\'ns, cnton<-cs 6;t..n. .. dependerán cu general de las \-ariablcs 
indcpendicnt.cs r y t. Se tiene asf una descripción eulcriana del sistema (ver 
Sección :.?.3). 

Es conveniente definir la función ni(r,t) como la masa contenida en una 
esfera de nldio r al tiempo t (Figura 3.1}. El cambio de m ni cambiar r y ni 
cambinr t se puede e;cribir como 

dm = •t :irr2 pdr - 4 7rr
2 pvdt {3.1) 

en donde p = p(r, t) es la densidad del gas y v es una \'clocid.Rd radial hacia 
afuera de la a,-f.rcl la. 
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Figura 3.1: Variación de la masa m con el radio r a un tiempo fijo t (tomado de 

(25)). 

El primer término de Ja dcrocha en la Ec. (3.1) es simplemente Ja masa 
contenida en el cnscnrón esférico de ~r dr a un tiempo fijo t. El segundo 
término da el flujo radial de masa hacia afuera de la esfera de radio r, supuesto 
constante, en un intcrvalo de tiempo dt (nótese el signo negativo). De esta 
manera, de acuerdo a (3.1) las vnriacioncs c:spacial y temporal de m están dadas, 
respcctivanlCntc, por 

(3.2) 

mn -¡¡¡ = -4r.r2pv (3.3) 

Frecuentemente es más útil usar una coordenada lagrangiana en lugar de 
r, es decir, una coordenada fija a cada elemento de masa. Por lo tanto, tal 
coordenada no '"Briará con el tiempo. Se puede escoger m como ooordellftda 
lagrangiana, y entonces las ''Briables independientes son ahora m y t, y cualquier 
otra '"Briablc se considera dependiente de ellas, como por rjemplo p( m, t). &to 
incluye t.ambil:n a la distancia radial r, que en arte caso es la función r = r(=., t). 

Se puede probar que e.-tc cambio de coordenadas produce un cambio en las 
derivadas parciaJcs da.do por 

(3.4) 
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Como ejemplo, considérese (3.4) aplicada a m. El lado izquierdo es igual a 1, y 
el primer factor del lado derecho es Dm/é>r = 47rr2p, por (3.2). Entonces 

&r 1 
&m = 47rr2p (3.5) 

Esta ecuación es el análogo lagrangiano de la ecuación euleriana (3.2). 
Sustituy•!ndo (3.5) en (3.-1) se obtiene la regla general para transformar un 

operador en otro: 

(3.6) 

l 'or In loorín d" pole11cinlcs,,., sube <¡U<! el valor al>bolulo g de )H. ucclcrH.Ció11 
gnwilacionnl dentro de un cuerpo csfl:ricament.e simétrico a una distancia r del 
centro no depende de los elementos de 1T1aSa fuera de r, sino que sólo depende 
del ,·nlor de r y de la masa m contenida en la esfera concéntrica de radio r: 

Cm 
g = -;2 (3.7) 

donde C = 6.67259 x io- 8 dn cm2 g- 2 es la constante gravitacional. 
El campo gravit.ncional dentro de una estrella puede describirse por un po

tendnl <l>, el cual es solución de la ecuación de Poi..<Son: 

V-2 <1> = 47rCp (3.8) 

En el caso de simetría csféric.a esta ecuación se reduce a 

1 é) ( 28<f>) . 
r:.. ar r &r = 47rGp (3.9) 

Corno el vector e-ampo gravitacional g = (-g,0,0) cst.á dado por 

para simetría csféric-..i• tinicamente la componente radial es distinta de cero: 

(3.10) 

Al igualar (3. 7) y (3.10) "" tiene 

(3.11) 

lo que ·~ una soluci611 de (3.9). según se puc..-de verificar por sustitución y con 
ayuda de (3.2). El potencial es entonces 

r 

! Cm • 
<l> = r~ dr + cte (3.12) 

o 
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La Figura :J.2 muestra •l>(r). La corL-.tantc de inLcgrnción se <..->coge de tal rnancrn 
que •I• -+ O cuando r -+ oo. Se puede observar que el potencial grnvitacional es 
mínimo en el centro de In e;trelln. 

Figura 3.2: Potencial gTavit.aciooal 4>(r) y v.ector campo gravit.-dooal g de una 
estrella es((lricamente sim(ltrica (tomada de (25)). 

3.2 Equilibrio hidrostático 

Durante la mayor part.c de su existencia, un.a estrella se encuentra en un es
tado de equilibrio frágil t.ant.o local como globalmente. Cuando se pre&CDtan 

desviaciones pequeñas de este estado de equilibrio se producen esi-los dinánü
cos que pueden ser cst.ablcs, como en estrellas variables, o inestables, corno los 
que dan lugar a pérdida de ll1AS8 en gigantes rojas, no~'8S, y supernovas.. Los 
cambios irreversibles a los que está sujeta un.a estrella son los respoo.ables de 
su evolución. 

La mayoría de la.o; e.-t.rcllas se encuentra en fa.ses de su evolución que son 
muy lnrgns (duran desde docenas de millones de años hasta miles de millones de 
años), por lo que no se pueden apreciar cambios. F.st.o significa que la materia 
e,-t.cla.r no se aoclcrn not..ablcmcntc, y por lo tanto todas las fuerzas que actúan en 
un clcment.o de masa dct.crmin.ado se anulan entre sí. A este estado de equilibrio 
mecánico se le llama ~ibrio hidro$ldüaJ, ya que la situación es análoga a la 
que determina la estratificación de la presión en un estanque de agua. Como 
se mencionó en la scoción anterior, se asume que las únicas fuerzas pre9C11tes se 
deben a la gnwcdad y al grndieotc de presión. 
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Figura 3.3: Ca.'iCAJ"Ón de ma.'<A csférioo de grosor dr y pa;o -gpdr. Sobre la pared 
interior actúa una p,..,,.;ón P, y sobre la panxl exterior una presión P., (tomada de 
(25)). 

C.-onsidércsc un CH.SCarÓn de masa csfl!rico de~ infinitcsitnal dr y radio 
r, dentro de la estrella. La masa del cascarón por unidad de área es pdr, y su 
peso es -gpdr. l'Btc peso es la fuerza gravit.aciou.al que actúa hacia el centro de 
la estrella, cvnio lo indica el signo ncgnth"O. Pero J>nra evitar que los elementos 
de 111&"'1 del ca.'iCHJ"Ón se BOclcren en este sentido, deben cxpcritnent.ar una fu~ 
del mismo vnlor all6C>luto y de sentido opu~. Esta otra fuerza se debe a la 
presión. l'b"1.o significa que la presión /',. que el cascarón siente en su pared 
interior es mayor que la presión P., en 1m pared exterior (ver Figura 3.3). La 
fuerJ"..a neta sobre el cascar6n debida a cst..a diferencia de presiones es entonces 

oP 
P,-P.,=-&rdr (3.13) 

El lado derecho de cst..a ecuación es poeitivo, ya que P disminuye al aumentar 
r. Como la sunu. del.a fuerza gravit.acionnl y de la de presión debe ser cero, se 
tiene la condición de equilibrio hidro<;t.átioo: 

aP 
l>r = -gp (3.14) 

En ambo.i lados de la ecuación las fuerzas son por unidad de "-olumen del 
cascarón. Por (3.i) se tiene entonoc:s 

8P Gm 
&r =-~p (3.15) 

Esta <!:\.--presión es culcriaoa, ya que la variable indepcndácnte es r. Para escribirla 
en forma lagrangian.a (coo m como la "'Bri.ablc independiente) se puede utilizar 



In fórnmln (:J.Ci ). ;-· q11c.><ht 

81' 
Üm 

(i111 

- ·17Tr4 
(:U6) 

Es ¡;,o,;iblc usar In <""unció11 n11lerior y In C<"t1nci611 de <:stado de 1111 gtL'< id<,,•I. 
Ec. {2.16). para <:sli111a.r \•alorcs de la pn::si611 y el<: In temperatura en el illl<!rior 
de una estrella de llllL">l• y radio dadc,,,. Si en (:~.1;,¡ se rL'Clllpla?..n el lado iz<¡uierdo 
por un grndienlc de pn=ió11 promedio ( l"b - l'c)/ Af, donde /vf es In llUL"'1 total 
de la estrella. Po es la pr<.>iió11 en la superficie (i¡~ual n cero) y /'e la presión cu 
el cc11tro, y e11 d Indo dcrod10 ,;,! ,;u.o;tituyeu 111 y r por valores promedio /lf /2 y 
R/2, se licue 

Escribiendo la densidad promedio de la estrella como 

- M 
p = ~.,r1l3 

3 

(3.17) 

la ecuación de estado de) gas ideal da (el subíndice e denota valores centrales) 

T. _ Pe J!.. _ P. 1~ p 47TR3 ""~µCM p 
e-Pe'R.- e'R-Pe 3/11 3'R. R Pe 

(3.18) 

En el último paso se u.<;6 (3.16). Debido a que en una estrella Ja densidad es 
mayor en el centro, se tiene p/ Pe < l. Por tanto (3.1 7) indica que 

T.< ~~CM 
e~ 3"R R 

Para el sol (J.1 = 1.989 x 1033 g, R = 6.96 x 1010 cm), con µ 
molecular medio del hidrógeno), se encuentra 

Pe "" 7 x 1015 dn/cm2
, 7;, ;S3 X 10., K 

('_,abe notar que, cu principio, las F..a;. (:i.5) y (3.16), 

ar 
&m 41""2p 

lJP Cm 
Om - 41""4 

(3.19) 

0.5 (peso 

(3.20) 

permiten oonoccr r(m) y P(m), pero sólo si se puede expresar, por ejemplo, 
p como función de P. En (25] se mencionan algunos casos en los que esto es 
posible. 



3.3 Ecuación de movhniento. Escala de tien1po 
hidrostática 

Cousidl:rt...-<e 11ucwu11e11u: la situaci611 111ostradn en In Figurn :J.:J. 
esférico t!...Xperiu1eutu UJUl fuc~r;t .. a por u11id1td de :in·.a /,, dada por 
lado derecho S<.' pmxle n:<:;rribir utilizando (:!.fi): 

i)/' 
fp = - i>m tl111 

El ca.-.c-Rrón 
(:!.Ja). C'll)'O 

(3.21) 

Por otro Indo, In fucr?.11 ~avit.acionnl por unidad de área / 9 está dada por 

J. y clr11 (:r11 c/rn 
9 = - .. 1r.r2 = -7 ·1rrr2 (3.22) 

Si las fuer?.ns no se anulnu cutre sf. el cascarón de rnnsn se acelerará de acuerdo 
con la segunda ley de N<!Wton: 

c/rn a2r 
'1r.r2 &t2 

1 <Pr 
•i1rr2 &t2 

iJP Gnt 
- &m '1r.r4 (3.23) 

por (3.21) y (3.22). Nót•">'<• que los signo" son l.llk.-; que si sólo actuara In fuerza 
debida ni ~ientc de presión, In n.cclcrnción resultante seria hncin afuera (ya 
que 8P/&m < O), y si tlnicnmentc estuviera presente la ÍUcr7..a gravitacional 
In acclcrnción scrín lmcii• adentro. 1-hta <-'CUnción de movimiento da lugar a la 
ecuación de equilibrio hidrostático ( 3. 1 G) si todo.; los elementos de lfllL."'1 están 
en rcpo;<> o n10viénd06C rn<linln1cntc con velocidnd constante. 

Supóngn.sc nhorn que súbit.arncntc In fucrzn debida a In presión desaparece.. 
La c..""t.rclln entonces tenderá n colapsarse bajo su propio peso. Se puede definir 
un tiempo c.arnctcríst.ico T d, llnnlBdo ticnipo ele cafda libre, en el que c..""l.c este 

colnpao ocurre. Haciendo la identificación l~I ft, y con d primer término 

del Indo derecho de {3.23) anulado, se tiene 

6 

u 
~=y 
Td 

( R)1¡2 
TcJ ~ -

g 
(3.24) 

Análogamente es posible dctcnninnr un tiempo de c:rplo&Wn T..,.p para el caso en 
que la fuerza de gravedad deje de actuar de mnneru súbita. Por (3.6} se puede 
escribir 

2 8P 
41"" -am 
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Sustituyendo en (:l.2:1). en donde el ,....~11udo ti.·r111i110 '"'cero: 

iPr 1 il!' 
i)f '2 I' i)r 

('.cuno se hi:r..o en el caso autcrior. ,.¡ lado i:r.quicrclo dt· esta <~Xprt~ión se identifica 
con ll/T!,.p ; en el lado dcnx:ho S<" rccmpla:r.H. iJl'/iJr por />/U. y se encuentra 
que 

( I') 1/2 
rrxp =u ¡; (3.25) 

La c.antidad ( ~) l/'J. e; del orden de ¡,. velocidad media del sonido en el interior 

cstcln.r (vl!a.'iC la Ec. (2.100)). Por ello puede interpretarse a r ~P como una 
escala del orden del tietnpo que una onda sonora nuc<"'it.a para viajar del centro 
de la cstrdln hasta su superficie. 

Si In estrella se encuentra en 1111 e;tado cercano al <x¡uilibrio hidrost.ático, 
los dos ténninos del lado derecho de la !':<-. ( 3.23) tienen aproximndan1ente el 
1nis1110 \•nlor abo;c>luto, y entonoc:s Tc1 = r~.,.· A <..-.ta c:sc:ala de tiempo se le llaina 
ese.ala de lit"T11¡10 hidrostálic.a rh,dr• yn que representa el tien1po en el que una 
estrella reacciona n una perturbación pequeña del or¡uilibrio hidrostático. De 
(3.2-1), y con g = GJ\f / Jl 2 , se obtiene 

( 
Jl.3 ) 1/2 

rhidr = GJ.f (3.26) 

Para el sol se encuentra que 7°hodr = '27 minutos; para una gigante roja de 
alrededor de 1 nu1.sa soln.r y unos cien radiOB solares, Th,dr = 18 días; y para un.a 
enana blru1ca de aproxinmdamente l masa solar y un radio 50 vcocs menor que 
el radio solar, 7°hldr = -1 segundos. Con10 Ja.., fases durante las cuales las estrellas 
cambian duran entre millones y miles de millones de años, y por lo tanto son 
1nucho n1nyorcs que 7°hldro In. suposición de que durante Las etapas intcnncdias de 
la vida de una c..-t.rclla isla se encuentra en equilibrio hidrostático es ra:r.onablc. 

3.4 El teore1na virial 

El teorema virial juega un papel importante en el c>tudio de las estrellas. Rela
ciona dos rcscrvorios de energía de uru• e-.-trclla y permite ha.:= predicciones e 
intcrprct.ncioncs nccrcn de alguna.'! de sus fo.ses evolutivas. 

Una e;trclla está formada por muchas partículas. La energía total de este 
sistema está constituida por la internoción gravitacional mutua entre las partícu
las. n. y por las energías cinéticas de las partículas mismas (incluyendo a los 
fotom~). A c:.-tc último tipo de energías se ks denomina e»lcct.h-amentc energía 
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interna ll. l ... a c11er~ia lolHI de ln «":-'lrt~lla e":-> Pllto11««~ /:: == ( · -- fi. :\11.ol10J,?.a111c11tc• 

n lo que :mccde c-011 1111 pl1111cl.1• alrocledor del :-;<>l. pnrn que el ,.,j_<;tc111a cst/, ligado 
se r<.."'C¡uicrc <¡uc 11-1. e11er~fa lotnl ~-·.n ra~~al Í\.'a. 

La Ec. {3.1 G) puorlc <...-.;crihirsc de la forma 

para reescribirse como 

.• (JI' 
-t;:-r· -

iJt11 

(,•111 

r 

r 

Al integrar sobre In mnsa d"5de "' = O luL.-;t.a 111 = .fil. se tiene 

Af M 

3 M J :Jf> J GJ11 4r.r Pl0 - p d111 = - -;:-dm 

o o 

¡:~.27) 

(3.28) 

en donde se usó la E.e. (3.!">), ür/üm = l/4r.r2 p. Como P y r son funciones de 
m, el primer término del Indo i7..quicrdo se anula. ya que /'(.\!) =O (la presión 
es nula en la superficie de la <.st.rclla) y r{O) =O. Ahora bien, de la Ec. {2.73) 
se aprecia que, para un gas clásioo no rclativi.'lt.a, La presión es dos tercios de la 
densidad de en<'rgín interna: 

p =~u·' 
3 

u• u 
V 

(3.29) 

por lo que 3
:' = 2u, donde u es la energía interna por unidad de ma.<;ll. Entonces 

M M 

J 3: dm = 2 Ju dm = 2U {3.30) 

o o 

El lado derecho de (3.28) es la energía potencial gra'ritacionnl n debida a todos 
los c1C1I1ent.os de rnn..'in que conforman la estrella. Resulta entonces que 

-2U=fl 

o bien 

2U+f1=0 (3.31) 

La Ec. (3.31) es el tcorrnw virial paro e.strrllas. 
Supóngn.'iC que la c..-t.rclla se \•e sometida n una contracción gravit.acional debi

da a una pequeña fluct.tuteión de In presión. En C>-te caso su energía gravit.acional 
disminuirá. Exactamente la mitad de e>ta disminución se ,.crá compensada por 
un aumento en La energía interna, de acuerdo a (3.31), y e.-t.e aumento causará 
que la estrella se caliente_ I..n otra mitad ooe perderá por radiación de<de In 
superficie. 
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3.5 Polítropos 

Por si sola. la 4'!'JC1Jari611 de uquilihrio hiclrost.Ati<._, 110 ¡>e:rniite obtener un rnodclo 
que clc:<crilm el co111port.a111ic11to de In pr<:o;ÍÓll, m clc11sichul y la tcmpcrntura 
de uua cslr~lla. t •nn rnancra d•~ solucionnr f~lo •as. suponer qtu~ In pn~i(Ht y la 
densidad •~Uln iL...;.c:>ciachLo..;. por una n·lsu:i<H1 de• la íorrua 

i'=/\"¡i..,, := 1 +.!. 
71 

(3.32) 

en do11clc /\0

• ") y n so11 co11su•nlcs. A la rclaci(m (:1.:12) se le llama rdaci6n 
politrópica. K es la constante politropica, -r es el exponente politr6pico, y n es el 
(ndice politropico. 

Los polít.ropos son moclclos de estrella."' cuya prc..-;ión y densidad están rela
cionadas por (3.:12). C'-0nsidfrcnsc la t'Cuación de equilibrio hidrostático (:l.M) 
y la ccunción de Pois."iOn para simclrú• esférica (3.9): 

di' d<J• 
dr = - drp 

1 d ( . d<l>) . - - r 2
- = 47rGp 

r2 dr dr 

(3.33) 

(3.34) 

Aquf las derivadas parciales se han reemplazado por derivadas ordinarias debido 
a que sólo se tomarán en cuc11t.n c.antidadcs independientes del tiempo. Por 
(3.32) se tiene 

Sustituyendo en {3.33) qu<--cla 

d<l• 

dr 

di' = -rK P., - t dp 
dr dr 

,_, -.-2 dp --ynp -
dr 

__ -r_K.5!_ (p-.-•) 
-y-l dr 

(3.35) 

(3.36) 

Al intcgn1r csu• ecuación (con") # 1 ).y utiliz.nndo la definición de") que apa.rcoe 
en (3.32), se obtiene 

(3.37) 

en donde la constante de integración se cligi6 de tal manera que 4> =O cuando 
p = O (es decir, en la superficie). Al reemplazar cst.a expresión para p en la 
ecuación de Pois:son (3.34) se obtiene una ccuación diferencial ordinaria para 4>: 

1 d ( 2 d<J>) [ 4> J n 
,.2 dr r dr =.ir.e -(n + 1) K {3.38) 
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Con el objeto de simplificar 1'Lo; c.xpn-sioncs ¡x..strrior<:s. se pueden definir las 
variablc:s adirncnsionale; {, O: 

r = n.!; (3.39) 

O= ~ = (.!!..) l/n 

4'c p_, 
(3.40) 

donde el subíndice e se refiere al centro del polítropo. y en donde o tiene unidndcs 
de longitud y está dada por 

2 (n + l)K ..__, = (n + l)n K" (-<l>c)'··n 
o = 47rG Pe~ •l?rG (3.41) 

La Ec. (3..SO) se obtiene de (3.37). Al sustituir (3.39) y (3..10) en (3.38), y 
usando (3.41) se tiene, dcspul'S de rcali7.ar algunas manipulaciones algebraicas, 

; 2 ; (e~)= -O" (3.42) 

Esta es la ecuación de /,ane-Brnden de índice n. Una vez que se encuentra una 
solución O({), el parámetro K permite obtener J>Ob1.criormente una familia de 
soluciones para <l'. 

Las condiciones de frontera son 

0(0) = 1, 
dO 
d{lc-o =O (3.43) 

ya que en el centro de la estrella (r =O), {=O. La primera condición se obtiene 
entonces de (:J.40). Por otro lado, como dO/d{ es proporcional a d<l>/dr y éste 
a su vez es proporcional a dP/dr, y se espera que la presión no cambie con la 
di!>--t.anci.a en el centro, se sigue la segunda condición. 

Las soluciones a In ecuación de l..nnc-Erndt"' se puooen desarrollar en un.a 
serie de potencia">: 

o({) 
dO 1 d20 2 

1 + el{ le-o{ + 2 d(.2 le-o{ + · · · 

1 + a 1{ + a~2 + · · · 
Por la segunda condición inicial en (3.-13) el segundo ténnino en esta cxpaw.ión 
es cero. Al sustituirla en (3..t2) y comparar kJ<i oocficientc:< a. se tiene 

1 2 n __.. 
o({) = 1 - -{ + -.. + ... 

6 120 
(3.44) 

Se pueden encontrar solucioncs analíticn...o; de la ecuación de Lanc-Emden 
únicamente para tres valore. de n: O, 1 y 5. Cuando n = O, la Ec. (3.42) es 

Í2 ~(e=;)= -1 (3.45) 
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que se puede integrar una vez para dar 

cu donde -.4 es una co1istnnle de integración. Al intc17ar de nuc,-o se obtiene 

º = 11+ .'.'.! - ..!.e 
{ 6 

( :J.46) 

donde /3 es una sc¡~uudn constnntc de intcgrnci6n. Se puede , . .,r que Ja 1-Á". 
{3.46) tiene una sinJ,rttlaridad en el origen, y que O ~ -'( cuando { ---+ O. Sin 
embargo, si rolo se consideran soluciones que son finita" en el origen, entonces 
A=Oy 

O=B-_!(2 
6 

Entonce.-.,, por la primera condición inicial en (3.-13) la función de Lane-Emclcn 
00 está dada por 

Para n = 1 se puede e;cribir 

y entonces la Ec. (3.42) se reduoc a 

cPx 
di!= -x 

La solución general de esta ecuación es 

X= Csin({- 6) 

donde C y 6 son constantes de int<.wación. Por (3.48), 

O=Csin({-6) 
{ 

Si 6 # O, In solución general tiene una singularidad en el origen: 

0
_ de 

{ ' 

(3.47) 

{3.48) 

(3.49) 

I>c nuevo, al considerar solamente soluciones que SCIUl finitas en el origen, se 
requiere que 6 = O, y 
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I...a función de I...nnc..-E111dc11 0 1cst..I ciada por 

(3.50) 

Una descripción clctnllndn de In ohtcnrión de 0,-, "'' puede c11co11lrnr en (9). 
El resultado es 

(3.51) 

La solución para 11 =O c,orrcsponclc n una estrella de dcnsidnd oonst.anlc, oomo 
se puede ver de (3AO): p = Pcon. I....a supcrfid., del polft.ropo de índice n está 
definida por el \'alar ( = ( 1 , que es el primer \'alor para el cual O= O (ya que 
p = O), y se considera qu" es el Wt.lor que licue significado físico. ( 1 indica el 
radio de In cstrclln en cuestión. 01.sérw,.;c que para 11 = O y n = 1 In función 
O efoct.ivnmcntc se hace cero pam un valor finito ( 1 (v'fi y,., rc:<1x'Clivamcnte), 
111icntrns que pan• 11 = !;, O no se anula, y el radio del polítropo es infinito. 
Se puede demostrar que los radios parn u ;:: 5 :;on infinitos, mientrns que para 
n < 5 no lo son. 

l..n. Tabla 3.1 muestra algunos valores de ( 1 y del cociente PcfP para distintas 
n. 

11 .t 1 

o 2A494 l.CXJOO 
0.5 2.7528 l.8361 
1.0 3.14159 3.28987 
1.5 3.65375 5.99071 
2.0 4.35287 11.40254 
2.5 5.35528 23.40646 
3.0 6.89685 51.1825 
3.5 9.53581 152.884 
4.0 14.97155 622.408 
4.5 31.83646 6189.47 
·1.9 169.47 9;~1800 

5.0 00 o;> 

Tabla 3.1 (Tomada de- (6]) 

Para valores de n distintos de O, 1 ó 5 la ecuación de Lane-Emdcn debe 
rcsolven;e numl!ricamente, empezando con la expansión {3.44) en la vecindad 
del centro de la estrella. La Figura 3.4 mu.,,,.-tra U.S soluciones numéricas para 
algunos valores de n. 
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n--0()'.-cz.) 
l"r-1 rr-...2> 

MI ----~ 
1 

1, -------l ; ---...._ 
'-.. o.a: ',, 

j 
""-........_ ' 

0.61 ¡ vo.6¡ ·-~ i .. 
'~ 

¡ 
.,,-0.4• ¡ e-0.4; ' f 

'\,j '","i 1 021 
1 O! 
o ().!, 1.5 2 = o 0.5 l.!> 2 = 3 

' " 
n-312 ~31 

""2 cY.;\12) 

a.8 o.e 

l 
_a.6 : ~ ', 

"'a.4 

02 

o O.!> 1.5 2 2-!> 3 3.!> o l 2 3 4 5 

' ' 
""3 ty.lr.3) r..c (y>S/41 

a.a a.8 

_a.6 Jl.6 ... ..._ 
"'cu "'O.e 

Q.2 Q.2 

o 2 3 4 5 6 7 o 2.5 5 7.5 )() 12.5 15 

' ' Figura 3.4: Soluciones numl:ricas de la ecuación de Lane-Emdcn para los valores 
den mOGt.rados. 
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¡. 

5nl!>:02'>.D 

' Figura 3-4 {continuación) 

Las propiedades mncroscópicn.s de In estrella, corno /\f, Jl, ¡;, etc., pueden 
obtenerse a partir de O({). En (9) cs ¡><>Sihle enoontrur valores numcricos de { 1 
y de otras funciones que involuc.ran a { y a ~ evaluada..'> en { 1 , y las cuales 
permiten calcular tales cantidades rnn.c:r06CÓpic:i....'<. I...a expresión para el radio 
es, usando (3.:i!J), 

o{¡ 

[
(n + 1) K] 1/2 (l-n)/2nc 

4 r.G Pe '-1 

l..a rn.esa /\f ({) dentro del radio dado por { está dsda por 

o( ~ 

JH({) = J 4r.pr2 dr = 4r.o3 pc J {2ird{ 
o o 

o, utilizando la Ee. de Lanc-Ernden, 

M({) -411'o3p /{ !!... 
e d{ 

o 
3 2d0 -411'0 pe -

c .. d{ 

Sustituyendo el vnlor de o dado por (3..tl) se tiene 

3/2 

M({) = -·111' [<n :T~.~ K] p~3- .. )/2n (e=;) 
Finalmente, la masa t.ot&l Af de la a:mfiguración está dada por 

Af = -4r. [<n + I) K]3¡2 P~3-nJ/2R (e~) 
4?1"G d.{ <-<· 

(3.52) 

(3.53) 

(3.54) 

··------. -.-.. ..,.,.,..... ----------



Es intcrcsnnte 1101.nr que c1uu1do u = a. 

( 
/\ ) :i¡-¿ ( 2 dO ) 

Al = -·Ir. r.G t; d.f. ,_, 
.... - ..... 

es decir. la llllL'<l• del políl ropo r:s i11depc11dic111" d<: la dc11siclacl c.-utrnl l'r· Por 
otro laclo, si n == 5 ln llUL....,t <!S finita, aunque el r.adio de ln configuración es 
infinito. corno se r11e11cio11ó an1.f!rionnculf•. 

La densidnd central l'r cu U'!rrninos de In densidad promedio p se puede 
conocer •iscribicndo 

Entonces, por (3.5:J), 

6 

Pe:= - (
{ 1 ) -
1~ p 
. dt {={1 

(3.55) 

Esta relación muestra que para un polítropo de índice n dado, la densidad 
central es un múltiplo de ln dern;idad promedio. El número por el cual hay que 
multiplicar a p está dacio en (9]. 

Una carnct.erí.-;ticn. importante de 106 polítropos es que el intervalo relativa
mente pequeño de n (O :; n :; 5) para el cual la."i solucioncs de la ecuación 
de 1-·mc-Emden tienen significado físico incluye una variedad de distribuciones 
de dcrL"iidad que vn dt=lc una dbtrihución uniforme hasta una oonocntración 
infinita en el centro. 

De (3.-16) y (3..S7) "''obtiene la n-lacióri masa-rodio: 

(3.56) 

En particular, cuando 11 = 3/2 el radio disrninuyc al aumentar la mnsa; es
to sucede en el caso de las enanas blanca,.,, según se discutirá en el siguiente 
capítulo. 
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Capítulo 4 

Enanas blancas y estrellas 
de neutrones 

Como conS<..-cuencia de la evolución estelar, las etapas finales de la vida de una 
cstrdln pu<.-clen ser de una naturaleza cxtreltla. Un resultado de los procesos 
e\·olutivos '"' que las regiones centrales alcanzan densidades muy altas. En 
<:slos r.a.•.os, c11n11do las c~•J>IL'l exteriores de la estrella son expulsadas, lo que 
<¡11<-<la ,,,.. 1111 mldt"<• condcnS»do al que se le ru1 el nombre de objeto co111pacto. 
Estos objct<..i se caractcriznn por tener radios poquei1os, altas densidades y una 
gravedad superficial muy fuerte. 

Por lo general se considera que existen tres tipos de objetos compactos: 
e1111111L" bla11cas (EB). cstreilLL'i de neutrones (EN) y agujeros negros. En este 
cnpítulo se discutirán algunas de las características más importantes de los dos 
pri11wros tipos. Cahc mencionar que los ngujeros negros son estrellas completa
mc11tc colapsadas (es d<.-cir, estrellas a las que no les fue posible contrarrestar a 
In fuer.t..1• ele ¡!;I"avcdad y que por ello se colapsaron a una singularidad). Est.06 
objetos poscc11 u1u• velocidad de c:scape igual a la ,·elocidad de la luz, lo que sig
nifin• qut• ni siquiera la luz pU<.'<le escapar de su enorme atracción gravitacional. 
:\ lg1111os proy<..-ctos de bú,,;c¡uc<l& de agujeroc> negros se centran en el estudio de 
binnri1L" <le rayo.-< x. en particular de 106 flujos de acrecimiento en talC5 si.stenias 
['..!a]. 

:\lgurH,s valore. típico.; de ciertas cantidades para EI3 son R"" 10- 2 %, p"""' 
lüng cm-"· vclocidnd ele escape VE = O.O"lc. Su configuración soporta la fuer;..a 
de ~avcdad por medio de la presión de electrones altamente d<..-generados, en 
lu~ar de la presión té-rmic,. ele las estrellas normales. Para EN se tienen vnlorcs 
co1110 Ji= JO km,¡>= 1015 g cm- 3 , v1-; """'c/3. :\pruximadament.e la mil.ad de 
In pn,,.i611 que hL'"' soporta proviene de neutrones y protone.> degenerados, y la 
otra mitad de la interacción fuerte. que es n-pulsivn a densidades mayores que 
tr<,,.. '"'-'('."(_"' In densidad nuclear Pnucl =2.8 X 1014 g cm- 3 (2). 

Debido u que el trabajo que se analiza en los capítulos potiteriorcs involucra 
a e11an1L-; blancas cuya estructuro interna se ha 11itnplificado oonsiderablernente. 
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en este capítulo no se discutirán los procesos nucleares que tienen Jugar en 
tales estrellas. Asimismo, como en dicho trabajo se toma en cuenta solamente 
la dinámica newtoniana del sistema, tampoco se examinarán aquí los efectos 
dehid06 a la relatividad general. 

4.1 Enanas blancas 

Se piens.n que las enanas blancas se originan a partir de estrellas con masas M ;S 
8 .\/ ,, . &tus estrellas probablemente eycctan masa gradualmente al final de su 
vidn evolutiva (formando "nebulosas planetarias"), para después convertirse en 
CIUHUL .... hlnnCIL ... 

En l1L-< l·:B se pueden disti11guir dOti componcnlctl de la 1natcria: por uu 
lado. los clL-.c-trom:s degcnerad06 proveen prácticamente toda la presión, y su 
alta conductividad térmic..n representa el modo más eficiente de transporte de 
ener~a en el interior. Por otro Indo, los iones proporcionan la ni.asa, y son Jos 
q11•· <-c>ntic11cn .,,._,.¡ todn la energía térmk.a ahnaccnada que eventualmente se 
pierde por radiación ni enfrían.e In. e»trella. 

Ln nmterin dentro de una enann blanca consiste en unn gran cantidad de 
carbono y oxígeno completamente ionizad06 (se cree que también puode haber 
pr<,..mcia de helio y de clernent.os má.s pesados, como neón y magnesio (34]) . 
Ln fu(·nt e de la iouiz .. aci6n <~ l.n presión cxtrcnia, que cornprirne a los átornos en 
1111 vol11rnc11 rnñs p<Xjll<:iio <¡U<: el volu1nen atómico bajo condicione:; terrestres. 
En hL-< cnpn.'< tc'Ct<"rion~ de la cstrel!H 1" 1natcrin es menat1 degenerada, y la 
tra11sícn"1cia dc e1wrgú1 t(:rmica se llevu a cabo por radiación o convección, que 
son menos efectivas que la conducción. La ten1¡>eratura en estas capas puede 
entonces dec.acr apreciablemente, y así el interior i.sotkrmico y degenera.do está 
aislnclo del •-,,;pacio C'Xlerior. 

4.1.1 Ecuacióu de estado. Casos lín1itc 

La <:><truct ura interior de unn EU puede describirse por una ecuación de estado. 
La manera más sencilla de ha=r esto es ignorando las interacciones electrostáti
cas entre los ekctronc:>< degenerados. Éstos pueden estar sujetos a los efcct.od de 
la n•latividnd especial; una forma de medir estos efectos C6 a través del parámetro 
rclnt i vi-;t.n 

PF x=-
rncc 

(4.1) 

en donde 1'F es el momento de Fer1ni y me es la ma...,. del electrón. A partir de 
Ja expresión (2.78) para Ja presión de un gas de Fermi degenerad.o relativb-ta, 

(4.2) 
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se tiene, sustituyendo (-1.1) con 1' = 71¡.· .'" m = 111r (f/ = 2 para clcctrone<), 

p 87r111
4 t? ¡"' x 4 

----"--"' - dx 
3¡,3 (J +x2 )1/2 

o 

(4.3} 

donde 

ip(x) = x( 1 + x 2
)

112 (2x2 /3 - 1) +In [x + (1 + x2) 112
) (4.4) 

La Ec. (4.3) fue utili7.ru:la por Chnudrasckhar en su análisis de EB en equilibrio. 
Considl!rensc kir< sigl.ti<!nl<::s ca.SO<i límite (25): 

J. Elcctron<:s no rclntivist.ns, x <e::: J, (4.5) 

2. Elcctronc. relativistas, x ~ 1, ¡p(x)-+ 2x' (4.6) 

Ahora bien, si se tonm en cuenta que la densidad de clcct.roncs n., = ~,según 
la fórmula (2.54), y adem/\.<; que n., ;,.;Pi· (vl:a.<;c (40)), se tiene, al sustituir 
por (4.1), 

En el caso l, In ecuación de c:st.ado (·1.3) se convierte en 

p = 87nn!di 5 
J5h3 X 

y en el caso 2, 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 

Al sustituir In c.xprcsi6n (·1.7) para x en (-1.8) y (-1.9) se obtienen las ecuaciones 
de e:st.ado politr6picns cornspondicnte< n ambos c-,a.GQ6: 

l.P = _.!._ 
20 

2 p = ~ he 4/3 
( )

1/3 

• r. 8 (rn..µ.,)'/3p 
(4.11) 
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Para el c.iL..:;c, 110 rclath·i..,.tél, /\~ == 1 oo:u~. ~-' 10111
• -,. = !j/:J: para t~l ca .. -...<.1 rt•lat ivist1l. , .. 

J< = J.24:1!"~Í> ao••, /' = ·1/:J (w:r 1-::C. (:J.:t!)J . ... 
Por In Ec. (3.5!J), la masa <le la <:strrlla ~tá dndn en f1111ci611 del radio como 

Como el e.siso 1 c.orrc...-;¡xJ11de a 11 = :l/2 y d cn...;o "2 a 11 = :i, se tieaic. dt,,.;pués de 
sustituir vnlorcs numéricos, 

l. M = (0.7011 X 1027 cm3
) (2-)r. n- 3 1110 ,,,, 

( ., )2 
2. A-fch = 1.457 -=-- .'1!0 ,,,, 

( 4.13) 

{-l.14) 

Nót.csc la dependencia inversa de In masa y el radio en (<1.13). !':tito significa 
que unn enana blanca que obcdcc.c (4.10) <lbrninuirá de tan1afio al aumentar su 
m&'>ll, y viccvcn<a, contrariament.c a lo que dicta la intuición. A la nm.."'8 (4.14) 
se le llanta lfrnitc de Chandrnsckliar, y r<-1>...,...,ntn el vnlor rnáxirno pc,..;ible de In 
m&'>ll que una enana hlancn puede nlc:-.anznr. F~tc límit.c depende 1inica1ncntc de 
In cornposición de la t:strclla. En particular, para átomos ionizados de c.s\l'bono 
y oxfgen, el pa;o molecular rncdio JX>r electrón libre se puede aproxinlRI' por 
11,, = 2, y entonces 

(-1.15) 

Considérense valores promedio en la ccunción de cqu ili brio h idrost.ático ( 3.16). 
Rccmpln:r.ando el valor absoluto dc 8P/&m por P/M y m/r4 por .M/Ir: 

/> G.Af 
Al = 47r/l4 

( 4.16) 

Si se e;cril>c la densidad promedio corno p - ... 1 / R3. ni utilizar una ecuación de 
c..-t.ado de In fornui P - p., se obtiene 

(M)., 
P- U3 (4.17) 

Los Indos izquierdo y derecho de (4.16), que coITC:>-¡xmden a los términos de 
presión y gravitacionnl, rcspcctivnmente, son entonces 

( 4.18) 

Para que exista equilibrio hidrostAtico, el oocient.c / 11 / J,, debe ser igual a uno: 

J. 
{ 

J.f'/3 R. f = /,: - .a.(2--,¡f-h-• = 
r M'213, 

·19 

para ")' = 5/3 
l>arR ")' = 4/3 

( 4.19) 



SupónglL"""'! que se tiene uun fltlt..''ª c:stclar dada A/ < /L/ch y (!leclront~ no rel
ativista-<, con 1' = ;,¡a. La estrella puede llegar al <X¡uilibrio ajustando ll de 
tal mancrn que f = 1. Si se incrcnw.nt.a l\I ligeramente, enlonccs f > l (In 
gravedad exoedc n la fuer-J'.a ele prc:;ión), y /{ debe clbn1inuir para recuperar el 
equilibrio, segtin se sigue de (4.19). 

Si los ,.(nctrorws !«Ht relativista..« (1' = ·1/:!), entonces fes independiente de 
R. El equilibrio sólo !«: puede nlc:an7'.ar ajustando /\f a algtín valor /\fcb. Si 
1\1 < /\!et., cntonc:x,,; f < 1, i.c., la presión dorninm1tc hace que la <!Strclla se 
expanda. 1':6to hnr..c a los ck-ctroncs rncnos rdativi.-<t.a .. 'I e incrementa 1' por cncirna 
del vnlor crítico 4/:l. Cuando /\! > Afct., f > l, y el término gravit.acional 
do1ninant.c hace que la cstrelln ,;t! contraiga; pero esto finahncnt.c conduoc al 
colapso de la estrella, sin que se llegue al equilibrio. 

En la Figura 4.1 se muestra la relación ma .... '<R-radio para EB ele distintas 
composiciones químicas. 

A/R.. 

Figura 4.1: Relación masa-radio para enanas blancas con la composición qulll1ica 
mostrada. La curva oon µ., = 2 corresponde a He4 , C 12, O 16, y la curva con µ., = 2.15 
corresponde a Fe56 (tomada de (25)). 

4-1-2 Correcciones electrostáticas a la cc:uación de estado 

Es noocsaria una correción clcct.rostática a la CCU&Ción de esi-io (4.3), ya que 
en realidad la energía y la presión de kJl6 clcct.rone1 disminuyen debido a que 
las cargas posith'BS no e>t.á.n di.'<tnbuidas uniformemente en el g;as, sino que se 
encuentran concentradas en núcleos de carga cl6ct.rica Zc (iones). La distancia 
promedio entre electrones es m.nyor que Aqué:lla entre los elcc:trones y los ntkloos, 
de modo que la atracción electrostática es más fuerte que la repulsión. 
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En un gas degcncrmlo. el cociente cutre In CU<~q.~ín <!k~~• nr.-.t¡\t ica coulouihiana 
y la energía de Fermi es 

Zc2 / (r} 
¡1¡.¡2m., {-1.W) 

en donde {r) ~ n.; 113 es In fiCparndón electrón-ion carnctcríst ica. Usnndo 11., = 
~¡i} en la rclnción anterior, se tiene 

Ec e 1 )'2/:I Z 1 [ n., 1- •/3 

EF = 2 
37T2 CJ.o 11!/3 = (6 X )Q22 cm- 3 ) Z3 

( 4.21) 

donde ao = h 2 /ni.,c2 es el rn.dio de Bohr. 
Para derivar una expresión aproximada de In corrección a In ecuación de 

estado degencrndJL, se puede emplcnr In llarn..dn aproxirnac-ión de JVigner-Scit.::. 
Cuando T - O. los iones se loc-'llizn.n en una roo que 111".Xiiniz.a la separación 
entre ellos. l~ta aproxinu.ción considera que el gn.'> <;:,-tá dividido en esferas 
ncutr1L'i de rn<lio r 0 centrad.a.-.; en cada ion, y la.. .... cual~ contienen Z ek.-ct.roncs. 

La energÚl clcclratit.áticlt total de una esfera es In suma de ln.s energías po
tenciales debidas a las internccioucs clcctr611-dcctr6n ( e-c) y electrón-ion ( e-i ). 
En el primer e.aso, la energía E',, .. ., nccc:saria para construir una esfera uniforme 
de Z ekctroucs <'» 

donde 

r3 
q = -Zcr.? 

o 

{4.22) 

(4.23) 

es la carga dentro del radio r <ro. Sustituyendo (4.23) en (4.22) y realizando 
la integración se tiene 

3 z2e2 
Ee-r. = ---

5 ro 
( 4.24) 

En el caso de In interacción electrón-ion, para construir In esfera de electrones 
alrededor de un ion de carga Zc requiere una energía 
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3Z2e2 

----2 ro 

1---:-::--·===-:-====,,..,,,==------====-,.=.~ .. ~.··_.,,-.. -
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De este modo. IA energía clcclrostñtic:-.-. toutl d" la cdda es 

~~ -r. + 1~ .. r. 

9 Z 2 c 2 

10 ro 

La energía clcclrostñtica por cl<:c-lrú11 '"' 

'·' n ( 1 ) 1/:1 '-"C " • 7. • 2¡:1 2 1/3 - =-- - Z en., z 10 3 

donde se ha utili7.ado para n., la expresión 

Por modio de 

z 
n., = 4r.rJ/3 

p _ éJ(c/n) _ 2 éJ(c/n) 
= - éJ(l/n) - n ~ 

(4.26) 

(4.2i) 

(4.28) 

(4.29) 

(ver (40)) donde E: es la densidad de energía y n la densidad de número de 
partículas, se puede calcular la presión para la esfera de electrones a partir de 
(4.27): 

Pe 2d(Ec/Z) 
n., dn., 

3 4,,. - 2/3 2 4/3 
( ) 

1/3 

-
10 3 Z en., (4.30) 

En el lfmit.e no relativista, cuando la presión del gas P está dada por (3.10), 
la presión total es 

Pr= P+Pc (4.31) 

Al utili7.ar (4.i), se puede e;c:ribir P como 

f¡2 {3r.2) 2/3 
p = nS/3 

5rn,. " 
(4.32) 

Para apr<ociar el efocto de la corn.."CCión ckc:t.roo<t.álic.a, considérese el oocicnt.e 

l 
l'c 1 z213 

p = 2 1/3r.aon!/3 
(4.33) 

En el límite rclativi:."1.a, la presión del gns ( 4.11} en términos de la densidad 
de nú01Cro n., es 

P = fu; (3r.2) 1/3 n4/3 

4 " 
(4.34) 
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por lo que 

_E = _ ... __ ~ nz2/3 lle> 1 <>5/:Jc··)· 13 

p 5 1f' 
(4.35) 

en donde o= c2 /!ic = l/l:J7 es IR const1rnu, de estructura fina. 

4.2 Estrellas de neutrones 

Las estrellas de ueutroncs constituyen uno de (06 rncjores ejemplos en el uni
\"crso <le matcrin sorncticln n. condiciones c.xtrernn.s. No es exn.gerndo decir que 
existe min incertidumbre acerca de muchos a.<;J>Cci.os c:structurnles de tales obje
te"' c-ompacUJ6, principnlmenLc porque 110 "" sabe qué L-Cuación de estado puodc 
describir oon <!."<actitud las carac:Lcrísticns <le la mal<'rin n. tan altas densidades 
(del ordt•n o 11111yorcs que In <lcusidnd nuclcnr, Pnucl =2.8 x 1014 g cm-· 3 • A esta 
densidad los núcltx.><i atómicos se crnpic:znn " dbolvc:r y a fundir entre sí, ya que 
su c11crgú1 de amarre disminuye debido al principio de exclusión). A pesar de los 
avane<~ rcalizn.dr>ti, el entendimiento que se tiene sobre la rnalcria condensada 
csLá lejos de "''r cornpleto, particul.arrnenlc para densidades entre Pnucl y~ 1015 

g crn ·- 3
. Surgen dcJ<> compliateionts: ( 1) la forma que se debe utilizar pnra el 

pou,nci11l nuclrar en hLo; interacciones nucleón-nucleón es todavia incierta. Dc..
hido a que 110 ''"dispone <le una teoría rigurosa ni de experimentos a densidades 
tnn alt1L-;. se tienen que utilizar modelos parn In interacción entre las partícu
las que concuerden con los resultados de dispersión a bnjas energías, con las 
propiedades de saturación de ÍUcrLHS nuclcnrcs, etc., po.ra da.-pués cxtrapolnrlos 
y aplicarlOH a la« densidades propia.."" de EN. No obstante, tales modelos pro
ducen incertidumbres grandes; (2) se nuccsita encontrar una técnica apropiada 
para rt..""<>lvcr el problema cuántico de muchos cuerpos. Varios métodos usan 
suposiciones cfo;tintas y dnn lugnr a resultados diferentes. Sin embargo, el en
tendimiento actual que se tiene sobre la materia condensada es adocuado para 
determinar límites de Ja.-; nut.sn.s de EN estables. 

La materia dentro de una estrella de neutrones, a densi~es menores que 
l'nud consiste priucipahnente de núckXJ<> (que por lo general fornlllll una red) y 
de suficientes ckctroncs pRra Lcncr nc:utrnlidad de carga, además de neutrones 
libres. Al nurncutar In densidad, l<Jti cl .... ctroncs putxicn adquirir suficiente energía 
paru combinar.;c con 106 proU>ncs y formar nsí neutrones. Si el gas de electrones y 
protones se comprime más allá de una cierta densidad límite. sufre una transición 
hacia un gu.s de neutrones. A este procx...."iO se le llanut. Mncutronización". En 
el interior de la estrclln, el aumento de In energía de Fcrmi de los elcct.rones al 
incrcmenUu-sc In densidad conduce a una neuU-Oniz.acióo c;r.,cjcot.c. No obst.ant.c. 
si los núcleos se vuelven dcrn.o.. .. iado ricos en neutrones comienzan a dcshaocrsc. 
libc:rnndo neutrones. Este Mgotco de neutrones .. se inicia a una densidad P&o• ~ 
4.3 x 1011 g cm- 3 • 
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Al aunu~ut.ar el 111i11u·ro d<~ 11•·11t ro1u~ por 1111idad dt· vohullt"ll. rr 11 • t..a111hit"·11 
numenla su presión /~,. A1i11 cuando la ¡>r<':'<i611 tollll (debida ca«i cu su tol.lllidad 
H los cl<-••etroru!S) <!S rnás ~r;u1d<~ que· la d1·hid.a a los 11c11tro11c:o;. /' ~ /".- >> />n 
para p = f',, . .o,, ruando Sf' nlcan:t .. n 1> ~:~ ·I )e 10 1:.! g c111 :i S(! licue /'n = 1-'/:l, y 
para p?.:. 1.5 x 10 13 v; cm 3 r~ult,. qtu· /'r. > 0.8/'. Fiualtnenl<:, /'n :e: /> [25). 
l=:stiL'i dc11sid1ul<":S dc-pcnd•·u d•~l lllC•<h~lo a.d(>ptado l~'ra In iuteraccic':m •!litre IJ\.o; 
p.arlfculn.s. Entre fJÚL""i gralld•..'!i scHll h.s valon:s de p, 11ut.'i iuccrtidurnhrc Sf.! tiene 
cn los detnll~. 

CA,,11for111e se i11c:re111<~11ta <~I ~ott,, de 11t·ulroru:-i t:I rnirnero de r11íclcc:..16 di"">rnin
uyc. Cunndo se nlcnn7 .. n la dcnsid.-,d nuclc.a.r Pnud el resultado t~ un si.""itcUllt 

líquido <le neutron<'>' d<:gen<:rlMloe; más una """'·da clc ekctron<~ y proton~. 
Cunndo p ~ J01 r. v; cm-=1, In cucrv;in de F<>rrni cxcudcrñ 17adunln1cnte las n1asn.« 
en reposo de loe> hipcroucs dc 111e11or masa (Jos hipcrones son barionc:s aparte 
de Jos proton~ y de los neutrones). c-01110 A. ~ • .ó... Entonce< npa.rcocrán est..os 
pnrtículns ("hi¡x:roni>".ación"), y algun<J<> nut.or<~ pien.'<l\n que se podría dnr unn 
transición hacin nial<-'Tin de quarks (:!!í). 

La <.-c111i.ción de e<lndo es la de 1111 v;n.-. relativist.a de electrones degenerados 
hast.a unn densid11d Pr,ot: I' ~ p•/'.I. Pero al llegar a p = Pr.ot, un incrcntcnt.o 
dp elcvn nn a. expensas de n., (que da In presión), por lo que el incremento dP 
es pequeño. El gas se vuelve n1As cornprc:c•iblc, lo que se describe con10 una 
"sunvinlCión" de la ecuación de <~<t....lo; en otra.-. palabras, d índice adiabático 
') c.-..c por debajo del vnlor crítico ·1/:l. Cunndo l'n contribuye sufieicntcmenlc a 
P entonocs "1 aumenta de nuevo más allá de 4/3, n p ~ 7 x 1012 g cm- 3 • 

En el intervalo de densKlodcs que VH de Pr.ot a Pnucl (4.3 X 1011 g cm- 3 -2.Sx 
1014 g crn- 3 ) se puoclc utilizar Lu ucuación de e:."t.ndo debida a Baym, Bethe y 
Pethic.k ( BBP). l".e;tc trnl.nmicnto loma en cuenta qu<:, dt:bido n que los núcleos 
son ricos en neutrones, la mntcria dentro de estos núcleos es similar al gns de 
neutrones libres afucrn de ellati, y que este gas reduce la cncrgia superficial 
de Jos núcleos considcrnblcmcntc. La dependencia de P con p se mucst.ra en la 
Figurn ·1.2, junto cnn In <'CtU>Ción de ~'»t..n.do de llarri.-;on-\\'hoclcr (H\V). Algunas 
cnrnct.crfaticas de los rcsult.adati de BBP son las siguientes: ( l) a la densid-1 de 
goUx> de neutrones In presión se debe ca.~i por cornpleto n lati electrones, pero 
n p = 1.5 x l 0 12 g crn ·- 3 la presión de l<l6 neu lroncs numcnt.a a un 209b de la 
presión total, )" para f' = 1.5 X ) ()13 p; cm - 3 llega l\ 80'}(,; (2) conforme la densidad 
se a.cerca a la derL-<idnd de goteo de neutrones, el índice adiabático "1 ~ ! . Un 
poco desp11('!'< d .. l'r.o• ""¡ decae abruptnnwntc. como se muestra en In Figura 4.3. 
La razón de l'>'tn cafdn es que el gas de ncutron<'8 de baja derL'iidad contribuy<: 
n p pero no n />. Nótese que el índice adiabático se eleva de nuevo por encinta 
de 4/3 cunndo p?.:. 7 x 1012 g cm- 3 , como se mencionó anteriormente; (3) se 
encuentra que los 111iclcos pueden sobre,·h'ir a den.'iidades hasta de 2..4 x 1014 g 
cn1- 3

• A d=idndcs mayores se obtiene un ~líquido" nuclear. 
La Figura 4.-1 mue.'t.ra difcrcntcs <."CW\Cion~ de e.""t.ado para materia. degen

erada por encima de P •• c1. [)et.allcs sobre estas ocuacioncs se pueden encontrar 
en (·tO]. 
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Figura 4..2: Ecuaciones de estado de Baym-Bcthc-Pethic:k y de Harrison-Whecler 

(tomada de (40)}. 
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r1g1>ra 4.3: fodicc adiabático como función de p. para la ecuación de estado de 
BBP (tomada de {40)). 
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Figura 4.4: f::CUaciones de estado para mat.cria degenerada oon dcnsida.des por 
encima de Pnucl: TNI (th.-er:-nuda>n intauction; Fricdman y Pandharipandc 1981); R 
(Rcid; Pandharipandc 1971); BJ (Bcthc-Johnson; 1974); OV (Oppcnheimcr-VoUooft"; 
1939); RMF (rdalivistic m=n/ieúl; Walccka 1974); MF (meanjidd; Pandharipandcy 
Smith 1975); TI (tcl.90r-intemction; Pandharipandc y Smith 1975) (tomada de (40)). 

Utilizando una ecuación de estado determinada se pueden obtener relacione; 
entre In masn de In estrella y su densidad central, y entre la masa y el radio. 
Pnra esto es noccsario integrar unn ecuación relativista de equilibrio hiliosfÁtico 
conocida como ccuaci6n de 7blman-Oppenhein&D"-Volkoff (25) a i:-rtir de r =O 
y con una densidad ocntral Pe que se elige. 

Ln_q relaciones M = M(pc) y Al = Af(R) obtenidas cambian oonsidcrable
mentc si se rccmpln:T..a una ecuación de estado por otra, COlll<> se muestra en la 
Figura 4.5. Una cnroctcrística común a estas relaciones es que todas presentan 
un máximo y un mínimo de Af. La masa mínima de una e.-t.rclla de neutrones 
e.-t.ablc se determina igualando el vnlor modio del índice adiabático 'Y al valor 
crítico 4/3 para que haya u.-t.abilidnd radial contra el colapso gravit.acional. El 
rnsultndo de que -y(p) caign debajo de 4/3 abruptamente en p ~ Peot es que la 
mnsa mínima calculada usando In ecuación de estado de BBP es 

(4.36) 

Este \'nlor está rnzooablcmcnt.e bien cstabkcido, ya que se obtiene pera densi
dades menores que la densidad nuclear. 
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Figura 4.5: Relaciones ma...,.-radio para dislintA.'I ecuaciones de cst.ado (tomada de 

(40)). 

No se puede decir lo mismo para la masa Tnáxima de EN en equilibrio, 
debido a las inocrt.idumbrcs en la ecuación de e.-t.ado por arribo. de Pnucl· Sin 
embargo, como se mencionó al principio de esta socción, se pueden cst.ablccer 
lfmit.cs superiores para la masa de una estrella de neutrones que no dependen 
ele )06 detalles de la ecuación de estado en el régimen desconocido de altas 
densidades. Estos lfmitcs pnra Afmu se encuentran en el int.crvnlo ~ 1.5-2.9 M0 
(40, 24]. El poder dctcrminnr In n"""1 máxirn.a de una estrella de neutrones es 
muy importante parn decidir si un objeto compacto con una masa mayor que 
Afmax es un agujero negro. 

En la Figura 4.6 se mue,'tra la c.5trol.ificnción de una estrella de neutrones 
de 1.4 M 0 descrita por la ecuación de e.-t.ndo de TNI (ver Figura 4.4). La 
.<rupcrfi.cic (p ~ Iü6 g cm- 3 ) es una región en donde las temperaturas y los 
campos magnéticos pueden afectar significativarncnlc a la ecuación de estado. 

En la corteza cxtcricr (lü6 g cm- 3 ~ p ~ 4.3 x 1011 g cm- 3 ) una red de 
nücloos pesados cocxi»-te con un gas relativista de electrones dt:.-gcoenrdas. 

I..n c.orteza inlerior (4.3 x 10" g cm- 3 ~ p ~ 2.4 x 101 ' g cm- 3 ) consiste de 
unn red de núclco6 rica; en neutrones junto con un supcrlluido de neutrones y 
un gns de electrones. 

El liquido de neutrones (2.·l x 1014 g cm· 3 ~ p ~ 1015 ) contiene principal
rnentc neutrones supcrfluidos y una conocntración rncnor de protones supercon
ductores y clcct.ron.,,,1 normales. 

Finalmente, no está del todo claro si existe un núcleo en el que los neutrones 
formen un sólido debido n las fuerzas rcpulsh"SS que se preocnt..an a db-t.ancias 
muy pequeñas entre ella;. 

Cnbc rnencionar que el lfquido de neutrones se vuelve superfluido cuando 
aquéllos se aparcan, fonnando ~ncs de e;pú1 cero. P.!icntra.'I que la super
fluidez del helio ocurre únicamente a lCfnpcraturas de unos cuanl<JS K, la del 
líquido de neutrones tiene lugnr a T < 101° K. La superfluidcz afecta a la ca-
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pacidad calorífic.n del material (es <kcir, al c11frinr11ic11to)- El aparcarnicnto ele 
protones produce supcrc--0nductividad, lo que influye en los r.arnpos magnéticos. 

4.J 11C 10 1
' 9M1'' .) 

2 .ac: 10" gcm , 

1_4 .tr. ···TNr-st•r 

1.. 1 t8 • 10 ... Q en,- 1 

/ 1 :-. 1Ot•104
" ;cm-~ 

--~ 

-/01•.no 

¡ 

¡ 

Figura 4.6: Est.rat.ificaci6n de una est.rd1a de neutrones deacrit.a por la ecuación de 
estado de TNI mostrada en la F"igura 4.4 (tomada de (40)). 
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Capítulo 5 

'Transferencia de masa en 
sistemas binarios 

La rnayor parte de las cstrelln.'i que se obscrvnn ¡>ert-cnccc n sistcnvis de dos o rnás 
rnicmbror;. En nmchos ca.•;oA las t:strella." que componen estos sistemas están muy 
separadas entre sf (hL'> <li.'<tancin.-; cut.re ellas son rnucho rnayorcs que 106 radios 
estelares), y el cfcclo sobre In estructura y evolución de una estrella debido a otra 
es pcc:¡uciio o nulo. No obstante, algunos fonón1enos astrofísicos son coosccucncia 
de la proximidad de dos estrella.<> {la di.'>tnncia a entre amba.<> es del orden de 
cualquiera de 106 rndios t'!Stclnrt:s /l). AlgunOA ejernplos son lati mec-anismos que 
se cree son responsables de la <:misión de rayos x en fuentes con1¡>aetas, algunas 
novns, y el calcntn.111iento y Ln di.«torsión de marcn de cstrclln.'> ordinarias por sus 
compañcrn."i. 

En un sistema binario se pu<--.:le lle\-nr a cabo un intercambio de masa entre los 
dos componente;, lo que altera drarnntic,.mcntc la estructura y evolución de uno 
de c11<1'>, <> de aml><1'>. En rugt1noo; casos, un efecto de este intercnOJbio de masa 
es la formación de un disco dt' ac-rrczr111u1to alrcc:ledor de una de las estrclln.<> del 
sistema, debido a que el material transferido noocsit.a deshacerse de casi todo 
su nu>mento an~ular antes de ~caer~ en ella. Los discos dc·acrecimicnto son 
rr1ccnni.<>n10B eficientes para extraer cncr)!;ía J><>tcncial gravitacional y COD'lfcrtirla 
en rndinci<'u1. 

La rn7.ón rnejor cnl.cndidn por In que muchas binarias transfieren materia en 
alguna etapa de su c\·olución es que el radio de una de las e.-t.rcllas puede aumen
tar, o In separación entre ambas disntinuir, con lo que Is atracción gravit.acional 
de In compnñcrn puode desprender las capas exteriores de In primera. 
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5.1 Desbordamiento del lóbulo de Roche 

En el siglo XIX d 111atc1nático frnnci!S E.douanl Hodic estudió el probletna de la 
sobrevivencia estructural de satélites planet..nrios. el cual se relaciona c-011 In rup
tura de unn estrella debida n una compañera cercana. En el cnÍo<¡ue de Roche se 
con:sidcra la órhiU• de una partícula de prueba sujct..a al potcrwial gra,·it.acional 
de dos cucrpor; nmsiv<"' que giran uno nlr<:dodor del otro. hnjo La influencia de 
sus atrnccioru~ g:rn\·iLn.rionalcs. Se 1~un1c c¡uc e->tos düt{ cucrp<..s son tan rnasivos 

que In partícula de prueba no nfoct.n stL<; órbitas. De este modo, cada uno de 
le,.; cucqx,.; (que pueden ser ln.'i estrclLn.., de un sistema binario) sigue una órbita 
kepleriann alrededor del otro, en un plano. El problema de Roche supone que 
estas órbitas son circulares. Genernlrnent.c esta es una buena aproximación para 
sistcrnas binarios, yn que los efocLos de marca tienden a transíorrnar órbitas .,., ... 
céntricns en circuLnres en escalas de tiempo cortas comparadas con cl tiempo que 
tarda en lle'llRJ'SC n cal>o In trnnsícrencia de ITlllSR. Otra suposición del problema 
de Roche es que las dos estrellas fiOn masas puntuales para fines dinámico6. La 
configurnción general se muestra en la Figura 5.1. 

( 
CM 
+ • 

.... ~~-------------·~----~----------~ 

Figura S. l: Configuración gcne.-al del problema de Rodie (tomada de (IS]). 

) 

& conveniente <!SCribir las masas de las d06 cstrclLns como hf1 hf0 y M2 M0, 
yn que as{ hf1 y M2 se encuentran en el rango 0.1-100 para cualquier tipo de 
cstrclLn. En este análisis se considera que hf2 :5 ."-f1 • La t.crcera ley de Kepler 
da entonces la relación entre la separación de la binaria, a, y su periodo, T (oo 
confundir con temperatura}, de la siguiente manera: 

(5.1) 
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Un finjo de~ª-""" cut f"P la .. " dos (~t n·ll;L..;, t.~tlt de~· rito pur la c't·11aci611 d•• Enl<"r ( 1.-,j 
(vfa\SC Ec. (2.90)] 

i>v 
I' Ut +pv · Vv =-VI'+ f 

l~I S<.~undo lL"f"111i110 del Indo i:1"...c1uicrdo de <::->ln ('CIJl\CÍ6u rt_·pr<~!nln. t;, co11V<..'C'ci6n 

de 1nou1c11to a t ravi!S <J.·I fluido por ~radi••fll•::i <I•· \·•·locidacl. L.a pH~:1u·ia de 
este tér1nino siguilicn que son posihl«~ ruoviruicntos «"=-;tnc-ionnric.:t'i en los qu•! la..~ 
dcrivad.1L'i tcrupornlcs dr la.~ \:ariah)c_'!-> dP) fluido se~ n1111lc11 siu que~ v ~ca r<~ru. 

llcsult.a descnhlc <.,;crihir la Ec. (5.:.!) en un marco d., rt•forcncin que rote junto 
con el sistcrn.a hinnrio. con vcloc·idnd angular w relat i\·n n un rnarco iucrrial.. 
porque en t.nl sistema rotatorio lns dos <st.rella.."> est.An fijas. l~t.o implica que en 
In ocuación de Eulcr habrá que nfmdir 1111 término para la fuerJ'..a ccntrfíuga y 
otro pnra la ÍUcrJ'.a de Coriolis. De c:st.a nlRnera la 1;;,,. (5.2) se convierte en 

~ !~1J <Jt +v·Vv=-V<l•u-Z...xv- p""' (5.3) 

donde w =t.á dnda por (5.1) en u,rminos de un vector unitario íi perpendicular 
ni plano orbit.nl: 

El término -2'.> x v cs la ÍUcr7..n de Coriolis por unidad de masa. El potencial 
de Roche •1•11 está dado por 

<l•u(r) = GA11 Af.:,) _ G.Af2 .Af(.) _ ! {..., x r)2 
Ir - rd Ir - r21 2 

(5.4) 

en donde r, y r2 !iOll los vectores de po6ición de los cent.ros de cada estrella. El 
últ.i1110 término da In fucrz.n ocntrffuga. 

Para prohle1nns de acrocirnicnt.o, <'S 1ít.il visunli.7..ar las superficies cquipot.cn
cialcs de (5..t). En la Figura 5.2 apnn'Cen la'> scccioncs en el plano orbital. La 
forma de la.s línci:L'i cquipot.cncial<s depende del cociente de 1na.sas q = Af2/Af1, 
y In ,,.;e~,¡,. general está dacia ¡x>r la ""'!>aración a. La Figura 5.2 corresponde 
n q = 0.25. Cuando 1111 cuerpo :;e enc11e11tra en una órbita muy alejndn de la 
binaria (r A-'> u). l~t.a ap.ar(x-c <."X>1110 unn rru-L..~' puntual <x_..11a.·11traciz, t.•n el centro 
de masa (CM). En este caso, In línea oquipotcncial (circunferencia exterior mar
cada como 2 en In Figura 5.2) corresponde n In de 11na tnn.<;a puntwil vi.st.n en 
un 1narco rotatorio. Análognmcnt.e, hay una circunferencia oquipot.cncial {mar
cada conl<> 1) nln"<ledor de cada estrella. El mo,;micnto de un cuerpo aquí e.-t.á 
determinado por In atracción gravitacional de la estrella más ~na. Así, el 
pot.cncial tl•n tiene dos \'siles centrados en r 1 y r2. 
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Figura 5.2: Secciones en el plano orbital de equipotencialcs de Roche para q = 0.25 
(tornMla dr, ( 15)). 

El aspecto más importante de la Figura 5.2 es la superficie cquipoteDcial 
indk~•da. con una linea gru«!Sll. En tres dimensiones, a la región dentro de cada 
una de e>tas supcdici<.!S críticas se le llama lóbulo de Roche. Los dos lóbulos 
se unen en el punto interior de Lagrange L 1 , que es un punto silla de cl>n. EB 
más focil para el material dentro de uno de los lóbulos pasar a través de L 1 que 
esca.par de la superficie entera. 

Supón¡¡;nse que inicialmente arnba.s estrellas son tnás pequeñas que sus re
sp•·«tivos lóhul<Jti de Roche, y que la rol.ación de cada estrella alrededor de su eje 
(orto¡¡;onal ni plano} está sincronizada con el movimiento orbital (esta sincronía 
se nlcanZR normalmente en una. escala de tiempo similar a la de la transfor
maci6n de la órbiu• en circular, con10 consecuencia de las fuerzas de marea). 
La superficie de las estrellas se confonnará aproximadamente a las secciones 
L>c¡uipotencinlcs marcad.ns l en la Figura 5.2 (o la correspondiente 'l."crsión para 
una f/ apropiada), según se infiere de (5.3), ya que v =O y Pes constante en la 
surwrficie. En este caso el material no tiende .. desprendcnic de cualquiera de 
la.-.. estrclln.s por la ntro.oción gravit.acional de la otra. Se dice entonca!I que la 
binaria está separnda. 

Si por alguna razón una de las estrellas aumenta de tainaño (coIIX> conse
cuencia de su evolución, por ejemplo), su superficie, que debe estar sobre una 
equipotencial de 4>11, llenará su lóbulo de Roche. Usualmente se hace referencia 
a cst~• estrella (estrella 2) como aecundaria, y a la otra (estrella 1) como pri
maria. Esta situación se representa en la Figura 5.3. El hecho de que parte de 
la. cubierta de la secundaria perma;;:.ez.ca muy cerca del punto de l..a.grange L 1 
significa que cualquier perturbación de est.e mat.crial lo canalizará a través de 
L 1 hacia el lóbulo de Roche de la primaria, en donde eem capturado por esa 
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estrella. rl'ah.--... 1u·rt.11rhacioru:s !'•C dnu, por td•~111plo. por Ar.lulicntt.:-; ele pn~i(u1. 
1\ un si-.;tcrnn. corno c~te se le d'!llon1iua .o;c1ni..."tcpt1mdo. y en l~I se llc'\"tt.rÁ. a cabo 

transferencia df! ""'"""' de In •ostrelln 2" la estrella 1 durante el tiempo que la 
secundarin <ostl: en contacto con su lólmlo ele Hodtc. l·~tc tipo de transferencia 
de rnn."W• se llnmn dc·.'<bordarnienlo del lóbulo dl' /i.ocht·. Cunndo nrnba.-; estrellas 
llenan su lólmlo de Hochc el sistema es unn binnria dr contacto. 

Figura 4.3: DcsbordAJTliento del lóbulo de Roche de la secundaria en un sistema 
binario scmiscparado (tomada de (15)). 

5.2 Evolución de la binaria 

El proocso de transíercncin de masa en una binaria cambia el cociente de masas 
q. De igunl íornm, el periodo T y la ~ón a se ven alt.erndos por la re
distribución de momento angular dentro del sistema. Como se mencionó antes, 
In geometría de lzL-> superficies oquipotcnci.o.lcs está dctcrminada por q y a, y 
co.-to se aplica en particular a los lóbulos de Roche. Es válido entonocs pregun
t.arsc cómo cambiará la forma de los lóbulo6 al modificarse IOB valores de estas 
c-.antidndcs. Si el lóbulo disminuye de tamaño, el de>borda.micnto pr~irá 
durante un tien1¡x>. Si nu111ent.a, la transforcncin de masa cesará, a lllCnOB que 
algún proceso evolutivo de la e--t.rclL .. en cuestión incren>entc su radio a un ritmo 
suficiente. En cunlquiCf' caso, la cantidad determinante es el momento angular 
orbital J. E.6cribicndo w = 27r/T para la velocidad angular de la binaria, se 
tiene 

(5.5) 

donde 

( /t.!2) -¡;¡- ª• (5.6) 
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sou la.~ distnncÍ.;Lo; clt~ c..ncln. uun de las c~t rc!lla.o.;. HI t:-c111 ro «J.· rua . ....;t. .'· .\/ 

Sustituyendo (5.G) en (5.5) y ulili:r.audo (r..1) da 
.\1, + .\/;_!. 

(5.7) 

Cotno aproxi11ulCi611 se put.."<le suporu~r q1u~ Loda la 1111L"'iJ1. perdida por la s<.,'(.·1111-

darin es acret..ncla por la prinu•ria. d" 1~.i 1110<10 que d .. \! /dJ = O. «011 d.\["2/dt <O. 
Al derivar logarítmic.a111c11tc:' (r..7) r<::<p<,.-1.o HI LÍ•""I>º se oht icn" 

(5.8) 

La trn11sfcrc11cia corL~«rvativa de llllL<;ll sc c.nrHctcriza por la curn;tanciH del 
momento angular, además de la de In rnnsn total. Esto significa que el primer 
tl!rmino de In deredm en la ecuación anterior '"' ccru: 

.!_da=~(- d.'\12) el_ Af2) 
a dl Af2 dl A11 

(5.9) 

Al recordar que ~ < O, se ve que, si l.u transferencia conservativa se dn de la 
estrella rnenOA masiva hacia la .... -.trella con rnAs rt\R.'>ll (q di.«minuyc), cntonr..<'8 
In binaria se cxpnndirA ( ~ > O).. f.;.,""to ei consccucncin de que la materia se 
acumula ccrcL> del CX!ntro de rna."'1• del sb-tcma, por lo que la ma..">l< Af2 r<"'-t..ante 
tiene que situarse en una órbit..n nu\s nlcjndn para con .. "iCl"~7•r d momento angular. 
Si por el contrario, la transferencia se lleva n cabo de La •~trelln 1 ,. la t,.;trelln 
2 (q aumenta), entonce; ~ >O, y la binaria se contracrA. 

Debido n que laoi lóbukJS de Roche no son =fl!riC>OH se n.-quiere un radio 
promedio parn c-.aractcri:r.nrlos. Urm opción ndccu.ad.i• c:s el rndio de una c:sfcrn 
que tenga el mismo volumen que el lóbulo. El nldio R2 del lóbulo de la secun
daria co.-ui d.o.do por la fórmula analítica aproximada [13] 

(5 .. 10) 

Pnrn 0 .. 1 ;S q ;S 0.8 es conveniente utili.7..ar la siguicnt.c fórmula (15]: 

_q_ -0462 2 
( ) 

1¡3 ( .M ) 1/3 

1 + q - .. /lf1 + M2 
(5 .. 11) 

(el rndio /l 1 del lóbulo de la primaria se obtiene al n.-cmpl.o.zar q por q- 1 ). Por 
otro Indo, la distancia b 1 del punto /, 1 al centro de la prinuiria está dada por 
un.o. fórmula .o.justada (15): 

bi 
- = 0 .. 500-0 .. 2271ogq 
a 

La derivada log:arítmicn de (5.11) d.o. 

l dR2 l da 1 dAf2 --- --+----
R2 dl a dl 311.fz dt 

6-1 

(5 .. 12) 



Cornbinando cstn cc11nci611 con (fi.8) "'' obticrw 

(fi.13) 

Surgen dos e.a.-.;<~. depcudiendo dt~ si '/ 1-::-; nu~uor o naayor que ~. Si q > ~ la 
transícrcncia conservativa d«~ rr1a .. •.;n hare qu«~ el J(,hul<> de H.ochc de Ut. t.......,.trclla que 

pierde mJ1sa ,,.! co11trai~n. Si ad.,rná.-< "'' pierde momento nn¡~ulnr ( ~~ < O) esta 
contracción~ ve nc.c~nlundn. l·:I J>r<.>C•'!--A'' <Je df!slJOrdnrriicntc> se torru1rá violento 
a n1enC6 que In •,,;trclla numtcn~a ,;u radio menor que R2. Si q < i el lóbulo 
se expande si In trawifc-.rencia '"' conservativa. La transferencia de rnasa (no 
ncocsnriamente OOIL">Crvali\71) continúa sólo si la estrella también se expande o si 
el sistema pierde momento anguU..r (rxx medio de radiación gravit.acional, por 
ejemplo}. 

5.3 Formación de discos de acrecimiento 

Una 001L'lCCUencia del desbordamiento del lóbulo de Hoche es que el rnater-ial 
transferido ~ un momento angular nito, por lo que no puede depositarse 
directamente .-.n U.. primaria (vb1sc In. Figura 5.4). Como la materia desprendida 
de la estrella 2 debe p&'iar por el punto J, 1 , en cl marco de referencia de la estrella 
l parece que esta nuiterin está siendo rociad.a hacia ella desde una tobera que 
gira muy rápido en el plano del sistema binario, de tal forma que para la primaria 
el chorro de gas aparentemente :>e mueve de 111anera casi ortogonal a la !Coca 
que une los ocntrC6 de las cstrcll.n.s. 

Figura 5.4: G«>mctxia "º la formación de discos de ~mient.o en un sistema 
binario (tomada d., (15)). 
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1::..~ J><,....ihh• dc·111cr~I rar que· c·11 el ccíll'ulo dt· la t ra_\.t"t'1 oria dc·I cltorn> la ... Íuc·r/ .. a ..... 
d<!hicltLCoi a In pn::si6ra 1uu~l•~U d•:-1J>rtriar~c .. por lo que c·I fluido !"ioir"J!.t1irtí uua tray<'t'
torin bnli.~t ica dt~I t•r111iruula por •·I poleuci:d dr Boclu·. tal corno si •~t uviPr.a 
forrnaclo por part icula'"' dt~ pnu·ha .. ( "oruo aproxi111:u·i(1u :--•· pu•·dc :-;.u¡><H1er <¡ne 
dichn trn).'f"Cloria corn-:-.po1Hlf· a la ,;rbit~t <h· 111u' part icula <pu~ pHrt.•~ d•·I n~(>flhA"J 

d<~le /~1 y q1u· ca•~ c·11 •·I C.HlllJ><> j!.r.a\'il.acioual d'~ la pri111arin. Esto da IJJU\ l>r
hillt. clipt it•a c~ra t•I pla110 de~ la binaria. _\' la pn~·11cia de· l.i. ~"<·unclaria induclf• 

un n10\'Írnicnto de pn~~·~i6n de In C,rhit..n. Por ('11<>. un chorro continuo que siga 
eila 6rhiLn SC"" interst..:·tartí. co11si~o 1UÍ!">J110 y hahrli dbipación d(• t'IJ(_·q.~ía debido 
a choques. Ahora bien, p.arn el J;IL...,. 110 t~ ffv-i1 JilM!rnr f~) r11orncnlo angular que 
poscín ni salir de /.,1, y tie11dc n Sf!~Uir la 6rl>it.J\ de llU!nor t•11crgú1 para un rno
mcnto angular dndo. que'"' unn órhitn circular. Entone•"' se puede esperar que 
esta órbita tenga un radio l~uc• con In velocidad del gas <WU• rx•r 

donde 

1/2 
v = (GAf1Al0 ) 

/lcioc 

fl..:¡,c V = b¡w 

(5.14) 

(5.15) 

con b1 la distancia de la primaria n L 1 • Utilizando w = 2rr/T y combinando lns 
dos ecuaciones anteriores se tiene 

que, utilizando La ley de Kcplcr se convierte en 

Finalmente, con la F--c. (5.12) se puede escribir 

/'. 
~ = ( 1 + q) (0.500 - 0.227 ln q) 4 

a 
(5.16) 

El rndio U.,¡,< es típic-.amcntc de 2 n 3 V<><Yo:s menor que el radio R 1 del lóbulo de la 
primaria. •'X<"•.1>to para </ muy pequeüa. Por ejentplo. pan• q = 1. /l..,¡,c = O. I 25a. 
ll 1 = 0.38a. Se \'C entonce; que el material capturado gravit..acionnlmcnte de
scribirá una órbita interior al lóbulo de Hoche alrededor de La primaria. 

El gas emitido desde la secundaria adquiere unn configunoción anular de ra
dio fl..,;,c. Dentro de este anillo ocurren proc-e;os disipati\-os (colisiones de los 
elementos de gas, chcx¡uc:s, dbipnción por visco6idad, cte.) que con,·iertcn parte 
de la energía del mm:imicnto orbital en encr¡;a interna (calorífiC"n). C.omo con
secuencia de esta pérdidn de energía, d gns ,,._.sume en el poteneial grnvitacional 
de la prirnaria. y esto a su \'e.:t. n.x¡ui.-rc que d ~as pierda 11K>111enl<> ungular. Ya 
que una órbita circular tiene la mínitna cn<'1'gúl p11.ra un momento angular dado, 
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se pt1<."(Je ~pcrar qtH~ td g•L..,. <h:-.c:~rib.a unu lraytx~tori.u. (.:-ipiral hacia la t~lrcllit a 

través de órhitns nproxinuularncntc circulares en el plano de la binnria. A a-;ln 

dispc>Hidó11 de In malf"ria "'" le llnrnn disco de acrrcitnic:nlo (Figura 5.f>). Este 
proc.,,;o involucra pl:rdida de 1110111c11lo angular hacia las pnrtcs extcr11a« dd di.«
c..o por medio de torc.a .. "'i interna.~. Por t..ant<.J. '~tn.."'i regiones adc¡uicrcn ruorncnto 
n11gulnr y se cl<!Sphl7 .. an lulCia af1wrn trn.7 . .nndo una <:spiral. El anillo de rnntcria 
origirud de radio U~•« será di.-;pcrsado hacia radios tn11to rnayorc:s c-0mo rucnorcs. 

Figura á.S: Disco de acrecimiento (tomada de {15)). 

La disminución del momento angular conforme el gas del di>lco se acerca a la 
cst.rclla se puede comprobar de la manera siguiente: en la mayoría de los casos 
la ma...qa t.ot..al del disco es muy poqucña, y su deoskiad media menor que la de 
la primaria, por lo que se puede despreciar la aut.ogravcdad del gas. Ent.ollClCS 
las 6rbit.a."i circulares son keplerianas, con velocidad angular 

(5.17) 

donde R e; In. di.'>t..ancia a la primaria. El momento angular por unidad de ma5a 

es u 2 n(U) <X u 11 2 , según se Ve de (5.17). Consccucnt.crncnt.c, ni disminuir la 
distancia H. disminuye t.arnbién el momento angular. 

Una consecuencia importante del transporte de nK>meoto angular por las 
torcas disipativns es que el borde cxt.cri(l(" dcl disco estará en gcncra) a un radio 
R..xt que excede a R.,;,c dado por (5.16); por lA1 motivo R.:irc es frccucot.emente 
considerado el radio mínimo del di.'IOO. 
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Capítulo 6 

Simulaciones 
hidrodinámicas 

Existe una gran vnricdnd de fenómenos físk.os cuya complejidad hsoe noccsario 
el uso de progrnnll\S oompuu.cionalcs J>arn poder realizar un estudio detallado 
sobre ellos. Ln..'> soluciones analitica.'l genera.Je; tienen que reemplazarse entonces 
por soluciones numl!ricas cspocfficas para cada problema. &to es t.ambilm cierto 
en La astrofísica. 

I·~ capítulo d=ibc algunos aspoc:tos de las simulaciones de dos sistemas 
astrofísicos: por un lado, un sistcnm binario de enanas blancn.s cuya coalcsccn
cia da lugar n un solo objeto central rodeado por una envolvente de material 
disperso; por otro lado. una enana blanca que''" oolapsa y genera un objeto más 
denso, t.arnbil:n rodeado por una envolvente. En nmboti ClllSOS, La incorporación 
en los progrnmns corre<pondicntcs de los procesos macroscópi006 involucrados 
toma cu cucntn La nntun•l=.n fluida de la nl.Stcrin que compone a csta.s estrellas. 

6.1 Introducción 

Durante los últ irnos aiios se han llcvndo a e.abo varios trabajos u,óricat; en los 
que se hn estudiado el comportnnlicnto de objeto.; cornpactos en situaciones cx
trc!Tlll..'>, particularmente de enanas blancas y de c:o.-t.rclla..'l de neutrones. &tos 
trnbnjos consL'ltcn en simulacioncs numéricas de sistcm1\S binarios cuyas estrellas 
con1poncntcs se encuentran inicialnientc n1uy cerca una de la ot.rn (lns separa
ciones son del orden de los radios cstclnrcs. que nl:>nrcan órdenes de nmgnitud 
desde 10 h&51..n lü3 km). Para realizar la m.ayorfn de estas sirnulacioncs (además 
de las que dieron lugnr n e;t.a te;i.s) se ha utili7.ndo un método numl:rico conocido 
como snwotJu-d partic.le liydrodynarnic.5 (SPll), el cual fue inventado cspccffica
rnentc para trnt.nr con pn>blcmas a ... -."1.rofísic:""Or' que involucraran el nl0\·in1icnto de 
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fluidos e11 tn!-0 (li11u·11sio11•~ j:.!!J]_ Fu SJ•JJ. 1111 fluido~·· rnodrla c<ni particula:-

dc llU-L'"Wl q1H! iutcraecio11a11 ~ravil-acio11al t: llidrodi11ií.111ir.a.111eute c11tn! si. Pnr;, 
:-;irn11lnr ~i~tA:llU\.. ... «01110 •·Hatut.-. ... bla11c1L .... o t'!->t n·Jla_..,. de n«-111 roues St'~ ur ili7.JUI por lo 
general \·arios 111ih~ de part kul.a ....... SI ,11. Eu t:I :\pl-udirc ~e pn~:nt.a uun d<_:-;.crip

ció11 111/'t.."' <lt:t.nll1tdn de~ •~t«· 111i·t<xlo .. 

l1c:11z t'I al [a] ha11 1·11eo11t rado q1u· •~n uu !->Ísl<·111a hiuario clt: .-~naru-L"' blauca ...... 
scp.ar.nda .. ., 1-1,000 k111. •·u •·I cpu· lu pri111aria t it·1u• u11a ru.;L"Wl de l.:! .\/,_

1 
_v Ull 

radio de :J.!">(J(J k111, y la ,.,.x·1111daria 1111a 111xsa dt· O.!l /\l,c, .\" 1111 rn.dio de !°>,•l!XJ k111. 
~t..n ült irna !--(• dt~t.ru_vr por c·<,111pleto. por c·Í<'C"fh dt· la t ra11sfcr.-~11cia d<~ rn1t.........--t. 
dcspul::s de nproxi111a.tlnrru:11l•~ dc1t-;, pt!riodos orhitnlt~, y se lr.ansforrna cu un diSC'o 

que gira alrcdt:dor de la primaria. El objeto rcsulUrnlc ti•·r"' un radio U= J.1.()(J(J 
krn. y en <=I se ptwderr <listi11guir cuatro rc_~ioncs: d rnícl<=o interior degc11erado 
(rndio rr :'::, 2, 100 km, 111nsn 111 1 :S O.!J ,\(.:.).que contiene únicnrncntc mnteri.al 
de la primaria original; rnalcrinl scmidegenerndo (2,100 km :S r 2 :!::, 2, 940 km. 
0.9 !<10 :S 7n2 :S 1.2 l\10 ) provcrricrat~= de In-" porciones exteriores de la prirnarm: 
rnat.crinl 110 degenerado (2,!l-10 km;S r:i :S 7,000 km, 1.2 Af0 :'::, m3 :S l.7Af0 ) 

originado en In porci6n •~xtcrior de In sec1111dHrin origi11al, y que <=stá soportlldo 
(es decir, se evita su oolap.-.o) en stL5 =plL'> intcrn1Lc; a través de la preiión de 
In región scrnidcgcuc:rrula, y en sus CBpa.~ c..xtcrn2L'i ¡xJr rol.ación~ y nmtcria no 

dege11erada (7,(X)() km:S r4 :!::, 14,0:JO km, l.7Afo :S m4 :S 2.1 A-10 ) surgida del 
núclt....'"O de In SC:'.'C"unclnrin, soport.n.dn ¡x>r rot...nci6n. Las t~trellas se n1odclnro11 con 

IH ecuación de <!SLndo de Chandrnsckhnr, Ec. (4.3), ut.ili7.ando 3,lXXJ partículas 
SPll en una c.trclla y ·l.(J{X) err la otra. 

Por otro lado, al simular la coale;ccncin de d06 estrellas de neutrones de 
rruLSlL"< iguales (= IA .\(e;,), radie,,; i~ak:s (= JO km) y separación i11icinl de 
28 km, Hasio y Slmpiro [3"] rnu<!Slran que arnbas sc unen en menos de un 
periodo orbital. Despul=s de una revolución cornpld.n o<e inicia un -derrame" de 
llllL.-<a, y la rnatcrin en la periferia del sL-;tcrnn forrnn d06 bra.7..os espirales que se 
extienden hacia afuera. Al final de ln evolución, e,"tos brazos se ensanchan y 
se une11 forrnando un disco de dcrL->idH<I baja alrededor del núcleo. Los autores 
modelaron UL'> c.,.;trcllns como polítropos con exponente"") = 2 [ver Ec. (3.32)], y 
representaron cadn una corr 8,000 J>lU"l.fcuuL.-; SPJI. 

Se hnn hod10 simul.ncion<~ de sistcnu.s binarios cuy05 oomponent.cs son una 
estrella de ne11lro11<=s y u11 agujero negro. Lec y Kluzniak [27) elaboraron un 
trabajo en el que anali7.an los rcsult.ndos de variar algunCJS parámetros, como 
el c-ocicntc de 1111L'<aL.o.; q y In "'-1>aració11 inicial r. l..a e;trclla de neutrones se 
modeló con unn <."'<"lllM:""ión de t,,;t.ndo politrópicJL con ') = 3. utili7..nndo dos re;olu
cionc.,.; dL-;tintas. 16,!l-l·I y 8, 121 particul.n.o.;. El agujero negro,..., modeló como una 
nuL."i.IL puntual con u11 JX>tcncml gruvit.acional new1.oniano; cuando una partícu
la de In estrella de 11eutn>11<!S cruza In superficie del agujero (el hori:.onle d~ 
Schwar::..<child. el cual a ,;u vez fue modelado colcxnndo una frontero ab.oorbcnlc 
a una distancin rs = 2G,HAN/c?, donde /\fAN es Is masa del agujero ncgro1) 
significa que ha sido alJoSOrbidn por él. y tal partícula se dcscart.n de la simu-

1 La r>.proro;.i6n ......:-rita ~t.."'fT''"""J.W..'IO<Íe~ al ra.<iiv dd borlzocte dr. Scb•a.rz.ac:hiJJ de un ag:u~ro 
ne¡.;ro ~fl-ril""1t.moenl<"" Aiml-u-ic.--.. \"1-a~~ pnr r~rnpln {C..3.-,,J .. 
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lnción. t:u hcel10 uotabJ.· de· c~liL.., corrida:-. e~ que· la c-:-.lrella d«" 1ac·11tro11<:-o uo 
se dc:;truyc cor11plct.n11u~11tc: h.njo la f1u~rtc atracción del aguj<~ro u<~ro. sino <JUC 

queda un mícko del polítropo ori¡.,rinal <"11 6rhiU• alrededor de aquél. Ünicamcnt.c 
para una corrida <'011 q = 1 se ol~·r\·c) lu fonnacic'111 de• un toroide de acrccirnicu

to alrededor del a~ujcro ru~ro. 111i .. 11t ras que para q = 0.8 y q = 0.:11 toda la 
rnntcrin dC!-;pojud.n de~ In •~t rella d.- 1u·11t roru~ fu<• engullida por c'·l. 

l·:.xi."itcll vnrÍIL"i 111olivncio11c~ dct nl" de t"!it<.JS y otros tral.Mt.joiti :-;irnilar~. l...a 
conl~'"<!llCÍn de· sistcrun . .., binario· .. de• objc·t.os ccHHJ>lt.ct<ll!'-. ~· reco11cx'1• coruo una 

fuente irnportHUlc de radiación ~Tavit..acional (·10]. Se hau encontrado sist.ernn .. "i 

binnri06 de ._.,_te tipo [1:1, 29]. En el CJL""' de la unión hidrodinámic.a de do.; 
estrclllL'< de neutrones ,.., produce un destello dc onda'< grnvit.acionalcs cuyas 
carnctcrí.~ticJ\."'i constituyen un ~··•ond'-..--' del interior de tnlcs cuerpos, y la rncdición 

de cantidades corno In 1unplitud mAxirna o In frecucncÍH de 111.s sciinlcs detectadas 
puede contribuir a rc>.--tringir llL'i ecuaciones de estado nuclcan .. -. [:16]. Asimismo, 
se ha sugerido que ~-stoo si.-;tcma.'< son posibles progenitores de dt'Slcllos de rayos 
gama [:~I]. 

Se piensa que In conk.--.ccncin de binarias de cnnnLL" blanca-; mnsiV>L'< da ori
gen n supcrnova-. del Tipo la, la-. cuales se c.aractcri7.an por In pre>«!ncin de O, 
Mg, Si, Fe y Co en sus es¡xoetr<lti [1·1, 28). Para producir una superno~.,., la mnsa 
tot..al del sistcn111 debe '"'t.11r por encinta de la ntlL'in de ChandrLL-<Ckhnr. Por 
otra parte, estos si."<temas binarios también pueden ser fuentes de ondas grav
itacionnles de baja frecuencia (37). La unión de d06 ennnH.s blancas alt.nmentc 
nmgncti7.ad.IL'< pll<-"<lc conducir o la forntación ele una estrella ele neutrones con 
un CHmpo rnagnélic.o cxtrenmdnrnentc nito, y esto ha sido pn>pu<--.to c-omo otra 
causa de dcstell00< de n•)"<J« ganu• [·12]. 

La presencia de tres c1uu111..."-i hlancn .. " rna..'ii\~ns c¡uc no pertcnoccn n ningún 

cúmulo o n nl~ma otra asociación de estrcllns (5] ha bocho que se considere 
In posibilidad de que cada miembro del si.'!tcma se hayn formado a partir de 
la ooalesx!ncia de dos cnanLL'< blancas. Pnrn este cfocto se han llcvndo a cabo 
sirnullicioncs [:~9) cuy06 rcsull3dos indican que, si se supone que ése hn sido el 
cnso, entonces el objeto fornmdo por la coalcsccncia ha debido perder nlrcdcdor 
del 90'Jé· de su momento nngulnr original para volverse suficientemente compacto 
y ak-an7.ar llL'i gnwu<ladt.,,; superficiales olx-;cn"Rdas. 

El coln¡-. de una crmnn blnncn, conducente n la formación de un objeto muy 
den."<> (posiblemente una <-strelLa de neutrones), es un fenómeno que también 
lm sido ,.crlalado e-orno un posihl•• pr<'cUrsor de su¡x..-110\"R.~ del Tipo In {10) y 
destellos de rn~"<-"" gnmu (11 ). Tal cola]-.. puede originarse a partir de un proc:e;o 
de acn.'Cirniento de rnntcrial proveniente de unn estrella oompaitcrn, en el caso 
de un sÍ!.--tcnta biunrio, o del rncdio intcrco.--tclnr, en el CU.'iO de una enana blanca 
solit.arin. Este colapso inducido por acrccinii<nlo (ClA) ha sido simulado para el 
CJL'iO de una cnann blanca rnn.siva en una y doe; dimensiones (16) y, curi06alllCntc., 
los autores concluyen que [06 CIA difícilnl*~ntc pueden explicar las supcrno~-ns de 
Tipo In y loe; destellos de n1yos gamn, ba.-.ñ.ndosc en los resultados que obtuvieron 
sobre el mntt..-ial eyc-ct.ndo por los colapso,;. No obstante. afirman que los CIA 
pueden ser candidatos para <".Xplic~u- J.L-< poblaciones olJ,,;icn-..das de estrellas de 
neutrones en cúmuloe; globular=. 
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r~n lo qt1«~ r«~ta de~ <~tt~ capítulo s.t· hablare\ dt· );L..,. si111nbu·i<Hlt~ de" 1111 ~1:--

tcrna biunrio de CIUUU\.'t hbu1r1L~ con.lc:·;cc~11t<_"!"i y dc~I colnpso p;rn\•it.acionnl de una 
CllHIU\ hlnnc-1\. Eu a11al><..s c.a..~J"S la.'-> si111ulacio1u~ !'-.(>fl tridi11u!t1~io11a)<::,,. J·:l ohjc:
tivo de cst.n..-; siu1ulnc:ioru~ e~ dc~lcrr11i11ar la-.; caraetcrfstir.n.."i del ohjeto fiunl <1uc 

surge con10 co11hc_"C"t1<:-ucin de los pr<>C«":->-<JS laiclrodi1uí111ir<JS en r.nda corrida: en 
particular. se <¡uicrr pn~ic.;iar si ~· t rnt.n o uo cf,. una '~trelln d<" ueutroru':'. El 
trat.nrnicnto l~ ne\\"( oninno. y no st• con~~iderau pnK·c~~ nuclc··ar~ ni radiRt ivos, 
ni llUllJ><X"'o cÍ<...-c".l«lf'i rorno radi11.ci(111 ~ravit..a.cional. crni."ti6n <le ncutrinos o <ll~tcl
los de rayos garua. a difcrcucin de los trabajos rru~nc:ioru-t.df....s ant.<•riornicutc. Se 
pretende mostrar los aspectos más generales de las simulaciones que utili?.an el 
método SJ>JI par11 el caso cs1x-cffico de ltl<; sL'<tcmas astrofísicos sciialadoo;. cuyBS 
propiedades particulnrc:-; se el<,,;cribcn rnA'< adel11nlc. 

6.2 Implementación de las simulaciones 

J..oo; programas utili?..a.dos en 1n.. ... simulaciones presentadas en esta tesis fueron 
desarrollados originalmente por Lec (26]. En las 'lal>la 6.1 y 6.2 se muestran 
lns propiedades iniciab ele los sistcrnas simulndos. Se designa por primaria a 
la estrella que inidalrncntc se encuentra en el lado derecho del plano orbital. El 
radio del lól>ulo ele Roche se calculó usando la Ec.(5.10). 

Propiedad Primaria Secundarla 

Masa (M0 ) 1.39 1.39 
Radio (10" m) 1.6 1.6 
Radio del lóbulo (JO" m) 2.425 2.425 
Densidad máxima (10" kg/m") 9.8 9.7 
Periodo orbital (s) 5.7 
Separación ( 10" m) 6.4 

Tabla 6.1: Propiedad.,,. iniciales dcl sist.ema binario de enanas blancas 

Corrida 
Cantidad 1 2 3 

p,(kg m-") 2xl0" 
P2 (kg m ") 1X10"' 1 1X1014 1 l X 1015 

-Y2 1.3 

-Y3 ' K2 l.12xl01U 

K3 191,706.11 1 82,407.98 1 35,424.41 
Mas.a ( .llf0) 1.39 

Radio inicial (10" m) 1.7 
Tabla 6.2: CarAClensL1c.as de la enana blA11ca que-,.., colapsa (ver lc.xt.o). 
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Pnrn llc\-ar a cnbo uua ci.»rrida di11o:irraica se· rf1U:-.truye prirru~rarru·utc uua 
cnnnn b]anca. Pnru. t..n) fin :->e:! utili.7 ... a un prugra111n <¡uc colo<" . .n rit.!rlo 11ür11cro 
de pnrtfculn .. ~ en una n~I c1ihica tridi11H•nsio1111.I <"'-~lltnula cu PI origPU. y q1u~ se 
c.xticude hnst.n u1u1 cJi..,tnnci.a ig;ual al radio de lu c:-;lrclla. J>or-;tcrior111c11tc. con 

otro progrnrnn se oht ic11c 111111 csf•~ra ni cort.nr IJL~ f:N"¡uin1L~ del cubo del proi~rnrna 
anterior, y se rcs11P)ve 1111rnl·ric..1un,~utf· la '"'·uaci611 d•~ Laru~E111de11 [E.e. (:1.·12)) 
con un índice ndiahAtic<> ') = ;,¡;¡ (í11dice polit.r<1picu 11 = :I/'..!). ,.,.. cidcula la 
dcusidad p n p.artir de (~ta solncif>n. y sP 1L"-iigna una UUL'Wl n1 = p/n a cndn 
partícula, doncJ,• n <~ <"I nürn«·ro dr part icula .. c.; por u11i<Lul de vulurnc11. }\ la 

cslrelln csfl!rica 1L<;Í construida se le permite rclajar,;c, para lo cual un tercer 
programa, que incorpora In •x:uación de estado de Clmndra .. -;ckhar, hace posible 
que !ns parl(culns SJ>ll inlcrncliícn entre ,;f de tal manera que la enana blanca 
lleguen un cst.ndo de equilibrio hidrostático. 

Una vez que se lk.-ga 11 cslc punlo se procede de d06 maneras distinllL<>, de
pendiendo del sislcrnn que se ,.,. a mcxidar. Para fornu•r el sistema binario se 
hace una ~copia" de la estrella, y amb1L-; M! colocan a una dislanci.B de 4 radios 
c..""tclarcs (véase Tabla 6.1 ). Ln razón para eligir cst.a separación inicial tiene que 
\:er con el hecho de qu" el rnomenlo angular tot.al del sistcn1n, corno función 
de In separación r, prcscnt.a un mínimo pnrn un vnlor determinado ro (Figura 
6.1). Si la separación inicial es rnnyor que r 0 , cunlquicr J>c<J11eño increm<!nlo o 
decremento L'.1.r en la separación CJlUsnrá oscilacion<"' cpicíclicns del si.<>tcrnn, cc.
rno consecuencia de In conscrvn.ción del mornento angular. Sin en1bargo, cuando 
r = ro el sistema es incslnhlc y el resultado de una variación L'.l.r, corno la qu" 
se induce en csln simulación debido a la inlcrncción gravit.ncionnl, es un dc
cnirniento orbitnl: las cstrcliiL'i se.' funden cu un solo objeto. El vnlor ro =6,400 
km proporciona In incst.abilidad requerida en este sistema particular para que 
las enanas blancas se fusionen. 
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Figura 6.1: Momento angular toL&l normalizado como íunc:ión de la separación 
medida en radios estelares. 

Cuando se tiene la configuración inicial de La binaria, nuevamente se permite 
que el si...-tcrnn alcance un estado de equilibrio dejando que Le.s dos estrellas 
intcrnctúcn gravitacionalmcntc, y después se inicia la corrida dinámica. l..a 
simulncióu comprende los primCf"06 60 segundos de la evolución de la binaria, y 
1'L" po6icioncs de Le.s po.rt.Sculas SPH se registran en 40 instantes distintos de ese 
periodo. Se utilizó una resolución de 4,22-1 po.rt.Sculas por estrella. La presión 
total del fluido, inoorporndn en el programa de la corrida dinámica, consistió de 
una pr=ión Pd.,r; debida a electrones dcgcnenidos y de una presión P..,..., debida 
a gas no dcgenerodo: 

{6.1) 

Ln pr<~ión de dcgcncreción F'd.,r. e,-u\ dada por la ccunción de Chandrn..'ldthar, 
Ee. (·t.3), y la energía interna Ud•r. correspondiente es [·iO, 3) 

Ag(x> 3 [e 2 11:: ] Udrg = -p-' g(x) = 8x :r + l) - 1 - i,o(x) (6.2) 

donde A= 6.01 x 1<>22, pes la den:.;dad, :r: es el parámetro relativista (4.1) y <.p 

c:.-t.á dada por ( 4.4). 
Ln presión tl:rmica P. ...... está dada por la t!ICU8Ción de estado de un gas ideal 

clásico escrita en la forma (3) 

(6.3) 
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cou ¡ = 5/:J. La cucrgia intcrua del g;,s uu dt_~c11enu)u l :to:-rm !"-f~ c:alcul.a JXJr 

(6A) 

donde U,0 ,, In energía internn total. cvolucionn •·11 el tiempo de acuerdo a la 
prirnera ley de la tcrmodiruimicn: 

dlJ,.,, - !' d\I' dQ 
--;¡¡- - - tüt -;¡¡ + di (6.5) 

y en donde V' es el volumen y dQ c:s el calor g"ncrado por In dL-;ipación de energía 
cini!Lica en cl1CK¡ucs. Las ecuaciones (6. l)-(6.5) se rcsuclvcn para la evolución 
ternpornl del sisl<!nm una vez que se lmn <:spocificado condiciones iniciales. 

La simulnción del c-0lnpso de una enana blanca requirió el uso de una ecuación 
de estado compucst.u, CU)7l for11u1 se muestra n continuación: 

p< Pi 
Pi< P < P2 
P > P2 

{6.6) 

Se han empicado ccuaciom:~ de c:ste estilo en In modelación de explosiones de 
supcrnow•.s del tipo 11 (2'2]. Las cantidades en esta ecuación aparecen en la Tabla 
6.2. Nuevamente, Pdrr.(P) c:s la prc:sión dada por la cctmei6n de Chandrasckhar. 
Como se puede npr<.'Ciar, In ecuación de estado (6.6) modela a la enana blanca 
como un polítropo en dOG regímenes de densidad di.5tintos. La idee es que 
la estructura inicial <:st.é rcpr~ntndn por P = l'd.rE· El oolaJl60 se origina al 
can1biar la ecuación de estado a In ele un polítropo ele exponente 7 2 = 1.3, cuando 
la densidad en el centro de In cst.relln es p 1 , y prosigue ha:."1.a que se alcanza una 
"densidnd de rebote" p 2 • El valor de esta última provoca que se detenga la caída 
de rnntcrial hacia el centro, y tiene como efecto el que cuando las capes internas 
llegan ni núcleo, que se ha compactado súbitamente, "5t.ns cambian el sentido 
de su mo\·imiento, provocn.udo choques con L ..... ., C-"Pª" externas que aún se c:st.án 
precipitando. La ecuación de <,.;taelo utiliZB<la en el ri!gimcn de densidad p > P2 
corrcsponelc a un polllropo ele exponente 5/3. Se hicieron tres corridas para tres 
valores distintos de f'2, »cgtln se muestra en la Tabla 6.2. Como en el caso de la 
binaria las posiciones de Ja.q partículas SPH se regi>.-t.ran en 40 cuadros distintos. 
Ln resolución utili7.ndn fue de 1 i,2:>6 partículas. 

6.3 Resultados 

6_3.1 SL"itcma binario 

En las Figun•s 6.2a y 6.2b se muestra la evolución del sist.ctna en distintos 
instantes. Los ejes coordenados oorresponden al plano orbital de la binaria. La 

i-t 



Figura G.2a 111uu;lra las pos1c1011cs ele las partículas Sl'll, y la Figura 6.2b 106 
contornos ele densidad corL->lanle concs¡xmdient.cs. Las enanas blanc,as inician 
el proceso ele fusión en t ~ 3 s. 6 0.5 periodos orbitales. 
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F°JgUra 6.2a: Evolución dd sistema binario de enanas blancas df!9Clit.o en La 'l&bl.a 
6.1. Se muestra la evolución hasta un tiempo t = 13.44 s (ver p4gi.nas siguientes). 
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Figura 6.2a (o:mt.inuación). 

En la Figura 6.2a se 01-:n"B que la unión de los mkleas de ambas cst.rcllas ha 
dado origen a un objeto central de090 rodesdo de mat.crial disperso. Estas fig
urns mucst.ran la evolución del sistema !J.BSta un valor del tiempo fisioo t =13.44 
s, instante a partir del cual ya no se distinguen crunbios significativos en el 
objeto rc:sult.ant.c, toda vez que La distribución de la en\l'Olvent.e que rodea al 
núcleo ix-x: sirnctñn a.zimutal, y sólo algunas partículas cxtcriorcs se dcsplaznn 
a distancias paulatinamente mayores. La Tnbla 6.3 muestra algunas de las cnr
act.crísticas del núcleo formado en el objeto final. Más adelante se describe cómo 
se obtuvieron. 

Propiedad Valor aproxhna.do 

Densidad fiunl (kg m ·) 8.3 X 1011 

Masa (Af0 ) 0.73 
H.ndio (km) 500 

Tabla 6.3: Caract.crist.icas del núcleo formado al U:nnino de la ...,,.Je-ncncia de las 
dos enanas blancas dcsc:rita..' en la Tabla 6.1. 
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F'igura 6.26: Contornos de densidad oonst.a.ntc corra;poodieni.e. a la e>'Olución 
moslrada en la Figura 6.2&. Los •·alones de la densidad para cada axitorno. empezando 
por el exterior. :son (en l.:g m- 3 ): 3x 101º, Gx 1010• 9x 1010 • 2x1011 • 5x 1011 • Sx ion. 
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La F'igura fi.:J pr«~~nla la S<....1>nraci611 cut.re k~ C"t!rtlros de trUL'Wt. d<~ c .. ada t~
lrella c-01110 funci611 del tiempo. Es evidente que d significado de tal i;cparnción 
deja de tc11cr utilidad cuando lns cslrdlns han comcn7.ado a fusionarse, por lo 
que en In gráfica los valores de esta variable después de aproximndamcnlc .5 s 
se pueden ignorar (aunque carecen de significado físico. estos vnlorc:i; aparecen 
graficndos hasta C.0 segundos porque el programa loo; incluyó en el archivo de 
salida c:orre;pondicnt.c). 
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Figura 6.3: Separación entre 108 centros de m&...a de las cnana.s blancas del sistezn& 
binario, como función dcl tM:mpo. 

En la Figura 6.4 se grafica la densidad máxima del sist.cma como función del 
tiempo. Al iniciar la simulación la deru.;dad máxima disminuye hasta un 'lr.!llor 
mínimo, por efecto de la deformación sufrida por cada cstrclla como COQSICCUCD

c:i.a de la atrocción gravit.adonal de la otra. P06t.criocmcnt.c, hasta el final de 
la simulación, la densidad máxima aumenta CBda vez más rápidamente, lo que 
significa que el míc:lco se está oompact.ando. El , ... Jor de la densidad máxima al 

86 

·-··-·------~--- ---



tl!rmi110 de la eorrida es aproxirnadar11entc s.:lx 10 11 kg rn :i. 1-:1 ¡wrfil de dc11-
sidad del objeto fiual se prt!SClll.n e11 la Figura 6.f>. 1..a msL..,. del núcleo de este 
objeto'"' de alrededor de 0.7:1 /'.fc-,, scgtín se calcul6 ¡x.>r medio de u11 prograrna 
que pcr111it.c s111111lr las 11111sn.-; de lsL-; pnrt.kulsL'i SPll co11tcnidas dentro de uu 
cierto radio. Este rndio se torn6 como el rndio del rnícloo, determinado según se 
d<!SCrihc ni final de esta S<.oció11. 
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Figura 6.4: Densidad máxima dd sist.cuia como función dd tiempo. 

87 

1--...;;-----'----------------~~=--=~=-_'.~~:_-,·~~===:.....:-:~ 



--
•••11 

1••10 

---~ 
·,, 

te•06 
log radio Cm) 

1 .. 01 

Figura 6.5: Perfil de densidad del objeto final, al t.úmino de la 
ooalcsoencia del sist.cma binario. 

U• energía total del si.<rt.cma consiste en energía interna total (energía de de
gencrnción y energía de gas), energía cinHica de demcot.os de masa macroaoópi
cos y energía potencial. La conservación de esta energía total durante la sünu
lación es aproci.e.blc., según se ve en la Figura 6.6, donde también se graftca la 
energía cinl-tica. Sólo en los primeros SL'gl.llldos de la corrida hay una variación 
de l.5% en la energía total. También se puede "~ificar que en este lapso la 
energía cinl-tica experimenta un aumento y algunas oscilaciones, como oonsc
cuencin del rcaoomodo de las pw-t.fcula.s al fusionarse las cst.relLas. Después, las 
"·elocidndcs de aqul!llns disminuyen a un ritmo prácticamente constante. 
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F"igura 6.6: Energía cinética (curva superior) y energía t.ot.al (curva inferior) del 
sisten>a binario como íuociooc:s del tiempo. 

Una muestra clara de cómo al inicio de la b;mulación cada enana blanca se 
disgrega gravitacionalmentc, y enseguida el objeto ra.ult.antc tiende a ligarse 
cada vez más, se advierte en la Figura 6. 7: la energía potencial dcl sistema 
aumenta casi 1.7 vcocs durante la ooak:socncia, y luego dccrcoc monótonamente. 
La figura exhibe asimismo el oomport.n.micnto de la energía int.erna total, que 
inicialmente disminuye Un&"i 2.6 vcocs d<.-bido a la reducción de la densidad y, 
por tanto, de In energía de degcnernción, para post.criorn.,nte aumentar tambilm 
monótonan1ente. La línea recta horizontal que aparece es el momento angular 
total del sistema, que como se 'l.'C es oonstantc en la csc-.ala utiliznda; ...-aria a lo 
más en 0.14% a lo largo de In oorrida. El momento angular orbital inicial se 
transfiere a u• rotación del objeto fusionado. El cociente K / J~q entre la energía 
cinHica y cl \'alor absoluto de la energía potencial gravit.acional se muestra 
en la Figura 6.8; el incremento de Cb"t.c cociente se debe al ligero aulllCDto de 
K y la disminución de JlVI- Al concluir cl proocso inicial de ooalesocncia el 
comportrunicnto de ambas cantidades se invierte, y también el de su cociente. 
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Figura 6.7: Energía int.crna t.ot.al (curva superior), momento angular t.ot&l (línea 
recta) y energía potencial (curva inferior) dd sistema binario oocno funciones dd t.ian
po. 
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Figura 6.8: Cociente K/ IWI del sist.cma binario como función del tiempo. 

En la Figura 6.9 aparoccn grnficadas la energía int.crna térmica Ue.e .... (línea 
punt.eoda), la energía interna de dcgcncrnción U~ {línea rayada) y la suma de 
8Jllbas (línea continua) como funciones de la coordenada x del plano orbit.al, 
al finalizar la simulación. N6t.csc que Udeg domina a u,__ CD el centro casi 
por completo, y que de ahí hacia. afuera la primera disminuye a un ritmo con
siderable. Por otro lado, U._,.. aumenta levemente al aumentar la d.ist.ancia al 
centro, y sobrepasa a Udeg a una di..,-t.anciu. a la cu.al el mat.oerial está IDM disperso, 
reflejando que la contribución de los efectos cuántiC"OS se hace más pm¡uciia. 
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Figura 6.9: Energía interna U:rmica (líne& punt.cad&), energía interna de degen
eración (líne& rayada) y la suma de ambas (línea continua) a lo l&rgo de la coordenada 
x, para el objeto final al ~no de I& ooaJc,,oenc:ia del sist.cma binario. 

Finalmente., la Figura 6.10 mueo."1.ra cómo varían con el radio del objct.o 
final la presión de degeneración Pdec (línea ra~), dada por 4.3, y la presión 
térmica P..,rm (línea punteada), dada por la ecuación de estado del gas ideal 
no degencrndo. &ta gráf"K:a permitió determinar que el radio del núcleo es 
aproximadamente 500 km, ya. que tal es la distancia medida desde el cent.ro 
a la cu.ni la presión de gas aumenta abrupt.&mcnte debido a la prcscocia de 
material no degenerado (la envolvente de baja deos~). Nótese que en el 
núcleo la presión total se debe prácticamente ft la de degeneración, que es casi 
diez ón:lenes de magnitud mayor que térmica. Sin embargo, a un radio de 1,000 
km 6'"1.a última hn aumentado tanto que ambas difieren en cuatro órdenes de 
mngnitud, y a 2,0CX> km las dOl5 presiones tienen el mismo orden de magnit.ud, 
1023 N m- 2 . 
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Figura 6.10: Perfil de presiones dd objeto final Se muestran la presión de degen
eración (línea rayada), la presión U:nnica (línea punt.c.ada) y su suma (línea continua). 
Esta gráfica permitió estimar el radio del núcleo en aproximadament.c SOO km. 

6.3.2 Colapso de una enana blanca 

La Figura 6.11 muestra algun<lli inst.nntcs durante el colapso de la enana blanca 
descrita en la sección anterior, con P2 = 1013 kg m- 3 • Se exhiben aquí los 
cuadros más significativos de la evolución. En t=0.377 s la est.rclla aún se está 
contrayendo, y 29 ms dc:.-pués, en t =0.-106 s, se ha inicilMlo yn el rebote del 
n1atcdal interno, con><> consocuencia del -cndurccin1icnto- de la ecuación de 
co.-u.do (ver :<CCCión anterior). La c.xpul.sión de material d., la. .. capes cxt.crtllL'< 

prOtiigue hastn. el final de la simulación, en t = l.391 s, n><>mcnt.o en el cual 
se pueden distinguir tres componentes del objeto final: un núcleo denso, una 
envolvente menos densa, y niat.cria.I disperso alrededor de los dos primeros. La 
evolución del sistcnia pa.ra los otros dos valores de p.z es esencialmente la misma, 
con la diferencia de que la simulación abaren un tiempo t=0.664 s pera la corrida 
2 y t=0.4-t9 s para la corrida 3 ('IHbla 6.4), debido a que en cl código co.""t.e tiempo 

co.-t.á determinado por el tiempo de caída libre T d = ( R3 /G .M) 112 
del núcleo 

(ver Ec.. (3.2-t)), que n su vez depende del radio R. de éste, el cual •'>lria en cada 
corrida. Los resultados de cada corrida aparecen en la Tabla 6.-1. 
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Figura 6.11 (continuación). 

Corrida 
Cantidad 1 2 3 

Tiempo físico simulado (s) 1.391 0.664 0.449 
Densidad final (kg m"') 2.2x10'"' 2.2-2.7x 10"' 2.2xl0'" 

Ma."" (M0) 0.65 0.65 0.1 
Radio (km) 300 100 30 

Tabla 6.4: Caractcrlstkas ae1 núek>o íonnado en el objeto final aJ ~ nnino dd 
oola¡>90 de la enana blanca descrita en la Tabla 6.2. 

Una numcrn de inferir el radio dcl mklco degenerado al thmino de C3CIA 
corrida. es con ayuda de la Figura 6.12, en la que se grafiCJ>n la energía inter08 
de degeneración (curva continua) y la energía interna térmk.a (curva raya.da) 
del objeto final como funcione> de la coocdcnada x. Análogamente a lo que se 
hizo para el sistema binario, en el que se utilizó la presión térmica para c:;."t.im&r 
el radio del núcko, la cncrgúl térmica de la enana blanca colapsada inicia un 
aumento de forma apreciable n un.a distancia de aproximadamente 300 km del 
centro en la corrida 1, a 100 km en la oorridn 2 y n 30 km en la corrida 3. C'..omo 
en el en.so de L-. presión térmica en la binaria, co.""tc aumento en la cnergút. t.érn1ica 
cnda vez mA.« lcjoc; del centro se deben la prc:scncia de material grndualmen~ 
mCil06 degenerado. 
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La ""'"" ,\!del 111íd<,.;1 se puede c:-.ti111ar 11sm1do la Figura G.1:1, en donde se 
muestra la masa oontcnidn dentro de un radio d<..-tcrrninado en la ermnn blanca 
inicial (curvn derecha, consid<:rnndo di.-;tancin.-; al centro menores que l .áx 106 

m) y en el objeto final (curva izqnicrdll). Dacios loe; radioe; del núcleo obtenida« 
a pnrtir de In. Figura fi. I 2 para cada corrida. lll cunm i7.quicrda en la Fi~urn G.13 
para la corrida corr<::;pondicrrt" pcrrnitc cnlcular In rnn.-;a del núcleo en rucstión 
(sobre esta curva, a cada radio r determinado le corresponde una masa Af). 
r:.Stas wáfica.<> n.rrojan valores Al= 0.65 Af0 cm las corrida.s 1 y 2, y Al= 0.1 Afo 
en la corrida 3. Obt>érvcsc que en c:-;l.H tlltirna el objeto final contiene más masa 
dentro de radios pequeños en comparnción con las otras dos corridas. 

La densidad de la estrella como función del tiempo se exhibe en la Figura 
6. M. Durante el colapso en la corrida 1 e.--t.a variable física aumenta en dos 
órdenes de magnitud y alcanzn un valor máximo= 3.2 x 1013 kg m- 3 en t = 0.35 
s. El rebote se puede apreciar en la disminución de la densidad a casi la mitad 
de cslc vnlor máximo. Al final de la simulación la densidad se ha estabilizado 
en aproximadamente 2.2x 1013 kg m- 3 • En la corrida 2 el valor máximo es 
mayor, aprmcirnada.mentc 2.Sx 1014 kg m- 3 , y aunque ni terminar la simulación 
no se puede distinguir un valor e.-t.able, la densidad en las últimas décimas de 
segundo fluctúa entre 2.2 y 2.7x 1014 kg rn- 3 • En la corrida 3 el valor máximo 
de la densidnd se da ni finalizar la simulación, y es de n.lredcdor de 2.2x 1015 

kg m- 3 . La densidad final aumenta en 1 orden de magnitud en cada corrida. 
l,oo; valores máximos alcanzados de la densidad son ligeramente mayores que las 
correspondientes dcnsidndcs de rcl><>te P-:z debido a que, aunque estas últimas 
sirven para detener al material que se está colapBRDdo, algunas capas prosiguen 
su "caída" hacia el centro y oompnct.an ~ ... al núcleo. 

La Figura 6.15 pre>cnta el comportamiento en el tiempo de los radios de 
distinta.-. cá.'iC'".nrns de masa dentro de la estrello.. Cada curva corresponde a una 
cáscara cuya masa sc encuentra dentro de cierto int.ervnlo (los intervalos ec indi
can al pie de la figura). La curva superior representa una cáscara cuya mftS8 está 
entre 1.38 y 1.388 Mo, es decir, rcpresicnta una cáscara que oontienc casi toda la 
masa de la enana blanca. El oolapso y el posterior rebote del material interior 
se aprecian claramente. Alguna..<> cáscarus f>N""Cnt.&n oscilaciones decrecientes, 
y algunas otras (las exteriores), ndernás, aumentan paulatinamente de tamaño. 
&tas oscilaciones se deben probablernentc a que el material de estas cáscaras se 
hn calentado lo suficiente oomo para poder escapar de la fuerte atracción grav
itacional del núcleo denso, pero en la..-. cá.-.carns interiores esta atrncción termina 
dominando, rnicntrns que en la.-; exteriores el material eventualmente eocapnrá. 
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Capítulo 7 

Comentarios y conclusiones 

Se han prc:scnt.ado los elementos necesarios para comprender de una nuu1era 
general la e;tructurn de las enanas blancas y de las estrellas de neutrooC'I. De 
especial import.ancin resulta entcndC"'..r la cstndí.st.ica de Fcrmi-Dirac, ya que la 
principal contribución a la pre;ión en el interior de .,.,-tos objetos compactos 
proviene de la degeneración de Ícrrniones (ck-ctrotH~ en el prin1cr c.a..-.o y neu
trcmcs en el segundo). Se conoce mejor la cstructurn de Las enanas blancas que 
In de UL'ó cstrcll!L-. de neutrones debido n que, n pesnr de que en ambos tipos de 
objetos irnpcran condiciones cxtrcrnas que son inrucnnzablcs en los laboratorios, 
1ns densidndcs y lns presiones n lns que cst.á :;o111etida la materia dentro de las 
segunda..<> son tnn nlt.n.'< que l<Klo c:I conocirnicnlo que se tiene cst.á sustentado en 
n1odclos teóricos, algunos d .. cuyos aspectos se ven confirnmdos obscrvacionnl
mcntc en oca .. ~ioue;. 

Las simulaciones prc;cntndas en e.ta tesis dan una muestra de la gran canti
dnd de iníorrnación que <>=< posible obtener cuando se recurren n1«.odos ouméri-
006 parn r<':>Olvcr problemas en nstroíí.-.ic.a. En particular, el uso de t.écnicas 
computacionales pnrn rnodcliu fluidos rcsult..n indispensable si se considera que 
estos sistema-; pueden J><:l6CCr unn complejidnd considerable. Eh-te es el primer 
tn•hnjo en el que se simula un sistema binario de enanas blancas cuya masa 
{ 1.:191\10 ) cst.á tnn ccrcl\nn ni límite de Chandrn.-.ckhar {""" l.4 Af0). Asimismo, 
este,,,_ el primer trabajo en •·I q•I<" ,.... "imuli• el colar-> de una cnnnn blanca tan 
mn..."'ii\'n en lrt~ diutt~JL'"iÍoru~. 

Para modelar la estructura de U•s cna1111s Llancns en este trabnjo se tornaron 
en cuenta divcn;os nspccta; de la ífaicn subyacente. La hidrodinámica, incor
porada en el código a través de la tl:cnica SPll junto con la.s íuerzas grav
itacionalcs, incluyó los re<ultados <le una vi.-..."'Cl6idad introducida artificil'llmcnte 
para simular efoctos de corte y de choques con números de l\1acb altos {ver 
Apéndic-c). Asimismo. las <....:-uacione< d .. cst.a.do utilizadas para describir la 
coru.-t.itución interrm de la.-. enanas blanca.<; y de los objctu; rcsultnnt.<:J de la 
evolución de cada sbtcrnn irK"'C>fl><>rnron tanto kJ6 cfoctos de la degeneración del 
material debida " la.-. altLLo; densidades como nquéllos originndos en la all!OCncia 
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dt! <lt!'~t·1u•rar·i,j11. 

IÁ.Jf:i objetos fiualt......-; que se genern.rou al lcrr11i11ar cada si111ulaci611 <·011ticuc11 uu 
ntíclco n-~utrnl denso. Eu ninJ!;uno de los c.sL""'JS ~:: pn<~J,~ 1L-..•·~urnr cou c·(~rh~ .. a q1u· 
el ntíclco haya forruado uua «..:-ilrella de uc~utnu1•.='. aunque cu todos ellos, el objeto 
es nuÍ...'"i pnrc:"<"ido n ursa cstn·lln. de este tipo que .a uun c~1uuut hlauc.a. El n~ult.ndo 

de In N>.nl<~c~ucia d<! la . ...; dos t!UlllUt..'-' hhu1cJL<-i <~ 1111 utick·o con 1111a d«~usidad 

nproxir11ada de .SY 1011 k~ 111 :\y un radio dP HU<r.-. ."">lXJ k111. carartc·rbticiL...; que 

lo sitúan atin lcj<.E de la"i <~trelln ... 5 de neutrones. que corno se rncncionó al inicio 
del Capítulo ·1 poseen dcnsidacl<,;; típicns de 1017 -10 1<; kv; 111- 3 y radios del orden 
de docena.<; de kiltunelros. No obstante, al mornento de t.cnninar la simulación 
se aprecia que la densid.nd aumenta rnonótonnrnentc, por lo que cabría c:<pernr 
que si In simulnción prosiguiera el objeto ¡x><irín c.olnpsarsc en una estrella de 
neutrones; sin embargo, lmhrín que modific~•r ln ecuación de cstlido original {In 
ecuación de estado de Chnndra.<;ckhnr) incorporada en el prograrnn, e incluir unn 
que permitiera obtener resultados físicamente si~ific.ativo.; (ver &-cción 4.2). 

El colaJlfiO gravitacional de la ennnn blanca produce núel<..'06 con densidades 
que vnn dc;cle aproximadamente 2x 1013 kg m- 3 ha.<;ta 2x 1015 kg rn- 3 y radios 
desde 30 km ha.-;ta un°" 300 km. De estos objetos el que má-; se aceren n una 
estrella de neutrones es el de In corrida 3 (p ~ 1015 kg m- 3 , ll = 30 km). 

Los trabajos futurOti deberán incrementar la resolución de los códigos e in
c.orponu modificacioncs en las ecuaciones de cstndo. l::.Specíficarnenle, en la 
ecunción de e."t.ll<Jo compuesta {6.6) utilizada para el ooln¡><><> :sería per1.inent.c 
numentar la derL<;idnd de rebote p 2 a \"nlorcs del orden de In dcnsid.nd nuclear. 
e inclll50 mayores. 1limhién sería útil explorar el efecto de vn.rinr el valor del 
exponente politropico ') 3 , que controla la Mrigidcz- del rebote. 

Es ncocsnrio r<.'Calc.ar que Jos modelos de enanas blnnc.n .. '< presentados aquí no 
son complctnrnent.c realLo;tas, ya c¡uc....: han hecho un gran número de simplifica
ciones en su estructura para mostrar In utilidad de un oódigo numérico especí
fico. Por Jo tanto, Jos rcsultndos obtenidos no deben considerarse definitivos, 
y es menester reali.7.nr trabajos que incluyan n.spo::t.os físicos de oomplcjidad 
creciente, tales como rol.ación de las cll1lna.o; blanc.ns y aquéllos derivados de la 
física nuclcnr, de procesos raclintivos y de la rclath·idad general, por mencionar 
algunos. 
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Apéndice A 

El método SPH 

El método numérico conocido como SPH (Smoolhed Partidc llydrodynarnics) 
es un método lngrnngiano en el que las fuer.u>." entre las partículas se evalúan 
dircct.nmentc a partir de sus posiciones por interpolación. Jn ... ·ent.ado por Lucy 
(28) y por Gingold y Monaghan (17) para rcsolvcr problemas astrofísicos en los 
que cstu\•icran involucrndos fluid°" tridimensionales, SPll ha sido aplicado a 
diversos probleums, entre los que se incluyen In formación de la Luna (·1), forma
ción de galaxias [l-t). formnción de <.,..;trellns (30, 31) y cxplosion~ de supcrno\7L'i 
(32). El método cs particularmente adc.-cundo para simular flujos altamente dis
torsionados corno los que ocurren en impactos o durante trnn.-<fcrendn de run....,i. 
ya que tiene la ventaja sohre otros e><quen1a."< culcrianos de que cuando se quiere 
tnodclnr vacíos grandes no es necesario 1nantcncr celdas disponibles en ca..'«> de 
que un poco de material se dcsplAcc hacia ella. ... Por lo tanto, no se dc:spcrdicia 
memoria o tiempo de computación. 

Las ecuaciones de movimiento que se utilizan en SPll oorrc..--ponden básica
mente a la.'< de un problema <le N cuerpos. Cada partícula ,;e puede considerar 
corno un elemento <le fluido esférico con un perfil de densidad radial ~ussiano. 
Las interacciones hidrodinámicas entre elementos de fluido dependen entonce> 
<le qué tanto se traslapan las pnrtfculns adyacentes. l..as ecuaciones para la 
part(cula i se pueden escribir: 

dr, 

dJ 
dv, fTl,-;¡¡-

v, 

(A.l) 

en donde r., v, y fTl.; son la ¡>OSición, la 'l.'clocidad y la masa de la partícula i, 
rcspccth-amcnle, y F~ .... y F!1'd'° denotan a la fucr?.a gra,;u.cional y a la fuer.u> 
hidrodinámica. 

La densidad del fluido en la posición r, de la partícula i se C'ak:ula a partir 
de la<> masas y de In.." posiciones de pnrtículn..'i \'ccinas como un promedio local 
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p<Sldo: 

donde 

p(r;) = P; = L"';l{-";, ,.,.., 

1 
'1-V;; = 2 (W(r; - r;, h,) + lF(r, - r;, h; )] , 

(A.:!) 

(A.3) 

es el peso (o kernel) simet.rizndo que describe el perfil gnussiano de cada partícu
la. La longitud alisadoru h, es el diárnctro de In partícula i, y el kernel de 
int.crpolación lV está dado por (30] 

{l 3{r)2 3{r)3 1 -2 h +:¡ h • 
W(r,h) = - 3 l (2- .!:) 3 

'lfh 4 h ' 
o, 

0$f$1 

1$]¡$2 
x;::: 2 

(A.4) 

En general, el valor interpolado de cualquier función A(r) en la posición de 
la part.fculn i es 

A; = L ni; A; H',, 
i P; 

(A.5) 

El cálculo de la función A t.omn en cuenta qué t.nnt.o se traslapan los kernels 
de !ns pnrtículn..<> individuales y loo; ,;uina en un punto determinado. El valor de 
la presión para cualqu;cr partícula ,;e obtienen tnwffi de In ccutteión de e:st.ndo 
correspondiente. 

La fuerza hidroclinámica F!1;d•o está dada por 

(A.6) 

El primer t.émino incluye ni gradiente de presión, y el segundo es una viscosidad 
artificial; sc tiene 

11,, { 
(-oc;;J•;; + /31•?;) / P,1 , 

o, 
h,; (V •j • r •j) 

r?; + .-r1i:; 

v;, · r,; <O 
v,1 · r,, >O 

(A.i) 

En este c8so v,, = v; - v,, r,, = r, - r;, e, es ln velocidad del sonido en ln 
posición de In partícula i, C.; =~(e¡+ e,), P,; = ~ (p, + P;), h;, = ~ (h, + h;), 
y o, fJ y r¡ son constantes. Como se puede aprociar de la l':c. (A. i), In viscosidad 
contiene un ténnino lina>I en ln diferencia dr n:locida.dcs, lo que produce un.n 
vi.-«:oo<idn<l de corte, y un t.érntinu cuadrático, parn el ca.-.i• <)., mlfncros de l\1ach 
gr.andes en choques. 



J..a. .... louv.it ndt-:-. ali:·•.adonL"'i i11clivid11alt':"'o lt, !--A" ajuslan durant(• u11a si1nulaciüu 
de tnl rnaucrtt <¡uc c.nda particul.H le11gu 1111 111Í11u:ro aprox i11uulnrnc11lt: c:oust..nnle V 

de \ºCCÍuos. J;:o.;to t Ícll'~ la finalidnd de 11u-u1t<~n<~r 1111a rcsoluc·i611'-:iJ>n.cin.l1tdreunda 
y de lograr que,~¡ niv<·I d<~ prcc::·isióu de L-Lo.; intPrpolacioru~ perrnnnc:.r.ca uniforrn<: 
en todo el fluido. 

El r.á.lculo d': la fuer.l' .. a grn.vitacional F~;,.,,. '~ la pnrh~ q1u~ co11:-on111e rnA~ 
ticrupo Cll llJl C(~Kli~o u,~ ,v cuerpos. L"11 c.-i.Jculo dirt_'(""lo requcrirí.a Ull rni111cro 

de operaciones de 0(/1.'2 ); esto '"' claramente ineficiente cuando el nún1cro de 
partículas llegan varios cientos. Además, el cálculo de las fucr7.as hidrodinámi
cas para unn partícula cspocefica requiere de In determinación de todos los Vt."Ci
nos de esa partícula, es decir, ,;e nnct,,;ita identificar un rnínimo de v partículas 
de un total de N. Una rnnnera de solucionar este probleuw consiste en incorpo
rar en el código lo que se conoce como una cstructurn de árbol binario, lo que 
reduce el mhncro de operaciones n O(N In N), y simultáneamente proporciona 
una lista de los vecinos hidrodinámicos para cnda pnrt.ículn. En In Figura A se 
rnucstran lns curvas para N 2 y N In N. 

14COO 

lCXXX> 

4COO 

o 40 00 
N 

100 140 

Figura A: Gráfic. que mucst.ra el número de operaciones que t.icnen que realiz&rsc 
cuando las fuerzas gra,;tacionalcs cnt.re part(cu)as :;e calculan direct.&mcute (curva 
superior), y cuando"" calculan ut.ilizando un árbol binario (curva inferior, ver texto). 
En el primer caso. el onkn del número de Op<"racione> a reali.7.Ar r.s /\;"'2. y en d ""'ltllnd<> 
CASO es N ln N. Las cul'·as mostradas corresponden a N = 150. 

Primeramente. es nocx~io encontrar el ,.,_-cino 111.ás cercano para cada partícu
la. El volumen en el cual csl..án inmer,.,1s lns partícula..'> se divide en aproximadn
rncnlc el rnismo número de celdas tridirn.,nsioualcs. Para hallar el vc.-cino tnás 
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próxi1no n la p;1rt íc11la ; . s'" hu~ca c-nt n" las partícula ..... cpu· c'"!-il..ot11 ,.11 la 111is111a 

ccl<ln c¡uc i. y In pnrt ícula que ~e eucuculrc rru\s ct_"J"C'J\ de ella ~e denor11i11n ¡xJr j. 
[lcspués se co1npara In distn11cía r,1 con In. n1í11inu\ di~tnnria ci<--..c:)p i ha.~tn llt..o.; 

parceles de In ct~lda. r, r-<1,.,c1l. Si r,1 :;: r, J"'lrnl .sif.!;taific.a que sr~ ha encontrnclo 
el vecino 111á.s ct~rcauo a la p.artícula ie y s.<~ tutee la a ..... i~11uri611 \tc~·iuo(i)==j. Si 

esta condición no se curnpl.-. t~nlourcs se icl.-~ntifica In pared rrui.s o:!'rr1uu\ ni y~! 
torna en cuenta la <·cid.a ;ulyacc11t «·.Nucvarn«!lll«' ~· cornpara la di...,.tnucia r,J dP 
la partícula i n c-ada partícula j de la celda conliJ..,run con la rnínirna distancia de 
i a las parceles de I;, ccld." aunwnt.ada. Si ,;,, iclcntifira ni \'t!C'"ino de i entonct!S In 
l>úsquod.a termina, y si no se r<-1>it.c d procedirnicnlo. 

Una \'CZ que ""' ha encontrado al vecino mA..., cercano de c-.ada partícula se 
inicia In const.rucci6n del árbol binario. Se pretende formar pares de partículas 
en una nuevn. llamada nodo. El criterio para hnccr c;lo e> que an1bas sean 
vecinos más cercanos n111t11os, i.c. Vccino(Vccino(i))=i. Si se satisface esta 
condición entone<!S se crea un nodo, el cual reemplaza al par de partículas y al 
que se le a.signan las siguientes \"nJ"i.ahlcs: 

17lnodo 

t"nodo 

Qnt-..do 

rn, + "'J 
rn,r, + m;r; 

111., +ni; 
111.,111; 

Q, + Q, + r, 0r; 
"'• + m, 

( 
r,, r,; ) 

max rn, --- + R;, m; --- + R. 
"'nodo '11.noJo 

(A.8) 

donde Qnodo es el tensor de morncnlo cuadrupolar parll el nodo. Cabe señalar 
que un nodo puede consi.'>tir de d0t< l"'rtículas, de una partícula y un nodo, o 
de dos nodos. /l..odo es el rndio de una esfera que contiene todos los elementos 
(partículas y nodos) del nodo en cuc..-t.ión. 

Cuando se han considcrndo !ns N partículas, se ÍOrDU\ unn list.a de todas las 
partículas que qu~'Claron sin aparcar y de todos los nodoo; nuc\'OS. Entonces se 
lleva a caoo otra búsqueda de vecinos nu\s cercanos lL''<~ndo e>ta lista y se rt."¡>it.c 
el npnreamicnto ha.-<la que s<'>lo quroa un nodo en el centro de rna.""' de todas 
las partícula."· con una rna .. -<l• igual u In n1asn tal.al del si:stcrna. Se ha crcndo así 
una estructura jt,.-Arquka en la que liL" p.artícul.iL-< inicial<,.; esLán en el nivel rná..'i 
bajo, y el nodo final se cncu•·nln• en el ni\'cl nu~.s alto. 

l'nrn calcular liL-< fuer.l-'L" ~a\·it.acionalcs sohrc la partícula i se surn1m l.iL-< 
contril>uci<Jncs de: a) las partículas que están lo suficicnt.cmcut.c cercana.<; a el
la parn consirlcrarLas indh·idualmcutc, y b) los agn-gados de partículas que se 
encuentran rnás alcji.tla.<, la> cuales se pueden dtscril>ir en ténninos de su expan
sión multipolar lm.sta d término C"undrupolar. Para dt>eidir si un agregado debe 
rcsol\'cn;c en sus partículas constituyentes se considera el cociente R/d enlrc el 
L>unaiio del agr~·~o y su dist.anC"i.a a i. Si ll./d ~ l!, donde{¡~ un parámetro 
c¡ue propordonn una prccbi<'>n nccptablc en el cálculo de Lns fucr7.n.'<. entonces 
el agregado se n,,.ucl"'-'· Si la condición no se curnplt!. ""'° calcula la contribución 
a la ÍUCr?...H. a partir de In cxpansié>11 Cttndrupolnr. Otra condición para wnbrir-
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un ncxJo <>:-> qu.- .~~lf' co111 «'11).!...a p.ar1 íc11Ja....., cpu· ~111 \'t:'(·iuos hidrocli11;'i11iicos dt:• 1. 

En este <".IL'i<>. a<letnás de c .. .nlcula.rsc la co11tribuci6n corn:.:>pon<licnlf.!' de la fucr; ... n 
Ff r•v. tnrnhién se ohtienc unn Ji..,.tn <I<" los \·N~inos hiclrodi11ñ111iros. 

Con In list..n <],~ \'c:<·iuo:-; y la de 11odos que 110 fucro11 abi1·rtos se ralculu In 
fucr./'n gr.n\'it.aciuun.I tot.nl t;.e)brc la parliculn i <"t.Jll10 

(A.!J) 

donde F!'ª'"cula• es In contribución de las partículas consideradas individual
mente y F~ºd~ <c:s In contribución de lat> nod06 no abicrlo6. I..n expresión para 
el primer término es 

. N Grn;n1c:<rnt 
Fparttculaa __ ~ J _. 

; - ,¿_, r3. r,, 
j-.1 ,, 

(A.10) 

donde 

m~""' = Jw(r,h)ci'r 
o 

=la fracción de rn; contenida en una csfcrn. de radio r;;. Si las partículas i y j 
no se traslapan (es decir, si r;j > h;;) entonces mjºº' = m;, y la contribución 
de la fuerza n la partícula i es la de una rrmsa puntual. 

Para escribir el segundo término en (A.9) se rcalizn una expansión cuadrupo
lar del potencial gra\•itncional utili7.nndo el tcn.-.or de momento cuadrupolnr cal
culado para c.nda nodo en (A.8). Se tiene 

N •• ,. •• 
FnoJoe _ ~ Fmon + F:_?':lªd ' - ¿_,, .. , .. , (A.11) 

;-1 

donde el término monopolnr es (se ha cscrito r;; = r y Q; = Q por conveniencia) 

Fijºª = -m,mj/(r)r {A.12) 

y el término cuadrupolar se expresa por 

Fijªd = -m;.rt;)Q·r- ';" [~;)r·Q·r+.rt;> (trQ r·~·r)] r (A.13) 

En c;t.R......; cxprt~ic>n<-~ 

e 
f(r) = r3 

Unn excelente exposición del método, junto con ejemplos descriptivos, se 
puede encontrar en (26) (referencia en la cual está basado e.-te Apéndioc). 
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