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INTRODUCCION.

La estimacion y el control de los riesgos financieros se ha convertido en unas de las
principales inquietudes de las instituciones financieras de todo el mundo, Los inversionistas
requieren en todo momento de herramientas que les permitan visualizar y cuantificar el
riesgo que se corre al momento de invertir en los diferentes productos del mercado. Por lo
que uno de los pasos importanies en este sentido, debe ser el desarrollo de modelos
matemadticos y herramientas tedricas adecuadas, asi como sus implementaciones practicas,
siendo aqui donde el computo es una herramienta fundamental, ya que se requiere la
implementacién de programas de computadora que corran algoritmos complicados, que
permitan la obtencién de resultados aplicables en esta materia.

La eficiencia de las herramientas tedricas que tienen como finalidad la de tratar los
problemas de los riesgos de control, la seleccién adecuada de la cartera y su
correspondiente valuacién dependen fuertemente de la correcta eleccion del modelo
estocastico para describir las fluctuaciones del mercado.

Uno de los puntos impertantes para la modelacién matematica de fas fluctuaciones de los
precios, es el hecho de que éstos cambios pueden ser modelados como un Movimiento
Browniano. Esta hipdtesis asi como alguna de sus variantes, constituyen el punto de
partida de muchos de los resultados modernos de las matematicas financieras, tales como el
an4lisis de cartera de Markowitz, el Modelo de precies de activo-capital, ¥ la formula de
Black Scholes, los cuales constituyen paradigmas en este sentido.

Es importante mencionar que el proceso fisico denominado Movimiento Browniano es
descrito matematicamente por el proceso Wiener, y que su simulacién computacional serd
uno de los puntos a tratar en esta tesis. El Proceso Wiener, requiere para su modelacién
computacional, retomar el concepto de camimata al azar, y tal modelacion, seria
pricticamente imposibie sin la ayuda de las herramientas de cémputo.

Uno de los productos financieros mds interesantes del mercado estd constituido por las
opciones, ya que involucra una serie de variables que inciden en diferentes grados de
riesgo, dependiendo de la opcidn, del periodo de vencimiento y de la cobertura. Las
opciones financieras han sido estudiadas ampliamente en los mercados financieros
internacionales, basta mencionar por ejemplo, el modelo Black- Scholes que plantea una
ecuacién para su valuacion; sin embargo v a pesar de que esta ecuacion basa su desarrollo
en el calculo estocastico, es planteada tomando como referencia la existencia de un
mercado estable, situacion que en la realidad no se presenta.
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En Meéxico, el tema de las opciones es, en general, un campo de estudio virgen, ya que s¢
comienza la configuracién del Mercado Mexicano de Productos Derivados y de hecho, la
Ginica institucién mexicana que se encuentra cotizando en opciones es Telmex. Por lo cual
nos parece importante comenzar 4 presentar estudios referentes a las opciones financieras
que, en algun sentido puedan aportar elementos de juicio en la consolidacién de tal
Mercado de Derivados.

La derivacién de la formula de valuacion de opciones propuesta por Black y Scholes, hace
uso del célculo estocéstico o de Ito. Por lo cual, se considera importante dedicar en esta
tesis, un espacio para la definicion de dicha ecuacion y el estudio del Célculo Estocastico.

Ahora bien, se cuenta con los datos reales de los precios del subyacente de las opciones
mexicanas de Telmex, que fueron recabados de los anuarios de la Bolsa Mexicana de
Valores, por lo que se decide realizar algunos andlisis previos a la simulacion de las
trayectorias de la ecuacion diferencial estocastica propuesta por Black Scholes, con la
finalidad de conocer la forma en la que se comportan los datos reales de dicho subyacente.
Por lo cual, se toman los mencicnados datos reales de los precios de ltas opciones en el
Mercado Mexicano, y se comparan con los estudios realizados sobre el indicador
internacional S&P 500. Aquf se realizan algunos programas de computo que permiten, a
partir de algunos algoritmos propuestos en el articulo Statistical properties of volatility of
price fluctuations’, simular la ruta muestral que siguen los precios del activo subyacente
de las opciones mexicanas de Telmex, por los afios 1998 y 1999, asi como observar las
fluctuaciones de tales precios v la volatilidad asociada a estas fluctuaciones de precios.

Una vez analizadas las caracteristicas estadisticas de los precios del subyacente de las
opciones Telmex es posible, construir una teoria de los precios de las opciones consistente
con estas caracteristicas estadisticas. Para esto se define la ecuacién de Black Scholes,
principal modelo usado para la valuacién de precios de las opciones y a partir de esta
definicion se plantean nuevos conceptos como volatilidad estocéstica, principal punto, para
la modelacion de la ecuacion diferencial estocastica.

Asi pues, se propone una teorfa “microscopica” de las fluctuaciones de precios (en lugar de
un modelo estadistico) que puede ser més valido para la medicion de! riesgo. Se propone la
utilizacion de una ecuacion estocdstica o de Langevin como un paso posible en esta
direccion. La ecuacidn diferencial estocastica o de Langevin, es una forma de resolver el
proceso estocastico del Movimiento Browniano, por lo que tomando como base el que el
comportamiento de las fluctuaciones de los precios se asemeja a tal proceso estocastico, la
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solucion y por tanto la modelacidn de tal ecuacion diferencial estocdstica, es un punto
importante en la formacién de una teoria de riesgos financiera,

Para ello, s¢ disefia un programa de computadora que permite la simulacién del
comporttamiento de las fluctuaciones de precios y su correspondiente volatilidad, tomando
como base el activo subyacente de las opciones financieras, a través de una ecuacién
diferencial estocdstica, la cual es resuelta a través de aproximaciones de tipo numérico, de
ahi la necesidad de allegarse de herramientas computacionales, para la consecucion de tal
fin.

La parte medular de este trabajo es pues, la modelacion de tal ecuacién diferencial
estocdstica, y la comparacion con los datos reales de las opciones en México, por lo que
para su modelacion se hace uso de la programacién en el Lenguaje Pascal, el cual fue
elegido debido a su sencillez, su universalidad y su modularidad. Resaltando su
transparencia en la estructura y la adaptabilidad de los programas.

OBJETIVO

Partiendo de lo anterior, podemos decir que la presente tesis tiene como objetive, modelar
la ecuacion diferencial estocastica que Black y Scholes propusieron al presentar su modelo,
aplicando para ello algoritmos computacionales que permitan su solucién a través de
aproximaciones numéricas y la consecuente simulacion de su trayectoria muestral; tomando
en consideracion, el parametro ¢ que corresponde a la volatilidad, y al cual se le asignard,
primero un comportamiento en forma continua y luego, de manera estocéstica. Esto ¢s con
la finalidad de poder realizar observaciones sobre estos resultados y comparaciones contra
los datos teales de los precios del subyacente de las opcicnes Telmex, correspondiente a los
afios de 1998 y 1999,

En esencia, se tiene la hipétesis de que los datos que serdn modelados considerando una
volatilidad estocastica, deben tener un comportamiento equivalente, al aquel que siguen los
precios reales del subyacente de las opciones Telmex durante ¢l periodo 1998 y 1999.
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I. MARCO DE REFERENCIA: EL MERCADO DE
DERIVADOS Y LAS OPCIONES.

Para desarrollar ¢} tema que ocupa la presente tesis se partird, primero, de una modelacién
matematica que describa el comportamiento de los agentes financieros en el mercado de
opciones, y, segundo, una vez planteado este problema, hacer uso de las herramientas de
cémputo necesarias para el desarrollo de un programa computacional que permita ia
simulacién de la selucién de una ecuacién diferencial estocdstica, a través de métodos
numéricos y cuyos resultados permitan la formulacién de una teoria de riesgos

financieros.

Pues bien, ya que s¢ emplearan conceptos financieros, en el desarrolio de este trabajo, a
continuacidén se presentan algunas cuestiones tedricas, que permiten al lector ¢onocer
algunos términos financieros que pueden interpretarse matemdticamente y que son
indispensables para una adecuada comprensién de las cuestiones computacionales y

matematicas.
Los Derivados Financieros.?

Derivados

Los productos derivados son un conjunto de instrumentos financieros, cuya principal
caracteristica es que estén vinculados a un valor subyacente o de referencia. Los productos
derivados surgieron como instrumentos de cobertura ante fluctuaciones de precios de los
productos agroindustriales, en condiciones de elevada volatilidad.

Derivados financieros.

A partir de 1972 se inicia el proceso mediante el cual se desarrollan instrumentos derivados
financieros, cuyos activos subyacentes ¢ de referencia son titules representativos de capital
o de deuda, indices, tasas y otros instrumentos financieros. Los principales derivados

financieros son:

=  Futuros

= Opciones

= Opciones sobre futuros
" Warrants

= Swaps
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Activos subyacentes

Los activos subyacentes més utilizados en contratos de derivados financieros son: acciones
individuales, canastas de acciones, indices accionarios, tasas de interés y divisas.

Los productos derivados son instrumentos que contribuyen a la liguidez, estabilidad vy
profundidad de los mercados financieros; generando condiciones para diversificar las
inversiones y administrar riesgos.

Origen y desarrollo.”

Futuros de productos agroindustriales.

= Hacia principios del siglo XIX, los contratos de futures se pactaban entre
agricultores y comerciantes de granos de Chicago. La produccién de las granjas a orillas
del Lago Michigan estaba expuesta a bruscas fluctuaciones de precios, por lo cual los
productores y comerciantes comenzaron a celebrar acuerdos de entrega a fecha futura, a
un precio determinado.

= En 1848 se establecid el Chicage Board of Trade (CBOT), para estandarizar la
cantidad y calidad del grano de referencia.

= En 1865 se negociaron en el CBOT los primeros contratos estandarizados. Desde
sus inicios, se observé la necesidad de crear una CAmara de Compensacién, a fin de
asegurar el cumplimiento de las contrapartes.

* FEn 1874 se fundé el Chicago Produce Exchange para la negociacién a futuro de los
productos perecederos y en 1898 surgié el Chicago Butter and Egg Board. Ambas
instituciones dieron origen al Chicago Mercantile Exchange (CME) que se constituyé
como bolsa de futuros sobre diversos productos agroindustriales.

Futuros financieros.

El mercado de futuros financieros surgid de manera formal en 1972, cuando el CME creé el
International Monetary Market (IMM), una division encargada de la operacién de los
futuros sobre divisas. A partir de 1982, se comenz6 a negociar contratos de futuros sobre el
indice Standard & Poor’s y otros indices bursatiles, casi de manera simultdnea en Kansas
City, Nueva York y Chicago.

Opciones.

El mercado de opciones tuvo sus inicios a principios del siglo XX y tomé forma en la Pu
and Call Brokers and Dealers Association, aunque no logré desarrollar un mercado
secundario ni contar con mecanismos que aseguraran €l cumplimiento de las contrapartes.
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El mercado formal de opciones se origind en el mes de abril de 1973, cuando el CBOT
cred una bolsa especializada en este tipo de operaciones, el The Chicage Board Options
Exchange (CBOE). Dos afios mas tarde, se comenzaron a negociar opciones en The
American Stock Exchange (AMEX) y en The Philadelphia Stock Exchange (PHLX). En
1976 se incorpord The Pacific Stock Exchange (PSE).

Primeros intentos en México.*

» A partir de 1978 se comenzaron @ cotizar contratos a futuro sobre el tipo de cambio
peso/ddlar, los que se suspendieron a rafz del control de cambios decretado en 1982.

= En 1983 la BMV list6 futures sobre acciones individuales y petrobonos, los cuales
registraron operaciones hasta 1986. Fue en 1987 que se suspendié esta negociacion debido
problemas de tipo facultativo.

= El Gobierno Federal ha creado diferentes instrumentos hibridos de deuda, que
incorporan contratos forward para la valuacion de los cupones y principal. Entre los
principales se tiene: Petrobonos (1977 — 1991), Pagafes (1986 — 1986), Tesobonos (1989 a
la fecha), en el sector privado, se han emitido obligaciones y pagarés indizados.

= A principios de 1987 se reinicid la operacion de contratos diferidos sobre el tipo de
cambio peso/ddlar, por medio de contratos de Cobertura Cambiaria de Corto Plazo,
registrados ante el Banco de México.

= Los Bonos Brady, resultantes de la renegociacion de la deuda externa del sector piblico
en 1989, incorporan una cléusula de recompra, que es una opcién ligada al promedio de
precio del petréleo Istmo.

» En la década de los noventa se negociaron contratos forward OTC (over the counter)
sobre tasas de interés de titulos gubernamentales, pactados en forma interinstitucional, sin
un marco operativo formal y fileron suspendidos a mediados de 1992.

» A fines de 1994 entraron en vigor las normas del Banco de México para la operacion de
contratos forward sobre tasa de interés interbancaria promedio (TIIP) y sobre el indice
nacional de precios al consumidor (INPC), sujetos a registro ante el Banco Central y
cumpliendo las normas del Grupo de los Treinta, para garantizar el control administrativo y
de riesgo.

= A partir de octubre de 1992, se comenzaron a operar en la Bolsa Mexicana de Valores
los Titulos opcionales (warrants) sobre acciones individuales, canastas e indices
accionarios. )

= Entre 1992 y 1994 se listaron en la Bolsa de Luxemburgo y la Bolsa de Londres
diversos warrants sobre acclones ¢ indices accionarios mexicanes.

= A finales de 1992 se inicid Ia negociacién de opciones sobre ADR’s de Telmex L en
The Chicago Board Options Exchange.
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* En 1994 se operaban diversas opciones sobre acciones mexicanas en CBOE, AMEX,
New York Options Exchange (NYOE), NYSE y PLHX, ademés de las bolsas de Londres y
Luxemburgo. Simuitincamente, se celebraban contratos forward y swaps sobre tipo de
cambio, tasas de interés y commodities, entre intermediarios extranjeros y entidades
nacionales, sin reconocimiente ni proteccién juridica.

El contrato de Telmex L resultd uno de los mds exitosos de los altimos afios. En 1993, n el
CBOE, se operaron mas de 30 mil millones de dolares sobre opciones Telmex, importe
cercano a 30% de la operacion total en acciones en la BMV, durante ese afio. ¥ son
precisamente, las Opciones Telmex los indices financieros, de los cuales se hecha mano
para realizar el desarrollo de la presente tesis.

La Bolsa Mexicana de Valores y la S.D. Indeval, han emprendido el proyecto de
implementar en México un mercado de futuros y opciones estandarizadas. Este mercado
cubrira un gran vacio en el sistema financiero mexicano, ademds de que contribuira a
incrementar la eficiencia de los mercados financieros de contado. La importancia de que
paises como México cuenten con productos derivados, cotizados en una bolsa, es destacada
en organismos financieros internacionales como el International Monetary Fund {(MF) y la
International Finance Corporation (IFC), quienes recomiendan establecer mercados de
productos derivados para promover esquemas de estabilidad macroecondmica y facilitar el
control de riesgos en intermediarios financieros y entidades econémicas.

El reto que se enfrenta al crear este tipo de mercado en un pafs cuya estabilidad econémica
no es muy alentadora y que inclusive se ha visto afectado seriamente por las fluctuaciones
en los mercados internacionales, es grande.

Retomando lo anterior, es importante, comentar, que en México, apenas comienza a
definirse y establecerse el Mercado de Derivados, es por tanto, muy importante, el voltear
la vista hacia estas situaciones y empezar a plantear, posibles soluciones matematicas y
computacionales de uno de los instrumentos financieros de mayor importancia a nivel
internacional, como lo son, las opciones financieras.

Las opciones®.

introduccion a las opciones.

Una opcion es un contrato que le da al tenedor o comprador, el derecho, méas no la
obligacion, de comprar o de vender algin valor en una fecha predeterminada (o antes) y a
un precio preestablecido.
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Las opciones se clasifican de la siguiente manera:
a4 Opeiones d
Por el derecho que otorga: pclones de compra

Opciones de venta

OPCIONES

Por el tiempo del ejercicio: Opciones europeas
-

Opciones americanas

Las opciones de compra le dan al tenedor de ésta, el derecho més no la obligacién de
comprar un valor hasta una fecha determinada y a un precio preestablecido. Generalmente
este tipo de contratos, se usan con la finalidad de especular v obtener ganancias de las

inversiones.

Las opciones de venta le dan al tenedor del contrato, el derecho mas no la obligacién de
vender un valor, hasta una fecha predeterminada y a un cierto precio preestablecido. Este
tipo de contratos, son usados a modo de cobertura, es decir, para asegurarse en contra de los
posibles riesgos de pérdidas contra fuertes cambios en los precios de los valores sujetos del
contrato.

En este tipo de instrumentos financieros, la pérdida potencial se reduce al precio del
contrato de Ia opcidn, cuando el precio del subyacente baja considerablemente. Por el
contrario, si el precio del subyacente sube, entonces las ganancias son ilimitadas.

Ahora bien, las opciones europeas sélo pueden ser ejercidas en la fecha del vencimiento
del contrato, mientras que las opciones americanas pueden ejercerse en cualquier tiempo
durante la vida de la opcidn, es decir, antes del vencimiento del contrato (su manejo es més
comptlicado ya que incluye esta variable adicional de poder ejercerse en cualquier tiempo).
Para cuantificar el valor de los contratos de opciones y el correspondiente riesgo asociado
se deben distinguir los siguientes elementos:

Precio del ejercicio. Precio pactado que aparece en el contrato de opciones (E)

Fecha de ejercicio. Fecha en que vence el contrato de opcidn, es decir, madurez de la [(T)
opcién o fecha de vencimiento.

Precio de la opcién o prima. Importe que se deposita al momento de celebrar el
contrato de opciones.

Precio del valor subyacente. Precio del valor o accidn. (S)
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Deben distinguirse los conceptos dentro del dinero, exactamente en el dinero y fuera
del dinero.

J Dentro del dinero i S>E

Opcién de compra (G} / Exactamente en el dinero 4 E=S
Fuera del dinero | E>5C=¢

{ Dentro del dinero I' E>S

Opcidn de venta (P} i Exactamente en el dinero J E=5
1 Fuera del dinero l S>E,P=0

Si una opcién se encuentra dentro del dinero, s porque tiene un valor positivo y podrd
cjercerse, es decir se podrd proceder a la venta o a la compra dependiendo el tipo de opcién
que se trate. Si por el contrario se encuentra fuera del dinero, el contrato de opciones no se
ejercera.

Terminologia.

Sy: | Precio de la accidn en el periodo 1, fecha de expiracion.

Se: | Precio de la acci6n el dia de la emisi6n de la opeién (hoy).

C;: | Valor de la opcion de compra ala fecha de expiracion.

Cy: | Valor de la opeion de compra el dia de la emision del contrato (hoy),

P, | Valor de fa opcién de venta a la fecha de expiracion.

Py | Valor de ta opcidn de venta' el dia de la emision del contrato (hoy).

E: |Precio de ejercicio establecido en la opeidn.

T |Fecha de expiracién.

r: | Tasa de interés.

Los precios de las opciones al momento de expiracién.

Las opciones de compra.

Las opciones de compra, generalmente se usan como instrumentos de inversién. Por lo que
el precio de las opciones de compra al momento de su expiracion, es la diferencia entre el
valor de la accién y el precio de gjercicio pactado en el contrato de opciones. Por lo tanto,
el precio de la opcion al momento de la expiracién del contrato, serd la diferencia entre ¢l
precio de la accion al momento de expiracién y el precio de ejercicio pactado en el contrato
(C, =(S, - E)), siempre y cuando el contrato de opciones pueda ser ejercido.

5iS, > E->C =(S,~E).

10
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Un contrato de opciones de compra no serd gjercido cuando el precio de la accién al
momento de expiracion del contrato sea menor que el precio de ejercicio del contrato de
opciones, por lo que las opciones se encuentran fuera del dinero y carecen de valor.

Si S, <E—>C =0.

Las opciones de venta

Las opeiones de venta son instrumentos financieros que se usan, generalmente, a modo de
cobertura, es decir, con el propésito de cubrirse ante posibles cambios de precios de los
valores financieros.

Un contrato de opciones de venta tendrd valor siempre y cuando el precio de las acciones
al momento de la expiracién sea menor que el precio de ejercicio de las opciones. Esto
asegura al vendedor de las opciones que tendrd el derecho de vender sus acciones a un
precio por arriba de la cotizacion de las acciones.

Si S, < E— R =E*N°opciones .

Por ¢l contrario, un contrato de opciones de venta carecera de valor siempre guie el precio
de las acciones al momento de expiracién, sea mayor que el precio de ejercicio. Pero puesto
que las acciones tienen un valor mayor que ¢l precio de ejercicio, las ganancias serdn
considerablemente grandes,

Si §i>E—>F=0.

Determinacion de fos limites para una opcién de compra.

Es posible determinar fos limites para una opcién de compra, con el conocimiento que se
aplica en forma totalmente contraria para las opciones de venta . La determinacion de estos
limites, se hacen al momento en el que se realiza €l contrato de opciones, es decir, al tiempo
cero Io.

Limite superior.
Una opcién de compra nunca puede valer mas que lo que cuesta una accion. Una opeion de
compra siempre se vendera por debajo de la accion. Por lo que el limite superior es:

S G <8,
Limite inferior.
El valor de la opcién de compra, tiene que ser igual o mayor que cero. Ademds, si el precio
de ia accién (S,) es mayor que el precio de gjercicio (£), entonces el valor de la opc.ic'm de

compra vale al menos S, —E.

11
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Por lo que:
C, 20, si §,-E<¢0

C,28,-E, si S,—Ez0,

lo cual significa que el limite inferior sobre €l valer de compra es 0 6 Sp —E, cualquiera que
sea mayor. El limite inferior es llamado valor intrinseco de la opcidn ¢ indica lo que la
opeion valdria si fuera a expirar ahora. O sea, el dia de la expiracion , una opcion vale su
valor intrinseco.

Generalmente, la opcidn valdrd algo mds antes de la expiracion. Por lo cual, el drea
comprendida entre los dos limites inferior y superior, es el espacio de oportunidades dentro
del cual se va a ubicar el precio de la accidn.

La valuacion de opciones.

La valuacién de las opciones es un tema importante para los siguientes capitulos, ésta se
relaciona con conceptos como neutralidad del riesgo, distribuciones log-normales, cilculo
estocéstico, funciones de probabilidad acumulada y el movimiento geométrico browniano,
temas que abordaremos mas adelante. En este punto, se apuntarin las dos férmulas mas
usadas en la valuacion de opciones: fa formula de Black y Scholes, y el modelo Binomial, y
luego se derivaran a través de una derivacion heuristica. Este punto es importante, ya que
en los capitulos siguientes, especialmente en el capitulo medular que es la presentacion del
programa computacional se hace referencia a la férmula de Black Scholes y a partir de ésta
es que se plantea una ecuacion diferencial estocéstica. '

1.as formulas convencionales: Black y Scholes y Binomial.
La formula de Black y Scholes esta disefiada para las opciones europeas, sea de compra o
de venta. Asi pues, la férmula para la opcidn de compra es la siguiente:

(141) c=S§N{"‘(%)+ j_* 7 }—Ee"TxN{M}

aT o~T

mientras que €l precio de la opcién de venta es el siguiente:

12 TESIS CON

FALLA DB ORIGEN
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(1.4.2) P=Ee"x N{?‘—M" I }— Sx N{lﬂ@‘(—’: %i)r} ,
T o T

donde o representa la desviacién estindar y &® es la varianza de la serie histérica del
precio de la accién subyacente (8); el resto de la simbologfa sera definida en seguida.

Ahora bien, las formulas binomiales desarrolladas por Cox, Ross y Rubinstein, también
para las opciones europeas se tiene:

(14.3) C= e'"z( k)'(k)'p k(- p)™ Madsutd™ - £,0]
Y,
2 !
P=e"y " 51— pyt MaxE—Su'd"" 0
(14.4) e ; k),(k),p( P MaoE St I

cuya simbologia se definird a continuacion, a través de la derivacion heuristica.

La formula de Black y Scholes asi como las férmulas binomiales de Cox, Ross y
Rubinstein, constituyen los modelos méas usados en la valuacidén de opciones financieras,
sin embargo, como se puede observar, s6lo se enfocan a las opciones de tipo europeo y
dejan de lado las opciones de tipo americano, debido a su complejidad, ya que estas pueden
ejercerse en cualquier tiempo hasta antes del vencimiento del contrato. Esto es sin duda un
indicador de que adn falta mucho por hacer en ¢l campo de la modelacién de estos indices
financieros. '
Una derivacién heuristica,

Partiendo de:

S\—E.....si Cestd dentro del dinero

{ o...... s I C esid fuera del dinero

Se puede decir, hasta el momento, que el valor de una opcidn de compra es la cantidad
mayor entre el valor presente de la cantidad dentro del dincro en el vencimiento y cero. Es
decir, lo que estd expresado en el recuadro anterior. También puede representarse
alternativamente como:

(1.4.5) C=¢"MarS, - E,0].

En seguida se puede seguir un proceso que se lista en cinco pasos:
1. Definir un rango potencial que cubra los posibles precios de las acciones el diade la

expiracion de la opcitn.

13



Mudelacitin Computacional de una Ecvacion Diferencial Estacéstica con Aplicaciones an fa Teorfa de Riesgos Financierns.

2. Calcular el valor intrinseco con cada uno de los posibles precios estimados en 1.
Escoger solamente aquellos que acaben dentro del dinero.

3. Ponderar cada valor intrinseco positivo (encontrados en 2) por su respectiva
probabilidad de ocurrencia.
Sumar todos los valores encontrados en 3.

5. descontar e valor total de 4 para expresarlo en valor presente,

Asi pues, este proceso nos indica que el valor de una opeidn de compra es tan solo el valor
presente de la suma de los posibles valores intrinsecos positivos ponderados cada uno por
su probabilidad de ocurrencia.

Estos pasos son exactamente los que Black y Scholes y Cox, Ross y Rubinstein siguen para
valuar las opciones de compra. Para apreciar mejor esta conexion se presenta la formula
desarrollada por Cox, Ross y Rubinstein para las opciones de compra (1.4, 3), donde u es el
valor de la accién en el periodo 1 cuando ¢l precio de ésta sube y, d lo es cuando baja; n es
el nimero de nodos del arbol, el que se definird a continuacion; k el subperzodo ypla
probabilidad de ocurrencia.

La formula de Cox, Ross y Rubinstein sigue precisamente el mencionado procedimiento de
cinco pasos ya que calcula, usando un diagrama de 4rbol, el valor presente de las posibles
trayectorias que sigue el precio de una accién. Cabe seffalar que puede haber un namero
importante de posibles precios de la accién el dia de vencimiento. Por ¢llo, es importante,
describir el comportamiento del precio de las acciones de una manera tazonable. En la
medida en que sepamos como se comportan los precios de las acciones serd mas facil
obtener los parametros n y d.

Ya que existen un piimero considerable de modelos que tratan de explicar la evolucion de
los precios de las acciones, el méas popular sigue siendo el de que éstos estén distribuidos de
manera log-normal. La distribucion continua con forma simétrica y de campana més
comin es la distribuc_:ién normal, Sin embargo una funcién normal estandarizada tiene
media de cero por lo que es muy dificil aplicarla a los precios de las acciones ya que los
valores hacia la izquierda de la media serdn negativos y los precios de las acciones nunca
son negativos. Por esto se asume generalmente que dichos precios tienen una distribucién
log-normal (un logaritmo nunca es negativo) la cual es inclinada hacia la izquierda con
media, mediana y moda diferentes.
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Lo anterior significa que los logaritmos de los precios de las acciones siguen una
distribucion normal. Es decir, el rendimiento de las acciones sigue una distribuci6n normal
va que fos logaritmos de los precios de las acciones son aproximadamente igual al cambio
porcentual de los misinos. Asi pues, la distribucidn fog-normal de los precios de las
acciones no es otra cosa que afirmar que los cambios porcentuales de los precios de las
acciones se distribuyen normalmente.

Por lo anterior, resulta entonces prudente pensar en que los precios de las acciones seran la
media (o valor esperado) de una variable distribuida leg-rormalmente, més o menos
(dependiendo de si sube o baja el precio) la desviacidn estandar de la misma. Esto significa
que u es igual al valor medio del rendimiento de la accion més la desviacion estdndar y, por
otro lado, d es igual al valor medio menos la desviacion estandar. Lo que significa:

(1.4.6) u=[r—o;J+cr\/f y dz(r_i’;_]_o-ﬁ.

Por su parte, la probabilidad de alza o baja de p, se establece de acuerdo a la experiencia, la
mayor parte de las veces p es pensada como 0.5. Estas definiciones de u, d y p, tienen
sentido si se piensa que el precio de la accion puede cambiar, con igual probabilidad
alrededor de una tasa de crecimiento promedio con una variacién igual a una desviacion
esténdar hacia arriba o hacta abajo.

Modelo Binomial.

El método que sigue este modelo es dividir el periodo de vigencia de la opcién en un gran
nimero de sub-periodos de tiempo Ar. En cada uno de estos sub-periodos, el precio puede
tomar solamente dos valores (de aqui lo de binomial), uno a la alza (Sy) v otro a la baja (Sa)
cada uno con cierta probabilidad de ocurrencia. Asi pues, puede ilustrarse de la signiente
manera:

Movimientos del precio de la accion en el sub-periodo AT

8y

Sq

Donde p es la probabilidad de que el precio de la accidn vaya a la alza y (1-p) de que vaya
a la baja. Si se asume que la tasa de descuento es la tasa libre de riesgo, y por €jemplo,
existe un mundo neutral al riesgo, se impone la siguiente condicion:

L5
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u=1d

El método binomial consiste en adicionar el valor presente de tedos los posibles resultados
de los sub-periodos Ar. El arbol completo se presenta a continuacién:

Se puede observar en esta grafica que en e! tiempo cero, el precio de la accién es conocido;
al tiempo Ar, existen dos posibles precios, S, y Sa, al tiempo 2Ar hay tres posibles precios
S, 8% y 84 y asi sucesivamente (s¢ puede ver que los sub-periodos se miden
verticalmente en las bifurcaciones de los precios). En general, al tiempo it se consideran
i+1 precios de acciones. Estas son:

(1.4.7) 8/ j=0LK,i.

Se puede observar que se usa la relacién 1/d para calcular el precio de la accidn en cada
nodo del &rbol recién graficado. Asi, S,%¢ es igual a S, Aqui, se recombinan los
movimientos, en €l sentide de que una alza seguida por una baja conlleva al precio original
de la accitn, lo cual reduce el niimero de nodos, en forma considerable. Asi las opciones se
vallan comenzando por las ramas finales del arbol y hacia la rama inicial. El valor de la
opcidn es conocido al tiempo T.

Formnla de Black y Scholes.

La formula de Black y Scholes en el fondo contiene al método binomial, pero los sub-
periodos de tiempo son mucho mas pequefios. De hecho el método binomial fue
desarrollado con consideracién a la férmula de Black y Scholes. A pesar de que ésta
formula se desarrolla condicionada a la ocurrencia de supuestos un poco restrictivos es
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todavia la més usada en la valuacién de opciones. Esta formula, a diferencia del método
binomial, es exclusiva de opciones tipo europeo.

Los supuestos restrictivos de que se habla en el parrafo anterior, dan la pauta, para la
generacion de nuevos modelos que rompan con tales consideracion que propone la formula
de Black y Scholes, ya que ellos plantean su modelo tomando como consideracion, que los
agentes financieros, se desenvuelven en un mercado ideal, cosa que en la realidad no se da.

Las formulas para los precios de las opciones europeas tanto de compra como de venta
sobre acciones, sin pago de dividendos, derivadas por Black y Scholes son:

¢ =SN(d,)— Ee " N(d,)

4.8y
148 P=EehrTN(“'d2)_SN(”“dl)
donde:
(1.4.9) d = In(f)+ " Y,

oT

(1.4.10) d =m‘eé)%f(_%ik=d,uaﬁ.

: o~T

La funcién Ngx) es la funcién de probabilidad acumulada para una variable normal
estandarizada. Esto es, la probabilidad de que una variable distribuida normalmente serd
menor a x. El drea total bajo la curva es igual a 1, por lo que si x tiende a ser muy grande (a
infinito), el valor es igual a 1, como se podria apreciar en cualquier gréafica.

Retomando la ecuacién:
_5-E
"
se observa que la Unica diferencia con la C de la f6rmula de Black y Scholes, la
constituyen los términos N(d;) y N(d3), ya que solo pondera el valor intrinseco de una

(1.4.11)

opcién con la probabilidad de ocurrencia de que la opcion termine dentro del dinero. Asi
N(d;) no es otra cosa que esta probabilidad.

Aqui se pueden distinguir cosas interesantes: asi pues, considerando el caso cuando § se
vuelve muy grande, entonces es muy probable que la opeién de compra sea ejercida (se
encuentra dentro del dinero). Esto es debido a que d; y d2 se hacen muy grandes con lo que
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el valor de N (d)} y N(d) se acercan a 1, por lo que la formula de Black Scholes se reduce a
la ecuacién (1.4.6), o sea, se reduce al valor intrinseco descontado.

Por otra parte, cuando el precio de la accién § se hace muy grande, el precio de la opcién de
venta europea, se aproxima a cero, ya que N(-d;} y N(-d3) se enconirarfan muy cercanas 2
cero.

Por otro lado, si la volatilidad o, se acerca a cero, entonces el valor de d; se aproximaria a
infinito ya que cualquier divisidn por cero, es infinito. Esto significa que N(d)) se aproxima

a uno. Por su parte, di= 4, —o-{T . Asi cuando o se vuelve cero, d; y d> son iguales, o sea,

ambas son infinitos, con lo que N(d;) y N(d;) se aproximan a uno.

Para encontrar los valores N¢dy} y N(dy), primero se encuentran los valores de d;y 4> v,
posteriormente, se busca el drea bajo la curva en las tablas desarrolladas por los mismos
Black y Scholes.

Hasta aqui s¢ han presentado los aspectos tedricos financieres, referentes al tema de las

opciones, ésta parte nos sirve de referencia, ya que en el capitulo en el que se describe el
programa computacional, se retoman conceptos que debian ser definidos previamente.
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Il. ECUACIONES DIFERENCIALES ESTOCASTICAS®.

Una vez, que tenemos los conocimientos tebricos bdsicos necesarios de cuestiones
financieras, y ya que se ha planteado el problema a resolver en esta tesis, debemos ahora
conocer algunas cuestiones importantes al respecto de las ecuaciones diferenciales
estocasticas, puesto que en el Capitulo Simulacién Computacional propuesta para ¢l
activo subyacente de las opciones Telmex , (parte medular de este trabajo), se llevara a
cabo la modelacion computacional de una ecuacidén diferencial estocastica para riesgos
financieros.

A pesar de que la finalidad de esta tesis es la simulacién de soluciones a ecuaciones
diferenciales estocasticas a través de aproximaciones numéricas, en este capitulo, se
desarrolla el tema de las ecuaciones diferenciales estocasticas: partiendo de su definicién y
clasificacién, siguiendo liego con la solucién de algunos problemas que son resueltos de
conformidad con el célculo estocastico, para finalmente legar a la definicion de la formula
de valuacidn de opciones financieras propuesta por Black y Scholes, quienes hacen uso del
célculo estocdstico para la obtencion de dicha formula.

La teoria de ccuaciones diferenciales estocsticas (SDEs) ha existido por cerca de 50 afios.
Se han podido modelar y comprender tedricamente, la complicada dinimica estocéstica
dimensional finita, a través del calculo Ito! y la teoria general sobre semimartingalas. Las
ecuaciones diferenciales estocasticas tienen grandes aplicaciones en diferentes disciplinas
como por ejemplo, en ingenierfa mecdnica y civil, economia y finanzas, ciencia del medio
ambiente, procesamiento de sefiales, quimica y fisica, dindmica de poblacién y psicologia,
farmacologia y medicina, etcétera.

Algunas ecuaciones diferenciales estocasticas especificas tienen soluciones conocidas
explicitamente, Jas cuales son principalmente reducibles de transformaciones apropiadas
de la solucién lineal de ecuaciones diferenciales estocasticas. El cdémputo de caracterfsticas
importantes de tales ecuaciones como momentos ¢ rutas muestrales para ecuaciones
diferenciales estocdsticas es crucial para aplicaciones efectivas de estas ecuaciones.

La visualizacién de las rutas muestrales de las ecuaciones diferenciales estocésticas como
un flujo estocdstico o retrato de una fase de osciladores de ruido, pueden ser resueltas
usando métodos naturales de aproximacion fuerte en tiempo discreto. Esto da como

"La derivacidn de la ecuacion Black-Scholes para la valuacién de opciones, hace uso de la formula Ito, de ahi
la importancia de estudiar algunos aspectos bésicos del calculo estocéstico.
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resultado algoritmos en los cuales las ecuaciones diferenciales estocasticas son
discretizadas en tiempo y aproximadas para su solucion, los instantes de discretizacion son
computados recursivamente, con valores en tiempos intermedios obtenidos a través de
interpolaciones, y esto defing una ruta muestral aproximada de una ecuacion diferencial

estocastica.

Clasificacién de Ecuaciones diferenciales estocasticas’.

Para un conocimiento adecuado de las Ecuaciones Diferenciales Parciales (SDE) es

conveniente, partir de su clasificacion.

Cuando se incluyen los efectos aleatorios en ecuaciones diferenciales se llegan a dos tipos
distintos de ecuaciones, para las cuales el proceso de solucion tiene trayectorias muestrales
diferenciables o no difetenciables, respectivamente.

El primer caso ¥y el mis simple se da cuando una ecuacion diferencial ordinaria tiene
coeficientes aleatorios, un valor inicial aleatoric o es forzada por un proceso aleatorio
regular moderado, o cuando se tiene alguna combinacién de éstos. En tal caso, las
ecuaciones son llamadas ecuaciones diferenciales ordinarias y son trayectorias muestrales
resueltas como ecuaciones diferenciales ordinarias. Las trayectorias muestrales de los
procesos solucién son entonces al menos funciones diferenciales, como por ejemplo
considérese la ecuacion diferencial aleatoria lineal:

(2.1.1) e alw)x + b{t, w),

dt
donde el proceso impulsador b es continuo en ¢ para cada w. Para un valor inicial xp(w) al

=0, la solucién es dada por:
!

212 x(t,w) =" (x, (W) + Je'“(”)‘b(s,w)ds) ,

0

estas trayectorias muesirales obviamente son funciones diferenciales de 1.

El segundo tipo se da cuando la fuerza es un proceso estocastico tal como el ruido blanco
Gaussiano. Las ecuaciones son ecntonces escritas simbélicamente como diferenciales
estocésticas, pero son interpretadas como ecuaciones integrales Ite o Stratonovich. En este
caso se denominan ecuaciones diferenciales estocdsticas, las cuales suelen abreviarse
como SDEs y en general su solucién involucra la no diferenciabilidad de trayectorias
muesteales del procese Wiener en las integrales estocdsticas. En muchas aplicaciones tales
ecuaciones resultan de la incorporacion ya sea interna o externamente de fluctuaciones
aleatorias de origen en fa descripeion dindmica de un sistema, Un ¢jemplo de lo anterior es
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el bombardeo molecular de una particula de polvo en una superficie de agua, lo que nos
lleva al Movimiento Browniano. La intensidad de este bombardeo no depende de las
variables de estado, por ejemplo, la posicién y velocidad de fas particulas. Tomando X,
como uno de los componentes de la velocidad de la particula, Langevin escribi, para la
aceleracion de la particula, la ecuacion:

dx,

(2.1.3) =

=-aX, +b{,.

Esto es la suma de una fuerza de la funcion retardada dependiente de la velocidad y las
fuerzas moleculares representadas por un proceso de ruido blanco &, con intensidad b que
esindependiente de fa velocidad. Aqui la ey la b son constantes positivas,

Ahora bien, iz ecuacién de Langevin (2.1.3) puede interpretarse simbdlicamente como una
diferencial estocastica
2.14) dX, = —aX,dt + bdW,,

que es la ecuacidn integral estocdstica.
’ f
(2.1.5) X, =X, - fax ds+ {aw, ,

donde la segunda integral s una integral estocastica Ito. De esta manera, surgen ecuaciones
similares de sistemas estocasticos donde X, y &, representan ruido térmico,

Con fluctuaciones externas la intensidad del ruido uwsvalmente depende del estado del
sistema. Por ejemplo, ¢l coeficiente de crecimiento en una ecuacién de crecimiento
exponencial x=ax puede fluctuar sobre la cuenta de los efectos ambientales, tomando la
forma @ = a + b€ donde a y & son constantes positivas y £ es un proceso de ruido blanco.
Esto resulta en la ecuacién escrita heuristicamente:
(2.1.6) d—XL=¢Y,+bX,:§,,

dt
para ser precisos, es una diferencial estocstica:

(2.1 dX, =aX,dr + bX dW,,

o equivalentemente, una ecuacién integral estocastica:

(2.1.8) X, =X, + [aX ds+ [bX aW,,

la segunda integral es otra vez, una integral Ito, pero zhora envuelve la solucién
desconocida.
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En las ciencias fisicas la fuerza aleatoria en (2.1.3) — (2.1.5) se denomina ruido aditivo, en
cambio en (2.1.6) — (2.1.8) se llama ruido multiplicativo.

(2.1.9) dX, =a(X,)dt+b{X,)dW,,
o la equivalente formulacion integral.

r !
@.110) X, =X,g+ Ja(X,)ds+ [BCX )W,
in o

para coeficientes apropiados a(x) y b(x), que pueden ser constantes.

- Usando el célculo Ito se puede verificar que

(2.1.11) X, =e "X, 4™ _[e“’des- )

Q

es unia solucion de (2.1.3) - (2.1.5) y que
(2.1.12) X, =exp((a——;—b2)f+bW,,

es una solucién de (2.1.6) — {2.1.8), Lo anterior es similar a (2.1.2) pero involucra una
integral Ito en lugar de una integral Riemann. Se debe, sin embargo, imponer alguna
restriccidn sobre el valor inicial Xp, aqui, si el proceso solucién X, no es anticipativo con
respecto al proceso Wiener W, por tanto las integrales Mo en (2.1.5) y (2.1.8), son
significativas, en particular, la dltima. Por esto se necesita que X, sea independiente de W,
para toda £>0, es decir, si X, es medible-4, donde { A, 120} es la familia de 4lgebraso
incrementales asociadas con el proceso Wiener {W,, 120}, Xt es entonces medible- 4, para
cada 120.

Las soluciones explicitas (2.1.11} y (2.1.12) son sélo soluciones para sus ecuaciones
respectivas y vectores iniciales dados, en el sentido de que cualquier otra solucién es un
proceso estocdstico equivalente, es decir, con las mismas distribuciones de probabilidad de

dimensién finita. De hecho, una forma fuerte de unicidad lleva aqui: cualquier versién X,
con trayectorias muestrales continuas tiene, al menos seguramente, las mismas trayectorias
muestrales que X, es decir, -
P[sup | X-X, ]>0)==0,
0srgT

para cualquier 7>>0. Entonces se dice que las soluciones son inicas en trayectoria.
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En (2.1.11) y (2.1.12) se ha asumido implicitamente que se tiene un proceso Wiener
prescrito {We, T20%. Si se cambia el proceso Wiener se obtendria de nueva cuenta una
solucion unica, dada por la misma férmula con el nuevo proceso dentro. Se denomina a tal
solucion, una solucién fuerte de la ecuacidén diferencial estocdstica y se usa el término
solucién débil para cuando se tiene libertad de elegir un proceso Wiener ¥ luego se
encuentra una solucidn comespondiente a este proceso Wiener particular. Algunas
ecuaciones diferenciales estocésticas pueden tener solo soluciones débiles y no seluciones
fuertes.

Como con muchas ecuaciones diferenciales ordinarias no se puede, generalmente, encontrar
formulas explicitas como en (2.1.11) y (2.1.12) para la soluciéon de las ecuaciones
diferenciales estocasticas por tanto, se necesita usar métodos numéricos para determinar
las soluciones aproximadamente, Para esto se necesita conocer que la ecuacion realmente
tiene solucion, una solucién inica preferentemente, para un valor inicial dado. Para una
ecuacion diferencial ordinaria

- odx
(2.1.13) x=—=a(x},

dt .

este tipo de informacién es suministrada por un teorema de existencia y unicidad. Una
condicion suficiente para la existencia y unicidad de una solucion x(#, xg)con valor inicial
x(0;xg) =xp es que a = a(x) satisface la condicién de  Lipschitz.

(2.1.14) afx)-a)| <klx -y,

para toda x, y R, donde & es una constante positiva. La usual involucra el método Picard-
Lindeldf de aproximaciones sucesivas {x™} con

N =x, + -(a(x("’(s))ds \

para n=0,1,2,..., donde x™(¢)=xs L& condicién Lipschitz (2.1.14) provee una desigualdad
crucial

|x‘"+')(t)_— (i k_.:[ 2 ()= x"V(s5)| ds .

Esto es usado para establecer la convergencia uniforme de las aproximaciones sucesivas a
una solucién continua de la ecuacion integral

x(t)=x, + [ a(x())ds

la cual &s por tanto, una solucion de la ecuacion diferencial original (2.1.13). La unicidad
de la solucidn obedece a una aplicacién similar de la condicion Lipschitz. Una diferencia
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importante es que esta solucidn puede volverse no limitada después de un pequefio paso del
tiempo. Por ejemplo, la solucidn

Xy .
070

de 1a ecuacién diferencial x =x*se dispara al tiempo =, T{xg) = — .

X
Para asegurar que la existencia global de una solucion, ¢s decir, la existencia para todo
tiempo £>0, se necesita un crecimiento limitade sobre a = a(x) tal que

(2.1.15) xa(x) o (a(x)| < L+ x}"),
paratoda x € R, donde L es una constante positiva.

Se da un resultado andlogo de existencia y unicidad para soluciones fuertes de una
Ecuacién Diferencial Estocastica (2.1.8) — (2.1.9) dados ambos coeficientes a=a(x} y
b=b{x} satisfaciendo una condicion Lipschitz (2.1.14} y un crecimiento limitado (2.1.15).
Aqui el proceso Wiener {, 20} con familia asociada de Algebras-c {4, >0} es
preasignada v el valor inicial Xy debe ser medible+%. La prueba ademds emplea

aproximaciones sucesivas
X=X, + faxyds+ [bx®aw,

para #=0,1,2,..., donde X® =X,. Un caso simple asume que E(x)<ov y entonces el
crecimiento limitado es usado para mostrar que:
E(sup X]) >0,

0T
para cualquier 0<T <o fijo. La condicion Lipschifz es usada en forma similar al caso
deterministico para mostrar la convergencia cuadrada-media de las aproximaciones
sucesivas y la unicidad cvadrada-media de Ia solucion limite. El Lema Borel-Cantelli es
aplicado entonces, para establecer la unicidad fuerte por trayectoria de las soluciones. Son
posibles variaciones, pero éstas son técnicamente mas complicadas. Por ejemplo el
requerimiento de que K(x))<o puede suprimirse y la condicion Lipschitz (2.1.14)
atenuarse en la condicién Lipschitz local:
la(x)—a(@}|<ky |5 -y,

para toda ix} , i) € N, donde ky es una constante positiva para cada N>0. (Del teorema del
valor-medio del calculo, lo 1itimo se sostiene para cualquier funcién diferenciable continua
a= afx)). Limites de crecimiento tales como (2.1.15) no se requieren para la existencia o
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unicidad, pero su ausencia puede dar como resultado que las trayectorias muestrales se
disparen en un tiempo finito, es decir,
7 1 X (@)% cuando ¢ - T(X,(w)).

Aqui T(X,(@)es denominado ef tiempo de explosion. Los coeficientes de {a Ecuacitn
Diferencial Estocastica
(2.1.16) dX, = -;—exp(-—ZX dt +exp(=X ) )dW_,
no satisfacen un limite de crecimiento para x<(. La solucién tinica

X, =In(¥, +exp(X,)),
de (2.1.16) existe solamente para 0 <t < T (X, (o)) donde

T(X, (@) = minf{t 20: W {w) = —exp(X, (@))}.

Debido & su construceidn, las aproximaciones sucesivas X’ anteriores son obviamente
medibles-+4 y tienen, al menos seguramente, trayectorias muestrales continuas. Estas
propiedades son heredadas por una solucién fuerte limitada X; de la Ecuacién Diferencial
Estocastica (2.1.9) - (2.1.10). Tal solucién o més precisamente la familia de soluciones
X' con valores iniciales X »*=x w.p.l, para toda xeW, es un proceso Markov

homogéneo, €1 cual frecuentemente es llamade difusién Ito.

Cuando los coeficientes a= a(x) y b= b(x) de la Ecuacién Diferencial Estocdstica son
suficientemente suaves, las probabilidades de transicién de este proceso Markov tienen una
densidad p = p(s,x; t.y) satisfaciendo la ecuacién Fokker-Planck

2
~a£+£(ap)—la

a oy ZByT(OPFO,

con ¢ =b*.

La pregunta de si un proceso con una densidad que satisface la ecuacion Fokker-Planck es
necesariamente una difusion Ito, subraya el interés en las soluciones débiles de ecuaciones
diferenciales estocdsticas. Mientras que csto no es cierto, en general, una respuesta
afirmativa puede ser obtenida cuando los coeficientes satisfacen una suavidad bésica
certera y las propiedades de carecer de limite. Hay sin embargo, alguna ambigiiedad para el

termino de difusién o(x)=b(x)*, pero no de b(x) que por si mismo es especificado. En

lugar del coeficiente escalar ~jcr(x), se podria tener una funcién vector
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bx) = (' (x), 5 (x),..., b* (x)) con ZL (b'(x)? = o(x) ¥ X, puede ser también la solucién
de la Ecuacion Diferencial Estocéstica:
Q117 dX, =a(X)dt+Y . b'(X,)dW,,

para algin proceso Wiener de dimensién k W, = (W', W} ..., W,*) donde k2. En esta forma

la densidad puede ser solucién de la ecuaciéon Fokker Planck de diferentes Ecuaciones
Diferenciales Estocdsticas.

Las Ecuaciones Diferenciales Estocasticas pueden ser formadas también con coeficientes
mas generales que los utilizados en (2.1.9). La generalizacidn mas aparente es permitir que
los coeficientes no sean auténomos, es decir, que dependan explicitamente de ¢ por lo que
shora a=a(t,x) y b= b(t,x). En este caso las soluciones resultantes son procesos de Markov
no homogéneos. Los coeficientes deben ser al menos medibles en ¢, y 1a condicion Lipschitz
(2.1.14) y la condicién de crecimiento (2.1.15) deben basarsc uniformemente sobre
0 <t <T para asegurar la existencia y unicidad de soluciones fuertes sobre 0 <7, <f<7T.

Otra extensioén comiin es para los coeficientes que sean aleatorios, es decir a= aff .x ,@) y
b= bt ,x, o). Por lo que deben implantarse restricciones de medicidén apropiadas tales como
medicion-~ , para asegurar que Jos integrandos no sean anticipativos. Esta situacién ocurre

en analisis de estabilidad cuando se lineariza una solucidn X ,de {2.1.9). Con
Z, =X, - X sc obtiene una Ecuacién Diferencial Estocéstica lineal
2.1.18) dZ, =a'(X)Z,dt+b'(X,))Z,dW,,

con coeficientes a(t,z,@)=a'(X,(@))z vy bt z,0)= b‘()} H(o))z.

Ahora enfocaremos nuestra atencion en las ecuaciones diferenciales estocasticas

@.1.19)  dX, =a(t, X,)dt +b(t, X,)dW,,

con coeficientes aleatotios. Una modificacién simple de la formula Ito muestra que una
funcién ¥,=Ufr, Xy de una solucién fuerte de (2.1.19) satisface los siguiente:

Si se retoma la ecuacién Ito:
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_tjau au 1 ,8U au
2120) v -v, = _[{E—(u,X”) +e, E(H’X"H Ef,, Fe3 (u,X.,)}du + _[f" E:(u,Xa YdWw,

y se sabe que:

3
(2.1.21) day, = gg-t-a§y~+lb26[:r d:+b§£dWr,
& &

ot o 2

es una medificacién simple de la férmula lto, para U=(t, x) suficientemente suave, donde
los coeficientes son evaluados a (¢, Xy, Esto se puede usar para resolver algunas ecuaciones
diferenciales estocasticas elementales en forma explicita.

Por gjemplo, se sabe que
1
X, =X, exp¥, — =1,

es una solucion de la Feuacién Diferencial Estocastica 4X, =X ,4W,. Entonces si
Y, =U(X,)=(X,)" satisface la Ecuacién Diferencial Estocistica
d¥, =Y dt+2Ydw .

Entonces,
Y, =¥, exp(2W, - 1),

es una solucion de esta Ecuacién Diferencial Estocéstica. De hecho esto es un caso especial
de (2.1.12)

En algunas aplicaciones es més apropiado formular ecuaciones diferenciales estocasticas en
términos de integrales Stratonovich en lugar de integrales Ito. A tal ecuacidn se le
denomina ecuacion diferencial estocdstica de Stratonovich, la cual se escribe en términes
de diferenciales como:

(2.1.22) dX,=a(t,X,)dt +b(t,X,)o dW,,

o en la forma equivalente de ecuacion integral

@123 X=X +[ a@.X)dt+ | bEX)edW,.

La notacion “o” aqui dencta el uso del cilculo Stratonovich. Esto indica que las soluciones
de la Ecuacién Diferencial Estocéstica Stratonovich (2.1.22)-(2.1.23) también satisfacen
una Ecuacidn Diferencial Estocastica Ito con el mismo coeficiente de difusién b(rx), pero
con ef coeficiente de ajuste modificado
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catnys Lo ®
a(t,x) = a(t,x) + 5 b(t,x) e (1, x).

Por ejemplo, la Ecuacién Diferencial Estocastica Stratonovich
dX,=2X,-dW,,
"y la Ecuacidn Diferencial Estocastica Ito
d¥, =2X dt+2X dW,,
tienen la misma solucién
X, =X, expQW, W )).

En el caso del ruido aditivo la Ecuacidn Diferencial Estocastica Ito y Stratonovich
correspondiente tienen los mismos coeficientes a=ga.

Es conveniente que siempre se intercarubie a la Ecuacién Diferencial Estocastica
cotrespondiente en la otra interpretacidn para aprovechar las ventajas de las propiedades
especiales de este célculo estocastico.

Ecuaciones diferenciales estocdasticas lineales.

De manera similar que las ecuaciones diferenciales ordinarias lineales, la solucion general
de una ecuacién diferencial estocastica lineal puede encontrarse explicitamente. El método
de solucién involucra un factor de integracion o equivalentemente, una solucién
Sundamental de la ecuacion diferencial homogénea asociada.

I.a forma general de una ecuaciéon diferencial estocistica lineal escalar es:

@21 dX, = (@,(O)X, +ay(O)dt + (B, ()X, +b, ()W,

donde los coeficientes a,,a,,b,,b,son funciones especificadas de tiempo ¢ 0 constantes.
Estas son medidas Lebesgue y limitadas en un intervalo 0<7< 7T, aplica ¢l teorema de
existencia y unicidad, asegurando la existencia de upa solucién fuerte X, sobre

t, <t <Tpara cada 0<¢, <T 'y cada valor infinital medible-#, X, correspondiente a un
proceso Wiener dado {W,,7 =0} y la familia asociada de algebra-c {+#,,¢ > 0}. Cuando los

coeficientes son todos constantes la Ecuacion Diferencial Estocastica es auténoma y sus
soluciones, que existen para todo £ -#,>0, son procesos Markov homogéneos. En este caso
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basta considerar ¢, =0. Cuando a,()=0ybh,(¢)=0, (2.2.1) se reduce a la Ecuacion

Diferencial Estocastica lineal homogénea:
222 dX, =a, (X, dt + b ()X dW,,

obviamente X, =0es una solucion de (2.2.2). Es de gran importancia la solucién
Sundamental ®,, que satisface la condicién inicial @, =1 ya que todas las otras

soluciones pueden ser expresadas en términos de esta. El problema es encontrar tal sotucién
fundamental.
Cuando 5, =0en (2.2.1) la Ecuacitn Diferencial Estocastica tiene la forma:

(22.3) dX, =(a, (X, +a,(6))dt + b, (HdW,,

que es ruido que aparece en forma aditiva. En este caso se dice que la Ecuacién Diferencial
Estocéstica es lineal en el sentido-limitado. La ecuacién homogénea obtenida de (2.2.3) es
entonces una ecuacion diferencial ordinaria

dx
224 f=gq,(OX,.
( ) pA a (DX,

La condicion de la Ecuacion Diferencial Estocistica lineal homogénea es que
a,($)=0yb,(f)=0, por lo que aplicando esto a la ecuacibén (2.2.3) se tiene la ecuacién
(2.2.4).

Y su solucién fundamental es

®,, = exp('[n e (s)dsj.

En esta parte se aplica e Cileulo Estocdstico, partiendo de la férmula lto, para la
derivacion de la solucién explicita de esta ecuacion diferencial estocdstica.

Asi pues, aplicando la formula Ito (2.1.21) a la transformacion U(r,x)=(1),'jox yla

solucion X, de(2.2.3) se obtier;e :

Se pueden calcular las difecenciales parciales; tomando en cuenta (2.2.3)
i .

_a.gz..——d(pr_'ro
. A
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au d‘Du., X =07,
o dx °
o°U _ do;,

v = (.
n:'?x2 dx

Por o que retomando tedos los conceptos anteriores, obtendremos:

-1

do;! 1
X)= 7 > X, +(a, ()X, +a, () ¢,,adr+ b, () @ dW,

d(;;

[N

Pero, debido a que:
-1

dad;, a

T =- (D, ,ﬂal(t) -

Se tiene:

d(q).l Yo 'X ) ( (Dunal (f)Xr + (I);:nal (t)X + az (t)q)r Ao )dt + bZ (t)q)l o

(@ X )= (az(t)®,,ndr+b ne,,

Lio

El lado derecho de esta diferencial sélo involucra funciones conocidas de ¢ ¥ w, por lo que
puede integrarse pata obtener:

DX, =00 X+ [ a0 ds+ [ b (07, aW,

X =0 ds+ J' by (5)DT, dW,),

fofo

X, + Iaz(s)(l)

sto

Lo

g

yyaque @, =1 estollevaa la solucién:

(2.2.5) X, =07 (X, + X (YD ds+ X DD dW,),
2 S o

e "o

de la SDE (2.2.3) de sentido Ilmltado o reducido donde:

(2.2.6) ®,, = exp('[ a,(s)ds) = ef.o o
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La ecuacién Langevin (2.1.4) es lineal en el sentido-limitade o reducido con coeficientes
a,()=-a, a,(t)=0y b,()=b. Por lo que la solucién fundamental @, =exp(-a(t,1,))
¥ la solucién (2.2.5) se reduce a (2.1.11) para £p=(. Esta solucion es un proceso Ornstein-
Uhlenbeck.

Otra vez, se hace uso del Calculo Estocastico para derivar la solucién:
(2.14) dX, =—aX d, +bdW¥, a()=—ayb(t)=b,

) -1 — -1 d "_v:ﬂ
d(®,, x)= D, dX,+ Xr T
*0 +o df
-1

— dq)’-‘o -1 -1
=X, = + —aX,®, dt+bd;, dW,

= aX,®;, ~aX,®,, di+b®;, dW,
AH]Lx) = df + b} dW,.
O] X, = 07, X, + Lds + j‘ b AW, .

¥ yaque (D,_,a =1 se obtiene:

X, =0 (X

fo.fo

+ [das+ [ b0t am,).

o
La solucion (2.2.5) es un proceso Gaussiano siempre que el valor inicial X ., Sea una

constante ¢ una variable aleatoria Gaussiana. Su media y el momento de segundo orden
satisfacen ambas ecuaciones diferenciales ordinarias. Estas son indicadas mds abajo en
(2.2.10) y (2.2.11) para la SDE lineal general (2.2.1), pero la solucién es hasta este
momento generalmente no Gaussiana.

Ahora bien, para continuar con la solucién de ecuaciones diferenciales estocasticas,
haciendo uso del Célculo Ito, se puede Yevar a cabo la verificacién que la solucion (2.2.5)
Que es un proceso gaussiano cuando X, es una constante o una variable aleatoria

gaussiana.
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Partiendo de que X, es Gaussiana como la combinacidn lineal de variables aleatorias
gaussianas y ya que L J(H)dW, es gaussiana para una f deterministica y, X ., Seasume que
es deterministica o gaussiana. '

(2.2.5) X, =0 (X, + [ a0 ds+ | b)orl aw, f]

fofo sdo

El caso lineal general es mas complicado ya que Ja ecuacién homogénea asociada (2.2.2) es
una ecuacion diferencial estocastica genuina. La solucion fundamental (2.2.6) del caso
lineal en sentido-limitado, satisface la ecuacién diferencial (ordinaria) d(in®,, )= a,()dl .

Usando esto como una clave, y de acuerdo con la formula Ito se lega a que el proceso
transformado In®,  para la solucion fundamental @, de (2.2.2) satisface:

dne,,) = (6,00, ], —%bf(r)cb’ ;2 )dt + b (D, © dW,

Lig T iy Lig ™ Ly

= (@) - %bﬁ(r»dw bi()dW,.

d({ a,(ydn) = d(lb®,,,).
dn®,,) = a ).

Entonces si, y=In®,  entonces d(ln®,, }= al-—dd),l,a =CD,‘|:0 ao,, .

nfg
Lo cual sélo consiste de funciones conocidas de v w. Asi,

@, = [ @6 516N+ [ b,

ya que (b,',o =1,

@2n e, =exp[ (@)=t s+ | bl(s)dw,),

lo que de hecho se reduce a (2.2.6) cuando 5,(f)=0. Similarmente, aplicando la férmula

ftoa ®;; se obtiene:

(22.8) d(®,, )= (~a{)+b )], di—b,O);, dW .
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Entonces, como con el ¢aso en sentido-limitado considerado arriba, el proceso @) X,
para una solucién X; de la ecuacidn lineal general (2.2.1) ticne una diferencial estocdstica
diferenciable explicitamente. Sin embargo, aqui ambos términos tl)j‘}“ y X, tienen
diferenciales estocésticas envolviendo el mismo proceso Wiener W, por lo que la formula

Ito debe ser usada con fos dos componentes de transformacién U(X", x®)y= x®x @,
es decir:
A7 X,) = ((~a, () + BEOX, + (@0 + a, )0, dt — b, (1B, ()X, +b, OV}t

+ (8,0 X, + BOX, + b, (DD, AW,

= (a,(1) = b, (OB, ()P} dt +b, (YD}, AW,

Integrando y usando &, , =1 sc obtiene:
®7L X, = X, + [ @) ~Bb,)D, ds+ [ b7, dH,.

¥ por tanto,
X, + L(az(s) —by(5)by (N ds + [ by()D,}, a,
- 1

o

1y

229 X,

X =0, (X W L (2,(5) ~ b, (b, (NP ds + “'Db2 ()P, dWS) ,

donde ®, , es dado por (2.2.8). Aplicando esto a la Ecuacion Diferencial Estocéstica
lineal (2.1.7) donde a, =a, b,(f}=bya,(f)=b, =0, lleva a la solucién (2.1.11). Se puede

observar que (2.2.9) se reduce a la solucién en sentido-limitado (2.2.5) cuando &,(f)=0.

Si se toma el valor esperado de la forma integral de (2.2.1) y se usa la propiedad de
expectacién cero de una integral Ito, se obtiene una ecuacidén diferencial ordinaria para fa
media m(f)= E(X,) de su solucién, es decir,

dm(r)
at

ademds se encuentra que el momento de segundo orden P(r)=E(X,)* satisface la |

(2.2.10) =a,{m(t)+a,(1),

ecuacion diferencial ordinaria:
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dP (t)

(2.2.11) ={2a,(t) + b (£))P(e) + 2m(t){a, (€) + b, (1), () + 2 (©).

Para derjvar (2',2.11) se usa la formula Ito, con el objetivo de obtener una Ecuacidn
Diferencial Estocéstica para X? v luego se toma la esperanza de la forma integral de esta
ecuacion, Ambas (2.2,10) y (2.2.11) son lineales y pueden ser resueltas usando factores de
integracién. En el caso especial de una Ecuacidn Diferencial Estocdstica lineal en sentido-
timitado (2.2.3) la ecuacion (2.2.10) sigue siendo la misma, considerando que la ecuacidn
(2.2.11) simplifica a
dP(t)

(22.12) =2a,(£) P() + 2m(D)a, () + (£) .

Ahora bien, a manera de una mejor comprensién del Cilculo Estocéstico o de ito, se
derivara la ecuacion diferencial ordinaria (2.2.11) para el momento de segundo orden P(t)

Se aplica la formula Ito para ufxj=x’, en donde U={/(Xt)= X
Retomando:
22.1) dX, = (a,(OX, +a, ()t + (B, (X, +b, (AW,

| 2 2 12

¥, = X? entonces, ‘;}; =2X, y por tanto

r

=.2

2
f

Por lo que se tiene:

ax? aX2 o X? ax?
+ Ly di+b—tdw,
{ a Cax, 2 ax } ax

r

dxvl

i

Obteniéndose entonces,

dx? =((a1X, +a@,)2X, +%(le, +5,) e 2}:1; +(B X, +b,) 02X dW,,

ahora bien, se sabe que P(1)=E(X,)? y se quiere encontrar ) , se conoce X7 por

2 .
dP(t) dE(X ), es decir,
at b/g

P(dt=dP@)= dE(X?) = E(dX}) por lo tanto, P(f)= E(X}).

tanto, se tiene que ———

2
£I@dt= Ef~1§-(‘-)—’{i—)dr 0 sea,
dr ot

Asi pues,
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dx? =((aX, +a,)2X, + (b, X, + b, Pt +(b X, +b,)2X W, =
(2a,X? +2a,X, +5,X? +2bp, X, +b2 Mt +(25,X? +2b,X,)dW,.

Ahora bien,
E(dx?)= | (2a,X? +2a,X, +B X7 +2bp, X, + b7 )t |+ E[ (2b,X7 +2b,X)dW, |=
=(2a,E(X?) + 2a,E(X,)+ BE(X?) +2b5,E(X ) + B2 Jit +0,

ya que el valor esperado de la Integral lto (aqui en la forma diferencial) se desvanece, Por
tanto,

%ﬁt—) = 24, E(X7)+2a,E(X,)+bE(X])+ 2b,b, E(X ) + B},

siendo P’= (2a, +bYE(X7?)+ 2(a, + 5, E(X,) +b]

yyaque P=E(X}?) y m=E(X,) selienc:
P'=(2q +612)P +2(a, + b, ym +b§ ,

se obtiene (2.2.11)

5135’—) = Q2a,(1) + BA()PE)+ 2m{t)ay )+ b )b, (1) +B2(0).

Al llegar a este punto, es importante destacar el hecho de que la solucién numérica de
ecuaciones diferenciales estocdsticas se estd convirtiendo en una herramienta de trabajo
indispensable en diferentes disciplinas, siendo punta de lanza de un vacio duradero entre la
teoria avanzada de ecuaciones diferenciales estocdsticas y sus aplicaciones a ejemplos
especificos. Esto sin duda ha sido posible gracias al acceso, cada vez mas creciente a
computadoras poderosas a bajo costo, combinado con la aparicién de nuevos y efectivos
esquemas numéricos de alto orden para la solucion de ecuaciones diferenciales estocasticas.
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Formula de Valuacion para Opciones Financieras.

El desarrollo que a continuacién se presenta de la formula de Black y Scholes es retomado
del articulo original de Fisher Black y Mayron Scholes llamado “The Princing of Opfions
and Corporate Liabilities” en ese articulo los autores desarrollaron su famoso medelo para
valuar opciones europeas. Para la derivacién de esta formula es necesario hacer uso del
calculo estocastico, de ahi la necesidad del desarrollo de los puntos anteriores,

Los supuestos que los autores plantearon son los siguientes:

= El mercado funciona sin fricciones; o sea, no existen costos de transaccion, de
informacion, requerimientos de margen, ni impuestos y los activos son
perfectamente divisibles.

» Las transacciones tienen lugar de forma continua y existe plena capacidad para
realizar compras y ventas sin restricciones ni costos especiales.

= Los agentes pueden prestar y endeudarse a una misma tasa », que es la tasa de
interés a corto plazo expresada en forma continua.

* Las opciones sen europeas y ¢l subyacente no paga dividendos en el horizonte de
planeacion.

El proceso del activo sigue un proceso continuo estocastico de evolucién de Gauss-Wiener
definido por:
dS = uSdt+ oSdz

%‘g=ydt+odz

donde:

dS representa un cambio infinitesimal en ef precio del subyacente.
dt representa un cambio infinitesimal en el tiempo.

4 representa la media de los rendimientos por periodo.

o tepresenta la volatilidad del precio del activo®.
dz es una variable aleatoria con (0, 1)°.

El rendimiento instantineo del activo subyacente, o las variaciones relativas del subyacente
siguen una distribucién normal con par4metros sdr que corresponde a su media, y o dz

que corresponde a la varianza. Por lo tanto, una cuestién fundamental para aplicar el
modelo de Black y Scholes, es que el rendimiento instantaneo aproxime su distribucion a

2 Black y Scholes consideraron en su modelo una volatilidad constante.
¥ Esta variable aleatoria puede entenderse, como se vera més adelante, come un proceso Wiener,

37



Mudelacidn Cemputaciana! de una Ecuactfin Diferencls] Estocdstica con Aplicaciones en |a Teoris de Riesgos Financieras.

una normal. Este proceso constituye una carinata aleatoria, la cual es consistente con la
teoria moderna de cémo los precios se mueven en un mercado eficiente’.

La derivacién de la formuta de Black y Scholes se puede obtener como la formulacion de
Cox-Ross —Rubinstein por una estrategia de atbitraje de la siguiente forma: bajo la
hip6tesis de la negociacion en tiempo continuo se podria construir un portafolic o cartera
formado con una posicidn larga en acciones y una posicidn corta en opciones de compra
sobre acciones o viceversa. Con lo cual se realiza el arbitraje. Si R representa el portafolio a
utilizar, entonces se tiene:

(2.3.1) R=nC+hS,

donde C y § son los valores de la opcién de compra y la accion respectivamente, n v A
corresponden al niimero de opcicnes y acciones dentro del portafolio. De ahi que en un
intervalo infinitesimal de tiempo, la expresidn anterior, se transforma en:

(2.3.2) dR = ndC + hdS .

Bajo el supuesto de volatilidad constante, y la tasa libre de riesgo, también constante, el
valor de una opcidn de compra europea con un precio de gjercicio X serd funcion del
tiempo ¢ y una variable estocdstica y el precio del subyacente S.

(2.33) C=F(t5).

El Lema de lto, también conocido como el teorema fundamenta! del Calculo Estocdstico,
permite diferenciar una funcidn de la forma G(#,2) como la anterior, siendo z una variable

aleatoria y ¢l tiempo mediante la siguiente expresion:'

8G , 8G . 18%C; . v
2. K 4 = — —— it ——— .
(23.4) dG % dz+ o d to o (d=)

FEntonces, al aplicar el lema de Ito se puede obtener dC:
oC oG 18°C [ ,ov
2.35 dC=-"=dS+—dt+_——_{dS),
(23.5) as o 2088 (as)
Black y Scholes suponen que el precio de a accion, sigue un proceso continug estocdstico
del tipo Gauss-Wiener, definido por:

(2.3.6) %3: = ydt + odz ,

elevando al cuadrado ambos términos: TESIS CGN
FALLA DE ORIGEN

* De la ecuacion Ito (2.1.21)
38



Modelacien Computaciona! de una Ecuaciin Diferenciz) Estocéstica con Aplizaciones an |a Tearéa dz Riesqas Financleras.
asy 2 2
2.3.7 <= (gt} + 2uc di dz + (odz)’ .

En la funcién de la tabla de multiplicacidn aplicable a las integrales estocisticas, se sabe
que:

dzt = dt
dz-dt =dt -dz =0
dar’ =0

de ahi se obtiene que:

2
(2.3.8) [é} =oldt,
S
(2.39) [d5] %= S*cdt,

sustituyendo (2.3.9) en (2.3.5) se obtiene:

ac oC 18C .,
2.3.10 dC="dS v df| =+~ 8% |,
23.10) as et [a’t 2357

entonces la variacion dR del portafolio con el que se esté arbitrando serd por lo tanto:

2,
@3.11) dR=[n%+h]d8+n[-a£+ligszaz)d:,

dado que la variacién dS es aleatoria, se puede construir un portafolio libre de riesgo, con
el que se arbitre de la forma siguiente:

ac ac
= - [ i =1 h -
(n 1, h GS) ¥ [n . BS)

d
si s¢ elige el portafolio (n =-1Lh= amgj se tiene que:
ac
2.3.42 R=-C+ =8,
( ) i

oC 19°C 2,
3.13 dR = | — 4+ ——8%c" ldt,
@3.13) (6:‘ 24887 .
dado que en equilibrio, el portafoﬁo debe tener un rendimiento igual al activo libre de

riesgo entonces:

(2.3.14) % =rdt.
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Sustituyendo (2.3.1?.) y (2.3.13)en (2.3.14) tenemos gue:

&C ac ac _
2.2

R L rS e =
(2.3.15) S FrOMAR rC+ s

Si T es el plaze al vencimiento de la opcidn, también se puede escribir:

(2.3.16) S2 6S2+ Sg—— rC+ 5%—:0.

Esta ecuacién en derivadas parciales constituye la relacién fundamental que sigue una
opeién de compra. Este tipo de ecuaciones son muy frecuentes en la fisica, como en las
ecuaciones de transmisién de calor. Para una ecuacién en derivadas parciales, se puede
definir al igual que para una ecuacidn diferencial, la nocidén de integral general; Es decir, la
funcién mds general que satisface a la ecuacién.

Asi mismo se puede calcular la solucion particular de (2.3.16) que satisface ademds los
limites del valor de una opeidn de compra, que son para ¢=0:

(2317 >C(50,X)=8S-X si §2X.
(2.3.18) S C(80,X)=0 si S<X.

la solucién particular de (2.3.16) que satisface a (2.3.17) y (2.3.18), se puede obtener
efectuando el siguiente cambio de variables:

(2.3.19) LC(ST)=e" o ¥ (S, T
donde:
(2.3.20) S'= %[r _% GZJ[IH(%) +[r—§0'2)T] ,
2 1
2.321 T'=S|r--c*|T.
( ) 0_2 [r 2 o )
En la que se asume que § sigue una distribucion log-normal, por lo que cntonées la

ecuacion (2.3.16) se convierte en:
(2321 Ve =Yoo,

% £l precio de una opeidn de compra, al momento de expiracién del contrato, serd la diferencia entre el precio
de 12 accién y el precio de ejercicio, siempre que el contrato de opciones se encuentre dentro del dinero.

§ Un contrato de opciongs de compra no serd ejercido cuando el precio de a2 opeién al momento de
expiracién, sea menor que el precio de ejercicio pactado en el contrato de opciones.
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v los limites de (2.3.17) y (2.3.18) se convierten en:

@323 ¥(s.0)=Xlexpls (G W - 102 )15t 820
(2.3.24) ¥(s',0)=0.

Al encontrar una solucién de la ecuacion ¥, =Y. se obtiene la formula gue se busca, es
decir:

(23.25) C=8 Nd)~X e - Nd,).

La cual es la férmula para la valuacion de una opcidn de compra europea propuesta por
Black-Scholes, donde:

S= Precio del activo subyacente
X= Precio de ejercicio
T= Plazo al vencimiento
r= Tasa libre de riesgo anualizada
= 2
9 mprlgl
A2
o~T
dz= d,-oT
o= Volatilidad del subyacente’

N(s)= Valor de un determinado punto de la funcién de distribucién de una variable
aleatoria normalizada.

" Esta es una volatilidad que Black y Scholes consideran constante.

41



Modelacifin Computacional da ura Ecuacidn Oferencial Estocdstica con Apticaciones en Ia Teorta da Riesgas Financlarns.

Integracién Estocastica’.

Una ecuacidn diferencial ordinaria

2.4.1) ;=%=a(z‘,x),

puede pensarse como una forma degenerada de una ecuacién diferencial estocdstica en
ausencia de la aleatoriedad. Es por consiguiente Gtil para revisar algunas de sus propiedades
basicas. Por supuesto que la ecuacién antetior se puede escribir en forma de una diferencial
simbélica, en cuyo caso obtendremos:

(2.4.2) dx = alt,x)dt ,

o con en forma mds aproximada como una ecuacion integral:

(2.43) x(()=x,+ [ als,x(s))ds

donde x(f) = x(#;x,,2,) es una solucidn que satisface la condicion inicial x(f,}=x,. Las
suposiciones de regularidad, tal como la continvidad de  Lipschitz, son usualmente
formuladas sobre g para garantizar la existencia y unicidad de la solucién x(t;x,,z,) para

cada condicidn inicial.

Estas soluciones son relacionadas por la propiedad evolutiva:
2449 x(4; 35,10} = 2(6:x(8; %5, 1,),5)

para toda £, £ 5 <¢, lo cual nos indica que el futuro es determinado completamente por ¢l

presente. Esta es una versién deterministica de la propiedad de Markov.

Continuando con la explicacién de Einstein al movimiento Browniano observado durante la
primera década de este siglo, Langevin ¥ otros formularon la dindmica de tal movimiento
en términos de ecuaciones diferenciales. Las ecuaciones resultantes fueron escritas como:

(2.4.5) dX, = a(t, X )dt +b(t, X )&, dt ,

con un termino de tendencia determindstica o promedio como en (2.4.1) perturbado por un
ruido, ¢l termino de difusién b(¢, X,)5,, que contiene a &, el cual representa variables

aleatorias gaussianas, y para cada ¢y (¢, X,) constituye un factor de intensidad dependiente

de espacio-tiempo. Esta diferencial simbélica fue interpretada como una ecuacion para cada
ruta muestral:
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(2.4.6) X (@)= X, (@)+ | a(s, X,(@)ds+ | b(s, X, (@), (@)ds.

Cuando se extrapola a un limite, las observaciones del movimiento Browniano parecen
sugerir que la covarianza Ct)= E(£.£..,) del praceso &, tiene una densidad espectral
constante, tal como ocurre con todas las frecuencias de tiempo igualmente ponderadas en

una transformada de Fourier de Cy). Tal proceso se conoce como Ruide Blanco
Gausssiano.

Para el caso especifico de la ecuacion anterior (2.4.6) con a=0,b=1 se observa que £,

debe ser derivado de un movimiento Browniano puro, tal es el derivade de un proceso
Wiener P, por lo que, esta ecuacitn (2.4.6) puede ser escrita alternativamente como:

@an [ als, X (@)ds+ [ bls, X @DV (@).

E! problema que se presenta con esto, es que el proceso Wiener W, es no diferenciable, asi
que estrictamente hablando, el proceso de ruido blanco & no existe como una funcion

convencional de . Por lo que, la sepunda integral en (2.4.7), no puede ser una integral
ordinaria.

Aproximacion a Integrales Stratonovich Mdltiples™.

Las integrales estocdsticas miltiples son elementales para la representacion de soluciones
de ecuaciones diferenciales estocésticas y sus funciones. Es decir, son los elementos
basicos del caos Wiener. Este hecho es ampliamente usado en la construceion de esquemas
numéricos de orden superior para la aproximacion de la solucién de ecuaciones
estocdsticas. Consecuentemente, se debe ser capaz de generar o por lo menos, aproximar
integrales estocasticas multiples.

Las integrales estocdsticas miltiples con alto grado de multiplicidad no siempre son
expresadas en términos de integrales estocasticas simples, especialmente cuande el Proceso
Wiener es multi-dimensional. Sin embargo, es posible representarlas en forma
razonablemente cficiente. A continuacién se presenta un método para integrales
Stratonovich multiples, basado en -Kahunen-Loéve o series de Fourier aleatorias,
expansion del Proceso Wiener. El punto de partida es el Proceso Brownian Bridge

{W,—LWA,oszsA},
A
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que se forma del proceso Wiener de dimension m W, = (W,‘,...,W,’") sobre el intervalo de

tiempo [0,A]. El componente de expansion Fourier de este proceso es:
(2.5.1) W/ - ; a " +Z[a cos{~»£]+b [?.:.;.”D,
r=l

y tiene coeficientes aleatorios

{2.5.2) ———f(W’——W"]cos[ i ]ds,

y

(2.5.3) == f(u” ~Swy )sen{ )ds,

los cuales son variables aleatorias gaussianas, para j=I,...,m y r=0,1,2,... Se entiende que
las series en (2.5.1) convergen en sentido media-cuadrada. Se puede, entonces truncarlos
para obtener una aproximacion al Proceso Brownian Bridge.

Asi pues, para cada p=1,2,... se obtiene el proceso

PR ¢ 2rm 2rmt
(2.5.4) Wi = XW‘; + 98 + Z:’[a}'r cos( A J+bj.,sen[iA D,

el cual tiene rutas muestrales diferenciables sobre {0,A)]. Y ya que las integrales Riemann-
Stieltjes en tal proceso convergen a integrales estocisticas Stratonovich, es posible utilizar
estas integrales para aproximar integrales Stratonovich miltiples.

Las integrales Stratonovich miltiples se denotan como

2.3.5) it = IFF dW)io. odW)todW ),

con un indice méltiple @ = (j, j s j;) € §0.1-m} ¥ un proceso Wiener de dimensién
W =W, .,W"), tomando W, =1 asi se puede incluir la integracion con respecto a £ en el

mismo formalismo. En adici6n se escribe

(2.5.6) T Guteniirs = | [ o [ W2 1 W0

para las integrales Riemann-Stieltjes correspondientes de las funciones uniformes definidas
en (2.5.4).

44



Modetariin Computacienal de una Ecuacidn Niferencial Estacéstica con Aplicaciones en la Teorf da Riesgos Financieros.

Para cada j=/I,..m y r=1..,p con p=12,. se definen variables aleatorias gaussianas
estandar independientes £,,¢ .77, .4, , ¥ ¢, , de la forma siguiente:

(2.5.7)

§; = :%W,fs &= .,I:—%—m’aj', , 7, = \E%b”
Foe = _TZI;T,_;, o fir = Aia: r:m:lrbj ”
y donde:
p"zl—lihz_%m;l{’ % = 180 2zz2§7

Usando estas variables aleatorias, resulta que después de varios computos, se puede
aproximar vna integral miltiple Stratonovich J, Py mediante J 7, ;)4 siendo p=1,2,...
de la manera descrita a continuacidn, Por simplicidad se omite el subindice del tiempo A

dela J? . Tomando j, j,, jys js € {lmes )

2.5.8)
Joy = 4, I =AE,, 2= 1
oo = (“F'f +a; )' J c%n (x@éz

donde ajvo—-——\fu_z é’“ 2. /80,1, 5

Y finalmente la integral Miltiple que nos interesa y que se usard para simular la Volatilidad
instantinea o,

1
(2.5.9) S = Agj. &y~ 2 /A (@8, = @8, Adj

1 &1
<on 'A-EJZ = —_Z ; (é'fb’nfz-’ - q}l-"é’jz-’) -
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. APROXIMACIONES NUMERICAS PARA LA SOLUCION
DE ECUACIONES DIFERENCIALES ESTOCASTICAS.

Como ya vimos en el segundo capitulo de esta tesis, existen diferentes tipos de ecuaciones
diferenciales estocasticas, algunas de ellas tienen su solucidn que se conoce explicitamente,
a través de la aplicacion de las reglas del clculo Estocastico o de Ito. Sin embargo, existen
ofras, para las cuales es practicamente imposible, encontrar su solucién exacta, por lo cual
€8 necesario, la utilizacion de métodos numéricos, para aproximar su solucion.

Debido a que la simulacién computacional de la ecuacion diferencial estocastica, punto
central de estudio de este trabajo de investigacion, tiene como ingrediente principal, una
integral mdltiple Stratonocvich, que modelard una volatilidad estocdstica, se hace necesario
el uso de los métodos numéricos.

Asi pues, a continuacion se presentan algunas cuestiones importantes, que deben conocerse
acerca de los métodos numeéricos, comenzando con una introduccion general acerca de
éstos, hasta llegar a la definicion matematica del Método Fuerte que se utilizari para la
modelacién y simulacién computacional de la trayectoria muestral descrita por una
ecuacion diferencial estocéstica, para el caso especifico de los precios del subyacente de las
opciones Telmex.

Para el desarrolle de estos temas se hecha mano del contenido del libro Numerical
Solution of SDE Through Computer Experiments'.

Meétodo de Euler.

Los métodos numéricos méas ampliamente y comiinmente utilizados, para resolver
problemas de valores iniciales, son las aproximaciones de tiempo discretas o los métodos
de diferencias.

El método de diferencias mas simple para un problema de valores iniciales es el Método de
Euler

(3.1.1) ynn =yn +a(tn!!fr)An'

Este método es definido para tiempos de discretizacion dados 1, <t <1, <.. <?, <... con
incrementos A, =1¢,,, —t, donde »n=0,1,2,... Una vez que el valor inicial y, se especifica,
usyalmente y, = x,, las aproximaciones ¥, ¥,,.., ;... s¢ calculan aplicando la formula

(3.1.1) recursivamente. Este es derivado de fijar la parte derecha de la ecuacion diferencial
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sobre el intervalo de tiempo 7, <f <{,,, al valor a{f,,y,) y después integrar para obtener
la tangente de la solucién x(s;7,.¥,) de la ecuacién diferencial con el valor inicial
x(¢,) =y, ladiferencia
(3.1.2) Lot = XU 3l Yo} = Varios
que genera]:ﬁente no es cero, se denomina error de discretizacién local para el n-ésimo paso
de tiempo. Usualmenie este error de discretizacion local, no es el mismo que el error de

discretizacién global, el cual se escribe como
(3'1'3) € = x(rnu;tﬂixo)_yml *

y se aplica para el mismo paso de tiempo y corresponde al error respecto a la solucién

x(t;t,,%,) del problema original de valor inicial.

Métodos de Orden Superior.
Un método numérico converge con un orden y si existe una constante K< oo , por lo que el

error absoluto de discretizacion global |e,,, | puede ser circunserito debido a lo anterior a
KN paratodo Ae(0,8,) para algin &, > 0. Asf pues, el Método de Euler tiene orden

y=1.0. Por lo tanto, si se desea obtener aproximaciones més exaclas se necesita la

utilizacion de métodos con un error de discretizacion de orden mas alto.

Por ejemplo, existe el método trapezoidal, que se escribe como

1
(3'2-1) Y = Va + E {a(tn‘yn)-l- a(trwl’ym-l)}A’

donde A es el tamafio del paso equidistante. Este es Ilamado Esquema Implicito, debido a
que el valor desconocide y,,, aparece en ambos lados de (3.2.1) y en general, no puede

resolverse algebraicamente. Para sortear esta dificultad se puede usar el método Euler para
aproximar el término y,,, en el lado izquierdo de (3.2.1). Asi se obtiene e método

trapezoidal modificado:
Yun = Yq +alt,, y, )

1
yn+l = yu + 5 {a(tn,yn) + a(rnﬂ ’ym-l )}A’
© escrito conjuntamente

1
(32'2) ym—l = yra + 5 {a(tn_yn) + a(tm! ’yn + a(tn’yn )A)}A,
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que es conocido como ¢l Método Euler Mejorado o Método de Heun. Este es un ejemplo
muy simple de un método predictor-corrector.

Tante el método trapezoidal como el trapezoidal meodificado tienen . errores de
discretizacion local de orden tres en A. Se debe comentar que, se realizaron algunas
simufaciones de las trayectorias muestrales solucién de la ecuacion S, = oS, dW,, pero

debido a este ervor de discretizacién se penso en usar algiin otro método cuyo error fuera
menor, y que se ajustaré mejor a la trayectoria descrita por lo valores reales de los precios
del subyacente de las opciones Telmex. Es por esto, que a continuacién se presentan
algunos otros métodos de aproximacién numérica, que sirven de referente a la definicion
- del método fuerte que se usa, para la generacion de las trayectorias muestrales solucion de
la ecuacion §, = oS, dW,.

Existen pues, diferentes métodos, los cuales son Hamados métodos de multipasos, y que
proporcionan mayor exactitud si se usa informacién de intervalos previos de discretizacion,
Un gjemplo es el Método Adams-Bashford de 3-pasos

1
(3'2'3) ym] = yn + E {230(1‘",)’”) - 16“(11:—! ’yn—-l) + 50(1‘"72 ’yngl)}A
El cual tiene un error global de discretizacion de tercer orden.

Es muy sencillo obtener métodos de orden superior a fravés del truncamiento de
expansiones de Taylor. Usualmente, existe un interés mas bien tedrico que practico en estos
métodos, ya que envuelven derivadas de orden superior de la funcion a, lo cual los vuelve
complicados.

El método truncado de Taylor de primer orden es justamente el métedo de Euler (3.1.1). El
método truncado de Taylor de segundo orden se escribe como

1@ & 2
324 =y, +ah+—i—a+a—a A,
( ) ym-l yn a 2!{8ta aa a}

y el método truncado de Taylor de tercer orden

. 2 z 2 2
(3.2.5) Yot = Vo cansl -§~a+aﬁa Al (12-.1«->2f16—c1+'a2 —q-z—a+(—§-a]ia+a[£a] A,
” 2\6t ox 3t ar 705 4 Ox ot Jox ox

donde a y sus derivadas parciales son evaluadasen (¢,,7,).

49



Modelecién Computacianal de una Ecuacitn Oiferencia! Estocéstica can Aphicaciones en 1a Teorfa dz Riasgos Financiernos,

El clésico método Runge-Kutta de cuarto orden es un importante método explicito que
elimina el uso de derivadas y tiene la forma:
{3.2.6) Y = Vat ; e 4262 4260 1 1O A,
dende
kf(rn = a(tn’yn)v
1

kP = a(r" +—Ay, + lk,‘,”A ,
2 2

kf,” = a[t,, + —] Ay, + l]c,(,z)A],
2 2

K = dlty,y, + 24}

Los métodos de pase maltiple no requieren de muchas evaluaciones de la funcién a, por
paso de tiempo, como los métodos de un solo paso, ain cuando sean del mismo orden. Sin
embargo, éstos pueden sufrir de una seria inestabilidad numérica.

Aproximacion Discreta de Tiempo.

A continuacidn se presenta una aproximacién discreta de tiempo, lamada Aproximacicn
Euler, Este método permite generar una ruta muestral aproximada de una solucion de una
ecuacion diferencial estocastica.

Se refiere éste método, ya que, fue utilizado para realizar algunas simulaciones previas, de
las trayectorias muestrales solucién de la ecuacién ya mencionada, sin embargo, los datos
arrojados por éstas simulaciones, distaban grandemente de los valores reales de los precios
del subyacente de las opciones Telmex, por lo que se decidié no utilizarlo y en su lugar
emplear un esquema de orden superior que se describe mis adelante. Fue Otil comenzar con
la simulacién de las traycctorias muestrales, usando éste método, debido a que se parece
mucho al caso deterministico, excepto porque para el caso de las ecuaciones diferenciales
estocésticas, se requiere generar incrementos aleatorios.

Asi pues, considérese el proceso Ito X ={X,,IOSI$T} que satisface la ecuacion

diferencial estocéstica escalar .
33.D dX, = a(t, X )dt + b(t, X YdW,,

sobre 1, <# < T con el valor inicial

(3.3.2) X, =X,
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para una discretizacion dada 7, =7, <7, <..<7,<..<7y =T del intervalo de tiempo
[£,-T]. Una aproximacién Euler es un proceso estocdstico continuo ¥ = {¥(6),¢, <t <T }

que satisface el esquema iterativo

(333) Ym-l = Yn + a(rn > Y;,)(T"H - Tn) +b(fn=Kr)(Wr,,., - Wr,, )’

para n=0,1,2,_.,N-1 con valor inicial

(3.3.4) ¥, =X,
donde
(3.3.5) ¥, =Y, , paraelvalor de la aproximacién al tiempo de discretizacién 7, .

Considérense ahora tiempos de discretizacidn equidistantes, tales como
(3.3.6) T, =ty +nuA,

con tamafio del paso A=(T -}/ N siendo N algin entero. Cuando el coeficiente de

difusién es idéntico a cero, es decir cvando 5=0, el esquema iterativo estocastico (3.3.3)
se reduce al esquema de Euler deterministico (3.1.1)

La secuencia {¥,,n=01,.,N } de valores de la aproximacién de Euler (3.3.3) en los
instantes de tiempo {r",n =0,l,.,N } de la discretizacién pueden ser calculados en forma
similar que en ¢l caso deterministico. La principal diferencia entre ellos, es que en este caso
se requieren generar incrementos aleatorios

(33.7) AW, =W, W,

para »#=0,1,...,N-1, del proceso Wiener W = {W t= 0 de! cual sabemos que tales
incrementos son variables aleatorias gaussianas independientes con media

(3.3.8) EAW)=0,

y varianza

(3.3.9) E{am,)?)=

Los incrementos (3.3.7) del proceso Wiener pueden ser generados por un generador de
nimeros pseudo aleatorios  gaussianos independientes, tal como el Meétodo Polar
Marsaglia.

Esquemas Explicitos Fuertes de Aproximacion.
Tal como se comentd al principio de este capitulo, hablando de ecuaciones deterministicas,
las Aproximaciones Fuertes de Taylor, tienen una desventaja y ésta es que, las derivadas de

51



Modelacitin Computacional de ana Ecuacitin Diferencial Estoéstica ton Aplicaciones en la Teoria de Riesgos Financleres.
m —_— e A ——

varios ordenes de los coeficientes de difusion y tendencia, deben determinarse y evaluarse
en cada paso en adicidn de los mismos coeficientes.

Por lo que es més canveniente, establecer esquemas fuertes que eliminen el uso de fag
derivadas en la misma forma que el esquema Runge-Kutta hace lo suyo con respecto a las
ecuaciones deterministicas,

A continuacion se describe €l método de aproximacion fuerte que se usard para obtener la
solucién de la ecuacién diferencial estocéstica, que en el capitulo V se estudiara.

En vista de las diferencias entre el caleulo estocsstico y deterministico, las generalizaciones
heuristicas de los esquemas numéricos deterministicos ampliamente usados para ecuaciones
diferenciales estocisticas, tal como los esquemas de Runge-Kutta tienen valores limitados.

Asi pues, es posible escribir en ¢l caso general de dimension maltiple &, m=12,... el
esquema fuerte explicito de orden 1.0 con un componente k-ésimo

! i{b”* (. Y,) +b* AW/

JE] 'f’An fida=t

(34.1) Vi =¥Favd'A + Y BHAW] +

n+l

con ¢l vector de valores de apoyo
Y, =Y tan, + ib’AWj R
=1
Asl pues, existen algunas versiones de los esquemas fuertes explicitos de orden 1.0 que
envuelven el coeficiente de tendencia Ito @. Por ejemplo, para el ruido general, Platen't
propone el esquema que a continuacién se presenia, y el que servird para solucionar la
ecuacion diferencial estocdstica en el Capitulo V.

(34.2) Y, =Y, +ah, +ib1AW;’ b zm:{bf @, Y2 -b5 ), s

-
1 NBy jrda=l
con
J_ i A
Y/ =Y, +aA, +b . A, .
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IV. SIMULACION DE ECUACIONES DIFERENCIALES
ESTOCASTICAS EN FINANZAS.

Un acercamiento Langevin para fluctuaciones de precios :
Efectos de la retroalimentacion

El interés por simular matemdtica y computacionalmente una ecuacion diferencial
estocastica cuya trayectoria describa el comportamiento de las fluctuaciones de precios de
algiin {ndice financiero, en este caso para el subyacente de las opciones Telmex, surgié de
la lectura de] articulo que lleva por titulo: “Elements for a Theory of Financial Risks™” y
que habla precisamente al respecto de este tema.

Este articulo nos dice que ailin no existe un modelo microscopico convincente que explique
las caracteristicas estadisticas distintivas de las fluctuaciones de precios, Sin embargo, se
han realizado algunas propuestas interesantes en este sentido. De hecho en el espiritu de los
fisicos, es posible describir la dindmica del mercado, a un nivel intermedio, entre el
macroecondmico, el que tiene wna fuerte relacion con los modelos del equilibrio, ¥ por otro
lado el nivel de los agentes individuales, el que se relaciona con la teoria de la
microestructura del mercado.

Asi pues, se tiene la idea de que a pesar del modelade de cada participante individual
(“agentes™) es imposible en t€rminos cuantitativos, el comportamiento colectivo del
mercado Yy su impacto en los precios en particular, puede ser representado en términos
estadisticos por unos cuantos términos en una ecuacion dindmica o estocistica.

La construccién de un modelo conveniente para grandes fluctuaciones ¢s muy importante
en el campo del Control de Riesgos, ya que los datos histéricos o empiricos pueden ser
inestables en las extremas colas de las distribuciones. Es posible entonces tener un
acercarniento a lo que sera la descripeién de estas fluctuaciones en términos de fendmenos
fisicos, tales como el movimiento Browniano.

Por lo tanto, se propone la descripcidn de la dindmica de los mercados especuiativos en
términos de una ecuacion Langevin simple, la cual puede leerse en limites ciertos como:

du ar

1
1.1 —_— = - 2 —mf)=~—-—ro j,
(4.1.1) i L (UE R (O
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donde u:E' Esta ecuacién encapsula los ingredientes esenciales: en particular, la

retrolimentacidn de las fluctuaciones de precios, sobre el comportamiento de los

participantes de! mercado. Intuitivamente, el términc en bu’® corresponde a la aversién al

tiesgo: la retroaccion de la fluctuacién de precios pasada, sobre la naturaleza de los agentes,

es mas fuerte cuando el precio cae que cuando se eleva. Esto es debido a que la pérdida de

dinerc es peor que no ganar tanto como se podria. La ecuacion (4.1.1) presenta la evelucién

A b
?

4._+_..7
2u

de la pesicion w de una particula viscosa ficticia en un “potencial” F{u) = PR
u

teniendo un minimo local parz #=0, y un méximo local para z’ =:£l. Una barrera

@
potencial V" =WT separa la regidn estable airededor de u=0, de la inestable, La

naturaleza del movimiento de  en semejante potencial es lo siguiente: empezando en =0,
la particula tiene un movimiento aleatorio armonico en la vecindad de ¥=0 hasta que se
presenta un evento activador (el término del ruido blanco o bien, el Proceso Wiener) que
hace que la particula sea llevada cerca de « . Una vez que esta bamrera es cruzada, la
particula ficticia alcanza -cen un tiempo finito. En términos financieros, el régimen
donde u oscila alrededor de =0 y donde b puede ser omitido, es el régimen normal de
fluctuaciones. Este régimen normal puede ser, sin embargo, interrumpido por las guiebras
donde el tiempo derivado del precio se hace muy grande v negativo, debido a [a aversidn
del riesgo b la cual intensifica la caida en el precio.

El Modelo de Black y Scholes™.

Tomando como punto de partida el apartado anterior, que propone una ecuacion estocéstica
simple de Langevin para la descripcion de la dindmica de los mercados, se hace necesario
conocer algunos otros modelos que plantean, el uso de estas mismas ecuaciones, para la
descripcion de las grandes fluctuaciones de precios.

Tal es el caso del Modelo de Black y Scholes, quienes en 1973 introdujeron un modelo
describiendo la evolucién de un valor de cartera con alto riesgo $={S,0 <t < T} tal como ¢l
precio de una accién, un tipo de cambio o un indice, El modelo incluye también un
compromiso B={B, 0 <t < T} que evoluciona segin una proporcidn de interés r. La
dindmica del compromiso y de la cartera de alto riesgo es descrita por el siguiente sistema
lineal de ecuaciones diferenciales estocasticas:

@21y dB, =rBdr,
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ds, = rS,dt + oS,dw,,

te [0,T], con valores iniciales dados By y 8§ W={W, 0 <t<T] es un proceso Wiener bajo
una medida de probabilidad P dada, llamada la medida de probabilidad del mundo de
riesgo-neutral, y el pardmetro o denota ta volatilidad de la cartera de riesgo.

Considérese una opcién como la cartera de riesgo S. Una opcién de compra europea con
precio de ejercicio K que da ef derecho de comprar [a accién al tiempo T al precio
establecido K. El portafolio resultante es por tanto: ®

3 . 15 -K:S5>K
(42.2) F(Sp)=(5-K) —{ 0:5, <K

donde @' denota fa parte positiva de a.

Supéngase que se aplica una estrategia de portafolio dindmica ¢ =(,.7,),0s. donde al
tiempo 1e[0,T] se invierte la cantidad 7, en el portafolio fuera de riesgo B, y la cantidad £,
et el portafolio de riesgo S Por lo que ¢l valor V; del portafolio al tiempo ¢ es

{4,2.3) V,=¢.S5,+nB, .

Black y Scholes sugerian que el precio justo de la opcién al tiempo (€[0,7] es la
expectacion condicional

@2.4) v, =u(t,S,)=e" " E(f(S:)I ),

donde el algebra-c 3, expresa la informacidn acerca de fa cartera de riesgo por arriba del

tiempo . La estrategia de cobertura correspondiente ¢ =(,,7,),0. tiene Iz forma

0
2. iy t:Sr )
(4.2.5) 4 5 u(t,S,)
<on
_ V: _grSr
{4.2.6) = B

[

fa aplicacién de esto conduce a una repeticion perfecta del derecho af vencimiento T, que es

% Esta relacién puede apreciarse claramente cn el capitulo Marco de Referencia, en ef apartado Determinacion
del precio de una opeidn de compra. Aqui se presenta utilizando la letra K para denominar el precio de
ejercicio de la opcién de compra mientras que allis se emplea E.
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@2.7) V, = £(Sp).

Es importante comentar que Black y Scholes fueron capaces de derivar una férmula
explicita para el computo de V, y 4; gracias a que su modelo, tiene una estructura lineal, es
decir, considera que el mercado es estable, es decir, que la volatilidad asociada, tiene un
comportamiento constante.

Modelo con volatilidad estocastica y dependiente-pasada’”.
La suposicién impuesta del comportamiento del precio det bien o accion subyacente, en

particular, aquelia de una volatilidad constante, en el modelo de Black y Scholes, ha sido la
causa de muchos comentarios criticos.

La disponibilidad de métodos numéricos estocasticos para solucionar modelos
Markovianos Multidimensionales, descritos por ecuaciones diferenciales estocasticas,
provee ahora la posibilidad para especificar patrones muy generales de volatilidad
estocastica, asi como tasas de interés estocésticas.

Considérese un proceso X=(X° X' XX)T = (B8, 6,47 satisfaciendo el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales estocasticas:

dB, = R(t,X,)B.dt

dS, = r{t,X,)S,dt +,8,dW,
(3.1 do, =—q(o, wf,jdt + po,dW}

dé, =1{o,-&)dt

donde p=0, ¢>0, o >0, donde KW, W son procesos Wiener independientes dentro de P.

Aqui ¢l precio de compromiso (premio o prima} B tiene la estructura usual con una tasa de
interes » Markoviana instanténea y el precio de la accién § sigue un movimiento Browniano
geométrico generalizado ya qué el cambio y la volatilidad no son constantes. $i se toma
como ¢l cambio a #(1, X esto significa que el proceso dei precio descontado de la accidn
S/B sea una martingala bajo la medida P la cual es usada para el precio. El proceso oy &£ se
interpretan como la volatilidad instantinea y la volatilidad promedio ponderada de la
accion, respectivamente. La ecuacion para ¢ muestra que la volatilidad instantdnea o; es
distribuida por un ruido externo con un pardmetro de intensidad p y al mismo tiempo es
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continuamente retirada hacia la volatilidad promedio &, la cual se denomina reversién
inferior. El pardmetro ¢ mide la firmeza de la fuerza de la velocidad de ajuste.

La ecuacidn para la volatilidad promedio £ puede ser resuelta explicitamente dando:

& =gepl-i)ed forl- s, 05057,

la cual muestra que & es un promedio de los valores o; (0 <5 <7}, ponderado con un factor
exponencial. Para una o muy grande se obtiene que &=&, mientras que un valor muy
pequefio de o genera que &~a; Asi, el parametro o mide la firmeza de la dependencia-
pasada (past-dependence) de 1a volatilidad promedio.

La volatilidad estocastica genera un riesgo intrinseco que no permite, en gencral,
replicacion del resuliade sin un costo extra. Siguiendo el acercamiento a Féllmer y
Schweizer para una opcién de compra se obtiene que el precio de la opcidn puede
expresarse como:

(43.2) V,=v{t,X,)= E(exp{f { s, Xs)ds}f(sr)] S)

donde J; denota el algebra-o generada por X por arriba del tiempo . Aqui la estrategia de
cobertura es similar a la del caso Black y Scholes, teniendo:

]
(4.3.3) & =5§1’(I,X,)
y
_ VJ _grSr
4.3.4) =

I

no obstante, excepto en casos especiales, la estrategia ¢ =({,,7,), 0y N0 Serd auto-

financiable sobre el promedio. En general, no existe una solucion explicita para el precio de
la opcion o la estrategia de cobertura para este modelo, por lo que debe usarse una

aproximacién numerica.

Aproximacion numérica.

Nuestra propuesta para el caso del subyacente de las opciones Telmex, considera los
modelos definidos anteriores y se presenta de la siguiente manera:

Consideramos el modelo propuesto en (4.2.1)
dB =rBdt,
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dS, = rS,dt + oS,dw,,

el cual pertenece al descrito por Black y Scholes, ¥ que entraiia el uso de una volatilidad
constante. Aplicamos a la misma ecuacién una volatilidad estocastica. Por simplicidad, se
toma la tasa de interés r(f,x} idéntica a 0. Los otros pardmetros son p=]0.0, la que
constituye el parmetro de intensidad del ruido externo que distribuye a o, ¥ el tiempo de
expiracién I'=/.

Por lo tanto, tendremos una ecuacion estocdstica de la siguiente forma:
(44.1) ds, = o S.dwW,.

Para llevar a cabo la aproximacion numérica se toma como valor inicial de $,=55.06,
(primer valor de los datos empiricos reales de las opciones Telmex), y ap=1.0;

La solucién computacional de esta ecuacidn, involucra el generar una ruta de solucion
aproximada de la ecuacidn diferencial estocastica (4.4.1} usando un esquema fuerte de
aproximacién, primero usando una volatilidad constante (Modelo de Black Scholes) v
luego simular la ruta muestral de la misma ecuacion, utilizando una volatilidad estocastica.

Una vez obtenidos los resultados para ambos casos, se procede a su comparacion con los
datos reales o empiricos del subyacente de las opciones Telmex, lo cual conlleva a la
generacion de criterios de juicio, que se presentan en la parte final de esta tesis, como
conclusiones.
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V. SIMULACION COMPUTACIONAL PROPUESTA PARA EL
ACTIVO SUBYACENTE DE LAS OPCIONES TELMEX.

La solucidén numérica de las ecuaciones diferenciales estocdsticas se ha convertido en una
herramienta de trabajo indispensable en una gran cantidad de disciplinas, yendo desde la
mds avanzada teoria de ecuaciones diferenciales estocasticas hasta su implementacion en
aplicaciones especificas. Esto es mucho mas ficil debido a la mayor accesibilidad que se
tiene a computadoras poderosas a bajos costos, aunado esto, a la disponibilidad de nuevos
esquemas numéricos de alto orden para la solucién aproximada de tales ecuaciones
diferenciales estocasticas,

Asi pues, para la modelacién del tema que nos ocupa, 0 sea una ecuacion diferencial
estocastica de Langevin simple, para una Teorfa de Riesgos Financieros, se toma como
base el libro Numerical Solution of SDE Through Computer Experiments'®, que
ademas de contar con la informacidn tedrica necesaria para la modelacion de tales
ecuaciones, cuenta con un disquete, ¢l cual contiene algunos programas ya desarrollados y
que permiten la mejor comprension de la modelacién de estas ecvaciones.

Es importante mencionar que dicho disquete, incluye el cddigo de algunos programas, sin
embargo, precisamente, el tema de esta tesis, se propone como un gjercicio a resolver a fos
lectores de este libro en el Capitulo 6: Aplications; por lo que se toman los elementos
necesarios de algunos programas ya disefiados por los autores del libro y se realiza una
adaptacidn para la solucién de este problema especifico. En el prefacio del libro, los autores
dan la autorizacidn para que los lectores del mismo puedan tomar como base los programas
que se han preparado, modificarlos y adaptarlos para sus propios problemas.

Para la modelacidén computacional de la ecuacion diferencial estocéstica, se emplea el
Lenguaje Pascal en su modalidad Turbo Pascal ver. 7.0

E! Lenguaje Pascal fue escogido debido a su universalidad y ya que permite resaltar la
transparencia de la estructura y la adaptabilidad de los programas, lo cual tiene mayor
prioridad, en relacidn con la eficiencia.computacionat de su preparacion.

Otra de las razones para el empleo del Lenguaje Pascal, para la realizacién de este

programa es su gran capacidad de descomposicién en partes mds pequefias y la gran
manejabilidad de éstas partes.
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Debido a que el programa es bastante grande, se dificulta su manejo. Una forma de partir
un programa es utilizando unidades. Una unidad es una agrupacion légica de declaraciones
que se compila por separado y que es accesible por otros programas ¢ unidades. Lag
unidades pueden contener tipos, constantes, variables y subprogramas. '

Una unidad tiene tres ventajas principales'”:
e Modularidad. Dado que las unidades se compilan por separado, parten un
programa en trozos més manejables. _
e Reutilizacién. Las declaraciones estan disponibles para otro programa ¢ unidad, por
lo que las unidades constituyen bibliotecas de componentes reutilizables.
o QOcultamiento de informacién. Las unidades estan estructuradas de forma que un
programa que las utilice no tenga acceso a los detalles de implementacion.

Las unidades que incluye el programa son las siguientes y de las cuales se hecha mano para
simular las trayectorias muestrales que describen tas fluctuaciones de los precios, son las

siguientes:
1. AAGRAPHS
2. EXTGRAPH
3. INIT ]
4. RANDNUMB TESIS CON
5. SERVICE
6. SETSCR - FALLA DE ORIGEN

Ademas de la unidades estandar de Pascal.
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Propiedades estadisticas de la Volatilidad de las fluctuaciones de
precios.

Antes de realizar la modelacion de la ecuacién diferencial estocastica, es interesante
verificar el comportamiento de los precios de las opciones, para lo cual se realizan algunos
estudios previos, que muestran la directriz que siguen los precios de las opciones Telmex
que cotizan en la Bolsa. A través de un programa computacional se obtiene la ruta muestral
de los precios de las opciones, para el periodo 1998 y 1999, Dichos datos se toman de los
anuarios de la Bolsa Mexicana de Valores de cada uno de los meses de tales periodos.
También se modelan la amplitud de los cambios de los precios de fas opciones y se
introduce el concepto de volatilidad.

Para la definicién de las propiedades estadisticas de la volatilidad de las fluctuaciones de
los precios, se considera ¢! articulo Statistical properties of volatility of price
fluctuations™.

En el articulo arriba mencionado, se realiza un anélisis del comportamiento de las acciones |
del indice S&P 500, durante un periodo de 13 afios, desde Enero de 1984 hasta Diciembre
de 1996, Obteniéndose resultados interesantes. Tal andlisis se retoma y se adapta para
realizar las mismas observaciones sobre los indices de las opciones Telmex, teniéndose
comportamientos muy simifares.

Analisis de las fluctuaciones de precios y la Volatilidad.

Algunos estudios muestran que el proceso estocdstico del cambio de precios tiene
pronunciadas colas en contraste con la distribucién de Gauss. La funcién de autocorrelacion
de los precios decae exponencialmente con un tiempo caracteristico de 4 minutos.
Adicionalmente, estudios méds recientes, muestran que la amplitud de los cambios de los
precios medidos por el valor absoluto o la raiz cuadrada, muestran correlaciones tipo ley de
potencias con un rango de persistencia por arriba de varios meses. Estas dependencias con
un largo rango, son modeladas de una mejor forma definiendo un “proceso subsidiario”,
frecuentemente referido como la velatilidad en Economia.

La volatilidad de los cambios en los precios de los valores financieros mide la
susceptibilidad del mercado a las fluctuaciones. Por lo que se debe construir un estimador
para la volatilidad. En este punto, por ¢jemplo, se estima la volatilidad como el promedio
local del valor absoluto de los cambios de los precios.
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La volatilidad es de gran interés para los inversionistas, ya que cuantifica el riesgo y es el
insumo clave de todos los modelos de precios de opeiones, incluyendo el modelo clasico
de Black y Scholes y el de Cox, Ross, y €l modelo binomial de Rubinstein, los cuales se
basan en las estimaciones de la volatilidad de los activos sobre la vida restante de la opcidn.
Sin una eficiente estimacion de la volatilidad, seria dificil para los inversionistas identificar
las situaciones en las cuales las opciones estan sobre valuadas o por debajo de su precio.

Tomando este marco de referencia, tomamos los datos correspondientes a los precios del
subyacente de las opciones de Telmex, correspondientes al Mercado Mexicano de
Derivados, vy a través de un algoritmo se visualizan los efectos y el comportamiento de éstas
para el caso mexicano. Y al comparar los resultados del caso mexicano, contra los que
reporta el indice S&P 500, encontramos que ambos tienen comportamientos afines y por
demds parecidos. '

Para la generacion de los resultados se realizaron algunos programas, en Lenguaje Pascal.
Los datos se leen desde un archivo, se les aplican algunas operaciones aritméticas vy los
resultados son enviades a otro archivo, desde donde se pueden manipular e interpretar.
Dichos programas, fueron creados en base a los algoritmos matemdticos que se presentan a
continuacién y para la presentacién en pantalla de los resultados, se utilizan algunas
Unidades incluidas en el disco del Libro Numerical Solution of SDE Through Computer
Experiments™.

A continuacién se presentan, las propiedades estadisticas de la volatilidad, y los resultados
comparados entre el caso mexicano y el mencionado indice S&P 500.

Cuantificacion de la Volatilidad.

El termino velatilidad representa una medida genérica de la magnitud de las fluctuaciones
del mercado. Una de las medidas de estimacion de la volatilidad se puede tratar como el
promedio local del valor absoluto de los cambios en el precio en un intervalo de tiempo T,
el cual es un pardmetro ajustable en esta estimacion.

Se define Z(t) como el indice o valor de un producto financiero, en este caso especifico, el
activo subyacente de las opciones Telmex, y entonces observamos que la trayectoria
muestral descrita por las fluctuaciones de precios de ése indice financiero puede
visualizarse de la siguiente manera:
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SRR :
Fig. 1(a). Muestra las fluctuaciones Z(t) de los precios del subyacente de las opciones de Telmex durante ¢l periodo de
1998 y 1999, Con intervalos de tiempo At=1 dia,

e
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Fig. 1 (b). El indice de S&P 500 Z(t), durantc un periodo de 13 affos: del 3 de enero de 1984 al 31 de Diciembre de 1996,
con intervalos muestrales At=1 min,

Si se comparan los datos suministrados en ambos casos se podra observar que mientras que
para el indice S&P 500 se toman At= 1 min, en el caso mexicano de los precios de las
opciones de Telmex, se toman At= 1 dia, debido a que la Bolsa Mexicana de Valores, en
sus anuarios, sélo pone a disposicion del piblico, los valores al final de la jornada.

Sin embargo, a pesar de esta sjtuacion, es posible visualizar una enonme similitud entre los
comportamientos de ambos indices.

El cédigo del programa que permite la visualizacion de los precios de las opciones Telmex,
es el siguiente:

TESS CON
FALLA DE_ORIGEN
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{Programa que grafica los precios de las opciones telmex}

PROGRAM FRECIOS OPCIONES;

USES CRT, DOS, INIT, SERVICE, GRAPH, SETSCR, AAGRAPHS;
{DEFINICIoN DE CONSTANTES}

CONST

N=512;

{DEFINICION DE VARIABLES}

VAR

I: INTEGER; {CONTADOR}

Z: VECTOR; {ARREGLO DONDE SE GUARDAN LOS PRECIOS LEIDOS DESDE EL
ARCHIVO}

ABSCISSA: VECTOR; {CONTIENE LOS VALORES DEL EJE DE LAS X}

E: TEXT:{SE DEFINE UNA VARIABLE DE TEXTO, PARA HACER REFERENCIA AL
ARCHIVO}

{DESDE DONDE SE LEERAN LOS DATOS DE ENTRADA}

{EMPIEZA EL PROGRAMA PRINCIPAL}

BEGIN
INITIALIZE;

MAINWINDOW(™);

ASSIGN (E, ‘C:\PASCAL\ENTRADA.TXT);
RESET(E);

{INICIALIZACION DE VARIABLES}

I=0;

{LEER DATOS DE ARHIVO ¥ GUARDARLOS EN UN ARREGLO}
WHILE NOT EOF(E) DO

BEGIN

I=Iti;

ABSCISSA[I]:=I:

READLN(E, Z[I});

END;
GRAPHIII(Z ABSCISSA,"Z(1)",'T",");
STATUSLINE('PRECIGS DE OPCIONES TELMEX EN 1999 Y 1998;
WAITTOGO; -

MYEXITPROC;

CLOSE (E);

END.
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Para la realizacion de este programa, se retoman algunas unidades estandar de Pascal como
son CRT y DOS, las unidades INIT, SERVICE, GRAPH, SETSCR y AAGRAPHS, son
unidades creadas por Henri Schurz. Por tanto, ¢l programa fue adaptado para que pudieran
utilizarse dichas unidades y de esa manera obtener la graficacién de los resultados.

Cuando se ejecuta el programa PRECIOS EXE, se obtiene la siguiente salida en pantalla:

Fig. 1{c). Salida de! programa PRECIOS.EXE, que muestra en pantalla la ruta muestral seguida por los valores reales de
los precios del subyacente de las opeiones Telmex, durante los afios de 1998 y 1999,

Ahora bien, se define el cambio de precio Gy#} como el cambio en el logaritmo del indice
Zt):
GO)=inZit+ AY-InZ(y)= Zi1+44)- Z(1).
Z(

Si aplicamos este algoritmo a los precios reales del subyacente de las opciones Telmex,
obtenemos una grafica que muestra la ruta muestral seguida por ¢l cambio en los precios de
tal indice financiero, tal como se puede observar en la fig. 2.
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DELAS OPCIOHES

Fig. 2 Al gencrar vn algoriteno computacional, empleando 1a formula descrita anteriormente, ¥ suministrar los datos
correspondicntes a los valores reales de los precios del subyacente de las opeiones de Telmex para ¢} periodo de 1998 y
1999, se obtienc ura grafica como la anterior. Donde el A= 1 dia.

Asi pues, para obtener los resultados que muestra la grifica anterior, basté con suministrar
los datos de los valores de las opciones Telmex, en un archivo que lee ¢l programa y aplicar
en un bucle, a cada uno de los valores la operacién:
Z{+A)- Z(1).
%)

Se genera un arreglo Z[N], donde N es igual al total de los valores de los precios del
subyacente de las opciones y tomando como Z(#) el valor de la opcidn en la posicion Z[i] y
como At= 1 dia, es decir el valor de Zfi+1]- Zfi] .

Ahora bien, se tiene que el Af es un intervalo de tiempo muestral, por lo que el valor
absoluto de G¢¢) debe describir la amplitud de fa fluctuacion. Asi pues, los valores grandes

de {G(¥)] deben corresponder a quicbras y grandes recuperaciones.

Al aplicar el valor absoluto sobre G(#), se obtienen los siguientes resultados:
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Fig. 3 Al aplicar valor absoluto sobre los cambios en los valores reates de los precios del subyacente de las opciones de
Telmex para 1os periodos 1998 y 1999, se obtiene una gréfica como la anterior, que muestra la amplitud de las
- fluctuaciones de fos cambios de los precios. Los grandes picos corresponden a quicbras o grandes recuperaciones.

El cidigo del programa que calcula la Amplitud de las fluctuaciones de los precios de las
opciones Telmex, es ¢l siguiente:

{Programa que calcula y grdfica las variaciones en los precios de }
{las opciones telmex, para el periodo 1998-1999}

{Calcula el valor absoluto de los cambios de los precios G(1)}
{Obteniendose la Amplitud de los cambios en los precios |G()|}

PROGRAM CAMBIQ_PRECICS;
USES CRT, DOS, INIT, SERVICE, GRAPH, SETSCR, AAGRAPHS;
{DEFINICION DE CONSTANTES)
CONST
N=512;

_—
 {DEFINICION DE VARIABLES) - TeS1S CON

i - FALLA DE ORIGEN

I: INTEGER; {CONTADOR}
Z: VECTOR;

GT:VECTOR;

ABSCISSA: VECTOR;

E: TEXT:
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{EMPIEZA EL PROGRAMA PRINCIPAL}
BEGIN

INITIALIZE;

MAINWINDOW(");

ASSIGN (E, ‘C:\PASCAL\ENTRADA.TXT);
RESET(E);

(INICIALIZACION DE VARIABLES}
[=0;

{LEER DATOS DE ARHIVO Y GUARDARLOS EN UN ARREGLO}
WHILE NOT EOF(E} DO
BEGIN
I=I+1;

ABSCISSA[I]:=I;

READLN/(E, ZfI]);

END;

=0

REPEAT
I=I+1;

GTfIj:=ABS((Z[T+ 1]-ZHJVZ[1]);
UNTIL I=410;

GRAPHIII(GT,ABSCISSA,'G(T)','T".");

STATUSLINE(AMPLITUD DE CAMBIOS EN LOS PRECIOS DE OPCIONES TELMEX EN
1999 Y 1998%);

WAITTOGO;

MYEXITPROC;

CLOSE (E);
END.
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Cuando se ejecuta, el archivo G_T.EXE, se obtienc la siguiente salida en pantalla que
muestra la amplitud de las fluctuaciones de los precios de las opciones Telmex.

GLT>
0.148718 &

ANPLITUD DE CAMBIOS EN LOS PRECIOS DE OPCIONES TELMER EN 1999 ¥ 1998
Fig. 4. Muestra la salida en pantalla que genera el programa G_T.EXE y que corresponde a la Amplitud de las
fluctuaciones de los precios del subyacente de las opciones, para los valores reales correspondientes a los aflos
de 1998 y 1999.

Ahora bien, se define la volatilidad como el promedio de |G(1)| sobre la ventana de tiempo
T=ndt, Ve(t)=1/m 2" |G

Donde # es un entero. La definicién anterior puede ser generalizada remplazando (G(#)| con
IG()|", donde y >1 da mds peso a los valores grandes de [G(¢)] y O<y<1 pesa los valores
pequefios de jG(2)|.

Hay dos parametros en esta definicion de volatilidad, At y n. El parametro Af es el intervalo
de tiempo muestral para los datos y el parametro n es el promedio moviéndose en el tamafio
de la ventana.

TESIS CON
" | gaLLA DB ORIGEN)
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En el estudio del indice S&P 500, se observd que Ia volatilidad fluctué fuertemente durante
la quiebra de 1987. Ademés se observé que en periodos de alta volatilidad no hay
esparcimiento pero tiende a un agrupamiento, Este agrupamiento es especialmente marcado
alrededor de la quiebra de 1987, Los patrones oscilatorios antes de la quicbra pueden ser
posibles precursores.

Ampilitud de los eambies de los precios y su Volatilidad

Fig. 5. Esta grafica muestra la Amplitud de las fluctuaciones de los precios del subyacente de las Opciones Telmex,
durante 1998 y 1999, asi como la Volatilidad, la cual es calculada de acuerde con la definicién que en esta seccién se hace
- de ella, Se vsa A=2 dias y At=4 dias, como ventana de tiempo,

Fl eédigo del programa que calcula e imprime en pantalla la ruta muestral de la volatilidad
asociada a las fluctuaciones de precios de las opciones Telmex, para los perfodos de 1998 y
1999, s¢ presenta a continuacion.

{Programa que calcula y grdfica las variaciones en los precios de }

{las apciones telmex, para el periodo 1998-1999}

{Calcula el valor absoluto de los cambios de los precios G(t}}

{Obteniendose la Amplitud de los cambios en los precios |G(#)|}

{Realizando el promedio de la amplitud de los precios en un per;odo At=2 dias}
{Se obtiene la grafica de la Volatilidad)

PROGRAM CAMBIO_PRECIOS;
USES CRT, DOS, INIT, SERVICE, GRAPH, SEISCR, AAGRAPHS;

{DEFINICION DE CONSTANTES}
CONST
N=512;
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{DEFINICION DE VARIABLES}
VAR

I' INTEGER; {CONTADOR}

Z: VECTOR;

GT:-VECTOR;

VI:-VECTOR;

ABSCISSA: VECTOR;

E: TEXT;

(EMPIEZA EL PROGRAMA PRINCIPAL}
BEGIN

INITIALIZE:

MAINWINDOW(");

ASSIGN (E, 'CA\PASCAL\ENTRADA.TXT);
RESET(E);

{INICIALIZACION DE VARIABLES}
I:=0;

{LEER DATOS DE ARAIVO Y GUARDARLOS EN UN ARREGLO}
WHILE NOT EOF(E) DO

BEGIN

I=I+i;

ABSCISSAf1]:=I;

READLN(E, Z[1});

END:;
I:=0;
REPEAT

I=I+1;

GT{I]:=ABS((Z{I+1]-Z{I)/Z[I]);
VTI]:=(GT{I+4]+GT{I+3]+GTfI+ 2]+ GT[I+ 1 J+GT{I])/5;
UNTIL I=410;

GRAPH321(GT, VT, ABSCISSA, "V(T), T 'GT","):
STATUSLINE(AMPLITUD DE CAMBIOS EN PRECIOS DE OPCIONES TELMEX ¥ SU
VOLATILIDAD');

WAITTOGO;
MYEXITPROC,

CLOSE (E);

END,
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Este programa, simplemente es una versién mejorada de aquel que calcula la Amplitud de
los Cambios de los precios de las opciones Telmex. Se define un vector llamado VT vy alli
se acumulan las volatilidades, que se computan como el promedio local de la amplitud de
las fluctuaciones de precios, sobre una ventana de tiempo muestral, que puede definirse
libremente. Para la salida en pantalla se usa un procedimiento definido en la Unidad
AAGRAPHS, que lleva por nombre GRAPH321 y que permite la impresién de dos rutas
muestrales en una misma grafica. Las rutas muestrales que se presentan, corresponden por
un lado al valor absoluto de las fluctuaciones de precios (|G(1)]) ¥ por el otro, la Volatilidad
asociada a este valor. Para calcular la volatilidad se emplea A=5 dias, como ventana de
tiempo muestral.
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Generador de Numeros Aleatorios?.

Ya que se modelard una ecuacion diferencial estocdstica, que envuelve al proceso Wiener,
se hace necesatio la utilizacién de un generador de mimeros aleatorios, que suministre
variables aleatorias con una distribucion Gaussiana.

Existen diferentes métodos para la generacion de mimeros aleatorios, partiende de los
algoritmos estandar que las computadoras digitales proveen. El Métedo Pollar Marsaglia,
se empleara para la simulacion de la ruta muestral del Proceso Wiener.

Debemos comenzar diciendo que, la simulacién de modelos matematicos de sistemas
probabilisticos complicados, provee informacidn sobre el comportamiento del modelo y
con cierto optimismo, del sistema original misme, lo cual no puede ser obtenido por otros
medios. Deben suministrarse valores numéricos a cada variable aleatoria para lograr
pruebas del modelo y asi analizar estadisticamente muchas salidas de tales pruebas, Este
procedimiento requiere de la generacion de grandes cantidades de ndmeros aleatorios con

propiedades estadisticas especificas.

Originalmente dichos niimeros fueron tomados directamente de variables aleatorias reales,
generadas por ejemplo mecanicamente tirando un dado o electrénicamente por el ruido de
salida de una valvula y frecuentemente se listaban en tablas de variables aleatorias. Esto
hacia impractico la simulaciones a gran escala y los nimeros no siempre eran
estadisticamente confiables, ademd4s, una secuencia particular de nimeros aleatorios no
siempre podia ser reproducida.

La llegada de las computadoras electronicas llevdé al desarrollo de algoritmos
deterministicos simples para generar secuencias de variables aleatorias, en forma rapida y
de manera que éstas pueden reproducirse facilmente. Tales niimeros no son, ¢n si, del todo
aleatorios, de ahi que se les denomine pseudo nimeros aleatorios, pero con suficiente
cuidado éstos pueden parecer ntimeros aleatorios en muchas propiedades.

Actualmente las computadoras digitales incluyen un generador de pseudo nimeros
aleatorios de congruencia lineal. Estos tienen la forma recursiva:
X, =aX, +b{medc),

n+l

donde ¢ y ¢ son enteros positivos y b un entero no negative. Para un valor inicial entero o
una semilla X, el algoritmo anterior genera una secuencia tomando un valor entero de
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cero a ¢-1, el cual es el resultado de dividir aX, +5 entre c. Cuando los coeficientes g, b y

¢ se eligen apropiadamente, los nimeros parecen distribuirse uniformemente en el intervalo
unitario [0, 7], de la stguiente manera:
U,=%n.
¢

Ya que solo se generan nlimeros finitos muy diferentes, el modulo ¢ debe elegirse tan
grande como sea posible, y mds adecuadamente, como potencias de 2, para aprovechar la
aritmética binaria usada en fas computadoras. Para prevenir el ciclamiento con un periodo
menor a ¢ el multiplicador a debe elegirse como un niimero primo de ¢. Generalmente b se
elige igual a 0, el generador que resulta tipicamente es llamado gererador multiplicativo.
Uno de los generadores que se utiliza con frecuencia es el RANDU que tiene como ndmero
multiplicador @=65,539=2"%+3 y modulo ¢=2*', que es el generador de la vieja IBM. Por
otro lado, el sistema IBM 360 URNG usa el multiplicador a=76,807=7" y un modulo
¢=2"-1, el cual es nimero primo.

Tomando como base que los lenguajes de programacion modernos incluyen un generador
de pseudo nimeros aleatorios estindar, distribuidos uniformemente U(0,1}, se puede
utilizar para obtener, a partir de la aplicacion de otras operaciones adicionales, pseudo
nimeros aleatorios con otras distribuciones.

Por lo tanto, a continuacion se presentan algunos métodos para obtener tales pseudo
numeros aleatorios con diferentes distribuciones.

Generador de variables aleatorias discretas.
. Asi pues, una variable aleatoria de dos puntos X que toma valores x,<x, y con

probabilidad de p, ¥ p, =1— p, pueden ser ficilmente generados de la forma Uf0.1) con:

roln 02U <p
i p <UZ=1
esto lleva a una variable aleatoria X de estado N con valores x,<x,<..<x, con

. il 1
probabilidad diferente de cero p,, p,,..., py donde ZPf =1.8i 5,=0y s, =Zp,. para
i=1

fe=l

j=12, . Nseestablece X =x,,,si 5, <U <5, paraj=0,12.. ,N-1.
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Generadores para Variables Aleatorias Exponenciales.

Cuando se trata de variables aleatorias continuas X el método para su generacién requiere
de la funcién de distribucién de probabilidad Fy, la cual debera ser invertida cuando esto
sea posible. Para un nimero 0<U<I se define x(U} donde U=Fyx(l])), de tal manera que
x(U)=Fy'(U}) siempre y cuando Fy' exista, o bien en general:

x(IN=inf{x:U < F,(x)}.

Lo anterior suele Ilamarse método de transformacion inversa y es muy usado cuando la
ecuacion anterior es facil de evaluar. Asi por ejemplo, la variable aleatoria expenencial con
0:x<0

. i '
I—exp(-Ax) 1 x 20, iene una funcién de

parametro A>0 y distribucion Fx(x)={

distribucién invertible con:
(U= F'(U)=-In(l-U)}/ A para 0<U <1.

Método de Box-Muller.

En principio el método de transformacién inversa puede usarse para cualquier variable
aleatoria continua, pero se requiere de un gran esfuerzo computacional para evaluar la
condicion x(U) =inf{x:U < F,(x)}. Esto ocurre con las variables aleatorias gaussianas
estandar ya que las integrales para esta funcién de distribucién deben ser evaluadas
numéricamente, Por lo que el métedo de Box-Muller para la generacién de nimeros
pseudo-aleatorios gaussianos estdndar elimina este problema. Este se basa en la
observacion de que si U; y U; son dos variables aleatorias independientes distribuidas
uniformemente {0, 1), entonces G, y Godefinidas por:

G, = ./~ 2In(U,) cos(2xl/,)

G, = [~ 2In(U,)sen(2aU,)
son también variables aleatorias independientes distribuidas uniformemente.

El Método Polar Marsaglia.

Una variacion del Método de Box-Muller que elimina el tiempo que consume el cilculo de
las funciones trigonométricas, es el método Polar Marsaglia. Este se basa en el hecho de
que ¥=2U-I es uniformemente distribuida U{-1,1), siempre y cuando U es distribuida
U¢0,1), y que para dos de tales variables V;y V> con:

W=vi+V} <1,
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W es distribuida U@0,1) y 8 =arctan(§‘—} es distribuida U¢0,.2.7). Ya que el circulo de la

2
unidad inscrito tiene /4 del area de! cuadrado [-1,1]2, el punto (V¥ puede tomar
valores dentro del circulo con probabilidad #/4=0.7864816.... Por lo tanio, sélo deben
considerarse esos puntos y descartar todos los demds. Usando:

cosf = —K!r, senf = —{»{1: ,
i 74

~ ~f

cuando W =¥ +¥; <1 se puede escribir lo siguiente:
G, =V, [~ 20/ W
G, =V, 2 @)W

Este método es computacionalmente més eficiente que el Método de Box-Muller cuando se
requiere la generacién de grandes cantidades de niimeros aleatorios. Esta es la razon por la
que se decide la utilizacién de este método para la simulacion del proceso Wiener.

Retomando la definicion hecha con anterioridad, del generador de nimeros aleatorios a
través del algoritmo planteado por €l Método Polar Marsaglia, se hace lo siguiente para su
programacién computacional:

Este programa, se define como un procedimiento que lleva el nombre GENERATE y se
guarda como una unidad, a la cual se le da el nombre de RANDNUM. De esta manera, es
posible hacer un llamado a este procedimiento en cualquier otro programa, con la sola
inclusion del nombre de la unidad en su cabecera.

»  Ahora bien, partamos de la definicién de la variable V=2U-{, donde la U sera ¢l valor
del nmero aleatorio generado por la computadora.

» Entonces se hace V;=2U-1 y V,=2U.1 de esta manera ya qué U es un namero aleatorio
generado por Ia computadora, ¥y V> serdn diferentes. En seguida se hace W =V, + )V,

y esto se ingresa en un ciclo hasta que # <1 y W>0.

= En seguida y ya fuera del ciclo sé caleula LW=LN(W)/W vy se hace LW= SQRT(-LW-
LW) y se asigna G;=V,;*LWy G,=V*LW.

El algoritmo puede esquematizarse en el siguiente diagrama de flujo:
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[ ™NICIO )

h

DEFINICION DE VARIABLES
VI, V2, W, LW: REAL

B

y

Vi:=2*RANDOM-1;
V2:=2 *RANDOM-1

r
We=VI*VI+V2*p2;

Y
REPETIR HASTA QUE
W<l y =0

y
LW-=LNMW:
Lw:= (LN - LN)

Gl:=VI*LW;
G2:=V24 LW,

»  ESTATESIS NO SALX
DE LA BIRLIOTECA
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En general, el algoritmo para la generacién de nimeros aleatorios, producido a través del

Método Pelar Marsaglia, no es demasiado complicado, como aquel, usado en el generador
de nmeros aleatorios RAN3, sin embargo, sirve perfectamente para las simulaciones de
trayectorias muestrales estocésticas, y es por eso que se utiliza en esta tesis.

El cédigo de la unidad que genera los nlimeros aleatorios mediante el Métode Polar

Marsaglia es el siguiente:

{Generador de Nimeros Aleatorios H

{Escrito por Henri Schurz, 9.10. 1991 }
tModificado por Nora Curefio Peza}

TESIS CON

FALLA DE ORIGEN

UNIT RANDNUMB;
INTERFACE
USES CRT,DOS,GRAPH;

PROCEDURE GENERATE(VAR G1,G2:REAL);

IMPLEMENTATION
{ Genera dos niumeros aleatorios independientes N(0,1) }
{por el Método Polar-Marsaglia }

PROCEDURE GENERATE(VAR G1,G2:REAL};
VAR
VIV2, W, LW:REAL;
BEGIN
REPEAT
Vi:=2*RANDOM-1.;V2:=2 *RANDOM-1..W:=VI*VI+V2*V2;
UNTIL (W<=1.0) AND (W=>0.0)); { obviamente LN{0} no existe }
LW:=LN(W)/W: LW:=SQRT(-LW-LW);Gl:=VI*LW.G2:=V2*LW;
END;{ GENERATE }

END.{ RANDNUMB } -
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EI Proceso Wiener.

El proceso Wiener fue propuesto por Norbert Wiener como una descripcion matematica del
Movimiento Browniano, el cual consiste en el movimiento errdtico desctito por una
particula de polen en una superficie de agua, debido a que ésta es continuamente
bombardeada por moléculas de agua. Es importante aclarar que algunas veces el proceso
Wiener es liamado Movimiento Browniano, sin embargo, debe hacerse una separacién y
distinguirse entre el proceso matematico y el fisico.

Los precios de los productos financieros generalmente siguen una trayectoria muy similar
al denominado Movimiento Browniano, y ya que el Proceso Wiener constituye la
descripci('m. matemdtica, se debe estudiar la forma en la cual se define éste dltimo. De ahi
pues, que se dedique un espacio de esta tesis para su estudio.

Se define el Proceso Wiener Estindar W={W(y), t> 0} como un proceso Gaussianoc con

incrementos independientes tal que:
W=0wpl, EW(T)=0, Var(W)-Wis))=:-s,

paratodo 0 <s<t.

Ahora bien, €l proceso Wiener estindar puede aproximarse en distribucion sobre cualquier
intervalo de tiempo finito mediante una caminata aleatoria. Por ejemplo, se puede
subdividir el intervalo unitario [0,1] en N subintervalos:
— ™ ) o N _
0=t <t™ << <<ty =1,

tales subintervalos tendran la misma longitud Ar= I/N. Entonces es posible construir una
caminata aleatoria de pasos continuos S, (f) tomando, pasos independientes igualmente

probables de longitud -/Ar, al final de cada subintervalo. Aquf debe partitse de dos
variables aleatorias independientes de dos puntos X, las cuales tomarin valores *1 con
igual probabilidad. Asi pues es posible definir:

Syt )= (X + X+ X )M

con:
Sy()=8,(1),
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sobre "M <t <% para n=01,.,N~1 donde 5,(0)=0. Esta caminata alfeatoria tiene

no es un proceso con incrementos independientes. Esto lleva a que
E(S, (1) =0, Var(S,)= At[i] para0 <r<1,

Donde [ 7] denota la parte entera de 7<%, de tal manera que [7]= & < dc+/ para algin entero
k. Ahora bien Var(S,(#)) > ¢ cuando N =1/At — <0 para cualquier 0 < # <1. De manera

similar, se puede demostrar que para cualquier 0 < s £ ¢ < [ se tiene,
Var{(S,(¢)-S,(s)) > t—5 cuando N -» o0, De esta manera, de acuerdo con el Teorema

del Limite Central, se tiecne que S,(t) converge en distribucion, cuando N -, a un

proceso con incrementos independientes, satisfaciendo las condiciones para ser un proceso
Wiener estandar.

La ruta muestral del proceso Wiener, en finanzas, tiene una apariencia similar a las
fluctuaciones o trayectoria descrita por los cambios en los precios de algin valor o accién
financiero, en un medio completamente aleatorio,

El proceso Wiener es por tanto, muy importante para la simulacién y solucién de
ecuaciones diferenciales estocdsticas, con aplicaciones en Finanzas, por lo que a
continuacion se presenta el cddigo y la corrida del programa que permiten visualizar su ruta
muestral.

El algoritmo para simular ef proceso Wiener se puede formular retomando las
caracteristicas de éste, anotadas con anticipacién. Para generar la simulacién de su
trayectoria muestral se hara uso del Generador de Nameros Pseudo-aleatorios GENERATE
que es un procedimiento que se encuenira en la Unidad que lleva el nombre de
RANDNUMB; éste generador de nimeros pseudo-aleatorios usa el Método Polar Marsaglia,
¢l cual ya ha sido descrito con antelacion.
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E! algoritmo puede describirse como sigue:

1. Se define el intervalo de tiempo en el cual se generard el proceso, el cual sera [0,1]
donde el 0 es igual al tiempo cero y 1 serd el tiempo T.

2. Se definen los incrementos de tiempo A,, que serdn igual a: el tiempo T menos el
tiempo 0 divididos por 2°. Este valor puede cambiarse, sin embargo el 512, es el
valor maximo de resolucién de la pantalla, medido en pixeles.

3. Se definen las variables que se usardn para guardar los resultados de los célculos,
Tales como: un contador (K), un punto de subintervalo (TK), la raiz cuadrada del
tamafio del paso (SQDELTA), se definen las variables para las variables al azar que
usa el generador de niimeros aleatorios (Uly U2), una variable para guardar el valor
actual de la trayectoria (WT) y un vector para guardar los valores de la trayectoria
(XT), asi como un vector que sirva para guardar fos valores correspondientes al
tiempo (ABSCISSA).

El valor inicial de la trayectoria se fija igual a cero.

Se calcula la raiz cuadrada de A, y se asigna a fa variable SQDELTA.

Se inicializa un bucle desde k=0 hasta k=2"

Dentro del bucle se hace uso del generador de nimeros pseudo-alearorios
GENERATE v se multiplica por la variable que contiene la raiz cuadrada de A,,

N e

con lo cual se cumple con la propiedad: X,~/As, X,~/Ar, X, /ar,... que se aplica al

Proceso Wiener.
8. Se guardan los resultados en un arreglo y se procede a su impresién en pantaila.

El algoritmo anterior, puede esquematizarse en un, diagrama de flujo de la siguiente
manera.
‘ INICIO .

DEFINICION DE
CONSTANTES
T0=0.0;
T=1.0;
DELTA=(T-TOy2®
X0=0.0;

(]
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DEFINICION DE
VARIABLES
K:ENTERO;

TK: REAL;
SQDELTA:REAL;
WT:REAL;
XT:VECTOR;
ABSCISSA;VECTOR;

|

INICIALIZACION
ESTANDAR

Madelacitin Enmputachznal de una Ecuaian Diferencial Estordstica con Aplicaciones enla Taorfa de Rlesgos Rnancieros,

l

INSERTAR UNA
VENTANA

l

GENERACION DE DATOS:

SQDELTA:=SQRT(DELTA);
=0.0; WT=0.0;

TK:=T0-DELTA,

REPETIR HASTA K=2°:
K:=K-+1;
TK:=TK+DELTA;
ABSCISSA[K]=TK;

St

GENERATE(ULU2)

NO

WT:WT+UI*SQDELTA;
XTIK1=WT

IMPRESION:
XT, ABSCISSA;
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El cédigo que permite la generacion de la trayectoria muestral del Proceso Wiener, es el

siguiente:

{ Simulacion de wrayectorias del Proceso Estdndar Wiener X(t) = W(t) }
{ con X(0) = 0 usando el Método Polar Marsaglia para generar nimeros)
{aleatorios Gaussignos }

{ Escrito por Henri Schurz, 9.10. 1991 }
{Modificado por Nora Curefio Peza, 2001}
PROGRAM WIENER;

USES CRT,DOS,GRAPH,INIT, SETSCR,SERVICE, RANDNUMB, AAGRAPHS; {Unidades}

CONST
70=0.0; {punto inicial de la izquierda }
T=10; {punto final de la derecha }
DELTA=(T-TO)/NUMINV; {tamafio minimo del paso w.r.t. resolucicn de la pantalla}
X0=0.0; { valor inicial valor de la trayectoria }

VAR

K:INTEGER;  { contador

TK:REAL; { punto del subintervalo
SODELTA:REAL; { raiz cuadrada del tamaiio del paso }
ULU2:REAL;,  { numeros aleatorios }
WT:REAL; { valor actual de la trayectoria }
XT-VECTOR;  {valores de la trayectoria }
ABSCISSA:VECTOR; { valores de los puntos del subintervalo}

S e

{ Programa Principal ; }

BEGIN

INITIALIZE; { initializacion estdndar }
MAINWINDOW("); { inserta un marco o una ventana}

§ Generacion de los datos : }
SODELTA:=SQRT(DELTA);
U2:=0.0,WT:=0.0;
TK:=T0-DELTA;
K:=-1:
REPEAT
K:=K+1; { contador }
TK:=TK+DELTA; { tiempo }
ABSCISSA{K]:=TK; { valores del eje de las x }
IF K MOD 2 =1 THEN GENERATE(U1U2) ELSE Ul:=U2; {Método Polar Marsaglia, para
generar ntineros aleatorios. }
WT:=WT+UI*SQDELTA; { valor actual de la trayectoria Wiener  }
XT{Kj:=WT:; { valores del eje de las y }
UNTIL K=NUMINV;

{ Generar el grafico de la funcion de densidod usando la rutina AAGRAPHS }
{ ! la escala del eje x esta tomado en potencia de 2 }
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{ ! la escala del gje y corvesponde a los extremos de los datos  }

GRAPHII(XT, ABSCISSA, 'W(1)' 't""); {Genera la trayectoria muestral del Proceso Wiener}
STATUSLINE( Trayectoria del Proceso Wiener, W = {W(1),:>=0});
WAITTOGO, { Espera a que se presione <ENTER> }

{ ! <ESC> termina el programa }

MYEXITPROC, { cierra el modo grafico y se coloca en la direccién del procedimiento anterior}
END.{ Fin del Programa}

Debido a que se trabaja con nitmeros aleatorios, las salidas del programa, son diferentes,
cada vez que se gjecuta, sin embargo, a continuacion, se presenta una de las salidas a

pantalla que genera el programa:

W{t)

0.545491

-0.621513
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Simulacién Computacional de la Solucion de la Ecuacion
Diferencial Estocastica, para Aplicaciones en Finanzas.

Retomemos algunos conceptos expuestos en el Capitulo [V. En este capitulo se presentan
algunos modelos para la valuacion de Opciones Financieras, los cuales hacen uso del
célculo estocastico para la derivacion de ecuaciones diferenciales dindmicas o estocasticas.

Pues bien, toca el turno de presentar el planteamiento de nuestra propia ecuacion diferencial
egstocastica, que ha de resolverse via métodos numeéricos, para posteriormente presentar la
trayectoria muestral de tal solugién.

En ese capitule Cuatro, se presento un modele: en que se plantea un sistema de ecuaciones
diferenciales simulténeas, a través del cual se puede obtener, el valor de las opciones en un
intervalo de tiempo, la volatilidad instantanea asi como la volatilidad promedio, sin
embargo, ¢l tema de esta tesis se centra, en la simulacion de la solucién de una ecuacién
diferencial estocdstica que sirva para describir las fluctuaciones de precios del activo
subyacente que forma parte importante en un contrato de opciones financieras, y cuya
descripcidn a través de esta.ecuacion diferencial estocdstica es importante, para formular
una teoria en el campo de las opciones financieras.

Se considera la ecuacidn propuesta por Black y Scholes, que es fundamento para la
derivacion de su férmula de vatuacion de opciones financieras:

dS, = rS,dt + o8, dW,,

donde r representa una tasa de un valor fuera del riesgo X; . En el lenguaje financiere, un
portafolio de inversion, generalmente se compone de una inversibn en una opcibn
financiera asociada ésta con un valor fuera del riesgo. Y precisamente, la ecuacion anterior
es 1o que representa,

El modelo de Black y Scholes, entrafia el uso del pardmetro o como una volatilidad
constante, situacién que le ha valido serios comentarios desfavorables, asi pues se retoma
este planteamiento y se aplica a la misma ecuaciéon una volatilidad estocastica. Por
simplicidad, se toma la tasa de interés‘r(t,x) idéntica a 0. Los otros pardmetros son p=10.0,
la que constituye el pardmetro de intensidad del ruido externo que distribuye a o, y el
tiempo de expiracion I=1.

Por lo tanto, tendremos una ecuacion estocéstica de la siguiente manera:
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ds, = o, S dW,.
Para Hevar a cabo la aproximacidn numérica se toma como valor inicial de  S$p=55.06,

(primer valor de los datos empiricos o reales de las opciones Telmex), y op=1.0

La solucion computacional de esta ecuacién, involucra generar una ruta de solucidn
aproximada de la ecuacién diferencial estocistica (4.4.1) usando un esquema fuerte de
aproximacion, primero usande una volatilidad constante (Modelo de Black Scholes) y
luego simular la ruta muestral de ia misma ecuacién, utilizando una volatilidad estocastica.

Simulacién de la Volatilidad Estocastica, usando una Integral Maltiple
Stratonovich.

A cada precio de la opcién le corresponde una volatilidad instantinea o,, cuyo
comportamiento en el modelo que aqui se presenta es  estocastico, ¥ que puede tratarse
matemética y computacionalmente como una integral miltiple Stratonovich definida de la

siguiente manera:>*

Para cada j=I...m y #=1..p con p=12,.. se definen variables aleatorias gaussianas

estandar independientes &,.4, .7,,.4,, ¥ @, , de la forma siguiente:

L ' -2 [2
é:j _:/?Wﬂ’ . . gj.,_ =,‘j%m‘aj.r, T]_f.l‘ =_\|’|Zmbj‘r,
1 < 1 = 1
= a;., = == —b ra
Hip J ap, r;ﬁﬂ i ¢'f.p J Aa, rg; et
Y donde:
1 1 &1 w1 1
=——— ) 5 Q=T AT
Pr1 " 2 ,Z:, r? 7180 277 ,,_i_lr"

Usando estas variables aleatorias, resulta que después de varios computos, se puede
aproximar una integral maltiple Stratonovich J, , mediante J7; ;s siendo p=1,2,...
de Ia manera descrita a continuacién. Por simplicidad se omite el subindice del tiempo A
dela J2. j,jisjasts € o}

o =4 JE =8¢, Jr 1Az,

0.0) = 5
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o = %A(‘E‘:f + am)' o = %A(‘fz‘g} - aJ-”)’

I —&1 N
a, =—;v2AZ—2{N _zﬂ.prn‘”j.p;

rel

y finalmente la integral Miltiple que nos interesa y que se usara para simular la Volatilidad
instantanea o,

1 —

1 | .
J{F}hfz) = EAgfl ﬁfz - -2 'V‘A(ah.oé:}'l - a}'t,ogfz ) +MJ,?J1 *

‘ 1 i
con AP, = . 2, ;(g’jx.rnfz.r - ”f;.rgf:.r}

El programa que genera la ruta muestral de la integral miliiple Stratonovich, usada para
simular la Volatilidad Estocastica, es el siguiente:

{ Calculo y aproximacion de Integrales Multiples Stratonovich de un J;

{ proceso simple Wiener como funciones de tiempo sobre el intervalo [TO.T] }
{ Imprime la trayectoria de la Integral Multiple J12

PROGRAM M _INTJ12;

USES CRT,DOS,GRAPH INIT,SETSCR,SERVICE, RANDNUMB, AAGRAPHS;

CONST

N=512; { numero de los subintervalos }
T0=0.0; { principio del intervalo de tiempo }
T=1.0; { final del intervalo de tiempo }
DELTA=(T-TO/N; { tamafio del paso }

X0=55.06;, P=10;
ABSCMIN=T0; {indice de truncamiento al aproximar integrales multiples}

VAR

LJINTEGER;

CR:STRING; { cadena auxiliar }
SQDELTA:REAL; { raiz cuadrada del tamafio del paso de tiempo }
TI:REAL; { punto del intervalo }
ALPHAP,ROP:RFEAL;  { parametros de aproximacion }
JHLJHREAL; { integrales multiples Stratonovich exactas  }
JO1LJI10:REAL; { integrales multiples Stratonovich aproximadas}
JI12:REAL; { integral multiple Stratonovich requerida )
DWT:-VECTOR, { numeros aleatorios gaussianos }
WT:VECTOR; { rayectoria del proceso Wiener }
XIOIT:VECTOR; { valores de la trayectoria J01 H
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XJHOT:VECTOR, { valores de la trayecotoria J10 }
XJIIT-VECTOR; { valores de Ia trayectoria Ji1 }
XJI2T-VECTOR; { valores de la trayectoria JI12 }
ABSCISSA:VECTOR;  { punios del subiniervalo }

{ Coloca los parametros para el procedimiento MULTIHINT }

PROCEDURE SETUPPARAMULTIINT(P:ANTEGER; VAR ALPHAP,ROP:REAL);
VAR
R:INTEGER;
INCRE:REAL;
BEGIN
ALPHAP:=0.0;ROP:=0.0;
FORR:=1TOPDO
BEGIN
INCRE:=1/(R*R);ROP:=ROP+INCRE;ALPHAP: =ALPHAP+INCRE*INCRE,
END;
ALPHAP:=(PI*PI*PI*PI/90-ALPHAP)/(2*PI*P]);
ROP:=PI*PI/6-ROP;ROP:=ROF/(2*PI*PI);
END; { SETUPPARAMULTIINT }

{ Generacion de las Integrales Multiples Stratonovich }
{J1, 001, J10.J12
{ Se usa el tamao del paso DELTA; P = parametro de aproximacion  }

PROCEDURE MULTINT(P:INTEGER; DELTA, DWT REAL,
VAR JI.J01,J10,J11,J12:REAL};
VAR
RL:INTEGER;
Al10AMAYUS,C11P FIIP,GSILMUEIP:REAL;
ETALFII'VECTOR;
BEGIN
GENERATE(FIIP,MUELP);
AIg:=0.0;
FORR:=1TOP DO
BEGIN
GENERATE(FII[R] ETAI{R});
A10:=Al10+FII[R}/R;
AMAYUS:= AMAYUSH(FH [RJ*ETAI[R])/R;
END;
A10:=-(L/PD*AIO*SORT(2. () *SQDELTA;
A10:=410-2.*SODELTA*SORT(ROP) *MUEILP;
GSI:=DWT;
J1:=GSI*SODELTA; { incremento de la trayectoria Wiener=J1 }
J10:=0.5*DELTA*(J1+A10); { integral multiple JI0 }
JI1:=00.54J1*J1;
J12:=J1I-(0.5*SQDELTA*(A10*GSI-A 10%GS1))+ DELTA*(0.5*PI* AMAYUS);
END;{ MULTIINT }
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{ Programa Principal: }
BEGIN

INITIALIZE; { inicializacion }
MAINWINDOWY Integral Multiple que simula la Volatilidad Estoc stica’);
STATUSLINE{'Sea paciente esto puede tomar a la computadora algun tiempo.');

SODELTA:=SQRT(DELTA);
. SETUPPARAMULTIINT(P,ALPHAP,ROP); { coloca los paramentros de aproximacion}

1:=0;  {indice del paso de tiempo }

TL=T0; {tiempo inicial !

WT{0]:=0.0; { Comienza el valor de la trayectoria Wiener }
J1:=0.0;.001:=0.0;J10:=0.0,J11:=0.0;
ABSCISSA{0]:=ABSCMIN; { valor inicial del eje de las x }
XIITfO]:=J01; { integral multiple J01 }
XJOTf0]:=J10; { integral multiple JI1(} 3
Xorfe]:=Jii;

XJ12T{0]:=J12;

WHILE (TI < T) DO
BEGIN
L=+
TI-=TI+DELTA;

{ Generation of the Wiener process increments using Polar Marsaglia method : }
IF IMOD 2 = I THEN GENERATE(DWT({IL 1], DWT[I]);

{ Aproximacion de las Integrales Multiples Stratonovich: }
MULTIINT(P,DELTA,DWT{I-1] J1,J01.J10.J11,J12);

{ Obtencion de los datos: }

ABSCISSAfH]-=TT; {valor del eje de las x }
WT{I]:=WT{I-1]+J1; { trayecioria Wiener  }
XROIT{]-=XJOIT{I-1]+J01;  {integral multiple JOI }
XINOT{I]:=XJIO0T{I-1jJ+J10; { integral multiple JI0 }
XSITA=XT T+ J1;

XJ12T{1]: =XJI2T{I-1]+J12;

END;{ WHILE }

IF N=NUMINV THEN { adaptacion automatica de datos para la impresion}
BEGIN

CLEARDEVICE;

GRAPHIIIXJI2T ABSCISSA, Sigma(t),'t',");
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CR:="Tragjectoria de la integral multiple JI12 with P = ';
CR:=CR+CHCR(P)+' and DELTA = +CHCR(DELTA);
STATUSLINE(CR);

{Alto : }
WAITTOGO; { Espera que se presione un <ENTER> 0 <ESC=> }

{ | <ESC> termina la efecucion del programa}
END;

MYEXITPROC, { cierra el modo grafico y coloca la direccion del proceso anterior}
END.{ M INTJI2}

La trayectoria muestral de la volatilidad estocéstica, simulada a partir de una integral

multiple Stratonovich J/§, se logra ver de la siguiente manera:

Sigmalt)
0.303257

0.0

=0.022273

Trajoctory of the noltiple intearal J1Z with P = 10 and DELTA = 0,001353
Fig. 7. Salida del programa J12.EXE, que penera la trayectoria muestral de [a Integral Miiltiple Stratonovich
g2, que seusa para simular la Volatilidad Estocistica.

Trayectoria Muestral de Ja Ecuacidn Diferencial Estocastica.
Por tanto, una vez que se obtiene la trayectoria de la integral multiple Stratonovich J7 , se

construye un nuevo programa que genera la trayectoria muestral de la solucién para fa
ecuacién diferencial estocastica propuesta por Black y Scholes, pero asociando a ésta como
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parametro esencial, una volatilidad estocéstica modelada a partir de una integral multiple
Stratonovich. Al mismo tiempo se incluye ¢l programa que genera la solucién de dicha
ecuacion, pero utilizando un parmetro ¢ cuyo comportamienio s continuo, Y se procede
a comparar los resultados obtenidos de la corrida de tal programa.

Para generar las trayectorias muestrales de las soluciones aproximadas ¥(#) sec usa el
esquema fuerte de aproximacién descrito en (3.4.2). Se eligié este método, ya que es un
esquema firerte de aproximacién que elimina el uso de derivadas, en forma similar que el
método Runge-Kutta hace lo propio en el campo de las ecuaciones deterministicas.

Asi pues, los datos de salida del programa se visualizan en pantalla y se guardan en un
archivo de texto, el cual puede recuperarse desde Microsoft Excel, para tabularse y generar
la grafica que presente las trayectorias de ambas soluciones.

A continuacién se presenta la trayectoria muestral de la ecuacion diferencial estocéstica,
dS, = ¢,5,dW,, generada a través de aproximaciones numéricas, para el caso de una

volatilidad constante ¥ el de una volatilidad estocastica:

e

y
1y gl

T
'*":‘%“» %

rieenat
iy

nil
5 (gw‘e!jq'
ML L

il

.%‘-ﬁ v

iy

S

Fig. § (a) Datos de salida del Programa que genera la solucién para 1a ecuacién 45, = o 54w, utilizando el
pardmetro o; como volatilidad constante y volatilidad estocéstica.
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La grafica anterior, nos muestra log resultados del programa, para los casos en los que se
usa una volatilidad continua y una volatilidad estocistica. En ambos casos se puede
observar un comportamiento bastante homologo a aquel que siguen los precios reales del
subyacente de las opciones Telmex durante el periodo 1998 v 1999. Sin embargo, podemos
hacer algunas anotaciones al respecto de los promedios de dichos valores en comparacitn
con el promedio de los datos reales, ya que éste es igual a 60.58, mientras que para el caso
de los datos generados usando volatilidad continua es 37.79 y el correspondiente a la
volatilidad estocéstica es igual a 82.84. Por lo que es posible decir que los datos generados
usando una volatilidad estocastica, son en promedio més parecidos a los precios reales del
subyacente de las opciones Telmex, que aquellos generados usande wma volatihidad
constante. Aqui podemos observar que el promedio de los datos generados usando
volatilidad continna se encuentran en promedio por debajo de los valores reales y los
valores de los datos generados usando una volatilidad estocdstica se encuentran en
promedio por arriba de los valores reales, tal como se verd a continuacion.

’ 4 2 AT
R e 1 T T TR Ot ST e E A e T

Fig. 8(b). Comportamiento que siguen las trayectorias de Jos Valores Reales de los precios del subyacente de
las opciones Telmex para el perfodo comprendido entre 1998 y 1999, comparado contra los resultados

generados por el programa que genera la solucién de la ecuacién 45, = o541 » @ ta que se le aplica una
Volatilidad Continua y una Volatilidad Estocéstica,

1435 COF
|FALLA DE ORIGEN
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Esta grifica es sin duda interesante, ya que coloca a la trayectoria de los datos reales de los
precios de las opciones Telmex, justo en medio de las otras dos trayectorias, como ya lo
comentabamos en el parrafo anterior. Ademas de que nos muestra graficamente la forma en
la cual se mueven los datos (precios).

La trayectoria muestral de la ecuacién en la cual se usa una volatilidad constante, en casi
todos los puntos se encuentra por debajo de la trayectoria de los datos reales, y muestra
incrementos o disminuciones mas grandes que los datos obtemidos usando volatilidad
estocdstica, lo cual significa que la amplitud de los cambios en los datos (precios) es mayor
para el caso en que se usa volatilidad continua. Sin embargo, puede notarse que su
trayectoria muestral praticamente no se cruza con ia de los datos reales, lo cual nos habla
de que dichos datos generados usande volatilidad constante, distan mucho de parecerse a
los valores reales.

Por otro lado, tenemos la trayectoria generada por la solucion de la ecuacion
ds, = o,5,dw,, pero utilizando como parametro una volatilidad estocastica, ésta trayectoria,
se encuentra en casi todos los puntos por arriba de los valores reales de los precios de las
opciones Telmex. Sus fluctuaciones son menos amplias, que las correspondientes a los
valores teales v, puede verse que la trayectoria generada usandoe volatilidad estocastica, se
cruza varias veces con la trayectoria de los dalos reales, lo cual nos habla de que estos datos
son mias parecidos a los valores reales.

Sin embargo, no podemos quedarnos con simples observaciones, y por lo tanto, Tabulamos
los resultados obtenidos para cada uno de los dos casos de solucion de la ecuacion
ds, = a,5,4w,, calculamos las diferencias entre los valores reales y cada uno de los valores
aproximados, tanto para e} caso de volatilidad constante como para el caso de volatilidad
estocéstica y luego aplicamos el Valor absoluto a estas diferencias. Estos datos se
encuentran tabulados en el Anexo: Resultados del Programa.

Asf pues, al comparar fos datos obtenidos en ambos casos con los datos reales se obtienen
las siguientes diferencias, en términos de valor absoluto:
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Fig. 9. Grafica que muestra las diferencias absolutas entre los valores reales de los precios del subyacente de
las opciones Telmex ¥ las soluciones de la ecuacidn g5, = o5 g, usando Volatilidad Constante y Volatilidad

Estocastica.

Ahora bien, si se hace el promedio del valor absoluto de las diferencias encontramos que
para la volatilidad constante, éste es mayor, con un valor de 30.49, mientras que para el
caso de la volatilidad estocdstica, el valor del promedio de las diferencias es:19.61. Esto
nos lleva a verificar que ¢l modelo que incorpora el pardmetro o con un comportamiento
estocdstico en general se aproxima de una mejor manera al comportamiento que siguen los
indices financieros, en especifico para este caso, con el subyacente de las opciones Telmex.

Ademds si se calcula la Amplitud de las fluctuaciones de los datos (precios), es decir, el
valor absoluto de los cambios de los datos, y luego se obtiene su promedio obtenemos gue:
el promedio de }a amplitud de los cambios de los datos (precios) para el caso con
Volatilidad constante gs: 1.31; y el promedio de la amplitud de los datos (precios), para el
caso de la solucién con Volatilidad Estocdstica es: 1.24, siendo la amplitud de los cambios
en los precios reales del subyacente de las opciones Telmex igual a: 1.36.
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ANEXO: RESULTADOS DEL PROGRAMA.
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CONCLUSIONES.

Existe el paradigma de que los precios de los indices financieros, tienen un comportamiento
similar al desarrollado por una particula de polvo en una superficie de agua, y que en Fisica
se conoce como Movimiento Browniano. Y a través del desarrollo de esta tesis, pudimos
darnos cuenta, que en efecto esto es cierto, ya que los precios reales del subyacente de las
opciones Telmex del perfodo 1998-1999, tienen ese comportamiento. Por lo tanto, si se
parte de éste hecho, entonces es posible afirmar que, al aplicar métodos numéricos de
aproximacién a la ecuacidn diferencial estocastica que Langevin escribid, y que es solucion
del mencionado Movimiento Browniano, su simulacidn computacional, provee soluciones
con aplicaciones en Finanzas, tal como se vio en esta tesis.

Debemos por tanto, reconocer la impertancia que tienen las ecuaciones diferenciales
estocasticas, en diferentes Ambitos del conocimiento, por ejemplo, tienen grandes
aplicaciones en diferentes disciplinas tales como: ingenierfa mecénica y civil, economia y
finanzas (como se pudo ver a través del desarrollo de esta tesis), ciencia del medic
ambiente, procesamiento de sefiales, quimica y fisica, dinamica de la poblacion y
psicologia, farmacologia y medicina, etc.

Por lo que fue preciso, antes de realizar las simulaciones de las trayectorias muestrales que
son solucion a la ecuacién propuesta en el modelo de Black y Scholes, estudiar la teoria del
Calculo Estocastico o de Ito, para posteriormente entender la forma en la cual Black y
Scholes, derivaron su férmula de valuacion de opciones,

Es importante sefialar, que la herramienta de computo, es fundamental para la generacién
de las soluciones de las ecuaciones diferenciales estocésticas, principalmente si se habla de
sus aproximaciones numéricas, puesto que se requiere de ejecutar cdlculos que serian
practicamente imposibles de obtener en forma manual.

Otro punto, que debe resaltarse es el hecho de que los indices financieros, que constituyen
el activo subyacente de las opciones Telmex, tienen propiedades estadisticas muy
semejantes a aquellas, correspendientes a indices internacionales como el S&P 500, tal
como se pudo observar en el apartado éorrespondiente. |

Debe, también, resaltarse que para la obtencién de las irayectorias muestrales que son
solucion de la ecuacion diferencial estocastica aqui propuesta, se hicieron uso de métodos
de aproximacién numérica, que son derivaciones de los usados con las ecuaciones
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deterministicas. En especifico, ¢l método usado para simular las trayectorias solucién,
debido a que se trataba de un método no muy complicado, ya que no hace uso de derivadas
de orden superior, pero que provee una mayor estabilidad y ajuste a los datos reales, que
algunos otros métodos que se estudiaron.

Ahora bien, al analizar los resultados obtenidos de la simutacion de la ecuacion diferencial
estocastica propuesta por el modelo de Black y Scholes, dS, = o,8,dW,, podemos

observar las siguientes cuestiones:

El modelo propuesto por Black y Scholes, tiene, como se ha podido observar, un punto
desfavorable en su contra, ya que considera que las operaciones financieras se desarroltan
en un mercado estable, es decir, que la volatilidad asociada a los cambios en los precios del
subyacente es constante, cuestién que en la realidad no se cumple, ya que los diferentes
agentes del mercado inciden en €l y provocan que €ste tenga un comportamiento aleatorio.
Sin embargo, el que Black y Scholes, hayan hecho esta consideracion al plantear su
modelo, puede entenderse ya que en 1973, cuando publican su famoso articulo The Pricing
of Options and Corporate Liabilities” no se conocian las técnicas modernas de
aproximacién numérica para el caso de ecuaciones diferenciales estocdsticas y por su
puesto, la tecnologia computacional no se encontraba tan avanzada como en la actualidad.

Asi pues, a través del desarrollo de la presente tesis, hemos podido verificar que al retomar
la ecuacién propuesta por Black y Scholes y considerar una volatilidad estocdstica, la cual
se simula a través de una Integral Maltiple Stratonovich, podemos obtener trayectorias con
un comportamiento, en general, mas cercano al que siguen los indices financieros en la
realidad.

En el caso especifico del subyacente de las opciones Telmex, pudimos observar que si se
comparan los resultados de fas soluciones, tanto para el caso de volatilidad constanie como
el de volatilidad estocastica, se tiene que el promedio del valor absoluto de estas diferencias
es menor para el caso que maneja volatilidad estocastica, que aquel en el que [a volatilidad
es constante. Esto nos habla de que a pesar, de que los resultados obtenidos con fa
simulacion de la ecuacién diferencial estocastica, no son exactamente iguvales a la
trayectoria de los valores reales del subyacente de las opciones Telmex, la diferencia entre
éstos y la solucion con volatilidad estocdstica, en promedio es menor que la diferencia con
los datos generados por la solucion que usa la volatifidad continua.
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De hecho pudimos advertir que la trayectoria de los valores reales se encuentra justo en
medio de las otras dos trayectorias generadas por la solucion de la ecuacion diferencial
estocdstica. Encontrandose por arriba de ésta la trayectoria generada con volatilidad
estocastica y por debajo de la misma, la trayectoria simulada con volatilidad constante, Esto
puede ademas verificarse a través de la comparacion de la media de los valores reales que
es 60.58 y la de las otras dos trayectorias, puesto que para los datos que usan volatilidad
constante, su media es igual a 37.79 y para los que emplean volatilidad estocéstica es igual
a §2.84.

Por lo tanto, de acuerdo con los datos presentados, podemos concluir que la ecuacion
diferencial estocastica dS, = ¢, S,dW,, propuesta por Black y Scholes en su modelo,
describe con mucho mas claridad ¢! comportamiento del subyacente de las opciones
Telmex, si se incorpora como pardmetro, una integral miltiple Stratonovich, la cual simula
el comportamiento de la Volatilidad Estocdstica. Cuestion que comprueba la hipétesis

planteada en la Introduccién de esta tesis.

Lo anterior nos permite sostener, que es posible la formulacién de una Teoria de Riesgos
Financieros, usando como punto de partida, el hecho de que el comportamiento de los
subyacentes financieros, tienen un comportamiento que puede ser descrito en términos de

una ecuacion diferencial estocéstica.

Por Gltimo, es posible apuntar, que el trabajo de investigacién en este campo, es virgen ain,
y que los resultados que aqui se presentan, por lo menos en México, son, por decirlo asi, de
nueva avanzada. Y que constituyen aiin, sélo la base para la realizacion de estudios

posteriores.
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