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Resumen

La superconductividad es quizas el fendmeno mas fascinante de la fisica del estado sélido,
puesto que ella constituye una manifestacion macroscépica del comportamiento cuantico de la ma-
teria donde la correlacién electrénica juega un papel fundamental. Hoy en dia, se sabe que dicha
correlacion es de gran importancia en muchos fendmenos del solido y sin embargo, ha habido poco
avance significativo en su estudio, debido a las dificultades inherentes de resolver la ecuacion de
Schrédinger de muchos cuerpos. Un modelo general para describir sistemas de fermiones fuerte-
mente correlacionados es el de Hubbard, el cual tiene la virtud de ser simple y enfatiza la corre-
lacion electronica local. Pese a su simplicidad, inicamente se han encontrado soluciones exactas
para sistemas de una e infinitas dimensiones. Para el resto de los sistemas, la mayoria de los re-
sultados reportados han sido obtenidos a partir de soluciones numeéricas en cumulos pequefios de
atomos, o usando una variedad de métodos aproximados.

En esta tesis se estudia el apareamiento electronico en redes de una, dos y tres dimensiones asi
como la superconductividad en redes anisotropicas dentro del modelo de Hubbard generalizado, en
el cual se incluyen, ademas de las interacciones coulombianas en el mismo sitio (/) y entre sitios
vecinos (V), interacciones de carga-enlace a primeros (At) y segundos (At3) vecinos. Se demuestra
que estas dos dltimas interacciones rompen la simetria electrén-hueco, favoreciendo la formacion
de pares de huecos sin necesidad de interacciones densidad-densidad atractivas. El problema de dos
particulas interactuando a través del modelo de Hubbard generalizado se ha mapeado a un problema
de una sola particula descrito por un modelo de amarre fuerte con impurezas, tanto de sitio como
de enlace, en un espacio de mayor dimensién. Los estados de dos particulas se analizan de forma
exacta a través de su energia de amarre, longitud de coherencia y masa efectiva. La interaccion
de carga-enlace a primeros vecinos permite la formacion de singuletes de huecos con simetria s
anisotropica y los resultados muestran un incremento del apareamiento alrededor de At = 0.5]¢g],
atn cuando las interacciones repulsivas U y V' son muy grandes, siendo £; el parametro de salto
a primeros vecinos. Asimismo, los diagramas de fase calculados en redes lineales, cuadradas,
triangulares y clibicas muestran que las regiones de apareamiento se incrementan al disminuir la
dimensionalidad del sistema.

Por otra parte, se demuestra por vez primera que la interaccién de carga-enlace a segundos
vecinos es fundamental para la formacion de singuletes de huecos con simetria dg2_,2 en sistemas
bidimensionales, a pesar de su magnitud relativamente pequefia en comparacion con las demas
interacciones que incluye el hamiltoniano de Hubbard generalizado. La extension de este estudio
a densidades finitas de huecos dentro del formalismo de BCS muestra que Ats estabiliza el estado
base superconductor con simetria d,2_,2 en un intervalo amplio de concentraciones de huecos, en
comparacion con el estado superconductor con simeétria s y el estado de separacion de fase, este
nltimo ha sido un gran obstaculo para el estado superconductor cuando éste se origina a partir
de una interaccién densidad-densidad atractiva a primeros vecinos. Se ha analizado el cociente
entre la brecha de excitacion y la temperatura critica, encontrandose que éste se incrementa cuando
ta densidad de huecos disminuye, en concordancia con las observaciones experimentales en los




cupratos superconductores. Ademas, la teoria predice que podria haber una rotacién de la brecha
de excitacion con simetria d como funcidn del dngulo polar cuando varia la densidad de huecos,
como sugieren algunos experimentos de tunelaje. Finalmente, se encuentra que el acoplamiento
interplanar podria debilitar la superconductividad.

II




Introduccion

La mecénica cudntica aplicada al estudio de la materia condensada tuvo uno de sus mayores
logros al formular la teoria de bandas, la cual ha podido explicar muchas propiedades de los soli-
dos, entre ellas la diferencia de mas de treinta 6rdenes de magnitud que existe entre la conductividad
~ eléctrica de un metal, de un semiconductor y de un aislante (Kittel, 1996). Esta teoria estd basa-
da en el modelo del electron independiente, en el que se supone que el movimiento de un electrén
es estadisticamente independiente de los demds y la interaccion electron-electrén es reemplazada
por un potencial promedio mediante la aproximacion de campo medio (Marder, 2000). Sin em-
bargo, dicho modelo no permite describir fenémenos tales como la superconductividad, el efecto
Hall cuantico fraccionario y el magnetismo itinerante, en los que es necesario considerar de manera
explicita la correlacion entre electrones. En el caso de la superconductividad, la teoria microscopi-
ca de Bardeen, Cooper y Schrieffer (BCS) formulada en 1957, logro explicar diche fendmeno en
casi todos los materiales conocidos hasta entonces, al postular una interaccion atractiva electron-
electrén mediada por fonones, la cual permite la formacién de un condensado de pares de electrones
por debajo de una temperatura critica 7, (Bardeen, et al., 1957). El descubrimiento de los cupratos
superconductores (Bednorz y Miiller, 1986), en los que la correlacion electronica de corto alcance
juega un papel fundamental, motivé un renovado interés por reexaminar el origen de la supercon-
ductividad, ya que las altas temperaturas criticas observadas en estos materiales sugieren que el
mecanismo de apareamiento podria ser de origen electronico (Anderson, 1987).

Un modelo general expresado en términos de interacciones locales que permite estudiar la co-
rrelacion electrénica en sélidos es el modelo de Hubbard (Hubbard, 1963). Este modelo ha sido
aplicado exitosamente para describir la transicién metal-aislante o transicion de Mott-Hubbard
(Imada, et al., 1998), el magnetismo itinerante {(Anderson, 1963), asi como las ondas de densidad
de carpa y de espin (Peierls, 1955). Asimismo, desde el descubrimiento de los cupratos super-
conductores de alta 7., el hamiltoniano de Hubbard ha sido objeto de intenso estudio debido a su
énfasis en la correlacion electrénica local que esta directamente relacionada con la longitud de co-
herencia pequefia observada en estos materiales (Micnas, et al., 1990). Aunque han pasado mis
de 15 afios desde el descubrimiento de dichos materiales, aiin se desconoce el mecanismo fisico
que da origen a la formacion de pares. Desde el punto de vista experimental, hoy en dia ya existe
consenso en muchas de sus caracteristicas, tales como la formacién de pares de huecos en un es-
tado singulete, una longitud de coherencia del orden de unos cuantos pardmetros de red (~ 10A)
asi como una concentracion baja de portadores (~ 10%¢m™3), en comparacién con los metales
conductores tradicionales (Poole, et al., 1995). Ademas, todos estos materiales poseen planos de
cobre-oxigeno (CuQs) y existe evidencia experimental de que la superconductividad se origina
basicamente en estos planos (Tsuei y Kirtley, 2000). Para describir la dindmica de los electrones y
de los huecos en los planos CuQO, de estos materiales se han propuesto modelos de Hubbard de tres
bandas (Dagotto, 1994a). Estos modelos pueden reducirse a modelos efectivos de una sola banda
(Zhang y Rice, 1988; Schiittler y Fedro, 1992; Simén, et al., 1997) v los estados electronicos cer-
canos al nivel de Fermi pueden describirse razonablemente bien por un modelo de amarre fuerte




bidimensional con saltos a primeros y segundos vecines. Actualmente, se acepta que el modelo
de Hubbard de una sola banda es un punto de partida apropiado para describir las correlaciones
electronicas en los planos Cu(Qy (Dagotto, 1994a).

A pesar de su gran popularidad, €l modelo de Hubbard solamente ha podido resolverse de for-
ma exacta para los sistemas de una dimensién (Lieb y Wu, 1968) y de dimension infinita (Metzner
y Vollhardt, 1989). Sin embargo, para dimensiones intermedias no existe solucion exacta en forma
general. Dentro de este campo de investigacion destaca el estudio de la formacién local de pares que
es relevante para explicar no solamente las propiedades no convencionales en los cupratos super-
conductores (Micnas, et al., 1988, 1990; Blaer, et al., 1997), sino también fenomenos tales como
la existencia de ondas de densidad de carga en sistemas con bandas angostas (Micnas, ef al., 1984),
la conductividad en polimeros (Chung, ef al., 1984) y la superconductividad debida a fermiones pe-
sados (Kusunose, et al., 2000; Fujimoto, 2001}, por mencionar algunas. En esta tesis presentamos
una sofucion exacta del modelo de Hubbard generalizado para dos particulas en redes de una, dos
y tres dimensiones (Pérez y Wang, 1998a). Dicho modelo incluye un término de salto asistido o
correlacionado (At} entre primeros vecinos el cual rompe la simetria electron-hueco y favorece la
formacidn local de pares de huecos sin necesidad de exigir interacciones densidad-densidad atrac-
tivas (Pérez y Wang, 1998b). Asimismo, se realiza un andlisis detallado de la dindmica de dichos
pares (Pérez y Wang, 1999) .

Por otra parte, la simetria de los pares de Cooper en los superconductores de alta 7, ha sido un
topico de intenso estudio. Se ha establecido experimentalmente que la simetria de apareamiento
es tipo d en un gran niimero de cupratos superconductores (Tsuei y Kirtley, 2000). Sin embargo,
se ha demostrado que la superconductividad con simetria d es incompatible con el modelo de Hu-
bbard estdndar (Su, 1998) mientras que los modelos de Hubbard generalizados que incluyen tinica-
mente interacciones de carga-enlace a primeros vecinos, conducen sélo a superconductividad con
simetria s anisotropica (Hirsch, 1989; 2000). Por otro lado, extensiones del modelo de Hubbard que
incluyen interacciones de tres cuerpos (Arrachea, et al. 1999) y modelos que incluyen una interac-
¢ién densidad-densidad atractiva entre primeros vecinos (Nazarenko, et al., 1996) podrian producir
superconductividad con simetria d. Desafortunadamente, en este modelo de Hubbard atractivo el
estado de separacidn de fase inhibe la formacion del estado base superconductor, conforme el va-
lor de la interaccion atractiva se incrementa. En la presente tesis, consideramos un hamiltoniano de
Hubbard generalizado que incluye explicitamente ¢l término de interaccion de carga-enlace (Ats)
a segundos vecinos que usualmente se desprecia por su magnitud pequefia en comparacion con las
interacciones coulombianas directas. Se demuestra que su participacion es crucial en la formacién
de pares de huecos con simetria dyz_,2 (Pérez y Wang, 2001). Asimismo, hemos extendido el es-
tudio al caso de densidades finitas de huecos para investigar la superconductividad con simetria
dy2_,2 dentro del formalismo BCS (Pérez y Wang, 2002a).

La tesis esta organizada de la siguiente forma: En el primer capitulo se revisan los hechos ex-
perimentales de los materiales superconductores de alta T, algunos conceptos bésicos de la teorfa
cuéntica de muchos cuerpos y se introduce el modelo de Hubbard generalizado. En el segun-
do capitulo se hace una breve revision de la teoria microscopica de la superconductividad (teoria
BCS) y su aplicacion al modelo de Hubbard. En el tercer capitulo se realiza un estudio detallado
de la formacidn local de pares por medio de la interaccidn de carga-enlace a primeros vecinos. El
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estudio se lleva a cabo en redes de una, dos y tres dimensiones y se analizan las propiedades fisicas
de dichos pares mediante una extension del método del espacio de estados. Ademas se presen-
tan diagramas de fase para las redes lineal, cuadrada, triangular y cibica. En el cuarto capitulo se
analiza la formacion de pares con simetria d,2_ 2 a partir de un hamiltoniano de Hubbard generali-
zado bidimensional que incluye un término de interaccién de carga-enlace a segundos vecinos. En
el capitulo cinco se realiza un estudio de los estados superconductores con simetria d,2_,2 en sis-
temas anisotrépicos por medio del hamiltoniano de Hubbard generalizado dentro del formalismo
BCS. Finalmente, se da un resumen de los resultados mas importantes y conclusjones principales
de la tesis.




Capitulo 1
Correlacion Electronica

El descubrimiento de los cupratos superconductores con altas 7, impulsé a gran
escala el estudio de sistemas fermidnicos fuertemente correlacionados en los que la
interaccion elecirén-electron de corto alcance juega un papel fundamental (Anderson,
1987). El modelo de Hubbard es adecuado para estudiar esta correlacién de corto
alcance, ya que éste estd expresado en términos de interacciones locales y no depende
explicitamente de la naturaleza de éstas. En este capitulo se revisan brevemente las
caracteristicas principales de los superconductores de alta T, el formalismo de segunda
cuantizacion que simplifica la descripeion de sistemnas cuanticos de muchas particulas,
y finalmente se introduce el modelo de Hubbard generalizado.

1.1  Superconductores de alta T,

Las aplicaciones a gran escala de los superconductores, en especial para el transporte
de energia eléctrica a grandes distancias, se han visto aplazadas por la necesidad de en-
friar estos materiales por debajo de una 77, para que alcancen el estado superconductor.
En los superconductores convencionales las temperaturas criticas son muy bajas por lo
_que se requiere helio liguido como refrigerante, lo cual implica un alto costo. Cuan-
do en 1986, Bednorz y Miiller reportaron superconductividad con una 7, de aproxi-
madamente 30K en el sistema Lo — Ba — Cu — O, se desencadeno una investigacion
efervescente en todo el mundo con el principal objetivo de encontrar temperaturas de
transicién cada vez mas altas en este tipo de materiales. En los siguientes seis afios
varias familias de éxidos superconductores fueron descubiertas, las cuales incluyen el
sistema Y BaC'uQ (Wu, et al., 1987) que posee una 7, =z 90K, asf como los sistemas
basados en mercurio con temperaturas de transicidon que llegan a alcanzar los 160K
bajo presion (Chu, et al., 1993). Durante este periodo alrededor de 15,000 articulos
sobre superconductividad de alta T, fueron publicados (Ginzburg, 2000), haciendo evi-
dente que este fendmeno ha sido visto por muchos cientificos como uno de los temas de
mayor interés de la fisica en la Gltima década del siglo pasado. Muchas son las razones
por las que existe un extraordinario interés por estos materiales, entre ellas podemos
citar el interés cientifico por entender el mecanismo fisico que da origen a su supercon-
ductividad, las aplicaciones potenciales de estos materiales asi como la posibilidad de
encontrar un superconductor a temperatura ambiente.

Hasta la fecha, se han sintetizado decenas de cupratos superconductores. Todos
ellos son compuestos que contienen cuatro o mas elementos ordenados en celdas uni-
tarias basicamente tetragonales. Un cjemplo de ellas se muestra en la figura 1.1(a).
Asimismo, todos los cupratos superconductores consisten de uno o maés planos de




CuQy emparedados entre reservorios de carga formados por La-O, Ba-0O, Bi-O, Tl-
O, o Hg-O por citar algunos ejemplos. En los planos de Cu(Q3 cada i6n de cobre
estd fuertemente amarrado a cuafro iones de oxigeno separados por una distancia de
aproximadamente 1.9 A [ver figura 1.1(b)]. Entre los planos de CuQ; y los reservorios
de carga, ocurre una transferencia de carga en la que algunos electrones son removi-
dos de los planos C'u0;. De manera equivalente se habla de dopgje por huecos de
dichos planos. Este dopaje es uno de los principales parametros experimentales que
determinan las propiedades fisicas de los dxidos superconductores. Consideremos a
manera de ejemplo el aislante LasCuQy, a partir del cual se deriva la familia de su-
perconductores Lay_,St,Cu0y. En este caso, los planos de CuQ; presentan un orden
antiferromagnético y no tienen ninguna caracter{stica metalica. Si se afiade Sr al com-
puesto, algunos electrones son removidos de estos planos, dejando vacancias o huecos
en la banda de mas alta energia. Por ejemplo, sustituyendo una concentracion z de La
trivalente por Sr divalente se inducen z huecos por celda de CuO5. Con el dopaje los
planos se convierten en conductores y eventualmente el material superconduce con una
T que depende fuertemente de la concentracion de huecos. Cabe sefialar que las con-
centraciones de portadores en estos materiales son de uno a dos érdenes de magnitud
menores que la de los metales tipicos (Poole, et al., 1995).

(b)

Figura 1.1. (a) Estructura cristalina del compuesto LapCuOy del cual se deriva la familia de
superconductores Lay_ . Sr,CuCy. (b) Esquema de los planos CuQs.

En la figura 1.2 se muestra un diagrama de fase cualitativo de los cupratos super-
conductores en las variables de temperatura (1) y dopaje por huecos (x) de los planos
de CuQ,. Para z = 0 se tiene un aislante antiferromagnético de Mott con temperatu-
ras de Néel en un intervalo de 250 — 400K dependiendo del material (Orenstein, ef al.,
2000). Dicha temperatura decae rapidamente con z llegando a cero en z. = 0.02 en el
sistema Lag._.S7,Cu0y, por ejemplo [figura 1.2(a)]. Para niveles de dopaje superiores
a z, varias formas de magnetismo local o inconmensurado sobreviven y a niveles inter-




medios las propiedades dindmicas del material pueden caracterizarse como un vidrio
de espines [figura 1.2(b)]. Cuando = crece el sistema entra, a bajas temperaturas, a
una fase superconductora [figura 1.2(d)] con una brecha superconductora con simetria
ds2_,2 en la mayoria de los cupratos. La concentracién de portadores (zg) a la cual se
tiene la méxima temperatura critica se conoce como dopaje optimo y es del orden de
zp == 0.2. Los compuestos con concentraciones mayores y menores que g s& Conacen
como materiales de alto y bajo dopaje, respectivamente. Por otra parte, la region de
pseudobrecha [figura 1.2(c)] que aparece debajo de una temperatura 7™ (z) se caracte-
riza por exhibir un rdpido decaimiento de la suceptibilidad de espin (Timusk, 1999), lo
cual es sefial de la existencia de una brecha de espin. La resistencia eléctrica en la di-
reccion de los planos en el estado normal alrededor de zg [figura 1.2(e)} muestra una
dependencia lineal con la temperatura (Maple, 1998) contrario a lo que se esperaria en
un metal normal. Asimismo, en esta region la conductividad eléctrica en funcion de
la frecuencia w decrece como w™? (Batlogg, 1998), en vez de w2 como ocurre en los
metales normales (Mahan, 1990; Sanchez, et al., 2001). Finalmente, en la regién de

muy alto dopaje [figura 1.2(f)] estos materiales presentan un comportamiento metalico
normal.
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Figura 1.2. Diagrama de fase genérico de los cupratos superconductores (Maple, 1998).

Por otra parte, los experimentos de tunelaje Josephson (Keene ef al., 1989} y de
cuantizacién de flujo magnético (Gough et al., 1987) muestran que el estado supercon-
ductor esta formado por pares de particulas en un estado de espin singulete. También
se observa un salto en el calor especifico a T' = T, lo cual indica que la transicién
de fase es de segundo orden. Las longitudes de coherencia (£) en los cupratos su-




perconductores son del orden de 1078¢m a diferencia de las que se observan en los
superconductores convencionales, que son del orden de 10~%cm. Asimismo, en los su-
perconductores convencionales la funcién de onda del par tiene simetria s o esférica
mientras que, en la mayoria de los cupratos superconductores, dicha funcién de onda
tiene simetria d;z_,2 (Tsuei y Kirtley, 2000).

Una vez analizada la estructura y el diagrama de fase de los superconductores de al-
ta 7%, el siguiente paso consiste en escribir un modelo que describa el comportamiento
electronico de estos materiales. Debido a la complejidad de su estructura es necesario
hacer algunas simplificaciones. Para empezar, es razonable construir un hamiltonia-
no restringido a los electrones que se mueven en los planos de cobre y oxigeno. Por
supuesto, hay algunas caracteristicas del diagrama de fase que s6lo pueden explicarse
afiadiendo un acoplamiento entre planos, tal es el caso de la existencia de una tempe-
ratura critica de Néel finita, y se espera que este tipo de detalles puedan estudiarse una
vez que la fisica en los planos sea entendida. Sin embargo, atin bajo estas suposiciones
el problema de los electrones en los planos de CuO; sigue siendo dificil de analizar
ya que los jones de cobre Cu?" tienen nueve electrones distribuidos en cinco orbitales
d, mientras que los iones de oxigeno 0%~ tienen tres orbitales p ocupados. En par-
ticular, dentro de los cupratos superconductores la degeneracidon entre orbitales d se
rompe por el campo cristalino local quedando un orbital antibonding de mayor ener-
gia del tipo d;2_,2po, con una mayor contribucién del orbital d (Fulde, 1991). Este
orbital es de particular importancia ya que es el que estd parcialmente ocupado por un
solo electron, y es origen de muchas de las propiedades fisicas del sistema. De esta
manera, en ausencia de dopaje el material est4 bien descrito por un modelo de espines
1/2 localizados, cuya interaccién de superintercambio da a estos materiales su cardcter
antiferromagnético (Dagotto, 1994).

Si ahora se afiade otro hueco por dopaje, la fuerte repulsién coulombiana ({/3) entre
estos dos huecos provoca un desdoblamiento grande de dicho orbital antibonding,
es decir, se forma una brecha energética de Hubbard que rompe la degeneracion de
espin en dicho orbital. Se estima que la magnitud de dicha brecha es del orden de
Uy ~ 10eV (Hybertsen, et al., 1990), por lo que la energia de Fermi del sistema
cruza la banda formada por el segundo orbital hibrido méas energético que tiene una
mayor contribucion de los orbitales p. En otras palabras, el hueco adicional se localiza
principalmente en los orbitales p del oxigeno (Dagotto, 1994). Como consecuencia, la
interaccién de superintercambio es afectada por la presencia de los huecos adicionales
y el orden antiferromagnético es debilitado, conduciendo a la existencia de vidrios de
espines, como se ve en la figura 1.2.

La dindmica de electrones en el plano CuQs puede describirse correctamente por
un modelo de Hubbard de tres orbitales que son p, y p, del oxigeno y d,2_,2 del co-
bre, como se muestra en la figura 1.3 (a) (Emery, 1987; Littlewood, et al., 1989). Los
pardmetros de este modelo son estimados por célculos del tipo funcionales de la den-
sidad dentro de la aproximacién de densidad local (Andersen, et al., 1995). Ademds,
estos calculos sugieren que el modelo de Hubbard de tres bandas puede reducirse al de




una sola banda (Hybertsen, et al., 1990; Zhang y Rice, 1988; Schiittler y Fedro, 1992;
Simén, et al., 1997) considerando Gnicamente la que cruza la energia de Fermi, como
se aprecia en la figura 1.3 (b) (Entel y Zielinsky, 1990). Una descripcion adecnada de
la superficie de Fermi mostrada en el recuadro de la figura 1.3 (b), requiere que el mo-
delo de Hubbard de una sola banda, que introduciremos formalmente en la seccién 1.3,
incluya saltos a primeros y segundos vecinos (Yu, ef al., 1988; Andersen, et al., 1995).

(b) 16

Energia (eV)
[=23
T
]

Figura 1.3, (a) Orbitales usados en el modelo de tres bandas de los planos de C'uQO». Cada cobre
contribuye con un orbital d,2_,2 y cada oxigeno contribuye con p- o p,. La convencion de signos para
los orbitales se muestra en la figura. (b) Estructura de bandas para el modelo de Hubbard de tres
orbitales con un llenado de 4.5 electrones por celda unitaria. Para este llenado, la energia de Fermi
cruza la banda 5 que tiene una mayor contribucion de los orbitales p. El desdoblamiento a seis bandas
se debe al rompimiento de la degeneracién de espin por la repulsion coulombiana Uy. En el recuadro se
muestra la superficie de Fermi para este llenado (Entel y Zielinsky, 1930).

1.2 Formalismo de segunda cuantizacion

El formalismo de segunda cuantizacién reformula la ecuacion de Schrodinger de mu-
chos cuerpos con la ventaja de que los operadores en esta representacion incorporan la
estadistica de las particulas (bosones o fermiones), simplificando el estudio de sistemas
de muchas particulas idénticas que interactuidn entre si. En esta seccidén revisaremos
brevemente la técnica de segunda cuantizacion para fermiones y mas adelante usare-
mos estos resultados para establecer el hamiltoniano de Hubbard. Comencemos por
considerar un conjunto completo ortonormal de funciones de onda de una sola particu-
la ¢, (€) donde &; denota el estado de una sola particula mientras que la variable ¢
representa todas las coordenadas de la particula, incluyendo las coordenadas espaciales

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




y la componente z del espin. Ahora considérese un conjunto de fermiones indepen-
dientes en el que cada particula estd en alguno de los estados ¢, y sea n; el numero
de particulas en dicho estado (n; puede ser 0 o 1). Las cantidades n; son los llama-
dos numeros de ocupacion y constituyen las variables fundamentales del formalismo
de segunda cuantizacion, en vez de las coordenadas de las particulas. Una funcion
de onda para un sistema de /V fermiones no interactuantes debe construirse como un
producto antisimétrico de funciones de onda de una sola particula. Tales funciones an-
tisimétricas bajo el intercambio de las coordenadas de dos fermiones, se expresan como
determinantes de Slater

RIS E A |
1y LN = __,_..._ ars - (1.1
' (IDEN(C].) (PEN(CN)

En el esquema de los mimeros de ocupacion, la funcidn anterior suele denotarse por
In1, na, -...., ). Con el fin de que no exista ambigiiedad en el signo algebraico, se debe
establecer un orden en los indices ¢;, de tal forma que £, siempre aparezca antes que
g9, etc. Notese que dos estados no pueden tener los mismos niimeros cuanticos £, ni
las coordenadas de dos particulas pueden ser iguales ya que en a.rnbos casos la funcion
de onda se anula (Principio de Exclusién de Pauli). El factor = m- en la ecuacion (1.1)
asegura que ¢ estd normalizada. Asimismo, todas las funciones con diferencias en los
estados de una sola particula son ortogonales a (1.1). De esta manera, cualquier funcién
de onda de un sistema de N fermiones ¥ puede expresarse como una combinacién
lineal de funciones ® (Fetter y Walecka, 1971). Por esta razén es necesario determinar
el efecto de operadores cuénticos sobre dichas funciones. En general, el hamiltoniano
de un sistema de N particulas interactuantes puede escribirse como

H= Zh ) 4 = Z (¢::¢5) (1.2)

3,7=1
]

Este hamiltoniano estd formado por operadores de una sola particula y operadores de
dos partfculas. El primero es un operador % (¢) que solamente depende de las coor-
denadas de una sola particula, sin embargo, al considerar sistemas de N particulas
idénticas siempre encontramos sumas de tales operadores, iguales entre si excepto por
la coordenada. Aqgui entenderemos por operador de una sola particula H; a la suma de

los operadores A (C;)
N
= Z h(¢;)- (13)

Andlogamente, un operador de dos particulas H, se referird a una suma de operadores
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v (¢, ¢;) que dependen de las coordenadas de un par de particulas

N

1
Hy=3 ) v (i) (14)
1,5=1
ks

En esta suma se incluyen todos los pares distintos y se excluye el término » (¢;,(;) ya
que suponemos que una particula no interactia consigo misma. En la base de las fun-
ciones (1.1), los elementos de matriz de H; serdn cero a menos que todos los mimeros
de ocupacién permanezean inalterados o bien, los estados difieran en un solo nimero
de ocupacién. Para el segundo caso se puede demostrar que, para i < j,

(..,TL,; =1, Ry = 0, "lHll“>ni =0, Ty = 1, ) = hz’j (—1)S(i+1’j_1) , (1.5)

donde
his = (ilh]j) = / 07 (O h(CO)p; (O dC (1.6)

y la integracién incluye una suma sobre las coordenadas de espin. En (1.5), S (i+1, 7-1)
es la suma de los niimeros de ocupacion desde i+ 1 (incluyendo este estado) hasta j —1.
En general,

T
S(m,n)y=> . )
: k=m

Sit > 7, el exponente en (1.5) es S (j+1, -7} . Notese que siempre contamos el numero
de estados ocupados entre el estado con menor indice y el estado con mayor indice. La
cantidad S especifica el numero de permutaciones de los renglones e requeridas para
que los determinantes (1.1) tengan todos los renglones iguales excepto por el que es
afectado por el operador & (;). Asimismo, los elementos de matriz diagonales de Hy
son simplemente

(s Py | |y s thknk (1.8)

Con el fin de simplificar el dlgebra y facilitar el segulrmento de los signos, se introducen
en el espacio de Hilbert generado por los vectores |ny, ..., N} , los operadores ¢; que
remueven el renglon j del determinante (1.1) y que satisfacen la siguiente regla

Cj {na, Mgy ey By o) = By, (—1)3(1‘5_1) |@1,ﬂ.2, ey = 1,000 (1.9)

Este operador, conocido como operador de aniquilacién para el estado j, no es hermi-
tiano y es sencillo ver que su adjunto cumple

C;;'_ |n1, Mg, .y My, ) = 60,nj (—1)3(1’“7._1) |n1,n2, oy + 1, ) . (1.10)
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Notese que este 1iltimo operador agrega una particula al estado j si ninguna estaba
presente inicialmente, es por lo tanto, un operador de creacion. Usando las relaciones
(1.9) y (1.10) podemos verificar que, parai < §

{oni=1,.,n5 =0,.[cF¢jlyms = 0,yny = 1,.) = (=10 0y

mientras que si consideramos los operadores en orden opuesto, el estado &; esta pre-
sente cuando ¢; actila y un signo negativo adicional es obtenido

_ S(i+1,§~1
(..,ni= 1,..,'n,j :0,..|CjC?_l..,nz-=0,..,nj=: 1,) = —(—1) (e+15-1) . (1.12)
Finalmente, para el caso ¢ = j, es facil comprobar que
(e, e e]y e, ) = s (1.13)
¥
(o, et ni ) =1—n;. (1.14)
Todas estas relaciones pueden resumirse en las siguientes reglas de anticonmutacion
para los operadores fermidnicos de creacién y aniquilacion

{ai,cf} = e +cfei =6y, {a, ¢} ={cf, ¢t} =0. (1.15)

- El operador ¢ ¢; se conoce como operador de nimero y sus eigenvectores son los

estados |ny, ng, ....., ) con eigenvalores n;. Comparando (1.11) y (1.5), es claro que el
operador H, puede expresarse como
Hy=Y (|ali)cle. (1.16)

i.j
Los resultados para el operador f; son similares y resulta que (Marder, 2000)

1 .
Hy = 3 Z {if| v kl) i cf ercx (.17

iljikl‘l

en donde el elemento de matriz (ij| v |kl) estd dado por
(¢7] v |&l) =/wzi(cl)w;(@“g)v(chCz)soak(cl)cpq(éz)d&dcz- (1.18)

Es importante hacer notar que el orden de los operadores (i, 7, &£, {) en la ecuacion (1.17)
es distinto del que aparece en los elementos de matriz (¢, 4,1, k). De esta manera,
el hamiltoniano mas general de un sistema de IV particulas interactuantes puede es-
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cribirse, dentro del formalismo de segunda cuantizacion, como

1
H=H +H,= Z(z[hljcc3+—2(z_7|v|kl) Fec . (1.19)

i .kt

1.3 Modelo de Hubbard

Uno de los modelos mas simples y generales, expresado en términos de interacciones
locales, usado para describir los aspectos de muchos cuerpos en las propiedades elec-
tronicas de los sdlidos es el modelo de Hubbard (Hubbard, 1963) que a continuacion
derivamos. ,

Para mantener la teoria lo mas simple posible consideraremos un sélido con una sola
banda electronica s. Como estamos interesados en una descripcion local del sistema,
es conveniente trabajar en la base de las funciones de Wannier, las cuales se obtienen
a partir de las funciones de Bloch mediante una transformada de Fourier (Asheroft y
Mermin, 1976). Si denotamos por |2) al estado de un electrén descrito por la funcién de
Wannier ¢ (r—R;) centrada en el sitio R; e introducimos los operadores de creacion ¢
y de aniquilacién ¢; , para un electrdn con espin o en el estado |i}, podemos reescribir
el hamiltoniano de Ia ec. (1.19) como

H= Z‘E‘ € i + Z tiiCi o + o ZZUk‘c,cha,c;grc“, (1.20)

1,7558,0 ,J,kl o’

donde
= (ilh]) = / Protc — YA (- Ry) , e=ter (12D

UE = (ij| vkl = /d3rd3r’(p*(r-Rz-)go*(r'-Rj)v (r-r') p(r-Re)p(x’-Ry).  (122)

Aqui h(r) = —%V2 + u(r), donde u(r) es el potencial que siente un electrdn debido
a todos los iones y v (r — r') = €?/|r — r'[ como la interaccion Coulombiana de largoe
alcance entre dos electrones. En adelante solo se consideraran los términos UL mas
importantes en la ecuacién (1.20). Por ejemplo, para sistemas de bandas angostas,
Hubbard mostré que los elementos de matriz dominantes de la interaccion electron-
electrén son

U = (| v i)

= (tj|v|ig) Rs, R, primeros vecinos (1.23)
At = {ii|v]if) Ry, R; primeros vecinos
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De esta manera, I/ y V parametrizan la interaccion de dos electrones situados en un
mismo sitio y en sitios vecinos, respectivamente, y At es una interaccion de carga-
enlace, la cual puede verse como un término de satto entre primeros vecinos dependien-
te de la densidad. Este término incrementa la amplitud de salto cuando al menos uno
de los dos orbitales o sitios involucrados en el proceso esta ocupado por otra particula.
Ciertamente estas interacciones siempre estan presentes en un solido real aunque sus
contribuciones pueden ser muy diferentes. Por ¢jemplo, para los electrones en la banda
3d de los metales de transicion U, V, y At, son tipicamente del orden de 20, 3, y
0.5eV, respectivamente (Hubbard, 1963). Considerando tnicamente estos elementos
de matriz del potencial de interaccién v, y despreciando los demads términos, se obtiene
el siguiente hamiltoniano de Hubbard generalizado

H=—1 Z cwcj,c,—l—Uan,Tn At Z ng;+AL Z € Cio (M —a 15,0 ),

<1‘73> T <i4,3> <i,j >0
(1.24)

donde n;, = ¢, ¢ es el operador de niimero, y la ocupacién electronica total en el
sitio ¢ es n; = n; 1 + ny|. El simbolo (¢, 5} indica que la suma se extiende tinicamente
sobre los primeros vecinos. Asimismo, ¢;; = —%p < 0, para 7, primeros vecinos y por
simplicidad hemos escogido £; = 0. En general, si v en la ecuacion (1.23) representa la
repulsion Coulombiana se tiene que U, V, At > 0. Para At = 0, este hamiltoniano se
reduce al asi llamado modelo de Hubbard extendido, el cual es 1til para estudiar, por
ejemplo, la competencia entre ondas de densidad de espin y ondas de densidad de carga
"(Hirsch, 1984), Asimismo, si V = At = 0, se obtiene el famoso modelo de Hubbard
estandar (Hubbard, 1963).
Cuando se realiza una transformacion electrén-hueco en la Ec. (1.24), es decir, los
operadores de electrones son mapeados a operadores de huecos por medio de c;“"a -

hiz (€io — hi,), el hamiltoniano se transforma en

H = (U+22v) an +(to~208) > hihy,
<4, 5> 0
+UZ“¢T” 1+—‘ > ont
<T,97>
+AL Y R e (nd bl ), (125)
<ij>e

donde N; es el nimero total de sitios v Z es el nimero de coordinacién de la red.
El primer término en la ecuacion (1.25) solamente contribuye a un corrimiento en la
energia total y por consiguiente los huecos tambi€n interaccionan por medio de un
modelo de Hubbard generalizado pero con pardmetro de hopping efectivo t = £y —2A¢,
en vez de —ty para electrones.
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Capitulo 2
Teoria Microscopica de Ia
Superconductividad

El fenémeno de la superconductividad fue descubierto en 1911 por H. Kamerlingh
Onnes en Leiden, Holanda, tres afios después de que logré licuar el helio por primera
vez, permitiendo asi experimentar con temperaturas muy bajas. Lo que él encontrd fue
que la resistencia eléctrica de algunos metales, tales como el plomo, el mercurio y el
aluminio, desaparecia completamente en un intervalo muy pequefio de temperaturas
alrededor de una temperatura critica (tipicamente unos cuantos grados Kelvin) especi-
fica de cada metal. En 1933, Meissner y Ochsenfeld descubrieron que estos supercon-
ductores eran también diamagnetos perfectos (“efecto Meissner™). Estas propiedades
fueron descritas por la teoria fenomenolégica de F. y H. London en 1935, En su modelo
postularon una densidad de “electrones superconductores” ngs por unidad de volumen,
cuya respuesta a un campo electromagnético puede describirse por

C

Jo=— —
5 47r)\i

A, 2.1)

donde A es e] potencial vectorial del campo electromagnético, el cual satisface una
‘norma especifica (norma de London). La derivada temporal de la ecuacion (2.1) implica
que los electrones superconductores responden a un campo eléctrico E esencialmente
como electrones libres de Drude con un tiempo de relajacion infinito. El rotacional de
la ecuacion (2.1) junto con las ecuaciones de Maxwell, conduce a V*B = B/A}. Esto
implica que el campo magnético B es exponencialmente apantallado en el interior de
una muesira superconductora en una longitud de penetracion dada por

N = me? -
LA drnge?’ @2

Ginzburg y Landau (1950) extendieron la teoria fenomenolégica de London, basan-
dose en la teoria de transiciones de fase de segundo orden creada por Landau. Elles
introdujeron como parameiro de orden, la funcién de onda compleja de los electrones
superconductores, ¥(r) = |¥(r}|e*®), tal que ng o« |¥(r)|?. Su teoria reproduce la
ecuacion (2.1) de una forma que resulta ser invariante de norma

J5 = 2e|T(r)|*vs, 2.3

donde m*vg = AVe(r) — 2eA/c, con m* la masa efectiva. Asimismo, se mostrd




que ¥(r) estd gobernada por una ecuacion diferencial no lineal, de tal forma que ¥(r)
podia variar con la posicién y el valor del campo, ademas de la dependencia en la tem-
peratura de ng. Cabe mencionar que la teoria de Ginzburg y Landau aun sigue siendo
el punto de partida para resolver problemas que contemplan un estado superconductor
con variaciones espaciales.

El descubrimiento de] efecto isotdpico, esto es, que T, oc M~* donde M es la
masa de los iones y a = 0.5, dio soporte a la idea de que la superconductividad es
el resultado de la interaccion electrén-fonon. Antes de este descubrimiento, Frolich
habia trabajado en un modelo basado en esta interaccién pero no logrd describir las
propiedades de un superconductor. M4s tarde, Cooper demostro que el estado nor-
mal de un mar de Fermi de electrones es inestable bajo cualquier interaccion atractiva
entre dos electrones, sin importar cudn débil sea ésta (Cooper, 1956). Bardeen, Coo-
per y Schriefer (BCS), estudiaron entonces un hamiltoniano reducido (Bardeen, et al.,
1957) que incluye interacciones que involucran solamente pares de electrones con es-
pines y momentos opuestos. Su teoria microscdpica constituye un notable éxito de la
teoria cudntica de los sélidos ya que explica de manera simple, aunque no trivial, los
principales efectos de la superconductividad. Como veremos mas adelante, esta teoria
predice una brecha de energia en el especiro de excitaciones lo cual implica el efecio
Meissner y la electrodinamica no local de los superconductores. Asimismo, la teoria
predice una transicién de fase de segundo orden a una 7, dada por

kT, = Fiupe DERIV (2.4)

con una brecha de energia que se va a cero en T, como (7 — T)” %, En la ecuacién an-
terior Aiwy es energia media de un fondn, V es la interaccion efectiva electron-electron y
D(Er) es la densidad de estados por espin en el nivel de Fermi. Para superconductores
con acoplamiento débil (D(EFr)V << 1) la teoria predice que

27
kgl

=352, 2.5

donde Aj es la energia minima de excitacion de una quasiparticula. También predice
que el flujo magnético atrapado en un anillo superconductor es un niimere entero de
®y = he/2e, reflejando el hecho de que el condensado superconductor estd formado
por pares de electrones. En 1958, Gor’kov sugiri6 la formulacién de campo cuéntica
de la teoria BCS utilizando Ay como parametro de orden de largo alcance “fuera de la
diagonal”. Incluyendo variaciones espaciales en la brecha superconductora A(r), pu-
do derivar la teoria fenomenolégica de Ginzburg-Landau a partir de la teoria BCS. Los
efectos de interacciones fueries fueron explicados por Eliashberg al extender las ecua-
ciones de Gor’kov para incluir efectos retardados en la interaccién de apareamiento.
La investigacién en materiales superconductores recibié un nuevo impulso con el
descubrimiento de Bednorz y Miiller en 1986 de compuestos ceramicos con tempe-
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raturas de transicion que eventualmente superaron la temperatura del nitrégeno liqui-
do (77K) alcanzando los 133K para el compuesto HgBasCaqCusOpg (Putilin, et al.,
1993; Schilling, ef al., 1993). Esta T, puede incrementarse hasta 164K, si dicho com-
puesto se somete a presiones del orden de 30G Pa (Chu, et al., 1993). Las altas tem-
peraturas criticas asi como los valores pequefios de o hallados en estos materiales, su-
gieren que el mecanismo fondnico no es necesariamente el origen del apareamiento en
los cupratos superconductores y que dicho mecanismo podria ser de origen electronico
(Anderson, 1987). Sin embargo, cabe sefialar que dentro del formalismo de Eliashberg
existen argpumentos que impiden descartar por completo al mecanismo fonénico (Cai-
botte, 1990). Aunque hasta la fecha no existe consenso sobre el mecanismo que da
lugar a la formacion de pares en los superconductores cerdmicos, el origen de dicha in-
teraccion no es crucial para que el formalismo BCS se sostenga, por lo que las ideas
generales de esta teoria no estan del todo excluidas como una posible explicacion de la
superconductividad en estos materiales.

2.1 FormalismodeBCSaT =0

En esta seccion obtendremos la ecuacion para la brecha superconductora asi como la
energia del estado base superconductor a temperatura cero por medio del método varia-
cional. Partiremos del llamado hamiltoniano reducido que incluye las interacciones que
involucran solamente pares de electrones con espines y momentos opuestos

1
g
Hges = E £ (k) nk,‘y-l—ﬁs E karcijcfk’lck:,Tc_k:‘l, (2.6)
Ko Kl

suponiendo que este hamiltoniano incluye todos los términos relevantes para la super-
conductividad. Aqui, € (k) es la energia de una sola particula, Vi, es el elemento de
matriz del potencial de interaccion entre dos electrones y N, es el nimero de celdas
unitarias del solido. La teoria BCS propone para el estado base superconductor una
funcién de prueba variacional de la siguiente forma (Bardegen, et al., 1957)

We) == | [ (we + wach1¢Ty 1) 10) @7
k

donde vy, U, son las amplitudes de probabilidad de encontrar al estado (k 7, — k |)
ocupade y desocupado, respectivamente, y por lo tanto uZ + v = 1 (condicion de
normalizacion). Esta funcion de onda no es eigenfuncion del operador de niimero total
N, es decir, representa un estado con un niimero de particulas variable. Para determinar
el valor medio del nimero de particulas V, debemos minimizar con respecto a vy el
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valor de expectacién (¥y| Hpcs — uwN |¥a), es decir,

1
§(Ug|H — pNBe) =612 (e(k)—p) Uﬁ+“ﬁZka' Ui Vi U Ve | = 0,
k I

(2.8)
donde 1 es el potencial quimico. Resulta conveniente definir by = v y £(k) =e(k)—p,
por lo que podemos escribir

(\IIG |H—- p,N| ‘Pg) = 226(1{)]11{—]- j—\l}— ZVRI{’\/hk (1 - h.k) Ay (1 - hkf).

* kK
(2.9
La minimizacién de (¥g |H — N | ¥g} con respecto a by conduce a
0 (Vg |H — uN|¥g) 1 (1 —2hy)
=0=2¢&k) + — Wik Ayt (1 — Ay ) —ee———.
o &(k) ng{; Kk e ( i) T
' (2.10)
Definiendo

1 .
Ay = A Ek; Vi v/ e (1 = A}, 211)

podemos escribir (2.10) de la siguiente forma

1 — 2hy

26(k) =A . (2.12)
S) = A= - )
De esta 1ltima ecuacion, hy resulta ser
1 £k)
— — 2.43
) -
donde £ (k) est4 dado por
By = \/(ak —p)® + A2 (2.14)

En consecuencia obtenemos que

S Y O N Y (O R

La ecuacion (2.11) tiene la forma de una condicién de autoconsistencia ya que Ay
depende de Ay. Haciendo uso de (2.13) y (2.14), dicha condicidén de autoconsistencia
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puede reescribirse como

1 ka’Akl
Ay = —— — 2.16
k=T kz 5 E (2.16)

Una vez determinada |¥) se puede calcular la energia del estado base F base a partir
de la Ec. (2.9) obteniendo

Eg=(U|H|¥e) =) (cf E(k)) + Z 2E k) (2:17)

k

El valor medio del nimero de particulas viene dado por

<\IJG ‘N‘ \IJG> = 22 Z ( E(k)) 2.18)

o bien, :
ne1e_tel)—u ,

N, E(k)
donde n es el nimero promedio de particulas por sitio, es decir, n = N/N;. Finalmente,
los estados excitados del sistema estdn descritos por dos tipos de funcién de onda

(2.19)

[@ear) = 6y [] (e +viwdl ety ) 10), (2.20)
k!
Wean) = (vie— ety ety ) T (e +viech 1)) 100, @21)
KAk

donde |W.g;) y |Weso) describen la excitacion de una sola particula y la excitacion de
un par de particulas sobre el estado base, respectivamente. Las energias de excitacién
pueden calcularse a partir de E,,; = <lIfem1 ,uN ‘ 5m1> <\DG ‘H yN ‘ ‘IIG>

y analogamente para las excitaciones de pares. La evaluacion de estos valores de exci-
tacion es directa y conduce a

B(l) = /(o= ) + AL = B, @)
E.o(k) = 2E(k). (2.23)

Asi, el espectro de excitaciones basado en el estado (2.7), exhibe cuasiparticulas de
energia £y con una brecha de energia |Ay|.

Finalmente, en el Hmite de baja densidad de particulas la ecuacion BCS de la brecha
superconductora (2.16) se reduce a la ecuacion de Schrédinger para un solo par (Eagles,
1969; Micnas, et al., 1990), es decir, la teoria BCS es exacta en este limite. Para
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comprobarlo escribamos la brecha superconductora Ay como

Ay
Ak = s Z ka ZE k’
k!
= —5% kak' (2.24)
Kk’
donde hemos definido A
k)= —=.. 2.25
¢ (k) B (2.25)
Multiplicando ambos lados de la ecuacién (2.24) por 2£(k)/ E(k) obtenemos
26 ()¢ (k) = Z Via ()
) N, Kk’
1 i .
= —(-m) 5> Vi (K) (2.26)
5Lk
donde ()
&(k
=] - == 2.27
satisface [ver Ec. (2.18)]
1
-N: Zk: e =N . (2.28)
En el limite de bajas densidades ny, << 1y la ecuacion (2.26) se reduce a
[2n — 2e(k)] ¢ = — =~ Z Viaed { (2.29)
N, ki

puesto que £(k) =z(k)—u. Notese que la ecuacion (2.29) es la ecuacion de Schrodinger
para un solo par en el espacio reciproco, donde 2y juega el papel del eigenvalor (com-
parar con la Ec. (3.29)).

2.2 Formalismo de BCSaT # 0

La ventaja de trabajar en el ensamble gran candnico es mas evidente cuando uno desea
hacer termodindmica. La funcién de particion gran canonica es

Zgo = Tr e[ Hnos—uli]/ksT (2.30)

donde kg es la constante de Boltzmann, 7" es la temperatura y la traza se realiza sobre
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todos los conjuntos de niimeros de ocupacion. Debido a que Hpeyg tiene productos de
cuatro operadores fermidnicos, la traza no puede llevarse a cabo en forma cerrada. Sin
embargo, se puede obtener una excelente aproximacion a la termodindmica empleando
una técnica de campo medio disefiada para reproducir los resultados a temperatura cero.
Para ello escribiremos

Ci,1C-k,) = e + (e 61,0 — i) 5

donde b = {¢grc_k,) ¥ solamente se considerarin las cantidades a primer orden
del término en paréntesis de la ecuacion anterior. El resultado de llevar a cabo este
procedimiento es

Z,o = Tr e[ Hou—eR]/kaT @.31)
donde

HC'M - ,U.N = ZE nkor + = N kak’ bkrck TC k! + bk-'ck,‘[c—kl — bk"bk)

= ZE nk,, — E (Akck,]‘c—k,.l, + Akck,Tc_k,l — Akbf{) , (232)

k

Z Viaober (2.33)

-Debldo a que ya no aparecen productos de mas de dos operadores fermiénicos, la traza
en la ecuacion (2.31) puede llevarse a cabo de manera exacta. Sin embargo, primero es
necesario diagonalizar la Ec. (2.32). Este hamﬂtonano puede diagonalizarse mediante
la transformacion canonica de Bogoliubov

Cki = UYeo + VkVips

+
Cxy = Ve T UKV

que define nuevos operadores fermidnicos vy, ¥ Vi, donde los coeficientes uy y vy
deben satisfacer

luse|* + |oi]? = 1. (2.34)
Sustituyendo estos nuevos operadores en el hamiltoniano (2.32) y llevando a cabo los

productos indicados considerando las propiedades de conmutacién de los nuevos ope-
radores fermidnicos, obienemos

Hop —ulN = Z&(k)[ (|uk|2' |Uk|2) (Moo i) 2 ||
K

o + ot
+F2Ug Vi Vier Yio 28KV Y o Vi)
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+ Z[(Akukvﬂ*-ﬁsf{u;'vk) (VoY ™ i ’1)
k
b (DEBI) Bt (o) bl 2359

Para diagonalizar el hamiltoniano, escogemos uy ¥ vy de tal forma que los coeficientes
de Y1 Yo ¥ '}f[{"ufy;l en la ecuacidn anterior sean cero, esto es

2 (K)ucvy + AfvE — Agul = 0. (2:36)

Las ecuaciones (2.36) y (2.34) son suficientes para determinar w. y ¥y en términos de
Ay. De la parte imaginaria de la Ec. (2.36) encontramos que 311}:—" es real (Tinkham,

1996) y multiplicando la Ec. (2.36} por %—E y resolviendo la ecuacién de segundo grado
resultante obtenemos

Al*cvk _

UKk -

‘ £4k) + |Ak) — £(k) = BE(k)—£(K). (237

Se escogi6 el signo positivo de la raiz pues es el que corresponde a la solucion de
minima energia. De la condicién de normalizacién [uy|® + ju|* = 1y sabiendo que
[ /uk| = (E(k)—E(k)) / |Axl, se encuentra que los coeficientes son

ol = 1 — [ouef? = -;- (1 _ %‘{%) . @38)

Aunque las fases de ux, v ¥ Ay son individualmente arbitrarias, ellas estin rela-
cionadas ya que % es real. Esto es, la fase de vy relativa a ;. debe ser la fase
- de Ag. No se pierde generalidad si escogemos uy real y positiva. Silo hacemos asi, v,
y Ay deben tener entonces la misma fase. Reescribiendo el hamiltoniano en términos
de los nuevos operadores se obtiene

Hop~pN = Z (‘5 (k) - E (k)*ﬁl' Zka'bfcbk') +Z E(k) (7frko + i)
k ° kK k

(2.39)
El primer término de esta expresion es una constante mientras que el segundo término
describe fermiones independientes con energias de excitacion E(k), ya que los ope-
radores ¥, ¥ 75 Obedecen las relaciones de conmutacion de Fermi-Dirac. El hamil-
toniano (2.39) determina las propiedades del sistema en términos de los &, pero atn
se deben determinar dichos niimeros. Aqui es donde el requerimiento de autoconsis-
tencia aparece ya que los nimeros by son los promedios cudntico v termodindmico de
los operadores ¢y ¢y | cuando el sistema esta descrito por Hgyy — V. En mecanica
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estadistica cuantica se demuesira que tales promedios estan dados por (Pathria, 1972)

b = {cx1Coiy) = Tf{e [ ﬁ(HGM ‘”N)] Nl ’l}
k= TE=k L) = Tr{exp[ 5(HCM ‘U‘N)]}

donde Tr{...} denota a la traza de] operador entre paréntesis en el espacio de Hilbert de

los eigenestados de Hopr — p.N . Reescribiendo los operadores ¢y en términos de los
operadores v, la traza puede evaluarse y se obtiene

Tr {exp [—5 (HGM - HN )] (—uivaIOTko - ui“k7k17§1)}

(2.40)

be = -
“ eI )
= ugv {1 —2f [B(k)]}, (241)
donde | .
FIEMN = 1 (2.42)

es la funcién de Fermi-Dirac. Cabe sefialar que hemos utilizado el hecho de que en un
sistema de fermiones independientes esta funcién da la probabilidad de ocupacion de
un estado particular. Nétese que el denominador contiene exp (E(k)/kpT) en vez de
exp {[E(k)—p] /ksT"). La razén formal es que aunque £ se encuentra contenido en la
definicién de F(k), no multiplica a los operadores fermionicos en la ecuacion. (2.39).
Fisicamente, la razén es que ~;; (o ¥, ) crea un estado excitado pero no cambia
el nimero de particulas. Finalmente, sustituyendo las ecuacicnes (2.41), y (2.38) en
(2.33) obtenemos

A = —Ni kakfﬁ(% {1 -2/ [B)]}
~ A E(K)
- Z Yoo 5y o [%BT] ’ @4

generalizando asi la ecuacion de la brecha superconductora a temperaturas finitas. De
manera analoga, la ecuacién (2.19) se generaliza a

1 e(k)—u E(k)
n—1= A ; B tanh {ﬁB—T} . (2.44)

Dados W, n'y T, las ecuaciones no lineales integrales (2.43) y (2.44) deben resolverse

para determinar Ay (n,T) y p(n,T). En particular, la T, se obtiene a partir de la
condicién Ay (n, ;) = 0.
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2.3 Hamiltoniano de Hubbard atractivo

El modelo de Hubbard con U negativa describe interacciones locales atractivas entre
fermiones. Este hamiltoniano debe considerarse como un modelo efectivo con pardme-
tros renormalizados que contienen una interaccion indirecta atractiva, es decir, cuando
los electrones polarizan un grado de libertad colectivo de la red, ellos pueden obtener
una energia de amarre compartiendo dicha polarizacion (Auerbach, 1994).

En esta seccidn aplicaremos, a manera de ejemplo, la teoria de campo medio de BCS
al hamiltoniano de Hubbard con U negativa

JU'N =1 Z cz o Cie +U an M4, — Z CiaCiv 5 (2.45)

<t,j> 0

al que hemos agregado el potencial quimico 4 para fijar el niimero de particulas y
donde NV es el operador de nimero. Usando las relaciones (3.23) podemos escribir este
hamiltoniano en el espacio de momentos de la siguiente forma

. 1
_ + 4
H—uN = kia leo (k) — 4l g o+ - kEk, q: U Crq 1 aerq Ok el Ot s (246)

donde 2q es el momento del centro de masa del par y e (k) es la relacién de dispersion
de una particula. Dentro del formalismo BCS, los términos con g = 0 son los unicos
términos relevantes para la superconductividad mientras que los términos con q #
0 pueden reescribirse en la aproximacion de campo medio (Dagotto, et al., 1994b;
Arrachea, et al., 1997) como —Un?N, /4 + UnkV /2. De esta manera tenemos

Un?
MN Z [8 CI{a_Cko' Z U Ck TC le K’ lckf T— '_Nss (2 47)

kI—c’

donde (k) es la relacién de dispersion de una particula incluyendo una auto-energia
de Un/2. Comparando (2.47) con (2.32) y utilizando (2.16) y (2.19), podemos escribir
directamente las ecuaciones que describen el estado superconductor a temperatura cero

U] 1
1 = }: — (2.48)
2N 4 [(.E(k)—p)?'—i—z’_\.zj2
el = - (k) —p _ (2.49)

[(c(l0~p)* + 7]

donde A = —3- 37, U {aw 16, 1)- Las ecuaciones integrales (2.48) y (2.49) estén
acopladas y, en el caso general, el potencial quimico p de los fermiones debe determi-
narse de manera autoconsistente junto con la brecha superconductora A, En el limite
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|Ul >> |t], se sigue de las ecuaciones (2.48) y (2.49) que

1 1
,u,=—§|U|, A=§|U[\/n(2——n), (2.50)

y la minima energia (2A) necesaria para romper el par puede obtenerse minimizando
1
z

2E(k) =2 [(e(k)—p)® + A?%]?, es decir

Un\ 2
2/ =2 (,u——z-) + A2 = U], (2.51)

que corresponde a la energia de amarre de un par. Asimismo, en el limite de baja
densidad (n << 1) tenemos que

1
p=—5Ul, A=|UlVn/2 (2.52)

Como en este limite la ecuacién BCS se reduce a la ecuacion de Schrodinger para un

solo par, la ecuacidn (2.52) implica que a primer orden u estd dado por la mitad de la
energia de amarre de un solo par.
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Capitulo 3
Apareamiento de Huecos

Los cupratos superconductores tienen en comun varias caracteristicas tales como
alta temperatura de transicion a densidades bajas de portadores y una longitud de co-
herencia pequefia, del orden de la distancia entre particulas (Batlogg, 1998). Estas
caracteristicas son consistentes con la hipétesis de que el apareamiento de huecos tiene
su origen en interacciones no retardadas de corto alcance y apoyan la descripcion de
estos materiales por medio de modelos con interacciones locales. Un modelo genéri-
co, que puede pensarse como una primera aproximacion del problema, es el modelo
de Hubbard asi como sus diversas extensiones. Desafortunadamente, como ya hemos
mencionado, este modelo solo ha podido resolverse de manera exacta para sistemas
de una e infinitas dimensiones. Para el caso de dos dimensiones, que se cree puede
ser relevante para la superconductividad de alta 7, existen muy pocos resultados exac-
tos. Asimismo, el problema de dos fermiones interaccionando por medio del modelo
de Hubbard estdndar ha recibido considerable atencion (Chen y Mei, 1989; Fabrizio,
et al., 1991; Navarro y Wang; 1992a; Caffarel y Mosseri, 1998) pues su estudio podria
proveer un mecanismo para explicar el apareamiento en los cupratos superconductores
asi como una guia para encontrar soluciones con un mayor nimero de particulas.

Por otra parte, dos casos particulares del modelo de Hubbard extendido han sido
estudiados ampliamente. Uno es el caso de interaccidn atractiva intra-sitio (U < 0),
es decir, cuando la atraccion local efectiva inducida de dos particulas situadas en un
mismo sitio supera la repulsion coulombiana entre ellas. Este hamiltoniano ha sido
considerado como un modelo efectivo de superconductividad en la familia de los bis-
mutatos de bario (Ba;... K, BiOs;, Ba;_,Pb,Bi1_,03), los fullerenos, y las fases de
Chevrel (Micnas, et al., 1990). El segundo caso es el modelo de Hubbard extendido
con interaccidn atractiva inter-sitic (V' <« 0), el cual permite describir apareamien-
tos con diferentes simetrias teniendo mayor relevancia en el estudio de la familia de
cupratos superconductores asi como para los superconductores de fermiones pesados
(Micnas, et al., 1999),

Un tipo diferente de interaccion no clasica que puede dar lugar a la formacién de
pares sin la necesidad de invocar interacciones densidad-densidad atractivas fue pro-
puesta por J. E. Hirsch con el fin de explicar la formacién de pares en los cupratos
superconductores por el mecanismo denominado undressing (Hirsch, 1989; 2000).
El término clave adicional es una interaccion de carga-enlace (At), la cual puede in-
terpretarse intuitivamente como un término de salto que depende de la densidad elec-
trénica (salto correlacionado), es decir, incrementa la amplitud de salto entre sitios
vecinos cuando uno de los dos orbitales involucrados en el proceso estd ocupado por
una particula. Como se vio en el capitulo 1, dicho término emerge naturalmente de la
construccion de un hamiltoniano de muchas particulas con inferacciones locales aunque
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también puede pensarse como una interaccién efectiva que involucra grados de libertad
electronicos o bosdnicos (Hirsch, 2001). La idea basica de undressing parte del he-
cho de que en un solido los electrones y los huecos estan vestidos por sus interacciones
con la red, dando lugar a su masa efectiva. Las interacciones entre estas quasiparticulas,
tales como la de carga-enlace, podrian incrementar la amplitud de salto si la ocupacion
local alrededor de la quasiparticula crece, esto conduce a una disminucién de la masa
efectiva, es decir, a un ensanchamiento de 1a banda. En consecuencia, se espera una re-
duccion de la energia cinética si el sistema tiene una densidad baja de quasiparticulas,
y un aumento de la probabilidad de encontrar dos quasiparticulas espacialmente juntas
como se puede apreciar més adelante en el esquema del espacio de estados.

En este capitulo se hara un andlisis detallado del proceso de apareamiento y la
dindmica de los pares de huecos formados a partir de At. Para ello se introducira una
extension del método del espacio de estados y su mapeo (Pérez y Wang, 1998a) con el
fin de incluir el término At, y asi analizar la formacién de pares de particulas median-
te el hamiltoniano de Hubbard generalizado en redes de una, dos vy tres dimensiones,
finalizando con los diagramas de fase del estado base de un par en dichas redes.

3.1 Meétodo del espacio de estados

En esta seccidn se presenta de manera detallada una extensién del método del espacio
de estados (Navarro y Wang, 1992a, 1992b), que permite diagonalizar en forma exacta
el hamiltoniano de Hubbard generalizado para redes infinitas con pocos electrones,
trabajando en el espacio real. Este método consiste en mapear el problema de Hubbard
a un problema de amarre fuerte con impurezas en un espacio de mayoer dimension.

Con el fin de explicar de una manera sencilla este método, primero analizaremos un
sistema unidimensional constituido por dos electrones con espines opuestos interaccio-
nando a través del modelo de Hubbard generalizado (1.24) en una cadena lineal de N
sitios (N = 2,3,4,---). Para N = 2, por ejemplo, los posibles estados de configu-
racion de este sistema seran

|1} | £0),
2) = [+-),
13) = [04),
4) | =+, 3.1)

donde el signo + representa un electrén con espin hacia arriba (es decir, la componente
z del espin del electron es £/2), el signo — un electrén con espin hacia abajo (la com-
ponente z del espin del electron es —R/2) y el signo = un sitio con dos electrones, uno
con espin hacia arriba y otro con espin hacia abajo, finalmente el 0 representa un sitio
vacio. Esta red de estados se muestra esquematicamente en la figura 3.1,
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Figura 3.1. Representacion geométrica de los estados de dos particulas con espines opuestos en una
cadena de dos sitios. Los estados de configuracion estin representados por circulos con las
auto-energtas y los parAmetros de salto indicados dentro ¥ entre ellos, respectivamente. La numeracion

_de los estados corresponde a la Ec. (3.1).

En ]a base de estados de configuracién Ec, (3.1), los elementos de matriz del hamil-
toniano (1.24) distintos de cero son

QAL = (1 H2) = tim,

4|H]1) = (1|H|4)=timp;

BlH[2) = (2|H|3)=timp>

(4[HI3) = (3( H|4) = tin,

(H1) = (3[H]3) =0,

2 H2) = WH4)=V. (3.2)

En este espacio de estados, la auto-energia de los estados [1) ¥ |3) es U mientras que
la auto-energia de los estados |2) y |4) es V. Nétese que el salto entre estados donde
al menos uno de ellos ticne auto-energia distinta de cero, esta dado por timp, = &+
At, puesto que la interaccion de carga-enlace At tiene contribucién en los procesos
de salto hacia o desde estados doblemente ocupados. De esta manera, el problema de
dos particulas interactuando entre si ha sido mapeado al de una sola particula en un
problema de amarre fuerte. Si el operador b} crea el estado i) en la Ee. (3.1), el nuevo
hamiltoniano puede escribirse como (Trugman, 1990)

H=> ebb + > "ty G.3)
i i3 '
donde ty3 = t3; = fos = 49 = 0 ¥ tij = timp, €0 los demés casos. Asimismo € =

€3 = Uye =¢ = V. Sin embargo, los sitios en este problema de amarre fuerte
representan estados de muchos cuerpos y no las funciones de Wannier que usualmente
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se utilizan. En notacién matricial H viene dada por

U timp 0 timp
o timp 14 Limp 0
H o 0 timp U timp
timp O timp V

(3.4)

Esta mairiz puede diagonalizarse de manera exacta. Los cuatro valores propios son

E1 = U,
E2 V7
1 1 1
[ — —_ — 2 2
E, = 2V—1—2U+2\/ 20V + U2 +16t2,.,),
1 1
E, = 5 EU_—\/ —2UV+U2+16tfmp) (3.5)

mientras que los vectores propios (sin normalizar) que corresponden a estas energias
son

|7/)1) = ]1> |
b)) = [2) -]

)
9,
) = itimfﬂ/(i{mf) +1) (1) +13) + [2) + [4),

s} = it:mf—ﬂit:) +1) L+ +R) +19. 6o

Ast, en este sencillo ejemplo, hemos podido encontrar una solucion exacta al problema
de Hubbard mapedndolo a un problema de amarre fuerte. En general, el nimero de
estados de configuracion para una red cualguiera de NV sitios con dos electrones con
espines opuestos es N2, Para el caso de dos electrones en una cadena lineal con un
nimero infinito de sitios, la red de estados tiene la forma de un arreglo cuadratico
bidimensional infinito con un ntimero infinito de impurezas, localizadas en las cadenas
diagonales (ver figura 3.2).
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Figura 3.2. Esquema de la red de estados corregpondiente al problema de dos electrones con espines
opuestos en una cadena lineal. Los estados de configuracion estan representados por eirculos con las
" auto-energias y las integrales de salto indicadas dentro y entre €llos, respectivamente. Los estados
efectivos finales estin representados por elipses y las integrales de salto efectivas son
Bimp = Usmpcos(Kaf2)y b= 9tcos( K a/2), donde timp = £+ At, K es el vector de onda del pary
a es la constante de red.

Para demostrar esto, denotemos por lm,n) el estado de configuracion que tiene un
electrén con espin hacia arriba en el sitio m y un electron con espin hacia abajo en el
sitio . Asimismo, es conveniente escribir el hamiltoniano de Hubbard generalizado
[Ec. (1.24)] como

H = H, + Hy + Hy + Ha, (3.7}
donde
H o=t Y, GaCic (3.8)
Li oo
Hy = U ngmig (9)
1’4
Hy = —2' ;784 (3.10)
<ig>
Ha = At Y &5, 0 (Mt + Nima)- G.1D
Li,fo=,0
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De esta manera tenemos

Hilm,n) = t Z ¢t yeio lm,m) =1t Z (c;','Tc_,-,T + C;t-le,l) jm,n)

<im0 <1,5>
= t Z (tﬁj,m |Z,n) + ‘Sj,n |m:z))
<4 j>

Il

tz (Bict,m |5, 10) + Gigrm [, 1) + 8imy m |y 8) + Sigan [M,2))
= t{lm+1Ln)+m—1n)+|mmn+1)+{mmn—1)) (3.12)
Asimismo,

Hy|m,n) = UZni,Tnm |m,n) = UZc‘imﬂ;énri [m,n) = Ubpp|m,n), (3.13)

Vv |4
7 D mnglm,n) = 7 2 (g +mgy) (g +ngy) [, m)

<> : <i,5>

HV |m7 'n’)

v
= 3 D (g + myngy 4 nagngy +nengp) bm, n)
<ig>

= "2_' Z (6i,m6j,m + 6-;',116]‘,11 + ‘51',m6j,n + 5i,n6j,m) |m: TL)

<ig>
= % Z (6imbitin + 8imbic1n + inbiv1m + Oinbioim) [m,m)
y i
= 3 (bmt1n + Omtn + Omnay + Ompn—1) |M, 1)
= V(bmn-1+mpnt1) [m,n), (3.14)

Hailm,n) = At Y 6}, ci0(ni g +m5) Im,n) =
<L iG>0

= A [ehiena + oo, + 6 cumig -+ o ey m,n)
<i,i>

= At Z [6_7',71161','& |Z, n) + §j,m6j,n |‘Z, 'ﬂ.) + 6j‘n6i,m |m,z) + 6j,n5j,m |'n"I'L1 ‘L)]
<i,i>

= At Z[(ﬁi—l,méi,n + 6i+1,m5i,n) I’L, ﬂ,) + (6i—-1,m6i—1,n =+ 6‘i+l,m6i+1,n) [2: T.'.)
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+ (Gi-1m8im + Gir1.00im) [M, 2} + (Bic1 nbict o + 8ix1 nbit1,m) [1,3)]

= At [(67‘1’1.71 + 5m+l,n) lm -+ 1?”) + (6m,n + 6m—1,n) Im - ]-, 'ﬂ,)]

+At [(ém,n + 6m,nf1) Im1n + 1> + (6m,n + 6m,n—-1) Im1ﬂ - 1)] .
En resumen tenemos
H |m,n) = (U(Smn + [V( m,n—1 +5m n+1)]) |m TL)
+ (t + At [6mn + Omi1,n]) [m+ 1,n)
+ (t + At S + Spu1,n]) I — 1,m)
+ (& + At b + Omnta]) [, n—t— 1)
+(t + At [dmpn + Omn—i]) Im,n — 1) . (3.16)

Si ahora interpretamos el estado de dos particulas |m, n) en una cadena lineal como el
correspondiente a una sola particula en el sitio 1, n de una red cuadrada, es claro que
H se-puede interpretar entonces como un hamiltoniano de amarre fuerte que representa
una red cuadrada con impurezas U en una diagonal {m = n), impurezas V' en las dos
diagonales adyacentes (m = n =+ 1), integrales de salto £, = ¢ + At entre dos sitios
con impurezas e integrales de salto ¢ entre el resto de los sitios. La representacion geo-
métrica de esta red puede verse en la figura 3.2. Por lo tanto, el problema original del
hamiltoniano de Hubbard generalizado en una cadena lineal con dos electrones con es-
pines opuestos es equivalente a un problema de amarre fuerte de una red bidimensional
que contiene impurezas tanto en las autoenergias (U 6 V') como en los enlaces (tinp).
En el caso del hamiltoniano de Hubbard extendido los estados apareados correspon-
den a los estados de impureza de la red de estados debido a las auto-energias I/ o V'
negativas. En el caso del hamiltoniano de Hubbard generalizado, los estados correla-
cionados se originan de los enlaces aumentados (impurezas de enlace), con o sin I/ o
V negativas.

Este problema de amarre fuerte equivalente puede resolverse aprovechando la si-
metria traslacional que la red de estados tiene en la direccion de las diagonales con
impurezas. Usando el método introducido por Falicov e Yndurain (1975), se puede
mapear la red bidimensional de estados a una cadena lineal, como se muestra en la
figura 3.2, donde B;,,, = 2timpcos(Ka/2) y § = 2tcos(Ka/2) son los pardmetros de
salto efectivos siendo a la constante de red y K el vector de onda del centro de masa del
par. En otras palabras, estamos tratando la red bidimensional en un espacio combinado,
donde la direccion con simetria traslacional se analiza en el espacio reciproco mientras
que la direccidn que no conserva dicha simetria se estudia en el espacio real (Wang,
1989). De esta forma, para cada K se tiene una red unidimensional efectiva que puede
resolverse usando el método de la matriz de tranferencia, o bien, por diagonalizacion
directa. En el caso de dos particulas con espines antiparalelos en una red cuadrada
infinita, tenemos que n = 2y d = 2, y los estados de configuracién forman una red
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hiperciibica en un espacio de cuatro dimensiones. La manera de encontrar la solucidn es
similar al caso unidimensional. Primero, se realiza un mapeo del arreglo de estados de
cuatro dimensiones a una red efectiva de dos dimensiones (figura 3.3), solamente que
ahora se tienen cuatro patdmetros de transferencia efectivos: 8™ = 2t;mpcos (K a/2),
B = 2timpcos(Kya/2), B, = 2tcos(K,a/2) y B, = 2tcos(¥K,a/2), donde K, y K,
son las componentes del vector de onda del centro de masa del par. Para cada vector de
onda (K, K,,) se tiene una red cuadrada de estados efectivos con una impureza central
con autoenergia U, rodeada por cuatro estados cuya autoenergia es V' y los demas
estados con autoenergia igual a cero.

Figura 3.3. Esquema de la red de estados proyectada correspondiente al problema de dos particulas con
espines opuestos en una red cuadrada.

En la figura 3.4 se muestra la red de estados proyectada correspondiente al proble-
ma de dos particulas con espines opuestos en una red triangular. Nétese que ahora hay
seis parametros de salto diferentes en la red triangular proyectada dados por 57 =

T

2timpcos(K.a/2), ﬁ;”f = 2 impC03 [QLﬁ (K» =+ \/EKy)] , Bz = 2tcos(Ka/2), B4 =

2tcos [-2-33 (Km + x/gKy)]. Para el caso general de n electrones en un cristal de d di-
mensiones, el arreglo geométrico del conjunto de estados corresponde a una red de
nd—dimensiones, donde el principio de exclusién de Pauli determina la forma geomé-
trica de dicha red. Este arreglo de estados puede ser descrito por medio de un hamilto-
niano de amarre fuerte donde, en el caso de dos particulas, la autoenergia de los estados
con un sitio doblemente ocupado estara dada por U, la autoenergia para los estados con
sitios vecinos que estén simplemente ocupados estara dada por V' v los demas estados
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tendrdn autoenergia igual a cero. La integral de salto entre dos estados vecinos sera
timp S1 al menos uno de ellos tiene auto-energia distinta de cero y ¢ en los demds casos.

Figura 3.4. Esquema de la red de estados proyectada correspondiente al problema de dos particulas con
: espines opuestos en una red triangular.

Ahora bien, los electrones son particulas indistinguibles de espin un medio y por
lo tanto, satisfacen el principio de exclusién de Pauli, es decir, la funcién de onda v
de un sistema de fermiones es antisimétrica bajo el intercambio de cualesquiera dos
particulas. Cuando el hamiltoniano no depende del espin, dicha funcién de onda siem-
pre puede escribirse como un producto de una funcién de onda espacial u orbital ¢ que
sélo depende de las coordenadas (r;) de las particulas y una funcién ¥ que solo depende
de las proyecciones de espin (s7) de las mismas

d)(glx C21 ) = d’(rl: Tz, '“)X(Sii S‘;, ) (G.17)

En esta relacion ¢ representa el conjunto de tres coordenadas espaciales y la proyec-
ci6n de espin de la particula ¢. En este caso, la ecuacion de Schridinger solo de-
termina la funcién de onda espacial ¢, dejando la funcion y arbitraria. Si el sis-
tema consta de dos particulas, aquellos estados con funciones espaciales simétricas
[¢(r1,12) = ¢(ra, r1)] corresponden a un estado de espin antisimétrico (singulete), ya
que x, = % o (1) B8(2) ~ @ (2) £(1)], donde « (i) y £ (j) son respectivamente esta-
dos de espin con sf = Af2y s§ = —ff2. Por otro lado, los estados con funciones
espaciales antisimétricas [¢(rq,re) = —¢(r2, r;1)] corresponden a los estados de espin
simétricos (triplete} dados por x, = % [e(L)B(2)+a(2)B(1)],x, = (D (2),
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0 x, = A(1)B(2). De esta manera, al resolver el problema de amarre fuerte en el
espacio de estados, se obtendri un conjunto de soluciones. De este conjunto, las fun-
ciones de onda simétricas corresponden al singulete mientras que las funciones de onda
antisimétricas corresponden al triplete.

3.2 Propiedades fisicas de los pares

Con el fin de estudiar el apareamiento de dos particulas asi como la dindmica de estos
estados, se analizaron la encrgia de amarre, la longitud de coherencia y la masa efectiva
de los pares. La energia de amarre de dos particulas (A») puede definirse como

Ag = 2E1 - Ez, (3.18)

donde E,, es la energia del estado base de n particulas. En la figura 3.5 las energias de
amarre entre dos electrones y entre dos huecos se analizan comparativamente para una
cadena lineal, una red cuadrada y una red triangular como funcién de At para U = 0
y V = 3ltg|- Observe que para 0 < Atf/|tg] < 2/3 existe un fuerte apareamiento de
huecos en las tres redes analizadas mientras que el apareamiento de electrones requiere
At/|tg| > 2, lo cual es mucho mayor que los valores estimados de At (Hubbard, 1963;
Appel, et al., 1993). Por esta razdn de aqui en adelante consideraremos solamente el
apareamiento entre huecos.

2.5 , —
Electron  Hueco
V=0 V=0 V=3t
20} Cadena lineal . o o
Red cuadrada = a m
1.5F Red Triangular 4 & &
=
< 1.0}
05F
0.0 MilkBdaiasduasansisnssssssuissss F AW
0.0 : . 1.5 : : 3.0

A/t

Figura 3.5. Energias de amarre para singuletes de electrones y singuletes de huecos en las redes lineal,
cuadrada y triangular para U = 0.

En la figura 3.6(a), las energias de amarre de dos huecos en funcién de At, para
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U =V =0, se muestran para una cadena lineal, una red cuadrada, una red triangular
y una red cibica simple, Las diagonalizaciones se realizaron en las redes proyectadas
truncadas correspondientes con 301, 3969, 5677 y 35937 estados efectivos, respectiva-
mente. Los tamafios de las matrices para los calculos numéricos se escogieron como el
minimo tamafio a partir del cual las cantidades fisicas no tienen una variacion impor-
tante con el tamarfio de la matriz.

Como ya se comentd, en la region 0 < At/ [f| < 2/3 hay un fuerte apareamiento
entre huecos en los sistemas de una y dos dimensiones, mientras que en la red ctibica
simple 0.294 < At/ |ty] < 0.613, requiriéndose un valor minimo de At para que haya
formacion de pares. En el caso de una y dos dimensiones, el intervalo de apareamiento
puede obtenerse a partir del siguiente argumento. En el esquema del espacio de estados,
la formacién de un par corresponde a la formacion de un estado de impureza, en este
caso la impureza se da en los enlaces que unen el sitio central de la red de estados
proyectada con sus Z primeros vecinos. Si la magnitud del pardmetro de salto en
estos enlaces es mayor que en el resto de los enlaces, es decir [tg — At| > [t — 2At],
entonces se formaran estados de impureza fuera de la banda. Por otra parte, el maximo
de la energia de amarre se alcanza en At = 0.5 |to] ya que en este punto la energia
cinética de los huecos es minima. De hecho en este caso es posible encontrar una
solucion analitica para el espectro de energias de dos particulas, ya que el problema se
reduce al de una particula en una molécula de Z + 1 sitios en el espacio proyectado,
como puede verse en la figura 3.2 para el caso de la cadena lineal. Asi, la energia mas
baja de un par para cada valor K del vector de onda del centro de masa del par resulta
ser

1

Ey (K) = (U+ V) — 5\/(U — V)* + 47t} cos? (|K| a/\/E—Z) (3.19)

(SR

La energia del estado base se obtiene para KK = 0 y en consecuencia la energia de
amarre es

1
Ay = 5 {\/(U — VY 4zt — (U + V)] (3.20)

ya que para At = 0.5%g, £y = 0 (ver Ec. (3.18)). De la ecuacion (3.20) se sigue que,
en el caso particular At = 0.5%q, la condicién para que exista apareamiento (A, > 0)
es

UV <4zt G2
Otra cantidad fisica que caracteriza al par es su longitud de coherencia, la cual puede
calcularse como ¢ =< r? >1/2, donde

y St (0)rkp(r)
SIS )

es el radio cuadrado promedio del par, (r) es la funcidén de onda de dos particulas v r

(3.22)
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representa las coordenadas internas del par. Si la funcién de onda tuviera un compor-
tamiento exponencial con una longitud caracteristica £, la diferencia entre £ y {; seria
despreciable. De hecho, £ puede reducirse a la longitud de coherencia de la teoria BCS
introduciendo un factor numérico de 2+/2 /7 (Hirsch y Marsiglio, 1989). Asimismo,
cabe sefialar que la longitud de coherencia de los estados no correlacionados escala con
el tamafio del sistema. La figura 3.6(b) muestra las longitudes de coherencia para hue-
cos en las mismas cuatro redes analizadas en la figura 3.6(a). Puede observarse que en
general una longitud de coherencia corta siempre esta asociada a una energia de amarre
grande. Sin embargo, no se encuentra una relacién de proporcionalidad inversa entre
estas dos cantidades como sucede en la teoria BCS (Bardeen, et al., 1957) Finalmente,
el minimo de la longitud de coherencia (¢, = a/v/2) se alcanza en At = 0.5%, el
cual también se obtiene de manera analitica ya que en este caso la funcion de onda tiene
amplitud no nula Gnicamente en los Z -- 1 sitios centrales de la red de estados efectiva.

Para estudiar la dindmica de los pares, un parametro fundamental es su masa efectiva
{(mg), la cual se calcula a partir de una expansion en serie de Taylor de la relacidn
de dispersion del estado base del par. En la figura 3.6(c) se grafica el cociente de la
masa efectiva de los pares y la masa efectiva del estado més bajo no correlacionado
(m,) encontridndose una reduccion significativa de msg/2m, alrededor de At = 0.5¢.
Esto se debe a que la masa efectiva de los huecos (m;) tiende a infinito puesto que
su parametro de salto efectivo (t = £y — 2At) tiende a cero en la vecindad de At =
0.5t5. De hecho, en este caso es posible calcular analiticamente la masa efectiva del
par a partir de la relacidén de dispersion del par E(K') dada por la ecuacion (3.19):

1
me = HZ (62%{{—”;(:0) = ﬁz\/(U - V)2 + 47t/ (atg)z. En particular para U =

V = 0, la ecuacién anterior se reduce a my == hjz‘f = %;—A‘/—?. En la figura 3.7 se
muestra la variacion de la masa efectiva del singulete de huecos (ms) en funcidn de
At para las redes lineal, cuadrada y cibica en comparacion con la masa efectiva de
un solo hueco (m;) en las mismas redes (linea punteada). Para que la figura sea clara,
hemos normalizado mq por 2m{, donde m? = m; {At = 0). Debe enfatizarse que, aun
cuando la masa efectiva de un solo hueco puede llegar ser muy grande, la masa efectiva
del par siempre es finita y menor que la de dos huecos no apareados. Esto contrasta
con lo que sucede en el hamiltoniano de Hubbard extendido donde se desprecia la
interaccién At y solo se consideran U/ o V' negativos, ya que en este caso al crecer
|U| o [V, la masa efectiva del par se incrementa con respecto a la masa efectiva de
dos particulas sin correlacién como se muestra en la figura 3.8 (Pérez y Wang, 1999).
Para un par con energia de amarre muy grande originada por una interaccion efectiva
—|U1 0 —|V|, la masa efectiva es grande ya que el par solo se puede mover via estados
fermidnicos intermedios en los cuales el par se rompe. En particular, en el caso en €l
que el apareamiento se debe a una interaccién U < 0, la energia de amarre es Ay = |U]
(U| » |t|) y la masa efectiva del par es my ~ ]Uz!:rv. De esta titima ecuacién podria
parecer que 1y puede ser arbitrariamente pequeiia para V' ~ — |U]. Sin embargo, en
este caso dicha ecuacion no se aplica y puede demostrarse que ms ~ my. Similarmente,
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si el apareamiento se debe a una interaccién V' < 0 tenemos, para el caso en €l que
U > 0, que la energia de amarre es Ag = |V} (V| > |£|) y la masa efectiva del del par

?’TLQNJ%;I'.
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Figura 3.6 {a) Energia de amarre, (b} longitud de coherencia y (c) masa efectiva de ut singulete de
huecos para una cadena lineal {(circulos abiertos), una red cuadrada (cuadrados abienos), una red
triangular (tridngulos abiertos) y una red cibica simpie (diamantes abiertos).
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Figura 3.7. Masas efectivas (ms) de los singuletes de huecos en las redes lineal, cuadrada, cibica y
triangular como funcidn de At para i/ = V = (. Las lineas puntecadas denotan la masa efectiva de un
solo hueco (m. ) en las respectivas redes y m§ = my (At = 0)
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Figura 3.8. Masas efectivas de los estados singuletes apareados {mq) como funcidn de (a) V' con
At =U =0y como funcion de (b) / para At =V = 0.
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3.3  Anailisis en el espacio reciproco

A partir de un analisis del problema en el espacio reciproco, es posible obtener una
solucién analitica para el diagrama de fase del estado base de dos particulas interaccio-
nando por medio del hamiltoniano de Hubbard generalizado en cualquier red (Pérez y

Wang, 1998a). Para pasar del espacio real al espacio reciproco, se utilizan las siguientes
relaciones (Mahan, 1990)

i .
hh, = —=> e ®inf
) IV"g - k:
i .
hig = —=3 e ¥R (3.23)
] _\/}TS - 1

donde N, es el nimero de sitios en la red. Sustituyendo estas relaciones en (1.25) se

obtiene el hamiltoniano de Hubbard generalizado en el espacio reciproco (ver Apéndice
A)

1
H = ) elhihio + 5 D Viehifigr i) hoieral bieras

ko kk'\q
1
+ﬁ’ Z Wkk"q h:+q’ghtk+q,gh—k’+q,a h’k’—i—q,cr . (3.24)
¥ KK ae
donde
vV VAN , ,
ka-'q =U+ ? E(k -k ) + T [E(k + q)-l—e(—k + q)—i—e(k —i—q)-l—e(—k +q)] , (3.25)
d Vv
Wkqu = 2_1'_, E(k - k’), (3.26)

donde 2q es el vector de onda del centro de masa del par, e(k) =13, e By siendo
R., un vector que une a cada sitio ¢ con uno de sus Z sitios vecinos (y = 1,2,..., Z), ¥
t =1ty — 2AtL.

Como estamos interesados en el estado base, consideraremos ia funcion de onda de
un singulete de huecos con momento total cero (q = 0)

¥ >="" fk)hihTy 10> . (3.27)
k

Aqui f(k) es la probabilidad de encontrar a un hueco con momento k cuando el otro
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hueco tiene momento -k. La transformada de Fourier de esta funcién
1 —~ileR,
fi=x §k e fk) (3.28)

es la funcién de onda en el espacio real de la coordenada relativa del par.
El resultado de formular la ecuacion de Schrddinger, Hiyp >= E|¢ >, con H y
|10 > dados por las Ecs. (3.24) y (3.27) es

72001709 = 37 310 [0+ () e 1) +2(F) (09 e

(3.29)
Puesto que f(k) = f(—k) (singulete) y considerando que para un estado con simetria

s las amplitudes f; tienen el mismo valor para los sitios R, primeros vecinos de Ry, la
Ec. (3.29) se reduce a

o [(m 280 (V483 o)1) o

t

Multiplicando ambos lados de estailtima ecuacion por E%‘T]L, ¢ = 0,1 y sumando sobre
k, obtenemos, para el caso de una funcion de onda con simetria s, dos ecuaciones con
dos incognitas, oy fi

|
|1+ 52160 (0) - 5261 0)) for | TG0 (0) - 60| o = 0

VIE|

{L\t]Eﬂ U,

56, (5) - S 0)| s [ 26+ Lilen (o) 2806, 0] 1 = o

donde Z es el nimero de coordinacién de la red, |Ep| es la energia del estado base de
una sola particula y

’}’k*
i - 3.32
N Z 1 + P~ Y (J )

En la esta ecuacion, v, = —e(kK')/|Ey| ¥ p = —(1+ E/2{Ey|) es la energia de amarre
normalizada del par. Para & menor que —2|Ey| existe un estado apareado con energia
de amarre Ay = 2|Ep|p. Notese que para redes bipartitas, |Ey| = Z|¢|, mientras que
para redes no bipartitas como la triangular y la clibica centrada en las caras, dicho valor
difiere cuando consideramos huecos en vez de electrones. La energia de amarre esta
determinada por la condicion de que el determinante del sistema de ecuaciones (3.31)
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5ea Cero, es decir

V| Eo . (UV ZAL? ZUt
Golp) [ il o+ (G —2zne- B ) e+ 2
AN\? VB uv

donde se utilizd el hecho de que G1(p) y Ga(p) estan relacionadas con Gy(p) de la
siguiente forma (Marsiglio y Hirsch, 1990b)

Gilp) = (1+p)Golp) ~ 1,
Ga(p) = (1+p)°Golp) — (1 +p). (3.34)

La ecuacion (3.33) da, de manera implicita, la energia de amarre normalizada, p, co-
mo funcién de U, V' y At. Cabe mencicnar que en el caso de dos particulas en una
dimension puede obtenerse la energia de amarre de manera explicita (ver Apéndice B).
Haciendo p = ( en la ecuacidn (3.33), obtenemos la curva del diagrama de fase en-
tre estados apareados y estados no apareados. Para redes de una y dos dimensiones
Go(p — 0) — oo (Mattis, 1985) y, por lo tanto, la relacion (3.33) se reduce a

27 (At + 2t At) — V| By
V\E(]\ + 2712

U(At, V) = 2| By (3.35)

Asimismo, para redes tridimensionales, Go(0) < oo y el diagrama de fase estd dado
por

VIEy — 4Z (t+ AR + Go (0) [2Z (A + 2t At) — V| Ey||
Go(0) [V|Bo| -+ 2Z2t%] — V| Ey|

U(AL, V) = 2| Fyl

(3.36)
En particular, para la red cibica simple Gp(0) =~ 1.51638. Los intervalos de apareamien-
to mostrados en la figura 3.6(a) pueden obtenerse de las ecuaciones (3.35) y (3.36) al
evaluarlas para U = V = 0. Cabe mencionar que el apareamiento de electrones re-
guiere Af > 2t pararedes de una y dos dimensiones, mientras que para una red ciibica
simple se necesita At > 2.7136¢;. Estos valores se obiienen de las ecuaciones (3.35) y
{3.36) reemplazando ¢ por —t y evaluando paral/ = V = 0.

Los diagramas de fase del estado base de un par de huecos en un estado singulete
para una cadena lineal, una red cuadrada, una red triangular y una red cibica sim-
ple se muestran en las figuras 3.8(a), 3.8(b), 3.8(c), y 3.8(d), respectivamente, para
At = 0 (circulos abiertos), 0.2ty (tridngulos abiertos), 0.5ty (diamantes abiertos), y
0.6ty (cuadrados abiertos). En primer lugar se pueden observar las lineas de transi-
cidén hiperbdlicas para At = 0.5¢, lo cual indica que hay apareamiento de huecos
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aun cuando 7 é V son muy grandes, como lo muestran las ecuaciones (3.35) y (3.33).
Asimismo, se puede notar que la region de apareamiento se incrementa cuando Af va
de 0 a 0.5tg. Sin embargo, un proceso inverso ocurre cuando At es mayor que 0.5%,
en concordancia con la figura 3.6(a). Finalmente, puede observarse que las lineas de
transicion para At = 0 (circulos abiertos) en sistemas de una y dos dimensiones pasan
por el origen, en contraste con la menor regién de apareamiento en el caso tridimen-
sional, es decir, la baja dimensionalidad del sistema en general refuerza el proceso de
apareamiento. Esto se debe a que la localizacién de los estados correlacionados en
el espacio equivalente de una particula en un espacio de mayor dimensién incremen-
ta la energia cinética del sistema (confinamiento cuantice) y entonces, la existencia de
pares implica que la energia potencial originada por las “impurezas™ debe superar el

mencionado incremento de energia cinética. En esta competencia de energias, la di-
mensionalidad juega un papel crucial (Economou, 1983).
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Figura 3.8. Diagramas de fase del estado base de un singulete de huecos en una (a) cadena lineal, (b)
red cuadrada, (c) red triangular y (d) una red cabica simple, donde los valores de At son 0 (circulos
abiertos), 0.2¢; (iriangulos abiertos), 0.5 (diatmantes abiertos) y 0.6%y {cuadrados abiertos).

En resumen hemos mostrado que dentro del modelo de Hubbard generalizado e-
Xiste apareamiento entre huecos para valores pequefios de At. Ademas, estos estados
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apareados no son sensibles a la repulsion intra-atémica U. Sin embargo, como se apre-
cia en la figura 3.8, estos estados son sensibles a la interaccion inter-atémica y la regién
de apareamiento (para valores positivos de I y V') disminuye cuando V' se incrementa.
Aun asi para valores relativamente altos de V'(~ 5¢o) existe una pequefia regién donde
existen estados apareados.

Estos hechos podrian ser relevantes para el proceso de apareamiento de huecos en
algunos sistemas reales, incluyendo materiales superconductores de alta T, para los
cuales se ha estimado que At ~ 0.5¢; (Appel, et al., 1993).
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Capitulo 4
Pares con Simetria d

Los experimentos que miden el corrimiento de Knight en los cupratos supercon-
ductores indican que la suceptibilidad de espin desaparece a temperatura cero y, por
lo tanto, los pares se encuentran en un estado singulete cuya funcién de onda espacial
debe ser par (Scalapino, 1995). Por ofra parte, debido a la naturaleza anisotropica de
los cupratos superconductores, se piensa que los estados apareados se encuentran con-
finados en los planos de CuQs, cuya estructura es la de una red cuadrada. El grupo
puntual de la red cuadrada (Cy,) contiene las signientes operaciones de simetria: (a)
rotacion de 7/2 alrededor del eje z, Ry/2, (b) reflexién a través de un eje [100] (z 6
1Y) La(y), ¥ (¢) reflexion a través de un eje a 45° o eje [110], I;;4. Puesto que para es-
tados con paridad par (.e. singulete) el tnico eigenvalor permitido de RZ /2 €8 1y, en
general, el Gnico eigenvalor de T f(y) es 1, se sigue que las representaciones irreducibles
pares del grupo Oy, pueden etiquetarse de manera 1inica por los posibles eigenvalores
+1,de B, 3 ¥ Lo). Cabe mencionar que en este grupo I, /4 no es independiente. Estas
cuatro representaciones corresponden a los estados tefragonales A;,, Agy, By, ¥ Bag
en notacion estdndar de teoria de grupos (Inui, et al., 1995), o bien, a los estados s, g,
dz2_,2, dzy en nomenclatura de funciones de onda (Annett, ef al., 1995). Estos cua-
tro posibles estados se se muestran en la tabla 3.1 y se tranforman bajo las operaciones
de simetria anteriores como la identidad, zy(z? — 3?), 2° — ¥* y y, respectivamente.
Nétese que no aparecen los estados que transforman como xz 6 yz debido a que sola-
mente consideramos una red cuadrada en vez de un cristal tetragonal.

Notacion de
B
teoria de grupos Alg Azg By, 29
Funcién base constante oy (z* — y°) 22— 2 "
Nombre de la
funcién de onda onda 5 g dga_ye tay

A

Esquema fie / \ N % O 9{
E::: funcion k / W \_,

Tabla 4.1 Las cuatro posibles representaciones irreducibles de singuletes en una red cuadrada (Annett, et al.,

1995). Las regiones sombreadas indican un cambio de signo con respecto a las regiones claras.

Ahora bien, durante los dltimos ocho afios ha habido una serie de experimentos,
tales como los de espectroscopia de fotoemision con resolucion de dngulo (Ding, et
al. 1994) y de efecto Josepshon (Wollman, et al., 1993; Tsuei et al., 1994), que han
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detectado una simetria de apareamiento d;2_,2 en la mayoria de los cupratos super-
conductores (Tsuei y Kirtley, 2000). Estas observaciones han impulsado a ios tedricos
-2 buscar mecanismos exdticos que den lugar a este tipo de apareamiento. Sin embar-
go, es posible que algunos términos de la interaccidon coulombiana que usualmente son
despreciados en el modelo de Hubbard, puedan dar lugar a la formacién de pares con
simetria d;2_,» como veremos en este capitulo.

4.1 Interaccion de carga-enlace a segundos vecinos

Como hemos visto, la inclusion de At en el modelo de Hubbard permite la formacion de
singuletes de huecos sin necesidad de interacciones densidad-densidad atractivas. Sin
embargo, la simetria de dichos pares es s anisofrdpica. En este capitulo considerare-
- mos, ademas de las interacciones U, V, y At, la interaccion de carga-enlace a segundos
vecinos Atg = (il| v |l7), donde ! es primer vecino tanto de ¢ como de 7, siendo 7 y j
segundos vecinos. Ciertamente, todas estas interacciones estan presentes en un sélido
real, atin cuando sus contribuciones pueden ser muy diferentes, por ejemplo, para los
electrones 3d en los metales de transicién U, V', At, y Aty son tipicamente del orden de
20, 3, 0.5,y 0.1 eV, respectivamente (Hubbard, 1963; Appel, et al., 1992). Incluyendo
todos estos términos, obtenemos el siguiente hamiltoniano de Hubbard generalizado
(Pérez y Wang, 2001) para una sola banda s

C 0 Y et Y et Ut s

<ilj>lo- <<'I’:,j>> o <1|J>
+
+AE Y e (ni—o + 1y ) + Aty > ¢t eio ™, (41)
<430 <i Iz, <il>,<<ij>>,0

donde << 4,7 >> denota segundos vecinos. Por consistencia hemos considerado
también el salto ¢;; = —tg, con i,7 segundos vecinos. En este caso, ¢y y tj son can-
tidades positivas. Realizando una transformacion electrén-hueco en la ecuacidn (4.1)
por medio de ¢, — h;, el hamiltoniano queda como

(U+2ZV) (N, = > nl,) + (o —288) > Bk,

i <L ji>.a
+H(ty —~ A0 > R hj,,—l—UZn”nzl+—Zn
<L g <4,0>
+AE > R hyo(nh  +nl )
Lii> 0
+Atg Z hi hie nf, 4.2)

<4 > < iz <<l i>>o
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donde nf, = hi hiy nt = nk, +nf , Ny es el nimero total de sitios, y Z es el
nimero de coordinacion de la red. El primer término en la ecuacién (4.2) solamente
contribuye a un corrimiento en la energia total y en consecuencia, los huecos también
interaccionan a través de un hamiltoniano de Hubbard generalizado pero con parame-
tros de salto efectivos t = tg — 2At y ¢/ = tf — 4Lz, en vez de —iy y —1; para
electrones.

Figura 4.1. Representacion esquemdtica de los estados mapeados {circulos) de dos particulas en una red
cuadrada, Las autoenergias se muestran dentro de los circulos, y los parémetros de salto entre dichos
estados B, B, ,8:"(’;33, yByF aste’u? indicados por lineas delgadas continuas:, lineas delgadas
punteadas, lineas gruesas continuas y lineas gruesas punteadas, respectivamente.

Cuando se considera la interaccion de carga-enlace a segundos vecinos, el método
del espacio de estados introducido en el capitulo anterior debe modificarse. Para el
caso de dos huecos en una red cuadrada (figura 4.1) los parametros de salto proyec-
tados 3., B, B, BT, OuF, y B4 estan dados respectivamente por 2¢ cos(Ka/2),
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2t cos(Kya/2), 2t' cos([{K, + K] a/2), 2timp co8(K.a/2), 2tip, cos(K,a/2), y 23
cos([Ks + K] a/2), donde t;,, =t + At, t3 = ¢ + Ats, (K, K,,) es el vector de on-
da del centro de masa del par y a es la constante de red. Nétese que el valor de los
pardmetros de salto efectivos, 5777, ByF, y BL7, entre los estados de impureza (con
auto energias U o V) se incrementan al sumarles Az, At, y At3, respectivamente, pues
las interacciones de carga-enlace tienen contribuciones Unicamente en los saltos entre
sitios cercanos a aquellos ocupados por la otra particula.

4.2  Diagramas de fase

Como vimos en el capitulo anterior, el apareamiento entre electrones con U/ = V' =
Atz = 0 requiere At > 2¢; para los sistemas de una y dos dimensiones lo cual clara-
mente excede los valores estimados de At (Hubbard, 1963), y por lo tanto en este
capitulo solamente analizaremos el apareamiento de huecos con detalle (Pérez y Wang,
2001).

Los diagramas de fase del estado base correspondiente a un singulete de huecos que
se muestran en las figuras 4.2(a), 4.2(b), y 4.2(c) estén calculados para U = 0, U = 2%,
y U = bty, respectivamente, todos con V' = 0y ; = 0.45%; como sugieren J. Yu, et ol.
(1988). Los calculos numéricos fueron realizados en una red cuadrada truncada (ver
figura 4.1) de 2401 estados proyectados de dos particulas. Como siempre, el tamafio
de la red proyectada usado para el calculo numérico se escoge como el minimo tamario
a partir del cual las cantidades fisicas no tienen variacién importante con el tamafio de
la red. Asimismo, la frontera entre estados apareados y no aparcados esta dada por
la condicion de que la energia de amarre del par se anule (A, = 0), mientras que la
frontera entre estados estados con simetria s y estados con simetria d se calcula a partir
de la condicién A3 = A4, donde el superindice s (d) denota a un estado con simetria
s (d). Notese que para U = 0 no hay apareamiento con simetria d, y confomre se
incrementa la repulsion coulombiana U la zona con apareamiento d,2_,2 crece. Para
U = 10t; el apareamiento con simetria s desaparece practicamente. Esto resulta natural
pues la repulsion coulombiana intra-sitio inhibe la formacion de pares con simetria s
y no afecta a los pares con simetria d, favoreciendo asi un estado base apareado con
simetria d;2_,2. Mas ain, el apareamiento con simetria d,2_,2 requiere que Atz >
0, sin. importar cuin pequefio sea este valor en concordancia con el hecho de que la

interaccion de carga-enlace At por si sola solo da lugar a apareamiento con simetria s
extendida (Hirsch, 1989).
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Figura 4.2, Diagramas de fase del estado base del singulete de huecos en el modelo de Hubbard
generalizado con V = 0, t, = 0.45¢0, y @) U = 0, (0)U = 2tp, y (c) U = bto.

Los efectos de las interacciones coulombianas I/ y V' sobre el proceso de apareamien-
to de huecos se muestran en la figura 4.3 para & = 0.45tg, At = 0.5tg y Aty = 0.25¢,.
Notese que para V negativa, el apareamiento se da esencialmente en el canal d, co-
mo fue observado previamente por Nazarenko et al. (1996) y Blaer et al. (1998). Las
lineas de transicion de fase entre las zonas con simetria d y sin apareamiento, entre
zonas con simetria s y sin apareamiento, y entre zonas con simetria d y con simetria s
se encuentran dadas por V = 4Ats, U = 482/(V 4 2t3), y U = V + t2/t5 — 2th, re-
spectivamente pues para At = 0.5%p y Aty = 0.25¢) la red de estados mapeada (figura
4.1) se reduce a una molécula de 3 sitios cuya autoenergias son U y V, y en conse-
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cuencia se pueden obtener resultados analiticos. Para At y Ats alrededor de 0.5t y
0.25t, respectivamente, las caracteristicas generales de los diagramas de fase U — V
son similares a las mostradas en la figura 4.3.

estados no |

5

4t

3 -
apareados

2

R T T Ty

simetria d ’
1

= 0 R i e
D _1 E .
2 ! simetiria s -
-3 ; i
AL : i

-5 1 1 [ I : 1 1 1 1
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

V/t0

Figura 4.3. Diagrama de fase del estado base del singulete de huecos en el espacio IV — V, para
ty = 0.45t0, At = 0.5ty y Atz = 0.25t.

4.3  Singuletes de huecos en un antiferromagneto

En esta seccion consideramos una red cuadrada con una sola banda semillena, es de-
cir, un electron por sitio, en la que se encuentra un orden antiferromagnético de largo
alcance para casi todos los valores de la repulsioén coulombiana U (Lin et al. 1987,
Hirsch et al. 1989b). En este fondo antiferromagnético los huecos tienden a moverse
dentro de una misma subrred para evitar distorsionar el orden de los espines. En conse-
cuerncia, como una primera aproximacion suponemos que el fondo antiferromagnético
permanece estatico cuando un singulete de huecos es introducido al sistema aunque e-
xiste evidencia de que €l orden antiferromagnético es sensible a una densidad finita de
huecos (Hirsch, et al., 1989b). En consecuencia, dentro de esta aproximacién cada
hueco puede moverse solamente en una de las dos subrredes del sistema (Nazarenko,
et al. 1996). Esto es equivalente a remover la subrred que contiene el sitio con auto-
energia U en la figura 4.1, es decir, los términos (tp — 2At), U y At del hamiltoniano
de huecos no tienen efectos en este proceso de apareamiento (Pérez y Wang, 2000).
En lafigura 4.4 se muestra el diagrama de fase de un singulete de huecos en un fondo
antiferromagnético estatico. Notese que los valores de las energias de correlacion estin
expresadas en unidades del pardmetro de salto a segundos vecinos (tf), en vez de i,
siendo #j, < to. Mds ain, el estado base con simetria s requiere un valor grande de Atz y
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una interaccion atractiva a segundos vecinos V < —4At3, mientras que el apareamiento
con simetria d necesita de una interaccion apantallada a segundos vecinos V' < 4At;

para Atg < 0.25(5, o bien'V < — 1208 Agy |+ Agf para 0.25t; < Aty < 7E=th,

2.6 ———r——

sin apareamiento

¢.0

o -2.5
3

5.0 - simetria d ) .
I simetria s
75¢ ' 1

-10.0 " t . 1 L L L 1 i
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Agﬁo

Figura 4.4. Diagrama de fase del estado base de un singnlete de huecos en un antiferromagneto para U7
A v At arbitrarias.

Las figuras 4.5(a), 4.5(b) y 4.5(c) muestran, respectivamente, la energia de amarre
(A,), la longitud de coherencia (§) y la masa efectiva (o) de un singulete de huecaos
con simetria ¢ en un antiferromagneto (cuadrados solidos), en comparacion con sin-
guletes con simetria s (circulos abiertos) y simetria d (cuadrados abiertos) sin fondo
antiferromagnético.

De la figura 4.5(2) puede notarse que el fondo antiferromagnético fortalece el apa-
reamiento con simetria d. Asimismo puede observarse que, en general, una longitud
de coherencia pequefia estd asociada con una energia de amarre mayor como ocurre en
la teoria BCS. Sin embargo, los pares con simetria d en un antiferromagneto aunque
tienen una mayor energia de amarre en comparacion con los pares con simetria s, no
poseen una longitud de coherencia mas pequeiia alrededor Aty = 0.225¢]. Este hecho
puede ser importante ya que una mayor energia de amarre da lugar a una temperatura
de formacion de pares mayor y una longitud de coherencia méas larga podria ayudar
en la condensacion de Bose-Einstein (Randeria, 1995). Por otra parte, se observa una
reduccion significativa del cociente mg/2m; en la vecindad de ¢ = 2t’, ya que las
interacciones de carga-enlace incrementan la movilidad de los pares mientras que la
masa efectiva de los huecos sin aparear (m;) se hace extremadamente grande en esta
region, de manera similar a lo que ocurre en los sistemas de Hubbard generalizados con
interacciones de carga-enlace a primeros vecinos.
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Figura 4.5. (a) La energia de amarre, (b) la longitud de coherencia y (c) la masa efectiva de los
singuletes de huecos con simetria s (circulos abiertos) y simetria d (cuadrados abiertos) para
U = btg,V =0, £, = 0.45¢¢, y At = 0.45%; en comparacidn con los singuletes de huecos con simetria
d en un antiferromagneto (cuadrados solidos) para V = Q y I/ y At arbitrarias.

En los dltimos dos capitulos hemos analizado las condiciones bajo las cuales se for-
man pares de huecos, tanto con simetria s como con simetria d, dentro del hamiltoniano
de Hubbard generalizado. Por otro lado, la superconductividad consiste en la forma-
cion de un condensado de dichos pares, es decir, es un fendémeno que involucra un gran
numero de particulas cudnticas interactuantes, para el cual no existe solucion exacta en
forma general. Una manera estandar de abordar este fendmeno es el formalismo BCS
(Bardeen, et. al., 1957), como se mostrd en el capitulo dos. En el siguiente capitulo
investigaremos el estado superconductor con simetria d a partir del modelo de Hubbard.
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Capitulo 5
Superconductividad Anisotropica

En general, los cupratos superconductores se caracterizan por tener la constante de
red a lo largo del eje cristalografico ¢ perpendicular a los planos de C'u(Js mayor que
la constante de red a lo largo del gje a, entre 3 y 8 veces mayor dependiendo del com-
puesto en particular (Tsuet y Kirtley, 2000). En la representacién del espacio k, es-
t4 anisotropia se fraduce en una primera zona de Brillouin muy plana que posee las
propiedades de simetria basicas correspondientes a la celda unitaria de una red cuadra-
da o rectangular. De hecho, los resultados de los célculos de estructura de bandas para
muchos cupratos muestran bandas de energia que surgen predominantemente de los
planos de Cu(s, con poca dispersion en la direccion ¢ (Pickett, 1989; Shen, et al.,
1995; Andersen, et af., 1995, Rubio-Ponce y Baquerc, 2001). La bidimensionalidad
de las bandas de energia se manifiesta en varias propiedades del estado normal y su-
perconductor. Por ejemplo, la resistividad a temperatura ambiente a lo largo del gje ¢
es mucho mayor que la resistividad medida a lo largo de los planos. En el caso del
Y BCO es de 30-100 veces mayor mientras que en el Bi-2212 es 10° mayor (Poole, et
al., 1995; Ong, et al., 1996). Asimismo, en el estado superconductor las longitudes
de penetracion y de coherencia son mucho mayores en los planos que en la direccion
perpendicular a ellos (Jannossy et al., 1990; Chien et al., 1994). Por ultimo inves-
tigaciones en el transporte eléctrico a lo largo del eje ¢ proveen fuerte evidencia para
el confinamiento de carga en las capas de Cu0O; (Uchida, et al., 1994; Clarke et al.,
1995; Tajima et al., 1997; Yurgens et al., 1997, Kitano et al., 1998). Por lo tanto,
la evidencia experimental indica que la superconductividad en los cupratos se origina
basicamente en los planos Cu(s. En consecuencia la simetria de la brecha supercon-
ductora debe ser compatible con las simetrias de la red cuadrada, como se muestra en
la tabla 3.1.

La simetria de la brecha superconductora es una propiedad central del estado super-
conductor ya que esté relacionada con la simetria del potencial de interaccion que da
lugar a la formacion de pares. Varios estudios experimentales tales como la dependen-
cia del calor especifico con la temperatura, conductividad térmica (Revaz, et al., 1998;
Wright, et al., 1999) espectroscopia de fotoemision con resolucidn angular (Shen, et
al., 1993; Ma, et al., 1995; Shen y Dessau, 1995; Ding, et al., 1996), dispersién Ra-
man (Devereaux, et al., 1994, 1995) y resonancia magnética nuclear (Walsdet y Wa-
rren, 1990) sugieren que la brecha superconductora tiene simetria d,2_,2 pero quizas
los experimentos més decisivos han sido los que prueban los aspectos macrocopicos de
la funcion de onda superconductora como lo son la cuantizacion del flujo magnético y
el efecto Josephson (Wollman, et al., 1993; Tsuei, et al., 1994). Si en un supercon-
ductor en forma de anillo fluye una corriente persistente, el flujo de campo magnético
a través del anillo toma valores que son multiplos enteros del cuanto de flujo magnéti-
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co (he/2e = 2x1077 Gauss/cm?). El efecto Josephson de corriente directa consiste
en que una corriente puede fluir a través de una unién de dos superconductores dis-
tintos o bien, dos superconductores cualesquiera separados por una delgada capa de
metal normal o material aislante, sin ninglin voltaje aplicado. Esta corriente esta de-
terminada por la diferencia de fase (§) de la funciéon de onda en cada superconductor:
7 = josin(6), y se debe al tunelaje de pares de Cooper a través de la barrera de poten-
cial (Josephson, 1962). Ahora bien, en un circuito formado por junturas Josephson las
corrientes superconductoras interfieren y esta interferencia se puede modular median-
te un campo magnético externo. Basados en la relacion de Josephson entre densidad
de supercorriente y la diferencia de fase de la funcion de onda entre dos superconduc-
tores débilmente acoplados, puede obtenerse informacion acerca de esta fase en los
cupratos superconductores. En un conjunto de experimentos, un cristal superconduc-
tor se conecta alrededor de una esquina por medio de un superconductor convencional
con simetria s, de tal forma que se compara la fase en la direccion z con aquella de
la direccion y del cuprato, encontrindose una diferencia de fase de w. El efecto de
esto es que ahora el flujo encerrado serd un nimero semientero de cuantos de flujo
magnético (Wollman, et al., 1993). Usando una idea similar, anillos superconduc-
tores fueron crecidos litograficamente en peliculas delgadas que contienen dos o tres
junturas Josephson entre las peliculas superconductoras con un alineamiento cristali-
no bien definido. La estrategia de estos experimentos consiste en crear un anillo con
dos o tres juntas Josephson con cristales superconductores con direcciones cristalogra-
ficas perfectamente definidas. Para este fin se usaron substratos tricristalinos de titana-
to de estroncio (SrT%03). Sobre este substrato se depositaron peliculas delgadas de
cupratos superconductores formando un anillo interrumpido por tres fronteras de gra-
no que hacen las veces de junturas Josephson. Como se esperaria de la minimizacion
de la energia libre en un anillo con tres juntas y como una sorprendente manifestacién
del estado cudntico macroscopico, una corriente espontanea fluye alrededor del ani-
llo atin en la ausencia de un campo magnético aplicado (Tsuei, et al., 1994). El flujo
magnético creado por esta corriente es ¢q/2, la mitad del flujo asociado con un vortice
ordinarjo. Este es el resultado esperado para un material cuya brecha superconductora
tiene simetria d,2_,2, €s decir, en el espacio k tiene la forma funcional

A (k) = Ay [cos (kza) — cos (kya)] (5.1)

donde a es el pardmetro de red de los planos CuQ; ¥y A4 una funcién que contiene la
dependencia de la brecha con la temperatura. Esta brecha superconductora es maxima a
lo largo de k; y k,, con nodos en las direcciones k, = +k, y con signos opuestos en las
regiones separadas por los nodos. Este tipo de simetria se espera de una fuerte repulsion
intra-atdmica pero no permite discriminar entre distintos mecanismos microscopicos
para el apareamiento. Entre los compuestos que presentan brecha superconductora
con simetria d podemos mencionar ¥ BayCusOr_s, GdBasCus 75, Tla BasCuOg s,
BiySryCaCus0g 4 (Tsuel y Kirtley, 2000).
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5.1 Simetria de la brecha superconductora

De la discusion de la teorfa BCS en el capitulo dos, recordemos que la brecha de energia
en el estado k se definidé de manera autoconsistente en términos de la ocupacion de
pares de todos los estados k' como

Ak 8.6 (C_klckT) oL — Z Vi{k’ (C_krlcka> . (5.2)
I

En la teoria original de BCS, se supone un sistema isotropico de tal manera que Ay era
independiente de k, y debido a la simetria esférica, esto se conoce como apareamiento
con simetria s. Sin embargo, si el material es anisotropico entonces se esperaria que
Ay como funcidén del vector de onda k tuviera la misma simetria que el cristal, Por
ejemplo, un cristal tetragonal generalmente tendra una brecha diferente para k, a lo
largo del eje ¢ que para k, a lo largo del eje a o del gje b. La variacion de Ay en
direcciones intermedias no es necesariamente simple, pero la simetria no puede ser
mas baja que la tetragonal. A esta situacion se le conoce como apareamiento de onda
5 anisotrépico ya que carece de simetrfa esférica pero tiene la simetria del cristal. El
término “apareamiento no convencional” se refiere a la situacion en la que la simetria
de la brecha energética Ay es menor que la del cristal.

La brecha superconductora Ay es el parimetro de orden de la transicion supercon-
ductora en la teoria fenomenoldgica de Ginzburg-Landau. Por otro lado, de 1a ecuacién
(2.25) vemos que a baja densidad de particulas la transformada de Fourier de la parte
espacial de la funcién de onda del par ¢(r) es proporcional a la brecha superconductora

_ Sk

p(k) = T (5.3)

y en general la brecha tiene la misma simetria que ¢(k); hecho que se verificar en este
capitulo.

5.2  Ecuactones BCS para el modelo de Hubbard

Consideraremos un cristal tetragonal, esto es, un cristal formado por redes cuadradas
en el plano xy con un pardmetro de red a y separadas por una distancia a; . Un hamil-
toniano de Hubbard generalizado de una sola banda para este sistema puede escribirse
como (Pérez y Wang, 2002a)

H = —t Z c;pcn,a + HQD (5.4)

<A T
donde ¢, ; (o) es el operador de creacidn (aniquilacién) de un electrén con espin
o =| o T en el sitic m, < m,n > denota sitios que son primeros vecinos en dos
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planos adyacentes y Hyp esta dado por la ecuacion (4.1). Nétese que unicamente con-
sideramos interacciones electrén-electron en el mismo plano, ya que suponemos que el
parametro de salto entre planos (£;) solamente proporciona un pequefio acoplamien-
to entre los mismos, pero el mecanismo de apareamiento reside en el plano CuO,. Si
hacemos una transformacion electrén-hueco en la ecuacion (5.4), es decir, los operado-
res de electrones son tranformados a operadores de huecos por medio de ¢, — hig, €l
hamiltoniano puede escribirse entonces como

H=t1 > kb oo+ U+2ZV)(NI = "nl) + (to—208) > kT,

<mn> G i, <i,i>0

+(tp—20t) Y h,+h,,+UZn”n”+ > nlbnl

<< 2,0 <4,i>
+ At Y bk, S+At S R henl, (5.3)
<iL,i> 0 <>, <ji>
<<i,j>>,a

donde n}, = hi hi,, nf = nﬂhT + n? s , Nl es el ntimero total de sitios en cada plano,
y Z is el nimero de coordmacmn en el plano. El segundo término en la ecuacién
(5.5) inicamente confribuye a un corrimiento de la energia total y en consecuencia los
huecos también interactiian a través de un hamiltoniano de Hubbard generalizado pero
con parametros de enlace efectivos ¢, t = tg — 2At, y ' = &) — 2At3, en vezde —1,
—ty y —ty para electrones. El hamiltoniano de huecos [Ec. (5.5)] puede escribirse en
el espacio reciproco como (ver Apéndice A)

H = (U+22V) N"+Z€0 ) R, hk’g*-l_ﬁ k; Viaa it g 17 i g 1 hwera thiosar
fist

+Kf_ Y Wi Mo hliige hoivtas Mieras (5.6)
® k) q0

donde N, es el numero total de sitios,

1k R_.‘.h

'3, 2

1
ke — /-'-'—Ns ;
eo(k) = 2t cos(k,a,) — U —22V + 2t [cos(k,a) + cos(k,a)] + 4t cos(k,a) cos(kya),

Vi = U+V Blk— k) + At [8(k + q+B(~k + a)+A(K +a)+B(~k'+q)
+At [y(k+q,k" + q) + vk +q,k' + q)], (5.7}
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V / ! !
Wiaeq = o Bl —K) + Ats [y(k +a, k' +a) +7(~k+q,-K' +q)], 3
Bk) = 2 [cos(k,a) -+ cos{kya)] , (5.9

v(k, k) = 4cos(kza)cos(kya) -+ 4 cos(ka) cos(kya) , (5.10)

siendo 2q el vector de onda del centro de masa del par. Después de un desacoplamiento
normal de Hartree-Fock (Dagotto, et al., 1994b; Arrachea, et al., 1997) de los términos
de interaccion en la Ec. (5.6) dentro del esquema de BCS estindar, el hamiltoniano
reducido puede escribirse como (Tinkham, 1996)

N 1
H_— [.LN = Z (E(k) — [_,[,) h’.l:,a' hk'a' 4 F ZV]{]{IO hI,T hik,l h’_k':l hk':T y (511)
ko S

donde p es el potencial quimico, N el operador de mimero y

U
ek) = 2t;cos(ka;)+ (5 + ZV) np + 2(t + nadt) (cos(kza) + cos(kya))

+4(t' + 2n,Ats) cos(kza) cos(kya) , (5.12)

donde n,, es la densidad de huecos por sitio. Notese que la relacion de dispersion e(k)
se ha modificado al agregar los términos n,At, 2n,Afz ¥ (5 + 4V) ny, a los pardme-
tros de enlace ¢, t' y a la autoenergia, respectivamente. Por otra parte, el término Wigeq
en la ecuacion (5.6) ha sido ignorado ya que no tiene contribucion sobre los singuletes.
A temperatura finita 7', las ecuaciones para determinar la brecha superconductora y el
potencial quimico son (Hirsch y Marsiglio, 1989),

1 Ay By
= _ ' tanh .
Ak N,g ; ka 0 2Ekr . (ZkBT) (5.13)
_ 1 e(k) —p By
np— 1= _E A Er tanh T (5.14)

donde la energia de excitacién (£y) de una quasiparticula viene dada por

By = \/(e(k)—,u)2 + AL (5.15)

Para el modelo de Hubbard con U/ atractiva analizado dentro de! esquema BCS (Mic-
nas, et al., 1990}, Viawo = —U, y en consecuencia solo se obtiene una brecha su-
perconductora isotropica de simetria 5. Sin embargo en este caso, debido a la na-
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turaleza de Vigeo, las dos ultimas ecuaciones admiten soluciones tanto en el canal s
como en el canal d, cuyas brechas superconductoras estan dadas respectivamente por
Ay = Ay + Ay [cos{kza) + cos(kya)] v Ay = Ay lcos(kza) — cos(kya)l, donde A,
es la contribucion al canal s estandar. En consecuencia, para el canal d la Ec. (5.13)
puede escribirse como,

| _V—any) 3 cos(ksa) [cos(kaa) — cos(kya)] ( i ) . (5.16)

N, - FoR 2kpT

y para el canal s, 1a Ec. (5.13) se divide en dos ecuaciones acopladas,

Agp = —(V + 4At3) (LA + LIA;) — At (LA + DA,), (5.17)

y .
A, = U (LA + IgA) — 408 (LA + LA,), (5.18)
donde t
1 [cos(kya) + cos(k,a)] Ey
L =— Y : 5.19
'S, ; 2 Fy, tanh | o 19

Notese que dados ny, y T, las ecuaciones (5.14) y (5.16) tienen que resolverse si-
multinemente para g y Ay, Analogamente, las ecuaciones (5.14), (5.17), y (5.18)
deben resolverse simultdneamente para g, A; v A En particular, la 7, esta deter-
minada por la condicion Ay(T:) = A (T,) = 0, o bien Ay(T.) = 0. Cabe sefialar
que dentro del modelo de Hubbard generalizado la condicidn para la existencia de una
brecha superconductora en el canal d puede obtenerse reescribiendo convenientemente
la ecuacion (5.16) de la siguiente forma

_ (V- 4At) [cos(kya) — cos(kya))? . Ey
o 2N, Zk: V{(e(k)—p)? + Ai{cos kpa — cos kya)? fanh <2kBT) -

I v/ 1)

donde se ha usado el hecho de que &, y k, son variables mudas. Notese que la suma en
la ecuacion (5.20) es siempre positiva puesto que Ey/ (2kgT) > 0. En consecuencia,
Ia condicién necesaria para una solucion de Ay es 4At3 — V > 0, que coincide con la
de un solo par (Pérez y Wang, 2001).

5.3 Estado superconductor con simetria d

En esta seccion los estados superconductores con simetria s y d son analizados por
medio de la temperatura critica (7), las brechas superconductoras (A;, Ag., or Ag), ¥
la energia de excitacion de las quasiparticulas (Ag) que se define como el minimo valor

de Ey, dado por la Ec. (5.15), con A, [cos(kya) — cos(k,a)l evaluada en el antinodo
(Monthoux, et al. 1994).
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Figura 5.1. Las temperaturas criticas (T;;) para los estados superconductores con () simetria d y con (b)
simetria s se grafican como funciones del salto correlacionado & segundos vecinos (A#3), para una red
cuadrada con U = 6|tg|, V = 0, tf = 0.45¢p, At = 0.5{tp|, y np = 0.2.

En las figuras 5.1(a}) 1¢ del canal d y 5.1(b) 7. del canal s, ambas como funciones
de Ats, se muestran para un sistema con U = 6|tg], V' = 0, ¢, = 0.45%p, At = 0.5]Lg],
ty =0,y ny = 0.2, Un analisis logaritmico de la figura 5.1(a) sugiere la no existencia
de un valor minimo de Atz para que exista superconductividad en ¢l canal d. Sin
embargo, el miximo valor negativo de 87, /3(At;) ocurre en Aty = /(4 — 2n) =
0.125|tp|, que corresponde al cambio de signo de ¢'. Por otra parte, para un valor dado
de T, el valor requerido de Atz es mucho menor para ¢l canal d que para el canal s.
Este hecho es relevante ya que en sistemas reales se esperan valores pequefios de Ats.
Cabe sefialar que el maximo valor de T en el canal s depende fuertemente del valor de
U, mientras que T es independiente de I/ en ¢l canal d.

En las figuras 5.2(a), 5.2(b) y 5.2(c) se muestran la brecha superconductora con
simetria d (A;), la temperatura critica (7;) y el cociente 2A/(kgT,) se grafican en
funcién de la concentracion de huecos () para el mismo sistema que el mostrado en
la figura 5.1 con Aty = t/4. Los valores de At y At fueron escogidos con el fin de
minimizar la energia cinética de los pares. En este caso, para el régimen de densidades
muy bajas (n, < 1) se pueden obtener resultados analiticos ya que e(k) —{0. Para
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esto, reescribamos la ecuacién (5.16) a T' = 0, como

(4At3 - V) 0.2

1=
B2

k\r:al:l

/[cos(kma) cos(k, a)] dkodk, |

B (k) (5.21)

E]

d

donde hemos reemplazado la suma por una integral en la primera zona de Brilluoin, es
decir, 7 37y — £z [[2, dkydk, (Ziman, 1979),

Si suponemos que ]A?l(cos kza — coskya)?| < |e(k)—p|, podemos escribir

1 1 Ai(cos kea — cos kya)?
~ i— - (5.22)
E® "~ 2o—n 2e(9—4)
Como para este caso (k) — 0 si nj, — 0, tenemos
2 (4At3-V) A2 [cos(ka)-cos(k,a)]*

1 = 8W23 / / {[cos(kwa)-cos(kya)]2+ a [oos( M)2 (kya)] } dkdk,
_ 2
B i

De manera analoga, sustituyendo (5.22) en (5.14) y tomando el limite n, — 0 (e(k) —
0) obtenemos

2 T A2 _ 2
ny = 2 //’ AF {cos(k,a) — cos(k,a)] dh.dk,

1z 2[6(k) — i
‘2 AZ AQ i
82,2 f/ cos(kga) — cos(kya)]’ dkydk, = . (5.24)
Combinando (5.23) y (5.24), obtenemos finalmente
Ay = Atz/2n, {24 90} = 24820, (5.25)

Por otra parte, cuando 7=T,, A;=0 y por lo tanto E (k)=|e(k) — g|. En este caso las
ecuaciones (5.16) y (5.14) pueden escribirse como

_ (V- 4A%)e’ j’/ [cos(k,a) — cos(kya)]? le(k) — p|\ 5, .
1= = (k) — i tanh “ohgT. dk.dk, (526)
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ECE (k) — 4l
Ty — 1= —471_2 // | (TB’IT) dkmdky ’ (527
respectivamente. Sie(k) —0, de la ecuacion (5. 26) obtenemos
a,2 (V — 4At3)
1 = —————=t¢ kga) — d
57T anh (%BT ) / [cos(kza) — cos(kya)]” dkzdk,
9(4At; — V) |4
= 5.28
81 t“h(szT G28)

mientras que de la ecuacion (5 .2'7) se tiene

(L I |

Combinando las ecuaciones (5.26) y {5.27) es facil obtener

9(4At; — V) (1 ~ ny)

kgT. = 5.30
B 16 tanh ™ (1 — ny) 39
En resumern tenemos que
v
Ag=2 (Atg — —4~) Veny, (5.31)
kuTs = (4485 __Y) (1 nh), (5.32)
4dtanh™ (1 — ny)
2In 2—;%
280 _ ( ~ ) (5.33)

kBTc N 1- T,

los cuales se indican con lineas punteadas en la figura 5.2. De hecho para np, = 0,
el potencial quimico a temperatura cero resulta ser la mitad de la energia de amarre
de un singulete de huecos (Pérez y Wang, 2001). Ndtese que el cociente 7:%1 en el
limite diluido es independiente de los parametros como se encontrd en (Marsiglio y
Hirsch, 1990a). En general, 7, y A se incrementan cuando n,, crece ya que lainterac-

cién aumenta con la superficie de Fermi. Sin embargo, para densidades altas de huecos
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el decremento del término que contiene Atz en la ecuacion (5.7) junto con la renor-
malizacién de los pardmetros de enlace a primeros y segundos vecinos causan que la
superconductividad disminuya.
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Figura 5.2. (a) La brecha superconductora (A} a temperatura cero, (b} la temperatura critica (Ic) y (¢)

la razdn de la brecha [2Ap/{ksT.)] en el canal d como funcién de la concentracion de huecos () se

muestran para ¢l mismo sistema que en la Fig. 3.1 con Ats = £3/4. Las lineas punteadas corresponden
a las respectivas soluciones analiticas en el limite ng — 0.

Asimismo, note que en el limite de bajas densidades el cociente 252 alcanza valores
muy altos en comparacién con el valor de 3.57 predicho por la teoria BCS (Bardeen,
et al., 1957) y decrece cuando la densidad de huecos se incrementa en concordancia
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con los datos experimentales (Yeh, et al., 2001). Maés aun, alrededor de n;, = 0.25
se observa un pequefio cambio de comportamiento en la figura 5.2(a) y 5.2(c) ya que
debajo de esta densidad de huecos el potencial quimico es menor que el minimo de la
banda de un solo hueco como se encontré en la referencia (Marsiglio y Hirsch, 1990a).
Para una Atz menor que /4 el comportamiento general de 7, como funcion de n, es
mas pronunciado que el mostrado en la figura 5.2. Ademas, el maximo de 1} disminuye
y se corre a bajas densidades conforme Af; decrece como se muestra en la figura 5.3.

0.06 T T T T T T T T

O At=0.08]t

s O At=0.06]t |
0.04 c;:“" -

Q

kT /It
&

0.02f fnamﬂﬂnma%n q’%o i

0.00 s t . 1 N 1 M= ] —
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Figura 5.3. Temperatura critica (I3} en funcion de la concentracién de huecos (n) para el mismo
sisterna que en la figura 5.2 pero con Atz = 0.08]¢g| {circulos abiertos) y Aty = 0.06|to| (cuadrados
abiertos).

Los efectos de la dimensionalidad sobre el estado superconductor se muestran en
las figuras 5.4(a), 5.4(b), y 5.4(c), que corresponden a las mismas cantidades que
en las figuras 5.2(a), 5.2(b), and 5.2(c), respectivamente, excepto que estin grafi-
cadas como funcidén del valor del pardmetros de enlace intra-planar (tg, ). Dos casos
han sido considerados: el isotrdpico t; = £, (circulos abiertos) y el anisotropico
t; ==t (k) (cuadrados abiertos). Para algunos superconductores de alta T, los calcu-
los de estructura de bandas sugieren un pardmetro de enlace intra-planar de la forma
t1(k) = 2L [cos (k,a.) — cos (kya 1)]? de tal forma que el acoplamiento entre planos
estd dominado por los estados cercanos a los puntos (+,0) y (0, £m) de la primera
zona de Brillouin en donde la brecha superconductora es maxima (Andersen, et al.,
1995). De la figura 5.4 se observa que en general el estado superconductor se debilita
al incrementar £y, , siendo mas pronunciados los efectos en el caso isotropico.
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Figura 5.4. (a) La brecha superconductora con sitetria d (Ay), (b) la temperatura critica (T} y {c) el
cociente [2A4/(kgT.)] como funciones del parametro de salto intraplanar (fg, ) tanto para el caso
isotropico (circulos abiertos) como anisotrépico {cuadrados abiertos) se muestran para el mismo

sistema que en la Fig. 5.2 con n;, = 0.2.
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La figura 5.5(a) muestra la dependencia con la temperatura del cociente 28/ (kgT%)
para el mismo sistema que en la figura 5.2(c) (linea solida), en comparacion con el
cociente que corresponde a un estado superconductor con simetria s obtenido a partir de
un modelo de Hubbard atractivo con tf = 0.45¢0, U = —2jty|, V = At = Aty =1, =
0 (linea punteada), ambos para una densidad de huecos n; = 0.5. Cabe mencionar que
el cociente 2o/ (kpsT.) para un modelo de Hubbard con U negativa es esencialmente
independiente de U y es muy cercano a la prediccion de BCS atn cuando en el primer
caso la interaceion es uniforme en todo el espacio k. En la figura 5.5(b), se muestran
de manera comparativa los cocientes de brecha normalizados para los mismos sistemas
que en la grafica principal. Observe que la dependencia con la temperatura de un estado
superconductor con simetria d es diferente del estado superconductor con simetria s.
Conclusiones similares pueden obtenerse de la referencia (Dagotto, et al., 1993).
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Figura 5.5. (a) Dependencia con la temperatura del cociente de la brecha [2Aq/(k5T%)] para el mismo
sistema que en la Fig. 3.2(c) (linea sélida), en comparacion con el cociente de un estado superconductor
con simetria s obtenido de un modelo de Hubbard atractivo con £ = 0.45%p, U = —2|ty,

V = At = Atg = t; = 0 (lineas punteadas), ambos para una densidad de huecos de ny,, = (.5. En (b)
se muestran los correspondientes cocientes de la brecha renormalizados.

- Los modelos de Hubbard extendidos que consideran una V' negativa pueden pre-
sentar un estado superconductor con simetria d para densidades de huecos cercanas
a ny = 1 mientras que para bajas densidades (n; << 1) el estado base supercon-
ductor tiene simetria s extendida. Otro inconveniente de este tipo de modelos es que
en la vecindad de la regién superconductora el estado base presenta un régimen de
separacién de fase en la que los huecos ocupan doblemente los sitios de una region
macroscopica del sistema para minimizar la energia, reduciendo asi la zona de estabi-
lidad de 1a fase superconductora. En la figura 5.5 se presenta el diagrama de fase para
un sistema con U = At = 0, t; = 4Ats, y np, = 1 con el fin de analizar la competen-
cia entre el estado superconductor y la separacion de fases en la que los huecos ocupan
doblemente los sitios de una regién macroscopica del sistema para minimizar la energia
cuando se considera una interaccion V negativa. En particular este sistema ha sido es-
cogido para analisis ya que el punto de comienzo, es decir, Aty = 0, reproduce parte
de la figura 8 de la referencia (Dagotto, et al., 1994b). Partiendo de la ecuacion (2.17),
la energia por sitio del estado base superconducior puede escribirse como

1 Z 1 Z Z u
& k 8

En el caso de una brecha superconductora con simetria d, esta ecuacion puede reescri-

5
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birse como

Eys 1 U .
N N ;[&‘(k) ZEk 7 4At3+#nh (4 +2V) n? . (535)

] 5

Por otra parte, en la regién que corresponde a V' < 0 puede ser energéticamente favo-
rable tener un estado de separacion de fases con una region sin huecos y otra region
llena de sitios doblemente ocupados si U/ no es demasiado grande. Si suponemos una
separacion de fases perfecta en la que los huecos estan completamente excluidos de la
parte vacia de la red, la energia de este estado puede escribirse como (Dagotto, et al.,

1994)
E )
;}SS = (— + 4V) - (5.36)
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Figura 5.6. Diagrama de fase del estado base para un sistema con I/ = At = 0, tf = 4Aty, y np, = L.

Podemos observar que la presencia de Atz amplifica la region donde el estado su-
perconductor en el canal d es més estable, 1o cual es mmportante ya que la separacion
de fases dominaria sobre el estado superconductor cuando V' se incrementa.

Con el fin de comparar con datos experimentales, hemos calculado las propiedades
fisicas del estado superconductor partiendo del hamiltoniano de Hubbard generalizado
para huecos con pardmetros obtenidos por célculos de primeros principios (Pérez y
Wang, 2002b). La estructura de bandas observada por espectroscopia de fotoemision
con resolucion angular (Shen, et ol , 1993) y reproducida por la teoria de la funcional
de densidad (Andersen, et al. 1995) puede describirse razonablemente bien por un
modelo bidimensional de amarre fuerte con un parametro de salto a segundos vecinos
cuyo valor es &y = 0.45¢¢ para el sistema ¥ BaCuO (Yu, et al., 1988), y t, = 0.30¢,
para el sistema BiSrCaCuO (Andersen, 1995), en donde —{g es el parametro de salto
a lo largo de los enlaces C'u-O. Considerando entonces pardmetros de salto a primeros
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y segundos vecinos con signos opuestos entre si, las temperaturas criticas del estado
superconductor con simetria d en funcion de la concentracion de huecos, se muestran en
la figura 5.7 para un sistema con t; = V' = 0, At = 0.5|tg|, y distintos valores de salto
a segundos vecinos: £ = 0.3 |to| (lineas solidas), y t, = 0.45 |to} (lineas punteadas) asi
como distintos valores de la interaccion de carga-enlace Aty = 0.1 [¢g| (lineas gruesas),
Ats = 0.08 |tp| (lineas medianas), y Ats = 0.06 |tg| (lineas delgadas). Noétese que la
dependencia de T, como funcion de n;, concuerda con la forma parabdlica observada
en los cupratos (Presland, et al., 1991) y ademas, el maximo de T, se corre a bajas
densidades cuando se incrementa el pardmetro de salto a segundos vecinos. Asimismo,
para una densidad fija, el valor de 7, se incrementa con Ats como es de esperarse.
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Figura 5.7 Temperatura critica del estado superconductor con simetria  (7) en funcién de fa
concentracidn de huecos (ny,) para t = 0.3)¢s! (lineas continuas) y ¢ = 0.45|¢| (lineas punteadas),
donde Atz = 0.1|tp} (lineas gruesas), 0.08|to| (lineas medianas) y 0.06|ty| (lineas delgadas).

Por otra parte, como hemos visto, los experimentos de efecto Josephson y cuanti-
zacién de flujo magnético sugieren una brecha superconductora Ay con simetria d2_,2
en la mayoria de los cupratos. Asimismo, la energia minima de excitacién (E(k) ;) ha
sido medida por experimentos de espectroscopia de fotoemisidn y tunelaje con resolu-
cion angular. Por un lado, los de fotoemision muestran que la brecha de excitacidn del
BiSrCaCuQ tiene una simetria d,2_,2 (Ding, et al., 1996; Mesot, et al., 1999) y por
otro lado, los de tunelaje muestran que ésta semeja la simetria d,,, (ver tabla 5.1) [Kane
y Ng, 1996; Kane, et al., 1998]. Si escogemos como valores tipicos tf = 0.40 [to,
Ats = 0.1ltg| v |te] = 2.2eV, la dependencia angular de la brecha de excitacion
[Ao(#)] se muestra en la figura 5.6, donde 8 = tan™' (k,/k,) y Aqg se define como
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el minimo valor de Ey dado por la ecuacion (5.15). En la figura 5.6(a) se comparan los
resultados tedricos obtenidos para n, = 0.224 (linea continua) con aquellos (cuadra-
dos s6lidos) obtenidos a partir de espectroscopia de fotoemision con resolucion angular
(Ding, et al., 1996). Observe que Ag(f) presenta nodosen & = n/4y 6 = 3w/4. Mi-
nimizando la ecuacion (5.15), se puede obtener que la condicion para la existencia de
nodos angulares es p > —t2/t/, donde ¢ = —tq + n,At. En otras palabras, si el po-
tencial quimico satisface u < —t%/#, el valor de Ay(0) podria ser mayor o menor que.
Ag(w/4). Este iltimo caso se muestra en la figura 5.6(b) para el mismo sistema que
en la figura 5.6(a) excepto n, = 0.227, donde los resultados tedricos (linea continua)
se comparan con aquellos obtenidos a partir de espectroscopia de tunelaje (cuadrados
s6lidos) [Kane y Ng, 1994]. Notese que los maximos de Ay(6) en la figura 5.6(b) estin
girados por /4 con respecto a los de la figura 5.6(a).

(a)n =0.226 (b) n =0.277

A (meV)

Figura 5.8. Brecha de excitacion (Ag) en funcion del angulo polar para (a) t, = 0.4|tg|, Atz = 0.1|tg],
y nn = 0.224 y (b) £ = 0.4|tg|, Atz = 0.1|tol, y np = 0.277 (lineas continuas) en comparacion con
los resultados experimentales de espectroscopia de fotoemision (cuadrados sélidos) y tunelaje (circulos
solidos).

En general, el modelo predice una rotacion de la brecha de energia como funcion
del angulo polar cuando la densidad de huecos varia, lo cual podria ser una posible
explicacion de la diferencia en la orientacion de la brecha de excitacion observada en
los experimentos mencionados.
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Conclusiones

En esta tesis hemos abordado dos problemas que son el apareamiento electronico y la super-
conductividad denfro del modelo de Hubbard. El primero se analiza de manera exacta extendiendo
el método del espacio de estados para incluir las interacciones de carga-enlace, las cuales apare-
cen como “impurezas de enlace” en el problema equivalente de amarre fuerte en el espacio de
mayor dimensién. Este método proporciona una asociacion interesante entre los estados aparea-
dos y los de impureza, asi como una manera alternativa y en ocasiones mas simple de calcular las
propiedades fisicas de los estados apareados que dependen directamente de la funcién de onda del
par en el espacio real, tales como la longitud de coherencia. Las principales conclusiones de esta
primera parte del estudio son las siguientes:

(1) Lainteraccidn de carga-enlace a primeros vecinos (At) permite la formacién de singuletes con simetria s anisotrépi-
ca, sin necesidad de interacciones densidad-densidad atractivas.

(2) La inclusion de fos términos de carga-enlace rompe la simetria electron-hueco del hamiltoniano de Hubbard y
favorece el apareamiento de huecos.

(3) Se encuentra una regidn alrededor de Af = 0.5|fg|, donde existe apareamiento de huecos ain cuando las interac-
ciones repulsivas I/ y V" son relativamente tntensas.
(4) Se observa una reduccién significativa de la masa efectiva de los pares de huecos en comparacién con la de fos

huecos no apareados alrededor de At = 0.5[¢g], o cual puede ayudar a [a condensacién de Bose-Einstein de
dichos singuletes.

(5) Se obtuvo una solucién analitica para los diagramas de fase del estado base de singuletes en las redes lineal,
cuadrada, triangular y ctibica, los cuales muestran que la baja dimensionalidad favorece el apareamiento.

{6) Una interaccién de carga-enlace a segundos vecinos {£ts) de magnitud infinitesimal induce la formacion de
singuletes de huecos con simetria d,2_,2 para U > 0.

(7) Laregion de apareamiento con simetria dz_,2 se incrementa cuando el valor de la repulsion coulombiana intra-
sitio U crece.

(8) La presencia de un fondo antiferromagnético incrementa la energia de amarre de los singuletes de huecos con
simetria dgz_yz2.

(9) También se encuentra una regién alrededor de Atz = 0.225}4;|, donde la masa efectiva de los pares sufie una
reduccion significativa en comparacion con la masa de los huecos no aparcados.

(10} En dicha region, la energia de amarre y Ia longitud de coherencia de los pares con simetria d en un fondo antife-
rromagnético son mayores que las de los pares sin fondo antiferromagnético.

En la segunda parte de la tesis extendemos el estudio anterior a una densidad finita de huecos
interaccionando a través del hamiltoniano de Hubbard generalizado y analizamos el estado super-

conductor por medio del formalismo BCS. Las principales conclusiones de esta segunda parte de
la tesis son:

(1) La interaccidn de carga-enlace a segundos vecinos {(Ats) estabiliza el estado superconductor con simetria dy2_,z
para un intervalo amplio de concentraciones de huecos, incluyendo bajas densidades, a diferencia de lo que ocurre
en el modelo de Hubbard con interaccion atractiva V.

(2} La interaccion Aty fortalece el estado superconductor con simetria d, en la competencia con el estado de sepa-
racién de fases,

(3) El cociente entre la brecha de excitacion y la temperatura critica se incrementa cuando la densidad de huecos
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disminuye, en concordancia con las observaciones experimentales en los cupratos superconductores.

(4) El modelo predice una rotacién de fa brecha de excitacidn con simetrfa d como funcidn del angulo
polar cuando varia la densidad de huecos.

(5) El acoplamiento interplanar debilita el estado superconductor.

Los resultados antcriores muestran que términos usualmente despreciados en el
modelo de Hubbard podrian ser esenciales para determinar el estado base del sistema.
En particular, hemos visto que la interaccion de carga-enlace a segundos vecinos es
fundamental para la superconductividad con simetria d, a pesar de su magnitud rela-
tivamente pequeiia en comparacion con otras interacciones dentro del modelo. Mais
aln, partiendo de los parametros obtenidos de calculos a primeros principios, los re-
sultados de nuestro modelo concuerdan bien con los datos experimentales obtenidos de
experimentos de tunelaje y espectroscopia de fotoemision.

Por ultimo, cabe mencionar que el presente trabajo puede extenderse hacia el es-
tudio de superconductividad con tripletes de huecos. Se ha demostrado anteriormente
que en redes no bipartitas existe una asimetria electron-hueco en la que el apareamien-
to de huecos es mas fuerte que el de los electrones debido a la frustracion de estados
antienlazantes (Pérez, et al., 1996). Ademas, el estado base de dos huecos es triplete
cuando la interaccién V' es atractiva. Sin embargo, al pasar a densidades finitas esta
interaccion podria favorecer el estado de separacién de fase. La inclusion de 1a interac-
cién Atj parece permitir la formacion de tripletes sin necesidad de exigir V' < 0, lo que
eventualmente podria dar lugar a un estado base superconductor formado por tripletes
en redes no bipartitas.
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Apéndice A
Hamiltoniano de Hubbard en el Espacio Reciproco

En esta apéndice consideraremos, a manera de ejemplo, la transformacmn al espacio
reciproco del hamiltoniano de Hubbard generalizado

H=H;+ Hy+ Hy + Ha: (A1)
donde
H =t Y e (A2)
<ij>0 .
Hy = UZ”i,Tni,L: (A3)
HV = % Z N , ' (A.4)
<i,j>

HAt = At Z C;I:O.Cj‘o-(ﬂi,..g }- T&j‘,‘g) . {A.5)

<i,j>,0

Para pasar al espacio reciproco utilizamos las siguientes relaciones (Mahan, 1990)

11-:]3., +

1 1 .
+ R —ik-Ry
o T WL Zk “os G = A Zk ¢ Gl A9

§k—X)= 'J%F ) gl (A7)

&

2
Sustituyendo estas relaciones en (A.2), obtenemos

Hy=t Y cce=t>Y Z WP~k R o oo (A.8)

i, j>,0 <z kk’

Pero R; = R; + R.,, donde R,, denota los Z primeros vecinos de cada sitio ¢. De esta
manera podemos escribir

= 5 (A eon) (S

Il

> (k—K)e X)) 000 Zs ) ety » (A9)

kK
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donde .
e(k) =) te T (A.10)
T

Para el segundo término (A.3) del hamiltoniano (A.1) tenemos

_— + Tt _ + 4+
Hy = U Z et =U Z C; 161G, 1Cit
: :

U (el +a-a") R U
= Nz Z e +qq)R‘c;c'“‘Tc$lcqa,lckr'T = Zﬁ(k—k’+q—q’) C:‘TC:'qul,lel,T

7, k! I k!
q,9’ a9’
U U
- = + ot - = + +
= N P TR N E Chtq,1C—ketq, L Ok +q, Ok +q,1 > (A1D)
k,k’|q k,k’,q

En la dltima igualdad hemos hecho los cambios de variablek - p+Q,q — —p + Q,
k'— p’+Q. Finalmente, renombramos las variables p, p’, Q por k, k'y q, respectiva-
mente.

Para el término dado por la ecuacion (A.4) podemos escribir

—_ —_— . - — e . T,
Hy = 2 Z MigTljor = 3 § Ci0Ci,oCj o0 Cio”

<1,5>,0,07 <t J> o0

— V i ei(k_k,"'q_q’)'Ri ei{q_q,)'RTc"'- I c+ C

- oN N A A e
k,k',q,q' ?' pf

go’
v
= 9N < § (k-k'+a-q') e (a-q) [¢f oo 5 Car ot Ch o 1 0 CF_oCari—o]

_ "ot +
= oo £(a-q) Ck o Ckra-q',5Cq,oCa'o
kaqq'o

Ry e(a-q) czTc:.;CQ’1lck+q-q’,T (A.12)

En la tltima igualdad usamos el hecho de que q, k y k' son variables mudas. Renom-
brando las variables de manera similar a como se hizo con el término Hy, podemos

72




escribir esta ultima ecuacion como

— +
Hy = th Z k k ck+¢:| o Ckig, Uc—k+q aC-kitqe

sq:q s

v
tr D€ (k') 6 1€ 1erq ) Coleal Ol (A.13)
ks’

Por ultimo, transformemos el término (A.5)

Ha, = At z (6 Cioth_sCia + CCinCl _Co)
<‘£,j> o
= Z Z [ gHlictara T Rl Ri3Ro)) il Ra[k-qq) [R«’erl)] SCio Gl ot
kK, %7
aq 7
At ! ' - : ' '
ke e, "
ad' o
At ! ! } 1 7 3 +
= 7 2 S (ek+ad) e () e (K-atq)] 6] e o} —oCato
kK,
949
At '
= W [E (k’) +€ (k)] Cilc_,a'cg,-—gck-k’+q,—crck’,a
kK,
4,0
At , - o
- IN [e (k') +e (k)] [Ck,‘[cq,lck-k'+Q.ick’,T+Ck,lcq,TCk-k”fq,TCk’.l]
kK q
At , o+
= -f‘;_ﬁ [E (k ) +e (k)] ck,ch,l Clk-k+q,| Ck',7
kX .q
At . -
+t_}\? Z [E (k ) “+g (k)] €1 Clc, O, 1 Cleke T (A.14)

Ll q

Si hacemos los intercambios de variables siguientes: k «—- p, k'e—— k+ k — k' en
el segundo término de la suma obtenemos
At ! ! + .+
Hpe = ~ [e (k) +e (k) +e (k+a-k') +e ()] ¢ff .c7 | Creevq, 1 Cler 1 - (A.15)
kk g

Finalmente, realizando los mismos cambios de variable que para los términos Hy vy
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Hy, la Gltima expresion puede reescribirse como

At
Har =~ > [e (ktq) +e (-ktq) +e (-K'+q) +e (K+a)] 6 167 | ke - (A-16)

k!
q
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Apéndice B
Solucion Analitica en una Dimension.

En este apéndice calculamos de manera analitica, la energia de amarre y la longitud de
coherencia de singuletes en una cadena lineal a partir del modeio de Hubbard generali-
zado.

De la ecuacion (3.33) con Z = 2, tenemos

V|E| , (UV NG Ut
120l g 2 st - 2
Golo) | T 1+ o+ (G — 4= 20 ) (o) +
AN V|Ey| v
214+ — | — —— ——=0. B.
_ + ( + 't) o7 (1+p) =0 (B.1)
donde la funcién de Green [Go(p)] estd dada por
1 : 1
Go(p) = — : (B.2)
stk:l—l—p—i— 1y cos(ka)

En el limite N — oo, la suma anterior puede reemplazarse por una integracién en la
primera zona de Brillouin (1ZB), es decir, N% Yok = f dk (Ziman, 1979) por lo

que tenemos

o | dk
Golp) = —~ =
olp) 2 ) 1+ p+ g cos(ka)

a

m

1 dz o
- , (B3)
2m(l+p) f 1+ Ccosz

-

donde hemos definido C' = m. En tablas (Gradshteyn y Ryzhik, 1980) encon-
tramos

/' dz _ 2 tan-] (1—C)tan(z/2) Lo <1 -
1+Ccosz  CV1I-C2 o Vv1i-—-C? 5 ' B4
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Para estados apareados (p > 0) por lo que siempre se cumple C? < 1 y asi

_ 1 2 L[ =C)tan(z/2)]"
Cole) = g T [ B
1
= (B.5)
21+ ) V1 (1+ p)?
Sustituyendo (B.5) en la ecuacidén (B.1) y haciendo U = V' = ( obtenemos
2 2

(+p) __(tay” (- A (B.6)

o 2 —
(14072 -1 (2tAL+ A2) At (2t — 3AL)

Ahora bien, existird un estado apareado si la energia de amarre normalizada (p) es posi-
tiva. Esto implica que el lado derecho de la ecuacion anterior debe ser positivo, es decir,
2tq — 3At > 0. En consecuencia solo existiran estados apareados en el intervalo 0 <
At < %ﬁ;ﬂ Si At satisface esta desigualdad, podemos elevar al cuadrado la ecuacion
(B.6) y simplificando obtenemos

(1+ p)? (A (2t — 3AL)° — 4ty — AL)*] + (to — AL)* = 0, (B.7
de donde
2
) = (ta — A%) 11—
\/4 (to — At)* — A#? (2 — 3A¢)
(to — Ab)®

= — 1. (B.8)

V2 [to — 244 \/(% —at) (& At)

En términos de la energia de amarre A, = 4 [t] p = 4|ty — 2At| p obtenemos final-
mente

2
Ay = 2v2 (b — AY) — 4ty — 2A¢] (B.9)

\/(% - ar) (f 4 )

recordando que la solucion es vélida en el intervalo 0 < At < %ﬂ finicamente. La
energfa del estado base del par (Ey = —4jt] — Az) es entonces

—2v2 (tg — At)® |
\/ (7. At) (% + At)
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Para esta energia, el sistema de ecuaciones homogéneo (3.31) tiene solucidon no
trivial para fy y fi. Despejando f; de cualquiera de las dos ecuaciones de este sistema,
por ejemplo de la primera, y usando las relaciones (3.34) obtenemos paral/ =V =0

— folt|E + At — At (1 + p) Go(P)]'

hi= £ AtGo(p)

(B.11)

Asimismo, en este caso de la cadena lineal (Z = 2) con U = V = 0, de la ecuacion
(3.29) obtenemos
2“&) 4 At
k= —t —
f( ) E2 ( )fU 2_2€(k)f1
donde e (k) = 2t cos(ka) siendo « el parametro de red. Como vimos en el capitulo 3,

la funcién de onda espacial en el espacio real (f,) viene dada por la transformada de
Fourier de f(k)

(B.12)

- |
hzﬁgfwwm. (B.13)
5ok

En el limite de N, — oo, aproximamos la suma sobre k por una integral sobre la
primera zona de Brillouin y obtenemos

a .
ke —tknadkz
—ﬂ]f( Je

a At g tknag (k:) QaAt g~ikne
i [, |
| By —2e (k) Ey — 2e (k)

a a

Ju

dk (B.14)

En términos de la energia de amarre normalizada, la expresion anterior puede reescri-
birse como

E =

a At e~¥ne oo (ka f g~ tkna

o i 1+p+|—:;~cos(ka) 1+p+ﬁcos(ka)
__aAt /ﬂ cos(kna) cos (k:a, / cos ( kna d —
T x| 1t & Itl oS (ka |t| J L+ p+ & cos (ka) B
_aAt
= —foh (n) — fljo (n) (B.15)

™ [¢] II'JT

donde en la penuiltima igualdad hemos tomado en cuenta la paridad del integrando.
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Consideremos la integral

s
i

cos (kna) e — 1 / cos (nz)

J, = =
o (n) /1+p+|—§icos(ka) a(l+p)J 1+ Acos(z)
0

dxz (B.16)
0

donde hemos definido z = kay A = m. En tablas (Gradshteyn y Ryzhik, 1980)
encontramos que

(B.17)

si A> < 1. Esta tltima condicién se cumple para estados apareados (¢ > 0) y en
consecuencia

o= (1) MOEo=T-ae0]” o

De manera andloga podemos escribir

B3

w

_ cos (kna)cos (ka) . 1 cos (nx)cos(z) ,
iln) = _/ 1+p+T§—|cos(ka)dk B a(1+p)/ 1+ Acos (z) de =

0 0

I

_ /wcos(['n—l]m)d_i_ 1 /cos([n+1]m)

2a(L+p)f 1+ Acos(z) ¥ 2¢(1+p) ) 1- Acos(z) do =
0 a
n—1 n+1
w [V + [ EFAEI(1)]
= — B.19
2a (1+p)2 —1 &)
Esta tiltima expresidn es valida (intcamente para n > 0. Simplificando
m_ (1+p) (Itl)"ml "
o= _T i} [ 1+ ~1—(14p)] =
1 T T T\ (1+p) ( P)]
t
= —Jo(1+ p)'—t-l- (B.20)
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Sustituyendo (B.18), (B.20), (B.11), y (B.5) en (B.15), y simplificando

fo= [\/(1 +pP—-1-(1+ P)r (%)R@Jr—m-fo (B.21)

t

donde p estd dada por la ecuacién (B.8) y n > 0. Puesto que ¢ = ty — 2At, para
At < 0.5t, ]%[ = 1y las amplitudes f, tienen siempre €l mismo signo, mientras que
para At > 0.5, 1%[ = -1 y las amplitudes f,, tienen signos opuestos entre sitios
consecutivos.

Cabe sefialar que la solucion analitica de la funcién de Green en sistemas periddi-
cos unidimensionales es util para estudiar otras cantidades fisicas, tal es el caso de
la solucién analitica del transporte cuantico difusive dentro del formalismo de Kubo
(Oviedo-Roa, et al., 2000; Wang, et al., 2001). Por tltimo, usando el método pre-
sentado en este apéndice, también es posible obtener una solucién analitica para dos

particulas en una dimension interaccionando por medio del modelo de Hubbard estan-
dar (V = At =0) (Pérez, 1995).
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