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Resumen

La física de plasmas parcialmente ionizados al igual que la física de plas-
mas totalmente ionizados presenta aún una gran cantidad de retos., Existen
varios problemas abiertos en cuanto a su caracterización y esto se complica
cuando en los reactores de fusión actuales del tipo tokamak se ha observado
que agregando unas estructuras de borde llamadas genéricamente diversores,
se han logrado dirigir las fugas de las partículas a, extraer calor del cen-
tio del plasma y reducir la contaminación de plasma por impurezas. En
esta situación el plasma interacciona con el gas neutro que servirá como in-
tercambiador de calor entre otras cosas, debido a los procesos atómicos y
moleculares que se llevan a cabo y a las condiciones de frontera impuestas en
la configuración del borde, se estudia en primer lugar el modelo geométrico
más sencillo: el modelo de la caja de gas, este modelo tiene la ventaja de
incorporar con más detalle algunos fenómenos que en otros tipos de estudios
se dificultarían, dada la naturaleza no lineal de las ecuaciones de fluidos con
términos de recombinación, se recurre a los métodos numéricos para resolver
varios casos de interés y se utiliza información analítica de otros trabajos.

El presente trabajo esta organizado en 5 capítulos, el primer capítulo
describe los elementos básicos de la fusión nuclear, los tipos principales
de reacciones con átomos ligeros (HfDiT)i los problemas de confinamien-
to y difusión del gas ionizado (plasma), las formas de lograr la fusión y
los aparatos experimentales tipo tokamak usados para estudiar y caracteri-
zar el plasma. En el capítulo dos se explican que son y para que sirven
los diversores magnéticos, como han evolucionado hasta nuestros días y co-
mo han contribuido a resolver varios problemas de contaminación de im-
purezas, extracción del calor de los reactores experimentales y extracción de
las partículas a producto de las reacciones de fusión,, En el capítulo tres
se hace una revisión de la aproximación de fluidos para estudiar un plasma
parcialmente ionizado, los procesos atómicos importantes en la interacciones
plasma-gas neutro y los métodos aproximados más usuales para resolver es-
tas ecuaciones de naturaleza no-lineal. En el capítulo cuatro se muestran las
condiciones y el modelo de caja de gas para el diversor, se presentan 2 casos
de estudio con diferentes gases en la cámara: HyHe; se presenta también
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una discusión de los resultados de las simulaciones numéricas que se com-
paran con experimentos hechos en simuladores de diversores o en diversores
de tokamaks, El capítulo cinco amplía más la discusión y trata de manera
más detallada los procesos de recombinación de tres cuerpos, poi activación
molecular, intercambio de carga y de ionización que son los más relevantes
paia el caso de bajas temperaturas, como es el caso del plasma que llega
al volumen del diversoi. Finalmente la evidencia experimental corrobora los
resultados obtenidos tanto de análisis teóricos como de resultados numéricos.
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Capítulo 1

Fusión Nuclear
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1.1 Introducción

El objetivo de la investigación más reciente en física de plasmas es crear un
aparato capaz de generar energía, para lograr esto se necesita tener al plasma
confinado por un tiempo largo y a suficientemente alta temperatura, de tal
manera que ocurran una gran cantidad de reacciones de fusión nuclear para
producir más energía que la utilizada para mantener el plasma en condiciones
de fusión.

Las reacciones de fusión nuclear son la fuente de energía de las estre-
llas, incluyendo al Sol.. Estas obtienen su energía de la fusión de núcleos de
hidrógeno, la gran difeiencia con respecto a los reactores de fusión es que
el confinamiento del plasma caliente es debido a la autogravitación de las
estrellas.

En la fusión nuclear del hidrógeno, las principales reacciones que involu-
cran a los isótopos Deuterio (D) y Tritio (T) son:

, X(l.,01 MeV) + j?(3.02 MeV) 50%
+ ^ i 3ff(o82 MeV) + n{2AbMeV) 50%

D + T => 4tf e(3.5 MeV) + n(14.1 MeV)
D + zHe =» AHe{Z.§MeV)+p(U.7MeV)

De las 3 reacciones de fusión anteriores, la que es más significativa a ba-
ja temperatura es la que involucra al deuterio (D) y al tritio (T), como se
muestra en la figura 1.1 donde se presentan las razones de formación de las
3 reacciones nucleares, esto también se ve reflejado en que la resonancia de
la reacción D + T es mayor:

a(D

10

El problema básico para alcanzar la fusión controlada es generar un plas-
ma a muy alta temperatura (con energías térmicas de al menos 10 KeV) y
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0 1 1 10 100 T(10 K)

Figura 1.1: Razones de reacciones de fusión

mantener las partículas suficientemente cercanas para que un número consi-
derable de reacciones de fusión se produzcan. Las cargas positivas (núcleos)
deberán estar muy cerca (del orden de 10~14m) y vencer la repulsión Colom-
biana electrostática, para esto se requiere que las partículas tengan suficiente
energía cinética y es por esta razón que se requieren altas temperaturas,

Las reacciones de fusión que involucran núcleos más pesados (número Z
alto) requieren aún mayores energías para vencer la repulsión electrostática.

En las décadas pasadas se han sugerido y diseñado varios equemas de
confinamiento que usan algún tipo de configuración magnética. Los princi-
pales esfuerzos experimentales para alcanzar las condiciones del plasma para
fusión se pueden agrupar en tres:

1) Sistemas abiertos como espejos magnéticos y aparatos theta pinch.,

2) Sistemas cerrados como los toros.

3) Fusión de una bola sólida de D — T por medio de láser o por haces de

iones de alta energía,,
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Además de los problemas que surgen con el calentamiento y confinamien-
to del plasma, también es importante la pérdida de energía por radiación
(predominantemente la radiación de frenado (bremsstrahlung) debido a los
choque electrón-ión y la radiación cincrotrónica de los electrones). Estas
pérdidas por radiación constituyen un serio problema para el mantenimiento
auto sostenido del aparato de fusión.

Para generar más energía por fusión de la que es requerida para calentar el
plasma, y suplir las pérdidas por radiación, se requiere cumplir una condición
sobre la densidad del plasma n, el tiempo de confinamiento r, asi como en la
temperatura T. El producto nr debe ser más alto que un valor mínimo el cual
es para un plasma de deuterio-tritio alrededor de 1020 s xm~3, (T > 107K)
y paia un plasma de deuterio-deuterio de 1022 s x m"3, (T > 108K). Esta
condición es conocida como "criterio de Lawson". Bajo este criterio la fusión
controlada se puede alcanzar teniendo un plasma muy denso a muy alta
temperatura, pero confinado por un tiempo muy corto, o teniendo un plasma
poco denso confinado por un tiempo muy grande; es por esta razón que
algunos experimentos operan en un régimen de alta densidad del plasma y
tiempos muy cortos de confinamiento.

La energía obtenida por fusión nuclear es prácticamente inagotable, re-
sulta de gran importancia sobre todo en la actualidad el estudio y diseño de
reactores cuya producción de energía sea costeable, este es uno de los grandes
retos de la humanidad.

1.2 Confinamiento magnético : Tokamaks
En los reactores naturales termonucleares de fusión (RNF), tales como las
estrellas, la presión cinética del gas se equilibra con la fuerza gravitacional,
mientras que en un reactor artificial (RNA), el confinamiento de partículas
se consigue aplicando una configuración especial de las lineas del campo
magnético. La idea del confinamiento magético fue concebida por los cien-
tíficos rusos E. T. Tamm y A., D. Sakharov [20] a mediados de los 50's. En ese
entonces los resultados que se obtuvieron en el tokamak ruso T-3 estimula-
ron el desarrollo de la fusión controlada en todo el mundo. Pero la pregunta

15



básica que en este punto podemos hacernos es: ¿ Qué es un Tokamak?

La idea principal en el confinamiento magnético esta basada en el hecho de
que las partículas cargadas que se mueven en un campo magnético están re-
stringidas en su movimiento transversal a las lineas del campo, Basándose en
este tipo de comportamiento de las partículas, entonces en un cilindro infinito
(ver figura 1.2) seria una trampa magética perfecta para un plasma, en el caso
en que no hubieran colisiones coulombianas (vei « ce, donde ve\ es la fre-
cuencia de colisión electron-ión). En el caso en que existan colisiones entonces
(yéi > 0), habrá difusión del plasma en la dirección transversal al campo. En
los casos más realistas, tenemos aparatos de dimensiones finitas,, Uno de los
problemas básicos es como disminuir o eliminar la conductividad térmica del
plasma,, Con la finalidad de tener a las partículas confinadas el mayor tiem-
po posible, se propusieron dos soluciones: haciendo una configuración donde
se reflejen las partículas en los extremos del aparato (espejos magnéticos)
o bien produciendo configuraciones de lineas de campo magnéticas cerradas
(tokamaks, esteleradores, ver figura 1.3) y así evitar pérdidas; sin embargo,
surgen otras complicaciones como la de la deriva transversal de las partículas
que se ve incrementada debido a la curvatura intrínseca de la configuración
de tipo toro. La velocidad de deriva en este caso es [6]:

donde R es el radio mayor de toro, a representa el tipo de partícula, Aa =
e s e^ cociente de la masa de la especie o; y la masa del Hidrógeno,

va± — 1-4 • 10AJ(Ta/Aa) es la velocidad perpendicular al campo magnético,
Ta es la temperatura de la especie a y Aa su número atómico, va\\ —

104 J(Ta/Aa) es la velocidad paralela al campo magnético, Za es la carga
eléctrica de la partícula.

La dirección de la velocidad de deriva depende del signo de la partícula
cargada, esto significa que los electrones y los iones del plasma derivaran
en direcciones opuestas alejándose de esta manera de la columna del plas-
ma,, Si las paredes de la cámara están hechas de un material dieléctrico
esto podría dar lugar a una concentración de partículas cargadas de signos
opuestos, es decir, se generara un campo eléctrico E± transversal al campo

16



FALLA DE ORIGEN

Cami

Figura 1.2: Confinamiento de partículas en un cilindro infinito

magnético, teniendo como resultado que toda la columna del plasma derivará
hacia afueraj es decir a lo largo de la dirección del radio mayor con velocidad:

VD = 10*Ex/B$

Se puede mostrar que VD es 1 o 2 órdenes de magnitud menor que la veloci-
dad térmica del plasrna(poner referencia).

Cuando las paredes del tokamak están hechas de material conductor, no
sucede lo anterior; esto es, las cargas eléctricas no son acumuladas y de esta
forma el tiempo característico de decaimiento del plasma es

TP = AB0Ra/T

donde T es la temperatura del plasma, R y a son los radios mayor y menor
respectivamente, en los tokamaks r/a es normalmente R/a ^ 3 ^ - 5 , así que
podemos ver que este tiempo rp es casi el mismo que el tiempo característico
para la difusión tipo Bohni (DB = ^ ^ , m2si) [7];

17



donde Te(0) es el máximo de la temperatura electrónica en el centro de la
columna del plasma.

La difusión de Bohm ha sido observada en muchos tokamaks y es ca-
racterístico del transporte anómalo turbulento en el plasma confinado en el
tokamak.

Estimaciones sobre tamaños mínimos de reactores tipo tokamak basados
en un toro muestran que para Be = bTR, ne — 1020m~3, y R/a = 5, el radio
mínimo del toro debe ser de 15m, lo cual por el momento esta lejos de las
posibilidades tecnológicas.

Sin embargo, las dimensiones del toro pueden ser considerables por medio
de una tranformada rotacional. La idea es introducir una componente poloidal
del campo magnético a la componente toroidal, como resultado de esto una
linea de campo electromagnético puede "enrollarse" muchas veces a lo largo
del toro, en su movimiento helicoidal pasará arriba, abajo, al interior y al
exterior del toro. Se toma en cuenta que la conductividad térmica eléctrica
del plasma a lo largo de la linea del campo magnético es mayor que la de
cualquier metal, de esta forma las cargas eléctricas que al principio se encon-
traban cerca de las paredes conductoras estarán involucradas en movimientos
de deriva cenados sin dirigirse directamente a las paredes.

Experimentalmente la tranformada rotacional se puede obtener por medio
de una corriente IP, la cual es producida en la columna del plasma del toka-
mak en la dirección de B$, Técnicamente es el camino más natural para
la obtención de la tranformada rotacional (TR), pero teóricamente es am-
bigua, ya que la corriente Ip produce un calentamiento óhmico en el plasma,
cambiando su estado microscópico,, La ventaja es que Ip incrementa tanto
el confinamiento como la energía térmica del plasma. El calentamiento por
medio de inyección de un haz neutro, radio frecuencia, ondas híbridas inferi-
ores, radiación iónica, ciclotrónica, electrónica, etc. adicional es muy costoso,,

18



De esta forma llegamos a que el tipo de aparatos para el confinamiento
magnético del plasma en un toro con corriente toroidal que suministra la
tranformada rotacional es llamado Tokamak

La figura 1.3 muestra el esquema de un tokamak.

Deriva de curvatura

Corriente toroidal
t

Lineas de campo cerradas

Figura 1.3: Configuración toioidal

El factor principal que caracteriza la configuración magnética de un toka-
mak, es el factor de segundad [8], [9]

q(r)

donde B$ es la componente del campo magnético en la dirección poloidal,
B¡p es a componente del campo magnético en la dirección toroidal, r es el
radio menor del toro y R es el radio mayor del toro (ver figura 1.3).

La interpretación geométrica de q es la siguiente: q es el número de ci-
clos del radio mayor (a lo largo de 9) que experimentan las líneas del campo
magnético antes de cerrar un circulo en la dirección <p. Un ángulo obtenido
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después de un ciclo sobre el radio mayor es llamado ángulo de la transfor-
mación rotacional a = 2Il/q, con la transformada rotacional cada linea del
campo magnético después de muchas rotaciones en la dirección toroidal forma
una superficie magnética. Debido a que el transporte longitudinal es mayor
que el transversal, las superficies magnéticas pueden ser consideradas como
superficies de presión constante (isóbaras) y de temperatura (isotermas). Los
movimientos de deriva pueden causar pequeñas desviaciones de las superficies
magnéticas del orden de Padq7 esto significa que después de las colisiones las
partículas cargadas pueden ser desviadas a la siguiente superficie magnética
localizada a una distancia Pagq de la anterior. De aquí que los coeficientes
transversales de transporte se incrementarán en q2 veces comparado con el
caso cilindrico [8], [9].

X% = (1 + 1.6g2)xí caso cilindrico

La menor q, es la diferencia entre el transporte en las configuraciones
cilindrica y toroidal.

Las pérdidas toroidales no son los únicos mecanismos del incremento del
transporte en sistemas toroidales, en sí el ir y venir las partículas cargadas
pasan por zonas donde hay campos magnéticos intensos y menos intensos
(parte interior y exterior del toro), ya que BQ ™ \¡R.

Si la longitud de camino libre medio de la partícula cargada excede la
longitud característica de la parte de la curva que conecta las partes superior
e inferior de el toro, esto es si A|| > Rq, entonces el movimiento de la partícula
en eí toro, tiene las características del movimiento de la pay partícula en una
botella magnética. La partícula puede ser reflejada de la zona de muy intenso
campo magnético en la parte inferior del toro. Las proyecciones transversales
de las trayectorias tiene una forma de banana,, En el caso de bajas colisiones
por difusión y conductividad térmica éstas serían debidas a las partículas
atrapadas en la banana. Después de varias colisiones cada partícula es des-
plazada al ancho de la banana el cual es alrededor de 2pagq€"1^\ donde
e = r/R. Estimaciones del coeficiente de difusión del plasma para el régimen
de colisiones no muy frecuentes, muestran que la difusión total se incrementa
por un factor de £~3/2, que es alrededor de 5-10 comparado con el régimen de
colisiones alto. Los regímenes de colisión bajos son los más favorables para
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los tokamaks (Galeev-Sagdeev, transporte neoclásico [18])

Los tokamaks están basados en principios relativamente simples, sin em-
bargo la naturaleza no necesariamente nos da sus secretos. Cuando fueron
hechas las primeras propuestas para construir aparatos cuya finalidad era
la obtención de energía mediante la fusión nuclear, trajo como consecuencia
que el llevar a la práctica la teoría surgieran un gran número de problemas e
impedimentos técnicos.
La propuesta del confinamiento magnético fue hecho por E. T. Tamm y A,.
D. Sakharov en 1955 [19]. Basados en estas ideas de confinamiento, hubo
gran ínteres internacional sobre los tokamaks después de la conferencia de la
IAEE en Novovisirk en 1968, donde se mostró [19], qué con una descarga
apropiada, la vida media del plasma podría exceder unas 100 veces el tiem-
po de Bohm, y las pérdidas por iones eran como las predichas por la teoría
neoclásica. En los experimentos realizados en los aparatos T-3A, se detec-
taron neutrones relacionados con la fusión D-D, la vida media de la energía
fue de 6-7 ms. Basados en las leyes de escalamiento encontradas en estos
experimentos, se construyó la siguiente generación de Tokamaks tales como
el T-10 (USSR, rE fa 0, ls., 7} > IKeV) y PLT (USA).
Mientras tanto se realizaron experimentos en tokamaks de tamaño pequeño y
mediano (T-4, TM-3, TO-1, Tuman-USSR, ORMAK, ATC, Alcator,
Doublet-2-USA,TFR, Petula-Francia, DITE-Inglaterra, pulsator-Ale-
mania, JFT-2, DIVA-Japón, LT-2, LT3-Australia),

La figura 1.4 muestra una selección de algunos aparatos tipo tokamak
en donde la escala vertical esta en unidades adecuadas usando el criterio de
Lawson. En la figura 1.5 se muestran los diferentes aparatos de fusión del
tipo tokamak que se han fabricado desde finales de los bO's hasta nuestros
días, cabe destacar que los primeros esfuerzos se empezaron a realizar en la
Unión Soviética (T-2,T-3,T-4,T-10, y después en otros paises como Estados
Unidos, la comunidad Europea y Japón.

Como resultado de estos experimentos se adquirieron muchas nociones
físicas sobre plasmas en tokamaks. Los parámetros del plasma alcanzados
fueron: Te K 0.5 — 3KeV, % w 0.2 — 2KeV. Sin embargo raía vez se alcanzó
un régimen colisional. Los intentos por alcanzarlo por medio de incremento
de la potencia, fallaron debido a las impurezas que contaminaban el plasma
y que provienen de las paredes de la cámara. Entonces se reconoció que los
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Figura 1.4: Diferentes reactores experimentales fabricados

diversores magnéticos eran necesarios para prevenir la interacción del plas-
ma con las paredes. Este idea dio origen al diseño y construcción de los
tokamaks con diversor como PDX (USA) y ASDEX (Alemania). Nuevas
ventajas fueron alcanzadas por medio de inyectar haces de nuetros en el PLT,
cuando la temperatura % = §KeV fue alcanzada [21] y el plasma estuvo en
un régimen colisional bajo. El mismo régimen fue obtenido en T - l l (USSR)
[22].

Los progresos posteriores en los parámetros de los plasmas pueden ser
vistos en la figura 1.4, donde se gráfica el criterio de Lawson (que es el pro-
ducto de n¿ • Ti • TE) contra los años, donde n¿ es la densidad de iones, T% es
la temperatura de los iones y T# es el tiempo de confinamiento del plasma.

Son especialmente impresionantes los resultados alcanzados en los toka-
maks en los últimos años. En noviembre de 1991 en el JET, 1.7 MWatts de
potencia de fusión fue producida en una mezcla de combustible D — T, con
un ciclo de ~ 4 • 102íim~3sKeV, la producción de neutrones fue de 7.2 • 1017,
Es importante mencionar que en los plasmas de deuterio (D) la condición
equivalente para break-even fue alcanzada Otro gran tokamak TFTR (en
Laboratorio de Física de Plasmas de Piinceton) estuvo desde 1993 traba-
jando con combustible D — T, la potencia de fusión pico alcanzada fue 10.7
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MW (La densidad de potencia de fusión fue de 2.%MW/m? ), el tiempo de
confinamiento de energía fue de TE = 0.33s. el triple producto de fusión fue
n¡{ • Ti • TE = 8.3 • 1020m~3 • Kev • s. La razón de producción de neutrones fue
de 4,3 • 1O1S'neutronesjs.

Durante el verano de 1997 se alcanzaron resultados nuevos en el J E T ,
la potencia pico de fusión obtenida fue de 13 MW (14 MJ de energía de
fusión), fusión global de Q = 0.6 (Q es la razón de potencia adicional de
calentamiento, está puede ser de RF. inyección de neutros, etc., y la energía
obtenida en la fusión de las reacciones termonucleares), rE fue de 0.95. Tam-
bién se mostró que en el ciclo D — T hay un 25% de reducción en la potencia
necesaria para mantener el confinamiento alto (régimen con tiempos de con-
finamiento del plasma alto) durante la operación alta de la potencia de fusión.

Sin embargo aún hay algunos problemas críticos, los cuales deben ser re-
sueltos antes de que los aparatos del tipo tokamak se puedan considerar como
protipos de reactores de fusión comerciales, tales como :

Extracción de partículas y calor del tokamak.
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• Disrupciones.

• Transiciones del régimen de confinamiento bajo (L) al alto (H).
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Capítulo 2

Diversores
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2 • 1 Introducción

El objetivo principal de este trabajo consiste en estudiar como los diversoies
magnéticos están ayudando a resolver problemas tales como intercambio de
calor y extracción de partículas a del centio de los reactores nucleares ex-
perimentales, Después de varios años de estudio desde que se diseñaron los
primeros diversores, se han comprobado los beneficios obtenidos en los toka-
maks con diversoies a diferencia de los que no cuentan con esta configuración.
A continuación se da una explicación de lo que es un Diversor Magnético.,

Dentro de la cámara del tokamak las superficies magnéticas son cerradas,
pero si se agregan electroimanes cerca de la frontera del plasma (ver figura
2.1), las superficies magnéticas formadas se pueden clasificar en 3 tipos: un
conjunto de superficies alrededor de la columna del plasma y las dos restantes,
un conjunto de superficies alrededor de cada imán. La superficie que separa
las internas (dentro de la columna de plasma) de las externas (alrededor de
los imanes externos) se conoce como separatnz. Si la separatriz esta dentro
de la cámara de trabajo entonces a esta configuración se le llama Diversor
Magnético o configuración de diversor. A la zona entre la separatriz y
las paredes de la cámara se le llama capa de desprendimiento (SOL por sus
siglas en inglés),,

En esta configuración de las líneas de campo magnético, las partículas
cargadas se difunden a través de la separatriz a una nueva región magnética,
donde las líneas de campo llegan hasta el volumen del diversor, éstas son
neutralizadas y enfriadas en la placa diversora o blanco. Así, por medio
de esta configuración magnética sencilla, las partículas cargadas (incluyendo
partículas a e impurezas) y la extracción del flujo de calor de la cámara de
trabajo pueden ser llevadas a cabo} esto es necesario para llegar a tener las
condiciones estacionarias para la operación del tokamak. El combustible se
suministra por medio inyección de bolas y/o bombeo de gas

En la figura 2.1 se muestra una configuración doble nula de diversor, si
la configuración de los imanes se cambia ligeramente de posición o bien si
se tienen pequeñas diferencias en las corrientes esto se puede ver reflejado
en las asimetrías de las cargas (potencia por unidad de área) en la placa del
diversor. Por esta razón este tipo de diversores de configuración sencilla nula
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Figura 2.1: Diversor Sencillo (nuil) y Diversoí Doble (double-null)

ha sido adop t ada poi los proyectos de tokamaks más grandes que existen.
Los diversores de volumen pueden ser de t ipo abier to o c e n a d o , los de t ipo

cerrado son más adecuados porque previenen la penetración de los á tomos
neutros a la cámara de trabajo, lo cual podría ser peligroso poique oca-
cionarián la extinción de la descarga. Además con este tipo de diversores
magnéticos (cerrados) se ha alcanzado un régimen alto de reciclado, esto
es: todas las partículas que entran al volumen del diversor son neutralizadas
en la placa diversora y devueltas al volumen del diversor. De esta manera el
flujo que hay en la dirección contraria interactúa intercambiando carga con
el plasma que esta entrando y las partículas son ionizadas.

Este tipo de comportamiento puede parecer paradójico ya que el flujo de
caloi en la entrada del volumen del diversoí es muy alto y continuo, mientras
que el flujo de partículas es casi cero.

Cuando se empezaron a fabricar los diversores, se observó que la presión
de los neutros en el diversor era considerablemente más elevada que cerca de
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donde se encontraba confinado el plasma [23] ,[24], este hecho se reconoció que
podía ser ventajoso para bombear el plasma y en particular para extraer He
producto de las reacciones de fusión. También se encontró que físicamente
restringiendo la conductancia entre la región del diversor y la cámara prin-
cipal se tenían razones de compresión incrementadas: 10-20 para H y D en
el reactor P D X (Experimento de Diversor Poloidal) [25],[26], 300 en expe-
rimentos D-IIIj presiones altas del orden de 10~3 mbar fueron obtenidas en
ASDEX [27].

Posteriormente se encontró evidencia experimental de bajas temperaturas
(< 5eF) en el diversor del plasma y se encontró que a estas temperaturas el
intercambio de carga excedía por mucho a la ionización [23], [24], [26], en este
régimen las partículas cargadas que fluyen hacia la placa diversora chocan
con los neutros que son el producto de la neutralización que se lleva a cabo
en la placa. Como resultado del proceso de intercambio de carga se tienen
entonces iones fríos, que fluyen hasta la placa diversora a lo largo de las líneas
magnéticas y átomos neutros que no están confinados por el campo magnético
y se mueven en todas direcciones Para limitar los choques de todas estas
partículas y así disminuir el calor transferido, se buscan configuraciones que
eviten que las partículas golpeen la placa en una área reducida, y para que
se minimize el daño y la evaporación en la pared de la placa,

Basándose en el hecho de que se pierde momento cuando hay colisiones
entre iones y neutros, se propuso el mecanismo de desprendimiento del
plasma desde la placa diversora [28], [29].,

El desprendimiento (Detachment) se puede definir como la pérdida
de la presión del plasma a lo largo de las lineas magnéticas, así que no sólo
hay gradientes de temperatura y densidad, sino también gradientes de presión
entre el núcleo del plasma y el diversor. En el régimen de desprendimien-
to se observa una reducción en la potencia y el flujo de partículas cargadas
en las paredes del diversor y esto puede ser una técnica útil para reducir la
potencia máxima en tokamaks grandes.

Actualmente los regimenes de desprendimiento ya han sido obtenidos en
los tokamaks que poseen diversores, Una evidencia experimental de esto se
puede observar en la figura 2 2, en donde se muestra la corriente de saturación
en la placa diversora medida en el aparato Alcator-C Mod (EUA) para los re-
gimenes de desprendimiento (bombeo fuerte de gas) y para régimen detenido
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(pegado),, Se puede observar que en el régimen de desprendimiento, la co-
rriente de saturación es 2 ordenes de magnitud más pequeña,. Este régimen
también ha sido observado en los experimentos realizados en JET (Unión
Europea), JT-60 (Japón), DIII-D (USA), ASDEX-Upgrade (Alemania),,
Como ejemplo en la figura 2.3 obtenida de JET se puede observar el grado de
desprendimiento (DOD por sus siglas en inglés) contra la densidad del plas-
ma. El factor de desprendimiento esta definido como la razón de las presiones
en la zona SOL y cerca de la placa diveisora, se ha observado que el grado de
desprendimiento (DOD) llega a ser tan alto del orden de 100, lo cual significa
que en régimen de desprendimiento la presión del plasma no es constante
a lo largo de las lineas magnéticas y cae considerablemente desde el punto
simétrico (X) hasta la placa diversora. Experimentos recientes realizados en
JET y ASDEX han demostrado que los regimenes de desprendimiento no
solo se pueden lograr en el régimen-L (confinamiento bajo del plasma) sino
también ya se ha observado en el régimen-H (confinamiento alto del plasma).

Investigaciones detalladas sobre el régimen de desprendimiento se han
llevado a cabo en varios centros de investigación tales como en la Universidad
de Nagoya (Japón), PPPL, UCSD (ambos en Estados Unidos) y el Instituto
Kurchatov (Rusia). Importantes resultados han sido obtenidos acerca de
desprendimiento en NAGDIS (Nagoya) y estos son mostrados en la figura
2,4. Se puede ver que tanto la densidad del plasma como la temperatura
caen drásticamente; la densidad del plasma por ejemplo, cae casi un orden
de magnitud en una distancia de 2 ora.

En base a toda esta evidencia es importante conocer cuales son los fenó-
menos físicos responsables de tal comportamiento del plasma, y como estos
se escalan cuando se tiene un plasma en régimen de desprendimiento en los
tokamaks más grandes., Al respecto se ha abierto una amplia linea de inves-
tigación de gran importancia para los proyectos de reactores termonucleares
basados en dos tipos de máquinas: los tokamaks y los esteleradores.

Dentro de todas estas investigaciones, una gran cantidad de estudios
teóricos y computacionales se han abierto en las áreas de física del plas-
ma del borde y física de plasmas en el diversor. En este sentido se han
desarrollado varios códigos usados para la simulación de diversores: códi-
gos de transporte en tokamaks en 1-1/2 dimensiones GTWHIST y PRE-
TOR y códigos para modelar diversores bidimensionales B2/EIRENE, B2,
EDGE2D/NIMBUS y UEDGE.

29



107

10

10

10
detached
551219011» rae E «

5 10

p(mm)

15 20

Figura 2.2: Corriente de saturación Jsat en la superficie externa del Diversor

La modelación es muy importante porque da una guía para encontrar
algunos parámetros óptimos tales como la concentración de impurezas para
poder tener un nivel determinado de pérdidas por radiación, la configuración
más adecuada del diversor, etc.. Cabe hacer notar que los códigos en 1-1/2 y
2 dimensiones son muy "pesados", entonces para investigar y aislar efectos se
necesitan hacer muchas simplificaciones analíticas a estos códigos o trabajar
con códigos unidimensionales.

2.2 Concepto de diversor de ITER

ITER (Reactor Internacional Experimental Termonuclear por sus siglas en
inglés) esta diseñado para producir 1,5 GW de potencia, la mayor parte de
esta es llevada por los neutrones producto de la fusión y debe ser utilizada
por algún blanco del reactor,, También como consecuencia de las fusiones
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300 MW de la potencia del ITER se va en las partículas a como poten-
cia de calentamiento, una parte considerable de esta potencia, alrededor de
100 MW se va a la primera pared del reactor debido a la radiación de frenado
(bremsstmhlung) y sincrotrónica. La parte restante alrededor de 200 MW es
depositada en las placas diversoras, produciendo densidades de potencia del
orden de 100 ~¿r, esto es comparable con el flujo de potencia del Sol en su
superficie [30],[31]. La tecnología moderna ahora puede manejar en el mejor
de los casos flujos de alrededor de 5 ^f en el caso estacionario, así que el
problema de una extración segura de energía es un problema físico y no un
problema de ingeniería.

La aproximación principal al diversor ITER esta basada en la remoción
de la energía de volumen del plasma que esta en el diversor antes de que
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mediciones en los simuladores de diversores en la Universidad de Nagoya.

llegue a tocar las placas diversoras. A este respecto se ha trabajado con gas
de hidrógeno y con una fuente de impurezas con mediano o bajo número
Z, dichas impurezas son inyectadas en el diversor y entonces la energía es
removida a través de los procesos de radiación e intercambio de carga. En el
reporte de ITER [30] se muestra que las pérdidas por radiación de frenado
(bremsstrahlung) con niveles de impureza de « 10%ífe y ~ 2%BeoC con
niveles de Ne en el intervalo de 0.012 a 0.16% son de 80 - 135 MW; para Ar
en el intervalo de 0.012 aO. 16% son de 75 - 100 MW y para niveles de Kr
en el intervalo de 2.41 x 10~3 a 1.3 x 10"2% son de 75 MW. Las pérdidas de
radiación por impurezas del manto para Ne, Ar, y Kr en los intervalos dados
anteriormente son 20 - 6b MW, 20 - 110 MW, y 25 - 145 MW, respec-
tivamente. De esta forma las pérdidas totales por radiación desde dentro
de la separatriz tomando en cuenta los limites impuestos por las constric-
ciones del balance de potencia en el centro son « 100 - 200 MW con Ne y
w 100 — 260 MW con Ar o Kr, esto junto con las pérdidas por el intercambio
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de carga pueden dai como resultado un considerable enfriamiento del plasma
y el flujo de potencia se aproximaría a un nivel donde la recombinación del
plasma empieza a ser muy importante a altas densidades y a bajas tempera-
turas.
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Capítulo 3

Plasma parcialmente ionizado
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3.1 Introducción

Para estudiar la dinámica de un plasma parcialmente ionizado es necesario
usar el enfoque de fluidos, este tipo de plasmas se forman en lo que se
conoce como estructura de borde u orilla en un reactor experimental de
fusión. Los problemas que existen cuando se estudia el plasma de la orilla
son varios y dada su estrecha relación con el plasma del centro del reactor,
la dinámica es más compleja, esto es el estudio de un plasma parcialmente
ionizado y su interacción con un gas neutro y con las partículas despren-
didas en las paredes del volumen del diversor requieren conocimientos fun-
damentales de: física de plasmas parcialmente ionizados, en este caso se
usarán las ecuaciones hidrodinámicas, Debido a la gran cantidad de inter-
acciones entre iones y átomos neutros se requiere incluir todos los procesos
atómicos y moleculares relevantes que ocurren como consecuencia de coli-
siones elásticas e inelásticas entre átomos neutros, ionizados y excitados, con
electrones y con moléculas ionizadas, excitadas o neutras. Para resolver las
ecuaciones que describen la dinámica del plasma y todas las interacciones con
átomos y moléculas se requiere del uso de métodos numéricos apropiados.
En las tres secciones siguientes se darán explicaciones más extensas sobre
cada tema,
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3.2 Ecuaciones de Fluidos

3.2.1 Introducción.

La formulación del problema se hará usando la aproximación de fluidos,
en lo que sigue se dará una explicación breve de como obtener las ecuaciones
de fluidos para multiespecies usando la ecuación cinética. Aunque es posi-
ble plantear todo usando la ecuación cinética (ecuación de Boltzmann), es
más conveniente hacerlo por términos de facilidad y tiempo de cálculo usar
la aproximación de finidos,, El problema de estudiar como se comporta la
densidad del plasma, el flujo de partículas, la presión y la temperatura tanto
espacialmente como temporalmente es muy importante dentro de la cámara
diversora, dado que se requieren condiciones que hagan llegar al sistema a un
régimen de desprendimiento en las paredes del diversor (dettached regime),
es de vital importancia dentro de la formulación de las ecuaciones incluir
los efectos ocasionados por procesos atómicos en la cámara, debido a que el
plasma llega a la cámara y el gas dentro de la cámara es neutro, resulta de
gran interés estudiar de manera detallada los efectos macroscópicos origina-
dos por diversos procesos atómicos bajo ciertas condiciones del plasma y el
gas neutro, como por ejemplo la importancia de la recombinación o de la
recombinación por activación molecular (MAR).

3.2.2 Ecuaciones de Transporte

El comportamiento de un gas ionizado puede ser descrito por un conjunto
de ecuaciones cinéticas (ecuaciones de Boltzmann):

r + V • (yfa) + —( ) = Ca 3.1)
i av m

zr + V (yfa) + (
di av ma
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Donde fa es la función de distribución para electrones, iones, átomos
neutros, etc., F es la fuerza ejercida en un punto r sobre la especie a y v la
velocidad, ma la masa de la partícula cargada en campo electromagnético:

Es importante mencionar que tanto fa, como Fa no toman en cuenta
fluctuaciones muy rápidas, son cantidades promediadas en un volumen que
contiene muchas partículas y en un tiempo grande comparado con los tiempos
característicos del sistema.

Las colisiones que tienen una especie con otra, con el consiguiente cambio
en la función de distribución fai son tomadas en cuenta en el término de la
derecha Ca y es llamado el término de colisiones.

La descripción del plasma por medio de una función de distribución es
muy detallada y muchas veces tanto detalle puede no ser necesario y es
suficiente describir el plasma en términos más simples, es decir, en términos
de cantidades promediadas como por ejemplo la densidad de partículas de
una especie por unidad de volumen.,

na(tj) = J fa(t,r,v)(Pü

La velocidad media de las partículas

_ _ i r_
VG(r,t) = — / vf(r,v,t)dv =< v >a

y la energía promedio o la temperatura.

Para obtener las ecuaciones que nos describen el comportamiento de las
cantidades macroscópicas se deben obtener los momentos de la ecuación
cinética. Para tener descripción equivalente se deben obtener un número
infinito de ecuaciones, sin embargo esto no es posible por lo que, en general
se obtienen los primeros 3 momentos y se da una relación entre variables
macroscópicas para cerrar el conjunto.
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La ecuación 3.1 se multiplica entonces por 1, mava, y f^a^y se integra
sobre todas las velocidades. El sistema a que se llega es:

ft + V • (nV) = 0 (3.2)

( K ) ( V V ) ( E (V~B(mn<VaV0>)en(Ea + Q)= mvaCdv (3.3)
J

d ,mn 7 . _, , m n 9 . •= r— r mv2 _ , / r t jN

La paite del lado derecho de la ecuación 3.2 es cero porque por lo general el
término de colisiones se debe a que hay choques con otras especies, entonces:

V""1 s~i le s \

a — ¿_i ^abUai Jb)
b

donde Cfl& es el cambio por unidad de tiempo en la función de distribución
de la especie a debido a colisiones con las paitículas de la especie b.

Cuando no hay conversión de una especie en otra también llamadas coli-
siones elásticas (es decir no ocurre recombinación, disociación, etc.):

j Cadv = J Y, Cabifa, fb)dv = ̂  J Cab{fafb)dv = 0
fe b

Los términos de la derecha de las ecuaciones 3,3 y 3,4 no son cero en
general porque independientemente de que no haya creación y destrucción
de partículas (iones, electrones, neutros, etc.) si hay intercambio de momento
y energía entre una especie y otra.

Las ecuaciones 3.2, 3.3 y 3.4 son el conjunto básico que se usará aunque
cabe destacar que la primera ecuación 3.2 para el caso de estudio; esto es la
interacción del plasma con gas neutro en la cámara diversora, debe incluir
los términos de creación y destrucción de partículas. Ahora se describirán las
ecuaciones en términos más adecuados, donde es fácil identificar los diferentes
tipos de fenómenos involucrados.
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La velocidad se puede descomponer en 2 contribuciones: una velocidad
media < V >= V y velocidad aleatoria v\ de donde su promedio < v' >= 0,
por lo tanto:

v = v' + V < v>~<V >= V

y

< VaV0 > = < (Va + v'JiVp + v'p) >=< VaV0 + Vav'p + V;v^ + v'av'& >

=< VaV$ > + < Vav'p > + < V>< > -f < v;
av

r
0 >

= VaV0 + Va<vr
/3>+Vs<v'a> + < vf

aV¿ >

porque < v'a >=< vl0 >— 0

en la ecuación 3.3, se puede usar la ecuación de continuidad, en el primer
término de esta ecuación:

d, __. mdnrr dVa Tr . d T r x dVa

(V V + = -mVa(~—nVp) + mn(mnVa) = —zr~Va + ™ = -mVa(~—nVp) + mn~-
at dt at ax$ ai

y segundo término:

— (mn < VaVQ >) = ^— (mn(VaV0+ < v'av
f
0 >)) = m 7 a ~ ( n ^ )

entonces sustituyendo en la ecuación 3.3 estas dos expresiones, tenemos:

^ + m V ( V ) + ( < ' ' > ) J V C d V + { E + ( V B(nVQ)+m (n < v'av'$ >) = J mVaCdV+en{Ea+-(VxB)a)
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dV d f 1
JL + m ( n < v'v' >) / mVCdV + en(E +

f 1 — —
v'v' >) = / mVaCdV + en(Ea + - ( ^ x B)a)p J c

+
dt

donde hemos usado la derivada total con respecto al tiempo:

d d

por otra parte mn < v'av
r0 > se puede escribir como:

P5ap + Uaj3

donde P = nm<v
3

 > = nT, IIajg = nm < ^ ^ — (^-)<5a
3

es decir quitando los términos de la diagonal del tensor

La

donde

ecuación finalmente

dVa dP

RQ = S mv'Cdv

Ua0 = nm

queda así

dUap

dx8

< vav0 :>

1 (— —

c

Ahora en la ecuación 3.4 el segundo término se puede escribir como:

v V2 2V1 ^

V
12 V2 _, — v'2 , V2 , _, —

= \v2V0 + Va < v'av'B

como:
1 ,2
2 2 m 2

40



entonces sustituyendo estas dos expresiones y usando la expresión encon-
trada para < v'av's >, el segundo termino queda de la siguiente forma:

(W2 )V VU \%'(W + )Vfi + VaUa,+ < \v%p >
2 2mn mn 2 p

El primer termino de la ecuación 3.4 se puede escribir como:

2 '2v2 \v' + V\ v'2 V2 _, ~~

2 2 2 2

-< 2 >+ 2+<vQ>Vc

_ va V2 __ 3 T Vi

-< — > +Y - 2ñ + T
La ecuación 3.4 por lo tanto conduce a:

f) roí? 3 r)

donde nuevamente se uso la descomposición para la velocidad v en la integral
donde aparece el intercambio de energía entre especies:

/

ffl 1) *

—v'2Vf(t, f, v)dv = nm< —V
4 ¿J

q es la densidad de flujo de calor, Q es el calor generado en el gas por una
especie como consecuencia de los choques con las demás especies.

La ecuación anterior también se conoce como ecuación de transporte de
energía.

Las 3 ecuaciones que aunque se reescribieron, describen el mismo proble-
ma, son junto con las ecuaciones de Maxwell el conjunto básico para encontrar
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el comportamiento de las diferentes especies. Las cantidades Xlap,Q}

deben estar relacionadas con n,V y que son las variables básicas del sistema.

En principio todas las cantidades anteriores pueden ser calculadas si se
conoce la función de distribución o las funciones de distribución, esto implica
tener la información sobre el comportamiento y esto haría innecesario nuestro
sistema de ecuaciones "hidrodinámicas"

3.2.3 Coeficientes de Transporte

Los fenómenos de transporte en un plasma ocurren cuando se tienen
gradientes de ciertas cantidades físicas macroscópicas, esto da lugar a que
ocurran flujos que con el tiempo tienden a equilibrar el sistema, es decir los
parámetros se "igualan" en todo el volumen del plasma.

Las cantidades como Tíap, q ; í t ; Q que aparecen en las ecuaciones 3.2,
3.3 y 3.5 se pueden interpretar como desviaciones de equilibrio y se puede
expresar como se dijo en el párrafo anterior como gradientes de las cantidades
n, X, V por ejemplo, y los coeficientes de proporcionalidad se etiquetarán
de acuerdo al tipo de proceso macroscópico (por ejemplo, el coeficiente de
fricción entre partículas de diferente especie, la conductividad térmica, la
viscocidad, etc.).

Muchas veces se utilizan las relaciones fenomenologías para describir
flujos de calor, fricción, etc., en lugar de hacer directamente los cálculos
usando la Teoría Cinética.

3.2.4 Ecuaciones de Transporte para 2 fluidos

Las ecuaciones de transporte para un plasma incluyen las ecuaciones de
continuidad, momento y balance de calor para iones y electrones:
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(3.6)

(3-7)

- ene(Ea + -(Vex B)J + Ra (3 8)
C

a

(
Q C

V - x B)a) - Ra (3.9)
c

T

tt PeV • Fe = -V • fe - I W ^ J + Qe (3.10)

^ F t = - V • q, - U i a ^ + Qi (3.11)

donde P é = neTe , P¡ = n¿Tj y

La transferencia de momento de los iones a los electrones por colisiones
esta compuesta de 2 partes: R = R u + R T , la fuerza de fricción R u debido
a una velocidad relativa entre iones y electrones u = V e — Vi, y la fuerza
térmica R T .

La fuerza debido a la fricción se puede expresar como:

Tn7l , ,J\\ ^L\
+ u±) = ení —- -I )

y la fuerza térmica como:
RT = -0.71neVi,re - f -^ í f t x VXJ con h =
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El flujo de calor electrónico también esta formado por 2 componentes

le = qe
u + QT> ¿onde

flí = 0.71naTeTi|| + | ^ [ A x u ]
y

# = -«jjVnrc - «iv±rc - \*¿*[h x v r j
donde ^ = 3 .16*£* y K*_ = 4 . 6 6 ^^

Antes de describir las ecuaciones que describen la dinámica del plasma, es
importante recordar algunos fenómenos importantes que ocurren en el plas-
ma,,

3.2.5 Estimación de parámetros de colisión

Camino libre medio

Cuando un electrón choca con uno o más átomos neutros, este puede perder
parte de su momento inicial. La probabilidad de pérdida de momento puede
ser expresada en términos de la sección transversal equivalente a que los
átomos tendrían si fueran absorbedores perfectos de momento.

En la figura 3.2.5 se muestran los electrones que inciden en una placa de
área A y grosor dx conteniendo N átomos neutros por cm3. Los átomos se
suponen esferas opacas de sección transversal o.

El número de átomos en la lamina es:

NAdx

La fracción de la lamina llenada por los átomos es:

NAodx ,T 7

= Nadx
A
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haz de electrones e"

A

Figura 3.1: Vista esquemática de un haz de electrones incidiendo en una
placa

Si un flujo de electrones Te = neve esta incidiendo en la lamina, el flujo
que sale del otro lado es:

r'e = - Nadx)

Esto bajo la suposición de que hay más electrones que átomos neutros y
el haz incidente es suficientemente ancho (flujo uniforme) como que choquen
con cada blanco (átomo de la lamina),,

De esta forma la ecuación que describe el cambio del flujo Te con la dis-
tancia es:

lim
•pt - p

dx
r e( l - Nadx) -

dx

¥
dx
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cuya solución es:

re =donde Am se conoce como camino libre medio y se interpreta como la distan-
cia a la cual el flujo decrece a 1/e de su valor inicial:

El tiempo entre colisiones para partículas con velocidad relativa ve es:

r , —
ve

y la frecuencia media de colisiones es:
"col = Tcol = ^ = NacoiVe
Si ahora se promedia sobre todas las velocidades tomando una función de
distribución arbitraria , tenemos que la frecuencia de colisión que se usa gen-
eralmente es:
y coi = N < acoive >

Al promedio < acoive > se le conoce como constante de formación:
Kcol =< VcolVe >
Por lo tanto

En términos más generales, la razón de formación K dependerá del tipo
de proceso no elástico (ionización, recombinación, intercambio de carga, etc.)
ya que la sección eficaz para cada proceso tiene una dependencia diferente
de la temperatura, densidad, etc.

^-proceso — •^•pjocesoi,-'- j ^ j • • •/

Como las secciones eficaces son muy dependientes de las energías, las ra-
zones de formación necesariamente no serán constantes cuando se estudia la
dinámica del plasma en un intervalo grande de tiempo, estas razones de for-
mación aparecen del lado derecho de las ecuaciones de fluidos como efectos
de términos asociados a colisiones no elásticas.

Es muy conocido que en el plasma las colisiones entre electrones y protones
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u otras especies ( H+,H ,íf2,#2~) son muy frecuentes, dichas colisiones
son responsables de la difusión de los electrones en el plasma. Cuando se
introduce un campo magnético, las colisiones se dan principalmente en 2 di-
recciones: una en la dirección del campo y la otra de manera perpendicular,
de esta forma el campo introduce una dirección preferencia! respecto a la
difusión, esta es la dirección perpendicular y por lo tanto se pueden obtener
2 coeficientes de difusión (D\\,D±)

Tiempos de Colisión

Los tiempos de colisión de los electrones con iones, tomadas como un prome-
dio de una cantidad grande de colisiones de ángulo pequeño es [1]:

re = Z- e 3,12)

donde A es el logaritmo de Coulomb

X ~ inA — /n(n0A
3) = ln(XD/b0)

XD la longitud de Debye

b0 es la distancia más cercana a la partícula dispersora o longitud de Lan-
dau

o bien con valores numéricos
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^ x f-- (313)
é Zn*

para el caso de los iones:

o z^-713/2

o en valores numéricos:

3,0 • 10f

3.2.6 Transporte

Para explicar las razones de formación que aparecererán en las ecuaciones
de fluidos es necesario explicar de manera más o menos cuantitativa los co-
eficientes de transporte corno la fuerza de fricción, y flujo de calor entre los
más importantes.

Vector Flujo de Calor

El vector flujo de calor, qan esta definido como el flujo aleatorio o la energía
térmica a través de una superficie, en un sistema coordenado en el cual el
gas como un todo esta en reposo. Recordando que el valor promedio de una
cantidad x(?, v, t) esta dada por :

< x(r, v, i) >= ̂ ^ y / x(r, v, t)fa(rt v, t)dzv

Tomando corno variable promediada x Ia energía cinética del movimien-
to aleatorio de las partículas de la especie a, esto es x — m c a / 2 , donde
ca = v — wa, donde ua es la velocidad promedio del fluido.

48



Qn = Pma < C%Ca • ñ > / 2
y el vector flujo de calor es:

Flujo de calor electrónico. La existencia de fuerzas térmicas esta inti-
manente relacionada con la presencia de términos con velocidad relativa u
en la expresión para el flujo de calor, suponiendo que se esta en un sistema
coordenado en el cual Ve = 0, se tiene que algunos electrones se mueven en
la dilección de u mientras que otros lo hacen la dirección opuesta —u. Los
flujos de electrones están balanceados pero no los flujos de energía y por tan-
to hay flujo neto de energía en la dirección u. Es claro de la consideraciones
usadas en el análisis para la fuerza de fricción que este efecto es del orden
de la unidad, así que el flujo de calor sera del orden de ~ neTeu. Como la
fuerza térmica longitudinal, este flujo es debido a colisiones y no contiene a
r explícitamente.

El calor también puede fluii a través de un campo magnético u = U_L,
pero por diferentes razones. La fuerza de fricción ejercida sobre los electrones
por los iones, acelera los electrones la mitad de un ciclo de rotación de los
electrones y los retarda en la otra mitad del ciclo (ver figura 3.2). De aqui
que un área en el plano definido por u y B es intersectada por los electrones
acelerados y por los retardados. La diferencia de energía de estos dos grupos
de electrones es del orden de {í^)Te. Como un resultado cuando u — ux,
B — Bz, un flujo de la siguiente magnitud aparece:

meux meux vi neT€q ^ reneve ~ ne ~ ux

A continuación se dan algunas estimaciones para saber ordenes de mag-
nitud de los coeficientes de difusión, conductividad térmica y viscosidad de
los gases.

Primero se estudia la difusión, se considera que existe una densidad de
partículas n(x) (ver figura 3.3) y que cada partícula se desplaza una distan-
cia Ax} con igual probabilidad de moverse a la izquierda o la derecha, en un
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y

B u

q

retardo

aceleración

Figura 3.2: Flujo de calor debido a choques de partículas en un campo

tiempo r entre dos colisiones sucesivas. En un intervalo de tiempo unidad, el
plano x — XQ es atravesado en dirección positiva (desde la izquierda) por la
mitad de las partículas que experimentan colisiones en la región entre XQ — AX
ya;o; la otra mitad se mueve a la izquierda como resultado de las colisiones.
Suponiendo que n(x) no cambia bruscamente en distancias pequeñas ~ Ax,,

n(x) = n(x0) 4- ^ - \x=Xo (x -

Entonces el flujo unidireccional desde la izquierda es

1 fX(> 1
= - -N(x)dx = 1/2

2 Jxo-Ax T
n(x0) -

dn Ax
dx 2

Ax
T

El flujo total es la diferencia entre el flujo de la izquierda y el de la derecha
i = ¿+ — *_ y esta dado por
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n ( x )

x-clx x x + d x

Figura 3.3: Flujo de partículas debido a gradientes en la densidad

(Ax)2 dn dn {Ax)'
2r dx dx 2r

Esta relación puede ser usada para estimar el coeficiente de difusión aún
si Ax y r no son constantes pero se deben usar valores adecuados de Ax y
T «

Los flujos de calor y de momento se pueden estimar de manera similar.
Supongamos que no hay flujo de partículas, el flujo unidireccional de calor
por ejemplo de izquierda a derecha, será del orden de q+ ~ (^)nT. Porque
la presencia de un gradiente de temperatura de una fración relativa del orden
de (^ ) (§^) de los flujos unidireccionales no esta balanceado y de esta forma
el flujo es igual a

dT
ax

n(Ax)'
nD.

T

Ahora suponemos que la velocidad Vy varía con x, en la misma forma que
que el flujo ityx de momento a lo largo del eje x porque hay un flujo neto
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debido a que no se cancelan los flujos unidírecionales, cada uno es del orden
de {^

ñV mn(Ar)2

' ' XV '— / / —~~— „ í j ™̂v r~*J tlttbJLJ»

ax r
Las dos últimas ecuaciones muestran la conexión entre la conductividad

térmica K, la viscosidad y el coeficiente de difusión.

Si una partícula se mueve libremente entre colisiones, se puede escribir
Ax ~ / ~ vr y la expresión para el coeficiente de difusión es (VT)2/T ~ lv.
Sin embargo la expresión del coeficiente de difusión es más general que la ex-
presión anterior ya que la expresión para D se aplica aún para el caso en que
la distancia recorrida por las partículas entre colisiones no sea igual al camino
libre medio. Las mismas consideraciones se aplican para los otros coeficientes.

Conductividad Térmica

La conductividad térmica aparece en las expresiones para los flujos de calor
electrónicos y iónicos tanto paralelos como perpendiculares al campo mag-
nético.

Cuando hay campo magnético debemos tomar en cuenta que el movimien-
to a través de un campo magnético intenso (ur 3> 1) una partícula es des-
plazada una distancia del orden del radio de Larmor (entre colisiones), de
este modo (Ax)± ~ r ^ v/co asi que K± ~ ~- ~ ¿ J ^ i y P o r °^ r 0 ^ °
el coeficiente de conductividad paralelo al campo (Aa;)n ~ I ~ vr asi que
K|l ~ ?L ~ ^ . De este modo K\\/K±_ ~ (tur)2. Estas estimaciones se aplican
tanto a los electrones como a los iones.

Fuerzas térmicas de fricción Ru

En las colisiones de electrones con iones donde estos tienen velocidad me-
dia cero (Ví = 0) las velocidades de los electrones permanecen sin variar en
magnitud pero experimentan cambios de dirección. De esta forma los elec-
trones pierden su velocidad ordenada con respecto de los iones u = Ve — V^
en un tiempo re y consecuentemente pierden momento men por electrón (
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el cual es transferido a los iones). Así que se puede considerar que una
fuerza friccional ?%^u es ejercidad sobre los electrones y es la misma que
se ejerce sobre los iones pero en dirección contraria. La expresión para re

definida en la ecuación 3.12 se escogió de tal forma que la fuerza friccional
R° que aparece en la interación de una distribución Maxwelliana desplaza-
da respecto a una función de distribución de los iones por una cantidad u
tendrá una forma sencilla R° = -(z^Ss-)u. Si alguna fuerza como un campo
eléctrico produce una velocidad sobre los electrones u a lo largo de B (o si
B = 0) la función de distribución Maxwell liana de los electrones no esta de-
splazada por una cantida u. Este resultado viene del hecho de que la sección
eficaz Coulombiana disminuye cuando se incrementa la energía (r ~ v3); de
aquí que la fuerza Coulombiana desplaza más a los electrones más rápidos
que a los electrones más lentos. La función de distribución es distorsionada
de tal manera que la velocidad media u, es decir el transporte de la corri-
ente eléctrica, depende más de los electrones rápidos, así que el coeficiente
de fricción es más pequeño que un Maxwelliana desplazada., Este efecto de-
saparecerá si las colisiones electrón-electrón, las cuales tienden a restablecer
la distribución Maxwelliana ocurrieran mucho más frecuentemente que las
colisiones eletrón-ión las cuales distorsionan la distribución. Ya que ree ~ re

se obtiene un "efecto del orden de la unidad", es decir la distorsión de la
Maxwelliana es del del orden del corrimiento.

Fuerza térmica R?. Suponiendo los electrones y los iones están en reposo
en promedio (Ve = Vl~0), entonces el número de electrones moviéndose de
derecha a izquierda y de izquierda a derecha por unidad de tiempo deberá ser
exactemente el mismo a través de cualquier sección transversal, en x = XQ. El
orden de magnitud de estos dos flujos es neve. Corno resultado de colisiones
del tipo ión-electrón estos flujos experimentan fuerzas de fricción R+ y R_
del orden de mff"g^; en una situación completamente homogénea estos dos
fuerzas de fricción se balancean y resultado neto es cero. Sin embargo, las
colisiones de los electrones con los iones pueden producir una fuerza resul-
tante si la función de distribución de los electrones que vienen de la izquierda
es diferente de la distribución de los que vienen de la derecha, en cuyo caso
R + y R_ no se cancelan. Por ejemplo, si los electrones que vienen de la
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derecha tienen más energía que los que vienen de la izquierda, la fuerza que
actúa sobre los electrones rápidos de la derecha es menor que la fuerza que
actúa sobre los que la izquierda que son más lentos (ya que r ~ v5), como
resultado una fuerza neta hacia la izquierda es producida.

Suponiendo que hay un gradiente de temperatura a lo largo del eje x y
no hay campo magnético o hay campo magnético a lo largo de AT. En el
punto x = XQ, las colisiones experimentadas por los electrones que vienen
de la derecha y de la izquierda y que han atravesado distancias del orden
del camino libre medio I ~ vr, entonces los electrones que vienen de la
derecha, vienen de regiones donde la temperatura es aproximadamente l-$£
más grande que en la región de donde los electrones de la izquierda se origi-
nan. La fuerza no balanceada R + y R_ es del orden de

nfTe dx re Te dx dx

Acá figura a la que hace referencia en la parte anterior
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3.3 Procesos atómicos y moleculares

La transición de un gas al estado de plasma lleva implícito una gran canti-
dad de procesos entre partículas neutras y con electrones que lo forman. Estos
procesos ocurren por los choques de las partículas entre sí,, Las partículas
que forman el plasma pueden chocar con las paredes que las rodean y esto
es prácticamente inevitable por que el plasma no puede aislarse totalmente,,
Debido a los choques con las paredes, se arrancan átomos que penetran al
plasma, dichos átomos se consideran como impurezas y ocasionan pérdidas
muy grandes de energía por radiación, mucho del trabajo de confinamiento
de plasmas se enfoca en determinar bajo que condiciones se puede evitar la
indeseable contaminación del plasma.

Como consecuencia de las colisiones entre partículas en un plasma parcial-
mente ionizado es posible que se produzcan procesos como la ionización de
átomos por impacto con electrones, ionización involucrando átomos excita-
dos, lecombinación disociativa, recornbinación de tres cuerpos y ionización en
múltiples etapas, foto ionización y fotorecombinación dielectrónica, además
de otros procesos de colisiones de electrones con átomos y moléculas como:
colisiones elásticas de electrones con átomos y moléculas, excitación de los
niveles atómicos por impacto, excitación en los niveles rotacional y vibra-
cional electrónicos de una molécula por impacto con electrones, disociación
en choques electrón-molécula, captura de electrón por una molécula. Pro-
cesos que involucran iones positivos como: intercambio de carga resonante,
intercambio de caiga no resonante, formación de iones compuesto y aglom-
eraciones de iones durante colisiones de tres cuerpos,, Los principales eventos
que pueden llevar a cabo son los siguientes.,

Ionización de átomos por impacto electrónico

Las partículas cargadas generalmente son producidas por colisiones de
electrones con átomos o moléculas:

e + A —> 2e + A+

Esto es, la colisión de un electrón incidente con un electrón de valencia,
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ioniza el átomo cuando el electrón incidente lleva una energía mayor que la
energía de ionización atómica.

Existe otra forma de ionización posible en un plasma, un átomo que
inicialmente esta excitado cuando colisiona con un electrón puede ocasionar
que el átomo quede en otro estado excitado y sea ionizado, En este caso, el
átomo puede pasar por una serie de estados excitados hasta ionizarse, a este
proceso se le conoce como ionización en pasos, la ionización que se lleva a
cabo en un paso se conoce como ionización directa.

Ionización involucrando átomos excitados

Otro canal para producir electrones libres en un plasma es debido a coli-
siones de átomos excitados con átomos o moléculas como las siguientes reac-
ciones:

A* + B —¥ A + B+ + e"

A* + B —> AB+ + e"

Esto ocurre cuando la energía de excitación del átomo A excede la energía
potencial de ionización del átomo B en el primer caso. En el segundo caso
ocurre lo que se conoce como ionización asociativa, la energía de excitación
del átomo A puede ser menor que la energía potencial de ionización del átomo
B, de esta manera la energía necesaria para la ionización viene de la energía
del átomo excitado más la energía de enlace del ion molecular AB+.

Recombinación

La recombinación esencialmente es la unión de un ion y un electrón para
formar una molécula o átomo neutro. Este proceso es el inverso a la ioniza-
ción.

Los electrones e iones positivos o iones de cargas opuestas se pueden
recombinar, en algunos casos este proceso va acompañado de radiación.
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Re combinación disociativa.

La recombinación de iones con electrones puede ocurrir por diferentes
canales, dependiendo de las condiciones del plasma, En un plasma débilmente
ionizado con temperaturas bajas y suficientes iones moleculares ocurre lo
siguiente:

e + AB+ —> A* + B

Este proceso es el inverso de ionización asociativa.

Recombinación de tres cuerpos, ión-electrón.

La recombinación electrón-ión resulta de la colisión con una tercera partí-
cula si el plasma tiene suficientemente alta temperatura. La tercera partícula
se lleva el exceso de energía (durante la recombinación disociativa este exceso
de energía hace que los átomos se aparten). La tercera partícula es normal-
mente un electrón, de esta manera la recombinación de tres cuerpos tiene la
siguiente forma:

Á+ + 2e —> A" + e

Este proceso de recombinación resulta posible cuando la concentración de
electrones en el plasma es lo suficientemente alta.

Fotoionización y fotorecombinación.

La fotoionización de los átomos ocurre cuando un fotón con suficiente
energía (Eí=hui) es capaz de arrancar a los electrones de valencia, como en el
efecto fotoeléctrico, no cualquier haz de fotones puede arrancar los electrones
del átomo, su energía depende del átomo en cuestión (a través de la energía
de amarre del electrón).

A + hoj —y A+ + e"

La fotorecombinación es el proceso inverso de la foto ionización, general-
mente se lleva a cabo en plasmas rarificados y no muy fríos. La fotorecom-
binación ocurre al capturar el ion un electrón, en este proceso se libera un
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fotón (cuanto de luz), la cantidad de energía es igual a la suma de la ener-
gía cinética del electrón y de la energía que fue necesaria para arrancar el
electrón durante la ionización. Por ejemplo:

H+ + e >H + hoj{l3.beV)

Para que la recombinación ocurra, no basta el hecho de que se encuentren
dos partículas del plasma con cargas opuestas, es necesario además que sus
velocidades relativas no sean muy grandes, cuando la velocidad el movimiento
relativo es grande, éstas pueden pasar una junto a la otra sin chocar, esto es
lo que se conoce como colisión elástica.

Colisiones de electrones con átomos y moléculas.

Dispersión elástica de electrones con átomos y moléculas.

En este tipo de colisiones se conserva la masa, el momento y la energía,
de tal manera que no hay cambios en los estados internos de las partículas
involucradas así como tampoco hay creación o aniquilación de partículas.

Excitación de los niveles atómicos por impacto electrónico.

Este proceso se lleva a cabo bajo el siguiente patrón:

e + A —> e + A*

El electrón debe llevar por lo menos energía igual a la diferencia de niveles
consecutivos para llevar al átomo a un nivel excitados aunque la excitación
se puede llevar a niveles con n grande.

Excitación de los niveles rotacional y vibracional por impacto
electrónico.

El mecanismo más efectivo para excitar a niveles moleculares vibracionales
por impacto con un electrón esta relacionado con la formación de un estado
de autoionización de un ion negativo, este proceso puede ser expresado de la
siguiente forma:
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e + AB(v) —» {AB~Y* —> AB(v) + e

donde v es el número cuántico vibracional,

Disociación en colisiones electrón-molécula
La disociación molecular por impacto electrónico se lleva a cabo bajo el

siguiente esquema:

AB + e —-> A" + B

Adhesión del electrón a una molécula
Los iones negativos pueden ser creados como consecuencia de colisiones

de los electrones con las moléculas en gases débilmente ionizados que con-
tienen cierto tipo de moléculas. Los electrones después de chocar con una
molécula; producen iones negativos, este tipo de reacciones ocurren bajo el
siguiente esquema:

e + AB —> (AB-)

Como en el caso de la excitación de los niveles vibracionales moleculares;
ocurre la formación intermedia de un estado de autoionización molecular,
luego se produce un ion negativo estable cuando los núcleos se separan.

La adhesión de electrones a moléculas complejas puede ocurrir como sigue:

e + M —> (M"**)
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+A

Donde A es una partícula del gas, también puede ocurrir que los elec-
trones se adhieran a moléculas en gases densos, en este caso las colisiones
pueden ser ternarias:

A~ + B
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3.3.1 Procesos Atómicos en un plasma de Hidrógeno
parcialmente ionizado con Isótopos

En la introducción se mostró una lista amplia de procesos atómicos que
ocurren cuando se tiene un plasma parcialmente ionizado

En el modelo estudiado se trataran con detalle los procesos que involucran
el intercambio de caiga, recombinación radiativa, de tres cuerpos y molecu-
lar.. Respecto a lo último que se mencionó, se estudiará la influencia de las
moléculas de hidrógeno en el plasma y se usará un modelo radiativo colisional
para multiespecies de hidrógeno.,

Las concentraciones de las especies involucradas en los procesos que ocur-
ren en la cámara diversora son diferentes, por ejemplo; para el caso de
hidrógeno molecular e hidrógeno: [#2], [-#1 < rce, donde ne es la densidad
de electrones. También existen otras especies como la de iones de hidrógeno
atómico y molecular e hidrógeno en estado excitado: Hf, H~, #*, estas es-
pecies tiene una vida media muy corta por lo que su concentración relativa
es muy baja comparada con las densidades de electrones y del gas neutro.,

Las especies involucradas en el esquema que se mostrará más adelante,
de la cinética de reacciones de interés; son las siguientes:

• H hidrógeno atómico

• H2 hidrógeno molecular

• H2{v) hidrógeno molecular en el estado vibracional v

• H2(j, 1/) hidrógeno molecular en el estado rotacional j y vibracional v

• H2 ion molecular positivo

• H+ ion de hidrógeno positivo

• H~ ion de hidrógeno negativo

• H* o H(n) hidrógeno en estado excitado
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A continuación se muestran todas las reacciones que pueden ocurrir, se
descartan las reacciones que involucren:

a) Todos los procesos donde colisionen átomos excitados.

b) Todas las reacciones donde existan colisiones entre los iones H} y H
y átomos excitados H*.

Esta suposición esta basada en el hecho de que las poblaciones de este
tipo de átomos excitados tienen una vida media muy corta y su densidad
relativa a la densidad de iones o electrones es despreciable.

+ e - > 2H + e

H2(v)+H+ -±Ht{v') + H

£f(n) + e-> H{rí) + e

H{n) + H+ -> H(n) + H

H(n) + e -> H+ + 2e

H{n) + H+ -> 2H+ + e

H(n) —> H(n) + hv donde n > n
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H2(u) -> H2(u) + H2(to')

H}(v)

H H{) , n>

# " + e -> 2e + H{n)

H~ + H -^2H + e

2e^ H{n) + e

e -> H(n) + Ai/

donde n y y son los números cuánticos principal y rotacional respectiva-
mente

En el conjunto anterior de reacciones hay varias que llevan a la recombi-
nación y al intercambio de carga en la cámara diversora, este tipo de reac-
ciones se clasifican en las siguientes:

i) Recombinación convencional de iones con electrones incluidos los procesos
de recombinación radiativa y de tres cuerpos,

ii) Recombinación molecular activada (MAR) que incluye conversión de iones
atómicos a moleculares con la subsecuente recombinación disociativa
del ion.,

iii) Adhesión disociativa de un electrón al hidrógeno molecular con la sub-
secuente reacción de neutralización del ion negativo y el protón.
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iv) Intercambio de caiga entre átomos de la misma o de diferente especie,

Las reacciones de los incisos anteriores son:

1 Recombinación radiativa: A+ + e -4 A + hv

2 Recombinación que involucra 3 cuerpos: A+ + e + e —y A + e

A este tipo de procesos se le llama genéricamente canal de recombinación
ión-electrón (EIR):

1. Recombinación activada molecular (MAR) :

1.a Colisión del hidrógeno molecular en un estado rotacional y vibracional
(j, v) con un electrón:

#2l?j v) + e —> H~ + H seguida de la reacción

l.b Colisión del hidrógeno molecular con un átomo ionizado:

Hi{j, v) + A+ —> (AH)+ + H seguida de la reacción

(AH)+ + e —> A + H (este tipo de reacciones se incluyen en el siguiente
inciso)

2. Adhesión disociativa

Caso general: (AB)+ + e -4 A + ¿?
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3 Recombinación por intercambio de carga, este tipo de procesos se dan
después de la primera reacción del inciso ü,l), a continuación se escribe
la forma general:

A+ + B~ -+ A + B

Todos los procesos descritos anteriormente tienen un papel más impor-
tante cuando la temperatura del plasma en la cámara diversora es baja
(Te ~ béV)) bajo esta condición algunas constantes de formación llegan a
ser más grandes que otras, como se vera más adelante.

Es muy importante mencionar que el plasma inicialmente no se encuen-
tra a baja temperatura, debido a que dicho plasma proviene del núcleo del
reactor, antes de llegar a la cámara, el plasma viene de la zona conocida
como capa de desprendimiento (SOL) que se encuentra cerca de las paredes
del reactor tokamak, la configuración magnética que tiene el reactor facili-
ta el transporte del plasma hacia la cámara diversora, lo que ocurre y la
manera en que los diferentes procesos se "activan" en la cámara dependen
de varios factores: temperatura del plasma, flujo de partículas incidente,
calor incidente, concentración del plasma, concentración de átomos neutros,
moléculas e impurezas entre otios. Todo esto determina la dinámica del
plasma y en él estado estacionario el flujo del plasma j¿ en la placa diversora
cae abruptamente, así como también la temperatura Td, esto se ha medido
experimentalmente y lo que se mostrará con varias condiciones iniciales, es
que los estados estacionarios a los que se llega, concuerdan o se validan con
las mediciones de los aparatos lineales.
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Capítulo 4

Modelo de la caja de gas
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4.1 Introducción
En este capítulo se abordan dos problemas básicos en el estudio de diver-
sores magnéticos. En el primero se utilizan los parámetros de un aparato
lineal (simulador NAGDIS) en donde hay una concentración determinada
de Helio. En este caso se considera constante la concentración de átomos
neutros, se muestran soluciones para el caso estacionario y se observa el
comportamiento de desprendimiento del plasma cerca de la placa diversora
a bajas temperaturas (X < óeV). En el segundo caso se estudia el com-
portamiento del plasma cuando se tiene una concentración determinada de
Hidrógeno y se considera que los átomos neutros se difunden por toda la
cámara. Este tipo de simulaciones proporcionan información sobre lo que
ocurre en los diversores magnéticos de los tokamaks a temperaturas en el
intervalo de 10a20eV, en ambos casos se uso la aproximación de caja de
gas y se resuelven numéricamente las ecuaciones de fluidos para el caso uni-
dimensional. Se usó como eje a las líneas del campo magnético, ya que las
partículas que vienen del plasma del centro del reactor se fugan siguiendo
ias líneas de campo y como se explicó en el capítulo dos, la configuración de
diversor magnético presenta varias ventajas para la extracción de partículas
y de calor principalmente.

4.2 Simulaciones para NAGDIS con descarga
de Helio

Para este tipo de simulaciones se considera la cámara diversora como una
caja de gas y las ecuaciones de fluidos usadas (conservación de partículas, de
momento y de energía) se plantean bajo las siguientes consideraciones:

La recombinación del plasma es mayor a más bajas temperaturas (T <
1 — 5eV), aunque este es un proceso observado en cualquier plasma
parcialmente ionizado, este efecto se observará en las simulaciones y
específicamente cerca de la placa diversora que es donde la densidad
del plasma cae abruptamente.
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Las condiciones de interés son: la frecuencia de colisión ion —neutro, es
usualmente mayor que la frecuencia de colisión electrón — ion (V¿,v ^>

Se considera que el plasma fluye sólo a lo largo de las líneas del campo
magnético, aunque los neutros tienen moviento transversal porque el
campo no interacciona con ellos, por lo que las colisiones con los iones
se dan a lo largo y perpendicular al campo, la dinámica y su interacción
se observa a través del plasma.

La temperatura del plasma se da en un intervalo (1 a 5 eV) para si-
mular diferentes condiciones a las que llega el plasma del núcleo, por
lo general llega a menor temperatura que la que tiene el plasma en el
núcleo.

» Geometr ía : Se considera que el flujo de gas neutro esta en un régimen
de Knudsen en el diversor (el camino libre medio de los neutros Ajv es
más grande que el ancho del plasma AP). Se considera que a una
distancia poloidal LJV desde la fuente del plasma a la placa hay una
abertura (la cual llamaremos la caja de gas), el ancho de la caja donde
esta el gas neutro es Agb y es mucho mayor que la abertura A de donde
proviene el plasma. En el caso en que la razón Agb/LN no es muy
pequeña y A/LN <C 1, se considera una distribución uniforme del gas
neutro dentro de la caja de gas y se desprecian las interacciones plasma-
neutros fuera de la caja. Más aún ya que A¿v > Ap y la recombinación
de átomos de hidrógeno es muy fuerte, se considera entonces que los
componentes del gas neutro son especies moleculares,,

• Modelo: Para un cámara de trabajo de radio 10 cm, y presiones del
gas neutro de alrededor de 10 mTorr, los caminos libres medios neutro-
ión (Ajv¿) y neutro-neutro (\NN)> exceden el radio del flujo del plasma
( lera) y de la cámara de trabajo, Xm > 1 cm y XNN > 10 cm,, De-
bido a estas consideraciones se supone que los neutros se encuentran
en un régimen difusivo ( régimen de transporte de Knudsen), También
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T

cámara de trabajo

Figura 4 1: Vista esquemática de un simulador de Diversor

el camino libre medio A¿# PS - ^ « ¿ffi^ es más pequeño que la lon-
gitud de la cámara (L). El flujo del plasma se puede encontrar de la
ecuación de balance de momento en la aproximación difusiva, en donde
no tenemos efectos del campo eléctrico, ni viscosidad, de esta forma el
flujo de momento queda determinado por la ecuación:

b4- (MnV2 + P) = -MviNnV
dx v

donde b = Seno(ib)^ y %¡) es el ángulo entre la placa del diversor y la linea
magnética, M es la masa de las partículas, n es la densidad del plas-
ma, V es la velocidad promedio del plasma, P es la presión del plasma
y Z/¿JV es la frecuencia de colisiones de iones con electrones, ver figura 4.2

Donde debido a que el plasma esta a bajas energías, se usa la aproxima
ción subsónica, es decir la velocidad V del fluido es menor que la ve-
locidad térmica (Vr < Vr), por lo tanto despreciando el termino MnV2
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lineas del campo

Placa

diversora

Figura 4,2: Ángulo que hacen las líneas del campo con la placa diversora

respecto a P que es de orden 1:

y si usamos
i/iN = KwN y j = bnV

dx

-MviNnV

o bien

J =
b2 UP'

MviN \dx
(4-1)

donde M es la masa del ion, P es la presión del plasma j es la densidad
de corriente del plasma.
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Se supone que la temperatura del gas neutro TN = const, mientras que
la temperatura de los electrones Te puede ser más grande que T^

A continuación se describe el sistema de ecuaciones que contiene los 2
tipos principales de recombinación de interés: recombinación radiativa elec-
trón-ión(EIR) y recombinación molecular activada (MAR) además de la io-
nización, en la recombinación consideramos que no sólo hay átomos de helio,
también incluimos moléculas de hidrógeno que entran al plasma desde la pla-
ca diversora.

Ecuaciones de balance de energía para los electrones y continuidad para
el plasma:

3 da
(^T) = - / - ElonNnKion - uein(T - To) (4.2)
2 ox

dj d ( 1 dP\

te {V+VMAR ~
o de manera más familiar la ultima ecuación se puede escribir como:

"7TT ~r TT~ — ~^-BlBJ^e ~ ^-MAmp-2 Y^e ~r -"•ionJV"e
at ox

Donde
N es la densidad de atórnos neutros,
M es la masa del ion,
P — nT (cuando Te / TuTe » T»), es la presión del plasma,
b = Senoip, es la proyección perpendicular a la placa diversora,
j = bnV es el flujo poloidal del plasma,
V es la componente de la velocidad paralela a las líneas de flujo del campo

magnético en la cámara diversora,
Eion es la energía de ionización que el plasma pierde por las colisiones

inelásticas electrón-neutro;
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KiN = 2.1 x aiN x ( J ) 1 ' 2 es la razón de formación para colisiones ión-
neutro;

GÍN las sección eficaz para colisiones "ión-neutro"que se asume constante
(7.1 x 1(T15);

Z es la frecuencia con la que se recombinan los iones con los
electrones;

q = 5/2Tj + qe, es el flujo total de calor y
qe = —K,e(T)b2^- es el flujo de calor electrónico causado por la conduc-

tividad electrónica,
&e(T) el coeficiente de conductividad electrónico paralelo al campo mag-

nético.

4.2.1 Resultados

Tiempos característicos

En la modelación de la física de diversores es muy importante tener conocimien-
to sobre las escalas características de los procesos atómicos que ocurren en
la cámara diversora, los procesos importantes en la simulación son:

• Intercambio de carga

• Ionización

• Recombinación ladiativa y de tres cuerpos

• Recombinación por Activación Molecular (MAR)

En el capitulo 3 están todos los esquemas de la cinética de reacciones,
se habló también de las razones de formación y ahora se ampliara esto para
poner énfasis en las diferentes escalas en las que dominan ciertos procesos.
La cinética en una modelación realista es muy complicada en términos de las
razones de formación, ya que estas en general no son constantes y dependen
de la densidad del plasma, de la temperatura, etcétera. Existen trabajos
teóricos y experimentales para caracterizar estos procesos atómicos. En la
modelación usamos la información sobre las razones de formación y razones
de pérdida de energía de helio [14], dicha información es muy completa y nos
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caracteriza todos los procesos de interés en un intervalo grande de tempera-
turas y densidades del plasma,,

Hasta ahora se han explicado de manera breve los principales procesos
atómicos y se ha mencionado también sobre procesos que ocurren con es-
pecies que son el resultado de la cinética de reacciones dentro de la cámara.

En el modelo usado se utilizan 3 tipos de procesos atómicos básicos como
ya se mencionó anteriormente. Uno de los problemas en la modelación donde
no se tiene un plasma totalmente ionizado es precisamente el caracterizar ba-
jo que condiciones del plasma y del gas neutro dominaran ciertos procesos
atómicos y como ocurren todos eventos que evolucionan en el tiempo. Es
muy importante determinar durante la evolución que procesos contribuyen
cuando el plasma interacciona con el gas neutro para llegar al régimen de
desprendimiento (decrecimiento del flujo del plasma y caída de la presión en
la placa).

Nuestro modelo usa las ecuaciones de transporte: continuidad, conser-
vación de momento y energía con las razones de formación variables en fun-
ción de la densidad y la temperatura del plasma:

{Kion, Eion, Krec, Erec, KMAR, EMAfí}(n, T)

fueron obtenidas de los trabajos de S. I. Krasheninikov. A, Yu. Pigarov [14]
que es la conjunción tanto de trabajo teórico de física atómica y molecular
como experimental, dicha información usada como una estructura de datos
fue muy importante en este trabajo para hacer simulaciones más realistas
aún en el caso de 1 dimensión y 1 1/2 dimensiones.

En la figura 4.3 se muestran las razones de formación Klon, KMAR y
Krec en función de la temperatura para diferentes densidades del plasma
(1012 — 1017em~3). Para las simulaciones hechas en este trabajo se usaron
valores de los parámetros cercanos a los correspondientes aparatos lineales
(NAGDIS II, Alcator C-Mode, por ejemplo) en donde se estudia el plasma
de la orilla o más en concreto se caracteriza el sistema plasma-gas neutro,
en el siguiente capítulo discutiremos más sobre los resultados y su validación
con los datos experimentales,, Para valores cercanos a los experimentales se
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uso como condición inicial que el plasma entra por una lado de la caja de
gas con un radio mucho menor que el ancho de la caja a una temperatura
Tu = {1.5,2}eV. Aunque el plasma en un reactor del tipo Tokamak esta
a temperatura más elevada en el centro, el plasma que se fuga del centro
por las líneas de campo, en la configuración de tipo diversor magnético ha
reducido notablemente su temperatura por lo que en la caja se asume que el
plasma llega en el intervalo de temperaturas antes mencionado.

De las gráficas para los 3 procesos mostradas en la figura 4.3 que se in-
cluyen en la modelación, observamos que para el intervalo de temperaturas
[1 — 2] eV las razones de formación de átomos neutros decrece de manera ex-
ponencial aproximadamente (ver gráfica de KEIR), la de ionización de átomos
neutros crece muy rápidamente (ver gráfica de Klon) y la de recombinación
molecular activada crece más que la ionización (ver gráfica de KMAR), en
esta parte aún sin tener resultados de la modelación podemos observar que
las razones de formación que aunque son del mismo tipo de comportamiento
para las diferentes densidades y para cada proceso, ciertos procesos domi-
naran cuando el sistema plasma-gas neutro baje su temperatura y tienda a
llegar a caso estacionario.
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Figura 4.3: Razones de formación para los procesos de ionización, recombi-
nación y recombinación molecular activada contra la temperatura, informa-
ción tomada de la base de datos generada por el código CRAMD
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Método Numérico

Las tres descripciones de los métodos que se usan para este tipo de proble-
mas resuelven el problema de encontrar las soluciones para todo tiempo hasta
llegar al caso estacionario cuando este existe. Unido al método numérico o
la aproximación usada para íesolver un sistema de ecuaciones diferenciales
como es nuestro caso siempre hay un error intrínseco de la aproximación y
siempre es proporcional a alguna potencia del tamaño del paso (oc hn con
n > 1). También estrechamente ligado al método y a los coeficientes están
los errores debido al condicionameinto, es decir cuando tenemos cantidades
muy grandes y muy pequeñas en el mismo cálculo o en el ciclo en el progra-
ma debido a los truncamientos por los tamaños que maneja cada máquina se
van acumulando los errores y el cálculo se puede abortar por desbordamiento
como es más usual o por el caso contrario. Para el tipo de problemas que se
abordaron fue más adecuado usar un método del tipo disparo en su forma
más sencilla y hacer las normalizaciones en las ecuaciones para que además
de evitar el tipo de errores como los antes mencionados.

Un comentario adicional sobre la irnplementación de este método numérico,
en principio en cualquer aproximación mientras más se reduzca el tamaño del
paso menor sera el error, pero esto trae costos en hacer mayor cantidad de
cálculos y se refleja en mayor tiempo consumido. Debido a que las ecuaciones
tienen coeficientes variables y se leen de la estructura de datos y el sistema
se resuelve también espacialmente en cada punto de la cámara hay una den-
sidad y temperatura diferentes entre otras variables, la tabla de valores de
los coeficientes dependen de n y T, pero al disminuir o aumentar el paso no
necesariamente coinciden con los valores de densidad y de temperatura, es
por esta razón que se tienen que hacer varias interpolaciones para encontrar
valores aproximados de estos coeficientes. Regresando a las gráficas de la
figura 4.3 es fácil ver que aún interpolaciones lineales en algunas regiones son
"buenas" aproximaciones.
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4.2.2 Condiciones a la frontera
Las condiciones a la frontera para estas simulaciones están basadas en la
aproximación de reciclaje total en el diversor, es decir; el flujo de calor en
la entrada del volumen del diversor es igual al flujo reciclado en el diversor
(*?U=L) — —Qrc)i el flujo de partículas es igual a cero en la entrada (j\x=L — 0).
Se supone el plasma totalmente neutralizado en la placa diversora y que parte
de las partículas (lo que se conoce corno albedo a ) regresan al volumen con-
siderado.

En los proyectos de diseño de diversores. las líneas magnéticas siempre
están inclinadas con respecto a la superficie de la placa diversora, esto con la
finalidad de disminuir las cargas de potencia, ya que como se mencionó los
materiales existentes no soportan grandes cargas y los reactores actuales la
liberan en cantidades que excenden los limites de los materiales. Teniendo
esto en cuenta se introdujo en las ecuaciones el factor b que es de facto el
ángulo de inclinación de la linea magnética con respecto a la superficie de la
placa. Las condiciones a la frontera usadas son:

l\T ^ 7\l — O *)( T T— f]\ — —/yh d ^d
J \ -V J ^ J \*^ ^} <-*L/ rtn-i

P(a; = I/) = Pu

donde Cd = (^)1( /2, a fí¿ 0.5 y S es el coeficiente de transmisión de calor
(S fí¿ 5.0), este coeficiente se obtiene del hecho de que los iones son aceler-
ados en sheath debido al potencial tipo sheath, Pu y grc son la presión de
entrada y el flujo de calor que llegan a la "caja de gas". Para el flujo en la
placa se utiliza la fracción que regresa al volumen (a), la densidad (nd) y la
velocidad en la placa (Cd)

4.3 Normalización

Para evitar problemas de desbordamiento cuando se utilizan los valores numé-
ricos de las razones de formación y como resultado de la discretización de las
ecuaciones, se normalizaron las siguientes cantidades:
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n - IcF \.cm 31 P = ío^ [eVcm 3]
J — 2020 \y ° J Ji-proceso ~ -"proceso ^ •L'-'

La temperatura en eV y las masas de las partículas en unidades atómicas

4.4 Resultados de la simulación
Para el conjunto de condiciones iniciales de la tabla 4.1, se escogieron las
siguientes condiciones iniciales [5] (Tu = 2.0 eV, p = 0.4eVcm"3, Nneu — 2 •
10l4cm~3, O¿H2 = 0.0, donde O>H2

 es la concentración de hidrógeno molecular)
para observar como se llega al caso estacionario, partiendo de las ecuaciones
de fluidos del modelo para la interacción plasma-gas neutro en la cámara
diversora.

En las figuras 4.4, 4.5 y 4.6 se muestran a diferentes tiempos, los perfiles
dentro de la caja para las variables p, n, q, j y T. A este nivel de precisión del
método numérico usado, se puede observar como de manera suave se llega
al estado estacionario en aproximadamente 700 pasos en el tiempo, el paso
usado para este caso fue dt = 1.0 x 10~3s,.

Podemos observar la tendencia a disminuir drásticamente en la tempera-
tura, el flujo de calor y el flujo entre otras, especialmente después de la mitad
de la caja diversora (> 50cm).

En la figura 4.7 se gráfica sólo la variación en la placa diversora de las
variables j d i p¿, na y T¿ contra el tiempo, se observa que después de i > 1000
se ha alcanzado un régimen estacionario en esta aproximación de fluidos para
las condiciones iniciales Tu = 2eV, p = 0.4eVcm"3, Nh2 = 0.0. Todos los
casos de estudio para este modelo están resumidos en la tabla 1 y en todos se
hizo la simulación hasta que se alcanzó el caso estacionario (§¡Vi = 0 donde
Vi es una variable que depende del tiempo).

Esta parte complementa a la de perfiles en toda la cámara mostrados en
las figuras 4.5, 4.6 y 4.7.
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TueV

3

2

2

Px 1016 eVcm'3

0.4

0.4

0.4

NneutJOS x 1OL4 cm á

1.5

1.5

2.0

0.0
0.0025
0,005
0.01
0.02
0.03
0.05
01
0.0

0.0015
0.0025
0.005
0.01
0.03
0.05
0.1
0.0

0.0015
0.0025
0.005
0.02
005
0.1

Tabla 4.1: Conjunto de condiciones iniciales para los casos estudiados, donde
Tu es la temperatura del plasma que llega del centro, P es la presión del
plasma, Nneutros es la densidad de átomos neutros C¿H2 es la concentración
de hidrógeno molecular,.
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Figura 4.7: Evolución temporal de la densidad de corriente, presión, densidad
de partículas y de la temperatura del plasma en la placa del diversor, se
muestra que después del periodo de transición se llega al régimen estacionario.
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4.4.1 Efectos de la concentración de hidrógeno O¿H2

Las condiciones que no varían en todas las simulaciones usando un método
de disparo son: Pu = 0.4 x 1016 eVcm~z y L = 100 cm para diversas concen-
traciones de neutros y de la temperatura (ver tabla 1).

Como ya se mencionó, las razones KEIR, KMAR, K(e/i) Y *as energías
asociadas a estos procesos en función de Te y ne, se tomaron de los datos
atómicos del código C R A M D .

En la figura 4.8 se presentan las gráficas de la densidad y la temper-
atura para una concentración de hidrógeno molecular {OCH — ^H^I^He)
aH — 0-0.0.1 con las siguientes condiciones iniciales (c. i.)\
Tu = deV, Pu = 0.4 x 1016eVcm-3, Nneu = 1.5 x 10 u cm"3, se puede ob-
servar que a esta alta temperatura (Tu) y baja densidad (ne); el proceso que
domina es el debido a la recombinación activada molecular (MAR) e influye
en la disminución de la densidad del plasma cerca de la placa, como también
se puede observar en la figura 1 donde para T > 1 eV este proceso es el
responsable de la gran cantidad de recombinaciones del plasma.
Cuando se aumenta la concentración de las moléculas de hidrógeno (Q>H2 ~
0.1), los parámetros del plasma no cambian notablemente.

"neu
Para las condiciones: Tu — 2eV, Pu = 0.4 x 1016eVcrrr3, Nn

1.5 x 1014 cm~z y ag2 = 0.0,0.1, ver figura 4.9, se puede considerar al plasma
con temperatura relativamente baja (Tu) y densidad del plasma alta (ne),
para este caso se observa dentro de la cámara diversora un decremento no-
table de la temperatura entre 0 y 50 cm y lo mismo pasa con la densidad del
plasma, en este caso la extinción del plasma se debe principamente al canal
recombinación de tres cuerpos o radiativa ión-electrón (EIR). Cuando se au-
menta la concentración de moléculas de hidrógeno (a#2 = 0.1) se observa un
comportamiento similar en la densidad del plasma al caso anterior, no así en
la temperatura,

Por último en la figura 4.10 se muestran los resultados con las siguientes
c , i.: •

Tu = 2eV, Pu = 0.4 x 1016 eVcm"3, Nneu = 2x 1014 cm~3 y aH2 = 0.0,0.1,
tenemos aquí un caso similar al anterior: notable deciemento de la tempe-
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ratura y la densidad debido principalmente al proceso de recombinación ión-
electrón (EIR), para el caso aH2 — 0-1 ocurrre de nuevo que tenemos baja
densidad en la orilla (x = L = 100 cm) y poco decremento de la temperatura.

Para apreciar mejor los efectos que tiene la concentración de moléculas
de hidrógeno (ag2) en la recombinación activada molecular (MAR) en la ex-
tinción del plasma y que explica la parte de la disminución de la densidad
del plasma (ne) a altas temperaturas donde el mecanismo conocido como re-
combinación ión-electrón (EIR), no tiene un papel relevante, como se puede
ver de la expresión analitíca de la razón de formación es KEJR OC y-^¿, se
granearon en la figura 4.11 las dependencias de la temperatura en la placa
diversora en función de la concentración a# 2 para los 3 conjuntos de c. i. de
la tabla 1.

A mayor concentración, menor disminución de la temperatura en la placa
diversora (Td), debido a que las reacciones que ocurren en las moléculas son
menos energéticas y por lo tanto los umbrales para disociar y recombinar
moléculas son menores que en el caso de recombinación ión-electrón.
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Figura 4.8: Perfiles de la densidad y temperatura del plasma y efecto de la
recombinación molecular activada (MAR) para las c. ir. Tu = 3eV, Pu =
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Figura 4.9: Perfiles de la densidad y temperatura del plasma y efecto de la
recombinación molecular activada (MAR) para las c. i.: Tu — 2eV¡Pu =
4 x 1015 eVcm-*,Nnm = 1.5 x 1014 cm^,aH2 = 0.0,0,1 y l = 100 cm
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para cada conjunto de c. i.



subsectionEstimaciones de sensibilidad Para verificar que los resultados
no estaban en función del tamaño del paso usado, se hicieron algunas corridas
para mostrar que:

• El sistema es estable cuando crecemos de manera razonable el paso, es
decir no presenta inestabilidades numéricas por esta razón, al menos
cuando se hacen variaciones alrededor de un paso digamos en un inter-
valo [(1 + s)dt, (1 - e)dt], con e ~ 1.

• Se llega al caso estacionario con otra pequeña variación del paso y
además se llega a los mismos valores numéricos para los perfiles de las
variables.

Para esto se escogieron algunos caso aunque aquí sólo se presenta uno,
pa ra lé = 2eV, p = 0 .4eVan'3 , Nneutros = 1.5 xlO14 ,cmr3 y NH2 = 0.005,
se tomaron tres tamaños de paso (y, di y 2dt) con dt = 1 x 10~3, y se llegó
a los mismos resultados en cada caso.
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4.5 Simulaciones para diversor de Tokamak con
descarga de Hidrógeno,

En este tipo de simulaciones se agregó a las ecuaciones de la variación de la
densidad y temperatura para el plasma de hidrógeno, la ecuación de los neu-
tros usando la aproximación difusiva (diversor del tipo ranura), así que en
este caso todo el sistema de ecuaciones esta descrito de la siguiente manera
(en este caso se consideró que Te = T¿ y por lo tanto p ~ 2nT):

di
^ K ¡ K[H]ne + KimNne (4.4)

d 3o
(dT) Ú ENK NK TUKe + KMARN) ne (4.5)

d N Í)2N2

-^ = V— - KionNne + Krecn¡ (4.6)

Notar que el útimo termino de la segunda ecuación representa la pérdida
de energía debido a la recombinación y los valores de las constantes se obtu-
vieron de los resultados de C R A M D [14].,

También aquí como en la sección anterior:

q = 5TJ + qe: donde

3 { MNKiN f dx

Las condiciones de frontera para este sistema de ecuaciones son las mismas
que en la sección anterior. Sólo se debe agregar la condición para los neutros;
se considera que los neutros están entrando al volumen de la placa diversora
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como resultado de la recombinación del plasma en la superficie, así que el
flujo de neutros es proporcional al flujo del plasma hacia la placa diversora, y
depende del albedo de la pared (a < 1, el cual da una estimación de cuantos
neutros son producidos por cada ion que se recombina). Esto esta en función
del mateiial del que esta hecho la placa diversora, en este caso se tomo
a — 0.5, como se ha recomendado para el diversor ITER.

Así la condición de frontera para los neutros puede ser escrita como sigue:

dN

Este problema se resolvió de nuevo numéricamente, con las condiciones
de frontera antes especificadas para el plasma y los neutros por medio del
método de carrera.

De nuevo la ecuación para el balance de partículas para el plasma se
puede escribir como:

dj d ( 1 dP\ d
cía: aa: \ MuiN dx I ot

o de manera más familiar la ultima ecuación se puede escribir como:

dfi di
-QJ: + 7^ = -KEIRUI - KMAR[H2]ne + KionNne
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4.5.1 Resultados
Para estas simulaciones se presentan a continuación las gráficas para 2 casos
de temperaturas 10 y 20 eV. Para el primer caso la densidad de neutros es
prácticamente constante como puede observarse en la figura 4.12, el perfil de
la temperatura de los electrones y la presión tienden a correrse conforme se
alcanza el estado estacionario, esto es el frente avanza hacia la entrada de la
cámara, la densidad del plasma también tiende disminuir al hacia la placa
diversora y en el caso estacionario tiende a ser baja y uniforme, ver figuras
4.12 y 4.13. Para el segundo caso el comportamiento es similar, excepto en
la densidad de los nuetros, ya que al estar a más temperatura el plasma la
densidad de neutros presenta variaciones, cerca de la placa hay más densidad
de neutros, ver figuras 4.14 y 4.15, por ultimo se observa que en ambos casos
la temperatura alcanzada en la placa diversora es de aproximadamente ,25
eV, nuevamente el mecanismo de recombinación sigue siendo efectivo paia
lograr disminuir la densidad del plasma,,
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Figura 4,12: Perfiles de la densidad de Neutros y temperatura del plasma y
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5.1 Resultados y confirmación experimental
Se ha mostrado que la recombinación juega, un papel crucial en el establecimi-
ento del régimen de desprendimiento en un diversor de tokamak, para los ca-
sos estudiados: El primero a bajas temperaturas y con Helio e Hidrógeno neu-
tros interaccionando con un plasma ( T < 5 eV), y en el segundo caso un plas-
ma sólo de Hidrógeno donde los neutros son átomos o moléculas de hidrógeno
a temperaturas más elevadas que en el caso anterior (T = 10j20eV)j pro-
ducen una inestabilidad en el plasma ya que el frente del desprendimiento,
cuando este empieza a ocurrir se va moviendo hacia el punto X de la sepa-
ratriz.

Los resultados fueron presentados en 24a. Conferencia sobre Física de
Plasmas y Fusión Controlada en la EPS en Berchtesgarden, Alemania, en
julio de 1997. Después de varios intentos para comprobar experimentalmente
el efecto de la recombinación activada molecular (MAR) y de tres cuerpos
(EIR), investigaciones detalladas fueron llevadas a cabo en el simulador li-
neal de diversor NAGDIS II (Nagoya, Japón). En estos experimentos se
demostró la clara evidencia del efecto MAR, resultando en la reducción del
flujo de iones en un plasma con una mezcla de Hidrógeno/Helio [32]. El estu-
dio experimental para investigar ambos mecanismos para la recombinación:
MAR y EIR visto como superposición en el espectro de emisión, fue discutida
en el experimento Alcator-C Mod [33].

Una correlación muy fuerte entre la recombinación con el desprendimiento
fue reportado en el proyecto JET y ASDEX Upgrade Divertor. En los
experimentos realizados en JET [34], la densidad del plasma fue medida y ex-
cedia el valor de 5 x 1014 cm~z. El régimen de desprendimiento fue observado
por medio de sondas de Langmuir, donde se encontró que el desprendimiento
siempre va acompañado del incremento en la brillantez de las líneas espec-
trales relacionadas con las transiciones n — 5 - 2 , a 13 — 2 (Serie de Balmer).
Un espectro típico para recombinación alta y baja en el diversor de JET se
muestra en la figura 5.1.

Bajo las condiciones experimentales del diversor de JET, un régimen de
desprendimiento más pronunciado ha sido observado en el modo L de confi-
namiento, en la parte interior del diversor, y como se puede ver en la figura
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Figura 5.1:

5.2b, la señal jl* de el objetivo interior es 2 veces más fuerte que la del ob-
jetivo exterior, indicando que una fuerte recombinación esta correlacionada
con el desprendiente

Resultados importantes encontrados en el experimento del diversor de
J E T muestran que el desprendimiento también puede ser observado en el
régimen H de confinamiento. Los resultados observados en este régimen de
alto empuje del gas se pueden ver en la figura 5.3. Un indicador del despren-
dimiento es el incremento en la densidad media del plasma ( ver figura 5.3,a),
el cual fue observado de 18 a 22 segundos. También se puede observar que
tan pronto como el desprendimento ocurre, un considerable crecimiento de la
señal ^ es observado (ver figura 5.3,c) y en el régimen de re-prendimiento la

señal JT1- decae. Las mediciones detalladas espectroscópicas que ha llevado a
cabo el equipo de J E T nos ha permitido ver el incremento correlacionado de
la señal Da (ver figura 5.3,f) con la caída simultánea de la corriente de iones
en la placa ( ver figura 5.3,g) y un fuerte decrecimiento de la temperatura
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cerca de la placa, la cual se ha estimado que este cerca de 1 — 2éV.

Resultados experimentales que confirman la correlación del desprendi-
miento con la recombinación volumétrica fueron observados en el diversor
ASDEX-Upgrade [35]. La evidencia espectroscopia para alcanzar la re-
combinación volumétrica como proceso dominante fue obtenida como resulta-
do de mediciones de la serie de Balmer. En la figura 5.4 las líneas espectrales
den ~ 11 — 2an = S — 2 fueron obtenidas con un espectrómetro de espejo de
rastreo. Los niveles del hidrógeno son ocupados por la recombinación como
se encontró del análisis de la razón de intensidad de los términos de la serie.
La recombinación llega a ser muy fuerte con el incremento en la densidad, y el
incremento en la densidad es un indicador del desprendimiento. También se
muestra en [35] que por medio de un análisis de la dependencia espectral del
continuo de Lyman, la temperatura de los electrones es tan baja como 0.8 eV,
y el sumidero de volumen (recombinación volumétrica) excede el sumidero
de la placa ( recombinación superficial) por un factor de 2. Se observa la
asimetría en el flujo de partículas (la razón entrada-salida fue de 1 : 4) esta
correlacionada con la asimetría de la recombinación volumétrica.

Actualmente hay suficientes resultados experimentales que confirman el
papel tan importante de la recombinación en el establecimiento del despren-
dimiento en los diversores desde C-Mod y DIII-D

En resumen se puede concluir que los efectos de la recombinación volu-
métrica deben ser incorporados en los códigos para simulaciones en 2D y esto
es necesario para evaluar los parámetros óptimos para la operación efectiva
de los reactores termonucleares basados en tokamaks,,

En las referencias [34] y [35] también se observó que en algunos regímenes
la densidad pico del plasma, la cual normalmente esta localizada en frente
del punto de striking, empieza a moverse hacia el punto X, indicando una
inestabilidad en el frente de desprendimiento. Este corrimiento esta correla-
cionado con la recombínación pero no esta totalmente determinado por este
efecto. En la referencia [35] se concluyó que este proceso puede ser causado
por la carencia de energía necesaria para ionizar el hidrógeno. Otras pérdidas
adicionales por impurezas en el frente de radiación del gas que esta en la pla-
ca pueden incrementar este efecto [37, 36]
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Así, la segunda conclusión principal de este trabajo también presenta una
confirmación experimental, en este caso es necesario hacer mediciones más
detalladas, ya que basados en nuestros cálculos y estimaciones analíticas, un
análisis cuantitativo puede ser realizado,

5.2 Conclusiones

En este trabajo se piesentó un modelo de caja de gas en la aproximación de
fluidos para estudiar algunos efectos sobre el plasma de la orilla que sale del
centro de un reactor usando una configuración de diversor magnético. Con
el nivel usado de la teoría que involucra tener caracterizados con suficiente
precisión las razones de formación de los procesos atómicos más importantes
para el rango de temperaturas y densidades de interés, en este caso usamos
la información de un modelo colisional radiativo para este tipo de procesos,
y los datos fueron generados a través del código CRAMD[14] .

La información relevante que podemos extraer del trabajo es:

Se estudió la influencia que tienen las moléculas de hidrógeno en la
recombinación ion-electrón con la consiguiente extinción del plasma
usando un modelo colisional tadiativo para un plasma formado por
multiespecies de hidrógeno. La razón de formación del orden de 2 x
1CT10 cm"3 /s es relevante a temperaturas bajas cuando la recombi-
nación radiativa o de tres cuerpos no explica la extinción para alcanzar
el régimen de desprendimiento del plasma.

• Para el modelo usado de interación plasma-neutros el proceso domi-
nante observado tanto en la simulación como en los experimentos es el
de recombinación molecular activada (MAR) y causa la rápida y abrup-
ta extinción del plasma cerca de la placa diversora (x — L = 100 cm),
esto se observa notablemte a baja temperaruta del plasma T<j, > To «
0.2 eV.
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La recombinación volumétrica del plasma en la región de la caja es
la responsable de llegar al régimen de desprendimiento detacchment
(decreciemento del flujo del plasma en la placa y disminución abrupta
de la presión).

En este modelo unidimensional se obtuvo información sobre el régimen
de desprendimento explicado en el inciso anterior, se usaron básicamente
2 procesos reponsables de recombinación:
Recombinacón ión-electrón IER (radiativa y de tres cuerpos) y por
activación molecular MAR,,

• Es necesario hacer más simulaciones introduciendo más física de pro-
cesos atómicos y moleculares y estudiar algunas variantes interesantes
de la geometría de diversores con aplicaciones a reactores tipo ITER.
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Apéndice I

ECUACIONES PARA EL MODELO DE "CAJA DE
GAS" PARA LA CÁMARA DIVERSORA

Estimaciones en el caso estacionario : En la sección 3.2.4 se mostraron
las ecuaciones de continuidad, de momento y de balance de energía para
las los iones y los electrones, a continuación se escriben estas ecuaciones
para nuestro caso de interés, donde los procesos de ionización y recombi-
nación debidos a diferentes procesos atómicos son tomados en cuenta en el
planteamiento de las ecuaciones.

El conjunto completo de ecuaciones es:

^ = -~[n(Te - 75)] - MKcxnNV (5.1)

d T
0 = -eEn - — (nTe) - aTn-r - mKeNnNv (5.2)

dx dx
d dT-

[V h^] = eEnV - ¿iKcxnN - P^n(2] - Te) - eiKeNn2 (5.3)

d dT
— {nvse - ke-~) = -eEnV ~ £eKeN + éein(Ti - Te) - sKrecn

2 (5.4)

¿(nVO = ~Krecn
2 (5.5)

Donde n y N son las densidades del plasma y del gas neutro respectiva-
mente ( de acuerdo a las consideraciones anteriores Ar=cte); V es la velocidad
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del plasma; Te y T¡ son las temperaturas del los electrones y de los iones res-
pectivamente, las cuales pueden ser más grandes o iguales a la temperatura
de los neutros T; KCx, Kcx y KeN, KeN son las razones "constantes" de las
colisones ión-neutro y electrón-neutro respectivamente; E es el campo elec-
tiico; Si = MV2/2 + ^;¿i = MV2 + ^ ; ee = ^ - ; key/c¿ son los coeficientes
de conducción de calor para los electrones y para los iones, 0ei es la frecuencia
efectiva de colisiones electrón-ión; Krec = Krec(Te,n) es la razón constante
de recombinación; a? es el coeficiente de la fuerza térmica electrónica,, Este
sistema de ecuaciones esta planteado para el caso estacionario ( | = 0 y
tomando en cuenta que la inercia de los electrones es despreciable cuando se
compara con los la de los iones (me = 0).

Este sistema de ecuaciones no tiene solución analítica en el caso más ge-
neral, sin embargo se pueden encontrar algunas soluciones asintóticas para
los casos límites.

En [15] aparece un análisis para diferentes temperaturas, a continuación
se describe brevemente este estudio bajo las siguientes consideraciones:

• La temperatura de los diferentes especies que forman el plasma tienen
una temperatura por debajo del umbral de ionización..

• No se considera que hay ionización del gas neutro y se toma su densi-
dad constante.

• Para estas temperaturas bajas la conductividad térmica es despreciable

1. Tfí = Ti » T,N

(a) Sin recombinación (j = cte), las ecuaciones quedan:
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d

dx
V-\ s

~ V

de
—
dx

= -yex

e

CXy

donde e = MV2 + 5T, ^ x = KCXN, vcx = KcxNfis

(5.6)

(5.7)

Ai '

e = é{ + ee.

Las soluciones a este sistema de ecuaciones son:

xV ex exp(——)

donde

(b) Considerando recombinación (j = nV •£ cte), se tiene el siguiente
sistema de ecuaciones:

.dV d
i _i_

dx dx V

3h

(5.8)

(5.9)

Las soluciones para este caso son:

V ex exp(— — ),n ex exp(——)
••ex i*cx

donde lcx esta definida como en el caso anterior, es decir es el camino libre
medio para el proceso de intercambio de carga.,
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(c) Te » TUTN yCs>V> (^f )1/2. entonces tenemos:

,dV_ _rí_
dx dx V

= -vcxj (5-11)

d (jC2
s\ j dCs „ _ /er i n .

i. Sin recombinación (j = cíe):

las soluciones son
F = ,4CS, FC 5 exp(-x/x e )
donde A - (^4/e i V)1 / 3 « 1; ̂ e =

ii. Con recombinación (j / const), del sistema anterior encontramos las sigui-
entes soluciones:

V = ACS, Vexp(-x/xejTec),

donde A = (T/IS)1/^^/^)1^ « l

(d) Te > > X^Xyv; y < Cs y ^ constante.

En este caso podemos ignorar el termino inercial en la primera ecuación y el
primer termino en el lado derecho de la segunda ecuación, entonces:

f) = - ^ (5.15)
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(5.16)

Nuevamente analizamos 2 casos:

i. Sin lecombinación

soluciones:

VA{\-x/xs)\Cs{l-x/xs)
2

ii. Con recombinación
soluciones:

T IT 1" f~! í 1 T i T 1 TI f 1 -V /"V" 1 f l*

(e) Por ultimo cuando el plasma se termalizó, es decir cuando tenemos un plas-
ma frió, Te = Ti = TN. tenemos el siguiente sistema:

() ücxjf
dx \VJ dx

Las soluciones asintóticas en este casó son:

n/n0 - V/Vo = JT^ZTV Í = dwL) 2 d o n d e
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Apéndice II

5.3 Aproximaciones numéricas

5.3.1 Introducción

La investigación de fenónemos usando simulaciones en computadora es ahora
considerada por algunos como una rama importante y de muy rápido creci-
miento en las ciencias y en la ingeniería. Algunos ejemplos interesantes en las
ciencias físicas donde los modelos computacionales son imprescindibles son:
El estudio de la evolución de las galaxias espirales, la estabilidad de gases
calientes (plasmas) en máquinas de fusión, y fluidos turbulentos. En otras
ramas de la ciencia también hay muchos ejemplos, por el momento nos lim-
itaremos a los antes mencionados, debido a la gran cantidad de aplicaciones
que hay hoy en día.

Cuando realizamos una simulación en computadora, hacemos lo que ahora
se ha optado por llamar experimento en computadora, para lograr esto se
requiere partir de un modelo matemático apropiado al problema a resolver.
Las limitaciones que presentan las computadoras se reflejan al momento de
escribir nuestro algoritmo utilizando algún lenguaje de programación, nece-
sariamente debemos pasar a algún tipo de discretización de nuestras ecua-
ciones. Los métodos para discretizar se pueden clasificar a grandes rasgos en
tres: aproximaciones en diferencias finitas, aproximaciones usando elemento
finito, y modelos de partícula.

La naturaleza compleja de los problemas encontrados en la física de plasmas
ha sido una de las motivaciones para hacer simulaciones en computadora,
y ha jugado un papel muy importante en el desarrollo de la teoría de los
plasmas. Las simulaciones numéricas se han convertido en una herramienta
eficiente de diseño, se han realizado predicciones en varias aplicaciones de la
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física de plasmas como son en reactores de fusión y otros aparatos, los cuales
están en la fase de ingeniería.

La simulación en computadora de los plasmas se puede dividir en dos grandes
áreas: la descripción cinética y en la de fluidos. La simulación usando
ecuaciones de fluidos; requiere que se resuelvan numéricamente las ecua-
ciones magnétohidrodinámicas (MHD) del plasma, considerando coeficientes
aproximados de transporte, las simulaciones usando la teoría cinética re-
quieren de un modelo más detallado del plasma involucrando las interac-
ciones entre partículas a través del campo electromagnético. En la figura
5.5 se muestra el esquema general para EL ESTUDIO DE LOS PLASMAS
mediante simulaciones numéricas.

Descripción Cinética Descripción de Ruidos

Códigos de Vlaso\

Fokker-Plank

Códigos de
particulas

Códigos
Híbridos

Códigos

MHD

Figura 5.5: Esquemas de los modelos numéricos para resolver problemas de
plasmas con enfoque de partículas, fluidos e híbridos

Todo esto se puede lograr resolviendo numéricamente las ecuaciones cinéticas
del plasma ( por ejemplo: Las ecuaciones de Vlasov o Fokker-Planck) o por
simulación usando partículas, esto consiste en calcular el movimiento de una
colección de partículas cargadas que interactúan entre ellas y con los campos
externos aplicados,.
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Las simulaciones cinéticas han sido particularmente exitosas en el estudio
de problemas físicos básicos en los cuales la distribución de partículas se
desvía significativamente de una distribución maxwelliana local, ejemplos de
lo anterior son las resonancias onda-partícula, partículas atrapadas o calen-
tamiento estocástico entre otros., Las simulaciones MHD; por otro lado, se
aplican generalmente a problemas de gran escala directamente relacionados
con el comportamiento de los aparatos experimentales. Sin embargo esta
separación entre simulación M H D y cinética ha tendido a desaparecer de-
bido al uso actual de códigos " híbridos".

Los últimos diseños para reactores de fusión experimentales se han beneficia-
do de las nuevas tecnologías en computadoras, ya que se cuenta con máquinas
más veloces y esto permite resolver problemas considerados de gran escala,
antes estos problemas tomaban muchos meses para obtener resultados o bien
era imposable realizar una simulación por los requerimientos de memoria,
disco, etc.

En nuestro caso particular abordaremos la resolución numérica de las ecua-
ciones de fluidos que modelan la cámara diversora de un reactor tipo ioka-
raak, este tipo de simulaciones actualmente tienen una gran relevancia para
el diseño del reactor experimental más grande del mundo. Respecto a la
física de diversores es importante señalar que existen varios reactores exper-
imentales más pequeños que ya utilizan alguna configuración tipo diversor
magnético, además de que existen aparatos lineales donde se pueden simu-
lar ciertas condiciones del plasma del borde, sin la existencia de todos estos
aparatos experimentales la validación de los resultados de las simulaciones
numéricas no sería posible,,

A continuación se describen tres esquemas conocidos para resolver numérica-
mente nuestras ecuaciones y se dan detalles adicionales sobre cada esquema
aplicado a nuestro modelo.
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5.3.2 Método Runge-Kutta

Este método en general tiene varias vertientes, el más común es el conocido
como Runge-Kutta de orden Jh sin embargo existen Runge-Kutta de diferen-
tes ordenes, el método consiste en propagar la solución sobre un intervalo
por medio de la combinación de la información de varios pasos tipo Euler y
usando la información obtenida para que coincida con las expansión en serie
de Taylor hasta un orden determinado,.

La idea básica es la siguiente: partiendo de la ecuación diferencial a resolver:

f = /(«.*) (519)
Una primera aproximación a orden 1 es rescribiendo la ecuación anterior en
diferencias finitas:

Si hacemos el desarrollo en serie de Taylor de y evaluada en t =

(5.21)

Observamos que si hacemos & en t = tz igual a f(yi} ti), el error que se comete
al truncar la serie es proporcional a h2, así que si la función y desconocida
es bien comportada no tendremos grandes variaciones y entonces conforme
h —¥ 0, el error tenderá a cero.

La idea de los métodos R-K es como se mencionó, es disminuir el error a
ordenes mayores a h2, aunque también se aplica para los casos de aproxima-
ciones tipo Euler, si rescribimos la ecuación 5,20, entonces:
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Para reducir más los errores de truncamiento necesitamos introducir más in-
formación en el conjunto de condiciones iniciales, de esta manera podemos
suponer que el valor de la función en el punto (i + k) depende de los k puntos
anteriores:

ti]yi+i,ti+ú • • • ;yHk, ti+k)

donde ao> fli, • • •, o>k-\ s o n coeficientes conocidos y F es una función conocida
de la variable y y de t en los puntos de la malla i, i + 1, • • •, i + k. Ahora si
F es una función lineal de las / (y , í ) , entonces se puede escribir como :

V Ñ f• - (** 9*^

Volviendo a un sistema de ecuaciones tipo la ec 5.19, el sistema se puede
escribir ahora de la forma:

(5-24)

donde y(í) = {3/1(í) )2/2(í) ) . . . !2/n(í)}yf(y Jí) = { / 1 (y ) í ) í . . . J / n (y ) í )}

Este sistema de n ecuaciones diferenciales acopladas de primer orden (Edpo)
se puede escribir en diferencias finitas
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(5.25)

Nuevamente se tiene una aproximación donde los errores debido al trun-
camiento son del orden de h2, donde h es el tamaño de paso en el tiempo.
Este tipo de aproximación se conoce como método explícito de un paso,,

A continuación se da un breve ejemplo de aproximación tipo R-K de orden
más alto.

Supongamos que tenemos los valores de ^ en dos tiempos, a saber í¿ y
ífc + a/i, donde a es un parámetro ajustable a determinar,. Entonces definien-
do

q = f (y(tk) + ahp, tk + ah)

si hacemos a = 1/2 recuperamos el caso anterior o sea el método de Euler

1/2/1)

La aproximación en diferencias centrales de ^ es

- y(tk)} = f(y(tk + i/2h),tk + i/2h) (5.26)
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El valor de y(tk + l/2/i) puede ser aproximado usando la información en
í = ¿fe en el desarrollo en serie de Taylor

y (i* + 1/2A) = y(í») + ~\t^tt + • • • « y(**) + ^ P (5.27)

Sustituyendo esta apioximación en la expresión 5 26 se llega a

~{y(tk+i) - y{tk)} ~ f(y(ífc) + \hp,tk + ^) = q (5.28)

El eiTor de truncamiento en este caso es:

€ = i{y(ífc+i) - y(tk)} - q(y(tk) + ~hp, tk + -h) (5.29)

De nuevo seguimos usando una aproximación del orden de h2, esta es la forma
de obtener los siguientes pasos en el tiempo, cabe hacer notar que se propuso
el valor del parámetro al inicio del método, sin embargo este se puede obtener
minimizando el error de truncamiento y también es posible para el caso de
aproximaciones donde el error de truncamiento es mayor que h2 usar más
parámetros a determinar.
Una posible minimización del error de truncamiento se puede hacer pro-
poniendo que la ecuación en diferencias se pueda expresar de la siguiente
forma:

(5.30)
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Ahora se deben determinar 3 parámetros: a, ft y fo para esto se procede a
encontrar el minímo de e.

El R-K más usado es el de cuarto orden, la idea para llegar' a las expresiones
son las mismas que en la explicación anterior y lo que se logra al minimizar
es tener expresiones donde el error es de orden O(h4), las expresiones R-K
de cuarto orden son:

yfe+i) = y(íft) + jU(p + 2q + 2r + s) (5.31)

con

(5.32)

(5.33)

-hqttk + -h) (5.34)

(5.35)

5.3.3 Método de disparo (shooting)

El método de disparo se puede considerar como uno de los métodos secunda-
rios para obtener soluciones numéricas de una o más ecuaciones diferenciales,
en términos generales este método parte de tener las ecuaciones diferenciales
discretizadas; generalmente usando diferencias finitas, y teniendo las condi-
ciones a la frontera. En este punto se puede dividir este método en 2:
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I En este caso se supone conocida una condición inicial y
se usa parte de las condiciones conocidas, por ejemplo si
0o esta dada poi las condiciones dé frontera, se hace una
estimación razonable de 0i, y de esta manera se van obte-
niendo 02 j 03 y a s i sucesivamente hasta obtener el valor de
la función en el otro extremo de intervalo 0A', si la solución
obtenida de esta manera no satisface la otra condición de
frontera, entonces se cambia el valor de 0i; este proceso se
repite hasta que la solución converja al valor dado en el otro
extremo del intervalo. Esta vallante también es conocida
como método de disparo unidireccional.
Una variante interesante de este método es aplicar a cada
extremo del intervalo una de las condiciones de frontera y
escoger un punto que este a la mitad a donde se comparen
los valores, si estos no coinciden se cambia la estimación de
la otra condición en cada extremo, esto se hace hasta que
convergan al mismo valor en el punto especificado,, Esta
variante se conoce como método de disparo bidvreccional.
A veces es más conveniente usar esta variante por que per-
mite llegar a la convergencia más rápido que en el otro caso
y se usa cuando se comsume mucho tiempo haciéndolo de
la otra manera.

II En este caso se aplican las condiciones de frontera a las
ecuaciones discreteadas y en general se tiene un sistema de
ecuaciones algebraico que se tiene que resolver para N — 1
variables, hasta este punto se llega a sistemas ampliamente
conocidos en álgebra lineal: sistemas tridiagonales, para re-
solver estos sistemas se han desarrollado muchos métodos
numéricos que se encuentran en la mayoría de los libros de
Métodos Numéricos.
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5.3.4 Método de Carrera (run)

El método de carrera es un representante de la extensa clase de los métodos
basados en la idea de establecimiento. La solución de un problema estable
£</> = f con condiciones a la frontera se encuentra buscando un límite cuando
t —v oo para un problema inestable

^• = £<t>-f (5.36)
dt

con las mismas condiciones de frontera.,

Para explicar como funciona, consideremos la tarea de encontrar la solución
al siguiente conjunto de ecuaciones algebraicas lineales:

AiVi-i ~ C%Vi + Biyi+l - -Fu i = 1, 2, • • •, N - 1 (5.37)

con las condiciones iniciales de contorno

yo = &\y\ + j"i , UN = K2VN-I + f¿2 (5.38)

Tal que Ai =^ 0, S¿ ^ 0 y para toda i = 1, 2,, N — 1. Es necesario encontrar
un método simple para resolver este sistema. La idea principal es tratar de
reducir la ecuación de diferencias de orden dos a tres ecuaciones de diferen-
cias de orden uno, en general no lineales. Supongamos que se tiene la relación
recurrente:

(5.39)
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con los coeficientes indeterminados a¿,y ft. Sustituyendo la expresión y¿_
otiVi + Pi en 5.37, obtenemos:

- d)yi 4- A0i + Biyi+1 = -Fi,, (5.40)

usando 5.39 obtenemos:

a¿ - COA+i = -F*. (5.41)

Esta ecuación se cumple para cualquier y¿ si

(AiOii - Ci)ai+1 + Bi = OyAfíi + (A¿a¿ - C¿)ft+i + i7} = 0. (5.42)

De aquí obtenemos la fórmula recurrente para OÍÍ+J:

o-, I = ? = 1 2 • • • /V - 1 (5 431

Suponemos que el denominador en la relación anterior no es cero, y para ft:

(5.44)

Las relaciones obtenidas están basadas en 5.37., Si los coeficientes c¿i y ft
son conocidos, asi como el valor de y^, entonces moviéndose de deiecha a
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izquierda (de i + 1 a i), podemos obtener todas las y%. Las ecuaciones para
a% y Pi son no lineales. Los valores de esas funciones en dos puntos vecinos
están relacionados.

Para encontrar las a¡ y p% el problema esta en resolver de izquierda a derecha,
mientras que para las y¿ en la dirección opuesta. Para cada una de las fun-
ciones au pi y y1 tenemos que resolver un problema de Cauchi. Para obtener
las condiciones iniciales para estas funciones usamos las condiciones de fron-
tera.

Puesto que la fórmula 5.36 se cumple para i = 0,1,,...., N — 1,

tenemos para i — 0

por otra parte;

yo =

de esta forma

Entonces para las funciones o¿i y $ obtenemos los problemas de Cauchi: para
a de 5.43 5.45 y para p de 5.44 5.46 (conocidas como fórmulas de carrera a
la derecha),.

Después de que obtenemos los valores para todas las funciones a,; y ft para
i = 1,2, •••.N, es necesario encontrar el valor de y^. Esto lo obtenemos
resolviendo el sistema de ecuaciones:

yN — «22/iV-l + A2> 2/AT-l = OtNVN + ^

de donde, si 1 — a^K2 # 0 tenemos

123



De esta manera obtenemos el problema de Cauchi para calcular y¿ de 5.39
5.45 (Las fórmulas de carrera inversas).

El método presentado se llama método de carrera ( o de carrera a la derecha).

A continuación reunimos todas las fórmulas del método de carrera a la
derecha y las escribimos en el orden de ejecución:

B \ , 2 = l , 2 , . . . f J V - l (5.46)
— A, a,.

(5.47)

Vi = ai+iVi+i + ft+i ¿ = 1, 2, • • •, JV - 1 (5.49)
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