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Resumen

En esta tesis se estudia la correlacidn electronica de tres particulas con espines
antiparalelos en una cadena lincal mediante el modelo de Hubbard general-
izado, el cual incluye interacciones entre particulas en el mismo sitio v en
sitios vecinos, asi como una amplitud de salto dependiente de la ocupacién
Fl estudio se lleva a cabo haciendo uso del método del espacio de estados,
que consiste en mapear el problema correlacionado de muchos cuerpos en uno
equivalente de amarre fuerte con impurezas, tanto de sitio como de enlace, en
un espacio tridimensional. A su vez este espacio se puede proyectar a una red
bidimensional aprovechando la simetria traslacional de las impurezas v apii-
cando wna generalizacién matemsdtica del método de proyeccidn. Se analiza
la correlacidn electrénica mediante el caleulo de la energia de amarre, es de-
cir, la diferencia de energias entre el estado ligado v el no ligado de mds baja
energia, para diferentes valores tanto de las amplitudes de salto como de los
potenciales de interaccién. Finalmente se calcula numéricamente el diagrama
de fase para este sistema, encontrando una clara asimetia clectrén-hueco.
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Introduccion

El descubrimiento de los superconductores de alta tempéxatﬁia de transicién
{1} ha dado lugar a una intensa 1nvest1gac1dn tanto de los sistemas de baja
dlmenmén como de la correlacién electrénica en los sélidos [2, 3, 4i. Los
sisternas de baja dimensién se han estudiado Instor 1camente por su simplici~
dad matemética y por que son ttiles como limites anallticos de los sistemas
trldimenmona.les Estos sistemas han desperta.do recxentemente el interés de
muchos flSlCOS debido & sus propiedades peculiares. Fn primer lugar los sis-
tema,s de baja dimensién son inestables ante perturbaciones, ya que tienen
un niimero reducido de pnmexos vecinos y en comsecuencia presentan las
inestabilidades de Peierls [5]. Asimismo, las propiedades de transporte son
enteramente diferentes en dlchos sistemas, debido a la locahzamon de las ex-
citaciones. Finalmente, se cree que los nuevos ceramicos superconductores
de alta T, son producto de la bidimensionalidad del sistema.

- Por. otro lado, el compoxtmmento de los sistemas de Inuchos CUELPOS
iuextementc correlacionados sigue slendo un problema abierto:y de sumo
interés. Dentro de este campo de investigacién deslaca el estudlo de la for-
macién Jocal de pares de electrones, ya que se creg.que es relevanie para
explicar una, varicdad de fenémenos tales como las propiedades no conven-
cionales-en los maleriales superconductores cerdmicos [6] [3], la existencia de
ondas de densidad de carga en sistemas con bandas angostas (7}, la conduc-
tividad en polimeros y la superconductividad debida a fermiones pesados,
por. mencionar algunas. o

" Los pares de electrones pueden formarse en.sistemas de bandas angostas
debido a una interaccién efectiva atractiva de corlo alcance, la cual puede
explicarse a través de mecanismos microseépicos tales como el acoplamiento
de electrones a modos fonénicos locales o bien a grados internes de libertad
como lo son los excitones; plasmones u otros subsistemas electrénicos [3].

Estas inestabilidades electrénicas muestran la importancia que tiene la
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interaccion electrén-electrén. En general, la interaccidn enire las excilaciones
elementales de los sélidos provoca una ruptura de simelria de estos sisternas,
es decir, la formacién de un nuevo estado base. Dicha ruptura de simetria
constituye el tema de mayor importancia dentro del problema de muchos
cuerpos.

Describir, en forma completa, la intex accién electrén-electrdn (e-€) dentro
de un sélido es un problema complicado, obviamente existe interaccion e-e
directa de tipo coulombiano. 8in embargo, los electrones en un sélido pueden
interactuar indirectemente por medio de algunas excitaciones elementales; tal
es el caso de la interaccién e-¢ mediada por fonones, la cual puede anahzarse
a través del Hamiltoniano de Frshlich [8].

Una de las formas més simples y generales de estudiar la correlacién elec-
trénica es a través del modelo de Hubbard [9, 11], puesto que dicho modelo
incluye 1mphc1tamente 10s efectos de todo tipo de interacciones electrénicas
por medio de los pa.rémetros del hamlltomano Cabe mencionar que dicho
hamiltoma.no conmdera s6lo la interaccidn entre dos electrones que se en-
cuentra,n en el tismo s1t10 como una aproximacién de la situacién real del
sistema. Cabe sefialar que, en algunos casos, se debe incluir una interaccién
a Primeros vecinos con el fin de considerar ciertas propiedades observadas en
algunocs matenales ©cOmo por e]emplo las propiedades magnéticas del mate-
rial NMP — TCN Q {10]; lo cual da lugar al modelo de Hubbard extendido
i,

En los tiltimos afios el modelo de Hubbaid ha sido intensamente estudiado
utilizando diférentes aproximaciones: la aproximacion del campo medio 6],
el método de los bosones esclavos [12, 13], la técnica de Monte Carlo {14] v
el grupo de Renormalizacion [15] entre otras. El hamiltoniano de Hubbard
se ha resuelto en forma exacta en el caso de una dimensién {16] en el cual
para la banda media llena los resultados muestran que el estado base es un
aislante para U # 0y un conductor para U = 0, es decir, hay una transicién
de Mott en I =0, También existe solucidn exacta para el caso de dimension
infinita [18]. - '

La correlacién electrénica para el limite de baja densidad, y sobre todo
para el caso de dos particulas, ha sido intensamente estudiada por métodos
analiticos y numéricos usando el modelo de Hubbard [3, 19, 20|, incluyendo
diferentes tipos de desorden en este modelo [21, 22], y ademéds incluyendo la
interaccién de carga ligada (23, 24, 25, 26, 27, 28]. La pregunta inmediata
seria-cudl es €] comportamiento de las propiedades fisicas (p. e). energia
de enlace), ante la presencia de un tercer electrén. Esta clase de preguntas
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puede ser de gran ayuda para entender €l problema de N cuerpos El caso de
la correlacién de tres particulas no ha sido tan ampliamente estudiado como
el de dos particulas. Mattis [29] considerd este problema en su estudio de
estabilidad de pares para el modelo de Hubbard con U7 atractivo; asi mismo,
Fabrizio [30] realizé un andlisis del caso con U/ repulsivo en su discusién del
estado base por medio de un andlisis asintético.

Con esto en mente, en la presente tesis se investiga con detalle la energfa
de amarre tanto de tres electrones, como el de tres huecos en una cadena
lineal, usando el modelo de Hubbard y el método de mapeo. Dicho método
consiste en mapear el problema de Hubbard para un sistema de muchos
cuerpos, a un problema equivalente de un solo cuerpo con un hamiltoniano
de amaire fuerte. pero en un espacio de mayor dimensién, donde el problema
se puede resolver de forma exacta.

En particular, usamos el hamiltoniano generalizado de Hubbard el cual
contiene un término de salto correlacionado y dos pardmetros de interaccion,
y llevamos a cabo una extensién del método del mapeo con ¢l fin de incloir
el término:.de carga ligada. ‘

El estudio se ha llevado a cabo analizando los estados ligados de tres
electrones y el caso de tres huecos, tanto con espines antiparalelos como con
espines paralelos. Analizamos el estado ligado de miés baja energfa, es decir,
cuando k = 0 para electrones y cuando k/v/3 = « para el caso de huecos,
Los resultados que hemos obtenido reflejan una clara asimetria de la energia
de enlace entre huecos y electrones.

La presente tesis estd organizada de la siguiente forma: En el primer
capitulo se revisan algunos conceptos bdsicos de la teorfa cudntica de elec-
trones en sisternas cristalinos y se introduce el modelo de amarre fuerte con-
siderando también el caso de impurezas con €l fin de dar un marco general
a nuestro problema. En el segundo capitulo se estudia la correlacidn elec-
trénica, el modelo de Hubbard, su solucién en el espacio real y en el espacio
K, incluyendo una explicacién detallada del método del mapeo. En el tercer
capitulo se estudia concretamente el problema de tres particulas, se explica
con detalle la extensién del método del mapeo y finalmente se presentan los
resultados tanto analiticos como numéricos obtenidos para este caso. En el
cuarto y dltimo capitulo se dan las conclusiones obtenidas en este problema.
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Capftulo 1
Generalidades

La ecuacién de Schrédinger suele ser el punto de partida para muchos de los
céleulos de las propiedades de un sélido. El hamiltoniano que describe a un
sélido debe contener la energfa cinética de todas las particulas que compo-
nen al sistéma, asi{ como sus energfas de interaccién. Dentro de una buena
-aproximacién, las propiedades de un sélido pueden separarse en propiedades
electrémicas y propiedades dindmicas de la red [31}: Esta aproximacién, la-
‘mada adiabética, estd basada en el signiente argnmento: -la. masa de los iones
es mucho mayor que la de los electrones por lo que los iones sélo pueden
responder de manera muy lenta a un cambio en la configuracién: de los elec-
trones mientras que éstos responden casi instantdneamente a un cambio en
las posiciones de los lones. En lo que respecta al movimiento de los elec-
trones, es tnicamente la configuracién instantdnea de los iones la que tiene
interés. ‘Asi, dentro de la aproximacién adiabética, es posible estudiar el
movimiento de los electrones en el potencial estético producido por los iones.
La dificultad radica en la interaccién entre los electrones. Sin embargo, la
aproximacién de Hartree-Fock [32] permite reducir el problema de muchos
electrones al problema de un solo electzén en un potencial efectivo. Este
potencial efectivo.counsiste en el potencial producido por los iones en sus
posiciones de equilibrio, mds un potencial promedio aportado.por todos los
demds clectrones y que contiene promedios de las interacciones coulombiana
y de intercambio. Asf, la ecuacion de Schrédinger- en la aproximacién de un
solo electidn puede escribirse como:

H) = |59+ V)| wle) = Bt (1)
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donde V'{r) es el potencial efectivo para un electrdn, £ la constante de Planck
sobre 2, m la masa del electrén y E su energia.

Ein la aproximacién en la cual los iones permanecen fijos en sus posiciones
de equilibrio, la parte del potencial debida a los iones sitvados en una red
periddica es claramente invariante bajo todas las operaciones del grupo es-
pacial del eristal. Esto también es cierto para el término de interaccién de
la aproximacién de Hartree-Fock [32]). Por consiguiente el hamiltoniano de
la'Ec. (1.1) es invariante bajo las operaciones del grupo espacial del cristal
dado, las propiedades de simetria de dicho hamiltoniano proporcionan in-
formacién sobre la estructura de las posibles soluciones (funciones propias y
valores propios). '

1.1 Teorema de Bloch

-Algunos resultados importantes pueden deducirse del hecho de que el hamil-
toniano en la Ee. (1.1) es invariante bajo traslaciones. Para una formulacién
cuantitativa de esta invariancia se asocia un operador Tg, con cada traslacién
R, a través de la ecuacién Tg, f(r) = f(r + R;). En un cristal infinito hay
un. nimero infinito de elementos del grupo de traslacién. Sin embargo, si
el cristal se limita a un volimen V con condiciones periddicas a la frontera,
el grupo de traslacién se hace finito y tiene el mismo nimero de elemen-
tos que puntos de la red hay en el volimen V. Este grupo es conmutativo
por lo que todas sus representaciones irreducibles son unidimensionales [33].
Por consiguiente, los valores propios de los operadores de traslacién son no
‘degenerados [34]. o
Aplicando el operador TR, a la ecuacién (1.1) obtenemos Tg,(Hy) =
Tr, (E), de donde se sigue que H(Tg, %} = E(Tw,%), ya que H es invariante
ba.jo TR, . :
"De esta manera todas las funciones Tg,¥ v ¥ son simultdneamente fun-
ciones propias del hamiltoniano con el mismo valor propio E. Si K es no
“degenerado, es decir, tiene asociada una sola funcién propia ¥, Tg,4 debe
“ser, salvo mn factor, igual 2 9. De la condicion de riormalizacidn de la funcion
de onda en el volimen V' v de la igualdad

J

Tl = [ i, (12)
v
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se sigue que este factor debe tener valor absoluto ignal a 1:
. 2 _
T = A%, con '/\(‘)| -1 (1.3)

De la K (1.3) se puede observar que los. A son los valores propios del
. 2 P .y - ) . e
operador Tg,. Puesto que ‘/\“)‘ = 1, A puede escribirsé como expliay).
Como R;+R,, = R, se tiene también que T, Trm = Trp ¥ expli{ay+0m)} =
exp(icy), por lo que resulta apropiado escribir las o, como el producto punto
de un vector k comiin a todas las o con sus vectores R; asociados:

A = explik - Ry). (1.4)

Hasta ahora k es un vector arbitrario con dimensiones de {distancia)™!.

Si E es f veces degenerada, es decir, el valor propio F tiene asociadas
[ funciones propias ortogonales t,(s = 1,..., f}, la [uncién que resulta de
operar con Tg, sobre ¢, puede repre esentaxse COIno una comb1nac1én lineal de
todas las W,

Trthy = Z,\”’ Wy, | (15}
s'=1
Cada operador Tr, del grupo de traslacién estd -asociado con una matriz
/\i). a través de la Ec. (1.5). Estas matrices satisfacen las mismas reglas de
multiplicacién de los operadores Tw, [32]:

Te,Tam = T, -—>Z}\ Al — 2@

ga' “taa’t sa'’

(L6

&=1

Por consiguiente las Ay también forman un grupo al que se le denomina
una representacién f-dimensional del grupo de traslacién en la base de las
funciones ¥, En vez de las f funciones propias ¢, por medio de combina-
ciones lineales se pnede generar un nuevo conjunto de f funciones propias
ortogonales las cuales forman una representacion matricial equivalente. De
la teoria de grupos se sabe que entre todas las representaciones equivalentes
de un grupo abeliano siempre se puede encontrar una con matrices en forma
diagonal: Ag?, Ass,ﬁw: En esta nueva representacion la ecuacién (1.5) se
puede reescribir como:

i f
Tagry =3 A0y = A05,0, = Ay, (L

§'=1 Cg'=1
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Con un argumento completamente similar al que precede a la Ec. (1.3), se
‘puede concluir que 11\(32\2 =1y enfonces podemos escribir \Agg = expl(ik, -
R;). Por consiguiente para cada ¢ hay siempre un vector k de tal forma
que, siendo 9 una funcién propia de Tg,, el valor propio correspondiente es
exp{ik, - R;). De esta forma ¢ estd clasificada por este vector k, esto es:
v=vkr). | |

A partir de las Ees. (1.3) y (1.7), obtenemos el teorema de Bloch. Las
soluciones no degeneradas de la ecuacién de Schrodinger (Ec. (1.1) ) y com-
binaciones lineales de las soluciones degeneradas escogidas adecuadamente,
son simultdneamente funciones propias ¥(k,r) del operador de traslacién T,

con valores propios exp(ik, - r),
Tabllr) = exp(ik, - R)W(k,T). (18)

Puesto que las 9(k,r) son también funciones propias del hamiltoniano, los
valores propios £ también dependen de k, es decir: E = E(k). Ademds para
E degeneradas se tiene E(k,) =E(ky).

Del teorema de Bloch se sigue que
Wik, + Ry) = explik, - Ri)u(k, 1), (1.9

lo cual implica que #(k,r) siempre puede representarse por una funcién
u(k, r) con la periodicidad de la 1ed multiplicada por una onda plana exp{ik,-
r): :

P(k,r) = exp(ik, - ru(k, r). (1.10)
Para ver esto, insertemos la expresién anterior en la Ec. (1.9) con lo que se
obtiene, para el lado izquierdo, exp(zk - (r + R;})u(k,r + R,) y, para el lado
derecho, exp(ik - (r + R;))u(k,1). Por lo tanto

u(k, T+ R;) = u(k, 1), | (1.11)

esto es, u(k,r) tiene la periodicidad de la red. Las y(k,r) se denominan
funciones de Bloch. Ahora supdngase que se establece una red periédica G,
" en el espacio asociado al vector k. De la ecuacién G, - R, = 2%m, se tiene
que R; - G;, es un miltiplo entero de 2w por lo que si se hace actuar Tg,
sobre ¥(k + Gm,T) se obtiene

Tk +Gm,r) = exp(ilk+ Gun) Rk + G, 1)

= expftk: R;)¢(k + G, 1) (1.12)
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De esta manera; a través del operador Tg,, no sélo una k sino todas las
k''=k + G,, estdn asociadas con una (r). Por otra parte, ya se mencioné
que los valores propios de los operadores de traslacidén son no degenerados
por 'lo que se concluye que '

Yk, 1) = Pk + Gg, ). | (1.13)

Este dltimo resultade puede interpretarse como sigue. Al clasificar las
soluciones de la ecuacidn de Schridinger en términos del vector k; los valores
de k en una celda de volumen minimo son suficientes. Por lo general se elige
como tal. a la primera zona de Brillouin. Asi mismo, la funcién E(k) puede
limitarse a-la primera zona de Brillouin. A esta representacién de la funcién
E(k) en el espacio K se le conoce como €l esquema de la zona reducida.

Como ya se mencioné las condiciones a la frontera periddicas se intro-
dujeron para hacer finito el grupo de traslaciones. El niimero de diferentes
operadores de traslacidn es entonces igual al nmimero de puntos de la red en
el volumen principal V. De esta manera las dos traslaciones B; y R; 4 Na;
(donde V;a; es un vector que define una esquina del volumen V') son idénticas.
Esto significa que

bk, r+Na) = pk,r). SRR
Por consiguiente
- exp(ik - (r+N;a;))ulk, r) = exp(ik - r)ulk,r) o (1.15)
o bien, ' _
- exp(iN;k-a;) =1 _ (1.16)

Si representa.mos a k como un vector en la red reciproca, k =3 k;g;, en-
tonces exp (27 (Nyky + Noka + N3ks)) == 1. Esta tltima condicién se cumple
si k; se restringe a los valores

kiz%, ni=1, .., N; (i=1,23). S

Por consiguiente, hay N = N;NyNy conjuntos diferentes de kg, ko, k3 v
por lo tanto N vectores k permitidos. El vector k sélo toma valores discretos
en el espacio K. Sin embargo, el volumen ¥ puede tomarse tan grande como
se desee de tal forma que el vector k puede considerarse como un vector que
toma valores dé manera continua. Veamos ahora otro resultado importante.
Del tcorema de Bloch se sigue que

me ( k,r —exp(——zk r)%( k,l‘), (1"18)‘
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pueste que el teorema de Bloch define la dependencia de k de la funcidn de
onda, ¥ (k, r) es idéntica a ¥ (—k,r). Ademds, como el hamiltoniano es real
(H = H*), a " (k,r} le corresponde la misma energfa que a ¢ (k,r), por lo
que tenemos el siguiente resultado conocido como teorema de Kramer [32]:

E(k) = E (k). (1.19)

La forma de las funciones de Bloch (ver Ec. {1.10)) da la primera clave
del significado fisico del vector k. Si se hace u = constante, ¢ viene dada por
i = ¢ -exp(ik - ). El electrén en este caso se comporta como una particula
libre y estd representada por una onda plana con un vector de onda k. Por
.consiguiente en el limite de un electzén libre, el vector k de la Ec. (1.4)
es idéntico al veclor de onda k. 5i se transfiere este significado al caso del
cristal, entonces la E¢. (1.10) corresponde al enunciado de que el electrén de
Bloch estd Ieprasentado por una onda plana, modulada por la periodicidad
de la red. :
+.- Por otra parte, si se considera el caso limite en el cual los dtomos del
cristal tienen una separacién infinita, es decir, {a;| — oo {donde los vectores
a; son los vectores base de la red), el espacio reciproco se eolapsarfa en su
origen k = 0. Asimismo el término exp(ik - r) — 1, por lo que la funcién de
Bloch (Ec. (1.10)) tendria que sex igual a la funcidén de onda 4(0,r) de un
dtomo aislado. Sin embargo, en el limite de dtomos aislados, la funcién de
onda debe tender a alguno de los orbitales-atémicos ¢,, (donde el subindice
n indica uno de los estados 1s, 2s, etc.) ¥ no a una sola funcién «(0,r). Por
consiguiente, uno debe de escribir las funciones de las celdas como u, (k, r),
de tal forma que en el caso limite de dlomos aislados se obtenga una funcién
4, (0, 1), la cual debe coincidir con un orbital atémico ¢,,. Este nuevo indice
debe introducirse en las funciones de onda ¥(k,r) asi como en la energfa, cs
decir:

Pk, 1) = e™* u, (k, 1) (1.20)
Hip,(k,r) = En(k)p,(k,x) (1.21)

Asi, puestoque k puede tomar NV valores {en la primera zona de Brillouin),
para cada valor de n se tienen N estados (o 2N estados si se considera el
espin) los cuales forman la banda n. Lo que 'ca.xactenza a esta banda es que,
en el limite de dtomos separados, todos los estados de la banda se colapsan
en un solo estado atémico etiquetado con n.

A la tempreatura del cero absoluto, los electrones del sistema ocupardn
estos estados, uno por cada estado, como lo requiere el principio de exclusion
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de Pauli, a partir del estado mds bajo y en forma ascendente, hasta una
energia que se determina mediante el nimero de estados disponibles, su dis-
tribucién de energfa y el nimero de electrones del cristal. A esta energfa, en
el caso de los metales, se le llama energia de Fermi.

A los ‘estados vacantes en upa banda se les denomina huecos. Si se apli-
ca un campo electromagnético, un hueco se comporta como si tuviera una
carga positiva +e (—e es la carga del electrén) [35]. En una banda Hena
correspondiente a una red con simetria de inversidn, el vector de onda total
de los electromes es'cero: Yk = 0, ya que, en este caso, la zona de Brillouin
también tiene simetria de inversién. De esta forma s1 la banda estd llena
todos los pares de estados k y —k estédn llenos y el vector de onda total del
sistema es —k, y es atribuido al hueco (h) : k, = —k.. Entre mds cerca de
la: parte-inferior de la banda se encuentre ¢l estado donde el electrén haga
falta, mayor serd la energfa del sistema. La energia del hueco tiene signo
opuesto a la energia del electrdn faltante. Por el teorema de Kramer se tiene
que E, (k) = E,(~k.,). Pero E,(~k.) = —En(-k:;) = —En(ks) Por
consiguiente B, (k,) = —F, (k.)." :

1.2.  Funciones de Wannier
De éque:do con la Ec. {1.13), las. funciones de Bloch son periédicas en el
espacio K. Por consiguniente, se pueden representar por una serie de Fouriex

Y (1) = N5 ay (R, 1) 4R, (1.22)

donde N ~% es un factor de normalizacién, siendo N el mimero de 4tomos
‘en el cristal. A las funciones a., (R,,r) se les conoce como funciones de
‘Wannier. |
 Invirtiendo la relacién (1.22) obtenemos

am (R,,r)=N"% Z e K Rnyy (k1) = N3 Z eR - Rady (k,1),
P P

(1.23)
donde la suma se realiza sobre todos los vectores k en la primera zona de
Brillouin. Debido a que um (k,r) tiene la periodicidad de la red, las a,, de-
penden sélamente de la diferencia r — R,,, es decir, las funciones de Wannier
estdn centradas alrededor del punto R, de la red.
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- Asimismo, tenemos que las funciones de Wannier son ortegonales para
diferentes bandas (indice m) y R, distintos: Esto se sigue de

k,k'

| /a:n(f — Rp)am(r — Ry Jdr = —Zexp[a(k R, ~ K Ry)]

x [ (105, (K )

= % Ze‘xp[’i(k-(Rn - H‘m).)](smmr

= Gnwbmmr . : (1.24)
Corno forman un conjunto completo, estas funciones ofrecen una base alter-
nativa para una descripcién exacta del hamiltoniano.

13 " ‘Modelo de Amarre Fuerte

La funcidn de potencial que se utiliza en el estudio de los cristales reales debe
de estar relacionada de algin modo con-el potencial real experimentado por
un electrdn, debido a los iones v a todos los demds electrones del eristal.
La solucién exacta de este problema, incluso en la aproximacién de un solo
electrdn, seria muy dificil de lograr si no se hacen més aproximaciones, eritre
las que destacan la aproximacidn del electrén casi libre y el modelo de amarre
fuerte, que veremos a continuacion. :

Por simplicidad consideremos un cristal cuya base primitiva contiene vini-
camente un dtomo. En el modelo de amarre fuerte se supore que los dtomos
del cristal estén tan separados entre s que la interaccién entre vecinos es
relativamente débil de tal forma que los electrones de valencia se encuentran
fuertemente ligados a los dtomos que conforman el cristal. En este caso las
funciones de Wannier a;{R,,r) en la Ec. (1.22) pueden aproximarse medi-
ante las funciones atémicas ¢;, esto es, las funciones de Bloch de la Ec (1.22)
vendran dadas, de la siguiente forma:

Yk, 1) = N72 ) 4,(r ~ Rn)e™ fn. (125)

En lo que sigue analizaremos este caso. Antes de continuar, cabe senalax
que la utilizacién de los orbitales atdmicos en vez de funciones de Wannier
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es el punto de partida de un método aproximado para calcular las bandas de
energfa en los sélidos conocido como LCAO {Linear Combination of Atomic
-Orbitals), ya que involucra la combinacién lineal de orbitales atémicos.

Asumamos que las soluciones a la ecuacién de Schrédinger, para los dto-
mos libres que forman el cristal,

| Ha(r = Ra) s (r — Ra) = By (r - Ro) (1.26)

"son conocidas. Hy (r —R,) es el hamiltoniano para un dtomo libre en la
posicién de la red Ry, y ¢; (r — R,,) es la funcién de onda para un electrén
en el nivel de energia atémico E;.

El operador hamiltoniano H = [—%VZ +V (r)] dela ecuacién de Schrddinger
Hipy = By, (127)
se puede escribir como la suma de dos partes,

H=Hy,+H (128)

siendo 2
' SNAN v} r—
Hy= va + Vs (r — Ry) (1.29)
¥ c . :
H =V ()~ Va(r - Ra) =v(r - Ra), (1.30)

donde H' representa el hamiltoniano de pexturbacién para el electrén en el
cristal en comparacion con el 4tomo aislado.
La jé:_riérgié.‘ E (k) se puede encontrar calculando el valor esperado de H,
o (Ha+ H),d |
5 g - i (Ha H)
[ dr

- Un cdlculo aproximado de £ (k) puede hacerse insertando en la’ Ec. {1.31)
1a funcién de Blsch aproximada dada por la Be. (1.23). A partir de Ha¢, =
E;¢; y de la Ec. (1.25), tenemos que

Hayy, = N8 Hag,(r — R)e™ ™

(131)

= EN3 ¢, (r — Ry ™

= E‘iwk,“ (1-32)



10 _ o ' Generalidades

Asf mismo el denominador en la Ec. {1.31) resulta ser
[viweds = et [ 41— R~ R)er. (133

Para un electrén lo suficientemente localizado, ¢; (r — Rn,) sélo tiene val-
‘ores significativos en la vecindad del punto de la red R.,. Asf, en una primera
aproximacién, s6lo retenemos los términos en la Ec. (1.33) corn =m, cs
 decir, :

Joindr=3 Y [e-R)6G-R) G- R)ar =1 (134

donde N es el nimero de 4tomos en el cristal.
Sustituyendo las Ecs. (1.32) y (1.34) en la Ec. (1.31), se obtiene
E(k) = B
PO X (133
x [ 6= Ra)o(e—R)gs(r ~ Ro)ar

' Debido a la periodicidad del eristal y a que la suma se realiza sobre todaos
los valores de n, cada término de la suma sobre m da el mismo valor. El
valor de la suma sobre m, por tanto es el valor de cualquier término de la
suma {por simplicidad tomaremos m = ) multiplicando por el mimero (N}
de términos de dicha suma. Por consiguiente, la ecuacidén para la energfa se
puede escribir como sigue:

E(k);-Ei+'ze£km/qs;(r)v(r—Rm)qs,-(r—B,n)dr, - (136)

en donde la suma se realiza sobre todos los dtomos del cristal. Para el término
que contiene la perturbacién v (r — Ry,), el traslape se incluye hasta primeros
vecinos Unicamente. Consideraremos el caso més simple en el cnal el estado
atémico relevante ¢, posee simetria esférica (es decir, es un estado s ), de
tal manera que los elementos de matriz entre primeros vecinos son Lodos
‘iguales. La extensién a los estados p es directa y puede lograrse sin muchos
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problemas. El resultado puede expresarse en termmos de las siguientes dos
cantidades:

/ 6, ()0 (r) b, (F)dr =0, s
[#@v@s.6-R)a =, e

en donde R, es un vector que une al 4tomo situado en el origen con el dtomo
vecino més cercano. De esta forma podemos escribir la Ec. (1.36) como
sigue:

E(k)=co+pY <™, {1.39)

donde ¢y = E; + @ v la suma se realiza sobre los primeros vecinos.
Para el caso de una dimensidn tenemos que la energia estd dada por

E(k) = ¢o + 28 cos{ka), (1.40)
donde a es la constante de la red. Para una red cuadrada de dos dimensiones
E(k) = €0 + 20[cos(k1a) + cos(kza)], (141

¥ pam una red cublca simple tenemos que
E(k) = ¢ + 2Bcos(kya) + COS(k.'ga) + cos(lc3a)] (1.42)

Es fé,(:ll dcmostra.x que los tres casos anteriores producen una banda de
_energia simétrica que se extiende de ¢ — Z3 hasta ¢ + Z53, donde Z es el
nimero de vecinos més cercano. Es decir, la cantidad 273 nos da el ancho
de la banda para cada caso.

Conelfinde facilitar la discusién en lo que resta del capitulo emplearemos
Ja notacién de Dirac, En esta notacién ¥ en la representacion de las Eunc1ones _
. de Wanmex el hamlltoma.no de la Ee. (1. 28) puede escribirse, para el caso de
VeCinos m4s Cercanos, como: .

_e.JDz |+62| (il (143)

En donde |7} es la funcién de Wannier centrada en el sitio ; el conjunto de
sitios {¢} forman la red.

Los resultados obtenidos para los anchos de banda, en el modelo de amarre
fuerte, de redes lineal, cuadrada y cibica constituyen casos particulares de
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un resultado general conocido como Teorema de Perron-Frobenius. A contin-
uacién deduciremos dicho teorema de manera muy simple. Sean las soluciones
* de la ecuacién de Schrsdinger o = 3, ¢; [t), entonces las ecuaciones para los
coeficientes ¢; son

(B —eo)ei = Y _ Bej, | (1.44)
i h

asi que
|E — eo| fcil <Y 18lles)- (1.45)

i

= Zﬁ%‘

i£f

En un cristal perfecto |¢;] = |¢;], ya que todos los sitios son idénticos. De
esta forma tenemos que

|E — <ol < Z|8]. (1.46)

Asi mismo cabe sefalar que el espectro de energias, en el modelo de
amarre fuerte, es simétrico respecto a F = ¢p cuando la red es bipartita, es
decir, cuando la red puede subdividirse en dos subredes, digamos A y B, de
tal forma que todos los primeros vecinos de un sitio de A pertenecen a B y
viceversa. Dela Ee. (1.44) (donde, en el caso de una red bipartita i pertenece
a Ay j pertenece a B y viceversa), vemos que si el sisterna tiene una energia
E ~— €y, ép~ E también es una energia posible del sistema ya gue las funciones
de onda correspondientes a estas dos energias difieren umcamente en el signo
de la funcién de onda de una subred.

Una forma de resolver la ecuacién de Schx'ﬁdinger“coxrespondiente ‘al
hamiltoniano de la Ec. (1.43) es por medio de las funciones de Green
(Apéndice A). Este formalismo es muy poderoso ya que todas las cantidades
Hisiéas medibles de un sistema se pueden escribir en términos de la funcién
de Green. La funcién de Green { que se define a través de la ecuacién
(2= H)G = 1) para el hamlltomano de amarre fuerte (Bc. (1.43) ) estd dada
por [36]:

6= ¥ 7ok (L7

k

donde |k) = N=3 ¥, e® |1} y B(k) = o + A5, €. Aqui, k) y |1} son las
funciones de Bloch y de Wannier, respectivamente. Los elementos de matriz
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Figura 1.1: Densidad de estados para una red unidimensional.

para (G(z) estan dados de la siguiente forma:

.G'(l,m,;z) E (l |G Zﬁ_l_k:)_%_lgj.@

0 ' zi.c(! ™)
= — Ak 1.48
La evaluacion de la funcién de Green perrﬁité obtener la densidad de
estados electrénicos por sitio, p(E). La p(E) multiplicada por un incremento
de energia da ¢l ntmero de estados que puede tomar un electrén en dicho
intervalo de energfa. Estos estados pueden estar ocupados o desocupados.
“ Para el caso de una cadena lineal, sustituimos E(k) dada por la Ec. {1.40)
~en la Ec. (1.48) con lo cual obtenemos

Gm) = o [F ST
. (,m}z)—m/_:& z._'eb—-QﬁCOSQﬁ
S ip{l—m)
_ 1 dp—F (1.49)

2 J_. 2 eg— 20cosd
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donde ¢ = ka, la integral depende de |l — m|, y se puede transformar me-
diante el cambio de variable @ = € en una integral de variable compleja
sobre un circule unitario:

G(l,m;2) = —-[% }{ dw—*f’-l-lil_— (1.50)

w? —~wr+1

con z = 252, Las dos raices de w? —wz+1=0, son:

pp=z—Vvz2—-1 (1.51)
pr=x+ Va1 (1.52)

v se cumple que p,p, = 1. Ademds |pl < 1y |p2] > 1 2 menos que z sea
real y satisfaga la relacidn —1 < & < 1. En este dltimo caso ambas raices se
encuentran sobre el circulo unitario, y la integral (1.50) no est4 bien definida.
Esta condicién da el espectro continuo de H el cual se encuentra en el eje
real de E entre 5 — 3 v ¢+ 8. Curando z no coincide con esta linea singular
z # E, obtenemos para G{l,m; z) (usando residuos) la expresién:

f=m| " -
G(l,m;z) = —2 0 !

JBpl. _\/m

Para 7 = E, se tiene que (tomando el limite cercano al polo):

GE(l,m; B) = \/ﬁz_i(; — (:z: = am) ol (1.54)

donde -8 < E < 69+ 8,z = (E—cg)/ﬁ v \/1__— z? denota la raiz cuadrada
' p051t1va '
La densidad de estados por 51t10 estd dada como:

028 - IE—EoI)
\/‘1ﬂ2 | “'Eo

donde #(273 — |E — €|) es la funcién escalén. En la Fig. (1.1) se muestra
la densidad de estados por sitio de una cadena lineal para ¢ = 0y 3 =
—1. Cabe sefialar que la densidad de estados para la cadena lineal tiene
singularidades en £ = ¢y £ 28 ¥y que los estados permltldos se encuentran
‘dentro de estos limites. :

A, (1.53)

B = :Fu Im(G*(L,1; E)) = ‘___;."(1;55)
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Capitulo 2

Correlacién electrénica en -
sistemas periédicos

Por medio de la aproximacién de] electrén independiente, la teoria de bandas
ha podido explicar muchas propiedades de los sdlidos, entre ellas, la diferen-
cia que existe en'la condictividad eléctrics entre un metal, un semiconductor
¥ un aislante. Sin embargo; 14 teorfa de bandas no considera la correlacién
entre los electrones en un cristal; la razén es inherente a la aproximacién
del electrdn independiente. Sin émbargo, ‘esta teorfa no niega la interaccién
electrén-electrén sino que la reemplaza por una interaccién promedio medi-
ante la dproximacion de Hartree-Fock, en la cual se asume que el movimiento
de un electrén es estadisticamente independiente a los-demds. La aproxi-
macién de Hartree-Fock toma un solo ¢lectrén y a los restantes los considera
como una contribucién al potencial promedio en el cual el electrén se mueve,
lo cual conduce a una ecuacién integro-diferencial autoconsistente.

Describir, en forma completa, la interaccién electrén-electrén (e-€) den-
tro de un sélido es un problema complicado, obviamente existe interaccién
g-¢ directa de tipo coulombiano - Sin embaren, los-electrones en un' sdlido
pueden interactuar “indirectamente” por medio de algunas excitaciones. el-
ementales; tal es el caso de la-interaccién -e-e mediada por fonones, la cual
puede analizarse a través del Hamiltoniano de Frohlich {8].

Una de las formas mds sinples y generales de estudiar la: correlacién
electronica, es a través del modelo de-Hubbard [9], puesto que dicho modelo
ncluye 1mplicitarmente los efectos de todo tipo de interacciones electrénicas
por medio de los pardmetros del hamiltoniano. Entre la serie de fendmenos,
que para su explicacién se requiere tomar &n cuenta la correlacién entre los
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electrones podernos mencionar: la formacién de ondas de densidad de carga
[7], las ondas de densidad de espin [37] ¥ la superconductividad [2], entre
otros.

2.1 Modelo de Hubbard

Con el fin de introducir el modelo de Hubbard, analicemos la interaccién
electrénica en sistemas con bandas de energia angostas. - Por simplicidéd
mateméatica consideraremos solamente el caso de sistemas con una sola banda
(d). En general el hamiltoniane de un sistema de N electrones en una red
dada puede escribirse, en el lenguaje de la primera cuantizacién, como:

H = Z h(r;) + % Z-v (.r,-wr.,-) , (2.1)

“ it

_donde la suma, va-de 1 a N, r; indica la posicién del i-ésimo electrén y h{r;)

es el hamiltoniano de “una particula”, es degir, contiene la energia cinética
‘miés todos los potenciales de mteraccmn para una partxcula, como lo es el
potencial de la xed entre otros. En el caso més simple, h(r;) tiene la forma
de V2 + Py r e Rl’ donde r; ¥y R; son las coordenadas del electzén y de
los ones, respectivamente. En la Ec.: (2 1) el término v (r;—r;) contiene la
interaccion electrdn-electrén. (interaccién de dos cuerpos).

Como estamos estudiando la correlacién electrénica en bandas angostas,
una descripeién local del sistema, resulta méds apropiado trabajar nuestro
hamiltoniano en la representacién de las funciones de Wannier.

Como consideraremos un sistema con una sola banda de energia; nece-
sitaremos solo una funcién de Wannier ¢y (x) centrada en el origen. Las
demés funciones de Wannier se obtienen de esta mediante una traslacién:
¢; (r) = ¢ {r— R;). Con lo cual, el hamiltoniano de Hubbard en la repre-
sentacién -de los mimeros de ocupacién_se, %cribe de la siguiente forma:

H= Ztucwcw +5 Z 3G !v|k£ cmc?a.cw,cka, (2.2)

4LhG L5kl o0
ty =t ReRy) = [ G103, o 3)



2.1 Modelo de Hubbard = ' _ . ST

(il = [ $ 05 & - b DaeiE (24

Ademds asumimos que tanto h(r;) como v (ri—t‘;-), son indepen_d_ientes del
_espin. -Se acostumbra normalizar la escala de energfa de tal forma que t; =
0y = 0. | '

Una forma sencilla de trabajar con el hamiltoniano de la Ee. (2. 2) es in-
_troduciendo las siguientes dos aproximaciones, las cuales, sin embargo, con-
“servan la fisica de los electrones fuertemente correlacionados. En la. primera

a.prox1mac1on se¢ asume que f;; decae’ rédpidamente con la distancia, de esta
forma los tnicos términos de la matriz que deben cofisiderarse son aquel-
los que incluyen los sitios vecinos més cercanos. Para sistemas isotidpicos,
debemos entonces aproximar a t;; por: '

t;j = ¢ para (i,7) vecinos més cercanos’
0 en otro caso.

7  Enla segunda aproximacién se supone que la interaccién electrén-electrén
es apantallada cuando los electrones estdn muy retirados entre sf. De esta
froma, la contribucién dominante al segundo término de la Ec. (2.2), aparece
cua,ndo los dos electrones se encuentran en el mismo sitio (t=75=k=1}
“Asi, Ja aproximacion estars dada de: la siguiente forma:

(Gilv|kl) ~ Usli=j=k=1
0 en otro caso.

El principio de Pauli requiere entonces que, en el segundo término de la
Ec. (2.2}, 0 = —¢/, con lo cual obtenemos finalmente la versién més simple
(para una sola banda) del hamiltoniano de Hubbard ([9}; [38]). Considerando
solarente interacciones a primeros vecinos, este hamiltoniano esté dado por:

H= Z ticl wCia U Z 7,172, (28

171

donde n;, = c;*;,ci,g vy I representa la interaccién de electiones en el mismo
sitio. Como ya mencionamos, ;; es la integral de transferencia (hopping)
entre el sitio ¢ y el sitio 7. A primera aproximacién se considera sélo la trans-
ferencia entre vecinos més cercanos. U representa la energia de interaccién
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entre dos electrones situados en el mismo sitio. Cabe enfatizar que el hamil-
‘toniano de Hubbard no restringe los tipos de interaccién que podrian existir
‘entre los electrones, v los efectos resultantes se caracterizan por medio del
pardmetro U que se obtiene fenomenolégicamente.

El descubrimiento de los materiales superconductores de alta temperatura
de transicién ha conducido a reconsiderar las propiedades fisicas del modelo
de Hubbard y sus extensiones, principalmente por la siguiente razén. Los
super conductores de alta temperatura critica pertenecen a la familia de éxi-
dos de los metales de transicin, para los cuales se sabe que una descripcicn
de amarre fuerte con fuertes correlaciones electrén-electrén es mas aproplada
que una descripcién en términos del electrén casi libre. El éxito del hamilto-
niaho de Hubbard se debié a que podia explicar las propiedades magnéticas
de los 6xidos metdlicos de transicién [39]. Estos 6xidos se caracterizan por
que sus dtomos contienen electrones d, los cuales forman bandas d relativa-
mente angostas. La banda d estd parcialmente llena y es, en principio, la
responsable de las propiedades magnéticas de los materiales. La fuerte po-
larizacién de los oxigenos que conduce a la formacién de pequenos polarones
(electrones rodeados por la deformacidn local que induce en la red y que se

‘extiende sobre una regién del orden de la constante de la red) y bipolarones

[40] en alguncs de los éxidos metdlicos de transicién, tales como Ti,O7 y
Na;V305 ([6]), podria tomarse en cuenta agrégando al modelo de Hubbard
un acoplamiento entre la red y los electrones. Tal acoplamiento de los elec-
trones con la 1ed da lugax a una interaccién atractiva de corto alcance que
compite con la repulsién coulombiana y puede conducir a una interaccién
interatémica atractiva, la cual puede introducirse ficilmente en el modelo
de Hubbard. En la aproximacién de las interacciones entre primeros vecinos
solamente, el nuevo hamiltonianc puede escribirse como:

H = Z tﬁ,cl SCia UZnMn,,i ) Z nn; (2.6)

4,50 {45}

donde n; = n; + n;; es la ocupacion electrénica total del sitio i y V es la
interaccién interatémica entre dos electrones, uno situado en el sitio ¢ y el
otro situado en el sitio vecino j. El simbolo (} indica que la suma se extiende
sobre los primeros vecinos tinicamente. Al hamiltoniano dado por la Ec. (2.6)
se le conoce como hamiltoniano de Hubbard Extendido.

- Con el fin de estudiar la interaccién entre huecos se requiere introducir
los. operadores de estos- - en la Ec. (2.8), lo cual se obtiene utilizando las
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2,07
los operadores de aniquilacién y de creacién de huecos respectivamente, el

hamiltoniano de Hubbard Extendido adquiere la siguiente forma:

siguientes transformaciones: ¢, = hiy ¥ ¢ip — hi,, donde by, y A, son

H = NU- UZn”——-2VZan+2NVZ+

e

_Zt” j(,r—l—Z'J’z:'.rz,,]:nw+ Zn (2.7)

2, 5,7 {17}

donde n¥ = nfy + gy, nE, = hihis v Z es el mimero de coordinacién.

Los primeros cuatro términos de la Ec. (2.7) sélo contribuyen a un corrim-
lento en la energia total, y por consiguiente los huecos también interaccionan
a través de un modelo de Hubbard. Sin embargo aparecen dos diferencias
impotrtantes con respecto al hamiltoniano de Hubbard extendido para elec-
trones. La primera es que el pardmetro de transferencia cambia de signo, y la ‘
segunda. es que la densidad de huecos es 1—n, en términos de la densidad de
eleclzones n. Este mapeo es completamente simétrico sélo cuando n = 1 /2,
de tal forma que el nimero de huecos es igual al mimero de electrones, y
cuando el signo del pardmetro de transferencia es irrelevante, a saber, el caso
poco interesante {;; = 0 para toda 1, 7.

s importante mencionar que aparece una simetria extra cuando consid-
eramos redes bipartitas. Como ya se dijo, una red bipartita es una red que
puede descomponerse en dos subredes, de tal forma que todos los primeros
vecinos de un sitio de una subred pertenecen a la otra subred. Si cambiamos
Ja fase relativa de los estados en estas dos subredes, no afectamos la fisica

~del problema, pero esto cambia el signo del pardmetro de transferencia. Por
consiguiente, en el caso de redes bipartitas, el comportamiento de huecos es
"idéntico al comportamiento de electrones.

En los 1ltimos ahos, el modelo de Hubbard ha sido intensamente estudi--
ado; utilizando diferentes aproximaciones: la aproximacién del campo medio
[6], €l método de los bosones esclavos [12]; [13], la técnica de Monte Carlo
[14] ¥ €l grupo de Renormalizacién [15] entre otras. El hamiltoniano de Hub-
bard, Ec. (2.5), se ha resuelto en forma exacta sélamente en el caso de una
dimensién [16], en la cual para la banda semi llena, los Tesultados muestran
que ¢l estado base es un aislante para U # 0 y un conductor para U/ =0, es
decir, hay una transicién de Mott en U7 = 0.

La teorfa de campo medio consiste en reducir el problema de muchos
cuerpos al de Fock, cuya idea fundamental es sustituir la energfa potencial
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de la intera;ccién de los electrones por una energfa. potencial de la forma
3. Us(rs), que representa la energia de interaccién del i-ésimo electrén en
clerto campo efectivo, en el cual cada electrén se mueve independientemente.
Este campo efectivo caracteriza la accidn de todos los demds electrones sobre
el i-ésimo electrén. Sin embargo, se sabe que esta aproximacién reproduce
razonablemente sélo el estado base del sistema, pero 1o €5 capaz de describir
las fluctuaciones en la correlacién electrénica.

El método de los bosones esclavos ha sido un avance importante en el
estudio del modelo de Hubbard, a pesar de que sigue perteneciendo al grupo
de aproximaciones del tipo de campo medio, excepto que el promedio se re-
alizé en un espacio’de Hilbert aumentado [17).La técnica de Monte Carlo
es un método estadistico que estd limitado a ciimulos pequenos de dtomos
[41). La técnica dél Grupo de Renormalizacién consiste en despreciar los es-
tados lejanos al estado base y quedarse solamente con los mds cercanos, por
consiguiente, michas veces se aleja de la solucién exacta [16]. Finalmente,
la diagonalizacién exacta sigue siendo el método més deseado, Sin embar-
go, este método se aplica’ solamente a sistemas de pocos 4tomos, ya que la
dimensién de la matriz del hamiltoniano aumenta exponencialmente con el
niimero de sitios y el nimero de particulas {42, 43].

2.2 Solucién en el Espacio K

En esta seccidn se considera la solucién analitica en el espacio K, del hamil-
toniano de Hubbard extendido para dos particulas a temperatura T = 0. La
solucién en el espacio K esta restringida a sistemas periddicos, pero es de
gran utilidad debido a que es una primera aproximacién de un problema real
Introducimos dicha aproximacién con el fin de poder compazar sus resultados
con los que obtendremos utilizando. nuestro método del espacio real, el cual
resulta ser - més simple y mds general debido a que también podemos trataz
sisternas no periddicos.

- Comenzaremos por considerar el hamiltoniano de Hubbard extendido en
el espacio K. Para pasar del espacio real al espacio K, se utilizan las sigu-

ientes relaciones [44]:
¢ NN kBt
1,0 k.o
k

Go = NEY eRig, . (2.8)

+
It
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Sustituyendo estas relaciones en la Ec. (2.6) y después de un laborioso
-cdleulo se obtiene el hamiltoniano de Hubbard extendido en el espacio K

[45}:
H = Ze(k)c{ackﬂ

k,a

+— Z V;ck' qC +ST +£lC k'+-q-Tck"+5-].

k kg
V1
_E}:_A_f (k k ) k+3 Ck!+5 Uc+k+5 Uc“ l+9. (29)
kK. o
En esta ecuacion e(k) = -, ¢*®r, donde R, es un vector que une
a cada sitio ¢ con uno de sus Z sitios vecinos (v = 1,2,3,...,2) y Vxp =

U—Yelk - k).

Ahora consideremos una funcién de onda de un par de paxtlculas con
momento total cero, q = 0, y espines antiparalelos (estado de singulete). En
el espacio real esta funcién de onda se escribe de la siguiente forma:

i) = thc,g Ciaa, ) |0> (2'10)

Ein esta ecuacién, | ﬁ[2 es la probabilidad de que un electidn se encuentre en
el sitio ¢ + 1 si €l otro electrén se encuentra en el sitio 4.

Utilizando las relaciones {2.8), obtenemos la funcién de onda del par en
el espacio K'

|y = Z fK)ehet, 10) ' (2.11)

donde f(k fgeék R,

Aqui | f(k)|” se interpreta como la probabilidad de encontrar & una particu-
la con vector de onda k y a la otra particula con vector de onda —k. Ademds
J{=k) = f(k) ya que la parte espacial de la funcién de onda correspondiente
"‘a un par de-electrones con espines opuestos es simétrica.

El resultado de formular la ecuacién de Schidinger

Hyp) = E}, (2.12)
con Hy |1,[)) dados por las Eecs. (2..9 y(211) es

[E — 2¢(k)] f Z f(K) [ (k K. (2.13)
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como era de esperarse, las componentes con q # () desaparecen: ¥ la parte del
hamiltoniano que no corresponde al singulete no oontribuye .Considerernocs

ahora el caso de redes hipercibicas. Puesto que f(k) = f(—k) las direcciones
en un hipercubo son equivalentes, la Ec. (2.13) se reduce a:
1 e (k) |

donde W = ZV, Z es el mimero de coordinacién y
1 )
fi= ~ k "R Bif (k) _ (2.15)

Cabe seftalar que la ecuacién (2.14) es vdlida para cualquier red si la parte
espacial de la funcién de onda tiene la simetria rotacional de la red.
Si multiplicamos ambos lados de la Ec. (2.15) por (—e(k )/ 2ty i = 0,1
y sumando sobxe k, obtenemos dos ecuaciones con dos 1ncogn1tas fo'y fi:
('U»G1 Jo+ (1 +wGa)fi =

0
donde D) = 2Z¢ es el ancho de banda, u = g, w %, y

_ (’Yk' _ .
Gilp) = % Z pE—— (2.17)

En la Ec. (2.17), vy = —€(X)/(Zt) y p = —(1 + £&). Para F menor que
{—D) existe un estado apareado con energia de amarre A = Dp  De las
Ecs. (2.16) la energia de amarre estd determinada por la condicién de que el
determinante del sistema sea cero, es decir

14 uGo(e) + wGalp) - wu [G(6) — Colp)Galp)] =0 (218)

' Es facil verificar que G1(p) y Ga2(p) estdn relacionadas con Gg(p) de la sigu-
iente forma: ' '

Gi(p) = (1+p)Golp) —1
Galp) = (1+p)°Golp) — (1 +p). (2-19)

Sustituyendo las relaciones (2.19) en la Ec. (2.18), obtenemos

Go(p) [u‘—i- w(l + p)? + wu(l + p)} —w(l4+p)~wu+l1=0 (220
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Esta dltima, ecuacién da, de manera implicita, la energia de amarre normal-

wada, p, como funcién de U y V. Para un ancho de banda dado la energfa

de amarre decrece conforme la dimensién crece manteniendo U y V fjos
Puede observarse que existen valores umbrales de los pardmetros U y V

para que cl apareamiento sea posible. Haciendo p = 0 en la Ec. (220)

abtenemeos:

{uw —w —1)
Go(0)

Iin una y dos dimensiones, Gp = oo, por lo que la condicién de apareamien-
to es

(T+u})(l+w)—1- =0. | {2.21)

(1 +u)(l+w)—1=0. (2.22)

Las amplitudes f; de la funcién de onda del par, pueden obtenerse una
vez que la energla de amarre ha sido encontrada. Las amplitudes fo v f1 se
obtienen directamente de las Ecs. (2.16). Para las otras amplitudes primero
se obtiene f(k) desla Ec. (2.14), para después oblener las amplitudes en el
espacio real a través de la relacién (2.15). :

Con el fin de fijar ideas resclvamos, a manera de ejemplo, el problema
de Hubbard simple para dos particulas con espin total cero, en una cadena
lineal. En este caso particular tenemos que V = 0, por lo que la Ec. (2.20)
se reduce a

Golplu+1=0.
(O bien

Golp) = :ul‘ (2.23)

donde Go(p) viene dada por:

Golp) = Z (2.24)

l+p+
En una dimensién tenemos que e(k) = —2tcos(k) y Z = 2. De esta forma
1 1
To(p) = —Z 2L cos(k =—Z
N < 1+p__g(_l N & 1+ p — cos(k)
1 1 1

1+pN —~ 1+ Ccosk

donde ¢ = =L

- 1+p°
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" Aproximando la suma sobre & en la primera zona de Brillouin (1ZB) por
una integral (3 >t ™ Trom 1z 9k) obtenemos

i 1 (7 dk S
b =—— e 2.2
Golp) l+p2n ,/_,r 1+ Ccos{k) (2.25)

donde hemos considerado el pardmetro de red igual a 1. La integral de la
ecuacién anterior viene dada por [46]:

dk 9 (B~ C)tan(’%)
/B+Cc05 Ak) A,/B2 VB (2

para B? > C%.

En este caso BZ =1 > (1+p)2 =(?y A=1. Por lo tanto
o 12 LJa-0tan® ]
Urolcele) = sei—aa ™ [ Vi-¢ |
1 2 _ - :
= —2—7—1_\/?—02 [tan l(oo}wtan 1(""'00)]
_}_L(f ~ (=)
2r 1 -2 2 2

1 __ {140

Vi—C¢2 Jil+pr-1

donde en el 1ltimo paso hemos sustituido C' por su valor =
Por consiguiente

=1
+e’

1

= T

Sustituyendo la Ec. (2.26) en la Ec (2.23) obtenemos
] -1

Jirpo1 %

(2.26)

o bien
(1+p)?-1=2

de donde

p=vut+1l-1
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Pexop=-g—yu=%,porloque

A=D1+ (-g-)2 ~1) (2.27)

Ahora bien, para: encontrar las amplitudes f,, de la funcién de onda del
par en el espacio real aplicamos, como ya se menciond, una transformada de
Fourier a f(k), la cual se obtiene a partir de la Ec. (2.14). En este caso
tenemos que V' = 0'y por lo tanto

Ufo

fk)= T 2elh)’ (2.28)

Pero E = —D — A y, en una dimensién, e(k) = 2t cos(k), por 1o que
tenemos ‘ '
Ufo

f(k) = —(D+ A) + 4t cos(k)

" Efectuando la transformada de Fourier de f (k) obtenemos

—ikn

_ LS anpgy 2 U R
f”—_NSk':e ’“R“f(k)i' N Zk:_(D+A)+4t§OS(k)_

donde la dltima igualdeid se sigue de que K, = na donde ¢ es el pardmetro
de red que hemos considerado ignal a 1.

Aproximando la suma sobre k en la primera zona de Brillouin {1ZB) por
una lintegral (% % — 'les Jizpdk} y considerando la paridad-del integran-
do, obtenemos - '

Uh [T dwe™® _Ufo [T dz cos(nz)
Jn 27 /,K —(D+ A) +4tcos{z)  w /0 —~(D + A) + 4t cos(z)
_ _Ufe d:ccos(nm)  =Ufe [ dwcos(nz)
B 'Jr(D + A) o 1— 5 cos(z) m(D+A) fo 1+ Acos(z)’
donde A = ik =4 y A= D( +(£)? - 1) (ver Ec (2.27)),
por lo que ' '

= ~D

DA py(n\/i+(&r-D)

A=
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de donde se sigue que:
A1 (2.29)

y1+ (P
Por otra parte, utilizando la relacién [46]:
'- ”/” drcos(nz) -' (\fl — A2 - 1)
o 1 +Acos(m) \/1 — A2 A ’

obtenemos que:
~U fo T VW1I-AT-1_
e NN IV, S
- Sustituyendo los valores de Ay A (Ecs. (2.20) y {2. 27) respectivamente) en
la tltima relacién y considerando que v/1 — A2 = \/— obtenemos

~Ufy 1/1+(-~-)2 J , 141 "
~9w+ %D 1+(HVH«)“U 

Simplificando y considerando que —% = j%L, llesamos a la siguiente ex-

presién para las amplitudes de la funcién de onda en el espacio real

S+ Gy - 'U’} o (230)

Cabe scnala.r que obtenemos las mismas. expresiones para. Ay fn uti-
hzando el método del espacio de estados y su mapeo, el cual veremos en la
siguiente seceidn.

fo=to

2.3 Solucidn en el E‘Spacio Real

En esta seccién se'presenta en forma detallada el método del espacio de
estados y su mapeo [48], que permite diagonalizar en forma exacta el hamil-
toniano de Hubbard extendido para redes infinitas con pocos electrones tra-
bajando en el espacio real. Este método consiste esencialmente en mapear
el problema de Hubbard a un problema de amarre fuerte en un espacio de
dimensidn mayor, lo cual nos permite como ya mencionamos, encontrar la
solucién exacta debido a que el problema de amarre fuerte csté resuelto



2.3 Solucitn en el Espacio Real. L 27

| \H> { 12>
(W—)

4> t 3>

O———W

- "

Figura 2.1: Red de estados correspondiente a dos electrones con espin total
cero en una cadena lneal de dos sitios.

2.3.1 Meétodo del Mapeo

Con el fin de explicar de una manera sencilla este método y sus fundamentos,
analizaremos un sistema unidimensional constituido por dos electrones con
espines “opuestos” (es decir, el espin total del sisterna es cero) en una cadena
lineal de N sitios (N = 2,3,4, ..) con intéraccién en un sitio dada por U y
un potencial de interaccién de primeros vecinos dado por V; el nimero de
estados de dos electrones para éste sistema estd dado por N2

Para N = 2, por ejemplo, los posibles estados de configuracién de este

emvead i an reeperh e
TR IR0

1) = [0)

2) = +-)

3) = lo%)

4 = =) (2.31)

donde el signo + representa un electrén con espin hacla arriba {es decir, la
componente 2 del espin del electién es :—13), el signo - un electrén con espin
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hacia abajo {la componente z del electrén es —%) v el signo £ un sitio con
dos electrones, uno con espin hacla arriba y otro con espin hacia abajo,
‘finalmente el 0 representa un sitio vacio. Para fijar ideas consideremos que
los dos electrones interaccionan a través del hamiltoniano de Hubbard simple
(mds adelante consideraremos el hamiltoniano de Hubbard extendido):

H = Zt,-jc;,t,cj,g + U Zmﬁnz—,l. (232)

5.0 i

Este hamiltoniano operando sobre el estado |1) lo conecta (esto es, los
elementos de matriz correspondientes son distintos de cero) a los estados |2)
y |4) (ver Fig. 2.1). La auto-energia de los estados |1} y i3) es U mientras
que la auto-energie de los estados |2) y |4) es 0.

Notese que el problema de muchos cuerpos (el cual involucra el producto
de cuatro operadores fermiénicos) ha sido mapeado al de una sola particula
en un problema de amarre fuerte. Si el operador & crea un estado |¢} en la
Fc. (2.31), el nuevo hamiltoniano es [47]:

H=Y 1670+ edfb,, (2.33)
£ i

el cual no tiene interacciones entre particulas de manera explicita.

Sin embargo, los sitios en este problema de amarre fuerte representan
estados de muchos cuerpos y no los orbitales atémicos o funciones de Wanaier
que usualmente se utilizan. '

En notacién matricial H viene dada por:

Ut 0t
t 0t 0
0 ¢t U ¢
t 0 ¢t 0

Esta matriz puede diagonalizarse de manera exacta. Los cuatro valores pro-
PIOS SO

7 — /U2 + 16¢2
2

£
Ez = O
s = U
U? + 1612
B - U+\/2+ (234
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Los vectores propios (sin normalizar) que corresponden a esias energias
son:

) = 12+ - 2 (1) + )

g = - 14

ey = 1)-13)

e = 1241~ 2 (1) +13) (235)

Aqui |1} y |4) corresponden a un sstado de singulete mientras que |2} y
|3) corresponden a un estado de triplete. Asi, en este sencillo ejemplo, hemos
podido encontrar una solucién exacta al problema de Hubbaxd mapedndolo
a un problema de amarre fuerte, ‘

En general, el mimero de estados de configuracién para una red cualquiera
de N sitios con dos electrones con espin total cero es N2,

Para el caso de cuatro sitios, los estados de oonﬁguxé;t:ién pueden or-
denarse de la siguiente forma:

{1y = [£000} |5)= |0+0--) [9)= {—-0+0) i13)= |0004)
12) = [+—00) |6)= [0+-0) [10)= |0—+0) i14)= |00—+)
13y = [+0~0) [T)= [0£00) [11)= [00£0) |15)= |0 —O+)
[4) = |+00=) [8) = |- +00) |12) = [00+—} [16) = |—00+)
(2.36)

Estos estados tienen una configuracién geométrica en una red cuadrada,
la cual puede ser descrita por un hamiltoniano de tight-binding de un solo
cuerpo (ver Ec. (2.33)), con (3N — 2) impurezas de sitio ordenadas. Entre
estas impurezas, N estén localizadas en sitios a lo largo de la diagonal prin-
cipal de la red cuadrada con una autoenergia [ correspondiente A wn sitio
doblemente ocupado y las otras 2(N - 1}, estdn localizadas sobre las dos
signientes diagonales con una autoenergia V la cual corresponde a una ocu-
pacion sencilla de sitios de primeros vecinos. Una simple forma de obtener
1a solucién es aprovechar la simetria traslacional de las impurezas de sitio v
proyectar la red bidimeunsional de estados en una cadena lineal de estados
efectivos.

En la Fig. (77) se muestia la representacién geométrica de los 16 estados
anteriores, donde los circulos indican los estados de configuracién y la nu-
meracién corresponde a cada uno de los estados de la Ec. (2.36). La forma
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Figura 2.2: Espacio de estados y proyeccién a los estados efectivos para dos
particulas en una cadena lineal.
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.de colocar cada uno de los estados, dentro de la representacion geométrica
del espacio de estados, es tomando en cuenta que habrd un enlace entre dos
.estades siempre y cuando la forma de pasar de uno de los estados al otro, sea
medignte el salto de un electrén de un sitio a ofro sitio vecino, ya que sstamos
considerando solamente interaceiones a primeros vecinos. En cualquiex otro
caso. nohabrd enlaces. .
- Dentro del hamiltoniano de Hubba_td extendido, la existencia de un-estado
con un.sitio ocupado. por dos electrones requiere de una energia U/, como es
el caso de los estados 1), |7}, |11}y |13). Asimismo, un estado en el cual
los dos.electrones se encuentran en sitios vecinos mas préximos, demanda
una energia V. Por ejemplo, en la Ec. {2.36) los estados ' |2), [6), 18},
|10}, |12) y |14) tienen una auto-energia V. En cambio, un estado con
dos electrones situados en sitios lejanos no exige ninguna energfa, dentro
del hamiltoniano de Hubbard extendido. La amplitud de la probabilidad de
transicién entre los estados vecinos de la figura es , ya que la diferencia entre
estos dos estados es simplemente €l salto (hopping) de un electrén de un sitio
a otro sitio vecino (ver Ec. (2.36)}. Por lo tanto, el problema original del
hamiiltoniano de Hubbazd extendido en una cadena lineal con dos electrones
con espin total cero es equivalenté a un problema de amarre fuerte de una
“red bidimensional que contlene unpuzezas cuyas auto-energias pueden ser U/

oV, o .
~ En genera,l éste método mapeaa‘é el problema. or 1g1na1 de muchas particu-
~ las con una impureza de sitio e interaccién de primeros. vecinos dentro de una
red d- dimensional, én uno que contiene \inicamente una particula con algunas
impurezas de sitic ordenadas en una red nd-dimensional, siendo n el niimero
de electrones y d la dimensién del sistema original. Eu ésta red en el hiper-
espacio, las interacciones de sitio (/) y de primeros vecinos (V) a partir del
hamiltoniano de Hubbard original llegan a ser las auto-energias de las im-
purezas de sitio. Aprovechando lg simetria traslacional de las impurezas de
sitio, el problema puede ser mapeado en un problema. (n — 1)d—dimensional
de estados efectivos con un nimero finito de impurezas efectivas el cual es
frecuenternente més f4cil de resolver.

. Por simplicidad déjenos considerar dos electrones con espines opuestos en
una cadena de N—sitios (N = 2,3,4, ...) Por ejemplo, para N = 4 la configu-
racién de estados es la dada en la Ec. (2.36) , donde + y — representan a un
electrén con espin hacia arriba y con espin hacia abajo, respectivamente, y 0
representa un sitio vacfo. Ademds = representa un sitio doblemente ccupado.
En general cuando el nidmero de sitios es N, la configuracién de estados estd
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dada por N®. En:la Ec. (2.36) podemos observar que estos estados tienen
una simetria traslacional en una direccién. Entonces podemos agrupar los
estados con esta simetria traslacional y representarlos por un estado efectivo
|ex}- - De hecho los estados con un sitio ocupado por dos electrones |1}, |7},
|11}, ¥ |13) pueden ser representados por el estado efectivo | ), los estados
en los cuales dos electrones estdn situados en sitios de primeros vecinos; por
un- lado los estados |2), |6), ¥y |12} por |as), ¥ por el otro lado los esta-
dos {8}, |10}, |14} por |ag}. Los estados con dos electrones colocados en los
siguientes primeros vecinos; por un lado los estados |3) y |5) por |ag) y por
el otro:lado los estados |9) y |15} por |as). Finalmente, los estados donde
los dos-electrones estédn situados en sitios distantes; por un lado tenemos el
estado {4} por ag}; v por el otro lado €l estado |16) por |a7)-

Entonces es conveniente construir ondas de Bloch, para cada uno de aque-
llos estados efectivos, ethuetados por K vy definidos por:

OK szbm,m’
. >\/—Z ITrss L)

ft

o)
) = I LaK) = \/—Z | S
les) = 110K = e ST ),
e = 1L i K) = 32 T L) (2.37)
os) =" 111,205 K) = = S T L)
oo = 11,13 ) =0 SR s
o) = [1,1.3a; K):—ﬁge"’“m*%” T Linss)

donde K es el vector de onda -en la direccién de proyeccién. En general,
podemos escribir el estado efectivo de dos electrones localizados en sitios que
se encuentran separados por una distancia do como sigue:

: 1 N-§
) = 11,460 K) = —= 5 ™ [T, Lues)
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donde @ es el pardmetro de la red. El pardmetro b, es la distancia entre los
estados de primeros vecinos a lo largo de la direccién de proyeccién K. De
hecho, los estados asociados a la cadena lineal y aquellos de la red cuadrada
tienen b = v/2a. La auto-energia asociada a éstos estados efectivos est4 dada
por I/, V 0 0, si los dos electrones estdn locahza,dos en § =0, é =ao0d>a
‘ respectlvamente : ‘

Los estados efectivos en la Fe. (2.37) tienen una representacién geométri-
ca dada en la Fig. (7?7}, donde las elipses representan los estados efectivos
con su auto-energia indicada dentro, y la 3 representa el pardmetro de salto
efectivoentre dos estades efectivos.

' Pafa-encontrar el pardmetro de hopping, se tiene que calcular los ele-
‘nientos de matriz de el hamiltoniano entre los estados efectivos de primeros
vecinos: ‘Por ejemplo, el pardmetro de hopping para el caso de una red Ilfneal
-'esta dado por

ﬁ_ =(azf ar) = (1,4, K {H|7,1,0; K) .
. ) =<T?-L?a!) K H_l_.z‘eﬂ(mb Tm;lm>

e \/_Ze”fmb (14,051 Gl ) s, )

2\/— Z .“I‘ (m+ Eemmb (T”’ Lo +1|(]Tm=lm+1 +|Tm s lm

mm‘

;ztcos(f{a/«f) o ‘(2‘.38)-

-.,Usando este pa.ré,metro de hoppmg efectivo y los. estados efectlvos repre-
Sentados en la Fig. (77), es simple obtener la solucién.ya que como hemos
mencicnado, se ha mapeado el problema de muchos cuerpos en un problema
de un. 8010 ‘cuerpo.. La solucion analitica para la energia de enlace y la lon-
gitud de coh.erenpla de dos electrones opuestcs en una cadena lineal infinita
_pa.r'a._ ¥V = 0 puede ser facilmente obtenida usando la técnica de la funcién de
Green: La expresién para la energia de-enlace (gap) estd dada por:

A=B 1+(%)?1 o (239
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v la longitud de coherencia es:

‘i -1

2In (m—%ou

Ahora bien, cuando el hamiltoniano no depende del espin, la funcién de
onda de un sistema de particulas puede escribirse en forma de producto

Yo ) = plrm lon0n)  (240)

donde (; representa el conjunto de tres coordenadas espaciales y la proyeccién

del espin de la particula i. La funcién ¢ depende dnicamente de las coor-
denadas de las particulas, y la funcién x, sdélo de sus espines; a la primera
funeidén se le llama funcién de onda espacial u orbital y a la segunda funcién
de onda de espin. En este caso, en el que el hamiltoniano no depende del

. espin, la ecuacién de Schrédinger sdlo determina la funcién de onda espacial
, dejando la funcidn y arbitraria.

No obstante, a pesar de la independencia del hamiltoniano respecto del
espin, existe una dependencia de la energfa con respecto al espin total del
sistema, la cual procede, a fin de cuentas, de la indistinguibilidad de las
particulas idénticas. Consideremos un sistema constituido por dos particu-
las idénticas: Después de resolver la ecuacién de Schrédinger hallamos una
serie de niveles de energia a cada uno de los cuales corresporide una deter-

‘minada funcién de onda espacial @{ry,r2) simétrica o antisimétrica. Efec-
tivamente, en virtud de la identidad de las particulas, el hamiltoniano {y
_con él la ecuacién de Schridinger) del sistema es invariante respecto de la
~ pérmutacién de aquellas. Si los niveles de energia son no degenerados, al
permutar las coordenadas r; y 73 la funcién @{ry, ;) sélo puede cambiar en
un factor constante; pero si se hace de nuevo la permutacién se comprueba
que este factor puede ser igual dnicamente a ::1. Cuando existe degeneracién
siempre es posible elegir combinaciones lineales de las funciones, relativas al
nivel de energfa dado, que también cumplan esta condicién. Si el sistema
consta de dos electrones, la funcién de onda total del sistema {o sea, el pro-
‘ducto de la funcién de onda espacial y la funcién de onda de espin) debe ser
antisimétrica bajo el intercambio de los dos electrones Por esto, si la funcidn
de onda espacial es simétrica, la funcién de espin debe ser antisimétrica y
viceversa. Aquellos niveles de energia a los cuzles corresponden soluciones
simétricas @(rq,7y) de la ecuacién de Schrédinger pueden realmente exis-
tir para un espin total del sistema igual a cero {estado singulete), es decir,
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cuando los espines de ambos electrones son “antiparalelos”, dando una suma
nula. Pero los valores de la energia ligados a funciones antisimétricas (7, 79)
exigen un espin total igual a la unidad (estado de tnplete) es decir, los elec-
trones deben de ser “paralelos”. _
La antisimetria de la funcién de onda total asegwra que dos de los elec-

trones con €l mismo valor de la proyeccién del espin, no pueden ocupar el
mismo estado (Principio de Exclusién de Pauli), lo cual significa, dentro del
modelo de Hubbard, el mismo sitio. En el caso de dos electrones asoci-
amos las combinaciones de singulete y triplete con las soluciones simétricas
y antisiméfricas del problema de amarre fuerte en el espacio de estados sin
restricciones estadfsticas debidas al Principio de Exclusién de Pauli. Esto es,
al resolver el problema. de amarre fuerte en el espacio de estados, se obtendrd
un conjunto de soluciones. De este conjunto de soluciones, las funciones de
onda simétricas corresponden al singulete mientras que las funciones de onda
antisimétricas corresponden al triplete.

Para ¢l caso de dos electrones en una cadena lineal con un nimero in-
finito de sitios, la red de estados tiene la forma de un arreglo cuadritico
bidimensional infinito con un nimero infinito de impurezas, localizadas en
las cadenas diagonales. Esta red de estados tiene solucién exacta, puesto que,
como ya mencionamos el hamiltoniano para dicha red es de amarre fuerte.
Una forma simple de encontrar la solucién consiste en aprovechar la simetria
traslacional de las impurezas y mapear la red bidimensional a una cadena
lineal [49], como se muestra en la Fig. (7?), donde 8 = 2t cos(Ka/v/2) es el
pardmetro de transferencia efectivo entre dos estados efectivos vecinos, siendo
¢ = 1 la distancia de la red de estados v K el vector de onda en la direccidén
de la proyeccién. En otras palabras, estamos {ratando la red bidimensional
en un espacio combinado, una direccidn en el espacio real y la otra en el
espacio teciproco. Para cada K dada, tenemos una red unidimensional que
puede resolverse por medio de la técnica de la matriz de transferencia [49)].
Finalmente, o resultado de una dimensidn se tiene que integrar con respecto
a K sobre la primera zona de Brillosin.

En el caso de dos electrones con espin total cero en una red cuadrada
infinita, tenemos que n = 2y d = 2, y los estados forman una red hiper-
clibica en un espacio de cuatro dimensiones. La manera de encontrar la
solucion es similar al caso unidimensional. Primero, se realiza un mapeo
del arreglo de estados de cuatro dimensiones a una red de dos dimensiones,
solamente que ahora se tienen dos pardmetros de translerencia efectivos:
B, = 2 cos(Ka/v2) y B, =2t cos(Ka//2), donde K, y K, son los vectores
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de onda en el plano de proyeccién zy. Para cada par (K, K,) se tiene una
red cuadratica bidimensional de estados con una impureza cuya auto-energfa
es U, rodeada por cuatro estados cuya auto-energia es V y los demas estados
con auto-energia igual a cero. Dicha red se resuelve dentro del hamiltoniano
de amarre fuerte, el resultado bidimensional se integra con respecto a K, y
a K, sobre toda la primera zona de Brillouin.

Para. el caso general de n electrones en un cristal de d dimensiones, el
arreglo geometrlco. del conjunto de estados corresponde a una red de nd-
diménsibnes donde el principic de exclusién de Pauli determina la forma
geométrica de dicha red. Este arreglo de estados puede ser descrito por medio
de un hamiltoniano de amarre fuerte, donde la aunto-energia de los estados
con un sitio doblemente ocupado estard dada por U, la anto-energia para
los estados con sitios vecinos que estén simplemente ocupados estard dada
por V y los demds estados tendrdn auto-energia igual a cero. La integral de
transferencia entre dos estados vecinos serd t.
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Capltulo 3

Problema de tres partlculas

La oduelacmn electrénica para el limite de baja densidad, y sobre todo para el
caso. de dos particulas, ha sido intensamente estudiada por métodos analiticos
y numéricos usando el modelo de Hubbard {3, 19,20, mcluyendo diferentes
tipos de desorden en este modelo [21, 221, y ademés incluyendo la interaccidn
de carga ligada {5, 50, 51, 52]. La pregunta inmediata serfa cudl es el
cornpor tamiento de las pzopieda,des fisicas (p. €. ener gla ‘de enlace) ante la
presencia de un tercer electrén. Esta clase de preguntas puede ser de gran
ayuda para éntender el problema de N cuerpos. El caso de la correlacién
de tres particulas no ha sido tan ampliamente estudiado como €l de dos
pa.rtlcula.s‘ Mattis [20] consideré este problema en su estudio de estabilidad
de pares para el modelo de Hubbard con U atractivo, as{ mismo, Fabrizio
[30] realizé un analisis del caso con U repulsivo en su discusién del &ﬂtado
base por medio de un ‘andlisis asintético.

3.1 Extensién del Espacio de Estades

Las investigaciones en superconductores de alta T, sugieren que la correlacién
electrénica puede jugar un papel significativo en la formacion. de pares [4].
Aunque el interés piincipal es en la-fisica de sistemas bidimensionales: al-
tamente correlacionados, los modelos unidimensionales relacionados con la
superconductividad de alta T, son muy populares debido a la conjeturs [53]
de que las propiedades de 1D y 2D de clertos modelos tienen aspectos en
comin.  Dentro de los modelos para sistemas electrénicos correlacionados,
que intentan capturar la fisica de los superconductores de alta temperatu-
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ra critica y compuestos emparentados, el modelo de Hubbard [3, 11], es la
aproximacién mds simple con la cual podemos incluir la interaccidn electréni-
ca entre electrones de banda angosta, mediante la retencién de la interaccién
en el mismo sitio (/). Este modelo asigna la misma amplitud de transfer-
encia ¢, a tres procesos diferentes sin importar la ocupacion de los dos sitios
involucrados, L . :

Ademés de la interaccién en el mismo sitio, existen otras interacciones
electrén-electrén que son importantes [23], como la interaccién electrdnica
a primeros vecinos y el término de interaccién de carga ligada (bond-charge
interaction). El hamiltoniano que in¢luye este tipo de interacciones se conhoce
como hamiltoniano generalizado de Hubbard, el cual ha sido estudiado pre-
viamente por varios autores [24, 25, 26, 27|. Este hamiltoniano se puede
escribir como:

- v |
H= " 10 (ch e+ ch)+U Y nyngy + 0 > ng, (1)
' i Ga)

(iaﬂ W

donde (i, 7) representa a los sitios de.los primeros vecinos, ¢, (ciqs) es el
operador de creacién (aniquilacién) con espin ¢ =] o | en el sitio 4, y
n; = Ny + nyy donde ny, = ¢f (¢;.). Es importante mencionar que en
principio los pardmetros U y V' son positivos pues ellos son integrales de
Coulomb directas. Sin embargo, U y V pueden ser negativas si una interac-
cién indirecta atractiva através de fonones o de otras exitaciones bosénicas
son incluidas de tal forma que sean més fuertes que la repulsién Coulombiana
directa. En la ecuacién (3.1), la amplitud de transferencia dependiente de la
ocupacidn, ¢ ;, estd dada por

_ t;«i?- = t,q(l - ni|_a)(1 - n_j,_a) + tpT; oMy —o (32]
+taplnj-—o (1 —ni—o) + 1o (1 ~ 1, -0)].

Lios tres pardmetros L4, Ip v L op son las amplitudes de transferencia de un
sitio con ocupacién simple a un sitio vacio, de un-sitio doblemente. ocupado.a
uno con ocupacién simple v de un sitio doblemente ocupado a un sitio vacio,
respectivamente (Fig. 3.1).

El caso especial t4 = tg = tap = I corresponde al modelo de Hubbard
extendido t — U.— V, el cual ha sido estudiado intensamente por medio de
métodos analiticos y numéricos [3, 11]. La Ec. (3.2) se puede escribir también
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Figura 3.1: En ésta figura se muest.ra.n los tres tipos de pa.rametros de trans-
ferencia de un smo a otro.
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de la siguiente lorma:

17, = ta+ (tap = ta) (-0 +750) (3.3)
+(ta +ts — 2tas)ni oy -0

de manera que se enfatice la contribucién de los operadores de dos y cuatro
fermiones. Estas nuevas interaccionss dan origen a nuevos efectos dindmicos,
ausentes en el modelo de Hubbard simple.

Cuando se hace una transformacién electrén-hueco en el hamiltoniano
de Hubbard generalizado, es decir, los operadores de electrones se mapean
a operadores de huecos via ¢f, — his, €l hamiltoniano toma la siguiente

forma:

H = (U+22V){N - nl,) - Zt“‘fﬁh

i,0 (5.3
+UZ ol + = Z nl'n (3.4)
‘ (z )

donde N es el mimero total de sitios, Z es el mimero de ooordinacién de la red,
k7, (i) es el operador de creacion (amqulla(:lon) de huecos y nf = nl'.+n},

con n"" = h*‘ o La expresién para t " es la siguiente:

o o= tg(1—nP )1 ~nk ) +tanf .l , (3.5)

+tag [n.?,-a-(l - n’?;—a) + n’?,-—c(l - n?‘,*o):' :

t

donde la diferencia principal con el hopping de electrones es que t4 cambia
por tg y entonces los huecos también interactian via el modelo de Hubbard.
Sin embargo, como ya mencionamos anterior mente hay otras dos diferencias
entre clectrones y huecos que son importantes: la densidad de huecos es
1 — n en términos de la densidad de electrones (n) y el signo del pardmetro
de hopping es opuesto.

Para ty 4+ i — 2t4p = 0 la amplitud de hopping generalizado se reduce
al modelo que Hirsch y Marsiglio propusieron como posible mecanisme para
la superconductlmdadq [54} El términe de hoppin dependiente de la ocu-

pa.cmn E.lL’C"‘ %(é,:;_.d
el hamlltoma.no
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su lugar usar la forma generalizada Ec (3.2), basada en cdlculos de primeros
principios de la magnitud de pardmetros de hopping [57]. Sin embargo, no
hay consenso sobre la amplitud de dichos pardmetros de hopping én sistemas
reales [58]. Por lo tanto, para mantener el modelo tan general como sea
posible no se tomarén restricciones en los valores de los términos de hopping.

Como ya habiamos mencionado, el problema de tres particulas no ha sido
tan ampliamente estudiado como el caso de dos particulas, por lo que es de
gran importancia conocer algunas de sus propiedades fisicas tales como la
energia de enlace debida a la presencia de un tercer electidn, lo cual es 1til
para entender el problema de N cuerpos.

Para el caso de dos particulas el término (t4 + tg — 2tap)ni -oNj—o €8
inefectivo, ya que la informacién que contiene corresponde al caso de tres
particulas. Si consideramos que {4 > tap > tp , €l hopping se reduce a:

t7; = ta — (ta — taB) (M -0 + o) (3.6)

tz’;‘ =tg+ (tAB — tB)(nz_a, + TI,‘;-L’_O.) . (37)

implicando que el hopping de un hueco se incrementa en presencia de otro
hueco y puede levar al apareamiento de huecos pero no de electrones {57]. El
término (¢4 + tp ~ 2t4p)ny - o1j _, ahora se vuelve efectivo para el problema
de tres particulas y puede maodificar la aseveracién anterior como se verd en
los resultados posteriores.

A continuacién, se analizard el apareamiento de tres electrones en una red
unidimensional usando el hamiltoniano de Hubbard generalizado Ec. (3.1).
El andlisis se hace extendiendo el método del mapeo con el fin de incluir el
hopping correlacionado. Veamos primeramente cémo se hace la extensién de
este método del mapeo, para después discutir el problema que nos interesa.

3.1.1 Mapeo en el Caso de Tres Particulas

Para poder ver las modificaciones que debemos hacer en el método del mapeo
analizamos el problema de tres electrones, dos con espin hacia arriba y uno
con espin hacia abajo en una cadena lineal.

El caso més sencillo que podemos analizar primero es el caso de tres
particulas y tres sitios {Fig. 3.2). En este caso, los eigenestados que encon-
tramos son los siguientes:
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Figura 3.2: Tres particulas en una cadena lineal de tres sitios.

1) == +0)(U+'év) |4y =+ E 0>(U+2V) I7) = |+ + ’")(év;
12} = iiU‘H(U) _ |5} = 1+ —+havy  18) = |40 (.3“8-.\"
3} =1=++ay 16 =10+4) (U+2V) |9 10+ )iy -

Ea donde los subfndices nos mdlcan las autoenergias correspondientes en
cada estado. Para el caso anterior y usando el hamilioniano generalizado de
Hubbard, tenemos que un estado con un sitio ocupado por dos electrones y sin
electrones en sitios vecinos requiere una autoenergia I/ (p. €j. el estado |2)".
Los estados con un sitio ocupado por dos electrones y un electrén situado en
un sitio de primeros vecinos, requieren una energia U + 2V, {p. €]. el estado

1)). Si tenemos estados como el estado {7}, en el que tenemos tres particulas
distribuidas en tres sitios vecinos; entonces vamos a tener una autoenergia
2V ya que la: particula intermedia siente tanto la presencla de la pax tlcula de
su izquierda como la de su derecha.

La amplitud de la probabilidad de transicién entre estados de primeros

vecinos dependerd de la ocupacién del sitio y estara dada por tg4, tB y t,m
ver Fig. (3.1).
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Figura 3.3: Representacién geométrica de los estados de tres particulas en
una cadena lineal de tres sitios.

Con el fin de encontrar una representacién geométrica de &stos estados en
la. cual tengamos uniones entre ellos por medio de enlaces que compartan la
misma energia, hay que recordar que el método del mapeo que utilizaremos
mapea el problerha original de muchas particulas con interacciones que sc
encuentran en una red d-dimensional hacia una red nd-dimensional de una
sola particula'en donde n es el nimero de particulas y d la dimensionalidad
del sistewa original. ' Por lo que en nuestro caso de {1es particulas en una
cadena lineal obiendriamos una red de tres dimensiones. En ia bisqueda de
este espacio de estados de tres dimensiones, encontramos que el eigenestado
|1} tiene conexién con los estados |2) y |4}, mientras que el eigenestado |2)
tiene conexién eon‘los'estados |1}, |3} ¥ |5). Siguiendo estos enlaces, podemos
construir una red tridimensional, la cual finalmente queda como se muestra
en la Fig, (3.3). : L '

Siguiendo. éste miismo método, encontramos que. para el caso de tres
particulas en una cadena lineal de cuatro sitios (Fig. 3.4} los posibles eigen-
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7 (7
‘Figura 3.4: Tres particulas en una cadena lineal de cuatro sitios.
estados son los siguientes:
[} =1=+00), 190 = [+-0+), 1) =]|0+—4)
2} =120+0), . 10)=[0£+0),  [18) = |00+ +)
3} = {=£00+), 1) =[0£04), |19) =[++0-)
[4) == +4+0), [12)=[0—++), [|20)=[+0+ =) (3.9)

By =1—40+), {13)=|++=0), . |21) ={4+00 L)

6) =1-0++), [14) = [+0+0); |22} =0+ 4
[7y=1++ 00}, {15)= |+0—+), |23} ={0+0L)

I8y =1+ —+0), {16)= |0+ £0), [24)=]00+ L)

Cuya representacidn geométrica en éstos dos casos es la que se muestra
en la Fig. (3.5). o :

Las autoenergfas correspondlentﬁ a los circulos I0jos son U+ 2V las
carrespondientes a los circulos azules son 2V, los circulos de color amarillo
tienen una autoenergia dada por V', mientras que los cu:c;ulos verdes repre-
sentan una autoenergia U, : ‘
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Figura 3.5: Representacién geométrica de los estados de tres particulas en

una cadena lineal de cuatro sitios.
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Como va se ha mencionado, el hopping entre estos estados depende de
la ocupacién de cada sitio. Es importante remarcar que la diferencia entre
dos estados conectados es sélamente el hopping de un electrén. De hecho en
la Fig (3.3), la amplitud de hopping entre el estado {1} y el estado |2) es
ta, la amplitud del hopping entre los estados |2} y |4} es t4p ¥ la amplitud
del hopping entre el estado |1) y el estado |7} estd dada por tg, ete. Debido
a ésto, la 1ed de estados (la red tridimensional) puede ser descrita por un
hamiltoniano de tight-binding con impurezas de sitio e impurezas de enlace.

Para el caso de tres electrones en una cadena lineal infinita, la red de
estados corresponde a una red tridimensional con un nimero infinite de im-

. purezas de sitio y de enlace ordenadas a lo largo de las diagonales principales
de cada uno de los cubos en la red. La red de estados tiene una solucién
exacta, ya que el hamiltoniano es un hamiltoniano de tipo tight-binding,

Una forma simple de obtener la solucién, es aprovechar la simetria trasla-
cional de las impurezas y proyectar la red de estados en una red triangular
bidimensional de estados efectivos:(|;)), como se muestra en la Figura (3.6),
para as{ poder obtener la Fig. {3.7). Los diferentes pardmetros de saltos
electivos, entre los estados efectivos estdn dados port

= tae VA (3.10)

G = tae™5, (3.11)
Bh = tpe'E?, (3.12)
Bg = twe V5%, (3.13)
Bl = tase' V5%, 31
Bap= L.Asﬁ_i%a, (3 15)

siendo K el vector de onda vy a el pardmetro de la red. Los pardmetros
efectivos satisfacen la igualdad: 8t = (,6_)*.‘ Finalmente, los resultados
bidimensicnales deben ser integrados con respecto a K dentro de la primera
A de'BrrHcm’in *******
é. %.K ﬁa&tﬁgﬁ‘e ésta red 13:)1d1mcn31onal obtenemos la matriz para un hamilto-
3 »-f;e-zm‘zai de tight- bu}duag, de la cnal podemos obtener las soluciones numéricas

"j,feféﬁrées varloxeé‘ de los pardmetros.
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Figura 3.6: Proyeccién de los estados de tres particulas en una cadena lineal
de cuatro sitios
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Figura 3.7: Espacio de estados efectivos para el caso de tres particulas en
una cadena lineal de cuatro sitios.
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En este caso, la matriz es la siguiente:

(UJFZV Bp  Ban Ba Fas

Be Uty T Bip Ba Ban
Bag 2V Bap Ba Ba
Ba Bap U Pap 5 L Bap Ba  Bap
Ban  Bap Bap 2V Pap ' Ba  Ba Fa
Ba Bap U Ban ST Bap Ha F.%Jg;
Bag Bap 2V g‘?‘:i Ba
Ba V. B4 U |
Ba Pap Ba V  Bas
Ba Ban U  Bas
Bag Ba Bag V Ba
Ba Bam Ba V.. Bap-
Ba . Bap. U . Bas
: Bap  Ba : Bag V  Ba
\-’- - Ba . o Ba ¥V

* En la matriz anterior podemos observar cierta periodicidad en su estruc-
tura, la cual tomamos en cuenta, para que por medio de un algoritino po-
daros generar las matrices que representen casos-en los que la cadena lineal
es grande, para después poderla diagonalizar y obtener el resultado de una
cadena lineal infinita con tres particulas.

En la Fig. (3.8) mostramos la red de estados efectivos para el caso de tres
electrones en una cadena lineal de cinco sitios.. En esta figura mostramos con
todo detalle tanto las impurezas de sitio como de enlace.

3.2 Solucién Analitica

En esta seccién estudiaremos la solucién analitice para algunos casos par-
ticulares del estado base de tres electrones (K = 0) en una cadena lineal,
por lo tanto, de las ecuaciones {3.10 - 3.15); tendremos que, F% = 83 = ta,
B% = Bs =ts, Big = B15 = tap. En patticular, las soluciones analiticas
las obtenemos estudiando la red de estados efectivos de la Fig. (3.8) para
dos limites importantes: cuando la amplitud de salto de un sitio doblemente
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Figura 3.8: Espacio de estados efectivos con los pardmetros de salto efectivos

ocupado & un sitio vacio estd prohibida typ = 0, y cuando las amplitudes de
.salto tup =0 y tg = 0 estdn prohibidas.

En el primer caso (tap = 0) tenemos que hay una competencia entre
la cadena lineal de estados efectivos con dos impurezas de sitio {mostrados
en la Fig. {3.8) por lineas dobles) y la red triangular de estados efectivos
{mostrada en la Fig- {3:8) por lineas con guiones). Esta ultima es en efecto
la red de estados proyectada para el problema de tres electrones con espin
paralelo-(11]) en una cadena lineal {52]. Para 4 = tg la cadena lineal de
estados efectivos con dos sitlos de impureza iguales localizadas en posicién
de primeros vecinos con energia 2V, tiene una solucidn analitica para la
energia. ‘Con el fin de analizar esta solucién, consideremos dos impurezas
substitucionales introducidas en dos sitios que son vecinos préximos en una
cadena lineal periddica, descritos por un hamiltonianc de enlace fuerte. La
solucidn pera la energia del estade base se puede encontrar usando la técrica
de funciones de Green. En una cadena lineal, la funcién de Green para dos
impurezas estd dada por [36]:

G5 2) = (n[Gol) + UL ED (g

con €y la energia de sitio de la segunda impureza en el sitio m y Go, es
la funcién de Green para una sola impureza con energia de sitio ¢;. Para
una cadena lineal con una impureza localizada en el sitio central (p = 0}, la
funcién de Green G, evaluada en la posicién de la segunda impureza (m = 1)
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est4 dada por:

D? -+ 2¢; Efmp - D2 2€1Eimp

Cop(L, 1; Bimp) = , (3.17)
D?( :mp_'Dzwel)

donde D= |zt 4l es el semiancho de banda. para el caso de dos pa.rttculas
dentro de la aproximacién de particula independiente, y z es el mimero de

primeros vecinos. En el presente caso de dos impurezas, los polos de e (n&; By

en la Ec. (3.16) estdn dados por

1
GOP(m: m;, Eimp) = 6_2_ (318)

Cuando la segunda impureza se localiza en el sitio 1 (m = 1}, se obtiene

= = , (3.19)
€2 D2, JE2 —D?—¢)

imp

1 D2 -+ 261 B2 D 251Eimp

~Gop(1, 15 Eimy) =

De la.ecnacidn anterior se obtiene la ecuacién de sepundo orden:
EY(D'—4D% 65)+ 4D 6(€1+€3) —Df — D*(e3—€3)—4D%362 = 0, (3.20)

cuya solucién nos da la energia del estado base, es decir:

—26162(61 + Eg) % (26162 — Dz) (61 - 62)2 + D?

By =
s D? — 4eqes

(3.21)
la cual es valida s6lo para energfas mayores que D,

Con la solucién de la Ec. (3.16) tenemos que, cuando t4 = t5 en la cadena
lineal de estados efectivos con dos impurezas de sitio iguales (de autoenergia
2V ), la energila B, estd dada como:

1

Eim = 5r 1572

{-32v* £ D(8V? — D)} . (3.22)
En la Ec. (3.22), Fin,p da la energia de los estados localizados para las dos
impurezas de sitio iguales. Puesto que la cadena lineal es una red bipartita
y el hopping entre sitios vecinos es el mismo a lo largo de la cadena, existe
una simetria en estas dos energias, esto significa que para V > 0 se tiene que
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los dos valores de energia son iguales a aquellos dados para V' < 0 pero con
signo opuesto. La energia de amarre estd dada por A = max([Ey,,| — D).

Para el segundo caso (tap = 0y tp = 0), la competencia es entre la
cadena lineal semi-infinita de estados efectivos con una impureza de sitio 2V
localizada en la superficie y la red triangular de estados efectivos. La cadena
lineal semi-infinita, también tiene solucién analftica. Para analizar dicha
solucién analitica, se usa la aproximacién de enlace fuerte con un orbital )
s por 4tomo. Se considera que estos forman un conjunto ortonormal. Los
elementos de matriz del Hamiltoniano son de la forma:

(& [H|®)=0paral£0 (3.23)
(@6 |H| o) = 2V (3.24)
((I)I |H| @1.;.1) = —t4, (3..25)

donde &, es el orbital s centrado en el dtomo L. Esto significa que se usa
una aproximacion de primeros vecinos y se toma el cuerpo de los elementos
de la diagonal como €l origen de las energfas. En las ecnaciones anteriores
se ha permitido al 4tomo terminal tener un término diagonal diferente. Esto
simula el efecto de una posible capa dipolar en la superficie, inducida ya sea
por la superficie Jibre misma o por una simulacidn de una capa quimisorbida.

Se puede considerar la posibilidad de existencia de estados localizados.
Para esto se escribe la funcién de onda ¥ en la forma

T=> ad (3.26)
=0

para resolver este problema, se escx_'ibe‘n lag ecuaciones
(B |E— H| %) =0 (3.27)

para cualquier valor de . Lo cual es equivalente al signiente conjunto de
ecuaciones ‘

(E“"“QV)GQ = —tAal

Ea; = —tafoo +a2)
Eak = —tA(ak,1+ak.§1) (328)

Si se busca la posibilidad de tener un estado localizado con una funcién de
onda que tenga un decaimiento exponencial, se puede probar con una solucién
a; de la forma

a; = apK*. ' (3.29)
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El conjunto de ecuaciones (3.27) se reduce a

E=2V—t,K . (3.30)

g 1.. . _
. B= tA(K + —IE), (3.31)
de donde ; : .
A : .
— A . 32
K YA (3.32)
pot lo tanto \
_ 7y
Eimp =2V + 537, ” (3.33)

la cual es vélida sélo para |2V > |t4] lo que nos leva a |Eppy| > 2 L4}, es
decir, esta solucién corresponde a los estados localizados fuera de la banda.
Para V' > 0 (potencial repulsivo) el estado se encuentra por arriba de la
banda, lo contrario es vilido para potenciales atractivos (V' < 0).

3.3 Soluciéon numérica:

En esta seccién se presenta la solucién numérica dentro del modelo de Hub-
bard generalizado, para variaciones en los pardmetios de hopping y en los
términos de'intéraccidn, para el caso de tres electrones no paralelos {T[T)
¥ para el caso de trés huecos no paraleles (T[1) er una red unidimensional

infinita [59). . o ' ‘ _'

Como ya mencionamos, la diferencia fundamental entre electrones y hue-
cos-dentro del hamiltoniano generalizado de Hubbard es que la amplitiud de
hopping t4 para electrones debe cambiarse a {5 para huecos. El resultado
para huecos se obtiene en forma simple a partir del probiema de electrones
intercambiando £4 y {g. Esto produce una asimetria entre ¢l apercamien-
te de clectroncs y el de huecos, que débe tomarse en caenta a la hoia de
realizar los cdlculos numéricos. La diagonalizacién nurnérica final se realizd
en una red triangular de 551 estados efectivos. El tamano de la matriz a
diagonalizar se escogié de tal forma que fuera €l tamaiio minimo a partit ‘del
cual las propiedades fisicas ya no tienen un cambio importante.

En la Fig. (3.9), se muestran los resultados numéricos del diagrama de
fases para el caso especial de t4 = tg = tsg = t. Este es el caso del
modelo de Hubbard sin interaccién de impurezas de enlace y €l cual se va a -
considerar como referencia para compatar con los otros resultados en los que
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Figura 3.9: Diagrama de fase para tres electrones en una cadena lneal.

se ha modificado un parérheﬁro de hopping, dejando los otros dos constantes
iguales a -1. En este caso paxtlcular podemos observar:la simetria, electrén—
hueco'y la ausencia de aparea.nuento para U v V positivas, lo anterior es un
hecho que esta bien establecido. _

También es claro, a partir de la Fig. (3.9), que con un incremento muy
pequeﬁo de t4, los éstados Iigadbé de los electrones se favorecen a pesar de
que tag > Eap, & dlferencm. del caso de dos partxculas Esto muestra. que el
término adicional (ta—t AB)n,,_a Tj_g, Juega un papel muy importante en el
caso de tres particulas. . S

Enla Flg (3.10) encontxa.mos que el paxametxo de hopping tap que va
de un sitio doblemente ocupado a un sitio vacfo, tiene una probabilidad muy
alta, lo cual favorece a los estados ligados, y la simetria electrén-hueco se
preserva, ya que {4~ g para este caso.

En la Fig. (3.11) se puede observar que el efecto de ¢ Bes mucho més dcbxl
que el de t4, ya que en este.caso necesitamos valores mucho més grandes del
pardmetro de hopping ¢z que en el caso de t4, pa.ra oblener estados ligados
de los electzones. : co

Como se ha mencmnado los resultados para huecos se obtienen de manera
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Figura 3.10: Igual que en la I'ig. 3.9 pero con la variando el pardmetro de
transferencia de un sitio deblemente ccupado a uno vacio,
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Figura 3.11: Resultados de la variacidn del pardmetro de transterencia de un
sitio doblemente ocupado a uno con ocupacién sencilla.

simple a partir de los resultados obtenidos para electrones mediante el inter-
cambio de f4 y tg. Entonces, delas Figs. (3.9, 3.10 y 3.11), podemos observar
claramente la asimetrfa del apareamiento de electrones y de huecos cuando
los pardmetros t,y tp tienen valores diferentes a 1. Aqui el apareamiento
de huecos no es siempre tan ficil como en el caso de los electrones.
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Conclusiones

En esta tesis hemos analizado los estados ligados de tres electrones en una
cadena lineal infinita. El andlisis se realizé utilizando el hamiltoniano de
Hubbard generalizado y extendiendo el método del mapeo en el espacio real
para incluir €l término de interaccién carga-enlace, tanto en el caso de clec-
trones como en el de huecos. Se estudié la interaccién de los tres electrones
considerando éstos tanto con espines paralelos como antiparalelos. Obser-
vamos claramente una asimetria entre los estados ligados de electrones y de
huecos, esta asimetria es debida al término de interaccidn carga-eniace.

Analiticamente se analizaron dos casos limites importantes: (a) Cuando
la amplitud de transferencia de un sitio doblemente ocupado a un sitio vacio
-estd prohibida, asi mismo, se permite que las transferencias de un sitio con
ocupacién simple a un sitio vacio y de un sitio doblemente ocupado a uno con
ocupacién simple, sean iguales y distintas de cero. (b) Cuando las amplitudes
de transferencia de un sitio doblemente ocupado a uno con ocupacién simple
y de un sitio doblemente ocupado a un sitio vacio estdn prohibidas, de igual
forma se permite la transferencia de un sitio con ocupacién simple a un sitio
vacio

De los resultados analiticos para la energfa de amaire encontrados en los
ncisos (&) y (b), se puede observar que obtendremos estados ligados cuando
el potencial de interaccién sea negativo, es decir, para una fuerza asociada
de tipo atractivo.

En los cédleulos numéricos obtuvimos el diagrama de fase para el estado
base tanto de electrones como de huecos, en donde consideramos diferentes
valores para los pardmetros de salio, con lo cual obtuvimos la solucidn en
diferentes casos, en particular para los siguientes: para i,, dejando los otros
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dos pardmetros constantes iguales a —1.0, para {3z, dejando igualmente las
otras dos constantes ignales a —1.0 y en el caso de { 45 manteniendo las otras
dos constantes iguales a —1.0.

Los resultados para huecos se obtuvieron intercambiando los pardmetros
de salto t4 por tg, con lo cual podemos observar una clara asimetria en
la energia de amarre entre huecos y electrones. Asimismo, podemos ver
que obtener estados ligados para huecos no es siempre tan fécil como para
electrones, a diferencia del problema de dos particulas,

Es importante mencionar que este método es general, en el sentido de que
puede ser extendido a problemas de mayor dimensién, particularmente a dos
¥ tres dimensiones. Dicha extension se esta llevando acabo.

Finalmente, debemos decir que el método del mapeo tiene la gran virtud
de ser simple, ademds de trabajar en el espacio real, lo cual nos permite abor-
dar problemas de gran complejidad como el caso de sistemas no periédicos o
con algun tipo de desorden.



Apéndice A
Fu;i(':io'nes de Green

A continuacién veremos, con alguncs detalles, el método de la Funcién de
Green. Este método nos permite obtener informacién acerca de los eigenval-
ores y los eigenvectores de un operador lineal, hermitico, independiente del
tiempo, y que adernds tiene un conjunto completo de funciones propias

L(),(r) = Mgy, (). (A1)

La funcién de Green independiente del tiempo puede definixse como la
solu(nén de la ecuacién dlferencwl inhomogénea del tipo

[z — L{(®)]G(r,x';2) = 6(xr — r) - | (AQ)

donde 2 es una variable compleja.
En notacidén de Dirac tenernos las siguientes definiciones:

6.8 = (rlo.), (A3)
5(r—r YL{r) = {(r|Li 1), (A4)
G i) = (r1G@I ), (A5)
(A8)

sr—r) = {r|r),

/dr|r><r1=1, (A7)

con lo cual podemos escribir

Li¢.) = X.é.), (A.8)
¢ ibn) = bum . (A.9)
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Z|¢n><¢n|+fdn'|¢nf><¢nr| =1, (A 10)

donde la suma se extiende sobre las funciones asociadas al espectro discreto
de energia y la integral al espectro continuo (si lo tiene). Veamos en esta
notacién como queda la Fe. A.2 ' I

iz — L{r)]G(r,x;2) = {ZG’ /5 r— "} L(r)G(r', r"; z)dr
= {r |zG(z)| r )— /(r |L| 7" 3{+" |G(z)] ! dr
= {r|(z— L)G(2)|r'},
por otra parte -
o~ LIG(r,©'2) = 8(x ~ ) = (x]),
de donde obtenemos finalmente
(z - L)G’( y=1 {A11)

Si los valores propios de z — L son d1ferentes de cero (z # A ), podemos
escribir la Funcién de Green como:

1
z— L

1L{Z|¢ﬂ><¢ﬂ|+_/dn’|¢nf><¢nrf}
= Sl el [ ie 6

_ Llcﬁ )(ml /dn’“’%’j%i (A-12)

G(z) =

i

Por que L es un operador Hermitico, todos los A ,, son reales. Por lo
tanto, si Im{z} # 0 tenemos que z # {X .}, lo que significa que G(z) es
una {uncién analitica en el plano complejo con excepeidn de los puntos sobre
el eje real que corresponden a los valores propios de L. Si 2 = A, donde A
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pertenece al espectro continuo de L, G(r;r'; z) no esté bien definida, ya que
la integral de la Ec. (A.12) tiene un polo. Sin embargo, podemos definir
G(r,r’; z) por medio del siguiente limite:

G*(r,v';z) = gl_i)r{:ggr G(r,r'; A £ is), (A.13)

donde X pertenece al espectro continuo. Las funciones G (r,r’; 2) y G~ (r,r'; 2)
cstdn relacionadas de la siguiente forma:

G (r,r';2) = sl_i’l’él_l_ G(r,r'; A — is)
= slnig1+[G(r,r;A+és)]* ”
= [31-1“151+ G(r,r'; A+ is)

— C T (A 14)
Usando la Ee. (A.12) y la siguiente identidad:
. 1 1 )
yli,rél+ xEdy P (E) F imd(z), (A15)

podemos expresar la discontinuidad G(A) = G*(A) — G~(A) como:

Gy = -2 S8 =2 )6 )61 - 21ri/dn’5(A—)\ B

(A 16)
En la representacién del vector de posicién y usando las Ees. (A.12) y
(A.15), obtenemos los elementos de matriz de la diagonal principal

G*(r.r;A) = P {Xﬂ: a{r)¢",(x) 13\(12@/5::&) + cln’““qzs “j\(f_)i‘,:,(r) }
Fir Y 80— 2L (1), (x)
rix / RS0 = A ) T (r).

(A.17)
La densidad de estados {DOS) por unidad de volumen estd dada por

Zé (A=A, (r fdn’é (A= XY (r)gn(r), (A.18)
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usando las Ecs. (A.16) y (A.17) la podemos expresar finalmente como: -

plr; A) = q:%lm{Gi{r,r; A} (A19)



Apéndice B
Problema de impurezas

Consideremos un cristal perfecto cuya periodicidad es alterada por una im-
pureza en un sitio [ de la red. Con esta situacién el Hamiltoniano lo escribi-
008 COmo: : .
B H=H,+H, : (B.1)

donde H, corresponde a un Hamiltoniano de Amarre Fuerte sin impurezas

CHo=5Y |m)m|+ 83 |n)m],  (B2)

y H; es la perturbacién debida a la impureza

H, =5r|l)_(l_.|‘- C L (B3)

Denotemos por G 4(z) vy G c.[(z).'la.s funciones de Green correspondientes
a H , v H respectivamente

Col)=(z-H)" (B4
G alz) ={z— H)™ _ (B.5)
ahora, ' R

Gaulz) = z-Ho—H)"
= M—{z—H,) "H| (z—H,)"

@3

[~ Gs(2)H |G of2). o BE)
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Expandiendo el operador [1 — G (2)H ] en serie de potencias obten-
emos:
Ga = G0+G0HzGo+GoHtGonGo+‘“
= Go+G[H,+H.GH, +-]G
Go+Go{H [Go+G HG o+ [GL}G o
= G,+GJ{H GGG, R

= Go+G TG, {(B.7)
donde i S . ' .
T = H,GuG .
= H,Gqu{z—H,), {B.8)

sustituyendo la expresién para H , dada por la Ec. (?7) en la expansuin en
serie para T obtenemos:

T = e )L+ I{L]Goll){I] + €| 1)1 |Go|L){{ |Gl l)(lH---
. tl‘I {1+‘5 G (il +[5tGD(l7£)]2+"'}(”
gy T

_m_féo—(l'i_”)m

Sustituyendo esta relacién para T en la ecuacién (?7) obtenemos los elemen-

tos de ma.triz de G ol

i

(B9)

£.,G o{m, )G ,(I,n)
1 — & IG g(l, l) ’
Consideremos ahora el problema de una nueva impureza en el sitio p de
la red. El Hamiltoniano estd ahora dado por

G a(m,n;e ;) =G o(m,n) +

(B.10)

H =H,+H+H, . (B.11)
donde H, es la perturbacidn debida a la nueva impureza
H, =¢,|p)(pl- (B.12}

Mediante a un célculo andlogo al realizado para el caso de una impuzeza,
obtenemos la siguiente expresidn para los elementos de matriz de la Fancidn
de Green:

Eme(q,p—; E!)Gm(pz L 51)
e o) = ARE B 13
G(‘L Ty &, 6) = Gula,r;€) 1 EpGot(Pa P EL) d ( )

con los elementos de matriz de Gy, dados por la Ec. (77?).




Bibliografia

[1} J. G. Bednorz, K.A. Miller, Z. Phys. B, 64, 189 (1986).
2} W. E. Pickett, Rev. Mod. Phys. 61, 433 (1989).

8] R. Micnas, J. Ranninger, 5. Robaskiewic, Rev. Mod. Phys,, 62,_ 113
(1990).

[4] E. Dagotto, Rev. Mod. Phys., 66, 763 (1994).

[5] R. E. Peierls, Quantum ‘Theory of Solids (Oxford Dnlvers1ty Press),
P.108 (1955).

[6] R. Micnas, J. Ranninger y S. Robasaklewwz Journal de Phys1que 12,
C8-2221 (1988)

[7] G. Griiner, Rev. Mod. Phys. 60, 1129 (1988)."

[8] P L. Taylor A Quantum Appr'oach to the Solid State, (Pi-entice-Hall,
Englewood Cliffs, NJ) (1970).

[9] J. Hubbard, Proc. Roy. Soc. A276, 238 (1963).
[10] D. Cabib y T.A. Kaplan, AIP Conf. Proc. 10 1504 (1973).

f11] M. Rosetti, "The Hubbard Model: Recent results”, Series on Advances
in Statistical Mechanics., World Scientific, Vol. 7 (1992). :

[12] G. Kotliar y A.E. Ruckenstein, Phys. Rev. Lett. 57, 1362 (1986).

(13] M. Lavagna, Phys. Rev. B 41, 142 (1991); Inter. J. Mod. Phys. 5, 885
(1990). ,



66 BIBLIOGRAFIA

[14] S. R White, D.J. Scalapino, R. L. Sugar y N. E. Bickers, Phys. Rev.
Lett. 63, 1523 (198%).

[15] J. E. Hixsch, Phys. Rev. B 20, 5259 {1980).

[16] E. H Lieby F Y. Wu, Phys. Rev. Lett. 57, 1362 (1968)

[17] S. Caprara, M. Avignon and O. Navarro, Phys RBV B61 10667 (2000)..
[18] W. Metzner y D. Vollhardt, Phys. Rev. Lett. 62, 324 (1989).

[19] O. Navarro, . Wang, Solid State Commun., 83, 473 (.1992)..

[20] M. W. Long, R. Fehrebacher, J. Phys. Céndéns. Matter, 2, 2787

[21] A S. Alexandrov, SV Traven, P.E. Kornilovitch, J. Phys. Condens.
Matter, 4, L89 (1992). '

[22] D. L. Shepelyahsky,Phys. Rev. Lett., 73, 2607 (1094).
(23] J. E. Hirsch, F. Marsiglio, Phys. Rev. B, 41, 2049 (1990)
[24] R. Strack, D. Vollhards, Phys. Rev. Lett. 70, 2637 (1993)
[25] A. A Ovehinikov, Mod. Phys. Lett. B, 7 21 (1993).

[26] L. Arrachea, A A. Aligia, Phys. Rev. Lett. 73, 2240 (1994); Gagliano.
A A Aligia, L. Arrachea, M. Avignon, Phys. Rev. B, 51, 14012 (1995).

[27] O. Navarro, Czech. J. Phys. 46, 54 1867 (1996); O. Navarro, E, Flores.
M. Avignon, "Current Problems in Condensed Matter™, editor: J. L.
Moran-Lépez. Plenur Press, p. 73 (1998). '

[28] J. . Espinosa, O. Navarro. M. Avignon, The Eurdpean Physmal Jourpal
B 18, 9 (2000).

[20] D. C Mattis, Rev. Mod. Phys. 58, 361 (1986).
[30] M. Fabrizio, A. Parola, E. Tosatti, Phys. Rev. B 44, 1033 (1991).

(31] H. Ibach y H- Luth, 1991, Solid State Physics, (Springer, Berlin, Hei-
delberg, New York)



BIBLIOGRAFIA 67

[32] O.-Madelung, Introduction to. Solid State Theory, Springer Series in
Solid State Sciences 2, (Springer, Berlin, Heidelberg, New York) (1978).

[33] A. S. Davidov, Teoria del S6lido, (Editorial Mir, Moscd) (1981).

(34] S. L. Altamnan, Band Theory of Solids an Introduction from the Point
of View of Symmetry, (Clarendon Press, Oxford) (1991).

[35] C. Kittel, Introduction to Solid State Physics 5th edition {John Wiley
and Sons, New York) (1976).

[36] E. N. Economou, Green ts Functions in Quantum Physics, Springer
Series in Solid State Sciences, Vol. 7 Segunda Edicién, (Springer, Berlin,
Heidelberg, New York) (1983).

[37] E. Fawcett, Rev. Mod. Phys. 60, 200 (1988).

[38] A. P. Balanchandra, E. Ercolessi, G. Morandi y A.M. Srivastova, Int. J.
Mod. Phys B4, 2057 (1990).

[39] D. Adler, Solid State Physics, Vol. 21, Eds. H. Ehrenzeich, F. Seitz y D.
Turnbull {Academic Press, New York) (1968).

(40 A. Alexandrov and J. Ranninger, Phys. Rev. B 24, 1164 (1981).

[41} S. R. White, D.J. Scalapino, R.L. Sugar, EY. Loh, J.E. Gubernatis and
R.T. Scalettar, Phys. Rev. B 40, 506 (1989b).

[42] J. Callaway, D. P. Chen, D. G. Kanhere y Li Qiming; Phys. Rev. B 42,
465 (1990).

[43] H. Q. Lin, J.E. Hixrsch y D.J. Scalapino, Phys Rev. B 37, 7359 (1988).

[44] C. P. Enz, A Course on Many-Body Theory Applied to Solid-State
Physics, Lectures Notes in Physics, Vol. 11, (World Scientific, Singa-
pore, New Jersey, London, Homg Kong) (1992).

[45] F. Marsiglio, J. E. Hirsch, Physica C, 171, 554 (1990).

[46] L. S. Gradshteyn e I. M. Ryzhik, Table of integrals, series and products,
{Academic Press, New York) (1980).



68 . _ BIBLIOGRAF{A .

[47] S. A. Trugman, ¢n Applications of Statistical and Field Theory Methods
to Condensed Matter, Eds. D. Baeriswyl et al, (Plenum Press, New
York) (1990).

[48] O. Navarro y C. Wang Rev. Mex. Fis. 38, 553 (1992a).

[(49] L. M. Falicov y F. Yndurain, J. Phys C 8, 147 (1975).

150] H. Q. Lin, J. E. Hirsch, Phys. Rev. B, 52, 16155 (1995).

[51] M. Airoldi, A Parola, Phys. Rev. B, 51, 16327 (1995).

[52] C. Wang, O. Navarro, R. Oviedo-Roa, Mat. Res, So¢. Symp. Proc. 291,
279 (1993). |

[53] P. W. Anderson, Science, 235, 1196 Phys. Rev. Lett., 64, 1839 (1987).

[54] J. E Hirsch, F. Marsiglio, Phys. Rev. B, 39, 11515 (1989)

[55] M. E. Simon and A. A. Aligia, Phys. Rev. B, 48, 7471 (1993).

[56] J E. Hirsch Physica B, 199-200, 366 (1994).

[57] J. E. Hirsch, Phys. Rev B, 48, 3327 (1993).

[58] O. Gunnassa and N.E. Christensen, Phys Rev. B 42, 2363 {(1990); AZa-
wadowski Phys. Rev. B 39, 4682 (1989); M. S. Hybestern, E. B, Stechel
and D. R. Jennisson, Phys. Rev. B 41, 11068 (1990).

[59] O. Navarro, M. Mayoral, J.E. Espinosa and J.R. Sudrez, Physica B 312-
313, 552 (2002),



3IB2v7.51c Prod. Type:COM ED:JayashreeSanyasi
Gwmi4y: LEHYSB: 23063 P 1~2{colfig NIL) PAGN: ovik SCAM: ROSE

74 )

v

ED)

L

("3
ot

e
n

ELSEVIER

Physica B I (111} HE-EIE

g ARTICLE IN PRESS I

PHYSICA

www.glsevisr comflocae/physb

- Exact results for three electrons in a linear chain within the
Hubbard model

O Navarro®*, M. Mayoral®, J.E Espinosa®, I.R. Suirez’

*HM-UNAM, Apartado Postal 70360, 04510 Mevice D.F., Mexico
Y FCFM-BUAP. Posgrado en Optoelectrinices 72370 Puebla Pue  Muxico

Abstract

In this work we analyzed the ground-siate symmetry for the cases of three particles in a linear chain, using the
generalized Hubbard Hamiltonian and a praviously developed real-space mapping method. The methed is based on
mapping the correlated many-body probiem onte an equivalent site- and bond-impurity one-body problem in a higher
dimensional space, where the problem can be solved exactly. For the case of three particles, itis obtained a ground-state
when the correlated hopping interactions are included A clear asymmetry between efecironsand holes is observed due
to the bond—charge interactions. The three-particle problem is analyzed by looking at the phase diagram for the bound

state. & 2002 Published by Elsevier Science BV,

Reywords: Hubbard model: Bound states: Fermions in reduced dimensions

The electronic correlation has considerable interest
due to ifs significant role in the formation of pairs
suggesied by investigations in superconductivity, espe-
cially those ones coming from high-T; supercenductors

{1]. Althotgh the main study concern 0 the physics of

Lwp-dimensionil correlated clectron system, the one-
dimensionul models refated to high-temperature super-
conductivity are very popular due 1o the conjecture 2]
that properties of the one- and two-dimensional variants
of certain models have common aspects. Within the
models that attempt to capture the essential physics
from correluled electrons systems, the simple Hubbard
model is the crudest approximation to include elecironic

inleraction between band-clectrons. A generalization of

this model that include also the nearest-neighbor
interactions and the bond-charge interactions is called
the generalized Hubbard Hamiltonian (GHH). which
van be writien as

. ¥
H = z i+ U Z R 5 Z may,
Cidy s i i
(1
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where (/) denotes nearest-neighbor sites, ¢, (64) is
the creation {annjhilation) operater with spin ¢ =
ior T atsited and m = niy +ny ) where 5o = 7, 0l
The patameters U and ¥ are the Coulomb integrals In
Eq {1). the eneralized hopping amplitude fi; is given
by

Gy = e (g = L) e 5 1y )
+ (s b5 — 2048 oty —a, @

written in this form to emphasize the contribution from
two- ynd four-fermion operators These new interactions
may give arise to new dynamical effects. absent in the
simple Hubbard model. For the two-particles problem
the term (1, = tg = gl o ., W Bq. (2} i5 ineffec-
tive In this two-particles cuse assuming that 14 > 144 >
g, the hopping parameter reduces to =1 - -
!AB)(HI - T ~'fj..—¢)

The thiee purameters 14, 2g, and 144 are the hopping
amplitades from a singly occupied to an empty sile,
from a doubly occupied to a singly site and from a
doubly occupied to an cmpy site, respectively. The
essentinl differénce between electrons and heles within
the GHH besides a minug sign in the generalized
hopping term. is t(hat the hopping amplitnde 1y for
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clectrens shouid be changed by 14 for the case of holesin
By 42 [3]

In this paper. we analyzed the bound states of three
non-parallel (T} 74 electrons and also the case of three
non-parailel (111} heles in a onre-dimensionul lattice
using the GHH The bound-state is the lowest correlated
stale and this energy is obtained for K = 0 in the case of
clectrons and for K'/ﬁ= # for the hole case The
analysis has been doue by extending the mapping
methed previously reported [4), in order to include the
bond-churge interactions. The discussion is done
lptiowing the paper by Espinosa. et al. [3] Let us see
how this modification take place in our problem of three
clectrons, In this case. the network of the three electron
states belongs to a three-dimensional lattice with site-
and bond-impuritics, where taking advantage of the
Lranslationsl symmetry of this neswork of states, it can
be projected onto # two-dimensional triangular lattice of
effective states and etfective hopping (3%, BF and 3,
[3)

In Fig | the ground-state phase diagram for both
ceetron-singlel and hole-singlel is shown. In this figure
we show the phase dingrams for different values of the
hopping parumeters: once the hopping parameter is
chosen in each ploi the other 1wo parameters are equal
to =1 From Fig. 1. it is clear that with a very small
ingrease of 14, the bound states of electrons are favored
although 14> r;p. in contrast with the two-particles
case This shows the strong effect of the additional term
£y — Laght—atly - The effect of 15 is much weaker as
compared [0 14, Since in this case we reed larger values
ol tp hopping parameter. When the hopping £z from a
doubly occupied  sile 10 an empty site has higher
probability. this favors bound states, and the electron—
hole symmweiry is preserved since {4 = tg for this case

As we have mentioned abave the results for holes are
simply obtained from electrons by interchanging z, and
I, Thus. from Fjg. | we can observe clearly the electron-
and hele-ussmmetry. where bounding holes are notl
alwans casier than bounding electrons,

I conclusion we hitve analyzed the bound states of
three clectrons in an infinite linear chain The analysis
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Fig 1. Bounding phase diagrams for three electron int a lneur
chain When ane ol the hopping parameter is chosen the ather
two are squal o —1

was one, using the generalized Hubbard Hamiltonian
and extending the real space mapping method 1o include
the bond-charge interaction term. We observed clearky
an asymmetry between electron and holes bound states.
this asymmetry being due 1o the bond-charge interac-
tion
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