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Prélogo

A finales de la década de los setenta, P. Duren y W. Romberg (ver [4]) realizaron
trabajos sobre los espacios métricos lincales, no localmente convexos HP, con
0 < p < 1, llamados de Hardy. En particular, caracterizaron sus duales y
mostraron que en ellos hay subespacios propios que son cerrados, en la métrica, y
deébilmente densos, lo cual implica la existencia en HP de subespacios cerrados en
los que estdn definidas funcionales lineales continuas que no admiten una exten-
sién del mismo tipo a todo HP. Esta clase de espacios se sumé a otros ejemplos
ya conocidos de familias de espacios no localmente convexos, como Ly(0,1] y 5,
con 0 < p < 1, que fallan en tener la propiedad de que toda funcional lineal
continua definida en cualquiera de sus subespacios cerrados tiene una extensién
lineal continua a todo el espacio, la cual es llamada la Propiedad de ertension de
Hahn-Banach (PEHB). En contraste, es ampliamente conocido que los espacios
localmente convexos tienen la PEHB. A partir de estos hechos se planteé el prob-
lema de si la convexidad local de un espacio métrico lineal equivale a que tenga
la PEHB.

La respuecsta a ese problema es afirmativa, en el caso de que el espacio es
ademds completo, o sea, cuando se trata de un F—espacio.

La primera respuesta en esa direccién fue dada, en 1970, por J. Shapiro en
[19] donde demostré que si un F—espacio tiene una base dc Schauder y la PEHB,
entonces es localmente convexo. En 1974, N.J. Kalton dio en [9] la respuesta gen-
cral al establecer condiciones para la existencia de sucesiones bdsicas en espacios
métricos lineales y con esto, aprovechar el trabajo previo de Shapiro.

Después vinieron algunas generalizaciones de la PEHB y de la nocién de suce-
sién bédsica; por ejemplo, N.J. Kalton y J. Shapiro trabajaron en [10] con las
sucesiones bdsicas llamadas de Markushevich, o simplemente M-bésicas; y recien-
temente, en 1994, J. Kakol y P. Sorjonen en [8] aprovecharon todas las técnicas y
resultados obtenidos por esos autores y por otros como N.T. Peck, J. Roberts y
L. Drewnowski y obtuvieron algunos resultados interesantes sobre las extensiones
continuas de funcionales y trabajaron con espacios lineales metrizables, pero que
no son necesariamente F—espacios. Dos de sus resultados que aquf reproducimos
son: para F-espacios la Propiedad de extensién de Markushevisch-Hahn-Banach
(PEMHBY), que es mds débil que la PEHB, es equivalente a la convexidad local; y
para un espacio meétrico lineal, no necesariamente completo, la PEMHB implica
que el espacio es localmente convexo o su complecién tiene un dual que no separa
puntos.

En este trabajo hacemos un desarrollo detallado de lo anteriormente men-
cionado y presentamos también otros resultados que son consecuencia de la exis-
tencia de sucesiones bdsicas en cspacios lineales topolégicos metrizables.

Dividimos el material en 4 capitulos, los dos primeros dedicados a sustentar
lo expuesto en los finales y a hacer a este trabajo autocontenido. Procedemos a
describir a cada uno de ecllos.

En el primer capitulo damos definiciones y conceptos bdsicos en la teoria de
espacios lineales topolégicos, destacando los que se refieren a los localmente con-
vexos. Enunciamos y demostramos algunos resultados sobre funcionales lineales,
en particular se recuerda el Teorema de extensién de Hahn-Banach y algunas con-
secuencias de éste que son empleadas mds adelante. El capftulo concluye con una

x



x Prélogb

seccién dedicada a los pares duales y se estudian las topologfas débil y de Mackcy
asociadas a un espacio lineal topolégico.

En ¢l Capftulo 2 se dedica, casi exclusivamente, a los espacios métricos linea-
les, los cuales, de acuerdo a los resultados que aparecen en la primera seccion,
pueden ser identificados biunfvocamente con los llamados F*—espacios que son
aquellos espacios lineales topoldgicos en los que la topologfa estd dada a través
de una funcién real y no negativa llamada F—norma. Cuando un F*—espacio
es completo, entonces es llamado F—espacio y cuando éste es ademis localmente
convexo, entonces se llama un espacio de Fréchet.

Uno de los resultados de este capitulo afirma que toda topologfﬂ lineal puede
ser generada por una familia de F—seminormas, lo cual nos recuerda el muy
conocido hecho de que toda topologia lineal localmente convexa puede generarse
por una familia de seminormas. Damos también las versiones para F'—espacios,
de tres resultados basicos en la teorfa de espacios de Banach y del propio anilisis
funcional, que son: el Principio de acotamiento uniforme, el Teorema de la funcién
abierta y el Teorema de la gréfica cerrada.

Terminamos cste capftulo con algunos ejemplos de F—espacios no localmente
convexos: Lp[0,1], 1, y H”?, 0 < p < 1, y vemos que no tienen la PEHB.

En el tercer capftulo se inicia la parte central del trabajo y estd dedicado a
las sucesiones bésicas en F—espacios. Este capftulo es tal vez el mds importante
en tanto que es nuestra referencia més frecuente; en él desarrollamos, primordial-
mente ¢l trabajo [9] de N. J. Kalton, después de que dedicamos su primera parte
a las bases y sucesiones bdsicas en espacios lineales topolégicos.

El resultado principal de este capftulo, y de todo el trabajo, es ¢l Teorema 3.3.5
que permite construir, bajo ciertas condiciones, sucesiones basicas en F* —espacios,
esto permite probar mss adelante lo que ya hemos anunciado antes: que todo
F—espacio con la PEHB es localmente convexo. E| Teorema 3.3.5 tiene otras
aplicaciones que exponemos cn la iltima seccién del capftulo, por ejemplo, se da
una generalizacién del Teorema de Eberlein-Smulian. '

En el capitulo final presentamos las ultimas gencralizaciones a los resultados
obtenidos por Kalton; introducimos los conceptos de sucesiones Af-bdsicas y algu-
nas propiedades de extensién relativas a las funcionales lineales continuas. Dichas
generalizaciones consisten, principalmente, en analizar bajo que condiciones un
[ —espacio tiene csas propicdades (PEAMHB y PAHB) y como se relacionan éstas
con la convexidad local.

Espero en verdad que este trabajo pueda ser de utilidad a cualquier persona
que sc interese en la teorfa de espacios lineales topolégicos y, en general, a todo
aquel que guste del andlisis funcional lineal.

Agradezco profundamente al profesor Angel Manuel Carrillo Hoyo por el tra-
bajo, tiempo, experiencia y mds dedicado a este trabajo. También doy las gra-
cias a los sinodales, los doctores: Hugo Arizmendi Peimbert, Armando Garcfa
Martfnez, Ricardo Gémez Afza y Carlos Herndndez Garciadiego, por el tiempo y
atencién que han prestado a csta tesis.




Capitulo 1 |

Preliminares

En este capftulo damos las definiciones y resultados bédsicos que usaremos durante
el resto del trabajo; principalmente se refieren a la teorfa de los espacios lineales
topolégicos y pueden encontrarse en {12}, [13], [16], {17] ¥ [20}-

Con X denotaremos, a menos que otra cosa se diga, a un espacio hneal (vec-
torial) sobreF =R o C. Paraa € F y A, B C X definimos:

aA={ax:z€ Al yA+B={z+y:x €A, ye B}.

Cuando F = R se dice que X es un espacio lineal real.

1.1 Espacios lineales topolégicos y localmente convexos
Definicién 1.1.1 Sea A € X.

i) Aes absorbente sipara cada xz € X eviste >0 tal que At € A si A\€F y
AN <ea.

ii) A es balanceado si AA C A para toda A € F tal que [A| < 1.
C i) A cs comle:z:os:oa:+ﬁy € Apanaz,y€ A ya,B € [0,1] tales que a+- = 1.
Proposicién 1 1 2 Sea F una familia arbitraria de subconjuntos de X y hag-
amos I =N A-

e AeF

1) .5'1 cada A e F es convezo, entonces I es convexo.

it) »Sz cadq‘A_‘G F es balanceado, entonces I es balanceado.

Corolario 1.1.3 Sea A C X. La interseccién C(A) (B (A))de todos los subcon-
juntos co s (bal dos) de X que contienen a A es el minimo conjunto
convero (balanceado) de X que contiene a A y es llamado la envolvente convexa
(balanceada) de A en X. La envolvente balanceada de la envolvente convera de
A se llama la envolvente balanceada y conveza de A y se denota como BC(A).

Definicién 1.1.4 Sea T una topologia en X. Decimos que (X, 7). o simplemente

X, es un espacio lineal topoldgico (e.l.t.) si satisface las siguientes dos condi-
ciones:
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CAPITULO 1

s) La suma
XN xX—X

(xy) —=tv
cs continua :
m) La multiplicacion por un escalar
C Fx XoX

(Ax) Az
es continua.

Fn este caso se dice que T es una Lopolag{n lincal’ (vcctonal) pam X.

Proposicién 1.1.5 Sea X un c.l.t.

(i) Para cualquier 9 € X 'y cada'ers‘calar )\of-# -0
T — Apx + o es un homeomorfismo de X en si mismo; en particular, toda

traslacidn y la multiplicacién por un escalar dwunto de cero (hamatecta) es :
un homeomorfismo. -

(i) Para cualquier subconjunto A de X _/ cualquter base lacnl dc cero V(O) se’”
cumple A ={A+U:U € V(0)}.

(iii) Si A y B son subconjuntos de X y A es abierto,, entonces A+ B es abierto.

Definicién 1.1.6 Si para una topologia 7 de X toda tr '_'

ion es un
fismo, entonces se dice que X es T-invariante. "

Corolario 1.1.7 X es T-invariante para toda topolog{a lzncal T de

Proposicién 1.1.8 Sean X un ell.t. yx e X Una base'd
dada por la familia

N(:E) : {.’1: + Vv \;' "e"s' iﬁiu vecindad de 0}

AMas nun, st V(O) es na baseVde vecin da ee (bas )vfde,O,gntbhzr:y;zs.

{x;’v Ve v(o)} '

es una ba;s'fz_(le mndades de z.

, :la. transformacion -



1.1 ESP. LIN. TOPOLOGICOS Y LOC. CONVEXOS 3

Demostracidn.
De s) se sigue que A + X C N,y de m) se tiene que FN < M. 0

Proposicién 1.1.11 Sean X un e.l.t. y V una vecindad del cero, entonces V es
absorbente. .-

Demostracidn. : e ’
Para todo z € X se tiene que 0 -z = 0, por tanto, por la continuidad de la
_multiplicacién por un escalar, existe en F una bola cerrada 7 con centro en 0 tal
* que si A € I, entonces Ar € V, es decir, existe a > 0 t&l que si B < a, entonces
Az € V; por tanto, V es absorbente. ¢

Proposncxén 1.1.12 Sean A y B subcm:]untos canvc:tos dc un. . e Lt. X entonces:
(a) El interior A° de A es convezo.
(b) A +B es conmzza :
(c) AA es canvezo para todo escalar A, 7" -

‘Proposncxén 1:1.13 Si un subcon_]unto convezo A de un e‘l t. X tiene interior
A®°. no vac{o, cntonces A= A% . S .

Demostracndn
Como A% CHA
o<t < 1 tenemos 8

pero tA + (1 — L) A"
aszCA°0 e

’ Proposxcxén 1. 1 14° 'Stuna topolog{a'r es ineal pamX
de vecmdades V(0) de 0 ‘con’ las '_‘, ientes propi dades:

z) Pam cualesquzeru U y V en V(O), Ie:nsteVWFGYV(O) tal que W C Un V.
ii) Para todo V.€ V(0) eziste U € V() tal que u G U c v ’

iii) Todo V & V(0) es balanceado y absorbentg.

Inversamente, si V(0) es una coleccién no vacia de subconjuntos no vactos
de X que satisfacen las 3 condiciones anteriores,entonces V(0) es una base de
vecindades de cero para una topologfa lineal en X.

Proposicién 1.1.15 Todo e.l.t. tiene una base de vecindades de cero cuyos ele-
mentos son cerrados y balanceados. ;

Demostracion.

Sea V (0) una base de vecmdades de cero que sausfacc las condiciones i),ii) ¥
ili) de la Proposicién 1.1.14. Sea U € V(0).y. escojamos V- € V (0), en particular
V es balanceado, tal que V + V C U; entonces VCcV+V, yaquesize V se
tiene (x - VYNV #£ 0 y por tnnto, z'€ VitV Ademés Ves ba.lanceado por ser
la cerradura de un balanceado.¢- BT




4

ezriste una timca topalogfd, ‘denotada’ par V<I» o b:en sup<I)
red (xa) en X, Ta-—+ a'en (X,\ P) si, y sdlo-si, T — aien’ (
T € ®. Ademds para cualquier “espacio topoldgico.' Z se cump 7
f:2Z — (X, ®) es continua si, y sélo si, f ' Z— (X;T) es outmua para cada
T € ®. Esta topologfa es llamada la topalag{a supmmo de la j'mmluz&b :

Y,-r) spara. toda .

Demostracion.

Definamos \/ € como el conjunto de todas las uniones dc intersecciones ﬁmtas
de miembros de | &.¢

Definicién 1.1.19 Sea M un subespacio’ lineal dé un e.lt. (X.7). En.el espacio
cociente X /M definimos de la manera usual las operaciones de suma 'y producto
por un escalar y éste es entonces un espacm lineal. Ademds. el homomorfismo
natural

g: X — X /. AL

que asigna a cada elementox € X su clase de equivalencia x + M. es lmeal En
X /M se define la U da topologtacociente inducida por T que es la topolog{a'.
mds fina con respecto a la cual g es contmua. y con.ella X /Al :es'un e.lt...

La dimensién dc X / 1\[ ‘es llamada la’ codzmenstdn. de M.

Definicién 1.1.20 Un. subegpqc

‘es llamado un Iuperespacw homogéneo ]
de X si X es el dnico subespaci

e lo contiene pmpmmentc. Es dec:r.

deun.el.t: (X
cerrado’en- X

tal que pdm toda
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Proposicién 1.1.24 Sea X un espacio lineal y Y C X un subespacio. Sean
T, dos lopologias lincales en X tales que 7 < v y Y es y—denso. Entonces
TIY <v|Y.

Demostracion.

En general, por ser Y subespacio de X se tiene 7 | ¥ < 74 | Y y ademss,
por ser denso, G’ = GAY ' para todo G C X que es y—abierto. Supong-
amos 7 | Y =7 | Y y sea V. € "X una 7— vecindad cerrada de 0. Entonces
UnY cint(V)nY V MY para alguna T vecmdad abierta de 0. De donde,

U cV.
Por tanto, T =<9 en X, contradiciendo la hlpétﬁls L

Definicién 1.1.25 Un subconjunto A’ de un é l't X es acotado si para toda
vecindad de cero V, mste €>0 tal que tA C v pam |t| < e.

Proposicién 1 1.26. Las szgutcntes aﬁr"‘ cion es son equi: valentes para ﬁﬁ_'s.ub~ :
conjunto Aen un e.l.t.: . R

(a) A es acotado.

(b) Para toda sucesién (zn)o2; C Ay toda sucesldn de mcalarcs
o, — 0, se tiene apz,, — 0.

(c) (£)xn — 0, para toda sucesién (::,,);‘,"=l c A

Demostracién. ) .

(a) = (b). Sea U una vecindad de cero, existe € > O tal que A C U ‘para’
|t] < €. Como |ay| < € para todo n suficientemente grande se sigue que anTy €.
anA C U para todo n suficientemente grande.

(b)=>(c). Es trivial.

(c) = (a). Supongamos que A no es acotado, ent,onces existe una vecmdad
balanceada U de cero tal que para todo € > 0 existe]t] < € tal que tA Z U . Como
U es balancecada €A € U. En particular, pzu-a cada n € N se tiene ( YA L U asf
existe T, € A, para cada n > 1, tal que (1)z,, € U, es decxr, (H)zn ,L.O o

Teorema 1.1.27 Sea ¢ una coleccidn de topologia lineales en X y S C X. En-
tonces S es acotado en (X, ®) si, y sélo si, S es acotado en (X,T), para cada
T€E D

Demostracién. :

=>) Se sigue fdcilmente, ya que 7 < V O, T €D

- <=) Sea (xzp)px, una sucesién en S, por la Proposicién 1.1. 26 iz, — 0 pam
toda T E ] Y de la deﬁmcndn dé la topologfa \/ @ se tiene que 1z, — oV <I>)

Teorema 1. 1.28 SeanC un conjunto y F una familia de funciones f :C — Y,,
‘- donde Yy es un espacio topoldgico para cada f € F. Eriste un unica topologia ‘en
C, 1 (C, F)y llamada la topologta generada por F o topologfa débil con respecto a:
‘F tal que si ("‘n)aeA es una red en C yx € C, entonces x, — :!:(T(C .7-‘)) sty
sdlo sz, S (za) — f(x) en Yy para todo f € F. "




6 it e s CAPFTULO 1

Demostracidn. : - :
Sea’'T (C; F) 1a topologfa en C quc ticne por subbase a la familia

{r-\wy: fefy U cs un abierto en Yy}.

- Sean (%a),e4 unared en C y x € C." Supongamos Tq — T. Dada fe Fy
U abierto en Yy ‘que contiene a f(x) existe b € A tal que para a > b se tiene
Ta'€ F=1(U), es decir; f (xz4) € U para a > b. O sea, f(xza) = f(x) en Y.

Por otro lado, supongamos f(z.) — f(z) en Y; para todo f € F y sea
V € 7(X,F) que contenga a x, por definicién de la topologia T (C, F) existen
fi; € F y U; abierto en Y] para 1 €i < n tales que

zeﬂf“‘(U.)CV

Para cada 7 = 1,..,n existe b; € A tal que ‘a>b; 1mpl|cn f. (a:ﬂ) € U,, entonces

tomando b > b; para todo 1 <€ 1< n se sigue que G V:para todo a’

- Es facil-probar’ quc la topo]ogfu arrlba deﬁmda es la \imca. con la’ propledad ’

. requenda *

Corolano 1.1.29 La topola_qfa 7(C, F)-

es la’mds. gruesa
para la que cada f € F es cantmua._; g

Deﬁnncnén 1. 1 30 Sea}' un can]unto g

que o F es una topalogfa lnwal Cuan.d .‘F
notacion o f. :

ne un sdlo elcmento f, usamos la

Proposicién 1.1.31 Sea f: X —Y una funczdn lmeal de'un ‘espacio lmcal X a
un e.l.t. Y. Para S C X se tiene S es of—acotado si, y sdlo si, f(S) es acotado.

Demostracidn. -

Supongamos que S es o f—acotado. Sea U una vecindad de cero en Y, en-
tonces f~Y(U) es una o f—vecindad de cero en X y existe un escalar s tal que
tS C YUY si |t} < 85 ast, tf(S) C U si |t] < s, es decir, f(S) es acotado en Y.

Recfprocamente, supongamos que f(S) es acotado en Y. 8i V' es una o f —vecindad

de cero en X, entonces V contiene a f~!(U), para alguna U vecindad de cero en
Y, y el resultado se sigue de forma similar a la vista en el pdrrafo anterior.¢

Corolario 1.1.32 Sea F un conjunto de funciones lineales de definidas en un
espacio lineal X y con valores en espacios lineales topoldgicos. Un subconjunto
S € X es acotado en (X,0F) si, y sdlo si, f(S) es acotado para cada f € F.

Demostracion. :
Se sigue mmedmmmente del Tcorema 1. 1 27 ya que

af:lv:{a_f;fe]:} .




1.1 ESP. LIN. TOPOLOGICOS Y LOC. CONVEXOS -~ - = 7
Teorema 1.1.33 En un espacio topoldgzco Z de Hausdorﬁ' las szguzcntes aﬁrma—
ciones son equivalentes: :

(i) Z es bl, te c cto

]

(ii) Cada subcon]unta infinito de Z tzcne un punto de acumulaadn.’

Definicién 1.1.34 Se dice que un subcon]unto A de un elt. X es. tola.lmcntc
acotado si para cuda uectndad UdeOen X c:nste un subcon junto finito {z,..; .}

de’ X talqueAC U(:z:.+U)

Proposxcnén 1.1.35 Si A'es un subcan]unto totalmen!c dcotado” de unec. l t.
entonces A ‘es acotado. - el :

Demostmczdn.

“:Sean” (yn)5%; una sucesién-en. A, U € N(X) yV'e N(J\’) balancenda tal-
que V + V. C U, como A es tota.lmente acotado existen x);..;, zx en X tales que-

Ac U (a:, 3+ V). Podemos elegxr N > 0 -tal que z; € NV CcaV para toda n=N
y todo z ;- 1,...,k entonces -

V,)‘c':;v’-}- V.cUsinzN,

‘es acotado.

Teorema 1 1 36 Un con_yunto I{ de un c‘l t. X_ es compacro sz, y sdlo si, tiene
la.s szguzcntes d S propzedades i U

z) es tatalmeﬂ.te acotado es: deczr para cada vcczndad U de 0 X c:uste un
:l:,,} deX tal queKC U (:z: -1-U)

subcan]unto ﬁmto“{zl

n) es. completa, ° sea, toda n:d de Cauchy en K es conumyente

Teorema 1 1.37" Sea X un’'e. l. de Hausdorff que tiene una vecmdad de cero
totalmente acotada. Eutonces X tiene dunenstdn fruta

s Demostmmdn : :

) Sea Ue N(X) totalmeme acotada. Por la proposncnén anterlor U es ucotada
y entonces {U : n'€ N} es una base de vecindades de cero:'va que si‘V ¢s una
vecmdad de: cero, que podemos suponer bnlanceada, entonces ew(lsteln e N tal
que U-C’ 2"V A

Exnste un subcomunto finito Fy de ,\ tal que

Sx F= (Fo) . entonc% F es cerrado en ,\’ por ser de duuen;lén ﬁmm ¥

on
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: Por lilumo, sx z e X exlste un &sqalar a tal que z € all C aF C F, esto es,
X =F.¢ i - Lo e e - . K

" Corolario 1 k1[38 Todo e.l.t. localmente co cto tiene dimen "‘n ﬁm.ta.. _' -

D

Teorema 1.1.39 Si A es un subconjunto de un e. l A J{ tal que toda suceszdn en.
A, con rungo infinito, tiene un punto de acumulacién en X, entonces A:es total-:

mente acotado. En particular, cada subconjunto de un espacio X: uumcmblemcnte
compacto es totalmente acotado.

Definicién 1.1.40 Sea U un subcon]unto balanceado dc X. Deﬁntmos la s1gu-
iente funcidn real no negativa, R

pu()=inf{t>0:x etU}

la cual se denomina la funcional de Minkowski de U. Una seminorma en'X es
la funcional de Minkowski de algin subconjunto de X, convero, balanceado y
absorbente. Una norma es una seminorma p para la cual p(x) = 0 implicax = 0.

Proposicién 1.1.41 Una funcién real p es una semznorma en X si, y sdlo s,
se cumplen las siguientes condiciones,

1) plz+3) < p(@) + ) sizy € X, S R
1.1.) p(/\z:) |,\|p(a:) siaeF,xze X.

Proposicién 1.1.42 Supongamos que p Yy q son das semznarmas en; X y que
; q(:z:) <1 si p(z) < 1. Entonces q(x) < p(a:) pa.ra todo z € X :

Demostracion. e oy : A
Para cada € > 0, p(553%) <1, por tanto hlpétesxs q(—(—)—) < 1. Asf, q(:x:) <’ :

T)+e
p(:z:) + € para todo € > 0, de donde se sigue que g(zx) < p(x).

Tnmbi(‘.n es cierta la proposicién si la hipétesis se cambia a q(a:) < 1 st p(a:) <'1:

Definicién 1.1.43 Si ||j| es una norma en X, entonces (X, ||||) es. llamado ‘unv
espacio normado y éste es un e.l.l. cuando en X se considera la topologta. generada.‘
por dicha norma, es decir aquella que estd inducida por la métrica: ‘d(z_:,y)
liz — yll. Por otra parte, se dice que un e.l.t. X es normable cuando su topologfa
coincide por la generada por una norma en X.

Proposicién 1.1.44 Un e.l.t. de Hausdorff X es normable si, y sd!o sz,
una vecindad de cero acotada y conveza.

Definicién 1.1.45 Una topologta lineal para X es ltamada 'léé&iineriie convera si
posee una base de vecindades convezas de 0. Esto equwale a que pam todo'z € X
y toda vecindad V de =, V contiene una vecindad convezra de x. Un e.l.t X:'se

dice que es un espacio localmente convexo (e.l. c) sz su l,opologfa es localmentev :
convera.
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Proposicién-1.1.46 Toda lopologt’n. localmente conveza en X estd generada por
una fomilia”de seminormas, por ejemplo, por la familia de las funcionales de
Minkowski de todas sus vecindades del 0, convézas y balanceadas. Si (X,T) es

un el.c. y P es una jamzlm de aermn.ormas que genera su topaloy{a, entonces

escribimos (X, P).

Ejemplo 1.1.47 Seaw (= RN)el espacio de todas las sucesiones reales, para cada
n € N definamos P, : w — R por

Py (x) = Tny

 estas son llamadas las proyecciones candnicas. Consideremos la topologta en
w_ generada por ellas, esto es, o {P, :n = 1}, estd es una topologta lineal y de
hecho localmente conveza ya que por definicion es la topologfa determinada por
las seminormas | Pa| .

Proposicién 1.1.48 La complecion X de un el.c. X esun el.c. y su topologta
estd generada por las extensiones continuas a X de los elementos de cualquier
Jamilia de seminormas que generen la topologia de X.

Definicién 1.1.49 Se dice que una familia S de funciones en X .y con valores
en algin espacio lineal es total en X si f(:z) =0 para todo f € S implica z=0.

Proposicién 1.1.50 Un e.l.c. (X P) es de Hausdorﬁ'sz, y sdlo si, P es tota.l en

Demostracion.
Supongnmos (X, P) es de Hausdorff y sea:x. € X

Hausdorﬁ' ¢

Proposicién 1.1.51 Sea S uri conjunt:oﬁ’ehﬁri
es acotado en (X, P) si, y sdlo si, p(S) es: acot

Demostracion.
’ : ,.p(a:)< l}esuna
vecindad de cero en X para cada p € P ‘y or ito: C mU para ulglin m >0,
y entonces p(x) < m para todo's € 'S. ;

Inversamente, si p(S) es acotado para cad: P - P, entorices p(—"-) — 0 para
cada P € Py cada sucesién (zn) en S de donde G —0en X.0

Definicién 1.1.52 Un espacio lmeal to;;oldgzco se dzce que es metrizable (pseudo-
metrizable) si existe una métrica (pseudométrica) que genera su topologta.
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- Todo espacio lineal Lopoléglco pseudomctnzable tlene ‘Uuna base local del.0
numerable. . e 8

Ejemplo 1.1.53 En el ejemplo anterior (Q;G{P,_.}) es metn’zablé ya ‘que por
Teorema 1.1.28 estd es la tnica topologta con las propiedades allt mencionadas y
se puede ver fdcilmente que,

d(z,y) = 5“: 1 |1Zn — ynl
- *
’ = 27 1 4 |zn — yal

es una métrica en w que genera una topologia con las propiedades sefialadas en
dicho teorema.

Teorema 1.1.54 (Absorcién de sucesiones) Si X es e.l.t. pseudometrizable
y A es un subconjunto de X gque absorbe a cada sucesidn que coniverge a cerv,
entonces A es una vecindad de cero.

Demostracidn. :

Sea (Un)5, una base local de cero en X tal que Uny1 € Un para todo n=1.
Supongamos que A no es vecindad de cero. Entonces para cada n > 1 sc puede
encontrar &, € (3Un) — A, ya que de lo contrario habrfa un g tal que —U,.u C A,
vy A serfa vecindad de cero. Consideremos la suc&s:én (n:r:") entonces .

nzx, — 0, cuando n — oo y nz, € nA, para todo n:> 1

por tanto, A no absorbe a la sucesién (nzn)5e,” que converge a cero, con lo que;r
se contradice la hipétesis. @ : ;

Definicién 1.1.55 En un el.t. X un conjunto: bom{uom es_un subcon]unto de -
X que absorbe a todos los conjuntos acotados.”

Corolario 1.1.56 Sea X un e.l.t. pseudometnzabl ? gio bvornft»zbii)r es:
una vecindad de cero. : o
Demostracion.

Se sigue de teorema anterior y de la caracterizacién de con_]uutos acotados
(1.1.26).¢

Definicién 1.1.57 Un espacio bornoldgico es un espacio localmente convexo de
Hausdorff cn el cual todo subconjunto bornfvoro balanceado y convezrv, es una
vecindad de cero.

Corolario 1.1.58 Un e.l.c. metrizable es bornoldgico.

1.2 Funcionales lineales y el Teorema de Hahn-Banach

Definicién 1.2.1 Sean X yY dos espacios lineales. Un operador lineal de X en
Y es una funcion lineal T : X —» Y . 5i Y =F entonces el operudor es llamado
una funcional (lineal) de X. Al conjunto X* de todas las funcionales de X se le
designa como el dual algebraico de X. Con las operaciones usuales de sumna de
Jfunciones y producto de un escalar por una ;funczdn, X~ resulta ser es un espacio
lineal sobre el mismo campo F. . .
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Teorema 1 2'2 Sea f : X — F una funcional en X, no nula, entonces su nicleo
H=-f _1(0) es:un hiperespacio homogéneo.
El ndcleo de una Juncional f es denotado por kcrf

: Proposncnén 1 2.3 Un subconjunte M C X es un hiperespacio si, y sdolo si,
M= _f"(a) para alguna« € F y alguna f € X* no nule, f ya son inicas para
M ea:ccpto por'un factor comin 8 € [ distinto de 0.'A cualquiera de los multiplos
de f lo llamamos una funcional que determina a M.

Demostracion. R

Supongamos que M = f“(a) para algunn a e lF y alguna. f € X* no nula,
entonces H = f~1(0) es un hiperespacio homogénco de X; si ademds xo € X es
tal que f(xg) = a , entonces M = f~1(a) = z¢+ M, lo que muestra que M es un
hiperespacio.

Reciprocamente, si M es un hiperespacio, M .= zg+ H, donde H es un hiperes-
pacio homogéneo de X tal que dim X ~H =1, asf que X _/H es algebraicamente
isomorfo a F. Sea q el homomorfismo natural de X a X, /H y g el isomorfismo
de X/ H sobre F; entonces f = g o ¢ es una funcional en X, no nula, tal que
M = f~!(a) donde a = f(zo0). ¢

Proposicién 1.2.4 Sea X un espacio lineal y g, g3, -.., gr € X", entonces se tiene
T
que () kerg; C kerg si, y solo si, g € (g1 -1 9r) -
i=1

Definicién 1.2.5 Sea (X,7) un e.lt. . El subespacio lineal X' de X* formado
por todas las funcionales que son T—conttnuas, es llamado el dual topoldgico de
(X T), 0 szmplemcnte el dual ‘dé X si no:hay motive de confuszdn

Deﬁnxcldn 1,2.6 ]

X ‘un~subespacia. Si g1,y Gnal en
‘X’/‘Jllf’f son lineal te ind D

M)--l - por tnnto, existen escalares
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Propos:cndn 1.2.9 Sean X, Moy _/gl,‘ Cgn ‘como’en la proposicién anterior. Para
cndu x €' X ‘existe m (x) € A[ tal que g, (:z:) ‘g',-‘"('m (z)) para todo 1 <i < m.

Demostracion.

“Procedemos por induccién sobre n.’ Supongamos 7 = 1; g1 # 0 de donde,
o1 ¢ M1 y por tanto, existe m; € M tal que g, (mi) # 0.Dado z € X sea
m{z) = %%’)ﬁ‘)‘- € M, entonces g, (z) = gl (my (z)) )

Supongamos vilido el resultado para n.y sean g;,...,g,..H € X' tales que
OTs ---» TasT son linealmente independientes en X’,”M~. Por hipétesis de induccién
dado x € X existe mxz € M tal que g;(x) = g; (m,) ;para todo 1 < i < n. Por

la Pl‘OpOSlClén anterior existe mgp € M tal que mg’ € ﬂ ker (g,) ¥ Gn4a (o) # 0.

Sea A = gpp(x —mz) y m(z) = mﬁﬂ—s +mg € M entonces se comprueba
facilmente que g; () = g; (n (z)) para toda i.= 1, ...,n + 1.¢

Definicién 1 2.10 Sean X y Y e.llt. y T X — Y un aperudor lineal. Decimos

que T es acolado si T(B) es un subconjunto acotado deY siempre que B es un
subconjunto acotado de X.

Teorema 1.2.11 Sea T : X — Y. un operador . lineal entre dos e.l.t., entonces
los dos siguicntes enunciados son equivalentes, .

(a) Tes continuo en X,

(b) T es continuo en 0

Cudu uno de los am;enores xmpllczm el sxgulente, y. los tres s
la topologfa de X es metrlzable

equiva.;eptes si

(c) T es acotado

Dcmostmczo'n SR i S
(b)=>(a). Supongamos que T &s

entonces

ST+ U) = T(::) 4 T(U) c T(::) + V
‘es demr, Tes contmua en . Entonces (b) s ‘equivalente a (a), ya que claramente
(2)=>(b).
(a)=>(c). Supéngase que T es continua, B es un subconjunto acotado de X, y
V es una vecindad de cero en Y. Por la continuidad de T existe una vecindad de

cero U en X tal que T(U) C V, y como B es acotado existe un escalar positivo s
tal que

B CtU, sit>=s.
Entonces
T(BYcC tT(U) CtV,sit> s,
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de donde T(B) cs acotado en Y.
“{c)=>(b) Supongamos que la topologia de X estd inducida por una métnca,
que T es acotado, y (yn)fe; €s una sucesién en X convergente a cero. Se probara

que (T'(yn))S2, converge a cero, y por tanto, 7' es continuo, haciendo ver que-

cualquiera de sus subsucesiones tiene una subsucesién que converge a cero. Sen
(zn)32, una subsucesién de (yn)ne; - '

. Para cada entero positivo &, hay un entero positivo ny tal que n > ng implica
que kz, esta en la bola de radio k™! centrada en el origen; de donde se sigue que
existe una sucesién no decreciente (1), de enteros positivos tal que °~

kzq, — O. .
Como el conjunto {kz,, : & € N} y el operador son acotados se tlene que
{kT(.'z:,.k) k € N} es acotado. . :
Sea W una vecmdad deceroen Y yseas un ndmero posxtlvo tul que

{I\.T(:r,.,‘)': ke N} c t"’ si t > s,

por éonsiguienté,

: kT(a:,.k) C IJ
si k'>s; 0 sea, T(.'z:,.,‘) E w; para k suﬁcxentc'
(T(z,.,‘))k_x converge'a cero

_Corolario 1.2.12 Una fuﬁcwnal
acotada en alguna vcmndad de O

Deﬁnxcxdn 1.2.13 Al espacz
elt Xenunelt Y lodc y

tamos por B(X Y):k

Proposnc:én 1.2. 14 Sea X un espacto semmormado y Y un espaczo de Banach B

Entonces’ B(X, Y). es.un- espacto de ‘Banach, con la norma
) Tl = sup (ITE@)N = llzlf < 13-

Proposu:lén 1.2.15 Sea X un el.c. cuya topologfa esté deﬁnzda jor unaf 11uIz
de seminormas P y sea f € X*. Entonces fex’ si Y. sdlo s

P, ...,p,l € P tales quc|f(a:)| < M Z p.(.x:), para todo'x E X

Demastmczdn.

Si f.es continua, entonces cl con_junto {:r If(:c) <: 1} [
cero, y por conSIguxente contiene al conjunto’

lineal de toda las tmrwfar'mac:ones acatada.s dc un "
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Definicién 1.2.16 Sea (X, T) un &LLL ] ’X"e.é llamada la topologia débil en X

Se acostumbra escribir snnplemente a, en: lugar de er’ Esta topologia estd
determinada por la famlha de seminormas Aprif '}, donde p; ()= IS (:z)|
pare cadaz € X y f €X',

sty sélo s, UC. V

: Demostmcmn
Supongamo u.c: V. Pm‘a z € U tenemos

f(a.+z:)—1+f(:c);é0 o

yuquezEV portanto (a+U)ﬁH‘—0 . :
Recfprocamcme, supongnmos que. lf(z)[ > 1 para alg\in e U Entonces

f (1)

por ser U balgulcca_do, y.
osea, (a+U)NHAL0.@.

Dermostracidn.

Si f es continua, eutonccs kerf
cerrado de F. :
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,Corola io 1.2. 20 Un Iupcrcspaczo H es cerrado si, y sdlo si,- toda funczonal que

Por otro lado, como todo subespacxo lmeal de uxi es
" cién’ de todos los lupcrcspacxos que'lo contxenen,

antenor..

Lema 1 2 22 St X esun espac:o lmeal compleJo
real de X Entonces HN 1H es un th

Demostmczdn.

“Supongamos

' paraunﬁGRyalglinyeH., ; -
Por su parte; .

donde (/\ + ’l/J) = (,6 +71.) l+m , €s decxr,
" .. Sia€iH se procede de modo similar

B es un con]unto en X, alncrto, canue::o v qu“
un subespaczo de X 'de dlmensuin I qu no zntersecta a'B
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Demostracion. : IR TR A e e

Sea M un subespacio de X de dlmcusxén 2. Sl AN B = V) no hny nada que .
probar.

Supongamos que By = M ﬁ B ;é 0 entonces B; es un subcomunto ablerto )

y convexo de M que no contiene'al cero Por la proposu:\on 1.1 17 podemos
identificar a M con R2.

Una vez identificado, proyectemos B, sobre un subcon_lunto del cftculo umtano
S!' mediante lu funcién

de S? abierto y conexo, esto e} (Bl) es un S gmen c
Supongamos ahora que  f(B1): ‘subtiende un’ énguI.
existen dos puntos antfpodas en f(B;), dlgamos e

“'a = (cos 0, send) y

Entonces f~!(a) y f~!(b) cstédn en By y en’ 1& recta que forma un dngulo @
con el eje z. Por ser By convexo esto implica que B) contiene al cero, lo que no -
es posible. Por tanto, f(B)) subtiende un dangulo menor que 7, de donde se sigue
el resultado ya que entonces existe una recta L que no intersecta al arco f(B;) y

entonces, f~!(L) es también un subespacio umdxmens:onnl de R"’que no intersecta
a By; de hecho f~}(L) = L.@

Teorema 1.2.24 Sca X un e.l.t. y supongamos que M es un subespacio aftn de
X, y Aes un subconjunto de X abierto, convexo, no vacfo y que no intersecta a
M. Eziste un hiperespacio cerrado H de X, que contienec a M y no intersecta a
A. Si M es un subespacio, entonces H se puede tomar homogénco.

Demostracion.

Supongamos primero que X es un e.l.t. sobre R.

Después de una traslacién, si es necesario, podemos suponer que 0 € A, es
decir, M es un subespacio de X. Sea M la familia de los subespacios cerrados
de X que contiencn a Af y que no intersectan a A. M no es vacfa ya que por
1.1.10 A es un subespacio de X, y como A es abierto y M N A = 0, se sigue que
MO A=, por loque M € M .

Sea {A!.},E, una cadena en M, U;M; es un subespacio cerrado que contiene
a , o sea, {M;};c, tiene cota superior en M y por Zorn tenemos entonces que M
tiene un elemento maximal Fp.

El espacio X _/Hg ¢s un espacio de Hausdorff (1. 1 23) porque Hpg es cerrado,
ademds como A # § tienc dimensién positiva,

Supongamos que dim X~ Hp 2 2. Como el mapeo canénico @ : X — X _/Hy
es lineal y abierto, #(A) = B es un subconjunto abierto y convexo de X~ Hg que
no contiene al cero ya que A no intersecta a Hy. Por el lema anterior existe un
subespacio unidimensional L de X _/Hp tal que no intersecta a B. 6 es continua y
L es cerrado, por ser de dimensién finita, entonces H = 6~!(L) es un subespacio
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cerrado de X que contiene propiamente a Hg y que.no intersecta’a A. Esto con--
tradice la maximalidad de Hg en M; asf que X /Hp tiene dimensién 1, es decn', :
Hp es un hiperespacio cerrado de X que contiene a M y no intersecta a A.

Si X es un e.l.t. sobre € , también lo es sobre R . Siguiendo la demostracisn
anterior existe Hp hiperespacio real en X tal que no intersecta a A y contiene a
M. Por el Lema 1.2.22 H = Hp NiHp es un hiperespacio’'en X que conucnc a
M ViM = M y que no intersecta a A.@ :

Corolario 1.2.25 Eziste en X una funcional f continua y no nula si, y sdlo si,
X contiene un subconjunto propio abierto, convezxo y no. vac{o.v’

" Demostracion.
Si f es una funcional continua en X, no tnvxal, entoncw

A={$=|f(x)l<1}”' ‘

es un subconjunto propio de X, no viicfo, abierto y convexo; . R
Recfprocamente, supongamos que A es un subconjunto propio de X ablerto, i
convexo y no vacfo. Sea xg ¢ A; por el teorema anterior existe un hlperespacxo
cerrado de X que no intersecta a A y que contiene a {xg}. Del Corolano 1,20 20' °
se sigue la existencia en X de una funcional continua y nula.¢

Proposicién 1.2.26 Sea A un subconjunto convero de un e Lt X .con interic
A®° no vacfo y sea B un subconjunto convero no vactfo de X ‘tal que A° ﬂB =

FEntonces eristen o« € R y una funcional lineal, real y continua’ deﬁmd
que

»(a)'AC(J::f(I)za}y ) : LR
(¢) B {=z: f(z) <a}. e T

En este caso se dice que el hiperespacio real cerrado H = {:c f (:z:) = a}
separa a A y a B.Si ademds las desigualdades en (a) Y. en (b) son estrzctas se
dice que H separa estrictamente a A y a B. 5 AN L

Demostracidn. R

Por la Proposicién 1.1.12 A® y A° — B son convexos, ademés mte \iltlmo es
abijerto y no contiene a cero ya que A°NB = 0. Por el teorema anterior existe’
un hiperespacio cerrado Hp = {x : g (x) = 0}, con'g € X!, que contiene a cero y
no intersecta a A° - B.Sea f = Reg, cntonces f es una ‘funcional lineal, real y
continua. De la continuidad de f, se sigue que f(A° — B) cs un intervalo en R
que no contiene al cero. Sin perder generalidad podemos suponer que

f(m—y)’>OsimeA°yy€B

Sea a = inf f(A4°), entonces H = {x: f(z) = a} separa a A .y.a B pero
{z : f () > a} escerradoen X, de donde, por 1.1.13,AC. Aacc! {.1: f’(z‘) 2, a}:,por
tanto, A separa a Ay B.e . e :

Corolario 1.2.27 Sienla pmpos:czdu antenorA y B son
.puede hacerse estricta. ) i
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Proposxcnén 1.2. 28 Sean A y B dos ‘s ]untas conue:zas, no vactos y ajenos
entre st, de un-e.l.c. X ‘tales que,A es. cer'm.do y:B ;compacto.. Entonces eriste un
Iuperplana cerrada real en X que separa estncmmante aAyB.

Demostmcuin
Seanbeg By U, EN(X) tales que, b

» o _intersecta a A. Consideremos la
cubierta de B3 2

{b—U,,-beB},f'
Existen by,....bp € B tales que B C U b — Ub_) Scu U = U Ui entonces

UeN X))y (B-U)NA=0).Como X cs locnlmente convexo e.\xste W vecindad
deOen X, c.onve\a, balanceada y abierta tal que W C Uy asi BN(A+ W) = 0.
Tomemos V = H’ entonces A+ V y B+ V son convexos, abiertos y a_]enos entre
si: el resultado :e sigue del corolario anterior.¢

Corolario 1.2.29 Todo subconjunto convero, cerrado, no vacfo de un e.l c. X
es la interseccion de todos los conjuntos convezos que lo contienen . que san de la

forma {z : f (x) < a}, donde f es una funcional lineal, real, contmua v deﬁmda‘
en X yae€R. -

Demostracidn. *

Sea A un subconjunto convexo, cerrado, no vacfo de X
conjunto {y} es compacto y convexo por lo que. podem
anterior y encontrar una funcxonal Imeal real Y,
ay € R tales que

ACle: @) <"ay}‘ ¥ ,’{z)'} c‘ e

Para’tod y¢.A el.”

entonces
AN fy(m)<ay}
LT uAL s : P
Para ver la deS|gualdad contrarm, sea z ¢ A entonces por 1 : f, (z) > a,, de-

donde z ¢ ﬂ {z:fylx) <y}.@

Teorema 1.2.30 (de extensién de Hahn-Banach, caso real) Seap una semi-
norma en el espacio real X, y M un subespacio de X. Si f es una funcional en
Al tal que | f(x)| < p(x) para todo x € M, entonces cxiste fi funcumal en X que
extiende a f y ademds | f1(x)| < p(x) para todo x € X.

Demnostracion.

Supongamos que f # 0y M s {0}, ya queen cua]quler otro caso el resultado
es trivial. Consideremos a X como e.t.l. con la topologia determinada por la
seminorma p y sea

U={re X:px)<l}.
Este conjunto. es abierto en X, balanceado, convexo y no vacio.

Tomemos-a € M tal que f(a) =1 y sea A =a + U. Sea H = f~1(0), el cual
es un hiperespacio en M, y hagamos

v ={=ze 1\/1,:‘|f(m)|7< 1},
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entonces UNAM CV y por el lema 1.2.18

(a+(UNM)NH =0¢"
Por téhto,» » foov

- aH:.yque no 1ntersect:a i A
Como 5 T

UCVI {:l: |fl(z)| <1}’ ’

"'(a+U)r1H,-Ar1H1 a, )
De 6sto y Ia. Proposlcmn 1.1.42 sesigue que | fi(z)]| < p(:x:) para todo reX.@

Teorema :1.2.31 (de extensién de Hahn-Banach) Sea p una seminorma en
el espacio X, y M un subespacio de X. Si f es una Juncional en M tal que
|1/(z)| € p(x) para tedo = € M, entonces exziste f) funcional en X que exticnde a
Sy ademads |f1 ()| < p(z) para todoz € X.

Demostracién.

Sélo falta probar el caso en que X es un e.l. complejo. Sig: M — C es
una funcional, eatonces Re(g) ¢ Im(g) son funcionales reales en M. Sea f ="
Re (g), entonces Im{g) (x) = —f (ix) para todo € X. A partir de la hipétesis
se tienc | f(x)] < p(r) para todo x € M. Por tanto, existe una funcional real
fi-en X que extiende a f y satisfacelf) (x)| < p(z) para todo x € X. La fun-
cional compleja gi(z) = fi(x) — i f1(iz) extiende a g y satisface|g)(x)] < p(x)
para todo = € X, puesto que |g1(z)| = €'? g1(x) para algiin real 6 y por tanto
@)= o) = fi(e%) < p (%) = p(x).

Corolario 1.2.32 Sca X un ecspacio seminormado y f € Al’, donde Al es un:
subespacio lineal de X. Entonces f puede ezlenderse a X, de manem conrmua Y.
sin variar el valor de la norma de la funcional.
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Demastmczdn '
© Sea p(z) = A1l ||m|| y como f € M’ tenemos

F@) < llf Wizl = P(_:v), para todo = € X.

Por teorema de Hahn Banach. f vr.i.e}ié‘ una extensién F a todo X, con
|F(z)] < p(z),para todo z:€ X; de donde,.F.€ X'y [[F| < ||f|l. La igual-
dad |F|| = ||f]| se sigue de que F es una extensxén de f.¢

Proposicién 1.2.33 Sea X semznormada, M un subespacioyx € X\J\I. E:mstc
Sz € X' con fa(m) =1, = (M) =0 y Ifall = ;zz#;

Demostracién. Deﬁnamos Je (1\'1 + (:n))‘ medlante la fdrmula f (y + t:z:) = t.
Claramente f(z) =1, f(]\{) = 0. Sea d =d(z,M). Para z =y +t:z:, con't ;é 0,

tenemos
=l = |z| ||z =

y por tanto, °

U = sup. {I.f(Z)l lIZIl 1} <

en pnrtxcular f es cont ix

g Ademﬁs, para y € 1\[ S
= f=zy < IIflI llr—yll,

b gntonces, 1 < l|f|| d.. Por tanto, || fll = Htﬁ?i y por el corolano antenor muste .
B € X’ con las proplcdadea del enuncmdo 0 T

Proposmlén 1.2.34 Sca X un espacio semznorm.ado. El enca.]e natural de X
en-X" (x"—> ) es.una isometria lineal, esto es,’ |1:|| ="||&|| .pare cada x. Ciando
)L .es normado el enca]e es uno a uno

Demostmczdu

“Por Proposicién‘1.2.14 X"y X" son espacios de Banach A cadazle’ asocnamos
la funcxonnl &X' -—vl" dada por z:(f) f(:r:) la cua.l es

|=v(f)| = |f(I)|

y adcmés vemos que Izl < ||z|| : ’

Si ||z|I*= 0 se tiene que Z.=0ya que X
apllca.mos la ptoposxcxé anteno M

f €X' tal que. cou

y ,%ﬂsr.
por lo-que 31| 2 ljzl -

Corolarno 1 2. 35 Sca X un e.l L cuya topolagfa ‘es localmiente conveza. Si f es
una funcmnal contintia definida en un subespacio AM de X cntonces f tzene una
extension lineal continua a todo X. ’
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Dcmostmctén

={z € M:|f(x)|<1}.

:Como f es cont.mua, V es una vecindad de cero en A[ asf exxste U vecmdad
de cero en X convexa y balanceada tal que -

UnMCcCV.

.La funcional de Minkowski p de U es’ una’ semmo
xzelU. . .
La condicién U N AL C V y la observacién que snguc a la Proposxcnén 1 1 42
implican |f(z)| < p(x) en M.

Por el teorema de extensién de Ha.]m-Banudl exlste ‘una extensxén fl de f en
X tal que |fi(z)] < p(z) en X , de donde se sigue su contmuldad 0

Definicién 1.2.36 Un subespacio A de un e.l t X es llamado subespacw de
Hahn Banach (HB) de X si toda funcional lineal y continua definida en M tiene
una eztensidn lincal y continua al espacio X. .

Definicién 1.2.37 Decimos que un e.l.t. X tiene.la Propiedad de Ertension de
Hahn-Banach ( PEHB) si todo subespacio cerrado de X es HB.

Corolario 1 2.38 Todo espacio localmente convero tiene la PEHB.

Proposncxén 1.2.39 Sean X un e.l.t. con la: PEHB Y un subespacio de X y
z e X\Y Enlonces eriste f € X' tal que f(Y) = 0 y f(z) =1.

Demostmcm’n
Deﬁnamos
Fly+tz)=t, paraerytEIF.

Y es un hiperespacio de Y -+ (x) que no’ es denso en Y + (x), pues de serlo
z € ¥Y;de donde, por corolario 1.1.22, Y es cerrado en Y +'(z) y tenemos que
f es continua. Por hipétesis, f tiene una extensién lineal continua a X'y, por s
construccién satisface las ]’)I‘Oplcdﬂd(S requerxdas.0

Corolarlo 1.2.40 Sea X une.l.c., Y un subespacw yz: E X
fEX'talquef(Y)—Oyf(:z:)-—l "

existe f € X' tal que f(x) # f(y) o Io que es equwalentc,
f € X’ tal que f(x) #0. .



o5 il o CAPITULO 1

Demnostracidn.

Sea (X, T) con la PEHB y sca xg en X un elemento distinto de cero. Definamos

: {xg) — F como [ (txo) = t.Como (zp) es dimensién finita, es cerrado por la
Propomcnén 1.1.17. Ademds, f es continua ya que f~!(0) = {0} entonces existe
F € X' que extiende a f y por tanto, X tiene la PSPQ

Lema 1.2.44 Sean p,q seminormas en un espacio lineal X. Sea f € X* tal que
1f (@) <€ p(x)+q(x) para todo x € X. Entonces eristeng,h € X* con |g(m)| < p(z)
y |x)] < q(x) y [ (®) = g (x) + h(x), para todo z e X.

Demeostracidn.
Sea V=X x X,

(z,y) = p(x) + q(y)

es una seminorma en'Y. Definimos la funcional hneal u en la d
u(,x) = j(z), entonces

lu(z: :1:)| < r(z,x), para tod ‘z

Por el teorema de Hahn-Banach u puede’ extenderse a todo Y de modo que :

lu(=z, y)| = r(z y), para todo (:c,y) E Y. :

Al definir g(z) = u(x,0) y hiz) = u(O :r:), para x € X tenemos g,h E X
S(x) = g(x)+h(x) y |g(x)| - Entonces f < p(z)y [h(a:)] < q(z);; para todo:z: e-X. 0

Lema 1.2.45 Sea ¢ una coleccidn de topologfas l.c. en X Pam cada T 3 <I) sea

Pr el conjunto de todas las seminormas continuas en (X, T). Entonces (X, T) =

(X, Pr), més ain \J{Pr : T € ®} genera la topologta th) En parhc‘ular, \/(I) es
una topologita l.c.

Lema 1.2.46 Sea ® una coleccion de topologfas l.c. en X, Entonces fe (X V ‘I)
si, y sdlo si, existen calcccwnes finitas Tl,...,T,, € <I) v.9

9i € (X, T0), tales que f = 2 gi.

-

*, con cada

Demo stracidn.

que T; € \V @. De donde, f € (X, V<I))
Inversamente, para cada 7" € ¥ sea Priel conjunto de.todas las seminormas

continuas en (X, T). Entonces (X,T) = (X Pr), mids aﬁn U {Pr :T € ¥} genera
a la topologia \/ &. R

Por proposicién 1.2.15 existen p;
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1.3 Dualidad
Definicién 1.3.1 Sean X y Y dos son espacios lineales sobre F. Decimos que "

(X,Y) es un par dual si eviste una funcional bilineal B : X xY —F, a la cual
denotamos como, )
B(z,)) = [=,9] -

Decimos que el par separa puntas de X sr.

[a: y] = 0 pam todo v e Y zmplu:a = 0.

Amilogamente, cl par separa. puntos de Y si

0 para toda . e X zmphca. y 0

Cuahd‘o';z'l imr. sép'a.m:};»mntos de X ydeY, (X Y) es llamado un sistema dual.

Ejemplo 1. 3 2 'Sea X un espaczo lmcal v Y cualqmer subespacio lineal de X*.

Entonces (X,Y). es un par dual que scpam puntos de Y, con la funcidn bilineal
dada por: .

[:z:f] (:z:)para::enyeY.‘
En particuler si (X,T) es un e.l. t (X X’) es un par dual.
Nota 1.3.3 Dado un par dual (X Y), que sepam puntos de Y hay una identifi-

cacidn natural de Y. con un subespacio de X' es. dcczr cada y € Y detcrmma una
tinica funcional linieal § en' X, dada. poria i RTRN

y(w) [m,y]

la cual estd bien
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Proposxc:én 1.3 G Seau (X ,T) un'e. l t., o=a (X X') su topologta débil y M un
subespacw cerrado dc X Entonces : . :

‘e /M =0 (X/l\l (X/]\/! T/IVI)')
donde o/ M es la topologta coczente mduczda por la topologfa débil de X.

Demostracidn.
Denotemos por o' a la topologfa débil del codiente o X/ M (X /M, T/M)).
..Sea f € (X,/M,7,/M), entonces si g : X — X, Mecs la funcién cociente,

f induce la funcional lineal F = foq en X que es T—continua y por tanto
o—continua, pero entonces f es o, M —continua. por la caracterizacién de las
funciones continuas en ¢l cociente y asf, toda funcional lineal en X /M que es
7, M —continua es también o /M —continua. Por ser o’ la topologfa més débil con
respecto a la cual todas estas funcionales son continuas se tiene que o' < o, /M.

Probaremos ahora que o /M < o'. Sean f1, ..., fn € X'y € > 0y consideremos
la vecindad de cero bésica en o, /M

= {q(x) : |fi ()| <€, para todai= 1 . .,n}‘ , B

Sifie ML pdra toda 1 < i < n, entonces cada una de estas funcxonalcs deﬁne
una f; € (X /M) con T (g (x)) = fi(x) y sc tiene que

V= {q (x) : |f, (g (a:))l <€, paratoda i=1, ...,n}v'"

es una vecmdad bésxcn de cero en'g’.

tales é;u’e
X. Sea .

Fia@- m'(;,_-)))
- K : = f;(ﬂ:—ﬂl(.’t)), B
de donde, si q(a.) € lV entonces |f; (:c— m ()| <e para

por-tanto, ¢ (x —m(x)) = q(z) € V. Asf V es.u dad de cero, en ay
o /Mo (X M(X/MT/MY) 0
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Proposicién 1.3.7 Sea (X, T) clt X tiene. la PSP si y.sdlo’s
débil o es de Hausdorff. fal : : AR :
Demostracidn. :

Supongamos X tiene la PSP Y. sea’ Zo
que f(xg) # 0.La o—vecindad.d

f (27) =1 -
(n) Se sxguc de que (X -r) (X a) y el Corola.rlo

w* si es claro a que duahdad nos estamos rcj'nenda. ’
Proposncxén 1. 3 10 S c X‘ es densa en (X*,w

Demastmcuiu

por z, t.enemos o
2l ={9e X" :2(g) = y(m)_=,0} .

es w* —cerrado y contiene a S, de donde :z:‘l (O) X",
por tanto, x = 0, es decir, S es total en X. o :
- Recfprocamente, supongamos que S es total en- X w*) ta.l que'
g(S) = 0,entonces g = & para alguna x € X, de donde f (:r:) =0 para toda* f eS
y por la suposicién x = 0, entonces por Corolario 1. 2 41 S es denso en (X‘ ‘) K J

Proposicién 1.3.11 Sea (X,Y) un par dual, donde X es un el.t. B C X es
o(X,Y)—acotado si, y sélo si, {[z,y) :x € B} es acotadn pam cada ve Y.




26 CAPITULO 1

Demastmcuﬁn ¥

Se mgue de mmcdmto del Corolano 11 32, ya que la topologia (X, Y) coincide
con aY : : -

1 opologta l.c. T en un espacio lineal X es
que separa puntos de Y, si

Deﬁmc[én F1.3:12 "Decimos .que un,
admisible:pare el par dual (X,

Por c]empla, si (X, 1') es.
admisible para el par dual (X, X'

Observacion. Se acastumbra también,
dual; sin embargo, reservaremos’ este no
capttulo 3 (Definicion 3.5.1).

dcctr que 'r e3 compahble con el par

Proposicién 1.3.13 Si (X, ‘r) es un fa’
mds gruesa que es admisible para. el par_dual (X X! )

Demostracién.

Se sigue del corolario del Teorema 1.1 28 'y del-“Teorema:1.2.17

Proposicién 1.3.14" Sea (X, Y) un' par. dual ‘que: ideY
topologfa l.c. T en X es admisible para el par.si; y'sdl los: conjuntos con-
veros cerrados segin T y o (X,Y) son los mismos. St

Demostraciéon. ; :

Sea 7 una topologfa localmente convexa en X. Supongamos que Ty o (X Y)
tienen los mismos conjuntos convexos y cerrados. En particular, si f € (X,7)’
entonces ker f es un subcspacm T—cerrado y por tanto, o {X,Y’) .— cerrado;. de
donde, f € (X,0(X,Y)) =Y y asf, (X,7)’ C Y. Andlogamente s¢ da la con-
tencién contraria, es decir, (X,7) = (X, (X,Y)) =Y.

Inversamente, sabemos que o (X,Y) < 7, lo que implica que cualquxer con-
junto que cerrado con respecto a o (X,Y) lo es respecto a 7.

Por otro lado, por el corolario de la Proposicién 1.2.28, si A es un subconjunto
no vacfo, convexo y cerrado con respecto a T, entonces es la interseccién de todos
los conjuntos convexos que lo contienen y que son de la forma {z: f(x) < o},
donde f es una funcional lineal, real, continua y definida en X y o € R, y cada
uno de tales conjuntos es o (X,Y) cerrado ya que la funcional correspondiente f
es la parte real de una funcional f, para alguna y € Y.¢

Proposicién 1.3.15 Considérese el par dual (w,p) del ejemplo anterior. En-
tonces o (w, ) esté definida por la familia de seminormas {|P,|: n > 1}, donde
cada P, es la proyeccidon candnica definida en el ejemplo 1.1.47. Es decir, en

este espacio la topologia débil coincide con la topologfa usual en w, la cual es.

metrizable.

Demostracidn.

tonces la topologia débil o (X, X’) ‘es’

re.pam otm 'concepto que se usa en-el

s la t,oplalog"f‘a:_”i.;é.‘ )
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par dual (w,) . :
Sea f € — {0} , es decxr,

|f(z:)| < 1}, es una

de donde U es una o‘(w ©) —vecmdad de cero y'f ' = (w a(w (p)) o= c,a. Con lo :
anterior queda proba.do que o (w ©)y.T son compatxbles de'donde o (w, g;;) <_-r. 5

Como P, (x) = [z, e,) para’cadan Ias proyeccxones P,, son contmuus cor
respecto a la topologfa o (wiw) pcro Tes ln topologfa mds’ pcquena con ' espect
a la cual todas las P, son contlnuas, por. tauto, TC o (w, ) 0 !

Proposicién 1.3.16 Todos los‘ ubespacws de np son o ((p,w) —cerradas

Demostracion. = : - :

Por Corolario 1.2.21 basta proba.r que’ (<p,a'(z,9,u))/ = Sea g e ©*; como
{en:n > 1} es una base de Hamel para ‘. se" tiene que g esta” totalmeme derer—
minada por los valorm que t.o en estos elementos, hagamos' : <

Sean x = ‘(g,-b)

y se sigue ‘que:g 'Qs,v a (pw)
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Cor6lai-'i6"1 3.17 :Niﬁgdrz subespacio ‘propio’de o puede ser total en w.

Demostmczdn k -
Por'la proposxcxén'an erior sivS es un s‘ubmpacm propio de ¢, entonces éste
eso (Lp,w) —cetrado ypor, la: P 3.10'S no puede ser total.

Corolano 1 3. 18 ‘La topologta o (w,p) en wes mmzmal entre las topologtas lo-
calmente canve:m.s de Hausdor;

Demostmczdn

con -

Observemos que o (w,w’ ) es de Hausdorﬁ' ya que (&, T) tiene la PEHB por ser

localmente convexo y estd implica que t.amblén txene la’ PSP. Asf w' es total en
w.

Si f € w’, esdecir, fes 'r——contmua, entonc&s por (1. Ga) I 15 c (u,‘p) —continua,
osea
f € w,a W)

y u,sf w' es un subespacio de (p. Como w

‘total ken w, se sigue del corolario
anterior que w' = ¢, o sea,. )

a (w, w')

Teorema 1.3.19 Sea (X, Y) un pa -dual. que sepam puntos de Y. Todas las

topologtas l.c. en X admisibles con, el par dual (X,Y) tienen los mismos con-
juntos acotados.

Demostracion. . . . . . . Sl

Sean 71 y 7 dos topologfas l.c. en X compatibles con el par dual. Cada
subconjunto B C X, 7y —acotado es o(X,Y)—acotado, ya que o(X,Y) < 711. .

Para probar que B es T—acotado es suficiente mostrar, por, la Proposicién
1.1.51, que para cada seminorma p que sea T-—continua, p(B) es acotado. Sea .’
p una seminorma T—continua,.y sea' Z = (X,p). Por 1.2.14, Z'.=:(Z,p)’ es de.
Banach. Lo ‘ :

Para b € B, sca b(f) = f(b), para toda f € Z', entoncmvf) € Z". Mostraremos
que E -

es w* '—ncot;ldo en z". 7, ‘esto’ m, o(Z" Z')—-acotado Por Corolario 1.1.32 es sufi-
ciente mostrar que. {b(f) "b 6 B e.s acotado para cada f € Z'. Tomemos f en
Z’, y sea (za) na red en X tal que :z:,, — 0 en T, entonces
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ya que p 6s T—continua y como [es })—coutimla se tiene que
f(@a) = 0,

y por tanto f es T—continua,

Al ser 7 admisible para el dual (XX,Y), se sigue que f = j, para alguna y € Y.
Como B es o(X,Y)—acotado, {f(b) : b € B} es acotado para cada y € ¥, pero
#(b) = f(b) = b(S), por tanto, B es w*—acotado. Es decir, B es puntualmente
acotado y por el Teorema del acotamiento uniforme, para cspacios de Banach,
B es uniformemente acotado en Z”. Por ltimo, utilizando que ol encaje natural
(Z — 2Z'") es una isometrfa, tenemos que B cs acotado en Z. que es 1o mismo que
decir que la seminorma p es acotada en B.¢

Teorema 1.3.20 Sea (X,Y) un par dual, que sepam puntos de Y dcfnivnas
m(X,Y) = V {7 : 7 es una topologia l.c. en X adnuublc ‘para. el par dual (X, Y)}

Entonces m(X,Y) es una topologia l.c. admtszble para el par dual y es'la mds
grande con esté propiedad.

Demostracion. ;

Por el Lema 1.2.46 tenemos que es admisible para el par dual y es ]oca.lmente
convexa, ya que estd generada por una familia de seminormas segiin Lema 1. 2 45,
ademds por construccion es la mds grande con esta propiedad.® .

Definicién 1.3.21 A la topologfa m(X,Y) del teorema anterior se la lla:uui “la
topologta de Muckey asociada al par dual (X,Y). Si (XN.T) esun e. l L llumaremos
a m(X,X’) la topologia de Mackey de (X,T).

Definicién 1.3.22 Un espacio l.c. de Hausdorff (X.7) es llamado un espac:o de.
Mackey si T = m(X, X').

m(X,X’).

Demostracion. :
Sea 7; una topologfa l.c. admisible para (X .\’)
balanceada y convexa en lu topologfa .
mismos conjuntos acotados, asf U es T—-bornrvoro,
U es vecindad de 0 en la topologia 7, y por tanto 7y
topologfa de Mackey, T = m(X, X').¢

Por! deﬁnlcldn de Ia

Corolario 1.3.24 Un espacio lc. pseudometrizable es deé:Mackey.

Demaostracion.
Se sigue del Corolario 1.1.58 y del tcorema antcrlor [ ]
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Capitulo 2

Espacios Métricos Lineales

En este capftulo X sigue denotando a un espacio lineal sobre F = R o C.

2.1 Espacios Métricos Lineales
En estd seccién, asf como en la que sigue, introducimos algunos de los conceptos
y propiedades mads importantes sobre espacios métricos lineales. Para un (studlo

mds profundo se puede consultar [15].

Definicién 2.1.1 Decimos que el espacio métrico (X,d), o simplemente X, es un

espacio métrico lincal (e.m.l.) si las operaciones de suma y producto por escalares -

son continuas con respecto a la métrica d(z,y) .- Es decir, si" X es un e.l.t. con
la topologia inducida por la métrica d.

Definicién 2.1.2 Una métrica d(x,y) en X es llamadu invariante. (bajo trasla-
ciones) si

d(xz+z,y+2)= d(:z:,y) sz:z:,y.zGX.

Teorema 2.1.3 Sea (X,d) un espacio métnco lmeal. Entonces e:mste una métnca,

invariante d(z y) equivalente a la mnétrica ongt'nal d(a: 'y)

‘Demostracidn. ; :
Sea U una vecindad balanc‘eada de cero.: Pa.ra n E N; definimos’

Es claro que

(2.1) -

si n,m e N. o 5 : < AT, ’
Por la proposxclén 1 l 14 podem elegir una vecindad balanceada de 0, U($),

tal que : O e

l& @HuGIcum




paranz‘l._

donde a; = O o 1 parn i
Deﬁmmos ;

U (T)

U(7r) es una vecindad balanceada de 0 por
de vecindades balanceadas de 0.0

que

Sim = 1 tenemos los sxgulentw

i) a;-= 1.y b).= 0, de donde’

.CAPITULO 2
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Supongamos que la afirmacién es vdlida para £ <m

i) Si am = b,, = 1, entonces

a) + b @l + b1 1

pt+agq=n +nx+ 2 + +

ern—l' gm—1 7

que en forma diddica se escribe como ; . .

0500t
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F(z-y ¥) € U(r) + U(r)}
(ri+72)}
‘J(xvy)-

y por tnnto, d(a:, y) -0 sx, y sélo sn, d(:n,y) = 0 si,'y sélo si, =z = y.
Supongamos que d(a:,,,:z:) txende a’ cero, os fécﬂ venﬁcn.r que sip
Ulp) cU (q) ) :

o sea, d(zn, — x,0) tiende &’ cero. -
limd(zn,x) = 0.

Por otra parte, si lim d(:z:,,,:z:) o, de nuevo por la contmuldad,de la suma se.

.;La cont.xnuidad dé lai sus mplbi&t_:a.quue_

La demostracién se basa en los siguientes lemas:

Lema 2.1.5 Sea (X,d) un espacio métrico completo. Supd gas
tenido en un espacio métrico (X d) y queen X las métricas d(:t
equivalentes. Entonces X ¢s un conjunto Gs en Xx. -

Demostracidn.

Como d y d son equivalentes en X , para cadu T €A
existe 0 < rn(z) < L tal que

{_/ e X: d(z y) < r,.(:z:)} {

Sean
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“Las mét.ncas d y d son equlva.lentw en X por lo que zg = = %0, s dec
Por tanto, X = Go® T Shctel

Lema 2:1.6 Sea (X,d)un e.m. l. campleib; con una métrica invizﬁanlé ‘d.Sea’
Xo un subespacio lineal denso en X. Si Xo es de tipo Gg, entonces X '='Xg.

Demostracidn. C s
Si Xges Gs, entonces

donde cada G, es abierto. : o

Como Xj es denso en X, también lo es cada. G,. Esto implica que los conjuntos
X — G, son densos cn ninguna parte; asf,’ X — Xg es un conjunto de la primera
categorfa y entonces Xg es ¢ la scgunda categorfa, pues X lo es.

Supongamos que el conjunto X — Xj_ es no vacfo y sea T € X — Xo. Por
hipétesis Xy es un subespacio lineal, por lo que

x+Xo CX="Xp.

Como la traslacién es un homeomorfismo y Xo es de la segunda categorfa
tenemos que = + Xp también lo es, pero esto es una contradiccién ya que todo
subconjunto de un conjunto de la primera categorfa es de la misma categoria.¢

Demostracion del Teorermna 2.1.4. .

Sea (Y,d) la complecién de (X, d). Por lema 2 1.5 X es un comunto G5 denso
en Y. Asf que por lema 2.1.6 X =Y.¢ : :
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2.2 F-seminormas y F-espacios

Definicién 2.2.1 Una F-seminorma en X es una funcién real no negativa p que
salisface las siguientes 5 condiciones:

f1. p(z +y) < p(x) + py) sixz,y € X, por tanto, p(z) = 0;

J2. plax) = p(x) para todo cscalar a tal que la] =1..

;o 1o
En las sig tes tres prop d (a.,.)"_
es una sucesion en X :

s tina s'uceszén cscalar y (:z:,,)"_1

f3. lim planz) =0, siz € X ya.'. fv o
4. hm plaxy,) = 0 sia es un esc {

f5. limp(anaxy) = 0 six, — 0 y a“ —0

Si ademnds p(x) = 0 zmphca que
usualmente se denota por ||| .

a y entonces

,0 - llavr‘riah'giolsf a

iu\ia.yF-m‘)

por los subconjuntos o

'“{zex'=p(z)<e},'

con € > 0, forma una basc'de vecmdadts dc o para una topologf& lmeal de X.
Al e.l.t. que tienc csta topologfa se Ie denota por (X p)
F—seminormado. i N

Definicién 2.2.3 Deci
mondtona si satzsface

p(a:x:)<p(:z:) '8 0<a.<1y:::

Proposncnén 2.2.4° Pam. toda F-scmm.ormn. p en X ‘se’ cumplen las stguzentes
pmpzcdades : ;

1) Sean (z,.)"_l una sucesuin en X Y (a,,),,_1 una .suceszdn escalar Sz se tzene
plan—z) =0y a,, — a, entonces p(a,l:n" f a:z) — 0

"2) Ip(=) — p)| < (= £ 3) < p(x) + ply), % z,y.€ X..

3) iplx) < p(ix) y p(nx) < np(x) pera cadaz € X yn e N
4) p(lalx) = plaz) sia es un escalar yx € X.
. 5) Si p(x) > 7> 0, entonces existe 0 <t <1 tal que p(t:r:) =r.
Sz pes mondtona, entonces se cu.mplen las szgmentes dos propledades
6‘) p (ax) <p(bz) sz::EX y0<a<b._
7) plax) = 0 v p(:z:) 95 O 1mplzcan. a=0.
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Si p es una F—norma mondlona, entonces :
-8) ]im P(anx,) =0 yp(n) 2 € para algin e > 0 y todo n > 1 implica a, — 0.
9) hm planx) =0 y x # 0 implica a, — 0.

10) (planx))32, es de Cn.uchy vz 75 0 nnplzca (tz.,,),‘_l es de Ca.uchy

Demostracion. ) AT -
‘1) Por la desigualdad del tridgngulo = <0 T

planzn — az) < p((an — a) (@ —x)) +P((au - a)x) +P(a(xu - -’v))
Usnndo 3. - 5. de la Definicién 2.2.1
cero ;, de donde se sigue la afirmacién.”
‘7), 3) y 4) se siguen inmediatamente de fl. y

5) Las funciones t — tx de Fen (X,p) y y &
Por tanto,"la funcién

S que el lado derecho t endé a

Por cl teorema del vnlor mtermedxo Jexi < t < 1 tal que p(tz) = : 7., ;
6) Supongamos quc D &s monéto: a., Sib ;0 el resultado se sigue mmedmta-
mente. Asf, supongamos que b > 0, entonces 0<$<1lypor la monotom‘a de P
se tiene

p( y) < p(y) para todo Y E X,

en partlculm‘ pura y= b:z:' de donde se obtiene el r&sultudo g
7) Supongamos que a # 0, Entonces

plaz) = p(le|z) > ;p(:p) > 0 para un natural n 'Quﬁcié%liéx}lénée grande

lo que contradice la hipé6tesis e
En lo que sigue, supongamos que p es una F
8) Por 4) se tienc

hm p(lanl In)

Si (a.,.)"_1 no converge a cero enton
infinidad de indices n. De 6) y 3) se sigg

9) Es consecuencm mmedlata de’ 8)

10) Por 4) sc tiene que (p (Ia.,.[z))"_1 es
tal que

sin > N. Port.mlto, la,.—aN|<651n>N p’
cump1e25 [
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Prop'd;ici(ﬁh 2.2

toda F-seminorma mondtona tiene

la proposicién anterior. ..,
. Con, [1'] denotnmos, com

real 7.’Seanz' € X' y -n.‘— [|t.|
Entonccs -

'iniiyqr entero menor o igual que el

Asf,~

egativa p deﬁmda en 'X és una F-
isface las szguzen!es cond:cwnes parma

Propos:cnén'2 2.6° :Un};fﬁn
seminorma 1nondlona ean si,.1 sélo: si
x, y €eEX yteF

FL. p(z+y) < p=) + @),
F2. (az) < p(bz:) si ]al < |b| , SR
F3. nan;o p(;:z:) 0 para cualquzer:z: € X

Demostracion.

Sea p una F-seminorma mondétona.

Por la definicién de F-seminorma y por 4) y 6) de la Proposicién 2.2.4 , p
satisface F1 y F2. Y F3 se sigue de £3 de la Definicién 2.2.1.

Reciprocamente, sca p una funcién real no negativa que satisface las tres
condiciones anteriores.

La condicién fl coincide con F1; de F2 se sigue fdcilmente f2.

Sé6lo resta demostrar que p satisface 3., f4. y 5.

Sea (an)i2, una sucesién escalar tal que a, — 0 y £ € X . Supongamos que
planz) - 0. Existe € > 0 tal que p(a,,x) > € para una subsucesion (an, )52, de
(an)52,- Por F3. existe ng tal que p("—lu-:t) < €. Sea k suficientemente grande para
que [an,.| < n—lo, entonces por F2. p(a,.z) < p(-'-";:z:) < €, lo que contradice la
eleccién de (an, )i2; - Con esto queda probado f3.

Sea (zn)52, una sucesién en X tal que p(z,) — Oy seaa € X.

Por la Proposicién 2.2.5, se tiene

p(azn) < (lal + 1) p(zn),

is'son vélidas las propiedades 2) a 4) de
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de donde, p(az,) — 0. Asf, f4. también se satisface. .
Finalmente, sea (an)j., unasucesién de escalares que tienden a cero y (Tn)omy
una sucesién en X tal que p(z,) — 0.
Sea € > 0, existe IV tal que

lan] < 1y
plzn) < €,
sin>2N
Entonces

p(ana:..) < p(:c,.) <esin 2N,
y (15) s¢ txene YR : :
Observacxén Est.a proposicié contm\ia siendo vnhda si F2 y F3se sustxtuyen

Y, por ’cr)t.‘ro_ iad

es una F—norma, si d(:z:, y) m una métrlca mvanante en X.
Definicién 2.2.8 Un F*-e ,' io " es un espaci lmeal X equipado con una F-
norma ||||, ¥ en.este caso se denota por (X, ||{|). Con la distancia invariante
inducida por |||| el espacio (X, ||||) :es métrico lineal y si es completo entonces es
llamado un F -espacio. Un F-—M""-*vn localmente co
de Frechet. S :

sexo es llammado un espacio

Teorema 2.2.9 Todo espacio métnco lm : vri‘:plét‘é)\(xk H) ‘es un F*-espacio
(F-espacio). ¥ o :

X tiene una métrica invariante
{(X,d) 1o es. @

Demostracion. Por los teoremas 2.1.3° Y. ‘2
d equivalente a d, y ademés (X 3)

comgle;o

Definicién 2.2.10 Se dice que /d

P y q son equivalentes si para
toda sucesion (z,)0—, se satisface:: S e . .

Lo antenor stgnzﬁca q-u.e las pseudométricas nduczdas en X por éstas narrnas
_son equzvalentes

,Proposmlén 2. 2 11 En todo’
s l[|| es una funmdn continua.

espacio (X, [I{l) “cualquier norma equivalente o
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E_)emplo 2.2, 12 En el e]cmpla 1. 1 53 tencmos que (w o {P,.}) es un e.l.t. metriz-
able, ¥ que la-métrica: Fe

- e SR
1 IPn (x—=u)l
d{z,y) = —— S
@) ,,Z=:,2"1+|P"(z—y)|’
genera su topologia. Ademds, es claro que d(x,y) es una métrica invariante. Asf,

lz|| = d(x,0) es una F—norma en w. Mds atn, (w, ||||) es un F— espacio y por
la Proposicion (1.3.15), (w,o (w, ¥)) es un F—espacio.

En cfecto, sea (zx)ie; una sucesién de Cauchy en w, donde zx = (a:k,.),,_

parncadak > 1.Scann € N, e>0y U, = {a: Ew: |P,, (z)| < €} ‘entonces existe
N > 0 tal que si k, &' = N se tiene R py (R

T — g € U,

esto es,

real, dxgamos :r,,, tal que xg; — ::,. cuando k Ly ool en R: ‘Seéa T = (a:,.)“__l ;' se
puede comprobar que zx — 'z en wy por. tanto, . (w, ||||) es un F'— espacio.® -

(2.6)
y ademss, [|z|” = |lzl]. para tod
Probaremos ahora que ||:z:|
Es inmediato que [|z|| = 0 :
Sean z,y € X. L‘ntonca

fle+ il =‘SUi>'7IIt(
C0Stgl o

Si |a} = 1, entonces. :

funcion de't,
para cada n > 1
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La sucesién (tndn)pe; converge a cero, asf ||t,.:c|| —-0. . 5

Sea ||lznll” — 0. Como ya vimos que ||| satisface fl. y £2. de la deﬁmcxén de )
F-semmorma yla desngua.ldad (2 6) tenemos por la Proposncxén 2.2.5 :

IItwnII < (it + 1) Ilrnll

De ‘donde ||t:x:,.|| N T : S
Finalmente sean t, — 0y ||lzall = 0. Como ant% podemos encontrar una
sucesién (tnbn)pm, 0< b,. =1, tal que. para cada n

De nuevo la suculén (t,.b,.)"._l _mende a cero y como ||a:,.|| > ||.'z:.-.|| para todo
n, tenemos g )

Ienbnza]l — 0. :

Por tanto, |taZnl] — O.

Por dltimo veremos que il es equivalente a [|]] .. : i v
De ||a:|| = |lzll para todo = € X, se sigue que si una suc&slén converge a 0
segtn ||| entonces también converge a 0 segun ||z|| . :

Supéngase ahora que la implicacién contraria es falsa, es declr, que" \uhdf
sucesién (zn)S2, tal que [|zn|| = 0y llzull” = € para alguna €.> 0.y, todo! n> 1.
Para cada n > 1 existe 0 € a, <1, tal que

||:l:,.|l = "anzn" -
Podemos suponer sin perdida de genera.hdad que ‘an

que la sucesién (an)ie, es acotada. Por la contmuxdad d
tenemos que

:t"" = "anzn”

lo cual cs una contradnccxdn. Por lo tanto, [[:cll
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2.3 Las topologias lineales y las F-seminormas

El resultado principal de esta seccién establece que toda topologfa lineal en X
estd generada por una familia de F-seminormas mondétonas [5].

Proposicién 2.3.1 Sea I" una coleccidn no vacfa de F-seminormas mondtonas
en X. La topologia T, en X que tiene por subbase a los conjuntos de la forma
. {x € X 1q(z) < €}

donde q €& I‘ ye > 0 esuna topologta hneal y es llamada la topologfa generada por
la familia T de F—semmormas. A X con esta topologta se le denota por (X,Tr)
o bien (X; F) : S PR el

Demostmmdn
" Sean q1,q2.

“ por ser cuda qi

Para ver. que U 15 absorbentc notamos que pa.ra x e X y cada i= 1, ...,-n se
tiene n .

. 'll(_a:) - 0
'asfqueexlsteN>0 1<1.<n,talque :
g - T ogi(= :z:)<2,s|n>N
para todn 1<i<n,es decu‘, zenlsi n> N.
Por todo lo anterior 7 es una topologi’a lineal en X.@

En lo que sigue suponemos que I” es una coleccién no vacfa de F-seminormas
mondétonas en X
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Corolario 2.3.2 7r es la topologia lineal mds débil de X tal que. cada. q E E es
continua. Es de HausdorfJ si, y sélo si, para todo x € X \ {0}, ha.y una’q € l‘ tal -
que q(x) > 0.

de dbnde

- rmas mondtonas, cntonces
juntos ﬁmtos, no vac{os, de F es una
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R Por ﬁlmmo‘ sean & e X y €> 0 como cada q. ts una F-semmormn, tenemos

..n. Entonces
es decir; - -

y q satisface F3'. Por tanto g es una F-semmo ma: monétona enX. Es ademds
claro que Tes dlrlgldn X

Proposxclén 2.3. 6 La_s topologfas T Y Tp camctden

Teorema 2.3.7 Sea (X, 1') un e. l t Entonccs la fam:ha r dc toda.s lasF semmormas
mondtonas y continuas en (X,T) es dirigida y gencm eT, esto “es,:T

esta familia dirigida T' de F'—seminormas mandtonas que generan la topolog{a T :
la denotamos por D,.

Dermostracion.
7r £ 7 es inmediato del corolario 2.3.2. : :
Sea Vg una base de vecindades de cero en: (X, 1') Sea U €: Vo, al’ xgual que

en la demostracién del Teorema 2.1.3 construyamos una suctsnén (U (n)),,eN, con
U(n)=U+ ...+ U (n veces). Para n > 1 sea

1 o
u (-2—") € Vo,

‘balanceada tal que

si n > 1 (ver demostracién del tTeorém
Sea 7 un ndmero racional positiv
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Pura T € X, definimos
7 qu(:z:) =inf {r € Q* :z € U(r),  con expresién diadica ﬁnvit.n} ‘ ..',

Entonces la funcién gy : X — R¥, estd bien definida ya que U es balancea_da .
y absorbente. Satisface ademds F2 de la Proposicién 2.2.6, ya que U(7r) cs.bal-
anceada para todo . Para ver que satisface F3, usamos de nuevo que cada U(r)..

es absorbente, esto es, para cada x € X, exxste no tal que T € noU(r) sin > no,
de donde tenemos

qu(—m) < qu(—a:) <r Sl n> no,

xisten mimeros diddicos p, 7 tales que

Y por vtiulto; '

‘ de donde se sigue.F1: Dntonc&s qu es una F—Semmorma mondtona en X
- Sea'Ila fumxlla de las F—semmormas qu;- Para cad € >

- Entonces .-

de dondc T < 'rf. < -rr Observé.m que bas n ‘las F—semmormas >qu para
obtener la topologfa -r.0 R :

_Corolario 2.3.8 Sea (X -r) un_e.l.t:. (Hau.édorﬁ’) .8i T tiene una base local
de  cero numemblc, entonces puede ser_ generada por una sola F—semmorma
(F—norma), esto es, T es. pseudometnzable (metnzable)

Demostracién.
Sea (Un)32, una:base numerable de vecindades balanceadas de cero en la

topolog(a 7. Podemos suponer, sin perder generalidad, que las U,, forman una
sucesién decrecxente que satlsface la snguxente condicién:

: Un+1 + Un+l C Um ‘para todo nn = 1.
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paratodon > 1. | :

Por tanto, 7 = -r(q), ya que: (U,.) es base de céro'en 1', dedonde; T es pseudo-
metrizable, ademss si T es de Hausdorff, entonces del corolario 2.3.2 se sigue que
q debe ser una F—norma y entonces T es metrizable.¢ .

Corolario 2.3.9 Seca (X,7) un e.l.t. (Hausdorff). T tiene una base local de cero
numerable si y sdlo si v es pseudometrizable (metrizable).

Proposicién 2.3.10 Sea (X,T) un F*—espacio, con F— norma ||||. Para cada
n € N, denotemos por Uy, a la envolvente conveza de {z: ||zl < 1}. Entonces
(Un)ory es una base local para la topologfa de Mackey m(X,X'). Consecuente-
mente m(X, X') < 7 y m(X,X’) es pseudometrizable. Si X' separa puntos de X,
entonces m(X, X') es metrizable.

Demostracion.

Es fécil ver que (Un)32, satisface las condiciones i), ii) y iii) de la Proposicién
1.1.14 y por tanto, es una base de vecindades de 0 para una topologfa localmente
convexa Tg en X. Ademas, por definicién A, contiene a {z : [[z|| < 1}, para cada
n > 1, y asf cada U, es también r—vecindad de cero, entonces T¢ es mds débil
que T.

Mostraremos ahora que (X, 7)’ = (X, 70)'..Como 7o < 7, toda funcional lineal
Tg—continua es también T—continua.. Sea:f una funcional lineal 7—continua en

X, entonces es acotada en alguna vecindad B, = {z:[|z|| < 1}, esto es, existe
Al > 0 tal que T

/)| < M para todo z € B.

Siy € Uy, es‘decir, Yy = _>_ 0 y x; € By; entonces
tenemos - - ) s

i—l
y “asf f es también Tg—contmua, por tanto, X’
base numerable (X,7g) cs pscudometrizable, por‘el corol
Corolario 1 3.24, (X, To) es dc Mackey. Asf 7o = m(X; X’)“

Hausdorff si y sélo si X’ sepnra puntos de X.Q'

CAPTULO 2/ -~




2.4 TRES PRINCIPIOS BASICOS

Proposicién 2.3.11 Sea (X,7) un e.l.t. metnéablé zj'AI CJ Xiu ; ubéspat.;io.
Entonces M es un subespacio HB si, y sdlo s, 1n(X X') I M

Demostracion. g :

Por la Proposicién 2.3.10 m(X, X') es una topologfa pseudometrlznble y Io-
calmente convexa, por lo que su-restriccion, -m(X;X!): |[iM ;a,Ges pseudo-
metrizable y localmente convexa, de donde, por el Corolano 1. 3 24 tenemos .que
(M, m(X,X’) | M) es de Mackey, esto es

m(X XY | M = m(M, (M, m(X, x') | M)'),

asf que s6lo hay que probar que M’ = (M, 1) = (M, m(X X’) | M)' . .
- Como m(X, X’) < 7 (Proposicién 2.3.10), tenemos m(X, X"} | M <7 l M, de

donde toda funcional lineal f en M que sea m(X,X’) | M —continua es también

7 | M —continua. Sea f € M’, como M es un subespacio HB existe F € X' que

extiende a f, pero m(X,X') y T tienen el mismo dual, entonces F es también

m(X, X')—continua y por tanto, f es m(X, X’) | M~continua. Asf

m(X,X") | M =m(M,M').

Inversamente, sea f : M — [F una funcional lincal v | M —continua, entonces
es también m(X, X’) | M —continua ya que m(Af, M’') y 77 definen el mismo dual
en M y m(X,X’) | M = m(M, M'). Como (X,m(X,X’)) es localmente convexo
existe una extensién lineal y m(X, X')—continua de f, y por tanto 7—continua.
Asf, M es un subespacio HB.

2.4 Tres principios bdsicos
En estd seccién se probardn, para F—espacios, 3 teoremas muy iitiles y que son |
ampliamente conocidos en la teorfa de los espacios de Banach, estos son: el prin-

cipio de acotamiento uniforme, el teorema de la grédfica cerrada y el teorema de

la funcién abierta. Las versiones aquf dadas se pueden encontrar en {13), {12} y
[3], respectivamente.

Definicién 2.4.1 Una familia F de operadores lineales de un e.l.t. X en une.lt.
Y es uniformemente acotada si

U{T(B): T e F}

es un subconjunto acot‘aydo"de v si‘emp‘re que B é{s.‘ﬂ’n‘"sﬁbéo junto acotado de’X. ™ -

Proposicbidni2‘4 2 Uri fa}rit akf' dc opcradorc lmea
el.lt. Y es equtconttnua en 0 s: y solo sies umformcmen

Proposxcnén 2.4.3 Si una fumzlza F de apemdares lzneales de un
X en un e.l.t. Y es uniformemente acotada, entonces es. equzcontmua en0y por
tanto, umjonnemente equicontinua en X. !
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Demostramém . :
Sea V una vccmdud dc 0 en Y Emste )\ > 0 tal que

U{T(B) T € .7-'} cAav

donde’ B es In bola abnerta umtuna e B Pot tu.nt.o, -)‘:B es una vecindad de 0 en
X que ':.atxsface. IO R :

T(—B) C v para t.cido T e F.@®

Teorema 2.4.4 (Pnncxplo de Acotamlento Uniforme para F-espacios) Sea
F una familia no vacta de opemdores lineales acotados de un F—espacio X en
un e.l.t. Y. Supéngase que {T(x): T € F} es'acotado para cada T € X. Entonces

F es‘unijormementc acotada "y pqr tanto,’ uniformemente equicontinua en X.

Demostracidon.

Sean B un subconjunto m:otado de 'y U una vecindad balanceada de cero
en Y. Escojamos una vecindad b_nlnn_qendai_de cero V en Y tal que

Veu,
y sea : I
L S= ) T,
; CTeF - . : ,
S es cerrado por la continuidad de cada T € F (Teorema 1.2, 11) Sca S e X,
como {T(.x:) T € F } es acotado existe un entero posntwo Tz tal que .

{T(::) Te]-‘} Cn.V,

y asr que T € n,S De donde,

X es de la segunda categorfa por ser X un espacio mét rico completo Entonces
uno de 16s conjuntos cerrados nS, y por tanto 'S, debe tener interior no’ ‘vacfo. Sea

zp un punto en el interior §° y W = x9 — S°; W, m l.ma vecmdad de ceroen X y
para cada T € F tenemos .

T(W) € Teo - T(S) cV=v ci.—V:f VcU.

Como B es acotado ‘n X exis ' B C tIV.5i T € F entonces

y por taiito,
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Corolario 2.4.5 Sea (T3,)5%, una succszdn de opemdares ltneales acotados de un
F—espacio X a un e.l.t. de Hausdorff Y’ tal que

llm T,.:c e:mste para cada.

Sea T : X——> Y dado por g

Notamos que T esta blen deﬁmda ya‘que- Y cs de’ ausdorﬁ‘
La contmmda.d de las operacnones d eal de Y yla lmeahdud de cada .
> r de X.La convergencm

de cero en X.
Entonces T es continuo.

Demostracion.

v ya que por (n! -1 ( ) es una vecmdad de cero el

Seu T e T"1 (Bg), construxremos por mducc n‘una suc&snén (y..)"_
- que’ . :
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(a) yo =0, "Ju 1/n+1|| <zt (n=1,2,. ), Yy

(b) ceT- (y,,+B§,,) (n=o, 1 2,

Claramentc yo samsface (a) y (b) Supéngase que Yo, ... Yn han sido escogidos.
Por (ii) .

Tt (B__n.) es una vccmdad de ceroen X,
y por’ (b) c.\lste zeX tal que :

T(z) € Jn+Bt

Pnran = 1,2, ... sea

Tenemos y € Ba, ya que

¥, por tanto,

o equivalentemente,

v entonces (z,y) € grﬂf(T),
Como y € Ba.. tenemos”

: .T" (Bo)c
asf, T es continuo.¢

Corolario 2.4.7 Si en el Teoﬁ'zhia aritéridf 'X. es.de la segunda categorfa, por
ejemplo si X es también un: F— . espacio,; entonces basta que se cumpla (i) para
que el teorema sea verdadero, pues en ese caso (ii) se satzsfacv autamdtwa.menle
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Demostracion.

Mostraremos que (ii) del teorema anterior se satisface. Paru cada vecmdad U
de cero en Y, sea V una vecindad balanceada de O en Y tal que V ViQ U

Por ser T'~!(V) balanceado y absorbente tenemos -

X = U nT“(V)

n=1

' T“(V)

T—l(V) es.una vec:ndad’ de~0 n
Asf,

T—l(V) —-T-(V)C T-l(V)
de donde, T‘1 (U) es una vecmdad de

decir, el operador es abierto.

Demostracién.

de cero V en X es una vecindad de ceroen Y. .
Dada V, vecmdad de 0 en X, existe U, vecmdad d

n=1

Como Y es un F—espacio, él es de. la segun .
de los conjuntos nT(U) contiene un conjunto ablerto n acfo: Y debido a que la’

funcién y — ny es un homeomorfismo en Y, se txene que T(U) contiene un abierto
W de Y, no vacfo. Asf,

W - W c T — T _C:T(U) = T(U)' T

como 0 € W — W y W — W es abierto, entonces esta diferencia es una '\}ecmdad
de 0 en Y. Por tanto, la cerradura de la i lmagen de cualquier \'ecmdad de 0 en _\
es una vecindad de O en Y.

Para cualquier € > 0, sean B¢ y S las bolas abiertas con centro en 0, en A ¥
Y, respectivamente.

Sea ¢g > O arbitrario y (5.)‘_l una sucesxdn tal que € > 0

Entonces, por lo visto en el pédrrafo antenor, existe una suc&snén {17,
con n; > 0,7; — 0, y tal que - i
) T(B(i) 3 s'li "
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y por nucstra elecclén de las e. se’ sxgue que (z,.),,_l es una sucoslén de Cauchygz '
en X, por lo que la serle zo 1 + .. converge a algtin punto z de’ X ta.l que -

l:t" = hm ||z,,|| 260, os decir :z: e Bz“,

Como T es continua se sigue de 2.9 que y = T'(x). Asf, Sqo C T(qu,)' Entonces
la imagen bajo T de cualquier bola abierta en X, con centro en 0 es una vecmda.d
de cero en Y y.por tanto es un operador continuo. - "

Corolario 2.4.9 Un opecrador continuo y biyectivo entn: dos F-—espacms, tiene
inversa continua.

Corolario 2.4.10 Si un espacio lineal es F—espacio bajo dos métricas, y una de
.las ‘2 topologfas generadas es mds débil que la otra, entonces las dos topologtas
coinciden, es decir las métricas son topolégicamente equivalentes.

Demostracion. .
Sean 11 y 72 las dos topologfas para las cuales los wpacxos (X T1), (X 72) son
F'—espacios. Si 71 < Tg,consideremos la fuucxén ldentldnd >

(X,72) —" (}\,T;).' k

que por el corolario anterior es un isomorfismo; por tanto, 71 = T2.¢

2.5 Ejemplos

En estd seccién veremos algunos ejemplos ‘de-F

spacios,que no son localmente
convexos y fallan en tener la PEHB: (ver Deﬁ L

Ejemplo 1 L, = Lp[0,1}, con 0 < p < 1. Este’es el wpacno’de funcxones Lebesgue
medibles en {0,1] para las cuales :
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quiera. l|f|[,, es una F i
sea, Ly es un F'— espacro.‘
para todo escalar A's

'fori:)hn una base de vecindades
Ly. Es fécil ver que

asf cada g; estden V, que es convexo,- ¥y por consiguiente [ == (91 + ... +g,l) )
Por tanto, V = L, de donde Ly no es localmente comexo, ya' que o contiene’,
subconjuntos propios que sean convexos y abiertos.® e .
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Demostracxén

Es idéntica a la demostramé hech pa.ra el caso Lp, de hecho en esa prueba

lo que sc uso es que la F— ‘norma’es tambxén una p—norma, lo cua.l en mte caso*: .
también se tiene.@ .’ : P

Proposnmén 2.5. 6 E‘n.l c:usten ]uncwna.les lmeales contmua.s no. trzmales. .

Dcmost.rncxén Sea P,,, la funcxonal hnenl deﬁmdn por P,. ((:1:.),__1) = :z:", para
cada (x;)i2; € l Esta una funmonal lineal continuas ya que para n fija y € > 0

S o :{ |z,,| <esi [z, <@

 Corolario 2.5.7 I, tiene la PSP.

Nota 2.5.8 Contrariamente al ejemplo'de Ly, en este caso acabamos de ver que
l, contiene suficientes funcionales continuas como para separar puntos, sin em-

bargo veremos mds adelante que no tiene la PEHB y por tanto no es localmente
* convezo. -

Teorema 2.5.9 Sea (X,r) un F—espacio. X contiene un subespacio propio
T—cerrado y débilmente denso (PCDD) si, y sélo si, X tiene una imagen lm.—
eal continua en un F—espacio de dlmensuin mﬁmta con dual trivial.

Demostracién.

=) Supongamos que X contiene un subespacio PCDD , digamos K. Entonces
X /K es un F—espacio y es imagen lineal continua de X bajo la funcién cociente.
En el capitulo 4 se probard (Lema 4.1.7) que X /K es un espacio no trivial con
dual trivial.

Supongamos que K tiene codimensién finita, entonces existe un espacio H
de dimensién finita que es complemento algebraico de K. H es cerrado por ser de
dimensién finita, y la topologfa en él'inducida por T es la de un espacio euclidiano.
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Entonces A tiene una funcional lineal continua no trivial que puede ser extendida . .

a X, definiéndola como cero en K, de manera continua, ya que H y K son cerrados;
. ésto contradice que K es débilmente denso (Proposlcnén 1.3.8). Por tanto, K tiene
codimensién infinita.
<) Sea Y F— espacio de dlmcusldn mﬁnltay con dual trivial. SeaT : X — Y
un operador lineal, continuo y suprayectivo. El subespacio ker T es un subespacio
propio y cerrado de X. Afirmamos que ker T es débilmente denso. Supongamos
lo contrario, entonces por la Proposicién 1.3.8 existe f € X'no nula tal que
f(kerT) = 0. Sea ¢ : X — X kerT la funcién cociente. La funcional lineal f
en X, kerT dada por la férmula

es continua y no nula en el cociente.

X/ kerT cs nlgebrmcamente isomorfo a Y via el operador S dada por la
férmula - ;

Soq—.T

y como T es continuo se sigue que s tamb:én lo es y por. tanto, S es un isomorfismo
por el Teorema de la funcién abierta: Asf :

S' Of'

deﬁne una funclonal lineal continua no t.nv:al en Y lo quc contradlce ln hlpétems.
Por tanto, ker T es débilmente denso.¢ E

Teorema 2.5.10 Todo espacio p—normado,
es imagen lineal continua de (.

Demostracidn.

Sea (Y, |{]]) un espacio p-—normndo
un F'—espacio. Sea

‘particular. Y es
enteros positivos, cntonces

n+k

E :zJeJ

J—n

por. tantq,. la’ sucesién

oo
E zje; es de Cnuchy en Y. y converge & un elemento E zzejl
J=1 n=1 : . I / . J‘-l -«
Definamos T : I; — Y como .

T(z) = Zz_,e,, K

. J—1

n'0 < <:71 i cbinpleto y separable.

55

vl s




56 CAPITULO 2

de dondc,b

" }4“'||T (Z)JII = “zz,e

Wzll,, -

.y por tanto T es cont,mua.

nuestra aﬁrmacnén basta’ probar que,dado Yy E Y con’ ||y|| <1, cwuste = e lp tal *'
que T (z) = Y- Como A es denso en B 'exlste un fndlce 20 tal que

La sucesién T = (z,.);l";o, con z,lJ = -2—',. para 72> 1 y.z;. =0 paré'vi #n,,
pertencce a lp y : Co :

T(x)=

Nota 2.5.11 Como veremos en el capflulo 4, un F—espacio conticne un subespa-
cio PCDD si, y sélo si, no tiene la PAHB, que es una propicdad de extension mds
débil que la PEHB. Por tanto, que un F—espacio contenga este tipo de subespaczo ’
implica que no tiene la PEHB, de aht la parte final del siguiente

Corolario 2.5.12 [;,, con0 < p < 1,

contiene subespacios PCDD 'y por tanto
no tiene la PEHB.

Demostracidn.

L, es un F--espacio, separable, p—normado, por lo que por el teorema anterjor
existe un operador lineal continua de {p sobre Lp. Como L, es de dimensién finita y
tiene dual trivial, se sigue por Teorema 2.5.9 que I, contiene subespacios PCDD.¢

Corolario 2.5.13 [, no es localmente convero.

Demostracidn.
Sabemos que todo espacio no loacalmente convcexo ticne la PEHB.¢

Corolario 2.5.14 Todo F—-espacto que tzene a. l,,, con 0 < p <1, como imagen
lineal continua conttene subespaczos PCDD
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Dermostracion.

Sea ¥ un F—cspacio y supongamos que existe T : Y — [, lineal continua y
sobre.” Al igual antes usamos el hecho de que existe un operador?” : I, ~ L,
lineal, continua y sobre. Considerando S =7" oT : Y — L, el resultado se sigue
del Teorema 2.5.9.¢ .

Ejemplo 3 HP, con 0 < p < 1. Este es el espacio de funciones analfticas en el disco
unitario, tales que . : )

2 oo .
Wil = sup %r-uflf (Tc"’)lpdo oo

Con la F-norma |[|fll;», HP es un F—espacio.

Como puede verse en el Libro de Duren [4], HP con 0 < p < 1 es un F—espacio
no localmente convexo. Ademds en este libro se ve de dos formas distintas que
HP contiene subespacios PCDD, en la primera de éstas, tales subespacios se con-
struyen dircctamente y en la segunda se da una transformacién lineal continua
sobre {,,, y se aprovecha el Corolario 2.5.14 para concluir que H” contiene este
tipo de subespacios, lo que, como habfamos mencionado, implica que HP con
0 < p< 1 notienela PEADB.

Hay otros ejemplos de F —espacios, distintos a los aqui dados, que son no
localmente convexos y fallan en tener la PEHB. Sin embargo, estos no son tan
conocidos e iuteresantes; a este respecto se puede consultar [18], de Shapiro.



Capitulo 3 %

Sucesiones basicas en
F-espacios

Este capitulo es el primero de los que constituyen la parte central de este trabajo,
aquf daremos las definiciones y propiedades relevantes sobre bases y sucesiones
basicas (ver [6]) y principalmente desarrollaremos el artfculo (9] de N.J. Kalton
en cl cual se da una forma de construir sucesiones basicas en F*--espacios bajo
ciertas condiciones, lo que se utiliza mds adelante para demostrar la existencia de
estas sucesiones en F"—espacios no minimales. En la tltima seccién veremos varias
aplicaciones de los resultados mencionados arriba, entre éstas destaca lo que ya

hemos anunciado en el prélogo, es decir, que todo F—espucio con la PEHB es
localinente convero. ‘

3.1 Bases y sucesiones bdsicas

Definicion 3.1.1 Una sucesion (zq)ae, en un e.lt. (X,7) es llamada una base,
topoldgica (b.t.) si para cada x € X eriste una tnica sucesion (an)ney en F tal

que
oa U
z= E AnTy-
n=1

A cada b.t. (x,) en (X,T) podemos aaqciarle'lzi 5

Cada fn Aeshllamb db'un,)coeﬁ‘cwn e funci mz.l‘ (aséc%iado:n (.'1:,.):’:’= )
Claramente {z,, fn}

: ‘ em bjé;xffogénal. ‘es'decir. f;(£;) ='6ij (delta
de Kronecker). " : = S e
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Para’ refcnrnos .a una b t” (:z:,,)"_‘ en-un e
{€n, futomy -para. resaltar que los: coeﬁcxentes' fi
B (a:,.)"__1 son lo _f

‘a’veces escribiremos
a.lcs asocmdos ala b, t.

n)ney » O simplemente

Deﬁmclé 3. 1 3 Un.a sucestdn (:r,,)"_'; en un e.l.t. ,(X 1') se dzce qu.e.

1.) cs 'w-lmea!mente ‘mdependzente (w-1.4. ) si Zn_l anzn = 0, donde (an)e,
es una succs:dn en IF, zmplzca an =0 para todo n > 1.

u) w-genem un subespacza lineal Y de X 5% cada y [ Y se puede expresar como
3o i @ny para alguna sucesidn (a,.)"_, en ..

Proposicién 3.1.4 Una sucesidn en u.n e.lt. (X 7-) es una b.t. si, y sdlo si, es
w-l.i. y w-genera a X.

Definicién 3.1.5 Una base topoldgica (Tn)ae; en'un e.l.@.‘ (X, T)'ae'llamard una
base de Schauder (b.S.), si cada f, € X'. . :

Ejemplo 3.1.6 Consideremos el F—espacio (w, ||||) de todas las sucesiones reales

[

n=1

Z 2"1

n=m+l

de donde, 2 :c,.en cmwerge ax,es deczr (e,,),,_
n=1

(a). Completa en X si[x,]%%, = X, donde [1’;,],._1 = (Tn
es el subespacio lineal generado por {zn :n = 1}, v

(b) Schauder bdsica (S.b.) [resp. bdsica)] si (xa)32., es una b S. [resp b.t.] de
[-”n].;:lv .
En algunas fuentes una sucesion (T,)ne, en X és llamada una sucesion
bésica si (xn)on, es una b.t. de la cerradura de {(x, : n > 1) en la complecién
de X , esto facilita el enunciado de varios resultados, pero la consideramos
menos natural, por eso escogemos la definicidn aquf dada.
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(c) Regular Schauder bdszca (S b ) [resp regular bdszca)/ st (:r:,,)“_1 es’ .S'clmuder )
basica (S.b.) [resp. bdsica)]y esid alcyada de 0 es deczr car_t;tg;ma. ‘vecindad .|
V. de0 tal que:z:n¢Vpara todon>1. S :

Proposnc:én 3 1.9 Sea (X, T) un e. l. con base (:z:,,, ..),,_‘ . X es zsamorfo
(lzneal y topold zcnmente) al es‘paczo de succazones '

s {(a.,.)"___l en T fn(:!:) =ap pam ulgun a: e X v, todo n> 1}, »

cuando en éste se consuiera la topologta de zdentzﬁcaczdn deternnnada. a por el iso-

morﬁsmo lmea[ w: X — Y dado como u(:z:) = (a.,,)“_l ., pare x = 2 anty. La
1

n

sucesion (en)ne, ,donde e, = | 0,..0,1,0,.. ] , es una base topoldgica de Y que

‘es de Schauder si, y sélo si, (xn)5e, es de Schauder.
Observamos que si (X, ||||) es un F* espacio con base,’ entonces la topolog{u .

E

considerada en Y estd dada por la F—norma [](a.,,)"_,"

. Demnostracion : -
Para probar la idltima aﬁrmacxén observamos que cada coeﬁcxente funcional

P, asociado a (en)qne., puede cscrlblrse como f,, ouy !

y solo si, f, es continua.@

= Pn; asf P, es continua si, -

Lema 3.1.10 Sea (X, |||} un Fr=

six = Z a;x;. Dntonces ||||l es una F—norma en‘X ¥ ]Im[] < ||:::||1 .
i=1 PR E

Teorema 3.1.11 Toda base_tppolﬁgica parq»un“ —espacto es de Schauder-.

Demostracidn. - :
Por la proposicién anterior podemos tomar a X. como _un espacio de sucesiones
con base (en)aZ, y con su topologfa generada por. una F—norma monétona [{f.

Sea Sn la n—ésima proyeccién asociada a la base (e,)22 =g Il definida como en
el lema anterior o sea,

LG ko i=1 " 1 —‘SUP

E ai el

|-l

Entonces
USn ()l < Bl v IISn(z)lh < izl 3.1)
paracadan > lyx € X. Por consxguxente, cada Sy, es contmua en (X, l|||1)
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Sean>1y S5 =0,

Py (x)en = S, (z) - Sn-1 (:ZJ),
para todo x € X. Asi,

1P () eally < 2fll, 3-2)
de aquf se sigue que P, es continua en (X, ||[,),ya que si (2,)55—; es un sucesién

en X convergente a 0, entonces [|P.(zm)eall; — 0, cuando m — oo, lo que 1mpllca
por 9) de la Proposicién 2.2.4, P,(zm) — 0, cuando m — oo.

Como ||} < [llf;, basta probar que (X, {||l;) es completo, ya que entonces -
tenemos, por el teorema de la funcién abierta, que la funcién *

(XL L) — (X, ||||) es un lsomorﬁsmo

Sea (2n)fe; una sucesién de Cuucl\y en (X ||]| ) Supongamos qu para’ cada" .
nx>1,a,= (a,,k)k_1 . Por (3.2) -

P (an - am) ek"l =2 "‘111

para’ toda k'=1.Por 10) de la Proposlctén 2. 2 4 lu sucmxén (a,.k)k Py (a,.))k___
cada k : I\'Iostraremos que .
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por lo que para cualquier s > 1 se tiene

i (@nk — ar) ek

k=1

<esin>N,

entonces por la definicién de |||l concluimos

lan —all; <esinz= N,

de donde, (X, ||};) cs completo.. . g
Corolario 3.1.12 Si (X, 1') es un F—espacza no nulo y 2 \"
no tiene unae, base to 1

= {0} , entonces X

Corolario 3.1. 13

eriste una norma ”"1 en X eq'uwalente a||ll:tal que pnra toda succszdn de escalares :

(@:)32, . se. cumple

sin = m.

Demostracion.

Podemos suponer que [|]| es "mondtona. La F=norma ||||l en el espncxo de
sucesiones asociado a (X, |||} (Proposicién’ 3.1.9) considerada en la demostracién
del teorema anterior tiene la propiedad 3.1. Dicha F—norma determina en X la
siguiente ||z||, = sup |[|3°%; aiz:], y ésta tienc las propiedades requeridas.

Teorema 3.1.14 Sea (zn)ne, una_‘sucesidvh en un e.l.t. de Hausdorff (X,7),
con T, # 0 para todo n >'1. Sea’ "D iuna familia dirigida de F—seminormas

mondtonas que genera la topoloyz’a 7 (Teorema 2.3.7). Si para cada p € D msten
q € D y M > 0 tales que

i=1 =1

para cualesquiera dos natumles m. < n y escalares a.l, ...,a,,, entonces (:c,.)"_

X , entonces cs unc base de Scha.uder de (X 7)o

Dcmostraczdn

por loquea; = 0 (ver 6) de ln Proposu:lén 2.2, 4) Supongamos. que se hn probado -

s
una sucesién Schauder bdsica en (X 'r) En partzcular, st (1,,1)"_1 es.completa .



64l 'CAP{TULO 3

que am = 0 para m < n Entonces por la deslgualdad 3 6 se tlene que p{anz,) =0
para una p € "D tal quep i(zn) # .0 y entonces a, = 0.

Para cada 2 21 sea X.-.~-—.(:z:. <i g n).el subespacio lineal generado por
{zizi= 1, “hy n.} Incrodummo las l'un L

definidas k:oi_'no

Por la desxgualdad (‘ 5)
n,m 21 5
Sean -

cada P, es tamblén ‘continua,; por Xt n> 1} unu cubxerta cerrada de Y.
Denotemos por P a lainica extensién continua'a ¥ = [zn)%2; (= = (xi:i='1))
de P, . Probaremos que. (P,,,)m_1 es una sucesién equlcontmua en Y Seay E Y,
entonces existe una red (ya) en.Y.tal que yo — y.

Dado p E D se €Dy M3>0 como en (3 5), cntonces o

P(PmYa)) < Mq(ya)) pam todo a y m > 1'

de la contmuxdad de P 'se obmene .

é(Pm (yn)) —ap (Pm(y))

L q(ya) —oq(y),
yventong:es" ) )
ST p(P,,,(y)) < Mq(y) para todo mz1 y ye¥V; : (3.7)

de donde, (Prn)nl....] es equlcontmun en O ¥ por t.unto, en Y.
-y : }

des:gualdad (3 7) Sea

T—max{p.q}. S i 2

existe z € XN, ‘para alguna N tal que (y - z) <e, ya que yve
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~Definimos f, & ¥’ como j,(y):z:, =(P;= ._1)(1/), do d Po
Ji es continua y f.(:t_,) = 6.,. Por c01151glx|cxlte,

0; entonces cada

P,‘(y) = Zf-(y)z: Pa.ra 1/ E Y ‘

l—l

Por todo lo anterior (zn)j.; es una base de Schauder de [Enliy
por tanto, una sucesién Schauder bésica de (X;7). Por: su uesto si
completa tenemos entonces que (Z,)he, s una'b.S. de X.O :

(zry);.-;l es

Corolario 3.1.15 Sea (z,)5=, una sucesion de términos distintos de cero en un
F—espacio (X, ||ll) v supongamos que [Tn]ne, = X . Entorces, (zn)he, es una
base de Schauder en X si, y sdlo si, existe una F—nar'ma ||||1 equwalente a [l
para la que existeM > 0 tal que :

”m
E a;x;

i=1

! 24/7111

i=1

1

para todos n,m € N, con n 2 m, y escalares a.'l,.‘.‘;,’a,..

Demostmczdn
Esta se sigue del teorema anterior y cl Corolano3 1.13.¢

Corolario 3.1.16 Toda subsucesidn de una sucesidon bdsica en un F— espaczo X
es una sucesion bdsica en X. -

Definicién 3.1.17 Los coeficientes funcionales f, y los operadores proyeccién
Sn pueden definirse en (z,, : n > 1) para cualquier conjunto {a:,,},,_1 linealmente
independiente de vectores en X, mediante las férmulas

fa (@) = An y Su(2) =3 Aize

i=1

sic€(z,:n>21)yx Z Aqizi, donde, por supumto, Ai = 0 excepto para

un numero finito de fndices i.

Corolario 3.1.18 Sea (xn)h%, una sucesidn Li. en un e.l.t. metrizable (X,7) y
sea [zn]™ lu cerradura de Y = {(x, : n = 1} en la complecidn de (X, 7). Entonces
(Zn)ney es una b.S. de [z,]~ si,.y sdlo si. la sucesidn de proyecciones (Sp)52.,
es equicontinua en Y. Obsérvese que si (Sn)ie, es equicontinua en Y, entonces
cada S, puede extenderse a [zn]~ de manera que la nueva familia, compuesta por
las extensiones, es equicontinua.

Demostracion. .

Supongamos que ()., es una b.S. de {z,]~. Cada S, es continua ya que
as{ 1o son los cocficientes funcionales f, asociados a (z,)h~, que estdn definidos
en [z,]~. Denotemos por S, misma a la tnica extensién continua de S, a [zn]™:
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‘Como (x,)52,, es una b.S. de [z,]™, se tiene que S, () — x para x € [x,]™ de
donde {S, (x) : m = 1} es acotado para cada x € [z,]T ¥, por el Teorema 2.4.4,
(Sn)32, es equicontinua en [z,])™ y por consiguiente, en Y.

Inversamente, supongamos que la sucesién de proyecciones (S, )n~, es equicon-
tinua en Y. De nuevo denotamos por S, mistna a la tinica extensién continua de
Sn a [Ta]™. (Sn)h=, es entonces equicontinua en [z,]~. Las extensiones de los
coeficientes funcionales fi a [zn]™ forman una familia continua.

Sean = € [z,|~ ¥y (¥m)oe—; Una sucesién en Y tal que ym — z.Debido a la
equicontinuidad de (Sn)je, tenemos

Su (ym) = Zf.(ym)a:. — Sp (x) = Zf.(z)m..

i=1 i=1

cuando 1 — oo y uniformemente en 7. :
Ademés paracaday € Y ycadan > 1 t.eucmos, S,. (y) — y, en partlcular
Sn (Ym) — Ym, cuando n — oo, para cada m > 1.
Sea € > 0, elijamos M y N positivos tnles que

lhyar — =l < 5 3 Y I5n war) — Su (x)ll <§_Pma todo 1> 1 .

115n (a) —yarll < 3
Entonces,
155 (x) —wII "Sn (yu) -S.. (m)ll +|ISn

sin > N. Por Lauto, S,. (:r) — x de donde (:z:,.)""
[n)™.

;yc£~uné1 base de Schauder en;

Proposicién 3.1.19 Si (I,.)"_.‘l es una sucesion bdsi
de un F*—espacio (X,T), entonces la sucesid (f,.)"
es equicontinua en (Tn :n = 1). !

egular.en la.complecion
[ de; fiincionales asociadas

Demostracién. : :
Sea [||]| la F—norma monétona que deﬁue aT Por | Cordlario 3.1 18 se tlene
que las proyecciones Sy(x) = Z Ji(x) =, para n

una familia equicontinua en (:z:,. : n >1). Supongam %
tinua en (z,, : n > 1) ; entonces existe un’ natural
:r5€ (Tn:n>1) y ng > 1 tales que.

sl <5y lfn.(x

Por ser (zn)he, regular, existe A > 0 tal que ||:c,,|| >“A paratodon >1;y
en vista de la equicontinuidad de (S")"_i existe §g > 0 tal ‘que, [IS,.(z) |] < & si

) ]:LI] < 60 Y. para todo 7 > 1. Asf

Ilfn (w) zall'< -«\ sij II-’EII

<:60’y para todo n.>.1.
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‘Por las propxedades de las F-normas vlstas en In Proposncu.’m 2.2.4, tencmos

= I”fﬂdo (260)

||f...,,, (zau) m,.do g ||

Io que contradlce a 3.8.¢"

para cada k> 1.

Proposicién 3.1.21 ‘Una su
si, (fa)o2, C X§, donde Xo ={

Juncionales asociados a (z;,.);’_‘;l ;

Demostracidn.
Suponga.mos que (z:n)

maximalidad de Nl, por ant
Sean > 2,

asf,

por ser (t; : i < n) de dimensién finita.
Supongnmos que a:,. E N,., »entonc&s

n-—1 LT

Ty = Z tizi + 1,

i=1

donde y € {z;:¢ > ny. Como =, ¢ (Ti:i> n), hay un primer ndice j entre 1
y n—1 tal que ¢; 3 0, de donde obtenemos que z; € {z; : 7 > j), lo que es una
contradiccién. Asf, z, € N, y por consiguiente \,. es cerrado en Y y f, es
. continua..
Recfprocamente, si (fi)i2; C X}, entonces cada 4\.. es cerrado en Y yaque f,
es continua en Y y por tanto, Tn ¢ Nn = N,. Es decir, (zn)72, cs semibdsica.®

Corolario 3.1.22 Toda base de Schauder en un el.l. X es una sucesidn semi-
bdsica.

Definicidn 3.1.23 Sean (z.)on, vy (¥n)S%, dos sucesiones, conzn # 0 yy, # 0
para todo n = 1, en un espacio lineal X. La sucesion (ya)i, es llamado un.
blogque bdsico (bl.b.) -con respecto a (T,.)ar,, si eriste una sucesidn de enteros
O=mg <m; < ... <My, < Mpy1 < ... yotra de escalares (a;)72, tales que
e
Yn = z airi, para todon > 1

i=mn—y+1



68" " ¥ CAPITULO 3

Teoréma 3.1.24 Toda' sucesidn qiie'es un’ blogue bisico con respecto a una base
de Schauder en un e.lLt. X, ‘es yna‘suce.éidrl brisicu en ese espacio.

Demostracion.
Sea {Zn; fn}ne; una b.S. en X y sea (y,.)n_
bloque bésico con respecto a (:r:,,)“__l

que yk = 2,___"“: 141 @iTi € [:z:. i> mk] , pero esto no 05 p
cs semibdsica, por ser base de Schauder, y yx # 0..

Por la proposicién la sucesién de funcxonales (h,,)°°
una sucesién en Y/, donde Y = (y, : n > 1). Deno
extensién continua de A, a Y.

Seay € Y, es decir, y = Z OIS Para. cada

i < m; para un entero posu:lvo ] Silt< _1

es deci'r,‘ (3.9)

y

Z fJ (’!/)55.1

J=1

J"‘l (l-m, |+I

mj

Zhj(y) > f.(y,)z.'z‘hj(y)u,i;
i=1 J=1 U

O
M

i=myo g+l

y, por tanto, (¥»)3%, es una base para ¥, es deéir, (y#)ﬁ"‘;i s una sucesién basica
en X.¢ BN

3.2 Topologias polares

Definicién 3.2.1 Sean p y T dos topologtas lineales ‘en el espacio lineal X. Dec-

imos que T es p-polar si T tiene una base’ de veczndades de cero formados por
conjuntos p-cerrados. :

Por ejemplo, toda topologia localmente convéxa 7 en X es o(X, X')—polar,
ya que 7 tiene una base formada por convexos'y cerrados y éstos son o(X, X')-
cerrados {Proposicién 1.3.14).
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Proposicién 3.2.2 SiT esp-poler en X, entonces T pued ‘s 1
coleccion de F-semninormas mondtonas {nn T e A} “d la form

generada por una -

Na(z) = sup {A(zj e As}

dondé A, es una calécczdn de F- :

de bdo;;xdé,ﬁ

B fo) sea, satlsface (Fl) de la Proposnclén 2. 2 6. 8
Para ver que satisface (F2'), tomamos t € K, |t| < 1, y y,z tales que y+z =z
y observnmos que t_/ -+ tz = t:z:* por tanto,

5(¢y) + 'Tn(tz) < 5(1/) + ’Ya(z),
eé decir, : o )
R : 3’(‘“’)5"3’(“).
“Por’todo’lo* ‘anterior  Ag(z) és una“F-seminofma mondtona y como AZ < §
‘ tenemos que es p-continua; Haga.mos Ad {Ag : 6§ € A} para cada a € A.
‘Para’ a. e A deﬁnamos I Cot

7ala) = 3up () 15 € A},

‘SoazeX T S
" ‘ AZ(2):< Ya(x), -para toda S € A,
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de donde 170 < '70 y como’ *ya
y ademés‘es T—cogltilxun;
Sennz ye X

es una F'~seminorma se sigue que 7, satisface (F3')

su {/\6(1‘ +y) 6 E A} < sup{A"(

ambién satlsfnce (1"1)
Para ver que cumple con (F2'), tomamos

A2(1):8.€ A} < mof@)+1a(v),

¢ | <1ly observamos que

n.,(az) =sup{Af(az):6 €A} < sup {As (w) se A}‘— na(w)

‘“Concluimos que 71, ¢s una F _seminorma monétona para cadn =1 e A. . ;
Veremos que {7, : & € Aa} genera a 7. Sea U una 7—vecindad de 0. Como.T es
p—polar y estd generada por {7, : a' € A}, pgdgmos supc_mer que U'es p—cerrado’

y tomar a; € A y € > 0 tales que R S A e
{z:9,,(=) < e} C U

Sean xg € {x: 7,, (a:) < e} 6 €A yr > 0 Por deﬁmcnén de Ty’ tenemos que .

g (wo) <‘§,p§\ ¢

en parncular para 6 = a6 dondc < ‘a3 ns cisten yg y: -en’ X tales que
m+m—my o SRR L .
6(1/0) + '7...(20) <e;
de donde se sxgue que X

(50— (o 6(z) <r})n{x n,(w) :

y por” tanto, T9 € {:z: Yo, (2) £ e} Entonces por (3 10) tenemos que .'z:n E U y
asf, - - ; . ,

{=: nm(:c) < e} c U

es decir, {77, : @ € Ao} genera a 7. - L

En el caso de que T sea mctrlzable, A puede tomarse formada por ‘un solo

elemento, debido al corolario del teorema 2.3.7°y . po xcnte 'r "puede ser

generada por. una sola F—norma de la formu indics 3

Corolario 3.2.3 Sean X un espacw lmeal yp YT dos’ topologtas hneales en
X. Entonces 7 es p—polar si, 'y sélo 'si,’ msze una’ far "f_' de F— inormas
p—semicontinuas por abajo (p—Ls. c.) que genem a T. e

Demostracidn. IR . o
Supongamos T es p— polar, po sk proposnclén antenor T. estd generada por
una coleccién de F—semmormas monétonas {1},_, T E A} de la forma

donde, para cada.a € A4 ‘una” coleccion’ de "F-seminormas monétonas p-
continuas, Sea > 0 ‘dada una F—scmmormu )\ € A, tenemos que

X A(:z) < r} es p — cerrado,
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por. la p—contmmdad de M. Seaa € A, cntonces el con_]unto

{a. € X 1 ny(x) < 1'}

tapolog(a lineal en. X. A

(1) Sl una red (:z:,;) es tal que Zg.
: lmeales a,8 en X tnles quc

(a)p<n<ﬁ<1‘.. .
(b) Bes metrizable y a-—pola:' o
(¢) xa = 0(a) y za - 0(B).

(ii)- Si U es una 7—vecindad de 0, pero no una p—vecmdad enconces existen
topologfns lineales a y 8 que sansfacen (n) (b) y

() Ues B—vecmdud de O pero no a—-vecmdad de 0

(iii) - Si T es localmente acotada entonces exxste una topologfa a:tal” que 23
T s a—polar.

. Demostracion. :
(1) Sea una red (z,) tal que a:,. — O(p) y To 7 O(T)

Cox T, ,,denot mos ala‘;‘ ;

, ‘Bénera’ una
topologfa lineal o en X. Por construccién’ esta topologfa a'es la mas’ grande ‘de *
las topologfas lineales v en X que satisfacen que =, — 0(7) y p S v <7. )
Sea Up una base numerable de vecmdades de cero en (X 7'), que existe ya que
7 es metrizable, y sea

Uo- {U Uello}

es facil ver que Uy satisface las condxctones de 1a Ptoposncxén 1.1. 14 "Sea B
la topologfa lineal en X que tiene como base local a 7. Probaremos que a < -



CAPITULO 3

B8 < 7. Sea V una a—vecindad corrada de cero, como’a <7, V también es una
T—vecindad de cero, asf existe U. E Uo tal que U C. V, tomando a—cerraduras
tenemos

UC.V,

por lo que Ves B—vecindad de 0. Se sigue que « < 8. Como U < U para cada

U € Uy, se tiene que U™ es T—vecindad de cero, es decir, 8 < 7. Por su definicién

B es a—polar y es metrizable por tener una base local de cero numerable.
Afirmamos que a < f3, pues en caso contrario la funcién identidad

i: (X,a) = (X,7),

satisface las hipé6tesis del Teorema de la gréafica cerrada (Teorema 2.4.6), o sea:
(X, 7) es un F—espacio, la a-—cerradura de la imagen inversa de toda 7—vecindad
de cero es a—vecindad de cero ya que supusimos que o = 8 y claramente i tiene
gréafica cerrada por ser ésta la diagonal de X x X y a, T son topologias de Hausdorff,
con a < 7. Por tanto, i es continua, y o = 7, lo cual contradice nuestra hipStesis
sobre la red (xg) . Asf, a < 8,y zo ~ 0(8) por la maximalidad de a dentro de las
topologfas lineales v en X que satisfacen que £, = 0()y p <y < T.

(ii) Sea Ty la coleccién de todas las topologfas lineales v en X tales que
p <9< TyU noes y—vecindad de cero. De nuevo Yy 7% @ ya que p € Ty. Si
{~a}uca es una cadena, respecto al orden dado por la contencién entre topologfas,
en Yy, entonces definimos

x = {J Xq.»

acA

donde x., es una base local de cero de v,. La topologia lincal que tiene como
base de cero a x es una cota superior para la cadena en Ty. Por el Lema de Zorn
existe en Ty una topologfa lineal maximal . En particular, p< a <7 y U no es
a—vecindad de cero. Para terminar la prucba procedemos exactamente como en
(i).

(iii) Sea U una 7—vecindad de cero acotada y balanceada que no es p—vecindad,
por (ii) hay topologfas lineales «, 8 que satisfacen (a),(b) y (c¢’). Entonces U es
ﬁ—vecmdad de cero y es acotada en 3, porque 8 < 7. Por tanto, § = T ya que
{ U}"__‘ es también una base local en (X, 3).¢

3.3 Construccion de sucesiones basicas
Lema 3.3.1 Sea X un e.l.t. de Hausdorff de dimensién finita y supdngase que
V. € X es un subconjunto cerrado y balanceado. St V no es acotado, entonces

eTiste z € X no nulo tal que (z) C V.

Demostraczdn

Como X es de dlmenslén ﬁmt.a podemos suponer que es normado (1.1.17). Sea
(n)nz, una sucesién en 'V tal que: ||:z:n|| — 00, cuando n — o0. Por el teorema de
Hlene-Borel P dem nando una subsuceslén si es necesario, que

Yz cuando n — o0,
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Para todo natural N hay un natural m tal que para n = m, se cumple
lzall = N

¥ por tanto, por ser V es balanceado, :

c' lzal ' V € N1V,
Y como N"IVes cel o tenemos que

: : g ra todo natural Ny
o sea, (2} CVQ

Lema 3.3.3 “Sean lllliuna E—normd en X .y 6 > 0. Definimos

1 é:gqufuélenpe a |l

Es facil ver que 110 es.una F—norma en X. Para probar que es cqmvalente a
||:c|| observamos que si (:r:,.),l__1 es una sucesién en X entonces

2n — 0 (lll) si, y solo si, z, — O ([II")-@

Lema 3.3.3 Supongamos que (X,T) es un e.lt.

metrizable y p < T es una
topologta lineal tal que T es p—polar. Sea

ll=ll =sup {A(=) : A € A},

la F— norma introducida en la Proposicién 3.2.2 que genera a topologfa T, donde
A es una coleccién de F-seminormas mondtonas y p-continuas.

Supongamos que la sucesion (z,)72, en X y 0 > 0 son tales que satisfacen las
siguientes 3 propiedades:

(i) ||z,.|| > 40 para todo n = 1.

(ii) BN X, es compacto en T para cada natural n, donde B = {x : ||:rl| < 9} y
Xn = (21, veey 2")

(iii) Paran > 1 y 1 < k < 2"+3 definimos el conjunto
= {z € X : ||| = k2~ ("+3>a} N Xn;

- Por u) wg es campacto, sea U C W una 2-(n+3)g_ redﬁmta de PV" .
an43

Pam cadan> 1 seaU" = U Ug, y para u € U™ sea Ay € A tal que
z\u(u) = llull g-(nt3lg,
‘ S&pbnéahwé
: © quedy(zas1) < 2'.‘"*3’0,
para todoue U™~ . ' ~ .
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Entonces; - B

N n
: [$ee

para cada suceszdn (t,.)“__l dc cscalares, donde IHI es la. F— narrna deﬁntda en
el lema anterior. . b

e

i=1

. —2 (nthg, (3.11)

Demo stmczdn

Consideremos una suce5|6n (z,.)"__1 que satlsface i);_(ii) ;
1€k <23 el con_]um.o : R

n
wy

Por hipétesis se satisfa‘cg B

(314)

para toda ue Un.

pucs tenemos cntoncm q e'

(iii) Paran =21y,

. Para cada .
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Si |stp+1] < 1 entonces

= Au(tt + Statyi1zn4a)
> /\u(u) u(3tn+l zv|+l)
= )\..(‘u.) ’\u(zn+1)

© De las desxgualdadcs ( 2:1. 5) y (2.1.6) se mgue

[lu + stpgr Znaall

lstnsrzatalli-= flull
Nzasill — flull = 36
(ke —2)2-(n3)g,

Asi,

n+1. i g N L
3 tem | > It st zaeall - “zstm —u
RS o=

2)2:. ("+3)é 2—(n+3)0 )
)2—(n+3)9 = (l\.+ 1)2—(n+3)9 a=(n+1)g "

Por ld,‘el:eécié}i e :

(3.15)

es hnealmenf.e 1ndependtente
Demostracion. .
De la desigualdad (3. 15) obtenem

n-+1

Z: tiz

z-g-si
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Sean n € N y cscalares #q, ...,ln41 tal que Z:‘_'_*‘l t;z; = 0. Por lo anterior se
cumple
n AN
8 E tiz;
=1

para todo escalar s. Asf, (3°7, tizi) € BN X,,y como este dltimo es compacto,
también lo es (3°7, t:zi) ; por tanto, 3L, tizi = 0,y tn41 = 0. Procediendo de
esta forma podemos ver ¢; =0 para todoi=1,...,n+ 1.¢

Teorema 3.3.5 Sean (X,T) un e.l.t. metrizable y p una topologta lineal en X
tal que T es p—polar. Supongamos que 23 € X, 21 # 0 y (Xa)ep € una red
que satisface z, — 0(p) y x, - 0(T). Entonces existe una sucesidn estrictamente
creciente (Gn)nas en D tal que (z)5—, €5 una idn bdsica regular en la com-
plecion de (X,7), donde z, = x,,, para n > 2. En particular, (zn)e, es una
sucesidn regular Schauder bdsica en (X,T).

Dermostracion. -
Por proposicién 3.2.2 podemos suponer que 7 estd gencrada por la F—norma

i
=il = sup {M=) = A € A} v
donde A es la coleccién de las F—semmormas p—contmuas La F—norma fill es

p—inferiormente semicontinua.(l.s 2): (C olarlo 3.2
Sea 0> O tal que

(@) flall = 46-

IIZnII > 49

y si

Xn = (21,22, 00 Zn) 4o~

entonces B M X, es compacto. Més aun, z, = T,, para n'> 2,Mdondé: (@), es
una sucesién estrictamente creciente en D.
Sea n = 1, supéngase que 2y, ..., 2, han sido ya’ escogldos de modo tal que
BN X, es compacto y z; = T,,, cOn @i < Qiyl, para 2<ign’
Paran > 1y 1 < k < 23 definimos el conjunto

= {z €X:|lzll= k2"('!*.‘3)0}h‘X;.:
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3.3 cONSTRUCCidN DE S BAsicAs
Sea Up c Wi,

(Xn,xq) es no acotado. .Por el Lema 3
distinto de 0, ¥ = tyzq + U4 con uy €

Se tiene que ug # 0 ya que de lo contrano :1:,1 e B, pero wto no es posnble pues'
lizall = 46. Podemos suponer que gl = 05 ya que ‘existe un escalar s'# 0 tal -
que ||suql| € 6 y si no hubiera un escalar, digamos S0, donde se diera la 1g\mldad -
tendrfamos que (ug) C B N X,, lo que es una contradiccién, -pues B N X.1
compacto. Basta entonces cambiar y por soy
Entonces,

Tk

Iltdzdll < Iltdrd +u.tl| + Iludll < 29
y asf |tq] < 1. De esto y debido a que :zd — O(p), conclmmos td:z:d - O(p)
Por la compacidad de B n Xn podemos también suponcr, si-es necesano s
tomando una subred, quc uy — ulen Xny entonces lulf = 6.
Para cualquier t € F se cumple L

||tu|| < lxm mf |[t(t,1:z:d -+ ud)||

debido a la p—scmlcontmmdad por abaJo de || || _Y como (t,“:d + ud) [ B se sxgue

donde Xnt1 = (X,,,ma"“) . . . :
Sea ||z{|” ="min (0, |z}, por los Lemas 3.3. 2 y 3. 3 3 tenemos qiic l[||‘ es una
F—norma equxva]ente allly::- : )
ntlo ‘ . o

Stz ) gg‘lsj

i=1
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erior (2)521 5

para obtener .

i=1

i 'ntq de_siguuldad que serd

= "Pnnl(m)/". L (3.19)

* Ppm Xn'_' Xm'Pm 1Y — X,

definidas en la demostracién del teorema 3.1.14.

Afirmamos que cada P,y es T—continua; ésto es claro si n < m,ya que en
tal caso P, es la identidad. Por otra parte, sca n > m, y supongamos que
P,m no es T—continua; existe entonces una sucesién (w;){2; en X, con w; —
Oy Pam(wi) —» 0 en (X,,,T). Podemos suponer, tomando una subsucesién si es
necesario, que || P,m(w;)|| > € para todo i > 1 y para algiin ¢ > 0.

Tenemos dos casos. Primero, existe 7g tal que P,,,,(w;) € B para todo i = ip.
Por ser BN X, un conjunto compacto existen una subsucesién de (Pam(wi)), la
cual podemos suponer que es clla misma, y 2 € BN X, tal que P, (w;:) — z(7).
Obsérvese que ||z]] > ¢ y por consiguiente, z # 0. Sea & un natural tal que
&zl > @, tal k existe ya que de lo contrario {(z) € B N X,,. y esto ¢s una
contradiccioén a la compacidad de B N X,,. Asi,

1&Pm (wi)ll 2 8,

para ¢ suﬁmentemente grande, por | lo que utlhzando (3 19),1 .

de bdonde,v'

pero esto cs una contradiccién.a qua
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En el segundo caso, para cada ip existe i = ip° tal quc ||P,.m(w,)|| > 0. De
nuevo al utilizar (3.19) tenemos :

del Teorema 3.1.14.
Gracias a (3.19), tenemos

de Schauder de ¥~

(.7

Decbido a que Y =Y nX, :
Schauder de ¥ = [z,.],y por tanto (z,,)"

n sucwldn Schauder bésu:a regular‘
de (X,7) .0 : j

Corolario 3.3.6 Bajo las hipstesis del téorema. ante' or supdnga.se que ti es una
topologia metrizable en X con u < p. Entonces la sucesion bdsica regular (z,.),,=1 del
teorema anterior puede ser escogtda de ‘tal farma que zn — 0(/1)

Demostracion. : i k g
Existe una F—seminorma p—contmua ,\“ tal que si ||||,‘ s Ia F—nor 1 na que
determina a jt, entonces EEAR -
lell,‘ Au ()

para todo = € X. Como z, — 0(p) podemos escoger ‘el elemento b para el cual se
cumple la desigualdad (3.17) de tal forma que tamblén se satlsfaga K

Au(ze) < =

siec>=b.
Asfy z, — 0(1). ¢

Corolario 3.3.7 Sean (X,7) un F—espacio y p una topologia lineal en X taI que
p < T.Supongamos que (Ta),cp €S una red que satisface xa — O(p) Yz, 0(7)
y sea z; # 0 € X. Eriste una ién estrict te creciente (a,,),l._z' en'D ‘tal
que la sucesién (zn)7e, es semibdsica en (X,T), donde z, = xz., paran > 2.

Demostracién.

Por la Proposicién 3.2.4 entonces existen topologias lineales o, 8 en X tales
que

@ psa<psr . S8TA TESIS NO SALY

PDELABIBLIGCTECA
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(b) B es metrizable y cé—polar; g
(€) Ta = 0(a) y Ta = O(ﬁ)-

Por el Teorema 3.3.5 existe una sucesion estrictamente creciente (a,)3, en

D tal que sucesién (z,)o; con z, = I,, para n. = 2, es Schauder bdsica regu-
lar_en’ (X, B); en particular, cada coeficiente funcional f, asociado a (zn)oe, es

[B—continuo y por tanto, T—continuo, y el resultado se sigue de la Proposncxdn

31210

3.4 Existencia de sucesiones bdsicas

En el ultimo tecorema de la secci6én anterior es muy importante la suposicién de
la existencia de una topologfa lineal estrictamentc més débil que la original. En
casi todos los F'—espacios de dimensién infinita es posible encontrar topologfas
lineales de Hausdorff mas débiles que la original; de hecho, sélo se conoce un
ejemplo, excepto ismorfismos, en el que esto no es asf, es decir, hay un tnico
ejemplo de un F'—espacio minimal de dimensién infinita, este es el espacio w de
todas las sucesiones reales con la métrica usual (Ejemplo 2.2.12). Es por eso que
en estd seccién, asf como a lo largo del trabajo, lo tratamos de modo especial.
Como ya hemos observado este espacio tiene una base de Schauder (Ejemplo
3.1.6), por lo que si este fuera el unico F—espacio minimal podrfamos enunciar
el Teorema 3.4.5 como " Todo F—espacio tiene succsiones basicas”. La existencia
de otro F—espacio minimal es alin un problema abierto.

Lema 3.4.1 Sea X yY dos F—espacios, dondeY es ademds localmente convezo.
SeaT : X — Y una transformacidn lineal con rango cerrado. Entonces el adjunto

T :Y' — X', de T, definido como TV (f) = f o T, es sobre si, y sdlo si, T' es
inyectiva.

Demostracidn. .

Supongamos que T es sobre y sea f. € Y tal que T.(f)
existe z € X tal que T (x) = y, de donde f (T (z)) =f(y
idénticamente nula. y T es inyectiva. :

Supongamos que T" no es sobre y tomemos Y e Y tal ' que v ¢ T(X). Por
hipétesis T (X) es cerrado en Y y éste es un xpacm loca.lmem:e convexo, por el
Corolario 1.2.4C existe f € ¥’ tal que :

I(T(X))

foTl'=0.SiyeY
).y portantofes

0vs (y) -
2 f no es 1déntlcamente nula.¢

Recordamos que w es el F—nsp ucs ones reales, con la

topologfa 7 ,, dada por la F—nor a

la cual puede también generarse por las sem‘im‘)‘rrﬁas

Iz)Zall, = l=al



) entonces X =W,

Demostmczdn.

, i< mu} tenemos una suce-
sién (hx)32, de la que podemos extraer, una’sucesion- maxxmal Imealmente inde-
pendiente, digamos (gm)pe; - L

Definamos T : X - w por

T (2) = (9m (2))35mr - s _

T es continua, ya que si (Zm)i.,; €S una sucesién en X tal que .i:m - '0
entonces g, (rm) - O para cada g,, con n =1,y asf T(zxm) — 0y T es
continua.

T (z) = 0 implica g, (z) = O para todo m > 1, de donde = € B, para todo

7 2> 1 y por tanto, £ = 0; es decir T es inyectiva.

Afirmamos que el operador T es sobre, para probarlo veremos primero que T
tiene rango cerrado. Sca (ym)5..; una sucesién en T (X) convergente, digamos a
a € w.Para cada m > 1 tenemos Ym = (gn (Tm))ne; Para algin z,, € X . La
convergencia de (¥m)nie; 8 @ = (an)p2, implica gn (m) — an,para todo n > 1.
La sucesién (z,,)5—; ¢s de Cauchy ya que dado un mimero finito de naturales
ny,..., 7k se tiene que [|gn, (Tm — xk)ll, con 1 € i < k, es tan pequeiio como se
quiera si m y & son suficientemente grandes, donde ||| es la F° -norma que define
a 7. Por ser X un F espacio T, converge en X, digamos a x,asf{ g, (z) =any T
tiene rango cerrado.

Finzlmente recordando que la tozalogic an oo

RV FURES S o

cide ron 7 (10, 0) se ve f:icxl-
mente que 7" es inyectiva ya que si ¢ = (a1,...ax,0,0,..) € p es tal que
T'(a) = mgy + ... + axge = 0,

se sigue de la independencia lineal de (gm);,—, que a; =0 para todo '1 < i =< ky
por tanto, T es sobre, por el lema anterior.

Por liltxmo, T es un isomorfismo debido al Teorema. de la funcxén abxerta &

Proposncnén 3.4.3 El espacio (w,o(w,)) es un espacw minimal, ‘es dectr no
- erxiste en w- una topologfa lineal y de Hausdorff estnctamente més gruesa que
‘o(w, sa) :
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Dcmostmczdn

. Supongamos que mal, ! i6n 3.2.4 existe una red (Ta)yep

y topologfas lmea.les vy Hausdorﬁ‘ p,a ﬁ mles que WO 2=

1. p<a<ﬁ<rr,

2 ﬁ es metrlzable, y por tnnto, dehmda por una F—norma ||f|,
3.8 g§ af-;)olar Yy
4. xa — 0(a) y za /A0(3).

Por cl Teorema 3.3.5 existe una sucesién (ax)je, en D tal que axqq > ax para
todo & > 2 y la sucesién (z,)52, es una sucesién basica regular en la complecién
de (X, ), donde z, = z,,, n = 2. En particular, (2n)5%, es una b.S. regular
de X1 = [z,.]" Existe 8 > 0 tal que ||z4|} = 0 para todo n > 1. Sea (hn)n—l la
sucesién de coeficientes funcionales asociada a (zn)ne, -

Sea X = {z.]?, entonces (X, ) es un F—espacio ya que (w, o(w, ®)) lo es. Pot
el lema anterior (w,o) = (X, 0).La familia (h,)32, induce en X, una topologfa
lineal de Hausdorff y localmente convexa o ({h,}), mds débil que :-Vimos en’el
capitulo 1 (Corolario 1.3.18) que (w,o) es un e.l.t. minimal con" rcspecto a: las
topologias localmente convexas, asi que o({h,}) =0 en X. Como

hi(zy) — O para cada 7 > 1,
tenemos: ‘

2a —.0(¢), y por tanto, 2 — O(E)
y esto contradice nuestra eleccién de (z,.),‘__1 ) 0

Lema 3.4.4 Sea (X, l|||) uri F—espacw y (:c“) “una succszdn bdstca regular de :
X. Sca (u,.),,_l una suces' - >

Yn = Ty 4 g “para cada
entonccs (J,.) 2,es tamb;é una sucesién bdszca. en: X

. Demastmczdn. ;
Sea (tx)iey

Sea §:

lw — X operaV or lmeal dado por
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El operador S - es continuo pnra cada m > lyen vnsta de. que HmMptise S,,. (!)
existe para cada t € .o, se siguc del corolano del Teorema 2.4:4 que S es contmuo
Sea € > 0, supéngase quc (t,.) 2,es unn suceS|6u cn lc,° ml que R

' sup Iltnll.,° <o - “(3.20)

yt,,ecopnracada'n.>1 osea, e e

llm [y

O'paracada k >'1, i . . (3.21a)

donﬂe ty = (t,.k)k__! para n>

] N'k> 0 tal que ||t,.kuk|| < 5%n 2,\ si
||S (!,.)]l < esin> N.

S0 ' (3.22)
sxempre quc (t,.),._1 es una sucwlén en ¢p tal que sup ltn]l < oo. ’ :

Sea: E = [£n] 'y (f,, 1 la sucesion de funcxonales asociada. Si xz € E,
lxm nfn (x) =0 porque fa (.x:) Tn ":m 0 y (zn)5e, es regular. ’
Deﬁna.mos R: E — cg por

R(z) = (fn (2)):;1

Si (2x)3=, es una sucesién en E convergentea z € E, eutonces, por la equicon-
tinuidad de (fu)ne, (Proposicién 3.1.19) obtenemos

WU (20521 = (fa (D)7 lloo = SUP Ui (24) = fu ()| — 0'cuando k'~ oo,
n> : o
de donde, R es continua. Definamos el operador Iixiea] T‘: >E3—~A‘.;\’b par

T= Ig+SoR.:

T es continuy, ,._...::":c

Il

T(2) = 24+S((n (z)) o

It

an (Z) yn,

¥y se sngue por hipétesis que T (z) = 0 1mphca z=0,es decnr. T es, |nyect.lvo .
Como T (z,) = ya, paran > 1, basta probar que T (E) es cermdo para obtener
el resultado’ enuncmdo ) S Gl R & E
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Ai)ord

T(zu)—S(R(zn)).

y por tanto, llm,. z,. e:uste, contradw:endo la eleccxén de (z,,)
Supongamos que:

n—l d
sup IIR(zn)II.,o f‘ °<>,

entonces podemos suponer , tomando, si es necesario; una subsuces‘én de (z,,)"_l, -
que [JR(zn)lle; — oo y que IR (zn)lloc # 0 para, toda nx

) Tencmos “,—:(ZS:—')‘ﬁ—— € co y "n-,T’(z%‘-ﬂ—”
concluimos § (“ﬁ“g‘fi—ﬁ—) — 0.

La sucesién (W) ltlende a cero en E ‘ya qﬁé L
. Fnillco S n= R 2

T (zn)

Zn
uR(z..)uw” = uR(zn)u

y ambos sumandos de la derecha tienden a’,O
Al aplicar R a la sucesién anterior se tien

‘ R(umzn)uw) ,}

lo cual es imposible. Por tnmo, T txene ra.n 0 cerrud *

Teorema 3.4.5 Todo F—cspacio no num‘mal tienc una sucesién bdsica.

Demostracién. . o L
Sea (X, T) un F—espacio no minimal. Sea {U,, : n > 1} una base de vecindades
de cero en (X, 7).Sin perder generalidad supongamos que U no es vecindad de
cero en alguna topologfa lineal mas débil que 7. Por la Proposicién 3.2.4 existen
topologfas lineales o y 3 tales que a < 8 < 7, 8 es metrizable, a—polar y ademas
U; es B—vecindad de cero, pero no a—vecindad. Por Teorema 3.3.5 existe una
sucesién bdsica regular (wk ) en (X,B). Sean v, = 8, F} = <w£1) k= 1> y
B =TF. -
Para cada n = 1, construiremos por induccién sucesiones (w(") et ; espacios
(w(") k> 1> E,=Fy topologfas metnzables 'y,, en Ey,, definidas por

F—normas , tales que wM)™ . es b S. de E,.,'y,,) para cada n > 1. Ademss
n (3 k=1
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Para n =1 se satisface lo anterior'ya que"l_;‘rf
F, yUiNE; es una -1 —vecindad de cero en E‘l. HEES P :
Para n > 1 supongamos que (w(")) s Fay E,. Y T ya han’ sndo escogldos

Si:Un41 N En es v, —vecindad de cero en E,, entonces hacemos v,;7 = Tn
y w("“) (") para todo & > 1, con lo que claramente se snhsfacen todas las
condlcnoms mquendas

Si Un41 N E, no es v, —~vecindad de cero en Ey,, entonces por. la Proposncndn :
3.2.4 existen topologfas & ¥ Tn4; en En tales que 7, < & < 9p41 < Ty Tni1
es metrizable, a—polar y U4t N E, ©s 7,41 —vecindad de cero-en E,, pero no
a—vecindad de cero. .

Al ser F,, un subconjunto 7— denso de E,, también es '7,,_,_1—denso, ya que .
F C F"“ y entonces a < 9,4, en F,. Por el Corolario 3.3.6 existe una
sucesion (zx)pe,en F, que cs s.b. regu]ar en la complecxén de (F,.,'y,.“) y tall‘.u
que zx — 0(y,).

Como z. € F;, para todo k > 1, tenemos

‘ q(k)

ZL=ZCI“

Observamos que dado * > 1 exxste ktal 'que q(l\.’) > q(k), pues en caso
contrario se contradirfa la mdependencm lmeal de (zr)iey - )

w(") . -

Debido a que las fuucxonales g(")as cmdas a (w(")). , son -y,,-—contmuas se
i=1
sigue i

y por tanto,

llm ”Ck. w,

Podemos escoger sucnslones de cnteros B
q(ky) <qlk) <. < q(k_,) < .. talw que :

a(ki—1) q(k:-:)
at™ < "
Chj iW; = Chjji
i=1 il i=1 v
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Para j 2 1, sea
: q(‘-.v
g .yj = z“l E CL_“,IU(")

("), ’dgndq q(0) =0,

y como‘ las funcional%A (g( .)) ool son 'y“—contmuas tenemos que tk 0 para todo
k=1 siempre’ que zk_l tkw("f” =0 (’y,,.,_,) ésto _)unto con lu desigualdad (3.23
) nos permite aplicar el Lema 3.4. 4 y concluir que (w("'H) es una sucesién
béasica en la complecién de (Fn,7.41) -y por tanto, en (F,,,-),,_,_,) Definimos

Fpp = £"+1) k= 1> ¥ Eny1 =Foiq . Puesto que Fpyy € Eny1 © Frpp ™4

oo

tenemos (wﬁ"*l)). , es una b.S. de En+1, ¥ ¢sto termina la construccién por
i=

induccién.

Por ltimo tomemos la sucesién diagonal

v = wi™,

entonces, por la condicién (a), (Ux)je, s blogue bdsico con respecto a wf:') o

y por 3.1.24 es sucesi6n bésica en (Ey,7,,)- En particular (vi)32, es bloque bésico
con respecto a (w( )\_ y sucesién bisica en (£),v,).8ea (fi) la sucesién de co-
eficientes funcionales asociada a (vi)jey i cada fi es ‘)1—continua y por tanto.
T—continua. Extendemos cada fir a H = (vx : A > 1) . en recalidad la podemos

T - 6. = 1\
extender hasta {(vx : K 2 1) ' y la denotamos de la misma manera, fi.

Probemos que si & € H, entonces

Z Julx)oe = J-’(7')

k=1 i
Dada U € N(0,7), sea n = 1 tal que U, < U. Deﬁniinbs'

n—1

Ru(x) =2 — ka(z)uk, pura x e H

k=1
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Debido a que (v : k = 7y = ﬂ f_l(O) tencmos

Ri@) € m‘z—nv

[CPF l\.>71.) g

es decir, Rn(z) estd en En y'on.
Por ser (vg)je, una sucmldn bésnc ’en.(E,,,’y,,), se sxgue que

Z fk(x)vk € UnkC ’U

=1
por tanto, "
‘ ;ka(z)v;_, (T) ¥
k=1 -
(1_;)‘)2‘-3_; esunasucoslén bésica'en (X;‘I'r‘ .

Teorema 3 b 6 Sea'(X, de dimensidn infinite; las siguientes

(i) Todo subespaczo ccrrada de X con dua[ que separa punitos, es de dzmenswn
ﬁmta. E - . ;

Demostracién.

(ii) = (i). Supongamos que X ticne una sucesién bdsica, digamos (£.,)52, , ésta
es b.S. de [z,]7, y este es un subespacio cerrado de X de dimensién infinita cuyo
dual separa puntos, ya que los coeficientes funcionales asociados a (x,)fe, separan
puntos de [za]".

(i) = (ii). Si F es un subespacio cerrado de X con dual que separa puntos,
entonces E es un F—espacio, y la topologia débil & en £ es de Hausdorff y es
menor que 7. Se supuso que X no contiene sucesiones bdsicas. por lo que si E es
de dimensién infinita tampoco tiene sucesiones bdsicas; por el teorema anterior,
FE ticne que ser minimal, esto es, 0 = 7 y asf, £ = w, por ¢l Lema 3.4.2, y por
tanto, tiene base de Schauder, lo que coritradice (i). Por tanto, E es de dimensién
finita. @
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3.5 Aplicaciones

Definicién 3.5.1 Decimos que dos topologias lineales son co
ellas definen los mismos subespacios lineales cerrados en X.

patibles en X si
Proposicién 3.5.2 Sea (X,7) un e.l.t. . Dos topologtas lineales en X que son
compatibles definen el mismo dual topalégico.'

- Demostracidn. :
Se sigue inmediatamente del Teorema 1 2. 19

Corolario 3.5.3 Sea (X, 1') L lt. Dos topolog{as localmente convezas en X

son admisibles para el par du

Demostracidn.

Si dos topologias l.c. :
(X,X’) porla proposxcxén m\terlor

Por otro lado, si son dos topolog

compatibles.

Teorema 3.5.4 (i) Sea (X 1') un
topologta lineal en X computzble
es T—acotado. .

(ii) En el espacio lineal X sean s

Demostracidn. .
(i) El teorema es obvio si p "
" X, p—acotado y no T—acotado y' tomemos To # Oen "X _Existes
(In)"_l en Ay (tn)he, de escalares, con t, #0y tn _—» 0, tales que

donde y,. = t,.(t,,:r.. +x0) para n > 1. Por Corolano 3 3. 7. emste n

n Z 2 s una sucesién semibasica en (X,7).
Por lo anterior, t;;! zn — xo(p), lo que implica

:z:oe[z,, n>2]"

(ii) Supongamos que A es un subcon_]unt.o de X p-—aco
Existen dos sucesiones: (z,.) > pen Ay ()52
tales que g



“de Hausdorﬂ' con'la Lopologfa cociente p mdumdu por P, y a.demés es metrizablé ;
’ para la topologia determinada por la. F—norma q (:z:) = mf q (:1. +y) TEe X/N }

" La funcién canénica
X, T)— (X/N,q),

eé. T—continua. . Si Y es un subespacio q—cerrado de. )\/N entonces <I»‘ 1(Y)

es un subespacio T—cerrado de X y, por la compatibilidad de 7 y p, ®71(Y) es
p—cerrado. Por tanto, todo subespacio §—~cerrado de X /N es p—cerrado. Es fdcil
ver que § es p—L.s.c, de donde, cada conjunto de la forma {57 € XN : §(T) < €}
es p—cerrado y por tanto, § es p—polar. Obsérvese que

t,T;, — O(p), en tanto que t, T, ~0(§),

donde (Z3)32,; es la imagen en X /N de la sucesién (x,)ne, . Por teorema 3.3.5
existe una sucesién basica regular (% "_len (X/N,d), donde %, = Fm.,, con
Yn = t,.(t,.:c,.-i—:co), paran > 2y 5 = T # 0. Al proceder como en (i) concluimos
que T§ € [zn : 1 = 2)? y por la compatibilidad de p y § tenemos Tp € [z, : = 2 2J9,
lo que contradice que (£,)52., ¢s una sucesién bdsica.¢

Corolario 3.5.5 Sca (X,7) un F—espacio y p < T una topologta lineal, p d
metrizable y
compatible con T. Entonces p= 7.

o

Demostracion.

Sea (Uy)una base numerable de cero en (X, 7). Suponga.mos que (:z:,,)"_l es.

una sucesién en X tal que x,, — 0(p). La sucesién ()52, es p—acotnda y por.el

teorema anterior es también 7-—acotada, por tanto absorbxda por.cada’ Unt Por el .
Teorema 1.1.54 (absorcién de sucesiones) cada U,. es una p—-vecmdad de. cero. ‘0.

sea, p=T.¢

Corolario 3.5.6 Sea (X,7) un F—espaczo con’ la PEHB Entonces Xes local- o

mente convero.

Demostracidn.

Seca o la topologia débil en X, entonces o < 7. Adems4s si Y es un subespacxo )

7—cerrado en X y x ¢ Y, entonces existe, por la Proposicién 1.2.39 , f. € X' tal
que fo(Y) =0y f.{r) = 1. y por tanto, Y es o—cerrado, es decir,:a.; ¥y.7-son
compatibles. =

Sea m la topologfa de Mackey en X, entonces por proposicién 2.3.10" °
o <m <7y mes pseudometrizable;

y por corolario anterior” *
. B E '"l'=7_,

de donde, T es: localmentc convexa.’

Corolario 3. 5.7‘ Sea (X,T) un F—espacio yp < 7T una topolog{a lzneal compatible
con 'r. Entances ‘r" es p palar. e
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Dernostmczdn . -
Sea v la topologfa lmeal mduuda por lns p—ccrraduras de’ laza T—vecindades
de cero, entonces p < v < 7y 7 es metrizable. Asf por el corolario 3.5.5 v = 7.4

Teorema 3.5.8 Sea (X,7) un F—espacio y sea (:z};jf_‘;_,vuna buse de (X, p) donde
p 7 es una topologta compatible con 7. Entonces. (zn)$2, €5 una base de (X,7).

Demostracidn.

Por elcorolario nntenor y por: el Corc_)larlo 32 3T ‘ésrd definida por una
F—norma |||| p—ls.c.. Para cada 'z €:X se tiene i

es p—uacotada y‘ por Teorema 35.4 es T—acotada, por lo que

< oo.

Zfi(m)zi
i=1

[l=]l* = sup
T n

Se puede ver facilmente que ||| satisface las condiciones (Fl) y (F2) de la
Proposicién 2.2.6, y ademds }ina itz||* = 0 ya que !in(x) ty = 0 uniformemente para

¥ en un conjunto acotado (en p o 7, da lo mismo por el Teorema 3.5.4), es decir,

también satisface (F3') de la observacién de aquella misma proposicién, y asf es

una F—seminorma; mds aun, es una F—norma por la inyectividad de las f.. :
Para todo x € X, se cumple {lz| < [|z]|" , ya que

Z 5@ = (),

i=1

y como ||z|| es p~ls.c., tenemos -

Z ft (:!7)1‘,

B EESEN

Hxll < lim mf

< sup

«,III“‘ -

Z ﬂ(I)I‘

% ‘son equwalcntm

Afirmamos que las normas ||:a:|| y ||:z:||
hacer ver, por el segundo corolarlo del. T
es completo. <

Jarﬂ. probarlo basta

Sea (y.) una sucesién de Cauchy en’ (X,

Como

Z f-’ (y,.) :z:'..\(”)v.

“'.'/n_ —‘yv{t" ‘<'“er|‘

Gorema’de la funcién ablerta, Aaue (X n* ) L
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se sigue que (yn) es 'r—convergente; digamos a y. Sea € > o, e.‘\'istg N > 0 Cg!.que*

Zf.(yn' :

li=1. %

Myn — ymll = sup

Entonces

imlim Y filyn)zi =y, -
2 L=

;. Por; tantd,‘éll:z:l[ y J|12]1% son equlvalent(s Los operadores proyecclén (S,,) asor
cmdos a (:1:,.) l'orman .una familia equicontinua en. (:::,.) va que S ke

"S,,(:z)”' < fell” pasatodon =1 vre (xa)- ‘
Por Teorema 3.1 18 (z:)52 2 esuna summén béslca en (X Illl), esto %, (:r:.)
© esuna buse de [x,.]"', pero ) .

i Bl

por la compatlblhdad de py 7@ )

Deﬁnlcnjn 3.5.9 Sea (X, 1') un el L.y B un subcon]unto de:’ 3. LT —barril’
si B es convezo, balanceado, absarbente Y cerrad . . o

Deﬁnnmén 3. 5 10 Un e. Lt (X T) se. llama espaczo bamlado 51 todo —barril es
una vecmdad de cero.
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Proposicién 3.5. 11 Sea (X 'r) un F—espam .
entonces (X, 1n) es un cspncw barrilado

:Simh es su topologta de Mackey,

) 4C es T—cerrado, ya que
‘rbente y balanceado tenemos

erior no vacfo.. Sea G el
interior de C' y consxderemos ]a envolvent balanccuda y convexa de G BC(G), o
entonces .

-c; - -c c —BC(G’) + —BC(G) = BC(G)C c.

C es entonces una ’r—vecmdad de cero y por conmgunente contiene al conjunto . .
Vi = {z: ||zl < &}, para un natural n ‘suficientemente grande, donde |||j; es la. -
F—norma que define a 7. Més atin, C contlene .a-la envolvente convexa de tal
conjunto, V. De la Proposicién 2.3.10 se sigue que C es una m—vecmdnd de
cero y (X,m) es un espacio barrilado.@ -

Teorema 3.5.12 Sea (z:)I2, una base débil de un F—espacio (X, -r),‘cuyo dual
separa puntos. Entonces la funcionales asociadas ( j,~)‘l-’;l son cqntinuas en (X, 7).

Demostracidn.

Sca o la topologfa débil y m la topologfa de Mackey en (X ‘r), _mta ﬁltxma'
es metrizable porque el dual de X separa puntos(Proposmén 2 3 10), sea Ili;una,
F-—~norma que defineamy hagamos

=" = sup zf.

la cual est# bien definida porque (Z f,(:c):r:.) es una sucesxén a'—acotada, por
S

ser (x;)j2; una base débil, y porque ¢ y m tienen los mismos con_]untos acotados

Al igual que en el teorema anterior se puede ver: fdcxlmente que-[]|*: es:una

F—norma para X. Sea m* la topologfa en X definida por [|||" y sea X la complecxén

de (X,m"). Sea n 2 1, la funcional f;; es m*—continua, ya que

fa(@)zall < 2],

Consideremos la funcién identidad‘

(X m).— (X m )

Siies cont.mua, como probaremos mds adelante, entonces m‘ Lm(<T)y
por tanto, fn es T—ccntmua para todon > 1. BN :

Para probar que i'es contmua, mostraremos que satlsfucc Ias condiciones (i) y
(ii) del Teorema de la gréﬁca cerrada (2 4.6): ‘Péra ver que se cumple (i), tomamos
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entonces “k-ya que

lim Z: f-(zn - z)a:,
=1 . o .

en (A m) umformemcnte en k y por tanto z; — z en (X 1n‘) Entonces z=2"

y la transformacién 7 tiene la gréfica cerrada.

" Por 1ltimo, Sea V una vecindad de cero en (X m‘), convexa, balanceada y

absorbente. Entonces i~1(V)  es un m—barril y por proposicién anterior una

m—vecindad de cero en X. Con lo que se satisface (ii) del Teorema de la gréfica

cerrada. Por tanto, 7 es continua.¢

Lema 3.5.13 Sean (X,7) un F—espacio y p < 7 una topologta lineal de Haus-
dorff en X compatible con 7.

5 (X,P) es la complecion de (X, p) y :
Y= {y € X : existe una red (z;) en X, p ~ acotada y tal que T, — y (p)}
entonces Y es metrizable con una F—-narrna * tal que
il = 1=l (3.29)
parax € X, donde |||| es una F—~norma p—l.s c. que define a 7. Claramente Y es

un subespacio lineal de X, con' X C.Y."Ademds de (3.29) se sigue que (Xo, "
es un F'—espacio para todo subespac:a lznea.l T—cerrado, Xo, de X.

Demostracién.
ea By = {zx € X :|z| < k} con k ES 0 Pm‘a v e Y definamos

{Ill* est4 bien definida, ya que p‘of elﬁ'}I‘eq;exfn 354 todd red p=acotada es 7—acotada.
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Aﬁrnmmos que [||I” es una F— norma en Y. Scan Y2 € Y y ki,k2 > 0
tales que neDBL"ype BM B cnton(.cs i 4 U2 € Bk|+k2 lo que-implica’ que
[flys +w2ll” < Hanll” + lfw2ll® -Sea ¥ € ¥ y una escalar - a, con |a| < 1; supongamos
que k > 0,y € Bi’,y V es una p-—vccmdad bala.nceada de 0. em.onces cxiste
1 € By tal que ¥y —wy € V, por tanto‘ay; € By ny—a_/; ‘eaV . C V, o

sea, ay € B;. , lo que implica que |Jay]|” < |ly}|” - Finalmente, si y € Y, entonces
K Bs\,p"h“ , donde z, es una red en X, -r—acomda y ml que g —'yen p. Asf :

ty € Esup",z“ para todot >0y cntonces toTe

. . ey
lim l|ltyll” < }g}g,s\;r’ tzall = 0.

Hasta ahora tenemos que ||||* es una F—seminorma en Y. Supongamos: que
[lv}i* = 0, entonces para todo & > O y toda F—vecindad de cero, V, podcmos .
encontrar zx,v € X talque zpy —y € V y {lzxvil < k. El coxuunto

{(k,V): £>0, V es p— vecindad de cero} .

puede ser dirigido, mediante el orden (k,V) 2 (k7,V*) si,’y s6lo'si, &* > ky
V c V*.y lared (zx,v) es tal que xx, v — 0(7) y por.tanto, T v-— 0 (p) , y como
xr,v — y(p), tenemos y = 0. Entonces ||||" es una F—norma enY, Denot:emos por
7% la topologfa en Y inducida por {{||7 . - :
Ademss ||||” es p—ls.c. enV, yn que para todo € > 0 :

y por tanto, {y € Y : |y|I* < e} es, p—cerrado en

Si & € X, entonces

. Por esto, 7" es p-polar en
fl=ll™ = "inll‘; SR T (3.30) _
yaque.x € B||,“7' y por tanto, |lz||* < |lz||; y como ||| es p~l.s.c., By es p—~cerrado

para todo k& > 0, entonces ||z|| < & para Lodo k>0, tal que x e Bk (— Bk) Yy
ast, llzli < |l=)1". -

Por lo anterior, (Xo. ||||”) es un F—espacio para todo subespacio lineal Xg de
X.e ) o

Teorema 3.5.14 (de Eberleln-Smuhan generalizado) Sean (X T) un F—espacm
y p £ 7 una topologia lineal de Hausdorff en X compatible con 7. Para todo K. C.
X, los siguientes afirmaciones son equivalentes

(i) K es p—compacto.
(ii) K es p—compacto por sucesiones,

.:(iii) K" es p—numnerablemente compacto.
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Demostracion.
(i) = (iii) Es inmediato de las definiciones.
(u) = (m) Se sigue del Teorema 1.1.33.

por teorema 1.1.36 basta que mos&remos que K es completo. :
Sea ||l una F—norma que define a 7, por Corolario 3.5.7.7 es p polar y
entonces por el Corolario de 3.2.2 podemos suponer ||| es

Para mostrar que K es p—completo, tomamos una’ rec
entonces

Fe—yen (x,p)
para alguna y € Y. ’ : O S SR
“Analizaremos’ tres casos.” Supongamos prlmero que ||z,, - y[I” — 0, entonces

(:r,, y)q s de Cauchy en (Y T *) y.esta implica que (-""u)a s, de Cauchy en ()\ )
 ya que por (3. 30)

de _donde, . por la ser (X ‘r) completo, exxstc z€X tal que o - 2z(T); asf,
Tq — z(p) y'por'(3.31) 2 =y € X. Siy # x, para todo a, entonces, por
la ‘metrizabilidad de: (X,7), existe una sucesién (a,) de rango infinito tal que
Ta, - Y (T) y por tanto, Za,, — ¥y (p); de donde, y es el dinico p—punto de
acumulacién de (za(,,)).. en X, por el Teorema 1.1.33, ¥y € K . Por tanto, K es
completo.’

Ahora supongamos que g — y|| -~ 0yy & X. Como y # 0, podemos
suponer, por (3.31) , que T, € V para todo a y alguna p—vecindad de 0, V. -
Tenemos entonces que se satisfacen las hipétesis del Teorema 3.3.5, esto es, en el
espacio Y, la topologfa 7* es P—polar, 2, — ¥y — 0(3), o — ¥y — 0(7*). Entonces
existe una sucesién bdsica regular (=,)5~; en (Y, 7*) tal que

a. 2 = y,' .
. Zn = Wp —Y, donde wy, = x,,, para alguna sucesién creciente a,,
inf flzall” > 0., . '

0

SeaZ={zn:n=1) yseaW = (wn:n=2) .Esclaroque Z =W +Fz
y debido a que z; ¢ X y W C.X tenemos que W 'es un subespacio cerrado de
codxmensxén 1en Z. Sea F la funcional lineal continua en (Z, 7*) tal que F(zl) =1
y £(W) =0. Deﬁnamos'e] operador T*—continuo A : 2 — Z como

) A(2) =z ~ F(2)z:.
Paran > 2 teﬁemos,
A(zn) = A(wn) — A(21) = w,

- Sea’'B.:.Z. --» Z el operador continuo definido como. B(z) = z —~ g1 (2) z1, ~
donde 91 es el pnmer caeficiente funcional asociado a (2n)h=; - O sea .
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Ademﬁs,

B(wa) = Bt +2) = 2

para n 2 2, de dqndc L

Dy e e
o fis: o de (z,. n 2 2)  en su imagen, es
5 es una base de (W, 7*) ya que

w = A’(z)]= A (Z t‘»zi) = Z"“’*r

=2 =2

para todo w € W. Por ser W un subwpaclo de X y debido a que ||z]| = ||z||° para

x € X; resulta que (w, ), es una sucesién bdsica de Schauder en (X, ||{D)-
Debido a que w, € K para n > 2, (w,)ne, tiene un p—punto de acumulacién

wp € K; lo que implica, por la compatibilidad de p y 7 que wg € (w, : 1 = 2)

(=W)y asf, wo = Z Ji(w)wi,donde (f;)i2, es la sucesién de coeficientes fun-

cionales asociadas a (wn)“=2 . Cada f; es entonces p—continua. Por esto y por ser
wp un p—punto de acumulacién de (w, : n > 2) se tiene que paracada i > 1y
€ > 0 existe n > i tal que wyp —wp € f7"!(~—¢,€). Entonces fi(w, —wo) = fi(wp) €
(—¢,€) para todo € > 0 lo que implica f;(wg) = 0. Por tanto, wg = 0, lo que no
es posible pues supusimos que z, € V para todo a y alguna p—-vecmdad de 0 y
Wn = Tq,-

Por iiltimo, supongamos quellz, — y||* -~ 0 y ¥ € X.Entonces

«—y — 0(p),

ya que Ta - y(p), y ¥ € X. Asimismo, x4 —y € X para cada a y por tanto

liza = yli" = llza — 9,

de donde z4--y — 0(7). Por el Teorema 3.3.5 existe una sucesién bésica Kie‘gulm‘(de
Schauder) (z.)ne; en (X,T) que satisface z; # 0y z, = wp —y donde Wn
para n > 2 y alguna sucesién creciente a(n). .

La sucesién (wn)no, estd en K 'y por consiguiente tlene un pP=pu te

mulacién wg € K. Asf wo —y es un p— punto de acumulamén dc (z;,)“_2
y p son compatibles

e e———
wo—yE€E(zm:n22),
y se sigue que

wo—y = E Jelwo — )=,
=2
donde cada j. es T—continua y por tanto p—contmua, entonc& haciendo lo mismo

que en el caso anterior tenemnos que wo—y =0y y €' K. Por tanto, K es completo,
con lo que finaliza la demostracién.

(iii) = (ii) Sean (xn)5=; una sucesién en’ K de elementos distintos entre sf, y
xp € K un p punto de acumulacién de {zn}. SI :v:o es un 7—punto de acumulacién
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de {z.} entonces existe una subsucesién de ()72, que 7-converge a g y por -
tanto, también p— converge a xp y K es p— compacto por sucesiones.

Si zp no es un T—punto de acumulacién de {z,}, entonces existe una red (za) :
en {z,} tal que (z:) — =0 (p) ¥y za /%o (7)y podemos encontrar una sucesién
basica (de Schauder) (un)je, en (X, 7) con u; % 0 Un = 2Zg(n) — %o paran =2y
alguna sucesién creciente (a(n)).

Sea w un p—punto de acumulacién de (z,,(,,)):;l en K, entonces

T
w—wx0 € (Un :n = 2)

y al igual que en la prueba (iii)=-(i) concluimos que w — xg = 0 y asf, zo es el
tinico p—punto de acumulacién de (za(,,)) . Sabemos que zy(n) — To (p) y el
rango de (Z4(ny) s infinito, pues en otro caso up =0 para algin n' > 1y esto no. -
es posible, por ser 1,; parte de una sucesién basica. Por tanto,(za(,,)) contxene una -

subsucesién que es un rearreglo de una subsucesién de (.'.r:,,)".__1 y K es p—compacto
por sucesiones. ¢
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Capitulo 4

Propiedades de extension en
F*-espacios

En el capftulo anterior obtuvimos, como consecuencia de la existencia de suce-
siones bdsicas en F—espacios, que todo espacio de este tipo con la PEHB ticne
que ser necesariamente localmente convexo (Corolario 3.5.6). En este capftulo ve-
mos algunas generalizaciones de esto. Primero definimos otro tipo de sucesiones
que generalizan el concepto de sucesién bdsica y otras propiedades de extensién
relacionadas con las nuevas sucesiones, ademds estudiamos cierto tipo de subespa-
cios: los propios cerrados debilmente densos. A partir de estos nuevos conceptos
analizamos que pasa en el caso de los espacios lineales metrizables, no necesari-
amente completos, que gozan de ciertas caractertfsticas: separabilidad, dual que
separa puntos, etc. En los dos tltimos Teoremas, 4.3.15 y 4.3.16, vemos no sélo
la relacién que guardan las propiedades de extensién con la convexidad local sino
también con los espacios minimales.

4.1 Sucesiones M-basicas y propiedades de extension.
4.1.1 Sucesiones Af-bdsicas

Nuevamente, para cada sucesién (z,)ne; en un e.lt. (X,7) escribiremos [z,]”

N To\T . . L) .
para denotar al subespacio (z,) . Si no hay lugar a confusién escribiremos sim-
plemente [z,].

Definicién 4.1.1 Una sucesion (T, )nw, en un F*—espacio (X, T) es M (Markushevich)-
bdsica , si es semibdsica y eriste una sucesmn (j,,)n_] de juncwnales lineales
continuas en [tn] tal que .

(i) {Tn,[n}S2, es un sistema biortdyondl,':’

(ii) (fu)oe, es total en [za].

En este caso se dice que la sucesion (fn) d_.a’s‘qcitizyda a (Tn)nr, -

X

Definicién 4.1.2 Una sucesidon Af- bdsu:a, (:z:,,)°° esﬁzczo es llamada
M -bdsica fuertemente regular si la succstdn a.saczada de funcwnales, (_f,.)"_‘l ,es
equicontinua en [xy)].
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Proposicién 4.1.3 Sea (X 7) un F espac ) 'y‘supong‘
bisica. “La sucesién (xn)fe,es M-bdsica: juerte
hm fu(x) = 0 para todo = & [:z:,.], ’

aaocmda a (zp)or,

svlue (:c,.),l 1 es 1\1-
‘J séla i,

Demostracion.

Por la eleccxén de z se tlcne

(m—U)ﬂ(In)¢0

lo que implica
= a1yt e QT T U :
para algin me€ N,u € UNG y a; € F para 1 < ¢ < m. De donde | f, (z)| <e
para nn 2 m -+ 1, y por tanto hm fa(z)=0.
El reciproco se sigue f&ix:xlmeme de el Principio de acotamiento umforme (Teo-

rema 2.4.4) ya que {f(x):n € N} es acotado para todo = € X y G.es un
F—espacio. @

Proposicién 4.1.4 Sea (X, T) un F—espacio, entonces
(i) Toda sucesidn bésica regular es M -bdsica fuertemente regular,
(ii) Toda sucesidn A -bdsica fuertemente regulares I\/I-bd.sica'regular. :

Demostracion.

(i) Sea (zn)f~; una sucesién bisica regular. Como X es un-F-cspacio se
tiene por el Teorema 3.1.11 que (z,)52, es una sucesién Schauder bdsica regular
y por tanto, por Corolario 3.1.22, semibdsica. Por lo anterior, cada unc de los
coeficientes funcionales asociados a la s.b.S ()%, es continua y se satisfacen (i)
y (ii) de la Definicién 4.1.1; o sea. (ZTn)pe) es una sucesién M-bdsica. Finalmente,

si € [r,), entonees x = Z fn () xy; por esto y la regularidad de (x,)oe
n=

concluye que llm fa(x)=0 y por consiguiente, (z,)ne, es M-bdsica fuertemente

regular.

(ii) Sea (zn)pe, una sucesién Af-bisica fuertemente regular con (f,)%2, como
sucesién de funcionales a ella asociada. Entonces (x,,)5=, es AM-bisica por deﬁm-
cién y por la equicontinuidad de (f,)52

1 Se

n'—l

U {.7: € [z:,.] sup |j,. (:t)[ < 1}
es una vecmdad de. cero.en [z:,,] Y Zn ¢ U para todo 72 1.Como U v.n [:z:,,]
para alguna vecindad v de en X, tenemos que T, ¢ V para todo n > 1 y.por
tanto, (:z:,.)ﬂ__l es regular.' . .




4.1 S:M-BASICAS Y P. EXTENSION 101

Definicién 4.1.5 .Se dice que un F‘—espacib X-tiene | Propzcdad tic Eztcnszdn
de Markushevich-Hahn-Banach (PEMHB) 'si la’ cerradura’en. F* del .subespacio .
lineal generado por cualqmer sucesion M bdsica fi sriemiente’ regular es un subc-
spacio HB. ¢ .

Lema417Sea(XT)unelt 5

es un subespacio
de X, entonces:: 2

(a) (X,7) tzene la. PSP (Deﬁmmdn 1. 242) &t

y"sélo éi todo’ subespacio de X
de dimensién finita tiene la PEHB, ST T et s

(b) M es o—cerrado si, y sélo si, X /M ttene la PSP

(c) M es un subespacio propio T—cerrado débilmente’ dcns‘oi(PCDD) si. y sdlo
si, X/ M, es un espacio no trivial con duql trivial.

Demostracidn.

(a) Si X tiene la PSP, entonces, por la Proposicién 1.3.7. su topologfa débil
es de Hausdorfl y por tanto, su topologia original también lo es. Asf cualquier
subespacio, en particular los de diménsién finita, son de Hausdorff y los de di-
mensién finita son entonces isomorfos a F® para a algiin n > 1. De donde, todo
subespacio de X de dimensién finita tiene la PEHB.

Por otro lado, supongamos que todos los subespacios de dimensién finita de

X tienen la PEHB. Sea x0 # 0 en X, y consideremos el subespacio {xo) por &l
generado. Definamos f: {(xo) — F por

S (txo) = ¢,

estd es una funcional lineal continua y por hipétesis tiene una extensién F lineal
y continua, a todo X. Asf F (xp) = 1 y por tanto X tiene la PSP.

(b) Supongamos que Af es o—cerrado. Entonces por la Proposicién 1.1.23
X /M es de Hausdorff con la topologia cociente inducida por o, pero ésta coincide
con la topologfa débil en X Al para la topologfa cociente inducida por la original
en X (Proposicién 1.3.6), de donde por Ia Proposicién 1.3.7 X 7 Af tiene la PSP.

Ranfprocamente, si X /Af tiene la PSP, entouces, nor 1a Pronosicion 1.3.7,
su topologfa débil es de Hausdorff y por tanto M es o—cerrado. @

(c) Supongamos que M es un subespacio lineal PCDD. Entonces X /Al no
es trivial, por ser M propio. Si f es una funcional lincal continua en X Al y
q: X — X /7M ecs la funcion candnica, entonces e f o ¢ os una funcional lineal
continua en X que se anula en A/, de donde, por la o—densidad de M, foq =0,
y por tanto f = 0. Entonces X /A es un espacio no trivial con dual trivial.

Por otra parte, si X /Al es no trivial, entonces A es propio. Sea g € X’ con
g (M) = 0. Esta funcional determina una funcional lineal continua f en X _ZA[,
tal que fogq = g, pero como X /Al tiene dual trivial tenemos que f =0y por
tanto g = 0. Por tanto, Al es PCDD. &
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Lema 4.1.8 Szelelt (X'r)twucl“
entonces X/A! tuzne la PEHB

. PEHB, por lo_
= 0, y F induce

(a) X ttene la PEHB S‘L, y sdlo sz, toda subespacw T—cermdo P
(b), X tiene la PAHB si, y solo si, todo subgspamo a——k‘dens_o_ de

Demostracion. o g -

(a) Supongamos que X tiene la PEHB . Sea M un subespacio 7—cerrado'de
X, por el lema anterior X /Af ticne la PEHB y por la Proposicion 1.2.43 tiene
la PSP. Del Lema 4.1.7 se sigue que M es o-—~cerrado.

Inversamente, supongamos que todo subespacio lineal 7—cerrado de X es
o—cerrado. Sea M un subespacio lineal T—cerrado y f € M’ no trivial, entonces,
M = Fzg + ker f para algin xg € M tal que f (xz0) %2 0. El subespacio ker f es
7—cerrado en A, y por tanto, en X. Por hipétesis, N = ker f es o—cerrado. Por
la Proposicién 1.3.8 existe F € X' tal que F () =0y F(xg) = f (x0) , es decir,
F es una extensién lineal continua de f a todo X. Por tanto, X tiene la PEHB.

(b) Supongamos que X tiene la PAHB y que M es un subespacio o—denso
que no es T—denso, entonces A € M ¢ X; de donde M es también o—denso.
Es decir, M es un subespacio PCDD y por ¢l Lema 4.1.7 X /M es no trivial con
dual trivial, por tanto, (X,7T) no ticne la PAHB ya que de tenerla existe f € X’
no trivial tal que f('h—l) = 0 y estd induce una funcional distinta de cero en el
cociente.

Finalmente, supongamos que todo subespacio lineal o — denso de X es 7—denso
y sea M un subespacio cerrado y propio con la siguiente propiedad: f(M) = 0
implica que f = 0 para cualquier f € X’. Entonces M es o—denso y por hipétesis
es T—denso, lo cual es una contradiccién a que sea cerrado y propio. Por tanto,
X tienc la PAHB.¢
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4.2 Generalizaciones ORI

Esta scccién se basa principalmente en [10].

Proposicién 4.2.1 Sea (X,7) un F—-e.s‘pacw mzmmal Y (:l:,.)"._l una sucesuﬁn
M -bdsica en X. Entonces (zy,)5, es una sucesusn bd.ﬂca eq'uwalen.te a la base
usual de w. . : :

se sntnsfncc

E tkzk € 'Ln +
L—7|+l
Ly entonces Z I,.z" converge.‘

Por consxgulente, x 2 f,.(:c):r,., para todo

z € [:z:,.] ya quc (S es total en [:z:,.], es decxr, (Zn)32) es ‘ina’sucesién basica
en (X,;7) y es clarmncnte cqulvalente a la buse usua.l (e,.),‘_lde w (ver Ejemplo
3.1.6).¢" ;

Teorema 4.2, 2 Sean (X 1') un F——c.spuczo Yy p uina topolagta lineal en X, tql que
p < 7. Supongamos que (Za),cp €5 una red que satisface o — 0(p) y Ta - O(7)
y sea z1 € X con z) # 0. Eziste una sucesidn creciente (an)he, en D tal que
(Zn)n2,, CON  2n = Za,, para n > 2, es una sucesion M -bdsica fuertemente
reqular en (X,7) ¥y 2, — 0(p)-

Demostracion.

Igual que en la demostracién del Corolario 3.3.7 encontramos una topologia
lineal y metrizable p < 6 < v e¢n X y una sucesion (2,)52,, de la forma sefialada
en el enunciado tal que z, — 0(p), es Schauder basica regular en la topologfa 8 y
semi-bdsica para 7. Por tanto, si T € [Ta]” C [x,]? se tiene

z=3" fal@)zn (B),

n=1}

donde (fu);2, cs la sucesién de funcionales asociada a (zn)f=,. De aquf se sigue
que (fu)ae, es total en [z,]” y entonces (xn)ne., es M-bssica. También se tienc
que f,(z)r, — 0(p), para todo x € [T,] y como (zn)ie, es f—~regular se cumple
[fu(x) — 0, para todo x € [zn); es decir, (xn)ns,; es fuertemente regular.¢



en D tal que (zn)32, “es-tna suceszdn bd.szca
-z,,=.'x:,,,_,pamn>2 . ;

tcorema a ﬂtel'lOI‘

Teorema 4.2.4 Sea (X, T) unF
alentes para X :

(i) no es minimal,

(ii) contiene una sucesién M -bdsica regqular,: .
(iii} contiene una sucesidn M -bdsica fuertemente regular,
(iv) contiene una sucesidén basice regular.

Demostracidn. :
(iv)=(ii) Esta implicacién es parte de la Proposicién 4.1.4.
(ii)=>(i) Supongamos que X contiene una sucesién (Ln)a=; que es M-bdsica
regular y que X es minimal. Por la Proposicién 4.2.1 (zn);2, es una sucesién -
bdsica regular equivalente a la base usual de w, pero esto no es p051blc, ya que
csta iltima no cs regular. Asi, X no es minimal. N
(i)=(iii) Existe una t.opolog(n lineal p < 7 y cl resultado se s:gue del Teorema
(iii)=(iv) Sean (zn)5=; una sucesién h[-béslca fuertemente regular, Y‘

¥ (fn)22, la sucesién de funcionales asociada a (£a)32, . Por ser (fn)3%, eq icon-.. -
tinua en Y, el conjunto .

‘U= ‘{y"e v: sup{l};(é)l}:éil

A . ) < T.en.Y.
Entonces (Y, 'r) es un F—espacxo no mlmmal y por. el Teorema. 3. 4 5 contiene una

sucesién basica (yn)he., con: funcnonales asocmdas (_q,‘),,__1 K
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("J"" J") L, o8 regular en’ (\' 7); ya que por lo
n

junto W = {y eY |yl < 1} , €S una T—vccmdad de cero en Y v

4‘.'3 Convexidad local y propiedades de extefxsién.

En lo que sigue desarrollaremos parte de un trabajo realizado por Kakol y Sor-
jonen ({8]) en 1994, a fin de generalizar los resultados obtenidos por Kalton y
Shapiro en la decada de los 70 y asf obtener condiciones mdés precisas bajo las
cuales un espacio lineal topolégico metrizable, no necesariamente completo, txene
propiedades de extensién.

Teorema 4.3.1 Sea (x,)ae, una sucesién M-bdsica fuertemente regular en un

e.l.t. metrizable (X,7) tal que x,, — 0 en la topologta de Mackey m(X,X"). Entonces
G = [za]” no es HB en (X, 7).

Demostracion.

Supongamos que G es HB en (X, 1), entonces por Ia Proposmlén 2.3 11 ten-
emos m(X, X")|G = m(G,G’).

La sucesién de funcionales (fn)ne, asociada a (.1:,.) o cs T—-eqmcontmuay to-
tal en G. Por la compatibilidad de 7|G y m(G, G’) cada [, es m(G, G')—continua,
de donde por el Teorema 244 (fa)on; es m(G,G')—equicontinua  y -asf,

= {xr € G :sup, |fn(z)] < 1} es una m(G, G’)~vecindad de cero, que no con-
tiene a ringunc de los elementos z,. Tenemos, U = V N parz alguna V €
N(@n(X, X)) y por \nantaiior z, € V para todo n > 1 lo cual es una t'ov‘rrnr‘l"
cién a que =, — 0 en (X, X’). Por tanto, G noes HB.¢ - .

Corolario 4.3.2 Sea (X,T) un F—espacio. Los siguientes son equivalentes:

(z) (X.7) es. Iocalmcntc convezo, -

(u) (X T). tzene la PEMHB

(uz) T es a(A,.«\ - palnr v todo subespaczo cerrada en (4\.—) que Lzene una- base
regulm‘ es HB . i :
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Demostmcuﬁn : :
(i)=>(iii) 7 tiene una base de vccmdadcs de 0 formada por cerrados y convexos.
Por la Proposicién 1.3.14 los elementos de dicha base son o(X, X') -cerrados, o

sea T es a(X, X')—polar y por el Corolario 1.2.38 todo subespacio cerrado de X
es HB.

(i) =(ii) Se sigue del Corolario 1.2.38.

(ii)=>(i) Supongamos que (X,T) no es localmente convexo, entonces por la
Proposicién 2.3.10 m(X, X') < 7, y por el Teorema 4.2.2 podemos encontrar una
sucesibn M -bésica fuertemente regular (zn)h.; en (X,7) tal que
Xy — O(m(X, X’)). Del Teorema 4.3.1 se sigue que [zn]” no es un subespacio
HB en (X, 7), es decir, X no tienc la PEMHB.

(iii)=-(i) Supongamos que se satisface (iii) y (X, T) no es localmente convexo,
entonces 7 es o(X,X')—polar y m(X,X’) < 7. Por la Proposicién 1.3.14 T es
m(X, X’)—polary por el Corolario 4.2.3 existe una sucesién basica regular (zn)oe;
en (X, 7) tal que z, — 0 en m(X, X’). De la Proposicién 4.1.4 y el Teorema 4.3.1
se sigue que (z,)p=; es una sucesién Af -basica fuertemente regular y G = [z,]”
no es HB, lo que contradice a (iii)¢

Corolario 4.3.3 Sea (X,T) un elt. metrizable con la PEMHB. Si 0 es una
topologta lineal en X tal que 8 < T y 7 es O—polar, entonces

7 = sup {m(X, X'),0}.
-Demostracidn.
Hagamos 7' =-sup {m(X, X’),0}. Sea 0 una topologfa con las propieda-

des mencionadas, entonces Tes 7'—polar ya que los &—cerrados son también
7'—cerrados por definicién de la topologfa supremo. Supongamos

<.

Por el Teorema 3.3.5 podemos encontrar en (X, T) una sucesién ()52, quees
bdsica regular, y por tanto A/ — bdsica fuertemente regular, tal que x,, — 0(7').
Asf, £, — 0(m(X, X)) y el Teorema 4.3.1 implica que [z,]” no es HB, lo que
contradice que X tiene la PEMHDB. Por consiguiente, 7 = 7.

Lema 4.3.4 Sea X un espacio lineal y G C X un subespaczo. Sean Py, -r dos -
topologtas lineales en X tales que p< 7t ypy T znducen to ol -
yen X /G. Entonces p= 7.

Demostracion. LR e
Sea U € N (X,7T). Escoja.mos 'U; e N(X;f) tal'que. Uj
V € N(X,p) tal que St R S i
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“’— ((U] nV'l) +G)th

(u) 1' es a-(X X')—pa[a.r,
» (zn) e:nste en X una topalog{a. lmeal Le: 0 <T tal que

(iv) toda succszdu (Tn)oe) en X tal que Ty b 0(¢7) y :x:,. 7*» 0(1') tzene una
. subsucesion que es M-bdsica fuertemcnte n:gular enT. . :
(v) (X, 1) tiene una sucesidn bdsica regular (:r:,,)"_l en la. complecwn de (X -r)

tal que X /[xa]" es localmente convexo. . BT ;

Demostracion.

(i)=>(ii) 7 tiene una base de vecindades de 0 formada por cerrados y convexos.’ -
Por Proposicién 1.3.14 los clementos de dicha base son o(X, X’) ~cerrados, o sea
7 es o(X, X')—polar.

(i)=>(v) Por el Teorema 3.3.5 (X, 7) tiene una sucesién bésica regular (:z:,.),._1
en la complecién de (X, 7) ya que es metrizable, localmente convexo y no mmlmaJ
Ademsds, claramente X_~{z,]” también es localmente convexo.

(ii)=>(iii) Tomemos @ = o (X, X’).

(iii)=>(i) Por el corolario anterior

7 =sup {m(X, X’),6}, i T s

y de la definicién de la topologfa supremo, se sigue que ésta es localmeute convexa
por serlo m(X,X') y 0. ) :
{i1)}=>{iv) Per 2l Teorema 3.3.5 toda sucesién (x.)72., «n \’ “\‘ que T, — 0(:7) .

Y Zn -~ 0(7) ticne una subsucesién que es bdsica regular en (X T)Yy por tanto,:

A -bésica fuerternente regular. .

(iv)=-(i) Supongamos que (X, 7) no es localmente convexo. Por la Ptoposncxén :
2.3.10 m(X, X') < 7 y podemos construir una sucesién (:c..),__1 en X tal que~ :
T — 0(m), y por tanto x, — 0(0), y xn -» 0(7). De (iv) se sigue que (z,)>2
tiene una subsucesién que es M -bdsica fuertemente regular y por el Teorema 4. 3. 1
[£n) no es HB, lo cual contradice que (X, T) tiene la PEMHB.

(v)=(i) Sean (z,)52., una sucesién bédsica regular en la complecién de (X, 1),

=[zn]" ¥y G la cerradura de (z,) en la complecién de (X, 7). Supongamos que
X_7G es localmente convexo. Por el Lema 4.3.4 basta probar que 7 y m(X, X’)




X /G por 7/G y m(X,X")/G.
Por hipétesis 7/G es l.c. y adem
(Corolario 1.3.24), esto es

compatibles en }\/G Como m(X,X") /G5 ; :

(X /¢,m(X,X")/GY c (X/C,7/G) .Si f e (xX-G, T/G) y g (X, T) —

X /G es la funcién cociente, entonces foq es 'r—contmuay por tanto, m—contmua,
lo que implica que f es m,G-continua. Por tanto, *

(X/G,m(X,X")/G) = (X/G -r/c)

de donde _por (4.2) y (4.3) 7./G = m(X, X')/G . ; :

Sea X la complecién de (X,7) y denotemos por. It la Fohorma que induce
su topologifa, entonces ||| restringida a X es una:F—norma que induce 7.- Como
(zn)oe; es S.b. en (X T), las proycccxones Sy ison’ equxcontmuas en G. Para
cada x € G definimos

y al igual que en la prugba
G equivalente a [|z||

dcdox\cicy'gjcisb"(G, polar por ser  x € fi <-e¢ a(G,G')—cerrado

para cadanél .Com | 19_ Y TG “m(G,G’)—polar y asf,
por el Corplzixjio _4'.3.3j N R L

) ) 'rc = 1n(G G ).’

Lu sucesxén (:z:,.) 2, es Jl!-bé.suca fuertemente rcgular en )\, pues por hipétesis
asf 1o es en X. El subespacio G es HB porque X tiene la PEMHB y la Proposicién
2.3.11 asegura que m(G,G’) = m(X, X'). Entonces por el Lema 4.3.4 7 coincide
con m(X, X'} y es por consiguiente una topologia localmente convexa.§
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Lema 4.3. 6 Sea (X ;r') un e l.t. can la PEI\HIB y p una lopalaqm lzneal en X
tal que;: 7 - .

(X \”) <p<T.
Entonces (X, p) tiene la PEMHB.

Dcmostmcién.

Sea {x,, fu} una sucesién M -bssica fuertemente regular en (X, p). Vercmos
primero que (Zn)h—; €5 una sucesién A/-bésica fuertemeute regular en (X,7).
Como p < 7, tenemos [z,]" C [x,]”, de donde, (T )he; es semi-bisica en (X,7);
(f2)32., es T—equicontinua en [z,]7, por ser p—equicontinua en [r,]”: y es claro
que (fn)ne; os total en [x,]” por serlo en (z,) y por que cada fy es continua en
[xn]7. Por tanto, (zn)5=, es M-bisica fuertemente regular en (X, 7).

Sea f una funcional lineal p—continua en [z,]”, entonces es T-—continua ecn
[za]™ y como por hipétesis X tiene la PEMHB existe F': X — F lineal 7—continua
tal que f(z) = F(x) para ¢ € [x,]7, ademds por la compatibilidad de 7 y de
m(X,X"), y porque m{X, X') < p, tencmos que F es p—continua. Asi, sélo resta
comprobar que f(x) = F(r) para = € [za]”, pero esto se sigue de que [z,]" es
p—denso en [x,]7.¢

Definicién 4.3.7 Sean X p Y dos F—espacios. Un operador K : X — Y es

compacto si eriste una vecindad de cero U en X tal que K ((,') es relativamente
compacto en Y.

Lema 4.3.8 Sean X y Y dos F—espacios y A : X — Y un isomorfismo ‘{ineul
sobre su imagen. Si K : X — 'Y es compacto, entonces A+ K tiene rango cerrado.

Demostracion.

Sea U € WN(X) tal que K(U) es relativamente compacto’ en Y. Sean
N = ker(A+K), ¢q: X — XN la funcién cociente y S : XN — Y ¢l
operador continuo dado por § 0 g = (A + K): S es inyectivo.

Mas adelante se probarad que S es un isomorfismo sobre su imagen; por ahora,
supongdmoslo. Sea (y,)3%, una sucesién en (A + K) (X') convergente, digamos a
y. Para cada n > 1, tenemos yn = S(T7) = (A + K) (x,) para algtin =z, € X,
donde Ty representa la clase de x,, en X /N. Al aplicar la inversade S a (yn)ne; »
obtenemos, ya que supusimos que S os un isomorfismo sobre su imagen, que
(Tn)ae, ¢s de Cauchy y por tanto, converge, digamos a ¥. Entonces

Yn = 8(Tn) = S(T) = (A + K)(x) — ».

de donde (A + K) (X)) es cerrado en Y.

Demostramos ahora que S es un isomorfismo sobre su imagen. Supongamos lo
contrario, entonces existe una sucesion (S(@,))3%, en S (X /N) talque S(1,) — 0
¥ (fin)he, no converge a cero, podemos suponer, tomando de ser necesario una
subsucesién, que existe una vecindad de cero en X /N ue no contiene a ninguna
U,, es decir existe 1 € AM(X) tal que @, € g(WW) para todo n = 1. Sea i}
la F—norma en X /N y sea 6 > 0 tal que Bs C q(U). donde Bjs es la bola
abierta de radio § alrededor del cero en X /N, est4 contenida en ¢ (U), sin perder
generalidad podemos suponer que q (1V) C Bs. Sea 0 < € < § tal que B, C g (W)
y por iltimo tomamos V € N (X)con (V) C B

109



una SllC(Slén ler njunto K({U); que> es’ relativamente compa.cto, por lo- que’

tiene una subsucesién’ convergente, que podemos suponer que es ella mxsma, es .
décir, escribimos K (zn) —y para alguna y €Y, adems4s :

S(q(z‘n)) = (A+ K)(zn) — 0,

de donde, A (z,) — —y¥; y debido a que A es un isomorfismo sobre su imagen,
(Tn)oe, es una sucesién de Cauchy en X y por consiguiente, T, — z para alguna
x € X, ya que X es un F—espacio. Entonces A(x) = —y,K(z) =yyxz €N,
esto es, g(z) = 0 y (q(xn))fe, converge a 0, lo cual es una contradiccién ya que
q(zn) = a,Tn € g(V) para todon > 1.4

Lema 4.3.9 Sea (X,7) un F—espacio con F—norma |||, separable y con dual
que separa puntos. Supongamos que X tiene una sucesion (Tn)pe, que es M-
bdsica fuertemente regular y tal que x, — 0(m(X, X’)), donde m(X,X') es la
topologta de Mackey de X. Entonces existe un operador compacto K : [x2,]" — X

tal que el rango R del operador T = J+ K , donde J : [12,]7 — X es la inclusion,
es un subespacio PCDD de X.

Demostracidon.

Por la Proposicién 2.3.10, m(X, X’) es metrizable, supongamos que Hlmgx,x
es una F—norma que determina esa topologfa.

Sea (2,)5%; una sucesién densa en X, pam cada n > 1 escojamos un escalar
0 < a, <1 tal que .

) IIanz}-Il 5

En vista de que

ak :z:,. = 0 (m(X,X ).

para cada k >1, podemos construlr mductwameme una sucesién de naturales i
tal que : S
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para Lodo n=>1 PR
Sea I =>[:L'2.. > 1]" definamos al operador K H — X como

K ($)—Zanle..(-’5)zm o e "

ot
donde (f,);2, es la sucesién de funcxonales asocmda a (:z:,.)"_l .
cstd bien definido ya que si ' € [z,];'en particular si = € [:Ez"] , entonces, por

la Proposicién 4.1.3, fu (x) — 0 y por ta.nto, | f4 (:z)| <1 para 3 suﬁcxemcmente
grande, de donde . S

J+m i

G+ ’ .

> anfot, () 2a ~$ Z “anle,. (=) zall.

n=j < on=j ;
=<

y 55, an fa, (:x:) 2, converge.
ca o s gy

={rxe H: fa, ()< 1para todon =1}

estd es una vecindad de cero en i ya que (f,.)°° nua. en [.1:,.]

0 tal quc B,. [ ‘W,

positvo N, tal que si = € U, entonces.

o0

S anfein (x) zn

n=Nr+1

<1para:r:eU

Z anlen (3:) zn

n=1

es relativamente compacto y K es compacto.’

El operador I(V
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Sea J : H — X la inclusién y R = (J + K) (H). Por lem-\ antenor, R es unv_
subespacio cerrado de X, y afirmamos que R es PCDD. o7
Veamos que 2 ¢s propio. Sea q : X — N _/H la funcién cocxcntc El operador
compacto g o (J + K) no es sobre, ya que de lo contrario, dado J € X/ H existe
x € H tal que g (J + K) (z) =7 y existe un entero positivo n tal que = € nU, de
donde se sigue que

oo
X/H = {ng(T+K) @),

n=1 .
y como X _~H es un F—espacio concluimos que q(J + K) (U) tiene interior no
vacfo y entonces g (J + K) (U) es una vecindad compacta de cero en el cociente
y por otro lado, dim X_7H = oo ya que la familia {Z2.-1: 12 > 1} es linealmente
independiente. Estos hechos contradicen que todo e.l.t. localmente compacto es
de dimensién finita, asf que ¢ (J + K} no cs sobre y por tanto J + K tampoco
puede serlo , es decir, R es un subespacio cerrado propio de X.

Veamos ahora que R es o—denso. Sea f € X' (=(X,m(X,X"))) tal que

J(R) = 0. Si z € X, entonces hay una sucesién (2n,)3%, tal que z,,k — :::(1')
observemos que

ay} (2:2[,.,{ + am,zn,‘) = (J + K) (a:,:mzl,.k) € R, : (4.5)

y por tanto, f (a;: (:z:glnk + a,.,,z.,,‘)) =0,0lo queeslo miémo :

entonces f (x) = 0. Asf R es un- sub%pac:o PCDD de X o

Teorema 4.3.10 Sea (X,7) un F—espacm, con; I"—narma' ., s pambm y con -
dual que separa puntos. Si X no es localmente convezo ntonces X conttene
subespacios PCDD, y por tanto, por el Lema 4 1 9, X no tzenc la PAHB. K

Demostracion.

Si s denota la topologfa de Mackey de X entonces ! <_7', ya que X no es .
localmente convexo, y asf, por el Teorema 4.2.2 existe un

sucesién - M-bésica s

fuertemente regular (z,)o=,; en (X,7) con .'c,. — O(p.) Por el lemn antenor .k = o

tiene un subespacio PCDD. @

Teorema 4.3.11 Sea (X,T) un F—eap‘actlo ‘con dual que sejmm puntos.' &

(a) Un subespacio G de (X, -r) tzene la PE\/IHB si. y sélo si. G es localmente,‘
convezo.

(b) Si (X,7T) es separable. entonces un subespacio G tiene la PAHB si, y. sdlo
si, G es localmente convezo. :
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Demostracion.

En ambos casos podemos suponer sin pérdida de gcucruhdud que C‘ cs densov
en X, ya que de lo contrario podemos considerar a G como ¢l F—espacio original.

(a) Si G es localmente convexo entonces tiene la PEAMHB ya que tiene la
PEHB (Corolario 1.2.38)

Supongamos que G ticne la PEMHB. Asf, el subespacio G es HBen X y por
la Proposicién 2.3.11,

m(X,X")G =m(G,G') < 7IG.

La topologfa de Mackey m (X, X') es metrizable porque X’ separa puntos de
X. Sea p la topologfa lineal en X que tiene como base de vecindades de cero a las
m(X, X’)—cerraduras de las T—vecindades de cero. De manera similar a como se
hizo en la Proposicién 3.2.4 se obtiene

m(X,X’') < p< 7, pes metrizable y p es m(X, X') — polar, .
Por el Lema 4.3.6 (G, p|G) tiene la PEMHB, de donde por el corolario 4.3.3
plG = m(G,G") = m{X, X")|G, )

Por la Proposicién 1.1.24 se obticne p = m(A..‘\"), Yy de la deﬁmclén dc p.se
sigue que la transformacién identidad - -

: (X, m(X, X)) — (x T),; :

satisface las hipétesis del Teorema de la Gmﬁca cerrada, por tanto, m(X. X') =7
¥ T es localmente convexa.

(b) Supongamos que (X, T) es separable. :

Si G cs localmente convexo, entonces tiene la PEHB y por tanto, la PAHB. "

Supongamos que G no es localmente convexo y tiene la PAHB. Sea p la
topologfa lineal considerada en (a), entonces p es metrizable, p es m(X, X')—polar
y m(X,X') < p < 7; de estas desigualdades se sigue que p y T son compatibles.
La topologia p no puede ser localmente convexa, ya que de serlo p = m(X,X') y
se obtendrin, del modo en que se hizo en la parte final del inciso anterior, que 7
es localmente convexa, lo que es contrario a nuestra suposicién: entonces

m(XN.X') < p <7, pes metrizable y p es m(X, X') — polar.
Denotemos por ¥ a la topologfa lineal en G cuya base de vecindades de cero
estd formada por las m (G, G') —cerraduras de las T]G—vecmdades de cero. En-

tonces 1 es metrizable, separable y

m(X,X)G = m(G, G') < p]G =< ‘) < T|G . ’

Por el Teorema 3.3.5 podemos encontrar en (G,
(zn)i2; con z, — 0 (m(G,G")). o .
Sea (é. ) la complecién de (G,7) y |||| la F—norma que deﬁne la topologia
¥, sea_ {2, : n = 1} una sucesién ')-densa en G La succslén (xn)o2; es M-bdsica

fuertememe regull\r en cl F—mpaclo (

una suco:xén basica regular

AI 1gua] que en'la demostracién del
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Lcnlﬁ 4&9 ;)‘odcl})o;s

"aﬂwﬂ" = '5n on f .
Y st H [:1:2,. = 1]‘7 y el operador K HSG esté dado por
K (E) zaﬂfZIn (1) Zny

n=1i0

entonces K es compacto, y T = J+ K, donde J: H - G es la inclusién, es tal que
su rango 7" (H) es un subespacio PCDD en G. Aﬁrmnmos que T (HNG)NG esun
subespacio y—cerrado en G y 0 (G, G’) —denso en G, para lo cual comprobaremos:

) THAGOAG #Gy v
(i) T(HNG)NG es m(G,G') —denso en G.
Para (i), supongamos que se da lé{izg‘l‘ialdknd,"cﬁ‘tbhées A
G=TEHAHAE,
de donde, o BERSAN _ g o -
G=CG ' cT({H) =T(H),~
ya que T (H) es Y—cerrado, lo que contradice que T(H) C G, por tanto, -
THAGNG #G.

Para (ii), mostraremos que T(HNG) NG @6 = G de donde se seguxré.,
por la Proposicién 1.3.14 que T (H N G)NG es o (G, G’) —denso en G. Seay € G,
hay una subsucesién (wn, )iz, de (wn)i=;tal que wy,, — ¥ (7). Al proceder de
maner similar a como se hizo en la demostracién del Lema 4. 3 9 obtenemos :

ay (3321,.,‘ + a,.,‘w..k) T (a"k mm"k) eT (H n G) NG,

asf de (4.6) se tiene que T (a;lza,) — y (m(G, G’) y'es _deg};‘,

(6.6"

THAGAG -G.

Finalmente tomemos el subespacio de G

M=TEAGNG

el cua] por lo anterior, es propio, yaque M CT(HNG)NG 7& G, T|G—cerrado
y 0 (G,G’) —denso en G. Entonces (G,T|G) tiene subespacios PCDD, lo que es
una contradiccién a que G tenga la PAHB (Lema 4.1.9).¢

Corolario 4.3.12 Un e.l.t. metrizable (separable) con la PEMHB (PAHB) es
localimente convexo o el dual de su complecién no separa puntos.

Demostracion.

Si el dual de su complecién separa puntos, entonces X es localmente convexo,
por el teorema anterior.@
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Corolario 4.3.13 ‘Un e.l.l. metrizable X con una base con proyecciones equicon-
. tinuas“tiene la PAHB si, y sdélo si, X es localmente convero.

Demostracidn.

Del Corolario 3.1.18 se sigue que la base de X lo es también de su complecion
y ecste iltimo espacio es un F-espacio separable con un dual que separa puntos,
pues los coeficientes funcionales asociados a la base lo hacen; asi, por el inciso (b)
del teorema anterior X tiene la PAHB si, y s6lo si, X es localmente convexo.¢

El siguiente es un ejemplo para mostrar que el recfproco del corolario 4.3.12
cs falso, esto es, que existe un e.l.t. metrizable sin la PEMHB y cuya complecién
ticne un dual que no separa puntos.

EJEMPLO.Sca (X,7) un espacio de Banach de dimensién infinita con una
base regular (z,)52, . Sea G = (z,:n = 1). Entonces G es 7—denso en. X y
dim X = 2% _dedonde, dim (X /G) = 2% va que dim G = Ro, ademds (X /G, 7./G)
no es Hausdorff porque G no es T—cerrado.

Sabemos que dim L, = 2% para toda 0 < p < 00, por lo que para un real fijo
0 < p < 1 podemos encontrar un isomorfismo algebraico Ly A x0. .

Sea =y la topologfa de identificacién en X, /G determinada por el isomorfismo
¢ y cuando en L, se considera la topologfa usual. Con esta topologfa ¢ es un
isomorfismo topolégico. En particular, (X /G,~) es metrizable y separable y
(X./G,v) = {0} ya que L, tiene esas tres propiedades topolégicas.

Una vez més dada una topologfa a en X, denotamos por a/G a la topologfa
cociente que induce ar en X G y usaremos N(X a) para denotar a un base de
vecindades de 0 en la topologfa a.

Sea 3 la topologfa débil en X determinada por las funciones 7 : X — (X 7') y

la funcién cociente ¢ : X — (X G, 7). Estoes la que tiene por base de vecmdades '
de O a L

Nwﬁhqunrww:anxﬂyVEwaaﬂhﬂa@m

Como T y v son topologfas de Hausdorff que tienen bases de vecindzicics'de
cero numerables, entonces 8 también la tiene y es de Hausdorff, ya que 7. <-8; por -
tanto, #.es metrizable (Corolario ). Ademss, 8 tiene las’ sngulentm propiedades:

(1) (X.8) es Sepﬂrable,

(2) T< By

:(3) G es ﬁ;cerrado, ‘
@G =BGy

(5) B/G=7,

(6) ‘rw admisibie para (X, B)
como ‘ahora probamos:

(1) (X, 7) es separable por tener una b.t, y (X/G,~)también lo es por serlo

(X,~) . Entonces, T y - ticnen bases topolégicas numerables, digamos Vi y V2 re-

spectivamente. Por la definicién de 3, la familia numerable {U Nng~ Y (V):UeW y V e W}
es una base topolégica de 8.
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(2) T < Byya que Iy : (X,8) — (X,T) es continua. Supongamos.7-=.8,
entonces 'q :.(X,T) - (X_7G,~) es'continua, lo que implica que v < 7./G, ya
que la topologfa cociente inducida por 7 es la méas grande de las topologfas con

' respecto a la cual la funcién cociente es continua. La topologia v es metrizable
y por tanto, de Hausdorff; en tanto que como ya se dijo 7,/G no lo s, lo que
contradice v < 7,/G. Por consiguiente, 7 < 8.

(3) g: (X,B) — (X, 7G,7) cs continua y G = g~ ({0}):

(4) Por (2), 7 < B, entonces 7 | G < B |G.Sea'V € N(G B G), esto es;

V = HNG para algin H € N(X, 8); por la definicién de 8 existen U € N(X,7)

y W e N(X/G,7) tales que UNqg~ (W)YNG C V, pero G C g=}(W) y'éntonces -

UNG C V ; ésto significa que V € N(G,7 | G), por tanto, B G <7 | G y se
sxgue (4).

(8) La funcién cociente g : (X,8) — (X_7G,~) es continua. Por conqlgulente;

¥ < B/G. Eloperador T = "l o g : (X B) — (Lp, I, ) w contmuo, sobre y

kerT = G, de donde, existe un lsmorﬁsmo T (X/G ﬂ/G) (L,,, ||||P)

que T =T ogq. Asf, 8/G =1.
(6)Como T es lc. y T < 3,

(X, 7)Y c(x,8).

Sea f € (X,B), f| G es 8| G—~continua y por (4) + | G—continua. Al ser G
T—denso, existe un extensién lineal g : X — F de f, la cual es 7—continua, y por
(2), B—continua. La funcional & = f — g es §—continua y i | G = 0; de (5) se
sigue que h induce una funcional lineal 4—continua en X /G, lo que implica que
h = 0. Entonces, (X, ) € (X,7)'y 7 y B son compatibles.

El ejemplo que buscamos es (X, 8), asf que a continuacién probaremos:

(i) (X, B) no tiene la PEMHDB.
(ii) El dual de la complecién de (X, 3) no separa puntos.

(i) Supongamos que (X, 3) ticne la PEMHB. Sea xp € X\ G y definamos una
funcional lineal fo en Z = G + Fxg = (x, : u = 0); dada por fo(g + txo) =¢t.
Esta funcional es 8—continua, ya que si 2, = g, + tyTo, 7 = 1, es una sucesién
en Z tal que z, — 0(3) entonces g(zn) = tpyq(ro) — 0(B/G),y como xo € G,
se tiene, t, — 0. La funcional fo puede extenderse continuamente a [z, : n > 0]3.

Sea (gn)h~; la sucesién de coeficientes funcionales asociados a la base regular
(xn)p=, de X. Las funcionales g,, n > 1, forman un familia 7—equicontinua y
total en G’ = X, pues (xn)o2, cs base regular de X. Como 7 < 3, esa familia
es también f—equicontinua. En particular, (g,)5%, s equicontinua y total en
[zn : n = 0)F.

Para cada n = 1, definimos f, = gn — fo, entonces: (xn, fu)hy 8 un sistema
biortogonal, (f,.)"_o es una sucesién equicontinua y total en [z, : n = 0]%; y como
[Zn:n 2008 C [z, : 7 2 0]7, tenemos que, (zn)72y ¢s una sucesién Af-bdsica
fuertemente regular. Y asi, por nuestra suposicién fp tiene una extensién lineal
B—continua a todo X, digamos f: X — F. Ademsds como vimos anteriormente 7
‘es admisible para (X, ) y entonces f es 7—continua. De donde, .

U={zeX:|f(@) <l}eNX, 7).
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Siu e U, entonces xp -+ . u no esta. en G- ya que. en caso contrnno

= fo (u+:z:g) = fo(u) + 1, esto es, fo(u) = =1y |j(u)| ,lo'que es una
contrndlcclén a que u € U. Entonces, v :

(o +U)NG =0,

lo cual contradice la 7—densidad de G en X. Por tanto, (X, ) no tiene la PEMHB,

(ii) Sean (X, ) la complecién de (X,8) y ¥ € X\ X. Existe una sucesién
(£a)32, en X tal que ©p, — ¥y (B) y es de Cauchy en(X,8). Como T < 8,
(Tn)32, es también T—Cauchy. (X, T) es de Banach, por lo que z,, — % (7), con

x € X. Por hipétesis y # z y debido a que 7 es admisible para (X, 8), para cada
cada f e X’ tcnemos

Sz — - y) ——f(a:—Jn)+f(yn —J) —~0

es decir, f(:v)

f(!l) pero x 9é Y. Por tant.o, ,X'
puntos. 0 :

ene un dual que no. separa

Teorema
: complecuin

Demostracion.

Supongamos que (X,T) no es localmente convexo, va que en caso contrario
T = m(X,A’) y claramente se tlene cl rwultado _Entonces, por el Corolario
4.3.12, X tiene un dual que no separa puntos, en otras palabras ker (X) # {0}.
Ademds, ker (,\) ﬂ ker f,y por- consiguiente es ‘un subespacio cerrado en

rex: -
X.F )

Como X tiene la PEMHB, su dual sepzza puntos ya que cualquier subespacio

de disiznuif Snita es HB (Teorema 4.1.7), entonces

X rker (J?) = {0},

ya que de lo contrario existe = € X distinto de cero tal que f(x) = 0 para toda
funcional f € X’ y como X es HB en X por ser denso, se tiene que g () = 0 para
toda funcional g € X' contradiciendo que X tiene un dual que separa puntos,
de donde existe en X un complemento algebraico H de ker ()t') ,con X C H.

Entonces A es un subespacio de X que es denso, porque X lo es; y tiene dual que
separa puntos ya que H M ker (X) = {0}.
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Sea q : X =X nces como H es comple-
mento algebraxco de )

es un iébmotﬁsxﬁé algeb:
H inducida por q |-H,

es un 1somorﬁsmo topolégico . Tenemosp < 7 | H. Como ker (X)% un subespacxo -

cerrado de (X 1-), se sigue que (X/ ker (X) T/ ker (X)) '

entonces (F, p) es también es un F'—espacio. JIARAN!
Veremos que las topologfasen X, vy p | X definen el

p<7|Hsesiguep| X <7|X =, ash, (X,p| X)"
Por otro lado, cada f € (X,7) ,dcfine f € X’y

definida por J = Fogq, la cual es F/ker (’?) =

isomorfismo ~f | H es p—continua, de donde 7 |X
asf L

" Por tanto, T Yy P
m (X, (X, 7)) =m (X, (X,p]|
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Ahora por (4 10) se tiene e

q (:l:,,) =q(xn—yn) —0 (T/ ker (X))

sabemos que q | H: (H,p) — (X/ ker (X) 7/ ker (X)) es un xsom;)rﬁsx"no, dc ,

donde x,, — 0(p) y por (4.9) ., — 0(m (X, X")).

Finalmente, usando el Teorema 4.3.1 y gracias a que la sucesxén (z,,)"._1 es
también M-basica fuertemente regular, por ser bésica regular, tenemos que [:z:,‘]T s

no es HB, lo que contradice que X tiene la PEMHB. Por tanto, ker (X es

minimal.¢

Teorema 4.3.16 Sea X un F—espacio separable con la. PAHB. L‘ntances X es o

localinente convezo o ker X es un espacio minimal no tnmal

Con la prueba de este Teorema se cierra este trabajo. Para. poderla dar, veremos

antes algunas deﬁmclones y resultados que apa.recen en [2] y [1]

Definicién 4.3.17 Una sucesidn (z,)52, de un e.l.t X es m-—zndependzente st

para cada sucesion (an)pe, € loo tal que 2 a,.:z:,. =0 se cumple que a,, =0 pama
todo nn > 1. =

Si M es un subespacio cerradode X yq: X — X/M es la juncuin cociente
diremos que una sucesién (xn)32%; C X es m—independiente de M si (q (zn))o,

es m—independiente en X /M, en particular esta ultima condicidn implica que
(xn)oo., es m—independiente en X.

Lema 4.3.18 Sea (z,)%2, una sucesidn linealmente independiente en un e.lt.
X. Dada V € N (X) y wuna sucesidn (rn)ae, de escalares positivos eriste una
suceszdn de escalares posztwos (an)ney , cOT an < Tn, tal que silan| € an ¥
Z anT, converge, entonces Z apzy € V.
n=1 n=1

Demostracidn. -

. Sean. V. €. N(X) ¥ (7n)ax, una sucesién de.escalares positivos. Escojamos
Vo € N(X)talque Vgc V y consxderemos una, sucalén (V,.)"._l de vecindades
balanceadas de cero gque satlsfngan )

V,..H + V,,.H c V para toda n> 0

Eluam S a.horn a,, > 0 pm'a cadu n > 1 tal que a,.z:,. €. V,., con 1,. > .
OO
;- 51 (a',.),__l es una suc&lén de esca.larcs tal que ]aﬂ| <any. Z: anTy, converge,

entonces’ para cada k ﬁju se tlene o

Za,.z,.evl+vg+...+v1cvo, .

n=1

y por tanto’ 3 a,z, € V.@
i A=




(z;,..,:z:,,) y-ademds no contlene A
B14eet .Gn)'—‘cuz;—{-.. g .

cero ya que B,. > 0.
Sea vy, > 0, por lo mcncxonudo arnba se tiene que el comuuto

las conclusnones del lem
particular

estd en N(X) y al’ apllcar otr'
sucesién (cn,.)"_l , encontramos’una suceS|6
Gon < ajn paratodon =1 y tal que

{re

Con este proceso mductwo, construlmos, paracadan = 1 ina suc&sxén escalar
(ani)2, tal que

Qi < a(uoyipara todo i > 2y n >3,

{:c EN:x= Z a,:z:. con la,] < Qp; para todo i > n+ 1} W, .
A t=n+] v :
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donde,

Y. ’)nv_ a(u—-l)n para n =2 . .
Por la antes dlcho se verifica facilmente que para todo n > 2 se sa.tlsface

~,\\{Za.x. 2 laid < v para i=1

i=1

i=n+1

n > 1, |bm,| 2'),,0 para, alguria n

va que de lo contrano_ Lo

oo
Z s by =

1=no+l

n

Z, Sl

mos un’ escalar
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(b) (c,,z:,,)"_l es 1n—zndependzente de M para cualquzcr succszdn (en)ozy € loo
con ¢, ;é 0 para todon = 1.

Sea: "V un subespacza de X transversal a 1\/1 es decir, tal que W N M = {0}.

(c) Todo subespacio de W de dimensidn numerable tiene una base de Hamel
(wn)22., que es m—independiente de M.

(d) Si X /M es separable, metrizable y M + W = X, entonces W contiene una
sucesion (Wwn)ne, que esm—independiente de M ytal que M + (wp : 2> 1) =
E.

Demostracion. oo - )
(a)Seay € MNS 3 LaXn : (tn)pey € lw} entonces y = 2 tnT, para alguna
. n=1

sucesion (n)ney €loo Yy ¢ () = Z tnq (x,) = 0, de donde, como (zn)7%; C X es
m—independiente de M, tencmos que t,=0paratodon>1yy=0. '
(b) Sea (cn)an; € loo con ¢ # 0 para todo 7 = 1 y supongamos que

L tnq (cnzn) = 0 para cualquier (£,)52., € lo, entonces de la linealidad de ¢

y como (tncn)oe € loo, se sigue facilmente que t,c, = 0 para toda n y por tanto
t, = 0 para tod n > 1, es decir, (¢nZn)he,; s m—mdependlente de M.

(c) Sea (wn)j=; una base de un subespacio H de W, en particular (ws)52,
es linealmente independiente. Como W es transversal a M, (g (wn))72, es lineal-
mente independiente en X_~M de donde por la Proposicién 4.3.19 existen «,, > 0
tal que (7,q (wn))h=; es m—independiente en X /M . Asf, (7,wn)n2, es una base
de H y (wy);Z, que es m—independiente de AT,

(d) Sea (q(an))s=, una sucesién densa en X,/ M, como M + W = X para
cada n 2> 1 existe una red (Wua + Ynadaea» donde Wna € W y yna € M. tal que

Qn = li;n (Wna + Yna)» de donde g (an) = li‘;nq (Wna) -

En vista de que el cociente X 7 M es metrizable podémos extraer una's@ces'it-ﬂn )
(Wni)iz; de (Wna)aca tal que

q (an) =-lim e (w..L) , (.4’.12)

Selecrouamos una base (w,);";l' de {w,.k n, k > 1}
. Por el inciso anteri odemos suponer que (w.,)‘_'_1 es
pendxente de AL
Afirmamos que M A (wjrj=>1) = X Sean y € X\}VI yU-€ N(E) Esco-
jamos V € N(Jf) tal que V+V cu. Como (q (a,.)) s'densa’en X/A/I existe
n>1tal que : - .

élmenté inde-

de doride, exiéte :z:lue 1\'1 tal quﬁ

PmyEey,
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* Por (4.12), existen'k y T2 E M talw que i

Como wnk e(w

concluimos que y €1

Lema 4 3 21 Saan X'yZ dos subespacws cerrados de un F'—espacio E. Supdn-
gase que Z-C X, y sea K:: Z — E un operador compacto inyectivo cuyo rango
K (Z ) estd contenido en un.subespacio W, transversel a X. Si J : Z — E es ®
la inclusion, entonces T. = J + K .es un isomorfismo sobre el subespacio cerrado
Y=T(2),y XNY =WnY = {0}. Méds aun, si dimZ = oo, entonces X +Y
no es cerrado, y si K (Z) es denso en W, entonces X +¥ =X + W.

Demostracion.

Por Lema 4.3.8 Y es un subespacio cerrado de E. S8i Tz = 2 + Kz estd en X
para alguna z € Z, entonces que Kz € X yaque ZC X, pero K (Z)C W y W
es transversal a X; por tanto, Xz =0 y z = O por la inyectividad de K.

De lo anterior se sigue que X NY = {0}, en particular, T es inyectiva, y del
Teorema de la funcién abierta se sigue que T es un isomorfismo de Z sobre Y.

Ahora, si z € Z estal que T(z) = z+ Kz estd en W, entonces z € WnNX = {0},
es decir, WNY = {0}.

Si dim Z = oo, entonces K no es un isomorfismo sobre su imagen, ya que de lo
contrario T(Z) es localmente compacto y esto contradice al Corolario 1.1.38; asf,
podemos encontrar una sucesién {zm)ae; en Z que satisface Kz, — 0 y z, — 0.
Supongamos que X 4+ Y es un subespacio cerrado y por tanto, es un F— espacio.
Del Corolario 2.4.7 se sigue que la proyeccién P : X i—yY—vX es continua, pero esto

-~z

x
no es posible ya que 2, — Tz, (= —Kz,) € X +Y paratodon > 1, z, — Tz, — 0,
¥ 2zn - 0. Por tanto, X 4+ Y no es cerrado.

Finalmente, supongamos que W C K (Z). Sean z € X y w € W. Existe una
sucesién (zn)he,; en Z tal que K2, — w, y asf £ + Kz, — z + w. Observamos
quez+ Kz, =(z—z,)+Tznyasiz+we X +Y y X + W C X + 7. Por otro
lado,size Xyy€eY,r+y=x+Tz=(z+2)+ Kzy (:r:+z)+1(z€X+W
es decir, X + Y C X + W. Por consiguiente, X + ¥ =X + W.¢
Teorema 4.3.22 Sea X un subespacio cerrado de un F—espacio E. Si X .no es
minimal y dim (E,/X) = co. entonces existe un subespacio cerrado Y. de E tal.

que XNY = {0} y X +Y no es cerrado. Si ademds E/X es separable, entonces SR

Y puede ser escogido de tal forma que X+Y + Y =F.

Demostracion. ; B L B N S LIS

Si dim(E/X) = oo, entonces’ por (c) ‘de- lu Proposxclén .3.20 existe una
sucesién. (yn)oe; en E que’es m—mdependnente ‘de Xy’ cuyo generado lineal
W' es transversal a X, Por (b) de 1 isma. - proposxcnén podemos suponer que
T2llpmll <oo. oo g




lo4 i L ' CAPITULO 4
Del Tcorema 4.2, 4 se sigue que si X es no’ mmuna] cntonce‘ X contlcne una
sucesién bdsica regular (z,.)"_l s la cual es Ad- fuertcmcnte rcgular por la’ Proposi- -
cién 4.1.4.: -Sea: (h,,),,_1 la sucesién de funcionales asociada’ a (wl)"_l, las cualcs
son’ eqmcontmuas en.Z:; [z,. 1] Dcﬁmmos I( Z = E com :

e K(z) = Zhn(z)./ny. o

R . .on=l1 B .

que como en la 'demostracién del Lema 4.3.9 se puede probar qué'es compacto, -
Yy ademis -es inyectivo pues (yu)aw, s m—mdcpendlcnte y h,, (= ) € l°° para cada
z€Z.

Sea Wy = K (Z), cntonces W] es un subespacio transversal a X por el in-
ciso (a) de la Proposicién 4.3.20. A partir del lema anterior obtenemos que
XNY = {0},donde ¥ =T(Z), T =J + K y J es la inclusién de- Z en E,

~yademds X +Y noescerradoen Ey X +Y = X + W,

Si ademds E,~ X es separable, entonces podemos escoger a (yn)ne; de tal modo
que (g (yn))oe, sea un conjunto numerable y densoen E,/X,dondeq : E — E/X
es la funcién cociente. Es fdcil probar, observando que (y, : n > 1) C W que
X+ W =F y por lo anterior X +Y = E.¢

Demostracién del Teorema 4.3.16. .

Si X no cs localmente convexo, entonces dim(X) = oo y. por el Teorema
4.3.11, su dual no separa puntos, de donde, ker X es no tnvxa]. bupongamos que :
ker X no es minimal.

Si dim (X ker X) < oo, entonces existe un subespacio Y de X, de dlmensxén
finita, tal que

X =kerX +Y.

Por tanto, Y es un subespacio propio cerrado de X. - - stk

Si por el contrario dim (X_”ker X) = oo, entonces por el teorema anterior
aplicado a ker X, existe un subespacio cerrado ¥ de X tal que Y Nker X = {0} y
Y + ker X es un sube_spacno propio y denso en X. O sea, : :

'(4 13)

YCXy kerX+chdensoenX

Por lo que en cunlquxera de las 2 posibilidades para dim ( \/kerX) Y e‘uste
un subespnclo cerrado Y de X que satisface 4.13.

Sea f € X' tal que f(¥Y) =0, entonces f(Y 4 ker X) =0 lo que xmphca que’
J =0 y por tanto, Y es debilmente deuso, es decir, ¥ es un subespaci PCDD de
X, pero esto es una contradiccién a que X tiene la PAHB 4 N 3
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