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Prólogo 

A finales de la década de los setenta, P. Duren y W. Romberg (ver [4]) realizaron 
trabajos sobre los espacios métricos lineales, no localmente convexos J/P, con 
O < p < 1, llamados de Hardy. En particular, caracterizaron sus duales y 
mostraron que en ellos hay subcspacios propios que son cerrados, en la métrica, y 
débilmente densos, lo cual implica la existencia en HP de subcspacios cerrados en 
los que están definidas funcionales lineales continuas que no admiten una cxten­
sión del mismo tipo a todo HP. Esta clase de espacios se sumó a otros ejemplos 
ya conocidos de familias de espacios 110 localn1cntc convexos, como Lp[O, 1] y lp, 
con O < p < 1, que fallan en tener la propiedad de que toda funcional lineal 
continua definida en cualquiera de sus subespacios cerrados tiene una extensión 
lineal continua a todo el espacio, la cual es llamada la Propiedad de extensión de 
llalm-Banach (PEHB). En contraste, es ampliamente conocido que los espacios 
localmente convexos tienen la PEHB. A partir de estos hecl1os se planteó el prob­
lema de si la convexidad local de un espacio métrico lineal equivale a que tenga 
la PEHB. 

La respuesta a ese problema es afirmativa, en el caso de que el espacio es 
además con1pleto, o sea, cuando se trata de un F-espncio. 

La primera respuesta en esa dirección fue dada, en 1970, por J. Shnpiro en 
(19) donde demostró que si un F-espacio tiene una base de Sclmuder y la PEHB, 
entonces es localmente convexo. En 1974, N.J. Kalton dio en [9) la respuesta gen­
eral al establecer condiciones para la existencia de sucesiones básicas en espacios 
métricos lineales y con esto, aprovechar el trabajo previo de Shapiro. 

Después vinieron algunas generalizaciones de la PEHB y de la noción de suce­
sión básica; por ejemplo, N.J. Kalton y J. Shapiro trabajaron en [10) con las 
sucesiones básicas llamadas de Markushevich, o simplemente ?vi-básicas; y recien~ 
temente, en 1994, J. Kakol y P. Sorjonen en (8) aprovecharon todas las técnicas y 
resultados obtenidos por esos autores y por otros corno N.T. Pcck, J. Robcrts y 
L. Drcwnowski y obtuvieron algunos resultados interesantes sobre las extensiones 
continuas de funcionales y trabajaron con espacios lineales rnetrizablcs, pero que 
no son necesariamente F-cspacios. Dos de sus resultados que aquí reproducimos 
son: para F-espacios la Propiedad de extensión de Markushevisch-Hahn-Banach 
(PEkfHB), que es más débil que la PEHB, es equivalente a la convexidad local; y 
para un P~pacio n1étrico lineal, no necesariarnentc cornplcto, la PEMHB in1plica 
que el espacio es localmente convexo o su compleción tiene un dual que no separa 
puntos. 

En este trabajo haccn1os un desarrollo detallado de lo anteriormente men­
cionado y presentamos tan1bién otros resultados que son consecuencia de la exis­
tencia de sucesiones básicas en espacios lineales topológicos metrizables. 

Dividimos el material en 4 capítulos, los dos primeros dedicados a sustentar 
lo expuesto en los finales y a hacer a este trabajo autocontenido. Procedemos a 
describir a cada uno de ellos. 

En el primer capítulo dan1os definiciones y conceptos básicos en la teoría de 
espacios lineales topológicos, destacando los que se refieren a los localmente con­
vexos. Enunciamos y demostramos alguños resultados sobre funcionales lineales, 
en particular se recuerda el Teorcn1a de extensión de Hahn-Bannch y algunas con­
secuencias de éste que son empicadas más adelante. El capítulo concluye con una 

ix 



X Prólogo 

sección dedicada a los pares duales y se estudian las topologías débil y de Mnckey 
asociadas a un espacio lineal topológico. 

En el Capítulo 2 se dedica, casi exclusivamente, a los espacios métricos lin.ea­
lcs, los cuales, de acuerdo a los resultados que aparecen en la printera.: sección, 
pueden ser identificados biunívocan1cntc con los llamados F•-espacios que ~on 
aquellos espacios lineales topológicos en los que la topología está dada a través 
de una función real y no negativa llan1ada F-norma. Cuando un p•-espacio 
es con1plcto, entonces es llamado F-cspacio y cuando éste es además localn1entc 
convexo, entonces se llama un espacio de Frt'!chct. 

Uno de los resultados de este capítulo afirma que toda topología lineal puede 
ser generada por una fan1ilia de F-sc111inorn1as, lo cual nos recuerda el 1nuy 
conocido hecho de que toda topología lineal localn1entc convexa puede generarse 
por una familia de seminorma.s. Darnos también la..o;; versiones para F-espacios, 
de tres resultados básicos en la teoría de espacios de Banach y del propio análisis 
funcional, que son: el Principio de acotantiento uniforme, el Teorema de la función 
abierta y el Teorema de la gráfica cerrada. 

Tcnninamos este capítulo con algunos ejemplos de F-cspacios no localmente 
convexos: Lp[D, l], 11, y HI', O< p < 1, y vemos que no tienen la PEHB. 

En el tercer capítulo se inicia la parte central del trabajo y está dedicado a 
las sucesiones básicas en F-cspacios. Este capítulo es tal vez el más importante 
en tanto que es nuestra referencia rnás frecuente; en él desarrollamos, prin1ordial­
mente el trabajo 19] de N. J. I<alton, después de que dedicamos su primera parte 
a las bases y sucesiones básicas en espacios lineales topológicos. 

El resultado principal de este capítulo, y de todo el trabajo, es el Teorema 3.3.5 
que pcnnitc construir, bajo ciertas condiciones, sucesiones básicas en F* -espacios, 
esto pern1ite probar rná.s adelante lo que ya hernos anunciado antes: que todo 
F-espacio con la PEHB es localmente convexo. El Teorema 3.3.5 tiene otras 
aplicaciones que cxponen1os en la lilthna sección del capítulo, por ejemplo, se da 
una generalización del Teoren1a de Ebcrlcin-Smulian. ' 

Eu el capítulo final prcscntan1os la.s últin1as generalizaciones a los resultados 
obtenidos por Kalton; introducimos los conceptos de sucesiones .llI-básicas y algu­
nas propiedades de extensión relativas a las funcionales lineales continuas. Dichas 
generalizaciones consisten, principalmente, en analizar bajo que condiciones un 
F--cspacio tiene esas propiedades (PEJ\IHB y PAHB) y como se relacionan éstas 
con la convexidad local. 

Espero en verdad que este trabajo pueda ser de utilidad a cualquier persona 
que se interese en la teoría de espacios lineales topológicos y, en general, a todo 
aquel que guste del anAlisis funcional lineal. 

Agradezco profundamente al profesor Angel Manuel Carrillo Hoyo por el tra­
bajo, tiempo, experiencia y más dedicado a este trabajo. También doy las gra­
cia.s a los sinodales, los doctores: Hugo Arizn1cndi Peirnbert, Arn1ando García 
Martfnez, Ricardo Gómez Aíza y Carlos Hernández Garciadiego, por el tiempo y 
atención que han prestado a esta tesis. 
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Capítulo 1 

Preliminares 

En este capítulo damos las definiciones y resultados básicos que usaremos durante 
el resto del trabajo; principalmente se refieren a la teoría de los espacios lineales 
topológicos y pueden encontrarse en [12), (13), (16), (17) y (20). 

Con X denotaremos, a menos que otra cosa se diga, a un espacio lineal (vec­
torial) sobre IF = IR o C. Para <> E lF y A, B e X definimos: 

aA={<>x:xeA} yA+B={x+y:xeA, yEB}. 

Cuando IF = lR se dice que X es un espacio lineal real. 

1.1 Espacios lineales topológicos y localmente convexos 

Definición 1.1.1 Sea A e X. 

i} A es absorbente si para cada x E X existe a> O tal que Ax E A si..\ E lF y 
1"'1 ::;;a. 

ii} A es balanceado si >.A C A pam toda ..\ E lF tal que ¡>.¡ :5 l. 

iii} A es convexo si ~+{Jy E A pamx,y E A y <>,{JE [0, 1) tales que a+f3 =l. 

Proposición 1.1.2: Sea :F u.na familia arbitraria de subconjuntos de X y hag­
amos/= n Ac 

AEF 

i) Si cada.A E :F. es convexo, entonces I es convexo. 

ii} .Si eada A e :F es balanceado, entonces I es balanceado. 

Corolario 1.1.3 Sea A C X. La intersección C(A) (B (A))de todos los subcon­
juntos convexos (balanceados) de X que contienen a A es el m(nimo conjunto 
convexo {balanceado) de X que contiene a A y es llamado la envolvente convexa 
{balanceada) de A en X. La envolvente balanceada de la envolvente convexa de 
A se llama la envolvente balanceada y convexa de A y se denota como BC(A). 

Definición 1.1.4 Sea runa topología en X. Decimos que (X, r). o simplemente 
X, es un espacio lineal topológico (e.l.t.) si satisface las siguientes dos condi­
ciones: 

1 
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s) LCL stt11u~ 

es continua. 

xxx-x 
(x.u) -x+11 

m) Lci m.ultiplicación por ún escala1· 

es cont.inua. 

IFxX-x 
(.\.,;r) -.\:e 

CAPITULO 1 

En este ca.r;o se tlice que T es una topolog(a lincal"(vectorial) ¡Jara X. 

Proposición 1.1.5 Sea X un c.l.t. 

(i) Pam cualquier xo E X ·y cada escalar >-o ~ O, la transformación 
x -+ Aox + xo es un homeomorfismo de X en si mismo¡ en particular, toda 
traslación y la multiplicación por un escalar distinto de cero {homotecia) es 
un ho1n.conz.or.fi-r;mo. 

(ii) Pam cualquier subconjunto A de X y cualquier base local ele cem V (O) se 
cu1117JlcA = n{A+U: U E V(O)}. 

(iii) Si A y B son subconjuntos ele X y A es abierto, entonces A+ B es abierto. 

Definición 1.1.6 Si para una to7Jolog<a r de X toda traslación es un horneomor­
fis1110, entonces se dice que )( es T-invariantc. ·" ,'.·: (- :~--,; ~ ·:!, . 

' ' ' 

Corolario 1.1. 7 X es r-invariante 7mm tocia topolog(a ÍÚ1cal .+··ele X.' '> .. '·. 

Proposición 1.1.8 Sean X un e.l.t. y x E X. dria'base;'Úv~ci;;ddd;,;'de x está 
dada por la /aniilia ' · · · ~ ;. ' 

N(x) = {x +V: \Tes mÍa·~-;;C:i";;dad.ci~ 0} 
Más atín, si V(O) .es~'~ª b'ds'~ de vc~rid~de.~·{base l~c~Í) de'o',enÚmces 

.,v<;>· ,;,'¿ + v =. v ~·veo){ 
es una basé de<veCfruLades de x. 

Dacio un e.1.t:· (X, r) de,.otarem(}s.por JV(X,;) :a li1/v~cl11dad"s decem en 
X con 1-especto a r;o sirnplément~ por N(X) ,_s{-;,.-¡,·.1;ay·1ugar· .ª con}usió11 . . 

; ,;· '. í;1 ' ·;.-1.:-c-"<; ,.:-:;: t.'/ ·-~·· .. , 'i ¡.:-,\ .. :1· . -~ 
Proposición 1.1.9 Seá .(X, 'r) e,l.t,. Í/ •. V (O) una. base ,de vecindades de .cero.·,"<,. 
es de, l~':Lf!.sd.Orff .. s_i, Y. ~f:SlÍ?_:~~!_· -:'~ , · .... ~ :t·1c<:/~ ... ·.: .. -~ ·~ , . : . ;_ ~; . , 

. {a} ·'d;n{&,,:,.b):"V;caff,· ~:: 
Proposición 1.1.10 '.Si 111 .. ~ u~.su~espa~·i<> ele un e.i.t. 
radura /l.~[· en (X; 'r) es u11 ~ú.bespacio. ele •X. 

(X, T), e11..toriccs la cer-



1.1 ESP. LIN. TOPOLÓGICOS Y LOC. CONVEXOS 3 

Demostración. 
Des) se sigue que Al+ /\f C ~I, y de m) se tiene que JFM C M.t 

Proposición 1.1.11 Sean X un e.l.t. y V una vecindad del cero, entonces V es 
absorbente. 

Demostración. 
Para todo x E X se tiene que O • x = O, por tanto, por la continuidad de la 

multiplicación por un escalar, existe en IF una bola cerrada I con centro en O tal 
que si>. e I, entonces >.x E V, es decir, existe a> O tal que si l>•I :5 a, entonces 
>.x E V; ·por tanto, V es absorbente. t . · · · · 

Proposició~ 1.1.12 Sean A y B subconjuntos convexó~ .de ún e.l.t. X entonces:· 

{a) El interior Aº de A es convexo. 

(b) Á +B es con~exo. 

(c) >.A es· convexo para todo escalar>.. 

Proposición 1.1.13 Si un subconjunto convexo A de un e.l.t. X tiene interior 
Aº~ no ~~c(o~; cntonc~s ~-.=A~;.' · 

Demostració~. 
Como Aº·.C A,;se tiene Aº c,A: ... Ali.:;ra·tomemos x. e A y y;e .Aº; para: 

O <.t<<:.1 teriemcis · · .. :.·._,;- .,."":,:·:•.'·'···•7:.»<'. ·•·· 
'~.:··::·,\.>'.·'<·.>·'',.t:· .:~·:·:~._-,'.' '. ·_· ...... _:· ........ :- -~\i.~ -.:-;: 

\'tX'+ (1·;,.;'t}Y~e tA + (r'.:.: t)'Aº c·A; '. 

pero tA + (1 - t)A ~ Cs abÍert~, c!J d~~dc,' ix .+ cL-· t) y e Aº' entonces X É Aº ~ 
así A e Aº.t. . . ·,¡ .... ,... ·.:.:;,::e,•:;'¡~.:.,<: :ú·,, ... , .. , .. 

Pr~posición 1.i..1¡~ Sí una. topologí;;.' r · ~ Ú~eal para X,- eó,ito>".de.. ti~ii~ uná base' 
de vecindades V(O) 'de O"'con·.lM ·siguientes propiedlídes:: ./;'->"''.•:'!:'·:""' .' ·· ' 

- ,,-- . ·1';\' ·.·; ,·_, ·~~._,·, _ _ 't:.-._\~- ·"~,·¡/« .. -,, 
i) Para cualesquiera U y V en V(O), existe W E V(O) tal que W C Un V. 

ií} Para todo V e V(O) existe U e V(O) tar,,ue u'+'Íf e \/-. /:. 2 
. . ' ' - .. :.• .·.'· -· . , 

iii} Todo V E V(O) es balanceado y absorbent~. 

Inversamente, si V(O) es una colecci6n no vac{a de subconjuntos no vac{os 
de X que satisfacen las 3 condiciones anteriores, entonces V(O) es una base de 
vecindades de cero para una topología lineal en X. 

Proposición 1.1.15 Todo e.l.t. tiene una base de vecindades de cero cuyos ele­
mentos son cerrados y balanceados. 

Demostmci6n. . . 
Sea V (O) una base de vecindades d~ ce~.:; que' s,;:tisface las condiciones i ),ii) y 

iii) de la Proposición 1.1.14. Sea U E V (0}.y .. escojamos V E V (O), en particular 
V es balanceado, tal que V+ V e U; ~ntonces V e V+ V, ya que si x e V se 
tiene (x - V) n V ~ 0 y por tanto, x E V:;Í- '(':Además V es balanceado por ser 
la cerradura de un balanceado.•· ·- "'~ ·~-;"·~·:1r:.:.;~._·,.~:. J: .. ·'• .·:· 
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Definición 1.1.16 Dos espaciosUri"ea.1e;i~11oiógid;;; X y y sonisomorfos {to710lógi­
camente) si;eiiste uii iso1norfisfflo.aliJCbmiCo éFitTc~ClloS, <Ptc e..~ micrliás un ho1nc-

on1~rfisino. , . <::· .: .. , :.·'\\:~~-\.(~~ .. ·.~~¡/:·'.~:;t::·.::,{}.~:·.:i!'._~~-;·;~<--i~~:;:::.::~>--;_~,;\~·;.:.~· : l ·::. · ·. -· ·· . 

Proposición 1.1.1 7. Si (X·; r) ~s.ún ~~ ); ··t'. • éi'e dime~6n finÚa ii sobre JF', entonces 
X es topol6gicamen_té. isOfn:orfo éz)F~~-:'~t:º'~:su· iiOnna __ tisual. ·MáS prccisa1nente, 

.· > -~~ ;.::t:~··i-~~-~-·.j::·~;~<·,)·~··;<•~: .... ·. {·:\y~·.··~:/: -l~'-· :~ __ ,,;_/;.· . _-' :~-- :' 1 . ; .::. :~( .. ';·. . ~ . 

(-\1, ,\~,·.;·,,,\n);~,At:Ct +,-\2x2 +, .,~ ~ AnXn .. 

es un isomorfism~ i~/,o·i~~Úfd~:;.~iobíl,~,.:p~~.c~d~ b~~.{~ 1 ;,,.~;: •• ,[c • .,l • d~ X. 

Teorema 1.1.18 Sea cf>un~ .;,,lección:de topolog{as en ;,n ~onjrmtoX •• Entonc~ 
existe una únicá topolog<a, denotaila'por·\¡<J>; o' bien:sup·<I>, t.at.que·p¡,ra toda 
red (xa) en X, "'"' -+ a en (X, VcJ>) si,· y sólo··si, Xo ,-+:a. e1( (X,T) :para toda 
TE <I>. Ademds para cualquier espacio topológico. Z se cuinple."qrie· una función 
f: Z-+ (X, Vil>) es continua si, y sólo si, f :Z-+ (X;T) 'es'cé:o11i"inúa'paro cad."a. 
TE <I>. Esta topología es llamada la topología s_upre'!'O .de. lafámilia,cf> · 

De111ostracidn. • .. ; 
Definamos V 4> como el conjunto de todas las uniones de intersecciones finitas 

de miembros de U cJ>.t . 

Definición 1.1.19 Sea l'vl un subespacio. lineal dt{ un· e.l.t. (A". r). E11 el ·espacio 
cociente X/Al definimos de la manem u5ual las operaciones tic suma y producto 
por un escalar y éste es entonces un es~acio, lineal.Ad~más. el ho111omorfis1no 

natu.rnl 
q:X-+X//l.f 

qu.c asigna a cada elemento x e X su clase de equivalencia x + JI. es lineal. En 
X//l.f se define la llamada topolog(a cociente inducida por T que es la topolog<a· 
más fi11a con respecto a· la cual q es· continua· y con ella X/;\/ ·es un e. l. t. 

Lu dimensión de X/M es lla,mada la ~~~imensión de;\/. 

Definición 1.1.20 . Un sube8pacú/H,'de'°;<:. es llamado. un hiperes¡mcio ho1nogé11eo 
de X si}( es el único subesjJaCiO>q'i..ié'.lO,''ContieTteº pWpia111entc. Es decir, · 

•>. ·-. 
;~-- .~:·~tX}~~¡¡_:+·'JF~·, ... ,.-,, 

. __ )~-~·:1l.i~~}-~~~-'-J~-'--.:··~~-.. -_~:-.-
para todo a~ H .. o lo.que.es)o:mismo•H;tiene:codimensión -1.:· 

~ <~:;>- ~.?~~:->-.:~~:~~~;~~~;~~/~~;~~/~~- ._).:~~.d.~·.-::.:.'.:<: -;: ·>:; _.::: 
Definición 1.1.21 Un;hiperfispa'ció . .l'v/.es el-trasladado de 1111 hiperes!'acio Izo~ 

"':·~:.~E;~,~~l~~I~~i+~~;'>:' '", ··• .. 
Corolario 1;1.22 .·'~n:.Un ·e~l.t.::¿!l1(hiptiresp.ai:iá··el1.~cerrado·O ile11.~o. 1 '': 

·: · > :'.~:'.. ( +1~:~~~~~~ '.<,-: n.,~r ··~r::-~·:;.~,i~J::·~·1 ~~-2.~~ ... ~~ '.'!.~~~:.r.;·,f, ,<~. ·::r~ >-~·:':~;. ··~·-·~_;.~ . · _,: · 
Proposición l.1.23iSii.llfóes un:subespacio. df!·un c;l.t. (X,r) .. cnto11ccs X/;\/ 
es un espacio de Hatt5dor:Jfsi, y·sól':''si, NI es .cermdo enX.• 
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Proposición 1.1.24 Sea X un espacio lineal y Y C X un subespacio. Sean 
T,')' dos topolog{as lineales en X tales que T < ')' y Y es ')·-denso. Entonces 
rlY<-ylY 

Dcmostmción. 
En general, por ser Y subespacio de X se tiene T 1 Y :5 ')' 1 Y y además, 

por ser denso, (]' = G n Y 1 para todo G e X que es -y-abierto. Supong­
amos T 1 Y = ')' 1 Y y sea V. C X una T- vecindad cerrada de O. Entonces 
Un Y e Int (V) n Y e V n Y para alguna r-. vecindad abierta de O. De donde, 

ucv. 
Por tanto, T =-y en X, contradiciendo .la hipótesis.• 

Definición 1.1.25 Un subconjunto 'A· de ·;,n1.i:t: X es acotado si pam toda 

vecindad de cero V, existe € > O tai que tA C V para !ti < €. 

Proposición 1.1.26. Las. ;,iY,,icntes· ~fi:,..,;~ciones .. son •equivalentes para un. s;,b-
conjunto A en ~n c.l.t~:, ..,,-.¡ · · 

(a) A es acotado. 

(b) Para toda sucesión (x.;);:",,;¡ ·e A y toda" sucesión de escalarc5 (a,:;);:",,;~· con·· 
ctn - O, se tiene OnXn --+O. · ~ ·- ·>·~· 

(c) (;'¡)xn - O, para toda sucesión (xn)::"=t CA. 

Demostmción. 
(a) => (b). Sea U una vecindad de cero, existe € > O tal .que tA C U para 

!ti < E: Como l<>nl < E para todo n suficientemente grande se sigue que <>nXn E. 
°'nA e U para todo n suficientemente grande. 

(b)=>(c). Es trivial. 
(c) => (a). Supongamos que A no es acotado, entonces existe una vecindnd. 

balanceada U de cero tal que para todo E> O existe!tl <" tal que tA % U . Como 
U es balanceada EA % U. En particular, para cada n E J\I se tiene (¡';)A% U;. asf 
existe Xn E A, para cada n::::, 1, tal que (¡';)xn í/o U, es decir, (¡';)xn. f-+O •• 

Teorema 1.1.27 Sea <I> una colección de topología lineales en X y S C X. En­
tonces S es acotado en (X, V<I>) si, y sólo si, Ses acotado. en (X,r), pam eada 
TE <l'!. 

Demostración. 
=>) Se sigue fácilmente, ya que T :5 V •l\ T E <l'!. 
<=) Sea (xn);:".;1 una sucesión en S, por la Proposición 1.1.26 ;';xn -·o' par;,:• 

todar e <l'! ~·de la definición de la topología V <l'! se tiene que !;xn - O(V <I!):•· ,. 

Teorema 1.1.28 SeanC un conjunto y:F una familia defunciones f: C - Y¡, 
donde Y¡ es un espacio topológico pam cada f E :F. Existe un única topología en 
C, T ( 0, :F) , llamada la topología generada por :F O topologfa débil con respecto a 
:F tal que si ·cx .. J .. eA es una red en e y X E e, entonces x., - X (r (C, :F)) si, y 
sólo si, f (x.,) - f (x) en Y¡ pam todo f E :F. 
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Dcm.ostmción. 
Sea T (C;:F)-Ja topología en e que tiene por subbase a la familia 

{¡-1 (U): JE :F y U es un abierto en Y¡}. 

Sean (xa)aeA una red en e y X E c. Supongamos X~ ·__, x. Dada J E :F y 
U abierto en Y¡ que contiene a f (x) existe b E A tal que para a ;::::: b se tiene 
Xa E ¡-1 (U), es decir, f (x0 ) E U para a;::::: b. O sea, J (x0 ) --> J (x) en Y¡. 

Por otro lado, supongamos J (xa) -> f (x) en Y¡ para todo J E :F y sea 
V E T (X, :F) que contenga a x, por definición de la topología T (C, :F) existen 
f; E :F y U¡ abierto en Y1; para 1 :5 i :S n tales que 

n 

x E n J,-1 (U;) C V, 
i=l 

Para cada i = 1, .. , n existe b; E A tal que á;::::: b¡ implica f¡ (x0 ) E U;, entonces 
tomando b;::::: b; para todo 1 :Si :S n se sigÚe que x 0 · E V para.'todo'a··;:::·b:··· 

Es fácil probar ·que Ja topología arriba definida e5 la _única é:ori lá' propiedad 
requerida.• · 

Corolario.1.i.29 La topología,r(C,:F) del LeoremC1~;;.~~rl~r:,-~~)ti más gruesa 
paro la ·que cada f E :F. es contin:ua:_; - . .,, ::'.:;\ "~~-~;·~.;i.~':.;·1:~:-:> ·.¡; 

Definición 1.1.30 Sea :F un conjunto tle'funciori~~Ün;;;,l~;;i;~das ellrls definidas 
en el ~¡Jacio lineal X y cOn valores 'cn .. eSpti~ós _lir{e_O.zCs,-·_t'Opológicos:. En: este ca.so 
a la topología débil T (X, :F) con respeéto a :F la de ... oiamos-'j,,ir u:F. Es fácil ver 
que a:F es una topología lineal.·· Cuando·;¡: 't_iene_ un' ~ísi.).'elemento f, usamos la 
notación uf. ·- · ··._,_ .. -. ' -- "'-··:( .. 

Proposición 1.1.31 Sea f : X __, Y una función lineal dé ;un 'espado lineal X a 
un e.l.t. Y. Para S C X se tiene S es u !-acotado si, y sólo si,' J(S) es acotado. 

Dernostrnción.. 
Supongamos que S es a !-acotado. Sea U una vecindad de cero en Y, en­

tonces ¡- 1(U) es una a/-vecindad de cero en X y existe un escalar s tal que 
t.S e¡-• (U) si !ti < s; así, tj(S) e U si !ti < s, es decir, f(S) es acotado en Y. 

Recíprocamente, supongamos que /(S) es acotado en Y. Si V es una u /-vecindad 
de cero en X, entonces V contiene a ¡- 1(U), para alguna U vecindad de cero en 
Y, y el resultado se sigue de forn1a similar a la vista en el párrafo anterior .• 

Corolario 1.1.32 Sea :F un conjunto de funciones lineales de definidas en un 
espacio lineal _,.y y con valores en espacios Lineales topológicos. Un subconjunto 
S C ,y es ucotado en (.Y, a:F) si, y sólo si, f(S) es acotado para cada f E :F. 

De11tost1ució1i. 
Se sigue inmediatamente del Teorema 1.1.27 ya que 

u:F = V:{a/: JE :F} .• 
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Teorema 1.1.33 En un espacio topológico Z de Haus.dorff las siguientes afinna-
ciones son equivalentes: · · 

(i) Z es numemblemente compacto. 

{ii). Cada subconjunto infinito de Z tie~e un 7nmto de ac.umulaci6n'. 

Definición 1.1.34 Se dice que un subconjunto A de un e.U. X es totalmente' 
acotado si paro cada vecindad U de O en X existe un subconjunto finito {x¡, .. ·., x,.}. 
de X tai 'q~e A C. Ü (x¡ +U). ::, ... ':·. ,. .~ 

. i=l 

Proposición 1.L35 Si A es un subconjunto tot'almentc:acotado·'de un C.1.t. X; 
entonces ·A ··es acotado. 

Dc1nostración . 
. Sean (Yn):;",;1 una sucesión en A, U E 'N (X) y -V E N (X) balanceada· tal 

que V+ V e u, como A es totalmente acotado existen XJ •• ;,xk en X tales que 

A e· Ü {x; +V). Podemos elegir N >O tal quex; E NV ~ nVpara toda n;:: N 
i=l 

y tod~ .i = l~ ... , k, .cntonct;?S ·« 

. :¡ ... n '(i r ) 
. :--Yn E U .. -x; +,-V · n .. n n -

i=l 

e V+ V e U si n;:: N, 

eS dCcfr~- !;y~' -2. O- ·y.. p¡;~_~t~i~t6;~·A--.~' ácot~do.·· 
T.;ore~a 1.L~6 ú",. conjun;o K de un e.l.t. X es compacto, si, y sólo si, tiene 
las siguientes dós propiedades: . . . 

i} es.totalmente:'aco~ado,: esd~ci;; ¡mm cada veCindad U cÍc.O 'en X 

subco'njunto'fiñitii: {x 1 ;!::,x~} de X tal que K C' Ü (x; '+U) 
. . ·.: . . . i=l ' 

ii) Cs ~conipleto, ~ Sea, tod~ red de Cauchy en I< es con~crgente_. 

existe· un 

TeoremaL1.37.Sea·~1c'un·e.1.t. de Hausdorff que tiene:11n'U vecindad de cero 
totalrnente ~cotada. Entonces X··. tiene di1nensi6n fini~O.. 

Der;iost~ción. 
Sea' U EN (X)totalmente acotada. Por la proposición anterior U es acotada 

y entonces {-:}rrU: n.E N} es una base de vecindades d!3 cCro.' ya ciu~ si V _es una 
vecindad· de. cero;· que podemos suponer balanceada, entonces existe n E !11 · tal 
que U .c2"V. ·"·· ··' 

Existe un subconjunto finito Fo de X tal que'•· 

u e Flo+!u . 2 ,' 

SLF = (Fo), cnt'?nces Fes c~rr~do -~~~ ~Y'; .·P~(s~r·dc ?~~nm~ió1í. fin~ta~y 

. .··u ~Ft4uc~~.f(F>4q);~F+;;u~::~ . 
. • 1 .. . ... . . 

e F+ znuc· ... ;" 
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de d6nde por {ii) de In~ PropÓsidió1i LL5 

ucrl{F+ 21;.u} =F=F. 
n=l 

Por tlltirn;,, ~i ,,; E X ;;,.:iste ;;;;'c.idaiar o tal que x E oU e oF e F, esto es, 
X=F.t . 

Corolario 1.1.aS Todo e.·l.t. Íocalmente compacto tie~e dimensión finita'. 

Teorema 1.1.39 Si A es un subconjunto de un e.l.t. ¿'( tal que toda suéesitln en 
A, con rungo in.finito, tiene un punto de acumulación. en X, entonces A:-es total-·, 
1ncnte acotado. En particular, cada subconjunto de un espaCiO ~· _nuffl.cra.blemcnté 
compacto es totalmente acotado. · 

Definición 1.1.40 Sea U un subconjunto balanceado de. X .. ·D~fin.i;,.~s la sigu­
iente función real no negativa, 

Pu(x) = inf{t >O :x E tU} 

la cual se denomina la funcional de A1inkowsl.."'i de U. Una ·scmino~a en ·x· es· 
la funcional de !.finkowski de algún subconjunto de X, convexo, balanceado y 
absorbente. Una norma es una seminorma 1' para la cual p(x) =O implica x = O. 

Proposición 1.1.41 Una funcidn real p es una scminonna en X si, y sólo si, 
se cu1nplen las siguientes condiciones, 

i} ¡J(x +y) ::; p(x) + p(y) si x,y e X, 

ii} p(,\x) = l,\l p(x) si>. e lF,x E X. 

Proposición 1.1.42 Supongamos que p y q son dos serninonnas en X. y que 
q(x) ::; 1 si p(x) <l. Entonces q(x) ::; p(x) para todo.X E X. 

De111ostroci6n. 
Para cada<> O, 7'(,,¡,,)+cl < 1, por tanto hipótesis <1(,,¡;j+<)::; l. Así, q(x) ::; 

p(x) +<para todo<> O, de donde se sigue que q(x) :5 p(x). ., ·.·: . .:: ... : :. : ... · 
También es cierta la proposición si la hipótesis se cambia a q(x) :5 1 si p(x) !:; l. 

1«.·o .. •·' 

Definición 1.1.43 Si 1111 es una norma en X, entonces (X, 1111) es. llamado :un 
espacio norma do y éste es un e. l. t. cuando en X se considera la topolog(a generoda .. 
por dicha norma, es decir aquella que está inducida por la métrica• d(x,iJ)'; ,;,, •. · 
llx - Yll· Por otm parte, se dice que un e.l.t. X es normable cuando 5;¡_ ·topologfa:· ·· 
coinci<le por la gcn.eracla por una norm.a en X. ;:.~:~:. »:,·,~:_;.::'.f~ji·r .. ~···'. 
Proposición 1.1.44 Un e.l.t. de Hausdorff X es normable si, y sdlo ;¡;X; pose~ 
una vecindad de cero acotada y convexa. .-. ,_, 

Definición 1.1.45 Una topolog(a lineal paru X es llamad,¡ l~;;¡,lrnen~e'~.:,;~;;~ si 
posee una base de vecindades convexas de O. Esto equivale, a qu_e paro·. todO ~E X 
y todu vecindad V de x, V contiene una vecindad Convexa de x. Un e."z.t.- x.:·sc 
dice que es tm espacio localmente convexo (e. l. c.) si su topología es· 1ocalment~ 
convexa. 
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Proposición ·1.1.46 Toda: topo/ogfn /oca/mente convexa en X está generoda por 
una farnilia de- sc1ninonnas, por ejern.plo, por. la fa1nilia de las funcionales de 
l>finkowski de toda.< sus vecindades del O, convexas y balanceadas. Si (X, r) es .. 
un e.l.C.~ y P es una Ja1ri.ilia de serniii.onnas que genera_ su t~pologfa, entoncCs , 
escribimos (X, P). ' , 

Ejemplo 1.1.47 Seaw (= JRN)el espacio de todas las sucesiones reales, paro cada 
n E N definamos Pn : w - lR ¡1or 

Pn(x) = Xn_, 

estas son llamadas las proyecciones canónicas. Consideremos la topología en 
w generada por ellas, esto es, u {Pn: n ~ l}, está es una topología lineal y de 
hecho localmente convexa ya que por definición es la topología determinada por 
las seminormas IP,,¡. 

Proposición 1.1.48 La comp/eción X de un e.l.c. X es un e.l.c. y su topología 
está genemda por las extensiones continuas a X de los elementos de cualquier 
faTnilia de seminormas que generen la topología de X. 

Definición 1.1.49 Se dice que una familia S de funciones en'X y con valores 
en algún espacio lineal es total en X si f (x) =O para todo f E S implica x =O. 

Proposición 1.1.50 Un e.l.c. (X, P) es de Hausdorff si, y sólo si, P. es total en 
~ ''• ' 

Demostmción. . .. < •• ,J. ,; ..... 
Supongamos (X, P) es de Hausdorff y sea.a; E X"tal ,que .. p(xL.= ,o·.para 

toda p E P, entonces como para toda U. E N (X, P) existen p1 ,··.;;.pk y escalares 
a1, ... , ak tales que .~·::~ :::.;·;/i,.¡• i-é:. ... _ -~ .... ~J:..:,}.o :f. >. 

k . - . • · - · e"'.. ~;}-~_l'.i:';·· ~;:J:.f · :_;~~:,:; '-. n {:z:: p¡ (x) <.a;}C (J .. ;:;.; .. ' ·•~·.< ··i':.-,''· 
•=1 .. - ' _-, ·. ~.- -~~ ·, ::»·:~~~!.';~:-.... ~·-:-::\-~:-,-: . .;/' _,~,~-~:~.;_ ~ _- .' \ 

lencmos que x E U para toda U·E'N(X;P)·y.:por·1-;1.9 x:·=: 0.'·'::,.·. . .•. . . 
Por otro lado, si Pes total en X y x E U ¡)t;:ra'.~Ód~ 1J: E J\( (X,P); se 0

tiérie 
que p(x) =O para toda p E P y x ==O, de.donde_'.dé'.nuevo: por,1:1,9;(X,P) es de: 
Hausdorff.t - · . . . -_;:_~,;,;;},;:(~io';:';o;:,;-i;;'~. fr;;;, ,'.: ;, : ~<' . 
Proposición 1.1.51 Sea S un conjunto. ei. ~ri'~:1.f::\ (')¿,F)~,úi.; ;;,¡,~n}~";,i-;,'s 
es acotado en (X, P) si, y sólo si, p(S) es arotad~, ~~m':Cáda· p e: P. :. o: 

·¡. 

Dc1nostmción. . _ ,.. , _: .. ·~:~:.,.:}~~'.: ... ~¿'~:,~·~:~:~;~J ·, .· . _. __ ,'. ·, 
Supongamos que Ses acotado en X .. ,'El conjunto·•U:'"==·{x'·: p(x) < l} es una 

vecindad de cero en X para cada p E P, y por tanto·s e mU para algún m >O, 
y entonces JJ(x) < m para todos E B:' ,,.- J•.r'·" .· ,;; ·. , . · 

Inversamente, si JJ(S) es acotado para:cad;.' ¡i E P, enforices p(~) - o para 
cada p E P y cada sucesión (xn) e[l S; dé dónde-~ -+ O en X.+ 

Definición 1.1.52 Un espacio lineal topológico se dice que es metrizable (pseudo­
metrizable} si existe una métrica (pseudométrica) que genera su topologia. 
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. ' . . 
Todo espacio lineal topológico pseudomctrizabl~ tiene una base local del O 

11un1erable. 

Ejemplo 1.1.53 En el ejemplo anterior (;,.,,<T{Pn}) es metrizable ya ·que por 
Teorema 1.1. 28 está es la única topología con las propiedades allí mencionadas. y 
se puede ver fácibnente que, 

~ 1 lxn -Ynl 
d(x,y)=¿_,2"l+lx -y I' 

n=l n n 

es una métrica en w que ge.nem una topología con las ¡11npicdades sC1ialadas en 
dicho teorema. 

Teorema 1.1.54 (Absorción de sucesiones) Si X es e.l.t. pseudometrizab/e 
y A es un subconjunto de X que absorbe a cada sucesión que converge a cero, 
entonces A es una vecindad de cero. 

De.1nostración. 
Sea (Un):;"= 1 una base local de cero en X tal que Un+I C Un para todo n ~ l. 

Supongamos que A no es vecindad de cero. Entonces para cada n ~ 1 se puede 
encontrar Xn E (*Un)-A, ya que de lo contrario ha~ría un ~o ~~1 que ;!afino C:: A 
y A serfa vecindad de cero. Consideremos la sucesión (nxn); entonces ··' · · ·', '·. 

Tl.Xn - O, cuando n - CXl y nxn <I, nA,para·t~dO'n;::'.::1· 
por tanto, A no absorbe a la sucesión (nx11 )~=t -que conv~r~~·.-·a:'~-~C-ro~:;-~Ori l~ ·qU~· 
se contradice la hipótesis.• 

Definición 1.1.55 En un e.l.t. X un conjunto bornívoro·~s u~i'.:.mb~onj;~;:,,i;, de 
X que absorbe a todos los conjuntos acotados. .,, ,··i''-:;:. ··.:·i.·>·•·:f.". 

•,:4-..·f---z::;}:.\·: -
Corolario 1.1.56 Sea X un e.l.t. pseudomet;.¡zd~l~. Entoncés 'iodo;born(voro es 
una vecindad de cero. ····,', r -

Dcmost1nció11.. 
Se sigue de teorema anterior y de la caracterización de conjuntc:>s acotados 

(1.1.26) .• 

Definición 1.1.57 Un espacio bornol6gico es un cs¡1acio localmente convexo de 
Hausclorff en el cual todo subconjunto bom{voro balanceado y convexo, es una 
vecindad de cero. 

Corolario 1.1.58 Un e.l.c. metrizable es bornol6gico. 

1.2 Funcionales lineales y el Teorema de Hahn-Banach 

Definición 1.2.1 Sean X y Y dos espacios lineales. Un opemdor lineal de X en 
}' es una función lineal T : X --> Y . Si Y = IF entonces el opemdor es llamado 
una funcional {lineal} de X. Al conjunto x• de todas las funcionales de X se le 
designa canto el dual algebmico de J"<.. Con las opemciones usuales de su1na de 
/unciones y producto de un escalar por. una función, X· resulta ser es un espacio 
lineal sobre el mismo campo IF • 

.. :_, ... -~. 
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Teorem8.~.1:2.2 ~Sea f : X -+ 1F una funcional en X. no nula, entonces su núcleo 
H = J-:1 (O) es·,.ún hiperespacio homogéneo. 

El núcleo· de ~na funcional f es denotado ¡1or ker f. 

Proposición 1.2.3 Un subconjunto M C X es un. hiperespacio si, y sólo si, 
l\f = ¡-1.(a) paro alguna ore IF y alguna f .Ex• no nula, f y or son únicas ¡1arn 
lvl excepto por un factor común /3 E IF distinto de O. A cualquiera de los múltiplos 
de f lo llamamos una funcional que determina a Jl.1. 

Demostmcidn. 
Supongamos que M = f- 1(or) para alguna a E IF y alguna f E X" no nula, 

entonces H = f- 1 (0) es un hiperespacio homogéneo de X; si además xo E X es 
tal que f(xo) =o, entonces Jvl = f-1(or) = xo+ l\J, lo que muestra que Jl.J es un 
hiperespacio. 

Recíprocamente, si JI•[ es un hiperespacio, !vI = xo+H, donde Hes un hiperes­
pacio homogéneo de X tal que dim X/ H = 1, así que X/ H es algebraicamcnte 
isomorfo a !F. Sea q el homomorfismo natural de X a X/ H y g el isomorfismo 
de X/H sobre lF; entonces f = g o q es una funcional en X, no nula, tal que 
M = f- 1 (a) donde a= f(xo). • 

Proposición 1.2.4 Sea X un espacio lineal y g, 91, ... , 9r e x•, entonces se tiene 

que rl kcrg¡ C kerg si, y sólo si, g E (g¡, •.. ,gr). 
i=l 

Definición 1.2.5 Sea (X, r) un e.l.t .. El subespacio lineal X' de X" formado 
por todas las funcionales 'que son r-continuas, es llamado el. dual topológico de 
(X,r), o simplemente el dual de X. si no:h{;y motivo de confusión. 

::~~ilif 111:~~:~~~~ .. , .. 
dado porJc.::/:/; donde"'/(t/Cx)f;,,,•/(xfy q es In función cociente. 

~·· ·:h~·\'~- .. ' .... 

Proposición:i.2~8'. s.?i.'r.'·x'~ .iii -,;.i,_t{y)'vic X un subespacio. Si g 1 , ••• , g,.+ 1 en 
X' son tales'· que' su8:·é1as;;s;.·:91;·;·::;·Yn+i ·.·enX'/ Jl.J.l. son linealmente indepe11di­
Ciites:·:~C1it011~·éS":. =iT\':.-\~1~.;f ?Ji?'.":J::~~~.::.;.;··~A ··:.:":~_.,,.,, .. :• · ',.,,:'· ., 

ri . n-· 

.. ;~: ~ .. ~~,:;,,(,i;'<du 1<~_i(9;'.1:..;r~: kcr(un+1 L\f). 
· <· ·~~n:Ti~~~«: ·::~ i=l ~ {~~fbr .' ( c:.'.~·\"·f:;': _. :¿,~ · ;:·: ; ·-; · 

;'·nem~~·tm'éÚ1~~-~s~~éj.?~~~B:~~1 ~:¡~~~~~~:~+~f;'._-": .. ~;~~::-~:>~ ~~ · ~. 
En caso cóntrario, por 1:2:4 g ... ;:l. lúE.(g¡ IM};:,_1 y por tanto, existen escalares 

c11, ... '.ª"· ~al~: q~~-,.~~~i::2\f'~~~¡·.'.:~:".X'f7·:~ 'un-_;_1 E (9i)i':: 1 , contradiciendo la 
·'. ' ·._i=l .. ,· -· .···; . 

independencia Une.al. de {91,i··:.•Yn+d·,• _, 
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Proposición 1.2.9 Sean X, .NI. y !Ji-';·:~:~>g"·:c~mo· cii' la proposición anterior. Paro 
ccidu x e X existe m (x) e 1\1 tal que g¡ (x) ·=·ai· (1Íi (x)) para todo 1 :5 i :5 n. 

Dernostmción. 
Procedernos por inducción sobre n. Supongamos n = l; 9í # O de donde, 

91 ft· M.l. y por tanto, existe m1 E Jlf tal que 91 (711.1) i' O.Dado x E X sea 

m (x) = ~. "'m~" E M, entonces 91 (x) = .91 (11•1 (x)) .. 
Supongamos válido el resultado para n y. sean ·g¡, •.• ,gn+I E X' tales que 

g¡, ... ,gn+l son linealmente independientes en X'/ p,,¡.l.. Por hipótesis de inducción 
dado x E )o( existe m., E }vi tal que g; (x) = g¡ (m.,) para todo 1 :5 i :5 n. Por 

In proposición anterior existe mo E Jlf tal que '11lo· E "() ker (g;) y 9n+I (711.o) i' O. 
i=l 

Sea .>. = 9n+I (x - m.,) y 1n (x) = g.:i'iºmo> + 1n., e· M, entonces se comprueba 
fácilmente que g; (x) = g¡ (m (x)) para toda i.= 1, ... , n + i.+ 

··.,,' ._ ... 
Definición 1.2.10 Sean X y Y e.l.t. y T .. : X -,--+Y un operador lineal. Decimos 
que T es acotado si T(B) es un subconjunto acotado de Y siempre que B es un 
subconjunto acotado de X. ' 

Teorema 1.2.11 Sea T: X -+Y. un operodor.lineal entre dos e.l.t., entonces 

los dos siguientes enunciados son e.q_uivalerJ.tes.,, 

(a) Tes continuo en X , 

(b) Tes continuo en O,. 

Cada uno de los anteriores implican el:si.guiente, y los tres son equivalentes si 
la topología de X.es metrizable.·:. ··:·· . ·:'~ ··• · ._. .. ,_. ·, . ··~ ·· · .. · .·. :, ··: ''-· '' · · 

(c) Tes acotado. 
-... ·~ ~·.~ '. : ;;.~.¡\-

Dcmostroéión. _ . _ . :: > ;.~~·-' .. ·_,.':;· :·,·::.':: '>··~· ·.~.-:··.. '· .. . ·-.·~·-,:·: 
(b)=>(a). Supongamos queT,es cont_iní.to en O. Sean'':i:.e,:x y;Y umí..vecindad 

de cero en Y. Como Tes continuo e.xist.<i U·.'vecindnch::le_·cerci_en'X'.tal qúe · · 
-. '-:;·· -

rcu>c:i;,•.· 
entonces 

T(x +U) = T(x) + T(U) e T(x) +V, 

es decir°, Tes' continua en x. Entone.;,; {b) c5 equivalente a (a), ya que claramente 
(u.)=>(b). 

(a)=>(c). Supóngase que Tes continua, Bes un subconjunto acotado de X, y 
V es una vecindad de cero en Y. Por la continuidad de T existe una vecindad de 
cero U en X tal que T(U) e l~, y como B es acotado existe un escalar positivo s 
tal que 

B e tU, si t ~ s. 

Entonces 
T(B) e tT(U) e tV,si t ~ s, 
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de do~de T(B) es acotado en Y. 
(c)=>(b) Supongamos que la topología de X está inducida por una métrica, 

que T cs·acatado, y (Yn)~=l es una sucesión en X convergente a cero. Se probará 
que {T(yn))~=l converge a cero, y por tanto, T es continuo, haciendo ver que' 
cualquiera de sus subsuccsiones tiene una subsucesión que converge a cero. Sea 
{xn):':"=t una subsuccsión de (Yn)::"=t . 

Para cada entero positivo k, hay un entero positivo nk tal que n ;:::::: nk implica 
que kxn está en la bola de radio k-1 centrada en el origen; de donde.se sigue que 
existe una sucesión no decreciente (nk));"=l de enteros positivos tal que 

kxn1c - O. 

Como el conjunto {kxn• : k EN} y el operador son acotados se tiene que 
,,'•. ·:,) ..... 

{kT(xn.l: k EN} es acotado. 

Sea W una vecindad de ~ero en Y y sea s Un ntlm~ro. positivo tal que 

{kT(x,;~) : k e 111} e tW si t 2: :.;, 

por consiguiente, 
kT(xn.) e kW 

si k 2: s; o sea, T(xn.) E w; para k sufici~ntémente granel.>: . As~ Ía subshcesión 
(T(x.;.))~1 converge a cero..... . · ··':• , ,. : 

Corolario 1.2.12 Una funcional f.:,;; un' e.l.t: ,. X.·,;.;·· iioritii1:u¡¡, ·si,· y s6lo ·.Si, es 
acotada en alguna vecindad di; O)::.·, :· ' · · 
Definición 1.2.13 Al espal;i;; Ü.ñeizl d~ toda las. tra1~formaciones acotadas de un 
e.l.t. X en un e.l.t. Y;· lo deii.otamos Por B(X, Y);' · .~ .. ,,.. 

Proposición, 1.2.14 S~-x 't~~CspaCio Sem.inormado y.Y Un es¡jcici;, dC·B~~~ch .. 
Entonces'B(X,Y) es.un-espacio. de Banach, con la norma · ·· 

IJTIJ == stip {llT(x)ll : IJxJI :S 1}. 
.. ·. ,',< ... "--{~: ·'·-·'.~ ~ · .. . _;:< - ... 

Proposición 1.2.15 Sea X un e.l.c. cuya topología está definidá"por uná fami/iá. 
de seminormas P y sea J E X". Entonces f E X' si, y .s6lo si; éxi.sten NI.> O ·y 
pi, •.. ,p¡. E Ptales qúelf(x)I :S M f::p;(x), para toclox Ex).:<.::;,',.· .. ·,. 

i=l 

DefflostraCid~&. . · .. ~~-~-:-.<·~ti..~.\-~. --· .-·~ · 
Si f es continua, entonces el conjunto {x: lf(x)l"s; l} ~i,ti~a~ve~ind~ de 

_cero, y por ~onsiguicnt~ coi:itiene al conjunt~.· · 

'fn;,;;,,,c;,><\}/ , .. 

para una ramm:i finita {pi, ... ,p"·;~ x;;~t~j~~'.~'¡f't~r:< € iilipli~nl/(x)I :S 1 

Y así, l/Cxll :5 ff P•C~).~• O',>:" ;:,.1 
· >°'' ' '.'.'.'.1 

1nvers.~~~i.~:~~i :.~~f~~ •kf~~)P,1';~ .. ~~r~:IJ.Jii~\~<>l.f(a=):f ~}~:,~ ~:ex J, 
para tod~ x E X,·en~onces/ ,es coi~tinita 'encero' y ~or tantof E X~,. '"' 
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Definición 1.2.16 Sea (X,r} u.n e.l.t ... ·ÚX" es llamada l.a topología débil en X 
. Se acostumbm escribir sim¡1lementc· a, en .lugar:de rrX'. Es.ta topología está 
determinada por la familia de seminormás JPJ .:fe X'}; donde PJ (x) = lf (x)I 
¡mm cadax e X y fe.X'.· -,,,,.,,,, '"-.·:,,,/ 

_., ··~:.· . . -;_;:,'"·-~1~·::i·;;.J ·~~:·~_:,, ·,.'·. _.,:;:-,'" 
Teorema 1.2.17 Sea (X, r) un e.Lt., Enton~~s.~~-;:r,) ,=)X,• (T) ., . 

Dcmostraci~n. _ .-. ,. ·: .. ~. - · :. ·-·;.,-~:"·,_ .. ·~=,)<,~;~~:.~·:x:·,;·~:~~\·'.:-:::0_ -,".·.:· ~.. • ... _. _ 

Se sigue inmediatament.e de que · .. a. es Ja' '?i~ifll~iE:>P<?!~g(•>' !''~_X pa~a la que : 
cada clcn1ento de )(1 cs·canti~u'á~ 'en P~~icll18!_'u·~:.:r;·,_de:I~')ir~pf?sición'.8.nteri_or·~ 
y de la Proposición 1.2.4. · · ' ., ,,·, ·' · :~;>· ,~.::. · · - · 

Lema 1.2.1s S~a f: x·~ F ;.;:.eiJui.d{!~-~1-~~r•;#F'.~~~~~Ía~·Ílü9~;,.os 
H =J...; 1(0)yV ~;{:i: É .x:nJcx)L<l}, 

,,_;:~--; -;:·;-· ·:,:: -... ~ ' .... :,\'·;..~·"·•~-~:. '..-::~ :·-.Í;<.;.. ~ 

y supongamos f(a} =l. Si 'u: ci. un.cor~ú'ntd'biil~nc¡;,,d;. entonces 
. .. . : . . . . ?, : - -. '.· . : ' - ' - ~·.:. ~'· ' -<· :.··: ~: ,. -' . ·: ·' 

<n.iu>nH=0 
si, y s(5lo sf. uc_y. 

Dernostraci611. - ·.- :,. . 
Supongamos U· cv.:Para X e u tenemos . . · ... - ., 

'f(a +x) = 1 + f(x) ;& O 

yaqucx.E\/',portanto(n+U)riH=0 .. ,,. , .. 

·.·.) 

(1.1} 

Rccfprocam_ent(?, sup,º:)g_~~'.".~ que l((x)I 2': 1 para_ algún x,e U. Entonces 
. ·- ,_, . X. 

y= -f(x)-e U'., 
por ser U balanceado, y 

o sea, (a+ U) n H '# 0.+ 

Teorema 1.2.19 Sea f una funcional én un é.l.t. X,· J..e8 ,co111iriua_ si,,_y,.sólo si, 
el subespacio ker f = f- 1 (0) es _cerra,d?;~·~.:~'- fr.' 

::,:\.:¿::;<.::L:.:¡,; -':-f;_:i~-°- · · 
De1nostrnció11. . . > . ,..; .- . > '.>··:·.: : ... - -_ 
Si fes continua, entonces ker f ~ J-::.1 (0).eséerrado pórser {O} ún subconjunto 

cerrado de IF. ·. · ·· ~-- \ ~->'}: ·:~?f,:.: .-.. ;r/·J;: .. 1;--~-"/.;:-.;,,. ._ · ·. 
Por otro lado, supongamosqú(?'f no'es'i:mla''y que ker J.~ f- 1(0} es cerrado 

en X. Sean a ex tnl quef(,a},,7:~;;Yr¡<f ;{:. :i,C/:-¡ ::~: 

Como a fj, H, existeU veci~dad de,c:iro e~ x. t~l~~e (a+ U)nker f = 0; por 
el lema anterior u c'v; lo é¡uc»quierc dix:ií: qÚ'c'f.'es áéotada en 'úna vecindad de 
cero y entonces es continua (Ce>rolario_,1.2.12).•,;," .. ,, _ . . 



1.2.IfUN_.LIN;,;.Y.T. HAHN-BANACH 15 

Corola..:io 1.2.20 Un hiperespacio H es cerrado si, y sólo si/ toda./~~,<¡io.nal. que 
lo de,terni~n.a..,,~~-contiriua. . . .. . :~~.-~···r:-:i: :~,_~-:~·· ~-:~ 

Corolario 1.2.21 Sea X un e.l.t. 
x·~·x·: 

·;-'.:-

Todo subespacio de x· es ciirrcido~~i"v sólo 'Si; 
', ·; :. ·; ·.~\" ;; ;_ :,:~;'!: ,.;:;.>;:/·;!.;.':···:.;-·:;-.:.: ~!C' .:-: 

>'··,., .::< .. -.;;,'r.·., r.,:_,,<<1.·.:·: ~<- ;·,:·¡·~ 

Demostmcidn. < ~-:~:·f-~~-,.··;_~ ~)-';:'; .I "'-

Si todo subespacio de X es cerrado, entonces ¡;;.r.: todii'.fe\X~:\H~1-::- 1 co) 
es cerrado y por el teorema anterior f ~X'. ~Or·ta~~'?~·~;~~::~-~'~,~-:J-~\\~~~~<~f~::--~~;:;:·1-;'.:.·.·· 

Por otro lado, como todo subespacio lineal .dé.Un espácio;Hncál és-la intersec­
ción de todos los hipcrespacios que lo contienen;··bíisfa'·probar"ijue.siX' =Xº 
entonces todo hipcrcspncio de X es cerrado, pe~o -CSto_·e;g inin'CdiatO ·dcf·cOrolario 

anterior .t . . .·.·. ; , . '}), ·:~ 1:·\.f.::;~~:~~:~;¡~¿:;,~'.j~l~;;'J;~i-07' ~ : > 
Lema 1.2.22 Si X es un espacio .lineal complejo. y,H,. ún hiperespacio",ho111ogéneo. 

real de X. Entonces H.n iH es un~i~~0J~(:f~i~!'~~~9:~~~'.,~~i/Jtf:J;:,;«·· _ "~ 
Demostmci6n. , . , ... _. ~·,:-- .~ ·-:-.: . ... : .. :·.' .. ,.·;¡: •. , <"·· .-- ... . ·,_· 
Es claro que iH es también un hipere5pádo homogénea' real de x: Supongamos 

' . - ' - " . .. ,.•. -~·.-:,. .. - .·);':.·, - .' ".':,- -. :;. .. - "'""''' __ , ;· .. " ,!::-· - - ; .. '' - .. 

d;-= ""'.~. '! .::?,~;it~~~~~ :i; ;;; . .. ' 
para~ algtir(~·:e. R_';_:~~-'.,~1~~~~jfi):'/t~~ijf/~~l~ii~~~-~v · ., ": .. ~: 

1;',·'· 

: (1 + m)b = (1 + ;J,2 )",, ~ il, 
l ~;:~-J. ;.,;: ;_~~: ;;-.. : . ' ·::~~-"" ~ ';.. _,' {:~_'·~-- -..~. 

lo que implica cjue b:·it, H.;, · ·· ·· 
;. Sea· X e-X;-~_:_,,;.;~ : .. ' .. . :\._ ¡- ··'·:' 

;~-~ -~~-. 

para im f3 E JRy.;.,lgún y E H.· 
~o~·sll: p~e-~ 

tenernos que'z E·HniH'y•·· 
·-~ ., ¡-_.,. ~. 

_·;> ,, 

x.=/3b.+y 

X = (/3 + -yi)b + Z = (A+ iµ)a + z, · 
·:··.: : ' ,..,. .. ". - il, . . <'· 2:·. . - . . "; ·, .' ~· ·~ 'i.< ' • 

donde(.>. +iµ) = (/3+1-i)~, es decirfX "".' «:;a+(If.niH). 
Si a E iH; se procede de mod.o similar,•: 

Lé°uia·ú.2a Sea Xún e.u: d~ Hausd-¡,'rff"sobre JR"d~'dimerisión al menos 2; Si 
Bes 11~ Conju;¡lo.en X 1 ab.icrio, conv~Ó- y·:qu.~~n~.•··C~nt#ene·.·á O,' entonceS existe 
un subespacio de X ·de dim'ensión:: 1 que·~'ná interSeCiii'a :B~·:'-· ,· 

' " , • • , i ·, ; , ·; ;:o -.• :. -.;: · _'.: ·_,,:~:: -:-: ,, 
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Demostración. 
Sea Af un subespacio de X de dimeúsión 2: Si Al n B = ·0,''1io hay 11ada que 

probar. . .<, .,.;-. ····"·' . ,. . •... ,·: .:. , ..... 
Supongamos que B1 = M n B ,¡, 0, entonces B1 es unsubconjunto abierto 

y convexo de /o.I que no contiene·al cero.· .. Por.la proposiciónl.1.17 podemos 
identificar a Jo.I con R 2

• . . . . ., ..... · · · ·. . .. .. . 

Una vez identificado, proyectemos n,·sobre un subconjunto_ del círculo_ unitario 
S 1 mediante Ja función ·' >.<·f:: F ·:·:'•-:e;:i·.-.;.i:•. :._ •.. ""'.:'···· 

.~<.;'.y) :=/~I~t:~ri.ri~~~~~m'6iY:rlÍ~:c· .. ic~1r.:,,., -. . ... 
La función fes continua.en _M_-' {O} y_/(B1)es_conexo,·además.se•puede,. 

verificar geométricamente que? fes abierta· por lo que /(Bi°) es 'un:··subconjunt.0 
de S 1 abierto y conexo, esto e8~ J(B1)' es un· segffiént</Cie área;··\ .. \'~ ::::·,;_,~·. ' : . 

Supongamos ahora que: /(B1): subtie~de ~un ·ánguli:i "iniyorfque' 11) cnton,;es 
existen dos puntos antípodas en /(Bi), digamos · · ·. · " .· .. " .. ,, ·_;/:..·:'.::. 

·.a= (cosO,senO) y 

Entonces ¡-1 (a) y ¡-_1(b) están en B 1 y en' la recta.que forma un ángulo O 
con el eje x. Por ser B1 convexo esto implica que B 1 .contiene ·ru cero, lo que no 
es posible. Por tanto, f(Bi) subtiende un ángulo menor que 71", de donde se sigue 
el resultado ya que entonces existe una recta L que no intersecta al arco /(B1) y 
entonces, ¡-1(L) es también un subespacio unidimensional de R 2 que no intersecta 
a B 1; de hecho ¡-1 (L) =L.• .. 

Teorema t.2.24 Sea X u" e.l.t. y supongamos que M es un subespacio af(n de 
.}(., y A es un subconjunto de X abierta, convexo, no vac{o y que no intersecta a 
Jo.I. Existe un hiperespacio cerrado H de X, que contiene a Jv[ y no intersccta a 
A. Si /\ 1! es un subcsvacio, entonces H se puede toniar homogéneo. 

Dcm.ostración. 
Supongamos primero que X es un e.l.t. sobre R. 
Después de una traslación, si es necesario, podemos suponer que O E Al, es 

decir, Al es un subcspacio de X. Sea M Ja familia de los subespacios cerrados 
de X que contienen a J\/ y que no intersectan a A. M no es vacía ya que por 
1.1.10 /Ü es un subcspacio de X, y como A es abierto y M n A= 0, se sigue que 
,\{ n A = 0, por lo que Jo.-! E M . 

Sea {/o.I;};e/ una cadena en M, U;lvl; es un subespncio cerrado que contiene 
a, o sea, {AJ¡}¡e¡ tiene cota superior en M y por Zorn tenemos entonces que M 
tiene un elcn1cnto 1naxin1al J-/o. 

El espacio X/Ho es un espacio de Hausdorff (1.1.23) porque Ho es cerrado, 
además como A ,¡, 0 tiene dimensión positiva. 

Supongamos que dimX/Ho 2': 2. Como el mapeo canónico O: X-+ X/Ho 
es lineal y abierto, O(A) =Bes un subconjunto abierto y convexo de X/Hoque 
no contiene al cero ya que A no intersecta a Ho. Por el lema anterior existe un 
subespncio unidimensional L de X/Ho tal que no intersecta a B. O es continua y 
Les cerrado, por ser de dimensión finita, entonces H = o-1 (L) es un subespacio 
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cerrado de X que contiene propiatncnte a Ha y que.no intcrsccta ·a A. Esto con-· 
tradice la maximalidad de Ha en M; asf que X/Ho tiene'dimensión 1, es decir, 
Ho es un hiperespacio cerrado de X que contiene a !vi y no intersecta a A. 

Si X es un e.l.t. sobre C , también lo es sobre lR • Siguiendo la demostración 
anterior existe Ho hiperespacio real en X tal que no intersecta a A y contiene a 
M. Por el Lema 1.2.22 H = Ho n iHo es un hiperespacio en X que contiene a 
1'vl n i!vl = !vi y que no interscctn a A.. . 

Corolario 1.2.25 Existe en X una funcional f continua y ~o nula si, y sólo si, 
X contiene un subconjunto propio abierto, conVei:o y no.vac(o. · 

· Dernostmción. 
Si f es una funcional continua ~n X , no triv~al, ·.enioncCS 

A= {x: l/(x)I < l} 

es un subcolljunto propio de X, no vticío; il.bierto y ConVexo·. 
Rccfprocamente, supongamos que A es un subconjunto propio de.' x; abforto, : 

convexo y no vacío. Sea xo <t. A; por el teorema anterior existe un.llipercSPaci() 
cerrado de X que no intersecta a A y que contiene a {x0 }. Del CorolarióL2.20 
se sigue la existencia en X de una funcional continua y nuln.t 

Proposición 1.2.26 Sea A un subconjunto convexo de un e.l.i. · ?< .::01~.' .ifiteryOr, 
Aº no vacfo y sea B un subconjunto convexo no vaclo de X .. tal t¡Ue.Aº n B-,~,0~ 
Entonces existen et E 1R y una funcional lineal, real y continua. definida ",:. x· . t¡,l 
que 

(a)A e {x: /(x);::: et} y 

(b) Be {x: f (x) :5 <>}. 

En este caso se dice que el hi¡Jerespacio real cerrado H = {x: f (x) = <>} 
separa a A y a B. Si además las desigualdades en· (a) y· en (b) · s~n estrictas se 
dice que H scpam estrictamente a A y a B. 

Dcniostración. 
Por la Proposición 1.1.12 Aº y Aº - B son conveiós, ádrimás-¡,,;te' úiú;,};) e.~­

abicrto y no contiene a cero ya que A 0 n B = 0." Por el_ tcofCffia.: a'riterio'r eXiStc 
un hipercspacio cerrado Ho = {x: g (x) =O}, con ·g E 'X', que c~mtiene a ·cer_o y 
no inter~ecta a Aº - B. Sea f = Reg, entonces f es una· funcional lineal, 'real y 
continua. De la continuidad de /, se sigue que f (Aº - B) es un intervalo en 1R 
que no contiene al cero. Sin perder generalidad podernos suponer que 

f (x -y)::> O si x E Aº y y É B 

Sea a = inf f (Aº), entonces H = {x: f (x)' =a} separa a A~ y_a B; pero. 
{x: f (x) ;::: a} es cerrado en X, de d_onde, por 1.1.13, A ~-Aº.C_{;,,_, .((x).;::: n}-, p;,,r 
tanto, H separa a A y B.. ' 

Corolario 1.2.27 Si en la pro¡>0sici6n anteri~r-Ay'B so,.;'~bie'rl.os,'la sepa;:,éi6n 
puede hacerse estricta. . ' 
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Proposición 1.2.28 Sean.Á Y !3 ~~s,.SU~c~ri;iuñtOs:convexos, no ·vacíos y ajenos 
entre sf, de un·c./.c . . X ·tales q1.i.e1Á.··eS .. ce,rirz.~o.' ytB )Comixtcto. E11ton.ces existe 1i.n 

hiperplario cerrado real en X, que se¡>árc,,'estrictam'erite a A y B. 
,,:· '; :. :·.'y.•'' 

De~nostracidn. . . .. , . . ; .. ··: . ·.· ,_ 
Sean b e B y Ub E IV (X) tales, que b '...."Ub' no' iñtcrsecta 'a A. Consideremos la 

cubierta,de B ,, , · ,, ,. '" 
{b - Ub: b E B},. 

Existen b1 , •••• bn e B tales. que B e Ü (b; - Ub¡). Sca··u = Ü Ub,, entonces 
i=l i=l 

U E /V(X) y (B - U)nA = 0.Como X es localmente convexo existe W vecindad 
de O en X, convexa, balanceada y abierta tal que W C U y así B n (A+ W) '= 0. 
Ton1en1os V = ~ \ \", entonces A+ V y B +V son convexos, abiertos y ajenos ~ntrc 
si~ el resultado se sigue del corolario anterior.• 

Corolario 1.2.29 Todo subconjunto convexo, cerrado, no vacfo ·de .. u.n e.l~c. :X 
es la intersección de todos los conjuntos convexos que lo contienen Y.'1Ue'.s~Ti: de la 
fonna {x : f (x) :S a} , donde f es una funcional lineal, real, .contfaua y de~nida 
en X y a E IR. , ~; ·,: . _; . 

,,., .... 
De111ostrucióu. r ,<·;>::: .. ;.~;:~:,.'. ;.·· · 

Sea A un subconjunto convexo, cerrado, no vacfo,de,X'. Para·_todój¡ ')É,A;eJ. 
conjunto {y} es compacto y convexo por lo que pod~mos apile~ Ja própos'ició;, ' 
anterior y encontrar una funcional· lineal, .real y,·.COil~ii~U~~i'f~\:.detfilid9.~~C·ri. :.x ·y. 
Oye R tales que .·. . .>' ·.~ ._,_ ... ~-;~.~;-· •• ·:--':.c.'-.~··" .. ~_.:· .. : ' , ... 

.. 1 e {x: f,, (x) <a,,} y, {u} e{,,; :f,,c~),;; ?;L , ,ci.2i 
entonces 

Ac n {x : f,, (x) :S 0.11}. 
,y¡!A 

Para Yer la desigualdad contraria, sea z ~A, entonces por 1.2"/>(z) »<>:,de 
donde z 1' n {x: f,, (x) :s a,,} .• 

y¡!A 

Teorema 1.2.30 (de extensión de Hahn-Banach, caso real) Seap una semi­
rronna en el ·espacio real X, y l\I un subespacio de X. Si f es u1_ia furiciOnal en. 
J/ tal que lf(x)I :S p(x) pam todo x E JI/, entonces existe f¡ fun.cional en X que 
extiende a f y además lf1 (x)I :5: p(x) paro todo x E X. 

De1nostración. 
Supongamos que f # O y l'v/ # {O}, ya que en cualquier otro caso el resultado 

es trivial. Consideremos a X como e.t.l. con Ja topología determinada por la 
sctninorrna p y sea 

U= {x E X: p(x) < l}. 

Este conjunto. es abierto en X, balanceado, convexo y no vacío. 
Tomemos a E;\/ tal que f(a) = 1 y sea A= a+ U. Sea H = ¡-1 (0), el cual 

es un hiper~pncio en J:-1, y l_~~gamos 

V= {x E M: l/(x)I < l}, 
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entonces Un/lf·c \f y por el lema I.2.18 

(a+ (UnM)) nH = 0, 

Por tanto, 
AnH,;.0. 

Por el teorema anteriOrcxiste.un· hiperplano' lwmogé.neo H 1 de X que contiene ·. 
a H y que no intersccta á; A.--. <.:,: ;« .. ,>.-:, · .. ..._-:··,; .~lt.,,· ;~.,;,;.!·::}· .! 

c9n.10 . ~- ·:H; n J\f ~::~{')·f,c;;~ifi;:; :!1 f. .. '~\' 
y H es un hiperespncio de M. se'tiené que.,· ... ;: ·· ., · 

~>·::'.'.'.''°'··:.~;.:~,:-~s~~;6:1t?;4y~c .. :~·J· . .,. 

::~ :~ ::~::i#~é~~~~fil.{~:;t·. 
· •.• fC,;, )'.l,}fc!!;> '~.U:~'ttida x e 'M; 

esto es, f1 es. u~a ~~tenSión- dC /_~n-:· j~ f: 
De nuevopoi;,el lernál.:2.18 tenemo~ que. 

U e Vi = {:i: lft(x)I < 1}, 

ya que 
. (a+U) nH, = AnH1=0, 

De 6sto y la. Propósición 1.1.42 se sigue que lf1(x)I :S p(x) para todo x E X.• 

Teorema 1.2.31. (de extensión de Hahn-Banach) Sea p una seminorma en 
el espacio X, y l\l un subespacio de X. Si J es una funcional en J\f tal que 
lf(x)I :S p(x) para todo x E l'v/, entonces existe f1 funcional en X que extiende a 
f y además l/i (xJI ::; p(x) para todo x E X. 

Dernostrnción. 
Sólo falta probnr el caso en que X es un e.!. complejo. Si g : 1\/ - IC es 

una funcional, entonces Re (g) e Irn (g) son funcionales reales en .M. Sea f = 
Re (g), entonces Im (g) (x) = - f (i x) para todo x E X. A partir de la hipótesis 
se tiene lf(x)I :S p(x) para todo x E l'v/. Por tanto, existe una funcional real 
h en X que c..xtiende a f y sntisfacelf1 (x)I :S p(x) para todo x E X. La fun­
cional compleja. gi(a:) = fi(x) - if1 (ix) extiende a g y satisfacelg1(x)I :S p(x) 
para. todo x E X, puesto que IY1(xJI =e;• g1(x) para algún real (}y por tanto 
l91(x)I = 91(e; 0x) = f1(e10x) :S p (e19x) =p(x).t 

Corolario 1.2.32 Sea X un espacio seminormado y f E 11/', donde JI./ es un 
subespacio lineal de )(. Entonces f pueáe extenderse a )(, de mane1n' contirlllO. y 
sin variar el valor de la norma <le la funcional. 
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Demostmción. 
Sea p(x) = llill llxll, como f E M' tenemos 

l/(x)I :5 llJll llxll = p(x), para todo x E X. 

Por teorema de Hahn Banach. f tiené. una extensión F a todo X, con 
IF(x)I $ p(x),para todo x E X;_.de,.donde, F E X' y llFll $ llfll· La igual­
dad llFll = llfll se sigue de que Fes una.extensión de f.+ 
Proposición 1.2.33 Sea X seminonnado, /vi unsubespacioyx e X'-l\f .. Existe 
f,, E X' con f,,(x) = 1, fz (M) = O Y llfzll = J(z'.M) · 

Demostración. Definamos f E (Jlf + (x))" mediante la fórmula f(y + .tx) = t. 
Claramente f(x) = 1, f (l\f) = O. Sea d = d(x, M). Para z = y+ tx, con _t _,¡, O, 
tenen1os 

Uzll =!ti llx - (-~>11 ;:: !ti d = lf(;,)I d, 
y por tanto, . . .. .·• ·. ·. .. . 1 

llJU = sup {lf(z)l.: llzll :5 1} :5 d; : . 

en particular f es continu_a::,Además, para y _E Jlf 

1 = f(x-' y) :5 llfll llx, - Yll, . 

y, entonces, 1.$ 11/11 d. Por tanto, llfll = J(z'.MJ y por e,Í ccirblario ah~erior existe 
f,, E X' con las propiedades del enu_nciado.+; · · · · 

Proposición 1.2.34 Sea X un espacio seminormado. El encaje: natural _de X . 
en X" (x - x) es una isometrla lineal, esto es, llxll ':"".llxll parrz cada x., Cúand'ó · 
X. es normado.el encaje es uno a Uno. .· ·· , - ~·-.-:'"-'.:.·; · ---

'-. · ..••.. , ... ,. ., ,, ' ; f , . ' ;, '·: 
Demostmción.. . . . _ : ... , -.,, _:::. ~-- ._, :.:.:~ ··-'. --;': , __ .,,..:._-_ , 

'Por Proposición 1.2.14 X' y X" son espadas de BanB.éh ';A ·caaa:x le''asodalllos · 
la funcional x: X' -+F, dada por x(f) = f(x), la'cuÍll e8 Üíicru'~\~o~tfouaya que 

·-· -- · 1~u>1~1!cx)1 $:1'if1í~ii;¡¡;;,;:; •t>t~~\r~{!~f·:::~~ ii".3> 
y además vemos que llxll $ llxll. . .. •: t'ói:{ :\:,:,}L' .:;,; .. ;~,~ ,, .... . 

.Si Hxll,= O.se tiene que x.= o ya que Xf.cs,normaclo: .• si:llxll--~.o. entonces 

¡~~: ¡:::::-:~~" ~;::,~";¡;~~¡~~f ~!~l~~·~ .... ~.~ 
y así, -.-·_ ~ -·; · r> · .,_ <,, --:·;:-. "": · 1 

;· ::i'.>:;·¡. - - -· :. ; (: 

lx(f)I =J/(x)I ;;,;,,llxll ;. ·-- ;- : 

por lo que llxll ;:: llxl! .+ : .. :':..' 

Corolario l'.2.35 Sea X un ~.l.t. 'i:!u¡já topologia es localmímte conve:ia. si f es 
una'funcional continuá definida· en, un subespacio l\f de X, entonces f tiene una 
cxterui6n lineal continua a todo X. · · · · 
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Demostrnción.· 
sc·a···· _~¡ 

V= {x E M: i/(x)I :5 l} . 

. -C~1n~-·¡·~--c~nünua, V es una vecindad de cero cn.J\i, _así~ -~is·t~ l/ ;v~¡~·~~d-. . 
de cero· en X, conve.....:a y balanceada tal que - ' 

UnMcV. 
. - ~. _: .·:. . . -

La funcional de Minkowski p de U es un;, ~cmiúorma'.' tál~ttu~·),(f) ::S'l, si 
xE~ • 

La condición U n 111 e V y la observación que sigue a la Prbpo~.i~iÓrÍ ,L 1.42 
implican l/(x)I ::5 p(x) en M. . , . . . ·, 

Por el teorema de extensión de Hahn-Banach existe una extensión fi de f en 
X tal que l/1(x)I ;::; p(x) en X , de donde se sigue su continuidad .•. · 

Definición 1.2.36 Un subespacio 111 de un e.l.t. X es llamado subespacio de 
Halm Banach (HB) de X si toda funcional lineal y continua definida en 111 tiene 
una extensión lineal y continua al espacio X. 

Definición 1.2.37 Decimos que un e.l.t. X .tiene la Propiedad de Extensión de 
Halm-Banach (PEHB) si todo subespacio cerro.do de X es HB. 

Corolario 1.2.38 Todo espacio localmente convexo tiene la PEHB. 

Proposición 1.2.39 Sean X un e.l.t. con la PEHB, Y un subespacio de X y 
x E X'..,.Y. Entonces existe f E X' tal que f (Y) =O y f (x) = l. 

Demostmción. 
Definamos 

f (y+ tx) = t, para y E Y y t E IF. 

'y es un hiperespacio de y+ {x) que no'.,,; denso en y+ {x)' pues de serlo 
x E Y; de donde, por corolario 1.1.22, Y es cerrado en Y +"{x} y tenemos qué: 
f es continua. Por hipótesis, f tiene una extensióí1 lineal continua a X y. por 
construcción satisface las propiedades requeridas.• ""'' ·' 

'• .. ;' .,__.,_.;':: .::«;;··-' _',_-, -<:> 

Corolario 1.2.40 Sea X un e.l.c., Y un subespacio y x E X -:-Y.Bntonces."existe 
f E X' tal que f(Y) =O y f(x) =l. · · · ,'' ,-,~ ·\· . · '· '" 

i'.i·:_~f:·,,r-· .----f. 

Corolario 1.2.41 Un subespacio Y de un e.l.c. X: es denso .. si,:,¡¡_sólo•si,."para 
f E X' con f (Y) =O implica f =O. '";:.:::;·'. ;é:{.~~.o,¡.,::-'""''' · 

·. -_- ;,~ ~~-~:-~~~~'_/1.:;~\"'.~:·~1. 
Definición 1.2.42 Se dice que el dual de. un e.l.t. ·(X;r)isepara puntos o que X 
tiene la propiedad de separación de puntos (PSP ), . si d(LdO.s:x,_Í/y: en X. diStintos, 
existe f E X' tal que f(x) # f(y) o lo que es. et¡uivalerite,··parn: cada x # O existe 
f E X' tal que f(x) # O. · · ·· ·, ~. · · 

\., -

Proposición 1.2.43 Todo e.l.t. de Hausdorff con.la .. PEHB :ti~ne·la PSp.-: ... 
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Dc1n.osl1ució11. 
Sea (X, r) con la PEHD y sea xo en X un elemento distinto de cero. Definamos 

f : (xo) - IF como f (txo) = t. Como {xo) es dimensión finita, es cerrado por la 
Proposición 1.1.17. Además, fes continua ya que ¡-1 (O)= {O}, entonces existe 
F E X' que extiende a f y por tanto, X tiene la PSP .• 

Lema 1.2.44 Sean p, q seminormas en un espacio lineal X. Sea f E x· tal que 
lf(:i:)I :5 p(x)+q(x) paro todo X E X. Entonces existeng,h Ex· con ¡g(x)I :5 p(x) 
y lh(x)I :5 q(x) y f (x) = g (x) + h(x), paro todo x E X. 

De111ost1ució1i. 
Sea Y= X x X, 

r(x, y) = p(x) + q(y) 

.;:: 

........ 

es una smninorma en Y. Defi11in1os In funcional .lineal ~ -~~ '1~ 'di~~~·1;~l d~ Y c~~o ·. 
u(:c,x) = f(x), entonces - - - - - - -

; iu(x,x)I :5 r(x,x), p~ra_tC:.dóx.e·x. ,:_ ¡., 

Por el teorema de Hahn-Banach u puede'.,Xtcriderse\í todo.Y de roo.do que· . 

iu(x,y)I :5 r(x,y), para toéio (x,y) eY . 
. '. .···. . . ', ,~ ) . 

Al definir g(x) = u(x, O) y h(x) = u(O, x), para x E X, tenemos g, li E X•, 
f(x) = g(x)+h(x) y lg(x)I. Entonces f :5 p(x) y ih(x)I :5 q(x); para todo x E X.• 

Lema l.2.45 Sea <I> una cole=i6n de topologfas l.c. en X.:·Pam' cada TE <))-sea 
Fr el conjunto de todas las seminormas continuas en (X,T). Entonce8 (X,T) = 
(X,Pr), n111s aún U {Fr: TE <I>} genero la topologfa V <I>. En partieular, V <I> es 
una topologfa l.c. ._--;-.(_: .--

Lema 1.2.46 Sea <I> una colecci6n de topologías l.c . . en X.' Entonces f E (X, V <I>)' 
si, y sólo si, existen colecciones finitas Ti, ... , T,1 E 4t y 91 ,'.;-.,!in. e·:x~, con cada 

g; E (X,T;)', tales que f = ;~ g;. . " :g·~ ',''.,""_''· -·" 
... : . "< ~,;:~ ~ :~'{.: .~:-! 

De111ostmción. ;" .. - ':,· 1~-: ",.,,.. 

Suponga1nos que existen colecciones finitas i~;-.. :·~Tn ·'.~~~y g1 1 ••• 1 gn E x·, 
con cada g; E (X, T; )1 y tales que f = f. g;. Cadá'. g¡ ¡;g- ¿¡;~tii'i~a en (X, V <))) ya 

j=l - ,.; ·.:.:\ "' .-.;.;;-:' ';,:: ::· . 
que T; :5 V <I>. De donde, f E (X, V <I>) i; . 

Inversamente, para cada TE <I> sea Fr.el conjunto-de todas las seminormas 
continuas en (X, T). Entonces (X,T) = (X,'Fr);.más áún U {Fr: TE <I>} genera 
a la topología ve)). -- ----- -

Por proposición 1.2.15 existen p¡, .-;.,pn E:U J"r..yc;\[ >O tales que 
• A. • n~• •:· ·~·· ; ... -:,,-' 

1Icx>1 sú-L°-P1• ·' 
!=l' 

' - ' •,·, 

y el resultado se sigue del lema. ante_rior· .• :«~'-'.~"' ' · 
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1.3 Dualidad 

Definición 1.3.1 Sean X y Y dos son espacios lineales sobre F. Decimos que " 
(X, Y) es un par dual si existe una funcional bilineal B : .'l x Y -F, a fo cual 
denotamos como, 

B(x,y) = [x,y]. 

Decimos que el par separa P,Tf,ntos ele X, ~i 

[x,y] =O para todo y E Y im.pli<;a x =O .. · 

Análogamente, el par separa puntos de Y si 

. [x,yj.:.. o para• todo x -~ x• i;,.pl~ca y~ o. 

Cuando ei paf.. s~parrÍ. p~':,;t;,; de X y cÍ,e };,'(x, Y) ~,.llamado un sistema dual. 

Ejemplo 1.3.2 Sea X un espacio lineal y Y. cualquier subespacio lineal de x·. 
Entonces (X,Y) es un par dual que separa puntos de Y, con la función bilineal 
dada por · 

[x, /] ~ f(x) para',,; E, )( y f E Y. 

En particular si (X,.r) es un e.l.t.(X, X,') .. es un par dual. 

Nota 1.3.3 Dado un par dual (X, Y)·, que separa puntos de }º hay una identifi­
cación natural de Y con .un subespacio de x•, es. decir cada y e }' detcnnina una 
única funcional lineal fj en X, .·dada por. · · 

· y(x) = [x,y]. 

A la imagen de Y bajo esta identiflcaéión la denÓtam.;,s~Or Y. é>' por. Y. ,;;~ma. 
Por supuesto la dualidad permite de la misma fo.,;,,;;,·idei{tift,;dr "a 'X é~;;.';X en 
}'•" cuando el par separa puntos de X. · · · ·:.:· . .:1-:-~:-".-·.~~.Z ·:-~t...~·· <-· .. ~' · · · __ , 

Definición 1.3.4 Sea (X, Y) un par dual. Al~ t~poÍ;:,g<aÚbÚ~y tinX generada 
por Y la denota;.,.os pora(X, Y) y la ÚamámÓ's la'topÓlogÍáºilibii ;i¿;X:,;;;;,,·,.:¿5,;;;~to 
a Y o simplemente la topología débil de X,. si.no luiy ltÍ.g¡{r.á'con/u.SiÓn'.•·cúandci 
X es un c.l.t. y Y= X' se obtiene la to'polÓg{a débil de•X; 'cT que]utdntroduCida 
cnlaDefinici6nl.2.17. ,.,.; "::.~. f·"····.i'< ·,·: .. ,.•¡.; . ·1 .... 

Ejemplo 1.3.5 Sea cp el conjunto de tód.'.s Í;.s ;,¡~¡Ji~-,:.~~ 'e1~;f1,;,,.;;s q~'e 's/está-
cion.an en cero, es decir, :',:_, -~~:.; 2·: 

cp = {x e w: Xn =fi O s6lo paro un I&ll~e,{;fi~;to tÍe ,;,} .. 

Entonces (w, cp) 
'.<. .:· .. · :-·:.;:-,·.:_~~'.:\~·~:·.:·, ·,.~."¡': -:::'·:..-,, 

es un par dual, considerándo .la fu71cidn bilineal 
~·'.-:_.,,-:,.,.-~..,-~:\~~~-~:-'~::;:·:: ,:.._ .:;~~ ¿;:; ,.-; 

[x, 
11,~.~ 1rtt~:;:.:.;,; 

la cual est<i bien definida por l~ 'd~ft~iéi6ri.'de i,:>." 
< ' ,•. ~,~<;·, : • <>A • 

,_:..\ :-~ 
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Proposición 1.3.6 Sea;,· (X,;) ~n·e.Ú., a= <T (X, X') .m topología débil y J\f un 
subesp_a~t'?, cerr-.acJ..o dC ~X . . ·_En,ta.tices · 

a/M =a(X/M,(X/M,r/M)'), 

donde u/ JM es la topología cocient.e ind~cid~ por la topologia débil de X. 

Demostm.ci6n. 
Denotemos por a' a la topología débil del 'cociente u (X/ .M, (X/ M, T / M)') . 

Sea f E (X/Jl.f,r/11-f)', entonces si q .: X -+.X/JI.fes la función cociente, 
f induce la funcional lineal F = f o q en X que es -r-continua y por tanto 
u-continua, pero entonces fes <T/1''1-continún por la caracterización de las 
funciones continuas en el cociente y así, toda funcional lineal en X/JI.,/ que es 
T /JI.! -continua es también u/ M -continua. Por ser u' la topología más débil con 
respecto a la cual todas estas funcionales son continuas se tiene que cT' S u/ !vi. 

Probaremos ahora que u/ !vi :5 u'. Sean Íb ... , fn E X' y E> O y consideremos 
la vecindad de cero básica en u/ M 

V= {q(x): I/; (x)I <E, para toda i = 1, ..• ,n}. 

Si f; E ]l..¡.J. para toda 1 Si :5 n, entonces cada una de estas funcionales define· 
una J. E (X/Al)' con J. (q (x)) = f; (x) y se tiene que ·. . . 

V= { q (x) : IJ. (q (x))I <e, para toda i = 1, •.. ,n}:·:;;, . 
es una vecindad básica de cero en a'. ,:,.,: .. ., ... _: :.-~": j{ :.( ), " 

Supongamos que /; </. M.J. para alguna 1 S i :5 n. Sea:Y•ei'subéspaeio de •X'· 
generado por ]l.f J_ y por las /;, 1 Si :5 n, ·" ·· ·· · · ···:: .'~:}·"'"'!F.')''?·:;.: .;e/··,:·:.·:·· 

Y=M~+(/i,---,fn).; ··:~~~, - .. -

de aquí se sigue que Y /M.J. ~ (71,, .. ,/n) y élil!1Y -".'Jl:l;,;~ ~~ ~:~d~lll~ está 
dimensión es positiva ya que de lo contrario ·MJ_ éoritendría'.a fodas las~¡¡: · ·. · 

Sea {Y¡, ~ .. ,g;:} una b~e d~ }"/lit, por t:~~t~.·': ,\/; t;·::.:;};';~c;<~'~_;j,('. : ; . ·. 
· . ,· Y =·A-1. + {g¡, .. '.,gr),· .• · . . ..• .·· · . (1.4) 

;:.i'i~~~t:~:~ff~f i{¡í~1t?::2~:tJ'lf ;~~·1rJ,1~'S,t~· 
Pm(L4); para c~da i~ i'.<: .. ~. ~x~ten hi e M.J. y g¡; i:' (g1 ; :::;'~r)~'ti.Ies que 

Íi =;=J•; +,gh·.Y.:.PC>r"(l.5)JÍ (x.~-11! (x)) =:.h; (:z: -:-11' (x)) para todo:.' E ~'. Sea. f 

. . . . , . "·•;· ·f;~.{'1·(~): l~'(q(x))¡ <'.~f~' <:·_:;· :>''·"•' ·· .... ·. 

don~e lii.·(.q(X)) ~~1i~·cxr;>'~~r~0 cac1~·i =·l,-.. ~·,n:y:~ e·"'*"~~ 4

7. ·<--~· 
Afirmamos que lV cV. Para x e X 

'' .. ·-¡¡,·(~ (x)) ='·.~' (q (x ~-~ (x))) = hi_ (x,- ~~(~}·)--:~-~ 
= f; (x - ni (x)), 

de donde, si q (x) E ll', entonces I/; (x - m (x))I <: E paratbdo 1 S i :5 n y 
por tanto, q(x-m(x)) = q(x) e V. ASí,.V: es .. una:.V<Jcindad:de,cero.en .. "' y 
u/M :5 u (X//11,(X/M,r/M)') .t .. . . .. " ·'.··-.•· . . 
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Proposición 1.3.7 Sea ex,r) e.l.t., X tiene la PSP si, y sólo si, su topología 
débil a es de Hausdorff. ·;; . .. ;:~o·''·,, •. • 

.. 
Demostraci6n. . . . ""· , .. · .. --. , . e 

Supongamos X tiene la PSP, y,sea~xo 'f;O,en.~, e_ntonces ~iste I.E .. X':,tal 
que Jexo) #O. La a-vecind_ad.de,Q;,;·:,<;,r,;<;;:/:;,,;,·,. :(,·i '. · 

u= {z e .X:,eij ez)i< 1/exa)I}, 
:'' .:~-/.::·-.'·>·._· ... -.1··,.~_._ .• _·:·."_.,_ .:-

es tal que Xo rt U.;Por,tantci;o-(x,X') es de'.Haúsdorlf .. ' . . ' . . . 
Sea"'º # o en X;si"'!e.X;'X')CS''Cici Há:usdorff é'..xist~ ti.;a, u EN ex, a) tal que 

x 0 rt U. Ahora por definición de'aex;x');'existc:i 11,'. •. /~ e· X' 'y'> O tales que 

o sea, /; exo) # O pá.ra alguna 1$ i :5 n y así, X tiene. la ~SP .• 
: ·!l." . . -' .-:::~'\• :! ,,~, /'~- ·:<,• .::-·,_ ·. . '• i:."-:::~ - ··- •' /. 

P~oposición .1.3.8 Sea ex; r)u1i'e:l.'t.-iy Nf:c:X-'un subespacio cerrado de X.• 

(i) Si 1\I es a...é.ce~do,. e1ltlmces d~do.' x E.'X:.... 11'1 existe 1 E. X' tal que 
f eM) =O y f ex)# O. .>\;;;; ·,;· .. J:;.,:"'';;,,·~'.¡ ;.·¡., , .. ·. • •••· ' 

(ii) M es a-deris~ ~i, y sólo si, 'd~efo} ~ ;;_¡~~1.J~c f(M).= O implica.f =O.,, 
, t .. ''·~' ".•,•·C, ,:",,'"_ ;.,,.,,.~;.. )>\•, -~ "°·--'.,, < 'i'"-t h> •• ~ •) "«e•••~_. - _'• 

' ' -·· ,. '. ·, ··~~·.:.-;, ~ : .. :;:t-..·ifai. ;',-1;:··~ .... >~-;~\-,.. ~·,-::·,.< -·. 
· Deniostmc~6n. :. . ~·:· ._..: . ____ ._,;:·:_·:~- - ;· .. ~-:_,.~_~:···:·~ ·,., ,: .::_. · -~· .. ,. .. , · ... __ .::.-. , "-_·_. · -~~-.. --', _;, • 
ei) Sea x E X - !vi, como -11'1 es 'a--'cerrado y a:es· l.c.; se sigue del Corolario 

1.2.39 y el Teorema 1.2.17 que·existe fe ex;a)' = ex,1-)' tal que /.(M)_=,·o·y, 
f ex) = l. . · . . . . ', , '.'.,'.:t''''\~; 

eii) Se sigue de que ex,r)' ;,;: ex, a)' y 'el Corolario' 1.2.41,. . , . . ·. · .· ... , " 
- '; :'. ';:J.'.':_!'!·.-.: '5.- .~~~----t·:'~<·' 

Definición 1.3.9 Sea ex, Y) un par dual: Llamamos a la topol~¡jtá'axi'~;.y;_:la; 
topologfa déb_il* en Y-inducida por X, y la denotamos por ueY/X) o.'simplementé" 
u1• si es claro a que dualidad nos estamos refiriendo. . - :-:·::·:::,~:-.;:.·,:~~·:·.-; · 

O L' í • O\>:•;';:';:~:/.'~> ... ~~,;,,-\,.~:;'¡_ 
Proposición 1.3.10 Se ,y:• es denso en ex·, w") ;;, y sólo;si,'.S,es'.totaL,en X.' 

iJ"' · ... ;-i.·;;~~·:.:'1::""1.i..-, '-\~. ;::, 
Demostrnció11. _ . ;/ ___ . ·, .·(..,.;~:. ;.·~· _ 
Supongamos que ses w·-dcnso en x· y sea X E X.tal,qtieJ,ex),~,0,.para. 

todo f E S, entonces si :i; es la funcional lineal w•-continua,en_:x;_,<!etermin!.da 
, <~, r ,'.-7'::_¡~~-i•,;,-;\~~.,';:: 

x-• eo) = {y ex·: :i: e9 ¡ = g (x) =O}, ,,, ,;,,, ;.·.-'> ,;·;-.· 
por x, tenemos 

es w• -cerrado y contiene a S, de donde x- 1 (O) = x·, por la densidad .de S, y 
por tanto, x =O, es decir, Ses total en X. .-·¿ -- -~.:-::·.~;. -r.·-·-t,:f~ .. :;-.:· ·:- 1 -:~ • • 

Recíprocamente, supongamos que Ses total en ·X'y sea'g. e:ex-;'w")' tal que· 
g (S) = O,entonces g = :i; para alguna x E X, de donde f (x)'~ O para toda 'f ES 
y por In suposición X = o, entonces por Corolario 1.2.41 ses denso en ex.·; w") :• 

Proposición 1.3.11 Sea (X, Y) "un var dual, donde X es un e.l.t. B e X es 
aex, Y)-acotado si, y sólo si, {[x,y]: x E B} es acotado para cada y E Y. 



26 CAPITULO 1 

Demostración. _ -. . , . . _ 
Se sigue de inÍ~lÍ!diato del Corolario 1.1.32, ya que la topología a(X, Y) coincide 

con uY. . 

Defini.;ión.'1.3,12 Deciini~; ;¡ue;tn~'.;opolog(a l.c. r en un es¡Jaciio lineal X es 
admisiblé pam el par dual (X, Y); qÚc separa ¡nintos de Y, si 

.t ·H;,:,:'l'\,i Y. 

Por ejem¡Jlo, si (X, r) .,;:';l;¡ 'iU!~'!' ~~Í~n~es la topolog(a débil u (X, X') es 
arl~isible paro el par dual (X,X')'.}'.['ef'~~~a'J.~.17} 

' . . . \ :·; - ~ : :, . -
Observación. Se acostUtnbm también dticir que :r es compatible con el par 

dual,· sin e7nbargo, rescniarernOs·este- nofflbf-é:Para·-~;,'t,.:,, concepto·qti.e.sc Usa en el 
capitulo 3 (Definición 3.5. J). . . . · . · · · · 

Proposición 1.3.13 Si (X, T) ~s u~'~1.;~'.;;"1::t~;~1~~il;'dii/i¡';;;·~'.~ i~ t~p~l~gta l.~.·.· 
más gruesa que es admisible paro el par .duá/(X; )!:.') , ,•.'!e :•\. '¡; /."' ,:, :,;; : . ,·, 

·:-- -·' 
Dem.ostmción. . --~ ·:Y~:~··: __ ;~~::::,:;~;:?:;y.}:.::\.~~~''. <.''.:- -; · · 
Se sigue del corolario del Teorema 1.1.28 Y. del ·Tcorema:l.2.17.'',:,. : ·.,.·. 

Proposición 1.3.14 Sea (X,Y) uri pái" ;¡;¡¡J ~U·;~~~~';~fr~¿ito:S de Y. Una 
topolog(a l.c. T en X es admisible paro el par si, y sól~ ;si; los ·conjuntos. con-
vexos cerrados según 'T y u (X, Y) s'?n los mismos.·.:· ·· · ·.· · ·. ' ' 

'.;· 

Demostración. 
Sea r una topología localmente convexa en X. Supongamos que r Y. u (X, Y) 

tienen los mismos conjuntos convexos y cerrados. En particular, si·¡ e (X, -r)' 
entonces ker fes un subcspacio r-cerrado y por tanto, u (X, Y) - cerrado; de 
donde, f e (X, u (X, Y))' = Y y as!, (X, r)' e Y. Análogamente se da la con­
tención contraria, es decir, (X, r)' = (X, u (X, Y))' =Y. 

l11\'ersanientc 1 sabcn1os que a ( .. X, Y) ~ T 1 lo que implica que cualquier con­
junto que cerrado con respecto a <T (X, Y) lo es respecto a T. 

Por otro lado, por el corolario de la Proposición 1.2.28, si A. es un subconjunto 
110 vacío, convexo y cerrado con respecto a T, cut.onces es la intersección de todos 
los conjuntos convexos que lo contienen y que son de la forma {x: f (x)::; a}, 
donde f es una funcional lineal, real, continua y definida en X y <> E IR, y cada 
uno de tales conjuntos es <T (X, Y) cerrado ya que la funcional correspondiente f 
es la parte real de una funcional fy para alguna y E Y.t 

Proposición 1.3.15 Considérese el ¡Jar dual (w,<p) del ejemplo a11teri01·. E11-
to11ccs C1 (w,9) está definirla por la familia rlc seminonnas {IPnl: n 2': l}, donde 
cada P,, es la proyección canónica definida en el ejemplo 1.1.47. Es decir, en 
este espacio la topología débil coincide con la topolog{a usual en w, la cual ~s. 

1netrizable. 

De1nostmci6n. 
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Denotemos por r a la topología defi~i~~ ;~~\1.P,;1 )n;::)} •. Pa~Ü ntóstrar. que 
"(w, cp) < r basta ver, según l~ Pr'op:C,S¡(;¡ófi:-aiitc~·iOr;:·:qttc.·.;. .Cs . ., adnlisibte·· P~r8. el 
par dual (w,cp). .· .:·· ~ : .. ·, .· .:.;.:-~ . ~ ... :.:~: .. > ·. _ . _1 .,_ .~·.. -.· .• ,._ 

Sea f E V' - {O}, es decir_, !/;'c,(/i)~i cl.?~deJ; 7'_·c9 P";fª c.asL.todo _i; supong­
amos/;= O para i > .k.Sea (x.;)_,un.a:•.~~.!,'n;~ tal_ que :J;a'.-:·;-:>,:i; (r), donde.x E. w. 
Suponemos x .. = (x .. ;)~1 para cf1daa Y,x;,,;,;,(x;)~.' .P<lr defüÍición 

·.-,";·:~·.-.·1º;;:::.~"':' ''"" -:: ~,, \ .. ''·k ·-? { \".~ 

f (;;a) ~·· [~~:, ((~~;·L ~~~j~--)r. ~ .... · 
- .;·_ ¡·.=, ~ i=l' . 

. ·.· . .... . .. k · •... 

··J(a) ,,,;-1;i;J¡1;,,;,·E'xif¡; 
i=l " . _:-....-.. .. -. 

pero x 0 -+a (T) implica,· por definici~Íl :de r, qu.e·xa ---:+.~i para todo i = 1, 2, .. 
y por tanto, f (x .. )-. f (a) <Je donde f e'(w;u.{Pn})'; . < . 

Por otro lado, si f e .(w,r)', entonce8·:-u:.=. {x·e.w: l/(x)I < l}, es una 
r-vecindad de cero, de.donde existCn nl-~· ... n~k ~--~.>:o_'tal.cs que 

k . . . "' ) 3:',i:: .. n {x E w_: IPn;'(:i:)l•<e} e::u: ... 
: .- _ -. ~ , i=,~... . _ .-._.:;.~\;:>) ... ~·.,.~L:;:.::~:,_:.:~.i.'C:· .. ,,,(~·, ·;._,\,; .. : -.... ~ 
Para cada n ~ -1 denot_am~S po_r _en'-·a··_la"suC~ióri_:.cu~os'·términoS".son tOdos 

iguales a cero, excepto el n-ésilTlo qu:E!·~le'~~'·f~(:&),:= (x,e;,] =:>:.;,entonces · 

Ó{;~·i1¡g,"e,~;'í'¡;~:~r~ti, . 
'·'·' > • •• 

de donde U es una u (w,'{') ...:~~ind;;.d d;, cero 'y'/ E '(w,a (c..:.c,:i))' = V'· Con lo 
anterior queda probado que a (w,ip) y r_son compatibles, de do1;de a.(w;ip). < .. T.· 

Como Pn (x) =;o [x, en] para éada.1i';:: 1, lM' proyecciones P~ son .é:oiitinü~ c.;11 
respecto a la topología U (w, ip) ; pero, T es la.topología ~ás' ¡)equéña con rffi1l'éCto 
a la cual todas las Pn son continua.8; por,'tanÍ:o, T C u (w, ip) .+ · · · ,. '' ·" ·' 
Proposición 1.3.16 Todos fos subespacios de ip son u (cp,w) -ce'r/ad.c;;,:· 

Demostmci61i. . '·-~~ . . 
Por Corolario 1.2.21 ba.5ta ¡frobarcjue(V';u(c,>;w))I =..,·.sea 9 ·e..,~, como 

{en : n ;:: l} es una base de Hamel pára ·V' se'- tiene que" g está- totalniente "dere·r-
nliriada por los valoreS·que~toffi·a.·~rié'Stos,elClnéi1tos~·hagEirl1c>s· - · - · 

· ·. -.. i .,,,,;1~~, .. ~~~,''~c~;J-~ g;;. 

y se sigue que ges u (ip,w) ·_:có.n:°tinuL Por'tánto, (V'•" (cp,w))"· = ipº.+ 
.•• '' . • . • f' '. ~ :: -
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CorÓlario 1.3 .. i 7 NingJ;, sube~~!.ciéi p,ó;,pio 'd~ cp puede ser total en w. 
- . - - ,-·:. . ·:-::·.;.·:~; 'i'--;--" . "·' ·-~ 

De'!'-os~.rri.~i.~1i.. : . ::. ·. _ .· _··. ·:-<~--- ·.:.· ;-: ·. -~: 
Por'' la proposició;i anteriOr" si ;5 :,;s,li~' ~¡{bespacio propio de cp, entonces éste 

es a (cp;w)-'cerrado'y pc;>r laf'róp6siciÓn'.i .. 3;10B no puede ser total. 
·. . -. . .. · .': · < -~--~ :'·. · .. -:_ '.r;~. ·;·::~_':." ;'·c,•·¡.;.¿>':~;.t~-'.-:-~~,:~~-:-:. f/S .· ,. _ _. -

Corolario 1.3.18 :La topolog(a 'a (w·;·;p)"en.w es mínima! entre las topolog(as lo-

calmente co~v":r";' d~. ~~tf~[10.0(;'fik?·~~'.i~1;}r . 
Demost~éid~: · · ... - __ ~--·,. :- __ ._,_· ·-.':~:-~;~ _ . ._. -~->· ~;-
Supongamos 'que cxiste''en w.una···tapología localmente convexa Hausdorff T 

con ' :-· . · · . : · . . ::<.-:~:'~: .. -:;~:: .. ~:~ -- ·"···-. . 

-r s .. <rc':'.:'P>· , , 
- \·.-, -:::1· :-:; ._-

•'··,·, . ·• ci.~a) 

Observemos que a (w, w') es de Hausdorff ya.<lu~ (,;J·, _;.)tien~ Ía PEHB por ser 
localmente convexo y está implica que también .t.ienela: fSP. Así, w' es total en 
w. 

Si f E w'' es decir' fes T-continua, entonces por c1:6a) fes (T (w, cp) -continua, 
o sea , · ·.: · ' · ;, ., ..... ( ,,- .... ' ,cJ~- _.; ·' "º " 

fe (w,u(w,'i¡j))';,;,;¡¡;,''" 
y así w' es un subcspacio de <p • . Como-~<-~·: to~B.i" e~ w, se sigue del corolario 
ant~rior que w' = tp, o sea,. . · -

rr (w,w'.) =;o T,;, a.(w,cp) •• 

Teorema 1.3.19 Sea (X, Y) un' p~r·dual que .separa puntos de Y. Todas las 
topolog(as l. c. en X admisibles. con,.d par dual (X, Y) tienen los mismos con- . 
ju11.tos acotados. 

Demostración. 
Sean T1 y T dos topologías Le. en X compatibles con el par dual. ·cada 

subconjunto Be X, T1 -acotado es a(X, Y)-acotado, ya que a(X, Y) S .T¡. 

Para probar que B es r-acotado es. suficiente mostrar, por, la J>roposición 
1.1.51, que para cada seminorma p que sea r-continua, p(B) es acotado. Sea 
puna seminorma T-continua, y sea Z = (X,p). Por 1.2.14, Z' =·(Z,p)'. es.de 
Bnnach. 

Para b E B, sea b(f) = f(b), para toda f E Z', entonces b E Z". Mostraremos 
que 

ñ = {i.:beB}, 

es wº'-acotado en Z" , 'est~ es, a(Z", z')-ll<:otado. Por Corolario 1.1.32 es sufi­

ciente mostrar qu".. { b(/) :'. b E B} , es aco.tado para cada f E Z'. Tomemos f en 
Z', y sea (x0 )yna red, en X,tal que. Xa--> O en r, entonces 
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yn que p Cs T-contiilu8. y co1i10 J es p-continua se tiene que 

f(xa) - O, 

y por tanto f es -r-continua. 
Al ser T admisible para el dual (X, Y), se sigue que f = Ji, para alguna y E Y. 

Como B es a(X, Y)-acotado, {!i(b) : b E B} es acotado para cada y E }', pero 
y(b) = f(b) = b(f), por tanto, ÍJ es 111•-acotado. Es decir, ÍJ es puntualmente 
acotado y por el Tcoren1a del acotamiento uniforn1c. para. espacios de Banach 1 

.f:J es uniforn1cr11cntc acotado en Z". Por últin10, utilizando que el encaje natural 
(Z - Z") es una iso1nctrfn, tcnctnos que B es acotado en Z. que es lo 111is~10 que 
decir que la scrninonnu p es acotada en B .• 

Teorema 1.3.20 Sen (X, Y) un par dual, que sepam puntas de Y dcfinimas 

m(X, Y) =V { T : T es una topolag{a !.c. en X admi.•iblc 7Jt11n. el par dual (X, Y)}. 

Entances m(X, Y) es una topalog{a l.c. admisible para el par dual y es la más 
gmude con. está prv¡Jictlad. 

Dcrnostmción. 
Por el Lema 1.2.46 tenemos que es admisible para el par dual y es.localmente 

co1n;cxa, ya que está gcncrnda por una fnrnilia de scrninonnns según Lenta 1.2.45~ 
adcnuí.s por construcción es la n1á...o:.; grande con está propiedad.• 

Definición 1.3.21 A la tapologia m(X, Y) del tearcma a11ter~ar se la llama la 
topolog(a de /l.fackcy n.saciaela al 71m· elual (X, Y). Si (X. T) c.• 1111 e.l.t. llamaremos 
a m(X, X') la to71ala¡¡ía ele /l.1ackey ele (X, T). 

Definición 1.3.22 Un espacio /.c. de Hausdarff (X. T) e.• llamado un_ espacio de 
/l.fackey si T = m(X, X'). 

Teorema 1.3.23 Un espacio bamolóyico (X,T) es ele Mackey'.::es:deci~; 7:, 
m(X, X'). 

Deniostració1i. 
Sea T1 una topología l.c. admisible para (X,X!) )::í;: ur.a veciíid~d de o 

balanceada y convexa en lu topología T¡. Por _el. tOOrcl~i~. aliiCf-¡Qf ··r,~:y--T_¡··.ticriCn !Os 
misn1os conjuntos acotados, así U es r-borntvOro, 'y:C.oií'i'ó~_( .. \."'~ T). es).l~~nOlógi~o 
U es vecindad de O en la topología r, y por tanto r\'.:~(,.;..:.Por'definicióti ele la 
topología de Mackey, T = m(X,X').• , .· .. ··.·····:·,. · .. >,• ... · ... · 

Corolario 1.3.24 Un es71acio l.c. pscuclom~trii~~¡~·e~;d~;,j;,~~c!/.• 

Deniostnició1i. 
Se sigue del Corolario 1.1.58 y del teorema anterior.• 
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Capítulo 2 

Espacios Métricos Lineales 

En este capítulo .)\. sigue denotando a un espacio lineal sobre IF = IR o C. 

2.1 Espacios Métricos Lineales 

Eu está sección, así con10 cu la que sigue, introducimos algunos de los conceptos 
y propiedades rnás itnporlantcs sobre espacios n1étricos lineales. Para un estudio 
más profundo se puede consultar [15]. 

Definición 2.1.1 Decimos que el espacio rnétrico (X,d), o siniplemente X, es un 
cs¡Jacio niétrico lineal (c. m. l.) si las operaciones de suma y producto por escalares 
son continuas con 1-espccto a la rnétrica d(x, y) . Es decir,-· si· X· es un e.l.t; con 
la to¡1ología i11.ducida por llL 1nétrica d. · 

Definición 2.1.2 Una métrica d(x,y) en X es llamada invariante (bajo trasla· 
ciones) si 

d(x + z,y + z) = d(x,y) si x,y,z e.X. 

Teorema 2.1.3 Sea (X, d) un espacio métrico Únedl. · ¡;;;,tonéés existe una métrlca 
invariante d(x, y) e1¡uiválcnte a la métrica original .. d(x, y) . .. 

Demostración. 
Sen U una vecindad balanceada de cero; Pára n· .. e.N, definimos 

'U(n)=U+:;:'+.u. 

Es claro que 

(2.1) 
si 71,111 EN. . ,:: - .. _:_· -_·· ~:.:··- ._·,:, - "" '·""" 

Por la proposición Ll.14 P()dema~'.elegl~.~n:i-':veciI1dad .. balanc~ada de O, U(!), 
tal que · ·· · · · ·· ' .. ;· , ... ,, ... o · .. ' · · · 

; l ' ,¡, ,• .; 
uc2> + uc2> e U(l) 

31 
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Además, podemos pedir que U(~) t;,;r;bién s'i.:U~faga: • 

. . (J(~)5{~.;·1(x,or;~} ··.· 
. Prosiguiendo d~ esfami~nill'~.;~~,;:~J;~i;~~ ~o~struir una s,;cesión C : { U(..j.;)} ;:"=1 

donde cada U(.,P) es una,vceindadbálanceada de Ox para cada~· .se, tiene que: 
. ·.:''{,;:~':'.:1./<.'1 . '" •, ' 

. u<2n.+:1lf}f<2n+I>,cy<2n>•'. (2.2) 

.. ' ' NtW~'.!:{~1~i¡,pt~~~'}'.v ,,,, y 

paran;:: L.. . : .. '. '••" '·''.".,,:,,:··¡:·.'·~:.··.:•> ,.,;• ·· .. • .... · 
Sea r un .número ració~·al ·positivo, Cón-exp~~ión·diádica finita,-'cSto es, 

~ .. ·-:-::·:~~--- -=~·il2:._;{".:. \·if ;;,j.~ .. ·---· 
1'=n+.-.+-•+: .. +- . ., .. 

·- 2 ~.~" (22''.}~:~::-::>~'.'. 2'!1: .. ~, :y:-..::~.,.,,<~~~'~'' -: . ~- ,_. 
donde ai = O o t para i =. ~~ 2, ~···~--~~ : ·· 
Definirnos ' · .-.,_¡·. · :'.>'.·.::;;-2'- ;:,.:· i:f: ·,:,:.· 

. - í ·:_,>_f:_:/:·:~-.:·¡~~-;~\-.:· ::;~1:~'..~--:/~E-~·/:.~/:-1 :::·:._:.:· 
U(r) = U(n) + a1U(2) + ª~(!( 22);-t:;:~:;'t.".mif(2m) ' 1' '; 

U(r) es una vecindad balanceada: de O p~r s~~ ~J~~,C~~~~i~Íd.;s' ¡.;,¡,sumandos O) 
de vecindades balanceadas.de O.. ,: . ., •. ::.'· .... ., ... ·,,,.:'..>·}, ... : :;:~ .. '.:';;;,,; ;····'· . .,, . 

Para dos racionales positivos p y q can eXpresióIÍ;;;:diáclicas finitas.afirmamos 
-. . .. . .. :-~:~;-: ~:;s;~¿,~{ >:l(~,.~_;.-.;_:·~~~.:\iS~f=~\,~.·-_ ~ . ., -> _ .. -que 

U(p) +~@~u(v.;~),;~.,,;~,, .'.'.L:·~: .. ,(P . c2A)' 
La afirmación es trivial si p:y::q _s<;>n ent~_ros P?S~t~,~~,--~úpo~g~os ~nton~es; 

que por lo 1nenos p no es un entero: -~-~grég~da·.·cef~s.·~~-;,~'.-~~~~a~ici p'~demos 

escribir a:::~ :cn~a :i~~i,:~~; :It y qt¡~~~1\~~~\~~f~~<;.3~g> ·· 
SL~ prucb

1
a la lu1rm'n

1
os p_or ~~ducción sobre; 1~ •.. ,·.·_:,.,,•.····.· .. · •. ;.::,; .•. :,•:,i-,'.,:,,:;,';, .. :f ,-:'./~ 

1111 = , tenemos_ os s1gu1ent~_casos:)_:·:/-º.::.;:_;~< _ ,- . _., ~ :~:;·~~;".·. ,::.:·~-'.-.':' 

i) a1 = b, = 1, dedoIÍdep;:>J'=·~i+'n~¡{,'~;;~~o~~;;;:cle (2.i)y de la 
definición de U(n) paran ént,é~o'pos.Ítivó;'.sc:sigúe q~e:.. . '.·. 

·' .. ·' , ' ;e; .•(),> :i~';';'!,''•;<¡;,¡c• '¡/ ; 
. U(p) + U(q?'.'"''U(:n~>tP.<~;>tB.<2>+ ~<2> C: 

· ·. . : >\f~:~<~.~;~,~l~~(~.,~n?~~-g<~;-rq). 
ii) U) = 1 y b1 =O; .de donde·p.'f q:=·.1_t1.•_+;n2":f-.·~·cy pór tanto,· 

" . ' .'·. ¡:_:;~~:;,~ ;~:~ ~,,if~~ .. ~-:·{JJ~:~:-~~\';f <;~'.1.-\'· . .'~l'.. 
UcP) + U(q)' = ,~(n1) ;t-p(~2) ::\ ~(2) == 

.. , .·. · .. ·~·'-..~:."·e: ·. • 
.. U(,ni-t:~2l,;tl.(:(2) = U(p+q) 
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Supongan1os que la afirinación es válida para k < 1n 

i) Si am = bm = 1, entonces 

a¡ + b¡ llm-1 + bm-1 1 
P + q = n¡ + n2 + --2-- + ··· + 2m-l + 2m-l 

que en forma diádica se escrib!' como · 

. v+<i,~.p~~::t: ... _+ ~=~ +:22-1.-

. . . . : 
que en· fornui_diádicti's0.cS-C~ibC"cOfuo.~-<·· _._·,_ :'~ - .. ·· 

. . ~2q~;,~:~~f~>;~fá~~,r~~L~·~~~ 
dondc·n ~ n1-·_+ n2;:cn.tCm-~eS:- _:;~----~ . ::~(.:~ 

,uy:~:~l~'.~ilii!~t~;~t~~f ¡:~:+•> 
. Por tanto, en cualquier"caso_:u(p),+:Q(q),c'U{p,:f-:q).,,,;_,. · 

~'"··'.~·;·,iii~~:~~~1~1!1f ~~n~;~+=·~"1 .. 
;\·lastraremos que d(x; y )""es': una m6trica invariante 'equiVálente con la m6trica. 

::::.::, :~.ri;;;~71~~ciJ~,~t:::{'~;{·:~. -·· . ª'"'' .~."~··' 
Como cada U(r) es_balanccada,'teneinos · · · · · · · -- · :.r~ ~<~~>':: d(y:x> · 
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La inclusión (2.4) implica ia d;,..iguald~iÍ'deÍ triángulo, yá que 

J(x, z) + J(z,y)= lnf {;f:;;.:... i ~ c.Í(ii)} ~ inf {r2: z -y e U(r2)} 
' = Ínf{r1 .+r2 ,;,_:_ ze~(r~),; ~y E U(r2)} 

Veremos 

. ~: ¡;..f {.,:;·;f.r:i '; (!i/:::;!~)'+(z~ y) .E U(r1) + U(r2)} 
(;:;! ín'f{r, +.;.2: :Z: ;te Ú(r¡ + r2)} 

inf{.,:.: x- y'e cic'1")r~ J(x,y). 

. limJc:i;;,:r.),;,;: osi, y sói.; ;i, limd(xn,x) =o, 

y por tanto, d(x,y) =O si; y sólo si, d(;,,,y)'= O si, y sólo si, x =y. . .. · 
Supongamos que d(xn,x) tiende a cero; es fácil verificM que si p S qentonccs 

U(p) e U(q) . " ,. . . · · "··"• "· · •: .... , · :. ::·:· :,·,;;· .:· "· '·, 
Sea e> O, y sea m un nat.ural_tal que~ S."· Éxiste N >O - taÍ que . 

. - . ·: ... ·.·.·.":,'i/. :'····>· .. -.·· ;;'.1.J:'~ l_·, 

d(xn~x) < 2m sin 2: N~- .. · ·· .·· 

lo que implica que Xn - X E U(r) C U( 2~,) par'a. ~lg~~a; < ~ Y por (2:3) 

Xn - x E {x; d(;,,,0) < 2~}:'ji{~¡~i~h\ ,xc - · ' .. 

o sea, d(xn - x,0) tiende a' ~ero .. La· coi'iún.:..idad ct~;·la'_~u~a- implica. que 
limd(x,.,:z:) =O. , ' ·.· ._· ."· :. :-•:.•_·._ ·-< .. · · · · 

Por otra parte, si limd(xn,x) =O, de nuevo" por la contÍn,;_idad'dela suma se 
tiene que Xn - X tiende a cero. Como las U(~) son vocindad"" 'de'. cero, paran 
arbitraria, existe un índice ko tal q_ue Xk -x E U(.j.,) para J.>"ko._': .·, >. · ·. · 

Esto implica que para k > ko d(xk;x) <.].,.De la arbitrariedad de.n. se 'sigue 
que limd(xn,x) =o.• . _{.~\.:i,':,"'-<. 

Teorema 2.1.4 Sea (X,d) un espacio métrico lineal y completo·.,·s~·J(x,·y) una 
métrica invariante equivalente a d(x, y). Entonces el espacio"'(X:iClLes coinpleto. 

' .l . . . '• ~~: '· ~ .- . 

La demostración se basa en los siguientes lemas: .. · .. -;,.:.: ·. ··,.··:'-

Lema 2.1.5 Sea (X, d) un espacio métrico coTnpleto. Supdng~e: <i'e'x}•i.:á doi..~ 
tenido en un espacio métrico (X,d) y que en X las métri,;;_,¡-d(x,y)~y'J(x~yj'.~Cin 
equivalentes. Entonces X es un conjunto G6 en X. · .-.-·;:: .·. ~ :~:¿ · ;::fL¿~: .. ~ .... ·t;/J:: 

De1nostmción. .!·.:~:~:;:rj.·r:;.i~1{~\j~~(j1:~:~.:. ~ ~ ... 
Como d y J son equivalentes en X , para cada· x e.:x:·y,. párá"·cada n E N 

existe O< rn(7y: ~t~J:.:) < rn(x)} C: {y:eii::)tf;-~~-~'}'~~~y:íd: ·e'-' 

Sean 
·-, ·_._-}: ·:· ~ 

. . .''''..;:·.' •·· . .. :.: :>' :~('.'."'-· :·.~).:- .¿;~,.-~ :;~ 
{y e X': d(x;y)~ ;n(~)}, 
. .. : : ... '.·>··.~:~:~? )'.· -:~:··~:::::~·~;7:-.::· . .: '.·: -~é' ~--.·.' 

LJ Un(x)_y (;o":= nen. 
zex·'·:'·:~:·~ ... -· ".,,.:" ': ·',.;...¡·: .. 



coiij1:i~t~?!u;~~'u0g;~~~~~;~~~~~-· f~·:· s.ón.·:fbie~~~-·en:~;~~í .. ~º~-~ .. ~n;· 
· Sea x 0' e·G0 ;'imtoncciix0 E G,i'para todo n ;::: lc'f:'.or definición de los conJuntos 

c. o<IBre '~ ]"~}~$~~t~~;i~:'~,~? ...... , .· ' > ·. . ' . 

de lo cual se_slgue'quc (x~);:"='(.'tiencic a'xo',e'.X eó la métrica J. - '' 
_ Se~;e > O,y ,n·_l1n.~nt~r?.Pº~it_iv~'ta].'.!'lue ~. < e,-Existe un entero positivo ko 

tal que - -. · ,. · · 
1
C,. . > ~ 

--¡¡<< r,.(x,.)_-d(x,.,xo). 
. º.·. ',•;.:' -"" '. ; " 

Si k > ~· ent~;~"':'~ Í: ;;i,/.j,·, o•;:, , .. , 
1 

_ , . . .· 

d(xk,xn) ~~(:>;k~"'ºt-:t'fC70~"'.n) ~ ko + d(x,.,xo) < r,.(x,.), 

Por la definición de r,¡(;,,;.) ';;'.; sl~e ,_- ~ ''· -
~ "."~·"'i·:~4t~. ~-~ ·~ :';f:i'.~;·~'~,:~:::~,:?:'):::!.\~.~:.·1~ 

'!(xk;~,.)< ~ 
' , : ·:~;· .. 

_si .. ~?' ~O·.·~.,,,_:,. : ·· .. ·.· i.:· . .:",<>;:·· ... <-i.'~?~r'·,.··~.~~;~~:,.~-,-;;· . .; -, .. ,; -. ' .· . < . · _:· -~"'·:.·.,,._ ; 
·Lo anterior' sigriifica'é¡ite la suéc5ión (x;;)::'=t es de Cauchy eón resp'iicto a la 

métrica d(x,y) y como ten.emes que (Xid)és completo existe un elementcíx0 'e X -
tal que · - -·' ·· ··· •· .. 

. , -.:'ji.~d(;;,~,,,;~, =o. 
Las métricas d y J. son éé¡uÍ~eÍltes. en X por lo que x 0 = :i,O, és dcci~; 'xo e X; 

Por tanto, X= Go• - - - ... " -· 

Lema 2'1.6 Sea (X,d) un e.m.l. completo, con una métrica invariante ·d.' Sea 
Xo un subespacio lineal denso en X. Si Xo es de tipo G6, entonces X =·Xo. 

Demostración. 
Si Xocs G6, entonces 

co 

Xo= ·na .. , 
n=l 

donde cada G,. es abierto. -. - . -
Como Xo es denso en X, también lo es .;,.da G,.. Esto implica que los conjuntos 

X - Gu son densos en ninguna parte¡ así, ·x - Xo es un conjunto de la primera 
categoría y entonces Xo es de la. 6«f,Unda catégorrá; pues X lo es. 

Supongamos que el conjunto X - Xo .. es no.vacío y sea x E X - Xo- Por 
hipótesis Xo es un subcspacio lineal, por lo que 

x +Xo c·x :....·xa. 

Como la traslación es un homeomorfismo y' Xo. es de la segunda categoría 
tenemos que x + Xo también lo es, pero esto es una contradicción ya que todo 
subconjunto de un conjunto de la primera-catcgÓría e8'de la-misma categoría.t 

Dernost'!'ción del Teorema 2. L4; . --. , . . .. 
Sea (Y,d) la complcción de (X,d). Por lema 2.1.5 X es un conjunto G6 denso 

en Y. Así que por lema 2.1.6 X= Y.t ._,~··-
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2.2 F-seminormas y F-espacios 

Definición 2.2.1 Una. F-seniinonna en X es una función real 11.0 negativa p que 
satisface las siguientes :; condiciones: 

fl. p(x +y)::; p(x) + p(y) si x,y e X, por tanto, p(x) =O; 

Ji. p(a:c) = p(x) pam todo escalar a tal que lal = l. 
En las siguientes tres propiedades (a,,)~=·1 . es··una·sucesi6n· C.Scalar y (x,;)~=l 

es 1111a. sucesión en X : 

f:J. 

f.f. 

lim p(a,.:c) = O, si x E X y a,, --+ O; 
n-oo · .. ·-.. 

lint p(axn) =O si a es un'escal~r.·1)x~~:~.Ó·~·· 
n-oo : _ .. . ..:.· ::,. --·~·:k;·-:';:··,t<:·;~~-.! 

f5. li11171(anXra) =O si Xn......:. O Ú'án ~ ~~.:.·. 

Si además ¡1(x) = o implica que X :==.o; llam~~os a p una F ,nornia y entonces 
usualmente se denota ¡10r 1111 • -: '· .·'.• . .--:-

Definición 2.2.2 Sea I' una F-sen1.~nordi:a en- X /.entonces zd·.:~~1'ec-~id~:jo~-U.da 
por los subconjuntos - - - ' · · · ·- · · · .,_: ·'" · ·.-'.··-~t.-:,-;';:··.· ~' " 

{;z;E X ;·p(x) <e}/' ' '·</~: <'·' ' · 
con•> O, forma una base de vecindades de O para'una topolográ·Hneal de X. 

Al e.l.t. que tiene esta topo_logfa se le. denota por (X,¡1) y es_lhunádo,un espacio 
F-scntinormado. ,. .· ··. . · ·." ' · .. '· · -:~:·~-\,·--·.¿~5:· ":-__ ·_ >· ·' . 

- . -· ', .· ." 

Definición 2 .. 2.3 Decif!tOS ·que·: una·· E'-seminonna:pc·en:'X. _es~ iio~decreciente o 
monótona si satisface °", -· ~·" >·-:_~ ;_-~-t ~'~~:.~~~;;;;--;,;"::.:~~--'- · 

¡1(ax)::; p(x) si O :i; ~-~-1 y ~ex.! 
Proposición 2.2.4· Para toda F~semi,;.on,;a p en X ·se· eumplen las siguientes 
propiedades '.'°. ,. ': ;· :·· 

1} Sean {x~)~=t una st1.cCsi<:Sn en X y (an)~=t u1ia sucesi6n ·escalar.·· Si se tierie 
p(xn· - x) _ __, O y ª" ·--+ a; entonces p(a;.xn - ax) - O.· . ' 

2) II~(x) - p(y)I ::; p(x ±y) ::; p(x} + p(y), si x,y E X. 

:J) f¡p(x)::; p(f¡x) y p(nx)::; np(x) para cada x e'X y 71 EN . 

.f) p(lal x) = p(ax) si a es un escalar y x E X . 

. 5) Si p(x} > r > O, entonces existe O < t < 1 tal que p(tx) ;= 1· • 

. Si p es mo116to11a, entonces se cumplen. las. siguientes· dos propiedades 

6) p (ax) ::; p (bx) si x E X y O ::; a 5 b. _ 

7) p(ax) =O y p(x} #-O implican a= O. 
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Si pes una F-nonna monótona, entonces 

8) ,}!.!'.!,, p(anXn) =O y p (xn) ;:: E para algún E > O y todo n ;:: 1 implica an - O. 

9) lim p(anx) =O y x =fi O implicaª"-+ O. 
n-oo 

10} (¡>(anx))::'=t es de Cauchy y x =fi O implica (an)::°=t es de Cauchy. 

Demostmción. 
1) Por la de8igualdad del triángulo 

p(anXn - ax) :5 p((Un - a)(xn - x)) + p((Un ..:.. a)x) + p(a(xn - x)). 

Usando f3. - f5. de la Definición 2.2.1. tenemos que el lado derecho. tiende a 
cero t de donde se· sigue la afirmación. - '.~ '• >"<'"·.·· -~:~:.· -· .. , ·.·· -. ' . ': '-.' - ' 

2), 3) y 4) se siguen inmediatamente. den., y f2.; .·' ..•• ' , ..•... ·• . .,. 
5) Los funciones t-+ tx de IF en (X,p) yy':.::+ºp (yfde (X,p) en IR. son corithiuá.s. 

Por tanto, la función ·IF-+·JR. · .. :.:: .. : ... ,.· ,' · · · . · · 

.. . ,. i_-p(tz~/,'-~- x~~:.i,.~J11ú~ _ .-. 

es continua. De f'3. se sigue_que cxfSt~-~·n:,.·riatUra( TI.~t·a1 que 

. _,· P(~)Ar-,;:PC~),·f<, 
Por el _teorema del ~()r intermedio exi¿~e ~ < t ~ 1 tal que p (tx) = r. , . 
G) Supongamos qúe p es monótóna. Si b;;,, O el resultado se sigué inmediata­

mente. Así, supongamos.que b» Ó, ·entonces o< i¿ :5 1 y por la monotonia de p 
se tiene a . 

P( -¡;Y) :5 JJ(Y) para todo y E X, . 

en particular para y = bx; de donde se obtiene el resultado. 
7) Supongamos que a ,¡, O, Entonces · ' ' ' 

JJ(ax) = JJ(Jal x) ;:: .!,,(x) > O para un natural n ~uliciéntet~ent~ grande 
n . . 

lo que contradice In hipótesis . . . 
En lo que sigue, supongaxnos que pes una F~ú'?rma_:_monótOiúí. 
8) Por 4) se tiene , ; =·" "' ' ,, ~ .. ",·;, · 

lim p(JanJxn) = Ü•'':'.e••i · .. 
n-oo ~,···¡.··,/j',·.: .. ,:~·-¡; :\.:;y·•;:,.;,.i 

Si (an);:;.,1 no converge a cero enton~'.J~J·;:!''J: pnra,.,algún k ;:: .l y una 

infinidad de índices n. De 6) y 3) se •si~~"t\.'" '} ,~\;~·O<;i{Ü ,_ '-. 

p (Janl Xn) ~ ~ (k';,~y~,'k~ e .. · 
para uná infinidad de indicc5 n, Ío qu.; cO'~ír,idi;,.;:p(l~~I ;.J,:f,-;- Ó, c~ando n -+'0o:' 

9) Esconsecuencia,inmediatade'8).' ·_·:,".:'.•.:.:':·~:;·.·:·· ;-'. ''. .. · · .. · ·.» -

. 10) Por 4) sc'ticne que (p(JanJx));:'=·¡ cs'de.Cáucliy;· Di>"do:E:> O.se~N:::> O 
tal que · · ··í.,¡·:~~~.:!:;:.-~':;·l·~:."_}·~:'---~'.". _,- ':. ·~ ._~;: ·- :·····:.· · 

p Clan - ªNlx)< p(ci) ,.-'.'./;:···. :'''.; .. · .: · (2.5) 

sin 2: N. Por tanto, Jan - aNJ <E sin;::: N, ~Ü~ ~~e~~ ho~t~~¡~; ~~~ "5). no se 
cumple 2.5. • :.:.! ~; "· ~. :. ... 
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Proposición 2.2.5 Si .in~ ¡,;;.~Í6~ 'p :'X'..S R satiSface la desigualdad 

,, .. :í ;" / /i(~)~;;:t\~)]sio.~s·ti's 1 v x ex. 

y las propÚrlad~ ¡/: y ¡2: de la d~fi~i'ci6'f¡ 'd.e:.F :· seminorma, entonces 

:Le, ·+'>/ · -:~~¿;;·}x1iT~¡;;;cx> 

:;::::,:~ < y x E ; ~):~.ti'°'" F-.. mfo- monóW•o «••• 

Observamos que 'debido· a' las'' hipótesis" son "válidas las propiedades 2) a 4) de 
la. proposición ant~~~or-. : _,. · >":·)~~'.~::;:}t,;;·;:ilJ~= .;·.;< -._ 

C~,n [r) ~~-no~amo,s, ~~m~ .. -~-~~~:.~~l:>J~:,::~ ·m~~C!r entero menor o igual que el 

real;~t~::.x E X y n = [lt( f 1,1/ >Y:.·''~};' .. 
~p ((t(,;,) ~i¡i~}.1,i;) ·~ p (x) 

-~. !.~.· ... ~r-~;~-~:>-~\~~,,-~:A~ <:_ .. _ -
Asf, 

p (tx) = p((t(:ii)::;'¡, (x'{=:; (lt¡ + 1) p(x) .t 

Proposición 2.2.6 Uná fun;;Ú~ ;;:,),fr,.{;¡'~~aÚva p d~finidá en;X es una"F­
seminonna 1nondtona en~·x.~·Si, :·~ ~6~o:~·Si/~~ti:SJaCC._ laS .sif¡uierj.te~· cOndiciones pa~ 
x,y E X .¡j t E IF . . " ·~··""'":"·;':""""'"'""'" . . . 

Fl. p(x +y) $ p(x) + p(y), 

F2. p(ax) $ p(bx) si (a( ~ (b(?' 

F3. J~11(!,x) =O vara cualquie':;,, E X. 

Demostración. 
Sea puna F-seminorrna n1onótona. 
Por la definición de F-seminorma y por 4) y 6) de la Proposición 2.2.4 , ]J 

sntisfnce Fl y F2. Y F3 se sigue de fJ de Ja Definición 2.2.1. 
Recíprocamente, sea p una función real no negativa que satisface las tres 

condiciones anteriores. 
La condición n coincide con Fl; de F2 se sigue fácilmente f2. 
Sólo resta demostrar que p satisface f3., f4. y fü. 
Sea (a,.):;"=1 una sucesión escalar tal que a,. - O y x E X . Supongamos que 

v(anx) ..,.. O. Existe " > O tal que p(an.x) > " para una subsucesión (an.)~ 1 de 
(a,.)::"=t· Po'r F3. existe no tal que p(,!;;x) <€.Sea k suficientemente grande para 
que (a,..( < ,!;;, entonces por F2. p(a,..x) $ p(;!¡;x) < €,lo que contradice Ja 
elección de (an.)~ 1 • Con esto queda probado f3. 

Sea (x,.):;"=1 una sucesión en X tal que p(x,.) - O y sea a E X. 
Por la Proposición 2.2.5, se tiene 
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de donde, p(ax,.) - O. Asf, f4. también se satisface. 
Finaln1cntc, sea (an)~=l una sucesión de escalares que tienden n cero y (xn)~=l 

una sucesión en X tal que p(xn) - O. 
Sea <: > O, existe N tal que 

sin 2: N 
Entonces 

la..I < 1 Y 
p(xn) < <: , 

p(anXn) :5 p(xn) <<:si n 2: N, 

y (f5) se tiene:. . •. < ,, .. ·. . . · .. · 
ObserVa.ción., Esta proposición 'continúa siendo 'valida si F2 y F3 se ·sustituyen 

por . . . . _ , .. "- :-·· ~·· ~: ·i<~3\~.--.. 
F2'. p(tx) :5 p(x) si !tl.°:5.1 y x E X y ~< 
F3'. Jim p(tx) =O para cÚalquicr x E X. · 
.. 1-0-. · ... ·, •. ~-~<~-:(:: _:.~,-.;:_ .. ,.·:··~,-~,t:<;/:~·-,.:,.·~,.-

Lema ~-2·1;.~E,xist'.' ,~nf it~lii.dij';i; b~~~~v.~Cá 'entre. las ,F ~nonnas y las métricas 
invariantes en Xi es· decir, éadci F-norma 1111 ·en·x induce una métrica invariante. 

dada¡;~:,. ,. , ,,,,;;. '; ''L'::r" ;1:¡t;c~:fa'.b iif-y11 •. 

Y, por otro. lado,-
•d(x,0) = llxll 

es una F-norma, si ~(x,y) cs_'_uu'~ ffiétrica invariante en X. 

Definición 2.2.8 Un F•-espacio ·es un espacio lineal X· equipado con una F­
norma 1111 , y en este caso se denota por (X, 1111) • Con la distancia invariante 
inducida por 1111 el espacio cx.1111> es métrico lineal y.si es completo entonces es 
llamado un F -espacio. Un F-espacio localmente convexo es llamado un espacio 
de Frcchet. . . " · ·"' 

Teorema 2.2.9 Todo espacio métrico lin'éa'i:(c?nipleto}'(X,ll).es un F'-espacio 
(F-espacio). ., ·: ····.. · ·· ·· 

'. < '~ ·. :i,r;'t .· ¡.;,;. :~ 

Demostración. Por los teoremas 2.1;3·y 2.1.4'.X tiene una métrica invariante 

d equivalente ad, y además ( x,d) "8,.~cimpl~~o.~i;(.~',d)Jo es.• 
-·- __ .-· -. _-. -~-·-:_·::-'1'.~i~-f&:';)T/.::~<;>_< . _. 

Definición 2.2.10 Se dice que dos F'.-seminonnas p y q son equivalentes si parn 

toda sucesión (x,,)~=1 
se sa:7:1;S~.~~·~~;cEi~~ .. ~ '·~'. 

Lo anterior significa lp;'e 1':8 p;¡eudométfieas. iriducidaa en X por éstas nonncis 
son equivalentes'. ; ;;\~:x::~:+:::k.,){;pE;F::;·~:::>_: ·: . ~ .· · .·. · .. ·· . . , 
Proposición 2.2.11 .. En todo p• -espacio (X, 1111) ·cualquier norma equivalente a 
1111 es una fun.ción é::ontinua. , . ·,::,' , . ;; ,•,. , '.: 
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Ejemplo 2.2.12 En el ejemplo l.1:5s, tenemos que (w,u {Pnl) es un e.l.t. metriz­
cible, y que la·métrica·: 

. ~ 1 IPn (x - y)I . 
d(x,y) = ~ 2" 1 + IPn (x-y}I' 

genero su topolog(a. Además, es claro que d(x,y) es una métrica invariante. Asf, 
llxll = d (x, O) es una F-norma en w. Más aún, (w, 1111) es un F- espacio y por 
la Pro¡1osición (l.S.15), (w,u (w, '11)) es un F-espacio .. 

En efecto, sea (xk)h,1 una sucesión de Cauchy en w, donde Xk = (xkn)::°=i 
para cada k ;:::: l. Sean n E N, e > O y Un = {x E w : IPn (x)I <e}, entonces existe 
JV >O tal que si k,k' 2=: N se tiene " '·'-'•,'>- " · · 

· •. ; !c , ': •.· •:~~ : ·¡ ; .~: ~. : 

esto es, 

de donde (Xkn)k.,¡ es de Cauchy cnlR; para~Íid.i n.~'l;'por lo que existe u'n número· 
real, digamos xn, tal queXkn -+,~~,'clia~d~:J.::~.OO;-·ellR~Sea ·x = (x,~)~=l; se 
puede comprobar que Xk - x en c,JY pcír.tárito, (w, 1111) es un F- espacio.+ · 

,--< 
Teorema 2.2.13 Sea (X, 1111) :,;_;,. F<~pa~io. éntorices la F-nonna 

n;11".':dsup·f11x11 
. ·. OSLS.1_ 

'•, : .. •: f ;_. i. ~:::·:., ::' 

y es' monótéma .. ·.· es equivalente a 1111 

Demostración. ·: ,;;; :;. -. ·1_·~: :: 
Es claro de su definición que. lf<l:ll~;·;;ati;;'raee la condición de monotonía 

. ---····.:··-

11~11~ SU~i(~l·Q :$; ~ ~ 1 y x E X. (2.6) 

y además, llxll- ;:: llxll .para to~~~:~ .. \.<>·. 
Probaremos ahora que ll:i:ll~'.'~'\l.fiii'.:F:~orma: 
Es inmediato que llxll· =O 'si; 'y'sÓIÓ si, x =O. 
Sean x,y E X. EritOn_c~:,:~-:-~',:~-~j~~~-,>_·.:.;~.i~ 

11.r +un" = · sup Ut(:i::f:li)ll'~\~·~~ ·11~11:~ sup lltyll = llxll + llYll •. 
ost:;1 - - L'.<.,~~;::~/;;;~~:;~4~:./·_,:;~.- ~·.:e os_~::=1 - .. 

Si lal = 1, entÓnces. .,., ... ,:./, .. , ~·-· ···:'.'n''· 

llcci:{;,,. ,~'~;P:f!lt~j{:d''.~u~:lltXll = llxll. 

. · ... :_~_~;-~\-~:,::_-,_:-~~:~-~~~:{';-~,0~--~_;:'<-~~:~?:'.~~~::·· .- '. -
Sen (tn)::°=Í una suceiii_Ón'.de'.'es({álii:fesqucºtiende'n cero. Para cada x E X la 

función de t, lltxll, es cóiitiri,ú11. ylccí'mo él intervalo [O, 1) es compacto, entonces 
para cadan;:::: !existe O~ b;,'$Í, talque·.·· · 

. • '· .. ~'.H•,/o•c~ 1i~n~Í;·'==11i:~nxll. 
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La sucesión (tnbn)::"=t converge a cero, asf lltnxll- -> O. , !-
Sea llxnll--> O. Como ya vimos que 1111-satisface fl. y f2. d~ la definición de 

F-seminorma y la desigualdad (2.6) tenemos por la Proposición 2.2.5 

lltxnll. :::; (itl + 1) llxnll 

De donde Htxnf ..:.. O. O: ., · · · 
Finalmente sean tn -> O y llxnll .'-+O. Como.'antes·podemos encontrar una 

sucesión (tnbn):;"=I' O :::; bn :::; 1, ta] qu~ P,ll.rll.,c~~ ~- .~? c11mi>)<: , , ,. 

Üt~:;,~ÍI- ;,, f¡t:bnx~ll ~ 

De nuevo la sucesión Ctnbn}::"=t Úende a cero y como llxnll ~ llxnll para todo 
n, tenemos 

Por tanto, lltnXnll- -> O. 
Por último veremos que 1111 es equivalente a 1111-
De llxll- ~ llxll para todo x E X, se sigue que si una sucesión C:~~vicrge ";O 

según 1111- entonces también converge a O según llxll. . .. · .• - .. · 
Supóngase ahora que la implicación contraria es falsa, es decir, qu0 ·CXí~t~ 'una· 

sucesión (xn)~ 1 tal que llxnll ->O y llxnll- ~ < para alguna E>. Q.y,tOdo.n ~ l. 
Para cada n ~ 1 existe O:::;ª":::; 1, tal que .. -... 

llxnll- = llanxnll · ~\? .. · 
Podemos suponer sin perdida de generalidad que d,;•-.::~ pa"ra•;;.iguna a; ya 

que la sucesión (a,,)~ 1 es acotada. Por la continuidlld ·?ef¡)rO,aúc~dpor escalares 
tenemos que : ·.' . : · · - . ... ·. - -~.::, '~~/":-:{/,j/:~_-;:·i;f ~.j~~,A~'.~J ~~. :.~::~:.:~ 

llxnll = llanxnll·~ O, · ¿·\' >:c::Ci \ " 

lo cual es una contradicci~n .. Por lo ta:~to, llxll \; 11~11 '~~~ ~¡~i~e~tes.• 
Proposición' 2'.2.14 Sea (X;H 11) un;F:-espáéio(FCcsjJacio) y Y un subespacio 
lincál. de X,: El es¡j<Ú:io· cacienté:X;/Y es un . .r-:,~-éspacio (.f-espacio) con la F-
no~ti-_i:lejin~~~ ~~o-·" · - .. -.:."; · \-n-~~~-~,:~L-::'l'·.:tr\~• .. :"::'• ··'l,_ .-; 

-.... -. ), · "'·'" · · ,._ -- · 1\i1i ;;¡;if'{11i11;·z·e~f~''';;¡,, 

para cada z E X/Y. 
>· ·-·: :>· 

Proposición 2.2.15 Sean (X;; llll;),ic;,_,.¡, ... ~n·; ,un colecci6n. den F"-espacios. 
(F-cspacios). El espacio prvduéto ITf,,;¡'X(es un F*-espacio (F-espacio) con la 
F-norrna .. ,. :·· -;.~ ;

1 
• ~,.:-•., ,.._-.. :._. ; 

:, 1íc:C;)u,;;; E IJ;;;ÍI; · 
. . i=l ~ . ' 
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2.3 Las topologías lineales y las F-seminormas 

El resultado principal de esta sección establece que toda topología lineal en X 
está generada por una familia de F-seminorrnas monótonas [5]. 

Proposición 2.3.1 Sea r una colección no vac(a de F-seminonna.."I monótonas 
en X. La topolog{a rr-, en X que tiene po1· subbase a los conjuntos de la forma 

{x E X : q(x) <E} 

donde q E r y E > o es un· 'a topolog{a lineal y es llamada la topolog{a genemda por 
la familiar de F-seminormas. A X con ésta topolog<a se le denota por (X,rp) 
o bien (X;r). . ' · · 

Demostroci6n. ~ · · ·. · ' · 1 • : •• • " \'~:: - > 1.. • , ;· 

Sean q¡, q2, ···: q..: e 'r y € ;:·o. Basta cbi;;~~Clbar que los' ~(mj~ritos de '1a forma, 

.. '~ ·•·•·· ,, < f == o·{x E x',~.(~)~;~J.'iy>1.~;~:: ,>\::: >'.; , ". (Ú) 
satisfacen las propiedades i), ii) yiii) delaproposicióri 'fü,.14;. · ·. ·.· .· 

l) ~~~~-v' ~~ii d~'í'a f;;r~.ip.7> ~ ~l~~ ~~{~'? v'.~u.:li~ .. li~r de; ~~: mi~ma 
ii) Se~; ~orno en (2.7); ·!•' .:~ 

Si 

V= ñ {x E X: q;(x) < H• 
1=1 - - ,, 

entonces 

iii) u es balanceado ya que si~ uri escal~r, con.Jal::; 1, entonces 
.· . '~ =«. --

aÚcu,. r.·-;;·· 

ya que :·;_'· . .:·:'.. __ ·: _,:·t::·· .·· 
· ·;. · ·•q;(ax)< q;(x) < -;' . 

• < ·- - ' ........ ,;¿ ... -.;::·<··"'·.• ; .. -{2.:: 
por ser cada qi una·:F_-Senlin'Orma nu:ln6toí18.~ ' :. , , . · ... 

Para ver, que U es· absorbente notamos que p.Ja x E X y 'cada i ;,;,· 1, .•. , n se 
tiene 

así que existe N > O, 1 :S i ::; n, tal que 

q¡(~x) < ~; sin> N, 

para toda 1 $ i :5 n, es decir, x e nU si n > N. 
Por todo lo anterior rr- es una topología lineal en X •• 
En lo que sigue suponemos que res una colección no vacía de F-seminormas 

monótonas en X 
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Corolario 2.3.2 TJ:' es la topología lineal más débil de X tal que cáda q·e re_.· 
continua. Es de Jlausclorff si, y sólo si, pam todo X E X' {O}' hay una'q E r tal 
que q(x) >O. ·· · · · 

Definición 2.3.3 Decimos que una familia r de F -seminorinasi.~~- dirigida si.' 
todo subconjunto finito de r tiene una cota superior en r con 'respéctó 'al órden 
puntual de la funciones realeB. ·; ::. -

, ' -~~-/." 

Proposición 2.3.4 Sir es una familia dirigida de F ~séminorn'1a8.mon6toncis,· 
entonces los conjuntos de la fonna '/L' .... ·". ·" :.;; ' .-:<~,: J~· e -

-· ,._ ~ __ .,_ : .. - .- --

{x E~: q(~) ~}.}:·> !;'!·~~:!\füI..t , ; 
para alguna q E r y"> O forman::una bá,ie'/Ocal en, (X,'rp).:> '. •) :· 

Demostración. ··.' ·f;'J2~!~7•::l§{~'~'~&;~,~:¡~,,Jfo~;,j:Jé ,(7\ 'S'i '. • ·.' ···-
Sean qi, ... ,qn E r y"> ,O, 'como,I;~es dirigida IDdstc q E r,tal que .. 

"' qCx):~~?~(~>t€;~;~f~t~;~i.:,,~·~:,Í,'..:~. - -
de donde .. . ,·,,,.,:,; · '<•,,····ce,·· !,·; "·:::::•. ::~:: ·' 

·, oomo•~~11~.,,,~;[11~~(:) < •} • 

forman una suh:-bosei_locli.l de (X;'rr);· se tiene la afirmación.• 
. --,.:~:·~-·- :~:~ -:,:~ .. -~~iJ~~::;:~5~"1.--.~-· 1:"-~~-.: .• - ·• , 

Proposición: 2.~~·.5:~:· Si>k:i' f!-ii;.U_f!-0.:1~riiilia: de ·p-~seminonnas monótonas, entonces­
/a familia r de toda~· la,; :;nó:clmos' de subeonjuntos finitos, no vac(os, de r es una 
familia diri.gida de F~seminormM:;,.,f"on6tónas en;X. ".. · 

- -:··-~"'\~·-<{;"~-?~~~A~·: ,. ,-" \/' .,q- ·,, -
Demostración:·;:'!:'' • ·"' 

, seª.~?- e:~;--~~~;:~),_;~J~i~~{.~~\~~~~-~'.J;;;· ;:~~~~-~ :· 
::~: ~ ... 

• q(x) ,;,;;m.;:;¿{q,(x) :·i =1,.,.,n}, donde q¡,, .. ;qn e r . 
.- ~.'-. ~.··;:::·. ~~~,: :,¡~~\·::i?.'·,., ~'."' ;>- ~·: .... . ~:·'. .>·A:'• 

De acuerdo_,a la:observación;dc Ja: <l:; la·CProposición ·2.2.6, bosta ver que q 
satisface Ff; F2':F3':~ >P·'"-',, ,' · . ":./e,: •e·.\'.-'· ,: •. -. , .. 

Sean x,ye·f.~[;¡:,, :~~'.::~:. •:;• .' ., ,( ••... ; _,' _,. ~ .),~ , ,. ' 
q(x+y) = miix {qí(x:+y) :'i = 1, .;:,ri.}'S'.max {qi(x) + q¡(y): i·= 1; ... ,n} = q(x)+q(y), 

de ~ºe~~ªt~:!i~~ef ~{=~;,~~~t 1:1r~J~i;~!\º~;:: ,~_,,';' '.... ' 
q(C1X) ,;,,, max {q;(lix) :/;::1,;::~;:.i} s•inax {q;(x): i= 1, ... , n} = q(x), 

y por tanto q cumple tantbiénF2< . ·--
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Por último; sean x E X. y e >-0; con10 cada qi. ~.una F-sen1inorn1a, tenemos 

limq;{t;,) = 
t-o ·.-·-. . 

As! existe 6 > O tal que q;(t:i:) .:,,;: ~si (ti '<8,;i = l; ... n. Entonces 

q(tx) <~{"~i it'1< ,{ 
es decir~ 

y q satisface F3'. Por tanto q cs.u;;a:.F-~eminorma monótona en X. Es además 
claro que f' es dirigida .. + ' · 

- . . . 
Proposición 2.3.6 Las topolog(as Tp Y·Tf' coinciden. 

Teorema 2.3. 7 Sea (X, r) un e.l.t., Entonces la familiar de· todas laá F-seminormas 
monótonas y continuas en (X,r) es dirigida y ge'!~r:;':. a.-r>.~5.fo es, T = rr: A. 
esta familia dirigida r de F-seminormas monótonas que genemn:la topolog{a T 

fo denotarnos por Dr. . · . -~;·;. . 

Dc1nostmción.. 
T["' :::;: T es inmediato del corolario 2.3.2. . . 
Sea Vo una base de vecindades de cero en (X,r). Sea Uoe,Vo, al.igual.qÚe 

en la demostración del Teorema 2.1.3 construyamos una succsión .(U(n)),;eN, con 
U (n) = U+ ... + U (n veces). Para 11 2: 1 sen · · 

U ( 2
1n) E Va, 

·balanceada tal que 

U ( 2n~1} ~ u(2S,f6:~Gln). · ·: 
si n 2: 1 (ver demostración del.Tcor;,m;. 2.'i,3) .. ::·· . · .· . . ., , 

Sea 1~ un nú1nero ra_ciorial p~~.i_ti_vo!_.~~n .. ~~pr~ión .. _~iá':1ic8. finit~, CSto CS~ 

. · .. - ·.e :· .. ;:: •. ¡. ;f ,·~~~.;~~~ª~It;_ ;~~.r-;~};.,;~::1.;-_'_ .,- · ·· , .•. 

donde <Li =O o l. pa~a .i. =:.:l; ~;_;~.~!!'1~·0.~~nitnos.;1 

' · ·· · /••: · /';.> •·1·' cr:-; ''~" • 1: · :.: • - i · 
·· U(r.L=; L[(n) :t:<liU:(-) +~a2l[(;;2') +:, .. ;r an.~(?ffl ), 

:. ··' ·:·, ~' ·.·::·?'~_·:'.¡_~ _;\ :~::-·? "'~~·'.2 ·<~~--~;·-)}'. - ·.-:- '<'~··/ ·.-' ~. •,_ .,: ' - . ~--

U(1") es una veci~dád-<le ~!'fo'b~lilnceild,\, abs;,rbent~iYc qUC;!ie satisface que 
para cualesquiera~os n,üm~~~di~Clic"f/1\~·fí:¡ ':· <'(i ; .~ · ·· 

l . u6'>'.4:':U(r) C::ycP + r). · 

(ver dem~stració~ d~(.-reo;~Ill~ ~\;~) . 

(c3) 
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~ara,x_E X, definimos 

qu(x) = inf { r E Q+ : x E U(r), r con expresión diádica finita} 

Entonces la función qu : X _, a+, está bien definida ya que U es balanceada . 
y absorbente. Satisface además F2 de la Proposición 2.2.6, ya que U(r) es bal­
anceada para todo r. Para ver que satisface F3, usamos de nuevo que cada U(rL 
es absorbente, esto es, para cada x e X, existe no tal que x E noU(r) si n ~ no, 
de donde tenemos · · 

1 1 ; ..•.... ·. 
qu(-x)::;; qu(-x) <r sin ~no,::.•;······'' ,,.,;;;,.ji:''".·'·.· ,· n _ _ no .·· - · 

··, .·· 

así, qu(~x)-+ O. . _ .. · 1:·~··;'- < .::~" ....... ·.- _;;: ... ~,,_ '.-t:~'- .··-:· ·- ._, __ 

Por último sean ·x, y E X'.y E>· O:;· Existen números .diádicos p, r tnle8 que 
. • . •c;:··'.·.1_ 

· .: · .-:_,.- ·:···_._ -\··,:>:< 1 ~ • ·:.>E_:'::t.· -.. ::._,_::-.·.·.:·,·:::·,,"e.:~ 
x e U(p),ye.U(r);p s; qu(x),-+; 2•Y.t7'.,::;; qu.(71) +¡ 2·· 

;·,\1 ·),~~.:~~;:~,;;i~·-::.:ii-. - '·\,.,. ·-:~~·~;,,-'·; .. ~'~· .#:·>,:~_ ... :.'' .- ·-•.. 
de aquí tenemos.y (2~3):tcn':'mos¿o': ::. :. · .• :f.·· .·•:·. ·.:.; .. ,;.-, •• .- .. 

x+y_e U(p+r), : . 

y por tanto, 

de donde sa''sf~c FÍ; E.;tonces qu .,,; u~B. F-semi.;orm~ monótona en X. 
Sea t. la familia de las·F-seminormas q~.--·Para cada E> O.tenemos que 

{x EX: qu(x) <E}= LJ{U(r) :r nú~~r~diá~ico,~<:E}. 
Lo cu~ ·inúestra que :,.1, ::;; -r. "'· ·· 
Sen U E Vo·- Para p < r, 

Entonces 
{x E X! qu(x) < 1} e U(l) =U, 

de donde T s; -rr- ::;; -r~. Obs~,.v.;_iflb~ ·cjt;·e basta~ iB.s F-:.:.:5eininorni~ qu para 
obtener la topología T •• 

Corolario 2.3.8 S~a (X,T) un !'-1.t~~ (Hausdo~Jj). Si T tiene una base .local 
de cero numerable, entonces p~ede', ·ser generada por una sola F-seminonna 
(F-norma), esto es, T es pseudometrizable (metrizable). 

Dc1nostración. 
Sea (Un)::"=t una.base numerable.de vecindades balanceadas de cero en la 

topología T. Podemos suponer,, sin '¡ierder generalidad, que las Un forman una 
sucesión decreciente Que s~t.isf~~~ ~la.s~ii~iCnt~ condición: 

Un+1 + Un:.-1. ,c. Un.• ·para todo n ~ l. 
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La construcción ~~Lt~orenia .. ~1terior; apli~~c1;. aui:cn:)ic-~'.· U1 + , .. + U1 y 
Ui (-,}.r) = Un+i. para;í_;:: o; derií1e.una F.;".serninorrna qiJ, ~continua en la topología 

:22·i~~r j~~~~t~~:~íiií;i~~l~;.·; < .,· ·• 

· · · {:i: eX:'iíJ,(x) <€}.e U:lM 

si e.~ ,~n· númcrO diádico~ .~Á~r:<~~~~,_;!;"\:f :;·~~''.f~<~Fi:,.;~';'>~.<~;;-.·;:_, 

{x E ::.'.~Y'.«C.~ ~~2\f~ in;! 
para todo n ;::: l. .. 

Por tanto, T = T¡q¡·, ya que (U,;) es base de cero' en T; de'donde; Tes pseudo­
metrizable, además si T es de Hausdorlf, entonces del corolario 2.3.2 se sigue que 
q debe ser una F-norma y entonces Tes metrizable.t 

Corolario 2.3.9 Sea (X, T) un e.l.t. {HausdorJJ). T tiene una base local de cero 
numerable si y s6lo si T es pseudometrizable (mctrizable). 

Proposición 2.3.10 Sea (X,T) un F"-espacio, con F- norma 1111 • Para cada 

CU~)~~' d;;c;:~:'~:?,,º;o~l ¡~a:: ::·~~~:~:;~ª c~;v::c::y ~(,t~~- !.Jo·ns~::::.~:~ 
mente m(X, X') :5 T y rn(X, X') es pseudometrizable. Si X' separo puntos de X, 
entonces 1n(X,X1

) es 1nctrizcz.blc. 

Demostración. 
Es fácil ver que {Un)~=! satisface las condiciones i), ii) y iii) de la Proposición 

1.1.14 y por tanto, es una base de vecindades de O para una topología localmente 
convexa To en X. Además, por definición 111'n contiene a { x : llxll < !; } , para cada 
n ;::: 1, y así cada U,. es también T-vccindad de cero, entonces To es más débil 
que T. 

M<?straremos ahora que {X, T)' = (X, To)'. Como To :5 T, toda funcional lineal 
To-continua es también T-continua. Seaj·una funcional lineal T-continua en 
X, entonces es acotada en alguna vecin,dad Bn = .. { x : llxll < !; } , esto es, existe 
111 > O tal que ·ce·· •·· · .,.. · 

l/(x)J :5 M p~ra.tod~ x E Bn. 
k ·• .· k .· 

Si y E Un, es decir, y = L:'aix¡; con L: ª' = l,a¡ ;::: o y X¡· E Bn; entonces 
"i=l i=l.:·· 

tenemos 
·'k li· 

l/(y)J S Lª' Jf(x;)J :5 L;aiM = M; 
i=l i=l .:-,.1 ·_::--:' ., ~·,. 

y así fes también To-continua; por tanto, X' ,;,,.(x;·Ta) 1::·c.;~;;'~icl.:tien.;·una 
base numerable (X,To) es pseudometrizablC, por· el corolarli::í"áliterior,"y/por·e1 
Corolario 1.3.24, (X, To) es de Mackey. Así To= rn(X,'X'):' '''.'"':e'fr'"-'~'"'' •.,-.:-• .,. 

La última afirmación se sigue de que u{X,X') e m{X;X') y .. u(X,X') es 
Hausdorff si y sólo si X' separa puntos de X.t ,.._.._ · · 
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Proposición 2.3.11 Sea (X,r) un c.l.t. mctri;ablé:y·1.,¡:c' Xiun."subéspacio. 
Entonces JI.! es un subcspacio HB si, y sólo si;'rn(X;·X')'I Mi=:~·~(Afj1vf')"'· 

Demostración. , .· {,_) · -
Por la Proposición 2.3.10 m(X,X') es una topología pseudomefrizable y lo­

calmente convexa, por lo que su restricción, 1n(X, X') .. l·:r.11-/ ;.a, G.:.es ,pseudo­
metrizable y localmente convexa, de donde, por el Corolario L3.24 tenemos .que 
(M,m(X,X') 1 M) es de Mackey, esto es 

m(X,X') 1M=m(M,(M,m(X,X')1 M)'), 

así que sólo ha~ que probar que 11-f' = (1\1,r)' = (M,m(X,.X') 1 M)'. 
Como m(X,X') :5 r (Proposición 2.3.10), tenemos m(X,X') l 11-1:5rl1\1, de 

donde toda funcional lineal f en JI-/ que sea m(X,X') 1 .N/""'."continua es también 
r 1 M-continua. Sea f E .NI', como 111 es un subespacio HB existe FE X' que 
extiende a f, pero m(X, X') y r tienen el mismo dual, entonces F es también 
m(X, X')-continua y por tanto, fes m(X, X') 1 M-continua. Así 

m(X,X') l III = m(III,M'). 

Inversamente, sea f : .NI - IF una funcional lineal -r 1 M -continua, entonces 
es también m(X,X') 1 M-continuayaque m(ll·f, M') y TAf definen el mismo dual 
en .NI y m(X, X') l III = m(III, III'). Como (X, m(X, X')) es localmente convexo 
existe una extensión lineal y m(X, X')-continua de f, y por tanto r-continua. 
Así, M es un subcspacio HB. 

2.4 Tres principios básicos 

En está sección se probarán, para F -espacios, 3 teore1nas n1uy útiles y que son . 
ampliamente conocidos en la teoría de los espacios de Bauach, estos son: el prin­
cipio de acotamiento uniforrnc, el teorema de la gráfica cerrada y el tcore111a de 
la función abierta. Las versiones aquí dadas se pueden encontrar en [13], [12j y 
[3], respectivamente. 

Definición 2.4.1 Una familia :F de operadores lineales de un e.l.t. X en un e.l.t. 
Y es uniformemente acotada si 

LJ {T(B) : T E :F} 

es un subconjunto acotado de. y siempre ,;,~ B es' ~ns~b.,,;njun~o acotado de X. 

' . -.,;:: .. , ~-:;. ;.,.:~· :.: ·. . ,·: :. ·.~'/ .·>· :.:·.;;.:··:;;'.>(,- ·''~·· ..... ·. ).:; .. ·•. . 
Proposición 2.4.2 Una Jámilia :F de operadores lineales.de un e.l.t. 'X· en un 
e.l.t. Y es equicontinua en O si y sólo si es u11iformcmen~e. eq.uieontinua.en X. 

Proposición 2.4.3 Si una familia :F de operodores lineal.es de u~;F•,-espacio 
X en un e.l.t. Y es uniformemente acotada, cn.to11ces es equiconii11;,.,;·e,;, O y por 
tanto, uniformemente equicontinua en X. · · ·· 
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De1no5tración. · 
Sea v·una ·vecindad de O en Y. Existe.>.> O tal que 

LJ{T(B) :TE F} C >-V 
+ • ' ',.· ~ ... -. 

donde Bes In b<;'_la abierta unitaria cm:-x:.Por tanto, ±Bes una vecindad de O en 
X qlte satisface: · ' " · · · ' ·:· 

T( .!:.n) e V para todo Te .r.• 
>. 

Teorema 2.4.4 (Principio de Acotami;,nto Uniforme para F-espacios) Sea 
:F una familia no vac{a de 'operádorés lineales ·acotados de un F-espacio X en 
un e.l.t. Y. Sttp6ngase que {T(x): T e':F}· és•acotado para cada x E X. Entonces 
:F es uniformC1nentc acotada · y por tanto,· uniformemente equicontinua en X. 

Demostmcidn. 
Sean B un subconjunto nc.;tado -<l~ x.·y U una vecindad balanceada de cero 

en Y. Escojamos una vecindad bá.lancead": de cero V en Y tal que 

·-:V+VcU 
;:.,;,e . 

y sea 

s= n r-1 (\i), 
TE:F 

Ses cerrado por la continuidad de cada TE F (Teorema 1.2.11). Sea x E X, 
como {T(x): TE :F} es acotado existe un entero positivo_n., tal que_ 

{T(x): TE F} C n.,V, 

y así que x E n.,S. De dónde, 
00 

X=LJns. 
n=l 

}C es de la segunda categoría por ser X un espacio métrico completo. Entonces 
uno de lós conjuntos cerrados nS, y por tanto S, debc'tener interior novacío. Sea 
xo un punto en el interior Sº y lV = Xo ..,. Sª; ll'. es una vecindad de cero en X y 
para cada T E F tenemos · 

T(W) e Txo -T(S)c •i/: ~\;~V+ V e U. 
. . , - -:- . :; .• ~-;:. ·. <.":-::"r•:," : .-.- ~- :- . . 

Como B es acotado en X, existe i; (} tal_que B e tlV. Si TE .r entonces 
·-·- ~.,- '-'t<'_;~~""~0:;\~:·-:5;:·;_<~ ·;;;.·,·-,i:-"·1:.,•. 

y por tá.nto, · .. 
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Corolario 2.4.5 Sea (Tn);:'=t una sucesión de opémiio"ros 'lineales acótádos de un 

F-espacio X a un e.l.t. de HausdorjJY tal ~ue i>.·.~··· · .. :.\ · 

lim Tnx existe para cada X Ex;' 
n-oo · 

-:~·-~: ::¡ .. ~: ~, :r. 
Sea T : X - Y dado por 

. ' - -. - . . 

. · nní"T~:>;:-,,;;+x>:·-'. 
n-oo <·::·; - · · · 

. . ' • ' . .:,.·:: .•• ;,., . "":. < " . ·¡. 
Entonces T es un operador lineal acota.do.~~ :x- ,e~·y, ,' 

. :,~,'-"' . ' . "' -~,«::~..,'/,}:;: ."~-- ~ ... ~:: 
Demostración. ___ .. ·., .. ;, .. -.. >:,:;~-'.-....,,.-' •. -·~~·,,,:, ... ., . 
Notamos que T está bien definida ya'queY.·es de:Hausdorff .. , 
La continuidad de las operai:iOnes dé'.ciipa~ia.Üneal de Y y la linéalidad de cada 

Tn implica la linealidad de T. Sea B .ui1 subconJunto acotad() de X. La convergencia 
de (Tnx)~=l paracadaxm1x-:fri'ipüéi(:qJé'{';_:;··',' , ··.·•·.· · .· · . 

{Tn:?;: :,:,,'2:i} ésacotado, 
. ~, , ,;:f ,.º~ · .. ·~ - -:·-r-:·.-· ., 

para cada x E X; por el teorCffia._:an·tcriÓr~.se. tieric que 

Ü{T:(~): ,.;:::; l} .es acotado. 

Entonces T(B) como s~~c~i;Ju~to del ~onjunto ~cotado 
; · .. :· };.~·~:{2,_;l.J{T~(~),:n~ .. ll, ~.' 

es también ac6t~d~~--~~S~a,.T es:Un ~pe~ád~-r:~c~tnd~'.'• ·,·_.·. 

Teorema 2.4.6 (de la gráfica cerrada Y Sea T im ope;.;,dor ;ineai'de un e.l.t. 
X a unF-espacio (Y, 1111) tal que saUsface¡as,sig~i~!;te~.'!!'~.c'?~di~fonesf 

; .. ~ ·. 
(i) la gráfica de T es cerrada en X x\;, :~:, 

. - ' . . "' - _: .;. .::-~ ' -. 
(ii) para cada V vecindad de cero e'11 y la cerrad,¡,:.¡ dé'[-1 (V) es. una vécindad 

de cero en X. " · ' -· , · , -
'" 

Entonces T es continuo. 

De1nostroción. .· .. ?...;_· .. _ .. '. .. _ ,·\~-~. < ·.. . .· _ . 
Por los teoremas 2.1.3 y 2'.1.4 .existe una métrica invariante d .en. y qu.c induce 

su topología y con respecto a¡,;, cual .Y es completo'. Sean:€'>_0.y . 

·n. = {u.~l':, llulll ;}:' 
Basta. probarque 

ya que por (ii) ~es ~na vécindad d~ c~ro ~n:x: ,,; ..•.. y " ,, • ' . 

"·· Sea"x ET 1 (B.); construiremós. por inducció1i'una·sucesión (Yn):;",,,;0 en· Y tal 
que· ,,- ···.\:.:':" ::~~-.Y.':,:.· ,. . . ,,:,__. ,._.. 
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(a) Yo= O, llYn.-Yn+lll <,.;¡;!::r (n = 1,2, ... ),y· 

(b) :e E y-1 (y,,+ B.¡.,) (n =O, 1, 2, ... ) .. 

CAPITULO 2 

Claramente Yo satisface (a) y (b). Supóngase que yo,. .. ,yn han sido escogidos. 
Por (ii) · 

T- 1 (n~) es.una vcc_i,~dad de ~ero en X, 

y por (b) existe z E X tal. que 

T(z) E Yn+B.J;<, y 

x E z + T-"1 
( n..rn-) C,·~~.~:c~.m ,~;1!i4: )._ 

Sea Yn+l -~ T(z), entonces (a)y (b) se' s;,_ti~f.i.ce;¡; :\j'-'<;.>_¡,, 
Por (a), (y .. );;:,0 es de Cauchy en Y, y port'áñto',éonvergente;·digamos a y. 
Pnra n = 1, 2, ... sea . .~ ,-.~· .. _ : __ ~ {.'·, -

Wn d:::.Yn +··~~~·.· 

Tencn1os y E B2c, ya que y .. ···f- '.::.;~~. :·-./·.· 
' - ··_· .. ·.· ;:._,:;·· -

B2c ':::> Ú~··+.B~~i ·:,~~~;QY/L:'./ 

y E-Ym -:1- B~ parEl1-~.i~"~Ufi-6i·~~-~~~{~ri~~ ~randc. · 
: · ~~-:-::1~>~-~:~\t;·,i::t:Tf~'.;': _ , . 

Afirmamos que (x.y) E grnf(T). Scan'U:'y'.V'veciridndes de x y y, respectiva-
111entc. Existe 11 suficiente1:11ent_~ -.~:al_ ~~ .. <:~-:;,::i:¡:_~f-~;,\·-~ ~: ' 

-,;i.:~;~:-_~:::.~~Y;+~~~-~ 
de donde, por (b), se siguri q~¡:; :e¿)_ ,.,_,_._:,~>;_ --- '' ·-

y, por tanto, 

o cqui,·alcntmnente, 
.. (U,:;, V)rlgra!(T) ,¡. 0, 

y entonces (x, y) E graf(T), que [i;,r Í~lpót&.is·<is igual a graf(T) o sea y= T (x). 
Con10 y E B2~· tenen10S~, ;:,··:):'·::-·1~>~--~'..,_,::~· :.~'¡,., ;:: 

r-1 en.> C::: i~1 (n2~r. para toda€> o, 

así, T es continuo.• 

Corolario 2.4.7 Si ell el .Teorema_anterior_'X. es de la segunda categorla, por 
ejemplo si X es también Ull F:c' ... espaéio, entollces basta que se cumpla (i}_pam 
que el teorema sea verdadero, Pues en· ese ~caso (ii). sC satisface automáticamente. 
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De.1nostmción. ; . . .__,: 
Mostrarcn1os que (ii) del teorctnn anterior se satisface. Pará. cada"Vecindad U 

de cero en Y, sea V una vecindad balanceada de O en Y tal que V - V. C U. 
Por ser r-1 (V) balanceado y absorbente tenemos 

00 

X= LJ nr-'(V) 
n=l 

Como X es de la ~egunda categoría se ~igue que p~;;_'. ;;Jg\{ii_,;_ :;:;, ';;{~~;,'j;,~to 
nT 1 (V) tiene interior no vacío. Por tanto, el int_eri_or de T:-:;}.(V) .'es ria vacío y 

T-l(V) -T-'(V) ~una vecindad de O~~d)1.: : . 
Así, 

r-•(V) -T-l(V) e r-•(v) -T-::-1 (V) C:r-•(V--: V).cT-1 (U). . .. " - ..... 

de donde, r-1 (U) es una veci~d~de +~·~.l1X:~J;;·;;';:·;~(~;:}l~;-~{:'~.:, ;:· ' 
Teorema 2.4.8 (de la función abierta). Bajo un operodor,"éontinuo y supmyec­
tivo entre dos F-espacios, la imagen dé todo 'c0.,;junto 'abitfrto es un' abierto, es 
decir, el operador es abierto. · · · · '"::/- ·· .. · . · · 

Demostración. · ' .'''"·.·;::t:l~~i::;~1Jf';;~~. -:•· 
Sean X y Y dos F-espacios y T: X ..:.. Y una: funéióE;niirial;'continua y 

sobre. . __ ,- _ .. · .- .... _/~,~~:;~~:J;,~: ... :~:::)'.··,:;;.·:,;o·'·--~-- ·:--:. 
Se mostrará primero que la cerradura T(V) de lahriágen· de:ciuilquier.vecindád 

de cero V en X es una vecindad de cero en Y. -- .·. :::..,:,,~·:}::~~~~.:./::'~{f. .. ;::.~~o!'~_-•)_~ .. o-,.'-·-

Dada V, vecindad de O en X, existe U, vecindad dé, O é;; :X,tal __ q~.;;:·u_..,..:_U cy .. 
Para cada X e X, ~ -+ O; así, X E nU para ~ _Stifi~i~téffi~ñt'é~g~~~e.:?Eri'ton~es,. -

00 . .~ ;~~~?~'.,~:~~i¡~t~~1¡~~;:4·;\{;'i·-;-. -.·.. ·,"[i . 

X = LJ nU y Y= T(X) = LJ iiT(U)/ · · 

n=l , . :-.. · ::.··,.;·r.·0~::.~;~,.~~:_~;;~:.:-_~· ,:,. -, ___ ,,; .. '·., 
Como Y es un F-espacio, él es de la s.,g.unda~c:iliégorfay, por.tanto,alguno 

de los conjuntos nT(U) contiene un conjunto abicrtó'·~u).vacío·; Y debido a que la 
función y-+ ny es un homeomorfismo en Y, se tiene que T(U) contiene un abierto 
lV de Y, no vacío. Así, · 

w - w e T(U) -T(U) cT(U) -T(U) e T(V) 

como O E lV - lV y W - W es abierto, entonces esta diferencia es una vecindad 
de O en Y. Por tanto, la cerradura de la imagen de cualquier \-ecindad de O en' X 
es una vecindad de O en Y. 

Para cualquier e > O, sean B, y S, las bolas abiertas con centro en O, en X y · 
Y, respectivamente. 

. ,_'. 00 ' . 

Sea e0 > O arbitrario y (e¡)~1 una sucesión tal que E¡ > o· y. L;.e;' :-< · eo. 
i=l 

Entonces, por lo visto en el párrafo anterior, existe una sucesión {71, : i =O, 1, ... } 
con 71, > O, 71; --+ O, y tal que · 

T(B,,) ::i S.,,,. . (2.8) 
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, ,,. . ... 

Sea y Es~.· Pór (2.S)h~y_ un eleníéinto Xo e-B,.: tal que 
-'· ; ... :.-: ... :--.• .:¡-··.-;:i_·l~ i)_:.·.=:,.~:l.io'~.,.-:c~ ,_ -

.,¿~_,, · -:,.uiJ,.;c:,rc:>;o)lk<-'11;", 

o sea, y - T(;,,o) ~:s~, i ~~A1J?'¡;ifc;'.sf1~i~i.; ;,,; e B,, tal que 

. •. ; .. '>ÚÍÍ~(~.t~o~-~t<f~?H <112. 
00 

qon_tinua~d~ -~~~:~I:"OC~,.·~nc_~~~~r-~~!'.>~<u·na_·su~~~~n ~Xn)n=l' con Xn E BE."'' ..... -··:·',y:I'11i~~,:~~-~jl~~~:1r:::~~.: 1····' y 

(2.9) 

11Z..._;::\,:'1i = IÍ~n+l +•0 ; ~- x~U < €n+l +;:.+E~, 
y por nuestra ele~ciÓn de las E; se sigue que (z,.):;"=1 es _ur1a suc;,,.ión de .Ca!JchY , 
en X, por lo que la serie xo + x, + ... converge a algtln punto x de·x tal(¡ue 

Como Tes continua se sigue de 2.9 que y = T(x). ~i; S.¡~ ~ T(B;~~'r ·i;;ntonbe8 
la imagen bajo T de cualquier bola abierta en X, con centro en O, es una vecindad 
de cero en Y y por. tanto es un operador continuo. . ·· ' 

Corolario 2.4.9 Un operador continuo y biyectivo entre dos F-espacios, tiene 
inversa continua. 

Corolario 2.4.10 Si un espacio lineal es F-espacio bajo dos métricás, y una de 
las 2 topolog(as generadas es más débil que la otra, entonces las dos topolog<as 
coinciden, es decir las métricas son topol6gicamente equivalentes. 

De1nostración. 
Sean T1 y T2 las dos topologías para las cuale5 los espacios (X,r1),'(X,r2) son 

F-espacios. Si Tt :5 r2,considermno~ la fu~1ci6~ id~nÚd~ 

(X,r2) - (X,r1), 

que por el corolario anterior es un is6n1orfisn~ri;:_por t~to, T¡ = T2.• 

; .·- ,-_·-

2.5 Ejemplos .. .',,~i',;;.;,,~;;;t',;:~~;~L,,._ 
En está sección veremos algunos ejemplos de·F'.7_cspacios.que no son localmente 
convexos y fallan en tener la PEHB•(ver Definición 1.2.37). · 

• - ' ·-:·: < ,·. ,_ '·"'· ~ ', .. ;'-" •• -, ::' ' 

Ejemplo 1 Lp = Lp[O, 1], con O < p < L &~.;_.;;. ~Í:espa;,io d~ fu;1ciones Lebesgue 
medibles en [O, l] para las cuales .-., .. , ·' .. ··: !,'..,.· -,·_.. 

i ·, >.{'!-.:~~,1~A·/- _ 
11111p = I 11ctw dt < CX>. 

o 
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con la convención de. identificar. l..;; .funcio'ncs• queLlnig;,ales .<:asi, donde 
quiera. llfllv es u1;a F.~í1Ó_rrn~'.~n.L;.~?n.~'C'.'P~~ó,n).~~':'alé.~?:~pleto; o 
sea, Lp es un F-cspacio .. :.~ás_a_~n;.csa;n~rmB:- ~\~n.a_p.~nRf7!'ª1 :CS decir, 
para todo escalar X se cumP1e'.::_'".~ ,~~·.,;',· .. ~-····. <·.:::··:::.-.: .-:-·~~'.:· ·· ·- ' 

.,:"}:.~t~fü~:Yíi:t;:t~h11]íi;';:;:;;,~,t~~;·: .. ·.· ·,;·· .. -
'.-.: 

·.~-· 

1 .- .. , . <%f.,",:-:· --:~· .'···-' .. ··-~-:. - - :;t¿ . ' 

llu•llv ~J lu;(t)lv dt;;, 'j:'~j'(i)¡¡,J?~'/•v J. IICtliP dt = é- 1 llfllv <r, . 
0, :Cj-l ~ Zi-1 

así cada g¡ está en V, que es convexo, y por consiguiente}=-~ (g1 + ., .. + g~)-~_V . .. 
Por tanto, V = Lp., de ~onde L¡, nO es .localmente convexo, ya· que· no· cont~chc 
subconjuntos propios que sean convexos y abiertos.• . ' . . .... 
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Corolario 2.5.3 Sea T : Lp --+ Y una f,.;néi6i.·1ini,;,1'c¡,niinua de Lp en un 
es¡mcio de HausdorjJ localmente conve:i:Ó Y.· Entoncci{T ,es la 'transformación nula. 
O sea, Lp tiCne dual trivial. ·' _, ·.,,:•.;,:_:.::-_. .. ~·v·,·-··-,;7',-!:-:; ,._",':·.:_-··.--._,.,.,t.' · · 

-.. ~' ;;....: 
Demostración. Sea B una base local convexa de Y. Si WEB entoncesT-1 (W) 

es convexo, abierto y no vacío en L~:)~:ni'onc'~'T(Lp) e W para toda W E B y 
por tanto T =O.. ·. · .....•.. ,. '; · ; 

.\.: .. ' :: -i~:::·:/·":'¡;:,·~>-~Y~~::·:'"·::.::--~,.,_; 
Corolario 2.5.4 Lp no tiene.la PEHB; ·;:o'/;c::{', .\. ;;,:· 

~•mplo' ~~~~.~ < p : L~ •l,f ~]f {~~:;:-º~ ~w~~, <e·>~-• 
Con la _F-n~~mB.'-11~11~:- l¡{és .. ~~-- f 7~~~io. t.' 

Proposidón 2.5.5 lp es· localme~te ~cot~do. ;' 

Demostración. . ., . •:~or, - _.::'.-~- · 
Es idéntica a la demostración hecha para el caso Lp, de hecho en esa pru<!ba 

lo que se uso es que la F~·normaes,también.una p-norma, lo·cual .. en' este caso:: 
también se tiene.• ' · · · · ' 

Proposición. 2.5.6 , En. lp .exf8te11 funcionales lineales. continuas n<>. triviales. · 

Demostración~ Se,;,'p~, la funcional lineal definida por Pn c(x,)~ 1 ) = Xn. para 
cada (x;)~i E lp. Esta una funcional lineal continuas ya que para n fija y ~ > O 

Corolario 2.5.7 lp tiene la PSP. 

Nota 2.5.8 Contrariamente al ejemplo de Lp, en este caso acabamos de ver que 
lp contiene suficientes funcionales continuas co1no paro separar puntos, sin em­
bargo veremos más adelante que no tiene la PEHB y por tanto no es localmente 
convexo. 

Tuorema 2.5.9 Sea (X, T) un F-espacio. X contiene un subespacio propio 
T-cerrado y débilmente denso (PCDD) si, y sólo si, X tiene una imagen lin­
eal continua en un F-espacio de dimensión infinita con dual trivial. 

Dcn1ostración. 
=*) Supongamos que X contiene un subespacio PCDD , digamos K. Entonces 

X/ I< es un F-espacio y es imagen lineal continua de X bajo la función cociente. 
En el capítulo 4 se probará (Lema 4.1.7) que X/K es un espacio no trivial con 
dual trivial. 

Supongamos que I< tiene codimensión finita, entonces existe un espacio H 
de dimensión finita que es complemento algebraico de K. H es cerrado por ser de 
dimensión finita, y la topología en él'inducida por T es la de un espacio euclidiano. 
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Entonces H tiene una funcional lineal continua·Jio trivial que puede ser extendida 
a X, definiéndola co1no cero cu I<, de 1nanera continua; ya que H y l< son ccrfados; 
ésto contradice que K es débilmente denso. (Proposición 1.3.8). Por tanto, I< tiene 
codimensión infinita. 

*')Sea Y F- espacio de dimensión in.finita y con dual trivial. Sea T: X-+ Y 
un operador lineal, continuo y supraycctivo. El subcspacio kcrT es un subespacio 
propio y cerrado de X. Afirmamos que kerT es débilmente denso. Supongamos 
lo contrario, entonces por la Proposición 1.3.8 existe f E X' no nula tal que 
/(kerT) =O. Sea q: X-+ X/kerT la función cociente. La funcional lineal J 
en X/ ker T dada por la fórmula 

foq= f. 

es continua y no nula en el cociente. 
X/kerT es algebraieamente isomorfo a Y vía el operador S dada por la 

fórmula 
Soq=.T, 

y como Tes continuo se sigue que S también lo es y por .tanto, Ses un isomorfismo 
por el Teorema de la función abierta.·Asf, 

s-1 o¡, 
.. , ::f~ .'. ·' ..... ' ' , . 

define una funcional lineal continua no trivial en Y, .lo 'que contradice la hipótesis. 
Por tanto, kerT es débilmente denso.• ' · 

r •'.'¿,' 

Teorema 2.5.10 Todo espacio p-norrnad,;,'cor?o~·'j;,< .. 1, completo y separable 
es imagen lineal continua de lp. · '.;_-·: · -

·,:1-.,.-.::;L'-";':::' "• -,_,., 

Demostmción. ; :~··:·_ · . ·:.· 
Sea (Y, llJJ) un espacio p-normndo complcito"y:~ep.;,rabÍe; .:!n particular Y es 

un F-espacio. Sea A ~'.{~~{~é~L~\~f;~;('.t~'::~~t~';':':''/, .)>' . '.· 

un subconj';'~to denso de B = {y ~ ~;;,Jvll,!;,P,::~i}:.;~; (;Zi)J;,if\lp y ~y k son 

enteros pos1t1vos, cnltl:,"'·n=+cnkesz,·e,'·ll''''.~.· .. :J;,;~·~'};l;; 1K'íiS';'i".' :;,, ·.· 
L.. :5'. :l21i:i;ein:=: Blz;JPlle~ll · · 

i=:=n 'r~ "-i j=n 

11.+k :.; ~·' 

~.L:lz/e; 
'' '": i.7,"_'~':,.·;~ ~-. r ~ 

P<?r tanto, la suécsión 

(tz;e;) 00 

es de Cnuchy en Y:y co~verge aun elcrriento .f:. z)e;: 
J=l n=l .· . i=l 

Definamos T : lp -+ Y como , 

00 

.T(z) '." ¿z;e;, 
' j=l > ' 
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de donde, 

¡jT(z)il .11~.z,cjll 
llzllP' 

y por tanto·~ es_ c_~nÚnua~_- .·.~~····:>-·':,· ;:_. r•: .·· .·-· .,.,,- .. : ·' .. 
Afirmamos que '.l'.(l,,)·.:;:'.Y. Por"f3.',de)a'defi.nición.de F-seminorma, dadó 

y EY Óxiste un eseaÍar s >.·o.""tal"_quc·.IJsyll $ l;.por'c()nsiguiente, para prob!Ú-·. 
nuestra afirmación basta probar:que.dado.y E Y;"céni llYll·s;·1; existe x E lp tal· 
que T (x) =y. Como A es denso"·eu B. existe un índice no t"al que 

, , ;, " .,_ "11.1J~~~ll,;=;"~~~· •. !;. •S. ¡_¡;_,; ·''·. "'' 

entonces y - e"º e 4B i~'.q.;C.n2 (y...:.'cno)ll :52P11~ -~Ii'ií"~~~Jt' · > .,•, ,: 
Como !B c~ntiene c~ma.·~ubconju_lito_ ~~~,~ a_:fA,: exis~C :ti:~ ... Índ~c;e ~?i.1 ta~ que 

· 1w=· !:J1·F:.11~··,;~~.d:t:!h;~\:;;~~~~~r-~·\?'.\é},«• · ., 
. . .... · .. -~. s•::\ . :~, . - ·-· ':"·· :·" . "" - . .,. - CIC) 

Al continuar inductb;amente c5te. proceso obtenmnos una sucesión, (nk)k=o tal 
quC · -···" ··:··" .'-' ·< .. ; '-'····' '?'; :-i~_,:: -·'.,.,._,,,· 7 _:.;-~:1:'i~:•\.: ;.,:.~.~,:~: t;._,r:.':'· ..• ., -· > ! 

1-lu-t ~e .. ,1·1·~ rc,.;-i.·1¡p::,. 

La sucesión x 
pertenece a lp y 

. ,=q· .. 

(Zn)~0 , con z;..,_ = i; para j <':: 1 y Zn =O paran ,¡,.·113, 

T(x) =y.+ 

Nota 2.5.11 Como veremos en el capítulo 4, un F-espacio contiene u11 subespa­
cio PCDD si, y s6lo si, no tiene la PAHB, que es una propiedad de extensión más 
débil que la PEHB. Por tanto, que un F-espacio contenga este tipo de subcspacio 
implica que no tiene la PEHB, de ah( la parte final del siguiente 

Corolario 2.5.12 11,, con O < p < 1, contiene subespacios PCDD y por tanto 
no tiene la PEHB. 

Dc1nostru.ción.. 
Lp es un F-espacio, separable, p-normado, por lo que por el teorema anterior 

existe un operador lineal continua de lp sobre Lp. Como L,, es de dimensión finita y 
tiene dunl trivial, se sigue por Teorema 2.5.9 que 1,, contiene subespacios PCDD.+ 

Corolario 2.5.13 lp no es localmente convexo. 

Deuwstración. . . 
Sabemos que todo espacio no .ioacalmente convccxo tiene la PEHB.+ 

Corolario 2.5.14 Todo F..:.espacio_qú~"tÚne a.lp, con O< p < l,como imagen 
lineal continua contiene s_ubcsp_acios PCDD. 
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De1nostnzción. 
Sen l' un F-cspacio y supongan1os que cxist.e T : Y - lp lineal continua y 

sobre. Al igual antes usnmos el hecho de que existe un operadorT' : lp -+ Lp 
lineal, continua y sobre. Considerando S = T' o T : Y -+ Lp el resultado se sigue 
del Teorema 2.5.9 .• 

Ejemplo 3 HP, con O < p < l. Este es el espacio de funciones analíticas en el disco 
unitario, tales que 

Con la F-norma 11!11 11., H" es un F-espacio. 

Como puede verse en el Libro de Duren (4], HP con O< p < 1 es un F-espacio 
no locnhnentc convexo. Además en este libro se ve de dos formas distintas que 
HP cont.icnc subcspacios PCDD, en la primera de éstas, tales subcspacios se con­
struyen directamente y en la segunda se da una transfortnación lineal continua 
sobre l1,, y se aprovecha el Corolario 2.5.14 para concluir que HP contiene este 
tipo de subcspacios, lo que, corno habíamos nmncionado, itnplica que HP con 
O < 71 < 1 no tiene la PEHB. 

Hny otros ejcn1plos de F-espacios, distintos a los aquí dados, que son no 
localmente convexos y fallan en tener la PEHB. Sin e1nbnrgo, estos no son tan 
conocidos e interesantes; n este respecta se puede consultar (18], de Shapiro. 



Capítulo 3 

Sucesiones básicas en 
F-espacios 

Este capítulo es el primero de los que constituyen la parte central de este trabajo, 
aquí daremos las definiciones y propiedades relevantes sobre bases y sucesionc5 
básicas (ver [6]) y principalmente desarrollaremos el artículo [9] de N.J. Kalton 
en el cual se da una forma de construir sucesiones básicas en F•-espacios bajo 
ciertas condiciones, lo que se utiliza más adelante para demostrar la existencia de 
estas sucesiones en F-cspacios no minimales. En la última sección veremos varias 
aplicaciones de los resultados mencionados arriba, entre éstas destaca lo que ya 
hcrnos anunciado en el prólogo, es decir, que todo F-es¡1ocio con la PEHB es 
locahnente convexo. 

3.1 Bases y sucesiones básicas 

Definición 3.1.1 Una sucesi6n (xn)::°=t en un e.l.t., (X>r) es lla~ada una base 
to¡10l6gica {b.t.) si para cada x E X existe una única sucesi611 · (a;.):;o=·l en 1F tal 
que 

·',• 

A cada b.t. (xn) en (X,r) podemos asociarle la ;ui:esi6n (f,.)~,i{ e1l·x~; donde 
;.' .\ 

.Cada In es llamadÓ un cOefi~~~t~ /uri:io~al (as~ciado a (x,.):;"=1). 

" '. ,. , :·'·:·:·- .. -- ·.,/ .. ~.~·- ':,\ ->"".~-·~·-'_--.~'/·_··.-,~':·:· .. ·.'":· ·.~. :' ... •- ·:· ,,_.;~ .· 
. Claramente, {x;.,J~}~,,;i.es ún. sist.ema biortogonal, es decir.f;(x;) = 'c5ij (delta 

de Kronccker). · ·· ' .; '.," ' ·.·::; '· ' ' · · ·,. · , • ,. 
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Para·refcí-irnos·R una b.t (xn)~=-i ,~":u.~ :x··,.a·.Veces escribiremos 
{xn, fn}::°=l par.{ resaltay que los coeficientes. fui1~i¡,lialés a.Saciados a la b. t. 
ex,.)::°=! son los Ín· :. · · · ,· .. <. · ;.:.;: 

. Defini~ión ~-1-~ ;ea·{¿S·~}~~i uncí b:.;'t/paraun e.l.t. X' Para cada n 2:: 1 
definimo,s el operador : ' • ·,· '.'.\ :•· ;;:: " '·: , ~(.::C; 7 .: 

· . . ·•·.· .· ... > ;O]· ,' ,·,;~: •· ...... ; i•';,~.:;,~~!.~f ~.f ;~,f¡¿~)ry? .. ~ .• 
al que. llamarios la n:':-ésiina priJyecci6n:~,j_i:i~d!',~':'}a base. e":'n)~1 , o simplemente 
la P!""yecci~n n~.ésinia:·· · · · ·· · ·· - ··: .,· 

Defini~ió~ ~.1.3 Una suéesi6n exn)::°=i ~n ;¡n e.l.t. ex:·~) ~~ dice que: 

i) es w-linealmente independiente (w-l.i.) .si L:::"'=i anxn =O, donde (an)::°=i 
es una sucesión en IF, implica an =O para todo n 2:: l. 

ii) w-genera un subespacio lineal Y de X .si cada y E .Y se puede expresar como 
E~=l anXn para alguna sucesi6n (an):=i e~. F. 

Proposición 3.1.4 Una sucesión en un e.l.t. ex,r) es u;,a b.t. si, y s6lo si, es 
w-l.i. y w-geriera a X. 

Definición 3.1.5 Una base topológica (xn):;"=l eri un e.l.t. (X, r) ·se !!amaro una 
base de Schauder (b.S.), si cada fn E X'. ·. 

Ejemplo 3.1.6 Conside1"Cmos el F-espacio (w, 1111) de todas las sucesiones reales 

(Ejemplo 1.1.47) y la sucesi6n (en)::°=! dadd~or~;.;~)(~,Ó'. ::) ·. Tomemos 

x = (xn)~=l en w, ~~ cualesquiera_~os entC~~}'.~~~~~~~~:~~~ .. -~~·~.-.se tien~ ·. -

00 . . ' '. . . '; :.:~' ~··. -~'., .... ' - ' 

de donde, :~::::>xnen coriverge ax, es decir ee,;):;"=l ¡es' una .basé . .'topol6gica de w. n=l ' . · . ., .... ,,:>·' ',: ·. · 

Proposición .. 3.1.7 Todo F-espacio con base es separabl~~r· 
. . . . ' :-, -: ... ~ ~ 

Definición 3.1.8 Una sucesi6n (xn)~=l en un e.l.t_ ex',.;:'.)·¡; üi{mii.d'a: 

(a) Completa en X si [x,.]~=l =X, donde [xn]~=l = {;n : ,;,~~ {)/ ~;"{;;,:\·~~ l} 
e.• el subespacio lineal geriemdo por {xn: n 2: l}, y; , . · · · ·· 

{b) Schauder básica (S.b.) [resp. básica}} si (xn)::°=i es una b.S. {rcsp. b.t.J de 
{xn)~=l' 
En algunas fuentes una sucesi6n ex,.)::°=1 ~n X es llá;,.ad'a una sucesi6n 
básica si (xn)::°=l es una b.t. de la cerradura de {xn : n 2:: l} en la compleci6n 
de X , esto facilita el enunciado de varios resultados, pero la consideramos 
menos natural, por eso escogemos la definici6n aqu( dada. 
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(c) RegularScha,¡d~r b,;_,,ica (S. b.){résp. regular básica)/ si (x;.)::'.;,1• és Schaudcr 
básica (S.b.) {resp. básica)] y está alejada de O, es decir; existe una vecindad · 
V de O tal que Xn ~ V: ·para todo· n ;:::: l'.· '. · · ... ' .:. ·. · · . · 

Proposición 3.1.9 Sea (X,r) ,un .e.l.t. con base (x,.,fn):;"= 1•••• X ·es Ú~morfo 
(lineal y topológicarr:e_ntc) .al espacio de sucesioríés ' " · 

~n JF: ~ anXn conVe7!Jé·:~n:;r= •·, : ··v = {c;,,.i~1 
{(an):;"=l Ím.IF: fn(x) =a., paro algú'!:x.EX u, todo n ~ 1}, 

cuando en éste se considera la topología de identificación determinada por el iso­

morfismo lineal u: X-+ y' da.do como u(x) ,,,,; (an)~~ ,'paro x = ~ UnXn· La 
n=l 

sucesión (e.,)::'= 1 ,donde en= (~,o,.-)'. es una ·b~e topológica d

0

e Y.que 

es de Schauder si, y sólo si, (xn)::"=t e8 de Schauder. 
Observamos que si (X, 1111) es un F• espacio con base, ·entonces la topolog(a 

considerada en Y está dada por la F-norma ll(a,,)::"=1 ll. ;,. IL~1 a.,x.,11: 

Demostración. _ . : -. _ ~ " - -
Para probar la última afirmación observamos que cada coeficiente funcional 

Pn asociado a (cn)~=l puede escribirse comÓ_/n o:.u-::-_~_. ~ ~n1 así Pn _es continua si, 
y sólo si, /n es continua.. - _ ,_ - '_':- · ·-- _ · · · . 

Lema 3.1.10 Sea {X,lllD un r-espacio.C:onb. t. (xnl::'=t· Sea> 

• 11•;tA~f 11~1f ll :;. ·' ·· . 
00 - . ·. ': . . ., - :. :·_·~-· . >·. . 

si x = i~ a;x;. Entonces 1111 1 c5 un~F-norma en X ;i.::Uxll,:;;U:i:lli.· 
' ' , . ·.·. 

Teorema 3.1.11 Toda base topoÍÓgic,; para un,F--:.":'pacio ~~e· Schauder. 

Demostración. 
Por la proposición anterior podcn1os tomar a X_ como un espacio de sucesiones 

con base {cn):;"=l y con su topología generada por, Úúa F-norma monótona 1111 • 
Sea Sn la 11-ésima proyección asociada a la base (e.,)~ 1 y 1111 1 definida como en 
el lema anterior o sea, 

ll(a;)~.11 1 =sup llÍ:,a;e;ll ·. 
nEN i=l, 

Entonces 
llS.,(x)ll :;; llxll 1 Y llS.,(:i:)ll 1 :;; llxll 1 , (3.1) 

para cada n ~ 1 y x e'x. Por co~sigui.ent~, c.;_da Sn. es continua en (X, lllltl· 
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Sea n ;::: 1 y So = O, 

Pn (x) Cn = Sn (x) - s .. -1 (x) ~ 

para t.odo :z; E.)(. Así, 
llPn (x) cnll1 ~ 2 llxll1, (3.2) 

de aquí se sigue que P .. es continua en (X, 1111 1),ya que si (z.n);;;"=I es un sucesión 
en X convergente a O, entonces llP,.(z,,,)cnll 1 - O, cuando m - oo, lo que implica 
por 9) de la Proposición 2.2.4, P .. (z,,,) -->O, cuando m - oo. 

Como 1111 ~ 1111 1 , basta probar que (X, 1111 1) es completo, ya que entonces 
tcncn1os, por el tcorcn1a do la función abierta, que la función 

i: (X,1111 1)- (X,1111) es un isomorfism.:i~ 

Sea (un)~=• una sucesión de Cauchy en (X, 1111 1). Supongamos que para· cada 
n !:: l, ª" = (Unk)r;, 1 . Por (3.2) 

para toda k ~ l. Por 10) de la Proposición 2.2.~ la~ucesiÓn (~k)r;,¡ :;;,(Pk (a,;))r;,1 
es de Caucl~y. ~ara cada k. ~ .. ~-~ Sea ~~ .~<J.!_.1~~c:~.'~-~-;~ ~~~~ .. ~~~-~1~~:)~1~~~ª~"~.~~~-· ':!~~., 

'f. C<kCk c.:,nvÓrg;,. ei{ c:X'.'1111);, ' •...•. · · • 

.Para r, s enteros p~s¡~fJl~!·te~~~t.z,t~fl·,t;;¡;,~:~.~ f'.;:'.b; '. ,: ' 
. . - .. ; ·,:· ~ .'(»-' . ~ .·1· 

lls°'kCk11-~·11J~~~:ª~~CklrL J;i llE'ilnkckll · · 
k;r __ : _:;< -;'.>:. ~,,:~~->~· ~.:·:;·:~f;~-~-~J:>;t~·~,;:;:. -~; -'>:/ :'~ .:';-_ ._-: '-~-=r_., ., 

Dado"> O, seaN:>'O tal cjÜe.sCn;',;¡:.~.•N; entonces 

Para n. ~ N·.t~ri~~~·L:~~:.)_j) •• lJ;if 2-~:~;:~~I?<. ·~ .. · '. .·•. . 

• (3.3) 

(3.4) . 

.• 11~~;._~k11·,~:11~::é~~?:::~JS'étll ·~ llt'ª·~~~~11 < 4"; 
para r·y s· s~:,;i~~~~~~;{~~-~t~l;f~ ;~:q~e.~ )iSi:.:'.;;.~;¡:~., .. ",.,~-i.·. ·· ·. 

Por 3.4,'.toinÍmdo e!' límite cuandci nÜende' á:~; obtenem;,;:.. 

, '11tt:11A~;~.'.~f ?l~~:~:}p~~¿r ·· · ·· · .. 
esto prueba 3.3, ya que (X, 1111) ·es.cori1pleto:•'''. <·: .. . . ; ., .·, . 

Sea c.= Ek..1 akek y ":> O. Escojamos N.comci arriba; así~ 11, m ;::: N implica 
. - . ; • . . ~ • ~: ;. ' • .· '' . r ·.. • - . 
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por lo que para cualquier s 2: 1 se tiene 

entonces por la definición de 1111 1 concluimos 

llan - all 1 < € si n;::: N, 

de donde, (X, 1111 1 ) es completo .• 
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Corolario 3.1.12 Si (X,rfes un F-espacio no nulo y X'= {O}, entonces X 
no tiene un":. base ,top~l6gica .. ·,. _:o .,:" 

Corolario 3.1.~~ Si (:Lj~=~ ~ una b;,,e de un ]<'.;espacio (X, 1111), entonces 
existe una nonna 1111 1 en X equivalente a 1111 tal ijue.para.toda sucesi6n de escalares 

(a;)~1 , se cumple· llf5;,~, 11 ,.~; 1: 1~~:;, 1. 1 .... 't ._. ' 

&=1., 1 ··<~ ... !~}:"·'' ,-· 1 

sin~ ni. 

Demostmci6n. 
Podemos suponer que 1111 es'inonót,;;,a. Lá .F-..;orma 1111,.en el espacio de 

sucesiones asociado a (X, 1111> (Proposición 3.1.9} considerada en la demostración 
del teorema anterior tiene la propiedad 3.1. Dicha F-norma determina en X la 
siguiente llxll 1 = sup llL:i=I a;x;ll, y ésta tiene las propiedades requeridas. 

Teorema 3.1.14 Sea (xn)::°=I una.sucesión en un e.l.t. de Hausdorff (X,r}, 
con Xn #' O para todo n ;::·l. Sea'· D ·una familia dirigida de F-seminormas 
mon6tonas que genera la topolog(a 'T (Teorema 2.3. 7). Si ¡mm cada p E D .existen 
q E D y 111 > O tales que 

p (f= ":;x¡) S Mq (E a¡x¡) , 
t=l i=l 

para cualesquiera dos natu~z~: 1n.S. n.~·~diz':1~·!a~, -,~~~- f:!-n-,,.ent~~-;,¿~-.(~n)~t·~~·-·· 
una sucesi6n Schauder básica en (X,r). En particular, si (xn):°=i';~.co!"P.fota,.,n. 
X , entonces r.s .,,.,,. base de Schauder de (X, r). : .. · .. •. '. . 

Demostmci6n. ~~ ;: 1 I<· .:;_~;; ·1 ~~,/,;~,·~:-·;'.:~~;;.:;i:~,;:. ::. -_.. -I' ·_...-;-_, 

La sucesión (xn}~ 1 es w-linealmentC indcp:end~~.nt~~· y~:9ué.si E-~i~1:~~~~:,.~ Ó, 
entonces por la desigualdad 3.5 concluimos que .para cadá p.E~ D existen q·e·D.Y 

1'.:t > o tales que "'~ · .. :: .. ~~ -~-" ~:\:<~·" ~·:;;; .. <:j~-:~-:.>\:;<-.";:::c.::~-~~?;~<~-.;·":·:·. < · ,.. . 

P (E a;x.~). s ú~.{:b d.;:c,},;,, _o} , . . . (3.G} 
- .... i=l . ~.-' . :·._::.<: >~ >:·: }~l· .l(~~i ,, ::· .. ~;': _·.:::<:~~·~·:~:_,;-. .=:-~ . _ ;;\·:·, ': 

para todo m;::: l. En particúlai p(a1xi)'.~ o·para' una 71 E D .tal que p (x 1) ¡,O, 
por lo que a1 =O (ver 6) de la Prop0sición 2.2.4kSilpongamos:qu'e se ha probado 

• • •.: . ·, ._":_ e;'<· ·• <·· •\·" . ' -' :·,. ,· .. , 
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queª"' =O para m < n. Ent;,nces· por la de8ig..;'aldad 3.6 se tiene que p (anXn) =O 
para una ¡1 e·D tal que ¡;(x,.) #.O y c'ntonces ª"~O. 

Para cada n ~ 1 sea X,. =,{x.-:.i':5'i::; n),el subespacio lineal generado por 
{xi: i = ·1, ... , n}. Introducimos las fufici('.;ne8 · · "·· · · 

::·."" .'\···:;· .. -, _:.<' 
definidas como 

P~,,. (~:~:,): ~':{' :,~·~x,·;~s/1.nn::;>= 
i=l . . • L: c;x; ... 

• •• ~ <. ·: •• ,~~~<~~~~ .... :¡~: ,.}~~.~~.:~i ... 'v.·;·:·~~'.., < ... ,.·:_ ... '· 
Por la desigualdad (3.5) .Pnm ·es· un óperador. lineal 'continuo para cualesquiera 

11
y n;~~·- :~)~~~-::::~I~~--~~-W~~:tr:~;~;~.:::~~}D .. : ... '}\~>;. -_~'.:i,:-

, ·<-.. , .. ; .< .. /.'t--3P~~~?' !:ti/~<~:t-~;; ::.<: ·"·-~:·-:"-.' 

y= ü Xn y p.;.: .Y¿.f,,;~~ ... po~ P..;.(x) = P,.,...(x) si X E Xn, 
n=1 .. -- -·F ;?~,V:, __ :·>r:-;:~:·/·;,_- 1 >.~-- .. ·~ 

cada Pm es también continu~; .pclr~~~; {Xn : n ~ 1} ~na cubierta cerrada de Y. 
Denotemos por Pm a la.única .,,¿tensión continua·a Y= [xn]::"=i (={xi: i;;:::: 1) ) 
de P,,. . Probaremos que.(Pn.):::,;;;; es una sucesión equicontinua en Y. Sea y E Y, 
entonces existe una red (Yo)· en y· tal que y0 '--+ y. 

Dado p E D; sean q·e.'D ·y M >.O como en (3.5), entonces 
<.<;.·-:·-'; ,. ·- . '· . -

· p(P,,.(y0 )) :5 Mq(y0 )) para todo o y 7n 2::: 1; 

de la continuidad de Pm se obtiene 

p(P..;.(yn)) -,op(P,,.(y)). 

q{yn) -o q(y), 

y_~ntonces - ~ . 
p(P,.,,(y)) ::; Mq(y)'para todo m;;:::: 1 y y E Y; (3.7) 

de do1~dc, (~':n):~ 1 ~ cq':1icontii:iun ~n O y por tant~, en Y. 
Sean p e ·v; y e·}' y·,;.•:> o, existen q e D y kf, > 

desig\,iildad'(3~7r Sea ·· ··'" · • 
O que 'satisfié:en la ' . 

___ r.~ffiax{p,qf; -·« '.":-.. - / ¡, 

existe.z e XN •. para alguna N, tal que r(y- z). <E, ya qu;, y e 'Y'·y ~.e D .. , 
Por. (3.7) Y.Y.ª que Pn(z)·7,z.si.~ 2::::N, .. tenemos · ·. · 

p(Pn(lÍÍ .'.;:]¡) · 5_ 1;(?,;cii)':'.::2:) + p(z - y). 

. p(Pn(y-,-z)):+-p(z:"7y) 
.:. '$ Úq(y' ::_' z j'~ p({~ ~)' ·~·. 

S '(Ú + l)r(y ~ z) < (M + l}E, 
. <.:..' ..-. l'~'.-' ; 1· '" .. _ - ' - . ' ~~ .. , t • • • - • • ' -: 

para todo n 2::: N, es dccir;iirit:Pn(ilJ;;, y en y~:. '" 
n --· , . . 
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Definimos f; E V' como f;(y)x; =o(P;-P;..'. 1 )(y)~ ~ónd·e.Po·=· O; entonces cada 
Íi ~continua y /¡(x;) =·6¡;- Por consiguiente, ~ ~-· · 

·,_-_¡,• 

Pn(Y) = E f¡(y)x; para Y E Y 'y iÍ =: 'E?;~y);¡,i 
i=l . i=l 

Por todo lo anterior (xn):;"=l es una base de Schauder de Y~, 
por tanto, una sucesión Schauder básica de (X;r). Por. supuesto si 
completa tenemos entonces que (xn):;"=1 es una· b.S. de X.+-··. 

[xnl::'°'=1' Y 
(xn):;"=l es 
(•.,, 

Corolario 3.1.15 Sea (xn)~=l una sucesión de términos ~istintos de cero en un 
F-espacio (X, 1111) y supongamos que [xn]:;"=1 = X • Entonces, (x,.):';°=1 es una 
base de Schauder en X si, y sólo si, existe una F-norma 1111 1 equivalente a 1111 
para la que existel\I > O tal que " 

panz todos n,rn. EN, con. n 2=. 1n 1 y escalares a}, ... ,·nn. 

Demostmci6n. 
Esta se sigue del teorema anterior y el Corolario3.L13.+ 

Corolario 3.1.16 Toda subsucesión de una sucesión básica en un F-espacio X 
es una sucesión btisica en X. 

Definición 3.1.17 Los coeficientes funcionales fn y los operadores proyección 
Sn pueden definirse en (x,. : n ~ 1) para cualquier conjunto {x,.}:;"=1 linealmente 
independiente de vectores en .,Y, Tn.cdiantc las Jónnulas 

n 

fn (x) = ..\,. y S,. (.r) = L..\;x; 
i=l 

00 

si x E (x,. : n ~ 1) y x = L ..\;x;, donde, por supuesto, >.¡ = O excepto para 
i=l 

un nthncro finito de índices i. 

Corolario 3.1.18 Sea (x,.):;"= 1 una sucesión l.i. en un e.l.t. metrizable (X,r) y 
sea [xn]- lu cerradura de Y= (x,.: n ~ 1) en la compleción de (X,r). Entonces 
(xn):;"=I es una b.S. de [x,.J- si, .y sólo si. la sucesión de proyecciones (Sn):;"=I 
es equicontinua en Y. Obsérvese que si (Sn)~=l es equicontinua en Y, entonces 
cada S,. puede extender·se a [xn]- de manera que la nueva familia, compuesta por 
lll.s extensiones, es equicontinua. 

Demostmción. 
Supongamos que (xn):;'°_ 1 es una b.S. de [x,.1-. Cada Sn es continua ya que 

así lo son los coeficientes funcionales f,. asociados a (xn):';°=1 que están definidos 
en [x,.J-. Denotemos por S,. misma a la única extensión continua de S,. a [x,.1-. 
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·Como (x,.)~=l es una b.S. de [x,.J-, se tiene que S,. (x)-+ x para x E [x,.J- de 
donde {S., (x) : n ;::: l} es acotado para cadn x E [x,.J- y, por el Teorema 2.4.4, 
(Sn)~=l es cquicontinua en [xn]- y por consiguiente~ en Y. 

Invcrsarncntc, supongamos que la sucesión de proyecciones (S,. )~=l es cquicon­
tinua en Y. De nuevo denotamos por Sn 1nis1nn a la t\nica extensión continua de 
S,. a (x,.J-. (S,.):;'= 1 es entonces equicontinun en (x,.J-. Las extensiones de los 
coeficientes funcionales /1 a [xn]- forn1an una familia continua. 

Sean x E (x,.J- y (ym)~=l una sucesión en Y tal que Ym -+ x. Debido a la 
cquicontinuidad de (Sn)~=l tencn1os 

.. " 
S,. (y,,.)= LÍ•(Ym)X; - S., (x) = Lf;(x)x;, 

i=l i=l . 

cuando 111 - oo y uniformcn1entc en n. 
Además para cada y E Y y cada n ;::: l tenemos, S,. (y) --'> y, en particular 

Sn (Ym) - Ym, cuando n - oo, para cada 711. 2:. L 
Sea E > O, elijamos AJ y N positivos tales que " 

< E 
llYM - xll < 3 y ns .. (YM) - S,. (x)ll <::,3 para tod1u1 :::·.1 

y 

JIS,. (YM) -YMll ~. ~.,s,i/~ :::.;;)';,.,. 

Entonces, 

!IS,. (x) -xll 5 llS,.(yM)-S,.(x)ll +llS,;'(yA;)__:iy:lfli-f. li~M _:.xll << 

si n ::: N. Por tanto, S,. (x) -+ .x de .donde«x,.)~ 1 es.una base. de Schauder en. 
[x,.J- .+ :· <; .... ," .., " . 

Proposición 3.1.19 Si (x,.)~=l es una s~cé~;6~'bá~'i~á2;~;~j~:,:,' l~ compleci6;, 
de un F" - espacio (X, r), entonces la succsi61~. (f ;.):;'=·!' de~ fum:ionales asociadas 
es equicontinua en (x,. : n ::: 1): · · · .. · ·. "¿ ,., · · ' " 

'· '-.~~ .. '; :)";· 
Dmnost.ración. ;··: .. · .. · .. > .. - : :· ·: . :· 
Sea 1111 la F-norma monótona que define a r:.P.or'el Coróh1rio.3.L18 se tiene 

que !ns proyecciones S,;(x) = f:: f; (x) x;, para ,:::2: ;i;~; ;,;,,;¡;;;~ ?;. ~ i) forman 
i=l . - ;'"; _·<·:- ~:<-,::: ·.· .. -.: -·--. - . -

una familia equicontinua en {xn: n;::: 1). Supongamos.c¡u(?,Un)::°=;i nO, es.equicon­
tinua en {xn: n;::: l}; entonces existe un natural r.tal qi1., para.t.odó:6 :>·a·c.X.istcn· 
X6 E {xn : n ::: 1) y n6 !:: 1 tales que '' '_. · "¡',~ .. ~'.'. ;'.'~ ,,.. ' 

... ~ ·";· ·- ·.-~;;;¡ ~"-2:·~·-·r· -: .. ~<:.:i.~ 
llxóll < 6 Y. IJ,., (x.S)J ::::;; .:, J;.,,, 

Por ser (x,.);:'°=1 regular, existe..\> O tal qu~'¡jd;;!'¡¡' ;;;'.'';.·¡;~~ª todá .n::: l; y 
en vista de la cquicontinuidad de (S,.)~=t existe 60 > O tal qu" .llS,.(x)il < f;: si 
llxll < 60 y para todo .n ;;::: l. Así,. , , ·' . .;~. · 

« " < l ..: < ,«· .. ,J,.-:¡.;>;·;;;> ·.·'. 

llfn (x) x,.11 < ;..\ si, llxll «.60 y p,U,a todo n ;::: l. (3.8) 
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llln,0 (x~0 ) x,.,0 11 = llllnd0 (x6~)' Xndoll;,: 11;~n~! 11 ~·:~.~~·,).;e . 

lo qu~ c;~~l~~dice a 3.s:•; . • < '. :'•;·; :!;~~~ .t:~{;;:·)~t:.::: fr '' .. 
Definición 3;i.20, Una sucesión (xn):;"..;1 en':unre'.l.t:',_(X;'.r)'"es:'lliimaaa 'sémi~ 

ob::~,: :':t·' ··~. ;l'.· ~f'ri11F~J¡;~f i~i:fü~\{ .· .. · 
Proposición 3.1.21 Una súcesi6n z;i.'(x;;):;".;¡• ·e~•semibáSicii'en'(l;\i:)'.si, ¡jsólo 
si, Un):;"=, e Xb, donde Xo,,;. (x;.;·n:·;::·1};!Í (l..;):;",;,i:es'.La'S,üc~i6n 'de:~oejicientes" 

fun:::~:~;;:~dos ª (x,,)~~~ \;;';~fa~:f ~~~,¡i:'1J~·~li;};/:¡i.:i;})i\,~.3":-NJ;· . . . 
Supongamos que (xn)::"=i .es sermbás1Cl0.; ·f.'ara;cada' n:~:1;:se":'.1Vn el núcleo 

de In; entonces N,, es un hiperespaciéi''dé;·xó:1iEs·díiro:ciüe'.Ní<= .(x/: i ~ 2), y 
con10 x 1 </:. Nt se sigue que' Ní es cCir~CJ'íin ·Y·;·~pu~· eii'~téO:ca.Sa··se c·anti-adicc Ja 

m~:ª~~ad2~e N,, por tant~_:·e:~z:i~~·!!~~Jir~i!I1~,~~~~~.J:.:~=:~1r::{'·2~· .• · .. 

N,, = (x;: i .,¡,. n}.•=,:(xj·: i•:< .n):+(x¡ :i >.n}; 

asf, 
N. d(x>;i;<:n}+'(x~:i>n) 

' ,~· -~ ::>·'. .. : ·~ .• ·1.·: i:t-_.<:.• ;,.'·. . ... , .. ,· , , 

por ser (:~¡ : i <,.n) de dimensión finitá'. •: 
Supongan1as··qué''xn ~. N 11 ," ~iit'OnCeS , 

n-1 
Xn=LtiX¡+y, 

i=l 

donde y E (x;: i > n). Como x,, ~ (x;: i > n), hay un primer índice j entre 1 
y n - 1 tal que t; .,¡,O, de donde obtenemos que x; E (x;: i > j}, lo que es una 
contradicción. Así, Xn ~ Nn y por consiguiente ~Yn es cerrado en Y y fn es 
continua .. 

Recíprocamente, si (f;)~ 1 C Xb, entonces cada Nn es ccrr.;,do en Y ya que In 
es continua en Y y por tanto, x,, ~ Nn = N,,. Es decir, (xn)::"=I es sernibásica.+ 

Corolario 3.1.22 Toda base de Schauder en un e.l.l. X es una sucesión semi­
M.sica. 

Definición 3.1.23 Sean (x,,)::°=l y (Yn)~=I dos sucesiones, con Xn # O y Yn # O 
para todo n ~ 1, en un espacio lineal X. La sucesión (yn);:"=l es llamado un. 
bloque básico (bl.b.) con respecto a (x,,);:"=1 , si existe una sucesión de entems 
O= mo < m¡ < ... < 11ln < mn+I < ... y otro de escalares (a;)~¡ tales que 

Yn = ~ a1x1, pam todo 11 2:: 1 
i=ntn-t+l 
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Teorema -3.1.24 Toda sué:e~i6n que es 'un':bl;,q~e b6_,jico· con respecto a una base 
ele- Schaudm· en un c.l.t. X, -es :una ·suc~~~~~ bás~~a, en_. ese espacio. 

Demostración. . -· : ,.'.'<.'. _ ~-
00 

Sea {xn;/n}:;:.1 una b.S. en X y sea (Yn):';°=1'_',=· (Ei.:.':n • ..:,+1ª;x;),;:=l un 

bloquebásicoconrespectoa(xn)::"=t· ',. :·:r- .. ;.:.,·,, .,,• , __ ,,,_.. , .-. ,. 
Como (xn)::"=t es linealmente independiente, (y,;)~¡ tlllJlbifa1 lo es_ y ade~lls .-­

(yn)~=l es semibásica ya que si Yk e (y;: i > k) para,alguna:k;".ntonces se tiene 
que Yk = ¿:7,,:,•,,.._,+1 a;x; e (x;: i > mk) , pero e5to'.na cs:po~ib~é ya que (xn)::.í 
es sernibásica, por ser base de Schauder, y Yk ~O. _ , __ ;·-! __ : .,,·-._ -· :.· ~-:.. )·~~~·· ·-: .. ·.u,_._ 

Por la proposición la sucesión de funcionales (lin)::"=I :- a'.soéiá.da. a··. (Yn)::"=t ;,,. -
una sucesión en Y', donde Y = (Yn : n :::: 1) • Deiiotéiriaspor-'J;i;·niisma ·a.1a:unii:a -
extensión continua de lin a Y. r . · .. :~_- · .. -.··,;: :r~·~·:/:~i~·;).~~(t~;{~·~;~::~~;._:;·~~~;~:~-~-;_ ~--.. L'.~--~ 

Sea y e Y, es decir, y= ¿: 9k(Y)Yk· Para cada:--;{:e,N/síi'tieíiemj-1 +'1 ::;. 
k=1 . _· .· .. ~;- .. :<;.' ... '._.;< .. : :<''.· ~:~:·if.\:.~, ·.·:-:·I .. ~;\ 

i::; m; para un entero positivo j. Si 1 :5 j :5 r, es claro que,'<'.:·,.··-> ::.::J . :;:,»,,.:,. 

Esta igua~ad es también~:~:~: ;jz~~;[!f~i[~::~~~~~j}Jl~@~.;[~~3t,'· 
Para y e Y, existe una red (zd) e Ytalque.~.:i-~.Y y entonce5 - '_ - ; ,.-. -. 

f;(Zd)=,h;(;d~Úií~ík -: 

de donde al tomar el límite obtenemos 

Í;(y) ~ h.j(y)f;(ii;); ;; 

es decir, (3.9) se cumple para tod;. y e v.'.Asr:'?ar~''u e Y:' te~emos 
.. ";-..l<·..:··." ·.:.,'·· ·' . >• 

00 -

Y = L:f;(y)Xj 
j=l . . 

E ( E f;(y)xi) ~-B --b- , hj(y)f;(yj)X; 
j=l i=rn¡-1+1 . ·.j~l i=mJ-1+1.~~ 

L:h;(y) E f¡(yj)X; = f=,.j-(y)y;; 
j=l 'i=m¡-1+1 j=:=l 

y, por tanto, (Yn)~=l es una base para Y, es decir, (yn)~=l ~-una sucesión básica 
en X.t 

3.2 Topologías polares 

Definición 3.2.1 Sean p y r dos topolog{as lineales en el espacio lineal X. Dec­
imos que r es p-polar si r tiene una base . de vecindades de cero formados por 
conjuntos p·cerrados. · . 

Por ejemplo, toda topología localmente convexa -r en X es u(X, X')-polar, 
ya que T tiene una base formada por convexos y cerrados y éstos son u(X, X')­
cerrados (Proposición 1.3.14). 
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Proposición 3.2.2 Sir es p-polar en X, entonces.r.puede.~ertienerada por.una 
colección de F-serninonna.s 11io11ótona.s {ri

0
: a e· A} ;d~ la'.Jorma~;·,:_ .,-

• ·O: .•• _'·•; ·:· •. 

1¡,.(x) = sup {,\(x): ,\E A~} · .... ··. '. ,, . .. · 
·, ·:, .·::: ··:~'._·:: ... :_·: ·:,-.::.i<'.'.\.~~Y··::·~~:~t-.. :·:·'::,\·,;··:-:>:.'1 ·::·· 

donde A 0 es una colección de F-seT11i.norma.'i". m~ndto~as~.~-c°.ntinuas. Si T es 
mctrizable entonces T puede ser definida por una:'s'i>la'F:"J'oni.a· dé este tipo. 

' '• '. :"~·· ",'•,·~Í'.C• ;~:;('-i~~~~_JJ.~~\~t.~);!:~:t:s;~~·~if:':.> \,:,: -
De~os~mción. _ , . . .,, .. · : .·:. ~--,. ,. -~~·:-':~, ;~:.::)_:~º"<'.::.~;t;?~~{.:;~--)i~_:<, ':_ . _ 
Sea {-y0 : a E A} una familia dirigida de F'"'-seminiirrila8'ínonótonas que gen­

era a T, la cual existe por Teorema 2.3. 7 ,: clltollcCS' i;:,da :T~VCCilid8.d de cero contiene 

u11, co?ju~to .. dc:,1,~ ·;:;n:~(x):: •e}'';'f E3; \~l~~;;~~,~~~::~~~·:¡'!·~: · · 
Sea A lá colección dé todas)a F,'~,;emÍÍlorriiO:S 'P-~cintinil~, Para cada a e A y 

li e A·,'· definimos .· ' <" ·:"""e·:: i.l.:'"· ':.rx.','+""'" ::• ):' · ·' 
:-:'.7··~~·.:~_;,- __ :..::.<:;.;<_:.>~~-::: ~/;\··~"': '~,· .. , '·'·. · .. , 

,-':Hx) = inf{6,(y) :+ "')'0 (z): y'+ z = x}. ' · 
, .. · , " .': :,,. ji c:<•"'.,,:c <:-.'.' '.,' .. ··.•'-" ··'. ... 

. Como >.'jf :5,:li tenemos que ,\'g satisface {F3') de Ja'observación quesigue a la 
Proposición 2.2:6 en· donde se caracteriza a las F-seminormas monótonas 'de un 
e.(. : ··:: ':.>.'\:'i .. );c ·'!',, ·, .: · '.. . · · :·:·· •. :· : :\/:./ ·. · 

Serui x; iu E ,X; por definición 

>.'g(~+;~) :56(yj+10 (z), para todos y,z tales que y+é~¿;, :t:w: 
Sean Yo, zo,y¡, zí E X tales que 

:Yo+zo.=.xyy1+z1=w, entonces .. .. . .. ... 
>.:S(x + w) :5 li(yo + yi) + 7,.(zo + z1) :5 6(yo) +1·,;(~) +6(v1) + 7 0 {z1), 

de donde, 
-'6(x + w) :5 -'6(x) + >.:S(w): 

.O,sea, >.);satisface {Fl) de la Proposición 2.2.6 ... _,. 
Para ver que satisface {F2'), tomamos t E K, ltJ ::;,,¡,y.y, z tales que y+ z = x 

y observamos que ty + tz = tx; por tanto, 

li(ty) + 1 0 (tz) :5 li(y) + -y,,{z), · 

es decir,· 
-':;{tx) :5 >.'jf(x) 

·'Po,:: todó·Jo·anteriór«>.:Hx) es una'"F~semhiorma monótona y como,\); :5 6 
tenemos que es P:,continuá, Hagamos.' A,;'= {.\6: li E A} para cada o e A. 

Para a E A definamos 
'. - ' . . . . . . 

1)0 (x)7 sup_ {..\6(x): 6 E A}, 

..\6(x):510 (x), para toda li E A, 
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de donde¿.::; :Y;;· y coma.,..; "8 un~·F.::,sen1inor~:ª se sigue que 110 satisface (F3') 
y adeiuá.s.es ,._:_continlla.·:1 _::.\· ,: ~·::· , - ~ot/~·.: > . ..:·~···--·--,~--'~-::~-·-

Sean x,'y·e;.:ic :· '· 

1/a(x+y) = sup{Aí/(x +y): /5 E A}~ sup{Aí/(xJ+ .Xí/(y): /5 E A} $ 1/0 (x)+11a(y), 
~·· j ... ·" - ·• • ' - . .-.·_ . ; '· ·.:·:--~;-, : ·\.;,- • • • ... • 

es dccir;·,,]0 ,Lámbién satisface (Fl). . . ··.,: '· ··::::. 
Para ver que cumple con (F2'), tomamós lal :5 1 y observamos que 

7/o(ax) = sup {Aí/(ax) : fi E A}$ sup {Aí/(x).: fi E A}= 1Ja(x) . . 
. . . . ' . . 

'conCluin1os que 170 es una F -scminórnui"inOnot'.Otla para cada a É ;A~" 
Veremos que {'la : o E Aa} genera a T. Sea U una 7"-\"ecindiidde o'; C,;mor·es·· 

p-polar y está generada por {1., : o E A}' podemos suroner que u es P"""'.Cerrado 
y tomar a¡ E A y E> O tales que · · · · . . 

{x: 'Yat (x) $E( C ÍJ. 

Sean xo E {x: 7/a, (x) <E} •. 15 E A y r >O. P~:>r definici,61!. de 7).,1 tenemos que 

en particular para ii • - al5; donde·;: < a; asr;:e,dsten .YÓ y zo en X tales que 
Yo+zo=xoy 

.5(yo) + 'Ya 1 (zo). < €; 
de donde se sigue que. 

(;,o.,.. {x: 15(x) < r}) n {x: 1·;,, (x) $ ¡} #e ¡.i, 

y p01"tanto, xo E {x: 'Ya
1
(x)::; E}P. En.tonccs por (3.10) tenci:nos que xo E U y 

así, ,..,,;·· 
{x:1Ja

1
(x)<E}CÚ, .·.· 

es decir, {'la: a E Aa} genera a T. . • • , ·: .. •·,,.°-.·: : 
En el caso de que r sea metrizable, A · pued~ tÓnliirim formada por un solo 

elemento, debido al corolario del teorema 2.3. 7 y p·or consigliiénte 7'. puede ser 
generada por una sola F-norma de la forma indicada'.• .• ;:.•.• •··· ' · ;. · •· 

Corolario 3.2.3 Sean X un espacio lin~al y¡;· y.7;dos'Íopolo9<as lineales en 
X. Entonces T es p- polar si, ·y s6lo ·si,: Cxist.e · una ·familia de F-seminormas 
p-scmico11ti11uas por abajo (p-1.s.c.) q;,e genera a i. · 

Demostración. , 1:( ,:~. ·;.~ 

Supongamos r. es p-poh•i:,, por.1;.· propósición . anterior·. r: está generada por 
una colección de F-seminox;mas_1u(;~_Úonas,{'7aXa;e,A}.de ia forma 

1/0(x) = sup {,\(x): ,\E An}, 

donde, para. cada a ·e~· A~· :A·~·.\~,,:~n~ .. C-~tccCión' de "F-se111inorn1as monótonas µ­
continuas. Sea r >O, dad.a una F,-seminor'!1a ,\E Aa tenemos que 

{;,,'e·X: A(:i:)::; r} esp...:. cerrado, 
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por la p-continuidad de.>.. Sea a E A, entonces el.conjun_to .•.. 

{x E X: 77.,(x) :;; 1·} {x E X: sup {>.(Í) ;~ ~Aó} ':5'r} 

n {x E Xi >.(;):::;r} 
..\EAQ .. ·. --.·-

cs,p- 1ccrr~do y por .tantot 7Jo .es .P.~-L~·;:~-.. ·_:: >~-~~:/:~?~:~:~~:~;tJ.~~-:~~~;i:;'.'.~4~t·x:~~::;;·:·:·;_ 1 ___ ,_·-.:'/ _, • ·.J.-• • ~ 
Reciproca111cnte, sea {170 ~ ~---~ ~J,u~~--f~!~l-~--~e.:.f.;;;~.~~~-~~f,~,~ P--;.~em~c~ntn~l;l~ 

por abajo que genera a·r, entonces IoS Corijtiiltos··ae"la fOiiria~: .. :.>.'.; .. · . . . . . , {; ,~ ~~, ;i:·~zl~~",:tr:~'-;":\"''' " ~· -~~-· , ,.,., ",,, . 
con 1 :::; i !S '" para algt1n n ~ 1, y:r. > .o;._formari una .base.local para r y estos 

conjuntos sonp-cerrados.t'; :<:; .''';;(;~i·:.:;·~·;:,·· • · ·' ·. ' 
Proposición 3.2.4 Sea. (X;r) .. un .F..:;espacio: · • .Sup6ngase que p < r es una 
topolog<a.lineal en X. .·.;.,,:::',>'.:.::···.:::. :.-

(i) Si ~n,;. r~ (xa) ;,;.\a1 ¿~~;;~··~·o(~) Y~a - O(r), entonces existen topologf~ 
iineales a, {3 en X tale8 'que ' . . . 

(a) p :;; o < {3 S 7; .·· 

.· (b) f3.,;. metri~able y ct:-P~I,;_,; 
(e) Xa - O(a) y Xa ..,.. 0({3). 

(ii) Si U es una r-vecindad de O, pero no una p-veci.:idad, entonces existen 
topologías lineales a y {3 que satisfacen (a), (b) y 

(c') u es {3-vecindad de o pero no o-vecindad de o .. ;.·;,.· .. :,:·, ''< ··:.· 
-ii.'';ft~·.--.:j~.":1 .:-~·:.:.u _ 

(iii) Si r es localmente acotada entonces existe una topología n:tal ·que·°''< r y· 
Tes o-polar. · .,., 

.. ~ ''t ~ ' ·.' : .. ·,; .:;· ;:; , > ~ -· . 
Demostración. . , , ,. , . . ~·~;t':·b;;;_:;,.'":.r<~·~·<· ·- ., ~ .,·\ _ .. 
(i) Sea una red (xa) tal que Xa __, O(p) y Xa . .- O(r). Cón.:r,i,~ denotamos a la. 

colección de todas las topologías lineales -y en X t.8.J.is'que!;;0 ~:S.o(-y).y p,:i;.;: i:;r. · 
T.,. # 0 ya que contiene a p. Cada 1 E T.,. ;,,.tá'geÍ1crádil'pc)r'\1n~ famÍlia S-,.de. 
F-scminorinas 1nonótona.s. Sea · · ·· - - - · · 

. s ~ ~e·y_~·s~:··~···.··.;::•~f~;:,i~;i+~<:;::i:.·.·:¡ 
• -- '":'•); f.¡ - ¡ : ·'' 

entonces S es también una familia de F-semin6i:mas 'móÍÍótÓ.,~ai(y:"gencr;;: una .· 
topolog!a lineal a en X. Por construcción· est;. topÓlog(á. 'a\· .,s· lá. más' gran dé \dé ' 
las topologías lineales -y en X que satisfacen que :X0 - 0(1') y p:::; -y Sr. 

Sea Uo una base numerable de vecindades de cero en (X, r), que existe ya'quc 
T es nlctrizablc, y sea · -

Uo={Uº:UeUo}, '· 
es fácil ver que Uo satisface las ~i:mdicíon~ d;,; la Proposición 1.1.14._ Sea 'i3 
la topología lineal en X que tiene como base local a R, Probaremos que a :;; 



72; CAPITULO 3 

f3 :5 r. Sea V una a....;.Vciciridá.d cCrrada' de cefo/ como· o 5 · T, V también es una 
r-vecindad de cero, así, existe U E Uo tal, que U C V, tomando et-cerraduras 
tenen1os 

Vº e V, 

por lo que V es .B-vecindad de O. Se sigue que et :5 ,B. Como U e Vº para cada 
U E Uo, se tiene qne V"' es r-vecindad de cero, es decir, {3 :5 T. Por su definición 
{3 es a-polar y es metrizable por tener una base local de cero numerable. 

Afirmamos que et < {3, pues en caso contrario la función identidad 

i: (X,a) - (X,r), 

satisface las hipótesis del Teorema de la gráfica cerrada (Teorema 2.4.6), o sea: 
(X,r) es un F-espacio, la o-cerradnra de la imagen inversa de toda r-vecindad 
de cero es et-vecindad de cero ya que supusimos que o = .B y claramente i tiene 
gráfica cerrada por ser ésta la diagonal de XxX y a,r son topologías de Hausdorff, 
con a::; T. Por tanto, i es continua, y a= r, lo cual contradice nuestra hipótesis 
sobre la red (x0 ). Así, o < ,B,y Xa -+> O(.B) por la maximalidad de a dentro de las 
topologías lineales -y en X que satisfacen que x 0 -> O( -y) y p :5 -y ::5 T. 

(ii) Sea Yu la colección de todas las topologías lineales -y en X tales que 
p :5 1' ::5 T y U no es -y-vecindad de cero. De nuevo -Cu ;6 0 ya que p E Yu. Si 
{'·ya}ueA es una cadena, respecto al orden dado por la contención entre topologías, 
en ""!'u, entonces dcfiniinos 

x= U x..,ª, 
a e A 

donde x..,ª es una base local de cero de 1'a• La topolog!a lineal que tiene como 
base de cero ax es una cota superior para Ja cadena en Yu. Por el Lema de Zorn 
existe en Yu una topología lineal maximal a. En particular, p ::5 o ::5 T y U no es 
a-vecindad de cero. Para terminar la prueba procedemos exactamente como en 
(i). 

(iii) Sea U una T-vecinclad de cero acotada y balanceada que no es p-vccindad, 
por (ii) hay topologías lineales o, f3 que satisfacen (a),(b) y (c'). Entonces U es 
.B-vecindad de cero y es acotada en ,B, porque {3 ::5 r. Por tanto, f3 = T ya que 
{!;U};:"=l es también una base local en (X,{3) .• 

3.3 Construcción de sucesiones básicas 

Lema 3.3.1 Sea X un e.l.t. de Hausdor!f de dimensión finita y supóngase que 
V C X es un subconjunto cenudo y balanceado. Si V no es acotado, entonces 
existe z e, X no nulo tal que (z) e V. , , 

. Demostración. ''. , . . . ,, ", ,, 
Como X es de dimensión finita podemos suponer que es normado (1.1.17). Sea 

(xn):;"=1 una sucesión en V tal q~~, llxnll•°'?"' oo; cuando n - oo. Por el teorema de 
Hiene-Borcl podemos_ suponer, seleccionando una subsucesión si es necesario, que 

,_ -~( .. :-~~~:-~.-- ::,:·:~-:~·:,:~·::·-.·\··'.:.-:'{ ·,Í'~~/-.. /."'.>~-;··~'.-- .. _ .·:·.: .- . 
: '· -:.:r- · .,~~.-"< ':·.' l~:t=,~1 11~-~ .xn_ .:.......· z cuando n-+ o:>. 
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Para todo natural N hay un natural m tal que para n ;::: rn, se cumple 

'.'' 

y por tanto, por ser V es balanceado., 

. . . 
1

ll;~ll~1 ,;;~ ~ ll;nll-1 V e N-ív. 

Y como N~ 1 V es ce~r~do t;,nemos que 

:;-~~:}~~;~~:~A~*-~·~?i~~a·'.t~~o··nat~ral N; · 

o sea, (z) e V.• · · /!:~<;>;.'; 

Lema ~;.~~¡2 .~;~;.~llll 1~1~i[~:J~¡[~·=:~Ó,fl:I~, O. Definimos 

entonces obt;;~~mds ~~,; };:_;,;;,..:,,.,; equivalente a 1111-
, ~ ·t··; . . . . '. , ' 

DcTnÓstTn.ciÓn~:. 
Es fáéil ver que 1111• es una F-norma en X. Para probar que es equivalente a llxll observarnos que si (xn):;"=1 es una sucesión en X entonces 

Xn--+ O (1111) si, y sólo si, Xn--+ O (1111') •• 
Lema 3.3.3 Supongamos que (X,r) es un e.l.t. metrizable y p < T es una 
topologfa lineal tal que r es p-polar. Sea 

llxll = sup {A(x) : A E A}, 

la F- norma introducida en la Proposición 3.2.2 que genera a topología r, donde 
A es una colección de F -seminormas mon6tonas y p-continuas. 

Supongamos que la sucesión (z,,):;"= 1 en X y 9 >O son tales que satisfacen las 
siguientes 3 propiedades: 

(i} llz..11 <::: 40 para todo n;::: l. 
(ii) B n Xn es compacto en T para cada natural n, donde B = {x : llxll :5. O} y 

Xn = (z1, ... ,zn). 

(iii) Para n ;::: 1 y 1 :5 k :5 2n+3 definimos el conjunto 

w.r = {X E X : Uxll = kr(n+3l9} n Xn; 

Por ii) lV,k' es com~acto; sea Uk' e Wk una 2-(n+3)9_ red .finit~· de W,k' 
2n+3 

Para cada n 2:: 1 sea un = LJ Uk', y para u E un sea .A., E A tal que 
k=I 

Supongamos 

para todo u E U".. 
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Entonces, 

(3.11) 

1iam cada sucesión Ctn>:':"=i de escalares, dond~ nu· ~~ ia· i'- norma definida en 
el lcnia anterior. 

Demostrnci6n. , . .. . _.~; -:'.>"··· . _:· . .. 
Consideremos una sucesión (z,.):';"=1 .que satisface,(i); (H) y (iii), Para.n;:: ly 

1 ~ k :5 2°+3 el cc:>njunto · · · · · -." · :.· ... :>.·.-:.:-."</X''.:>(,.·-~.;:·:·:' - ._ , 

WL' = {x E X: llxll = kr(n+3)~} nx .. ;·: . 
, .. _.:._ : . .. : : ; -~·-, ;-, 1, ,~~-.>~ ~:~-;:;:·. ~-~·~~~~~-,:~\'·~,~~, t.~L/:.":r ,_';;' ~~·,?(. ·,~-~~·, ... · 

es compacto yn que es un conjunto cerrndó de X.: contenido en'B nXn. Para cada 

w e wr existe" e ur que sati~ªj¿~;~~JlJt.:1,~~¡:r~~;1../.,,;,, · .. ··. (
3

.
12

l 

2"-+3:_·: , .. «, ... ;· :: ,:·· -'.-.-~·: :. ,._ " - '. ' ." - -;" 
Para cada n ;::·1 sea> U". =''lf ur;~y-párá•u·e U'''sca·,\~ E Atal que 

:-... , .- -~--~ ,- _k=• ·: '.';._:.~:;-:~?._,_-:y~-;-:é-i:oi:··~~~":':: ·¡. - • . 

(3.13) 

Por hipótesis se satisface. 
'- - . . ,· . 

..\u(z,;:i-1) S 2-Cn+3l(J, (3.Ú) 

para toda u E U". 
Sea Un):;"'=1 una sucesió1Í de escalareis. Para cáda· n ;:: l· escojamos el mayor• 

entero k tal que ,'" :_·::·;- :~ ... \<-i: .. f, · -.. ·;' .. ·. ·.·.-.;.--.. ,. 
11~~;~11· ."= kr<;;+3r9, 

:::n::c~n:. :!:~~:· JJ~qu~.11ti ,t•~11· ·~~~\~~y7.~a!;"~.~4~~~f~~;. ~~~.~robar 

• ,-,·.1:!rt':·~·~~·í1~~·ll~ - ·· ·· -· · ·· 
y entonces la desigualdad. (3.11) ·se satisface trivialmente. 

Si k;::: 1, c5cojamós '\Ji'i·csc;;.Iars·céirllsl'.!:; Ua!é¡uej~· 

. Jl%i_:fEll;1·ff[~t;;¡:' ··· ·· 
as!, L:?=i st;Z; E l.Yk'; por tanfo, existe u e_u¡•·tal que se cumple ( 3.12 ), es decir. 

·11~- ·~it~¡11 "~2~c~+~>o. 
' .·' 
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Si lstn+il :5 1 entonces 

llu + sl.,.+1z..+ill 2: .>.,.(u+ stn+IZn+i) 
;::: .>.,.(u) - .>.,.(stn+1z..+1) 
;::: .>.,.(u) - .>.,.(z,;+i)· 

De !ns desigualdades ( 2cl.5) y (2.1.6) se sigue.:~. · 

· llu + stn+1Zn+1 ll ,;::::. llull ,-2-;.<_n_+:i>o--r(n+3 >0 

.. ::= (k~-: 2)27<"+~>o . . :-
• ;,'.<-:; ¡-,·,'"'-, .. ,·~·'.!f(,:.~· .:· ·~.-~· 

Si lstn+1 I ;::: 1 entonces ':'.. '"'"' 

Asf, 

11~~st .. +I..,;:+1:11 ~/ll~L;:.1Zn+i11,-: 11u11 
;::: llz..+'dl - llull ;::: 30 
;:::· (k..:. 2)2-Cn+3 >0 • 

. . 1;:1 . •'' . '·,~ :;· ' 

lls ~ t;z.ll ;::: llu+s¡n+1zn+1ll ~ llt.st;zi - ull 

;::: (k-' 2)2:::<n+3>o -,-r<n+3l9 
(k-: 3)2-Cn+3 J9 = (k + l)r<n+3 l9 - ::¡-(n+llo. 

Por la. elecció~ dC' k'·~:b~~~~iri~~:\~/ .'- ,- ~ · _, .-: ', .-

75 

(Ü5) 

Corolario 3.3.4 Bajo las mismas hi~6i~is,d~l lema anterior. la sucesi6n (z,,):;"=1 
es linealmente independie~te_: .,. ; .>-. ~-:•,:,;~;; ,:,·:.'.. :: ' , ·.· , ,-'. ", 

Dem.ostmci6n. 
De la desigualdad (3.15) obten.,-mos 
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Sean 11 E N y cscnlares t1, .•• , t,n+l tal que 2:?~11 t¡z,¡ = O. Por lo anterior se 
cun1ple 

para todo escalar s. Así, <L:?=l t¡z¡) e B n .... Yn, y C01110 este últin10 es compacto, 
también Jo es (L:'=i t;z;}; por tanto, L:r=I t;Z; = 0,y tn+l = O. Procediendo de 
esta forn1a podcn1os ver t¡ = O para todo i = 1, .H, n + l.• 
Teorema 3.3.5 Secm (X, r) un e.l.t. metrizable y p una topología lineal en X 
tal que T c.• p-polar. Supongamos que z1 E X, ZJ ~ O y (xa}aeD es una red 
que satisface xu - O(p) y Xa _,.. O(r). Entonces existe una sucesión estrictamente 
creciente (o.n)~=2 en D tal que (zn)~=l es una sucesión básica regular en la com­
plcción de (...-Y, r), clan.de Zn = Xan, paro n ~ 2. En particular, (Zn)~=l es una 
sucesión 1-egular Schauder básica en (X,r}. 

Denwstración. 
Por proposición 3.2.2 podemos suponer que r está generada por la F-norma 

1111 
llxll = sup {..\(x) : ,\E A},: 

donde A es la colección de las F-:seminormas p-:continuas. _La F-norma 1111 es 
p-inferiormente semicontitiua (J.s.c:)._-. (Corolarfo'.3.2.3). , , 

Sea O> O tnl que :;~~;: L:t,.:;~·; i:'F(~ 
. ,. :·-.:.·_}.·.~·'·;·; •,º~ ..• " 

º"•~.:..,:_: '~~.:-· _-. :<-· -~~~{~~ (a) llzdl ~ 40 :,,_ 

(b) Para toda a E D, e.xistc b ~ ci:tal 'que 1ixbi12: 49,, ya que x 4 -++ O(r). 
- . ;:'- ~ '·' .. ··-_ ~ .- . _, ·.~' . - . 

Sea _;:.ce,.· " ''. 

_.··'l,·',;;,~{~;~,;..:11~11:=5"~r. 
conside_reníos el subesp'acio (zi} gelier1..i~ ~.'.,i: zí: Así, B n (z1} es compacto en 

(z1}, y por tanto en X,· por:sér'cerrado·y acotadcien "Ím e>"!:. t. de dimensión 
finita. .- . · " , ; . . ,.,,.,, '_ . ,:.:', : . 

Construiremos la suc_esión (z,.);:o=Í 'por inducción, de:tal forma que 

y si 
Xn = (z1,z2, ... ,z,.), ,. 

entonces B n Xn es compacto. Más aun, Zn = Xan pará '7;· ~ 2, "dondé" (an)~;· es 
una sucesión cstricta111cntc creciente en D. 

Sea n ~ 1 ' supóngase que Z¡, ••• , Zn han sido yn escogidos élé mod.o'tal que 
B n )<

11 
es con1pacto y z1 = xa,, con a¡ < a¡+i., pai-a-2 ·::; i ·s ri~ -- " .. -. "· : 

Paran ~ 1 y 1 :5 k S 2n+3 definimos el conjunto. 
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el cual resulta compacto ~o~ ser un~ub~o~junto cerrado de·~nXi.Sea u¡: e Wf 
<>c._: -.- . __ ~2 .. ~3; -~,.._ ·(, . 

una 2-Cn+3 >11..,. red finita.de W¡:.y U~;,:, LJ. u¡:,'. 
: :.· · ~ '- e"'>' • !_• -,i'·.-~-i .,, ; .. ,'.·;· · '.•· -.~::-. ;.,·:.~:~: k=L, ;. ·?::~- -· .. 

Para cada u E U~ sea Au EA.tal cjue· ·· " · 

' '"''Á.(u) :> UÜll'.::..rC,;+3 Í11 • (3.16) "" -.. -. ·-;·\ .. ~~-; -~·.?:. ·;_:~; ... ,_~:~~--~· ..... '-;J~~; :><"_;~(-;¡:_;;~ ~-.i;; .'·· ... ·.,,' -·-> ::: - ' 
Debido a que.xa ~ O(p)',itodo X e A e8 µ...:continua'.· y. U" es finito, podemos 

escoger b >a,., donde a,; es arbitrario si n"=·,1, .. tal'que'si e~ b;_entonces,· 

, :;/,· . Au(x~)'.:5'.2~~;~~)t:·:'.(·;;/,\~ ;{n•t /-¡:,,•• (3.17) 

par:a to?a ,u_~ U"~-- , _ .... , ., ._,, ...... , "'~)~.:'.:~-:·i;;'t ) ~":~'-.-·k\~~~-~-~\:~~~~~;,:·;.-.. ~~;-~.:X~· .. ¡:~~~-~--~:..=:,;~ ~ ... 
Sea (icd),l.ie una subred de'(x~)~>¡; tiil'que llxdll ~·4(},"paia t?.do. d EE. , , 
Supongamos que para todo d e 'E _el 'conjunto cerrado Y'CbalaYíéefillo' B 'n 

(Xn,Xd) es no acotado. Por el Lema 3~3,1;- para cada d E 'fi:; exiSte Ú E (Xn,xd). 
distinto de 0, y = tdXd +Ud con Ud E x;;·y ~d E'JKi tal qu~ c•~¡:Úh . , . 

(y)= (tdxd+~~)¿··~~(:i;.,ij)::¿~B.·.·. ''. 
Se tiene que ud -<FO ya que de lo co~trarioxd E B,:per".' ~to no es po~ÍbÍe,pueS 

llxdlt ~ 411. Podemos suponer qué Uudll ,,;,' 11: '.ya:'qui; Cxisté 'un' escalar s '<F o' tal 
que ltsudll :5 8 y si no hubiera un escalar, digamos so, donde se diera la igualdad 
tendríamos que (ud) e B n Xn, lo. que es una contradicción, ·pues B n Xn es 
compacto. Basta entonces cambiar y por soy. 

Entonces, 
lttdxdll :5 lltdxd + udll + !ludll :5 28, ; · 

y así ltdJ :5 l. De esto y debido a que Xd-+ O(p), con,;luirrios tdxd ·_. O(p). 
Por la compacidad de s·n Xn podemos .también suponer, si es necesario. 

tomando una subred,'que ud-+ u'.en Xn y 'entonces llull = 11. 
Para cualquier t E IF.s(, cÚ~ple 

lltúlt ':5 urii inf llt(tdXd + lld) 11 ' 
' ''·'' ... 'd, '" ' :' . ' ' 

debido a la p-serriicontinu.idad por. abajó de 1111 ·.·y como {tdxd + ud) e B se sigue 
. . -. ·. ,,, - •. t,, .•• ".'.'· .i. '· ~ .... ,; ' - - ' . -

·, lltÜll :5 8·; para t.odo te IF, : 
- - . - -

es decir, (u) C 1H1 Xn lo ~uale5.~ná,coritr'adicción a la compacidad de B n Xn. 
Por lo anterior, ei conjuntó cerriu:I,; Bn(A'~;:i:d) iJs acotado, para aigúu d E E, 

y por consiguiente, compacto~· o sea;' podernos escoger <In:+l > b > ª"'tal· que 

-llxª"+Í 11 ~ 411 Y ~n Xn~l es compacto, 
; : •• j • \: ~,,. • :.', ·,: • ·:.·,;e::::,>: ··.~-:.... ~ ;: : .· _, ·<'L • • 

donde ... Yn+l = (Xn,Xan~~} :· .. ·~'~ .. -- .. _ __ , 
Sea llxll· = min (8, UxJI), por los Lemas 3.3.2 y 3.3.3 tenemos que 

F-nornia equivalente a 1111 y 

11~ t,~¡r 27 llt;tiH[.:~ ~~-(n~l) 11::: 

1111· es .una 

(3.18) 
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p~ra tOda··sucCsión (ti)~(_d~ ~cRlares;_·,_ade!nás por _cl'co~ol~rio anterior (zn)n=I ;-
es una· su.cesión li~eal1ncnt~·i.rid~p~1l~iell~'e»·: ·>~ <.-~ ___ .".- .: .':· -- '<«·." .· ·._ :; · · 

Usarnos dos veces l~ ci~ig~!df~;c~--1,~?-~~J!.F,~,;~-~~f:f;\;;:.:1;~~.ºbteric; 

·· .· .. ·¡"~!:dAI~~~~füj:·!i~;~~~~~;r ' . ·· · .. 
11x11· + 2:-"o+ 2~h~~>l~~,,E'.~;~,,;_ci2~c .. ,- 1>0 ·~ llE t;Z;11· 

-~-~ -:::-·--;·-·.· .. :::,··,:;-\;. _t=l':-· .; ' :· _ _; . •=l 

al continulÍ.r C?IÍ este p~oé~imlentCl ~i;t'~nemClS la· siguiente desigualdad que será 

útil en loq~?.~:ir~1 -· 5_,E,~?l:ti~~~~t~:A:ti:?:}\(: ·.-. · : 
. llfir.'f?~:·/~~[~.·~r,11~.i;:Z<ll· = llPn.,.(x)ll", 

---·· , =.~:--\-~::~Tft~~<:~~~~:~::t·-~:".· ~--;,r~~- ·>·· ·. 
(3.19) 

sin> 7n 

Se;,_ Y;,;; "º
1 
Xn~ ·_qoiisÍd.~r;;:~~~'li.s f~nciones 

~ ·. ,.:: ~ :' ;~·, 

definidas en la demostración del teorema 3.1.14. 
Afirn1amos que cada Pnm es r-continua; ésto es claro si n :5 ni~ ya que en 

tal caso Pnm es la identidad. Por otra parte, sea n > 111, y supongmnos que 
Pnfn no es r-continua; existe entonces una sucesión (wi)~ 1 en ,,.Yn con w¡ -

Oy Pmn(w;) ...,.. O en (X,,.,T). Podemos suponer, tomando una subsucesión si es 
necesario, que llPn,,.(w;)ll >e para todo i <": 1 y para algún e> O. 

Tenemos dos casos. Primero, existe io tul que Pnm(tv¡) E B para todo i ~ io. 
Por ser B nX,,. un conjunto compacto existen una subsucesión de (Pn,,.(w;)), la 
cual podemos suponer que es ella misma, y z E B n X,.. tal que P,,m(w;) - z(T). 
Obsérvese que llzll ~ e y por consiguiente, z -F O. Sea k un natural tal que 
llkzll > O, tal k existe ya que de lo contrario (z) e B n X.,.. y esto es una 
contradicción a la comoacidud de B n .,,"<m. Así. 

lfkPnm(w;)ll ~ 8, 

para i suficientemente grande, por lo que utilizand_o (3.19) 
.·· .'' 

o= llkP~m(w;)ll;~~ ll~{v;lj·~ ·+ .·· f," · i!.'.;o, 

de donde, 
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En el segundo caso, para cada io existe i ;::::: io tál qu.e,llP.nn(w;)ll >.O. De 
nuevo al utilizar (3.19) tenemos 

llw,11· ~ oc1 - "E r.~> > ;,. 
i=ni+l .;·~· .. _,,,,, •. 

lo que contradice que W1-+ o (r). Así, c~d·~-:p~~·.·~:/~~:;ibi:ti·A~-ü_:·'y ~~l'.'.,t;B.nio~ cada 
Ptn tnn1bién lo cs. ., \. ·::/_:-"··:'.~ 1~~:-::~:::·::·.:'.; ··:--:~.:-·~:~ · • .:_· • •• • • 

Dcnoten1os por Pf'11 misma a la t111:ica_~~C~s~?n··co~~-iDU:a: dc_·PYn a la cerri:adura.··, 

Y-de Y en In compleción (x.,"T) de.CX,-,;.i?::·i~ ~?foo,'s,e,hi~?,~'~ I;• demo~trnción 
del Tcorc1na 3.1.14. · - .,.:,. -.~·::--- ::-.,~~~~í:/~?;~?_""".~"'~~~~·~,_,'..~.:-~.-.r,q~.--.~_:-.: -,: .~' ·· 

Gracias a (3.19} tenemos.;·;.• ,,;'.t,,,~:::;,,,¡\;i~}úc'.·\;.; ;;:,:~·./., · , 
llP~Cx)u· s 21i:f11·~\;".ti,i.:'íd<lci'•;;.1;;:;?€ Y-; 

. · .·.·-- ·::~-.\. :<>-~----· . .;;<~/_::\:p:~:~:r:-~r~:~1:;·_:·~:<:.~'·"·""::z..:··.: ... :.·,. . . .. . . 
y concluimos que (P.,,)~.;{ es equicontinua en/Y·<y por tanto'(z,.)~n es una base 
de Schauder de Y- = [z..]-;'asf;':e5«ºuna•suc¡;,,ión"(SchaÚder)·básica regular de 

(x.r). . · :·· ,·;~:?.'.'·j.'~:t:i''·'.i'<i'' ·:· .. ,. < . · . ·· 
Debido a que Y =·y:- n X,-sédené:~ue_,(..;)~ 1 es .también una base de 

Schauder de Y = [z,.], y por tanto, (Z.:):;",.;, e5 un:;..· sucesión Schauder básica regular 
de (X,T) .• , , . ;:,, . . . . , 

Corolario 3.3.6 Bajo las hip6te~ del téóre'rn; antei-io~ ;updngase que ¡Í es ~na 
topologfa metrizable en X conµ$ p. EntÓncM· 1á·suce8i6n básica regúlar (z..)::",;1 dél 
teorema anterior puede ser escogida de.· tal for:ma que z,.-+ O(¡t).. ,,,, ..• 

Dc1nostración. 
Existe una F-seminorma p-continua >.,,tal é¡úe ~i 1111,, ci la F-'-nor~1.'i_9i:e 

dcterinina a ¡t, entonces 
llxll,. :::; Au (x) 

para todo x e X. Como Xa-+ O(p) podemos escoger'el·elemento b para el cual se 
cumple la desigualdad (3.17) de tal fürma que también se· satisfaga .. , · 

. ~' !•. '¡ " ""-

sic;::::: b. 
Así, Zn -+ O(µ).t 

Corolario 3.3. 7 Sean (X, T) un F-espacio y p una topologfa lineal en X, tal que 
p < T. Supongamos que (xalaeD es una red que satisface x., -+ O'(p) y x~ ....:.. O(i) 
y sea z¡ ,¡, O E X. Existe una sucesi6n estrictamente creciente (a,:;)~=2" en· D tal 
que la sucesi6n (z..):;"=1 es semibásica en (X, T), donde z,, = x 0 • pam n;::::: 2. 

que 

Demostmci6n. 
Por la Proposición 3.2.4 entonces existen topologías lineales a,/3 en X tales 

(a) p $a < fJ:::; T; ESTA TESIS NO s.Ati 
DE L.i\ BIBL[OTEC1\ 
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(b) /3 es Ínetrizablc' y oi-polar; 

(c) Xa --+ O(et) y Xa -+> 0(/3). 

CAPITULO 3 

Por el Teorema 3.3.5 cxiSte tina sucesión estrictatnente creciente (o.n)~=2 en 
D tal que sucesión (z,..);:'=1 con z,. = Xan para n ;::: 2, es Schauder básica regu­
lar. en (X,/3); en particular, cada coeficiente funcional fn asociado a (z,.);:"=1 es 
{3-continuo y por tanto, r-continuo, y el resultado se sigue de la Proposición 
3.1.21.. . 

3.4 Existencia de sucesiones básicas 

En el último teorema de la sección anterior es muy importante la suposición de 
la existencia de una topología lineal estrictamente más d6bil que la original. En 
casi todos los F-espacios de dimensión infinita es posible encontrar topologías 
lineales de Hausdorff más débiles que la original; de hecho, sólo se conoce un 
ejemplo, excepto ismorfisn1os, en el que esto no es así, es decir, hay un único 
ejemplo de un F-cspacio n1inimal de din1ensi6n infinita, este es el espacio w de 
todas las sucesiones reales con la m6trica usual (Ejemplo 2.2.12). Es por eso que 
en está sección, así como a lo largo del trabajo, lo tratamos de modo especial. 
Como ya hemos observado este espacio tiene una base de Schauder (Ejemplo 
3.1.6), por lo que si este fuera el tinico F-espacio nlinimnl podríamos enunciar 
el Teorema 3.4.5 con10 "Todo F-espacio tiene sucesiones b1ísicas". La existencia 
ele otro F-cspncio minimal es aún un problmua abierto. 

Lema 3.4.1 Sea X y Y dos F-espacios, donde Y es ademtis localmente convexo. 
Sea T : X --+ Y una trnnsfonnaci6n lineal con rango ce'ITado. Entonces el adjunto 
T' : Y' - X', de T, definido como T' (J) = f o T, es sobre si, y s61o si, T' es 
inyectiva. 

Demostración.. 
Supongamos que T es sobre y sea f E Y' tal que T' (JL= fo T ;= O. Si y E Y 

existe x E X tal que T(x) =y, de donde f(r(x)) = f(y) .;=; Q.y por tanto fes 
id6nticamente nula y T es inyectiva. · · ..... · • . · · · 

Supongamos que T no es sobre y tomemos y ·e Y .tal 'qúe.i; .~ T(X). Por 
hipótesis T (X) es cerrado en Y y éste es un espacio loc.alniente convexo; por el 
Corolari.:> 1.2.40 existe f E Y' tal que · 

f(T(X)) =O y J(y) ~1, 
• :·.· • .A .... :' •• ;\·.· <·.: .. ~ ... ,/ - ·'· : 

por lo tanto T' no es inyectiva, ya 'qué·T'.(f) =Off no es id6nticamente nula .• 
Recordamos que w es el F,-,.espació'dc~tcídw•i;h1s:sui!esiones reales, con la 

topología r..., dada por la F.:...no'r':!a).-i' ,,_ ,·,-,,;':;t · • · . 
00 

·.·· ·. 
00 1 --lxil 

ll(x;);=1ll =?:: 2' 1 + lx;I" 
·' . . .. t=l. ·',,··;·.,.' 

la cual puede también generarse por las semino.rmas 



para todo n <:: 1 y el dual ~~ Ls~ i~~n~i~ca con el. espacio <p de t{)d8'l l~ suc,,,;iones 

q··=::~~·~::~\ij~~~~~1~~J.tT~~f ',\ :::······.· 
~:t::'~!-~22! :~(X, r) u~ F'--e~p'acik;;H,<fi%;~i;~~:~i~~il~.t~~~J;~--~ ~ cr'(~,X~) , 

'Demostrocidn~ • . , .',\; ·.1i1i•Í!~;:rL.~,;léi¡~!é•;•;~·''':~-~;>',.,c . ,·. 
Denotemos por Bn a la bola en· X,''dé 'radié>'.*,: i.'·alrededor ·del céro. Debido a 

que r =a (X,X'), para cada,.,;.¿ 1 E>Xisteñ'Y11l;:::f;."r~·;.:e•x1 tales que 

Q {; e·5·:;,1); .. ~l~>1I~j,i~~:~E··);·(:·~.;. . . . ··. . 
Numerando a los elementos {f;; : :l '.S·i '.S·.n, 1 '.Si;~ m,,} tenemos. una suce­

sión (hk)k.,,1 de la que podemos extraer.una:sucesión·maximatlinealmente indc,-
pcndientc, digan1os {gm)~=l . . · ;.;,:, . . , . 

Definamos T : X -+ w por 

T (x) = (gm (x)):=l · 

Tes continua, ya que si (xm.):=l es una sucesión en ·X tal que Xnl - O, 
entonces 9n (xm) -+ O para cada g,., con n ~ 1, y asf T (xm) -+ O Y. T es 
continua. 

T (x) = O implica Ym (x) = O para todo m ~ 1, de donde x E B,. para todo 
n 2:: 1 y por tanto, x = O; es decir T es inyectiva. 

Afirmamos que el operador T es sobre, para probarlo veremos primero ·que T 
tiene rango cerrado. Sea (ym)~=l una sucesión en T (X) convergente, digamos a 
a E w. Para cada m <:: 1 tenemos Ym = (g,. (xm)):;"= 1 para algún Xm E X . La 
convergencia de (Ym)~=l a a = {a11 )~=l implica Yn (x~n.) - ª"'para todo n -~ L 
La sucesión (xm)~=l es de Cauchy ya que dado un nún1ero finito de naturales 
ni, ... , 1tk se tiene que llg,., (xm - xk)ll, con l $ i '.S k, es tan pequeño como se 
quiera si m y k son suficientemente grandes, donde 1111 es In F -norma que define 
a T. Por ser}( un F espacio Xm converge en X, digamos ax, así 9n (x) =ª"y T 
tiene rango cerrado. 

Fin:::.lmcntc r!!cordando que l~ t::;:(.11•_,¿!~ ·:-:1 · _. ~':li!!~id"? "0'1. '7 (1,.t, rp) se ve fácil­
mente que T' es inyectiva ya que si a= (a1, ···ªk. O, O, .. ) E <p es tal que 

T' (a) = aig1 + ··· + Uk9k = 0, 

se sigue de la independencia lineal de (gm)~=l que a; = O para todo .1 '.S i $; k y 
por tanto, T es sobre, por el lema anterior. · 

Por último, T es un isomorfismo debido al Teorema de la función abierta.• 
-· '•.! 1· ' 

Proposición 3.4.3 El es¡iacio (w,a(w, cp)) es un espacio minimal, ·es decir no 
existe en w una topología lineal- y de ·Hausdorff estrictamente mds gruesa que 
~~~- . 
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Dc.1no~t~ci<?~~ :/i-. -. :~ , )~:x~,.-~·:;_-~'. ·f~-:::_,f/~.;·, _ _J,,;· .• ~; :/t··.· < :·-.: ~ ·. 
Supon~atÍl?S que.ºº cs'111iniri1nl,. P()r _In ~-~~f?Ósici_?n 3.2_.4 existe una red (xa)ueD 

y topologías lineales y l{ausd~rlfp; C\'•/3 tal;:,;, que · 
' .. ' 

\ ·;, 

2. ¡3 es rrietrizable, y por tant.o, definida por una F-norma 1111. 
3. ¡3 es a-polar y 

4. Xa - O(o) y x., l-0(¡3). 

Por el Teorema 3.3.5 existe una sucesión (nk)~2 en D tal que ak+t > ak para 
todo k ;:::: 2 y la sucesión (z,,):;"=1 es una sucesión básica regular en la compleción 
de (X,¡j), donde z,, = x""' n 2: 2. En particular, (z,,):;"= 1 es una b.S. regular 
de X1 = [z,,Jil: Existe(}> O tal que llz..11 ;;: (}para todo n;::: l. Sea (/1.n)~1 la 
sucesión de coeficientes funcionales asociada a (Zn)~=l. 

Sea X = [z,.]", entonces (X,u) es un F-cspacio ya que (w, u(w, rp)) lo es. Por 
el lema anterior (w,u) ~(X, a). La familia (hn);:"=1 induce en X, uná topología 
lineal de Hausdorff y localmente convexa a({hn}), más débil que a;·Vimos en el 
capítulo 1 (Corolario 1.3.18) que (w,u) es un e.l.t. minimal con rcspccto.'a·las 
topologías localmente convexas, así que u( {h.,}) =u en X. Com~: "· :, · 

h;(z,,) -+ O para cada i :2: 1; 

tcncn1os: 
z,, -+ O(a), y por tanto, .Zn ,-+ 0(/3)_ 

y esto contradice nuestra elección de (z,,);:"=1 ... " 

Lema 3.4.4 Sea (X, 1111> un F-:espacio y (x,_.);:>,,,;¡ u~~ succ8~611 bás~ca ~~la; de 

X. Sea (u,.):;"= 1 una.sucesión e'n,X q?;e s'atisj~~e E Ílunll< oo,,·,j'~ef;.n'a;ri.os ·. . ·,., , · :·' ·:-·:· .~~·;_ ·. ·--·<, ... _,_,. _..-, ·' '.'n=l ·• · '.::':~ 1. >·:.'·; .. ·· .-,: .· 
Yn = Xn" + 11.n para cada::n.":2:_,,L·'Si (Yn):;>,,; 1 ,es w.,-,_linealmente.:independiente, 
entonces (Yn)~ 1 . es también .. un~ ,sucesión bdsica en,X·. .. " 

v·enwst'roéión: ~ '"7 ;.~ .. -. , :·;\··;·· ' •·\).», 

Sen fü)h, 1 ut¡a suéffiiÓn .;,;~,,:1..:~, tal que ltkl 5; M para todó /,(?:_ 1:'i;;ntonces 

""··\ 1¡E,tP~k\\ ~·:f:·11tí«•~11 s.~1·rÉ·n,,k11. 
k=n . k=n k=n 

00' ' r•; •,'.:::;:-;.~·;··: •'•: • -' •: :,· ;_· 

y por tanto, L: tkuk converge por 'ser,X .m1 .. F_.:espa;,io 
k=l ·.: : . ,··. > -.'· .... :: _. 

Sea S : 100 __. X o¡>cr~clor I¡neal. dado ¡>~r . 
,.,_ -·- ,. 

:<,;,- ... ,, .'./ oo: . ' ' 
$ (t) =c2: tkUk . 
• ". ''.

0

k=1'"·"'· 

Pnra-·ca~lR.ni EN d.CHiláluOS ·s~·.: i~ ·..:....::·· ... ~<'¡j"Or .· · 
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El operador S,,. es continuo para cad~m;::: l y en.vista.ele que lim~-oo·S,.;(1.) 
existe para cada t E 100 , se sigue del Corolario del Tcorcrna ~.~tA.que S .~·contiiiuo. 

Sea E> O, supóngase quc.(t7.1")~~~<es una.sucesión c'n l~,.~nl·.-c:iuc· 

sup llt;,Jl00 < °"• 
n?!l · :· : · 

(3.20) 

y tn E Co para cada n 2: 1, o sea; -

nl_!!lc!; tn·k -~~:Ó -para -~~d~ k 2: ·_1,. {3.2la) 

donde fn = (tnk)b 1 pa~~·:n:;:::/1~-.:~}'.·:,~-_(.·(::·_'. <:."'· ,> ~ 
Sean M' y N' dos enteros positi~os· ti'i.le5 qite sup lltn 11 00 S M' y 

~ '-·~·_;'-;<_; ·:,;~_;/·~{.:/:'f7~::~.~·'/~'._':'!c_)~.:··;~'.-··',:·::·':-: .. ~-,'.y_<' .; ·· <· .__···.:.,• 

····k~~;.11~11~'·;;;;: 
Por (3:~1a)'J';~~:'~,1f.~;=·'.{¡'.'.:::•~'..~;iJ·~rJ~~ ;.¡~>O tal que lltnkUkfl < 2Ñ1 si 

n;::: Nk; DéÍhuilnos N ,,,;'me.X {Nk}: iintoncéS llS(t.n)ll <e si n 2: N. 
·· HeniO~: proi?~aclo~ }'~-;;:··· "- :_ .·, ··· > : '. ·. 

S (tn) _, O (3.22) 

sienipre que (tn)~i es una·;ucesión en co tal que sup Jlt,.11 <oc. 
n>I 

Sea· E =: (xn] y (/n)~ 1 la sucesión de funcirurnles asociada. Si x E E, 
,!i.~fn (x),,,;; O porque /n (x)Xn n::'oo O y (xn)~ 1 es regular. 

Definamos R : E _, co por 

R (z) = Un (z)):;"=I · 

Si (zk)k°=l es una sucesión en E convergente a z E E, entonces, por la cquicon-
tinuidad de (/.,):;"=! (Proposición 3.1.19) obtenemos · 

llUn (zk)):;"=I - Un (z)):;"=1 Jl00 = sup l/n (zk) - /., (z)I - O ~uando k:..... oo, 
n~l · 

de donde, R es continua. Definamos el operador lineal T : E·- X por 

T.= IE+So R. 
' •. ,l> 

T (z) = ; + S {(/n (z}J:;o=,) ,,;,-f: ¡,; <h,,;,;',T :f¡~ (z);; 
n=l .;.., · .n=l 

00 
¡. 

= Lfn(z)yn, 
n=l 

y se sigue por hipótesis que T. (z) ==O.implica x =O, es decir. T cs,inyectivo. 
Como T (xn) = y.,, para 11 ~ 1, .basta probar que T. (E) es cerrado para obtener 

el rcsultado'.enunciado. · 
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Supongamos ]9 c~·ntrario; es' decir, supongan1os que existe una sucesión (Zn):'=i 
en·E tal que 

'(°:i"(z,.j)~ 1 .converge y (zn):;'°.;;1 no converge. 

Si 
suplÍR(z,;)IJ:}< oo, 
n2::1 · _ 

entonces por 3.22 i-.enen1os 
.··.• S.(R(~}j C: O. 

Ahora 
z;, =T(z,.)-S(R(z..)}, 

y por tanto, li~,;';,. exi~te; cont~;.diéi~;;ci() la eleéción de (Z.:):;"=l. 
Supongamos que 

suplJR(z,,)IJ00 = oo, 
tl~} . 

entonces podemos suponer, ton1ando, si es ncces~rio, una subsucCs~ón de (Zn)~=l' 
que llR(z,¡)1100 -+ oo y que IJR(z,.)IJ 00 ¡é O para toda n 2::•.~_:,Así,; 11 ~¡.~JÜ; .. :e+ O. 

Tenemos 111~i:iL e coy ¡¡ 111ai:1LIL., == i para ~a.d;.;W~:I;:,i>i:.r'(~.22) 
concluimos S ( un11:iL) -+ O. . . , . . . . . . . 

La sucesión ( jju(::rn00 ) ~=l tiende a cero en E, y.~.,~~~:. ,'r~:..; ,, :·:~\::·:¡: ~· 

ll 11nc:::>11JI $ ll 11nc:,,>11óo ~<z;.>11( 111{1.;'n~~L)fü. 
y mnhos sun1nndos de la derecha tienden a: _O c~a1~4ó·_·n:~;:¡~~·~~;,~:~f~fillitO~: · -

Al aplicar R a la sucesión anterior .~~~ ~i~~~,;,~r-{:·}/(::· ~~;_:_ · , · · 

R (llR(::)lloo)~· llll(;HIZ:~·~$?/t"é:'':~~' 
lo cual es hup_C?sib~c. Por ~nnto, T ticric_ r~rig~ ~~~~~~~~--: .. _-.; 

Teorema 3.4.5 Todo F-cs]Jacio no niinimal tienC Una ·.sucesidn básica. 

DP.mostración. 
Sea (X, r) un F-espacio no minimal. Sea {Un : n;::::: 1} una base de vecindades 

de cero en (X, r). Sin perder generalidad supongamos que U1 no es vecindad de 
cero en alguna topología lineal más débil que T. Por la Proposición 3.2.4 existen 
topologías lineales a- y f3 tales que a:< /3 $ T, f3 es metrizable, a-polar y además 
U1 es /3-vecindad de cero, pero no a-vecindad. Por Teorema 3.3.5 existe una 

sucesión básica regular (wi'1):, en (X,/3). Sean')'¡= /3,F1 =(wi'l:k;:::::1) y 

E¡= F,T. 

Para cada n ~ 1, construirmnos por inducción sucesiones (wk">) 00 

; espacios 
k=I 

Fn = ( winl : k ;::::: 1), E., = F,. r y topologías metri~ables 'Yn en En, definidas por 

F-normas 1111.,, tales que (wf'>)
00 

es b.S. de (E..,'Yn) para cada n;::::: l. Además 
k=I 
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(a) (win>) :, es un bloque básico e~!.' r~p~to ~ .(wln~l>) :·,' paran '2:: 2, y 

nsf, F,, e Fn-t y E,. e E,._,_(n 2:::}~·~:· ·' ,:, ,,:;f. 

(b) Ja topologfa l'n en E,. es máSfina·q;,~ Jarestricéióndc.1',;C:.1 a En y más 
débil que -r, paran 2: 2, · '.t:~~--,··. > '';!·· 

?i·':.j. :'~--~:,' 
(c) U,. n En es una ,,,.-vec'indad de.cero~~. En{' ,:. . 

Paran= 1 se satisface lo anterior ya que F)·.(::p¡:i:•. y; (,¡,i1>yx.\.,es. b.S. de 

Fí'', Y U1 n E1 es una ¡ 1-vccindad de cero en E 1• . . ··'.:ck;''.:·' : · 

Para n > l supongamos que ( w1,"l) :, , F,., En. y 'Yn ya han sido· .,;.cogidós. 

Si Un+l n En es In-vecindad de cero en -En, entOnc~ hacemos·-yn+t = 1'n 
y win+t) = w1,'.¡ para todo k ~ 1, con lo que claramente se satisfacen todas las 
condiciones requeridas. · · ·-

Si Un+l n En no es '"Yn -vecindad de cero en En, entonces por, la Proposición 
3.2.4 existen topologfas a y 'ln+l en En tales que l'n ::5 a < -Yn+l ::5 T, l'n+l 
es metrizablc, o-polar y U 0 +1 n En es "l'n+l -vecindad de cero en En, pero. no 
a-vecindad de cero. 

Al ser Fn un subconjunto r- denso de E 0 , tarnbi6n es "Yn..f..t.;.....denso, ya que 
Fn" C F,;"'"'•+• y entonces a < 1·n+t en Fn. Por el Corolario 3.3.6 existe,.u.na 
sucesión (zk)k.,, 1en Fn que es s.b. regular en la compleción de (Fn,l'n+i) y· tal 
que Zk - 0(1·,.). · · · ·,, · 

Como Zk E Fn para todo k ~ 1, tenemos 

q(k) 

Zk = E c~.i~$·,•>. 
i=l . 

Observamos que dado k;::: 1 existe'k' :>' k tal que q(k') > q (k), pues en caso 
contrario se contradirfa la independencia· lineal de (zk)k=t. 

Debido a que las funcionl_ll~·· g~~)~~~i-~d~ ·a ( w~A>);:1 , son "Yn-conti~uas se 
sigue -r ·,, ·,.: • -

g~n) (~k) -:+ o; c~~do k :__, oo, para todo i ;::: 1; 

esto sigriifica entonces qu·e" 
- . : .- -~ '. ' ¡-·, . 

kl~"c!;:ck.i-~ :·~', prun:.tccl_? i -~ !': .· 
. ' .·-:.,­

• "~•<<>"~ ! ¡ _;, • 

lim llck,iw~;,J 11 · .= Ó, 
k-oo · .. ~+1-.,;; 

Podemos escoger sucesioncS de enteros p~~¡t¡.J~ ,i = k1 <: k2 < ... < k; < ... y 

y por tanto, 

q(k1) < q(k2) < ... < q(k;) <, .. tales que. ,' · · · :.,, · · "' 
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y 

Para j ;::.1, sea 
q(k;) 

_Y; = ZkJ ·= L Ck,,,iwfn> 
:. i=l 

q(k1) 

CAPITULO 3 

wín+~) = . :~:::::> Ck;,<.tl)t'!, dc:>ndc q (O) =O, 
. . .· . '.=q(k¡-:il+I ·::_· . 

entonces (Y; )j:i1 ¡;,; una ~uc~iÓ~ b+ic'.' en 1~ cC:.mplcción de ( Fn, 'fo+i) (Corolario 

3.1.16) y ( wínt1>) :,
1 

"". ll~ bl()~u.i:bágl~;; ~.c:>n rcspe~to a ( wí">) :
1

. tal que 

. ... ~1;jy;-:¡;;h!Jt\1~~!tfi9~r~~f>;~,~2.(~:-~'" ~'- ,;_ , (3 .
23

) 

Ac!emás,. co_mo ".Y n+_i es,- ~JU~. fin_ti qu~ -:~"'Y n' ,~ ~c~cmo~ ::;:; .. 
,·~ .,:r -.··· .. f:.~·-.~~~:-~,~~;·· >-~-,-~_;,;·,~:'•T:·< .-··. ~·::~: -~'-> . -
; Et~w~"}~>;;;;,, oh~+Ü impli~a ·'btk;_;,~n+i> ,;,ó(')-,.), 

k=1--"· i-· ·,:>-::<·.· :·· < ~.,, · 1.=1·, · .;., . 

y como. las funcionales (o~n-~)~ so_i:t "'Yn-con_Únuns tcnen1os que t.k =O para todo 
t.=l· 

k ~ i siempre' que :Eb.1 tkw~n+t) = O ( -y,;+1) , ésto jÚnto i:on In' desigualdad (3.23 

) nos permitC aplicar el Lema 3.4.4 y ~o;lci~·ir que (t11f"+ 1 >)~ es una sucesión 
•=l 

básica en la compleción de {Fn,"'Yn+t) y por tanto, en (Fn,"ln+i). Definitnos 

Fn+l = < w~n+l) : k ~ 1 > y En+l = Fn+I . Puesto que Fn+l e En+l e Fn+l ln.+I 

tenemos (w~"+ 1>)~ es una b.S. de .En+1, y ésto tcnnina la construcción por 
i=l 

inducción. 
Por último tomemos la sucesión diagonal 

entonces, por la condición (a), (vk)f:-0 es bloque básico con respecto a (11,k">) :. 
y por 3.1.24 es sucesión básica en (En,'1'n). En pnrticulnr (vk)k=l es bloque básico 

con respecto a (wi1>), y succsióp básica en (E1,1·,).Sen (fk) Ja sucesión de co-, . 
eficientes funcionales asociada a (vk)~ 1 ; cada fk es ") 1 -continua y por tanto. 
r-continun. Extendemos cada Ík n H = (vk : k ~ _l) r. en realidad la podemos 
extender hasta (vk : k ~ 1) 1 y la denotamos de la misma manera, Ík· 

Proben1os que si X e H, entonces 

00 

L fk(x)vk = x(r). 
k=I 

Dada U E N(O, r), sean 2': l tal que U,. e U. DefinimC:.s 

n-1 

R,,(x) = x - L fk(x)uk, para :e E. H. 
k=l . 



3.4 EXISTENCIA DE S. BÁSICAS 

Debido a que (vk : k;:::: n),: = nñl /k'1 (O) ; tenemos 
k=I 

R,;(:i) e·(vk: k;:::: n) 

es decir, R,.(x) está en En y'en~ (vk .: k 2::.n:)..~~ ~·.,: . ..·. . 
Por ser (vk)k..n una sucesión básica'.'eí1'. (E,;,'.)'~), se'sigu'e que 

R~(~) ~§§¡(~)vkib,:). 
,,,·,:»t' ;•::f;k:=':~;··,,-.,, 

·. R,,(x) -~Elk'c~)v~ie::-·Ú,;nEn e Un. 
k=n· .... 

y entonces 

;c_·Elk(x)vk e·•un C:: u,-· 
·- k=I . 

por tanto, ... 
,,. ;;;,;fj~(x)v~;(~)y 

- k=l -·-

(vk)~, -.,.:; una s~~.;;.ió;n'.b~Í~a·~~'é%,:,:>:•. 

87 

Teorema ·3.4.6. Sea .. (X,·;) un F:_e~paci~ ·de dimensión i11finita; /a8 siguientes 

tlfimiéici.?~~;::~:~~:~~~~ff~e~,~~;~\~~:--:'. ··:·~::~·>: :·:' ··-:- -; · - · 
')·:-. '/,_,,.: 'i'~.i- , .. - -· " :·:_ 

(i) ·X no tiene sucesiones básicas. 

(ii) Todo subespaCio cerrado de X con dual que se¡>arn puntos, es de dimensión 
· finita. · · · 

Demostración. 
(ii) = (i). Supongamos que X tiene una sucesión básica, digamos (x.,)'.;:~ 1 , ésta 

es b.S. de (xn]r, y este es un subespacio cerrado de X de dimensión infinita cuyo 
dual separa puntos, ya que loo coeficientes funcionales asociados a (xn)~=l separan 
puntos de (x .. jT. 

(i) = (ii). Si E es un subcspacio cerrado de X con dual que separa puntos, 
entonces E es un F-cspacio, y la topología débil <T en E es de Hausdorff y es 
n1enor que T. Se supuso que X no contiene sucesiones básicas. por lo que si E es 
de dimensión infinita tampoco tiene sucesiones básicas; por el teorema anterior, 
E tiene que ser n1inimal, esto es, a = T y así, E s:!: w, por el Lema 3.4.2, y por 
tanto, tiene base .de Schauder, Jo que contradice (i). Por tanto, E es <le dimensión 
finita.• 
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3.5 Aplicaciones 

Definición 3.5.1 Decimos que dos topologías lineales son compatibles en X si 
ellas definen los m.ismos subcspacios lineales ~errados en X . 

• Proposición 3.5.2 Sea (X, r) un e.l.t'. . Dos topologías lineales en X que son 
compatibles definen el mismo dual topol6gico.· 

Demostración. 
Se sigue inmediatamente del/1'1;or.c;m_a .1~2.19. 

Corolario 3.5.3 Sea (X, r). un· é.l.t. Dos topologías localmente convexas en x. 
son admisibles para el par dual (X,X~), .'s_i_y s_6lo si, _ellas.son co~patib.les._; .: 

.> .. ,:.- ._:. -:-.·,--·~-, ~·---· : ':: ':.: .·>~·_,.;_ :..-·.1~:-;·-.:·· :··· 
De1nostracidn. - ·]<: ,,'. 

, Si 
1
dos topologías _J.~. en, x. s':'U.; ¿oh>patibléS'. entoric;;g ¡;,~ ;id;..:.isÍbles para 

(X,X) por la propos1c1ón anterior.--: >•J-----:.':: ·· ;··'"'•'• ,-.· :,,.;;J:;z·_'" ··::'::, .. ... ¡ · 
Por otro lado, si son dos topologíá>Í Le'. e~X ,¡¡,'u i<l-;Tii.iibles, ~ntoncéS definen 

los mismos conjuntos convexos· ccrriidi:is '(Proposición·; 1:3;14) y; por 'tanto,•, son 
con1patibles. ·-. ~ ~ .~~~ · ;:}~---~--·~v~~;,:_-i.:-l,·,~t:1~Ti~:-~ ·"<, .;x,~;;_-~- ~~>/( '. 

Teorema 3.5.4 (i) Sea (X, T) üilF,~i;1~~~~f¡~~~~~~iJs~·~:~ü~2J;:!j'T,;'es·ú~~ 
topología lineal en X compatible ·é:,n r:''Entó;.,-;,és: tódo:c;;njif.:,,_io·p"~i;.éotado :: 
es r-acotado. --i, _:;"~- ,:,:'::.~;1EP~~i:~l~S~~-:-; /tJ~~- .,;~ ~~-~~-~---~~~ .. -~.~:'~;~-·-:: ;_~:':\~'._-- . . 

(ii) :~a~;s ~~:c~oe:;~~~:ea;,,1o~c:~~~fr11~f:~7:f:oi~fü~~i~;~-$;'~?7l,~~~c¡, 
Demostración. _ : . ~ _. :. 1j_. :_: _·.;:,_ -;-;-\>~·}_'.,_::::,_:~_-(_:·~~ . ·,·: ?~-~:~:·_--:~--~·~<~i~:_,_~k··;·~~:'._;~i~áj~-~-~~ ·-:~ 
(i) El teorema es obvio si p =T. Supongamos ·p <: r_,y seá .A,,uri;imbconjunto_de, 

X, p-acotado y no r-acotado y tomemos xó #O en' X. EXist_erÍ dosj'úcesii::mes:. 
(x,.)~=I en A y (tn)~=l de escaláres, con tn =fi O y t,. -> o;;, ~al~,'l~~-c{. '.~ :;;_::_ ; 

Yn --> O(p) y Yn f-+O(r), , , : . 

donde Yn = tn(tnXn +xo) paran;:: l. Por Corolario 3.3.7. c..Xi~:~··itri~-i~l~~~;~~~~i~n 
(Ymn)~=2 de (y~):'=i tal que la sucesión (z,,)~=I , donde z¡ = Xo y-~.',;; y;,.~, si 
11 ;:: 2, ~ una sucesión ti.:?U1ibásica i?n (X, r). --~-~Si~.~-;;-~,~¡,· .;\-i;~~:-~{-

Por lo anterior, t;;;~z,,-> xo(p), lo que implica .;,,/_,;.;".'·:,.. ,: 

Xo E (z,,: n2; 2)P, ··•" .. ;.•i.i·:•.:•:_:,;(.,. ·-:· 
. . ,. , . ·.'-·.··.<'. ){~~-~;.'l;· .. ~<;·~)::·~I:.:: ~_;:.:.~; • 

De la compatibilidad de p y T, se sigue que [z,,: n;::: 2)P = [i;;::7'•;:::¡2]!';'así, 
xo E [z,, : n ;::: 2)" y esto contradice que (z,.)~=l _es r,-semibáSicia:::f .e;,;~:; .; .,(:: : 

(ii) Supongamos que A es un subconjunto de.X, p:7 acótada· y;no ,:~.;.acotado.· 
Existen dos sucesiones: (xn);:"=1 .cn A y (t;.)~=1 de e8ca}#es,,~-¡;n _t;(;¡,~ y t~ SO, 
tales que - : ; :i·. -,.,:)~r;,.;:;.~;,:"~~~ t;"·>;~)J;.,\¿_;,,;-;:> ~·f},·;~::,~'u:,f., ~-:::~;"-~; .",::~, , 

tnXn ~ O(p) .y q(t,¡xnt~. o,;:." ::..l-~~-;~::i::/;;~ <>- .(3~24) 

para alguna F-seminorma'q, p.é:l.s~~Jcl~ ~~'arainiúa'q~e'i;,'~era:á'7 (Corolario 
3.2.3). Así, N = {x E X: q(x) =O}, es p::.cei-rado: El espácia· cadente X/N, es 



de Hansdorff con la topología: cociente p inducida p~r p; y a'.cie~ás' e~ me¡~izablé .. 
para lá topología determin·ada por la F-norma q (x) = J:Jj¡, q (x +y);· x:E"X/N. 

: LO. furlciÓO CailóniCa · :' · --· '• :.,, ." > ," .'· 
«I>: (X,r) - (X/N,q), 

r 

es r-continua. Si Y es un subespacio <]-cerrado.de X/N, entonces <I>-1(Y) 
es un subespacio r-cerrado de X y, por la compatibilidad de T y p, <1>-1 (Y) es 
p-cerrado. Por tanto, todo subcspacio tj-cerrado de X/ N es p-cerrado. Es fácil 
ver que q es p-1.s.c, de donde, cada conjunto de la forma {y E X/N: q(y) :S.:} 
es ¡?-cerrado y por t.nnto, <i es ¡J-polar. Obsérvese que 

t,.X";; - O(p), en tanto que t,.5';; f-+O(q), 

donde (X";;)~=I es la imagen en X/N de la sucesión (x,.)~=I . Por teorema 3.3.5 
existe una sucesión básica regular (E;,)~= 1 en (X/N,q), donde E;. = y;;:;;, con 
Y.;= t,.(t,.x;; +xo), paran;:::: 2 y Zj = Xii #< O. Al proceder como en (i) concluimos 
que Xo E [z,. : n ;;:::: 2]i> y por la compatibilidad de p y¡¡ tenemos Xii E [z,, : n ;:::: 2]ii, 
lo que contradice que (E;.)~=I es una sucesión básica.• 

Corolario 3.5.5 Sea (X, r) un F-espacio y p :S T una topología lineal, pseudo­
metrizable y 

compatible con T. Entonces 11 = T. 

Demostrnción. 
Sea (U,.) una base numerable de cero en (X,r).Supongamos.que (x,.)~=l és 

una sucesión en X tal que x,. - O(p). La sucesión (x,.)~=l es.p-,acotnda y por el 
teorema anterior es también T-acotada, por tanto absorbida."_.pOr 'Cáda· Un.;· Por- el 
Teorema 1.1.54 (absorción de sucesiones) cada U,. es uná p~vecÍndadde cero> o 
sea., p =T.. · .. . .._.: 

Corolario 3.5.6 Sea (X,r) un F-espacio con la PEHB. '.Ji:~t~.n~'..s.x es local-
1ncnte convexo. 

De111.ostn1ción. 
Sea <T la topología débil en X, entonces a :S T. Además si Y es Un subespacio 

r-cerrado en X y x r/. Y, entonces existe, por la Proposición 1.2.39 , /,, E X' tal 
que /,,(Y) =O y /,,(x) = l, .Y por tanto, Y es a-cerrado, es decir,.u.: y¡; son 
compatibles. 

Sea 1n In topología de Mackey en X, entonces por proposición 2.3.10 

u :S m :S T y m es pseudometrizable; 

y por corolario. anterior 
T11 = T, 

de donde, T es, lo.calniente convexa.• 
. .. ~-.. 

Corolario .3 .. S.7. Sea.(X,r) un F-espacio y p :S Tuna topología lineal compatible 
cor~ T .. Eri.ton~tjs -r· es p-polar. 
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Dcrnostración. 
Sen ¡ la topología lineal inducida por las µ-cerraduras el<? las r-vecindades 

ele cero, entonces p :5 -y :5 T y 1· es metrizable. As! por el corolario 3.5.5 "/ = r.• 
Teorerna 3.5.8 Sea (X, r) un F-es¡mcio y seá (x;)~ 1 ·una b11se de (X, p) donde 
p :5 T es una topolog(a compatible con r. Entonces.(xn)~ 1 es' una base de (X, r). 

Dc1nostmción. 
Por elcorolario anterior· y por. ei • Corolari,:; ·3.2.3; r está definida por una 

F-norrna 1111 p-1.s.c .. Para cada·xe·X·sé.ticne'• 

·rr;};;~~.'#·CP);" ' 
.. '· .-, :::~· ... ;>:·,.~;.: .• :'-:-:i::'¡:f{.:~-.;;.::.;·-.:::-::.:_1/::::~--- '··: >-t ' 

donde )as (f¡)~I CS )a".~c':sió,ll~",CÓ<¡,,fic::.ient~funci~Il:rui;s asociados a (x;)~ 1 , )os 
qu~ no necesar~atncnte son ·p--:continuos;.-Para'cD.da··-x~·e X; la sticcsión· . · · .. · ,., ;:L·:(~.~~.·t:.fü;!.)'';~· ··:~' >. · . . 

· - i=h'<'r.· · -n~l 

es p-ncotada y por Teorema 3.5.4 esr-acotadn, por Jo que 

Se puede ver fácilmente que 1111º satisface las condiciones (Fl) y (F2) de In 
Proposición 2.2.6, y además lim lltxllº =O ya que lim ty = O uniformemente para 

t-o t-o 
y en un conjunto acotado (en p o r, da Jo mismo por el Teorema 3.5.4), es decir, 
tambi6n satisface (F3') de Ja observación de aquella misma proposición, y así es 
una F-sc1ninorn1n; más aún, es una F-norrna por la inyecth·idad de las/¡. 

Para todo x E X, se cumple llxll :S llxllº , ya que 

" L f;(x)x; -;; x (p), 
i=l 

y como llxll es p-1.s.c., tenemos 

llxll :S lim i~f 11~ f;(x);;;ll~::s~~ lltf'.((¡;;~11 ~ 11;,ll. · ... 

Afirmamos que las normas llxll y llxll~: son ~~i.valentes', Íiar;,. ~robarlo basta 
hacer ver, por el segundo corolario del '.I"riore.ma·deJa futli:iÓn abierta, q.¡e (X, llll"l 
es completo. · ., ·.·.'•. · '· ·'-· ·'" · · · 

Cor~:ª (y,,) una sucesión de. C:u~h;.::::,~~{1111fr,~~ff 1íd~:,y;,:;=:;.~1 h (~n)x;(p): 
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se sigue que (Yn) es r-convergente, digamos a y. Sea e> O, existe N •>O tal.que 
, ... -., _- ~ ' .. 

llYn -Ymllº =sipll~/¡.~y~~~:.)~:.lt~'.~'_;~'.t•"!-~ N_ :_ -

E·~··~llt. "·'": ·~·~rSf 1!J~~!i\~~4S~f~±~Y ... ~ ·· 'ª''' 

~;~:~~~~r~1t~if ~~l~f f ~:l;E+:;.; ·: .. ·:::;; 
Por la desi-gualdad {3.25)- •. :_:-{•i.';;f<< -, -----< 

. :;L-:i'.iiti'Ac~~;~;'=; ~ i~';;; e r), - {3.27) 

uniformemente ~n k p~rá !~topo!¡;¡¡,;, r;_ 

- P.Uá iúº~,1-~~~ªº!t1~7:~~'.~-~iI::r\::"t .. ~: ~' - - ---k 

um.¿t;x~=;-umiim¿/,(yn)X¡,,,; Íim_lin; L/;(Yn)X¡ =y, 
k::~~~<~--·~-.~-J:'.,·~-~,:~~~~~-i=:=t" ·- ·-· n k i=t· 

gracias a la ~.;;,~ericn~i.:í::i.tnifó~~~·é!e (~.27). As¡, /;(y) = t;. de donde se sigue 
por (3.27) qucV : :' ~-'. <:' k --- .•• , k 

'· - ., , - ' ,_--;>. lirriLf•(Yn)"x, = Lf;(y)x;·(r), 

.. _ .~ . ,._ . },,~--·'-'-~~~~, -:~,'.>-: ~ .. ·=,l ), ~ ,1 i=l ~ 
uniformemente.en k y.que'llYn·--Yll~ - O;- · -"-

: Por.;tantó'/Ílxll-Y llxll~son equivalentes. Los operadores proyección (Sn) aso-' 
ciadÓS-_a (xn) for~an una familia equicontinua en.(xn) ya que_-

' llSn(x)ll" :5 ll:cll" P"-'"- todo n;::: 1 ~; x E (xn). 

PorTe<:irema 3.'1;18, (x;)i':1 es una su~esión básica en {X,•1111), .,;;to és;- (xi)i': 1 
es una base de [x~]r, pero -

[xnJ' ~ [xn)P '= X, 

por la compaÚbilidad de p y r• -·-·r 

Definición 3.5.9. Sea (X, r). un e.l.t •. y B_ un:~ubc~nj~~t~·;¡~;.\:. B~~:.~n r'-:-ba¡ril 
si B _es convexo, bi¡i_lanceado,. absorbqnte_ y r;:_ermd~ •.. ~,._;_- _;"''' - -- ; ,1, -

Definición 3.5.10 Un e.l.t (X,r) se llama esp'áJiJ 1 ~a',i,.i/¡:,d_ó ~i'tod.,, :(.'....j,d;:,,1~ 
una vecindad de cero: '.,<. :' - .... · ,. ,,. -
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Proposición 3.5.11 Sea (X,T)' ~n F,-cs~acio .. Si m es su topología de Mackey, 
entonces (X, m) es un espacio barTilad;;,._ .: . , ,.,. 

Demostrv.ci6~. Séa e e~ JfJi::~~rnV'e~~~~ces'c ~ 7'.-cerrado, ya que 
m S T (Proposición 2.3.10), ;;dém'W; p~r.ser c:abs~rbente y balanceado tenemos 

... . .. · ::~yf~-~.r51tX<~. < ••. 

Por tanto, por ser· X métriCo completo; C .. 'iiene':i..,-interior no vaefo. Sea Gel 
interior de C y consideremosJa e11yolvente'_balanccinda: y convexa de G,_ _Bf(G), 
entonces 1 1 1 . '. 1 . • 

2ª - 2ª e 2BC(G) +2BG(G) = BC(G) e c. 
C es entonces una T-vecindad de cero· y por consiguicnt~ conti~~e .aJ conjunto . 

Vn = { x : llxll < ;'¡} , para un natural n suficient~mente grande, donde 1111: es la , 
F-norma que define a 7'.. Máli aún, G contiene .a la envolvente convexa .de tal 
conjunto, Vn. De la Proposición 2.3.10 se sigue que C es una rn-vecindad de 
cero y (X,Tn) es un espacio barrilado.+ 

Teorema 3.5.12 Sea (x¡)~ 1 una base débil de un F-espacio (X,T), cuyo dual 
separo puntos. Entonces la funcionales asociadas (!¡)~ 1 son continuas en (X, r). 

Dcmostmción. _ . ·' .. . -~ .. _ . .. ·~·;,_;,~- . __ 
Sea u la topología débil y m la topología de.Ivlackey;en .(X,r), esta .última 

es metrizable porque el dual de X separa· puntos(Pr¿,pósición 2.3.10); sea .1111.una. 
F-norma que define a m y hagamos · · · 

la cual est•I. bien definida porque et f¡(~)x¡):; ~ ii'11asucesión <T-~co_tad~, por 

ser (x¡)~ 1 una base débil, y porque u y rn tienen los mismos conjuntos acotados. 
Al igual que en el teorema anterior se puede \'er:fácilmente que-1111º és'.una 

F-norma para X. Sea m• la topología en X definida por 1111º y sea X lacomplecióri 
de (X,mº). Sean;::: 1, la funcional/,; es mº-continua, ya_que · ,,,. 

· 11/.;(x)xnll S 2 llxllº, 

Consideremos la función identidad :: i 

i: (X,m) ~ (X,171º). 

Si i es continua, como probaremos más adelante, entonces rn• S •rn (Sr) y 
por tanto, fn es T-continua para todo n 2!: l. ' · 

Para piobar -que· i es·~oritinu8:, mostrarcmcls ·que· SB.tisfá:cC las condiciones (i) y 
(ii) del Teorema de la gráfica cerr9.da· (2.4.6) :' P'ára \'er. que' se cumple (i), tomamos 
una sucesió_n (z,.):;"=1 en 'X tal que:' . 

', ., . ' - • •. ,";:J'', .• ,, .· ·:: ·.··_: 

Zn _, z(>;n) y z,, _, zº(mº), 
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k ': 

li~u2:;f;(Zn - z)x¡ =O, 
i=l 

en (X,=) uniformemente en k y por tanto z.. - z en (X, m•). Entonces, z ="z• 
y la transformación i tiene la gráfica cerrada. . _ 

Por último, Sea V una vecindad de cero en (.X,m•), convexa, balanceada y 
absorbente. Entonces i- 1 (V)" es un =-barril y por proposición anterior una 
=-vecindad de cero en X. Con lo que se satisface (ii) del Teorema de la gráfica 
cerrada. Por tanto, i es continua .• 

Lema 3.5.13 Sean (X, r) un F-espacio y p :5 runa topolog(a lineal de Haus­
dorff en X compatible con T. 

Si (X,p) es la compleci61l de (X,p) y 

Y = {y E X : existe una red (xa) en X, p - acotada y tal que Xa - y (p)} , 

entonces Y es metrizable con una F-norma 1111º tal que 

llxll• = llxll, (3.29) 

pam x E X, donde 1111 es una F-norma p-'-1.s.c, que define ar. Claramente Y es 
un subespacio lineal de X, con X C Y.':Ademds de (3.29) se sigue que (Xo, 1111•) 
es un F-espacio paro todo subespacio'lineali-cenudo, Xo, de X. 

De11iostración. . 
ca Bk = {x E X: llxll ::5 k}, con k> O. Para y E Y definamos 

llYllº = lnf { k >.o: ye Bk¡;}; 

1111º está bien definida, ya q~e por el T.;,reIÍla 3;5~4 toda red p-acotada es r-acotada. 
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Afirnrnmos que 1111* os una F-norrna en Y. Sean Yi.Y2 E Y y k1,k2 > O 

tales que y, E Bk/" y Y2 E Bk/, entoncosui + Y2 E Dk,+k·,/ lo que:implica que 
llY1 +Y21i* :5 llY1llº + llY2ll* .Sea y E Y y una escalar a, conJnl $ 1; supongamos 
que k > O, y E D/\ y V es una p:_vecindad balanceada de O/e~tonces existe 
y¡ E Bk tal que y - 111 E V, por tanto ·a¡¡¡ E Bk ·y ay -' Úy¡ ·:e a V C V, o 
sea, ay E D/', lo que implica que llayl!" ::; llvll*. Finalmente, si y E Y, entonces 
y E~;¡;.;¡?, donde Xa es una red en X, r·-acotada y t.al qüe x. - y en p. Así, 

ty E B,'.!pll•z.llP para todo t > O y entonces 

lim lltull* :5 lim sup lltxall ;,,, o. t-o t-o a 

Hasta ahora tenemos que 1111* es una F-seminorma en Y. ·supongamos.que 
llvllº = o, entonces para todo k > o y toda r:-vecindnd de cero, V, podemos 
encontrar Xk,V E X tal que xk,V - y E V y llxk.v.11 < k. El conjunto. 

{(k, \'): k >O, V es p-vecindad de cero}. 

puede ser dirigido, mediante el orden (k, V) ;:::: (k*, V"). si, y sólo si, kº ;:::: k y 
V e v·. y In red (xk,V) es tal que Xk,V - O(r) y por tanto, Xk,V - o (p), y como 
Xk,V - y(p), tenemos y= O. Entonces 1111º es una F-norma en Y. Denotemos por 
r• la topología en Y inducida por 1111*. . ··· . "' 

Además 1111 * es p-1.s.c. en Y, .Yª que para todo.." > O · 

n BkP n Y:. {Y EY: llYll~ ':5 <}; 
k·>c. - , ' . -'.;f.:'.:i.; 

y por tanto, {y E Y : llvll* $ •} cs. í':-cerrado en Y. Por asto, .,.. es p-polar en 
Y. : .. ~ 

Si :i· E X, entonces 
(3.30) 

ya que x E Bllzll¡; y por tanto, llxllº $ llxll, y como 1111 es p-1.s.c .. Bk es µ-cerrado 
para todo k > O, entonces llxll $ k para todo k > O, tal que '1º E BkP (= Bk) y 
así, llxll $ llxll" . . 

Por lo anterior, (Xo, 1111*) es un F-espacio para todo subcspncio lineal Xo de 
X .• 

Teorema 3.5.14 (de Eberlein-Smulian generalizado) Sea11 (X,r) unF:-e~pacio 
y p $Tuna topología lineal de Hausdorff en X com¡iatiblc con T. Para todo I< e 
.)(, los siguientes afirmaciones son. equivalentes 

(i) K es p-compacto. 

(ii) I.; es p-compacto por sucesiones, 

; (iii} I.; es P-;:-_numcrablementc co_mpacto. 
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Dc1nostrnci6n. 
(i) ==> (iii) Es inmediato de las definiciones. 
(ii) ==> (iii) Se sigue del Teorema 1.1.33. . . 
(iii) ==> (i) Por el Teorema 1.1.39 J( es totalmente acotndo'\;n (X, p), a5r _que' 

por teorema 1.1.36 basta que mostremos que J( es completo. 
Sea 1111 una F-norma que define a T, por Corolario 3.5.7 Tes ·p-polar-y 

entonces por el Corolario de 3.2.2 podemos suponer 1111. es p...,-1.s.c. .. . . . . :.. . . . ..... 0 . 
Para mostrar que J< es p-completo, tomamos una· red -¡¡;..;cauchy (xa) .eri · J<; 

entonces ' · :1'<·-, - ··:::·~:-:.~-:::··'.· .. >-:.:._.'·. r.· .. ·:•'.';'. 

Xa - y en (X,p) . ... (3.31) 

para alguna y E Y. . 
Analizaremos tres casos;'· Supongamos primero que ll:z;a --'vil" - O, entone~ 

(xa - y)4 es de Cauchy én (Y, rº) y esto implica que (x0 )
0 

es de Cauchy en (X, r) 
ya que ~or (3.3Ó) ... . ; ; ; :~ , . ·. , ·· ... · .. · · . · ' ' · · 

·,, 
de, donde,' por la. ser (X,r)com'pleto, existe z .É X tal que Xa - z(r); así, 
Xa _, ··,;·(p) y ·por· '(3.31) z = y E X. Si y ,¡. Xa para lodo a, entonces, por 
la metrizabilidad de (X,r), existe una sucesión (an) de rango infinito tal que 
Xan -+. y (T) y por tanto, xa.; -+ y (p); de donde, y es el único p-punto de 
acumulación de (xa(n))n en X, por el Teorema 1.1.33, y E K . Por tanto, K es 
completo.· 

Ahora supongamos que 1lx0 ·- yJIº - O y y 1' X. Como y >F O, podemos 
suponer, por (3.31) , que Xa 1' V para todo a y alguna µ-vecindad de O, V. 
Tenemos entonces que se satisfacen las hipótesis del Teorctua 3.3.5, esto es, en el 
espacio Y, la topología ·T. es p-polar, Xa - y_, O(p), Xa - y - O(Tº). Entonces 
existe una sucesión básica regular (z..):;"=1 en (Y,r") tal que 

a. Z¡ =y, 

b. ~1 = Wn - y, donde Wn = X 0 n, para alguna sucesión creciente ~, 

c. infllZnll".>0 .. 

Sea Z = (Zn : n ~ 1) y sea ~V = (wn : n ~ 2) . ES claro que Z = \V+ 1Fz1 
y debido. a que z 1 1' X, y ttr C. X. tenemos que IV· es un sub espacio cerrado de 
codimensión·1 en Z. Sea F la funcional lineal continua en (Z, r") tal que F(z1) = 1 
y P(Hr):: 0 .. Definrunos'el operador r"-continuo A: Z _,~como . . 

A(z) = z - F(z)z¡. 

Para n 2=: 2 tenemos, 

A(Zn) = A(w,.) - A(zi) = Wn, 

Sea B . : Z .. :..... Z el operador continuo definido como. B ( z) = z 7' g, ( z) z1, 
donde g¡ es.el primer coeficiente funcional asociado_ a (Zn);:'°= 1 • O sea 

B (t t;Z;) = f: t;z;. 
•=l i=2 
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Además, 
B (w.,) = B (z1 + z.,) = z., 

para n ;:=:: 2, de donde 

. 'BA(z;'.) ··,,;,• Z;; y AB(z,;) = Zn 
,, >\; !-.~-·· .. ··+t.·; ,·->:, •"' ... 

para n ;;:: 2, y por tanto; Á ;,,. Ji; 'is~n;orfisció de (z,, : n ;;:: 2) en su imagen, es 

decir, (z.,: n;;:: 2) • ~ W, y'.~r (-;,~)::",;.~ cs·;,na báse de (W,i") ya que 

~ = A(z) ~~/(·.Et;~¡) = f t;w;, 
i=2 i=2 

para todo w E W. Por ser W un subespacio de X y debido a que llxll = llxllº para 
x E X; resulta que (w.,)::"=2 es una sucesión básica de Schauder en (X, lllll· 

Debido a que w., E K paran;:=:: 2, (w,.):;"=2 tiene un p-punto de acumulación 
wo E J>; lo que implica, por la compatibilidad de p y T que Wo E (w., : n;;:: 2) 

(= W) y asf, wo = E /;(w)w;,donde (/;)~2 es la sucesión de coeficientes fun-
1=2 

cionalcs asociadas a (w.,);:"=2 • Cada/; es entonces p-continua. Por esto y por ser 
wo un p-punto de acumulación de (w., : n ;;:: 2) se tiene que para. ca.da. i ;:=:: 1 y 
e> O existen> i tal que w.,-wo E ¡,-1(-e,e). Entonces f;(w.,-wo) = f;(wo) E 
(-e,e) para todo e> O lo que implica /;(wo) =O. Por tanto, wo =O, lo que no 
es posible pues supusimos que x 4 r¡. V para todo a y alguna p-vecindad de O y 
1Vn = Xan• 

Por 1\ltimo, supongamos quellxa - yllº ..,. O y y E X. Entonces 

Xa .,--y-O(p), 

ya que Xa - y(P), y y e X. Asimismo, Xa -y e X para cada a y por tanto i 

de donde Xa -y - O(r). Por el Teorema 3.3.5 existe una sucesión básicá regular(de 
Schauder) (z.,):;"=1 en (X,r) que satisface z¡ ,¡ Oy z,, =w.,-y dondew;. ~Xa(n); · 
paran;;:: 2 y alguna sucesión creciente a(n). · ·•. _· ·· · · ... · 

La sucesión (tun)~=2 BStá en K y por co1_1siguic1ite tió1.1~ uil p~p1illtó~'d'::~c~­
mulación wo E J>. Asf wo -y es un p-punto de acumulación de.(Z,,);:"=2 '; Como i 
y p son compatibles '· ·· ·· · ···- · · · 

Wo - y E (Zn : n 2: 2) , 

y se sigue que 
00 

wo - y = E f;(wo - y)z,, 
i=2 

donde cada /; es. •:--continua y por tanto µ-continua, entonces haciendo lo mismo 
que en el caso anterior tenemos que wo ·-y = O y Y E7 I<.· Por tanto, K es completo, 
con lo que finaliza la demostración. 

(iii) => (ii) Sean (x.,);:"=1 una sucesión en' K,¡de_ elementos distintos entre sf, y 
xo e K un p-punto de acumulación de {x.,}: Si xo es un r-punto de acumulación 



3.5 APLICACIONES 97 

de {x11 } entonces existe una subsuccsión de (xn)~=l que T-convcrgc a xo y por 
tanto, también p- converge a :i:a y I< es p- compacto por sucesiones. 

Si xó no es un r-punto de acumulación de {xn}, entonces existe una red (za) 
en {xn} tal que (za) - xo (p) y za f-+xo (r) y podemos encontrar una sucesión 
básica (de Schauder) (Un):;'°=1 en (X, r) con u1 ~O 'Un = Za(nJ - xo paran~ 2 y 
alguna sucesión creciente (a(n)). 

Sea w un p-punto de acun1ulación de {zn(n));=l en K, entonces 

w - xo E (Un : n ~ 2) , 

y al igual que en In prueba (iii)=>(i) concluimos que w - xo = O y así, xo es el 
11nico p-punto de acumulación de (za(nJ);:"=l. Sabemos que Za(n) -> xo (p) 'y el 
rango de {za(nJ) es infinito, pues en otro caso Un= O para alg11n n·~ 1 y .esto no 
es posible, por ser 1tn parte de una sucesión básica. Por tanto,(zd(n}) con~i~n~ una 
subsucesión que es un renrrcglo de una subsucesión de (xn)::°=l y/~ cii p-comp!Ícto 
por sucesiones.• 



Capítulo 4 

Propiedades de extensión en 
F*-espacios 

En el capítulo anterior obtuvintos, como consecuencia de la existencia de suce­
siones básicas en F-cspacios, que todo espacio de este tipo con la PEHB tiene 
que ser nccesarian1entc locahncntc convexo (Corolario 3.5.6). En este capítulo ve-
1nos algunas generalizaciones de esto. Primero definhnos otro tipo de sucesiones 
que generalizan el concepto de sucesión básica y otras propiedades de extensión 
relacionadas con las nuevas sucesiones, además estudiamos cierto tipo de subcspa­
cios: los propios cerrados dcbilmcnte densos. A partir de estos nuevos conceptos 
analiza111os que pasa en el caso de los espacios lineales mctrizables, no necesari­
an1cntc co1nplctos, que gozan de ciertas caractcrtfsticas: scparabilidad, dual que 
separa puntos, etc. En los dos últin1os Teorcn1as, 4.3.15 y 4.3.16, vemos no sólo 
la relación que guardan las propiedades de extensión con In convexidad local sino 
también con los espacios 111inirnales. 

4.1 Sucesiones M-básicas y propiedades de extensión. 

4.1.1 Sucesiones 1\1"-básicas 

Nuevamente, para cndn sucesión {xn)~=l en un e.l.t. (X, r) escribircn1os [xn]T 
para denotar ni subcspncio (xn} r. Si no hay lugar a confusión escribiremos sim­
plmnentc [xn]· 

Definición 4.1.l Un<1 sucesi6n (xn)::°=i en un F"-espacio (X,r) es Al (Markushevich)­
básica , si es se1nibásica y exi5te una sucesión (J~,)~~ 1 de juncionales lineales 
continuas en [xn] tnl que 

(i) {x,.,/,.}~=l es un sisl.ema biortogona(·· 

(ii) (/,.)~=! es total en [x,.]. 

En este caso se clice que la sucesión (Jn)~~1 :~i~, as~i~da ª. (xn)~ 1 • 
Definición 4.1.2 Una .mcesi6n 111 -/JáSica, ~x,i)~.,;(~ii. un J'.".:.:.t,;pacio es 1.lamada 
J\.I -básica fuertemente regular si la suce8i6n a.Saciada· 'fe funéionales,' (/,.)~=! ;··es 
equicontinua en [x,..J. -~· · · ·· ,., ' 

99 
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Proposición 4.1.3 Sea (X, r) u;,_ F;:_espaé'io 'y s;,po;,_gá.,,.~s ;¡,te (!l:~)~.;·1 es M­
básica. La sucesión (xn)~=l e.el M.~bási_ca<f~ter!-c1ÍJ.f71}-tc_. ~- regu.l~r._ :~~,,.__-·y._ Sólo si, 
.!~~J .. (:i:) =O para todo x E [x,,], dond.e (J .. )~.;( e~. ~a ~U,~esi~n:~.~.J1mcionales 

asociada a (x,,)::°=t ·:f~·:·· .;:...~.: -· ":;: ·>::(t "·>-.::~· 

Dem.ostrrzción. _:_·."·~·: .. .-:·": ·i:_r;~; ->--· --~·/'.: _· ·: .. ::,:;¡;:._:,~{.: .. : .. ,...·:: ·. ~- _,, . . . _. _ 
Sea G = [x,,] y supongamos que:(:i~)~=¡'és::ü2bás;c,;:trüert~mcn'i.i:reg.í.J!ar~­

Supongamos X E G y€ >-0, ccinici~(J .. )~.,;¡ es:;cquicontinuá•cn<_G eÍdste.uná 
vecindad U de O en X tal que ·•.i'.· • ·> .. · •.:,::• · •• · • •· .._ 

.,··-~ .. · .· .. :_-.-1.::<~ :;~:--~~- -_~:· :~-:~2-fa~~-: :.:·:_~/., ·>~::_tL~:L·~~ ~~~~- "'~·· __ ·:~~ _,._,4- . 
lfn (z)I <::€si .i e·u n G.ypáráfóaóin•'<::~L.,,:. ~ ·' · · ·· 

Por la elección de x se tiene 

(x - U) n (xn) =F 0, 

lo que implica 
x = a1x1 + ... + a,,,xm +u 

para algún m E .N, u E UnG y a; E lF para 1 ::5 i::; m. De donde IJ,.(x)I < _€ 
para n ;::: m + 1, y por tanto ,.'.!.?..!., fn (x) =O. 

El recíproco se sigue fácilmente de el Principio de acotamiento uniforme (Teo­
rema 2.4.4) ya que {fn (x) : n E .N} es acotado para todo x. E X y G, es un 
F-espacio .• 

Proposición 4.1.4 Sea (X, r) un F-espacio, entonces 

(i) Toda sucesi6n básica regular es J\1-básica fuertemente regular, 

{ii} Toda sucesi6n JI[ -básica fuertemente regulares /vi-básica regular. 

Dc111ostmci6n. 
(i) Sea (xn)~ 1 una sucesión básica regular. Como X es un· F-cspacio se 

tiene por el Teorema 3.1.11 que (xn):;"=I es una sucesión Schauder básica regular 
y por tanto, por Corolario 3.1.22, semibásica. Por lo anterior, cada uno de los 
coeficientes funcionales asociados a la s.b.S (xn)::°:1 es continua y se satisfacen (i) 
y (ii) de la Definición 4.1.1; ~sea, (xn)~=l es una sucesión Jl:f-básica. Finalmente, 

si x '= ~xuJ, cntonr.cs x = 2: /n (x) Xnt por esto y la r'?gi..1.laridad de (xu)~=l se 
t1=l 

concluye que.,!.!~ fn (x) =O y por consiguiente, (xn)::°=t es .1\-/-básica fuertemente 
regular. 

(ii) Sea (xn)::°=t una sucesión Jl:f-básica fuertemente regular con (fn)~=l como 
sucesión de funcionales a ella asociada. Entonces (x,.)::°=t es ,\/-básica por _defini­
ción y por la equicontinuidad de (J .. ):;"=1 

~ =.{x E [xn) : s~p lfn (x)I < i}, 
es una vecindad de cero,en[x".'] y Xn <t U para todo_n;::: l. Como U.-:= V n [xn] 
para alguna ,-ecindad. V de.O cn·:x; teniiruoo que x,. ·<t V para :iodo n ;:! ly. por 
tanto, (xn)~=¡ es regular~ • .- ·.,_ .. ··" ,. .. ' ··,. '· .:• ._,-,.. , ::

1 
.. _

1 
/• 
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Definición 4.1.5 Se dice que un Fº-espacio X'.tierie ltL)"ropicdad cic·Extcns.ión. 
tic Afarkushevich-Ifahn-Banach (PEMHB) si.la ce.+adum··.en':F." cicl.s-ubcspacio. 
lineal genemdo por cualquie1· sucesión M -básica fUerf:e1'it_~iit;c ·regular es u'n subc-
spacio HB. ··'<•······ .... ,. - · . ·· ·· 

: ·:- . '· \ .. ' . '.' . ~t'.· f. \¡·Jf'·~.¡·;\J.,.· ,. ,~,:· . .. . ' i ·'· 

Definición 4.1.6 Un e.l.t. (X; T) tiene· la P,r:opiedad,Aproximada de Hahn-Banach 
{PAHB) si para todo subc.•pacio propio cermdo,l'vl de X, c;ri.•tc f E X' no .triviul 
tal que f (M) =o. · . · · '~ ,,. - ··:.•. ···r · •; · · 

~,_/.: :· ~ :::- ~ ·. 
4.1.2 Propiedades 'de extensión;· 

Lema 4.1.7 Sea pé~ ;) un e.i.t. s/,,:·J sü,t',,p~logl;,_ débÚ y .\l ~~ ~'',' sub~spacio, 
de X, entonces:· · · _, #.,,,., ·· ~·-.·· -~··-:-·· · 

.. ~-¡ -~:·/~',~·:_f"i~~ .. < ··, -

(a) (X, T) tiene la PSP '(Definición J.2.42) si, y sólo iii. toiio subcs¡mcio de X 
de dimensión finita tiene la PEHB, 

(b} AI es u-cerra.do si, y sólo si, X/A1 tien'e 11{PSP,·" <· 
(c) AJ es un subespacio propio T-cerrado débilmente'dcns~ (PCDD) si. y sólo 

si. X/ A-I, es un espacio no trivial con dual trivial. 

Demostmci6n. 
(a) Si X tiene la PSP, entonces, por la Proposición 1.3.7. su topología débil 

es de Hausdor!T y por tanto, su topología original también lo es. Así cualquier 
subespacio, en part.icular los de ditnCnsión finita, son de Hausdorff y los de di­
mensión finita son entonces ison1orfos a IF11 para a algún 11 ;:: l. De donde, todo 
subespacio de X de dimensión finita tiene la PE/iB. 

Por otro lado, supongan1os que todos los subespacios de ditucnsión finita de 
X tienen la PEHB. Sea xo ,t. O en X, y consideremos el subespacio (xo) por él 
generado. Definamos f : (xo) - lF por 

f (t.xo) = t, 
está es una funcional lineal continua y por hipótesis tiene una extensión F lineal 
y continua, a todo )C Así F (:r0 ) = 1 y por tanto X tiene la PSP. 

(b) Supongamos que Al es a-cerrado. Entonces por la Proposición 1.1.23 
X/ A,l es de Hausdorff con la topología cociente inducida por a. pero ésta coincide 
con la topología débil en X/ Al para la topología cociente inducida por la original 
en X (Proposición 1.3.6), de donde por ln Proposición 1.3. 7 X/ Al tiene la PSP. 

R~fpr•·v·~niPnt.':!. si X/ AI tiene la PSP. ento\1c:rs. n1""r lri. Pronosición 1.3.7, 
su topología débil es de Hausdorff y por tanto JH es a-cerrado.• 

(c) Supongamos que /LI es un subespacio lineal PCDD. Entonces X/Al no 
es trivial, por ser l'vl propio. Si f es una funcional lineal continua en X/ AJ y 
q : )( - X/A1 es la función canónica, entonces e fo q t..."S una funcional lineal 
continua en X que se anula en /\/, de donde, por la a-densidad de i,I, fo q = O, 
y por tanto f =O. Entonces )(/J\/ es un espacio no trh·ial con dual trivial. 

Por otra parte, si X //\1 es no trivial, entonces Al es propio. Sea g e X' con 
g(AI) =O. Esta funcional determina unu funcional lineal continua J en X/,U, 
tal que f o q = g, pero como X/ Al tiene dual trivial tenemos que f = O y por 
tanto g = O. Por tanto, /L1 c.~ PCDD .• 
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Lema 4.1.8 Si el e.l.C (X•r) tic1ic la PEHB ylvI ex. es un subespacio cermdo, 
entonces X/ M tiene la PEHR.: ·.k'·; J'{ ~:~.;: º.: .· 

Demostmción .. Sea N un s'Ü~esp~io.C:ériadode X/M y f EN'. Entonces, 
q-1 (N) es cerrado en X.y .. contiene ~·.M: ·donde q .: X -> X/M es la función 

ººº;:~;~.~ '· : ; : ;,;:;~E'~tG~-,~~1,,, .· .. . • . 
de donde ker /. es cerrado y por tanto. //e· (q'-: 1 (N))' ·; X tiene la PEHB, por lo 
qlle f. tiene una cxtensión·F lineaLy'conti'üua·'en X. Asr,"F (M) ;,.,.;: o, y F induce· 
una funcional lineal continua I en X/ 11( t~. que :. . . . . 

. ,,·,' 

- ·-· . _-.,,-._, --· 
Si :i: e N donde x d.enota la. clas~;<:le .x~ e~~(iii.ces , 

.f(:i:) ];;.¡..(;,; ~]. (x) =J(:i:); 
_ . · __ ~ :·~:::~;~·f·:,;~·;:~· .. ,;\.:r,:~-~~1·<,.: .\/~ ,, -- .· .. __ .· : ,. 

es decir, fes una extensión co'ntinua:de-f.:.a ·x/Af.•Por tanto, X/M tiene la 
PEHB.t . . . . 

. i~' ;._-. ;:,::'' ''¡ .\ .• 

Lema 4.1.9 Sea (X~r) un.e.l.t: ·y CT su:topologfa débil, entonces:• ··•. 

(a} X tiene la PEHB si, y sóló si, todo ~ub~spacio r,,-ce~clo de X ·ea a_:c~rrado. 

(b} X tiene la PAHB si, y sólo si, todo subespácio a-, den8;;··~e'Jc. ~5·:,..::.::cie,J.,;~; 
Demostmción. · -
(a) Supongamos que X tiene la PEHB . Sea A1 un subespácio r-cerrado dé 

X, por el lema anterior X/ AJ tiene la PEHB y por la Proposición 1.2.43 tiene 
la PSP. Del Lema 4.1.7 se sigue que A/ es a-cerrado. 

Inversamente, supongamos que todo subespacio lineal r-cerrado de X es 
a-cerrado. Sea /\f un subcspacio lineal r-ccrrado y f e M' no trivial, entonces, 
1\1 = IFxo + ker f para algún xo E /IJ tal que f (xo) ;'= O. El subespacio ker J es 
r-ccrrado en A/, y por tanto, en X. Por hipótesis, N = ker fes u-cerrado. Por 
la Proposición 1.3.8 existe F E X' tal que F (N) = O y F (xo) = f (xo) , es decir, 
Fes una extensión lineal continua de J a todo X. Por tanto, X tiene la PEHB. 

(b) Supongamos que X tiene la PAHB y que AJ es un subespacio u-denso 
que no es T-denso, entonces AJ e A1 <;; X; de donde M es también a-denso. 
Es decir, AJ es un subespncio PCDD y por el Lema 4.1.7 X/ !vi es no trivial con 
dual trivial, por tanto, (X, T) no tiene la PAHB ya que de tenerla existe JE X' 
no trivial tal que f (M) = O y está induce una funcional distinta de cero en el 
cociente. 

Finaln1entc, suponga1nos que todo subespacio lineal o- denso de X es 'T-denso 
y sea A/ un subespacio cerrado y propio con la siguiente propiedad: f (M) = O 
implica que J =O para cualquier JE X'. Entonces !vi es a-denso y por hipótesis 
es r-denso, lo cual es una contradicción a que sea cerrado y propio. Por tanto, 
X tiene la PAHB.t 
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4. 2 Generalizaciones 

Esta sección se basa principalmente en [10]. 

Proposición 4.2.1 Sea (X, r) un F-cspacio. minimal" y (x,;.)::°=I una sucesión 
NI-básica en X. Entonces (xn)::;,, es una sucesión··.básica equivtdente a la base 
usual de w. 

. -- ~,,,.. ~<.~.--•~:~;~); (.::.·:·~:-

Demostración. Para cada n > 1 sea· Ln := :(Xk :. k ;?::n):\Es fácil ver que los 
conjuntos de In forma Ln + U donde. U es una'.r~veeindacL balanceada· de O , 
satisfacen las condiciones dadas en Proposición 1.~L14-·y·~.ai·'?~":S.Ígl.1:Íent.e son una 
base local de una topología lineal..\ en X. Además dé Ias)gualdades•;··. 

': -·~: :~···' ·;-:.···~· ·/;'~·~-~::d\':.~\'.á~.;.:~;i;~;~,_-~,..1-~,Y.•:;.;;:,·:'·'·' n(L,. +U)= nn(L~ +U),;,,, nLn ~:nL,;,:. "' '"'' t" 
, n_'~--- , : ,· n -U -.- . ·-·.:·;·: .. ~·~:.~~~;.~~~-:):.&t~~7~·:,~::;?\:-__ .'~<--.~~;~.> .:;~~n-::,"~·> - .... 

se sigue que ..\ es de Hausdorff, ya que n Ln = {O} por. ser. (xn)::°=t' Mcbásica; pues. 

x E nLn implica fn(x) =O para todo"n. C;;;,Í¡,U¿·L::;'+·u;«té~e~~ ..\S T y 
n · '"' >- -:-->''_:.::'-~·-:?·':'.:...>.--:;,~:;··.~.~.ir.-tr¡;'..·.·L·-. -·~,, ·. 

corno r. es minin1al, entonces...\= -r:·. Para cualquier·succsión~de cs~alares (tn)~=l 
se sati~fncc - · ·:;;.\r.·;?~~~;·\r~.<fi·•~l:~§?~t~.-~·1<1~/-~•:•:-·~- \·1.?:"'« ;·r··· 

f: tkxk e L.:·+ u'~a;,¡·t6~¡{cf'~:.xfc~;+i,~tfí',~'.;~¡ i;:,:, ._,. ., 
~=T1+l. «: ·:-"-· ,' . • ·:1 .. --}~\ . .".«j, ;·l._:,_·,s:._~:_1.~~-':, 

y entonces f·tnxn converge. ·POr cori~iguiCnte, x·."~ ·f:-fn(x)xn, para todo 
n.=1 .. ,· .-·. : -.. " '~ ·:.: . ,_ · n.=1. , 

x E (xn] ya que Un);:"=,· es total eri (x,.];·es decir, :(x;;);:"=~· es ·una' sucesión básica 
en (X;r) y es ·claramente equivalente a la bn5e .. usual (en)::"=1de w (ver Ejemplo 
3.1.6).t . . . . 

Teorema 4.2.2 Sean (X, T) un F-cspacio y p una topo/og(a lineal en X, tql que 
p <T. Supongamos que (xalaeD es una red que satisface Xa--> O (p) y Xa...,.. O(r) 
y sea z 1 E X con z 1 # O. Existe una sucesión creciente (an)::°=2 en D tal que 
(Zn)~=l, con z,, = xª"' paran 2:: 2, es una ·sucesión M-básica fuertemente 
regular en (X, r) y z,. --> O(p). 

De111ostración.. 
Igual que en la demostración del Corolario 3.3.7 encontramos una topología 

lineal y metrizable p S {3 :5 ·r en X y uua sucesión (Zn)::°=I de la forma señalaúa 
cu el enunciado tal que z,,--> O(p), es Schauder básica regular en la topología f3 y 
semi-básica para T. Por tanto, si x E (xn]r C [xn]P se tiene 

00 

x = L fn(x)x,. (/3), 
n=J 

donde (/,,)~=J es la sucesión de funcionales asociada a (x,.)~=t· De aquí se sigue 
que (/n);:"= 1 es total en [xn¡r y entonces (x,.)::;, 1 es M-básica. También se tiene 
que fn(x)xn --> O(p), para todo x E (xn] y como (xn)::°=I es /3-regular se cumple 
f,.(x) -->O, para todo x E [xn]; es decir, (xn)::°=I es fuertemente regular.• 
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Corolario 4.2.3 Sean (X, r) un F-es¡uicio y p una_t,0710/;;gí,;,Jineal en,X,tal que; 
'' < T. Se1t (xa)aeD una red T-1·egttlar tal qrLe :¡;a·.:...: O (rJ) ·y ~ca z,1 :E X con z1 ·i' O. 

(i) Si T es p-polar, entone~ ~te tt1~a su~esi~;t:~tri~t~~;~~i;~:c~"cien:tc (cLn)~=2 
en D tal que (z,,)~ 1 es'"''ª sucesiónrbtisica'\'regvJar:"en :ex;!),, donde· 
Z,-1 = Xani para 11·;:: 2. -'~,'~.-. .?f-·:J~:;::1 ... -~···--·· 

{ii} De modo más general, existe una sucesión;cre~ic~1t~-(;.,.)'~=2>enD t¡,;,l qÚ~ 
(z,.):;"= 1 es una sucesión JvI-btisica regular en'(X;r),.:donde,z,; .. ,,;;:x.:;.»· para 
n ;:::: 2. . . .. , ~ ~ :~ \· -'.:..:~ ... - :,~ ;.:~~H~:::\·}>~·;~~~-:··::.;~ :~.~>-1 .:-)>4: -... _ .. ~-

"! ' .. ~ -;:,;::;<, ·.: .... {- <.:-:.~:>- :' .. ;,_:.o;·-: ·.e~·-'' 
Dc1nostnició11. ·~!J.~\ :f:. ·. i,:.'.i.' :, \:.\. ~;;~:;.-: __ 

tcor~~,::S ª~'~~::;'.encía inmediata del. Te~r~~~}tsi.~r~· :;~~t~}~~é (ii)ló cs. del 
:,<_-.., '.'' ;":'.- -.- ;:~ í·:~; -

Teorema 4.2.4 Sea (X, r) un F- espacio: LiiB siguie~ités dfirmacionci son eqttiv-
alcntes paro X: · r· ~··-·:_(·,;- :·;:•·.'.;.·:i:~_·;:;:-;·,.·:.::1':'/·~:J\r.,_ !",:-_.: ..::>· ·' 

(i) no es 1ninir11al, 

(ii) contiene una sucesión /\'1-básica regular, 

(iii) cont.icnc una sucesión /\![-básica ftfcrtemen~e ·regular, 

(i-u) con.tiene uua. sucesión básica regular. 

Demostración. 
(iv)=>(ii) Esta implicación es parte de la Proposición 4.1.4. 
(ii)=>(i) Supongamos que X contiene una sucesión (.rn)~=l que es llicbásica 

regular y que X es minimal. Por Ja Proposición 4.2.1 (xn)~=l es una sucesión 
básica regular equivalente a la base usual de w, pero esto no es posible, Y.a que 
está tíh itua no es regular. Así, .)( no es minin1nl. 

(i)=>(iii) Existe una topología lineal p < T y el resultado se sigue del Teorema 
4.2.2. 

(iii)=>(iv) Sean (xn)~=l una sucesión 111-básica fue.rtemente regular, Y =i·[xn] 
y <Jn):;"=I la sucesión de funcionales asociada a (xn):;"=1 . Por ser (/n):;"=l equiccin-· .. 
tinua en }"", el conjunto 

k "··: < :> .. <,, :, /' ' .. )>:. ';' ' ' 
V= n {y EY: f/n;(ir)I <'.l} e U; 

i=l 
.i_(:,; ·.~.~;;~ .. ,;/ .. ,.\ 

puesto que Xj E v· y Xj <t u si j ;é n,, .:;",nk. ;~Or tanto, CT.((/n)~=l) < T. en Y. 
Entonces (Y, T) es un F-cspacio no. Íniliimal y por.el.Teorema 3.4.5 contiene una 
sucesión básica (yn):;"=l con. funcio~alcs asociadas (gn)::°=I. 



4.3 C. LOCAL :y P:EXTENSIÓN 105 

Pnra y e'Y; j,.(y) ,·_, O, por ser (x .. ):;"= 1 una sucesión· J'/-básica fuertmnente 
regular.y sup lf~(y)I < oo:·, .. 

Défi~lim"oS ,'ú{.~Sigt·.ic,ril·~>riarnln; ~n y 
-,~ ,,._, ~·¡~::::_ -··.~; • .;'. .'J't%'~·"-:'<:·:;:.~.~:":::;1 ~: .. :;· -'· -.-, 

•"'; "' -- .·._:, llull = s~pg .. cv,>} ;,;e 
.. ¡ 

Est~1 ~.º~hia:·~.f gc~n~:ita: iR./1~1epara cada ~·. >. O~•el h>11junt~: 
,•."·l1 e.Y'<11iíu:~e/={il É'y: s~p{fr .. c;,;)I} < ·}··; 

- ···. - .... ·- ' . n 

es 1úia,:r-veein.dad de cero por la equicontinuidad de (J .. ):;"= 1 '. Por tllti~o, afir­

mamo~',~~~}~·~li~esión báSica (llunll-t y .. ) ~=l es regular ci;'(X,T), ya que por l.? 

anterior .el conjunto W = {y E Y : llvll < l}, es una r-vccindnd de cero mt Y y 
11Ynll-c1 úi.: </;V para todo n 2:: i.• .· · · 
4~3 Convexidad local y propiedades de extensión. 

En lo que sigue desarrollaremos parte de un trabajo realizado por Kakol y Sor­
jonen ([8]) en 1994, a fin de generalizar los resultados obtenidos por Kalton y 
Shapiro en la deca<la de los 70 y así obtener condiciones más precisas bajo las 
cuales un espacio lineal topológico 1nctrizablc, no 11cccsaria111cnte con1pleto, tiene 
propiedades de extensión. 

Teorema 4.3.1 SclL (xn)~=l una sucesión lvl-bd.sica fucrte1nente regular en un 
e.1.t. metrizable (X, r) tul que Xn _, O en la topologfa de l>fackcy m(x·, X'). Entonces 
G = [xnr 110 es I-113 en (X, r). 

Demostmción. 
Supongamos que Ges HB en (X,r), entonces por la ProposiciÓn 2:3.Ü ten-

emos m(X,X')IG = m(G,G'). . . 
La sucesión de funcionales (fn)~=l asociada·a (x~.)~=l es T-equiconÚnuaY to­

tal en G. Por la compatibilidad de rlG y m(G, G') cada fn es m(G, G')-continua, 
de donde por el Teorema 2.4.4 (J .. )::°=t es m(G,G')-cquicontlnua y así, 
U = {x E G: sup,. lfn(x)I < l} es una m(G, G')-vccindnd de cero, que no con­
tiene a ri!.!guno de los elementos x ... Tenemos, U = V n G par<?. alguna V E 
N(m(X, X')) y por !n ;;·:te: ;:·e"'"~ V p~ra todo 11 2:: l, lo cual es una r.or.trodk­
ción a que Xn - O en m(X,X'). Por tanto, G no es HB .• 

Corolario 4.3.2 Sea (X,r) un F-espacio. Los siguientes so11 equivalentes: 

(i) (X. r) es. localmente convexo, 

(ii) (X.T) tiend la PEMHB, 

- (Úi) Tés ii(X,'Xl).:..¡;¡,¡d,!y todo sub'Cspacio c~rrado ~n (X. T) q~e tiene una base 
régular és HB.. ' · · · · . .. . 
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Demostración. 
(i)=(iii) T tici¡e una base de vecindades de O formada por cerrados y convexos. 

Por la Proposición 1.3.14 los elementos de dicha base son u(X,X') -cerrados, o 
sea T es a(X, X')-polar y por el Corolario 1.2.38 todo subespacio cerrado de X 
es HB. 

(i) =Cii) Se sigue del Corolario 1.2.38. 
(ii)=(i) Supongamos que (X,r) no es localmente convexo, entonces por la 

Proposición 2.3.10 m(X,X') < T, y por el Teorema 4.2.2 podemos encontrar una 
sucesión NI-básica fuertemente regular (x;..):;"=1 en (X,T) tal que 
x,. - O(m(X,X')). Del Teorema 4.3.1 se sigue que [x,.],. no es un subespacio 
HB en (X, r), es decir, X no tiene la PENIHB. 

(iii)=(i) Supongamos que se satisface (iii) y (X,T) no es localmente convexo, 
entonces r es u(X, X')-polar y m(X, X') < T. Por la Proposición 1.3.14 T es 
m(X, X')-polar y por el Corolario 4.2.3 existe una sucesión básica regular (x,.)~ 1 
en (X, T) tal que x,. -> O en m(X, X'). De la Proposición 4.1.4 y el Teorema 4.3.1 
se sigue que (x,.):;"=1 es una sucesión JlI -básica fuertemente regular y G = [x,.]T 
no es HB, lo que contradice a (iii)• 

Corolario 4.3.3 Sea (X,r) un e.l.t. metrizable con la PEl\1HB. Si O es una 
topología lineal en X tal que O ::5 r y T es O-polar, entonces 

r = sup { m(X, X'), O}. 

· DeTTtostracidn. 
Hagamos r' = sup{m(X,X'),O}. Sea O una topología con las propieda­

des mencionadas, entonces Tes -r'-polar ya que los O-cerrados son también 
T'-cerrados por definición de Ja topología supremo. Supongamos 

-r' <r. 

Por el Teorema 3.3.5 podemos encontrar en (X, T) una sucesión (x,.):;"=1 que es 
básica regular, y por tanto /II - básica fuertemente regular, tal que x,. _, O (T'). 
As!, x,. _,O (m(X,X')) y el Teorema 4.3.1 implica que [x .. J• no es HB, lo que 
contradice que X tiene la PEIMHB. Por consiguiente, T = r'.• 
Lema 4.3.4 Sea X un espacio lineal y G e X un subespacio. Sean p y T dos 
to¡iolog{as lineales en X tales que p ::5 T y p y T inducen· topolog{as .igúales en· G . 
y en X/G. Entonces p =T. '; ... _.,,,. 

",· .. ~~¿',~:_;,.,-t-~· '<. ':1_:;_::::,, 

Demostracidn. 
Sea U E N(X,T). Escojamos U 1 E N(X;r) talq~e ü1 :+;ú{:c.u.· EXiste 

V E N(X,p) tal que -- . -.. -"., 

U¡ n G = V n º·' . ~ >:·:.\~{:'.';''· ;, ;' 
Turnemos V1 E N(X,p) .. tal quey1 ·:__:.v{clÍ-.~f, .. ·,;!~ \:'<. 

. (~; 0)J>,8~'-~§18~'~:~l;.:~?> . ·. . (4.1) 

U1 n V¡ e N(X,r)·, ya.que·p :5··-r ·y:·como ·µy .T·:inducen la· misma topología 
en X/G, terieriiOS --·\>·~'.::"~- _,_,. ·-,•.·;;:f: ,r.:-:.'.;..·,_~u.·' -~-.¡,· .. :,~:-: º..,,_, · , .. · ,· - . ·, 

. 'cu1ílv1)¡t;€)ir(x;p), 
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HÉigniuoS ";': -r ... ': . .:.~~·:, 
'iW =((U¡ n V¡}.+G} n ".'.i.·:· 

ent01~c.;;, W e.N'.(X;p)·.;,·. _,., . •··· · ... •, · '.<· ,, ...... >· . 
Sea,,, E Hi',-;;xisteí1~x. Eu1 n V1 y y éG tales que. w'.;;, ~::r y; l':'_~Ílc ii:'plica 

~~ª~i;c.;¡;¡e~~i~~f~I'~~~¡~-~.~;:~~~~:t eo· '=~. 
Corolario 4.3.5 · Sea·(x;r}' un e.Lt. _metrizable con)a ,PEMHB y cuya topolog(a 
11~ cS niininúil. :·Ltis' 'sigUieñtCs ·afiÑn.ácionCs soTi '~ivdleni~;. ,·,< ·" 

,•J•

0 

., "<'. .~~}'.~·':;1~~·4::~::·~::.<;· .. ·.: _,~ .. :~·: ,· \'<<;;·.,_-.·;,:-·· :i·-~<"'·· 
(i);(X;:r}.es loealmente.convexo, ... , .·· . .:; .. -

{iii} existe en X una topología lineal l,c; (J:;:; :r tal que :r·es O~polar,'•;._-
- . - ' ~ - : . -: . 

{iv) toda sucesión (xn)~¡ en X tal que Xn -+.O (u)'y xn· -++ O (:r} tiene una 
subsucesión que es /vi -básica /uerte~cntc regula~ ~~_T.. 

{v) (X,:r} tiene una sucesión básica regular (xn}::°=t en la compleción de·(X,:r} 
tal que X/[xnJ' es localmente convexo. 

De1nostración. 
(i}=>(ii} r tiene una base de vecindades de o formada por cerrados y conveios. 

Por Proposición 1.3.14 los elementos de dicha base son u(X,X'} -cerrados, o sea 
res u(X, X')-polar. 

(i}=>(v} Por el Teorema 3.3.5 (X, :r} tiene una sucesión básica regular, (xn}::°=t 
en la complcción de (X, :r} ya que es metrizable, localmente.convexo y'rio miriimal. 
Ademús, claramente X/(xnjT también es localmente convexo. .. 

(ii}=>(iii} Tomemos (J = a(X,X'}. 
(iii)=>(i} Por el corolario anterior 

:r = sup { m(X, X'}, O}, 

y de la definición de la topología supren10, se sigue que ésta es localmente convexa 
por serlo ni(X, X'} y O. 

(!i)-:-~(!v) Pcr ~1 Teorema 3.3.5 toda sucesión (r.-.)~=l t:n _y •.st1 f!UC Xn ~O (u) 
y Xn ..,. O (:r} tiene una subsucesión que es básica regular en (X, :r) y por tanto, 
Af-búsica fuertemente regular. 

(iv}=>(i) Supongamos que (X, r} no es localmente convexo. Por la Proposición 
2.3.10 m(X, X'} < T y podemos construir una sucesión (xn}::"=l eri X tal 'que 
x,. -+O (m} , y por tanto x,, - O (u), y Xn -++ 0 (:r}. De (iv} se sigue que (xn}:;"=l 
tiene una subsucesión que es 1"/-básica fuertemente regular y por el Teorema 4.3.1, 
[x,.] no es HB, lo cual contradice que (X, :r} tiene la PEMHB. · 

(v)=>(i} Sean (xn}::"=t una sucesión búsica regular en la compleción de (X,r), 
G = [x,.Jr y G la cerradura de (x,.) en la compleción de (X,:r}. Supongamos que 
X/Ges localmente convexo. Por el Lema 4.3.4 basta probar que :r y rn(X,X'} 
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inducen la5 mismas topologías en G y en· Denotemós·a.las topologías 
inducidas en G por cada una de ellas por · ni(X,'X')a; y a la5 inducidas en 
X/G por T/G y m(X,X')/G. .. .•· ·,. ..::- ·:·::. .. ;-/ ,:, . , 

Por hipótesis T /G es l.c. y además:. es metri.zable p()r· lo:que es de Mackey 
(Corolario 1.3.24), esto es · · ·: .. •:· . ''. .''' '":· ·.··Z: ;·. '' ;,:_:.' · ··:' '' · _. 

(4.2) 

·Por otro lado, m(X,X')/G:también e~ de'Ma~~~Y·.'pJes·es:l.c; y pseudO.: 
111ctrizable (Corolario 1.3.24) , es decir ·i: '..:/·. '-·~'. ·-

m(X,X')/G = m (x/G, (X/G,iit(X;X';);.(Gr). 
. . ::.:.-.·•::;·-¡·.' 

Para probar que T/G = m(X,X')/G basta que vearnos.'é¡ue són·topologfas 
compatibles en X/G. Como m(X,X'}/G °':e:. 's»,··'"r/G· .. tenemos 
(X/G,m(X,X1 )/G)1 e (X/G,T/G)'. Si f E (X/G,-r/G)'.y q: (X,T) -+ 

.,"'(/Ges la función cociente, entonces foq es r-continuay por tanto, rn-continua, 
lo que implica que f es m/G-continua. Por tanto, · 

(X/G,m(X,X1 )/G)
1 = (X/G,;/G)', 

'. ~ .' 
de donde por (4.2) y (4.3) T/G = m(X,X')/G .. 

Sea X la cornpleción de (X,T) y denotemos por 1111 la F-norrna que induce 
su topología, entonces 1111 restringida a X es unaP-norrna que induce r. Corno 

(.'.l:n)~=l es S.b. en (X,T), las proyccci'?.ºes 5,~:~-C?~-.~1;1~co1~tinuas e~ G. Para 
cadaxEÓdcfinitnos . , -.. · ·:,-.-, >:·\,_:::_~-: ,·~:~~: .. .-

.... ·.-.. nxn· =:~~Jl~r~'j~tl.l;~:~·;;·~-'.'._,,- ... ·. . . _ 
y al igual que en la prueba'clel Teo~ema·3.5.Sse:·ve que llxJl~'es ·~naF-no;ma e:n · 

·,(" 

-:- .:·~ 

para cada n ~ 1'..Cornó u·:::;:m(G, G'),; tenemos· que 7-a e5"m(G,G')-polar y así, 
por et' Corolario _4.3.3 · · · ' · . ' ' ' ' · ' .· ' 

TG "'.'.11i(G,G1
).' 

Ln sucesión (x.,);:",,; 1 es 1\1'-básica fuertemente regular en X, pues por hipótesis 
así lo es en X. El subespacio Ges H B porque X tiene la PEMHB y la Proposición 
2.3.11 asegura que m(G,G') = m(X,X')a. Entonces por el Lema 4.3.4 T coincide 
con m(X, X') y es por consiguiente una topología localmente convexa.• 
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Lema 4.3.6 Sea (X, r). un e_. l. t. con .. la f'.~l\·IHB y p .mw t.opologiri, lineal en X 
tal que 

· m(X,X') $ p $T. 

Entonces (X,p) tiene la PEMHB. 

De111ostmci611.. 
Sea {x,., fu} una sucesión 1\1/-básica fucrtmnentc rcgulnr en ( .... \"", p). Veremos 

prin1cro que (xn)~=l es una sucesión kl-básica fucrteincutc regular en (..-Y, r). 
Con10 p :5 r, tenemos (xn]T C [xn]'', de donde, (xn)~=l es scn1i-básica en (X,r); 
(/11 )~=t es r-cquicontinua en (x,.]r, por ser p-cquicontinua en (.1:,,]P; y es claro 
que (/n):='==l es total en [:r,.)r por serlo en (;.r;11 ) y por que t·n<la /n es continua cu 
[xn]r. Por tanto, (x,.)~=l es 1\/-básica fucrtmncntc regular Pll (JY,r). 

Sea f una funcional lineal p-continun en (xn]P, entonces es r-continua en 
[x 11t y como por hipótesis .. }( tiene la PEAIHB existe F: .Y - F lineal T-continua 
t.al que f(x) = F(x) para x E [x,.t, ademá.< por la compat ibilidnd de T y de 
111(X, X'), y porque 1n(X, X') ~ p, tenemos que F r..s µ-continua. Asi~ sólo resta 
comprobar que f(x) = F(x) para x E [xn]P, pero esto se sigue de que [xn]' es 
p-dcmso en [x,.]P .+ 
Definición 4.3.7 Sí'an ..-Y !/Y dos F-cs¡Jacios. Un operador/\. : .. X - Y es 
co1npact.o si exi.o;te una. veci1ulad de ce1"'0 U en ... )( tal que /\..(C') es relativan&en.te 
cornpacto en }'. 

Lcnl.a 4.3.8 Sean)(. y Y tlos F-es11acios y A : )( - Y 11.11 iso,norfisrno ~inccil 

sobre su imagen.. Si/(: X-+ Y es co1npacto, entonces A+!{ tiene mngo cerr_n.do_. 

Dc1nostración. 
Sea U E N(X) tal que I•((U) es relativamente compacto en }'". Sean 

JV = ker(A + I<), r¡ : ¿y - ,Y/N la función cociente y S : X/N Y el 
operador continuo dado por S o r¡ = (A+ I<) : Ses inyect in>. 

!\1ás adelante se proban\ que Ses un iso111orfisn10 sobre su in1ngen; por ahora, 
supongá111oslo. Sea (y,.)~= 1 una sucesión en (.4. + /()(..-Y) <.'on,·ergentc, digan1os n 
y. Para cada n 2: 1, tenemos Yn = S(x,.) = (A+ f() (:z·.,) para algún x,. E X, 
donde Xn representa la cla .. .,c de x,. en X/N. Al aplicar la inversa de S a (Yn)~=I, 
ohtenc111os, ya que supusimos que S es un isomorfisn10 sobre su ituagcn, que 
{xu)~=l es de Cauchy y por tanto, converge, digan1os a .r~. Entonces 

y,,= S(x,,) ~ S(x) =(A+ K) (x) ~ g. 

de donde (A+ I<) (X) es cerrado en Y. 
Den1ostran1os ahora que Ses un isoruorfismo sobre su i111agen. Supongamos lo 

contrario, entonces existe uun succsióu (S('üra));;='=l en S (..-Y/.tV) tal que S(Un) - O 
y (Un):==l no con\.'crgt? a cero, poclcn1os suponer, tmnando de ser necesario una 
subsuccsión, que existe una vecindad de cero en .. Y/ l\T quP no contiene a ninguun 
u,., es decir existe 11' E N(X) tal que rr,, ~ q(H') para todo 11 ;::: l. Sen 1111 
la F-norma en X/N y sen /5 > O tal que B6 C q(U). donde B6 es la bola 
abierta de radio /5 alrededor del cero en X/ N, está contenida en q (U), sin perder 
generalidad podemos suponer que q ( 11') e Bt. Sea o < E < /j tal que B, e q (H') 
y por último tomamos V EN (,Y) con q (V) C Br.. 
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Como par,;_'¿i..Jq~Ícr':li .;¿ x}J.r fa f~nci15~r~aÍ'f--+ l!txll escontinuá podemos 
elegir una sucesión de e8calárés, (;;_,,);:".;'1 ¡ éon O< a;. < 1 para todo n ~ 1, tal que 

'" . ,. , .,_. ·- ... ;. "'>1·· -

.. . ;j ~~!í~J.]t: ::(U). ~ 
· Sea 'a,.Ui, ·=· q (xn):dondé.: (xn)::"=t· es una sucesión en U. Así, (K (xn))n=l es 

una sucesiói(éi1'. el· conjÜnto' K (U);· que· ·es' relativamente compacto, por lo que 
tiétle·Uiía subsllce:Íión'CoriVCJ.gente,~·quc poden1os suponer que es ella misn1a, es 
decir; escribimos K (xn) -+y párá alguna y E Y, además 

S(q(xn)) = (A+ K) (xn) -+ O, 

de donde, A(xn) -+-y; y debido a que A es un isomorfismo sobre.su imagen, 
(xn):='=t es una sucesión de Cauchy en X y por consiguiente, Xn--+ x para alguna 
x E X, ya que X es un F-espacio. Entonces A (x) = -y, K (x) = y y x E N, 
esto es, q(x) = O y (q(xnll::"=t converge a O, lo cual es una contradicción ya que 
q (xn) = a,.U,, <f. q(V) para todo n ~ Lt 

Letna 4.3.9 Sea (X,r) un F-espacio con F-norma 1111, separable y con dual 
que separo puntos. Suponganios que X tiene una sucesión (xn)~=l que es M­
básica fuertemente regular y tal que x,. -+ O(m(X,X')), donde =(X,X') es la 
topologfa de Mackey de X. Entonces existe un opemdor compacto K : [x2 n)"" -+ X 
tal que el mngo R del opemdor T = J + K , donde J : [x2nl"" -+ X es la inclusión, 
es un subespac'io PCDD de X. 

Den&ostración. 
Por la Proposición 2.3.10, m(X,X') es metrizable, supongamos que llllm(X,X') 

es una F-norn1a. que determina esa topología. 
Sea (z11 )~=l una sucesión densa en X, para cada n :=:: 1 escojamos un escalar 

O < ª" < 1 tal que 

En vista de que 
a¡;-1x,; ~O (m(X,X')), 

para cada k ~ 1, podemos construir inductivamente una sucesión de naturales lk 
tal que " · 

• ''Har 1~~1~)1;,(;,.Y'> 5 4. 
y . ' >. ~:: \'/';t''. , ' .·'. ' ' l 

• ~1k;~'21~5;:Y~ llá;;- 1 ;i:;i~ll ... cx,x•¡ 5 2k • 

En: resu1Ilc11, 1~· d~~''Sti'6~ici;1~·:il~t~:·~qur c~nsideradas cumplen las siguientes 
desigualdadéS'- e' '::· ·~·~t:.::,·:··:.!~.:-;~:;~f·!c·~::,--:):fi:.'~ ~~: ·,', "·- -

., "·" ·,':<"'{/.} 1 •.; .:· 

lla~z..11 s,
2
in, sf.i';:?:f liy(c~~1:i:21~ :_:;•o(m(X, X')). (4.4) 
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para tocio n ;;::· 1 
Sea//= {x2,.: n ~ l)T, dcfinn111os al operador K: H - X cOmo· 

00 

K {x) = L a..htn {x) z,., 
n=l 

donde (/,.):;"=! es la sucesión de funcionales asociada a (xn):;"=1 . El operador J( 

está bien definido ya que si x E [xnr'", ·en particular si x .E [x2n]T' , entonces, por 
la Proposición 4.1.3, /,. (x) --> O y por tanto; I/; (x)I < 1 para j suficientemente 
grande, de donde 

;+m 

E i1a:;.12i~ <x> Z:.11 •. 
n=j . -, .. -- ., . 

Y L:~=l a11 f2t., (x) Z,1 converge. 
Sea 

U= {x E H : Í21n {x) s; 1 para: tod,;; ~ i}, ; · · . 
está es una vecindad de cero en H ya que Un)::"=t.ei; E!C\uiéóll.iinua en (xnl"· 

Sean \r, W E N (X) tales que ttr + W e.V: Exis.te r::::;.:, O tal que· Br e lV, 
donde Br es la bola abierta en X de radio r y co1í·é:e11tio ·;;,{o; Existe un entero 
positvo Nr tal que si x e U, entonces .,:. '·-~· ..... ~lJ\~··_'. ~{r-:~- :i'·· 

11 f= a,.hl. (x)znll s;·"ÍE.¡;11d~1~;·.·c]i·z;.11 
n=N.+I ' ;;·'T~TWl~·i1ti·~, ·. 

-,_¿_.;,_~=~!:-tl"i:.·i~: ·~·,1:-'i~ 

Sen Ur = {x E U,: x "". L::"=Nr+I á,.f2¿.(x)~,;~}, en~~~c~ Ur C fJr· 
Definimos el operador[<~: f1:,~.1:.,Cf'?fI1'1 (,, · · , · 

, ,_, . ..._· ':N.:.·.: ·:·• ·~:-: 

K~(x) = ¿a,./21. (x).;.;, 
n=l 

Se t:Cnc que Kr (X) es ·d.,,dimC,i1sión fi~ita y k:w~ c.ri. (x) ;;;.; ~cotado yac¡ue 
~ . - - - /·. . ,,_ - . . . '·,.. . .. : - . ", ' ... ' . . . . ' 

''

ta,.f21n (x)~11 $1 para X.E Ú,~·,'J. 
n=l :. 

y por tnntci,'. 1\ r '(ur .es t.;taln1cnte acotado en X.·. É-cn~~-~~~ -~d¡~-~~~~ti·n_::'.~O~j~~t6' 
finito F,: e X tal que 1'. (U) e F +IV . Tenemos ,;, . ~·,:.'; ''·'-'' 

I<(U) C I<r(U) +Ur C F+ W+Br e¡..·+ V, ''' 

es decir, I< (U) es totalmente acotado y como Jy·.,,;un _,;~.;;,~~fo, .e~tonc.,;.·1{ (U) 
es relativan1entc con1pacto y J< es compacto. · •.:.(:· ~r:; >:,¡· ... ~,·;·.~"·'. · .. ;.::. · -·· 
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Sea J : H - X la inclusión y R = (J + K) (H) . Por lema anterior,. R es un 
subespacio cerrado de X, y afinnarnos que Res PCDD. 

Veamos que R es propio. Sen q : X - X/ H. la función cociente. El operador 
compacto q o (J + 1\) no es sobre, ya que de lo contrario, dado ii E X/ H existe 
x E H tal que q (J + /~) (x) =y y existe unentero positivo n tal que x E nU, de 
donde se sigue que 

00 

X/H= LJnq(J+K)(U), 
n=l 

y como X/Hes un F-espacio concluimos que q(J +K) (U) tiene interior no 
vacío y entonces q (J +/()(U) es una vecindad con1pacta de cero en el cociente 
y por otro lado, dim ,y/ H = oo ya que la familia {x2,.-1 : 11 2: 1} es linealmente 
indcpcudientc. Estos hechos contradicen que todo c.l.t. localn1ente compacto es 
de dimensión finita, asf que q (J + J\) no es sobre y por tanto J + K tampoco 
puede serlo , es decir, Res un subespacio cerrado propio de X. 

Veamos ahora que Res u-denso. Sea f E X'(= (X,m(X,X'))') tal que 
f (R) = O. Si x E X, entonces hay una sucesión (z,..)k.. 1 tal que z,.• --+ x (r). 
observc1nos que 

a;;; ( X2tn,.. + ª"" Zn,..) = ( J + J<) (a;; x21,.,.) e R, 

y por tanto, f (a;;~ ( X2tn1r + '1y¡1rZn1r)) =O, o lo ~ue es:lo ~~is~1~ 

· f ( a;;:x21.;.) = -f(z,..)' 

de donde por la m(X,X'l.Y "':~continuÍd~d·dcfy'por (4A}:· 

f (a;;:x.21 •• ),~ Oy nZ:..) - IC"jL . 

entonces f (x) = O. Así Res un sub.,.;pacio PCDD. de X.t 

(4.5) 

Teorema 4.3.10 Sea (X,r) un F-esp;:.cio, con F~n~rmi;¡IU,sepam~íe y.con 
dual que separo puntos. Si X no es localmente co1i~CXCr\é1itonCeS'.X :•COnÚene 
subespacios PCDD, y por tanto, por el Lem.a 4.1.Y, ·x .na tiéné la .PAHB. 

De11iostmci6n. 
Si ¡1 denota la topología de ?vlackey de.X, entonces:1i:< r, ya.que,X no es 

locahncnte convexo, y así, por el Tcorenía 4:2.2·' cXiSté UO~-· s·ucCs.ióil, M:..básicá. 
fuertemente regular (x,.)~=l en (.Y, r) con x,.· -> O(µ). Por el lema· anterior .)( .. 
tiene un subcspacio PCDD.t 

Teorema 4.3.11 Sea (X, r) un F-espacio con .dual que sepa':" pun.t~:'· 

(a) Un subespacio G de (X,r) tiene la PEMHB si. y sólo si. G es localm·ent~ 
cont·exo. 

(b) Si (.Y, r) es separable. entonces un subespacio G tiene /u PAHB si, y sólo 
si, G es localrnente convexo. 
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Demostmció1t. 
Eu ntnbos casos podemos suponer sin pérdida de generalidad que Ges denso, 

en .. Y, ya que de lo contrario podc111os considerar a G con10 el F-cspncio original. 
(a) Si G es localmente convexo entonces tiene Ja PEAJllB ya que tiene la 

PEHB (Corolario 1.2.38) 
Supongamos que G tiene la PEAIHB. Así, el subespncio Ges HB en X y por 

la Proposición 2.3.11, 

m(X,X')IG = m(G,G') :5 TIG. 

La topología de Mackey m(X,X') es metrizable porque X' separa puntos de 
X. Sea p la topología lineal en X que tiene como base de vecindades de cero a las 
1n(X,X')-cerraduras de las T-vecindades de cero. De manera similar a como se 
hizo en la Proposición 3.2.4 se obtiene 

m(.Y,X') ::5 p :5 T, pes metrizable y pes m(X,X')- polar, 

Por el Lema 4.3.6 (G,plG) tiene la PEMHB, de donde por el corol~rio .4.3.3 

plG = m(G,G') = m(X,X')IG, 

Por la Proposición 1.1.24 se obtiene p = m(X,.Y'), y de la definición,de P.se 
sigue que la transformación identidad · · 

i : (X, m(X, X')) - (X, T),, 

satisface las hipótesis del Teorema de la Gráfica cerrada, porianto, m(X, X') = T 

y T es localn1entc convexa. · 
(b) Supongamos que (X, T) es separable. 
Si G es localmente convexo, entonces tiene la PEHB y por tanto, Ja PAHB. 
Supongamos que G no es localmente convexo y tiene la PAHB. Sea p la 

topología lineal considerada en (a), entonces pes metrizable, pes m(X, X')-polar 
y m(X, X') :5 p :S T; de estas desigualdades se sigue que p y T son compatibles. 
La topología p no puede ser localmente convexa, ya que de serlo. p = m(X, X') y 
se obtendría, del n1odo cm que se hizo en la parte final del inciso anterior, que T 

es locahncntc convexa, lo que es contrario a nuestra suposición: entonces 

111(X. X')< p :S T, pes metrizable y pes m(X, .Y') - polar. 

Denotemos por ,. a la topología lineal en G cuya base de ,·ecindades de cero 
está formada por las m (G, G') -cerraduras de las TIC-vecindades de cero. En­
tonces ") es 111etrizablc, separable y 

m(X,X')IG = m(G,G') < plG ::51 :5 ~¡G., 

P~r el Teorema 3.3.5 podemos enc~ntrar.en .CG~:") ).u.na ".11cc-sión b1ls.ica regular 
(xn)n=I con Xn - O (m(G, G')). . .. , :, ·._,, ·,. , , . ·· .. 

Se.a ( G, 'Y) , la complcción de (G,,·) y 1111 la F_:.n¿;;,;,a -q~e define Ja topología 

')',sea {z.,: n 2: l} una sucesión ,·-densa en G. La sucesión (xn)~=I es M-básica 

fuertemente regular en el F-csp.;.,;io' ( G,'~r 'AJ Í·g~0:J q;..e en la demostración del 
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Í..cma 4.3.9 podc111os escoger sucesiqncs .. (ari}:°=t 1. Cm~. O :<.an·.< -~-/~ {ln)~::;:; 1 tales 
que ··,';- -;-,>;-,::.""''_;-')".-.·.;. ''.·.H ·.-:•: 

"". . ; 1 .. ' \ .. :·,;.; .•. ... :. ·.:,, .. :.:.-~ .:,, ..... . . 
Jlanwnll:5 

2
n para t~da 1íi'ci;;'~21.·:-jf(1nCq .• o')): (4.6) 

Y si H = [x2 n : n ;:: l ]'Y y el operador K : H.~'fj está dado por : · · 
- .. - . -.· .. ·' .. :_ - _ .. _ . .,:.,_,.•_:·_:--:· ,,.·.···"- ,.._,_ ';' ·'i' 

' o:) . . .-·.·- ._. •"._ 

K {x) = LªnÍ2l. (x) z~,, 
•a=l·· ,. ·- • .. 

entonces/<( es compacto, y T = J +/<(,donde J: H.~ Ges la inclusión, es tal que 
su rango T (H) es un subespacio PCDD en G. Afirm~os que T (H n G)nG es un 
subespacio ¡-cerrado en G y (T {G,G') -denso en G,para lo cual comprobaremos: 

(i) T{HnG)nG' ~ G y 

(ii) T (H n G) n G es m (G, G') -denso ·en G. 

Para (i}, supongamos que se da la'ig~alcÍad,'entonées 

G,,,;T(HnG)nG', 

de donde, 
G = ?fi e T(H)1 =T(H) ,' 

ya que T(H) es '}-cerrado, lo que contradice que T(H) ~ G, por tanto, 
T(HnG)nG'~G. . . . 

Para (ii}, mostraremos que T(HnG) nc"'<ª·ª'l ·=·a, d~·doncle se ~e~irá, 
por la Proposición 1.3.14 que T(Hn G)nG es <T (G,G') -denso ~n G .. Sea y .E G, 
hay una subsuccsión (wn.)~ 1 de ·(wn):;"=1 tal que w,.. '."""'y (-Y).,: Al pr,ocedei- de 
n1nner sin1ilar a con10 se hizo en la demostración del Lema 4.3.~ o~t~nemos 

a;;; (x21 ... + ª"• Wn•) = T ( a;;;x21 •• ) E T (HÍ"l G) n G, 

asf de (4.6) se tiene que T (a;,.'x21.) ->y (m(G; G')), 'cs .. d.icir; 

T(HnG)nG (G,G') =G. 

Finnh11cntc ton1mnos el subcspacio de G 

M =T(HnG)nG 1ª 
el cual, por lo anterior, es propio, ya que M e T (H n G) n G 1 #- G, rlG-cerrado 
y a (G, G') -denso en G. Entonces (G, rlG) tiene subcspacios PCDD, lo que es 
unn contradicción a que G tenga la PAHB {Lema 4.1.9).t 

Corolario 4.3.12 Un e.l.t. metrizablc (sepamblc) con la PEMHB (PAHBJ es 
localrncntc convexo o el dual de su cornplecidn no separa puntos. 

Dernostmcióri. 
Si el dual de su compleción separa puntos, entonces X es localmente convexo, 

por el teorema anterior.• 
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Corolario 4.3.13 Un c.l.t. mctrizablc X con una base con proyecciones equicon­
tin.11.as ·tiene la PAHB si, y sdlo si, X es localmente convexo. 

Demostración. 
Del Corolario 3.1.18 se sigue que la base de X lo es también de su compleción 

y este último espacio es un F-espacio separable con un dual que separa puntos, 
pues los coeficientes funcionales asociados a la base lo hacen; así, por el inciso (b) 
del teorema anterior X tiene Ja PAHB si, y sólo si, X es localmente convexo.+ 

El siguiente es un ejemplo para mostrar que el recíproco del corolario 4.3.12 
es falso, esto es, que existe un e.l.t. metrizable sin la PEMHB y cuya compleción 
tiene un dual que no separa puntos. 

E.JEMPLO.Sea (X, r) un espacio de Banach de dimensión infinita con una . 
base regular (xn)::"=t . Sea G = (xn : n ;::: 1). Entonces G es r-denso en X y 
dim X= 2"0 ,de donde, dim (X/G) = 2"0 , ya que dimG =No, además (X/G,-r /G) 
no es Hausdorff porque G no es r-cerrado. 

Sabemos que dim Lp = 2"º para toda O < p < oo, por Jo que para un real fijo 
O < p < 1 podemos encontrar un isomorfismo algebraico Lp ~ X/G. 

Sea "l la topología de identificación en X/G determinada por el isomorfismo 
<p y cuando en L,, se considera la topología usual. Con esta topología cp es un 
isomorfismo topológico. En particular, (X/G,"l) es metrizable y separable y 
(X /G, "l)' = {O} ya que L,, tiene esas tres propiedades topológicas. 

Una vez más dada una topología a en X, denotamos por o:/G a Ja topología 
cociente que inducen en X/G y usaremos N(X,o:) para denotar a un base de 
vecindades de O en Ja topología o:. 

Sea {3 la topología débil en X determinada por las funciones Id : X -+ (X, -r) y 
In función cociente q : X - (X/G, "l·). Esto es Ja que tiene por base de vecindades 
de O a · 

N(X,{3) = {Unq- 1 (V): u eN(X,-r) y V eN(X/G,-y)}; (4.7) 

Como T y ")' son topologías de Hausdorff que tienen· bases de vecindades· de 
cero numerables, entonces f3 también la tiene y es de Hausdorff, ya que T :5 /J; por 
tanto, /3 es metrizable (Corolario ). A.demás, /3 tiene las siguientes propiedades: 

{1) . (X, /3) es separable, 

(2) 7' < /3, 

(3) G es /3-cerrado, 

(4) 7-IG = /JIG y 

(5) /3/G ="l. 

(6) ·:,.es admisible para (X,/3) 

co1no 'ahora probrunos: 
(1) (X, r) es separable por tener una b.t, y (X/G, "Y) también lo es por serlo 

(X,-y). Entonces, T y"). tienen bases topológicas numerables, digamos V1 y V2 re­
spectivamente. Por Ja definición de /3, la familia numerable {Un q-1 (V) : U e v¡ y V e Vi} 
es una base topológica de /3. 
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(2) r :;; {3,. ya que Id : (X,/3) - (X, r) es continua. Supongamos :r = {3, 
entonces q: (X,r) - (X/G,')·) es continua, lo que implica que 1· :;; r/G, ya 
que la topología cociente inducida por r es la más grande de las topologías con 
respecto a la cual la función cociente es continua. La topología 1· es metrizable 
y ·por tanto, de Hausdorff; en tanto que como ya se dijo r /G no lo es, lo que 
cotitradice -y :;; r /G. Por consiguiente, r < /3. 

(3) q: (X, /3) - (X/G, -y) es continua y G = q-1 ({O}). 
(4) Por (2), r < /3, entonces r 1 G :5 /3 1 G. Sea V E N(G,/3 1 G), esto e.<i; 

V;,, H n G para algún H E N(X, /3); por la definición de /3 existen U E N(X, r) 
y W e N(X/G,'1·) tales que Unq- 1 (W) nG e V, pero Ge q- 1(\V) y entonces 
Un G e V ; ésto significa que V e N(G, r 1 G), por tanto, /3 1 G :5 r 1 G y se 
sigue (4). · 

(5) La función cociente q : (X, /3) - (X /G, '1") es continua.· Por consiguiente, 

-y :5 {3/G. El operador T = <p-1 oq: (X,/3) - (Lp,1111~) es co1iti.nu_o1 sob're y 

kerT = G, de donde, existe un ismorfismo T: (X/G,{3/G) - .( Lp, llllP), tal 

queT=Toq. Asf, /3/G=-y. 
(6)Como r es l.c. y r < {3, 

(X, r)' e (X,/3)'. 

Sea f E (X,/3)', f J Ges /31 G-continua y por (4) r JO-continua. Al ser G 
r-dcnso, existe un extensión lineal g : X - IF de f, la cual es T-continua, y por 
(2), /3-continua. La funcional h = f - g es /J-continua y h J G = O; de (5) se 
sigue que h induce una funcional lineal 1-continua en X/G, lo que implica que 
h =O. Entonces, (X,/3)' e (X,r)'y r y /3 son compatibles. 

El ejemplo que buscamos es (X, /3) , así que a continuación probaremos: 

(i) (X,/3) no tiene la PEMHB. 

(ii) El dual de la compleción de (X,/J) no separa puntos. 

(i) Supongamos que (X,/3) tiene la PEMHB. Sea xo E X'-....G y definamos una 
funcional lineal /o en Z = G + IFxo = (xn: 11;::: O); dada por /o(9 + txo) = t. 
Esta funcional es 8-continua, ya que si .::11 = y,. + f.nxo, n ~ 1, es una sucesión 
en Z tal que z,. - O (/3) entonces q(z,.) = t.,c¡(xo) - O (/3/G), y como xo <f. G, 
se tiene, tn - O. La funcional /o puede extenderse continuan1entc a [xn : n =::: 0] 3 . 

Sea (gn)~ 1 la sucesión de coeficientes funcionales asociados a la base regular 
(xn)~=l de X. Las funcionales 9n 1 11 ;::: 1, fonnan un fa111ilia T-cquicontinua y 
total en G'" = X, pues (xn)::°=t es base regular de X. Como r < /3, esa familia 
es tan1bién /j-equicontinua. En particular, (!/n)~=t es cquicontinua y total en 
[xn: n;::: 0)11. 

Para cada n;;:::: 1, definin1os /n = Yn - fo, entonces: (xn,/n)~=O es un sistcnta 
biortogonal. (/,.)~=O es una sucesión cquicontinua y total en [x,. : 11 ~ O]tl'; y canto 
[x,. : n 2: 0)11 C [xn : n ;::: O)T, tenemos que, (xn );:"=0 es una sucesión ¡\!-básica 
fuertemente regular. Y así, por nuestra suposición /o tiene una extensión lineal 
/3-continua a todo X, digamos f: X - IF. Además como vimos anteriormente .r 
es admisible para (X, /3) y entonces f es r-continua. De donde, . 

U= {x E X: Jf(x)J < l} E N(X,r). 
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Si u .E lJ., entonces x 0 +.u no está en G -ya que en . c~o contr~rio 
o = Jo (u+ xo) = fo( u) + 1, esto es, Jo (u) = -1 y Jf(u)I = 1; lo· que es una 
contradicción a que 11. E U. Entonces, 

(xo + U)nG = 0, 

lo cual contradice lar-densidad de Gen X. Por tanto, (X,.13) no tiene la PEk/llB. 
(ii) Sean (X,,6) la compleción de (X,{3) y y E ~X. Existe una sucesión 

(xn)~=l en X tal que Xn -+ y (.6) y es de Cauchy en (X,/3). Como T < /3, 
(x,.)~=l es también r-Cauchy. (X, r) es de Banach, por lo que x,. ~ x (r), con 
x E X. Por hipótesis y,¡, x y debido a que T es admisible para (X, /3), para cada 
cada J E X' tenernos 

J(x - y) = f(x - Yn) + f(Yn - Y) _:. O. 
,;· 

es decir, J(x) = J(y) pero x # y.Po.r tanto, X tiene.un.dual que no.separa 
puntos.• ' ·: > •... ,, , . _,. 

Definición 4.3.14 se'd.(x.'r)'u,;, e\t., á l,¡~¿;,i'f.;,1~ció1~·',[e·(J\'.';~(X;X')) se le 
llama la envolv~ntede Mackey de (X;7-)':· ''::••(!e i' ,.,,•·,,,;•·«• .. •<c .• ~,:.. • ·." 

' .- - ~ ¡ >· .~;;: ... ;l.--~>.¡..'_~-~'· :,;~~~~:h:· .--:f ¡~~.~--!; ¿~~",<,;~;-~\~; ~, .. ,_,_:-~~-' :¿ :; . ·-.' : ~:.::; .·: ~ ~' . 
Teorema 4.3.15' Sean (X,7-)un.e.1.t:: .metrizable.con•l<L.PEMHB, (x,:r) su 
com.Pl~~idn-:·y ·-J_:.:;. ;._.: >;:),!-:~ '.;.:;~ .. ~·-·--.' f ~····:}'.:>~.{".:·;.:'1~_,·~~:.'->S:.ti::i;~':-:~:¡~f~.~ · .. ~~·~"-.:.~•{:~:.:.. :::.. _:' ·-Jo:':,· -' · : 

ker'(x) ={~e 'x; J(y')·::'~ ·;~~·~~do fe .R'}. 
(·' ' . 

Entonces la envolvente de kla;:;k~y de tx;.;}'~s'.~Ísom~rfa ·al espacio cociente 

,Y:/ kcr ( x) y ker ( x) es. un espaci_o mi~,i,,:;0:¡< 
. ! . . ·. '. . .. ' .; ' .· ' • ¡ ' .~· 

Dernostmción. _. 
Supongan1os que (X,r) no es loCal!llenfe collVexo, yn que en· caso contrario 

T = m(X, X') y claramente se tiene el resultado;. Entonces, por el Corolario 

4.3.12, ,Y: tiene un dual que no sep,;Fª purit<;>s~ en. ~t~as palabras ker ( x) ,¡, {O}. 

Además, kcr (-Y:) n_ ker J,y por consiguiente es un subespacio cerrado en 
/EX' 

(-Y:.:r). 
Como ,y tiene la PEMllB, su. dual sep~a pur.tos ya que cualquier subespacio 

de di'11c: •.. : '·" !:,,:ta es HB (Teorerria .4.1.7), entonces 

Xnker(x) ={O}, 

ya que de lo contrario existe x E X distinto de cero tal que J (x) = O para toda 
funcional J E ,Y' y como X es H Ben X por ser denso, se tiene que g (x) =O para 
toda funcional y E .X' contradiciendo que X tiene un dual que separa puntos~ 
ele donde existe en ,\t un complemento algebraico H de kcr ( x) , con X C H. 

Entonces Hes un subcspacio de X que es denso, porque X lo es, y tiene dual que 
separa puntos ya que H n ker (x) = {O}. 
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Sea<¡ : X -+ .. Y/k':r (X)'tá~~~Il~ÍóÍ~ C:Ocim~~-=~ entonces corno H es co1nplc-

mento algebraico de ker ( x) :· :· -", ', ' ' .,,,:_.: ; .. 

. . . . : .. q_ 1,~·.'t.~ .. ,~~8tff;~~1;:.;1.·tt~: \f)) ' 
es un isomorfismo algebrlliccii,7-~continuo.:·séa'.p la.topología de identificación en 
H inducida ¡:ÍC)r q 1 H; mitonc~ , 1 .. ··' · • · ' "' 

es un isomorfismo topológico. Tenemos p ::5 7' 1 H. Como ke: (.R-):.. ll~ sub.,;;~~io 
cerrado de (X' -:r), se sigue que ( X/ker ( x) ,r /ker ( x)} es u~.f;:-;-f!SP°':i? y 
entonces (H,p) es también es un F-cspacio. · ', .. ' ''· ". ,"..:. "·'.'"''' 

Veremos que las topologías en X, r y p 1 X definen el 'mis1110 dua!'eñ·x;•:•ne 
p::; r 1 H se sigue p 1X::;7' 1 X= T, así, (X,p 1. X)' c(X,r)'.,~~-\:.»;,~./.::< ·, , ,.:·:, 

Por otro lado, cada f E (X,r)' ,define f E X',y;:¿?~ti,;J,(k~;,(8')}'~_,~Ó} 
se tiene que ~induce una funcional lineal en-el ':º.ci5i~~·.z.~~f,t~rJ:r::.~· 
definida por f = f o q, la cual es r / ker (X) '-:con~inÍla;{'(::o.lllo.~q, 1 ¡:_!f/~ '.~!' 
isomorfismo f 1 H es p-continua, de donde f 1 :X ,;,;,¡ ~ (i/(xr~t:"¿,;tiii~..:; y 
así - _-,:~~;·>:\~~;\· ~·,~~--~:}.·;~;.::E;~}-3'·.~?i· ~~- ·,,·:~:.._ -~ .r< .... ·, .. ', .~ 

ex,_~): f ,C~i ';).2J;;i't':1L;c:j,¡))i\ '";{~ :;h 
Por tanto, r y p 1. XdeÍinen\.el1.mismo)/d.tl0:1.~:;.én )X,•~Ílsí: q\le 

m (X, (X,r)') = m (X, (X,p 1 X)') .. "Dc lá p~;)pesiCÍó~ 2:3:fo:C'on~líii¡{ío~-, 
""' <-= .. ,,-.,7 .:.;---.-- :-·~·-_:..:;···' ._;._,_:~_,~-~.: .. ,;_~·;:~_·,;:.;,.~.:~(' 

:í' . ~"~~~~·::.~--~~~~:({ ,',*~~--·~~:-~ .. !.:~t:-·_s,~~~ ·_;i~/~~¿~!~~< x~ ... - -·~h"1~·.:.á~2:¡:·~-,.-,. · 
y ~'·por el Lei'na 4~i6'.~i' C!!i~~·¡t;"(k, //(x5 '~iene. l~:rPEMHB;\;.c1~fu¿ (ii, p) es 
u,.; 'F -espaeio con· dual 'qué 'separa 'puntos y'X cií'un·subc8-pacfo de'H, entoricés 

_el teorema: 4.3,11 ..Segura que (X,i>.fX).es localmente ·convex'o;'porlo que · 

ni (X,X') = p¡x; (4.9) 

Así, (H, p) es un F-espaéió ¡,¡,_¡·q¡;.; ics ~:_derii~'en H; Por_ cu~plirse (4,9), 
tenemos que la envolvente de. Mackcy Cié x·cs isomorfa a (H,p). . . 

Veremos ahora que ker_(.X},e5'~inifia1,-'.Supongamos que no lo es. Por el 

Teorema 3.4.5, kcr (.X) ~onti~l1~. u~~:~':o~:~i~n ,básica regular (Yn)::"=t . Sea 1111 la 
F-norma que define. a 'i', al ~~r -)'.°•,:;;,~?ens~·po_demo5 elegir.una sucesión (xn)::°=t en 

X tal que . llxn~S.%~.J~~~)~t~·cada n. 2: 1, (4.10) 

entonces . de. la demostradón,(!el, Lé~.ª, 3.4:~; hay un isomorfismo 
··., ----<" . . -·:·...:..,,v· - ; - . - . 

. T.: [y;,r :- [xnir tal que T(yn) = Xn. 
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Ahora por-(4.10) se tiene 

q(x,.) = q(xn -Yn) __,O (r/ker (.X)), 

sabemos que q 1 H: (H,p) __, ( X/ker (x) ,7' /ker ( x)) es un is~morfiint;(); de_ 
donde x,. __,O (p) y por (4.9) x,. __,O (m (X,X')). · 

Finalmente, usando el Teorema 4.3.1 y gracias a que la sucesión (xn):;",,;,1 es 
también 11-l-básiea fuertemente regular, por ser básica regular, tenemos que [x,;Jr 
no es HB, lo que contradice que X tiene la PEMHB. Por tanto, ker (.X} ;,. 
1ninin1al.• ";·'.~--'·!·~;_"?- ·, -

Teorema 4.3.16 Sea X un F-espacio sepamble con la_ PAHB. Ento'nces X es 
localtnentc convexo o kerX es un espacio minimal no trivial. - «:~ ·;· i'. .- ... , . 

C0n la prueba de este Teorema se cierra este trabaJo.Par~ p·~,cfe~i~'.~~~ .. vCf~~.;5 
antes algunas definiciones y resultados que aparecen en (2] y [1]: : .. ·>. · 

Definición 4.3.17 Una sucesión (xn)~=I de un e.l.t. X. es ,,;:.:C.'indepe,;diente si 
00 . 

para cada sucesión (an)::"=t E 1,,,, tal que ¿: a..xn· =O se ·cumple que a,. =O para 
n=l 

todo n 2: l. 
Si J\-l es un subespacio cerrado de X y q : X --> X/ M es la ftinCión cociente 

diremos que una sucesión (xn):;"=1 C X es m-independiente de lvl si (q (xn))~ 1 
es 1n-inde71endiente en X/1''1, en particular esta última con.dicidn implica que 
{xn)~1 es 1n-independiente en X. 

Lema 4.3.18 Sea (x,.):;'°=1 una sucesión linealmente independiente en un e.l.t. 
X. Dada V E N (X) y una sucesión (rn)~=t de eiicalares positivos existe una 
s:cesión de escalares positivo:, (on)~=I , con On < rn, tal que si la.ni :5 nn y 

L UnXn con.vcrye, entonces L anXn E V .. 
n=l n=l 

Demostmción . 
. .. Sean V E N(X) y (rn)::"=t una succsi~n de,escalares positivos. Escojamos 

Va E N (X) tal que Vo e V y consideremoo _una. sus~ióÍ1 :(Vn)~=l de vecindades 
balanceadas de cero que satisfagan · · 

• ,' ' • !· .~ : ' 

Vn+l + Vn+I C Vn para tóda n_~ O. 

Elijan;c:>s abo~~ Ón > 9 Para C8.da n ~ 1,·tal ~~~~~:x~ e.Vn, COU 7"n > On .. 
. ,. ·, : . . . - . OCI 

e; .si (a..)::"=t-~· un" s11ccsi?n de escruar<:" ta1 queJa,;I :5. a:;. Y, E
1 

a,.xn converge, 

entonces para.cada k fija se tiene n= ' 

k 

L anXn E Vi + V2 + ... + vk e ti, 
n=l 

y por tanto f llnXn E v.• 
n=l 
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Proposición 4.3.19 Su11a.nga"!'C!s qÜ·á:(x~1)·~=l es una ~~~~~·ió1/·l~~~'!-~;;.u~.~tc·:i~c!-e­
pendicnte de un c.l.t. X •. ·Entonces e:z:iSten1·;1 >O tal.qu.C (1·1~;,; 11 )~=l ··cs!·1Í~inlJ.cpmi'dientc. 

"'. ~;,;__~- :\_.;;.,. ~º,;··~,-<· .. ,.;•' ~·, . -

Dcmostmció1~. :·:-··-. . ; '.- -:.- . .' .· --;" · ... ;. -<- ·."· -.. ~:;·.-_·. ~·><··,:.:·: .. >·;:~:.: ·-._. _ _ 
Notemos que para ca,da suc~io.n (.B.;)~=! <de cscalár1?5 positi~·o.s,.y ,cada. n. 2::1 

" =•J""'{ t.~··i,.J:~·~[~~~tf '!7~;f ~'~\'¡~;~§l~~~~·'': ... ·• .. 
es compacto y c~rrad~ cn:.x·~;y~·:q~·~ ~)t(inuigcu Cn (i1 ~·;;~X,~f-·d~I ~~mp~cto_cn 

wn {ca1~ .. :';Ci~)y1ai.1~,;t~~~i~= r;:_: .. "--};\ 4;,.:~.~d~,:$·~n ;c·.·y··· 

bajo la transformación Continua 1F'1 - (x1, .. ,xn} , y nden.~~ .. no contiene n 
(01 •••• ,c .. )-01 z 1 + ... +anz;.. 

cero ya que {3" > O. ·; · -~ 
Sen ; 1 ::::-- O, por lo mcnciC:madÓ arriba se tiene que el conjunto' 

A"' {~¡X¡:~:~ :5 iad $'l't} =V,.'. 
cstácnN(X). . ::• _. -·· . , .. :., . '.... . '., '.'."'. 

Podcn1os encontrar .u,n.1:1 sucesión ~<7 .e5.c;:alar~ p~~i~ivóS __ (~t;1 )::'=Í quc_S~t~sfa~e 
las conclusiones del lcnii áitteri~r-_ ¡)iu~a la.'.'suéCsi~~- (/j,.)~~ 1 -))~ ._vecindatj Vi, ei-i 
particular ·-._' ::', :.- ~}._·~.:-;\~:' _ . ·'·._·-~~?~~-~>/:.:~~ ;~":-:-;-.~ .. ·¡~.·.~; .. _ .. \·:··.~, '.-.. -:.··.·-_- ' . · 

{X E X:~. =.~'.2;"',~~-"~'.}f1:#,~-kp~~~:,i~dc{r~ ~} CY1:• ! 

~-·: 
'~·-' 

.\'." { a1x1 + <i2x2 : iad ;, lt'Y h2 ~ ln2I $ 'Y2 }~ _;i: 
está en N (X) y al aplicar otra; vez 'el Íeh.a· ~nterior '¡J;.r<I.. i~ '.,;.;,,inadk! V:! y la 
sucesión (01n):'=t, cncOntrá.mos'una·sU.CcSión de CScalarcs:POsitivoS (é:t2n.)~=l ·c<;>ll 
n2n < n¡,.1 para todo 11 2:: 1 y tal qu~ '"""··· ' ··· .. \ 

{ x E X: x = ~a;x; con. la;! :S °,~' pa~~ t.oMi .~.~}·e: V2.' 

Con este proceso inductivo, construinios~ 1i8.ra cadii. n 2:: l;i.tila suc~ión éscalar 
(a,.;)b: 1 tal que · 

Oni < ª<n-·~)i para ~oda .i 2:: 2 y u 2:: 2, 

{
x E X : x = . E a;x; con la;J $ª"'para todo i ;:::n + 1 }. e .Vn, 

r=n+l - ' 
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donde, 

Yn.~ ~~{~a.;x;: ia;I :S ")'; para i = 1, ... n - 1 Y 41,. $ ~n $ "l'n} 
Y "ln= nc.i.,.1)~· paran;::: 2. . ·. . ; : ·•·· . 

Por 1!' antes dicho se verifica fácilmente que para todo 11 ;::: 2 se satis.f";ce 

~ ~~E{t;::, ',~: ::, :~.'~~ ;~' :·~·:~:.[:':t;t.r:U) 
Observemos que si (bn):;'=1 es un~ sucesi~¡.; ~c~l~~t~l~~~lb~L::; 3y,; p.;:rá todó 

. . _· ... ·· 'OO . ,_-.,. .. : ·. ,-:·-'";'-'·>' ·-·, :··.· -.,_ oo·· , _. 

n ;::: 1, lbnul ;::: b·no para alguna no.:=::]. Y.-E liix; conv':'rgéentóri.ces:· E b;;i:VF; O 
ya qu-~ de io -~ontrario_. - .. · .. -·-. ,,;,,_-- 'i=l~-_:·:-;:: --·~_ .. _" :--~~-- ·>;:·· -~'-'l>i=l·. ·- ,_ 

- ¡- -~·'.':: _i-; :: : -, • •' •• 

i=~;1 b;x¡ = ~-b;~¡ E {~;a,~;:_1~;1::5]; ~..;a i ~~ •... 110;·¡> ~")':: :5l~no,I $ "lno} 

cortradicicndo 4;11. ",... . " . . ·00 

Finalmentc,'sea (t,.J:;',,;1. E l¿,,, taJ que E tn;x; converge .. Supongan1o~ que Ja 

~uccsión (tn):;'=1 e5:di~tlnt~ 'élc la ~u~csiÓ;=;,~la, hagamos 

.': :::;'/t d~~ {it~I} =' li(tn):;'=ill~ >O. 

Podemos;~~~b~fr~~· un '¡;,;,Üce no tal que !t < Elijamos un escalar 
k >O tal;que.. · ·'' "' 

entonces pa~~}ª,;".~!'~/ó~ 4(k~n/nl::°=t.ten".mos : >'." ; ··. y 
1 

.·· .. 

iktn"l'nl $ "l'n para todo n.;::: 1; lkt,i0 í·;,~.I :=:::2i·~0 y 

Ek·tn;~• kEt~4.~:;· · - .,~:; .. ~ 

: do~do, ~-:. ob.~~~"i:~~!:~X;f ~;;~~~·f;ixl ' oY é?" i.ooo 
E tn;x;':;>f o. Entonces ("l';;-x;;)::°,,.;'(es m:..cindependiente.t ::· 
i=I .. ·.::,'/.>.: ·. :.· ~-<·; ;:·;,-<-, ... ; .·!!~.; -·~·~'i::~i'.~:·;:t· .. -,.::.-;-;;.:.'.:r:- <::~:·:· .. r: ~-·.ú:¡···:·.· -, · 

Proposición 4.3.20.Se~-·i.f:-1¡~~-:S~VüP~Cúi·C~-~-~¡,- de_ u1~_:_e.1.t. )/';~ ¿-: ·x -
X/M la fu11ción cocfonte .. Si.'.(:,;~):;>=; c:x·~;·~n.~indepi;11diente de M entonces: 

(a) M n {..~1 tnx~:' (t,,):;'=:l· <7 i.oo}+{O} ! ¡ .,_ 



122 CAPITULO 4 

(b) (c,,x,.):;"=
1 

es m-independiente de !vi ¡mru cualquier sucesi6n (c,,):;"=1 E 100 

con e,, ,,¡. O pnra todo ·,. 2: l. 

Sea IV un subespacio de X trnnsversal a !vi, es decir, tal que W n !vi= {O}. 

{c) Todo subes¡mcio de W de dimensión numerable tiene una base de Hamcl 
(w,.):;"= 1 que es 111-independiente de Jlf. 

{d) Si X/JI! es separable, metrizable y !vi+ W =X, entonces W contiene una 
sucesión (wn);:'=1 que e.• m-independiente de !vi y tal que M + (wn : n 2: 1) = 
E. 

Demostmción. 

(a) Sea y E Jl!n{n~l tnXn: (4.):;"=l e l.,,,}' entonces y= n~l tnXn para alguna 

sucesión Ctn);:'=1 E loo y q (y) = E tnq (xn) = O, de donde, como (xn);:'= 1 C X es 
n=l 

m-independiente de J.I, tenemos que 4. = O para todo n 2: 1 y ·y = O. 
(b) Sea (en):;"= 1 E 100 con Cn i' O para todo n 2: 1 y supongamos que 

f: tnq (c,,xn) = O para cualquier (tn):;"=l E l 00 , entonces de la linealidad de q 
n=l 
y como (tnc,,);:'= 1 E 100 , se sigue facilmente que tnCn =O para toda n y por tanto 
tn =O para tod n 2: 1, es decir, (c,,xn):;"= 1 es m-independiente de JII. 

(c) Sea (wn)::°=J una base de un subespacio H de W, en particular (w,¡)~ 1 
es linealmente independiente. Como W es transversal a !vi, (q (wn)):;"=l es lineal­
mente independiente en X/Jlf de donde por Ja Proposición 4.3.19 existen "Yn >O 
tal que h·nq (wn));:'=l es m.-independiente en X/,\!. Así, ("Y,.wn)~ 1 es una base 
de H y (wra)~=l que es 111-inclcpendicntc de A1. 

{d) Sea (q (an)):;"=1 una sucesión densa en X/ M, como M + W = X para 
cada n 2: 1 existe una red (w,.n + Yna)aeA, donde Wna E W y Yna E M. tal que 

lln = li.'.n (wna +Una), de donde q (an) = li.'.nq (wna). 

En vista de que el cociente X/ JI•[ es mctrizable podemos .Xtraer una sucesión 
(wnk)k:,, de (tvna)0 eA tal que 

q (Un) = · lim q (wnk). 
k-oo : 

(4.12) 

Sclecionamos una base (w;)~1 de {w,.k: n, k 2:. 1}. 
P'.'r el incis!o anter.io.r ¡>ad.e~~º~.·. ~uponc~ .. que.(w;)~1 ... ".". .. ~-:-,J,ini;alment!' inde-

pendiente de JI • .• , · • · ,· · · .· · · · 
Afirmamos que J.I +(wj: J.2: 1) =X. Sean y E X',;,_lvi Y-~'.E N_(E). Esco­

jamos V EN (X) tal que V+ v· e ci. Como (q (an)):;".,;, .,,¡· d~n~a en X/ M, existe 
n 2: 1 tal que · · · 

~ .:'.t, ~l,: .. :~ . ' i: '. i¡ (an-'- y) É q(V).; 

de donde, exi~te x 1 e Ú tal qu'c 
. _·,- ' -·-: ,.,~ 



4.3 c.Í..OCÁL :Y P~EXTENSIÓN 
Por (4.12), existen k;~;l,~x~ ii1Í ti..Jés que 

,.-: - ,.e_' ~ ·"'•' ·,-,_..-,:-·-,é.<.'c·' 

~~·:.~· ,'·.\ .. _:·/,>W;;k··+··;2 ~-ª"e-V. 

Como Wnk E {w/'j ?!'i»/ <, , 

(;,,.;,k +xi+x2)'-.y E V+ V CU, 

concluimos que Y, E Jl;l,.+, {w; :.j ~ 1}.+ 
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Lema 4.3.21 Sean·'fi/y·~.d~~ sub~spacios cerrados de un F-espacio E. Supón­
gase que Z C X, .y sea I< : Z - E un operador compacto inyectivo cuyo rango 
K (Z ) está. contenido .. en .un.subespacio W, transversal a X. Si J : Z --+ E es 
la inclusión, entonces T = J + K es un isomorfismo sobre el subespacio cerrado 
Y= T (Z), y X n Y= W n Y= {O}. Más aún, si dimZ = oo, entonces X+ Y 
no es cerrado, y si K (Z) es denso en W, entonces X + Y = X + W. 

Dernostmción. 
Por Lema 4.3.8 Y es un subespacio cerrado de E. Si Tz = z + Kz está en X 

para alguna z E Z, entonces que Kz E X ya que Z C X, pero K (Z) C W y W 
es transversal a X; por tanto, I<z =O y z =O por la inyectividad de K. 

De lo anterior se sigue que X n Y= {O}, en particular, Tes inyectiva, y del 
Teorema de la función abierta se sigue que T es un isomor.fisn10 de Z sobre Y. 

Ahora, si z E Z es tal que T(z) = z+Kz está en lV, entonces z e ll'nX = {O}, 
es decir, "' n Y= {O}. 

Si din1 Z = oo, entonces K no es un isomorfismo sobre su imagen, ya que de lo 
contrario T(Z) es locahncntc compacto y esto contradice al Corolario 1.1.38; así, 
podcn1os encontrar una sucesión (Zn)~=l en Z que satisface J(z.,. - O y Zy¡ _,....O. 
Supongan1os que X+ Y es un subespacio cerrado y por tanto, es un F- espacio. 
Del Corolario 2.4. 7 se sigue que la proyección P : X + Y-+;'( es continua, pero esto 

:r+y - z 
no es posible ya que z,. -Tz,, (= -Kz,,) E X+ Y para todo n;::: 1, z,, -Tz,, - O, 
y Zn ...,... O. Por tanto, X + Y no es cerrado. 

Finalmente, supongamos que U' C K (Z). Sean x E X y w E W. Existe una 
sucesión (z,1 )~=l en Z tal que Kz,1 - w, y así x + J(zn - x + w. Observarnos 
quex+ Kz,. = (x- z,.) +Tz,, y asfx+w E X+ Y y X+W e X+ Y. Por otro 
Indo, si x E X y y E Y, x+y =x+Tz = (x+z)+Kz y (x+z) +Kz EX+W, 
""decir, X+ Y e X+ W. Por consiguiente, X+ Y= X+ W.+ 

',;·. 

Teorema 4.3.22 Sea X un subespacio cerrado de un F-espacio E. Si X 0no e8 
minimal y dim (E/X) = oo. entonces existe un subespacio cerra.do Y de E tal 
que X n Y = {O} y X+ Y no es cerrado. Si además E/ X es separable, entonces · 
Y puede ser escogido de tal forma· que X + Y = E. · 

Dem.ostmci6n. . " . . .: -
Si dim (E/X) = oo, entonces por (~)·de la f'roposición.:4.3.20 .existe una 

sucesión (Yn)::"=t en E que cs. m...:indepeni:liénte de X y c:uyo generado lineal 
W es transversal a X. Por (b) de Já. misma· proposición podemos suponer que 
¿:;o=l liYnli < oo · . , . . . . . . 
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' .· ·. . 
Del. Tcorcula ·_4:2.4 .. ~~ sigtic quC s.i X:Cs ~0 .. 111~0hnal, cn~on_cc-S.~ ._cOntic1_1e una 

sucesión básica regular (Z.,.)~ 1-; la ~·uál.Cs J\:f-fuértmlt~ntc r~g~ilar por l.a· Propo~i­
ción 4.1.4 .. :Sea (hn)~1 la sucesión de funcionales asociada a (::;,):;"=1 , las cuales 
son equicontinuas .en Z = [z,. : n;;::: 1). Definimos K.: Z --.. E 'como. ' 

00 

K (z) = L h,. (z) Yn, 
n=l 

que como en la demostración del Lema 4.3.9 se puede probar qué·es ·compacto, 
y adeniás es inyectivo pues (y,.):;"=1 es m-independiente y h,. (=:)E 100 para cada 
zi:Z. . ,, 

Sea 1·1'¡ = [( (Z), entonces iV¡ es un subcspncio transversal a X por el in­
ciso (a) de la Proposición 4.3.20. A partir del lema anterior obtenemos que 
Xn Y= {O}, donde Y= T(Z), T = J + K y J es la inclusión dc·Z en E, 
y además X + Y no es cerrado en E y X + Y = X + IV1. 

Si además E/ X es separable, entonces podemos escoger a (y,.);:"= 1 de tal modo 
que (q (y,.)):;"= 1 sea un conjunto numerable y denso en E/X, dondeq: E - E/X 
es la función cociente. Es fácil probar, observando que (Yn : 11 ?: 1) e HT que 
X+ W = E y por lo anterior X+ Y = E .• 

Demostración del Teorenia 4.3.16°. 
Si X no es locnlmcntc convexo, entonces dim (X) = CXJ y. por el" Teorcn1a 

4.3.11, su dual no separa puntos, de donde, kcr X es no trivial. SupongarÍlos qu~ 
kcr X no es 111inin1al. 

Si dim (X/kerX) < oo, entonces existe un subespacio Y de X, de dimensión 
finita, tal que 

X= kerX+Y. 

Por tanto, Y es un subcspacio propio cerrado de X. 
Si por el contrario dim (X/ ker X) = oo, entonces por el teorema anterior 

aplicado a ker X, existe un subcspacio cerrado Y de X tal que l" n ker X.= {O} y 
Y+ kerX es un subespacio propio y denso en X. O sea, 

Y~ X y kerX +Y es denso en ,y 

Por lo que en cualquiera de las 2 posibilidades para dim (X/ker X); existe 
un subespacio cerrado Y de X que satisface 4.13. .. ... , ... 

Sea f E X' tal que f (Y) = O, entonces f (Y + ker X) = O k' que ir'Uplic.i ·que 
f =O y por tanto, Y es debilmente denso, es decir, Y es un subespacio PCDD de 
X; pero esto es una contradicción a que X tiene la PAHB.,t : 0 < · "·'" '.t 

.. ""-· 
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