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Introducción 

Von Neumann [23] consideró por primera vez el concepto de núcleo de 
una digráfica en la Teoría de .Juegos y lo llamó "solución de un juego de 
cooperación entre n personas". 

Posteriormente Claude Berge [2] notó que dicho concepto era de utilidad 
en otros contextos y propuso llamarlo "núcleo de una digráficaz demostrar 
teoremas de existencia. Diversos autores han investigado condiciones sufi­
cientes sobre la existencia de núcleos en una digráfica, por ejemplo Von 
Neumann y Morgenstern [23], Richardson [20] a [22], Duchet y Meyniel [7] 
a [10], Galeana-Sánchez [24] y Galeana-Sánchez y Neumann-Lara [13, 19]. 

En 1976, C. Berge [3] propuso caracterizar las digráficas núcleo críticas, 
que son digráficas sin núcleo tales que la eliminación de cualquier vértice pro­
duce una digráfica con núcleo. Los ciclos impares son ejemplos de este tipo 
de digráficas. Sin embargo, en 1980, [8] Berge y algunos de sus colaboradores 
consideraron conveniente investigar digráficas minimales sin núcleo (digráfi­
cas sin núcleo tales que toda subdigráfica inducida propia tiene núcleo), a las 
que llamaron "núcleo imperfectas críticas". En el mismo año, independien­
temente, Hortensia Galeana Sánchez y Víctor Neumann Lara consideraron 
las mismas digráficas, llamándolas "n- -digráficas" [13]. 

Las digráficas núcleo imperfectas críticas y núcleo perfectas son la base 
de estudio de esta tesis, ~n la cual se estudian tres operaciones con digráficas 
que permiten construir familias de digráficas núcleo imperfectas críticas. Es­
tas importantes operaciones han sido desarrolladas por H. Galeana Sánchez 
y V- Neutnann-Lara quienes las han llamado "s-construcciones"[l6], "r1 -

construcciones" [17] y "r-construcciones" [17] y [18]. 
En [15], se puede encontrar otra construcción que no se estudia en este 

trabajo. 
A continuación se da una breve descripción de los capítulos de esta tesis 

y se explica el por qué de la importancia de estas operaciones. 
En la sección 1 del capítulo 1 se definen los conceptos básicos de la Teoría 

de Digráficas que se utilizarán en este trabajo. En la sección 2 se demestran 

V 
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resultados importantes sobre digráficas núcleo imperfectas críticas y núcleo 
perfectas que nos serán de gran utilidad en los capítulos posteriores. 

En las secciones 1, 2, 3 y 4 del capítulo 11 se dan las siguientes aplicaciones 
(respectivamente): Aplicación en Ja Teoría de Juegos (23], Base de Axiomas 
(5], Juego entre dos personas (5] y Un problema de Combinatoria en Lógica 
(4]. 

En Ja sección 1 del capítulo 11 se estudia Ja "s-construcción", que nos 
permite generar una amplia clase de digráficas núcleo imperfectas críticas 
(16]. Esta construcción tiene gran importancia ya que durante varios años, 
las únicas digráficas núcleo imperfectas críticas que se conocieron fueron Jos 
ciclos impares y las digráficas C7(l, 2), Cu (1, 2, 4). 

Figura!: C3 

Figura 2: C7(1;2). 
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Figura 3: Cu {1, 2, 4) 

En el área de planaridad de la Teoría de Gráficas se demuestra el Teorema 
de Kuratowski, que es una caracterización de las gráficas planas por medio 
de subdigráficas prohibidas y dice: Üna gráfica G es plana si y sólo si no 
contiene subgráficas isomorfas a k 5 ó k(3, 3) ó cualquier subdivisión de k 5 

ó k(3, 3)" (6]. En la Teoría de Digráficas se demuestra que una digráfica 
D es núcleo perfecta si y sólo si no contiene subdigráficas inducidas núcleo 
imperfectas críticas. Entonces bastaría caracterizar a la clase de las digráficas 
núcleo imperfectas críticas para poder caracterizar a las núcleo perfectas 
por subdigráficas prohibidas{ de manera anloga al teorema de kuratowski en 
grficas planas). Sin embargo, esto no es posible, ya que toda digráfica núcleo 
perfecta se puede extender a una digráfica núcleo in1perfecta crítica que la 
contiene como subdigráfica inducida [16] (teorema {3.2.1) de esta Tesis). 

El teorema {3.2.1) se demuestra en la sección 2 del capítulo 111 utilizando 
la s-construcción, y permite extender cualquier digráfica núcleo perfecta a 
una digráfica núcleo imperfecta crítica. 

En las secciones 1 y 2 del capítulo IV se estudia la "r1-construcciónc. 
la "r-construcción" {respectivan1ente), presentadas por H. Galeana Sánchez 
y V- Neumann-Lara [17], que son una generalización pa1·cial del método 
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desarrollado en el capítulo III y que también permiten extender una digráfica 
núcleo perfecta a una digráfica núcleo imperfecta crítica. 

Se dice que una digráfica D satisface la condición de k-Meyniel, si todo 
éiclo dirigido impar de D tiene al -menos k diagonales-

El estudio de la condición de k-Meyniel ha sido la base de varios prob­
lemas interesantes, preguntas y resultados en el desarrollo de la Teoría de·· 
Núcleos (ver por ejemplo [10], [11], [9], [13], (14]). 

En 1976 H. Meyniel [8] planteó la siguiente conjetura: "Si D es una 
digráfica tal que todo ciclo dirigido de longitud impar contiene al menos 2 
diagonales, entonces D es núcleo perfecta". H. Galeana dió un contraejemplo 
a esta conjetura en el año de 1982 [12]-

En [18], H. Galeana-Sánchez y V. Neumann-Lara presentaron un méto­
do que permite obtener (utilizando la T¡ -construcción) digráficas núcleo im­
perfectas críticas tales que todo ciclo dirigido impar contiene al menos k­
diagonales, para cada número natural k. Es decir, a partir de dicho corolario 
se puede obtener una extensa variedad de contraejemplos a la conjetura 
planteada por H. Meyniel. Este método se desarrolla en la sección 4 del 
capítulo IV. 



Capítulo 1 

CONCEPTOS 
PRELIMINARES 

En m;t.e capítulo S<' int.rodtu:m1 los co11c1?pt.os h;í.o;icos de ·la Teoría dP 
Diµ;r;ifir:L" <¡111! s1? 11tili:r.a11 a lo larµ;o d<• •·st.a tesis. Y SI? de1111wstra11 algunos 
resultados i111porta11t.es sobn? diµ;riific:L" 111klco imperfcct;Lo; crít.ic;Lo; y 111icleo 
perfcct;L"· 

1.1. DEFINICIONES 

Definimos una digráfica D como 1111 co11j1111to finito no vacío de elementos 
llamados vértices, denotado por V(D). junto c:ou una colección de pares 
ordenados dn distintos elementos d1• \ "( l.J)" llam;tdos flech•L'< y dmmtada por 
F(D). . : 

D1•1u>taremos por· f = {u1,·11:!). a-l:i'-tled11t\i111e:".t11w,.u1 c:m1 'IL:!· Diremos 
q111• f iurid<? hada 11:.! y qtwf i111:i1kdesdi(u'1";;:_ ~·i , .. 

D<?fi11i111os d iuµ;r:ulo. d~ .• uu·•v(?1:1h:·,~~:-"\: é:<Í1;iL¡·,;I,;111i11H!ro, d1? ll!!clllL'i <¡lit' 
i111:idc11 hacia ·.11, _ L1' • 1lcn_ot.:tre11u1s ;¡wr,!:i/1(1• frHli,i!~ui'iiii>~.<'I ;exgrado d<? un 

un v1\rt.i<-1? sinmprn l!S un co11j1111t.o ind<•11t•1ulii,~1t <?.•Uu: (:oi1.j1,últ(,' :<;;c.•\' ( J.J l; l'S 

'·· 
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absorbente si para cualquier u E V(D) - S, existe una flecha de u a S. 
Un conjunto no \"aCÍO N C V(D) es núcleo de D. si N es independiente 

y absorbente. 
Observemos que no toda digráfica tiene núclt•o y que si una digráfica 

tiene núcleo, éste no es necesariamente único. 
Es fácil ver que los ciclos impares C2ra+1 110 tienen núcleo y que los ciclos 

pares C2n tienen dos núcleos. 
Dada una digráfica D y u E V(D), definimos a r+(u) = {v E V(D) 1 

(u, v) E F(D)} como el conjunto de los sucesores de u. Definimos a r-(u) 
= {v E V(D) 1 (v, u) E F(D)} como el conjunto de los predecesores de u. 

Do es una subdigráfica de D si Do es una digáfica con V(Do) ~ V(D) 
y F(Do) ~ F(D). escribiremos Do ~ D. Do es una subdigráfica inducida 
de D si Do es una subdigáfica de D, donde (u, v) E F( D) si ·y solamente si 
(u, 11) E F(Du). Escribiremos Do ~· D. Do es mm suhcligráfica generadora 
de D si Dn es una subcligriifica de D cou \l'(Du) = F(D). 

Si S 1 , 8 2 ~ F ( D). la flecha u pt:z de D sení. llamada mm S 1 8 2 - f lcclw 
siempre que u1 E S1 y u2 E 5 2 • D(8i] deuotaní. la suhdigráfica ele D inducida 
por. S1 y D(81, S2 ] la subdigní.lica de D cm1 coujumo <11• vértices S 1 U 8 2 y 

' cuy;Lo; flechas son i;Lo; S 1 S2 - flcclut.• de D. 
Una flecha tti 112 E F(D) es llamada <Lo;iuu;trica (rcsp. simétrica) si u 2 tt 1 íf. 

F(D) ( resp. u2u1 E F(D)) La parte a.simétrica de D (resp. simétrica de D) 
que será denotada por Asim(D) (resp. Sim(D)), es la subdigráfica gener­
adora de D cuyas flechas son las flechas asimétric<Lo; (resp. simétricas) de D. 
Diremos que Des una digráfica orientada si Asint(D) = D. 

Un camiuo dirigido en una digráfica D, se defi1w como una sucesióu 
de vértices (vo.11 1 ....• 11,,) do11d1' cada flecha (v;,v,_ 1 ) E F(/J) ¡>ara i = 
O. l. .... 11 - l. La loup;itud de un ca111i110 dirip;ido (.' = (110 .1° 1 ••••• 11.,) es 11. 

d n\11nero de lledHL~ que aparm:en en {,l y sc dm1otar<i por /(C). Un ca1nino 
dirip;i1lu cerrado <'S aqu<"•l eu d. que c:oiuciden "1 v<•rtice liual y d v(.rtic1• 
inicial. Uu c:uuinu p;cncrador coutiene a todos los \'l?rticcs de la dip;nifica. 

Una trayectoria dirip;idaes 1111 ca111i110 dirip;ido en d cual los v1;rtices so11 
11ii;tintos dos a dos:: Sj. la" tr<Í.ycctoria dirigida empic;,m cu u ;.: termina uu 1•. 

diremos que es mla Jm-trayi!ctoda dirip;ida. 
Un ciclo diri~ido'~s 11íl/~~Íui110 dirigido cerrado no trivial cou todos los 

p1111tos di~tintos:(~m1''cx~:cl>ci,611 del prinmro y el 1ílti1110). El cido el" lcmv;itml 
u NcnL ~lcu~i~·'-~<~¡,·~-J~c;rrc,:.'~/2-~·i/0,)-(·.-~, ... 

Se:i_'.C: 1111 c:.i1:ki'ái!-ip;i'a;;,¡<, D.·si u.1.• E F(C). 1hmotamos por (tt,C.11) la 
t.raycctoria:dirip;ici;';,d¡:;.¡',°"j~'TLC:OlllCllida Ull C 

UJ1a digr1ÚiC;~;·.--'.~·!~-;_:_f~Ú!~t1?·~:~>-. · fucrtcu1cut.<_? conexa si· pa.ra cualc!Nquiera du~ 
vfatic:cs·'u/v E'JI'. (Dtcxi.stu ~1lia tm~trayec:toria dirip;i'da y uua 11u-trayectoria 

- . : ._·, .. -; ·-·· ,-.. _,. . . - . . 
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dirigida. Notemos que la digráfica trivial es fuertemente conexa. 
Una coinponcnte fuerte de una digráfica D es una sul>di~áfica de D, 

Du. tal que Do es fuert.e1nc11t.e conexa y 1rnixima por co11tenció11 cou esa 
propiedad. 

Para conc<?ptos que 110 estén definidos aquí se puede cousultar (Ij. (5]. 

1.2. RESULTADOS PRELIMINARES 

En esta sección se da11 la.-; clefiuiciones di' dihrr;ifica..-; núcleo perfec­
tas (N.P.), núcleo im.per/ectas críticas (N.I. C.) y cua1ti núcleo 
perfectas . .Adem;is se clenmestra 1111 teorema <i<" caracterizació11 de digráfi­
cas 111íd1'0 ¡wrfocta.-;. se da11 alp;11t11L'i co11clicio11Ps suficienu•s para que una 
digniffra s1?a 111ídl'o ¡>Prfoct.a ~· alg;1111as propi1!dad .. s di' digr;ilinL'i 111h:lt•o im­
¡u~rl(~ct.a~"' crit.icrL'-i. 

Todos 1•st.os r<?s11lt.;ulos sou di' grau utilidad <"11 d d!'sarrullo d•• los capítu­
los posteriores. 

Definición 1.2.1. 

1ll'd111os 1(11<' 1111a digr;í.fica J.) l'S 111íd1·1J ¡w1jrctu (N.I'.). si /J tima' 11úclt•t1 
y cada suhdigriifica inducidadt! D tieim núcleo. Los ddusdirigidos~dc lou-
gitud par i:;üii u'1ícl~iJ, ¡>éirfcé!ta.~: . ' ,, 

. - _._ · ... ~.· ,. - ' .. ¡_--: ' - '. • 1_ 

Definición 1.2.2. 

lkdt11t>s cpw .1111a digriifü:a l's. 111íc:l1·t1 · i111¡w1fr·r1,," ;,1-íÚ;.!, (N;1. C:). si /) JI;, 
t.iP11t' 11t"tt:!Po ¡wri/ t.oda'..-i liL'i s11lidiµ;r;ilit::L'.;, iudm:id:L'i .propi:Í.'i d .. /J si t.itme11 
11ü1:J ..... Los ciclos diriµ;idt1s d" lt111µ;it.ud i111par son 11údt•c1 i111pl'rf•:•:t1L'i t:rft.ic:L-;. 

Fiµ;ura 1.1: 

Definición 1.2.3. 
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Decimos que una digráfica es cuasi mkleo perfecta si toda subdigráfica 
inducida propia de D tiene ruícleo. Una digráfica cuasi núcleo perfecta es 
núcleo perfoct.a o bien 111íc:leo imperfecta crítica, dependiendo de si tiene 
núcleo o no. 

Teorema 1.2,.1. Toci11 ci(qráfica D si11 ntíclco contiene tJ711l .~ul>digráfica iu­
clucicia ruicfro im71crfccta critica. 

Demoatración. 

Sea D una digrafica"siu Í1úcleo. Si toda subdigráfica inducida de D tiene 
11úcleo. e11tonccs D :es'· núcleo imperfecta crítica. Si existe una subdigráfica 
inducida propiit 'de v·· c'111c ·'no' tiene inklco, sea JJ 1. Si toda subdigráfica 
il11l11cida propi1~11.,:111'.l.ieú1?.Íii'u:h:o, cmtonct?S // 1 es n{wli:o im¡wrfocta rritica. 
Si <?xist" 1111a ,¡¡·~¡;1Úic:1't' iiidúddit propia clt? // t qll!! no t iew• núc:lt•o. ""ª 11:? y 
toda s11bcligr:ilit:a iÍ1d11cid¡1 propia d1: I/:? timm 11úclrn1. c11t0111:t•s I/:? '"' mkl!!o 
i111pPrfoc:t.a critica.· Así llcg1i1rnis a una· digr:ífü:a 11, sin míd1•11 tal quü lm; 
s11bdip;nílic:a." indm!idas propia .. ., el<? //, t.i<m<m míclt:11entonces'11, <'s núcleú 
i1111wrf<'ct.a crítica. 

l'or lo t.ant.o /J coút.iem? 1111a sul,.Úp;r:ílic:a n~íd~?11 imperfc;,~i.:i c:rítlc:;;,;' 
' . ' - . :"··· ,.- ·. ' . 

• . · .• ,:·.:3 :.: ;.;;~ ·:'.,/:;V~· •. ¿tiX1\t;i~;·,·;;\~: i~·b,:,: .. : :¡.:.·;,;:,,., < ~· 
Teorema 1.2.2. Una 1ly1nifit:a;~P. 1;sfu1:r:tp!11.cp1,t.!:1 .~p,!~<;3'.i':•~(Y;:~ú{~'.':~i. pa1Y,l 
tocia 7H1rtit:ián tli: V: ( /J) >éi1 cJú:~ éciriju11t(i.~ { \l'j';'V:.iE'ci:i:oitc;\r1.\,:_.-::jicdiu .. '!i Y:i Vi" 
jlcclui. .,, _. .~ .. ~··~· .;:·~:.:f<f ~::.:·,!:\~;\: t~-:.'·" . ~~~-~"{ ~:-~.:"~ - ,1,." ... '. ''.~\;.;~.:1.~_;·;e,~~';.-f ·; 

"':.! 

-,,_. ;.-:_.;;~··:·: :-.·'._-..:.··;.j)·'·),; •. <-;:. ·.::;~·2· ·,:~:·- ·<>'·... :1:;,:~".> 
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(w1, w2) es una xw2-trayetoria dirigida en 1J/P6rlo tanto.'li.r2 E Vi. Entonces 
w2 E Vi n V2, lo cual contradice que· Vi' n V:i ·= 0. 

Concluimos que no existe Vi V2-fiecha::\. . . 

º.\;: .. :~.:···L~t;~~·:·_~ ~_,~: ~:-~ ... · .. : 0 

Teorema 1.2.3. Una digráfi¡;a D és ~;¡¡;[~¡, p~~j~~Fa.' ~í y sólo si D no con· 
tiene subdigráficas inducidas núcleo imperfectas criticas. 

Demostración. 

Sea H una subdigráfica inducida de D. Como D es núcleo perfecta en-
tonces H tiene núcleo. Por lo tanto H no es núcleo imperfecta crítica. 

Entonces para toda H ~· D, H no es núcleo imperfecta crítica. 
Rccíprocarnente, sea H ~· D. 
Por hipótesis, H no es núcleo imperfecta crítica. Entonces H tiene núcleo 

o existe una subdigráfica inducida propia de H que no tiene núcleo. 
Si existe una sugbdigráfica inducida propia de H que no tenga núcleo, 

sea H', entonces H' contiene una subdigráfica inducida núcleo imperfecta 
crítica, sea H"; H" ~· H' ~· H ~· D. Lo cual contradice la hipótesis de 
que D no contiene subdigráficas núcleo imperfectas críticas. 

Por lo tanto H tiene núcleo, para cada subdigráfica inducida de D, por 
lo tanto D es núcleo perfecta. 

o 

Teorema 1.2.4. Si D es una digráfica y V(D) tiene una partición {Vi. "2} 
tal que toda Vi V2-flecha en D es simétrica y D[Vi] y D["2] son núcleo per­
fectas. Entonces D es núcleo perfecta. 

Demostración. 

Suponemos que D no es núcleo perfecta. Entonces existe una subdigráfica 
inducida de D, sea H, tal que H no tiene núcleo. Si H e D[Vi] ó He D[V2] 
entonces D tiene núcleo, ya que D[Vi] y D[V:!] son núcleo perfectas. 

Entonces D[Vi] contiene una parte de H y D[V:!] otra parte. Séan H 1 = 
H n D(Vi] y H2 = H n D[V:!j; H1 tiene núcleo ya que H1 ~· D[Vi], sea 
N¡. Análogamente H2 tiene núcleo, sea ·N2. Sea· H3 = H 2 - B, donde B = 
{v2 E V{H2) 1 (v2,v1) E F(D),v1 EN¡ con v:/E H 2 y v 1 EH¡}. Claramente 
H3 C Ii2 e D(V2], por lo tanto H3 tiene núcleo, sea N 3. 

Tomemos N 1 U N3 = N. . 
Probarmnos que N es independiente. 
N¡ es independiente en D, ya que es núcleo.de H¡ y //1 es, por construc­

ción, una subdigráfica inducida de D. Análogamente N 3 es independiente en 
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D. Adeinás, 'no exi.steir'N:i'N1·L~echas en D, ya que N 3 e H 3 (por construc­
ción de If3 y B). No existen'N1N3 -flechas en D. Supongamos que sí existe 
una N1 N3~necha sea f ~ (v1, ÍÍ2); por hipótesis toda Vi V2-flecha es simétrica 
en D entonces (v2,v1) =,,Ji EF(D) pero Ji es una NJN1-flecha, y ya se dijo 
que no existen NJN1 -f!Cchas .. : · : 

Entonces N es independiente·:·-' 
Ahora, N3 absorbe a todci'\Tértice dC H3, N 1 absorbe a todo vértice de B 

por definición de By ya que N 1 es núcleo de H 1 • Es decir, N es absorbente. 
Concluímos que N es núcleo de H, lo cual contradice la elección H. 
Entonces toda subdigráfica inducida de D tiene núcleo (incluyendo a D). 

Por lo tanto D es núcleo perfecta. Lo cual contradice que D no es núcleo 
perfecta. Por lo tanto, D es núcleo perfecta. 

D 

Teorema 1.2.5. Si D. es ,una digráfica núcleo imperfcc.ta crítica entonces no 
existe una partición {Vi, V2} de V(D) tal que D[Vi, Vil C Sim(D). Además, 
Asim(D) es fuertemente conexa. 

Dernostraci6n. 

Supongamos que-D .es núcleo imperfecta crítica. Por el teorema (1.2.4) 
no existe una partición {Vi, V2} de V(D) tal que D[Vi, V2l e Sim(D). 

Den1ostraremos que Asirn(D) es fuertemente conexa. 
Por contrapuesta. 
Supongamos que Asirn(D) no es fuertemente conexa. Por el teorema 

(1.2.2) existe una partición de V(AsimD) en dos conjuntos {Vi, V2} tal que 
no existe Vi V2-flecha asimétrica de D ó no existe V2 Vi-flecha asimétrica de 
D entonces D[V¡, \12] e Sim(D) ó D[\12, Vil e Sim(D). Además, por ser D 
núcleo imperfecta crítica, D[Vi] y D[V2l son núcleo perfectas. Entonces, por 
el teorema (1.2.4), Des núcleo perfecta. Lo cual contradice la hipótesis de 
que Des núcleo imperfecta crítica. 

Por lo tanto AsirnD es fuertmnente conexa. 
Ahora, tomemos una partición {V1, V2} de V(AsimD). Como AsiniD 

es fuertemente conexa, entonces por el teorema (1.2.2), existe V1 V2-flecha 
en AsimD y V2Vi-flecha en AsimD. Además, {V1, V2} es una partición de 
V(D), ya que V(AsimD) = V(D). 

Por lo tanto, para toda partición {Vi, V2} de V(D), D[Vi, V2l % SimD. 
D 
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El siguiente corolario es con~ccu.{11cia:~i~é'~tac_l~l teor'e:ina·'(1.2 .. 5). 

Corolario 1.2.1. Toda digrdfi~~·ii,.{i~[~'ó··¡'r:ip~~Jedta ~~Ú~: es;fud~te'm~~te 
conexa. 

,::.!.•'' 

Corolario 1.2.2. Si D e'B ~;,.a 'aig".;d.jicá tal que Asi-rn(D) es acíclica, en­
tonces D es núcleo pe~f~ci;;~· .··. •w'" < 
Demostración. 

Por contradicción. 
Supongamos que D no es núcleo perfecta, entonces existe H una sub­

digráfica inducida de D tal que H es núcleo imperfecta crítica. Sea T¡ una 
trayectoria dirigida en Asim(H), supongamos que T 1 va de u a v. Por el 
teorema (1.2.5), Asim(H) es fuertemente conexa, entonces existe una vu­
trayectoria dirigida en Asim(H), sea T2 • Como Ti, T2 e Asim(H) entonces 
l(T1 ) ;;;;,: 2 ó l(T2) ;;;:;: 2, de lo contrario existiría una flecha simétrica. Sean 
T¡ =(u= xo,x¡, ... ,Xn-1,Xn = v) y T2 =(u= Ym,Ym-J, ... ,!J¡,?Jo = v) 
con n ;;;;,: 2 ó 771. ;;;;,: 2. Si Xi o¡!= !Ji para todo i = 1, ... , n - 1 y para todo 
j = 1, ... , 771. - 1 entonces T 1 U T2 es un ciclo en Asim(H). 

Si Xi = !Ji para algún o algunos i = 1, ... , n - 1 ó j = 1, ... , m - l. Sea 
Yi el primer vértice de T 2 tal que Yi E V(T1) entonces Yi = Xi para algún 
i = l, ... ,n -1, Xi E V(T1). Entonces (x; = Yi,T¡,v) U (v,T2,Yj =Xi) es un 
ciclo en Asim(H). 

Es decir, Asfrn(H) contiene un ciclo. Y como Asi-rn(H) e Asim(D), 
entonces Asfrn(D) contiene un ciclo. Lo cual contradice la hipótesis de que 
Asim(D) es acíclica. Por lo tanto D es núcleo perfecta. 

o 
El siguiente corolario es consecuencia directa del corolario (1.2.2). 

Corolario 1.2.3: Tod~ digráfica sin ciclos es núcleo perfecta. 

Como una aplicación del corolario (1.2.2) obtenemos el siguiente teore-
,. rna: 

;,_ 

. ,Teorema. 1.2.6. Si Asim(D) = Cn entonces D es cuasi núcleo perfecta y 
D - f. es núc.leo perf.ecta, para t<Jdaf E F(Asim(D)). 
~ . ' \. . . : ' . . ) 

DeTnostraCión. ' ·" ·· : ·;.· ~:, +Li i {•'·'-

Sea H una subdigráfl~a ind~cidli. p~opia de D. Por ser H propia, existe al 
menos un vértice v E V(D) tal.~qti~0v:·~V'(H), entonces Asim(H) es acíclica, 
ya que Ásim(H) ~ .A.sirn(D) ''='en.· Entonces por el corolario (1.2.2), H es 
núcleo perfecta. · · · 
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Ahora;:Asi7'ncB--fj):;1~:ü~~ci'.'~ibia/~a-~~.t:6~'iJ.e.F{Asim{D));,·ya•qué 
Asim(D) .;;, e,.: E1itóilccs; ¡)"or cl"corolario'.·{l'.2.2fD :....:¡ es.l1úcleo perfecta. 

E'.. si~u,ie.'.1t·~-· .. tf~Fl~j-~t::~?.~{~;i-~~~~~Ütigi~ii;~;~:x;0;~~1-.t~~~em~··· e·~·.5} :~. 
Teorema 1.2. 7. · .. Una .. digráfica. D ··es:n.iícleo perfect_a ;~i ·y, sólo_ si para: todo,·. 
com110nente fuertemente' éo_nexá_ ~)ü'Asirn(D);\D(V(a)] ·es _;¡,tlcÍeo perfecta. 

····-,, 
'i:: Dem.ostració1Í.. 

Por hipótesis D es .núcleo perfecta, entonces toda. subdigi:áfic¿i_ inducida 
de Des 1~úcleo perfecta, en particular D[V(a)] es m."!cleo P·()rfecta, para toda 
a componente fuertemente conexa de la parte simétrica de·. D ... . 

Recíprocamente, supongamos que D no es núcleo perfecta, entonces por 
el teorema (1.2.3) existe H una subdigráfica inducida de D tal que H es 
núcleo imperfecta crítica; H ~· D. 

Por el teorema (1.2.5), Asi7n(H) es fuertemente conexa y por lo tan­
to H es una subdigráfica inducida de D(V(a)], para a una componente 
fuertemente conexa de Asim(D). Lo cual contradice que D(V(a)] es núcleo 
perfecta. Por lo tanto D es núcleo perfecta. 

o 
Definición 1.2.4. 

Definimos e= Cn(i1,fi; ... ,jk) como sigue: 
. .- -

vccr~·{o,1,2, ... ,-n-'-1} 

y 
- . . -

F(C) ;;,.{uv 1 ti-:.V: :i:·3s niod(n) .-con s=l, ... :k} 

La digráfica de la figurll.;i.2 :~s~ii ejemplo de _este tipo de digráficas. 
;-,·- · .. ..L' ,.:'_:~;;,:·:~<;:.~~;.-.· >>·.:.,· ,~--v ,·: ... 

: )/: :~:~~>/:·:ú:f~-~~~-~~·~:¿·~;­
Defini mos. Pn cóino 1<i U:él.~~dt?~iél.dirigidll. ,de l~ngitud · 7i .7 1, donde: .. 

,. <.'" ;~· ~- .. ·._. .:~ -~« ·,,~ ;_~~~> ... /~;~~ -.. ~\}.:' ' . ~ 
V(P,.) = {Ó, i; .' .. ;, ~},i:~ i 'f(fln) = {(i, Y +i) (i~ o;.:;~ n - 2} 
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5 2 

. Figura 1.2: C6 (1, ±2) 

Teorema 1.2.8. Si 2 ::; r ::; rn1 entonces e Cn(l, ±2, ±3, ... , ±r) 
es núcleo perfecta o núcleo imperfecta crítica, dependiendo de si n = O 
mod{r+l} ó n ;¡¡é O mod(r + 1), respectivamente. 

Demostración. 

Claramente Asim(C) = Cn. ya que ±2, ±3, ... , ±r forman flechas simétri­
cas. Entonces, por el teorema (1.2.6) C es quasi núcleo perfecta. 

Demostraremos que D tiene núcleo si y sólo si 
n = O mod(r + 1). 

Justificación 
Sin= O mod(r + 1), tenemos que {i 1 i =O mod(r + 1)} es núcleo de 

c. 
Recíprocamente, sea .N un núcleo de C. Si u E N, entonces u+ 1, u± 

2, ... , u±r rl. N, ya que (u±k)uE F(C), para todo k E {±1, ±2, ±3, ... , ±r}. 
Entonces u+(r+l) EN. Análogamente u+r+l±k </. N y u+(r+l)+(r+l) E 
N. Es decir, .. 

u+ rn(r + 1) E N con m E Z, ya que N es absorbente. Además N es 
independiente, por lo que tendremos n =O mod(r + 1). 

Entonces si n =O ·mod(r:+ 1) entonces D tiene mícleo, además Des 
quasi núcleo perfecta. 

Por lo tanto D es míclco perfecta. 
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Análogamente, 
crítica. 

·. ::·_,,,._,,. 
··.:~/.;'.> .'·:<· _·;,-,_,"' 

CAefrÍIL(iz1n~:ico~cEPTOS PRELIMINARES 

si n ~;P, <',7r;~;c~.-+.;l.) éht;~;1c;es 
. . . ·-r.: ... · .. :L/.: ~~~~~:.~~.:,,¡: .:". 

. .. : . ; . .-'."';·;· .. ~ , . 

D es núcleo imperfecta 

- o 
Como un caso pai·ticular ~cl';?~<J~~~~fcEf~), te1~emos el siguiente coro-

lario. .,,···.,,.:: ;~.:-
;~. 

Corolario 1.2.4. C,,(l, ±2, ±3, ... , ±rnH e/n~cle~ imperfecta crítica para 
n;::::: 4 



Capítulo 2 

APLICACIONES 

En este capítulo se dan algunas aplicaciones de Ja Teoría de Núcleos 
en varios campos. 

2.1. APLICACIÓN EN TEORÍA DE JUEGOS 
Von Neumann(23] 

Von Neumann presentó por primera vez el concepto de ní1cleo con 
el nombre de solución en la Teoría de Juegos, con el siguiente ejemplo: 

Se tiene un conjunto X de situaciones entre las cuales n personas deben 
discutir y elegir un elemento x E X (una situación). Para lo cual deben 
establecer la preferencia de una situación sobre las demás; estableciendo 
primero una relación de preferencia entre algunos pares de situaciones. Veamos 
ahora cómo(con qué criterio) establecer una relación de equivalencia entre 
un par de situaciones. Lo que interesa es una elección de grupo por lo que la 
preferencia individual no será considerada. Lo mejor sería que las n personas 
prefirieran una situación a sobre una b, pero esto difícilmente se da. 

Para definir la preferencia efectiva, diremos que a es efectiva1nente preferi­
da a la situación b, si de entre las n personas existe un grupo de personas 
capaces de juntas obligar o imponer Ja preferencia de a sobre b. 

El conjunto de situaciones y la relación de preferencia efectiva que se 
da en algunos pares de situaciones, define de manera natural una digráfica 
D. Donde X = V(D) y (a, b) E F(D) si b es efectivamente preferida sobre 
a. De tal manera, la solución del problema se reduce a elegir un elemento 
dentro del núcleo. Si N es un n(1cleo de D, el punto buscado debe estar en 
N, ya que por ser N independiente, no existen flechas entre puntos de N, 
así ningún punto(situación) de N es efectivamente preferible a otro punto 

11 
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en N. Y si x !/:, N entonces existe otra situación en 1V que es efoctivan1ente 
preferida a X, ya que N es absorbente. 

2.2. BASE DE AXIOMAS 
C. Berge [5] 

Consideremos una teoría, esto es, un conjunto de p~oposiciones S = 
{ai, a 2 , ••• } y se quiere detern1inar una base de axiomas para esta teoría, 
esto es, un conjunto N de proposiciones( de entre las proposiciones a1, a2, ... ) 
tales que: 

l. Cada proposición que 11.º está ~~ N s~- sigue de alguno de los axiomas. 

2. Ningún axioma,se deduce:de otro, . . ., -,_ ·, ·' ·,. ' ... , 

Este problemas~ repr~s~~ta con una ~igráfica D, donde V(D) =S. Tene­
mos que a; ==> aj con i =fi j si y sólo si (aj, a;) E F(D). Así, por construcción, 
la digráfica Des transitiva, esto es, si (a;, a3) E F(D) y (a3, ak) E F(D) con 
i =fi k i= j entonces (a;, ak) E F(D). Ya que si aj => a; yak => ªi entonces 
ªk =>a;. 

Suponga1nos que N es un núcleo de D, entonces si a¡ <t, N entonces 
existe a; E N tal que (a1, a;) E F(D), por ser N- absorbente. Así, N cumple 
la condición (1). 

Además, si a;, a3 E N entonces (a;, a3) !/:, F(D) y (aj, a;) <t, F(D), por lo 
que N cumple la condición (2). 

Por lo tanto el problema de encontrar una base de axiomas para una 
teoría se reduce a encontrar un núcleo de la digráfica D; éste existe ya que 
se ha demostrado que toda digráfica transitiva tiene núcleo. 

2.3. JUEGO ENTRE DOS PERSONAS 
C. Berge [5] 

Dados dos jugadores A, B y una digráfica D. se define el juego si­
guiente: 

Se fija el punto inicial x 0 . El jugador A escoge uno de los vértices suce­
sores de xo, sea x¡ dicho vértice. Luego, el jugador B elige uno de los vértices 
sucesores de x1, digainos x2. Después A elige un sucesor de x 2 y así sucesi­
vamente. Pierde el jugador que ya no puede elegir un vértice. 

Claramente, si D tiene ciclos, el juego puede no terminar. Ahora, si D 
tiene un mícleo N, el jugador que escoge un punto en N empata o gana, ya 
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que los puntos de N absorben al resto de los vértices de n, por lo que un 
punto fuera del núcleo siempre tendrá sucesor en N, en cambio un punto 
dentro del núcleo no tendrá sucesor en N ya que N es independiente. 

2.4. UN PROBLEMA DE COMBINATORIA EN 
LÓGICA 

C. Berge (4) 

Consideremos un conjunto de propiedades P = {Pi, P 2 , ••• ,} y un 
conjunto de teoremas T, del tipo: propiedad Pi implica propiedad Pj; donde 
P;, Pj ET y Te P. Los teoremas se pueden representar por una digráfica 
n con V(D) = T y (P., Pj) E F(n) si y sólo si se sigue de uno o más de los 
teoremas dados que P; implica Pj. Ahora, si De es la digráfica complemento 
de D, tendremos que V(Dc) = V(D) y (P;, Pj) E F(D) sí y sólo si (P;, Pj) rt. 
F(De) o bien que V(De) = V(n) y (P;, Pj) E F(nc) sí y sólo si (P;, Pj) 'Í­
F(D). 

Se quiere demostrar que la teoría representada en D está completa, esto 
equivale a decir que todas las implicaciones representadas por las flechas de 
ne son falsas. Es decir, que p =!? q para cada (p, q) E F(De) con 1> ,¡,. q. 
Para lo cual se tiene que dar un contraejemplo de la afirmación p ~ q. Cada 
estudiante dará un contraejemplo a una de las afirmaciones p ~ q (con 
(p,q) E F(ne) yp#q). 

Determinaremos el mínimo número de estudiantes necesarios para en­
contrar todos los contraejemplos. 

Consideremos la digráfica D de la figura 2.1. 

~·· 
r,~ 

-....., r, 

Figura 2.1: 

ne es la digráfica de la figura 2.2. 

oP, 

Es suficiente probar que las implicaciones representadas por las Hechas 
3,4,5,7 y 10 de ne son falsas, es decir, que Pi =!? P4 • P2 ~ P.1, P 2 =t? P 3 • 

Pa ~ P2, y P4 =!? P3. De aquí se sigue la falsedad de la.s otras posibles 
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Figura2.2: 

implicaciones. Por ejemplo'. si P2 '* .E'i; 'ae ·.v se tiene que Pi => P3, en­
tonces P 2 => P 3 , lo cual contrádic~ )a'.afirm:ación de que la flecha (P2, P 3 ) 

es falsa(P2 *' P3); por lo que.debe sÜceder:'qÜé P2 => P¡. Analogamente 
debe suceder que Pa *' P¡, Pi~:P~i'.~.P;;:~'.:.P4,'P4 *' P1• Ahora, tomemos 
una digráfica H tal que V(H) ,;,,;-~(D~f:f/ (.,i,rri_) E F(H) si y sólo si "la 
implicación n es verdadera" impÜca lá•~.'la· implicación mes verdadera" . 

.. · .:._ ';;·t!;:y-¡;;;;:1:;~~:~< .. r'. 

En H, el conjunto N = {3,4;'5; 7,iri}es ~~hiicleo; es decir, es absorbente 
e independiente. Como N es el único'núcleo~.de·H, se sigue que cinco con­
traejemplos son necesarios para mé>strar.que'todas las implicaciones de D 
son falsas. Si se demuestra que _todo elemento de N es una proposición falsa, 
entonces todo elemento de D - N es una proposición falsa, ya que N es 
absorbente. Ahora, N es el mínimo número de proposiciones de las cuales 
se necesita demostrar su falsedad. Si no se demuestra la falsedad de una 
proposición de N, ésta no se puede demostrar a partir de los otros elementos 
de N, pues no existen flechas entre vértices de N, por ser N independiente. 



Capítulo 3 

EXTENDIENDO 
DIGRÁFICAS NÚCLEO 
PERFECTAS A , , 
DIGRAFICAS NUCLEO 
IMPERFECTAS CRÍTICAS 

¡") 

En este capítulo se definen los conceptos de so-sistema y s-sisterna 
que se utilizan para desarrollar la s-construcción. 

3.1. s-SISTEMAS y s-EXTENSIONES 

En esta sección se desarrolla la s-construcción y se demuestran varios 
t~orerna.s para poder llegar al teorema principal (3.1.3) que nos permite 
generar una amplia clase de digráficas núcleo imperfectas críticas. 

Definición 3.1. J.. 

Sea Do una digráfica. Llamaremos a la cuaterna So 
un so-sisl.erna (sobre Dó) si satisface: 

(Do, U, U+, U_) 

(i) U, U+ y U.:... sÓn conjuntos .de vértices con la misma cardinalidad y 

U ~. V(Do) .• • • . :• · 

(ii) V(Do), 
dos). 

' ,. .··." ' 

U+, U_ son éoiljui1tos 1imtuaniente ajenos (ajenos dos a 
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-' ·_ . .• > •. ~:t~;i¡:~';:,~~'),\'";~~;iih;,~1:~;~1:/,;¡: 'f¿J['." . -.- -· ~. ':' . - ;;· -. 

F(so(So)) ~--FDo[V(Do) ..::..p)J u~{z¡iic;:·l;~~''.<;=.•I-;po;'z'~JJ, u E U}u 
·.;.-:·· ~"- . ' 

-:,_-,,;;,Slfo 'tCi~' ';-x > 
{u+z 1 uz E FD0 ,u E U,z ~U} U {u~~~Ú 'U1y'l E'FDo; • u 1,u11

• E U}-. 
< ,_ .'_~~-::~'t~:;~·~ .. ~,~~:·::: .. ;- >;~·~/ <.:~-:~ ' ... ·. ,~,~- >··¿, .• 

Notemos que s 0 (S0 ) está definida salv9 isomorfismo.- ,, 
Observemos que el primer conjunto de -fle~lias indiéa _que 'todo lo'. que 

está fuera de U en Do queda igual en la di~áfica roÜo): ·_ - :·¡·'.·~; . > -
El segundo y cuarto conjuntos de flechas indié:a11 que a'u'~-_vérüé~·de"(ff; 

en s 0 (So), sólo entran flechas y entran desde alguri vértice fuera d~'.U:b bien 
desde algún vértice de U+. _ · - - . 

Análogamente, el tercer y cuarto conjuntos de flechas indican qúe'de ún 
vértice de U+, en s 0 (S0 ), sólo salen flechas y salen hacia algún vértice fuera 
de u o bien hacia algún vértice de u_. - - ' ' -.-• . -. ' -'-· . 

Las figuras (3.1) y (3.2) ilustran,respectivamente, un so-sistéina ;_-ii1ia 
dignifica so(So). 
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Do 
u 

u • 

• u,_ 

... ,. • u,_ u:?-
u • 

• u .. 

• 
u:?+ 

'•. - .... ~--~· .~~; .; : f·-

Figura 3.1: 

so(So) 
Donde S 0 es el s 0 -sistemadc fa figura (3.1) 

Figura 3.2: 

Definición 3.1.2. 

Un s-sistema es u~a c~a.ter;¡<l. (S0 , ,B,Ü+,U-), donde: 
',.,; ·: ;•·, ·, O· ••• < 

(i) So= (Do,U,U+,u,.:\cs_unso-sistcma, u-'­
que V(U+) ~U:{;. . ·\re V(U.:_:) =U_. 

17 

(ii) .B = {.Bu 1 u E U}cs ~ncor1j~~t~ de trayectorias dirigid~ ~utuamente 
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• . e ,. ·; _·.· :;_ ..... ~ -:·; •• •.• : ~:·'. 

ajenas; do1;de ~adá/3~ ~es ~~k·~~:~+-trayectoria dirigida de longitud 
par posis.tiva y. · ··:;·. ·_;• <:i;-.":. 

;/"/ ':.':·\~~y_;· 
·ve : YC.éuffí_\((.s~(So))_,,,;;{u_,,u+} 

.: .. ; .: .,\· ;::-.:-:::_:~ ~f /:\ -·:{:-.\-":)~:&;·.~¿~:~~-~) /7·· ·-_ r . ..... ··.·-., 
Si S = (80 ,13,U+,U..::) esiun's~sistema,~definimos: 

::.,->.Y' : ·_ ~· 

· ·s(S).~s~(soY:uf3uQU+UU:.. 
. ·, .... ' -~··\~ '.: .. ~ ,~ ' 

Notemos que si U= 0 entonces so'(So) ~ s(S) S;t Do. 
Obserevemos que en s(S), las únicas flechas que existen entre vértices 

de U_, son las que están en U_. Análogamente entre vértices de U+· 
La figura (3.3) ilustra un s-sistema con la condición que pide el teorema 

(3.1.1). Es decir, cada vez que hay una flecha en U+ ó en u_, existe una flecha 
entre los correspondientes vértices de U en Da. Por ejemplo, ua+ u1+ E FU+, 
entonces u1u3 E FDo[U). 

La figura (3.4) ilustra la digráfica s(S) de la figura (3.3) 
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u_ u. 
u,_ 

Ls. • ~.· 
u,_ 

u:!- u J+ u l+ 

S = (So, (3,U+,U-) es un· s-sistema que cumple la condición del teorema 
(3.1.1}: u+v+ E f':U+ ó u_v_ E FU_ implica que uv E FDo(U) 

Figura 3.3: 

.síSl 

Donde S es el s-sistema de la figura (3.3) 

Figura 3.4: 



;.;~.;;~;:;t2liiillt;~~1l1§~rq~~.~::; 
uv E FDo[U] (ve1· fifi.(3.3)/ · :~' · " .:.cy;: ::; .. : ·, · · · 

Entonces s(S) tiene núcleo si y sóló '.lfi"J:)o úJti~ 11'1íéleo . 
. ._:.·· 

< ~ .·' • ~ •• 

DeJnostraci6n. ' "· · 

Si U= 0. Entonces s(S) ~Do y por lo ta;lto s(S) tiene núcleo si y sólo 
si Do tiene núcleo. 

Supongamos entonces que U,¡, 0. Sea N 0 núcleo de Do. Para cada u E U 
definirnos Nu de la siguiente manera: 

Si u E No, Nu es núcleo de f3u· 

Si u</. No, Nu es núcleo de /3u - {u+}· 

Claramente el núcleo de f3u contiene a {u_, u+} y el núcleo de f3u - {u+} 
no contiene a {u-} ni a _{ú+:}:. · . , 

• Demostraremos~clue:'.]~¿;;,,'(No ::é.u) U U Nu:es núcleo de s(S). 
, ·,··.·:·· .~:·~~é·,:~,~}::.:.·J~·t~.:Y~~-~::!;; ___ ·>~<~.:_/:.~:.::·.:-:·/;·-. --~~u>:~::·:~_~,.;.:·\::.-·~· . ·= 

Primero. probaremos '.que :·N<.es :independiente; 

::;~:~~1a1;1r~!:)\;ff;>;· •· 
Six E N0 : .·u;{en\l>aiticular,x e'N0 y por definición de Nx, N:r 
es núc;1<!~,,aét-/3,,;?Y:~-;i(e{íV, ya que /3x es de 1origitud par. 
si.i¡)óri~;;,~iio~qÜ(/;;y E. Fs(S), Pcir ;;()1~;trucción de s(S)y ya 
que :X•<t.\u; y;;;;;~v.:.; para algún V e' Uy,.pcir.definición de s(S) 
XV e~Do: ' . . . ' \' . ' . · .. 

. si V E No eriion~es No no es indcp~~di~n~~. lb cu~! ~onti:aclicc 
qye No es núcleo de D 0 • :,;. ' 

Si"v ·~ No entonces Nv es núcleó d~ .f3v - {v+} y por lo. tanto 
v.::. </.'Nv. Lo cual contradice la elección de v_. · 

Entonces xy <J. ~s(S). 

caso (2) 

y E No - U y x E LJ N,; :•' 
u E U 

Este caso es análogo al caso ( 1). 
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caso (3) :., ""-ff1• 
x,y E No-:- e/ 
EÍ1 ~ste csc>{x, y} ~ D~ - No y no existe flecha entre_ x y y, ya 
que No es independiente y por construcción de s(S) xy lf.Fs(S). 

caso (4) 
x,y E. LJjNu ... . ·: ."···' 

ttEU' 
Supongam~s que xy E Fs(S). 
Ya que l~ trayéctorias Pu son internamente ajenas ·y-:por con­
strucción-de s(S), x =.u+ para algún u E U, . "Y .• =:.-'I!-:- para 
algún v E U y uv E FDo. 
Notemos que {u,v} E No, por definición de Nv. Por_ lo tanto 
tw E F Do, contradiciendo que No es independiente: . 
Ento~ces xy </:. Fs(S). 

Concluimos que.N cs. independiente. 

Probaremos que,N, es _absorbente. 

Sea: z E (V_;;(S)) _:;_ N)i·Tenemos tres casos posibles: 

caso{l) Si z. E f3u :-:- {u+}) para algím.1': r:E:.U., ·..... .. ' '. , : 
Ya que N.,.cs'l1Ócleo.de·'..e":~ {~;}'~~sigue·q~c'cxisÍ~ ü~azNu­
Hecha .. : Por: ío' tant¿ e,¿Íste l.lna' z,N~flE)C:ha (pol'. construcción de 
N). . . . .. :.,:,\_, ,;. ,., ·, . ,·\;, ·>:.··,··;: - . ;·, 

ca.so(2) Si ; = U+ paia alglÍfi u E U: 
Cmn'o.u+· <f:_· U se· ;igue ·_C¡íic' u·~ •NoéñtÜ'~ce~'·~xi~tri,·ÍÜ·~''No tal 
que zw E FDo. 
Si w </:. U entonces w E N por definición de N por i:orístrl.lC:ciÓn 
de s(S), zw E Fs(S). 
Si w E U entonces w_ E No (por construcción .de ;Nu) y por' lo 
tanto w_ E N. Además como zw E FD0 , tenernos; que ·zw_ E 
F(s(S)). 

(3) Si z </:. LJ /3.,. 
ueU 

En este caso z E Do - U - No. Por lo tanto existe w E No tal que· 
zw E F Do. Análogamente al caso anterior, existe una zN-flecha 
en s(S). , . . . 

Concluimos que N esabsorhcnt.é. 

Además. N. ~s. lnq7~e~~i~1.1te,· ¡;Ór. lo tanto N es n í1cleo ·de. s ( S). 
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·;;;·, N n p~. con Recíprocament.~, ~.;.;, • .N ;;;·1cid~ de 
u. E U: -- .. ·-·.;,,- . -

·/:,,;.\,~:r:.· :~-;~ ·;i_(¿~:~::f_~:L~L¿~:~;:1·_.~>!-f ':·, '>:,)-' 

• Afirmaino~ que.u.'.; É'.N siy. sófo si U-f-é E N, -·. ' .... - ·.-. - . -'" . - . 
.J U~tifi~a~'i'óil:~~~;"~ <:: . ·i·.,, -

Si u_ E J\r; dritonées u.+ E N, ya que las trayectorias {3¡¡ son de longitud 
par. --

,Más ~ún~- ~i~1~p~e,~ue u_ EN, Nu es núcleo de /3.,.''· ·· . . . 

R~~íproc¡mri:nte, supmigamos que u_ <f. N. Entonces-~xiste v EN tal 
qim u_v E Fs(S) (ya que N es núcleo de s(S)). · •)!,.; 

Sl v' e_ .Bu 'ent~üces u+ <f. N, ya que /3u es de longitúcJ'~a~; 
Si v. <1-. {3~, ~ni.onces, por construcción de s(S) y ya'.que '.u'-v E Fs(S) 
se tiene que v = w_ para algún w E U. - . -- ·,-. 

Es decir, u_w_ E Fs(S) y por hipótesis uw E FD0 [U]; • 

. Ahora, si uw E FDo[U] entonces, por·construcción de s(S), u+w- E 
Fs(S). Aderriás, w~ = v E N. Por lo tanto'u+ <f. N, ya que N es un 
conjunto independiente. 

Est~ es, si u.:. <t N ~ritonces:u'.{<f.:N: 
. ~_. :1;·. ,_ ... ···' .;..· ... ' ~i'..i: . - -_-: 

• Dcmbst~areinos qué.NÓ-='=.5'1•u's2·es núcleo de Do, donde S¡ = N -
LJ _Nu Y· 82 ;:={u E U¡.¡¡_¡.: EN}. 

ueU:.. . . . -.·.,,,~-'-¡._!_.i'.: .: .... 

Primero,p~C>b~remós;cl~lf.io·:'es ,ull~onjunto independiente. · s::0~,1~;E :~~-·,;:t{~~jj~f:,i~:d~~lentes casos posibles: 

Si x~''!/.E s1:f;7;~¿~:1·'/i;; ._ .. ··. 
Recordcín6~'cíúe·:B1·~.N_-:-c U Nu, y ya que N es independiente, 

~ - . ,, .. _ - .... -~-· . :"" . _.,._, ·. ueU 

tenemos que S 1 es iíi_depe.ndiente. 
casci(2) ';-.•.... ;•· 

Si ~{y E 82¡ ¿\ · ,, . '"" 
Por éoíltradic~ión: - ' ·· · 

Supongamos que existe uv E F Do con u E S 2 y v E S2, entonces 
por defiÍ1ición de S2; {u,v} ·-~ u . u+ .EN y V+ e.N: De 
aquí. que u_ EN y v_ É N 1mesya s~ de~~ostró qu~·~:;. EN si 
y sólo si 1L- E' N. Ahora, 1w E FDó y 'pcir~·comÍtnicción de s(S), 



3.1. 23 
,~.· ~~i '.,. :· t,·:,: :L / · ·> ·_-_:_~;.: · · · ;··.:_-,-: :'.>z _ ::. ;· _ · -.-

u+ v.,.. e.F's(Sfc~'riP.'.r;~:i::'e N;' L~ cu'al contradice que N es un 
cÓnju~tci'°i1idepell.di§11tc': ; ·.·.. .,.·. 

, Por !6ta~to'82'es ún'conj~i:;.t6 i1ídependiente. 
caso (3) <: ' .... > ;_.:.,, .;; \ '" 

Probáremos que( no existen· 8 28 1-flechas. 
Por contradicción. 

•· Sup~iigámos que.existe 1m E FD0 con ti.E 82 y v E·81; u E U y 
v E V(Do) - U entonces u+v E Fs(8) con v E'N(ya que v ES1}. 
Nótese que u+ E N ya que u E 82. Por lo tanto u+v E Fs(8) y 
{u+' V} s:;; N' lo cual contradice que N es 'independiente. 
Es decir, no existen flechas de 82 a 81 
Probaremos que no existen 8182-flechas. 
Por definición de 8 1 y por construcción de'. s(8) tenemos que 
x EN y x rf. U. 

·"Notemos que y E U y Y+ EN, por definición de 82. 
Sl existe xy E F Do. Ea'tonces xy_ E Fs(8) 
Ad~más, Y- rf. N, y~ que ::r: E N-y entonces Y+ rf. N. Contradi­
ciendo que y E 82. . . 
Por lo tanto xy rt:. FD~: : - - . ' ··; ~ ' 

Concluimos que Ne, és un.conjunto independiente en Do. 

Demostrar~mos q\le'.~~.,·~t~~--conjunto absorbente en Do. 

Tomemos y E V(Do) :..CNéJ. 

Recordemos que No :;;, si.Jfh y 81 = N- u Nu tenemos los siguientes 
uEU 

casos posibles. 

caso (1) 
Si y</: U 
Entonces y E s(8) - U fJ.,. Notemos que y rf.. N, ya que y </:. No 

uEU .,, • - .. '· 
y y rf. U (3.,. Por lo tanto, existe-X E:N.taLque:yx Fs(8). 

uEU _. : :·., . .. _-'::;,·~~--,_->::-~',;.--· _:'( .. :: .. ·_·:-'' ... - . _: .:- .'" .-.. -
Si X rt:. u fJu entonces X E V.(Do)::-.p;y'yx''E::FD(j (por con-

strucciÓ~;~e s(8)). · .·· .... '_'.': ·~·:·;~.~;·/~'. :.,¡!~~·;.~!(i;i.;'1'.~i; \;:~. { ;;~ 
Si x E /3., para algím u E U Ciiton'cés''~,-b;.:U·__;;¡Ja:r;;:'.·algiín u E- U 
ya que y</:. U f3u y yx E ~(Do)(pór'.C:oiistrücdón;·de s(S)). 

u.EU ' . - - . '" -·,_ . '. ' .- - . 
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caso (2) 

Si y E U . .. .·-
Entoncesexistc Y+ E Vs(S)yy.c:.~é.Vs(S). 
Si Y+.E N entoncesy EB~ yporlo.t~ntó y E N 0 . 

Si 11- e·N entonJes,y~ e:N,'(yri..se d~'mostró) y por lo tanto 
y.E· N 0 • Lo·cual·'contradlceqiie''i/.EV:(D0 ) "7·N0 • 

C01Í.cluimos que Y+'l.·]v;.y_. ~:;]'{> •. - · . 
. Si_ x E U . .Bui e~tmiC:e~.;y_¡;;;:<E]:Ji's(S) 'y por construcción de s(S) 

·: -·.·FuDel!. , ·' ·-·;:,_~·;-)~~->-{>1.-}: -~-.· ... ::_·.~-~ .... ~ .. Jr .. .: .. ~~.'.:.·_:~7~:~.:_;y::.: ... ·.'. ' 
yx.E,, .. .O:/.·:;<'¿: ;,~.,:-<,,i<'.·::: :. •, ,. . < .... · ... ·. 
Si x r/.' U .81' y·x =:u..:::paiáálgún u E U; e1itonces y+u~.E FD0 , 

·· ., ·'úeu···. ·. · ·."'' :·· •,. ··:'>.•>·-•/:''· •- · · ' '·'·'-'.·.:· .. :.:<·, ·. 
por construcdón de s(S)•{y, x} <.;,.No ya que u..;. EN. irripliéa que 
u+ EN. ·· . . . . . ....... · .. ' .. · 

Si x r/. U· .Bu y x f= u_ para algún u E U entonces:y+u+ E Fil+ 
~u . 

y yx. E F Do (por hipótesis). Y como u+ E N entonces x E No. 
Notemos que si x es un vértice interno de alguna trayectoria .Bu. 
entonces xy+ <t Fs(S), ya que las tryectorias son internamente 
ajenas. Por lo tanto x = u+ ó x = u_ 
No es necesario analizar si algún vértice absorbe a Y-, es suficiente 
que alguno absorba a Y+ en s(S) por que entonces alguno absorbe 
a y en Do. 
Concluimos que existe x E No tal que yx E F D 0 • 

Por. lo tanto No es absorbente. 

Entonces·No es núcleo de Do. 

o 

La figura (3.5) ihistra un s-sitema que~satisfacelas condiciones (i) y (ii) 
del teorema(3~L2). La condición: (i) es análoga a la condición del teorema 
(3.1.1). La condición (ii) indica.que de los vértices de la digráfica U_ de los 
que salgan flechas, no entren flechas á los correpondientes vértices de U+· 
Por eje1nplo, de u2_ sale:flecha, entonces no entra flecha a U2+· 
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S = (S0 ,f3,U+,U-) es u.n. s:sist~~~ q~~ s~ti~face las condiciones (i) y (ii) 
del teorema (3.1.2) · ,. 

Figura .3~5: 

Teorema 3.1.2-. Sea S = (So, ~~u};u._) un s-sistema en donde So = 
(Do, u, U+, u_). Sup~ngamos. que u+ .Y ú'7 son digráficas núcleo perfectas 
tales que: 

(i) Si u+v+ E FU+ ó u_v....: EFU_' éntonces uv E F(Sim(Do[U])). 

(ii) Si u_v_ E FU_ y z+w+ E.FU+ entonces w #u. 

Entonces: 
Si Do es cuasi núcleo perfecta, entonces s(S) es cuasi núcleo perfecta. 

Demostración. 

Demostraremos que s(S) es cuasi núcleo perfecta. 
Por reducción al absurdo. Suponemos que s(S) no es cuasi núcleo per­

fecta. Entonces existe H una subdigráfica inducida propia de S, tal que .H 
es m01cleo imperfecta crítica, ya que toda digráfica sin núcleo contiene una 
subdigráfica propia inducida núcleo imperfecta crítica. 

La manera en que se procede con la demostración es larga, por lo que es 
conveniente dar pri1nero una idea general de ésta. 

A partir de H, se obtiene una digráfica H' en D 0 ; se demuestra que 
H' es n1ícleo perfecta y en particular tiene núcleo. Después se construye 
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la dignifica s(S'}, donde S' es el s-sistema S' = (Só,{3',U+,lL) ySó e~ el 
So-sistema Só = (H', Hó, u+. U!...) (duraute la demostración se define11 Jcis 
conjunt.os y la.s dignificas de arnbas cuaten1as). Finalmente se·:dcúméstra· 
que H ~ s(S'), para afirmar que H tiene núcleo. , ""·· _;.~::.':·.:. ~ 

Si U= 0 entonces s(S) '=:!Do y Do es cuasi núcleo pe~fecta, por]o tantO 
s(S) es cuasi núcleo perfecta. . ··.·7;;; .. >: ·. 

Supongamos que U# 0. Definimos Ifu = H n f3u·f>ara<'lL'e:·u, .. 
Afirmamos que si Hu# 0, entonces Hu es f3u, u+· ó ú;::.;::;:(i.S\. ·: :· 
Suponemos que Ifu e f3u· . , . ; / ·.;'.U;/F. - .. ·· 
Por el corolario (1.2.l} sabemos que H esfuertér'rienfl! cd~éx~~ yá: que H 

es núcleo imperfecta crítica. · ,. ·.·.<;1:L:•':;:·.cf{'.::•; . :· ·. · 
Supongamos que {u+,u-} <;t Hu. . :.·.·.·.·.··. ··J/ ~··.: _;'' · ..•••... _::· .. 
Si u+ ~ Hu entonces u+ í/, H ya que u+ E-{3.;:·s¡'°adefii#'.d~ .. U.j; eJd~ten 

flechas y .vértices de f3u que están en Hu, sea x E V:((3~) tal}¡\i{;:•x # .. u~ 
(x # u+) y x E V(Hu)· Como u+ .i H; y {3,7; e~'.Üi;a\;.J·:::zt,j::'.fr~y;;ct6ria· 
dirigida en H, entonces no existe xu_-trayectodá.'cÜrigÍdi•1éfiYH';:•;p:i"ctial 
contradice que H es fuertemente conexa. .:-• · Í(<':~:;-,:~.y·:,;:~1t•.:.,._,· 

Por Jo tanto Hu ~ { 1L }. ' 'i·: .· ·:":::. ·¡. 
Entonces Ifu = {u_}. 
Analogamente, si u_</. Ifu entonces Ifu =·{u+}> : ·,: . •> 
Ahora, supongamos que {u+, u-} ~ Hu- Como Hcsfucrtcn:Íénte conexa 

y Hu<;;; f3u, existen puntos y flechas de f3u que no.están'cn'H,ly.por Jo tanto 
no están en H. De manera analoga al caso {u+, u_} <;;; ·H;,_, llegaríamos a que 
H no es fuertemente conexa. Por Jo que si {u+,u-} ~Hu entonces Hu ~ 
{u+,u-}. Y por lo t.anto Hu= {u+,u-}. Además, por la condición (ii}, si 
óf¡ (u+) # O entonces ój¡ (u_) = O. Por Jo tanto no existe ·u_ v-trayectoria 
con v E V(H), lo cual contradice que Hes fuertemente conexa. Por lo que 
si {u+,u-} ~ Ifu entonces (3., =Hu. : . . · 

Es decir, si Ifu # 0 entonces Ifu ={u+}, 'Íiu'= {u-} ó Hu= f3u 
Ahora, definamos Il+, If_, Hoy W de Ja siguiente manera: 

H+ {u+ E U+ nH 1 Hu= u+} 

H _ {u_ E U_ n H 1 Ifu = ii..,.} 

Ho = {u E U i .lfu = (3,;} 

W = V(H)-u· 
,,,• 

Note1ilcis que H+;H_, Ifo y l-V son ajenos dos a dos. 
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Ahora, sea H' la subdigráfica (rio nécesariamm1t~ i~duCia'a:) de.Do; ~bteni~ 
da de H y tal que: . . . · ; ,,: .• " 

V(H') = H+l.J I:f_ IJ Ho LJ ~· ·•·.• . < >,; > : '· . 
uv E F(I:lf) sí Y,sÓlo sruria de Ih.S sigÜientes.~ondicio'ne-S'se'cumplen: 

· - · -- · . _, -·,·.7.:,: • ... 1.".-- .•,;_ ·• :"--.~ 1 L~~~TK;.._ ~.t:i,~t!_:,. · ' 

l. u, v E (IfoLJl'{:~~~~ik'.~iJ~··. '' ;\:,,¿ . 

:: . : ;}~¡~~~1~!~2~.: :.guna u{ v+, ve ):H~h• 
4. u e'w;v.:e/(H.:f-LJ:H::...) y.uv E FH. 

5; u. ~•Ho/~'.'.:'.(j;.¡..;jH_) y existe alguna {u+,u-}v.flecha­
en'if: · 

6. u,v E (H+UI:l~) y uv E FH 

De esta manera, en H', las trayectorias f3u regresan a ser un solo· vértice 
en I:lo, el correspondiente u E U s;;; Do. 

Los vértice8 de I:l.+ regresan a sus correspondientes vértices en U s;;; Do. 
Análogamente, los vértices de I:f_ y Ha. 

Los vértices de W regresan a sus correspondientes vértices den Do - U, 
W s;;; V(Do)- U. 

Así, .al obtener H', estamos regresando a Do, por lo que aunque H' se 
obtiene de I:l y Hes una subdigráfica inducida propia de s(S), H' es una 
subdigráfica (no necesariamente inducida) de D 0 • 

Demostraremos que I:l' es una digráfica núcleo perfecta, para lo cual 
probaremos primero los siguientes resultados: 

(a) Si I:l+ # 0 entonces H'[H+] es núcleo perfecta.· .. 
··_¡ 

Por construcción de H' (condición (6)),,H'.[H+] ~ I:l[H+l· Por con~ 
strucción de s(S) y ya que He s(S) teneriíos"queB[H+l ~ U+[H+J; 
además, por hipótesis, U+ es núcleo perfe~tá;: p'or lo:que;.Hi[H+] es 

. núcleo perfect~ .• '····· .. ·:·<.);?J;;~.·M~<·~§}~f}$;tf~t·$\,~·,;~·;i:;~)~·/;:.'.: '<· · .. · 
(b) Si IL. # 0 entonces H;~[H:.,;] :Ci(n~cleo,pri.rfocta:,::.:~O:: .) .·· 

; • · ." -"'' . _ ': ~~~;~, ;·_. ;:;.;,"'.!• _'/:?· ~ ~:·:<~~ -~~·>"':::-~ r :.~:.·:' -:~·· •. '""'. 1,~ • _, . 

La demostración es a11álogáaHnciso anterior>·. , / 



(d) 

caso(l) 
-'-·.' .. - _'_;' 

Si z E Ha 
Por la condición (3), existe ,u-{z+,z--'}-fiech~{~~J:f; H,eslma 
subdigráfica inducida propia de s(S). Por definición~ dC s(S) no 
salen flechas de u_ a z+, estoes u..:z+ <f. F(s(S)::Po~ lo tanto dicha 
flecha es u_z_, entonces u_z_ E F(U+ U,H)C: f's(S).:Ahora, 
por la condición (i) si u_z_ E Fs(S) entoi1ccs uz É SirnDa[U]. 
Entonces zu E FDa[U], ya que z E H 1{,y.¡jor lo't"ántócz E U; Es 
decir, z+u- E FH. . 
Entonces por la condición ( 5) zu_ E F_ ]{' .. 

caso (2) . .-».--

Si zE W 
Tenemos u_z E FH' entonces .por.la .. condi~ión (2), u_z E FH 
y por lo tanto u_z E. Fs(S), . l?. cual es imposible por como 
está definida s(S). 

caso(3) 

Si z EH+ 
Por definición de H + tenemos''qtle z = v.¡., con v+ E U+ n H. Por 
lo tanto u_v+ É FH'; P()r'la:'~'ondiCión(6) u_v+ É FH entonces 
u_v+ E Fs(S),lo cualnoes'.posibleporcomo está definida s(sr. 

T~; ~~~·&~~;:~~~?~i~if ~~:~;;~+~i9Bltf~:·• 
·z É H+'. ·' '·'"· · \'.\/' >, ;,,.,· <- . .. . '' .' ·: : .. L' . ;,'."i 

/¿:·-:'.' "·'.~- -
c~o (1)/ '.' 

Si x E Ha 
Por la c~ndición (5), existe {x+,x-}v+-Hecha en H y coii10 Hes 
una subdigráfica iitducida propia de s(S); x~v.¡. ··rt F H ya que por 
como se define s(S), x_v+ rf. Fs(S). Entonces x_v+- E.F H, por 
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lo tano x+v; E FU+ y XV E FSimDó[U)rE1i~onfes,'p~;deflnición 
de s(S) x+v- E F H y v+:.i:...: e(P H; ade'.iiiás,,x E Ha entonces 
por la condición (3), v+x E F H')i'.deináS ;.¡;+ ,;; i; ·P()l\ ló ta~lto 
zX -E F H'. -- :'·:·:.y:-,,, __ ,_~~;.! >{::::Y~F-"<:~ ~ - . -~ - -. -. -··. : ~,. . 

-~~_,_,,._~:T ::L . .-.,: . .:. _._:_'t.· 
caso(2) ·• • :.: .. ·• .. • Si X E w. . -.. ; <: ·,¡-,· ., .... 

Por la condición ( 4) xv+ E F ir co~ x;·~· l; ( H) . .:;;'. ·U, l~ · ::ual es 
imposible por definición dé s(S):',;"''' · • ,,;., ,,,, · .. , .. : 

caso.(3) ·'.'; ·;·',:-":,., , .. , -· 
s· H .~ ~c:-i ·---· - ~ . 

1 X E -· . ... . .. :::· "-',0:.,';:°1;;.':~1 ·.¡.é{. :.;:, . .,;:;.;'• .,, ., '.i:::• .... 
Por definición de H_ tenemos que x ~'ti".:..' e,u_nH·con"H;, =u_ . 

•. , ,.-: . . ,--¡.~(·~-·~1-·.··-,·,.··;.._,_. ··.---~- .- .. _., 
De aquí que u..cv+ E FHf .y por la écH:idición.(6) .u:....v+e:FH en-
tonces u_v+ E FS(S) ló cual es imposible por como'e~_tá_defir1ida 
s(S). .~.. \:~->~/~:;:~·- .. _ 

Si Ho U.W 7'= 0. entonces H'[Ho U W] es núcleo perfecta;}:.· ;<, 
Sean u,v. E V(H'[Ho u W)) tales que uv E FH'[Ho.u}w] entonces. 
por la condición (1), u, v E H 0 U W y uv E. F,Dci~ Poi: Jo tanto 
H'[HoUW] ~ Do[HoUW]. Notemos que si Do(HoÜW) :,:,·no entonces 
H = s(S) lo cual contradice la elección 'de H. Por lo tanto Do[Ho U 
W) s; D 0 • Además, por hipótesis, Do es quasi núcleo perfect.a; por lo 
tanto Do[Ho U W] es núcleo perfecta. Entonces H'[Ho U W) es núcleo 
perfecta. 

(f) H' - H+ es núcleo perfecta. 

ClaramcnteV(H' - H+) =H...:.. U Ho U w, 
Si. H_ ,;;,·0·entoiices;EI' ~H+ := H'[Ho u W) y por el inciso (e) 
tendríam()S q~e H' -; H+ (lS núcleo perfecta .. 

. ~~:a~:~;l~'!i~~~,i'i;,:S';iL~':;f;[1L r y Pº; ~r:~~ciso (b) H' .-c:H-r 
ces nú.::len'perfecta.'•/f~ ',; ;.: " :\' ~;, "';' .· ... •, ·:,:' ,;~;: '•n . 

P()de~()s sup~n~r, ento~ce:i'4~~~J:f~·:,¡,.,~ :~?!.fH~,:~ ~ .... ··... . 
Si toma1iios"qüé V1.Y,Y2.unaparticióñdé.V(H:'.~.H+);éónVi = H_ 
y Vi!= Houw. Por íos in'cisos (b) Yée),'· :c.ff'.:.:::íi+)[H.:.,) = D1 y 
(H' - H+)[Ho U W) = D 2 son núcleo perfectas. Además por el inciso 
(c); toda D1D2-0echa en H~.- H+'..es 0 simétrica;·,Entonces se cumplen 
las hipótesis del teorema (1.2.5).·y por.lo tanto n: ·::- H+ es núcleo 
perfecta. 
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(g) H' es núéleo pe;fe~ta . 
. Cfaran;ent~ V(H') ,,,; (H' - H+) u H+:. 

s'i H+ ;;, 0, enton~es H' = H' - 0 ~ H' .:_ H+ y por el inciso (f) H' 
es núéleo perfecta. 

Si H+ I= 0 y H' - H+ = 0 entonces H' = H'[H+] y por el inciso (a) 
. H' es ~úcle() perfecta. . 

Por lo:tanto podernos tomar. (H' - H+,H+) corno una partición de 
V(H') donde H'[H' - H+] y H'[H+] son núcleo perfectas y por el 
inciso (f), toda (V(H') - H+)H+-flecha es simétrica y por lo tanto se 
cumplen.las hipótesis del teorema (1.2.5), por lo que podemos concluir 
qu~'H'.·es ll;Úcleo perfecta.· 

(h} H ~ s(S') . 

Donde S' '='.' (Só,{3',U'+,U'-), Só = (H',Ho, U!.¡_, U!_) 

U!+-= {u+ 1 u EH.¡:.}, .··U!_= {u- 1 u EH_}, (3' = {f3u 1 u E Ha} 

U'+ =Ü+([}'.+JO'. y ' .i!' .:.:··~ U.:..[U!_] 

s(S') .7s~(Só)U:U (:J~:uy'+ uu.'_ 

V(~'+) .. ~,i+,t<t.lq~f)},f'.i~>'._ ........ ·,···.··· ··' > < 
. f3u es una, u'.:.u+.-tray.'.élifigidfdélong par Il1<1.yór que cero y 

~~:tt~)r~ó~~~w~~rt;g;t~iLL~:__:;.·~ d:. • · ... '· / · .. ·. 
F(sfi(Só)).~·f.Hi¡-v(É"') ...,Ho]U{zu~ lzu.E FH',z <t Ho,u' E Ho} 

U{u+z 1 ~;:EFH',ui E·Ho,z 't Ho} J{u+u~·I u'u" E FH',u',u" E 
Ha}~ ... 

Así, s(S') cumple las hipótesis del teorema (3.1.1) (ya que s(S) las 
cumple). Por el inciso (g) H' tiene núcleo entonces por el teorema (3.1.1) 
s(S') tiene núcleo. Además, por el inciso (h), H tiene núcleo, lo cual con­
tradice que H es núcleo imperfecta crítica. 

Por lo tanto toda subdigráfica inducida propia de s(S) tiene núcleo. 
Concluirnos que s(S) es cuasi núcleo perfecta. 

D 

Teorema 3.1.3; Sea S = (So, (3, U+, U:...) un s-sistema en donde So 
(Do, U, U+, U_). Suvongamos que U.f.. y U_ son tligráficas núcleo ve1jectas 
tales que: 



:~:--;--; ·;:,~-- ,-·".~:\· '.;·'· '·<'.> 

'(.~-·. '·" ,.-
·~. .'·.~..::. -.'.,' ·.:·>;·J ',;/:'re ·.-, 
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(i) Si u+v+ e ·faµ+ .<J·.u . .:::v,+:E:'J!Y--:'liHt'I'riC,es:uii.e.~(SiT,i(ÍJó[[jJ>),. 
(ii) Si ~.:. v_ E 'id!:/~ ~}J/tl J'F'u> i~io·;,¡~és ~ ~ ;,._ . ; . 

Entonces s(S) es una digráfica núcleo imperfecta ~rítica (resp. núcleo 
perfecta} si y sólo si Do es núcleo imperfecta crítica ·(resp. núcleo perfecta). 

Demostración. 

Por el teorema (3.1.2), sabemos que si Do es cuasi núcleo perfecta en­
tonces s(S) lo cs. Y por el teorema (3.1.1), sabemos que si Do tiene núcleo 
entonces s(S) tiene núcleo. 

Por lo tanto, si Do es núcleo perfecta entonces s(S) lo cs. 
Ahora, el teorema (3.1.1) es una doble implicación, por lo que si Do no 

tiene núcleo entonces s(S) no tiene núcleo. 
Por lo tanto si Do es núcleo imperfecta crítica entoµccs s(S) es núcleo 

imperfecta crítica. 
Demostraremos que si s(S) es quasi núcleo perfecta entonces Do es quasi 

núcleo perfecta. 
Por reducción al absurdo. 
Supongamos que Do no es quasi núcleo perfecta. Entonces existe H una 

subdigráfica inducida propia de Do tal que H es núcleo imperfecta crítica. 
Definamos el s-sistema S' = (S&,/3',U'+,U'+) de la siguiente manera: 

S& = (H,U',U!+.,U.'...) donde.U'= V(H) nu 
U!+. = {u+ 1 u E U'} 

{3' = {f3u 1 u E U'}, 

y U.'... = {u_ 1 u E U'} 

U'+ = U+[U!r] y U'-= U_[U.'...]. 

Así, el s-sistema S' se forma a partir de la digráfica H y de los conjuntos 
U', U!+. y U.'.... Donde Hes la subdigráfica inducida propia de Do que es núcleo 
imperfecta crítica. 

U' es el conjunto de vértices de U que están en H, por lo que cada vértice 
u E U' tiene su correspondiente vértice u+ E U+ y su sorrespondicnte vértice 
u_ E u_. De manera que IU!+-1 =IU.'...I =IU'I U'+~ U+ y U'_~ u_. 
También /3' ~ /3 ya que /3' se forma a partir de vértices de U' ~ U y f3 se 
forma a partir de vértices de U. 

De tal forma que al construir s(S'), ésta es una subdigráfica inducida 
propia de s(S). Esto es, s(S') ~· s(S), ya que: 

s(S') = so(Sb) U U {3~ UU' +U U'_ 
uEUt 
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V(U'+),'.',Ui~\:t:\~{~~sx~.~~! ' '' . 
{3~ es una 1L'...:.u'.r-~~~;~~t~~ia:;dirigida y V(f3;, n V(so(Só)) ,= {'.fL'._, ~'.¡_} 

V(so(Bó>>.7,;~~elí:-~~lfI~,;g:~t;,~,c~~ cJ'(so(So)):, . .·. . .. • .•... 
F(s0 (Só)) ==''FH[Y,(H)''7'U'fU.{zú'...:.'. izu' E FH,'z f/: U 1 ,•uéU1 }U> 

' . ~> ... - .. _;· ,."'· ·.·,.,, ,.. ' ... . .. . . -. . '... . 
,. ~·-.,.';'¡--:. ":;··' "· ,·_ .. ::-:· ..... ,-.-::-:.··;-.'}."; .'<' ···-,·¡· . .,,-.. ,>~-,-,.,, ·( .... ; ·-1'.:·11. -, 

{u+z 1 u:z .E FH, u .E U:, z f/:,U:.} .. U {u+u_:l,u u,,.E,RH, u ;u,:E U} 

Nit~l~~ {~t~:FC~~Wó)f :¿\~<~i¿~);;·~k~~¡~'.;~i~.~1~?f;'iJ;~G'3-:~'{ó __ ..• ;.•~.• .. ·.····;:: ...•.... ·• 
Ahora, s(S) por hipótesis es quasi ri'u~1~6~p·~~f~ct~·y:p6r'i.10 ,tanto :.S(S') 

tiene núcleo. Entonces s(S') cumplé;l,~,hipÓtesis.d~(t~~r'e~~:(a!1:í);y.;_ que 
s(S'). <;: s~S) y s(S) cumple las,co~di¡;~?:~€~/<.~frJ!'!)~r~~h,~P,~~ti,é:~1~i::·<:~~ple · 
las h1potes1s del teorema (3,1.1).•Entonce~~·1 porel:teorellla,;(~.1-:J);~,H .. t1ene 
núcleo, ya que Sb = (H,U',U!¡.;U!;if;Lo:c\iál{cóÍ:Ítradic¡:;;qÜé.H;.e5;n6Cico 

imp;~~~:at~~:!c~o es cuasi .núcle~,~e~~~~~,.-0!~~1' •• kJil'.I~z•.f :L.J;J ::-].~'.tj,~--:'.·.• ,;· ... ···, · ... 
Concluimos que si s(S) es cúá.Si.'n\J.cleó''i:>e.rfecfa:eritonces.D0 ;es cuasi 

núcleo perfecta. . .. :\;,;; ~-~:H ;s,/;,~J{~;:;;;;~~;.0t3;'~~Vi:E:~.'.!fi:~ ,~, .. : . 
Además, por el teorema {3,LlHtenemos'que;:sLs(S).'es'núcleo ;perfecta 

entonces Do lo es. Y si Do es·niicle~~perfe'ák'eiitÓiii:¿g{_s(s) lÓ -~~-' . . 

~;~iiri~~:1s.!::2ry:c~J~iÍit~~~,~Ej~~"~::,.: 
Entonces s(S) es cuasi núclcó 'fierfeétiifsi;y;-sólo','s'i Do es c'uasi núcleo 

perfecta. :· · ··:,r::." :,,~\c:·~?t,il:.:3: -·"'·'~!\;· ·.··• 
_,·:-:~. ,.~ ;"~,,-:: _; "~.¡~~;. ,;;-.. 

De~:::::::e:os que Do es· ¿J~~~~l~iJ~~~~i;t~&.:1,. ' ' 
Por reducción al absurdo. _ , . :"< ... · ,:<. -.. ,.·. , ;. .. . : , 
Suponemos que Do nó es cuasi 'n.úclco perfecta'.· E,n,tonces existe una 

subdrigráfica inducida propia 'de DÓ, seá..'H; tal qúe'H es núcleo iniperfécfa 
crítica. .·. ,. . .. _.,_-i.~:c,.:. ;_. ".;··:-,· 

Definimos un s-sistema S' ='(Só,{3';U1+,U'-).comb' se definió en la 
demostración del teorema anterior. Y analogaiiient<i'".tenéinos" que. s(S') es 
una subdigráfica inducida de ·s(S). • ' . ·:'-' }··'-'' .,,,::;; ·"·' ·, 

Por hipótesis, s(S) es cuasi núcleo pcrfe~t~;:' poi"•'lb'tantb s(S') ·tiene 
núcleo. Y por el teorema (3.1.1) H tiene núcleo. Lo i:tial c¿ntradice la elección 
de H. ' . . . ... · . 
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Recíprocamente, demostraremos -que s ( S)f~-¿ua.S¡;;~tlcÍeo perfeeta,, -
Por reducción al absurdo. :''-J-; ___ , - , , _._,,_-,,_ -:-,;_;, __ 
Supongamos que s(S) no es cuasi-1iúCieó';perfecta.-Entónces existe una 

subdigráfica inducida propia de' "s(S), sea D,.-taLque .D es ·núcleo imper­
fecta crítica. Observemos que D ~ s(S') -con s(S') -d~finida-· como en la 
demostración del teorema anterior. Donde H ~· Do. Por hipótesis Do es 
cuasi núcleo perfecta. Por lo tanto H tiene núcleo. Y por el teorema (3.1.1) 
s(S') tiene núcleo; lo cual contradice la elección de s(S'). 

Entonces s(S) es cuasi núcleo perfecta. 
o 

3.2. EXTENDIENDO DIGRÁFICAS NÚCLEO 
PERFECTAS A DIGRÁFICAS NÚCLEO 
IMPERFECTAS CRÍTICAS 

En esta sección se denmestra que cualquier digráfica núcleo perfecta es 
una subdigráfica inducida de un conjunto infinito de digráficas núcleo im­
perfectas críticas. Es decir, que cualquier digráfica núcleo perfecta se puede 
extender a una digráfica núcleo imperfecta crítica. Como una consecuencia 
de esto, se demuestra que existen digráficas asimétricas nücleo imperfectas 
críticas con número dicrómatico arbitrariamente grande. 

El siguiente teorema es una aplicación importante del teorema (3.1.3) 

Teorema 3.2.1. Toda digráfica núcleo perfecta a (resp. digráfica a núcleo 
perfecta asimétrica} es una subdigráfica inducida de una digráfica núcleo 
imperfecta crítica (resp. digráfica a núcleo imperfecta crítica asimétrica ) 

Deniostración. 

Sea a una digráfica nücleo perfecta y sea Do una digráfica núcleo im­
perfecta crítica tal que existe un conjum;o U' s; V(Do) que satisface las 
siguientes condiciones:. !U'! = IV(a)I y SimDo(U') es completa. 

Sea U s; V(Do) tal que cada flecha simétrica de Do tiene al menos un 
extremo en U y U' s; U. - -

Tomemos Do= C2m(l,±2,±3,.,.,±7n).c<m=,?. ¡F(a)I, U= V(D0 ), 

U' = {O, 2, ... , 2m.- 2} y 2m ;:::: 4, · - - - -

Do sigue siendo nücleo imperfecta crítica ya qÚ:e-por: el corolaric:i :"(i.2A) 
C,.(1, ±2, ±3, ... , ±(n/2)) es micleo _imperfecta-crítica con .,{ ~ 4 -- ' · --

. . - . . ., . ~ ... 
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Definiendo así Do y U' tenemos que Do[U'] ~ SimDo[U'], por construc­
ción de C2rn(l, ±2, ±3, ... , ±m.}. Además U' satisface las condiciones de que 
Sim.Do[U'] es completa y IU'I = IV(a)I y cada flecha simétrica tiene un 
extremo en U: Por lo tanto a~ D 0 [U']. 

Si a= D 0 [U'], ya terminamos,.ya que Do[U'] es una subdigráfica induci-
da de Do y Do se tomó núcleo imperfecta crítica. 

Supongamos que a ~· Do[U']; · 
Tomemos U+ y U_ tales ·que: . <· .,;. · 
U+(U!.-] ~o: , ·.. ~-- .·.;: .. "·.?·~·.'~:-~·:: 
FU+ = FU+[U+J y FU..:.;~ e;; .:. 
Donde u+= {u+ 1 u E C/'}, (¡.'.. ~Ju-1 u E U'}, 
vcu+> = u+. vcu . .:) = ul:)'coil IUI = IU+I = IU-1. 
u+~ U+ y U.'.. ~U:...-.>'..jc( ' .· 
Y sea f:Ju cualquier "trayedf°o~ia'di~i,i'id~ de longitud par, por ejemplo, P3 • 

Notemos que es' aná1Ógó't8~1kü.:...(U.'..] ~a, FU_= FU_[U.'..] 
y FU+= 0. · "' '.·YiC-:':::·>•:· 
De esta manera se obtiene el s-sistema S = (So,f:J,U+,U-) donde 
So = (Do, U, U+, U_);· ' :~_.· . 
Notemos que si z+w+ E'FU+ entonces w_v_ 'l. FU_ para cualquier v_ E 

V(U_) ya que FU_ = 0. Por lo tanto el s-sistema cumple la condición (ii) del 
teorema (3.1.3). Además, si u+v+· E FU+ entonces u+v+ E FU+[U.'.¡.], ya que 
por construcción FU+ = FU+[U.'.¡_]. Entonces u+v+ E U.'.¡_ y por definición 
de u+, u,v E U'. Por lo tanto uv E FD0 [U'], ya que como se mencionó, 
Do [U'] ~ Sim.Do [U'], de esto también tenemos que si uv E F Do [U'] entonces 
uv E FSim.Do[U']. 

Ahora, U' e U, por lo tanto Sim.D0 [U'] ~ Sim.Do[U]. Entonces uv E 
FSimDo[U]. 

Es decir, el s-sistema cumple la condición (i) del teorema (3.1.3) 
Además, U+ es m'icleo perfecta, ya que FU+ = U+[U.'.¡.] y U+[U.'.¡.] ~a y 

por hipótesis a es núcleo perfecta. 
Y U_ es núcleo perfecta, ya que es una digráfica solamente con vértices 

aislados pues FU- = 0 
Entonces el s-sistema cumple también las hipótesis del teorema (3.1.3}. 

Por lo tanto s(S} es una digráfica núcleo imperfecta crítica, ya que Do lo es. 
Así, s(S) es una dignifica que se construye como un s-sistema y bajo las 

condiciones (i) y (ii) del teorema (3.1.3). Entonces, las únicas flechas que 
hay entre vértices de U.'.¡. en s(S) son las que tengan dichos vértices en U+­
Además, si u+v+ E FU+ = FU+[U.'.¡.], entonces 1m E FSimD0 [U] y por lo 
tanto u+v+ E Fs(S). Entonces a~ s(S)[U.'.¡.] \;;;* s(S). 
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Es decir, a es una sudigráfica inducida de una digráfica núcleo imperfecta 
crítica.· · 

Tomemos ahora una digráfica a nucleo perfecta asimétrica. Procedemos 
de rnan'era análoga al caso en que la digráfica no es asimétrica. Obtenemos 
entonces el s-sistema S = (So,/3,U+,U-) donde So= (Do, U, U+, U-). Aho­
ra, notamos que toda flecha simétrica de Do tiene un extremo en U (por co­
mo se definió U). Así, al construir s(S), cada flecha simétrica en Do se abre, 
siendo ahora una flecha asimétrica, ya que tomamos U = V(Do). Además 
U+ es una digráfica asimétrica, ya que FU+= FU+[U.'¡_] y U+(U.'¡_] ~a (por 
construcción). 

Entonces s(S) es una digráfica núcleo imperfecta crítica asimétrica. 
Es decir, la digráfica núcleo perfecta asimétrica a es una subdigráfica 

inducida de una digráfica núcleo imperfecta crítica asimétrica. 
D 

El siguiente corolario es consecuencia directa del teorema (3.2.1) 

Corolario 3.2.1. Existe un número infinito de digráficas núcleo imperfectas 
críticas que contienen a una digráfica núcleo perfecta dada. 

Demostración. 

La demostración se sigue del teorema anterior, ya que a partir de una 
digráfica núcleo imperfecta crítica Do = C2m(l, ±2, ±3, .. ., ±m) se puede 
obtener una infinidad de digráficas núcleo imperfectas críticas s(S) variando 
la longitud de las tayectorias dirigidas f3u· 

Además, m ;:::: IV(a)I y m E N. Por lo tanto existe una infinidad de 
digáficas núcleo imperfectas críticas de la forma C2m(l, ±2, ±3, .. ., ±m) a 
partir de las cuales se obtiene una infinidad de digráficas núcleo imperfectas 
críticas que contienen a la digráfica núcleo perfecta dada a. 

D 

Definición 3.2.1. 

El númem cromático de D, x(D), se define como el mínimo número de 
colores requeridos para colorear los vértice$ de D, de tal forma no existan 
flechas entre vértices del mismo color. Es decir, que las clases cromáticas 
sean conjuntos independientes. 

Definición 3.2.2. 

El número dicromático de D, dk(D), se define como el mínimo número de 
colores requeridos para colorear lo vértices de D, de tal forma que no existan 
ciclos dirigidos ·monocromáticos. Es decir que las clases dicromáticas sean 
acíclicas. 
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!':";·d~~~;~ ~:::: .. ~t:i§i~i~i~¡y:"A~:~~·:1iJ "" ... nd 
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Teorema 3.2.3. Existen digráfica-s;: núcleo: iniperfectas•:_'c;nticas. asfrnétr-icas 
con un número dicromático arbitra~f~~~tf ~.~~~~e,:;~~!;:t,~i,,:-;,¡~'.:,c'). ,c.• . · ·. ·' 

Derri.ostración. · -- · .-",·-:· -~\-.;:-:,\:--· ' .;-~· - t .~ .. <-.. ~-~-
Por el teorema (3.2.2), existen digráficas·, ~nlj.l~j:~~~fe~tii.s :~·¡~;~étrÚ:as 

con un número dicromático arbitrariamente gr'and'e'.::;séa'n<:b'ri~n",Yr;1ero di~ 
cromático n, con n E N. Por el teorema (3.2.i) D ~--- )S0 e:;;r1i5~ ~~adi~á.fi¿a 
núcleo imperfecta crítica asimétrica. Ya que n_ E ·N, n se pued~ ~legi.f 'ti"n 
grande como se quiera. Además dk(Do) ~-?i· ·". ·-· --.., ~-- . -· . '· -~ 

·º 



Capítulo 4 

NUEVAS EXTENSIONES , , 
DE DIGRAFICAS NUCLEO 
PERFECTAS A 
DIGRÁFICAS NÚCLEO 
IMPERFECTAS CRÍTICAS 

En este capítulo se desarrolla la T1 -construcción y la T-construcción, 
que son una generalización de la s-construcción y que tarnbin nos permiten 
extender digriíficas núcleo perfectas a digráficas núcleo imperfectas críticas. 

4.1. INTRODUCCIÓN 

En esta sección se introducen los conceptos de serninúcleo, gráfica 
subyacente, co-raiz, árbol con co-raiz, flecha paralela, multi- di­
gráfica, conjunto A-homogéneo y núcleo independiente módulo Q. 

Además se demuestran dos resultados que serán de gran utilidad para el 
desarrollo de las secciones 2,3 y 4 de este capítulo. 

Definición 4.1.1. 

Un conjunto S C V(D} es seminúcleo de D si S es independiente y tal 
que para cada.X E (V(D) - S}, si existe una flecha. de S ax. entonces existe 
una flecha de x a Sen D. 

Ver fig. (4.1} 
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Clari{tri~ritÜ7\odri n~deó :de 'una digráfica D es un seminúcleo. Sin em­
bargo, un seí'niil\icieo.rio forzosamente es un núcleo de D. 

El 0 es u1i.s'c~iriúcleo. · 

D 

u l 

U3 

A = { uo, u2} es stm 'seminúcleo de D · 
;,.~· - .1· '• 

'' : Figura 4.1: 

" 
Teorema 4.1.1. Séa S>~ri"s~mi'núcleo de D y definamos B = {v E V - S 1 
no existe flecha de v aB}·y N' es núcleo de la subdigráfica B de D inducida 
por B. Entonces S u N~ es un núcleo de D. 

Demostración:· .. ·:· :. · ·: 
\ ... ;,):· .ft·<.; ·-,'.:.'.<:.· .' . 

Primero. d~most'iareinos que SU N' es independiente. Procederemos por 
contradiccióri/.SÜpbngamos · que existe una flecha f con extremos u, v y 
{u, v} e SU N' ~ COonsideremos todos los posibles casos: 

(i) u EB,v E.s' 
(ii)°"~~E§~~'>ií._'e N' 

'(m{u.·e:lV',v e S 
l .:·~ ~ .~. : : . 

(iv) u E.S,v EN' 

(i) y (ii) no pueden ocurrir ya que estamos suponiendo que existe flecha 
de u a v y tanto S como N' son independientes. (iii) tampoco es posible 
por definición de By ya que N' <;;·B. 

Si (iv) se cumple, entonces existe una flecha de S a N'. Ahora S es 
seminúclco de D, pm· lo tanto existe flecha de N' a S, lo cual implica que 
(iii) se cumple y ya vimos que no es posible. 
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_- . - --··,· - .,., > .. --- : - ; 

Entonce~º S U j.¡i es independiente. 
Probaremos que ·s u N' es absorbente. 
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Sea x E V(Do) tal que x.rf. SU N'. >. 
Si X E V(B) n (N')C entonces existe V EN' .i;V(B) .tal que'Xv E F(B), 

ya que N' es núcleo de B. e » ,· > > ., y 

Si x rf. V(B) entonces, por definición.de B·y ya que ·:x rf.· S, existe xS-
flecha en D. · 

Por Jo tanto S U N' es absorbente. 
Entonces SU N' es núcleo de D. 

Definición 4.1.2. 

D 

La gráfica subyacente de una digráfica A es la gráfica obtenida al borrar 
las orientaciones de las flechas de A. 

Ver fig. (4.2) 

Definición 4.1.3. 

Un vértice v de la digráfica A es una ca-raíz de A si no hay flecha en A 
con punto incial en v y ves el único punto con esta propiedad. Es decir, no 
hay flechas en A con punto inicial en v y para cada vértice z I= v, z es 
punto inicial de alguna flecha de A. 

Ver fig. (4.2) 

Definición 4.1.4. 

Decimos que una digráfica A es un árbol con ca-raíz, si A es asimétrica, 
la gráfica subyacente de A es un árbol y existe una co-raíz en A. 

Ver fig. (4.2) 
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A 

A es un árbol con co-raíz v 

Definición 4.1~5. 

A• 

A' es Ja gráfica subyacente 
de la digráfica A 

Figura 4.2: 

Se dice que Ji y !{ son flechas paralelas en D, si ambas inciden desde 
u y hacia v con u, v E V(D) y u #=v. Si en una digráfica D existen flechas 
paralelas, diremos que Des una rnultidigráfica. 

Ver fig. (4;3) . 

Figura 4.3: 
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Definición 4.1.6. 

Sean Duna rnultidigráficay A, r:c V(D). Diremos que Tes A-homogeneo 
si T ~ A ó T ~ (V(D) - A) ... 

Definición 4.1.7: ... 

Si D es una .. digráfica·:y'.i'N,;Q e Y<DfDechn~s que N es. un nucleo 
independiente módulc/.Q {n.i\módQ};' de D,. si ·y~sólo. ·si . : 

-<- ·~: ·:~/ · .. ,~.'i/·:·-.~::~(-~-:- <~·~,;,:~--·."':· :':· .. :. ~- '.\: --~':,t-.::,··r:. ·:; :· ·.:< ·.· _-.,:·~u·.;\,': . _:._ '.' · " 
(ii) N es ind~pendiente · .'; ... " 

(ii) Para ~ad~,~~ ;~ nQ'= exi~te un~wN~fiech~: 
Ver fig: ( 4.4) 

·.,; 

Q = {ua} , 
N = {uo,u2} es un n.i.modQ.de D 

Figura 4.4: 
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- ~-" -:.<~: ~- ''.._-:::.- -."- · ·t.~-:;-:~:rA§-:-: ... · , .... · 
·_,:. 1:: ·' '.\· :·::~i: ,:_-:~~"-,.,·_\' .Yr 

CAPÍTÚLOA. ·~<'Eif~~sfÓNES bEJ.DIGRÁFICAS .fl:P.~~ N.I.C. 
-=, -- --·-=c·c---=: -- - --•--o:--:'.-,,,;.o; - ce 

La figura (4:5) ih1~tra una digréÍ.fic~del tipo U 7J; que se define·en el 
JEFA 

lema (4;Ll} · 

A 

Figura 4.5: 

Lema 4.1.1. Sea A un ·árbol con co-raíz, 1 V(A) 12:: 2 y ('YJ}J=(u¡,u¡)EFA una 
familia de trayectorias dirigidas internamente ajenas de longitud positiva 
par tal que 71. es una UJV¡-trayectoria dirigida y V('YJ) n V(A) = {uJ, VJ }. 
Tomemos la digráfica ·U 71. Ver fig.' (4.5). · 

"JEFA . 
Si N es un núcleo independiente mod{ao} de U 7J entonces V(A) es 

JEFA 
N -homogéneo. 

Derriostración. 

Por inducción sobre 1 V(A) 1. 

(1) Si I V(A) 1 = 2 

Sean {ao, a1} = V(A} y a1ao = f, 
(a1,a2, ... ,a2,.,ao). · 

{/} = .F(A) y definamos 7J = . ;,.:_· 

Si ao E N entonces a2n r/:. N ya que N es independiente, luego a2n-l E 
N. Así llegamos a que a 2; r/:. N para• ;i ~E { 1; 2, ... , n}. En particular 
a2 r/:. N. Por.lo tanto a1 E N. . · 

Si ao r/:."N entonces a2,. EN y a2~..:.{rt:.>N,ya que N es independiente. 
Así llegamos a que a2; E N para i E {1;·2, : .. , n}. En particular a2 E N. 
Por lo tanto a 1 r/:. N. . .. ~- ?' . 

Entonces a 0 EN si y sólo si a(E N~-

Por lo tanto V(A) ~ N ó V(A) '~ \re U 7J - N). Es decir, V(A) es 
"/EFA 

iV-hmnogéneo. 
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. .. ·.'--

4.1.. . rNinovucbiói;,?i;'.'' 

(
2

) ~?f ~~:t~:i~~*~~f~~t¡~f}~~~~~ts~i~e~Ó¡:~~f~~J t» 1i;.~ªyª;,il!: 
n.i:mod{iior:ae· <l:J :>y'FenÜmces V(S') 'es N'~homogéneo> . 

-.. ·' .... ,:_:.:·~.~.1.,rr .. :.:_<.~:,;~?·~.f:·A~.~::.:,_,. _ - - ;· .. !- ...... ·i _;·:;:~;.-_-_-J_-; -_.- --:< 
(3) Derno¡¡tráremo(que)i:A _es un árbol con co-raíz cio; hD:furiafaIÍlilia 

de trayeéiódas'cÓmo en"Ias hipótesis del Jerná. ¡ V(A)' ¡ ·;;,, n :+: lyN 
'es'·~.'i:n:i:ott{~ci}'de U -yf entonces V(A) és N-homogéneó. · · 

·.'.'.'' !?<:i ,.,·. . . /EFA ' .. . . . 

Pri;ri~ro demostraremos que en A existe al menos tm vértice u tal qu~ 
~M~Q . . .. 
A es un árbol con co-raíz, por lo tanto la gráfica subyacente de A es un 
árbol. Sabemos que en el árbol existen al.menos dos vértices de grado 
uno. Además, alguno de estos dos vértices es distinto de lá. co-raíz,. 
sea u dicho vértice. Como u =I= a 0 entonces·ó!(u)· > o.:Por lo. tanto 
ó;:t(u) = 1 y óA(u) =O. · · · 

Ahora, sea g = uw E F(A) una flecha tal.que óA(u) .=.O y u =I= ao. Sea 
Nunn.i.rnod{ao}de U ")'JyA~~A~~{u}. 

JEFA · · .· '•" . 

Demostraremos que Ao es un,árl~oLcon 'co~raíz ao. 

Por construcción A 0 = A - {u}, ·por· lo tanto A 0 es asimétrica. Ahora, 
por elección de u, óA(u) =O y ya vimos que u es un vértice terminal 
del árbol T que es Ja gráfica··subyacente de A. Entonces la gráfica 
subyacente de Ao es To= T-{u}, de aquí que To es un árbol. Además 
u=/= ao (por elección de u). Sé sigue que ao E Ao es co-raíz de Ao. 

Entonces tenemos: 

(a)N'=Nn U V("'Yf)esun:n.i~rnod{ao}de U 'Y'· 
fEF Ao . . . . /EF Ao 

Justificación. 
N' es independiente ya que N lo es y'' en particular N' ~ N 
Demostraremos que ¡;ar:i. cada z E (N')c (l({a~}~) existe unn. 
zN' -flecha en U 71. · •,· 

feFAo . \<;., .. :.·- '... . . 

Notemos que (N')c n {ao}~ =,.(N·'·;)~~->.'(>u_,\'/-r .. ::·J···_·-:{~0 }_) •. ·.y que 
. : ·• <::· · fEFAo< .:,•:< · .· 

LJ -yJ = . LJ -yl- {u}. Enton~es:(N')c_n{ao}~ ~-· (N')c n 
fEFAo JEFA ': > ' ,, ; :,·., • . ., •, :¡.: l 

( U 'Y/ - {ao,u})·· :e . 
JEFA 
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-;;··e: ·:.::"'e;:·;·-,.--~:-.:'¡'--.~----,-- -.·.7.-0.·- ·¡:e~~--·---·• -=-.~ --- '-• - • • 

·(,:~1,~~~~!~l•,tj~~4l)~~cn•1,n~ 'z ;<,CN,'/ ···y 

ZE 

Afirmamós que si z E. (N')c entoné~s z EN~. . . .· ·. .·· 

· .. ;:~AYt.<&5i~~;if tJ:~!º ~~e~~~~~;~~~;~F!:'~~t~~¿er~.: c1/v .~ 
{u})¿, y'·'c:üñíó z:e· u~· -yi:... {ao,~J:entc>n:<:es z.~ u.·· 

~:~ ~i~~~'ii~~*i,jfo¡7~~·¡.,,:p~ particu~ ' # "' 
Además/'N'es n.:·i.mod{a0 };de'.LU.<:"Y/, entonces existe zN-flecha 

e~ 'J #A'i{'~t\,;;,i,·~~~~f f,~~0;•~(;•::~;~; . . 
Ahora; sea n;,efN(táhí.tíe~zn 'es una flecha en ·U · -yf • 

. ··~1~~~1111~~ef~~f j~~=~~=i;,:~o:c 
·AJiora, ·•I V(A~){l;:l~V(A) ·l>-Y~ n, ·entonces, por hipótesis 
de. inducción•~(Aó) es•.N;'~homogéneo. Esto es, V(Ao) s;: N' 
ó V(Aof~'~c·;(J''.>~:Y':?•':tN';·Y·i-e~ord~mos que V( U -yf) = 

.. ·1EFAo.: . . ,, /EFAo 

Y( U 71).:,..{u} y N'=N-{u}. 
·1EFA ·'· .!. ·'"·:·' ··' •. ,.,,.,, 

Entonces:· .-:":·: ·' ·:.: • · . 

V(Ao) s;;.J\r;;_ {~} 
ó V(Áo)~V( LJ -yf)-(N-{u})s;:V(LJ -yf)-{u}-NU 

' . . ·¡EFAo JEFA 

{u} ~ve.u -y1r:.::N . 
. .JEFA'. 

(b) N" = N n \T(-yY) es un n.i.mod{w} de la trayectoria -,Y. 
Justificación. 
N" es independiente, ya que N lo es. 
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Demostraremos q~e para'. cada z E ((Nl/)~A {~}~)'nver~> cxi~i:e: 
~:: : N; ~~r~; .:~~.}~}ciJ1:·0: cg~)·:·_,ciº¡i}º;> -~:, civ~' >~· ri -~, (7ª > .. •y 
(N")c n V(-yY)'•;;,'((N}~.ú:ll,"frYY) n;V(1'.Y)'~ntonées''z:~'.iv.~é'' .. ~ 

;~1r;º0:: ª~ 111}{;··~~nzz~tj-~~;ljf tJ~~:-~t~i;íXt:~~~~~;~~~t~·1i·'.G0r.1~ •.. ··•· 
Además, N· es n;i.11iod{ao} de }t U ;¡;7'"•; enton'ces .. existé' z:N:~fiecha 

' en' ! E~~ 'Y~· ,'C•~,·;,},,JW:,~;.;.}~1¿~0~s~f~~:t;¡~::·.,:~~;íit~iR~~~t. ;J{rn,:M'., .. ·• ' 
Sea ri E N tal que zn'es 'üiüt·iN~füiclia 'en': '.U ;.;j./'}-Preioareú10s · 

~~: ~~;:;·~ ~es~i~f itli¡r~¡~~~1~11 f~\f.;:: 
en la gráfica subyacente'de,'A;".lo.éiial~éóritrádicé·que dichá gráfica 
es un árbol. ' •• :·:·· ,,::·M;'~.',;~(l<~:~~:~r.}~.~~\~~'f~~:~?t:~·~.~1~~/?vz~~·-,~~~f~~.~~~:~'.',°'/:[·~>:. ', 
Sin ~ N" y n E V(-yY) éritóri¿¡;5·~~;r~i~os que''ri.' (t' N, k?cual 
contradice la elección den (n e'N)i' >' ·:,· ' 
Entonces n E N". ~ ; )· g:~;~~~}ff:~[i~~{i;~''.'.?~ D , . 
Por lo tanto existe ~~~~-:-.~~~.~i~~~~~-~?~-~<:.:./\- . -.- _: .... '<.' 

~:J:*~~1~~-~!~~;Í~~l~1S~ .v(~) 
Ahora, V(A) = V(Ao), ·L/{~};~~ritbn~~s ,'de, (a)

7 

y (b) te1ieii10s 
V(A)~(N-{u}}ü{u}"dN:'ó",'.::':'''',-i',,.' , 

~<i>~;évFu\-;Y~~-···~····· · 
.. /EFÁ .. ' 

·N" e 

Concluimos que V(A} es N-hcmog6r.eo; 

4.2. T¡ -SISTEMAS 

En esta sección se desarrolla la T¡-construccióu, que es una generalización 
de las-construcción y que nos permite extender una dignifica núcleo perfecta 
a una digráfica nt'icleo imperfecta crítica. 
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Definición 4.2.1. 

Sea Duna multidigráfica y u E V(D). U1~a pa~tición de Fu = .F,i(D)U 
Fu- (D), digamos 7f'u = {u~, ... , u~(u), u+} sení. llániada una ;:~,,ci.~tición. en u 
si satisface las siguientes propiedades: .· . ,, ' 

F;}'(D) (resp. F;;(D) <l,enota el conjui:itode.flechas de D que tienen como 
punto inicial (res¡).· final).a'iL''''.~)':(',1 "{~/'·~~- < ;'•:,_7 

1.< :. . ·.•· .·· 
Cuando 7f'u es Úna .r-pa~ticiéJii i!~ :d,';de~Ot~mos por; · · 

·,:/} .. ,. ¡-.' ···;'.< .. 

1ru = f(J;·J;);(;¡/1i,~j 1 iE {O, 
E"~<!:ad~l~nt~'¡h~"· ··r;;;~ c;Y~~)i.~<<:·~·,," ... ~ ;·:.•. ;; : '. ~ 

Vei; fig; ( 4.6) .. 

v, 

7f'u = {u~, u~, u~. u~. u+.} . u+ = {f¡, h} 
1ru = {{u, u+), (u, u~), (u, u::),(~, u:C_>; (u,u~)} 

Figura 4.6: 
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4.2: r~-s!sf~AlXs 

Definiéió;i 4.2.2. 

· · La.teí-r1a téi' ,,;;'(nfj; U, A) será llamada .un To-'sistema si satisface: 

(1) Do es una multidig~álica, f!. ~ V(Do) · 
1-"--~ • 

(2) A = (Au)ueu es una familia d~ árboles COll co~raíz,. 

47 

donde V(Au) = ;r;¡ y· 11'u es una T~'pii-ticiÓri eri:·.¡¡; (u,U-1-) es la 
co-raíz de Au Y I 7ru l;;;.,2:;.;' :; , · ;~.' .... 

Para cada u E U: yf E F~C~), deÍ1ota.rcmo~·,pdrn~(J) al elemento de 
que contiene a¡,. · :·.' · :::' ,':~h:··':: <· ,:·. · ··:, ··:··· : .. ,. 
La figura (4.7) ilust;~~ri'r~~si~tcrna: . . · ' · 

Au 

r~:~~:, 
~ 

(u.u'!.) (u.u~) 

to = (Do, U, A) es un ro -si!'t.ema 

Figura 4.7: 
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Definición 4.2.3.: 

Si to == (D0, U; A)'es urÍ 'To-;ist~mai entonce~ denotaremos por 7o(to) a 
la digráfica definida co~~ sigue: .. ··.· .. ·.· . . . ; ' .. 

V('To(to)) = v(oci·~Ü»J ü~ti~!v'(.;,h) , :~ ·· .. 
·_:. -·"' ,<(:'!··~_:_~~?!.~:--.·~:~~:'· .. ::~,.~\:~.~" ·_;:.::::(.''?·~·-';i:·~ i\_-""' 

F(To(to))~'."" {I· l·I.E'.f.Po},·•···. •. 

Para e~~ I ~ 'i{'{c;j;~ ºG·.~stá dc~;11idá co.·.· m~ sigiie; 
1 '\• ·;- •• --,',( '·.'·· .,,.,' -.. ,{! { • ' . :;:.;:'ftla'~tld:{J;;;{~ (lr(D~) ~U) 

r ~ ::,;,~~~~)) ;~;~~~;f;.~ír~~{:CL-ui 
Notemos que la marief~'~¡{cf~ci~{i·~¿¡~-¿~ii'í~·flá~has en ro(t0 ) es análoga 

a so{So). ':.,• 3•;,•frr.'.;,[,f;';~<. ;:i • ~ •. ·.·· . 
La figura ( 4.8) muestra la digráfica -Téi{to)'.Clel ?-o-sistema de la figura ( 4. 7). 

. .·. > . y·;·:~¡%.·~~\Ji~'0i: ··1u.u2) 

.'To(to) .. . · 
Donde to es el 70-slst'ema de la figura 

Figura 4.8: 

(v,v!) 

(v.v2) 
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Definición 4.2.4. 

La pareja t 1 = (to, -y) será llamada. un T¡·:..sistema si to (Do, U, A) es 
un To-sistema y -y = (-y,. )üeu'. satisface: . . 

(1) 'Yu = (-yf,)¡eFA. cs:unkr~~ilia d~. ~riye~fbriiís _dirigidll!i internanicnte 

ajenas. . .. _· .. -~:> .: : ,_;¡_ •... :•·.:. ,:, .. / ¡)r~< :,J. ..~,·.~-:. :· <,,::. ···• .. ·· 
(2}Si f = W¡ w2~ént~I'ices;á!~es::úna wj w~~t~aye(:_toria~d~: Ioligitud ,par posi~ 

u. ¿~=1~Í~;~~rª~¡1~~il~~~f ~tr~:i~:~'· 
La figura e 4.9) • Hü8tr:a:·-e1 -r~:..sisfoffia'a<if:7-o~sisteiii~'.'él-¿''1~ fig\lra

0

(4~ 1)·~. . 
La figura ( 4.10) ilustra 1~· digráfica.i1 (ii).,'d6h'Cié 7-Q ( ió}'~~··1B:'.~ü"j~iafi.~a de 

la figura ( 4. 7) y 'Y es la familia de t~~yectcíi:i~~a¡;•ia:''figúra' c4'.'9) :;. . .. 
,_ -.;.,., 1~r":.._·._r·~~----:·>~:~;-·,:·· .:-::,-,~:: 

oo· .. _::. .. ,,.. ·.(.\~ :;::.c:;i.J_ 
·:x~ ·~ -~·:· ~ 

Au 

i(:~u·:l 
~ 

(u,u~) (u.u~) 

y 

.Av .. :· , 

~-(vv .• ,) 

.¡<-· .. -.·~ 
(v.v~) ·.(v,y!) 

t1 = (to,1) es un Ti-sistema. Donde to.es el To-sistema de la figura (4.7) 

Figura 4.9: 
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r1(t1) = ró(to) U U U -rl 
' ' : ·. . . ueU fEF A 

Donde r 0 ( t0 ) es la digráficá. de la· figura ( 4. 7) y -y es la familia de trayectorias 
de la figura (4.10) , · ...... · ·. · 

Figura 4.10: 

Observación 4.2.1. 

Si T es una. trayectoria dirigida de longitud positiva par. Con T 
(uo, u 1 , ••• u2n) y n ~ 1 entonces las siguientes propiedades se cumplen: 

(i) N = {ui 1i~2k O:;;;; k::;;; n} = {uo, u2, ... , u2n} es un n.i.m.od{u2n} de 
· T, más aún, N es un núcleo de T que contiene a { uo, u2n}. 

T 

N = { uo, u2, u4} es un n.i.m.od{ u4}. de.T, más aún N es un núcleo de T 
"-;':~ \! 

. •.'; .' :~f~~f~:fe;.11:, 
_;._:: 

(ii) N' = {u2i+1 1 O~ i ~ n:_ i},,;:{u1;u3, ... ,u2n-d es un n.i. mod{u2n} 
de T tal que {uo, u;,;} ~ N'c;.'' 
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T 

N = {u¡, u3} es un n.i.rnod{u4} de T 

Figura 4.12: 

Teorema 4.2.1. Sea t 1 = (Do,U,A;1) un·r1 -sistema. Si Do tiene núcleo 
entonces r 1 (t1) tiene núcleo. 

Demostración. 

Sea No un núcleo de Do: Délá.observación (4~2.1) tenemos que para cada 
1L E u y f = W¡W2 E .P(A,,), existen N¿,f, N:J.1 dos núcleos. independientes 

módulo {w2} de ry{ Tales que {w1,w2} <:;N:J,1 y {'1~ 1 ,w2}·<;;, (N¿,1 )c. 

Donde ry/;_ = (uo = w1;u¡,· ... ,u2n = w2), · N¿,¡= {ti¡,ü3;:~ .. ,u2n-d y 
N:l,1 = {uo = w1,u2, ... ,u2n =·ui2},_con u E U. , · .·. 

Sea No un núcleo de· Do y N =A' U BU C, donde·' --

y 

A' = Non (V(Do) - U), B ~ LJ. , . LJ. !'l:l.F 
u.eNón_u /EF A.; : ' 
• . e ,._ - ••'· 

U ... ,,l)·-'N¿:)''' 
uelv;¡nu.feFA;.'_ · · 

C= 

·-'.7':-.'·r·1· .. {".·' ·' 

Demostraremos que Nes núcleo'dc;.7-1Ctl). 

• Primero probaremos que N es independiente. 

A' es independiente ya_que N~ lo _es, Bes independiente por construc­
ción de T¡ (t¡) y ya que cada N2.J es independiente. C es independiente 
por construcción de.r¡(t1) y.ya que cada N¿,1 lo es. 

Ahora, sea w E C .. Por definición de C, w E ry[ para algún u E U tal 
que 1L ~ No y w E N¿,1. No.tamos que w ,¡,(u, u-f-) y w ,¡, (u,u~):(para 

' . . . . . "1 .. ... . .. 
i E {O, 1, ... ,m(u),~ l}), ya que por construcción.de Nu.,i• : (u,";'+)~ 

N¿,1 y (u, u~) 'l. N-¿,; y por construcción de r1 (ti),_. l;'.'C"Yúny(Áu) = 
{w1,.w2} con f ":"" w1w2_· ..... ,·:\. 

Entonces no existe wA'-fiecha, wB-flecha, A'w~f!e"ciia.ni-Bw'.:'flccha en 
T¡(t¡ ). 

Es decir, N es independiente en r 1 (t1). 
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- -·--·--·--·------- ..---·---· -, .. --·-·· ... ·--·· 

CAPÍTúÍ:qÁ. :;Til~HiJ~:j,:'¡j}fli2;~~~ N.P A N.I.C. 
,. .--~, .... ~, ··-;-··-~:~:i-... :~'.}-~t-~t-r~i· -~~~_'.:~~-:~::,/:: ,::.;:.:. ~~,>~-"~~::,~:-;:~,~;::·~ ---

. g~~~Bl~J)~f iiiíl{@l~~(j·t:=:t;:n:: N .ru 
"»! : ... · , ;'-:, ·'\··~-~: .. \:• . •. , '., 

c"a.so(l):.:~ '!\ .. _,, -. -~ .- ·.;:;).;· .. ~~-·i}:~r~:;.:f ;~j~(:~ 

~i·~,E,,~s~f:Sf,~.~,:{.~S~~l!~i~~Aú,l~~.: i .·.. ; ·. . .. . ..::. .·• , 

Pordefh1icióndef1(ti),i EY(Dó) ~U, y ya que z \iN tenemos 
ciue z \i•:N0(pÓr c:Íefii'iié::ión deÁ'. Ei1tonccs éxisie i É.N¿ tal que 
zx E FDo'• \'. ,:·> ' , .· ... · .... · .. ·.. . . • ..• ·; ·~'>>·,, ' 

. Six e,'vcb0 )·~(j,~cnt~n~es por construcción de 71(t1);' · 
.Zx ·~ Fr1 (ti )i.!Í.delli'áS·x 'ÉA';y por lo ta:nt'O x É N. ..\/,, } 
Si x E·U .~ntoncei."existe (x;x~) E V(-ri (ti)ftal~que\~(x; x~·) ·E 
.F(r.1 (t~)) P~<1,álgÓn.ÍE {O, 1, .. , m(x) ~ 1} (por:co,ristrüéCión .de 
T¡(t¡)):.'Adérnás X EU y X E No, de aquí que;(x,x~)E Í3 = 

U ·• U-.~ 1V2.:r y por lo tanto x.e'.N. · · .. ::./ · ; ' ' 
uENonU/eFAu ·· . · · 

caso (2) 

si .z e u.·;: u1. ·yhú · 
uEU.JEFAu<. 

(a)Si z l1o e~. m1;vérticé interno de ~Jguna t~a~eétoria: -y!: En­
tonces· existe.u .. ~··· u, ... tál.;c¡Üe:z ~;(u, u~)· para 'algún E 
{0;1~ .. ,m(x) .:..:1}ó.z,;,,;(u;u+)i .·.····.·· · . > ... ····.~.· 

~:::~:· :;A;;:;_,E •• {'~·f ;·::~]tJ~~i;Jrii'j~~r~-; , 
Entonces z.E B. Lo cuah:ontradicc •. la'elcccióri'de'z;' 
Por lo ta:nto u \iN0 • • '.. " .• <:><}'i:,;,o.<: ·,· ·: · 
Si z = (u, u~) entonces existe 'ul1a• (u; u~)( u, u~ )-trayectoria 
6 una (u, u~)(u, u+)~tr,1,1-yec~o~ia,. eÍi Ti (t 1), d~ lo contraio el 
vértice (u,u:..).sería.:un'yérticci.aislado en Au lo cual con­
tradice que Au es· Ú~ á.~boi: . EÍito~1ces z = zo, esto es, z es 
el punto inicial de 'aigU:~~··tiayectoria de longitud par pos­
itiva, digamos -y{; 7¿.·;;;;·•(zi:J', z 1 ; ••• , z 2n)· Por lo tanto zz1 E 
F("Yl) ~ F(-r1(t1))'. Además, por construcción de N~.f' y ya 
que u \i No, z E C y'•por.lo tanto z EN. 
Si z = (u, u+), corno u \i No, entonces existe x E 1V0 tal que 
ux E FDo. 
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• Si a: E V(Do) ---': tJ etitcincesx~ A1·c::.vy'z:iie~.f-r1(ti) .. 
. Si a: e'U entonces para algún k:e;.{O, !; .. :·, ~(x) 7)} tenernos 
que z(:i:,:i:~) E F-r1 (t1) ... /.,) <• >\ . ':. ;; : .•••· ... 
Corno:i:;É:JVoY :i:.E;U (?IÍtoric.cs(:¡;;·:i:~).E::.·13_c;;; N 

(b) Si z es.~ri vértice i~te~no de al~na,:tray~ct.~ri~ -y!. 
:1 Sea·-yl~~:c~o,-u1~·~ .. ,u~n).' - ___ · _ ~ .. ,,· , 

Si u E Nó'entonces uo, u 2n E B (y~ qtie por definición de N;l,¡ 
uo,u2n.E·N;l,1). Por lo tanto {uo;~2,u4, .. ,,u2n} e;;; Be;;; N 
Además, i rf. . N, en particular. z .·· rf.. B, entonces z = u2k-l 
p~ra á.lgÍín k E {1,2, .. :,n}:'y por.construcción de -r1(t1), 
U2k-1u2k E F-r1(t1) con u:.Ík EN .. 
Si u 'rf. 'No entonces {ui,u3, ... ,u2n-1} e;;; C e;;; N y corno 
z rf. N, 'en particular z rf. C. Por lo.'tarito z = u 2k para algún 
k E {1, 2, ... , n-1}. Y por construcción de -r1(ti), u 2ku2k+l E 
Fr1(t1) con U2k+1 EN .. ·. - : . . 
Por lo tanto.N e8·ahsorheriié en -i1(t1). 
Concluimos que N;es núcleo de -r1(t1). : , _ _,. •·,.' .. -;~-.-~,:". ,., .. , ., ·-.·~~r-; . . : . 

o 

Teorema 4.2.2. Sea ti•:,; (D0;CJ,·A;'-y)·unr1 ~sÍStema. Si-r1 (ti) tiene núcleo 
entonces Do tiene núcleo. 

Derriostración. 

entonces existe 
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y 

· .. ~,~ -~~s~i'·'.~~-~~r~J~r~:~·~: ·. ~.~:;.r- ·í .. ,, 

. ·· .. f'.~C ::)¡•,·;~;~,)k: ·:':'( ·;;' . . .. .·· , • . . ·· , ... 
CAPITULOA,·::EXTENSIONES DE DIGRAFICASN:P .. A N.I.C. 

(a) ·~:;.~}f :~1~~t~~:.:~!' ~·:: ·=(~) ;(~i fon ~ = (~ ~ 
U.0 ,'.iJ.J.,;•:~·,:ú~~). Entonces, por ser -rt una trayéctoda de l~ngitud 
par'positiva{tenemos que u0u.1 E Fr1(t1) y u-1'=1= (z,~) para 
j ·e:'{oi1, :.:, =(z) - 1} con j =/= i. Ahora, por.construcCión de 
r1(~1), 8;.(ti)(zo) = l. Por lo tanto u 1 EN; ya,q;ie N_,es núcleo 
:defí(t1); De aquí y por definición de N' tenemos qué.U:! E N!. 

(b) Si z,,i(:U,u~) para cada i E {O, 1, ... ,11t(u)-l}:X: .· · ',-¿ 
. Ént'b'~~~; ;·~s un ~értice interno de la ·traye°ct&i~ -:¡.{(como las 
trii:yé'cto~i.'ís son internamente ajenas;• •5+• /'(Z.')i'i(d: .t :. Seá :i: E 

· ·- · · • , -... - :n(t1) .. ,o'•··• ... ,,, ... _ .. , . 
Y(r1(t1)) •tal.que zx E F(r1(t1)). Por/co.nstrucé::ión''de··,-i(t1) , 
:i: E .7{; además :e E N ( ya que N es nú'c1~:{d.e'ii(t1))'. :•'> . · 

E~tonces ·~e N'. . . · .. c't:JiE~~E~f: /,· ·< .. ·_ · 
De (a) y (b) concluimos que N' es n.i.=od{(u;'u+)}i'.de'i :u ·~·.Yt, 

' ~. "/~i;'..'-;~'.j~.~~\.i.{);;;~~~:,{~{~\f.~~~:.: .. '. 
Entonces, por el lema tenemos que V(Au) es N~-liomogé~eo y por lo 
tanto V(Au) es N-homogéneo. .\. · •:" ''::- · · 

·<·.;·::·_:· ·"·' 

Ahora, definamos No= BUC donde B =;= Nn[V(p)_:.:-. LJ clJ. \i.('.'Y¡{')] 

C = {u E U 1 V(Au) ~ N}. 
Demostraremos que No es núcleo de Do. 

~- _:, , __ ;;;• ". ueu fEF ¿~._. -. 
. ' 

Primero probaremos que No es independiente.,; 

B es independiente ya que· N lo es. 

Afirmamos que C es independiente. 

Justifición 

Sean w,z E c. Por definicióride e tenemos.que w,z E u, V(Az) ~ 
N y V(Aw) ~ N. Por. lo tit.'nto~. n~ existen V(Az)V(Aw)-fiechas, ni 
V(Aw)V(Az)-flechas en r 1(ti:) (ya que N es independiente); en par:. 
ticular no existen (w;w+)(z;'~~Hlechas ni (z,z+)(w,w~)-fiechas en 
r1 (ti) con i E {O, 1; :.;; =(z) e;-)} yj e'.{o, 1, ... ; =(w) - 1}. 

Entone~, por const!r{;~éiÓÚ: d~.";fch);' wz it, FDo y zw it, FDo. 

Por lo tanto ces iIId~p~Íldiellte. ' . . 

Afirmamos Qll(lll;·,~x.lste'.B,c~ne~Í1as, ni CB-llcch~ en ,-1 (t1 ). 

J ustificacióri: 
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Sean b E By e E.C; Por definic;ón'Cie;/be N.Vi·~Pu'. .. ~-;(J·-Y<~l), .·• 
·.· ·.·· . c.: : .. é·/ ... ! .. •:i-\ . .. ~ '/~ .· .. ·'"·,'•'; •. u.E.CJ,J.E/{Au. ;.; .. 

por lo tanto b E V(D0 ) - U. Además;·p.or.9efinici~n•de;G, c E U 

{o,~~~~) TnTc) N_• l }~ particul!L~.:.~~·:~-t).~¡~-.:,*;;,~·;~~·;t~~~J~~'~'~;~··~~-~i .. E 

Entonces b(c, c~) 1t. Fr1(t1) para cada i E'{o,·1,•:::;·/pi(c)':::=)} (ya que 
b EN y (c,c!..:) EN). D~ aquí A'>oi-~é>i:i~frtiéCiÓIÍ''dé'i{(tí') te~emos 

:~:::i. ~c~:~)b it. Fr1(t 1 ) ya~c¡ue·'·Jli'~,1 t~~~:;'.~~~~ff;~rlo tanto 
cb ~· F Do {por construcción.de·-:r1 (t1));r,~.~.;~·~: .:, !~·:~:r;>::· r:.r<l' ,-~ /7.·,: 

Es decir, No es independieúte. . .• ,, ; ,•;;·."B ,, :~;¿•:,¡~;,:~·\ 
• Demostraremos que si z E ·Do - ']\fo· entonces .. existe x. E No tal que 

zx E FDo. 

Sea z E Do - No. 

Caso (1) 
Si z EV(Do) - U 
Por definición de rí(t1), z ~ LJ .·. LJ V(7Ú, ade~ás z 1t No. 

. . . . . . .. ueUJEF:A~ . . •. 

.. Pº~-.1~.~ª~faf. .. ~.·1Y~·. :e .; .. ; > ' . 
. De aquícy·ya'quc'N· es núdéo de.ii(ti); eJé:isfo X E N tal que 

z~a~:~ ~.1.~~f ;;~;~~u¡~~:~·J~;;f ···•:•. ·. 
Pordefinicióú'de B, x E B <;; No y por construcción de r1 (t1 ), 
x EV(..Ó~)'f' U. PÓÍ: lo tantci z:i: E F Do. 

(b) Si X É N,y X E; u ·.u V(-yt}. 
.. . ·• . . ·' ueU fEFAu 

Caso(2) 

Notemos que por construcción .de T¡ (t1 ), x = (u, u~) para 
algún u E U con i E {O, 1, ... , rn(u) - 1}. ' · . 
Ahora,· ya que x E N, tenemos que x = (u, u~) E N. Además, 
ya se demostró que V(A.,) ~ N. 
De aquí que u E G ~ No. Además, por construcción de r1 (t¡), 
.zttE FDo. . . . . . 

Si z E U 
Por coÍ1strúcción de Í-1 (t1 ), tenemos que w = (z, z+) para algún 
w E LJ LJ V(-y.{). 

1lEU fEFAu 
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- _:,_<·.::.. 1 ~,·.:,,,_~:::: ,.~ú,:.::~.f~~r .'-:..J~-:2:~~;::;.:!_.:::::·:o~:·J.,,:::::· -

·~~;~I~i"~' 1f j]¡;.,~~,l~~~~lt~6;•de e '" 
Entonces existe')c;:e'·.iy;,_tál:qúc.w:i;'_E~ ,,,1 ir',{ya"que N es núcleo 

de ·~1( t~ >·'. ,f,.;'.i:;~;'~¿;·¿ ~."(':;igi::l·~·: Jr~:;:.;~~~:~ttl~;~~~.1i::::fr'.t':., · · ., . 
Si X .. E V (r¡ (ti)) ::-':;~u·~:>. u.·:::.\'.: ( '.Yu) .:entonces~ por construcción de 

·~i¿;~E~~Q~!~~~i~~l~~-f ~~;;:::o~:: 
x =.(ii;v~Ypai:aálgúiiv;;E U:yalgúii'j"e:{o;1,; .. ;m(v) -1}. De 

··aquÍy.·p'orc¿nstrucciÓn·<le ;i(ti);~:J/;;.v E FÍJo. 
Ahora:, x EN; ~ntoric~s v E No. 
Por lo tanto No e~ absC>rbent~. e~ Do. 
Concluimos que No es núC!ec:í de. Do~ 

o 

Definición 4.2.5. 

Sea T un árbol con co-raíz. Un subconjunto S de V(T) será llamado una 
sección inicial de T, si para cada w E T tal que existe una wS-trayectoria 
dirigida en T, se tiene que w E S. 

Ver fig. (4.13) 

T 

y 82.· == { u¡j, u7} son secciones iniciales de T 

Figura 4.13: 

Notamos que el conjunto. vacío es una sección inicial de cualquier árbol 
con co-raíz. 



Para cada u E U, 

HnD[,:l:J. V(-rt>l =p[. u 
fÉFAu ··¡eF(A~-Su) 

donde S =(Su ,;,,V(A,!):::..Yv(H))uec/es ufia familia talque Su es 
una sección inicial dé . ' -

Justificación. 

Sea u E U:. 

Caso(l) · ' ..• Si H6D{. l.J ·.v(-Yt)J = D[ U V('Y!)]. 
-- ':fEFA.;i•;-•:- - ·- 1EF(Au) 

En este casó;Su",=-0 satisface las propiedades requeridas y H n 
-n¡ ú'''vcVu»J~ .D~'-C'U ~Yc-ytJJ 

- -·/EFA.-:,.• __ ,,·:,".c-:L'(-~,~'.-fEr~(..t.c,;s.). 

Ca:io(2) < : -,;<-:>-'_-:,:l•'L·'·;~r{:: < -'Si j¡ n D[' LJ:•!:V(:Yt>J>i;'.l)[''J u¡ V('i-;{)J. 

sabemos:.~~t'~:A~-'.fü.'.~ü;:';;c~t;]-s.i u en n D(VC-rtm ~ 
- ---- '-~ ~\"¡"::, /EF.-lu - --- - - /EF.-lu 

D[ .LJ ·¿-.~,.V(-yu)); ~·, 
fEF(Au-'S~) 
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· Ent~nc~~ ~ii~·~:'¡ E F Au con f = w1 w2 tal que H n D[V ('Y[)] 9 
· v¡vhl>r=(:Yt. · 

Aliora; · po~ ~l' corolario ( 1.2.1), Il es fuertemente conexa (ya 
que 'Il .e8'' núcÍeo imperfecta crítica). Y de la definición de r1-
sistema, V(7Ún V(Au) = {wi,w2}. De aquí que HnD(V('y[)] ~ 
-n¡{wi.w2}J. 
Luego, ·definimos: 

A:1'' = Au[{z E V(Au) 1 existe una zw1 - trayectoria 

dirigida contenida en Au}] 

Y, 
Hw, = Il n D[ U V(-y{) 

JEFA::'' 

• Afirmarnos que 1fw; ;,,,_ 0 
Justificación. 
Supongamos que Ilw, f= IZJ. 
Sea H2 = H[V(H) - l/'(Hwi)]. Notemos que H2 f= IZJ, ya 
que si H2 = 0, enton~es .V(H) = V(Hw,) y por lo tan­
to H ~ U V(-y[),: con· H núcleo imperfecta crítica, lo 

/EFAu . 

cual contradice que . U V(-y.{) es núcleo perfecta (por el 
1EFAu 

corolario (1.2.3) y ya que U V(-y[) no contiene ciclos, 
fEFAu 

U V(-y.{) es núcleo perfecta). 
fEFAu 

Notemos que w1 r/:. H2, ya que W¡ E V(Hw1 ). Además, de 
las definiciones de A:1'1 de H..;, y de H 2 , tenernos que H 2 n 
D(V('Y!)J ~ HnD[V(-y[)]-{wi}. De aquí que H2nD[V(-y[)] ~ 
D[{w2}]. De aquí y por construcción de r 1(t1), no existen 
Hw,H2-ílechas en H. . .. 
Esto es, {Hw 1 , H2} es. una partición de V(H) tal que no existe 
Hw1 H2-flecha en H, entonces por el teorema (1.2.2) H es 
fuertemente conexa y por 'el corolario (1.2.1) H no es núcleo 
imperfecta crítica, lo cual contradice la elección de H. 
Por lo tanto Hw, =:= IZJ: 

De aquí y ya que Hw,::;,, Hn D[ U V(-y[)] tenernos que H n 
. ·- - ··- -. /EFA':;1 

D[ LJ V('Yf.)] ~· D[. LJ V(-yf,)]. 
fEFAu · /EF(A.-A;:' 1 ) 
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Esto succdepa~~caa8.J EFAu t8.l¿~~ .lfnn[V(-y[)] s;; D[V(-y[)]. 
Ahora, defina;uos ·5~ ==.s.~ú's~ donde: ;'. . . ·· · · 

s~ ~ {w E V(Á~)!¡ ~~i~te ;,:¡;;,,,wz'·eFAi;. tal que 

JÍ:~~rvc-rt>J ~-rh 
'~ ~ '.1- }-:·'_ J>.·~;. . ... 

~C~uiÍ(t~~$1~?)~;~·§(~~ ~z~'. ~ trayectoria 

·. _dirigida ºcontenida en A,,}] 
., ·-~ . . '' -.. 

, _,, _ _ .(~~ .. )';,{-"'.;t~;~~-~··.;-~~,_.(:~);:·;_-:->-;:n~_-.>~:~- ... ;·f~,:>:\-.:./:::;· .. -~. :·. ~ 
De esta~mánera;' s;, es una S(?~Ción .. inicial de A,,. 
Con S,, .asÍdefi~ida y' ya~~e; ' '' · · · 

H ri D(·LJ'. \zhl)J ~· 'D[ . · LJ V(-yl)J para cada f E 
fEFAu . . /EF(Au-A::'1 ) 

FAu tal que H n D[V (-y[))!; -y[, tenemos que: 

H n D( .. ·U V(-y[)J !;;; D[ U V(-rl)J. 
/EFAu /EF(Au-Su) 

De aquí que si una trayectoria -y;{ no está totalmente en H, tam­
poco está en H la sección inicial que llega al primer vértice de -yf,, 
que está en H. 

Entonces, las trayectorias que no están en dicha sección inicial, 
están en H. 

Es decir, D( LJ V(-y[)] ~ H n D( LJ V(-y[)]. 
/EF(Au::-Su) fEFAu 

Concluimos que'H"n D[ U V(-y[)] = D[ U V(-y[)]. 
'··· . , · .. fEFAu fEF(Au-Su) 

Queda así demostráda esta observación. 

Ahora, sea Ho una.~ii~áfi~a (no ~ecesarÍalllente inducida) de Do obteni-

da de H,.· id~nti_fif~J1d9 ,)~~;1~_y,<¡r,lr.~0~.ó.i?:·~#f:S~~~~~:,~:;~·~.t~l q\le H n 

D[ u vc..Yl)J # 0'. Dcfll1im~s'uij'í·~'Un)i(Eió}'y,-yéí'ia.>i:e5f~icción de 'Y a 
J EF Au · -· -... · ·· . .. ·-, .. ~_ :', :· :_,-; '"' :~-:·F·-:~.-·~.;;~~· .. -•· ::.0('.'.·~:_.~:~:~~,:~::~.;-~~~ -~:·?.!-~:;~<:'~~:.~' · ~:·~;:.;~ ... -·~>/?,/:<-- "·: .-'.> 1 ;:·:,: - : . 

LJ F(A,, - S,,), donde.Su es una sccc.ióri inid.ál de A;, y Su= S~ U S~. 
1lEU . . . . ·, _ :~,;. _ , __ _"':· _- .... ··,r . ._ _. 

De esta manera tenemós 'H'9!i ri(Ho;Uo;·(A~ :..,::'Su):Uecf0 ;'yii). 
", ' - _._:< . ¡·.";. •• ;'.,,·:' 

Probaremos que Ho: tie1Íe. núclc(). 
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Casó(l) 

Si Su = 0 para cada u E Uo. ":·~· 

Ya que Huna digráfica inducida prbpia de r1(t1 )) y.Su•= 12' para cada 
u E Uo existe · · ' ·' . , ·' ·',•>.·~·· ' · 

z E [(v<r1(t1))- u . u ·:v<;¿))··r:; tV<~<<t1))-;'fc8:))J 
. ···••· ,:t~/'osf·~(~~/.'.1 ·; ~~ef1Eí~s;~11§:·.}~:4:\1:'d;r·,~JH> e··· ·• · .. 

De aquí .y por const*ucción,·de',Ho'teneniósique'zCE:'. [(V(Do) .,...: U) n · 
(V(Do)-V(Ho))J. P~~ lot~i~t:éfifd·1;r;J~ct8{.iJdif;'rá.fié:a. ií:íCiuéida'propia 

;~;;:;,:~~:~t,~f /~~t~~~~#!\•i~~i< toda '~bdig<.fie~ in-

· .. , ,·::::;.;. . ::·H ·:. '1J",;º':":'~;-~· 

C=gj~~lf !lf 1~~~f~~:~~::: :: ;;.k~ :; ~ 
r esta definida co~o e.1rla,d~finc10n (4.2.3) . 

. . A~10~~. [!~; ~ q;•,4,c, ~qÜ~ ·~~~1,.;;;:'?.},'.,, ,', : , . . 
Do-{U {f E J"Dó 1 r :'i1iCiae en Bu}}~· Do...:.{ u {!E FDo 1 
r. i::;tcle e.,;, s~,}}~;if;::';:J,i.f-'; ueu 

Por lo t~nto Ho·~·)l(~~+;JtltJgi¡~;;*~ci ,I'.{,* incide en Su}}. Y 

por hipótesis; Dó ~.1 U'{fi;E./lf DiiJif~. incide en Su}} es micleo 

E:;:~r;fÓ ú~i'~~i~~;~~i~1~~(,,,·· ··.··· 
Entoncc,s, por'.:.~1''.tÜor~iri~c(4::ú} te'~einos que H tiene núcleo (ya que 

H =, T¡ (Ho •. U~; (A~::::!;sJ)¿E'ifo';.?Y~n-:\Lo cual contradice la elección de H. 
Por fo taiítb t'odíl.'shodigi-áfiéá inducici'a propia de T¡ (ti) tiene núcleo . 

. ,,,. '"·~ --.:·; ,: ;;.,. -,~~~;_:.~~'.t->:-'.:~>~{{~~:~:~¡.~:~~~i~::·;S:\f+é:· ., . . D 
1:;. 

Teorema';~;2:4: Se~\t¡:\~¡(Dti';(l!-A,7) un T¡-sistema. Si toda subdigráfica 
inducida p1:ópici de T1 ( t¡) tierie inícleo entonces toda subdigráfica inducida 
pm7Jia de Do tiene micleo. 
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Deniostración. :.'-·'.'l-'. ,;.-,:. 

Sean Dó ~· Do y D' ~ T1 (Dó, U', (Au)ueu1,-y').· DoildeU' =·Un V(D&} 
y -y' es la restricción de '.Yªu~u:l'.'~.<:-'''., · ,.,:~·,:: . ,,·, • .. ·.' ' . 

Por definición de r 1-sistema, ·c:ie D' y·ya·que Dó ~· Do, se sigue que 
D' ~· T¡ (ti). ' . ' 

Entonces, por hipótesis; D' tielie núcleo. t·· ;c. ,¡.:;.y ·· ... t,: . · 
De aquí, por construcción de D' y·por ef't~orema: (4.2.3), tenemos que 

Dó tiene núcleo. ~ ·:·r, .. _·~< .. f> ;·" f:~¡.\·>~-..:-.::·~ :i~~ . . 7;,:: .;>;~'>fe:~ f' · --
~-~~:- ~-:~ .. :·. - ti ·.; ,. - -··. , D 

;·•--·:.¡:.~~:.~::º~'·,·;:.:_',·é·-··, - !:~·:'.~ :· 

Teorema 4.2.5. Sea ti = (Do, U,A; 7)•'~n''i1..:~isici,;;.étal; qüe para cada 
familia no trivial s = (S.,),;.e&~ 'dón'd~;"•S,/'ésY1l1ii1Y'sic'ci6n .inicial de A;',, la 
digráfica Do - u u E FDo 1 r ~-:ni,iile;';'eh\ S~};'~s núcleo' perfecta. 

uEU - -~ '···- ;.-:~ ·~;\~_,-,,_,_::1:~i·.·-~~~~1?.-~::;,;;'(i;t:? .. " ... ,-:>'.~~'.:>~>:7~·:/Y'>.: ~-~~- :. ~:·: ·-~ -~ .·~-. 
Entonces r 1(t 1 ) es núcleo.pérfectá.•(resp;Jnucleo•imperfecta crítica) si y 

sólo si Do es mkleo perfecta (resp. ,núcleo inipérff!cia critica). · · ·· · 

Deniostración. 

La demostración de este teorema se sigue de los teoremas (4.2.1), (4.2.2) 
(4.2.3), (4.2.4). 

D 

4.3. -r-SISTEMAS y -r-EXTENSIONES 

En esta sección se desarrolla la r-construcción que también es una gen­
eralización de la s-construcción y con la cual tan~biéu se pueden extender 
digráficas núcleo perfectas a digráficas núcleo imperfectas críticas. 

Definición 4.3.1. 

Sea t 0 = (Do, U, A) un ro-sistema, denotaremos por r(to) la digráfica 
definida de la siguiente manera: 

V(r(to)) = V(ro(to)) 

F(r(to)) ·= Fro(to) U {w.ty 1 yz+ E FA:, wz E FSimDo[Ú]} 

< U{z+1 I y1ü+ E FAw, wz E FSi1nDo[U]} 

Ver fig. (4.14) 
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Sea D 0 la digráfica'obtenida de T(l.o) identificando para dada .u E U, 

V(Au:) con,ü:yeí\flg'.':(4:1s) < . ·.• 
Claram~nté~;:.0}:;:;(bt', U; Ar) es un To-sistema y To(t0) = T(to) donde 

A~ S;f A~ y p~á cad~\Jié U Ja 7-~partición está dada por -· ·~ , ·-~·~'->: ··~~;;·.·'~;;s-~'~·.:·'.;'.~~it~·:l~i}}' .. ·::1};~:-':-:?·;¡'.';•~:/.':L, .". -·~ ' · 
_:;;,::;º; .. :.-,.,::~: .. ~;.s:·,.· .. ·¡;.>,,·._ 

7r;;,,,; { {! E D 0 1 en· T(to) f, incide en x} 1 x E V(Au)} 

Si t 1 ·.·:;,;·(~J?~'~;~j·;~.~~·~"¡_~istema entonces denotamos 

T(t¡),,,; r(t()) Ü LJ> jj ;_y{y cfaramente tI = (D0,U,Ar,-y) es un T¡-
. e ,., uEUJEFA~'; 

sistema y r(t¡)·= ;rl.(tI).> . 
Notemos que la. manera en qué 'se colocan las flechas enntre vértices de 

To(to) es.análoga a so(So)' .. ' , 
La figura (4.14) ilust~a lá digr<Í.fi~a T(to), del To-sistema de la figura 

(4~ 7).' La figura (4;15) 'ilustra~la:/digráfica TÓ obtenida· de la digráfica T(t0 ), 
identificando para cada u:.e·u· ·'V(Au) con u. La figura (4.16) ilustra la 
digráfica r(t¡), del r-sisteina de lá. figura (4.9). 

T( to) 

(v,v!) 

(v.v~) 

Donde to es el r 0 -sistema de la figura ( 4. 7) 

Figura 4.14: 
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V 

Figura 4.15: 

-r(t1) = 7"1 (tf) 
Donde ti es el -r-sistema de la figura (4.9) 

Figura 4.16: 

Definición 4.3.2. 

Una pareja t = (t1,U+) seráBamada un -r-sistema, si t = (Do,U,A,-y) 
es un -r1-sistcma y U+ es unii: di~¡j,fica fa! que: 

V"(U+) ~ {ü+ E V(Au) 1 u E U}': 
y 

siempre qu~ ü+ii+ EFU.;_ t~¡{~rno~ que ui) EPSirnDo[U]. 

También de.notaremos t ~ (Do, U, A, -y, U+). 



y 

Au Av 

~ 
(v.v~) (v.v~) Á 

(u.u~) (u.u~) 

t = (t 1,U+) es un r-sistema 

·Figura 4.17: 
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r(t) = r(t 1 ) U U+ donde' tes el r-sistema de la figura (4.17) 

Figura 4.18: 

Teorema 4.3.1. Sea t = (D0 ; U, A, -y, U+) un r-sistema. Do tiene núcleo si 
y sólo si r(t) tiene núcleo.·'· · > .. ,,. ... 

Demostración. .. ;.,. •' · ,. 
•'.t; :·',.,' · ·· .•. :,:: ~.~',_e ' ' '··· ;::;; 

Probaremos que r(t) Íie~e··n:U:c1do'. .; " · ' · , ·' ··· • 
Sabemos que r(t) = r1(t¡ju : U+; dolld(?;tp,~:.(J{ij;.U:, A,T•J).~tá,d~fi,~i'.d~ 

como en la definición (4.3.1). ..1 ···•> · <:1 ;· :;,·"<:'; , ., ._ 
Por construcción de Dij, en Dij sólo se agregan ;nechas enfre vértiC'es. que 

ya tienen flechas simétricas en Do.de aquíy ya que.por hipótesis Do Úene 
núcleo, tenernos que Dij tiene núcleo. . . . . , · ·" " · . 

Entonces, por el teorema (4.2.1).ri{tf),,tiene núcleo" 
Sea N un núcleo de r1(ti). · 
Notemos que N es núcleo de r(t1 ), ya que por la defi~iciÓn (4.3.1), 

r(t 1 ) = r 1 (ti). 

Observación 4.3.1. 

Afirmamos que para cada u E U, N,,, = Nn(.. U ,-/.,)es un n.i,.;;dd{.Ú;} 
de JelfA~ dondeü+ d~'.,~él;·.~ó~i:aí~:~.?,;~~//' ;·':/e~-~:::·.~~?;~·::' ·. ,; .. 

· . . ,, · Xi- ;:,:, ;.( ¡:/. . . 
Justificación :··.\;- -.~:~~-:.· ·· - · ·-·· :,:~·.· .. 

Recorde.mos quet!(~.\) i4ft¡'cif ),'.,~:#ctd)~~J(~J J~l#.-1' ~t)''.'x ;,~ q~e. N 

es núcleo de r(t) ten~ni6~ quc,~u e~ in'del>_~ndiente m: u ,f,,7 {ü+}. 
',.e•',,;·,_, fEFAu 
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·.t.;,_·'.C~';: 

ü+, /,::,:. 

Por la observación {4.3.1) y el:léma'{4'.l:p~·V:(A1L) es Nu-homogéneo y 
por lo tanto es N-homogénco. ·• ·· ·\;' .::¡:;:.~':.t~ ,{' 
Opt ;r(' /':',,,¡,;~ 

Probaremos que si ü+üi+ E F(U+)entoncCs l((A,;) <;; Ne ó V(Au) <;;Ne. 
Por la definición de r(t) sabemos que si fi+w+· E FU+ entonces uw E 

FSiTnDo[U), además por la definición (4.3.1) existen u' E V(Au), w' E 
V(Aw) tales que u'ü+ E FAu, w'w+ E FAw,-ü+w' E •Fr1(tl) y tñ+u' E 
F(r1(tí)) (ya que r(t1) = 'T¡(tT)). . . 

Notemos que V(Au) <;; Ne ó V(Aw) <;; Ne, •ya que si V(Au) · <;; N y 
V ( Aw) <;; N entonces por la definición ( 4.3.1), existe.:ü.:¡.., w' E N y 

ü+w' E Fri(t¡), lo cual contradice que N es independiente en T(t1) 
ri(tí). ·· · · · 

Es decir, V(Au) <;;Ne ó V(Aw) <;;Ne. 
De aquí y por la definición de T(t) tenemos que N es independiente. 

Además N es absorbente en r(t¡), por lo tanto N·es absorbente en r(t). 
Entonces N es núcleo de r(t). 
Recíprocamente, demostraremos que si .T(t) tiene núcleo entonces Do 

tiene núcleo. 
Sea N un núcleo de r(t). .. . .. · . 
Priemero demostraremos que N es núcleo de r(t1). 
N es independiente en r(t 1), ya'}1~e·' . .i\rFes fndepcndiente den r(t) = 

r(t1) UU+, (con T¡ =(Do, y, A,¡)).·\'•'.··· .. 
Probaremos que N es absorbent~'.en;,T(ti};:/ .· .·· · : 
Definamos Nu = N n ( LJ :1l):+Ári~ioga'itici'~te a la obser.vación (4.3.1) 

tenemos que Nu es n.i.mo~{:~:}:~~<{,;\]}~W~i·'.di~J!~i es la co~r¡íz de Au. 
. · ¡f!.~A_·. . . 
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. tfu~oª~~íJ ~i~:u~;:e~~- ~-:~) Je' ~:gu~~~1. ye~~.> ~.{= N~-;~~~~Y•;eo _Y:por 

Ahora, sean ü+,üi+ E V(U¡). \,;; '.: '. ' -~ ,_' "' ·\(: ,,; / ( .?='/ J. 
Si ü+üi+ E F(U+) tal que ü+ :~ N y;w¡;e::·,N>De'las·d~finicionesde 

r(t), de r(ti) y ya que 7-(t) = 7-(t1 ) ú Li+; teri'éhi.éis que'e~i~fc'iii,~ti\é YC'A.:~> 
y w' E V(Aw) tales que u'ü+ E FA,,,'w'w+; E F,.AJ'.,Y.'.{1lJ+:~1;)i+~.'}~ 
Fr(t 1 ) ~- Fr(t). Además ya que V(A~) 'es'N-:liomogéticó'y/ill'.¡.'J::.N; se 
sigue que V(Aw) e N. .·· · '.· ·e :;. · =·:·> ''' · .. · ·· ···:_ · 

Entonces w' E -N y ü+w' E Fr(t 1 ) = Fr¡(t¡). - . ' . · . 
Por lo tanto N es absorbente en r(t1) 
Concluimos que N es núcleo de r(ti) = r 1(tf). 
Tenemos que tf = (D(j, U, Ar, -y) es. un r 1-sistema y r¡(tí) tiene núcleo, 

entonces por el teorema (4.2.2) tenemos que D 0 tiene núcleo. 
De aquí y por construcción de D(j concluimos que Do tiene mkleo. 

o 

La figura (4.19) ilustra• una digráfica, (como se toina•en el':teorema 
(4.3.2)), D'[, - LJ {! E F(D'[,) 1 f" incide ~~:Su}, dondé:n¡, es)a di~ 

. . ueU . - ·-- - -· - - . - ~--: .. -::~i:·~·.-_.-·-·c,•',. ·: .. :.:-_.·,_:·:._·--:_ :'~<-~ 1:-·~r~>\.:":::~·::'.'':L:·.::5:.s<. 

gráfica obtenida a partir de la digráfica r(t0) de la figura (4.16) y tomando 
S =Su= (u, u~ en dichh figur~. : ·. '' '.. ~i, :' '" " '·_:_-,'' '· .· .. ', · 

- • - e• '• - • "•~ d <;. • ;,-_ "';. • 1• r • •••1': ~. ~ ; :"• • 

Dli - u ú E,F(D'[¡) 1 r indde en Su} 
u.eu ;_'.·:'·. :-_;.:--.",_:,{' ":·: . ~ 

Tomando S = S., =;(u, u~) e11 la figura ( 4'.16) 

-Figura 4.19: 



... . ... _,·.··:··u"~~~}fj~;i:~;~~fZG~i.~:id'r::"·.··C', · ... · ..... 
68 · 'EXTENSIONES,DE'DIGRAFicAS'NCP.\Wf.ú.C. 

;;I~I~;;~~~¡~~~:f~~1~~í~líf il~Jlif l~~tf f. 
Si toda subdigráfcia inducida propia d~ po·::.yfrie.iTi,ucle~ 'y'U+' :es una 

digráfica núcleo perfecta, entonces toda' sUbdigrli.jicá' 'inClÜ.ciP,a'•pfopiá de r(t) 
tiene núcleo. :. .: · . ·.. · ..• · .. · .. ,::. <·" .: ,_:;.,., .,. · -

-.,-:.,/.:-- >.;,,"- <~'- F' «·_-!. ~,::" 
DeTnostración. · '-" , ·' :·.• " · •.";, .. .:. ·· · 

Procederemos por reducción al ahsurd~:·-.;·,,,, 
Supongamos que existe mia· slibüigráfi(:a..:inducida propia de r(t) sin 

núcleo, ésta (por el teorema (L2:1)) coritiene una subdigráfica inducida 
núcleo imperfecta crít;ica, sea Hi ·• ·He·· 'r(t):" 

Observación 4.3.2. Para cada. u E U 

Hn(r(t)[ LJ ~C7l_)J)~.T(t)( LJ V(;!)] 
fEFAu .....•.. :·. ·.·.·. : ... ·. · ·fEF(Au-Su) 

Hn 

y -~ -:-'.~~----~--~.-_;_ .. ·_.-.~::./L:/~'.:-~-- -- -:'.:_ ;::~:. -~~s.<~::'.~-
- --·,_:·· :·- .::~:,.~~~~ <..:~.~:-.:' 

r<t>[ ·-'l_J ;.< 0c?i>l'~Ti~ti)[.h::_''lu ·· yC-rl>] 
· fEF(Aú-Su),,.•:· :·· · '''.·:/EF(A~.:..;Su) 

__ '.::,, ·.-_:_~:'-~ ... :> ·,..,~,_>5/i~.-';~}.!.«.·. ·.<:·, ··~:;>- ::·",.' - -.' ··~-.~>· :, ~~· __ : "··., , 
con u E U ySu.uriá, sccdón iniCial dé A.i~. 

Ahora, por Ia6bse~J~".iórA4::b(tc11¿~~;; qt1~:<,'. 

H n (r1(ti)[ LJ '\,-hDl): -~1(t~)r u V(1C>] 
· fEPAú ' . ·<fEF'(Au-Su)' 
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para cada u E U tal que existe f E F Au con H n 61 (ti }[V bi))) <;:. -Yl 
y donde Su = S~ U S~ . 

y 

s.~= {w''~;V(At.) lexis.te J.=U);Z EFÁ~ tal. que ' 

Hn{r1(ti)[V(-yl)J}~ .Yü 

s; ~ JJ\rc.A:!') . 
·~.:west.; 
. -.~. . ,. 

-.~' ·: .• ·, .. 
,· '·, , ... · 

A:!'' = Au[{z EV(A~fl ·~~iÚe >'11.na •· zw¡ - trayectoria 
',· ·: .... < ...• ·.· ..•.•• ·.·.•.·,;.•.· .. ', ... '·,:··'·!·.: ... ·' . ' - ~ .. ;-~ ·. •. ;.f{·.::-· ... f "'.\ •• ><·; ,.i .. '. ,_ 

. : · did~i:1í!'.t~;.f*~~iHf1(L •,·. ~n~ ;A.u }J 
De esta manerá,·.~uesiliía'.~e~Ción:in~cia1 de .. Au .. · 

Ahora, sea·:Ho''.;.una';siibCligráfica~(noüiecesariámeilté 'inducida) de Do, 

::~~::)~i~];~~mi~1r~~~:~~,t~'JW~~~~~~.~Bri .. s .. {~' .·"· 
Definimos Uo ~ uü V{Ho),' /ui:,.,;u;.[{u'.¡.·E~V(Ui;).l,V.·e.uri}]•'y1ola 

restricción de -y a U F(Au - Su), dc;nde S;, es;ui:i:a sección ,inici!ÍLde Áu. y 
uEUo . . ._.-··- .. ·<>.· ; .... · '. · :'.._ . . ::\:-.;'<<--;:::·· \ 

S -81 u S 2 ' ::.:,, :.;¡: ···•• .•. '.<· ~:·1.· n.':.\: .. \:)t~'i•.:{~·.,. 
u - u u· . .· . . . • : .... ; · 

De esta manera tenemos ·que; H. ~·.r(Ho; Uo: (AJ '-:-§;,)t'.e·u.;·;,.Yo; ui). 
Demostraremos que Ho tiéne núcleo.\. . ... , ;. , ,, ,, · .. ,, ,,,,· ... , 
Primero probaremos las afirmaciones ( (i) y.(ú);)isigui(;ntcs: 
Definamos Hd' Ho[{z ;E Uo. 1 S, =. A., .-:-{E.¡,},>¡ fi+ 'is·.' t'a. co -

raíz de Az}). . . 



·~>· - ''.'.~~:~·-~;~.;~:~ .. ·:-~:<E. -c.:~: .. /·,·,~:.~~:-:-·:,:'=-· 
:. :·-- . .__,,. -·---,/.;· ... ·.,'::\·_·' -·~--- i·.>'</ :.:~-.-~.¡ .. --~>-f ~, · ;~~P, . ~~~It;_::,_:h.:~-: .. :·\~;'- -· 
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·~::'.;~;~-·:_¡_>_----·~º~--~- -"~;":.:;-.:~f'',_:'.");~·, _ _.,,~~~;, ~~~_o-;-~ ?~.:,_::· __ :-'_. -· 

(i) Afirn~ain:os' ~ii~·iff::·~~''ii3~1~~~@fr~~ta~,; ... ,. 
- : . - ·-· : ..: :•.e-.-<<:'.~·\-~ ·:·.~,-+-~>X<ti:··- '-·.·.: , .. _-. ~.-.,t 

Just.ificació1C .. ·.··· .. ·. < ...... ···•· .· ... ·· .. ··.··• ..•. ·· ... ·· · ..•... ··.·.· ...... . 
Por cons~ru~ciÓn dt~~ciL<l~'?i.~<ÍHti;y\;¡;qu~ V(U+) =U+ donde 
U+•;: {ü:¡.·¡ ·ue;uftelicllíós'::qué}!1t•~:u+[{.z:;::r1· i•é'V(Ht)}]. Esto 

(ii) ·~:};:;:•¡;¡~~k1i~~;~~~~t ~ núd~ pe•foc~ 
Sea wz e FHofalqúe'.w'~Y(HQt}i'yz!é;ycnt). 

~~:7)tT~J;&1#!~~!!~l~~~;2~ .. :·d¿~'":: .. ,:~:~:::: 
F H <;;_ Fr(t);;IÓ''.~Ü;i1c;'~;¡Jii}lci~'ib1~ poda manera en que se construye 

~~~:~~~~~~t~l i~f :;1H;;.·~ w E Uo ~ un V(Ho) 

Ahor¿:~ por '~o'~~t~u~ci6i1·d~ H¡j y y.¡ que z E Ht tenemos que H n 
( r(t) [ • LJ V(:Yi)]) :={z+}con z+ la co-raíz de Az. 

JEFAu e ; • " ; '; ""'·" •'··;-,.¡:, , 

Por la observación (4:J.2); po'r clefi~i.ción de Hti y ya que w E Uo y 
w ~ V(Ht) t~nemos'q~e ~xisi:c ~1 -E:'.'v(Aw) n V(H) tal que w'w+ E 

FAw (delo co~trarlowey(1lt)).'.~f:::· ··. 
Ahora, wz E FHo y z .E V(Hf). E~tcirices, por construcción de Hoy ya 

que H n (r~t) [1e~Au".'C,7f)]1.~;1f~~}.;:~rsigue que existe x E V(Aw) 

tal que :z; ÉV(H)·Y xz~ ~ i:w::}'•':,·~'c('. 
Recordemos que por construccióñ de::r(t) a z+ sólo entran flechas que 
provienen de puntos de u+:rP{;r)o' tanto X= W+· 

Esto es 1ü+~+•E:FI-i ~.~t(t)2fk:iitoilces w+z+ E FU+ (por con­
struccióti de r(t)Y:'!Dc aquí;yipor;la definición (4.3.2) tenemos que 
wz E FSimDo~' EiitoiH:cs,' pbr ía'clefir1ición (4.3.1), z+w' E Fr(t) para 
cada ul1ü+ ~,~ Aw. · .-.. . .. 



· ·,._ -:)?:~~-:¡.-, ~~¡:·~ .-{·,:, '· ·,".h~-~ :;,-;;,,. ·;;,r-~ 

(' \~~;j'it ,;:::', ~:;;(;. ;'· 
4.3. r-SÍSTEMAs~Y:':!iEXT~~~I6~es> 

-·.c:~o· _:'.'.. _______ _,...:~.0-0_:;._ __ ~,:._: ____ .~"-."'.··o''·"--' -·" _ .. _ _ 
· .. _.; 

dÜ~; q~é ~xiste .Ji E V(Aw) n 
--~ . ':." '~ - i --- .· 

Ahor~, ~n¡lq~~1~qsSiJ~l~d~~~'.~#~~~~o~(ble~: , ', 
caso (i)·.-:':~; -, ... -~ "·<-.:·-;:.. /·:.:; __ :~ ~·r'.i. ~):!:_ ....... · ~ .... ----~~~---. ::;y,:-~~~:,:S{'.J ~-~" 

- . ,_ ·-·.·:~.~ .. f-.-._~: ;":~,~~<;:_}::~:;::~(> ·--- -; 
SI

. H·'o+_:i0'.•;'• .. ·é .. ,.,. >"·<''.';.-:.' ... :, .. ··, ... ··.~·• 
, - -,·~<:- - ,.· - --. - ~- .:· 

·Sea Hó = H - { z+ Í z" ~ 'v(H;f )}~' ,(J6~Hó ~í defini~a, tenemos que Hó 
es núcleo perfecta (ya'.qu~:'H cs:'iiúéleo im'i>erfccta crítica y H¡j =/= 0. 

• "- ·, ~ ; • :;,_-... ~ \"~-- ~-; .'·"·';Jr. -.'; :' '·'.··; :·.: · .. <_--.· r<- . . ··. • -

Notemos que Hó = r(Hó)-~···Hrfi(A~·~;Su).,e(Uo-ll+),-yb, U!J_), donde 
.,. _, ".·,-: . -· .. -· o 

-ró es la restricción de -y <L'<·/U 'F(A;, - Su) y Ü!J_ = U!¡_ - {z+ E 
·· ·:: iú:uo":'.'llii 

Entonces, por éÍ t¿br~Í~a"(4;3.1) y ya que Hó tiene núcleo, se sigue que 

~::-N~:1it:~:zl~~~t1~0-~:H¡j. 
Probaremos qÚ:~ Ní''~~ seiriinúcleo de H 0 • 

Ni es inde¡)~ndlc3i1i~-~'h ~o ya que lo es en Ho - H¡j . 

. Al1~m,·s·ef,~,~;;y§~~n~;a1~~1i,e·~'?~~t~}Y,E ·~!fo con v E N¡; '. 

Si y E V(Hc{-'H¡t) él~tonc;esiexiste x;E N 1 tal que yx E .FHo (ya que 

N 1 es núcl~? cJ~ 8;.(~!,f¡j). '. : , --~:\\?:~ ;~>.·; ':e-::,·· .. ·· 
Si y E H¡j. Nóteuíos c¡ue v:ey(Ho) ~ V(Hii) (ya 'que Ni ~ Ho -H¡j). 
Entonces por (ii) se tiene yv:,E •F;Hc(;' /'·'"}·:•'.c;Z;1 ''/h(,:,:.·::16 ,,· .. ·;:·: ' 

Por lo tanto N 1 es seminúcleo dé:1HÓ;":,,,,;,_,,,¿,,;tF 1:::.: 

Ahora, por (i) H¡j es núcleo'pe~fe'éti'.¡PorÍ~,·tahtl:>:H¡j[fl:eSv(H¡j) 1 

no existe zN1 -·flecha en Ho}];tie1ié unnúcléo; sea;'N2 , ,, ~:: ·· . -
E11to;1ée~; por el teorema (4,1:1), N; l.JN2 es un n-úcleo deH0. 

. . 

Es decir, H 0 ti~i.~'l~íicÍeo. :. 
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ca.So (2) 

Si Hit= 0 
\_ 

En este caso tetieinos que para cada u E Uci existe:u/ E V(A,;) n V(JI) 
tal que u'ü+ E. FA,,~_•: .. :•· .. ,1:.':>,.··.:·:·;;·; .. >,'· ·,;, :·: .J···.;.:, 

Sea H 1 la digráfica· 6bte1~ida de'H.·.; F(U+) ider1tifiéancÍó pai·a cada 

u E Uo, JE~Au V(1'f).c~~:~.-:;sj;t, :>. 

Tenemos las siguient~s ~firÍJÍ~~ibn~~~ • •; : :t ', , 

(a) Para cualquier par .de yéiti~ci(~, :j·_ E V (H~) ekist.~: IJ.ii~cnos. una· uv­
flecha ·en H1 si y sólo si e~ist'e <~l:rncúosúnaúií~flecha-~n Ho' 

Justificación. · ..• ·: ·\ '.;._.:. .. ··,:.••:,~"' ::;J.)_:··:···.:· ,. 
Supongamos que.existe·¡ una úv~flecha'en.Hí;:.: .,¡;,.·, •. · 
Notemos que por defilliciÓn,de H~,V(H1\;"=~;\;(H-¿)••< ya que Uo 
un V(Hó) J y FH1 ~ FHo: . . .• '? /·;: .. ú:),'. ;•' . 
Por lo tantq f ~ 'F.Ho. , ";y,· ·,; >:{ · 

Recíprocamente, sea f 1 = uv.E PH0;, • ··: :·, j"c L 

Si f¡ E FH¡ entonces existe una'uv'éfleclta/e11cH~.: , " 

Si Ji <t FÚ1 • Recordemo~ quci .ff0.2CoJ;j'iÉ~·~s'ób~dJ1ida a partir de 
H, identificando .. U V(1'i)coñcU:'.(i>"ara~ca<l~iu e u tal que · 

H (1 ( r{t) [ f e\!~.~;~~!Ü&~~¡f~l~!~¡~·~¡,.;¡~ für~;ftt· •·.·. 
De aquí y,ya _tjuer H1~;.=;!•[fo':'i;If'U+'ise~sigue'quci:'existe 'h·_É-FH··tal 

.. . E~~~i~~i!~i~~~i~i:~~:1}~~¡~~11)7:fi (difiniCión 

(b)Ho. tim1e ~úcl~qsCy>sólo s1 'f:I~~tiémi;núcl~o: ' . •... ~;, •.•. 

•S:~~i\~~t~~l!~ili~~.:.~~;i,iit.~tL, ...... ~ 
mosque Ho ºº:Do~ (J.{J E FDólf*incide ~n~Su}: Además por 

.. uelf . . . . . ' . . .•. ··:; .. , .. _.,,' " : :.. . . . . .. . . 
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_le,-/'.,_~--~-·~·. -- .~. -·.-'; ~_..' . ,..;_ -

(a) se{ sigue que H¡ es isomorfa a la subdigráfica itidúcida;por V(Ho) 
.en D 0 e- U {/E FD0 IP.incidc en Su}· . . . 

. ueu · · ·· 
i:,; 

subcaso (1) 

Si S = (Su)ueu es una familia no trivial. 
Por hipótesis D0 - U{/ E FD0 1 f'incide cn,S,,}. es núclep 

uEU . . · •. , . 
perfecta y por lo tanto ,ff 1 · t.icne núcleo; 

subcaso (2) 

Si Su = 0 para cada u E:U~· · 

En este caso H1 ~ D0 [V(Ho))~ 
Ahora, H.c• .. r(t) y ya que Bu~ 0:para cada u E U; se.sigue que 
existe t:~f/ :.· : · ... . . . 

0 
. . 

·<{~ :·;· ::·f;: .. :~e,:,':_:::~:_:~·::.;'.·~ .. ~ .. :.-:.· ·. : ''.,<·-:/:-·. - . 
z .E [(V(~(tj) :¿,Q)i;c l.J ;.;y{y{,j)n (:V(r(t)):·-:Y(H))] 

- • ó ·,:;i,~f,~*f;11~i:f:~~~;f~.,>~1F+i·:·h:··«· ·· " ···. · .·· 
De aquí y.'por .. c0nstrución.de•H1 tenemos ·que 

. . . . . •:":'.;> \t_\:t."<:; ~=--,·=-~t .. :.;;·;· ; ~,_;._.· ;- . - ,,. . •• ' 
' : ,_ - --·~ ,_ - -" 

; ··~·{'.?;E [(y(Do) :c-.V(H1))] 
-... ::~< t> [:~ ---->;~).> -:.:_t ·!, .. :.~·. ;- ,· 

Por lo tantci'H-~.c· D 0; 
Por hipó·t~sis toda subdlgráfica inducida propia de Do tiene n ' -
ucleo .. De aquí y ya que para obtener D[j se agregan flechas par­
alelas a Do, tenemos que toda subdigráfica inducida propia de 
Dfj tiene ~úclco. 
En particular H 1 tiene núcleo. 

Entonces por (b), H 0 tiene míclco. 
Además H = r(If'o, Uo, (Au - Su)ueu0 , -Yo, U!l-) entonces yor el teorema 

(4.3.1), H tiene núcleo. Lo cual contradiCe la elección de H. 
Por lo tanto toda digráfica inducida propia de r(t) tiene núcleo. 

o 

Teorema 4.3.3. Sea t = (Do, U, A, -y, U+) un r-sistema: Sift~id. J.'ubdig~éÍji­
ca inducida propia de r(t) tiene mícleo entonces toda si.bdigráfica'indu'dda' 

·• . ~' ~) ~. ~,·· '~"·> ' .- .... ··~·,.· .. -·, 

propia de Do tiene núcleo. , ;;•;:,:;_;~,;·r \. 
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Demostración. 

Supongamos que toda subdigráfica inducida propia de 'r(t)· tiene un 
núcleo y sean Dó una subdigráfica inducida propia de.Do, U'== Un V(Dó), 
-y' la restricción de -y a U F(Au) y U'+= U+[{z+ E V(U+) 1 z E U'}]. 

~ID . 

De esta manera el r-sistema r(Dó; U'; (Au)ueu1, -y' ,U'+)· es una subdi­
gráfica inducida propia de r(t) (ya que Dó e~ Do). Y por hipótesis toda 
subdigráfica inducida propia de r(t).tienc.·núcleo. 

Por lo tanto r(Dó, U', (Au)ue1/1,y,Ú'.j.) tiene nucleo: 
Entonces por el teorema(4;3.l)··Dó.tierie núlceo. 
Es decir, toda su bdigráfica i nciucida propia de Do tiene. núcleo. 

o 
Teorema 4.3.4. Sea t.;,<(Dg~u,'..A.·.~,U.j.) un r-sistema. Supongamos que 
para cada familia no trivial·s·=,(Su)~éu: donde Bu es una sección inicial 
de Au, la digráfica:D(j.~ LJ.'{j,e~'Ii'Dlilf"i'ncide en Su} es núcleo perfecta 

~-. : "-.-·< <::,~~·. ~ep .:,':~<-·-<\_:_~J,_ ·~·l:" ~···~\/ .,.~.--.. -} _.~: '·~ 
(para ca.da f E D(j, f*.<dén'óta;' la,Jlec~iá.)dt;.:ro(t'(j) definida en la definición 
(4.2.3)) y U+ es una digrdftca•nií.cldÓ'.;perfecta. 

Entonces r(t) es núcleo•~erf~'¡;td((r&sp;:núcleo imperfecta crítica) si y 
sólo si Do es núcleo perfdctd.'Hei"P~Sá11deo imperfecta crítica). 

Demostración. 

La demostración de este teorema se sigue de los teoremas (4.3.1), (4.3.2) 
y (4.3.3). . .. 

o 
Observación 4.3.3. 

Sea T = (Do, U, A, -y,U+) ·un r-sistema. Denotaremos por r6(t) la digráfi­
ca definida como sigue: 

V(rti(t)) = V(ro(to)) 

F(rti(t))~'Hf1"ó(~o}JG{~.+Y 1 yz+ .EFAz, W+z+ E FU+} 

"' :'.- -~;;._;~;y(·9·{*~-0-~:(~~~f)~~-~ ~~~-.. ~+_z+" .e ~U~} 
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rr;:' = {u E F Dó' 1 r incide en X} 1 X E V(Au)} 

Denotamos por rf (t) ~ ró(t) U U U -rl y r'(t) = rf(t) U U+· 

75 

e , ' uEU fEFAu 
De esta manera lós teo~enias (4.3.1}, (4.3.2}, (4.3.3} y (4.3.4) se siguen 

cumpliendo, si cambiamos r(t) por r'(t}, Dó por Dó' y ro(Dó' u, A 7
) por 

r 0 (D0', U,A71
} y laS,demostraciones son análogas. 

L'a figürá".(4~20) ilustra una digráfica corno la definida en el lema (4.3.1} 
y con m:1a ~~rtiCióÍi Ilu como la definida en dicho lema. 

u, 

Uo u, 
J;ll;::~~~---~~~--::;t;¡ 

uº '-

7ruo = { ug_,uo+,·~~:.(J:);-~o-(h)} 

u, 

uo+ = {u4;.(f2),ii:dft)}:;:' ';:,: ",,· .. · 
7i'u0 :=={(u, ug~),{"f,~:¡:); (u, ucdfi)},(u, uo_(f2))} 

Figura 4.20: . 



DeJnostración. 

Procederemos por reducción al absurdo. 
Supongamos que el lema (4.3:1) es falso. 
Entonces existe una familia no trivial S = (Su)uEU donde Su es una 

sección inicial de Au, tal que Do(S) no es núcleo perfecta. 
Como Do(S) no es núcleo perfecta entonces Do(S) contiene una sub­

digráfica inducida núcleo imperfecta crítica, sea H, If ~· D 0 (S) = Dij -
U {! E F Dij 1 J* incide en Su}· 

u E U 
Primero probaremos que AsimH f= 0. 
Supongamos, por contradicción, que AsimH = 0 entonces H es simétri­

ca y por el corolario (1.2.3) H es núcleo perfecta. Contradiciendo que H es 
núcleo imperfecta crítica. 

Por lo tanto AsiTnH # 0. 

Tenernos los siguientes casos posibles: 

Caso (1) 

Si AsimH ~ C11 n Da(S). 

Ya que S # 0 existe al menos una flecha J tal que J E U {f E F D 0 1 
uEU 

f"incide en Su}· 

Sea f = u;u; E F(Dij) con i # j, i,j E {0,1, ... ,n -1}, S 11; "# 0 y f" 
incide en S.,;. 



Caso (2) 

Si Gn nDo(S) ~ AsimH. '',>•: 

Notemos que en este caso, existe almenas Ünii:'fi~~á./,· col"l.J E FH 
tal que f E SirnDo y f E AsirnH. Esto es,'.exi~t~''ti/e V(D~) tal que 
u;_(!)={!}; f E FSmDonF;;.(Do) y.f E:As_imH; séa'j = UjUi con 
i # j +l. • . . . ':';,'¡·';'.) .. 
Entonces u;ui </: F H para cada Ym = U¡Uj co~ nl, ::,, l, ·::•.!:. (ya que 
f = UjUi E FAsiTnH). En particular u3_fr </: FH; entonces··uj_fr E 
Su;- De aquí que (u,ut), (u,uj_(J¡)), (u,Uj_ (h)), ... , (ü,u3_ (Jr)) E 
Su;- Y por construcción de r(t) a Üi+ no entran flechas. Por, lo· tanto 
ÓAsimll ( Uj) = O. 

Entonces AsimH no es fuertemente conexa. Y por el corolario (1.2.1) H 
no es núcleo imperfecta crítica. 

D 

4.4. T¡-CONSTRUCCIONES 

En esta sección se dan las definiciones de orden total, diagonal, 
pseudodiagonal, condición de k-Meyniel y de la digráfica D~k). 

'lambién se presenta un método sencilio para realizar r 1-construcciones 
a partir de las cuales se puede obtener una extensa variedad de digráficas 
núcleo perfectas y núcleo imperfectas críticas que satisfacen la condición de 
k-Meyniel. 

Definición 4.4.1. 

Sea Do una multidigráfica, U ~ V(Do) y <P un orden total en { v(J) = 
{tLJ, u2} 1 fes tina UJ1L2 - flecha} y <"1u 2 un orden total en {f E FDo 1 

f es una upt2 - flecha}. 
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Ver fig;· (4.21) 
• f' 

f 1 

u 1~.u, 
. r; J 

. u, 

{u¡, u2} <P {u2, ~~}, • Ji <~"'2 ¡; <"1 ~2 fa 

Figura'4:2í: 

Definición 4.4.2. 

Denotaremos por <el orden tbt¡&'d~fhiido'en · 
;,··.·t··, ... --:-'··':::..": -' ·-,;;· 

U {(v(f)~ irJ /:·-¿~F(sifDa) .n F,;-(Do)} 

como sigue: 

si y sólo si 

uEU "·"'· ·: .. :· 

'~··.;~ -<;~;:.:3·,_ . .. , 

v(f) <P v(g) ó v(f) ~ v(g) == {u1, ~2} y 'j <u1u2 g. 
-./· :'.. :_=_:· ~ '., .oi_. 

)'. ¡-, ;-. Definición 4.4.3. 

Para cada u E U denotare'111os por.: . 

u_(f) = {!}, cuando/EFc"si'rniJ~);1hF,;:(DiJ)o'c'•;' 

u~= F(A~~;;.~~L3,~~i,fri?:.;~+r~·t~(~~) ,, 
··:/·i~ .. :~~::::.~~/:·:-~;·ici-;~.!~;?:~·~;-,;:::.1·1:,';,';:-~~-~--,..-~1.'::~" ;; .-.:':.;-.. ~ ,.,;_~ . - : 

,Ilu',== {1L_;,u+·,u.:(f)Jf.E F'.(SimDo) n F,;(Do)} 

· (Clarariien~~··hui~s·i~~·.i-p~;ii<:ió~ enu): , . . 
Ver fig: (4.22) · · . ·· 
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u 

h~ 

~ ,· . : ,'• ~. , ,' <°'I •... • .... ~ ·.: • 

7ru = {u_ 1 u+ 1 U..:..(J1);u_(f2)} 
u~= {h1,/Í2} ... 

u+ =91 

Figu~a 4.22:' 
. ~,-~·:.: .·~.~:-.~.: (~-?~1_;.~/;\• _. > 

Definición 4.4.4. 
-· - - - . - -

A;7 denotará la u~u+-,trayect'ói::ia dirigida, definida como sigue: 
- ")-~o-;·, - . -

-!f:'.''. 

y . ·_;., 

U1;h, : .. ,fr} ~ f(Si-niDo) hF,;(Do)} •. 

Deuoteremos por.A< = (A;7)ueU· 
Ver figura (4.23) · 

ESTA TESIS NO SALk 
DEI.A BIBLCOTECA 
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cu.'u~> ) 
0 

F~~r)l 
0

• 

. (u.u _.(f ,)) (u~u-.) 

Tomándo el vérti~.e u de la ~g·1~ra ( 4.22) 

·· FigÜra4.23: 

Teorema 4.4.1~ Sean Do unh mult¿ligráfica. qÚasi núcleo perfecta y to = 
(D0 , U, A<) cualquier r()-si~tema>· > ·... :; · ... ··. .. .· ·.· 

Para cualquier familfo''no.triviO.lS,=·(su)~eu,.'dondéSu es una sección 
inicial de A;;:, Do(S) = Do-' LJ {!·E F'D0 lf* incide 'en Su} es mícleo 

ueU . . ... 
perfecta. 

Den-iostración. 

Procederemos por reducción al absurdo. 
Supongamos que existe una familia iio trivial S = (Su)ueu donde Su es 

una sección inicial de A;;:, tal que Do(S) no es núcleo perfecta. 
Como Do(S) no es mkleo perfecta entonces D 0 (S) contiene una sub­

digráfica inducida núcleo imperfecta crítica, sea H, H ~· Do(S) = Do -
LJ {! E F D"{j 1 f* incide en Su}· 

u E U 
Notemos que I-/ no es una subdigráfica inducida de Do, ya que si lo es 

entonces H es subdigráfica inducida propia de Da. Y por hipótesis Do es 
quasi núcleo perfecta, por lo tanto H tiene núcleo. Contradiciendo que Hes 
núcleo imperfecta crítica. 

Ya que H no es una subdigráfica inducida propia de Do, tenemos que 
existe una uv-fiecha, sea f = uv tal que f E F D 0 [V(H)] - F H. De aquí que 
Sv f:. 0. Entonces al menos (v,v'?_) E Sv y por lo tanto v'?_ n FH = 0. · 

Ahora, por el teorema (1.2.5) y ya que Asi-rnH es fuertemente conexa, 
existe wv E F Asi-rnH. Además wv E FSi-rnDo; Entonces 1S-j¡,(w) f:. O, donde 
H' = AsimH n Si1nD0 . · ·:~:: ~ _. --··: 1 ~.:':~-~· . .-_. ~ - -

Más aún, si t5Íf,(z) #- O entonces existe. zv E F=+(If,'.)~: Por,l~'.t¡into .vz E 
F'Do y vz </: FH. De aquí que Bz #- 0 yz~ nF'(H) =.0::{Rccordemos que 
z'?. = F(Asi-rnDo) n F;-(Do)). . .. ·· .. · '. . < ... : .•.... ·.· .. · 

Además H es mícleo imperfecta crítica;entc:irices:p()r el teorenia (1.2.5) 
AsimH es fuertemente conexa y ya que z~·:ri FH:-,:· 0; : . . . . ..•.. 

F(AsirnH) n F.-(H') ,¡:. 0. De aqtiÍ que existe :W:z ~'F,(H/j~ Es deCir. 
óJ¡,(z) =/= O. . · .· 

._ ~ .--:­
~ .. ,. ~ 



;~-~ ,_-.-·;.o· -"-·o·'::.~:::~-. 
,,:;.:~.·~:.·.;, ··- . ··~' .. .{;.: \) ... ' . . 

·-' .. ~~.· . ./.·~ ., ' ·, ~'· ',' :: .. "·.~··.- _,::,• ,,.: .. _;:.-~:>·;>•"• -- '.>'" 
4A. r 1'-CONSTRUCCIONES\r,' 

Coúc1ui~11¿:;:¡{·4;;:f Jn~~:~·~n~icl~ ·dirigido; , sea · 
,' •, ',"! <<·-;, -'n, ~', j • 

.-··· ".p";;,,·c~~.; Jó.,in{~\!i/,::;:;'w;;,¡~_,wo) 
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donde {.:no, ... ,wn}'º.l/:(H.')~({J¿;'i.,i;Jn}"ºj;'(H'). 
Probaremos que para algÓ.n :i E~{Cl;' l ,'-::':' n}, { Wi;.: t,Wi} <P { Wi, Wi+ t} 

(los índices se toman ·módulo n'+~1')?'c~};''::·::,i::;. ;;, ,·' '. · · · · ·. 
Supongamos, por cmifradi~ciób/qu'i!i'{;'J[:;;}; wi}P> { Wi, Wi+1} para cada , 

i E {O, 1, ... , n}. . .. · ·; ;(. h;(¡~~i;}f;:;'' :,:>:~.;'.; >.' •.• '., ·' .... ·' ... · ,· · · 
Entonces, ya que·c,·es'un;ciclo;;{'lL10';1,iii}P,¡>;:>fw1~'UJ2}~. {'lLf1;w2}P > 

{ W2, W3}, { W2, W3}1' ::> { W3, W4}(;.~~ "{ w;[::.:i~wi;'}P~>;{ w,{; wo},, { w;;; wo}P > 
{ wo, wt}. . . . ;' ·; '.".:? '.;~f?:<::·;.''''.:>i'i::": : ,,~:. , .•. , .. · , .... 

Por transitividad {w1, w2}P :;:> {w0;wt}iiaCieTii~'Jwó;wi}P':>·{wí,-w2}'. 
Lo cual es una contradicc:ión>', .{\:\;'.:>f:S;f;;¡'.~¡S'.:'·t;·? .. i ;·.,•··.':· .. · .. ·.·. 

Por lo tanto {w;-1; wi} <P.{túi;Wi+Í}párá,algiíni E:{O, 1; .. :; n}~ 
De la definición de t0 d (Dó;'U;·1A:=:)i• y:'ya'.qi:ie '{-u;¡·":'.' 1 ~·w~l'<P { Wi', wi+ 1} 

(::~1::;": ~"{:~~=~:t~t~~~l;~('~L,>,; , ;, ' ' 
es una subtrayectoria de 1á'sitbtr~yc¿toria d~ :1\;;;, entre Jos vértices 

Wi_(fi-l) Y Wi+· .· .. -. ..: :·,.·;·,· .· . __ . _- ._ .. :· ... _ .. · .· .... , , 
Además F;- 1 E F(C) º FH'; entonces WL(f;...:t) ·rt· S,~¡ ,y·{wi:.2'(g) 1 

ges una 'Wi+JWi - flecha}.n Sw, = 0'.'\. ·,.' ·'·· · ,;:_·. ,.·.: ... ·. < :. ~·,', ,~·i : .. , 
Ya que F; E C \:::; H' y {wi~(g) 1 g ésUn.~ WiÚWi,7'fl~c~Q;}~n ~;_,;,:~ 0_, 

se sigue que existe algúna Wi+1W;-flecha eri'Dó que tainbién 'cis:tii en'•Do(S); 
entonces dicha flecha está en H. Además'fi = WiWi+1 E FH!> . .. , ,:·.- ' 

Por Jo tanto Íi E SirnH, contradiciendo que fi E.F H~:'== .f:.(Asi=H n 
SirnDo). · · · · 

Entonces H no es núcleo imperfecta crítica: 
Por Jo tanto Do(S) no contiene sudigráficas inducidas 'núéleo imperfectas 

críticas. Es decir, Do{S) es núcleo perfecta. · 
o 

Definición 4.4-5. 

Sea D una digráfica y C = (1, 2, ... , rn, 1) un ciclo dirigido de D. Para 
i i' j i;j E V(C) denotamos por (i, C,j) la ij~trayectoria dirigida contenida 
en C, cuya longitud se denota l(i,C,j). 

Definición 4.4.6. 



fes una diagonal de D y ges una pseudodiagonal de D. 

Figura 4.24: 

Definición 4;4.7. 

Se dice que· una digráfica D satisface la condición de k - M eyniel si 
cada ciclo dirigido impar de D tiene al -menos k diagonales y escribiremos 
D satisface M(k.):' · 

Definición 4A.8. 

Sea Do una. digráfica, denotaremos por D~k) la multidigráfica obtenida 
de Do, sustituyendo cada flecha simétrica de Do por k flechas paralelas. 

Ver fig. (4.25) 
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Fi~ra4.25: 

Lema 4.4.1 . . Si Do e; u.~~.cligráfica tal que cada ciclo dirigido impar tiene 
una flecha simétrica y .ti ;,,, (D~kl, V(Do),A<,¡) entonces r 1 (t¡) satisface 
M(k). 

Demostración. . .· · · . 

Sean t¡ = (D~kÍ, v{D'~');'A <, ¡) un T¡-sistema y e un ciclo dirigido impar 
contenido en r¡ (t¡). ,. •. ;,:~ '··' 

Por construcción· :U :'·~[,,es una trayectoria dirigida de longitud par, 
'JEFA~ 

de aquí que si C'. es.· la• ,digráfica obtenida de C identificando U ¡{, 
JEFA~ 

con u, para cada u E V(Do) entonces C' es un ciclo dirigido impar en 
D~k) y C ~ t1(C', V(C'),A</V(C'),1'), donde -y' es la restricción de -y a 

U U -y{, y A</V(C') es la restricción de A< a V(C'). 
uel'(C') JEFA~ 

Notemos que cada flecha simétrica de C' es una pseudodiagonal de C' y 
recordemos que para obtener D~k) se sustituye cada flecha simétrica de Do 
por k flechas paralelas. De aquí que C' tiene al menos k pseudodiagonales. 

Ahora, al construir el T¡ -sistema, las pseudodiagonales de C' pasan a ser 
diagonales de C. Por lo tanto C tiene al menos k diagonales. 

Es decir, cada ciclo impar en r 1 (t 1 ) tiene al menos k diagonales. 
Entonces r¡(t1) satisface M(k). 

o 

Teorema 4.4.2. Si Do es una digráfica núcleo perfecta {resp. núcleo im­
perfecta crítica) tal que cada ciclo d.irigido, impar tiene al menos una flecha 



. . c. . :_~_~.-.·, <_~~,~- .. /.,:·::::_:,_:{_,"-~-~~~.>.-·:~~ .. , --;~-~ .:;- -~-h~~-·; (:_r_~--;,_¿5.'.:\ _· -- -.:_~---• ..• :_'..~_-···-~-'_".~.-~_:.•_-·_._l __ :_•.•.·_-t_-.·.'_':f_·,;_;_~_;_;_._f_·-~_: ___ .• _;_:· . . . . .... -. :jl~~~/:r}.:>~:-.:.g.\:.:: :·~:< -> :'.;: ·· -~ ~< .. , , _ .-. -<-; ... ~-.:''- ~-:\:~r~~cü_~{~~ . ____ ~- . "-<:_' .\~:~r:~;-~\;r-~~)·;.~>·;-_ .. :~ 

~=~~~~~it~i,f i~lili;~ ···:c±~l~f .t:. 
La demostración se sigúe de lo(téoréffias (4.4:1),'•:(4'.2,5)f eUema,(4.4.1). ·¡ 

· · ·· · .. · : ... ;--~·'{i;~~f{~1'.:~t,;~-ri\tJ~;~~i:·:1~f0t~I-'.V1:~·\t:·~/; , · 0 

Corolario 4.4.1. Para cada n'Ú1rÍer:o'natV.ral ~}{existé/una!d.igráfica núcleo. 
perfecta (resp. núcleo imperfecta>"CTíii~a)Fr>.~-~l,•'é//1.efs:ati~faé~~.M(k)'.; : ...... · · 

De~::~::::7~ digráfica e= cn(;¡, ... ,Jfti·Jz2(~1g]:f2t~~,:~.: ... ,n - 1}, 
F(C) = {uv 1 v - u = is rnod(n) para S..~·i,:~;\;k};-y'denÓtemos Do = 
C,.(l, ±2, ±3, ... , ±r) para un número natural.par -n.;taique'it;.t; O.rnod(r+l). 
Así cada ciclo dirigido impar de Do tiene una Hed1aisirnétrica. Además, si 
2 s; r s; [n/2] entonces, por el teorema (3~i.i), ~'D0 ·,~és'hi'iicleo· 'imperfecta 
crítica (ya que n ~O rnod(r + 1)). ' · · i;;!' :~';;;;)J:il;.;,i; 

Entonces, por el teorema ( 4.4.2), r 1 (t1 ) es': micfoó' i~~'~rfecta crítica y 
t•" M(k) ( t (D(k) V(D) A<'. )·) .•. ,_; __ <.''·· ,, .. :·,·_, sa 1s1ace .. , con 1 = 0 , o, _,7 ~:· ::~: ... ' .. '-~. ·.<:;->._.:':.: .·.··· 

Para obtener una digráfica núcleo perfecta que satisfaga' M(k); tomamos 
Do = Cn(l, ±2, ±3, ... , ±r) para un númercí naturai: par ·7i, 'tal que n i;: O 
rnod(r + 1). Así cada ciclo dirigido impar de Do tiene una flecha simétrica. 
Además, si 2 s; r s; [n/2] entonces,· por el teorema (3.1.1), Do es núcleo 
perfecta (ya que n =O rnod(r + 1)). 

Entonces, por el . teorema ( 4.4.2); T¡ ( t¡) es núcleo perfecta y satisface 
M(k), (con t¡ = (Dák>, V(Do), A<,-y)). 

o 
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