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Introduccion

Von Neumann [23] considerd por primera vez el concepto de nicleo de
una digrifica en la Teoria de Juegos y lo llamé ”solucién de un juego de
cooperacién entre n personas”.

Posteriormente Claude Berge [2] noté que dicho concepto era de utilidad
en otros contextos y propuso llamarlo ”micleo de una digrdficaz demostrar
teoremas de existencia. Diversos autores han investigado condiciones sufi-
_ cientes sobre la existencia de nicleos en una digrédfica, por ejemplo Von

. Neumann y Morgenstern [23], Richardson [20] a [22], Duchet y Meyniel (7]
> a[10], Galeana-Sanchez [24] y Galeana-Sanchez y Neumann-Lara [13, 19].

: En 1976, C. Berge [3] propuso caracterizar las digrificas nicleo criticas,
que son digrificas sin nicleo tales que la eliminacién de cualquier vértice pro-
duce una digrifica con micleo. Los ciclos impares son ejemplos de este tipo
de digrdficas. Sin embargo, en 1980, [8] Berge y algunos de sus colaboradores
consideraron conveniente investigar digrificas minimales sin nuacleo (digrafi-
cas sin nicleo tales que toda subdigrafica inducida propia tiene nicleo), a las
que llamaron "micleo imperfectas criticas”. En el mismo afno, independien-
temente, Hortensia Galeana Sianchez y Victor Neumann Lara consideraron
las mismas digrificas, llaméandolas ™ R~ -digraficas” [13].

Las digraficas nicleo imperfectas criticas y nicleo perfectas son la base
de estudio de esta tesis, en la cual se estudian tres operaciones con digraficas
que permiten construir familias de digraficas nicleo imperfectas criticas. Es-
tas importantes operaciones han sido desarrolladas por H. Galeana Sanchez
y V- Neumann-Lara quienes las han llamado ”s-construcciones”([16], "1~
construcciones”[17] y ” 7-construcciones”[17] y [18].

En [15], se puede encontrar otra construccién que no se estudia en este
trabajo.

A continuacién se da una breve descripcién de los capitulos de esta tesis
y se explica cl por qué de la importancia de estas operaciones.

En la seccidn 1 del capitulo I se definen los conceptos basicos de la Teoria
de Digréficas que se utilizaran en este trabajo. En la seccién 2 se demestran

\4
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" resultados importantes sobre digraficas micleo imperfectas criticas y nicleo
perfectas que nos seran de gran utilidad en los capitulos posteriores.

En las secciones 1, 2, 3 y 4 del capitulo 1I se dan las siguientes aplicaciones
(respectivamente): Aplicacién en la Teoria de Juegos [23], Base de Axiomas
[5], Juego entre dos personas [5] y Un problema de Combinatoria en Légica
[4]-

En la seccién 1 del capitulo II se estudia la ”s-construccién”, que nos
permite generar una amplia clase de digrificas nitcleo imperfectas criticas
[16]. Esta construccién tiene gran importancia ya que durante varios aiios,
las vinicas digréaficas micleo imperfectas criticas que se conocieron fueron los
ciclos impares y las digraficas 6-"7(1,2), (—J"u(l, 2,4).

o Figura-l: C_";;

. Figura'2 57(1,2) .
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Figura 3: €11(1,2,4)

En el area de planaridad de la Teoria de Gréaficas se demuestra el Teorema
de Kuratowski, que es una caracterizacién de las graficas planas por medio
- de subdigrificas prohibidas y dice: Una grifica G es plana si y sélo si no
contiene subgraficas isomorfas a ks 6 k(3,3) 6 cualquicr subdivisidn de &5
6 k(3,3)”[6). En la Teoria de Digrificas se demuestra que una digrafica
D es nicleo perfecta si y sélo si no contiene subdigriaficas inducidas nicleo
imperfectas criticas. Entonces bastaria caracterizar a la clase de las digraficas
micleo imperfectas criticas para poder caracterizar a las nicleo perfectas
por subdigrificas prohibidas(de manera anloga al teorema de kuratowski en
grficas planas). Sin embargo, esto no es posible, ya que toda digrafica micleo
perfecta se puede extender a una digriafica micleo imperfecta critica que la
contiene como subdigrifica inducida [16] (teorema (3.2.1) de esta Tesis).

El teorema (3.2.1) se demuestra en la seccién 2 del capitulo III utilizando
la s-construccién, y permite extender cualquier digriafica nicleo perfecta a
una digrafica nicleo imperfecta critica.

En las secciones 1 y 2 del capitulo IV se estudia la ”7-construcciénz
la ” 7-construccion” (respectivamente), presentadas por H. Galeana Sanchez
y V- Neumann-Lara {17}, que son una generalizacién parcial del método
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desarrollado en el capitulo III y que también permiten extender una digrafica
niicleo perfecta a una digrifica nicleo imperfecta critica.

Se dice que una digrafica D satisface la condicién de k-Meyniel, si todo
ciclo dirigido impar de D tiene al -menos k diagonales.

El estudio de la condicién de k-Meyniel ha sido la base de varios prob—
lemas interesantes, preguntas y resultados en el desarrollo de la Teoria de-
Nucleos (ver por ejemplo [10], [11], [9], [13], [14]).

En 1976 H. Meyniel [8] planted la siguiente conjetura: "Si D es una
digrifica tal que todo ciclo dirigido de longitud impar contiene al menos 2
diagonales, entonces D es niicleo perfecta”. H. Galeana dié un contracjemplo
a esta conjetura en ¢l afio de 1982 [12].

En {18], H. Galeana-Sdnchez y V. Neumann-Lara presentaron un méto-
do que permite obtener (utilizando la 7 -construccién) digraficas nicleo im-
perfectas criticas tales que todo ciclo dirigido impar contiene al menos k-
diagonales, para cada niimero natural k. Es decir, a partir de dicho corolario
se puede obtener una extensa variedad de contracjemplos a la conjetura
planteada por H. Meyniel. Este método se desarrolla en la seccion 4 del
capitulo IV.



Capitulo 1

CONCEPTOS
PRELIMINARES

En este capitulo se introducen los conceptos bisicos de la Teoria de
Digrificas que se utilizan a lo largo de esta tesis. Y se demuestran .1];..11110\
resultados importantes sobre digrificas nuicleo imperfectas criticas y ntcleo

perfectas.

1.1. DEFINICIONES

Definimos una digrafica D como un conjunto finito no vacio de elementos
Hamados vértices, denotado por V(D). junto con-una coleccion de pares
ordenados de distintos clementos d(- v (I)) Namados. ﬂoch‘us v denotada por
F(D). : o :

Denotaremos por fo= (1w, u2) ik une .-u; con 'ltg. l)ircmus
que m('uh' h.u'm uz ¥ oque: f incida, ' : L :




2 CAPITULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES

absorbente si para cualquier u € V(D) — S, existe una flecha de u a S.

Un conjunto no vacio N € V(D) es micleco de D. si N es independiente
y absorbente.

Observemos que no toda digriafica tiene micleo vy que si una digrafica
tiene niucleo, éste no es necesariamente 1Minico.

Es ficil ver que los ciclos impares Can+1 1o tienen nicleo y que los ciclos
pares 52,. tienen dos nicleos.

Dada una digrdfica D y u € V(D), definimos a T'*(u) = {v € V(D) |
(u,v) € F(D)} como el conjunto de los sucesores de u. Definimos a ' (u)
= {v € V(D) | (v,u) € F(D)} como el conjunto de los predecesores de u.

Dy es una subdigrifica de D si Dy es una digifica con V(Dg) C V(D)
y F(Dgo) € F(D). escribiremos Dy € D. Dy es una subdigrifica inducida
de D si Dg es una subdigifica de D, donde (u.v) € F(D) si‘y solamente si
(u,v) € F(Dy). Escribiremos Dy C° D. Dy es una subdigriafica generadora
de D si Dy es una subdigrifica de D con V(Dy) = V(D).

Si 51,8: € V(D). la flecha ujus de D seri llamada una 88, — flecha
siempre que uy € S) ¥ uz € S,. D[S)] denotara Ia subdigrifica de D inducida
por S; y D[S, S2] la subdigrifica de D con conjunto de vértices S, U Sa v

"cuyas flechas son las §)8» — flechas de D.

Una flecha uyue € F(D) es Hamada asimdétrica (resp. simétrica) si upuy €
F(D) ( resp. uuy € F(D)) La parte asimétrica de D (resp. simétrica de D)
que scrd denotada por Asimn(D) (resp. Simn(D)), es la subdigradfica gener-
adora de D cuyas flechas son las flechas asimétricas (resp. simétricas) de D.
Diremos que D es una digrafica orientada si Asirn(D) = D.

Un camino dirigido en una digrdafica D, se define como una sucesién
de vértices (vg. vy, ... vy) donde cada flecha (v, v,.1) € F(ID) para 1 =
0.1.....nn — 1. La longitud de un camino dirigido €' = (wg.1y..0.,0,) es 1.
cl mimero de flechas que aparcecen en ¢l y se denotari por [(C). Un camino
dirigido cerrado s aquél en ¢l que coinciden ol vértice final y el vértice
inicial. Un camino generador contiene a todos los vértices de la digrifica.

Una traycc toria dirigida s un camino dirigido en el eual los vértices son
distintos dos a dos; Si L'Lravu toria dirigida empicza en u ¥ termina en .
diremos quie es una ‘ n.x dxru,ld.l.

Un cu.lo dmg:d

D ‘siiuw.v € V(C'). (lvn()l..uuos p()r (. C.v) la
ontenida en C

fucru.lncnl(' conexa sicpara Lll.ll(‘\(lul(‘ld dos’
SHE LIS t.rav(‘( Lorm dirigida- yuna uu-t.r.wv( t(;n.x




1.2. RESULTADOS PRELIMINARES 3

dirigida. Notemos que la digrifica trivial es fuertemente conexa.

Una componente fuerte de una digrafica D es una subdigrifica de D,
Dy. tal que Dy es fuertcmente conexa y midxima por contencién con esa
propiedad.

Jara conceptos que no estén definidos aqui se puede consultar [1], [5].

1.2. RESULTADOS PRELIMINARES

En esta seccién se dan las definiciones de digrificas niicleo perfec-
tas (N.P.), nicleo imperfectas criticas (N.I.C.) » cuasi nicleo
perfectas. Ademas s demuestra un teorema de caracterizacion de digrafi-
cas micleo perfectas. se dan algunas condiciones suficientes para que una
digrifica sea micleo perfecta y algunas propicdades de digrificas micleo im-
poerfectas criticas.

Todos estos resultados son de gran utilidad en el desarrollo dv los capitu-
los posteriores.,

Dehnlcmn 1.2.1.

Decimos qm- uu.x (h;.,xah(..x D es nmh 0 pmj( rtu (N I' ). si-f) tiene micleo
¢ lon-

Figura 1. 1:

Definicion 1.2.3.
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Decimos que una digrifica es cuasi nicleo per fecta si toda subdigrafica
inducida propia de D tiene micleo. Una digrafica cuasi nicleo perfecta es
nicleo perfecta o bien micico imperfecta critica, dependiendo de si tiene
micleo o no.

Teorema 1.2.1. Toda digrdifica D sin nicleo contiene una subdigrdfica in-
ducida nicleo imperfecta critica.

Demostracion.

Sea D unadigrifica’sin nicleo. Si toda subdigrifica inducida de D tiene
nicleo, entonces D es micleo’ nnperfc-(.t.x critica. Si existe una subdigrafica
inducida propia‘de D que’no’tiene micleo, sea M. Si toda subdigrafica
inducida propi: nt»(.](:u.‘ entonces F{y es micleo imperfecta eritica.
Si oexiste una digr: l\l'("idil propia‘de Hyogue no tiene micleo. sea Ha y
toda suh(lig dificn nuhx plupm. de 71, tiene micleo. entonces I es miaclea
imperfecta eriticn, CAsT ll(.;;mnus arunad du.,r.xhcn Hysin micleo tal que las
subdigrificas lll(lll('l(l.l_\ pmpm.s de ll, twm-n nu(.l(-u entonces ll, s nacleo
imperfectn eritica:

Por lo tanto- D cor

X ‘:S(::mi {1V
: .I'lwrl(-x‘n‘(-m‘i

‘\', PRGN :
que VNl =0 v VYU
- Probaremaos gque i

SUPDONELINIOS (st e
ey € Vol entonees. existe
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(w1, w2) es una Tws-trayetoria dirig a‘er‘i’»’
wz € V1 N V3, lo cual contradice que:Vy'N
Concluimos que no existe- V4 V52!

or’ lo'jta.nto‘,'zbg €.V;. Entonces

Teorema 1.2.3. Una dzgraﬁca. D’ . J si _/ solo si D no con-
tiene subdigrdficas inducidas nucleo zmperfectas crztzcas

Demostracion.

Sea A una subdigrdfica inducida de D. Como D es nicleo perfecta en-
tonces H tiene nitcleo. Por lo tanto H no es nucleo imperfecta critica.

Entonces para toda H C* D, H no es nicleo imperfecta critica.

Reciprocamente, sea H C* D.

Por hipétesis, H no es micleo imperfecta critica. Entonces H tiene nicleo
o existe una subdigrifica inducida propia de H que no tiene nicleo.

Si existe una sugbdigrdfica inducida propia de H que no tenga nicleo,
sea H', entonces H' contiene una subdigrifica inducida nicleo imperfecta
critica, sea H”; H" C* H' C* H C* D. Lo cual contradice la hipStesis de
que D no contiene subdigraficas nucleo imperfectas criticas.

Por lo tanto H tienc ntcleo, para cada subdigrafica inducida de D, por

lo tanto D es nucleo perfecta.
(]

Teorema 1.2.4. Si D es una digrédfica y V(D) tiene una particion {Vq, Vo}
tal que toda V1 Va-flecha en D es simétrica y D[Vi] y D[sz] son nicleo per-
fectas. Entonces D es nicleo perfecta.

Demostracion.

Suponemos que D no es niicleo perfecta. Entonces existe una subdigrdfica
inducida de D, sea H, tal que H no tiene nvcleo. Si H C D[Vi] 6 H C D[V3]
entonces D tiene micleo, ya que D[Vi] y D[V2] son nicleo perfectas.

Entonces D[Vi] cuntiene una parte de H y:D[V2] otra parte. Sean H; =
H N D[W] y Ha = HnN D[Vy]; A, tiene nicleo'ya.que H; C* D[V;], sea
Np. Andlogamente Hj tiene micleo, sea ‘Ny. Sea Hs = Hz — B, donde B =
{v2 € V(H3) | (v2,n1) € F(D),v) € Nyconvy.€ Hy y vy € H}. Claramente
H3 € Ha C D[V3], por lo tanto H3 tiene nucleo, sea Nj.

Tomemos Ny U N3 =

Probaremos que N es mdependlente :

N es independiente en D, ya que es nicleo de H] y H, es, por construc-
cién, una subdigrafica inducida de D. Andlogamente N3 es independiente en
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- D: Ademds, ‘no existen'Ng flechas en D, ya que N3 C Hj (por construc-
cion de Hy y B). No exlsten‘Nle—ﬁcchas en D. Supongamos que si existe
una. Ny N3-flecha sea o= (1)1,112), por hipétesis toda Vi Va-flecha es simétrica
" en'D entonces (’Uz,'v]) =fi G~I"(D) pero fl es una N3Nj-flecha, y ya se dijo
que no existen N3y N{- ﬂechas

Entonces N ‘cs 1ndepend1‘ A

Ahora, N3 absorbe a todo vértice de Hg, N; absorbe a todo vértice de B
por definicién de B y ya que lees niicleo de H;. Es decir, N es absorbente.

Concluimos que N es micleo de H, lo cual contradice la eleccién H.

Entonces toda subdigrifica inducida de D tiene niicleo (incluyendo a D).
Por lo tanto D es miicleo perfecta. Lo cual contradice que D no es nicleo
perfecta. Por lo tanto, D es niicleo perfecta.

]

Teorema 1.2.5. Si D es una digrdfica nicleo imperfecta criltica entonces no
eziste una particion {Wy, Vg} de V(D) tal que D[V4, V2] C Sim(D). Ademds,
Asim(D) es fucrtemente coneza.

Demostractén.

Supongamos que. D es nicleo imperfecta critica. Por el teorema (1.2.4)
no existe una particién {Vy, 2} de V(D) tal que D{V;, V3] C Sim(D).

Demostraremos que Asimn(D) es fuertcmente conexa.

Por contrapuesta.

. Supongamos que Asim(D) no es fuertemente conexa. Por el teorema
(1.2.2) existe una particién de V (Asim D) en dos conjuntos {V;, V2} tal que
no existe VjVs-flecha asimétrica de D 6 no existe VaVy-flecha asimétrica de
D entonces D[V}, V] € Sim (D) 6 D[Va, V1] C Sim(D). Ademas, por ser D
nicleo imperfecta critica, D{V1] y D[V2] son miicleo perfectas. Entonces, por
el teorema (1.2.4), D es nicleo perfecta. Lo cual contradice la hipdtesis de
que D es nicleo imperfecta critica.

Por lo tanto AsirnD es fuertemente conexa.

Ahora, tomemos una particion {Vq,Va} de V(AsimD). Como AsimD
es fuertemente conexa, entonces por el teorema (1.2.2), existe V;Viz-flecha
en AsimD y VaVi-flecha en*AsimD. Ademads, {Vi,V2} es una particién de
V (D), ya que V(AsimD) = V(D). -

Por lo tanto, para toda particién {V},V2} de V(D), D[V, W] € SimD.

a
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El siguiente corolario es ons o

Corolario 1.2.1. 7oda’ dzgraﬁca nucleo'zmpcrfccta crztzca es fuerlcmente,

conezra.

Corolario 1.2.2. Si° D e
tonces D es nuclco pcrfect

Demostracion.

Por contradiccién.

Supongamos que D no es nicleo perfecta, entonces existe H una sub-
digrifica inducida de D tal que H es niicleo imperfecta critica. Sea 77 una
trayectoria dirigida en Asim(H), supongamos que 7} va de u a v. Por el
teorema (1.2.5), Asim(H) es fuertemente conexa, entonces existe una vu-
trayectoria dirigida en Asim(H), sea Ty. Como Ty, T> C Asim(H) entonces
{(TY) =2 2 6 I(T:) = 2, de lo contrario existiria una flecha simétrica. Sean

T = (0 = 20, %1, ey Tn—1,%n = ) ¥ T2 = (¥ = Ym, Ym—1,--, U1, Y0 = V)
conn 2 26m > 2. 8i x; # y; para todo 7 = 1,...,n — 1 y para todo
j=1,...,.n — 1 entonces T3 U T% es un ciclo en Asimn(H).

Si z; = y; para algin o algunos i = 1,...,m—~16j =1,...,m — 1. Sea
y; el primer vértice de T3 tal que y; € V(T1) entonces y; = =x; para algin
i=1,.,n -1, z; € V(T1). Entonces (z; = y;,T1,v) U (v, T, y; = x;) es un
ciclo en Asin(H).

Es decir, Asinn(H) contiene un ciclo. Y como Asim(H) C Asim(D),
entonces Asim (D) contiene un ciclo. Lo cual contradice la hipétesis de que
Asim(D) es aciclica. Por lo tanto D es nicleo perfecta.

O

El siguiente corolario es consecuencia directa del corolario (1.2.2).

Corolario 1.2.3. Toda digrdfica sin ciclos es micleo perfecta.

: \::_Cé'mbdunvé akplic‘a.ciéyn del dqrbla.rioy (1.2.2) obtenemos el siguiente tecore-

. Teorema 1.2.6. S5i. ASi'IT‘L(D)", - Cpientonces D es cuasi nicleo perjecta Yy
= f es: nucleo perfecta, para d, f.e F(Aszm(D))

: Demostraczon. ¥

Sea H una subdngraﬁca nducida ropla de D. Por ser H propia, existe al
menos un vértice'v € V(D) t {3 V.(H), entonces Asim(H) es aciclica,
ya que Asz'm(H) G A i (D) Cn. Entonces por el corolario (1.2.2), H es
nicleo perfecta. . :




CEPTOS. PRELIMINARES :

v(Aszm(D)), yai quc‘"
nucleo perfectd :

’componentc fuertementc caneza od ‘Asimn (D), D[V (a)] es nucleo perfecta B
Demostracuin.

inducida-
pa.ra toda

..Por hipétesis D es, nucleo perfecta., entonces toda subdlgraﬁc
de D es ntcleo perfecta, en particular D[V(a)] es nucleo perfecta,
« componente fuertemente conexa de la parte snnetnca de D. .

Reciprocamente, supongamos que D no es nicleo perfecta, entonces por
el teorema (1.2.3) existe H una subdigridfica inducida de D tal que H es
niicleo imperfecta critica; H C* D. )

Por el teorema (1.2.5), Asim(H) es fuertemente conexa y por lo tan-
to H es una subdigrdfica inducida de D[V (a)], para a una componente
fuertemente conexa de Asim (D). Lo cual contradice que D[V {a)] es niicleo
perfecta. Por lo tanto D es micleo perfecta.

O
Definicion 1.2.4.

Definimos C =:,C-",,(j1,j2‘; ey Jk) ;ﬁomo‘sigue: :
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Figura 1.2: Cs(1, £2)

Teorema 1.2.8. §i 2 .< .7 < [3] entonces C = én(l,d:2,:t3,...,ﬂ:r)
es nicleo perfecta o nicleo imperfecta critica, dependiendo de sin = 0
mod(r+1) 6 n 0 mod(r+ 1), respectivamente.

Demostracion.

Claramente Asim(C) = C,, ya que £2,£3, ..., =r forman flechas simétri-
cas. Entonces, por el teorema (1.2.6) C es quasi nucleo perfecta.

Demostraremos que D tiene nicleo si y sélo si
n=0 mod(r—+1).

Justificacién B

Sin=0 mod(r+1), tenemos que {i|i=0 mod(r-+1)} es nicleo de
C. R ]
Reciprocamente, sea N un nicleo de C. Si u € N, entonces u + 1,u &
2,..,utr ¢ N, yaque (utk)u € F(C), para todo k € {£1,£2,+£3, .., xr}.
Entonces u+(r+1) € N. Analogamcnte utr+1k g Ny u+(r+l)+(r+1) €
N. Es decir,

u+m(r+1) € N con m E Z, ya que N es absorbente. Ademds N es
independiente, por lo que tendremos n=0 wmod(r+1).

Entonces si n =07 ‘mod(r + 1) entonces D tiene micleo, ademds D es
quasi niicleo perfecta.

Por lo tanto D es nucleo pex fecta.




lario.

Corolario 1.2.4. C,(1, +
n=4

2,3,



Capitulo 2

APLICACIONES

En este capitulo se dan algunas aplicaciones de la Teoria de Nicleos
en varios campos. :

2.1. APLICACION EN TEORIA DE JUEGOS
Von Neumann[23]

Von Neumann presenté por primera vez el concepto de nicleo con
el nombre de solucién en la Teoria de Juegos, con el siguiente ejemplo:

Se tiene un conjunto X de situaciones entre las cuales n personas deben
discutir y elegir un elemento z € X (una situacién). Para lo cual deben
establecer la preferencia de una situacién sobre las dermis; estableciendo
primero una relacién de preferencia entre algunos pares de situaciones. Veamos
ahora cé6mo(con qué criterio) establecer una relacién de equivalencia entre
un par de situaciones. Lo que interesa es una eleccién de grupo por lo que la
preferencia individual no serd considerada. Lo mejor seria que las n personas
prefirieran una situacién a sobre una b, pero esto dificilmente se da.

Para definir la preferencia efectiva, diremos que a es efectivamente preferi-
da a la situacidn b, si de entre las n personas existe un grupo de personas
capaces de juntas obligar o imponer la preferencia de a sobre b.

El conjunto de situaciones y la relaciéon de preferencia efectiva que se
da en algunos pares de situaciones, define de manera natural una digrafica
D. Donde X = V(D) y (a,b) € F(D) si b es efectivamente preferida sobre
a. De tal manera, la solucién del problema se reduce a elegir un elemento
dentro del nicleo. Si'N es un niicleo de D, el punto buscado debe estar cn
‘"IN, ya que por ser IV -independiente, no existen flechas entre puntos de N,

asi ningun punto(situacién) de N es efectivamente preferible a otro punto

11
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en N Y si z ¢ N entonces existe otra situacion en 1‘V que es efectxvmmcnte
preferida a X, ya que NV es absorbente.

2.2. BASE DE AXIOMAS
C. Berge [5]

Considercmos una teoria, esto es, un conjunto de proposiciones S =
{a1,a2,...} y se quiere determinar una base de axiomas para esta teoria,
esto es, un con_]unto N de proposncxones(de entre las proposncxones a, a2, )
tales que: LR -

1. Cada proposmxon quc no esta en N se sxgue de alguno de los axiomas.

ngun axxoma se deduce de otro

Este problema. se representa con una dlgraﬁ(,a D, donde V(D) = S. Tene-
mos que a;-=> aj con'i 7% jsi y sélo si (a,, a;) € F(D). Asi, por construccién,
la digriafica D es transitiva, esto es, si (ai,a;) € F(D) y (aj,ax) € F(D) con
i % k # j entonces (a:, ax) € F(D). Ya que si a,J = a; y ax = aj entonces
ap = a;.

Supongamos que N es un nicleo de D, entonces si a; ¢ N entonces
existe a; € N tal que (ai,q;) € F(D), por ser-N: absorbente. Asi, N cumple
la condicién (1). o

Ademas, si a;,a; € N entonces (a;, a;) ¢ F(D) y (aJ,a,) ¢ F(D), por lo
que N cumple la condicién (2).

Por lo tanto el problema de encontrar una base de axiomas para una
teoria se reduce a encontrar un nucleo de la digrafica D; éste existe ya que
se ha demostrado que toda digrifica transitiva tiene nicleo.

2.3. JUEGO ENTRE DOS PERSONAS
C. Berge [5]

Dados dos jugadores A, B y una digrifica D. se define el juego si-
guicnte:

Se fija el punto inicial xg. El jugador A escoge uno de los vértices suce-
sores de g, sea x; dicho vértice. Luego, el jugador B elige uno de los vértices
sucesores de zp, digamos z2. Después A elige un sucesor de zp y asi sucesi-
vamente. Pierde el jugador que ya no puede elegir un vértice.

Claramente, si D tienc ciclos, el juego puede no terminar. Ahora, si D
tiene un micleo NV, el jugador que escoge un punto en N empata o gana; ya
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2.4, UN PROBLEMA DE COMBINATORIA EN LOGICA'*

que los puntos de NV absorben al resto de los vértices de D, por lo'que un
punto fuera del nicleo siempre tendri sucesor en N, en cambio un punto
dentro del nicleo no tendri sucesor en N ya que N es independiente.

2.4. UN PROBLEMA DE COMBINATORIA EN

LOGICA
C. Berge [4]

Consideremos un conjunto de propicdades P = {P,, Ps,...,} y un
conjunto de teoremas T, del tipo: propiedad F; implica propiedad Pj; donde
P;,P; € T y T C P. Los teoremas se pueden representar por una digrafica
D con V(D) =Ty (P, P;) € F(D) siy sélo si se sigue de uno o mads de los
teoremas dados que P; implica P;. Ahora, si D€ es la digrifica complemento
de D, tendremos que V (D°) = V(D) y (P, P;) € F(D) siy solosi (P, Pj) ¢
F(D*) o bien que V(D) = V(D) y (P, P;) € F(D°) si y sélo si (P, P;) ¢
F(D). .

Se quiere demostrar que la teoria representada en D estd completa, esto
equivale a decir que todas las implicaciones representadas por las flechas de
D€ son falsas. Es decir, que p # ¢ para cada (p,q) € F(D€) con p # q.
Para lo cual se ticne que dar un contraejemplo de la afirmacién p = ¢. Cada
estudiante dari un contraejemplo a una de las afirmaciones p = ¢q (con
(p,q) € F(D°) y p# q).

Determinaremos el minimo mimero de estudiantes necesarios para en-
contrar todos los contraejemplos.

Consideremos la digrifica D de la figura 2.1.

Py
P, oP,

oy

Figura 2.1:

D€ es la digrifica de la figura 2.2.
Es suficiente probar que las implicaciones representadas por las flechas
3,4,5,7 y 10 de D° son falsas, es decir, que P, ¥ Py. P, Py, P> = Pj.
. Py = Pa, y Py # Pj;. De aqui se sigue la falsedad de las otras posibles



14 ‘CAPITULO 2. APLICACIONES

Py

s Figura’ 2.2:

- Py, ‘”dev“'D ‘'se tiene que P, = Pj, en-
_macxon de que la flecha (Ps, P3)
er que, P, = P,. Analogamente
,‘.Pq # P;. Ahora, tomemos
“(n;m) € F(H) si y sélo si "la
plicacién m es verdadera”.

IﬂlpllCd.CIOlles. Por c_]emplo s Py
tonces. /% = Pj; lo cual conttadlc
es. falsa(Pz = P3); por lo que; debe su
debe suceder que P; # Py, P2
una digrafica H tal que V(H)’
implicacién n es verdadera?: in

En H,ecl conjunto N = {3 4;5;7;10} esu nucleo, es decir, es absorbente
e independiente. Como N es el’ umco nucleo de H, se sigue que cinco con-
traejemplos son necesarios para -mostrar- “que ‘todas las implicaciones de D
son falsas. Si se demuestra que todo elemento de NNV es una proposicién falsa,
ecntonces todo elemento de D — N es una proposicién falsa, ya que N es
absorbente. Ahora, N es el minimo nimero de proposiciones de las cuales
se nccesita demostrar su falsedad. Si no se demuestra la falsedad de una
proposicién de IV, ésta no se puede demostrar a partir de los otros elementos
de N, pucs no existen flechas entre vértices de N, por ser NV independiente.
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Capitulo 3

EXTENDIENDO
DIGRAFICAS NUCLEO
PERFECTAS A |
DIGRAFICAS NUCLEO
IMPERFECTAS CRITICAS

En este capitulo se definen los conceptos de sp-sistemma y s-sistema
que se utilizan para desarrollar la s-construccion.

3.1. s-SISTEMAS y s-EXTENSIONES

_ En esta seccién se desarrolla la s-construccién y se demuestran varios
teoremas para poder llegar al teorema principal (3.1.3) que nos permite
gencrar una amplia clase de digraficas nicleo imperfectas criticas.

Definiciéon 3.1.1.

Sea Dp una digridfica. Llamaremos a la cuaterna Sy = (Do, U, U,.,U_)
un sg-sistema (sobre Dg) si satisface:

(i) U, U+ y U- sén }@:onjuntosdc vértices con. la misma cardinalidad y

Gi) VDo),

., . U~.son conjuntos
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En lo subsecuente, .
poriuy (resp:u_)’el: vert.lc
alguna biyeccién de U a U

Si So = (Do, U; U...,U
digrafica definida como )’

Observemos que el primer con_]unto de ﬂec 1as md1
estd fuera de U en Dp queda igual en la dlgraﬁca To(to)

El segundo y cuarto conjuntos de ﬂechas indican que a :
en sp(Sp), sélo entran flechas y entran desde’ algiin vértice fuera. de'U6 bien
desde algiin vértice de Us.. v

Andlogamente, el tercer y cuarto conjuntos de ﬂecha.s mdlcan que’ ‘de’iin:
vértice de U, en sg(Sp), sélo salen flechas y salen hacia algun értice fuera
de U o bien hacia algin vértice de U_. : B

Las figuras (3.1) y (3.2) ilustran rcspectlvamente, un So-SlStelna y una‘
digrifica so(Sp).
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Do

so(Se) T
Donde Sy es el sp-sistem - la figura (3.1)

Definicién 3.1.2.

n sa—sxstema, ’ u_,

V(u_) =U..
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Notemos que si U =2 entonces so(So) = s(S) = Dy.
Obserevemos que en $(S); las unicas flechas que existen entre vértices
de U_, son las que estidn en U_. Andlogamente entre vértices de U,..

La figura (3.3) ilustra un s-sistema con la condicién que pide el teorema
(3.1.1). Es decir, cada vez que hay una flecha en U/, 6 en U_, existe una flecha
entre los correspondientes vértices de U en Dg. Por ejemplo, uz, v, € FU,,
entonces uiusz € FDp[U].

La figura (3.4) ilustra la digrafica s(S) de la figura (3.3)
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B . Ui,

v ua. us
Bu. Bﬂ: . &ll
S 1R . .
. vl .
us’ ) ua CEW Ua,

S = (S0:8, Uy ;2{_) es un: s-sistema que cumple la condicién del teorema
(3-1.1): uyvy € FUL 6 uZv_ € FUY_ implica que uv € FDy[U]

Figura 3.3:

_S(S)

Donde S es el s-sistema de la figura (3.3)

Figura 3.4:
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Teorema 3.1.1.° S'c‘a~S
(Do, U, U4, U-). Supongamos ue:
uv € FDo[U] (ver fig.(3: 3)).

Entonces s(S) tiene nucleo st J

Demostracion.

Si U = @. Entonces s(S) = Do Y. por lo tanto s(S) txene nuclco sty qolo

si Dy tiene nicleo.
Supongamos entonces que U # @. Sea Ng nuclco de Do ‘Para. cada u€ U

definimos N, de la siguiente manera:
Si u € Np, N, es nmicleo de 3,.
Si u ¢ No, Ny es nicleo de 8, — {u+}

Claramente el niicleo de ,Bu contxene a {u_, uy}y el nicleo de 8, — {uy.}
no contiene a {u_} ni a Juy}

- Demostraremo

}‘j‘qye Noves nucleo de Do : .
“Sivig: No entonces Ny cs nucleo de" ﬁu {v+} y por lo tanto‘
vz @ Ny. Lo cual contradice la’ elccc1on de v_ REE

Entonces zy ¢ Fs(S) S :

©- caso! (2) . . :
A N(] - U yz. €’ U

uel

eqe caso es dualog,o al (.aso (1)',
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Fxl cate c {z,1 J} C. Do = _No y no existe flecha, entre Ty -y, ya .
-.que: No cs mdcpcndlente y por construccxén de s(S) zy ¢ F.s(S)
caso (4). :
Sz, y eLUIN,

uelU;
. Supongamos que :zy e Fs(S) : o
Ya que:las trayectorias ﬂu son’internamente’ ajenas -y ‘por con- 3
struccién:de s(S), £ = w4 para algin u € .U, .,y
algin v € U:y uv € FDy. . :
Notemos que. {u,v} € Np, por dcﬁnlcxon de N,, Por lo tant‘.o K
uv € F'Dy, contradiciendo que Ng es 1ndepend1ente g :
Entonces zy ¢ Fs(S)

Concluimos quc.Nkcs_ mdependiehtc.'
Probarémos;qu(‘: N:es _ab'sf)rbente.v e
Sea'z e(v’s'(S)) —iN)?

Tenemos tres casos posible:

caso(l) 81 z e B

de s(S), =zwe Fs(S)
Si w € U entonces w_ € Np (por construccxon de !
tanto w_ € N. Ademads como zw € FDO, tenemos quc zw_. €
F(s(S). P !
(3)Siz¢ Uﬂu ; o

En este caso z. € Dg = U - Np. Por lo tanto existe w &€ No tal que'

zw € FDo Analogd.ment.e al caso anterior, existe Juna zN—ﬂecha;
en 's(S). : .

Com.lunnos que N cs.

Adcmd.s N es mdepen lente, por 1o tanto N es ntcleo dc .s(S)




. »Mas aun pre que u. €N, Nu es nicleo de ﬁu.

Recnprocamcnte, supongdmos que u— ¢ N. Entonces ex:stc v G N tal
‘que u_v e Ps(S) (ya que N es nicleo de s(S)).

,6,, entonceq u+ ¢ N, ya que By, cs de longltud par. » 'k

-~ Siv ¢ ﬁu, entonceq, por construccién de s(S) y ya bt "u._'u e Fs(S)
se t tiené que v = w_ para algin w € U. : g

Es dec1r, u_'w_ € Fs(S) y por h]potesm uw € FDo [U]

‘Ahora, si_uw € FDg[U) entonces, por construccxon de s(S), upw_ €
- Fs(S). Ademés, w_ = v € N: Por lo tanto uy ¢ N, ya que N es un
. ‘con_]unto mdependlente :

chon'jlinto independiente.

guientes casos posibles:

y

U Ny, y ya que N es independiente,
nel .

'y solo siu_ € N. AhOI‘d., uy € F'Do v por construccxon de s(S),
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ntradice’que /N es un

_\:Probaremos que ‘no’existen” SgSl-ﬁechas
" Por contradiccién. . - :
- x-"{:Supongamos que existe uv € FDo con i € Sz y v E: S1, uvely -
“y € V(IDy) — U entonces u4v € Fs(S) con v € N(yaquev & S1).
Nétese que uy € N ya que u € Sz. Por lo tanto u,.v € Fs(S) y
{u4,v} C© N, lo cual contradice que N es mdependlente
‘Es decir, no existen flechas de Sz a 5; :
Probaremos que no cxisten S)S2-flechas: -
‘Por definicién de S; y por construccxon de’ s(S) tenemos que
zeENyz¢gU.
o Notemos quey €U yy, €N, por deﬁmcxon de So.
. Sl emste Ty € FDo Entonces TY_ ‘e Fs(S)
: Ademas, y—. & N ya que T e N 'y entonces v ¢ N. Contradi-
ciendo que y € Sz
Por lo tanto :zy ¢ FDo

Concluxmos que N,, es un, coxuunt.o independiente en Dyg.

Demostraremos que'N es ux{ Aconjunto absorbente en Dy.
Tomemos y €, V(D

Recordemos que No 7 ‘_SgUASQ y'.5'1 = N— |J N, tenemos los siguientes

B uel
casos poslbles -
caso (1) - -
Siy ¢ U - -
Entonces y € s(S) = {J ﬁu Notemos que Y ¢ N, ya que y ¢ INp
T uel-- S N
yuy & U ﬁu Por. lo ta.nto, exlst‘

uwel/
strucmon de s(8S)).
Si z € B, para algin v e U cnt ‘nces
ya que y ¢ U Bu ¥
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o caso (2) :

’>u+ e N.. . # 3 ARt P
o8¢ U Buy= ;é u_ para a.lgun u € U entonce Y+l e FLl+
eu

Y yx € FDo (por lupotesxs) Y como uy € N cntonces z € Np.
Notemos que si z es un vertlce interno de alguna t.ra.yectona By
entonces zy; ¢ Fs(S), ya que las tryectorias son internamente
ajenas. Porlo tanto £ = uy 6 x = u_ .

No es necesario analizar si algin vértice absorbe a y_, es suficiente
que alguno absorba a y4 en s(S) por que entonces alguno absorbe
ayen Dg. .

Concluxmos que exnste x G Np tal que yxz € FDy.

Por lo tanto Np es absorbente.

: Entonces‘*Nd es niicleo de Dg.

La figura. (3.5) ilustra un’ s-s:tema que satlsfacelas condiciones (i) y (i7)
del teorema (3 1.2).'La" condlclon (2) es aniloga a la condicién del teorema
(3.1.1). La condxcxon (44) indica’ quc “de los vértices de la digrifica ¢_ de los
que salgan ﬂechab no entren. ﬂechas a los correpondientes vértices de U...
Por c]cmplo, de uy_ sale ﬂecha, entonces no entra flecha a ua_
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(So,ﬁ,u+,u_) es un's- '
del teorema (3.1.2) :

‘un s-sistema en donde So =

Teorema 3.1.2. Sea S = (So,ﬁ,u+, ;
' U_. son digrdficas mnicleo perfectas

(Do, U, UL, U2). Supongamos que L{+
tales que:

(i) 8i uyvy € FIJ+ 6 ulvz e FLl_ entonces uv € F(Sim(Dy[U))).
(ii) St u.v_ € FU_ y z+w+ G FL(+ entonces w # u.

Entonces:
Si Dy es cuasi micleo perfecta, entonces s(S) es cuasi nicleo perfecta.

Demostracion.

Demostraremos que s(S) es cuasi nicleo perfecta.

Por reduccién al absurdo. Suponemos que s(S) no es cuasi nicleo per-
fecta. Entonces existe H una subdigrifica inducida propia de S, tal que H
cs micleo imperfecta critica, ya que toda digrafica sin nicleo contiene una
subdigrifica propia inducida niticleo imperfecta critica.

La manera en que sc procede con la demostraciéon es larga, por lo quc es
conveniente dar primero una idea gencral de ésta. -

A partir de H, se obtiene una digrifica H’' en Dy; se demuestra que
H' es micleo perfecta y en particular tiene nicleo. Después se construye:
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la dlgraﬁca. s(S’), donde S’ ¢s'el s-sistema §' = (SO,B u+,u_)4

sp-sistema S§ = (H', A}, U\, UL) (durante la demostracién se" deﬁnen los a

.conjuntos y las digrificas de ambas cuaternas). Fmalmente s
‘que H = s(S'), para afirmar que H ticne niicleo. i
Si U = @ entonces s(S) = Dy y Dy es cuasi nucleo perfecta
s(S) es cuasi micleo perfecta. -
Supongamos que U # @. Definimos H,, = H M ﬂu p a
Afirmamos que si H,, # @, entonces Hu es- ﬁu, u+‘
Suponemos que H, C Sy. :
Por el corolario (1.2.1) sabemos que 1{ es fuc
es nicleo imperfecta critica. i
Supongamos que {u4,u_} & Hu ;
Si uy. ¢ H, entonces uy ¢ H ya que uy = ﬁu
flechas y vértices de B, que estan en H,,; sea'x
(z.# uy) yz € V(Hy). Como uy' ¢H,Yﬁ
dirigida en H, entonces no existe :z:u_~trayecton
contradice que H es fuertemente conexa.
Por lo tanto H, C {u_}.
Entonces H, = {u..}. :
Analogamente, si u_ ¢ H, entonces H, = {u.,. .
Ahora, supongamos que {us,u_} C Hy. Como Hes ue}‘tcmente conexa
y H, & Bu, existen puntos y flechas de 8, que no'estin’en’ Hu y por lo tanto
no estin en H. De mancra analoga al caso {u4,u_} G Hy; llegariamos a que
H no es fuertemente conexa. Por lo que si {uy,u_} C H, entonces H,, C
{u4,u_}. Y por lo tanto Hy = {uy,u_}. Ademds, por la condicién (ii), si
65 (uy) # 0 entonces 6 7(u_) = 0. Por lo tanto no existe u_v-trayectoria
con v € V(H), lo cual contradxce que H es fuertcmente conexa. Por lo que
si {uy4,u_} € H, entonces B, = H,.
Es decir, si H, # & entonces H, = {u_,_}, {'u._} 6 Hy= B,
Ahora, definamos H4., H_, Hy y W de la s:gulente mamnera:

H_={u_.e€U.NH|H,=
]10 = {"’ e UIHu —ﬂu}
V(H)—

Notemos que II+, ll_, Hy y W soh‘ ajenos dos a dos.
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Ahora, sea' H' la subdlgra.ﬁca (no necesanam
da de H y tal que:.

6. u, ve(H+UH_)yuv€FH

) Dc est;a. manera, en H', las trayectorias 3, regresan a ser un solo vertlce
en Hyp, el correspondlente uwe U C Dg. : :

Los vértices de H . regresan a sus correspondientes vértices en U C Do
Andlogamente, los vértices de H_ y Hy. :

Los vert;lces de W regresan a sus correspondientes vértices den Do -U,
W C V(Dg) —

Asi, al obtener H', estamos regresando a Dy, por lo que aunque H " se
obtiene de H y H es una subdigrifica inducida propia de,s(S), H' es una
subdigrafica (no necesariamente inducida) de Dg.

Demostraremos que H' es una digrifica nicleo perfectd, pa.ra lo cual
probaremos primero los siguientes resultados: : o I

(a) Si 'H.,_ 7 & entonces H'[H (] es nicleo perfecit,a..\
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‘que T E "HO): Ademas ya que
Ho U W SRR

: .es una

subdigraifica mducxda propla ‘de s(S) Por deﬁnnc:on de s(S) no ..
salen flechas de u_ a 2z, estoes u_zy & F(s(S) Por lo tanto dicha
flecha es u_z_, entonces u-z_ €: F(U+ (W) H)C Fs(S) “Alora,

por la condicién (i) si u.z. € Fs(S)’ entonces z. € ,SimD()[U]...
Entonces zu € FDg[U], ya'que z € Ho yvp tanto z:€ Ul Bs*
decir, zyu— € FH. :

Entonces por la condicién (5) zu_ e FH

caso (2)
SizeW
Tenemos u—_z € FH' entonces p01 la. COlldlClOn (2), u-z € FH
y por lo tanto u_z €, Fs(S), lo cual: es 1mposxble por como
estd definida s(S). :

caso(3)

- Size Hy ;
Por definicién de H.,_"teriéfno que zi=
lo tanto u_v, € FH'. Por}
u_v4 € Fs(S), lo cual

v+, con vy € U+r‘1H Por
n.(6) u_v4 € FH entornces
'le po’ 'como esta deﬁmda s(S). i

(d) Toda (V(H')—H.,_)H fle

'Por la condlcxon (5), existe {:1:+,n, }v+—ﬂecln'x en H y como H es -
‘una subdigrafica inducida propia de's(S); #:v1 ‘¢’ FH yaque por .
como se define s(S), z_vi ¢ Fs(S). Entonces z.vy € FH, por:
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‘1o tano :1:_,.'u ces, por, deﬁmuon o
de s(S) :z:_,_v._ € FHy vyz eiFH ademas _Hy® entonccs.
. por la condlcxon (J), V4T E FH
zz € FH'. ~~

. caso(2)
Size W.
Por la condicién (4) zv, € FH con
imposible por deﬁmclc’m de s(S

caso (3)
Si T e H._

U;lo “cual cs

por la condlcxén 1), wu,v e HgUW y uv € E. or |
H'[HqUW] 2 Do[HoUW)]. Notemos que si Do[HoUW] = D, entonces
H = 5(5) lo cual contradice la eleccién de H. Por lo tanto Dg[Ho U
- W] & Dp. Ademds, por hipétesis, Dy es quasi nicleo perfeét_a, por lo
‘tanto Do[Ho U W) es niicleo perfecta. Entonces H’ [Ho u W] es nucleo
perfecta

(f) H' — H, es nicleo perfecta.
: Claramente V(H' = H+)‘-

Si. H. = ‘&"entonces  H'
. tendnamos que ‘H' —

H_UI{()UW

- H. = H’[Ho U I/V] y por el mcnso (e)
H+ es: ucleo perfecta.v

Supongamos que:H. 9éz.

- Sx toma.mos que'V1 ky
Ly - Vo= HguUW _Por los mcnsos (b) y_(e) (H! : )
(H' — Hy)[Hp U W] = D3 son’nticlec ‘perfectas.; “Ademds por el inciso
“*(c); toda D;Dy-flecha en H'— H+ es; sunetnca.;EntonceS se cumplen
“las hipétesis del- tecrema (1.2. 5) y: por 10' a.m:“ H' - H+ es. nucleo
‘perfecta. ‘ : o




th H.,. = * antonces H' ZH ;— &= H' - ~‘H+ y po.'r"el inciso (f) H'
es nucleo perfecta. 2 s
Si-H, -75 @y H — H+ = & entonces H' J'H’[H_f.] y por el inciso (a)
. ‘H' es nucleo pcrfecta s ;
Por'lo: tanto podemos tomar.. (H' — H.,.,H.,.) como una particién de
V(Hf)._dopde H'[H''— H,) y H'[H,] son nicleo perfectas y por el
“inciso (f), toda (V(H') ~ H.) H.-flecha es simétrica y por lo tanto se
cumplen las hipétesis del teorema (1.2.5), por lo que podemos concluir
.- que: H' es nucleo perfecta

(h) H = s(S’) :
Donde S’.— (SQ,B’ U Lu'l), Sy=(H',Ho,U,,UL)
U= (up | ue Byl UL = (u- |ue ), f'= (fulueHo}

Asi, 5(S') cumple las hipétesis del tecrema (3.1.1) (ya que s(S) las
cumple). Por el inciso (g) H' tiene nicleo entonces por el teorema (3.1.1)
5(8’) tiene nicleo. Ademds, por el inciso (h), H tiene nicleo, lo cual con-
tradice que H es nicleo imperfecta critica.

Por lo tanto toda subdigrifica inducida propia de s(S) tiene nucleo.

Concluimos que s(S) es cuasi nicleo perfecta.

0

Teorema 3.1.3. Sea S = (So,ﬁ,u+,bl_) un s-sistemna en donde So =
(Do, U, U4, U-). Supongamos que L{.,_. J L{_ son digrdficas nicleo pc1fcctas,
tales que: B ’
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(i) Siujvy, € FUy

(ii) Si-v. € FU’

FEntonces bs(S) es una digrdfica miicleo imperfecta critica (resp. nicleo
perfecta) si y solo si Dy-es nicleo imperfecta critica (resp. nicleo perfecta).

Demostracion.

Por el teorema (3.1.2), sabemos que si Dy es cuasi niicleo perfecta en-
tonces s(S) lo es. Y por el teorema (3.1.1), sabemos que si Dy tiene micleo
entonces s(S) tiene nicleo.

Por lo tanto, si Dg es nicleo perfecta entonces s(S5) lo es.

Ahora, el teorema (3.1.1) es una doble implicacién, por lo que si Dg no
tiene nicleo entonces s(S) no tiene niicleo.

Por lo tanto si Dy es niicleo imperfecta critica entonces s(S) es nicleo
imperfecta critica.

Demostraremos que si s(S) es quasi niicleo perfecta entonces Dy es quasi
niicleo perfecta.

Por reduccién al absurdo.

Supongamos que Dy no es quasi niicleo perfecta. Entonces existe H una
subdigrifica inducida propia de Dy tal que H es nicleo imperfecta critica.
‘Definamos el s-sistema S’ = (S5, 8, U+, U’'}) de la siguiente manera:

Sh = (H,U',U%,UL) donde U’ = V(H) NU
Uy ={uyp|uelU’t y U_={u-|uelU'}
B ={BuluelUl, U =UU)] y U_=U_[U]

Asi, el s-sistema S’ se forma a partir de la digrafica H y de los conjuntos
U',U’ y UL.Donde H es la subdigrafica inducida propia de Dyg que es miicleo
imperfecta critica.

...+ U es el conjunto de vértices de U que estdn en H, por lo que cada vértice
u € U’ tiene su correspondiente vértice uy € U, y su sorrespondiente vértice
u- € U-. De manera que [UY| ={U_| =|U'] Uy CU;s y U_CU-.

~También 8’ C B ya que B’ se forma a partir de vértices de U’ C U y 3 se
forma a partir de vértices de U.

De tal forma que al construir s($’), ésta es una subdigrdfica inducida
propia de s(S). Esto es, s(S') &* s(S), ya que:

s(8) =so(SHHL U BLUU L uU_
=144



s(S’) c* s(S) y s(S) cumple la.s
las hipétesis del teorema (3.1:1);
nicleo, ya que S, = (H,U’, U_,.,U"
imperfecta critica. e

Por lo tanto Dy es cuasx nucle

nicleo perfecta.
Ademais, por el teorem
entonces Dy lo es. Y si"Dyg

uv € FDg[U]. P
Entonces s(8S) es cuasi_ o’ es cuasi nicleo
perfecta. : O

Demostracion.

Demostraremos que Dg es ¢

Por reduccién al absurdo."

Suponemos que Dy no es. cu
subdrigréifica inducida propla de
critica. o S
Definimos un s-sistema S’ '="(S§, 8"\ U5
demostracién del teorema a.ntenor. Y analoga'
una subdigrdfica inducida de 's(S)."

Por hipétesis, s(S) es cuasi nuclco perfectal
nicleo. Y por el teorema (3.1.1) H tiene nuclco Lo cual c
de H. :

a.ntb‘-‘.é(S’) tiene
tradice la eleccién
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Entonces Dg es cuasi nucleo pcrfe

Reciprocamente, demostraremos:qu

Por reduccién al absurdo. ¥

Supongamos que s(S) no es cuasi micleo’perfecta.:Entonces exlstc una
subdigréfica inducida propia de’s(S), sea-D,tal: que: ‘D es nucleo imper-
fecta critica. Observemos que D 2 5(S') -con’ 's(S") ‘definida’como -en la
demostracién del teorema anterior. Donde H G* Dg. Por hipétesis Dy es
cuasi nicleo perfecta. Por lo tanto H tiene miicleo. Y por el teorema (3.1.1)
s(8') tiene nicleo; lo cual contradice la eleccién de s(S').

Entonces s(S) es cuasi micleo perfecta.

]

3.2. EXTENDIENDO DIGR“&FICAS NUCLEO
PERFECTAS A DIGRAFICAS NUCLEO
IMPERFECTAS CRITICAS

En esta seccion se demuestra que cualquier digrafica nicleo perfecta es
una subdigrifica inducida de un conjunto infinito de digrificas nicleo im-
perfectas criticas. Es decir, que cualquier digrifica nicleo perfecta se puede
extender a una digrifica nicleo imperfecta critica. Como una consecuencia
de esto, se demuestra que cxisten digrificas asimétricas nucleo imperfectas
criticas con ntimero dicrématico arbitrariamente grande.

El siguiente teorema es una aplicacién importante del tcorema (3.1.3)

Teorema 3.2.1. Toda digrifica nicleo perfecta « (resp. digrdfica o nicleo
perfecta asimétrica) es una subdigrdfica inducida de una digrdfica nicleo
imperfecta critica (resp. digrifica a nicleo imperfecta critica asimétrica )

Demostracion.

Sea a una digrdfica micleo- perfecta y sea Dy una digrafica niicleo im-
perfecta critica tal que existe un conjunto U’ € V(Dg) que satisface las
siguientes condiciones: |U’| = |V (a)| y, SimDo[U’] es completa.

Sea U C V(Dyp) tal que cada ﬂecha simétrica.de Do tiene al menos un
cxt;rcmoenUyU'CU e :

Tomemos Dg = Cz,"(l :!:2 :!:3,...

= {0,2,.. 2m-—2}y2m>4 .

Dy sigue siendo micleo’imperfecta crlt;xca,ya que por el corola' 5:(

Cn(1, £2, %3, ..., i[n/2]) es:niicleo 1mperfecta crltxca. con’ n = »4

‘im) ‘onm > Vi), U = V(Do) o
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Deﬁmendo asi Dg y U’ tenemos que Dy[U’] = SimDg[U’], por construc-
cién de Cgm(l 42,43, ..., tm). Ademas U’ satisface las condiciones de que
SimDo[U’] es complcta. y |[U’| = |V(a)| y cada flecha simétrica tiene un
extrcmo en U: Por lo tanto a C Dgo[U’].

7 Sia = Dg[U’], ya terminamos,.ya que Dg[U’] es una subdigrifica induci-
da de Dg y Dg se tomé niicleo 1mperfccta cntlca

Supongamos que o & DO[U']

Tomemos U y Uv_.,ta.,les ‘qu

U+[U+] Z=2a !

Donde U} = {u+ | e

V(Us) =Ug, V(L(_

ULcU, y ULCU:

Y sea 8B, cualquxer tra gidé. de longitud par, por ejemplo, F;.

Notemos que es analogo tomar u_.[U '1=2a, FU_ = FU_[U']

y FU, =

De esta manera se obtxene el -s-sistema. S = (So, B, U4, U_) donde

So = (Do, U, Uy, Uz 2o

Notemos que si zywy. € Fu+ entonces w_v— ¢ FU_ para cualquier v_ €
V(U_) ya que FU_ = @. Por lo tanto el s-sistema cumple la condicién (ii) del
teorema (3.1.3). Ademas, si ujvi € FU4 entonces uivy € FU, [UL], ya que
por construccién Fily = FU,[U,]. Entonces uyvy € UL y por definicién
de U4, wu,v € U'. Por lo tanto uv. € FDg[U'], ya que como se mencioné,
Dy[U’] == SimDy[U’], de esto también tenemos que si uv € FD[U’] entonces
uv € FSimDg[U']. k

Ahora, U’ C U, por lo tanto SimDg[U'] € SimDy[U]. Entonces uv €
FSimDy[U].

Es decir, cl s-sistema cumple la condicién (i) del teorema (3.1.3)

Ademads, U4 es nicleo perfecta, ya que FU, = UL [UL ]y UL UL ) = ay
por hipétesis o es micleo perfecta.

Y U- es nicleo perfecta, ya que es una digrafica solamente con vértices
aislados pues FU_ =&

Entonces el s-sistema cumple también las hipétesis del teorema (3.1.3).
Por lo tanto s(.S) es una digrdfica micleo imperfecta critica, ya que Dg lo es.

Asi, s(S) es una digrifica que se construye como un s-sistema y bajo las
condiciones (i) y (#7) del teorema (3.1.3). Entonces, las tnicas flechas que
hay entre vértices de U){ en s(S) son las que tengan dichos vértices en U,..
Ademds, si uyvy € FU, = FU,[UL), entonces uv € FSimDg[U] y por lo
tanto uy vy € Fs(S). Entonces a = s(S)UL] C* s(S).

fu_lue U,
U] = U2] = [U-I,
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Es decxr, o es una sudigrifica inducida de una digrifica micleo imperfecta
crltlca.

Tomemos ahora una digriafica o nucleo perfecta asimétrica. Procedemos
“de manera andloga al caso en que la digrdfica no es asimétrica. Obtenemos
entonces el s-sistema S = (Sp, B,U+,U-) donde Sg = (Do, U, U4, U_). Aho-
ra, notamos que toda flecha simétrica de Dy tienc un extremo en U (por co-
mo se definié U). Asi, al construir s(S), cada flecha simétrica en Dy se abre,
siendo ahora una flecha asimétrica, ya que tomamos U = V([)). Ademis
U, es una digrafica asimétrica, ya que FU; = FUL(U,] y U [UL] = a (por
construccién).

Entonces s(S) es una digrafica nicleo imperfecta critica asimétrica.

Es decir, la digrafica nicleo perfecta asimétrica a es una subdigrifica
inducida de una digrifica nicleo imperfecta critica asimétrica.

O

El siguiente corolario es consecuencia directa del teorema (3.2.1)

Corolario 3.2.1. Eziste un nudmero infinito de digrdficas nicleo imperfectas
crilicas que contienen a una digrdifica nicleo perfecta dada.

Demostracion.

La demostracién se sigue del teorema anterior, ya que a partir de una
digriafica nucleo . imperfecta critica Dy = C"gm(l,:f:2,:i:3, ..., k) se puede
obtener una infinidad de digraficas nicleo imperfectas criticas s(.S) variando
la longitud de las tayectorias dirigidas 3,.

Ademas, mm > . |V(a)] y m € N. Por lo tanto existe una infinidad de
digaficas niucleo imperfectas criticas de la forma C."zm(l,:t2, +3,...,£m) a
partir de las cuales se obtiene una infinidad de digraficas nicleo imperfectas

criticas que contienen a la digrifica nicleo perfecta dada a.
) a

Definicién 3.2.1.

El ndmero cromdtico de D, x(D), se define como el minimo nimero de
colores requeridos para colorear los vértices de D, de tal forma no existan
flechas entre vértices del mismo color. Es decir, que las clases cromaticas
sean conjuntos independientes.

Definicién 3.2.2.

El nimero dicromdtico de D, dy.(D), se define como el minimo ntiimero de
colores rcquendos para colorear lo vértices de D, de tal forma que no existan
ciclos dirigidos: monocromatlcos. Es decir que las clases dicromaditicas sean
aciclicas. :



grande como se quiera. Ademas dk(Do) > n. . _f
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Capitulo 4

NUEVAS EXTENSIONES
DE DIGRAFICAS NUCLEO
PERFECTAS A
DIGRAFICAS NUCLEO
IMPERFECTAS CRITICAS

En este capitulo se desarrolla la 7)-construccién y la 7T-construccion,
que son una generalizacién de la s-construccién y que tambin nos permiten
extender digrificas nicleo perfectas a digraficas nicleo imperfectas criticas.

4.1. INTRODUCCION

En esta seccién se introducen los conceptos de seminicleo, grdfica
subyacente, co-raiz, darbol con co-raiz, flecha paralela, multi- di-
gradfica, conjunto A-homogéneo y nicleo independiente médulo Q.

Ademas se demuestran dos resultados que serian de gran utilidad para el
desarrollo de las secciones 2,3 y 4 de este capitulo.

Definicién 4.1.1.
Un conjunto § C V(D) es seminiticleo de D si S es independiente y tal

que para cada.xz € (V(D).— S), si existe una flecha de § a z, entonces existe
una flecha de z a S en D.

Ver fig. (4.1)
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A = {up, u2} es sun semintcleo de D’
P : wor

Teorema 4.1.1. Sea S un semznucleo de D y definamos B={veV —-§|
no existe flechade va S} Y. ‘N' es niicleo de la subdigrdfica B de D inducida
por B. Entonces S U N'“es un niicleo de D.

Demostracion:
i

s.que SUN'’ es independiente. Procederemos por
contradxccnén Supongamos que existe una flecha f con extremos u,v y
{u,v} c:§ U N’.-COonsideremos todos los pesibles casos:

(VueSveN

(i) ¥ (i) no pueden ocurrir ya que estamos suponiendo que existe flecha
de u a v 'y tanto S como N’ son mdependxentes (uz) tampoco es posible
por definicién de B y ya que N’ C-B.

Si (iv) se ‘cumple, entonces exxste una flecha 'de S a N’. Ahora S es
seminiicleo de D, por lo tanto existe flecha de N’ a S, lo cual implica que
(#4i) se cumple y ya vimos que no es posible.
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Dntonces s U N es xndcpendlentc :
- Probaremos que S-U N’ es absorbente.
Sea 'z €V (Dgp) tal quez¢SuN' . = : .
Siz e V(B) M (N')¢ entonces exxste v E N' C V(B) tal que xv € F(B),
ya que N’ es nticleo de B. - : :
Si z ¢ V(B) entonces, por deﬁmcxon de B'
flecha en D. . .
Por lo tanto SUN’ es absorbente.
Entonces §U N’ es nicleo de D.

ya que :z: ¢ S exnste :zS-~

Definicion 4.1.2.

La grdfica subyacente de una digrifica A es la grifica obtenida al borrar
las orientaciones de las flechas de A.
Ver fig. (4.2)

Definicién 4.1.3.

Un vértice v de la digrifica A es una co-raiz de A si no hay flecha en A
con punto incial en v y v es el tnico punto con esta propiedad. Es decir, no
hay flechas en A con punto inicial en v y para cada vértice z # v, z es
punto inicial de alguna flecha de A.

Ver fig. (4.2)

Definicién 4.1.4.

Decimos que una digrifica A es un drbol con co-raiz, si A es asimétrica,
la grifica subyacente de A es un arbol y existe una co-raiz en A.
Ver fig. (4.2)
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v A’

A es un arbol con co-raiz v A’ es la grifica subyacente
de la digrafica A

Figura 4.2:

Definicién 4.1.5.

Se dice que f; y f{ son flechas paralelas en D, si ambas inciden desde
u y hacia v con u;v € V(D) y u 7 v. Si en una digrdafica D existen flechas
paralelas, diremos que D es una multidigrdfica.

Ver fig. (473)‘_

-~ Figura 4.3:
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Definicién 4.1.6. G .,' . :J R e R S L <

Scan D una multxdlgraﬁcay A T C V(D) Dlrcmos que T es A homogeneo

is un’ ‘nicleo

.(u) Para. cada w e N" n QC exxst una wN-ﬂecha=

Ver ﬁg. (4 4)

Q = {us} .
N = {uo,uz} es un n.i. mon de D

< Figura 4.4: .
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La. ﬁgura. (4 5) 1lust.1a una dlgl’dﬁcd. delktlpo U ~/, qﬁé se‘déﬁne'ell el
’ : SEFA :
~lema (4 1% 1) .

A a a

Figura 4.5:

Lema 4.1.1.- Sea A un drbol con co- raiz, | V(A) |= 2y (’yf)f (ugws)EFA UTE
kfamzha de- tra_/ectorzas' dzrzgzdas internamente ajenas de longitud positiva
par tal que vfes una urvy- trayectoria dirigida y v )N V(A) = {'U.f,'Uj'}
Tomemos la dzgra_ﬁcu U Ver fg (4 5).
: fEFA . ; :
8i N es un nicleo zndependzente mod{ao} de - |J v/ éntonce.sj V(A) es
: e JEFA. i ‘

N-homogéneo.
Demostracion.
Por induccién’ sobre | V(A) | i
(1) Si| V(A) |=2"

Sean {ag,ai} = V(4) y a0 = £, f{f}-= -F(A) y definamos v/ =
(a-laa29-- :a2uaa0) L

Si ag € N entonces ap, € N . ya que N es mdependlente luego a1 €

N Asi- llegamos a que ap; ¢ N para. l. G {1 2 .;n}. En particular
a2 ¢ 'N: Por.lotanto a; € N.:

¢ N ya que IV ¢s independiente.
PRA 'n.} En particular a; € N.

Siag & N entonces ayn € Ny agn_
Asf llegamos a que ay; € N paraz
Por lo:tanto a; ¢ N.
: ‘Ent‘.ouces a9 € N siy solo si a

‘Por lo tanto V(A) C N 6 V(A) cV( U 4 — N). Es decir, V(A) es
T reFaA

' N-homog(.n(,o.
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£he .zgvfhgpu'ccrézv

g 'anero demostra.remos que en A existe al menos un vertxce u tal que j';': :
o8 (u) = 0. ) :

. A es'un drbol con co-raiz, por lo tanto la graﬁca. subya.cente de A es unv

irbol. Sabemos que en el drbol existen al menos dos vértices de: grado' ; ' ’

) ‘uno. Ademais, alguno de estos dos- vertxces es distinto de la co-raiz, .-
- "sea u dicho vértice. Como u # a,: entonces 6"‘(u) > 0 Por lo tant;ol»‘”"
Sh(u)y=1y é;3(u) =0. ST
Ahora, sea g = uw € F(A) una ﬂecha tal que ‘5,1 (w) =0 y u :;é ao- Sea
N un n.i.mod{ag} de U 'yfyA ‘

Demostraremos que Ao es un. arbo con co-ra.xz ag.

Por construcciéon Ag = A — {u} por lo tanto Ap es asimétrica. Ahora,
por eleccién de u, 6,(u) =0 y, ya vimos que u es un vértice terminal
" del drbol T que es la graifica subyacente de A. Entonces la grafica
subyacente de Ag es Tp =T — {u}, de aqui que Tp es un arbol. Ademids
u 7% ag (por eleccién de u). Se sngue que ag € Ag es co-raiz de Ag.
Entonces tenemos: o

(a) N' = Nﬂ U V('yf) es ixntri.i;.mo‘d{ao} de U ~f.
A RS it heiiiing JeF Ao
Justnﬁca.cnon. : -
N’ es independiente ya que N lo es y ‘en pd,rtxcula.r N'CN
Demostraremos que para cada z: € (N’ )" n ({ao}c) exlste unn_
zN'-flechaen |J =~/. : :
JEFAQ

Notemos que (N')¢nN {ao}‘f}‘

¥ = U
JeEFAp JEFA

U - {“0."’,%}):'. s

JeFA
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(b) N'A _‘— N ﬁ V('yy) es un n.i. mod{w} de la trayectoria 9.
Justificacion.
“N" ¢s independiente, ya que N lo es.
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tanto z # a
Adémés, N. e

Es decir, N es n.i
Em.onces, por (1),

v( Uh=n
Ahora, V(A)

Concluimos que V(A) es 'A'-‘xcxx;_log‘

23%: 0 N

4.2. 71-SISTEMAS

En esta seccion se desarrolla la 7q-construccién, quees una generalizdtion
de la s-construccién y que nos permite extender una dlgraﬁca nucleo per fecta
a una digrdfica niicleo imperfecta critica. S :
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Definicién 4.2.1.

Sea D una multidigrafica y u € V(D) Uxm partl n = F,T(D) U

F (D), digamos 7y, = {2, ..., u™™ u,} qerd Nam cia una T- 7 ;'tzcmn enu
si satisface las siguientes propledades JE

(1) 'u.‘__ C Fr (D) para cada i € {071
(2) vy = F+(D)

su? ,ui,u+} uy = {fl,fz}

= (), (u,u_> (o 1) [CRAHCS 3)}

Ty = {u—aul

F:gura 4 6:
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(2) A= (Au)uEU es una famlha. de ax;boles con co-rmz, .
donde V(A4,) = T L
co-raiz de Ay, y | mu |2

to = (Do,U A) esiun 'ro i

Fxgura 4 7
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Definicién 4.2.3.

Si to = (Do, U
la digrdfica definid

.d(:_ﬁxudja;.‘ como sigue:”

) Notemos que la m
a so(So). '

Donde to cs el 7'0-51st;ema. dc la figura

F)gura 4 8:
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Definicién 4.2.4. ) . ) :
La pareja t; = (10,'7) sera. Ilamada. un 'rl -szstema it = (Do U A) c~
un 7p-sistema y y = ('yu)ueu'sa 3] hce RAEERIN

1) 7= (’Yu)fel‘Au,
ajenas.

t1 = (to,7Y) es un 7-sistema. Donde to cs el To—sxst.enm de ]a ﬁgura (4.7)

Flgura 4 9:
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T L uEU fEFA
Donde 'ro(to) es la dngtaﬁca de la ﬁgura. (4.7) y v es la familia de trayectonas
de la ﬁgura (4 10) S ; ;

: Figura 4.10:

Observac:on 4 2 1.

Si T es una’ trayectona dirigida de longitud positiva par. Con T =
(220, 215 -.. uz,,) y n 2 1 entonces las siguientes propiedades se cumplen' 5

(i) Nv ={u; | i=2k " 0< k <n}={uo,us,.., uzn} es un n.i. mod{uz,.} de
T més atn, N es un nucleo de T que contiene a {ug, ug,,} :

T

- —O>0>—0>0
Ug U, Uy Uu;: u,

de T t.al que {ub,ugn} C: N '
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T

O>—0->O>—0->0
Ug u; U, u; U,

N = {u;,u3} es un n.imod{us} de T

Figura 4.12: .

Teorema 4.2.1. Seca t, = (Do,U A 'y) un Tl-szstema. Sz Do tzene nucleo
entonces T (1) tiene nucleo : S E

Demostracion.

Sea Ng un niicleo de Dy: De la. observaclon (4.2.1) tenemos que para cada
velUy f= ‘11)1'102 € F(A.), cxxsten Nl I'N s -dos nucleOS mdependxentes

mdédulo {‘LU2} de ~i. Tales que {wyi,wa} C°N, {wl,wg} C (N, j)c
Donde ’Yu (uO = ’lUl, ula‘ 1u2n‘ = ’lU2), :
No’f = {ug = Wi, uz,..., Ugn = ’UI2} con u€ U.

Sca Np un nicleo de Do y N "A'UBUC, donde ‘

A'=Non (V(Do) -U), B-=

. Demostraremos que N:es micleo’de' (tl) i

- Pmmero probaremos que. N es mdependxente

A’ es independiente ya que No loes. B’ es mdependlente por construc-

cién de 71(t1) ¥y ya que cada’ N° res mdependlente. Ces mdependnente }

por construccién de 71(¢t1) y.ya que cada N} u.r 10 €s.

Ahora, sea w G C. I’or ‘definicién de C,w € '7.{ pa.ra algun u € U ta] .

que u ¢ No ywe N1 ' Notamos que w # (u,ui) 'y wF(
i€ {0,1, “ 1n(u) - 1}), ya que por construccxon de- 1\’1

Nilry (u, u‘ )¢ N1 Ly por construccién de 7 (tl),
{wl,wg} con f= Wiy )
Entonces no exlst;e wA’- ﬁecha, wB- ﬂecha A’w-ﬂecha ni

Ti(t1). Bl ' : 2
Es decu' N es mdepcndxente en 'rl(tl)

3w-flecha en



‘ Notamos que

(w u+) el

'u
fEl‘Au e

“Por lo tanto u ¢ 'Ng." =
Si z = (u,ul) entonces

ice: alslado en'Au lo ‘cual con-
) t.radlce que Ay es ‘un ‘arbol. Entonces z = 2zg, esto es, z es
el punto mlcxal ayectoua de longitud par pos-
itiva, dlgamos YA zo,zl,. .y 22n). Por lo tanto zz; €
F('y.{) C F(Tl(tl)) \Ademas, pOI construccién de N} u fr ¥ YA
“quew'g Ny, z € C'yiporlotanto =z € N.

' Si z = (u, u+), como’ u ¢ No, entonces cxiste z € Ny tal que
ur € FDO REEE
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uO:'u‘la 1u2n)

- Sx uE: No entonces uo, Ugn € B (ya que'por deﬁmcnon de N ]

) ug, u2n € N f) Por lo tanto {uo,ug,u4, U} S BCN
,_Ademas, z- ¢ N, en partlcular z ¢ B, entonces z = ugk—
j,‘para algin- k- e {1, 2,...,'n.} Y por construccnén de 71(t1),
L Ugpls 1uz € F‘rl (t1) con ug eN.

Siu'¢ No entonces {u1,us, ..,uzn—l} € € € N y como
z ¢ “N,'en particular z ¢ C. Por lo'tanto z = ug para algin
ke {1,2,.,n—1}Y por construccxon de 71 (t1); ugkU2k+1 €
Fr(t1) con Uzk41 € N.. S

Por lo tanto’N es’ a.bsorbente en 7'1 (tl)

Concluimos que N es n
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Entonces, por el lema tenemos que V(Au :
tanto V(Au) es N-homogéneo.

Ahora. definamos Ny = BUC donde B:="NN[V(D

y C= {HEUIV(Au)CN} ‘
Demostraremos que Ny es niicleo de Do

= Primero probaremos que Np es mdep diente

B es independiente ya que: N lo es'

Afirmamos que C es mdependlente
Justificién

Sean w,z € C. Por deﬁnxcxon de C tenemos que w,z€ U, V(A: ) S
N y V(Ay) € N. Por lo: tanto, no: ex:sten V(A:)V (Aw)- flechas, ni
V(Aw)V (A;)-flechas en -rl(tl') (ya que N es mdependlente) en par--
ticular no existen.. (w, :
(%) conze{O 1 m

3 hzi‘s/,' ni’ CB—ﬁcchas éli."r.‘ly(tlz)r- e
Justificacién: R T o
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Sean b € B yceE: C Por kdeﬁmcnén de B

‘beNy(c,c )GN) Deaquly
qucbc¢FDo

N::Por 16” tanto

Es decir, Ny es mdepend1ente

= - Demostraremos que si z e Do
zz. € FDg.

Seca z € Do—-No;

te z € Np tal que

Caso (1)
Siiz G V(Do)

Por deﬁmc1én de 1'1 (tl), z ¢ U U ‘V('y;f), adema.s z¢ No.
; o K U‘fEI‘A., K

: ; : uEU f EFAu : -
Notemos que por’ construccién-de 71 (tl), x = (u, ui. ) pa.ra. :
'a.lgun uw€e€Uconie€{0,1,....m(u) —1}:" ... ‘
Ahora,’ya quez € N, tenemos que = = (u, i ) e N Ademas, .
ya se demostré que V(A,) € N. .
‘De aqui que u € CcCc No Ademas por construccnon de Tl(tl),‘
zue FDygy.
Caso(2)
Size U
Por constriccién de 71(¢1), tenemos que w = (z,z;) para algin

we U U V('Yu

uEU feFAy
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: Ahora., :z: e N enton :
Por lo tdnto No es absorbente n Do.
Conclulmos que’ No cs nucleo de Do

Definicién 4.2.5.

Sea T un irbol con co-raiz. Un subcon_)unto S de V(T) seri llamado una
seccion inicial de T, si para’ cada. w € T tal que existe una wS-trayectoria
dirigida en T, se tiene que w G S.

Ver fig. (4.13)

S = {ui, 122,1),5, wy} Uy’ ; t{ué,v'iz;-,-} son secciones iniciales de T
: Figura 4.13:

Notamos que el (.onJunto vacio es una seccién inicial de cualquier drbol
con co-raiz.



Observacién 4.2. 2

Para cada u eU, :

donde S = (Sua —V(Au
una seccién mxcxal de A

V(’n{)] = D[ GHA" V().

a 1sface las propxedades requeridas y H N

: V(A
FEF(Ai=Su) -

vabhl= Y (H0Dved) ¢
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*‘TENSIONES DE DIGRAFICAS'N.P;'. ‘N

' }:Ahora, po ol corolario (1.2.1), H es fuertemente conexa (ya.
wrquesH: ‘es nucleo unperfecta critica). Y de la definicién de 7;-

) 'sxstema, V("/u)ﬁV(Au) = {w),wa2}. De aqui que HﬁD[V('y.f)] c
- -D[{wy;w}]: .

Luego, deﬁmmos
Au’ = Au[{z e V(Au) | e:mstc una zw — trayectoria

- dzrzgzda. . contenida en Ay}]

Hw,—HnD[ U V('v)
) feFay!
= ‘Afirmamos que lev‘— ]
Justificacién.
Supongamos que H,,‘,l ;é Z. ,
Sea Hp = H[V(H) = V(le)] Notemos que Hy # @, ya
que si Hy = @, entonces V(H) = V(H,,) y por lo tan-
to H C U V('yu), con ‘H nicleo imperfecta critica, lo

JeFAy ;- :
_cual contradice que : U ‘V(7d) es nicleo perfecta (por el
IEI‘Au :
corolario (1.2.3) y ya que U V(’y,{) no contiene ciclos,
fEFA.
U V(1) es nucleo perfecta)
feEFA,

Notemos que w; ¢ Hb, ya. que wy, € V(Hy,). Ademds, de
las deﬁmcnoncs de AY' de:Hy, y de Has, tenemos que Hz N
DIV (v)] € HNDIV (+)]= {w:}. De aqui que H>nD[V (v)] €
D[{w2}]. De aqui y por construccnon de 71(¢1), no existen
Hyy Ha-flechas en H. -/
Esto cs, {Hy,, H2} es una pa.rtlcmn de V(H) tal que no existe
H,y, Ho-flecha en H,: entonces por el teorema (1.2.2) H es
fuertemente conexa y por el corolario (1.2.1) H no es nicleo
imperfecta critica,- lo cual contradice la eleccién de H.

Por lo tanto le

De aqui y ya que Hw:

Dl U V(%{)]C‘D[ U V(%{)]-
JEF Ay fer(A..—A..‘)
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L V('y.{)] para cada f €
= IEF(Au—A.'i") :
- FAy. tal que HnN D[V(’y )] <, tenemos que:
;HﬂD[ U V("/ )]CD[ U vl
A..—Su)

De aqui que si una tra.yectona 'y.{ no estd totalmente en H, tam-

poco estd en H la seccién inicial que llega al primer vértice de 'Y,{

que esti en H.

Entonces, las trayectorias que no estan en dicha seccién inicial,
estin en H.
Es decir, D[ U Vil c HN D[ U V(’y )]-
IEI‘(Au—Su)
Conclmmos que Hﬁ D[ U V('y )] = D[ U V().
Au SEF(AL=5.)
Queda. asx demostrada cst;a obsetvacnon

Almra, sea IIO una dxgraﬁca (no neu.adrxamcnte mducnda) de Do obteni-
: v U. tal que HN

U P(Au - Su), donde Su -
g uEU ; : :
: De esta manera. ‘te ’nemos H

PlObdl‘ClHOS que Ho t;lcne nuc]co
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Caso(1) - S
Si Su 'f-' @ para cada u € U.

Ya que H una dlgmﬁca mduclda propm de T (t1 )) y Su
u e Ug e'(lst.e

[(V(n(m) —;,U ]

& para cada

'm.czde] en Su}}. Y

'mczde en  S,}} es micleo

pmpm de Do tzcne nucleo
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Demostracion.

Sean D} €* Do y D' = n(DO,U (A )ueu,,'y) Dondc U' AU‘ﬂ V(Do)

D'C'n (tl)
Entonces, por hipétesis, D' txene nucleo

familia no trwzal S = (Su)ueu, do
digrdfica Dy — U {f G FDO |

Entonces -rl(tl) es nucl :
solo si Dy es nicleo perfecta (resp., X

cleo 1mperfecta critica ).

Demostracion.

La demostracién de este teorema se sigue de los teoremas (4.2.1), (4.2.2)
(4.2.3), (4.2.4).
O

4.3. T-SISTEMAS y T-EXTENSIONES

En esta seccién se desarrolla la 7-construccién que también es una gen-
eralizacion de la s-construccién y con la cual también se pueden cxtender g
digrdficas nicleo perfectas a digraficas nicleo imperfectas criticas. )

Definicién 4.3.1.

Sea t, = (Do,U, A) un 7g-sistema, denotaremos por 7(to) la dxgraﬁca
definida de la siguiente manera:

V(7(to)) = V(7o(to)) - AR
F(1(to)) = Fro(ta) U{wiy | y2. € FA:, wz€ FSimDolU]}

v Yy € FAy. ';uz‘é'psi;nbo‘[ul }

Ver fig. (414) e



62 o T NSIONES DE DIGRAFICAS 'N.P. ANL C.

"') es un -ro-S|stema y 70(tf) = T(tg) donde .

’ a T- pa.rtlclon estd dada por

_incide en z} |z € V(A,)}

7(to)
"Donde g es el Tg-sistema de la. figura (4.7)

Figura 4.14:



4.3

(1) = 11 (t])
Donde ¢, es el 7-sistema de la figura (4.9)

Figura 4.16:

Definicién 4.3.2.

63

Una pareja ¢ = (¢,,Uy.) sgré}illérﬁddd_@n‘ T-sisterna, si t = (Lo, U, A,7)

es un 7y-sistema y Uy es una di

y
siempre que @494

También den'oAt:irélvnds“t =(D0,U, A UL



o . [
- . u_=v
T & o N %
IR . v,

Vove)

(v.vl) (vov?)

(u.u?) (u,ul)
t = (t1,U44.) es un T-sistema
" Figura 4.17:
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7(¢) = 7(£;) UL, donde % es el 7-sistema de la figura (4.17)

) k!.j"igurra 4.18:

Teorema 4.3.1. Sea t = (DO,U A, 'y, L(.,.) un T-sistema. Do tzene nucleo st

y sblo si 1T(t) tiene nucleo

Demostracion.’

Probaremos que 7(t) tiene nticleo

Sabemos que 7(t) = 71 (¢t] )U LUy d
como en la definicién (4.3.1): :

Por construccién de Dg, en Di‘,' 5610 s Se agregan: echas en re értices:que
ya tienen flechas simétricas en Dg. de aqul Y. ya que por hxpétesw Do tiene
nucleo, tenemos que DJ tiene nicleo. . :

Entonces, por el teorema (4.2.1).7y (¢] ) tiene. nucleo

Sea. N un nicleo de 71 (¢7).

Notemos que N es nucleo de 'r(tl), ya que por la deﬁmélon (4 3. 1)
T(t1) = 11 (¢1). .

Observaciéon 4.3.1.

)-';;Nn( U

Afirmamos que pa.ra. cada uel ﬁr);e's'uhv n.t -.Mmg;d {ﬁ_,_}

de U donde g
JeFAy o
Justlﬁcagién;'.'i

L Rgéofdelnﬁs qu _,zy&i Vc’qug:_ N

“es niicleo de 7(t) tenemos que, "r.{— {u:}.
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“Por lo tant N,
Por la observacién (4'3 )

por lo tanto es N-homogeneo
Opt

)j-‘es N,-homogéneo y

Probaremos que si 444 € F(L(+)_entonces (Au) C N" V(Au) C N¢.

Por la definicién de 7(¢) sabemos que si. Gy w4 € FLL,. entonces uw €
FSimDy[U], ademas por la definicién (4.3:1)" exlst;en u' "€ V(Au), w' €
V(Aw) tales que v'tiy. € FA,, woy € FAw,<»u+w € FTl(t ) y ‘w+u €
F(r1 (7)) (ya que 7(t1) = 71 (t])). '

Notemos que V(A4,) € N¢ 6 V(Ay) C© N ya que’ sx V(A ) C Ny
V(Ayw) € N entonces por la definicién (4.3. l), exlste ay,w €Ny

iy w' € Fri(t1), lo cual contradice que N es ndependlente en 7(t) =
7i(¢])-

Es decir, V(A,) € N¢ 6 V(Ay) € N&,.. =2

De aqui y por la definicién de 7(t) tenemos qixé N es independiente.
Ademds N es absorbente en 7(t;), por lo tanto ‘N-es absorbente en 7(t).

Entonces N es ntcleo de 7(t). ;

Reciprocamente, demostraremos que si 'r(t) tiene nucleo entonces Dy
tiene niicleo.

Sea N un ntcleo de 7(¢).
Pnemero demostrdremos que N es nucle

T(tl) UU+, (COD Tl = (D01 Y, Aa 7)) g
Probaremos que N es absorben
Definamos N, = NN (- J "

fEl’Au
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E lo ta.nto ‘es N-homogcnéo
Ahora, sean u+,w+ € V(u...)

y w' € V(Ay) tales que u'hy e ‘FAy; ‘
.:‘Fr(tl) C F7(t). Ademds ya que V(Aw) es N—ho ogéneo y 104 € N se'
sigue que V(Aw) C N. S
Entonces w’ € Ny i, w' € F1(t;) = 'FTl(t1)7
Por lo tanto N es absorbente en 7(¢1) :
Concluimos que N es niicleo de 7(41) =7 (t") .
Tenemos que t] = (DJ,U, A7,7) es, un 7'1-31stema. y 'rl (t"') txene nucleo,
entonces por el teorema (4.2.2) tenemos que DJ tiene nucleo .
De aqui y por construccién de D0 conclunmos que Do tiene nucleo

Tomando S _ Su‘— (u,u ) en la ﬁgura. (4 416)

Flgura.




de Ay, la digrifica Df — U {fEF(DE’,'
U T

perfecta (para cada f € F'D f‘ dénota
deﬁnzczon (4.2. 3)) :

tiene nicleo.

Demostracton.

mczal de A

Hﬁ(‘f‘t(tl)[ UJ V("/.{ ar(EL) |4 V(‘Y ]
, reran T er(A..—s.,)
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paracada u € U tal que exlste fe FA ‘con. Hn ('rl (tl)[V('y,{)]) ol 'yu‘
y donde S, .5'1 U52 ; . o

Entonces, con
‘u € U ta.l qu e

Deﬁmmos Uo’
restriccién de y-a {J:F