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Introduccion.

Simbiética a la actividad de los seres vivos y las cosas se encuentra oculto el
riesgo. La humanidad se ha ocupado de cuantificarlo y predecirlo, suscitando
que la Ciencia Actuarial haya prosperado, ya que dentro de las necesidades
actuales de la sociedad, sobresale la de contar de mancra efectiva con la
seguridad de remediar una posible pérdida. Dicha necesidad ha conducido a
los especialistas de la Teorfa del Riesgo a desarrollar técnicas perfectamente
fundamentadas en los Procesos Estocéisticos, encaminadas a estimar en lo
econémico y de manera convincente la pérdida en cuestién.

La Teoria de la Ruina es una rama Actuarial de interés permanente, lo
cual se debe a que la probabilidad de ruina se utiliza en las Companias Ase-
guradoras como una medida relacionada con el riesgo de incumplimiento en
finanzas . En los dltimos cien afios se han desarrollado matemiticas eficaces
de esta teoria, lo cual dota a la Teoria de la Ruina de interés tedrico y de
importancia prictica.

La intencién principal de esta Tesis es el exponer una aplicacién de los
Procesos Estocdsticos en el Ambito Actuarial introduciendo al lector al es-
tudio de los conceptos y métodos estidndares de la Teoria de riesgo, para lo
cual se trabaja con el modelo de la ruina.

Algunas personas ayudaron en la revisién de esta tesis, sin embargo, la

decisi6n final estuvo en mis manos, por lo que también la responsabilidad
total en el resultado final.
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ABREVIACIONES Y SiMBOLOS PRINCIPALES

aNnb minimo entre a y b

c capital inicial

c.8. casi seguramente

cov(X,Y) covarianza entre lav.a. X y Y

clase de funciones de variacién dominada
D . - .
— convergencia en distribucién
D

= equivalencia en distribucién
(2, F, (Fe)tz0,P) espacio de probabilidad filtrado
e

esperanza

IE(X|G) esperanza condicional

Ezp()) distribucién exponencial con parametro A

F fd y distribucién de una v.a.

Fr distribucién de la cola integrada Fy(z) = p! fi F(y)dy

F colade F

F-l(y) funcién inversa generalizada

F(¢) funcién de densidad

Fr*(z) n-ésima convolucién de F; F1* = F, F0* = §,

fd funcién de distribucién )

itd independiente e identicamente distribuidas
esperanza de una v.a.

{N:} proceso de conteo

~r funcién de

1a funcién indicadora de A

)i 34 medida de probabilidad

IPx distribucién de X

P(u) probabilidad de ruina cuando se parte con un capital u

N el conjunto de mimeros naturales

o(1) a(x) = o(b(x)) cuando z — oo significa que
limz_,z4 a(z)/b(z) =0

R el conjunto de nimeros reales

R+ ’ el conjunto de niimeros reales no negativos

X(n) n-ésima estadistica de orden
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tasa de riesgo premio

exponente de Lundberg

funcién cuantil

funciones de variacién regular con fndice o
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Capitulo 1

Teoria del Riesgo

§1.1 EIl problema de la ruina

El modelo basico de riesgo se remota al trabajo de Filip Lundberg quien
mediante su tesis en Upsala (1903) establecié las bases de la teoria de ries-
go actuarial. Lundberg visualizé que los Procesos Poisson se encuentran en
el corazén de los modelos de seguros (no~vida). Por medio de una trans-
formacién adecuada al tiempo (tiempo operacional) fué capaz de restringir
su andlisis a los Procesos Poisson homogéneos. Este descubrimiento es tan
importante como el de Bachelier en 1900; en el cual, al movimiento Bro-
wniano se le consider6 la herramienta clave para la construccién de modelos
financieros.

Harald Cramér y su escuela en Estocolmo, incorporaron las ideas de
Lundberg dentro de la teoria en surgimiento de Procesos Estocésticos. Al
hacer esto Cramér contribuyé adicionalmente a establecer las bases de 1as ma-
temdticas para seguros concernientes a no~svida, y con ello contribuyé tam-
bién de manera importante al desarrollo de la teoria de probabilidad.

El modelo bésico que sera llamado Modelo de Cramér-Lundbery tiene la
siguiente estructura:

Definicion 1.1. El modelo Cramér-Lundberg estd dado por las condiciones
siguientes :

(a) El proceso del tamario de la demanda:
Los tamafios de la demanda (Xx)xen son variables aleatorias iid po-
sitivas con distribucién cormiin F, media finita x4 = IE[X,], y varianza
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o2 = var[X] €

(b) Los tiernpos de demandas'
Las dema.ndas ocurren en los mstantm aleatorios del tnempo

O<Ti1 <Tp <Tj3...

(c) El proceso de llegada de las demandas:
Es el mimero de dg_mzmdas en el intervalo [0,t] y se denota por:

Ny=sup{n>1:T,<t}, t=0,

en donde, por convencién, sup & = 0.

(d) Los tiempos infer-llegadas

(1'1) Y =T17 YK=TK_TK—1$ k=2;37~" ’ . .
Son independientes e idénticamente djstribuidos (iid) by tienen b,dilzyf.tri-
.bucién exponencial con media finita IE[Y3] =

(e) Las sucesiones (Xi) ¥ (¥x) son independientes.

El modelo de renovacién estarfa dado por (a), (b), (c), (e) ¥

(d’) Los txempos inter-llegadas Yy dados en (1 1) son tid con media ﬁmta.
B[] = 3. '

Observacién 1.1. El modelo de renovaci()n es una ligera generaliiécién del

modelo Cramér-Lundberg el cual permite un proceso de renovacién para el

proceso llegada de demandas. Sin embargo en esta tesis solo serdn oonsxde—
rados aspectos en torno al modelo Cramér- Lundberyg . A

Teorema 1.1. En el modelo Cramér-Lundberg (N¢) es un proceso Poisson
homogéneo con intensidad A > 0 por lo que:

. k
PN, = k) = e-"‘(—'\,:%



§1.1 El problema de la ruina

DEMOSTRACION. Se tiene que Yj, ... , Y, son variables aleatorias indepen-
dientes con distribucién exponencial con pardmetro A, es decir,

PY; <) = 1 —exp{—Ay:} siy;=0,
e o - siy <O, parai=1,...,n.

(Y3 )hen representa los tiempos inter-Hegadas, esto es, Y el tiempo en
que ocurre el primer evento ( 71 ) y Y, es el tiempo de llegada entre el (n—1)-
ésimo y el n-ésimo evento ( Tn — Th-1). La variable aleatoria T, = >, Y;
representa el tiempo de ocurrencia del n-ésimo evento, donde por definicién,
To = 0.

Como:

. oo .
lE(e"Y") — / ety Ae—’\”“dyk —_ vk=1,...,n
/]

A
(A —it)
Se tiene que:
e - o i 7))
- (f )
J1 18 (exp Gievi))

= ()"

Esta funcién representa la funcién caracterfstica de una variable aleatoria
con distribucién Gamma(n, A), esto es,

v -1
/(; %—,\e"’"‘du para toda y > 0,

0 siy <O0.

Fr,(v) =P (Th < v)

N, representa el nimero de llegadas que ocurren en el intervalo de tiempo
[0,¢].
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N¢=0

" Figura 1: Proceso Poisson

* Ne=3
Ne=!

Ne=1
-—

To=0

Ti=Y1 Ta=Y+Ya Ty=Yi1+Ya+Ys ¢

Como consecuencia de esta definicién se tiene que:

“El mimero de demandas si “El tiempo en el que ocurre

al instante ¢ es cero”

{N:=0}

la primer demanda es después de £”

si {t<T}

En particular Ny = 0. Adema4s

“El mimero de demandas <> “El tiempo en el que ocurre

al instante £ es al menos n”

(1.2)

la n-ésima llegada es
a lo m4s en el instante t”

{Nt 2"}={Tn <t}

{Tn <t< Tn+l} = -{T,. < t} n {t < T‘(n+l)}

por lo tanto :

= {Ne 2 n} N {t > Ty }©
={Ne2n}n{N 2 (n+1)}°
= {Ne = n} O {Ne < (n+ 1)}
Ny =) :

(1.3) {N: =n}={Th <t < Tpu1}
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=

P (N, = n) P (Ty <t <Tas1)

- P (Th < t, Yoy >t —Th)

IE [IB [1{y,41>t-Tn: nst)\“(YnH)n
=B [.[ n(v..+‘>t—w)1(w5"lp""‘(dw)]

LomaA.} =

n—1
= f IE(]I{V,,,H >¢_w))n—(w5t) [‘\" '::—l e W] dw
Fubini R

- / 134 (Yn+| >t— w) IP'[‘“(dw)
{o<w<t)

t -
- /0 e—At-w) ,\..i%_l;‘e—'\-"] dw
¢
=A(t An -1
= e ()m /(; w"™ dw
(M)ne—m
!

+

Es decir. N, tiene una distribucién Poisson con parametro A, (N)¢>0 €8 un
proceso Poisson con intensidad .

i) Para 0 < ¢) < --- < t; los incrementos Ny, , Ny — Ny, ..., Ny — Ny,
son independientes.

ii) ParatodaO0<s<tykeN

. . e
P (N, ~ N,=k) = (/\(t—s)’)c!e At—s)

Sea t fija y considérense los eventos que ocurren después de t. El primer
tiempo de llegada después de t Trnerr —t ya que Ty, < t < T4 el
tiempo de llegada entre el primero y el segundo después de ¢ es Y, 42, etc.
Entonces los tiempos de llegada después de ¢ son:

(1.4) Y = Tivr — 6, Y5 = Yoo Y5O = Y-
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Ahora, si s > 0y m € N por (1.2)

{Niys = Ny 2 m} = {Neya 2 Ne +m}-
= {TNy+m < t+ s}
= {Tw+1 +Yn42+ -+ +YNim < t + 8}
={r+¥+. . +¥P < s}

entonces
(1.5) N¢+,—Nt=ma_x{meN:Y1(¢)+...+Y'S:)Ss}
y

{Nz+a—N¢=m}={Yl(‘)+-~~+Y,$f) <s<Y1(t)+°--+Y(‘_)H}

m

Se pretende demostrar que las variables aleatorias (1.4) son independientes
¥y exponenciales condicionadas al evento {N; = n}.

Sea y > 0 y IPr, la distribucién de T,, como Y,4; tiene distribucién
exponencial . :

P (Th <t <Tnyry Tap1 —t>y)
= IP(Th<t Tn1>t+y)
= P(Th<t, Ynp1 > t+y—Ty)

P (Ng =n, Yl(‘) > y)

= P (Y, >t+y—z)IPr, (dr
2 fooey B O > 4y = 2 P ()

— / e—A(t—f-y—:)IPT (dx)
{z<t) "

Pl alio S = e_'\vf IP(Y'H.; >t—-z)lPT,"(dx)
SR (=<t

e VIP(T, <t < Tpya)
= IP(N;=n)e M

Abhora, como las variables Y, son independientes

b1 o4 (Ng =n, Yl(‘) > Ylye-o ,Y}(') > yj)
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=P (Ne=n,Tn31 — t > Y1, YN4+2 > Y25+ - -, YNekj > Yj)
=P (Th €t <Tn+1,Tas1 — > ¥1, Va2 > v25-- -y Yosi > y5)
=P (Th <t,Tpy1 —t > y1) e MW... e

= P (N, =n)e W e 2¥2... 720

si se toma H = (y1,00) X :-- X (y;,00) entonces

P (N, =n, (Yl('),..., y,.(") € H) IP(N: = 2)IP ((Y1,....Y;) € H)

P(N; = n)e Wi va _ e~vn

y por el Lema de clases monétonas se cumple para todo H € B(RY).
En consecuencia,

P (N =n,Nyyp;, —Ne=m,1 £i < u) =P (Ng=n)-
IP (N,, =my,1 < i< u)

de aqui por induccién sobre k, 81 0 =g < t] < -++ <
k
P (N, — Ny =n4,1<igk) = I—IIIP (Ney—tyy = m3)
=
lo cual demuestra (i) y como IP (N, = k) = -(ﬁ)-;f——u se cumple (ii). L]

Lo cual significa que los incrementos sobre intervalos de tiempo disjun-
tos son variables aleatorias independientes. Por ejemplo, un portafolio de
automéviles usualmente satisface esta condicién. Sin embargo, el nimero de
accidentes severos en plataformas petroleras no, puesto que la imposicién
de normas de seguridad posteriores cambiard la distribucién de accidentes
similares en periodos futuros.

Definicion 1.2. El proceso Monto total en las demandas o Monto agregado
en demandas(S(t)):>0 del portafolio subyacente se define como:
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(1.6) ' Sy = >N Xi  si N >0,
0 si N¢=0.

Lema 1.1. La distribucidn de S(t) estd dada por Gy(z) = 3272 o F™*(z)e M QYT
donde F™**(z) =1P (3.0, Xi < z) representa la n-ésima convolucién de F.

DEMOSTRACION.

Ne
G(z) =P (S@®) <z)=PP (> Xi< :c)

i=1

! - oo Ne
Sw (Zx;‘ <=z, N =n)

n=0 i=1

oo Ne . 7 o
>w (Zx; < z|N; = 'n.) P (N, = n) v
n=0 =1

ilp (i)ﬁ < z) IP(N:=n)

n=0 i=1

io: b iiad (z)e—-)‘t (’\:')"

n=0 . BT N ST TS 84

Por lo que:

n=0

WD G =P (S <2 = 3@

O.bvservacvivén 1.2. Durante todo el texto, para una fd genéra.l H sobref(—'oo-, :66),

Ho‘(:t)— 1 s8iz>0,
0 siz<O.
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El proceso de riesgo resultante (U(t))i>0 se define como
(1.8) Ut)=u+ct—S(t), t=0

En (1.8), u > 0 denota el capital inicial y ¢ > 0 una tasa premio de utilidad.
La siguiente definicién introduce una herramienta 1itil en la medicién de
riesgo de una reserva,

Definicion 1.3. (Ruina)
La probabilidad de ruina en tiempo finito (o con horizonte finito) es:

PY(u,T)=PU(R) <Oparaalgint <T), 0<T <oo, u=>0.
La probabilidad de ruina en tiempo infinito (o con horizonte infinito) es:
¥(u) = P(u,00), u20.
Los tiempos de ruina:
T(T)=inf{t:0<t<T, U()<0}, o<T <oo

Donde, por convencién, inf § = oco. Habitualmente se denota por 7 = 7(c0)
el tiempo de ruina con horizonte infinito.
Observe que 1(u) es una cota superior para ¥ (u,T)

El siguiente resultado es elemental.
Lema 1.2. Para el modelo de renovacidn,
(1.9) IE[U(t)] = u + ct — pIE[N].
Para el modelo Cramér-Lundberg ,

(1.10) EU(2)] = u+ct — Aut.
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DEMOSTRACION. Puesto que IB{U(2)] = u + ct — IE[S(t)] 'y
IE(S(8)] = (
i=1

=(= (§X'N=))

E Zx]zv,_k)rp(m k)

i=1

E ZX.) IP(N, = k)

i=1

M ED“'JS IMs

k
SmeoRM-n
1 i=1 . S S
k

S35 ue(Ne = k)

k=1 i=1

=3 kplP(N, = k)
k=1
= ulE (Nt)

i
81

8

Para el modelo Cmmér-Ltmdbery N ~ Poisson(At) por lo que: L
IE (S(t)) = uxt -

Este lema elemental es de gran utilidad ya que proporciona la determina-
cién de una tasa premio c. La determinacién de una tasa adecuada obviamen-
te depende del criterio utilizado para definir “adecuada”. A grandes rasgos
depende de la medida de solvencia que se desea optimizar sobre un periodo
de tiempo dado. La medida obvia (lo cual no significa que sea la tinica) dis-
ponible en este caso es la probabilidad de ruina ¥(u,T) con T < co. La tasa
premio ¢ debe ser elegida de tal forma que resulte una ¥ (u, T) pequeiia para
u, T fijos. Un primer paso en esta direccién es pedir que ¥(u) <1 Vu >0.
Sin embargo, puesto que ¥(u) = IP(7 < 00}, esto es equivalente a pedir que
(7T = co) > 0. )

Como una consecuencia inmediata de (1.10) se tiene que en el modelo de



§1.1 El problema de la ruina 11

Cramér-Lundberg, cuando t — oo,

E(U(@1)

u+ (¢ — Au)t(1l + o(1))
u+ (,\_L;I - 1) Aut(l + o(1)).

Por consiguiente, E(yr(ﬂl — ¢— Ap, de tal forma que una condicién obvia con
respecto a la solvencia sera pedir que ¢ — Au > 0, lo cual garantiza que U(t)
tenga tendencia positiva para t grande. Esto iltimo conduce a la condicién
bdsica de ganancia neta en el modelo de renovacién:

(1.11) p=——1>0.
Ap

La constante p se conoce como “safety loading”, la cual se interpreta como
una tasa de riesgo premio, por lo que la utilidad premio sobre el periodb [o,¢)
debe ser igual a ct = (1 + p)IB(N,)IE(X,) = (1 4 p)Aut.

Por definicién del proceso de riesgo, la ruina puede ocurrir iinicamente
en los tiempos de demanda T, por lo tanto para u > 0,

P(u) = IP (u+ct — S(t) < O para algiin ¢t > 0)
= 1P (u + T, — S{(Th) < O para alguna n > 1)

n n
=P u+cZYk—ZXk<0pm‘aalgunan2 l)
k=1 k=1

=P (u+ Z(CYI: — Xx) < 0 para alguna n > 1)
k=1

n
= IP Xx — &Y} > .
(?“;Il)g( & — €Yk) u)
Por lo tanto, ¥(u) < 1 equivale a la condicién

n
(1.12) 1-—y(u) =T (supd (Xx— Vi) <u]>0 ux0.
n21 k=1
De (1.12) es posible deducir que, en el modelo de renovacién, la determinacién
de la probabilidad de no-ruina 1 —(u) se reduce al estudio de la fd del dltimo
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méiximo de una caminata aleatoria, de hecho, considérese la sucesién de v.a.
iid.
Zy =Xk — Y, k=1,

y la caminata aleatoria correspondiente
7
(1.13) Ro=0, R,=3 2, nx1l
. k=1

Observe que IE[Z;] = pu — ¢/A < 0 es precisamente la condicién bésica de
ganancia neta ( 1.11 ), lo cual indica que la caminata aleatoria _R,, tiene
tendencia negativa, por lo tanto la probabilidad de no-ruina estd dada por:

v e 52)

Esta probabilidad puede ser determinada por medio de la identidad de
Spitzer, la cual para una caminata aleatoria general, proporciona la distri-
bucién de este 1iltimo supremo. Una aplicacién de este 1iltimo resultado per-
mite expresar la probabilidad de no-ruina como una funcién de distrubucién
geométrica compuesta, i.e.

oo
(1.14) 1—9u)=Q1-0a)d o"H™(u)

n=0
para alguna constante € (0,1) y una fd H. Como se definié anteriormente
H™*(u) representa la n-ésima convolucién de H. Ambas a y H pueden ser
determinadas en general por medio de la teoria clisica de Wiener-Hopf.

Las estimaciones de 1(u) se pueden adecuar mediante una gran categorfa

de modelos que aplican una variedad de técnicas (principalmente analiticas),
las cuales arrojan relaciones funcionales como la de (1.14). VA mas alld de
los objetivos de esta tesis el revisar estas metodologias en detalle. Adema4s de
la metodologia Wiener-Hopf para el cdlculo de ¢(u), la teoria de renovacién
también produce estimadores relevantes, como se mostrard en la siguien-
te seccién. De hecho el estudio se enfoca en el modelo Cramér-Lundbery,
mostrando primeramente como se ven los estimadores en un “régimen de de-
mandas pequeifias”. Posteriormente se discutird que teoria debe ser utilizada
con el fin de proporcionar estimadores cuando las demandas son “grandes”.



§1.2 El Estimador Cramér-Lundberg

13

§1.2 El Estimador Cramér-Lundberg

En la seccién previa se mencioné un método general para obtener estimadores
de la probabilidad de ruina v¥(u) en el modelo de renovacién. Si el estudio se
limita al modelo Cramér-Lundberg se puede obtener una férmula para 1 (u)
contemplando explicitamente la funcién de distribucién F del tamaifio de la
demanda. Para el modelo de Cramér-Lundberg bajo la condicién de ganancia
neta p = f—” — 1 > 0 se cumple que:

(1.15) 1-%(w) = $5= 3+ o) " FP ),
n=0

donde

(1.16) Fia) = [ “F)dy, =20,

denota la distribucidn de la cola integrada y
F(z) =1—-F(z), =20,

Denota la cola de la fd F. Posteriormente se revela como es que la fé6rmula
(1.15) es la herramienta fundamental para estimar probabilidades de ruina
bajo la suposicién de demandas grandes. Adicionalmente se dari una prueba
de (1.15) en el Teorema (1.2). En el resultado, la nocién de transformada de
Laplace-Stieltjes desempeina un papel crucial.

Definicion 1.4. (Transformada de Laplace-Stieltjes)
Si H es una fd concentrada en (0, oo), entonces
- o0
Ri(s) = / e*dH(z), sER,
0
denota la Transformada de Laplace-Stieltjes de H.

Observacién 1.3. Dependiendo del comportamiento de H(x) para = grande,
ﬁ(s) puede ser finita para un conjunto de valores mas grande que s > 0. En
general, i(s) < oo para s > —v digamos, donde 0 < « < oo es la abscisa de
convergencia para ﬁ(s). Fay
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Los siguientes estimadores de, Cramér-Lundberg de las probabilidades ,‘de
ruina 1¥(u) son fundamentales en la teoria de riesgo. ’

Teorema 1.2. ( Teorema de Cramér-Lundberg ) = Co
Considérese el modelo Cramér-Lundberg incluyendo la condtctén de ganan—
cia neta P > 0. Supongase que e:nste v > 0 tal que,

N o TR
(1.17) Fi(=v) = f TdF(T) = — =1+p ke
[} Ap
Entonces las siguientes relaciones son vdlidas:
(a) Para toda u >0
(1.18) P(u) < e™™

(b) Si, ademds

(1.19) /0 * 2" F(z)dz < oo
entonces

(1.20) lim e™y(u) = C < 0o

donde

(1.21). c= [;7 fo = zenf(z)dz] -

(c) En el caso de una funcidn de distribucién ezponencial, F(z) =1 —= e R
(1.15) se reduce a

1 p }
1.22 = _—r .
(1.22) v = e {55
Observacion 1.4. La condicién fundamental, llamada también condicidn de
Cramér-Lundberg (1.17), se puede expresar alternativamente mediante la
siguiente identidad: e

Rady— c
/ e’ F(z)dr = —.
o A
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Observacion 1.5. Se obtiene inmediatamente de la definicién de transfor-
mada de Laplace-Stieltjes que, siempre que v en (1.17) exista, se determina
de manera iinica. A

DEMOSTRACION. de (b)
Sea §(u) = 1 — ¢(u). Por (1.12) que 6(u) se puede expresar por medio de la
caminata aleatoria generada por (X; — cY;). De manera que:

(u) =P (S(t) —ct <u Vt>D0)
=1P(i(.’fk—cyk)5u Vn > 1)

k=1
=IP (i(xk—cl’k) <ud+ci — X3 Yn=22,X;—-c\h su)
= IP(.;;_(_:) —ct<u+cY1 — X3 Vt>0,X3—cY; <u),
Donde S;(%) es una copia independiente de S. Por lo tanto
§(u) = IE (IE (1s£(t)—ce5u+cn—x, Vl>0,X1—c1’1$uIYiyxl))
—EB(P(Sit)—ct<ut+ti—X; VE>0,X;—chi < ulYl,Xl))

00 u-+cs
= / / P(Si(t) —ct Su+c¥; — X3 Vt> 0)dF(z)re*ds

- /0 e f T 8w + cs — z)dF(z)ds
oA (E2) /"+°(£Z—")

§(u+c(=s2) —x) dF(:z:)—i—dz

e"t:A -/:o =3 [/ 5(= —a::)dF(a:)] dz

Se empled el cambio de variable u +cs = z = ds = dz /¢

(1.23) S(u) = 2% /., % =2 [ f 5z — :z:)dF(:t)]

Lo cual ilustra que § es absolutamente continua con densidad

(1.24) () = 26(u) — 2 /o ¥ 8(u — z)dF(z)

I
=\.

I
al
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Para esta ecuacién de 1 — 9¥(u) puede desarrollarse la teoria concerniente
a la ruina en el modelo cldsico Cramér-Lundbery . Un punto clave es que la

integral en (1.24) es de tipo convolucién; lo cual abre las puertas a la teoria
de renovacion.

Al integrar (1.24) de 0 a t con respecto a la medida de Lebeﬁgue se obtiene

A t A t u

8(t) = 8(0) + 2 / S(u)du — 2 f / 5(u — z)dF(z)du
C Jo cJo Jo
A [t A [t
—5(0) + 2 f 5(t — wydu — 2 / (¢ — 2)F(z)dz.

cJo c Jo

Finalmente se llega a la solucién,
At —
(1.25) 5() = 6(0) + 2 / 5(t — o)F(z)dz.
o
Obsérvese que 6(0) sigue siendo desconocida. Sin embargo, al considerar
que t 1+ co en (1.25) y al emplear la condicién de ganancia neta ( §(c0) =
1 — 3(co) = 1 ) ocurre que:
A [ —
5(00) = 8(0) + 2 / (00 — z)F(z)dz.
A oo
= 1=5(0)+ ;f F(z)dz
0
= 1=5(0)+ %IE(X)

= 1=20(0) + 2

[+

= §(0)=1-— 2 =P __ consecuentemente,
c (1+p) B
26 5 P LY P ‘
(1.26) @) = T+ mL (t — x)dF (),

Donde la distribucién de la cola integrada Fy se defini6 en (1.16). Obsérve-
se que de (1.26), al usar la transformada de Laplace-Stieltjes se puede obtener
la férmula (1.15). La ecuacién (1.26) parece una ecuacién de renovacién; ésta



§1.2 El Estimador Cramér-Lundberg

17

es sin embargo una diferencia crucial y es exactamente el punto en la demos-

tracién donde se considera una condicién de demandas pequefas de tipo
(1.17).

Existe una conexién intrinseca entre el coeficiente de ajustamiento y la
probabilidad de ruina, lo cual se vera en el siguiente teorema.

Figura : Coeficiente de ajustamiento v

mx(r)
14+ (14 p)ur

Teorema 1.3. Para u > 0,

e—uu

(1.27) —""(ﬂ]r - OO] | '

1.0(#) = lE[e
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DEMOSTRACION. Parat > 0y r > 0 considérese
(1.28) .
Ele VM) = IE[e_'U(‘)l'r < t] P(r <t)+ IE[e"'U(‘)l'r > t]IP(‘r > t)

Puesto que U(t) = u + ct — S(t), el término del lado izquierdo es
(1.29) exp{—ru — rct + At x(r) — 1]}.
El primer término del lado derecho, se escribe asi:

U

Um + U@ -U@)
U(7) + c(t — ) — [S(t) — S(M)].

Para una 7 dada, el término en corchetes es independiente de U(7) y tiene
una distribucién Poisson compuesta con parametro A(t—7). Por eso el primer
término del lado derecho de (1.28) se puede escribir de la siguiente manera:

(1.30)
Efexp(—rU (7)) exp{—rc(t — 7) + A@ — T)[hax(r) — 1]1}|r < 4P(+ < t).
Las expresiones (1.29) y (1.30) pueden simplificarse notablemente si se
elige T tal que
—rc+ AM[fax(r) - 1] =0

Existen dos soluciones. La solucién r = 0 proporciona una identidad trivial
cuando sustituimos en (1.28) mientras que la otra solucién, r = v, servird pa-
ra el propésito. Si, con r = v, se sustituye en (1.28) la expresién queda de la
siguiente forma:

(1.31) e = lE[e_"U(")|'r < t]IP('r <t) +IE[e_"U(‘)|'r > t]IP('r > t).
Al considerar que t — co. El primer término del lado derecho converge a

E [e—uU('r)

T < oo]1/1(u).

El teorema. (1.3) se cumple si es posible demostrar que el segundo término
del lado derecho tiende a cero cuando ¢ — oco. Lo cual se demuestra como
sigue.
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Sea a = ¢ — AIE(X), 2 = AIE(X?). De esta manera

EBUR] =EBlu+ct—-SE))=u+at
Var{U(t)] = Var[S(2)] = §3t.

Considérese la funcién u + ot — 8t2/3, la cual es positiva para t suficien-
temente grande. Ahora hay que dividir el segundo término del lado derecho
de la ecuacién (1.31) haciendo distincién cuando U (t) es menor o mayor que
u + ot — Bt?/3, Con esta particién, se tiene:

Ele™V|r > £,0 <U®) < u+at — APl > 1,0 S U(F) < u+at — B3]

Ele*VO|r > t,U(t) > u+ at — SE2AP[r > t,U(t) > u + ot — Gt2/3)
P[U(t) < u+ at — Bt?/3] + exp[—v(u + at — Bt%/3))]
t713 4 exp[—v(u + at — Bt?/3)]

INIA +

Por la desigualdad de Chebyshev.

Con esta cota superior, el segundo término del lado derecho en (1.31)
desaparece cuando t — co.

Ahora hay que reescribir (1.26) como sigue en términos de ¥(u) = 1—4(u),

tomando o« = &,; <1,

(1.32) P{u) = aFr(u) + /0 " ¥(u — D)d(aF ().

Ya que 0 < a < 1, la ecuacién anterior se le llama ecuacidn de renovacién
defectuosa.

Definicion 1.5. Se define la fd transformada de Esscher como:
dFl,u(z) = e"’d(aF,(:z:)),

donde v es el exponente que aparece en la condicién (1.17). Al usar esta
notacién, de (1.32) se obtiene que:

ap(u) = ae Fr(u) + fo " Uy (u — 2)dFy (),
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la cual, por la condicién (1.17), es una ecuacién de renovacion estdndar. Una
aplicacién del teorema clave de la teoria de renovacion, Teorema A4.3(B) [12]
produce:

lim e*“yY(u) = [-—l-l—- /-oo ze"zf(z)d:r] -

u—00 en Jo
la cual es exactamente (1.20)-(1.21). Se verifican las condiciones necesarias
para aplicar el teorema clave de renovacion de Smith, A4.3 [12] por integra-
cién por partes y al usar (1.19), o

ae’Fr(u) = /m

u

e d(aF(z)) — v / S

Ya que ae"*F;(u) es la diferencia de dos funciones no crecientes Riemann
integrables, y por consiguiente es directamente Riemann integrable. Por otra.
parte, '

® 1— fi(=») P
v = =
/0 ae’*Fr(u)du = o o IES) < oo,
y
/mdF ()—_—1—/°° V2R (z)dz < 0o
o I = LT o *¢ ?
por (1.19). =

Debido a la importancia considerable de asegurar una sclucién, v de
(1.17) tiene un nombre especial:

Definicion 1.6. (Ezponente de Lundberg)
Dada una fd F correspondiente al tamaiio de la demanda, la constante v >0
de (1.17) que satisface

hed — c
/ *F(z)dz = <,
0 A
Se conoce como Ezponente de Lundberg o Coeficiente de ajustamiento del
proceso de riesgo subyacente.

Regresando a (1.17), la existencia de v asegura que f}(s) exista en una
vecindad no vacia de 0 causando que la cola F; de la fd (correspondiente al
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tamaiio de la demanda) integrada, y de ahi también la cola F , esté acotada
exponencialmente. De hecho, se sigue de la desigualdad de Markov que:

F(z) < e IE [e*X1], z > 0.

Esta desigualdad significa que las demandas grandes son muy improbables
(probabilidades exponencialmente pequeiias) de ocurrir. Por esta razén la
condicién(1.17) se conoce comunmente como condicidn de d das pe-
querias. La condicién Cramér-Lundberg se puede discutir grificamente. La
existencia de v en (1.17) depende crucialmente sobre la abscisa de conver-
gencia izquierda -y de f, Varias situaciones pueden ocurrir tal como se indica
en la figura (2). El caso mas comiin y sin duda uno de los que se cubren
completamente por el Teorema (1.2) corresponde a la figura (2.1). Las fun-
ciones de distribucién y densidades (f) tipicas correspondientes al tamaifio
de demanda cubiertas por este régimen se presentan en la tabla (1.1). No
se discutiran en detalle los casos intermedios, los cuales no son importantes
para aplicaciones, y que se ilustran en las figuras (2.2 y 2.3). Si se indaga en
la literatura con la siguiente pregunta en mente:

& Cudles distribuciones se ajustan a los datos del tamario de la demanda?
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Figura 2: Casos especiales en la condicién Cramér-Lundberyg
Fi1(s) 2
Ji(s)

\:»11+p . l-¢1+p

= 0 & : or=0 [4°

Las fd més frecuentes se encuentran listadas en la tabla (1.2) Todas las
fd de la tabla (1.1) permiten la construccién del exponente de Lundberg.
Sin embargo este exponente no existe para las listadas en la tabla (1.2).
Por esta razén se han etiquetado a las tablas (1.1) y (1.2) con los nombres
“demandas pequeias” y “demandas grandes” respectivamente. Una discusién
mas precisa de las distribuciones, se tendr4 en la seccién 1.5.

Supdngase que se tiene un portafolio que se puede ajustar de acuerdo
al modelo Cramér-Lundbery, para el cual el tamaiio de demanda es posible
modelarlo con una fd Pareto(1)

F(z) =(1+=x)"°, z>0 a>1.
Por consiguiente tenemos que IE(X;) = f7°(1 +z) %dx = (e —1)"1, la con-

dicién de ganancia neta equivale a p = !23:_11 —1>0.

4 Es posible trabajar fuera del estimador exponencial Cramér-Lundberg
en este caso, para una tasa premio c que satisface la condicién anterior ¢
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La respuesta es no. De hecho, en este caso, para toda v > 0
OO0
/ e’ (1 + )~ *dz = oo,
[}

i.e. no se tiene un estimador exponencial Cramér-Lundberg. Gréficamente
este caso se representa con la figura (2.4), donde cero es una singularidad
esencial de f[(—e) = oo para todo € > 0.

En la siguiente seccién se discutird en detalle la clase de distribuciones subez-
ponenciales, las cuales son las candidatas para las distribuciones de pérdida
en el caso colas-pesadas. Una discusién detallada de la teoria de distribu-
ciones subexponenciales es bastante técnica, por lo que seri satisfactorio el
presentar una perspectiva general de la parte de la teorique es aplicable par-
ticularmente dentro de la teoria de riesgo y en general en finanzas. En la
seccién 1.4 se presentardn las demandas grandes equivalentes al estimador
Cramér-Lundberg, ver por ejemplo el Teorema (1.4).

Nombre Cola F o densidad f | Pardmetros
Exponencial F(z) = e™*F A>0
Gamma f(z) = T.%—E;:z:"'_'e_‘gz o, >0
Weibull F(z) = e =" c>0,721
Normal truncada | f(z) = \/ge‘a/ 2 —

Tabla 1.1: Funciones de distribucion para el t o de la d da: “De-
mandas pequerias ” . Todas las fd tienen soporte en (0, c0) :
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Nombre " | Cola F o densidad f Pardmetros
Lognormal F(z) = t—e(n z=p)?/(20%) peERo>0
Pareto F(z) = (7‘.—_"‘_—1:)a o,k>0
Burr F(z) = (k—f;;)n o, k,r>0
Benktander tipo-I | F(z) = (1 + 2(8/a) Inx) a,8>0

e—B80nz)’~(a+1)inz

Benktander tipo-II | F(z) = e*/85—(1-8)g—0x?/8 a>0
0<pB<1
Weibull F(zr) = e =" c>0
0<7T<l
Loggamma f(z) = ﬁ%;(lnz)ﬁ_lz"“_l a,B>0
a-estable truncada | F(z) = P(|X| > z) l<a<?2

Donde X es una v.a. c-estable

Tabla 1.2: Funciones de distribucidn para el tamasio de la demanda: “De-
mandas grandes”. Todas las fd tienen soporte en (0, 00) excepto para los casos
Benktander y loggamma con soporte (1, c0)
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§1.3 Deteccion de distribuciones de cola pesada
§1.3.1 Demandas grandes

Muchos expertos tienen un concepto personal de lo que pueden llamar “de-
manda grande”. Sin embargo una concepcién personal no es siempre obvia
matemadticamente, se requiere de la introduccién de notacién adecuada.

Sean {Xj;,1 < i < n} las demandas sucesivas en un portafolio. El monto
total es Sp, = X + X2 +...+ X, recordando que X1y, X(9),- .- , X(n) denota
la sucesién de demandas ordenadas, donde:

minicicnXi = X(1) € X(2) £ ... € X(n) = maxi<i<nXi

Comiinmente una demanda es llamada grande, cuando el monto total de
las demandas se determina predominantemente por tal demanda.

Esta formulacion vaga se puede interpretar en una variedad de formas.
A continuacion se dan algunos ejemplos.

o En algunas ocasiones, se dice que una demanda dentro de un portafolio
se considera grande si la magnitud de tal valor es experimentado cada
determinado nimero de afios. No es necesario explicar que tal tipo de
descripciéon no puede encajar como una definicién eficaz.

» Otra interpretacién puede ser que el radio de X(,,) y S, es bastante

grande. Lo cual se interpreta como la condicién X,,)/S, 2z , donde
la distribucién de Z tiene su masa concentrada en uno.

* Generalmente, una demanda es grande si esta consume mas de cierta
proporcién p del monto total de las demandas . Lo cual significa que
lamaremos a X(;,;) grande si m > min{k : X > pSn}-

e Cuando los expertos tratan de estimar la media o la varianza de la
distribucidn del tamafio de demanda, comiinmente se usan técnicas de
remuestreo para obtener un estimador fidedigno. Sin embargo, ocurre
que la sucesion de valores no converge a un valor limite promedio. Una
posible razén tedricamente comprensible es que la media o varianza de
la distribucién del tamaiio de demanda no existe, ya que se tiene mucha
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masa en la cola. Una distribucién paramétrica causante de este tipo de
fen6meno es cualquier distribucién Pareto con exponente a pequeiio.

§1.3.2 Graficas de cuantiles

La filosofia general de las grificas de cuantiles se basa en la observacién de
que la linealidad en una grifica se puede verificar mediante la cuantificacién
de un coeficiente de correlacién. Para explicar lo escencial del método, se
considera la distribucién exponencial estindar G con cola G(x) = exp(—z)
paraxz > 0.

Se desea saber cuindo una distribucién muestral de tamafio de demandas
F tiene la misma forma bésica que G, salvo tal vez por un factor de escala.
Mais especificamente se desea saber cuando F(?)- = exp(—Azx) para alguna
A > 0 es un modelo aceptable para F . La respuesta se puede encontrar en
los datos X, = =z, X2 = %3,...,Xp = z, que se tengan a disposicién, el
parametro A solo afiade algo de flexibilidad al procedimiento.

De acuerdo a la definicién de distribucién de cola pesada, parece mas
adecuado comparar una distribucién muestral con una referencia exponen-
cial, esta tendri una cola mas ligera a la exponencial cuando F satisfaga la
desigualdad.

1-F(z)<ce™®™ VYz >0

y algunas constantes a,c > 0
A continuacién se describird un método que permite comparar una mues-

tra con una distribucién estindar, en particular con la distribucién exponen-
cial.

Definicion 1.7. Para una funcién creciente y continua por la derecha F(zx)
se define la funcidn inversa generalizada F~1(y) como

F~Yy) = inf{zx : F(z) > y}

Si F es una funcién de distribucidén, a la funcién Qr definida por Qp(y) =
F~l(y) se le lama la funcidn cuantil de F. Simultineamente se construye la
versién empirica de la funcién cuantil, considerando la inversa generalizada
de la distribucién empirica, donde la funcién empirica se define de la siguiente



§1.3 Deteccién de distribuciones de cola pesada

27

manera:

Fo(z) =n~'max{i: X; <z}
Mids especificamente Q,(y) = QF, (y), por lo que para la muestra ordenada
Xa) € X@2) £ ... £ X(n) se tiene que:

{@n() =X@}={(k—1n' <y<kn'}.

Para la distribucién exponencial G, la funcién cuantil tiene la formma -

Qcy) = —log(l—y)con0 <y < 1. .

Si se desea comparar los valores muestrales con los de una exponencial
estindar, es suficiente con comparar las dos funciones cuantiles, para hacer
correctamente esto, se grafican ambas funciones Qg 'y Qn en un sistema de
coordenadas ortogonales.

Si los datos provienen de una distribucién exponencial (no necesariamente
estindar) se espera que la grifica resultante muestre una forma lineal, ya que
la funcién cuantil de una distribucién exponencial con pardmetro X se expresa
de la siguiente manera:

Qr(y) = —A"log(l — y).

La pendiente de la linea es A~!, lo cual ofrece un posible estimador para el
pardametro desconocido.

Si los datos provienen de una distribucién con cola més pesada que la
exponencial, la grdfica crecerd mas rapido que una linea recta. Si la cola es
menos pesada, entonces el crecimiento serd menor. La grifica cuantil resul-
tante describe inmediatamente si los datos provienen de una distribucién que
€es 0 no cercana a una exponencial.

De acuerdo a la definicién de funcién cuantil empirica Qn(y), se tiene
que la funcién cuantil es no decreciente y escalonada, sus \inicos puntos de
crecimiento estédn situados en los valores {k/n : 1 < k < n}, los cuales forman
una coleccién sobre el eje horizontal positivo, Es suficiente con graficar en los
puntos y € {k/n,1 < k < n}. Sin embargo, existe un pequefio problema en el
extremo derecho de la gréifica, ya que para k=n se tiene que Qg(k/n) = co.
Por esta razén siempre se aplica una correccién de continuidad graficando el
diagrama de dispersién en los puntos {k/(n+1),1 < k < n}. Se abundar3i al
respecto al final de esta seccién.
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Ademads de la conclusién visual obtenida a partir de la grifica de cuantiles...
es posible deducir informacién cuantitativa de la grafica. Si la distribucién
exponencial es representativa de los datos, se puede ajustar una linea recta al
diagrama de dispersién usando el método tradicional de minimos cuadrados.
La pendiente A~! de la linea recta ser4 la consecuencia de minimizar la suma
de cuadrados 3 _p_; (X(k) + A1 log(1l — k/(n + 1)))2. Lo cual proporciona la
forma cldsica para el estadistico de minimos cuadrados A1

At Z(x(k)oc(k/(n +1)))/ Z(Qa(k/(n +1))3..

k=1

El ajuste puede cuantificarse al observar el valor del coeficiente de ébi're—
lacién empirico r(z1,... , Zs), el cual se calcula con los datos expenmentales
Tisees 3 Tn mediante la siguiente férmula:

Ze=1{Tk) — -T)(QG(,..H - Q) .
VEra(Qo () — Q)2 Siar (@ — E)2

dondeZ=n"130 ,zx=n"'3} zn y

G- 2500 (557) =2 5 ms (1- 5

Se sabe que |r(zi,...,zn)] < 1, cuando r(Z1,--- ,%Tn) = F1 los puntos
(1,z1),-.. ,(n,z,)) yacen sobre una linea recta. .
En la prédctica actuarial ocurre cominmente que los datos son tmncados
del lado izquiero, derecho o en ambos. Por ejemplo una compaiiia reasegu—
radora, no tiene conocimiento en general de las demandas por debajo del
deducible. Supéngase que la demanda X se distribuye exponencialmente con
parémetro A. De manera tal que para a > 0, la distribucién exponencia.l_"
truncada Fjo o) €s de la forma : '

7‘(:!71,... ,:I:") =

IR

IP(X > x) — e—A(::—a)
P(X > a) ’

La funcién cuantil correspondiente esti dada por:

Fipg(z) =P (X > z|X >a) = z>a.

1
Qua(y) =a— 3log(l-y), 0<y<lL
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Si los datos provienen de una distribucién exponencial truncada, la inter-
cepcién de la grifica de cuantiles al origen y = 0 proporciona un estimador
del pardmetro a. Si los datos no se presentan adecuadamente. por una dis-
tribucién exponencial, es posible desde luego elegir otros candidatos. Los
candidatos més populares en un contexto actuarial son las distribuciones:
Normal, Lognormal, Pareto y en menores dimensiones la distribucién Wei-
bull.

A continuacién se describen los cuatro casos separadamente:

o Grdfica cuantil normal. La funcién de distribucién normal estdndar se
expresa Como:
®(z) = -~ /z e v'/2g
T Ver Jewo v-

SI &~1(y) es la funcién cuantil correspondiente. La grifica cuantil nor-
mal estindar representa los puntos:

{(@ M k/(n+1)), X)), 1< k< m}

Donde la distribucién normal general N(u,o2) tiene funcién cuantil
Q(y) = p + o®~1(y). Asi, si resulta un patrén lineal en la grifica,
la pendiente de la recta proporciona un estimador para el parametro
o, mientras que la interseccién en el eje de las ordenadas estima el
parametro pu.

e Grdfica cuantil lognormal. Esta se define ficilmente, ya que X serd log-
normal siempre y cuando log (X') tenga distribucién normal. Por lo que
el diagrama de dispersién es el siguiente:

{(@~Y(k/(n +1)),log X)), 1<k<mn)}

La distribucién lognormal se relaciona frecuentemente con las deman-
das ligadas a accidentes automovilisticos.

e Grdfica cuantil Pareto. Es una herramienta actuarial importante. Para
una demanda X con distribucién Pareto Par(e, c) se tiene que IP(X <
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) = 1—(x/c)~™ para x > ¢, por lo quelog Q(y) = logc—a~! log{l—y)
la cual se asemeja a la distribucién exponencial truncada. La grifica

“cuantil Pareto se obtiene al graficar los puntos

{(—log(1— k/(n + 1)), log X)), 1%k <n}.

Si los datos provienen de una distribucién Pareto la grifica resultante
tiene forma lineal con interseccién en logc y pendiente oT!. La dis--
tribucién Pareto es popular entre los especialistas cuando se modelan

.datos de demandas concernientes a incendios o cualquier otro tipo de

demanda con colas muy pesadas.

Grdfica cuantil Weibull. En este caso F(z) = exp(—cz”). La funcién
cuantil es obviamente Q(y) = (—c llog(l — y))1/" para 0 < y < 1.
Si se toma una vez mds el logaritmo de esta expresién, se obtiene que
log Q(y) = —r~llogc+r—1log(— log(l —y)), io cual conduce automati-
camente a la grifica cuantil Weibull

{(log(—log(1 — k/(n + 1))),log X)), 1 <k < n}.

Bajo el modelo Weibull se espera un comportamiento lineal donde la
pendiente estima el pardmetro r~!. Adicionalmente la interseccién es-
tima la cantidad —rlogec.
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§1.4 'Teoria de Ruina para Distribuciones de Colas
Pesadas

En esta seccién, todas las variables aleatorias son positivas con soporte in-
finito , i.e. F(z) < 1 para toda x > 0. Ya se vio que la distribucién Pareto
viola la condicién de Cramér-Lundbery (1.17) por lo que el Teorema (1.2)
no es aplicable para tal distribucién. ;Qué metodologia alternativa se puede
usar? La respuesta se encuentra en la representacién (1.15) y el lema 1.3.
Antes de proceder. Denétese por R, la clase de funciones de variacién
regular con indice @ € R. El caso @ = ( corresponde a las funciones de
variacién regular lentas. En la seccién 1.4.2 la clase de distribuciones su-
bexponenciales jugaridn un papel fundamental, para lo cual, no existe un
tratamiento completo en los libros de texto. Debido a la importancia del mo-
delaje para demandas grandes, se ha incluido un anilisis de las propiedades.
Los resultados requeridos inmediatamente para los estimadores de ruina en
el caso de colas pesadas se presentan en este capitulo. Las ideas principales
concernientes a subexpomnencialidad se presentan en esta seccién 1.4.2;

§1.4.1 Algunos resultados preliminares

Se inicia la discusién con una propiedad de cerradura en la convolucién pa-
ra fd de variacién regular. Enfatizando que L pertenece a Ry, i.e. L es de
variacién regular lenta, siempre que V¢ > 0 ’

L(tx)
z—»nelo L{x) =1
Lemé 1.3. (Cerradura en la convolucion para fd con colas de vaﬁacifén re-
gular) Si F\,F2 son dos fd tales que Fi(z) = z °Li(z) para a = 0 y
L; € Ro,i = 1,2, entonces la convolucién G = F) * Fy tiene una cola de
variacion regular tal que

G(z) ~ z™*(Li(z) + La(x)), x —» co.

DEMOSTRACION. Si X, X, son variables aleatorias independientes con fd
Fy y F; respectivamente, se tiene que {X1 + X2 > z} D {X1 > z}U{X2 > z}
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por lo que'se puede verificar que: : e LN
G(z) = (Fi(z) + F2(2))

si 0 < 6< 1/2 , entonces de

{X1+X2 >3} C {X1 > (1-8)z} U {Xe > (1 - 8)z} U {X1 > 6z, Xy < oz},

BTN

se tiene que: Uit

G(x)

l/\

Fl((l — 5).’1:) -+ Fz((l — 6):!:) -+ F1(6$)F2(5$) R
Fr(( = 8)z) + Fa((1 — 6)z)) (1 +o(1)). T e

Por lo tanto:

G(z) G(z) . iy SRRt
1= l;ze’ggf Fi(z) + Fao(z) — h:?:i‘: Fl(x) +F2(:1:) <@1-9)°, i

Con lo que se demuestra una vez que se hace tender § | O

Un corolario importante que se obtiene por medio de induccién sobre n
es el siguiente: e gy e

Corolario 1.1. Si F(z) = z7=L(z) para o > 0 y L € Ro, entonces para toda
n=1,
Fre(z) ~ nF(z), x — oo.
Supéngase ahora que X, - .., Xn como en el corolario anterior son v.a. iid
con fd F si se denota la suma parcial de X),..., X, por Sp = X1 +- ‘-)-‘.‘\Y“
y su maximo por M, = maz(Xi,-...,Xn), entonces para todan>2,

P(Sp > x) = Fr*(z) ~ nF(x)
P(M,>z)=1—-[P(X <2)"= i‘-'T(z)

n—1

F(z) ZF"(::)
! e k=0 T T R
Lo ~ n¥F(z),  — oo, : :
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Se tiene entonces que:

(1.33) P(Sn > z) ~ nF(z), z — oo.

Por consiguiente, con la notacién anterior, el corolario (1.1) puede reformu-
larse como

FeRa a0
implica
P(S, > z) ~IP(M, >z), z— oco.

Lo cual implica que para fd con colas de variacién regular, la cola de la
fd correspondiente a la suma S, se determina principalmente por la cola de
la fd correspondiente al maximo M,,. Esta es exactamente una de las nociones
intuitivas de las distribuciones de colas pesadas o demandas grandes.

De una forma vaga se puede decir que:

Bajo la suposicién de variacién regular, la cola del
maximo determina la cola de la suma.

Enfatizando que en el modelo Cramér-Lundberyg la siguiente relacién se
cumple; ver (1.15):

v = 730+ TF (W), w20,

n=0

donde F;(z) = u~! [ F(y)dy es la distribucién de la cola integrada, bajo
la condicién F; € R., para algiin a > 0, se debe esperar que los siguientes
estimadores asintéticos sean vilidos:
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(1.34) % - ’go( + p)-nEL (1(‘1;) o
(1.36) = 1ip1+p2"(1+p)n—l o
(137 - _pdp( (1 +p) )

(1.38) = g (“’") o1, u— oo.

Un estimador natural para la ruina es (1.38) siempre que Fr sea de vanacxén
regular. Se mostré con anterioridad que un estimador similar se cumple para
una amplia clase de funciones de distribucién. Es posible reformular (1.38)

de la siguiente manera:

Para distribuciones de demanda con colas de variacién regular fundamen-
talmente, la ruina i¥(z) para un capital inicial grande u se determina
escencialmente por la cola F(y) de la distribucién del tamafio de la demanda

para valores grandes de y i.e. _
) ~ & [CF)dy,  u—» oo

De la tabla (1.2) se obtienen las siguientes distribuciones tipicas corres-
pondientes al tamaiio de demanda cubiertas por los resultados precedentes.

e Pareto

e Burr

'+ o Loggamma

e Distribuciones estables truncadas
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§1.4.2 Teoria de Cramér-Lundberg para Distribuciones Su-
bexponenciales

Como se manifesté anteriormente, el paso crucial para obtener (1.38) es la
propiedad F;™ (z) ~ nF(z) cuando £ — co y n > 2. Esto, naturalmente se
da para una clase de funciones de distribucién que se permiten dentro de un
régimen de demandas grandes. El resultado principal en esta estructura es
el Teorema (1.4), el cual se menciona posteriormene.

Definicion 1.8. (Funcién de distribucién subexponencial)
Una fd F con soporte (0, co) es subexponencial, si para toda n > 2,

Fro(z) _

(1.39) dim S

La clase de funciones de distribucién subexponenciales serd denotada por S.

Observacion 1.6. La relacién (1.39) produce la siguiente caracterizacién de
subexponencialidad; ver (1.33).

(1.40) Para todan > 2, IP(Sp > z)~P(M, >z), x— oco.

Vale la pena hacer notar que para verificar subexponencialidad, no es
necesario mostrar (1.39) para toda n > 2. Lo cual se enuncia en el siguiente
lema.

Lema 1.4. (Una condicidn suficiente para subezponencialidad)
Si limsup,_,o, F2*(x) /F(z) < 2, entonces F € S.

DEMOSTRACION. Como F representa la fd de una v.a. positiva, se tiene
inmediatamente que F2*(z) < F2(z) i.e. F2*(z) > F2(x) para todo =z > 0.
Por consiguiente, lim infz .00 F2*(z)/F(z) > 2, y gracias a la condicién del
lema, (1.39) es vilida con n = 2. La demostracién es por induccién sobre n.
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Paraz >y >0,

(1.41a) —_-FX'F;(I;—')-—(Z,) -1+ ¥@ —_;;:)“"(x)

(1.41b) =1 +/ a- Fl:;(f Q-F2E—9) p

(1.41c) = +/ Fo- F( ) dF(t)

(141) e (7)) (RESR F‘&Z)”) 4 ()
(1.41e) = 1+ Ii(z) + L(x).

A base de insertar —n+n en I y notando que (F**(z—t)/F(z—t) —ﬁr.) se
puede hacer arbitrariamente pequena para 0 < t < z — y y y suficientemente
grande, se sigue que:

Ii(e) = ('n.+o(1))/ yg(m—x)—)dF(t).
Ahora
=y F(z — ) _ F(z) —F¥(z) [ F(z-
S e = SO0 L e
— 2+
O ER

(1 +0(1)) — J(=z,¥),
donde J(z,y) < (F(z) — F(z - ¥))/F(z) — 0 cuando z — oo por el Lema

1.4 (a) que se vera posteriormente. Por lo tanto limz_ ;o0 I1(x) = n.

Finalmente, puesto que F**(z —t)/F(z —t) es acotada paraz~y <t < =
y imgz o0 J(z,¥) = 0, limz_,o0 I2(z) = 0, se completa la demostracién. =

Observacion 1.7. La condicién en el Lema 1.4 es trivialmente necesaria pa-
raque F € S. ) A
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En el inicio de la demostracién anterior se usé que para la fd F de una
v.a. positiva, siempre liminfz.,o, F?*(z)/¥F(z) > 2 ficilmente se muestra en
este caso que, para toda n > 2,

lim inf Fre(z)/F(z) > n.

De hecho S, > M;,, por eso F**(z) = IP(S,, > z) = IP(M,, > z) = F". Por
lo tanto
ne N
liminf ) > im ) _
z—oo  F(zx) :Tboo F(x)

El siguiente lema es crucial si se desea obtener (1.38) de (1.34) para Fy
subexponencial.

Lema 1.5. (‘Algunas propiedades de distribuciones subezponenciales)

(a) SiF € S, entonces sobre y-conjuntos compactos en (0, co)uniformemente,

o Flz—y) _
(1.42) :&&W =1.

(5) Si (1.42) se cumple entonces, para todo € > 0,
e*F(z) — oo, x — oo.

(c) Si F € S entonces, dada € > 0, existe una constante finita K tal que
para toda n > 2,

Fn. (z)

(1.43) @)

<KQ1+€e" z=0.

DEMOSTRACION. (a) Para z > y > 0, por (1.41a),

-1+ VF(z—1t) = F(z —t)
¥(z) o F(z) vy F(z)
F(z —

v)
F) (F(x) — F(y))-

dF(t) + dF(t)

> 14+F(y)+
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Asi que, tomando z suficientemente grande para que F(z) — F(y) % 0,:

—_ 2%

1< Xeow o (fﬁ—(;—”)‘l —1- F(y)) (F(z) — F@)™.

En el iltimo cédlculo, el lado derecho tiende a 1 cuando z — co. Se obtiene
inmediata uniformidad de la monotonia en y. La propiedad (1.42) se puede
reformular como F o ln € Rp para que converja uniformemente como’ con-
secuencia del teorema de convergencia uniforme para funciones de variacién
regular (Ver [12],Teorema A3.2);

" (b) Por (a), Foln € Ry, la conclusién de que z¢F(Inz) —+ oc ‘cuando
x - oo resulta ser la consecuencia inmediata del teorema de i‘ebréé‘erii‘abf&'n
para Rg ( Ver {12], Teorema A3.3); - it
(c) Sea a, = supzxg F7*(z)/F(z), al usar (1.41a) se obtiene que pa.ra. toda
T < oo,

§ ' =¥ (z ~ y) ’
anyy <1 +0581:=1£T./0 ":—F-(;—dF(y)
*F(z —y) F(z —y)
TR Feow F@ o
F(x) — F?*(x) - E.

< 14 Ar + o, 8u =
T n:zg F(z)

donde Ar = (F(T))~! < oo. Ahora, puesto que F € S es posible dar
cualquier € > 0, con una T tal que . s

s

antl < 14+ A7 + an(l + €).
de ahi
an < (1 + Ar)e ! + (1 + )7,
1o cual implica (1.43). R AT ™

Observacion 1.8. El Lema 1.5. (b) Jjustifica el nombre subexponencxal para
F € §; de hecho F(z) decae a 0 mas despacio que “cualquier exponencial e~
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para € > 0. Ademds, ya que para cualquier ¢ > 0:
oo —
[T e=ar@) 2 evFG), w20,
y

Por el Lema 1.5.(b) se tiene como consecuencia que cuando Fes f f {(—e) =
oo para todo € > 0. Por consiguiente la transformada de Laplace Stieltjes
de una fd subexponencial tiene una singularidad escencial en 0. Este resul-
tado se demostré primeramente por (Chistyakov [5}, Teorema 2). Como una
consecuencia de la demostracién del Lema 1.4.(b) la propiedad anterior se
cumple para una amplia clase de funciones de distribucién que satisfacen
(1.42). Para una discusién futura sobre estas clases ver la Seccién 1.5. VAN

Una consecuencia inmediata del resultado anterior es la siguiente:

Teorema 1.4. (Teorema de Cramér-Lundberg para demandas grandea, I)
Considérese el modelo Cramér-Lundberg con la condicion de ganancia neta
p >0y Fr eS8, entonces

(1.44) Y(u) ~ p 1Fp(u), u-— oco.

DEMOSTRACION. Ya que (14p)~! < 1, existe una e > 0 tal que (1+p)" (1 +
€) < 1. De ahi debido a (1.43),

Frw

Friw) SQ+p) KA+ u20,

P+p"

El intercambio de la sumatoria y el limite en (1.34), se permite por con-
vergencia dominada y produce el resultado deseado. -

Con esto escencialmente se finaliza con la tarea de encontrar estimadores
tipo Cramér-Lundberg en el caso de colas pesadas.

de su cola integrada la ruina, 9¥(u) estd dada por (1.44).

Para distribuciones de tamaifio de demanda con distribucién subexponencial
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Ademais para las fd con colas de variacién regular, los siguientes ejemplos
de la tabla 1.2 producen el wtlmador 1 44) Lo cual se demuestra en la
seccién 1.5.

- Lognormal

‘- ‘Benktander tipo I’

- Benktander tipo iI
- Wexbull (0 <7 <1).

Desde un punto de vista matemadtico, el resultado en el Teorema 1.4 puede
mejorarse sustancialmente, de hecho, al utilizar un resultado de Embrechts
[12], Corola.rio A3.21, se produce el siguiente resultado.

Teorema 1 5. (Teorema de Cramér-Lundberg para demandas gmndes, II)
Considérese el modelo Cramér-Lundberg con la condicidn de ganancia neta
p > 0. Entoncées las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Fr €S,
(5) 1 - p(u) €S,
(¢) limy_yo0 Y(u) /Fr() = p=1.

Consecuentemente, el estimador (1.44) es aplicable solamente bajo la
condicién F; € S, en el caso de la teorfa de Cramér-Lundberg, S es la clase
natural cuando se pretende estimar la ruina en el caso de que la condicién
Cramér-Lundberg (1.17) se viole. En la seccién 1.5 se reboma.ré la condicién
Fr € S, relaciondndola con la condicién de F misma.

§1.4.3 El Monto Total de las Demandas en el Caso Subexpo-
nencial

- En la seccién 1.4.2 se destacé la importancia de la clase S en la estimacién

de las probabilidades de ruina cuando las demandas son grandes. Desde un
punto de vista matemadtico es importante que en el modelo Cramér- Lundberyg,
1 —1(u) se puede expresar como una suma geométrica compuesta; ver (1.15).
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El mismo método que se usé para demostrar el Teorema 1.4 produce un esti-
mador de la distribucién del monto total de demanda cuando las demandas
son grandes. De hecho, en la seccién 1.1 se observé que, dentro del modelo
Cramér-Lundberg, para todo t = 0,

oo onn
= = —at .
(1.45) Gi(z) =IP(S(t) < z) = ,,E=oe - F**(z), x= =0,
donde S(t) = ,I:L_l X es el monto total (o agregado) de demandas hasta

el tiempo ¢. El proceso arrivo de demandas (N¢)e>o0 en (1.45) es un proceso
Poisson homogéneo con intensidad A > 0,

n
(1.46) P(N, =n) = e-“("%?, n>0.
Para un proceso general de arrivo de demandas (en el que se supone indepen-
dencia con el proceso tamaiio de las demandas (X)) se obtiene la férmula

(1.47) Gi(z) =D _ p(n)F™(z), z =0,

n=0
donde
pe(n) =M (Ne =n), neEN,

define una medida de probabilidad sobre N. En el caso de una fd F subex-
ponencial el mismo argumento que se dié para la demostracién del Teorema
1.4 produce el siguiente resultado.

Teorema 1.6. (Monto total de demandas en el caso subezponeﬁcial )

Considérese (1.47) con F € 8, t > 0 fija, y supongase que (p(n)) satisface

(1.48) i(l +€)"pe(n) < oo

n=0

para alguna € > 0. Entonces G € S y

(1.49) Gi(z) ~ IB(N)F(z), =z — oo.
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Observacion 1.9. La condicién (1.48) es equivalente al hecho de que la:fun-
ci6én generatriz 5o, pe(n)s™ sea analitica en una vecindad de 8 == 1. v

A
Observacion 1.10. La formulacién m4és general del teorema 1.6 se encuentra
en Cline (7], Teorema 2.13.

LA

Ejemplo 1.1. (El monto total de demandas en €l modelo Cmmér—Lundbe.r_qi )
Supéngase que (IV;) es un proceso Poisson homogéneo con probabilidades
individuales(1.47) ya que trivialmente p;(n) satisface (1.48). Entonces, para
Fes,

Gi(x) ~ MF(z), x — oo. L h

Ejemplo 1.2. (El monto total de las demandas en el caso binomial negativo)
El proceso binomial negativo es un proceso de llegada de demandas el cual
satisface

(1.50) pe(n) = (7 * : - 1) (E—f_—t)q(ﬁ—:_—t)", n €Ny, fB,7>0.

Seal {23, 24] considera que, ademas del proceso Poisson homogéneo,. este
proceso es el modelo principal para la d:stnbuc;én del nimero de demandas
en aplicaciones concernientes a seguros.

Fiacilmente se verifica que:

IE(N:) =vt/B, wvar(Ny) =t(1 +t/6)/B.

Al denotar g = B8/(B+t) y p = t/(B + t) y utilizar la fé6rmula de Stirling
T(z + 1) ~ 27z (z/e)* cuando z — oo, se obtiene de (1.50) que

pi(n) ~ p"n?""1q7/T(7), n — oo.

Por lo tanto la condicién (1.48) se cumple, por lo que para F € S,

Tilz) ~ ”-g'f‘(z), z — oo.
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Enfatizando que en el caso Poisson howogéneo, E{(N) = Al = var(iV,). Para
el proceso binomial negativo se tiene gue:

L
Var(i,) = (; + B) IB(Ng > B{Ng, 0.

re a ta subre-disperssion del proceso Vg ia sobre-

L& condicion (1.51) screfier
dispersion puede producisse en un diverss piwero de forwas, por ejempio:

(a) Por preferic observier un proceso Polssol en un lotervalo cuya longitud
es aleatoria en vez de fija.

(b) cuando lus datus se produceu por uu proceso Polsson agrupado, o

{¢}) en estudios de comportamnienio y en accidentes de propensidad cuando
existe variabilidad entre sujetos.

Principshnente (o) se cncuentra con frecuencia en el analisis de datos
concernientes a siniestros asegurables. Las caracteristicas mencionadas bajo

() se pucden maodelar con un procese Poisson mezclado.
La definicion formnal es motivada por el siguiente gjempio. Supdngase que

A ed una v.a. la cual se distribuye (v, 4) con deasidad

AR )

Salc) = e e
Eutonces |
> 18 Al o4 n° ;
mlE) Cty) (6 t - :

l “ i Jaleid all(y) \ 3 +1¢ -rary B 0.1.2,...

Fsta formula os igual a pe(n) en (1.50) . Mediante este procedimienio se
obticnen las probabilidades binomiales negativas, al aleatorizar el-parametro
Poisson A sobre 1a distribueion Gamuma. Esto es exactawmente un ejewmplo de
o ¢gner se pude cutender cowno un proceso Polsson mezclado.

DefiniciGn 1.8, {Proceso Poisson wmezclado)

Supdngase que A s una vea. con IP(A > 0} = 1, y también que N.= (Np)r>o
es un proceso Poisson homogéneo cou iutensidad 1, e independiente de A El

proceso (N(AL))>e es Hamado Poisson mezelado.
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La v.a. A en la definicién anterior se puede interpretar como un cambio
a tiempo aleatorio. Procesos m4s génera.lw que el proceso Poisson mezclado,
por ejemplo el proceso Cox, son parte de las herramientas actuariales que
se han empleado a lo largo del tiempo. Los procesos Poisson mezclados se
estudian en todos los textos estdndar sobre Teoria de Riesgo. El proceso

Poisson homogéneo con intensidad A > O se obtiene para A degenerada en A,
ie. IP(A=2)=1.
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§1.5 Teoria de Cramér-Lundberg para demandas
grandes: Discusion

§1.5.1 ° Algunas clases relacionadas con las distribuciones de
colas pesadas

Con la finalidad de obtener condiciones directas sobre F con tal de que
el estimador Cramér-Lundberg para demandas grandes en el Teorema 1.4
se cumpla, se estudiardn primeramente algunas clases rela¢ionadas con las
funciones de distribucién de colas pesadas.

La clase de distribuciones de variacién dominada se define como:

D= {F fd en(0, o0) : limsupF(x/2) /F(z) < oo} .

Figura 3: Clases de distribuciones de colas pesadas

K

Se han encontrado miembros de las siguientes tres familias:

c= {F fd en (0,00) : lim F(z —y)/F(z) =1 Vy>0},
R = {F fden (0,00):F € R_o para alguna o >0},
K= {F fd en (0,w):f(—e)=/we"’dF(z)=oo Ve>0}.

De la definicién de funcién de variacién lenta, resulta ser que F € L si y
solo si F oln € Ro. ' )
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Las siguientes relaciones se cumplen:

(a) 'R,c.ScchCyRCD . N
(b) £NDCS, - “.. - EENPLEN It
(c) D¢gSysS¢gD. ' "

La situacién se resume en la figura 3. Una discusion deta.llada de las mte-

rrelaciones se encuentra en Embrechts and Omey([10]; ver tambien Kluppelberg[lS]

Muchas de las implicaciones son faiciles, y de hecho algunas de estas ya se
demostraron (R C S en el Corolario 1.1, £ C K en la observacion dmpués
de la demostracién del Lema 1.4). Un error que se encuentra comunmen-

te en la literatura es la afirmacién: D C S; la siguiente fd proporciona un
contraejemplo.

Ejemplo 1.3. (La distribucién Peter y Paul) Considérese un juego donde el
primer jugador (Peter) lanza una moneda repetidamente hasta que esta cae
sol por primera vez, recibiendo por el segundo jugador (Paul) 2* pesos si esto
ocurre en el lanzamiento k. La fd de la ganancia de Peter es:

F(z)= Y. 27%, =z>o0.
k:2k<zx
El problema detrds de este juego es la famosa paradoja de San Petersburgo;
ver por ejemplo Feller[13], Seccién X.4. inmediatamente resulta que para to-
da k € N,F(2* —1)/F(2*) = 2 por lo que F ¢ £ y como consecuencia F ¢ S.
Por otra parte, se puede demostrar que F € D. Para un andlisis rdpido ver
Goldie[14]. ' A I

Elresultado S 3 L no es trivial; ejemplos relevantes se pueden encontrar
en Embrechts & Goldie[9] y Pitman(19]. Con respecto a la relacién entre £
y S, considere para = > 0,

() _, +‘/= Fz—y)
F(z) o F(x)

Por definicién, ¥ € £ implica que la integral anterior converge a 1 para toda

] ﬁ_]a Por el teorema de convergencia uniforme para funcxom de va.uamén

dF(y).
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regular ientas, Embrechts{12], Teorema A3.2, esta convergencia se cumple
también uniformemente en y-intervalos compactos. Sin embargo, para que
sea posible intercambiar limites e integrales es necesaria una condicién de
integrabilidad uniforme (convergencia dominada, monotonia en x, ...). En
general (i.e. para F' € L) estas condiciones fallan.

Primeramente obsérvese a los miembros de S. Ya se establecié que R C
Sy S C L (Lema 1.5 (a)), esto iltimo implica que para toda € > 0,
exp{ex}F(z) — oo cuando z — oco. De aqui resulta que la fd exponencial
F(z) = 1 — exp{—Az} no es miembro de S. Desde luego que esto se pue-
de comprobar directamente, o bien, usar el hecho de que & C £ y advertir
inmediatamente que F ¢ L.

Por ahora se sabe que las fd con comportamiento de ley potencia en la cola
(i.e. F € R) pertenecen a S. Por otra parte, las distribuciones exponenciales
(y de hecho las fd F con comportamiento mas riapido al exponencial en la
cola) no pertenecen a S. ; Qué se puede decir de las clases “intermedias” tales
como la clase importante de variables tipo Weibull donde F(zx) ~ exp{—z"}
con 0 < 7 < 1 ? La proposicién A3.16 de [12], que se formula en términos
de la densidad f de F, la tasa de riesgo (hazard rate) f/F y la funci6n de
riesgo Q(z) = foz g(y)dy proporciona los siguientes ejemplos en S. Al usar la
notacién anterior, F(z) = exp{—Q(x)}-

Ejemplo 1.4. (Ejemplos de distribuciones subexponenciales)

(a) Considérese una distribucién Weibul F con pardmetos 0 < r < 1 y
c>0,ie.

F(z) = e =", z>0.
Entonces f(x) = crz™ le==", Q(z) = cz™ y g(z) = crz™"! la cual
decrece a 0 si 7 < 1. Podemos aplicar inmediatamente la proposicién
A3.16(b) de Embrechts [12] ya que:

z — e:cq(z)f(x) — ec(‘r-—l)z'c.,.:c‘r-—l

integrable en (0,00) para 0 < 7 < 1. Por lo tanto F € S.
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{b) Al usar la proposicién A3.16{12], también se puede demostrar para
--F—(:z:) ~ D F e B3>0, ‘

que F € S. Este ejemplo muestra que es posible estar bastante cerca al
comportamiento de la cola exponencial mientras se permanezca en S.

(c) Hasta este punto, es posible esperar que para
F(z)~e * L(z), z—o0, o<t<1l, LE&Ry,

F se encuentre en &. Nuevamente, en esta generalidad la respuesta es
no. Es posible construir ejemplos de £ € Ryp en los cuales 1a F corres-
. pondiente no se encuentre en L. Un ejemplo para 7 = 0 se publicé en
Charles Goldie; ver también Cline (6] donde se dan contraejemplos
cuando 0 < 7 < 1. ‘

Un resultado 1itil es el sig;xiente
Proposicion 1.1. (Variacion dominada y subexponencialidad)
' (a) SiFe€ LND, entonces F € S. ' k

(b) Si F tiene media finita p y F € D entonces, Fr € L ND. Consecuen-
temente, por (a), F1 € S.

DEMOSTRACION. (a) Debido a Embrechts [12], (A.17), para = > 0,

@) _, /2/2 F@ =) py + EE/2)
V]

F(@) F(2) F(z)
[ F(z—1y)
—2 /o e W) +o(1),

i donde la o(1) es consecuencia de que F € D. Ahora para toda 0 < y 5 z/2,

F(z—y) _ Fz/2)
F(z) ~ F(z)’
por lo que debido a que F € D, es posible aplicar convergencia dominada, lo
cual produce para F € L la convergencia de la integral a 1. De ahi F € S. (b)
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Por facilidad de notacién, y sin pérdida de generalidad, considérese u = 1.
Puesto que, para toda = > 0,

00 2r _
(1.52) Fie)= [ Foyayz [ Flody 2 2F(2a),
x xz
Se tiene como una consecuencia de que F € D
lim sup :f_F(m) < lims pf(z) < 00.

el Fr(z) = s’ F(2)

ademads,

Fi(z/2) _ Joe F)dy

_ dy =1+ LpFwdy _ 1 4 F/2)z/2

Fi(z) S F) S Fyydy — Fr(z)
- ~1F(z/2) zF(z)
=1 e m@)
de donde .
lim sup Fi(z/2) < oo,
Tz—ro0 1(.1:)

i.e. Fy € D. Al tomar ¥ > 0, se tiene que para z > 0

- f::*'y F(u)dz + =+v F(u)du
Fr(x) ’
y por (1.52),
yF(z) Fi(z+y) _ vF(z)  Filz +y)
=~ Fr(z) Fi(z) ~ zF(2z) Fr(z)
ie. Fe L. (]

§1.5.2 Otra visién sobre Colas pesadas Cramér-Lundberg

Hasta aqui se ha visto que, desde un punto de vista analitico, laclase Ry S
producen modelos naturales de distribuciones de tamaiioc de demanda para
los cuales la condicién Cramér-Lundberg (1.17) se viola.

En Seal [24], el cdlculo numérico de 3/(u) se discute para varias clases de
funciones de distribucién concernientes al tamaiios de la demanda. Después
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de enfatizar el hecho de que en general el proceso Poisson mezclado, el praceso
Poisson homogéneo y en particular el proceso binomial negativo,. son:los
Gnicos procesos de llegada de demandas que se ajustan a datos reales de
seguros, Seal continda diciendo:

En la historia actuarial los tipos de distribuciones de tamarios de de-
manda independientes son limitadas, aparte de las distribuciones Parelo 'y
Lognormal, no estamos informados de que alguna otra distribucidon se pueda
ajustar ezitosamente a los tamanos de demanda.

Aunque quizi se manifesté en una forma bastante extremista, mds de
diez anios después el punto principal de esta frase permanece vigente; ver por
ejemplo Schnieper [22], Benabbou y Partrat [2] y Ramlam-Hansen{20, 21].

En esta seccién se discuten los miembros de S con respecto a las cla-
ses estidndar de fd dadas anteriormente. Se trabaja en el modelo Cramér-
Lundberg con tal de ilustrar de cémo funciona la nueva metodologia.

Se recuerda en el siguiente recuadro el resultado mas importante de la
seccién 1.4, i.e. El Teorema 1.5. o

Si F; € S entonces Y(u) ~ p~'Fr(u), u— oco.

Los estimadores Exponenciales Cramér-Lundberg (1.18), (1.20) bajo la
condicién de demandas pequefias (1.17), producen estimadores sorprenden-
temente buenos para 1/(u), tanto para u moderada como pequefia. El esti-
mador para demandas grandes ¥(u) ~ p~'Fr(u) es de gran valor teérico
y sin embargo puede ser mejorado. Un primer problema con respecto a la
aplicabilidad tiene que ver con la condicién ¥; € S. Una pregunta nat_;ur‘al
en este punto es: ’ s

(1) ;F €8 implicaque Fres?
Y, aunque menos importane como propésito:
(2) ;Fr €S implicaque FeS 7 ‘

en general y desafortunadamente la respuesta a las dos preguntas es no. Esto
conduce inmediatamente a la siguiente tarea: ; L T
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Dar condiciones necesarias a ¥ con la finalidad de que Fr € S.

Para el problema anterior, hay un sinmimero de respuestas que se pueden
encontrar en la literatura. Solo se discutirdn algunas. Las diversas clases de
funciones de distribucién introducidas en la seccién previa juegan un papel
importante aquf.

Una consecuencia inmediata de la proposicién 1.1 es el siguiente resulta-
do.

Corolario 1.2. (Teorema de Cramér-Lundberg para demandas grandes III)
Considérese el modelo Cramér-Lundberg con la condicion de ganancia neta
p>0yF €D entonces

Y(u) ~ p7'Fir(u), u—>oo.

La condicién F € D se puede verificar para todos los ejemplos relevantes;
esto contrasta a la tarea no trivial de verificar que F; € S. Se demuestra
en Seneta [25], Apendice A3, que cualquier F € D. Tiene la propiedad de
que existe k € N de manera tal que f;° z*dF(z) = oo, i.e. siempre existen
momentos divergentes (mds grandes). Del teorema de Karamata, Embrechts
[12])(Teorema A3.6), resulta como consecuencia de que F € R implica que
Fr €. R y de ahi Fr € S. Para estimaciones detalladas en el modelo Cramér-
Lundberg de colas pesadas ver Kliippelberg {16]. En este 1ltimo, se dan varias
condiciones suficientes para que F; € &, tales condiciones son dadas en
términos de la tasa de riesgo q(x) = f(z)/F(z) para F con densidad f o de
la funcion de riesgo @ = —InF; ver también Cline [6].

Lema 1.6. (Condiciones suficientes para que Fr € S)
Si una de las siguientes condiciones se cumple, entonces Fr € S.

(a) limsup,_,o, zq(z) < oo,

(b) limz o0 ¢(z) = 0,limz_,00 Zg(x) = 00, y alguno de los siguientes puntos
se cumpla: ’
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(1) limsup,_, ., zq(x)/Q(z) < 1,

(2) g€ Rs,—1 <5 <0,

(3) Qe Rs,0<8 <1, yq es eventualmente decreczente,

(4) g es eventualmente decreciente a 0, ¢ € Rg y Q(z) — zq(z) € R;1.

En Kliippelberg [15], Teorema 3.6, un resultado tipo Pitman (Ver Propo-
sicién A3.16 Embrechts [12]) se presenta al caracterizar F; € S para cierta
funcién absolutamente continua F con tasa de riesgo g decreciente a cero.

Ejemplo 1.5. (Ejemplos de F; € S)
Al usar el Lemma 1.5.(b)(2), se puede ver que F; € S en los siguientes casos:

- Weibull con parametro T € (0,1)
~ Benktander tipo 1 y II

-~ Lognormal. .

Corolario 1.3. (Teorema Cramér-Lundberg para para demandas grandes,
1v) ’ '
Considérese el modelo Cramér-Lundberg con la condicidon de ganancia neta

p > 0 y con una fd F que satisface alguna de las condiciones (a), (b) del
Lemma 1.6, entonces

¥(u) ~p7'Fr(u), u—roo.

No se contestaron las preguntas anteriores (1) y (2_). Con respecto ala
pregunta (2) (;¥7 € S implica que F € $7), usando la Proposicién 1.1 (b)
se puede ver que una modificacién directa de la distribucién Peter y Paul
proporciona un ejemplo de una fd F con media finita tal que F;y € S pe-
ro F ¢ S. Para detalles ver Kliippelberg {15], donde también se encuentra
una discusién de la pregunta (1) (i Si F € S con media finita implica que
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Fr e 87).

El lector posiblemente esté algo confundido en lo que se refiere a las
propiedades de S. Por una parte, se argumenté que esta es la clase adecuada
de fd a considerar en teoria de riesgo bajo la condicién de demandas grandes;
ver el Teorema 1.5 (c) implica (a). Por otra parte, se debe ser extremadamente
cuidadosos en hacer declaraciones generales acerca de S y sus relaciones con
otras clases de fd.

Como un logro inmediato es suficiente con resaltar que para distribucio-
nes F con media finita pertenecientes a las familias: Pareto, Weibull (+ < 1),
Lognormal, Banktander-typo-I y II, Burr, Loggamma,

FeS y Fres.

En lo que se refiere a la definicién de S, no se tiene una razén previa para
suponer que el limite de F2*(z)/F(z) sea igual a 2; una clase interesante
de distribuciones que resultan de permitir que este limite tome valores méis
grandes que 2 es la siguiente:

Definicion 1.10. Una funcién de distribucién definida en (0, co) se encuen-
tra en la clase S(v),vy = 0, si

(a) limg—yoo F2*(z)/F(x) = 2d < o0,

(b) limzoo F(z — 3)/F(z) =¥, yekR. ]

Se puede demostrar que d = [;° e"dF(y) = f(——’y) de manera que § =
&(0). Estas clases de fd se ilustran en las figuras 2.(2) y 2.(3).

Para un andlisis critico de la aproximacién ¥(u) ~ k¥F;(u) para alguna
constante K y u — oo ver De Vylder y Goovaerts [8]. Es posible obtener
mejorias si se impone la condicién Fy € S. En general G € S significa que
G2*(z) ~ 2G(z) cuando x — oo; versiones de orden superior para S con-
templan condiciones sobre el comportamiento asintético de G2*(x) — 2G(x)
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cuando z — oco. Para detalles sobre estas técnicas ver Omey y Wiuékégs
{17, 18], y también Bingham [3]. Con respecto al estimador de ruina para
colas pesadas 1 (u) ~ p~1¥,(u), suposiciones de segundo orden sobre F' con-
ducen a estimadores asintéticos para ¥ (u) — p~F/(u) cuando u — 6o0. Una
comparacién numérica de tales resultados y un detallado estudio de¢ simiu-
lacién para eventos raros en seguros, se puede encuentrar en Asmussen &:
Binswanger (1] y Binswanger (4]. -+

Observacion 1.11. Los resultados que se presentaron dan un.primer con-
cepto, de estimacién de ruina en el caso de colas pesadas. El -lector.debe ver
esto como un ejemplo de como es que la clase S y las diversas. clases con las
que se relaciona, ofrecen una herramienta apropiada con respecto al “Célculo
de colas pesadas”.

-
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Apéndice A

Fundamentos

En esta parte se enuncian algunos resultados importantes para este trabajo.

A.l.
TRANSFORMADAS

Sea I = {s € R : IE[e*X] < oo}. Obsérvese que I es un intervalo que
puede ser el eje real R, medio eje o inclusive el unitario {0}. La funcidn
generadora 1 : I — R de X se define como ri(s) = IE[e*X]. Obsérvese la
diferencia entre la funcién generadora y la Trasformada de Laplace-Stieltjes,
i(s) = IBle™>X] = [*°_ e~*XdF, de X o de la funcién de distribucién ¥ de X.
Ademads de la transformada de Laplace-Stieltjes, en ocasiones se considera la
transformada de Laplace L(s) = J2o, e**c(z)dz de una funcién ¢ : R — Ry.
Claramente, si la funcién de distribucién F' es continua con densidad f,
entonces su transformada de Laplace-Stieltjes es igual a su transformada
de Laplace de f. No es dificil demostrar que la transformada de Laplace-
Stieltjes i(s) de una distribucién en R, es completamente mondtona, i.e. para
todos los valores enteros de n, (—1)*I(")(s) > 0. Para variables aleatorias
discretas en N con funcién de probabilidad {px,k € N} adicionalmente se
usa la nocién de funcidn generadora de probabilidad § : [-1,1] — R definida
por §(3) = 02 ,pks* = IB [s*X]. Sea X una variable aleatoria real con
distribucién F'. La funcidén caracteristica ¢ : R — C de X se define de la

sigmiente manera:
#(s) = IE[X].
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En particular, si F es absolutamente continua con densidad f, entonces
(=]

P(s) = / e f(z)dx = / cos(sz) f(z)dz + i f sin(sz) f(z)d=z.
—oo

En este caso, ¢ es la Transformada de Fourier de f. Si X : Q@ — N es una
variable aleatoria discreta con funcién de probabilidad {px}, entonces:

o0
B(a) =3 e pp.

k=0
Obsérvese que las siguientes relaciones se cumplen §(e®) = {(—s) = m(s). Si-
milarmente @(s) = §(e**). Sin embargo, es mas delicado decidir para qué ar-
gumentos s las transformadas (s) y i (s) estan bien definidas. Por ejemplo si
X es no negativa, entonces 1n(s) estd bien definida para todo s < 0 mientras
que i(s) lo est4 para toda s > 0. Pero algunos ejemplos muestran que 17(s)
puede ser oo para toda s > 0, mientras que otros muestran que 1m(s) es finita
en (—oo0,a) para algin a > 0.

A.2. .
CONVOLUCION

Definiciéon A.1. El operador convolucién para distribuciones permite calcu-
lar la distribucién de la suma X +Y de dos variables aleatorias independientes
X y Y a partir de sus respectivas distribuciones F, G. La convolucidén FsG
de dos funciones de distribucién F y G, se define:

F*G(z) = /oo F(z —u)dG(u), ze€R.

Obsérvese que F * G es absolutamente continua a condicién de que al
menos una de las distribuciones F, G sea absolutamente continua. Si tanto X
como Y tienen densidades f y g, respectivamente, entonces la densidad de la
suma X +Y estd dada por la convolucién f*g(z) = %0 f(z — u)g(u)dt; para
z € R. La convolucién discreta de dos funciones de probabxhdad {pk, k e N}
y {pk. k € N} se define:

*pP)e= Y. pri, keN
LIEN:I+F=k
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La n-ésima convolucién de F, denotada por F™* se define iterativamente: Para
= 0, F% = 8(z) con do(x) = 0 si z < 0; para n>1,F" = F-—s o F =

F * ... * F (n veces). La n-ésima convolucién de otras funciones se define y

denota similarmente, para la cola de F™* se escribe F** = 1 — F**(z).

A.3.
LEMA DE ESPERANZA CONDICIONAL

Lema A.1. SiX yY sondosva talesque X L Y entoncespara f: A x Q-+ R
boreliana y acotada se cumple que IE (f(X,Y)|o(X)) = [z F(X,Y)IPx(dz)

A.4.

CONVERGENCIA EN DISTRIBUCION
Definicion A.2. Se dice que (A,) converge en distribucién o converge débil-
mente a la v.a. A (A, 3 A) si para toda funcién continua y acotada f la

relacién:
IE(A,) & IE(A), n — oo,

se cumple. La convergencia débil se puede describir en términos de las fun-
ciones de distribucién F4, y Fa de A, y A respectivamente: Se cumple que
An B Asi y solo si para todo punto de continuidad y de la fd F4 la relacién

(A.1) Fa.(y) & Fa(y), n—> oo,

se satisface. Ademas, si F4 es continua, entonces (A.1l) puede fortalecerse,
obteniendo convergencia unifore: ’

sup|Fa,(z) — Fa(z)] = 0, n - oco.
x
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A.5.
PROCESO DE RENOVACION

Definicién A.3. Un proceso de renovacién {N(t),t > 0} es un proceso. es-
tocdstico entero y no negativo que registra las ocurrencias sucesivas de un
evento durante el intervalo (0, ], donde la duracién del tiempo entre even-
tos consecutivos son variables aleatorias positivas, independientes e idénti-
camente distribuidas. Dado que los tiempos interocurrencias se denotan por
{¥%}72, ¥ su funcién de distribucién comiin por

Fly) =P <z), k=123,...,

Una estipulacién fundamental para un proceso de renovacién es pedir que
F(0) = 0, lo cual significa que Y3,Y2...,Y, son v.a. positivas.

La sucesién {oy,n € N} con g9 = 0y op = Y} + Y2+ ...+ Y, para
n = 1,2... se le llama proceso de renovacién puntual y a o, la n-ésima
epoca de renovacién.

Otra descripcién matemaitica equivalente del proceso de renovacién {on}
es el proceso de conteo renovacional {N(t),t > 0}, donde '

)
N(t) = Z l(vust}

n=1

es el niimero de épocas de renovacién en el intervalo (0,¢]. La equxvalencm.
de los dos procesos {0,} y {N(t)} se debe a que:

N(t)=n si y solo si {on <t <ont1}

DESIGUALDAD DE CHEBYSHEV
Si IE(X2) existe, entonces
P(X)>¢t) <t 2IB(X%) t>0

En particular, si IBE(X) = m y Var(X) = o2,
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P(X —m| > t) < o?/12.

DEMOSTRACION. Si F representa la fd de X.

2 2 2
B(X?) > fMZLz dF(z) > ¢ /l;lztdF(a:)

ESTA TESIS NO SAL¥
DE LA RIBLIOTECA
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