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Resumen

El objetivo del presente trabajo consiste en aplicar ciertos modelos de procesamiento y

percepción de estímulos visuales al problema de la compresión de imágenes naturales.

Las imágenes reconstruidas deberían permitir al lector evaluar la calidad subjetiva

obtenida con las diferentes técnicas de compresión presentadas. Sin embargo, debe

tomarse en cuenta que las limitaciones del proceso de impresión ocultan detalles que

sólo son evidentes en otros sistemas de despliegue.

En el Capitulo 1 se presenta un resumen sobre compresión de imágenes digita-

les, incluyendo definiciones elementales relacionadas con la teoría de la información,

asi como la clasificación de las técnicas de compresión y una descripción de los proce-

sos que lleva a cabo el sistema visual humano (SVH) para la compresión de los datos

visuales. Las ideas expuestas en esta última parte establecen el punto de partida del

presente trabajo, ya que los esquemas de compresión propuestos se basan en modelos

de ciertas etapas de procesamiento del SVH.

En el Capitulo 2 se deriva un modelo multicanal para la representación de imágenes

naturales basado en la teoría espacio-escala. El modelo tiene una inspiración biológica

de tal forma que sus parámetros pueden definirse de acuerdo a ciertas propiedades del

sistema visual. Primero se estudia el caso unidimensional (1-D) y posteriormente se

extienden los resultados a dos dimensiones. Los operadores que se obtienen tanto en

la fase de análisis como en la fase de síntesis son derivadas de Gaussiana, de tal forma

que, para el caso bidimensional (2-D), se tiene la posibilidad de representar la imagen

en función de la respuesta de filtros direccionales. Al sustituir la normalización de

coordenadas por un rmiestreo se obtiene un análisis de la señal similar al que lleva a

x
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cabo la transformada de Hermite jerárquica (THJ). También se define la versión dis-

creta de las transformadas multiescala y multidireccional a partir de la representación

espacio-escala de señales discretas en la cual se mantienen muchas de las propiedades

del caso continuo. En esta parte también se discuten las consideraciones prácticas

para su implantación en un sistema digital.

En el Capitulo 3 se presenta un esquema de representación de imágenes basado

en una clasificación perceptual de los coeficientes de la transformada de Hermite dis-

creta rotada (THDR) sobre una latís de muestreo aproximadamente hexagonal. Las

funciones de análisis de la THD corresponden a funciones binomiales que aproximan

a las derivadas de Gaussiana con la ventaja de que pueden ser calculadas mediante

un algoritmo rápido. El muestreo hexagonal es muy eficiente en la transferencia de

información espacial y además tiene gran relevancia en el SVH. Los coeficientes de

un mismo orden se mapean mediante una transformación unitaria especificada lo-

cálmente. La transformación se basa en funciones binomiales generalizadas, y como

resultado se obtienen los coeficientes de la THD referidos a un sistema de coordena-

das rotado de tal forma que la energía de los coeficientes se concentra a lo largo de

una coordenada. Dicha representación permite un proceso de clasificación perceptual

en el cual se define un umbral de error máximo tolerado para la aproximación del

bloque por una constante (patrón 0-D) o por una estructura orientada (patrón 1-D).

La compresión se consigue, entonces, eliminando los coeficientes que son visualmente

irrelevantes.

En el Capitulo 4 se define un algoritmo de descomposición multiescala no redun-

dante basado en una estructura de árbol cuaternario (quadtree). Cada nodo del árbol

es representado en el dominio de la transformada de Hermite discreta (THD) por un

conjunto de coeficientes espectrales. La descomposición involucra la localización de

la señal por ventanas binomiales de diferentes tamaños traslapadas entre si, asi como

la expansión local de dichas señales en un conjunto de los polinomios de Krawtchouck

(que son la versión discreta de los polinomios de Hermite). El algoritmo emplea el

método de subdivisión sucesiva de bloques de la resolución más baja a la más alta.
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Los bloques que no satisfacen una condición de homogeneidad son subdivididos en

bloques más pequeños y analizados en escalas menores (mayor resolución). Dicha

condición involucra un error perceptual definido en el dominio de la transformada.

La reconstrucción de los datos de la imagen se lleva a cabo mediante la integración de

los bloques ponderados por la ventana y divididos entre una función de peso asociada

al quadtreé. El quadtree debe ser tal que la imagen reconstruida sea visualrnente sin

pérdidas. La descomposición, denominada THD-Quadtree, se insertó en un esquema

de compresión con un cuantizador vectorial. El diseñó del cuantizador se llevó a cabo

mediante el algoritmo estándar LBG. Los resultados comparativos respecto a la TCD

se presentan al final del capitulo.

Finalmente, en el Capitulo 5 se presenta una discusión sobre los modelos pro-

puestos en esta tesis desde la perspectivas de los requerimientos de un sistema de

compresión de imágenes. Se mencionan las ventajas, desventajas y las lineas poten-

ciales de investigación.
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Capítulo 1

Introducción

El objetivo del presente trabajo consiste en aplicar ciertos modelos de procesamiento y

percepción de estímulos visuales al problema de la compresión de imágenes naturales.

Las imágenes reconstruidas deberían permitir al lector evaluar la calidad subjetiva

obtenida con las diferentes técnicas de compresión presentadas. Sin embargo, debe

tomarse en cuenta que las limitaciones del proceso de impresión ocultan detalles que

sólo son evidentes en otros sistemas de despliegue.

En este capitulo introductorio hemos querido presentar un resumen sobre com-

presión de imágenes digitales, incluyendo definiciones elementales relacionadas con la

teoria de la información, asi como la clasificación de las técnicas de compresión y una

descripción de los procesos que lleva a cabo el sistema visual humano (SVH) para

la compresión de los datos visuales. Las ideas expuestas en esta última parte esta-

blecen el punto de partida del presente trabajo, ya que los esquemas de compresión

propuestos se basan en modelos de ciertas etapas de procesamiento del SVH.



1.1 Imagen digital

La demanda para el manejo de imágenes en forma digital se ha incrementado ace-

leradamente durante los últimos años. Gracias al mejoramiento del desempeño y a

la significativa reducción en los costos de analizadores gráficos (scanners); cámaras

digitales, impresoras y otros medios digitales, la imagen puede ser hoy en día fácil-

mente convertida al formato digital. Adicionalmente, existen distintas modalidades

de captura de imágenes en medicina, tales como la tomografía computarizada (CT)

o la resonancia magnética (MRI) las cuales generan directamente imágenes digitales.

El uso de gráficos por computadora en las ramas de publicidad y entretenimiento

está extendiéndose y su uso en la visualización científica y en aplicaciones de inge-

niería continúa creciendo a pasos agigantados. La razón por el interés en imágenes

digitales es clara: La representación de imágenes digitales permite que la información

visual sea fácilmente manipulada en formas útiles y novedosas. Este hecho, combi-

nado con el crecimiento exponencial de la capacidad de cómputo durante las últimas

décadas, ha promovido el uso de sistemas de imágenes en diversos campos como la

astronomía, percepción remota, medicina, foto-periodismo, artes gráficas, publicidad,

manufactura, etc.

A pesar de las ventajas, existe un problema potencial con las imágenes digitales,

la gran cantidad de bits que se requiere para almacenarlas. Afortunadamente, las

imágenes digitales, en su representación canónica, contienen generalmente una gran

cantidad de redundancia. La compresión de imágenes, intenta aprovechar esta redun-

dancia para reducir el número de bits requeridos para representar una imagen. Esto

puede producir un ahorro significativo en la memoria requerida para el almacenamien-

to o en la capacidad del canal que se requiere para la transmisión de la imagen. En la



literatura existen algunas revisiones bastante amplias sobre la materia de compresión

de imágenes [27]- [24].

Ahora bien, porqué es necesario comprimir una imagen? Considere la cantidad de

almacenamiento requerida para una escena LANDSAT Thematic Mapper (usada en

percepción remota) que es de aproximadamente de 6000 x 6000 pixeles/banda espec-

tral, 8 bits/pixel y 6 bandas espectrales no térmicas. El número de bits requeridos es

aproximadamente 1.7 x 109. Obviamente el almacenamiento de incluso unas cuantas

imágenes podría significar un problema y de ahi la necesidad de compresión. Otro

ejemplo claro de porqué es necesario comprimir una imagen es la transmisión de una

imagen de video digital de baja resolución de 512 x 512 pixeles, 8 bits/pixel 3-colores

sobre una linea telefónica. Usando un MODEM de 9600 baudios (bits/s) la transmi-

sión tornada aproximadamente 11 minutos, lo cual es inaceptable para la mayoria de

las aplicaciones.

La redundancia presente en una imagen digital es altamente dependiente del sis-

tema que se use para formar la imagen asi como de los parámetros usados para repre-

sentarla. En particular, la taza de muestreo, el número de niveles de cuantización y la

presencia de fuentes de ruido pueden afectar la compresión máxima posible. Aunque

pueden existir variaciones de imagen a imagen, la siguiente tendencia es válida para

la mayoria de los algoritmos de compresión basados en medidas estadísticas.

Mientras mayor es la taza de muestreo, la correlación entre pixeles es mayor; lo

cual permite mayores tazas de compresión. La taza de compresión (abreviado CR

por sus siglas en inglés: Compression Rote) se define como el cociente del el número

de bits de la imagen original entre el número de bits de la imagen comprimida. Un

incremento en los niveles de cuantización reduce, hasta cierto punto, la correlación de



pixel a pixel, reduciendo asi la compresión máxima posible. La presencia de cualquier

fuente de ruido (por ejemplo, el ruido granular de una impresión fotográfica) o el

ruido introducido por el censor, decrementa la correlación pixel a pixel y reduce la

máxima compresión posible.

1.2 Clasificación de las técnicas de compresión

Los ejemplos de la sección previa ilustran claramente cómo el proceso de digitalización

genera un gran número de bits por cada imagen. Sin embargo el número real de bits

requeridos puede ser substancialmente menor debido a la redundancia. En general se

identifican tres tipos de redundancia:

• Redundancia espacial, la cual se debe a la correlación (o dependencia) entre

valores de pixeles vecinos.

• Redundancia espectral, la cual se debe a la correlación entre los planos de colores

(e.g., en una imagen de colores RGB) o bandas espectrales (e.g., una fotografía

aérea usada en percepción remota).

• Redundancia temporal, la cual,se debe a la correlación entre tramas sucesivas

de una secuencia de imágenes.

Las investigaciones" en compresión de imágenes intentan reducir el número de

bits requeridos para representar la imagen mediante la reducción de la redundancia.

Adicionalmente, se intenta establecer los limites fundamentales en el desempeño de

cualquier esquema de compresión para una clase de imágenes dadas. Esto se hace

usando los conceptos de la teoría de información [8]. Pero más allá de estos conceptos



básicos, es necesario desarrollar una variedad de algoritmos adecuados para distintas

aplicaciones. ;

Existen muchos enfoques para compresión "de imágenes, pero todos ellos se han

clasificado en dos grupos fundamentales: sin pérdida y con pérdida. En compresión

sin pérdida (también denominada compresión reversible), la imagen reconstruida es

numéricamente idéntica a la imagen original en una base pixel a pixel. Obviamente

este tipo de compresión es ideal ya que nada de la información es comprometida. Sin

embargo, sólo es posible alcanzar una modesta cantidad de compresión usando este

tipo de algoritmos. En compresión con pérdida (o compresión irreversible), la imagen

reconstruida contiene degradaciones relativas a la imagen original Como resultado,

se obtiene una mayor compresión comparada con la compresión sin pérdida. En

general se obtiene cada vez más compresión a expensas de mayor distorsión. Es

importante notar que estas degradaciones pueden o no ser visualmente aparentes.

De hecho, a veces se usa el término visualmente sin pérdidas para caracterizar a

los esquemas de compresión que introducen pérdidas invisibles bajo condiciones de

visibilidad normales. Desafortunadamente la definición del término visualmente sin

pérdidas es bastante subjetiva y se debe tener mucho cuidado en su interpretación.

Es concebible entonces, que un algoritmo que es visualmente sin pérdidas bajo ciertas

condiciones de visibilidad no lo sea para otras condiciones más estrictas.

La propuesta presentada en esta tesis cae dentro del grupo de técnicas de compre-

sión con pérdidas y, desde luego, la intención es que las degradaciones introducidas

sean invisibles y, para tazas de compresión muy bajas, sean más tolerables que las

degradaciones introducidas por los codificadores estándares.



1.3 Teoría taza-distorsión

La taza limite de un esquema de codificación sin pérdida está determinada por la

entropía de la fuente. En muchas situaciones prácticas se puede permitir hasta cier-

ta cantidad de degradación irreversible en la imagen. Este tipo de degradación es

generalmente controlado por el usuario ajustando un conjunto de parámetros como

por ejemplo los intervalos de cuantización. La pregunta relevante aqui es: Cuál es

la mínima taza de bits que se requiere para codificar una fuente si se desea que la

degradación esté por debajo de cierto nivel?. Esta es la interrogante fundamental

que intenta resolver la rama de la teoria de la información conocida como teoría

taza-distorsión [7]. Dicha teoria establece los limites teóricos en el desempeño de los

métodos de compresión con pérdida de acuerdo a un criterio de fidelidad. En general

la teoria establece una función taza-distorsión R(D) que cumple con las siguientes

propiedades.

• Para cualquier nivel de distorsión D dado, es posible encontrar un esquema

con taza arbitrariamente cercana a R(D) y distorsión media arbitrariamente

cercana a D.

• Es posible encontrar un código que logre la reproducción con distorsión D (o

menor) a una taza por debajo de R(D).

Se puede demostrar que R(D) es una función convexa, continua y estrictamente

decreciente

La Figura 1.1 muestra una función taza-distorsión típica para una fuente discreta

de alfabeto finito. La taza minima requerida para la compresión libre de distorsión



Curva Taza-Distorsión

Codificador de
sComplejidad Baja

Codificador de
Complejidad Alta

° D

Figura 1.1: Curva taza-distorsión típica para una fuente discreta de alfabeto finito.

para una fuente dada es &(0) y es menor o igual que la entropía de la fuente, de-

pendiendo de la medida de distorsión. También se muestra en esta curva hipotética

el desempeño de los codificadores de alta y baja complejidad. En general mientras

más sofisticado es el esquema (es decir, mientras mejor modela la estadística de la

fuente), más cercano del limite R(D) es su desempeño. Para caracterizar la función

R(D)t se requiere un modelo de fuente y un criterio de distorsión. El problema es

matemáticamente tratable para modelos simples de fuentes discretas sin memoria

(FDSM)'y considerando medidas de distorsión libres de contexto. Una medida libre

de contexto, también llamada distorsión de una sola letra, implica que la distorsión

es función del símbolo original y su valor reproducido, y no depende de otros térmi-

nos de la secuencia de símbolos de la fuente ni de sus reproducciones. Bajo estas

suposiciones, se han encontrado soluciones en forma cerrada para fuentes con ciertas

distribuciones y empleando los criterios de error cuadrático medio y error absolu-

to medio [54]. Para aquellas distribuciones donde la solución en forma cerrada no



existe, se puede encontrar una solución numérica usando el algoritmo propuesto por

Blahut [8]. Desafortunadamente estos resultados son de poca utilidad en imágenes ya

que las imágenes naturales son altamente correlacionadas y no son modeladas ade-

cuadamente por una FDSM. Además, en la mayoría de las aplicaciones, la imagen

comprimida es evaluada por sujetos humanos, y para cada pixel, la distorsión perci-

bida es una función compleja de dicho pixel y de sus vecinos. Esto limita ía utilidad

de las medidas de distorsión libres de contexto. Más aún, incluso en los casos más

simples, la realización física del esquema de codificación óptimo, el cual alcanza la

cota teórica, seria extremadamente complicada.

La determinación de R(D) para modelos de fuentes que describan más eficiente-

mente a un conjunto de imágenes naturales y la determinación de medidas de distor-

sión que correlacionen bien con los criterios visuales permanecen como áreas activas

de investigación hasta la fecha en que se escribe esta tesis.

1.4 Compresión con pérdidas

En los esquemas de compresión con pérdidas se permiten degradaciones en la imagen

reconstruida como intercambio para una taza bits más reducida en comparación con

los esquemas sin pérdidas. Estas degradaciones pueden ser o no visualmente apa-

rentes, y se puede obtener una mayor compresión permitiendo mayor degradación.

La estructura general de un esquema de compresión con pérdidas se muestra en la

Figura 1.2. Esta incluye tres componentes:
i

• Descomposición o transformación de la imagen,

• Cuantización de los datos en un conjunto de símbolos



IMAGEN ORIGINAL

TRANSFORMACIÓN

CUANTIZACION

CODIFICACIÓN

IMAGEN COMPRIMIDA

Figura 1.2: Estructura general de los esquemas de compresión con pérdidas.

• Codificación de los símbolos

La importancia relativa de cada componente varia de una técnica a otra, y no

todos los componentes son necesarios para una técnica en particular. Como regla

general, mientras más sofisticado es un esquema de compresión, mejor es la calidad

que se puede alcanzar para una taza de bits dada [38].

La descomposición o transformación de la imagen se lleva a cabo para reducir el

rango dinámico de la señal, para eliminar información redundante o, en general, para

lograr una representación que pueda ser codificada más eficientemente. La principal

diferencia con los esquemas de compresión sin pérdidas es la inclusión de la etapa de

cuantización. La cuantización de los datos reduce el número de posibles símbolos.

El tipo y grado de cuantización tiene un gran impacto en la taza de bits y la cali-

dad de la imagen. También, es deseable realizar la cuantización de tal forma que la
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secuencia de salida pueda ser subsecuentemente codificada de manera eficiente. El

proceso de cuantización puede incluir técnicas tales como códigos de Huffman [23] o

códigos aritméticos [40]. En general, cualquiera de los componentes de un esquema

de compresión con pérdidas se puede realizar en modo adaptable o no adaptable. Un

esquema de compresión es adaptable si la estructura de un componente o sus paráme-

tros cambian localmente dentro de la imagen tomando asi ventaja de las variaciones

en la estadistica local. La adaptabilidad ofrece el potencial para mejorar el desem-

peño en la compresión a costa de un incremento en la complejidad. La adaptabilidad

se puede realizar en forma causal o no causal.

En un sistema con adaptabilidad causal, los parámetros del codificador se basan

solamente en los valores de pixeles previamente reconstruidos y cualquier proceso

de toma de decisión en el codificador debe ser duplicado en el decodificador. Este

sistema tiene la ventaja de que no requiere información sobre la toma de decisiones

del codificador, sin embargo tiene un par de desventajas asociadas. Primero, el co-

dificador falla generalmente en la adaptación cuando ocurren cambios abruptos en la

estadistica de la señal de tal forma que no puede ser inferida a partir de valores pre-

viamente reconstruidos. Segundo, la adaptabilidad causal incrementa la complejidad

del codificador y del decodificador en la misma proporción, ya que el decodificador

debe duplicar el proceso de toma de decisiones del codificador.

En sistemas con adaptabilidad no causal, los parámetros del codificador se ba-

san tanto en valores previos como en valores futuros de la señal. Dado que estos

últimos valores no están disponibles en el decodificador, el codificador debe enviar

bits adicionales para informar al decodificador sobre cualquier adaptación. Aunque

esto produce una mayor taza de bits, también incrementa el desempeño global del
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sistema. Además, el incremento en la complejidad del decodificador debido a la adap-

tación es mínima ya que el decodificador no requiere repetir el proceso de selección

del codificador.

1.5 Compresión por el sistema visual

El proceso de visión inicia con la absorción de la luz mediante un pigmento contenido

en los fotorreceptores conocidos como conos y bastones, llamados asi por su forma.

Los primeros contienen uno de tres pigmentos visuales con máximos de sensibilidad

espectral en 450ran (conos azules), 525nro (conos verdes) y 555nm (conos rojos).

El pigmento visual asociado a los bastones se llama rhodopsin y presenta una cur-

va de sensibilidad espectral más extendida que los conos con un máximo en 500nm.

Además de los fotoreceptores, la retina contiene otros cuatro grupos de células in-

volucradas en el proceso visual. Estas son las células bipolar, ganglionar, horizontal

y amácrina. Existen subtipos de cada una de éstas, de hecho, la retina contiene al

menos 50 tipos de células neuronales morfológica y funcionalmente distintas. El im-

pulso eléctrico generado por los fotoreceptores pasa a través de las células horizontal,

bipolar y amácrina y llega finalmente a las células ganglionares las cuales representan

el camino común de la salida neuronal del ojo. Los axones de las células ganglionares

forman el nervio óptico. El hecho de que existen cerca de 120 millones de fotorecep-

tores y solamente cerca de un millón de células ganglionares implica una considerable

convergencia de la salida de los fotoreceptores. Esta convergencia toma parte en el

preprocesamiento del estimulo visual que se lleva a cabo en la retina. Los trabajos

experimentales donde se ha registrado la salida de una sola célula ganglionar demues-

tran que éstas tienen un campo receptivo especifico en el cual un estimulo evoca un
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tren de impulsos neuronales. En la mayoría de los casos, los campos receptivos son

de naturaleza concéntrica con la parte central excitatoria y el borde inhibitorio. El

inicio de iluminación de la parte central del campo receptivo causa un incremento en

la taza de pulsos neuronales sobre el nivel de reposo. En contraste, cuando se ilumina

el anillo concéntrico que rodea el campo receptivo, existe solo respuesta cuando la

iluminación se apaga.

De esta descripción es evidente que el sistema visual humano lleva a cabo un signi-

ficativo grado de procesamiento de imagen para alcanzar su notable desempeño. En el

corazón del problema descansa la necesidad de minimizar la cantidad de información

que requiere ser procesada por el sistema visual. Por ejemplo, como el ojo responde

a frecuencias espaciales hasta cerca de 60 ciclos por grado a una taza máxima de 60

ciclos por segundo, entonces se tienen un número máximo de muestras por segundo

que deben ser enviadas a la corteza visual del orden de 5.5 x 1010. Este valor excede

el ancho de banda disponible en el nervio óptico, de ahi que el sistema visual emplee

un número de estrategias para comprimir los datos. En lugar de simplemente enviar

toda la información a la corteza, es suficiente con señalar solamente los cambios en

la información. El tipo de receptores centro-encendido y borde-apagado actúan efec-

tivamente como un filtro pasobanda que remueve las bajas frecuencias espaciales de

la información de la escena y transmite únicamente la información sobre los cambios

en los datos espaciales de la imagen de la retina. Un desafortunado resultado de esto

podría ser que si la escena no cambia, entonces la imagen se desvanecería. Afortu-

nadamente esto no sucede en la práctica porque, incluso cuando se observa fijamente

un objeto en reposo, el ojo no se mantiene realmente estacionario. Durante la fija-

ción hay pequeños movimientos continuos (desplazamiento y parpadeo) y un temblor
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sobrepuesto de hasta 150 ciclos por segundo con una amplitud de aproximadamente

medio diámetro de un cono (2¿¿m). Esto asegura que la imagen de la retina siempre

está cambiando incluso cuando la escena permanezca estática. Si la imagen de la

retina se estabiliza artificialmente, entonces la imagen se desvanece.

Además de la compresión alcanzada por las células ganglionares, también están

presentes células que responden a estructuras especificas en la imagen, tales como

lineas con orientaciones particulares, esto reduce aún más la cantidad de información

que debe ser transmitida a la corteza.

Por lo tanto, se puede ver que el ojo no es simplemente una cámara, sino un dis-

positivo complejo de captura y procesamiento, y que el objetivo del procesamiento

no es solamente hacer un uso óptimo de los canales de dato disponibles en el sistema

visual sino también poner los datos de imagen en un formato adecuado para su in-

terpretación por el cerebro. Estos mecanismos presentes en el SVH son los que han

inspirado un número de esquemas de compresión con pérdidas durante las últimas

tres décadas ([37], [56], [59], [61]).

1.6 Imágenes de prueba

En la Figura 1.3 se muestran las imágenes empleadas para probar los algoritmos pro-

puestos en esta tesis. De izquierda a derecha y de arriba hacia abajo son: LENA,

HOUSE, PEPPERS, BARBARA, MIT y CAMERAMAN; todas en formato BMP

de 256 por 256 pixeles en niveles de grises codificados en 8 bits. Estas imágenes son

frecuentemente usadas para comparar el desempeño de los distintos modelos de pro-

cesamiento, ya que exhiben características que permiten estudiar un amplio espectro

de estructuras que son visualmente importantes.



Figura 1,3: Imágenes de prueba.



Capítulo 2

Transformada de Hermite
multiescala

En este capitulo se deriva un modelo multicanal para la representación de imágenes

naturales basado en la teoría espacio-escala. El modelo tiene una inspiración biológica

de tal forma que sus parámetros pueden definirse de acuerdo a ciertas propiedades del

sistema visual. Primero se estudia el caso unidimensional (1-D) y posteriormente se

extienden los resultados a dos dimensiones. Los operadores que se obtienen tanto en

la fase de análisis como en la fase de síntesis son derivadas de Gaussiana, de tal forma

que, para el caso bidimensional (2-D), se tiene la posibilidad de representar la imagen

en función de la respuesta de filtros direccionales. Al sustituir la normalización de

coordenadas por un muestreo se obtiene un análisis de la señal similar al que lleva a

cabo la transformada de Hermite jerárquica (THJ). También se define la versión dis-

creta de las transformadas multiescala y multidireccional a partir de la representación

espacio-escala de señales discretas en la cual se mantienen muchas de las propiedades

del caso continuo. En esta parte también se discuten las consideraciones prácticas

para su implantación en un sistema digital.

15
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2.1 Introducción

La calidad de los resultados en el procesamiento de imágenes es a menudo evaluada

por humanos. En tal caso los errores son significativos solo si se perciben. Por lo

tanto, con un profundo entendimiento del Sistema Visual Humano (SVH) se pueden

explotar sus propiedades para obtener imágenes que se vean mejor.

Uno de los modelos más conocido del SVH a nivel de la corteza visual está basado

en las funciones de Gabor [5], [37]. El diseño de filtros para la simulación del procesa-

miento visual ha sido también de interés en esta área, tal es caso de ia transformada

Cortex [56] cuyas funciones de análisis se diseñaron para aproximar el perfil de las

funciones de Gabor, con la ventaja de poder ajustar los anchos de banda radial y an-

gular. Un modelo alternativo propuesto por Young en 1987 se basa en la Gaussiana

y sus derivadas [63]. Estas funciones, igual que las funciones de Gabor, son espa-

cialmente locales y consisten de regiones de excitación e inhibición alternadamente

en una envolvente que se desvanece gradualmente. Young mostró que las derivadas

de Gaussiana (DG) modelan con mayor precisión los datos medidos en los campos

receptivos que las funciones de Gabor, con la ventaja adicional de la ortogonalidad

de las funciones situadas en un mismo punto de análisis. Más aún, se ha demostrado

que las DG pueden modelar también los campos receptivos a nivel de las neuronas

sensibles a la disparidad binocular [17].

Algunos modelos matemáticos basados en estos operadores a una sola escala se

describen en [9],[18] y [35]. Este último se extiende al caso multiescala en [34] y en

ambos casos, las DG se interpretan como el producto de los polinomios de Hermite

por una ventana Gaussiana, donde la señal multiplicada por la ventana se expande

sobre la base de los polinomios de Hermite. La transformada de imagen propuesta en
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este capitulo presenta los mismos operadores a múltiples escalas pero con un esquema

de síntesis que integra las respuestas de todos los canales a distintas escalas1.

2.2 Caso 1-D: Transformada de Hermite Multies-

cala

En esta sección se construye una transformada multiescala basada en derivadas de

Gaussiana la cual es referida como transformada de Hermite multiescala (THM).

La derivación de los resultados presentados en esta sección se puede consultar en el

Apéndice A.

2.2.1 Descomposición multiescala

Para comprender mejor el concepto de escala debemos ver la imagen como la repre-

sentación de una escena física. Dicha representación estará afectada por cantidades

físicas que pueden medirse o estimarse. Asi por ejemplo, el efecto de la distancia de

observación se puede traducir en un escalamiento de la distribución de intensidades

de la representación, esto significa que ai alejarnos del objeto observado se incremen-

ta la escala de la representación y por lo tanto se pierden detalles, mientras que al

acercarnos disminuimos la escala y percibimos más detalles.

La representación espacio-escala [60] emplea las versiones escaladas de la Gaus-

siana de integral unitaria G(x) = exp(—X2)/*/K para eliminar detalles de la señal de

luminancia L(x) mediante la operación de convolución, es decir que L(x, s) = L(x) *
1Una versión preliminar de este trabajo fue presentadas en el 5th World Multiconference on

Systemics, Cybemetics and Informatics [50] y otra en el SPIE's 46th Annual Meeting [15]



18

G(x, s) es la representación de la señal a la escala 5, donde G(x, s) — G(x/y/4s)/V$s

es la Gaussiana a la escala s > 0. La variable normalizada £ = x / i / i s es referida

como coordenada natural.

Para poder arribar a un resultado que ponga en evidencia la relación existente

entre las estructuras de la imagen percibidas a diferentes escalas, necesitamos tener

una idea sobre la forma en la que el sistema de visión humana podría llevar a cabo

dicho proceso. Los resultados psicofisicos evidencian la existencia de por lo menos

cuatro canales en cada punto del campo visual a nivel de la retina (específicamente en

las células ganglionares [59]). Dichos canales exhiben una respuesta aproximada a una

diferencia de Gaussianas (o DoG del inglés Difference of GausMans) cuya respuesta

al impulso se escribe como DoG(x7 Si, s2) = G(x, si) — G(x, s2) para s2 > si-

La respuesta del filtro DoG contiene ía información que debe ser agregada a la

representación a la escala s2 para obtener ía representación a la escala menor s\. Asi,

la señal puede ser expresada como una suma de canales DoG:

L(x)~ ^2 Z>(x)*DoG(x,bk-úSk) (2-1)
k=—oo

con sk > Sfc-i.

Aqui, requeriremos que el parámetro de espaciamiento r = (sk — Sk-i)/sk sea

constante para todo entero fe, lo cual está en acuerdo con datos psicofisicos que

soportan la existencia en el SVH de un número de canales cuyas frecuencias centrales

mantienen una relación de aproximadamente una octava [59], es decir r « 0.75.

¡

2.2.2 Análisis estructural

En la mayoría de las aplicaciones es deseable saber qué parte de la información con-

tenida en cada canal, hablando en términos perceptivos, debe agregarse con mayor
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intensidad (por ejemplo, bordes, lineas, esquinas, etc.) y qué parte de información

debe ser atenuada porque resulta molesta a la vista (por ejemplo, texturas finas o rui-

do). En tal caso, resulta apropiado llevar a cabo un análisis derivativo para discernir

entre las diferentes estructuras de interés [20]. Asi, la estructura local de una señal

se infiere a partir de las derivadas de las representaciones escaladas. Por otra parte,

las derivadas de L(x, s) se pueden obtener convolucionando la función L(x) con los

operadores derivadas de Gaussiana: Gn(x, s) = d%G(x, s).

Por tanto, el siguiente paso es expresar el filtro DoG en función de las DG, esto

se consigue tomando la expansión en serie de Taylor de ía Gaussiana a la escala s¿-i

alrededor de la escala sfc, es decir,

DoG(xy sk-u sk) = Y, ^T-Gznix, sk) (2.2)
n=l n'

En la práctica se debe limitar el número de términos de esta serie a un número pe-

queño. Estudios neurofisiológicos indican que el sistema visual trabaja con derivadas

hasta de cuarto orden [61], [62], [63]. En nuestro estudio matemático, sin embargo,

consideraremos todos los términos de la serie ya que las aproximaciones pueden ser

estudiadas como casos particulares.

2.2.3 Definición de la THM

La expresión (2.2) muestra explicitamente que las derivadas de orden impar no con-

tribuyen en la descripción de la imagen como se apunta en [6], donde se reportan

experimentos de realce basado en las DG de orden par. Por otro lado, es deseable

que, al menos en ía etapa de análisis del modelo, aparezcan todas las derivadas con

el fin de tener una descripción más rica de la estructura de la señal. Por lo tanto, es

necesario distinguir la fase de análisis de la fase de sintesis en nuestro modelo. Esto
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se logra factorizando las DG que aparecen en la serie (2.2) usando la propiedad de

cerradura bajo convolución. Más aún, si interpretamos las operaciones de convolución

como producto interno, podemos escribir las expresiones para la reconstrucción de la

señal como:
00 OO

£(*)= EE 7 " 1 »»^) (¿3)
fe=-oo n=l

donde las funciones

!><*>(*) = <£?>«). < # W ) > í ' (2-4)

para n — 1,2... aportan los detalles de la señal a todas las escalas y están determinadas

por las derivadas escaladas,

£W'(f) = <£(*),(?«(*,£)). (2.5)

las cuales se determinan proyectando la señal de entrada sobre las funciones de análi-

sis
i

jf\ — n*

para n = 1,2... y ŝ  = (1 - r)~fcso pa-ra todo k entero.

Al análisis de la señal expresado en la Ecuación (2.5) es lo que llamamos THM

directa, mientras que la reconstrucción de la señal mediante la Ecuación (2.3) y las

funciones de detalle (2.4) la llamamos THM inversa.

2.2.4 Acotamiento del rango de escalas

Consideremos un número finito K de canales DoG y supongamos que la escala menor

es suficientemente pequeña. La descomposición multicanal se reduce a

K oo

£(*,*„) = L(
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donde s0 y
 SK determinan las resoluciones limite del análisis. El residuo pasobajas

L(X,SK) no puede ser despreciado para valores de K en un rango práctico, pero su

variación es, en general, menor que la de la señal original. En cambio, el residuo pa-

soaltas L(x) - L(x, s0) es despreciado en virtud de que SQ es suficientemente pequeño.

En los casos en los cuales el residuo pasoaltas contiene información relevante, se

puede agregar un canal definido entre las escalas 0 y so (r = 1), ya que la señal es la

representación a la escala cero. Por lo tanto, si generalizamos las definiciones de las

ecuaciones (2.4), (2.5) y (2.6) para n = 0, podemos escribir la THM como

oo K oo

L{x) = Df\x) + J2 D«\x) + ̂  E ^ ( * ) (2.8)
n=l k-l n~i

donde los dos primeros términos del miembro derecho son justamente el residuo pa-

sobajas y el residuo pasoaltas respectivamente. El caso cuando K — 0 se conoce

como transformada de Hermite de una sola escala (o simplemente TH). En tal caso

no aparece el tercer término de la Ecuación 2.8.

2.2.5 Esquema piramidal continuo

Al esquema de procesamiento en el cual la imagen se descompone en un número de

subimágenes pasobajas o pasobanda, las cuales son submuestreadas en proporción a su

resolución, se conoce como esquema piramidal Cada nivel de la pirámide guarda una

relación lineal con los niveles adyacentes y dicha relación es invariante con la escala.

Esta definición está enclavada en el contexto de señales discretas, pero puede ser

extrapolada al caso continuo si reemplazamos el remuestreo por un reescalamiento de

la coordenada espacial. En tal caso, todos los niveles de la pirámide quedan definidos

en un dominio continuo.
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Figura 2.1: Esquema piramidal de análisis y síntesis de la THM.

La relación piramidal de la THM se deriva del hecho de que las funciones de

análisis de un orden dado forman una pirámide Gaussiana dado por la relación lineal

, 0 = / Gtí]{x, n)P*{Tt - v)dn (2.9)

donde los coeficientes de la pirámide Pn(x) = G^(~x/y/ia)/V4a son derivadas de

Gaussiana a la escala a = T T 2 / 4 , la cual se mantiene constante para todos los niveles.

El factor T = 1/^1 - r determina la proporción entre las coordenadas de un nivel

dado y del nivel anterior. Para r = 0.75 se tiene T = 2.

Aplicando sucesivamente la propiedad (2.9) en la expresión (2.4) se obtiene la

relación piramidal ascendente:

(2-10)

k—'l factores
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para k = 1,..., K-ly P¡0)(x) = Gl(-x/^~0)/^W0-

Por otra parte, si se aplica la misma propiedad a la fase de análisis de la Ecua-

ción (2.5), se obtiene la relación piramidal descendente:

pW* Po)4T...*PoF * ( - l ) n P n F (2.11)

k — 1 factores

Los símbolos f T y i T significan que la coordenada se multiplica por T y T"1

respectivamente. De las ecuaciones (2.10) y (2.11) se obtiene el esquema pirami-

dal mostrado en la Figura 2.1 donde, por simplicidad, se escribió Ln en lugar de

y/r^Ln . Como se puede observar en este diagrama, el esquema piramidal tiene la

caracteristica de que la reconstrucción se realiza por etapas agregando sucesivamente

las contribuciones de cada nivel de la pirámide comenzando con el residuo pasobajas.

2.2.6 Predicción entre niveles

Una desventaja de la THM es que incrementa las dimensiones del espacio de repre-

sentación de la señal (de posición a posición-escala-orden de derivación) que en la

práctica se traduce en un incremento en la redundancia. Parte de esa redundancia se

debe a la dependencia lineal entre las funciones de análisis de distintas escalas. En

particular, se puede demostrar que las funciones del nivel k — 1 se relacionan con las

del nivel k mediante

/>OO

*™ / V^Gt\x,r¡)Pm-n{v -T-^drí (2.12)
m=n ~~°°

con las constantes cn¡m - ^ - " [ ( 1 + T2)/2]m"n.

Esta dependencia lineal entre las funciones de análisis permite insertar la THM en

un esquema de predicción en el cual cada nivel se estima a partir del siguiente nivel,
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de tal forma que en un sistema de compresión sólo se requiere codificar los residuos de

predicción. De esta forma se reduce significativamente la entropía de los datos. Este

hecho es análogo a sobremuestrear una señal y codificar las diferencias entre muestras

consecutivas en lugar de codificar las muestras como tal, ya que el incremento en la

taza de muestreo reduce la entropía global de los datos.

2.3 Caso 2-D: Transformada de Hermite multiescala-

multidirecional

En esta sección generalizamos las THM para señales bidimensionales/'Adicionalmen-

te, se inserta un esquema, multidireccional basado en derivadas direccionales. En

este caso, la transformada que se obtiene es referida como THM multidireccional

(THMM). Se demuestra cómo la THMM puede ser obtenida mediante la THM 2-D.

Para los detalles consulte el Apéndice B.

2.3.1 Descomposición multiescala de señales 2-D

Para el caso de señales multidimensionales la representación multiescala se lleva a

cabo filtrando la señal en cascada a lo largo de cada coordenada ya que la Gaus-

siana multidimensional se expresa como un producto de Gaussianas 1-D de cada

coordenada. En particular, para el caso bidimensional se definen los operadores de

derivadas escaladas como Gm>n-m{x, y, s) — Gm(xy s)Gn-m(y, s) para m — 0,1,.., n y

n = 0,1,..., donde n es el orden de derivación total. Por lo tanto, la descomposición

de señales bidimensionales en canales DoG es análoga al caso de señales 1~D.
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2.3.2 Análisis estructural de señales 2-D

Otro factor físico que influye en la representación de los patrones visuales es la in-

clinación relativa del sistema de visión con respecto a un eje de referencia en la

escena. Dicha inclinación hará que las estructuras de la imagen se perciban con una

orientación determinada, la cual sólo puede ser vista por operadores sensibles a la

orientación.

La ventaja de usar derivadas de Gaussiana se hace evidente cuando se requiere

representar estructuras orientadas ya que la función DoG es isotrópica. Se puede

demostrar que el conjunto formado por las n + 1 derivadas bidimensionales de orden

n permite representar patrones de hasta n orientaciones simultáneas [44].

Para propósitos de análisis de orientación es conveniente trabajar con las ver-

siones rotadas de estos operadores como se sugiere en [36]. Sean los operadores

Gm¡n^m(x, y, s, 0) — Gm,n-m(x eos 0 + ysen#, — #sen# + y eos 0, s), donde 0 es el ángulo

de rotación, se puede demostrar que estas funciones están relacionadas linealmente

con las funciones referidas al sistema original (ver Apéndice D).

Las derivadas direccionales de Gaussiana (DDG), denotadas por Gnfi(x,y,s,9),

se han empleado eficazmente en la detección y discriminación de orientaciones [44].

Estos operadores son ideales para la descripción de estructuras orientadas porque

satisfacen la llamada propiedad de direccionamiento (steering), a partir de la cual se

demuestra que sólo se requiere conocer la respuesta de la DDG de orden n en n + 1

direcciones para poder conocer la respuesta en cualquier dirección [16].

La expansión en serie de Taylor de la DoG bidimensional puede escribirse ya sea en

función de las DG bidimensionales o bien en función de las DDG. La primera expan-

sión produce la THM en dos dimensiones, que no es otra cosa que la transformación
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definida en la sección anterior pero aplicada sobre ambas coordenadas espaciales (ver

Apéndice B).

El segundo caso es más interesante y vale la pena describirlo con mayor detalle.

En este caso la expansión de la DoG se escribe como

DoG{x, y, sk-u sk) - ¿ ¿ ^ (7* )g3n,ofo V> **, *¿) (2-13)
n=l j=0 n '

donde 9j ~ 90 + J7r/(n +1) para j = 0,..., n y ĉ . son las constantes definidas en (B.4).

Note que el orden de derivación n determina la resolución angular y que el ángulo #0

es un parámetro libre que puede ser elegido según convenga.

2.3.3 Definición de la THMM

Partiendo de la expansión (2.13) y procediendo como en el caso 1-D, se construye una

transformada que resulta más apropiada para la descripción de imágenes, ya que las

funciones de análisis que se obtienen incluyen las tres transformaciones geométricas

fundamentales: traslación, rotación y escalamiento.

El proceso de análisis

ri (2-14)

mediante las funciones de análisis

fí(kj)(r „ p ^ __ J _ / j * (xcosOi + ysenOj -asenflj + y eos Bj \
¿Sk \ v¿sk V¿sk }

con 9j — BQ + j/(n + 1) para j = 0,...,n;n = 1,2,... y sk = (1 - r)~kso para

todo k entero, es referido como transformada de Hermite multiescala-multidireccional

(THMM) porque emplea las DDG a múltiples escalas y orientaciones. Y por tanto, al
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proceso de reconstrucción de la señal a partir de esta representación se le denomina

THMM inversa.

En este caso, la reconstrucción de la señal

oo oo n

se lleva a cabo sumando las contribuciones de las funciones de detalle direccional

• i¡\ = (Tfó^H£ WÍCT^^'ÍT. II £ nWn- \ (0 17^

sobre el conjunto de escalas y orientaciones previamente definido.

2.3.4 Filtrado direccional

La representación de imágenes mediante la THMM tiene la desventaja de que las

funciones de análisis de la Ecuación (2.15) son no-separables y, por lo tanto, su im-

plantación puede resultar costosa en cuanto a recursos computacionales. Sin embargo,

ese costo puede ser reducido si se calcula la transformada del caso separable y pos-

teriormente se transforman los coeficientes del mismo orden total a través de las

funciones de ángulo

para m = 0,1, ...,n, ya que las funciones de análisis en el punto (£,??) = (0,0) están

relacionadas linealmente como

. V) = £ am^m(Oi)G^{x)GÍlm(y) (2.19)
J7l=0

para n — 1,2,...
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La proyección de la señal sobre las funciones de análisis equivale a una convolu-

ción con los filtros direccionales que se obtienen reflejando las funciones de la Ecua-

ción (2.19) respecto a x y y, más la normalización de coordenadas respecto a escala

y orientación.

El filtrado direccional es ampliamente citado en la literatura como mecanismo para

hacer explícita la información relevante de una imagen [16], [25], [36]. Por ejemplo,

considérese una estructura 1-D orientada con un ángulo <j> medido respecto al eje x.

La THMM que se obtiene para esta estructura tiene la forma Lh — cosn(9j - <p)HÍk'

donde Hn es la THM del perfil 1-D de la estructura. Estos coeficientes 1-D contienen

información sobre contraste y nivel de luminancia, mientras que los coeficientes Ln

contienen además información sobre la Iocalización y orientación de la estructura a

distintas escalas [34].

En trabajos previos sobre codificación de imágenes [46] y estimación del flujo

óptico en secuencias de imágenes [14] se ha demostrado la relación que existe entre el

filtrado direccional y el análisis de proyecciones locales.

2.3.5 Aplicaciones

La literatura sobre aplicaciones de las DG a los problemas de visión automática y

procesamiento de imágenes predice la utilidad de la THM en problemas de realce [6],

detección de orientación [44], reducción de ruido [13], estimación del desenfoque para

el cálculo de profundidad [64], estimación de movimiento [32],[47], codificación [18],

etc. Sin embargo, note que esta representación no parece ser muy apropiada para la

compresión de imágenes ya que, desde la perspectiva de compresión, se requiere que

la imagen sea representada por el mínimo número de parámetros posible a partir de
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los cuales se pueda reconstruir una imagen visualmente idéntica a la original.

Evidentemente nuestra representación, lejos de eliminar redundancia, hace crecer

la dimensionalidad de los datos de la imagen al insertar los parámetro de escala

y orientación. A esto se suma el hecho de que la condición de ortogonalidad de

la Ecuación (A.5) en el Apéndice A, sólo se satisface respecto al orden de derivación

entre funciones con la misma posición, escala y orientación. Toda esa redundancia, sin

embargo, no debe ser considerada como una limitación, sino como un mecanismo_para

incrementar la tolerancia a la degradación por truncamiento o cuantización severa de

los datos. En una descomposición como la que lleva a cabo la transformada Wavelet,

que satisface la condición de ortogonalidad entre funciones de análisis con distinta

posición y escala, se suelen introducir errores significativos en términos perceptivos

bajo condiciones de truncamiento o cuantización severa.

Para los propósitos de codificación seria deseable conocer cuál es el mínimo número

de componentes de la descomposición que se pueden tomar sin afectar significativa-

mente la calidad subjetiva de la imagen. Desafortunadamente, no se conoce una

expresión matemática para medir la calidad subjetiva de una imagen, pero si pode-

mos darnos una idea cualitativa del efecto visual resultante en la imagen reconstruida

para una aproximación en particular.

Aqui consideramos la aproximación de primer orden del' filtro DoG y un número

finito de canales (Ec. 2.7). El modelo de señal que se obtiene es

L(x) = L(x,TsK)+Tj2rDik)(x) (2.20)
fc=0

Si «o es suficientemente pequeño, entonces la contribución de error más signifi-

cativa es introducida por la aproximación del filtro DoG. El cálculo de este error es

de poca utilidad para el caso de imágenes. En lugar de realizar el cálculo numérico
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Reconstrucción de un borde Gaussiano

1 Original
Reconst.

m — ^ ^ ¿ ^

- W

Figura 2.2: Reconstrucción de un borde gaussiano.

podemos darnos una idea de los efectos visuales que puede producir analizando las

distorsiones en las estructuras primitivas de la imagen. La primitiva 1-D más impor-

tante es, quizá, el borde, que no es otra cosa que un cambio substancial en el nivel de

luminancia.

El modelo gaussiano de un borde con luminancia media Le, contraste Ae y escala

se se describe matemáticamente por la función L(x) = Le 4- 0.5Aeerf(a;/V'''4íQ. La

Figura 2.2 muestra la reconstrucción del un borde gaussiano usando la aproximación

de primer orden con r = 0.75 y K - 1}...,5. Se observa que la distorsión que

se obtiene es un sobrepaso cerca de la región de transición que aumenta con K pero

parece converger a un limite. Este efecto de sobrepaso, lejos de degradar la estructura,

resulta visualmente benéfico porque mejora el contraste del borde. De hecho, la

evidencia psicofisica demuestra que el SVH lleva a cabo un tipo de realce similar [39].
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Esto se puede ver claramente en bordes contrastados con alta pendiente de transición

(se pequeño), en los cuales aparecen dos bandas cerca del punto de transición, una

más oscura que el nivel bajo del borde y una más clara que el nivel alto [42]. Este

efecto es conocido como bandas de Mach en honor a Ernst Mach (1896-1916) quien

las describió por primera vez en 1865.

Con base en lo anterior, podemos predecir que la imagen reconstruida apare-

cerá mejor contrastada que la imagen original, lo cual es útil en aquellas aplicaciones

donde la calidad subjetiva de ia imagen es muy importante.

2.4 Caso discreto: THDM y THDMM

Dado que en la práctica las imágenes obtenidas son representadas digitalmente para

su manipulación y almacenamiento, es necesario una formulación discreta del modelo.

En este capitulo definimos tanto la THM discreta (THDM), como la THMM discreta

(THDMM) a partir de la representación espacio-escala en el dominio discreto. Es-

ta representación mantiene muchas de las propiedades del caso continuo. También

se discuten las consideraciones prácticas para su implantación en un programa de

computadora.

2.4.1 Espacio-escala discreto

Un problema concerniente a la representación espacio-escala de señales discretas es

cómo discretizar la teoría espacio-escala y al mismo tiempo mantener las propiedades

del caso continuo. Para señales unidimensionales se puede formular una teoría discreta

completa siguiendo el mismo axioma de causalidad del caso continuo:
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H(-, s) es un kernel discreto de la representación espacio-es cala si, y solo si, el

número de extremos locales de L* H no excede el número de extremos de L.

El único kernel de soporte compacto que satisface este axioma es la función bi-

nomial generalizada. Y si la definición se combina con el requerimiento de que la

familia de transformaciones de suavizado debe obedecer la propiedad de semi-grupo:

H{-i S2)*If(-, s{) = H(-,S2 + Si), entonces el kernel más conveniente de la representa-

ción espacio-escala discreta es la secuencia binomial simétrica B[x,N] = 2~2NC%wN

para TV G S + , x — -TV,..., TV y B[x, TV] = 0 para cualquier otro valor de x. Este kernel

satisface varias propiedades en el dominio discreto que son similares a las del kernel

Gaussiano en el dominio continuo; por ejemplo, tiende a la función delta discreta

cuando TV -» 0, mientras que para valores grandes de TV se aproxima a la Gaussiana.

A pesar de que esta formulación de ía teoria espacio-escala es completa y análoga

al caso continuo, no puede ser extrapolada a espacios de más de una dimensión. Se

ha demostrado que usando argumentos similares al caso continuo no existe ningún

kernel trivial en dos o más dimensiones que garantice no introducir nuevos extre-

mos locales. Sin embargo, la causalidad de los extremos locales puede ser expresada

alternativamente como [31]:

Si para un nivel de escala so, un punto XQ es un máximo (mínimo) local a ese

nivel, entonces su valor no debe incrementar (decrementar) al incrementar la escala.

Una descripción intuitiva de este requerimiento es que previene que los extremos

locales sean realzados o aparezcan de la nada. Basado en este axioma, se puede

generalizar el kernel binomial a dos dimensiones como B[x,y,N] = i? [a, TV] ¿? [y, TV].

En este caso, aunque la escala es la misma en las orientaciones vertical y horizontal,

no es asi para las orientaciones oblicuas; lo cual supone una limitación para el análisis
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de orientaciones.

2.4.2 Derivadas discretas

El equivalente discreto de las derivadas escaladas se escribe en términos de dife-

rencias finitas del kernel binomial, es decir, Bn[x, N] ~ &¡B\x — n,N — n/2] para

n = 0,..., 2N. En lo sucesivo nos referiremos a estas funciones como Diferencias de

Binomial (DB). Se puede demostrar que las DB tienden asintóticamente a las DG al

crecer la escala [53], especificamente, Bn[x, N] ~ Gn(x, iV/4), N —> oo. De ahí que la

mayoria de sus propiedades pueden predecirse con bastante precisión a partir de las

propiedades correspondientes del caso continuo haciendo N — 4s.

La generalización de estos operadores a 2-D es inmediata por la separabilidad del

kernel binomial, es decir, Bn¡rn[x,y,N] = Bn{x, N]Bm[y, N], Por lo que el filtro de

derivada direccional se puede definir convenientemente como

Bn[x, y, N, Bj] = Y,C™ cosm(é>j)sen-"
l(0í)Bro[:»;, N]B^m[y, N] (2.21)

donde el parámetro de orientación está discretizado como en el caso continuo: 9j =

0o + jir/(n + 1), para j — 0,..., n y un valor #o arbitrario.

2.4.3 Definición de la THDM

El filtro DoG puede ser aproximado por una Diferencia de Binomiales (DoB) y dado

que las funciones Binomiales son de soporte compacto, su representación mediante las

DB se expresa como una suma finita (Apéndice C). A partir de esta aproximación se

construye la versión discreta de la THM a la que denominamos THDM. La descom-

posición de una señal discreta se representa como una suma finita de las funciones de
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detalle discreta Dn ' — (I& ')rFk *Xfc£¿. \ esto es,

No K rNk

L[x] = D¡K\x] +Y,Di:)M + E E r ? 1 « í f ' M (2-22)

donde, como en el caso continuo, la fase de análisis Lit — (L*(-l)nB^)iTk puede

verse comerla proyección de la señal de entrada sobre las funciones de análisis

R(*)fr £1 — ¡R*\r — Tt.P N, /9l (9 9 ^

Note la similitud de estas expresiones con las obtenidas para el caso continuo con

número finito de canales DoG. De hecho, los coeficientes T\' tienden a r n a medida

que el índice de escala k crece (TV* —> oo). El primer término de la Ecuación (2.22)

corresponde al residuo pasobajas, el segundo, al canal DoB entre las escalas cero y

iVo, y el tercero, a los canales espaciados logarítmicamente con parámetro de espa-

ciamiento r = (JV* — Nk~i)/Nk- El factor de normalización T^ — y/Nk/2 debe ser

entero. Evidentemente, el valor Tk = 2k genera una secuencia de escalas N& = 22k+1

cuya constante de espaciamiento r = 0.75.

2.4.4 Un algoritmo rápido

Note que, tanto en la fase de análisis como en la fase de síntesis, se requiere convo-

Iucionar la señal con los filtros B*[x, A^/2], n = 1,2,.... Estos filtros satisfacen un

número de propiedades de recursividád que facilitan su cálculo para valores de Nf*

grandes. Algunas de sus propiedades se pueden explicar mejor a través de su función

de transferencia

' ' ' " (2.24)
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Figura 2.4: Reconstrucción piramidal THDM <k la imagen LENA y error de recuas-

unas aplicaciones se puede emplear el esquema pi

ai caso discreto a partir de la aproximación de las DG mediante las DB

o, para pasar del nivel fe al A + r se convoluciona el coeficiente de oitfe

e un submuestreo 2r, mtent

~ 1 C©FO8 011 t í 6

de los coeficientes y luego convolucionamos cada uno con 2r/^y *[—£]. Lo ideal seria

poder escoger t - 1, pero desafortunadamente esto no permite calcular coeficientes de

orden mayor a 6 requeridos en los niveles superiores. Por lo tanto, se debou emplear

los filtros con r = 2 para calcular los coeficientes de orden n =a 7, *... 30, con r =s 3,

para n = 31,».. 2(4** - 1). etc., según s«j requiera. En la práctica no es necesario
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sistema visual que establecen que el SVH trabajan con derivadas de hasta cuarto

orden [61], [62], [63].

La Figura 2.3 muestra un ejemplo de la THDM usando la aproximación del esque-

ma piramidal en la imagen LENA. La THDM inversa de estos coeficientes reconstruye

la imagen de la Figura 2.4 con la imagen de error mostrada a la derecha. Observe que

el error se concentra en los contornos de la imagen. De hecho, se trata de un sobre

paso en los bordes, el cual los hace ver más contrastados. Este tipo de error podría

ser benéfico en imágenes de bajo contraste.

2.4.5 Definición de la THDMM

La THDM se generaliza directamente a dos o más dimensiones en forma similar al

caso continuo, mientras que la versión discreta de la THMM se calcula partir de ésta

mediante la definición de la Ecuación 2.21. Es decir, para un punto genérico se tiene

que
n

m=0

para el análisis de la señal, mientras que para la síntesis de la señal se efectúa la

THDM inversa con los coeficientes
n

m,n-m ~ cn / y Olm¡n-m{uj)Ln ' (2.26)

Es de esperarse que, debido al submuestreo, los coeficientes L$¡n__m y ^

reproduzcan imágenes ligeramente diferentes. En las Figuras 2.5 y 2.6 se ilustra un

ejemplo con la imagen HOUSE. Primero se calculó la THDM (Figura 2.5) y poste-

riormente se mapearon estos coeficientes mediante la Ecuación (2.25). Para ello se
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igura 2.5: Descomposición piramidal THDM de la imagen E

eligió #o =* árctan(Xjj/M*o) e n to<i«s los niveles. La elección de este ángulo ha

X[T*03 ==£ 0, por lo que en su lugar se muestra 0(} (Figura 2.6).

Observe que la energía de los coeficientes <ie la THDMM se concentra en la diré

ción horizontal Las imágenes reconstruidas para estos dos casos se muestran en

Figura 2.7, Se observa que el error debido al truncamiento de la expansión es p&recit

en ambos casos, pero la ventaja de la THDMM es que tiende a compactar

energía a lo largo de una coordenada.

la
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Figura 2.6: Descora.posá.ció'n piramidal THDMM de la imagen HOUSE.

En este capitulo se introdujo un modelo multicanal, en e

del perfil de los campos receptivos de las células gangJionares. Se

[¿ante los operadores derivadas de Gausí

a cabo xw análisis similar ai cte la transformada de Hermite jerárquica [35¡7 [34]

al en

i ALLÁ



"igura 2.7: Imágenes reconstruidas y errores para los casos de las Figuras

la normalización de coordenadas se aproxima por el remusstreo), Otra dife

tiene en la reconstrucción de k señal. Mientras tpe la THJ predice la respuesta

niveles sucesivos, la THM suma las contribuciones de todos los niveles. Este

de integración es similar al de la transformada Gortex y surge naturalmente

la descomposición de la señal es creada a partir de un proceso de substrae

os nitros
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Se mostró cómo una aproximación de primer orden produce una descomposición

más apropiada para compresión, con la particularidad de mejorar el contraste en los

bordes. Sin embargo, en aplicaciones donde la reconstrucción de la señal debe ser

numéricamente idéntica a la señal original, deberá considerarse una aproximación de

orden mayor.

Se definió la versión discreta de la THM en función de filtros binomiales, los cuales

pueden ser eficientemente calculados. Las simulaciones hechas en computadora de-

mostraron que si se considera un número de términos no menor a 4, la reconstrucción

es visualmente sin pérdida. Desde un punto de vista fisiológico, se puede concluir quev

el SVH presenta limitaciones en la discriminación de variaciones de orden superior.

Desde el punto de vista psicofisico el resultado puede ser interpretado de la siguiente

manera: como el error introducido crece gradualmente con la escala porque el número

de términos ignorados aumenta con ésta (es decir, que tiende a concentrarse en ban-

das cercanas a la frecuencia cero), se produce un efecto que es aproximado a variar

la iluminación global de la escena, lo cual no influye significativamente en el brillo

percibido de acuerdo a la ley de constancia de brillo que establece que: "el brillo

percibido en un objeto es aproximadamente independiente de la iluminanción"[12].

Se definió también la THDMM empleando una aproximación de las derivadas

direccionales de Gaussiana. Se observó que al elegir la orientación del gradiente como

orientación principal, la energia de la señal tiende a concentrarse en los coeficientes

de una de las coordenadas. . ^



Capítulo 3

Clasificación de estructuras en el
dominio de la THDR

En este capitulo se presenta un esquema de representación de imágenes basado en

una clasificación perceptual de los coeficientes de la transformada de Hermite dis-

creta rotada (THDR) sobre una latís de muestreo aproximadamente hexagonal. Las

funciones de análisis de la THD corresponden a funciones binomiales que aproximan

a las derivadas de Gaussiana con la ventaja de que pueden ser calculadas mediante

un algoritmo rápido. El muestreo hexagonal es muy eficiente en la transferencia de

información espacial y además tiene gran relevancia en el SVH. Los coeficientes de

un mismo orden se mapean mediante una transformación unitaria especificada lo-

calmente. La transformación se basa en funciones binomiales generalizadas, y como

resultado se obtienen los coeficientes de la THD referidos a un sistema de coordena-

das rotado de tal forma que la energía de los coeficientes se concentra a lo largo de

una coordenada. Dicha representación permite un proceso de clasificación perceptual

en el cual se define un umbral de error máximo tolerado para la aproximación del

bloque por una constante (patrón 0-D) o por una estructura orientada (patrón 1-D).

La compresión se consigue, entonces, eliminando los coeficientes que son visualmente

42
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irrelevantes.

3.1 Introducción

Los métodos estándares de compresión basados en transformadas están orientados

principalmente a reducir la redundancia interpixel mediante la decorrelación de los

pixeles en un entorno definido por una región rectangular. Se han estudiado formas

discretas de la transformadas de Fourier [41], Hadamard [10], Coseno [1], Karhunen-

Loéve [26] y Slant como vehículo para la reducción de la taza de bit necesaria en

la transmisión de señales. En particular, la transformada Karhunen-Loéve (TKL)

decorrelaciona óptimamente los datos. Sin embargo, dado que la transformación es

dependiente de la imagen, los requerimientos de cálculo han desviado el interés hacia

la transformada coseno discreta (TCD), la cual es independiente de la imagen y exhibe

un nivel de decorrelación comparable a la TKL.

En el esquema estándar, los bloques transformados son cuantizados en forma in-

dependiente. Esto implica que la imagen comprimida a bajas tazas de bit presente

un "efecto de bloque"que resulta molesto a la vista. Para reducir este tipo de dis-

torsión se ha propuesto un post-procesamiento que consiste en suavizar los bordes de

la cuadricula de bloques [21], [2], [3]. Otro inconveniente de esta representación, es

que en muchos sistemas de visualización y procesamiento, especialmente en aquellos

que son interactivos, no se hace explícita la información visual relevante. En este

trabajo empleamos la versión discreta de la transformada de Hermite [35] sobre una

rejilla de muestreo aproximadamente hexagonal. Se ha demostrado que una versión

modificada de la THD es tan eficiente como la TCD [18], con la ventaja adicional en

la rapidez del algoritmo requerido y en la relevancia de las funciones de análisis para
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la extracción de estructuras primitivas en una escena [34].

Otra redundancia que se intenta eliminar es la de tipo psicovisual, es decir, aque-

lla información que no es relevante para la percepción de la escena. El mecanismo

estándar empleado para la reducción de este tipo de redundancia es la cuantización

basada en modelos de percepción visual (para el caso de la TCD vea por ejemplo [57]

y [58]). Aquí proponemos la eliminación de coeficientes espectrales irrelevantes con

base en la dimensionalidad de la estructura local de la imagen. Las estructuras son

clasificadas en 0-D, 1-D y 2-D de acuerdo a ciertos umbrales de percepción1.

3.2 Descomposición de la imagen

El primer paso consiste en el mapeo de los datos de la imagen (mediante la THD a

una sola escala) en un conjunto de coeficientes espectrales a partir de los cuales es

posible obtener una reconstrucción perfecta de la imagen.

La THD se basa en los filtros binomiales

para n,k — 0,...,ÍV, donde n es el orden de derivación y N + 1 es la longitud del

filtro. En este trabajo se emplearon filtros con N igual a una potencia de 2,

Por otro lado, se definen las funciones binomiales

Ck
NZn

n} (3.2)

para n, k — 0,..., N, las cuales están relacionadas con los filtros binomiales mediante

Bn¿ = WkAniN~.k, donde

Wk = yj2~NC% (3.3)

1Una versión preliminar de este capitulo fue presentada en el SPIB's 46th Annual Meeting [49]
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es la ventana binomial

Las funciones binomiales satisfacen un número de propiedades importantes las

cuales pueden ser estudiadas usando la representación matricial A = [Antk]nje=A1...)N'

Por ejemplo, para N = 8 la matriz se escribe explícitamente como

\1
1

1

1

1

1

1

1

1

8

6

4

2

0

—2
__4

_6

—8

28

14

4

_2

-4

_2

4

14

28

56

14

—4

—6

0

6

4

—14

-56

70

0

0

6

0

-10

0

70

56

—14

-4

6

0

-6

4

14

-56

28

—14

4

2

-4

2

4

-14

28

8
__g

4

_2

0

2
_4

6
„.« o

1

— 1

1
_1

1
— 1

1
— 1

1

(3.4)

\

donde cada renglón representa una máscara de análisis.

Las funciones binomiales satisfacen la propiedad de ortogonalidad AA = I, donde

I es la matriz identidad. Por lo tanto, la transformación definida por la matriz A

lleva a cabo las mismas operaciones tanto para el análisis como para la síntesis. La

salida de los filtros binomiales en una posición genérica se puede obtener mediante la

transfomación definida por la matriz B = WA, donde W — diag(Wk)k=o,...,N es una

matriz diagonal que representa la ventana binomial. De la propiedad de ortogonalidad

de la matriz A se puede demostrar que B B T = W 2 .

Si F es una matriz cuadrada que contiene los datos de un bloque de (iV+1) x (iV+1)

de la imagen de entrada, entonces G = B F B T son coeficientes de la THD. Se dice que

la THD es una expansión local de los datos de la imagen ya que para cada punto sobre

una latís de muestreo se puede obtener la representación local W 2 F W 2 = B T G B .
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3.3 Reconstrucción de la imagen

La separación entre puntos vecinos de la rejilla de muestreo debe ser tal que exista

traslape entre los bloques. El traslape es necesario por la localización de las funciones

binomiales. Esto reduce el efecto de bloque a expensas de incrementar el número

de datos necesarios para la reconstrucción de la imagen, lo que, a su vez, implica

que existe más de una fórmula de reconstrucción. Para determinar la fórmula de

reconstrucción óptima consideramos el siguiente análisis de error.

Sea f el vector columna que contieSl los datos de un segmento de la señal (por

simplicidad consideramos el caso de una dimensión, la generalización a dos dimen-

siones es inmediata). Entonces, g = Bf es el vector de coeficientes de la THD para

un punto genérico de la rejilla de muestreo. Si estos coeficientes son perturbados por

ruido blanco con media nula, digamos g = g + e, con E{e} — 0 y Ü7{eer} = aj í ,

entonces el error de reconstrucción de un segmento (sin traslape) e — f — B~~xg tam-

bién es no correlacionado con media nula. Especificamente, E{eeT} — ( W " 1 ) 2 ^ , de

donde se observa que la matriz W~* implicaria una mayor varianza en la orilla del

segmento (en dos dimensiones esto se traduce en la acentuación del efecto de bloque).

Para reducir este efecto es necesario considerar segmentos traslapados y, en ese

caso, la reconstrucción de la señal se lleva a cabo mediante un promedio ponderado

de los segmentos reconstruidos, donde el peso de cada uno debe ser proporcional al

inverso de su varianza, es decir,

( }
¿p r rk-p

donde el numerador se expresa matricialmente como W 2f = B T g para todo punto p

de la latis de muestreo. La expresión (3.5) no es otra cosa que la generalización del
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teorema de fusión demostrado en [51], el cual establece que la función fk así calculada

es la mejor combinación lineal de los segmentos reconstruidos fk~p en el sentido del

error cuadrático medio.

>
3.4 Latis de muestreo

El denominador de la Ecuación (3.5) es referido como función de peso y depende

de la latis empleada. Note que el muestreo espacial debe tener una distribución tal

que la división por la función de peso no haga demasiado sensible la recontrucción

de la imagen. Martens [35] sugiere un limite en el que la distancia entre muestras

vecinas de una rejilla cuadrada es no mayor a y/2N. Este limite define un radio de

influencia r = y/N de las funciones de análisis tal como se ilustra en la Figura 3. i-

(a). Sin embargo, para efectos de compresión encontramos más conveniente considerar

r = y/2Ñ, y una latis cuadrada a 45° como la que se muestra en la Figura 3.1-(b).

Esto reduce la redundancia intrínseca de la THD a la mitad sin introducir distorsiones

significativas aún en condiciones de cuantízación severa.

La latis de muestreo cuadrada a 45° (quincunx grid) se define matemáticamente

como el conjunto de puntos de la forma

1 °)(n) (3.6)
.5 0.5/ \m/

donde n y m son enteros y T es un parámetro de distancia entre muestras. En

nuestro caso elegimos T — 2r. En la práctica se puede calcular la THD estándar con

espaciamiento entre muestras igual a y/2N seguido de un muestreo entrelazado con

T = 1.

La distribución de estos puntos de muestreo es más parecida a la distribución de las
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Latís cuadrada

(a)

Latís cuadrada a 45°

(b)

Figura 3.1: Distribución de los operadores sobre rejillas de muestreo cuadradas.

células de la retina (la cual exhibe una geometría hexagonal [22]), que la distribución

de la rejilla empleada en la definición original de la transformada de Hermite.

3.5 Rotación local

La rotación local en el dominio de la transformada puede verse como un mapeo de

los coeficientes espectrales (para cada punto en la rejilla de muestreo) a través de

una transformación unitaria (Apéndice D). Esta se lleva a cabo sobre los coeficientes
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de un mismo orden y puede ser representada matricialmente como se describe a

continuación.

Sean gre para n = 0, ...,2iV, ios vectores columna formados por las antidiagonales

de la matriz de coeficientes G y sean las funciones binomiales generalizadas definidas

como

~~C S (3.7)

con c = eos 9 y s — senf? para 0 < 9 < ir.

Se puede ver que si el parámetro de sesgo 9 se hace igual n/4 se obtiene el caso

simétrico, es decir, An,fc = A^i • Usando la notación matricial denotamos la matriz

de funciones binomiales generalizadas por A í0). Esta matriz satisface la misma pro-

piedad de ortogonalidad del caso simétrico. Las primeras tres matrices (quitando el

caso N — 0, el cual se reduce a la unidad) tienen la siguiente expresión explicita

s c
o

/ 2 2sc \

se c2 — s2

~2sc

•se
r.2

s3

s2c

se2

s3

3s2c

2sc2 - s3

~2s2c + c3

_o i ! 2 / .
JO O

C3

s3

3sc2

— O Q 2 «

0 t>/->̂
— ¿oC-

35C2

c3

—se2

_ C 3

(3.8)

La rotación de los vectores de coeficientes para un ángulo 9 dado se obtienen a

partir de la transformación definida por la matriz R ^ = W A ^ W " 1 , es decir que el

vector gi — R-^gn representa los coeficientes de orden n referido a los ejes coorde-

nados rotados por un ángulo 9 medido en sentido inverso a las manecillas del reloj,

mientras que la rotación inversa se consigue aplicando la matriz de rotación trans-

puesta a los vectores de coeficientes rotados. En lo subsecuente haremos referencia a

los coeficientes rotados a través de la matriz G ^ cuyas antidiagonales son justamente

los vectores g i ' .



50

En todos los ejemplos presentados aquí, se elegió el ángulo del gradiente: 0 =

arctan(G0)i/Gi)0)-

3.6 Clasificación

La idea de clasificar los bloques de coeficientes previamente rotados tiene la finalidad

de reducir la redundancia aprovechando el hecho de que en muchos casos el valor de

la imagen puede ser localmente aproximado por estructuras que son 0-D o 1-D.

Para bloques localizados en regiones homogéneas, todos los coeficientes, excepto

Go,o (e* coeficiente de DC), tienen poca relevancia en la reconstrucción de la señal.

Mientras que los coeficientes para bloques localizados sobre los contornos presentan

una concentración de energía importante sobre la primera columna de la matriz G ^

(por simplicidad se omitirá el super Índice de aqui en adelante) y, en tal caso, los

coeficiente Gi¿ para j > 0 pueden ser despreciados. En el resto de los casos deberán

codificarse todos los coeficientes.

Si las clases se etiquetan como 0-D, 1-D y 2-D respectivamente se tienen las

siguiente hipótesis

• Ho = el bloque es 0-D

• H\ = el bloque es 1-D

• Ei — el bloque es 2-D

La partición del espacio en las clases definidas arriba puede llevarse a cabo más

fácilmente asumiendo que cualquiera de ellas puede ser perfectamente descrita por
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las cuales proporcionan medidas de intensidad media, contraste, y contraste residual

Figura 3.2: Umbral cíe detección de contraste (a) y umbral de enmascaramionto de
contraste (b).

La, clasificación se lleva, a cabo en. dos pasos. En primer lugar separamos los
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bloques 0-D mediante la comparación

hCtuÁL) (3.10)

donde la curva Ctkr{L) representa el umbral de detección de contraste [4]. Esta curva

se infiere mediante la imagen de estimulo de la Figura 3.2-(a) (izquierda). La imagen

presenta ruido blanco gaussiano cuya media varia linealmente en la dirección hori-

zontal y cuya desviación estándar varia linealmente en la dirección vertical. La curva

trazada sobre la imagen es una curva de detección típica que señala el umbral a partir

del cual el contraste local es visualmente relevante.

El umbral se ajustó por el siguiente modelo

thr — ^min ~T~ (3.11)

donde el exponente a está entre 0 y 1 (tipicamente 0.6) y Cmin es el contraste mínimo

al nivel de intensidad Lmin, el cual define a su vez el nivel de máxima sensibilidad

al contraste. En la Figura 3.2-(a) (derecha) se muestran la curva teórica de la Ecua-

ción (3.11) y las mediciones sobre el perfil mostrado en la imagen. Se observa que el

modelo ajusta bastante bien los datos subjetivos.

En el segundo paso, separamos la clase 1-D del conjunto de bloques no clasificados

mediante la comparación

donde &.Cthr es el umbral de enmascaramiento de contraste.

Idealmente, si un bloque contienen una estructura orientada, toda la energia queda

contenida completamente en la dirección del gradiente y el contraste residual es cero.

En la práctica, sin embargo, lo más común es que exista un contraste residual diferente

de cero aún en los casos en que visualmente se perciba una estructura orientada. Esto
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se debe al fenómeno visual conocido como enmascaramiento de contraste, el cual se

refiere justamente a la reducción en la visibilidad de una componente de la imagen

debido a la presencia de otra.

El modelo de enmascaramiento visual que empleamos aqui está basado en los

trabajos de Legge y Foley [29], [28):

ACthr = max(CW,C Cthr ) (3.13)

donde el exponente ¡3 está entre 0 y 1. Note que cuando ft — 0 no existe enmas-

caramiento y el umbral es constante igual a Cthr- Cuando f$ = 1 se tiene lo que

comúnmente se denomina ley de Weber. Un valor típico es /? = 0.7. En la Figu-

ra 3.2-(b) muestra la curva teórica (derecha) y las mediciones obtenidas a lo largo de

la curva mostrada en la imagen de estimulo (izquierda). La curva define un umbral

subjetivo que separa las estructuras 1-D de las estructuras 2-D. En este caso la imagen

de estimulo está compuesta de barras senoidales cuya amplitud varia linealmente en

dirección horizontal más ruido blanco con desviación estándar variando linealmente

en dirección vertical.

En la Figura 3.3 se muestran algunos ejemplos de clasificación basada en el mo-

delo de percepción visual con las imágenes PEPPER, HOUSE, CAMERA y MIT

respectivamente. La ventaja de usar una latís quincunx y la clasificación de los co-

eficientes se ilustra en la Figura 3.4 donde se muestran las imágenes reconstruidas

y los errores de reconstrucción para tres casos. El primer codificador se basa en la

THD estándar, el segundo incluye la latis quincunx y el tercero incluye además la

clasificación perceptual. En los tres casos se consideraron los valores de N — 8 y

T = 4, y se eliminaron todos los coeficientes de orden superior a TV. La compresión

en bits por pixel (bpp) se estimó con base en la entropía de los coeficientes. Para el
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caso con clasificación se agregaron dos bits adicionales para codificar la clase a la que

pertenece el bloque de coeficientes. Se observó una mejora substancial en la taza de

compresión sin introducir artefactos visualmente significativos.

3.7 Conclusión

Las principales aportaciones de este capitulo son: 1) La implantación de la THD sobre

una latis aproximadamente hexagonal (conocida comúnmente como quincunx grid).

Esta latis permite definir una distancia entre muestras vecinas que es mayor a la

distancia sugerida en la definición original. El incremento de este parámetro reduce

la redundancia inherente de la XHD a la mitad. 2) Se propuso la generalización

del algoritmo de Hashimoto-Sklansky basado en funciones binomiales generalizadas

para el mapeo de los coeficientes espectrales referidos a un sistema de coordenadas

que está orientado en dirección del gradiente. Como resultado de la rotación local,

la energia se compacta en un número menor de coeficientes. 3) Para aprovechar la

compactación de la energia se clasificaron los coeficientes mediante un modelo de

percepción visual para estructuras 0-D, 1-D y 2-D representadas en el dominio de la

transformada. Se observó que el modelo de percepción visual puede ser ajustado muy

bien a los umbrales psicofisicos encontrados en el SVH.

Los trabajos futuros orientados sobre esta linea de investigación deberán conside-

rar una evaluación cuantitativa de la eficiencia de esta representación para un esquema

de codificación de imágenes, asi como la integración de la etapa de clasificación de los

coeficientes dentro de un cuantizador perceptivo.
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gara 3.4: Imagen. HOUSB codlñcada y error de reconstrucción para; la THD

latís quincunx



En este capitulo se define un algoritmo de descomposición multiescala no redundante

basado en una estructura de árbol cuaternario (quadtree). Cada nodo del árbol es

representado en el dominio de la transformada de Hermite discreta (THD) por un

conjunto de coeficientes espectrales. La descomposición involucra la localización de

la señal por ventanas binomiales de diferentes tamaños traslapadas entre si, asi como

la expansión local de dichas señales en un conjunto de los polinomios de Krawtchouck

(que son la versión discreta de los polinomios de Hermite). El algoritmo emplea el

método de subdivisión sucesiva de bloques de la resolución más baja a la más alta.

Los bloques que no satisfacen una condición de homogeneidad son subdivididos en

bloques más pequeños y analizados en escalas menores (mayor resolución). Dicha

condición involucra un error perceptual definido en el dominio de la transformada.

La reconstrucción de los datos de la imagen se lleva a cabo mediante la integración de

los bloques ponderados por la ventana y divididos entre una función de peso asociada

al quadtree. El quadtree debe ser tal que la imagen reconstruida sea visualmente sin

pérdidas. La descomposición, denominada THD-Quadtree, se insertó en un esquema

57
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de compresión con un cuantizador vectorial. El diseñó del cuantizador se llevó a cabo

mediante el algoritmo estándar LBG. Los resultados comparativos respecto a la TCD

se presentan al final del capitulo.

4.1 Introducción

Uno de los principales problemas en la codificación de imágenes a bajas tazas de bit

es la no estacionaridad de la mayoría de las imágenes. Un algoritmo más eficiente

de codificación de imágenes y video debe compensar la no estacionaridad mediante

la adaptación espacial asignando una taza extra para información adicional sobre la

descripción de las distintas áreas predominantes en la imagen. Uno de los primero

tipos de representación multiescala de los datos de imagen fue introducido por Klinger

(1971). Es una representación con estructura de árbol en la cual la imagen es subdivi-

dida recursivamente en regiones pequeñas. La idea básica es la siguiente: Considere,

por simplicidad, una imagen L de tamaño 2K x 2K para K entero positivo, y defina

una medida de variación del nivel de gris S para cualquier región. Esta medida puede

ser, por ejemplo, la desviación estándar de los niveles de gris. Sea IÁK) — L. Si

S ( L ^ ) es mayor que un umbral especificado a, entonces divida IÁK) en subimágenes

^f~X\3 — h —>p) ^ acuerdo a una regla especificada. Aplique el mismo proceso

recursivamente a todas las subimágenes hasta la convergencia. Este algoritmo genera

un árbol de grado p en el que cada hoja es un bloque homogéneo con J^(Ly) < a.

El uso de la estructura quadtree para la codificación de imágenes ha sido consi-

derado ampliamente ([11], [43], [45], [52], [55]), pero hasta ahora no se han empleado

bloques traslapados con una medida de homogeneidad perceptual que produzca una
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reconstrucción libre del efecto de bloque para altas tazas de compresión. En el pre-

sente capitulo se describe una descomposición quadtree basada en la transformada de

Hermite discreta que denominamos THD-Quadtree1 (o THD-Q). Las características

son: el empleo de bloques traslapados, expansión local truncada y umbral perceptual

para la decisión de subdivisión de bloques. El truncamiento es tal que el número total

de coeficientes no supera el número de datos originales, obteniendo una ganancia en

la entropia resultante. Evidentemente la imagen reconstruida no es numéricamente

idéntica a la original, pero se intentó que fuera visualmente idéntica.

4.2 Descomposición THD-Q

En el capitulo previo se definió la matriz de transformación de la THD como B =

[•£?n,fc]n,fc=o,...,jv donde Bn¡k es una secuencia binomial en k de longitud N 4- 1 que

aproxima la derivada de Gaussiana de orden n. Para un bloque F de (iV+1) x (JV+l)

de la imagen de entrada, G = B F B r son coeficientes de la THD.

Como la descomposición THD-Q considera bloques de entrada de tamaño igual

a una potencia de 2, la distancia entre puntos vecinos de la Iatis debe ser \/2rj —

2 í + 1 para j — 1,...,K donde K es la profundidad máxima del árbol. Además, si

consideramos que el radio de influencia de las funciones binomiales es r¿ — yj2N^

como se vio en el capitulo previo, entonces las escalas empleadas deben ser Nj = 4?.

Sin embargo, dada la restricción impuesta en el tamaño de los bloques de ser una

potencia de 2, empleamos Nj = 4J — 1. Por otro lado, como se desea que el número

de muestras resultantes no sea mayor al número de muestras de la imagen original, es
1Un trabajo relacionado fue presentado en la IEEE International Conference on Telecomunica-

tions [48]
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necesario eliminar los coeficientes de orden mayor a 2j para el nivel j . Así, definimos

las matrices de transformación B¿ = [#n,fc]n=o1..12J-i;fc=o,...,4j~i- ^ote que para el nivel

j los bloques de entrada deben ser de tamaño 4J mientras que el bloque de salida es

de tamaño 2j. Esto implica que debe existir traslape entre las expansiones locales en

puntos vecinos de la latis asociada al quadtree.

4.2.1 Umbral de homogeneidad

El umbral para detectar si un bloque es homogéneo se basa en la función de enmas-

caramiento de contraste ACthr definida en el capitulo previo. En este caso se define

el contraste residual en función de la energia contenida en los coeficientes que son

despreciados, es decir,

AC T T G2
/ y

n=2í+lm=2í+l

1/2

(4.1)

Por lo tanto si AC > kACthr se lleva a cabo la subdivisión del bloque en 4 bloques

iguales. Los cuales son subsecuentemente mapeados mediante la matriz B^ corres-

pondiente. El proceso se repite recursivamente (a menos que j = 1) para el siguiente

nivel j — 1.

En la Figura 4.3 se muestran algunos ejemplos de segmentación quadtree obtenidos

usando este algoritmo con una constante de proporcionalidad k — 0.2. Los bloques

considerados son de 4, 8, 16 y 32 pixeles. La constante k se ajusta al nivel de

compresión deseado ya que mientras mayor es el valor de k menor es el número de

nodos hoja del árbol.
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4.2.2 Reconstrucción THD-Q

Para el proceso de reconstrucción se suman las contribuciones traslapadas de cada

expansión local. Una contribución en el nivel j se expresa matricialmente como

W | F j W | = BjGj'Bj, donde Ĝ - = "BjFj'Bj son los coeficientes de la trasformación

y W -̂ es la matriz diagonal definida por la ventana binomial en el nivel j . La suma de

todas las contribuciones divididas por su correspondiente función de peso2 da como

resultado la imagen reconstruida.

4.2.3 Información lateral

Dado un quadtree con I nodos hoja, existen i = (I — l)/3 nodos internos. Un método

eficiente de transmisión del quadtree es codificar las subdivisiones en secuencia depth

first Esto requiere de 6 = I + i bits. Si el bit 1 indica una subdivisión y 0 indica un

nodo terminal, la Figura 4.1 se codificaría como 1 0 10000 (1 0 10000 0 0) 0, donde

los espacios y paréntesis se introducen por claridad. En este caso / = 13, i — 4 y

4.3 Cuantización vectorial

Para efectos de compresión se cuantizaron los bloques de coeficientes mediante cuan-

tizadores vectoriales. Se diseñó un cuantizador vectorial para cada nivel del árbol

mediante el algoritmo estándar LBG [30]. Este algoritmo está basado en el enfoque

de Lloyd [33], no es una técnica variacional y no involucra diferenciación, por lo que

trabaja bien incluso cuando la distribución tiene componentes discretas. Sin embargo,
2La función de peso es ia suma de las ventanas traslapadas
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Figura 4.1: Ejemplo de un quadtree de profundidad 3 y 13 nodos hoja.

solo se puede garantizar la optimalidad local. El algoritmo consta de los siguientes

pasos:

• (0) Inicialización: Dar el número de niveles de cuantización Q, el umbral de

distorsión e, un alfabeto de reproducción Co y una secuencia de entrenamiento

{XJ\ j = 0 , . . . ,n — 1}. Hacer m — 0 y D_i — co.

• (1) Dado Cm == {yi\i — 1,...,Q}, encuentre la partición P(Cm) = {S¿;i =

1 , . . . , Q} con minima distorsión para la secuencia de entrenamiento: Xj G Si si

d(xj,yi) < d(xj,yk) para toda k. Calcular la distorsión promedio3

, n—l

HT • ii\ (A O\

3Se empleó la distancia euclidiana como medida de distorsión.
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• (2) Si (Dm-i — Dm)/Dm < e, terminar con Cm como el alfabeto de reproducción;

de otra forma, continuar.

• (3) Encontrar el alfabeto de reproducción óptimo Cm+i = {y¿; i — 1 , . . . , Q} con

n i . _ \ «. • />( o \

Reemplazar m por m + l y continuar con el paso (1).

Una vez obtenido el libro de código Cm se usa con datos fuera del conjunto de

entrenamiento con ía regla del vecino más cercano, la cual define una partición óptima

del espacio euclidiano.

4.3.1 Inicialización del libro de códigos

La optimalidad global del quantizador está sujeta a la elección del libro de código

inicial Co. Linde et al [30] proponen un método de "partición sucesiva"del libro de

códigos comenzando con el centroide de la secuencia de entrenamiento. El método se

resume como sigue:

• (0) Inicialización: Hacer q = 1 y defina Co = Y^Zo %j/n> el centroide de la

secuencia de entrenamiento completa.

• (1) Dado Co = {yu « = 1» •••»?}» "partir"cada vector yi en dos vectores cercanos

y% + e y Vi - e, donde e es un vector fijo de perturbación. La nueva colección

CJ = {yi + e, pi — e, i = 1 , . . . , q} tiene 2q vectores. Reemplazar q por 2q

• (2) si q < Q, ejecutar el algoritmo para un quantizador de q niveles comenzando

con Co para generar un alfabeto Co más adecuado y regresar al paso (1). Si

q = Q, hacer CQ = Co y terminar.
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Este algoritmo es útil cuando se desea diseñar cuantizadores de tazas sucesiva-

mente mayores hasta que se alcanza un nivel de distorsión aceptable.

4.4 Resultados

Las curvas de compresión en bits por pixel (bpp) contra el PSNR (pseudo-signal

to noise ratio) mostradas en la Figura 4.2 demuestran un buen desempeño del co-

dificador para altas tazas de compresión. Estas curvas fueron generadas variando

únicamente la constante h (de 0.1 a 1.5 con incrementos de 0.1) para mover el umbral

de homogeneidad, manteniendo constante el número de niveles de cuantización para

cada escala de acuerdo a la Tabla 4.1.

j
1
2
3
4

Ná

3
15
63
255

bloque
4 x 4
8 x 8

16x16
32x32

Q}
512
256
128
64

Tabla 4.1: Niveles de cuantización.

La evaluación del desempeño real del codificador requiere una comparación sub-

jetiva entre imágenes codificadas con otros métodos estándares. Desafortunadamente

este trabajo de comparación demanda mucho tiempo y experiencia en evaluación per-

ceptual. Para los propósitos de esta tesis nos limitamos a señalar las diferencias que

son más o menos evidentes entre dos esquemas de compresión. La Figura 4.4 muestra

la imagen PEPPERS comprimida a 0.16 bpp con la TCD estándar y la descomposición

THD-Q. En ambos casos se emplearon cuantizadores vectoriales diseñados mediante

el algoritmo LBG con las mismas imágenes de entrenamiento.

Para el ejemplo Figura 4.4 y para la mayoría de los casos se observó que a pesar de
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Figura 4.2: Curvas de desempeño del codificador DHT-Q para las imágenes PEPPER,
HOUSE y CAMERA.

que la TCD presenta un mayor PSNR, ésta produce un efecto de bloque muy marcado

sobre superficies homogéneas que hace ver la imagen más degradada que la compri-

mida con la THD-Q. En cambio la principal degradación producida por la THD-Q

consiste es un efecto de sierra a lo largo de los bordes debido a la cuantización. Este

efecto, sin embargo, podria ser disminuido si se usa un esquema de clasificación de

estructuras, (como en el capitulo previo) a expensas de un incremento en la comple-

jidad del cuantizador. Se observa también que las regiones homogéneas presentan un

suavizado que resulta ser más agradable a la vista que la "bloquificación" introducida

con el codificador de la TCD,



4.5 Conclusión

Se presentó un esquema de compresión de imágenes basado en una descomposición

multiescala denominada THD-Q. Dicha representación emplea versiones discretas de

derivadas de Gaussiana con diferentes amplitudes (escalas) en posiciones definidas

por un quadtree. La expansión local de la imagen en función de las derivadas de

Gaussiana queda limitada por el número de datos que son representados. De esa ma-

nera no se introduce redundancia en la representación. La reconstrucción a partir de

los coeficientes espectrales (sin cuantización) no es numéricamente exacta, pero si la

segmentación quadtree es correcta, las pérdidas por truncamiento no son visualmente

aparentes. Por otra parte, se demostró cómo las degradaciones debido a la cuantiza-

ción son menos significativas, hablando en términos visuales, a las producidas por la

TCD para una misma taza de compresión, no obstante que esta última presentó, en

general, una mejor relación señal a ruido.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.3: Segmentación quadtree de las imágenes PEPPER, HOUSE, CAMERA Y
BARBARA.
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Capítulo 5

Discusión

En este trabajo hemos descrito varios esquemas de representación de imágenes para

la compresión. Dichos esquemas están basados en modelos Gaussianos de las etapas

primarias de procesamiento del Sistema Visual Humano (SVH). Las características

que se intentaron emular incluyen procesamiento multiresolución, análisis local de

orientaciones, clasificación de patrones visuales y la distribución espacial de los ope-

radores.

Pero, cuál es el mejor algoritmo de compresión con pérdida?. Desafortunadamente

no hay una respuesta absoluta a esta pregunta. La elección de un algoritmo parti-

cular para una aplicación dada depende de muchos factores. Por ejemplo cuando

la compresión se usa en una aplicación de transmisión de imágenes, el codificador

y decodificador deben trabajar en tiempo real, y los temas sobre complejidad de

implantación, susceptibilidad a errores del canal, y requerimientos de memoria inter-

media para igualar la taza de salida del codificador a la taza de transmisión del canal

se vuelven importantes. En contraste cuando la compresión se usa para reducir los

requerimientos de almacenamiento, la codificación no se requiere que sea en tiempo

real. El codificador puede ser bastante complejo ya que es usado solamente una vez

69
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para una imagen dada, mientras que es deseable un decodificador simple porque es

usado repetidamente. Ademas, los porcentajes de error encontrados en el almace-

namiento y en aplicaciones de recuperación son típicamente de muchos órdenes de

magnitud menores que los porcentajes de error para canales de comunicación. Esto

permite crear algoritmos más sofisticados con mayor énfasis en la calidad final de la

imagen.

La siguiente es una lista de factores que pueden influir en la elección de un al-

goritmo de compresión. En general, el peso de cada factor en una decisión depende

mucho de la aplicación. Esta lista no es exhaustiva e intenta servir únicamente como

guia general.

• Sensibilidad a las imágenes de entrada. Dado que en este trabajo nos enfo-

camos en los algoritmos de compresión de imágenes naturales en tonos de grises

continuos, no discutiremos la sensibilidad para imágenes con texto o imágenes

generadas por computadora. Dentro de la clase de imágenes de tonalidades con-

tinuas, las caracteristicas de la imagen de entrada tales como rango dinámico,

ruido de imagen, contenido frecuencial, correlación pixel a piral, y resolución de

la imagen pueden afectar todo el desempeño de un algoritmo. Por ejemplo, la

descomposición de una imagen en quadtree, es altamente dependiente del con-

tenido frecuencial y de la correlación pixel a pixel, lo cual impacta directamente

la taza de compresión. Además, el esquema de detección de homogeneidad re-

quiere ajustar ciertos parámetros (umbrales) para alcanzar un buen desempeño

con una clase dada de imágenes, pero el desempeño puede ser afectado nota-

blemente si se introducen imágenes de otra clase como por ejemplo de menor

contraste y mayor contenido frecuencial.



71

• Taza de bit operacional. En algunas aplicaciones, la prioridad es alcanzar

un alto grado de compresión incluso a expensas de una imagen de baja calidad.

En contraste, otras aplicaciones podrían requerir un alto grado de calidad de

imagen que únicamente puede ser alcanzado a tazas modestas de compresión.

Dichos requerimientos pueden limitar severamente la elección del algoritmo de

compresión. En general, para la mayoría de los esquemas de compresión, existe

un rango de la taza de salida para la cual el algoritmo es más eficiente, es decir,

el rango donde opera muy cerca de la curva R(D).

• Taza de bit constante vs calidad constante. Los algoritmos que operan

con una taza de bit constante (tales como VQ o DPCM, sin códigos entrópicos)

son mas apropiados para aplicaciones de transmisión cuando se usa un canal

de taza fija sin memoria intermedia o para almacenamiento cuando se especi-

fica el espacio de almacenamiento disponible. Desafortunadamente, debido a

la amplia variación en el contenido de información de diferentes imágenes, di-

chos esquemas no proporcionan una calidad de reconstrucción constante. La

taza de compresión especificada puede ser innecesariamente alta para ciertas

imágenes, mientras que otras pueden resultar de calidad insatisfactoria. En

contraste, algunos esquemas pueden mantener una calidad visual constante a

expensas de una taza de compresión variable. Lo cual demanda un adecuado

mecanismo de almacenamiento intermedio en aplicaciones de transmisión. En

nuestro caso, esta característica depende en un cien por ciento del cuantizador.

Asi por ejemplo, para un cuantizador vectorial se tiene una taza de compresión

constante.
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• Implantación. Esto se refiere a la naturaleza y complejidad del algoritmo rela-

tivo al hardware y software del ambiente en el que se desea construir. Se deben

considerar tres aspectos del algoritmo: (1) complejidad computacional; es decir,

número de corrimientos, sumas, multiplicaciones, comparaciones u otras opera-

ciones requeridas por pixel, (2) requerimientos de memoria, y (3) factibilidad de

paralelización o cualquier otra estructura de procesamiento eficiente. Dado que

el modelo gaussiano se lleva a cabo mediante funciones binomiales de compleji-

dad del orden de N log2 N adiciones mas N multiplicaciones de normalización

para N datos, resulta una implantación de bajo costo y de tiempos de operación

muy cortos. Ademas el algoritmo es altamente paralelizable.

• Simetría codificador/decodificador. Los codificadores y decodificadores de

igual complejidad pueden ser aceptables en muchas aplicaciones de transmisión,

sin embargo en aplicaciones donde es usado recurrentemente, tal como en un

sistema de almacenamiento y consulta, es más deseable un decodificador simple.

Tanto en la descomposición THDR como la THD-Q se lleva a cabo un analy-

sis local de los datos para extraer información adicional sobre clasificación de

patrones (THDR) o de segmentación (DTH-Q), lo que simplifica considerable-

mente el proceso de reconstrucción. Como consecuencia inmediata se tiene que

el codificador es más complejo que el decodificador. En general, la inclusión de

cualquier mecanismo de adaptabilidad en el sistema altera el balance entre la

complejidad del codificador y del decodificador.

• Tolerancia a errores del canal. Desafortunadamente, uno de los precios que

se paga por la compresión de los datos es el incremento en la susceptibilidad

de los datos a los errores del canal, y el grado de suceptibilidad puede variar
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mucho entre diferentes esquemas. En el caso de los algoritmos de procesamiento

por bloques (por ejemplo, TCD), el efecto de un bit erróneo queda confinado a

un solo bloque de la imagen, mientras que en otros resulta en una degradación

severa en toda la imagen (DPCM). Una de las ventajas de la THD, en cualquiera

de sus presentaciones, es que la redundancia es efectivamente empleada para

reducir los errores externos. A diferencia de los algoritmos convencionales de

procesamiento por bloque, la THD emplea bloques traslapados con una ventana

de análisis que pone mayor énfasis al centro del bloque y menos en los bordes.

La relativamente menor importancia de las orillas del bloque para reconstruir

un pixel central se compensa mediante el traslape de los bloques lo que da como

resultado que un error de bit en un bloque se reparta en los bloques vecinos, de

tal forma que el error es menos notable.

• Artefactos. Los artefactos introducidos por un algoritmo dependen de su for-

ma de operación. Algunos pueden incluso introducir más de un tipo de artefacto

dependiendo de la taza de compresión a la cual opere. Ya hemos enfatizados

que ciertos artefactos tales como el efecto de bloque y bordes con forma de sierra

son más molestos a la vista que incluso ruido aleatorio o suavizado global de los

bordes. Pero además la visibilidad de estos artefactos depende de las condicio-

nes particulares de visibilidad. Respecto a esta característica observamos que

tanto la THDR como la THD-Q presentan resultados favorables. En particular,

las comparaciones de la THD-Q contra la TCD demostraron que los artefactos

debido a cuantización son menos notables en el primero que en el segundo.

• Efecto de múltiples codificaciones. Algunas aplicaciones podrían requerir

que la imagen pase a través del compresor-descompresor muchas veces. Por
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ejemplo un imagen puede ser comprimida y transmitida a un destino donde se

descomprime y se despliega. Se altera una pequeña porción de la imagen y se

envia a otro destino donde este proceso se repite otra vez. En tales aplicaciones,

es esencialmente importante que la porción no alterada de la imagen no se

degrade más comparada con la imagen obtenida en la primera compresión.

Algunos esquemas de compresión no crean mayor pérdida en la calidad de la

imagen cuando se usan sucesivamente en la misma imagen, mientras que otros

causan degradaciones adicionales. Afortunadamente en el caso de la THD, como

en la mayoría de los casos, las pérdidas subsecuentes son significativamente

menor que las producidas en la primera etapa.

• Capacidad de transmisión progresiva. La transmisión progresiva permite

enviar una imagen aproximada a baja taza de bit para un rápido reconocimiento,

y después se envían los detalles incrementalmente si el usuario los solicita. Por

supuesto, cualquier esquema puede hacerse artificialmente progresivo usándo-

lo para codificar una versión de baja resolución de la imagen original como

aproximación y, posteriormente, codificando las diferencias entre esta y la origi-

nal o posiblemente otro estado intermedio para crear tantos niveles de detalles

como se deseen. Como se describió en el Capitulo 2 La THD multiescala es

inherentemente realizable para su transmisión progresiva debido a la estructura

multiresolución engranada, y puede operar en ese modo sin necesidad de reque-

rir mayor complejidad. En cambio otras técnicas pueden operar en un modo

progresivo pero a expensas de agregar mayor complejidad al sistema.
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• Compatibilidad del Sistema. Si el sistema requiere compatibilidad con pro-

ductos de otros manufacturadores, entonces la elección del esquema de compre-

sión puede dictarse por la existencia de estándares que ya han sido propuestos

y adoptados como por ejemplo el estándar de facsímil de CCITT o el algoritmo

JPEG de compresión para imágenes en color.



Apéndice A

Caso 1-D

Para el caso 1-D, comenzamos con la serie de Taylor:

^~G{x,s)} (A.l)
n=0 S-Sfc

y dado que la Gaussiana es una solución de la ecuación de difusión: dsG(x, s) =

dlG(x, s) [25], al derivar sucesivamente respecto a s se obtiene

d1lG{x,s)
— ^ — - G2n(z, s} (A.2)

para n — 1,2,.... Sustituyendo (A.2) en (A.l)y restando el primer término de la serie

en ambos miembros, se llega directamente a (2.2).

En el siguiente paso aplicamos la factorización (derivada de la propiedad de cerra-

dura bajo convolución): (—l)n<72n(^)Sfe) = Gn(—a;,sfc/2) * Gn(%, Sfc/2), y al mismo

tiempo, aplicamos la relación

, ^ f x \
y(4s) (jrn\x} s) = -~==Gn i —=== j (A.3)

V4 4/
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donde, por definición, Gn(x) — Gn(x, 1/4) para n = 0,1,2,... son las DG en coorde-

nadas naturales. El resultado al que se llega es

QO -, / • \ 1 /

DoG(x, Sfe~i,Sfc) = y , T m—Gn I ——== j * — G n í r~— j (A.4)

donde G* (x) denota la normalización Gn(£, l/4)/\/2nn! respecto al producto interno

7 - o») e-i"m ( 5)

donde 5n,m es la delta de Kronecker.

Considerando la expansión (A.4) en la Ecuación (2.1), se tiene

.k
 X

 C* ( ~X \ X , X Q* ( X \ (\ fí\

pero si definimos

r i / _T M

L V25A; V V2sfc / J x = ^ 5 j r í

como la fase de análisis de la señal, entonces las definiciones

x

CX) OO

EE
corresponden a la fase de síntesis de la señal.



Apéndice B

Caso 2-D

Para el caso 2-D partimos de la siguiente expansión:

DoG{x, y, *_!, sk) = £ ^ ^ _ _ G { : C ) y> s )

n=l ' ••

donde ahora las derivadas se obtiene a partir de la ecuación de difusión isotrópica en

2-D: dsG(x,y,s) = dlG(x}y,s) + d*G(x,y,s), esto es,

n

—Gf(x, y, s) = ^ C^Gzmfin-nmix, y, s) (B.2)

o, alternativamente, usando las DDG,

fian ' fu ^ ' ^ • * ' *• '

para las orientaciones 9j — ô + i / ( n + 1)> i _~ 0) •••; n y las constantes

paran — 1,2,....
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La sustitución de (B.2) en (B.l) da como resultado la siguiente expresión para la

DoG tridimensional:
oo n /

VoG{x,y,sk~i,sk) - } r O

Mientras que ia expresión alternativa (B.3) da como resultado:

con los vectores r = (a;, y), p = ($,??) y la matriz de rotación

(B.6)

De la Ecuación (B.5) se construye la THM-2D cuyas etapas están dadas por:

Análisis

í V) = > V)

Síntesis

oo oo n
fc) (x v)

k~—oo n—l m=0

Y para el caso de la Ecuación (B.6) se construye la THMM definida como:

Análisis

(B-ll)

Síntesis

ESTA TESIS NO SAL4
BE LA BIBLIOTECA



oo oo n

k~—oo n—l j—0
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(B.13)



Apéndice C

Caso discreto

En el primer paso, la señal se descompone en un número finito de canales DoB

(Difference of Binomials), donde DoB[x, Ni, N2] — B[x, Ni] ~B[x, N2] para Nx < N2

es la contraparte discreta del filtro DoG. Por lo tanto, la descomposición multiescala

finita de la señal toma la forma

K

L[x) = L[x, NK] + J2 L[x] * DoB[x} Nk^t, Nk] (C.l)

con las escalas ÍV_i = 0, iVo — 4 y Nk — Nf¡~.i/(l — r) para k = 1,..., K. El operador

* denota convolución discreta.

En el siguiente paso se expresan los canales DoB en función de los operadores DB.

Para ello, empleamos la versión discreta de la ecuación de difusión:

ANB{x, N] = 2~2A2
xB[x - 1, N] (C.2)

donde
n

A"xL[x} = £(-l)»-*C{L[* + k] (C.3)
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denota el operador diferencia hacia adelante de orden n (el subíndice se introduce

para indicar respecto a qué variable discreta se hace la operación, pero puede omitirse

para funciones de una sola variable). La ecuación de difusión discreta se demuestra

por inducción matemática, usando la propiedad de cerradura bajo convolución del

kernel binomial en la hipótesis de inducción.

De la ecuación de difusión se puede escribir la DB de orden n como

Bn{x, N) = Bn[x, N + l]- 2 " 2 S n + 2 [ x , N 4- 1] (C.4)

Sustituyendo recurrentemente (M — 1 veces) los términos del miembro derecho se

obtiene la siguiente expresión para la binomial

M

B[x, N] - ^ ( - i rCS2- 2 m J5 2 m [ 3 ; ) N + M] (C.5)
rn=0

Esta expresión es el equivalente discreto de la serie de Taylor de la Gaussiana. Sus-

tituyendo N por Nk-i y N -h M por Nk y restando el primer término de la suma se

obtiene la expresión de la DoB en función de las DB de orden par:

DoB[x, ¿VU, Md = E (~-l)nC?Nk2~2nB2nix, Nk] (C.6)
TI—i

Por otro lado se requiere que la factorización de los DB incorpore coordenadas nor-

malizadas discretas con el factor de normalización Tk — \f2si = y/Nk/2 entero. Por

lo tanto, empleamos la siguiente expresión en las operaciones de convolución de (C.l):

DoB[x ~~ y, Nk-U Nk] = ^ r f > (r) ^ TkB*n[y - Tk£, Nk/2)B*n[x - Trf, Nk/2] (C.7)

con los coeficientes r ! (T) = T\J (r) — 1 y
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para k — 1,..., K y n = 2,3,..., rNf-. La notación £*[#, N] se emplea para las funcio-

nes normalizadas 2~n y/C%^Bn[x, N], las cuales satisfacen la siguiente propiedad de

ortogonalidad
N B$x, N]B'm[x, NJ _

B{x,N

Por lo tanto,

L[x] * DoB[x, Nk-u Nk]

donde

para n = 1,2, ...,rNk

Por otra parte, el residuo pasobajas puede codificarse usando la aproximación

B[x ~ y, NK] * J ] T K % - T ^ , iVjf/2]B[a: - TK£, NK/2]
c

Por lo tanto, L[a;, Â ĵ ] ~ DQ 5[a;] donde DQ W e s t^ dado por la generalización de

(C.ll) y (C.12) para n ~ 0 y h = K. Se puede demostrar que a medida que

crece, el error de la aproximación (C.13) tiende a cero.



Apéndice D

Rotación de las DG

Sean las DG en el dominio de Fourier

mg{uJx,ujy) (D.l)

donde g(u)x,u)y) es la transformada de fourier de G(x,y), y sean las constantes c =

eos 9 y s = sení?. La versión rotada de las DG se expresa como:

x, Wy, 9) = (cjüJ x +
n~m m

i^1' ^m^n-m0 s £fi+fc,n
lt-0 i~0

haciendo los cambios de Índices k + i por k y m - i por «, se obtiene:

n m

Wy)C S ^ V l) ^m^n-m
¿-0

j W y ) C S A {On_mC S x

n
Am,k 9k,n-k\Ux,U)y)
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o bien, en el dominio espacial,
n

~ ' 9¿Gk>n-.k(x,y) (D.2)
fc^G

donde

Án$) --fc.fe A m(s~ik~m_2fc—moti+m—2ft\
Amj6 ~~ C S ^ i ° n - m c s J

son funciones de ángulo que definen una familia de funciones binomiales generalizadas

en la variable discreta k. La razón por la que se denominan "binomiales"es porque

su transformada Z, la cual se escribe como

aW)(i>\ = (a -i- y-lAn-m(r - r~l*\m (Vi A\

pue

/ -senB
n~1 •"*"

L
n senB

Figura D.l: Mariposa del filtro binomial generalizado.

Por lo tanto, la rotación local en el dominio de la THD puede hacerse empleando

el algoritmo de HasMmoto-Sklansky [19], usando la mariposa de la Figura D.l en

lugar de la mariposa simétrica. El número de operaciones requeridas para la rotación

de todos los coeficientes de orden n es tres veces el número requerido para el caso

simétrico, o sea, 3[(n-fl) Iog2(n+1)], más n+1 multiplicaciones para la normalización.
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