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RESUMEN

. 1. RESUMEN

~ Es conocido para los ingenieros quimicos que en equipos o instalaciones de la industria quimica
existen regiones con diversas temperaturas por lo que, en la mayoria de los procesos, debe existir un
contro! eficiente y en ocasiones permanente de la evolucion térmica de un sistema y asi saber, por
ejemplo, en que region la fatiga térmica hard que el material sufra una fisura y de esta manera, con el
conocimiento de los parametros del material utilizado, poder redisefiar para evitar el deterioro de los
equipos. Para lograr esto, se tiene que elaborar un modelo que represente la situacién real y
solucionarlo con el método que proporcione los valores mis apegados a la realidad.

Con lo anterior en mente, en el presente trabajo se obtienen las isotermas internas de un material
rectangular, el cual estd sometido a diferentes temperaturas en sus contornos. Para construir una
isoterma, se debe conocer un gran nimero de temperaturas que permitan visualizar su localizacién, asi
como la extension de éstas, por lo tanto, se determinara un método que permita obtener, en bases
tedricas, la temperatura de una gran cantidad de puntos internos del material, alineados horizontal y
verticalmente a distancias iguales, con el fin de representar las isotermas y que éste método
proporcione soluciones aceptables para ser un método recomendable en ingenieria quimica.

Podemos decir que los requisitos que cumplira el método, dentro del amplisimo termino 6ptimo,
son:

a) de fécil empleo
b) que se apegue a los datos reales
¢) que sea expedito

un método con las anteriores propiedades podra sustituir a los previos para el mismo problema.

H

Los supuestos para el problema son:

VIV Ty
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Como parte del andlisis, se desarrollan los métodos mas comunes que se utilizan para la obtencién

de perfiles térmicos de un material isotropico, los cuales serviran como parimetros de comparacién, y
dicho sea de paso, se mencionan las ventajas y desventajas de cada uno.

Por lo tanto, los métodos que se desarrollan son:

A) Analitico: solucion de Laplace en dos dimensiones
B) Aproximacion: métodos matriciales (Gauss, LU)

Contra estos métodos, se compara el propuesto en el presente trabajo el cual es denominado,
Iterativo-reproductivo y que se sustenta principalmente en la "Forma discreta de la propiedad del
valor medio" la cual dice que la temperatura en cada punto de encuentro interior es igua! al promedio
de las temperaturas de los cuatro puntos de encuentro circundantes "), Por lo tanto, el procedimiento a
seguir es el siguiente:
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Solucionar una linea horizontal de temperaturas a la vez.

Solucién de la linea central de temperaturas por el método de Laplace.

Obtencion matricial de las lineas de temperatura restantes con contornos cambiantes.

Uso de un método matricial donde la matriz de incdgnitas nunca cambia, solo cambia la
posicion de la variable que restringe (Lower-Upper).

Con el uso del método propuesto, se pueden tener las siguientes ventajas:

e Evita cargar matrices muy grandes.

e Se pueden calcular un gran niumero de puntos.

e La solucién es muy cercana a la propuesta por Laplace salvo pequefias fluctuaciones, quedando
abierto el problema a un desarrollo posterior que permita evaluar el error del método.

e Se puede obtener la solucion de un gran nimero de temperaturas internas, sin el uso de algin
software especifico.
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2. INTRODUCCION

El desarroilo de nuevos procesos en la industria quimica tiende frecuentemente a ser mas complejo
y costoso debido a los requerimientos de calidad, distribucién y tiempo. Si tanto la investigacién
requerida para la obtencién de un producto como el desarrollo del proceso se realizan adecuadamente,
se puede tener confianza en el disefio final y con elio se puede asegurar que la planta operara en los
intervalos de funcionalidad.

La mayoria de los procesos y operaciones dentro de la Ingenieria Quimica, obedecen a modelos
matematicos cuya solucion requiere el uso de alguna técnica analitica, numérica o grafica, por ejemplo,

. los balances de materia y energia en procesos a régimen permanente conducen a sistemas de

ecuaciones algebraicas lincales y no lineales; por otra parte, los balances de materia y energia a
régimen transitorio, comunes en el arranque, control y paro de plantas industriales, conducen a sistemas
de ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales; el analisis de datos experimentales de laboratorio y
planta producen, entre otros, problemas de ajuste de curvas, interpolacidn, integracion y diferenciacién
numeérica.

Entre los problemas mas comunes que los ingenieros enfrentan, es resolver sistemas de ecuaciones
lineales, las cuales son una etapa en la solucién de las ecuaciones diferenciales que se presentan
frecuentemente al analizar los problemas cientificos y de ingenieria como torsion de barras, analisis de
membranas y placas, vibracion de cables y barras, problemas hidraulicos, transferencia de calor, ete.
También se obtienen sistemas de ecuaciones lineales en los balances de materia y energia asi como en
la descripcion matematica de procesos de etapas (columnas de destilacion o series de unidades de
extraccion), de circuitos eléctricos repetitivos y de la solucion de la formulaciéon implicita de
diferencias finitas de una ecuacion diferencial. En este trabajo, se analiza la solucién de un problema de
conduccion de calor en dos dimensiones, el cual esta representado por la ecuacién de Laplace y que
conduce a la solucion de un sistema de ecuaciones lineales.

2.1 TRANSFERENCIA DE CALOR.

La transferencia de calor es una de las dreas de mayor importancia dentro de la Ingenieria Quimica
ya que generalmente se encuentra en cualquier proceso de fabricacion de la industria.

Una medicion adecuada y exacta, pero principalmente rapida, de la temperatura en equipos como
hornos, reactores, incineradores, calderas de vapor, entre muchos otros, posibilita una mejor
interpretacion del comportamiento del sistema, para poder especificar y disefiar adecuadamente el
equipo, conociendo como se comportara éste al ser sometido a diferentes cargas térmicas.

Para conocer la temperatura en dichos equipos, se tiecne que plantear el modelo que describa la
situacion fisica y resolver las ecuaciones que resulten de éste, las cuales seran especificas para cada
caso en especial, ya que se pueden encontrar diferentes condiciones como son régimen permanente o
transitorio, con generacion o consumo de energia®, en una, dos o tres dimensiones, etc. Una vez que se
obtiene la ecuacion que representa el problema, también se cuenta con diferentes métodos de solucion

* En este caso la generacidn y consumo de energia se refieren a procesos como el decaimiento radiactivo o frenado de
neutrones.
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los cuales se deben comparar para saber cuil es el mas eficiente y utilizarlo en los posteriores
problemas similares que se tengan.

2.2 DIFERENTES METODOS DE SOLUCION.

En cada campo de la ingenieria quimica podemos encontrar una diversidad de problemas que
generalmente tienen mas de un método de solucion y dentro de esos métodos de solucion hay varias
formas de plantear el procedimiento para resolver el problema dado. En ingenieria, cominmente se
usan dos formas de resolver los problemas, los métodos analiticos y las aproximaciones en términos de
los datos reales de operacion. Con éstas aproximaciones se intenta obtener una respuesta que vaya mas
alla del sentido comun y la experiencia, la cual debera ser soportada por una rutina analitica que le dé
sustento de validez, de esta manera, han aparecido y han sido desarrollados los métodos numéricos en
las diversas ingenierias. .

En algunas ocasiones los métodos analiticos estan limitados a geometrias y condiciones de frontera
relativamente simples debido a la complejidad de sus soluciones analiticas y los problemas inherentes
asociados con éstas, Sin embargo, cuando es posible obtener las soluciones analiticas, son sumamente
utiles como situaciones limite para verificar los resultados de otro tipo de soluciones, como las
numeéricas.

Las soluciones analiticas son de utilidad limitada en el control de la exactitud de un modelo real,
porque la mayor parte de los problemas que requieren de una solucion por métodos numeéricos, o bien
no tienen ninguna solucién analitica, o si existe una su calculo puede resultar demasiado tedioso y
complejo, con lo que se ven favorecidas las soluciones numéricas.

Los métodos numéricos son técnicas mediante las cuales es posible formular problemas de tal
forma que puedan resolverse usando operaciones aritméticas. Al tratar de encontrar un método
numérico apropiado, se encuentran los siguientes problemas, métodos sencillos corregibles y que se
ajustan por aproximaciones o métodos que consideran la mayor cantidad de informacion, con lo que
comtnmente el método se complica y es poco flexible para la correccion. Es importante mencionar que
en ocasiones los métodos sencillos corregibles también se complican.

Aunque hay muchos tipos de métodos numéricos, todos comparten una caracteristica comuan:
invariablemente los métodos numéricos llevan a cabo un gran nimero de calculos numéricos y
operaciones. Algunas de las razones que hacen atractivos los métodos numéricos para la solucién de
problemas, son los siguientes: )

1. Los métodos numéricos son capaces de manejar sistemas de ecuaciones, no linealidades y
geometrias complicadas que son comunes en la practica de la ingenieria y que, a menudo, son
imposibles de resolver analiticamente.

2. Los métodos numéricos ayudan a reforzar y confirmar la comprension de las matematicas ya
que una de sus funciones es reducir las matematicas avanzadas a operaciones aritméticas
basicas.
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3. El conocimiento de la teoria basica en la que se basan los métodos numéricos ayuda al
ingeniero en el uso de software disponible comercialmente que contiene métodos numéricos o
si es un adepto de la programacién de computadoras, entonces tiene la capacidad de diseilar
programas propios para resolver los problemas, sin tener que adquirir un software costoso.

Hoy en dia las computadoras y los métodos numéricos proporcionan una alternativa para calculos
tan complicados. Al usar la computadora para obtener soluciones directamente, se pueden aproximar
los calculos sin tener que recurrir a suposiciones de simplificacion o técnicas deficientes, aunque
dichas suposiciones son aiin extremadamente valiosas tanto para resolver problemas como para
proporcionar una mayor comprension, los métodos numéricos representan alternativas que amplian
considerablemente la capacidad para confrontar y resolver los problemas; como resultado, se dispone
de mas tiempo para aprovechar las habilidades creativas personales.

Como la eficiencia de un método depende de su facilidad de implementacion, la eleccion del
método adecuado para aproximar la solucion de un problema esta influenciada significativamente por
los cambios tecnoldgicos en las computadoras. El factor limitante en la actualidad es generalmente la
capacidad de almacenamiento de la computadora, a pesar de que el costo asociado con los tiempos de
computo, es desde luego también, un factor importante. Por tal razon, es necesario conocer y comparar
los diferentes métodos que dan solucion a un mismo problema y elegir aquél que permita obtener
resultados satisfactorios en el menor tiempo y costo.

En el presente trabajo, el problema serd obtener un gran nimero de temperaturas internas de un
material isotrépico bidimensional a régimen permanente, sin generacion de energia y con temperaturas
diferentes en sus contornos, con el fin de determinar las isotermas que se forman en dicho material, por
lo tanto, se realizard un balance con la finalidad de obtener un modelo el cual describa de forma
matemédtica el problema. Una vez obtenido el modelo matemitico representativo, se resolvera dicho
modelo utilizando el método analitico, el método numérico de diferencias finitas y el método propuesto
iterativo-reproductivo, con el fin de saber si es factible utilizar el método propuesto en la
determinacién de isotermas de un material bidimensional sometido a temperaturas diferentes en sus
contornos.




* FUNDAMENTO TEORICO

3. FUNDAMENTO TEORICO

Las necesidades prioritarias de los ingenieros quimicos, requieren en muchas ocasiones el
monitoreo frecuente de algiin proceso, con lo que estdn obligados a un seguimiento infinitesimal del
proceso y/o fenémeno. Cuando se conoce la variable que mas afecta al proceso se puede controlar,
monitorear o medir la accién de la misma, dicha accion puede ser interpretada y comprendida a través
de los puntos en que se haya dividido el intervalo de aplicacién. Sin embargo, cuando se requiere un
estudio puntual multidimensional (en nuestro caso bidimensional), los requisitos para el estudio seran
tantos puntos como los requeridos para comprender cabalmente el problema, esto es, descargandolos
dentro de una interpretacion, aunque esta sea heuristica. Es ficil comprender que los puntos requeridos
para la interpretacion de estos fendmenos en espacios multidimensionales complican grandemente la
interpretacion y prediccion, asi como el trabajo requerido para su solucion, ademas de que los niveles
requeridos de matematicas seran substancialmente mas complicados.

Es también sabido, que la gran mayoria de los procesos obedecen condiciones especificas de
operacion y que las fluctuaciones en ellas deben ser en gran medida muy bien controladas, lo que es un
gran predicamento debido a que conservan un sistema estable que depende no solo de las variables del
proceso, sino también de su disposicion temporal (deterioro del equipo), asi como espacial, por lo que
un pequefio cambio en éstas, repercutiria en las variables intrinsecas del proceso y con ello la eficiencia
del mismo. Como estos cambios no pueden evitarse se debe recurrir al monitoreo para controlar dichas
variables intrinsecas, que pueden ser concentracién, presién, temperatura, pH, entre otras, y
mantenerlas dentro del rango de operacion para asegurar un funcionamiento optimo del proceso.

Cada una de las variables mencionadas, comiinmente se estudian y controlan por especialistas, con
lo que podemos considerar que forman parte de los problemas de frontera de la ingenieria quimica. En
nuestro caso, la variable que se estudia es la temperatura, por su gran importancia en la mayoria de los
procesos industriales, ademas de que abre la posibilidad a enfrentar un problema comun de la
matematica, la fisica tedrica y la ingenieria quimica que es, la ecuacion de Laplace.

El aumento y la disminucion de la temperatura, generan un mecanismo de transferencia de calor que
depende del movimiento de una particula a un nivel de energia mds alto o mas bajo dependiendo el
caso, dicho mecanismo es conocido como conduccién de calor por interaccion molecular. Este tipo de
transferencia esta presente en todos los casos en los cuales exista un gradiente de temperatura y en los
que se encuentren presentes moléculas de solidos, liquidos o gases. En el caso de los liquidos y gases
esta transferencia es importante, siempre y cuando se tomen las precauciones debidas para eliminar las
corrientes naturales de flujo que pueden presentarse como consecuencia de las diferencias de densidad
que experimentan éstos. De aqui que la transferencia de calor por conduccién, es de particular
importancia en sélidos sujetos a una diferentia de temperaturas. Sin embargo, este no es el tnico
mecanismo de transferencia de calor por conduccion, existe un mecanismo llamado de electrones libres
el cual es de gran importancia en sé6lidos puramente metélicos, variando en las aleaciones y
disminuyendo considerablemente en los sélidos no metalicos.

Existen otras dos formas de transmisidn del calor: la conveccion y la radiacion. La primera se lleva
acabo como consecuencia del movimiento de un fluido (liquido o gas) y esta intimamente relacionado
con el movimiento de éste. El fenémeno de transferencia de calor por conveccién usualmente se
clasifica como conveccion forzada y conveccion libre o natural; y en la segunda el calor es transferido

6
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directamente entre porciones distantes del cuerpo por radicacion electromagnética. Tanto los
mecanismo de transferencia de calor por conduccion como por conveccion requieren un medio para la
propagacion de la energia, sin embargo, el calor puede también propagarse alin en el vacio absoluto
mediante radiacion.

En liquidos y gases la conveccién y la radiacion son de suma importancia, pero en los sdlidos la
conveccion junto con la radiacién usualmente son despreciables.

3.1 DEDUCCION DE LA ECUACION DE BALANCE

Se deduce la relacién para la temperatura T, como una funcion de las dos variables espaciales x e
v, para la distribucion de la temperatura de equilibrio de una placa plana. Considerando un elemento
de la placa cuya area superficial es dx dy. Se supone que el calor fluye sélo en las direcciones x e y,y

no en la direccién perpendicular. Si la placa es muy delgada o si la superficie superior e inferior estdn
bien aisladas, la situacion fisica estara de acuerdo con dicha suposicion. Sea ¢ el espesor de la placa y
teniendo en cuenta que ¢ — 0 &,

El calor fluye a una rapidez proporcional al drea de seccion transversal, el gradiente de temperatura
(%) o (%) , ¥ a la conductividad térmica k la cual se supondra constante en todos los puntos

(material isotrépico). Por supuesto, de acuerdo a la ley cero de la termodindmica, el flujo de calor pasa
desde la temperatura mas alta a la mas baja, significando que se opone a la direccién del gradiente que
se incrementa, Por lo cual, se utiliza un signo menos en la ecuacién para tomar en cuenta esto.

La rapidez de flujo calorifico dentro de un elemento en x = x,, en la direccién x:

or
—k(t dy)— 3.1
(1) 2
el gradiente en x, + dx es el gradiente en x, més el incremento del gradiente en la distancia dx:

ar ﬁ(ﬂ]‘)
LI B P .
& T E\a 32

rapidez de flujo calorifico saliendo del elemento en x = x, + dx

o) [ 22) o]

rapidez neta de flujo calorifico al elemento en la direccién x:

S Ea o Cah)| - S




" FUNDAMENTO TEGRICO

De igual manera, en la direccion y, rapidez neta de flujo calorifico al elemento en la direccién y:

k(e dx) [%‘(%*%(%) @)]:k:dxdy% 3.5

E1 flujo calorifico total en el volumen elemental por conduccioén es la suma de estos flujos netos en
las direcciones x e y. Si hubiera calor generado dentro del elemento, éste seria adicionado al calor que
entra por conduccién. La suma debe ser igual a la rapidez de pérdida calorifica de otros mecanismos, o
también habra una acumulacién dentro del elemento, haciendo que la temperatura se incremente con el

- tiempo. En este trabajo s6lo se considerara el caso en donde las temperaturas del contorno no cambian
2.~ con el tiempo, el caso del estado estable. .

- Si hay equilibrio en lo que respecta a la distribucién de temperatura (es decir, estado estable), la

i rapidez total del flujo calorifico en el elemento mas el calor generado debe ser cero. Por lo tanto:

ke (dfar) (SF+£F) + 01 (d¥en) =0 56

en donde QO es la rapidez de generacion de calor por unidad de volumen. (Obviamente, si hay
generacion de calor debe haber flujo calorifico del elemento por conduccion que equilibre a éste.) O
con frecuencia serd una funciénde x e y.

Si Q0 =0, setiene

' —k ¢ (ds)(dy) (#T fT) 0

&t 3
%‘TT{% =ViT=0 3.7
el operador
(&5

es llamado laplaciano, y por consiguiente la ecuacién 3.7 es llamada ecuacién de Laplace. Para
problemas de flujo calorifico tridimensionales, se tendra anilogamente,

v (& & a]
VT—( + 5T+ ar)T=0 3.8




FUNDAMENTO TEORICO

La ecuacién 3.7, la cual ha sido deducida con referencia al flujo calorifico, también se aplica a los
problemas de difusion en estado estable (en donde T es ahora la concentracion del material), y a la
distribucion de! potencial eléctrico (en donde T es la fuerza electromotriz); de hecho la ecuacién de
Laplace se da para la distribucion de estado estable del potencial de cualquier cantidad cuando la
rapidez de flujo es proporcional al gradiente y en donde la constante de proporcionalidad no varia con
la posicion o con el valorde T.

La ecuacién 3.7 es la ecuacion para conduccién de calor bidimensional con estados térmicos
dependiendo de las variables x e y. En este trabajo, la parte de mayor interés es el considerar la
aceptacion del modelo bajo rotaciones y/o translaciones lo cual es demandado para el caso de medios
isotropicos y homogéneos. El operador diferencial de 2° orden implicado por esta invariancia es
justamente el laplaciano. Para el caso de un medio anisotrépico, el laplaciano debe ser remplazado por
la suma de todas las derivadas de 2° orden (inclusive términos cyuzados, con los factores determinados
por las constantes del cristal). Para el caso de un medio no homogéneo estos factores deben ser funcion
de la posicion.*

3.2 CONDUCTIVIDAD TERMICA.

La conductividad térmica X, puede ser determinada utilizando la ecuacién de la Ley de Fourier de
la conduccion de calor, .

or
=-kAd 2o
ox =39

y un aparato de conduccién como el que se muestra en la figura 3.1, en el cual se puede medlr el flujo
de calor y el gradiente de temperatura.

Aislado

r T ﬂ o~

x=L
Alslado
Figura 3.1 Conduccién de calor en un cuerpo sélido

Se dice que un sélido es homogéneo ¢ isotrépico cuando un punto dentro del material es calentado y
el calor se propaga igualmente en todas las direcciones. Por lo contrario, en los sélidos cristalinos y

* En estos casos el vector del flux de calor esta considerado como una combinacién lineal de los gradientes de temperatura

: ar a a .
de la siguiente forma: ¢, = -(t“ — v ky—+kyy —-) , quedando de forma similar para y y Z. Donde k, son llamados los
S & & &

ky kg ky
coeficientes de conductividad, los cuales forman un tensor de segundo orden de la siguiente manera: | Ky ky Ky
ky ky Ky

Como se puede ver si el sistema no es considerado isotrépico las matematicas involucradas para dar solucion a este tipo de
problemas son bastante complejas.
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~ anisotrépicos la conduccién de calor se ve favorecida en ciertas direcciones. Existen también sélidos
heterogéneos, en los cuales las condiciones de conduccidn varian de un punto a otro asi como la
direccién en cada punto.

En la mayoria de los casos, la medicién del valor de K, dependerd no solo del estado local
termodindmico del material, como es su temperatura y su presion, sino también de la orientacion del
material respecto a la corriente de calor g y al punto especifico donde se hara la medicién de K. Este

caso, es ilustrado mediante la figura 3.2 (a) en la cual el material es no-homogéneo y anisotrépico .

\\\'\,\\\\‘_ sl »2..?

(8) No-homogéneo y (b) No-homogéneo e :—:
anisotrépico isotrépico e ;-g
o]
&= &3
— < 2
w =
' =
. =
() Homogénto y () Homogéneo ¢
anisotrépico isotsépico

Figura 3.2 Clasificacidn de los materiales en funcidn de su
isotropia y homogéneidad.

La figura 3.2 (b) muestra un material isotrépico y no-homogéneo en el cual el valor de la
conductividad K depende del punto donde se haga la medicidn, pero no de cémo sea orientado el
material respecto a la corriente de calor.

Los sélidos cristalinos, la carne y {a madera, pueden ser descritos como materiales homogéneos y
anisotrépicos, figura 3.2 (c). En estos casos, el valor de K depende de la orientacion del material y de
las propiedades termodinamicas, pero no del punto donde se haga la medicién

Muchos de los valores de conductividad térmica que se reportan en los libros, se refieren a
materiales isotropicos y homogéneos en los cuales el valor de K es independiente de las propiedades
termodindmicas, del punto donde se realice la medicion y de la orientacion del material con respecto a

la corriente de calor, figura 3.2 (d).

Es importante notar que la temperatura puede tener un efecto considerable sobre el valor de K
cuando se trabaja con el material en un rango amplio de temperatura.

10
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Estrictamente hablando, la conductividad térmica K no es constante en todo el material, ya que
depende de la temperatura. Sin embargo, cuando el rango de temperatura es limitado, el cambio en K
puede ser despreciado, y en la teoria matemidtica ordinaria, se asume que la conductividad no varia con
la temperatura.

3.3 SUPERFICIES ISOTERMICAS
Si consideramos un sélido con una distribucién de temperatura en el tiempo ¢, dada por
T= f(x,y,z,t) 3.10

se puede suponer una superficie en este solido, tal que en cada punto sobre ésta, la temperatura T, sea
la misma en el mismo instante. Tal superficie es llamada, la superficie isotérmica para la temperatura
T, y ésta se puede considerar como la superficie que separa las partes del cuerpo que estin mas
calientes que T, de las partes que estan mas frias que 7. Entonces se pueden imaginar las isotermas
dibujadas para diferentes grados y fracciones de grado. Estas superficies pueden ser formadas en un
camino, pero dos isotermas no pueden cortarse entre si, ya que ninguna parte del cuerpo, puede tener
dos temperaturas al mismo tiempo, sin embargo, el tener diferentes temperaturas en los contornos
conduce a encontrar diferentes zonas con la misma temperatura como resultado de la ley cero de la
termodindmica.. El sélido es mostrado como si fuera dividido en delgadas capas a causa de sus
isotermas.

En este trabajo, la ecuacion de Laplace fue aplicada en un sdlido isotropico homogéneo el cual, no
restringe las magnitudes de los alrededores ni la deformacion que éstos pueden generar en el material.
De lo contrario, se tendrian que determinar las invariantes del problema, puesto que es sabido que es
muy dificil someter un solido a alta temperatura y que éste mantenga sus propiedades de sdlido, es
decir, el modelo que se propone no puede predecir los cambios de fase y éstos son los que delimitaran
la validez del modelo para definir las temperaturas en el contorno. Suponiendo que existiera un cambio
de fase la ecuacion que interpretaria el modelo seria demasiado complicada por la deformacién
geométrica, de tal forma que el sélido sometido para nuestro estudio siempre cumplira las mismas
restricciones geométricas (forma y volumen) * y las temperaturas elegidas deberan de ser tomadas
dentro de la regién sélida del material. También, se consideran las fuentes de calor permanentes con lo
cual, las soluciones seran en régimen estacionario de tal forma que las soluciones tendran mas sentido
en términos de posicion (x, y) y/o temperatura, sin considerar las soluciones transitorias temporales
(variaciones de tiempo). Tomando en cuenta todas las consideraciones antes mencionadas, se obtiene
un esquema basado en la propiedad del valor medio para el calculo de la temperatura de un punto
interno del material (Ver figura 3.3).

* En este caso particular Jas temperaturas a las cuales se somete el cuerpo estan dentro de la regién sélida del material y por
lo tanto los cambios que sufra éste debido a la dilatacion térmica, serén despreciados.




FUNDAMENTO TEORICO
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Figura 3.3 Vecinos cercanos del punto A

3.4 METODOS DE SOLUCION

El principal objetivo de cualquier analisis de transferencia de calor es la determinacién de la
distribucion de temperatura y el flujo de calor dentro y en la frontera de un cuerpo dado. La ecuacion
diferencial para conduccién bidimensional, bajo condiciones de estado estacionario, en un material con
conductividad constante y sin generacion de energia esta dada por la ecuacién 3.7, la solucidn a esta
ecuacion, dara la temperatura de un cuerpo bidimensional, en funcion de las dos coordenadas espaciales
independientes x e y. Para obtener la solucion de la ecuacion se pueden usar técnicas analiticas,
numéricas y graficas. El procedimiento que se emplea depende de la complejidad relativa de la
situacion. Normalmente se emplean métodos analiticos y graficos en los problemas mas sencillos, los
cuales pueden ser probiemas con geometrias regulares y que sus variables se acoplen a la aplicacion de
alguna técnica analitica. Asi mismo se usan técnicas numéricas en los problemas que no cumplan con
las caracteristicas anteriores.

Con el proposito de adelantar mas en la interpretacion del problema, se describen cada uno de los
métodos antes mencionados.

3.4.1 Método Analitico

La ecuacion de Laplace (ecuacién 3.7), es una ecuacidn diferencial parcial que contiene las
segundas derivadas parciales de la variable dependiente, T con respecto a x e y, por lo tanto, se
deben tener cuatro condiciones a la frontera para poder determinar una solucion del problema. Estas
condiciones a la frontera deben especificar la temperatura o sus derivadas en dos valores de x e y,
respectivamente.

La técnica analitica que generaimente se usa para resolver la ecuacion de Laplace es la de
separacion de variables. Esta técnica se puede utilizar cuando se tienen tres condiciones a la frontera
homogéneas (igual a cero) y una no homogénea (diferente de cero), este caso es el ejemplo que manejan
la mayorfa de los libros de transferencia de calor. En el problema que se planteard, las cuatro
condiciones a la frontera son no-homogéneas, normalmente Ilamado problema de Dirichlet, por lo que
el problema se divide en dos subproblemas, cada uno con dos condiciones homogéneas paralelas y dos
no-homogéneas, y sumando las soluciones de los dos subproblemas se obtiene la solucion del problema
original (principio de superposicion) @,
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Antes de iniciar la solucién analitica, es importante introducir el concepto de una expansién en
series de Fourier de una funcién, digamos f(x), y el principio de superposicion.

3.4.1.1 Expansién de una funcién en series de Fourier.

Durante la solucién de la ecuacion de Laplace, hay un momento en la que aparecen términos seno y
coseno en el lado derecho del signo de igualdad. En este punto es necesario expandir f(x) en una serie
de Fourier con el fin de determinar coeficientes desconocidos. La expansién en serie de Fourier puede
ser cuando una funcion es par o impar. Una funcidn par es aquella para la cual f(-x)= f(+x). Una
funcién impar es aquella para la cual f(~x) =-f(x).

Por lo tanto, el senx es una funcién impar y el cosx es una“funcién par. De acuerdo a esto, cuando
f(x)es una funcién impar

L
J‘ f(x)dx =0 3.11
-t

cuando f(x) es una funcién par

L . L
[feax=2[rc 3.2
SLo e

si f(x)es impar (expansion en serie de senos de Fourier) ténemos que

£ =S bsen™Sy
o e B

si f(x) es par (expansion en serie de cosenos de Fourier) tenemos que

~

L

S(x)dx

o
A
J (")°°{ )d" X 3.14

porlotanto * %

f(xX)=a, + ia" cos(%“—)

nel

b-lN hl—-
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* " 3.4.1.2 Principio de superposicion.
Si- uy, Uy, 4, son soluciones de una ecuacién en derivadas parciales lineal homogénea, la
combinacién lineal

U=l +Cyly + o +CL U, 3.15

en que las ¢,,i =1,2,....... ,k son constantes, también es una solucién. Por lo tanto, supondremos que
siempre que haya un conjunto infinito u,,u,,u,,.... de soluciones de una ecuacién lineal homogénea,
se puede construir otra solucion, u, formando la serie infinita

11=Zc,,14,, 3.16
k=l

en que las c,,i = 1,2,.......,k son constantes.

Una vez definidos estos dos conceptos, se aplicara la separacion de variables al problema para
obtener la ecuacion con la cual se podrin encontrar las temperaturas internas del material. Como se
menciond anteriormente, el problema se va a dividir en dos, esto se muestra en la siguiente figura,

y Yy y
. T ) 4 T ) . ) (ab)
Lo Viu=) Ta -0 Vi =0 (1] + T: V=0 Ta
> > >
T, ik T x 0 x
Problema original s Subproblema 1 + Subproblema 2

Figura 3.4 Subdivisién del problema original

e |
1 ‘—-r no

FALLA Lb uidoiai |
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en donde las ecuaciones y las condiciones a la frontera son las siguientes,
Problema original

o*u  d’u
Felirry
ox*  dy
Condicionesa la frontera
1. u(0,y)=T,

2. u(a,y)=7,, O<y<b
3. u(x,0)=T,

4.u(x,b) #7;, O<x<a

=0,--0<x<a,0<y<b

subproblema 1 R subproblema 2

%:‘ZL.,.‘;':I =0,+0<x<a,0<y<b a;'z’ aay"zl =0,0<x<a,0<y<b
Condiciones a la frontera ) oo Condicionesa la frontera

1. 4,(0,)=0 g L0, =T,

2. u(a,y)=0, O<y<b 2. uy(a,y)=7;, O<y<b

3. (x0)=T, L , , 3. U (x,0)=0

4 (xb)=T,, 0<x<a ' 4.uy(x,b)=0, 0<x<a

Suponlendo que u, Yy u, son las soluciones de los subproblemas | y 2, respectivamente, entonces la
soluclon del roblema serd u(x,y)y =u NESYEINERDN

g En el método de'separaclén de variables, se busca una solucién particular en forma de un producto
de una funcion x por una funcién y, como

Ulx, y) = X(x)Y(¥) 3.17

"'a'veces'es posible convertir una ecuacion en derivadas parciales lineal con dos variables, en dos
" ecuaciones diferenciales ordinarias. Para hacerlo notemos que

2 2
ou _ xvy, ou_ xr 3.18
ax ot

donde la “prima” denota derivacion ordinaria.

15
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- Soluci6n del subprobiema 1.

L. %,  du
La ecuacién de Lapiace, LS L

ax? | oyt

=0, se puede escribir de la siguiente manera,

X"Y+XY"=0 3.19
dividiendo la ecuacion 3.19 entre XY se tiene,
v i--4-”—=0, por lo tanto, 5}’_=_Y_ 3.20
X Y X Y

Puesto que cada lado de la expresién puede variarse independientemente, la igualdad solamente
sera valida para todos los valores de x y de ysi ambos lados son iguales a la misma constante. En la
practica se acostumbra escribir esta constante de separacion real como A?. La constante de separacién
puede tener tres valores, 4* >0, A =0 y A2 <0. El valor que se utilice de la constante dependera de
que al evaluar las condiciones a la frontera no se obtengan soluciones triviales, esto es X(x, y)=0.

En el subproblema 1 se escoge A* <0 esto es —A?, ya que en los otros dos casos se obtiene una
soluciodn trivial, por lo que la ecuacidén 3.20 queda de la siguiente manera,

X" e )
A L. g 3.21
X Y
y se obtienen dos ecuaciones diferenciales ordinarias,
X+2X =0 " ' 322
, 2y
"-AY=0 323
la solucién de la ecuacién 3.22 es,
X =c, cosAx +c,senix 3.24
y como 0 < y < b, es intervalo finito, aplicamos la solucién,
Y =c;cosh Ay +c senhly 3.25

por lo témb, la solucién de la ecuacién del subproblema 1 ser4,

u, (x,») = X(x)Y(y) = (c, cos Ax + ¢c,senix)(c, cosh Ay + c senhdy)  3.28

evaluando las dos primeras condiciones a la frontera en la ecuacion 3.25 se obtiene,

C.F.1 0=¢, cosA(0)+c,5eni(0), para que se cumpla la igualdad, ¢, debe ser igual a cero.
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"C.F.2 - 0 =“c2s‘enﬂ.(a), como ¢, no puede ser cero ya que se tendria una solucion trivial, seni(a)debe
ser cero, para que esto se cumpla, da =nx ,estoes A =nx/a,donde n=1,23...

Con lo anterior se ha determinado un conjunto infinito de valores discretos de A para los cuales la
ecuacién 3.22 tiene una solucion no trivial. Estos valores se conocen como los valores caracteristicos
de la ecuacion y las funciones

nmx
X, (x)=sen—;n=12,... 3.27
a
como las correspondiente funciones caracteristicas, por lo tanto, la ecuacion 3.26 se reduce a,
nmw
u,(x, y) = (¢, cosh Ay + ¢, senhdy)(c,sen—x) 3.28
N a

si se reemplaza c,c, = 4, y ¢,c, = B,, se obtiene,

u (x, y) =(A4, cosh Ay + B,,.s'enhﬂ.y)senﬁ-—’E x 3.29
e i a

aplicando el prini:_ipiq de Shﬁéfpdéiciénri»ai’lg ecuacién 3.29,

=3%" (4,cosh 27 o+ B,senhZZ yysenZ x 3.30
: a a a

S 1 ecqaci&,\;?:.}‘(‘) ‘es la solucién para el subproblema 1. Para obtener los valores de los coeficientes
.4, y:B,, seevalian las dos condiciones a la frontera no homogéneas en la ecuacién 3.30, y se obtiene,

n

. C.F.3‘ 7].='2’ A;Sen ”}:, lo cual es un desarrollo de f en forma de serie de senos de Fourier, por
LT S a

5 n=l-
lo que segiin 1a ecuacién 3.13, se obtienen los valores para A, con la siguiente ecuacién,

A, = 2 J'T,sen(i’-r-x)dr
ajg a 3.31

desarrollando la ecuacién 3.31,

2L % (nx 27,1 | nx " _ 21, nw nx
4, =-—,jse ——xx=">] — || —-cos——x| ==—|~cos—a~-|-cos—0
a ;. a ). ... a|nw a |, nx a a
. 0 - a

A4, = E'—(l —cosnx), A, esigualacerocuando # es par, por lo tanto,
nx

17
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A4, = 2tk paran=135,... 3.32
nx

" Para obtener los valores del coeficiente B,, se evalGa la ultima condicién a la frontera en la

ecuacion 3.30 y se obtiene,

o

nr nw nx
I, = Z (A4, cosh —b + B,senh— b)sen—x 3.33

~ a a a
si'se toma la expresion del paréntesis como un solo coeficiente, se obtiene un desarrollo de f en forma
de serie de senos de Fourier, por lo tanto,

Y

(A, cosh Zps B,,senhﬁ-”-.b) =2 J.T,sen—'—'—’—r-xdx 3.34
a a ag a

despejando B, de la ecuacion 3.34 y desarrollando la integral la cual es la misma que se desarrollé para
A,, se obtiene,

B, = ———l——(ﬁ — 4, cosh "—’ib] 3.35
senh X p\nz a
a
sustituyendo la ecuacién 3.32 en 3.35,
B, = -;-(17—”—— ﬁcosh ﬂb) para n =impar 3.36
senh1Zp\n%  nx a

por lo tanto, la solucién al subproblema 1, es la sumatoria de la ecuacién 3.30; los limites de la
sumatoria son de n = impar, hasta . Los coeficientes 4, y B, estin dados por las ecuaciones 3.32 y
3.36 respectivamente. :

- Solucién del subproblema 2.

En el subproblema dos se parte de la misma ecuaci6n diferencial que en el subproblema 1, pero en
este caso se escoge A” > 0, ya que con los otros dos valores de A?, se obtienen soluciones triviales, por
lo tanto, las ecuaciones diferenciales ordinarias que resuitan son,

X = ¢, coshAx + ¢,senhAx 3.37
Y =c,cosdy +c,senly 3.38

que como se puede ver, son idénticas que las del subproblema 1, solo que en este caso, primero se
evaluan las condiciones a la frontera homogéneas en Y, y posteriormente, se obtienen los coeficientes

18




s subproblema 2 se obtlene, .

‘u;(’k,”y')»—- Z (A cosh-——x+ B senh——x)sen—-—y 3.39
o i - g b b
en donde ‘ e
vu?"/%:ﬁ; para n = impar 3.40
SRR L2
B, = ——l—n—"r—é(ﬂ—ﬁcosh %a} para n = impar 3.41
senh —b—a nx - Az

Como se habia mencionado, la solucién de la ecuacién de Laplace es la suma de las soluciones
de los dos subproblemas. Con las ecuaciones obtenidas se pueden calcular temperaturas intemnas de un
cuerpo rectangular, en donde @ y b son las dimensiones del rectingulo y, x e y son las coordenadas
de la temperatura interna que se quiera calcular.
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3.4.2 Método numérico de diferencias finitas

Este método se basa en el analisis de diferencias finitas, el cual considera que el sistema en cuestion
esta constituido por elementos de volumen muy pequeiio pero finitos. Es decir, los elementos finitos
empleados para obtener el modelo matematico son una aproximacion de los elementos diferenciales
usados en la formulacidén analitica.

Considérese un cuerpo bidimensional que se ha de dividir en incrementos iguales tanto en la
direccion x como en la y, tal como se muestra en la figura 3.5. Los puntos nodales estin designados
como se muestran; las posiciones i indican el incremento x y las j indican el incremento y . Se desea
establecer las temperaturas en cualquiera de estos puntos nodales dentro del cuerpo, utilizando la
ecuacion de Laplace como una condicién dominante. Se usan diferencias finitas para aproximar
incrementos diferenciales en las coordenadas de temperatura‘y espacio; y entre mas pequefios se
escojan estos incrementos finitos, mds exacta serd la aproximacion de la verdadera distribucion de
temperatura **,

Ay

T

<ot

!

4

By CV '.j

N
R VR

"ALLA DE ORIGEN

Figura 3.5 Nodos internos de un cuerpo bidimensional

El centro de cada volumen finito se conoce como nodo y se supone en el analisis que la temperatura
de éste representa la temperatura de todo el elemento. Los gradientes de temperatura se pueden escribir
de la siguiente manera:

(éf_) = Tul./ _Tl.l 3.42

ox 1124 ax

(?_T_J ~ T:.j "Tt-l./ 343
ox =112,y Ax
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(?I_J e Lm=Ty ; k ! 3.44
o ez Ay . ‘
Ty =Tt 3.45
(azT) ' Ox 0% )iir2, - Ty +T;—2T,, 3.46
axf i CAx (ax?)
3)....5)
(azT) o\ yan \¥)an - T u+T . —-2T,, 3.47

oy’ ¥} ay ) (Ay 2)
de este modo, la aproximacion de diferencias ﬁnitas para la ecuacidn de Laplace se convierte en:

Ty +Ta,; —2T, . T,u+T,,-2T, =0 3.48 '
- (ae) (ay?)

si Ax = Ay, entonces:
7;«1./ +7;-l./ + T;.Jﬂ + T;.J—I —47;,/ =0 3.49

Como se esta considerando el caso de conductividad térmica constante, todos los flujos de calor
pueden ser expresados en términos de diferenciales de temperatura,

La ecuacién 3.49, es la ecuacién en diferencias finitas para todos los nodos interiores de un sistema
con conduccién bidimensional en estado estable y sin generacién de calor. Si el sistema en cuestion esta
constituido por 7 nodos interiores cuyas temperaturas son desconocidas, 7 ecuaciones como la 3.49
especificardn la distribucién de temperaturas. Para resolver estas 7 ecuaciones, se acomodan en un
arreglo matricial para el cual existen diferentes métodos de solucion como son el método de Gauss, LU,
entre otros.
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3.4.3. Método Grifico

Este método consiste esencialmente en construir una red formada por lineas isotermas y lineas de
flujo de calor constantes que se intersecten a angulos rectos. Para construir esta red, se debe tener en
cuenta lo siguiente:

1. Siempre se dibujan las lineas de flujo de calor perpendiculares a las isotermas y a las fronteras
isotermas, y bisectan el angulo en una esquina donde dos fronteras isotermas se intersectan.

2. Las isotermas corren perpendiculares a superficies aisladas.

3. Las diagonales de un cuadrado curvilineo se intersectan en angulos rectos.

4. Todos los lados de un cuadrado curvilineo tienen aproximadamente la misma longitud, aun cuando
un cuadrado curvilineo puede ser mayor o menor que otro. ,

Ay

TENIS SO

o FALLA DE ORIGEN

AT
Figura 3.6 Método gréfico

Las lineas isotérmicas y de flujo de calor forman grupos de figuras curvilineas como la figura 3.6,
puesto que el flujo de calor en cualquier punto de un sistema es perpendicular a las lineas isotermas del
sistema, el flujo de calor a través del elemento es,

Getemeno = —kAX(1) Ar 3.50
Ay

siendo este flujo el mismo a través de todo el ducto formado por las lineas de calor constante en donde
se localiza el elemento. Si por construccién Ax = Ay, el flujo de calor es proporcional a la diferencia de
temperaturas a través del elemento. Por lo tanto en términos de la diferencia total de temperaturas en el
sistema,

AT;nIaI
AT = N 3.51
donde N es el nimero de incrementos de temperatura entre las superficies isotermas interior y exterior
del sisterna. Si en la red existen M ductos por donde fluye el calor, entonces
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=M

9=°N

M
kAT, = == k(T =T3) 382
N
La expresion anterior permite calcular el calor total transferido por unidad de profundidad entre las
superficies isotermas 7, y T, siempre y cuando el cociente M/N sea conocido. A este cociente se le

denomina factor de forma de conduccidn que generalmente se representa con la letra S, y se pueden
encontrar sus valores para diferentes geometrias reportados en los libros.

La exactitud de este método depende completamente de la red formada por las lineas isotermas y las
de calor constante , cuidando que éstas se intersecten perpendicularmente y que Ax = Ay.
3.4.4, Analogia Eléctrica, .

Si se considera, bajo condiciones de estado estacionario, la conduccion de una corriente eléctrica a

través de un material cuya conductividad eléctrica es constante, la ecuacién diferencial que describe al
potencial eléctrico como funcion de la posicion es,

2 2
‘Z;. + %f_ =0 3.53

en donde E es el potencial eléctrico.

La ecuacion 3.53 es similar a la ecuacién 3.7, solo que en la ecuacién 3.53 la variable dependiente
es E yno T por lo tanto, cuando una configuracion tiene una diferencia de voltaje que se imprime a
través de él, las figuras geométricas resultantes para las lineas de voltaje constante seran analogas a las
lineas de temperatura constante si mas bien se imprimiera una diferencia de temperatura a través de la
misma configuracion. Esto viene a ser la base para la contribucion de un analogo eléctrico.

Con el fin de construir un andlogo, se corta una hoja de papel conductor de electricidad, con una
alta resistencia, de forma bidimensional. Los lados, que se mantendrdn a temperatura constante, se
modelan tal que se les mantiene a un voltaje constante, mientras que una superficie aislada
térmicamente corresponde al lado suave del papel. Cuando se opera, se aplican los voltajes apropiados
a los lados, y se usa un voltimetro con una sonda para determinar lineas de voltaje constante. Una vez
que dichas lineas se han marcado sobre el papel (lineas isotérmicas), se dibujan lineas de flujo de calor
con el fin de formar una red de figuras cuadradas curvilineas. En seguida, contando el nimero de
sendas de flujo de calor y el nimero de incrementos de temperatura, se determina el factor de forma S
y el flujo de calor®®.
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4. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En muchas aplicaciones de la ingenieria, es importante conocer la forma de plantear y resolver los
problemas que involucran conduccion de calor en dos y tres dimensiones. Dichos tipos de conduccién
ocurren en el tratamiento térmico de varias partes metalicas, en la interseccién de paredes de hornos y
chimeneas, etc. En este capitulo, se plantean tres diferentes maneras de resolver un problema de
conduccion bidimensional a régimen permanente.

De acuerdo a la isotropia de los sélidos, se considera que la difusidn térmica en un material sélido
no tienc direcciones preferenciales y, tomando en cuenta lo anterior, se supone un cuerpo rectangular,
sometido a cuatro temperaturas diferentes a régimen permanente y sin generacion de energia, al cual se
le quiere conocer su distribucion de temperaturas con el fin de obtener isotermas internas del material.

y A T,
) ® ®
ty t2 t3 —
e ® ® o Tats
T t 1 1 T TESIS (J(}SE 1
t7 ty to
T] X

Figura 4.1 Nueve temperaturas internas

La relacion de la temperatura T , como funcién de las dos variables espaciales x e y, da como
resultado la ecuacion de Laplace,

2 2
or ., oT _, 4.1
axz ayl
la cual se puede resolver por diferentes métodos. Para resolver un sistema como el que se muestra en la
figura 4.1, se utilizara el método analitico, el método numérico de diferencias finitas y el método
iterativo-reproductive el cual se propone como una alternativa de solucion, con el fin de disminuir el
nimero de operaciones y el tiempo de solucion de problemas de conduccién de calor bidimensional a
régimen permanente y sin generacion de energia.
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4.1 METODOLOGIA

Para mostrar la metodologia de cada método, se resuelve un sistema como el de la figura 4.1, el

cual consiste de nueve temperaturas incognitas. Posteriormente, se resolverd un sistema de 120
temperaturas internas, con el fin de poder obtener las isotermas del material.

4.1.1 Método Analitico.

Para el método analitico, la figura 4.1 se puede mostrar de la siguiente manera,

4 b
y } Ts . (a.b) vy
o
-t
e B SE)
° ® °® o= Sl
ey
W(1/4,314)  (204,318)  1,(3/4,3/4) gj A
T ° ° ® Ts O &2
W(1/4.208)  t5(214.2/4)  14(3/4,2/3) 3 L
o
° ° . &
W(14,104) ta(204,1/4)  15(3/4,1/4) =]

-»
T X
Figura 4.2 Coordenadas para el método analitico

como se puede observar, se definen las coordenadas (x,y) para cada nodo, de acuerdo a estas
coordenadas los valores para (a,6) son (1,1). Una vez definidas las coordenadas (x, y), los valores

para (a,b) y las temperaturas de los contornos (7}, 7,, T; y T,) las ecuaciones para encontrar los
valores de las temperaturas incognitas, son las siguientes,

u(x,y)= Z ﬁccosh(!'—”— y)+ ———l——-(ﬁ-ﬁ cosh(ﬂ bD senh(ﬁf— y] sen(M x) 4.2
nesmpar | NTT a nrx nr nrx a a a
s senh(— b)
a
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Vuw(x'.")—‘ Z

= nmimpar

por lo tanto,

L
nmlh Al nm
o A senh(—b—a)

4T, 4T,
nw -

1(x, y)=u,(x, y)+u,(x, ¥)

4.1.2 Método Numérico de diferencias finitas

coshl 2= & | | lsenn] 2% x Lse E—y 4
s "\ b 3

NI

44

En el método numérico, se tiene que escribir la ecuacion de diferencias finitas (ecuacién 3.49) para
cada temperatura de la figura 4.1 por lo tanto, para calcular ¢, se tiene,

L+T, +Ty+t, -4, =0

4.5

despejando de la ecuacion T, y T;, ya que las temperaturas a la frontera van a ser conocidas se obtiene,

Similarmente para ¢, , se obtiene

A, —t, =t, =T, +T,

4ty ~t, —ty ~ts; =T,

o
—1]1
4t |

T, +T,
T
LTy + T, ]

4.6

4.7

Para resolver la matriz 4.8, existen diversos métodos entre los cuales se pueden mencionar Gauss,
LU, etc. Con la solucién de la matriz, se obtienen los valores de las temperaturas incégnitas.

TESIS
FALLA D

CCN
I ORIGEN
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4.1.3 Método iterativo-reproductivo

El método iterativo-reproductivo, consiste en bisectar una coordenada, dividir en “n” nodos la otra
coordenada y obtener mediante el método analitico las temperaturas correspondientes a esos nodos,
conocidas esas temperaturas (linea central de temperaturas), estis cambiaran las temperaturas de los
entornos para el calculo de las demas linecas de temperaturas que estén por arriba y por debajo de la
linea central de temperaturas, las cuales se obtendran subdiviendo la coordenada bisectada, tantas veces
como sea requerido. El cilculo de las lineas de temperatura que estin por arriba y por debajo de la linea
central de temperaturas, no es mediante el método analitico, para estas temperaturas se obtiene la
ecuacién que representa al nodo en cuestion utilizando la media aritmética que toma en cuenta los
cuatro vecinos cercanos del nodo. Una vez que se tienen las ecuaciones para cada nodo, éstas se
arreglan en una matriz y se resuelve mediante alguno de los métodos mencionados. La matriz que se
obtiene para cada subdivisiéon es una matriz tridiagonal de la forma Ax= B en donde para cada
subdivision, la matriz 4 es constante, lo Ginico que cambia es el vector B.

Por lo tanto, para la figura 4.1,

1. Se bisecta el eje y y se divide en 3 nodos el eje x (figura 4.3). Estos tres nodos representan la linea
central de temperaturas (f,,f5 y #,) y se calculan mediantc el método analitico utilizando las
ecuaciones 4.2, 4.3 y4.4.

4
y 3 T (a,b)
T [ ] ® ® Ta
- t4(1/4,2/4) t5(2/4,2/4) t:(3/4,2/4)
T, X

Figura 4.3 Coordenadas para la linea central de temperaturas

2. Una vez que se conocen las temperaturas de la linea central, se subdivide el eje y por arriba de la
linea central y se obtiene la linea de temperaturas que representan f,,f, y f, (figura 4.4). A é&stas

temperaturas se les aplica el método de vecinos cercanos para obtener el sistema de ecuaciones
lineales que las representa.
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y Ts
@ ® ®
t t; t3
T, o ® [ ] Ts
ts ts 173
Ty

.

Figura 4.4 Célculo de la linea superior de temperaturas

De la figura 4.4, se observa que los cuatro vecinos cercanos de ¢, son, 7,,73,¢t, y t, , por lo tanto,

“utilizando la' media aritmética se tiene,

Ty + Ty 41, 41,

1 2

s “dei'spéja‘r"\do las temperaturas conocidas se obtiene, -
B A, =t =T, +Ty +1,
- similarmente para ¢, e e

Vypara f;,

arreglando estas ecuaciones en una matriz se obtiene,

4 -1 04 T, +T, +1,
-1 4 ~1{e, |=| Ty+t4
0 -1 44 T, +T, +t,

para la cual existen diferentes métodos de solucion.

49

4.10

4.11

4.12
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3. Ahoi'a, se ‘Subdlvide el eje y por debajo de la linea central y se obtiene la linea de temperaturas que

: ‘repnv:svéntan' ty, ty'Y t, (figura 4.5) y se obtiene la matriz que las representa, de igual manera que se
hizo para la anterior linea de temperaturas.

3
y 1 Ts
[ ] o ®
ty t t R
T, ® ® [ Ta

L ts te
[ J [ ]

ty ts to
Ty X

Figura 4.5 Célculo de la linea inferior de temperaturas

Similarmente como se hizo para la linea superior, se obtiene la siguiente matriz,

4 -1 0y T, +T, +t,
-1 4 =1ty )= T+t 4.14
0 -1 4 T, +T, +t,

como se puede observar, la matriz de incégnitas 4 es constante para las dos iteraciones, lo unico que
cambio fue la posicion de la variable que restringe, B, ademas de que la matriz es tridiagonal y por lo
tanto mads rapida de resolver. Como se menciono anteriormente, existen diversos métodos de solucién
de matrices, pero en este caso, teniendo en mente que hay una matriz de incégnitas fija y un vector
cambiante, se usara el método LU (Lower-Upper) el cual es el mas adecuado para estos casos, ademas

de que, de acuerdo al apéndice A, los coeficientes de las matrices L y U se pueden calcular sin realizar
muchas operaciones.
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5. ANALISIS, DESCRIPCION Y CpMPARACl()N DE LOS PRINCIPALES
METODOS.

En este capitulo, se resolvera el ejemplo que se planteo en el capitulo anterior, ademas de otros
casos, con el fin de poder establecer las bases de comparacion entre los métodos: analitico, numérico e
iterativo-reproductivo y ver, si éste Gltimo es una buena alternativa para la solucién de éste tipo de
problemas. Las temperaturas en los contornos seran,
7,=100°C,T, =200°C, T, =300°C y T, =400°C . También se calculardA un gran nimero de
temperaturas internas para poder mostrar graficamente las isotermas que se forman en el material.

Debido a que en el método iterativo-reproductivo y numérico, se utilizan métodos de solucion de
matrices, se hara una breve descripcion de los métodos de Gauss y LU, para mostrar cual de ellos es el
mas adecuado en la solucién de las matrices resultantes en los sistemas a resolver.

5.1 METODO ANALITICO

Se quieren obtener las temperaturas internas de la siguiente figura, las cuales estaran expresadas en
grados centigrados (°C).

y 1L 300°C (Ln
[ [ ] [ ]
4,(1/4,3/4) 12(2/4,3/4) 1:(3/4,3/4)
200°C L4 L4 ® 400°C
ts(1/4,2/4) ts(2/4,2/4) ts(3/4,2/4)
® ® [ ]
t:(174,1/4) te(2/4,1/4) t5(3/4,1/4)
100°C X

Figura 5.1 Coordenadas para el método analitico

Las ecuaciones del método analitico para obtener la temperatura en cualquier punto con a=1y
b=1, son:

ux,y) = i {ﬂ cosh(nny)+|:—————l—— (ﬁ _an cosh(mr))]senh(mry)}sen(nm) 5.1
nx nm

nsimpar senh(n r)\ nr
y
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osh(om) E&n_n)(‘:i et cosh(nzr)):lsenh(nmc)}sen(mzy) .

’(x’)’)=ul(x'y)+“z(xry) 53

v V—l77 18°C ty -I9l 89°C ty =250, 03°C

de estos valores, se observa que la temperatura central ¢,, tiene un valor de 250°C, lo que proporciona
validez al’ método de los cuatro vecinos cercanos ya que el promedio de las temperaturas de los
contornos del cuerpo es 250°C, por lo tanto, con los valores obtenidos para cada ejemplo que se realice,
se obtendra la temperatura promedio para observar que tanto se desvia de este valor.

_249.97 +280.88 + 322.81 + 219.08 +- 250.00 +- 308.16 + 177.18 +191.89 + 250.03

! promedio — 9

t promedn = 250°C

En la figura 5.2, se muestran los valores redondeados para nueve temperaturas internas calculadas
- con el método analitico.

et CON

. FALL. £ D¥ URIGEX

| S
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300 °C
] ® ®
250 281 323
® ® [ )
200 °C 219 250 308 400 °C
® ® [
177 192 250
100 °C

Figura 5.2 Soluci6n de nueve temperaturas con el método analitico

5.2 METODO NUMERICO

Antes de comenzar con la soluciéon mediante el método numérico de diferencias finitas, se
explicardan brevemente tres métodos de solucion de matrices, ya que se obtiene un conjunto de
ecuaciones lineales que se tienen que resolver para conocer los valores de las temperaturas internas del
material. Los métodos que se utilizaran son Gauss y LU.

5.2.1 Método de Gauss

' Este método se basa principalmente en el método ya conocido de eliminar una incdgnita entre un
par de ecuaciones simultdneas para poder formar un sistema triangular superior y con una sustitucién
retroactiva, encontrar los valores de las incognitas. Para llevar acabo esto, se permite multiplicar
cualquier fila de la matriz de coeficientes aumentada por una constante, se puede sumar un maltiplo de
una fila a un maltiplo de cualquier otra y se puede intercambiar el orden de cualesquiera de dos filas,
de esta manera, es intuitivamente obvia la validez de estas operaciones fila si se piensa en ellas como
aplicadas a un conjunto de ecuaciones lineales. La multiplicacién de una ecuacion por una constante,
no cambia la validez de la igualdad. Por lo tanto, sumando cantidades iguales a ambos lados de una
igualdad, resulta igualdad, y esto es el equivalente de la segunda transformacién. Obviamente, el orden
del conjunto es arbitrario.

Sin embargo en este método existe la posibilidad de que el conjunto de ecuaciones, no tenga
solucion o de que el procedimiento falle en encontrarla. Durante e! paso de triangulaciéon si se
encuentra un cero en la diagonal, no se puede utilizar esa fila para eliminar los coeficientes que estan
abajo de ese elemento cero. Sin embargo, en este caso se continua intercambiando filas y finalmente se
logrard una matriz triangular superior de coeficientes. El tropiezo real es encontrar un cero en la
diagonal después de que se ha triangulado. Si eso ocurre la sustitucidon retroactiva falla puesto que no se
puede eliminar por cero.
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Considerando el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

ayx, +a,x, +e+a,,x, =b

Ay Xy +ApXy +00 4 ay, X, = b, 5.4

Ay Xy + A%, +o+a,,x, =b,

Para resolver el sistema anterior se deben seguir los siguientes pasos:

Aumente la matriz de coeficientes n x n con el vector del segundo miembro para que se forme
una matriz nx(n+1).

lntercamblar las filas si es necesario para hacer que el valor de a,, tenga la mayor magnitud de
cualquner coeficiente en la primera columna.

" Crear ceros en la segunda a través de n-ésima filas en la primera columna a",‘;’ veces la
: . Rt ]

- lv\‘primera filadela / -ésima fila.
“Repetir los pasos (2) y (3) para la segunda hasta la fila (n-1), poniendo el coeficiente de
‘rrhlagnitud mas grande sobre la diagonal por el intercambio de filas (considerando solo las filas

A . a, .. -
Jj a n), y luego sustituyendo ¢ u veces la j-ésima fila de la ; -ésima fila de manera que, se
u

creen ceros en todas las posiciones de las / -€sima columna abajo de la diagonal. Al concluir

este paso, el sistema queda como un sistema triangular superior.
an nel
@y

6. Resolver para x,_,,x,_,,++-x, desde la fila (n — 1) hasta la primera ecuacién a su vez, por
n
Din ~ Z;-nla Xy

x, = 5.5
all

5. Resolver para x, desde la n-ésima ecuacién por: x,

BAIS CON
FALLA DE CRIGEN
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5.2.2 Método L*U (Método de Choleski)

Una modificacion al método de descomposicién es el método llamado L*U o método de Choleski o
Crout. Este método es un método directo para solucionar sistemas de ecuaciones de matrices cuadradas,
bajo la consideracién que una matriz cuadrada se puede expresar como el producto de dos matrices
triangulares, una superior y una inferior, y el procedimiento de solucién para estos sistemas es el
siguiente:

Considerando un sistema de ecuaciones como sigue:

[4]X =5 5.6

escribiendo [A] de la siguiente manera:

ay G vt a4y,

= ) 7

donde SIS
L 0 0. 0
Iy 1, 0 . P
[L]= R =matriz triangular inferior 5.8
V ‘Irll lnz InJ * Inn
y
1wy, JUy et Wy,
SOl wyy e by,
[U]= 0 0 't - wuy, |=matriz triangular superior 5.9
0 0 [ 1

Por lo tanto los elementos de [L] y [U] satisfacen la factorizacion [A]=[LJU]. La férmula
general para obtener los elementos de L y U correspondientes a la matriz de coeficientes, para n
ecuaciones simultaneas se puede escribir como,

34




ANALISIS, DESCRIPCION Y COMPARACION DE LOS PRINCIPALES METODOS.

=1
ly=a, =3 Luy,i2]
k=1

i1 5.10
a, =3 lyuy,
Uy =+. i<j
"
ull =l

Una vez que la matriz de coeficientes ha sido transformada a su equivalente LU, se puede
encontrar la solucion del conjunto de ecuaciones. La matriz L es en realidad un registro de las
operaciones requeridas para hacer que la matriz de coeficientes A4 se transforme en una matriz
triangular superior U . Se aplican estas mismas transformaciones al vector b convirtiéndolo en un
nuevo vector &'. Si se aumenta 4' a U y se sustituye retroactivamente, aparece la solucion.

La ecuacién general para la reduccion de & es:

b =b11,
4= 5.1
bl h Z Ilk b;
b=t i=23,..,n
Ly
Las ecuaciones para la sustitucién retroactiva son:
x, =b}

5.12

n
x,=b) - Yuubl, jEa-ln-2,..,1
kafsl

Debe considerarse que la mayor ventaja del método LU es cuando la matriz de coeficientes [4]. no
cambia y lo Gnico que cambia es el vector &5 .

Una vez que se han explicado los métodos de solucion de matrices, se procede a resolver el
ejemplo planteado en el capitulo anterior, por medio del método numérico de diferencias finitas.
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5.2.3 METODO NUMERICO DE DIFERENCIAS FINITAS.

Retomando la figura de nueve temperaturas internas,

y 4 300°C
° ® )
4 t2 ty
200°C L4 L ® 400°C
ty ts ts '
) ) ®
ty ts to
100°C X

Figura 5.3 Nueve temperaturas internas

y aplicando la ecuacién de diferencias finitas a cada nodo (ecuacién 3.49), se obtiene la siguiente
matriz que representa los nueve nodos que se quieren calcular,

M4 0 -1 0 ‘ 0,7 [500]

' . 300
700
200
=l o 5.13
400
300
100
500 ]

L

utilizando la eliminacién Gaussiana, se obtiene:la siguiente matriz triangular superior,
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Va0 0 0 0 0 T [ o125 ]
1116 . -1/4 0 0 0 0 e 106.25
1/60::-1/15  —1/4 0 0 0 ty | 1203.3333
09337 -15/56 -1/224 —1/4 0 0 t,| | 91.9642
0. °..08516 -02691 —-15/209 —1/4 0 |4 [=] 692583
: 0.848 -0.0238 ~-0.079 -1/4 [t | [176.7906
"0 0.9262 -0.2732 —0007 ||s, | ]110.4538
0 0 0.8386 -0.2752|4 | | 94.3806
0 0 0 0.8359 [+, | [208.9304

Ly = 249'.'9990,32_ - 280,34°C, 1, =321.41°C, 1, =219.62°C, t, = 249.96°C, t, = 305.31°C,
"1, =178.54°C, 1, =194.56°C, 1, = 249.94°C

300°C

!

T4

250 280 321 [ : f;

. ° . :cf “h

200 °C 220 250 305 400 °C E ‘
® ° [ ] H

178 194 250 i

}

£ promesio = 249.96°C

| {TROTD

100 °C

Figura 5.4 Solucién numérica ( 9 temperaturas)
Como se puede ver en la figura 5.4, los valores de la solucién del método numérico de diferencias
finitas son idénticos a los de la figura 5.2 del método analitico. Esto generalmente se cumple cuando se
resuelven temperaturas equidistantes esto es, cuando se tiene el mismo numero de nodos tanto en el

eje x como en el eje y, y la distancia entre los nodos es la misma, formando una figura cuadrada, de lo
contrario, las soluciones numéricas difieren de las analiticas.

5.2.3.1 Temperaturas equidistantes

Para poder comparar el método numérico de diferencias finitas con el analitico, se muestran los
siguientes ejemplos,

- 16 temperaturas (4 nodos en el eje x y en el eje y, matriz 16x16).
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300°C
® ® [ ] ®
250 274 297 332
[ ® [ ®
226 250 282 330

200°C 400 °C

® [ J [ J ®
203 218 250 308
® [ J [ ] ®
168 170 192 250

100 °C

Figura 5.5 Solucién numérica (16 temperaturas)

Las figuras 5.5 y 5.6 muestran los valores obtenidos numérica y analiticamente para 16
temperaturas internas. La solucién numérica se obtuvo aplicando el método de Gauss, sin embargo, se
resolvié el mismo sistema con el método LU, obteniéndose los mismos resultados.

“Las temperaturas promedio que se obtuvieron para estos casos son,
'
) tl’mmedm—numénm(ﬁnms_ﬂ =248.30°C

lpmﬂlm-nnallum(ﬁkum s 249.90°C

como se puede ver en las figuras 5.5 y 5.6, asi como en los valores de las temperaturas promedio, el
calculo de temperaturas internas de un material cuadrado (temperaturas equidistantes) mediante el
método numérico de diferencias finitas, proporciona resultados similares a los que se obtienen con el
método analitico.
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300 °C
°® ® ® °
250 275 297 332
° ° ™ °
200 °C 224 250 283 331 400 °C
° ° o °
203 217 250 310
°® ® ° ™
167 168 187 250
100 °C

Figura 5.6 Solucion analitica (16 temperaturas)

5.2.3.2 Temperaturas no equidistantes

Para mostrar este caso, se va a resolver una matriz de 1x4 esto es, se encontraran los valores de
cuatro temperaturas centrales de un cuerpo.

- Solucion analitica.
300°C

[ ] ® : [ J o
0, o
200°C 214 235 T 269 324 400°C

¢

promedio

=260.85"C S woec

o i’igura 5.7 Solucion analitica (4 temperaturas)
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- Solucién numérica.
Para la solucion numérica, se tiene que resolver la siguiente matriz,

4 -1 0 o7+ [600
-1 4 -1 olfs,]| la00

= 5.14
0 -1 4 —1{1¢ | |400

0 0 -1 4]+ ] |s00

esta matriz es tridiagonal como las que se resuelven en el método iterativo-reproductivo. Esto se debe a
que solo se va a resolver una sola linea de temperaturas. Las soluciones son:

»

300°C

0, O,
200°C 201 204 214 254 400°C

. 100 °C
t =218.17°C

o+ promedo : Figura 5.8 Solucién numérica (4 temperaturas)

en las figuras 5.7 y 5.8, se puede observar que el ciiculo de temperaturas no equidistantes mediante el
método numérico de diferencias finitas difiere considerablemente de los resultados analiticos.

5.3 METODO ITERATIVO-REPRODUCTIVO

Como se menciond anteriormente, el método iterativo-reproductivo consiste en resolver la linea
central de temperaturas con el método analitico y posteriormente, aplicando el método de vecinos
cercanos, resolver las matrices tridiagonales que resultan para cada linea de temperaturas. Cabe
mencionar que originalmente no se obtenian las temperaturas centrales analiticamente sino mediante
una matriz tridiagonal como la de 5.14, pero como se vera en el ejemplo de 120 nodos internos, debido
a que esta matriz es una solucién numérica para temperaturas no equidistantes, las temperaturas
centrales diferian considerablemente de las analiticas y por lo tanto, alteraban el valor de las demas
temperaturas, por lo que se optd por calcular las temperaturas centrales con el método analjtico para
obtener mejores resultados.

Otra cosa importante que hay que mencionar acerca del método iterativo-reproductivo es que el
nimero de temperaturas que se pueden calcular no es libre, ya que depende del nimero de nodos que
haya en el eje x, asi como del nimero de subdivisiones del eje y. Para conocer el numero de
temperaturas que se pueden calcular, se utiliza la siguiente formula,

# Temperaturas = m(2"’I - 1) 5.15
donde,
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m = nimero de temperaturas en cada subdivision
n = numero de iteraciones

La matriz tridiagonal que resulte para cada subdivision sera del tamafio de m x m y se tendra que
resolver (2"‘l —2) veces, De esta manera, si tenemos 8 temperaturas en cada subdivisién con 4

iteraciones, podriamos calcular,

#Temperaturas = 8(2*" —1)=8(31)
# Temperaturas = 248

Este niimero de temperaturas tomaria demasiado tiempo tanto con el método analitico como con el
método numérico ya que se tendria que resolver una matriz de 248x248 o sea, una matriz de 61504
elementos. Con el método iterativo-reproductivo se tienen que calcular ocho temperaturas
analiticamente y posteriormente resolver una matriz tridiagonal de 8x8, 30 veces, con la ventaja de que
la matriz 4 es la misma para todas las iteraciones, lo unico que cambia es el vector b y, con un
programa desarrollado y aplicando el método LU, esto se puede lograr en menor tiempo que los otros
métodos y con buenos resultados.

Para el ejemplo de la figura 5.3, tenemos, m =3 y n= 1, por lo tanto,
#Temperaturas = 3(2"l - I)= 3(3)

#Temperaturas =9
ahora, se resuelven las tres temperaturas centrales (¢,,¢5 y £,) con el método analitico y se obtiene,

300 °C
® [ J ®
ty t2 13
L ] o ® oy
200 °C 219 250 308 400 °C ?
. . . g
ty ts to l:trji ﬁ
o2
100 °C
a]
Figura 5.9 Solucién de las temperaturas centrales con el método analitico =

- Célculo de la linea superior de temperaturas

Para obtener ¢,,¢, y ¢, se tiene que resolver el siguiente sistema, Ax =4,
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4 —-1 o7y 719.08
-1 4 —1js|=| 550 . 5.16
0 -1 4] [100806] - R
utilizando el método LU se tiene que, R ‘ ’
A = Loy

4 -1 0] T4 0~ o J1 -1/4 o0
-1 4 =1(=

115/4 0.0 . 17 -4a/Is
; '56/15J0 0 1

0 -1 4 /

aplicando a L los valores de“5.16‘,‘7;

5.7

 se obtiene, 1, =179,77,1,

L0 e R YA O
—4/15 1, |=1194.6053 5.18
o] 13220721

y se obtienen las soluciones,
' e 1, = 249.89°C, 1, =280.49°C y t, =322.17°C

- Célculo de 1a linea inferior de temperaturas.
Para calcular las temperaturas restantes, se tiene que resolver el siguiente sistema,

4 -1 0]y 519.08
-1 4 —1j¢,|=| 350 5.19
0 -1 4|4 808.16

para el sistema 5.19, la matriz L y la matriz U son las mismas del sistema 5.16, por lo tanto, aplicando
las mismas operaciones se obtienen las siguientes soluciones,

t, =178.47°C, 1, =194.80°C y ¢, = 250.74°C

de esta manera, se tienen todas las temperaturas de la figura 5.9
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ANALISIS, DESCRIPCION Y COMPARACION DE LOS PRINCIPALES METODOS.

300°C
. ° )
250 280 322
. ° .
200 °C 219 250 308 400 °C
. . )
178 195 251
100 °C

Figura 5.10 Solucién de nueve temperaturas con el método iterativo-reproductivo
La ktemperattvxra promedio que se obtiene para la figura 5.10 es,

: z',,,,,,,,,,,,, =250, a2Cc

Comparando los resultados del método iterativo-reproductivo de la figura 5.10 con los del método

o analitlco de la figura 5.2, se puede observar que se obtienen resultados similares entre ambos métodos.

“Para poder. reflejar esto, mostraremos los resultados de un sistema con cuatro temperaturas en cada
subdivision y con dos iteraciones, esto es m=4 y n=2, por lo tanto,

#Temperaturas = 422" =1)= 4(7)
#Temperaturas = 28

Los valores de las 28 temperaturas del cuerpo mostrado en la figura 5.11, estin expresados en °C.
El primer valor corresponde al resultado del método analitico, el segundo valor es el resultado del
método iterativo-reproductivo y el tercer valor es el resultado del método numérico de diferencias
finitas (analitico, iterativo-reproductivo, numérico).
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300 °C .
® [ ® ®
265, 257, 257 285, 282, 286 300, 301, 309 325,333,340
® L ] ® L ]
242, 246, 242 269, 268, 277 295,291,311 335, 329, 351
® ® [ J L ]
226, 229, 235 254,255,270 286, 288, 308 332, 335, 351
® [ J ® [
o 0 ©
200°C 215,215,228 235, 235, 260 269, 269, 399 324, 324,346 400°C
® ® [ J o
199, 201, 218 212,215,244 244, 248, 281 305, 307, 334
® [ J ® L ]
178, 173, 200 182,177,215 208, 200, 249 271, 256, 308
® ® [ J o
147, 156, 167 144, 151, 169 159,171,192 207, 232, 250
100 °C

Figura 5.11 Solpci&n Analitica, iterativa-reproductiva y numérica para 28 temperaturas

; RPN
t[lranmlm método analltico . 247 C

k L
B M
[FS—— producive = 248°C FALLA

’pmmtdin método numérico = 268°C

or
1 I

CON
ORIGEN

= &3

De la figura 5.11, se observa que los resultados del método iterativo-reproductivo son mds cercanos
a la solucién analitica que los del método numeérico de diferencias finitas.

El método de los vecinos cercanos proporciona solo una aproximacion del valor de las temperaturas
de los nodos, sin embargo, mientras menor sea la separaciéon de la mallia mas cerca se estara del valor
real, esto es, al tender a cero la separacion de la malla, los valores tienden a coincidir con los valores
reales de la distribucion de temperatura en el material !




ANALISIS, DESCRIPCION Y COMPARACION DE LOS PRINCIPALES METODOS.

Para poder encontrar las isotermas que se forman debido a la distribucion de temperaturas dentro
del material. se resolvera un nimero de nodos mayor. Para hacerlo, se utilizan los programas que se
encuentran en los apéndices B, C y D, los cuales son programas para el método analitico, método
numérico de diferencias finitas y el método propuesto iterativo-reproductivo.

El nimero de temperaturas que se obtendran con el método iterativo-reproductivo, es el siguiente,

# Temperaturas = m(2™ —1)
donde,
m = nimero de temperaturas en cada subdivision
n=numero de iteraciones

" de esta manera, si se tienen 8 temperaturas en cada subdivision con 3 iteraciones, se pueden calcular,

#Temperaturas = 8(2*" —1)=8(15)
#Temperaturas =120

Para calcular este numero de temperaturas con el método numérico de diferencias finitas, se tiene
que resolver una matriz de 120 x 120 esto es, una matriz de 14400 elementos lo cual es una cantidad
considerable.

En las figuras 5.12, 5.13 y 5.14, se muestran los resultados para 120 temperaturas del método
analitico, iterativo-reproductivo y numérico, respectivamente. En cada figura se grafican las isotermas
de 150 °C, 200 °C, 250 °C, 300 °C y 350 °C, y se da el valor de la temperatura promedio para cada
método para poder comparar los resultados. Como se dijo anteriormente, también se calculan las 120
temperaturas con la primera propuesta del método iterativo-reproductivo, en el cual se calculaban todas
las lineas de temperaturas por medio de matrices tridiagonales, con el fin de mostrar la discrepancia
con los demds resultados.

Como se puede ver en las figuras, las isotermas que se acercan mds a las del método analitico son
las isotermas del método iterativo-reproductivo.
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Ty=1300°C

Ta=200°C

Ts=400°C

137

o Ty =100°C
t promedio método analitico — 246.5°C
Figura 5.12 Solucién analitica para 120 temperaturas internas




ANALISIS, DESCRIPCION Y COMPARACION DE LOS PRINCIPALES METODOS.

T, =300 °C
3 e o . ° e "~ e . [ H
258 279 288 293 297 %,302 313 338
w ° ® ® ° » ° 'Y
253, 272 280 286 292 300 313 3%
3 e % o ° ° . . ° ®
238 % 259 270 279 288 30 319 3s0
* ° ‘e ° ] ° e: o )}
241 255 263 272 282 2958 313 342
3 ° e, @ ° . e: o »
226 242 "'154.. 266 279 » 297 3 321 354
° ° e - ° °: »
221 234 246 ., 258 273 293 354
3 ° ° o ‘e, ° ° »
213 225 237 25%, 269 292 357
L ° ° ™ e " o ° »
© 208 216 227 241 260 285 354
T,=200 °C ° Ty =400 °C
3 .., o 'Y ° .. e o
201 "'-206,,_ 215 228 245 e, 269 345
° ° .., e ° .. o - ei 2 i
192 192 198 "**209 224 25 ., 277 % 325
3 ° ° ® e e ™ et
185 181 184 193 Tt20%.,, 227 T, sy,
" . ° o . ° . o 1 e ‘
167 162 165 172 182 197% 221 % 269
> ° ° ° ° ° o .o ‘e
168 _.eet486eeees 1S8nencnlsT,, 167 183 215 280 ‘
L) ° ° ® e o 2
151 137 135 138 144 Tfas,
3 ° ° ° ° ° o
144 125 120 120 125 135
. T, =100 °
! promedn mitodo pae = 242°C 1=100°C

Figura 5.13 Solucion iterativa-reproductiva para 120 temperaturas
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T =300°C
[ ® o e | o e ) %
252 \ 275 287 295 | 303 312 324 847
° \Ne ° o | o ® ® ,' °
235 bs9 277 292 1 305 320 339, 364
e " ° ° : ) ° e/ o
227 23 271 289 , 306 325 3a¢d an
° o\ ° e , e ° o" °
224 2460 267 286 | 306 327 39 373
. e\ o e e ™ P 'y
222 243V 264 284 V305, 327 g0 374
\
e e , o ° le ° » °
220 240 261 281 “303 325 149 374
® ° \e ° e ® $ .
219 238 1258 278 3o 323 A T 373
. \J .
T,=200°C ® L] ® o\ ® e, L] Ty =400°C
217 235 353 273 204 319 344 372
\
e e o ° ) \\ ) e\ °
215 231 248 267 289 7\ 313 340\ 369
° ° e\ o . \e e '\ o
212 225 20 M 258 280 k 1 333 “ 366
\
° ° o L ) . °® ) ° o
208 217 230 246 & 267 293 § 324 V360
e ° ° ® \o\ ® A e »
2027 " 206 - <215 229 249 N 275 30 ki ]
~
° ° e ~_eo e - e\ o
193 192 196 P 224 250" ~ 286 \\ 337\\
b
] [ ] ® L I ] \Q \e
180 171 171 177 191 N 250N W9 \
L3
e~ o e o -~ o o~ g
155 141 138 131 149 163 7 o4 o 250
T, =100 °C

'pmmcdm método numérico — 270.5°C

Figura 5.14 Solucién numérica para 120 temperaturas internas
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Figura 5.15 Solucién para 120 temperaturas con la primera propuesta del método iterativo-reproductivo

Ty =300 °C
® ° ® ® ® ™
257 277 284 287 290 294
Q ° ® ° ° °
251. 268 273 275 277 282
e \e ° ™ o °
235 252 259 263 266 274
~

L] ® ‘e— "9 . 0 [ )
237 246 249 250 25N . 256
° ° ° 'y e ®
220 231 236 239 23, 23>,
'y ° ° ° e 'Y
214 221 224 226 229 236
™ ° ° ° e °
206 210 212 214 218 227

T,=200°C | i mai e MBI °
200 200 200 200 200 204
° ™ . 'y e \ o
194 191 189 190 194 '20\
° ° ® ° ° °
186 179 177 177 180 189
° ° ° ° e e
180 169 166 166 170 182
. o _o__.a__ o °
163 154, 151 151 15\ 152
® 7 L] ° e - @
165 « * 148 142 141 145 3%

™ ° ™ ° ° \ °
149 132 128 127 129 136
° ® ° ° ° °
143 123 16 115 118 126
T,=100°C
{ promedio dela primera propuesta del método nictwa = 216.82°C
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En la figura 5.13, la cual muestra las isotermas que resultan con el método iterativo-reproductivo,
se han colocado las identificaciones para cada linea de temperaturas para saber el orden en que se
calcula cada una.

Si se imagina primero el material rectangular sin ninguna linea de temperaturas, posteriormente se
divide éste material a la mitad, aparecera la linea central de temperaturas la cual esta identificada por
Le, los valores de estas temperaturas se toman de la solucién analitica. Por lo tanto se puede decir que
ahora se ticnen dos rectangulos mas pequeilos los cuales se vuelven a dividir a la mitad y aparecen las
lineas de temperatura que representan la primera iteracién y estan identificadas con 1°, estas lineas de
temperatura se calculan con el método de vecinos cercanos por lo que para cada linea se tiene que
resolver una matriz tridiagonal de 8 x 8, posteriormente se lleva a cabo la segunda iteracién la cual
implica la subdivisién de los rectangulos que resultaron de la primera iteracion y asi se obtienen las
lineas identificadas con 2% las cuales se calculan similarmente como las de la primera iteracién. Para la
tercera iteracion se vuelven a subdividir los rectangulos pequefids que resulten de la segunda iteracién
y se obtienen las lineas que estdn representadas con 3°

El sistema que se resolvio para cada linea de temperaturas es de la forma Ax = B donde la matriz 4
es tridiagonal y es la siguiente:

(4 -1 0 0 0 0 0 0]
-1 4 -1 0 0 0 0 0
0 -1 4 -1 0 0 0 0
420 0 -1 4 -1 0 0 0 5.20
0 0 0 =14 =100
-0 0 0 -1 4 =10
' 0°0.0 .0 0 =t 4 -1
' Lo 0 0 0 0 0 -1 4]

Esta matriz se puede resolver con varios métodos (Gauss, LU, etc), sin embargo el método LU tiene
la ventaja de que la matriz L y la matriz U se pueden definir sin realizar muchas operaciones ya que en
el apéndice A se muestra una relacion con la cual se pueden calcular los coeficientes de la matriz L y de
la matriz U.

En la figura 5.15 se muestran los resultados que se obtienen aplicando la primera propuesta del
método iterativo-reproductivo en el cual la linea central de temperaturas no se obtiene con el método
analitico, sino resolviendo una matriz como la mostrada en fa ecuacién 5.20, sin embargo, como se
puede ver en la comparacidn de las graficas, las isotermas que resultan con este procedimiento se alejan
totalmente de las isotermas de los otros métodos, por lo que se opt6 por hacer una variacion al método
y por esa razon, se calcula la linea central de temperaturas con el método analitico, con lo que se
obtienen resultados mas cercanos a éste.

50




APLICACIONES

6. OTRAS APLICACIONES

En ingenieria quimica, las diversas operaciones unitarias se pueden clasificar en tres procesos
fundamentales de transferencia, los cuales son transferencia de calor, de momento lineal y de masa.
Debido a esto, los tres procesos de transferencia estin regidos por la ecuacion general de transporte
molecular, la cual es

fuerza impulsora 6.1

velocidad de un proceso de transferencia = - =
resistencia
de esta manera, las ecuaciones para la difusién molecular de las propiedades de momento lineal, de
calor y de masa, son andlogas entre si y por lo tanto, un método de solucién a las ecuaciones de un
proceso en particular s¢ puede aplicar a los otros procesos de transferencia, sicmpre y cuando el
modelo a resolver tenga las mismas caracteristicas para cada proceso de transferencia.

Por ejemplo, la transferencia de masa puede considerarse de forma similar a la aplicacion de la ley
de conduccion de Fourier a la transferencia de calor. De igual manera, la ecuacion que rige la
transferencia de calor bidimensional es aniloga a la ecuacién de transferencia de masa en dos
dimensiones y por lo tanto, se aplica el método iterativo-reproductivo para encontrar las
concentraciones internas de un cuerpo sélido sometido a concentraciones diferentes en sus fronteras.

En este caso, la transferencia de masa ocurre cuando el componente de una mezcla emigra en una
misma fase o de una fase a otra, a causa de la diferencia de concentracion entre dos puntos. La difusion
molecular puede definirse como la transferencia (o desplazamiento) de moléculas individuales a través
de un fluido por medio de los desplazamientos individuales y desordenados de las moléculas.

La ecuacién que permite conocer la distribucién o perfil de concentraciones dentro de un sistema
unidimensional es la ecuacion de la ley de Fick (ecuacion 6.2). La ley de Fick relaciona el flux difusivo
con el gradiente de concentraciéon mediante el coeficiente de difusion.

. dc
Jaz==D,y d; 6.2

La ecuacidn 6.2 es andloga a la ecuacién de la ley de Fourier para la transferencia de calor, solo que
en esta ecuacion, la variable dependiente es la concentracion y no la temperatura. Tomando en cuenta
esto, la ecuacién que representa la difusién de un soluto 4 en un material bidimensional B es,

d*c, d%c, _
ox? +gz—" 6.3

esta ecuacion representa la difusion de A en el material homogéneo B a régimen permanente y con
coeficiente de difusividad (D, ) constante. El esquema de la difusién bidimensional se muestra en la
figura 6.1.
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Ce

y Ce - Cs |{b

Figura 6.1 Concentracién del punto 4

Para calcular el valor de la concentracion del punto A de la figura 6.1, se puede utilizar la técnica
analitica, numérica y el método propuesto iterativo-reproductivo. Por analogia, la ecuacién del método
analitico para calcular la concentracién del nodo interno de la figura 6.1, seria

W= Y. A""_Dcosh(fﬁ y) + ___1_(4_%. - %—Dcosh(ﬂ bD senh(ﬂ y) .sen(fﬁ x)
nempar | N7 a Lsen h( nx b) nr  nrx a a a
a

4

wn = 3 ﬁ&»cosﬁ(i’ix).,_ ;;_L‘_;(ic_v_"_iiig@'sh(ﬂ;)) ;é;,h(ﬂ’ix) ,S,,,(.'ﬂ y)
) naimpar | N7 b senh("” ) nr. onm b b b

Ta

J

prorvlo‘ tanto,
A L c4(x, y)=w (x, )+ w,(x, y) 6.4

= La ecuacion de diferencias finitas para aplicar la solucién numérica es la siguiente,

€ty ¥Ca, +C 0 HC T 401./ =0 6.5

= .- En el método iterativo-reproductivo se procede de la misma manera que en la transferencia de calor
esto es, obteniendo las concentraciones de la linea central y posteriormente usar estos datos como
valores de contorno para obtener la concentraciones restantes a las cuales se les aplica el concepto de
vecinos cercanos para obtener las ecuaciones representativas de cada nodo, las cuales se arreglan en
una matriz tridiagonal y se resuelven por el método mas adecuado.
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" Para mostrar las soluciones que resultan de cada método, se resolverad un sistema de nueve nodos
internos y posteriormente se resolvera un sistema mayor con el método iterativo-reproductivo. Las
concentraciones estaran expresadas en kg mol/m°.

A Cp = 6 XIO-:‘
y
® [ ] ®
Cal Ca Cas
— -3 [ ] [ ] ® _ -3
cy =4x10 Cas Crs Cus ° | % =8x10
® [ J o
Caz Cas Cas
¢, =2x10" X

Figura 6.2 Nueve concentraciones internas

Las. soluciones que se obtienen con los tres diferentes métodos (analitico, numérico e iterativo-
reproductivo) son las mismas y se muestran en la siguiente figura,

cy =4x107

Figura 6.3 Valores de las concentr

cp =6x107"

® ] ®

005 0056 .0064

Y ® ® Cg = 8x107?
.0043 .00s .0061

® ® [ ]

.0035 0038 005

c, =2x107 X
iones internas calculadas con los tres métodos
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" Al igual que en la transferencia de calor, entre menor sea la separacién de los nodos, los valores de
las ' concentraciones tienden hacia su valor real, por lo tanto, se aplicard el método iterativo-

reproductivo para obtener 120 concentraciones internas de un cuerpo.
Cr =6 x 10” kgmol/m®

Co=8x10?

Ce=4x10"

E
§ EX
- 3]
[ =3
j & 23
B oo
(o]
=3
Py .
[op]
=3
=
2.87
e ° e ° ° ™ ™ °
2.88 2.50 2.40 2.41 2.49 2.68 317 4.47

Cp =2 x 10" kgmol/m®
Figura 6.4 Resultados del método iterativo-reproductivo para 120 concentraciones
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Las concentraciones de la figura 6.4 tienen el valor de C, x 10? y las unidades de kgmol/m>. En
esta figura se muestran las lineas de concentracion constante de 3,4, 5,6 y 7 x 107 kgmol/m’ para
observar el perfil de concentraciones del material.

En el presente trabajo se toma como ejemplo un material isotrépico sometido a cuatro temperaturas
diferentes en sus fronteras, esto es debido a que los libros de transferencia de calor generaimente no
desarrollan por completo este tema, ya que dichos libros manejan el ejemplo de dos temperaturas
diferentes en sus fronteras para poder aplicar el método de separacion de variables sin ninguna
complicacion, sin embargo, es importante mencionar que el método iterativo-reproductivo también
puede ser aplicado a materiales que tengan dos, tres o cuatro temperaturas diferentes en sus fronteras ya
que las bases para e! desarrollo del modelo son las mismas.

Como se puede ver esta aplicacion es simplemente una analogia entre dos ramas diferentes de la
ingenieria. Sin embargo, el método iterativo-reproductivo, dl igual que los métodos numéricos
convencionales, es una herramienta que representa un nuevo enfoque de abordar los problemas en los
cuales se presente un laplaciano y de esta manera, de acuerdo a las necesidades particulares ya sea
escolares o industriales, se le dard la aplicacién conveniente para cubrir dichas necesidades.
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7. CONCLUSIONES

Una vez hecho el andlisis y comparacion entre los métodos utilizados en este trabajo, se puede
concluir que el método iterativo-reproductivo es una buena alternativa para obtener las isotermas de un
material con las siguientes caracteristicas: cuerpo bidimensional isotropico, a régimen permanente, sin
generacion de energia y considerando despreciables las deformaciones por la dilatacién térmica. Esto
s¢ confirma superponiendo las grificas donde se obtienen las isotermas con 120 nodos calculados. En
dichas grificas se puede observar que las isotermas del método iterativo-reproductivo son parecidas y
muy cercanas a las del método analitico, contrario a las del método de diferencias finitas las cuales
tiecnen una desviacion considerable. La isoterma que describe claramente lo antes mencionado es la
isoterma central del método analitico la cual representa el promedio de las temperaturas de los
contornos del material y divide al cuerpo en dos partes iguales. Un comportamiento similar en estas
graficas se presenta en el método iterativo-reproductivo y se-observa una desviacién mayor en la
grafica del método de diferencias finitas.

Debido a que no se tienen valores reales de la distribucion de temperatura en un material isotrépico
sometido a las temperaturas de contorno utilizadas, los valores del método analitico se han tomado
como punto de referencia para determinar que tan confiables son los resultados del método propuesto.

Aunado a la exactitud, el método iterativo-reproductivo tiene la gran ventaja de que se pueden
calcular rapidamente, un gran numero de nodos, sin tener que hacer uso de algin programa de
computacién, ya que solo la linea central de temperaturas se calcula utilizando el método analitico y
posteriormente se resuelve una matriz tridiagonal pequeiia, varias veces. Por ejemplo, en el calculo de
120 temperaturas, la matriz que hay que resolver para el método de diferencias finitas es una matriz de
120 x 120, lo que sin el uso de algin paquete de software, es casi imposible. Para el método analitico se
tiene que resolver 120 veces la sumatoria para U, y 120 veces la sumatoria para Us lo cual tomaria
demasiado tiempo. Por el contrario, en el método iterativo-reproductivo solo hay que resolver 8 veces
la sumatoria para U y para Us, y después resolver una matriz de 8 x 8, 30 veces, lo cual parece
derhasiado, sin embargo no lo es, ya que la matriz a resolver es la misma para cada linea de
temperaturas y utilizando el método LU, para el cual los coeficientes de las matrices L y U se pueden
definir con referencia en el apéndice A, la solucién se puede obtener ficilmente, en un tiempo
relativamente corto.

También es importante mencionar que el método iterativo-reproductivo tiene una restriccién, ya
que el nimero de temperaturas a calcular no es libre, debido a que existe una férmula en la cual se
definen el nimero de temperaturas que habrd en cada linea y el nimero de iteraciones que se quiere
hacer. Una vez definidos estos valores, se conocera el nimero de temperaturas que se pueden calcular,
Por el contrario, en el método analitico y en el método de diferencias finitas se pueden calcular el
ntimero de temperaturas que se requiera.

Aunque el objetivo fue aplicar un método propuesto (iterativo-reproductivo) para la obtencién de
isotermas en un cuerpo sometido a temperaturas diferentes en sus contornos, no se pueden dejar de
mencionar algunas caracteristicas de los otros dos métodos que se exponen en este trabajo, los cuales
son el método de diferencias finitas y el método analitico.

El método analitico tiene la gran ventaja de que es el método mas exacto teéricamente que se puede
utilizar para la determinacion de temperaturas internas en un material, ya que en las ecuaciones del
método analitico, la temperatura esta influenciada por las dimensiones del material (a, b) y por las
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coordenadas (x, y), a diferencia de los métodos numeéricos los cuales solo consideran distancias iguales
entre los nodos, sin considerar las dimensiones espaciales del material.

Como se observo en las figuras donde se muestran las isotermas que resultan con cada uno de los
métodos, el método de diferencias finitas fue el que mas se alejo de las isotermas de! método analitico,
sin embargo, cuando se resuelven sistemas de matrices que comprenden temperaturas equidistantes
{materiales cuadrados), los resultados del método de diferencias finitas son idénticos a los del método
analitico, sin importar el nimero de temperaturas equidistantes que se calculen. Cabe mencionar que de
acuerdo a la restriccion que tiene el método iterativo-reproductivo de que el nimero de temperaturas
que se puede calcular no es libre, solo se tendrian tres casos factibles de temperaturas equidistantes,
esto es, 3X3 (9 temperaturas), 7X7 (49 temperaturas) y 15X15 (225 temperaturas), ya que un mayor
nimero de temperaturas equidistantes seria un tanto inusual. De acuerdo a esto, queda claro que el
método propuesto tiene su mayor aplicacién en el cilculo de, isotermas para materiales con forma
rectangular.

Con el desarrollo del método iterativo-reproductivo, queda manifiesto que aunque existe un sin fin
de diferentes métodos que dan solucién a determinados problemas, es posible encontrar una nueva
alternativa de resolver dichos problemas y asi poder aproximarse mds a los valores reales del problema,
en un menor tiempo y, por lo tanto, a un menor costo.
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APENDICE A

Niimero malla.

Como se menciond anteriormente, el método LU consiste en transformar la matriz de coeficientes 4
en el producto de dos matrices L y U, en donde, L es una matriz triangular inferior y U es una triangular
superior.

En el método iterativo-reproductivo, se utiliza el método LU para la solucion de las matrices que
resultan de las iteraciones que se hacen para calcular las temperaturas internas del material, de esta
manera, para el calculo de dos temperaturas, tenemos la siguiente matriz de coeficientes 4 y sus
respectivas matrices Ly U.

.

A = I. 174

4 -1 T4 o7 -1/4
-1 4] (-1 15740 1 ) Al

Para el célculo de tres temperaturas,

4 = L U
4 -1 0 a o0 0o 1 -174 o0
|-t 4 -if=l-1s/4 0 Jo 1 -ans A2
0 -1 4 0 -1 S6/15]0- © 1 v
para cuatro temperaturas, , : - o
S e B e e 1
fa 1.0 o0 4 0 0 o0 Tt -1/4 0 0
-1 4 -1 0| _[-1 1574 0 o o 1 -4115 o Ax
0 -1 4 -1 {0 -1 56/15 0 [0 © 1 -15/56]
0 0 -1 4 0 o -1 205/56f0 o 0 1

como se puede observar, la diagonal principal de L tiene la caracteristica de que el numerador del
cociente de la fila 1 es el denominador en la fila 2 y el numerador de la fila 2 es el denominador en la
fila 3; ademads, la diagonal principal en L es el inverso negativo en la diagonal adyacente a la principal
en la matriz U, por lo tanto, esto hace suponer que existe una ecuacién que pueda predecir los valores
de la diagonal principal en la matriz L y con estos, obtener los de la matriz U.

Si se denomina a los elementos de la diagonal principal de L como «, y a los elementos de U
como f3, tenemos que,

o =4 y Bu=-lon=-1/4
a2 = 15/4, B23=-4/15
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a3y = 56/15,. . Bis=-15/56
por lo tanto, :

1

7RV

a,, =ay, - A4
N y'

1
Bun=- E— A5

i

‘de esta manera, para calcular el valor de a4 ¥ Bas, tenemos,

s = 4 — 15/56 = 224/56 — 15/56 .
o4 =209/56, y
[345 = .56/209

por lo tanto, la matriz L y la matriz U se pueden predecir sin tener que hacer tantas operaciones de
multiplicar rengl6n por columna como lo indica el método. Asf, para una matriz de 10x10 tenemos,

o)=4 Biz=-1/4

o2 = 15/4 Bas=-4/15

o33 = 56/15 Bss = -15/56

o = 209/56 Bas = -56/209

ass = 780/209 Bse = -209/780

ass = 2911/780 Be7 = -780/2911

as7 = 10864/2911 Bz =-2911/10864
ags = 40545/10864 Bso = -10864/40545
age = 151316/40545 B910=-40545/151316

ass = 564719/151316
y de aqul, se observa que o tiende hacia un valor, el cual es,

lim a_=3.73205 A6

Hay que mencionar que esto aplica solo a las matrices cuadradas que resultan de las iteraciones
para calcular las temperaturas internas de un cuerpo rectangular sometido a temperaturas diferentes en
sus fronteras, a régimen permanente y sin generacién de energia.
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APENDICE B

La siguiente rutina es un programa en lenguaje Fortran 90 para encontrar las temperaturas internas
que se generan en un material isotrépico bidimensional el cual tiene temperaturas diferentes en sus
contornos. Para la solucion se utiliza el método de separacion de variables.

En este programa se deben definir las dimensiones del material (a,b), el nimero de nodos verticales
y horizontales (NV, NH) y los valores para las temperaturas de las fronteras (T, Tz, T3, Ta).

Los resultados serdn mostrados en el siguiente orden:

A “a,
y T (a,b)
[ ® o
63,1 1(3,2) (3,3}
T, - ® .. T,
t(2,1) t5(2,2) 5(2.3) :
e ) S e
S u2) t(1,3)
T| X

El primer valor pertenecera a las coordenadas (1,1) posteriormente, el nimero de columna se
mantiene constante, varidandose el valor de la fila, por lo tanto el siguiente valor pertenecerd a la
coordenada (2,1). Una vez que se tengan los valores de la primera columna, los siguientes valores
perteneceran a la segunda columna y asf sucesivamente, hasta que se tengan todos los valores de los
nodos.

PROGRAM SOLUCION_ANALITICA

. METODO ANALITICO .

* PROGRAMA PARA RESOLVER LA ECUACION DE LAPLACE PARA UNA PLACA PLANA .
* RECTANGULAR DE MATERIAL ISOTROPICO Y CON TEMPERATURAS DIFERENTES EN .
* SUS CONTORNOS. SOLUCION DE EL PROBLEMA POR EL METODO ANALITICO DE .
* SEPARACION DE VARIBLES. . .

. .

* NH-NUMERO DE NODOS HORIZONTALES DE LA MALLA .
* NV.NUMERO DE NODOS VERTICALES DE LA MALLA .
* NT-NUMERO TOTAL DE NODOS DE LA MALLA .
* Ti- TEMPERATURA DE LA PARED .

* LASOLUCION DEL SISTEMA ES t(x.y)=U1(xy)+U2(xy) s
* tixy)- ES LA TEMPERATURA EN CADA UNO DE LOS PUNTOS SEGUN SUS COORDENADAS .
* 1. [S EL CONTADOR DE RENGLONES DE LA MATRIX .
¢ J- ES EL CONTADOR DE COLUMNAS DE LA MATRIX .
* a-LONGITUD DE LA PLACA .

* b-ALTURA DE LA PLACA
.
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IMPLICIT NONE
INTEGER:: NT,NH,NV, IJ abN
REAL:: T1,T2,T3,T4,Pl Xprom,EU,EU2,UT1,UT2,UT3 UT4 UTS UT6,! U'l'l UT8
. &UT,UTIO
REAL X(: )\’( )(( DULEU2()
POINTER X.Y LU

PARAMETER (Pl-3 14159)
PRINT®, 'PROGRAMA PARA CALCULAR LAS TEMPERATURAS INTERN
PRINT®, 'UTILIZANDO EL. METODO ANALITICO DE SEPARACION DE VARIBLES‘
PRINT®*
PRINT */LARGO DE LA PLACA (a)
READ %, a
PRINT *,'ANCHO DE LA PLACA (b)
READ*.b
PRINT ¢, NUMERO DE NODOS HORIZONTALES'
READ *,NH
PRINT *, NUMERO DE NODOS VERTICALES'
READ *, NV
NT=NV*NH
PRINT *, TOTAL DE TEMPERATURAS INTERNAS CONSIDERADAS PARA'
PRINT *, EL SISTEMA'
PRINT “NT
PRINT *, TEMPERATURA DE LA PARED CON COORDENAS (O<x<a,y=0)

READ *.T§
PRINT *, TEMPERATURA DE LA PARED CON COORDENAS (x=0,0<y<by
READ *

D T2
PRINT *, TEMPERATURA DE LA PARED CON COORDENAS (O<x<a.y=b)'
READ *.T)
PRINT *, TEMPERATURA DE LA PARED CON COORDENAS (x=a,0<y<b)'
READ *.T4
* IMPRESION DE RESULTADOS EN UN ARCHIVO ELECTRONICO
OPEN (UNIT=6, FILE ='C:\misdoc~ 1\sol_analitica XLS")
PRINT *,LOS VALORES DE LAS TEMPERATURAS INTERNAS ODTENIDAS'
PRINT *CON EL METODO ANALITICO SON'
WRITE (6.88)
88 FORMAT (N
103 FORMAT (13XT(\13,.137,F14.4)
ALLOCATE (X(NV).Y(NH)LUNV NHLU(NV.NH), U2(NVNH))
* RESOLVIENDO EL SISTEMA POR EL METODO DE SEPARACION DE VARIABLES
DO 31 1=1,NH
DO 32J=1NV
DO3IN=192
EU=1
EU2=]
Xy a*EUMNH+I)
Y(J=(b*EU2W(NV+1)
UTI=COSH(N*PI*Y(J)a)
UT2=SINH(N*PI*b/a)
UT3=COSH(N*P1*b/a)
UT4=SINH(N*PI*Y(J)/a)
UT5=SIND(N*180*X(l}/a)
UT6=COSH(N*PI*X(1)b)
UT7=SINJ{{N*PI*a/b)
UT8=COSH(N*PI*a/b)
UT9=SINH(N*PI*X(I}/b)
UT10=SINIXN*180*Y(J)¥b) .
UL(LD=(4* T1/N*PD*UT1+1/UT2*(4 *T3N*PI4 *TIN*PI)*
&UTH*UTH*UTS
U201 0=(4*T2/AN*PI)* UT6+1 /UT7‘(4‘T4/(N’PI)—4'T2/(N‘PI)‘UT§)‘
&UTI)*UTI0
(L=t LI U U2(1L0)
33 CONTINUE
Xprom=Xprom+t(1.})
WRITE (6,103)1J,(1.})
32 CONTINUE
3 CONTINUE
Xprom=Xprom/(NI{1*NV)
PRINT * ' TEMPERATURA PROMEDIO = Xprom
sTOP
END PROGRAM
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La siguiente rutina es un programa en lenguaje Fortran 90 para encontrar las temperaturas internas
que se generan en un material isotropico bidimensional el cual tiene temperaturas diferentes en sus
contornos, Para la solucién se utiliza el método iterativo-reproductivo.

Este programa esta hecho con un valor predeterminado de tres iteraciones, lo tnico que se puede
variar es el niimero de temperaturas que habra en cada linea.

En este programa se deben definir las dimensiones del material (a,b), el nimero de temperaturas en
la linea central y los valores para las temperaturas de los contornos (T, Tz, Ts, Ta).

Los resultados seran mostrados en el siguiente orden:

4
y b T (a,b)
® ® [ J
t(3,1) te(3:2) %(3,3)
T, ® [ ] ® Ty
t:(2,1) t5(2,2) t5(2,3)
[ J o ®
u(l,1) 4(1.2) 4(1,3)
. -
T] X

Aunque los valores se muestran en el mismo orden que el método analitico, el procedimiento de
solucion es diferente.

PROGRAM ITERATIVO_REPRODUCTIVO
USE NUMERICAL_LIBRARIES

PROGRAMA PARA RESOLVER LA ECUACION DE LAPLACE PARA UNA PLACA PLANA
RECTANGULAR DE MATERIAL ISOTROPICO Y CON TEMPERATURAS DIFERENTES EN ¢ SUS CONTORNOS.
PARA LA SOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES GENERADO SE UTILIZA LA
RUTINA ‘LSARG' PARA SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES ALGEBRAICAS
TENIENDO UNA MATRIX DE COEFICIENTE GENERAL REAL.

M - NUMERO DE NODOS CENTRALES DE LA MALLA

RE - NUMERO DE NODOS HORIZONTALES EN LA MALLA

TOT - NUMERO TOTAL DE NODOS DE LA MALLA

Ti- TEMPERATURA DE LA PARED

EL SISTEMA DE ECUACIONES GENERADO ES DEL TIPO AX=B. DONDE:

A - ES LA MATRIX DE NT X NT QUE CONTIENE LOS COEFICIENTES DEL SISTEMA

B - VECTOR DE LONGITUD NT CONTENIDO DEL LADO DERECHO DEL SISTEMA

X - ES EL VEXTOR DE LONGITUD NT QUE CONTIENE LA SOLUCION DEL SISTEMA
| - ES CONTADOR DE RENGLONES DE LA MATRIX .
J - ES EL CONTADOR DE COLUMNAS DE LA MATRIX

R N R

(=2

2
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* Xprom- ES LA TEMPERATURA PROMEDIO DEL SISTEMA
see

IMPLICIT NONE
INTEGER:: TOT.ITNM.LLILLDARE.LCNVNHNC

REAL: T1,T2,T3,T4.Xprom.aa,bb,YA,UT11,UTI2

REAL: PILEU.EU2.EU3,UTI,UT2,UT3,UTS,UTS,UT6,UT7,UT8,UTY, UTIO
REAL XAGLCANCYAGBOXOUIEUG,)

POINTER XA, YALA.ALBX,! 2

PARAMETER (Pl=3.14159)

PRINT®, PROGRAMA PARA CALCULAR LAS TEMPERATURAS EN UNA PLACA’
PRINT®,'CON DIMENSIONES (ab). DONDE 1 ES EL LARGO DE LA PLACA'
PRINT *Y b ES EL ANCHO'
PRINT ’I_ARGO DE LA PLACA (ay
READ *
PRINT *.ANCHO DE LA PLACA (by
READ *.bb
PRINT ¢, NUMERO DE TEMPERATURAS CENTRALES EN LA HORIZONTAL'
READ *,M
=3
RE=(2¢*(IT+1).1)
TOT=M*RE
N=M

LDA=M
PRINT *, TOTAL DE TEMPERATURAS CONSIDERADAS PARA EL SISTEMA'
PRINT *.TOT
PRINT *, TEMPERATURA DE LA PARED CON COORDENAS (O<x<a,y=0)
READ *T|
PRINT *, TEMPERATURA DE LA PARED CON COORDENAS (x=0,0<y<by
READ * T2
PRINT *, TEMPERATURA DE LA PARED CON COORDENAS (O<x<a,y=b)
READ *T3
PRINT ¢, TEMPERATURA DE LA PARED CON COORDENAS (x=a,0<y<b)’
READ *T4

ALLOCATE (A(M.M) A1 (MM).B(M)X(M))

* DIMENSIONANDO LA MATRIZ CARACTERISTICA DEL SISTEMA

DO 60 I=1, M |DIAGONAL CENTRAL
J=1
Al(1S)y=4

60 CONTINUE

DO 70 1=2M 'DIAGONAL SUPERIOR
1=J-1
Al(1J)y=-1

70 CONTINUE

DOB0I=2.M 'DIAGONAL INFERIOR
J=l-)
AlLIy=1

80 CONTINUE

*SOLUCIONANDO LOS NODOS CENTRALES DEL SISTEMA POR EL METODO ANALITICO

ALLOCATE (XAMM)YTOT, TOT)UI(TOT,TOT),UATOT.TOT))
LC=((2**(IT+1))*0.5)
DOSII=IM
DO 52 NC=19.2
EU=II
EU2=(aa*EUV¥(M+1)
XA(IN=EU2
EU3=(bb*LCV(RE+1)
UT1=COSH(NC*PI*EU3/aa)
UT2=SINH(NC *P| *bb/as)
UT3=COSH(NC*p|*bb/es)
UT4=SINH(NC*p*EU3/an)
UT5=SIND{NC*180*XA(IlVas)
UT6=COSH(NC*p1*XA(11)Vbb)
UT7=SINH(NC*p{*aabb)
UT8=COSI I(NC'PI‘mlbb)
UT9=SINH(NC*P1*XA(llVbb)
UT10=SIND(NC*180°EU3/bb)
UHILLC)H4*TIANC*PD*UT1+1/UT2%(4* TIANC*PI)}4*T1/(NC*PI)*
&KUTI*UTAH*UTS
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U(ILLC)y=(4°TNC*PI)* UT6+1/UTT*(4* T4ANC*PI)-4* T2/(NC*P1)* UT8)*
&UT9)*UTIO S -
1(1LLC)=( ILLCHUI(ILLCHUXILLC) 3 .

52 CONTINUE

51 CONTINUE

* PARA N=2 J=4 8,12

B(1)=t(1,8)+T1+T2
B(M)=t(M,8)+T4+T1
DO 10 1=2M-1
B=(1,8)+T1
10 CONTINUE

A(L)=ALLY)

100 CONTINUE

CALL LSARG{N.A,LDAB,1,X)

DO 11 I=IM
I=4
LI =X()

11 CONTINUE
B(1)=t(1,81+T3+T2
B(M)ay(M,8}+T4+T3

DO 12 1=2,(M-1),1
BU=(18)+T3

12 CONTINUE

CALL LSARG(N,A.LDA.B,1,X)

DO 13 =1,M
H1L12)=X(1)

13 CONTINUE

* PARA N=| 1=2,6,10,14

B(1)=t(14)+T1+T2
B(M)»=t(M 4)+T4+T1

DO 14 1=2.(M-1),1
B(=(14)+Tt

14 CONTINUE

CALL LSARG(N.A.LDA,B,1,X)

DO I51=1,M
11,2)=X(1)

15 CONTINUE
BU=(1AyH(1L81+T2
BIMP=(M, )+ T4+(M,8)

DO 16 1=2(M-1).1
BO=K(1,)+T3

16 CONTINUE

CALL LSARG(N.A.LDA B,1.X)

DO 171=I.M
1(L.6)=X(D)

17 CONTINUE
BU1=(1,12)+1(1,84T2
B(M)»=YM,12+T4+(M.8)

DO 18 [=2,(M-1).1
Bh=t(I,12)+¢1,8)

18 CONTINUE

CALL LSARG(N,ALDA,B,1,X)

DO 191=1,M
YL10)=X(1)

19 CONTINUE
B, 1204(1,12)+T2
B(M»E(M,12)+T4+U(M,12)

DO 20 1=2.(M-1),1
Bl=(1,12)+T3

20 CONTINUE

CALL LSARG(N,A,LDA,B,1.X)

DO 21 1=1 M
t(1,14)=X(1)

21 CONTINUE

* PARA N=0J=1,3,579,11,13,15
B(1)=t 1 2)+T1+T2
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B(M)P(M2)+T4+T1

DO 22 [=2,(M-1),}
B(I)=t(1,2)+T1

22 CONTINUE

CALL LSARG(N,A,LDA,B,1,X)

DO 23 =1, M
WL1)=X()

PRINT* X(I)

23 CONTINUE
B(1y=t(1,2)+1(1,4)+T2
B(M)=((M 2)+T4+(M,4)

DO 24 1=2,(M-1),1
B(I)=t(12)+1(1.4)

24 CONTINUE

CALL LSARG(N,A,LDA B,1,X)

DO 25 I=1,M
«(1.3)=X(1)

25 CONTINUE
BU=(1,3r+(1.6)0+T2
B(M)=(M 4)+T4+(M.,6)

DO 26 1=2,(M-1),1
B(ly=t(1,4)+(1,6)

26 CONTINUE

CALL LSARG(N,A.LDA,B,1 X)

DO 27 I=t.M
HES)=X()

27 CONTINUE
B =t(1.6)31(1,.8+T2
B(M=(MJ)+T4+(M.8)

DO 28 |=2.(M-1),}
B()=1(1.6)+1(1,8)

28 CONTINUE

CALL LSARG(N.A.LDA.B,1,X)

DO 29 I=IM
WLN=X(D)

29 CONTINUE
BO1)=t(1,8)+(1,10)+T2
BIM)=t(M,8)+T4+t(M,10)

DO 30 1=2,(M-1),1
BIH=(L8)+(1,10)

30 CONTINUE

CALL LSARG(N,A.LDA B.1 .X)

DO 31 1=1.M
w(1.9)y=X(1)

31 CONTINUE
B(1)=1(1,100+1(1,12)+T2
B(M={M,10)+T4+(M,12)

DO 32 1=2,(M-1),1
B()=t(1,10)+(3,12)

32 CONTINUE

CALL LSARG(N.A,LDA,B,1 X)

DO 341=1.M
1,1 D=X(1)

34 CONTINUE
B(1)=1(1,12)+(1,14)+T2
B(M)=t(M,12)+T4+t(M, 14)

DO 35 1=24M-1),1
B(I)=t(1,12)+(1,14)

35 CONTINUE

CALL LSARG(N,A.LDA,B,1 X)

DO 36 =1 M
1(1,13)=X(1)

36 CONTINUE
BU1)=t(1,14)+T3+T2
BOM)=Y(M, 14)+T4+T3

DO 37 1=2,(M-1),)
B()=1(1,14)+T3

37 CONTINUE

CALL LSARG(N,A,LDA,B,1.X)

DO 38 1=1.M
HLIS=X(D)

38 CONTINUE

T R I ke
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*IMPRESION DE RESULTADOS EN UN ARCHIVO ELECTRONICO
OPEN (UNIT=6, FILE = 'C:\misdoc~1\sol_iter. XLS')

PRINT ¢ EL VECTOR SOLUCION ES*

PRINT */METODO ITERATIVO-REPRODUCTIVO

WRITE (6,88)

88 FORMAT ()

103 FORMAT (13X,'T(,13,.,13,=F14.4)

* IMPRESION DE RESULTADOS
DO 40 I=1. M
DO 40 J=1,RE
Xprom=Xprom+t(1,J)
WRITE (6.103)LJ.41.)
40 CONTINUE
Xprom=Xprom/(RE*M)
PRINT *,Temperatura promedio =, Xprom
STOP
END PROGRAM
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APENDICE D

El siguiente programa encuentra las temperaturas internas de un cuerpo isotropico bidimensional
sometido a temperaturas diferentes en sus contornos. Este programa utiliza el método numérico de
diferencia finitas en el cual se genera un sistema de ecuaciones lineales que se resuelve con la subrutina
*LSARG" utilizando el método de Gauss para la solucién de sistemas lineales.

En este programa se deben definir el nimero de temperaturas horizontales y verticales (NH, NV) y
las temperaturas de las fronteras del material (T}, Ta, T3, Ty).

Los valores de las temperaturas de los nodos tendran el siguiente orden,

A
y T,
[ ] [ J ®
ty t, t;
T, ® ® [ ] T

b ts ts

[ J L 4 *®

ty ts to

—
>
T] X
PROGRAM PROGRAMA _NUMERICO_DE_DIFERENCIAS_FINITAS
USE NUMERICAL_LIBRARIES
. METODO NUMERICO DE DIFERENCIAS FINITAS .
* PROGRAMA PARA RESOLVER LA ECUACION DE LAPLACE PARA UN MATERIAL  *
* ISOTROPICO CON TEMPERATURAS DIFERENTES EN SUS FRONTERAS. . -y
* PARA LA SOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES GENERADO, SE UTILIZALA  * »
* RUTINA ‘LSARG' PARA SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES ALGEBRAICAS *
+ TENIENDO UNA MATRIX DE COEFICIENTE GENERAL REAL. . -
. .
* NV.-NUMERO DE NODOS VERTICALES EN LA MALLA . >
* NH- NUMERO DE NODOS HORIZONTALES EN LA MALLA . U
* NT-NUMERO TOTAL DE NODOS DE LA MALLA O NUMERO DE ECUACIONES . =i
* Ti- TEMPERATURA DE LA PARED . P
* ELSITEMA DE ECUACIONES GENERADO ES DEL TIPO AX=B. DONDE: . O ¢
* A-ESLA MATRIX DE NT X NT QUE CONTIENE LOS COEFICIENTES DEL SISTEMA * Lor ]
* 13- VECTOR DE LONGITUD NT CONTENIDO DEL LADO DERECHO DEL SISTEMA ¢ ';':.‘“
+ X-ESEL VECTOR DE LONGITUD NT QUE CONTIENE LA SOLUCION DEL SISTEMA * L
* |- ES CONTADOR DE RENGLONES DE LA MATRIX . g9
* J.ES EL CONTADOR DE COLUMNAS DE LA MATRIX . LE_{
* Xprom - ES LA TEMPERATURA PROMEDIO DEL SISTEMA . '
e - st cemed
IMPLICIT NONE

INTEGER:: NT.NV.NH,LL.LDA
REAL: T1,T2,T3,T4,Xprom
REAL AC,).B)X()
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APENDICE D

POINTER A, B, X

PRINT®, PROGRAMA PARA CALCULAR LAS TEMPERATURAS EN UNA PLACA’
PRINT®, ‘CON DIMENSIONES (a,b). DONDE a ES EL LARGO DE LA PLACA’
PRINT *Y b ES EL ANCHO'

PRINT ¢, NUMERO DE TEMPERATURAS HORIZONTALES'

READ *,NH

PRINT . .'NUMERO DE TEMPERATURAS VERTICALES'

READ *, NV

NT-NH‘NV

LDA=NT

PRINT *, TOTAL DE TEMPERATURAS CONSIDERADAS PARA EL SISTEMA'
PRINT ¢ NT

PRINT ¢, TEMPERATURA DE LA PARED CON COORDENAS (O<x<a,y=0)'
READ * T

PRINT *, TEMPERATURA DE LA PARED CON COORDENAS (x=0,0<y<b)'
READ* T"

PRlNT * 'TEMPERATURA DE LA PARED CON COORDENAS (O<x<a.y=by
READ

PRINT . TEMPERATURA DE LA PARED CON COORDENAS (x=3,0<y<b)'
READ*.T4

ALLOCATE (A(NT.NT).B(NT).X(NT)

* GENERACION DE LA MATRIZ CARACTERISTICA DEL SISTEMA AX=B

* GENERANDO LA SECCION B DE LA MATRIZ
B(1)=T2+T3
B(NH)=T3+T4
BINT)=T4+Ti
BINT-NH+1 )}=T2+T1
DO 10 I=2(NH-1)
B(1)=T3
10 CONTINUE
DO 20 I=(NT-NH+2)(NT-1)
B(l)=T1
20 CONTINUE
DO 30 I=(NH+)(NT-2*NI{+1),NH
B(y=T2
30 CONTINUE
DO 40 1=2*NHANT-NH),NH
B(1)=T4
30,CONTINUE
*GENERACION DE LA SECCION A DELA MATRIZ
DO 60 1=1.NT IDIAGONAL CENTRAL
)=l
A(L1)=4
60 CONTINUE
DO 70 J=2,NT IDIAGONAL SUPERIOR
1=)-1
A(l))=-1
70 CONTINUE
DO 75 [=NH.NT-NH,NH IGENERACION DE CEROS EN LA DIAGONAL SUPERIOR
I=l+1
(IJ )=0
75 EN
DO 80 l=2,NT IDIAGONAL INFERIOR
J=l-1
Al J)=1
80 CONTINUE

DO 85 I=NH+1 NT-NH+1,NH | GENERACION DE CEROS EN LA DIAGONAL INFERIOR

J=l-1
A(LJ)y=0
85 CONTINUE
DO 90 1=1 (NT-NH+1)
S=I+NH
Ally=-1
90 CONTINUE
DO 95 J=1 (NT-NH)
[=J+NH
AtLJ)y=1
95 CONTINUE




APENDICE D

* IMPRESION DE RESULTADOS EN UN ARCHIVO ELECTRONICO
OPEN (UNIT=6, FILE = 'C:\misdoc~1\program_1.XLS")

CALL LSARG(NT.A,LDA,B.1.X)
Xprom=0|
DO 112 1=) NT
112 Xprom=(Xprom+X(I))
Xprom=Xprom/NT
PRINT *, 'METODO DE GAUSS PARA LA SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES'
PRINT *,* EL VECTOR SOLUCIONES'
WRITE (6,88)
88 FORMAT ()
PRINT ¢, TEMPERATURA PROMEDIO'
PRINT *, Xprom

DO 109 1= NT
109 WRITE (6,103)L.X(l)
103 FORMAT (10X, T(,13,)=,F14.4)

STOP
END PROGRAM
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