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PROPUESTA DIDACTICA PARA UN CURSO DE
GEOMETRIA ANALITICA A NIVEL
BACHILLERATO

INTRODUCCION.

La educacion es un punto clave para el desarrollo de nuestro pais, es por
eso la preocupacién de tener programas de estudio adecuados a las necesidades
que demanda nuestra sociedad. Las diferentes instituciones se han preocupado,
ademds de actualizar sus programas de estudio, de los enfoques y técnicas de

aprendizaje que mejor satisfagan estas demandas.

En particular con respecto a la materia de mateméticas, ha sido frecuente
la discusién sobre el tipo de educacién matematica que se ha de ofrecer al alumno
en las distintas instituciones; en este sentido se pueden apreciar diversas corrientes
de pensamiento que influyen en la ensefianza y aprendizaje de las mateméticas y

en la presentacién de los contenidos y abjetivos de éstas.

Ademas de la concepcidn, la educacién matematica tiene otros retos, como
el de responder adecuadamente a las diversas demandas que le exige la sociedad
tales como desarrollar en el alumno ciertas habilidades, actitudes y valores que le
permitan funcionar en condiciones normales en su sociedad, realizarse y alcanzar

sus objetivos,

En este sentido y tratando de satisfacer los requerimientos de los
programas de estudio de Matemadticas elaboré esta propuesta didictica que
-fundamenta cémo elaborar material didactico para un curso de Matematicas a
nivel bachillerato y como ejemplo propongo el material que realicé para

Geometria Analitica. \



Esta Propuesta DidActica es el resultado de muchos afios de trabajo como
docente, de las multiples experiencias obtenidas con los alumnos, de la aplicacién
del material que clase a clase se va generando obtenido de los libros, inventado o

adecuado, de la interaccién con los profesores y de los diferentes cursos tomados.

Creo que toda esta experiencia fundamentada teéricamente, vale la pena
exponerla para que sea valorada y criticada. Se pretende ademais, que en este
contexto, los alumnos adquieran también los contenidos necesarios para
desenvolverse en la vida diaria y en sus estudios posteriores, y las habilidades
necesarias en el aspecto formativo, referido a la posicién del individuo frente a la

naturaleza y a la sociedad. El nombre de la propuesta es:

“Elaboracién de material escrito y su aplicacién en el aula” Y su caracteristica
principal es:

Elaborar el material escrito basado en la experiencia del profesor y se pretende
que en su aplicacién en el auia, el alumno, guiado por su profesor, desarrolle
estrategias y habilidades que le permitan construir y operar la estructura

matematica necesaria para el analisis y solucién de problemas”.

Como ejemplo de este tipo de material se propone el material que presento en
colaboracién con la profesora Guadalupe Islas Caballero, para Geomeiria

Analitica llamado “Prictica Matematica IV,




Marco Conceptual.

En diversas reuniones en las que he participado en donde se discuten las formas
de impartir los planes y programas, he observado que los profesores, al
desarrollar un programa se preguntan: ;cudles son las ideas centrales que permiten
dar un planteamiento global al curso?; en este sentido, se han manifestado por lo
importante que es contar con propuestas metodolégicas de interpretacion de los
programas y sus unidades que indiquen con mayor claridad la secuencia y ei
tratamiento de éstas. En dichas reuniones no se han dado soluciones claras de los
enfoques y profundidad de las unidades ya que éstas necesitan sustentarse con
propuestas didacticas y pocas son las que se escriben con fundamentos teéricos y

se les da seguimiento.

La idea de hacer este material surge de esta necesidad , ya que si bien se han
elaborado muchos paquetes didécticos por los profesores, éstos se presentan por
unidades y no siempre con la misma metodologia, el mismo enfoque ni la misma .
continuidad, lo cual hace que el material sea parcialmente utilizado, e impide la

visién global al profesor y la construccién de conocimientos al alumno.

El tener un material de referencia que permita de manera global ubicar ia materia
y tener el eje conductor de ésta, puede servir tanto a los profesores como a los
alumnos para tener lineas de accién de mayor pertinencia en el quehacer docente.
Para lograr este eje conductor se hace necesario, en primer lugar , tener una
.concepcidn clara de lo que ha de ser la matematica y sobre ésta sus formas de

ensefianza y aprendizaje mas adecuadas.

Después de analizar las diferentes corrientes de pensamiento que influyen en la
ensenanza y aprendizaje de las matemadticas en una investigacion realizada junto

con el profesor Alejandro Chivez Ochoa titulada “Creacion y Solucién de



Problemas” y de escuchar la opinién de algunos profesores que imparten la
materia, me parece que existen algunas coincidencias sobre concebir a las

Matemadticas como:

“un cuerpo de conocimientos no terminado, una disciplina- en constante
expansién tanto en resultados como en métodos y principios generales , que le
permita al estudiante discutir estrategias, emplear ejemplos y contra ejemplos,
criticar y comprobar sus resultados, compartiendo la bisqueda de argumentos

solidos en el proceso de construccién de su conocimiento”.

Para esta concepcibn de las matematicas existen diferentes enfoques
metodoldgicos que podrian ser adecuados. Estos diversos enfoques forman parte
de un contexto politico, social y cultural que en su momento han sido analizados
por psicélogos y pedagogos. Los enfoques que aqui se proponen obedecen a la
recomendacién de los programas vigentes de utilizar el aprendizaje basado en

Resoluci6én de Problemas y el Constructivismo.

De estos dos enfoques metodologicos me interesé explicar la forma en que &stos
repercuten en el salén de clases ya que si bien existen investigaciones sobre el
Constructivismo y la Resolucién de Problemas en el aula, éstas no aterrizan a un
curso en particular de Matematicas a nivel Bachillerato, es por eso que se me hace
importante dar una propuesta didactica en donde se tomen como base fundamental
las investigaciones realizadas y de éstas obtener una propuesta real y no una
propuesta en términos de investigaciones que no puedan ser valoradas porque no

estan acordes a nuestra realidad.

Para esta propuesta didactica se toman como base fundamental ]as siguientes

investigaciones:

“Didactica Constructivista y Matematicas: una Introduccién” de David Block y
Acibiades Papacostas, publicada en la Revista “Cero en Condycta” afio 1 No. 4
México, 1985 pp 13-23.



“ (Aprovechamos nuestros cursos de Geometria Analitica ?” de Marco Antonio
Valencia Arvizu de la Universidad Auténoma de Sonora publicada en la Revista
de Educacién Matematica Vol. 2 No. 2 en Agosto de 1990 pp 14 - 21.

“Creaci6n y Solucién de Problemas” de Alejandro Chivez Ochoa y Ma, de
Lourdes Romero Miranda, TEC de Monterrey Campus Ciudad de México. ( Sin
publicar ).

En esta propuesta se pretende dar un eje conductor de c6mo elaborar material
didactico contemplando esta concepcién de las Matematicas y estos enfoques
pedagégicos, de tal suerte que el profesor con su experiencia pueda generar

material didactico fundamentado tedricamente.
¢Por qué elaborar material didactico?

En una investigacion realizada por el profesor Elias Loyola (El rechazo al
Estudio de las Matematicas) nos indica que “menos del 10% de los alumnos NO
achacaban su rechazo hacia la Matemaitica a algin profesor”, lo cual me hace
pensar que .pueden ser otros factores o que el 90% si lo relacionan con sus
profesores; ademas en esta misma investigacién los alumnos piensan de sus
profesores que no utilizan correctamente los métodos pedagogicos, que no

planifican sus clases y que no cuentan con material didéctico adecuado.

‘En este sentido las diversas instituciones tratan- de que sus profesores se

preparen ofreciendo cursos de actualizacién pedagdgica.
Pero ;Realmente necesitan teortas los profesores de Matematicas?
Muchas veces pensamos que con nuestra sola experiencia es suficiente

para tomar decisiones con respecto a contenidos, métodos, materiales de estudio,

etc. por lo que al exponer estas decisiones con otros compafieros, existen una gran



diversidad de puntos de vista, entonces para poder hacer una propuesta es
necesario sustentarla con teorfas que a su vez parten de experiencias empiricas
que sisteratizan los fenémenos educativos, validan materiales y métodos y
predicen resultados y logros como parte del proceso ensefianza aprendizaje “la
teoria tendria que permitimos explicar lo que vemos en la escuela y también

adoptar una accion apropiada” (Orton, A. Didéctica de las Matematicas).

Pero jc6mo saber que con determinada metodologia tendremos éxito?

“Un buen profesor” segin Loyola, en primer lugar “posee los
conocimientos que se van a impartir”, pero creo que esto no es suficiente, ademas
debe poseer ofras cualidades y sobre todo dedica tiempo fuera del aula para las
cosas trascendentales de sus alumnos como: preparar ejercicios, el enfoque de su
discurso, la metodologia que usard y sobre todo evaluard todas las actividades
realizadas en clase; con estas condiciones minimas, el alumno sentird el interés

del profesor por él.

Pero ¢Cuél debe ser la mejor metodologia?

Existen numerosas investigaciones y muy brillantes basadas en diversas
teorias del aprendizaje, pero segiin Fernindez Pérez (“La Profesionalizacién del
‘Docente™) “ninguna de éstas mejorard la calidad académica hasta que sus

conclusiones o recomendaciones no entren en el salén de clase”.

¢Y quiénes son los que pueden aplicar estas investigaciones en el aula?

Necesariamente los profesores que deberdn asumir qué hacer o dejar de

hacer y por qué y sobre todo convencerse de que realmente es Ja mejor opcién



para poder dar una propuesta didictica que seguramente a quien mas beneficiara

seré al profesor mismo.

¢, Cémo hacer una propuesta didactica ?

Para la elaboracién de una propuesta, lo primero que se debe hacer es
reflexionar sobre nuestra prictica docente y tratar de hacer una descripcién de
como es €sta, para después analizarla y compartirla con otros profesores y
posteriormente indagar qué materiales o qué investigaciones se ha desarrollado
sobre el tema y por titimo fundamentarla con las corrientes pedagégicas que sean

las que mas se adecuen a ella.

De esta forma fue que elaboré el material para Geometria Analitica que

presento como ejemplo.

La Geometria Anulitica puede utilizarse desde diferentes puntos.de vista,
. desde preparar al alumno para el estudio de sus cursos posteriores hasta fortalecer
el pensamiento matematico mediante la bisqueda sistematica de la integracién del
conocimiento; en este sentido también se pueden desarrollar diferentes
habilidades.

Para elaborar "Practica Matemitica IV” indagué qué propuestas
metodoldgicas se habian elaborado con respecto a Geometria Analitica a nivel
bachillerato y me encontré con muchos trabajos enfocados a diferentes aspectos,

tales como:

* Medios Electronicos.
¢ Material Audiovisual.
® Materiales Manipulativos. ,

¢ Materiales Escritos.



De los trabajos explorados, me encontré con sugerencias de ¢c6mo tratar la
Geometria en forma dindmica, esto es, dejar de pensar en las figuras curvas y
superficies como si fueran figuras rigidas e inméviles y visualizarlas mejor como
si fueran parte de una pelicula en movimiento; por ejemplo, cortando un cono se
puede pasar de una circunferencia a una elipse, de ésta a una parébola y de ésta a
una hipérbola, para que el alumno desarrolle la imaginacién espacial; también
me encontré con sugerencias de uso de paquetes computacionales para graficar; y
la sugerencia de buscar problemas adecuados que obliguen al alumno a tratar de
plantearlos en términos geométricos y buscar las soluciones guiadas por las ideas

geométricas, de manera que el dlgebra sea solo una herramienta.

Todos estos trabajos me parecieron excélentes, pero imposibles de
aplicarlos en las clases cotidianas de Geometria Analitica sin ninguna preparacién
basica de ésta para los alumnos, creo que estos trabajos podrian ser
complementarios a la propuesta diddctica, ya que esta parte de lo que clase a

clase hace un profesor en el aula con sus alumnos para cubrir un programa. -

Esta conclusién me hizo reafiimar mdas la idea de elaborar matetial
didactico dedicado a los cursos que imparto de Matematicas y en este caso de

Geometria Analitica.

El siguiente paso fue compartirlo con una profesora y revisar los ejercicios
y problemas que habiamos elaborado al impartir nuestras clases; para organizarlas
tuve que investigar sobre las teorias de aprendizaje que mejor lo sustentaran y

finalmente lo publicamos.

En este sentido la elaboracion de este material ayudé a profesores de
nuevo ingreso a ubicar un enfoque metodolégico para la ensefianza de la
Geometria Analitica que podian adecuar segin las necesidades del grupo,
dosificar los ejercicios resolviéndolos con antelacién y sélo indagar conceptos en

los diferentes libros de Geometria Analitica que existen.



Marco Tedrico.

Las Teorias Que La Sustentan

Las teorfas que pueden sustentar esta propuesta son Resolucién de

Problemas y el Constructivismo.

A continuacién mencionaré algunos de los trabajos més relevantes de los

diferentes autores que darén el marco teérico a mi propuesta.
RESOLUCION DE PROBLEMAS

De los trabajos de investigacién dedicados a la resolucién de problemas,
los que se exponen a continuacion, (tomados de la investigacién que realicé junto
con el profesor Alejandro Chéavez titulada “Creacién y Solucién de Problemas™)

creo que son los mas adecuados para la fundamentacién de la propuesta.

El Trabajo de Polya (1957), enfocado principalmente a problemas
matematicos y a la estructuraciéon de preguntas que faciliten el proceso de
‘solucién, fundamentalmente se dedica a los llamados heuristicos. Su propuesta
puede complementarse con la investigacién sobre habilidades desarrolladas por
Krutetskii.

- Polya (Polya, G. Mathematical Discovery. S. Wiley), considera que existe
un problema cuando se busca conscientemente alguna accién apropiada.- para

lograr una meta claramente concebida pero no inmediata de alcanzar.
Polya (Polya, G. ;Coémo plantear y Resolver problemas?. Trad. Prof

Julidn Zagazagoitia. Ed. Trillas. México, 1990), describe‘ cuatro etapas:

comprensién del problema, concepciéon de un plan, ejecucién del plan,

10



revision de la solucién. Para cada etapa propone una serie de preguntas con el

fin de ayudar al estudiante en su proceso de solucién.

El Trabajo de Schoenfeld (1979), que se enfoca a la creacién de un
microcosmos matematico dentro del salén de clases, para lo cual pone especial
interés en el dominio del conocimiento, las estrategias metacognitivas, sistemas de
creencia, ambiente de aprendizaje de los cunales se tendrd claridad al comparar la

solucién de un problema por un experto y la solucion de un no experto.

En sus investigaciones, encuentra que existen cuatro dimensiones que
influyen en el proceso de resolver problemas y que se deben considerar al planear
los cursos con este enfoque; estas son:

Dominio del conocimiento, esta dimensién incluye definiciones, hechos y

procedimientos usados en el dominio de las matematicas.

Estrategias cognoscitivas incluyen métodos heuristicos, que permiten

facilitar la solucién de un problema.

Estrategias metacognoscitivas se refiere a los mecanismos de monitoreo

en el proceso de solucién.

Sistemas de creencias tiene que ver con la forma que los estudiantes ven

a las matematicas y la actividad de resolver problemas.

En general, se puede ayudar a los estudiantes a resolver problemas si se les
ensefia el uso de estrategias de manera explicita y a enfocar los problemas de
manera sistemdatica. Schoenfeld (En Nickerson, Raymond y otros. Ensefiar a
Pensar. Aspectos de la aptitud intelectual. De Paidos. Barcelona, 1990), establece
una estrategia directiva para la solucién de problemas y que es apoyada por una

lista de heuristicos.



Para lograr que los estudiantes tengan control sobre sus propias estrategias
se establecen algunas actividades a desarrollar en el salén de clases, tales como la
resolucién de problemas nuevos, mostrar videos en donde otros estudiantes o

expertos estan resolviendo problemas, discutir procesos y soluciones, trabajar en

pequeifios grupos.

El trabajo de Burkhardt (Burkhardt, Hugh. The Real Word And
Mathematics. Ed. Blackie and Son Limited. Londres 1988), interesado
principalmente por la relacién entre  matematicas y el mundo real a través de la
construccion de modelos matematicos y la solucion de problemas. Este se puede

complementar con la propuesta de desarro!lo de habilidades dada por McLone.

Aqui las matematicas son consideradas una actividad en la cual los
estudiantes tienen la oportunidad de poner en juego toda su capacidad intelectual

y el profesor es el constructor del ambiente propicio para aprender.

El proceso de construccion de modelos matematicos se da en cuatro fases
importantes: formular, resolver, interpretar y validar, las cuales sirven para
solucionar problemas o para analizar situaciones con interés matematico

particular.

Es recomendable considerar problemas que representen situaciones de la
vida diaria o del lugar de trabajo o de otras disciplinas, y que tales situaciones
sean dlscutndas por los estudxantes observando las respuestas de estos y

posibilitando el desarrollo de hablhdades
CONCLUSIONES:

El punto de partida en la Resolucién de problemas, es justamente definir
qué es un problema para posteriormente ubicar la Resolucién de problemas en el
proceso de Ensefianza (como disefiar problemas que generen aprendizajes.

Aprendizaje (En qué condiciones esta el alumno de recibir estos problemas).



Por otro lado en-las distintas investigaciones no se presenta material
basado en resolucién de problemas especifico para una materia de Matemdticas,

solo se dan sugerencias de cémo hacerlo en términos generales

Los trabajos que se han resefiado anteriormente pueden complementarse
entre si junto con las teorias del constructivismo para fundamentar una propuesta.
La secuencia de la propuesta que aqui se expone considera estas ideas para darle
forma al enunciado de los ejercicios, de tal suerte que se ajusten a estos enfoques
en su proceso de solucién. Ademas la clasificacién de los problemas que
posteriormente mencionaré es otro factor importante que tomé en consideracién
para que éstos fueran interesantes para el alumno en el momento adecuado, esto
es, que no siempre un problema es interesante por su aplicacién en el lugar de
trabajo o de otras disciplinas, puede ser interesante por su aplicacién a la vida
diaria y esto implica su actividad como estudiantes y su participacion en las
distintas materias de su curso y el problema sera interesante por si mismo para

adquirir conocimientos en la materia especifica.

CONSTRUCTIVISMO.

De los trabajos dedicados al constructivismo, en primer lugar, son los de
Jean Piaget y John Dewey los que desarrollaron una clara idea del
constructivismo aplicado en el aula y posteriormente los del ruso Leus Vigotsky

(http://www.sedl.org/scimath/compass/v0 1n03/class.htm) y Ausubel y como pilar

fundamental del constructivismo en matematicas esta Guy Broussean.

Jean Piaget (1896 — 1980). Para Piaget el constructivismo est4 basado en
la forma en que ve el desarrollo psicolégico del nifio. Piaget afirmaba que la base
fundamental del aprendizaje es el descubrimiento: “Entender es descubfir 0
reconstruir mediante el redescubrimiento; y tales situaciones deben alcanzarse si
en el futuro deben formarse individuos que sean capaces de producir y de crear, y

no simplemente de repetir”. ;

ly



Para Piaget, el conocimiento no es el resultado ni de la sola actividad del
sujeto, ni tampoco de 1a sola presencia del objeto; el conocimiento surge de la
interaccién del sujeto y del objeto, en la cual cada uno influye sobre el otro. El
sujeto se acerca al objeto con determinadas estructuras intelectuales que le
permiten asimilarlo y, al mismo tiempo, el objeto ejerce su influencia sobre el
sujeto obligandolo a modificar sus estructuras cognitivas y tanto el sujeto como el

objeto se transforman como resultado de Ia interaccién,

Asi que, la siguiente vez que interactien Yya seran otros sujetos epistémicos
Yy otros objetos de conocimiento, el asimilado con nuevas estructuras cognitivas.
Esto indica que los niveles de interaccién van cambiando como consecuencia de
la actividad cognitiva del sujeto. Para Piaget, entonces, el conocimiento se halla
€n un permanente estado de re-elaboracién, es decir, las adquisiciones cognitivas
del sujeto se van transformando continuamente dentro de esta interaccién y las
estructuras cognitivas del sujeto se construyen; este proceso inicia desde Ia mis
tiema edad; este proceso es tan complejo que fue necesario elaborar una
-disciplina: “La Psicologia Genética”, pero para efectos de esta propuesta no es
necesario analizar este proceso desde la nifiez que han requerido de mas de medio

siglo de investigacion psicolégica y atin no terminan.

Entonces, para alcanzar un entendimiento de los fendmenos basicos segin
Piagef el sujeto entendido como el estudiante y no como el nifio, tiene que pasar
por etapas en una actividad auténoma que ie permitan descubrir relaciones e ideas
en situaciones dentro del salén de clase que involucren actividades que le

permitan construir su entendimiento paso a paso.

John Dewey (1963). Para Dewey el conocimiento y las ideas surgen
exclusivamente en situaciones en las que el sujeto que aprende tiene que sacarlas
de las experiencias que tienen significado e importancia para él. Estas situaciones
tienen que ocurrir en un contexto social, como el salén de clases, donde los
estudiantes se unen en la manipulacion de materiales y por consiguiente crean un

BIupo que construyen juntos su conocimiento.



" Levs Vygotsky (1994). Para Vigotsky los nifios aprenden conceptos
cientificos a partir de una tensidn entre sus nociones cotidianas y los conceptos de
los adultos, teniendo un concepto preformado proveniente del mundo de los
adultos, ¢l nifio debe utilizar dicho concepto y ligar su uso con la idea tal como le
fue presentada por vez primera. Pero la relacién entre las nociones cotidianas y los
conceptos cientificos no significan un desarrollo directo para Vygotsky. En vez de
ello, los conceptos anteriores y los conceptos cientificos introducidos estin
entrelazados e influyen entre si a medida que el nifio desarrolla sus propias ideas a
partir de las generalizaciones que ya tiene y que le han sido introducidas. Para
aplicar esta teoria necesitamos entender como nifios a los estudiantes y como

adultos a los profesores.

Guy Brousseau (1978). Para Brousseau (Guy Brousseau. 1978), la
didactica de las matematicas se constituye como una ciencia independiente de la

psicologia de las matematicas y de la misma pedagogia.

El principai objetivo de esia didactica son las situaciones didacticas que

permitan la construccion del conocimiento matematico.

Para esto se trabaja en un modelo que considere todas las posibles
interacciones, tanto explicitas como implicitas, que puedan darse en un salén de
clase, de tal suerte que se pueda llegar a conocer a fondo lo que sucede en éste y
que ante una situacién didictica determinada, se pueda garantizar su

reproductividad y eficiencia bajo controles bien precisos.

Se trata entonces de proporcionar al maestro un conocimiento sobre el
funcionamiento del salon de clase y de las situaciones didécticas que le permitan
tener un mayor control sobre algunas de las multiples variaciones que intervienen

en el proceso.
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Resumen:

La teoria se inicia con la definicién de lo que para los constructivistas
significa el concepto APRENDER, como concepto central en torno al cual giran
sus investigaciones, “aprender es comprender y comprender significa: inventar,

reconstruir por invencion, crear; todo lo anterior y no solamente repetir”.

Al mismo tiempo entienden el proceso de aprendizaje como un proceso de
“asimilacién y acomodacion”. La asimilacion designa la accion del sujeto sobre el

objeto y la acomodacién significa la accion objeto sobre el sujeto.

Entonces, podemos entender que el aprendizaje es adaptacién (activa), o
sea, no una adaptacién mecdnica, sino que el sujeto interviene activamente para

aprender modificando el medio y modificandose é1.

Por lo que se puede considerar como Primera Conclusién de la teoria
constructivista que: “El alumno para conocer los objetos debe actuar sobre ellos”.
Por lo tanto la clave fundamental para la formacién de! pensamiento es la acci6n.

El pensamiento surge de la accién real, efectiva sobre los objetos.

El acto efectivo sobre las cosas se transforma mediante el proceso de

interiorizacién en representacién mental del mismo.

El pensamiento es un conjunto organizado de operaciones. Operacion:

accion interiorizada.

El alumno aprende en la medida que actia efectivamente sobre los objetos,

y en la medida que interioriza esas acciones a nivel cognoscitivo.

El alumno siempre debe actuar para aprender bien sea mediante

operaciones efectivas o mediante operaciones interiorizadas (matematicas,
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abstracciones, etc.) pero debe ser él quien realice los procesos operacionales para

llegar a conclusiones de un estudio y no del profesor.

La inteligencia es un sistema de operaciones {de acciones interiorizadas)

que se caracteriza por su movilidad (se debe de...)

La movilidad del pensamiento se explica por dos caracteristicas: la

reversibilidad y la asociatividad.

Por estas caracteristicas la inteligencia se opone al h4bito. El habito
siempre tiende en tnico sentido hacia el mismo fin. Se memoriza una tnica
forma de resolver un problema, presentado siempre de manera idéntica o

demasiado semejante.

Por el contrario, la reversibilidad de la inteligencia es la posibilidad de
combinar toda operacién con la inversa; es la posibilidad de recorrer un camino y

volver por ¢l sin modificar las nociones empleadas.

La asociatividad consiste en que un mismo resuitado puede obtenerse por

diferentes procedimientos.

Si “Aprender es Reinventar”, el alumno debers de partir (al inicio de todo
estudio) de una situacién problemética (aqui hay un punto de concordancia con un
importante postulado pedagdgico de la teoria de la Gestal, el de “Problematizar la

ensefianza o el aprendizaje).
Si queremos que los alumnos desarrollen la asociatividad de su

pensamiento, deberdn cumplir con operaciones que les permitan llegar por

diferentes caminos a la misma solucidn.
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“Pensar es actuar”, porque pensar es asimilar los hechos de la experiencia
a los esquemas intelectuales de accién, construir operaciones mediante la

reflexion operando interiormente.



EL MARCO TEORICO Y EL PLANTEAMIENTO DE CONJETURAS
PARA LA PROPUESTA.

Ha sido frecuente tratar de establecer modelos de ensefianza a partir de las
interpretaciones de algunas teorias del aprendizaje y en un principio esa era mi
idea, sin embargo me di cuenta que estas teorias lo que me proporcionaron fueron
clementos de reflexién y anélisis sobre mi practica docente de modo que me

facilitaron una mayor comprension de los procesos que en ella intervienen.

Ante la observacién de como mis compaiieros imparten su clase y cémo lo
hago yo, el resuitado obvio-es que para tratar un mismo tema lo abordamos desde
distintos puntos de vista, pero estoy convencida de que los criterios que se
requieren para decidir. ciial es la mejor propuesta, deben aludir a lo que se
pretende hacer y a los medios que pueden facilitar la consecucién del objetivo

propuesto.

- En este sentido. La propuesta sugerida parte de las recomendaciones
pedagdgicas de Piaget que quedaron insertados en las recomendaciones de la

+ Oficina Internacional de Educacién y en la UNESCO y que son las siguientes:

* Guie al estudiante a que forme sus (sic) propias ideas y descubra
relaciones y propiedades matematicas por si mismo, en lugar de imponerie
el pensamiento adulto ya elaborado.

* Asegurese que ha adquirido los procesos y las ideas operacionales antes
de introducirlo al formalismo.

* No confie al automatismo ninguna operacién que no se haya asimilado.
» Asegurese que el estudiante adquiera primero experiencia con las
entidades y relaciones matemdticas para después iniciarlo en el
razonamiento deductivo.

sExtienda la construccion deductiva de las matematicas de manera

progresiva. '
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*Ensefie al estudiante a plantear los problemas, establecer datos,
explorarlos y sopesar los resultados.

* Dé preferencia a la investigacién heuristica de problemas en lugar de Ia
exposicion doctrinaria de teoremas.

» Estudie los errores que cometen los estudiantes y véalos como un medio
para entender su pensamiento matematico.

* Entrene a los estudiantes en la préctica de la verificacion personal y la
auto-correccion.

» Infunda gradualmente en los estudiantes el sentido de aproximacian.

* Dé prioridad a la reflexion y al razonamiento.
Estas ideas junto con el marco teérico expuesto me llevaran a concretizar la
propuesta didictica de la siguiente forma:

Primero me hice las siguientes preguntas.

- ¢ Los ejercicios que propongo se pueden entender como “problemas™ y

sobre esto el alumno obtiene conocimientos?

- ¢ Como construyo el conocimiento de los alumnos ?

- Qué estrategias de las que utilizo realmente generan aprendizaje ?

- De las propuestas sugeridas por Piaget, ; Cudles aterrizo en el salon de

clase ?

- {Qué formas de aprendizaje tienen los estudiantes ?, ¢ son todas iguales ?

- { Eltrabajo en equipo que realizo en clase, realmente contribuye a que los

estudiantes obtengan conocimientos ?
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- Los profesores decimos que los diferentes niveles académicos de nuestros
alumnos no nos permiten optimizar el aprendizaje pero { todos los

alumnos, sin importar su nivel académico, pueden aprender ?

De la respuesta a estas preguntas, que en el marco Metodoldgico explicaré
detalladamente, ubiqué que la planeacién que hago y las formas de trabajo son
muy acorde a las ideas constructivista y a la resolucién de problemas por lo que
para darle forma a la propuesta traté de guiarme por las preguntas propuestas por
David Block y Alcibiades Papacostas en su articulo “Didactica Constructivista y

Matematicas: una Introduccién”, las cuales son:

(Para qué puede servir un concepto?
¢(Qué preguntas le dan sentido?

¢Qué problemas puede resolver?

Al contestar estas preguntas, le fui dando forma a los efercicios come lo

expongo posteriormente en el Marco Metodolégico.

En conclusién, creo que estas dos teorias son complementarias porque por
un lado el profesor propone ejercicios con los que el alumno puede ir
construyendo su conocimiento y por otro lado al resolver problemas reafirma ese

-conocimiento..

Las tomé como punto de partida por que en el constructivismo es
fundamental que el alumno tenga claro hacia dénde lo lleva la materia para que

pueda construir su propio conocimiento; esto es, que debe tener interés por lo que

se le ensefia.
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Marco Metodolégico:

Cuando un profesor se enfrenta ante la situacién de impartir un curso, de
lo primero que debera estar seguro es de que domina los contenidos del programa,
en forma particular y en forma global; esto es muy importante, porque le permitird
ademds de ensefiar contenidos, prestar atencién a las estrategias didacticas y al
desarrollo de habilidades necesarias para el razonamiento, el pensamiento

creativo, la solucién de problemas y la construccion del conocimiento.

De la misma forma los alumnos a nivel bachillerato, al estudiar
Matematicas deberan ir construyendo su aprendizaje, ya que de otra forma, sus
conceptos matematicos sélo serdn apartados de Algebra, Geometria y algunos
conceptos de Calculo sin ninguna relacién, y en su proceso de aprendizaje
emplearan diferentes métodos de solucién de problemas que en el momento le
seran  adecuados, pero que no dejan ninguna huella por que no fueron
construyendo su aprendizaje; esto se refleja al iniciar sus cursos posteriores en

donde muestran serias dificultades.

Las Matemdticas resultan mucho mas importantes para la formacién
integral de un individuo si existe el desarrollo de habilidades y la transferencia de
lo aprendido hacia otras ramas del saber o de la vida cotidiana, pero ;bajo cudles
circunstancias se pueden asegurar el desarrollo de habilidades y éstas
transferencias a partir de lo aprendido en el salén de clases? “No resulta j Jjuicioso
dar por supuesto que hay una transferencia de destreza durante la ensefianza de Jas

Matematicas™ (Orton. Didactica de las Mateméticas)

Pero si es posible suponer que el desarrollo de habilidades y algunas

transferencias dependan de las condiciones en las que se produce el aprendizaje.
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Krutetskii opina que el proceso de solucién de problemas, involucra una serie de
habilidades que han de desarrollarse en los estudiantes a través de la actividad de
solucion. Al hablar de habilidades se estd refiriendo a todos los rasgos
psicoldgicos individuales de una persona que pueden conducir al dominio exitoso

de la actividad matematica.

Psicologos y Teédricos del aprendizaje opinan que puede darse una
transferencia dentro de una disciplina y quiza incluso fuera. Asi se puede suponer
que probar unos resultados de Geometria se puede transferir a probar en otras

disciplinas cientificas o incluso en un tribunal judicial.

Otros mas estiman que sélo tiene lugar en forma limitada, quiza sélo en la
medida en que surjan elementos idénticos.

Ante estos puntos de vista, lo que queda claro es que si el alumno
construye su conocimiento paso a paso, tendra la oportunidad de lograr éxito en
sus estudios al desarrollar !as habilidades necesarias para la construccion de
conceptos y estrategias en la solucién de problemas que posiblemente pueda

transferir. Esta idea se contempl6 para la elaboracién de la propuesta.

A continuacion se estableceran los aspectos que dan cuerpo a la propuesta
didactica para guiar el aprendizaje via la construccién del conocimiento y la
resolucion de problemas y se explicara cdémo se construyé el material didactico
“Practica Matemética IV”al que llamaré . problemario y que ejemplifica la

propuesta.

23



{Coémo se Construye el Conacimiento?

El constructivismo sugiere que el conocimiento matematico es el resultado
de la formacion de modelos como respuesta a las preguntas y a los retos que
surgen de problemas matematicos y 4émbitos atractivos, y no como resultado del
acopio de informacioén ni del mero florecimiento de un don innato. Desde este
punto de vista existen muchos planteamientos para mejorar la ensefianza; buscar
diferentes formas de atraer a los estudiantes, desarrollar ambientes ricos para Ia
exploracion, preparar problemas que se centren en el esfuerzo de construccién de
modelos, hacer surgir y comunicar las percepciones y las interpretaciones del
estudiante, etc. Lo evidente es, que para construir su conocimiento, el alumno

debe tener interés en lo que se le ofrece para aprender.

Cuando queremos que ¢l alumno adquiera un conocimiento matematico,
nos preguntamos cudl seria la manera més clara y sencilla de presentarle este
conocimiento y cudl la forma de que tuviera sentido estudiarlo; nosotros los
profesores tenemos muy variadas formas de presentarlo, pero la construccién del
conocimiento exige un cambio en nuestra metodologia, en virtud de que se trata
ahora de no proporcionar €l conocimiento, sino de producir las condiciones para
que el alumno lo construya, es decir, debemos crear situaciones que Ileven a una
génesis escolar del conocimiento (Piaget). Partiendo de la idea que en el

constructivismo se da relevancia a la interaccion del sujeto y el objeto y que el
7sﬁjetﬂo construye sus esquemas interpretativos conforme a esta interaccién, es
preciso que el sujeto actie sobre el objeto de forma fisica y mental.

En este sentido, para generar un conocimiento matemaético especifico en la
claboracién del problemario, como mencioné anteriormente, parti de -las

siguientes preguntas:

(Para qué puede servir este conocimiento? ;Qué preguntas le dan sentido?
i

¢Qué problemas permite resolver?’
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Para contestar estas preguntas, se hace necesario conocer con mas
profundidad el concepto y su relacién con otros contenidos (su ubicacion en el
programa tanto en forma horizontal como vertical), sus propiedades, etc.; también
nos es util conocer su historia, las condiciones que lo hicieron evolucionar, etc. y
sobre todo los conocimientos y estrategias que los alumnos a los que nos
dirigimos estan en condiciones de realizar, para poder hacer interesante al alumno

el conocimiento.

Por lo que la propuesta sugiere iniciar cada capitulo con un breve
bosquejo histérico correspondiente al tema y que sea entendible para el alumno
para que por curiosidad o porque su maestro se lo indique, el alumno lo lea. Esto
sienta en €l un precedente histdrico, que podra profundizar, si es de su interés,
con finalidad de que el alumno, de manera general, al menos ubique las personas
que lo descubrieron, en qué siglo, qué problemas lo generaron y si es el caso, qué

problemas resolvi6 este descubrimiento.
Un ejemplo, ¢l bosquejo histdrico de la Elipse.
Bosquejo Histérico

La profundidad con la que Arquimides y Apolonio estudiaron las conicas
( Pardbola, Elipse e Hipérbola ) es tal, que a su trabajo nada nuevo se tuvo que

afiadir en los siglos posteriores.

En la obra de Apolonio, que él denominé secciones conicas, se encuentran las
siguientes afirmaciones: la seccion cénica ilamada elipse se forma al intersecar un
plano (que no pasa por el vértice) con un cono circular recto, ya que corta todos
los elementos de una parte del cono y forma una figura cerrada. Un caso particular
de la elipse es la circunferencia; en el plano, el lugar de un punto ( mévil ) cuyas
distancias a dos puntos fijos dan una suma constante, es una elipse que tiene como
focos esos puntos fijos. El mismo Apolonio aclara también qué una tangente a la

elipse deja los dos focos de un mismo lado de dicha tangente.

25



Las propiedades que Apolonio enuncia para la elipse fueron tomadas por F de la
Hire ( 1640 — 1718 ) como definicién de las curvas que tienen centro y la manera
de descubrir la elipse por trazo continuo. Esta construccion la indicé por primera
vez el bizantino Antemio ( siglo VI ).

Kepler, en 1609, expuso dos de sus grandes leyes del movimiento planetario; una

de estas leyes que marcan una época en la historia de la ciencia matematica es:
- *La érbita de todo planeta es una elipse con el sol en un foco”

El movimiento circular habia reinado como soberano desde los tiempos antiguos
hasta los dias de Copémico y Tycho Brade, pero ahora era reemplazado por la
elipse, y, con el descubrimiento de que la elipse era, realmente, un camino trazado
en los cielos y por la tierra misma, un hermoso capitulo de la Geometria antigua .

habia pasado inexplicablemente, al centro de una filosofia practica natural.

La respuesta a: jpara qué puede servir este conocimiento? Se recomienda
se ubique en el objetivo de cada tema; como ejemplo, cada capitulo tiene su
contenido correspondiente y cada contenido se inicia con el objetivo general del

tema a tratar. Asi por ¢jemplo, para el capitulo I denominado “Sistema de

Coordenadas Rectangulares”, su contenido es:

Coordenadas Rectangulares.
Distancia entre 2 puntos. .
Area de un Triangulo.

Divisi6én de un segmento en una Razén dada.

A o

Lugar Geométrico.

El objetivo de 1) Coordenadas Rectangulares (;Para qué puede servir este

conocimiento?) es :

26




“El alumno reconocera la necesidad de localizar puntos, utilizando para ello

un plano de coordenadas rectangulares como uno de los sistemas existentes”.

Los objetivos, al contestar la pregunta ;para qué puede servir este
conocimiento? ayudan tanto al profesor como a los alumnos a ubicar el tema: al
profesor porque en el enunciado del objetivo tendra la oportunidad de ampliarlo o
profundizarlo mas segun sus conocimientos y su experiencia, y al alumno porque
le da una visién general del tema a tratar; también los objetivos pueden servir para
que el profesor aterrice de una manera més concreta ejemplos, posiblemente
visuales, que generen interés en el alumno; por ejemplo la necesidad de ubicar .

algtn lugar, etc.

La segunda: ;Qué preguntas le dan sentido? La relacioné con los ejercicios
conceptuales, porque con estos ejercicios se trata de inducir a los alumnos por los
pasos necesarios para adquirir e] conocimiento en cuestion. Estas preguntas se
tienen que pensar de acuerdo a la forma en que se construye el concepto, pero no
de una manera impuesta, porque al ser preguntas abiertas, ¢l alumno tiene la
oportunidad de interaccionar con el objeto en cuestidn para obtener sus propias
definiciones y conceptos y el profesor, en el dltime de los casos, tendrd una
especie de guia didictica que le permita llevar de la mano a los alumnos al
conocimiento, o en el mejor de los casos, manejar estas preguntas y otras que €l
crea convenientes, de acuerdo a su experiencia para que el alumno construya el

conocimiento.

Es importante aclarar en este momento que los procesos cognitivos que
entiendo como Bisicos, de Categorizacion y Complejos se pueden dar en este
momento, ya que los ejercicios conceptuales tratan de iniciar desde que el alumno
ponga atencién a lo que se haré hasta hacer inferencias.

En estas preguntas de concepto el profesor puede usar medios visuales, de
manipulacion inclusive, hasta aqueltos que impliquen movimientos para captar de

i
mejor manera la atencién del alumno.
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Como ejemplo mencionaré las preguntas conceptuales necesarias para

construir ] concepto de ecuacién de una circunferencia.
EJERCICIOS CONCEPTUALES.

1 ;Qué elementos necesitas para trazar una circunferencia en el plano de
coordenadas?
2 Traza las siguientes circunferencias localizando al menos 4 puntos de cada

una de ellas.

a)- C(3,5)yr=3
b)- C(-7,4) yr=5

c)- €C(3,0) yr= %
?

dy- C(0,0) y r= s

3 (Cuél es la definicion de Circunferencia como lugar geométrico?

4 ;Cuales son los elementos importantes de una circunferencia?

5 A partir de la definicion de la circunferencia como lugar geoméirico,
determinar la ecuacion de la circunferencia con centro en (3, 5) y radio 2.

6 Generaliza la forma en que se puede encontrar la ecuacién de cualquier

circunferencia con centro en (h, k) y radio r.

La altima pregunta ;Qué problemas puede resolver? Pueden ser los ejercicios
tradicionales que ¢l pro'fesor ya ha elaborado. Estos problemas, el profesor debers
jerarquizarlos en problemas que se puedan resolver en forma individual o en
equipo, o bien en problemas tan dificiles que sélo se puedan resolver cuando el
alumno maneje contenidos, procesos y tenga habilidades. Este tipo de ejercicios
en el problemario les llamé: practicos, colaborativos y de Reto. Estos problemas
que tradicionalmente elabora el profesor y que ¢l alumno en en muchas ocasiones,
hasta que los resuelve sabe para qué le sirvié el conocimiento.adquirido, no es del

todo su objetivo, ya que con la estructura dada se pretende que también estos
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problemas, en el mejor de los casos, puedan plantearse como generadores de

conocimientos, por ejemplo ¢l ejercicio de reto del problemario.

“Imagina que la costera de Acapulco (orilla del mar) fuera recta y que
tuvieras que construir una maqueta donde quedaran representados la costera, el
Centro de Convenciones y un conjunto habitacional, cada casa con la
caracteristica de que su distancia al Centro de Convenciones sea la misma que su
distancia a la orilla del mar. ;Como construirias este conjunto habitacional?
(Necesitas un plano de coordenadas para representar mejor esta situacion?

Constriyelo™.

Existen muchos obstaculos a los que nos podemos enfrentar en este
proceso y tal vez no siempre lograremos crear las condiciones para que los
estudiantes realicen una absoluta reconstruccién de un conocimiento;, muchas
veces s6lo lograremos una aproximacién a €l y en este sentido el profesor debera
dosificar los ejercicios practicos colaborativos y de reto segun los alcances y

limitaciones de los alumnos en la construccién del concepto.

Otro aspecto en ¢l que se debe pensar para la elaboracion de un material
didactico es en la necesidad de disefiar problemas que puedan tener caracteristicas
tales como ser accesibles a los alumnos, propicien el dialogo entre ellos, sirvan
para generar conceptos que a su vez los utilicen como herramientas para resolver

otros problemas y que desarrollen habilidades tanto generales como especificas.

Las habilidades generales son necesarias para la ejecucion de cualquier
actividad e incluyen caracteristicas como la diligencia, perseverancia y eficiencia.
Rasgos como una memoria voluntaria bien preparada, atencion activa y habilidad
para mantener el interés en una actividad y trabajar en ella. Las habilidades
especificas comprenden los aspectos de la actividad mental peculiar y especifica
de la matematica como son: flexibilidad del pensamiento, reversibilidad, memoria

generalizada, clasificacidn completa, imaginacion espacial y estimacion.
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Problemas como: Graficar la ecuacion (x+y)? =x -y, estarfan cumpliendo con
lograr que el alumno haya adquirido todas las habilidades mencionadas. Este tipo
de problemas seria ideal que el alumno resolviera al terminar el curso de

Geometria Analitica.
Interés:

En primer lugar seria la motivacién para querer graficar cualquier ecuacién
general de segundo grado y el reto de poder graficar esta ecuacién que tiene otra

presentacion distinta al modelo que él est acostumbrado a manejar.

A continuacién ejemplifico las habilidades requeridas.

Memoria generalizada.

El alumno desarrolla el binomio cuadrado y le da forma de ecuacién general de 2°
grado,

(x+y)* =x-y

x? +2xy+y? =x-y

x? +2xy+y? -x+y=0

Clasificacion Completa

Clasificaciéon Completa al observar que es una ecuacion de 2° grado, sabe que es

una cénica, entonces utiliza el indicador para saber qué tipo de cénica es:

I=@2)" -4 1))
I=4-4=0

=0, Por lo tanto es una parabola.
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Imaginacién Espacial y estimacion.

El alumno espera que la grifica obtenida sea una paribola trasladada y rotada

debido a que la ecuacién contiene términos x, y y términos lineales.
Flexibilidad del pensamiento.

El alumno sabe que para graficar estudié dos formas de hacerlo: en un plano de
coordenadas rectangulares o en un plano de coordenadas polares y para tomar su
decisi6n de cudl es el que mejor conviene transformar4 la ecuacién rectangular a

ecuacion polar utilizando para ello también todas las habilidades ya mencionadas.

x?+2xy+y? -x+y=0
como:
x? +y? =r?
X=rcos O

y=rsen &

sustituyendo:

r’+2rcos Orseno—rcos O+rsen =0
1’ +2r sen Ocos O=rcos O —rsen O
r’ (1 +2sen Ocos O)=r(cos Csen O)
r(l1+2sen Ocos O)=cos O sen T

_ cososeno
l+2senocos o

Reversibilidad:

Es cuando el alumno regresa por todos los pasos para poder construir una

grafica,
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En coordenados En coordenados

rectangulares Polares
- Usar Rotacién y traslacion - Sustituir valores de & pora obtener
0 I.
- El método de andlisis de 0
curvas Algebraicas - Determinar los pardmetros para

construir la paribola

Entonces el alumno decidira el camino mas adecuado para la solucién de este

“problema”.

Ante este analisis me surge la necesidad de contestar a la pregunta ;Qué es

un problema?

<Coémo se resuelven problemas?

Se esta ante un problema (Creacion y Solucion de problemas: Alejandro
Chavez y Lourdes Romero), “cuando se busca conscientemente alguna accién
apropiada para lograr una meta claramente establecida, pero no inmediata de
alcanzar; cuando se tiene conciencia de que existe una dificultad; existen deseos
de resolverla, no hay caminos inmediatos para resolverla, y la solucién implica un
esfuerzo intelectual que involucra su uso de habilidades, conocimientos y

estrategias”.

Un problema lo es en la medida que el estudiante, al que se le plantea o
que se plantea él mismo, dispone de los elementos para comprender la situacién
que se describe pero no tiene un sistema de respuestas totalmente constituido que
le permita responder de manera casi inmediata y le representa una tarea

]

intelectualmente exigente.
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Al resolver problemas se espera que los estudiantes discutan estrategias,
critiquen y valoren los resultados y compartan la biisqueda de argumentos s6lidos.
En este sentido es necesario que al resolver problemas, reconozcan que encontrar
la solucién de un problema no es el punto final de la empresa, sino el inicio para
encontrar otras soluciones, extensiones y generalizaciones; que €s un proceso
activo que requiere de discusiones sobre conjeturas y procesos que pueden

guiarlos al desarrollo de nuevas ideas matematicas.

Los problemas se pueden clasificar de muy diversas formas y para

ejemplificarlos utilizaré los problemas propuestos en el problemario.

Por la forma del enunciado

o Concreta: Cuando el enunciado involucra un contexto. Por ejemplo:

La 6rbita de la tierra es una elipse con el sol en uno de sus focos, la longitud de su eje
mayor es de 186 millones de miilas y su excentricidad es de 0.0167. Encuentra la

distancia minima de la tierra al sol.

e Semiabstracta: La situacién se plantea fuera de un contexto, aunque los

valores involucrados se especifiquen.

Calcular el area del tridngulo cuyos vértices son: A(-2,3), B(1,6) y C(3,-4)

¢ Abstracta: No se establece un contexto y sin valores especificos, se puede

decir que se busca una solucion general.

Generaliza la forma en que se puede encontrar la ecuacion de cualquier circunferencia

con centro en (h,k) y radio r.
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Presentacidén del problema.

Se refiere al tipo de informacién con que cuentan los estudiantes, dentro

del enunciado.

¢ Forma fisica: Involucra la manipulacién de objetos.

En un plano de coordenadas construido en una hoja cuadriculada localiza los puntos
A(5,6) y B(1,3), unelos con un segmento de recta, mide el segmento AB, ;Cudnto mide?,
(Cual fue tu unidad de medida?

o Diagramas: Involucra la manipulacion de informacién dada en tablas o

figuras.

1) Para los siguientes marcos de referencia, indica las coordenadas del

punto P.

yA 909

Eje 0°

270°

¢ Verbal: El problema se presenta a través de ciertos enunciados, se utiliza el

lenguaje natural para presentar el problema.
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En un cuarto obscuro se tiene un reflector parabélico con su foco a 60 cms. de distancia
sobre el vértice. Un pequefio reflector hiperbolico se encuentra a 50 cms. Sobre el vértice
con uno de sus focos en el mismo lugar que el foco de la pardbola, refleja las ondas de
luz hacia su otro foco (de la hipérbola) que queda a 10 cms. abajo del vértice de la
pardbola. Determinar el largo minimo (longitud del eje focal) y el ancho minimo

(longitud del lado recto) del cuarto obscuro.

s Simbélica: El problema se presenta a través de simbolos matematicos.

Hallar el punto al cual debe trasladarse el origen para que la ecuacién transformada no tenga
términos de 1° grado.

x? +9y? -10x +36y +52 = 0

Nivel de interés de los estudiantes

Se refiere al contexto en que se ubica a los estudiantes a través del

enunciado:

* De accién: Son aquellos cuya respuesta puede afectar directamente la vida

diaria de los estudiantes.

Los alumnos del grupo organizaron una fiesta y deberan poner un arco de glebos en
forma parabélica, los extremos del arco se amarraran a 2 metros de altura sobre dos
paredes, la distancia entre las paredes es de 20 metros, jde qué tamafio deberan poner un

polin en el centro del arco para que el arco conserve su forma parabélica?

Son el grupo de problemas que se determinan a través de los intereses de

los alumnos, sus gustos o aficiones y pueden construirse a partir del analisis de
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situaciones de la vida diaria, en el problemario no estin considerados; el problema
anterior fue inventado por los alumnos, en una tarea que les dejé para saber sus

inquietudes.

e.. Crefibles: Aquellos que pueden reconocerse como problemas de accién por

los estudiantes a futuro o por alguien con un interés particular.

El costo de un automévil es de $80,000, se espera que su servicio sea de 10 afios, después

de este tiempo su valor serd solo de $18,000. ; Cuél es su depreciacion anual?

e Curiosos: Aquellos que intrigan, ya sea porque el fenémeno estudiado es de

por si intrigante o, porque el analisis lo es.

Un recinto tiene forma semieliptica con 20 metros de longitud y 5 m. en su parte mas
alta. (Donde se deben colocar dos personas que no sea una junto a la otra para que se
puedan comunicar sin que nadie més los escuche (para dar la ubicacion utiliza un plano

de coordenadas).

» Dudosos: Son para probar ejercicios a través de técnicas matemadticas.

Genera una familia de tridngulos isésceles que tengan como base el segmento AB donde
AC62)yB(32) ’

* Educatives: Lo componen problemas esencialmente dudosos, pero que
forman un importante punto de principios matematicos (o de otras ciencias)

claros y atractivos.

i
Grafica las siguientes ecuaciones utilizando puntos de intersecci6n, asintotas y tablas de

tabulacidn,
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4x*— 9y —36=0

Yy —2x-8y+12=0
xy—2y-3=0

Xy —2x+2y-2=90

Son aquellos que aparecen en los libros de texto usados en la escuela.

Por 1a novedad.

Hacen referencia a procesos y situaciones previamente trabajados en el

salon de clases.

* Rutinarios: Son situaciones que se han trabajado anteriormente en clase.

Implican la seleccion de procesos mecanizados o memorizados.

Encuentra la ecuacién de la recta que pasa por (-7,4) y tiene pendiente —2.

¢ No rutinarios: Son situaciones novedosas, que no se han trabajado

previamente en clase.

Un albafiil para construir una escalera usa 2 ladrillos de huella por 1 peralte. Si cada
ladrillo mide 20 cms. x 20 cms, qué altura alcanzari la escalera cuando halla construido

5 escalones?

Son un medio natural para discutir actividades que ilustren el uso de
conjeturas, contragjemplos, aproximaciones, estrategias y monitoreo. En éstos se
pueden incluir aquellos que se buscan analogias, se descubren analogias falsas, se
hacen referencias a modelos intuitivos, se investigan comportamientos extremos y-

i

construyen problemas mas simples.
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Por el tipo de respuesta

Hacen referencia al tipo de solucién que se pide encontrar a los

estudiantes:

o Respuestas especificas: Aquellos en que se pide encontrar un valor concreto.

Encuentra los puntos medios del tridngulo cuyos vértices son A(0,0) B(-5,3) C(-1,5)

e De prueba: Aquellos en que se pide probar ia veracidad de alguna

afirmacion, o lo conveniente de un proceso.

Demuestra que el circuncentro, baricentro y ortocentro del tridngulo cuyos vértices son

A(-5,8) B(11,2) C(-3,-4) son colineales.

Aunque los ejercicios del problemario no estin escritos como
“Problemas”, estos se consideran como tales, ya que ¢l alumno debera buscar .

conscientemente alguna accion apropiada para llegar a su solucién.

El contar con gran variedad de problemas aumentard la p051b111dad de
motivar las clases; la part1c1pam<‘m de los estudiantes ayudard a establecer
contextos para el aprendizaje; clarificara la necesidad de nuevas ideas y procesos
~de simbolizacién; ellos podran relacionar nociones y nuevos aprendizajes dentro
del contexto del problema; podran olvidar una nocion, pero el contexto en que se
aprendié servird para recordarla o reconstruirla, permitiendo robustecer la
comprension conceptual de los estudiantes, dando significado y relevancia a lo
aprendido. En el problemario se pretende ofrecer esta variedad en los ejercicios
pricticos, colaborativos y de reto, para que el profesor seleccione los mas

adecuados, o en este camino, invente o indague en la bibliografia correspondiente
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los problemas que se adecuen a la secuencia que en este problemario se estd

dando para la construccidn del conocimiento.

Los estudiantes tienen que comprender el problema para poder ilegar a su
solucién. En este sentido Polya describe 4 etapas para llegar a la solucién del
problema y para cada etapa propone una serie de heuristicos con el fin de ayudar

al estudiante. Estas etapas en el problemario se contemplan de la signiente forma.

1° Etapa: Comprension del Problema: Aqui influye
preponderantemente la forma en que el alumno oye o lee el problema, el
significado que le da, el manejo del lenguaje matemiético y sobre todo las

habilidades y conceptos que él est en condiciones de dar.

Los heuristicos que se proponen para llegar al entendimiento de los
problemas son precisamente las preguntas que haria un profesor para que el
alumno entienda determinado concepto; en el problemario son los ejercicios

conceptuales, ejemplo:

Para poder resolver el problema “calcular la distancia entre los puntos
A(-3,-2)y B4, 7).

Los supuestos de los que se parten son los de el alumno sabe lo que es un

sistema de coordenadas y puede localizar puntos en este sistema.

Las preguntas de concepto (heuristicos) para que el alumno le dé

significado al problema (lo entienda) serian:
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EJERCICIOS CONCEPTUALES,,

1) En un plano de coordenadas localiza los puntos P1(1,3) y. P2(5,6), unelos con
un segmento de recta. ;Cuanto mide el segmento R F, ?

2) Encuentra las longitudes de los siguientes segmentos en las unidades que creas

mas adecuadas.

a) YA Py
7P
X
b) A Y
/ P2
— e .
7 «
o

2° Etapa: Concepcion de un Plan: En esta etapa es necesario el uso de
un conocimiento previo el cual se deberd adaptar a la nueva situacién, muchas
veces las situaciones a las que se adapten podrin ser conocidas {(problemas
rutinarios), pero en otras, puede ser novedosa (problemas no rutlinarios); para ésta

se deberdn pensar en posibles caminos para su solucidn.
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En esta parte también es importante la disposicién del alumno para
emprender el camino de solucién, su esfuerzo, su tiempo, su creatividad y sus
habilidades.

Por ejemplo, en el problema: (del problemario) “Un nifio que pesa 40 kgs.
Esta sentado en un sube y baja en (1, 4) y el centro del sube y baja esta en (3, 6)
(las unidades son metros) En qué punto debera sentarse un nifio que pese 60 kilos

para mantenerse el equilibrio?”

Es un problema no rutinario en el que se deben pensar posibles caminos
para su solucion; en esta etapa el profesor debe estar alerta en la supervisién de
los posibles caminos para su solucién con el fin de no permitir que el alumno
tome algin camino equivocado o tan largo y cansado que le aburra y después ya

no tenga deseos de emprender otro camino de solucién.

En muchas ocasiones se trata de buscar el camino de solucién mas corto,
pero esto no siempre es posible, ya que serfa necesario explorar todos los caminos
que se plantea el alumno, esta busqueda puede limitarse si se es selectivo en los
procesos y esto implica contar con cierto tipo de habilidades y estrategias las
cuales serdn mejor si el alumno ha construido el concepto para la solucién del

problema.

El resolver constantemente problemas desarrolla 1a habilidad para elegir el
mejor camino para la solucién y en consecuencia la buena eleccién del sistema de

coordenadas, incdgnitas, notacion, etc.

3° ETAPA: Ejecucién del Plan.

Después de haber establecido el plan de trabajo, este se pone en préctica.
En esta etapa se llega a una solucién, pero no significa que el proceso deba

v

terminar alli.

41




En esta etapa el alumno transforma la informacién visual o verbal del
problema en una imagen mental, la cual exterioriza mediante una grafica o una
ecuacion y esto otra vez dependerd de las habilidades del estudiante y los

conceptos hasta aqui obtenidos.

Es importante que el alumno trabaje en equipo, ya que al exponer sus
conceptos de forma verbal o con una grifica o ecuacién a sus compafieros,
clarifica el concepto y si es incorrecto, también tendrd la oportunidad de

corregirlo.

En este proceso el alumno también tendra la oportunidad de poder hacer
inferencias estableciendo relaciones o nexos entre dos situaciones y es posible que
ésta sienten las bases para adquirir ciertos tipos de pensamiento como el inductivo

y desarrollar habilidades para poder hacer transferencias.

Ejemplo, en el problema (del problemario):
“Determinar la ecuacion que represente el conjunto de puntos (X, y) tales que su

distancia al punto fijo (2, 1) sea 3 unidades”.

Después de la compresion del problema, el alumno visualiza la siguiente

circunferencia:

®
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Aun mas, el alumno podra determinar 4 puntos de la forma (x, y) A, B, Cy
D que cumplan con estas condiciones; la ecuacién correspondiente tendra que
partir de la formula de distancia entre 2 puntos. A partir de aqui, el alumno podrs
hacer inferencias para cualquier otra circunferencia con distinto centro y distinto
radio, por 1iltimo, si este concepto quedd claro, es posible que et alumno pueda

hacer transferencias de procesos para cualquier otro lugar geométrico.

4¢ Evaluacion del Proceso de Solucién.

Muchas veces no se llega a esta etapa ya que el alumno sélo se limita a
llegar a un resultado sin interpretarlo en términos de la situacién original, En
Geometria Analitica es muy importante desarrollar en el alumno esta habilidad de
interpretar sus resultados, ya que por un lado tendr4 la oportunidad de llegar a un
resultado en forma algebraica o en forma geométrica y por otro lado la
verificacion de que éste es correcto en el contexto de que le dio forma, en este
sentido, su proceso involucraré la construccion de nuevos conceptos que deberdn

fundamentarlos para usarlos en futuras ocasiones.

Un ejemplo fundamental seria el de encontrar las coordenadas del
baricentro de cualquier tridngulo dadas las coordenadas de sus vértices. En este
problema, después de su comprension, el alumno podra llegar a tener como plan
de accién obtener la solucion haciendo sobre el tridngulo los trazos
correspondientes para encontrar las medianas del tridngulo o bien utilizar una

serie de procesos algebraicos.
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Generalmente el alumno se inclina més por el proceso algebraico, ya que
no est4 acostumbrado a encontrar una solucién geométrica y por otro lado se le ha

inculcado la precisién de la solucién y una aproximacidn pareciera ser incorrecta.

En este tipo de problemas si el alumno elige un proceso algebraico para la
solucién es importante hacer notar la evaluacién permanente de su proceso
(calculo de puntos medios de la pendiente de la recta, de su ecuacion, etc.) con la
construccién geométrica que se va generando para finalmente evaluar su solucién
final.

En este proceso de manera natural el alumno ird corrigiendo otros
conceptos o reafirméandolos como el de la aplicacidn correcta de la férmula para
calcular el punto medio de un segmento, realizacién de operaciones aritméticas
fundamentales, etc. y posiblemente podra llegar hasta la inferencia del célculo de

otros puntos importantes del trizngulo.

Cada una de las etapas descritas anteriormente involucra como ya
mencioné el desarrolle de algunas habilidades en los estudiantes y la construccién

de conocimientos bien determinados.



Algo sobre Habilidades.

Las habilidades que se utilizan y desarrolian en el proceso de solucién de

problemas, se pueden agrupar en XVII niveles (creacion y solucién de problemas,

Alejandro Chévez y Lourdes Romero) como se clasifican en la siguiente tabla:

ETAPA HABILIDAD.
I.- CAPTACION Y DISCRIMINACION DE LA INFORMACION.
I[l- CODIFICACION DE LA ESTRUCTURA MATEMATICA DEL
ENTENDIMIENTQ PROBLEMA. MANEIQ DE RELACIONES CUANTITATIVAS Y

ESPACTALES. MANEIO DE DIFERENTES REPRESENTACIONES.

I1l.- ANALISIS DE POSIBLES SOLUCIONES.

IV.- MANEJO, INTERPRETACION Y CONSTRUCCION DE SIMBOLOS
MATEMATICOS, PENSAMIENTO EN TERMINOS MATEMATICOS.

PLANEACION

V.- IDENTIFICACION DE SIMILITUDES Y DIFERENCIAS ENTRE
PROBLEMAS, RECONOCIMIENTOS DE FORMAS Y ESTRUCTURAS.

VL.- IDENTIFICACION DE TECNICAS MATEMATICAS,

V.- GENERALIZACIONES AMPLIAS Y RAPIDAS DE OBJETOS,
OPERACIONES Y RELACIONES. ABREVIACION DEL PROCESO.

VIL.- FLEXIBILIDAD DE PENSAMIENTO.

EJECUCION,

IX.- USO DE TECNICAS EXISTENTES EN SITUACIONES NUEVAS.
IMPROVISACION DE TECNICAS.

X.- CLARIDAD, SIMPLICIDAD, ECONOMIA Y RACIONALIDAD DEL
PROCESO.

XI- MEMORIA MATEMATICA.

XIL- REVERSIBILIDAD DE PENSAMIENTO.

XMIL- VERIFICACION DEL PROCESO.

XIV.- ANALISIS DE SOLUCION,

EVALUACION

XV.- TRANSFERENCIA DE RESULTADOS.

XVI.- ABSTRACCION DE PRINCIPIOS Y PROCESQS,

XVIL- COMUNICACION DE IDEAS.
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Habilidades para el Entendimiento del Problema.

I.- Captacién y Discriminacién de la Informacién.

Con esta habilidad se tiene la posibilidad de manejar todo tipo de
informacién y con diferentes representaciones, pudiendo establecer el exceso, la
suficiencia o falta de informacion para determinar las relaciones planteadas en el

problema.

En practica Matematicas IV, problemas como el siguiente nos dan estas

posibilidades:

Ejemplo:

Los extremos de un puente de concreto de forma parabolica estan a 2,000 metros de
distancia y a 150 metros sobre el piso, mientras que el centro del puente estd a nivel del
piso. Encontrar la altura del puente sobre el piso a una distancia de 500 metros de la base
de la torre de amarre en los extremos del puente, suponiendo que resiste una carga de

igual peso en distancias horizontales iguales.

En este problema la informacién es suficiente porque indica los elementos
necesarios de la parabola.

11.- Codificacién de la Estructura Matemética.

Manejo de relaciones cualitativas y espaciales, manejo de distintas

representaciones.

Es la habilidad para transformar las relaciones entre los diferentes datos de
la informacién en un modelo matemdatico (Ecuacién o grifica en un plano de

coordenadas).

i
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En el problema anterior el concepto bésico es determinar la ecuacién de

una pardbola con los elementos dados y para ésta existen varias posibilidades.

Para establecer el modelo matematico que representa el problema es
necesario manejar adecuadamente las relaciones numéricas y geométricas que

existen en los datos del problema.

Para el problema en cuestién, el alumno podr4 interpretar geométricamente

el problema con parabolas de las siguientes formas:

f too ¢

Relacionando adecuadamente para cada una de éstas la forma canénica

correspondiente,

IIL.- Analisis de posibles Soluciones.

Una de las habilidades que es basica en esta etapa del proceso es la
identificacién de la pregunta a responder que permita el planteamiento de posibles
soluciones a la estimacién del resultado. Su anélisis hace més viable un camino de

solucion que otro.

En el problema, teniendo la representacién en un dibujo con la escala

adecuada:
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La solucién estimada debera ser menor de 50 metros.

Habilidades para la Concepciéon de un Plan.

IV.- Manejo, Interpretacién y Construccién de Simbolos

Matematicos, Pensamiento en Términos Mateméticos.

En Geometria Analitica esta habilidad facilita el proceso de solucién ya
que no se trata s6lo de aprenderse de memoria las ecuaciones candnicas de la
parabola, sino saber interpretar los simbolos que intervienen en ésta y su

correspondiente relacion con los elementos de Ia parabola.

En nuestro ejemplo, se tiene que saber que el vértice de una pardbola
puede estar en el origen (0, 0), que la profundidad del puente no necesariamente
debera coincidir con el foco, que en el problema nos dan las coordenadas de

diferentes puntos que estan sobre la parabola y que uno de ellos es la solucion.

V.- Identificacibn de Similitud y Diferencias Entre Problemas.

Reconocimiento de Formas y Estructuras.
El enunciado de un nuevo problema muchas veces lo ignoramos en forma

global sin entender sus particularidades, una gran ayuda es buscar de manera

sisternatica aquellos problemas que tengan'algunas similitudes con ¢l que se trata
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de resolver, de tal manera que el proceso que se aplicé en el problema conocido

pueda aplicarse, con algunas modificaciones al que se resuelve.

El problema del ejemplo debera resolverse después de haber encontrado la
ecuacién de una parabola dados diferentes elementos de ella porque el alumno en

esta etapa ha construido su conocimiento con problemas como los siguientes:

EJERCICIOS CONCEPTUALES.

1 Sin realizar la grafica, determina la ecuacién en forma general de:
a).- La parabola con V(3, 1) y Directrizx -~ 7= 0
b).- La parabola con F(-4, -2) y Directriz y + 12 =0
2 Una parabola tiene su vértice en (2, 1) y extremos del lado recto en C-1,7D y
C'(-1,5)
a).- Traza la parabola.
b).- Localiza las coordenadas del foco.
c)-- Determina la longitud de un didmetro de la parabola que pasa por larectax = 1
d).- {Cuantos didmetros puedes encontrar en una pardbola?

e).- ,El lado recto se puede considerar como un didmetro de la parébola?
VL.- Identificacién de Técnicas Matematicas.

Es la habilidad que se necesita para diferenciar y reconocer los procesos

matematicos para la resolucién de un modelo matemético.

En el problema de nuestro ejemplo en la ecuacién candnica
(x~h)*=4p (y - k)

saber sustituir cada uno de los elementos que se dan en el problema como el
vértice (0, 0) y un punto (1000, 150) y saber despejar “p” que en nuestro caso
seria la incognita que debemos averiguar para poder encontrar otro punto de la

pardbola de coordenadas (500,y) que sera la solucion del problema.
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Habilidades para 1a Ejecucién del Plan.

VIL- Generalizaciones Amplias y Répidas de Objetos, Operaciones y

Relaciones, Abreviacion del Proceso.

Esta habilidad tiene que ver con el proceso de respuesta automaética a
determinadas operaciones matematicas y que los estudiantes puedan “saltarse

pasos” estando conscientes de como lo hicieron, en nuestro ejemplo:
(1000 — 0)* = 4P (150 - 0)

Pueden abreviar este paso por el siguiente:
1000 =4p (150)

Y llegar al valor de P, haciendo abreviaturas tales como

p . (1000)(1000)
4(150)
p . 10000
6
p . 5000
3

O bien realizar cada operacion.

VIII.- Flexibilidad Del Pensamiento.

Tal vez el camino elegido no sea el adecuado, por lo que se debe tener la

pericia de cambiar en el momento oportuno y seguir otro de los caminos viables.

En el problema anterior podria ser en el momento de elegir el modelo
matematico de la paribola que represente su problema, si éste hubiera sido

elegido como:
A

150 '

e

| ]
0 1000 2000 1
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entonces ¢l vértice seria el punto (1000, 0), un punto de la pardbola seria (0, 150),

y €l despeje de P deberia de ser en la ecuacién
(0 1000)* = 4P (150 - 0)

IX.- Uso de Técnicas Existentes en Situaciones Nuevas, Improvisacién de

Técnicas.

Esta habilidad se refiere a la dificultad que tienen los alumnos para adaptar

los conocimientos y procesos conocidos en situaciones nuevas.

En el ejemplo, ¢l volver a sustituir el punto (500, y), conociendo P es una
técnica ya utilizada pero se les dificulta esta doble sustitucién para llegar a la

solucién. Esto es:

(500 ~ 0 = 4(@ )(y-0)

Despejar y de la siguiente forma:
250000 = 223@ y

750000 = 20000 y

750000 _
20000
y=37.5m.

X.-Claridad, Simplicidad, Economia y Racionalidad del Proceso

Es muy comin que el alumno en el despeje anterior no vea claro el
proceso perque no lo esta razonando, ya que algunas operaciones quedan ocultas,
sin embargo aunque muchas veces se vuelva a repetir lo ya escrito, el alumno

puede seguir sin dificultad si se le sefiala en cada paso la justificacién del proceso.
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(500 = 0)? =4(¥ Jy-0) Sustituimos (b, k) por (0, 0)

5000

(500)> =4(—3-—-)y Porque cero es neutro aditivo
250000 = @-g% y elevamos al cuadrado y

- 4 5000, 20000
multiplicamos por 4 porque T(T) ==

750000 = 20000 y Multiplicamos por 3
750000
20000
y=375 despejamos y (pasa dividiendo)

XI.- Memoria Matematica.

La aplicacién de procesos y conceptos matemAticos requiere de la
habilidad de recuperar la informacion almacenada con la estructura matematica
requerida, esto es ‘de la construccién del conocimiento bésico adecuado para

resolver cualquier problema que involucre los conceptos del tema.

En el problema anterior la memoria matemdtica depende de como el.

alumno construyo conceptos como

. Qué elementos tiene una parabola?
.Cémo se grafica con estos elementos?
;Cuiles son las ecuaciones que representan segun su posicion?

Cudl es la ecuacion general de una pardbola?
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XIL.- Reversibilidad del Pensamiento.

Si un paso no es claro, se har4 necesario regresar sobre él para identificar

el momento en el que se provocs la falta de claridad.

Es frecuente preguntar al alumno (desde dénde no entendiste?, y parece
que el alumno ubica perfectamente dénde no tiene claridad, entonces el profesor

hace un proceso de reversibilidad del pensamiento como se expresa a

/ Esta pardbola representa el problema
—

Su ecuacién es de la forma (x - h) =4p (y-k)

continuacién:

Qué representan x, y, h, k. y p en la ecuacién.

* Qué informacién tenemos.
* Entonces sustituimos lo que tenemos y despejamos p.

* Volvemos a sustituir ¢l punto (5, y) para obtener la solucién.

Habilidades para la Evaluacién del Proceso y Ia Solucién.

XIIL- Verificacién del Proceso.

Teniendo la estimacién del resultado Y un conjunto de procesos a segufr,
hay que tener la habilidad de retomar todo el procedimiento, desde el inicio para

verificar su valor, justificando cada paso dado hacia la solucidn.
Cuando los alumnos trabajan en equipo se preguntan el porqué de cada

paso; esta habilidad debe fomentarse en los alumnos a través de la solucién de

problemas,
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XI1V.- Anélisis de la Solucién.

Se debe comparar lo esperado con lo encontrado de tal modo que se

modifique la manera de estimar soluciones o en su caso la solucion.

En el problema en cuestion el valor estimado fue menor de S0 m. y la
solucién de 37.5m por lo que la habilidad incluye la pertinencia del resultado, si
se apega al contexto y si cumple con las restricciones y condiciones dadas en el

problema.

XV.- Transferencia de Resultados.

Es la habilidad que se tiene cuando el resultado o el proceso pasan a
formar parte de los conocimientos que previamente se tenfan para que en su
momento puedan ser usados en la solucion de futuros problemas de la misma 4rea

o de otras 4reas del conocimiento.
Nuestro ejemplo puede sentar bases para resolver problemas como:
Encontrar la ecuacion de la elipse con centro en el origen, vértice en (0,-5) y pasa
5
por el punto ( -2-\/5, 5).
XVI.- Abstraccién de Principio y Procesos.

La abstraccién de principios y procesos asi como la generaiizaci(')_n de
resultados es una habilidad que puede generarse en la solucién de problemas, ya
que al llegar a una solucion por determinado proceso estimula la pericia del

alumno para poder establecer analogias con otros problemas.

XVII.- Comunicacion de Ideas.

Esta habilidad es de suma importancia en un trabajo en equipo, ya que los
estudiantes deben tener la posibilidad ‘de explicar con sus propias palabras el
significado que le dan a los conceptos y la manera que los aplican en diferentes

contextos.
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El poder expresarse con sus compafieros les da la oportunidad de
interactuar con los objetos y tener un proceso de acomodacién en sus ideas yesen
esta habilidad donde creo que el alumno alcanzaria el proceso de construccion del

conocimiento.

Es el momento en que el alumno pondrd en practica los conocimientos
tedricos adquiridos mediante acciones concretas que inician en su mismo equipo
de trabajo y que posteriormente podran trascender a éste en acciones dentro de su

entorno.
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El Marco Operativo y Resultados.

El anilisis de los problemas planteados en el problemario a través del
enfoque del constructivismo y resolucién de problemas tal y como lo concibo,
requiere solamente de reflexionar sobre nuestra préctica docente y entender que
nuestra didactica debe tener un cambio en el sentido de encaminarla a situaciones
probleméticas y a promover el dialogo entre los estudiantes y los estudiantes y el

profesor.

Si bien no hay disefios de problemas que respondan adecuadamente a la
ensefianza via Resolucién de Problemas, con nuestra reflexién sobre los ejercicios
que proponemos a nuestros alumnos podemos generar problemas interesantes y
motivar a los alumnos para generar conceptos; y tener presente que la Resolucién
de Problemas se encuentra en todo el proceso de la ensefianza y no sélo al

finalizar un tema.

Otro aspecto importante es analizar que no sélo el profesor es el que debe
motivarse en la resolucion de problemas sino también analizar en qué condiciones
esta el alumno para poder resolver problemas, no es necesario poner problemas
sofisticados, muchas veces los ejercicios mis sencillos ya son problemas para los

alumnos.

Entonces el papel de la Resolucién de Problemas en el aprendizaje debe
entenderse como un comnponente importante que ayuda a los estudiantes a hacer
matematicas porque los involucra en el proceso reflexivo y en el uso de
conocimientos previos, no importando el nivel académico que tengan siempre se
podré generar en ellos aprendizajes 6ptimos; con esto quiero decir que debemos

tener en mente que todos los estudiantes pueden aprender.
Por otra parte ¢l Constructivismo ha sido frecuentemente criticado con

. fundamentos sélidos, pero el enfoque de esta propuesta, es hacer conciencia de

que el Constructivismo nos ayuda a entender nuestro papel como docentes ya que
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nos aporta una serie de herramientas que podemos aplicar para la organizacién de
nuestra practica docente y tener presente siempre que es preciso que el sujeto
actie sobre el objeto de forma fisica y mental, que conforme avance en esta
interacci6n los conocimientos se vuelven mas complejos. Esta interaccién puede
realizarse en forma individual, trabajo colaborativo o grupal y también debemos
tener en mente el sentido que nuestros alumnos le dan a su aprendizaje, esto es, el

interés que podemos despertar en ellos para lograrlo.

Esta propuesta pretende ser una guia que oriente al profesor en qué
reflexionar sobre su prictica docente para elaborar material didictico para sus

estudiantes.

Y la puesta en practica del material didactico en el salén de clase requiere
que el alumno trabaje en forma individual y en equipo; en ambos casos es muy

importante que el profesor evalie estas actividades en el momento indicado.

El profesor deberd promover un ambiente cordial y de respeto en el salén
de clase animando a sus alumnos a explorar cualquier idea para la solucién de los

problemas v para la construccién de sus conocimientos.

Paralograr esto es necesario en primer lugar establecer las premisas bajo
* las cuales de regirén las actitudes de los alumnos y el profesor dentro del salén de

clases, como por ejemplo:

- Todas las personas en el salén de clases incluyendo al profesor
deberan tratarse con respeto.
- Nadie tiene derecho a interrampir el proceso de ensefianza,

aprendizaje

Y establecer claramente la forma en que se evaluara el curso, como por

ejemplo:
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- Todas las tareas seran individuales, se revisardn en la clase siguiente
y se marcardn con una firma, se aclararin dudas y las tareas con

firma contaran el 12 % de tu calificacién total.

Asi mismo también deberd invitarlos a resolver los ejercicios conceptuales

y pricticos de manera individual y los colaborativos y de reto en trabajo en equipo

o grupal.

El trabajo en equipo ha sido muy cuestionado desde distintos enfoques,
para la puesta en practica del problemario, es necesario que los alumnos trabajen
en forma cooperativa en grupos pequefios, que se esfuercen por que todos los

integrantes dominen el material asignado.

Para que el profesor pueda lograr esto, debe estar pendiente desde el lugar
adecuado, la distribucion de las sillas, etc., hasta hacer que los alumnos sientan
que estan vinculados entre si de manera que uno no puede iriunfar a menos que

todos los integrantes de su equipo triunfen en sus objetivos.

El material did4ctico ya elaborado es una ayuda fundamental para lograr

esto, ya que el profesor contara con:

* Un material estructurado para trabajar en equipo (ejercicios colaborativos).
* Lecciones adaptadas para el aprendizaje cooperativo acorde a los programas.
e Conocer de antemano qué problcmas pueden causar dificultades en qué tipo

de alumnos e intervenir de manera eficiente.

En el proceso del trabajo en equipo, como ya mencioné, la habilidad de
comunicacién de ideas se da cuando el alumno explica verbalmente cémo
solucionar problemas, conversa acerca de los conocimientos adquiridos y vincula

el aprendizaje presente con el pasado.
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Para lograr esto es necesario desarrollar estrategias en donde los alumnos
desarrollen todos sus potenciales, Howard Gardner ha encontrado que cada
alumno sobresale en dos o tres o siete tipos de inteligencia, en esta tesis no las
explico, per6 si las tomé en cuenta para desarrollar as actividades de aprendizaje,

como por ejemplo:

- Exposicion de acetatos

- Hacer graficas, buscar definiciones en los libros, hacer notas sobre
lo visto en clase, etc.

- Colocar (los alumnos) las mesas adecuadamente para poder hacer su
trabajo en equipo y cuando terminen volver a ponerlas en su lugar.

- En ocasiones poner misica para que el alumno tenga un ambiente
adecuado a su contexto para realizar sus trabajos.

- Poner a los alumnos alguna vez a discutir problemas no
necesariamente de la materia.

-  Etc.

También es necesario que en el salén de clase se fomenten cierto tipo de valores

como el respeto y la responsabilidad.

La responsabilidad individual es un valor que puede ser fomentado en el
trabajo en equipo. Cuando un alumno sabe quién necesita de su apoyo y ayuda
para completar de mejor forma el trabajo asignado y sabe que no puede aprender
por el trabajo de los demads, estd adquiriendo una responsabilidad individual
* dentro de un grupo de trabajo. Este valor se puede fomentar si el profesor califica
el trabajo en equipo y al dia siguiente indica cuédles fueron los errores que se

cometieron.

En este punto se debe tener mucho cuidado, ya que el alumno puede caer
en el individualismo (de querer hacerlo s6lo para que el trabajo salga bien) o en la
competencia (competir con sus compafieros haciendo solo unos éuantos ejercicios

y querer demostrar con la calificacion que sélo éstos son los que estan bien sin
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importarle el trabajo de log demds). Entonces €s necesario fomentar también
habilidades que permitan a] alumno relacionarse de manera eficiente en sy grupo
de trabajo tales comg: crear confianza, comunicarse, saber mandar, tomar

decisiones, comportarse dentro de un grupo, etc,

Los sociblogos han descubierto que cuando los estudiantes realizan trabajo
en equipo, los alumnos que tienen capacidades tienden a contestar més preguntas
Y €n consecuencia aprenden mas y los que tienen menos aprenden menos.
Elizabeth Gen ha descubierto formas pricticas de combatir este problema, ha
descubierto que si los grupos son heterogéneos y a cada integrante se le asigna a

una funcién especifica para realizar, tienden a interactuar €n mayor igualdad.

En el problemario, los ejercicios estin disefiados para que después de
formarse el equipo heterogéneo, de manera natural, se distribuyan los alumnos los
ejercicios de acuerdo a sug capacidades (ellos mismos eligen qué problema

resolveran).

Es muy importante, para lograr las habilidades antes mencionadas, que el
profesor se involucre en cada €quipo para supervisar el trabajo, aclarar dudas y

encamninar a los equipos a una discusién final de log problemas elaborados,

Cuando esto se logra, se pueden establecer metas en un grupo de trabajo y

obtener éxito.
En conclusién, cuando s€ trabaja en equipo:

* Los estudiantes construyen, descubren, transforman y amplian sus
conocimientos,

* Los profesores se esfuerzan por desarrollar iag habilidades de los estudiantes.

® Los profesores ¥ estudiantes trabajan Jjuntos, '

* Se construye el conocimiento.

* Seresuelven problemas
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Un material didéctico elaborado, como se indicé, se pretende que se
trabaje de esta forma. A continuacién expongo de qué manera se podria planear
un trabajo en equipo tomando como base el material didactico “Practica

Matematica IV”.

Para resolver los Ejercicios Colaborativos marcados en el problemario, la
Planeacion podria partir de las siguientes preguntas:
1. (Cudles son los objetivos académicos para este trabajo? Estos se sefialan en el

problemario al inicio de cada subtema.

2. (Cudl serd el tamafio de los equipos? Segun el nimero de alumnos que se

tengan, pueden ser 3 4.

3. (Como se eligen los alumnos para cada equipo? El profesor debers tomar esta
decisién dependiendo de las caracteristicas de sus alumnos, es recomendable

poner alumnos en cada equipo que:

® Tengan conocimientos algebraicos.
¢ Sean ordenados.
® Dominen los conceptos anteriores.

® Sepan organizar el equipo.
De esta forma se obtendra un equipo heterogéneo.

4. ¢Que responsabilidades se asignaran a cada integrante del.equipo? El profesor
lo decidira segin los caracteres de sus alumnos.

5. Q,Qué conocimientos previos deberan tener los alumnos antes de realizar este
trabajo? Los ejercicios conceptuales del tema los marcan.

6. ¢(Coémo supervisar en cada equipo que cada miembro del grupo tiene la

responsabilidad de aprender y que todos los miembros del grupo también
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aprendan? El Profesor debera estar muy pendiente del trabajo de cada equipo,

su funcionamiento y sus dudas.

7. ¢Como se calificara este trabajo en equipo y qué porcentaje representara en su
evaluacion final? Esta parte es de suma importancia para el alumno, ya que al
verse premiado por una calificacion de equipo que ayude a su calificacién

final, lo motivara a superarse clase a clase.

8. (Como se dara la retroalimentacién de los resultados obtenidos del trabajo?
Es muy importante que el profesor califique inmediatamente el trabajo en
equipo y a la clase siguiente lo entregue a sus alumnos, esto ayudara al
profesor a retroalimentar las deficiencias y al alumno a darse cuenta de los

errores cometidos y corregirlos oportunamente.

9. ¢Qué conceptos puede descubrir por si mismo el alumno con este tipo de
problemas? El trabajo en equipo puede dar muchas sorpresas. Cuando los
alumnos analizan ideas juntos descubren que el conocimiento acumulado
puede llevarlos a una explicacion logica de nuevos conocimientos y sus
preguntas pueden tomar diversas dimensiones; esto fomenta habilidades en el
estudiante que le permitiran continuar aprendiendo y construyendo su

entendimiento.

10. ;Qué ejercicios individuales se pueden dejar de tarea para cada integrante del
equipo después de haber elaborado este trabajo en equipo? Pueden ser
algunos ejercicios pricticos o bien, ejercicios de reto, dependiendo del éxito

obtenido en el trabajo en equipo.

Parecieran cosas triviales exigir un tipo de cuademo adecuado a la materia, pero
esto es importante en la formacién det alumno porque implica orden y limpieza.
Establecer los formas de evaluacion y respetarlas implica respeto y cumplimiento,

Interesarse en el trabajo de los alumnos cuando éstos trabajan en equipo implica
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valorar el trabajo de los demés y compartir esfuerzos etc. Todo esto nos lleva a un

valor importante: La Honestidad.

Para los ejercicios colaborativos (Fichas) se requiere un félder para que un
integrante del equipo se responsabilice en archivarlas y tenerlas en orden de tal
suerte que si algun miembro del equipo las requiere para estudiar siempre estén en

orden.
Para las auto evaluaciones se requiere copiarlas en una hoja aparte para

que sean evaluadas por el profesor y posteriormente el alumno corregira errores,

las pegard en un cuaderno para poder estudiar posteriormente.
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Resultados.

La validacién, es otro de los rubros en la educacién que se debe tratar con mucho
cuidado, en primer lugar lo que hice, como ya lo habia mencionado, fue compartir
el problemario con tres profesoras que imparten esta materia y pedirles que lo

aplicaran con sus alumnos, asimismo yo también lo apliqué.

En segundo lugar en Ia aplicacién de la propuesta fui haciendo las anotaciones
correspondientes de los comentarios de los alumnos y de las profesoras, las

correcciones al problemario Y 1as soluciones a algunos problemas

términos de estimar a calidad de la educacign aplicando esta propuesta, y no la
validacién en términos de analizar los resultados obtenidos después de aplicar
alglin examen que midiers lo aprendido por los alumnos después de que
resolvieran este problemario, la validacién implicaria una investigacion cualitativa

Y uno de los principales sutores ¢s Peter Woods,

Y atin mas complejo, si esto se diera, los maestros suelen actuar por intuicién; lo
cual descansa sobre upa sélida base de conocimientos y en este sentido, dice

Woods, existe una "certeza abierta Yy una imperfeccién cerrada",

Entonces, para fundamentar estas situaciones ] profesor puede utilizar
técnicas etnograficas para evaluar su trabajo orientarlo ¥y controlario.
i

Al enfoque cualitativo se le ha acusado de ser demasiado subjetivo,

principalmente Porque actia como un instrumento para ia recoleccién e



interpretacion de los datos y porque promueve el contacto personal y la cercania

con las personas y situaciones observadas; esto plantea dos importantes preguntas:
a).-;;Cémo podemos estar seguros de la generalidad?

b).-;Cémo podemos estar seguros de que lo que se descubre sea un producto

auténtico y no permeado por la presencia del investigador?
Hay dos enfoques diferentes de la etnografia:

1) Los que ven este tipo de investigacién como ideografica, sélo descriptiva de
situaciones particulares y que la informacién descubierta no esta respaldada por

la valoraci6n estadistica (Holisticos).

2) Los que consideran esta investigacion monotécnica, es decir generalizadora,

comparativa y tedrica a partir de areas de interés.
Seguin el autor estas dos corrientes no son excluyentes, ya que se puede tener una
descripcién rica e intensa y a la vez generalizada.

En este sentido creo que los resultados que obtuve fueron Holisticos, porque la
educacién es un asunto de experiencia tanto del alumno como del profesor y se
orienta hacia la integridad del proceso educativo: Considero que el aprendizaje es
un proceso natural y que los profesores necesitamos autonomia para disefiar
propuestas educativas apropiadas para las necesidades de nuestros alumnos en
turno y el tener una propuesta base que permita esta autonomia ayuda mucho al

profesor .
De entre los resultados obtenidos al aplicar este problemario, puedo mencionar los

i

siguientes:
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En los alumnos al término del curso:

e Los alumnos se adelantaban con los temas porque ya sabian de qué forma se
tenjan que estudiar y estaban pendientes a las respuestas de los ejercicios

conceptuales.

¢ Podian reconstruir sus apuntes con las preguntas conceptuales y la ayuda de la

bibliografia correspondiente.

¢ Hubo més comunicacién y confianza entre ellos y su profesor .

¢ Cuando se les aplicé un examen tradicional de Geometria Analitica, tardaron
mas tiempo en contestarlo, pero las preguntas que lograron contestar, fueron
correctas.

¢ Trataban de resolver los ejercicios de reto sin que se los indicara.

¢ Hubo dudas de cursos anteriores que en este curso se pudieron aclarar y que los

alumnos comprendieron para dar forma a sus conocimientos anteriores.

Posteriormente me pregunté: ; Qué pasa con los alumnos que tomaron este
curso, un semestre después ?, § qué conocimientos conservan ?. Para contestar las
preguntas seleccioné una muestra de cinco de estos alumnos y les apliqué el

siguiente examen:
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Examen de Investigacién

Nombre:

- Periodo en el que cursaste Geometria Analitica:

Fecha de aplicacion del Examen:

1.- Determina el area del triangulo cuyos vértices son:
A(-3,7) 8(-3,1) C(5,1)

2.- Determina Grafica ¢ Algebraicamente las coordenadas del circuncentro del

tridngulo con vértices en:

P(-2,-3) Q(1,4) R(3,-1)

3.- Indica qué tipo de cénicas son las siguientes:

a) x* -2x+4y-5=0

b)2x* -3y? +4x+9y-12=0

c)4x’ +9y’ +8x-27y-3=0

4.-Cuéntos sistemas de coordenadas conoces, menciona las caracteristicas de cada

uno ¥y su utilidad.
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Los resultados fueron en general:

Para la 1° pregunta no trataran de usar férmula alguna, dibujaron el tridngulo en

un plano de coordenadas y a partir de este dibujo calcularon el 4rea.

Para la pregunta 2 construyeron las mediatrices y encontraron graficamente una
aproximacioén de las coordenadas del circuncuentro. Algunos trataron de encontrar

las ecuaciones de las mediatrices para encontrar el circuncentro..
Para la pregunta 3, contestaron que las tres eran ¢Onicas porque las ecuaciones
eran de 2° Grado y en términos generales dijeron el tipo de conica que

representaba.

Para la pregunta 4, sdlo dos recordaron que ademas del plano cartesiano, se puede

contar también con el plano polar, mencionan el plano tridimensional.
En los profesores:

Realicé una encuesta con compafieros que se apoyaron en el problemario,

obteniendo las siguientes respuestas :

(De que forma te ayud6 el problemario para preparar tus clases?
¢ Al inicio de cada capitulo, en los objetivos y temas que se deben de dar,
sirve mucho de guia para preparar las clases de forma ordenada y con una
secuencia logica. También, la secuencia de los ejercicios sirve mucho, por
ejemplo, los primeros sirven para comprender conceptos basicos de ellas para

que cuando se ven conceptos mas complicados, se entiendan mucho mejor .

* La secuencia de los ejercicios ;, Como la entendiste?
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Al principio sirven para indagar definiciones, o encontrar elementos al graficar ,
entender la logica de los conceptos. Més adelante van incrementando en dificultad
y variedad hasta llegar a los ejercicios de reto que implican cierto grado de

conecimiento y dificultad.

* En general, {Cémo utilizaste los ejercicios?
Al principio de un tema, para indagar alguna definicién, caracteristicas, ecuacion,
grafica; mas adelante para generalizar un resultado y después para ejercitar, los

gjercicios colaborativos para trabajos en equipo asi como los de reto.

* ; como crees que apoyaria la bibliografia existente de Geometria Analitica

al problemario?

-Como complemento uno del otro, pues la bibliografia existente trae teoria que
serviria de apoyo al problemario y viceversa, ya que los libros no traen ejercicios
suficientes y ordenados,

* ; Qué defectos le encuentras al problemario ?
Siento que cada capitulo trae muchos apartados que por su nombre no son faciles
de citar por dar una tarea, por ¢jemplo, traen “Ejercicios Pricticos”, “Ejercicios
Colaborativos”, “Ejercicios de Reto”, “Auto evaluacién”, etc. Entiendo la razén
de cada uno de estos, mas corto o por ejemplo incisos.

¢ ;, Qué modificaciones sugieres para el problemario ?

ademas de los comentarios anteriores, poner los resultados a los gjercicios y més

graficas.
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e ; Crees que con algunas modificaciones este problemario sirva de apoyo a

los profesores que imparten la materia por primera vez ?

Si, bastante.

. Comentario en general.

Me parece un gran apoyo para el curso en general, los ejercicios estdn bastante

bien y la légica y orden del mismo estd pensado, a mi parecer, muy bien.

Conclusiones.

En términos generales sobre una propuesta didéctica.

- Es importante volver a decir que para elaborar un material didactico
lo primero que se debe conocer es el programa global y las unidades
que lo componen en particular y con base a los conocimientos del

profesor construir su planeacion.

- Tener una comunicacién afectiva entre los profesores para socializar

este modelo de planeacion.

- Aplicarlo en el salén de clase para darse cuenta de cuial pudiera ser

la mejor metodologia.
- No podemos dar una respuesta concreta sobre cierta didactica hasta

que la hayamos vivido, pero si podemos valorar la estructura de

ésta.
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- Una propuesta facilita la comunicacién con los profesores de nuevo
ingreso.

- Una propuesta abre la posibilidad de recibir aportaciones de otros
profesores y de ofras corrientes metodolégicas que posiblemente

puedan complementarla.

- No existen recetas para poder impartir una clase, hay sugerencias y
siempre se aprenden nuevos enfoques de las experiencias de otros

profesores.

- Es dificil establecer comunicacién con otros profesores y

convencerlos de llevar cierta Metodologia.

- Dejar que un profesor imparta libremente un tema no es bueno ya .
que los enfoques y profundidad que se les dan son distintos, es
necesario entonces minimamente tener metas comunes aunque los

contenidos sean flexibles.

- Es importante que una metodologia tenga propuestas académicas y

propuesta para su desarrollo.

- Es util discutir trabajos realizados por profesores y no sélo los que

hacen los grandes autores.

- Es importante desarrollar ademas de habilidades, valores y actitudes

en nuestro ambito de trabajo.

- El trabajo colaborativo es muy importante para que el alumno

desarrolle su inteligencia intrapersonal e interpersonal.

¥

En el problemario en particular que aqui prbpongo.
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interactivo, no hay que asumirlos como personas esperando

pasivamente la verdad del profesor y del libro de texto.
Los estudiantes hacen uso de una gran variedad de habilidades,

muchas veces desconocidas por el profesor para experimentar y

entender la materia.
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INTRODUCCION.
¢ Por Qué Escribir?

Todos los profesores tenemos la necesidad de tomar cursos para actuatlizarnos; en uno
de estos cursos, nuestro instructor coments lo importante que seria atrevernos a
publicar nuestro trabajo diario con los alumnos y ponerio a la consideracion de nuestros

compafieros.

Este comentario fue un reto y después de pensarlo mucho nos decidimos a publicar
este material, que es el producto.de impartir geometria analitica durante algunos afios.

¢ Que es Geometria Analitica?

En la geometria analitica estan estrechamente conectados los conceptos algebraicos y
los conceptos geomeétricos, por lo que cualquier problema que se planteé en esta rama
de las matematicas se podra resolver, en forma geometrica para tener una
aproximacion al resultado o en forma algebraica para tener precisién en él. Es por esto
que la Geometria Analitica resulta un método muy fértil tanto para resolver problemas
como para descubrir nuevos resuitados.

7(;Qué contiene Practica Matematica IV?

Practica Matematica IV esta dividida en una seccion inicial llamada “Lo Que Debes
Saber Para Este Curso” y diez capitulos: Sistema de Coordenadas Rectangulares,
Linea Recta, Circunferencia, Parabola, Elipse, Hipérbola, Transformacién de -
Coordenadas, Analisis de Curvas Algebraicas, Sistemas de Coordenadas Polares y
Desigualdades.



La Seccidn Inicial “Lo Que Debes Saber Para Este Curso” es optativa y dependera de
las necesidades del grupo, ya que aqui se proporcionan una serie de ejercicios
algebraicos y aritméticos basicos para la mejor comprensiébn de los capitulos
posteriores. Cada uno de los capitulos contiene: Un Bosquejo Histérico donde se
muestra un pequefio fragmento de la historia referente al capitulo. Nombre del
Capitulo y los Contenidos o Subtemas del Capitulo. Objetivos de cada subtema, con el
propdsito de que desde el inicio se conozca qué es lo que desea que se aprenda.
Ejercicios Conceptuales para cada subtema, en donde se pretende que poco a poco se
construya el aprendizaje necesario para resolver los Ejercicios Practicos que son los

ejercicios que tradicionalmente se resuelven en clase o de tarea. Ejercicios
Colaborativos cuyo fin es propiciar el trabajo en equipo, ya que son ejercicios
laboriosos que requieren de cooperacién entre los alumnos para su rapida solucién,
Ejercicios de Reto, son ejercicios optativos con un mayor grado de dificultad a los
ejercicios practicos y colaborativos y para su solucién se requiere de ingenio, manejo
de contenidos, procesos y habilidades. Ficha integradora para cada capitulo es la

tradicional guia de estudio, que engloba todos los subtemas del capitulo en cuestién.
Autoevaluacion, es un examen que permite la autoevaluacién sobre los conocimientos

adquiridos en cada capitulo.



“LO QUE DEBES SABER PARA ESTE CURSOQ”

Para tener éxito en este curso tienes que saber los siguientes conceptos:

a) Medicidén de un segmento.

b) Operaciones elementales con los numeros reales (suma, resta, multiplicacién,
divisién y raiz cuadrada).

c¢) Desarrollo de un binomio al cuadrado.

d) Resolver ecuaciones de 1° y 2° grado (por factorizacién, completar cuadrados y
férmula general).

e} Simplificar radicales.

f} Resolver ecuaciones simultaneas 2 x 2 y 3 x 3.

g) Teorema de Pitagoras

h} Funciones Trigonométricas.

iy Angulos notables.

j) Desigualdades lineales.

1) Mide los siguientes segmentos usando como unidades cm, cuadritos y mm.

/

a) ¢La longitud del segmento depende de la unidad con que midas?.
b) ¢Las medidas obtenias con cm, mm, 6 cuadritos de lasg longitudes son equivalentes?
2) Simplifica

a)3+5(2-7)=

b) 3+%(2 —(=9)) =



|
“SISTEMA DE COORDENADAS RECTANGULARES”

BOSQUEJO HISTORICO:
El hallazgo consistente en fijar la posicién de un punto en el plano asignandole dos
nimeros (coordenadas) que expresan su distancia a dos lineas ‘perpendiculares entre

si, fue enteramente de Descartes (1569 - 1650).

Descartes no habla de ejes, ni de abscisas ni de ordenadas, y mucho menos de
coordenadas; sélo utiliza una recta en posicion horizontal gue-a veces llama diametro.

L'Hospital (1661-1704) introdujo a fines del siglo XVII los dos ejes, no necesariamente
perpendiculares y di6 signos a las coordenadas solamente para el primer cuadrante.

Newton (1642-1720) merece particular. mencién por ser el primer matematico que en
+ realidad consider¢ los signos de los ejes coordenados.

CONTENIDO:

1) Coordenadas Rectangulares

2) Distancia entre 2 puntos

3) Area de un triangulo

4) Division de un segmento rectilineo en una razén dada.

5) Lugar Geométrico.
l.1.- COORDENADAS RECTANGULARES




OBJETIVO:

¢ El alumno reconocera la necesidad de localizar puntos, utilizando para ello un plano
de coordenadas rectangulares como uno de los sistemas existentes.

EJERCICIOS CONCEPTUALES

1) ;Qué es un sistema de coordenadas rectangulares?

2) ;Qué elementos tiene un sistema de coordenadas rectangulares?
3) ¢ Qué son las abscisas?

4) ;Qué son las ordenadas?

5) ;Qué significa ordenada al origen?

6) ¢ Qué significa abscisas al origen?

7) ¢ Qué representa en el plano coordenado el punto P(x,, y,)?

EJERCICIOS PRACTICOS.

1. Localiza en un solo plano de coordenadas los siguientes puntos:
a) B(5,4), C(-4,-3), D(1.0}.
b) Py(-4,-2), P(-6,4), P40, -4), P4(5,5)

APA2.2) Q-2.2) RO-T VG, VTS
B A00), A1), A2 Ad-3) Aﬁ(g,-sx AL 9

e)P(J——) Q(— _J3), R(0442), S(— 3 0y, X2, %), 2(-‘0—5,\/32)



EJERCICIO COLABORATIVO:

Para hacer los siguientes ejercicios necesitas hojas de papel milimeétrico, escuadras y
un fapiz con punta muy fina.

Traza un sistema de coordenadas, localiza los puntos y Unelos en el orden que se dan
por renglén, al concluir obtendras una figura., (colorea si lo deseas)

1) (-7,1), (-7.5), (-6.5,7.5), (-5,9), (-3,9), (-1,7), (-3,7), (-3,5), (-5,3), (-5,1), (-3,.1),
(1,-3), (9,.3), (1,5), (-3,5) corte {-7,1),(-5,-3), (-1,-5), (3,-5), (7,-9), (5,-3) corte
(-1,7). (-3,8) corte (7,-9), (4,-4) corte (2,0}, (-1,2.5) corte (2.5,-2), (-2,5.2) Fin.

2) (-14,-8), (4,-8), (6,-6), (7,-4), (7,0), (2,10), (2,12), (3,14) corte (2,15), (3,14),
(6,14), (7,15), (10,16), (7,17), (5,18), (4,18), (2,17), (0,13), (0,9), (3,3), (3,1},
(1,-1) corte (4,16), (5,16), (5,17), (4,17}, (4,16) corte (7,15}, (6,16), (7,17) corte
(6,16), (10,16) corte (3,1), (2,3), (-4,9), (-6,10), (-10,14), (-10,9) corte (-2,2),
(-8,8), (-10,9), {-14,13), (-14,9), (-13,8),- (-15,9), (-12,6), (-15,7), (-11,3),
(-14,4),(-8,-2), (-5,-3) corte (-8,-2), (-8,-3), (-9,-2), (-9,-3), (-10-2), (-10,-3),(-11,-
2), (-11,-3) corte (-10,-4), (-12,-3), (-10,-5), {-12,-5), (-10,-6), (-11,-6), (-10,-7),
(-11,-7), (-10,-8) corte (8,6), (12.,6) corte (10,2), (16,2) corte (8,-4), (11,-4) corte -
(5.-7), (8,-7) corte (-6,-10), (-2,-10) corte {2,-12), (6,-12) corte (-18,-4), {-14,-4)
Fin.

EJERCICIOS DE RETO

Para realizar los siguientes ejercicios s6lo necesitas lapiz y papel, regla sin graduacion
y compas.
1) Localiza en un plano de coordenadas el punto (¥2,0)

2) Localiza en un plano de coordenadas el punto (-2, V3)
i

- 5 2
3) Localiza en un plano de coordenadas el punto (—J—g— ) _ﬁ)




1.2.- DISTANCIA ENTRE 2 PUNTOS.
OBJETIVOS:

» Elalumno inducira la formula para calcular la distancia entre dos puntos

e El alumno calcularda la distancia entre dos puntos mediante la férmula
correspondiente y comprobara su resultado graficamente

¢ El alumno valorara la importancia de ésta en la solucién de problemas matematicos

que se le presentara posteriormente.
EJERCICIOS CONCEPTUALES.,

1) En un plano de coordenadas localiza los puntos P,{(1,3) y P.(5,6), Unelos con un
segmento de recta. ; Cuanto mide el segmento PP, ?

2) Encuentra las longitudes de los siguientes segmentos en las unidades que creas
mas adecuadas.

W
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b} AY

v

EJERCICIOS PRACTICOS.

1) Encuentra la distancia AB, donde A(-5,-2) y B(4,7)
2) Sean los puntos P(3,-4), Q(-5,0) encuentra PQ.
3) Encuentra el perimetro de los triangulos cuyos vértices son:
a) A(0,0) B(6,2) C(1,5)
b) P(-3,1) Q(2+3,-2) R(2+/3.4)
c) P(-1,1) Q(6,-2) S(4,3)
d) T(5,4) R(8,9) S(5,2)
e) A(-3,5) B(3,-2) C(5,-3)
f) A(6,2) Ay(2,-3) A{-.2,2)

4} Indica qué tipo de triangulos son los anteriores.

5) Demuestra si el poligono cuyos vértices son A(4,2) B(7,5) C(5,8) D(2,5) es un
cuadrado o un rectangulo.

6) Hallar, el perimetro del poligono ABCDE que tiene como vértices A(-3,0) B(0,-1)
C(3,1) D(1,4) E(-2,2). '

7) Dados los puntos A(3,-4) B(5,2) C(1,3) demuestra si se cumple la ecuacion
AC+ AB = BC

8) Sean P,(1,5}, P,(x,2) y entre P, y P, hay 5 unidades, encuentra el valor de x.

9) Si P(x,4) es equidistante de A(5,-.2) y B(3,4) encuentra el valor de x.

10) A(3.y). B(7,4) y d(A,.B)=5  Encontrar el valor de y.

11




11) P(6,3), Q(-1.y) ¥ d(P,Q)=+65 Encontrar el valor de y.
12) Hallar el punto sobre el eje Y que es equidistante de (-4,-2) y (3,1)
13) Determina si los siguientes puntos forman un triangulo 6 son colineales.

a) (-2,-1}(7,8) (3,3)
b) (4,2) (7,0) (4,-3)
¢} (0,0) (-3,-3) (2,2)

EJERCICIO COLABORATIVO

1) Determina si los tres puntos citados son los vértices de un triangulo rectangulo
(9,6), (-5,4), (7,10)
2) Encuentra la cantidad desconocida
P.a, a), P,(1,4), 5.7, = 5
3) Calcula todos los valores posibles de “y” para que (5,8), (-4,11) vy (2,y) sean fos

vértices de un trianguio rectangulo.
4) En la siguiente figura se presenta un plano. ¢ Cuantas unidades hay entre Py Q7

i

%‘/

EJERCICIOS DE RETO.
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1) Encuentra las coordenadas del vértice C(x, y) del triangulo equilatero ABC, donde
A(4,1)y B(5,1)

2} Genera una familia de triangulos isésceles que tengan como base el segmento 4B
donde A(-6,2) y B(-3,2)

1.3.- “AREA DE UN TRIANGULO"

OBJETIVO:

* El alumno calculara el area de un tridangulo dados 3 vértices de éste, utilizando para

ello el concepto de distancia y el método de determinantes. Asi mismo, generalizara

~ el concepto del calculo de area de un tridngulo, para el célculo del area de cualquier
poligono.

EJERCICIOS CONCEPTUALES.,

1) ¢ Qué significa calcular el drea de una figura plana?
2) Cuales son las férmulas para calcular el area de:
a) triangulos  b) cuadrados c) rectdngulos  d) poligonos regulares
3) ¢Como se calcula el area de un poligono irregular.?
4) Cual es la formula que se utiliza para calcular el area de un triangulo, conociendo

Unicamente las medidas de sus lados (férmula de Herén).
EJERCICIOS PRACTICOS

1) Calcular el area de los siguientes triangulos
a) P(-2,3) Q(1,6) R(3,-4)
b) A(3,-2) B(7,0) C(-1,5)
c) A(-1,3) B(2,7) C(5,6)
d) E(2,-3) F(7,4) G(5.-3)
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2) Calcular el perimetro y el area del triangulo cuyos vértices son A(-3,4) B(6,4)
C(6,-5).
3) Calcular el area del cuadrildtero cuyos vértices son: A(4,2) B(7,5) C(5,8) D(2,5).

EJERCICIOS COLABORATIVOS:

1) Calcular el perimetro y el drea de los siguientes tridngulos cuyos vértices son:
a) A(-3,7) B(-3,1) C(5,1)

) A3.8) B2.3) C1,3)

2) Calcular el area del poligono irregular cuyos vértices son A(-5,2) B(4,2) C(7,0)
D(4,-3) E(-5,-3)

3) Calcular por dos métodos distintos el area del tridngulo cuyos vértices son:
A(-2,-3) B(-3,4) C(4,3)

EJERCICIOS DE RETO:

1) El triangulo cuyos vértices son: A{x,, ¥1) B(Xy ¥2) Y C(X,, ¥a) lo graficamos como se
indica en la figura

14
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c) —Z—;(—3—2)=

d)(4-5)+(7-(-5)=
e)(-2-7¢+[9~(-3)]=
5*3

2

e

g) 1 1 =
_+—
2 3

h) v36+81 =
) V(=3)* +(-4)* =

) V-9 +3B-(-6)*) =

f)

3) Resuelve las siguientes ecuaciones y comprueba los resultados:

a) x=5—%(3-—(—2)) ’
3
b) —9=—7+g‘[x—-(—1)]
3
€) =3=y+-(4-y)

6) 7= -2+ (2 (-7
) 7 =5 +r@-(-T)

e) (x-22 +(5- (- 7)) =313
0 (9+3F+@-yP=37

9) V(4-6) +(2-y) =4

h) x—7 = J(x = (=2))? + (3-5)?




e e

9) Realiza la siguientes Operaciones con radicales:
a) V5 +/6 + /80 =
b) /50 — 75 ++108 - 72 =
) VI2+48 - 72 + 18 =
d) 3-v5)% +(¥5-4) =

&) {(1- V2 +[2—(;\/5)]’ =




i
“SISTEMA DE COORDENADAS RECTANGULARES”

BOSQUEJO HISTORICO:
El hallazgo consistente en fijar la posicién de un punto en el plano asignandole dos
numeros (coordenadas) que expresan su distancia a dos lineas ‘perpendiculares entre

si, fue enteramente de Descartes (1569 - 1650).

Descartes no habla de ejes, ni de abscisas ni de ordenadas, y mucho menos de
coordenadas; sélo utiliza una recta en posicién horizontal que a veces llama diametro.

L'Hospital (1661-1704) introdujo a fines del siglo XVII los dos ejes, no necesariamente
perpendiculares y di6 signos a las coordenadas solamente para el primer cuadrante.

Newton (1642-1720) merece particular mencién por ser el primer matematico que en

- realidad consideré los signos de los ejes coordenados.
CONTENIDO:

1) Coordenadas Rectangulares

2) Distancia entre 2 puntos

3) Area de un triangulo

4} Division de un segmento rectilineo en una razén dada.

5) Lugar Geométrico.
I.1.- COORDENADAS RECTANGULARES



OBJETIVO:

¢ El alumno reconocera la necesidad de localizar puntos, utilizande para ello un plano

de coordenadas rectangulares como uno de los sistemas existentes.
EJERCICIOS CONCEPTUALES

1) ¢ Qué es un sistema de coordenadas rectangulares?

2} ¢ Qué elementos tiene un sistema de coordenadas rectangulares?
3) ¢Qué son las abscisas?

4) ; Qué son las ordenadas?

5) ;Qué significa ordenada a! origen?

6) ¢, Qué significa abscisas al origen?

7) ¢ Qué representa en el plano coordenado el punto P(x,, y,)?

EJERCICIOS PRACTICOS.

1. Localiza en un solo plano de coordenadas los siguientes puntos:
a) B(5,4), C(-4,-3), D(1,0).
b) Pi(-4,-2), Py(-6,4), P4(0,-4), P,(5.5)

O Pu3.3), Q-2.2), RO~ ). V(G.75) YET.475)

B A00), AC1E) AT .2, Al -3), AlS. B ALYE, 5)

0P, A2, ROMD), S0, X2 2), 25 V)




EJERCICIO COLABORATIVO:

Para hacer los siguientes ejercicios necesitas hojas de papel milimeétrico, escuadras y
un lapiz con punta muy fina.

Traza un sistema de coordenadas, localiza los puntos y Unelos en el orden que se dan
por rengldn, al concluir obtendras una figura., (colorea si lo deseas)

1) (-7,1), (-7,5), (-6.5,7.5), (-5,9), (-3,9), (-1,7), (-3,7), (-3,5), (-5.3), (-5,1), (-3,.1),
(1,-3), (9,.3), (1,5), (-3,5) corte (-7,1),(-5,-3), (-1,-5), (3,-5), (7,-9), (5,-3) corte
{-1,7), (-3,8) corte (7,-9), (4,-4) corte (2,0), (-1,2.5) corte (2.5,-2), (-2,5.2) Fin.

2) (-14,-8), (4,-8), (6,-6), (7.,-4), (7.0), (2,10), (2,12), (3,14) corte (2,15), (3,14),
(6,14), (7,15), (10,186), (7,17), (5,18), (4,18}, (2,17), (0,13), (0,9}, (3,3), (3,1),
(1,-1) corte (4,16), (5,16), (5,17), (4,17), (4,16) corte (7,15), (6,16), (7,17) corte
(6,16), (10,16) corte (3,1), (2,3), {(-4,9), (-6,10), (-10,14), (-10,9) corte (-2,2),
(-8,8), (-10,9), {-14,13), (-14,9), (-13,8), (-15,9), (-12,6), (-15,7), (-11,3},
(-14,4),(-8,-2), (-5,-3) corte (-8,-2), (-8,-3), (-9,-2), (-9,-3), (-10-2), (-10,-3),(-11,-
2), (-11,-3) corte (-10,-4), (-12,-3), (-10,-5), (-12,-5), (-10,-6), (-11,-6), (-10,-7),
(-11,-7), (-10,-8) corte (8,6), {12,6) corte (10,2), (16,2) corte (8,-4), (11,-4) corte -
(5.-7), (8,-7) corte (-6,-10), (-2,-10) corte (2,-12), (6,-12) corte (-18,-4), (-14,-4)
Fin.

EJERCICIOS DE RETO

Para realizar los siguientes ejercicios sélo necesitas lapiz y papel, regla sin graduacion
y compas.
1) Localiza en un plano de coordenadas el punto (¥2,0)

2) Localiza en un plano de coordenadas el punto -2, V3)
i

. 5 2
3) Localiza en un plano de coordenadas el punto (ﬁ. -72—-)




1.2.- DISTANCIA ENTRE 2 PUNTOS.
OBJETIVOS:

e El alumno inducira la formula para calcular la distancia entre dos puntos

e El alumno calculara la distancia entre dos puntos mediante la férmula
correspondiente y comprobara su resultado graficamente

e El alumno valorara la importancia de ésta en la solucién de problemas matematicos

que se le presentara posteriormente.
EJERCICIOS CONCEPTUALES.,

1) En un plano de coordenadas localiza los puntos P,(1,3) y P,(5,6), unelos con un
segmento de recta. ;Cuanto mide el segmento PP, ?

2) Encuentra las longitudes de los siguientes segmentos en las unidades que creas
mas adecuadas.
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b) AY

A o x
e

EJERCICIOS PRACTICOS.

1) Encuentra la distancia AB, donde A(-5,-2) y B(4,7)
2) Sean los puntos P(3,-4), Q(-5,0) encuentra PQ.
3) Encuentra el perimetro de los tridngulos cuyos vértices son:
a) A(0,0) B(6,2) C(1,5)
b) P(-3,1) Q(2+/3.,-2) R(2+/3,4)
c) P(-1,1) Q(6,-2) S(4,3)
d) T(5,4) R(8,9) S(5,2)
e) A(-3,5) B(3,-2) C(5,-3)
f) A(6,2) A 2,-3) As(-.2,2)

4) indica que tipo de triangulos son los anteriores.

5) Demuestra si el poligono cuyos vértices son A(4,2) B(7,5) C(5,8) D(2,5) es un
cuadrado o un recténgulo.

6) Hallar, el perimetro del poligonc ABCDE que tiene como vértices A(-3,0) B(0,-1)
C(3,1) D{1,4) E(-2,2). .

7) Dados los puntos A(3,-4) B(5,2) C(1,3) demuestra si se cumple la ecuacién
AC+ AB=BC

8) Sean P,(1,5), P,(x,2) y entre P, y P, hay 5 unidades, encuentra et valor de x.

9) Si P(x,4) es equidistante de A(5,-.2) y B(3,4) encuentra el valor de x.

10) A(3,y). B(7.4) y d(A,B)=5  Encontrar el valor de y.
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11) P(6,3), Q(-1.y) y d(P,Q)=v65 Encontrar el valor de y.
12) Hallar el punto sobre el eje Y que es equidistante de (4,-2) y (3,1)
13) Determina si los siguientes puntos forman un tridngulo 6 son colineales.

a) (-2,-1) (7.8} (3,3)
b) (4,2) (7,0) (4,-3)
¢) (0,0) (-3,-3} {2,2)

EJERCICIO COLABORATIVO

1) Determina si los tres puntos citados son los vértices de un triangulo rectangulo
(9,6), (-5,4), (7,10}
2} Encuentra la cantidad desconocida
Py(a, a). P,(1.4), BF, =5
3) Calcula todos los valores posibles de “y” para que (5,8), (-4,11) y (2,y) sean los
vértices de un trianguio rectanguio.
4) En la siguiente figura se presenta un plano. ;Clantas unidades hay entre P y Q?

A

=i

EJERCICIOS DE RETO.
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1) Encuentra las coordenadas del vértice C(x, y) del triangulo equilatero ABC, donde
A(4,1)y B(5,1)

2) Genera una familia de triangulos isésceles que tengan como base el segmento AB
donde A(-6,2) y B(-3,2)

1.3.- “AREA DE UN TRIANGULO"

OBJETIVO:

 El alumno calculara el area de un tridngulo dados 3 vértices de éste, utilizando para
ello el concepto de distancia y el método de determinantes. Asi mismo, generalizara
- el concepto del calculo de drea de un trianguio, para el calculo del 4rea de cualquier

poligono.
EJERCICIOS CONCEPTUALES.,

1) ¢ Qué significa calcular el area de una figura plana?
2) Cuédles son las formulas para calcular el area de:
a) triangulos  b) cuadrados c) rectangulos  d) poligonos regulares
3) ¢ Coémo se calcula el area de un poligono irregular.?
4} Cual es la formula que se utiliza para calcular el area de un triangulo, conociendo
Unicamente las medidas de sus lados (férmula de Heré6n).

EJERCICIOS PRACTICOS

1) Calcular el area de los siguientes triangulos
a) P(-2,3) Q(1,6) R(3,-4)
b) A(3,-2) B(7,0) C(-1,5)
c) A(-1,3) B(2,7) C(5,6)
d) E(2,-3) F(7.4) G(5,-3)
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2) Calcular el perimetro y el &rea del triangulo cuyos vértices son A(-3,4) B(6.4)
C(6,-5).
3) Calcular el area del cuadrilatero cuyos vértices son: A(4,2) B(7,5) C(5,8) D(2,5).

EJERCICIOS COLABORATIVOS:

1) Calcular e! perimetro y el area de los siguientes triangulos cuyos vertices son:
a) A(-3,7) B(-3,1) C(5,1)

b) A(%,S) B(Z,%) C(—L%)

2) Calcular el drea del poligono irregular cuyos vértices son A(-5,2) B(4,2) C(7,0)
D(4,-3) E(-5,-3)

3) Calcular por dos métodos distintos el area del triangulo cuyos veértices son:
A(-2,-3) B(-3,4) C(4,3)

EJERCICIOS DE RETO:

1) El triéngulo cuyos vértices son: A(x, ¥,) B(Xa ¥2)'Y C(X, ¥s) o graficamos como se
indica en la figura
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2) Ya B8

B

X
Encuentra el 4rea del triangulo ABC tomando para ello el drea del rectangulo que se

marca con las lineas punteadas en la figura.
.4.- DIVISION DE UN SEGMENTO EN UNA RAZON DADA.
OBJETIVOS:
Dado un segmento de recta:

» El alumno comprendera graficamente el concepto de division de éste en n partes
iguales.

e El alumno de manera grafica se aproximara a las coordenadas de los puntos de
division de un segmento.

¢ El alumno inducira la féormula para la obtencion de las coordenadas de los puntos de
division de un segmento.

¢ El alumno aplicara la férmula correspondiente para el calculo de las coordenadas de

los puntos de divisidn de un segmento.
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EJERCICIOS CONCEPTUALES.

En las siguientes graficas localiza lo que se indica.

a) Las coordenadas de Q, y Q,, estas coordenadas dividen al segmento ABen 3

partes iguates, se llaman puntos de triseccion.

-2+ Q B
Q,
\A/(
- 5 b

b) Las coordenadas de t,, t,, t; y t, que dividen al segmento ABen 5 partes

iguales.
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c) Las coordenadas de P, P esle punto medio de 4%,

2) ¢ Qué es un p‘Lnto medio en un segmento?

3) En los siguientes segmentos indica la razén en Ig que esta P segln se pida.

B
a) b)
P
\
A // B

AP 4P

AB AB

P _ BP _

BA BA

AP AP

PB~ PB "~

BP BP

PA” P4~

4) ;Qué es la razén? _
) Grafica los siguientes segmentos y ubica P, segun la razén indicada.
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AP 3 7 AP 4
ST I s a3

v AP _1
BP 4 BP 8 AP gAB_3
—_— ———— —_—=2
b)BA 5 d)PA 3 f)AB

EJERCICIOS PRACTICOS

1) Encuentra graficamente las coordenadas del punto P que queda exactamente sobre
el segmento 4B y a la mitad del camino que va de A a B, donde A(-7,0)y B(3,7)

2) Localiza graficamente los puntos que dividen al segmento 4B en 3 partes iguales
con A(-5,2) B(3,7)

3) Hallar el punto P(x, y) tal que la razén de AP a AB sea igual a r, de los siguientes -

ejercicios.

a) A4(-43),B(5-1), r =%
4
b) A(-2,0) B(23), r=7
4
©) A5 B(73), r==

d) A(3,6) B(-4,0), r =;

e) 4(2,-4).B(-3,-3), r=2
4) Encontrar los puntos que cuatrisecan al segmento cuyos extremos son  A(4,-2)
B(-6,1).

EJERCICIOS COLABORATIVOS

1) Obtener los puntos medios del tridngulo cuyos vértices son A(0,0) B(-5,-3) C(-1,9)y.

calcular la longitud de las medianas.
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P
2) Encontrar las coordenadas de P(x, y) cuando A(1,3) B(-9,-10) y % = %

P 5
3) Encontrar las coordenadas de P(x, y) cuando A(5,8) B(2,1) y ﬁ—B =5

4) Encontrar las coordenadas de P(x, y) cuando A(1,3), B(7,5)yr= -%

5) Un nifio que pesa 20 kilos esta sentado en A(-3,4) y otro nifio que pesa 30 kilos esta
en B(6,7) (las unidades son metros). Hallar el punto P entre A y B que podria
utilizarce como fulcrum de una palanca que podria poner a los nifios en equilibrio

AP 2
(Sugerencia: considérese TE-3 ¢Por qué?)

6) Un nifio que pesa 40 kilos esta sentado en un sube y baja en (1,4) y el centro del
sube y baja esta en (3,6) (las unidades son metros) ¢En qué punto debera sentarse
un nifio que pese 60 kilos para mantenerse el equilibrio?

7) Encontrar las coordenadas de A(x,, y,) de manera que P(4,7) y B(2,-1) cumple con

4P 1
AB 3
8) Encontrar las coordenadas de A(x,.y,) de manera que P(4,7) y B(2,-1) cumple con
4P 2
AB 5

AP 1
9) Encontrar las coordenadas de A(x,.y,) si P(3,-4) y B(5,-2) cumple con B3

AP
10) Encontrar ias coordenadas P(x, y) donde A(6,-2) B(-2,7) cumple con 7B %

EJERCICIOS DE RETO

1) Los puntos medios de los lados de un triangulo son los puntos A(-1,3) B(1,-2)

C(5.-3). Determina en donde se encuentran los vértices del triangulo.

2) Encuentra las coordenadas del punto A(X,, Y,) del segmento 4B donde B(2,5),

AP -3
PT2Y 5=
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1.5.- LUGAR GEOMETRICO

OBJETIVOS:
o El alumno definira el concepto de lugar geométrico.
» El alumno asociara un lugar geométrico de acuerdo a las condiciones que cumpla

con el modelo matematico correspondiente.
EJERCICIOS CONCEPTUALES

1) ¢ Qué es un lugar Geométrico?.
2) En las siguientes graficas, indica qué caracteristicas pueden cumplir el conjunto de
puntos que las forman.

amy
ar -
-

e
*
-
r

a)

v
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A T »
<P,
..
d) o
L]
L]
*
L]
...‘
.‘.
-
. P, .
] L Ll
‘. *
..
2
e) .............. )
.
*
L]
-
P P;r'
...........

v

EJERCICIOS PRACTICOS.

1) Encontrar la ecuacion que representa cada uno de los lugares geométricos que
definiste en los ejercicios conceptuales.

2) Obtener la ecuacién del lugar geométrico, de manera que ia distancia de los puntos
que formen el lugar geomeétrico al punto A(2,-3) sea 4 unidades.

3) Obtener la ecuacion del lugar geométrico, de tal forma que la distancia de cualquier
punto del lugar geomeétrico al punto P(-3,4) sean 5 unidades.

4) Obtener la ecuacién del lugar geométrico de manera que sea equidistante a los
puntos A(-3,0) y B(1.,4).

5) Obtener la ecuacion del lugar geométrico que sea equidistante a los puntos P(3,1) y
Q(-4,5).

6) Encontrar la ecuacion del conjunto de los puntos (x,y) que su distancia al punto (0,0)
sea al triple de su distancia a (5,0).
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EJERCICIOS COLABORATIVOS

1) Encontrar la ecuacién del conjunto de puntos (x,y) que su distancia al eje “y" sea la
mitad que su distancia al punto (3,0).

2) Obtener la ecuacion dei lugar geométrico de los puntos (x,y) tal que la suma de sus
distancias a (2,0) y (-2,0) sea 6 unidades,

3) Hallar la ecuacién de los puntos (x,y) tales que su diferencia a los puntos (0,3) y
(0,-3) sea 4unidades.

4) Obtener la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x, y} tales que la suma de
sus distancias a los puntos A(7,2) y B(3,2) sea 6 unidades.

EJERCICIOS DE RETO
1) De los ejercicios colaborativos 1y 2, grafica su lugar geometrico.
FICHA INTEGRADORA.

1) Hallar el punto sobre e! eje Y que es equidistante de (-4,-2) y (3,1)
2) Calcular el perimetro y el area del tridnguio cuyos vertices son:
a) A(-3,7) B(-3,1) C(5,1)
~ b)A(1,5) B(2,7) C{-1,1)
Ademas indicar en cada caso qué tipo de tridngulo es.
3) Calcular el 4rea del cuadrilatero cuyos vértices son: A(4,2) B(7,5) C(5,8) D(2,5)
4) Graficar los siguientes segmentos y ubicar P segan la razon indicada.

AP 3 AP 7 AP
a)—: _—= —_—=2
AB 5 PB 5 AB
BP 3 AP 4 AP -1 |
B4 4 AB 3 AB 3
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5) Obtener los puntos medios de los triangulos cuyos vértices son: A(0,0) B(-5,-3) y
C(-1,5) y calcular las longitudes de las medianas.

6) Calcular las coordenadas de los puntos de triseccion del segmento 4B, A(-5,2)
B(3,7).

— 2
7) Encontrar las coordenadas de A(x,,y,) del segmento 4B de manera que B

B(2,-1)y P(4,7)
8) Encontrar las coordenadas de A(x,,y,) del segmento 4B donde A(6,-2), B(-2,7) y
AP 1

PB 2

9) Un nifio que pesa 30 kilos esta sentado en A(3,4) y ofro nific que pesa 50 kilos, esta
en (6,7). Si las unidades son metros, hallar el punto P entre A y B que podria
utilizarce como fulcrum de una palanca que podria poner en equilibrio a los nifios.
(Sug. Considera 50 AP=30 AB ; Por qué?)

10)Determinar la ecuacion del conjunto de puntos (x, y) tales que su distancia al punto

{-1,2) sea la mitad de la distancia al punto (3,4).
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AUTOEVALUACION

1) Calcula el Perimetro y el Area del triangulo formado por los vértices A(-1,-3) B(6,-1) y
C(2,5) y determina qué tipo de triangulo es.
2) Hallar el punto sobre el eje Y que es equidistante de (-4,-2) y (3,1}.

AP =2
3) SiA{2,-1),B(4,5) y P53 encuentre las coordenadas de P.

4) Hallar la ecuacion del lugar geométrico del conjunto de puntos (x, y) de tal forma que

su distancia al punto (1,3) sea un tercio de la distancia al punto (1,-3).

5) Encontrar las coordenadas del punto A(x,, y,) de manera que el punto medio de AB
3
esP(3,7)y B(-S,Z)

* 6) Encontrar la longitud de la mediana del lado AC del tridngulo cuyos vértices son:
A(-2,5) B(6,5) C(-2,-3)
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. LA LINEA RECTA
BOSQUEJO HISTORICO.

El primer principio de los griegos fue que las matematicas deberfan de ocuparse de
abstracciones. Asi la linea recta matematica debe abarcar las cuerdas tirantes, los
limites de los campos o las trayectorias de los rayos de luz. De acuerdo con esto, la
linea recta no podia tener grosor, color, estructura molecular o tensién. De aqui que
las matematicas trataran ante todo de conceptos abstractos, entre ellos la linea recta,
porque mas tarde a partir de éstos se podrian definir conceptos tales como el triangulo,
cuadrado, etc.

- Afios mas tarde (1629) la tarea de esta época fue la restauracion de obras perdidas de
la antiglledad a base de la informacién contenida en los tratados clasicos que se
habian conservado. Como resultado de ello, Fermat y Descartes (Siglo XVII) hicieron
algunos descubrimientos relacionados con la linea recta. Fermat descubri6 la ecuacion
lineal como la expresién algebraica que representa una recta y Descartes al inicio de su
primer libro de geometria menciona: “Cualquier problema de geomeftria puede
reducirce facilmente a términos que Unicamente sea necesario para construirlos,

conocer las longitudes de algunas lineas rectas”.

CONTENIDO.
1) Angulo de inclinacion de una recta.
2) Pendiente de una recta.
3) La recta como lugar geometrico.
a) Ecuacién en forma general de una recta.
b) Ecuacion en forma de pendiente y ordenada al origen.
c¢) Ecuacion en forma simétrica. .
4) Angulo entre 2 rectas:
a) Rectas oblicuas.
25




b) Rectas perpendiculares.

c¢) Rectas paralelas

d) Punto de interseccion entre 2 rectas.

e) Problemas de corte Euclideano (lineas principales de un trianguto).
5) Distancia de un punto a una recta,
6) Ecuacion de familia de rectas..

7) Problemas de aplicacién de rectas.
I.1.-ANGULOS DE INCLINACION DE UNA RECTA.

OBJETIVOS:

e El alumno comprendera el concepto de angulo de inclinacion de una recta como -
elemento fundamental para determinar la ecuacién de ella.

e El alumno induciréa la férmula correspondiente para el célculo del angulo de

inclinacion de una recta.

EJERCICIOS CONCEPTUALES.
1) ¢Qué es el angulo de inclinacién de una recta?
2)Mide el angulo de inclinacion de cada una de las siguientes rectas con un

transportador.
a) ’ b) 'y

P , /'

26




h 4

A

X
x

3) Trata de inducir una férmula, que permita encontrar el angulo de inclinacion de una

recta suponiendo que tienes las coordenadas de 2 puntos de la recta.

EJERCICIOS PRACTICOS.

1) Hallar el &ngulo de inclinacion de las rectas que pasan por los puntos indicados

utilizando la formula correspondiente:

a) (4.2)y (8,9)
b) (-2,-1) y (-1,6)
c) (2.3)y (-4,-1)
d) (0,0) y (-5,4)
e) (5,7} y (5.4)

f) (2-2)y (-4,-2)
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EJERCICIO COLABORATIVO.

1) En las siguientes graficas:

ap,

»

a) Proporciona las coordenadas que tendrian cada uno de los puntos que

determinan las rectas.

b) Encuentra el angulo de inclinacion de cada una de las rectas.

2) Cuales son las posibilidades de medida, para el angulo de inclinacién de cualquier

recta, ubicada en un plano de coordenadas.
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EJERCICIOS DE RETO:

1) Encuentra los angulos de Inclinacién de cada uno de los lados del triangulo cuyos
vertices son: A(-3,4) B(4,8) C(6,-2)

I.2.- PENDIENTE DE UNA RECTA
OBJETIVOS

+ El alumno asociara el concepto de angulo de inclinacion con la pendiente de una
recta.

« El alumno comprendera graficamente el concepto de pendiente de una recta.

e« El alumno calculara las pendientes de diferentes rectas, utilizando la férmula

correspondiente.
EJERCICIOS CONCEPTUALES.

1) g,Qu'é es la pendiente de una recta?
2) En las siguientes rectas, indica el valor de las pendientes y la forma en que la

obtienes
a) , b) 3
2 2.
it & o o 1
/ i | —1 > | I L— >
1 2 3 4 5 -1 1 2 3\4 5
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9 | d
3 - »
2 - rx
1 -1-_
2 -2
EJERCICIOS PRACTICOS.

1) Calcular la pendiente de las rectas que pasan por los puntos indicados:

a)(4.2)y (8,9)
b) (-2,-1) y (-1.6)
) (2,3)y (-4,-1)
d)(0,0)y (-54)
e}{(5,7)y (5.4)

f) 2.-2)y (-4.-2)

2) Graficar las rectas que pasan por el punto dado y tienen pendiente dada.

a)(2,-3) y m=4
2
b) (+2,2) v m= 3

c)(46)y m=-3

d)(,2) y mz-g
e)(1,4)y m=20

f} (0,-5) y pendiente indeterminada
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EJERCICIOS COLABORATIVOS
1) Graficar las siguientes rectas:

a)(-74)y m=-=2
b)(49)y m= —%

c)(-1,1) y a=45°
d)(5,-2) y a=0°

@27y a=90°
4
2) Una recta de pendiente 3 pasa por el punto (7,-5). Indica las coordenadas de 5

puntos que estén sobre esta recta.

EJERCICIOS DE RETO

-17
1) Grafica la recta que pasa por el punto Q(T,Z) y tiene angulo de inclinacién de

60° 15’
2) Un albanil para construir una escaiera usa 2 ladrillos de huella poi 1 de peralte. Si
cada ladrillo mide 20 cms. x 20 cms. Qué altura alcanzara la escalera cuando halla

construido 5 escalones.
1.3.- LA RECTA COMO LUGAR GEOMETRICO
“

OBJETIVOS:

» El alumno interpretara a la recta como lugar geomeétrico.
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« El alumno identificar4 una funcién lineal, en términos de una ecuacion de 1er. Grado
con 2 variables, que representa una linea recta.

« Ei alumno determinara la ecuacién de una recta dados algunos elementos de ella.

» El alumno reconocera las diversas formas de las ecuaciones que representan a una
recta (general, pendiente, ordenada al origen y simétrica)

« El alumno aplicara las propiedades de la recta en la solucion de problemas.
EJERCICIOS CONCEPTUALES:

1) El conjunto de puntos que forman una recta ¢ Qué requisitos deben cumplir?
2) Trata de indicar los requisitos que deben cumplir las siguientes rectas:

a) % b} A

—
\ 4
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EJERCICIOS PRACTICOS:

1) Encuentra la ecuacion en forma general y simétrica de {as siguientes rectas:

2
a) De la recta que pasa por (3,2) y m=-—

3
b) De la recta que pasa por (-2,4) y m=z

¢) De la recta que pasa por {-1,-2) y m=-2

d) La recta que pasa por los puntos (-3,1) y (4,-5)

e) De la recta que pasa por (-3,2) y a =45°

f) De los lados del triangulo cuyos vértices son (1,5) (3,1) (-1,-1)

2) Graficar las siguientes rectas:
a)-4x+y-7=0
b)y=-x+6
¢)3x-2y=9
dyy=-7x+5

3
e)y= = x-2
)y ke

Xy
f il
) 53
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3) Grafica y encuentra la ecuacion en forma general, simétrica y pendiente y ordenada
al origen de las rectas que se indican:

5
a} De la recta que pasa por (8,2) y m =__7..

31 7 9
b) De la recta que pasa por: (‘§=§) y (—,5,_.16)

c) De la recta que pasa por (5,3) y a=135°

d) De la recta que pasa por (1,-3) y o =90°

e) De la recta que pasa por (5,-2) y a=0°

f) De la recta que pasa por (-4,5) y «=60°15" .

4) Encuentra la ecuacion de cada uno de los lados del cuadrilatero cuyos vértices son:
A(-3I1)l B(TIS)! C(5r-5) y D(*T,-Z).

EJERCICIOS COLABORATIVOS

1) Encuentra las ecuaciones de las medianas del tridngulo cuyos vértices son: A(1,-8),
B(4,-2) y C(8,-5).

2) Encuentra el baricentro del triangulo anterior.

3) En una empresa textil se fabrican 1,000 vestidos con un costo de $ 75,000.00 y 600

vestidos con un costo de $ 45,000.00. Suponiendo que e! costo es funcién linea! de

~ la cantidad fabricada, determina la ecuacion en forma de pendiente y ordenada de la ~

situacion (interpreta el significado de la pendiente y de la ordenada al origen en este
problema).

4) El costo de una lavadora es de $12,000.00, se espera que su servicio sea de 15
anos, después de este tiempo su valor sera solo de $ 1,500.00.
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a) Determinar una ecuacién lineal que represente la depreciacion del costo de la
lavadora.

b) Para qué intervalo de tiempo es vélida esta ecuacion.

¢) Si la ecuacion la propones en la forma y = mx + b, ¢ Qué representan “m” y “b”
en el contexto del problema?

) En la fabrica de lecha “La Vaquita”, el costo de elaboracién de un litro de leche es de
$ 2.50. El costo fijo de elaboracion (es aquel que tiene la fabrica independientemente
de los litros que se elaboren) es de $ 5,000.00

a) Determina la ecuaciéon lineal que representa el costo de elaboracion
dependiendo del nimero de litros que se produzcan

b) Grafica la ecuacidn.

¢) Encuentra el costo de produccién de 1,500 litros.

d) Expresa la ecuacién en forma simétrica e indica o' que representan las
constantes de esta ecuacion.

EJERCICIOS DE RETO

1) Encuentra los vértices del triangulo cuyos lados estan sobre las rectas:
4x +7y+13=32, -4x+y+11=0y 4x+9y-28=0

2) Se observé que el precio de renta de videocintas aumenté en $ 1.50 mensuales
durante 1998, en el mes de agosto su precio fue de $ 20.00.

a) Deduce una ecuacidén que represente el precio de las videocintas en funcion
del tiempo. | '

b) Determina el precio de las videocintas en el mes de julio de 1999.

c) ¢ Cual sera el precio de las videocintas en octubre del 20007
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3) Encuentra las ecuaciones de las diagonales del cuadrilatero cuyos lados estan en

las ecuaciones: 2x-3y =0, x+y-5=0, 2x-3y+15=0, x+y=0

il.4.- ANGULOS FORMADOS ENTRE DOS RECTAS

OBJETIVOS:

Basados en el concepto de angulo de inclinacién de una recta, el alumno inducira la

forma de obtener el angulo formado entre dos rectas que se cortan entre si.

El alumno aplicara la férmula correspondiente para el célculo del angulo formado

entre dos rectas.

A partir del angulo formado entre dos rectas, el alumno definira rectas paralelas,
rectas perpendiculares y rectas oblicuas.

Utilizando el concepto de pendiente, el alumno identificara ciando un par de rectas

son paralelas, perpendiculares u oblicuas.

EJERCICIOS CONCEPTUALES:

-1) Grafica en.un solo plano lo siguiente:

a) Trazar la recta 2x + 3y + 5 = 0 indicando “m” (pendiente) y su angulo.

b) Trazar la recta 4x - 2y + 1 = 0 indicando su “m” (pendiente) y su angulo.

c) En geometria analitica dos rectas se clasifican como paralelas, perpendiculares
u oblicuas; las rectas trazadas ¢ de qué tipo son?

d) Encuentra el valor de uno de los angulos formados cuando las rectas se

intersectan.

1
2) En las siguientes rectas encuentra el angulo formado entre ellas segin se indica:
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X d) /
AN
A

< 7 »

3) Para las rectas anteriores determina qué tipo de rectas son.

4) Induce una férmula para encontrar uno de los angulos formados entre dos rectas.
EJERCICIOS PRACTICOS.

1) Determina si las siguientes rectas son perpendiculares u oblicuas; y si fuesen
oblicuas determina el angulo agudo y obtuso formado entre ellas. '
a) 1,(1,8) (-3,-4) 1,(-1,8)(0,10)
b) L{1,-1)(-5,5) 1(1,-2))(7.,2)
c) 1,(-6,-4) (22,8) 1,(-5,7) (7,-8)
d) 1,(1,-4) (1.-1) 1,(1,1)(10,2)
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2)

3)

5)

6)

7)

Traza las graficas de las siguientes rectas e indica si son paralelas, perpendiculares
u oblicuas

a) 2x+3y+5=0, 4x-2y+1=0

b) 6x-7y=-4; 5X=7y +6

c) x-9y=-8;, y=-Ox +1

d) 4x-y=-1; -2x+3y=8

e) x+3y=0; x+2y =6

f) x-y=0; 3x=3y

g) 3x-2y =4, 3y =2x

Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por el punto dado y es paralela a la recta
indicada

a) P(-4,-1); 2x=3y +6

b) P(6,1); x+2y=-1

c) P(0,0);, -4x=2y+5

d) P{4,0);, -3x=2y

Con los datos del ejercicio anterior encontrar la ecuacion de ia recta que pasa por el
punto dado y es perpendicular a la recta dada

Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto dado y son paralelas y
perpendiculares a la recta que pasa por los puntos indicados

a) P(4,-1); I Q,(-2,4) y Qx(-5,-3)

b) P(0,-3); I: Q,(2,4) y Q,(5,-1)

c) P(5,0); I Q,(1,3) y Qx-3,-4)

Hallar el punto de interseccion de las rectas

ay 5x-7y=11;, 5x =7y +6

b) x-9y=-8; y=-9x +1

c) 2x+3y+5=0;4x-2y+1=0

Encontrar las ecuaciones de la mediatriz, mediana y altura de los siguientes
triangulos.

a) A(-2,4) B(1,2) C(7,1) _ ‘

b) A(-2,5) B(6,5) C(-2,-3)
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EJERCICIOS COLABORATIVOS:

1) Encontrar las coordenadas del ortocentro, baricentro y circuncentro de ios triangulos
cuyos vértices son:
a) A(-1,5), B(4,5), C(4,9)
b) A(-2,4), B(1,2), C(7,3)
c) A(2,-3), B(7,4), C(5,-3)

EJERCICIOS DE RETO:

1) Demuestra que el circuncentro, baricentro y ortocentro del triangulo cuyos vértices
son: A(-5,8), B(11,2) C(-3,-4)

[1.5.- DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA
OBJETIVO:

» El alumno definira el concepto de distancia de un punto a una linea recta.

» El alumno determinara la distancia de un punto a una recta de manera grafica.

¢ El alumno inducira la férmula para obtener la distancia de un pUnto a unarecta

¢ El alumno aplicara la férmula para calcular la distancia de un punto a una recta.
 El'alumno utilizara el concepto de distancia entre 2 puntos para resolver problemas

practicos

EJERCICIOS CONCEPTUALES:

1) En los siguientes esquemas determina la distancia del punto a la recta
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K -l

2) . Como definirias la distancia de un punto a una recta?

3) . Coémo encontrarias esta distancia de manera algebraica?
EJERCICIOS PRACTICOS

1) Encontrar la distancia del punto dado a la recta dada
a) P(7.,5),4x -5y +5 =0
b) P(-5,1); 3x -4y =0
c) P(2,5)2x +2y - 10 =0
d) P(0,-1); 5x+12y +12=0
e) P(0,0);y=6

8Bx—7

f) P21y =—

g) P(2,1); Larecta pasa por (-3,1} y (7,9)
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2} Encontrar la distancia que existe entre las siguientes rectas paralelas:
a) 2x-5y+3=0; 2x -5y-7=0
b) x+2y-2=0: 2Xx+4y-12=20
c) 3x-2y=-1; Ox =4y -2
3) Encuentra las ecuaciones de las bisectrices de los Angulos agudo y obtuso de las
rectas:
a) x-2y+2=0; Xx+3y-4=0
b} 15x +8y +10=0; 15x+8y-11=0

C) X+y=2; X=2y+1
EJERCICIOS COLABORATIVOS

1) Encontrar la distancia entre el punto (-3 , -7) y la recta que pasa por los puntos

5 7
(- )Y(E,—Z)-

o | —
MW

2) Un automovilista trata de alcanzar a un motociclista en una carretera recta; en ese
momento la moto presenta una falla mecanica ocasionando la pérdida de contro!

quedando en el punto P(14,-2); el auto lieva una trayectoria cuya ecuacion es

+==1.4Se estreliard el auto con el motociclista? Si no se estrellan, calcula la

~ =
(SRR

distancia mas cercana a la que pasa el auto de la motocicleta.
3) Dos avionetas realizan una maniobra para ejecutar una acrobacia en el desfile del 16

de Septiembre, ambos suelta humo de colores para lucir él espectaculo. El humo
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que dejan fas avionetas describen las siguientes rectas: 3x -4y 48 =0y 6x =8y - 9,
calcular a qué distancia se encuentran las avionetas.
4) Encontrar la ecuacion de la bisectriz del angulo agudo de las rectas:
a) 3x+4y=0 y 12x-5y-12=0
b) 2x+3y+5=0 vy 4x-2y+1=0

c) 7Tx-2y=10 y -3x-4y=12

EJERCICIOS DE RETO:

Encuentra las coordenadas del incentro del triangulo cuyos vértices son A(-5,8),
B(11,2), C(-3,-4).

I1.6.- FAMILIA DE RECTAS

OBJETIVO:

« El alumno determinara las condiciones que generan una familia de rectas.
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EJERCICIOS CONCEPTUALES:

1)

2)

3)

Graficar y hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el origen y tienen
pendientes:

a) m=1

b) m=-3

C) m=

e

3
d =.-
) m 5

Grafica y determina las ecuaciones de las rectas cuya pendiente es igual a 3 y pasa
por:

a) A(0,0)

b) B(0,1)

c) C(0,2)

¢, Qué conclusiones puedes obtener de los ejercicios 1y 2?

EJERCICIOS PRACTICOS:

1)

2)

Escribir la ecuacion de la familia de rectas, segun las condiciones inidicadas:
a) Rectas paralelas alarectadx-7y=3

b) Rectas paralelasalarecta2x+y=6

c) Rectas que pasan por el punto (-3,2)

d) Rectas conm =2

e) Rectas conm = -1

Graficar las siguientes familias de rectas:
a) y=mx-3

b) y=-2x+b
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c) 2x-3y=k

d) y-4=m(x+3)

EJERCICIOS COLABORATIVOS:

1) Encontrar la ecuacion de la familia de rectas perpendiculares a la recta
5x-7y+3=0
2) Obtener la ecuacion de la familia de rectas, cuya interseccion con el gje X" es la
mitad de su interseccion con el eje “Y”.
3) Encontrar la ecuacién de la familia de rectas que pasan por el punto de interseccion

delasrectas 2x-3y+6=0y3x+2y=0

EJERCICIOS DE RETO:

1) Encontrar las ecuaciones de la familia de rectas verticales.

2) Obtén la ecuacién de la familia de rectas que distan una unidad del origen.

FICHA INTEGRADORA.
1) Encontrar el angulo de inclinacion y la ecuacién en forma general de las siguientes
rectas:

a) pasa por (1,4)y (-1,6)
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b) Pasa por (0,0)ym = ——Z—

¢) Pasa por (3,2) y es paralela al gje “y”

d) Pasa por (-3,5) y es paralela al eje “x”
2) Graficar las siguientes rectas:

a) 3x+7y+9=0

b) 11x+4y+2=0

c) y= E+2
y 7%

d) 2x-5=0

3) Pasar a la forma simétrica las rectas de los incisos b) y ¢) del ejercicio 2

4) Pasar a la forma de pendiente y ordenada al origen las rectas de los incisos a) y b)
del gjercicio 2.

9) Determinar si las siguientes rectas son paralelas, perpendiculares u oblicuas, si son
oblicuas, encontrar el angulo formado entre ellas.
a) L(-6,-4)y (22,8); L, (-5,7) y (7,-8)
b) 5x-2y=-4yb5x=7y+6
C) 2x-18y=-16y y=-Ox + 1
d) 5x+3y =4y S5x=y+2
e) 3x-18y=0y y=-6x+5

6) Encontrar las coordenadas del baricentro del triangulo cuyos vértices son: A(-1,2),
B(-4,2) y C(1,-4)

|
7) Encontrar la ecuacion de la altura que pasa por B del triangulo anterior.



8) Encontrar la ecuacion de la mediatriz de ABdel tridngulo del ejercicio 6

9) Hallar la ecuacién de la recta que pasa por (2,3) y es perpendicular a la recta que
une los puntos (4,1) y (-2,3).

10)Hallar la ecuacion de la recta que pasa por (2,-3) y es paralela a la recta
2x-3y+6=0

11)Encontrar la distancia del punto a la recta
a) P(-2,4) L 4x+5y-3=0
b) P(1,1)L: 3x+4y-5=0
c) P(2,1)L: (-3,1) vy (7,9).

12)Encontrar la distancia entre dos rectas paralelas 2x -5y +3 =0y 2x-5y +7 =0

13)Encontrar el &ngulo formado por las mediatrices de AB y BC del tridngulo cuyos
vértices son A(-1,1), B(3,5} y C(5,-3)

14)Encontrar la ecuacion de la familia de rectas horizontales.

1
15)Encontrar la ecuacion de la familia de rectas que pasan por el punto (5 1)

16)Determina el angulo formado por las medianas de los lados 4B y AC del tridngulo

__ cuyos vertices son A(1,5), B(3,-1) y C(-1,-1) .
17)A la empresa “Chocolates Blanc” le cuesta $ 9,500.00 fabricar 100 cajas de
chocolate al dia, y le cuesta $ 12,250.00 fabricar 150 cajas; suponiendo que el costo

es funcién lineal de la cantidad fabricada, determina la ecuacion que representa el

costo de las cajas de chocolate y el aumento del costo por cada caja.
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AUTOEVALUACION

1) Calcula la ecuacion de la recta AB del triangulo formado por los vértices A(-1,-3),
B(6,-1), C(2,5).

2) Encontrar la medida del angulo “¢c” del tridangulo anterior.

3) Determina si las siguientes rectas son paralelas, perpendiculares u oblicuas; si son
oblicuas, calcula el angulo formado entre eIIa_s. X-3y+5=0y5x+12y-38=0

4) Encontrar la ecuacion de la mediatriz del segmento AB del tridngulo cuyos vértices
son A(-2,5), B(6,5) y C(-2,-3).

5) Encontrar la ecuacién de 1a altura que pase por el vértice A del triangulo anterior.

6) Un avion vuela con una trayectoria lineal dada por los puntos (1,12) y (-3,-7); el pico
de una montafia tiene coordenadas (5,-2) en el mismo plano. Encontrar la distancia
mas corta a la que pasa el avidn del pico de la montafia.

7) Encontrar la ecuacion de la familia de rectas que tengan pendiente m = 2
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CIRCUNFERENCIA,

BOSQUEJO HISTORICO

En geometria el estudio de la circunferencia, en primer lugar evoca la gran figura de
Arquimedes quien se planteé como problema: “evaluar la longitud de una
circunferencia”. Este problema que Arquimedes resolvié construyendo potigonos

inscritos y circunscritos a una circunferencia, con el objetivo de aproximarse al nimero

7 fue retomado por babilonios, hebreos, los hindles del siglo VI y en 1593 por Francois

Viete quien calculo 11 guarismos exactos para el nUmero ©

Por otro lado la circunferencia como lugar geométrico, nos lieva a recordar el libro de
Descartes “La Geometrie” (siglo XVil) en el que ya se plantea el trazar una curva en

una superficie plana y que existe una relacién entre ésta y una expresion algebraica.

Femat, contemporaneo de Descartes, con sus concepciones geométricas precisé que
la representacion algebraica

x? + y* + 2ax + 2by = ¢?
es una circunferencia, como uno de los diversos casos posibles de fas ecuacioneé

cuadraticas.
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CONTENIDO:

1) Circunferencia como lugar geométrico.
2) Gréfica de la ecuacion general de segundo grado:
Ax*+ By*+ Cx + Dy + E = 0, con A=B, AyB=0
3} Condiciones para determinar una circunferencia:
a) Dados el centro del circulo y una recta tangente.
b) Dados una recta tangente, su punto tangencial y una recta que pasa por el
centro
¢) Dados 3 puntos de la circunferencia.
d) Dados dos puntos y una recta tangente cuyo punto tangencial es uno de ellos.

e) Dados el radio, una recta tangente y una recta que pasa por el centro.

1l.1.- CIRCUNFERENCIA COMO LUGAR GEOMETRICO.

OBJETIVOS:

« El alumno graficara una circunferencia dados distintos elementos de ella.

» el alumno deducira la ecuacién que representa una circunferencia.
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EJERCICIOS CONCEPTUALES.

1) ;Qué elementos necesitas para trazar una circunferencia en el piano de
coordenadas?

2) Traza las siguientes circunferencias localizando al menos-4 puntos de cada una de
ellas
a) C(3,5)yr=3
b) C(-7,4)yr=5

c) C(3.0)yr=

d) C(0,0)yr=

~d]n MW

3) ¢ Cuél es la definicion de circunferencia como lugar geométrico?

4) ¢ Cuéles son los elementos importantes de una circunferencia ?

5) A partir de la definicién de la circunferencia como lugar geométrico, determinar la
ecuacion de la circunferencia con centro en (3,5) y radio 2.

6) Generaliza la forma en que se puede encontrar la ecuacién de cualquier
circunferencia con centro en (h,k) y radio r

EJERCICIOS PRACTICOS:

1) Encuentra la ecuacion general de las siguientes circunferencias y graficalas:
a) C(0;0)r=6" o o |

b) C(0,0)r= %

c) C(0,0)r=+3
d) C(1,4)r=5

e) C(-2,3)r=4
f) C4,-3)r=6

g) C(-1,0)r=

w | oo
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h) C(5,——§~)r= V5
i) C(%,-‘I)r:S

i) C(0.5) r=%

EJERCICIOS COLABORATIVOS:

1) Encuentra la ecuacion de la circunferencia con centro en el punto de interseccion de
lasrectas x -2y + 1 =0 y 2x + 3y - 12 = 0 y radio 4 unidades.

2) Encuentra la ecuacién de la circunferencia cuyos puntos A{-4,6) y B(2,3) son los
extremos de un diametro.

3) Encuenfra la ecuacién de la circunferencia con centro en C(1,3) y pasa por el punto
P(4,0)

4) Encuentra la ecuacion detl circulo cuyos puntos indicados son el diametro:
a) A(-3,4), B(4,-1)
b) A(0,-1), B(5,3)
c) A(1,-1), B(-5,4)

EJERCICIOS DE RETO:

1) Demostrar que la ecuacion (x - hy’+ (y - k)* =r* representa una circunferencia con
centro en (h,k) y radio r
2) Encontrar la ecuacion de la circunferencia cuyo centro estd en el punto de
interseccion de las rectas 2x - 8y +7 =0 con 16x + 4y + 5 = 0 y su radio es igual a la
longitud entre los puntos A(7,3) y B(S, -1).
3) Encontrar la ecuacion de la familia de circunferencias concéntricas en (5,7).
111.2.- “GRAFICA DE LA ECUACION GENERAL DE 2° GRADO"
A’ xBy* +Cx+Dy+E=0
ConA=B,AyB =0

51



OBJETIVOS:

» El alumno graficara ia circunferencia a partir de la ecuacién generat de 2° grado.

« El alumno determinara cldando una ecuacidn de 2° grado representa una
circunferencia real, imaginaria 0 un punto.

EJERCICIOS CONCEPTUALES:

1)} Grafica las siguientes ecuaciones:
a) (x-2) + (y-1)*=4
b) X2+ (y-3)2=9 \

2) Desarrolla la ecuacion (x - 2)* + {y - 1Y = 4 y obtén la ecuacion general.

3) Grafica la ecuacién general X2 + y2-4x -2y +1=0 ,

4) Generaliza un proceso para graficar una circunferencia a partir de su ecuacién
general.

EJERCICIOS PRACTICOS

1) Grafica las siguientes ecuaciones:
a) x*+y?=25

b) xX*+y?*-9=0

c) 2 +2y*-32=0

d) 3x2 +3y?-36 =0

e) X +y?-12x+2y-44=0
f) X¥+y*+4x-4y-2=0

g) X+ Y2+ 16x + 16y +8 = 0

h) xX*+y*-10y-11=0
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i) 2% +2y? +20x-48y +50=0
j) 3+3y*+24x-18y-33=0
2) Determina en cada una de las siguientes ecuaciones si representan un circulo real,
un circulo imaginario o un punto. Si se trata de un circulo real, graficalo.
a) ¥+y’+10x-4y-7=0
b) X +y?+y=0
C) X +y?+6x -6y + 18 =0
d) X*+y* +4x +20=0

e) 2+ 2y’ +4x 4y +4 =0

EJERCICIOS COLABORATIVOS.

1) Demuestra que las circunferencias cuyas ecuaciones son
8x? +8y? + 32x - 24y + 26 = 0
y
8x* +8y? +32x -24y + 45 =
a) Son concéntricos
b) Graficalas.
2) Determina que las siguientes circunferencias
2 +2y* +4x - 16y + 26 = 0
4%+ 4y* - 40x + 8y + 79 =0

no se cortan (por dos métodos distintos)
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EJERCICIOS DE RETO

52 .
1) Una circunferencia de radio w’? es tangente a la circunferencia

2x2+2y*-8x+4y-94=0
en el punto (6,5). Hallar su ecuacién.

[1.3.-CONDICIONES PARA DETERMINAR UNA CIRCUNFERENCIA

OBJETIVOS

e El alumno encontrara la ecuacion de la circunferencia dadas algunas condiciones

para determinarlas.

EJERCICIOS CONCEPTUALES.

1} Grafica las siguientes circunferencias segin las condiciones que se-indican.
a) La circunferencia pasa por 3 puntos dados.
b) La circunferencia es tangente a los ejes de coordenadas
¢) La circunferencia es tangente a una recta dada pasando (la circunferencia) por

otro punto dado.
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EJERCICIOS PRACTICOS:

1)

2)

3)

Hallar la ecuacion del circulo que es tangente a:

a) El eje “X" y tiene centro en (4,5)

b) Eleje “X" y tiene centro en (-2,1)

c) Larectax +2y-6=0ycentroen (2,7)

d) Larecta 3x- 2y = 0 y centro en (-1,6)

e) La recta que une los puntos {(-2,4} y (2,1) y centro en (-1,-3)

Hallar la ecuacién de la circunferencia que se describe con las siguiéntes

condiciones:

a) El circulo es tangente a larecta x +y =3 en el punto (2,1) y el centro esta en el
eje X.

b) El circulo es tangente a la recta 2x - 3y = 6 en el punto (3,0) y el centro en el
punto (-1,6).

c) Elcirculo es tangente a la recta 3x + 5y +1 =0 en el punto (-2,-1) y centro en
2x-3y+12=0

Encuentra la ecuacion del circulo que pasa por los puntos...

a) P(-2,-3)Q(1,4) R(3,-1)

b) P(0,0) Q(-5,0) R(-1,6)

11 29
c) C('E,—z")yr— >
5 61
d) C(-§,3)Yr- >
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4) Hallar la ecuacion del circulo circunscrito al trianguio:
a) Con vértices A(-3,2) B(2,-4) C(2,1)
b) Con lados determinados por las rectas x - 2y = 0; 3x+2y-24=0; 5x-2y-8=0

5) Encontrar la ecuacién de la circunferencia que pasa por el punto P(2,-9) y que es
tangente a larecta 3x +4y - 15=0en el punto (5,0)

6) Encontrar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos (3,-8) y (-7,2) y
su centro se localiza enlarecta6x -2y +6 =0

7) Hallar la ecuacion del circulo cuyo centro esta en la recta 3x + 4y + 34 = 0; es
tangente a la recta 4x + 3y + 7 = 0 y su radio es de 4 unidades (dos soluciones})

8) Hallar la ecuacién de la circunferencia tangente a las recta 4x + 3y - 50 =0y

3x - 4y - 25 = 0 y cuyo radio sea 5 unidades (2 solucioneé)
EJERCICIOS COLABORATIVOS.

1) Relaciona cada grafica con su ecuacion:

2) (c2)?+ (1)P=

b) x*+y*=4

c) X)+y?+6x+4y+8=0
d) X*+y?*-6x-4y+4=0
e) X! +y*=16

f) (x-2)*+(y-1)*=41
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ALY x+2y-12350

2/‘\ A(-3,5)
| | > ‘
N/

- B(7,-3)

Ecuacion { ) Ecuacion { ) Ecuacion { )

Lay

P
/ 4 X
1,-3)
4

Ecuacion () Ecuacién () Ecuacion ()

2) Encontrar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos (6,2) {(8,0) y su
centro se localizaenlarecta3x +7y+2=0
3) Encontrar la ecuacion de la circunferencia tangente a la recta 3x + 4y + 17 =0 y
concéntrica a la circunferencia x* + y* - 4x + 6y - 36 = 0
4) Una puerta antigua tiene una cerradura como se muestra en la figura.
Deduce una ecuacion del circulo de ia cerradura si sabemos que

tiene un radio de 3 mm.
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5) Una de las figuras de los vitrales de un museo esta formada por circulos tangentes

como se indica en la figura .

Todos los circulos tienen 13 cm de radio y la base rectangular es de 24 c¢m.

Deduce las ecuaciones de los 3 circulos.

EJERCICIOS DE RETO:

1) Hallar las ecuaciones de las circunferencias tangentes a las rectas 3x -4y +1 =0 y
4x + 3y - 7 = 0 y que pasen por el punto (2,3)

- -2)Haltar las ecuaciones de las circunferencias tangentes a las rectas x - éy +4=0 y

2x -y - 8 = 0 y que pasen por el punto (4,1)

FICHA INTEGRADORA.

1} Encontrar la ecuacion en forma general de las siguientes circunferencias:
a) El segmento que une a A(-1,5) y B(4,3) es un diametro. '
b) El circulo es tangente a la recta 3x + 4y = 16 y el centro esta en (3,-4)

58



2)

c) Encontrar la ecuacidn de la circunferencia cuyo centro es el punto de
interseccién de las rectas 7x - 9y - 10 = 0; 2x - 5y + 2 = 0 y radio 6 unidades.

d} El circulo es tangente a la recta 3x - 4y - 34 = 0 en el punto (10,-1) y también-es
tangente a la recta 4x + 3y - 12 = 0 en el punto (3,0)

e) El circulo pasa por los puntos (0,3) (2,4) y (4,0)

f) Elcirculo pasa por A(-3,3) y B(1,4) y su centro sobre la recta 3x - 2y - 23 =0

g) Elcirculo pasa por (16,0) y es tangente a la recta 5x - 12y + 24 =0 en (-1,7)

h} La recta 3x - 4y + 1 = 0 es tangente a una circunferencia que pasa por los
puntos (2,3} y (7.,8) en el punto (1,1). Grafica la situacién y calcula la ecuacién de
la circunferencia que cumple con esas condiciones.

Grafica las siguientes circunferencias:

a) 2x°+ 2y +12x -2y -3=0
b) 3x* +3y*-6x+5y=0
c) X*+y*-6x+2y+20=0
d) 3x*+3y?-6x-6y+2=0
g) X’ +y*-9=0

f) X¥+y*-7Tx+1=0

g) 3xX* +3y?-4x+2y+6=0
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AUTOEVALUACION

Escribe la ecuacion general de las circunferencias, segulin las restricciones.

1) Circunferencia que pasa por los puntos A(1,4), B(3,5) y C(1,2)

2) Circunferencia cuyo centro se encuentra sobre la recta 5x + 4y - 33 = 0 y pasa por
los puntos A(-7,-3) y B(0,-10)

3) Su centro en {-2,-4) y tangente a la recta que une los puntos (-2,4) y (2,1)

4) Pasa por el punto (12,9) y es tangente a la recta 2y = x + 2 en el punto (8,5)

5) Encuentra el centro y el radio

a) 5x2 + 5y? - 20x +30y +65=0

by 3x*+3y*-4x+2y+6=0
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IV

PARABOLA.

BOSQUEJO HISTORICO.

La geometria analitica en ocasiones se considera el estudio particularizado de las tres
grandes curvas: Parabola, Elipse e Hipérbola. Esto se debe a Menecmo (Siglo IV A.

C.) a quien se atribuye la invencién de dichas curvas.

Menecmo descubrié la Pardbola en su intento por encontrar la arista de un cubo cuyo
volumen sea el doble del cubo dado (duplicacién del cubo). s6lo con regla y compés,

que después se comprobd que es imposible resolver.

Posterior a Menecmo, Arquimedes amplié el campo del estudio de estas tres curvas.
Apolonio de Perga por su parte, concibid las secciones cénicas como resultado de |a
interseccion de un plano con un cono circular ya sea rectangular o no. Si el plano es
paralelo a un elemento y la interseccion se extiende indefinidamente a lo largo de una
parte del cono sin cortar a ia otra, entonces se forma una parabola. No se conoce

como pudo haber llevado las secciones conicas a un plano.

Kepler, siglos despueés (1609) sefial6 detalles de la teoria abstracta que Apolonio habia

pasado por alto, como la existencia de un foco para la parabola.

1
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Fue Fesmat, afos después (1601-1666), contemporaneo de Descartes, quien.
utilizando la notacién de Viete, demuestra en su breve tratado titulado “Ad Locos
Planos et Solidos Isagoge” (introduccion a los lugares geométricos planos y solidos),
que la parabola como lugar geométrico se puede expresar por la ecuacion a’ + xX*=by
y que y = X" si n es positivo representa una parabola y si es negativo representa una

hipérbola en su tratado titulado “Método para hallar Maximos y Minimos™ .
CONTENIDO:

1} La parabola como lugar geometrico

2) Grafica de la ecuacion general de 2° grado de la forma
Ax?+By*+Cx+Dy+E=0con A=06B=0

3) Ecuacién de una parabola a partir de algunos elementos de ella y problemas de

aplicacion.
IV.1.- LA PARABOLA COMO LUGAR GEOMETRICO.

OBJETIVOS:

¢ El alumno graficara una parabola a partir de su definicién como lugar geometrico.
e El alumno graficara una parabola dados distintos elementos de ella.

« El alumno deducira la ecuacién que representa una parabola.
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EJERCICIOS CONCEPTUALES.

1) Indaga la definicién de Parabola como Lugar Geométrico.
2) Indaga cudles son los elementos mas importantes de una parabola.
3) Grafica las siguientes parabolas:
a) F(2,3) y Directrizx = 4
b) F(-7,5)y Directrizy = 1
¢) F(4,0) y Directrizx = -2
d} F(0,-5)y Directrizy =5
e) F(2,3)y Directriz x = -3
4) A partir de la definicion de la parabola como lugar geométrico, determinar la
ecuacion de la parabola con F(0,4) y directriz y=-4
5) Generaliza la forma en que se puede encontrar la ecuacién de la parabola con

vertice en (h,k) y lado recto igual a 4a.

EJERCICIOS PRACTICOS:

Graficar y determinar la ecuacion en forma general de las siguientes parabolas:
a) V(0,0) F(-2,0)
b) F(3,2) y Directrizy =8
c) V(-1,-3) F(0,-3)

d) V(3,4)F(1,4)
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EJERCICIOS COLABORATIVOS.

Grafica las parabolas segin los elementos que se indican y determina su ecuacion en
forma general.
a) F=(-1,0)

Directriz x = 1
b) vV =(0,0)

F=(02)

Extremos del lado recto (4,2), (-4,2)
c) V(1,-2), F(3,-2) y Directriz x = -1

d)V = (-3,1), F = (-3,-2) y extremos dei lado recto (0,-2) y (-6,-2)
e)V(-1,-2)y F(-1,0)

f) F(-3,4) y Directriz x = 1

g) F(4,0) y Directrizy = -2

EJERCICIOS DE RETO.

1) Imagina que la costera de Acapulco (orilla del mar) fuera recta y que tuvieras que
construir una maqueta en donde quedaran representados la costera, el Centro de
Convenciones y un conjunto habitacional; cada casa con la caracteristica de que su
distancia al centro de Convenciones sea la misma que su distancia a la orilla del
mar. ¢Como construirias este conjunto habitacional? ¢Necesitas un plano de
coordenadas para representar mejor esta situacion? Constrayelo.

IV.2.- GRAFICA DE LA ECUACION DE 2° GRADO DE LA FORMA:

i

A +By? +Cx+Dy+E=0conA=06B=0
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OBJETIVO:

» Ei alumno graficara una parabola a partir de su ecuacién en su forma general.

EJERCICIOS CONCEPTUALES:

1) Grafica las siguientes ecuaciones:
a) (x-3)*=8(y-2)
b) (y+1)*=-4(x-5)
2) Desarrolla la ecuacion (x-3)* = (y-2) hasta obtener la ecuacién general.
3) ¢Cdmo graficarias ia siguiente ecuacion general?
x2-6x-8y+25=0
Generaliza tu proceso.

EJERCICIOS PRACTICOS:

1) Dada la ecuacion de la parabola, construye su grafica indicando sus elementos:
a) x? = by
b) 2y*-4x =0
c) 3x*+ 9y -18=0
d)y*-4y +6x-8=0
e)3x°-9x-5y-2=0
f) 4x>+ 16x -3y +28=0

EJERCICIOS COLABORATIVOS:
1) Hallar la longitud de la cuerda que forma la recta L. con fa parabola P

L:2x-y+5=0 P:y?+8x-6y-15=0
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2) Suponga que la superficie reflectora de una antena de television se forma girando la
1
parabola y = Eb-xz alrededor de su eje de simetria en el intervalo -6<x<6.

Suponiendo que las mediciones estan expresadas en pies, (A qué distancia del
fondo o vértice de esta antena de plato se debe colocar el receptor? ;Qué
profundidad tiene esa antena? ,

3) Encontrar los puntos de interseccion de la recta 6x -y - 15 =0 con ia parabola
x2+4x-5=0.

EJERCICIO DE RETO:

Demuestra que 'a ecuacion (x - h)? = 4 a(y -k) representa una parabola con vértice en
(h,k) y lado recto 4 a.

IV.3.- “ECUACION DE UNA PARABOLA A PARTIR DE ALGUNOS ELEMENTOS DE
ELLA Y PROBLEMAS DE APLICACION.

OBJETIVO:

e El alumno determinara la ecuacion en forma general de una parabola a partir de

algunos elementos de ella.

EJERCICIOS CONCEPTUALES.
1) Sin realizar la grafica, determina la ecuacion en forma general de:

a) La parabola con V(3,1) y Directriz x-7=0

b) La parabola con F(-4,-2) y Directriz y +12=0 i
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2) Una parabola tiene su vértice en (2,1) y extremos del tado recto en C(-1,7) y
C'(-1,-5),
a) Traza la parabola.
- b) Localiza las coordenadas del foco.
c) Determina la longitud de un diametro de la parabola que pasa poriarecta x=1
d} ¢ Cuantos diametros se pueden encontrar en una parabola?

e) (El lado recto se puede considerar como un didmetro de la parabola?
EJERCICIOS PRACTICOS.

1) Hallar la ecuacién de las parabolas
a) Cuyo vertice y foco son los puntos (-5,3) y (1,3) respectivamente.
b) Foco (4,-3) y Directriz y-1=0
. 2) Encontrar la ecuacion de la parabola con vértice en el punto (-1,-1), eje paralelo al
eje “y" y que pasa por ¢l punto (1,6).
3) Encuentra la ecuacion de la parabola cuyo foco es (5,1) y su directriz es la recia
y+7=0

4} Escribe las ecuaciones de las siguientes parabolas:
1 2 . .
a) V(]’EJ , Lado Recto 3 y abre hacia abajo.

b} V(-2,3) y F{1,3).
c) Eje paralelo al eje x, V(4,1) y pasa por (3,6)

d) V(0,0) y directriz x+3=0
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e) V(2,1) y directrizy =3
f) F(0,0), pasa por (1,3) y eje focal el eje “X”
g) F(0,-3) y directriz 2x-5=0
5) Encontrar la ecuacién en forma general de las parabolas:
a) Con eje vertical y que pasa por los puntos (1,4), (3,0) y (0,0)
b) Con eje horizontal que pasa por los puntos (2,3), (1,-2) y (-1,1)

c) Con eje horizontal que pasa por los puntos (6,-4), (3,3) y (6,6)
EJERCICIOS COLABORATIVOS:

1) Construye la grafica y determina la ecuacion de las parabolas a partir de los datos

que se proporcionan
1
a) V(E ,1) y Lado Recto igual a 5

b) V(0,0) eje focal el eje de las abscisas y pasa por (1,3)

2} Los extremos del cable de un puente esta a 2,000 metros de distancia y a 150
metros sobre el piso, mientras que el centro del cable esta a nivel del piso. Encontrar
la altura del cable sobre el piso a una distancia de 500 metros de la base de la torre
de amarre en los extremos del puente suponiendo que el cable resiste una carga de
igual peso en distancias horizontales iguales.

3) Un reflector parabélico tiene 1.5 metros de didmetro y 75 cms. de profundidad. ¢A
qué distancia del vértice se debe colocar el bulbo lumiposo de este refiector?

Encuentra la ecuacién que represente esta situacion.
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4) Se desea construir un tGnel de forma parabélica bajo el cual pasara una carretera de
30 metros de ancho. Ei ancho de la base del tunel sera de 40 metros y su altura
maxima de 9 metros. Calcula la altura maxima que deberan tener los vehiculos que

circulen debajo del puente.
EJERCICIOS DE RETO:;
1} Graficar la parabola cuyo foco es el punto (3,6) y directrizx -y =0
FICHA INTEGRADORA.

1) Escribir las ecuaciones en forma general de las siguientes parabolas:
a) V(0,0) y Directriz 2x+3 =0
b} V(3,2) y F(3,4)
¢) V(4,1) y Directrizy +3=0

d) V(4,-2) y Lado recto igual a 8 y abre hacia abajo
|
e) V(3,-2) y extremo del lado recto A(-Z,%) y B(8, E)

f) V(3.-2) Eje focal horizontal y pasa por (2,-5)
g) Eje focal horizontal y pasa por (-1,5), (-1,-2) y (6,1)
2) Graficar las siguientes parabolas indicando las coordenadas del vertice, foco y
extremos del lado recto.

a)y’-6y-4x+9=0
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b) x? +2x + 12y + 37 =0

c) 4y* - 48x - 20y = 71

d)9x2+24x+72y+16=0

e)y’+4x=7

f) x*-6y=0

3) Desde una plataforma de 5 metros de altura se coloca un cafdn y se lanza una bala

hacia arriba, la altura maxima que alcanza la bala medida desde el piso es de 50
metros, y esta altura la alcanza a una distancia de 20 metros de la plataforma.

Encuentra a qué distancia de la plataforma choca la bala contra el suelo.
AUTOEVALUACION.

1) La directriz de una parabola es la recta y - 1 =0 y su foco es €l punto (4,-3). Hallar
la ecuacion de la parabola.
2) Construye la grafica de la parabola con vértice (0,0) y directriz 2y - 5 = 0. Encuentra

su ecuacién en forma general.

_ _ 1
3) Hallar la ecuaci6n de la parabola de vértice (3,-2) y extremos del lado-recto (-2.-5) y

1
(8,“5).

4) Graficar la parabola 4x* -20x - 24y +97 =0
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5) Un tanel de forma parabdlica tiene una altura de 25 metros y una base de 40 metros.
Una carretera pasa debajo de él. ¢Cual sera el ancho de la carretera si queremos

que la altura en los extremos de ella sea de 5 metros?
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ELIPSE

BOSQUEJO HISTORICO

la profundidad con la que Arquimedes y Apolonio estudiaron las conicas (Parabola,
Elipse e Hipérbola) es tal, que a su trabajo nada nuevo se tuvo que afiadir en los siglos

posteriores.

En la obra de Apolonio, que él denomind secciones conicas, se.encuentran las
siguientes afirmaciones: la seccién conica llamada elipse se forma al intersectar un
plano (que no pasa por el vértice) con un cono circular recto, ya que corta todos los
elementos de una parte del cono y forma una figura cerrada, un caso particular de la
elipse es la circunferencia; en el planc, el lugar de un punto (mévil) cuyas distancias a
dos puntos fijos dan una suma constante, es una elipse que tiene como focos esos
puntos fijos. EI mismo Apolonio aclara también que una tangente a la elipse deja los

dos focos de un mismo lado de dicha tangente.

Las propiedades que Apolonio enuncia para la elipse fueron tomadas por F. de la Hire
(1640 - 1718) como definicion de las curvas que tienen centro y la manera de descubrir
la elipse por trazo continuo. Esta construccién la indic6 por primera vez el bizantino

Antemio (siglo VI).
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Kepler, en 1609, expuso dos de sus grandes leyes del movimiento planetario; una de

estas leyes que marcan una época en la historia de la ciencia matematica es:
“La 6rbita de todo planeta es una elipse con el sol en un foco”

El movimiento circular habia reinado como soberano desde los tiempos antiguos hasta
los dias de Copérnico y Tycho Brake, pero ahora era reemplazado por la elipse, y, con
el descubrimiento de que la elipse era, realmente, un camino trazado en los cielos y por
la tierra misma, un hermoso capitulo de la geometria antigua habia pasado

inexplicablemente, al centro de una filosofia practica natural.
CONTENIDO:

1) La elipse como lugar geométrico.

2) Gréfica de la ecuacion de 2° grado de la forma
A?+By?+Cx+Dy+E=0 conA = B
A y B dei mismo signo y diferente de cero
3) Ecuacion de una elipse a partir de algunos elementos de ella y problemas de
aplicacién.

V.1.- La elipse como lugar geometrico
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OBJETIVOS.

» El alumno graficara una elipse a partir de su definicién como lugar geométrico.
« El alumno graficara una elipse dados distintos elementos de ella.

e El alumno deducira la ecuacion que representa una elipse.

EJERCICIOS CONCEPTUALES.

1) Indaga la definicion de la elipse como lugar geométrico.

2} Indaga cuales son los elementos basicos de una elipse.

3) Construye las siguientes elipses.

a) C(0,0) k) C(0,0) c) F«(7,1) d) F,(-4,-2)
F,(3,0) F.(0,4) Fa(1,1) F.{-4,-6)
F.(-3,0) F,(0,-4)

Eje mayor 8 Eje mayor 10 Eje mayor 8 Eje mayor 6

4) En cada una de las elipses anteriores indica cOmo encontrarias las coordenadas de
los puntos que determinan el eje menor
9) Indaga el concepto de excentricidad de una elipse y con éste explica
a) ¢ Como debe ser el valor de la excentricidad para que represente una elipse?
b} ¢Qué quiere decir que la excentricidad sea cero? |

c) ¢ Qué quiere decir que la excentricidad sea uno?
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6) Determina la ecuacién en forma general de una eiipse con centro en el origen y en

forma horizontal a partir de su definicion como lugar geométrico.

7) Generaliza tu resuitado para encontrar la ecuacién general de cualquier elipse con

centro en (h.k) eje mayor 2a y eje menor 2b.

8) Indaga el concepto de lado recto (longitud del ancho focal) de una elipse y la forma

de calcularse.

EJERCICIOS PRACTICOS.

1) Grafica las elipses segin las condiciones que se te marcan (C = centro; F = foco;

= vertice; y B = extremo del eje menor; e = excentricidad y LR = Lado Recto):

a) F(0,3) b) C(0,0) ¢) C(2,-3)
C(0,0) V(£5,0) F(2,-5)
B(+4,0) B(0,£3) V(2,1)

d) C(-4,2) e) F,(4,-2) f) Extremos del eje -
B(-4,5) F,(10,-2) Menor (-1,2) y (-1-4)
F(-2,2) V,(12,-2) Foco en (1,-1)

2) Encuentra la ecuacion canoénica y general de la elipse segin ios datos.
.. 2
a) excentricidad 3

semieje focal 4

C(0,0)

v
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paralela al eje y
b) Centro (3,1)
F(1,1)

V(7.1)
c) B,{-1,4)

By{-1,-2)

Longitud del Ancho Focal —z—

d) excentricidad %

V,(2,3)
V,(2,-5)

e) Longitud del eje menor=6
Longitud del eje focal =4

Paralelo al eje x

f) Longitud del Lado Recto -:-353

Centro (-2,-3)

V=(3,-3)
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EJERCICIOS COLABORATIVOS.

Grafica determinando todos los elementos y encuentra la ecuacion general de las

siguientes elipses:
a)F (3,-2)
C (5.-2)
Semieje mayor 4
b) V,(3,-6)
V,(3,6)
B (1,0)
c) Vi(-6,1)
V,(2,-1)
F(-3,-1)
d} B,(2,-1)
B,(-4,-1)
Fi(-1,1)
e) F,(-4,-3)

F.(4,-3)

excentricidad —23:
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EJERCICIOS DE RETO.

Un jardinero desea trazar en su jardin figuras de diferentes tamafios para lo cual utiliza

dos estacas y una cuerda como se indica en la figura:

/\

estaca 1 estaca 2

. Qué figura se formara con este proceso?
Para formar figuras de diferentes tamarios ¢ Qué tiene que hacer con las estacas

y con la cuerda?
V.2 -"GRAFICA DE LA ECUACION GENERAL DE 2° GRADO DE LA FORMA:
A +By*+Cx+Dy+E=0 con A= B

Ay B del mismo signo y diferente de cero.

OBJETIVO:

o El alumno Graficara una elipse a partir de su ecuacion en forma general.
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EJERCICIOS CONCEPTUALES:

1) Grafica las siguientes ecuaciones:

a) G -1
9 4

b) (x_3)2 +(}’_1)2 =1
4 9

2) ¢Cudl es la diferencia al graficar las elipses del a) y b) del ejercicio anterior?
3) Desarrolla las ecuaciones del ejercicio 1 hasta obtener las ecuaciones generales.
4) Cémo graficarias las siguientes ecuaciones generales

a) 4x*+9y?-24x-18y+9=0

b) 9x%+4y?-54x -8y +49 =0

c) Generaliza tu proceso.
EJERCICIOS PRACTICOS

1) Encuentra todos los elementos de ias elipses y graficalas segun su ecuacion.

2 2
a) S Xy
144 169

2 2
b) =+ =1
12 8

=1, 0-2° _
100 25

1

LA TESIS NO SALR
OE LA BIBLIOTICA
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@+ O-0

9 25 9

e) 9x? +25y% +54x - 80y + 221 =0
fy 6x*+y*-6x+y-38=0
g) 9x*+25y*-18x + 50y - 191 =0

h) 11x% + 36y* + 44x - 144y - 208 =0

EJERCICIOS COLABORATIVOS:

1) Graficar las siguientes elipses indicando todos sus elementos:

a) 3x? + 4y* + 28x + 16y + 48 = 0
b)x?+2y*+8x-4y =0

c) 4x* + 16y* - 24x -28 =0

d) 9x? + 25y2 + 100y - 125 = 0

e) 9x* + 13y? + 18x +26y - 95 =0

EJERCICIO DE RETO:

1) Determina la longitud de la cuerda que cae en la recta x - 2y = 0 de la elipse

9x? + 4y -9x -8y + 193 =0
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V.3.- ECUACION DE UNA ELIPSE A PARTIR DE ALGUNOS ELEMENTOS DE ELLA Y
PROBLEMAS DE APLICACION

OBJETIVO:

» El alumno determinara la ecuacion en forma general de una elipse a partir de

algunos elementos de ella.

» Conociendo los elementos principales de una elipse, el alumno resolvera problemas

de aplicacién.
EJERCICIOS CONCEPTUALES

1) Sin realizar la grafica, determina la ecuacion en forma general de a elipse.

a) Con excentricidad % y sus vertices son (-5,1) y (7,1)

b) Con Focos (-3,-1) y (-1,-1) y longitud del eje menor 2+15.
2) Traza la siguiente elipse:
36x* + 9y? + 144x - 18y - 171 =0
a) Determina las coordenadas de 8 puntos que estén sobre la elipse
b) Tomando como punto fijo uno de los focos, encuentra las coordenadas del puntd
que este sobre la elipse y cuya distancia al foco sea la mas alejada a éste (la
maxima distancia) i

c} Como en el inciso b, ahora determina la minima distancia.
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EJERCICIOS PRACTICOS:

1) Los vértices de una elipse son (1,-6) y (9,-6) donde la longitud del lado recto es 9.
Hallar ia ecuacion general de la elipse.
2) Encontrar la ecuacion general de la elipse cuyos vértices son V(-3,7) V(-3,-1) y
longitud de ancho focal 2

3) Encontrar la ecuacion de la elipse con centro en el origen, vértice (0,-5) y pasa por
5
el punto (—2«/_3;,5 )

4) La orbita de la tierra es una elipse con el sol en uno de sus focos. Lalongitud del eje
mayor es 186 millones de millas y la excentricidad es 0.0167. Encuentra ...
a) La ecuacion que represente al problema
b) Las distancias minima y maxima de [a tierra al sol.
5) La orbita del cometa Haley tiene una excentricidad de 0.97 y su semieje mayor mide
2,885 millones de kildmetros. Deduce una ecuacién de su érbita, con centro en el

origen (2 soluciones}
EJERCICIOS COLABORATIVOS:

1) Encuentra todos los elementos de la elipse que tiene como vértices (-5,2) V(3,2) y

longitud de eje focal 6
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2) Encuentra la ecuacion de la elipse cuyos focos son (-4, 7) y (-4,-1) y la longitud del

20
lado recto es —3—.

3) Grafica la elipse que tiene como Focos (2++/3,-3) ¥ (2-/3,-3) y longitud del eje
menor 6

4) Encuentra la ecuacion en forma general de la elipse con centro en el origen, vértice
en (0,12) y los extremos del lado recto (9,-6) y (-9,-6).

9) Un satélite describe una orbita eliptica airededor de la tierra de tal modo que el
centro de ésta, es uno de los focos. El punto mas alejado del satélite a la superficie
terrestre esta a 250 mil millas y el mas cercano esta a 100 mil millas. Las distancias
se miden a lo largo del eje mayor que se supone esta en el eje “y" . Suponiendo que

el radio de la tierra es de 400 mil millas deducir la ecuacién de la érbita del satélite.

EJERCICIOS DE RETO:

1) Un punto P(x,y) se mueve en forma que el producto de las pendientes de las dos
rectas que unen P con los dos puntos fijos (-2,1) y (6,5) es constante e igual a 4.
Demuestra que dicho lugar es una elipse y encuentra el centro.

2) Expresar la elipse 4x° + y* + 16x + 6y + 21 = 0 en forma canénica y hallar las

coordenadas de sus focos y sus veértices
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FICHA INTEGRADORA.

1) Expresar la siguiente elipse en forma canénica y hallar las coordenadas de sus
focos y sus vertices:
a) 4x*+y*-16x-6y-43=0
b) x*+3y*+2x+12y+7=0
| ¢} 7x*+ 16y°-28x- 128y +172=0
2) Escribe la ecuacion y los datos que se piden de las siguientes elipses:

a) e =% b) P(JE,% )
1€(0,0) C(0, Ecuaciéon =
Long. Lado Recto= Vértice 2 =
Foco2 = Focos =
Vértices = V(0,-7) Long. Eje Mayor =
Ecuacioén = Long. Eje Menor =

Long. Lado Recto =
Longitud = 2

Ecuacion =
Focos =

Excentricidad =

Long. Eje Mayor:

V(-3,1) Long. Eje Menor:
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3) Resuelve los siguientes problemas:

a) Una pelota en el vacio se mueve en forma eliptica alrededor de un punto fijo que
esta en uno de los focos de la elipse, si la excentricidad es de 2 y el eje mayor de
la elipse es de 8 unidades, encuentra la distancia maxima a la que se puede
encontrar la pelota del punto fijo.

b} Un recinto tiene forma semieliptica con 20 metros de longitud y 10 m. en su parte
mas alta ;Donde se deben colocar dos personas que no sea una junto a la otra
para que se puedan comunicar sin que nadie mas los escuche {para dar la

ubicacién utiliza un plano de coordenadas).
AUTOEVALUACION.

1) Traza la siguiente elipse segun las condiciones dadas y determina, si es necesario,
las coordenadas de: centro, vértices, focos, extremos del eje menor y las longitudes
de los ejes: mayor, menor, focal, lado recto y excentricidad.

C(-2,3) F(-2,5)y V(-2,-1)
2) Grafica la elipse que tiene como focos (-5,-4) (-5,12} y excentricidad 4/5.

3) Encuentra la ecuacién en forma general de las siguientes elipses:

a) V,(6,1), V,(-6,1) y longitud del semieje menor 33

b) Centro en (0,0) V(0,-5) y pasa por el punto P(-2J§,§)

S

4) Grafica la siguiente ecuacion: 25x° + 16y* - 150x - 160y + 225=0
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5) La orbita de la tierra es una elipse en uno de cuyos focos esta el sol. Sabiendo gque
el semieje mayor de la elipse es 148.5 millones de kildbmetros y que la excentricidad

es 0.017, hallar la maxima y la minima distancias de la tierra al sol.

86



Vi

HIPERBOLA

BOSQUEJO HISTORICO.

Un tipo de problemas que interesd a Pitagoras (569 - 5600 A. C.) fue el método de
aplicacién de superficies. Su solucion consistia en la resolucion de una et;uacién
cuadratica, el problema principal era trazar sobre una linea recta dada, una figura que
tuviera el tamario de una figura dada y la forma de otra también dada, en el desarrollo
de la solucion debia ocurrir una de las tres cosas siguientes: la base de la figura
construida se ajustaria, ¢ seria demasiado corta o excederia a la longitud de la linea
recta dada?. A estas tres posibilidades se ies llamé Parabola, Elipse e Hipérbola
respectivamente. Afios después Apolonio introdujo estas curvas como secciones
conicas, ya que se forman al intersectar un cono circular recto y un plano, si el plano es
paralelo a uno de los elementos y corta a ambas partes del cono se forma lo que se

conoce como hipérbola.

En la obra de Apolonio que él denomind Secciones Cénicas, se encuentra la afirmacién
de que en €l plano, el lugar de un punto (mévil) cuyas distancias a dos puntos fijos dan
una diferencia constante, es una hipérbola que tiene como focos esos puntos fijos. El
mismo Apolonio aclara que una tangente a la hipérbola deja lps dos focos separados,

de un lado un foco y el otro del otro lado.
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Siglos después, Fermat (1601-1666) demuestra que la representacién de una hipérbola
es: a’+x*=ky’ Y enuno de sus tratados llamado “Metodo para hallar méaximos y
minimos” descubre también la ecuacion de la forma y = x" que se conoce como

“parabolas de Fermat” si “n” es positivo, o “hipérbola de Fermat” si “n” es negativo.

Newton (1642-1727) fue el primer matematico que considerd la hipérbola como una
curva de dos ramas, cosa que no se habia hecho antes, pues Apolonio no consideraba

ambas ramas como pertenecientes a una misma curva.

CONTENIDO:

1) La Hipérbola como lugar geométrico.
2) Grafica de la ecuacion general de 2° grado de la forma:
Ax*+By*+Cx+Dy+F=0
Con A = B, de diferente signo y deferentes de cero
3) Ecuacién de una hipérbola a partir de algunos elementos de ella y problemas de 7

aplicacion.
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VI.1.-LA HIPERBOLA COMO LUGAR GEOMETRICO.

OBJETIVOS:

* Elalumno graficara una hipérbola a partir de su definicién como lugar geométrico:
« El alumno graficara una hipérbola dados distintos elementos de ella.

¢ El alumno deducira la ecuacion que representa una hipérbola.
EJERCICIOS CONCEPTUALES:

1) Si en la definicion de lugar geométrico de una elipse en lugar de decir:
“..la suma de sus distancias a dos puntos fijos llamados focos es igual a una
constante 2a”, la sustituimos por:
“...la diferencia de sus distancias a 2 puntos fijos llamados focos es igual a una
constante 2a"
¢ Qué figura se formaria?
2) Indagar la definicién de Hipérbola como lugar geométrico.
3) Indagar cuales son los elementos importantes de Ia hipérbola.
4) Investigar cuales son los diferencias y similitudes basicas entre los elementos de una
hipérbola y los elementos de una elipse.
5) Utiliza los conceptos de la pregunta 4 para graficar una hipérbola con focos

(-5,0) y (5,0) y longitud del eje transverso igual a 8.
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EJERCICIOS PRACTICOS:

1) Construir las siguientes hipérbolas con los elementos indicados:
a) F,(3,0) F(-3,0) y eje transversal igual a 4.
b) F, (0,5) F,0,-5) y eje transverso igual a 6,
c) F,(-7,3) F,(-1,3)y eje transverso igual a 4.
d) F, (4,-3) F(4,6) y eje transverso igual a 5.
2) Encuentra la ecuacion canodnica y general de la hipérbola, segun las siguientes
condiciones (C = centro; F = foco; V = vértices, B = extremos del eje conjugado; LR =

Lado recto; e = excentricidad).

a) C(0,0) b)C(0,0) ¢)C(1,3) d)C(0.0) e)F(-7,3)

V(£3,0) B=(4,0) V(1,0) FO-5)  Fy-1,3)
o= g LR=8  F(1-2)  V(0.3) Longitud del eje
imaginario 2+/5..

EJERCICIOS COLABORATIVOS.

1) Determina la ecuacion general de las siguientes hipérbolas:

a) F,(-2,6) b) V,(-4,2) c) Eje transversal paralelo al eje “x”
Fi(-2,-2) V,(-4,-8) V(-6,-2)
B(1,2) e=2 B(-3,1) ;
d) F,(2,1) e) C=(2,-3) fExtremos de un lado recto (-4,1) (8,1)
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Fa(2,-7) Semieje conjugado. 4 Semieje real o transversal
Vi(2,-1) Lado Recto 8 igual a 2

Paralela al eje “x”

g) C(2,-2)

V(2.4)

F(2,6)

EJERCICIO DE RETO:

Determinar por dos métodos distintos la ecuacion en forma general de una hipérbola

con centro en el crigen y focos (4,0) y (-4,0)

VI.2.- GRAFICA DE LA ECUACION GENERAL DE 2° GRADO DE LA FORMA:

Ax?*+By?*+Cx+Dy+F=0

Con A = B, de diferente signo y diferente de cero.

OBJETIVOS:

 El alumno graficara una hipérbola a partir de su ecuacién en forma general.
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EJERCICIOS CONCEPTUALES:

1} Identifica (sin graficar) cuadles de las siguientes ecuaciones podrian representar una
hipéerbola
a) 9x*-6y*+8x+32y+5=0
b} 9x* + 16y*-12x + 10y -3=0
c) AP +4y*-12x+10y-3=0
d) x*+y*+5=0
e) y’-3x+2y-7=0
f) 7y*-12x2+28y-31=0
g) X¥*+y*-13x+2y=0

2) Grefica las siguientes ecuaciones:

p 2 _m2
o G O0=3
9 16

b) =3 G+
9 16

3} Indica las diferencias al graficar las hipérbolas del inciso a) y b) del ejercicio 2
) 4) Desarrolla las ecuaciones del ejercicio 2 hasta obtener sus ecuaciones generales
respectivas.
5) Generaliza un proceso para graficar una ecuacién general que represente una

hipérbola.
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EJERCICIOS PRACTICOS.

Grafica las siguientes hipérbolas:

xz y2
a) ——=—=1
) 9 16

2 2
by Z_2

25 25
c)3y?-x*-27=0

d) 100x* - 44y* = 275

e) (-3 @+ _
16 9

(-2 (+4* _
" 9 g !

g) 16x2- 9y? - 32x - 36y - 124 = 0

h)dx®-y* +4x-3y-26=0
EJERCICIOS COLABORATIVOS.

1) Grafica la ecuacion

3x°-4y*-3x-16y-18=0

2) Grafica y determina: centro, vértices, Focos, Longitud del Ancho Focal,

Excentricidad y las Ecuaciones de las asinfotas.
a) 9x*- 16y°+ 18x-32y- 151 =0

b) x*-2y*-x+8y-8=0
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c) 9x - 16y? + 64y - 208 =0

d) 9x?-9y? +54x =0

EJERCICIO DE RETO

Determina si la siguiente ecuacion representa una hiperbola, de lo contrario indica qué

lugar geométrico representa, justificando tu respuesta.

X-4y?-2x+1=0

V1.3.- ECUACION DE UNA HIPERBOLA A PARTIR DE ALGUNOS ELEMENTOS DE
ELLA Y PROBLEMAS CE APLICACION.

OBJETIVOS:

¢ El alumno determinara la ecuacién en forma general de una hipérbola, a partir de

"algunos elementos de ella. : -

¢ Conociendo, los elementos principales de una hipérbola, el alumno resclvera

problemas de aplicacion.
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EJERCICIOS CONCEPTUALES

1} Sin realizar la grafica, determina la ecuacion general de Ja hipérbola.
a) V(0,4) V(0,-4) y excentricidad 3/2.
b) C(-2,2) V{4,2) F(6,2)
2) Traza la siguiente hipérbola  12y? - 4x® + 72y + 16x + 128 =0 determinando las
coordenadas de 8 puntos que estén sobre ella.
3) En la hipérbola del ejercicio 2, calcula las siguientes distancias;
a) Entre V, yF,
b) Entre V,y F,

c¢) Entre F,y C, (C, es un extremo del {ado recto)

EJERCICIOS PRACTICOS:

9
1) Los vértices de una hipérbola son (2,-7) y (2,1) y la longitud del lado recto 7 hallar

la ecuacion general de la hipérbola y las ecuaciones de sus asintotas.

2) Encontrar la ecuacion general de la hipérbola cuyos vértices son (-1,3), (9,3) vy
semieje conjugado 4.

3) Encuentra la ecuacién en forma general de la hipérbola con centro en (3,5), longitud -
del eje conjugado igual a 6 y longitud del eje transverso igual a 4 paralelo al eje de

las abscisas.
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4) Determina la ecuacién general de la cénica con vértice en (0,4) y (0,4) y
o 3
excentricidad igual a 7

5) Determinar la ecuacion general y las ecuaciones de‘las asintotas de la hipérbola con

focos (-7,3) y (-1,3) y longitud del eje transverso igual a 4.
EJERCICIOS COLABORATIVOS.

1) Determinar las ecuaciones en forma general de las siguientes conicas:

5
a) C(0,0), eje transverso sobre el eje X, excentricidad igual a 2 y la hipérbola pasa

9
por el punto (10,5)

b} Vértices en (-3,-4) y (-3,6) y excentricidad igual a 2.

c) Focos en (8,-1) y (-4,1) lado recto igual a 10.

2) En un cuarto obscuro se tiene un reflector parabolico con su foco a 60 cms. de
-distancia sobre el vértice. Un pequeiio reflector hiperbélico se encuentra a 50 cms.
sobre el vértice con uno de sus focos en el mismo lugar que el foco de la parébola;
refieja las ondas de luz hacia su otro foco (de la hipérbola) que queda.a 10 cms.
abajo del vértice de la parabola. Determinar el largo minimo (fongitud del-eje focal) y.'
el ancho minimo (longitud del lado recto) del cuarto obscuro.

3) Un meteorito sigue una orbita hiperbdlica al pasar cerca de la tierra y alcanza su

punto mas cercano a ésta en el vértice a 40 millones de millas de la tierra. Cuando la
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recta que une a la tierra con el meteorito es perpendicular al eje transversal de la
hiperbola, el meteorito esta a 106 millones de millas de ia tierra. Hallar una ecuacion
de la orbita del meteorito si el eje transverso se coloca sobre el eje X, el centro en &l
origen y la tierra en uno de los focos; redondear los resultados a nimeros enteros

para encontrar la ecuacién en forma general.

EJERCICIOS DE RETO.

Un alpinista se extravié en una montana; el lugar en donde se encuentra es una vereda
que es paralela a una carretera que va de norte a sur a una distancia de 2 millas de la
vereda. En la carretera se encuentran 2 grupos de rescate a 3 mitlas de distancia entre
si. El alpinista activa una senal de explosién y el sonido llega al grupo de rescate que
esta al norte 3 segundos antes de llegar al otro grupo de rescate. Determina la
ubicacion del alpinista en relacion con los grupos de rescate, teniendo en cuenta que la

velocidad del sonido es 1100 pies/seg.

FICHA INTEGRADORA:

1) Encontrar la ecuacién general y ecuaciones de sus asintotas de las siguientes
hipérbolas.
a) V,(-2,2) Vy(-2,-4)yLR=6

b) LR =12 y focos (3,-8) y (3,0}
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c)e= —"[21——3 y extremos del eje imaginario (-2,1) {(-2,-5)

2) Graficar e indicar todos los elementos de las siguientes ecuaciones:
9x% - 4y* + 36x - 16y - 16 =0
4x% - 4y* + 20x - 16y + 25 = 0
9x?-4y? - 54x + 40y -19=0

3) Encontrar la ecuacion de la hipérbola vertical cuyas asintotas son x -2y = 0;

x + 2y - 3 = 0 y la distancia entre los vertices es 2.

2 2

4) Deducir de la Hipérbola %—% =1:

a) La ecuacion de su hipérbola conjugada.
b) Las ecuaciones de las asintotas de [a hipérbola conjugada.

¢) Coordenadas de los focos de ambas.

5) Hallar la ecuacion de la hipérbola que pasa por (6,2), tiene su centro en el origen, eje

transverso sobre el eje x y una de sus asintotas es 2x - 5y = 0.

AUTOEVALUACION.

1) Grafica la hipérbola que tiene como vértices (3,-1) (3,3)ye =

M| w

2) Determinar la ecuacion general de |a hipérbola cuyas asintotas son y =+2x y un

foco esta en (0,5)
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3) El centro de una hipérbola es el punto {-1,3), uno de los extremos det eje conjugado
es (-1,6) y su lado recto igual a 6, encuentra todos los elementos de la conica y su
ecuacion general.

4) Encuentra la ecuacién canonica y la grafica de la hipérbola que tiene como ecuacion
general:

4x*4y*- 4x - 16y -31=0

5) Una pelota en el vacio se mueve en forma hiperboélica al rededor de un punto fijo que
5 .
estd en uno de sus focos, si la excentricidad es de r y el eje transversal es 8

unidades, encuentra la distancia mas cercana de la pelota al foco y una ecuacion

que represente la trayectoria de la pelota.
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VII

TRANSFORMACION DE COORDENADAS.

BOSQUEJO HISTORICO.

Fermat y Descartes (Siglo XVII) fueron los dos personajes principales en hallar
métodos generales para el estudio de curvas, ellos. estaban conscientes de la
necesidad de métodos cuantitativos en el estudio de la geometria e incorporaron a ésta
‘la ayuda del algebra llamando a esta conjugacion Geometria de Coordenadas o

Geometria Analitica.

Para sus-investigaciones sobre las curvas, Fermat partié de la obra de los gedmetras
griegos y gracias a sus contribuciones al-algebra, estuvo en condiciones de aplicarla al
estudio de las curvas. Su propésito fue iniciar el estudio de lugares geometricos que
los griegos no habian llegado a hacer. Fermat no utilizé coordenadas negativas y sus
epuacio_ne_s no podian_ _representar curvas completas, pensd entonces en la posibilidad
de trasladar y girar los ejes, ya que al considerar ecuaciones de segundo gr-ado més -

complicadas, las podria reducir a formas més sencillas.

La geometria algebraica nos indica que la ecuacion de segundo grado:

A2 +Bxy+ Cy* +Dx+Ey+F =0
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determina curvas que estudiaron los antiguos griegos y que resultan de cortar un cono
solido de base circular o dos conos iguales con la misma generatriz cuyo dnico punto

de contacto es el vértice. De éstas secciones conicas un caso particular es el circulo.

CONTENIDO:

1) La ecuacién general de 2° grado Ax?+Bxy + Cy*+Dx +Ey+F =0
2) El discriminante o indicador.

3) Traslacién de ejes y simpilificacién de ecuaciones.

4) Rotacion de ejes y simplificacién de ecuaciones.

5) Simplificacion de ecuaciones por rotacion y traslacion.

VII.1.- LA ECUACION GENERAL DE 2° GRADO.

OBJETIVOS:

¢ El alumno obtendra la ecuacidon general de 2° grado a partir de la definicién de las

conicas como lugares geometricos.

¢ El alumno identificara el significado de los elementos Bxy, Dx y Ey de la ecuacion

general en la construccion de la grafica de las conicas.
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EJERCICIOS CONCEPTUALES:

1) Usando la definicion de lugar geométrico encuentra la ecuacién en forma general de
las siguientes parabolas:
a) F{0,-3) y directrizy =3
b) F(-2,5) y directriz y = -1
c) F(2,3)ydirectrizx+y-1=0

2) Compara las ecuaciones obtenidas en los incisos del ejercicio 1). Sefiala cuales son
las diferencias entre el inciso ¢) y los incisos a) y b}, argumenta tu respuesta.

3) indaga cual es la forma general de la ecuacion de ségundo grado con dos variables.
EJERCICIOS PRACTICOS:

1) Para cada una de las siguientes ecuaciones indica si se trata de una cénica vertical,
horizontal u oblicua y si su centro esta en el origen o fuera del origen.
a) 5x¥+4xy +2y?-24x-12y +29=0
b) 3x? * 3y*-18y =0
c) xt-xy+y*=1 _
d) 4x?-y?+4x-3y-26=0
e) 9x*-9y? +54x=0
fy xy-x-3y=0
g) x* =5y
h) 2x*+ 3y?-5=0
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i) xy+4y=1
EJERCICIOS COLABORATIVOS:

1) En la forma general de ia .ecuacién de 2° grado Ax?+Bxy + Cy’ +Dx+Ey +F =0,
indica qué sucede cuando:
a) A=0yB=0
by B=0
c) D=0
d) E=0
e) D=0yE=0
fy B=0yC=0
g) B=0,D=0yE=0
2) Para las siguientes ecuaciones discutan el tipo de grafica que representarian (sin
construirias)
a) xy-3x-y=0
b) 3x+2y-5=0
c)- 4x2- 12 xy + 9y? - 8/13x - 14413y +17=0
d) 22+ 3xy+y*=8

e) xy’+xy-2x-2=0
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EJERCICIOS DE RETO

1) Encontrar la ecuacion y la gréfica de una elipse con focos (3,1) y (6,5) y longitud del

eje mayor 7 unidades y graficarla.

VII.2.- DISCRIMINANTE O INDICADOR.

OBJETIVO:

- Que el alumno identifique el tipo de conica que representa una ecuacién general de

segundo grado mediante el uso del indicador.

EJERCICICS CONCEPTUALES:

1) Indaga cual es la férmula del indicador o discriminante.
2) Indica qué tipo de cénicas son las siguientes:
~a) xX*-2x+4y-5=0

b) 2x*-3y* +4x+9y-12=0

c) 4+ 9y?+8x-27y-3=0
3) Aplica el indicador en cada una de las ecuaciones del ejercicio anterior.
4} Cual fue tu resultado numérico del indicador en el ejercicio anterior.
5} Qué conclusiones darias cuando el indicador es:

a) Mayor a cero
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b) Menor a cero
¢) lgual a cero.
6) ¢Se podrian generalizar estos resultados para ecuaciones de la forma

X?+Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0?

EJERCICIOS PRACTICOS:

Mediante el uso del discriminante (o indicador) indica qué tipo de conicas son las

siguientes:

a)2x*+3y-5=0

b) x? = 5y

c)3x*+9y-18=0

d) 5x* + 4xy + 2y2 - 24x - 12y +29 =0
e)x’-xy+y*=0

f) xy-3x+5y+1=0
g)5x2-5y*-7x+2y-1=0

h) 5x2 - V3 xy + 4y? =2

i) 8Bx®+4xy+2y*-7Tx+8y+1=0

) 5x%+2xy + 10y*- 12x - 22y + 17 =0
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EJERCICIOS COLABORATIVOS:

Indica la naturaleza de las siguientes conicas:

1) 5% -5y* - Tx + 2y =7
2)5x* +5y*-7Tx+2y=7
3)5x2-5xy -5y* - Tx+2y =7
4) 5x% + 5xy + 5y? - Tx + 2y =7
5)x2-JTxy +3y*=0

6)2x +3y-5=0

EJERCICIOS DE RETO:

1) Demuestra que el discriminante | = BZ - 4AC indica la naturaleza de cualquier cénica
aplicada a la ecuacion general de segundo grado.

2) ¢ Qué pasa con el valor del discriminante si la conica es del género circunferencia?

VII.3.- TRASLACION DE EJES Y SIMPLIFICACION DE ECUACIONES.
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OBJETIVOS:

* El alumno transformara la ecuacién general de segundo grado en otra que carezca
de los términos lineales a través de una traslacién de ejes.

* El alumno aplicara las ecuaciones de transformacién de traslacién en la ecuacién
general de 2° grado para obtener la ecuacion transformada.

» El alumno graficara la ecuacién transformada.

EJERCICIOS CONCEPTUALES.

1) Considera los dos planos de coordenadas (xy y X'y’) como se indican en la figura:

AN

y ¢ y P

a) Indica cuales son las coordenadas del punto “P” en cada uno de los planos de
coordenadas.

b) ¢Que relacion existe entre las coordenadas obtenidas?
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2) Determina la ecuacion en forma general de la siguiente figura en cada uno de los

planos indicados.

v Sy

) .
U >

a) Cuét es la diferencia entre la ecuacion del plano xy y la ecuacién del plano X'y".
3) Indaga qué significa una transformacién de coordenadas.
4) Indaga que significa trasladar los ejes de coordenadas rectangulares.

5) Investiga cuales son las ecuaciones de transformacién por trasiacion.

EJERCICIOS PRACTICOS:

1) Hallar las coordenadas nuevas de los siguientes puntos cuando el origen se mueve
hasta la coordenada 0'(-2,3).

a) P(4,-1)

b) Q(-5,-7)
] 31

¢) R(353)

d) S(+/3,5)

2) Hallar el punto al cual debe trasladarse el origen para que la ecuacion transformada
no tenga términos de 1° grado.
a) x? +9y? -10x +36y +52 =10
b) 9x? -4y? + 90x - 32y + 125=0
c) 2x2 +2y*-6x +4y +26 = 0
d) 3x2-4y* +3x +16y-18=0
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e)2xy+x -y+4=0
f) ¥+2xy+3y*+2x-4y-1=0
g)x*-3x-y=6
3) Encontrar las ecuaciones de translacion de las siguientes curvas:
a) 16x* + 16y* + 8x - 48y +5=0
b)x*+ 8x-3y+10=0
C)Xy-3x+4y-13=0
d) 2% + 2xy + 2y* - 2x - 10y + 11 =0
e) 3x°-4y* + 3x + 16y -18 =0
fy 8x° +24x?-28x-y=7

EJERCICIOS COLABORATIVOS:

1) Determina la nueva ecuacién si el crigen se trasiada al punto dado.

a)3x-2y=6 0'(4,-3)
b)y?-6x +4y +22=0 0'(3,-2)
c) 4y*-5x?+8y-10x-21=0 0'(1,-1}
dyxy-x+y-10=0 0’(1,1)

2) Graficar las siguientes cénicas usando una traslacion de ejes.
a)x?-5y +16x-10y-9=0
b) 3x® + 3y* + 12x - 12y -1 =0
c) 30xy + 24x - 25y -80=0
d)x*-8x+8y+8=0

EJERCICIOS DE RETO.

1) Demuestra que las ecuaciones x = X'+ h y y =y + k eliminan los términos de 1°
grado en la ecuacion general de 2° grado.
2) Grafica la siguiente ecuacion aplicando una translacion de ejes.
17x2 -12xy + 8y* + 68x - 24y - 12=0
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3) Cual seria la explicacién logica de no poder eliminar todos los términos lineales por
una translaciéon de ejes en la ecuacién
x>+ 8x-3y+10=0

VIl.4.- ROTACION DE EJES Y SIMPLIFICACION DE ECUACIONES.
OBJETIVOS:

¢ El alumno transformara la ecuacién general de segundo grado en otra que caresca
del término Bxy por medio de una rotacion de ejes.

o El alumno determinara el angulo en el que se deben rotar los ejes de coordenadas
para eliminar el término Bxy.

o El alumno aplicara las ecuaciones de rotacién en [a ecuacion general de. sequndo
grado para obtener la ecuacién transformada.

« El alumno graficara la ecuacion transformada.
EJERCICIOS CONCEPTUALES.

1) Indaga qué significa una rotaciéon de ejes de coordenadas.
2) Investiga cuales son las ecuaciones de transformacién por rotacion.

3) Considera los dos planos de coordenadas (x,y) y (x,y'} como se indica en la figura.
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>

Indica aproximadamente cudles son las coordenadas del punto P en ambos planos

considerando que el plano xy se gird un angulo de 45°. (Sugerencia: establece las

mismas unidades en ambos planos.
EJERCICIOS PRACTICOS:

1) Determina el &ngulo que deben de rotarse los ejes para que las siguientes
ecuaciones carezcan del término xy.
a)3x*+10xy +3y-4=0
b) 3x2 + V3xy + 2y? + 2x -3y +5=0
C) 5x2 + f3xy + By?- 7x -2y + 10 =0
d)x®-xy+y*=1
e) P +axy +yi+ 5x=1
f) 2x*-5xy +2y?-7x-1=0
2) Determina las ecuaciones de transformacién por rotacién de las ecuaciones del
ejercicio 1.
3) Transforma mediante una rotacion las siguientes ecuaciones de tal manera que se
elimine el término xy '
a)2xy + 3x -4y =12
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b) 5x% + f3xy + 4y* =2

EJERCICIOS COLABORATIVOS.

1) Transforma, mediante rotaciones las siguientes ecuaciones:
a)x>-xy +y*-1=0
by x?-2xy +y* +2x -4y +3 =0
c) 3x*+ 10xy + 3y*-4=0
d) 5x2+6xy + 5y’ -4x +4y -4 =0
e) 22+ f3xy +y* =
f) 2x2+ 3xy +3y2+2x-3y+5=0
g) 3¢ +43xy-y -4x+23y-1=0
2) Transforma mediante una rotacién y grafica la ecuacién transformada.
a) 22+ J3xy +y* =

byxy-x+y-10=0

EJERCICIOS DE RETO.

1) Determinar las coordenadas de los siguientes puntos cuando los ejes se rotan el
angulo indicado.
a) P(3,5) o=30°
b) P(-7,2) o=45° \

c) P(-1,3) o=60°
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2) Transformar mediante una rotacién y graficar la ecuacién transformada de

X2-2xy +y*+ 2x-4y+3=0

VIL5.- SIMPLIFICACION DE ECUACIONES POR ROTACION Y TRASLACION.

OBJETIVOS:

* Que el alumno grafique la ecuacién general de segundo grado mediante una
traslacién y una rotacion de gjes.
e Que el alumno comprenda que las transformaciones de rotacién y traslaciéon son

invariantes con la conmutatividad.

EJERCICIOS CONCEPTUALES.

1) Para la siguiente ecuacién: xy -X+y-10=0
a) Trasférmala aplicando primero una rotacién y luego una traslacion.
b) Trasformala aplicando primero una traslacién y luego una rotacién.

2) ¢ Cémo son las ecuaciones transformadas de los incisos a) y b) del ejercicio 1? ¢ Por
qué?

3) Grafica las ecuaciones transformadas ¢ Cudl es la diferencia?

4) La siguiente proposicion: “La grafica que se obtiene de una ecuacién después de
aplicar una rotacion y una traslacién, indistintamente es la misma”, ¢ Es verdadera o
falsa? ¢ Por qué?
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EJERCICIOS PRACTICOS.

1) Para las siguientes ecuaciones determinar las ecuaciones de rotacion y de
traslacion.
a)2xy-3x+4y-10=0
byx2+xy+y?-x-5y+5=0
c) 5x2 + 6xy + 5y -4x + 4y -4=0
d) 3x*+10xy + 3y?-4=0
2) Encuentra las ecuaciones transformadas del ejercicio 1, aplicando primero una

traslacién y después una rotacion.

EJERCICIOS COLABORATIVOS.

1) Para las siguientes ecuaciones:
¢ Determina la ecuacién transformada por rotacion y translacion.

_e Grafica la ecuacion transformada.
a)4x*- J3xy +3y* +2x-2y +4=0

b) 5x% - V3xy + 6y?-4x +4y-4=0

c) 7x*- 6-3xy + 13y* = 16

dixy+2x-y+5=0 .
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EJERCICIOS DE RETO.

1) Simplifica las siguientes ecuaciones por rotacién y translacion.
a) 3x* +243xy +y?- 2x 243y -2 =0

b) 4x* + 4xy + y* + 5x-1=0

FICHA INTEGRADORA:

En las siguientes preguntas identifica el tipo de conica antes de resoiverias.

1) Encuentra las ecuaciones de transformacion, de traslaciéon o rotacion segln se

indique de las siguientes ecuaciones:

a) 16x> + 16y* + 8x - 48y +5=0 (Traslacion)
byx*+8x-3y+10=0 (Traslacién)
C)xy-3x+4y-13=0 (Rotacion)

d) 2%+ +3xy +3y*+2x-3y+5=0 (Rotacion)
2) Transforma las siguientes ecuaciones por traslacion.
a)x*+3y*+6x+6y+3=0

b) 2x* +2xy + 2y* - 2x - 10y + 11 = 0
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3) Transforma las siguientes ecuaciones por rotacion.
a) 5x%- 3xy +4y* =2
b) x2+ 10xy + y*-10x +2y + 13 =0

4) Grafica las siguientes conicas usando una traslacion, una rotacion o una trastacion y
una rotacion segun sea necesario.

a)3x?-2y*-42x -4y +133=0
b) 2x% + +3xy +y* = 8
c) 30xy + 24x - 25y - 80 = 0

d)x?-10xy +y*-10x+ 2y + 13 =0

AUTOEVALUACION:

1) Encuentra las ecuaciones de traslacién e indicar el tipo de conica que representa.

9x%-y? -36x-2y+44=0

2) Encuentra las ecuaciones de transformacion por rotacion e indica el tipo de conica

que representa.

2x2 - f3xy +3y? +2x - Ty +5=0

3) Determina la ecuacién transformada usando una translacion.

9x?-4y* + 54x -8y + 113 =0
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4) Determina la ecuacion transformada usando una rotacién.

I +xy+3y2+6=0

S) Grafica usando una rotacién y una traslacién.

Xy-2x+4y-4=0
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Vil

ANALISIS DE CURVAS ALGEBRACAS:

BOSQUEJO HISTORICO.

En 1704, Newton publico su tratado “La Opticks” y en ella figuraban como apéndices
dos obras matematicas, una de las cuales fue titulada: “Enumeratice Linearum Tertii
Ordinis” (0 Enumeracién de las Curvas de Tercer Grado) la cual desde 1676 constituyo
el primer ejemplo de una obra dedicada exclusivamente al estudio de las
representaciones graficas de curvas planas de grado superior en algebra. Newton
cataloga setenta y dos tipos de clibicas (omite 6 de ellas) y dibuja cuidadosamente una
curva de cada tipo. Aqui se usan por vez primera los ejes de coordenadas completos y
entre las propiedades interesantes que.figuran en este tratado, estd el hecho de que
una curva de tercer grado no puede tener mas de tres asintotas, lo mismo que una

conica no puede tener mas de dos.

la palabra “Asintota” aparece usada por Antolico, y llega a ser un término técnico para
Apolonio que la consideraba como una recta cuya distancia a la curva disminuye
constantemente. El primero que considerd las asintotas como rectas tangentes cuyo
punto de tangencia se halla en el infinito fue F. Desarguez.

Los ejes de simetria fueron usados por Arquimedes como las rectas que contienen los

puntos medios de cuerdas paralelas a una recta dada.
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CONTENIDO.

1) Identificacion de curvas algebraicas.

2) Interseccion de una Curva con los ejes coordenados.

3) Simetria de una curva con respecto a los ejes coordenados.

4) Asintotas de una curva,

5) Analisis de ecuaciones para el trazo de una curva algebraica.

VIIi.1.- IDENTIFICACION DE CURVAS ALGEBRAICAS.

OBJETIVO:

* Que el alumno identifique las ecuaciones que representan curvas algebraicas.

EJERCICIOS CONCEPTUALES,

1) Indaga io que es una curva algebraica.

2) Ademas de las curvas algebraicas, ;qué otro tipo de graficas existen?
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EJERCICIOS PRACTICOS.

1) De las siguientes ecuaciones indica cuales representan curvas algebraicas.
a)xy-2y-3=0
b)xy-2x +5y=0

_ Sx—4
T (x+2)?

c)y

d)y = 3sen(5x+2)%- 4
e)3y-2e*+5=0

_ (x+D{x-5(x+3)

DY D7)
_x'-16
g)y_ xz__g

h) xy?- 7y +8x-11=0
i) cos2x-tan3y =5

j) 2Ln3x - 5Lndy =2

EJERCICIOS COLABORATIVOS.

1) En las siguientes ecuaciones indica cuéles representan curvas algebraicas; las que

representan curvas algebraicas, exprésala en forma explicita (despeja y).
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a)4x’-9y?-36=0

b) Ln2y - 3Lny =0
c)y*-2x-8y+12=0
d)yxy-2x-2y+2=0
e) sen3y + cos3y -x =0
fy *-xy+2y=0

g) 2x%-3y* +By-5x+2 =0

EJERCICIOS DE RETO.

La siguiente ecuacion representa una curva algebraica; despeja y.

7X2+6xy-y*-32=0

VIII.2.- INTERSECCION DE UNA CURVA CON LOS EJES COORDENADOS.

OBJETIVO:

e Que el alumno determine las coordenadas de los puntos en donde una curva

algebraica se intersecta con los ejes coordenados.
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EJERCICIOS CONCEPTUALES.

1) En las siguientes graficas indica:

a) las coordenadas de los puntos de interseccién con los ejes coordenados.

a) b)
PN PN
|2
2t fdp B b e
|
w2
c) AN d) a
i | 3. r
S 2] N 2
i-4 .-3 ;-2 ;-1 0 !1 2 3 |4 -2 -1 1
[ S S SR A A
i i
. -
-3 I
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b) ;Qué observas en los puntos obtenidos? (con respecto al valor de x y de ¥)

c) Si solo contaras con la ecuacion y no con la grafica, ¢Como determinarias estos

puntos de interseccion?

d) Generaliza un método para determinar los puntos de interseccién a partir de la

ecuacion.

EJERCICIOS PRACTICOS.

1) Determina los puntos de interseccion (si los hay) con los ejes coordenados, de las

graficas de las siguientes ecuaciones.

I+x

byxy-x+5=0 i

c) Xy +2y-4x=0
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d) 22 +2y2-8=0
e)x*-y’+8=0

fy x*-2x*+x-2-y=0
g)x*-8y+24=0

h} x%y - x? = 4y

xt—x—1

)y= x—2

EJERCICIOS COLABORATIVOS.

1) Determina los puntos de interseccion con los ejes coordenados, de las graficas de

las siguientes ecuaciones.

ayxy-y=1

b) x* + xy* = 6x? - 2y?

C) x* +2y* -8x + 20y +64 = 0
d) x® = y?
e)x*+x°-5x+3-y=0

f) 2x*+2x-y-3/2=0
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EJERCICIOS DE RETO.

Determina los puntos de interseccién con los ejes coordenados, de la grafica de las
siguiente ecuacione:

2xSy - 7x% + 3x%y +6xy - 5y -y* =0

VIII.3.- SIMETRIA DE UNA CURVA CON RESPECTO A LOS EJES COORDENADOS.

OBJETIVO:

e Que el alumno determine cuando una curva algebraica es simétrica con respecto a

los ejes coordenados.

EJERCICIOS CONCEPTUALES.

1) Indaga el significado de simetria.
2)En las siguientes graficas indica si son simetricas con respecto a lo ejes de
coordenadas (al eje x 0 a! eje y 6 a ambos ejes).

a) A b)
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3) Las siguientes graficas son simétricas con respecto al eje x, al eje y 0 a ambos;

determina las coordenadas de los puntos que se indican.

a)

Q

(—

P

A

b}

y 3

>

"
St

4) Si solo contaras con la ecuacién de una curva algebraica, ¢como determinarias si

su grafica es simétrica con respecto a los ejes de coordenadas?

5) Indaga un método para determinar cuando una curva es simetrica con respecto a

los ejes coordenados a partir de su ecuacion.
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EJERCICIOS PRACTICOS.

1) Indica cudles de las siguientes ecuaciones son simétricas con respecto a los ejes de
coordenadas (Al eje x, al eje y 6 a ambos)

a)y?=-14x + 1

b)x*-2y=0

c)x*-2y*+5x2+1=0

gy= ErD —x12)£x3+ 2

e)y=x"-6x2+2x-3

_x2—6

xt=2

f)y

g)5x*-5y+4=0

Tx—5
x-2

h)y=

EJERCICIOS COLABORATIVOS.

1) Indica cuales de las siguientes ecuaciones son simétricas con respecto a los ejes.

_ (2x43)(x-2)

R T
3 x* =5
Y e

)y =(x +2)(x + 1)(x - 2)(x - 1)
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d) (x - 22 = —2

xt =1

e)x'y*-4y* =8

f) 2% +4x’y -8xy -y =3x*-2x*+x-5

EJERCICIOS DE RETO.

1) Demostrar que la grafica de la ecuacion x> + xy +y* =

es simétrica con respecto a la recta y =X

VIIL4.- ASINTOTAS DE UNA CURVA.

OBJETIVO:

» Que el alumno determine (si existen) las asintotas verticales y horizontales de una

curva algebraica.

EJERCICIOS CONCEPTUALES.

1) Investiga lo que es una asintota.

2)}En las siguientes graficas indica cuales de ellas tienen asintotas y de qué tipo

(Horizontal, vertical u oblicua). ‘
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3) Investiga qué métodos se utilizan para determinar si una curva algebraica tiene

asintotas horizontales o verticales a partir de su ecuacion.

EJERCICIOS PRACTICOS.

Determina las ecuaciones de las asintctds verticales y horizontales {si existen) de las

siguientes ecuaciones:
a)xy-2y-2x+2=0
b} x%y = 1
c)y?*-2x-8y+12=0
d)x}y-x*-y=0

e) x>+ xy’-y*=0

_ (x+3)x -1 ‘
Y= e+ -
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EJERCICIOS COLABORATIVOS

1) Encuentra las ecuaciones de las asintotas horizontales y verticales (si existen) en las

siguientes ecuaciones algebraicas.

a)x’y-xy+x-6y=1
b)x*+y?=2
c)xy-1=0

d)x*-2xy +5y =0

e)y = x=2

y xP—x+1
2x+5

f =

)y X —4x

g) Xy -4x’y + xy-x+6y-2=0
hyxy +9y-4=0

i) xX2-4xP-xy+x-2y+6=0

_ -9 x-4)
(x+3)°

iy
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EJERCICIOS DE RETO.

1) Determinar las ecuaciones de las asintotas horizontales, verticales y oblicuas.

x* =2

x+3

Y =

2) Determinar las asintotas horizontales y verticales.

Vxt+2x—1

Y=

Jx* -3

VIIL5- ANALISIS DE ECUACIONES PARA EL TRAZO DE UNA CURVA

ALGEBRAICA.

OBJETIVO:

« El alumno sera capaz de trazar curvas algebraicas a partir del analisis de algunos de

sus elementos (punto de interseccion, simetria y asintotas).

EJERCICIOS CONCEPTUALES.

: x—3
2x+4

1) En fa siguiente ecuacion y determina...

a) Puntos de interseccion, simetria y asintotas.

b) Localiza en el plano de coordenadas los puntos de interseccion y las asintotas.
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c) Tabula para los valores de x =-5, -4, -3,-1,1y 2

d) Con ésta informacidn, traza la grafica que representa la ecuacion.

EJERCICIOS PRACTICOS.

Grafica las siguientes ecuaciones utilizando puntos de interseccién, simetria, asintotas
y tabla de tabulacion.

ay4x*-9y-36=0

b)y*-2x-8y+12=0

c)xy-2y-3=0

d)xy-2x+2y-2=0
EJERCICIOS COLABORATIVOS.

Grafica las siguientes ecuaciones utilizando puntos de interseccién, simetria, asintotas

y tabla de tabulacion.

ayx’y-xt-y=0
by x*-xy +2y=0
C) Xy = 2x + 1

d) x?=y?

_ G+ (x=3) *

e)y o2y
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EJERCICIOS DE RETO.

Para la siguiente grafica, determina una ecuacién que pueda representarla.

Aly
-1 1
| | —>
-1 X
-3

FICHA INTEGRADORA.

1) En las siguientes ecuaciones determina los puntos de interseccion de sus graficas

con los ejes coordenados.

2 =-7x+10

X1

a)y=

b)y? +3x*-6y-2x+5=0
c)xly-x*-y-8=0
d)y*-8x+16=0

_ (x-—2)2(x+l)
eyy= (x-5)

i
2) En las siguientes ecuaciones encuentra las ecuaciones de sus asintotas.
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a)xy-5y-2x+4=0
b) x?y + 2y =x*-9

2xt +5x -3
X =2t +x-2

c)y=

3) Determina si las graficas de las siguientes ecuaciones son simétricas con respecto a
los ejes coordenados.
a)xy?-y*+x-3=0
b) x*-7y*-5=0

_ x*=2x-3
(2x = D(x +2)*

c)y

4) Grafica las siguientes ecuaciones por el método de analisis de una curva.
a)x’y-2x*-3y=0
b) x* +xy? -y = 0
)Y +3x2-By-2x+5=0
d) 2x*-3y*+6 =0

x1—2x-3
20+ Ixt +4x—4

eyy=
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AUTOEVALUACION.

1) Para la ecuacién 3x?-2x% + 3y -9=0, indica:
a) Sus puntos de interseccidn con los ejes coordenados.
b} Si es simétrica.

c) Las ecuaciones de sus asintotas.
d) Tabla de tabulacion.

e) Su grafica.
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IX

SISTEMA DE COORDENADAS POLARES.

BOSQUEJO HISTORICO.

Por lo que se refiere a las coordenadas polares fue Arquimedes quien primero las
menciona, pero en realidad fueron inventadas en 1691 por Jacobo Bernoulli (1654 -

1705).

El estudio sistematico de las curvas por sus ecuaciones en coordenadas polares se
encuentra en una obra de Gourief publicada en 1794. Su notacién es moderna: usa z

para representar el radio vector y w para el angulo vectorial 0 argumento.
CONTENIDO:

1} Coordenadas polares. .. . -
2) Relacion entre coordenadas rectangulares y polares.
3) Distancia entre dos puntos en Coordenadas polares.

4) Las secciones conicas en coordenadas polares.

138




IX.1.- COORDENADAS POLARES.

OBJETIVO.

¢ Que el alumno conozca otro marco de referencia distinto al rectangular, el de
coordenadas polares, asi mismo que sepa ubicar puntos en este nuevo marco de
referencia.

EJERCICIOS CONCEPTUALES.

1) Para los siguientes marcos de referencia, indica las coordenadas del punto P.

v
P 3 180° olo Eje 0°

T . ) e

270°

2) Investiga qué es un plano polar, cuales son sus elementos y las reglas para ubicar

puntos en este plano.
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EJERCICIOS PRACTICOS.

1) Localiza los siguientes puntos en el plano polar.

a) A(3,45°)

b) B(3,-30°)

c) C(2,420°)

d) D(-4,45°)

e) E(-3,210°)

f) F(-3,-150°)

g) G(0,30°)

3T
h) H(-7, —2-)

) J-4-7)

- 2)Expresa los 10 puntos del ejercicio anterior con otras coordenadas polares

equivalentes.
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EJERCICIOS COLABORATIVOS.

1) Expresa con una representacion polar alterna las siguientes coordenadas con la
condicion 0°< o <180°

a) (+5,240°)
7
b) (-1 -3)

c) (0,480°)

d) (-3, 7)

e) (+/3,-276°)
V2 157

")

9) (2v5-7)

h)(%,420°)

i) (-%,3%)

i) (0.180°)

2) Expresa los 10 puntos del ejercicio anterior con una representacion polar en donde

0<r y0< o<360°
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EJERCICIOS DE RETO

Demuestra gue una representacion polar alterna al punto {r, o) es de la forma

(-+, o+ 180°).

IX.2.- RELACION ENTRE COORDENADAS RECTANGULARES Y POLARES.

OBJETIVO:

 El alumno sera capaz de hacer conversiones de coordenadas . polares a

rectangulares o viceversa.

EJERCICIOS CONCEPTUALES.

1) En la siguiente figura se muestran los planos rectangular, polar y un punto P en

ellos.
P(x,y) rectangulares

P(r, o) Polares.
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a} ¢ Cémo determinarias r en términos de X y Y?
b) Calcula seno
c¢) Calcula cos o
d) Calcula tan o
e} Como determinarias o en términos de Xy Y?
f) ¢Coémo determinarias X en términos dery o?
g) ¢{Como determinarias Y en términos de ry o ?
h) Escribe las formulas que puedes utilizar para hacer conversiones de coordenadas
polares a rectangulares y viceversa.
2) Una ecuacién rectangutar contiene variables x,y, por ejemplo 3x + 2y -7 =0. ;Una
ecuacién polar que variables contiene?
3) Indaga algunos ejemplos de ecuaciones polares y escribe 5 de ellas. .
4) ¢ Como harias la conversidbn de una ecuacion polar a rectangular y viceversa?
Escribe tu método.
5) ¢La grafica de una ecuacion polar se puede trazar usando una tabulacion? ¢ Cémo -

se haria?
EJERCICIOS PRACTICOS.

1) Encuentra las coordenadas polares de las siguientes coordenadas rectangulares.
2) (3.4)

b) (-4,3)

¢) (-2,-2)
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d) (¥2,v2)
e) (-1,-1)

f} (0.-3)

g) (-24/3.3)
h) (5,-4)

i} (-2,0)

Nl

2
(Y2 o
iy (2
2) Encuentra las coordenadas rectangulares de las siguientes coordenadas polares.

a) (2,30°)
F4

b) (-4,)

c) (5,210°)

iz
d) (O'T)

T
e)(w/—,—g)
f) (-2,37)
T
0) (3,7
h) (4,0°)
. 7 o
i) (-Z,SQO)

) 1 11z
J) (5:_—?)
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3} Grafica en un plano polar las siguientes ecuaciones.
a)r=cosoc

b)r=2senc

EJERCICIOS COLABORATIVOS

1) Transforma las siguientes ecuaciones rectangulares a polares.
ayx*+y*=9
b)4x-3y-5=0
c) x* +y? = (x2+ y? + x)?
d)y = x - (x+y)?
e)yx’-6y-6=0
2) Transforma las siguientes ecuaciones polares a rectangulares.
a)r=3+seno
b)r=1-coso
cyr=5coso

|
2+seno

dyr=

eyr= T
) 5-3coso
3) Grafica las siguientes ecuaciones:
a)r=2(1 +senc)

b) ? =9sen2 o

1
c)r=
|+ sena
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EJERCICIOS DE RETO

1) Grafica la siguiente ecuacion:

(x2+y2+y)2=x2+y2
IX.3.- DISTANCIA ENTRE 2 PUNTOS EN COORDENADAS POLARES.
OBJETIVO:

* Que el alumno calcule la distancia entre 2 puntos ubicados en un plano polar, de

manera grafica y trigonométrica.
EJERCICIOS CONCEPTUALES:

1) Localiza los siguientes puntos en un plano polar:

7 T
Py(3, E) y Pz(‘s.'“"}‘)

a) Graficamente determina la distancia entre P, y P,

b) Convierte los puntos a coordenadas rectangulares y calcula la distancia -entre

ellos.

c) Con tu resultado del inciso a), comprueba si tu resultado del inciso b) es correcto.

d) ¢Como calcularias la distancia entre 2 puntos en coordenadas polares?
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e} Investiga la formuta para calcular la distancia entre 2 puntos en coordenadas

polares.
EJERCICIOS PRACTICOS.

1) Calcula la distancia entre los siguientes puntos:

a)A(1,i6r-)B(2,12O°)

T 7

c) A(-5,150°)  B(3,80°)
d) A(6,2 7) B(-1,120°)

e) A(5,0°) B(1,70°)
EJERCICIOS COLABORATIVOS.

1) Halla el perimetro del cuadrilatero cuyos vértices son:
A(1,15% B(7,30°) C(3,60°) D(-3,-45°)
2) Determina si los siguientes puntos son colineales o forman triangulo; si forman un

triangulo, indica de qué clase es.

a) A(6,120°) B(-1,-§) C(9,-240°)

b) A(-2,-%) B(-5,210°) 0(2,-§)
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OAZ)  BEL) €10

EJERCICIOS DE RETO.

Demostrar que la distancia entre dos puntos en el plano polar se obtiene por:

d(P,.P;} = \/’12 + 1y = 25r, cos(a, — 9

IX.4.-LAS SECCIONES CONICAS EN COORDENADAS POLARES.
OBJETIVO:

e Que el alumno represente las ecuaciones de las secciones conicas en forma polar o
rectangular, que las identifique en ambos marcos de referencia y que decida en qué

plano graficarlas.
EJERCICIOS CONCEPTUALES.

1) Encuentra en forma rectangular la ecuacién general de:
a) Una circunferencia con centro en el origen y radio 3.
b} Una circunferencia con centro en el origen y radio 5.

c} Convertir las ecuaciones de los incisos a) y b) a forma polar .
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d) Graficar las ecuaciones en ambos planos.

2) Del ejercicio anterior, ¢ puedes inducir la- forma polar de cualquier circunferencia con
centro en el origen? Escribela.

3) Del ejercicio 1 indica en qué plano te fue mas facil graficar.

4) Un método similar al del ejercicio 1) se podria utilizar para determinar la forma polar
de: la recta, la circunferencia fuera del origen, la parabola en el origen y fuera del
origen, etc.

a) Determina la forma polar de la recta.

b) Determina la forma polar de la parabola.
EJERCICIOS PRACTICOS.

Expresa en forma polar las siguientes ecuaciones y graficalas en el plano que quieras:
a)yx’+y*-16=0
b)yx*-2x-y-3=0
c) 25y* - 16x%-400 =0
d) 16x? + 25y* + 160x + 200y + 400 = 0
e)3x-5y+7=0
fy x*-xy-y-1=0
2) Identifica qué tipo de conica representan las siguientes .ecuaciones polares. Noté:

recuerda que las relaciones entre X, y, ry o son:

P=xl+y? = r=x*+)
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X=Ieosag = COs5ag = = >
x“+y

y

y=r1senc =>SGHO‘=‘—J—2=2
X +y

-5
r:
a) Jcoso+2seno
byr = ZSer;cT
Jcos o
cyr= ——-——16
4+ 2cosa
djr=
l-seno

e)rr-2rcoso =3
EJERCICIOS COLABORATIVOS.

1) Indica el tipo de conica que representan las siguientes ecuaciones y graficalas en el

plano adecuado.
3

ajr= ————

2+ 5coso

b)r* + 2r(2seno-coso)+1=0

9
C)l’--4--0
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d)r= 4
%COSO‘—%SBI‘]O’
eyr= >
2+ 2coso

fy r-9coso =0

g)r=2cosc+4seno

h)r= 4
2+seng

|
i) 00

- 25-29¢os’ &
EJERCICIOS DE RETO.

1) Demuestra que las formas

a

r_ —_——
1+bsenc

a

r.. —_——
1+bcoso

Representan una elipse, hipérbola o parabola con uno de los focos en el polo.

FICHA INTEGRADORA.

Iz

5
1) Para los puntos: (-3,90°) (4,{) (-3,;—;)y(3\/§,——4—

i

dar dos representaciones alternas con 0 < o <360° y localizarlos en el plano polar.
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2) Halla las coordenadas polares no negativas de los siguientes puntos en

coordenadas rectangulares.

a) (-2,0) ¢) (0,-5) e) (-5,-12)

b) (-4,3) d) (+/3,-1)
3) Transforma las siguientes ecuaciones:

a)x*+y*-2x=0

byr=8senc
c)r= >
3seno+4coso
2
dyr=——"
)7 2+coso

e) (x+y)* = x-y

) (C+y*+y)?=xt+y
4) Demostrar que el triangulo cuyos vértices son

isdsceles.

5) Graficar:

2

ajyr= ————
coSo + 3seno

byr= ————
3+4dcoso

8
c)jr= ——
2—4dseno

dyr=16seno

e)r’-2r(3coso+ 2seno)+4 =0

T
P.(-
1( 3! 6

" 72
_‘—) P2(7! E) PS(S!E)I €s
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AUTOEVALUACION.

1) Transforma a coordenadas polares el punto (-5,-12)
9
2) Encuentra una representacion polar equivalente al punto (-5,-2£) donde r 20 vy
0< o <360°

4
3) Transformar r =————— a coordenadas rectangutares.
seno — 2¢osg

4) Transformar la ecuacion 3x? + 4y + 8x - 16 = 0 a la forma polar.
5) Grafica en el plano polar o en el rectangular las siguientes ecuaciones:

10

a)r= 5-2coso
b) 2x*-3y?-x+y=0

1
2seno+ 3coso

cyr=
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DESIGUALDADES.

BOSQUEJO HISTORICO.

La ciencia del algebra fue introducida entre los arabes por Al-guaritzmi mediante una
obra escrita en el siglo IX que ocupa un lugar muy importante en la historia de las

matematicas ya que obras posteriores de la edad media se basaban en ella.

Leonardo de Pisa (1175-1230) introdujo el algebra en Italia con una obra basada en el
tratado de Al-guaritzmi y Robert Record (1510-1558) en Inglaterra, asi mismo, Record,
Albert Girard (1595-1632), Thomas Harrcot (1560-1621), Descartes y muchos otros

introdujeron mejoras en el método o en las notaciones de! algebra.

En materia de notacién, a Thomas Harriot se le deben algunos avances importantes en
el-uso de simbolismos; él fue el responsable de la introduccién de los signos > “mayor

que” y < “menor gque”.

CONTENIDO:

1) Teoremas de las desigualdades y graficas. .

2) Desigualdades lineales con una variable.
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3) Desigualdades cuadraticas.
4) Desigualdades con valor absoluto.

5) Desigualdades con dos variables.
X.1.- TEOREMAS DE LAS DESIGUALDADES Y GRAFICAS.

OBJETIVO:

¢ Que el alumno justifique los teoremas fundamentales de las desigualdades usando

para ello el concepto grafico numérico o algebraico.
EJERCICIOS CONCEPTUALES.

1) Indaga lo que es una desigualdad.

2) Para la explicacién de tus respuestas a las preguntas de los siguientes incisos,
considera que a, b, ¢ y d representan cualquier nimero real, por lo que puedes
ejemplificarlas grafica o numéricamente.

a) Qué significado tienen las expresionesa<b, a>b,a="0.

b) Sia > b, la expresién a + ¢ 2 b + ¢ es siempre verdadera ¢ por qué?

c) Sia> b, la expresién a.c>b . c es.verdadera cuando c toma ;qué vélores?
d)Sia>b,b>c;jcomosonayc?

3) Las expresiones anteriores se llaman teoremas de las desigualdades. Investiga 3

teoremas mas v justificalos.
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EJERCICIOS PRACTICOS.

1) Las siguientes desigualdades represéntalas en forma grafica y de intervalo.
ayx £ -8
b}y >3
cyzz0
dya=5
e)yx>2y x<7
f) -5y < -4
g)x>-30x<-1
hyx>20yx<0
i) 6<2b<-4

Jy>-20y<2

EJERCICIOS COLABORATIVOS:

1) Indica si las siguientes desiguaidades son falsas o verdaderas y enuncia el teorema

que las justifica:
a)-5>-3
b) Six > O entonces x+5 > 5

c) Si 3x <9 entonces x <3
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d) Si2x - 3 < 5x, entonces 2x < 5x + 3

e) Si-8x > 11, entonces xz-lg1

EJERCICIOS DE RETO.

1) Demuestra que las expresiones siguientes son verdaderas.
a) Sia > b entonces -a < -b
b) Sia<bentoncesb-a>0

X.2.- DESIGUALDADES LINEALES CON UNA VARIABLE.

OBJETIVO:

* Que el alumno resuelva desigualdades lineales con una variable Yy que exprese sus

resultados en forma grafica y de intervalo. Asi mismo que compruebe sus resultados.
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EJERCICIOS CONCEPTUALES.

1) Indaga qué es una desigualdad lineal con una variable.
2) Qué quiere decir resolver una desigualdad lineal y en qué forma se puede expresar
Su solucion.
3) Para resolver una desigualdad iineal se propone el siguiente procedimiento: indica
en cada paso qué teorema de las desigualdades lo justifica.
Desigualdad Teorema

a)3x-2<6+8x

Ix-8x<2<6

Sx>6+2

X=> —
-5

, g 8
- El intervalo solucion es (-g,oo)

Desigualdad Teorema

2a+3 Sa-1
>

b) 2 4

4(2a+3) = 2(-5a-1)

8a+12 >-10a-2

8a+10a =2 -2-12

18a > -14

14 i
az-—
18
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o
v
1
O~

7
SoX e{——g—,oo] es el intervalo solucion.

Desigualdad Solucién.

c)-1< 2y -7

<0

5<2y-7<0

S5+7 <2y <7

2<2y <7

7
1Sy55

EJERCICIOS PRACTICOS.

1) Resuelve y comprueba las siguientes desigualdades:

a)3x+5>2x+9
b)2y +7 < 5y -8
C)2(x+3)=23(x-1}+9

9 not o]
)3m 55 6m
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3-Tx

f) -7< <6

g)3x-9>-2x y 5x +2 <6x

2 15 1 5
Syl 6 —peac?
)37°3%% ° P73

) 5x-7<2 y 3x-4>4

j) ba>a+2 6 3a+1>8

EJERCICIOS COLABORATIVOS.

1) Resuelve y comprueba las siguientes desigualdades.

a)3x-5<2x+3 <7x+10

2x -1 S5x-11
b) - Ak P
3
2 4
c) <—
x—-2 x+5

d)

5 2

~2x+9 4x -5

e) % >0 o %SO

B —2(9x+1) 2(5x-7)-9x
>
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EJERCICIOS DE RETO.

Resuelve y comprueba la siguiente desigualdad lineal:

5
7-2x

>0

X.3.- DESIGUALDADES CUADRATICAS.

OBJETIVO:

» Que el alumno. resuelva por al menos un método desigualdades de segundo grado

con una variable.

EJERCICIOS CONCEPTUALES.

1) Indaga qué es una desigualdad cuadratica con una variable.

2) Localiza en la recta numérica los valores de x que satisfacen las siguientes
desigualdades:
ayx*>4
byx*<9

3) En general la desigualdad'x* > a con a > 0 tiene como solucion x> Va 6 x< -+va

ejemplifica este enunciado con al menos 3 valores distintos de a.
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4} En general la desigualdad x? < a, con a = 0 tiene como solucion _Ja<x< VJa
ejemplifica este enunciado con al menos 3 valores distintos de a.

5) Cémo resolverias la desigualdad X + 2x - 3 > 0. (Sugerencia: Completa
cuadrados)

6) Del ejercicio anterior generaliza un método o métodos para resolver desigualdades

cuadraticas.

EJERCICIOS PRACTICOS

1) Resuelve la siguientes desigualdades cuadraticas.
a)x*+x-20 20
b) 2x*-5x-3>0
c)x*-4x+4<0
dyx*-x-2<0
e) x* = 4x
f) 5x? < 6x

g)3x+4 3%
h)x(x+2)<8
) 12x*-5x-2>0
iy 2x*-7x+3 <0

EJERCICIOS COLABORATIVOS:
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1) Resuelve las siguientes desigualdades cuadraticas:
a) (x +2)(x - 3) < x(2x + 3)
b) (3x + 2)(4x - 5} = -12x* + 10 - 7x
C)I*+6x+4 20
d) (x + 2 + (2x - 3)*- 5x < (x + 2)(x - 2)

(x4 1)~ 3x -1  -Tx(x—3)
4 7T s

e)

EJERCICIOS DE RETO.

1) Resuelve y comprueba la siguiente desigualdad cuadratica:

3
16x* -9

>0

X.4.- DESIGUALDADES DE VALOR ABSOLUTO.
OBJETIVO:

¢ Que el alumno resuelva desigualdades lineales con una variable que involucren valor

absoluto.

EJERCICIOS CONCEPTUALES.
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1) Indaga qué significa Valor Absoluto.

2)Localiza en la recta numeérica los valores de x que satisfagan las siguientes
desigualdades:
a) [x]>3
b) X< 5

3) En general las expresiones |x]> a tienen como solucion x > 0 6 x < -a. Ejemplifica
este enunciado con al menos 3 valores distintos de a.

4) En general la expresion |x < a tiene como solucién -a < x < a. Ejemplifica este
enunciado con al menos 3 valores distintos de a.

5) Como resolverias las siguientes desigualdades:
a)lx-9<3
b) [x+2{24

6) Generaliza un método para resolver desigualdades lineales con valor absoluto.
EJERCICIOS PRACTICOS:

Resuelve las siguientes desiguéldadies.:
a) 3x-2<5
b) |x-2|=23-x
C) |2x+ 1] < 2+x
d) |-x+3 <2x-3

e) |-7x+2/2-3
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EJERCICIOS COLABORATIVOS:

Resuelve las siguientes desigualdades.
a) 2 2[>9
ZXt22

&—4| 3x -1

b) 7 |> 5

-x+3 9—ﬂ
c) PR 6|52x+5

d) [2(x - 3) + 1] < 4(x+1)

3
—-x—8

e)5

2x—-4

>
2

!
3

EJERCICIOS DE RETO.

1) Resuelve y comprueba la siguiente desigualdad.

|
x-3

>0

X.5.-DESIGUALDADES DE DOS VARIABLES.

OBJETIVO:

¢ Que el alumno determine la grafica de la region solucidn de yna desigualdad de dos

variables.
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EJERCICIOS CONCEPTUALES.

1) Para la ecuacion x -y + 1 =0

a) exprésala en forma explicita (despeja y)

b) Graficala en el plano coordenado.

c) ¢En cuantas regiones divide la gréfica al plano coordenado?

d) Los puntos de la recta satisfacen la ecuacion del inciso a). Los puntos de la
region superior ¢ qué desigualdad satisfacen? ;y los de la inferior?

2) En general la region solucion de una desigualdad con 2 variables de ia forma y
> mx + b, es el conjunto de puntos que estan por encima de la grafica y = mx + b.
Ejemplifica este enunciado para encontrar graficamente la region solucién de la
desigualdad y>7x-2.

3} El conjunto de puntos que estan por debajo de la grafica y = mx + b, ¢;qué
desigualdad representan?

4) Las ecuaciones de las secciones conicas con centro en el origen son de la forma:

Ecuacion Candnica Ecuacién Explicita.
- o e . g . B 2 42 = ) o
Cénica Circunferencia X2+ y? = y= £ —x?
Parabola Vertical x? = ay

Parabola Horizontal. y2 = ax
Elipse x2 y
7!
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LS

Hipérbola. 2

|
%
n
f—

a) La region solucion para las desigualdades y < ++/r* -x? es:

b} La regién soiucion para y 2 ++/ax es:

¢) La region solucién paray > +

EJERCICIOS PRACTICOS:

1) Grafica la Regién solucion de las siguientes desigualdades:
a)3x+y>5
b)2x -3 =z 5x -y
C)dx <y
d) 4x* < 9y

e)xt+y*>25

EJERCICIOS COLABORATIVOS:

1) Grafica la Region solucién de las siguientes desigualdades:
a) 4x* + 16y* < 64 i
b) 25x% + 16y* + 150x - 160y + 225 > 0
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c) x2-2y°+6x +4y <-5
d) y? x< 0
g)2x+y210+y

EJERCIC!OS DE RETO.

1) Grafica la Region solucién de la siguiente desigualdad:

Xy +y+2x>3

FICHA INTEGRADORA.

Encuentra el intervalo o la regién solucién de las siguientes desigualdades.:

1) 7(3x-1) = 4 + 5(2x + 1)

3)3x*+5x-2<0
4)x*-4x+320

5)2x%+9x +4 >0
B)x*+2x+5<0

7)|-3x-2/<5

8) 2x+3>7

9) |2x+3 = 5x

10)|x +5 < 2x -3
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12)2x+1]22+x
13)y*-2y-8x+1>0
14)3y -4x +2 <3x +y-1

15)y > x?-4
AUTOEVALUACION
Encuentra el intervalo o la regidn solucion de las siguientes desigualdades:

-2 7
1)3(x-1)55"8 < x;g

2) |2x +3] < 5x - 2
3)4x2+7x-2>0

4) 2x— Ty < 9x -4y
5 3

5) 9y > X2
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