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Introduccion

Aproximadamente trescientos afios antes de nuestra era, Euclides escribié su
famoso libro “Elementos de Geometria”, y desde entonces se generd una gran
controversia con respecto a que si el quinto postulado (el de las paralelas) era
independiente de los otros cuatro. Hoy en dia sabemos que es independiente
pero, durante mas de dos mil afos, muchos matematicos intentaron probarlo como
una consecuencia de los primeros cuatro postulados; y no fue sino hasta
mediados del siglo XIX cuando por fin se pone en claro que el quinto postulado es
independiente de los cuatro anteriores y que, modificando este ultimo, es posible
concebir dos nuevas geometrias; la geometria hiperbélica y la geometria eliptica.

Ahora surge la pregunta; ;Qué tan diferentes son estas geometrias? En este
trabajo haremos una comparacién entre los triangulos en el plano euclidiano y los
triangulos en et plano hiperbdlico.

En el primer capitulo estudiaremos el comportamiento de las lineas mas notables
de un triangulo en el plano euclidiano (medianas, mediatrices, bisectrices, alturas),
ademas veremos que para estos triangulos existe la llamada circunferencia de los



nueve puntos, su linea de Euler y que en este caso son validos los teoremas de
Ceva y Menelao.

En el capitulo 2 veremos algunos resultados de geometria sintética avanzada
(geometria moderna) que nos servirdn en capitulos posteriores cuando definamos
los modelos de geometria hiperbdlica en términos de un modelo de geometria que
conocemos, el modelo de geometria euclidiana. Estos dos primeros capitulos se
pueden obviar si se tienen los conceptos de los cursos de Geometria Moderna 1y
Geometria Moderna I1.

En el capitulo 3 veremos algunos de los intentos que se hicieron por probar el
quinto postulado, y como estos sentaron las bases para posteriormente desarrollar
las nuevas geometrias; también veremos algunos de los resultados de geometria
neutra y por Ultimo veremos cémo se desarrollaron las geometrias no euclidianas,
quienes fueron sus principales creadores y algunos de los nombres propuestos
para éstas.

En el capitulo 4 veremos los axiomas de la geometria hiperbdlica, tres de los
modelos que describen esta geometria a partir del modelo de geometria
euclidiana, las equivalencias entre estos tres modelos y definiremos una distancia
(métrica) en el modelo del semiplano superior, consistente con los axiomas de
geometria hiperbdlica.

En el capitulo 5 estudiaremos las funciones hiperbdlicas, esto es, definiremos los
conceptos de seno hiperbdlico, coseno hiperbblico y tangente hiperbdlica, que, al
igual que en geometria euclidiana, nos serviran para relacionar los {ados con los
angulos de un tridngulo; veremos también algunos teoremas conocidos en
geometria euclidiana, como la ley de senos, la ley de cosenos y el teorema de
Pitagoras. : | : .
Finalmente en el capitulo 6 veremos la versién hiperbdlica de los teoremas de
Ceva y Menelao. Estudiaremos también ia concurrencia de las lineas importantes
en el triangulo hiperbélico y veremos que las medianas y las bisectrices siempre
concurren, que las mediatrices no siempre concurren (aunque veremos bajo qué
condiciones si lo hacen); ademas, estudiaremos el comportamiento de las alturas
y por Ultimo veremos que pasa con la circunferencia de los nueve puntos y con la
linea de Euler de un tridngulo hiperbdlico. ' L
Para darnos una idea del comportamiento de las lineas importantes en un
triangulo hiperbdlico, utiizamos el programa “NonEuclid” desarrollado en la
Universidad de Rice (Houston, Texas) por Joel Castellanos (joel@cs.unm.edu), el
cual esta en un dominio publico de internet en la pagina: ' '
hitp://math.rice.edu/~joel/NonEuclid/




Capitulo 1

El triangulo euclidiano.

En este primer capitulo veremos algunos resultados importantes de geometria
euclidiana avanzada tales como la concurrencia de medianas, mediatrices,
bisectrices y alturas, asi como la existencia de la circunferencia de los nueve
puntos y la linea de Euler. También veremos los teoremas de Ceva y Menelao,
que nos serviréan para el estudio del triangulo euclidiano (i,e, del triangulo en el
planoc euclidiano), '

1.1 Los Cinco Postulados de Euclides

Aunque no se sabe exactamente la fecha de nacimiento de Euclides, nacié en
Grecia alrededor del afio 300 a.c. y se dio la tarea de reunir el conocimiento
matematico que habia desarrollado hasta ese momento y es asi como aparecen
los Elementos de Geomelria que es una obra que consta de trece libros con un
total de cuatrocientas sesenta y cinco proposiciones. - Para dar forma a los
elementos, Euclides introduce veintitres definiciones, nueve nocicnes comunes y
cinco postulados (apéndice 1) enunciados de la siguiente manera:



Capitulo 1. E! trianguio euclidiano.

1.1.1 Los cinco postulados de Euclides.

1. Es posible trazar una linea recta desde un punto cualquiera a otro punto
cualquiera. ‘ |
Es posible prolongar una linea recta finita continuamente en una linea recta.
Para cada centro y radio es posible describir su circulo.

Todos los angulos rectos son iguales entre si. '

Si una linea recta intersecta a dos lineas rectas y forma angulos interiores en et
mismo lado que suman menos de dos angulos rectos, entonces las dos lineas
rectas, si son prolongadas indefinidamente, se cortan del lado en que los
angulos interiores suman menos de dos angulos rectos.

OhwN

Fig. 1.1 Como a + 8 <180°, lasrectas / y m se cortan a la derecha.

Como la redaccion de este postulado no es tan sencilla como la de los otros cuatro
vamos a utilizar una de las muchas equivalencias de él (apéndice 2) conocida
como el axioma de Playfair que es mucho mas facil de entender.

1.1.2 Axioma de Playfair. Por un punto exterior a una recta es posible trazar una
y sblo una recta paralela a la recta dada.

P
a

B :
] m
* Fig. 1.2 Jes |a tnica paralela a m por P.
1.2 El Triangulo Euclidiano.

Primero hay que dar algunas definiciones que caracterizan. hneas y puntos
importantes en un tnéngulo

1.21 Medlatnz Dado un segmento AB, el Iugar geométrico de los puntos P que
equidistan de A y B es la mediatriz del segmento AB.

1.2.2 Teorema La medtatnz de un segmento AB es una lmea recta perpendicular
al segmento AB y que pasa por el punto medio de AB
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Demostracién

Sea M el punto medio del segmento 4B (Fig. 1.3). Directamente de la definicion
tenemos que M esta en la mediatriz de 4AB. Sea PM perpendicuiar a AB por M,

entonces los triangulos APMA y APMB son congruentes ya que PM es comun y
AM = MB, por lo tanto, PA=PB y entonces P estaen la mediatriz de 4B. Ahora,

si existe un punto Q tal que Q4 =QB trazamos la linea QM y los triangulos
AQAM y AQBM son congruentes, en particular LOMA = LOMB, pero como
ZOMA + ZOMB =180° entonces LQMA= ZOMB =90° por lo que Q esta en la
linea perpendicular a AB por M.

/‘f\
. ~
’ *
. [
. A\

’
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A M B

Fig. 1.3 PM mediatriz del segmento AB.

1.2.3 Bisectriz. Si dos lineas | y m se cortan en O formando los angulos a, la
bisectriz del 4ngulo « es el lugar geométrico de los puntos P que equidistan de |
y m.

1.2.4 Teorema. Si dos lineas I y m se cortan en O formando los dngulos ZAOB
y £BOC, el lugar geométrico de los puntos que equidistan de 1 y m son dos
lineas rectas perpendiculares, una de las cuales divide al angulo ZAOB en
exactamente dos dngulos iguales y la otra divide al éngulo £BOC en exactamente
dos angulos iguales.

Demostracion.

Sean / y m dos lineas que se cortan en O formando ios angulos ZA0OB y £ZBOC
(Fig. 1.4). Sea P un punto en su bisectriz y sean PD y PE las perpendiculares
desde P a / y m respectivamente. Como en los tridgnguios ADOP 'y AEOP, OP
es comun, PD = PE, ya que P esta en la bisectriz interior del angulo ZAOB, y los
angulos <ODP y <OEP son angulos rectos entonces los triangulos ADOP ¥y
AEOP son congruentes (proposicion 26 de Euclides) por lo tanto los angulos
ZAOP y ZBOP son iguales, es decir, OP divide el angulo ZAOB en exactamente
dos angulos iguales. La demostracion es analoga si tomamos un punto O para el

cual 0Q divida al dngulo ZBOC en exactamente dos angulos iguales. Ahora,
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como LAOP = £ZPOB, ZBOQ=/ZQ00C y ZAOP + Z/POB + ZBOQ + £Q0C =180°,
entonces <POB + BOQ =90°, es decir, p y ¢ son perpendiculares.

7 m
Fig. 1.4 OP es la bisectriz del angulo £40B.

En este caso diremos que p es la bisectriz interior del angulo Z40B y g su
bisectriz exterior, andlogamente diremos que ¢ es la bisectriz interior del angulo
ZBOC y p su bisectriz exterior.

Hasta el momento sélo hemos visto las definiciones de mediatriz de un segmento
dado y bisectriz de un angulo dado. Vamos ahora a definir lo que son las
mediatrices y las bisectrices de un triangulo dado y veremos ademas dos nuevas
definiciones de lineas importantes en un tridngulo. - o

1.2.5 Mediatrices. Las mediatrices de un tridangulo AABC son las mediatrices de
.cada uno de los lados del tridngulo.. El punto de interseccion de las mediatrices se
llama circuncentro y 1o denotaremos por O.

1.2.6 Bisectrices interiores. Las bisectrices interiores de un triangulo A4BC son
- las bisectrices interiores de cada uno de los angulos del triangulo. E! punto de
interseccion de las bisectrices se llama incentro y lo denotaremos por /.

1.2.7 Alturas. Las alturas de un triangulo A4BC son las lineas perpendiculares
desde cada vértice al lado opuesto. El punto de concurrencia de las alturas se
llama ortocentro y lo denotaremos por H.

1.2.8 Medianas. Las medianas de un tridangulo A4BC son las lineas que unen
cada vértice con el punto medio del lado opuesto. El punto de interseccion de las
medianas se llama gravicentro o punto mediano y lo denotaremos por G.

Ya hemos definido los puntos de interseccién de estas lineas en un triangulo pero
no hemos demostrado su concurrencia. Los siguientes teoremas nos aseguran
que, en geometria euclidiana, estas lineas concurren. También veremos que las
demostraciones de algunos de estos teoremas no hacen uso del quinto postulado;
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L S ‘
es decir, estos teoremas seran validos en geometria absoluta® y, por ende, en

geometria hiperbdlica.
1.2.9 Teorema. Las mediatrices de un triangulo AABC son concurrentes.
Demostracion.

Sea O la interseccion de las mediatrices / y m (Fig. 1.5) entonces, por definicion
de mediatriz, O esta a la misma distanciade B que de C porestaren/y O esta
a la misma distancia de C que de A por estar en m, por lo tanto, O esta a la

misma distancia de 4 que de B y por lo tanto esta en la mediatriz de 4B.

Nétese que en esta demostracion pareciera que no se utiliza el quinto postulado,
pero una de las equivalencias al mismo es que dados tres puntos cualesquiera no
colineales existe una circunferencia que pasa por ellos (ver apéndice 2). ‘

Fig. 1.5 Concurrencia de mediatrices.

1.2.10 Teorema. Las bisectrices interiores de un tridngulo AABC son
concurrentes. .

* la geometria absoluta (también conocida como geomnetria neutra) es la geometria que se genera
a partir de los primeros cuatro postulados de Euclides. Para un estudio més detallado ver 9]
5



Capitulo 1. El triangulo euclidiano

1

Demostracion.

Sean / la bisectriz del angulo en A, m la bisectriz def angulo en B y » la bisectriz
del angulo en C (Fig.1.6). Sea 7 lainterseccién de / y m. Por la definicion 1.2.3,

I esta ala misma distancia de 4B que de AC porestaren/ e / esta ala misma
distancia de 4B que de BC por estar en m, por lo tanto, / esta a la misma

distancia de AC que de BC y por lo tanto esta en la bisectriz del angulo en C.

l .
Fig. 1.6 Concurrencia de bisectrices.

Notese que para la demostracion de este ultimo teorema lo unico que utilizamos
es la definicién 1.2.3, es decir, no utilizamos el quinto postulado, por lo que este
teorema es valido en geometria neutra.

1.2.11 Teorema. Las alturas de un triangulo AABC concurren.
Demostracién.

Sean AD, BE y CF las alturas de un triangulo AABC (Fig. 1.7). Trazamos la
paralela a BC por A, la paralela a AC por B y la paralela a AB por C que se
intersectan por pares en R, P y Q respectivamente. Ahora, como ABCQ es un

paralelogramo lo mismo que RBCA y como ambos paralelogramos tienen en
comun a BC entonces RA=AQ, es decir, 4 es punto medio de RQ.

Andlogamente B es punto medio de RP y C es punto medio de PQ, y como 4D
es perpendicular a BC entonces lo es a RQ, es decir, AD es mediatriz de RQ,
analogamente BE es mediatriz de PR y CF es mediatriz de PQ y por el teorema
1.2.9 tenemos que 4D, BE y CF concurren.

[4 .
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P
Fig. 1.7 Concurrencia de alturas.

En esta demostracién, a diferencia de la anterior, utilizamos el quintc postulado en
el momento en que construimos fa paralela (ver apéndice 2) a ciertas lineas, por
lo que esta demostracion no es vélida en geometria neutra.

1.2.12 Teorema. Las medianas de un tridngulo AABC concurren.
Demostracion.

En el triangulos AABC sean L.M,N los puntos medios de los lados BC,CA,AB
respectivamente (Fig.1.8). Sea G la interseccion de las medianas AL y BM,
entonces los triangulos AABG y ALMG son semejantes y estan en razon 2 a 1
yaque LM =1 4B, lo que implica que:

46 _,

GL
Ahora, sea G * la interseccion de ias medianas AL y CN, entonces los triangulos
ACAG* y ANLG* son semejantes y estén en razén 2 a 1 ya que NL=;CA4, 10

que implica que:

*
AG* _ 5
_ G*L
pero esto quiere decir que G =G* es decir, las medianas de un triangulo son
concurrentes.




Capitulo 1. El triéhgulo euclidiano

1.2.13 Teorema. (Circunferencia de los nueve puntos) Los puntos medios de
los lados, los pies de las alturas y los puntos medios de los segmentos que unen
los vértices al ortocentro de cualquier tndngulo estan en una circunferencia.

Demostracion.

Sean [, M y N los puntos medio de los lados B(’, (A y AB respectivamente
(Fig. 1.9), D, Iy F los pies de las alturas y P, (J y R los puntos medio de los
segmentos que unen los vértices al ortocentro H del triangulo AABC. Como los
triangulos ALMN y ADMN son congruentes, entonces los angulos ZNIM y
ZNDM son iguales y por lo tanto la circunferencia ¢ que inscribe al triangulo

ALMN pasa por D. Anélogamente para E y F que son los otros dos pies de las
alturas.

b

Fig. 1.9 Circunferencia de los nueve puntos del triangulo A4BC.

Ahora, por ser L punto medio de BC y R punto medio de HC se tiene que Ias
lineas LR y BH son paralelas y 1o mismo pasa con las lineas NP y BH. Con un
razonamiento anaiogo las lineas PR vy LN son paralelas a EC. Ahora como el
‘angulo ZBEC =90° tenemos que PNLR es un rectangulo, y por lo tanto tenemos
que £PNL = /PDL =90° por lo que el punto P esta en €. De una forma analoga
se tiene que los puntos Q y R estanen(.

1.2.14 Teorema. (Linea de Euler) E/ centro de la circunferencia de los nueve
puntos C,, el ortocentro H, el circuncentro O y el punto mediano G de un

triangulo AABC son colineales.

Demostracion.

Trazamos la linea HC, que corta a la me&ié;riz de BC en O* (Fig.1.10). Como
AD y LO* son paralelas tenemos que los tridangulos APC,H y ALC,0* son



e BTELVD i
. .

Capitulo 1. El tridngulo euclidiano
congruentes ya que PC, = C, L, por‘ld Eiﬁé* PH = LO* pero PH = LQ por lo tanto
O0=0*. , : :

Ahora, sea G* donde AL intersecta a HO, entonces los triangulos AAHG* y
ALOG* son semejantes y como AH =2L0 entonces AG*=2LG* por lo que
G =G*, por lo que H,C,,G,0 son colineales.

Fig. 1.10 La linea de Euler.

1.3 Segmentos dirigidos y Teoremas de Ceva y Menelao.

Si en una linea recta tomamos dos puntos distintos 4 y B ellos determinan un
segmento de recta AB. Ahora vamos a asociar la idea de direccion al concepto de
segmento, es decir, si tomamos el segmento AB recorridode A a B diremos que
es el segmento dirigido AB, mientras que si lo vemos dirigidode B a A diremos
que es el segmento dirigido BA en donde estos segmentos estan relacionados
asi:

R — Om

A B C
Fig. 1.11 Los segmentos 4B, BC y AC tienenel mismo signo.

En magnitud, los segmentos4AB y BA son iguales, lo que ahora estamos
considerando es la direccién que tiene cada uno de ellos. Ademas, para
cualesquiera tres puntos colineales 4, B y C (Fig. 1.11) se tiene que
AB = AC +CB. Los segmentos dirigidos nos van a ser de mucha utilidad para
probar los tecremas de Ceva y Menelao. Estos dos teoremas, aunque tienen
mucho que ver (de hecho el teorema de la division interna y externa es una
combinacion de estos dos tecremas), uno fue probado por Menelao de Alejandria
aproximadamente.en el afio 100 a.c. y el otro fue publicado, junto con el teorema
de Menelao, por Giovanni Ceva en 1678.



Capitulo 1. El triangulo euclidiano

1.3.1 Teorema de Ceva. Si fres lineas A0, BO y CO, trazadas por los vértices de

un triangulo AABC y un punto O de su plano, corfan a los lados opuestos en
LMy N respectlvamente {(donde nmguno de L.M y N son vértices de!

tnéngulo AABC ), entonces - e

y reciprocamente, si L,M y N son puntos en los lados BC, CA y AB del
triangulo AABC para los cuales se cumple la relaciér_r anterior, entonces AL, BM
y CN son concurrentes.

Demostracion.

Supongamos que las lineas AL, BM y CN concurren en O (Fig. 1.12). Sean R y
S las intersecciones de BM y CN con la paralela a BC por 4, entonces,
tenemos las siguientes parejas de tridngulos semejantes

AN S84
AASN =~ ABCN que implica — = — ‘ 1
que implica -7 ==~ N | (1)
BL LO
ABLO =~ ARAO que implica — = ——. - 2
~ ARAL QUe Pl R~ 40 @)
LC LO _
AASO =~ ALCO que implica — = — . - ' 3
que imp AS A0 ()
CM BC : -
AMRA ~ AMBC emlca—— S : . 4
que impli A= AR _ A . o ()
BL AR .o .
ero las ecuacicnes 2y 3 im Ilcan ue —=— . (5
p y 3 implican que = =""" 5
multiplicando las ecuaciones (1),(5) y (4) obtenemos
AN BL CM _
NB LC MA

Ahora, para probar el reciproco, sea O el punto de interseccion de las lineas BM
y CN, y supongamos que AQ corta a BC en L*, entonces, por la primera parte

del tecrema tenemos que
. ~ AN BL* CM _

NB L*C MA

pero también
AN BL CM _

lo que implica que-

| ~ IC L*C = | o
por lo tanto L coincide con L* es decir, AL pasa por O y asi las Imeas AL, BM
y CN son concurrentes. .- 3 _

10



Fig. 1.12 Teorema de Ceva.

Las concurrencias de las medianas, de las bisectrices y de las alturas se pueden
probar por medio del teorema de Ceva. Ahora veamos lo que dice el teorema de
Menelao.

1.3.2 Teorema de Menelao. Si una linea recta interseca los lados BC, CA y AB
de un tridngulo AABC en los puntos L,M y N respectivamente, entonces
AN BL CM _

y reciprocamente, si L,M y N son puntos de los lados BC, CA y AB del
tridngulo AABC para los cuales vale la relacion anterior, entonces L, M y N son
colineales. ‘

Demostracion

Sean AP, BQ y CR (Fig. 1.13) ias perpendiculares de 4, B y C respectivamente
a la linealMN, entonces, tenemos las siguientes parejas de tridngulos
semejantes:

' : AN AP
AANP = ABNI ue implica — =— 6
=~ ABNQ q plica — 05 (6)

.. BL QOB
ABLQO ~ ACLR que implica — ==— 7
¢ a PI9 T T Ccr | (7)
ACMR ~ AAMP que implica CM _CR (@)

MA PA :

y multiplicando las ecuaciones (6),(7) y (8) obtenemos

Ahora, para probar el reciproco, sea L* la interseccion de MN con BC, entonces,
por la primera parte del teorema tenemos
AN BL* CM _ 1
NB L*C MA

pero también

11
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AN BL CM _

lo que implica que

Q

Fig. 1.13 Teorema de Menelao. -

Notese el uso del quinto postulado en‘la prueba de estos dos teoremas. Para la
prueba del teorema de-Ceva utilizamos /a paralela y en ambas demostraciones
utilizamos los tridngulos semejantes; estoquiere decir que sdlo son vélidas en
geometria euclidiana, aunque, como veremos, hay una version de estos teoremas
para geometria hiperbdlica.

12



Capitulo 2

Herramientas euclidianas
para geometria hiperbdlica.

En este capitulo veremos algunos de los resultados de geometria moderna
sintética, que nos seran de gran utilidad para capitulos posteriores. Necesitamos
los conceptos de familia de circunferencias coaxiales, eje radical de una familia de
circunferencias coaxiales, familia de circunferencias ortogonales a una familia de
circunferencias coaxiales, inversién con respecto a una circunferencia y razén
cruzada y, ademas, necesitamos conocer el comportamiento de la razén cruzada
bajo inversiones con respecto a circunferencias, pero para esto ultimo
necesitaremos otros conceptos que son los de lineas antiparalelas y cuadrilateros
ciclicos. .

2.1 Lineas antiparalelas y cuadrilateros ciclicos.

1

Primero veamos la definicion de lineas antiparalelas y probemos algunas de sus
propiedades. '

I3



Capitulo 2. Herramientas euclidianas para geometria hiperbdlica.

2.1.1 Definicién. Si dos pares de lineas estén en tal forma que la bisectriz interior
del &ngulo formado por el primer par es transversal al segundo par y los angulos
interiores en el mismo lado de la transversal son iguales, las lineas del segundo
par son antiparalelas la una a la otra con respecto a las lineas del primer par.

O

Fig. 2.1 Lineas antiparalelas.

Asi. en la figura 2.1, las lineas ¢ y d son antiparalelas con respecto a a y b, ya
que la bisectriz m de ¢ y d forma los angulos iguales ZONO y £O,LO y por lo
tanto el triangulo AONL es isosceles, es decir la bisectriz / de ay b es
perpendicular a m, por lo que el triangulo AO,KM también es isdsceles.

Ahora como una consecuencia inmediata de esto tenemos.

2 1.2 Teorema. Si dos pares de lineas estan colocadas de tal forma que las lineas
del primer par son antiparalelas con respecto a las lineas del segundo par,
entonces las lineas del segundo par son antiparalelas con respecto a fas lineas del
primer par.

2.1.3 Proposicién. Si, con respecto a un par de lineas, dos lineas son
antiparalelas a una misma tercera linea, ellas son paralelas. ' :

2.1.4 Definicién. A un conjunto de puntos que estén todos en una misma
circunferencia se les llama puntos conciclicos. Un cuadrilatero cuyos vértices son
conciclicos le lamamos cuadrilétero ciclico. T

Una propiedad importante de los cuadrilateros ciclicos es que la suma de los
angulos opuestos es 180°. Supongamos que el centro de la circunferencia esta
dentro del cuadrilatero (Fig. 2.2); en este caso vemos que los triangulos AOAB,
AOBC, AOCD y AODA son isosceles y la suma de los angulos del cuadrilatero es
2a +2f +2y +28 =360°, de donde obtenemos a +B+y+8=180°
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Fig. 2.2 La suma de los angulos opuestos es 180°.

Existen otros dos casos, uno es cuando el centro de la circunferencia esta sobre
uno de los lados del cuadrilatero y el otro caso es cuando el centro de la
circunferencia esta fuera del cuadrilatero. La demostracién de estos dos casos es
similar a la gue dimos para el primer caso por lo que no la presentaremos.

2.1.5 Teorema. Si dos lineas que son antiparalelas con respecto a otras dos,
cortan a éstas Ultimas en cuatro puntos distintos, estos cuatro puntos son los
vértices de un cuadrilatero ciclico; e inversamente, cada par de lados opuestos en
un cuadrilatero ciclico es antiparalelo con respecto al otro par.

Demostracion.

Bastara probar que la suma de los angulos opuestos del cuadrilatero determinado
por dos pares de lineas antiparalelas suman 180° Para ello vemos que la suma
de los angulos del cuadrildtero NOMD (Fig. 2.3) es 90%+a + & +(180°-8) = 360°,

Oy

Fig. 2.3 a y b son antiparalelas conrespectoac y 4.
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de donde obtenemos que & = f —a +90% Ahora, como la suma de los angulos del
cuadrilatero KBLO es (180°—a)+(180°—¢)+ B +90°=360° de donde obtenemos que
e=pf-a+90°, porloque § =¢ yporlo tanto el cuadrilatero ABCD es ciclico.

Una propiedad importante que utilizaremos mas adelante y de la cual no hicimos
mencién en la demostracion es que, como tenemos la igualdad de angulos (Fig.
2.3) ¢=6 y p=y, entonces los triangulos A, 4B y AO,CD son inversamente

semejantes, ya que ambos tridngulos comparten el angulo en O,.

2.2 Potencia de un punto.

Vamos ahora a definir la potencia de un punto con respecto a una circunferencia y
asi poder hablar de lo que es el eje radical de un par de circunferencias, y en
general, del eje.radical de una familia de circunferencias. '

2.2.1 Definicién. La 'potencia de un punto P con respecto a una circunferencia
es el producto de sus distancias a cualquier par de puntos en la circunferencia que
sean colineales con €l y la denotamos Pot,P. :

Es facil verificar que este producto es'épnstante ya que (Fig.2.4) como el
cuadrilatero ABCD es ciclico, los angulos ZPAC y £PDB son iguales asi como
los angulos </PCA y £PBD también son iguales, lo que implica que

PA PD

P

Fig.2.4 La potencia de P conrespectoa C

También es facil verificar que la potencia de un punto que esta fuera de la
circunferencia ¢ es PT 2 ya que los angulos £ZPTA y ZPBT son iguales, lo que
implica que

PT PB

PA PT .
yporlotanto '

PT:= PA-PB
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de donde se sigue, por el teorema de Pitagoras, que la potencia de P con
respecto a una circunferencia con centro en O y radio r esta dada por PO?-i2,

2.3 Eje radical.

2.3.1 Definicién. El gje radical de dos circunferencias es el lugar geométrico de
los puntos cuyas potencias con respecto a las dos circunferencias es igual.

Para probar que el lugar geométrico definido anteriormente es una linea recta
veamos los siguientes dos teoremas.

2.3.2 Teorema. E/ lugar geométrico de los puntos tales que la diferencia de los
cuadrados de sus distancias a dos puntos dados es constante, es una Imea recta
perpendicular a la linea determinada por los puntos dados.

Demostracion.

Sean 4,B los puntos dados y sea M un punto tal que AM* - BM*® =d* donde d
esta dado. Si MC es la perpendicular desde M a 4B (Fig. 2.5), entonces
tenemos
AM? — AC?* =MC? = MB* - BC*?
que implica
AM? -MB* = AC* - BC* =d*
es decir
(AC - BCYAC +BC)=d?
por Io tanto, denotando a AC + BC = AB por a tenemos
2
AC-BC = a4
d

esta igualdad da la diferencia de los segmentos AC y BC donde [a suma de esos
segmentos es a, y asi esos segmentos pueden ser construidos y podemos
localizar el punto C en AB. Por lo tanto C, que es el pie de la perpendicular
desde cualquier punto M que esté en el lugar geométrico, es un punto fijo de 4B,
por lo que el lugar geométrico de los puntos M es la perpendicular a 4B por C.
Reciprocamente, cualquier punto de esta perpendicular pertenece al lugar
geométrico. M

\\ |
4 C B
“Fig. 2.5 Lugar geométrico de los puntos M.

17
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2.3.3 Teorema. E/ eje radical de dos circunferencias es una linea recta que es
perpendicular a la linea de los centros de las circunferencias.

Demostracion.

*

Sean ¢, y €, dos_ circunferencias con centros en O, y O, y radios r y r,

respectivamente (Fig. 2.6) y sea P un punto que tiene la misma potencia con
respecto a las dos circunferencias, es dec:r tal que

PO, = PO,’
pero esto es
: PO, - PO,’ —r}t=d’
Por el teorema 2.3.2, el lugar geometnco de Ios puntos P es una 1|nea recta
perpendicular a O, O

7 /<\

- i TP

Fig. 2.6 El eje radical de ¢ y C; es ia linea PQ.

P

2.4 Circunferencias ortogonales.

2.4.1 Definicion. Se dice que dos circunferenbias Gy C’z son ortogonales si un
radio de 1 es tangente a G, y viceversa. '

C]/

//\\ %

e

Fig. 2.7 Circunferencias ortogonales.
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El siguiente teorema es un resultado importante acerca de las circunferencias que
son ortogonales a un dos circunferencias dadas.

2.4.2 Teorema. £/ centro de una circunferencia que corta ortogonalmente a dos
circunferencias esta en el eje radical de las circunferencias, y si una circunferencia
cuyo centro esté en el eje radical de dos circunferencias es ortogonal a una de
ellas, es también ortogonal a la otra.

Demostracion.

Si P es el centro de una circunferencia que es ortogonal a las circunferencias C y
¢* (Fig. 2.8), entonces, de los tridngulos rectangulos APAO y AO* A* P tenemos
que: o '

PA2= PO?%- 04%, PA**= PO**- D*A4*?
por lo tanto P tiene la misma potencia con respecto a las circunferencias Cy ”, lo
que implica que P esta en el eje radical de dichas circunferencias. (Fig.2.8).
Ahora, sea P un punto en el eje radical de ¢ y €* y tracemos fa circunferencia ¢
con centro en P y ortogonal a la circunferencia ¢. Como P tiene la misma
potencia con respecto a ¢ y ¢* y como el angulo ZOAP es recto se sigue que el
angulo £ZPA*(0* también es recto y por lo tanto ¢, es ortogonal a C*.

Fig. 2.8 ¢4 es ortogonal aCy C".
2.5 Circunferencias coaxiales.

Si una familia de circunferencias comparte un mismo eje radical por pares se dice
que las circunferencias son coaxiales. Es facil ver que existen tres tipos diferentes
de circunferencias coaxiales, las que se cortan en dos puntos, las que se cortan
en un solo punto y las que no se cortan. :
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vt -~

Fig. 2.9 Familia de circunferencias que se cortan en dos puntos (izq.} y familia de,-
circunferencias que se cortan en un solo punto (der.). '

Fig. 2.10 Familia de circunferencias que no se cortan.

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata del teorema 2.4.2 por lo que
lo enunciaremos sin demostracion.

251 Teorema. Todas las circunferencias que son ortogonales a dos
circunferencias que no se cortan pertenecen a una familia de circunferencias
coaxiales que se cortan cuya linea de los centros es el eje radical de las dos
circunferencias. : :

2.6 Sistemas de circunferencias ortogonales.

Del teorema anterior se concluye que una circunferencia que corta ortogonalmente -
a cada una de las circunferencias de una familia coaxial cuyos elementos son
circunferencias que no se cortan pertenece a una familia de circunferencias
coaxiales que se cortan cuya linea de los centros es el sje radical de la primera
familia.
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Fig. 2.12 Sistema de circunferencias ortogonales que se cortan en un sélo punto.
2.7 Inversién.

2.7.1 Definicion. Si P y P* son puntos colineales con el centro O de una
circunferencia ¢ (Fig. 2.13), cuyo radio es r >0 de tal forma que OP-OP*=r?,

cada uno de los puntos P y P* es inverso del otro con respecto a la
circunferencia C. El punto O es el centro de inversién, la circunferencia € es la

circunferencia de inversién y r es el radio de inversion.
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P*

Fig. 2.13 P y P* son puntos inversos con respecto a C.

Dados un punto P y una circunferencia € es posible construir el inverso del punto
P con respecto a la circunferencia C.

2.7.2 Construccién de un punto inverso. Sean C una circunferencia dada y P
un punto dado

1. Trazamos la linea que une O con P y prolongamos.

2. Trazamos la perpendicular 2 OP por O, sean N 'y § las intersecciones de
esta perpendicular con C.

3. Trazamos la linea SP que intersectaaCen Q.

4. Trazamos NQ que intersectaa OPen P*.

Con esta construccion, P* es el inverso de P con respecto a C

!

Demostracion.

Veamos que los triangulos APOP* y APOS (Fig. 2.13) son semejantes y por lo
tanto lo son el APOS y el ANOP*, de donde se sigue que

ON _OP*
orP OS
y como ON =0S =r tenemos que _
OP - OP*=r*

2.7.3 Definicién. Si P y P* son puntos inversos con respecto a Cy si P describe
una curva, entonces P* también describe una curva y se dice que las curvas son
mutuamente inversas o se dice simplemente que estas curvas son inversas.

Inmediatamente de esta definicion y de la definicion de puntos inversos tenemos
que una linea que pasa por el centro de inversion se invierte en ella misma,
ademas, las circunferencias concéntricas con la circunferencia de inversién se
invierten en circunferencias concéntricas con la circunferencia de inversién; lo que
mas nos va a interesar es como se. invierten circunferencias ortogonales a la
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circunferencia de inversion, las lineas rectas que no pasan por el centro de
inversion, las circunferencias que no pasan por el centro de inversion y por Gltimo
veremos que la inversion preserva angulos.

2.7.4 Teorema. Cualquier circunferencia que pasa por dos puntos inversos
distintos, es su propia inversa y es ortogonal a la circunferencia de inversion,
reciprocamente, cualquier circunferencia que es ortogonal a la circunferencia de
- inversion es su propia inversa.

Demostracion.

Sean P y Q puntos inversos distintos con respecto a Ia circunferencia ¢, y sea ¢*
una circunferencia que pasa por P y Q. Como OP-0OQ=r* yaque Py Q
puntos inversos y como Pot,.O=0P-0Q=0P-0Q=r?, entonces P y O
también son puntos inversos con respecto a ¢ (Fig. 2.14), es decir, ¢* es su propia
inversa con respecto a €. Ahora, sea O7 la tangente desde O a ¢*, donde 7 esta

en ¢*, entonces ZOT0* =90° y por la definicidon 2.2.1, Pot,.0=0T* =r?, lo que
implica que OT =r, es decir T esta en €y por lo tanto C y ¢* son ortogonales.

Fig. 2.14 Circunferencias ortogonales.

Reciprocamente, sean ¢ y'c*‘ circunferencias ortogonales en I' (Fig. 2.14) y r
radio de €. Si P y Q son puntos en C* que son colineales con O, como
Pot,,0=0P-0Q =0T* =r?, porlotanto P y Q son puntos inversos con respecto

a C, es decir, cada punto de ¢~ se invierte en un punto de €%, es decir, €* se invierte
en ella misma.

2.7.5 Teorema. El inverso de una linea recta que no pasa por el centro de
inversién es una circunferencia que pasa por el centro de inversién y el inverso de
una circunferencia (de radio finito) que pasa por el centro de inversién es una linea
recta que no pasa por el centro de inversion.
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DemostracuSn , .
Sea 4 el pie de la perpendlcular desde O a una !lnea rectadaday 4* ei inverso
de 4 con respecto a C (Fig. 2.15). Tracemos la circunferencia ¢* de diametro OA4*,

ahora, para cualquier punto P en la linea trazamos la linea OP que corta a ¢* en
P* Como los tridngulos AOPA y AOA* P*, son semejantes por AAA, tenemos
que . N .l : T .
04 OP
OP*  OA4*'
por lo tanto, P* es el inverso de P. Como P* esta en ¢ se tiene que el inverso
de la linea recta m es la circunferencia de diametro OA4*.

\ : / P))‘/ T
(&
. O 4% 4

o/

Fig. 2.15 El inverso de una linea que no pasa por O.

2.7.6 Teorema. El inverso de una circunferencia de radio finito que no pasa por el
centro de inversién es una circunferencia de radio finito que no pasa por el centro
de inversion.

Demostracion.

Sea ¢4 una circunferencia dada y ¢ la circunferencia con respecto a la cual vamos
a invertir (Fig. 2.16). Desde O trazamos un rayo que cotealien Py () yotro
rayo que corte a ¢y en R y §. Como ef cuadrildtero PORS es ciclico entonces las
lineas PS y QR son antiparalelas con respecto a las lineas OP y O0S. Sea ¢ la
circunferencia’ que pasa por PP y §. Como £ pasa por puntos inversos
entonces es ortogonal a ¢ y como pasa por § entonces pasa por . De aqui se
sigue que PS y P'S’ son antiparalelas con respecto a OP y OS, es decir, P'S" y
QR son paralelas. De una forma analoga podemos ver que PS y QR son
paralelas, es decir, el cuadrilatero P'Q'R’ S es un cuadrilatero ciclico. :
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Fig. 2.16 El inverso de una circunferencia.
2.7.7 Teorema. La inversién preserva angulos.

Como el angulo entre circunferencias (y en general entre curvas) esta dado por el
"anguio que forman sus tangentes en el punto de interseccion, basta probar que la-
inversién preserva angulos entre lineas rectas, mas aun, basta probar que la
inversion preserva angulos entre cualquier linea que pase por un punto dado P vy
el rayo OP, donde O es el centro de inversion, ya que si los anguios ZOPB y
ZQOPA (Fig. 2.17) se preservan bajo inversién, entonces también se preserva su
diferencia, es decir, el angulo £APB.

Fig. 2.17 Los angulios se conservan bajo la inversion.
Hay que considerar dos casos para esta demostracion, el primero es cuando las

curvas se intersecten dentro de la circunferencia de inversion y el segundo caso
es cuando las curvas se intersecten fuera de la circunferencia.
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Demostracion.

Consideramos primero el caso en que P esta dentro de € (Fig.2.18). Sea m una
linea que pasa por P y que intersecta aCen 4 y B. Como ya hemos visto, el
inverso de m es una circunferencia que pasa por O y ademdas A y B se invierten
en ellos mismos, es decir, el inverso de m(m*) esta completamente determinado
por A, By O yelcentrode m* (O*) esta en la mediatriz del segmento AB. Por

lo tanto, la linea perpendicular a OO *(#n) por O es paralela a AB y es tangente a
m*. Ademds, los éangulos ZQPB y ~#POR son iguales, donde O es el inverso de

P, pero los angulos ZQO0R y ZOQN son iguales, ya que son los ‘angulos que
forman {as tangentes a una circunferencia con los extremos de la cuerda 0Q. Por
lo tanto, los angulos 4QPB y LPQN son |guales

T \/

[

Fig. 2.18 La inversién preserva angulos.

Ahora vamos a suponer que el punto P esté fuera de C (Fig. 2.19) y que m no
intersecta a ¢. Sea R el pie de la perpendicular desde O a m y sea AB paralela
a m por O, entonces AB es tangente al inverso de m(m*) y los angulos £7PS y
ZPOA son iguales, y por el mismo argumento que en el caso anterior, ios angulos
LZNQO y Z40Q son |guales por o tanto los angulos ZIPS Y AOQN tamblen

son iguales.
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Fig. 2.19 La inversidn preserva angulos.

2.8 Razén Cruzada.

También conocida como razén doble o razén anarménica, la razén cruzada es un
cociente de cocientes que es- invariante bajo proyecciones y también bajo
inversiones con respecto a cualquier centro de inversion.

2.8.1 Definicién. La razon cruzada de cuatro puntos A, B, C y D en el plano se
define como el cociente: -

8 ={ABCD}= ﬂ/i’@,
CB/ DB

Como hay veinticuatro permutaciones de las letras 4, B, C y D deberia de haber

veinticuatro valores de la razon cruzada, pero estas veinticuatro permutaciones no
nos dan siempre valores distintos de la razén cruzada; de hecho, solamente hay
seis valores de la razon cruzada dados por

1 1 -1 o

5, —, 1-6 .
- 15" 5 Y 54
Inmediatamente de la definicién de razon cruzada vemos que:
5 ={4ABCD}={BADC}={CDAB}={DCBA} (1)
~=BDC)= {BacD)= {cBA}={DCAB) - @)

Los demas valores de la razon cruzada se pueden calcular a partir de la definicién
y utilizando el teorema de Euler* pero a nosotros solamente nos interesan estos
dos valores.
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Tres valores particulares de la razdn cruzada que también nos van a interesar, los
cuales se pueden calcular directamente de la definicion, son los siguientes:

{44CD}=1, {4BAD}=0, {4BCA}=w. ()

La demostracién del siguiente teorema es inmediata de la definicion de razdn
cruzada por 10 que no la presentaremos.

2.8.2 Teorema. Para cinco puntos A,B,C,U.V en el plano se cumple
{acuv}={4Buv}-{BCUV)

Ahora vamos a probar los siguientes dos teoremas que nos seran de gran utilidad
cuando definamos el concepto de distancia en geometria hiperbdlica.

2.8.3 Teorema. La razén cruzada de cuatro puntos colineales es igual a la razon
cruzada de sus inversos con respecto a cualquier centro de inversion.

Demostracion.

Sean 4,B,C,D cuatro puntos dados sobre la linea ¢, y sea ¢ una circunferencia
con respecto a la cual vamos a invertir (Fig. 2.20). Sean 4. B.C,D’ los inversos
de los puntos 4,B,C,D respectivamente.. Tenemos las siguientes semejanzas de
triangulos:

AOAC ~ AOC’ A que implica AC = gg—c A o @

AOBC ~ AOC’B’ que implica CB = %B c | (5)
AOAD = AOD"A" que. lmpllca AD = %D A _ : B (6)
\AOBD ~AOD'B que implica DB—OO—gB D | | .l . (7)

dividiendo las ecuaciones {4), (5), (6) y (7) tenemos:

AD _AC [AD
DB CB/DF

ya que todos los términos con 'O se cancelan, por lo que la razén cruzada de
cuatro puntos colineales se conserva bajo inversiones. Cabe mencionar que si el
centro de inversién es colmeal con Ios puntos A,BC,D- la demostrac:on es

'dlferente _ L
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Fig. 2.20 La razén cruzada se preserva.

Si consideramos a una linea recta como una circunferencia de radio infinito,
podemos decir que este teorema es un caso particular del siguiente teorema que
afirma que la razén cruzada de cuatro puntos conciclicos se preserva bajo
inversiones.

2.8.4 Teorema. La razén cruzada de cuatro puntos conciclicos es igual a la razén
cruzada de sus inversos con respecto a cualquier centro de inversion.

Demostracién.

La demostracion para cuando los puntos son conciclicos es andloga a la.
demostracién de cuando los puntos eran colineales, o Unico que tenemos que ver
es que tenemos las mismas semejanzas de tridngulos que en el caso anterior.
Para ello veamos que si tomamos ia circunferencia § que pase por los puntos 4, 4’
y C (Fig. 2.21) entonces ésta pasara por C', pues, al pasar por 4 y 4 es
ortogonal a la circunferencia de inversion @, y como pasa por C entonces tiene
que pasar por C', por lo tanto tenemos que los triangulos AOAC y AOC'4" son
semejantes (teoremas 2.1.5 y 2.7.4). De una forma similar obtenemos las demas
semejanzas de la demostracion del teorema 2.8.3. Por lo tanto la razén cruzada
de los puntos conciclicos 4,B,C,D se preserva bajo la inversidon con respecto a
cualquier centro de inversion.
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Fig. 2.20 La razén cruzada se preserva bajo inversiones.
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Capitulo 3

Quinto postulado.

En este capitulo veremos algunos de los intentos que muchos matematicos
hicieron durante casi dos mil afios por probar el quinto postulado de Euclides a
partir de los otros cuatro. Como a finales del siglo XVII y principios del siglo XIX
por fin se crean lo que hoy en dia conocemos como geometrias no euclidianas
(geometria eliptica y geometria hiperbdlica).

3.1 Intentos de demostraciones del quinto poétulado'.

En los Elementos de Euclides, el quinto postulado esta escrito de una forma muy
diferente a los otros cuatro. La primera vez que Euclides lo utiliza es en la
proposicién veintinueve; mas aun, a proposicion veintiocho es e! reciproco del
quinto postulado, es por esto que muchos matematicos intentaron probar el quinto
postulado como. si fuera una proposicion, es decir, demostrario utilizando
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Capitulo 3. Quinto postulado.

unicamente los primeros cuatro postulados Aqut veremos algunos de estos
intentos.

3.1.1 Ptolomeo.

Uno de los primeros intentos conocidos por probar el quinto postulado lo hace el
astronomo y geégrafo griego Claudio Ptolomeo (85~165) y su razonamiento fue de
la siguiente manera.

Sean g y h lineas paralelas que son cortadas por una transversal. Supongamos
que a+b < dos éngulos rectos, pero, como g y A son paraielas tanto en un lado

de la transversal como en el otro, entonces la suma de los éngulos interiores en un
lado es igual a la suma de los angulos interiores en el otro lado. Por lo tanto
¢ +d < dos angulos rectos. Por lo tanto a + 5+ ¢ +d < cuatro angulos rectos, pero
esto es imposible ya que la proposicién 13 asegura que a+b+c+d es igual a
cuatro angulos rectos. Andlogamente si suponemos que a+b> dos angulos
rectos llegamos a una contradiccion.

¢ Fpo B < h
</ b e
d/a —g
D /G A

Fig. 3.1 Prueba de Ptolomeo.

En esta prueba Ptolomeo utiliza una demostracién que él mismo hace de la
proposicién 29 y a partir de ésta intenta demostrar el quinto postulado, pero es en
esta ultima prueba en la cual utiliza el hecho de que por un punto fuera de una
linea pasa una y sélo una paralela (axioma de Playfair). -

\.a proposicion 29 dice lo siguiente:

Una'linea quie corta a dos lineas rectas paralelas hace que la suma de los: angulos
mtenores de un mlsmo Iado sea |gual a 180" o R TN

LA ;' -

La prueba glie hace Ptolomeo es

Sean AD y BC paralelas y sea FG una transversal que las intersecta. Si los
angulos ZCFG y «DGF- sumaran mas de 180° entonces los angulos ZBFG y
ZAGF sumarian menos de 180°, pero estos dos angulos suman también mas de

1807, porque CF y DG no son mdés paralelas que FB y GA; esto es, si los
angulos £CFG y «DGF sumaran mas de 180" entonces los éngulos ABFG y
LAGF sumarian mas de 1807
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3.1.2 Proclo.

Proclo (411-485) intenta probar el quinto postuiado de la siguiente forma:

Dadas dos lineas paralelas |y m, supongamos que la linea n=1 cortaa m en P,
entonces n intersecta a | también.

Sea Q el pie de la perpendicutar de P a /. Si ncoincide con PQ, entonces n
intersecta a /en Q, pero si n= PQ, entonces existe un rayo PY en n que esta
entre PO y unrayoc PX en m, donde X es el pie de la perpendicular desde Y a
m (Fig.3.2). Ahora, como el punto V' se aleja indefinidamente de P en n, el

segmento XY aumenta indefinidamente de tamafio por lo que eventualmente se
vuelve mas grande que PQ. Por lo tanto ¥ debe cruzar al otro lado de /, por lo

que n y [ se intersectan.

~__P X -
L
: /
0 z

Fig. 3.2 Demostracién de Proclo. .

En esta demostracion que hace Proclo todos los argumento son correctos el
problema es que utiliza el hecho de que si tenemos dos paralelas, éstas estan
siempre a la misma distancia; pero ésta es, de nuevo, una equivalencia del quinto
postulado.

3.1.3 Nasiraddin.

Otro intento importante por probar el quinto postulado fue dado por el astrénomo y
matematico persa Nasiraddin (1201-1274).

E

F H J
Fig. 3.3 La hipdtesis de Nasiraddin.

Nasiraddin afirma, sin demostracion, que si dos lineas rectas AB y CD (Fig.3.3)
son intersectadas por una sucesion de perpendiculares (EF, GH, IJ, etc.) a CD
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desde los puntos F,G,I, etc. de AB, siempre formando angulos iguales con AB,
que son siempre angulos agudos del lado de B, y en consecuencia son siempre
angulos obtusos del lado de 4, entonces las lineas 'AB y CD continuamente se
separan en la direccién de 4 y C por lo que nunca se intersectan y las
perpendiculares continuamente crecen en esta d_lreccmn por el contrario,
continuamente se acercan en la direccion de B y D vy'las perpendiculares
continuamente decrecen en esta direccion. Remprocamente si las
perpendlculares continuamente crecen en la direccién de 4 y C y decrécen en la
direccién-de B y D, las lineas divergen en la primera direccion y convergen en la
segunda direccion, ademas las-perpendiculares formaran angulos iguales con AB,
tos angu!os obtusos estaran todos del lado de- A y C, y los” angulos agudos

1

estaran todos del ladode B y D. Teors
Nasiraddin tomé un segmento AB Yy dtbu;n dos perpendlculares |guales AD y BC'
del mismo lado, luego unié C con D. : .

D C

A S B
Fig. 3.4 La construccién de Nasiraddin.

Para probar que los angulos ZCDA y «DCBson angulos.rectos recurre.a la
reduccion al absurdo, utilizando la suposicidon antes descrita. Asi, si el angulo
£DCB fuera agudo; 4D seria menor que BC, pero eso no puede ser ya que por
construccion AD = BC, por lo tanto, Z/DCB no es agudo y por un razonamiento
analogo tampoco es obtuso. Nasiraddin tacitamente supone que cuando el angulo
ZDCB es agudo, entonces el éngulo £CDA debe ser obtuso. Sus argumentos
nos dicen que los cuatro angulos del cuadrilatero son angulos rectos. Entonces, si
se dibuja BD, los tridngulos A4BD y ACDB son congruentes y la suma de !os'

angulos de cada uno es igual a dos angu|os rectos.

En esta demostracion encontramos que la suposicién hecha al principio no es mas
aceptable sin prueba que el mismo quunto postulado. También, si suponemos que
el angulo £DCB es agudo esto no implica que el angulo £CDA sea obtuso, de
serlo tenemos, otra vez, una equivalencia al quinto postulado.

3.1.4 Wallis ‘ o

John Wallis (1616-1703), matematico inglés; ofrece una nueva demostracion al
quinto postuladoc en 1663, pero él, al |gual que Proclo y Nasiraddin, utiiza una
afirmacion equivalente al quinto postulado que es el hecho de que existen
triangulos semejantes que no son congruentes
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Postulado de Wallis. Dado cualquier triangulo A4BC y cualquier segmento DE

existe un triangulo ADEF (teniendo a DE como uno de sus lados) que es
semejante al triangulo AABC (denotado por AABC ~ ADEF).

2
/N

// \\\ / \\

C E F

- Fig. 3.5 Triangulos semejantes, postulado de Wallis.
Con este postulado Wallis prueba el quinto postulado como sigue.

Dadas dos lineas ABy CD (Fig. 3.6) que son cortados por una transversal EF en
los puntos G y H respectivamente, donde la suma de los angulos £ZBGH y
ZDHG es menor que dos angulos rectos. Hay que probar que ABy CD
concurren. Es facil ver que LEGB > ZGHD, entonces, si el segmento HG se
mueve a lo largo de EF, con HD pegado a él, hasta que H coincida con la
posicion original de G, HD toma la posicién G/, y queda enteramente por encima
de GB. Por lo tanto, durante este “movimiento” HD debe haber cortado a GB,
por ejemplo, cuando HD coincide con JK corta a GB en L. Ahora si
construimos un tridngulo con base GH semejante al trianguio AGJL (lo cual es
posible por hipétesis), entonces es evidente que HD debe cortara GB.

4

Fig. 3.6 Prueba dada por Wallis.
3.1.5 Saccheri.

Girolamo Saccheri (1667-1733), matematico italiano, intenta probar el quinto
postulado de una forma diferente: al igual que Nasiraddin, recurre a la reduccion al
absurdo, pero ademas utiliza’ un cuadrildtero ABCD (que posteriormente
utilizaremos y llamaremos cuadnldtero de Saccher) en el que AD = BC y ademas,
los angulos £DAB y £CBA sonrectos. -
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3 g
A B

Fig. 3.7 Cuadrilatero de Saccheri.

Primero, Saccheri prueba que los angulos ZADC y £BCD (éngulos de la cima)
son iguales y lo hace sin necesidad de utilizar el quinto postulado, para eilo prueba
la congruencia de los triangulos AABC y AABD (LAL), ya que 4D = BC, pero esta
congruencia implica la congruencna de |os tnanguios AACD y ABCD (LLL), por o
que LADC=/BCD.

Saccheri ahora tenié tres posibles hipotesis para los éhgulos ZADC y £BCD

a) La hipétesis del angulo recto ( £Z4DC =90y £BCD =90).
b) La hipotesis de! angulo obtuso ( LADC > 90y £BCD > 20).
c) Lahipétesis del angulo agudo (£4DC <90y ZBCD < 90).

Claramente, si al suponer (b) o (c) encontraba una contradiccion, esto implicaba
que la hipotesis que vale es la (a) y asi quedaria probado el quinto postulado.

Con la hipétesis del angulo obtuso llegé a una contradiccion al postulado 2 y las
proposiciones 16, 17 y 18 de Euclides. Con la hipdtesis del angulo agudo
encontré muchos resultados importantes pero nunca pudo llegar a una
contradiccion, por lo que escribid:

“la hipotesis del dngulo agudo es absolutamente falsa, porque es repugnante a la
naturaleza de la linea recta”.

3.1.6 Lambert.

Johann Heinrich Lambert (1728-1777), matematico suizo, realizé un trabajo muy
parecido al de Saccheri en el que propone un cuadrilatero (cuadrildtero de
Lambert) el cual equivale a la mitad de un cuadrilatero de Saccheri y consiste de
un cuadrilatero con tres angulos rectos - SERERE

D C
O

S i
-4 ‘ T T B
Fig. 3.8 Cuadrilatero de LLambert.
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Lambert propone, al igual que Saccheri, tres hipbtesis para el angulo en D, que
son equivalentes a las hipétesis de Saccheri; es decir, e angulo en D puede ser
recto, obtuso o agudo y encuentra resultados equivalentes a los que encontr6
Saccheri.

Un resultado importante que se deduce de las -aportaciones tanto de Saccheri
como de Lambert es el siguiente teorema que enunciaremos en este momento
aunque daremos su demostracién en la seccién 3.2.

Teorema (Saccheri-Lambert): La suma de los dngulos interiores de cualquier
triangulo es menor o igual que 180°

De este teorema podemos definir el defecfo de un triangulo como la diferencia
entre 180° y la suma de los angulos interiores dei triangulo, es decir,
5§ =180°~(a + f+y) donde a,f y y son los angulos del tridngulo y § el defecto.

Lambert prueba que la hipbtesis del angulo égudo implica que el area de un
tridangulo es proporcional al defecto del mismo, es decw el area de un trianguio
esta dada por 4 = k(180°~(a + B +y))

3.1.7 Legendre.

Probablemente el mas notable de los dltimos intentos por probar el quinto
postulado fue el del matematico francés Adrien-Marie Legendre (1752-1833). Sus
investigaciones al’ respecto se dieron a conocer en una publicacién en 1833

Legendre intento probar el quinto postulado utilizando reduccion al absurdo,
analizé ta suma de los angulos intericres de un triangulo Y, al igual que Saccheri y
Lambert, tenia tres posibles hipétesis:

a) lgual a dos angulos rectos.
b) Mayor a dos angulos rectos.
c) Menor a dos angulos rectos.

Al suponer que la suma era mayor que dos angulos rectos encontré una
contradiccion, pero al suponer que la suma era menor que dos angulos rectos el
procedidé como sigue:

Supongamos que en el triangulo AABC la suma de los angulos interiores es
menor que dos angulos rectos, entonces podemos decir que la suma de los
angulos del triangulo es 180°~a, donde a es el defecto del tridngulo. Construimos
el triangulo ABCD (Fig. 3.9) de forma tal que los angulos £BCDy ZABC sean
iguales, ademas, los segmentos CD y 4B también sean iguales y unimos B con
D . Asi los triangulos A4BC y ABCD son congruentes y para ambos, la suma de
los angulos interiores es 180°-a.
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A

Fig. 3.9 Prueba de Legendre. |

Trazamos una linea por D que mtersecte las lineas AB 'y AC en E y F
respectivamente formando los triangulos ABDE y ACDF. Ahora, como ia suma de
los angulos interiores de un triangulo no es mayor que 180°, se tiene que la suma
de los angulos de los cuatro tnangulos no es mayor que 720°-2a, pero como la
suma de los angulos en B es 180°, lo mismo pasa con los dngulos en C yen D,

se tiene que la suma ‘de los angulos en el triangulo A4AEF no es mayor que
180°-2a entonces el defecto del tridangulo A4EF 'es por [0 menos 2a mientras que
el defecto del triangulo original AABC es a y asi tenemos una construccion que
nos permite, por 1o menos, duplicar el defecto de un tridngulo.

Aphcando esta construccion al tridngulo AAEF podemos ‘efcontrar un tnangulo
cuyo defecto sea, por [0 menos 4a y repitiendo esta construcclon un numero
suficiente de veces podemos encontrar un tridngulo cuyo defecto sea
arbitrariamente grande, pero por [a propia naturaleza del defecto, éste debe ser
menor que 180°, por lo que se habia encontrado una contradnccnén 'en suponer
que la suma de los angulos de un trianguio es menor que 180° (dos éngu!os
rectos). '

IO . .
Todos los argumentos en esta demostracién son correctos pero Legendre supuso
que siempre es posible trazar la linea por D que intersecta a las lineas 48 y. AC
pero ésta es, nuevamente, una equivalencia del quinto postulado.

e

3.1.8 Farkas Bolyai.

-

E! ultimo intento por demostrar el quinto postulado que veremos fue dado'bor el
matematico rumano Farkas Wolfgang Bolyai (1775-1856) quien intenta probar el
quinto postulado de la siguiente forma: _

Dado un punto P que no esta en una linea I, seé"PQ' (Fig. 3.10) la pérpendicdlar
a ! por P y Q el pie de dicha perpendicular y sea m perpendicular a PQ en P,
Sea » cualquier linea que pasa por P distinta de m y de PQ. Hay que probar
que n intersecta a /. Sea 4 cualquier punto entre P y Q. Sea B el Unico punto
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By e

en la linea PQ tal que 40 = OB. Sea R el pie de la perpendicular desde 4 a n y
sea C el unico punto en la linea AR tal que AR=RC. Entonces 4, B y C son
tres puntos no colineales, por lo tanto hay una tnica circunferencia € que pasa por

ellos. Ahora, como / es la mediatriz del segmento 4B y n es |la mediatriz del
segmento BC, entonces las lineas / y » se cortan en el centro de la

circunferencia €.

B
Fig. 3.10 Demostracion de Farkas Bolyai.

En esta ultima demostracion Farkas Bolyai utiliza el hecho de que por
cualesquiera tres puntos no colineales existe una circunferencia que pasa por
ellos, que es una afirmacion equivalente al quinto postulado.

3.2 Demostracion del Teorema de Saccheri—Lambert

Antes de probar el teorema de Saccheri-Lambert necesitamos ver los siguientes
teoremas, que nos afirman algunas propiedades importantes de triangulos en
geometria neutra que necesitaremos para su prueba.

3.2.1 Teorema. Un 4ngulo exterior de un trnidngulo es mayor que cualquiera de los
angulos interiores remotos.

Demostracion.

Sea AABC un tridngulo y D un punto en la extension de BC por C (Fig. 3.11).
Queremos probar que ZACD> ZBAC y que ZACD > Z4BC. Sea E el punto
medio de AC, trazamos BE y la prolongamos hasta encontrar F° tal que
BE=EF. Ahora, como AE=EC, BE=EF y <ZAEB=/CEF, entonces los
triangulos AAEB y ACEF son congruentes (LAL)} por lo que ZBAE = ZFCE.
Finalmente, como ~ZACD> <ZFCE entonces <£ACD> /BAE. Para ver que
LACD > ZABC, como los angulos <£ACD y ZBCH son iguales, hacemos la
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construccion que hicimos antes; tomamos el punto medio A del segmento BC,
trazamos AM y lo prolongamos, etcétera. Por lo tanto £ZACD > £ZABC.

4 \\ . . ! . ” 7_:.F'
‘ \\:\ - | /

. S
\\

.

N,

u(:“\. D

{ \H‘\

¥

Fig. 3.11 £LACD > ZBAC y ZACD > ZABC.

o

3.2.2 Teorema. Si dos lineas son cortadas por una transversal y con ésta forman
&ngulos alternos internos iguales, entonces las lineas son paralelas.

Demostracion.

-t

Sea PQ una transversal que corta a las lineas 1 y u que forma los angulos
iguales ZAPQ y £PQC (Fig. 3.12) y supongamos que las lineas 1 y u se
intesectan en un punto O formgi‘ido el tridngulo AOP(Q. Pero si esto ocurre,
tenemos que un angulo exterior del triangulo AOPQ es igual a uno de los angulos
remotos interiores ( LAPQ=/PQC) y esto contradice el teorema 3.2.1. Por lo
tanto las lineas A y 4 son paralelas.

_Fig. 3.12Laslineas 1 y u son paralelas.

3.2.3 Corolario. Dos lineas perpendiculares a una misma linea son paralelas.

La demostracion del corolario 3.2.3 es inmediata del teorema 3.2.2.
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o

lar a una linea dada que pase por un

3.2.4 Corolario. Existe una unica perpendic
punto dado.

Demostracion.

Sean / una linea dada y P un punto fuera de ella. Si PQ y PR son
perpendiculares a / desde P, entonces en el triangulo APQR tenemos que
ZPQS = Z/PRS, pero esto contradice el teorema 3.2.1.

F

Q R S
Fig. 3.13 Existe una Unica perpendicular a I que pasa por P.

3.2.5 Corolario. Para un puntb P que no esta enla linea A existe por lo menos
una linea paralela a A que pasa por P. ’

Demostracion.

Trazamos la perpendicular desde P a 4 que cortaa 1 en Q y ahora levantamos
la perpendicular 4 a PQ por P, entonces 4 y u son paralelas por el corolario
323 '

P

g
| Fig. 3.1'4 A y u son paralelas.

3.2.6 Teorema. La suma de dos dngulos de un trianguio es menor que 180°
Demostracion.

Para un tridngulo AABC queremos mostrar que £CAB + ZABC <180° Sea D un
punto en la extensién de BC por B (Fig. 3.15). Entonces £4BD es un angulo
exterior del triangulo A4BC que, por el teorema 3.2.1, cumple que £4BD > ZCAB.
Pero como <ABD =180°-ZABC, entonces 180°~ZABC > ZCAB, es decir,
ZCAB + £ZABC < 180°
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AL
L

Fig. 3.15 LCAB + ZABC <180°

3.2.7 Lema. Dado un triangulio AABC y el éngulo <BAC. Existe un triangulo
A4, B,C, tal que A4 BC, tiene la misma suma de angulos que el triangulo AABC y

ZB A C, <1 £ZBAC.
Demostracion.

. Sea E el punto medio de BC, trazamos AE y lo prolongamos hasta encontrar un
punto F tal que AF = EF (Fig. 3.16). Entonces los triangulos AABE y AFCE son

congruentes, por lo que sus angulos correspondientes son iguales. Ahora, si nos
fijamos en el tridngulc AAFC, vemos que tlene la mlsma suma de angulos que el

triangulo AABC, ya que: -

LCAB+ ZABC+ £LBCA=a + f+y +6 = LCAF + LAFC + ZFCA

Fig. 3.16 Los triangulos AABC y AACF tienen fa misma suma angular.

y ahora, como £LCAB=a+f, entonces a<iZCAB o f<1ZCAB, en cualquier
caso renombramos el ftridngulo A4FC como  A4,B,C, de forma tal que
ZBACy <1 £BAC.

3.2.8 Teorema (Saccheri-Lambert): La suma de los angulos interiores de
cualquier .tr.-‘éngulo es menor o igual que 180°

N 3
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Demostracion.

Haremos la prueba por contradiccién. Supongamos que existe un triangulo A4BC
para el cual su suma de angulos es (180+ py, donde p es un numero positivo.
Por el lema 3.2.7 existe un triangulo A4, B,C, con la misma suma de angulos que
el
triangulo AABC vy tal que;
£BAC, s 1 4LBAC
Aplicando el lema 3.2.7 al A4, B,C, existe un tridngulo A4,B,C, con Ia misma suma
de angulos que el tridnguio A4, B,C, y tal que:
£B,A4,C, £ ZBAC, <1ZBAC
Podemos entonces encontrar la sucesion de triangulos
A4 BC,, A4,B,C,, A4,B,C,,...
tal que cada uno de ellos tenga suma de angulos 180"+p y para cada entero
positivo n se tiene que:
£B,4,C, < £BAC
Podemos escoger una » suficientemente grande tal que:
ZB A C <

perocomo £B A C, +ZAC B, +ZC B, A =180°+p° se sigue que:

n n n n n n

/4,C B, + ZC,B, 4, >180°

pero esto contradice al teorema 3.2.6. Por lo tanto no existe ningun triangulo tal
que su suma de anguios sea mayor que 180°

3.3 El descubrimiento de las geometrias no euclidianas.

Una de las partes mas emotivas en la historia del quinto postulado es cuando, en
el siglo XIX, después de los muchos intentos por probar el quinto postuiado, se
propone que podria existir otra geometria en la cual el quinto postulado no se
cumpliese. Sus principales creadores fueron el matematico aleman Johann Carl
Friedrich Gauss, el matematico rumano Janos Bolyai y el matematico ruso Nikolai
tvanovich Lobachevsky, aunque también figuraron matematicos como Friedrich
Ludwig Wachter, Ferdinand Karl Schweikart y Franz Adolf Taurinus. Algunos de
los nombres que se le dieron a esta nueva geometria fueron geometria anti-
euclidiana, geometria astral, geometria imaginana y geometria no euclidiana,
siendo este ultimo el nombre que se utiliza hasta nuestros dias. -

3.3.1 Wachter

Friedrich Ludwig Wachter (1792-1817) profesor de matematicas en Dantzig y
alumno de Gauss en Géttingen en 1809, intentd probar el quinto postulado. En
una publicacién en 1817 trato de probar que a través de cuatro puntos no
coplanares en el espacio se puede construir una esfera que ios contenga. Esta
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idea fue motivada por el hecho de que era factible probar el quinto postulado si por
tres puntos no colineales se puede trazar una circunferencia que los contenga.
Asi. Wachter liegé a concebir una geometria no-euclidiana. Gauss .comenta en
una carta después de estudiar el trabajo de Wachter: S '

“cerca estoy de la conviccién de que no es posible demostrar la verdad
necesaria de nuestra geometria, al menos por la inteligencia humana para la
inteligencia humana. Quizé en otra vida lleguemos a ofras percepciones de /a
naturaleza del espacio que no podemos alcanzar ahora. Mientras tanto debemos
poner nuestra geometria en igualdad de condiciones, no con la aritmélica, que
tiene un fundamento a priori, sino con la mecanica.”

3.3.2 Schweikart.

Ferdinand Karl Schweikart (1780-1859), quien de 1796 a 1798 fue estudiante de
leyes en Marburg, siempre estuvo interesado en matematicas. Estando-en la
universidad, tuvo la oportunidad de tomar clase con J.K.F. Hauff, quien era una
autoridad en la teoria de las paralelas. En 1818 entregd a su amigo Gerling,
alumno de Gauss y profesor de astronomia en Marburg, un manuscrito de sus
ideas acerca de la existencia de una nueva geometria en la cual el postulado de
las paralelas fuera negado, pidiéndole enviarlo a Gauss para que lo estudie. En
ese manuscrito asegura la existencia de dos geometrias, la geometria euclidiana y
la geometria astral. Ademas aseguraba que en la geometria astral la suma de los
angulos interiores de tridangulo es menor que dos angulos rectos; que mientras es
menor la suma de los angulos de un tridngulo mayor es su area; gue la altura de
un tridngulo rectangulo e isosceles crece al crecer los lados pero nunca es mas
grande que cierta longitud a la que llamo /a constante y que si esta constante es
infinita se tiene la geometria euclidiana. La respuesta de Gauss a este manuscrito
fue: : - -~

“Exprésele mi sincero reconocimiento, casi podria haberio escrito yo mismo”

Schweikart nunca publico ‘los resultados de sus investigaciones pero motivo a su
sobrino Franz Adolf Taurinus a tomar parte en el estudio de las paralelas.”

3.3.3 Taurinus. ‘ _— o

Después de estudiar jurisprudencia por un corto tiempo, Franz Adolf Taurinus
(1794-1847) decide abordar el problema de las paralelas en 1824. Al principio no
estaba de acuerdo con su tio Schweikart e interité probar el quinto postulado.
Finalmente, en 1826, publicé una obra en cuyo apéndice trabajé con formulas
ordinarias de trigonometria esférica, reemplazando el radio de la esfera por un
radio imaginario. Asi obtuvo la geometria que se desarrolla bajo la hipttesis del
angulo agudo. Consciente de la importancia teérica de sus resultados, los publica,
pero recibe poco reconocimiento. Esta decepcién hace que Taurinus caiga en la
desesperacion y queme todos los ejemplares que encontr6 de sus libros.
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A pesar de que sus investigaciones no trascendieron por faita de divulgacion,
Taurinus fue uno de los primeros en obtener una visidon de la geometria no
euclidiana.

3.3.4 Gauss.

Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) en un principio, al igual que todos los
matematicos contemporaneos a él, intentd probar el quinto postulado como
consecuencia de los primeros cuatro pero, en una carta que envid a Taurinus en
1829, se ve que Gauss esta convencido de la independencia del quinto postulado:

“respecto a su intento, no tengo nada (o no mucho) que decir, excepto que
es incompleto. Es cierto que a su demostracién de que la suma de los tres
angulos de un tridngulo no puede ser mayor que 180°, le falta algo de rigor
geométrico... que puede remediarse facilmente. Pero la situacion es diferente en la
segunda parte, en lo referente a que la suma de los angulos no puede ser menor
que 180°; éste es el punto critico, el risco donde todo se estrella... Lo he meditado
por mas de treinta afios y no creo que alguien lo haya pensado mas que yo,
aunque nunca he publicado nada al respecto. Al suponer que la suma de los
angulos es menor que 180°, se llega a una geometria curiosa, bastante distinta de
fa nuestra (la euclidiana), y sin embargo consistente, fa cual he desarrollado a mi
entera satisfaccion y puedo resolver cualquier problema excepto la determinacion
de una constante que no puede designarse a priori. Mientras mayor es esa
constante, mds parecido hay con la geometria euclidiana, y cuando su valor es
infinito, ambas coinciden. Los tecremas de esta geometria suenan paraddjicos al
no iniciado, pero una reflexién cuidadosa revela que no contienen algo imposible.
Por ejemplo, los tres angulos de un tridngulo se hacen tan pequefios como uno
quiera si se hacen los lados lo suficientemente grandes. La unica cosa opuesta a
nuestra concepcion es que deberia existir en el espacio una magnitud lineal
determinada por s/ misma. Pero me parece, pese a lo que digan los melafisicos,
que sabemos muy poco, © casi nada, sobre fa verdadera naturaleza del espacio
como para considerar absolutamente imposible lo que nos parece antinatural. A
veces he expresado el deseo de que la geometria euclidiana no fuera valida,
porque tendriamos una medida canonica a priori.

No temo que una persona con conocimientos matematicos mal entienda Io
antes dicho, pero en cualquier caso considere lo anterior una comunicacion
privada de la que no puede hacerse uso publico, ni divulgarse en forma alguna.
Tal vez en un futuro, si llego a disponer de més tiempo que ahora, haga publicas
mis investigaciones.”

Es claro que con esto Gauss es uno de [os primeros en entender que podia existir
una geometria no euclidiana pero, aun siendo el matematico mas prominente de
su época, no se atreve a publicar estas ideas por temor a la critica.

Sus resultados de lo que é mismo denomind “Geometrias No-euclidianas” fueron
publicados en 1855 después de su muerte. '

45



Capitulo 3. Quinto postulado.

3.3.5Bolyai.- - = I e

Janos Bolyai (1802—-1860) fue hijo del matematico Wolfgang Farkas Bolyai, quién
habia estado trabajando en el problema de las paralelas. Como Farkas no queria
que su hijo tomara el problema, le manda una carta a su hijo Janos en la que dice:

“es increible que.esta obscura terquedad, este eclipse eterno este defecto
én geometria, esta nube eterna en una verdad virgen pueda ser.eterna”

pero al ver que su hijo esta atraido por el problema de las paralelas le envia otra
carta en 1820 en la que Ie dlce

‘no debes acercarte al problema de las- paralelas conozco este camino
hasta su final. He atravesado esta noche insondable, que extinguié toda la. luz y
alegria de mi vida.. Te suplico que dejes la ciencia de las paralelas aparte...
Pensé que me podia sacrificar para obtener la verdad. Estaba listo 'para
convertirme en un martir que” pudiera resolver el defecto de la geometria y
regresario purificado a la humanidad. Realice monstruosas, enormes labores; mis
creaciones estdn mucho mejor que ésas de otros y fodavia no he conseguido
completarias satisfactoriamente. Para esto es cierfo que “si paullum a summo
discessit, vergit ad imum”. Di vuelta atras cuando vi que ningun hombre puede
alcanzar el fondo de esta noche. Di vuelta atras desconsolado, compadeciéndome
a mi mismo y a toda la humanidad.” : ‘

En nowembre de 1823 Janos Bolya1 le comumca asu padre los resultados a los
que ha ilegado y su emocnén :

“quiero publ.-car un trabajo acerca de paralelas tan pronto como pueda
ponerfo en orden, completario y se presente la oportunidad de hacerfo... No he
hecho todavia el descubrimiento pero la ruta que he seguido es casi seguro que
me llevara al resultado, si es que es posible. No lo tengo todavia completo pero he
encontrado cosas tan magnificas que estoy asombrado, y seria muy mala suerte
que estas cosas se perdieran. Cuando usted, mi querido padre, las vea, las
entenderd. Todo lo que puedo decir ahora es que he creado un nuevo y diferente
mundo de la nada. Todo lo que le he enviado antes es como una casa de cartas
comparada con una forre. Estoy tan convencidc de que esto me traera un gran
reconocimiento, como [0 estoy de que voy a completar el trabajo”

Su padre le aconsej6 que publicara sus resultados tan pronto como pudiera:

“si estds realmente convencido de haber conseguido algo, deberias hacer
una publicacién répidamente por dos razones. Una es que la idea puede pasarse
facilmente a alguien mas que la pueda publicar. Otra.razén es que cuando es el
tiempo de c.'ertas €0osas, estas cosas aparecen en d;ferentes Iugares como violetas
en la primavera.” : _ co
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Janos Bolyai publicd sus resultados en 1831 en un apendlce de un libro de su
padre.

3.3.6 Lobachevsky.

Nikolai Ivanovich Lobachevsky (1792—1856) matematico ruso de la Universidad de
Kasan intenta probar el quinto postulado desde 1815 y no fue sino hasta 1823

cuando cambié su punto de vista ante el problema. En 1823 terminé un
" manuscrito de un libro de geometria elemental, que nunca se publico, en el cual
afirmaba que no se habia descubierto ninguna demostracién del quinto postulado
y que las pruebas que se habian sugerido eran simplemente explicaciones'y no
pruebas matematicas.

Se sabe que en 1826, en la Universidad de Kasan, Lobachevsky expuso un
articulo en el cual sugeria una nueva geometria en la que se puede trazar mas de
una paralela por un punto dado a una linea dada y que la suma de los angulos
interiores de un tridngulo es menor a 180% Desafortunadamente, este articulo
nunca se publico y el manuscrito no ha sido encontrado. -

En 1829 hace su primera publicacion en el “Kasan Bulletin” referente a geometrias
no euclidianas, pero esta publicacién llamé muy poco la atencién dentro de su pais
y, como estaba impreso en ruso, practicamente no llamo la atencién fuera de él.

Ahi proponia nuevos conceptos que son; direccion de paralelismo, éngulo de
paralelismo y horociclo y obtuvo el angulo de paralelismo en funcion de la
d:stanma del punto a la recta. '

Lobachevsky hace tres publicaciones umportantes “Sobre los pnnc:p:os de la
Geometria”, “Geometria imaginaria”, “Investigaciones geométricas sobre la teoria
de las paralelas” Después de que Gauss estudié esta ultima le escribe a
Schumacher: : . ' .

“he tenido la oportunidad de volver a ver el pequefio libro de Lobachevsky
(“Investigaciones Geométricas Sobre la Teoria de las Paralelas”). Contiene los
-elementos de esa geometria que debe ser vélida, 'y puede con estricta
consistencia ser vélida, si la geometria euclidiana no .fuera valida... No he
encontrado nada nuevo en el trabajo de Lobachevsky, pero el desarrolio esta
hecho de una forma diferente a la que yo he seguido y ciertamente Lobachevsky
hébilmente sigui6 un - camino con espirntu puramente geométrico. Siento la
necesidad de llamar a usted la atencién sobre este libro que seguramente le
proporcionara un intenso placer.”

En 1848, Wolfgang Bolyai habia escuchado acerca de las investigaciones de
Lobachevsky y en enero de ese afio’'le escribe a Gauss, preguntando por el
nombre del libro del matematico ruso. Gauss le recomendé ese admirable trabajo
“Investigaciones geométricas sobre la teoria de las paralelas’, que contiene una
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exposicion adecuada de la teoria y, es facil de obtener. Fue asi como Wolfgang, y
a través de él, Janos; se enteraron de la geometria de Lobachevsky.’ -

Janos comenta acerca del trabajo de Lobachevski:

c - *“aunque este notable trabajo. ocasionalmente sigue diferentes meétodos, el
espintu’ y los resultados son fan parecidos a los del apéndice de Thetamen
matheseos que aparecié en el aflo 1832, que uno no puede verlo sin asombro. . Si
Gauss quedé, como él dice, extremamente sorprendido, primero por el apéndice.y
més adelante por el acuerdo- de. los mateméticos hingaros y rusos: ciertamente
yo no lo estoy.” . : o

“ a naturaleza de verdad verdadera por supuesto no deja de ser una y la
misma en Maros-Vésérhely, en Kamschatka, en la Luna, o, para ser breve,
dondequiera en el mundo; y que un. ser sensato descubre puede también
posiblemente ser descubierto por otro.” S T .

Pero, mas alla de estas reflexiones, Bolyai tuvo por algun tiempo la sospecha que
Lobachevski habia conocido de alguna manera sus descubrimientos,
posiblemente a través de Gauss, y, después de revisados, los habia publicado. Su
actitud mejoré-'con el tiempo. De hecho, no parece haber evidencia de que
Lobachevski hubiese oido hablar de Bolyai.

3.3.7 Riemann.

George Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) fue alumno de Gauss'y fue
sobresaliente a lo largo de su carrera. Después fue a Berlin a estudiar con
Dirichlet, Jacobi, Steiner y otros, pero regresé a Géttingen en 1850 para estudiar
fisica y graduarse al afo siguiente. o S . o .
En 1854 Riemann da una conferencia en la Universidad de Géttingen. “Uber die
Hypothesen welche die Geometrie zu grunde. liegen” en la cual precisé que el
‘espacio no necesita ser infinito, aunque sea considerado ilimitado. Asi. sugiri6 una
.geometria en' la cual no hubiese lineas paralelas y en la que la suma de los
.angulos interiores .de un tridngulo fuese mayor a dos, angulos rectos. Hay que
“mencionar que, en la hipdtesis del angulo obtuso de investigaciones anteriores se
habia supuesto que las lineas. eran infinitas. En esa misma plética se
establecieron las bases;para la segunda etapa de! estudio de las geometrias no
euclidianas al proponer:un enfoque desde, el punto de vista de la geometria
.diferencial, en contraste a los métodos sintéticos-previos. B _ ‘

AR ) N . - T
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Capitulo 4

Modelos de' Geometria
Hiperbdlica. |

En este capitulo veremos que negando el quinto postulado de geometria
euclidiana aparecen nuevas geometrias, los axiomas de geometria hiperbdlica y
también algunos de los modelos que hay para describir la geometria hiperbdlica a
partir del modelo que conocemos de geometria euclidiana, veremos que estos
modelos son equivalentes y definiremos una distancia en uno de ellos.

4.1 Negaciones del quinto postulado.

Como vimos en el capitulo anterior, los intentos de demostracion del quinto
postulado utilizaban alguna de las proposiciones equivalentes al mismo.

Ahora vamos a tomar una de estas proposiciones equivalentes al quinto
postulado, conocida como el axioma de Playfair.
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4.1.1 Axioma de Playfair. Por un punto exterior a una recta es posible trazar una
y s6lo una recta paralela a |a recta dada.

Esta proposicién tiene dos posibles negaciones:

4.1.2 Negaciones del axioma de Plyfair. Por un punto exterior a una recta:
a) No se puede trazar ninguna recta paralela a la recta dada; o bien
b) Se puede trazar mas de una recta paralela a la recta dada.

Haciendo usc de la negacién (a) obtenemos una nueva geometria gque se conoce
como Geometria Eliptica de la cual no haremos mencién en este trabajo, vy,
haciendo uso de la negacién (b) obtenemos otra nueva geometria, la Geometria
Hiperbdlica, que es la geometria que estudiaremos de ahora en adelante.

Primero que nada hay que presentar los nuevos axiomas y después 10s posibles
modelos con los que trabajaremos.

4.2 L.os axiomas de la Geometria Hiperbdlica.

Los axiomas de la Geometria Hiperbdlica constan de los primeros cuatro axiomas
de la Geometria Euclidiana, que por elios mismos generan lo que se conoce como
Geometria Absoluta, y la segunda de las negaciones del quinto postulado.

1. Es posible trazar una linea recta desde un punto cualquiera a otro punto
cualquiera.

Es posible prolongar una linea recta finita continuamente en una linea recta.

Es posible construir un circulo con cualquier centro y cualquier radio.

Todos los angulos rectos son iguales uno a otro.

Por un punto exterior a una recta se puede trazar mas de una paralela ala
recta dada.

L ARN

4.3 Modelos de la Geometria Hiperbélica.
4.3.1 Modelode Klein. ** - ., . | S

Uno de los modelos mas sencillos de la geometria hiperbélica fue propuesto por
Arthur Cayley (1821 - 1895) y Felix Klein (1849 - 1929), aunque es mas conocido
como el modelo de Klein. Los puntos de este modelo son los puntos de R* que
estan en el interior de un disco que tiene por frontera a.una circunferencia
euclidiana € es decir,” los puntos 'en este modelo . estan dados por

P={x,y)|r,ye®R x’ +y* <1 }y las lineas rectas estn dadas por las cuerdas del
circulo € sin sus extremos. Asi, en la Fig. 4.1, los puntos U y V no estan en las

lineas PU y PV respectivamente, por lo que son paralelas a {. A estas paralelas
les llamaremos paralelas limite.
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Fig. 4.1 Algunas rectas del modeio de Klein.

Aqui no probaremos que este modelo cumple los axiomas de la geometria
hiperbdlica, lo que haremos es, definir primero los otros dos modeios que
presentaremos, ver que son equivalentes y por dltimo probar que el ultimo de los
modelos cumple los axiomas.

4.3.2 Modelo de Poincaré.

Este modelo fue propuesto por el matematico francés Henri Poincaré (1854 -
1912). A este modelo también se le conoce como el modelo del disco de
Poincaré. En este modelo, los puntos son los mismos que en el modelo de Klein,

es decir, los puntos estan dados por P ={x,y) lx,yeR,x?+y* <1 } pero esta
vez, las lineas rectas son didmetros de la circunferencia €, es decir, cuerdas de ¢

que pasan por el centro de la misma y, ademas, hay otro tipo de lineas que son
los arcos de circunferencias euclidianas ortogonales a ¢ que quedan dentro de C.

Asi, en la Fig. 4.2 las lineas rectas son /, m y n, donde / y n son diametros de C,
mientras que m es la parte que se queda dentro de € de la circunferencia ¢1 que
es ortogonal a €, es decir, el angulo ZOVO, es angulo recto.

Fig. 4.2 Algunas rectas del modelo de Poincaré.
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4.3.3 El modelo del semiplano superior,

Ahora presentaremos el medelo del semiplano superior que, al igual que el modelo
del disco, fue propuesto por Henri Poincaré, por lo que también se conoce como el
modelo de! semiplano de Poincaré. En este nuevo modelo, los puntos estan

dados por P = {(x, NxeRyeRy> 0}; es decir, estamos tomando unicamente [a
parte superior de R*. Las lineas rectas estan dadas por los rayos perpendiculares
al eje x y los arcos de circunferencias que tienen centro en el eje x. Asi en la Fig.

4.3 las lineas |, m y n son paralelas a h por P. Ademas la linea g es un rayo
euclidiano pero también es una linea hiperbdlica paralela a las otras cuatro.

g

U v -
Fig. 4.3 El modelo del semiplaho superior

/
| ‘4/

Con este ultimo modelo trabajaremos de aqui en adelante, por lo que sera

necesario distinguir los conceptos que teniamos acerca de geometria euclidiana y
los nuevos conceptos que ahora tenemos de geometria hiperbolica; por ejemplo,
en la Fig. 4.3 h representa una circunferencia {(en realidad 4 representa una
semicircunferencia pero, por comodidad, diremos simplemente que # representa

una circunferencia) euclidiana pero al mismo tiempo representa una linea recta

hiperbélica, y para distinguirlas diremos que 4 es una e-circunferencia o también
diremos que 4 es una h-linea.

4.4 Equivalencias entre los modelos.

Veamos primero que estos tres modelos son equivalentes. Para ver la
equivalencia que hay entre los modelos de Poincaré vamos a hacer uso de la
inversién (capitulo 2) para geometria euclidiana.

Sea IT el e-semiplano superior que representa al modelo del semiplano de
Poincaré y x la linea que lo delimita. Ahora sea C una e-circunferencia tangente a
x COn e-centro en O (“abajo” de la lineax) y radio R. Al momento de invertir con
respecto a ¢ tenemos que x se invierte en (4, la parte superior de x se invierte en
la parte interior de ¢, y las h-lineas g, # y k del modelo del semiplano se invierten
en las h-lineas g', &' y k' del modelo del disco.
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Fig. 4.4 El modelo del disco y el modelo del semiplano son equivalentes.

Como las h-lineas en el modelo del semiplano son rayos que emanan del eje- x 0
circunferencias con centro en el eje x, es decir, las h-lineas g,h y k£ son

ortogonales al eje x y como sabemos que la inversion preserva angulos, entonces
las h-lineas g, &' y k' son ortogonales a €y, que es el inverso del eje x. Asi, esta

inversion transforma el modelo del semiplano en el modelo del disco. Ahora, como
los inversos de ¢y, g, # y k' son x, g, h y k respectivamente, entonces, esta

misma inversion transforma el modelo del disco ¢; en el modelo del semiplano IT,
por lo gue ambos modelos son equivalentes.

Ahora veamos la equivalencia que existe entre el modelo del disco de Poincaré y
el modelo de Kiein, para ello proyectaremos el modelo de Klein en una esfera €
tangente al plano xy, en donde colocaremos los modelos de Poincaré y de Klein
como sigue (Fig. 4.5).
Supongamos que los puntos en el modelo de Kiein estan dados por

P, = {(x,y)e ‘.R’fx’ +yt < ]1
los puntos en el modelo de Poincare estan dados por

Po={x,3) e R +y? <2
los puntos de la esfera €, en la que proyectaremos el modelo de Klein, estan
dados por

Fe= tx,y,z)e ‘.Rflxz +y 4(z-1) = l}
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Fig. 4.5 El modelo de Poincaré y el modelo de Kiein son equivalentes.

Sea g una linea recta en el modelo de Klein y sea r el plano que contienea g y
es ortogonal al plano xy. El plano, 7: mtersecta al hemisferio sur de € en la curva
g* que es una semlcwcunferencna y que, ademas, es ortogonal al ecuador de E.
Ahora, sn invertimos con respecto a una esfera 4, cuyos puntos estan dados por
' TP = xy,z)e‘R3|x +yt +(z-2) —4}

es decnr la esfera.A tiene centro en N y es tangente al plano xy (Ia esfera A no
aparece en la figura 4.5), Ia esfera £ se lnwerte en el plano xy, el ecuador de € se
invierte en la circunferencia x*+y* =2 y =« se invierte en, una esfera .que
intersécta al plano xy en una circunferencia g. Como g* y el ecuador de E eran

curvas ortogonales, entonces x* +y® =2"y g’ son curvas ortogonales.en el piano
xy por lo que g" es una linea en el modelo de Poincaré, por lo que el modelo de

Klein se transforma en el modelo de Poincaré. Invirtiendo los pasos anteriores
vemos que €l modelo de Pomcare se transforma en el modelo de Klein Por lo
tanto, los modelos de Klein y Pomcare son equivalentes.

4.5 Distancia eri el modelo del s'émiplaﬁo. R : A
Para poder hablar de figuras congruentes necesitamos definir una distancia en
nuestro modelo, y necesitamos medir angulos. Mediremos los anguios como en el
sentido euclidiano; es decir, el angulo formado entre dos h-lineas es el anguio
formado por las e-tangentes a.las e-circunferencias en‘el e-punto (o h-punto, que
en este caso coinciden) de interseccion.

Queremos definir una h—dustancna que sea invariante bajo cualquner traslaciéon o
reflexiéon en el plano hlperbollco Como nuestro modelo utiliza e-circunferencias y
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Lo . .
como vimos en el capitulo 2 que la razbn cruzada se preserva bajo inversiones
con respecto a circunferencias, entonces podemos definir la distancia en terminos
de la razén cruzada.

4.5.1 Definicién: Sea AB un h-segmento en una e-circunferencia que intersecta
al efe x en los e-puntos U y V. Definimos la distancia hiperbdlica, h-distancia,
del segmento AB como

d(4,B)=|infABUV) 1))
si el segmento A B, esta en un e-rayo que intersecta al eje x en V,, entonces su
h-distancia se define como

d(4,,B,)=

:ni’i[ @

. 171 .
Decimos que dos h-segmentos son congruentes si sus h-distancias son iguales.

A

7 vV v,

Fig. 4.6 La h-distancia del segmento AB.

Tenemos que ver que la h-distancia asi definida satisface las propiedades de una
distancia;

a) d{4,B)20; d(4,B)=0 & 4= B

b) d(4,B)=d(B,A)

¢) d(4,B)<d(A,C)+d(C,B): d(4,B)=d(AC)+d(C,B) si 4,B,C son colinealesy C
estdentre A y B.

De la definicion de distancia tenemos inmediatamente que d(4,B)=0. Ahora, si
d(4,B)=0 entonces
AU VB AU BV _

' 3
UB AV ~BU AV ( )
¥ como siempre tenemos que U =V, entonces la Unica manera de que se cumpla

(3) es que 4 = B. Reciprocamente, si 4 =B entonces se satisface (3) por lo que
d(4.B)=0, es decir, se satisface (a)
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Ahoré;, V,ehbg '-cliJe_.L_ si {ABUV}= ) I,Tgnt‘onrjc;eg— Bavy }—-% (formulas (1) y (2)
capitulo 2}, lo que implica que .o
d(4,B)=In{ABUV ) =|in(8) = m&]’ =|m{BAUV)=d(B.4) . -

Para ver que la condicion (c) se satisface necesitamos ver algunos resultados
previos. C ' ‘ o ‘ T

pbr Id que se satisface (b).

En el capitulo 2 vimos que una circunferencia que pasa por el centro de inversion
se invierte en una linea recta que no pasa por el centro de inversion y también
vimos que la inversién preserva razon cruzada, con ambos resultados podemos
ver que, si invertimos con - coma’ centro de inversion (Fig. 4.7), la h-linea que
contiene al segmento AB se invierte en el e-rayo que contiene al segmento 4,5,
' se invierte en V, y U se invierte en el punto al infinito &/ *. De esto tenemos
que: ‘

AU-VB _AU*VB, _ VB, B},

AV-UB AV,-U*B, AV, AV,

por lo que

d(4,B)=d(4,,B,)

Fig. 4.7 d(4,B)=d(4,,B,)
Ademas, vemos que cuando 4 se mueve hacia U, por formula.(3) capitulo 2,
{4BUV} se acerca a cero, es decir, lim {4BUV}=0, por lo que lim d(4,B) = .
Analogamente, cuando 4 'se’ mueve hacia ¥V ﬁin;{ABUV}:oo, por io que

imd(AB)= - . . i

Al

Ahora, si tenemos tres puntos 4,B,C colineales tales qué C estd entre A4 y B
(Fig. 4.7), por lo anterior tenemos que
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d(A,B)= d(Al’BI)’ d(A'C)‘_: H(AI;CI) y d(B,C)= d(B!’Cl) (4)
ademas, como BV, < AV,, CV, <A}V, y BV, <C}V,, entonces

BV, , CV, BY,
<1, 1y 2EL oy,
Ay, a4y, -7 cw,

Inj — B, <0, In G <0y in BV, <0,
AV, AV, cy,
In BA in ¥ in L ;
A'II/I AlVl Cl]/l ’

d(Al'Bl) = d(A1C1)+ d(C1 'Bl)

es decir,

lo que implica que

-+

es decir,

y por (4) tenemos que

d(A,B)=d(AC)+d(C,B) .
y esto se cumple para cualesquiera tres puntos colineales, por lo que una parte de
(¢) queda probada, hay que ver el caso cuando los puntos 4,B,C no son

colineales, pero primero necesitamos ver el siguiente teorema que se refiere a
circunferencias en el planc hiperbdlico.

4.5.2 Teorema. E/ lugar geométrico de los puntos que equidistan (con la definicion
de distancia 4.5.1) de un punto fijo O es una e-circunferencia, pero su h-centro no
coincide con su e-centro.

Demostracion.

Si tomamos un sistema de circunferencias ortogonales como el de la figura 2.11,
pero unicamente nos fijamos en el semiplano superior (Fig. 4.8) esto estd en el
modelo de Poincaré, es decir, las e-circunferencias g y 4 son h-lineas. Ahora, si
tomamos los h-segmentos 04 y OB y tomamos la bisectriz interior OP del angulo
ZA0B (que estad dada con las tangentes en O) vemos que, si invertimos con
respecto a C:, C queda invariante, h se invierte en g ya que tanto g como 4
pasan por O y ademas la inversién preserva angulos, es decir, como C queda
invariante y los angulos £40P y <ZBOP son iguales, entonces 4 y B son
inversos con respecto a ¢:. Por Ultimo, como la inversién preserva la razon
cruzada (teorema 2.84), entonces {40UV.}={BOU)V,} es deci,

d(0,A)=d(0.B)
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_U]l v

Fig. 4.8 C es tanto una e-circunferencia como una h-circunferencia.

Claramente vemos que el e-centro, O* y el h-centro O no coinciden, mas aun, el
h-centro de € es el punto de interseccion de la familia de e-circunferencias con
centro en el gje x que son ortogonales a C.

Ahora, sean A,B,C tres puntos no colineales (Fig. 4.9) y sean € la h-
circunferencia con h-centro en 4 y h-radio AC y G la h-circunferencia con h-
centro en B y h-radio BC. Sean P el punto donde ¢, intersecta al segmento AB
en direccion de 4 hacia B y O el punto donde ¢; intersecta al segmento 4B en
direccion de B hacia 4. El primer caso que tenemos seria que P coincida con B
o que esté fuera del segmento 4B, entonces, como d(4,C)=d(4,P) y los puntos
AB y P son colineales, d(4,P)=d(4,B)+d(B,P) por lo que, por (a),
d(4,B)<d(A4,P), pero esto implica que d(4,B)<d(4,C)+d(C,B) De una forma
analoga se demuestra el caso en que Q coincida con 4 o que esté fuera del
segmento AB. .

Fig. 4.9 Desigualdad del trigngulo d(4, B)< d(4,C)+d(C,B)

Ahora, si P y Q estan dentro del segmento 4B, como 4,B,P y Q son colineales
tenemos
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d(4,B)= d(4,0)+d(0.P)+d(P,B)
<d(4,0)+d(Q,P)+d(Q,P)+d(P.B)
=d(4,P)+d(Q,B)
=d(4,C)+d(C.B)
por lo que tenemos que d(4,B)< d(4,C)+d(C,B), y (c) se satisface.

Ahora veamos dos resultados que nos serviran para el capitulo 6.
4.5.3 Construccidn de fa mediatriz de un segmento AB.

Dado un h-segmento AB (Fig. 4.10). Trazamos la e-linea AB que intersecta al eje
¢ en O. Desde O trazamos la e-tangente a la e-circunferencia que contiene al h-
segmento 4B y sea R el punto de tangencia. La h-linea # (e-circunferencia con
centro en O y radio OR) es la mediatriz del segmento 4B, ya que, h es
perpendicular a AB y, ademas, 4 y B son inversos con respecto a 4, es mas, R
es el punto medio de 4B.

Fig. 4.10 » es la mediatriz del segmento AB.

4.5.4 Teorema. Sea g una h-linea con puntos limite U y V. El lugar geometrico
de los puntos que equidistan de g es un arco de e-circunferencia que pasa por los
puntos U y V.

Demostracion.

Sea g* un arco de e-circunferencia que pasa por los puntos limite U y V, sean
Oy Q, dos puntos en g* y sean QP y Q/F, las perpendiculares a g desde O vy
0, respectivamente. Por la construccion 4.5.3 podemos trazar la mediatriz h del
segmento PP,. Visto esto como e-circunferencias coaxiales, # tiene centro en el
eje radical de g y g* y, por construccion, h es ortogonal a g, entonces 7 es.
ortogonal a g*. Ahora, si invertimos con respecto a h, g y g* quedan
invariantes (teorema 2.7.4), ademas P y P, son inversos con respecto a 4 y lo
mismo pasa para Q y O,. De esto se sigue que PQ y F(Q, son inversos con

respecto a h, es decir, PQ y P,Q, son congruentes y por lo tanto O y 0, estan a
la misma distancia de g.
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Capitulo 5

Trigonometria.

Una forma de relacionar los angulos con los lados de un triangulo euclidiano es
por medio de las funciones trigonométricas seno, coseno y tangente. Ahora vamos
a introducir unas nuevas funciones .que nos van a permitir relacionar los anguios
con los lados de un triangulo hiperbdlico, a las que denominaremos funciones
hiperbdlicas.

5.1 Las funciones hiperbdlicas.
Vamos a definir las funciones hiperbdlicas en una forma analitica.

5.1.1 Definicion
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tzn

cosh(t) = & -;e' =i(2n)! (0

senh(t) e* -1

cosh(t) e +1

Directamente de la definicién de senh(t) y cosh(t) obtenemos la relacion
cosh®(t)—senh*(t) =1 (2)

Denotemos por BC a la h-distancia del segmento a (Fig. 5.1).

£

T TP

/ e
|
- Al
] M c B v
Fig. 5.1 Distancia del segmento BC.

tanh(t) =

De la definicion de h-distancia tenemos que:
BC=IS = %log{B'C'UV}z %log (1-cosg}1+cosd)

(1+cose)(1-cosd)

ya que, en la figura 5.1 tenemos que

BU =r(1+cosé ), VC'=r(l1-cose), BV =r(1-cosé) y UC'=r(l+cose)

donde £ = ZCMV vy & = £LBMV, por lo que
- B " ’ y wc"_‘(1—'0038)(-1+'ébs5) ST s
‘ L o " (I+cose)l-cos) v ',_"' '
y por |a formula de tanh(¢) tenemos que - S o
(anhBC = ezzz ~1_ cosd —cose
e’ +1 1-cosdcose

3)

en particular, si € = % entonces C =D y tanhBC = cosc§.

Ahora, como queremos encontrar relaciones entre los lados y los angulos de un
triangulo rectangulo, necesitamos colocar el tridngulo en una posicion mas sencilia
desde el punto de vista euclidiano, esto es, dade cualquier tridngulo (en particular
un tridngulo rectangulo) lo podemos llevar, por medio de reflexiones, a un triangulo
congruente con el triangulo dado pero colocado en una posicién mas sencilla
(posicién especial).
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Fig. 5.2 El triangulo A4,B,C, esta colocado en posicion especial.

Dado el tridgnguio A4,B,C, (Fig. 5.2) con éngulo rectoen C,. Sean U y V los
puntos limite del segmento 4,B, y sea g la hlinea con puntos limite U, y V
donde Ul = UV (en el sentido euclidiano). Ahora, si invertimos con respecto a la
e-circunferencia g, la e-circunferencia A, se invierte en el e-rayo A y asi, la
hipotenusa del triangulo AA4,B,C, esté en un e-rayo euclidiano y como vimos que la

inversién preserva angulos y h-distancias (capitulos 2 y 4) entonces los tridngulos
AA4,B,.C, y AA,B,C, son congruentes. :

Esta posicion especial nos puede servir no unicamente para los lados de un
triangulo, sino que también podemos colocar en posicion especial cualquier linea
importante del tridangulo de forma tal que esta h-linea sea un e-rayo.

Aplicando este método las veces que sea necesario podemos colocar un triangulo
AABC en posicion especial de tal forma la hipotenusa esté en el eje y y que el

vértice B esté en el punto de coordenadas (0,1). Sean (0,77) las coordenadas de

A (Fig. 5.3); asi podemos deducir relaciones entre los lados y los angulos del
triangulo AABC.

Podemos ver que, en la figura 5.3, los angulos ¢ y ZAFO son iguales ya que,
como los angulos Z4EQ y ZEAQ suman 90° (en el sentido euclidiano) y como el
angulo a esta dado por el angulo que forma la tangente del e-circulo que contiene
al lado AB con el e-rayo OA entonces los angulos a y ZAEQ son iguales. Ahora,
los angulos B y «BDO también son iguales ya que los angulos g y ZOBD
suman 90° pero ademas los angulos ZOBD y £ZBDO también suman 90° por lo
que los angulos B y «BDO son iguales. Con estas igualdades de angulos

tenemos

g g

cotg=2, cotf==2 | (4)
n n
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/‘ L /// B\
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Qo=

| .- Fig. 5.3 El AMBCen posicion espebial. N
Sean r, ¥y n los radios (euclldlanos) de los e—cnrculos que contienen a los Iados

BC b=AC y sean D= (;0) E= (50) sus centros Como rP=E+nty

=¢? +1, y aplicando el teorema de Pitagoras al tnar}gulo AECD tenemos que
F =€+ =7+ |

que equivaie a
y por ia definicion que tenemos para dlstan0|a de AB que es la hrpotenusa del
triangulo AABC tenemos que

AB:‘Iog%:logn
por lo tanto | ‘ '_ o
. AB AR 2
coshAB =% re” Jn
2 2n

por lo que, por (4) y (5) tenemos que

: © coshAB=cotacotf. . ; (6)
Esta es yauna relacmn ‘entre los lados y los angulos de un tnéngulo Para obtener
otra relacuén GSCI’IbImOS tanhAB y usamos '(5)

(anhAB = e“" 1.’ +1- 2 _g-1 @
41 y +1 &¢

y por la ecuacion (3) A
cos(m—¢)—cos(mx—f) cosf—-cosp
l-cos(n~@)cos(n—-b) — 1-cos Bcosg

tanhAB =
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por otro lado

. | V1447

cosQp =

NPVl E+e

tanhBC = i{;—:-!w

EJ1+¢%

cosff =

asi

y por {7) tenemos que

tanhBC = tanhAB cos Ji; o (8)
ahora, si intercambiamos BC por AC y a por # tenemos
_ tanhAC = tanhABcosa 9)

Las férmulas (6) y (8) implican
cot*a _ cot’ a-tanh’BC
tan*f  tanh® AB — tanh* BC

" cosh® AB =

y por lo tanto ‘ :

senh® AB - cosh® AB-tanh*BC = cot’ a - tanh* BC

y por (2)tenemos _ Lo
senh® AB — tanh*BC — tanh*BC - senh® AB = cot* a - tanh® BC.

de esta relacién podemos calcular sen® @ =1/(cot>a +1): :

tanh®* BC tanh*BC _ senh” BC

sen’ o = 2 2 2 = 2 2 - 2
senh® AB —tanh®*BC - senh® AB  senh® AB(1—tanh*BC) senh” AB
es decir
| senor = senh BC (10)
_ , senh AB
e intercambiando a por g y BC por AC obtenemos
senh AC
= 11
SN = enh AB an

Ahora, de las ecuaciones (9) y (10) tenemos que

senh® AB — senh* BC
senh® AB

tanh® AC = tanh® AB(1-sen’ a ) = ranthB[
y utilizando la ecuacién (2) tenemos
senh® AB( cosh® AB - cosh* BC
cosh® AB senh® AB

tanh* AC =

es decir :
' cosh® AB(1—tanh* AC ) = cosh®* BC
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y como
l«tanhzifi(] _ cosh® AC - senh” AC _ 1
ST cosh® AC cosh® AC
entonces tenemos gque : »
cosh AB = cosh BC - cosh AC (12)

/ y R \C l“ . \ \

/ - S L
",’/ o, // \ :_\, S ’ \\\
| 4

Fig. 5.4 Et AABC es tridngulo rectangulo.

A esta Ultima ecuacion se le conoce como el teorema de Pitagoras para geometria
hiperbdlica, asi en la figura 5.4 el triangulo A4BC es un triangulo rectangulo con
angulo recto en C, por lo que satrsface 1a ecuac:én (12)

1 [

L

+

Ahora podemos utmzar estas ecuac:ones y obtener las . ecuaciones
correspondientes en un triangulo arbitrario. Por ejemplo, en la figura 5 5 basta

trazar la perpendlcular a AB por C.
. "1

“Fig. 5.5 CF a!tura'pof C en el triangulo A4BC.

Asi, en la figura 5.5, los triangulos AACF' y ABCF son‘iﬁéngu[os rectangulos, por
lo que valen las ecuaciones (10)y (11), por lo tanto tenemos que:

senhCF sen B = senh CF
senh AC’ senh BC'
es decir, vale la ley de senos en geometria hlperbohca La forma huperbollca de la

ley de senos es:

Sena =

sena _ senf
senh BC ~ senh AC

(13)
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Ahora, sean AF y BF las longitudes de los segmentos en que la altura CF divide
ai lado AB. Entonces la férmula (12) se puede aplicar a los tridngulos rectangulos

ACAF y ACBF de lo que obtenemos
cosh BC = cosh CF - cosh BF
cosh AC = coshCF -cosh( AB — FB)
es decir (ver apéndice 3)
cosh AC = coshCF - (cosh AB - cosh BF — senh AB - senh BF )
y dividiendo entre la ecuacion (14) tenemos
cosh AC

cosh BC
y ahora, por |la ecuacion (8) tenemos que

tanhBF = tanhBC -cos

= cosh AB — senh AB - tanhBF .

por lo tanto
cosh AC = cosh BC - cosh AB — senh BC - senh AB - cos

(14)
(15)

(16)

que es o que conocemos como la ley de cosenos de geometria hiperbolica.
Ahora, si hacemos una permutacion entre los lados 4B, BC y AC y entre los

angulos a, f y y obtenemos
cosh AB = cosh BC - cosh AC — senh BC - senh AC - cos y
cosh BC = cosh AC - cosh AB — senh AC - senh AB-cosa
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Capitulo 6

Jugando con el
triangulo hiperbdlico

En este Jltimo capitulo estudiaremos el tridangulo hiperbdlico, es decir,
trabajaremos con tridngulos en el modelo del semiplano superior y veremos qué
ocurre con resultados de geometria euclidiana tales como el teorema de Ceva, el
teorema de Menelao y, ademas, el comportamiento que tienen las medianas,
mediatrices, bisectrices y alturas. Tambien veremos qué ocurre con la
circunferencia de los nueve puntos y con la linea de Euler en un tridngulo
hiperbdlico.

6.1 Segmentos dirigidos y los Teoremas de Ceva y Menelao.
Antes de analizar los segmentos dirigidos (que definiremos de una manera similar

al caso del capitulo tres) vamos a demostrar los siguientes dos teoremas que nos
facilitaran las demostraciones de los teoremas de Ceva y Menelao.
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6.1.1 Teorema (version preliminar del teorema de Menelao) Supongamos que
D, E y F son puntos en los lados BC, AC y AB respectivamente del AABC. Si
D, E y F son colineales entonces

senh AF senh BD senhCE

senh FB - senh DC . senh EA -

Demostracion

Supongamos que D, E y F estan en la linea ¢ (Fig. 6.1). Sean 4, B y C" los
pies de las perpendiculares a ¢ desde 4, B y C respectivamente. Por {a ecuacion
(10) del capitulo 5 tenemos que ‘
senh A'A _senhB'B senh(C'C _ senhB'B senhA'A_ senhC'C
senh AF  senhBF’ senhCD ~ senhBD’ senh AE ~ senhCE '
y multiplicande miembro a miembro cada una de estas ecuaciones tenemos
senh Al senh BD senhCE

senh FB senh DC senhEA

Fig. 6.1 Version preliminar det teorema de Menelao.

6.1.2 Teorema (versién preliminar del teorema de Ceva) Supongamos que
D, E y F son puntos en los lados BC, AC y AB respect:vamente del AABC S:

AD,BE y CF son concurrentes entonces _ o
"' . senhAF ,senh BD senhCE "1 ‘—'1 L , )
' senh FB senhDC senh EA ' -

Demostracion

Supongamos que las lineas AD, BE y CF concurren en P {Fig. 6.2). Ahora, en el
triangulo A4ABD. los puntos C, P y F satisfacen las hipbtesis del teorema-anterior
y en el tridngulo ADCA los puntos £, P y B tambnén satisfacen las hnpotems del
teorema anterior por lo que tenemos I :
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senh AP senh DC senh BF ' -1 ‘ senh DP senh AE senhCB _

senh PD senhCB senh FA =~ senhPA senh EC senhBD
y muitiplicando tenemos

senh BF senhCD senh AE _

senh FA senh DB senh EC
pero esto es precisamente
senh AF senhBD senhCE

=1

senh FB ' senh DC . senh FA

Fig. 6.2 Version preliminar del teorema de Ceva.

Nétese que hablar de h-lineas concurrentes equivale a hablar de e-circunferencias
coaxiales, es decir, diremos indistintamente h-lineas concurrentes o e-
circunferencias coaxiales.

Podria decirse, como ya hemos mencionado, que éstas son unas versiones
preliminares de los teoremas de Ceva y Menelao ya que hasta el momento no
hemos definido el concepto de segmentos dirigidos, pero, al igual que en
geometria euclidiana, podemos asociar la idea de direccién a un segmento, es
decir, si tomamos el segmento 4B recorrido de 4 a B diremos que es el
segmento dirigido AB, mientras que si o vemos dirigido de B a 4 diremos que es

el segmento dirigido BA, en donde estos segmentos estan relacionados por la
ecuacion: AB=-BA
y de ahora en adelante denotaremos los segmentos dirigidos por negritas.

Fig. 6.3 Los segmentos AB, BC y AC tienen la misma direccion.

70



A Capitt.ilo 6. Jugando con el Triangulo Hiperbdtico.

‘ _ _ | .
6.1.3 Teorema. Silos puntos P, Q y R son colineales entonces
(senh PQ )/(senh QR )es positivo si y sOlo si Q estaentre P y R. -

Demostracion

Primero supongamos que (senhPQ )/(senhQR }es positivo, entonces senhPQ y
senhQR son ambos positivos 0 senhPQ y senhQR son ambos negativos, en
cualguiera de los casos, como la funcion senh(t) es impar (Fig. 6.4) se tiene que
PQ y QR tienen el mismo signo y por la definicién de segmentos dirigidos se
tiene que O esta entre P y R. Reciprocamente, si Q esta entre P y R, se tiene
que PQ y QR tienen el mismo signo, por lo que senhPQ y senhQR tienen el
mismo signo y por lo tanto (senh PQ )/(senh QR )es positivo.

107

y 51

a0l
an 6.4 Grafca de senh(x)

' 6 1.4 Axioma de Pasch. Si una hnea entra a un tridngulo por uno de sus vértices,
entonces la linea intersecta al Iado opuesto de/ tnéngulo

' Fig. 6.5 Axioma de Pasch.
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Asi, en la figura 6.5, la linea CP, que entra al tridngulo A4BC en el vértice C,
intesecta al lado AB en P (ver apéndice 2).

6.1.5 Teorema de Menelao. Supongamos que D, E y F son puntos en los lados
BC, AC y AB respectivamente del AABC entonces D, E y F son colmeales Siy
sélo si

: senh AF senhBD senhCE _

senhFB senhDC senhEA

Demostracion

Supongamos que D, E y F estanen Ia linea ¢ (Fig. 6.1). Entonces por el teorema
6.1.1 el lado izquierdo de la ecuacién es igual a +1 6 —1. Como ¢ intersecta a los
tres lados del AABC entonces, por el axioma de Pasch, sélo uno de los tres
términos de la ecuacion es negativo, o bien los tres son negativos, por lo que el
producto es igual a -1.

Reciprocamente, supongamos que la ecuacién se satisface. Como exactamente
uno o cada uno de los tres términos de la ecuacion es negativo, entonces
exactamente dos o ninguno de los puntos D, E, F estan en el A4ABC. En
cualquier caso se sigue que por lo menos una de las lineas DE, EF o DF
intersecta a cada una de las lineas que contienen a los lados del A4BC. Por
simetria y sin pérdida de generalidad supongamos que DE intersecta a 4B en F.
Por la primera parte del teorema, tenemos que se satisface

senh AF" senhBD senhCE _ -1

senhF'B senh DC. senhEA
pero esto necesariamente implica que
senh AF" _ senh AF
senhF'B  senhFB
por lo que F =F", es decir, F esta enlalinea DE.

6.1.6 Teorema de Ceva. Supongamos que D, E y F son puntos en los lados
BC, AC y AB respectivamente del AABC entonces AD,BE y CF son
concurrentes s: y solo si cada par se intersecta y

senh AF senhBD senhCE _

senhFB senhDC senhEA

Demostracion.

Supongamas que las lineas 4D, BE y CF concurren en P (Fig. 6.2). Ahora, en el
triangulo AABD, los puntos C, P y F satisfacen las hipotesis del teorema anterior
y en el triangulo ADCA los puntos £, P y B también satisfacen las hipdtesis del
teorema anterior por lo que tenemos
' senh AP senhDC senhBF I senhDP senhAE senhCB _‘1

senhPD  senhCB senhFA " senh PA "senhEC senhBD
y muitiplicando tenemos
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" senhBF senh CD senh AE
senhFA senh DB senhEC

pero esto es precisamente
: senh AF senh BD senh CE
senh¥FB senhDC senhEA o
Reciprocamente, supongamos que la ecuacion se satisface, entonces todos los
términos de la ecuacién son positivos 0 exactamente uno es positivo, entonces los
puntos D, £ y F estan en los lados del tridngulo A4BC o exactamente uno de
D, E o F esta en el triangulo AABC. Por simetria y sin pérdida de generalidad
supongamos que [ esta en el triangulo AABC. Supongamos que BE intersecta a
CF en P. Ya que tanto -E como F estdn ambos en el tridangulo A4BC o estan
ambos fuera del triangulo A4BC, se sigue que P esta en el interior del angulo
£BAC o que esta'en el interior del angulo opuesto por el vértice al angulo £BAC.
En cualquier caso AP intersecta al lado BC en un punto D'. Entonces D, Ey F
son puntos en los lados del triangulo AABC tales que AD, BE y CF son
concurrentes; entonces, por la primera parte'del teorema, tenemos que
senhAF senh BD" senh CE

senhFB senhl) C senhEA

pero esto implica que
T ' senhBD‘ senhBD

senhD'C senhDC .
es decir, D=0, porlotanto 4D, BE y CF concurrentes y concurren en P.

6.2 El Triangulo Hiperbdélico.

Las definiciones de medianas, mediatrices, bisectrices y alturas en un triangulo
hiperbdlico son las mismas que las que vimos en el capitulo 1 para un trianguio
euclidiano, por lo que no las presentaremos nuevamente. Lo que estudiaremos
son los teoremas de concurrencia de estas Ilneas

6 2.1 Teorema Las medianas de un tnéngulo AABC concurren.
Demostracioén.

La demostracion de este teorema es una consecuencia inmediata utilizando el
teorema de Ceva. Sean [, M y N ios puntos medios de los lados BC, C4A y AB
respectivamente (Fig. 6.6) del triangulo AABC entonces como los puntos medios
de los lados satisfacen :

" senhAN senh BL senh CM

senhNB senhLC senhMA
y ademas por el axioma de Pasch, las medianas en un triangulo se antersectan
por pares entonces las medianas del A4BC concurren. Nétese que las medianas
de cualquier triangulo huperbollco concurren ya que son lineas que siempre se
intersectan por pares dentro del triangulo.

=+1
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Fig. 6.6 Las medianas del triangulo A4BC concurren.

De una forma similar podemos ver que las bisectrices interiores de un triangulo
AABC son concurrentes, mas aun, veremos que el punto de interseccion de
dichas bisectrices s el h-centro de la h-circunferencia inscrita del triangulo al igual
que en geometria euclidiana.

6.2.2 Teorema. Las bisectrices interiores de un triangulo AABC son concurrentes.
Demostracion

Sean D, E y F los puntos donde las bisectrices interiores por 4, B y C
intersectan al lado opuesto. Aplicando la ley de los senos a los triangulos A4ABD y
AADC (Fig. 6.7) se tiene que

senhBD  senh AD senfa/2)  seny
senfa/2) senf senhDC  senh AD
Analogamente para los triangulos ABCE y ABEA tenemos que
senhCE _ senhBE sen(f3/2)  sena
sen(f/2)  seny . senhEA  senhBE
y por Uitimo para los tridangulos ACAF y ACFB
senhAF _ senhCF sen(y/2) senf

' sen(y /2) T sena senhFB  senhCF

'
) |

Fig. 6.7 Las bisectrices de un triangulo son concurrentes.
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donde a,8 y y son los angulos en 4, B y ( respectivamente. Ahora,
multiplicando miembro a miembro estas seis ecuaciones obtenemos:

senh AF senhBD senhCE e

senhFB senhDC senhEA
pero el producto no puede ser —1 porque, en tal caso, D, E y F serian
colineales por el teorema de Meneiao, por lo tanto tenemos que:

senh AF senhBD_senhCE - 41

senhFB senhDC senhEA
y como el axioma de Pasch implica que las bisectrices de un triangulo se

intersectan por pares, el teorema de Ceva implica que las bisectrices de cualquier
tridngulo concurren.

Del teorema 6.2.2'y de la definicion 1.2.3 se 'siéue qué el h-centro de la h-
circunferencia (teorema 4.5.2) inscrita de un triangulo AABC es el punto donde
concurren las bisectrices. : '

Fig. 6.8 La circunferencia inscrita del triangulo AABC.

Ahora estudiaremos el comportamiento de las mediatrices de un triangulo A4BC y
veremos que tenemos varios casos, en unos casos concurren y en ofros no y
ademas veremos las condiciones que se necesﬂan para dlcha concurrencia.

Las propos:cnones 623y 624 asi como la consecuencla de estas dos son los
resuitados mas importantes en este trabajo, es decir, probar que al igual que las
medianas y las bisectrices de un triangulo, las mediatrices también son una familia
coaxial de e-circunferencias y ver las condiciones que un triangulo hiperbolico
necesita cumplir para que sus mediatrices concurran o no.

Vamos a colocar en posicién especial un segmento BC de forma tal que su
mediatriz / sea un e-rayo. Podemos ver que para un tridngulo tal que BC es uno
de sus lados pueden ocurrir dos cosas; 1) la e-circunferencia que lo inscribe es
una h-circunferencia 6 2) la e-circunferencia que lo inscribe no es una h-
circunferencia, en cuyo caso, por el teorema 4.5.4, existe una h-linea que
equidista de los vértices de dicho triangulo.
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En el primer caso C es tanto una e-circunferencia como una h-circunferencia (Fig.

8.9), por lo que para este tridngulo las mediatrices concurren y concurren en O
gue es el centro hiperbdlico de la circunferencia . '

6.2.3 Proposicién. Si fa circunferencia euclidiana que inscribe al triangulo AABC
es una circunferencia hiperbdlica entonces las mediatrices del tridangulc AABC
concurren y lo hacen en el centro hiperbélico de dicha circunferencia.

Demostracion.

Sean C la e-circunferencia que inscribe al triangulo AABC (Fig. 6.9), I, m y n las
mediatrices del los lados BC.CA y AB respectivamente del triangulo A4ABC. Sea
P la interseccién de la e-linea AC con el eje x. Como P esta en el eje radical de
las e-circunferencias Cy b (donde & representa al lado AC del triangulo AABC)y
ademas m es ortogonal a b, entonces, por el teorema 2.4.2, m es ortogonal aCy
por lo tanto m es un h-didmetro de €. De una forma anéloga se tiene que n es un
h-didmetro de €. Sea O la interseccién de m y 1. O esta a la misma distancia de
B que de C (por estar en /) y ademas O esté a la misma distancia de 4 que de
C (por estar en m), por lo tanto, O estd en n que es la mediatriz de 4B, y por Io
tanto O es el h-centro de C.

Fig. 6.9 ¢ es una h-circunferencia.

En esta demostraciéon utilizamos el concepto de eje radical que vimos en el
capitulo 2 para probar que las e-circunferencias C y m son ortogonales. Ahora, si
nos fijamos en las e-circunferencias m y n, que son e-circunferenicas coaxiales
con eje radical /, y si tomamos un triangulo A4BC en posicién general pero de
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forma tal que su e-circunferencia circunscrita sea una h-circunferencia se va a
cumplir que las.mediatrices./,m y n son una familia de e-circunferencias coaxiales
donde el punto limite de esta familia que esta por arriba del eje x es el h-
circuncentro del triangulo A4BC.

-

En el segundo caso € es una e-circunferencia pero no una h-circunferencia por o
que las mediatrices del triangulo A4BC no concuerren.

6.2.4 Proposicion. Si la circunferencia euclidiana que inscribe al tridngulo AABC
no es una circunferencia hiperbélica entonces las mediatrices del triangulo AABC

1

no concurren. - . . S . .

Demostracion -
De una forma analoga a como se probé la proposicion 6.2.3, se tiene que las
mediatrices I, m.y n son e-circunferencias ortogonales a ¢, pero esta vez, como
intersecta la linea de los centros de I, m y n en U y U* (Fig. 6,10), y por el
teorema 2.4.2 se tiene que /, m' y n no se intersectan, es decir 1 , m Yy n sonuna
familia de circunferencias de las que no se cortan (Fig. 2.10).

Fig'. 6.10 € no es una h-circunferencia.

Sea $ la e-circunferencia que pasa por los puntos B y C y ademas que sea
tangente al eje x y a la e-semicircunferencia que contiene al h-segmento BC
(Fig. 6.11), entonces, como consecuencia de las proposiciones 6.2.3y 6.24 y de
la definicion de § podemos concluir que, dado el segmento BC colocado en
posicion especial, el lugar geométrico de los puntos 4 para los cuales las
mediatrices del tridngulo AABC concurren es el drea delimitada por la parte

77



‘ - Capitulo 6. Jugando con el Triangulo Hiperbdlico.

inferior de la e-linea g y el interior de la e-circunferencia §; ademas, el inverso de

esta region con respecto a a y, el lugar geométrico de los puntos 4 para os
cuales las mediatrices del trianguio AABC no concurren es el area delimitada por
el interior de a y la parte superior de [a e-linea g junto con la region delimitada por

el interior de a y la parte exterior de la e-circunferencia § que es el inverso de esta
region con respecto a a.

Fig. 6.11 Region de concurrencia de mediatrices.

Es posible encontrar la regién de concurrencia de las mediatrices para un
segmento dado en posicion general, es decir, si en la figura 6.11 invertimos con
respecto a cualquier circunferencia de inversion ¢ (Fig. 6.12), el inverso del
segmento BC es B*(* el inverso de la e-linea g es la e-circunferencia ¢* vy el
inverso de la e-circunferencia § es la e—cnrcunferencna $*, por lo que el Iugar
geomeétrico de los puntos. A* para los cuales las medlatnces del triangulo -
A4* B*C* concurran es la region delimitada por el interior de ¢* y el exterior de
$* junto con la region delimitada por el interior de $* y el exterior de g¢* por lo que
el problema de encontrar la regién de concurrencia de las mediatrices para el
triangulo A4* B*C* se reduce a encontrar dos e-circunferencias tangentes al eje
x de la familia de e-circunferencias coaxiales que tienen como eje radical la e-
linea determinada por B* y C*.
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Fig. 6.12 El segmento B*(C* esta en posicion general.

De una forma parecida queremos estudiar el comportamrento de las alturas de un
triangulo AABC.

6.2.5 Conjetura. Las afturas de un triangulo AABC son e-circunferencias
coaxiales o e-circunferencias concéntricas.

Camino ala Demostrat:ién. »
Un posible camino para. probar que las alturas hlperbohcas del tnéngulo AABC son
una familia coaxial es, a partlr de dos de las alturas construimos su eje radlcal y
ver que la tercera altura es una e-circunferencia de la misma familia, es dec:r
sean AD,BE y CF las alturas del A4BC (Fig. 6.13) y sea H la interseccion de las
alturas BE y CF. Queremos ver que la altura AD es coaxial con ellas. Sea ¢ el
eje radical de las e<circunferencias BE y CF y séa O un punto clalquiera en ¢
Sea € una circunferencia con centro en O ortogonala BE y CF y sean P y (Q'las
intersecciones de € con a. Si W es la interseccion de la e-tangente a @ en D con
el eje x hay que probar que los puntos P,Q ¥y W son colineales en el sentido
euclidiano, porque de ser asi, como la e-linea PQ es el eje radlcal de las
circunferencias Cy a y como AD es ortogonal a a, entonces 4D seria ortogonal
a C que es lo que gueremos probar.

£STA TESIS NO SALE
DE LA BIBLIOTECA
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. . o
Fig. 6.13 ; Son colineales P,Q y W7

La figura 6.13 muestra el caso en que las alturas “concurren”, pero para el caso en
que las alturas “no concurren” la idea es muy parecida: se toma el eje radical de
_ dos de las alturas y hay que probar que la tercera altura pertenece a la misma
familia que las otras dos alturas (Fig. 6.15), y por ultimo, para el caso cuando las
alturas son e-circunferancias concéntricas resulta que el eje radical es la linea al
infinito (Fig. 6.14).

Fig. 6.14 Las alturas son e-circunferencias concéntricas.
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Fig. 6.15 Las alturas son e-circunferencias coaxiales de las que no se cortan

6.2.6 Conjetura. Nunca existe la circunferencia de los nueve puntos de un
tridngulo hiperbdlico, es mds, si existe un tridngulo para el cual exista su
circunferencia de los nueve puntos entonces ese tridngulo esta en el plano
euclidiano. .

"

Para ver estc tomemos casos particulares,. es decir, primero veamos que pasa
para un triangulo hiperbélico equilatero. Asi, en la figura 6.16 vemos que en el
triangulo equilatero AABC, L.M N son los puntos medios de los lados BC,CA, 48
respectivamente y 2,(J,R que son los puntos medios del ortocentro a los vertices,
entonces la circunferencia (hiperbdlica) que’ circunscribe al triénguld ALMN, que
deberia de ser la circunferencia de los nueve puntos de! triangulo AABC, no pasa
por los puntos P,Q,R, por lo que no existe la circunferencia de los nueve puntos

del tridngulo equilatero A4BC.

81



Capitulo 6. Jugando con el Triangulo Hiperbdlico.

Fig. 6.16 La circunferencia ¢ no contiene a los puntos P,Q,R.

Ahora veamos el triangulo isdsceles AABC donde los lados AB y AC son iguales
(Fig. 6.17), LM,N son los puntos medios de los lados BC,CA AB
respectivamente y D,E.F son los pies de las alturas por los vértices 4,B,C
respectivamente, entonces la circunferencia (hiperbdlica) que circunscribe al
triangulo ALMN no pasa por £ y F, por lo que para este triangulo tampoco existe
su circunferencia de los nueve puntos.

Fig. 6.17 La circunferencia € no contienea E y F.
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Para el caso de un tridngulo rectangulo A4BC con angulo recto en C (Fig. 6.18),
si L,M,N son los puntos medios de los lados BC,CA,AB respectivamente, la
circunferencia (hiperbdlica) que circunscribe al triangulo ALMN no contiene al
punto C que es el pie de la altura por 4 y también el pie de la altura por B.

/ / o
Ly

Fig. 6.18 La circunferencia € no pasa por C.

| '
Por ultimo, veamos que pasa para un tridngulo arbitrario AABC. Sean LM, N los
puntos medios de los lados BC,CA,AB y D,E,F los pies de las alturas que pasan
por A4,B,C respectivamente (Fig. 6.19), entonces la circunferencia que
circunscribe al triangulo ALMN no pasa por los puntos D,E,F, por lo que no
existe la circunferencia de los nueve puntos para este triangulo.

Fig. 6.19 La circunferencia € no pasa por los puntos D, E, F.

Claramente al no existir 1a circunferencia de los nueve puntos no podemos hablar
de la linea de Euler tal como la vimos para el tridangulo euclidiano, lo que si
podemos ver es el comportamiento de los otros tres puntos que figuran en la linea
de Euler, es decir, el ortocentro, el c:rcunoentro y el gravicentro; lo llamaremos la
“linea de Euler”.
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- 6.2.7 Proposicion. La “linea de Euler’ de un tridngulo isosceles es la altura por el
anguio desigual.

Demostracion.

Primero veamos que, en un triangulo isosceles, la altura, la mediana, la bisectriz y
la mediatriz coinciden en el angulo desigual. Asi, en el triangulo A4BC (Fig. 6.20)
sean AB=AC y sea AL la bisectriz interior del angulo £BAC, entonces los
triangulos AABL y AACL son congruentes (LAL) y esto implica que L es el punto
medio del lado BC, ademas JZALB=ZALC y como JZALB+ ZALC =180°,
entonces ZALB = ZALC =90° pero esto implica que AL es la altura por 4 y
mediatriz del lado BC. Ahora, si existe el circuncentro O del triangulo A4BC éste
estd sobre AL (por ser AL mediatriz), si existe el ortocentro H del triangulo
AABC éste esta también en AL (por ser AL altura) y por ultimo, como siempre
existe el gravicentro del AABC éste esta sobre AL (por ser AL mediana), por lo
tanto para un tridngulo isdsceles para el cual existen el circuncentro y €l ortocentro
si existe la “linea de Euler”.

Fig. 6.20 AL es la linea de Euler del triangulo A4BC.

6.2.8 Conjetura. La “linea de Euler’ no existe en un triangulo rectangulo ni en un
tnangulo arbitrario.

Veamos primero para un tridngulo rectangulo para el cual sus mediatrices
concurran. Asi, en el triangulo A4BC (Fig. 6.21), que tiene angulo recto en C, de

existir la “linea de Euler” seria la mediana CN que pasa por C, ya que, como C
es el ortocentro del triangulo y el gravicentro G esta en CN solamente faltaria que
el h-circuncentro O esté en CN, pero vemos que eso no sucede, por lo que para
un tridngulo rectangulo no existe la “linea de Euler”.
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.. Fig. 6.21 No existe la linea de Euler en un tridngulo rectangulo.

Ahora veamos lo que pasa con un tridngulo arbitrario. Para ver que en un triangulo
arbitrario no existe la “linéa de Euler” tracemos la e-circunferencia que pasa por
los puntos H,G y O que son el ortocentro, el gravicentro y el circuncentro del
triangulo AABC respectivamente (Fig. 6.22) y vemos que esta e-circunferencia no
es una h-linea, por lo que no existe ia “linea de Euler” de este triangulo.

_Fig. 6.22 No existe |a “linea de Euler” de este triangulo.

Por.ultimo, cabe mencionar que no estudiamos el caso para un triangulo equildtero
ya que, al igual que en geometria euclidiana, ios tres puntos en cuestién H,G y O
coinciden. o |

i
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APENDICE 1

Los elementosrde Euclides

Las veintitrés definiciones, nueve nociones comunes y cinco postulados que
Euclides enuncia en su libro “Elementos de Geometria” son:

~~

Definiciones

1} Un punto es aquello que no tiene partes.

2) Una linea es un largo sin ancho.

3) Los extremos de una linea son dos puntos.

4) Una linea recta es una linea que yace en forma pareja sobre sus puntos.

5) Una superficie es aquella que sdlo tiene largo y ancho.

6) Los extremos de una superficie son lineas.

7) Una superficie plana es una superficie que yace en forma pare;a a las lineas
rectas que estan sobre si misma.

8) Un angulo plano es {a inclinacién de una a otra de dos lineas en un plano las
cuales se encuentran una con ofra y no estan en una linea recta.

9) Cuando las lineas que contienen al angulo son rectas, el angulo es llamado
rectilineo.

10) Cuando una linea recta levantada sobre una linea recta forma los angulos
adyacentes iguales entre si, cada uno de los &ngulos iguales es recto y la
linea recta que se levanta sobre la otra es llamada una perpendicular a aquella
sobre la cual se levanta. _

11) Un angulo obtuso es un angulo mayor a un angulo recto.

12) Un angulo agudo es un angulo menor a un angulo recto.

13) Un limite es aquelio que es un extremo de algo.

14) Una figura es aquello que esta contenido por cualquier limite o limites.

15) Un circulo es una figura plana contenida por una linea de tal modo que todas
las lineas rectas que caen sobre ella desde un punto entre aquellas que estan
dentro de la figura son iguales entre si.

16) El punto es llamado el centro del circulo.

17) Un diametro del circulo es cualquier linea recta trazada a traves del centro y
terminada en ambas direcciones por la cwcunferencna del circulo. Ta! linea
recta bisecta al circulo.

18) Un semicirculo es la figura contemda por el diametro y la circunferencia que
éste corta. El centro del semicirculo es el mismo que el del circulo.

19) Las figuras rectilineas son aquellas contenidas por lineas rectas, los trilateros
son aquellas figuras contenidas por tres lineas, los cuadrilateros son aguellas
contenidas por cuatro lineas y multildteros aquellas contenidas por mas de
cuatro lineas rectas.

20) Entre las figuras trilateras, un triangulo equilatero es aguel cuyos tres lados
son iguales; un tridngulo isésceles es aquel que tiene solamente dos de sus
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lados iguales y un ftriangulo escaleno es aquel que tiene sus tres lados
desiguales.

21) Aun mas, de las figuras trilateras, un triangulo rectangulo es aquel que fiene

un angulo recto, un tridngulo obtusangulo es aquel que tiene un angulo
obtuso, un triangulo acutangulo es aquel que tiene sus tres angulos agudos.

22) Sobre las figuras cuadrilaterales, un cuadrado es aquel que es equilatero y de

angulos rectos; un oblongo es aguel que tiene angulos rectos pero no es
equilatero; un rombo es aquel que es equn!étero pero no tiene sus angulos
rectos; un romboide es aquel gque tiene sus lados y angulos cpuestos iguales
entre si pero no es equildtero ni tiene sus éngulos rectos. Los cuadrilateros
distintos a estos son trapecios. oo

23) Lineas rectas paralelas son lineas rectas que, estando en el mismo planc y

prolongandose indefi mdamente en ambas direccaones no se encuentran en
ninguna direccion: -

B

Nociones Comunes _ ~' , i L

[y

Cosas |guales a una yla misma son 1guales entre si. -

Si a cosas iguales se afaden ofras iguales, las totales son |guales .
Si de cosas iguales se quitan otras iguales, las restantes son iguales.

Si a cosas desiguales se afiaden otras iguales, las totales son desnguales
Las cosas dobles a una misma cosa, son iguales entre si.

Las cosas mitades de una misma cosa, son iguales entre si. : L
Las cosas congruentes entre si sonigualesentresi. -+ e

El todo es mayor que cualquiera de sus partes.. . , S a
Dos lineas rectas no circundan region. . N

R : I

Postulados -;' : L s ."

—_—
p—

bWk
M Mt it o

Es posible. trazar la linea recta desde un punto cualquuera a otro punto
cualquiera. : .

Es posible prolongar por contnnuudad en hnea recta una recta dellmltada

Para cada centro y radio es posible describir su circulo. ‘

Todos los angulos rectos son iguales entre si. ‘ C

Si una recta que corta a otras dos forma, del mismo Iado angulos mtenores
que suman menos de dos angulos rectos, al prolongar indefinidamente las dos
rectas, estas se cortan del lado en que los angulos interiores suman menos de

" dos angulos rectos . -



APENDICE 2

Equivalencias al quinto postulado.

Mencionaremos algunas de las afirmaciones equivalentes al quinto postulado,
algunas de las cuales fueron utilizadas al intentar probarlo.

" Equivalencias

A

!"".U.O

=

?‘-‘—'_,I_CD m

» ABO TV O

Si A y D son puntos en el mismo lado de BC tales que ZABC + £BCD < 180°,
entonces BA intersecta a CD (quinto postulado de Euclides).

Si 4 y D son puntos en el mismo lado de BC y BA|CD, entonces
ZABC + £BCD =180° (proposicion 29 de Euclides).

Para lineas rectas /,m,n. Si l|lm y m||n, entonces !||n (proposicion 30 de
Euclides.)

Si una tercera linea intersecta a una de dos lineas paralelas entonces
intersecta a la otra (contrapositivo de la proposicién 30 de Euclides).

Por un punto exterior a una recta es posible trazar una y sdlo una recta
paralela a Ia recta dada (axioma de Playfair).

Una linea perpendicular a una de dos lineas paralelas es perpendicular a Ia
otra.

Sil||lm, rL1y sL m, entonces r||s para /,m,r,s lineas.

Las mediatrices de cualquier triangulo son concurrentes.

Existe una circunferencia que pasa por cualesquiera tres puntos no colineales.
Existe un punto que equidista de cualesquiera tres puntos no colineales.

Una linea que intersecta perpendicularmente a un rayo de un éngulo agudo
intersecta al otro rayo.

A través de cualquier punto en el interior de un angulo existe una linea que
intersecta a ambos rayos de! angulo que no pasa por el vértice del angulo.

La suma de los angulos de cualquier friangulo es 180% Un angulo exterior de un
triangulo es igual a la suma de los éngulos interiores no adyacentes a €l
(proposicién 32 de Euclides).

Si el punto C esta fuera de AB pero en la circunferencia de diametro A5,
entonces el angulo ZACB es recto.

Si el angulo ZACB es recto, entonces C esta en la circunferencia de diametro
AB.

Las mediatrices de los catetos de un triangulo rectangulo se intersectan en la
hipotenusa del mismo.

Sill r, rLsy sl m entonces I intersectaa m para I,m,r,s lineas.

Existe un éngulo acutangulo tal que cualquier linea que intersecta y es
perpendicular a uno de los rayos de el angulo intersecta al otro rayo del angulo.
Existe un éngulo acutangulo tal que cualquier punto en el interior del angulo
esta en una linea que intersecta a ambos rayos det angufo y tal que no pasa
por el vértice del angulo.

Existe un tridangulo tal que la suma de sus angulos es 180°.
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U. Existe un trianguio con defecto cero.

V. Existe un rectangulo (Hipétesis del angulo recto de Saccheri).

W. Existen dos lineas / y m tales que / es equidistante de m.

X. Si tres de los cuatro angulos de un cuadrilatero son rectos entonces eI cuarto
angulo también es recto.

Y. Existe una linea / y un punto P que no esta en ! tal que hay una uUnica linea
que pasapor P yesparalelaal . .

Z. Existe un par de triangulos semejantes que no son congruentes )

Una prueba de estas equivalencias se encuentra en. “The Foundations of
Geometry and The Non-Euclidean Plane” George E. Martin.

Veamos la prueba de Ia ‘equivalencia entre el qumto postulado de Euclldes y el
axioma de Playfair. :

Proposicién. Son equivalentes: |

"a) Siuna linea recta intersecta a dos lineas rectas y forma énguilos interiores en el
mismo lado que suman mengs de dos angulos rectos, entonces las dos lineas
rectas, si son prolongadas indefinidamente, se cortan del lado en que los
angulos interiores suman menos de dos angulos rectos

b) Por un punto exterior a una recta es posible trazar una y solo una recta
paralela a la recta dada

Demostracion.

()= ()

Dada una linea 54 y un punto P que no esta en b (Fig. A2.1). Por el corolario
3.2.5 sabemos que se puede construir una paralela a la linea b que pase por P.
Desde P trazamos la perpendicular a la linea b, que corta a ésta en @, y

trazamos la perpendicular (a) a PQ en P. Entonces a y b son paralelas.

1.

N ST C. .
\P A .

i a

L . . N

. C.

. ) ¢
- b

M o B .

- Fig A2.1 La tinica paralela a b por Pesa

Ahora sea ¢ cualquuer Iunea que pase por. P que no sea a. De aqui se srgue gue
ni ZNPQ ni ZQPC son angulos rectos, ya que de ser asr ayc comcudlrlan Asi,
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podemos suponer que ZOPC es menor que un angulo recto. Asi, las lineas b y ¢
son cortadas por la transversal PQ y como ZQPC + £ZPQB <180°, entonces, por el
quinto postulado, PC y OB se intersectan, por io que la Unica paralela a » que
pasa por P es a. '

(b)= (@)

Sean a y b lineas cortadas por una ftransversal en los puntos P y (O
respectivamente formando los angulos £APQ y £BQOP (Fig. A2.2) tales que

ZAPQ + ZBQP < 180° )
ademas tenemos que

ZBOP + £PQT = 180° ()
y de las ecuaciones (1) y (2) tenemos que

LZAPQ < LPOT ()

Por P construimos QPR = ZPQT, entonces LOPA < ZOPR, y asi PR es distinta
de la linea a. Ahora, por el teorema 3.2.2 RP es paralela a b, entonces por el
axioma de Playfair a no es paralela a b, porlo tanto a y » se intersectan.
Supongamos que no se intersectan del lado de 4 y B, es decir, supongamos que
a y b se intersectan en E, entonces ZAPQ es un angulo exterior del triangulo
APQE por lo que ZAPQ > ZPQT, pero esto contradice (3) Por lo tanto a y » se
intersectan y lo hace delladode 4 v B.

- ok

Fig. A2.2 a y b se intersectan.
Axioma de Pasch.

Hay dos versiones del axioma de Pasch. Probaremos aqui que estas dos
versiones son equivalentes.

Proposicion. Son equivalentes:

a) Si una linea entra a un tnidngulo por uno de sus lados no en un vértice,
entonces la linea intersecta a otro lado del triangulo.
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b) Si una linea entra a un tnéngu!o por uno de sus vértices, entonces la hnea
intersecta al Iado opuesto del tnéngulo

-+
L0

| Demostramén

(a)=>(¢)

Sea ( una linea que entra al triangulo A4B,C por el vértice B, (Fig. A2.3). Si
prolongamos el .lado 4B, hasta B de forma tal que B, esté entre. 4 y B,
entonces, aplicando (a) al tridngulo AABC, la linea ¢ intersecta a otro de los lados
del A4BC y como ¢ entra al A4B,C no puede ser que ¢ intersecte al lado BC, es
Becir, ¢ intersecta al lado AC que es el lado opuesto al vertice B, en el tridngulo
AABC. X :

Fig. A2.3 Axioma de Pasch.

(6)=>(a)

Sea ¢ una linea que entra al triangulo A4ABC por B, en el lado 4B (Fig. A2.3). Si ¢
pasa por el vértice C del triangulo AABC, entonces ¢ intesecta al lado AC. Sino,
trazamos la linea B,C, entonces la linea ¢ entra al triangulo A4B,C por el vértice
B, y, por {b) la linea ¢ intersecta a AC, es decir, ¢ intersecta a otro lado del

triangulo AABC.



APENDICE 3
Identidades Trigonométricas

Estas identidades trigonométricas se obtienen por medio de una simple sustitucion
en la definicidon 5.1.1, unicamente para las formulas 1, 3, 5 y 7 hay que utilizar las

identidades senh(- x) = —senh(x) y cosh(~ x)= cosh(x).

1) cosh®(x)— senh’(x)=1

2) 1-tanh*(x)=sech*(x)

3) cosh(x)+ senh(x)= e

4) cosh(x) - senh(x)=e*

5) senh(x + y)= senh(x)cosh(y)+ cosh(x)senh(y)
8) senh(x — y)= senh(x)cosh(y)— cosh(x)senh(y)
7) cosh(x + y) = cosh(x)cosh(y)+ senh(x)senh(y)
8) cosh(x —y)= cosh(x)cosh(y)— senth(x)senh(y)

: B tanh(x)+lanh()’)
Q) tanh(x+y)= 1+ tanh(x yanh(y)

0) senh(x)+ senh(y) = zsenh[ y]cosh("—yj

11) senh(x) - senh(y) =2 cosh[

=
+
]

12) cosh(x)+ cosh(y) = Zcosh[

13) cosh(x)— cosh(y) = 2 senf{ X

14) senh[f] _ . [coshle)-1
2 2
15) cosh[fj =%, (———————COSh (x)+1
2 2
16) tanh( ) fcoshixi—] cosh(x)—1 _ _senh(x)
2 cosh{x)+1 senh(x)  cosh(x)+1
17)e~ = sec h(x) _1- tanh(x)
1+tanh(x)  sech(x)

18)arcsenh(x)= lnix +x? + 1;
x21

19) arccos h(x) = Inlx +/x* -1
20) arctanh(x)= *ln( 1+ x) x| <1
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